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Introduccion

Motivacion

Las redes bayesianas son una herramienta que en los ultimos afios ha demostrado su potencia-
lidad como modelo de representacion de la incertidumbre en Inteligencia Artificial. El éxito
de numerosas aplicaciones en campos tan variados como la medicina, recuperacion de la in-
formacioén, vision artificial, fusiéon de informacién, agricultura, etc. avalan esta afirmacion
[74, 102, 2, 8, 113, 66, 73, 53, 7, 67, 69].

Una de las dificultades mas importantes asociadas a la construccion de sistemas expertos
probabilisticos esté en la elicitacion de los valores de las probabilidades. En general, se necesita

especificar un gran numero de valores de probabilidad. Como se afirma en Skaaning et al. [122]:

En la construcciéon de modelos de redes bayesianas, la adquisicién de la informacién
probabilistica a partir de expertos en el dominio es a menudo la parte més dificil

del proceso de construccién.

Hay que tener en cuenta que el experto tiene que especificar para un gran conjunto de
sucesos valores de probabilidad que son numeros reales, lo que implica una precisién que
sobrepasa en muchas ocasiones su grado de conocimiento del problema. A menudo, es mucho
més sencillo y més cémodo para el experto dar unos intervalos que contengan al valor de la
probabilidad. Pensemos en el caso de un sistema experto para medicina, en el que necesitamos
conocer la probabilidad de ocurrencia de una determinada enfermedad en una poblacion dada.
El experto médico se puede sentir menos forzado si puede expresar este conocimiento por
medio de intervalos: la probabilidad esta entre el 1% y el 3%. De hecho, es muy comun que
en los libros médicos los valores de las frecuencias de ocurrencia aparezcan especificadas de
manera imprecisa e incluso, en muchas ocasiones, usando términos de significado vago (En la

mayoria de las ocasiones ..., Muy raramente ocurre que...).

1
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En general, los sistemas expertos bayesianos estan disenados para trabajar con valores
exactos de probabilidades. Se podria pensar en transformar los intervalos de probabilidad
en valores exactos, considerando por ejemplo el punto medio del intervalo, pero de esta for-
ma estarfamos trabajando con probabilidades hipotéticas sin tener una idea exacta de como
afectaria una variacion de estas probabilidades en nuestros resultados finales.

Desde el principio de la investigacién en redes bayesianas se prestd alguna atencion a este
problema desarrollando algoritmos para el caso en que las probabilidades se conocian de for-
ma imprecisa [128, 47]. Estos trabajos estaban enfocados como un problema de sensibilidad
tratando de analizar como cambiaban los resultados finales en funcién de los parametros. El
procedimiento de célculo era aproximado: los intervalos calculados contenian a los intervalos
que se obtendrian para todos los valores posibles de las probabilidades iniciales (considerando
como valores posibles todos los valores del intervalo de probabilidad dado). La razon es que los
resultados intermedios (mensajes de los algoritmos de propagacion) se representaban también
en forma de intervalos. Sin embargo, en la teoria de las probabilidades imprecisas [134] existen
informaciones que no se pueden representar mediante intervalos, produciéndose una pérdida
de informaciéon cada vez que se aproximan por intervalos de probabilidad. De esta forma, los
procedimientos empleados, por su propia naturaleza, impedian que los resultados pudiesen ser
exactos. De hecho, con mucha facilidad los intervalos terminaban siendo [0, 1], es decir no
informaban nada en absoluto.

Cano, Moral y Verdegay-Lopez [24] propusieron por primera vez un algoritmo de propa-
gacién exacto para probabilidades imprecisas. Este algoritmo suponia que para cada variable
existe un conjunto convexo de probabilidades condicionadas dados los valores de sus padres.
Su principal valor fue el de plantear el problema del calculo con probabilidades imprecisas
como un problema de propagacién de conjuntos convexos de distribuciones de probabilidad.
Esto permitié proponer un célculo local que proporcionaba resultados finales correctos. Este

enfoque tenia dos fundamentos que lo hicieron posible:

e El desarrollo de la teoria de probabilidades imprecisas basada en conjuntos convexos
[134, 22, 98]. Aunque los conjuntos convexos ya se habian considerado en 1.967 por
Dempster [39], en estos anos se avanza notablemente en cuestiones como elicitacion de

informaciones, conceptos béasicos como condicionamiento, combinacién e independencia.

e La especificacion abstracta de los algoritmos de propagacion por Shafer y Shenoy [118]



que permitié su generalizacion a otros modelos de representacion de la incertidumbre y, en

particular, el que nos ocupa de los conjuntos convexos de distribuciones de probabilidad.
Sin embargo, algunas importantes cuestiones quedaron abiertas en este trabajo:

e La complejidad de los célculos era demasiado alta, de manera que la imprecisién en la
especificacion de la red no podia ser elevada si queriamos obtener resultados en tiempo
razonable. De hecho, los algoritmos presentados eran tutiles sélo cuando la estructura
del grafo era muy simple (por ejemplo un poliarbol con pocos valores por variable) o la

imprecisién aparecia sélo para unas pocas variables de la red.

e Como se suponia que inicialmente la informacion venia representada por medio de con-
juntos convexos de probabilidad, si tenfamos intervalos habia que hacer una transforma-
cion de los intervalos en convexos. El problema es que los conjuntos convexos resultantes
eran demasiado complejos, haciendo totalmente inviable una enumeracién de sus puntos
extremos, con lo que mucho menos se podrian aplicar los algoritmos de propagaciéon que

ya tenfan importantes problemas de eficiencia.

Objetivos y Metodologia

El objetivo béasico de esta memoria es proponer algoritmos de propagaciéon aproximados para
grafos de dependencias en los que las distribuciones de probabilidad condicionadas vengan
dadas por medio de intervalos de probabilidad.

Para ello se utilizan dos técnicas basicas:

e La especificacion del problema de la propagaciéon como un problema de optimizacion
combinatoria mediante la adiciéon de variables adicionales. Dependiendo del tipo de
condicionamiento que se quiera calcular, este problema serd un problema de optimizacién
clasico o un problema multiobjetivo. De esta forma se aplican los procedimientos usuales

para su resolucion: algoritmos genéticos y algoritmos de enfriamiento estocastico.

e El uso de arboles de probabilidad para representar las distribuciones de probabilidad [10].
Esta técnica permite sacar partido de las independencias asimétricas de un problema
para obtener una representaciéon més compacta que las tablas de probabilidad. Nosotros

hemos desarrollado las algoritmos de propagacion para este tipo de representacion [16]
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aprovechando sus posibilidades en el proceso de célculo y proponiendo ademés algoritmos

aproximados.

Los arboles de probabilidad nos han permitido ademas, en el caso de que las distribu-
ciones de probabilidad vengan dados mediante intervalos, obtener una representaciéon
eficiente de los conjuntos convexos de probabilidad asociados. Esta representaciéon evita
el problema de explosién combinatoria que se producia cuando se enumeraban los pun-
tos extremos. De esta forma los algoritmos inicialmente desarrollados para conjuntos

convexos se han aplicado también al caso de intervalos.

Finalmente, nos hemos propuesto validar nuestros algoritmos comprobando experimental-
mente que su aplicacion es posible a redes Bayesianas que se han usado en aplicaciones reales,
v en las que todos los valores exactos de probabilidad se han transformado en intervalos. Para
ello se ha trabajado con redes de la coleccion publica de redes Bayesianas mantenida por Fried-
man y disponible a través de Internet [51], y también con redes proporcionadas con el software

HUGIN [75] y disponibles en la direccion de Internet "http://www.hugin.dk/networks".

Contenido de la Tesis

En el capitulo 1 se introduciran los conceptos y resultados béasicos para trabajar con probabili-
dades imprecisas, centrandonos més concretamente en los conjuntos convexos de probabilidad
como un mecanismo capaz de representar la incertidumbre. Se estudiaran las posibles repre-
sentaciones de los conjuntos convexos a través de restricciones lineales o puntos extremos, y las
relaciones existentes entre ellas. También se haréd un repaso a los conceptos béasicos de conjun-
tos convexos de probabilidades como son la combinacién, marginalizaciéon y condicionamiento.
Estudiaremos también las relaciones existentes entre los conjuntos convexos de probabilidad
v los intervalos de probabilidad, estudiando métodos para transformar conjuntos convexos en
intervalos y viceversa, mostrando ademéas que los conjuntos convexos son méas generales que
los intervalos, y que el trabajar directamente con intervalos produce pérdidas de informacién.
Finalmente en este capitulo haremos un repaso al concepto de independencia en conjuntos
convexos de probabilidad, que es un tema fundamental para poder construir los algoritmos de
propagacion.

El capitulo 2 estd dedicado al estudio de la propagacién de probabilidades imprecisas.

Se comienza haciendo una clasificacién de los algoritmos de propagacion que utilizan calculos



locales basandonos en el tipo de relaciones de independencia que se consideran. Se analizara la,
axiomdtica general de Shafer y Shenoy necesaria para poder definir algoritmos de propagacion
de incertidumbre. Finalmente se daran las particularizaciones necesarias para poder aplicar
los algoritmos de propagacién descritos en forma abstracta, al caso de conjuntos convexos
de probabilidades dados a través de un conjunto de puntos extremos. Veremos que hay dos
tipos de problemas que pueden resolverse mediante el esquema general de los algoritmos de
propagacion.

El capitulo 3 estd dedicado al estudio de una serie de algoritmos que hemos desarrollado
para permitir realizar propagaciones con conjuntos convexos de probabilidad representados
con sus puntos extremos, cuando no es posible realizar propagaciones exactas debido a la
complejidad del problema. El problema de la propagaciéon se planteard en términos de un
problema de optimizaciéon combinatoria. Se han desarrollado dos tipos de algoritmos. En
primer lugar los que hacen uso de la técnica de enfriamiento estocastico y en segundo lugar
los que hacen uso de algoritmos genéticos. Se ha realizado una experimentaciéon que muestra
que estos algoritmos son bastante prometedores y que permiten obtener buenos resultados en

tiempos razonables.

El capitulo 4 analiza la aplicacion de los arboles de probabilidad para representar potenciales
(funciones) probabilisticas. Estos arboles permiten obtener representaciones méas compactas
que las tablas a la hora de representar el potencial que representa una distribucién de proba-
bilidad o bien un conjunto convexo de probabilidades. La razén de esto, es que los arboles
de probabilidad son capaces de explotar las independencias asimétricas entre las variables del
problema. Como consecuencia, necesitaremos menos célculos para llevar a cabo los algoritmos
de propagacién. En este capitulo se hara un estudio de como se pueden obtener los arboles de
probabilidad asociados a una distribucién de probabilidad y de como pueden llevarse a cabo las
operaciones de combinacién y marginalizaciéon necesarias para la propagaciéon. Se desarrolla-
ran también algoritmos aproximados que limitan el tamafnio de los arboles a un valor méximo,
realizando aproximaciones siempre que sea necesario. Finalmente se hard un estudio experi-
mental del comportamiento de dichos algoritmos en el caso de propagaciones probabilisticas
sin imprecision.

Por ultimo en el capitulo 5 se ven como los arboles de probabilidad son especialmente
utiles cuando se usan para la propagaciéon de informaciones dadas a través de intervalos.

Veremos como se pueden representar las matrices de intervalos de probabilidad a través de
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arboles de probabilidad, lo que permitird aplicar los algoritmos estudiados en el capitulo 4.
En este capitulo se propone la adaptaciéon de los algoritmos de los capitulos 2 y 3 al caso
en que se usen arboles como representaciéon de los potenciales probabilisticos. En concreto
se proponen algoritmos que explotan esta estructura para representar intervalos, eliminar
puntos no extremos, obtener intervalos y acotar el error final. Para terminar se dard una
experimentacion para ver como se comportan los algoritmos de propagacién en el caso exacto,
en el caso aproximado con arboles limitados en tamano y con las técnicas de enfriamiento

simulado.



Capitulo 1

Conjuntos Convexos e Intervalos de

Probabilidad

1.1 Introduccion

En este capitulo introducimos los conceptos y resultados bésicos para trabajar con probabi-
lidades imprecisas. Actualmente podemos decir que atn no se han unificado en una teoria
tnica todas las investigaciones que se han realizado en el campo de las probabilidades no exac-
tas. Existen distintos grupos que desde ambitos muy diversos han contribuido a desarrollar
una metodologia para la representaciéon y uso de la incertidumbre mediante probabilidades
imprecisas. Se han usado asi distintos formalismos mateméticos y se han propuesto diferentes
operadores, incluso para problemas y transformaciones similares.

Existen numerosas situaciones que pueden dar lugar al uso de probabilidades imprecisas.

Entre ellas podemos destacar [138]:

e Cuando existe poca informacion para evaluar una probabilidad, Walley [134, 135, 137].

e Cuando la informacion disponible no es lo suficientemente especifica. Por ejemplo, cuan-
do extraemos bolas de una urna con 10 bolas, de la que sabemos que 5 son rojas y otras
5 son blancas o negras, pero no sabemos la proporciéon exacta de cada una de ellas,

Dempster [39], Shafer [117], Klir y Folger [83].

e En Robustez Estadistica cuando queremos representar desconocimiento sobre la distri-
bucion ’a priori’, Berger [6] DeRobertis y Hartigan [40].

7
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e Para representar conflictos entre expertos o fuentes de informacién: mayores inconsisten-
cias deben de dar lugar a informaciones mas imprecisas, Walley [133] Moral y Sagrado

[99].

Existen distintos modelos mateméticos que han sido asociados en la literatura con las
probabilidades imprecisas: Probabilidad Comparativa [49, 50|, Teoria de la Posibilidad [141,
42], Medidas Difusas [125, 139, 60], Teoria de la Evidencia [117, 123], Capacidades de orden-2
[71, 29], Intervalos de Probabilidad [140, 35|, o Conjuntos Convexos de Probabilidades [24,
134, 37]. De todas ellas, pensamos que los Conjuntos Convexos de Probabilidades son la
representacion més adecuada para las probabilidades imprecisas, salvo en situaciones concretas
en las que algin otro modelo pueda estar mejor adaptado a las caracteristicas del mismo. Y
eso por varios motivos: existe una interpretacion especifica de los valores numéricos [134, 136]
(no se puede decir lo mismo de modelos tan generales como el de las Medidas Difusas). Y
ademas, tiene la potencia suficiente como para que el resultado de las operaciones bésicas de
la informacién se pueda representar de nuevo dentro de este modelo sin tener que realizar
aproximaciones que involucren una pérdida o modificacién de la informacion, como ocurre con
los intervalos de probabilidad [131].

Existen dos formas alternativas de representar los conjuntos convexos de probabilidades.
La primera es mediante restricciones lineales [134, 131], incluyendo el caso particular de los
intervalos de probabilidad, y la segunda es mediante puntos extremos [98, 131]. En gene-
ral, la segunda es mas apropiada para realizar algunas operaciones y, en particular, para los
algoritmos de propagacion en grafos de dependencias [13].

En este capitulo vamos a dar los elementos basicos para la representaciéon y uso de las
probabilidades imprecisas. Insistiremos en las dos formas de representaciéon y en la obtencién
de los puntos extremos a partir de intervalos de probabilidad [35]. También revisaremos
las operaciones y conceptos béasicos con conjuntos convexos de probabilidades: combinacion,

condicionamiento, independencia, y esperanza matematica, entre otros.

1.2 Representacion de la Informaciéon Mediante Conjuntos Con-

vexos de Probabilidades

Supongamos que tenemos una poblacion, €2, y una variable de dimension n, (X1, Xo, ..., X,),

tal que cada X; toma valores en un conjunto finito U;. O sea, cada Uj; es el espacio muestral
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de cada X;. Para cada I C {1,...,n}, X denotara la variable (X;);cs. Esta variable tomara
valores en el conjunto Il;crU; que denotaremos como Ur. Una informacion sobre la variable

(X1, Xs,...,X,) podria ser una distribucion de probabilidad p, es decir, una funcion:
p:icqn,. Ui — [0,1]

que verifica:

uEHie{l

En esta memoria supondremos que no siempre se tiene un conocimiento tan bueno sobre
las variables que nos permita determinar de forma exacta los valores de una distribucién de

probabilidad.

Definicién 1.1 Conjunto de distribuciones convexo
Un conjunto de distribuciones de probabilidad H es convexo, si se cumple que si p1,po € H y

a € [0,1], entonces ap; + (1 —a)ps € H

En general, supondremos que una informacién serd un conjunto convexo y cerrado, H, de
distribuciones de probabilidad, con un conjunto finito de distribuciones extremas. Las distri-
buciones de probabilidad podréan ser absolutas (validas para todos los casos) o condicionadas.

Desde un punto de vista matematico, una informaciéon para las variables del conjunto X7

serd un conjunto convexo, H, de funciones:
h:Ur — Rg (1.1)

con un conjunto finito de puntos extremos.

Puesto que Uj es un conjunto finito, cada una de estas funciones h vendra dada por un
vector de valores (h(u))yer,. Por esta razon usaremos la palabra vector o punto para referirnos
a la funcion h. Cada uno de estos vectores o puntos tiene una dimension |Ur|, donde |Ug| es
el nimero de elementos de Uj.

Veamos un ejemplo en el que no conocemos una dnica distribucién de probabilidad. Si que

conocemos un intervalo sobre algunos de los posibles sucesos.

Ejemplo 1.1 Ejemplo de probabilidades imprecisas

Supongamos una urna que contiene bolas de cuatro colores: blancas (B), rojas (R), negras (N)
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y verdes (V). La urna contiene 10 bolas. Una persona debe modelizar la incertidumbre sobre
el experimento de extraer una de las bolas que contiene la urna. A esta persona se le deja ver
durante un instante el contenido de dicha urna, y se da cuenta de lo siguiente: 2 bolas son

blancas, 3 son rojas o negras, 2 son verdes, blancas o rojas, y 3 son verdes, blancas o negras.

Esta informacion se puede representar mediante los siguientes intervalos de probabilidad:

i

0) =

I

(BY) =07
{N}) =0.6
{B,R}) =1
{B,V}) =07
{R,V}) =08
{B,R,N})=1
{B,N,V})=1

P({B,R,N,V}) =1
(1.2)

({B}) =

({N}) =

({B, R}) =0.2
({B,V}) =02
{7V} =0
(
B(
B(

——
=
=
||
I

il

,_»_‘
3

||

I

( (
( (
( {V
( ({B, N}) =1
P({R,N})=03  P{R,N}) =08
( (
P( (
P( (

eI~

P{N,V}) =0 P({N,V})=0.8
{B,R,V})=0.2 P({B,R,V})=1
{R,N,V})=03 P({R,N,V})=0.8

I

{B,R,N})=05 P
{B,N,V})=03 P
{B,R,N,V})=1

El conjunto de probabilidades asociado contiene, entre otras a las siguientes distribuciones

de probabilidad en {B,R,N,V'}

p1(B)=0.7, pi(R)=03, pi(N)=0, p(V)=0
p2(B) =02, p(R) =06, pa(N)=03, p(V)=0 (1.3)
p3(B) =02, p3(R)=0, p3(N) =03, p3(V)=0.5

| |

Veamos ahora un ejemplo de como un conjunto convexo puede especificarse enumerando

inicamente sus puntos extremos.

Ejemplo 1.2 Ejemplo de conjunto convexo representado con puntos extremos
Supongamos que tenemos una wvariable X que toma valores en U = uj,us,uz. Sea H un
conjunto convero para la variable X dado a través de los J puntos extremos de la siguiente

tabla:
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11

2l U2 us

Y4
b2
b3
2!

1/2 1/2 0
0 0 1
12 0 172
0 1/2 1/2

Entonces podemos ver en la figura 1.1 una representacion de este conjunto convexo en

un espacio tridimensional, al ser |U| = 3. FEsta representacion nos muestra que podemos

usar un sistema de coordenadas triangulares si [U| = 3 y ademds tenemos que los puntos del

conjunto convero estin normalizados (suman 1). En un sistema de coordenadas triangulares

cada distribucion es un punto en un tridngulo equildtero de altura 1. La probabilidad p(u;) es

la distancia al lado u;.

Figura1.1: Conjunto convexo dado por sus puntos extremos en un sistema de coordenadas triangulares

1.2.1 Esperanzas inferiores y superiores

Walley [134] presenta un modelo de representacion de la incertidumbre que es equivalente al

modelo de los conjuntos convexos de probabilidades. Walley denomina a este modelo Coherent

lower previsions o bien Coherent lower expectations.

Este nuevo modelo tiene la ventaja

sobre los conjuntos convexos de probabilidades de que tiene una facil interpretaciéon de su
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comportamiento.
Para la definicion de la esperanza inferior Walley utiliza funciones X de Q en IR que se
pueden interpretar como juegos en los que se obtendra como resultado una de las alternativas

w € Q pero de forma impredecible, y por el que se obtendrd una recompensa X (w).

Definicion 1.2 Esperanza inferior coherente

Una esperanza inferior se dice que es coherente cuando es la envolvente inferior de algin
conjunto de esperanzas lineales, es decir, cuando existe un conjunto no vacio de medidas de
probabilidad, M, tal que E(X) = inf {Ep(X) : P € M} para todos los X € K, donde Ep(X)
denota la esperanza de X respecto a P, Ep(X) =3 cq X (w)P({w}).

Walley da la siguiente interpretacion para la esperanza inferior: E(X) es el supremo del
precio de compra para un juego X, o sea, lo méximo que alguien estaria dispuesto a pagar por

el juego X.

Definicion 1.3 Esperanza superior coherente
Se define la esperanza superior E(X) como E(X) = —E(—X) y que se interpreta como el

infimo del precio de venta para el juego X.
El siguiente teorema caracteriza las esperanzas inferiores coherentes.

Teorema 1.1 Walley [134]
Sea KC un espacio lineal de funciones X de Q en IR (es decir si X € K, Y € K, A € R

entonces A X € K, X +Y € K). Entonces E es una esperanza inferior coherente si y solo si
satisface (para todo X, Y € K):
1. E(X) > inf {X(w) :w e Q}

2. E(AX) = AE(X) cuando A >0

9. B(X +Y) > E(X) + E(Y)

El siguiente teorema nos muestra que las esperanzas inferiores coherentes son exactamente
tan generales como los conjuntos convexos de medidas de probabilidad cerrados. Son formas

duales de representar la misma informacién.
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Teorema 1.2 Walley [134]
Eziste una correspondencia uno a uno entre las esperanzas inferiores coherentes E (donde
E se define para todas las funciones X de Q en IR) y los conjuntos convexos, no vacios y

cerrados de medidas de probabilidad M.

e E determina de forma inica un conjunto convero M mediante:
M={PeP:Ep(X)>EX)}
para todas las funciones X de  en IR

e M determina de forma inica una esperanza inferior coherente E, mediante

E(X) =min {Ep(X): P € M}

para todas las funciones X de  en IR

1.2.2 Operaciones béasicas en conjuntos convexos

Describimos aqui brevemente algunas operaciones bésicas con aplicaciones de un conjunto Uy
en los reales y su extension a conjuntos convexos. Estas operaciones se definen desde un punto

de vista puramente matematico sin referencia a las informaciones que representan.

Definicién 1.4 Marginal de una funciéon
Si tenemos una funcion h de Ur en IR, y J C I, entonces la marginal de h en el conjunto
Uy se define como la funcion h*' definida en U; y dada por h*'(u) = Y ,u7_, h(v), donde

v = es el elemento de Uy obtenido al borrar las coordenadas de I — .J.

Por ejemplo, en el caso probabilistico, de una informacion global, p*¥, podemos obtener

probabilidades para X y probabilidades para Y, de la siguiente manera:

pr ) =3 p Y () = () (u)
veV

p () =Y p Y (u0) = () (u)
uelU

La definicién de marginal para una funcién puede ser extendida a conjuntos convexos.
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Definiciéon 1.5 (Marginalizacion en conjuntos convexos)
Si H es un conjunto convezro de funciones en Ur, que tiene como conjunto de puntos extre-
mos a Ext (H) = {h1,...,hi}, y J C I, entonces la marginalizacion de H a las variables de

X es el conjunto convero dado por,
HY = CH{n’ ... h'} (1.4)

donde CH representa el operador de cldusula convera (o sea el minimo conjunto convero que

contiene a otro conjunto).

H*' se obtiene marginalizando en U; cada una de las funciones h de Ext(H). Sin embargo

LR

. J .
no todas las marginales, h% ye - , de los puntos extremos de H serdn puntos extremos en

HY  aunque si que estamos seguros que Ext (H*) C {h{‘], ... ,ht‘]}.

Definicion 1.6 Interseccién de conjuntos convexos
Si H es un conjunto convero de funciones en Ur, y H' es un conjunto convexo en Uy,

entonces H N H' es el conjunto convero de funciones h definidas en U,y wverificando que

hWeHyh'! € H.

El conjunto H N H' es también un conjunto cerrado y convexo con un numero finito de

puntos extremos.

Definicion 1.7 Multiplicaciéon de funciones
Sea h una funcién definida de Uy en IR y h' una funcién definida de Uy en IR, entonces

definimos la multiplicacion de estas dos funciones como la funcion, h.h', definida sobre U,y

y dada por, h.h'(u) = h(u*).A (u*).
Esta operacion también puede ser extendida a conjuntos convexos de funciones.

Definiciéon 1.8 Combinacién en conjuntos convexos de probabilidad

Si H es un conjunto convero de funciones definidas sobre Uy, y H' es el conjunto convezo
definido en Uy, siendo Ext(H) = {h1,...,hy}, Ext(H') = {h!,... b}, entonces la combina-

cion de H y H' se obtiene mediante la siguiente formula:

H @ H' = CH{hi.B), .., ha.hh, .. h ooy by B} (1.5)
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De la misma manera que en el caso de la marginalizacién ha sido necesario el uso del opera-
dor CH, pues el conjunto {hi.h!,..,hi.hy, ... hg.h,.., hi.hj} podria no ser convexo. También,
al igual que con la marginalizacion, tenemos el hecho que no todas las funciones hi.h;- son

puntos extremos de H ® H', pero estamos seguros que

Ext (H® H') C {hi.K}, ... hi.h), ... hily, .. b b}

1.3 Informacién Marginal y Condicional en Conjuntos Conve-

XO0S

En la teoria de la probabilidad, cuando tenemos dos o més variables la forma usual de expresar
nuestro conocimiento acerca de ellas no es dando una distribuciéon global de probabilidad para
todas ellas. Lo que se suele hacer es dar alguna informacioén sobre las independencias de las
variables de forma que podamos construir la distribucién global a partir de distribuciones mas
pequenas que damos sobre subconjuntos de variables.

Por ejemplo, si tenemos dos variables X e Y que toman valores en dos conjuntos finitos U y
V respectivamente, podemos expresar nuestro conocimiento acerca de estas variables mediante
una distribucion marginal de probabilidad sobre X, pX, y una distribuciéon condicional de Y’

dado X, p¥1X. O sea con la funcion:

P XU XV = 0,1] (1.6)
verificandose:
Z p X (u,v) =1,YueU (1.7)
veV

Mediante estas dos informaciones podemos construir una distribucién global de probabilidad
para (X,Y), pXV, segin la siguiente expresion:
Y F(w) - X (u,0) (1.8)

p*t (u,v) =p

Definicién 1.9 Informacién condicional para conjuntos convexos
Una informacion condicional sobre Y dado X serd un conjunto convezo, HY'X, de funcio-
nes, h : U x V — [0,1] que verifican:
Z h(u,v) =1, Vu e U
veV

y con un conjunto finito de puntos extremos, Ext(HY'X) = {hy,... , h}.
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Esto es mas general que suponer que una informacién condicional es un conjunto convexo de
probabilidades para cada posible valor de X, esto es, para cada elemento u € U [24]. Si tenemos
un conjunto convexo, H YIX=ui para cada valor, u; € U, entonces podemos construir un
conjunto convexo, H YIX | que represente la informacion condicional de Y dado X, considerando
el conjunto de funciones

h:UxV —[0,1]

tal que
h(ug,v) € HYIX=% vu; e U

Se puede comprobar que la transformacioén inversa no siempre es posible como muestra el

siguiente ejemplo tomado de J. E. Cano [18].

Ejemplo 1.3 J. E. Cano [18]

Supongamos que tenemos U = {uj,u2} y V. = {v1,v2} y que conocemos los conjuntos

convezos HY 1X=m Y HYIX=w> Bl primero, HYX="1 | tiene como puntos extremos,

"Ul v2

D1 0.9 0.1
pa | 0.2 0.8

y el sequndo, HYIX=u2 tiene los siguientes puntos extremos,

U1 V2
q1 0.6 04
g | 0.7 0.3

En estas condiciones podemos construir una informacion condicional, HYIX | considerando el

conjunto convexo generado por los siguientes puntos,

(ur,v1)  (u1,v2)  (ug,v1)  (ug,v2)

hi 0.9 0.1 0.6 0.4
ha 0.9 0.1 0.7 0.8
h3 0.2 0.8 0.6 0.4

hy 0.2 0.8 0.7 0.3
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Sin embargo por medio de un conjunto global condicional podemos expresar relaciones que
no pueden ser descompuestas en probabilidades condicionales individuales. Supongamos que

conocemos un conjunto convero HYIX con el siguiente conjunto de puntos extremos,

(u,v1)  (u1,v2) (u,v1) (u2,v2)
hi 0.9 0.1 0.6 0.4
ho 0.2 0.8 0.7 0.3

Entonces, las probabilidades condicionales de Y dado X = uy son las mismas que en el

ejemplo anterior, el conjunto convero con puntos extremos,

(% V2
P1 0.9 0.1
po | 0.2 0.8

Para Y, dado X = us, también tenemos el mismo conjunto de puntos extremos,

U1 (%)
q1 0.6 0.4
@ | 0.7 0.3

Pero con la informacion condicional global, HYIX hemos expresado que py tiene que ir con

q1, Y p2 con qo, lo que es imposible de expresar dando simplemente, HYIX=u Y HY | X=u2

En el caso de conjuntos convexos de probabilidades si tenemos una informacién marginal
sobre X, H¥, y una informacion condicional sobre Y dado X, HY¥, podemos obtener una in-
formacion conjunta H para las variables (X,Y’) combinando estas dos informaciones mediante

la formula 1.5. Podemos formalizar esto mediante la siguiente definicion:

Definicién 1.10 Si tenemos un conjunto convezo, HX, sobre la variable, X, con puntos
extremos, {p1,...,px} y una informacion condicional dada por, HY'X | con puntos extremos,
{h1,...,l}, entonces definiremos una informacion global sobre el par de variables (X,Y),
como el conjunto convexo, HXY | de distribuciones de probabilidad p sobre U x V generado

por los puntos:

HX’Y = CH{pl.hl,. .. ,pl.hl,pg.hl,. .. ,pg.hl, e 7pk-h17- .. 7pk:-hl}
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Dos aspectos importantes sobre esta definicién son los siguientes:

e En general, no todos los puntos , p;.h;, son puntos extremos de HYX_ Para calcular una
representacién minima del conjunto, Ext(HY>Y), tendremos que aplicar algin algoritmo
para obtener la cipsula convexa de todos los puntos y borrar los puntos no extremos
del anterior conjunto. En Preparata y Samos [108] y en Edelsbrunner [44] se estudian

algunos algoritmos para realizar este calculo de forma eficiente.

e El conjunto HX*Y no es igual al conjunto
{p.h : pe H* h € HY‘X}

porque este conjunto no es convexo en general (ver [22, 127, 87|). Sin embargo, HX"Y,
es igual a la capsula convexa del anterior conjunto y en el peor de los casos estaremos
anadiendo alguna probabilidad para ganar en simplicidad ya que los conjuntos convexos

se pueden representar por sus puntos extremos.

También es posible el proceso inverso, o sea obtener una informacién marginal a partir de
una informacién conjunta, o bien una informacién condicional a partir de una informacién
conjunta. Veamos a continuacién como obtener informacién marginal y condicional a partir
de informacién conjunta para el caso de conjuntos convexos de probabilidad.

La forma de obtener informacién marginal a partir de la informacién conjunta es con el uso
de la formula 1.4. Supongamos dos variables (X,Y), tal que X toma valores en un conjunto
finito U, e Y toma valores en el conjunto finito V. Si H es una informacion sobre (X,Y), o
sea un conjunto convexo de distribuciones de probabilidad sobre U x V', con puntos extremos
{h1,...,hy}, entonces la marginal de esta informacién para la variable X, HX | es el conjunto
convexo de probabilidades H*W. O sea, HX sera el conjunto convexo generado por los puntos
pi, i =1,...,n donde p; es una funciéon de U en [0, 1] tal que:

pi(u) = > hi(u,v)
ueV
O sea,

HX = CH{AY,... hiV} (1.9)

A partir del conjunto convexo global H definido en U x V' podemos obtener el conjunto

condicional, HYX de la siguiente forma:
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— Sea H el conjunto de conjuntos convexos condicionales H' sobre Y condicionados a X
tal que H C HYY @ H' y tal que para todo H" que verifique las mismas condiciones que
H' tenemos que si HYV @ H" C HYW @ H' entonces HYW @ H" = H'V @ H'.

~ HYIX = CH (Ugrey H)

Asi pues, si partimos de un conjunto convexo global H definido en U x V', podemos calcular
la marginal en U, HX, y el conjunto condicional H YIX Pero en general el conjunto global
inicial H no podra ser recuperado a partir de la combinacion de HX y HYIX. Si H' =
HX @ H'IX tendremos en general que H estéd incluido en H', pero no siempre seré igual. En
el caso de la teoria de la probabilidad si que se da siempre la igualdad, o sea a partir de la
marginal y la condicional se obtiene la informacion global original.

En el caso de que H = HX @ HYIX diremos que X es una causa de Y de acuerdo con
el conjunto H. Esta definicién se basa en la idea intuitiva de que en el caso de una relacién
causal las imprecisiones sobre X e Y|X no deben de estar correladas [124]. Esto permite en
algunos casos determinar relaciones de causalidad incluso cuando sé6lo existan dos variables.
Esta claro que pueden existir relaciones de causalidad en ambas direcciones (siempre ocurre
en el caso probabilistico), pero también habra situaciones en las que la relacion de causalidad
tenga sélo sentido en una direccion.

A partir de ahora consideraremos que si tenemos una informacién marginal sobre X, HX
y una condicional sobre Y dado X, HY X entonces HX @ HY X es el conjunto convexo global
para (X,Y). Este conjunto global es el conjunto maximal determinado por la informacion

marginal y la informacién condicional.

1.4 Conjuntos convexos y restricciones lineales

El método fundamental para tratar las probabilidades imprecisas en la Inteligencia Artificial
en la literatura han sido los intervalos de probabilidad [34, 35, 43, 45, 47, 48, 62, 101, 105, 109,
127, 128, 130] también conocidos como probabilidades inferiores y superiores. Sin embargo
éste es un modelo menos general que el de los conjuntos convexos de probabilidades [22,
39]. La razon principal es que en el modelo de los intervalos de probabilidad sélo conocemos
los limites para sucesos y en conjuntos convexos podemos especificar limites para cualquier
funcién lineal de probabilidades de los sucesos elementales. Més adelante, en el ejemplo 1.8,

veremos efectivamente que los conjuntos convexos son mas generales que los intervalos de
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probabilidad. Un conjunto convexo puede representarse por sus puntos extremos. También
es posible especificar un conjunto convexo a través de un conjunto finito de restricciones
arbitrarias sobre los sucesos elementales. En ambos casos nos interesa que la representacion sea
minima. O sea que los puntos sean sélo los puntos extremos y que el conjunto de restricciones

sea minimal.

Definiciéon 1.11 Conjunto de restricciones
Sea X wuna wvariable que toma valores en un conjunto finito U, entonces un conjunto de res-

tricciones sobre los valores de X, es un conjunto de desigualdades de la forma:

R=Y aup(u) < (1.10)

uelU

El conjunto de distribuciones de probabilidad que verifica el conjunto de restricciones R
es siempre convexo, y lo denotaremos como H(R). El conjunto de todas las restricciones que
verifican un conjunto convexo H lo denotaremos como R(H). Es evidente que R C R(H(R))
y que H(R(H)) = H.

Si H(R) = H diremos que el conjunto de restricciones R define el conjunto convexo H. En
general, dado un conjunto convexo de distribuciones de probabilidad con un conjunto finito

de puntos extremos, existe un conjunto finito minimal de restricciones que lo definen.

Definiciéon 1.12 Conjunto de restricciones minimal

Un conjunto de restricciones R se dice que es minimal si y sélo si para todo conjunto de

restricciones R C R siendo H(R) = H(R') tenemos que R = R'.

Definicion 1.13 Restriccion redundante

Una restriccion r € R es redundante si y sélo si H(R) = H(R — {r}).

En la literatura podemos encontrar algoritmos para buscar la representaciéon minima de un

conjunto convexo de probabilidades. En concreto podemos mencionar los siguientes:

e Algoritmos de cdlculo de la cdpsula conveza: [44, 108] Se usan para borrar los puntos no

extremos de un conjunto.

e Algoritmos de eliminacion de la redundancia: [78] Borran el conjunto de restricciones

redundantes de un conjunto finito.
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e Algoritmos de enumeracion de vértices: [94] Calculan todos los puntos extremos de un

conjunto convexo definido con un conjunto de restricciones lineales.

A lo largo de esta memoria usaremos la representacion dada a través de puntos extremos
puesto que es la mas apropiada para llevar a cabo las operaciones de marginalizacién y combi-
nacién en conjuntos convexos, aunque con estas operaciones no todos los puntos resultantes son
extremos, y serd preciso del uso de algin algoritmo de calculo de capsula convexa para borrar
las probabilidades no extremas. Cuando tengamos una representaciéon dada por restricciones

la convertiremos a la representacién de puntos extremos.

1.5 Intervalos de probabilidad

Un conjunto de intervalos elementales es un par de funciones «, 5 : U — [0, 1] tal que a(u) <

B(u),Vu € U. Estas funciones definen la familia de restricciones lineales, R, g dada por,
p(u) > a(u), ,p(u) < B(u), Vu €U (1.11)

Definiciéon 1.14 Conjunto de restricciones consistente
Un conjunto de restricciones elementales R, g es consistente si y solo si existe un conjunto H

no vacio de distribuciones de probabilidad, en el que cada distribucion p € H verifica,
Vu € U a(u) < pu) < B(u)

Sea R, g un conjunto de restricciones lineales, entonces notaremos con (R, g) al conjunto
de distribuciones de probabilidad de dimension |U| en el que se verifica 1.11. Obviamente
H(R,,p) debe ser siempre convexo: Cualquier combinacion lineal de los elementos de H(Rq,g)

con coeficientes no negativos que sumen 1 pertenecerd a H(Rq,3)-

Ejemplo 1.4 Conjunto de restricciones consistente pero no alcanzable

Supongamos un conjunto U = {uy,us,us} y sea o y B las funciones definidas como:

U1 U2 us
al03 03 03
Bglos 05 05

Hay muchas distribuciones de probabilidad que satisfacen estas restricciones. Por ejemplo:
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U1 U2 u3
m| 03 03 04
p | 0.35 035 0.3

Sin embargo el conjunto de restricciones que proporcionan o y 3 no son del todo satisfactorios
ya que si p(uy) y p(uz) no pueden ser menores que 0.3, no es posible que p(ug) alcance el
valor 0.5. Se puede decir que los intervalos son demasiado grandes. Parte de los intervalos no

pueden alcanzarse nunca por una distribucion de probabilidad. [ |

El anterior ejemplo nos muestra que es deseable que el conjunto de restricciones lineales

cumpla una propiedad adicional. Esta propiedad adicional la definimos a continuacion.

Definicion 1.15 Conjunto de restricciones alcanzable
Un conjunto de restricciones lineales R, g que sea consistente serd alcanzable, si para cada

u € U ewzisten dos distribuciones de probabilidad p y p' en H(Rq,5) tal que:

Campos y otros [35] hacen un estudio general de este tipo de restricciones lineales dadas
mediante intervalos. Los resultados maés relevantes son los siguientes.
Sea U = {uq,...,ux} un conjunto de dimension k y R,z un conjunto de restricciones

lineales para U entonces:

e El conjunto de restricciones lineales R, 3 es consistente si y so6lo si

> ofu) <1< > Bluy) (1.12)

u; €U u; €U
e Todas las restricciones de R, g son alcanzables si y s6lo si,
Vuel, a(u)+ > B) > 1, yBu)+ > a) <1 (1.13)
v vu
e Si R, es un conjunto de restricciones consistente entonces existe un tinico conjunto de
restricciones R’a,’ @ alcanzable asociado que se obtiene mediante:

k
o' (uj) = Max(a(uj),1 — Z B(u;)) (1.14)

i=1,i%
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k

B (uj) = Min(B(uj), 1 — > alu;)) (1.15)

i=1,i%j
Ejemplo 1.5 Obtencién de restricciones alcanzables

Supongamos un conjunto U = {uy,ug,us,us} y sea o y B las funciones definidas como:

U1 Uu9 us Uy
al 02 0.1 04 0.1
B 025 0.5 045 0.15

FEs evidente que para uo no se cumple la expresion 1.13. Por tanto es necesario calcular unos
nuevos intervalos a(us), B(us) a partir de los antiguos mediante el uso de las expresiones 1.1}
y 1.15.
Los nuevos intervalos son:
uq U9 u3 Uy
al 0.2 015 0.4 0.1
G102 0.3 045 0.15

La obtencién de los puntos extremos asociados a un convexo definido por intervalos de
probabilidad se puede calcular de forma eficiente. Veamos un algoritmo que permite obtener
los puntos extremos de H (R, ), visitando cada uno de ellos una sola vez. En este algoritmo
se supone que U = {uy,...,u,}. Prob es una lista de probabilidades extremas encontradas
hasta el momento, y p es la actual probabilidad parcial (o sea a(u;) < p(u;) < B(u;), Vi, donde
no necesariamente se cumple la restriccion de Y, p(u;) = 1. Ezpl es una lista de nodos ya

explorados, y A es la cantidad de probabilidad aun no asignada (o sea 1 — >, p(u;)).

Algoritmo 1.1 Obtencién de H(R, ) a partir de R,z

1. Inicializacién:
Prob + 0
Expl + 0

Para 7 =1 hasta n

p(ui) < afu;)
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2. Llamar a Getprob(p, A\, Expl) que calcula y afiade las probabilidades extremas a Prob

Algoritmo 1.2 Getprob(p,\,Expl)
1. Parai =1 hastan

Si no pertenece(i, Expl)
Entonces Si A < B(u;) — a(u;)
Entonces
v e plus)
p(ui) < pi+ A
Si no pertenece(p, Prob)
Entonces Afiadir(p, Prob)
p(ui) v
En caso contrario
v < p(u;);
plus) < Bus);
Getprob (p,A — B(ui) + a(u;), Expl U {i});

p(u;) « v;

Este algoritmo usa un arbol de basqueda implicito donde cada nodo es una probabilidad parcial
y un nodo hijo representa un refinamiento de su nodo padre incrementando un componente
p(u;). Los nodos hoja del arbol son probabilidades extremas. El algoritmo puede ser mejorado
quitando la necesitad de comprobar si la probabilidad ya esté incluida en Prob, evitando por
tanto una busqueda innecesaria. El principal cambio en el algoritmo es que debemos mantener

cual es el indice que esta siendo explorado. El nuevo algoritmo modificado es el siguiente:

Algoritmo 1.3 Obtencién de H(R, ) a partir de R,z

1. Inicializacién:
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Prob + 0

Expl + 0

A1 =3 cn o(ui)
Para 7 =1 hasta n

p(ui) < afu;)
2.SiA=0

Entonces Afiadir(p, Prob)
En caso contrario Getprob(p, A, Expl, Current)

Getprob es de nuevo una funcion recursiva que calcula y anade las probabilidades extremas

a Prob.

Algoritmo 1.4 Getprob(p,\,Expl, Current)
1. Parai =1 hastan

Si no pertenece(i, Expl)
Entonces Si A < B(u;) — a(u;)
Entonces
v p(u;)
p(ui) + p(ui) + A
Afadir(p,Prob)
p(u;) < v
En caso contrario
Sii > Current
Entonces Si A — B(u;) + a(u;) > 0y B(u;) — afu;) >0
Entonces
v 4 p(ui);
p(ui) < Blui);
Getprob (p,A — B(u;) + a(u;),Expl U {i},i);
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p(ui) < v;
En caso contrario Si (8(u;) — a(u;)) > 0
Entonces
v e plu)
p(ui) < p(ui) + A
Anadir(p, Prob)

p(ui) v

La complejidad del algoritmo en el peor de los casos es exponencial en el nimero de ele-
mentos de U. De hecho el nimero de puntos extremos puede llegar a ser exponencial. Sin
embargo, en la préactica suele haber un nimero bastante mas reducido de puntos extremos, y
el algoritmo es 6ptimo en el sentido que su complejidad es lineal en funcién del resultado que

se calcula.

Ejemplo 1.6 Obtenciéon de puntos extremos a partir de los intervalos

Aplicando el algoritmo anterior a los intervalos obtenidos en el ejemplo 1.5, o sea a:

‘ U1 U9 us U4
al 0.2 015 0.4 0.1
Bg1025 0.8 045 015

obtendremos los siguientes puntos extremos:

uq U usg Uy
p1 | 0.25 0.25 040 0.10
p2 | 0.25 0.20 045 0.10
p3 | 0.25 0.20 045 0.15
pa | 0.25 0.20 040 0.15
ps | 0.20 0.30 0.40 0.10
pe | 0.20 0.25 0.45 0.10
pr | 0.20 0.20 0.45 0.15
ps | 0.20 0.25 0.40 0.15
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El algoritmo 1.3 puede ser aplicado cuando el conjunto de restricciones R, g se da sobre
una distribucion global de probabilidad, la cual puede corresponder a varias variables. Cuando
tenemos una distribucién de probabilidad condicional de una variable Y, que toma valores
en el conjunto V', a otra variable X, que toma valores en el conjunto U, podremos aplicar
también este algoritmo. Para ello se aplicard de forma independiente el algoritmo 1.3 a las
distribuciones de probabilidad: P(Y|X = u;), u; € U, obteniendo los puntos extremos de los
conjuntos convexos HYX=%i y; € U. Para construir el conjunto convexo global H YIX para la
informacion condicional podemos proceder de la misma forma que en el ejemplo 1.3. Veamos

un ejemplo de como hacer todo esto.

Ejemplo 1.7 Obtencién de puntos extremos a partir de una distribuciéon de probabilidad
condicional expresada con intervalos
Supongamos una distribucion de probabilidad condicional P(Y'|X) sobre la que se establecen un
conjunto de restricciones R, g que establecen un intervalo para cada probabilidad. Supongamos
que Y toma valores en el conjunto V = {vi,va} y X en el conjunto U = {u1,u2}. Sea Ry el
conjunto de restricciones dado por la siguiente tabla:
‘ vy Vg
up | [0.2,0.3] [0.7,0.8]
ue | [0.4,0.6] [0.4,0.6]

en la que el valor izquierdo de cada intervalo es el valor a y el valor derecho es el valor (3.

Esta tabla puede ponerse también de la siguiente forma:

U1 U2

U1 (%) U1 V2
al02 0704 04
103 08]06 0.6

Aplicando el algoritmo 1.3 para X = uy obtenemos el conjunto convezo HY X=% dado por

los siguientes puntos extremos:
U1 V2
pr | 0.2 0.8
p2 | 0.3 0.7
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y el sequndo, HYIX=u2 tione los siguientes puntos extremos,

U1 (%]
q | 04 0.6
qs 0.6 04

La informacion global HY'X se puede dar mediante el conjunto convezo con los siguientes

puntos extremos:

(u,v1)  (u1,v2) (ug,v1) (u2,v2)
hq 0.2 0.8 0.4 0.6
ho 0.2 0.8 0.6 0.4
hs 0.3 0.7 0.4 0.6
hy 0.3 0.7 0.6 0.4

Obsérvese como el nimero de puntos extremos en HY1X es el producto de los puntos extremos

en cada conjunto HY 1X=ui, [ |

1.5.1 Conjuntos convexos determinados por probabilidades inferiores y su-

periores

Otro caso particular de conjuntos convexos son los que se especifican con un par de probabi-
lidades inferiores y superiores (P,, P*). Este tipo de conjuntos convexos han sido estudiados
en [34, 36, 39, 71].

Sea el conjunto finito U = {uq,...,u,}, y sean P, y P* un par de funciones (P, P*) que

asignan un intervalo de valores a cada suceso de la siguiente forma:
(P.,P*) : 2V = [0,1] (1.16)

donde P,(A) < P*(A), VACU.

En la practica, cuando no asignemos un intervalo para alguno de los sucesos (subconjuntos
de U) supondremos que tiene asignado el intervalo [0, 1].

El sistema de intervalos define un conjunto convexo de distribuciones de probabilidad que

viene dado por la siguiente expresion:

Hp, p-y={p : p € P, P.(A) < P(A) < P*(A)} (1.17)
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donde P es el conjunto de todas las distribuciones de probabilidad posibles en U y P es la
medida de probabilidad asociada a la distribucién p.
A su vez, dado un conjunto, H, podemos definir para cada subconjunto, A C U, dos valores

extremos de probabilidades (un intervalo) de la siguiente forma:

P(A) = inf peH Z p(a) = inf peHP(A) (1.18)
a€A

P(A) = sup peH Z p(a) = sup pcyP(A) (1.19)
a€EA

siendo P la medida de probabilidad asociada a la distribuciéon p. Este par de funciones no
son equivalentes al conjunto original, H, pues diferentes H pueden definir el mismo par de
funciones.

En general, si partimos de un sistema de intervalos (P,, P*), calculamos su conjunto convexo

asociado H(p, p~), y a partir de él, un nuevo sistema de intervalos (P, P) tendremos que:

P.(A) < P(4) < P(4) < P*(A) (1.20)

Si partimos de un conjunto convexo H, calculamos los intervalos asociados (P, P) mediante
las expresiones 1.18 y 1.19, y a partir de los intervalos (P, P) volvemos a calcular un conjunto
convexo H' con la expresion 1.17 tendremos en general que H C H'.

Veamos un ejemplo tomado de J. E. Cano [18] sobre las relaciones entre intervalos de

probabilidad y los conjuntos convexos.

Ejemplo 1.8 Los conjuntos convexos son mas generales que las probabilidades inferiores y
superiores (J. E. Cano [18])
Supongamos que tenemos U = {u1,u2,us} y el conjunto convexro asociado, cuyos puntos ex-

tremos son los siguientes:

‘ U U2 u3

p|1/2 1/2 0
D2 0 0 1

Este conjunto convexo estd representado grificamente en la figura 1.2 mediante un sistema
de coordenadas triangulares. Puede verse que el conjunto convezro estd formado por todos los
puntos que hay en la linea que une p1 y po.

Se puede ver que este conjunto convero determina los siguientes intervalos de probabilidad,
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Figura 1.2: Conjunto convexo original

P(Ul) € [0, 1/2] P(Ul,UQ) € [0, 1]
P(ug) € [0,1/2] P(ug,us) € [1/2,1]
P(u3) € [0,1] P(uy,us) € [1/2,1]

Estos intervalos de probabilidad definen a su vez el siguiente conjunto convero de probabi-

lidades;

wp  uy U
pL|1/2 1/2 0
P2 0 0 1
ps|1/2 0 1/2
pa| 0 1/2 1/2

Este sequndo conjunto convexo estd representado grdficamente mediante un sistema de co-
ordenadas triangulares en la figura 1.3. FEste sequndo conjunto convero es mayor que el de la
figura 1.2 del que partimos originalmente. Es decir, hemos aumentado el nimero de distribu-

citones de probabilidad posibles.
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€0

s ey

Figura 1.3: Conjunto convexo obtenido a partir de los intervalos para cada suceso

1.6 Informacidén ’a posteriori’: Condicionamiento

Hemos visto hasta ahora reglas generales que nos permiten transformar informacion que es
vélida para todos los elementos de una poblacién. Veamos como particularizar las reglas gene-
rales cuando disponemos de observaciones sobre algunas de las variables de nuestro problema
en el caso de conjuntos convexos. Esto es conocido como condicionamiento [97]. Cuando calcu-
lamos informacién marginal teniendo en cuenta las observaciones disponibles para algunas de
las variables de nuestro problema, la informacién resultante la conoceremos como informacién

‘a posteriori’.

Definiciéon 1.16 Condicionamiento de Moral y Campos [98, 22, 97|

Supongamos un conjunto convezro para la variable X: H = CH{p1,...,pr} y que hemos
observado que X pertenece a A, entonces el resultado del condicionamiento es el conjunto
convexo, H|1 A, generado por los puntos {p1.la,...,pr.la} dondel, esla verosimilitud asociada

al conjunto A:

la(u) =1, st u€EA

la(u) =0, en caso contrario

El conjunto H|; A también se puede representar como H ® {l}.
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Es importante remarcar que H |1 A es un conjunto convexo de funciones con distintos factores
de normalizacion. Si llamamos r = >,y p(u).la(u) = p(A), entonces calculando (p.la)/r

(cuando r # 0) obtenemos la distribucién de probabilidad condicional p(.|A).

Definiciéon 1.17 Condicionamiento de Dempster [39]

Supongamos un conjunto convexo para la variable X: H = CH{p1,...,pr} y que hemos
observado que X pertenece a A, entonces el resultado del condicionamiento es el conjunto
convezo, H|2A, generado por los puntos {p(.|A) : p € H,p(A) # 0} donde p(.|A) = (p.la)/r,
T = uev p(u)la(u) = p(A).

El conjunto H |, A fue propuesto por Dempster [39] como conjunto de condicionamiento, y ha
sido ampliamente usado en la literatura. El uso de este conjunto tiene el inconveniente de que se
pierde informacién, ya que no se tienen en cuenta los valores de los factores de normalizacion,
r = p(A), los cuales son una verosimilitud o posibilidad inducida por la observaciéon en el
conjunto de posibles distribuciones de probabilidad. El resultado del primer condicionamiento
es un conjunto de distribuciones de probabilidad p(.|A) € H|2A con un valor de verosimilitud
o posibilidad p(A) asociado a cada una de estas probabilidades.

Para asociar intervalos al conjunto convexo H|2 A mediante el condicionamiento de Demps-
ter podemos usar las formulas 1.18 y 1.19, ya que H|2A es un conjunto convexo donde todos
los puntos tienen el mismo factor de normalizaciéon. Para asociar intervalos de probabilidad al

conjunto convexo H|; A, Campos y Moral [98] proponen el siguiente procedimiento:

e Considerar el conjunto convexo condicional H|;A formado por los puntos extremos:

{p1da,...,prla}

e Normalizar cada punto extremo, calculando p;(.|A4), y asignandole al mismo tiempo un

valor de posibilidad, m(p;(.|4)), igual a r;/(max ry).

e Si IT es la medida de posibilidad definida por el anterior valor de posibilidad y N es su

medida dual de necesidad en el conjunto de puntos extremos:

II(H) =sup w(h),h € H
N(H)=1-T(H)

entonces los intervalos inferiores y superiores se calculan como sigue:

P.(B|4) = I(P,(B|4)|N) (1.21)
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P*(B|A) = I(P,(B|A)|TT) (1.22)

donde I es la integral de Choquet [30], que tiene la siguiente expresion:
+00
IP(BIAIN) = [ N{P(IA) = P(BIA) > a})da

—+00

IR(BI) = [ T({P(IA) : PBIA) > a})da

Cuando tenemos dos variables X e Y que toman valores en U y V respectivamente y H es
un conjunto convexo global de probabilidades para estas dos variables, entonces denotaremos
como HY|1(Y € B) el condicionamiento de Moral y Campos [98] de H al conjunto U x B y

la marginalizacion del resultado a U. En otros términos,

HY|,(Y € B) = (H\\U x B)*Y (1.23)
De forma andaloga, para el condicionamiento de Dempster [39] consideraremos

HY|5(Y € B) = (H|;U x B)YY (1.24)

Si B = {v}, entonces HY|;(Y € B) lo denotaremos como HV|;(Y =) (i = 1,2).
Si Iy es la funcién de verosimilitud sobre Y, Iy : V — [0,1], entonces H"| Iy denotara
el condicionamiento de Moral y Campos [98] de H a la verosimilitud en U x V dada por

I(u,v) = ly(v) y la marginalizacion del resultado a U:
HYly = (H® {iy})*Y (1.25)

De igual forma, HY|sly denotara el condicionamiento de Dempster [39] a I y la posterior
marginalizacion a U.

Cuando disponemos de una informacién marginal H¥ sobre la variable X y una informa-
cion condicional HY X sobre la variable Y dado X, y una funcion de verosimilitud Iy sobre
Y podemos obtener la informacién ’a posteriori’ sobre X condicionada a esta funcién de ve-
rosimilitud con una extensién del Teorema de Bayes para conjuntos convexos de probabilidad

mediante la siguiente expresion:

HX|ly = [(HX @ HYX) @ {Iy )W (i =1,2) (1.26)
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1.7 Independencia

La independencia en conjuntos convexos de probabilidades tiene un papel relevante en el
desarrollo de algoritmos de propagacién. Una dificultad que aparece es que no existe un
tnico concepto de independencia para conjuntos convexos [37]. Existen varias definiciones
distintas que no son equivalentes. Incluso tienen sentido conceptos de independencia que no
son una generalizaciéon de la independencia probabilistica. En este apartado recogeremos dos
definiciones de independencia, aquellas que se han usado fundamentalmente para los algoritmos
de propagacion.

La primera de ellas no incluye como caso particular a la independencia probabilistica. De

hecho, en el caso de una tnica distribuciéon de probabilidad siempre se verifica.

Definicion 1.18 Independencia marginal
Dado un convezxo de probabilidades H sobre las variables (X,Y,Z), que toman valores en
los conjuntos U, V, W | respectivamente, diremos que existe independencia marginal de X eY

dada Z si y sdlo si,
H=HY?nHY? = {p: ptVW e HXZ pVW ¢ gV7} (1.27)
donde HX7 y HY” son los conjuntos marginales de H en U x W y V x W.

La idea intuitiva de esta definicién se entiende mejor en el caso de independencia no condi-
cionada. Sitenemos dos variables, se da independencia no condicionada cuando H = HXNHY .
La situacién es: tenemos dos variables para las que sélo conocemos la informaciéon marginal.
Es decir no conocemos ninguna interaccién entre ellas. Pero eso no implica que no exista
esta interaccion. Asi nuestro conocimiento global estd formado por todas las distribuciones
bidimensionales que tengan las marginales dadas. En algunas de estas habra independencia
probabilistica clasica y en otras no.

El siguiente ejemplo de este tipo de independencia ha sido dado por Couso, Moral y Walley
[31].

Ejemplo 1.9 Independencia marginal
Supongamos que tenemos dos urnas. Cada una de las urnas contiene 10 bolas que son blancas
o rojas. Sabemos que la primera urna contiene 5 rojas, 2 blancas, y 3 de color desconocido,

y que la sequnda urna contiene 3 rojas, 3 blancas, y 4 de color desconocido. Una bola se
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elige aleatoriamente de cada una de las urnas, pero no se supone que existe independencia
estocdstica y es posible que se use un procedimiento conjunto para elegir las bolas en las urnas.
Por ejemplo, podria ocurrir que en cada urna las bolas estén numeradas del 1 al 10 en cada
urna y que las bolas en ambas urnas se elijan de acuerdo con un niumero aleatorio i entre
1 y 10. La independencia entre los colores de las urnas estd en nuestra completa falta de
mformacion sobre la interaccion entre las dos extracciones. Sdlo tenemos informacion sobre

las distribuciones marginales. [ |

La segunda de ellas es una generalizaciéon de la independencia probabilistica. De entre las
de este tipo que se han estudiado para conjuntos convexos nosotros vamos a considerar la mas
restrictiva, que es por otra parte la que méas se ha aplicado en los algoritmos de propagaciéon

con probabilidades imprecisas. Comenzaremos por la independencia incondicional.

Definicion 1.19 Independencia fuerte
Dado un convexo de probabilidades H sobre las variables (X,Y'), que toman valores en los
conjuntos U,V , respectivamente, diremos que existe independencia fuerte de X eY si y sdlo

St,

H=HY@HY = CH {p1.ps : p1 € H ,p, € HY} (1.28)

donde HX y HY son los conjuntos marginales de H en U y V.

La idea es que el conjunto de distribuciones de probabilidad conjuntas es el que se obtiene
considerando todas las marginales en HY, todas las marginales en H" , y formando todas las
conjuntas que se pueden obtener a partir de estas marginales y la condicién de independencia
probabilistica. Es importante hacer notar que no es suficiente que todos los puntos extremos,
p, de H verifiquen la condicién de independencia probabilistica. Es necesario ademés que para
cada extremo, p; de H¥ | y cada extremo py de HY , haya un punto en H que los tenga como
marginales.

El siguiente ejemplo se puede encontrar en [31].

Ejemplo 1.10 Independencia fuerte
Consideremos las dos urnas del ejemplo anterior con la misma distribucion de bolas, y supon-

gamos que elegimos una bola de cada urna de forma independiente. Las posibles frecuencias de
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obtener una bola roja en cada urna son 0.5,0.6,0.7 y 0.8 para la primera urna, y 0.3,0.4,0.5,0.6
y 0.7 para la sequnda. Como los dos sucesos son estocdsticamente independientes, la proba-
bilidad de elegir dos bolas rojas es el producto de las dos frecuencias relativas. FEl intervalo
[0.15,0.56] es la cldusula convera de estas probabilidades, y representa nuestra incertidumbre

sobre este suceso en el caso de independencia fuerte. [ |

La definiciéon de independencia condicional que damos aqui es un poco més restrictiva que
la dada por Campos y Moral [37], pero es la que usualmente se aplica cuando se consideran
grafos dirigidos aciclicos para representar las relaciones de independencia entre las variables
de un problema. Ademas en este caso es posible demostrar los axiomas de independencia

condicional propuestos por Geiger y Pearl [54] y que estudiaremos en el siguiente capitulo.

Definicién 1.20 Independencia condicional fuerte
Si HXY"Z es un conjunto convezo de probabilidades sobre las variables (X,Y, Z), que toman
valores en los conjuntos U, V, W , respectivamente, diremos que existe independencia fuerte de
X eY dada Z si y sdlo si:

HYY7 = H ® Hy

donde Hy es un conjunto convero de funciones sobre U X W y Hs es el conjunto convexo de

funciones sobre V.x W.

En la anterior definiciéon no hay ninguna necesidad que H; 6 Hs sean un conjunto convexo

marginal o condicional obtenidos a partir de HX¥>%,



Capitulo 2

Propagacion de Probabilidades

Imprecisas

2.1 Introduccion

Los algoritmos de propagacion en estructuras graficas fueron desarrollados originalmente para
el caso probabilistico [79, 90, 106, 115]. Con ellos se logra calcular probabilidades condicionadas
de forma eficiente en distribuciones que involucran un gran ntumero de variables, lo que implica
que un calculo directo es totalmente inviable.

Estos algoritmos se basan en aprovechar las relaciones de independencia de las variables
para obtener una factorizacion de la distribuciéon de probabilidad global. Esta factorizacion se
explota para desarrollar un procedimiento de calculo local, que trabaja directamente con los
factores, y que es correcto desde el punto de vista de la distribucion global.

Pronto se descubrié que los algoritmos de propagaciéon eran aplicables también a otros
formalismos. Shafer y Shenoy [118, 120, 119] introdujeron un sistema de axiomas que debian
verificarse en una teoria de representacion de la incertidumbre para poder usar los algoritmos
de propagacién en estructuras graficas. Esta axiomatica ha sido también estudiada por Cano,
Delgado y Moral [19, 20] haciendo énfasis en los problemas relacionados con la especificacion
de la informacion en grafos dirigidos.

Una de estas particularizaciones del sistema de Shafer y Shenoy la dieron Cano, Moral
y Verdegay-Lopez [23, 19] para el caso de los conjuntos convexos de probabilidades, pro-

porcionando el primer algoritmo exacto para llevar a cabo el calculo local de probabilidades

37
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condicionadas imprecisas bajo relaciones de independencia.

Sin embargo, el calculo local con probabilidades imprecisas ha sido objeto en la literatura de
distintas aproximaciones, segin se presenten o no relaciones de independencia, o si el calculo
es exacto o aproximado. Un estudio de los distintos problemas planteados y de los métodos
utilizados para resolverlos puede encontrarse en Cano y Moral [17]. En resumen, se puede

considerar la siguiente clasificacion:

e Métodos sin relaciones de independencia.- Se dan restricciones sobre los valores de pro-
babilidad de otros sucesos de interés. Se trata de calcular los limites inferior y superior
para la probabilidad de ciertos sucesos. Se incluye también el caso de probabilidades

condicionadas. Existen dos tipos de enfoques:

— FEzactos.- Algoritmos de propagacién de restricciones exactos se dan por Verdegay-
Lopez [131] basados en la axiomatica de Shafer y Shenoy. Otro método totalmente
distinto para este problema es el proporcionado por Hansen y Jaumard [64], basado

en programacién lineal con generaciéon de columnas implicitas.

— Aproximados.- Estos algoritmos estan basados en la aplicacién de reglas de infe-
rencia que permiten la obtencidén de nuevas cotas a partir de las existentes. En la
mayoria de los casos restringen el tipo de las informaciones que pueden aparecer en
nuestra base de conocimiento, y ademés no son completos, en el sentido de que las
cotas obtenidas son correctas pero no 6ptimas en general. En esta linea se encuen-
tran los trabajos de Amarger, Dubois y Prade [3|, Thone [129], Lukasiewicz [92], y
Salo [114].

e Algoritmos bajo relaciones de independencia.- En este caso se suponen unas relaciones
de independencia que vienen dadas por un grafo dirigido aciclico y una informacién
imprecisa sobre las probabilidades condicionadas. Se trata de calcular cotas para las
probabilidades con las que distintas variables toman sus valores condicionadas a ciertas
observaciones en otras variables. Existen algoritmos basados en la generalizacion del
algoritmo de Pearl [106]. El problema fundamental es que esta restringido al caso de
hiperarboles, lo que constituye una limitaciéon importante. En esta linea se encuentran
el algoritmo aproximado de Tessem [128] y el exacto para el caso de variables bivaluadas
de Fagiouli y Zaffalon [46]. El algoritmo exacto de Shacter [119] se ha generalizado de

forma aproximada al caso de probabilidades imprecisas por Fertig y Brease [47, 11, 48].
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Como ya hemos indicado antes, un algoritmo de propagacion exacto es el presentado
por Cano, Moral y Verdegay-Lopez [23, 19]. El problema fundamental es la complejidad
debido al tamano de los convexos calculados. Los algoritmos aproximados que hemos
mencionado trabajan con intervalos de probabilidad, una representacién que resulta
insuficiente ya que la combinacion de representaciones intervalares puede dar lugar a un
convexo que no es representable mediante intervalos de probabilidad. Existen algoritmos
aproximados que trabajan con conjuntos convexos directamente. Entre ellos podemos
destacar los de Cano, Cano y Moral [12, 13|, basados en la técnica de enfriamiento
simulado, los de Cano y Moral [15], basados en algoritmos genéticos, y los de Cozman
[32, 33], que usan técnicas de busqueda basadas en el gradiente o el algoritmo EM (media

y aproximacion).

En este capitulo nos centraremos en los algoritmos exactos para conjuntos convexos de
probabilidades, dejando para el siguiente capitulo la descripciéon de los algoritmos aproximados
que hemos desarrollado. Previamente describiremos de forma abstracta los algoritmos de
propagacién en estructuras gréficas.

En la seccién 2.2 estudiaremos la axioméatica de Shafer y Shenoy necesaria para poder
construir algoritmos de propagaciéon de incertidumbre. También se estudiaran los grafos de
dependencias como un método valido para poder representar relaciones de independencia entre
variables. En la seccion 2.3 describiremos de forma abstracta los algoritmos de propagacion.
En la seccién 2.4 daremos un breve repaso a algoritmos que propagan conjuntos convexos re-
presentados por conjuntos de restricciones, donde no se consideran relaciones de independencia
entre las variables del problema. En la seccién 2.5 se estudiard un algoritmo de propagaciéon
exacto de conjuntos convexos aplicable cuando existen relaciones de independencia entre las
variables del problema. Se considerard la particularizaciéon de la axiomatica general de Shafer
y Shenoy al caso de conjuntos convexos, mostrando las diferencias del algoritmo en el caso de

convexos respecto al de las probabilidades.

2.2 Axiomatica para la propagaciéon de incertidumbre en es-

tructuras graficas

A continuacion estudiamos una axiomética propuesta por Cano, Delgado y Moral [19, 20|

que incluye la axiomética de Shafer y Shenoy [118] para los sistemas basados en valuaciones.
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Cualquier modelo de representacion de la incertidumbre en el que se verifique este sistema,
de axiomas permitird el desarrollo de algoritmos de propagacién en estructuras graficas. Por
ejemplo, en el caso de la Teoria de la Probabilidad podremos usar las independencias entre las
variables de nuestro problema para factorizar la distribucién de probabilidad conjunta como el
producto de una serie de distribuciones condicionales [T P(X;|pa(X;)). En este caso se cumplen
los axiomas que veremos a continuacién, y por tanto pueden construirse algoritmos [79, 90,
106, 115] que permiten calcular la distribucion ’a posteriori’ de una variable X; dada una
evidencia E, P(X;|FE), sin necesidad de calcular previamente la distribucién de probabilidad
conjunta [ P(X;|pa(X;)). Con tales algoritmos de propagacion se consigue calcular P(X;|FE)
realizando célculos sobre conjuntos més pequenios de variables en lugar de sobre todas ellas.

Sea X = (Xi,...,X,) una variable n-dimensional tal que cada X; toma valores en el
conjunto finito U;. En esta axiomética se hace uso del concepto de waluacidn. Una valuaciéon
es un concepto primitivo que puede ser considerado como la representaciéon matematica de
una informacién. Una valuacion se puede particularizar a una distribuciéon de posibilidad, a
una distribucién de probabilidad, a funciones de creencia, etc. Los algoritmos de propagacién
se expresaran en términos de operaciones con valuaciones. Para cada I C {1,...,n} existe un
conjunto Vr de valuaciones definidas en el producto cartesiano:

[11v:
i€l

V es el conjunto de valuaciones V = Urcqy,.. ) Vr- A lo largo de esta memoria usaremos s(V)

para denotar el conjunto de indices de las variables para las que estd definida la valuaciéon V.

Ejemplo 2.1 Valuaciones en la teoria de la probabilidad

En la teoria de la probabilidad una valuacion sobre una variable Xy es una funcién no negativa
h:Ur — Ry

que no se le exige que esté normalizada.
Por ejemplo, si tres variables {X1, X9, X3} que toman wvalores en Uy, Us, Us, donde U; =

{u},u?}, entonces una valuacion puede ser una distribucién de probabilidad sobre X :

p(ui) = 0.8
p(uf) = 0.2

También puede ser una distribucion de probabilidad condicional de X3 dada Xs:
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p(uilud) = 0.9 p(udul) = 0.1

plusluz) = 0.6 p(u3|uj) = 0.4

Una valuacion también puede ser una observacion para una variable X;. FEn este caso la
funcion asigna el valor 1 para el caso u; observado y 0 para el resto de los casos de X;

Dos valuaciones se considerardn equivalentes cuando una es el producto de la otra por una
constante. O sea, dos valuaciones hy y ho definidas sobre Uy son equivalentes cuando existe
una constante o > 0 tal que

Vu € Ur,hi(u) = a - ho(u)

Sobre las valuaciones son necesarias dos operaciones basicas: (ver Zadeh [142] y los trabajos

de Shafer y Shenoy [120])

e Marginalizacion Si J C I y Vi € Vr entonces la marginalizacion de Vi sobre J es una

valuacion VIU definida en Vs

e Combinacion Si V1 € Vr y Vo € Vj, entonces su combinacién es una valuacion, Vi ® Vs,

definida en V7.

Ejemplo 2.2 Combinacién y marginalizaciéon de valuaciones probabilisticas
Dadas dos valuaciones probabilisticas, h1 y ho, definidas en Ur y Uy respectivamente, enton-
ces la combinacion de hy y ho es una valuacion hy ® hy definida en Uryy por medio de la

multiplicacion punto a punto:
hy ® ha(u) = by (u).hy(ut”) (2.1)

donde u'' es el elemento obtenido a partir de u sin tener en cuenta las coordenadas que no
estén en I.
Si h es una valuacion definida en Up y J C I, entonces la marginalizacion de h en J, h*'

se calcula mediante suma

hH (u) = Z h(v) (2.2)

vl =y
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En [120] Shenoy y Shafer consideran que las valuaciones verifican los axiomas 1-3. Cano,

Delgado y Moral [19] anadieron ademas los axiomas 4-6.

1.

VioaVeo=V20V), (Vi®@V)eVs=V,® (V2®Vs).

Este axioma nos da la conmutatividad y la asociatividad de la combinacion.

.SiICJCK,yV €V, entonces (VU)UzVU.

Este axioma nos dice que no importa cual sea el orden de borrado de las variables en la

marginalizacién de varias variables, ya que el resultado final sera el mismo.

. Si V; €Vy, Vs € Vy, entonces (V; @ Va)¥ =V, @ VH/0D),

Este axioma nos da la propiedad distributiva de la marginalizaciéon sobre la combina-
cion. Este axioma es particularmente importante para el desarrollo de los algoritmos de
propagacion, ya que nos permite calcular (V; ® Vg)u sin necesidad de hacer el calculo
explicito de (V4 ® V»), el cual en la practica puede llegar a ser muy costoso computa-
cionalmente debido al gran nimero de variables que puede tener esta valuaciéon. Este

(/1) y combinando el resultado con Vi. De esta

calculo se puede hacer calculando Va*
forma so6lo necesitamos manejar valuaciones sobre Uy, Urny v Ur, que es més eficiente

computacionalmente.

. Elemento neutro.- Fxiste una y sélo una valuacién Vy definida en Uy x ... x U, tal que

VYV e VI VJ C I, tenemos que Vo’ @ V =V.

Contradiccion.- Existe una y sélo una valuacion, V., definida en Uy x ... x Uy, tal que

VW, V.oV =V,

YV eV, siV # Vcw, entonces V = V.

Este axioma nos dice que en el conjunto vacio de variables, Uy, todas las valuaciones son

la contradiccion o el elemento neutro.

Los tres primeros axiomas son las condiciones necesarias para deducir los algoritmos de

propagacion.

En el cuarto axioma Vj representa la valuaciéon neutra y en el quinto axioma V. representa

la informacién contradictoria. Vj se usa para definir informacién condicional, y V. para definir
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valuaciones absorbentes. (Vo) v (Vi)*' se dice que son la valuacién neutra y contradictoria
en Vr, respectivamente. Cuando no hay problema de confusién se denotan como Vy y Vg,

simplemente.

Ejemplo 2.3 Valuacién neutra y contradiccién en la teoria de la probabilidad
La valuacion neutra es una funcidn constante y distinta de 0, y la valuacidn contradiccion es

la funcidn constante igual a 0. [ |

Definicion 2.1 (Valuacion absorbente)

Una valuacion V € V5 es una valuacion absorbente si y solo si es diferente de la valuacion

contradiccion y VV' € Vi, (V. V' =V) o bien (V@V'=V,).

Si una valuaciéon V' representa una informacion sobre los valores de las variables (X;);er,
entonces una valuaciéon absorbente representa un conocimiento perfecto sobre estos valores: no
puede refinarse de forma consistente con la combinacién con otra valuacién. Podemos obtener

tnicamente la misma informacién o la contradiccion.

Definicién 2.2 Dada V € Viyy, se dice que V' es una valuacion sobre Uy condicionada a Uy,
si y solo si se cumple que V¥ =V € Vy, el elemento neutro sobre V. El subconjunto de

Vius que son valuaciones sobre Ur condicionadas a Uy se representard como Vi

Intuitivamente, si V' es una valuacion sobre U; condicionada a Uy, entonces V' nos informa
sobre las variables de X7 y su relacién con las variables X 7, pero no debe informar sobre las
variables X ;. La condicién anterior expresa el hecho de que al marginalizar sobre U; se obtiene
el elemento neutro, lo cual recoge la idea de que esa valuaciéon no nos da ninguna informacién

sobre las variables X .

Ejemplo 2.4 Valuacién condicionada en la teoria de la probabilidad
Supongamos dos variables, X1 y Xo, que toman valores en Uy y Us, donde U; = {ull,u?} Una

valuacion condicionada probabilistica sobre Us dada Uy, es una funcion
p:U; XUQ-)[O,l]

tal que, marginalizada sobre Uy, obtenemos la valuacion neutra (una valuacion constante). W
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2.2.1 Modelos de dependencias

A veces, cuando tenemos un problema en el que intervienen varias variables, se presentan
relaciones de independencia entre las variables. Estas relaciones de independencia pueden
aprovecharse para conseguir algoritmos de propagaciéon mas eficientes que si no se considera-
ran dichas independencias. Ademaés, estas independencias permiten expresar el conocimiento
inicial sobre el problema de forma mas resumida que si no tuviésemos independencias.

En esta seccion estudiamos un modelo propuesto por Geiger y Pearl [54] para caracterizar

las independencias entre variables y la independencia condicional.

Definicién 2.3 Estructura de dependencias
Dada una familia de variables (X1, ..., Xy,) una estructura de dependencias sobre ellas es una
funcion D : p({1,...,n}) x p({1,...,n}) x p({1,...,n}) — {0,1} donde si D(I,J,K) = 0 se

dice que X1 es independiente de Xx dado Xy, verificando los siguientes ariomas

e Simetria.-

Si D(I,J,K) =0 entonces D(K, J,I) =0 y viceversa.

e Descomposicion.-

Si D(I,J,K UL)=0 entonces D(I,J,K) =0y D(I,J,L) =0

e Unioén débil.-
Si D(I,J,KUL)=0 entonces D(I,JUL,K)=0

e Contraccion.-

SiD(I,J,K)=0y D(I,JUK,L) =0 entonces D(I,J,KUL)=0
Puede encontrarse una interpretacion intuitiva de estos axiomas en Pearl [106].

Definicion 2.4 Sistema de informacién

Sea (X1,...,Xp) una variable n-dimensional que toma sus valores en Uy X -+ x Uy, y sea
D una estructura de dependencias asociada con esta variable. Un sistema de informacion
sobre esta wvariable con respecto a D es una familia de valuaciones H C V y una funcion

h:H— p(({1,...,n}) x p({L,...,n}) con las siguientes propiedades:

1. VYV eH, sih(V)=(I,J) entonces V € Viuy y INJT = 0. Se dice que V' es una valuacion
vdlida sobre las variables (X;)icr condicionada a las variables (X;)jcy. Si J =0, se dice

simplemente que V' es una valuacion vdlida sobre (X;)icr.
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2. SiVi,Va e H y h(Vi) = (J,0) y h(Va) = (I,J) entonces Vi @ Vo € H con h(Vy @ V3) =
(TU.J,0).

3.8V eH conh(V)= (I,J) y DU, J,K) = 0 entonces V® (Vo) € H con h(V ®
(Vo)*¥) = (I, JUK).

4. SiV €H con h(V) = (I,J), entonces si K C I, VHEU) € 3 con h(VIK) = (K, J).

Definicién 2.5 Sistema de informaciéon completo y determinista

Un sistema de informacion (H,h) es completo y determinista si y solo si existe una y sélo una

valuacion V € H tal que h(V) = ({1,...,n},0).

Las estructuras gréaficas son muy apropiadas para representar relaciones de independencia
entre variables. Nosotros trabajaremos con grafos aciclicos dirigidos. Un grafo aciclico dirigido
(de forma abreviada DAG) est4 asociado con una variable n-dimensional (Xi,...,X,) si el
conjunto de vértices es {Xy,...,X,} (ver figura 2.1). O sea, tenemos un vértice para cada
variable. Estos grafos pueden usarse para representar una estructura de dependencias para las

variables {X7,..., X, }, en la forma introducida por Pearl [106].

T B)
/
E)

Figura2.1: Un grafo aciclico dirigido para la red Asia

Definiciéon 2.6 Estructura de dependencias asociada a un DAG
Dada una variable n-dimensional (X1,...,X,) y un grafo dirigido aciclico (T, E) donde T =

{Xitieq1,..n}, llamaremos estructura de dependencias asociada con (T, E) a aquella que veri-

fica:

D(I,J,K) =0 siy sdlo si {X;}icr y {Xk}her estin D-separadas por {X;}jer
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o sea, [106], para todo camino no dirigido entre entre {X;}icr y { Xk ek es cierta una de las

siguientes condiciones:

o LEriste un nodo cabeza a cabeza (— X <) en el camino que no pertenece a {X;}jcs y

que no tiene tampoco ningin descendiente que pertenezca a {Xj}jer

o FEriste un nodo que no es cabeza a cabeza en el camino que pertenece a {X;}jc.

Por ejemplo, en el grafo de la figura 2.1, A y E son dependientes, pero se vuelven indepen-
dientes cuando conocemos el valor de T'. También X y D son dependientes pero se vuelven
independientes cuando conocemos el valor de E. Por tultimo T y L son independientes, aunque
se vuelven dependientes al conocer el valor de E.

Un grafo aciclico de dependencias puede ser la base para definir un sistema de informacion.

Definicion 2.7 Sistema de informaciéon correspondiente a un DAG

Si (Xq,...,Xp) es una variable n-dimensional y (T, E) es un grafo T = {X;}icq1,.. n}, decimos
que (H,h) es un sistema de informacion definido sobre (T, E) si y sélo si H es el minimo
sistema de informacion generado por la familia {V;}icq1,.. ny donde h(V;) = (i, P(i)) y P(i) =
{j + (X, X;) € E}, o sea el conjunto de padres de X;, y donde la estructura de dependencias

es la asociada con (T, E).

Los sistemas de informacion definidos sobre grafos aciclicos dirigidos son muy apropiados
porque son siempre completos y deterministicos. Introduciendo una valuacién condicionada
para cada variable dados sus padres, obtendremos una informacioén global tnica para todas

las variables como se puede ver en el siguiente teorema de Cano, Delgado y Moral [19].

Teorema 2.1 Si (H,h) es un sistema de informacion definido sobre el grafo (T, E) con T =

{Xi}ieq1,...ny entonces el sistema de informacion es completo y determinista sobre (X1, ..., Xy).

Para completar esta descripcién abstracta de informaciéon y de informacién condicional

tenemos que dar dos definiciones adicionales.

Definicion 2.8 Familia de observaciones
Una familia de observaciones sobre una variable n-dimensional (X1,. .., X,) es un conjunto de

valuaciones {O;}icr, donde I C {1,...,n}, y O; es una valuacion absorbente sobre U;, Vi € I.
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Definicién 2.9 Informacién ’a posteriori’

Si (H,h) es un sistema de informacion completo y determinista sobre (X1,...,Xy,) vy {O;}ier
es una familia de observaciones sobre estas variables, llamaremos informacion ’a posteriori’ a
la familia de valuaciones ((®;e10;) @ V)V, donde J C {1,...,n} yV es la tinica informacion

global sobre (X1,...,Xp).

2.3 Algoritmos de Propagaci6on

En general, el problema que abordan los conocidos como algoritmos de propagaciéon es el
siguiente: tenemos un conjunto finito de valuaciones R = {Vi,...,V,,}, donde cada V; se
define en un referencial I;. Estamos interesados en calcular la proyeccién o marginalizaciéon
en una variable de interés X; de la combinacion de todas las valuaciones en R. Es decir en

calcular [118]:
PS; = (® R)HJ} = (V1 ®...0 Vy,)! (2.3)

para un valor j € {1,...,n}.

El conjunto R representa toda la informacién de que disponemos. Por ejemplo, en el caso
de las valuaciones que son subconjuntos, en R estaran todas las restricciones que conozcamos
sobre los valores de las variables del problema.

Para desarrollar los algoritmos de propagacion en la arquitectura de Shafer y Shenoy [120],
sblo hace falta que se verifiquen los axiomas 1-3 de la seccién 2.2 para las operaciones con

valuaciones, y esos se supondran verificados a lo largo de esta seccion.

Ejemplo 2.5 Algoritmos de propagacion de probabilidades

En el contexto de las probabilidades, en R suele haber dos tipos de informaciones: informa-
ciones genéricas que determinan una distribucion de probabilidad global y observaciones sobre
algunas de estas variables para un caso particular. Normalmente es muy dificil poder espe-
cificar la distribucion global de forma directa. Si partimos de un grafo dirigido aciclico (ver
figura 2.1 que expresa las independencias del problema mediante el criterio de D-separacion
[132, 106], entonces una distribucion global P(Xy,...,X,) puede obtenerse combinando todas
las distribuciones de probabilidad P(X;|pa(X;)) de cada nodo X; condicionada a los valores de
sus padres pa(X;) en el grafo. Esta distribucion de probabilidad global se calcula entonces con

la expresion:
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P(Xy,...,Xp) = I} P(Xi|pa(X;)) (2.4)

El objetivo de los algoritmos de propagacion de probabilidades es el cdlculo de una distribu-
cion de probabilidad para una variable X; dada una familia de observaciones E = {Op}rer,
sobre un conjunto de wvariables K. FEsta distribucion de probabilidad ’a posteriori’ para la

variable X; es proporcional a P(X1, ..., X,) ® (Quex Or)). O sea,

P(Xj = Uuj | E) o P(Xl,- . . aXn) ® (® Ok))“g}(u]) (25)
keK

De hecho tenemos que

P((Xj = u)) N E) = P(X1,..., X») ® () O)) 7} (uy) (2.6)
keK

Los grafos de dependencias en el caso probabilistico se han hecho populares bajo distintos
nombres entre los que cabe destacar diagramas de influencia, redes de creencia, redes bayesianas
y redes causales [106, 90, 100]. En esta seccion usaremos redes bayesianas para referirnos a
tales grafos de dependencias.

La red bayesiana permite un gran ahorro en el espacio necesario para almacenar la distribu-
cion de probabilidad conjunta al no tener que almacenar directamente esta distribucion, sino
las distribuciones condicionales que suelen involucrar pocas variables y que por tanto ocupardn
poco espacio. Ademds el uso de redes bayesianas en la propagacion permite obtener distribu-
ciones de probabilidad ’a posteriori’ de una variable de la red conocidas algunas de las demds
variables, con un nimero de operaciones (sumas y multiplicaciones) mucho menor que si se
hiciera calculando previamente la distribucion de probabilidad conjunta. El problema que re-
suelven los algoritmos de propagacion en redes bayesianas es el cilculo de P(X;|E) para una o
varias variable objetivo X;, donde E es el conjunto de observaciones (o conjunto de evidencia).
P(X;|E) podria obtenerse a partir de la distribucion conjunta como se hace en la expresion
2.5, pero suponemos que esto es dificil de llevar a cabo tanto por razones de espacio como de
coste computacional.

Por ello se pueden encontrar en la literatura varios métodos alternativos [79, 106, 90, 120,
91] al que propone la expresion 2.5, que aprovechan las independencias reflejadas por la red
bayesiana para realizar los cdlculos de forma local, sin tener que calcular la distribucion de

probabilidad conjunta.
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También se pueden resolver mediante algoritmos de propagacion otros problemas, como el
cdlculo de la configuracion de mdzima probabilidad, es decir un valor u; para cada variable X;

tal que,
P(X) =ul,..., X, =uy|E) =max , ., P(X1 =u1,..., X, = up|E)

También se pueden resolver problemas de decision complejos, en los que hay que seleccionar

la secuencia de decisiones que mazimizan la utilidad esperada. [ |

El célculo se realiza mediante los llamados algoritmos de propagacion [20, 90, 106, 118, 120]
que permiten obtener la valuacién PS; de la expresion 2.3 utilizando célculos locales, los
cuales van a involucrar operaciones con valuaciones de menos variables que por tanto seran

més eficientes.

2.3.1 Algoritmo de eliminacién de variables

Un primer algoritmo bastante simple que puede aplicarse es el conocido como de eliminacion
de variables que fue propuesto de forma independiente por Li y D’Ambrosio [91], Zhang y
Poole [143] y por Dechter [38], para calcular distribuciones de probabilidad ’a posteriori’ de
una variable dado un conjunto de evidencias, P(X;|F). Esencialmente este algoritmo trabaja
transformando el conjunto R = {V1,...,V;,} de acuerdo con el siguiente paso basico (Borrado

de k):

e Sea k un indice, k # j donde j es el indice de la variable X; de interés. Consideremos

K={V;eR:kes(V;)} yL=s(Q®K)—{k}. Entonces R se transforma en el conjunto

(R—K) U{(®K)""} = (R— K) U {(@K)" @)~k (2.7)

Este paso se repite (borrando todos los indices & distintos de j) hasta que todas las valua-
ciones estén definidas en el referencial {j}. La valuacion que buscamos, PS}, es la combinacion
de todas las valuaciones que quedan en R.

Este procedimiento es, en general, més eficiente que combinar todas las valuaciones y
marginalizar después. Pensemos que el tamano de una representaciéon es en la mayoria de
los casos, al menos, proporcional al tamafo del referencial Uy, y este tamano es el producto

de los elementos de cada conjunto U;. Este es el caso, por ejemplo, de una distribucién
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de probabilidad. Si combinamos todas las valuaciones en R obtenemos una valuaciéon en
Uy x ... x Uy lo que, para valores moderados de n, ya no se puede representar en la memoria
de un ordenador. Sin embargo, en el algoritmo anterior las valuaciones estan definidas en
referenciales més pequenos (involucran menos variables): s(® K).

Veamos en el siguiente ejemplo como podemos particularizar este algoritmo para el caso

probabilistico:

Ejemplo 2.6 Algoritmo de borrado para el caso probabilistico
Este algoritmo funciona muy bien cuando estamos interesados en calcular la probabilidad ’a
posteriori’ sélo para una variable o conjunto de variables del problema. Sea V= {hi,... hy} el
conjunto de valuaciones correspondientes cada una de ellas a las distribuciones de probabilidad
condicional {P(X1|pa(X1)),...,P(Xn|pa(Xy,)}. Sea E el conjunto de variables observadas y
sea X; la variable de interés (el algoritmo puede generalizarse facilmente si queremos calcular
la probabilidad ’a posteriori’ de un conjunto de variables X en lugar de sdlo la de X;).
Supongamos que tenemos el grafo de dependencias de la figura 2.2, el cual representa una
red causal ya que cada nodo almacena una distribucion de probabilidad condicional o bien una
distribucion ’a priori’. Supongamos que cada variable toma dos posibles valores, que no tene-
mos ninguna variable observada, y que estamos interesados en calcular P(D, E). Podriamos

calcular P(D, E) con la siguiente expresion:

P(D, E) = {P(A)P(B|A)P(C|A)P(D|B,C)P(E|C)}HPF}

Figura 2.2: Una red causal

Este cdlculo conlleva calcular la distribucion de probabilidad conjunta expresada por la red

causal. Sin embargo P(D, E) podemos calcularlo también de la siguiente forma:

P(D,E) = [Y_[3_[>_[P(E|C)P(D|B,C)|P(C|A)|P(B|A)P(A)]

a b cC
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En este caso no ha hecho falta calcular la distribucion de probabilidad conjunta para calcular
P(D, E). El cdlculo anterior necesita 72 multiplicaciones. De la expresion anterior deducimos
que primero se elimina la variable C de todas las valuaciones, combinando previamente todas
estas valuaciones donde aparece en una sola. Después se elimina la variable B de la misma
forma, y finalmente la variable A.

Otro posible orden de eliminacidn de la variables nos lo daria la siguiente erpresion:

c

P(D,E) = [y _[P(E|C)[Y_ P(D|B,C)[Y_ P(C|A)[P(B|A)P(A)]]]
b a

En este caso sdlo se necesitan 28 multiplicaciones. Ahora se elimina primero la variable A,
después la B y finalmente la C.

Podemos entonces deducir que diferentes ordenes de borrado pueden resultar en significativos
costos computacionales.

Sea p un orden de eliminacion de las variables que no estdn en X;UE. Entonces el algoritmo

es como sigue:

Algoritmo 2.1 Propagaciéon de probabilidades por eliminacién de variables

1. Para cada variable X} € E actualizar en todos los potenciales al valor observado poniendo

0 en los valores no observados.
2. Mientras p no esté vacio:

(a) Borra la primera variable X; de p

(b) Llamar a suma(V, X;)
3. Sea h = @y cy hi
4. Sea fn =732, cy, hlu;)

5. Devolver P(X; = u;|E) = h(u;)/fn

El procedimiento suma(V, X;) usado en el algoritmo anterior, se describe a continuacion:

Algoritmo 2.2 Eliminacién de una variable
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1. Sean las valuaciones hi,...,h; que contienen a X; y definidas sobre Uy,,...,Ur,. Sea
— 1k T
2. Borrar de V todas las valuaciones hq, ..., h; que contienen a X;

3. Afadir la nueva valuacién calculada como (®§:1 h;)HI={iH} al conjunto de valuaciones V

El algoritmo de eliminacién de variables puede ser mejorado si tenemos en cuenta que a
veces no serd necesario introducir todas las valuaciones originales en el conjunto V', ya que
algunas de las variables del modelo pueden ser irrelevantes para el célculo de la valuacién
"a posteriori’ de la variable objetivo. Se pueden evitar operaciones innecesarias hallando el
conjunto de variables irrelevantes para el calculo de esta valuacién ’a posteriori’, eliminandolas
del grafo, permitiendo obtener un modelo equivalente mas sencillo, que s6lo contenga los
nodos relevantes. Los nodos irrelevantes pueden ser obtenidos utilizando la estructura de
independencia contenida en el grafo de dependencias, como se muestra en Shachter [116] y
Geiger,Verma y Pearl [55, 55]. Estos autores proponen un algoritmo simple para hallar el
conjunto de nodos relevantes para el calculo de la distribucién ’a posteriori’ P(X;|F). En este
algoritmo se anade un nodo auxiliar ©; por cada nodo X; del grafo de dependencias. Cada
nodo ©; se hace padre del correspondiente nodo X;. El conjunto de nodos relevantes puede
ser obtenido utilizando el criterio de D-separacion en el grafo resultante mediante el algoritmo

siguiente:

Algoritmo 2.3 Identificaciéon de los nodos relevantes
1. Datos de entrada y de salida

e Datos: Un grafo de dependencias (D, P) y una variable objetivo: variable objetivo X;

y el conjunto de evidencia E.

e Resultados: El conjunto de nodos relevantes R necesarios para calcular P(X;|E)
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2. Construir un nuevo grafo dirigido, D', afiadiendo un nodo auxiliar, ©;, y una arista ©; — X;

a D para cada nodo X;.
3. Identificar el conjunto © de nodos auxiliar que no estan D-separados de X; por E en D'.

4. Asignar a R los nodos X; cuyos nodos auxiliares ©;, estan contenidos en ©

La etapa 3 del anterior algoritmo puede desarrollarse en tiempo polinomial en el ntimero
de variables con un algoritmo propuesto por Geiger, Verma y Pearl [55, 56]. Considerando el
grafo reducido resultante de eliminar los nodos irrelevantes obtenidos mediante este algoritmo,

se puede simplificar de forma importante el numero de calculos necesarios para calcular la

probabilidad ’a posteriori’ P(X;|E).

Ejemplo 2.7 Obtencién de nodos relevantes
Supongamos el grafo de dependencias de la figura 2.2. Veamos que valuaciones influyen en el

cdalculo de alguna valuacion ’a posteriori’.

e Para el cdlculo del conjunto convero ’a posteriori’ en la variable E si no disponemos de

ninguna evidencia, sélo son relevantes las valuaciones correspondientes a los nodos A,

CuykFE.

e Si solo variable E estd observada entonces para el cdlculo de la valuacion ’a posteriori’
de la variable B es necesario utilizar las valuaciones correspondientes a los nodos A, B,

CuykFE.

e Si sdlo la variable B estd observada entonces para el cdlculo de la valuacion ’a posterior:’
de la variable A sélo es necesario utilizar las valuaciones correspondientes a los nodos A

y B.

Vemos por tanto que dependiendo de la situacion el uso de esta simplificacion puede ahorrar

muchos cdalculos en el algoritmo de eliminacion de variables. [ |
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2.3.2 Algoritmos de propagaciéon en arboles de grupos

A veces, por ejemplo cuando se quiere calcular la informaciéon marginal PS; para varias va-
riables X;, es conveniente organizar los calculos en lo que se llama un drbol de grupos. Este
arbol de grupos, T, es un arbol no dirigido en el que los nodos son grupos de variables, G, y

en los que se cumplen las dos condiciones siguientes [90]:
1. Para toda valuacion V' € R, existe un nodo G del arbol tal que s(V) C G.

2. Si G4 y G4 son dos nodos, entonces para todo nodo G en el camino que une G y G2 se

tiene que (G1 N Gy) C G.

2.3.2.1 Obtenciéon de un arbol de grupos

Veamos como podemos llevar a cabo el proceso de obtencién de un arbol de grupos a partir de
un conjunto de valuaciones R = {V1,...,V,}. Partimos de un grafo no dirigido que tiene un
nodo por cada variable Xy,..., X, y tal que X; y X; estdn unidos en este grafo no dirigido si
y solo si existe una valuacion V' € R para la que {7,j} C s(V). Este grafo no dirigido coincide
en el caso probabilistico, con el grafo moral de una red causal. El grafo moral se obtiene a
partir del grafo dirigido de la red causal ignorando la direccion de los arcos de la red causal, y
uniendo entre si todos los padres de cada variable X;. En la Figura 2.3 se puede ver un ejemplo
de un grafo no dirigido, que corresponde al grafo moral asociado al grafo dirigido aciclico de

la figura 2.1.

Figura 2.3: Grafo No-Dirigido
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El primer paso para obtener el drbol de grupos consiste en obtener un grafo triangular
[82, 14] a partir del grafo dirigido mencionado més arriba. Para el grafo no dirigido de la

figura 2.3 podemos construir el grafo triangulado de la figura 2.4.

Figura 2.4: Grafo triangulado

2.3.2.2 Obtenciéon de un grafo triangular

La eficiencia en los algoritmos de propagaciéon en un arbol de grupos estd estrechamente
relacionada con el tamano del drbol de grupos. Dicho tamano puede definirse como la suma de
los tamarnios de cada grupo. Por ejemplo, en el caso probabilistico la eficiencia es una funcién
polinémica del tamano del drbol de grupos.

El punto clave para obtener un arbol de grupos de pequeno tamano esté en la triangulacion
del grafo no dirigido. Los algoritmos de propagacién 6ptimos se obtendrén al considerar la
triangulacién éptima. Sin embargo, se conoce que la construccién de la triangulacion 6ptima es
un problema NP-completo [4]. No obstante, existen diversos algoritmos que permiten obtener
buenas triangulaciones usando un tiempo razonable [81, 82, 104, 68]. En Cano y Moral [14]
se presentaron técnicas heurfsticas para la obtencién de buenas triangulaciones de grafos no
dirigidos, y se comparan con la mejor heuristica presentada por Kjeerulff en [81]. Describamos

a continuacién estas técnicas. Veamos en primer lugar la definicién de grafo triangular.

Definiciéon 2.10 (Grafo triangular) Un grafo no dirigido se dice que estd triangulado si y

solo si todo ciclo de longitud cuatro o mds tiene un arco entre cada par de nodos no adyacentes.
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El grafo de la figura 2.5 no esta triangulado.

Figura 2.5: Un grafo no dirigido que no esta triangulado

La forma de triangular un grafo no dirigido es anadiendo arcos. Pueden obtenerse diferentes

triangulaciones con las diferentes permutaciones de los nodos del grafo, o : {1,...,n} —
{1,...,n}. Dada una permutacion, o, la triangulacién asociada se construye con el siguiente
algoritmo:

Algoritmo 2.4 Construccion de un grafo triangular
Entrada: Un grafo no dirigido G = (U, E).

Salida: El grafo triangular G y la lista £ con los grupos maximales asociados.
1L L+ 0
2. Para i=1 hasta n

e Afiadir arcos entre cada par de nodos adyacentes a X, ;. Sea L; el conjunto de arcos

afiadidos.
e Borrar el nodo X, ;) y todos los arcos que conectan X, ;) con otros nodos del grafo.
o Gi <+ {Xo(i)} UAdy(X,())
e Si Aun Gj € L tal que G; C G

entonces L < LU {G;}

3. Para obtener el grafo triangulado G a partir del grafo original G, afadir todos los arcos de

los conjuntos L; (i=1,...,n) a G. Osea Gy <+ (U, EU{U;=1,. nL;})

4. La salida del algoritmo es Gy L.



2.3. Algoritmos de Propagacion 57

La permutacion o se llama una secuencia de borrado. Considerando la secuencia de bo-
rrado (o(1),0(2),0(3),0(4),0(5),0(6),0(7)) = (3,2,7,4,1,5, 6) en el grafo de la figura 2.5,

obtenemos el grafo triangulado de la figura 2.6.

Figura 2.6: Grafo triangulado asociado bajo el orden de eliminacion de variables o

El grafo triangular nos sirve para obtener una descomposicién del grafo en un conjunto de
subgrupos maximales. Los subgrafos maximales completos del grafo triangulado se conocen
en la literatura como cliques. A lo largo de esta memoria nosotros hemos preferido utilizar el
término grupo. Por ejemplo, en el grafo de la figura 2.6 los grupos maximales son { X1, X3, X4},
{X1, Xy, X5, X6}, { X2, X4, X5}, {X4, X5, X7}

El tamano de una triangulacién se obtiene entonces como suma del tamano de los grupos
maximales que la forman. El anterior algoritmo de Construccion de un grafo triangular es
capaz de encontrar todas las triangulaciones minimales posibles que existan, asi como las
que no lo son, dependiendo de la secuencia de eliminacién utilizada. Los grupos maximales
obtenidos se ve claramente que dependen de la secuencia de eliminacién considerada, ya que
cada vez que se elimina un nodo se obtiene un conjunto completo que podra o no ser un grupo
maximal dependiendo de los ya obtenidos previamente. Si el conjunto completo obtenido es
un subconjunto de otro conjunto completo previamente obtenido, entonces no es un grupo
maximal, y no serd entonces considerado a la hora de construir el arbol de grupos.

Cano y Moral [14] desarrollaron varias heuristicas de triangulacién que intentaban obtener

arboles de grupos lo més pequenos posible. Estas heuristicas se describen en la seccién 2.6.

2.3.2.3 Construccion del arbol de grupos

Una vez que hemos construido el grafo triangular G y la lista de £ de grupos maximales

contenidos en él, hemos de seguir los siguientes pasos para construir el arbol de grupos:

1. Numerar los nodos del grafo no dirigido:
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Para ello se emplea el algoritmo de mdzima cardinalidad [126] que asigna un nimero de

orden a cada nodo del grafo.

. Numerar los grupos maximales:

Cada grupo maximal de la lista £ se numera teniendo en cuenta el nodo de menor orden
que contenga. Los empates se deshacen teniendo en cuenta el siguiente nodo contenido

en cada grupo.

. Obtener los conjuntos residuales y separadores:

Dada la ordenacién anterior, cada grupo G; se divide en dos conjuntos disjuntos llamados

residual R; y separador S;. Estos conjuntos se calculan atendiendo a las siguientes reglas:

G,N(G1U...UG;— 1 > 2
S; = (G 1) sid (2.8)
0 st =1

G;\S; )4 > 2
R — \ 8% 1 (2.9)
G, sii=1

. Establecer la estructura del arbol de grupos:

Para dotar de estructura al conjunto de grupos maximales se toma la siguiente conside-

racién:

Cualquier grupo G; que contenga al separador S; con j < ¢ serd un posible

padre del grupo G;.

Por tanto, el grupo G serd la raiz del arbol. Para aquellos grupos que tengan més de
un posible padre seleccionaremos uno de ellos arbitrariamente. La representacion gréfica

del arbol de grupos maximales suele hacerse de dos formas distintas:

e Mediante un arbol propiamente dicho, con la direccién de los arcos marcada por la
eleccién de los padres para cada grupo.

e Incluyendo los separadores en la representacién como otro tipo de nodos del arbol
y omitiendo la direccién de las aristas. En este caso la eleccién en un momento

determinado de un nodo como raiz determina la direccionalidad de las aristas.

En la figura 2.7 mostramos un arbol de grupos asociado al grafo triangulado de la figura

2.4 y en la figura 2.8 mostramos otro arbol de grupos, en este caso para el grafo triangulado

de la figura 2.6.
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@\@ e

CXE
CsLB >  (DBE>

Figura 2.7: Un arbol de grupos para el grafo triangulado de la figura 2.4

{X27 X47 X5}
{X1, X3, X6} {X17X4,X5,X6})

{X4, X5, X7}

Figura 2.8: Un arbol de grupos para el grafo triangulado de la figura 2.6

2.3.2.4 Asignacion de las valuaciones a los grupos del arbol

En general, todos los algoritmos comienzan asignando cada valuacién V' € R a un nodo del
arbol de grupos G tal que s(V) C G. Sea R(G) el conjunto de valuaciones asignadas a G. A

continuaciéon se calcula, para cada nodo G la valuacion

Ve = Qvera)V (2.10)

2.3.2.5 Propagacion en el arbol de grupos

Una vez que hemos construido el arbol de grupos y asignado cada una de las valuaciones a
un grupo, los algoritmos trabajan entonces mandando mensajes entre los nodos adyacentes
del arbol de grupos. Hay dos modelos esenciales: el de Shafer y Shenoy [118] y el conocido
como HUGIN [76]. Ambos seran brevemente descritos a continuacion. Maés detalle puede

encontrarse en los libros de Jensen [75] y Castillo, Hadi y Gutiérrez [25].
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En general, puede decirse que el algoritmo HUGIN es el mas eficiente (si la division tiene
la misma complejidad que la combinacion o la marginalizacién). Sin embargo, requiere unas
condiciones de aplicaciéon un poco més fuertes que el algoritmo de Shafer y Shenoy.

En nuestros desarrollos emplearemos fundamentalmente el algoritmo de Shafer y Shenoy.
La razén es que es metodolégicamente més sencillo y ademés que no existe una operaciéon de

divisiéon para los conjuntos convexos de probabilidades.

2.3.2.6 Arquitectura de Shafer y Shenoy

Se supone que existen dos mensajes para cada par de nodos adyacentes G y Ga, uno de Gy
a Ga: Vg,,G, y otro de Gy a G1: Vg, ¢,. La operaciéon fundamental de mandar mensaje entre

dos nodos G y G consiste en realizar el siguiente célculo:

JG1NG2

Va,g, = | Ve, ® ® Va,e (2.11)
GEAdy(G1,G2)

donde Ady(G1,G2) es el conjunto de todos los grupos adyacentes a G excepto Go. Ady(Gh)
es el conjunto de todos los nodos adyacentes a G .

El algoritmo de propagacién asociado a esta arquitectura consiste en el célculo de todos
los mensajes lo que se hace mediante dos recorridos del arbol de grupos. Para ello se elige un
nodo G como raiz o pivote y en una primera fase se mandan mensajes de las hojas al nodo
raiz, y en la segunda se distribuye la informacion desde el nodo raiz a las hojas. De manera

mas concreta la primera parte puede representarse como:

Primera(QG)
- Para todos los nodos G’ € Ady(G)
- Pide(G',G)

donde Pide(G',G) es como sigue:

Pide(G',G)
- Para todo nodo G" € Ady(G',QG)
- Pide(G",@")

- Mandar mensaje de G' a G.
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El segundo recorrido en el grafo distribuye la informacién a partir del nodo raiz G. El

algoritmo se puede expresar de la siguiente forma.

Segunda(G)
- Para todo nodo G' € Ady(QG)
- Distribuye(G’, G)

El procedimiento Distribuye es como sigue,

Distribuye(G, Q)
- Mandar un mensaje de G a G’
- Para cada G" € Ady(G',G)
- Distribuye(G",G’)

Después de aplicar este algoritmo, para calcular PSj sélo tenemos que elegir un grupo de

variables G al que pertenezca X; y calcular,

]

PSi=|Veo| Q@ Vaga (2.12)
G'€ Ady(G)

2.3.2.7 Arquitectura HUGIN

Para aplicar la arquitectura HUGIN es necesario que se pueda definir una operacién de divisién
/. La operacion de division se podra definir en un formalismo particular cuando V;/V3 exista
para cada par de valuaciones V; y V5 tal que o(V3) < o(V7), donde o es una aplicacion de
V en (G,=), y = es una relacion de orden parcial tal que o(V; ® Va) = inf {o(V}),0(V2)}.
Intuitivamente la aplicacién o representa el soporte de un conjunto.

Por ejemplo, en el caso probabilistico, si se puede definir la operacion de divisién entre
valuaciones, y por tanto se podré aplicar esta arquitectura. En [77, 76] se puede ver detalla-
damente la aplicaciéon de esta arquitectura al caso probabilistico.

Aqui se supone que existe un sélo mensaje para cada par de nodos adyacentes Gy y Go. Este

Gz — 1/ G2,G1

mensaje se denota como V&1 . Inicialmente este mensaje es igual a la valuaciéon

neutra en el referencial G1 N Gs.
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El mismo mensaje se usard en la primera y en la segunda fase. Otro aspecto que distingue
al algoritmo de Shafer y Shenoy y al algoritmo HUGIN es que, en el primero la valuaciéon Vg
no cambia, mientras que en el segundo si va a cambiar. Pero lo mas importante es que ahora
los mensajes se mandan de diferente forma. El mensaje de G1 a G2 se manda de la siguiente

forma:

Manda_H(G1,G2)
- Calcular W = (VGl)leGz
- Hacer Vg, = Vg, ® (W/VG1.G2)
- Hacer VO@1.G2 = VGL.G2 g 17

El resto del algoritmo es exactamente igual con las mismas fases de peticion y distribucion.
Finalmente, para calcular PS; se determina un grupo cualquiera G conteniendo X; y se

determina:
PS; = (Vg)¥ (2.13)

2.4 Algoritmos de propagacién para conocimiento general

En esta seccién comenzamos la descripcion de los algoritmos de propagaciéon aplicados a con-
juntos convexos de probabilidades. En primer lugar, consideramos el caso en que no hay
independencias en el sentido probabilistico del término. Solo se verifica la definicién de inde-
pendencia marginal.

Sea una variable de dimension n, (Xi,..., X,), donde cada X; toma valores en un conjunto
finito U;. Supongamos que disponemos de m informaciones, en la que cada una es un conjunto
convexo de probabilidades H; sobre un subconjunto de las variables del problema, X, (I; C
1,...,n), o sea Hj es un conjunto convexo de probabilidades en Ur;. Supongamos ademds
que cada conjunto convexo viene representado por un conjunto de restricciones lineales sobre
las variables para las que viene definido. En los algoritmos que revisamos en esta seccion el

objetivo serd calcular la informaciéon inducida sobre un conjunto de variables de interés, X,

mediante la siguiente expresion:

(HLNHyN...N Hy,)Y (2.14)
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Cada Hj se da a través de un conjunto de restricciones lineales, R;, que puede representar
limites sobre sucesos; o limites en probabilidades condicionales; o en el valor esperado de
alguna funcién definida de Uj; en IR.

El objetivo de los algoritmos que revisamos en esta seccién serd conocer cuales son las
probabilidades posibles inducidas por Hy,..., H,, en el conjunto de variables X ;. Esto es més
general que calcular los limites para la probabilidad de un suceso p(ay). Si tenemos calculado
H entonces los limites para p(ay) se pueden calcular facilmente por programacion lineal con
las restricciones lineales que definen Hj;. Estas técnicas se pueden aplicar incluso cuando
queremos calcular la probabilidad condicional p(ar|ay), ya que p(arlay) puede obtenerse a
partir de HHY/ por programacién lineal. Sin embargo, cuando el objetivo es calcular limites
en sucesos dependientes de un conjunto de variables, o bien en sucesos condicionales de un
conjunto de variables a otro, serd més eficiente aplicar las técnicas de programacion lineal al
problema original H;N...N H,,, en vez de hacer la marginalizacién al conjunto de variables de
J y luego calcular los limites en el convexo marginalizado. Los algoritmos que repasaremos en
esta seccion deben aplicarse cuando nuestro objetivo es calcular las restricciones que definen
HY .

El esquema general del algoritmo de propagacién es similar al algoritmo de eliminacion
de variables [38, 91, 143]. Podria también aplicarse el algoritmo obtenido a partir del marco
abstracto presentado por Lauritzen y Shenoy [89] para propagar incertidumbre en sistemas
que pueden representarse por valuaciones, usando un drbol de grupos. En ambos algoritmos
de propagacién necesitamos definir las operaciones de combinacién y marginalizacién de infor-
maciones. En nuestro caso la combinacion es la intersecciéon y la marginalizacion es la dada
por la definicion 1.5. Ambos algoritmos de propagacion pueden aplicarse en el problema que
estudiamos en esta seccién porque se cumplen los axiomas que hemos visto en la seccion an-
terior. Los tres primeros axiomas particularizados tomando la interseccién como combinacién

y la marginalizacién de la definicion 1.5.
1. HiNHy = HoNHy, HyN(HoN Hy) = (Hi N Hy) N Hs.
2. (HU)U = HY.
3. Si H; estéa definido en Uy y Hy esté definido en Uy, entonces (Hy N Hy)¥ = H N H%m‘]

El elemento neutro que postula el axioma 4 seria la ignorancia, I, definida sobre el referencial

U, la cual corresponde al conjunto convexo de todas las distribuciones de probabilidad sobre
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U. La contradicciéon en el axioma 5 serfa el conjunto convexo vacio, es decir, aquel conjunto
convexo cuyo conjunto de restricciones sea incompatible.

Verdegay-Lopez [131] demuestra que los seis axiomas de Cano, Delgado y Moral se cumplen
para el caso de conjuntos convexos de probabilidad representado como conjuntos de restric-
ciones con las operaciones de combinacién y marginalizacion mencionadas méas arriba. La
definicién de independencia implicita en esta propagacion es la definicién de independencia

marginal. Es facil comprobar que se verifica el siguiente teorema.

Teorema 2.2 La independencia marginal (definicion 1.18) cumple los cuatro aziomas de una

estructura de dependencias dados en la definicion 2.3.
Demostracion:

e La simetria es inmediata a partir de la definicién de independencia marginal.

e Para la descomposicion, tenemos que probar que si X es independiente de (Y7,Y3) dado
Z, entonces X es independiente de Y; dado Z. De acuerdo con la definicion, si se da la
primera independencia, tenemos que el conjunto global de probabilidades posibles para

(X7Y17Y27Z) es
H={p: p\LX,Z € HX,Z’pLYl,Yz,Z € HYI,Y2aZ}

El conjunto global de probabilidades para (X,Y7,Z) es

XY1,Z XY,Z XY1,Z X,z X,z Y1,Y2,Z Y1,Y2,Z
HIXY, :{pi,ly :pEH}:{pi’l’ :piy EH’,pil’Q’ e Y271

7 entonces p**7 € HXZ es equivalente a ¢+¥7 € HYZ. Y, por

J/XaYIaZ

Si llamamos g a p+¥1

=qy pJ/YIaY2aZ (= HYIaY29Z

siy solo si ¢*Y1+% € HY»Z, Por tanto la anterior expresion se puede escribir como:

otra parte, dada una distribucion g, existe p tal que p

H¥XY1,Z {q . in,Z c HX,Z’in,Yl,Yé € HYI,Y%Z} = gHXZ A ghZ

Con lo que queda demostrado que existe independencia marginal de X e Y; dado Z.

e Para la union débil, tenemos que probar que si X es independiente de (Y7,Y3) dado Z,
entonces X es independiente de Y5 dado (Z,Y7). Siguiendo el mismo proceso que en el

caso anterior el conjunto global de probabilidades es:
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H = {p : piX,Z c HX,Z,plYl,Yz,Z c HY1,Y2,Z}

Si p es una distribuciéon de probabilidad tal que p**7 € HXZ y plf1:¥2.2 ¢ gYiYe.Z,
tendremos ademas que p*¥»4 € HY»Z  Segtin hemos demostrado en el caso anterior,
HXY1.Z — gXZAHY1.Z Por tanto, podemos deducir de pH¥1-% € HY.Z y ptXZ ¢ X2

XV1,Z « gXh, XY1,Z & gXh,Z

Z. Como por otra parte, siempre que p se tiene

que p

que p¥*Z € HXZ  entonces se puede expresar

H = {p : plX,Yl,Z c HX,Yl,Z,p¢Y1,Y2,Z c HYI,Y2,Z}

Y esta expresion es equivalente a lo que queremos demostrar: X es marginalmente

independiente de Y5 dados (Y7, Z).

e Para la contraccién, hemos de probar que si X es independiente de Y; dado Z y X inde-
pendiente independiente de Y5 dados (Y7, Z) entonces tenemos que X es independiente

de (Y1,Y5) dado Z.

Si X es independiente de Y3 dados (Y7, Z), entonces podemos expresar el conjunto global

de probabilidades como

H = {p : erX,YI,Z € HX,Yl,Z,p¢Y1,Y2,Z c HYI,Y2,Z}

Si X es independiente de Y; dado Z, el conjunto HXY1:Z se puede expresar como HXZ N

HY1Z Entonces, tenemos que
H={p: p7% c HXZ pMi7 ¢ g¥i2 piveZ ¢ gviveZy

Como pH1:¥2:2 ¢ HY1.Y2.Z implica que p*¥1Z € HYZ | la expresiéon anterior se puede

simplificar a:
H = {p : piX,Z c HX’Z,p¢Y1’Y2’Z c HY1,Y2,Z}

Y esto es lo que queriamos demostrar: X es marginalmente independiente de (Y7,Y3)

dado Z.
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La base para la reducciéon de los calculos en el algoritmo de propagacién es la aplicacion de
la regla que se daba en la seccion 2.3.1 mediante la expresion 2.7. Segun ella, en cuanto haya
una variable que aparece en una sola valuacion, ésta puede eliminarse por marginalizaciéon en
esa valuaciéon. Para ello en el algoritmo de eliminacién de variables se selecciona una variable
X;, y se combinan todas las valuaciones que contienen a esta variable. En el resultado de
esta combinacién podemos eliminar X; mediante marginalizacién pues ya sbélo aparece en una
valuacién. Al eliminar una variable en el problema estamos reduciendo el tamano de nuestros
datos, es decir, el tamano de las valuaciones que tenemos que combinar y por tanto el tamano
de los célculos. Diferentes érdenes de eliminacién de variables pueden dar lugar a algoritmos
més o menos eficientes. Podemos resumir este algoritmo de forma esquematica de la siguiente
forma para el caso de propagacién de conjuntos convexos de probabilidad representados por

restricciones:

Algoritmo 2.5 Propagacion de restricciones por eliminaciéon de variables
1. Sea V el conjunto de valuaciones del problema.
2. Establecer un orden p de eliminacién de las variables del conjunto {1,2,...,n} —.J
3. Mientras p no esté vacio:

(a) Borra la primera variable X}, de p

(b) Calcular V"= NV; tal que V; son las valuaciones que contienen a la primera variable

Xp. Sea I el conjunto de variables para las que esta definida V.

(c) Afiade V¥ =* al conjunto de valuaciones V' y elimina las valuaciones V; del paso anterior.

4. Devolver la Gnica valuacién V' que quede en V

El aspecto més importante a la hora de implementar el algoritmo es ver como se realizan
las dos operaciones bésicas de combinaciéon y marginalizacion. Si los convexos los estamos

representando por un conjunto de restricciones lineales, la combinacion es facil de realizar,
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pues s6lo tenemos que hacer la unién de conjuntos de restricciones. Si queremos mantener
siempre un conjunto minimal de restricciones deberiamos aplicar un algoritmo de eliminacién
de redundancias. Pero, en general, la ganancia que se consigue al eliminar las redundancias
con algun algoritmo de este tipo, no compensa el costo de aplicarlo. Si que podriamos aplicar
un algoritmo que detecte algunas de las redundancias en un corto periodo de tiempo, aunque
solo reduzca las redundancias més simples. Un ejemplo de este tipo de algoritmo ha sido dado
por Imbert y Van Hentenryck [72]. La operacion de marginalizacion puede implementarse
también de forma que no genere restricciones redundantes. Por tanto, podriamos esperar y no

eliminar redundancias hasta que no hagamos una marginalizacion.

La marginalizaciéon es més dificil de llevar a cabo cuando el conjunto convexos viene expresa-
do en términos de restricciones lineales. Hansen y Jaumard [64] argumentan que esta operacion
involucra la enumeracién de los vértices del conjunto convexo, lo cual es una operacién muy
costosa computacionalmente. Sin embargo puede conseguirse un ahorro computacional, ya
que la marginalizacién puede realizarse enumerando solamente los puntos del conjunto mar-
ginalizado, HY | en lugar de hacerlo sobre el conjunto convexo original H. Esto hace que
la marginalizaciéon sea mucho més eficiente ya que el namero de puntos extremos en H¥ es
mucho menor que en H. Una forma de efectuar la marginalizacién de esta forma es reali-
zando la marginalizacién como un caso particular de proyeccion a un determinado subespacio
[88, 131]. Un ejemplo de este tipo de algoritmos puede obtenerse con la aplicacion de la técnica
de eliminacion de cuantificadores de Lassez y Lassez [88]. Este algoritmo realiza la proyec-
ciéon de un conjunto convexo a un determinado subespacio, recorriendo los puntos extremos
de la proyecciéon en lugar de los puntos del conjunto convexo que se quiere proyectar. Lassez
y Lassez establecen un algoritmo que permite realizar la proyecciéon de un politopo convexo
determinado por un conjunto de restricciones. Esta se realiza por aproximaciones sucesivas
de una aproximacién inicial que se obtiene al calcular suficientes puntos extremos para que la
capsula convexa sea de dimensién total en el espacio de proyeccidon. Estos puntos se obtienen
al maximizar hiperplanos ortogonales al subespacio de proyeccion sobre el politopo convexo
original. Al realizar esta maximizaciéon se alcanza un punto extremo cuya proyeccion sera un
punto extremo del politopo proyectado. Posteriormente se realizan refinamientos sucesivos que
consisten en afiadir nuevos puntos extremos segin el proceso anterior, y actualizar la capsula
convexa: Si una restriccién no pertenece a la proyeccion entonces se determina un nuevo punto

extremo y actualizamos la capsula convexa.
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Verdegay-Lopez [131] presenta una modificacion al algoritmo de Lassez y Lassez para reali-
zar la proyeccién, que hace que cuando se determina un nuevo punto extremo de la proyeccién,
siempre se pasa a un punto extremo adyacente, mientras que el algoritmo de Lassez y Lassez
puede dar lugar a un punto extremo que se encuentre muy alejado del anterior. Esto conlleva
un mayor gasto computacional debido a que hay que realizar varios cambios de base para
pasar de un punto extremo a otro. En el algoritmo de Verdegay-Lopez solo hay que realizar
un cambio de base. Por otra parte al determinar los semiespacios de la capsula convexa ac-
tualizada de la proyeccion, en el algoritmo de Lassez se pueden obtener muchos semiespacios
que, al final, no pertenecen al convexo proyectado y por lo tanto deben ser refinados en pasos
posteriores. En el algoritmo de Verdegay, al considerar puntos extremos adyacentes, siempre

se van a determinar semiespacios que van a pertenecer al politopo proyectado.

2.4.1 Otros algoritmos de propagacién de restricciones

Podemos encontrar en la literatura algunos algoritmos de propagaciéon de conocimiento general
(restricciones) basados en la aplicacion de reglas locales. En general, en todos estos procedi-
mientos no es posible propagar todo tipo de restriccion, sino sélo algunos tipos particulares,
usualmente limites en las probabilidades condicionales. Las reglas propuestas son siempre co-
rrectos pero, en la mayoria de los casos, no son completos (no hay garantia que obtengamos
los limites 6ptimos). Los trabajos méas relevantes en esta direccion pueden encontrarse en

Amarger, Dubois, y Prade [3], Dubois y otros [41], Thone [129], Lukasiewicz [92], y Salo [114].

Amarger, Dubois, y Prade [3]|, Thone [129], y Lukasiewicz [92]| consideran variables propo-

sicionales {A1,...,A,}, que toman s6lo dos posibles valores: true y false. Luego, consideran

reglas de la forma A L% B, con el significado que P(A) >0y 0 <wu; < P(BJ|A) <ug < 1.
ut,us

Es posible también con reglas bidireccionales A <— B donde (us = 0 < y9 = 0), con el
Y1,Y2

significado que A B y B Y19 A. Estos autores proporcionan reglas para obtener nuevos

limites para sucesos de este tipo a partir de los limites dados. Dubois y otros [41]| generalizan
estos limites al caso de probabilidades lingiiisticas (solo un valor lingiiistico se asigna a la
probabilidad de un suceso).

Salo [114] da otras reglas locales que no son siempre precisas, pero que sirven para casos
més generales de restricciones lineales. Se consideran s6lo dos variables, que llamaremos X e

Y. Primero, tenemos un conjunto de restricciones lineales
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n
Yalp(u) <ap, k=1,....K (2.15)
i=1

que representa un conjunto convexo H”* (informaciéon marginal sobre X).
Para cada probabilidad p(v;|u;) para un valor fijo v, tenemos un conjunto convexo, H =% X

dados por un conjunto de restricciones lineales:

n
> blp(vilu) < B, 1=1,...,L (2.16)
i—=1

Salo da procedimientos para calcular los conjuntos convexos generados para los valores de

p(uilvg).

2.5 Propagaciéon de conjuntos convexos usando relaciones de

independencia

Particularicemos ahora los algoritmos de propagacion al caso en que se da la independencia
fuerte (definicion 1.19) y tengamos un sistema de independencias que venga dado por un grafo
dirigido aciclico. Estos algoritmos permitiran calcular conjuntos convexos ’a posteriori’ dado
un conjunto de observaciones sobre ciertas variables del problema y suponiendo que existen
relaciones de independencia entre las variables del problema que vendran representadas a través
de un grafo de dependencias.

Supongamos que tenemos un conjunto convexo de probabilidades H sobre una variable n-
dimensional (Xi,...,X,). Este conjunto convexo se va a especificar a través de informaciones
locales Hy,...,H,, de forma que H = H; ® ... ® Hy,. También es posible que conozcamos el
valor de algunas de las variables de (X1,...,X,). El conjunto de variables observadas junto
con su valor lo denotaremos con F.

El proceso para obtener la descomposiciéon seré el descrito en la seccion 2.2.1. Para aplicarlo
tenemos que probar que la definiciéon de independencia condicional fuerte verifica los axiomas

de independencia condicional.

Teorema 2.3 La independencia condicional fuerte (definicion 1.20) cumple los aziomas de

Simetria, Descomposicion y Union Débil dadas en la definicion 2.5.

Demostracién:
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e La simetria es inmediata a partir de la definicién de independencia fuerte.

e Para la descomposicion, tenemos que probar que si X es independiente de (Y7,Y3) dado
Z, entonces X es independiente de Y; dado Z. De acuerdo con la definicion, si se da la
primera independencia, tenemos que el conjunto global de probabilidades posibles para

(X,Y1,Y5, Z) se puede descomponer como:
H — Hl)(’Z ® H;19Y2az

Marginalizando este producto en Y5 y teniendo en cuenta que H**? no depende de Y,

tenemos que:

HXY1,Z — H1X’Z ® (H;”'l,YLZ)L(Yl,Z)

De esta expresion se deduce que X es independiente de Yy dado Z.

e Para la union débil, supongamos X es independiente de (Y7, Ys) dado Z, es decir que se

verifica la descomposicion
H — HiX:Z ® H;l:YQaZ

Hagamos H/ = HIX’Z ® {ly,}. Este convexo se obtiene a partir de HIX’Z extendien-
do cada uno de sus puntos h(z,z) a una funcion h(z,z,y1) definida por h(z,z,y1) =

h(z,z),Vy:. Es evidente, que se verifica la descomposicion:
H=HneH""”

Como H/y es un convexo sobre (X, Y7, Z) se obtiene que X es independiente de Y, dados

(YlaZ)-

El axioma de contraccién no siempre se verifica en esta definicién. En nuestro enfoque esto
no serd un problema, ya que las independencias que usemos estaran siempre asociadas a un
grafo dirigido aciclico y es bien sabido que las independencias que se obtienen a partir de un

grafo por el criterio de D-separacion si verifican todos los axiomas de independencia.
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2.5.1 Particularizaciéon de la axiomatica para conjuntos convexos de pro-
babilidades

Las valuaciones en Uy en el caso de probabilidades imprecisas son conjuntos convexos, H, de
funciones no necesariamente normalizadas de Uy en IRSr , 0 sea, vectores en ]RHiEI " (donde n;
es el niimero de elementos de U;), con componentes no negativos. Dos valuaciones Vi y V3, que
representen los conjuntos convexos, H; y Hy seran equivalentes, si anadiendo la funcién nula,
he(u) =0, Yu € Uy x ... x Uy, sus capsulas convexas son proporcionales, o sea, Jo € IR™, tal
que

CH(H,; U {h.}) = a.CH(Hs U {h.})

En Cano, J.E. [18] puede verse una completa justificacion de la inclusion de h, en la defini-
cién de equivalencia de valuaciones para conjuntos convexos de probabilidades. Resumiendo
brevemente, h. representa la presencia de una probabilidad imposible, y su inclusién no mo-
difica el estado de conocimiento que tenemos sobre un problema. El anadir o eliminar, h,,
no cambiard nunca los intervalos de probabilidad finales. Sin embargo, su inclusion tiene la
ventaja de que, a veces, reduce el nimero de puntos extremos necesarios para representar la
misma informacion.

Una observacion de un valor para una variable se representara de la misma forma que en
el caso probabilistico.

Las operaciones de combinacién y marginalizacién en términos de valuaciones para conjun-
tos convexos de probabilidades estan basadas en las definidas en el capitulo 1 mediante las

expresiones 1.4 para la marginalizacién y 1.5 para la combinacién.

e Si Vi esta definida en [[;c; U; y dada por los puntos extremos {hi,...,h,} y Va, esta
definida en [],c; U;, y dada por los puntos extremos { fi,..., fm}, entonces V; ® V5 es el

conjunto convexo, definido en Hie( rug) Ui generado por las funciones,

{hl-fla"'ahl-fma """ 7h'n-f17"'7hn-fm}
donde (hy.f;)(u) = hg(u'). fi(ut).

e Si V esta definida en [[;c; U; v dada por las funciones {hq,...,h,} y J C I entonces

V+ es el conjunto convexo generado por las funciones

(h, R}
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El elemento neutro es el conjunto con un solo elemento, la funcion hgy, donde ho(u) =
1,Vu € Uy x ... x Up,. La contradicciéon tiene un dnico punto, la funcién nula, hA..
Cano, J.E [18] demuestra que las anteriores valuaciones con sus correspondientes operadores

de marginalizacién y combinacién verifican los axiomas 1-6.

2.5.2 Algoritmos de propagacién para conjuntos convexos

En nuestro problema tenemos un conjunto de valuaciones {Hi}ie{l,___,n} correspondientes a
conjuntos convexos de probabilidad, cada una de estas valuaciones se corresponde con uno de
los nodos del grafo de dependencias. Tendremos valuaciones que corresponden a informaciones
marginales (nodos raiz) y valuaciones condicionales. También existe un conjunto de observa-
ciones E = {Oy }rek sobre algunas de las variables de {X1,..., X,}. Queremos calcular de

forma eficiente las valuaciones ’a posteriori’:
PSj = ((®kerxOk) ® (®ie{1,...,n}Vi))Hj}

para cada j € {1,...,n}

La propagacién se puede obtener particularizando los algoritmos de borrado o la arquitec-
tura de Shafer y Shenoy. El resultado de la propagacion para esta variable X; serd un conjunto
1,2

u?} enton-

convexo PS; de funciones de Uj en [0, 1]. Si suponemos que X tiene dos casos {u], ;

ces el resultado de la propagacion es un conjunto convexo sobre IR? de la forma de la figura 2.9.
Los puntos de este conjunto convexo PS; pueden obtenerse de la siguiente forma: Si P es una
distribucién de probabilidad global, formada seleccionando una distribucién de probabilidad
para cada conjunto convexo, entonces obtendremos un punto (¢1,t2) € PS; asociado a esta

distribucién P donde,

ty = P(uj N E)
to = P(’U,? N E)

y E es la evidencia dada o familia de observaciones {Ok } ek

En esta figura podemos apreciar que tenemos cinco puntos extremos en el conjunto convexo
(més el punto (0,0)).

A partir de PS; podemos calcular un intervalo de probabilidad utilizando algunos de los
métodos de condicionamiento descritos en el capitulo 1. En la figura 2.10 podemos ver grafica-

mente el resultado de aplicar el condicionamiento de Dempster para la obtencién de intervalos
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t

Figura 2.9: Conjunto convexo 'a posteriori’

para la variable objetivo X; cuando se tiene el conjunto convexo ’a posteriori’ de la figura 2.9.
Se pueden observar en esta figura los intervalos para P(X; = uj) y P(X; = u}). Se puede

observar que la inclusion del punto (0,0) no ha influido en los intervalos obtenidos.

En la figura 2.11 se puede observar graficamente la aplicacion del condicionamiento de Moral
y Campos para la obtencién de los intervalos para P(X; = u}) y P(X; = u?) Aqui se puede
comprobar que tampoco la inclusion del punto (0,0) afecta a los intervalos obtenidos. En este
caso los intervalos obtenidos se puede observar que son més pequenos que los obtenidos con el
condicionamiento de Dempster. Esto es asi porque en el condicionamiento de Moral y Campos
aquellos puntos que estan mas alejados de la recta t; + to = 1 afectardn con menos fuerza al
resultado que los més cercanos. En la figura se ve como el punto nimero 5, que estd muy
alejado, no afectara a los intervalos obtenidos. Este punto niimero 5 en el condicionamiento de

Dempster determinaba el limite inferior para P(X; = ujl) y el limite superior para P(X; = u?)
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P(x2)

0
P(x)
Figura 2.10: Intervalos para el conjunto convexo 'a posteriori’ con el condicionamiento de Dempster

2.5.3 Otros algoritmos de propagaciéon de probabilidades imprecisas bajo

independencia fuerte
2.5.3.1 Algoritmos de propagaciéon simbdlica

En la secciéon 2.3 se han estudiado algunos métodos disponibles en la literatura aplicables
cuando tenemos un grafo de dependencias en donde en cada nodo se tiene una distribucién de
probabilidad condicional y queremos calcular la probabilidad “a posteriori” en una de las va-
riables del grafo de dependencias. Cuando algunas de estas probabilidades sean especificadas
con un simbolo en lugar de con un ntimero, entonces a estos algoritmos se les conoce como
algoritmos de propagacion simbdlica [26]. Los métodos de propagacion simbolica conducen a
soluciones generales que se expresan como funciones de los pardmetros. Con estas funciones
generales podemos obtener respuestas especificas sin mas que sustituir los valores de los paré-
metros en la solucién simbolica, sin necesidad de rehacer la propagacién. Segun Castillo et al.

[26] la propagacion simbolica es 1til en los siguientes casos:
e Cuando no se dispone de la especificaciéon numérica del modelo probabilistico.

e Cuando los especialistas sblo son capaces de especificar intervalos de los pardmetros en

vez de valores concretos.

e Cuando se requiere un anélisis de la sensibilidad.
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t
ti+t,=1
2 1" 2
P(xk) 3
5 2
3 ty
0 1
P(xk

Figura 2.11: Intervalos para el conjunto convexo 'a posteriori’ con el condicionamiento de Moral y Campos

Aquellos nodos X; en los que su distribucion de probabilidad condicional contenga al menos
un simbolo, o sea que una probabilidad no venga dada con un ntimero, se conocen como nodos
simbdlicos [26].

Para obtener la expresion simboélica para la probabilidad “a posteriori” en una variable de
interés X; podriamos aplicar la expresion 2.3 y luego simplificar la expresion obtenida. Este
método de resolver el problema es muy costoso computacionalmente y resulta ineficiente inclu-
so con un nimero reducido de variables ya que conlleva calcular la distribucién de probabilidad
conjunta para todas las variables. Una alternativa a este método la dan Castillo, Gutiérrez y
Hadi [28] que han adaptado los métodos numéricos de propagacion de probabilidades descritos
en la seccién 2.3 a la propagacion con simbolos. Para ello hacen uso de una herramienta ma-
tematica, tal como Mathematica. Por otra parte Castillo, Gutiérrez y Hadi [27] desarrollan un
nuevo método de propagacion simbolica que aprovecha la estructura algebraica de las proba-
bilidades segun la cual la probabilidad “a posteriori~ de una variable puede expresarse con un
polinomio en los parametros simbélicos de grado menor o igual al niimero de nodos simbolicos,
o bien, con una funcién racional (cociente de dos funciones polinomiales) de los parametros.
Este nuevo método llamado método de las componentes candnicas requiere utilizar un método
de propagacion de probabilidades tantas veces como niimero de posibles combinaciones de los
parametros simbélicos haya, y posteriormente resolver un sistema lineal de ecuaciones para

poder calcular los coeficientes de los polinomios.
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2.5.3.2 Algoritmos de propagacion con intervalos de probabilidad

Un caso particular importante que ha recibido cierta atencién en la literatura es cuando se
conoce un intervalo de probabilidad para cada caso de una variable X; dada cada configuraciéon
de sus padres [11, 48, 128, 46]. La situacion en este caso es diferente a la de la propagacion
de restricciones dadas por intervalos (ver seccién 2.4) ya que aqui consideramos relaciones de
independencia fuerte representadas con un grafo dirigido aciclico.

Supongamos que para cada posible valor u de la variable X; y cada configuracion v de
sus padres pa(X;) tenemos un par de valores (a(.|v),B(.|v)) que representan un intervalo de
probabilidad. Para cada configuracion v de pa(X;), sea n, el nimero de puntos extremos del
conjunto convexo HXilPa(Xi)=v  Entonces, el conjunto convexo condicional global H Xilpa(X;)
tendra HveUm (x,) o COMMO nimero de puntos extremos. Teniendo en cuenta que el ntmero
de elementos de Upq(x;) s erpa( X7) |Ug|, tenemos una explosion combinatoria del ntumero de
puntos extremos de la informacién condicional global HXilPe(X:)  Debido a ello, ninguna de
las aproximaciones que hay en la literatura para tratar el problema de la propagaciéon de este
tipo de informaciones ha considerado el problema en toda su generalidad. Tessen [128] ha
considerado el caso de grafos aciclicos dirigidos sin ciclos (ciclos no dirigidos). Por otra parte,
Fertig y Brease [47, 11, 48] s6lo consideran los limites inferiores «(.|v). Fagiuoli y Zaffalon [46]

han desarrollado algoritmos exactos para grafos sin ciclos con variables binarias, los cuales son

lineales en el tamano de las redes.

2.5.4 Algoritmos que hacen explicita la imprecisiéon de las probabilidades

Describamos en esta seccién una transformacion del problema de la propagacién de proba-
bilidades imprecisas que hacen explicita mediante la adiciéon de variables adicionales nuestro
desconocimiento de los valores exactos de las probabilidades. En estas variables se conside-
rard un posible valor por cada posibilidad extrema para una probabilidad dada. Esto sera
especialmente 1util para los algoritmos aproximados del préximo capitulo.

Originalmente, cada variable X; tiene asociada una valuaciéon condicional H; de esa variable
X; a sus padres pa(X;), que logicamente estara definida para el conjunto de variables X; U
pa(X;). Esta valuacién es un conjunto convexo de posibles distribuciones de probabilidad
condicionales H; = {hy,...,hy,}. En estas condiciones anadimos una nueva variable ficticia a
la valuacion H;. Esta nueva variable ficticia la llamaremos wvariable transparente T; y tendra

tantos posibles valores {ci,...,ck; } como puntos extremos tenga la valuaciéon condicional H;.
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De esta forma fijando un valor de la variable transparente en la valuacion condicional H; nos da
una subvaluacién que corresponde con uno de los puntos extremos de H;. Esta variable T; se
puede poner como un nuevo padre de X; en el grafo de dependencias. Con esta transformaciéon
del problema, la probabilidad de X; dados sus padres es una tnica y determinada distribucién
de probabilidad. Sobre la variable T; no se conoce nada, o sea, consideramos que todas las
distribuciones de probabilidad sobre este nodo son posibles, o lo que es lo mismo, es como si
el nodo transparente T; (nodo raiz en el grafo de dependencias) tuviese un conjunto convexo
con k; puntos extremos, cada uno de ellos degenerado en uno de los posibles casos de 7;. En
otras palabras consideramos que en la variable T; tenemos una valuacién V7, que representa
la ignorancia.

En la figura 2.12 podemos observar la transformacién que se ha hecho sobre el grafo de
dependencias de la figura de la izquierda, considerando que en este grafo se tenia un conjunto

convexo para cada distribuciéon condicional

Figura 2.12: Transformacion del grafo de dependencias

Puede comprobarse que la estructura del problema no cambia con esta transformacién. La
tnica cosa que hemos hecho es que nuestro estado de conocimiento sobre las probabilidades
condicionales se ha hecho explicito con la ayuda de un nuevo nodo que expresa todas las

posibles distribuciones de probabilidad condicionales. Nada es conocido sobre este nodo.



78 Capitulo 2. Propagacion de Probabilidades Imprecisas

Para adaptar los algoritmos de propagacién haremos lo siguiente. En el proceso para
construir el arbol de grupos (obtencién del grafo moral, triangulacién y obtencién de los
grupos) no se tendréan en cuenta los nodos transparentes. Los grupos estaréan definidos entonces
s6lo para subconjuntos de variables de {X1,..., X,}. Una vez que hemos construido el arbol
de grupos anadiremos a cada uno de los grupos todo el conjunto de variables transparentes
{T1,...,T,} y se asignara cada una de las valuaciones H; a un grupo que contenga todas sus
variables. Las valuaciones V7, que representan la ignorancia no se introducen. De igual forma
serd preciso incluir todas las variables transparentes en los dos mensajes que hay entre cada par
de grupos. En la figura 2.13 podemos observar cual seria el arbol de grupos correspondiente

al grafo de dependencias de la figura 2.12.

X XoXgT ToT3TyTsTe

XXX g T ToTaTyTsTe

@ X3X4XeT1ToT3T4TsTe

Figura 2.13: Arbol de grupos para conjuntos convexos: Inclusion de variables transparentes en cada grupo

Ahora, lo que ocurre es que en cada valuacién inicial, para cada punto extremo del convexo
tendremos una configuracién de nodos transparentes tal que fijindola en la valuaciéon a un
determinado valor, se obtiene dicho punto extremo. El algoritmo resultante es equivalente al
de propagacion de la secciéon 2.3 sin eliminar puntos extremos.

De igual forma que el algoritmo de arboles de grupos se puede aplicar a la propagacién de
conjuntos convexos, también se puede aplicar el algoritmo de eliminacion de variables. En este

caso también hacemos la misma transformacién del problema original anadiendo una variable
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transparente 7; por cada conjunto convexo condicional. En el algoritmo de eliminacién de
variables s6lo hay que tener en cuenta que las variables transparentes no se eliminarin nunca.
Al final del algoritmo tendremos una valuacion definida para la variable objetivo X; y todas
las variables transparentes {Ti,...,T,}. Esta valuacién nos define el conjunto convexo ’a
posteriori’. O sea, por cada posible combinaciéon de los casos de las variables transparentes
en la valuacion resultado se obtiene un vector o punto. No todos los puntos seran puntos
extremos del conjunto convexo ’a posteriori’, pero seguro que todos los puntos extremos se

pueden obtener de esta forma.

2.6 Experimentaciéon: algoritmos heuristicos para la triangula-

ciéon de grafos

Olmsted [103], Kong [84], Kjeerulff [81] propusieron la siguiente heuristica para obtener una
buena secuencia de borrado:

H1 En cada paso, entre las variables aun no borradas seleccionar aquella que produce un grupo
de minimo tamano y borrarla

Esta heuristica produce resultados muy buenos en el caso general. Intenta minimizar la
suma, de los tamanos de los grupos minimizando en cada etapa, el tamano de cada uno de
los grupos que van siendo creados. Esto no garantiza que el tamafio del arbol de grupos sea
6ptimo, ya que al seleccionar una variable que produce un grupo de minimo tamano puede
forzar a producir grupos de mayor tamano posteriormente al borrar las otras variables, pero
en general produce arboles de grupos con tamafos cercanos al 6ptimo.

Nosotros proponemos nuevas heuristicas en las que hemos desarrollado la idea subyacente
es que cuando se borra una variable estamos creando un grupo con un tamano que debe
minimizarse. Sin embargo, al mismo tiempo, estamos borrando esta variable y todos los
arcos que unen esta variable con otras variables, y por tanto simplificando el grafo. Esta
simplificacién en el grafo resultante puede servir también de guia para obtener triangulaciones
eficientes. Segun esta idea introducimos las siguientes técnicas heuristicas para encontrar la
secuencia de borrado, y por tanto la triangulacién:

Si X; es una posible variable para borrarse entonces,

e S(i) es el tamano del grupo creado al borrar esta variable.
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e E(i) es el namero de elementos de U;.

e M(i) es el tamano méaximo de los grupos del subgrafo dado por X; y sus nodos adya-

centes.

e (C(i) es la suma de los tamanos de los grupos del subgrafo dado por X; y sus nodos

adyacentes.
Los algoritmos heuristicos siguen las siguientes reglas:

e H2 En cada etapa seleccionar la variable, X;, que tenga minimo valor de S(i)/E(7).

H3 En cada etapa seleccionar la variable, X;, que tenga minimo valor de S(i) — M (i).

H4 En cada etapa seleccionar la variable, X;, que tenga minimo valor de S(i) — C(i).

H5 En cada etapa seleccionar la variable, X;, que tenga minimo valor de S(i)/M (i).

H6 En cada etapa seleccionar la variable, X;, que tenga minimo valor de S(i)/C(3).

En las anteriores heuristicas, cuando tenemos dos o més variables igualmente buenas para
borrar, borramos una de ellas.

Las heuristicas Hs y Hg son similares a las heuristicas H3 y Hy4 respectivamente, pero
en lugar de calcular una diferencia, se calcula el factor en el incremento de los grupos. La
complejidad de Hs es igual a la complejidad de Hy. La idea de simplificar el grafo resultante
es s6lo parcialmente considerada en Hs: la causa de borrar una variable X; es el tamano del
grupo creado, S(7). Se considera que el grafo resultante es més simple si borramos la variable
que tiene mas casos. Dividiendo S(z) por el nimero de casos, F(7), equilibramos el costo de
borrar una variable con la simplicidad del grafo: indicadores mas precisos de esta simplicidad
se consideran en las heuristicas Hs, Hy, Hs v Hg. Las bases intuitivas de estas reglas son las
siguientes: si borramos la variable X;, los arcos del grafo antiguo, no presentes en el nuevo
grafo, son los arcos que unen X; con sus nodos adyacentes. C(i) y M (i) intentan medir la
complejidad del subgrafo dado por estos arcos. Pero estas reglas son mas complejas que Hi
y Hs porque debemos calcular los grupos del grafo, aunque este grafo serd generalmente mas

pequeno porque es el grafo dado por un nodo y sus nodos adyacentes.
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Evaluacion de las heuristicas de triangulacién: Presentamos aqui unos experimentos

que hemos realizado para evaluar las heuristicas explicadas més arriba. En la evaluaciéon de

estos algoritmos heuristicos se generaron 500 grafos de cada uno de los siguientes grupos, que

fueron triangulados con cada una de las seis heuristicas:

a) Los grafos tienen 50 nodos que se numeran desde 1 hasta 50. Cada nodo tiene 2 casos,

un numero de padres entre 0 y 5, y generado de acuerdo a una distribucién uniforme de

media 2,5 redondeando al entero mas cercano. Los padres son los nodos inmediatamente

predecesores al nodo dado. Este método produce grafos tipo cadena.

b) El mismo que a), pero ahora los padres se seleccionan aleatoriamente entre los nodos

predecesores. Los nodos mas cercanos tendran una probabilidad mas alta de ser elegidos

entre los padres.

¢) El mismo que a), pero ahora los padres se seleccionan aleatoriamente entre todos los

nodos predecesores. Todos los nodos tienen la misma probabilidad de ser elegidos como

padres.

d) El mismo que a), pero ahora el numero de casos de cada nodo se selecciona de

a una distribucion de Poisson de media 2 con un minimo de 2.

e) El mismo que b), pero ahora el nimero de casos de cada nodo se selecciona

distribucién de Poisson de media 2 con un minimo de 2.

f) El mismo que c), pero ahora el nimero de casos de cada nodo se selecciona

distribucién de Poisson de media 2 con un minimo de 2.

g) El mismo que a), pero ahora el numero de casos de cada nodo se selecciona

distribucién de Poisson de media 3 con un minimo de 2.

h) El mismo que b), pero ahora el numero de casos de cada nodo se selecciona

distribucién de Poisson de media 3 con un minimo de 2.

i) El mismo que c¢), pero ahora el namero de casos de cada nodo se selecciona

distribucién de Poisson de media 3 con un minimo de 2.

j) El mismo que a), pero ahora el numero de casos de cada nodo se selecciona

distribucién de Poisson de media 4 con un minimo de 2.

acuerdo

con

con

con

con

con

con

una

una

una

una

una

una
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Método H1 H2 H3
a) 489 489 428
b) 19.965 19.965 18.027
c) 23.378 23.378 22.826
d) 2.700 2.613 2.278
e) 2.158.184 1.606.454 2.199.538
f) 4.457.325 2.420.105 2.890.733
h) 8.377.588 7.981.114 7.943.450
g) 6.606 6.407 5.548
i) 65.147.965 32.137.124 53.160.398
i) 16.825 16.275 14.189
k) 130.974.850 128.772.625 131.136.043
1) 1.627.641.198 | 1.506.177.237 | 1.605.723.127

H4 H5 H6

a) 483 428 483
b) 17.564 20.153 15.613
c) 22.660 26.046 22.152
d) 2.301 2.278 2.301
e) 2.091.678 1.691.858 1.052.726
f) 2.872.668 1.820.238 1.423.942
g) 5.558 5.548 5.558
h) 8.002.658 6.290.989 5.197.635
i) 53.028.113 28.502.411 24.144.396
i) 14.196 14.189 14.196
k) 133.913.541 123.910.850 77.734.851
1) 1.606.452.599 528.890.374 475.232.064

Tabla 2.1: Tamafios medios de los arboles de grupos.

k) El mismo que b), pero ahora el nimero de casos de cada nodo se selecciona con una

distribucién de Poisson de media 4 con un minimo de 2.

1) El mismo que c), pero ahora el nimero de casos de cada nodo se selecciona con una

distribucién de Poisson de media 4 con un minimo de 2.

El tamanio medio y la desviacién tipica del arbol de grupos obtenido con el uso de cada
heuristica se dan en las tablas 2.1 y 2.2.

De los anteriores experimentos podemos deducir las siguientes conclusiones:

e Las nuevas heuristicas, con la excepcién de Hg y Hy, obtienen &rboles de grupos mas

pequenos que Hj.
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Método H1 H2 H3
a) 64 64 54
b) 34.332 34.332 27.561
c) 39.452 39.452 38.911
d) 1.097 1.063 956
e) 7.423.401 5.080.951 8.543.176
f) 50.441.890 13.401.449 18.944.797
g) 2.630 2.546 2.188
h) 21.490.256 23.676.980 21.069.018
i) 705.106.339 288.762.073 466.932.003
i) 7.940 7.636 6.916
k) 344.446.921 451.214.399 360.803.452
1) 25.081.485.346 | 24.760.156.861 | 24.797.026.066

H4 H5 H6

a) 71 54 64
b) 28.929 30.047 23.179
c) 31.731 39.188 32.630
d) 954 956 954
e) 8.367.031 7.670.390 3.276.971
f) 18.946.028 7.086.978 5.472.380
g) 2.187 2.188 2.187
h) 21.380.543 19.737.130 16.726.049
i) 466.839.764 201.002.001 209.095.702
i) 6.914 6.916 6.914
k) 380.197.254 500.892.991 570.893.175
1) 24.796.998.549 | 4.180.926.330 4.280.997.524

Tabla 2.2: Desviaciones tipicas del tamafio de los arboles de grupos.
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La mejora relativa crece en funcién de la complejidad del grafo. El tamano medio
aplicando Hj dividido por el tamano medio aplicando Hg es cercano a 1 en el caso de
los casos més simples (tipo a). En el caso de grafos mas complicados (tipo 1) es mayor

que 3.

La mejor heuristica es Hg. Esta heuristica tiene un mayor costo computacional que Hjy.
Sin embargo, Ha tiene el mismo costo computacional que Hy, y produce, en general,

mejores resultados que Hy (algunas veces consigue arboles de tamano dos veces menos).

Cuando los padres de un nodo se eligen entre los nodos predecesores (casos a, d, gy
j) los grafos son relativamente mas simples y todos los algoritmos heuristicos producen

resultados similares.

Cuando los nodos mas cercanos tienen una probabilidad més alta de ser elegidos como
padres, (b, e, h, k), los grafos tienen un tamafno mas pequeno que cuando los nodos tienen
la misma probabilidad (c, f, i, 1), pero obtenemos tamanos mayores si lo comparamos

con los tamanos de los casos mas simples (a, d, g, j).



Capitulo 3

Algoritmos de Propagacion Basados
en Técnicas de Optimizacion

Combinatoria

3.1 Introduccion

En el capitulo anterior se consideraron algoritmos exactos para la propagacién de conjuntos
convexos de probabilidades. Estos algoritmos sin embargo, no son realizables desde el punto
de vista préctico en problemas de mediano tamano. El problema fundamental es que si com-
binamos dos conjuntos convexos, el namero de posibles puntos extremos es el producto de los
puntos extremos de los convexos que se combinan. Ademés eliminar los puntos no extremos
que aparecen también implica la aplicacién de un algoritmo de clausula convexa, que conlle-
van un importante costo computacional. Cano y Moral [21] consideraron el uso del algoritmo
conocido como envolvente de regalos (gift-wrapping) [108, 44]. Sin embargo, este algoritmo
solo puede aplicarse en espacios con una dimensién no demasiado alta por las siguientes dos

razones:

e La complejidad de aplicar el algoritmo de cédpsula convexa a n puntos en un espacio de
dimension k es O(n!*/2 log(n)), donde [k/2] es la parte entera de k/2. Por tanto el costo

de aplicar este algoritmo crece mucho con la dimensién del espacio.

e El namero de puntos no extremos decrece con la dimensién del espacio.

85
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En esta situacion, ha habido dos tendencias en la literatura: una de ellas consiste en resol-
ver problemas menos generales que el que hemos planteado, y que garanticen que la solucién
se puede alcanzar en un tiempo razonable: idealmente de un orden comparable al de una pro-
pagacion probabilistica. En esta direccion podemos destacar el trabajo de Fagiuoli y Zaffalon
[46], que resuelven el problema de forma exacta para el condicionamiento de Dempster [39],
en polidrboles y con variables bivaluadas. La otra tendencia, mucho mas importante, ha sido
la de intentar resolver el problema de forma aproximada, y dentro de esta linea su resolucion
como un problema de optimizacion combinatoria. En Cano, Cano y Moral [13] se introdujo
por primera vez esta vision del problema de propagaciéon de probabilidades imprecisas como
un problema de optimizacion, aplicando técnicas de enfriamiento simulado, posteriormente se
han empleado otros procedimientos como algoritmos genéticos [15], o técnicas de gradiente

descendente [32, 33].

En este capitulo analizaremos métodos generales de soluciéon de problemas de optimiza-
cién combinatoria, que hemos aplicado al problema de la propagacién de conjuntos convexos
cuando tenemos relaciones de independencia y que intentan buscar buenas aproximaciones al
resultado exacto. Estos métodos se basaran en las técnicas de enfriamiento simulado y en
las de algoritmos genéticos. Es importante remarcar que si el método de condicionamiento
que se utiliza es el de Moral y Campos [98], el problema de optimizacion tiene dos objetivos
(méxima probabilidad condicionada y méxima verosimilitud de la probabilidad dadas las ob-
servaciones), que usualmente no se pueden satisfacer de forma simultanea. Consideraremos
entonces una adaptacion de estas técnicas que trataran de obtener una familia de puntos no
dominados. Para este caso, los algoritmos genéticos, que trabajan con una familia de puntos,

seran especialmente ttiles.

Un aspecto muy importante serd la evaluacion de la funcién objetivo para un caso dado,
que en el peor de los casos se podra realizar mediante una propagacién probabilistica, pero
que en muchas ocasiones, como en el caso del enfriamiento simulado, se propondran métodos

para hacerlo de forma mucho més eficiente.

El capitulo se estructura de la siguiente forma: en la seccién 3.2 se introduce el problema
de la propagacion cémo un problema de optimizacién combinatoria, en las secciones 3.3 y 3.4
se introducen brevemente las técnicas de enfriamiento simulado y algoritmos genéticos. Las
secciones 3.5 y 3.6 presentan la aplicaciéon de estas técnicas a nuestro problema, incluyendo la

realizacion de experimentos. Finalmente en la seccién 3.7 se dan las conclusiones del capitulo.
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3.2 Planteamiento del Problema

Supongamos un grafo dirigido aciclico en el que en cada nodo existe un conjunto convexo
de distribuciones de probabilidad condicionadas a sus padres, H;. Supongamos que el grafo
representa relaciones de independencia fuertes, de tal manera que la informacién global para

todas las variables se puede expresar como:

H=H®...Q H, (3.1)

Supongamos que tenemos una familia de observaciones e = (O;);er, v estamos interesados
en la informacién ’a posteriori’ para la variable X;. Esta informacién ’a posteriori’ puede

tener, dependiendo de la situacion, distintas modalidades:

e El convexo ’a posteriori’ :

PS; = ((®ic10i) ® (®keqr,...n} Hi))H

Este conjunto convexo corresponde al condicionamiento de Moral y Campos [98], mar-

ginalizado en la variable de interés.

A partir de este convexo se pueden calcular los intervalos de probabilidad para todos los

valores de la variable X; usando el procedimiento explicado en la seccién 1.6.

e Los intervalos 'a posteriori’ para la variable X; calculados de acuerdo con el condiciona-

miento de Dempster. Estos se podrian obtener a partir del convexo

(Hlze) = (H) ® ... ® Hy)loe)

Sin embargo, en la mayoria de las ocasiones se calcularédn directamente.

Para resolver este problema realizamos la misma transformacién que en el capitulo anterior
(seccion 2.5.2) asociando a cada variable X;, una variable transparente T;. Si el convexo de
X, condicionado a sus padres, H;, tiene [ puntos extremos, entonces T; tendra [ casos, uno
para cada punto extremo: {ci,...,¢}. Este nodo sera un padre de la variable X;. Ahora la
probabilidad de X; dados sus padres serd una tnica y bien determinada distribucién de proba-

bilidad. Si pa(i) son los padres originales del nodo X;, entonces la probabilidad condicionada
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de X; dados pa(i) UT; se determina de la siguiente forma: si T; = ¢ entonces la probabilidad
condicional de X; dados pa(i) es hy, el k-ésimo punto extremo de Hy.

Suponemos que cada nodo transparente tiene como informacion ’a priori’ la ignorancia:
todas las distribuciones de probabilidad posibles. Puede comprobarse que la estructura del
problema no cambia, lo tnico que hemos hecho es hacer explicito la imprecisién en nuestro
conocimiento de las probabilidades condicionadas.

Un punto importante sobre los nodos transparentes es que si le asignamos un valor a
cada uno de ellos obtenemos una tnica distribuciéon de probabilidad. Si tenemos ¢ = (T7 =
Cly---, Ty = ¢p), y Peesladistribucion de probabilidad asociada a esta configuracion, entonces
P, es un punto de H = Hy ® ... ® Hy y, por tanto, f.(z) = p.(z Ne) un punto de H|ie y
fcij un punto de PS;. Variando ¢ de manera que las variables transparentes tomen todos los
posibles valores, obtendriamos todos los puntos extremos de PS; (quizas algunos no extremos
también). Lo importante es que f#/ = P (.M e) puede calcularse mediante una propagacion
probabilistica simple.

Sea Cj el conjunto de valores posibles de T; y C = C} X ... X Cy,. El problema de calcular
los limites de los intervalos de acuerdo con el condicionamiento de Dempster se puede expresar
céHmo obtener:

P,(ujle) = inf PY(le)
ceC

para el limite inferior, y

P*(ujle) = sup PY(.e)
ceC

para el limite superior.

Esta representacion del céalculo de los extremos intervalares como problemas de optimiza-
cion combinatoria permitira el uso de técnicas clasicas como el enfriamiento estocastico y los
algoritmos genéticos.

Para los intervalos que provienen del condicionamiento de Moral y Campos serd necesario
el calculo del convexo PS}, o mas concretamente de todos los puntos que tengan una influencia
directa en el valor de los intervalos calculados. Si estamos calculando el extremo inferior para
uj € Uj, entonces nos interesardn puntos ¢ € C' que tengan un valor lo més pequeno posible
de P.(ujle) y, al mismo tiempo el valor lo més alto posible de P,(e). Todos los puntos que no

sean dominados en relacién con estos dos objetivos influirdn en el célculo final. Se convierte
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asf el problema en uno de optimizacién combinatoria multiobjetivo al que habra que adaptar
los algoritmos aproximados habituales. Analogamente, para otros valores u; € Uy y para los

limites superiores.

3.3 Enfriamiento simulado

3.3.1 Introduccién

El método del enfriamiento simulado (también conocido como enfriamiento estocastico, temple
simulado o recocido simulado), méas conocido por su nombre en inglés Simulated Annealing,
fue introducido por Kirkpatrick y otros [80]. El enfriamiento simulado estd basado en el
algoritmo de Metropolis [95] que es un algoritmo de Monte Carlo para simular la evolucion
de un soélido hasta equilibrio termal, desde un determinado valor de temperatura. Es una
técnica que ha tenido una significativa atenciéon como método general para resolver problemas
de optimizacién combinatoria de gran escala, especialmente aquellos donde la solucién global
del problema esta oculta entre muchas, méas pobres, soluciones 6ptimas locales. Es una técnica
de optimizacién potente, general y de amplia aplicaciéon en diversos dmbitos de la Inteligencia
Artificial. Sorprendentemente, la implementacion del algoritmo es relativamente simple.

La técnica del enfriamiento simulado incorpora algunos aspectos de las técnicas de mejora
iterativa, también conocidos como algoritmos de busqueda local o de ascension de colinas.
En ellas también se presupone la definicién de configuraciones, una funcién de costo y un
mecanismo de generacion de configuraciones. En los algoritmos de mejora iterativa se comienza
con una configuracién inicial, desde la cual se pasa a la configuracién vecina que optimice la
funcion de costo (o sea, que tenga menor valor para la funcion de costo). El algoritmo termina
cuando se obtiene una configuracién cuyo costo es menor que todos sus vecinos. El enfriamiento
simulado intenta resolver el problema basico de los algoritmos de mejora iterativa, que consiste
en que encuentran minimos locales los cuales no se sabe cuanto se han desviado del minimo
global. Con la técnica de ascension de colinas se alcanza rapidamente una soluciéon. Pero
esta solucién no serd probablemente la soluciéon minima global, sino que serd un éptimo local.
Ademas los minimos locales encontrados por los algoritmos de mejora iterativa dependen de
la configuracion inicial elegida. El enfriamiento simulado resuelve estos problemas aceptando
incrementos en la funcién de costo en determinados momentos (en los algoritmos de mejora

iterativa solo se aceptan decrementos de la funcion de costo). Las soluciones obtenidas por el
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enfriamiento simulado no dependen de la configuracién inicial.

3.3.2 Algoritmo de enfriamiento simulado

Sea un problema de optimizacién combinatoria con una funcién de costo C' : S — R,
definida en algin conjunto finito (espacio de busqueda) S, donde cada s € S es una solucion
o configuraciéon del problema. El objetivo del algoritmo de enfriamiento simulado va a ser
encontrar aquella configuracion s que minimice la funcién de costo C'. Para cada configuraciéon
s € S, existe un conjunto de configuraciones vecinas N'(s) C S que se pueden generar con una
pequena perturbacion de s.

En el algoritmo tendremos que la probabilidad de hacer una transicién desde un estado
s(k) a otro estado s'(k) esta controlado por el criterio de Metropolis [95]. Segun este criterio
cuando el nuevo estado s'(k) es mejor al anterior s(k), entonces se pasa con probabilidad 1
al estado s'(k), pero cuando s'(k) es peor a s(k) entonces se pasara al estado s'(k) con una

probabilidad dada con la siguiente expresion:

= O(s’(k))fO(s(k))]
t

Pls(k),s' (k)] = Pr{s(k) — s'(k)} =e (3.2)

donde s'(k) se genera a partir de N (s) con un mecanismo de perturbacion
k denota la k-ésima iteracion, y

t denota la temperatura actual
O sea, la probabilidad de pasar desde un estado s(k) a un estado s’(k) a una temperatura ¢

viene dado por la siguiente expresion (criterio de Metropolis):
: !
Pris(k+1) =s'(k)} = 1( Os' (1)~ Cs(k)) ) W) < Ch ) (3.3)
e t en otro caso

Podemos ver a partir del criterio de Metropolis (ecuacion 3.3) que a una determinada
temperatura t el algoritmo del enfriamiento simulado se comporta como un algoritmo de
biisqueda local permitiendo que la busqueda pase de configuraciones con un costo bajo a
configuraciones con costo mas alto con cierta probabilidad, previniendo de esta forma que la
busqueda quede atrapada en minimos locales. Al principio de la ejecucion del algoritmo la
temperatura ¢ serd alta y por tanto también la posibilidad de aceptar configuraciones "peores"
a la actual. Durante la ejecucion del algoritmo se hace disminuir el pardmetro ¢, con lo que

también disminuye la posibilidad de aceptar el paso a una configuracién "peor".
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El algoritmo del enfriamiento simulado puede ser visto como un algoritmo que continua-
mente intenta transformar la configuracién actual en una de sus vecinas. Este mecanismo se
puede describir mateméticamente a través de una cadena de Markov [1]: una secuencia de
simulaciones, donde el resultado de cada simulacién depende sélo del resultado de la anterior.
En el caso del enfriamiento simulado, las simulaciones corresponden a las transiciones y estd
claro que el resultado de una simulacion depende sélo del resultado de la simulacion previa (o
sea, de la actual configuracion), con lo cual la cadena de Markov que resulta es homogénea
a temperatura constante. Esta comparacién del Enfriamiento Simulado con una cadena de
Markov permite comprobar mateméticamente la convergencia del método [1, 57, 58, 63] a las
configuraciones con minimo costo. Si la temperatura es decrementada lentamente y en cada
temperatura se permite el suficiente nimero de transiciones, entonces las configuraciones (so-
luciones) con costo global minimo seran encontradas con probabilidad 1. Evidentemente, no se
pueden efectuar un namero infinito de iteraciones en un ordenador. Por ello hay que realizar
aproximaciones que permitan ejecutar el algoritmo en tiempo finito. Al hacer esto perdemos
la garantia teorica de encontrar la solucién 6ptima, pero en la mayoria de los casos la solucién
que nos proporciona el algoritmo sera casi 6ptima.

Resumiendo, para usar un algoritmo de enfriamiento simulado en problemas de optimizacion

combinatoria debemos proporcionar los siguientes elementos:
e Una descripcion de las posibles configuraciones del sistema s € S.

e Un generador aleatorio de cambios en la configuracion. O sea, un mecanismo para generar
una transicion desde una configuracion a otra. Este mecanismo de generacion define una
vecindad N (s) para cada configuracion s, consistente de todas las configuraciones que

pueden alcanzarse desde s en una transicion.
e Una funcién objetivo C' cuya minimizacién es el objetivo del algoritmo.

e Un parametro de control ¢ (temperatura) que tendra un valor inicial ¢, suficientemente
alto, y un esquema de enfriamiento, que puede representarse con una funcion f(t), que
especifica como pasar de alta a baja temperatura, y que debe hacer bajar la temperatura

lentamente. Hace falta decidir el valor inicial de la temperatura ¢q y el valor final.
e Un criterio para determinar el nimero de transiciones de estado por cada temperatura.

A continuacion podemos ver de forma esquemaética el algoritmo del enfriamiento simulado:
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Algoritmo 3.1 Esquema basico del enfriamiento simulado
1. Inicializar la temperatura ¢
2. Introducir el nimero de iteraciones para cada temperatura, n.
3. Seleccionar aleatoriamente una configuracién s de S
4. Repetir hasta condicién de parada

e Parai =1 hastan
Seleccionar s’ € N(s)
SiC(s') <C(s)

Entonces s = s’

: . c(sH-C(s)
Sino s = s’ con probabilidad e~ ——¢ )

. t= 1)

5. Devolver como solucién la mejor configuracién s visitada

3.4 Algoritmos genéticos

Los algoritmos genéticos [96] han sido utilizados en los tultimos anos para la resolucion de
problemas de optimizacién combinatoria al igual que el algoritmo del enfriamiento simulado.
En los algoritmos genéticos, la idea subyacente es la de aplicar los principios en los que se basan
los procesos genéticos de los organismos biologicos y los procesos de la evoluciéon natural como
reglas en el diseno de sistemas artificiales para la resolucién de problemas. La terminologia
usada en los algoritmos genéticos se toma de la evolucion natural o genética. Aunque en un
principio la representacion del problema se realizaba siempre mediante cadenas de bits, hoy en
dia esta aceptado que se use cualquier tipo de estructura de datos apropiada para el problema
dado y un conjunto de operadores genéticos apropiados para la estructura de datos elegida.

En un modelo estandar de evolucion tenemos las fases descritas en el algoritmo 3.2.
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Algoritmo 3.2 Estructura de un algoritmo genético
1. Inicializacién de la poblacién de posibles soluciones P(t) (inicialmente t=0).
2. Evaluar la poblacién inicial P(t) segan alguna funcién de evaluacién.
3. Mientras no se de la condicién de parada hacer:

a) t=t+1

)

b) Seleccionar una nueva poblacién P(t) desde P(t-1).

c) Recombinar P(t) mediante operadores como cruce y mutacion.
)

(
(
(
(d

Evaluar la poblacién P(t).

Analicemos brevemente los elementos que intervienen en un algoritmo genético:

e Poblacion: Conjunto de individuos o cromosomas, cada uno de los cuales define una
posible solucion al problema. P(t) representaréd la poblacion que se tiene en la iteracion
t del algoritmo. Cada cromosoma tendré asociada una adaptacién que describe la ade-
cuacion (conocido en inglés con fitness) de la correspondiente solucién que representa.
Un cromosoma se representard como una cadena de genes {ci,ca,...,c,} en la que cada
c; € Q; , siendo ; el conjunto de posibles valores que puede tomar el gen ¢;. La figura

3.1 nos muestra esta representacién de un cromosoma como una cadena de genes.

Cl C2 ............................................................ C n

Figura 3.1: Representacion de un cromosoma mediante una cadena de genes

La poblacién inicial se suele generar de forma aleatoria, y mediante el algoritmo genético
va a evolucionar, a través de un proceso de competicién y variaciéon controlada, hacia
una poblacién que contenga mejores individuos, o sea, que estén mas cerca del individuo

6ptimo de la poblacion.

e Funcion de adaptacion: En cada generacion del algoritmo evolutivo las soluciones rela-

tivamente buenas se reproducen, y las soluciones relativamente malas mueren para ser
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reemplazadas por otras con las caracteristicas de buenas soluciones. Para distinguir en-
tre las soluciones se utiliza una funcién de evaluaciéon o funcién objetivo f que permita
distinguir las soluciones relativamente buenas de las malas para el problema tratado. En
cada iteracién del algoritmo genético se evaltan los individuos de la poblacién para ver

cual es su factor de adecuacién a la solucion global.

Seleccion: Fn la naturaleza, los individuos mas fuertes de una especie suelen sobrevivir
con mayor posibilidad que los més débiles. Usando esta nocion de la adecuacion (fit-
ness), el proceso de seleccion genera una nueva poblacion aleatoriamente seleccionando
cromosomas (individuos) de la poblaciéon anterior. La seleccion no sera totalmente alea-
toria, sino que estara basada en la adecuacién relativa del cromosoma con respecto a los

valores de adecuacion de la poblacién completa.

Los individuos de una poblacién no tienen que ser tnicos. La proporcion f;/ >, fi se
considera como la probabilidad de que el individuo 7 sobreviva a la siguiente generacion.
Eso significa que los individuos con un valor més alto de valor de adecuacion, f; tendran
una probabilidad més alta de sobrevivir, y de tener més copias en la nueva poblacién.
Ademas, el nimero de individuos en una poblacién se mantiene como constante durante
toda la ejecuciéon del algoritmo, y el operador de seleccién generard siempre una nueva

poblacién del mismo tamano.
Considerando una poblacién actual P con n cromosomas C1, ..., Cy, el mecanismo de se-

leccion generard una nueva poblacion P’ que tendra también n cromosomas. La seleccion

consistird entonces de los dos siguientes pasos:

1. Calcular para cada cromosoma C; de la poblacion actual P, la probabilidad ps(C;),

de que este cromosoma pase a la siguiente generacion.

N (%)
ps(C) Z?:lf(cj) (3.4)

2. Calcular la probabilidad acumulada para cada cromosoma C; mediante la siguiente

expresion:
i
Pacum (Cz) = Z Ds (C])
Jj=1

3. Seleccionar n cromosomas de la actual poblacion de la siguiente forma:

— Generar un numero aleatorio uniforme r € [0, 1]
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— Si 7 < paeum(Ch) seleccionar C para la nueva poblacion. Si no seleccionar C;

tal que pacum(oi—l) <r< pacum(ci)

Claramente puede verse que si el mecanismo de seleccién se aplica de forma repetida,
entonces los individuos con alto valor de adecuacién dominaran la poblacién completa-
mente. También podemos observar que este operador no obtiene individuos nuevos en
la nueva poblacién. O sea todos los individuos de la nueva poblacién ya estaban en la

antigua.

En el mecanismo de seleccién a veces se utiliza un mecanismo complementario conocido
como elitismo que consiste en que el mejor elemento C), de una poblaciéon en la iteracion
t estard presente en la iteracion ¢t 4+ 1. Esto a veces resulta conveniente, pues es posible
que en la iteracion t el mejor individuo desaparezca debido a la aplicacién del mecanismo

de selecciéon, o debido a la aplicacién de los mecanismos de cruce y mutacion.

e Operadores de recombinacion: El procedimiento para alterar la poblacién consiste en
aplicar los operadores genéticos a la poblacion seleccionada. Los dos operadores genéticos

béasicos son:

— Cruce: El operador de cruce usa el concepto de emparejamiento donde los genes de
cada uno de individuos (cromosomas) diferentes se mezclan para producir nuevos
individuos. Como los genes representan las caracteristicas de un individuo, mez-
clando buenas caracteristicas de individuos diferentes, obtendremos individuos aun
mejores que sus progenitores.

Suponiendo que los genes de un cromosoma se ordenan en una linea recta, entonces
el cruce de dos cromosomas puede llevarse a cabo en las siguientes etapas mediante

el denominado cruce simple:
1. Seleccionar de forma aleatoria un punto para romper cada cromosoma en dos
partes.
2. Intercambiar las partes de mas a la izquierda de cada cromosoma.
En la figura 3.2 podemos ver un ejemplo de aplicacién de este operador a los cro-
mosomas A y B.

De esta forma se obtienen dos nuevos cromosomas a partir de dos cromosomas

progenitores. Estos nuevos cromosomas tendran genes de ambos progenitores. Este
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Cromosomas progenitores Cromosomeas hijos

a1 3, |33 |34 |35 |36 |37 [3g| A 3|3, |33 |by [bs |bg |b7 [bg | C

by| by | bg | by | bs DG b7 bg| B by| by | b3 |34 |35 |35 |37 |3g| D
Punto de cruce

Figura 3.2: Aplicacion del operador de cruce a los cromosomas A y B, obteniendo los cromosomas Cy D

operador de cruce, aunque es simple de llevar a cabo, es sin embargo una forma
bastante potente de llevar a cabo el intercambio de informacién y de crear nuevas
soluciones. Sin embargo, un pequeno problema que podria plantearse es tener
una poblaciéon compuesta de copias del mismo individuo. En tal caso el cruce de
dos individuos siempre produce individuos iguales. Una forma de escapar de tal

situacion es utilizar el operador de mutacion.

Este operador necesita un pardmetro de control, denominado probabilidad de cruce,
Pe, que determina la probabilidad de aplicar el operador de cruce sobre parejas de

cromosomas de la poblacién intermedia.

— Mutacion: El operador de mutacion selecciona de forma aleatoria uno o més genes

en un cromosoma, y lo (los) sustituye por un alelo diferente, creando un nuevo
cromosoma. Este operador introduce variabilidad en la poblacién, y proporciona un
mecanismo para escapar de los minimos locales. Se consigue asi restaurar material
genético perdido o no explorado en la poblacién. Puede verse claramente que un
algoritmo que usase s6lo este operador equivaldria a un algoritmo de busqueda
aleatoria. En la figura 3.3 podemos ver un ejemplo de aplicacion de la mutacion

donde se mutan dos genes de un cromosoma.

Cada gen en cada cromosoma sufrird una mutacién de acuerdo a un pardmetro de

control, denominado la probabilidad de mutacion, py,.



3.5. Algoritmos de enfriamiento simulado aplicados a la propagacién de conjuntos convexos 97

Antes de la mutacién

Cl CZ """"""""" Cj """"""""""""""""" c n

! T

Mutar Mutar

Después de la mutacién

Cp| Cy e G e Ch

Figura 3.3: Aplicacion del operador de mutacion, para mutar los genes c2 y ¢;

3.5 Algoritmos de enfriamiento simulado aplicados a la propa-

gacion de conjuntos convexos

Cano y Moral [21] dieron un primer algoritmo de Monte Carlo para aproximar el conjunto
convexo 'a posteriori’ PS; de una variable dada X;. Este algoritmo hacfa la transformacién
del problema original en un problema equivalente que fue explicada en la seccién 3.2, mediante

la adicién de un nodo transparente por cada conjunto convexo.

En esta seccién asumiremos también que se realiza la misma transformacién mencionada
més arriba. Haremos uso del esquema propuesto por el algoritmo exacto de propagacién en
un arbol de grupos. Pero en este caso no serd necesario tener valuaciones tan enormes como
lo era en el algoritmo de propagacion de conjuntos convexos explicado en el capitulo anterior.
Ahora cada variable transparente s6lo aparecera en un grupo, con lo que el tamano del arbol
de grupos es mucho menor, y por tanto el tiempo de cada propagaciéon serd también mucho
menor. Seleccionando un valor para cada una de las variables transparentes del arbol de grupos
se tiene determinado un punto del conjunto convexo ’a posteriori’ de cada una de las variables

de interés.

En esta seccion presentaremos varios algoritmos que hemos desarrollado que seleccionan
de forma aleatoria un valor para cada nodo transparente, llevando a cabo una propagaciéon
1z . . : ) 1 3
probabilistica a continuacién. De esta forma se puede obtener un vector ’a posteriori’ para
todas las variables del problema. Repitiendo este experimento muchas veces, podemos obtener
aquellos vectores que correspondan a los puntos extremos del conjunto convexo ’a posteriori’,
o al menos podemos llegar a obtener puntos que estén muy proximos a los puntos extremos,

obteniendo asi una aproximacién del conjunto convexo ’a posteriori’.
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En el capitulo 2 para aplicar el algoritmo exacto de propagacién de conjuntos convexos, se
construfa un arbol de grupos en el que cada grupo tendria todas las variables transparentes
del problema. En los algoritmos que estudiaremos en esta seccién también se construird un
arbol de grupos, pero ahora cada variable transparente estard nada méas que en un grupo del
arbol. Para obtener este arbol de grupos podemos proceder de la misma forma que en el
caso probabilistico. Primero se construye el grafo moral, luego se triangula el grafo moral y
finalmente se obtiene el arbol de grupos con el algoritmo de maxima cardinalidad. En este caso
solo cabe comentar que para triangular el grafo moral podemos eliminar primero las variables
transparentes del grafo, con lo que no se introducen nuevos arcos en el grafo triangulado, y
posteriormente eliminar el resto de las variables segiin algiin criterio més o menos 6ptimo. Para
la obtencion del arbol de grupos se procedera de la misma forma que en el caso probabilistico,
usando el grafo triangulado. Finalmente habria que asignar cada valuacion condicional a uno
de los grupos que contengan todas sus variables. Como hemos visto en el capitulo 2, para las
variables transparentes no se conoce nada acerca de ellas, o lo que es lo mismo, que todas las
distribuciones de probabilidad sobre ese nodo son posibles. Es como si cada nodo transparente
T; tuviese un conjunto convexo con k puntos extremos, cada uno de ellos degenerado en uno
de los posibles casos de T;.

Por ejemplo, para el grafo de dependencias de la figura 2.12, donde ya se ha hecho la
trasformacion de incluir las variables transparentes podemos tener el grafo moral de la figura
3.4 que en este caso también estd triangulado. A partir de este grafo triangulado podemos
obtener el arbol de grupos de la figura 3.5. Comparando este nuevo arbol con el que usdbamos
en la figura 2.13 para el algoritmo exacto, podemos ver que los grupos tienen un niimero mucho
menor de variables.

Basicamente los pasos para construir el drbol de grupos nos los da el siguiente algoritmo:

Algoritmo 3.3 Construccién de un arbol de grupos para los algoritmos de enfria-

miento simulado
1. Construccién del grafo moral.

2. Triangulacién del grafo moral siguiendo una secuencia de eliminacién de variables. Elimina-
remos primero las variables transparentes, pues de esta forma conseguimos que no se afiadan
arcos nuevos al grafo, y ademas que las variables transparentes sélo aparezcan en un grupo.

El algoritmo de triangulacién permite al mismo tiempo obtener los grupos maximales.
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Figura 3.4: Grafo moral y triangulado para los algoritmos aproximados

3. Ordenar los grupos maximales utilizando el algoritmo de maxima cardinalidad.

4. Utilizar el orden anterior de los grupos para darle estructura al arbol de cliques. Con este
orden se consigue que el arbol cumpla la propiedad de la interseccion: Para cada par de
grupos C; y C} entonces se cumple que las variables comunes que hay en ellos, C; N Cj,

estan presentes en todos los grupos que hay en el Ginico camino que va de C; hasta Cj.

5. Asignar cada conjunto convexo condicional a uno de los grupos que contenga todas las
variables para las que esta definido este conjunto convexo (sélo habra un grupo que cumpla
tal condicién debido a que la variable transparente que tiene el conjunto convexo condicional

s6lo va a estar en un grupo del arbol).

Cuando hacemos uso del condicionamiento de Moral y Campos (definicion 1.6), es impor-
tante volver a remarcar (como ya hicimos en la seccion 1.6 y mas tarde en la seccion 2.5.2) que
no podemos normalizar los vectores 'a posteriori’ ya que el factor de normalizacién de cada
punto del conjunto convexo ’a posteriori’ es necesario a la hora de hacer el calculo para dar

un intervalo para la variable correspondiente.
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X1 XoX3T Ty

XX 3XyToTy

£

Figura 3.5: Un éarbol de grupos para los algoritmos aproximados

Sea una variable X; que toma sus valores en el conjunto finito Uj, y sea p = (p(u]l), ey
p(u‘jUj‘) un punto perteneciente al conjunto convexo ’a posteriori’ de la variable X; (punto
que no estd normalizado). Como vimos en la seccion 1.6 el factor de normalizacion r =
ZU; e p(u;) de un punto p permite obtener un valor de posibilidad 7 (p) proporcional al factor
de normalizacién. Este valor de posibilidad nos puede dar una idea de la verosimilitud del
punto a la hora de asociar intervalos a un conjunto convexo ’a posteriori’. Puntos con alto valor
de posibilidad serdn més importantes que los puntos con valor bajo. En un algoritmo exacto de
propagacién de conjuntos convexos se obtenian todos los puntos extremos del conjunto convexo
"a posteriori’, pero en un algoritmo aproximado no se obtendran todos, pero interesard que los

que se encuentren, sean aquellos que tengan alta posibilidad, para que asi el error al calcular

los intervalos sea menor.

Por cuestiones de simplicidad en la nomenclatura supongamos también que la variable X
toma solo dos posibles valores, con lo cual U; = {u},u?} Entonces el resultado de la propa-
gacion es un conjunto convexo sobre IR? de la forma de la figura 2.9 como ya explicamos en

el capitulo 2. En la seccion 2.5.2 indicabamos que, si P, | ..c

seesCigy

es la distribucion de probabi-
lidad global, obtenida seleccionando un caso c;, para cada nodo transparente T}, , entonces el

conjunto convexo ’a posteriori’ PS; para X; contendra el punto (t1,%2) donde,
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b1 = PCi1,~~~,Cin (u]l N 6)
to = P, (u? Ne)

Ciq yeesCip

(3.5)

y e es la evidencia dada, o familia de observaciones {O; }icr

El punto (¢1,%2) del conjunto convexo ’a posteriori’ PS; de la variable X; puede obtenerse a
partir del &rbol de grupos como se indicé en la seccién 2.3.2.5 donde se explicaba la propagaciéon
probabilistica en un arbol de grupos, una vez que éste esté en equilibrio mediante el uso de la

expresion 2.12 en la siguiente forma:

t = PS](U}) = (®m:1,...,l Vij%Ci ® VCZ)H]}(U’;)
ty = PS](U?) = (®m:1,...,l Vij%Ci ® VCZ)H]}(U’?)

A continuacién presentamos algunos de los puntos del conjunto convexo que se consideran

(3.6)

importantes para calcular los intervalos asociados al conjunto convexo ’a posteriori’ de X.

Puntos con alto valor de r = t; + t2. O sea, puntos con alta posibilidad.

Puntos con alto valor de ¢; y puntos con alto valor de ¢s.

t1
ti+t2 "

Puntos con alto valor de

to
ti+ta "

Puntos con alto valor de

11 to
t1+to y t1+t2

En el caso del condicionamiento de Dempster, sélo los puntos de alto valor de
son necesarios.
Hay otros puntos intermedios que también son importantes para que los intervalos asocia-

dos al conjunto convexo ’a posteriori’ sean lo mas exactos posibles. Por ejemplo, un punto con

t1
t1+t2

distintos métodos aproximados que intentan encontrar los puntos del conjunto convexo ’a pos-

un valor intermedio de y un valor intermedio de ¢; + t2. En esta seccién expondremos
teriori’ que cumplen alguna de las buenas caracteristicas expuestas méas arriba. Los puntos que
encuentran los algoritmos pertenecerdn al conjunto convexo ’a posteriori’, aunque es posible

) : )

que tales puntos no sean extremos del convexo ’a posteriori’.
Los métodos que expondremos en esta seccidon instancian todas las variables transparentes
del arbol de grupos. De esta forma al realizar una propagacion probabilistica se puede obtener
un punto del conjunto convexo ’a posteriori’ de las variables de interés. Un método exacto

que podria aplicarse segiin este esquema, es instanciar las variables para todas las posibles
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combinaciones posibles y realizando la correspondiente propagacién obtendriamos todos los
puntos del conjunto convexo ’a posteriori’. Esto es inmanejable debido al gran ntmero de
propagaciones que tendriamos que llevar a cabo.

En los algoritmos que veremos se usa el método de propagacion de probabilidades de Shafer
y Shenoy, el cual fue explicado en la seccion 2.3.2.5. Recordemos que en este método se
construia un arbol de grupos. En cada grupo C; se mantenia una valuacion V; y entre cada
par de grupos adyacentes C; y C; se mantenian dos valuaciones que corresponden a los dos
mensajes Mc,c; ¥ Mc; ¢, La idea fundamental de los algoritmos sera que si tenemos una
configuracion ¢ € C' de nodos transparentes y nos movemos a una configuracion ¢’ € C' similar
a ¢, entonces sblo una parte de la propagacién tendra que ser recalculada aprovechando gran
parte de los célculos de ¢. Incluso, podemos elegir los cambios posibles (cambiar sélo el valor
de una transparente que esté en el mismo clique o uno conectado al clique donde estuviese la
ultima variable modificada) de tal manera que, a lo sumo, s6lo haya que mandar un mensaje

para rehacer los calculos.

3.5.1 Algoritmo de btisqueda de puntos con alto factor de normalizacién

En el primer algoritmo se intentan buscar puntos con alto valor de ¢; + ¢3, o0 sea puntos con
alta posibilidad.

Sean Hy,..., H, los conjuntos convexos iniciales donde cada H; representa una informacion
condicional de una variable X; dados sus padres pa(X;) en el grafo de dependencias. Cada
H; vendra representado por una valuacién V; que estard definida para el conjunto de variables
{X;,pa(X;),T;} donde T; es una variable transparente que tiene tantos casos como puntos
extremos tenga el conjunto convexo H;, segtin se explicd en la secciéon 2.5.2. Sobre los nodos
transparentes consideraremos que tenemos definida una distribucién de probabilidad uniforme
representada por una valuacién Vz; con una tnica variable, la variable transparente T;.

El algoritmo que construimos en esta seccién hard una propagaciéon probabilistica inicial
en donde se consideran las variables observadas, asi como una distribucién uniforme sobre las
variables transparentes que permite obtener una configuracion inicial para los potenciales de
los grupos y los mensajes entre grupos. Luego, se realizan el ntimero de iteraciones deseado
comenzando cada vez con esta configuracién inicial. En cada iteracion se hace un recorrido del
arbol de grupos donde se va simulando un valor para cada una de las variables transparentes,

insertando dicho valor como una observaciéon mas en el arbol de grupos. De esta forma, cuando



3.5. Algoritmos de enfriamiento simulado aplicados a la propagacién de conjuntos convexos 103

todas las variables transparentes estan simuladas tenemos determinado un punto del conjunto
convexo 'a posteriori’ de las variables de interés, que puede obtenerse encontrando un grupo
en el que esté incluida la variable de interés y aplicando la expresion 2.12.

Los pasos bésicos de este algoritmo los podemos ver a continuacion.

Algoritmo 3.4 Algoritmo de biisqueda de puntos con alto factor de normalizaciéon

1. Construir el arbol de grupos para el grafo de dependencias segin hemos explicado anterior-

mente.
2. Sea Vi, la valuacién del grupo Cj inicialmente con todos los valores a 1.

3. Asignar cada valuacién inicial V;, cada Vi, y cada valuacién observacién O; a un grupo que

contenga todas sus variables.
4. En cada grupo, combinar todas las valuaciones asignadas a ese grupo en la valuacién Vg;,.

5. Llevar a cabo una propagacién probabilistica, dejando todos los nodos en equilibrio, en la
forma que se explicé en la seccién 2.3.2.5. Obtenemos asi una valuacién V¢, actualizada en
cada grupo y dos valuaciones M¢, ,¢; y Mc; ¢, para los mensajes entre cada par de grupos

adyacentes.
6. Para i = 0 hasta N (namero de iteraciones deseado)

e Considerar en cada grupo del &rbol las valuaciones Vi, de los grupos y los pares de
mensajes Mc;,c; ¥ Mc,—c; entre grupos adyacentes, que fueron obtenidos antes de

este bucle.
e Seleccionar un grupo raiz, Cy
e Llamar a Select-trans(Cy,Cp)
e Llevar a cabo una propagacién probabilistica, dejando todos los nodos en equilibrio.

e Para cada variable X; calcular el vector PSS}, resultante de la propagacién probabilistica,

usando la expresién 2.12.
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La funcién Select-trans(C7,C3) es una funcion recursiva definida a continuacion. que
bésicamente se encarga de hacer un recorrido del arbol de grupos simulando un valor para
cada variable transparente y actualizando los potenciales de los grupos y los mensajes entre

ellos para tener en cuenta dichos valores simulados:

Algoritmo 3.5 Select-trans(C;,Cs)
1. Para todas las variables transparentes Ty, de C

e Calcular el vector 'a posteriori’ PS7, de la variable transparente T, con la férmula
k3

2.12.
e Simular un valor para el nodo transparente usando el vector 'a posteriori’ PST, .
12

e Afadir al grupo C7 una observacién correspondiente al valor simulado para el nodo

transparente anterior.
2. Para todos los grupos vecinos, C’, de C excepto Cs.

e Enviar un mensaje desde C hasta C’ calculado mediante la expresién 2.11.

e Llamar a Select-trans(C’,C})

3. Enviar un mensaje desde C; hasta (5 calculado mediante la expresién 2.11.

En el anterior algoritmo cuando se simula cualquier variable transparente 7; con m; casos
{c1,...,cm,; } usamos el vector ’a posteriori’” PSt. de esta variable. Este vector contiene un
numero real por cada caso ¢; de la variable transparente 7T;. Cada uno de estos valores re-
presenta la probabilidad de la evidencia P(e) asociada a la distribucion de probabilidad que
se obtiene fijando la transparente T; con el caso ¢;. Asi pues, PSt, representa un vector de
distintos valores P(e). Para simular con el vector PSt, hacemos lo siguiente: Generamos un
numero uniforme u entre 0 y 1 y entonces seleccionamos el caso ¢ de la variable transparente

si se cumple la siguiente condicion:

k+1

k
ZPSTZ'(CI) <u< Z PSTZ- (Cl) (37)
=1 =1
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De esta forma el mecanismo anterior (expresion 3.7) simula més frecuentemente casos de T;
correspondientes a valores altos de P(e), con lo que vemos que el objetivo de este algoritmo
es maximizar la probabilidad de la evidencia P(e), que segin hemos visto anteriormente es el
factor de normalizaciéon de la distribucion de probabilidad ’a posteriori’.

El costo de este algoritmo es equivalente a 1/2 propagaciones probabilisticas por cada

iteracion del algoritmo.

3.5.2 Algoritmo de biisqueda de puntos con alto factor de normalizacién

por muestreo de Gibbs

El segundo algoritmo es una modificacion del anterior de acuerdo a las ideas de simulacion
estocastica dadas por Pearl para la propagacion probabilistica [106]. Este algoritmo es un caso
particular del muestreo de Gibbs [57, 70] con una temperatura constante. También selecciona
puntos con una probabilidad proporcional a t1 + to, 0 sea al factor de normalizaciéon del punto
obtenido del conjunto convexo ’a posteriori’, pero en este caso las muestras no van a ser
independientes como en el algoritmo anterior. O sea, no se comenzara en cada iteracién con
el resultado de la propagacién inicial de la distribucién uniforme de los nodos transparentes
como hacfamos en el algoritmo de la seccién anterior.

Para este segundo algoritmo haremos las mismas consideraciones que con el primer algorit-
mo. Es decir, sean Hy,..., H, los conjuntos convexos iniciales donde cada H; representa una
informacion condicional de una variable X; dados sus padres pa(X;) en el grafo de dependen-
cias. Cada H; vendrd representado por una valuacién V; que estard definida para el conjunto
de variables { X;, pa(X;), T;} donde T; es una variable transparente que tiene tantos casos como
puntos extremos tenga el conjunto convexo H;, segin se explico en la secciéon 2.5.2. Sobre los
nodos transparentes consideraremos que tenemos definida una distribuciéon de probabilidad
uniforme representada por una valuaciéon Vz; que estd definida sélo para la variable Tj.

En este algoritmo se hace preciso ignorar el tltimo valor simulado para una variable trans-
parente cuando se va a simular de nuevo dicha variable transparente. En el algoritmo anterior
cuando se simulaba un valor para una variable transparente se combinaba la valuacién co-
rrespondiente a este valor simulado con la valuacién de un grupo Vi, que contuviese a esta
variable transparente. FEn este caso, para poder ignorar el ultimo valor simulado de la va-
riable transparente, tendremos en cada grupo por separado la valuacion del grupo Vi, y por

otro lado el conjunto de valuaciones de observaciones de las variables transparentes del grupo
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{OTi1 yee s ’OTik }. Cuando sea necesario enviar un mensaje a otro grupo adyacente C;, desde
el grupo actual Cj;, en lugar de aplicar la formula 2.11 aplicaremos la siguiente expresiéon que

la modifica ligeramente.

m=1,....k,m#l

De la misma forma, cuando sea preciso obtener el vector ’a posteriori’ para una variable

X, en lugar de aplicar la expresiéon 2.12, aplicaremos la siguiente expresién que la modifica:

PS;=( Q Ve, »0.® Ve, ®0r, ®... 0, )"} (3.9)
m=1,...,[

De esta forma se hace bastante sencillo poder ignorar el tltimo valor simulado para una
variable transparente T;. Solo hay que desechar la valuaciéon observacion Or; del grupo en el
que esté incluida.

El esquema basico del algoritmo es el siguiente:

Algoritmo 3.6 Algoritmo de biisqueda de puntos con alto factor de normalizaciéon

por muestreo de Gibbs
1. Construir el arbol de grupos para el grafo de dependencias.
2. Sea Vg la valuacién del grupo C; inicialmente con todos los valores a 1.

3. Asignar cada valuacién inicial V;, cada V7, y cada valuacién observacién a un grupo que

contenga todas sus variables.
4. En cada grupo combinar todas las valuaciones asignadas a ese grupo en la valuacién V.

5. Llevar a cabo una propagacion probabilistica en la forma que se explicé en la seccién 2.3.2.5

pero usando la expresion 3.8 a la hora de calcular los mensajes.

Obtenemos asi una valuacién V¢, actualizada en cada grupo y dos valuaciones M¢, ¢, y

Mg, ¢, para los mensajes entre cada par de grupos adyacentes.
6. Seleccionar un grupo raiz, Cy.

7. Llamar a Select-trans(Cj,Cp)
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8. Para i=1 hasta N (Namero de iteraciones deseado)

e Llamar Select-Calc(Cy,Ch)

El procedimiento Select-Calc(Cy,C3) es el procedimiento recursivo dado continuacion:
Algoritmo 3.7 Select-Calc(Cy,C5)
1. Para todos las variables transparentes 77, de C

e Ignorar la observacién anterior de esta variable transparente 77,

Calcular el vector "a posteriori’ PSt, de la variable transparente T}, con la férmula 3.9.
12

Simular un valor para el nodo transparente usando el vector 'a posteriori’ PSt, .
1

Afadir al grupo Cy una observacién correspondiente al valor simulado para el nodo

transparente anterior.

Para todas las variables no transparentes del grupo C calcular los vectores "a posteriori’,

teniendo en cuenta los casos seleccionados para las variables transparentes.
2. Para todos los grupos vecinos, C' de C excepto (o

e Para todas las variables transparentes 7, de C

— lgnorar la observacién anterior de esta variable transparente 77,

Calcular el vector "a posteriori’ PSt,. de la transparente 77, con la férmula 3.9.
k3

— Simular un valor para la variable transparente usando el vector 'a posteriori’ PSt, .
1

Afadir al grupo C'; una observacién correspondiente al valor simulado para T7;.

Para todas las variables no transparentes del grupo C calcular los vectores 'a pos-

teriori’, teniendo en cuenta los casos seleccionados para las variables transparentes.

Enviar un mensaje desde C hasta C' calculado mediante la expresién 3.8.

— Llamar a Select-Calc(C',Ch)

e Enviar un mensaje desde C; hasta Cs calculado mediante la expresién 3.8.
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Aqui de nuevo se usa el mismo mecanismo que en el algoritmo anterior para simular las
variables transparentes mediante el uso de un numero aleatorio con la féormula 3.7.

El coste de este algoritmo es similar al anterior. La principal diferencia de este algoritmo
con el anterior es que ahora las muestras no son independientes como dijimos anteriormente.
Ademés, ahora se obtienen mas puntos ’a posteriori’ para cada variable de interés. O sea, se
obtiene un vector ’a posteriori’ para todas las variables de un clique cada vez que lo visitamos.

Una condicién necesaria que debe cumplirse para poder aplicar este algoritmo y que nos
asegure que estamos seleccionando puntos del conjunto convexo ’a posteriori’ de las variables
de interés, con una probabilidad proporcional a ¢, + t2 (0 sea, su factor de normalizacion) es
que la probabilidad de obtener cualquier configuracién de las variables transparentes desde
cualquier otra configuracion es estrictamente positiva. Esta condicién se verifica de forma
evidente si para cada configuracion de variables transparentes (c¢;,,...,¢;, ) se cumple que

A (e) >0.

i1 9-+sCin,

3.5.2.1 Aplicacion de la técnica de enfriamiento simulado

Este ultimo algoritmo puede ser modificado para adoptar la técnica del enfriamiento simulado
explicada en la seccién 3.3 de este capitulo. En la versiéon con enfriamiento simulado se necesita
un pardmetro adicional, la temperatura ¢ que serd usada a la hora de simular las variables
transparentes y que deberia ir decrementédndose lentamente de acuerdo a algiin mecanismo de
enfriamiento adecuado segin indicamos en la seccién 3.3. La temperatura debe ser alta al
principio del algoritmo para permitir a las configuraciones de variables transparentes moverse
libremente. Luego, la temperatura debe decrementarse lentamente hasta valores cercanos a 0.
El mecanismo de enfriamiento deberia ser logaritmico en teoria, para asegurar que el algoritmo
converge a la configuracién de variables transparentes con méaximo factor de normalizacion,
pero en la practica este mecanismo hace que el algoritmo tenga un costo de computaciéon
muy duro. El mecanismo de enfriamiento que nosotros hemos utilizado es el de Kirkpatrick,
Gelatt y Vecchi [80], donde en cada iteracion la temperatura se decrementa segin la siguiente

expresion:

ti-i—l = Q- ti (3.10)

donde o < 1

Otra modificaciéon que puede mejorar la eficiencia del algoritmo fue propuesta por Green y
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Supowit [61]. De acuerdo con este algoritmo, si podemos calcular el costo de todas las configu-
raciones vecinas N (x) de una configuracion dada z, entonces en lugar de elegir aleatoriamente
una configuracion de N(z) y aceptarla segun el mecanismo detallado en la seccion 3.3, es me-
jor elegir una configuracion y de N(z) usando una probabilidad proporcional a e~ (C()—-C(@))/t
donde e representa el nimero e, que es la base para los logaritmos neperianos. Este mecanis-
mo modificado serd el que apliquemos en el algoritmo que estamos comentando y en los que
comentaremos después.

Supongamos que en el algoritmo que estamos explicando en esta secciéon vamos a simular

la variable transparente 7; y hemos obtenido el vector 'a posteriori’ P.S7;:
PSr, T, - IRy

Entonces a una determinada temperatura ¢ este vector serd transformado en el siguiente vector

antes de la simulaciéon de la variable transparente Tj:

e~ Pom/t (3.11)

donde e_PSTi/t(Cj) — o= PSt,(¢))/t

3.5.3 Algoritmo de bisqueda de puntos con alto valor de t; y

Este algoritmo esté enfocado a buscar puntos del conjunto convexo ’a posteriori’ que tengan
alto valor de 1 y de t3 para alguna variable de interés X;. Esta es la principal diferencia con los
dos algoritmos anteriores, pues ahora el algoritmo va enfocado a buscar puntos para una tnica
variable. Aunque el algoritmo puede obtener puntos del convexo ’a posteriori’ de cualquier
otra variable, éstos estardn optimizados para una variable determinada X;. El algoritmo lo
describiremos tinicamente para una variable con dos casos, pero la generalizacién a variables
con mas casos es inmediata, ya que sélo habria que repetir el algoritmo para cada caso de la
variable de interés, y para la negaciéon de ese caso.

En este algoritmo se necesita un doble sistema de mensajes entre cada par de grupos
adyacentes. En los anteriores algoritmos y en los algoritmos exactos se tenia entre cada dos
grupos adyacentes C; y C; dos mensajes Mc;—c; y Mo;—c;. En este algoritmo necesitaremos
cuatro mensajes entre los grupos C; y C; para mantener dos sistemas de mensajes en el
algoritmo de propagacién. El primer sistema de mensajes es el usado para la propagacién usual

utilizada hasta ahora y que nos permite obtener puntos del conjunto convexo ’a posteriori’ de
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la variable de interés. El segundo sistema de mensajes es usado para simular las variables
transparentes en forma similar a los anteriores algoritmos. Es decir, se usa para calcular de
forma local la funcion a optimizar. Este segundo sistema de mensajes es igual al primero,
pero transporta ademés la observacién de uno de los casos de la variable de interés X;. Para
maximizar el valor #; incluiremos la observacién del caso ujl en el segundo sistema de mensajes.
Si calculamos el vector ’a posteriori’ PS7, para una variable transparente utilizando el segundo
sistema de mensajes, tendremos un vector en el cada componente representa P(e N u}), que
corresponde precisamente a t1. De esta forma, podemos ver que al simular las transparentes
con el segundo sistema de mensajes estamos maximizando los valores de ¢;. Repitiendo el
algoritmo con la observaciéon del caso u? de X; obtendremos puntos donde se maximiza to.
En este algoritmo también se hace preciso tener las observaciones de las variables trans-
parentes de un grupo por separado de la valuacion del grupo. Por tanto usaremos el mismo

esquema explicado en el algoritmo anterior.

El algoritmo es el siguiente:

Algoritmo 3.8 Algoritmo de biisqueda de puntos con alto valor de ¢; y de {5 por

muestreo de Gibbs
1. Construir el arbol de grupos para el grafo de dependencias.
2. Sea Vg, la valuacién del grupo C; inicialmente con todos los valores a 1.

3. Asignar cada valuacién inicial V;, cada V7, y cada valuacién observacién a un grupo que

contenga todas sus variables.
4. En cada grupo combinar todas las valuaciones asignadas a ese grupo en la valuacién V.
5. Para cada caso ug de la variable de interés X

e En el segundo sistema de mensajes combinar la valuacién observacién del caso ué de la

variable X; con la valuacién de un grupo que contenga la variable X;.

e Llevar a cabo una propagacion probabilistica en la forma que se explicé en la seccidn
2.3.2.5 usando los dos sistemas de mensajes pero usando la expresion 3.8 a la hora de
calcular los mensajes.

Obtenemos asi para el primer sistema de mensajes una valuacién V(}i actualizada en

cada grupo y dos valuaciones ML ., y ML .. para los mensajes entre cada par
grupo y ci—»c; Y Moo P J
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de grupos adyacentes y para el segundo sistema de mensajes la valuacién Vgi en cada

grupo y las dos valuaciones Ma,_)cj y Méj_)ci entre cada par de grupos adyacentes.
e Seleccionar un grupo raiz Cj que contenga la variable X;.
e Para i=1 hasta N (ndmero deseado de iteraciones)

— Select-trans-secondmessages(C),C)

— Calcular el vector 'a posteriori’ PS; para la variable X; considerando el primer

sistema de mensajes utilizando la férmula 3.9.

La funcién Select-trans-secondmessages(C1,C2) es también una funcion recursiva similar a
la funcion Select-Calc(Cy,C5) con la unica diferencia que el segundo sistema de mensajes es
usado para simular las variables transparentes y que no se calculan vectores ’a posteriori’ para
las variables transparentes en cada grupo visitado. Ahora, ademés, se envian dos mensajes
(uno para el primero y otro para el segundo sistema de mensajes) donde en la funciéon Select-
Calc(Cq,C%) se enviaba uno.

Las variables transparentes se simulan de nuevo generando un ntumero aleatorio con una
distribucién uniforme y aplicando la férmula 3.7 como en los dos anteriores algoritmos, pero

calculando el vector ’a posteriori’ con el segundo sistema de mensajes.

3.5.3.1 Aplicaciéon de la técnica de enfriamiento simulado

De la misma manera que en el algoritmo de la secciéon anterior, ahora también podemos
modificar este algoritmo para que utilice la técnica del enfriamiento simulado explicado en la
seccién 3.3. De nuevo, necesitamos la temperatura ¢ como pardmetro adicional, que en este
caso se usard para simular las variables transparentes en el segundo sistema de mensajes en
forma similar al anterior algoritmo. Usaremos también el mecanismo de Kirpatrik, Gelatt y
Vecchi [80] para decrementar la temperatura en cada iteracion y el mecanismo para pasar a
otra configuracion de Green y Supowit [61]. En este caso el vector que se usa para simular una
variable transparente es el vector ’a posteriori’ obtenido con el segundo sistema de mensajes

de la variable transparente que se va a simular.
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i1 to

3.5.4 Algoritmo de biisqueda de puntos con alto valor de 5 Y g

Este algoritmo es similar al anterior. Ahora el algoritmo esté enfocado a la obtencion de puntos
con alto valor de t1/(t1 + t2) y de t2/(t1 + t2), o sea, intenta buscar puntos que maximicen
los intervalos que se obtienen a partir del vector 'a posteriori’ para una variable usando el
condicionamiento de Dempster (definicion 1.17). O lo que es lo mismo, se busca minimizar y

maximizar la siguiente expresion para todos los casos {u}ﬁ, u%, ...} de la variable X;:

u;’.|e) (3.12)

ecin (
CiqyeesCip

También en este caso el algoritmo va dirigido a una variable de interés X; y también se
utiliza un doble sistema de mensajes. El primero se usa para obtener puntos del conjunto
convexo 'a posteriori’ de la variable X; al igual que en los algoritmos anteriores y el segundo
para simular las variables transparentes, es decir, para poder calcular de forma local la funcién
a optimizar. De la misma forma se haré preciso, al simular una variable transparente, ignorar
la observacién previa de esta variable. Por ello al igual que en los dos algoritmos anteriores
tendremos los potenciales correspondientes a las observaciones de las variables transparentes
por separado de los potenciales de los grupos y sera preciso aplicar la formula 3.8 para enviar
un mensaje a un grupo vecino, y la formula 3.9 para obtener el vector ’a posteriori’ de una
variable. El principal cambio respecto al algoritmo anterior es en el vector usado para simular
las variables transparentes. Veamos el procedimiento que se sigue ahora para simular las
variables transparentes.

Para simular la variable transparente 7T; primero se ignora la anterior observacién para esta
variable. Calculamos entonces dos vectores ’a posteriori’ con el uso de la formula 3.9. Sea
PS%i y PS%, los vectores ’a posteriori’ para la variable transparente usando respectivamente
el primer y segundo sistema de mensajes. Calculamos entonces el vector PSt, = PS%, / PS;lpi,
en el que la divisién de vectores representa la division elemento a elemento. Si algiin elemento
PS%I_ (¢i) = 0 entonces puede comprobarse que también PS%(CZ') debe ser 0. En este caso
consideraremos que la division de los dos elementos es 0 (el minimo valor posible), ya que en
ese caso la probabilidad de la evidencia es 0, y cuando esto ocurre esta probabilidad conjunta
no debe usarse para calcular el infimo o el supremo de la probabilidad ’a posteriori’ de una
variable de interés. El vector PST, es entonces usado para simular la variable transparente

T; usando el mismo mecanismo que en los algoritmos anteriores, con la generacién de un
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nimero aleatorio con distribuciéon uniforme, y con el uso de la formula 3.7. Ahora, el vector
'a posteriori’ PST; usado en para simular un caso para la variable transparente 7; contiene en

cada posicion el valor P(u;-|e). De esta forma, cuando se introduce la observacion de u} en el

t1
t1+t2

y cuando se introduce u? estamos

segundo sistema de mensajes estamos maximizando j

to
ti+to "

maximizando

3.5.4.1 Aplicacion de la técnica de enfriamiento simulado

También en este caso podemos aplicar la técnica del enfriamiento simulado. El parametro tem-
peratura ¢ servird para modificar el vector calculado anteriormente P.S mediante la aplicacion

de la formula 3.11.

3.5.5 Evaluacién de los algoritmos

Para la evaluaciéon de los algoritmos hemos considerado un grafo de dependencias generado de
forma aleatoria. Este grafo puede verse en la figura 3.6. Desde un punto de vista probabilistico
este grafo no es demasiado complicado. O sea, si en cada nodo del grafo tuviésemos una tinica
distribuciéon de probabilidad condicional entonces podriamos obtener con un costo pequeno los
vectores ’'a posteriori’ de cualquier variable.

En el grafo usado, cada variable tendra un ntimero de casos que fue generado aleatoriamente
con una distribucién de Poisson de media 2, pero donde se tomaba un minimo de 2 casos. Para
asignar los padres a cada nodo establecemos un orden de los nodos, generamos el niimero de
padres de cada nodo con una distribucién uniforme en [0,2.8], redondeando al entero mas
proximo, y finalmente seleccionamos para cada nodo de forma aleatoria los nodos padres entre
los nodos anteriores al actual.

Para cada variable el nimero de posibles distribuciones de probabilidad condicional se
genera con una distribucion uniforme en [0, 3.8] redondeando al entero mas proximo. En el
grafo obtenido se tienen 1495686 distribuciones de probabilidad posibles, lo cual significa que
para obtener el conjunto convexo ’a posteriori’ exacto para una variable, habria que llevar a
cabo 1495 686 propagaciones probabilisticas en el anterior grafo de dependencias.

Para generar los valores de las distribuciones de probabilidad condicionada P(X;|pa(X;) se
selecciona de forma aleatoria uno de los casos de la variable X;. A este caso se le asigna una
probabilidad de 0.9. El resto de la masa de probabilidad (0.1) se reparte entre el resto de los

casos aleatoriamente.
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Figura 3.6: Grafo de dependencias usado para evaluar los algoritmos aproximados

Hemos llevado a cabo dos tipos de tests. En primer lugar hemos aplicado unos tests donde
se han obtenido puntos del conjunto convexo ’a posteriori’ mediante una combinacion de los
anteriores algoritmos. En el segundo test hemos aplicado el ultimo algoritmo utilizando la
técnica de enfriamiento simulado. En ambos casos el condicionamiento aplicado ha sido el de
Moral y Campos dado en la definicién 1.16.

Para ahorrar espacio al referirse a los algoritmos asignaremos un ntmero a cada algoritmo

de la siguiente forma:
e Algoritmo de busqueda de puntos con alto factor de normalizacién: Algoritmo 1.

e Algoritmo de busqueda de puntos con alto factor de normalizaciéon por muestreo de

Gibbs: Algoritmo 2.
e Algoritmo de busqueda de puntos con alto valor de #; y alto valor de t: Algoritmo 3.

e Algoritmo de busqueda de puntos con alto valor de t1/(¢; +t2) y ta/(t1 + t2): Algoritmo
4
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3.5.5.1 Primer grupo de tests: Obtencién de puntos con una combinacion de

todos los algoritmos

Los algoritmos han sido implementados en una forma tal que para una variable determinada
X, es posible acumular los vectores 'a posteriori’ procedentes de diferentes algoritmos. Cuando
hemos hecho uso de la técnica de enfriamiento simulado en un algoritmo se ha usado una
temperatura inicial de 2 y un factor de enfriamiento o = 0.8.

Se han llevado a cabo dos tipos de tests. En unos no se han utilizado observaciones en
ninguna variable del grafo de dependencias y en otros se ha considerado que teniamos observado
el primer caso de las variables X4, X109, X17 v Xo3.

Dentro de este grupo de tests hemos realizado los siguientes experimentos:

1. 80 iteraciones del algoritmo 1.

2. 80 iteraciones del algoritmo 2.

3. 80 iteraciones del algoritmo 2 utilizando la técnica de enfriamiento simulado.
4. 80 iteraciones del algoritmo 2 y 40 iteraciones del algoritmo 3.

5. 40 iteraciones del algoritmo 2 y 40 iteraciones con el algoritmo 3 con enfriamiento simu-

lado.

6. 25 iteraciones con el algoritmo 2, 30 iteraciones con el algoritmo 3, y 25 iteraciones con

el algoritmo 4.

7. 25 iteraciones con el algoritmo 2, 30 iteraciones con el algoritmo 3 y 25 iteraciones con

el algoritmo 4 con enfriamiento simulado.

Hemos seleccionado 4 variables no observadas de forma aleatoria para llevar a cabo los
test: X3, Xg, X15 y Xo1. Para chequear la bondad de las aproximaciones hemos calculado los
intervalos exactos para estas variables con un algoritmo exacto que ha llevado un gran tiempo
de computaciéon. Los intervalos se obtienen usando el condicionamiento de Moral y Campos
(definicion 1.16) tanto para el método exacto como para nuestros experimentos aproximados.

Cada uno de los 8 anteriores experimentos ha sido ejecutado 10 veces. Cada vez hemos
medido el error con el limite superior de los intervalos exactos de las variables estudiadas. En
las tablas 3.1 hasta la 3.4 expresamos el error medio, el minimo y el méximo error con los

diferentes algoritmos en las 10 ejecuciones de cada experimento.
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Test | Media | Min | Max Test | Media | Min | Max
1 0.0 0.0 | 0.0 1 0.0 0.0 | 0.0
2 0.0 0.0 | 0.0 2 0.0 0.0 | 0.0
3 0.0 0.0 | 0.0 3 0.0 0.0 | 0.0
4 0.0 0.0 | 0.0 4 0.0 0.0 | 0.0
5 0.0 0.0 | 0.0 5 0.0 0.0 | 0.0
6 0.0 0.0 | 0.0 6 0.0 0.0 | 0.0
7 0.0 0.0 | 0.0 7 0.0 0.0 | 0.0

X3 X3

Tabla 3.1: Errores para las variables X3 y X§g sin observaciones

Test | Media | Min | Max Test | Media | Min | Max
1 0.002 | 0.0 | 0.006 1 0.0 0.0 0.0

2 0.0 0.0 0.0 2 0.0 0.0 0.0

3 0.001 | 0.0 | 0.003 3 0.001 | 0.0 | 0.006
4 0.0 0.0 0.0 4 0.0 0.0 0.0
5 5
6 6
7 7

0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
X5 Xo1

Tabla 3.2: Errores para las variables X5 y X971 sin observaciones

Test | Media | Min | Max Test | Media | Min | Max

1 0.02 0.0 | 0.064 1 0.038 | 0.006 | 0.103
2 0.03 | 0.019 | 0.051 2 0.021 | 0.001 | 0.042
3 0.098 | 0.01 | 0.149 3 0.45 | 0.055 | 0.853
4 0.013 | 0.003 | 0.027 4 0.015 | 0.002 | 0.034
5 0.018 | 0.003 | 0.097 5 0.011 | 0.002 | 0.027
6 6
7 7

0.017 | 0.002 | 0.042 0.02 0.006 | 0.035
0.041 | 0.001 | 0.117 0.041 | 0.008 | 0.099
X3 X3

Tabla 3.3: Errores para las variables X3 y Xg con observaciones
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Test | Media | Min | Max Test | Media | Min | Max
1 0.02 0.0 |0.079 1 0.022 | 0.001 | 0.047
2 0.004 | 0.0 | 0.021 2 0.022 | 0.008 | 0.046
3 0.034 | 0.0 |0.143 3 0.048 | 0.006 | 0.122
4 0.009 | 0.0 |0.019 4 0.019 | 0.003 | 0.034
5 0.06 | 0.001 | 0.143 5 0.01 | 0.002 | 0.046
6 0.007 | 0.0 | 0.015 6 0.019 | 0.003 | 0.055
7 0.014 | 0.0 | 0.112 7 0.02 | 0.001 | 0.081

X5 Xo1

Tabla 3.4: Errores para las variables X15 y X291 con observaciones

Algunas conclusiones que podemos obtener de los anteriores experimentos son las siguientes:

Se pueden obtener buenas aproximaciones de los intervalos de probabilidad asociados al

conjunto convexo ’a posteriori’ con pocas propagaciones probabilisticas.

Si no hay observaciones, las aproximaciones son bastante buenas. Los experimentos que
hemos realizado en tal caso casi siempre producen los intervalos exactos. Solo el experi-
mento 3, introduce algtn error. La explicacion de este hecho puede estar basada en que
sin observaciones el espacio de bisqueda es usualmente mas pequeno que con observacio-
nes. Con ninguna observaciéon muchas de las distribuciones condicionales son irrelevantes
en el calculo del vector ’a posteriori’ de una variable. Las valuaciones irrelevantes pue-
den obtenerse con la aplicaciéon del algoritmo 2.3 que fue detallado en la seccion 2.3.2.5.
Ademas, sin observaciones los conjuntos convexos ’a posteriori’ son mas simples ya que

todas las probabilidades tienen la misma posibilidad (factor de normalizacion).

Casi todos los experimentos excepto el nimero 3, producen resultados comparables. Esto
es algo que no era esperado en un principio, pues se esperaba obtener mejores resultados

con los experimentos 6 y 7. Esto puede ser debido quizas a la naturaleza de este grafo.

La técnica del enfriamiento simulado no introduce mejoras sustanciales en los calculos.
De hecho el experimento 3 (el mismo que el 2, pero con enfriamiento simulado) es el
peor de todos los experimentos. Esto puede ser debido quizés, al rdpido mecanismo

de enfriamiento que hemos usado, con lo que el método converge a un minimo local.
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Ademas, tenemos que tener en cuenta que necesitamos no sélo el valor 6ptimo (el vector

con més alta posibilidad) sino una familia de puntos con alto valor de posibilidad.

e Con el condicionamiento de Dempster (problema de optimizacion clésico) no se han
hecho experimentos en esta seccién, pero se haran en el capitulo 5, en una situacién mas

compleja.

3.5.5.2 Segundo grupo de tests: Obtencién de puntos con el algoritmo 4 usando

enfriamiento simulado

En este segundo grupo de tests hemos vuelto a utilizar el grafo de dependencias de la figura
3.6. Se ha utilizado el algoritmo 4 con la técnica de enfriamiento simulado en un intento de
ver si esta técnica podia mejorarse respecto a los malos resultados obtenidos en el grupo de
test del apartado anterior.

En este caso hemos considerado también que tenemos las mismas variables observadas que
con los experimentos del grupo uno (X4, X109, X17 y X23). Con observaciones el problema es
mas dificil que sin ellas.

Puesto que el algoritmo 4 esta especialmente indicado para obtener el minimo y méximo de
los puntos del conjunto convexo ’a posteriori’ de la variable de interés, una vez que los puntos
estan normalizados, hemos utilizado en este caso el condicionamiento de Dempster (definicion
1.17) para chequear la bondad de los intervalos obtenidos.

Los experimentos de este grupo se han aplicado para obtener los conjuntos convexos ’a
posteriori’ y luego los intervalos para todas las variables no observadas del grafo de depen-
dencias. El namero de iteraciones que hemos empleado ha sido de 40 para cada variable. Los

mecanismos de enfriamiento utilizados han sidos los siguientes:

1. t=20ya=0.9

2. tp =30y a=0.92

3. tg =05y a=0.92

Las tablas 3.5 y 3.6 nos muestran los errores medios obtenidos con los diferentes mecanismos

de enfriamiento para los limites superiores de los intervalos aplicando los algoritmos 50 veces.
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Variable al a2 a3 ab a6 a7 a8 a9 all al2
a) 0.0016 | 0.0009 | 0.0016 | 0.0060 | 0.0032 | 0.0157 | 0.0044 | 0.0026 | 0.0002 | 0.0769
b) 0.0021 | 0.0012 | 0.0026 | 0.0133 | 0.0046 | 0.0269 | 0.0079 | 0.0034 | 0.0003 | 0.0797
c) 0.0029 | 0.0014 | 0.0031 | 0.0226 | 0.0063 | 0.0268 | 0.0125 | 0.0043 | 0.0004 | 0.0871

Tabla 3.5: Media de error en los limites superiores de los intervalos de las variables

Variable al3 al4 alb alé al8 al9 a20 a2l a22 a24 a25
a) 0.0045 | 0.0079 | 0.0033 | 0.0068 | 0.0484 | 0.0009 | 0.0395 | 0.0157 | 0.0030 | 0.0044 | 0.0011
b) 0.0084 | 0.0174 | 0.0048 | 0.0113 | 0.0665 | 0.0010 | 0.0554 | 0.0181 | 0.0049 | 0.0067 | 0.0017
c) 0.0101 | 0.0204 | 0.0056 | 0.0163 | 0.0680 | 0.0019 | 0.0624 | 0.0194 | 0.0081 | 0.0102 | 0.0020

Tabla 3.6: Media de error en los limites superiores de los intervalos de las variables

Podemos observar que para la mayoria de las variables el error medio obtenido es pequeno.
Sin embargo, para algunas de ellas, por ejemplo, la variable X3, el error medio puede conside-
rarse demasiado alto. Una conclusién importante que puede observarse a partir de las tablas,
es que el primer esquema de enfriamiento es el mejor para todos los intervalos, y el tercero
el peor. Podemos pensar que la bondad de un esquema de enfriamiento tenga probablemente
bastante independencia del problema concreto.

Una vez que hemos comprobado que es en la variable X5 donde peores resultados se
obtiene, hemos dedicado un esfuerzo adicional a esta variable. Los mejores resultados se han
obtenido entonces con 70 iteraciones tomando tg = 5.0 y a = 0.95. El error medio en este

caso ha sido de 0.0433.

3.6 Algoritmos genéticos aplicados a la propagacién de conjun-

tos convexos

En los algoritmos que explicaremos en esta seccion se utiliza la técnica general de optimizaciéon
de los algoritmos genéticos. Los algoritmos que presentaremos en esta secciéon los usaremos
también, al igual que en el caso de los algoritmos de las seccién anterior, para buscar puntos que
cumplan ciertas buenas condiciones del conjunto convexo ’a posteriori’ de ciertas variables de
interés. La idea de estos algoritmos es manejar una poblacién de puntos del conjunto convexo ’a
posteriori’ que aunque inicialmente no sean puntos con buenas propiedades, tras ir ejecutando

el algoritmo permitan que esta poblacién inicial evolucione hacia una poblacién de puntos en
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la. que cada uno de ellos cumpla con esas buenas condiciones. En el caso del condicionamiento
de Moral y Campos no hay un tnico punto del conjunto convexo ’a posteriori’ que sea el
mejor de todos y al que un buen algoritmo deba converger. Existen mas bien, varios puntos
que son buenos para el célculo de los intervalos de la variable de interés. Un buen algoritmo
deberia obtener todos estos buenos puntos. Puesto que éste es un problema en el que no hay
un so6lo objetivo, o funcidén a maximizar, e incluso para una de esas funciones a maximizar
existen varios puntos que alcanzan el maximo, entonces pensamos que los algoritmos genéticos
pueden funcionar bien, ya que mantienen una poblacién de soluciones, y no una sola como
otros algoritmos.

Al igual que en el caso de los algoritmos de la seccién anterior 3.5, también en estos
algoritmos haremos la trasformaciéon del problema original por medio del cual se anadia a
cada conjunto convexo del problema original una variable transparente con tantos casos como
puntos extremos tuviese dicho conjunto convexo. Supongamos que el niimero de casos de la
variable transparente T; es k;. No habra valuacion inicial para las variables transparentes,
ya que siempre se propagard con ellas observadas, y tener observaciéon en la transparente es
equivalente a tener la ignorancia mas dicha observacién.

También haremos uso del esquema propuesto por el algoritmo exacto de propagaciéon en un

arbol de grupos y que fue detallado en la seccién 2.3.2.5.

3.6.1 Bisqueda de puntos con alto factor de normalizacion

El algoritmo genético planteado a continuaciéon se ha utilizado para obtener puntos extremos
del conjunto convexo ’a posteriori’ de las variables de interés que tengan un alto factor de
normalizaciéon. O sea, suponiendo que la variable de interés tenga dos casos, nos interesan
puntos con alto valor de #; + t5 al igual que los algoritmos expuestos en las secciones 3.5.1 y
3.5.2, donde t; y 9 estan definidos en la formula 3.5.

En este algoritmo el primer paso es la construcciéon del arbol de grupos. Para ello proce-
deremos de la misma forma que en los algoritmos de la seccién anterior, con la utilizacion del
algoritmo 3.3.

La ventaja que presenta este algoritmo evolutivo sobre el algoritmo presentado en la secciéon
3.5.1 es que ahora los muestreos no van a ser independientes en cada iteracion. Cada iteraciéon
del algoritmo genético se va a basar en la poblacién previa para construir una nueva poblacion,

vy ademas mediante los operadores de mutacion y cruce vamos a poder explorar todas las zonas
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del espacio de busqueda.

De la misma forma que en los algoritmos de la seccion 3.5, si seleccionamos un caso para cada
transparente del arbol de grupos y hacemos una propagacion probabilistica se puede obtener
un punto del conjunto convexo ’a posteriori’ de todas las variables no observadas X en el arbol
de grupos con el uso de la formula 2.12. De esta forma definimos un individuo o cromosoma
de la poblacién del algoritmo genético como una configuraciéon de los casos seleccionados en
todas las variables transparentes. Para representar estos individuos utilizaremos un vector
de nameros enteros. Cada posicion del vector corresponderéd a una variable transparente del
arbol de grupos. O sea la posicién ¢ del vector corresponderd al caso seleccionado para la
variable transparente T;. Cuando en la posicién ¢ tengamos un 0 quiere decir que tenemos
seleccionado el caso ¢y de la variable transparente 7T;, si hay un 1 que tenemos seleccionado
el caso ¢ y asi sucesivamente. De esta forma cada individuo de la poblacién determinara
una probabilidad conjunta , con la que se puede obtener un punto del conjunto convexo ’a
posteriori’ de cualquier variable no observada.

Cada individuo de la poblacién tiene asignado un valor de adecuacion que en este caso es el
factor de normalizacion de los puntos del conjunto convexo ’a posteriori’ en cualquier variable
no observada. Este factor de normalizacién, como ya conocemos, es el mismo en todas las
variables no observadas.

Los parametros que puede seleccionar el usuario en el algoritmo seran:

e Tamano de la poblacion (¢): Nos va a dar el numero de configuraciones de nodos
transparentes que mantenemos en cada poblacién. Puede que algunos individuos de la

poblacion sean iguales, sobre todo a medida que el algoritmo genético evoluciona.

e Numero de generaciones(n;;): Es el namero de veces que aplicaremos el algoritmo
evolutivo. Nos da por tanto la condicién de parada. Otra posible condicién de parada

hubiera sido cuando en varias iteraciones seguidas no se mejorase el mejor individuo.

e Numero inicial de iteraciones: Es el numero de veces que aplicamos el algoritmo de
inicializaciéon de la poblacion. Este parametro solo es usado en la fase de inicializacion

de la poblacion.

e Probabilidad de cruce: Nos da la probabilidad de que un individuo de la poblacion sea

seleccionado para el cruce con otro individuo, produciendo asi dos descendientes nuevos.
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e Probabilidad de mutacion: Nos da la probabilidad de cambiar el estado de una de

las variables transparentes en un individuo de la poblacién.

El algoritmo que veremos tiene una fase de inicializacion de la poblacion que se encarga de
construir la poblacién inicial, de individuos. Con esta fase se obtienen ¢ individuos indepen-
dientes. Cada individuo se construye seleccionando aleatoriamente un caso de cada una de las
variables transparentes y llevando a cabo una propagacién probabilistica para poder calcular
el valor de adecuacién de ese individuo.

Después de inicializar la poblacién y evaluar cada uno de los individuos de esta poblacion
inicial se llevan a cabo n; iteraciones para que la poblacién inicial evolucione hacia una
poblacion en la que los individuos tenga alto factor de normalizacion.

En una iteraciéon del algoritmo genético se desarrollan las siguientes tres fases:

e Seleccién: Una vez que cada cromosoma de la poblacion ha sido evaluado, se asigna a
cada cromosoma una probabilidad de supervivencia que va a depender del valor de esta
evaluacion. La evaluacién de un cromosoma se hace tomando como funcién objetivo a la
posibilidad de los puntos obtenidos tras la propagacién que como venimos comentando se
calcula como el factor de normalizacion de dichos puntos. Para calcular esta posibilidad
basta con sumar la probabilidad de todos los casos de cualquier variable no observada,

lo cual nos proporciona el valor P(e) o probabilidad de la evidencia.

Para calcular las probabilidades de supervivencia sumamos las adecuaciones de todos los
cromosomas de la poblacién y posteriormente para a cada cromosoma se le asigna como
probabilidad el resultado de dividir su adecuacién por la adecuaciéon total. Para hacer la
seleccion solo tenemos que generar N nameros aleatorios en el dominio [0, ..., 1] y usar
una ruleta dividida en N slots para seleccionar N cromosomas que pasaran a la siguiente
generaciéon. Evidentemente habra cromosomas que tendran varias copias en la siguiente
generaciéon y otros que no pasaran a la siguiente generacion. O sea la probabilidad de

que un cromosoma cr; pase a la siguiente generacion se calcula como:

P(Seleccionarcr;) = Eval(cr;)/ Z Ewval(crj) (3.13)
J

donde Ewval(crj) es la funcién de evaluacion de un cromosoma que segiin hemos dicho es

el factor de normalizacion.
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e Cruce: Para cada individuo de la poblacién generaremos un ntmero aleatorio en el
intervalo [0,1]. Sea r el numero aleatorio generado y p. la probabilidad de cruce. Si
r < p. entonces el individuo actual se selecciona para el cruce. Al final de este proceso
hacemos el cruce de los individuos seleccionados para el cruce seleccionandolos de dos en
dos de forma aleatoria. En cada pareja que se va a cruzar seleccionaremos también de
forma, aleatoria el punto de cruce. Si suponemos que nuestros individuos estan formados
por 10 nameros enteros (10 variables transparentes) y nos sale como punto de cruce el
3, entonces el primer descendiente estard formado por las tres primeras posiciones del
primer individuo y las dltimas 7 del segundo individuo, y el segundo descendiente estara
formado por las tres primeras posiciones del segundo individuo y las siete ultimas del

primer individuo.

e Mutaciéon: Para cada individuo de la poblacién y para cada una de sus posiciones
generamos un numero aleatorio en el dominio [0, 1]. Sea r el numero aleatorio generado
y pm la probabilidad de mutacion. Si r < p,, entonces la posicion actual serd mutada.

O sea que serd generado un nuevo caso para esa variable transparente.

Tras cada iteracién es necesario hacer una propagaciéon de aquellos individuos que no estén
propagados, o sea de aquellos individuos que no estaban en la poblacién anterior.

Veamos pues el esquema basico de este algoritmo:

Algoritmo 3.9 Algoritmo genético para la biisqueda de puntos con alto factor de

normalizacion

1. Introducir el tamafio de la poblacién ¢, probabilidad de cruce p., probabilidad de mutacién

Pm ¥ namero de iteraciones N.

2. Construir un arbol de grupos para el grafo de dependencias en la forma que se explicé en la

seccién 3.5.
3. Sea Vg; la valuacién del grupo Cj, inicialmente con todos los valores a 1.
4. Asignar cada valuacién observacién O; a un grupo que contenga la variable observada.
5. En cada grupo, combinar todas las valuaciones asignadas a ese grupo en la valuacién Vg;,.

6. Inicializar la poblacién con t elementos.
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7. Parai =1 hasta N

a) Seleccionar los cromosomas para la siguiente generacién.

b

Llevar a cabo la operacién de cruce de individuos de la poblacién.

c) Llevar a cabo la operacién de mutacién de elementos de la poblacién.

(
(
(
(d

) Calcular el valor de adecuacién de los nuevos individuos de la poblacién.

8. Calcular los intervalos para las variables de interés.

3.6.1.1 Evaluacidon del algoritmo

En este caso hemos usado el grafo de la figura 3.7 que ha sido generado aleatoriamente al igual
que el usado en la secciéon anterior. Este grafo tiene 15 variables, cada una con dos casos. El
nimero de padres de cada variable se ha generado de acuerdo a una distribucién uniforme de
media 2. El namero de posibles distribuciones de probabilidad condicional en cada variable
se gener6 con una distribucion uniforme de media 3. El nimero de posibles distribuciones de
probabilidad global es 2 732 480. Este grafo no es muy complicado desde un punto de vista
probabilistico, pero el niumero de posibles distribuciones de probabilidad hace que el problema
sea inmanejable en los ordenadores de que disponemos actualmente. Consideramos que las

variables X7, X9 y X9 tienen observado su primer caso.

e

8

Figura 3.7: Grafo de dependencias usado en la experimentacion
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En la tabla 3.7 mostramos los intervalos obtenidos usando el condicionamiento de Dempster
y el condicionamiento de Moral y Campos usando un método exacto de propagacién. Mostra-
mos so6lo los intervalos para el primer caso de cada variable. Los intervalos para el segundo
caso pueden obtenerse a partir los intervalos del primer caso, al tener las variables sb6lo dos
€asos.

Los intervalos proporcionados por nuestro algoritmo deben de parecerse a los del condicio-
namiento de Campos y Moral, ya que se obtienen puntos con altos valores de posibilidad no
tratando de optimizar las probabilidades condicionales.

Los parametros usados en el algoritmo genético han sido los siguientes: p. = 0.25 y p,, =

0.01.

Tabla 3.7: Intervalos exactos obtenido con la aplicacion del condicionamiento de Moral y Campos (Ch) y el

condicionamiento Dempster (De)

X0 X1 X2 X3

Ch | [0.174,0.692] | [0.258,0.778] | [0.020,0.670] | [0.080,0.692]

De | [0.171,0.697] | [0.247,0.787] | [0.020,0.670] | [0.080,0.692]
X4 X5 X6 X8

Ch | [0.425,0.737] | [0.315,0.719] | [0.131,0.827] | [0.182,0.932]

De | [0.404,0.738] | [0.261,0.719] | [0.094,0.871] | [0.052,0.933]
X10 X11 X13 X14

Ch | [0.017,0.843] | [0.001,0.896] | [0.024,0.820] | [0.006,0.835]

De | [0.005,0.980] | [0.001,0.955] | [0.012,0.995] | [0.006,0.986]

En la tabla 3.8 mostramos los intervalos obtenidos mediante el condicionamiento de Demps-
ter con una poblacion de tamano 25 y diferentes ntumeros de iteraciones (10 hasta 50). En la
tabla 3.9 mostramos los intervalos obtenidos mediante el condicionamiento de Dempster con
25 iteraciones y diferentes tamanos de poblacion (10 hasta 50).

El niimero medio de propagaciones probabilisticas llevadas a cabo por el algoritmo se puede
calcular como t 4+ nj; - (t - pe +t - pm). Por ejemplo, si t = 25, n; = 40, p. = 0,25 y p,, = 0,01
entonces el nimero medio de propagaciones seria 51.

Algunas conclusiones que podemos obtener de los anteriores experimentos son las siguientes:
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Tabla 3.8: Intervalos obtenidos con un algoritmo genético.(Tamafio de la poblacién=25)
X0 X1 X2 X3
10 | [0.187,0.663] | [0.281,0.760] | [0.020,0.670] | 0.080,0.692]
20 | [0.187,0.658] | [0.283,0.763] | [0.020,0.670] | [0.080,0.692]
30 | [0.180,0.667] | [0.270,0.764] | [0.020,0.670] | [0.080,0.692]
40 | [0.181,0.675] | [0.271,0.769] | [0.020,0.670] | [0.080,0.692]
50 | [0.184,0.669] | [0.266,0.774] | [0.020,0.670] | [0.080,0.692]
X4 X5 X6 X8
10 | [0.414,0.719] | [0.276,0.701] | [0.139,0.806] | [0.076,0.904]
20 | [0.413,0.727] | [0.270,0.702] | [0.127,0.813] | [0.070,0.905]
30 | [0.410,0.722] | [0.272,0.705] | [0.127,0.814] | [0.074,0.913]
40 | [0.412,0.728] | [0.271,0.709] | [0.120,0.808] | [0.071,0.910]
50 | [0.408,0.727] | [0.269,0.710] | [0.113,0.827] | [0.072,0.914]
X10 X11 X13 X14
10 | [0.034,0.950] | [0.001,0.893] | [0.044,0.983] | [0.013,0.970]
20 | [0.020,0.957] | [0.001,0.901] | [0.040,0.986] | [0.011,0.967]
30 | [0.031,0.954] | [0.001,0.913] | [0.034,0.983] | [0.011,0.971]
40 | [0.028,0.951] | [0.001,0.916] | [0.032,0.984] | [0.008,0.968]
50 | [0.023,0.954] | [0.001,0.916] | [0.031,0.982] | [0.008,0.973]

e El algoritmo desarrollado en esta secciéon ha sido disenado para buscar puntos extremos
de los conjuntos convexos ’a posteriori’ que tengan alto factor de normalizacién. FEllo
hace que otros puntos importantes con bajo factor de normalizacién no sean encontrados,

por lo que los resultados pueden verse afectados.

e Las tablas 3.8 y 3.9 muestran que los intervalos obtenidos con el condicionamiento de
Dempster con el algoritmo genético son similares a los obtenidos con un método exacto

de propagacion aplicando el condicionamiento de Moral y Campos.

e Concretamente la tabla 3.8 nos muestra que los intervalos obtenidos con el algoritmo
genético estan incluidos dentro de los intervalos exactos, y que conforme crece el nimero

de iteraciones los intervalos obtenidos se van aproximando cada vez més a los exactos.
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Tabla 3.9:

Intervalos obtenidos con un algoritmo genético con un nimero de iteraciones de 25
X0 X1 X2 X3
10 | [0.191,0.631] | [0.303,0.730] | [0.020,0.670] | [0.080,0.692]
20 | [0.183,0.656] | [0.283,0.766] | [0.020,0.670] | [0.080,0.692]
30 | [0.182,0.667] | [0.274,0.766] | [0.020,0.670] | [0.080,0.692]
40 | [0.178,0.674] | [0.267,0.769] | [0.020,0.670] | [0.080,0.692]
50 | [0.179,0.683] | [0.267,0.774] | [0.020,0.670] | [0.080,0.692]
X4 X5 X6 X8
10 | [0.423,0.701] | [0.285,0.678] | [0.155,0.781] | [0.083,0.855]
20 | [0.410,0.723] | [0.272,0.704] | [0.133,0.789] | [0.070,0.908]
30 | [0.409,0.728] | [0.269,0.708] | [0.122,0.820] | [0.067,0.908]
40 | [0.408,0.728] | [0.269,0.710] | [0.119,0.835] | [0.068,0.919]
50 | [0.407,0.734] | [0.268,0.715] | [0.123,0.838] | [0.066,0.925]
X10 X11 X13 X14
10 | [0.061,0.940] | [0.007,0.879] | [0.055,0.967] | [0.020,0.956]
20 | [0.033,0.941] | [0.001,0.899] | [0.039,0.981] | [0.011,0.964]
30 | [0.022,0.950] | [0.001,0.917] | [0.030,0.989] | [0.011,0.972]
40 | [0.020,0.952] | [0.001,0.920] | [0.026,0.989] | [0.008,0.974]
50 | [0.018,0.966] | [0.001,0.928] | [0.025,0.990] | [0.007,0.974]

consigue aproximar mejor los intervalos del genético.

e También la tabla 3.9 nos muestra que haciendo crecer el tamano de la poblacién se

Los resultados obtenidos aunque son buenos, creemos que pueden mejorarse intentando

en un futuro préximo otras formas de realizar la operacién de cruce.

Por ejemplo,

pensamos que podria llevarse a cabo la operacién de cruce seleccionando aleatoriamente

uno de los grupos del arbol, que actuaria como punto de corte para decidir que variables

transparentes irfan a cada cromosoma hijo.

También, mediante la técnica que desarrollamos en la siguiente seccién podremos obtener

otros puntos extremos importantes del conjunto convexo ’a posteriori’ para conseguir

mejores aproximaciones.
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3.6.2 Bisqueda de todos los puntos extremos mediante la combinacién de

un algoritmo genético y un algoritmo heuristico

En esta secciéon presentamos de nuevo un algoritmo genético utilizado en la biisqueda de puntos
del conjunto convexo ’a posteriori’ de las variables de interés. En este caso el algoritmo va
enfocado a obtener buenos puntos extremos del convexo ’a posteriori’ para una de las variables

no observadas del problema.

En este caso el objetivo es obtener todos los puntos extremos del conjunto convexo ’a
posteriori’ para la variable de interés X;. En lo que sigue supondremos que la variable X
tiene sb6lo dos casos para simplificar la notacién, aunque la generalizacién a més casos es

sencilla.

El algoritmo se va a dividir en dos fases. En la primera fase se usa un algoritmo genético
que busca una poblacién de puntos con alto factor de normalizacion. Esta fase tiene los
mismos pasos que el algoritmo genético explicado en la seccién anterior. En la segunda fase
se toman los puntos obtenidos en la etapa anterior y se aplicard un algoritmo iterativo para
obtener otros puntos importantes del conjunto convexo 'a posteriori’ de la variable X;. Esta
segunda fase se divide en varias etapas. En cada una de las etapas de esta segunda fase se
intenta maximizar una determinada funci6on mediante un algoritmo de mejora iterativa. Esta
funcién mide la distancia de los puntos del conjunto convexo ’a posteriori’ de la variable X
respecto a un determinado hiperplano. En nuestro caso, al tener la variable X; s6lo dos casos
el hiperplano es una linea recta (dimension 1). En el caso general, cuando X tenga n casos,
el hiperplano sera de dimension n — 1. Sigamos considerando que la variable X; tiene 2 casos.
Este hiperplano serd inicialmente la recta ¢; 4+t = 1. En la figura 3.8 podemos ver una
representacion de esta recta. Podemos ver que esta recta forma un dngulo o = 135° con el eje
t1. Si hacemos girar la recta anterior sobre el punto ¢t; = 1,43 = 0 en el sentido de las agujas
del reloj, desde el angulo a = 135° hasta el angulo a = 0°, podemos ir obteniendo otras rectas
donde el angulo « se va decrementando en cada etapa. En cada etapa se intentard buscar el
punto del conjunto convexo ’a posteriori’ de la variable X; que minimice la distancia A desde
la recta que pasa por el punto t; = 1,15 = 0, y que forma un dngulo « con el eje ;. Minimizar

la distancia A es equivalente a maximizar la siguiente funcion:

f(z) = sina - t; — cosa - to (3.14)
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a=135

Figura 3.8: Conjunto convexo 'a posteriori’ para Xj

donde 2 = (t1,12) es el punto del conjunto convexo ’a posteriori’ de la variable X;

En la figura 3.9 podemos ver que para o = 135 el punto que maximiza la férmula 3.14 es

el nimero 3. Para a = 90° el mejor punto es el 2, y para a = 0° el mejor punto es el 1.

t1

2

t1

Figura 3.9:

Puntos que maximizan la ecuacion 3.14 con distintos angulos

Intercambiando el papel de ¢1 y 2 en la ecuaciéon 3.14 podemos obtener los puntos 4 y 5 de

la misma forma que anteriormente.

La segunda fase del algoritmo estd enfocada en una variable de interés, mientras que la

primera es vélida para cualquier variable. Para llevar a cabo esta segunda fase del algoritmo

se necesita un segundo sistema de mensajes al igual que en el caso de los algoritmos 3.5.3 y
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3.5.4 que usaban la técnica de enfriamiento simulado.
A continuacién mostramos el esquema del algoritmo. La primera fase no se detalla pues es

bésicamente la aplicaciéon del algoritmo 3.9 de la seccién anterior.

Algoritmo 3.10 Combinacién de un algoritmo genético con un algoritmo iterativo

1. Ejecutar el algoritmo 3.9 obteniendo una poblacién de ¢ individuos correspondientes a puntos

del conjunto convexo 'a posteriori’ con alto factor de normalizacién.

2. Considerar dos sistemas de mensajes en el arbol de grupos: M' son los mensajes que se

utilizaban en la primera fase del algoritmo, y M? son los nuevos mensajes.
3. Para cada caso ué de la variable de interés X;:

(a) En el segundo sistema de mensajes combinar la valuacién observacién del caso ué de la

variable X; con la valuacién de un grupo que contenga a la variable X.
(b) Para o = 135 hasta 0

e Restaurar la configuracién de variables transparentes correspondientes al punto z
de la poblacién que maximiza la funcién 3.14 con el angulo a.
e A partir de la anterior configuracién aplicar un algoritmo iterativo para maximizar

la férmula 3.14.

En el algoritmo anterior, cuando acaba la primera fase, o sea cuando acaba el algoritmo
genético se tiene una poblacién de cromosomas. Cada cromosoma nos da una configuracion
de todas variables transparentes del arbol de grupos. Cada configuracién de transparentes
nos determina un punto con alto factor de normalizaciéon del conjunto convexo ’a posteriori’
de cualquier variable no observada del arbol de grupos. Para obtener este punto habria que
hacer una propagacion probabilistica con las observaciones correspondientes a cada variable
transparente.

Cada vez que se pasa por 3.b hay que decrementar el valor de o en una cierta cantidad d).
Esta cantidad no tiene por qué ser constante para distintos valores de a.. De hecho para valores
més pequenos (menos verosimilitud de los puntos y menos importancia final) los incrementos

pueden ser mayores.
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En la segunda fase del algoritmo se hace preciso restaurar aquella configuracién de variables
transparentes que maximice la expresion 3.14. Se mira para ello s6lo en las configuraciones
o cromosomas que hay en la poblacién del algoritmo genético tras terminar la primera fase.
Para cada cromosoma propagaremos con el primer sistema de mensajes las observaciones de
las variables transparentes correspondientes al cromosoma y con el segundo haremos lo mismo,
pero ademés incluiremos la observacion del caso ué de la variable X;. De esta forma usando la
formula 3.9 podemos obtener dos vectores ’a posteriori’ PS;lpi y PS%, para cualquier variable
transparente usando el primer y segundo sistema de mensajes, pero donde se ignora el tltimo
valor observado para dicha variable transparente. Para ello, se mantienen las valuaciones
observacion de las variables transparente por separado de las valuaciones del grupo donde se
insertan, al igual que en los algoritmos que explicamos en la seccién 3.5. Para cada caso ¢;, de
T;, P»S%(Cik)) nos da PCl,~~~,Cik,---,Cn(6) y PS% (¢i,) nos da Pcl,~~~,cik,---,cn(6 N(X; = ué) O sea,
PS;lpi(cik) =t +tay PS%.(Cik) = t1. El valor t5 de la expresion 3.14 puede calcularse con la

formula:

to = P(e) -t = PS%I(C%) — PS% (Clk) (3.15)

Una vez que hemos conseguido la configuracién de variables transparentes que maximizan
la funcién 3.14 el algoritmo anterior aplica un algoritmo iterativo. En este algoritmo se hace
un recorrido en profundidad del arbol de grupos. En este recorrido cada vez que visitamos un
grupo cambiamos la configuracién de sus variables transparentes para obtener mejores valores
para la funcién de la expresion 3.14. El esquema de este algoritmo iterativo puede verse a

continuacién:

Algoritmo 3.11 Algoritmo de mejora iterativa del punto de la poblacién del al-

goritmo genético que maximiza la expresiéon 3.14
1. Seleccionar un grupo raiz Cy en el arbol de grupos.
2. Repetir mientras que se sigan obteniendo mejores configuraciones:

e ObtenerMejorConf(Cy,NULL)
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ObtenerMejorConf es un procedimiento recursivo que describimos a continuacién:

Algoritmo 3.12 ObtenerMejorConf(C;,C})
1. Para todos los grupos vecinos C}, de Cj, excepto C;

(a) Para todas las variables transparentes T;; de C;
i. Calcular PS%ij y PS%ij sin tener en cuenta la altima observacién para la variable
T;,.
ii. Seleccionar el caso ¢, de T; que maximice la expresion 3.14.
iii. Afadir al grupo T;; la valuacién observacién correspondiente al caso ¢z
iv. Si X esta en (;, calcular el punto del conjunto convexo 'a posteriori’ de X ;.

v. Enviar mensajes al grupo vecino C}, con los dos sistemas de mensajes.

vi. ObtenerMejorConf(Cy,C;)
2. Para todas las variables transparentes T; de C;

(a) Calcular PS;lpij y PS%ij sin tener en cuenta la (ltima observacién para la variable T}, .

(b) Seleccionar el caso ¢pq, de T; que maximice la expresién 3.14.

(c) Afiadir al grupo C; la valuacién observacién correspondiente al caso ¢4, de la variable
transparente T;,

3. Si Xj estd en Cj, calcular el punto del conjunto convexo 'a posteriori’ de X.

4. Enviar mensajes M¢,,c; al grupo Cj con los dos sistemas de mensajes.

3.7 Conclusiones

En este capitulo se ha mostrado como transformar el problema de la propagacién de con-
juntos convexos de probabilidades en un problema de optimizacién combinatoria. Una vez
transformado el problema de la propagaciéon en un problema de optimizacién combinatoria se
han usado basicamente dos técnicas para resolverlo. La primera ha sido la del enfriamiento

simulado. Se han estudiado varios algoritmos que usan esta técnica. Cada uno de ellos estaba
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enfocado a obtener una clase de puntos importantes de los conjuntos convexos ’a posteriori’.
Los experimentos realizados para estos algoritmos han mostrado que se obtienen buenos resul-
tados. Ademads ha sido posible combinar los distintos algoritmos implementados para obtener
los puntos que consideramos importantes en el conjunto convexo ’a posteriori’. La segunda
técnica aplicada ha sido la de los algoritmos genéticos. Esta técnica también se ha mostrado
que funciona bien con los experimentos realizados. Una mejora que ha sido implementada, ha
sido la de la combinacién de los algoritmos genéticos con un algoritmo de mejora iterativa con

la intencién de obtener todos los puntos extremos del conjunto convexo ’a posteriori’.
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Capitulo 4

Arboles de Probabilidad e

Independencias Asimétricas

4.1 Introduccién

Recientemente han sido propuestos diferentes métodos para aprovechar las independencias
asimétricas de una red causal y conseguir una inferencia mas eficiente. Uno de estos métodos
hace uso de drboles de probabilidad [10, 143, 121, 107, 52, 85|. En este capitulo, se propone
trabajar directamente con los drboles de probabilidad asociados a cada potencial probabilis-
tico describiendo cémo se pueden implementar los algoritmos de propagacién en estructuras
graficas usando arboles de probabilidad en lugar de matrices para representar las probabilida-
des condicionadas. Esto permite ademaés el diseno de algoritmos aproximados, en los que el

tamano de un potencial tiene un limite fijado de antemano.

En [10] se propone una forma de capturar las independencias asimétricas mediante drboles
de probabilidad. Sin embargo, en este trabajo [10] el mayor énfasis se ha puesto en aspectos
de representacion sin proponer métodos para realizar calculos con potenciales representados
por arboles de probabilidad, aunque si que estudian cémo aprovechar los drboles para realizar
calculos mas eficientemente con un método indirecto en el que transforman la red original
anadiendo nuevas variables de manera que aparecen mas potenciales, pero mas pequenos que
los originales. De forma independiente Cano y Moral [16] y Kozlov y Koller [85] han dado
algoritmos para calcular directamente con drboles de probabilidad. En Friedman y Goldszmidt

[52] se da un método de aprendizaje de los arboles de probabilidad a partir de una base de

135
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datos utilizando medidas de entropia condicional. Nosotros utilizaremos un método parecido
al que proponen estos autores a la hora de construir los arboles a partir de las tablas de
probabilidad.

En este capitulo se propone un algoritmo para construir los arboles de probabilidad a partir
de los potenciales y se describen como realizar las operaciones de combinacién y marginaliza-
cion directamente para potenciales representados por arboles de probabilidad. Esto permite
propagar arboles directamente. Las ventajas que se consiguen son que se obtiene un método
més simple y flexible que el propuesto por Boutilier y otros [10], ya que permite adaptar la
estructura de los arboles de forma dindmica de acuerdo con las observaciones, con lo que se
puede ganar en eficiencia. Esta adaptacion equivaldria en el método de Boutilier a cambiar
el 4rbol de grupos. También nuestro método permite el disefio de operaciones aproximadas,
trabajando con arboles de un tamafo limitado a un determinado nimero maximo de nodos.

El capitulo se organiza de la siguiente forma. En la seccion 4.2 se introducen los drboles de
probabilidad. En la secciéon 4.3.1 se describe como construir un arbol de probabilidad a partir
de un potencial en forma de tabla. En la seccion 4.3.2 se describen los algoritmos para realizar
la combinacién y marginalizacién directamente con arboles de probabilidad tanto de una forma
exacta como de una forma aproximada. En la seccién 4.4 se presentan varios experimentos
realizados con los algoritmos propuestos que producen aproximaciones de la probabilidad ’a
posteriori’ de una determinada variable. Finalmente en la seccion 4.5 se dan las conclusiones

del capitulo.

4.2 Independencias asimétricas y arboles de probabilidad

Como vimos en el capitulo 2, una red causal permite expresar relaciones de independencia entre
las variables de la red a través del criterio de la d-separacién. Estas independencias permiten
conseguir un ahorro en la representacion de la distribuciéon de probabilidad conjunta, que puede
calcularse con la multiplicacién de las distribuciones de probabilidad condicional representadas
por cada nodo. Los arcos en la red causal representan relaciones directas entre las variables.
La ausencia de arcos entre variables indica la existencia de independencia. De forma més
concreta, se dice que las variables Z e Y son independientes dado un conjunto de variables
X1 si P(Z|X1,Y) = P(Z|X7) para todos los valores de X7, Y y Z. La red causal codifica la

siguiente sentencia de independencia: la variable correspondiente a un nodo de la red causal
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es independiente de las variables correspondientes a sus nodos no descendientes dado el estado
de los padres [106].

Si tenemos una red causal para el conjunto de variables {X7,..., X, } donde cada variable
X, toma valores en el conjunto U;, tendremos una distribucién de probabilidad condicional

para cada variable X; dados los padres pa(X;): P(X;|pa(X;)). Vimos en el capitulo 2 que la

red causal representa la siguiente distribucion de probabilidad sobre {X1,..., X, }:
n
P(X1,...,X,) = [[ P(Xilpa(X)) (4.1)
i=1

Tradicionalmente las distribuciones de probabilidad condicional han sido representadas en
forma de tabla mediante un vector de nameros reales. Sea Ur = Il;c;U;, I C {1,...,n}. Si-
guiendo la terminologia de Shafer y Shenoy [120], llamaremos potencial a una funcion definida
del conjunto Ur en IRS'. Podemos decir entonces que cada distribucién de probabilidad con-
dicional P(X;|pa(X;)) es un potencial h; definido sobre U; donde I = {pa(X;) U X;}. Para
guardar este potencial en forma de matriz necesitaremos |Ur| ntimeros reales. Por ejemplo en
la red causal de la figura 4.1 si consideramos que todas las variables pueden tomar sélo dos
valores se necesitarian 8 valores en la tabla de la distribucion condicional de P(X1|X2, X3).
Asi pues, el tamano de esta representacion es exponencial en el niimero de parametros (padres

de la variable) de la distribucion.

(%
(o)

Figura4.1: Ejemplo de una red causal

A veces se presentan regularidades en las distribuciones de probabilidad que podrian apro-
vecharse para utilizar una representacién mas compacta de las tablas. Estas regularidades en
las tablas generan cierto tipo de independencias entre las variables de la tabla, que se conocen

como independencias asimétricas o basadas en el contezto.
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Un drbol de probabilidad es un arbol etiquetado, donde cada nodo interior representa una
variable y cada uno de los nodos hoja representa un niamero real. Cada nodo interior tendra
tantos nodos hijos como posibles casos pueda tomar la variable que representa dicho nodo.
Los arboles podremos usarlos para representar distribuciones de probabilidad (potenciales) en
cuyo caso los nodos hoja corresponden a probabilidades. Veamos una definiciéon formal de

arbol de probabilidad.

Definicion 4.1 Arbol de probabilidad

Un drbol de probabilidad sobre las variables X1 es un drbol etiquetado, T, tal que:
e (Cada nodo interior estd etiquetado con una variable X; € Xy
e Cada nodo interior tiene tantos hijos como casos tome la variable que representa.

e Cada nodo hoja estd etiquetado con un mimero r € IRy

Definicion 4.2 Camino, etiquetado de un arbol y camino consistente

Un camino en un drbol de probabilidad es el conjunto de arcos que hay entre el nodo raiz del
darbol y un nodo hoja [. El etiquetado de un camino es la configuracion de las variables que
hay en el camino de la raiz al nodo hoja. Un camino es consistente con un contexto c si y solo
st el etiquetado del camino es consistente con la asignacion de valores de c. Denotaremos con

Anc(l) al conjunto de variables que hay desde la raiz al nodo hoja l.

Definicion 4.3 Decimos que un drbol de probabilidad Ty sobre las variables X representa un
potencial f : Uy — IR si y sdlo si para cada u € Uy el valor de f(u) es el nimero que etiqueta
el nodo hoja correspondiente al camino consistente con el conterto u. Para obtener f(u) en
el drbol de probabilidad comenzamos por el nodo raiz y vamos seleccionado para cada nodo
interior X; la rama correspondiente al valor que toma X; en la configuracidn u hasta llegar a

un nodo hoja.

Esto significa que para cada uy € Uy, si seguimos la rama que en cada variable X; elige el
camino u;, entonces encontraremos f(ur) en el nodo hoja al que llegamos en el arbol.

Cuando T representa un potencial f diremos que 7y estd asociado a f. En tal caso
denotaremos como Tf(x) al valor de f(z).

Veamos la definiciéon de independencia asimétrica o basada en el contezto.
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Definicion 4.4 Independencia basada en el contexto [10]

Sean A, B y C conjuntos disjuntos de variables. Sea P wuna distribucion de probabilidad
conjunta sobre las variables A, B y C'. Decimos que A y B son independientes dado el contexto
¢ € Ug, denotado como I.(A,B), si P(A|B =b1,C =c¢) = P(A|B = be,C = ¢) para todos los
bi,by € Ug que verifican P(B =0,,C =¢) >0y P(B=0b,C =c¢) > 0.

Esta definicién es més débil que la que se usa en la codificaciéon de los grafos dirigidos
aciclicos, ya que se ha de verificar sélo para algunos de los valores de C' y no para todos.

Veamos un ejemplo que ilustra las independencias basadas en el contexto.

Ejemplo 4.1 Independencia basada en el contexto

Supongamos que la distribucion de probabilidad P(X1]|X2, X3) en la red causal de la figura 4.1
viene dada con la tabla de la figura 4.2. Hemos supuesto que cada variable (X1, Xo y X3) toma
dos posibles valores. Cuando X9 = 2 la probabilidad condicional es 0,6 independientemente
del valor de X3. Bajo el conterto de Xo = 2, X1 y X3 se vuelven independientes, pero son
dependientes bajo el conterto Xo = 1. FEsta independencia basada en el contexto es aprove-
chada por el arbol de probabilidad de la figura 4.2 para representar la misma distribucion de
probabilidad, pero ahora usando unicamente 5 valores en lugar de 8 como en la tabla. Puede
comprobarse con este ejemplo que no estardn todas las variables de la distribucion de probabi-
lidad en todos los caminos del drbol. Cuando falten variables en un camino nos estd indicando
que tenemos una independencia basada en el contexto, pues para todos los valores que puede

tomar esa variable ausente tenemos que la distribucion de probabilidad toma el mismo valor.

/\
/\/\
/\ |

X1 X2 X3 P(X1[X2 X3)
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Figura 4.2: Distribucion condicional: tabla y arbol
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La representacién de potenciales mediante arboles de probabilidad permite capturar las
independencias basadas en el contexto de forma cualitativa de forma similar a como una red
causal captura las independencias condicionales en forma cualitativa. Por ejemplo, en la fi-
gura 4.3 podemos ver una red causal, la tabla correspondiente a la distribucién condicional
P(X|U,V,W) y un arbol para esta tabla. Examinando el arbol se puede deducir la indepen-
dencia contextual I.(X;V,W|U = 1).

C
<
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2

Figura 4.3: Red causal, distribucion condicional en forma de tabla y arbol asociado

4.3 Uso de arboles de probabilidad en la propagacién en redes

causales

Podemos conseguir notables mejoras en la inferencia en redes causales si usamos los arboles
asociados a cada distribucién de probabilidad condicional, en lugar de los potenciales corres-
pondientes a la tabla completa de cada distribucién de probabilidad condicional. En el peor
caso el tamano del arbol tendra la misma cantidad de nimeros reales que el potencial, pero
normalmente existirdn independencias asimétricas que reducirdn el tamano de dicho arbol,
consiguiendo que la inferencia sea més eficiente.

Para poder usar los drboles en la propagaciéon necesitamos los siguientes algoritmos:
e Algoritmo para construir el arbol de probabilidad a partir de una tabla.

e Algoritmo para llevar a cabo la marginalizacion (eliminacion de variables del &rbol).
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e Algoritmo para efectuar la combinaciéon de dos arboles de probabilidad obteniendo un

nuevo arbol.

4.3.1 Construccion del arbol

Los arboles nos van a servir para representar cualquier potencial, y no solamente las distribu-
ciones de probabilidad condicional.

Cuando una variable tiene un gran nimero de padres en un grafo dirigido aciclico, es poco
natural especificar una distribuciéon de probabilidad para cada configuraciéon de las variables
padre. Usualmente muchas distribuciones coinciden y una representaciéon directa mediante
un arbol de probabilidad es més adecuada. Para un experto que tenga que proporcionar las
probabilidades de una distribucién le resulta méas simple cuando puede dar un arbol. Por
ejemplo, en la figura 4.4 vemos que el experto deberia dar muchos menos valores para una
distribucién condicional correspondiente a una puerta OR, usando un arbol que si directamente
diese los valores de todas las configuraciones de la tabla. Sin embargo, en algunas ocasiones
es posible que dispongamos de una matriz de probabilidad y nos interese construir un arbol,
o bien, que tengamos que construir un arbol que sea el resultado de alguna operacién con

arboles ya existentes.

A B C D | P(EJABCD) A
0000 | 10

0001 | 00 }//\\i
0010 | 00

0011 | 00

0100 1.0 /// \\\ /\ﬂ\
0101 | 1.0

0110 | 10

0111 | 1.0 /y/ \\\ /\\
1000 | 0.0 E 10 00
1001 | 00

1010 | 00 }V/ \\\ %\\\
1011 | 00

1100 | 00 £ 00 10
1101 | 00 /// \ ?/X\

1110 | 00

1111 | 00

Figura 4.4: Distribucion condicional correspondiente a una puerta OR

En general, el problema que nos vamos a plantear es el siguiente. Sea h un potencial definido
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para un conjunto de variables X;. Nuestro propdsito serd construir un arbol 7 que represente
el potencial h. No existe un tunico arbol 7 asociado al potencial h, ya que al construir el arbol
podemos etiquetar la raiz con cualquier variable del potencial h. A su vez cada uno de los
hijos de este nodo raiz podria etiquetarse con cualquiera del resto de las variables. Incluso

cada hijo podria etiquetarse con una variable distinta.

Ejemplo 4.2 Construccién de un arbol
En la figura 4.5 podemos ver el proceso de construccion del drbol de la figura 4.2. El orden en
que se han realizado las distintas etapas tampoco tiene porqué ser fijo. Detallemos lo que se va

haciendo en cada fase:

e En la fase 1 se crea el nodo raiz, y se decide que serd etiquetado con Xs, por lo que se

le anaden ademds dos nodos hijos que ahora mismo estdn vacios.

e FEn la fase 2 se decide expandir el drbol por el hijo izquierdo de Xo, y se decide que sea

la variable X3 la que etiquete este nodo.
e FEn la fase 3 se expande el drbol por el hijo izquierdo de X3 etiquetando este hijo con X1.

e FEn la fase 4 etiquetamos los nodos hijos de X1 con numeros reales, ya que ya hemos
usado todas las variables del potencial en el camino de estos nodos hijos de X1. En estos
nodos almacenamos las probabilidades del potencial correspondientes a la configuracion
que nos proporcionan los caminos que van del raiz a estos dos nodos hoja. También se
etiqueta el hijo derecha de X3 con otro nimero real. En este caso era posible utilizar
la variable X1 para expandir este nodo, pero no hace falta pues el potencial tomard el

mismo valor (0,5) para X1 =1 y X1 =2 cuando Xo =1 y X3 = 2.

e Finalmente en la fase 5 se etiqueta el hijo derecha de X5 con Xy. Por motivo similar al
de la fase anterior ahora no se siguen expandiendo los dos nodos hijos de X1, pues en

ambos casos obtenemos idénticos valores en el potencial.

En el proceso de construccion el objetivo es que el arbol resultado sea lo méas pequefio

posible. El orden en que aparecen las variables en los distintos caminos puede influir en el
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Fase 1 Fase 3

Fase 4 Fase5

Figura4.5: Proceso de construccion del arbol de la figura 4.2

tamano final que tenga el arbol. Por ejemplo, en la figura 4.6 podemos ver otro posible arbol
para la misma distribucion condicional de la figura 4.2. En este caso el arbol utiliza 7 nameros

reales, por lo que es menos 6ptimo que el primero.

Algunas veces, por limites de memoria o tiempo no podremos trabajar con representaciones
exactas y tendremos que conformarnos con un arbol que aproxime el potencial h. O sea,
puede que la tabla que representa el potencial h sea de un tamano enorme que haga imposible
representarlo en un ordenador. En tal caso hara falta el uso de representaciones que aproximen
el potencial exacto. Esto se puede conseguir con arboles de probabilidad. Podremos tener
arboles tan grandes como permita el ordenador en el que estemos trabajando. Cuando mayores
sean estos arboles, mejor aproximaran el potencial exacto. En general el grado de aproximaciéon

de un arbol 7 a un potencial h lo calcularemos con la entropia de Kullback-Leibler [86] de pr
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/\

/\/\
AN /\

Figura 4.6: Otro posible arbol de probabilidad para la distribucion condicional

X

NNONNNPR PR RRA

2 X3 P(X1|X2 X3)
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ocoooUINRMDMNUI®W

a pp donde py y pp representan las distribuciones de probabilidad proporcionales a T y h

respectivamente, esto es:

DLT) = Dlpnpr) = — 3 pulur) 1ogp"( )
ureUy (U[)

Definicion 4.5 Dos drboles se dice que tienen la misma estructura si contienen los mismos

nodos interiores y sélo difieren como mucho en los nimeros situados en las hojas.

Definicion 4.6 Si T es un drbol y Xy es un conjunto de variables, denotaremos por THX1=u1)
al drbol que se obtiene sustituyendo en T todas las variables X € Xy por los subdrboles Ty,

hijos de X}, correspondientes a Xj = uy,

Cuando X contiene todas las variables en el camino hasta una hoja [ entonces TH(X7=ur)
representa el valor almacenado en dicha hoja. Sea Xj = Anc(l), entonces la hoja viene
determinada por un valor X; = u; que nos indica el hijo u; que debemos de elegir en cada
nodo interior desde la raiz para llegar a dicho nodo hoja.

TE(X1=1) nos produce el arbol a) de la figura 4.7,

TR(Xl :1,X2:1,X3:2)

Por ejemplo en el arbol de la figura 4.2

TR(X1=1X=1) nog produce el 4rbol b) de la figura 4.7 y finalmente

nos
produce el arbol c) de la figura 4.7 que en este caso es inicamente un nodo hoja con un valor
real.

Lo primero que demostraremos sera un resultado similar al dado por Boutilier et al. [10]

bajo hipétesis ligeramente distintas.
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a)b) c)@
(%) (a) (3
©ORO

Xl=1 Xl=1 X2=l X1=1 X2=1X3=2

Figura 4.7: Arbol de la figura 4.2 restringidos a diferentes configuraciones

Proposicion 4.1 Sea h un potencial sobre un conjunto de variables Xr. Si T es un drbol en
el que para todo nodo hoja I el valor que etiqueta este nodo hoja es Zulw‘f:w h(ur)/|Ur-|
con Xj = Anc(l) y ademds los valores del potencial asociado a T suman lo mismo que los
valores del potencial h , entonces T minimiza la distancia de Kullback-Leibler entre todos los
darboles con la misma estructura que T y el potencial h.
Demostracion:

Si particionamos Ur en una serie de subconjuntos A;, tantos como nodos hoja tenga el
arbol 7. Entonces, la distancia de Kullback-Leibler entre el potencial asociado al arbol 7 y h

puede ponerse como:

Z Z h(ur)log h(;l)

A; \ur€4; J
donde g; es el valor que toma el potencial asociado al arbol 7 en todas las configuraciones de
la particiéon A;, que evidentemente son el mismo, ya que cada g; corresponde a un nodo hoja
de T.
En la proposicién buscamos los valores g; con los que etiquetar los nodos hoja de 7 que
minimicen la anterior distancia. Entonces nuestro objetivo es encontrar que valores ¢; hay que

utilizar para conseguir:

min Z Z h(uﬂlog@

La anterior expresion es equivalente a:

min » Y h(ur)logh(ur) =Y > h(ur)logg;

A]' ’U,IEAJ' A]' ’U,IEAJ'

Como la primera parte no depende de los g; entonces es constante respecto a los g; y por tanto
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podemos buscar el minimo de la anterior expresiéon de forma equivalente con:

min —Z Z h(ur)logg;

Aj uIEA]-

Puesto que g; es igual para todos los u; de la misma particién A;, podemos sacar el logaritmo
fuera de la sumatoria. Ademés si denotamos por h(A;) a 3,,c4, h(ur) entonces la anterior

expresion quedaria:

min — Z h(Aj)log g,
4

Evidentemente h(A;) = >, ¢ A ‘7|L) Entonces el minimo quedaria como:

min —Z Z

A ’U,IGA ]

log qj

Si denotamos con j(ur) al indice de la particion en la que esté incluida la configuracion wur,

entonces podemos transformar la anterior expresion de la siguiente forma:

. h(Ajup))
min — 3 S log gj)
urely | ](u1)|

El lema de Gibbs nos dice que:

Dados dos sistemas de nimeros p1,p2,...,Pn Y q1,q2, -, qn 10 negativos y tales que:

n n
Zpi = Z qi
i=1 i=1
entonces se verifica
n n
=Y pilogpi <= _pilogy;
i=1 i=1

con la igualdad si y sdlo si es p; = q;, Vi.
Entonces, segiin este lema, nuestro minimo se obtendra cuando los gj,,) se obtienen como:
P h(Ajqp))
3(u1) |Aj u

(un)]

O sea, que cada g; se obtiene como la media de los valores del potencial h incluidos en la

particion A;, que es lo que queriamos demostrar. [ |
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Segun esta proposiciéon, dada una estructura de arbol T, la mejor aproximacién al potencial
h con esta estructura se consigue etiquetando cada nodo hoja con la media de los valores de

h para las configuraciones de las variables de h consistentes con este nodo hoja.

Por ejemplo el arbol b) de la figura 4.8 es el que mejor aproxima el potencial que representa

el arbol a) de la misma figura de entre los arboles que tienen la estructura del arbol b).

b)

/\ /\
/\/\ /\
/\ ' /\

Figura 4.8: Aproximacién de un potencial mediante un arbol

El problema es que, en general, la construccion de una estructura 6ptima 7 con un tamano
méximo dado, es un problema de optimizacién combinatoria, dificil de resolver. La metodologia
para la construcciéon de un arbol que vamos a usar, esté basada en los procedimientos clasicos
de aprendizaje como ID3 [110]. La diferencia est4 en que ahora no existe una variable de
clasificaciéon prefijada. En principio, podria pensarse que la variable hija X; en la distribucién
condicional P(X;|pa(X;)), es una variable de clasificaciéon. Sin embargo, hay que tener en
cuenta que no siempre usaremos el arbol para estimar las probabilidades de esta variable
X; vy, a veces, pretenderemos estimar las probabilidades de las variables padre pa(X;), o de
algunas otras conectadas con éstas en el grafo de la red bayesiana. Ademds, después de realizar
operaciones de combinacién y marginalizaciéon, los arboles ya no representaran la probabilidad
condicionada de una variable respecto a otras. En algunos casos tendremos probabilidades

condicionadas de varias variables, o verosimilitudes, o tendran otro significado més complejo.

El procedimiento de construcciéon del arbol de probabilidad serda paso a paso, tratando
de obtener en cada momento la mejor aproximacion posible de h, (aunque esto no garantice
la mejor aproximacion global al final del proceso). Se partird de una estructura de arbol
inicialmente vacia, y en cada paso se anadird una variable a uno de los nodos hoja en la

estructura actual. Supongamos que hasta ahora hemos generado una estructura 7* y tenemos
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que decidir que nodo hoja de 7* ramificamos y qué variable usamos en la ramificaciéon. Un nodo
hoja [ de T* vendra definido por los valores de ciertas variables X; = uy, donde X son las
variables que hay en el 4rbol en el camino hasta el nodo hojal (Anc(l)). Sea T*(X; = uy, Xi)
la estructura que se obtiene aumentando 7* al ramificar con la variable X la hoja definida

por X; = uy. Elegiremos aquella variable X; que minimice la distancia a h, es decir
D(T(Xy = uy, Xg),h) = min per - {D(T (Xy = up, Xp) : Xpp = uy} (4.2)

donde 7 es el arbol asociado a la estructura 7* segun la proposicion 4.1 y donde L(7™) es el
conjunto de nodos hoja de 7*, Xy = uy es la configuracion de variables que definen el nodo
hoja I” de la estructura de arbol 7* y k' € I — J'.

La siguiente proposiciéon demuestra que este minimo se puede calcular de forma sencilla.

Proposicion 4.2 Sea h un potencial definido en el conjunto de variables X1 y T* la estructura
actual para el potencial h. Entonces el par (Xj = uy, X) (donde X5 = uy es una configura-
cion de variables que define una hoja de T* y Xy € X1 — X ; una variable del potencial h) que

minimiza (4.2) es aquel que mazximiza la medida de informacion

I(X; = uy, Xg|h) = Sx;=u; - (log |Ug| —log Sx,=u,) — E[Xk|Xs = u,] (4.3)
donde
Sx,=u; = Z h(ur)
(XD)¥ =u;
EXp| Xy =usl=— > b*(wXs =us)log h** (ug| X7 = uy)
up €U
hik(uk|XJ =uy) = Z h(ur)

(xp¥ =uy

(X1)te=uy
Demostracién:

El par (Xj = uj, Xx) que minimiza (4.2) es el que maximiza el decremento de la distancia
antes y después de ramificar en 7* con una variable Xj;. Notaremos con 7 al arbol asociado
a la estructura 7* segiin la proposicion 4.1 y que asigna a cada hoja I la media de los valores
del potencial h compatibles con la configuracion proporcionada por Anc(l) en 7*. Llamemos
Dy a la distancia entre el potencial i y el potencial asociado al drbol actual antes de ramificar.
Llamemos D, a la distancia después de ramificar en el arbol con una variable Xj. Entonces el

objetivo es maximizar Dy — Dy. Supongamos que X7 = {X1, Xo,..., X, }, y que X7 — Xj =
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{X1,X9,..., Xk}, k < n. Todas las variables de X; — X7 son candidatas para ser usadas
en la ramificacién. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que X; es la variable con la
que ramificaremos. En el nodo hoja de T determinado por la configuracion (X; = uy), antes
de ramificar tendremos una probabilidad calculada como p = Sx,=,/(|Ui] - |Uz|- - |Ukl)-
Entonces, podemos poner Dy como suma de lo que aporta a Dg la rama de T correspondiente
a la configuracion (X; = uy) (nodo hoja que vamos a ramificar) y una cantidad C' que aportan

el resto de las ramas de T

log hur)
Sxy=u, /(U] - |Us] -+ |Ugl)

Dy=C+ Z h(’UJ)

ureUr :u}J:uJ
Si denotamos como F} rx;=u,) la entropfa del potencial h restringido a aquellos valores com-
patibles con la configuraciéon X; = uy, entonces podemos escribir la anterior expresiéon como:
U] - |Us] - - - [Ug|

SXJ:UJ

Dy =C — E,nxy—uy) + > h(ur)log

ur€Ur :’U,JI'J:’U,J

En la anterior expresion el logaritmo se puede sacar fuera de la sumatoria:

D0=C—EhR(XJ=uJ)+10g| 1|S|, 2 Uk Z h(ur)
XJ:uJ WJ_
ur€Ur:uy” =uy

La sumatoria en la anterior expresién corresponde a Sx,—,,. Por tanto:

|U1| - |Us] - - - |Ug|
SXJZUJ

Do =C — Eyrix;=u ) + log( ) - Sx;=u;

Puesto que el logaritmo del producto es la suma de los logaritmos:
Do =C = Eyrixy=uy + (log [Un| 4 log [Uz] + ... + log [Ug| — log(Sx,=u,)) - Sx,=u,

De la misma forma podemos escribir D7 como suma de lo que aporta 7 con la rama corres-

pondiente a la configuracion (X; = uy) y la cantidad C que aportan el resto de las ramas:

h(ur)
D, =C+ h(ur)log
uzluzzuk S(XJZUJ,X1:U1)/(|U2|"'|Uk|)

donde S(x;—y,, x,=u,) denota la suma de los elementos del potencial h compatibles con la
configuracion Xy =wuyy X1 = uy.
Podemos entonces poner D de la siguiente forma:

Di=C+3% > (hlur)log(h(un)(Uz]---1UK)) = > > (h(w)log > h(UI))

Ul UL UL Ul UL UL U2... U
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En la primera sumatoria tomamos logaritmo del producto como suma de los logaritmos:

D, =C+ Z ( Z h(ur)log h(ur) + Z h(ur)log(|Us] - - |Uk|)> —

u... U U2... UL

-5 5 (rnos 3 )

Ul UD... UL uU2...Up
Si denotamos por h(X7) al potencial que se obtiene sumando para cada u; € U todos los

h(Xr) compatibles con la configuracion X; = u; entonces:
Dy =C— EhR(XJ=”J) + SXJ:uJ (log |U2| +...+1log |Uk|) - Zh(ul) log h(ul)
ul

La sumatoria que aparece en la anterior expresion es la que hemos denominado E(X1|X; = uy)

en la proposiciéon. Por tanto:
Dy =C — Eyrxy=up) + Sx;y=u, (log|Us| + ... +log|U|) + E(X1| X7 = uy)
Calculemos el decremento de distancia, o sea Dy — Dy:
Do — D1 = Sx,=u, (log |Ui] + log [Us| + ... + log [Uk| — log(Sx,=u,))—

—Sx=u; (10g|U2] + ... +log |U[) — E(X1|X s = uj)

Simplificando, obtenemos lo que queriamos demostrar:

Dg — D1 = SXJ:uJ 10g|U1| — SXJ:uJ log(SXJ:uJ) — E(X1|XJ = ’U,J)

En la anterior proposicion Sx,—,, representa la suma de los valores de probabilidad de
aquellas configuraciones del potencial h compatibles con la asignacion de valores Xj =uy a
las variables del conjunto X ;. Cuanto mayor sea este valor para una variable X mayor sera
la informacién que aporte tal variable. Cuando comenzamos a construir el arbol, este valor
serd el mismo para todas las variables. O sea, seré la suma de los valores de probabilidad del
potencial. Considerando el potencial dado por las configuraciones del potencial h compatibles
con la asignacion de valores X; = uy a las variables del conjunto Xz, h**(uy|X; = uy) es un

nuevo potencial obtenido a partir de h, con tantos valores como casos tenga la variable Xy,
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en el que cada valor h““(uk) se calcula sumando los valores de h correspondientes a X = uy
que sean compatibles con la configuracion X; = uy. E[X;|X; = uy] es entonces la entropia
no normalizada del anterior potencial A*¥ (u|X; = uy).

En realidad, I(X; = uy, Xg|h) mide D(T,h) — D(T(X; = uy, X¢), h), o sea, mide la dis-
tancia desde un arbol T a un potencial h antes y después de expandir la hoja [ correspondiente
a la configuracién Xj = uy con la variable Xj. La proposicion 4.2 nos dice que debemos de
elegir hojas X; = wuy de las que cuelga una suma grande de probabilidades y una variable
X} con una pequena entropia. La razon es que ramificando por esta variable se obtienen
valores de probabilidad bastante distintos y con valores importantes de probabilidad. Esto
parece bastante intuitivo, puesto que estamos interesados en representar sobre todo valores
que sean diferentes entre si. Los valores que sean muy similares se representaran como uno
sblo, correspondiente a su media.

En general el algoritmo va construyendo el arbol maximizando esta medida de informacion
nodo por nodo. Cuando la construccién es exacta el algoritmo se para cuando para cada rama
Xj; = uy de la estructura construida hasta el momento, los valores de A compatibles con la
configuracion Xy = wuy son uniformes, es decir h(X7) = h(Xp) si (X7)V = (Xp)¥ =wuy. A

continuaciéon mostramos un esquema de este algoritmo:

Algoritmo 4.1 Algoritmo de construccién del arbol de probabilidad para un potencial h

definido en Xy

1. Crear un nodo de arbol inicialmente sin etiqueta.
2. Mientras no se alcance el tamafio maximo para el arbol:

(a) Buscar aquel nodo hoja I no etiquetado (definido por una configuracién X; = uy)
y aquella variable X}, € X; — X; que maximice la medida de informacién I(X; =

uy, Xi|h) calculada con la expresién 4.3.
(b) Etiquetar el nodo hoja I con la variable Xj.

(c) Crear tantos nodos hoja no etiquetados como casos tenga la variable X, y ponerlos

como hijos del nodo hoja [ anterior.

3. Etiquetar cada nodo hoja del 4rbol con el valor calculado segiin la proposicién 4.1.
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Si queremos construir un arbol aproximado, tenemos distintas opciones:

1. Limitar el namero de nodos generados a un numero prefijado, y parar la generaciéon
cuando este nimero se ha alcanzado. En este caso aplicaremos la proposiciéon 4.2 para

etiquetar cada nodo hoja de la estructura generada.

2. Generar el arbol completo y podarlo posteriormente. Si T es el arbol inicial, la poda
consiste en elegir un nodo tal que todos sus hijos sean hojas, eliminar la variable del
mismo, sustituirla por el valor medio de los hijos y borrar los nodos hijos. Una poda
vendrd definida por una variable X y una sucesion de valores Xj = uy que nos lleva

hasta ella en el drbol. Hemos considerado dos posibilidades distintas:

(a) Limitar previamente el tamano del arbol resultado. Se van eliminando variables
mientras el tamano del arbol exceda del tamano prefijado. En cada momento se
elije la variable X} que minimiza la medida de informacion I(X; = uy, Xj). Con

esto en cada paso se minimiza el incremento en la distancia al potencial h.

(b) Ir eliminando todas aquellas variables X} situadas en nodos X; = u; para los que

donde § es un umbral para el incremento de distancia. Se termina cuando no exista

ninguna opciéon que verifique la condicion (4.4).

4.3.2 Operaciones con arboles de probabilidad

Debemos definir como se hacen las operaciones de combinacién y de marginalizacion para
poder aplicar los algoritmos de propagacion y poder calcular probabilidades condicionadas ’a
posteriori’. Kozlov y Koller [85] han dado, de forma independiente, también procedimientos
para llevar a cabo estas operaciones en arboles, pero ellos toman la estructura de uno de los
arboles como base. Luego van ramificando por los nodos hoja de dicho arbol base de acuerdo
a la estructura del otro arbol. Sus operaciones de combinacién y marginalizacién requeriran
reestructurar el segundo arbol para que tenga la misma estructura del primero. Ademés
ellos utilizan tinicamente arboles binarios. A continuacién proponemos nuevos algoritmos que
mezclan la estructura de los arboles que se quieren combinar o sumar. Con esto se puede

conseguir que el resultado de combinar o marginalizar siga siendo un &rbol pequeno, donde

las variables mds informativas van a seguir estando en los primeros niveles del arbol. Ademés
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nuestros métodos pueden aplicarse a arboles generales, donde cada nodo puede tener mas de
dos hijos.

La combinacién actia sobre dos arboles y obtiene un &rbol resultado de la combinacién de
ambos. FEl algoritmo que construye este arbol es similar al que construye el drbol a partir de
una tabla. La marginalizacién se realiza sobre un &rbol y una variable que desea eliminarse,
y construye otro arbol como resultado. Cuando haya que eliminar mas de una variable, se
aplicaré este algoritmo sucesivas veces. De nuevo este algoritmo es muy similar al que construye
un arbol a partir de una tabla. Estos algoritmos van construyendo el arbol resultado paso a
paso sustituyendo en cada paso nodos hoja del arbol que se estd construyendo, por nodos
etiquetados con variables de la misma manera que en el caso de la construcciéon del arbol.
Al finalizar el proceso tendremos en cada nodo hoja del arbol resultado, el producto de dos
nameros reales en el caso de la combinacion, y la suma de |U;| ntimeros reales para el caso de
la marginalizacion, donde |U;| es el numero de valores que toma la variable X; que estamos

eliminando.

4.3.2.1 Combinacién de arboles en forma exacta

Veamos en primer lugar en esta seccién un algoritmo que construye un arbol correspondiente
a la combinacién de dos arboles. Este primer algoritmo nos va a construir un arbol que repre-
senta de forma exacta el resultado de la combinacién. Mas adelante veremos como modificar
ligeramente este algoritmo para que permita construir arboles aproximados més pequenos en
tamano.

Sea T un arbol que representa el potencial h para el conjunto de variables Xy, denotaremos
por Var(T) al conjunto de variables que etiquetan los nodos interiores de 7. Se debe cumplir
que Var(T) C X7.

Sean T; y T2 dos arboles que representan los potenciales hy y ho respectivamente. Queremos
calcular el arbol 7 que representa el potencial A = hy ® hs.

Veamos con un ejemplo los pasos a seguir para obtener la combinacién de dos &rboles de

probabilidad de forma exacta.

Ejemplo 4.3 Combinaciéon de dos arboles de probabilidad en forma exacta

Supongamos que queremos combinar los dos drboles que aparecen en la figura 4.9. Podemos

ver el proceso paso a paso en la figura 4.10.
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P, Py

p5 P

Figura 4.9: Combinacion de dos arboles de probabilidad en forma exacta

En el algoritmo usaremos una lista L. en el que cada elemento contiene tres campos.
El primer campo contiene dos subdrboles 7; y 7; que hay que combinar. Inicialmente la
lista contendra s6lo un elemento y este campo contendré los dos arboles originales 71 y Ta
que hay que combinar. El segundo campo nos da un nodo hoja no etiquetado del &rbol
resultado que se estd construyendo, que posteriormente en el algoritmo serd etiquetado con
la variable almacenada en el tercer campo. El tercer campo es una variable X; perteneciente
a Var(T;) U Var(T;) que es la que se usard como etiqueta para el nodo no etiquetado en
el segundo campo. Esta variable puede ser cualquier variable de Var(7;) U Var(T;). En el
algoritmo que presentamos a continuaciéon se escoge esta variable siguiendo un procedimiento
arbitrario. Asi pues, los elementos de la lista £, nos dan los posibles subarboles a combinar,
la etiqueta que pondremos en el raiz del arbol correspondiente a esta combinacién, y el nodo
hoja del arbol resultado donde colocaremos la combinacién de tales subédrboles.

En cada etapa del algoritmo, tomaremos un elemento {{7;,7;},1, X} de la lista L., eti-
quetaremos el nodo hoja I con la variable X; almacenada en tal elemento, crearemos tantos
nodos hoja como casos tenga Xj haciéndolos hijos del nodo anterior etiquetado con Xj y
se insertaran de nuevo en la lista tantos elementos como casos tenga la variable Xj. Cada
nuevo elemento que se inserta en la lista L. estard compuesto a su vez con tres campos, y
corresponde a cada uno de los casos u; que puede tomar la variable Xj. Los dos arboles del

R{X=uy} y 7}R{Xk =uy}

primer campo se calculan como 7; . La variable del tercer campo sera
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Figura4.10: Combinacién de dos arboles de probabilidad en forma exacta

cualquiera de Var('TR{X]c uk}) U Var('TR{X'c uk}) En caso de que ambos arboles 7;
y T R{Xk=ur}

J

R{X}=ur}

sean arboles correspondientes a un nodo hoja (o sea, que sélo contienen un nodo

con un valor numeérico) no se insertara en la lista ningin elemento y etiquetaremos el nodo

hoja correspondiente a X; = wug con el producto de ambos valores numéricos.

Combina(Ti,T2) que obtiene T es el siguiente:

Algoritmo 4.2 Combina(7y, 72)

1.

Afiadir a ['c el nodo {{Tl,TQ}, l,XZ}
Mientras L. no esté vacia

(a) Borrar un nodo {{7;,

T}, 1, X} de L.

Crear un nodo I de arbol inicialmente sin etiqueta.

Seleccionar una variable X; € {Var(Ty UTy)}

El algoritmo
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(b) Poner X} como etiqueta de I.
(c) Para cada uy € Uy

i. Crear un nodo I’ de arbol inicialmente sin etiqueta haciendo que sea hijo del nodo
[

R{X,=ur} )

y raiz(

ii. Sean L; y L; las etiquetas de los nodos raiz( JG-R{X’“ZU’“})

iii. Si L; y Lj son nameros, sea L = L; x L;. Pon L como etiqueta de T},

iv. En caso contrario,

A. Seleccionar una variable X; € {Var(ﬂR{X’f:u’“} UTJ.R{X’C:“’f})}

B. Afadir a L. el nodo {TZ.R{X’“:"’“},T]R{X’“:“’“},l’,Xl}

5. Devolver T

4.3.2.2 Marginalizaciéon en arboles de forma exacta

Veamos ahora como se harfa la operacién de marginalizacion también de forma exacta. Ve-
remos un algoritmo que elimina una sola variable del drbol. La generalizacién para varias
variables es inmediata, llamando al algoritmo de marginalizacién por cada variable que dese-
emos eliminar.

Sea T el arbol de probabilidad que representa el potencial h para el conjunto de variables
X;. Al igual que en el caso de la combinacion debe verificarse que Var(T) C X;. Queremos
calcular el arbol asociado al potencial A {1 con i € I. O sea, se pretende borrar la variable
X; del arbol T.

El algoritmo de marginalizaciéon hard uso de un algoritmo que suma varios subédrboles de
probabilidad, cuyo funcionamiento es bastante similar al de la combinacién. El algoritmo de
marginalizacién hace un recorrido en profundidad partiendo del nodo raiz del &rbol original.
Cuando visita nodos interiores no hace nada si el nodo esta etiquetado con una variable distinta
a la variable X; que se quiere borrar. Si se llega a un nodo interior etiquetado con la variable
X; deberemos sustituir el subarbol que cuelga de este nodo por la suma de los subarboles que
cuelgan del nodo. En el recorrido en profundidad del arbol original, en caso que se llegue a un

nodo hoja (etiquetado con un ntimero) sin haber pasado por ningin nodo interior etiquetado
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con la variable X;, multiplicaremos el namero de tal nodo hoja por el ntimero de casos |Uj]
que toma la variable X;.
Veamos con un ejemplo los pasos a seguir para obtener la marginalizacién con un &rbol de

probabilidad de forma exacta.

Ejemplo 4.4 Marginalizacién en arboles de probabilidad en forma exacta
Supongamos que queremos marginalizar en el drbol de probabilidad de la figura 4.11 al conjunto

de variables {B, D}, o sea que pretendemos eliminar la variable C de dicho drbol. Podemos

ver el proceso paso a paso en la figura 4.11.

ZANNYAN

Figura4.11: Proceso de marginalizacion de la variable C' en forma exacta en un arbol de probabilidad

El algoritmo de suma de arboles hara uso de una lista £,, al igual que el de combinacion.

Cada elemento de la lista contiene también tres campos. El primer campo contiene los subar-
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boles 71, ..., 7T; que van a sumarse. El segundo campo nos da un nodo hoja no etiquetado del
arbol resultado que se esté construyendo, que posteriormente en el algoritmo serd etiquetado
con la variable almacenada en el tercer campo. El tercer campo es una variable X pertene-
ciente a Var(Ti) U... U Var(T;). En el algoritmo que presentamos a continuacién se escoge
esta variable siguiendo un criterio arbitrario. Por tanto, cada elemento que haya en la lista nos
expresa un conjunto de subarboles que deben sumarse, la etiqueta que pondremos en la raiz
del arbol suma, y el nodo del &4rbol resultado de la marginalizacién que estamos construyendo
donde colocaremos el resultado de tal suma.

En cada etapa del algoritmo de suma se toma un elemento {{71,...7;},l, X)} de la lista
L, etiquetaremos el nodo hoja [ con la variable X}, crearemos tantos nodos hoja como casos
tenga X} haciéndolos hijos del nodo anterior etiquetado con X} y se insertaran de nuevo
en la lista tantos elementos como elementos tenga la variable Xj. Cada nuevo elemento
que se inserta en la lista L,, estard compuesto a su vez de tres campos, y corresponde a
cada uno de los casos ug que puede tomar la variable Xj;. Los arboles del primer campo
se calculan como 7Nk} 7}R{Xk:u’°}

Var(TlR{X’“:uk}) u.. .UVar(']}R{X’“:uk}). En caso de que todos los arboles {{T1,... T,},1, X\ }

. La variable del tercer campo seréd cualquiera de

sean nodos hojas (o sea, drboles con un solo nodo etiquetados con un namero) no se insertara
en la lista ningin elemento y etiquetaremos el nodo hoja correspondiente a X} = w con la

suma de todos los valores numeéricos. El algoritmo Marginaliza(T,X;) es el siguiente:
Algoritmo 4.3 Marginaliza(7T,X;)

1. Sea L la etiqueta del nodo raiz(T)

2. Si L es un nimero

(a) Crear un nodo [ de arbol inicialmente sin etiqueta

(b) Pon en [ como etiqueta el valor L x |Uj|
3. En caso contrario sea X = L

(a) Si X} = X; entonces sustituir en el arbol el nodo I por el arbol Sumap;jos(T, X;)
(b) En caso contrario,

i. Crear un nodo [ de arbol inicialmente sin etiqueta

ii. Pon en [ como etiqueta L
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iii. Para cada u; € Uy,

A. Poner el arbol Tj, = Marginaliza(THX»=%)  X;) como hijo namero k de

4. Devolver T;

Este algoritmo recursivo hace uso de la funcion Suma(7,X}) que se encarga de sumar varios

subarboles y que puede verse a continuacion:

Algoritmo 4.4 Suma(7,Xy)
1. Crear un nodo [ de arbol inicialmente sin etiqueta
2. Sean Li,...,L; las etiquetas de los nodos raiz de TRXe=u)  TR(XG=) (5 = |U))
3. Si Ly,...,L; son todas nameros, poner el valor L = L; 4 ... + L; como etiqueta de [
4. En caso contrario
(a) Seleccionar una variable X; € {Var(T®Xx=u1) y .. U Var(T(X’“:“kj))}
(b) Afadir a £,, el nodo {{TRXk=tk) ,TR(X’“:u’“J‘)},TT,Xi}

(c) Mientras L,, no esté vacia

i. Borrar un nodo {{T1,...,Ty},l5, X;} de Ly,
ii. Poner X; como etiqueta de ;.
iii. Para cada u; € U

A. Crear un nodo I; de arbol inicialmente sin etiqueta haciendo que sea hijo del

nodo I,
. R(X;= R(X;=uy.

B. Sean Ly,..., Ly las etiquetas de los nodos raiz de T} i ull), T (Xa=uy)
C. Si Ly,..., Ly son todos nameros, sea L = L1 +. ..+ L. Pon L como etiqueta

de lt
D. En caso contrario,

. . R(Xl:ull) R(Xl:ul]-)
e Seleccionar una variable X, € {Var(T} JU...UT, )}

Xl:ull) R(Xk:ulj

e Afadir a £, el nodo {TlR( oo I, ),lt,Xm}
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5. Devolver T,

Con estos algoritmos hemos mostrado como calcular de forma exacta la combinacién y mar-
ginalizacién con arboles de probabilidad. Para célculos exactos podriamos haber construido
algoritmos recursivos de forma mas simple y con una complejidad similar. Estos algoritmos
alternativos no necesitarian del uso de las listas L. y L,,. La idea de estas listas es mante-
ner una traza de los calculos que restan por hacer para terminar de hacer la combinacién o
marginalizacién. Esta forma es mas apropiada para el caso de calculos aproximados, donde
podemos dedicar mayor esfuerzo a los cédlculos que resten que hacer que influyan més en el

resultado final, o sea que aproximen mas al resultado exacto.

4.3.2.3 Combinacién y Marginalizacién aproximadas

Los algoritmos desarrollados en la seccién anterior constituyen un método exacto de calcular
la combinacién y la marginalizacién de potenciales representados por medio de arboles. Los
arboles que se obtienen aplicando un método exacto en la combinacién y marginalizaciéon
requieren un numero de productos o de sumas menor (igual en el peor de los casos) que si
hubiésemos hecho estas operaciones directamente con los potenciales asociados. Sin embargo
en la practica, cuando trabajamos con problemas medianamente complejos, el tamano que
pueden llegar a tener los drboles puede llegar a ser demasiado grande para poder almacenarlos
en la memoria de un ordenador. Por eso, vamos a plantear un método que va a limitar el
tamano de los arboles resultado, haciendo que nunca sobrepasen un tamano especificado por
el usuario. Esto hara que la combinacién y la marginalizacién no produzcan resultados exactos,
pero se intentara que éstos sean lo més aproximados posible a la solucién correcta.

La idea bésica tanto en la combinacién como en la marginalizacién consiste en construir
un arbol que aproxime h; ® hy o hH 1} siguiendo los mismos procedimientos que en la
construcciéon de un arbol. Como resultado se iran colocando en los niveles superiores del arbol
construido aquellas variables que sean mas informativas. El arbol ird creciendo poco a poco
siguiendo por las ramas que mas decrementen el error, o distancia al potencial exacto. La
forma en que esto puede ser controlado en los algoritmos es haciendo que cuando se selecciona

una variable para anadirla a la lista £, o Ly, como tercer campo del elemento que se va a



4.3. Uso de arboles de probabilidad en la propagacién en redes causales 161

insertar, la variable escogida sea aquella que aporte mayor informacién de todas las posibles en
forma similar a como se hacia para el caso de la construcciéon del drbol. Esta es una diferencia
con los algoritmos exactos, donde no se seguia ningin criterio concreto para elegir la variable
a colocar en el arbol resultado. También habra que controlar la eleccién de los nodos de L. 6
L,, para ramificar. En la implementacion de los algoritmos aproximados, lo que hemos hecho
es escoger Unicamente entre las etiquetas de los nodos raiz de los arboles a combinar o de los
arboles a sumar. Esto se basa en que si estos arboles estan bien construidos, esos nodos deben
de ser los més informativos de cada uno de ellos. El considerar sélo estos nodos hace que los
calculos sean mucho mas eficientes.

El principal problema estd en calcular la informacién de una variable X; en un nodo hoja
atin no etiquetado, correspondiente a la configuracion X; = u;. Para esto necesitarfamos
conocer el potencial resultado, pero ésto es precisamente lo que estamos tratando de calcular.
Una primera idea es hacer un calculo exacto y después calcular una aproximaciéon basandonos
en este resultado exacto, para lo que se aplican directamente los métodos de la seccién de
construccién de arboles. Nosotros hemos optado por realizar una estimacién de la informa-
cién de una variable basandonos en los potenciales que combinamos o marginalizamos. Mas

concretamente, la informacién la medimos de la siguiente forma:

e Combinacién: Sean h; y ho dos potenciales que queremos combinar, entonces la in-
formacion I'(Xj = wy, Xg|h1.ho) que aporta la variable X} si se coloca en el nodo
hoja definido por la configuracion X; = uy de la actual estructura de arbol 7* para el

potencial hy - ho, puede estimarse de la siguiente forma:
(X = g, Xelha - hy) = T(Xg| (hFFC7=00) 4 (X =00)) 1k

e Marginalizacion: Sea h el potencial que se quiere marginalizar sobre I — {i}, entonces
la informacion I'(X; = uy, X|h*' 1) que aportara la variable X} si se coloca en el
nodo hoja definido por la configuracion X; = uy de la actual estructura de arbol 7*

para el potencial AH 1} puede estimarse de la siguiente forma:
I'(X g = ug, XU = 100 (RFE =000y i)

Las medidas de informacion siempre hacen referencia a los potenciales respecto a los que

estan definidas. La notacion hR(X7=5) eg anéloga al caso de arboles: es el potencial que se
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obtiene de A fijando las variables X ; al valor u;. Los valores I’ son faciles de calcular ya que
el calculo de h** es sencillo (solo se necesita un recorrido sobre el potencial). Después nos
queda un vector con tantos componentes como valores tenga Xj. Las estimaciones se basan

en la siguiente igualdad
I(Xy = ug, Xglh) = T(X|(pFX7=02)) 1)

En el caso de la marginalizacién, esto permite obtener la expresion de la informacién en el
potencial marginalizado en funcién de la informacién en el potencial original. En este caso,
la estimacion es exacta. Es decir I'(X; = uJ,Xk|h“*{i}) =I1(X; = uJ,Xk|hU*{i}). Sin
embargo, en el caso de la combinacién lo que tenemos es una aproximacion, ya que para obtener
el valor exacto deberfamos de combinar antes de marginalizar, y nosotros marginalizamos antes

para hacer més rapido el calculo de la informacién.

Al igual que en la construcciéon del arbol tenemos distintas opciones para construir drboles

aproximados para el caso de la combinacién y la marginalizacion.

1. Limitar el nimero de nodos generados a un ntimero prefijado, aproximando en los nodos

hoja por la media de valores correspondientes a esa hoja.

2. Generar el arbol completo y podarlo posteriormente. La forma de hacer la poda es la

misma que en el caso de la construccién del érbol.

La primera opcién significa ir haciendo la combinaciéon o marginalizacién con el mismo
esquema que con las operaciones exactas mediante el uso de las listas L. o L. El arbol
resultado de la operacién va creciendo poco a poco. Este crecimiento se detendra en el momento
en que el arbol resultado construido hasta el momento alcance un tamano especificado. Cuando
acaba el crecimiento del arbol quedan en el arbol resultado operaciones sin realizar. O sea,
tenemos nodos hoja atun sin etiquetar donde habria que colocar la combinacién o bien suma de
dos o mas subérboles de los arboles originales. Puesto que el arbol resultado ya no puede crecer
mas se inserta en tales nodos hoja una estimacién del resultado correcto. Esta estimacion sera
el producto del valor medio de los dos subarboles que combinamos en el caso de la combinacion,

y la suma de los valores medios en el caso de la marginalizacion.
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4.4 Evaluacién experimental

Para evaluar los métodos de inferencia propuestos hemos usado un grafo generado aleatoria-
mente con 50 variables. A cada variable se le ha generado aleatoriamente un niimero de padres
usando una distribucién uniforme de media 2°0. El niumero de valores que puede tomar cada
variable se ha generado usando una distribucion de Poisson de media 2’0 (en caso que el nu-
mero generado sea menor a 2 se toman dos valores para la variable). De forma aleatoria hemos
considerado observadas 17 variables asignandoles uno de sus posibles valores. Se ha obtenido
la probabilidad ’a posteriori’ para una de las variables no instanciadas usando diferentes mé-
todos y se ha comparado con la probabilidad que se obtiene por un método exacto, usando el

error cuadratico medio que se obtiene con la siguiente férmula:

S (PH(X; = uj| B) — P(X; = uj| E))?
Ui

mse(X;) =

Para cada experimento realizado se ha medido el tiempo de CPU empleado por el ordenador
(un 486 DX2 a 66 MHz). Se han obtenido los siguientes resultados limitando el tamano del

arbol resultado de combinaciones y marginalizaciones para diferentes ntimero de nodos:

Nodos 10 100 | 600 | 1000 | 2500 | 5000 | 10000
mse 0.101 | 0.06 | 0.02 | 0.018 | 0.017 | 0.014 | 0.015
Tiempo (seg) | 0 6 38 70 180 300 750

En el segundo experimento se hacen la combinacion y la marginalizaciéon de forma exacta
y posteriormente se poda el arbol resultado de combinar o marginalizar usando la expresiéon

4.3 para aprender un arbol de tamano limitado a partir de un potencial.

Nodos 10 100 | 600 1000 | 2500 | 5000 | 10000
mse 0.114 | 0.084 | 0.035 | 0.05 | 0.026 | 0.014 | 0.0042
Tiempo (seg) | 0 9 87 145 | 317 530 1010

En el tercer experimento se hacen también combinacién y marginalizacién exacta podando
posteriormente el arbol resultado de combinar o marginalizar. En este caso el arbol se va
podando de forma gradual sustituyendo nodos interiores en que todos los hijos sean hojas
por una hoja que es la media de los hijos. Estos nodos interiores seréan sustituidos por nodos
hoja si cumplen la condiciéon 4.4. En este caso é se obtiene como la entropia del potencial

{0.5 —€,0.5 + €} para diferentes valores de €
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€ 0.03 | 0.025 | 0.02 | 0.015 | 0.01 | 0.005 | 0.0025
mse 0.075 | 0.062 | 0.055 | 0.043 | 0.02 | 0.0085 | 0.0058
Tiempo (seg) | 13 19 28 45 88 273 737

En la figura 4.12 vemos graficamente los errores cometidos en cada experimento en funciéon

del tiempo empleado en la propagacion.
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Figura 4.12: Errores cometidos en funcion del tiempo

4.5 Conclusiones

En este capitulo hemos mostrado cémo las algoritmos de propagaciéon de probabilidades en
grafos de dependencias se pueden realizar con los potenciales representados mediante arboles
de probabilidad. Esto permite una representacién mucho mas compacta de las distribuciones
de probabilidad que se traduce en una implementacién més eficiente de los algoritmos. Esto
es especialmente asi cuando una variable tiene numerosos padres en el grafo dirigido aciclico
original: suele ocurrir entonces que conociendo unos cuantos valores de los padres somos
capaces de determinar cual es la distribucién de probabilidad del nodo hijo, y esta informacién
se puede representar directamente mediante un arbol de probabilidad.

También hemos descrito algoritmos aproximados que limitan el tamano méaximo de la repre-
sentacion de un potencial o que aproximan valores de potencial similares por su valor medio.

En los experimentos que hemos hecho son estos tltimos los que producen un mejor compor-



4.5. Conclusiones 165

tamiento, ya que dan la mejor aproximacién para un tiempo de calculo dado. Sin embargo,
los primeros permiten ajustar el algoritmo a los recursos disponibles: siempre obtendremos la
mejor aproximacién que nos permita el tiempo y espacio con el que contamos para obtener
una respuesta.

En los experimentos realizados los mejores resultados se obtienen cuando los célculos se
hacen de forma exacta aproximando después los resultados, y dentro de este esquema cuando
se sigue el criterio de aproximar siempre que la pérdida de informacién sea menor que un
umbral dado.

En el futuro realizaremos una experimentacion mas extensiva de estos algoritmos, estu-
diando su comportamiento en una mayor variedad de situaciones. También consideraremos la
organizacién de los cédlculos en &rboles de grupos como en los algoritmos clésicos de propaga-

cion de probabilidades [90, 106, 120].
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Capitulo 5

Uso de Arboles de Probabilidad para
Representar Intervalos de

Probabilidad

5.1 Introduccion

En los capitulos segundo y tercero se estudio6 el problema de la propagaciéon probabilistica cuan-
do las distribuciones de probabilidad condicionada no eran conocidas con exactitud. Soélo se
sabia de su pertenencia a un conjunto convexo de probabilidades condicionadas. Sin embargo,
la forma mas natural en la que suelen presentarse las probabilidades imprecisas en la practica
es a partir de intervalos de probabilidad. Supongamos que tenemos que especificar la distribu-
cion de probabilidad condicionada P(Y|X). Lo habitual es que para cada valor de X, u, y para
cada valor de Y, v tengamos un intervalo de probabilidad P(Y = v|X = u) € [a(v|u), B(v|u)].
En el capitulo 1, vimos como para cada valor X = u estos intervalos se pueden transformar en
un conjunto convexo de probabilidades que notaremos HYX=%_ El conjunto convexo de dis-
tribuciones de probabilidad condicionadas de Y dado X, HY X, se puede calcular a partir de
estos conjuntos convexos de la siguiente forma: Una distribucion de probabilidad p(.|.) € HY X
siy solo si Vu, p(.|lu) € H YIX=u_ Esta expresion es simple, pero hace que el niimero de puntos
extremos de HY X sea demasiado grande: el producto del nimero de puntos extremos de todos
los conjuntos HY1X= para los distintos posibles valores v de X. Esto hace que la aplicacién

directa de los algoritmos de los capitulos 2 y 3 sea inviable: los conjuntos convexos de los que

167
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parten estos algoritmos tienen demasiados puntos extremos.

En este capitulo proponemos una transformacién del problema original anadiendo varia-
bles transparentes que permitird aplicar los algoritmos. La técnica consistird en anadir una
variable transparente para cada valor X = u y después usar las independencias asimétricas
existentes para, usando la representacién de arboles desarrollada en el capitulo 4, obtener una
especificacion del problema a la que se puedan aplicar algoritmos exactos y aproximados.

El capitulo estd estructurado de la siguiente forma. En la secciéon 2 proponemos la repre-
sentaciéon de las matrices de probabilidad condicionadas mediante variables transparentes y
arboles de probabilidad. Esto permitira aplicar los algoritmos de los capitulos 2 y 3. La seccién
3 considera la adaptacion del algoritmo exacto del capitulo 2, basado en la no eliminacién de
las variables transparentes. En concreto se considera el procedimiento de obtencién de puntos
extremos que se puede realizar directamente en el arbol sin necesidad de construir previamente
una tabla, lo que seria demasiado costoso. También se estudia el algoritmo aproximado que se
obtiene cuando se limita el tamafio de los arboles y la obtencién de intervalos de probabilidad
que incluyan necesariamente al intervalo exacto (en el caso del condicionamiento de Dempster).
Estos se pueden usar en conjuncién con los intervalos que se obtienen mediante los algoritmos
de optimizaciéon combinatoria para obtener una cota del error. Finalmente la seccién 4 esta
dedicada a la experimentacion. Se usan redes Bayesianas conocidas (redes Alarm, Boblo, Car
Starts y Boerlage92 ) en las que cada probabilidad inicial se modifica de forma aleatoria en
un intervalo de probabilidad que la contiene. Se comprueba céomo, en estas redes, el calculo
con intervalos de probabilidad es factible de forma aproximada obteniéndose cotas de error

bastante moderadas.

5.2 Representacion de intervalos con arboles de probabilidad

Supongamos una distribucion de probabilidad condicional P(Y|X) de una variable Y dado un
conjunto de variables X; donde cada probabilidad se da a través de un sistema de intervalos.

Vemos en la secciéon 1.4 del capitulo 1 como obtener los puntos extremos asociados a esta
distribucién de probabilidad condicional dada como intervalos para obtener el conjunto convexo
condicional HY X1, En el ejemplo 1.7 se concretaron los pasos a seguir para obtener dichos
puntos extremos. Representando dicho conjunto de puntos extremos con una tabla, segin se

hace en dicho ejemplo, podemos ver que se obtienen muchos nimeros repetidos en la tabla.
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Esto nos hace pensar que es posible buscar una representacion mas compacta de dicha tabla
mediante el uso de arboles de probabilidad.

Teniendo en cuenta la trasformaciéon que venimos haciendo a lo largo de esta memoria,
segun la cual en cada distribucién condicional sobre la que hay definido un conjunto convexo
se anade una variable transparente 71" con tantos casos como puntos extremos tenga dicho
conjunto convexo, podemos representar cada conjunto convexo condicional H YIX7 mediante un
arbol de probabilidad 7 en el que la variable transparente T aparezca en la raiz del 4rbol. Cada
punto extremo del conjunto convexo condicional se obtiene como cada uno de los subarboles
que cuelgan de T. O sea, podemos obtener cada uno de los puntos extremos del conjunto
convexo condicional HYX7 con el arbol restringido 7= donde t es uno de los valores
que puede tomar Ty que corresponde a uno de los puntos extremos del conjunto convexo
condicional.

Cuando disponiamos de una distribuciéon de probabilidad P(Y|Xr) donde cada valor de
probabilidad se daba con un intervalo entonces, el conjunto convexo condicional HY X7 ge
construia calculando en primer lugar, los puntos extremos de los conjuntos convexos H YIXr=uz
para toda posible configuraciéon ur de las variables Xj. Esto se hacia con el algoritmo 1.3.

Sea Ur = {uq,...,u,} el conjunto de configuraciones que puede tomar el conjunto de
variables X7, y sea Fxt,, = Extyv|x,;=.; el conjunto de puntos extremos del conjunto convexo
unidimensional HYX1=u1 calculados con el algoritmo 1.3, entonces vimos en el capitulo 1 que
el conjunto de puntos extremos del conjunto convexo condicional HY X1 (informacion global)
se obtiene como el producto cartesiano de todos los conjuntos de puntos extremos Ezt,,. O

sea el conjunto de punto extremos lo obtenemos con la expresién:
Ext(HYX1) = Exty, x ... x Exty, (5.1)

Dicho conjunto convexo condicional HY X7 podemos representarlo de forma equivalente, segin
se indic6é en el capitulo 2, usando una variable transparente que tendré tantos casos como
puntos extremos tenga HYIXr, y que se puede calcular como [[, FEzt,,. Veamos un ejemplo
en el que se ilustra como construir el drbol de probabilidad para un conjunto convexo obtenido

al dar intervalos en una distribucion de probabilidad condicional P(Y|X):

Ejemplo 5.1 Representacion mediante un arbol de probabilidad de un conjunto convexo
Veamos como representar con un drbol de probabilidad el conjunto convexo que se obtenia a

partir de una distribucidn condicional expresada con intervalos en el ejemplo 1.7. En este
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ejemplo disponiamos de una distribucion de probabilidad condicional P(Y|X) sobre la que se
establecen un conjunto de restricciones R, g que establecen un intervalo para cada probabilidad.
Supongamos que Y toma valores en el conjunto V = {vi,v2} y X en el conjunto U = {u,us}.

Sea R, g el conjunto de restricciones dado por la siguiente tabla:

2l U2

vy w2 | U1 V2
al02 0704 04
6103 0806 0.6

Vimos en el ejemplo 1.7 que aplicando el algoritmo 1.3 se obtenia para X = wuy el conjunto

convezo HY 1X=u que tenia dos puntos extremos:
v V2
D1 0.2 0.8
p2 | 0.3 0.7

y el conjunto convezo HY X="> con los siguientes puntos extremos:

U1 (%]
q | 04 0.6
qs 0.6 04

La informacion global HY'X con la expresion 5.1, con la que se obtiene el conjunto convezo

con los siguientes puntos extremos:

(ur,v1)  (u1,v2) (uz,v1) (u2,v2)
hq 0.2 0.8 0.4 0.6
ho 0.2 0.8 0.6 0.4
hs 0.3 0.7 0.4 0.6
hy 0.3 0.7 0.6 0.4

Podemos representar esta tabla utilizando un drbol de probabilidad donde ponemos una variable
transparente T en la raiz del drbol. FEsta variable transparente tendrd 2 x 2 = 4 casos. Por
tanto en el drbol tendrd 4 nodos hijo. Tal drbol lo mostramos en la figura 5.1.

En el drbol de la figura 5.1 podemos obtener los cuatro puntos extremos del conjunto convexo

condicional HY'X con los cuatro subdrboles que cuelgan de la variable transparente T'. [ |
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Figura5.1: Arbol de probabilidad para el conjunto convexo condicional HYIX gel ejemplo 1.7

Una forma equivalente, pero més compacta, de representar la misma informacion es con el uso
de una variable transparente T, por cada configuracién ur que puedan tomar las variables X7
sobre las que condicionamos en el conjunto convexo condicional HY X7, Estas nuevas varia-
bles transparentes T, tendran tantos casos como puntos extremos tenga el conjunto convexo
H(Y|X; = uy). Asi pues cada configuracion X; = uy tendra asociada una variable transpa-
rente T,,,. De igual forma que con las transparentes que veniamos utilizando hasta ahora, estas
nuevas transparentes se incluirdn como variables padres de Y en el grafo de dependencias. En
la figura 5.2 a) podemos ver la transformacion original que haciamos afiadiendo una tunica va-
riable transparente por cada conjunto convexo, y en la parte b) la nueva transformacion donde
se anade una variable transparente por cada configuracion de las variables padre, que en este
caso es una unica variable X con dos posibles valores {1,2}, por lo que se anaden dos variables
transparentes T} y Ty. Ahora, cada punto extremo p del conjunto convexo condicional HY X7
se obtiene fijando un valor para cada una de las variables transparentes T3,. O sea cada punto
extremo p del conjunto convexo condicional HY !XT esta determinado por una configuracion de

las variables transparentes Ty, = ty,,..., 1y, =ty

-

Podemos de nuevo construir un arbol de probabilidad 7 para representar el conjunto conve-
xo condicional HY X7 utilizando este nuevo esquema donde tenemos una variable transparente
por cada configuraciéon de las variables X;. Ahora, para construir el arbol, podriamos poner
las variables transparentes T, en los niveles superiores del arbol. En la figura 5.3 podemos

ver un arbol de probabilidad para el conjunto convexo HY X del ejemplo 1.7.
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a) b)

Figura 5.2: Antigua y nueva transformacion del grafo de dependencias para representar el conjunto convexo
condicional HY X Enla parte a) se muestra la transformacion de adicién de una Gnica transparente
por cada conjunto convexo condicional. En la parte b) se afiade una variable transparente por cada

valor que puede tomar la variable padre X

Con este nuevo esquema, con cada asignacién de valores a las variables transparentes
Ty, = tuyy-.. 1y, = ty, obtendremos un punto extremo p € HYX1 que corresponde al
arbol restringido T (Tur=tuy»Tun=tun)

Sin embargo con esta transformaciéon del problema no hemos logrado ninguna ventaja res-
pecto a cuando sélo utilizibamos una variable transparente. Se obtiene una representaciéon
més resumida de 7 si nos fijamos en que existen una serie de independencias asimétricas que
podrian ser aprovechadas en un nuevo arbol 7’7 més pequeiio que 7. Una vez conocida una
configuracion X7 = uy se tiene que Y serd independiente de todas las variables transparentes
excepto de la variable transparente asociada a esta configuraciéon, que habiamos denominado
T,, mas arriba. Estas independencias pueden aprovecharse para construir un arbol mas com-
pacto que el anterior. Para ello podemos colocar las variables de X7 en los primeros niveles
del arbol. Luego colocariamos en cada rama la variable transparente 73, que corresponda a
la configuracion de las variables de X7 de esa rama. Y por tltimo pondriamos la variable Y.

Veamos con un ejemplo de como podemos construir este nuevo drbol méas compacto:

Ejemplo 5.2 Construccién de un arbol més resumido para un conjunto convexo condicional
En el arbol de la figura 5.3, podemos comprobar facilmente que Y es independiente de Th
cuando X = uy. Para verlo grdficamente podemos fijarnos en el drbol de la parte a) de la

figura 5.4. Este drbol representa TEX=%)_ En este drbol restringido se ve que el valor de
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Figura5.3: Arbol de probabilidad para el conjunto convexo condicional HY'X con la nueva transformacion

Ty no influye en el valor que tome la variable Y. O sea, se da la independencia asimétrica
I.(Y; T5| X = uy). También se puede ver que Y es independiente de Ty cuando X = uy. De
nuevo, en la parte b) de la figura 5.4 podemos ver grdficamente TRX=u2) gue nos muestra que
el valor de T no influye en el valor de la variable Y. O sea, se da la independencia asimétrica
I.(Y;T1|X = ug). De esta forma podriamos construir un drbol mds pequenio que aprovechase
estas independencias asimétricas. Dicho drbol es el mostrado en la figura 5.5. Este nuevo
drbol utiliza solamente 8 nodos hojas (8 valores numéricos), en lugar de los 16 que utilizaba

los drboles de las figuras 5.1 y 5.3.

5.3 Adaptacion de los Algoritmos

5.3.1 Obtencién de los puntos extremos eliminando variables transparentes

El resultado de aplicar los algoritmos de eliminacién de variables o bien el de propagacion en
un arbol de grupos es un arbol de probabilidad 7; cuyas variables seran la variable objetivo X

y un conjunto de variables transparentes Ty. Este arbol de probabilidad resultado se obtiene
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Figura 5.4: Representacion de los arboles restringidos 7 (X =u1) y TR(X=u2)

tras varias operaciones de combinacién y marginalizaciéon de los arboles de probabilidad que
representan las valuaciones iniciales en el grafo de dependencias. Este arbol resultado nos da
el conjunto convexo ’a posteriori’ PS; para la variable de interés X;. Si X, puede tomar dos
posibles valores entonces este conjunto convexo ’a posteriori’ PS; serd un conjunto de puntos
extremos Ext(PS;) pertenecientes a IR?.

A partir del arbol resultado se pueden obtener los puntos extremos para la variable objetivo.
La forma mas obvia de hacerlo seria transformar el arbol de probabilidad resultado en una
tabla bidimensional. En el eje horizontal pondriamos los distintos valores que puede tomar la
variable objetivo X; y en el eje vertical las posibles combinaciones de casos de las variables
transparentes del arbol resultado. De esta forma cada una de las filas de esta tabla nos
darfa un posible punto extremo. Seguramente esta tabla tendria muchisimos puntos repetidos.
Ademés muchos de tales puntos es posible que no fuesen realmente puntos extremos. Asi pues,
las tablas obtenidas de tal modo podrian ser enormes, y de hecho en las redes que nosotros
hemos utilizado el tamafno de dichas tablas segiin este proceso es tan grande que es imposible
almacenarlas en un ordenador.

Podemos aplicar un procedimiento similar que no necesita la creaciéon de una tabla tan
enorme, pero que como veremos, sigue necesitando un tiempo exponencial para obtener los
puntos debido a que obtiene los mismos puntos que con el anterior procedimiento. Si Ty

es el conjunto de variables transparentes del arbol resultado de la propagacién 7, entonces

para cada configuracion ¢ty del conjunto de variables transparentes Ty tendremos un punto del
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Figura 5.5: Otro posible arbol de probabilidad para el conjunto convexo condicional HYIX que aprovecha las

independencias asimétricas entre Y y las variables transparentes

TRTs=ts)

conjunto convexo 'a posteriori’ PS; que se obtiene a partir del arbol con la expresion J

O sea, seleccionando un valor para cada variable transparente del 4rbol obtendremos un 4rbol
restringido compuesto por la variable objetivo X; en la raiz y con tantos nodos hijos (que seran
nodos hoja) como casos tenga X;. Este arbol restringido nos da entonces un posible punto del
conjunto convexo ’a posteriori’ PS;. De esta forma no necesitamos tener en la memoria del
ordenador nada més que el arbol resultado de la propagacion, el cual con sucesivos pasos en
los que vamos reduciendo una variable en dicho arbol, se va haciendo més pequeno. Pero como
este proceso hay que repetirlo para cada configuraciéon de las variables del arbol resultado, y el
nimero de configuraciones es el producto del namero de casos de las variables transparentes,
entonces hara falta realizar un niimero enorme de reducciones en el arbol resultado. Este
nimero crece exponencialmente cuando se aumenta el niimero de variables transparentes en
el arbol resultado. Asi pues, podemos concluir que ninguno de los métodos descritos, aunque
son correctos, son factibles de utilizar en la préactica para un problema no muy complejo.
Veamos un ejemplo que muestra los puntos que obtendriamos para un arbol resultado y

que ilustra los inconvenientes de estos métodos.

Ejemplo 5.3 Obtencién de los puntos del conjunto convexo ’a posteriori’ a partir del arbol

de probabilidad resultado
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A

Figura 5.6: Arbol de probabilidad resultado para la variable objetivo X

Supongamos el drbol de probabilidad resultado de la figura 5.6 para la variable objetivo X
que suponemos que puede tomar tres posibles valores {uyi,ua,us}. En este drbol podemos ver
que tenemos tres variables transparentes Ty, Ty y T3 y la variable objetivo X. Aplicando
cualquiera de los dos métodos descritos mds arriba obtendriamos los 8 puntos de la tabla que
aparece mdas abajo. Dicha tabla contiene el punto obtenido a partir del drbol de probabilidad
para cada combinacion de los valores de los puntos extremos. En la parte izquierda de dicha
tabla mostramos el valor de cada variable transparente y en la parte derecha el punto obtenido
con dicha configuracion. Podemos observar que los puntos de la tercera y cuarta fila son el
mismo: (0.2,0,4,0.25). También podemos ver que los puntos de las filas séptima y octava son
el mismo: (0.3,0.4,0.25). La razdén por la que hemos obtenido puntos repetidos en la tabla
es que en la tabla no se tienen en cuenta las independencias asimétricas que hay entre las
variables del drbol resultado, lo cual provoca repeticion de puntos en la tabla. Por ejemplo,
el drbol de probabilidad resultado nos dice que la variable X es independiente de T3 cuando
conocemos que To = 2. La tabla al no utilizar esta independencia asimétrica provoca el tener

varias entradas repetidas.
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v To T3 | uw wuz ug
1 1 1102 04 0.1
11 2002 04 015
12 1102 04 025
12 2102 04 0.25
2 1 1003 04 0.1
2 1 2108 04 0.15
2 2 11038 04 0.25
2 2 2103 04 0.25

La tabla anterior también nos da dos puntos que sequro que no van a ser puntos extremos.
Estos puntos aparecen en las filas sequnda (0.2,0.4,0.15) y sexta de la tabla (0.3,0.4,0.15). EIl
punto (0.2,0.4,0.15) no es extremo debido a que puede obtenerse como combinacion lineal de
los puntos (0.2,0.4,0.1) y (0.2,0.4,0.25). EI punto (0.3,0.4,0.15) tampoco es extremo porque
puede obtenerse como combinacidon lineal de los puntos (0.3,0.4,0.1) y (0.3,0.4,0.25).

De esta forma de los 8 puntos que tiene la tabla anterior, podemos descartar 4 puntos. ®

Vamos a describir entonces un algoritmo que no obtiene puntos repetidos y que ademés
elimina puntos que son combinacion lineal de otros (no todos, pero una gran proporcioén de
ellos). El algoritmo podemos descomponerlo estudiando tres posibles situaciones de menos
general a méas general que pueden ocurrir en el arbol de probabilidad resultado. Empecemos
estudiando la situacién menos general y por tanto més simple de tratar.

Primera situacion

Sea un arbol de probabilidad 7; en el que la variable objetivo X; etiqueta el nodo raiz y que
tiene tantos subarboles como casos tenga dicha variable. Ademas en esta primera situacion
suponemos que entre los distintos subarboles del nodo raiz no existen variables transparentes
en comun: Yug,u; € Uj Var(TEX=u)) A Var(TRX=4)) = §. Un ejemplo de arbol donde se
dan estas condiciones es en el de la figura 5.6. En esta situaciéon, podemos obtener un conjunto
de puntos que definen el convexo de la variable objetivo transformando el arbol resultado 7;
en un nuevo arbol 7}' con la variable objetivo en la raiz, y con tantos hijos como casos tenga
dicha variable. Para cada valor u; de la variable X, buscaremos en el arbol 7}R(Xj =ui) g

valor minimo y maximo. Para ello s6lo hay que recorrer todos los nodos hoja de dicho arbol
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guardando el minimo y el maximo. Obtenemos asi un minimo y un méximo por cada valor u;
de X;. En el nuevo arbol 7;-’ , si el minimo y el méximo para el caso u; son distintos pondremos
como hijo de X; correspondiente al caso u; una variable transparente con dos hijos. En el
primer hijo del nodo para esta variable transparente guardaremos el minimo y en el segundo
el méximo. Si el minimo y el maximo eran iguales entonces simplemente ponemos como hijo

correspondiente al caso u; el valor del minimo.

X

ANA

Figura5.7: Nuevo arbol de probabilidad resultado 7;-’ para la variable objetivo X

Este nuevo arbol 7;-’ nos permite obtener los puntos para la variable objetivo X;. Para ello,
ahora si podemos aplicar cualquiera de los dos métodos indicados al principio de esta seccion.
Por ejemplo, si T son las variables transparentes de 7 entonces para cada configuracion ¢}
de las variables transparentes 7’ obtenemos un punto mediante 7/ R(Ty=t;) Rl arbol 7] que
se obtiene transformando el 4rbol 7; de la figura 5.6 lo podemos ver en la figura 5.7. Con este
arbol y segun el procedimiento explicado mas arriba obtendriamos los 4 puntos extremos de
la siguiente tabla en lugar de los 8 puntos que se obtenian con el procedimiento aplicado en el

ejemplo 5.3:

T T | w1 w2 w3

1 1102 04 01
1 202 04 0.25
2 11]03 04 01
2 2103 04 025

La simplificacién proporcionada por este algoritmo se debe a que es facil comprobar que
cualquier punto intermedio entre el maximo y el minimo en uno de los subarboles del nodo
raiz da lugar a un punto que no es extremo.

El algoritmo que resuelve esta primera situaciéon lo podemos ver a continuacion:
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Algoritmo 5.1 Algoritmol de obtenciéon de puntos con un arbol de probabilidad

Entrada:

Un arbol 7; que tiene a la variable objetivo X; en el nodo raiz y en donde los

subéarboles del nodo raiz no tienen variables comunes.

Salida: Conjunto de puntos pertenecientes al conjunto convexo ’a posteriori’ PS; de la va-

riable X;.

1. Crear un nuevo arbol 7’ con un nodo etiquetado con X y con tantos hijos como casos tenga

X.

2. Para

3. Para

cada posible valor u; de X

Obtener el arbol 7;-R(Xj:uj).

L. L, - . . L, R(X:=u;
Obtener los valores minimo y méaximo de los nodos hoja del anterior arbol 7; (Xj=us),

Si los valores minimo y maximo son distintos:
— Crear un nuevo nodo para el arbol 7" etiquetado con una nueva variable transpa-
rente Tu]..

— Crear dos hijos para T,;. En el primero insertamos el valor minimo y en el segundo

instalamos el valor maximo.
— Poner al nodo etiquetado con T}, como el hijo correspondiente a u; de la variable
X;.
En caso contrario crear un nodo etiquetado con el valor minimo y ponerlo como el hijo

correspondiente a u; de la variable X; en el arbol 7.
cada configuracion ¢, de las variables transparentes 7' de T

Calcula 7;!R(T3:t3>.

El anterior arbol restringido es un arbol con X en la raiz y con tantos hijos como casos
tenga X, cada uno etiquetado con un namero real que nos da un punto del conjunto

convexo 'a posteriori’.
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Segunda situacion

Una segunda situacion es cuando tenemos la variable objetivo X; en el nodo raiz del arbol
resultado pero la interseccion entre los distintos subédrboles que cuelgan de X; no es vacia. Un
ejemplo de arbol donde tenemos esta segunda situaciéon lo podemos ver en la figura 5.8, donde
vemos que la variable transparente T aparece en el primer y tercer subarbol de la variable
objetivo X. En tal caso podemos transformar el problema en una serie de subproblemas
pertenecientes al tipo explicado en la primera situacion. Sea Pun(X;|7T) un conjunto de
puntos que genera el convexo PS; y que podemos obtener a partir del arbol resultado 7.
Entonces, para dividir el problema en subproblemas podemos decir que Pun(X;|7T) puede

obtenerse como:

Pun(X;|T) = | Pun(X;|TETe=t)) (5.2)
te

donde T, es una de las variables transparentes del arbol que estd presente en dos o maés

subéarboles de la variable objetivo X, y t. son los posibles valores que puede tomar dicha

AN
S

a A5

variable transparente.

2 .25

Figura 5.8: Un arbol de probabilidad resultado para la variable objetivo X correspondiente a la segunda

situacion

De esta forma hemos descompuesto el problema original de obtener una serie de puntos
de PSj en tantos subproblemas como casos tenga la variable transparente T,.. Si en los nue-
vos arboles obtenidos segin la expresiéon 5.2 seguimos teniendo variables en comtun entre los

distintos subarboles de la variable objetivo X aplicariamos de nuevo la expresién 5.2 para ob-
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X X

AN IS
/NN

Figura 5.9: Descomposicion en dos arboles del arbol de la figura 5.8

tener nuevos subproblemas. Cuando los drboles obtenidos ya no tienen variables comunes en
los subarboles de X; entonces obtenemos los puntos segin la primera situacion. Por ejemplo
para el arbol de la figura 5.8 descomponemos el problema de obtener un conjunto generador
de puntos (o sea de calcular Pun(X|T)) en el problema de obtener los puntos de cada uno
de los subarboles de la figura 5.9 (calcular Pun(X|TR*™=1) y Pun(X|TR"=2). En este
sencillo ejemplo los arboles de la figura 5.9 ya cumplen que no tienen variables en comin en
los subarboles de la variable objetivo con lo que pueden resolverse segtun el algoritmo para la
primera situacién. Con estos arboles obtendriamos entonces los puntos de las siguientes dos
tablas. La tabla de la izquierda se corresponde con el arbol de la izquierda de la figura 5.9 y

la derecha con el arbol de la derecha de la figura 5.9:

Ty T3 | u1  us U3
1 1102 04 0.1 Ty | i u2 ug
1 2102 04 0.15 11025 04 0.25
2 1103 04 0.1 2103 04 025
2 2103 04 0.15

De esta forma, a partir del drbol resultado de la figura 5.8, se obtienen los 6 puntos que
muestran las dos anteriores tablas.

El algoritmo que resuelve esta segunda situacién lo podemos ver a continuacion:

Algoritmo 5.2 Algoritmo2 de obtencién de puntos con un arbol de probabilidad

Entrada:

1. Un arbol 7; que tiene a la variable objetivo X en el nodo raiz y en donde los subarboles

del nodo raiz pueden tener variables transparentes comunes.
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2. El conjunto de variables transparentes comunes T¢

Salida: Conjunto de puntos pertenecientes al conjunto convexo ’'a posteriori’ PS; de la va-

riable X;.
1. Si el conjunto de variables comunes T~ no esta vacio:

e Para cada caso t., de la primera variable transparente comin T, del conjunto T¢:

— Obtener TH(Ter=te;)
— Llamar recursivamente a este algoritmo (Algoritmo2) utilizando el arbol 7 %(Ter =te;)

calculado en la etapa anterior y el conjunto de variables transparentes T — T, .

2. En caso contrario llamar al algoritmo Algoritmol con el arbol 7.

Tercera situacion

Por tltimo veamos cual serfa la situacion en la que la variable objetivo X; no aparece en la
raiz del arbol. X; podrd aparecer en nodos del arbol distintos al raiz, e incluso podra aparecer
en més de un nodo del arbol. Basicamente el algoritmo que resuelve la situacion tercera hace
un recorrido en profundidad del arbol. En cada paso, si la variable transparente T aparece
como etiqueta del nodo raiz, entonces el conjunto de puntos que define PS; es la unién de los
puntos que definen cada uno de los subarboles que corresponden a cada uno de los hijos de
T. El recorrido en profundidad se detiene bajo dos condiciones. La més simple es cuando se
llega a un nodo hoja etiquetado con un ntmero real r sin haber pasado por X;. Este caso
significa que hemos obtenido un punto del conjunto convexo ’a posteriori’ de X; formado por
la repeticion del nimero r tantas veces como casos tenga la variable X;. La segunda condicién
de parada del recorrido en profundidad es cuando encontramos la variable objetivo X; en un
nodo interior del arbol. En este caso se detiene el recorrido en profundidad por esta rama y
resolvemos el problema de acuerdo con la primera o segunda situacion.

Por ejemplo, en el drbol de la figura 5.10 podemos ver un ejemplo de esta situaciéon general.
La variable objetivo X ahora no aparece en el nodo raiz, y ademas aparece en dos nodos
del arbol. Para obtener los puntos extremos hacemos un recorrido en profundidad del arbol

partiendo del nodo raiz Ty. Visitamos primero la rama izquierda de Ty llegando al nodo
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VAN
(A

Figura 5.10: Arbol resultado de una propagacion donde se da la tercera situacion (situacion general)

etiquetado con X. En ese momento detenemos el recorrido en profundidad por tal rama y
resolvemos este subproblema como en la situacién segunda. De hecho, este subproblema es el
problema que resolvimos anteriormente para la el arbol de la figura 5.8 que obtenia 6 puntos
extremos. Continuamos con el recorrido en profundidad por la rama derecha de Ty llegando
al nodo T5. Desde T5 seguimos por la rama izquierda llegando a un nodo hoja etiquetado
con un namero real r = 0.25. Esto nos da el punto (0.25,0.25,0.25). Seguimos el recorrido
en profundidad por la rama derecha de Ty llegando al nodo etiquetado con X. De nuevo
detenemos el recorrido en profundidad por esta rama y resolvemos este subproblema con el
algoritmo de la situacion segunda, aunque en este caso el problema pertenece directamente a
la situacion primera. Este algoritmo nos daré el punto (0.25,0.3,0.25). De esta forma hemos
obtenido 8 puntos del conjunto convexo ’a posteriori’ de la variable X. Dichos puntos los

mostramos en la siguiente tabla.
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Uy U9 us3
02 04 0.1
0.2 04 0.15
0.3 04 0.1
0.3 04 0.15
0.25 04 0.25
0.3 04 0.25
0.25 0.25 0.25
0.25 0.3 0.25

El algoritmo que resuelve la situacion tercera (situacion general) lo podemos ver a conti-

nuacion:

Algoritmo 5.3 Algoritmo3 general de obtencién de puntos con un arbol de pro-
babilidad

Entrada: Un arbol 7; que puede tener la variable objetivo X; en cualquier nodo del arbol,
la cual puede aparecer varias veces en el arbol e incluso ninguna vez.

Salida: Conjunto de puntos pertenecientes al conjunto convexo ’a posteriori’ PS; de la va-

riable X;.
1. Si el nodo raiz de 7; es un nodo probabilidad devolver un iinico punto extremo formado por
la repeticién de este valor.

2. En caso contrario, si el nodo raiz de 7; es un nodo transparente 7'

e Para cada valor ¢ del nodo transparente T’

— Llamar recursivamente a este algoritmo (Algoritmo3) con el arbol 7}R(T:t>

3. En caso contrario, si el nodo raiz de 7; es la variable objetivo X

e Calcular el conjunto de variables transparentes T entre los subarboles del nodo raiz de
T;.
e Llamar al algoritmo que resuelve la segunda situacién (Algoritmo2) con el arbol 7; y el

conjunto de variables transparentes T¢.
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5.3.2 Un criterio de eliminaciéon de puntos no extremos

En la seccién 5.3.1 hemos mostrado que la tabla asociada al arbol de probabilidad resultado T
de una propagaciéon con los algoritmos de eliminacién de variables, o bien con el de propagacién
en un arbol de grupos, puede contener puntos no extremos y que por tanto no influyen en el
resultado final del conjunto convexo ’a posteriori’ PS; de la variable X;. Por tanto, estos
puntos no extremos pueden eliminarse de los célculos sin que el resultado final se altere. Esta
situacion se presenta cuando se tiene un érbol resultado con la variable objetivo X; en la raiz de
T y donde se cumple que Yu;, u; € U; se verifica que Var(TEX=1)) ﬂVar(TR(X:u;‘)) = 0. El
procedimiento para evitar incluir estos puntos no extremos que se ha mostrado en la seccién
5.3.1 es transformando el 4rbol 7 en un nuevo arbol 7’ mas simple con el que ya no se
obtendran puntos que son combinacion lineal de otros. En cada subéarbol TR =4) del nodo
raiz de T se sustituyen las variables transparentes por una sola con dos nodos hoja, uno para

X=4j) v otro para el maximo.

incluir el minimo de los nodos hoja del subarbol 75
La transformaciéon mencionada mas arriba de 7 en 7' puede llevarse a cabo también en
pasos intermedios de la propagacién, lo cual ademas de evitar obtener gran ntiimero de puntos
no extremos hard que la propagacion sea mas eficiente. Segiin vimos en el capitulo 2, la
propagacion de conjuntos convexos de probabilidad era equivalente a realizar un ntmero de
propagaciones probabilisticas determinado por el producto del niimero de puntos extremos de
las informaciones iniciales. Pues bien, si eliminamos variables transparentes sustituyéndolas
por una sola con dos valores estamos reduciendo enormemente el nimero de propagaciones
probabilisticas necesarias para llevar a cabo la propagacién con los conjuntos convexos.

En los algoritmos de propagaciéon por eliminacién de variables y en el de propagacion en un
arbol de grupos descritos en el capitulo 3, se tiene en un paso intermedio de la propagacién un
conjunto de arboles de probabilidad que podemos denotar con Set(7), cada uno representando
una valuacion. En este caso la transformacién de un arbol 7 € Set(T) en un nuevo arbol 7"
podra hacerse cuando en el drbol 7 exista un subarbol donde sé6lo hay variables transparentes
las cuales ademas no aparecen en ningtn otro subéarbol de 7 ni en ningtin otro arbol del
conjunto Set(7). Entonces en estos algoritmos de propagacion podemos comprobar tras cada
operacion de combinacién o marginalizaciéon si se da esta condicién, y en caso de que sea asi
haremos la transformacion del arbol resultado de dichas operaciones.

El proceso descrito en esta seccidon se puede considerar como un algoritmo aproximado que

detecta puntos no extremos eliminédndolos del resultado final, aunque puede seguir incluyendo
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algunos puntos no extremos.

5.3.3 Obtencion de intervalos aproximados

En el capitulo 4 se present6 en la secciéon 4.3.2.3 como podian llevarse a cabo las operaciones
de combinacién y marginalizacién con arboles en forma aproximada consiguiendo arboles de
un tamano menor que si se hiciese de forma exacta. Se estudiaron varias posibilidades para
hacer esta aproximaciéon. En todas ellas era necesario sustituir en ciertas zonas del arbol
resultado, un subarbol por un nodo etiquetado con la media de los valores que representaba este
subérbol. La justificacion de sustituir por el valor medio en lugar de otro valor distinto nos lo
daba la proposiciéon 4.1. Podemos utilizar un mecanismo que nos permita acotar los errores que
estamos cometiendo en el resultado final de la propagacién al hacer estas aproximaciones. Con
el mecanismo que proponemos se utilizard en cada nodo hoja de los &drboles de probabilidad,
que hasta ahora habian sido etiquetados con niimeros reales r € IR, otros dos ntimeros reales.

El primero de ellos servird para almacenar un valor minimo r € IR y el segundo para

min
guardar un valor maximo rmax € IR. En cada nodo hoja, el valor r estard comprendido entre
el valor r; i, v rmax - Estos valores minimo y maximo coincidirdn y serén iguales al valor
r de cada nodo hoja en caso de que se haga una propagacién exacta, o sea, en caso de que
nunca se aproxime en las operaciones de combinacién y marginalizaciéon. Cuando sea necesario
aproximar en una rama del arbol resultado, el valor r se calcula como siempre con la media
del subédrbol al que sustituye el nodo hoja que insertamos en el drbol resultado. El valor ri,
v rmax representaran el menor y mayor valor que podria tomar este nodo hoja en el arbol
expandido que hemos aproximado. Estudiemos en primer lugar los detalles a tener en cuenta
al construir el arbol para una valuaciéon cuando hacemos uso de estos valores 7,5, vV Tmax -

Representemos por hf(X7=41) o] conjunto de valores en la valuacion h compatibles con la
configuracion de variables Xj = uj. Sea un arbol T que se esta utilizando para representar
una valuacién h definida para el conjunto de variables X7 y sea Xj = wj una configuracién

de algunas de las variables de h, las cuales conducen a un nodo hoja [ en el arbol 7. El valor

r almacenado en el hoja | puede pertenecer a una de las dos siguientes situaciones:

e 7 representa un valor exacto para todos los valores de la valuaciéon h compatibles con la
configuracion Xj = uy, entonces r,i, vV rmax seran iguales a r. O sea, cuando todos
los valores que hay en hR(X7=t1) gon iguales a r, entonces r est4 representando de forma

exacta esta subvaluacién y por tanto 7,5, v "max serdn iguales a r.
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e 7 es una aproximacion de la subvaluacion hF(X7=u7) Realmente r serd el valor me-

dio de hB(Xs=us)  En este caso el valor Tmin Y Tmax se calculardn como r
Xj=uy)

min

min I Yy Tmax = max thR(XJ:“J) respectivamente.

Para las operaciones de combinaciéon y marginalizacion hace falta también indicar como
se opera con estos valores r,,; vy rmax . Supongamos que 71 y 72 son dos arboles que van
a combinarse obteniendo el arbol 7. Cuando no se hace aproximacién, se estd colocando
en un nodo hoja de 7 como valor r el producto del valor ! de un nodo hoja de 7; y del
valor 72 de un nodo hoja de T5. O sea, si X; = uy, Xx = ug son las configuraciones de
variables que determinan los nodos hoja de Ty y 72 que van a multiplicarse, entonces el valor
r del nodo hoja de T se obtiene con el producto de los valores r que hay en los nodos hoja

de los nodos

7.1R(XJ:’ILJ) y 7'2R(XK:'U'K) . El Valor r

min Se obtiene como el producto de los r,i,
hoja, 7'1R(X":u") y BR(XKZMK). De igual forma, el valor rmax se obtiene con el producto de

R(Xj=uy) y ER(XK:UK) )

los rmax de 7; En el capitulo 4 vimos dos modos de realizar una

aproximacién en algunos nodos del arbol resultado:

1. Una forma era generando un arbol exacto para la combinacién que luego seria podado
obteniendo asi un &rbol aproximado. Para ello el arbol iba siendo podado por las hojas
sustituyendo un nodo cuyos hijos fuesen todos hojas, por un nodo hoja con valor r igual
a la media de los valores r de los nodos hoja que se podan. Al realizar esta poda el valor
Tmin del nuevo nodo hoja se obtiene como el valor minimo de los r,;;, de los antiguos
nodos hoja y el valor rmax se obtiene de forma anéloga con el méximo de los rmax de

los antiguos nodos hoja.

2. La otra forma de realizar la combinacién aproximada hacia crecer el arbol resultado
de arriba hacia abajo deteniéndose cuando éste alcanzase cierto tamano prefijado. Al
detener el proceso de combinaciéon quedarian en el arbol resultado ciertos nodos hojas
cuyos valores aun no estaban calculados pues debian haberse obtenido combinando dos
subarboles de los arboles 77 y 7. En cada nodo hoja no calculado obteniamos la media
de cada subérbol y colocabamos en tal nodo hoja el producto de ambos valores medios.

Xr=ur) y 'TQR(XK —uK) que debian

Si Xj =uy, Xk = ug determinan los subarboles 'TlR(
combinarse y colocarse en un nodo hoja de 7, entonces el valor r que colocamos en el
nodo hoja se obtiene con el producto de los valores medios de cada subérbol. El valor

Tmin Se obtiene como el producto del valor minimo de los r,;, de 'TlR(XJ ) y del
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R(XK:’ILK)

valor minimo de los 7,5, de 7, . El valor rmax se obtiene de forma analoga.

Para la operacion de marginalizacion el calculo de los 7,5, ¥ rmax es bastante similar al
caso de la combinacion por lo que no hace falta que sea detallado.
Veamos un ejemplo en el que se ilustra como calcular los r);;, ¥ rmax en la combinacién

aproximada.

Ejemplo 5.4 Combinaciéon de forma aproximada utilizando intervalos para acotar la apro-

ximaciéon

/\ /\ A A

/\ /\ /\ /\ 133 (77 (£ (8

[2—2][8—8] [3-3][7- [4-4][6-6] [6-6] [4»4]

Figura5.11: Dos arboles que queremos combinar de forma aproximada

Supongamos que queremos combinar de forma aproximada los dos drboles de la figura 5.11
en la seqgunda forma que hemos explicado mds arriba. En estos dos drboles representamos en
cada nodo hoja el valor r de siempre y ademds el intervalo (valor minimo y mdzimo) en el que
debe estar comprendido r. En este caso los valores ri,i, ¥ rmax coinciden con r pues estos
drboles no han sido aprorimados y representan un resultado ezxacto.

En el algoritmo de combinacion aprorimada podriamos llegar a un estado del drbol resultado
como el que se muestra en la figura 5.12 donde ya se han hecho algunas aprorimaciones y donde
atin quedan por combinar los dos subdrboles encerrados por la linea discontinua. Supongamos
que en el algoritmo de combinacion aprorimada se decide que por esta rama ya no se sigue
expandiendo el drbol y que se hard una aprozimacion sustituyendo por un nodo hoja. La forma
de hacer esta aprorimacion, como se vio en el capitulo 4, es poniendo en el nodo hoja el

producto de los valores medios de cada subdrbol que deben combinarse. En este caso la media



5.3. Adaptacion de los Algoritmos 189

X
/Y\ * /3\ L3 /Y\ [23232]
L2 08 3 .41 T .39
[2-2]1.8°8 [33) [4-4]! [.36-.42]
28 24
[28-28]  [.24-.24]

Figura5.12: Arbol resultado aproximado aln sin acabar para la combinacion de los arboles de la figura 5.11

del subdrbol de la izquierda es 0.5 y el de la derecha es 0.35. Por tanto el producto de ambos
valores, o sea 0.175, serd el que aparecerd en tal nodo hoja como wvalor r. El valor min se
calculard como el producto de los valores minimos de todos los rp, i, de cada subdrbol y el valor
max como el producto de los valores mdzimos de todos los rmax de cada subdrbol. En nuestro
caso tendremos riiy = 0.2 X 0.3 = 0.06 y rmax = 0.8 x 0.4 = 0.32. EI drbol aprozimado

quedaria entonces como aparece en la figura 5.13.

Por dltimo, nos queda ver como obtener intervalos para cada caso de la variable objetivo
con los valores r i, vV Tmax - Estos nuevos intervalos acotaran a los anteriores: los intervalos
calculados hasta ahora con el condicionamiento de Dempster estaran incluidos en estos nuevos
intervalos. En los algoritmos de propagacién por eliminaciéon de variables y de propagaciéon
en un arbol de grupos, como resultado final de la propagacion, se obtiene un arbol resultado
7, a partir del cual podemos obtener sus puntos extremos segin se detallé en la seccién 5.3.1.
Ahora, en el arbol resultado 7; tendremos en cada nodo hoja tres valores (r, ryin, ¥ "max )-
Los valores i, ¥ rmax nos dan los valores entre los que podria oscilar el valor r. Estos
valores nos permiten obtener unos intervalos adicionales a los que se pueden obtener con
los valores r. Por ejemplo en la figura 5.14 podemos ver un posible arbol resultado de la

propagaciéon para la variable X. Para obtener los intervalos para los casos de la variable X
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175 175 Y 325
[.06-.32] [.09-.28] /\ [.24-42]
T 39
/ \ [.36-.42]
28 2

. 24
[28-28]  [.24-.24]

Figura 5.13: Arbol resultado aproximado correspondiente a la combinacion de los arboles de la figura 5.11

aplicamos el mismo algoritmo detallado en la seccién 5.3.1 pero con una pequena modificacion.
Antes para resolver el caso simple (situacion 1) se utilizaba una busqueda del nodo hoja con
minimo valor r y del nodo hoja con maximo valor r. La tinica modificacién que habria que
hacer es que el célculo del minimo se hace como el menor de los rp,;;, v el méximo como el
mayor de los rmax - En el caso de la figura 5.3.1 el arbol se descompondria en los dos arboles
que se muestran en la figura 5.15 puesto que es un arbol que pertenece a la situacién segunda.

Los dos arboles de la figura 5.15 ya corresponden a la situacion primera, por lo que hariamos
el célculo de los minimos y los maximos segiin hemos indicado més arriba y segtn se describe
en la seccién 5.3.1 para la situacién primera. De esta forma obtendriamos los puntos de la
tabla 5.1, la cual nos permite obtener los intervalos con el condicionamiento de Dempster [39]

en todos los casos de la variable X.

5.4 Experimentacion

En el caso del condicionamiento de Dempster, si usamos los puntos calculados con 75, ¥
rmax Obtendremos intervalos que incluyen al intervalo exacto. Los algoritmos aproximados
que se proponen en el capitulo 3 proporcionan intervalos que estédn incluidos en el intervalo
exacto. Podemos obtener asi dos aproximaciones, una interior y otra exterior, del intervalo

final. Si éstas estdn muy proximas, sabemos que tendremos una muy buena aproximaciéon del
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/\ /\

/\ [2- 35] [.2-. 3]

[.1-. 25] [ 52 3] Lost15) 1225

Figura 5.14: Un arbol de probabilidad resultado para la variable objetivo X en donde se muestran los valores

T I'min Y "max

X X

I A

T,

ACA A0

[05 15][1 25]
[1 25] [.2- 35] [2 3] [.2- 35]

Figura 5.15: Descomposicion en dos arboles del arbol de la figura 5.14

intervalo final.

En esta seccién vamos a detallar la experimentacion realizada con grafos de dependencias
donde la informacién viene dada por intervalos. Hemos realizado una experimentacion que ha
intentando evaluar el algoritmo de eliminacién de variables usando arboles de probabilidad,
con un limite a su tamano, obteniéndose resultados aproximados. También hemos utilizado
el algoritmo de enfriamiento simulado descrito en la seccién 3.5.4 y que estaba orientado a
calcular los intervalos ’a posteriori’ para una variable con el condicionamiento de Dempster
[39]. En este algoritmo también haremos uso de los arboles de probabilidad. Los programas
han sido ejecutados en un ordenador Pentium II de 450 MHz con sistema operativo Linux.

En la experimentacion llevada a cabo siempre hemos calculado los intervalos utilizando el
condicionamiento de Dempster [39] para el primer caso de alguna de las variables del grafo

de dependencias. En las tablas que apareceran en esta secciéon denotaremos con L; al limite
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U1 U2 | U3
0.1 0.4 | 0.05
0.1 0.4 | 0.25
0.35 | 0.4 | 0.05
0.35 | 04 | 0.25
0.2 0.4 ] 0.2
0.2 04 | 0.3

Tabla 5.1: Puntos que se obtienen con el uso de los valores r,:;y Y "max que permiten obtener los

intervalos para X con el condicionamiento de Dempster

inferior de tal intervalo, con L al limite superior, y con Ljmin V Lgsmasz 10s limites inferior
y superior respectivamente de los intervalos obtenidos segin el método de la secciéon 5.3.3.
Denotaremos por ts el tiempo en segundos en la ejecucién de los programas. Las pruebas
realizadas se han llevado a cabo con varias redes Bayesianas disponibles a través de Internet
en el repositorio de Nir Friedman [51] y en el libro de Jensen [75] cuyas redes estan disponibles
en la direccion "http://www.hugin.dk /networks". Estas redes contienen probabilidades. No-
sotros hemos transformado cada probabilidad p de la red Bayesiana en un intervalo generado
aleatoriamente. Para ello se ha construido un pequeno programa que recibe como entrada una
desviacion méaxima d permitida sobre la probabilidad p para generar el intervalo. Para cada
numero p se genera un nimero aleatorio r uniforme entre 0 y el minimo de los siguientes tres
valores: p, 1 —p y d. Con el niimero r generado se obtiene el intervalo a partir de la antigua
probabilidad p con: [p —r,p + r|. Esta forma de generar el intervalo asegura que p —r >=0
y p+r <= 1. También asegura que si p = 0.0 entonces el intervalo generado sera [0.0,0.0] y
si p = 1.0 el intervalo generado entonces sera [1.0 — 1.0].

Los experimentos llevados a cabo han sido de tres tipos:

1. Propagacion con el algoritmo de eliminacién de variables. Aqui las operaciones de com-
binacién y marginalizacién utilizadas son las que se describen en la seccién 4.3.2.3. Con-
cretamente las que van construyendo el arbol resultado de la operacién poco a poco par-
tiendo del nodo raiz del resultado y deteniéndose en el momento que el drbol resultado
alcanzase cierto tamano preestablecido. Estos experimentos se realizardan con diferentes

tamanos maximo para los arboles. Llamaremos a este algoritmo PropWithTD1.
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2. Propagaciéon con el algoritmo de eliminacién de variables. Ahora las operaciones de
combinacién y marginalizacion se hacen de forma exacta y posteriormente reducimos el
arbol resultado al tamano preestablecido sustituyendo nodos cuyos hijos son todos hoja
por nodos hoja etiquetados con el valor medio de todos sus hijos. Estos experimentos se
realizaran con diferentes tamanos méximo para los drboles. Llamaremos a este algoritmo

PropWithTD3.

3. Propagacién con el algoritmo de enfriamiento simulado de la secciéon 3.5.4. Este algoritmo
estaba enfocado a obtener puntos del conjunto convexo ’a posteriori’ para la variable de
interés X; que minimizasen el error cometido al dar los intervalos para esta variable con el
condicionamiento de Dempster [39]. El algoritmo necesita un doble sistema de mensajes.
Uno es el normal, y el otro el que transportaba la instanciacién de uno de los casos de
la variable X;. El algoritmo hay que repetirlo para cada valor de la variable X; para asf
ajustar los limites inferiores y superiores de los intervalos de X ;. En los experimentos con
este algoritmo veremos las diferencias que se obtienen cuando el algoritmo se enfoca a
obtener el limite inferior del intervalo o al limite superior en el primer caso de la variable
X;. El algoritmo se aplicard con diferentes nimeros de iteraciones para ver si converge a
la solucién exacta. Llamaremos a este método PropSim4. En este algoritmo se necesitan
dos parametros de entrada. Son la temperatura inicial que hemos denotado por ¢y y el
factor de enfriamiento que hemos denotado por «. El mecanismo de enfriamiento de la
temperatura empleado ha sido el de Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi [80]. El mecanismo
de transicion de una configuracion a otra es el propuesto por Green y Supowit [61] que
fue detallado en la secciéon 3.5.2.1 con el uso de la expresion 3.11 que reproducimos a

continuacién:

e Pomlt (5.3)

donde T; es la variable transparente a simular, PS7, es su vector ’a posteriori’, e es la

base de los logaritmos neperianos y e*PSTi/t(cj) = ¢ PSmi(e)/t,

En los experimentos 1 y 2 hemos propagado ademés con los minimos y los méximos segin
se describe en la seccién 5.3.3 para asi comprobar como acotan estos nuevos intervalos a los

intervalos obtenidos mediante aproximaciones en los arboles.
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5.4.1 Red Boerlage92

La red Boerlage92 [9] se muestra en la figura 5.16. A esta red le hemos sustituido las pro-
babilidades por intervalos segin se describe més arriba. Sobre la red transformada hemos
realizado experimentos para obtener los intervalos con el condicionamiento de Dempster [39]

en las siguientes variables:

1. Variable "TD: Tom" (variable con 2 casos) sin observaciones en ninguna otra variable

de la red. Llamaremos a esta configuraciéon Boel.

2. Variable "MT: Molly" (variable con 2 casos) sin observaciones en ninguna otra variable

de la red. Llamaremos a esta configuraciéon Boe2.

3. Variable "TD: Tom" (variable con 2 casos) con observacion del primer caso de la variable

variable "TR: Tom". Llamaremos a esta configuraciéon Boe3.

PA: Meigh '

GG
=1

Figura 5.16: Red Boerlage92 [9]: Es un modelo para un escenario particular de sucesos vecinos

Veamos los experimentos realizados:
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e En la tabla 5.2 mostramos los intervalos que hemos obtenido con los métodos de propaga-
cién por eliminacién de variables PropWithTD1 y PropWithTD3 empleando diferentes
tamanos maximos para los arboles con la configuracion Boel. También se muestra el

tiempo empleado por los algoritmos. La figura 5.17 muestra graficamente los resultados.

e En la tabla 5.3 mostramos los intervalos que hemos obtenido con PropSim4 con #; = 2.0
y a = 0.9 para diferentes numero de iteraciones del algoritmo en la configuracion Boel.
También se muestra el tiempo empleado por los algoritmos. La figura 5.18 muestra

graficamente los resultados.

e En la tabla 5.4 mostramos los intervalos que hemos obtenido con los métodos de propaga-
cién por eliminacién de variables PropWithTD1 y PropWithTD3 empleando diferentes
tamanos maximos para los arboles con la configuracion Boe2. También se muestra el

tiempo empleado por los algoritmos. La figura 5.19 muestra graficamente los resultados.

e En la tabla 5.5 mostramos los intervalos que hemos obtenido con PropSim4 con #3 = 2.0
y a = 0.9 para diferentes numero de iteraciones del algoritmo en la configuracion Boe2.
También se muestra el tiempo empleado por los algoritmos. La figura 5.20 muestra

graficamente los resultados.

e En la tabla 5.6 mostramos los intervalos que hemos obtenido con los métodos de propaga-
cién por eliminacién de variables PropWithTD1 y PropWithTD3 empleando diferentes
tamanos méaximos para los arboles con la configuracion Boe3. También se muestra el

tiempo empleado por los algoritmos. La figura 5.21 muestra graficamente los resultados.

e En la tabla 5.7 mostramos los intervalos que hemos obtenido con PropSim4 con #; = 2.0
y a = 0.9 para diferentes ntimero de iteraciones del algoritmo con la configuraciéon Boe3.
También se muestra el tiempo empleado por los algoritmos. La figura 5.22 muestra

graficamente los resultados.
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10000 20000 30000 40000 50000 65000 70000 100000 200000
L; 0.131587 0.130855 0.130740 0.130740 0.130740 0.130733 0.124713 0.124487 0.124486
Ls 0.212634 0.213963 0.213963 0.213973 0.213973 0.213973 0.224924 0.225327 0.225327
Limin 0.114457 0.114457 0.114457 0.114457 0.114457 0.114457 0.124486 0.124486 0.124486
Lsmaz 0.243323 0.243323 0.243323 0.243323 0.243323 0.243323 0.225327 0.225327 0.225327
ts 6.5 13.5 29.4 34 34.5 35 37 61 62
5000 10000 20000 30000 40000 50000 100000
L; 0.128374 0.124875 0.124724 0.124671 0.124620 0.124509 0.124487
Lg 0.232749 0.224244 0.224336 0.224809 0.225223 0.225312 0.225327

Limin 0.110878 0.111654 0.114568 0.114653 0.124486 0.124486 0.124486
Lsmaz 0.247272 0.246851 0.242907 0.242698 0.225327 0.225327 0.225.327
ts 69.7 153.7 192.7 273.55 366.7 565.6 878.9

Tabla 5.2: Intervalos y tiempos obtenidos con PropWithTD1 (tabla de arriba) y PropWithTD3 (tabla de abajo)

en configuracion Boel en red Boerlage92.

10 25 50 75 100 125 150 175 200 250

L; 0.126360 0.130738 0.124501 0.124486 0.124486 0.124486 0.124486 0.124486 0.124486 0.124486
L 0.193360 0.200900 0.215113 0.213233 0.194150 0.202995 0.198787 0.201897 0.217429 0.218858
ts 89.4 225.2 452.2 678 793 818.5 844.3 861.2 896.3 954.2

10 25 50 75 100 125 150 175 200 250

L; 0.139193 0.129224 0.143977 0.134812 0.131861 0.127772 0.139194 0.131488 0.130009 0.140092
L 0.202389 0.195358 0.222293 0.225327 0.225327 0.225327 0.225327 0.225327 0.225327 0.225327
ts 89.6 226.3 454.2 681 908.7 953.2 976.6 1003.3 1028.6 1080.7

Tabla 5.3: Intervalos y tiempos obtenidos con PropSim4 con 5 = 2.0 y « = 0.9 en configuracion Boel
en red Boerlage92 enfocando a optimizar el limite inferior (tabla de arriba) y el superior (tabla de

abajo)
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Figura5.17: Algoritmo PropWithTD1 en configuracion Boel en red Boerlage92: Intervalos (figura a) y tiempos
(figura b) para cada tamafio de arbol (tabla 5.2 de arriba). Algoritmo PropWithTD3 en configuracion
Boel en red Boerlage92: Intervalos (figura c) y tiempos (figura d) para cada tamafio de arbol

(tabla 5.2 de abajo).
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Figura 5.18:

Algoritmo PropSim4 con tg = 2.0 y @ = 0.9 en configuracion Boel en red Boerlage92:

Intervalos (figura a) y tiempos (figura b) para cada numero de iteraciones, enfocando el algoritmo

a optimizar el limite inferior (tabla 5.3 de arriba) e intervalos (figura c) y tiempos (figura d) para

cada numero de iteraciones, enfocando el algoritmo a optimizar el limite superior (tabla 5.3 de

abajo)
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10000 20000 30000 40000 50000 60000
L; 0.105220 0.102918 0.102548 0.101518 0.099977 0.099885
L 0.203419 0.203787 0.204783 0.202381 0.203109 0.200739

Limin 0.042534 0.042997 0.042997 0.042997 0.043098 0.043432
Lsmax 0.528020 0.527453 0.527453 0.527453 0.527453 0.577453

ts 185 405 818 1497 2793 10529
5000 10000 20000 30000 40000 50000 60000 100000
L; 0.100187 0.295483 0.107630 0.412786 0.301805 0.286207 0.230603 0.447639
L 0.511125 0.500000 0.516692 0.522224 0.514695 0.514841 0.514103 0.500005
Limin 0.024886 0.020750 0.010792 0.049314 0.029298 0.034785 0.032752
Lsmax 0.975113 0.979249 0.989207 0.950685 0.970701 0.965214 0.967247
ts 228.6 390.7 1990.6 3180.1 7138.8 7839.7 6447 25571

Tabla 5.4: Intervalos y tiempos obtenidos con PropWithTD1 (tabla de arriba) y PropWithTD3 (tabla de abajo)

en configuracion Boe2 en red Boerlage92

20 30 40 50 60

L; 0.106938 0.091696 0.086195 0.083794 0.083479
L 0.182036 0.175355 0.167394 0.168782 0.186407
ts 917 1378 1840 2301 2766

20 30 40 50 60

L; 0.106115 0.092669 0.102390 0.096349 0.091533
L 0.183890 0.165193 0.187181 0.198273 0.200985
ts 940.3 1417.2 1891.1 2378 2838

Tabla 5.5: Intervalos y tiempos obtenidos con PropSim4 con tg = 2.0 y o = 0.9 en configuracion Boe2
en red Boerlage92 enfocando a optimizar el limite inferior (tabla de arriba) y el superior (tabla de

abajo)
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Figura5.19: Algoritmo PropWithTD1 en configuracién Boe2 en red Boerlage92: Intervalos (figura a) y tiempos
(figura b) para cada tamafio de arbol (tabla 5.4 de arriba). Algoritmo PropWithTD3 en configuracion
Boe2 en red Boerlage92: Intervalos (figura c) y tiempos (figura d) para cada tamafio de arbol

(tabla 5.4 de abajo).
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Figura 5.20: Algoritmo PropSim4 con 5 = 2.0 y a = 0.9 en configuracién Boe2 en red Boerlage92:

Intervalos (figura a) y tiempos (figura b) para cada nimero de iteraciones, enfocando el algoritmo

a optimizar el limite inferior (tabla 5.5 de arriba) e intervalos (figura c) y tiempos (figura d) para

cada numero de iteraciones, enfocando el algoritmo a optimizar el limite superior (tabla 5.5 de

abajo)
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1000 2500 5000 7500 10000 12500 15000 17500 20000 40000
L; 0.272973 0.270832 0.251653 0.251653 0.251358 0.222883 0.222883 0.222883 0.222883 0.222867
Ls 0.489364 0.489273 0.489545 0.489807 0.495341 0.522341 0.529459 0.531509 0.531531 0.531531

Limin 0.190970 0.193818 0.194207 0.194207 0.194207 0.209124 0.222867 0.222867 0.222867 0.222867
Lsmaz 0.549067 0.544407 0.542507 0.542507 0.542507 0.542507 0.542507 0.531531 0.531531 0.531531

ts 1 2.5 3.1 4 5 6.1 7.4 8.3 9.2 12.4
1000 2500 5000 7500 10000 12500 17500 22500 32500 35000

L; 0.477410 0.259620 0.223022 0.222883 0.222883 0.222883 0.222883 0.222883 0.222871 0.222867

Lg 0.553631 0.553631 0.553042 0.531183 0.531418 0.531418 0.531531 0.531531 0.531531 0.531531

Limin 0.121570 0.116982 0.118544 0.132799 0.133030 0.133030 0.139251 0.148725 0.153454 0.222867
Lsmaz 0.878429 0.883220 0.881455 0.870560 0.867066 0.812689 0.810565 0.808564 0.803545 0.531531
ts 1 5.5 20 29 30 30 30 31 63 65

Tabla 5.6: Intervalos y tiempos obtenidos con PropWithTD1 (tabla de arriba) y PropWithTD3 (tabla de abajo)

en configuracion Boe3 en red Boerlage92

20 30 40 50 60

L; 0.232708 0.229649 0.226197 0.222883 0.222867
Ls 0.440250 0.519099 0.521723 0.514269 0.517772
ts 918.1 1379.9 1842.1 2304.6 2773.2

20 30 40 50 60

L; 0.270542 0.263867 0.262177 0.278811 0.270866
Lg 0.509944 0.525528 0.529359 0.530418 0.529899
ts 921.2 1386.8 1848.6 2309.3 2772

Tabla 5.7: Intervalos y tiempos obtenidos con PropSim4 con ty = 2.0 y o = 0.9 en configuracién Boe3
en red Boerlage92 enfocando a optimizar el limite inferior (tabla de arriba) y el superior (tabla de

abajo)
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Figura5.21: Algoritmo PropWithTD1 en configuracion Boe3 en red Boerlage92: Intervalos (figura a) y tiempos
(figura b) para cada tamafio de arbol (tabla 5.6 de arriba). Algoritmo PropWithTD3 en configuracion
Boe3 en red Boerlage92: Intervalos (figura c) y tiempos (figura d) para cada tamafio de arbol

(tabla 5.6 de abajo).
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Figura 5.22: Algoritmo PropSim4 con tg = 2.0 y @ = 0.9 en configuracion Boe3 en red Boerlage92:

Intervalos (figura a) y tiempos (figura b) para cada numero de iteraciones, enfocando el algoritmo

a optimizar el limite inferior (tabla 5.7 de arriba) e intervalos (figura c) y tiempos (figura d) para

cada numero de iteraciones, enfocando el algoritmo a optimizar el limite superior (tabla 5.7 de

abajo)
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5.4.2 Red Boblo

La red Boblo [111, 112] se muestra en la figura 5.23. De nuevo hemos sustituido las probabi-
lidades por intervalos de la misma forma que con la red Boerlage. Sobre la red transformada
hemos realizado experimentos para obtener los intervalos con el condicionamiento de Dempster

[39] en las siguientes variables:

1. Variable "factor 1 (F1)" (variable con 2 casos) sin observaciones en ninguna otra variable

de la red. Llamaremos a esta configuraciéon Bobl.

2. Variable "factor 1 (F1)" (variable con 2 casos) con observaciones en el grafo de depen-
dencias en las variables "pheno st 1 dam" (caso 3), "pheno st 2 dam" (caso 2) y "pheno

true sire" (caso 3). Llamaremos a esta configuracion Bob2.

En esta red ha sido imposible aplicar el método de propagaciéon por eliminacion de variables
PropWithTD3, debido a que el algoritmo consumia toda la memoria de nuestro ordenador y
era incapaz de obtener ningin resultado.

Veamos los experimentos realizados:

e En la tabla 5.8 mostramos los intervalos que hemos obtenido con el método de propaga-
cién por eliminacion de variable PropWithTD1 empleando diferentes tamanos méaximos
para los arboles con la configuracién Bobl. También se muestra el tiempo empleado por

los algoritmos. La figura 5.24 muestra graficamente los resultados.

e En la tabla 5.9 mostramos los intervalos que hemos obtenido con PropSim4 con ty = 2.0
y a = 0.9 para diferentes numero de iteraciones del algoritmo en la configuracién Bobl.
También se muestra el tiempo empleado por los algoritmos. La figura figh.29 muestra

graficamente los resultados.

e En la tabla 5.10 mostramos los intervalos que hemos obtenido con el método de propaga-
cién por eliminacion de variable PropWithTD1 empleando diferentes tamanos maximos
para los arboles con la configuracién Bob2. También se muestra el tiempo empleado por

los algoritmos. La figura 5.26 muestra graficamente los resultados.

e En la tabla 5.11 mostramos los intervalos que hemos obtenido con PropSim4 con #3 = 2.0

y a = 0.9 para diferentes niimero de iteraciones del algoritmo en la configuracion Bob2.
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parental errar

dam correct?

sire correct?

genotype offsp

Figura5.23: Red Boblo [111, 112]: Es un sistema de ayuda para la verificacion del parentesco del ganado con

el uso de la identificacion del tipo de sangre

También se muestra el tiempo empleado por los algoritmos. La figura figh.30 muestra

graficamente los resultados.
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20000 30000 40000 50000 60000
L; 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
L 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5

Limin 0.000402 0.000402 0.000333 0.000333 0.000333
Lsmax 0.999597 0.999597 0.999666 0.999666 0.999666
ts 4423.4 7092.4 8627 10294

Tabla 5.8: Intervalos y tiempos obtenidos con PropWithTD1 en configuracion Bobl en la red Boblo

20 30 40 50 60 70 80 90
L; 0.773434 0.777502 0.774442 0.761917 0.755249 0.755270 0.755260 0.755215
Lg 0.866201 0.851082 0.864691 0.866209 0.879773 0.867118 0.875125 0.843488

ts 1089 1644 2193 2758 3291 3857 4391 4936
20 30 40 50 60 70 80 90
L; 0.780240 0.797924 0.778357 0.776587 0.783588 0.775994 0.796941 0.791882

Ls 0.864236 0.868573 0.875217 0.882413 0.882814 0.882840 0.882915 0.882919
ts 1148 1720 2297 2871 3460 4030 4600 4999

Tabla 5.9: Intervalos y tiempos obtenidos con PropSim4 con £ty = 2.0 y & = 0.9 en configuracién Bobl en

red Boblo enfocando a optimizar el limite inferior (tabla de arriba) y el superior (tabla de abajo)

20000 30000 40000 50000 60000
L; 0.5 0.420848 | 0.429848 | 0.475508 | 0.479056
L 0.550398 | 0.552048 | 0.552048 | 0.552055 | 0.543777

Limin | 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Lsmaz | 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
ts 1218 2436 4956 9650 14179

Tabla 5.10: Intervalos y tiempos obtenidos con PropWithTD1 en configuracién Bob2 en la red Boblo
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20 30 40 50 60 70 80 90
L; 0.231435 0.231910 0.231426 0.231018 0.230938 0.230870 0.230860 0.230847
L 0.397681 0.383940 0.375738 0.379450 0.371312 0.366310 0.385237 0.384540
ts 986 1481 1992 2485 2980 3484 3985 4080
20 30 40 50 60 70 80 90
L; 0.231526 0.231953 0.231924 0.232731 0.235411 0.232304 0.235498 0.232333
Ls 0.388566 0.401431 0.402646 0.406972 0.414314 0.415828 0.418189 0.418508
ts 1023 1537 2046 2579 3096 3623 4129 4627
Tabla 5.11: Intervalos y tiempos obtenidos con PropSim4 con tg = 2.0 y o = 0.9 en configuracion Bob2 en
red Boblo enfocando a optimizar el limite inferior (tabla de arriba) y el superior (tabla de abajo)
T 11000 T
Limite inferior ~— Tiempo en segundos ——
12 Limite superior —+-- 7
Minimo limite inferior -&--
Maximo limite superior - 10000 F 4
1
9000 q
08 4
06 4 8000 4
04 - 7 7000 q
02 4
6000 - q
0
5000 4
0.2 B
20000 25500 30(;00 35(;00 40(;00 45(‘)00 50500 55(;00 60000 ADO?UOOO 35(;00 40(;00 45(;00 50(‘)00 55(‘)00 60000
(a) (b)
Figura 5.24: Algoritmo PropWithTD1 en configuracién Bob1 en red Boblo: Intervalos (figura a) y tiempos

(figura b) para cada tamafio de &rbol (tabla 5.8).
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Figura 5.25: Algoritmo PropSim4 con g = 2.0 y @ = 0.9 en configuracién Bobl en red Boblo: Intervalos

(figura a) y tiempos (figura b) para cada nimero de iteraciones, enfocando el algoritmo a optimizar

el limite inferior (tabla 5.9 de arriba) e intervalos (figura c) y tiempos (figura d) para cada nimero

de iteraciones, enfocando el algoritmo a optimizar el limite superior (tabla 5.9 de abajo)
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Figura 5.26: Algoritmo PropWithTD1 en configuracién Bob2 en red Boblo: Intervalos (figura a) y tiempos

(figura b) para cada tamafio de arbol (tabla 5.10).

5.4.3 Red Coche (Car Starts)

La red Coche ' se muestra en la figura 5.23. De nuevo hemos sustituido las probabilidades
por intervalos de la misma forma que con las dos redes anteriores. Sobre la red transformada
hemos realizado experimentos para obtener los intervalos con el condicionamiento de Dempster

[39] en las siguientes variables:

1. Variable "Arranca" (variable con 2 casos) sin observaciones en ninguna otra variable de

la red. Llamaremos a esta configuracion Cocl.

2. Variable "Arranca" (variable con 2 casos) con observaciones en el grafo de dependencias
en las variables "Alternador" (caso 2) y "Faros" (caso 2). Llamaremos a esta configura-

cion Coc2.

Veamos los experimentos realizados:

e En la tabla 5.12 mostramos los intervalos que hemos obtenido con los métodos de propa-
gacién por eliminacién de variables PropWithTD1 y PropWithTD3 empleando diferentes
tamanos méximos para los drboles con la configuraciéon Cocl. También se muestra el

tiempo empleado por los algoritmos. La figura 5.29 muestra graficamente los resultados.

!Esta red ha sido extraida del paquete JavaBayes que fue programado por Fabio Cozman y que esta accesible

en Internet en la direccion web "http://www.cs.cmu.edu/javabayes"
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Figura 5.27: Algoritmo PropSim4 con g = 2.0 y @ = 0.9 en configuracién Bob2 en red Boblo: Intervalos
(figura a) y tiempos (figura b) para cada nimero de iteraciones, enfocando el algoritmo a optimizar
el limite inferior (tabla 5.11 de arriba) e intervalos (figura c) y tiempos (figura d) para cada nimero

de iteraciones, enfocando el algoritmo a optimizar el limite superior (tabla 5.11 de abajo)

e En la tabla 5.13 mostramos los intervalos que hemos obtenido con PropSim4 con #y = 2.0
y a = 0.9 para diferentes numero de iteraciones del algoritmo en la configuracion Cocl.
También se muestra el tiempo empleado por los algoritmos. La figura figh.52 muestra

graficamente los resultados.

e En la tabla 5.14 mostramos los intervalos que hemos obtenido con los métodos de propa-
gacién por eliminaciéon de variables PropWithTD1 y PropWithTD3 empleando diferentes
tamanos maximos para los arboles con la configuracion Coc2. También se muestra el

tiempo empleado por los algoritmos. La figura 5.31 muestra graficamente los resultados.
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Alternador
Sistemade Edad
carga bateria
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Come )

Distribuidor
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Figura 5.28: Red Coche: Representa las variables relacionadas con el problema del arranque de un coche

e En la tabla 5.15 mostramos los intervalos que hemos obtenido con PropSim4 con ty = 2.0
y a = 0.9 para diferentes nimero de iteraciones del algoritmo en la configuracion Coc2.
También se muestra el tiempo empleado por los algoritmos. La figura 5.32 muestra

graficamente los resultados.
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Tabla 5.12:

Tabla 5.13:

20000 30000 40000 50000 60000

L; 0.901337 | 0.901329 | 0.901327 | 0.901327 | 0.901327

Ls 0.957187 | 0.957197 | 0.957197 | 0.957197 | 0.957197

Limin | 0.901322 | 0.901323 | 0.901323 | 0.901323 | 0.901323

Limas | 0.958928 | 0.958928 | 0.958928 | 0.958928 | 0.958928
ts 764 1301 1494 1799 2048
20000 30000 40000 50000 60000

L; 0.496910 | 0.496910 | 0.496910 | 0.496910 | 0.496910

Ls 0.957758 | 0.957758 | 0.957765 | 0.957765 | 0.957765

Limin | 0.041273 | 0.041273 | 0.041273 | 0.041273 | 0.041273

Limas | 0.958727 | 0.958726 | 0.958726 | 0.958726 | 0.958726
ts 530 700 1177 1088 1332

Intervalos y tiempos obtenidos con PropWithTD1 (tabla de arriba) y PropWithTD3 (tabla de abajo)

en configuracion Cocl en lared Coche

30 40 50 60 70 80 90
L; 0.904434 0.901352 0.902979 0.901593 0.901330 0.901324 0.901324
L 0.953814 0.952766 0.954409 0.957196 0.954730 0.953366 0.956831
ts 3725 4985 6253 7455 8726 10022 11216

30 40 50 60 70 80 90
L; 0.905449 0.901710 0.906102 0.912634 0.902740 0.911420 0.917519
L 0.955686 0.957020 0.957198 0.957196 0.957198 0.957198 0.957198
ts 5110 6838 8544 10246 11935 13477 13577

Intervalos y tiempos obtenidos con PropSim4 con g = 2.0 y o« = 0.9 en configuracién Cocl en

red Coche enfocando a optimizar el limite inferior (tabla de arriba) y el superior (tabla de abajo)
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Figura’5.29: Algoritmo PropWithTD1 en configuracion Cocl enred Coche: Intervalos (figura a) y tiempos (figura

b) para cada tamafio de arbol (tabla 5.12 de arriba). Algoritmo PropWithTD3 en configuracion
Cocl en red Coche: Intervalos (figura c) y tiempos (figura d) para cada tamafio de arbol (tabla

5.12 de abajo).
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Figura 5.30: Algoritmo PropSim4 con ty = 2.0 y & = 0.9 en configuracion Cocl en red Coche: Intervalos

(figura a) y tiempos (figura b) para cada nimero de iteraciones, enfocando el algoritmo a optimizar

el limite inferior (tabla 5.13 de arriba) e intervalos (figura c) y tiempos (figura d) para cada nimero

de iteraciones, enfocando el algoritmo a optimizar el limite superior (tabla 5.13 de abajo)
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20000 30000 40000 50000 60000
L; 0.177708 0.177707 0.176318 0.176318 0.176318
Ls 0.343760 0.343762 0.343762 0.343762 0.343762

Limin | 0.174571 | 0.174571 | 0.174571 | 0.174571 | 0.174571
Limas | 0.348653 | 0.348653 | 0.348653 | 0.348653 | 0.348653

ts 1044 1469 1892 2341 2785
20000 30000 40000 50000 60000
L; 0.177744 | 0.176601 0.176586 | 0.175635 | 0.176718
Ls 0.345960 | 0.345960 0.346113 | 0.348650 | 0.348656
Limin | 0.174024 | 0.1730291 | 0.173029 | 0.173029 | 0.174024
Limaz | 0.349661 | 0.349516 0.349661 | 0.351259 | 0.351259
ts 667 787 875 1094 1807

Tabla 5.14: Intervalos y tiempos obtenidos con PropWithTD1 (tabla de arriba) y PropWithTD3 (tabla de abajo)

en configuracion Coc2 en lared Coche

20 30 40 50 60 70 80 90

L; 0.179490 0.179214 0.178698 0.179377 0.177229 0.180915 0.176968 0.178903
L 0.344572 0.344570 0.344500 0.344615 0.344317 0.344538 0.344569 0.344954
ts 1700 2577 3451 4311 5165 6071 6827 7803

20 30 40 50 60 70 80 90

L; 0.177375 0.176985 0.176887 0.177419 0.176810 0.177035 0.176972 0.176746
L 0.340261 0.344563 0.342392 0.344001 0.344168 0.340540 0.338345 0.340522
ts 2403 3556 4661 5867 7151 8301 9561 10772

Tabla 5.15: Intervalos y tiempos obtenidos con PropSim4 con tg = 2.0 y o = 0.9 en configuracion Coc2 en

red Coche enfocando a optimizar el limite inferior (tabla de arriba) y el superior (tabla de abajo)
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Figura5.31: Algoritmo PropWithTD1 en configuracion Coc2 enred Coche: Intervalos (figura a) y tiempos (figura

b) para cada tamafio de arbol (tabla 5.14 de arriba). Algoritmo PropWithTD3 en configuracion

Coc2 en red Coche: Intervalos (figura c) y tiempos (figura d) para cada tamafio de arbol (tabla

5.14 de abajo).
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Figura 5.32: Algoritmo PropSim4 con tg = 2.0 y @ = 0.9 en configuracion Coc2 en red Coche: Intervalos

(figura a) y tiempos (figura b) para cada numero de iteraciones, enfocando el algoritmo a optimizar

el limite inferior (tabla 5.15 de arriba) e intervalos (figura c) y tiempos (figura d) para cada nimero

de iteraciones, enfocando el algoritmo a optimizar el limite superior (tabla 5.15 de abajo)
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5.4.4 Red Alarm

La red Alarm [5] se muestra en la figura 5.33. De nuevo hemos sustituido las probabilidades
por intervalos de la misma forma que con las redes anteriores. Sobre la red transformada hemos
realizado experimentos para obtener los intervalos con el condicionamiento de Dempster [39]

en las siguientes variables:

1. Variable "BP" (variable con 2 casos) sin observaciones en ninguna otra variable de la

red. Llamaremos a esta configuracion Alal.

2. Variable "BP" (variable con 2 casos) con observaciones en las variables "LVFAILURE"
(Caso 2), "PULMEMBOLUS" (Caso 1) y "ARTCO2" (Caso 2). Llamaremos a esta

configuracion Ala2.

En esta red ha sido imposible aplicar los métodos de propagaciéon por eliminacion de va-
riables PropWithTD1 y PropWithTD3, debido a que ambos consumian toda la memoria de
nuestro ordenador y era incapaz de obtener ningin resultado.

Veamos los experimentos realizados:

e En la tabla 5.16 mostramos los intervalos que hemos obtenido con PropSim4 con ty = 2.0
y a = 0.9 para diferentes nimero de iteraciones del algoritmo en la configuracién Alal.
También se muestra el tiempo empleado por los algoritmos. La figura figh.35 muestra

graficamente los resultados.

e En la tabla 5.17 mostramos los intervalos que hemos obtenido con PropSim4 con #3 = 2.0
y a = 0.9 para diferentes ntimero de iteraciones del algoritmo en la configuracion Ala2.
También se muestra el tiempo empleado por los algoritmos. La figura 5.35 muestra

graficamente los resultados.
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Figura5.33: Red Alarm (A Logical Alarm Reduction Mechanism): Es una aplicacién de diagnéstico usado para

explorar técnicas de razonamiento probabilistico en redes Bayesianas
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30 40 50 60 70 80 90

L; 0.319583 0.315559 0.302474 0.294258 0.293539 0.291204 0.291472
L 0.509959 0.488273 0.504944 0.504097 0.500202 0.504162 0.499270
ts 2228 3000 3700 4436 5169 5847 5891

30 40 50 60 70 80 90

L; 0.334135 0.342031 0.342866 0.326691 0.312401 0.328256 0.327098
L 0.499840 0.508551 0.524216 0.518965 0.517356 0.525373 0.521329
ts 2169 2887 3583 4309 4996 5722 6101

Tabla 5.16: Intervalos y tiempos obtenidos con PropSim4 con ty = 2.0 y @ = 0.9 en configuracion Alal en

red Alarm enfocando a optimizar el limite inferior (tabla de arriba) y el superior (tabla de abajo)

30 40 50 60 70 80 90

L; 0.303479 0.305820 0.296274 0.287377 0.284422 0.283146 0.282268
L 0.497452 0.470390 0.503964 0.482040 0.468923 0.491886 0.480822
ts 1308 1750 2171 2611 3092 3440 3569

30 40 50 60 70 80 90

L; 0.308772 0.321259 0.310396 0.310121 0.321575 0.319159 0.325953
L 0.486773 0.498773 0.504750 0.501607 0.506765 0.507039 0.505314
ts 1248 1664 2080 2479 2906 3337 3579

Tabla 5.17: Intervalos y tiempos obtenidos con PropSim4 con £y = 2.0 y & = 0.9 en configuracién Ala2 en

red Alarm enfocando a optimizar el limite inferior (tabla de arriba) y el superior (tabla de abajo)
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Figura 5.34: Algoritmo PropSim4 con ty = 2.0 y & = 0.9 en configuracion Alal en red Alarm: Intervalos

(figura a) y tiempos (figura b) para cada numero de iteraciones, enfocando el algoritmo a optimizar

el limite inferior (tabla 5.16 de arriba) e intervalos (figura c) y tiempos (figura d) para cada ndmero

de iteraciones, enfocando el algoritmo a optimizar el limite superior (tabla 5.16 de abajo)
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Figura 5.35: Algoritmo PropSim4 con tg = 2.0 y @ = 0.9 en configuracion Ala2 en red Alarm: Intervalos

(figura a) y tiempos (figura b) para cada nimero de iteraciones, enfocando el algoritmo a optimizar

el limite inferior (tabla 5.17 de arriba) e intervalos (figura c) y tiempos (figura d) para cada nimero

de iteraciones, enfocando el algoritmo a optimizar el limite superior (tabla 5.17 de abajo)
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5.5 Conclusiones

En este capitulo hemos desarrollado una serie de técnicas enfocadas a mejorar algun aspecto
de la propagacion de intervalos de probabilidad. Estas técnicas se ha demostrado con ejemplos
que son importantes incorporarlas en los algoritmos debido a las ventajas de eficiencia en los
calculos que conseguimos con ellas. También hemos realizado una evaluacién experimental de
los algoritmos implementados tanto exactos como aproximados. Hemos podido ver que los
algoritmos exactos funcionan bien, pero que en determinados problemas no son capaces de
obtener buenos resultados, e incluso a veces no obtienen ninguno. Limitando el tamano de los
arboles hemos conseguido obtener resultados aproximados con el algoritmo de eliminacién de
variables. Pero cuando el problema ha sido atin més complejo, tampoco con la limitacién del
tamano del arbol se ha resuelto el problema de forma satisfactoria.

En general, destacamos los siguientes puntos de los experimentos:

e Existen casos simples (figuras 5.17,5.21) en los que los algoritmos de eliminacion de
variables obtienen resultados bastante buenos, obteniéndose intervalos exactos para un
determinado tamano de los arboles. En ese caso, los algoritmos de enfriamiento simulado

(figuras 5.18, 5.22) obtienen en pocas iteraciones (50) los intervalos exactos.

e En la mayoria de los casos (figuras 5.19, 5.24, 5.26, 5.32, 5.34, 5.35) los algoritmos
de eliminacién de variables aproximados no son factibles: el valor medio proporciona
intervalos muy pequefnios, mientras que los intervalos aproximados con ri;, ¥V Tmax
son demasiado amplios ([0, 1] en muchos casos). Esto viene a corroborar lo que ocurre en
los algoritmos de propagacién en los que se mantienen sélo dos valores minimo y méximo
para las variables originales del drbol y que son los que se han usado ampliamente en la
literatura. Estos corresponden al uso de arboles aproximados donde se eliminan todas las
variables transparentes sustituyéndolas por el minimo y el maximo. Esto es mucho mas
pobre que nuestro enfoque en el que permitimos arboles de tamafio de hasta 60 000 (es
decir 60 000 intervalos para representar el convexo). Si a nosotros nos dan en ejemplos
medianos intervalos [0, 1] como aproximacion externa del intervalo, no es de extrafar
que los algoritmos clasicos produzcan siempre este tipo de aproximaciones tan pobre: el

intervalo [0, 1].

e Cuando ha sido posible obtener los intervalos exactos (figuras 5.17,5.21) los algoritmos de

enfriamiento simulado (figuras 5.18, 5.22) han convergido rapidamente a estos valores.
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En otros casos (figuras 5.20, 5.25, 5.27, 5.30), también se ha dado la convergencia,
aunque no podemos estar completamente seguros que los resultados sean exactos (nuestro

enfriamiento no garantiza la convergencia).
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Conclusiones y Trabajos Futuros

El objetivo global del presente trabajo era la construccién de algoritmos de propagaciéon para
grafos de dependencias en los que las distribuciones de probabilidad condicionadas viniesen
dadas por medio de intervalos de probabilidad.

Este objetivo general ha sido cubierto mediante la construcciéon de diversos algoritmos tanto

exactos como aproximados. Las dos conclusiones béasicas de esta memoria son:

1. Es muy conveniente una especificacion global del problema de la propagacién de pro-
babilidades imprecisas y el uso de conjuntos convexos para la representaciéon de las
informaciones intermedias. Cualquier otra representaciéon menos general que implique
el uso de aproximaciones en cada paso del problema, da lugar a intervalos muy poco

informativos.

2. La obtencién de buenas aproximaciones al problema global es factible para problemas
medianos. La aplicaciéon de técnicas de optimizaciéon combinatoria produce buenas apro-

ximaciones en tiempos razonables.
Para ello hemos empleado bésicamente las siguientes técnicas:

e En el capitulo 1 se ha visto como obtener los conjuntos convexos asociados a distribucio-
nes de probabilidad condicionadas proporcionadas por medio de intervalos. El trabajar
con conjuntos convexos, en lugar de directamente con los intervalos, nos asegura que
durante los algoritmos de propagacién no perderemos informacién al hacer operaciones
con las informaciones disponibles. Se ha demostrado con un ejemplo que tales pérdidas

de informacién son posibles y de hecho bastante frecuentes.

e En el capitulo 2 hemos estudiado dos algoritmos de propagacion exactos de conjuntos

convexos de probabilidades que hacen uso de las independencias entre las variables del

227
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problema, para poder hacer la propagacion con calculos locales en un grafo de depen-
dencias. Hemos clasificado los algoritmos de propagacion existentes de acuerdo con las
relaciones de independencia usadas. Respecto a los algoritmos exactos implementados
para este capitulo concluimos que pueden utilizarse en problemas de muy pocas varia-
bles, o en los que s6lo tenemos imprecisiéon sobre algunas de ellas. Por tanto, aunque en
teoria estos algoritmos son correctos, el gran nimero de puntos extremos que llegan a
tener los conjuntos convexos hace que la propagacién exacta sea infactible en la practi-
ca. Por ello se estima necesaria la construccién de algoritmos aproximados que intentan

obtener resultados en los casos en que la propagacién exacta no puede realizarse.

En el capitulo 3 se ha estudiado la especificacion del problema de la propagacién de
conjuntos convexos de probabilidades como un problema de optimizacién combinatoria
mediante el empleo de variables adicionales, que nosotros hemos llamado transparentes.
En este capitulo se han presentado varios algoritmos que utilizaban la técnica del en-
friamiento simulado y un algoritmo genético que permite obtener resultados cercanos a
los exactos, pero en tiempo razonable. En la implementacién de estos algoritmos las

distribuciones de probabilidad vienen almacenadas en tablas de numeros reales.

En el capitulo 4 se presentan los drboles de probabilidad para representar las distribucio-
nes de probabilidad. Con esta técnica podemos almacenar distribuciones de probabilidad
condicionadas de manera més eficiente que usando tablas. Ademés, hemos desarrollado
algoritmos de propagaciéon de probabilidades que se basan en esta representacién reali-
zando las operaciones de combinacién, marginalizacién y selecciéon directamente sobre
arboles. También hemos propuesto algoritmos aproximados basados en el uso de arbo-
les de un tamano maximo limitado. La evaluacién experimental muestra que el uso de
arboles de probabilidad mejora la eficiencia de los algoritmos exactos y obtiene buenas

aproximaciones en casos en que los algoritmos exactos sean infactibles.

En el capitulo 5 se han combinado las ideas desarrolladas en los capitulos 3 y 4 para llevar
a cabo la propagacion de intervalos de probabilidad. Las conclusiones que extraemos de

este capitulo se resumen a continuacién:

— Los arboles de probabilidad permiten representar los convexos asociados a las pro-
babilidades condicionadas intervalares de forma eficiente evitando los problemas de

explosiéon combinatoria que se producen con las tablas de probabilidad.
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— Los métodos de propagacién del capitulo 2 se pueden llevar a cabo usando &rboles de
probabilidad. Esta representacién permite obtener los puntos extremos del convexo

"a posteriori” de forma, eficiente.

— Cuando la propagacion se hace con arboles de tamano limitado se puede calcular
un intervalo que incluya al intervalo exacto. Esto puede usarse para obtener un

limite superior para el error cometido en la aproximacion.

e Como conclusion final, hemos desarrollado métodos de propagacién de conjuntos conve-
xos de probabilidad mediante técnicas de enfriamiento simulado con 4rboles de probabi-
lidad. Experimentalmente se ha visto que estos algoritmos obtienen buenos resultados,

mientras que los métodos exactos son incapaces de obtener ningin resultado.

Lineas futuras de investigaciéon
Al trabajar en la elaboracién de esta memoria hemos ido descubriendo nuevas posibilidades
para continuar nuestra investigacion. Asi, creemos que en un futuro proximo debemos abordar

las siguientes lineas de trabajo:

e Mejorar los algoritmos de propagaciéon de conjuntos convexos en los drboles de grupos
tanto exactos como los de enfriamiento simulado. Para ello podemos aplicar las siguientes

técnicas que estamos convencidos que pueden mejorar los resultados:

— Adicién de grupos intermedios al arbol de grupos, lo cual puede evitar tener que
combinar varios potenciales que irfan a un mismo grupo, creando asi arboles casi

completos a partir de arboles que podrian tener pocas ramas.

— Empleo de la propagacion perezosa [93]. Consiste en que en la propagacion, los
potenciales nunca se combinarian hasta que no sea estrictamente necesario, o sea,
cuando tengamos que eliminar una variable. De esta forma los potenciales serian

listas de arboles de probabilidad.

— Adaptacion de la operacion de combinacion con los algoritmos de simulaciéon. En
estos algoritmos cuando simulamos un valor para las variables transparente, éste se
va propagando al resto del arbol de grupos con el envio de mensajes entre los grupos
adyacentes. El calculo de los mensajes necesita de las operaciones de combinacién
de érboles y finalmente de la marginalizacién. Pero si una variable transparente

ha sido observada mediante el proceso de la simulaciéon entonces no serd necesario
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combinar aquellas ramas de los arboles originales que no correspondan al valor

simulado.

e Mejorar la implementacion de los algoritmos genéticos de forma que no sea necesaria la

propagaciéon de individuos ya obtenidos en generaciones anteriores.

e Aplicacién de otras técnicas de optimizacién combinatoria como puede ser la busqueda

tabi [59] o las busquedas con entorno variable [65].

e Adaptar los algoritmos a otras formas de calcular un convexo de probabilidad condicional

como las propuestas por Walley y Moral.

e Aplicar los algoritmos de propagacion de intervalos construidos a problemas reales, y

comprobar con expertos en el tema el buen funcionamiento del sistema.

e Usar medidas de informacién alternativas para que los algoritmos de propagacion de

intervalos con arboles de tamano limitado optimicen los intervalos que acotan el error.

e Integrar todos los algoritmos construidos en el programa Elvira®.

2Es un programa que est4 siendo implementado en Java por miembros de varias universidades espafiolas
integradas en el proyecto "Entorno para el desarrollo de modelos graficos probabilisticos (TIC97-1135-C04-01)"
(financiado por la CICYT)
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