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INTRODUCCION

El nacimiento de lasteoriasde torsidén esti conectado con
el estudio de los anillos de cocientes. La aproximacién general ha
sido desarrollada bajo diferentes puntos de vista por Gabriel, Ma-

randa, Chew, Dickson y Goldman.

P. Gabriel en,Des catégories abéliennes, Bull. Soc. Math.
. France, 90, 323-44s, (1.962), desarrollando ideas de Groéhendieck
dadas en Sur quelques points d'algébre homologique, Tahoku Math; J.o,
9, 119-221, (1. 95:), construye la categoria cociente de una catego-
ria abellana por una subcategoria localizante (construc01on utiti-
zada por Serre implicitamente en un trabajo sobre grupos de homolo-

gia).

En 1.964, J. M. Maranda,en Injective structures, Trans.
’Amer. Math. Soc., 110, 98-135, (1.964), introduce los conceptos de
pre;radical, radical y radical torsidn, demostrando una correspon-
dencia biyectiva entre las topologia de Gabriel del anillo (que el
propio Gabriel habia demostrado que se encantraban en corresponden—
cia biyectiva con las subcategorias localizantes) Y los radicales

torsidn.

K. L. Chew en [17], introduce el concepto de operador clay-—
sura en el reticulo de los submddulos de un R—méduio, estableciendo
una b1y6001on entre el conjunto de todas las topologias de Gabriel

del anlllo y el conjunto de los operadores clausura modulares.
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En 1.966, S. E. Dickson en [28], introduce la axiomatica
de una teoria de torsién en una categoria abeliana, demostrando que
dicho concepto es equivalente a la nocidn de radical idempotente en
el sentido de Maranda. Ademas, establece una correspondencia biyec-
tiva entre las teorias de torsidén hereditarias y los radicales exac-

tos a izquierda.

Posteriormente, 0. Goldman, en [40], utilizéndo el con-
éepto de inyectividad relativa a una teoria de torsiSn hereditaria,
da una construccidn elemental del mdédulo de cociéntes, e introduce
los R-mbdulos soporte para una teoria de torsidn hereditaria, que
cogeneran unas teorias de torsidn denominadas primas, Yy que vienen
a ser una generalizacidn de los ideales primos para un anillo con-
mutativo. éor otra parte, cuando se considera la teoria de torsidn
trivial, esto es; todo R-mdédulo es libre de torsidn, entonces 165

R-médulos soporte son exactamente los R-médulos simples.

En 1.971, J. Raynaud, en,lLocalisations et anneaux semi-
noéthériens a droite, Publ. Dép. Math. (Lyon), 8, 77-112, (1.971),
utilizando el concepto de R-mddulo soporte dado por Goldman, intro-
duce las teorias de torsién fuertemente semi-primas, como aquellas
que son interseccidn de teorias de torsidn cogeneradas por R-modu-
los soporte, caracterizando los anillos seminoetherianos, como ague-

llos para los que toda teoria de torsidn es fuertemente semi-prima.

Una teoria de torsidn de especial relieve, es la introdu-
cida por A. Goldie en Torsion free modules and rings, J. Algebra,
1, 268-287, (1.964). Goldie propone la siguiente definicién,

ClM(N) =[x/ x e My (N:x) es un ideal esencial de R}
para un submddulo N de M. J. S. Alin Y S. E. Dickson en,Goldie's
torsion theory and its derived functor, Pacific J. Math., 24, 195-
203, (1.968), que ZZ(M) = ClMCIM(O) €s un radical torsidn, que da

lugar a la teoria de torsién de Goldie.
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Asi, un R-mddulo M es libre de torsién péra esta teoria
‘de torsién, si y solo si es no singular. K. R. Goodearl en [41],

realiza ‘un estudio en profundldad de esta teoria de torsién.

Para una teoria de torsién hgqeditaria arbitraria, el
concepto dg radicai de Jacobson de un anillo, se encuentra .en J. S,
Golan, [36], definido como 1la interseccidn de todos los ideales
derecha t-cocriticos, si no existen ideales derecha a-cocriticos,
entonces de define igual al anillo R, para un R-mddulo. arbitrario
el estudio de dicho radical ha ;ido abordado entre otros por W. G.,
Lau en [55],por M. L. Teply en [83] y por B. A. Benander en [8].
Cuando se considera la teorla de torsidn tr1v1a1 entonces se ob-
tiene el radical de Jacobson ordinario. Dlversas generallzaClones
del z6calo de un R-mbdulo para una teoria de torsion heredltarla
arbitraria tambien ‘han sido con51deradas por los autores anterlor—
mente citados. En particular, para el caso de la teoria de torsién
de Goldie, este estudio ha sido abordado por J. Dauns en [22] y [23],
obteniendo mediante el estudio de la estructura de las envolventés
inyectivas para R-mddulos semicriticos relatlvos a esta teorla de
torsidn, un teorema de estructura para el anillo maxlma] de cocien~

tes de un anille no singular.

En [55] y [83], L;u y Teply abordan el estudio de R-mddu-
ios finitamente semicriticos relativos a una teoria de torsidén he-
reditaria, los cuales son caracterizados como R-médulos libres de
torsidn, artinianos relativos a la teoria de torsidn, y verificando

que cada submddulo esencial es denso.

En 1.968, C. Ndstdsescu y N. Popescu, en [63], definen
un anillo semiartiniano derecha a partir de la definicién de zécalo,

el cual es una generalizacidén de anillo perfecto derecha de Bass ,
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[5], Anélogamente, definen lo; R-modulos semiartinianos, estos son
exactamente los R-mdédulos torsién para la teoria de torsidn de Dick-
son, [28], esto es; la teoria de tocsién generada por todos los. ‘
R-médulos simples. E1 radical torsidn asociado a esta teoria de
torsién, se puede construir por el procedimientoﬁétandar de asociar
a un preradical idempotente un radical idempotente dado en [82], ob-
tenemos de esta forma una cadena de submédulos, que'es conocida co-
mo la serie de Loewy, la cual ha sido estudiada por Shoreslen [74]

sy [75] ¥y por Fuchs en, Torsion preradicals and ascending lLoewy se-

-ries of modules, J. Reine und Ang, Math., 239/240, 169—179, (1.969).

‘Si bien los primitivos trabajos sobre anillos de cocignf
tes y teorias de tofsién (Utumi, Johnson, Findlay—Lambek,...), se
habian Pealiza&o en anillos no necesariamente son identidad, la in-
fluencia de la escﬁela bourbakista, hace que estos pasen a realizar-

se sobre anillos con identidad.

Independientemente de esta razon, ocurre que para una teo-—
ria de torsidn hereditaria en la categoria Mod-R de los R-mddulos
a derecha no necesariamente unitarios, no existe, en general, una
topologia de Gabriel asociada, por lo que se pierde la correspon-.
dencia biyectiva entre teorias de torsidn hereditarias y topologias
de Gabriel para anillos con identidad. Este inconveniente es subsa-
nado en el capitulo primero de la presente memoria, mediante la in-

troduccién de las teorias de torsion regulares y hereditarias.

El ejemplo mds sencillo de una teoria de torsién heredita-
ria y regular es la teoria de torsién cogenerada por la clase de

los Rmbédulos verificando 1la propiedad (R), esto es; si mR = O para

m €M, entonces m = O. Esta teoria de torsion ha sido estudiada por

Kellett en [50] y por Gardner en [34] y [35], entre otros.



El estudio de las topologias de Gabriel en-anillos no ne-
cesariamente con identidad fué considerado por Chew en [17]. En [6]
Baumont estudia dichas topologias relacionandolas con topologias .
de Gabriel en la extensién de Dorroh del anillo R.

XXXXXXXX

El objetivo de la presente memoria es estudiar teorias
de torsidn .en la categoria Mod—R de los Rmbédulos derecha sobre.un
anillo R no necesariamente con identidad, y en especial aquellas

que tienen asociada una topologia de Gabrieil.

La primera seccién del primer capitulb estd dedicada a es-
te fin. Tales teoriés de torsién las llamamos regulares, y estan
caracterizadas por la propiedad de que todos los R-mddulos libre de
torsién verifican la propiedad (R), & equivalentemente, que todos
los Rmédulos triviales son torsidn. Un R-médulo M tiene la propiedad
(R) cuando para cada m e M se tiene que mR = O implica m = 0O, y es
trivial si MR = 0. Si llamamos R1 a la extensidn de Dorroh del ani-
1lo R, entonces tenemos siguiendo la construccion dada por Baumont

que si £ es una topologia de Gabriel en R, entonces

5{1 = {11 X R/ existe I ¢ ¥ tal que I < I1}

€s una topologia de Gabriel en Rf Y reciprocamente, si»iies un fil-

tro de Gabriel en R1 tal que R ¢ 5{1, entonces
= {1 "R/ I p
SZ { 4N 1€ X }

es una topdogia de Gabriel en R. Ademis esta correspondencia es bi-

yectiva, (1.1.27).

En la segunda seccién estudiamos el reticulo de los sub-

médulos cerrados Para una teoria de torsién hereditaria y regular,
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ya que cuando la teoria de torsion no es regular, los elementos del
reticulo de los cerrados no pueden ser caracterizados en funcién

de elementos de la topologia de Gabriel, lo que impide obtener
propiedades "buenas". Estudiamos el operador clausura asociado a la
teoria de torsidn, y las operaciones a que da lugar en CT(M), para
las cuales es un reticulo modular completo y pseudo-complementado.
A continuacién se estudian los morfismos de reticulos inducidos por
morfismos de R-médulos, caracterizando submddulos cerrados y densos

mediante isomorfismos de reticulos.

En la seccidn tercera estudiamos algunos elementos dis—
tinguidos del reticulo de los submddulos cerrados,’caracterizando
los submbdulos t-cocriticos como elementos maximales y los submd-
dulos t-criticos como aquellos cuya t-clausura es un elemento mi-
nimal. A continuacién estudiamos los ideales bilateros t-cerrados,
llegandose a que un ideal maximal entre los bilateros contenidos
en el reticulo de los cerrados es un ideal primo. Por (ltimo, es-
tudiamos como cambia una teoria de torsidn mediante Qn morfismo de

anillos, y qué relacidn existe entre los médulos criticos para cada

teoria de torsién,

La cuarta seccién estd dedicada a mostrar ejemplos de teo-
rias de torsidn, y a estudiar cuando la teoria de torsién heredi-
taria cogenerada por un R-mddulo es regular, y damos dos teoremas

que nos permiten construir teorias de torsidn hereditarias y regu-

lares.

El segundo capitulo estd dedicado principalmente al estu-

dio del zécalo relativo a una teoria de torsién, generalizando el

z6calo de un anillo. - -
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En la seccidn primera determinamos que paré cada submddu-—
lo cerrado N de M, siendo M una clausura de una suma de submddulos
T-criticos, existe una familia independiente maximal de submddulos
T-criticos, cuya suma no corta a N, y tal que la clausura de la .su-—
ma de N con la suma de esta familia es igual a M. Como consecuen—
cia, para cada M verificando 1a antérior propiedad, se tiene que es
la clausura de una suma directa de submddulos t-criticos, y que el
t-z6calo, definido como la clausura de la suma de todos los submo-
dulos, adopta tambien esfa forma. Por ser una propiedad casi éxclu—
siva de reticulos, podemos, aplicando los resultadog del capituiq
primero, conocer las relaciones existentes entre algunos mbdulos,
submédulos suyos, y tambien médulos cocientes. Llamamos R-mddulo
T-semicritico a un R-mbédulo que coincide con su ‘t-zbécala, y estu-—
diamos condiciones necesarias y suficientes para que un R-médulo
sea 1-semicritico. Un anillo R se llama t-semicritico cuando es
1-semicritico como R-mbdulo a la derecha, y estudiamos condiciones
sobre los R-mddulos para que el anillo R sea t-semicritico. Por Gl-
timo definimos el radical relativo a una teoria de torsién, el t-ra-
dical, como la interseccion de todos los anuladores de todos los
R-médulos t-criticos, y demostramos que coincide con la intersec-
cibén de todos los ideales derecha t-cocriticos. En [15], hemos de-
mostrado que una teoria de torsién es fuertemente semiprima si y

solo si estd cogenerada por un R-médulo semicritico.

En la segunda seccidén construimos la serie de Loewy re-
lativa a una teoria de torsidn, y llamamos t-mbdulo-de Loewy a un
P ' e A . . .
R-modulo M verificando S (M) = M para algin ordinal A, y t-longitud

T

A+
(M), demostramos que
T

A

de Loewy al menor ordinal A tal que S (M) =S
i T

la t-longitud de Loewy del anillo R es una cota superior de las t-lon-

gitudes de Loewy de todos los R-modulos.
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En la seccidn tercera damos el concepto de R-médulo T-se-
miartiniano, y demostramos que un R-mbédulo es t-semiartiniano si, y
solo si, es un {-mbédulo de Loewy, y damos condiciones necesarias y
suficientes para que el anillo R sea t-semiartiniano. Damos un teo-
rema anélogo al clasico teorema de anillos semiartinianos, esto es;
si R es un anillo ¢-semiartiniano con t-longitud finita, entonces
todo. R-mddulo no nulo y libre de t-torsidn contiene un submddulo
t-cocritico. Por (ltimo, estudiamos la relacidn existente entre ani-
1los ¢-semiartinianos y condicione$ de finitud relativas a la teo-—

ria de torsién.

En la cuarta seccién, estudiamos la descomposicidn del:
1—z6calo,definido en la seccidn primera, mediante la siguiente re-
lacidén de equivalencia en la clase de los R-mbdulos T-criticos; dos
R~mddulos T—CFiticos son equivalentes si tienen envolventes inyecti-~
vas isomorfas. Como consecuencia, tenemos un nuevo concepto de di-
mensidén relativa a una teoria de torsidn, que generaliza la dimen-
si6én reducuda de Goldie, y un teorema de estructura para el anillo
de endomrfismos de la envolvente t-inyectiva de un R-mddulo T-semi-

critico y libre de torsién.

El tercer capitulo esti dedicado a la obtencidn de radi-

cales y quasi-radicales de anillos.

En la primera seccién desarrollamos el concepto de distri-
bucién, y damos algunos ejemplos de distribuciones.Obtenemos las
distribuciones definidas por de la Rosa en [25], Y damos un nuevo

ejemple que resuelve el problema planteado por de 1a Rosa. Por (1-

timo generalizamos el A-radical, caracterizando aquellos aniilos R

tales que los ideales derecha del anillo de matrices R son de la

forma suma de ideales con solo una fila no nula, y donde todos 1los

elementos no nulos pertenecen a un ideal derecha’ de R.
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La segunda seccién estj dedicada al estudio de R-mddulos
e ideales derecha Primos, y su relacién con .el . reticulo de los ce-
rrados, e introducimos un nuevo radical especial utilizando la cla-

se de los R-mddulos criticos Y primos.
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13.

14.

NOTACION.

R designara un anillo no necesariamente con identidad.

Mod-R es la categoria de R-mddulos derecha.

MOD-R es la categoria de R-mddulos derecha unitarios, cuan-

do R tiene identidad.

I < R significa que I es un ideal derecha de R.

g{T:R) = {r e R/ rR < I}.

N(I) = {r € R/ rI < I}. Se llama el idealizador de I en R.

N < M significa que N es un submdédulo de M.

(N:M) = (N:M)R = {r e R/

x € M significa
x ¢ M significa
N i M significa

N § N'significa

que

que

que

que

X es

X no

N es

N no

x € M\N significa que x

Mr c N}.

un elemento de M.

es un elemento de M.

un submddulo de M, distinto de M.
es un submddulo de N'

es un elemento de M y no de N.

Toda clase de R-mddulos se supone siempre cerrada para

isomorfismos.




CAPITULO 1

TEORIAS DE TORSION'

1.1. TEORIAS DE TORSION Y TOPOLOGIAS DE GABRIEL.

(1.1.1) R denotard un anillo asociativo, no necesariamente con iden-
tidad y Mod-R (respectivamente R-Mod), la cgtegoria.de los R-modu-
los por la derecha'(féspectivaﬁente, R—médulo; por la izquierda).
Cuando sea un anillo unitario, llamamos MOD-R (respectivamente,
R-MOD) a "la categoria de los R-mdédulos a la derebha'(respéctivéhen—

te, a la izquierda)'unitarios.

Salvo que se indique otra cosa, R-médulo significara

R-médulo por la derecha no necesariamente unitario.

(1.1.2) Una teoria de torsién en Mod-R es un par de clases

t = (T , F ) de R-mddulos, verificando los siguientes axiomas:
T T L : co
A-I. T A F =o0.
T T
A-II. T es cerrada para cocientes.
T
A-III. F es cerrada para submodulos.
T
A-IV. Para cada R-mdédulo M existe una sucesidén exacta

corta O—>T —>M—>F —>0, con TeT y FeF
T T

La clase TT se llama clase de torsidn de T y la clase F
T

se llama clase libre de torsidn de 1. Los elementos de T se llaman
0sS 1

de t-torsidn y los de F se llaman libres.de t—torsidn.
DE— T




(1.1.3) LEMA. Para cada R-médulo M, en el axioma A-IV, el R-mbédulo

T es Gnico salvo isomorfismo y determina un submodulo T (M) de M.
T

(1.1.4) LEMA. Para R-médulos M y M' y para un morfismo de R-mddulos
fiM——> M' se tienen:
1. T (M) es el mayor submodulo de M contenido en TT.
T . may!
2. T T (M) =T (M).
T T T
3. T (M/T (M)) = 0.
T T
4. f(T (M) c T (M),
T i ¢
&T(M)ﬂHN/NSMyMMeFH.~
T

Llamamos a T (M) el submodulo de t—torsién de M.
T : - -

'

(1.1.5) LEMA. 1. Una clase T de R-mbdulos es una clase de torsidn
para una teoria de torsién si y solo si es cerrada para extensiones
coproductos y cocientes.

2. Una clase F de R-mddulos es una clase libre de torsién

para una teoria de torsién si y solo si es cerrada para extensiones,

productos y submddulos.

[ 82, prop. vI.2.1 y 2.2].

(1.1.6) Una teoria de torsién se llama hereditaria si la clase de

torsién es cerrada para submddulos.

(1.1.7) LEMA. Sea T una teoria de torsidn. Son equivalentes los

siguientes enunciados:
1. 1 es hereditaria.
2. Para cada submodulo N de M se verifica la igualdad
TT(N) =NRN TT(M).

3. La clase FT es cerrada para extensiones esenciales.

[82 . prop. V1.3.2].



(1.1.8) Si Ty 0 son dos teorfas de torsidn en Mod-R, decimos que

T es menor 6 igual que o© y lo representamos 1< 0, si para todo

R-mbdulo M se verifica TT(M)_i TO(M), 6 equivalentemente TTEE Tc;é

equivalentemente FT.B F0

(1.1.9) Sea C una clase de R-médulos, definimos:

F={mMme Mod—R/ Hom (C,M) = O para cada C de c} vy
T —{ M € Mod-R/ Hom (M,F) = O para cada F de F}
Se tlene que (T F) es una teoria de torsidén, y es la menor para la

que todo elemento de C es torsidn. Se dice que C genera la teoria.

(1.1.10) Sea C una clase de R-mbdulos,.definimos:
T =IMe Mod-R/-Hom (M,C) = O para cada C de C} y
F ={ M ¢ Mod-R/ Hom (T;M) = O para cada T de T}
" se tlene que (T, F) es una teoria de torsién, y es la mayor para
la que todo elemento de C es libre de torsién. Se dice que C coge-

nera la teoria.

(1.1.11) . LEMA. Una teoria de torsién es hereditaria si y solo si
estd cogenerada por un R-mddulo inyectivo.

[82, prop. vI.3.7].

(1.1.12) Si 1 es una teoria de torsién, un submodulo N de un R-mé-
dulo M se llama Tt-denso si M/N es T-torsidn. Llamamos .f (M) al
e T

conjunto de todos 1los submodulos de M t-densos en M.

(1.1.13) LEMA. Sea T una teoria de torsidn hereditaria. Para R-mé-
dulos M y M' y para f:M-—> M' morfismo de R-médulo se tienen:

1. Si N < L son submodulos de M ¥ N es t-denso en M, en=
tonces L es t-denso en M.

2. 8i Ny L son submodulos de M 1-densos, entonces ND L

es T-denso en M.



3. 8Si N' es un submodulo de M' t1-denso, entonces f—1(N')
es T-denso en M.

4. Si f es un epimorfismo y N es un submodulo t-denso de
M, entonces f(N) es t-denso en M'.

5. Si L < N son submodulos de M, N es 1-denso en M y L es
T-denso en N, entonces L es T-denso en M.

Demostracién. 1. Si N< L y N es t-denso en M, entonces M/N es
T-torsidén, como M/L es un cociente de él1 y TT es cerrada para co-
cientes, entonces L es t1-denso.

2. Consideramos la siguiente sucesién exacta corta

O ——>N/(L N N) ——>M/(L N N) —8>M/N —>0
Por hipotes?s M/L y M/N son t-torsidn, y como N/{(L N N) = (L + N)/L
es un submodulo de M/L, tenemos que M/(N N L) es t-torsién y por
tanto N N L es t-denso.

3. Basta probar que el morfismo inducido f':M/f_1(N!)
—————>M'/N' es un monomorfismo. Supongamos que f'(m + f-1(N'))=
=0 » Para m un elemento de M, entonces f(m) € N', luégo
m € f--1(N') y por tanto m + f_1(N') =o.

4. Basta probar que el morfismo inéucidovf':M/N———é M'/f(N)
es un epimorfismo. Supongamos que m' + f(N) ¢ M'/%(N), entonces

existe m € M tal que f(m) = m', es claro entonces que f'(m + N) =
m' + f(N).

5. Tenemos que L < N <M, entonces por hipotesisAM/N es
1-torsién, y N/L es t-torsidn. Si consideramos la sucesion exacta .
corta O — N/L—> M/L -> M/N,-—> 0, es claro que M/L es

T-torsion.

(1.1.14) Si R es un anillo unitario Y 1 es una teoria de torsidn

hereditaria en MOD-R, entonces i;(R) verifica las‘siguientes pro-

piedades:



F-I. 8i I <J son ideales derecha de R con I ¢ X (R), en-
tonces J € X (R).
F-II. Si I y J son ideales derecha de R tales que
I, Je % (R), y f:I——>R es un morfismo de R—modulos, entonces
o e 3( (R).
F~-III. Si I es un ideal derecha de'R.y existe un ideal
derecha J e GQ(R) tal que para cada y ¢ J se tiene (I:y) ¢ J;(R),

entonces I ¢ d&(R).

Ademas, toda familia de ideales derecha de R verificando
estos axiomas determina una teoria de torsién hereditaria, y esta

correspondencia es biyectiva.

(1.1.15) Una familia no vacia & de ideales derecha en un anillo
arbitrario R verifipando los axiomas F-I, F+II y F-III se llama

una topologia de Gabriel en R. (Tambien se la llama filtro de Ga-

briel en R).

(1.1.16),E§ﬁ5. Sea & una familia no vacia de ideales aerecha de R
verificando F-I y F-III. Entonces son equivalentes F-II y

F-II'; Para cada ideal derecha I eiﬁ- Yy .para cada r ¢ R,
se tiene (I:r) ¢ X. ‘
Demostracién.
F-II == F-II'. Como a‘é e€s no vacie y verifica F-I, tenemos que Redf,

SiIe L » entonces para todo r de R, f iR——> R deflnldo f (x) =

= rx es un morfismo de R-médulos, y se tiene (f ) (I) = (I:r).
r

F-II' = F-II. Supongamos que I, J ¢ X y consideremos f:T — R
. -1
morfismo de R-mbdulos, tenemos (f (J):r) = (J:if(r)), por (F-II'),

: -1 )
como J ed , se tiene (f (J):r)e & para todo r ¢ R. Aplicando

-1 R
entonces (F-III); tenemos que f (J)e X .



(1.1.17) Cuando T es una teoria de torsidn hereditaria en Mod-R,
‘XT(R) no necesariamente es una topologia de Gabriel.
EJEMPLO.

Llamamos R al anillo 2Z y consideramos en Mod-R la teoria
de torsidn hereditaria 1 cogenerada por la envolvente inyectiva de
M = R/4Z . Par definicién

& (R) ={I <R/ R/I es 1-torsiénl.
Tenemos que 6Z es un ideal derecha T-denso de 2Z y ademas para
cada y € 6Z se verifica (4Z 'y) = Re xT(R). Por tanto xT(R)

no verifica F-III, ya que es claro que 4Z ¢ «xr(R).

Vamos entonces a considerar en Mod-R aquellas teorias de

torsidn 1 tales que & (R) sea una topologia de Gabriel.
T

(1.1.18) Una teoria de torsion T = (Tr' FT) se llama regular si to-

do R-médulo trivial, esto es; MR = O, es T-torsidn.

(1.1.19) TEOREMA. Si £ es una topologia de Gabriel en. R, entonces
Te = {MeMod-R/ para todo m e M se tiene (O:m) e &£}

es una clase de torsidn hereditaria y regular.

Demostracidon. Demostrar que Ty es una clase de torsidén hereditaria

es analogo al caso unitario. | 82, Theorem VI.5.1]. Unicamente te-

nemos que comprobar que ti €s regular. Sea M un R-médulo trivial,

entonces para todo m € M se tiene (O:m) = Re ¥ » luego M es * tor-

sion.

(1.1.20) Si R es un anillo, definimos R1 como la extensién de Dorroh
de R, R1 €s un anillo unitario definido sobre el conjunto. RxZ con
operaciones: ‘
suma: {(ryn) + (s,m). = (r + Sy, n +m)
producto: (r,n)(s,m) = (rs + rm + sn, nm)

para r, s e Ry paran, me 2. Es claro que el elemento identidad



~

es (0,1).
Podemos identificar R con el ideal de R1 formado por los

elementos (r,o0) para r ¢ R.

(1.1.21) LEMA. Si J es un ideal derecha (respectivamente izquierda,
bilatero) de R, entonces J ;s un ideal derecha (respec. izquierda,
bilatero) de R1.

Demostracidon. Sea y € J con J ideal derecha de R, si (r,n) ¢ R1, en—

tonces se tiene y(r,n) = yr +yn e J. ... Co

(1.1.22) LEMA. Si f:R~—>S es un morfismo de anillos con S un
anillo unitario, con identidad e, entonces existe un Gnico morfismo
de.anillos unitarios f1:R1-———9 S tal que f = F1e » donde
6:R-—-——->'R_I es el morfismo inclusién, definido 6 (r) = (r,o0).
Demostracidn. Definimos F1((r,n)) = f(r) + en, es claro que f1 es
un morfismo de anillos unitarios, que verifica f = f1e Yy que es

el Gnico que satisface la igualdad.

(1.1.23) COROLARIO. Todo R~médulo tiene una estructura candnica de
R1~m6dulo unitario, y todo morfismo de R-modulos es tambien un mor-
fismo de R1—m6dulos. Por 4ltimo, las categorias Mod-R y MOD—R1 son

isomorfas.

(1.1.24) En [ 6 1, Baumont asocia a cada topologia de Gabriel &£ en
R una topologia de Gabriel en R1, definida:

,;61 ={1v/1' < Ry ¥ existe T eX tal que I < I'}.
Donde I' < R1, significa que I' es un ideal deracha de R1.

Tambien a partir de una topologia de Gabriel en R1 que
contenga a R, £ 4+ podemos definir una topologia de Gabriel en R
.mediante

X = {I/ I <Ry existe T'eX tal que I = I' n R},
o <



Claramente existe una correspondencia biunivoca entre
topologias de Gabriel en R y topologias de Gabriel en R1 contenien~-

do a R.

Ahora vamos a asociar a cada teoria de torsién hereditaria

regular 1 en Mod-R una topologia de Gabriel -en R.

(1.1.25) TEOREMA. Si 1 es una teoria de torsidn hefeditaria y re-
gular en Mod-R, entonces
;LT(R) = {I/ I <R tal que R/I es 1-torsién}
es una topologia de Gabriel.
Demostracidn.
F-I. Sea I ¢ 3LT(R), y sea J un ideal derecha de R tal que I < J,
entonces existe un epimorfismo,inducido por la inclusién,de R/I
sobre R/J, por tanto R/J es 1-torsién y J e .iT(R).
F-II'. Sea I ¢ oﬁT(R) y r € R, llamamos f:R ——> R al morfismo de
R-mddulos definido f(x) = rx, Es claro que f—1(I) = (I:r), y como
consecuencia de (1.1.13), (I:r) ¢ afT(R). ‘
F-IIT. Sea I un ideal derecha de R yJe SCT(R) verificando que pa-
ra cada y € J se tiene (I:r) ¢ ééT(R). Consideramos el isomorfismo
de R-médulos (I + J)/I = J/(IN J), sea y ¢ J, entonces
(O:y + (IN J)) = (In Jiy) = (I:y),
entonces tenemos un isomorfismo de R-mddulos (y + (INn J)R = R1/(I:y)
Consideramos la siguiente sucesidn ‘exacta corta
O—>R/(I:y)——>R1/(I:y) ———>R1/R —>0
Tenemos que R/(I:y) y R1/R son t-torsién, luego R1/(I:y) es 1-tor-
sién y por tanto (I + J)/I = J/{I N J) es T-torsidn. Por el axioma
(F-I), ya que I ¢ XT(R), tenemos I + J ¢ XE(R)' luego de la con-
sideraci6n de la sucesidén exacta corta R
O——> (I + J)/I ——> R/I —>R/NI + J) —>0

deducimos que R/I es t-torsién » ¥ por tanto I € £ (R).
T



(1.1.26) COROLARIO. Si T es una teoria de torsidén hereditaria regu-
lar, entonces X (R.) = (&£ (R)) .

T 1 T 1
Demostracidn.

£ (RIS (L (R) .SeaI e 561(R1), entonces R1/I es 1-torsidn, y
T 1 T L

por tanto R/(R N I) tambien lo es, entonces R NI ¢ 6ﬁT(R) e
Ie (X (R),.
T 1

(X (R)). < £ (R ). Sea I'e (%T(R))_', entonces I = Rn I' per-
T 1 T 1=

tenece a 2 (R). De (1.1.25) se tiene que R/I es t1-torsidn. Existe
T ‘ : S

un isomorfismo de R-modulos (R + I')/I' = R/{R N1I') =R/I. Por ser

la clase TT cerrada para cocientes, R1/R es T-torsidén implica que

<R1V(R + I) es 1-torsidn, y considerando la sucesién exacta corta

O——> (R + I')/1" R1/I' R1/(R + 1)y —— o0,

se deduce que R17I' es T-torsidn, y por tanto I' ¢ & (R1).
. T

(1;1.27) COROLARIO.. Existe una cofresé&ndencia biunivoca entre:
1. Teorias de torsidn hereditarias y regulares en Mod-R.
2. Topologias de Gabriel en R.‘
3. Topologias de Gabriel en R1 conteniendo a R.
4. Teorias de torsidn heredifarias;en MOD—R1 para las que

R es un ideal denéo de-R1.
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1.2. EL RETICULO DE LOS SUBMODULOS 1-CERRADOS.

A lo largo de esta seccidn una teoria de torsién es una
teoria de torsidn hereditaria y regular, salvo que se indique 1lo

contrario.

(1.2.1) Si 1 es una teoria de torsidén y M es un R-mddulo, un sub-

médulo N de M se llama 1—cerrado si M/N es libre de t-torsién.

(1.2.2) En el conjunto de los submbdulos de un R-médulo M definimos
el siguiente operador:
Cl (N) = Nn{L /L <Mes t-cerrado y N< L},

A Cl (N) lo llamamos T-clausura de N en M.

LEMA. Si N es un submédulo de M, entonces se verifica la siguiente
igualdad TT(M/N) = ClTM(N)/N.

Demostracidon. Por (1.1.4), sabemos que TT(M/N) es la interseccién
de todos los submddulos T-cerrados de M/N, entonces, basta compro-
bar que existe una correspondencia biunivoca entre los submédulos
T-cerrados de M/N y los submddulos T-cerrados de M que contienen a

N, lo cual es inmediato.

(1.2.3) LEMA. Si N -es un submédulo de M, entonces se verifica 1la
siguiente igualdad:

ClM(N) = {me M/ (N:m) ¢ .;‘é (R)} .
Demostraclon. Por (1.2.2) tenemos que T (M/N) = ClM(N)/N, y de
(1.1.19) deducimos que T(M/N) =Y + Ne M/N/ (O:m + N) e .i (R)

M
Luego es claro que Cl1 (N) = {me M/ (N:m) € [ (R)} .
T



(1.2.4) Si 1 no es regular, entonces el resultado anterior no es
cierto, como prueba el siguiente
EJEMPLO.

Consideramos el anillo y la teoria de torsidn estudiada
en (1.1.17). Tenemos que 4Z es un ideal derecha T-cerrado, y por

R )
tanto Cl (4Z) = 4Z y 6 ¢ 4Z verifica (4z :6) =R ¢ Gt.T(R).
T

(1.2.5) LEMA. E1 operador ClT €S un operador clausura, esto es;
para cada par de submddulos N y L de M se verifican:

1w < aou.

2. caleaon - .

3. Si N <L, entonces Ci1 (N) < Cl (L)
Ademis, para todo endomorf1smo de M f:M——> M, se verifica:

4. Cl (f (N)) =f (Cl (N)).
y es regular en e1 51gu1ente sentido:

5. Cl (NR) = C1 (N).

T T
Demostracién. 1, 2, y 3 son inmediatos a partir de la definicidn.
4. Vamos primeramente a demostrar que £ (Cl (N)) es t-cerrrado en
M. supongamos que m e M\\ f (Cl (N)), entonces
(01 (N) :m) = (2™ (N) f(m) ¢ & (R,

ya que C1 (N) €s 1-cerrado en M. Se tiene entonces f(m) ¢
01T(f (Clr(N)), Y por tanto ClT(F_ (ClT(N)) = F—1(CI?(N)). Como
consecuencia se tiene que F_1(N) < f_1(CIT(N)) y por tanto
Cl?(f_1(N)) < f (Cl (N)) Para probar la otra inclusidén, sea
me f (™ o), entonces TN ) = Nty . £ (R) y por
tanto m ¢ ClM(f (N)). ’
5. Por (3) tenemos que Cl (NR) < Cl (N) Sea m ¢ CIT(N), entonces
(N:m) ¢ % (R) para cada r ¢ (N.m), se tiene R < ((N:m):r), en-
tonces tenemos ({N:m)R:r) =R ¢ aZT(R) y (N:m)R ¢ u(T(R), ya que

(N:m)R < (NR:m), se tiene (NR:m) ¢ ¥ (R), luego m ¢ c1(nR).
T T
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(1.2.6) LEMA. Si N y L son submodulos de un R-modulo M, se verifican:

M M M
1. ClT(L nN) =Cl (L) n ClT(N).

M
2. ct™in e 0y = eleon e
T T T T

=4

(0]

Demostracién.
1. Tenemos las siguientes equivalencias:
’ M . .
me Cl (LNN) si y solo si
T
(L n N:m) € aﬁ (R), si y solo si
(L:m) N (N:m) € dﬁ (R), siy solo si
(L:m) e X (R) y (N:m) so‘C(R), siy solo si
T
me c1 (L) n 01 (N).
2. Es claro que se tiene la inclusidn
M M M M
Cl (N + L) <C1 (C1 (N) +Cl1 (L)).
M Ty e 4 T T o ) -
De C1 (N) < C1 (N + L) yde Cl (L) < Cl (N + L) se puede deducir
T I + T - 1 .

la otra.

(1.2.7) LEMA. Sea {N / a ¢ A} una familia de submddulos de un
- o

R-médulo M, entonces se verifican:

1. 01 (n {01 (N )/ a e AY) = n {01 (N ) / a e A}.
2. C1 ( niN / o€ A}) <n {01 (N )/ @ € A}.
a T

3. C1

A A ZA

M M
(N7 ae A}) =Cl (z ICL (NJ)./ a ¢ A}).
. a T T a
Demostracidén. 1. Es inmediato de la definicidn.
2. Por (1) es N {Cl1 (N )/ a € A} t-cerrado, luego la inclusién es
T a : .

consecuencia de la definicion.

3. Se tienen las siguientes inclusiones

M
2iIN / o € A} < 2{Cl (N )/ o € A}
a - - . T a -
in A
M oM M ‘
Cl (Z{N /a e A}) Cl (Z{Cl (N )/ a € A})
T [+ T T a

Por tanto, por la definicién de t-claucura, se tiene

M M
€l (2N 7/ a € A}) <.C1 (Z{CIM(N V/a e AY).
T a - T T a
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Por otra parte Cl (N ) < Cl (Z{N / a € A}) para todo a en A, luego
M
Z{Cl (N)/ a e A} <c (Z{N / a € A}), y se tiene la otra inclusidn

01M(z{c1M(N )/ a € A}) < C1 (z{N / a e A}).
T T a - T a

La inclusién de (2) es en general estricta, como prueba
el siguiente
EJEMPLO.

Consideramos el anillo y la teoria de torsién estudiada
en (1.1.17). Para cada nimero natural n tenemos que (3n.2)2, es un
ideal t-denso, luego la interseccidn de sus clausuras es igual aIR,

sin embargo, la clausura de su interseccidn es igual a O.

(1.2.8) E1 lema precedente permite definir un conjunto
€ (M) = {N/ N es un submddulo de M t-cerrado}, .
T
y en &l dos operaciones:

NvL

M
Cl (N + L).
T

N AL

NN L.

LEMA. CT(M) con esfas operaciones es un reticulo modular,completo
y continuo superiormente.

Demostracién. Por la definicidén de las operaciones y por el lema
anterior, es claro que es completo.

Modular. Sean N, L y H submddulos t-cerrados de M tales que N <

A
r

entonces

L N(N v H) =

(Lyn Cl (N + H) = ClM(L N (N + H))
T

- z ~ 3

(en o+ N =a™en m v e
. T T

(LN H) v N.

Continuo suneriormente. Sea {N / a ¢ A} una familia dirigida su-

a
periormente de submodulos t-cerrados de M, y N un submodulo t-cerra-
do, entonces

(vIN/aeADN N=CL (ZIN/ a e AN ClM(N) =
a T a T
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M
CIM((z{N / @aeA}) N N) =Cl (2N N N/ a e A}) =
T a T [+ ..

v INnN N/ o € A}.
a

(1.2.9) COROLARIO. E1 reticulo CT(M) es pseudo-complementado.

[ 82, prop. 111.6.3].

(1.2.10) LEMA. Sea f:M——> M' un morfismo de R-mbdulos y N' un
submédulo de M', entonces

-1 .M M -1

f ClT(N') = ClT(f (N*)).

Demostracidn. Es aniloga a la de (4) en (1.2.5).

(1.2.11) COROLARIO. Sea f:M—> M' un horfismo de R-m6dulos, enton-

ces £ :C (M')—>C (M) es un morfismo de reticulos.
1 T

(1.2.12) LEMA. Sea f:M—~——> M' un morfismo de R-mbédulos, y N un
. M M
submdédulo de M, entonces FIC1 (N)) < CL(f(N)).
M M
Demostracidn. Sea m' e f(Cl (N)), entonces existe m ¢ ClT(N) tal
— T
que f(m) = m'. Tenemos
(FIN):m') = (N + Ker f:m) > (N:m) ¢ & (R).
- T

M
luego m' e Cl (f(N)).
T

(1.2.13) LEMA. Sea f:M——> M' un epimorfismo de R-mbédulos con
Ker f 1-torsidén y N un submddulo de M, entonces:

f(ClM(N)) = ClM(F(N)).

T T

Demostracidén. Por el lema anterior, dnicamente tenemos que probar
que CIT(F(N)) < f(ClT(N)), ¥ para esto basta probar que f(C{r(N))
€s t-cerrado en M'. El epimorfismo fiM—> M’ induce un epimorfismo
f':M/ClT(N)—————é M'/f(ClT(N)), cuyo nicleo es

Ker f' = (Ker f + ClT(N))/le(N) = Ker f/(Ker f N 01T(N)),
y como Ker f es t-torsibén, tambien ker f' es ~torsidn, luego Ker f'

es igual a cero y f' es un isomorfismo.

(1.2.14) COROLARIO. Sea F:M——> M' un epimorfismo de R-mddulos con

Ker f t-torsidn, entonces f:C (M) —— C(M') es un isomorfismo de
T T

reticulos.
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(1.2.15) COROLARIO. Para todo R-médulo M se tiene un isomorfismo de

reticulos entre C (M) y C(M/T (M)), definido por L}——s> L/TT(M).
T T T

(1.2.16) LEMA. Sea N un submédulo de un R-médulo M. Si N es t-denso
en M, entonces los reticulos CT(N) y CT(M) son isomorfos. Ademas,
para cada submddulo H de N se verifica la igualdad:

CIT(H) = CIT(H){W N.
Demostracidn. Consideramos las aplicaciones

B:CT(M)-—————> CT(N) y- 9"C (N) ————>¢ (M):
definidas 6(L) =LN N y @'(H) = C1 (H), para L ¢ C (M) y He C (N).
Ambas estan bien definidas Yy una es inversa de la otra. Para compro-
bar que 8 6' = I, basta que ClT(H) = ClT(H)fj N, para cada submé-

dulo H de N. Sea n ¢ N, entonces

Z

n € Cl (H) si,y solo si, (H:n) ¢ X (R) si, y solo si,
. T

A

M M
n e Cl (H) si, y solo si, n ¢ C1 (H) N N.
T

Para comprobar que 6'6 = I, basta que ClT(L) = ClT(Lrﬁ N), para
cada submédulo L de M. Sea m ¢ M, entonces (N:m) ¢ ;£;(R) por ser
N t-densoy (LN N:m) = (L:m)n (N:m), entonces
m e Cl (L) si, y solo si, (L:m) e ;ﬁt(R) si, y solo si
(Ln N:m) € ;{,T(R) si, y solo si, m ¢ Clh:(Ln N) .
Como consecuencia de estas igualdades, es inmediato comprobar que

® es un morfismo de reticulos.

Es claro que si & es un isomorfismo de reticulos, enton-

ces N es 1~denso en M.

(1.2.17) LEMA. Sea N un submddulo de un R-médulo. Si N es i-cerra-
do, entonces C (N) es isomorfo a un 1ntervalo de C (M). Ademas,
para cada submodulo H de N se ver1f1ca la 1gua1dad.

Cl (H) = Cl (H).
T T
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Demostracién. Vamos a demostrar que CT(N) es isomorfo al intervalo
[TT(M), N] en CT(M). Definimos la aplicacidn e:cT(N)——-—»[TT(M), N
mediante 6(H) = H para cada H ¢ CT(N). 8 esta bien definida como
demuestra la consideracién de la siguiente sucesidn exacta corta pa-

ra H e C (N)
T

o} N/H M/H M/N o
8 es una biyeccidén. Si H es un submdédulo de N, entonces CIT(H) =
= ClT(H), para demostrarlo, sea m € M, entonces
m e CIT(H) si, y solo si, m ¢ Ny (H:m) ¢ dﬁT(R) y esto
implica que m € ClT(H).
Supongamos que m € ClT(N), entonces (H:m) € $LT(R) y por tanto
(N:m) € 6£T(R), luego me N, y la Gltima implicacién es tambien una
equivalencia. Como consecuencia, es inmediato demostrar que 6 es un

morfismo de reticulos.

Es claro que si 8 es un isomorfismo de reticulos, enton-

ces N es un submddulo t-cerrado de M.

(1.2.18) LEMA. Sea M un R-mddulo libre de t-torsidn, entonces todo
submdodulo pseudo-complemento es t-cerrado.

[59 , prop. 7.19].

(1.2.19) LEMA. Sea M un R-mbdulo libre de T-torsidn. Los siguientes

enunciados son equivalentes:

. u
s

1. CT(M)'es un reticulo complementédo.

2. CT(M) coincide con el conjunto de t;dos'lbg submédulos
pseudo—-complemento de M., I

3. Todo submddulo esencial es T-denso.

[ 59, prop. 7.10]. : : :



(1.2.20) Si M es un R-mddulo, decimos que M es t-noetheriano (res-
pectivamente, t-artiniano), cuando el reticulo C (M) es noetheria-
I — T

no (respectivamente, artiniano).

(1.2.21) LEMA. Sea M un R-mddulo con CT(M) un reticulo complementa-
do. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. M es t-noetheriano.

2. M es t-artiniano.

[ 17, Theorem 6.4}.
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1.3. MODULOS t-CRITICOS.

A lo largo de esta seccidén, una teoria de torsidn es una
teoria de torsién hereditaria y regular, salvo que se indique lo

contrario.

(1.3.1) Si t es una teoria de torsidn, un R-médulo. no nulo M se
llama t-critico si verifica:
K-I. Es libre de t-torsidn.

K~II. Todo submddulo no nulo de M es t~denso.

(1.3.2) Un submddulo N de un R-mddulo M se llama t-cocritico si

M/N es un R-médulo t-critico.

(1.3.3) PROPOSICION. Sea M un R-médulo, un submédulo N de M es
t-cocritico si y solo si es un elemento maximal de CT(M).
(Entendemos elemento maximal de CT(M) como maximal entre los dis-~
tintos de M).

Demostracidn. "==>" , Si N < M es t1-cocritico, entonces N ¢ CT(M)

Si K e C (M) verifica N i K < M, entonces M/K = (M/N)/(K/N)

es T-torsidn, y por tanto K = M.

"<=". Si N £ M es maximal en CT(M), entonces M/N es
libre de T-torsidén y si O # K/N < M/N, entonces (M/N)/{(K/N) ¢ TT
implica que existe K' tal que TT(M/K) = K'/K, luego M/K' € FT. Por
la maximalidad de N, se tiene K' = M, luego M/K € TT, y por tanto

todo submédulo de M/N es 1-denso.

(1.3.4) LEMA. Sea M un R-mddulo. Son equivalentes los siguientes

enunciados:
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1. M es t-critico.
2. M es libre de 1-torsibén y todo submddulo ciclico es
T-denso. .
3. ¢c.(m = {o, m}.
Demostracidén. 1 => 2. y 1 <=> 3 son inmediatas.
2.=> 1., Sea O % N < M, entonces existe n ¢ N tal que n ¥ O, por
ser M libre de T-torsién se tiene nR ¢ O, y por hipotesis nR es

T-denso. Por (1.1.13) tenemos que N es t~denso.

(1.3.5) COROLARIO. 1. Cada submddulo no nulo de un R-médulo t-cri-
tico es t-critico.

2. Sea f:M——M' un morfismo no nulo de R-mddulos y M
un R-mddulo t-criticd. 8i M' es libre de 1-torsién, entonces f es
inyectivo.

Deﬁostracién. 1. Seé N < M, consideramos N < ClM(N) < M, entonces
CIT(N) = M y existe un isomorfismo de reticulosTentre CT(N) y CT(M).

2. Por ser M t—critico si Ker f = 0, entonces es t~denso y por tan-

to M/Ker £ = In f es t-torsibn, luego Im f = O, lo que es una

contradiccidn. Entonces necesariamente Ker f 0.

(1.3.6) LEMA. Sea M un R-mddulo libre de t-torsidn. Si N es un sub-
mdédulo T-critico de M, entonces CIT(N) es tambien t-critico.
Demostracidn. Ya que N es 1-denso en Cl?(N), por (1.2.16), tenemos
un isomorfismo de reticulos entre CT(N) y CT(le(N)), luego CIT(N)

P
es t-critico.

(1.3.7) COROLARIO. Sea M un R-mddulo, si N es un submddulo T-criti-
co de M, entonces Cl?(N) es un submddulo t-cerrado minimal.
(Entendemos por t-cerrado minimal un elemento minimal entre los
distintos de T.(M) en el reticulo CT(M)).

Demostracién. Claramente‘CT(CIT(N)j = {TT(M), Cl?(N)}, por (1.2.16).

M Lo
Como C1 (N} es t-cerrado, por (1.2.17) es minimal.
. :
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Si M es un R-médulo libre de t-torsién, entonces para to-
do submddulo t-cerrado N se verifica;

N es t-critico si y solo si es minimal en C (M).
T

(1.3.8) LEMA. Sea M un R-mbdulo tal que ningln submédulo tiene submé-
dulo t-torsidn esencial. Si N es un submddulo T-cerrado minimal, en-—
tonces existe un submdédulo T-critico K de M tal que N = CIT(K).
Demostracidén. Tenemos gque TT(N) = TT(M) no es esencial en N, luego
existe x € N\\TT(M) tal que xR1 n TT(M) = 0, entonces xR1 € FT, y

por tanto xR1 = (xR1 + TT(M))/TT(M) < N/TT(M). Ya que N es t-cerrado
minimal, entonces N/TT(M) es t-critico y por tanto kR1 es t-critico.
Aplicando (1.3.?) ClT(xR1) es t-cerrado minimal,.y como xR1 < N, en-

M
tonces C1 (xR ) = N.
T 1

(1.3.9) LEMA. Sea M un R-mddulo y N un submddulo t-cerrado de M. Si
K es un submddulo de M t-critico, entonces N NK = 0 § K.
Demostracidn. Supongamos que N N K # O, entonces Nn K < K es t-den-

~

so en K, luego K/(Nn K) = (N + K)/N < M/N y se deduce que K = NN K.

(1.3.10) LEMA. Sea f:M——>M' un morfismo de R-mddulos y K un sub-
médulo de M T-critico, entonces f(K) es un submddulo T-critico de M
6 es t-torsién.
Demostracidn. Supongamos que f(K) no es t-torsidn, entonces existe
un morfismo no nulo de K en f(K)/TT(f(K)), definido
k p— f(k) + TT(F(K)), _ A
entonces, como K es t-critico y f(K)/TT(F(K)) es libre de t-torsiodn, .

se tiene que es un monomorfismo, luego T (f(K)) = O y f(K) es iso-
T S

morfo a K.
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Vamos a buscar ahora una relac1on entre submdédulos t-cri-

ticos y submbdulos t-cocriticos de un R—modulo M.

(1.3.12) TEOREMA. Sea M un R-mddulo tal que C1(M) es un reticulo
complementado. Si N es un submddulo T-cerrado minimal, entonces el
complemento de N en CT(M) es T-cocritico.

Demostracidn. Existe N' ¢ CT(M)tal que NN N' = TT(M) y N Vv N' =M,
Consideramos [N', M] el intervalo de CT(M) determinado por N' y M.
Como CT(M) es complementado, se tiene que [N', M] es complementado.
Sea H e [N', M] y H' su complemento en [N', M]. Si HN N % TT(M),
entonces N < H, por la minimalidad de N, analogamente N < H', luego
N <HNH' <N', lo que es una contradiccidn. Supongamos por ejem-

plo que HN N = T (M), entonces, ya que N' es el complemento de N,
T .

se tiene H < N', luego H = N', Yy por tanto N' es t-cerrado maximal.

Como consecuencia, si N es un submddulo T-critico de M,

entonces existe un submddulo t-cocritico en M.

(1.3.13) LEMA. Sea M un R-mddulo libre de T-torsidn, entonces (0:M)
es un ideal bilatero T-cerrado de R.

Demostracién. Llamamos A = (O:M) y J/A = TT(R/A). M es un R/A-mé-
duloy tenemos que MTT(R/A) < TT(M) = 0, luego M(J/A) =0 y MJ = O,

entonces J < Ay T (R/A) = 0.
- T

(1.3.14) COROLARIO. Sea I un ideal derecha t-cerrado en R, enton-—

ces (I:R) es un ideal t-cerrado.

(1.3.15) Sea I un ideal derecha de R, entonces existe un Gnico ideal
bildtero maximal entre los ideales bildteros contenidos en I, este

*
ideal lo llamamos I, y es igual a (I:R1) = (I:R)N 1.

(1.3.16) COROLARIO. Sea I un ideal derecha t-cerrado de R, entonces

% S,
I es un ideal bilatero t-cerrado.
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(1.3.175 LEMA. Sea I un ideal derecha t-cocritico de R, entonces,
para cada x e R\ I, se tiene que (I:x) es un ideal derecha T-co-
critico.

Demostracidn. Definimos la aplicacidén f:R/(I:x)——> R/I mediante
f(r 4+ (I:r)) = xr + I. €s claro que f esta bien definida y es un
morfismo de R-médulos. Tenemos que R/(I:x) # O, ya que si es cero,
se tiene (I:x) = R, luego xR < Iy (x + I)R =0, por tanto R/I no
es libre de 1-torsidn, lo que es una contradiccidén. Ademids f es un

inyectiva, y por tanto, (I:x) es in ideal derecha t-cocritico.

(1.3.18) LEMA. Sea A un ideal t-cerrado bildtero maximal, entonces A
es un ideal primo.

Demostracidn. Supongamos que x € R\A, y que existe un ideal bila-
tero B tal que xB < A, entonces B < (A:xR1). Tenemos que

(xR1 + A)/A < R/A es libre de T-torsidn, luego (A:xR1) = (0:(xR1+A)/A)
es T-cerrado y es bilatero. Por ser A bilatero, se tiene A < (A:xR1),

Y ya que A es t-cerrado bilatero maximal, tenemos A = (A;xR1) y por

tanto B < A.

(1.3.19) TEOREMA. Sea f:R=——> S un morfismo de anillos Yy T una teo-

. .. . .. *
ria de torsién en Mod-R. Si S/f(R) es t-torsién, entonces ¥ = ¥

es una topologia de Gabriel en S, donde
*
A" = {I<s/s/TeT} oy
- T

-1
X = {1 <s/ ¢ (1) e X (R)}.
- T
% . P
Entonces & define una teoria de torsién en Mod-S, cuyas clases

son: *
T

*
F = {M e Mod~S/ M ¢ F }.
T

M e Mod-s/ M e T} y
T

~

. - : . . .z * )

Demostracion. Siempre se tiene la inclusidn % c “i, ya que T* =
= {M € Mod-S/ M ¢ TT} es una clase de torsidn hereditaria y regular
en Mod-S, 1llamamos 1 a la teoria de torsidn que determina, enton- -

. ; X3 LR
ces se tiene ﬂ%*(R) = 56 » ¥ por tanto si I € %, entonces S/I es
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1*—torsi6n, consideramos f':R/f-1(I) —> S/1, definida
frir + F-1(I)) =r + I, es claro que f' es un monomorfismo de R-md—-
dulos, luego R/F_1(I) es 1-torsién y F—1(I) € jtT(R).
Vamos ahoraa probar la otra inclusidén. Se tienen las si-
guientes igualdades:
£ = {1
f1 <

{1 <s/ ¢ ((1 s) ) e ad(a) para todo s e S}.

tA

S/ S/1 ¢ T } =

A

S/ (I's) € 9'6 (R) para todo s € S} =

.SeaIe X, Y s € S, tenemos que (f(R)'s) X (R), entonces, pa-
ra que I ¢ 36*, bastaria demostrar que (F ((I s) ): r) dﬁ (R) pa-
ra todo r ¢ (f(R): s) Tenemos (f ((I s) ): r) = f ((I sf(r)) s’ co~
mo sf(r) e f(R), entonces existe r' ¢ R tal que sf(r) = f(r' ), se
. tiene entonces
aise(ry) = et ) - (D e £_(R).
Unicamente queda por probar que FT* = {M e Mod-S/ M ¢ Fr}'
Es claro que {M ¢ Mod-S/ M ¢ FT} < FT*. Vamos a probar la otra in-
clusidn. Sea M ¢ F * tal que M ¢ F » entonces existe m e M, m # O
verificando (O: m) e‘( (R), entonces (f(O: m) )S es un ideal dere-~
cha de S, y se tiene (O: m) «(f«O m) DS1) luego
Cro:m ) Sy € XL (R y (FCO:m) IS € of = Z¥, luego m & F %,

lo que es una contrad1cc1on.

(1.3.20) TEOREMA. Sea T una teoria de torsidn en R, f:R—— S'un
morfismo de anillos verificando S/f(R) es T-torsién y M un S-médulo,
entonces M es t-critico si, y solo si, M es r*—critico.
Demostracidn., "=>"., Si M es T-critico, entonces M ¢ Fr’ 1o que es
equivalente a que M ¢ FT*, y cada S-submddulo no nulo N de M es un
R-submédulo no nulo, luego M/N ¢ TT, lo que es equivalente a que
M/N e T =%.

T

% . .
" <=". Si M es 1 -critico, entonces M ¢ F %, lo que es equivalente
T
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a que M e F y cada R-submddulo no nulo N de M es un S-submddulo no
T c
nulo, ya que por hipotesis S/f(R) es t-torsidn, lo que implica que
* p i : ' * (2
es t —torsion, y se tiene N(S/f(R)) = O, por ser N 1 -torsién. Lue-

. .
go M/N es t —torsion, lo que es equivalente a que M/N € T .
i T
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1.4,  EJEMPLOS,

(1.4.1) Sea M un R-mbdulo, Un submddulo L de un R-mdodulo N se llama

M-racional en N (6 N es una extensién M-racional de L) si para todo

submédulo H de N tal que L S H <Ny para todo morfismo de R-médu-

los fi:H ——=ei M tal que L < Ker f, se tiene que f = O.

(1.4.2) LEMA. Sean M y N dos R-médulos y L un submédulo de N. Son
equivalentes los siguientes enunciados:
1. N es una extensidn M-racional de L.
2. Para todo n e N y para todo m € M no nulo, existe r € R1
tal que nr e L y mr £ O.
3. HomR(N/L, E(M)) = O.
Demostracidn.
=> 1. Sea f:H—>M tal que L <H <Ny f(L) = 0, entonces si
f 4 0, existe h € H tal que f(h) # O. Por hipotesis, existe r ¢ R
tal que hr ¢ L y f{h)r % O, 1o que es una contradiccidn.
1 => 2. Supongamos gque existen n e Ny me M, m % 0, tal que
para todo r ¢ R1, nr ¢t L & mr = 0. Entonces si r ¢ {L:n), se tiene
mr = O, y por tanto (L:n) < (O:m). Definimos la aplicacién
f‘:(nR1 + L)/L———> M, mediante f(nx + L) = mx. Es claro que f esta
bien definida y es un morfismo de R-médulos no nulo, ya que f(n + L) =
=m $ 0. Luego (1) no se verifica.

1<=> 3. Es inmediato.

(1.4.3) La teoria de torsién hereditaria cogenerada por M estd en-

tonces formada por las clases:



26

T = {K & Mod-R/ Hom_(K, E(M)) = O}
x (M) R

- - = da T T }.
{K € Mod-R/ HomR(T, K) = O para cada T € (M)

F
X (M)
Como el ejemplo (1.1.17) demuestra, la teoria de torsidn

que se obtiene, no siempre es una teoria de torsién»regular.

(1.4.4) Un R-mddulo M tiene la propiedad (R) si para todo m € M, se

tiene mR = O implica m = O.

(1.4.5) LEMA. La teoria de torsidn hereditaria cogenerada por un
R-mddulo M es regular si y solo si M tiene la propiedad:(R).
Demostracién. Supongamos que T = x(M) es la teoria de torsidén he-
reditaria cogenerada por M. Si T es regular, entonces M tiene la
propiedad (R). Si M tiene la propiedad (R) y N es un R-mddulo tri-
vial que no es tT-torsidn, entonces existe f:N-——> E(M) morfismo
de RFmdédulos no nulo. Si m ¢ f(N) N M, entonces mR = O y como M
tiene la propiedad (R), se tieme m = O, luego f(N) = O y £ =0, lo

que es una contradiccién.

La topologia de Gabriel asociada a la teoria de torsién
hereditaria cogenerada por un R-médulo M con la propiedad {R) esti

formada por los ideales derecha M-racionales en R.

(1.4.6) TEOREMA. Un R-mddulo M es t-critico para una teoria de tor-
sidn hereditaria y regular 1 si, y solo si, tiene la propiedad (R)

y es extensién M-racional de cada submddulo no nulo.

Demostracion. " <="., Es inmediata.

" =>". Ya que M es libre de t-torsién, éntonces M tiene la pro-

piedad (R). Si N es un submddulo no nulo de My existe f:M/N—> E(M),

entonces M/N es t-torsidn y por tanto f = 0, luego M/N es x(M)-torsidn.

Un R-médulo no nulo M se llama monoforme si es extensién M-racional

de cada submddulo no nulo. Un submédulo N de un R¥m6dulo,M se llama



comonoforme si M/N es un R-mbdulo monoforme. |

(1.4.7) Un R-mddulo no nulo M se llama critico si es t-critico para
alguna teoria de torsién hereditaria y regular. Un submddulo N de

un R-mddulo M se llama cocritico si M/N es un R-mddulo critico.

{1.4.8) LEMA. Un R-mddulo M es critico si, y solo si, es monoforme

y tiene la propiedad (R).

(1.4.9) Un R-mbdulo M se llama compresivo si cada submbédulo no nulo
de M contiene una copia isomorfa a M y MR # O.

Un R-mdédulo M se llama primo si para cada' submédulo no nulo

N se verifica (O:N)= (0O:M) # R.

(1.4.10) LEMA. Si A es un ideal bildtero cocritico de R, entonces
R/A es un R-mddulo compresivo.

‘Demostracién. Consideramos x ¢ R\ A y llamamos J/A = (xR1 + A)/A.
Definimos una aplicacidn f:R/A————a J/A mediante f(r + A) = xr + A.
Es claro que f estd bien definida y es un morfismo no nulo de R-mé-
dulos, ya que si f = O, se tiene (A:x) =R, y como((xR1 + A)/A)R # O,
se tiene que xR1R # Ay por tanto (A:x) # R, lo que es una contra-
diccidn. Por hipotesis R/A es critico y por tanto x(R/A)-critico,
como J/A es libre de x(R/A)-torsién, por (1.3.5). f es un monomor—

fismo, entonces R/A es compresivo.
(1.4.11) LEMA. Todo R-mbdulo compresivo es primo.

En general no sé tiene que todo R-médulo critico sea pri-
mo, como demuestra el siguiente
EJEMPLO.
. F Flx ' .
Consideramos el anillo R = , con las operaciones
o Flx

usuales- de suma y producto de matrices. Y consideramos el R-médulo
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£ Flx]

M = o » €s claro que M es un R-mddulo critico,es monoforme
[e]

y como R es unitario, verlflca la propledad (R). Sin‘embargo no es

‘pleO ya que M es fiel y el anulador de N = o] (x) es igual a
. : R o o

F  F[x]

O [0}

Tambien el siguiente ejemplo demuestfavque las dos condi-
ciones, critico y primo, no implicari la de compresivo.
EJEMPLO.

.Sea F.como en el ejemplo anterior un cuerpo e y una inde~
terminada, Llamamos F(y) al cuerpo de las funciones racionales de
y sobre F y R al anillo F(y)[[x, a]], donde a:F(y)=—> F(y) estd
deflnldo u(y) = y2, entonces para cada g(y) ¢ F(y), se tiene
gly)x = xg(y ). E1 anillo R tiene 1las siguientes propiedades:

1. Es un anillo de integridad.

2. Es un aﬁillo de ideales principales.

3.‘Los’idea1es de R forman una cadena, todos son de la
forma an, para n un nimero natural. Llamamos Q al anillo de cocien-
tes derecha de R, y llamamos M al submédulo M = x-1R + (xy)_1R de
Q. Todo submédulo de M & contiene a R 6 forma parte de la cadena

R < xR <x R < ... '
Como R es un anillo de integridaﬁ, entonces M es un R-mddulo primo.

En [ 42], Gordon y 'Robson demuestran que M es critico y no es com-

presivo.

Vamos a estudiar ahora la menor teoria de torsidn heredi-

taria y regular en Mod-R.

(1.4.12) Llamamos F(R) a2 la clase de los R-médulos con la propiedad
(R).
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LEMA. La clase F(R)es la clase libre de torsidn para una teoria de

torsién hereditaria y regular, a la que llamaremos I(R).

Demostracidn. F(R) es cerrada para submdédulos y productos de forma
obvia. Sea

0 —>M' —>M -—"—>M"—->o
una sucesidn exacta corta de R-mddulos, con M', M" ¢ F(R)' y sea
m € M, entonces n(m) € M", y si mR = O, entonces n{m) = O, se
tiene entonces que m ¢ M', y por tanto m = O. F(R) es cerrada para
extensiones esenciales, ya que si N es esencial en M, entonces para
m e M tal que mR = O, se tiene que mR1 N N £ 0, luego existe r € R1
tal que O £ mr € N y se tiene que mrR < mR = 0, luego mr = O, lo que

es una contradiccidn. Por (ltimo, es claro que todos los R-médulos

triviales estan contenidos en la clase de torsidn asociada a F(R)'
(1.4.13) Para un R-mddulo M, el submddulo de 1(R)-torsi6n es
T (M) = N{N < M/ M/N ¢ F .
(R) < (R)}

(1.4.14) LEMA. La teoria de torsidn T(R) es la menor teoria de tor-

sidén hereditaria y regular en Mod-R.

Demostracidén. Supongamos que T es una teoria de torsidén heredita-

ria regular ue T 7, entonces existe M e T T . Consi-
y res v w § @\ e

deramos la sucesidn exacta corta

o] T (M) M > M/T (M) —— 0

Como M ¢ T , entonces T (M) & M. tlamamos M' = {m ¢ M/ mR < T (M)},
T T ~ 1

tenemos que TI(M) < M' y T (M) £ M', ya que M/T (M) es T -torsidn,
- T T

(R)
y no es nulo. Luego M'/T (M) < M/T (M) es no nulo y libre de t-tor-
T - T

sidén. Ademds, (M'/T (M))R = O, lo que es una contradiccién.
T

(1.4.15) Otra forma de obtener esta teoria de torsidén ha sido dada
por Gardner en [ 35]. Llamamos M a la clase de R-médulos triviales,

wentonces:
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LEMA. Los siguientes enunciados son equivalentes para una teoria
de torsidn t:
1. Tt =1 N
(R)
2. T es la teoria de torsién generada por los R-médulos
triviales.
3. T = 1M e Mod-R/Vm e M, ¥ Pyafys ee €R {0},3n em
T
al mr_ ...r =0},
tal que 1 n }

Demostracién. [ 35, Theorem 2.1]..

(1.4.16) COROLARIO. Un anillo R es T(R)-torsién si y solo si es

T-nilpotente a la izquierda.
(1.4.17) Un ideal derecha I de R es r(R)fcerrado si R/I es libre

de T(R)—torsién, 4 equivalentemente, si I = R(I:R).

(1.4.18) Si M es un R-médulo, llamamos submédulo singular de M a:
Z(M) = {m e M/ (0:m) es esencial en R}. .

Un R-médulo M se llama singular si Z(M) = M, y se llama no singular
si Z(M) = O.

(1.4.19) LEMA. Si N es un submédulo esencial de un R-médulo M, en-
tonces Z(M/N) = M/N.

Demostracidon. Sea m ¢ M\'N, entonces se verifica que (N:m) es
esencial en R, Sea O # r ¢ R tal que rR1 N (N:m) = 0, entonces
er1 NN=0y er1 =0, luegomr =0 y r ¢ (N:m), lo que es una

contradiccidn.

En general no es cierto que si Z(M/N) =M/N, entonces N
sea un submddulo esencial de M, como demuestra el siguiente

EJEMPLO.

Consideramos sobre el grupo aditivo szzz la estructura

de anillo dada por 1la multiplicacidén trivial, y consideramos el
ideal I = {(a,O)/ a € ZZJ, si llamamos R al anillo, tenemos que

Z(R/I) = R/I y que I no es un ideal esencial de R.
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(1.4.20) LEMA. 22 definido ZZ(M)/Z(M) = Z(M/Z(M)) es un radical
torsidn.
Demostracidn. Teniendo en cuenta el lema (1.4.19), podemos seguir

la demostracién dada por Stenstrdm en [ 82, prop. VI.6.2].

(1.4.21) Llamamos Tg a la teoria de torsién hereditaria asociada

a 22, entonces la clase de torsidén es

T =1IM e Mod-R/ Z_(M) = M }
] 2
y la clase libre de torsibn es

0} = {M € Mod-R/ z(M) = 0O}.

1t

F = 1M € Mod-R/ Z_(M)
g 2
LEMA. g es una teoria de torsién regular.
Demostracidén. Sea M un R-mddulo trivial, entonces para todo m € M
se tiene mR = O, y por tanto (O:m) es esencial en R, tenemos enton-

ces que Z(M) = O, luego ZZ(M) = 0 y por tanto M es g-~torsidn.

(1.4.22) LEMA. Sea y una clase de R-médulos cerrada para submédulos
Yy conteniendo todos los R-mddulos triviales, entonces la teoria de
torsién que genera es una teoria de torsién hereditaria y regular.

Demostracidén. Es inmediata.

(1.4.23) LEMA. Sea M una clase de R-mddulos con la propiedad (R),
cerrada para submdédulos y extensiones esenciales, entonces la teo-
ria de torsidn cogenerada por M es una teoria de torsidén hereditaria
regular y el radical torsidn es TT(M) =N {N <M/ M/N ¢ M}.

Demostracidén. Es inmediata.
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CAPITULDO 2

ZOCALO RELATIVO A UNA TEORIA DE TORSION

2.1 EL 1-ZOCALO Y EL t-RADICAL.

A lo largo de este capitulo, una teoria de torsién es una
teoria de torsidn hereditaria y regular, salvo que se indique lo
contrario, y tal que si TT(M) es esencial en M, entonces M es 1-tor-
sion. Y adoptamos el siguiente convenio: una familia vacia de submd-—

dulos de un R—médulp M es independiente y su suma es cero.

(2.1.1) LEMA. Sea M un R-médulo tal que M = c1:'1(z{|<a/ a € A}) para
una familia de submédulos t-criticos de M. Si N es un submédulo
T-cerrado de M, entonces existe un subconjunto B de A tal que

1. La familia {KB/ B € B} es independiente.

2. M = Clr(N @ (Q{KB/ B ¢ B})).
Demostracidn. Si N = M, podemos considerar B = @. Supongamos que
N % M, entonces definimos T = {B/ B CAy {KB/ 8 € B} es una familia
independiente y N n (E{KB/ B € B}) =0 . Ya que @{KB/ B e @} =0,
tenemos que T es no vacio. T es ordenado por la inclusién. Sea
B1 c 82 C 0 C Bn g+-+ una cadena de elementos de T', entonces B =
=U{Bn/ n e IN} es una cota superior, y vamos a demostrar que perte-
nece a T'. Es claro que es una familia independiente, ya que si YeB,
Yy X e KY n (Z{KB/ Y ¥ B £ B}), entonces x e Z{KB/ vy ¥ B e B} y exis-
ten xi € KB. con Bi e B tal que x = x1 + X+ ... + xk, existe

2

i,
entonces un namero natural n tal que vy, 31, 82, cee Bk € Bn’ y
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por tanto x e KY n (E{KB/ y ¥+ B ¢ Bn}) =0y x = 0. Para demostrar
que N N (Z{KB/ 8 € B}) = O, procedemos de forma analoga. Por el le~
ma de Zorn, existe un elemento maximal B de T'. Llamemos

H =N+ (E{K /B eB}l) =NO® (@{KB/ 8. ¢ B}), vamosa demostrar que

M

(H) =M™, Supongamos que sea distinto, entonces, como es t-cerra-
'l'

M cq s
do, existe a € A tal que K n Cl (H) = 0, entonces 1a familia

{K 1 u {K /B .€ B} es 1ndepend1ente, y si xe NN (K + (Z{K / BeB}),

entonces x = x + x_ + x 4+ ... tx ,conx e Kyx, eK + B, € B.
[¢] 1 2 k o i . i
i
Tenemos entonces que xo = x - (x1 + x2 + ...+ x Y eHDN K =0,
luego x € NN (E{K / B € B}) = 0. Se tiene entonces que {a} U B es

un elemento de T, lo qQue es una contradiccidn.

- ) R . M .
(2.1.2) COROLARIO. Sea M un R-mddulo tal que M = C1 (Z{K / a e A})
para una familia de submddulos t- crltlcos de M, entonces exlste un
subconjunto B de A tal que M = Cl (@{K / B e B}).

Demostracién. Tomar N = T (M) en e1 lema (2.1.1),
—_ T

(2.1.3) COROLARIO. Sea M uan—modulo tal que M ClM(E{K / a ¢ A})
para una familia de submodulos T-criticos de M, entonces CT(M) es
un reticulo complementado. v .

Demostracidén. Supongamos que N € C (M), si N = M, entonces TT(M) es
su complemento en C (M). Si N ¢ M, entonces por el lema (2.1.1),
existe una familia 1ndependiente {KB/ 8 € B} de submédulos t-cri-
thOS de M tal que N N C1 (@{K / B e B}) = TT(Mi y )

Cl (N + Cl (@{K / B € B})) = M. Es claro que CIT(Q{KB/ é € B}) es

el complemento de N en C (M).
T

(2.1.4) Sea M un R—médulo, llamamos S (M) al 1-zécalo de M; definido:
ST(M) = C1 (Z{K/ K es un_submédulo t-critico de M}) .
Y si M no tiene submodulos 1-criticos, entonces -

S (M) =T (M).
T T
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(2.1.5) LEMA. Sea fiM——> M' un morfismo de R—médulos, entonces
. A
F(S (M) < 5 (M")
Demostracién. Cuando S (M) = T (M) el resultado es cierto. Supon~

gamos que S (M £ T (M), entonces:

f(s_ (M) F(CIT(Z{K/ K es un submédulo T-critico de M})

n

M! P el
Cl (f(£{K/ K es un submddulo T-critico de M)
T .

M . .
Cl_ (Z{f(K)/ K es un submédulo T-critico de M})

n

M . .
Cl_ (z{K'/ K' es un submédulo T-ciitico de M'})
T
=S (M').
T

(2.1.6) COROLARIO. Sea f:M—> M* un epimorfismo de R-médulos con
Ker f 1-torsidn, entonces F(ST(M)) = ST(M’).

Demostracidn. £s consecuencia de los lemas (1.2.13) y (2.1.5).

(2.1.7) COROLARIO. Sea M'un R-mddulo, entonces se verifica:

S_(M/T_(M)) =5 (M)/T _(M).
T T T T

(2.1.8) fEOREMA. Sea M un R-mddulo. Los siguientes enunciados son
equivalentes:
1. M =S (M).
T
2. Para cada submédulo t-cerrado N de M se tiene N = ST(N).
3. Para cada cociente M/N de M se tiene M/N = ST(M/N).
4. M tiene ura suma directa 1-densa de submdédulos t-criticos.
5. Para cada submddulo r—cerrado N de M, existe una fami-—
lia 1ndepend1ente {K /8 ¢ B de submddulos t-criticos de M tal que
M = Cl (N ® (®{kg/g ¢ B})).
Demostrac1on. 5 =>4, 4 =>1, 2 =>1 Yy 3 => 1 son inmediatas.
1 => 5 es una consecuencia del lema (2.1.1). ‘
5 => 3. Por el corolario'(2.1.7), podemos tomar N T-cerrado en M.

Si suponemos que N # M, entonces S (0) = O Y se tiene el resultado.
T



Si N &M, entonces existe una familia 1ndepend1ente {KB/ B € B} de
submbdulos de M T-criticos, tal que M = c1, (N ] (@{K /B e B})).
llamamos L = Clr(@{KB/ 8 € B}, entonces Cl (N +L)=MyNNL =

= T (M). Como N + L es t-denso en M, existe un isomorfismo de reti-
culos entre C (M/N) y C (L/{L O N)), y ya que C (L) es isomorfo a

C (L/(L n N)), se tiene un isomorfismo entre CT(L) y CT(M/N), enton-
ces S (M/N) = M/N.

S => 2. Sea N < M un submddulo T-cerrado en M, entonces existe una
famllla 1ndepend1ente {KB/ B € B} de submédulos T-criticos de M?

tal que ClT(N o (O{KB/ B € B})) = M. Llamamos L = Clr(O{KB/ g8 € B}),
entonces N + L es T-denso en M y N N L = TT(M). Al igual que ante~
riormente, existe isomorfismos de reticulos entre QI(N)y CT(M/L),
Q@mo se tiene (3 <=>5), entonces M/N = ST(M/N), por el isomorfismo

de reticulos se tiene N = § (N).
T

(2.1.9) Un R-mbdulo M se llama I1-semicritico si verifica las con-
-—=Efmicritico

diciones del teorema anterior.

(2.1.10) LEMA. Si M es un R-médulo, se tiene 1la igualdad:
S (M) =SS (M.
T Tt
Demostracién. ST(M) €S un T-cerrado de M, luego se tienen las igual-
dades siguientes:
M . P
S,(M) = C1:(2{K/K es un submédulo t-critico de M})
M P P
= ClT(E{K/K €s un submodulo t-critico de S (M)})
T
=8 S (M).
T 1

ya que todo submdédulo T-critico de M esti contenido en S (M).
T

(2.1.11) LEMA. Si N es un submddulo de un R-mbédulo M, entonces:

S (N) =8 (M)N N,

T T
Demostracidén. Si N es t—denso en M, entonces los reticulos C (N) y
C (M) son isomorfos, Y se obtiene el resultado. Si N es t-cerrado

en M, entonces claramente tenemos una inclusién S (N) < § (M) N N.
T -1



Si ST(M) N N es +torsidén, entonces tenemos la ;nclusién contraria.
Si SI(M)fT N no es t-torsidn, como ST(M)(1 N < ST(M), y ST(M) es
T-semicritico, tenemos que ST(M)I\ N es t1-semicritico, entonces
existe una familia {KB/ Be B} de submddulos T-criticos de
ST(M)n N tal que ST(M)n N = CIT(Z{KB/ B € B}), y por tanto tene-

mos que ST(M)n N < S (N).
-t

(2.1.12) COROLARIO. Si M es un R-médulo t-semicritico, entonces to-
do submddulo N de M tambien 1o es.
(2.1.13) LEMA. Si M es un R-mddulo que no es T-torsidn, entonces los
siguientes enunciados son equivalentes:

1. M es T-semicritico.

2. Para cada submddulo t-cerrado propio N de M, existe un
submddulo t-critico K de M tal que N N K = O.
Demostracién. Si M no es t-semicritico, entonces ST(M) # M. Como
ST(M) es un submdédulo t~cerrado de M, por hipotesis se tiene que
existe un submédulo K de M t-critico tal que KN ST(M) = 0, enton-
ces K i ST(M), lo que es una contradiccidn. Para demostrar la otra
implicacidén, consideremos N # M un submdédulo T-cerrado, entonces
no todos los submddulos t--criticos de M estan contenidos en N, pdr

lo tanto, existe un submddulo t-critico K de M tal que KN N = O.

(2.1.14) LEMA. Si M es un R-mbédulo que no es t-torsidn, entonces los
siguientes enunciados son equivalentes:

1. M es t-semicritico.

2. CT(M) es un reticulo complementado y cada submédulo
t-cerrado N de M y no t-torsidn, contiene un submédulo t-critico.
Demostracién. Si M es t-semicritico, entonces por (2.1.3) CT(M) es
un reticulo complementado. Si N es un submddulo t-cerrado de My
no t-torsidn, entonces, ya que N es t-semicritico, debe de conte-

ner alglin submddulo t-critico. Para demostrar la otra implicacién,
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es suficiente demostrar que para cada submédulo t-cerrado N de M.

tal que N-¥ M, existe un submédulo r—critico‘k de M tal que Kn N = 0.
Como CT(M) es complementado, existe N' e'CT(M) tal que N AN = TT(M)

y CiT(N + N') = M. Si N' = T{(M), entonces N = M, por:tanfo N' ¥ TT(M).
Por lo tanto, existe K submddulo t-critico de M tal que K < N', 'y

se tiene el resultado.

(2.1.15) TEOREMA. Para un anillo R, los siguientes enunciadoslson
equivalentes:

1. R es un R-mdédulo derecha T-semicritico.

2. Cada R-mddulo es t-semicritico.
Demostracidén. Unicamente necesitamos demostrar que 1 => 2. Como
R es un R-mddulo t-semicritico, entonces existe una familia indepen-
diente {Ku/m e A} de submédulos t-criticos tal que R = Cl?Z{K“/acA}).
Es claro que todo R-mbédulo t-torsidén es t-semicritico, supongamos
que M no es t-torsién, entonces, para cada submédulo N de M t-cerra-
do y para cada x & M\N, se tiene (N:x) tvi%(R). Si para cada
a € A se tiene XKa < N, entonces x(E{Ka/ a € A}) S N. Como
Z{Ka/ a ¢ A} es t-denso en R, y esta contenido en (N:x}, tenemos
que (N:x)e JZT(R), lo que es una contradiccidén. Por tanto, debe
existir a ¢ A tal que xKu # N. XKa es un cociente de K , por tanto
es t-torsibén 6 t-critico, si es t-torsidn, entonces xKT < TT(M) <N,
por tanto, necesariamente es t-critico y XKa N N = 0. Se sigue de

((2.1.13) que M es t-semicritico.

(2.1.16) Un anillo R se llama t-semicritico si verifica las condi-

ciones equivalentes del teorema anterior.
(2.1.17) Si 1 es una teoria de torsién en Mod-R, llamamos t-radical
del anillo R a K {R), definido

T

KT(R) =N {(0:M)/ M es un R-mbédulo 1-critico}

y si no existen R-mddulos ¢-criticos, entonces:
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KT(R) = R. v v
Como consecuencia de la aef;nicién, se tiene que el t-ra-

dical de un anillo es un ideal bilatero que contiene a TT(R)‘

(2.1.18) LEMA. Sea T una teoria de torsibén en Mod-R, si llamamos
LT(R) =niI/ 1 5 R es 1-cocritico}
y LTkR) = R‘cuéndo no existenAideales derecha t-cocriticos, enton-
ces se tiene: V
LT(R) < KT(R)
Ny Demostracién. Sea M un R-mddulo 1-critico, entonces para m € M se
tiene mR = O. Llamamos I = (O:m), I es un ideal derecha de R. Tene-—
mos un isomorfismo de R-mdédulos entre R/I y mR y por tanto R/I es
isomor%o a un submdédulo de un R-médulo t-critico, luego I es un
ideal derecha 1 cocritico, entonces tenemos:
LT(R) = N{I/ I <R es t-cocritico}
< n{(0:m)/ meMyMes un R-mddulo. t—critico}
= n {M/ M es un R-mddulo t-critico}

= K (R).
T

(2.1.19) Sea I un ideal derecha de R, llamamos idealizador de I al
mayor subanillo de R en el que I es un ideal bildtero, y lo notamos

por N(I).

(2.1.20) LEMA. Sea 1 una teoria de torsidn en Mod-R, si para cada
ideal derecha t-cocritico I de R se verifica N(I)\ I %+ @, entonces
se tiene K (R) = L (R).

T 1
Demostracion. Sea x € K (R), entonces, si x & LT(R), existe un
- T
ideal derecha I de R t-cocritico tal que x ¢ I. Tenemos que R/I es
un R-médulo t-critico, luego (R/I)x = O y Rx < I. Como N(I)\I % @,
existe y € N(I)\ I tal que yx ¢ I, luego (I:y) $ I, por ser I t1-co-

critico, tambien (I:y) lo es, ambos son maximales en el reticulo



de los ideales derecha t-cerrados de R, luego I # (I:y) y se tiene

yI i I, lo que es una contradiccidn.

(2.1.21) COROLARIO. Si R tiene una unidad a la izquierda, entonces

K (R) = L (R).
T T

. ) .
(2.1.22) PROPOSICION. Sea T una teoria de torsidn en Mod-R, y T 1la
teoria de torsidén inducida por 1 en MOD—R1, entonces:

K {R) = K #(R_) N R.

T T 1
Demostracidén. Si M es un R-mbédulo, entonces M es t-critico si, y
solo si, es Tt-critico, ademds se verifica (O:M)R =‘(O:M)R AR, lue~

1
go se tiene el resultado.

‘ .2 *

(2.1.23) PROPOSICION. Sea T una teoria de torsion en Mod-R y =t
la teoria de torsidn inducida en MOD—R1, entonces

L (R) =L »(R.) nR.

T T 1
Demostracidon. Como R es in ideal t-denso de R , tambien es un
ideal x—-denso, entonces los reticulos C (R) y C *(R1) son iso-

T T T

morfos, con isomorfismo definido

R
L ——>0C1 1(L) para cada ideal t~cerrado L de R y
T

H —————>H NR, para cada ideal #-cerrado H de R_.
T

Por tanto es claro que L (R) =L *(R1) n R.
T T

(2.1.24) TEOREMA. Sea T una teoria de torsidn en Mod-R, entonces
L (R) = K (R).
T T

Demostracidn. Es inmediata.
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2.2. . 1-SERIE DE LOEWY. .

(2.2.1) Sea M un R-mbédulo, definimos inductivamente una serie de

submbédulos- de M de la siguiente forma:

S

(M) =T (M),
T

S (M)

Aa Ao

s (M),
T
-1 -1 .
SZ(M)/SZ (M) =s (/ST (M)}, siy no es un ordinal limite,
T T

M
S:(M) CIT(E{SY(M)/Y < B}), si 8 es un ordinal limite.
. T :

Se tiene

T =M <8 (M < ... <ST(M) < ...
T T - T - - T -

una serie ascendente de submdédulos de M, a la que llamamos t-serie

de Loewy de M.

: . A A+
(2.2.2) Siempre existe un menor ordinal A tal que S (M) = S (M).
; . - !

A este ordinal A lo llamamos t-longitud de Loewy de M, y se repre-

senta por A (M),
T

(2.2.3) LEMA. Para cada ordinal y se tiene SZ(M) € CT(M).
Demostracién. Vamos a probar el resultado por induccidén transfinita.
El resultado es cierto para y= O y 1, supongamos entonces que es
‘cierto para cada ordinal y < B. En el caso en que 8 es un ordinal
limite, es claro que SB(M) € CT(M). Si B no es un ordinal limite,
entonces éi(M)/Sf-1(M) = ST(M/Sf—1(M)) es un submdédule t-cerrado en

..'1 .
M/SB (M), por tanto SS(M) es tambien un submddulo t-cerrado de M.
T 1

(2.2.4) LEMA. Si N es un submddulo de un R-mddulo M, entonces, pa-
ra cada ordinal y, se tiene

s'(n) =s'(min N
T T
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Demostracién. Vamos a probar el resultado por induccidn transfinita.
El resultado es cierto para y =0 y 1, supongamos que es Cierto pa-
ra cada ordinal y<8. Si B es un ordinal limite y N es un submddulo

t-cerrado de M, entonces se tiene

sf(m)rw N CIT(Z{S:(M)/ y < BHN N

1

»cfj(z{s:(m N N/y < B1)

M
c1 (Z{SZ(N)/Y < 8})

T

8
S (N),
T
si N es un submbdulo 1-denso, entonces por el isomorfismo de reti-
culos entre C (N) y C (M) es facil deducir la 1gua1dad, si N no es
T-cerrado ni t-denso, entonces consideramos la cadena N < C1 (N) <M
y aplicamos los resultados anteriores. Si B no es un ordinal limite,

un pequefio cdlculo nos da el resultado.

(2.2.5) COROLARIO. Si N es un subméaulo t-denso de un R-mdédulo M,
entonces S (N) es un submbédulo t1-denso de ST(M) para cada ordinal y.
Demostracidén. Por el lema anterior tenemos que S (N) = S (mn N,
entonces;

SZ(M)/SZ(N) = S:(M)/(SI(M)“ N) S (s:(M) + N)/N

es un submdodulo de M/N, y por tanto 1-torsidn.

(2.2.6) LEMA. Si f:M——> M' es un morfismo de R-mbédulos, entonces
para cada ordinal y, se tiene

f(S (M)) < S (M').
DemostraC1on. Vamos a probar el resultado por 1nducc1on transf1n1ta.
£1 resultado es cierto para y =0 y 1, supongamos entonces que es
cierto para cada ordinal vy < B. Si B es un ordinal limite tenemos:

f(Sf(M)) - F(ClT(z{s:(M))/y < 81)

n

Ml
c1 (F(zisT(M)/y < B}))
T
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='01T’(2{F(SZ(M)/Y < 81)

.o .
o1 (Z{S:(M‘)/y < 8})

n

8
S (M').
) T
Si B no es un ordinal limite, un pequefio cdlculo nos da el resultado.

(2.2.7) CORGLARIO. Si f:M——> M' es un epimorfismo de R-médulos

con Ker f t-torsidn, entonces se tiene para cada grdinal vy

FsYm) = sV ).
T T

(2.2.8) LEMA, Si IN /a € A} es una familia de submbédulos de un R-m6-
—=MA W
dulo M verificando M = @{N /a ¢ A}, entonces para cada ordinal y
a
sYm) = o1sV(N /a0 € A}.
1 1

Demostracidn. Vamos a probar el resultado por induccidn transfinita.
El resultado es cierto para Y = O. Siempre tenemos la inclusidn

®IT (N )/a e A} < T (M),

T o - 1

si-x €T (M), entonces x = X + X + ... + x s conx_ e N , si
T 1 2 k i a
1
consideramos las proyécéiones ™ iM——> N , tenemos que x, £ T (N ),
- a a . i a
' ) i
luego x € &{T (N )/a e A}. Supongamos que es cierto para cada or-
T a .

dina% Y <B. Si'8 es un ordinhal limite, entonces

Py = etz iy /y < 81
T T T

=

c1 (z{eisY(N }/a e A}/y < 8})
T T oa .

ClM(O{SB(N )/a € A}),
T T a

six ¢ SB(M), entonces x = x_ +.x_+ ...+ x , con x, e N , si-
o M 1 2 k i a
1
o - ) S . [
consideramos las proyecciones rM————>Nn, tenemos que x_ € S (N ),
: a . . i T«
. : i
luego x ¢ O{SB(N )/a € A}. Como consecuencia se tiene la igualdad.
T oa ’ -

Si 8 no es un ordinal limite, un pequefio cdlculo da el resultado.
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(2.2.9) Un R-mddulo M se llama t~mddulo de Loewy, si existe un ordi-

A
nal A tal que S (M) = M, por tanto x > ) (M).
T T

(2.2.10) COROLARIO. Si {N /a & A} es una familia de t-mbdulos de
- o
Loewy, entonces @®{N /a e A} es un t-mddulo de Loewy.
a
. Demostracidn. Por el lema anterior tenemos que para una cota y .de la

familia de ordinales {A (N )/a ¢ A}, se tiene s’ (M) = M.
T« T

(2.2.11) LEMA. Sea N un submédulo de un R-mddulo M y {N /a ¢ A} una
== e -
familia de submddulos, entonces se verifica:
1. A (N) < x (M),
1 -1
2. Si N es t-denso en M, entonces A (N) = A (M).
t T
3. Si M es un t-mddulo de Loewy, entonces A (M/N) < A (M).
T -t
4.2 (M) <A (N) + A (M/N).
T T T
5. A (8IN /a € A}) = supir (N )/a € A}.
T @ T oa
Demostracidn.
1. Ya que S:(N) = S:(M) N N, se tiene que si y = A (M), entonces
T

+1 +1
sy = 8T M) n N =ST(M) N N = ST(N), luego A (M) > A (N).
T T T T T - T

2. Si suponemos que AT(N) = x¢(M), entonces existe un ordinal
v < xT(M) tal que SI(N) = S:+1(N), como los reticulo CT(N) y
CT(M) son isomorfos, se tiene que SI(M) = SZ+1(M), lo que es una
contradiccidn.
3. Si suponemos que A = AT(M), por (2.2.6), se tiene

(N + SSMIN < 8T,
luego AI(M/N) < AT(M).
4, Supongamos ‘que A = AT(M), A'= AT(N) y A= AT(M/N). entonces te-
nemos que X = XT(S:(M)), y andlogamente para ' y A". Tambien tene-
mos que S:(M)/S :'(N) es isomorfo a un submédulo de S:"(M/N). Por

(2.2.4) tenemos

1] L] * 1]
sf vy =stamnn=ststmn st (hy,
T T T T T
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A’ AT A A AT
luego S_(N) £s 8 M), y s"(M)/sS” S(M) es un cociente de
T - 1 1 T T T

]

A A
ST(M)/ST {(M). Aplicando (1) y {3) tenemos

A ", 1] 1]
x (sTimsst s ay < a sPansst ) < a2y = g
Tt Tt -t T -t

Entonces tenemos

A

n

a2 ) = a4 () 'S )+ a (sPamsst stam) -
T T T T T T T T T

A At A
A' + 2 (S (M)/S” ST(M)) < A + A",
T T T T -

5. Es claro que para todo acA % tiene x=2_(M) > x (N ), luego si
T - 1t a
1lamamos A' = sup{A (N )/a ¢ A}, se tiene A > A'. Si x e SA(M), en-
X T a - T
tonces x = x_ + x_+ ... + x , con x, e N , y por tanto se tiene
1 2 k 1 -3
i
A A’ 2! A
x. e SN ) =8" (N ), luego x ¢ 8{s” (N )/a ¢ A} = 8" (M).
i T a, T a, T [+1 T -
i i
{2.2.12) COROLARIO: Si R es un R-médulo con t-longitud de Loewy
finita, entonces todo R-médulo M tiene 1~longitud de Loewy finita.
Demostracidn. Por hipotesis tenemos que R es t-denso en R1, y como
todo R-mddulo es un cociente de una suma directa de copias de R_,

entonces es claro que todo R-mddulo tiene 1-~longitud de Loewy

finita.
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2.3. ANILLOS Y MODULOS t—SEMIARTINIANCS.

(2.3.1) Un R-mdédulo M se llama t-semiartiniano si cada’ cociente no

nulo tiene t-zb6calo no nulo. .

(2.3.2) PROPOSICION. Sea M un é—médulo{ Los siguientes enunciados
son equivalentes:

1. M es t-semiartiniano.

2. Cada cociente no nulo y libre de 1-torsidén de M contie-~
ne un submédulo T-critico.
Demostracidn.
4 => 2. Sea M/N un cociente de M no nulo y libre de t-torsidn, por
ST(M/N) + O, necesariamente debe existir un submddulo Tt-critico
de M/N. ‘
2 => 1. Sea N un submddulo propio de M, si TT(M/N) + 0, entonces
por la inclusidn TT(M/N) < ST(M/N) se tiene que ST(M/NS es no nulo.
Si TT(M/N) = 0, entonces debe existir un submddulo T-critico de M/N,

y por tanto se tiene que S (M/N) es no nulo.
1

(2.3.3) LEMA. Sea M un R-mbdulo. ST(M) es esencial en M si, y solo
si, cada submddulo no nulo y libre de torsidn de M contiene un sub-
mbédulo 1-critico.

Demostracidn. " => ". Sea N un submbédulo no nulo y libre de t-tor-
sion de M, por ser ST(M) esencial se tiene ST(N) = ST(M) nNG#O,

y por ser libre de t-torsidn se tiene ST(N) $ TT(N), luego necesa-
riamente N contiene un submddulo t-critico.

w <= ". Sea N un submddulo no nulo de M, y supongamos que NN ST(M7

es cero, entonces N N T1<M) = 0 y N es libre de 1-torsién, por hipo-



tesis debe de contener un submddulo t-critico, 1lo que es una contra-
diccidn.
(2.3.4) LEMA. Si M es un R-médulo t-semiartiniano, entonces 81(M)
es esencial.
Demostracidn. Por el lema anterior, es suficiente demostrar que ca-
da sﬁbmédulo no nulo y libre de t-torsidén de M contiene un submd-
dulo T-critico- Sea N un submédulo no nulo y libre de torsidn de M,
con51deramos Cl (N), si Cl (N) # M, existe N' ¢ CT(M) maximal veri-
ficando Cl (N?fl N = TT(M), es inmediato comprobar que N' es ma-
x1ma1 en C (M) verificando NN N' = 0, y por tanto se deduce que N*
es un pseudo-complemento de N en e1 reticulo de todos los submddulos
de M. Entonces el monomorfismo natural f:N -——> M/N' tiene imagen
esencial. Por hibotesis, ya que M/N' es libre de T-torsiéﬁ, M/N'
contiene un submédulo T~critico K, entonces KN f(N) # O es un sub-
médulo 1-critico de f(N), y por tanto, N contiene un submddulo
t-critico. Cuando CIT(N) = M, se tienen los siguientes isomorfismos
de reticulos:

c v zc ™) e Zc T

T T T T T T

por hipotesis M/TT(M)) contiene un submddulo t-critico, luego por
(1.3.7), CT(M/TT(M)) contiene un elemento minimal, y por (1.3.8),

N contiene un submdédulo t-critico.

(2.3.5) PROPOSICION. Un R-médulo M es t-semiartiniano si, y solo si,
es un t-médulo de Loewy.

Demostracidn. " => ", Supongamos que M es t-semiartiniano, si M no
es un 1-médulo de Loewy, entonces M/ST(M) + 0, para 2\ = AT(M). Por
ser M t-semiartiniano, tenemos que

Mg = s (st £ o
T T T

A1 A .
luego S (M) # S (M), lo que es una contradicciédn.
T T
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" <= ". Supongamos que M es un T-mdéduloc de Loewy, y que A = AT(M).
Si N es un submdédulo T~-cerrado de M, entonces existe un ordinal ¥y
minimo entre los que verifican S:(M) i N, es claro que y no es un
ordinal limite por ser N 1-cerrado, por tanto existe y-1, y se
verifica

- -1 -1 ‘
s (msT Ty = sy s m f(N/sY (™).
T T T T T

. . . -1 -1
Entonces existe un submédulo T-critico K/S' (M) de mss’ (M) no con-
Y= . -1 M
tenido ‘en N/SY (M), el morfismo candnico entre M/SY (M) y M/N, de-~
T T
y-1

termina entonces un submddulo t-critico de M/N, la imagen de K/S (™).

(2.3.6) PROPOSICION. Sea N un submddulo dé un R-mddulo M,ventonces
M es T-semiartiniano si y solo si N y M/N son T—éemiartinianos,
Demostracidn. " ==> ", Sea L/N un submbdulo propio T-cerrado‘en M/N,
entonces L es un submddulo t-cerrado de M, y existe un submddulo
t~critico K/L de M/L, luego M/N es un R-deulo 1-semiartiniano. Su-
pongamoa ahora que L es un submbédulo propio t-cerrado en N, enton~
ces N/L es un submddulo de M/L, como M/L es t-semiartiniano, ST(M/N)
es esencial, y se tiene ST(N/L) = ST(M/N)F\ N/L # O, por ser N/L
libre de 1-torsion, se tiene que existe un submddulo T-critico y

N es t-semiartiniano.

" <= ". Supongamos que L sea un submddulo propio T-cerrado de M.

Si N+ NDNL, entonces

NZ(LND N) = (N + L)/L < M/L

y como N/(L N N) es un cociente no nulo y libre de torsidn de N, se
tiene que contiene ua submdédulo t-critico, luego M/L contiene un
submédulo t-critico. Si N = NN L, entonces N < L'y M/L es$ un co-
ciente no nulo y libre de t-torsidn de M/N, por tanto contiene un
submddulo t-critico. Como consecuencia'tenemos que M es un R-mddu-

lo t-semiartiniano.
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(2 3. ,) TEOREMA Para un anlllo R los.éigdientés enunciados son

'equ1valentes.

1. R es un R-mddulo derecha t- sealartlnlano.

2. Cada R-mddulo es’r-semlartlnlano.

3. Cada R—modulo llbre de 1-tor51on coﬁtieﬁe~un subméaulo
t-critico. V ‘

4. ST(M) €S un submédulo esénéial de M para cada R;médulo M.
Demostracién. 1 => 2. por (2.2.12), si R es un R-médulo T-semiar-
tiniano, tambien R1 lo es, y por (2.2.10) y (2.3.6), todo R-médulo
tambien lo es.

2 => 4, Es el lema (2.3.4).
4 <=> 3. Es el lema (2.3.3).
3 => 2. Es una consecuencia inmediata de la proposicidn (2.3.2),.

2 => 1. €s inmediata.

(2.3.8) Un anillo R se llama t-semiartiniano si ver1f1ca las con-
———=-fl1ano

diciones. equivalentes del teorema anterlor.

(2.3{9) LEMA. Sea R un anillo t-semiartiniano, entonces para cada
R-médulo t-semicritico M se tiene MKT(R) < TT(M).
Demostracion. Si M es un R-médulo T-semicritico y libre de t-torsidn,
por (2.1.3), CT(M) es un reticulo complementado, y por (1.3.12), el
complemento de cada elemento minimal es un submddulo T-cocritico.
Llamamos

L =N {H/ H es un submddulo t-cocritico de M}.
Tenemos que L = 0, ya que si fuese no nulo, por ser L libre de
T-torsidn, existe un submédulo t-critico K:de M contenido en L, el
éoﬁplemento de la clausura de K es un submddulo T=cocritico, lo
que es una contradiccion. Tenemos entonces las siguientes igualdades:

(0:M) = { N{H/ H es un submddulo T-cocritico de M):m)
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N {{H:M)/ H es un submddulo t-cocritico de M}

N {(0:M/H)/ H es un submbdulo t-cocritico de M}
> K {(R).
‘ - T .
Luego MK (R) = 0. Si M es 1-semicritico y no es libre de t-torsidm,
T .
por {2.1.6), tenemés que M/T (M) es t-semicritico, y aplicando el
T h
resultado anterior tenemos que (M/T (M))K (R) = O, de donde podemos .
T T

deducir gue MK (R) < T (M).
T -1

(2.3.10) TEOREMA. Si 1 es una teoria de torsion noetheriana, para un
anillo R, los siguientes enunciados son equivalentes:

1. R es un anilla T-semiartiniano.

2. a) KT(R)/TT(R) es T-nilpotente izquierda.

b) R/KT(R) es r*-semiartiniano, donde 1* es la teoria

de torsidn inducida por T en Mod—R/K;(R).
Demostracidn. 1 => 2. (b) Teneﬁos que si M es un R-mddulo, entonces
M es t-critico si, y solo si, M es r*-critico, ver (1.3.20), enton-
ces si R es un anillo t-semicritico, R/KT(R) es un anillo t*-semi-
artiniano. (a) Por hipotesis KT(R)/TT(R) es un R-mdédulo t-semiarti-
niano, entonces KT(R)/TT(R) = 0 6 existe un ordinal A tal que

K_(R)/T_(R) = S*(K_(R)/T_(R)) = S (K (R))/T (R).

T T T T T T T T
Para a ¢ KT(R)/Tt(R) definimos h(a) como el menor ordinal vy tal que
ae S:(R). Es claro que h(;) no es un ordinal lihite, entonces
h(a) = y + 1 para algin ordinal y. Se verifica ST(R/SI(R))KT(R) = 0,
luego §:}R)K1(R) < SI(R). Entonces para cada O # b ¢ KT(R)/T1(R),

tenemos h(ab) < h(a). Si suponemos que existe una sucesidn

a » @_y «+e 3@ 4 ... de elementos de K (R)/T (R), tal que
1 2 n T T

o

PR a2 4+ O para cada numero natural n, entonces existe una su-
cesidn estrictamente decreciente infinita de ordinales
h(a1) > h(a1a2) > ... , lo que es imposible, luego necesariamente

K (R)/T (R) es T-nilpotente a la izquierda.
T T
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=> 1, Si M es un R-médulo libre de 1-torsidn, entonces M es un
R/T_(R)-médulo. Supongamos que para cada submédulo no nulo N de M
. T
se tiene N(K (R)}/T {(R)) # O, entonces existe a, e KT(R)/TT(R) tal

T T

que M;1 + 0. Si llamamos M1 = M;1R, se tieme que es no nulo, y que
M_(K_(R)/T_(R)) % O, luego existe a' € K (R)/T (R) tal que M. a' % O,

1 1 T . 2 T T 12
entonces existe a2 € K {R)/T (R) tal que Ma1a2 +# 0. Siguiendo el

T T

proceso, llegamos a construir una sucesidn de elementos de

K (R)/T (R), a N a y e a y ... 4 tal que a ... a % O para
T T 1 2 n 1 n

cada nimero natural n, lo que es una contradiccién. Por tanto,
para cada R-médulo M libre de t-torsidn, existe un submddulo N tal
que N(K (R)/T _(R)) = O. Entonces NK (R) = O, y N es un R/K (R)-mb—

T T T T
*
dulo, por ser R/K (R) un anillo T -semiartiniano y N libre de
T
* . . P * PR
T -torsion, N contiene un submddulo T -critico, y por tanto N con-

tiene un submdédulo 1-critico. Como consecuencia R es un anillo

T-semiartiniano.

(2.3.11) TEOREMA. Si R es un anillo 1-semiartiniano y x (R) es
—_— T
finita, entonces cada R-mddulo no nulo libre de t—-torsidn contiene
un submddulo T-cocritico.
Demostracién. Sea M un R-médulo no nulo y libre de T-torsidn, por
(2.2.12), AT(M) es finita, y por (2.3.7) es t-semiartiniano, enton-
ces su t-serie de Loewy es:
o 1 n
0=8 (M) <S (M) < ... <S (M) =M
T ot - - 1
para n = AT(M), entonces S (M) # M. Tenemos:
T
n-1 n n-1 n-1
S (M/s (M}) =S (M)/sS (M) = M/S (M) £ 0
T nt T T T 1
y por tanto M/ST (M) es t-semicritico. Por (2.13), C (M/s" (M))
T T
P n-1
eés un reticulo complementado, y como S (M) es t-cerrado en M,
. L L. n=-1 t n=1
existe un submédulo t-critico K/S (M) en M/S (M), el complemen-
. : T T
to de su t~clausura es un submbdulo t-cocritico de M/Sn_1(M), y
T

esta determina un submddulo T-cocritico de M.
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..{2.3.12) PROPOSICION. Todo R-mddulo t-artiniano es t-semiartiniano.
Demostracidon. Sea; N un submddulo t-cerrado propio de M. Por ser M
T-artiniano, M/N tambien lo €s, por tanto existen elementos mini-
males en.el.reticulo CT(M/N),.y si como M/N.es 1ibrevde'1—£drsi6n,
cada 7-cerrado minimal determina un submédulo t-critico, luego . 'M/N

contiene submdédulo t-criticos y por tanto M es t-semiartiniano.

(2.3.13)TEOREMA. Sea M un R-mddulo. Los siguieﬁtes ununciados gon
equivalentes:’

1. M tiene una t~serie de composicidn.

2. M es t—artiniano y AT(M) es finita.

3. M es t-noetheriano y t-semiartiniano.
Demostracidn. 1 => 2, Es bien conocido que si M tiene una vserie de
composicidn, entonces M es t-artiniano y T-noetheriano. Y e§ inme~
diato comprobar que entonces AT(M) debe de ser finita.

2 => 3. Sea n = 1 (M), entonces la t-serie de Loewy de M es:
T
o 1 n
T (M) =S (M) <S (M) < ... <S (M) <M
T T - 1 - -t -

Ya que M es t-artiniano, entonces, por (2.3.12), M es t-semiartinia-
no, entonces S:(M) = M. Como para cada i =1, 2, ... , n-1 se tiene
s sty = 7 st
T T T T

entonces cada uno de los cocientes es t-semicritico, evidentemente
tambien es t-artiniano, entonces por (1.2.21) y (2.1.3), se tiene
que cada cociente de la serie es 1-noetheriano, por tanto M lo es.

=> 1.Ya que M es t-semiartiniano, se tiene que M = S:(M), donde
A= AT(M), por ser t-noetheriano, la t1-serie de Loewy es finita.
Cada uno de los cocientes de la t-serie es t-semicritico y t-noe-
theriano, por lo tanto t-artiniano. E1 R-mddulo M es pues T—-noe-

theriano y t1-artiniano, por lo tanto tiene una t-serie de composi-

cidn.
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i2.3.14) TEOREMA;lPara cada anillo R, los siguientes enunciados son
équivalentes:

1. R es t-artiniano.

2;.R es t-noetheriano y t-semiartiniano.
Demosﬁraciéﬁ. 1 => 2. Es consecuencia de {2,3,12) y de [58, theo-
rem 1.4]- 4

=> 1. Es consecuencia del anterior teorema.

(2,3.15) COROLARIO. Si R es un anillo con t-longitud de Lvewy fini-
ta y M es un R-médulos, entoncés los siguientes enunciados son equi-
valentes:

1; M es r-ﬁoetheriano.

2. M es t-artiniano.

3. M tiene una t-serie de composicidn.

(2,3.16) TEOREMA. Sea M un R-médulo verificando que cada submddulo
esencial es t-denso, entonces los siguientes enunciados son equiva-
lentes:

1. M es t-semicritico.

2. M es t-semiartiniano.
Demostracién. Unicamente vamos a demostrar 2 =—> 1, ya que 1 => 2
es evidente. Sea M t-semiartiniano, por el lema (2.3.4), ST(M) es

esencial en M, por tanto, S (M) es 1-denso, y se tiene M = S (M).
T T

{2.3.17) COROLARIO, Sea M un R-mddulo. Los siguientes enunciados son

equivalentes:
1. M es t-semicritico.
2. M es t-semiartiniano y C (M) es un reticulo cemplementado.
T

Demostracidn. Si consideramos el isomorfismo entre los reticulos C (M)
—_— T
y CT(M/T {M)), por el teorema anterior, M/T (M) es t-semicritico si,
1 T
y solo si es t-semiartiniano, y ya que M es t-semicritico (t-semiar-

tiniano) si y solo si M/T (M) lo es, tenemos el resultado.
g T
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2.4. DESCOMPOSICION DEL t-ZOCALO.

(2.4.1) Dado un R-médulo M, 1llamamos ET(M) a la envolvente t-inyec-

tiva de M, es conocido que se verifica la siguiente igdaIdaq:
’ E_(M/M = T_(E(M)/M);

E(m)
1 {

T

esto es; ET(M) =C (M),

(2.4.2) Dos R-médulos T-criticos N y K son equivalentes si ET(N) es
isomorfo a ET(K), o equivalentementé, si N y K tienen submédulos.no
nulos isomorfos. Esta relacién es de equivﬁlencia, y produce una
particion de la clase de los R-médulo t-criticos. Llamamos Q@ a la
clase cociente para esta relacién, es claro que Q es un conjunto;
ya que si w € 2 , entonces existe N ¢ w y para cada O % x ¢ N tene-
mos R/(0O:x) = xR < N, luego R/(0:x) é w, y existe una éplicacién
sebreyectiva del conjunto de los ideales derecha de R t-cocriticos
en w.
(2.4.3) Para cada elemento g ¢ 2, podemos definip un zécalo y una
serie zécalo relativos a la teoria de torsién T, Si M es un R-mé-
dulo, definimos:

S (M) = ClM(x{N/ N <My NEea})

Wt T =
Yy cuando M no tiene submédulo T=criticos en g, definimos

S ‘(M) =T (M).

wT T

Llamamos a SwT(M) el wr-z6calo de M, y verifica propiedades anilo-
gas al 1-zécalo asociado a la teoria de torsién 1. Ademis, permite

obtener una descomposicién del 1-z6calo de cada R-médulo.

o - .
Swr(M) se definen de forma analoga para cada ordinal a.
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(2.4.4) LEMA. Sea M un R—médulo, N<My {N /a € A} una familia
de submédulos de M. Supongamos que NN (Q{N /a € A}) ¥ 0, entonces
existe un N tal que N y N tienen un submodulo no nulo isomorfo.

DemostraCLOn. [30, Prop. 2].

(2.4.5) ‘Por el lema (2.1.1), para cada R—médulo M, existe una fa-
milia 1ndepend1ente maximal {K /a € A} de submédulos T—criticos,

tal que S (M) = Cl (Q{K /a € A})
T

(2.4.6) LEMA. En 1la situacién anterlor, para cada w € R, se tiene
que sm(M) = C1 (e{K JucAy K, € wh. Y la familia definida por
Am = {a ¢ A/ Ka € w}l es maximal entre las Fahilias de subméduiés

t—criticos pertenecientes a la clase w, cuya T-clausura es SwT(M).

Demostracién. [ 45, Lemme 1.2.1 ].

: ) ‘ "

(2.4.7) LEMA. Sea M un R-médulo tal que ST(M) = ClT(Q{Kh/a € Ab, y

weR, si 1lamamos D = O{K /a ¢ A }, entonces la familia {qn/w e Q}
@ a w )

es independiente.

Demostracion. Supongamos que g Y w_, son elementos de 2, entonces
== >r'acion .

1 2
D np = 0; supongamos que no sea nulo, entonces existe
w w
1 2 .
O+L <D no , por el lema (2.4.4), se. tiene que L contiene un
T W, ’
1 2 )
submddulo no nulo K, que pertenece’a(u1, entonces K N (@{Ka/a € Am h

2
€s mno nulo, y por el mismo lema, K pertenece a Wy lo que es una
contradiccidn. Sean ahora(u1, w2 y w3 elementos de @ distintos: en-

tre si. Si D N(D @D ) %0, entonces existe un submédulo no
w w w .

. 1 - 2 3
nulo L contenido en esta interseccién. Por el lema (2.4.4), L con-
tiene un submddulo no nulo K que pertenece,a.w1, Yy tambien por el
mismo lema, K pertenece a m2 u m3, lo que es una contradiccidn. Co-

mo consecuencia, se tiene el resultado para toda familia finita de

Q- Supongamos ahora que W €Q, y que Dm N(z{D St w e )) 4 o0,
w
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entonces existe yn subconjunto finito F de 8 tal que
D n(z{o JwEw' e F} ) ¢ 0,
w

lo que es una contradiccién.

(2,4.8) COROLARIO, Sea M un R-mbdulo, entonces se tiene la igualdad

ST(M) aV (z{S (M)/w eql),

(2.4.9) COROLARIO, Sea M un R-médulo llbre de 1-torsidn, entonces
ARt

s M c1 (e;s (M)/w e},
T

(2.4.10) LEMA, Sea M un R-médulo y {H /8e B}y {K /ae A} familias
maximales independientes de submodulos t-criticos de M, pertenecien-

tes a la clase w, tal que

i

S (M) c1M(e{H /8 €8 =c1Melk m e Ab),
wT T B T [

entonces Card(B) Card(A).

Demostracidn. [45, lemme 1.2.2].
Zt£mostracion

(2.4.11) PROPOSICION. Sea M un R-médulo y {H /B € B} y {K /e € A}
—2o UV
dos familias independientes maximales de submodulos T-criticos de M,
tales que
M M
S (M) =C1 (e{H /8 € B}) = c1 (@ik sa ¢ Ab),
T T 8 T 1 :
entonces existe una biyeccidn entre A Y B, y un isomorfismo de R-mé—
dulos entre @{E (Hﬁ)/e e B}l y Q{ET(Ka)/Q € A},
T

. M
Demostracién. Por el Corolario (2.4.8), s (M) = C1 (z{s T(M)/w € R})
I T T w
y por el lema (2.4.6),

wT
Por el lema (2.4.10), card(a ) Card(B ), Y por tanto tenemos una

M M
S (M) = Cl(@fk /a ¢ A, Ke 8 @b =cr(elH /8 ¢ B, kK eu})
T a T 8 8

biyeccidn oiB ———>A, como HB y K o(8) son equ1va1entes, entonces

existe un isomorfismo entre E (Fg) y E (K 5 (8 )), Yy estos isomorfismos

inducen un isomorfismo f: o{E (H )/B e B} ~—-—->9{E (K )/a €Al



(2.4.12) Llamamos T-dimension del R-médulo M al cardinal de una fa-
milia maximal independiente de submddulos T-criticos de M, cuya
t-clausura sea S (M).
T

Es una generalizacidén de la dimensidn reducida de Goldie.
{2.4.13) LEMA. Sea M un R-médulo libre de t-torsidn, entonces

8 (E (M) <E (5 (M)).

wt T - 1T wT
Demostracidn. Sea L un submddulo de E (M) t-critico tal que L ¢ w,
EE— T

entonces L N M % O es un submddulo T-critico de M, luego LN M e g

|y se verifica E (L AM) = E (L), luego L<E (LNM) <E (S (M).
T T - T - T WwT

(2.4.14) LEMA. Sea M un R-mddulo libre de T-torsién, si
M

S_(M) = C1l (@K 7a ¢ A})

T T [}
para una familia independiente de submédulo 1-criticos de M,entonces

E (M)
S (E (M) =Cl v "(BlE (K )/a e A, K & w}).
. wT T . T T a [+3

Demostracidn. Si Ka € w, entonces ET(Ka) € W y por tanto

OlE (K )/a e A, K ew} <S (E (M).

. T a [+ - wT T
Sea L < E (M) un submddulo T-critico, tal que L ¢ w, entonces

-1
M
LAMew, luegop LN M < S (M) = ci ﬁ@{K /a e ANA}) @ (91K /ae A 1l
- T T a w [+ ] w

Entonces

H=LnMn[elk /a e ANA}) @ (01K /a e A })] £ 0

a w a w

Si fuese H N (O{Ku/a € Aw}) = 0, entonces se tendria

H® (0lK /a ¢ A }) 8{K /a e A}
Qa W a

(K]

H < Zelk /a ¢ ANA
®{K /a e A} = olk /¢ ¢ A} t P wt?
a w a w

lo que es una contradiccidn. luego la interseccién es no nula y se
tiene
LN (8K /e e A}) $0
a w
entonces, para.cada O+4 x ¢ L n (8{K sa ¢ Aw}), existe una familia
[+3

finita K., K, ... , K ¢ w, tales que x € L N (K. +K_ + ... + K,

1 n ) 1 2 n

2
luego ET(xR) <eole (k)7 i=1,2, ... , N}, y se tiene
- T i



L <E (L) =E (xR) <®lE (K)/i=1,2, ... , n} <
- 1 T - T i ,
<ele (K )/a e A},
- T a W
E (M) .
luego S (E (M) <cC1t (@{E (K )/a €' A }).
. wT T - T T a w

(2.4.15) COROLARIO. Sea M como en el lema anterior, entonces

s (e = 1t ™ (0fe K )/a ¢ A}.
T T T T a

Como consecuencia de este resultado, la t-dimensidon de M

es igual a la t-dimensién de E (M).
T

(2.4.16) Un R-mbédulo M se llama T-quasi-inyectivo si para todo sub-

mdédulo N t-denso y todo morfismo f:N—~———> M, existe una extensidn

a un endomorfismo de M.

(2.4.17) LEMA. Sea M un R-médulo, M es T-quasi-inyectivo si, y solo
si, M es un (ST, R)-submbédulo de E (M), donde ST es el anillo de
T

endomorfismos de E (M).
: T

(2.4.18) LEMA. Para’ cada R-médulo M existe una extensidn esencial
T-quasi-inyectiva minimal; es la interseccién de todos los (s , R)-
T

submbdulos de E (M) que contienen a M.
T

(2.4.19) LEMA. Sea M un R-mbdulo libre de T-torsién. Si M es t-qua-
si-inyectivo y CT(Mi es un reticulo complementado, entonces M es
quasi-inyectivo.

Demostracidn. Sea N < M, ya que N es t-denso en Cl?(N), y todo
T-cerrado tiene un comblemento, entonces si H es el complemento de

M
Cl (N) en CT(M), se tiene que N ® H es t-denso en M, si FiIN———> M,
T

entonces f induce un morfismo

N @ H >N > M,

ya que N @ H es t-denso, existe una prolongacidn de é1 a un endo-

morfismo de M, es claro que este endomorfismo tambien extiende a f.
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(2.4.20) PROPOSICION. Sea M un R-médulo libre de T-torsidn, entonces
los siguientes enunciados son equivalentes:

1. M es 1-quasi-inyectivo y CT(M) es complementado.

2. M es quasi-inyectivo y verifica que cada submddulo esen-
cial es t-denso.
Demostracidn. => 2. Por el lema anterior tenemos que M es quasi-
inyectivo, y por (1.2.19), todo submddulo esencial es T-denso.

2 => 1. Es inmediata.

(2.4.21) PROPOSICION. Sea M un R-médulo libre de t-torsién y
r—qyasi-inyectivo, entonces son equivalentes: -

1. CT(M) es un reticulo complementado.

2. Cada submddulo t-cerrado es un sumando directo.
Demostracién. 2 => 1. Es inmediata.
1 ==> 2. Supongamos. que N es un submddulo T~cerrado de M, entonces
existe un complemento H en CT(M) y por'tanto N + H es 1-denso, con-
sideramos la composicidn

o:N + H ———> M.

donde o{(n,h)) = n, este morfismo induce se extiende a un endo-
morfismo f de M, y es claro que f(M) < F(CIT(N + H)) i ClT(f(N + H)) =

M
= Cl (N) = N. Luego N es un sumando directo de M.
T

(2.4.22) PROPOSICION. Sea M un R-mbdulo t-critico, entonces ST es
un anillo de divisidn y ET(M) es quasi-inyectivo.

Demostracion. ET(M) es t-quasi-inyectivo y t-critico, luego es qua-
si-inyectivo. Llamamos J al radical de Jacobson del anillo S de los
endomorfismo de E(M), vamos a demostrar que S/J es isomorfo a S

T

Definimos §:S/J > 8 , mediante §(f + J) = f/E (M); es correcto,
T T- .

ya que E (M) es quasi-inyectivo. § estd bien definida, ya que si
T
f+J =g+ J, entonces f - g ¢ J y por tanto Ker(f - g) es esencial

en E(M), luego Ker(f - g) NE (M) # O, si Ker(f - g) N ET(M) + ET(M),
1
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entonces es t-denso, y como (f - g)/ET(M) extignde el morfismo cero
de Ker{(f - g)n ET(M) a ET(M), por ser ET(M)'fielménte 1-inyectivo,
tenemos que (f - g)/ET(M) = 0, luego F/ET(M) = g/ET(M). Es claro -
qué es un morfismo de anillos, y es inyectivo y sobreyectivo, lue-
go tenemos el isomorfismo. Por [ 54, pagina 104], podemos deducir

el resultado.

(2.4.23) E1 lema (2.4.18) nos asegura la existencia de una extensidn

esencial t-quasi-inyectiva minimal, llamamos a esta extensidn la

envolvente t-quasi-inyectiva de M; y la representamos por £ (M),
o T

(2.4.24) LEMA. Sea M un R-mddulo y N un submddulo de E (M) t-denso
Y T-quasi-inyectivo, entonces se tiene el siguiente isomorfismo:
End(N) = s .
T

Demostracidn. Definimos la aplicacién 2:End(N) —— ST, mediante

f
N————>N

> E (M)
T

L(f)
E_(M)
T

La unicidad de &(f) es consecuencia de que E (M) es fielmente t-in-
T
yectivo, y tambien 1o es el ser un morfismo de anillos, evidentemen-—

te & es inyectiva y sobreyectiva.

(2.4.25) PROPOSICION. Sea M un R-médulo t-critico, entonces:

1. Los elementos de End{M) se extienden a elementos dé
End(ET(M)) de forma dnica,

2. End(Et(M)) es un anillo de divisidn.
Demostracién, 1. Sea f:M— > M un morfismo de R-mbédulos no nulo,
por ser M t—critico, f es inyectivo, ademas ET(M)/M < ET(M)/M es

1-torsién, luego M es t-denso en E. (M), y podemos completar el dia-
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© grama

f o~
M~—>M ——>F (M)
T .

ET(M)
Supongamos que existan dos extensiones f' y f", entonces
O #M < Ker(f* - f"), Gomo ET(M) es t-~tritico, tambien 1o es ET(M),
luego f' - ¥" = 0, y por tanto Gnicamente existe una extensidn de f.

2. Por €l lema anterior tenemos que End(E (M)) = S » ¥ por la propo-

sicidn (2.4.22) S es un anillo de d1v151on.

(2.4.26) LEMA. Sea M un R-médulo libre de T-torsidn, si M es t-semi-
critico, entonces ET(M)es T-semicritico.
Demostracion. Como M es r—denso en E (M), los retlculosC (M) y

C (E (M)) son 1somorfos, Y por tanto E (M) es t-semicritico.

(2.4.27) TEOREMA. Sea M un R-médulo libre de t-torsién. Si M es
t-semicritico, entonces
End(E_(M)) = 1 {End(S (E (M))/w e Q}.
T wT T
Demostracién. Por el lema anterior E (™) es t-semicritico, por
(2.4.7) se tiene que Q{S (E (M))/w € 2} es t-denso en E (M), y
por (2.4.24), se tiene el isomorfismo
End(E (M)) = End(@{S (E (M))/y e q})
T wT T
Y ya que Hom (S (E (M)), S W (E M) =0 siwéau', se tiene el
R wr 1 w't T
isomorfismo

End(E_(M)) = 1 {End(S (£ (M))/0 ¢ 0} )

{2.3. 2«) Por ultlmo para conocer la estructura del anillo de endo-
mosfismos de 1la envolvente t-inyectiva de un R-médulo 1—sem1cr1t1co,
solo nos falta conocer la estructura de End(S (E (M)), para cada

elemento y ¢ .,
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(2.4.28) TEOREMA. Sea M un R-médulo libre de t~torsidn y t-semicri-
tico, entonces End(S . (E (M))
wT T
es isomorfo a un anillo de endomorfismos de un espacio vectorial a
la izquierda sobre un anillo de divisiodn.
Demostracidn. Sea {N /a ¢ A} una familia independiente maximal de
E——— a
submédulos t-criticos de M, cuya t-clausura es M. Tenemos
S {(E (M) <SS (E(s (M)) =€ (s (M),
wt T - T T Wt T wr
ya que por (2.4.13) S (E (M)) < E (S (M) y por (2.4.15)
: wT T T wt
8 (E (S (M) =E (S (M)), ademis siempre se tiene
wT T wr T Wt
E (S (M) <E (M), luego se tiene la igualdad
T wt - T
S (E (M) = E (S (M)).
Wt T 1T T E (M)
Entonces, ya que S (E (M)) = C1 1 (8{E (N )/a € A }), se tiene
wT T T T a w
que ®{E (N )/a € A } es t-denso en E (8 (M), y es claro que tam-
T @ w T wT : ) .
bien es t-quasi-inyectivo, luego por (2.4.24),
End(S (E (M))) = End(®{E (N )/a ¢ A }).
wT T T a w
Vamos a estudiar la estructura de este (ltimo anillo. Llamamos E a
un R-médulo isomorfo a E (N )y ¥ 0 tE——>E (N ) al isomorfismo.
T a a T a

Definimos el siguiente morfismo de R-modulos
o P b o .
a a f 8 B
E——E (N ) >®E(N)~—>@E(N)—>E(N) E
T o e T a a T a T B

-1

donde p y nB son los morfismos candnicos. Para casi todos los in-
a

dices B, este endomorfismo es cero; supongamos que O % x ¢ E, enton-
ces
-1 -1
o 7 fp o (x)=qg 1n (x oo+ x )
B aa 8 B

B
y si B & {i1, ey ik} C A, entonces el resultado es cero, lue-
w

-1 - s '
go x ¢ Ker(oB nBFpaoa), Y por ser E 1-critico, ha de ser el morfis-

mo cero, todo esto para B ¢ {i1, vee ik}. Definimos entounces un

espacio vectorial a la izquierda sobre el anillo de divisidn
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S' = End(E), de dimensidn Card(Aw). Sea fe /a ¢ A } una base de v
a w
sobre S'. Definimos ' :Ve——w V mediante.

-1
(o n f

£ro= 3 .
(e, Ben 8 "8 °.%’ %

Se tiene asi una aplicacién fl—0- o » f', de End(@®{ET(N )/a ¢ A })
[ w

en EndS,(V), que es un morfismo de anillos inyectivo y sobreyectivo.

(2.4.29) COROLARIO. Sea M un R-mbdulo libre de 1-torsign Yy T-semi-
critico, entonces End(ET(M)) €s isomorfo a un producto directo de

anillos de endomorfismos de espacios vectoriales.






CAPITULO 3

RADICALES DE ANILLOS Y TEORIAS DE TORSION

3.1. 1-RADICAL.
A lo largo de este capitulo, una teoria de torsidn es una
'teoria de torsidn hereditaria y regular, salvo que es indique lo

contrario.

{3.1.1) Si 1 es una teoria de torsidn, en (2.1.17) definimos el

1=-radical de R como

K {R) = n {(0:M)/ M es un R-médulo t-critico} vy
T

K (R) = R si no existen R-mddulos t-criticos.
T

En (2.1.24), demostramos que K (R) = L (R), donde
1 T

L (R) N I/ T es un ideal derecha rt-cocritico} y
T

R si no existen ideales derecha t-cocriticos.

L (R)
T

(3.1.2) Si consideramos en el anililo R/KT(R) la teoria de torsidn

1* inducida por 1, entonces tenemos:

LEMA, KT*(R/KT(R)) = 0.

Demostracién. La teoria de torsidn r* estd estudiada en (1.3.19),

y por (1.3.20), sabemos que para un R/KtiR)-médulo M, son equivalen-
tes: M es r*—critico y M es 1-critico, entonces de lé igualdad

(O:M)_R/K (R) ° (O:M)R/KT(R)
. T

se tiene K #x{R/K (R)) 0.
. 1 T



66

(3.1.3) Vamos a extender 1a definicién de radical a cada R-mddulo M.
Utilizando la igualdad de (3.1.1), definimos:
K (M) = Nn{N/ N es un submédulo T-cocritico de M} y
T

K (M) = M, si M no contiene submédulos t-cocriticos.
T

(3.1.4) LEMA. Sea M la clase de todos los R-mbédulos t-criticos

Jjunto con el R-médulo cero, entonces M define un radical r mediante:
r(M) = NiKer f/ f:M— > K €s un epimorfismo con K ¢ M} .

Ademas, KT(M) = r(M) y verifica r(N) < NN r(M), para cada submédulo

N de M.

Demostracién. Evidentemente, r(M) = KT(M) y r{M/r(M)) = o. Suﬁbn—'

gamos que N < M, si existe f:M—o> K epimorfismo de R-médulos, con

K e g, y tal que r(N) i Ker f, entonces f induce un morfismo no:nulo

9:N—/—> K, por tanto, su imagen es no nula y pertenece a M, luego

r(N) < Ker g < Ker f, lo que es una contradiccidn.

(3.1.5) En Mod-R una distribucién es una coleccidn
L£1stribucion
= {zM/ M es un R-médulo},

donde ZM €s una familia de submédulos de M verificando:

1. 8i fiM——> M' es uyn epimorfismo de R-mbdulos, enton-

existe una biyeccién entre IN/ N € EM y Ker f < N} y £, definida

por N F—— £(N).

M

2. Si T <M, N¢g EM Y TNN# T, entonces T N Ne ZTu

(3.1.6) LEMA. Sea t una distribucién, entonces N esz si,.y sblo

i,0¢z .
sty O fy N

(3.1.7) LEMA.[25]. Sea 1 una distribucign, entonces r definido
r(M) = n N/ N e XM} y
r(M) = M cuando ZM es vacia

€s un radical que verifica r(N) < NN r(M) para cada submédulo N de

M.



Como consecuencia, r es un radical completo, esto es; si

N <My r(N) = N, entonces N < r(M).

(3.1.8) COROLARIO. [25]. Un R-médulo no nulo M es isomorfo a un pro-
ducto subdirecto de R-mddulos del tipo M/S, con S ¢ 1 -si, y solo

si, r(M) = O.

(3.1.9) Algunos ejemplos de distribuciones son los siguientes:

1. Sea 1 una teoria de torsién hereditaria y regular, en-
tonces si definimos ZM = CT(M), L es una distribuciédn.

2. Para cada R-mbdulo M definimos B, = AN/ N es un sub-
médulo irreducible}, entonces 3 es una distribucién. Un submédulo
N de un R-mddulo M se llama irreducible si M/N es un R-médulo uni-
forme.

3. Para cada R-mddulo M definimos ZM = {N/ N es un submé-~
duio 1-cocritico}, siendo 1 una teoria de torsidn hereditaria y re-
gular, entonces % es una distribucidn. ‘

4. Paré cada R-médulo M definimos zM = {N/ N es un submd-
dulo irﬁeducible Yy M/N es un R-mddulo primo}, entonces 3 es una dis-

tribucidn.

(3.1.10) Un submddulo N de un R-médulo M se llama modular a la de-

recha si existe r e R tal que para cada x € M, se tiene xr - x ¢ N

(3.2.11) Consideramos ahora la teoria de torsién hereditaria y re-

gular T(R), ésociadas a ella tenemos las siguientes distribuciones:

1 p

ZM = {N/ N es un submédulo t(R)—cerrado de M},

2 ’ . s

ZM = {N/ N es un submébdulo r(R)-cocrltlco de M},

3 . PR

EM = {N/ N es un.submbdulo T(R)-COCPltICO y modular

derecha de M},
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{N/ N es un submddulo T(R)—cocritico y maximal de M},

z

ST = 5hH

{N/ N es -un submddulo maximal y modular derecha de M}.
Llamamos r , i = 1, 2, 3, 4, 5, 4l radical que determina la distri-
o1

bucidn 2;, entonces se tienen las siguientes relaciones:
T (M) < r_ (M) < r (M) <r_(M)
1( )< 2 - 4 - 5 Y

<
r2(M) < rs(M)

1A

r_(Mm)
-5
para cada R-mdodulo M.

(3.1.12) Cuando consideramos el anillo R, las distribuciones ante-
riores determinan ideales derecha de R, los cuales podemes relacio-
narlos con los radicales cliasicos de teoria de anillos. Las relacio-
nes establecidas en el apartado anterior, siguen siendo ciertas.
Ademas, r1(R) < B(R), donde 8 es el radical de Baer, ya que si
r1(R) = R, entonces R es T-nilpotente, y existen ejemplos de ani-
llos tales que 8(R) = R y no son T-nilpotentes. Tambien se verifi-
ca rz(R) < r4(R) < J(R), donde J es el radical de Jacobson, aqui
tambien tenemos que la igualdad no ha de verificarse en general.
Por Gltimo, r3(R) < rs(R) < B(R), donde B es el radical de Brown-
McCoy, sabemos que r3 * rs, como demuestra el siguiente ejemplo,
pero no sabemos que ocurre con'r5 y B, aunque segin {2], 1o mis

probable es que sean distintos.

(3.1.13) El siguiente ejemplo demuestra que r2 ¥ r4 y r3 ¥ r5.

EJEMPLO.
—_— Zﬁ4 22[4
Consideramos el anillo R = , los Gnicos
z 2Z
4 4
ideales 'QR)—cocriticos son H e I, donde
2Z 2z
4 a Z¢1 2Z
H = I = -~
z 2Z
a a 224 2z
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ya que es claro que R/I Z R/H es un R-mbédulo simple, y por tanto
tiene la propiedad (R) y es 1 -—critico. H es un ideal modular a

verifica que para cada x € R se tiene

1

la derecha, ya que (O
1

xio 0’- x € H, pero I no es modular a la derecha, entonces tenemos

ias siguientes igualdades:

R = =
rz() r4(R) HNnI

H # R.

r_(R) = r_(R)
3 5

- (3.1.14) En'[24],de la Rosa define ideal quasi-semi-primo, como

una generalizaci6n de ideal semiprimo, y estudia el anillo de ma-
trices de un anillo. Un ideal quasi-semi-primo es un ideal bilédtero
que es T(R)-cerrado a i;quierda y derecha, vamos a generalizar los

resultados de de la Rosa, estudiando ideales derecha 1(R)—cerﬁados.

{3.1.15) Consideramos T la clase de todos los anillos tales que el
reticulo de ideales derecha r(R)—cerrados, coincida con el reticu-
1o de todos los ideales derecha.

PROPOSIQION. T es una clase radical.

Demostracidn. 1. T es cerrada para cocientes. Sea R ¢ T y A un ideal
bildtero de R, si I/A es un ideal derecha de R/A y r e R verifica

r (R/A) < I/A, entonces rR < I y r e I, luego r e I/A.

2. I es cerra&a para extensiones. Sea

0— R" R ——> R" 0

una sucesibn exacta corta de anillos, con R', R" ¢ T, si I es.un
ideal derecha de R y r ¢ R verifica rR < I, entonces n(r)n(R) <u(I),
pof tanto w(r) ¢ #{I), ¥y éxisten r' e R'y x € I tales que r = r'+x.
Se tiene r'R = {(r - x)R < rR + xR < I. S8il A R' = 0, entonces

r'R' < I R’

0, y r' =0, entonces r = x ¢ I. Si I N R' % O,
entonces r'R' < I nR'y, yr' eI R', luego r ¢ I.

3. T es .inductiva. Sea



R, SR_ < ... <R <...
1= 2= - a-

una cadena creciente de ideales de un anillo R tal que,Ra €T, en-
tonces si I es un ideal derecha del anillo S = U {Ra/a €eA}l, yr ¢S

verifica rS < I, entonces existe a € A tal que r ¢ R » luego se
- . . S Q . 5

tiene PRQ < Ra I, y por tanto r e I.

Un anillo R pertenece a la clase T si y solo'si para cada

ideal derecha I de R se tiene IR = I.

(3.1.16) LEMA. Sea I un ideal dcha de R, XR=0. => x=0, entonces I es

i ' L
T(R)—cerrado en R si, y solo si, (I )  es un ideal dcha,rt -cerrado,
. n .

(R)
i ) .
donde (In) "es el conjunto de matrices con cero en todo lugar, sal-
vo posiblemente en la fila i, cuyos coeficientes pértenecen aI.

Demostracién.
Zemostracion
i i
"=>".Sea (a. ) e R tal que (a, )R < (I )", si (a, ) ¢ (1)7,
ij n ij . n=""n ij n
entonces, existe k tal que a,, ¢ I, 6 existen h y k, h # i, tales
1

que ahk $# 0. En el primer caso, por ser I ¢ -cerrado, existe

(R)
1
r e R tal que aikr ¢ I, luego (ai;)x ¢t (I)7, 1o que es una contra-
J n
diccidn. En el segundo caso, podemos multiplicar (a, ) por cada -’
; . ij
elemento de R, obteniendo ahkR = 0, luego ahk = 0, lo que es una -

contradiccidn.

i ] )
" <= ". Supongamos que (In) es t(R)—cerrado en R’ y a e R tal
n
que aR < I, entonces 0O ....0 .
. . i
a .... a Rn' < (In) » luego a e I.

s

0-....0

Hemos 1llamado x a 1a matriz diag{x, ... s X},
(3.1.17) LEMA. Sea J un ideal derecha de Rn’ entonces los conjuntos
(i) . '
J ={a_ ./ (a ) e J}
1 1j

son ideales derecha de R. S -



(3.1. 18) TEOREMA. Los ideales derecha del anillo R son de la for-
ma (I ) + (I ) + ..+ (I ) , donde Ii' i=1,2, ..., n, es un
ideal derecha de R, si y solo si R ¢ T.

Demostracibn.

"=> ". Sea I un ideal derecha de R, entonces consideramos el si-

guiente ideal derecha de Rn

I IRIR ... IR
I'=10 9 90 ...Q
0 606 ...6

entonces I' debe ser de la forma (In)1, y por tanto IR = I, luego
ReT.

" <= ". Sea J un ideal derecha de Rn, podemos suponer que J tiene
cero las filas 2, 3, ... , n, Por el lema (3.1.17), J(1) es un ideal

derecha de R. Sea (a, ) ¢ J, entonces
1J

.. 1
(a,.) e = .
ij r, .
o o
(1) (1)
para cada r € R, luego a1_R <J s ¥ por tanto a1, e J » luego
(1) .1 J J
J = (J n) -

(3.1.19) COROLARIO. El anillo Rn € T si, y solo si, R ¢ T.






3.2. MODULOS PRIMOS Y TEORIAS DE TORSION

{3.2.1) Un R-mddulo M se llama primo si verifica las condiciomes
siguientes:

1. ‘MR # O.

2. 85 0%meMyAes un ideal bilidtero de R tal que

mA = O. entonces A < (0im).

(3.2.2) LEMA. Para un R-mddulo M verificando MR % 0, las siguientes
condiciones son equivalentgs:

1. M es primo.

2. Para todo O ¥+ m ¢ M y para todo r ¢ R, si mRr = O, en~
tonces r e (0:M). 7

3. Para todo O ¥ m ¢ M y para todo r e R, si mR1r =0,
entonces } e {O:M).

4. Para todo O ¢ N < M se tiene (O:N) = (0:M).

Demostracién.[21, theorem 1.3].

(3.2.3) Un ideal bilitero A de R, A # R, se llama primo si verifica
para cada par de ideales biliteros B y C de R que BC < A, implica

B<AGSC<A.

(3.2.4) LEMA. Sea A un ideal bilitero de R, A ¥ R, entonces los si-
guientes enunciados son equivalentes:

1. A es un ideal primeo.

2. Para todo a, b ¢ R tal que aRb < A, se tiene a ¢ A b

b e A.

3. Para todo a, b € R tal que aR1b <A, se tiene a ¢ A 6



4. Para todo a, b € R\ A, existe r £ R tal que arb e R\ A.
Demostracidn. Unicamente vamos a demostrar 3 = 1.
Sean B, C ideales bilateros de R tales que BC < A, si B # A, enton-
ces existe b ¢ B\ A, para cada x ¢ C, se tiene bR1x < A, luego

x e A, y por tanto, C < A,

(3.2.5) LEMA. Si M es un R-mddulo primo, entonces (O:M) es un ideal
bilatero primo.

Demostracidn. Sean B y C ideales bildteros de R tales que BC < (0:M),
entonces, para cada O ¥+ m € M, se tiene mBC = O, si mB = 0, entonces
B < (O:M), si mB # O, entonces, existe O % x ¢ mB. tal que xC = O,

luego C < (O:M).

(3.2.6) Un ideal derecha I de R, I ¥ R, se llama primo si para todo

par de ideales derecha J y K de R, tales que JK < I, se tiene

J<I&K<I.

(3.2.7) LEMA. Sea I un ideal derecha de R, I # R, los siguientes
enunciados son equivalentes:

1. 1 eé un ideal derecha primo.

2. Para todo a, b ¢ R tales qﬁe aRb < I, se tiene a ¢ IA6
beI.

.3. Para todo a, b € R tales que aR1b < I, se tiene a ¢ I
6belI.

4. Para todo a, b ¢ R\I, existe r ¢ R tal que arb ¢ R\T.
Demostracidn.
1 => 3. Supongamos que aR1b < I, entonces aR1bR1 < I y poritanto
a.R1 <156 bR1 <I, luego a eIl b6bel.
3 => 2. Supongamos que aRb <IyqueatI.Si aR1b < I, entonces
beg I.Si aR1b # I, entonces existe s ¢ R1 tal que asb ¢ I, consi-

deramos asbR1b, se tiene asbR1b < aRb < I, luego b ¢ I.



2 =>4, Sean a, b € R\I, si aRB 2 I, entoncesa eI déb eI, lo

que es una contradiccion. por tanto existe r ¢ R tal que arb e R\I.
4 => 1. Sean J y K ideales derecha de R tales que JK <TI, siJ i I,
entonces existe x € J\I, y se tiene xRy < I para cada y ¢ K, luego

y € I, y por tanto se tiene K < I.

(3.2.8) Un ideal derecha I de R se llama modular, si existe e ¢ R

tal que ex - x ¢ I para cada x ¢ R.

(3.2.9) Un ideal derecha I de R, I # R, se llama quasi-modular, si

P . .
(I:R) <1, 56 equivalentemente, si I = (I:R).

(3.2.10) LEMA. Todo ideal derecha primo de R es quasi-modular.
Demostracién: Siempre se verifica que R(I:R) < I, luego, ya que

I $# R, se tiene (I:R) < I.

(3:2.11) LEMA. Si I es un ideal derecha, son equivalenfeé:
1. I es un ideal primo.
2. R/I es un R-mbdulo primo.
Demostracidn.
1 => 2. Sea r ¢ R\I tal que rA < I para un ideal bilatero A de R
entonces rRA < I, y por tanto A < I, yaque I es quasi—ﬁoduiar se
tiene A < (I:R).
2 => 1. Sean a, b é R tales que aRb <1I, entonces se tiene ael
6 b e (0:R/I) = (I:R), y ya que R2 i I, existe x ¢ R \(I:R), enton-

ces bRx < I, y por tanto b ¢ I.

(3.2.12) COROLARIO. Si I es un ideal derecha primo de R, entonces
I* es un ideal primo bilatero.

(3.2.13) EEM&. Si I es un ideal derecha primo, entonces para cada
xe R\I,el ideal (I:x) es un ideal derecha primo.

Demostracidn. Supongamos que (I:x) = R, entonces, ya que R # I,

existe y ¢ R I, entonces xRy < I, y se tiene x ¢ I, lo que es una
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contradiccidén. Sean J y K ideales derecha de R tales que JK < (I:x),
-entonces xJK < T y (xJ)(RK) < I, por tanto xJ < I 6 RK < I, luego

-

J < (I:x) 6 K < (I:x).

(3.2.14) LEMA. Sea M un R-mdédulo primo, si O # m ¢ M, entonces
(O:m) es un ideal derecha primo.
Demostracion. Supongamos que a, b € R verifican aRb < (O:m), enton-

ces maRb = O, y ma = 0 6 b ¢ (0O:M), luego a ¢ (O:m) 6 b € (O:m).

(3.2.15) LEMA. Sea A ug ideal bilatero, entonces A es un ideal pri-
mo si, y solo si, A = (I:R) para algin ideal derecha I de R primo.
Demostracidn, "=> ", Es inmediata.

" <="_, Sea I un ideal derecha primo, por (3.2.12), (R:I) es un

ideal primo, luego si A = (I:R), entonces A es un ideal bildtero

primo.

(3.2.16) LEMA. Todo ideal derecha primo es ttR)-cerrado.

Demostracidn. Sea I un ideal derecha primo y a ¢ R verificando

aR < I, entonces, ya que I # R, existe x ¢ R\ I, entonces aRx <I,

y por tanto a ¢ I.

{3.2.17) Un submodulo N de un R-médulo M se llama primo si M/N es

un ‘R-modulo primo.

(3.2.18) PROPOSICION. Sea t una teoria de torsidén, definimos
ZM = {N/ N es un submddulo t-cerrado y primo de M}.
Entonces X es una distribucién.
Demostracidén. 1. Sea f:M———> M' un epimorfismo y N ¢ EM, tal que
Ker f < N, entonces f(N) = N/Ker f, y por tanto es t-cerrado y pri-
mo, luego f(N)e I Mo la biyeccidén es obvia.
2. Sea T <M, yN¢g ZM, si TN N *# T, entonces por
T/{T A N) & (T + N)/N < M/N,
T/(T n N) es libre de t-torsién, y como es un submédulo de un R-md—

dulo primo, tambien es primo, luego TN N ¢ I



L]
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Consecuencias inmediatas de los lemas anteriores son:

1. Si N € EM, entonces (M:N) es un ideal t-cerrado y primo.

2. Si 1lamamos r al radical que determina I, entonces un
anillo R con un R-médulo fiel M tal que r(M) = O es semiprimo y

libre de 1-torsidn.

Una distribucién de este tipo fué estudiada por Feller y
Swokowski en "Prime modules™ y '"Semi-prime modules', considerando-

como teoria de torsidn la teoria de torsidn de Goldie.

((3.2.19) Si consideramos

ZR = {A/ A es un idgal bilatero r(R)~critico},
entonces r(R), definido como en (3.1.7) es una interseccidon de idea-
les completamente -primos, ya que si a, beg Ry A eZR verifican
ab{e A, entonces si a t A, definimos I = aR + A, y se tiene que
R/I es x(R/A)-torsidn, por (1.4.6). Entonces el morfismo
f:R/I—> R/A, definido por f(;) = E;, es el morfismo cero{ luego
bR < A, como R/I verifica la propiedad (R), se tiene que b ¢ A. Se
verifica entonces la siguiente relacidn; 8(R) < r(R) para cada ani-
110 R.

Como consecuencia, si r{R) = O, entonces R es un producto
subdirecto de anillos R/A, donde A ¢ ER, ademids estos anillos son
dominios de integridad y son dominios de Ore a la derecha, ya que

A es un ideal irreducible de R.

(3.2.20) vamos ahora a introducir un radical de anillos.

Una clase especial de médulos, es una familia

A = {AR/ R es un anillo},
donde AR es una clase de R-mddulos primos verificando:

1. M ¢ AA y A es un ideal bilatero de R, entonces MA ¢ AR'

2. Mg AR y A es un ideal bilatero de R, tal que MA % O,

entonces M A .
€ %A



3. M e& yAes.un ideal bilitero de R tal que A < (0:M),

entonces M ¢ A .
R/A

4. M ¢ AR/A con A un ideal bilatero de R, entonces M ¢ AR.

(3.2.21) TEOREMA. La clase A, definida por

AR = {M/ M es un R-médulo critico % primo}'
es una clase especial de mddulos.
Demostracidn.
1. Sea x € MA tal que xR = O, entonces xA = 0, y por tanto x ='0;
luego MA verifica la propiedad (R). Sea O # N < N' < MA una cadena
de R-submddulos, evidentemente tambien son A-submddulos de M, §i
f:N'—> MA es un morfismo de R-médulos, tambien f:N'———>M es un
morfismo de A-modulos, si f(N) = O, entonces f = O0,'y MA es exten-
sion MA-racional de cada uno de sus submédulos,'luego es critico,
evidentemente tambien es primo, [?8].
2. Sea x € M tal que xA = O, por ser M un R-médulo primo, se tiene
x =00 A < (0:M), como MA = O, necesariamente se tiene x = 0, y M
verifica la propiedad (R). Sea O ¥ N < N' < M una cadena de A-sub-
mbédulos de M y f:N'—> M un morfismo de A-mbdulos tal que f(N) = O,
entonces ;:N'A ——> MA es un morfismo de‘R—médulos; y por tanto, =
ya que si f(N) = O, entonces F(NA) = O, se tiene ‘que Fo= 0, entonces
f(N'S) =0y f(N')A = O, por ser M un R-mddulo primo, se tiene‘f(N')
es cero & A < (O:M), por tanto necesariamente f = 0. Evidentemente

M es un A-mddulo primo.

e

3. Sea x € M tal que x(R/A) = O, entonces xR = O Yy se tiene x = O,
luego M verifica la propiedad (R). Sea O & N < N' < M una cadena de
R/A-submbédulos de M, si f:N'— > M es un morfismo de R/A-mddulos,

verificando f(N) = 0, entonces, ya que tambien es un morfismo de

R-médulos, se tiene f = O. Evidentemente, M es un R/A~-médulo primo.



4. Sea x € M tal que xR = O, entonces x(R/A) = O y x = 0, luego M
verifica la propiedad (R). Sea O + N < N' <M una cadena de R-sub~
mddulos de M, si f:N'—> M €s un morfismo de R-médulos, entonces,
ya que tambien es un morfismo de R/A-médulos, se tiene si f(N) = O
que f = O, luego M es extensidén M-racional de cada uno de sus R-sub-
médulos no nulos, por tanto critico, evidentemente es un R-mddulo

primo.

(3.2.22) Entonces definiendo el radical de cada anillo como
A{R) = Nn{(o:M)/ M ¢ AR},

tenemos que {R/ A(R) = R} es una clase radical especial de anillos.

Ver [78].

(3.2.23) Procediendo en forma anialoga que para K , tenemos que:
T

A(R)

RN A(R1) y
A(R)

N {I/ I es un ideal derecha cocritico y primo}.
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