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INTRODUCCION

La descripcion de la evolucion de una magnitud a lo largo del tiempo es
un problema que estd presente en un gran nimero de disciplinas cientificas.
Histéricamente, desde un punto de vista probabilistico y estadistico, su estu-
dio estd enmarcado dentro de la Teoria de procesos estocasticos de segundo
orden. En dicho marco tedrico se han desarrollado un gran numero de técni-
cas, en las que, en la mayoria de los casos, se imponian condiciones que en las
aplicaciones resultaban, excesivamente restrictivas, tales como: la estaciona-
riedad, pertenencia a una determinada clase de procesos, (clase de Markov), o
incluso, la verificacién de un cierto modelo (modelos ARIMA). Si bien es cierto
que con dichas técnicas se obtienen excelentes resultados, siempre y cuando
el proceso en estudio se encuentre bajo las convenientes condiciones, también
es cierto que pueden obtenerse resultados nefastos al intentar aplicar dichas
técnicas, fuera de las correspondientes condiciones, ante problemas que afloran
en diversas disciplinas cientificas y que no se ajustan a esas condiciones.

Una de las técnicas estadisticas, para el analisis de datos funcionales, que
menos exigencias requiere es el Andlisis en Componentes Principales (ACP).
La idea de esta técnica multivariante, extendida por Deville en (1973a) al
caso de procesos, es intentar obtener una estructuraciéon de la variabilidad de
los datos. Adicionalmente, en el caso de datos funcionales se consigue una
descomposicién que permite separar, por un lado la dependencia con respecto
al parametro continuo (tiempo), y por otro, respecto al propio conjunto de
datos.

Esta memoria se estructura en tres capitulos. En el primer capitulo se
definen: el ambiente tedrico presente a lo largo de toda la memoria, en donde
se enmarcan las variables aleatorias hilbertianas, y el ACP de una v.a. hil-
bertiana. El segundo capitulo estda dedicado al problema de la consideracion
de una estructura geométrica en el espacio de los datos. Para finalizar, en
el tercer capitulo, se muestran algunos problemas relativos a la modelizacion
mediante componentes principales para el caso de procesos estocasticos.

En el primer capitulo, tras definir el marco tedrico en el que consideraremos
las v.a. hilbertianas, se define lo que se entiende por el ACP. En su definicién,
se ha utilizado la proporcionada por Deville (1973a) como generalizacién del
ACP multivariante clasico. Asi mismo, desde un punto de vista metodolégico
se ha hecho especial incapié en el estudio de representaciones ortogonales aso-



cacién exitosa del ACP como forma de reduccién de la dimension, en los que el
significado de las componentes principales no arroja ninguna informacién que
permita arrojar luz acerca del fenémeno. En especial, en el trabajo de Besse
et al. (1986) se van obteniendo diferentes ACP a través de la consideracién de
diferentes estructuras geométricas sobre un espacio funcional fijo considerado.

En esta memoria se localizan los aspectos relativos a los cambios de es-
tructura geométrica en el espacio de los datos en el segundo capitulo. En
particular, en las dos primeras secciones se obtienen los resultados tedricos
que nos permitiran resolver e interpretar los casos que se van proponiendo en
las siguientes secciones del capitulo.

Por tltimo, el tercer capitulo estd dedicado a la modelizacion de datos fun-
cionales mediante componentes principales. Por un lado, se propone un modelo
de prediccion mediante componentes principales para un proceso estocastico.
Y por otro lado, se aborda el problema del la modelizacion mediante compo-
nentes principales en el caso de disponer de observaciones sobre un conjunto
discreto de nodos de observacion no necesariamente igualmente espaciados.

Para finalizar, quisiera expresar desde estas lineas, mi profundo agrade-
cimiento al Departamento de Estadistica e Investigacion Operativa de esta
Universidad por su constante estimulo investigador. Asi mismo, quisiera agra-
decer el apoyo material, siempre necesario, prestado por el proyecto PS93-0201,
financiado por la DGICYT del Ministerio de Educacién y Ciencia. Y por al-
timo, y no menos importante, a los directores de esta Tesis, D. Mariano J.
Valderrama Bonnet y Dia. Ana M® Aguilera del Pino, a los que, a parte de
su inestimable ayuda a lo largo de estos afios con la direccién cientifica, qui-
siera agradecerles sus consejos, su dedicacion, tal como si de su propia tesis se
tratase, y muy especialmente, el trato personal que me han dispensado.

Granada, Noviembre de 1995
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Capitulo 1

VARIABLE ALEATORIA
HILBERTIANA

§1.1 INTRODUCCION

Este capitulo tiene por objeto definir el ambiente tedrico donde trataremos
el ACP bajo la perspectiva de una geometria asociada a un cierto espacio de
Hilbert. La linea que aqui se seguira sera la de intentar generalizar el marco
donde se define el ACP multivariante clésico.

Sean (2, A, P) un espacio probabilistico, y (H, < *,* >g) un espacio de
Hilbert separable. En lo que sigue, consideraremos X : (2, A, P) — H una
aplicacién By/A medible.

Definicién 1.1.1 A una tal aplicacion se le denomina variable aleatoria
Hilbert valuada o hilbertiana. Donde con By estamos denotando a la
o—dlgebra de Borel generada por la topologia del espacio (H,< =,% >p).

Antes de comenzar el estudio de las v. a. hilbertianas, objeto de nuestro
interés, consideremos el siguiente operador:

Definicién 1.1.2 Asociado a la variable aleatoria hilbertiana X, se define el
operador

uy s H— M(Q, A)
fr—= ug(f) 1 (2, A)— R
u(f)w) € < Xw),f>gr VYwe

3



4 CapiTuLO 1

Donde M(Q, A) es el R-espacio vectorial formado por las v. a. reales

definidas sobre (02, .A)
Lema 1.1.1 u, es un operador lineal.

Demostracion

Sélo probaremos que el operador u, estd bién definido, puesto que la pro-
piedad de linealidad es inmediata a la vista de la definicién.

Dado f € H, arbitrario pero fijo, obsérvese que la aplicacién u,(f) es
By /A - medible, por poderse obtener mediante la siguiente composicién de
aplicaciones medibles:

X < *’f >H
QA —+— H +—3+— R
medible continua

-

A continuacién, nos disponemos a generalizar algunos de los conceptos que
mostraron su utilidad en el estudio de vectores aleatorios reales, los cuales.
pueden considerarse como un caso particular de v. a. con valores en el espacio

de Hilbert (euclideo) R™.

§1.2 ESPERANZA MATEMATICA

Definicién 1.2.1 Dada X una v. a. hilbertiana, al elemento de H, que
denotaremos con E [X] € H, vertficando

<E[X],f>y= /Q < Xw),f>y dP(w) YfeH (LD
se le denomina esperanza matematica de dicha v. a. hilbertiana X.

Lema 1.2.1 De ezistir la esperanza matemdtica de una v.a. hilbertiana, esta
es unica.

C

A continuacién, mostraremos una condicién bajo la que puede garantizarse
la existencia de la esperanza matematica.



VARIABLE ALEATORIA HILBERTIANA 5

Proposicién 1.2.1 Supongamos que eziste la siguiente integral, que notare-
mos con

E(IXllz] & [ 1X@)ly dPW) < oo (12

entonces, existe la esperanza matemdtica de X.

Demostracion
Comencemos definiendo el siguiente funcional:

Uy :(H,< *,*>)— R

Uy (f) /Q < X(w),f >y dP(w) YfeH

A continuacién, estudiaremos el funcional anteriormente definido, el cual
cumple las siguientes propiedades:

1. Uy esta bién definido.

Para ello, dado f € H, y considerando lo expuesto en el lema (1.1.1), pro-
bemos que la v.a. real u,(f) es un elemento de L, (2, 4, P). Obsérvese
que, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene:

| e D@NdPw) < Ifly [ IX(@)ly dPw) < 00 (13)

2. Claramente, se observa que VU es lineal.

3. Utilizando la expresion anterior, puede concluirse que Wy es continua,
ya que

Ux (NI < [[fllg ENIXIg] VieH (1.4)

Por tanto, siendo Uy € H’, puede utilizarse el Teorema de Riesz-Frechet,
y asegurar la existencia de un tnico elemento del espacio de hilbert H, que
denotaremos con E [X], verificando

Ux(f) =<E[X],f>y VfeH (1.5)

con lo que se tendria garantizado la existencia de la esperanza.
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A continuacién, analizaremos algunas propiedades acerca de la esperanza
matematica.

Proposicion 1.2.2 En las codiciones de la Proposicién anterior, se cumple:
IEX]lz < EllX]l4]

Demostracion
El Teorema de Riesz-Frechet, aplicado para obtener la ecuacién (1.5). es-
tablece asimismo que

1Wxllg = IEX]|g

Por otro lado, se concluye a partir de (1.4) que

1Oxllg < E[lX]|g]

Uniendo las dos anteriores expresiones se obtiene lo enunciado en esta Pro-
posicion.

Sin embargo, como muestra el siguiente ejemplo y corrobora el caso par-
ticular de que H = R, no tendria sentido plantearse si se cumple, en general.
la igualdad en la proposicién anterior.

Ejemplo 1.2.1 Considérese en un espacio probabilistico (2, A, P), siendo A
una o—dlgebra no trivial, y E € A un suceso tal que 0 < P(E) < 1.

Con estas premisas, y dado f € H — {0}, definimos la variable aleatoria
hilbertiana

aef | f siweE
X(w) = {—f siwe E° Ywe

Puede comprobarse que dicha variable cumple (1.2), obteniéndose ademas
que

E[IIX]lg] = [Ifllx

Por otro lado, aplicando la definiciéon de esperanza se obtiene que

E[X] = 2P(E) - 1)f = |EX]lly = [2P(E) - 1] |fllx
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Y teniendo en cuenta lo anteriormente obtenido, se concluye que
IEX]ly < E[lXl4]

sin mas que tener presente que [2P(F)—1] < 1.
A continuacién, consideraremos el R—espacio de Banach

" X es By /A — medible
0. A P:H) & (O, A, ; 7
LA P X (0. AP) > B By a0 |

sobre el cudl, segin lo establecido en la Proposicién (1.2.1), tendremos definido
lo que se denomina operador esperanza, dado por

E:Li(Q A P;H)—r—— (H,< *,% >g)
Proposicién 1.2.3 El operador esperanza E es lineal y continuo.

Demostracion

En principio, es evidente, a partir de la definicién de esperanza, que dicho
operador es lineal.

En relacién a la continuidad, utilizando la Proposicién (1.2.2), puede ob-
sérvarse que VX € L, (Q, A, P; H) se cumple:

IE Xy < 01Xl 0.4.0.0)

0

Proposicién 1.2.4 La restriccion del operador esperanza E al espacio de Hil-
bert L, (Q, A, P; H) puede interpretarse como una proyeccion ortogonal sobre

el subespacio vectorial de L, (Q, A, P; H)
{(flo:feH} C Ly(Q, A P; H)

isométricamente isomorfo a H.
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Demostracion
Haciendo abuso de notacidn, denotaremos con E a la aplicacién

E:H—{fly: feH}

E(X) = E[X]Io VX eL, (A P;H)

Dado X € L,(Q, A, P; H), arbitrario pero fijo, probaremos que E(X)
resulta ser la proyeccion ortogonal de X sobre el subespacio vectorial (ce-
rrado) considerado. Para ello, denotando con < *,% > al producto escalar de

L, (9, A, P; H), puede comprobarse que Vf € H

<X, flp>= /Q <X(w),f>y=<E[X],f>p=<E(X),fla>

§1.3 DIAGRAMA DE OPERADORES

El punto de inicio de esta seccion consiste en generalizar el concepto de matriz
de covarianzas al caso que nos ocupa. En este ambiente mostraremos cémo.
asociada a una v.a. hilbertiana, podemos considerar un diagrama de operado-
res, en los cuales apareceran descrita toda la informacién, tanto probabilistica
como geométrica, del ACP de la v.a. considerada.

Para todas las v.a. hilbertianas, que se consideren en esta seccion, se
supondra la existencia de su esperanza matemdtica.

Definicién 1.3.1 Dada X una v.a. hilbertiana, se define su operador de
covarianza asociado, como el operador

C,:H— H

definido por la condicion: ¥V f.ge H

<Cz:(f)7g>H: /;2 <X(w)_E[X]7f>H<X(w)_E[X]79>H dP("")
(1.1)

Lema 1.3.1 De existir el operador de covarianza, asociado a una v.a. hilber-
tiana, este es unico.
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O

A continuacién, enunciamos algunas propiedades que son inmediatas de la
definicion.

Proposicién 1.3.1 El operador de covarianza C, es un operador lineal, simé-
trico y semidefinido positivo.

a

Como en el caso de la esperanza, a continuacién mostramos una condicién
bajo la que se demostrara la existencia del operador de covarianza.
A partir de ahora, supondremos que X es una v.a. hilbertiana cumpliendo

B[IxXI%] ¥ [ Xl dP@) < oo (12)

Bajo la anterior premisa, mas adelante se mostrara la existencia y se estu-
diaran algunas propiedades que cumple dicho operador de covarianza. Antes
de continuar con el estudio del operador de covarianza, se definen unos ope-
radores que proporcionaran el marco ideal para tratar, entre otros, a dicho
operador de covarianza.

En principio, por ser X una v.a. hilbertiana cumpliendo (1.2), puede ase-
gurarse la existencia de la esperanza, E[X] € H. A dicha esperanza, por
comodidad en la notacidén, la denotaremos con:

u = E[X]

Definicién 1.8.2 Asociado a la variable aleatoria hilbertiana X, se define el
operador

U, : B Ly(0,A,P)
fr— U(f): (A P)— R
m<>‘

= < X(w)—u,f >y Yw € Q
De ahora en adelante, denotaremos con X a la v.a. hilbertiana dada por
X (w) &f X(w) —p Yw e Q

A continuacién, enumeraremos algunas propiedades del operador U, defi-
nido anteriormente.
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Proposiciéon 1.3.2 U, es un operador lineal y continuo, cumpliéndose ade-
mds

IU:llp < ”X L2(Q,A,P;H)
denotando con ||x||g a la norma del espacio BL(H, L, (2, A, P)).

Demostracion

1. El operador U, estd bién definido.

En principio, dado f € H arbitrario pero fijo, por lo demostrado en el
Lema (1.1.1) la aplicacién

U.(f) = uz(f) es Bgr/A - medible.

Asi mismo, probemos que U.(f) € L, (2, A, P)

2 k 2 z 2 2
[ U0 @) dPw) < A1 [ |X @), dPw) < o0 (13)
2. U, es lineal.
3. U, es continuo, es decir, U, € BL(H, L, (9, A, P))

Haciendo uso de la expresién (1.3) se tendria

10013 < 1A BJ|X[,] < o0 vrem

obteniéndose, de esta forma que:

Ul < |X

Ly (Q,A,P;H)

Donde estamos denotando con ||*||, a la norma de L, (2, A, P).

Proposicién 1.3.3 La aplicacion
U:L, (N A P;H)— BL(H,Ly(Q, A, P))

es lineal y continua.
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Demostracion

En principio, la linealidad de la aplicaciéon U es obvia, a partir de la defi-
nicion.

Por otro lado, obsérvese que de la proposicién anterior se obtiene que para
cada X € L, (Q, A, P; H)

”Ux”é = ” ”Lz(Q,A,P;H) - E[HX—uH?;] %

< 2 (B[IXI%] + ey ) < 2 (B[IXI%] + ENX(4]*)

< 2 (E[IXI}] + E[IXIH]) = 4 1X0%, @upm

a

Proposicién 1.3.4 U, es ademds un operador compacto y de Hilbert-Schmidt.
Demostracion

1. U, es un operador compacto (completamente continuo).

Para demostrar esta propiedad, consideraremos una sucesion de v.a. hil-
bertianas centradas, {Z, : n € N} € L, (2, A, P; H), tales que

o convergen a X en el espacio L, (0, A, P; H).

e cada v.a. Z, es de la forma siguiente

(n)

Zn = fi,n [A(i,n)
=1

siendo o(n) €N, f;, € H, e I, resulta ser la funcién indicadora
del suceso A(z,n) € A

En estas condiciones, asociada a cada v.a. Z,, podemos considerar su

. def ;
operador asociado U, = Uz,. Dicho operador puede comprobarse que
es un operador lineal de rango finito, en concreto, para cada n € N

U, (HY € Lin{Ligmy 8 =10, ,o(n)}
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De la Proposicion anterior, se concluye que el operador U, resulta ser el
limite de la anterior sucesién de operadores lineales de rango finito en el
espacio de Banach BL(H, L, (2, A, P)). Y por tanto, U, resulta ser un

operador compacto.

. U, es un operador de Hilbert-Schmudt.

Sea B = {e; : 1 € I} una base ortonormal del espacio de Hilbert H, siendo
I un conjunto numerable. Y consideremos la serie en estudio

S E [U(e:)? Z/ < X(w), & >} dP(w)

€1 €]

Por ser B una base ortonormal de H, para cada w € 2, se cumple lo
sigulente:

[y = 5 < Xwerh -

el

= Y Ug(e)(w) (convergencia en R)
i€l

Es decir, la serie 3 ;c; U,(e;)? es una serie que converge puntualmente

12
a || X|| ,y esta formada por v.a. reales no negativas e integrables. Asi
H

mismo, por la hipétesis (1.2), la sucesion de sumas parciales estaria domi-

nada por la v.a. ”X” € L, (9, A, P). Por tanto, aplicando el Teorema
de la Convergencia Domlnada se tiene:

B|X]}] = & [g Uz(en"’] = X B[]

Concluimos de lo anterior que U, es un operador de Hilbert-Schmidt, v
ademas, que su norma en dicho espacio resulta ser:

1Vlis = EB{|X]]
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Corolario 1.3.1 La aplicacion
U:L,(Q,A P;H)— HS(H,L, (R, A, P))
es lineal y continua.

Demostracion
Teniendo en cuenta la 1ltima expresion obtenida en la demostracion ante-
rior, y por lo demostrado en la Proposicién (1.3.3) se obtiene:

10ls = E[|X]5] < 4 1X0qurm
=

Definicién 1.3.3 En las condiciones en las que se definio el operador Uy,
puede garantizarse la existencia de su operador adjunto, que denotaremos con

Us:Ly(Q,A P)— H
v— Uz (4)

y definido por la siguiente relacion
<U;(), f>u=<¥,U(f) > Vel (QAP) VfeH

Donde estamos denotando con < *,* >, al producto escalar del espacio de

Hilbert Ly (2, A, P).
Proposicién 1.3.5 En las condiciones anteriores, se tiene
U:() = E[v(X —p)] VY€ L (9,4 P)

Donde con ¢ (X — p) estamos denotando a la wvariable aleatoria de

L, (Q, A, P;H) definida por

(% (X — ) (w) & p(w) (X(w) —p) YweQ

Demostracion
Obsérvese que dado ¢ € L, (2, A, P), se tiene que Vf € H se cumple

<HUf) >2= [ () Ua(f) (w)dP(w) =
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= /Q < p(w) (X(w) — ), f >g dP(w) =< U; (), f >y
Obsérvese que si la aplicacién
we R — p(w) (X(w) - p)

fuese una variable aleatoria hilbertiana de L, (2, A, P; H), por la anterior ex-
presiéon se concluiria que

U;(¥) = Eg (X —u)]

con lo que tendriamos demostrado esta Proposicion.
A continuacién probaremos que

b (X —p) € Li(QLA P H)

1. ¥ (X — u) es By /A medible, por poderse obtener como composicién de
aplicaciones medibles.

LS

[ hew) (X(w) = @)l dP(w) < Nl (B [IX - l])" < oo
0

En la siguiente proposicion se enumeran algunas propiedades que cumple
U, por el hecho de ser el operador adjunto de U,.

Proposicién 1.3.6 U] es un operador lineal, continuo, compacto, Hilbert-
Schmidt, y ademads cumple:

Uzl = 11Ul

donde con ||| estamos denotando a cualquiera de las normas consideradas en
este caso. Es decir, tanto la del correspondiente espacio de operadores lineales
y continuos, como la del espacio de los operadores de Hilbert-Schmidt.
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Proposiciéon 1.3.7 La aplicacion
U :L,(N,A P;H)— BL(Ly(Q,A,P),H)

es lineal y continua.
Ademds, el resultado sigue siendo cierto si, en lugar de considerar el espacio
de Banach BL(L, (), A, P), H), se considera el espacio de Hilbert formado por

los operadores de Hilbert-Schmidt de dicho espacio de Banach.

Proposicién 1.3.8

C; =U;0U,;

Demostracion
Obsérvese que dado Vf,g € H se tiene

< Uz o U)(f) g >1 =< Up(f), Uslg) >2 =
| < X@) =S >5< X(w) = p,g > dP(w)

Por tanto, se puede concluir de lo anterior que

Co(f) = Uz 0U;)(f) VfeH

a

Definicién 1.3.4 Dada X € L, (Q, A, P; H), se define el operador de Es-
coufier asociado, al obtenido de la forma siguiente

W, ¥ U, 0U;
Obsérvese que el operador de Escoufier es de la forma siguiente

W, : Ly (Q,A,P)— Ly (R, A, P)
v Wi(¥): (Q,A4,P)— R

W) (@) € [ <X(w)-p,X(0) = p>n 9(e)dP(o) Yu €Q

Puesto que Yw € () se tiene que
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W) (w) = U, (U:($)) (w) = U, (Bl (X — ) (w) =
= < X(w) -, B (X - )] >n =

. <$(0) (X(0) = ), X(w) = p >n dP(o)

Proposicién 1.3.9 De la propia definicion, se deduce que el operador de Es-
coufier es un operador lineal, simétrico y semidefinido positivo.

Teorema 1.3.1 Ambos operadores C, y W, son: lineales, simétricos, semide-
finidos positivos, continuos, compactos, Hilbert-Schmidt, y nucleares.

Demostracion

En primer lugar, las propiedades de linealidad, continuidad y compacidad
de los operadores mencionados vienen dadas a partir de las mismas propiedades
correspondientes a los operadores U, y U;.

La demostraciéon de las restantes propiedades, para los operadores de co-
varianza y de Escoufier, siguen un mismo esquema. Por esta razén, demostra-
remos solo las propiedades para el operador de covarianza.

En lo que sigue, denotaremos con B = {e; : 7 € I} a una base ortonormal
de H.

En relacién a la pertenencia al espacio de los operadores nucleares, puede
observarse que se cumple

Z € Cules); 8>y = Z <U;oU,(e),e; >g =

el el

2 MU(ellz = Wallgs < oo

1€l

por ser U, un operador de Hilbert-Schmidt.

Por otro lado, para analizar si el operador de C, es de Hilbert-Schmidt
estudiemos la serie ;e [IC2 (€l

Obsérvese que por ser U, un operador lineal continuo se tiene, para cada
1 € I, la desigualdad
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ICa(elly = NUZ (Ua(elly < 11U [1Ux(es)ll,
donde con ||U;|| estamos denotando a la norma del espacio BL (L, (2, A, P), H).
Por tanto, haciendo uso de esta desigualdad se obtiene

S lCa(enllzr < MU 30 Ua(en)ll; < o0

el el

con lo que se deduce que C, es un operador de Hilbert-Schmidt.

Corolario 1.3.2 tr(C,) = tr(W,) = E [”XHL]

Todo lo anterior puede recopilarse en el siguiente diagrama de operadores.
que recoge las estructuras, hilbertiana y probabilistica, de la v.a. hilbertiana
considerada

U,
H L2 (Q7 A7 P)
1| |c, 1| | W,
Y U;
H L2 (Qa A’ P)
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1.3.1 REPRESENTACION DEL OPERADOR COVARIANZA

Sea X : (, A, P) —> H unav.a. de L, (?, A, P; H) para la que supondremos.
por comodidad en la notacién, que E[X| = 0. En estas condiciones, podemos
considerar el operador de covarianza asociado, C, : H — H, definido por la
propiedad siguiente:

<Cf)yg>n=E<X,f>p<X,g>y) Vf,geH

Pretendemos probar, entre otros resultados, que el operador de covarianza
puede expresarse de la forma siguiente:

C. = E[X®X]

expresion que generaliza la definicién de matriz de covarianza en el caso de
vectores aleatorios reales.

Lema 1.3.2 Para cualesquiera {f,g} C H, el operador f @ g : H — H
definido por

f&yglz) =<z,f>pg VzeH
es un operador lineal, continuo y de Hilbert-Schmidt siendo sus normas, en
ambos espacios, coincidentes

1f®gllzs = 1f ®9llgrany = Il llgllm

Demostracion
En principio, la propiedad de linealidad es inmediata de la propia definicién.
Para la comprobacién de la continuidad, obsérvese que

def

Ilf‘@gi%BL(H) = Sé“\P If©g()lly =
= llgllg sup i<z f>ul| = llgllg lIfllx
:QSH

Por otra parte, dada una base ortonormal de H, B = {¢; : © € I}, conside-
remos la serie siguiente:

IF2alhs € S ifoge)ly =
i€l

=3 <ef>k gy = Nl 14115
el
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a

Lema 1.3.3 La aplicacién L : H — HS, L(f) ¥ f@ f Vf € H, es
continua.

Observacién: Este resultado también seria cierto si, en lugar de considerar
el espacio de los operadores Hilbert-Schmidt (HS), se considerase el espacio

BL(H).

Demostracion
Dada una sucesién {f,},.x € H convergente a f € H, es decir,

lim |Ifa = fllg =0,

probaremos que la sucesién {L(f,)},cy € HS converge en HS a L(f).
En primer lugar, dado n € Ny z € H, se tiene

(L) = K[fa))(2) =<z,f>p f-<a,fa>ng fa =

:<x:f>H (f_fn)_<x7fn_f>H fn
de donde se obtiene que

L(f)—L(fn) = fg(f_fn)_(fn_f)®fn

Aplicando la norma de Hilbert-Schmidt a la igualdad de operadores ante-
rior, y utilizando el Lema anterior, obtenemos lo siguiente:

IL(F) = LFllgs < WAl IF = Fallg + Wfa = Fllg [ fallg
de donde se concluye lim, oo ||L(f) = L(fa)llgs = 0

|

Lema 1.3.4 Sean G : H +— H un operador de Hilbert-Schmidt, y
B ={e;:1 € H} una base ortonormal de H.
Entonces, para cualesquiera l,j € [

<G,e8¢;>ps=<G(er),e; >n
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Demostracion
< G, e Qe >pgs = Z < G(ei),el & 8_7'(6,') >g =
iel

Z < €1;6 >g & G(ei),ej >g =< G(el),ej >y
1€l

f

Teorema 1.3.2 El operador covarianza es un operador de Hilbert-Schmidt.
que puede obtenerse como sigue

Demostracion
En primer lugar, por lo visto en el Lema (1.3.2), la aplicacién
X®X:(Q,A, P)— HS dada por

X@X(w) ¥ X(w)® X(w) Ywe®
esta bién definida.

En relacién a la medibilidad, obsérvese que dicha aplicacién podria obte-
nerse mediante la siguiente composicion de aplicaciones medibles

X L
(QA,P) —+— H +—+— HS
medible continua

con lo cudl, dicha aplicacion es Byg/A-medible.
Por otro lado, utilizando el Lema (1.3.2) se obtiene

| 1X ® X(wllgs dPw) = [ IX(w)ly dP(w) < oo

con lo que podemos asegurar la existencia de E [X ® X] € HS caracterizado
por la propiedad siguiente:

<E[X®X],I‘>H5=/ﬂ<X®X(w),F>HS dP(w) VL€ HS
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A continuacién, probaremos que el operador de Hilbert-Schmidt E [X ® X]
resulta ser el operador de covarianza de X. Para ello, consideramos una base
B = {e; : 1 € I} ortonormal de H, con la que haciendo uso del Lema (1.3.4),
obtenemos que V7,l € [

<E[X®X](61),6j >H:<E[X®X],el®ej >Hs =

/Q<X®X(w),e,®e]->H5:/Q<X(w)®X(w)(ez),ej>H=

/Q < X(w), e > < X(w),e; >g =<C(e)),e; >g

Concluyendo asi que E[X ® X] =C,

Proposicion 1.3.10 Para cada f € H, se obtiene que
C.(f) = E[X®X(f)]
stendo X ® X (f) la v.a. de L, (Q, A, P; H) dada por
X®X(f)(w) =<X(w),f>X(w) VfeH

Demostracion
La clave de este resultado esta en la siguiente igualdad: Vf,g € H

[ <Xw),f>n< X(w)g>n= [ <X(w)8Xw)(f),9>n
De esta forma, de ser la aplicacion medible con valores en H
w = X(w) @ X(w)(f) =< X(w), f > X(w)
de L, (Q, A, P; H), podria también concluirse, para cualesquiera f,g € H, que
<EX®X(Nhg>n= [ <X(w)8Xw)(f)g>n=<Culf)g>x

y por tanto que C.(f) = E[X ® X (f)] VfeH
Para terminar, la comprobacién de que X ® X(f) € L, (Q, A, P; H) viene
dada por

[ 1X(w) ® X@)(Dlly dPw) < Ifly [, 1IX@)l} dP(w) < oo
a
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§1.4 ACP DE UNA V.A. HILBERTTANA

A lo largo de esta seccién, consideramos X : (2, A, P) — H una v.a. hil-
bertiana de L, (2, A, P; H) que, para simplificar la notacién, supondremos
centrada ( E[X] =0).

1.4.1 REPRESENTACIONES ORTOGONALES

En principio, por tomar valores X en el espacio H, para cualquier base or-
tonormal del espacio de hilbert (H,< *,%* >g), B = {¢;: 1€ I} con I C N.
podemos construir una representacion, para cada w € €, de la forma siguiente:

X(w) = ZI ni(w) e; , (1.1)

donde la suma anterior converge en (H, < %,* >y), y donde estamos notando
con

nw) ¥ < X(w).e; >y = Uye)(w) YweQ Viel

Proposicién 1.4.1 Teniendo en cuenta la descomposicion anterior (1.1), se
verifica:

1.m; € Ly(Q,AP) Viel
2.E[n] =0 Viel

3.y Varly] = E[|IX]I}] = tr(C)
1€l

Demostracion
En principio, estas propiedades son consecuecia inmediata de los resultados
obtenidos al estudiar el operador U,.

C

Como es sabido, la representacion (1.1), en cada w € 2, es convergente en
(H, < *,% >p), es decir, se trata de una convergencia puntual. A continuacion.
intentaremos garantizar también la convergencia de dicha representacion en el

espacio Ly (2, A, P; H).
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Lema 1.4.1 Sean ¢ : (2, A) — (R, Br) una variable aleatoria Bg/ A medible,
y f € H. En esta situacion la aplicacion Z : Q — H

Z(w) € Ew)f Ywe

es By /A medible.
Ademds, si la variable £ € L, (Q, A, P) se cumple que Z € Ly (2, A, P; H).

Demostracion
Para demostrar este resultado, analicemos en primer lugar la siguiente
aplicacion

L:R— H
L(r) ¥ rf VreR

la cual, sin dificultad se demuestra, que es lineal y continua.

Teniendo en cuenta lo anteriormente comentado, obsérvese que la aplica-
cién Z podria obtenerse mediante la siguiente composicion de aplicaciones
medibles:

£ L
(Q,A,P) —+— R +—+— H
medible continua

Ademas, en el caso de que € € L, (2, A, P) se tiene

|12l dPw) = 111 E[€7] < oo

Proposicién 1.4.2 La descomposicion (1.1) converge en Lo (Q, A, P; H).

Demostracion
En primer lugar, dado J C I un subconjunto finito, haciendo uso del lema
anterior, puede afirmarse que

Y nje; € Ly(Q, A, P; H)

JjeJ
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Ademas, notando con ||*|| a la norma del espacio L, (2, A, P; H) se razona
como sigue:

dP(w) =
H

Z/Q ”X(w) - Z n;e;(w)

i€J

“X — Y. e

JEJ

Xl dP)+ X B[] -2 [ < X(w), Tniwe; > dP(w)

JjeJ jEJ

Obsérvese que el ultimo sumando de la expresién anterior quedaria de la
forma siguiente:

> [ n5(w) < X(w),¢;>5 dP(w) = 3 E [72]

J€J JjeJ
En definitiva, se tendria que

2

= E[IX|lz] - X En}]

J€J

HX = D_ i€

JjeJ

y haciendo uso de lo establecido en la propiedad 3 de la Proposicién (1.4.1) se
obtiene la convergencia, de la serie en cuestién, en L, (2, A, P; H).

Corolario 1.4.1 La descomposicion (1.1) converge en probabilidad, es decir.
para cada € > 0 se cumple

lim P
n—00

X~ 3 16

J€Jn

>€}=0
H

donde J, = {i€l:i<n}



VARIABLE ALEATORIA HILBERTIANA 25

1.4.2 FORMULACION DEL ACP

En la seccién anterior se ha obtenido que, dada una v.a. hilbertiana de segundo
orden centrada, cualquier base ortonormal del espacio (H, < *,* >g) permite
construir una representacién en términos de, ademds de los elemento de dicha
base, una coleccién v.a. centradas reales de L, (Q, A, P).

Ahora, se pretende analizar como obtener la base ortonormal del espacio
H, que proporcione una representacion dptima, en un sentido que mas adelante
se especificara. Dicha propiedad de optimalidad, vendra definida a partir de
unas propiedades a exigir sobre las v.a. reales, a obtener en la correspondiente
representacion.

En definitiva, el esquema que se seguird aqui resulta ser una generalizacion
del propuesto por Hotelling para el caso de v.a. con valores en R™.

Definicién 1.4.1 Asociada a la v.a. hilbertiana centrada X € L, (2, A, P; H),
se denominan componentes principales a una sucesidn de v.a. reales {1; : 1 €

I} con I ={1,2,...} CN, veritficando:

o {$irel} € U:(5n)
e E[y)] =0 Vi € I (Obsérvese que esta propiedad es redundante.)

Var ] = maz{Varn]:n €U, (Su)}
Sit>1
Var ] = maz{Var (] / E[n”;][j:xés’;; " }
Broposicidn 143 Los s, veales de ULLH) verifean:
1. U,(H) C Ly (9, A, P)
2 E[U.(f)] =0 VfeH

3. cov (Uz(f),Uz(9)) = <Co(f), 9> Vf,ge H
4. Var[U(f)] =<Co(f),f>n VfeH
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Demostracion

La demostracion de este apartado es consecuencia inmediata de las propie-
dades del operador U,.

En primer lugar, obsérvese que para cada f € H, por ser E[X] = 0 se
cumple:

E[U(f)] = E[<X,f>p] =<E[X],f>p=0
Por otro lado, dados f,g € H, se cumple:

cov (Uz(f),Us(9)) = E[U(f)Us(9)] = <Ux(f),Us(g) >2 =
& U; o Ur(f)ag PH =SS Cx(f)vg >H

De lo anterior, puede afirmarse que el problema de encontrar la coleccién de
componentes principales, resulta ser equivalente a encontrar {f;: 1 € [} C Sg
cumpliendo:

<C:c(f1)7f1 > = ma${<cz‘(f)7f >H /fESH}
Sit>1

<Ci(fi), fi>m= max{<cl'(f)’f>H/ <C(f) e Yy <i }

7fj >H:O

Existe un resultado, obtenido por Hilbert y cuya demostracién puede verse
en (Riesz-Nagy, 1990, pp. 230), que establece que el anterior problema, plan-
teado en términos del operador C,, tiene como solucién una base ortonormal
de H formada por vectores propios {f; : 1 € I}, que consideraremos asociado
a la sucesion decreciente (A; : ¢ € I), en la que aparecen los valores propios
repetidos tantas veces como indique su multiplicidad, es decir,

Al Z /\2 2 o % Z O
C(fi) = M fi Viel

Definicién 1.4.2 A los elementos de una base ortonormal, {f; : 1 € I, que
determine un conjunto de componentes principales, se les denomina factores
principales.
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1.4.3 ANALISIS ESPECTRALDEC y W

A continuacidn, pretendemos analizar algunas propiedades relativas al espectro
de los operadores de covarianza y de Escoufier. El punto de partida es el
Teorema (1.3.1), en donde, se enumeran las propiedades comunes de dichos
operadores, y a partir del cudl, utilizaremos la Teoria Espectral de operadores
lineales simétricos y compactos sobre un espacio de Hilbert.

En nuestro estudio, para referirnos simultaneamente a los operadores de
covarianza y Escoufier, en calidad sélo de operadores que cumplen las propie-
dades anteriormente citadas del Teorema (1.3.1), consideraremos el operador

F:Evr— FE

lineal, simétrico, semidefinido positivo y compacto (continuo), definido sobre
el espacio de Hilbert E.

En el andlisis espectral de operadores sobre espacios vectoriales con di-
mensién infinita, el concepto de espectro es mas amplio que en el caso finito
dimensional. En concreto, haciendo uso de la notacién introducida, puede

hablarse de:

¢ Espectro puntual Po(F)
A€ Po(F) &L Ker (F — M) + {0}

e Espectro continuo Co(F)

A€ Co(F) & (F — XI)™" existe sobre un conjunto denso de E y no

es continua.

En nuestro caso, se cumple que o(F) = Po(F) | Co(F)
A pesar de esta distincion, en la descomposicién espectral del operador F
jugara un papel fundamental su espectro puntual.

Proposicién 1.4.4 FEl operador F' cumple las siguientes propiedades:

1. o(F) = Po(F)U{0}
2. o(F)—{0} = Po(F)- {0}
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3. Sid € Po(F)—{0} el subespacio vectorial Ker(F —\I) es de dimensidn
finita.

o(F') es numerable y acotado (compacto).
o(F) C Ry
o(F) = {0}

RS mN

Todos los subespacios propios son ortogonales entre st.

Teorema 1.4.1

a(C) - {0} = o(W)—{0}

Ademds, para cualquier valor propio A, del anterior conjunto de valores
J )
propios, se tiene la siguiente relacion entre los correspondientes subespacios
PTopiLos:

Ey, = U~(E3) E; = U(E))
donde Ey % Ker (C = M) y E; % Ker (W — AI)

Demostracion
En principio, dado A € Po(C) — {0}, ha de existir entonces f € H — {0}
verificando

C(f) = Af

Si aplicamos el operador [” a ambos miembros de la expresién anterior se
obtiene

UoC(f) = W(U(S)) = AU(S)

Con el objeto de poder concluir que A € Po(W), comprobaremos que
U(f) # 0. Para ello, obsérvese que

TNz =< U U) >2=<£,C(F) >a = | flz #0
De esta forma, podremos concluir que
Po(C) - {0} C Po(W) - {0}
U(Ey) C Ej
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y aplicando el operador U* a la anterior expresion se obtendria
U oU(Ey) = C(E\) = Ex € UT(E3)

Repitiendo un razonamiento similar al anterior para el operador W, con-

cluimos que:

Po(W) - {0} C Po(C) - {0}
U™(E3) C E,

y ahora aplicando el operador U a la dltima expresion se obtiene

UoU™(E}) = W(EY) = E CU(E))

Corolario 1.4.2 Si consideraramos el conjunto
Po(F)—{0} = {M\:: ke K}
donde K = {1,2,...} C N, estando ordenado como sigue:
A = A Yn<me K
En el caso de que el conjunto Po(F') sea infinito se cumple:

k—o00

Demostracion

Por lo expuesto en la Proposicién anterior, la sucesién {A; : kK € K} seria
una sucesién decreciente y acotada en R, formada por elementos distintos
entre si. Con lo cudl, dicha sucesion sera convergente hacia el unico elemento

de o(F) = {0}.
=

Teorema 1.4.2 En estas condiciones, existe una base ortonormal de E for-
mada por vectores propios del operador F. Cumpliéndose ademds, que el ope-
rador F' admite la siguiente representacion

F= > Am (1.2)

XEPs(F)*
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en el espacio de Banach BL(E). Donde estamos denotando con
Po(F) ¥ Po(F) - {0}

Ty proyeccion ortogonal en el subespacio propio Ker (F — \I)

En determinadas condiciones, ademds de la convergencia anterior, se cum-
ple:

1. Si F es un operador de Hilbert-Schmidt, entonces, la representacion (1.2,
converge en el espacio de los operadores de Hilbert-Schmidt (HS(E)).

2. Si F es un operador nuclear, entonces, dicha representacion (1.2) con-
verge en el espacio de los operadores nucleares (N(E) ).

Demostracion

En principio, la convergencia de la descomposicion (1.2) viene dada en el
Teorema de Descomposicion Espectral de los operadores lineales simétricos v
compactos.

En segundo lugar, consideremos una base ortonormal B = {e; :1 € I} de
H formada por vectores propios del operador F. Y asi mismo, denotemos con
A; € Po(F) al valor propio asociado al vector e;, y con I ={1,2,...} CN. De
forma que en la sucesién (A; : ¢ € I) se repite cada valor propio, tantas veces
como indique su multiplicidad.

Por otro lado, obsérvese que en estas condiciones se tiene:

Z )\Tr)\ :Z/\,-e,-®e,~

AE€Po(F)* i€l
Consideremos, en las siguientes demostraciones, J, C I un subconjunto

finito, tal que J, ¥ {iel:i<n}

1. Supongamos que F' es de Hilbert-Schmidt

2

J€Jn

-5

HS(E) el

Fle) = Y Ae;®ej(er)

J€Jn

H

= ¥ ]]F(e,v)||§1 — 0 cuandon — oo
i>n
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2. Supongamos que F' es nuclear

= Z < F(Ei)—' Z )\_7 e]’®ej(ei)7ei g =

F = Z )\jej ® 6_7' - .
N(E) 1€l 1€Jn

JEJn

= Y < F(e),e; >y = Ocuandon — oo
i>n
O

Proposicién 1.4.5 Si F' es un operador Hilbert-Schmidt y nuclear se obtiene:

HF“BL(E) = supier Ai

”F”HS(E) = (Z/\.Z)

el
”F“N(E) = Z’\i
1€l
stendo (A; 11 € I) la sucesion de valores propios, en la que aparece cada ele-
mento de Po(F) repetido, tantas veces como indica su multiplicidad.

1.4.4 OBTENCION DEL ACP

Consideramos B = {f; : 1 € I} una base ortonormal de H formada por vectores

propios del operador C,, es decir
C.(fi) = M fi

De forma que la sucesién (X; : 1 € I) en la que aparecen los valores propios,
repetidos tantas veces como indica su multiplicidad, esta ordenada como sigue:

A >A >0 Vi<j

Teorema 1.4.3 Cualquier base ortonormal B del espacio H, donde diago-
nalice C,, determina una coleccion de componentes principales, de la forma

stguiente:

{Us(fi) :i e I}
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Demostracion

Este teorema fue obtenido por Hilbert, y una demostracion puede verse en
(Riesz-Nagy, 1990, pp. 230).

£
OBSERVACIONES

e Las componentes principales obtenidas a partir de elementos del KerC,.

son v.a. reales nulas. Es decir, si C,(f;) = 0 la componente principal
asociada U.(f;) verificaria

E [Lv:(fz)] =0 Var [Ux(fz)] =0
con lo cudl U.(f;) = 0 (c.s).

De esta forma, en la correspondiente representacion ortogonal de la v.a.
hilbertiana en término de la coleccién de componentes principales, las
asociadas al KerC, podria ser obviadas.

Por esta razon, en lugar de considerar una base ortonormal de vectores
propios de C, del espacio H, la consideraremos del espacio (K erCI)LH.
Con lo que en definitiva estaremos considerando la coleccién de vectores
propios asociados a valores propios no nulos Po(C,) — {0}

e Puede observase que podrian existir situaciones en las que existiesen.

para una misma v.a. hilbertiana, distintas colecciones de componentes
principales.

¢ Asi mismo, a parte de la representacién ortogonal que de la v.a. hilber-
tiana permiten las componentes principales. Dicha representacién tiene

asociadas sendas representaciones para los operadores de covarianza v
Escoufier

C: = Z A fi ® fi

iel*
W, = Z &i®&
iel*
la cudl converge en los correspondientes espacios de los operadores linea-
les y continuos, Hilbert-Schmidt y nucleares. Y donde estamos notando
con

I"={iel:) >0}
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cumpliéndose ademas:

L& =Ulfi) WViel
2. Wp(&) = A Yig 1
3. Us6) = M i Viel

4 B¢ = Né(i,5)  Vijel
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§1.5 TRANSFORMACION LINEAL DE UNA VARIA-
BLE ALEATORIA HILBERTIANA

Sean X :(Q, A, P)— H una v.a. hilbertiana, y F : H — G un operador
lineal y continuo ( F' € BL(H,G)) con valores en el espacio de Hilbert G.
En esta seccién, denotaremos con ||*||p a la asociada al espacio de Banach
BL(H,G).

En principio, por ser F' un operador continuo, podemos considerar la v.a.
hilbertiana siguiente

Y ¥ FoX:(Q,A4,P)— G

El objeto de esta seccion es analizar: las propiedades de Y heredadas de la
v.a. X, asi como la relacién existentes entre sus correspondientes operadores
asociados.

,P; H) entonces Y € L, (Q, A, P;G).
(E[X]).

Proposicién 1.5.1 51 X € L, (Q,A, P
Cumpliéndose ademds que E[Y] = F(E

Demostracion
En principio, obsérvese que se cumple:

E(|Ylg] = /QIIF(X(w))HG dP(w) < [|Fllp E{IX|l5] < o0

conloqueY € L; (2,4, P;G).
Por otro lado, dado g € G arbitrario pero fijo, se cumple que

<E[Y],g>¢ = /Q < F(X(w)),g >¢ dP(w) =

= /Q < X(w), F*(g) >u = <E[X], F*(9) > = < F(E[X]),9 >¢
de donde se concluye que E[Y] = F(E[X]) .
D

Proposicion 1.5.2 Si X € L, (2, A, P;H) entonces Y € L, (Q, A, P;G).

Ademas, se cumple lo siguiente:
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1. i denotamos con Y (w) & Y(w)—E[Y] y con X(w) ¥ X(w)—E[X]

se obtiene: ) )
Y(w) = F(X(w))

U, = UyoF*

U, = FolU;

> W

Cy = Fal,o "
8, Wy, = U,e F*a Fell]

Demostracion
En principio, obsérvese que se cumple:

BIYIE] % [ IFCX@)IE dPw) < IFIG EIXIG] < o

con lo que Y € L, (Q, A, P;G).
Por otra parte, haciendo uso de la Proposicién anterior y de la linealidad
de F, se cumple, para cada w € (), lo siguiente:

Y(w) = F(X(w) - FE[X]) = F(X(w))

En esta situacién, sabemos que podemos definir cuatro operadores asocia-
dos a esta v.a. hilbertiana Y de segundo orden, los cuales, entre otras cosas,
nos permiten definir el ACP. Lo que pretendemos analizar es la relacién exis-
tente entre dichos operadores y los correspondientes a la v.a. X. Obsérvese que
una vez demostrado el primer punto, los demas son consecuencia inmediata
de este y de las definiciones de los correspondientes operadores.

Sabemos que U, : G — L, (2, A, P) es un operador definido, para cada
g € G, de la forma siguiente:

Uy (9)(w) ¥ < Y(w),g>¢ =< F(X(w)),q>¢ =

=< X(w), F*(9) >u = U; (F*(9)) (w) VYweQ

con lo cual

Uyg) = U:(F(g)) = Uz0F(g) VgeG
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§1.6 ESTIMACION DEL ACP

1.6.1 INTRODUCCION

Consideremos un espacio de probabilidad (2,4, P), y un espacio de Hilbert
(H,< %, >p). En este ambiente, dada una v.a. hilbertiana

X:(QAP)— H € L(Q,AP;H) ,
un ACP suyo vendria dado a partir de los siguientes elementos:
oy ¥ E[X] € H
«Cx ©E[X®X|: H—H e HS
siendo X ¥ x — L.

donde estamos denotando con HS al espacio de Hilbert de los operadores de
Hilbert-Schmidt del espacio H en si mismo.

Supéngase que se consideran N realizaciones independientes del experi-
mento aleatorio asociado a X, obteniendo asi, /N observaciones de la v.a. X.
es decir

{X(wj):¢=1,...,N} C H

Esta situacién puede modelarse considerando una muestra aleatoria simple
(m.a.s.) de X de tamafio .V, que denotaremos con

{x® . i= Yo a0 i}
donde, para cada ¢ € {1,..., N}, estamos considerando
X0 (Y, AN, PV) — (H,By)

X(i)(w) def ){(wi) Yw= (wl, .. .,wN) € oV

siendo (QN, AF PN> el espacio probabilistico producto definido en cada com-
ponente a partir del espacio (2, A, P).

En estas condiciones, el conjunto de las N-observaciones obtenidas para la
v.a. X, podrian considerarse como una realizacion de la anterior m.a.s.

(XO@)ii=1, . N} C B siendo w = (wi,..,w)
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Obsérvese que el mismo esquema tedrico serviria para el caso de que se
considerase N = oo.

Proposicién 1.6.1 La familia de aplicaciones {X(i) £ I N} cumple:
1. Todas son By /AN -medibles.

2. Todas tienen la misma distribucion, e igual a su vez a la distribucion de

g v.a. X.
3. Son independientes entre si.

4. Todas son elementos de L, (QN,.AN,PN;H) cumpliendo, para cada 1 €
{1,..., N}, lo siguiente:

E[X9] = Cyo ¥ E[RO9X9) = ¢
denotamos con X & x© _ L.

Demostracion
En primer lugar, para demostrar la medibilidad, obsérvese que cada v. a.
X se obtiene mediante la siguiente composicién de aplicaciones medibles

iy X
(N, AN) o (2, A) —— (H,Bp)
medible medible
siendo: m;(w) Y Yw = (wy,...,wy) € QY.

En relacién a la distribucién de probabilidad de cada v. a. hilbertiana X,
se cumple que para cada E € By

PY X e E] = PN[Q¥'x[X € E]| = P[X € E]

Por otra parte, en relacién a la independencia estocdstica, considérense un
conjunto finito de fndices, J C {1,...,N} ( con card(J) < N), y una familia
{Ej = J} C Bpy. En estas condiciones se verifica:
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PN (X0 e E; [¥jeJ] = PV |]] [X € E}] x QN‘C“”‘(J)] -
jeJ
= I PlxeE =I] P"[xV e E]
jeJ Jj€J
Por ultimo, sin méas que hacer uso del Teorema de Fubini, y utilizando
las definiciones de la media y del operador de covarianza, se tendria el tltimo

punto de la Proposicién. Concretamente, para la v.a. X se razonaria como
sigue:

e Para cada f € H se cumple

/QN < XO(w), f >p dPY¥(w) = /QN < X(w;), f > dPV(w) =

= /Q < X(w;), f >g dP(w;) =<p,f>n
e Para cualesquiera f,g € H, se cumple

<Cxw(f)g>u= /QN < XO(w), f > < XO(w),g >5 dPV(w) =

= [ < X(),f>n< X(w),g>n dP(w)) = <Cx(f),g>n
Obsérvese cémo el esquema anterior determina una m.a.s. de la v.a. hil-
bertiana X ® X € L, (2, A, P; HS) de tamafio N dada por
(X0 9 X0 1 i=1,...,N} C L, (a¥, 4", PV H5)

donde, para cada i € {1,..., N}, Xt) @ X . (QN,AN,PN) — (HS,Bys)
resulta ser el :-ésimo elemento de dicha m.a.s., es decir:
X0 @ XO(w) ¥ XO(v) @ XD(w) =
= X(w) @ X(w;) = X ® X(w;) Vw = (wy,...,wy) € QY

Concretamente, podriamos enunciar resultados similares a los enunciados en
la Proposicién (1.6.1) para la anterior m.a.s. de la v.a. X ®@ X.

En estas condiciones, asociada a la m. a. s. {X(i) b= Lavay N}, y para
un cierto n € N con n < N, se definen las siguientes vv.aa.
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Definicién 1.6.1 Se define la media muestral, que denotaremos con X,,, como
la v.a. hilbertiana de L, (QN,AN, PN, H), definida por

Hg,

5 X0

=1

S|~

Definicién 1.6.2 Se define el operador de covarianza muestral, que denota-
remos con C&"), como la v.a. de L, (QN,AN,PN; HS), definida por

n

CY € — D
siendo X ¥ x () _ X,.
Por su parte, denotaremos con
R 4 %Z": 30

=1

Obsérvese que la v.a. I;’Xn puede considerarse como la media muestral
asociada a la m.a.s., {X XM . i=1,. N} de la v.a. X ® X. Por esta
razén, todo lo que se afirme para la v.a. Xn, asociada a una m.a.s de la v.a.
X, podra ser extendible, bajo la imposicién de convenientes condiciones, al
caso de la v.a. R"&n) para la correspondiente m.a.s. de la v.a. X0 X.
Proposicién 1.6.2 Supongasee que el espacio H es un espacio funcional, es
decir, existe un conjunto de parametros T tal que H C RT. Entonces, el
operador de covarianza muestral CX , puede expresarse Vf € H

Cx(f)(t) =< R(t,%),f>z  VteT

sitendo R: T x T — R la funcién de covarianza muestral, dada por
n

A 1 ; o
Ry(t,s) ¥ —— 3 XP(w) XP(w) € R

= L 1=1

denotando con X (w) % XO(w) (t) = XO(w)(t) — X, (w) (2)



40 CaAPITULO 1

Demostracion
Dado f € H, utilizando la definicién del operador de covarianza muestral
se obtendria que

n

1 g A i =
Cx(f) = - Do XV (f) = L f > X0

—1

=1

De esta forma, para cada t € T se obtendria que

Cx(f) T2 <X f>y X =
=1
1 L o ey A
—— > <XOXO, >y =<R(t,%),f>u

siendo R(t,*) = L yn, j{\t(i) X9 ¢ H.

Lema 1.6.1 FEn las condiciones anteriores, se cumple:
EX,) =u v E[KP] =

Demostracion
Dado f € H, arbitrario pero fijo, se tiene

/{2N<Xn()f>HdP _—2/ < XO(w), f >5 dPV(w)

3|*—'

Z E[XO,f>p=<pf>n

La demostracion de la insesgadez del operador R’&") sigue el mismo esquema

que la del Lema anterior, teniendo en cuenta que ahora se cumple:

E[XVe X0 =cxy Vie{l,..,N}

M
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Proposicién 1.6.3 Sila v.a. X € Ly, (Q, A, P; H) (con p € N), se cumpliria
lo siguiente:

1. Sii#j se cumple X© ® XU € Ly, (QV, AV, PN, HS)
2. XWX e L, (N, AV, PN; HS)

3. Sii#j se cumple E[XV® X0] = E[XO] @ E[x0)]
4. E[x® @ X0 = C,

Demostracion
En principio, dados 7,7 € {1,...,N} y w = (wy, ..., wy) € O, se cumple:

“X(i)g)X(j) (w)HHS - “X(wi)@)X(wj)lle = [ X(wi)ll ”X(wj)“H

Teniendo en cuenta esto se obtiene

v

B[ x9exO ] = [ 1x(wl

| X (wj)], 4P (w)

con lo que, aplicando el Teorema de Fubini, pueden distinguirse las dos si-
guientes situaciones:

¢« BE[|Xx® @ x®

" = E[IXIF] < o
. E[”X“’@X“)“jjs] = (EB[IXx1%])" < o Sii#;

Con objeto de probar el tercer resultado (i # j), consideraremos una base
ortonormal, B = {e; : k € K}, del espacio de Hilbert (H,< *,* >p). En
concreto, para el operador e, & ¢, € HS se cumple:

<E[x0g X0, e, ® €1 >ps= /Q L <X9g X0 (w),e, @€ >ps dPY (w)

. _/QN <X(wi)®X(wj)(ek)7el >u dPN(w) —

= /Q < X(w;),ex > < X(w;), & >g dP(w;) dP(w;) =
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= <E[X],6k >H<E[X],61 >pg =< <E[X],ek >HE[X],61 >g

=<E XY QE[XVY](e)), e >p = <E[XV] ® E[XD], e, ® & >

De lo anterior, y teniendo en cuenta que el subespacio vectorial de opera-
dores de rango finito, Lin {e; ® ¢;: k,l € K}, es denso en HS puede afirmarse
que

<E [X(") ® X(j)],G >=<E [XU)] QE [X(f)],G sus VG £ HS

Proposicién 1.6.4 Siendo Z e X, — i, se cumple que
df [T T 1
CXn = [Xn ® Xn] = ;;CX

Demostracion

e g = 1 & o ;
En principio, obsérvese que por ser X, = — Z X se obtiene que
n

X, 90X, = 5 3 XWe X0 4

1#7 =1
de donde aplicando esperanzas, y teniendo en cuenta que
E[%0 & X9 = E[X9] 9 E[XV)] = 0

se obtiene lo siguiente:

—_— = ] [ s o 1
- D gx® = 1
E[Xn®Xn] = nZ;E[X ®XY) = ~cx

1

Lema 1.6.2
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Demostracion
En primer lugar, obsérvese que, dado i € {1,..., N}, se cumple

XO® XD = [(XO—p) = (Xa = )] ® [(XO — p) = (X, = )] =

- XXV - X0eX, - X, 90XV + X, 0X, =

Teniendo en cuenta lo anterior, se obtiene

S XX =Y X0 XD — nX, 09X, — nX,® X, +

+nX, X, = nR'g(") —nZ@Z

Corolario 1.6.1 En las condiciones anteriores, se cumple:
1. CP e L (QV, AV, PN, HS)
2. E[CP] = cx

Demostracion
Es consecuencia, de aplicar lo mostrado hasta el momento y del Lema
anterior.

(n-DE[CY] = nB[RP] - nE[X,0X,] = nCx - Cx

H
L

1.6.2 ACP ESTIMADO

Uno de los primeros trabajos, donde se estudia el problema de la estimacion de
los elementos propios del operador de covarianza, es debido a Deville (1973b).
En dicho trabajo ademads de proponer estimadores para dichos elementos pro-
pios, se obtienen sus momentos, y ademas se analiza su comportamiento asin-
totico.
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La definicién de dichos estimadores viene dada a partir de los elementos
propios muestrales de Cg("), los cuales vendran dados, para cada w € QV, como
soluciones de la ecuacion siguiente:

CPw (fPw) = A w) {7 w)

bajo la restriccién de que {f,-(")(w) :1=1,...,N} sea un sistema ortonormal
del espacio H. Consideraremos que los valores propios muestrales han sido
ordenados, segun el subindice, como sigue:

1

A > s i<

Una forma equivalente de interpretar el proceso de estimacion asociado es
la siguiente. Considerados los n elementos obtenidos a partir de una m.a.s. de
tamafio n de la v.a. hilbertiana X

{X(w}):1=1,...,n} C H,

la obtencion del ACP estimado de X seria equivalente a considerar el ACP
de z (restriccién de X ) sobre el espacio probabilistico (2, P(Q*), P*), siendo

O Y {wp,...,wi}, yparacadaVl=1,...,n

o(wi) € X(w)  P({wf}) ¥ o
Puede comprobarse, notando con w* = (wj,...,w}), que se obtiene
Elg] = X, (uw") €, = CP (w")

Tras obtener los elementos propios del operador de covarianza C,
c. () =X £,

y ordenados en orden decreciente con respecto al orden del indice, se obtendria
la siguiente descomposicion del operador C,

Cz: = Z :\:f:®f:
=1

siendo f{ (w") € f7 y MP(w?) € 1.
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Con la anterior descomposicién, y teniendo en cuenta la correspondiente
descomposicién del operador de covarianza, C x, de la v.a. hilbertiana X, dada
por

Cx = Z A fi® fi
1€l
con los valores propios ordenados en forma decreciente

%™ 3y

] 81 1< 7
y apareciendo tantas veces como indique su multiplicidad, se establecen las
definiciones de los estimadores siguientes.

Definicién 1.6.3 (Valores principales muestrales)

o [n el caso de que todos los valores propios no nulos de Cx sean de multi-
plicidad 1 (simple), se define el estimador del i-ésimo mayor valor propio
de Cx, \;, a través del i-€simo mayor valor propio muestral de C’)(Q), 5\5")

o En el caso de que alguno de los valores propios no nulos de Cx, A, tenga
multiplicidad mayor que 1, la estimacion de dicho valor propio que se
suele utilizar es el valor medio de las estimaciones proporcionados por
los valores propios muestrales de C’};‘) siguientes

{}\f.") : 1 tal que \; = A}

Por su parte, en relacién a la estimacién de los factores principales ha de
tenerse presente que no estan determinados de forma unica. Por ejemplo, ain

en el caso de que A; sea simple. f,-(n) podria ser el estimador de f;, o en su caso

—fi-

Definiciéon 1.6.4 Denominaremos a fi(") como el 1-€simo factor principal
muestral.

Las mismas consideraciones, hechas para los factores principales muestra-
les, caben hacerlas para las correspondientes componentes principales mues-
trales, las cuales vendrian dadas por

bW ¥ <z(w), fr>y Vi=1,...,n
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Una vez obtenidos los anteriores elementos muestrales se obtendria

Obsérvese que para una m.a.s. de tamaifio n, teniendo en cuenta que las

imaciones de C'{" dores d finit 1 dai
estimaciones de Cy” son operadores de rango finito, son nulos, para cada ¢ > n.
las estimaciones correspondientes de \;, f;, y ¥;, es decir,

() . L . f(n)
=0  AV=0 f

En este ambiente, un estimador natural de la variabilidad total,
V ¥ tr(Cy), vendrfa dado por

() = 3 A

1=1
Proposicién 1.6.5 V es un estimador insesgado de V.

Demostracion
Dada una base ortonormal B = {e; : k € K} de H, sabemos que

V= Z < C’&")(ek),ek >H= Z . C—'g(n),ek®€k >ys
keK kEK

de donde

E [V] = > E [< C’l(y”)(ek),ek >H} = Y E [< C’ﬁ?),ek ® ek >HS]
keK keK

Con lo que haciendo uso de la insesgadez del estimador C—'y) se obtiene

E[V] = ‘fg{ <Cx,erQer>gs = |4
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1.6.3 ALGUNOS RESULTADOS ASINTOTICOS

Continuando con la notacién anterior, supondremos que la m.a.s. esta formada
7
por una coleccién infinita numerable de v.a. hilbertianas (N = oo)

{X(") ie N}

definidas sobre el espacio probabilistico (2%, A%, P*®) .
Uno de los primeros resultados que puede obtenerse es el siguiente:

Proposicién 1.6.6 FEn las condiciones anteriores, la sucesion de medias

muestrales, {Xn/n € N} C Ly (Q®, A%, P*; H), verifica:

1. lim X, = u ( en el espacio L, (2, A%, P, H))

n—oo

2. ct.weQ® [P®] lim X,(w) = g (en el espacio (H,< *,* >p))

n—oo

8. X, es un estimador consistente de p.

Demostracion
Una demostracion de este resultado puede verse en Deville (1973b).

O

Para los resultados asintdticos, que vamos a enunciar a continuacién, es
necesesario exigir como condicién adicional que la v.a. X cumple lo siguiente:

X eLy(Q,A P;H)
Proposicidon 1.6.7 La sucesion de covarianzas muestrales,

{C—fg(n)/n = N} € Ly (Q%, A%, P*; HS) , cumple:

1. lim 6*5(“) = # ( en el espacio L, (2°°, A%, P*; HS) )

n—roo

2. ct.we 0 [P°]  lim C{(w) = Cx ( en el espacio HS)

n—00

3, C’ﬁ(“) es un estimador consistente de Cx.
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Demostracion
Una demostracién de este resultado puede verse en Deville (1973b).

Proposicién 1.6.8 La sucesion,
(Vi L4r(CP)/n e N} € Ly (2%, 4%, P¥;R),
converge en m.c., probabilidad y c.s a V.

Demostracion
Una demostracién de este resultado puede verse en Deville (1973b).

[

Teorema 1.6.1 Dado: € I, se cumple que
A }nex € L2 (2%, 4%, P R) .
Ademds,
e si todos los valores propios no nulos de Cx son simples, entonces:

lim 5\1(") = )\, en m.c., probabilidad y c.s.

n=3co
e si \; un valor propio no nulo de Cx, y considerando
E={jel:d=27N} card(I;) = k;
entonces, las k; sucesiones para cada j € I;

lim ;\‘(7_71) = A; probabilidad y c.s.

n—oo

Demostracion La demostracion del primer resultado puede verse en Deville

(1973b), y la del segundo resultado en Dauxois (1982).

=]

Teorema 1.6.2 Dado: € I, se cumple que {fi(n)}neN C Lo (O, A, P=: H ) .

Ademads,
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e si todos los valores propios no nulos de Cx son simples, en el caso de
que exista n, € N tal que st n > n,

= fi(n),fi Sy 2 0 (C.S.)
se cumple 7}3{)10 fi(") = f; c.s., m.c. y probabilidad

e las proyecciones muestrales

BM =% g i
JEL
convergen, cuandon — oo, en probabilidad y c.s., a P;. Siendo, Pi(n)(w)
la proyeccion ortogonal sobre el subespacio engendrado por

Ak

y P, la proyeccion ortogonal sobre Ker(Cx — A; Iy).

(w):jEIi}a

Demostracion
El primer resultado puede verse en Deville (1973b), y el segundo en Dauxois
(1982).
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Capitulo 2

GEOMETRIAS ALTERNATIVAS
EN EL ACP DE UNA V.A.
HILBERTIANA

§2.1 ACP FILTRANTE

El objeto de esta seccién es mostrar un caso en donde se plantea el ACP de
una v.a. hilbertiana con respecto a una determinada geometria. En concreto,
se analizara el caso de la realizacién de un ACP de datos filtrados, a través de
un cierto filtro lineal; mostrandose como caso particular de ACP de los datos
originales con respecto a una geometria determinada, entre otros, por el filtro.

Consideremos un espacio de Hilbert (G, 7), y un espacio vectorial, H, sobre
el que tenemos definido un operador lineal e inyectivo

F:Hw— (G,71)
Definimos la aplicacion, p : H x H — R, como sigue:
p(hy, ko) = T (F(hy), F(hy)) Vhy,h, € H

De esta forma, dotamos al espacio vectorial H de una estructura geométrica,
(H, p), inducida por el espacio de Hilbert (G, 7) a través del operador F.

Obsérvese que, teniendo en cuenta la notacién introducida, el espacio H
contendra los datos originales y el filtro lineal vendra determinado por el ope-

rador F'.

a1l
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2.1.1 ANALISIS DE LA ESTRUCTURA GEOMETRICA

Proposicién 2.1.1 En las condiciones anteriores, y si F'(H) tiene estructura

de espacio vectorial son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1. p es un producto escalar sobre H.

2. F es un operador lineal e inyectivo.

Proposicion 2.1.2 FEl operador F' definido
F:(H,p) — (F(H),7) C (G,7)
es una isometria lineal.

Demostracion
Obsérvese que se cumple:

T(F(h1), F(hy)) = p(hy,hs) Vhi,h, € H

R4

Es decir, los espacios prehilbertianos (H,p) y (F(H),T) son isométrica-
mente iguales. Y en definitiva, la estructura geométrica del espacio (H,p)

puede considerarse isométricamente contenida en el espacio (G, 7).

Corolario 2.1.1 St F(H) = G entonces (H,p) posee estructura de espacto

de Hilbert.

Proposicién 2.1.3 En el caso de que ezxista, F*, el operador adjunto del ope-

rador
F:(H.p) — (F(H),7) C (G,71)
se obtiene que F*o F' = Iy .

Demostracion
Dado g = F(f) € F(H), arbitrario pero fijo, se cumple:

(g, F(h)) = 7(F(f),F(h)) = p(f,h) VheH
de donde se concluye que g € Dom(F™), siendo ademas

F(g) =f = F o F(f)

Es decir, se obtiene que F(H) C Dom(F*), y ademas F*o F' = Iy.
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a
Obsérvese que en definitiva el resultado anterior establece que
F*=F"! sobre el conjunto F'(H)

Una situacién en la que quedaria garantizada la existencia del operador
adjunto F™ seria, por ejemplo, en el caso en que el espacio (H,p) fuese un
espacio de Hilbert. En este caso, al ser F un operador lineal y continuo, entre
dos espacio de Hilbert, se tendria asegurada la existencia de dicho operador
adjunto

F*: (G,7) — (H,p) .

2.1.2 ESTUDIO DEL ACP FILTRANTE

Sea X : (9, A, P) — H una aplicacién con valores en el espacio H.

Supondremos que (H, p) posee estructura de espacio de Hilbert. Esto origi-
nara, por lo establecido en la Proposicién (2.1.2), que (F'(H), 7) también posea
estructura hilbertiana. Asi mismo, supondremos que X es By ,)/.A- medible.
Con lo cual, segin la Proposicién (2.1.2), puede asgurarse que F' o X resulta
ser B(g,r)/A- medible.

El problema que aqui nos planteamos es analizar la forma de obtener el
ACP de X con respecto a la geometria (H,p), a partir de la estructura geo-
métrica de referencia (G, 7). Obsérvese que la idea que motiva esta pretension
es el hecho de que el espacio (H, p) puede considerarse isométricamente inclui-
doen (G,T).

En estas condiciones, consideraremos la v.a. hilbertiana
FX ¥ FoX:(Q,A P)— (F(H),7) C (G,7)

Para simplificar la notacion, siempre que no se especifique producto escalar
se estara haciendo referencia a 7.

Proposicién 2.1.4 Dado p € R — {0} se cumple:
X eL,(Q,A, P;H,p), si ysolamente si, FX € L,(Q, A, P;G,1).

Demostracion
Obsérvese que, para cada w € (2, se cumple:

IFX(w)|P = (F(X(w)), F(X(w)))? = [|X(w)|?
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O

Proposicién 2.1.5
Sila v.a. X € Ly (R, A, P; H,p), se tiene que E[FX]| € F(H) de forma
que

F(E’(X]) = E[FX]

Demostracion

En primer lugar, por ser FX una v.a. con valores en el espacio de Hilbert
(F(H), ), puede garantizarse que E [FX] € F(H).

Asi mismo, haciendo uso de la definicién de esperanza de una v.a. hilber-
tiana se razona, para cada h € H, como sigue:

r(BIFX],F(h) = [ r(F(X(w)), F(#)dP(w) = [ p(X(w),h)dP(w) =

= p(E*[X],h) = 7(F (E’[X]), F(h))
de donde concluimos que F (E?[X]) = E[FX].

|

Corolario 2.1.2

Si denotamos con FX = FX-E[FX]ycon X = X —E?[X] se cumple:

FX = F(X)

Demostracion
Obsérvese que haciendo uso del resultado anterior, para cada w € (), se
obtiene:

FX(w) = FX(w)-E[FX] = F(X(w)) - F(E’[X]) = F (X(w))

Proposicién 2.1.6 Si X € L, (Q, A, P; H,p) se obtiene:
U2 = UpxoF U = FloUpyx

CZ:F_IOCF/\IOF W;é):WFX
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Demostracion

Comenzaremos analizando el operador U? : (H,p) — L, (92, A, P). Ha-
ciendo uso de su definicién, dado A € H arbitrario pero fijo, se razona como
sigue:

U2(h) (w) = p(X(w), k) = r(F(X(w)), F(k)) =

= 7(FX(w), F(h)) = Upx(F(h))(w) VweQ

de donde se concluye que U£(h) = Upx o F (h) Vh e H
Obsérvese que los demds resultados son consecuencia del demostrado y de
aplicar las definiciones de los correspondientes operadores sin mas que tener

en cuenta la Proposicién (2.1.3), la cudl establece que F'™*, sobre el subespacio
F(H), coincide con F~'.

O

Lema 2.1.1 Los espectros de los operadores C y Crx son iguales. Ademds,
la relacion entre sus subespacios propios es la siguiente:

F(E)\) = V)
donde para cada A perteneciente al espectro puntual
Ey ¥ Ker(Ct— My) Vi & Ker (Cpx — Mpam))

Demostracion

Dados A € Po(C%) y h € Ey — {0} se cumple
Co(h) = Ah = F'oCpxo F(h)
Aplicando el operador F a la expresion anterior se obtiene
Crx (F(R)) = AF(h)
de donde podemos concluir que A € Po(Crx), ya que F(h) # 0, con lo que

F(h) € V.

De lo anterior podemos afirmar que en principio se tiene:

Po(C?) C Po(Crx) 'y F(E\) C VW
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Reciprocamente, dados A € Po(Crx) y g € VA — {0}, obsérvese que al ser
g € F(H), existird un dnico h € H — {0} cumpliendo g = F(h). Con ello, se
obtiene
Crx(9) = Ag = Cpxo F(h) = F(Xh)
que por la inyectividad de F' se concluye

F'oCpxoF(h) = Ci(h) = Ah

de donde se obtiene que A € Po(C2) y h € Vj.
De esta forma, podemos concluir

PO’(CF)() Q PO’(CQ) y V)\ g F(E,\)

—_—

Teorema 2.1.1 Teniendo en cuenta la notacion introducida en el Lema an-
terior, el ACP de la v.a. X respecto de la geometria (H,p) es equivalente al
ACP de la v.a. FX respecto a la geometria (G, 7). Es decir, el ACP de uno

de ellos determina un ACP del otro, de la forma siguiente:

X(w) = Z fi i(w)

FX(w) = Z; F(fi)bi(w)

cumpliéndose para cada A € Po(C?) lo siguiente:
Vi = F(E))

Demostracion

En principio, en el Lema anterior se establece la relacién existente entre
los espectros y entre los subespacios propios asociados a los correspondientes
operadores de covarianza.

Con objeto de mostrar que cualquier representacion en componentes prin-
cipales de X tiene asociado de forma tnica una representacién en componentes
principales, y reciprocamente, obsérvese que se tienen los siguientes resultados:

r(F(f), F(f)) = p(fin fi)  Vijel

UL(f:) = Urx o F(f;) = Upx (F(fi)) Viel
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3|

Una primera consecuencia que podemos estraer de este resultado es que la
estructura aleatoria, dada por las correspondientes componentes principales,
es idéntica en ambos ACP. La tnica diferencia se establece en relacién a la
estructura geométrica a través de F.

Proposicién 2.1.7 En las condiciones del Teorema antertor, se cumple:
tT‘(Ci) = tT(Cpx)

Demostracion
Obsérvese que utilizando lo obtenido en la Proposicién (2.1.6) se obtiene:

tr(C3) = tr(WZ) = tr(Wpx) = tr (Crx)
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2.1.3 ACP DEL INPUT DE UN SISTEMA ESTOCASTICO LI-
NEAL

INTRODUCCION

En algunos trabajos, en especial en el campo de la psicologia, se utiliza la
técnica del ACP con objeto de interpretar el efecto del input externo de un
sistema sobre el correspondiente output; en especial para casos en los que el
output recoja la evolucién de una cierta medida a lo largo de un intervalo de
tiempo, 7' C R (datos funcionales ). En esta seccién mostraremos cémo lo alli
realizado puede interpretarse en términos de un ACP filtrante sobre el espacio
de outputs.

Intuitivamente, la idea es realizar una descomposicion en el espacio funcio-
nal que contiene al conjunto de posibles outputs del sistema, de forma que se
obtenga: por un lado, una parte que de alguna forma pueda ser debida a la
estructura interna del sistema, y por otro lado, la parte que pueda ser justi-
ficada sdlo por la accién del input externo en cuestién. Como mds adelante
se mostrara, la forma de llevar a cabo esta descomposicién es dotar al espacio
funcional output con una estructura geométrica, de forma que en dicha es-
tructura aparezcan como dos subespacios funcionales ortogonales los debidos
al sistema y al input externo.

Concretamente, en trabajos como los de Besse et al. (1986) y Ramsay et
al. (1995), a partir de un cierto conjunto de outputs observados del sistema
(funciones)

{z;:T—R:i=1,...,n}

se establece como espacio de outputs del sistema al espacio funcional (para un
ciertom € N ):

wm = {f;T—)R: flm € L, (T)

fof's. .., f™1 absolutamente continuas }

Asi mismo, mediante argumentos de tipo psicoldgico, se identifica la estruc-
tura del sistema a través de la determinacion de un cierto operador diferencial
L: W™ — L,(T), de la forma siguiente:

L =) g Dt (con a; : T —> R continua)

1=0
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En esencia, la determinacién del operador L se realiza con la idea de que
Ker(L) describa cualquier comportamiento posible del sistema bajo la ausen-
cia de influencia externa.

Asi mismo, se considera una familia de funcionales lineales

B, : W™ —R Vie{l,...,m}
a los cuales se les exige que, para cualesquiera a = (al,...,am)t e R™ vy
u € Ly (T), el problema de valores iniciales (PVI), dado por

{L(m) = u

B:(z} = o Vj=1,...,m (condiciones iniciales)

posea solucion unica.
De esta forma, cada output z; constituiria la dnica solucién del problema

Lix) = con u; & L(z;) (input externo)
{ B(z) = B(z;) eR™  B(z) ¥ (Bi(z),...,Bn(z))"
con lo que podria descomponerse en la forma siguiente:
5 = 2t 4z

estructura interna del sistema efecto del input externo

LzM) = 0 L(z?) = u

B(x(-l)l) = B(z)) Bz =0

1

pudiendo interpretarse los sumandos de la forma siguiente:

1 . . . , . . . o ¥
o xf ) describe la evolucién debida sélo al sistemna, es decir, constituiria la
evolucién observada del sistema en el caso de que no hubiese actuado el
input u; partiendo de idénticas condiciones iniciales.

. 152) describe la evolucién del sistema debida al input.

Con objeto de interpretar los efectos del input externo, en los trabajos
citados anteriormente se realiza el ACP clasico ( en L, (T) ) del conjunto de
funciones inputs

{u; = Lz} td= 1,00 ;mp,

A continuacién, intentaremos mostrar que esta metodologia puede conside-
rarse, de alguna forma, como un caso particular de ACP en el espacio funcional
de outputs, respecto de una geometria definida a tal efecto para el problema
en cuestiéon. Ademds, como a continuacién se analizard, este esquema podria
generalizarse a otras situaciones en las que el operador no fuese diferencial.
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ESTABLECIMIENTO DE UNA GEOMETRIA

Consideremos un espacio vectorial W, en general de dimension infinita, y sobre
el que se encuentran definidos:

e un operador lineal, L : W — S, con dimKer(L) = m, siendo
(S, < *,% >g) un espacio de Hilbert.

¢ una familia de m—funcionales lineales {B; : W — R:j =1,...,m}
verificando las siguientes condiciones:
1. L es sobreyectiva.

2. Ker(LYNKer(B) = {0}
siendo B : W — R™ la aplicacién lineal dada por

B(z) ¥ (Bi(2),...,Bn(z))! VzeW
con lo que Ker(B) = () Ker(B,) .
=1
En esta situacidn, consideremos los subespacios vectoriales de W, a los que
denotaremos con:
W, & Ker(L) W, & Ker(B)
con lo que en principio se tendra que dim(W;) = m.

Proposicion 2.1.8 La restriccion de la aplicacion lineal B al subespacio Wj.
que denotaremos con )
B . Wl — Rm

resulta ser un isomorfismo lineal.

Demostracion
En primer lugar, de las hipotesis anteriormente consideradas se deduce que
B es una aplicacion inyectiva. Para ello, téngase presente que

Ker(B) = Ker(L)(|Ker(B) = {0}

Asi mismo, debido a que la aplicacion lineal e inyectiva B esta definida
entre dos espacios vectoriales de dimensién finita m, puede concluirse que
dicha aplicacién ha de ser un isomorfismo lineal.
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O

El siguiente resultado muestra cémo, con las condiciones exigidas, estamos
generalizando la condicién de existencia y unicidad de solucién para el PVIen
el caso de que el operador L sea diferencial.

Lema 2.1.2 Vo € R™ y Yu € S eziste un unico elemento x € W cumpliendo:

¥ Lo

Demostracion
En principio, la unicidad es consecuencia inmediata de que

Ker(L)(Ker(B) = {0}

Por otro lado, dado @ € R™ y u € § arbitrarios pero fijo, se sabe que por
ser L un operador sobreyectivo existird z, € W cumpliendo que L(z,) = u.
De donde puede afirmarse que L™*(u) = z, + Ker(L). Con esto, nuestro
problema consistiria en buscar v € Ker(L) tal que z, + v sea un elemento

cumpliendo
a = B(z,+v) = B(z,) + B(v)

es decir, el problema consistiria en encontrar v € W, verificando
B(v) = a— B(z,)
de donde, teniendo en cuenta el Lema anterior, queda garantizada la existencia
de dicho elemento v.
O

Proposicién 2.1.9 La restriccion del operador lineal L al subespacio W,, que
denotaremos con

.Z/ 3 W2 — S
es un isomorfismo lineal.

Demostracion .
(1) En relacién a la inyectividad de L, se deduce por hipétesis lo siguiente:

Ker(L) = Ker(B) (| Ker(L) = {0}

(ii) Por otro lado, la sobreyectividad es consecuencia del Lema anterior, sin
mas que considerar el caso de que a = 0.
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I:

Proposicién 2.1.10 Los subespacios vectoriales W, y W, cumplen:
1. WiNW, = {0}
2. W = W1®W2

, 3he W, (B() = BY) _
surew {REWL (U iy s = st

4. dm(W) = m y dim(W,) =

Demostracion
Obsérvese que la primera afirmacién resulta ser una de las hipétesis de
partida. Asi mismo, se sabe que W; + W, C W.

Por otra parte, dado f € W, denotemos con u % L(f) € S. En principio.
por la Proposicién (2.1.9) puede afirmarse que:

Efz € W2 tal que E(f2) = L(fg) =u= L(f)
De lo anterior, si consideramos f; = f — f, puede comprobarse que
L(fi) = L) = L(f;) =0 = fie W,

Por tanto, obtenemos la siguiente descomposicién:

f=U-fR)+h=H+tfi e Wi+ W,

A partir de ahora, para cada [ € {1,2}, denotaremos con
P[ W — VV[

a la proyeccion sobre W, de forma que: f = Py(f) + Py(f) VieW

A continuacién, definiremos sendas estructuras geométricas sobre los sub-
espacios vectoriales W; y W,. Una forma de llevarlo a cabo seria servirse de
los isomoforismos lineales, B v L, cuyos codominios son respectivamente los
espacios de Hilbert R™ y §.
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En concreto, definiriamos las siguientes aplicaciones:

& R 0 WIXWI——)R-:

< fi,;1 > e < B(fl) B(g,) Z B;(f1) Bi(g1) Vi, €W

( notando con < *,* >, al producto escalar usual de R™ )

< x,% >0t Wo x Wy, — RY
< f2:92 > = = L(f2), L(g2) >s V f2,92 € Wy
Proposicién 2.1.11
1. < *,% >, es un producto escalar sobre W;, para cada l € {1,2}.
2. B es una isometria lineal, con lo que (W, < *,%x >;) ~ R™

3. L es una isometria lineal, con lo que (W, < *,% >5) ~ §

4. (W), < *,x >|) es un espacio de Hilbert, para cada l € {1,2}.

A continuacion, intentaremos dotar al espacio W de estructura geométrica
de forma que contenga, de alguna forma, a las dos estructuras geométricas
definidas anteriormente sobre los subespacios vectoriales W; y W,. Una forma
de llevarlo a cabo podria ser la siguiente:

<x,x > Wx W — RF
<fi9>=<P(f),Plg) >1 + <PR(f), Pa(9) >  VfgeW
Proposicién 2.1.12
1. < *,x >, es un producto escalar sobre W.
2. (W, < *,%x>,) = (W), < *,%>), para cada | € {1,2}.

3. Wy LW, en (W, < %,%>,).
En concreto, (W, < x,x >,) = (W, < *,% >1) ® (W, < x,% >3)

4. (W, < *,% >,) posee estructura de espacio de Hilbert.



64 CAPITULO 2

5. P es la proyeccion ortogonal sobre W, para cada | € {1,2}.

Proposicién 2.1.13

< f,9>,=<B(f),B(g) >. + < L(f),L(9) >s Vf,geG

Demostracion
Consideremos f,g € W arbitrarios pero fijos, y denotemos sus correspon-
dientes descomposiciones: f = fi+ f, y g = ¢ + g,; siendo, para cada

Le{L,2}, fi = Bi(f)y g = Plg)

En estas condiciones, se razona como sigue:

< B(f)’B(g) > + < L(f),L(g) g o A B(fl)yB(gl) Py T
+ < L(f2),L(g2) >s =< fi,q1>1 + < fas 92 >2=< f, 9>,

—
L

Por otra parte, podemos considerar el espacio de Hilbert R™ x S con el
producto escalar definido por

< (v, 81), (w, s3) >, <y >, + <s1,89>5  VY(v,8),(w,s;) € R"x S
Corolario 2.1.3 La aplicacion
F:(W,<=x>)r— (R™"Xx S, < *,% >,)

F(f)y ¥ (B(f),L(f)) VYfew

es una isometria lineal.

Demostracion
La demostracion es consecuencia inmediata de la anterior Proposicion.

|
|._

De esta forma, queda justificado la metodologia en la situaciéon expuesta
en la introduccién para el caso particular del espacio funcional de outputs W™
y para un operdor diferencial, en la que se tiene que S = L, (7). Es decir.
considerando la notacion alli introducida:
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e El ACP de la familia de outputs {z; : 2 =1,...n} con respecto a la geo-
metria (W™, < %,% >,) es equivalente al ACP de {F(z;):1=1,...,n}
con respecto a la geometria (R™ X Ly (T), < *,% >.).

e El ACP de la familia de funciones {:cf-l) : 1 =1,...,n} con respecto
a la geometria (W™, < =,x >,) es equivalente al ACP de {B(z;) : « =
1,...,n} con respecto a la geometria usual de R™.

e El ACP de la familia de funciones {:cf-2) :2=1,...,n} con respecto a la
geometria (W3, < x,* >,) es equivalente al ACP de {L(z;) = u; : 1 =
1,...,n} con respecto a la geometria de L, (T').

Téngase presente que en este caso se obtendria:

2V = P(z;) Vie{l,...,n} Vie{l,2}
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§2.2 ESTUDIO SOBRE LA MODIFICACION DE LA
GEOMETRIA

En esta seccién consideraremos un espacio de Hilbert (H,7), y
X:(QAP)— (H,B,) una aplicacién B,/ A medible.

Denotaremos con B, a la c—algebra generada por la topologia asociada al pro-
ducto escalar 7, que determinara la estructura geométrica inicial de referencia.

En esta situacién, podria estudiarse la influencia sobre X de una modifi-
cacion en la geometria de H, definida inicialmente por el producto escalar 7.
Es decir, analizaremos el comportamiento de algunas caracteristicas de la v. a.
X frente a otro producto escalar.

2.2.1 CONSIDERACIONES SOBRE LA CLASE DE PRODUC-
TOS ESCALARES EN ESTUDIO

En esta seccion se pretende: analizar algunas propiedades que convendria
exigir a la clase de productos escalares sobre H; asi como estudiar la relacion
que pueda existir con el producto escalar inicialmente considerado 7.

En principio, una modificacién geométrica a considerar no debiera alterar
la condiciéon de medibilidad de X. Una forma de conseguirlo, seria intentar
buscar productos escalares sobre H, de forma que, la topologia generada por
ellos esté contenida en la asociada a 7. Con esto, se tendria la misma re-
lacién de contenido para las correspondientes o-algebras de Borel asociadas:
manteniendo asi invariante la propiedad de medibilidad de X.

Proposicién 2.2.1 Supdngase que (H,T) fuese un espacio prehilbertiano. y
p: Hx H—— R un producto escalar sobre H.

Entonces, son equivalentes las siguientes afirmaciones:

L7 CT

[$S)

. p es continua sobre el espacio topologico (H x H, T, @ T})

3. 3K >0tal quep(f,f) < K*7(f,f) VfeH
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Notaremos con T, y T, a las topologias definidas respectivamente por los
productos escalares p y T.

Demostracion

(1) = (2)

En principio, sabemos que el producto escalar p sera una aplicacién conti-
nua sobre el espacio topologico (H x H,T,® Tp).

Por tanto, teniendo en cuenta lo anterior y el hecho de que por hipétesis
se verificaria que 7, ® T, C T, ® T,, podemos concluir que la aplicacién
p:(Hx H,T,®T,) —> R es continua.

(2) = (3)

Haciendo uso de una de las caracterizaciones de la continuidad de aplica-
ciones bilineales, puede afirmarse que existe K > 0 tal que

p(f.9)] < K*|Ifll, llgll,  VfgeH
conloquep(f,f) < K*r(f,f) VfeH
(3) = (1)

Puede observase que para cualquier bola abierta de T,
By(r) ¥ {feH:p(f,f)<r*} conreR*
podemos considerar la bola abierta de 7, dada por
B.(K™'r) ¥ {feH:r(f,f)<K?r}

la cudl, puede comprobarse que verifica: B,(K~'r) C B,(r).
Por tanto, haciendo uso de que el espacio vectorial H con ambas topologias
tiene estructura de espacio vectorial topoldgico, puede concluirse que

T, C T,.
O
En definitiva, la propiedad de medibilidad de X, dada por la condicién

inicial:

X HG) e A VG eT,
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se mantendra bajo la hipdtesis de continuidad de p, segin indica la Proposicion
anterior, pues evidentemente se cumplira:

X 1G)eAd VG eT,

Con el resultado anterior no se pretende justificar que la clase de productos
escalares, con los que la v. a. hilbertiana X sigue siendo medible, tengan que
ser todos continuos con respecto a la topologia 7,. Si no que, entre ellos, hemos
garantizado que se encontraran los que cumplan esa propiedad de continuidad.

Téngase en cuenta que pretendemos analizar los productos escalares que.
ademas de conservar la propiedad de medibilidad de X, puedan obtenerse a
partir del producto escalar de referencia 7 mediante ciertas transformaciones
continuas, en un cierto sentido que mas adelante se especificara. Por esta
razon, a partir de ahora consideraremos un producto escalar continuo

p:(HxHT, ®T,)— R

En el siguiente ejemplo se muestran diferentes productos escalares cum-
pliendo la propiedad de continuidad objeto de nuestro interés.

Ejemplo 2.2.1 Sobre un espacio de Hilbert (H,T) se consideran los productos
escalares siguientes:

pi(f,9) = 7(D(f),D(g)) Vf,ge H
pZ(ftg) = T(S(f)7g) vaQEH

serian continuos en el espacio topolégico (H x H, T, ® T)

Donde con D y S estamos denotando a operadores lineales, inyectivos y
continuos con respecto a T., y siendo ademds S un operador simétrico y
definido positivo.

En el siguiente Teorema caracterizamos la forma que pueden adoptar los
productos escalares sobre H, cuando ademads son continuos en el espacio to-

poldgico (H x H, T, T,) .

Teorema 2.2.1 Sean (H,T) un espacio de Hilbert, y un producto escalar,
p: Hx Hv+— R, continuo con la topologia T, ® T,.
Entonces, eziste un unico operador, S : H — H, cumpliendo:

p(f.g) = 7(5(f),9) Vf,geH (21}
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Demostracion

En principio, probaremos la existencia del operador S : H —— H. Ob-
sérvese que la unicidad se deduce ficilmente a partir de la propiedad que lo
caracteriza.

Dado f € H arbitrario pero fijo, consideraremos la aplicacion

v (H,7)— R

v4(9) :=p(f,g9) VYgeH

Por ser p una aplicacién bilineal y continua, con respecto al espacio topo-
légico (H x H,T, ® T), puede afirmarse que

4l = (HaT),

Haciendo uso del Teorema de Riesz-Frechet, puede garantizarse la existencia
de un inico elemento de H, que denotaremos con S(f), tal que

v¢(g9) = 7(5(f),9) VgeH

cumpliéndose ademas que

IS = ] gy = 52 %5(9) (2:2)

9€SY,

a

Al hilo del anterior Teorema, en las dos siguientes Proposiciones continua-
remos analizando algunas propiedades del operador S, asociado al producto
escalar p bajo la hipdtesis de continuidad anteriormente establecida.

Proposicién 2.2.2 En las condiciones del anterior Teorema, el operador
S:(H,7)— (H,T1)

es lineal, y para el producto escalar T: continuo, simétrico y definido positivo.
Cumpliéndose ademds que

sup p(f, f) = |ISllz
fesy
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Donde estamos denotando con:

Sy € {feH:|fl],=1}

BL(H,T) < (F:(HT,)— (H,T,) | F es lineal y continuo }
IFls, = sup IF()Il,  VF € BL(H,7)
fesy

Demostracion

1. S es lineal.

Dados fi,f, € Hy a,3 € R, se tiene que Vg € H
T(S(afi+B8f),g9) =p(afi+Bfr,g) =ap(fi,g9)+Bp(fa,9) =

= at(5(f1),9) + 87(5(fa),9) = 7(aS(fi) + B5(f2), 9)
de donde concluimos que S (af, + 8f,) = aS(fi) + S (f)

2. S es un operador simétrico para T.

Dados f,g € H, se tiene
T(5(f), 9) = p(f,9) = plg,f) = 7(S(9), f) =7(f,5(9))

3. S es un operador definido positivo, con respecto a 7, por ser p definido
positivo.

4. S e BL(H,T)

Por ser p una aplicacion bilineal y continua, con respecto al producto
escalar 7, se puede afirmar que existe el siguiente supremo

def
M = sup |p(f,g)| = sup p(f,9)
f9€SY f,9€8%

Con lo que haciendo uso de lo obtenido en (2.2), para cada f € H —{0}.
se cumple:

IS = sup lo(Fg)l = Ifll, sup p( / ,g) < Il M
s 2\ T,
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Por tanto, concluimos que S € BL(H,7), y ademas ||S||g, < M

Por otra parte, haciendo uso de que S es un operador lineal simétrico,
continuo y definido positivo se tiene:

1Sllgr = sup 7(S(f), f) = sup p(f, f)

fesSy fesy

O

Reciprocamente, una aplicacién sobre H x H, definida como en (2.1) a
partir de un operador cumpliendo las propiedades de la Proposicién anterior.
resulta ser un producto escalar continuo. En esencia, con la Proposicion ante-
rior hemos caracterizado la clase de productos escalares continuos, con respecto
al producto escalar 7.

A continuacién afinaremos en el anélisis de la continuidad del operador S.

Proposicién 2.2.3 En las condiciones del Teorema anterior, el operador
S:(H,p)— (H,T) es continuo.

Observacién: La consideracién en el dominio de S de la topologia T,
que sabemos cumple 7, C T, implica un afinamiento en la propiedad de
continuidad establecida en la anterior Proposicion.

Demostracion

Dado h € H arbitrario pero fijo, obsérvese que utilizando la desigualdad
de Cauchy-Schwarz se obtiene:

IS(R)II7 = 7(S(h), S(R)) = p(h, S(h)) < IIAll, IS(R)II,

Por otro lado, sabemos que se cumple p(h,h) < K?7(h,h) Vh € H
por lo que se verificard que  [|S(R)||, < K ||S(h)|],
Uniendo los dos anteriores razonamientos se obtiene que

ISGI; < 1kl K ISR,

de donde se concluye que [|S(h)||, < K [|A]],

T
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Consideremos los siguientes conjuntos

SimBL(H,7) % {S e BL(H,7): S es simétrico }
Pos(H,7) % {S € SimBL(H,): S es definido positivo}

Como es facil comprobar, el conjunto SimBL(H, T) tiene estructura de espacio
vectorial, que contiene al cono convexo Pos(H). Ademads, la clase de productos
escalares sobre H continuos con respecto a (H,T) es biyectivamente idéntica
a Pos(H, 7). En el siguiente resultado, se analizan algunas propiedades de los
operadores del conjunto Pos(H,T).

Proposicién 2.2.4 Sea S € Pos(H, ), entonces se cumple:

1. S es inyectivo.

2. S(H) =H

3 11Sllsz = sup ol f)

4. Eaziste el operador S™' : (S(H),7) — (H, ), que es lineal, autoadjunto.
y definido positivo.

Demostracion

1. § es inyectivo.

Dado f € Ker(S), setiene 7 (S(f), f) =0. Por ser, S definido positivo.
se concluye que f = 0. De donde se deduce que Ker(S) = {0}

[S)

. S(H) es denso en el espacio de Hilbert (H, 7).

Consideremos el subespacio vectorial N & S(H)". Como N es un su-
bespacio vectorial cerrado en (H, 7), dicho espacio de Hilbert podrd des-
componerse de la forma siguiente:

H=N@N*

siendo Nt ¥ {feH:r(f,h)=0 Yhe N}
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Teniendo encuenta esto, dado f € N+, se tendria que

T(f,5(f))=0.

Con lo que por ser S un operador definido positivo, se obtiene que f = 0.
En definitiva, puede afirmarse que N* = {0}, y concluir asf que H = N

. Sobre la existencia de S~1

En principio, por lo ya analizado, es obvio que existird el operador
S7':S(H)— H
heredando, en principio, la propiedad de linealidad de S.

Probemos que el operador S~! es autoadjunto. Para ello, analizaremos
el dominio del adjunto del operador S~!.

En principio, se sabe que h € Dom (S7!)7, si y solamente si,
I eH  talquer(h,S7Vg)) =r(k,g) VgeS(H)
o equivalentemente 7 (h, f) = 7(h", S(f)) VfeH

Esta expresion, a su vez, teniendo en cuenta que S es simétrico, podria
ser reformulada de la siguiente manera

T(h, f) =7(F,5(f)) =(5(),f) VfeH

Del razonamiento anterior, obtenemos que: h € Dom (S7!)7, si y sola-
mente si,

3h' € H tal que S(h') = h = k' = S7'(h)
En definitiva, de lo anterior se deduce:

(a) Dom (S~ = S(H)
() (571 = 5

Por otra parte, para cualquier g = S(f), con f € H, se tiene

r($7™9),9) = (£, S(f))

de donde, puede deducirse que el operador S~! es definido positivo.
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2.2.2 ACP DE UNA V. A. HILBERTIANA FRENTE A UNA MODI-
FICACION EN LA GEOMETRIA

Como siempre, consideremos un espacio de Hilbert (H,7), como marco de
referencia, y X : (Q, A, P) — (H, B,) una aplicacién B, /A medible.

Asi mismo, consideremos un producto escalar sobre H
p:Hx H—R

continuo sobre la topologia T, ® T.. Y notemos con S € Pos(H,7) a su
operador asociado, es decir:

p(f.g) = 7(S(f),9) Vf,geH

En estas condiciones, podria considerarse el espacio prehilbertiano (H.p).
con el que la aplicaciéon X, por lo ya analizado en la seccién anterior,

X :(Q,A,P)— (H,B,)  esB,/Amedible.

A partir de ahora, utilizaremos la siguiente notacion, para cada p € N, v o
un producto escalar sobre H, se define:

L,(Q,A P;H,o) & {X:Qr—)(H,Q) Xes B,/ A medible }

Ja IX(w)ll; dP(w) < oo

Proposicién 2.2.5

SiXelL,(QA P;H,) entonces X € L,(Q, A, P;H,p) .

Demostracion
Obsérvese que Yw € () se tiene

2 2
2 2

IX(w)II; = p(X(w), X(w))? = 7(5(X(w)), X(w))* <
< ISX@)IE IX@)IE < 1813z IX ()P

De lo anterior, como la v. a. real || X||? es integrable, se tiene entonces que
| X||> también lo es. Por tanto, se obtiene que X € L,(Q,4,P;H,p) .
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O

Proposicién 2.2.6 Si eziste la esperanza de X con respecto al producto es-
calar T, entonces también eziste la esperanza con respecto al producto escalar

p.
Ademads, en caso afirmativo se cumple

E*[X] = E"[X]

Demostracion
Téngase presente que buscamos un elemento E?[X] € H, cumpliendo:

p(BP(X), 1) = [ p(X(w), f)dP(w) VfeH

Por otro lado, Vf € H, puede razonarse del siguiente modo
| p(X(w), £) dPw) = [ (X(w), S(f)) dP(w) =

= 7 (E7[X], 5(f)) = p(E"[X], f)
concluyéndose asi que E°[X] = E7[X].

O

De esta forma, podemos afirmar que la esperanza matematica es invariante
frente a cambios en la geometria del espacio considerado, dentro de la clase de
productos escalares continuos en estudio. Por esta razon, a partir de ahora la
denotaremos con E [X], sin especificar el producto escalar considerado.

Proposicién 2.2.7 Si X € L, (2, A, P; H, ) se cumple:
1. X e Ly(Q,A,P; H,p)

2.U? = UloS
g, U~ = I
LCE =008

5. WP = UloSoUI"
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Demostracion
A partir de ahora, denotaremos con X (w) % X(w) - E[X] Yw € Q
Consideremos el operador U? : (H,p) — L, (9, A, P) definido, para cada
f € H, como sigue:

U2(F)(w) % p(f, X)) = 7(5(f), X)) = UI(S(f))(w) YweQ

de donde se concluye que U2 = UloS.

A continuacion estudiaremos la relacion existente entre los operadores ad-
juntos de U? y U], cada uno de ellos con respecto al correspondiente producto
escalar. En concreto, consideremos el operador U2* definido por la propiedad
siguiente:

<U(f)¥>2=p(f.U7(¥)) VieH Yel(QAP)

Por otro lado, obsérvese que

<UL(f)¥ > =< U (S(f)) ¥ > = 7(S(f), U*(¥)) = o(f, U7 (¥))
de donde se concluye que U2 = U.*.

—
|

Teorema 2.2.2 Supdngase que ezisten (G, < *,x >g) un espacio de Hilbert,
y F:(H,7)— (G, < *,% >5) un operador lineal, continuo y no singular, tal
que S = F*oF. Ademds, supondremos que (H, p) posee estructura de espacio
de Hilbert.

Entonces, una representacion en componentes principales de la v.a. Fo X
con respecto a la geometria del espacio (G, < x,* >¢), dada por

FoX(w) =, F(f:) ¢i(w),
i€l
determina una representacion en componentes principales de la v.a. X con
respecto a la geometria inducida por el nuevo producto escalar p de la forma
siguiente:

X(w) = Y fii(w)
1€l
donde Vi € 1
C2(f) = M fi v € UL(S)
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Demostracion
Obsérvese que, en estas condiciones, podriamos considerar al operador li-

neal F definido entre los espacios
F:(H,p)— F(H)C (G, < *x >g)
cumpliéndose que
< F(hy),F(hy) >6 = 7(F 0 F(h), hy) = 7(S(h1), ha) = p(hy, ha)

Con lo que podemos concluir que F : (H,p) —> (F(H),< *,* >g) es una
isometria lineal.

Teniendo en cuenta este resultado, estamos en las condiciones del Teorema
que resuelve el problema del ACP filtrante.

cl

El enunciado anterior ha sido enunciado en un ambiente lo més general
posible. Sin embargo, téngase en cuenta que, por cumplir el operador S las
propiedades enunciadas en la Proposicién (2.2.4), queda asegurada la existen-
cia del operador (Taiz cuadrada)

F:(H,7)— (H,71)

cumpliendo, ademas de las mismas propiedades anteriormente citadas, que

S = FolF,
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§2.3 ACP DE UNA V.A. HILBERTIANA CON VALORES
EN UN ESPACIO DE DIMENSION FINITA

En esta seccién, como aplicacién de lo obtenido en las secciones anteriores.
analizaremos el problema de la realizacién del ACP de una v.a. hilbertiana
con valores en un espacio finito dimensional. La importancia de este tipo de
v.a. radica en el hecho de que en problemas de aproximaciéon de ACP de una
v.a. hilbertiana, existen diversas metodologias en las que la forma de resolver
dicho problema consiste en realizar el ACP de una cierta v.a. hilbertiana.
con valores en un cierto espacio de dimensidn finita, la cual se propone como
aprozimacion de la correspondiente v.a. en estudio.

Sea X : (Q, A, P) — E una v. a. hilbertiana de L, (©2, A, P; E), siendo =
un espacio vectorial de dimensién m sobre el que tenemos definido un producto
escalar < x,* >p.

En principio, para una cierta base del espacio E, que denotaremos con
B = {e,...,em}, la v. a. X admite, para cada w € (2, la representacion
lineal siguiente:

X(w) = ), Yi(w)e; Ywe (2.1
$=1
De esta forma, obtenemos una coleccién de funciones
{Yi:Q—R:i=1,...,m}

que determinan a X a partir de la base B, a las cuales daremos el calificativo de
coordenadas, y con las que definiremos la funcién vectorial Y def 5 T

Proposicién 2.3.1 En las condiciones anteriores, se cumple que
Y, € L,(Q, A, P) L= R

Demostracion
En principio, consideraremos, para cada k € {1,...,m}, la v.a. de
L, (2, A, P) siguiente:
Zo(w) & uy(er) =<ep, X(w)>p  Ywel

y notemos con Z def (Z1,..-,2n)" € Ly(9,A, P;R™).

b G

- e ou =

R o o
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Obsérvese que de la expresion (2.1) se obtiene que

m

Zk(w) = Z Y;(’LU) < €y > E Yw €

=1

equivalentemente en forma matricial podria expresarse:
Z(w) = PY(w) Yw € Q
donde estamos denotando con
P Y (<enej>p:ij=1...,m) € Mu(R)

Por ser la matriz cuadrada P no singular, obtenemos de la expresién ante-
rior que

Y = P'Z
de donde podemos afirmar que Y es un vector aleatorio de segundo orden.

a
Lema 2.3.1 La matriz simétrica P es definida positiva, y por tanto no sigular.

Demostracion

En principio, por la forma de definir la matriz P puede concluirse que es
simétrica.

Por otra parte, dado v = (vy,...,v,)" € R™, se obtiene

2

o Py = i vi€;
=t g
de donde se concluye que:
e v'Pv >0 Yv e R™
e Siv'Puv = 0 entonces Y72, vje; = 0, con lo que haciendo uso de que

B es una base se concluye que v = 0.
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En principio, para el vector aleatorio Y = (Y7, ..., Y.y & L (@, A, P; R™).

podemos considerar los siguientes elementos:
pE E[Y] C, € E[(Y —p)(Y - p)

obtenidos ambos elementos considerando la geometria usual sobre R™.

En lo sucesivo nos serdn de gran interés las coordenadas con respecto a
la base B considerada. Por esta razon, consideraremos el isomorfismo lineal
siguiente:

v: R™ — E

m

v(a) = D ae Va = (ay,...,a,) € R™

=1
A partir de dicho isomorfismo lineal, podemos definir una geometria sobre

R™, inducida por la del espacio E, de la forma siguiente:

def

<a,fB>p < v(a),v(B) >g Va,8 € R™

Obsérvese como con este isomorfismo se obtiene: X = ~(Y).

De esta forma, nos encontramos en un caso particular de lo que en la seccién
anterior hemos estudiado como ACP filtrante. En nuestro caso, el filtro viene
determinado por el isomorfismo lineal v, y el papel de espacio de datos filtrados
lo realiza el espacio E.

En la siguiente proposicién recogemos algunas propiedades inmediatas.
relativas a la estructura anteriormente definida sobre R™.

Proposicion 2.3.2 Teniendo en cuenta la aplicacion
v:(R™ < =,x>p)— E se cumple:
1. < *,% >p es un producto escalar sobre R™.
2. v es una isometria lineal.
3. <a,B>p= a'Pj Va,B3 € R™

. Los espacios (R™, < =.x >p) y E son isométricamente iguales.
P ; Yy
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—,

g, " =y
siendo v* el operador adjunto del operador vy definido entre los espacios
(R™, < %, >p) y E.

A continuacién, mostraremos la relacién existente entre algunas de las ca-
racteristicas de la v.a. hilbertiana X respecto a la geometria del espacio E,
y las correspondientes asociadas al vector aleatorio Y respecto de la geome-
tria (R™, < *,x >p). Propiedades éstas que son inmediatas a partir de las
Proposiciones (2.1.5) y (2.1.6).

Proposicién 2.3.3
1. E[X] = 4(EP[Y]).

2.Cx = voCP

stendo Cgp) y EP)Y], respectivamente, el operador de covarianzas y la
esperanza del vector aleatorio Y con respecto a la geometria (R™, < *,% >p).

De la misma forma, particularizando lo establecido en el Teorema (2.1.1)
en relacién al ACP filtrante, puede enunciarse el siguiente resultado.

Proposicién 2.3.4 El ACP de X en el espacio E es equivalente al ACP del
vector Y con respecto a la geometria (R™, < *,% >p), en el sentido siguiente:

(w) v; ( respecto a (R™, < *,% >p))

Y;
Alw) = i¢( ) (v;) ( respecto a E)
]

A su vez, las caracteristicas mencionadas en la anterior Proposicion para el
vector aleatorio Y respecto a la geometria (R™, < *,* >p), pueden relacionarse
con las obtenidas considerando la geometria usual de R™. Para ello, téngase
en cuenta que

<a8>p=<a,PB>, VYaBeR™
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siendo < *,* >, el producto escalar usual de R™. Con lo cual, la estructura
geométrica del espacio (R™, < *,* >p) puede ser considerada como un caso
particular de modificacién ( continua ) de la estructura geométrica del espacio
(R™, < *,% >,) a través del operador simétrico P.

La siguiente Proposicion recoge algunas particularizaciones de los resulta-
dos obtenidos en las Proposiciones (2.2.6) y (2.2.7).

Proposicién 2.3.5
1. EP)Y] = E[Y]
2.cP =¢, P

Téngase en cuenta que por ser P una matriz simétrica definida positiva

o . . Pie. 5 def 1 . , .
puede considerarse la matriz simétrica Q = P2z, considerandola como apli-
cacién lineal de (R™, < =, = >,) en si mismo, con lo que Q* = Q' = Q. v
obteniéndose que

P =QQ
En estas condiciones, podemos particularizar lo establecido en el Teo-
rema (2.2.2) en la siguiente Proposicién.

Proposicion 2.3.6 El ACP del vector aleatorio Y con respecto a la geometria
(R™, < *,% >p) es equivalente al ACP de QY con respecto a la geometria usual
de R™, en el sentido siguiente:

Y(w) = Z Vi(w) v; ( con respecto a (R™,< =, >p))

1
QY(w) = > ¥;(w)Qu;  ( con respecto a (R™,< %, >,))
Uniendo todos los resultados expuestos anteriormente obtenemos las si-

guientes consecuencias:

Corolario 2.3.1

1. E[X] = 4(E[Y])



GEOMETRIAS ALTERNATIVAS EN EL ACP DE UNA V.A. HILBERTIANA 83

2 C, = qol,oPoy"

3. El ACP de la v.a. hilbertiana X con respecto a la geometria del espacio
E es equivalente al ACP del v.a. QY con respecto a la geometria usual
de R™

Demostracion

En principio, los dos primeros resultados son consecuencia inmediata de
unir lo obtenido en las Proposiciones (2.3.3) y (2.3.5).

Asi mismo, el tercer resultado es fruto de unir lo establecido en las Propo-

siciones (2.3.4) y (2.3.6).

Corolario 2.3.2 El ACP de la v.a. hilbertiana X dado por
j=1

se obtiene como sigue:

o consideramos la ecuacion matricial de diagonalizacion siguiente

QoConuk = /\kuk szl,,m

e asociado al valor propio k—€simo se obtiene:
Pe(w) = QY (w) YweQ
fo = 10 Q7 (w)

donde Y €Y —E[Y].

Demostracion
Obsérvese que el operador de covarianza de QY con respecto a la geometria
usual de R™ puede obtenerse de la forma:

CQY _ QOCyOQ
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A partir de dicho operador, el ACP de QY con respecto a la geometria
usual vendria dado por la ecuacién matricial siguiente:

QOCyOQUk = /\kuk

donde estamos denotando con u; a un factor (vector) principal de QY asociado
al valor propio A;.

En principio, sabemos que A, es también un elemento del espectro de C,.
Ademds asociado a A, utilizando la Proposicién (2.3.6) se obtiene que Q™! (uy)
seria un factor propio de Y con respecto a la geometria (R™, < *,% >p); de
donde a su vez, por la Proposicién (2.3.4) se obtendria que fy = Y(Q™!uy)
es un factor propio de X con respecto a la geometria del espacio E.

Por ultimo, teniendo en cuenta que las componentes principales en todos
los ACP anteriormente expuestos son las mismas, se obtiene que la componente

principal ¥, de la v.a. hilbertiana X vendria dada por

Yr(w) =< wu, QY(w) >, = vt QY (w)

A continuacién, mostraremos cémo los resultados aqui obtenidos, para v.a.
hilbertianas con valores en un espacio de Hilbert finito dimensional, generalizan
algunas de las metodologias desarrolladas en Aguilera (1993) para la puesta en
practica de los métodos de aproximacion del ACP de un proceso estocastico.
En todas ellas, el comin denominador es considerar como aproximacién del
ACP del proceso, el asociado a un proceso estocéstico, que considerado como
v.a. hilbertiana tomard valores en un cierto espacio finito dimensional. Dicha
v.a. hilbertiana, a la que nos referiremos como v.a. aprozimadora, dependera
del método numeérico que se esté considerando.

Método de Proyeccién ortogonal

Aunque un estudio mas profundo de este método puede seguirse en Aguilera
(1993) pag 82, la metodologia que alli se desarrolla se inicia con la eleccién de
un subespacio funcional, (E), finito dimensional de L, (T") para aproximar las
trayectorias, y la eleccién en €l de una base ortonormal B = {e;,...,en}.
Una vez realizada dicha eleccion, se obtiene la v.a. aprozimadora, con res-
pecto de los elementos de la base elegida B, de la forma siguiente: X(w) =
Y Yi(w)e; YweQ, siendo en este caso P = I,.
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En nuestro ambiente general, la Proposicién 2.2.2, demostrada en Aguilera
(1993), podria verse como una particularizacién del Teorema (2.3.1) e inter-
pretarse en términos de la existencia de la equivalencia entre el ACP de X con
respecto a Ly (T), y el ACP multivariante cldsico (con respecto al producto
escalar usual) del vector de coordenadasY .

Método de interpolaciéon mediante splines ciibicos naturales

Brevemente, el esquema de este método, expuesto en detalle en Aguilera
(1993) pag 94, se inicia a partir de la consideracién de la informacion disponible
acerca del proceso estocastico en cuestion, {z;(w)}, sobre un cierto conjunto

finito de nodos 7 ef {to <...<tx} C T, descrita por el vector aleatorio

T(w) = (:v;’o(w),a:to(w),...,ztk(w),:v:k(w))t Yw € O

Asociado a dicho conjunto de nodos, puede considerarse como subespacio
E el constituido por los splines cibicos S3(m;), considerando como geometria
la heredada por el producto escalar de Ly (T"). De dicho espacio vectorial se
conoce, ademés de que su dimensién es k + 3, una base denominada base de
los B-splines, denotada con: {B_y,..., Bry1}

La idea consiste en considerar como v.a. aprozimadora, denotada con I.X,
a la obtenida al ajustar un spline cibico a cada trayectoria en base a la infor-
macion conocida sobre los nodos z, de forma que se obtenga

k+1
IX(w) = > %(w)B; YweQ

1=—1

donde, para cada w € (2, el vector de coordenadas denotado con

y(w) € (W), e (w)f

viene determinado como solucién del sistema regular dado por una matriz
A € M ,.3(R) de la forma siguiente:

Avy(w) = Z(w) VYwel

obteniéndose que y(w) = TzZ(w) VYwe,con T eAL
Asociado al vector aleatorio de observaciones Z, y con respecto al producto
escalar usual de R**3 se consideran

M ¥ Ez) y € cov(z)
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Consideremos asi mismo, las siguientes matrices de My 3(R)

p & (/TBi(s)Bj(s)ds ; i,je{—l,...,k-{—l})

Q Y p:

as{ como el isomorfismo lineal T : R™ —» S5(m), T(a) & B'a Va eR™
donde B(t) = (B_y(t),...,Brs1(t))" VteT.

En primer lugar, de lo visto en la seccién anterior se obtienen las equiva-
lencias de las siguientes afirmaciones:

1. el ACP de IX con respecto a la geometria de Ly (T).
2. el ACP de vy con respecto a la geometria de (Rk+3, < %, % >p).

3. el ACP de Qv con respecto a la geometria usual de R**3,

A su vez, si consideramos la aplicacién lineal (filtro)
F:R*3— (R"”’, <k, % >u)

F(v) = QTv  VYve R
podemos considerar el producto escalar sobre R¥*3 definido como sigue:

p(vy, vy) def <Fv,,Fv,>, =0l T'PTu, Vv, v, € RFF3
Obsérvese que la idea, al considerar esta aplicacién, ha sido el intentar que

se cumpla Qv = FZ, con lo que haciendo uso del resultado obtenido en
relacion al ACP filtrante puede afirmarse entonces que

(*) El ACP de Qv = FZ con respecto a la geometria usual de R*"3, es
equivalente, al ACP de T con respecto a la geometria del espacio (Rk""a,p) ;

Por otra parte, el operador de covarianza (matriz) de F Z, con respecto a
la geometria usual de R¥*3, vendria dado por:

cov(Fz) = FLF = QTXIT!Q

con lo cudl el ACP de I.X, con respecto a la geometria inducida por L, (7).
podria obtenerse de la forma siguiente:

e

e s B SN PEE TEy WM EE OW WE G Ba Sm e e e =S BeW s
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e a partir de la ecuacion matricial
QTIT!QB; = N8 Vie{-1,...,k+1}con Bif3; =1

obtendriamos Po(C;x) = Po(Crz) = {X\; : ¢ = —1,...,k + 1}, siendo
ademds {B; : i = —1,...,k+1} un sistema ortonormal de R*+3 formado
por factores principales de Fz = Q#.

e para cada valor propio );, se obtendria que Q! §; resultaria ser el corres-
pondiente factor propio para el ACP del vector aleatorio vy con respecto
a (Rk + 3, < *, % >p§; por su parte, el correspondiente factor principal
para el ACP de /X podria obtenerse a través de la expresion:

T(Q'4) = B'Q' 4

e asi mismo, para cada valor propio J;, la correspondiente componente
principal asociada al ACP de IX podria ser obtenida de la forma si-

guiente:
< B F (2(w) - M) >, = BIF (5(w) - M)  VYweQ

donde estamos denotando con M % E[z] .

En definitiva, la metodologia computacional con la que se concluye en
Aguilera (1993) relativa a la puesta en practica del ACP del spline cubico
interpolador /X, con respecto a la geometria heredada de L, (7T'), podria ser
a su vez interpretada como la realizaciéon del ACP multivariante del vector
aleatorio de observaciones F Z, con respecto a la geometria de usual de R*+3,
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2.3.1 MODIFICACION GEOMETRICA EN EL ESPACIO DE CO-
ORDENADAS

Continuaremos considerando, X : (2, A, P) — E, una v. a. hilbertiana del
espacio L, (2, A, P; E), siendo E un espacio vectorial de dimensién m sobre el
que tenemos definido un producto escalar < *,* >p.

De esta forma, para una cierta base de dicho espacio E, B = {e;,...,en}.
podemos considerar el vector aleatorio de coordenadas

Y € (V... %) € Ly (2, A P;R™)

con el que la v. a. X admite la representacién lineal siguiente:

X(w) = i Yi(w)e, Ywe

=1

En estas condiciones, podria plantearse la realizacién del ACP de X con
respecto a una nueva geometria, determinada por un nuevo producto escalar
p sobre el espacio vectorial E.

En principio, por ser el espacio vectorial E finito dimensional, y haciendo
uso de lo establecido en el Teorema de Tihonov para espacios vectorial to-
poldgicos de dimension finita, puede afirmarse que las topologias asociadas a

< *,% > y p, respectivamente, son coincidentes. Concretamente, podria
afirmarse que el producto escalar p seria continuo con respecto a la topologia
asociada a < *,* >g. Con ello, nuestro problema seria equivalente a la reali-
zacion del ACP de F'o X, siendo F' un operador definido sobre E y con valores
en un cierto espacio de Hilbert, obtenido a partir de < *,* >g y p. Es decir.
una forma alternativa para resolver nuestro problema seria la realizacién del
ACP, con respecto a una cierta geometria, de la v.a. siguiente:

FoX(w) = i Y;(w) F(e;) Yw € 0

=1

Como puede observarse en esta expresion, con la v.a. X queda transfor-
mada su parte geométrica, sin embargo, en principio, la parte probabilistica.
dada por el vector aleatorio Y, permanece igual. Es decir, podria afirmarse
que el planteamiento del ACP con respecto a una nueva geometria sobre el
espacio E, puede ser resuelto a través de una conveniente transformacioén de la
parte geométrica de los datos. En todo lo anterior y lo que sigue, los términos
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parte probabilistica y parte probabilistica se utilizan con el unico fin de diferen-
ciar; teniéndo siempre presente que lo que aqui se denomina parte probabilistica
tiene evidentemente estructura geométrica.

A diferencia de lo expuesto anteriormente, nos proponemos en esta sec-
cién analizar cudl seria el correspondiente ACP inducido en la v.a. X, (su
estructura geométrica) mediante una transformacién realizada sobre la parte

probabilistica de la v.a. X.

En concreto, supéngase que se realiza una transformacion del vector aleato-
rio de coordenas (por ejemplo se tipifican sus componentes), y a continuacién
se realiza el ACP de dicha transformacion con respecto a la geometria eucli-
dea usual de R™. En estas condiciones, nos planteamos intentar interpretar
geométricamente dicho ACP buscando su equivalencia con algun posible ACP

de la v.a. X original.
De la seccién anterior sabemos que: el ACP de X en el espacio (E, < *,x >g)
es equivalente al ACP multivariante de Y en el espacio (R™, < %,* >p), siendo

P = (< 88y gt i,jzl,...,m) e M, (R™)

y notando con Q = P3.

Por su parte, dada una matriz D € M,,(R) no singular, con el vector alea-
torio DY podria llevarse a cabo el ACP con respecto a la geometria usual de
R™. A continuacion, estudiaremos la posibilidad de interpretar dicho analisis
en términos de un ACP de X con respecto a una cierta geometria, a obtener,
sobre el espacio vectorial E.

Corolario 2.3.3 En las condiciones anteriores, son equivalentes las siguien-
tes afirmaciones:

1. El ACP de DY con respecto a (R™, < =, % >,).

2. El ACP de'Y con respecto a (R™, < ,x >g)
donde K = D'D = (ki;) € Mn(R)

3. El ACP de X con respecto a (E, p)

siendo p un producto escalar sobre E definido por:

p(ei,ej) = k,'j Vz,]E{l,,m}
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O

Por lo obtenido en el Corolario anterior, el nuevo producto escalar p estaria
definido como sigue:

p(f.9) = f'Kg Vf,geE
siendo fq—if (fis- oy fm)ty @ def (91,---,9m)" vectores de R™ tales que
f=¢€efy g=¢g

def t S8 > 435
donde notamos con e = (ey,...,e,)", permitiendo asi utilizar la reglas de

calculo matricial en las expresiones que iran apareciendo con un ahorro en la
notacion.

Por otro lado, por ser el nuevo producto escalar p continuo respecto a la
topologia del espacio (E, < x,* >g), puede garantizarse la existencia de un
operador T': (E,< , >g) > (E,<, >g) cumpliendo que:

<8i,T(€]‘) >p = p(e,-,ej) = kij VZ,]E{I,,m}

def £ .
De esta forma, denotando con «; = (alj, - .,am]-) , puede considerarse.
para cada j € {1,...,m}, al elemento T'(e;) expresado como sigue:

m
T(e;) = ) ;e = €'y
=1

Con lo cual, dichos vectores {a;} quedarfan caracterizados por el hecho de
verificarse:

m
ki; =<e,T(e;) >s= Y <ene>pay; Vi, je{l,...,m}
=1

o equivalentemente en forma matricial dicha expresion quedaria:
K=PA=3A =P'K

donde estamos notando con A = [ay]...|an] € Mp(R).
Por tanto, dado f = €’ f, se obtiene que

T = iij(@j) = ifjetaj = eti%‘f]‘ = c'Af
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Asi mismo, si consideramos la aplicacién L : (E, <, >g) — (E, <, >g)
definida con, L(f) = e'Bf Vf € E, donde con B < Q-1D, puede
comprobarse que se cumple:

< L(f),L(g) > = ftBt <ee>p By = ftDtQ_IPQ'ng =
= f'Kg =<T(f),9 >z

Concluyéndose asi que T = L~oL, siendo L™ el operador adjunto del operador

L del espacio (E, < x,x >g) en si mismo.

Proposicién 2.3.7 Teniendo en cuenta lo anterior, las siguientes afirmacio-

nes son equivalentes:

1. EL ACP de DY con respecto a (R™, < %, >,).
2. El ACP de X con respecto a (E, p).

3. El ACP de L o X con respecto a (E, < *,% >g)
donde L(f) = Q™ 'Df Vf=ef € E

Obsérvese que las componentes {v;} que constituyen el vector v € E™ dado
por
' = (Vyyeee;Um) def efQ!

forman una base ortonormal del espacio (E,< *,* >g), ya que como puede
comprobarse se tiene:

< vt > = Q_l <eée >E Q_l = Q—‘lPQ_l = J

es decir < v;,v; > = 9;; Vi,7€{1,...,m}.
J J ¥/ )

De esta forma, dado f = €' f € E, obsérvese que se tendria
f=dF = £QIGF = +* (3F)

con lo que el vector de coordenadas de f respecto a la base, formada por las

componentes de v, vendria dado por Q f.
En estas condiciones, el operador L podria interpretarse de la forma si-

guiente:

L:E — E
f=ef — o'DFf
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Ejemplo 2.3.1 En el caso de que la base B = {e,,...,e,} sea ortonormal en
el espacio (E, < *,* >g), el operador L queda de la forma siguiente:

L:E — E
f=€ef — €eDf

Ejemplo 2.3.2 Supdngase que la base B es ortonormal en el espacio (E, < =,= >f),
y consideremos el caso de la tipificacion es decir

D = diag(oy',...,00!) € M,(R)

entonces

LoX(w) = Y o7 Y;(w)e; Yw e Q
J=1



Capitulo 3

MODELIZACION MEDIANTE
ACP

§3.1 PREDICCION LINEAL EN COMPONENTES PRIN-

CIPALES

3.1.1 NOTACION Y TEORIA BASICA

Acerca del problema de la prediccion, de un proceso estocastico en tiempo
continuo en términos de su pasado reciente, puede encontrarse un considerable
numero de enfoques a todo largo de la literatura estadistica y probabilistica.
Muchos de estos estudios proporcionan una soluciéon mediante la imposicion
de, entre otras restricciones, la estacionaridad. En esta linea de estudio, Bosq
(1991) introdujo los procesos hilbertianos autoregresivos (ARH) como una
generalizacion de los procesos clasicos AR a v.a. con valores en un espacio
funcional de Hilbert.

Teniendo en cuenta que un gran nimero de aplicaciones no cumplen las
hipétesis de dicho modelos particulares, se aplicara el ACP con objeto de
reducir la dimensién de los espacios de las variables de respuesta y predictora,
con la consiguiente simplificacion en la solucién. Por otra parte, para el caso
particular de espacios de Hilbert con nicleos reproductores, y basandose en
los trabajos de Besse y Ramsay (1986) y Besse (1991), Besse y Cardot (1994)
han desarrollado un modelo de prediccién para v.a. hilbertianas ARH(1).

La técnica de prediccidn que se va a proponer estd basada en la regre-
sién lineal de las componentes principales (cc.pp.) asociadas al proceso en el

93



94 CapiTuLO 3

futuro con respecto a las correspondientes componentes asociadas al pasado.
Esta puede verse como una extension de la técnica de Regresion Multivariante
en Componetes Principales de multiples respuestas (RMCP, see e.g., Jollife
(1985)) para predecir un conjunto infinito de respuestas a partir de un con-
junto infinito de predictores.

REGRESION MULTIVARIANTE EN COMPONENTES PRINCI-
PALES

La técnica RMCP resuelve el problema de prediccion de un conjunto de varia-
bles de respuestas, dadas en el vector aleatorio Y = (Y;,...,Y;), a partir de
predictores, denotados con X = (Xi,...,X,) (m,s € Z™).

La principal caracteristica de esta técnica es que se realiza un doble ACP.
Es decir, se realiza un ACP clasico para cada uno de los conjuntos de variables
anteriormente citados.

Denotemos con {{;,. .., &} las componentes principales asociadas al vector
aleatorio X, dado por

&= ¢:X;=¢ X, (3.1)
i=1

donde ¢; es el i-ésimo vector propio de la matriz de covarianza de X.
De la misma forma, denotemos con {n,...,n,} las cc.pp. asociadas al
vector aleatorio Y, definidas como sigue

=Y 6Y;=68"Y, (3.2)

i=1

donde d; es el k-€simo vector propio de la matriz de covarianza de Y.
Entonces, un modelo RMCP para predecir cada variable de respuesta
Y; (7=1,...,s) viene dado por

- _ g
}/.'7. = }/; + Z ﬁk(sjka q S S, (33)
k=1
donde iy (k=1,...,s) es el estimador lineal minimo cuadratico de la c.p. 7

sobre un subconjunto del conjunto de c.c.p.p. {&}2,.
Si en la ecuacion (3.3) q es igual a s, todas las c.p’s {£;}7~, son usadas
para estimar 7, con lo que RMCP producira los mismos resultados que en
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la regresién lineal minimo cuadrdtica multivariantes (RLMM), salvo con la
posibilidad de una mayor exactitud en casos en los que existan problemas de
inversién para la matriz de covarianzas muestrales.

REGRESION FUNCIONAL EN COMPONENTES PRINCIPALES

Denotemos con [Ty, T3] y [T, T4) (T3 > T5) a los intervalos de tiempo, pasado y
futuro respectivamente. Consideremos ahora un proceso aleatorio de segundo
orden continuo en media cuadratica, {X(¢)}, cuyas funciones muestrales son
de cuadrado integrable de Lebesgue sobre dichos intervalos [T}, T3] y [T3, Ty].

El problema consiste en encontrar un estimador lineal de la variable alea-
toria X(s) (s € [Ts,Ty]) a partir de las variables {X(t) : ¢ € [T}, T]}. Como
el estimador propuesto serd funcién de las componentes principales de {X(t)},
comenzaremos considerando la teoria basica acerca del ACP de un proceso
aleatorio, respecto a la geometria usual de Ly[T}, T5].

En principio, la i-ésima componente principal asociada al proceso {X(¢)}
en el intervalo [T}, T,] viene definida por:

T

& = [ (X - uv) fit)dr (3.4)
donde f;, denominado i-ésimo factor principal (f.p.), es la funcién propia nor-
malizada correspondiente al i-ésimo mayor valor propio A; del operador de
covarianza con nucleo C(¢,s), y denotando con x(t) la funcién media del pro-
ceso.

Con lo cual, la varianza explicada por la i-ésima componente principal es
VP = )\;/VF, siendo V¥ = ¥; \; la varianza total del proceso en el intervalo
pasado [Ty, T5).

En estas condiciones, puede considerarse la siguiente descomposicion en
cc.pp. para el proceso en el intervalo pasado:

X() = ut) + L EM)  telTL T (3.5)

donde la serie que aparece en (3.5) converge en media cuadratica a X(t), uni-
formemente en t.

Ademds, la serie (3.5) truncada en el ¢-ésimo término es el mejor estimador
lineal minimo cuadrético q-dimensional para el proceso centrado X (t) — u(t)
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(ver, por ejemplo, Fukunaga (1990)), siendo (3%, \;)/V la proporcién de
varianza explicada por este modelo y 2 ieq+1 A €l error minimo cuadrético.
De forma similar, puede considerarse la correspondiente representacién or-

togonal asociada al ACP del proceso en el intervalo futuro:

X(S) = u(s) + Z Uh gj(s) LS [Ts,T4] (3.6)

donde con g; y 71; denotamos los factores y componentes principales en el
intervalo [T, T4], respectivamente.

Finalmente, la varianza total del proceso en el futuro viene dada por V¥ =
>_; @j, siendo o; la varianza de la c.p. 7;. Con lo cudl, la proporcién de
varianza explicada por la jésima c.p. 7; viene dada por VjF = aj/VF.

3.1.2 MODELO DE PREDICCION EN COMPONENTES PRIN-
CIPALES

Consideremos {X (%)} un proceso estocastico centrado y definido sobre un es-
pacio probabilistico (2, A, P). Sea L% el subespacio lineal cerrado generado
por las vv.aa. {X(t): T} <t <T,}, es decir

Iy = Tin{X(@):te [T, 24,

En principio, estamos interesados en la prediccién lineal de X(s) (s €
[T3,T4]), dados los valores del proceso en el periodo [T}, T,]. Por tanto. el
mejor predictor lineal de X (s) queda definido como aquella variable aleatoria

X (s) verificando
B[l X(s) - X(s) [!| = inf{E[| Z ~ X(s) ] : Z € L%}.

En la terminologia de los espacios de Hilbert, f((s) es la proyeccién ortogonal
de X(s) en L%, caracterizada como el elemento de L% tal que

X(s) - X(s) L Lk,

o equivalentemente

A la cantidad
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se le denomina error en media cuadratica de la prediccion lineal en s € [T3, Ty].

Por otro lado, se sabe (ver Todorovic (1992)) que las c.c.p.p. {£;}, asociadas
al proceso en el pasado, constituyen una base ortogonal del L%, verificando:
E[€}] = ). Con lo que la proyeccién ortogonal P : L*(}) — L% admitiria
la siguiente expresion, convergente en media cuadratica, en termino de dichas
cc.pp. normalizadas del pasado:

P@»=§; ﬁ“@ Vé € Ly (Q, A, P). (3.7)

Debido al hecho de que P is un operador lineal continuo sobre L, (2, A, P)
es facil probar, a partir de las ecuaciones (3.6) y (3.7), que el estimador lineal
minimo cuadratico X (s) puede ser expresado como

X(s) = P(X(s)) = iﬁjgj(s), s €Ty T, (3.8)

donde 7; viene dado por

1=1 L

” © B & oo ; .
ﬁjd:fP(le):Z [Z§]§i=25ifi J=1,..., (3.9)
=1

Obsérvese que 7); representa al estimador lineal minimo cuadratico de la c.p.
n; con respecto a las variables del proceso {X(t) : T} <t < Ts}.

Mediante un truncamiento en la serie de la ecuacién (3.9), se obtiene la
siguiente prediccién lineal aprozimada para cada una de las cc.pp. en el futuro

P =3 ple. (3.10)
i=1

Finalmente, podemos construir el siguiente modelo predictivo en compo-
netes principales para el proceso en el futuro

X(s) = po) + D gls)  seMTl, ()

donde la ecuacion (3.6) ha sido restringida para las ¢ cc.pp. en el futuro
cuya varianza acumulada CV}" = -1 a;. A este modelo lo denotaremos con

PCP(qaplv diie apq)'
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Por ultimo, el error minimo cuadrético total para el modelo PCP (3.11) en
el intervalo (T3, T,] estaria definido como

& =E UFT (X(s) - Xo(s))* ds} . (3.12)

Después de algunos calculos puede obtenerse la siguiente expresién para
€%, en terminos de los valores principales y los coeficientes de regresion, con-
cretamente:

P

<

(B [1.6])°

=1

M=

oC
2 — . —
£ = ZaJ

=1

.
Il

= L/-F —

/\i(ﬁgf (3.13

= ..
M

1

~
Il
A
-
Il

Resumiendo, de las ecuaciones (3.10) y (3.11) claramente se observa que
nuestro problema ha quedado reducido a realizar la regresién lineal minimo
cuadratica para algunas de las primeras cc.pp. en el futuro sobre algunas de
las primeras cc.pp. del pasado.

En las aplicaciones, el problema principal es elegir el ndmero éptimo p; de
cc.pp. {&} para ser introducidas en el modelo PCP como predictoras para
cada una de las primeras q cc.pp. n; en el futuro. Aunque la practica usual
consiste en seleccionar automaticamente como predictoras, aquellas cc. pp. aso-
ciadas a los mayores valores propios, algunos autores como Hotelling y Jolliffe.
entre otros, (ver, por ejemplo, Jackson (1992)), sefialan, en el caso multiva-
riante, que no existe ninguna razén para que sean los mejores predictores las
cc.pp. con maxima varianza, dando ejemplos donde alguna de las cc.pp. con
menor varianza presentaban una alta correlacién con la variable de respuesta.
Por esta razén, elegiremos aquellas cc.pp. en el pasado que presenten una
correlacion significativa para cada una de las cc.pp. del futuro.

3.1.3 AJUSTE DE LOS MODELOS DE PREDICCION

Una vez definido el modelo PCP, procederemos a estimarlo a partir de N
funciones muestrales independientes del proceso, en cada uno de los intervalos.
denotadas con

{X,():te [T, T} v {Xu(s):se[Ty T} (w=1,...,N).
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En estas condiciones, la identificacién, estimacion y diagnostico de los mo-
delos PCP se realiza siguiendo los siguientes pasos:

1. Tendremos que estimar los factores principales del proceso en cada inter-
valo. Es sabido (Deville (1973)) que los estimadores naturales de los f.
p.’s, a partir de un conjunto de trayectorias muestrales independientes,
son las funciones propias del operador covarianza muestral con nucleo

dado por
Clt9) = g 3 (Xuld) - XW) (Xul9) - X()),  (314)

w=1

siendo X el estimador usual insesgado de la media y.

Los valores y factores principales muestrales asociados al proceso {X(t)}
en el pasado, denotados con A; y f; respectivamente, son las soluciones
de la ecuacion integral de Fredholm de segunda especie:

A

/Tz C(t,s) fi(s)ds = Nfi(t) Vi€ [Ty, Ty (3.15)

T

Una vez que los factores principales han sido estimados, la i-ésima c.p.
muestral asociada al proceso en el pasado [T}, T5] vendria dada por

éwi=/;2 (Xu(t) - X(®) fi)ydt  w=1,...,N. (3.16)

De igual forma, con &;, §; y 7; denotaremos a los valores, factores y
componentes principales muestrales en el intervalo futuro [T3,T}], res-
pectivamente. ’

2. Para elegir el nimero optimal ¢ de cc.pp. 7; para ser introducidas en
el modelo PCP como variables de respuesta, fijaremos una proporcion
(aproximadamente entre 80 y 99 %) y consideraremos las primeras ¢
cc.pp. cuyo porcentaje de varianza cumulativa sea mayor o igual a esta
proporcion.

3. Para seleccionar los mejores predictores para una c.p. en el futuro, me-
diremos las correlaciones lineales muestrales entre cada c.p. en el pasado
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y dicha c.p. en el futuro. Por tanto, para cada c.p. 7; (7 =1,...,q)
introduciremos en el modelo de regresion (3.10) las cc.pp. {£;} en or-
den a la magnitud del cuadrado de sus correlaciones con la variable de
respuesta 7;.

4. Una vez que las cc.pp. de respuesta y predictoras han sido identificadas.
estimaremos, en la forma usual, el modelo de regresién para cada c.p. 7;
(7 =1,...,q) con respecto a sus predictoras §; (z =1,...,p;)

~ p pJ A A
Ui L= Z i &
d==1
donde el vector de coeficientes de regresion _ﬁ:] viene dado por
Aj /] — 1 =y A —
g = [E'E] :'Q]. (3.17)
¥
e E = (él, e ,ép) es la matriz de regresion de dimensién NV X p;
= )
cuyas columnas son los vectores
IS ~ A ! "
é:(gliy---afNi) (7/:17"'7pj)'
e 7). es el vector columna N X 1 cuyas componentes son los valores
muestrales de la c.p. 7;. Es decir,
% o & /4
Z’.j = (nlja"'van> 3
Obsérvese que la matriz Z'Z es diagonal, con lo que su inversa vendria
dada a partir de los inversos de los elementos de la diagonal.
5. Estimaremos el modelo PCP identificado como

X(s) = X(s) + ijf;f" 3:(s) s € [Ty, Ty (3.18)

Para cada nueva observacion individual w observada exclusivamente en
el intervalo pasado [T}, T3], obtenemos una prediccién de Xﬁ,(s) para
cualquier s € [T3, Ty, una vez estimadas sus componentes principales en
el pasado y remplazandolas en la ecuacién (3.18).
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6. Por ultimo, para evaluar lo adecuado del modelo PCP estimado estima-
remos el error cuadratico medio como
1l N

&(s) = 71 ¥ (Xu(s) = X%(s))" s € [T, T, (3.19)

y el error cuadratico medio total como
q - .
&= VF -3 Y A (3.20)
con VI = 36y

§3.2 MODELIZACION CON DATOS DISCRETOS

Desde Deville (1974), que establecié la teoria basica del ACP de procesos con-
tinuos, un gran nimero de estudios se han encaminado a tratar el problema
de la aproximacién del ACP a partir de un conjunto de trayectorias indepen-
dientes, y en especial al caso en que la informacién disponible de dichas curvas
venga tan sélo dada por sus valores en un conjunto discreto de instantes. En
tales circunstancias, una aproximacion alternativa podria ser la realizacion del
ACP clésico de la matriz de datos observados. En Castro et al. (1986) se
analiza el efecto sobre los resultados del ACP cuando las trayectorias mues-
trales son sélo conocidas sobre nodos desigualmente espaciados. Ellos usaron
férmulas de cuadratura para aproximar el ACP dieron ejemplos que mostraban
que el buén comportamiento de robustez de los resultados proporcionados por
dicha aproximacién funcional, frente a los obtenidos utilizando el ACP clasico.
En ambientes de espacios de Hilbert con nicleo reproductor, Besse y Ramsay
(1986) y Besse (1991), utilizan splines interporladores y aprorimadores para
llevar a cabo dicho analisis.

En esta seccidn, se consideraran dos técnicas numéricas para la aproxi-
macién del ACP de un proceso: aproximacion de las trayectorias muestrales
mediante proyeccién ortogonal en un subespacio de dimensién finita (Aguilera
et al. (1995)), y la interpolacién spline cibica sobre los instantes de observa-
cién (Aguilera (1993)).

En muchos contextos aplicados dispodremos sélo de un conjunto de obser-
vaciones discretas, que denotaremos con {Xw(tj) e Ly e wg NG Y =015 00 m},
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y que representaran toda la informacion disponible relativa a la correspon-
diente muestra, {X,(¢):w=1,...,N}, de trayectorias independientes del
proceso {X(t)}.

Por ejemplo, para el anterior problema de prediccién del proceso en el

instante s € [tgy1,tm], (kK : 1,...,m — 2), consideraremos en el periodo de
observacién [tg, t,,] dos intervalos disjuntos, [to, ] ¥ [tx+1,%m], representando
el pasado y el futuro, respectivamente, y considerando T = ty, Ty, = {4,

Ty =gy and Ty= &,

En estas condiciones, los factores principales muestrales han de ser aproxi-
mados en cada intervalo utilizando técnicas numericas eficientes. Por ejemplo.
Besse y Ramsay (1986) resuelven este problema suponiendo como hipdtesis
que las funciones muestrales estdan contenidas en un determinado espacio de
Hilbert con nicleo reproductor.

PROYECCION ORTOGONAL

El método de proyeccién ortogonal (MPO) aproxima los factores principales
a través de los correspondientes factores del proceso estocastico obtenido al
proyectar las trayectorias del proceso original sobre un subespacio funcional
de dimensién finita E, de L*[T},T,).

En Aguilera et al. (1993) se demuestra que para una base ortonormal de
E,, {e;}}=1, el i-ésimo factor principal aproximado, denotado con f,-("), viene
dado por

fi(n) = Z'inej (3.1)
J=1
siendo el vector 7., con componentes 7;;, solucion de la ecuacién matricial
R~ = )\1(") Yoo

donde con R estamos denotando a la matriz n X n con elementos

(Yoi — ¥ (Yo; - Y5)

-

T2 T2 2 1
R;; = /1‘1 / C(t,s)e(t)e;(s)dtds = T

T

definiendo a su vez
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- 1 N T, _
¥ = ]—\fwzz:l Yoy = ‘/;1 X(s)ej(s)ds.

Con ello, las componentes principales muestrales aproximadas vendran dadas
por

et = 3" o (ij"Yj) w=1...,N. (8.8)
g=1

Obsérvese como estas cc.pp. muestrales aproximadas resultan ser también las
de la matriz de integrales Y, cuyos elementos vienen definidos en la ecuacién
(3.2).

En relacién a la eleccion del subespacio E,, senialar brevemente que esta se
lleva a cabo teniendo en cuenta la naturaleza de las trayectorias del proceso.
Por ejemplo, para procesos con trayectorias constantes en intervalos aleato-
rios, un subespacio F, a considerar podria ser el formado por las funciones
constantes en intervalos determinados por una particién previamente fijada
en [T, 5] (Deville (1974)). Por su parte, en el caso de trayectorias muestra-
les regulares podria considerarse el subespacio engendrado por las funciones
trigonométricas (Aguilera et al. (1993)). En el articulo de Aguilera et al.
(1995), los autores analizan la exactitud de este método a través de la com-
paracion de resultados obtenidos a partir de observaciones discretas simuladas
para procesos cuyo ACP es conocido de forma exacta.

INTERPOLACION SPLINE CUBICA

En el caso de trayectorias muestrales regulares, un método alternativo es apro-
zimar los fl.pp. muestrales a través de los ff.pp. correspondientes al conjunto
de splines cibicos naturales ajustados a las observaciones discretas disponibles
para cada una de las trayectorias muestrales. Nos referiremos a este método

con IBC.

Denotando con {B, 1;:1_1 a los B-splines cibicos sobre [T}, T5], con nodos
t; (7 =0,...,k). En Aguilera (1993) se prueba que el i-ésimo f.p. del conjunto
de trayectorias muestrales interpoladas, denotado con f,-I , €s un spline cubico
natural dado por

R k+1

) = 3 oiBy() (3.4)

p=-1
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donde el vector columna ¢;, cuyos elementos son a,; (p=-1,...,k+1), se
obtiene a partir de la ecuacién de diagonalizacién

TET'Pe; = Moy, (3.5)

siendo P la matriz (k+3) x (k+3) cuyos elementos son los productos escalares
entre los B-splines, T es la inversa de la matriz de interpolacién, y X es la ma-

triz de covarianzas muestrales del vector aleatorio (X" (to), X (to), - - -, X (tx), X" (%))

Ademés, definiendo o; = P~Y/ zgi, el problema se reduce a calcular los
vectores propios 3, de la matriz simétrica P2TST/PY/2.
Finalmente, las cc.pp. pueden obtenerse a partir de la siguiente expresion

k+1 k+1

=Y (tup—3) Y P, (3.6)

p=-1 s=-1

donde los a,, son, para cada w = 1,..., N, los coeficientes de interpolacion
para la trayectoria muestral X, () en la base de los B-splines basis; y deno-
tando con
1 N
ap = 'N ; awp ¥

Por tltimo, resaltar que en la practica ocurre normalmente que no pueden
observarse las derivadas segundas, X" (%) y X"(tx), para las curvas muestrales.
Por esta razdn, en la aproximacion del ACP del proceso mediante interpolacion
spline cubica, se ha supuesto que

X"(ts) = X"(&) = 0.

3.2.1 COMPARACION DE PREDICCIONES CON DATOS RE-
ALES

En esta seccién, vamos a aplicar la aproximacion propuesta en el modelo PCP
para predecir la evolucidn del turismo en Granada durante el dltimo trimestre
de 1994.

1. Descripcion de los datos

El proceso estocédstico considerado en esta aplicacion es el grado de ocu-
pacién hotelera en Granada a lo largo del afio. En principio, disponemos de
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observaciones discretas de este proceso al final de cada mes entre los anos 1974-
1994. Este conjunto de datos ha sido proporcionado por el ‘Instituto Nacional
de Estadistica: Movimiento de viajeros en establecimientos turisticos’ y es re-
presentado en la Tabla 1 con doce columnas y veintiuna filas, correspondientes
a las variables y las afios, respectivamente.

Nuestro objetivo es predecir este proceso para el periodo Septiembre-Diciembre.

1994. Por esta razén hemos considerado dos periodos diferentes en el ano:
[Ty, T3] y [Ts,T4), siendo T} = Enero, T, = Agosto, T3 = Septiembre, and T}
= Diciembre. Para estimar los modelo PCP hemos usado, en cada intervalo,
observaciones mensuales de las treinta trayectorias muestrales correspondien-
tes a los afos 1974-1993. A modo de ejemplo, en la Figura 1 el grado de
ocupacién es marcado con puntos y los valores desconocidos entre los nodos
son aprozimados con una curva en trazo continuo.

Las observaciones durante el afio 1994 seran usados para medir la exactitud
de la prediccién proporcionada por los modelos PCP ajustados.



106 CAPITULO 3

Tabla 1
Grado de ocupacion hotelera en Granada entre 1974-1994

Ano | ENE FEB MAR ABR MAY JUN JUL AGO| SEP OCT NOV DIC

19741 28.90 27.40 35.30 42.00 38.30 33.50 46.00 58.10|44.60 33.20 25.80 25.10
1975126.95 30.37 32.90 37.33 39.09 33.58 44.92 53.66|40.73 30.66 23.38 23.92
1976 | 22.11 23.79 26.34 36.50 30.97 27.01 36.51 46.11|34.89 26.10 21.48 20.35
1977123.33 31.69 36.37 48.07 35.58 34.14 50.18 59.72|46.28 37.70 32.40 26.42
1978 | 32.36 35.66 48.33 50.26 50.94 43.11 57.76 69.94|51.89 44.50 35.28 28.73
1979 |33.02 34.92 41.46 54.82 45.73 39.93 47.66 59.50|43.05 43.34 33.73 2%5.39
1980 29.83 32.82 36.14 54.10 43.37 39.39 39.30 58.40|42.56 40.22 29.99 34.4:
1981 |28.64 28.23 34.02 45.53 46.49 34.19 38.97 57.46|43.99 39.79 29.94 26.96

1982 |30.23 31.37 35.72 51.99 43.88 31.77 33.08 55.21|44.19 37.92 29.73
1983 (24.94 31.96 41.73 44.01 39.66 35.42 41.61 56.22|45.91 38.77 29.80
1984 131.80 31.98 34.31 48.82 43.41 41.97 43.34 62.11|49.03 44.20 33.75
1985 |26.90 32.97 41.15 49.84 45.96 40.49 44.29 56.83|50.06 43.41 30.85
1986 |31.48 33.29 43.66 46.78 50.62 36.76 39.58 54.48|50.58 40.53 31.63
1987 |128.41 32.90 39.42 55.23 49.00 40.40 38.64 52.11|47.07 45.39 33.19
1988 |29.88 37.25 45.69 46.09 45.45 38.29 38.12 52.86|48.38 44.02 35.45
1989 |34.68 38.11 51.57 51.05 51.40 39.57 37.96 54.39|46.39 46.44 37.37
1990 35.04 40.37 45.71 52.80 47.37 41.12 34.63 46.66|44.68 47.77 41.14
1991 |31.71 35.78 49.39 47.24 45.57 38.63 36.12 47.56|47.02 43.62 35.70
1992 |37.05 42.07 50.14 53.01 50.16 41.17 32.58 46.03|54.32 45.49 32.92
1993 |25.61 37.23 38.13 42.86 43.02 33.54 30.93 41.69(40.16 42.55 29.66
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1994 | 31.89 42.38 50.16 48.54 50.31 40.22 39.51 46.30|51.79 47.90 31.95

w

2. Construccion de los modelos PCP aprozimados

En primer lugar, hemos aproximado los factores principales muestrales, en
cada periodo, mediante MPO, sobre un subespacio de diez funciones trigono-
metricas, y mediante IBC.

Los valores propios y los porcentajes de varianza explicada por sus cc.pp.
asociadas aparecen en la Tabla 2. Obsérvese que, en el segundo periodo, las
primeras dos cc.pp. explican mas de un 95 % del total de la variabilidad y que
con sélo la primera c.p. se explica al menos un 89 %.
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Fig. 1. Grado de ocupacién mensual (puntos negros) y curva del grado de ocupacion

para 1993 durante los periodos: (a) Enero-Agosto; (b) Septiembre-Diciembre

Esto implica que deberiamos construir el modelo PCP con no mas de las dos
primeras cc.pp. como variables de respuesta.

En segundo lugar, para encontrar los mejores predictores para estas dos
cc.pp., hemos estimado las correlaciones lineales entre las cc.pp. en los dos
intervalos distintos. Los cuadrados de estos coeficientes de correlacion appa-
recen en la Tabla 3. Obsérvese que la c.p. con la mayor varianza en el primer
periodo estd altamente correlada en la primera en el segundo periodo tanto con
el método MPO como con el método IBC. Mas ain, las restantes correlaciones
no son significantes.
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Tabla 2
Valores principales y porcentaje de varianza explicada por los dos conjuntos de cc.pp.

Enero-Agosto
ACP clasico MPO IBC
NO Valores Varianza Valores Varianza Valores Varianza
c.p. Principales Explicada Principales Explicada  Principales Explicada
1 117.344 48.66 109.921 55.03 110.602 54.19
2 83.103 34.46 61.685 30.88 64.695 31.70
3 19.246 7.98 15.164 7.59 15.242 747
4 8.5558 3.55 5.901 2.95 5.9107 2.90
5 4.738 1.97 3.870 1.94 3.9858 1.95
6 4.049 1.68 1.861 0.93 1.8701 0.92
7 2.299 0.95 1.095 0.55 1.1190 0.55
8 1.827 0.76 0.254 0.13 0.6882 0.34
Varianza Total Varianza Total Varianza Total
241.4603 199.7499 204.1126

Septiembre-Diciembre

ACP Clasico OPM CBI
N° Valores Varianza Valores Varianza Valores Varianza
c.p. Principales Explicada Principales Explicada Principales Explicada
1 69.636 76.65 61.524 90.77 61.5292 89.34
2 16.307 17.95 4.393 6.48 5.2366 7.60
3 3.974 3.60 1137 1.68 1.3688 1.99
4 1.636 1.80 0.729 1.07 0.7401 1.07
Varianza Total Varianza Total Varianza Total
90.8529 67.7833 68.8747
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Tabla 3

Cuadrados de las correlaciones lineales entre los dos conjuntos de cc.pp.

3

&

&

&

&

&

&

&

MPO 0.86397
IBC  0.86229
PCA  0.85970

0.00018
0.00028
0.00111

0.00291
0.00327
0.00419

0.00360
0.00358
0.01156

0.00769
0.00548
0.00043

0.00507
0.00638
0.01119

0.00001
0.00002
0.03122

0.02430
0.02628
0.00020

MPO 0.01966
IBC  0.01603
PCA 0.01828

0.08526
0.12264
0.2083

0.00118
0.00003
0.03508

0.10030
0.08266
0.02631

0.00181
0.00031
0.00002

0.01740
0.01371
0.00038

0.00000
0.00078
0.00001

0.01175
0.00441
0.01610

M3

MPO 0.00164
IBC  0.00349
PCA 0.00323

0.19237
0.15272
0.04692

0.05350
0.07279
0.00456

0.04937
0.06584
0.06781

0.01525
0.01923
0.00701

0.01136
0.02179
0.06896

0.04223
0.05881
0.04696

0.067+%
0.06875
0.00022

N4

MPO 0.00729
IBC  0.00755
PCA  0.00005

0.00086
0.00028
0.00254

0.10221
0.08544
0.11472

0.00057
0.00201
0.00069

0.09722
0.09120
0.04955

0.00848
0.00774
0.22241

0.07172
0.05939
0.00158

0.000+0
0.00197
0.00576

De esta forma, hemos identificado el modelo PCP(1;1) dado por

il i :
donde 7; ha sido aproximado como

MPO 7,
=~ 11

IBS ™

(10)1

= 0.6954£11)

= 0.6926¢!

X'(s) = X(s) + 5 du(s) s € [TsTd,

A pesar de la pequefia correlacion existente entre 7, y cualesquiera de las
c.c.p.p. en el pasado, hemos ajustado también el modelo siguiente PCP(2;1,1)
con el fin de compararlo con el modelo PCP(1;1):

X2(s) = X'(s) + 52 (),

S € [TSyT‘l]

donde la segunda componente principal 7, esta approximada como
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MPO # = _0.2733£010)
oIl AT
IBC  #, = —0.0996¢!

Observemos que la componente principal del pasado con la mas alta corre-
lacién con 7}, es la cuarta cuando se usa MPO y la segunda en el caso IBC.

En el siguiente parrafo, vamos a comparar las aproximaciones MPO y IBC
para el modelo PCP(1;1). Con este objeto, se han utilizado los errores de
prediccién en media cuadratica asociados al modelo PCP(1;1), apareciendo
calculados en la expresion (3.19) y representados graficamente en la Figura 2.
La prediccién del grado de ocupacion hotelera en el futuro se representa en
la Figura 3 para las aproximaciones MPO y IBC. En la Figura 4 los suavi-
zamientos mediante MPO y IBC son representados para dos afios diferentes.
En la Figura 5 la proyecciéon ortogonal del grado de ocupacion hotelera en
el futuro es representada para los mismos afios superpuesta con el suaviza-
miento mediante MPO. De la misma forma, en la Figura 6 se superpone el
spline interpolador cubico natural del grado de ocupacién en el futuro con su
suavizamiento mediante IBC para los mismos afios.

4.0

Q
S

9.0 10.0 1.0 12.0

Fig. 2. Error de prediccién en media-cuadrética del modelo PCP(1;1)

para las aproximaciones MPO (en linea continua) y IBC (en curva punteaia,
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60.0

25.0

8.0 10.0 1.0 12.0

Fig. 3. Prediccién del grado de ocupacién hotelera de PCP(1;1)

para las aproximaciones MPO (en linea continua) y IBC (en linea punteada)

3. Comparacion con RMCP y discusion

Denotemos con X la matriz de datos cuyas columnas, que denotaremos
con X; (7 =1,...,12), representan el grado de ocupacién hotelera al final de
cada mes durante los anos 1974-1993.

Aunque desde un punto de vista tedrico los modelos PCP no son direc-
tamente comparables con los modelos RMCP para la matriz de datos de
respuesta X' = (Xg,...,X;;) con respecto a la matriz de datos predicto-
res X2 = (X,..., Xs), en el siguiente parrafo compararemos las predicciones
sobre los nodos de la discretizacion.

Han sido estimados dos modelos RMCP usando el paquete estadistico
BMDP. En la Tabla 2 aparecen los resultados obtendidos del doble-ACP reali-
zado, en concreto, los valores propios muestrales de cada matriz de covarianzas
muestrales y los porcentajes de varianza explicada por sus correspondientes

cC.pp..



50.0
50.0

o200

(=]
.0 10.0 1o 120 89.0 10.0 1o

Fig. 4. Diagrama de dispersién y suavizamiento mediante MPO (linea continua

y IBC (linea de puntos) con PCP(1;1) para (a) 1974; (b) 1993

50.0
50.0

vl
i
g
i
:
4
|

§9.0 10.0 1o 12.0 gS.O 10.0 1o 12.0
Fig. 5. Diagrama de dispersion, proyeccién ortogonal (linea continua) v suavizamier
mediante MPO con PCP(1;1) (linea de puntos) para: (a) 1974; (b) 1993
(a) (b)
E g

)

9.0 10.0 1o 12.0 39.0 10.0 no 2.0

20.0

Fig. 6. Diagrama de dispersion, spline cubico interpolador (linea continua) v su suaviz

mediante IBC con PCP(1;1) (linea de puntos) para: (a) 1974; (b) 1993



MODELIZACION MEDIANTE ACP 113

Se observa que, en los dos periodos, el ACP clasico proporciona la mayor
varianza total en comparacién con las obtenidas mediante los métodos MPO
y IBC. La cantidad de varianza explicada por las cc.pp. son también muy
diferentes cuando se utiliza RMCP. Por ejemplo, para el ACP clasico la primera
c.p. en el futuro explica sélo un 76%, mientras que usando MPO y IBC
la proporcién es de un 90%. Sin embargo, la varianza acumulada por las
dos primeras cc.pp. es similar para las tres alternativas en los dos periodos.
Por esta razén, volveremos a usar las primeras dos cc.pp. como variables de
respuesta.

Los cuadrados de las correlaciones lineales entre los dos conjuntos de c.c.p.p.
aparecen en la Tabla 3. Estos valores son también diferentes a las dadas por las
otras aproximaciones (ver, por ejemplo, (773,52) and 7 (n4,§6) Sin embargo
las mayores correlaciones son similares a las obtenidas utilizando IBC.

De esta forma, hemos ajustado los siguientes modelos RMCP

RMCP(1) X! = X;+é;

RMCP(2) X? = X!}48,, j=9,10,11,12
después de estimar las primeras dos cc.pp. 7; y 7, como

f = 0.7142¢
By = 0.2022¢,

Por tltimo, hemos obtenido la prediccién del grado de ocupacién hotelera
en Granada en los ultimos cuatro meses de 1994 realizando una comparacién
con los datos reales observados. Las predicciones y el error total en media
cuadratica para los modelos ajustados PCP y RMCP aparecen en la Tabla 4.
EL error total en media cuadratica para los modelos RMCP ha sido calculado
a través de una expresién equivalente a (3.20).

Observemos que las diferencias entre las predicciones proporcionadas por
los dos modelos PCP no son significantes para las tres aproximaciones (MPO,
IBC and RMCP). Por ello, basaremos nuestra discusién dnicamente en el
modelo: PCP(1;1).

En la Tabla 4 y Figura 3 observamos que las predicciones dadas por los
métodos MPO y IBC son similares excepto en los extremos del intervalo en
los que el método MPO toma peores resultados.
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Tabla 4
Grados, real y predicho, de ocupacién hotelera
é SEP OCT NOV DIC
Real 51.79 47.90 31.95 33.05

PCP(1,1) MPO  14.6276 41.37 47.84 36.24 41.37
IBC 15.8195 49.34 47.32 36.95 33.42
MPCA 30.9996 49.13 46.81 36.50 33.23

PCP(2,1,1) MPO  14.1868 41.38 47.86 36.20 41.38
IBC 15.1777 48.78 47.26 37.08 33.82
MPCA 27.6028 47.89 46.80 36.59 34.22

Sin embargo, en la Figura 1 se observa que el error en media cuadratica es
menor en los extremos cuando se usa MPO. Esto, que puede parecer contradic-
torio, se explica por el error ha sido calculado utilizando el proceso proyectado
con MPO o el proceso interpolacién con IBC. Esto significa que MPO predice
el proceso aproximado mejor que el método IBC en los extremos. Las Figuras
4 y 5 pueden ser también de ayuda para comprender este resultado. Es de-
cir, el error al final del intervalo, causado por MPO, no es debido al modelo
de prediccién en componentes principales sino a la propia naturaleza de esta
aproximacion. Esta conclusion aparece confirmada en el estudio de simulacion
llevado a cabo en Aguilera et al. (1995).

Por otra parte, en la Tabla 4 puede observarse que las predicciones dadas
por las aproximaciones MPO y IBC son al menos tan buenas como las dadas
por RMCP. Sin embargo, la principal ventaja de los métodos MPO y IBC es
la de predecir y suavizar el proceso entre los nodos de observacion.

§3.3 TRATAMIENTO DE NODOS DESIGUALMENTE
ESPACIADOS

En esta seccion, nos centraremos en el caso de que para un cierto conjunto
finito (fijo) de k + 1 nodos (no necesariamente igualmente espaciados)

def
T = {t0<...<tk},

la informacién muestral disponible para cada una de las curvas muestrales.
venga descrita, tan sdlo, por sus valores sobre dicho conjunto (fijo) de nodos.
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es decir, {Xw(tj) =l .., Niy= 1 1,...,k},
En la anterior descripcién del método de interpolacién se ha hecho uso de

que el conjunto de los splines cibicos
Sa(m) = {S€Cto,ts] : Sy, _,,, €Ps JE€ {1,...,k}}

tiene estructura de espacio vectorial de dimensién k + 3 (Prenter, 1975). Con-
cretamente, la consideracién de una base facilita la utilizacién de los splines,
permitiendo su utilizacién a través de sus coordenadas, y hace que, desde un
punto de vista computacional, la obtencién de los estimadores aprozimados

venga precedida por operaciones matriciales.
En nuestro caso, la base que se ha considerado en el espacio, S3(7), recibe
el nombre de base de los B-splines. A continuacién mostraremos cémo esta

definida dicha base.
Definicién 3.3.1 Aradiendo seis nodos a los de la particion
gttty € gLty < fgua € tpga < Bisa

se definen los B-splines de orden 1 como sigue

0 t<t,
Bialt) = § 1 tHraSt<iyy (1=-1,0,...,k+4)
O tZtt—l

y por recursividad, se definen los B-splines de orden n a partir de los de orden
n — 1, de forma que, para cada n € {2,3,4} se tiene

t=1tis tigma—1
— B n— 13 Z Bi N~ t
tivn—z —tig 1(6) + b — Yy T (1)

i1€{-1,0,1,...,k+5—n}

Bi,n(t) =

Se denominan B-splines cibicos (de orden 4) a la base de S3(7y) dada por
(B;¥ B, y:i=—1,...,k+1}.

Las ventajas, que ofrece la anterior definicion recursiva, estan relacionadas
con 6ptimas propiedades numéricas, tales como la estabilidad (Boor, 1974),
tutiles de cara a una implementacién computacional.
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El imponer que los nodos estén igualmente espaciados, es decir, sean de la
forma {t; = to+1h :1 =0,...,k} (con A > 0), permite una simplificacién
considerable en el disefio computacional, y una economia en lo que a volumen
de célculo se refiere, tanto en la obtencion de la base, como en su posterior
utilizacion dentro, como es nuestro caso, del método IBC. Bajos esta condicién.

se obtienen en Aguilera (1993) las expresiones computacionales con la base de
los B-splines correspondientes al método IBC.

A continuacidn, intentaremos mostrar cémo se resolvio el problema compu-

tacional bajo la condicion de que los nodos no sean necesariamente igualmente
espaciados.

EVALUACION DE LOS B-SPLINES

Para la implementacién computacional de la evaluacién de los B-splines se
ha considerado la anterior definicién recursiva, pero expresada de forma mas
conveniente para tal objeto.

Comenzaremos analizando los soportes de los B-splines de cada uno de los
ordenes considerados.
en=1ei1e{-1,k+4}
B; 1 ¢— [tiastia)

en=2eci€{-1,k+3}

B #2=— B;; ¢ [tieastiai)
' ' — {t;i_2,t;
Bi+1,1 ¢ [t‘i—liti) [1 2 )

en=3e1€{-1,k+2}

B; 3 & I = g,k
! ! — ti— tz‘
Bivi,2 — [tic1,tis1) [ti-2,i41)

en=4e1€{-1,k+1}

B; 4 & 83 — [tig,tiy1)
’ ’ — [tica, L
Biyi,3 — [tic1,tiya) [ti-2,ti42)
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Por tanto, si deseamos evaluar los elementos de la base de los B-splines
sobre valores del intervalo [to,¢x], tendremos que considerar el recubrimiento

de intervalos {[t;_1,t;) : i=1,...,k+1}.
De lo anterior, dado s, € [to, tx] existirda 1 € {1,...,k + 1} tal que

So € [ti—la tz)

En estas condiciones, los B-splines, de cada uno de los 6rdenes, cuyo soporte

contine al punto s,, son lo siguientes:

Bi_3 .4

Bogsa — Bpaa

B; 2 -+ Bra = By

Bagg gy —¥% Byas — Boys —F Bit1,4

Obsérvese que en el anterior diagrama de flujo, cuando s, =t; (1 =k + 1) el

elemento B;, 4 no apareceria por no existir By, 4.
En cualquier caso, en aras a la evaluaciéon de un B-spline de orden 4 sobre

el punto s,, Bj 4(s,), podemos hacer la siguiente disquisicién de casos

e Si j no pertenece a {i — 2,1 —1,1,1+ 1} entonces B; 4(s,) =0

®
Biya,1(85) = B; 2(8,) —* Bi_y 3(50:) —* Biog 4(3,)
®
Bi_1,3(s,) — Bi_1,4(s,)
Bi.?(so) — Bi,S(So)
Bi+1,1(50) S Bi+1,2(30)
®
B; 2(s,) — Bi,S(So) — Bi,4(so)
Bit1.1(s0) — Bit1,2(5,) — Bi+1,3(50)
[ ]

Biya,1(8.) =% By s(8:) —* By 5(8:) —* Biy1,4(5,)
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Teniendo en cuenta como se disponen los B-splines de los diferentes 6rdenes,
que habria que obtener previamente hasta calcular

B; 4(s0) conj€{-1,....,k+1}) s, € [to,t]
podemos seguir la siguiente estrategia:

(A) Inicio

Obtencién del indice i € {1,...,k + 1} tal que s, € [t;_1,t;). En estas
condiciones, pueden distinguirse dos posibles situaciones:

e Sije{t—2,1—1,i,1+ 1} entonces continuar con el punto (B)

e en caso contrario B; 4(s,) = 0 — (FIN).

(B) Evaluacion de los B-splines de orden 2

Considérense dos valores v[0] y v[1] inicializados a 0, y obtener

¢ y e t,'—.S
e si j <1+ 1 entonces v[0] 4 By = #
i —Llimg
C i def So — tiy
e si j >i—2entonces v[l] = By ;= S s
1= Yi—1

(C) Inicializacion de un indice, que denotamos con [

[ 1 Sijefi-2i-1}
=10 Sijef{ii+1}

(D) Evaluacion de los B-splines de orden 3

o Asignacion a v[l] del valor B; 3(s,)

Si je{i—1,:} entonces

So — ti—2

ti — Sy
= 2—==9[0] + ——i}———v[l]
;=i

by ~— b

. def
en caso contrario v[l] = 0
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o Asignacion a v[1 —1] del valor de B;_; 3(s,) (cuando | =1), o bién
Biy1,3(s,) (cuando l =0). Concretamente, sabemos que

t,' — S,
B;_1,3(s0) = PP B; a(s,) (I=1)
So — ti—
Bir1,5(ss) = 77— Bir1,a(s5) (1=0)
141 1—1

obsérvese como ambas expresiones podrian ser descritas como sigue

So — ti—1+1
v[l =1] = vl =
[ ] bipr—at = bicagl [ ]

(E) FEvaluacion del B-spline de orden J

So — ti—z—l t‘i+2—1 — S 'I)[l]

v|0] +
berr=p — bpogea (] tiva—1 — ti1

Bj 4(50) =

Obsérvese que los puntos anteriores definen un algoritmo para la evaluacién

de los B-splines de orden cuatro. Este algoritmo, es de facil implementacion

computacional, asi mismo, al evitar la utilizacién de la recursividad, permite

que a la hora de implementarlo con un lenguaje de programacion no sea nece-
saria la utilizacién de los recursos de la recursividad.

EVALUACION DE PRODUCTOS ESCALARES DE B-SPLINES

Otro de los problemas, en este caso, asociado a la puesta en practica del método
IBC fué la obtencion de los elementos de la matriz P. Como se ha mostrado
en la seccién anterior, esta matriz es de dimensién (k + 3) x (k + 3) y posee
por elementos a los dados por las integrales de la forma:

iy
/ Bi(s)By(s)ds  ¥i,je{-1,...,k+1}
to
En principio, consideraremos sin pérdida de generalidad que ¢ < j. Por
otro lado, haciendo uso de que los soporte de los B-splines B; y B; son respec-
tivamente
[tiza, tiya) [ti—2,tt2)
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puede garantizarse que si ¢ + 2 < 7 — 2, o equivalentemente 7 + 4 < 7 se
obtendria

B;B;(t)=0 Vi€ [to, t]

Con lo cudl, para cada = € —1,...,k+ 1 las unicas integrales a considerar

serian las siguientes V5 € {i,1+ 1,1+ 2,1 +3}N{-1,...,k+ 1}

tk tit2
/to Bi(s) By(s)ds = /t Bi(s) B,(s) ds
En estas condiciones, disponemos de un algoritmo con el que podemos
evaluar los B-splines sobre cualquier punto de un intervalo, y asi mismo por
otro lado, los B-splines son polinomios de grado tres entre cada dos nodos
consecutivos. Por ello, se obté por la utilizacién de una férmula de cuadratura
de tipo interpolatorio. Concretamente, en nuestro caso la idea era aplicar una
férmula de tipo interpolatorio (que fuese exacta al menos para polinomios de
grado menor o igual que seis) entre cada dos nodos consecutivos.
Concretamente, como se demuestra en uno de los apéndices de esta tesis, la
férmula de cuadratura gaussiana con cuatro puntos, cuyo grado de exactitud

alcanza a los polinomios de grado menor o igual que siete, puede obtenerse de
la forma siguiente:

Proposicién 3.3.1 La formula de cuadratura gaussiana con cuatro nodos so-
bre un intervalo real [a,b] viene dada por

. w 14 f (o) + [ (23) f(z1) + f(zq)
| f@)de = £ (b-a) { . + 7 }

donde estamos denotando con

H, % (10s, — 1) (-28s; +21.6) Vk=1,2

siendo
15 — 24/30 15 + 24/30
1= T3y 2= Ty
Uoz—\/g Ul——\/-i U2:\/3_1— Us-—\/:s—2
b b-
z; = a; 2“1;] Vi =0,1,2,3



Apéndice A

OBTENCION DE UNA
FORMULA DE CUADRATURA

§A.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Pretendemos encontrar un algoritmo de eficiente implementacién computacio-
nal, que nos permita obtener la formula de cuadratura de Gauss para cualquier
nimero de nodos, a elegir en un intervalo real arbitrario. Es decir, dados un
intervalo real [a,b] y un ndmero n + 1, de nodos, intentaremos obtener una
metodologia para calcular los elementos

e a<zy<...<z,<0b
) {aj :ij,...,n} CR

con los que la correspondiente féormula de cuadratura

n

[ 1@z = 3 a;f (5) + B() (A1)

i=0

alcance un maximo grado de exactitud polinomial.

§A.2 SOBRE EL GRADO DE EXACTITUD DE UNA
F. C.

En esta seccién se enumeran los resultados que nos permitiran caracterizar el
grado de exactitud polinomial de una férmula de cuadratura con n + 1 nodos;

121
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asi como obtener el maximo grado de exactitud posible que se puede alcanzar.

Teorema A.2.1 Una férmula de cuadratura (A.1) es ezacta para todo poli-
nomio de p,.,, st y solamente si, se verifican las siguientes condiciones:

1. La férmula (A.1) es de tipo interpolatorio.

2. Cuando ¢ >1

b
/ (z)z"dz = 0 Vk=0,...,q—1 (A1

~—r

donde 11 es el polinomio definido por

n

I(z) = ] (:z:—xj) YVzeR

i=0

(W)
-

Obsérvese que la condicién (A.1) del teorema anterior podria ser reformu-
lada como sigue: cuando ¢ > 1

)J.Lg [,b]

I € (pp-1 (A.2)

Teorema A.2.2 No eziste ninguna formula de cuadratura de la forma (A.1)
que sea ezacta para polinomios de grado superior o igual a 2n + 2.

Demostraciones de cualesquiera de los teoremas anteriores pueden encon-
trarse en cualquier libro de Andlisis Numérico que trate el problema de la
integracion numeérica.

Una consecuencia inmediata del teorema anterior (A.2.2) es que el mdximo

grado de exactitud al que podemos aspirar, para una f.c. con n + 1 nodos, es
de 2n + 1.
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§A.3 UN PROBLEMA EQUIVALENTE

Haciendo uso del teorema (A.2.1) y del comentario hecho en (A.2), obtenemos
un primer procedimiento para obtener férmulas de cuadratura (A.1) de grado
n + q con n + 1 nodos en un intervalo [a,b]. Los pasos a seguir serfan los
sigulente:

1. Los nodos serdn n + 1 valores en el intervalo [a, b]

8L By Lynins iy b

de forma que el polinomio asociado I cumpla (A.2).

2. Una vez obtenidos los nodos, como la f. c. ha de ser de tipo interpola-
torio, la aplicacién de dicha férmula a una funcién f seria equivalente
a considerar, con dichos nodos, su polinomio de interpolacién, p; € p,,
obteniendose la apruximacion de la integral como sigue:

/ab flz)de = /ab ps(z)dz

En principio, el polinomio p; € g, esta determinado de forma tnica por
la condicion

f(xj):pf(xj) Y1=0,...,n
y puede ser obtenido de la forma siguiente:
ps(z) = Y f(:vj) L) Vz e R
7=0

Donde con L, estamos denotando al j-ésimo polinomio de la base de
Lagrange de g, asociada a los nodos anteriores. Es decir:

T — Ty

L;(z) & Ve eR
’ hgj Zj— Th
siendo el conjunto de indices o) aof {0,...,n} = {s}
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De esta forma, se obtendria que

oy = /: L;(z) dz (A1)

Desafortunadamente, el procedimiento anterior de obtencién de una férmula
de cuadratura, con n+1 nodos sobre un intervalo [a, b] y con grado de exactitud
polinomial de n + ¢, es de dificil implementacién computacional.

Nuestro propodsito es analizar cada uno de los pasos del procedimiento
anterior, con el objeto de conseguir un grado mayor de simplificacién compu-
tacional.

En primer lugar, tomemos como marco de referencia el intervalo [—1,1].
para ello consideramos el difeomorfismo creciente siguiente:

o:[-1,1] > [a,}]

o(t) & cttr Vt € [-1,1]
donde estamos notando con:
d£f G,+ qif b—a
g = 5 r = 5

Teniendo en cuenta lo anterior, podrian obtenerse los nodos anteriores de
la forma siguiente:

szch'(vj) Vi=0,...,n

donde -1 <vyg<v;<...<v, <1
Con lo cudl, Vz = ¢(t) € [a, b] se tiene
:z—xj:r(t—vj) Vi=l..:0

En esa linea, la funcion polindmica II, a través de ¢, adoptaria la forma
siguiente:
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s ¢(t) = ™ Fl) Vte[-1,1]
donde N
F(t) € ] (t-v;) Vte[-1,1]

Obsérvese que otra reformulacién equivalente a la condicién (A.2) seria
imponer que Vk =0,...,¢—1

Jy = ZILoy > Lalud] = 0 (AQ)

donde el sistema {p; : £ =0,....q — 1} es la base del subespacio vectorial p,_,
dada por
Pi(z) = (z - C)k

A continuacién, expresaremos las integrales J, como integrales sobre el
intervalo [-1,1]. A través del difeomorfismo ¢ se tiene Yk =0,...,g—1

1 1
Je = [ W) (o) d(t)dt = [ Rt
—l -1
En definitiva, la condicién (A.2) sobre los nodos {xj L | - n} es equi-
valente a la condicion sobre el conjunto {v]- e d = s n} dada por
1}
/ F(t)tkdt = 0 VEk=0,...,q—1 (A.3)
1

Continuando con el proposito inicial, a partir del j—ésimo polinomio de
Lagrange, anteriormente denotado con L;, podria considerarse:

e ; i— Up,
L) ¥ Lioot) = ]
: ’ hea(i) 1T Uk
Con ello, la obtencion de los coeficientes (A.1) vendria dada V7 = 0,...,n por

oy = [ L(6) $yat = 7 [ Lt)as

Con lo razonado hasta ahora podemos enunciar el siguiente resultado equi-
valente a lo expuesto en el teorema (A.2.1).
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Teorema A.3.1 Una formula de cuadratura (A.1) es ezacta para todo poli-
nomio de p,,, si y solamente si, eziste un polinomio G € p,,, cumpliendo:

o Todas las raices de G(t) son reales, distintas y pertenecientes al intervalo
[“17 1]
-1<y<...<v, <1

e Siq>1 entonces G € pq_lle[—m]

De forma que en caso afirmativo Vj = 0,...,n se verifica:

O

El denotar con G, al polinomio cuyo papel en la deduccién anterior lo ha
jugado F', se hace con el objeto de recalcar que el coeficiente lider (el coef. lider
de F' es 1 ) no influye en lo enunciado en el teorema anterior. En concreto, la
relacién existente entre el anterior polinomio F' y G, es la multiplicacién por
un escalar.

Con lo visto anteriormente, el problema de obtener una f. c. sobre un
intervalo arbitrario con n 4+ 1 nodos, es equivalente al problema de obtener un
polinomio ortogonal en Ly[—1,1] con unas determinadas propiedades. La idea
de este trabajo estd basada en esta equivalencia.

§A.4 POLINOMIOS DE LEGENDRE

Lo razonado anteriormente establece el marco donde vamos a tratar nuestro
problema. En concreto, la idea que se ha seguido para abordarlo ha sido
utilizar la base de los polinomios de Legendre como herramienta para resolver
nuestro problema.

En esta seccién mostraremos la sucesién de polinomios conocidos como
polinomios de Legendre. En particular, nos centraremos en su obtencién y en
algunas propiedades que mostraran su utilidad posteriormente.
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A.4.1 Obtencién mediante la férmula de Rodrigues

Para cada m € N, se define el m-ésimo polinomio de Legendre de la forma
siguiente:

def 1 dm 2 m

Ejemplo A.4.1 Algunos polinomios de Legendre son:

Po(t) =

t
P(t)=1(3t*-1) P3(t) = 1 (5¢° - 3t)

N

A.4.2 Propiedades de los polinomios de Legendre

L.

: f—ll Pm(t)Zdt =

La sucesién de polinomios de Legendre {P,, : m € N} forma un sistema
ortogonal de L%[—1,1].

2m+1
El grado de P,, es m.

El conjunto { Py, ..., P,} forma una base del espacio p,,, para cualquier
m € N.

Cuando m > 1, el polinomio P,, tiene m-raices reales en el intervalo
abierto (—1,1).

§A.5 OBTENCION DE LA F. C. GAUSSIANA CON

n+1 NODOS

El objeto de esta seccién es aplicar lo razonado anteriormente a la obtencion
de una f. c. gaussiana con n 4 1 nodos.

En primer lugar, por lo visto en el teorema (A.2.2), el maximo grado de
exactitud, que podemos pretender alcanzar con n + 1 nodos, es de 2n + 1
(g=n+1).

Asi mismo, teniendo en cuenta el teorema (A.3.1), consideremos el polino-
mio de Legendre P,,; € @n41. Dicho polinomio sabemos que cumple, entre
otras, las siguiente propiedades:
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o Posee n + 1 raices reales, distintas y pertenecientes al intervalo (—1,1).
Es decir, si notamos a sus raices con

~l<yp<...<v,<1

se obtendria
Poa(t) = BII (t-v)) Vi eR
j=0

donde 3 es el coeficiente lider de P, ;.

e En principio, puesto que los polinomios de Legendre son una base orto-
gonal de Ly[—1,1], se cumpliria Vk =0,...,n

/_11 Popi(t) P(t)dt = 0

Ademads, sabemos que el sistema {F,,...,P,} C g, forma una base
ortogonal de p,. Con lo que se tendra

Pn+1 = Pnt1 N (Pn)LLz[_I,I]

En definitiva, el polinomio P, ; resulta ser el polinomio que se propone en
el teorema (A.3.1) con cuyas raices se obtendra la f. c. en cuestién.
Ademas, obsérvese que en este caso es facil demostrar que

dim (pn1 N (pa)* 200 = 1

con lo cual
©nt1 N (Son)le[_l'll = Lin{Po.1}

Y en definitiva, en el caso de buscar una f. c. gaussiana, cualquier polinomio
no nulo del subespacio lineal de dimensién uno anteriormente citado, podria
_ser objeto de consideracion para utilizar el teorema (A.3.1). Por ello, conside-
raremos a partir de ahora a G un polinomio

G € pap N (pa)t MY

Aunque desde un punto de vista tedrico pareceria resuelto nuestro pro-
blema, sin embargo, la aplicacién del mencionado teorema (A.3.1) nos llevaria
a enfrentarnos con los dos problemas computacionales siguientes:
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Problema 1. Obtencidén de las raices del polinomio GG. Para ello utilizare-
mos alguno de lo métodos numeéricos de resolucién de ecuaciones alge-
braicas.

Problema 2. Una vez obtenidas las raices {vj FE=1i .,n}, tendriamos
que evaluar las integrales siguientes:

v
f; i / Li(t) dt ¥ji=0,...,n

=1

Para este segundo problema intentaremos obtener expresiones alternati-
vas, a las que se obtendria mediante una evaluacién directa, que permitan
mayores simplificaciones en los calculo.

A.5.1 Estudio de las integrales [

En principio, consideraremos el conjunto de polinomios {%g,...,%,} C .
definidos V7 =0,...,n
def
Y1) = JI (t—wn) Vte R
heo(7)
Obsérvese que podriamos expresar Vj =0,...,n
U (t
1) = i) VteR
v; (4)
Por otro lado, recordemos que F'(t) = [I7— (t - 'uj) cumpliéndose ademas
que
F € pai N (pa) 1 (A1)
Lema A.5.1 El conjunto {tg, ..., ¥} constituye una base Ly[—1,1]-ortogonal
de @,.
Demostracion
Dados 7,7 =0,...,n, arbitrarios pero fijos con j # ¢, puede observarse que

haciendo uso de la expresién (A.1) se cumple

1

[ pind = [ Fe)Q@dt = o

—1
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Ya que
QW) ¥ TI (t—vi) € pan
hEO’-‘,J

siendo o; ; def {0,...,n} - {s,7}

Por tanto, el conjunto anterior formado por n + 1 polinomios constituve
un sistema ortogonal, y por tanto linealmente independiente, en el subespacio
vectorial p, de dimensiéon n + 1. De donde se concluye que dicho sistema es
ademas una base de gp,,.

O

Corolario A.5.1 FEl conjunto {ly,...,l,} constituye una base Ly[—1, 1]-orto-
gonal de g, .

Demostracion
Obsérvese que V7 =0,...,n se tiene
1
I = ———1p;
T ()

donde 9;(v;) # 0

Lema A.5.2 Para cada 3 =0,...,n se cumple

Demostracion
Consideremos 1 € g, (polinomio constante), entonces por el corolario
(A.5.1) se sabe que exiten {a;:1=0,...,n} C R tales que

En particular, obsérvese que se cumpliria VA = 0,...,n

n

1= ali(vy) = ay

1=0
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por lo que se tendria
1 =Y L(t) VteR
1=0
Teniendo en cuenta esto, para cada 7 =0,...,n podemos expresar
LB = Y LHLEY  VieR
=0
de donde se obtendria, haciendo uso del corolario anterior, lo siguiente:
1 noorl 1
/ L(t)dt = 3 / (1) L) dt = / (1) dt
=il = I -1
O
Lema A.5.3
F(t) = 3 () = 3 % (v;) i(t)  WteR
7=0 7=0
O

Teorema A.5.1 Para cada1=0,...,n se tiene

/1 T e [F(1)2 N F(—l):’]

7 W; (vi)2 1 —v; 14

Demostracion
Dado : = 0,...,n, arbitrario pero fijo, estudiemos la integral siguiente:

K / L P ) de

-1

Por un lado, teniendo en cuenta el lema anterior y el corolario (A.5.1) se
obtiene
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de donde utilizando el lema (A.5.2) se concluye

K = 9;(v) /_11 l;(t) dt (A.2)

Por otro lado, integrando por partes en K y utilizando que I} € p,_,, se
obtiene

K = FOLOL, - [ POUO@ = FOKOL,

Asi mismo, utilizando la definiciones de F' y [;, se obtiene

1 et _ 1 P :
K = ¢i (v) F(t)d)t(t)]-l ¢i (Uz‘) t_vi]_l

1

(A3)

Uniendo los resultados (A.2) y (A.3) se obtiene la tesis del teorema.

Obsérvese que la evaluacién directa del término v;(v;) seria posiblemente
fuente de errores de aproximacion, puesto que significaria realizar el producto
de diferencias de, posiblemente, aproximaciones de las raices. Para resolver
este problema considérese el siguiente resultado.

Corolario A.5.2 Para cada 1 =0,...,n se cumple
Yi(v;) = H (vi—w) = F,(Ui)
h€ot
Demostracion

Es una consecuencia inmediata del lema (A.5.3).

A continuacidn, reformularemos el teorema anterior en términos del poli-
nomio (G, cuya unica diferencia frente a F' es su coeficiente lider; ademas de
integrar lo enunciado en el lema anterior.

Teorema A.5.2 Para cadai1=0,...,n se cumple
1 1 G(1)? G(-1)?
= l{t)dt =
[z /—1 1( >d G’(vi)Q 1-— vy T 1 + U;
Donde G es un polinomio proporcional al polinomio de Legendre cuyo
grado, n + 1, y por tanto el numero de sus raices

=1 € Vg€ Uy L

coincide con el numero de nodos con el que se pretende construir la f. c. gaus-
siana.
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§A.6 FORMULADE CUADRATURA GAUSSIANA CON
CUATRO NODOS

Como aplicacién de lo anterior, obtendrendemos la f. c. gaussiana con cuatro
nodos en un intervalo [a, b], cuyo grado de exactitud serd de 2*x 3+ 1 = 7.
Para ello consideremos el cuarto polinomio de Legendre

Py(t) = é (35¢* — 30 + 3)

y consideremos el polinomio
G(t) = 35t* — 30t +3
1. Calculemos las raices de G(2).
Haciendo uso del cambio s = 2 resolvamos la ecuacién
355 —30s+3 = 0

de donde se obtendria las soluciones siguientes:

15 — 24/30

S = So =

35

15 + 24/30
35

las cuales, a su vez proporcionan las raices del polinomio GG, que ordena-
das en orden creciente son:

Vg = —+/S; = -—0.8611363
V1 = —4/8 = —0339981
vV, = V81 = 0.339981 (A1)
w = 5 = 0.8611363

2. Evaluacion de las integrales I;

Haciendo uso del teorema (A.5.2) se obtiene:

[0 = g [0+ 9] -
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G1)?* 14+v+1—vy 2G(1)?

IO N T A e CA L ()

Calculemos cada uno de los elementos de la expresion anterior
En primer lugar, G(1) = 8

Por otro lado, se tiene
G'(t) = (1408 — 60t) = 20t (7¢* —3)

de donde G'(v;) = 20v; (7Tv? —3)

En definitiva, obtendriamos lo siguiente:

8
2502 (Tv? —3)* (1 — v?)

1

Puede asi afirmarse que las integrales I; dependen sélo de los valores v7.

Por esta razon, y con el fin de simplificar la notacién, denotaremos con
w; = v ¥i=0,1,23

Con lo que se obtendria, para cada z = 0,1, 2, 3, lo siguiente:

8
25w; (Tw; —3)* (1 —w;)

donde

Wog = W3 = 89 Wy = Wy = 8
A continuacién, analizaremos la expresion siguiente:
A def 2
A,‘ = (711)1 — 3) (1 = ’LU,‘)
En principio, operando en dicha expresion se obtiene

A; = —49w? + 91w? — 51w; + 9



135

Para intentar eliminar el término independiente de la anterior expresion,
consideremos la ecuacién que cumplen los valores w;

35w? —30w; +3 = 0
de donde se obtendria
3 (35w! — 30w; +3) = 105w! — 90w; +9 = 0

Restamos lo obtenido anteriormente a la expresion de A;, con lo que se

obtiene
Ai = w; (—'4911)12 = 14’(1)z + 39)

A continuacién intentaremos disminuir el grado en w; de la expresién
anterior que aparece entre paréntesis. Para ello, volviendo a utilizar la
ecuacion que cumplen los valores w; se obtiene

5 30w; — 3

1

3

w
de donde

21
—49w! — 1dw; +39 = — (10w; — 1) — 14w, +39 = —56w; +43.2

De todo lo anteriormente razonado, se obtiene para A; la siguiente ex-
presion

con la cudl, y utilizando ademds la expresién (A.2) se obtiene

I, = > =
' 25w? (—56w; +43.2)

8
2%253 (10w; — 1) (—28w; +21.6)

28 1
15 (10w; — 1) (—28w; + 21.6)
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Proposicién A.6.1 La formula de cuadratura gaussiana con cuatro nodos

sobre el intervalo real [a,b] viene dada por

[ f@yar = 2 p-a) {f(:co)ng(wa) N f(xo;lf(xz)}

donde estamos denotando con

Hy % (10s, —1) (—28s; +21.6) Vk=1,2

stendo
_ 15-2v30 _ 15+2V30
T W= T
z; = 6(v;) Vi =0,1,2,3

con los valores v; calculados en (A.1)

Demostracion

/: f@)de = vy f(a;) I =

r {[f(xo)+f(:cs)] /11 bo(t)dt + [f(z1) + f(z2)] /_11 ll(t)dt} _

14 f(zo) + flzs) | flzy) + f(22)
= E(b—a) { T 4 0, }

[
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ciadas a v.a. hilbertianas, viendo la representacién proporcionada por el ACP
como un caso particular caracterizado por determinadas propiedades de opti-
malidad. El final de este capitulo estd dedicado al problema de la estimacion
del ACP. Concretamente, se utiliza la definicién de los estimadores del ACP
proporcionada por Deville (1973b), y se enuncian algunos resultados alli de-
mostrados, asi como otros, referentes al comportamiento asintético de dichos
estimadores, demostrados en Dauxois et al. (1982).

La eleccién de las v.a. hilbertianas como marco tedrico se ha hecho en
base a que: (i) por un lado, es el marco en donde la generalizacién del ACP
multivariante es més intuitiva, y ademas se obtienen como casos particulares el
ACP para vectores, funciones, campos escalares, campos vectoriales, etc..; (ii)
permite resaltar con claridad la influencia la estructura geométrica considerada
en el espacio de datos sobre el correspondiente ACP, a diferencia, por ejemplo,
del marco proporcionado por los procesos, mas intuitivo pero en el que esta
caracteristica queda relegada frente a la consideracién de coleccién continua
de variables aleatorias. En cualquier caso, esta eleccién estd avalada as{ mismo
por algunos de los trabajos enmarcados en la modelizacién de datos funcionales
como por ejemplo, Deville (1973b), Besse (1991), Besse and Cardot (1994)

Asi mismo, indicaremos que a lo largo de la memoria los espacios de Hil-
bert que se considerardn, siempre que no se indique lo contrario, son todos
separables.

Por su parte, el trabajo que aqui se expone es fruto del estudio realizado en
esa linea en la modelizacién de datos de naturaleza funcional. Concretamente,
este trabajo se concibié como una continuacién del trabajo de de tesis doctoral
de Aguilera (1993) en el que se abordd, principalmente, el problema de la
aproximacién al ACP a partir de datos discretos. Entre los problemas que
quedaron abiertos se encontraba la consideracién de una estructura geométrica,
diferente de la proporcionada por las funciones de cuadrado integrables de
Lebesgue, que describiese el caracter funcional de los datos.

Entre los aspectos mds interesantes de cara a la aplicaciéon del ACP po-
demos sefialar que, por un lado, permite explorar la estructura interna de los
datos, y por otra parte, es utilizado como una alternativa en la reduccién de
la dimensién del problema. Estos dos usos pueden aparecer contrapuestos, ya
que, como a veces ocurre, la idea de reduccién de la dimensién no tiene por
qué ir acompafiada con la obtencién de las componentes que nos permitan en-
tender mejor el fenémeno. Concretamente, en los trabajos de Deville (1977),
Besse et al. (1986b), Aguilera et al. (1996) pueden verse ejemplos de una apli-
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