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Introduccién.

La completacién I-adica ha sido fundamental en el estudio de los anillos conmu-
tativos, especialmente en el estudio de los anillos locales (R, m) cuando se toma

I=m.

En este caso se tienen caracterizaciones tanto topolégicas como algebraicas de
esta completacién. R es el completado topolégico del anillo topolégico R para
la topologia dada por {I™:n € N} como base de entornos de 0. Entonces su
construccién es la construccién estandar del completado de un espacio métrico
utilizando sucesiones de Cauchy. Existen otras descripciones del completado,
éstas mads algebraicas, que se basan en la descripcién de sus elementos como
sucesiones, asi tenemos que es posible obtener el completado como un limite

inverso

R= lim{R/I":n € N}

Estas descripciones, como es bien conocido, se pueden también trasladar a R-

médulos.

La aplicacién canénica de M en su completado M, cpp:M —s M , se puede
dotar de estructura de homomorfismo de R-médulos. Surge de forma natural la

siguiente definicién, un R-médulo M es completo si cpr:M = M.

De esta forma se combinan las propiedades universales de ambas construcciones,
topoldgica y algebraica, dando lugar a la siguiente propiedad universal del com-
pletado. Sea M un R-médulo y N un R-médulo completo, entonces para cada

homomorfismo f:M —— N existe un dnico homomorfismo f :M — N tal que
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f=Ffoeu.
M2
f f
N

Este desarrollo paralelo entre los aspectos algebraicos y topoldgicos ha sido ex-
portado a otras topologias distintas de las I-idicas. En algunos casos ha sido
necesario pasar al uso de uniformidades en el anillo & el médulo y hacer la
construccién del completado utilizando redes de Cauchy. Toda esta teoria ha

permitido extender los métodos de la completacién a distintas estructuras.

Dada una topologia lineal £ en R, el completado uniforme R de R puede ser
dotado de estructura de anillo y para cada R-mddulo topolégico M su comple-
tado puede ser dotado de estructura de R-médulo. Obteniendose nuevamente
un paralelismo entre la situacién topolégica y algebraica que permite tratar esta

situacién de forma aniloga a la de la completacién I-4dica.

El punto de vista que pretendemos introducir nosotros es totalmente distinto,
ya que perdemos muchas de las propiedades importantes de la completacidn, sin
embargo es necesario desarrollarlo por sus aplicaciones. Vamos rapidamente a

plantear el problema y la solucién que se ha adoptado.

Partimos de un anillo conmutativo R y vamos a estudiarlo desde el punto de
vista local, esto podemos hacerlo desde cada punto del espectro de R 6 mejor
considerando subconjuntos del espectro; de esta forma el estudio local es mas
completo. Si adoptamos este dltimo punto de vista, dado un conjunto K de
Spec(R), necesitamos poder localizar respecto a K,y que esta localizacién se
comporte bien, para ello resulta que K puede ser considerado un subconjunto
genéricamente estable de Spec(R), esto es, sip € K ¥y 4 S p, entonces g € K. Asi
K determina una teoria de torsidn ox en R-méd, la cual tiene asociado un filtro
¥y por tanto una topologfa lineal en R.
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No basta con poder localizar, ya que en general no es posible controlar la es-
tructura del anillo localizado en K, para ello necesitamos que dicho localizado
sea un objeto sencillo en la categoria formada por todos los R-médulos localiza-
dos, (R, ox)-méd; nos es suficiente con que sea un objeto noetheriano en dicha
categoria. De esta forma nos encontramos con que no nos vale cualquier subcon-
junto genéricamente estable de Spec(R), sino inicamente aquellos que verifican
esta propiedad, “el localizado de R es un objeto noetheriano en (R, ox)-mod”.
Este tipo especial de subconjuntos genéricamente estables no estan perfectamente
determinados, nosotros en el Capitulo 5 hacemos un estudio de ellos caracterizan-
dolos por propiedades topoldgicas del espectro junto con propiedades aritméticas

de los R-médulos.

Una vez fijado el punto de partida necesitamos hacer un estudio de las teorias de

torsidén y sus elementos, a este estudio dedicamos el Capitulo 1.

Seguidamente, para poder estudiar el anillo R desde el punto de vista local tene-
mos dos métodos totalmente distintos, uno es hacer construcciones tinicamente
en la categoria de R-méd, de esta forma no ganamos nada respecto a la teoria
clésica, y méas aiin, no podemos dar nuevos teoremas de estructura, por lo que
finalmente desistimos de hacer este estudio. Por esta razén nos hemos dedicado a
estudiar directamente la categoria (R, ox)-méd, para de esta forma lograr mayor

informacién de los aspectos locales del anillo R y sus médulos.

Para justificar este estudio hagamos el siguiente razonamiento. El estudio local
de un anillo consiste basicamente en eliminar aquellos médulos cuyo soporte
permanece fuera del conjunto K, los que van a resultar ser los R-mdédulos de og-
torsién, al hacer este proceso de eliminacién los restantes mddulos forman una
clase muy dificil de estudiar ya que no verifica ninguna propiedad que permita
dicho estudio, sin embargo, ya que la extensién por médulos de ax-torsién en
esencia no cambia el médulo en consideracién, podemos por ejemplo para cada R-
médulo M considerar el mayor submédulo suyo de ox-torsidn, ox( M}, ¥ sustituir
M por el cociente M/ox(M), quedandonos pues con una clase mas pequefia de
R-médulos, los R-médulos libres de o-torsién. Podemos reducir ain maés esta

clase haciendo la siguiente construccién; para cada R-mddulo libre de ox-torsion
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M consideramos su envolvente injectiva E(M) y ahora ox(E/M), este es un R-
médulo de la forma Q,.(M)/M, donde Q,. (M) es un submédulo de EM)y
es el “mayor” R-médulo, en el que estd incluido M , de forma que el cociente
Qoc(M)/M sea ox-torsién. Tras todas estas reducciones ha resultado que, desde
el punto de vista local, el R-médulo M puede ser sustituido (estudiado) por el
R-médulo Q,, (M), ya que ambos verifican las mismas propiedades, considerados

desde la éptica de K.

Todo este proceso no tendria sentido si en él no gandsemos algo, y precisamente
lo que gananos es poder dar una descripcién mas sencilla de los médulos. Por
ejemplo, el R-médulo Q. (M) es ox-inyectivo y libre de ox-torsion, esto es, ox-
cerrado. La subcategoria plena de R-méd formada por todos los R-médulos oy-
cerrados es la categorfa (R, ox)-méd, la cual aunque no es siempre una categoria
de médulos sobre un anillo, s{ es una categoria de Grothendieck, por lo que
el proceso de reduccién descrito llega a buen puerto al poder dar una buena

estructura a la clase de los R-mdédulos a estudiar.

Nos interesa pues, desde el punto de vista local, hacer construcciones \inicamente
en la categoria (R, ox)-méd, ¢ que acaben en dicha categoria, esto es, que los

mddulos resultantes sean objetos de la misma.

Es por esto que necesitamos “cambiar” la definicién clasica de completado res-
pecto a una topologia lineal, ya que vamos a considerar R-médulos ox-cerrados.
También es de destacar que ya no vamos a poder mantener el paralelismo entre
la construccién topolégica y la construccién algebraica, por lo que hemos deci-
dido hacer la construccién algebraica y tratar de forma colateral sus aspectos
topolégicos.

El origen de nuestra definicién de completacién puede situarse en el trabajo [11],
en €l se estudia la dualidad de Matlis relativa a una, teoria de torsién y se aplica al
estudio de anillos y médulos Cohen-Macaulay y Gorenstein relativos a una, teoria
de torsién. Para ello es necesario un nuevo concepto de completitud, probandose

allf que si R es un anillo o-noetheriano Y o una teorfa de torsién estable, si se
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define la o-completacion de un anillo R como
R = lim{Q.(M/N):M/N € T},
entonces si llamamos E al médulo o-dualizante, se tiene el isomorfismo
R=Endg(E).

A partir de esta definicion, en la que se utilizan el par de teorias de torsién
o < o', hemos desarrollado la completacién para un par arbitrario de teorias
de torsidn o y 7, si bien las propiedades de estructura apareceran cuando estas

teorfas verifican o0 < 7 < ol.

El primer problema es dotar de estructura a la completacién y al completado de
un moédulo. Desde el punto de vista algebraico es también importante el que la
completacién sea un funtor y estudiar sus propiedades de exactitud. Todo esto

ha sido realizado tomando como modelo la completacién I-adica.

Posteriormente surgen el problema de estudiar la estructura de la completacién.
Es claro que la completacién respecto a un par arbitrario de teorias de torsién
no es de esperar que mantenga ninguna estructura interesante. Como en el caso
de la completacién /-adica, la completacion puede ser descrita con mas precision
cuando (R, m) es un anillo local noetheriano y tomamos / = m. Por eso, y si-
guiendo las ideas contenidas en los trabajos de E. Matlis [38] y W. Brandal [9],
sobre descomposicién del completado de un anillo en producto directo de com-
pletados, estudiamos el caso en que la teoria de torsién 7 verifica 0 < 7 < ¢o?,
obteniendo un resultado éptimo sobre la estructura de la completacién, y redu-
ciendo su estudio a la completacién en anillos locales noetherianos, los localizados

de R en los ideales primos contenidos en K(o) N Z(7).

Siguiendo con este caso particular, ¢ < 7 < o', vemos que podemos aplicar la
dualidad de Matlis. De hecho estamos en el mismo caso que estudia R. Hartshorne
en “Residues and duality”. De forma natural en el estudio de la completacién
aparece un R-médulo distinguido, que es el cogenerador de la teoria de torsién
K, esto es, la teoria de torsién determinada por que sus médulos libres de torsién

son precisamente los médulos (o, 7)-Hausdorff. Este es el médulo dualizante que
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aparece en el trabajo [11], y que generaliza al caso de una teorfa de torsidn
la dualidad de Matlis. Utilizando pues dicha dualidad podemos estudiar los
médulos reflexivos, obteniendo que los mismos estdn en conexién con los moédulos
completos. Reencontramos pues los resultados clasicos sobre médulos reflexivos

y su relacién con la completacién, y obtenemos en este contexto los resultados de

E. Matlis [38], R. G. Belshoff [6], R. G. Belshoff y J. Xu (7].
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Pasamos, brevemente, a detallar el contenido de cada uno de los capitulos de esta

Memoria.

El Primer Capitulo estd dedicado a recopilar y asentar los tépicos sobre los que
se sostiene el resto de la estructura, principalmente las definiciones y conceptos

elementales relativos a teorias de torsién y a topologias lineales.

En la Primera Seccién se ofrecen las diferentes apariencias bajo las que una
teoria de torsiéon puede ser dada, haciendo especial hincapié en los filtros de
ideales y submodulos que ellas determinan. Un especial interés se muestra por
la descripcién que se obtiene a partir de una particién del espectro del anillo
en dos conjuntos que son, el uno genéricamente estable y el otro cerrado por
especializaciones. Tal interés proviene esencialmente de dos hechos; por un lado
es probablemente la descripcién menos difundida en los textos clésicos, por el
otro es usada con frecuencia a lo largo de este trabajo por su gran utilidad en
el reconocimiento de las teorias de torsién. Asi mismo, cuando las hipétesis
necesarias son dadas, permite una facil descripcién de las operaciones infimo y
supremo del reticulo R-tors de las teorias de torsion en la categoria de médulos
sobre el anillo R. Las hipétesis a las que hemos hecho referencia son condiciones
de finitud sobre el anillo 6 las teorias de torsidn; por ejemplo que el anillo R sea

noetheriano u otras mas débiles que aparecen bien descritas posteriormente.

Dentro de este Primera Seccién incluimos también de forma rapida los resultados
relativos a la localizacidn respecto a una teoria de torsién. Realmente los resulta-
dos sobre localizacién que aqui utilizamos son bésicos y pueden encontrarse con
mas detalle en la literatura ([19], [47]). Ademas contamos con la ventaja afiadida
de trabajar sobre anillos conmutativos; en este caso, la localizacién en conjuntos
multiplicativamente cerrados (en especial los que son de la forma R \ p para un
ideal primo p ) aparece ligada en muchas ocasiones a la localizacién relativa a una

teoria de torsién, proporcionandonos una herramienta increiblemente potente.

Como en cualquier parcela de la teorfa de anillos y mddulos, las condiciones de

finitud, ya mencionadas, nos situardn en un contexto en el que gran cantidad
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de resultados pueden ser aplicados de forma mas eficiente. No se trata en este
momento de recorrer exhaustivamente la gama de estas condiciones, puede con-
sultarse para este fin la literatura que se cita al final de la Memoria, si no que,
como observara el lector, nos centramos fundamentalmente en el estudio de dos
propiedades, la noetherianidad y la generacidn finita relativas a una teoria de
torsién. La hipétesis de noetherianidad relativa del anillo supone de hecho una
condicién de finitud para la teoria de torsién; efectivamente aquella implica la de
ser la teoria de torsién de tipo finito. Esta dltima es contemplada también amplia-
mente en este apartado dado que, bajo esta condicién, el comportamiento ante
diferentes situaciones como conmutacién del funtor niicleo idempotente con l{mi-
tes directos, compatibilidad, 6 correspondencia con subconjuntos genéricamente

estables del espectro es tan buena como seria de desear.

Por 1ltimo, bajo condiciones de finitud, se exponen los resultados parciales para
la existencia de ideales primos asociados a un médulo no nulo; en virtud de un
resultado global se utilizar la definicién de ideales primos débilmente asociados,
cuyo comportamiento es objeto de un estudio algo més detallado, y que permiten
caracterizar tipos interesantes de teorfas de torsién, entre los cuales se incluyen
como ejemplos aquellas teorias de torsién o tales que R es un anillo o-noetheriano.
Los resultados obtenidos para ideales primos débilmente asociados son utilizados

en el Apéndice de la Seccién 2.2.

La Segunda Seccién del Primer Capitulo expone cémo los conceptos de comple-
tacién y teorias de torsién estdn intimamente relacionados. La palabra clave que
los conecta es, sin lugar a dudas, la topologia. Se comienza pues recordando el
concepto de topologia lineal para anillos y médulos para a continuacién presentar
los resultados clasicos sobre la completacién I -adica, que fueron siempre nuestro
punto de referencia a la hora de indagar qué situaciones son posibles y deseables

para ser obtenidas a lo largo de esta investigacién.

La ubicacién e incluso el epigrafe del apartado correspondiente a topologias de
Gabriel estables responde a nuestra idea de la intima conexién entre el Lema de
Artin-Rees, que ha sido expuesto inmediatamente antes, y la estabilidad de una

teorfa de torsién. Es de destacar en este punto que como consecuencia del Lema,
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de Artin-Rees, si el anillo R es noetheriano, toda teoria de torsién en R-méd
es estable, esto es, la clase de torsién es cerrada para extensiones esenciales. En
este punto surge la cuestién de si esto es cierto en situaciones mas restrictivas,
y resulta que, en el caso en que ¢ es una teoria de torsién estable y R es o-
noetheriano, entonces toda teoria de torsion 7 tal que o < 7 es también estable.
De forma ingenua uno podria preguntarse sobre lo siguiente: “Si R es un anillo
o-noetheriano, es toda teoria de torsién 7 > o estable”, la respuesta parece
negativa, pero sin embargo podemos dar una condicién de estabilidad relativa
a o, que va a ser aplicada en la Seccién 2.2 para ver que podemos obviar la

condicién de estabilidad que antes hemos impuesto a las teorias de torsién.

En el Segundo Capitulo entramos de lleno en el objeto de esta memoria. La com-
pletacién de un médulo relativa a una pareja de teorias de torsién (o, 7) proviene
de la dada inicialmente para anillos, en [11], la cual ha sido remodelada conve-
nientemente. Por supuesto, el primer objetivo es dotar de estructura de anillo a
la completacién R del anillo R y de R\*)-médulo a la completacién M)
de cada R-médulo M. Siguiendo como inspiracién el trabajo de J. Rios Mon-
tes [44], se obtiene, después de una sencilla aunque laboriosa tarea, que el funtor
de completacién (de R-méd en R-méd y también de B-méd en R -méd ) es

exacto a izquierda. Esto constituye la Primera Seccién.

Inmediatamente, durante la indagacién del problema de reconocer a los médulos
Hausdorff (es decir, aquellos que son submddulos de su completacién). Aparece
una nueva teoria de torsién a la que denotamos por £ y que resulta ser el pseudo-
complemento de 7 relativo a 0. Este concepto habia sido definido en [19] , aunque
ahora tiene un significado topolégico claro: “los médulos libres de k-torsién son
exactamente los médulos (o, 7)-Hausdorfl”. Ademaés se obtiene que la clase de
torsién para k estd formada precisamente por los médulos cuya completacion es

Cero.

Hay que sefialar que en los trabajos de J. Rios Montes este resultado habia sido
establecido para el caso particular en el que ¢ es la teoria de torsién trivial 0;
en este caso el pseudocomplemento de 7 con respecto a 0 se denota por 7+ y se

llama el complemento de T.




xii CONTENIDO

La teoria de torsién s jugard a partir de este momento un papel esencial en
la descripcién de la (o, 7)-completacién de un médulo. Por ejemplo, para cada
R-médulo M, demostramos que la (o, 7)-completacién de M es siempre un R-
médulo k-cerrado; ademds el morfismo cp:M — M) factoriza a través de
la localizacién en x de M. Recogiendo los mencionados resultados, la Proposi-
cién 2.2.11 nos permite describir cémo la (o, 7)-completacién y la localizacién en
x resultan ser dos funtores “compatibles”. Este resultado jugard un papel muy

relevante a lo largo del Capitulo 3.

Terminamos las generalidades de la completacién haciendo una corta discusién
de los problemas topoldgicos convencionales. En este sentido, la completacién de
un médulo es siempre un médulo Hausdorff y con una topologia apropiada es un

médulo topoldgico completo.

En el Apéndice del Capitulo 2, como ya hemos mencionado, demostramos que la

condicién de estabilidad sobre las teorias de torsién puede ser eliminada.

En este punto, esta Memoria se centra en el estudio de un grupo particular de
parejas de teorias de torsidn, que son parcialmente las consideradas en [11], es

decir, aquellas que verifica 0 < 7 < ¢!,

Para empezar, en la Seccién 3.1 se estudian parejas de teorias de torsién cuyos
conjuntos genéricamente estables difieren en un sélo ideal primo. El resultado
que se obiene en este caso afirma que la completacién consiste en localizar en el
primo en cuestién y después hacer la completacién de un anillo local respecto de
su ideal maximal. Es interesante observar cémo aparecen relacionadas en esta
Seccién dos teorfas de torsién diferentes que vienen determinadas por un ideal
primo p: por un lado or\p €n la categoria de R-médulos, y por el otro OpR, €n R,-
médulos. Hay que destacar aqui que esto es posible hacerlo por que p es un ideal
primo maximal en K(c) y R es o-noetheriano; el realizar esto sin considerar la
teorfa de torsién o es imposible a no ser que impongamos condiciones adicionales
a p, ser un ideal finitamente generado, ¢ a R, ser un anillo noetheriano, lo que

supone prescindir de un gran nimero de ejemplos.
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El comportamiento del funtor completacion en este caso es excepcionalmente
bueno, tanto como en el caso de las topologias I-adicas, puesto que se obtiene
la exactitud sobre médulos o-finitamente generados. Nos permite ademas esta-
blecer la relacién entre el funtor completacién y el funtor producto tensor por el

completado del anillo.

Estos resultados que aparece en la Seccién 3.3 con ser importantes, no son mas
que una consecuencia directa del Teorema 3.2.10 que describe cémo la (o, 7)-
completacién de un médulo o-finitamente generado es un producto directo de
completaciones en anillos locales respecto a su ideal maximal. Un resultado del
mismo tipo fué obtenido por W. Brandal en [9] para topologias lineales sobre ani-
llos h-locales. Aunque alguna similitud aparece en las definiciones (la de ideales
comaximales relativos est4 directamente inspirada por su trabajo), las técnicas de
demostracién y desde luego, el tipo de situaciones en las que se aplican diferencian

de forma rotunda ambos trabajos.

Cuando comienza el Capitulo 4, se encuentran de nuevo dos secciones dedicadas
a condiciones de finitud relativas a una teoria de torsién. Por un lado, decidimos
que aparecieran en este momento dado que su uso es exclusivo de este capitulo
(no asf las que se introdujeron en la Seccién 1.1). También, porque se ofrecen
nuevas apariencias de estos conceptos bajo la condicién de noetherianidad del
anillo relativa a la teoria de torsién. Estos resultados, que son utilizados de

forma esencial en el resto del Capitulo son el Lema 4.1.2 y la Proposicién 4.2.3.

Los conceptos de dualidad de Matlis y de médulos reflexivos intervienen ahora
para mostrar el paralelismo existente entre la completacién y el doble dual. Asi, el
(o, 7)-dual de un R-médulo M se define como el R-médulo Homg(M, E) donde E
es la suma directa de las envolventes inyectivas de cada R/p con p € K(o)NZ(7),
es decir el cogenerador inyectivo de la teoria de torsién «. El doble dual de un
R-médulo resulta ser k-cerrado, por eso, al igual que en la definicién de médulos
(0, 7)-completos la comparacién tiene lugar entre el doble dual y la localizacién

en x del médulo.
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Se han obtenido asi resultados que reproducen las situaciones clasicas que pue-
den ser encontrados en [16], entre los que destacariamos el Teorema 4.4.4 que
caracteriza los anillos (o, 7)-completos como aquellos para los que los médulos

(o, 7)-finitamente generados son (o, 7)-reflexivos.

Se encuentra también en este Capitulo un resultado que habiamos deseado desde
los primeros momentos de nuestro trabajo, y que sélo usando el Teorema 3.2.10
hemos podido obtener. Se trata de asegurar la completitud respecto de una

topologia supuesta la completitud respecto de otra mas fuerte (Teorema 4.5.2).

El dltimo Capitulo se dedica al desarrollo de ejemplos, y en él estudiamos y
caracterizamos cuando un anillo R es o-noetheriano. En términos de la topologia
de Zariski podemos caracterizar cuando o es una teorfa de torsién de tipo finito,
pero el resto, esto es, probar que cada ideal primo en K(o) es o-finitamente
generado es mds complicado. Siguiendo la ideas de W. Heinzer y J. Ohn en [25],
podemos probar el Teorema 5.1.6.

Surge ahora la dificultad de encontrar ejemplos de teorias de torsién o tales que
R sea o-noetheriano. Estudiamos con mas detalle dos casos particulares, el caso
clasico de un anillo local, del que ya hemos hablado a lo largo de la Memoria, y
el caso de los dominios de Krull, en los que tomamos como subconjunto genéri-
camente estable el formado por los ideales primos de altura menor 6 igual que 1;
y particularizamos a ellos las construcciones que hemos realizado a lo largo de

esta Memoria.
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Capitulo 1

Localizacion y completacion.

1.1 Teorias de torsién en R-mod.

A lo largo de esta memoria R denotard un anillo conmutativo y R-méd la cate-
goria de médulos (unitarios) sobre R. Un ideal p de R se dice que es primo si
para cada par de elementos a,b € R tales que ab € p, se tiene que a € p 6bep.

El conjunto de los ideales primos del anillo R se escribira Spec(R).

Descripciones de una teoria de torsién.

Si o = (7,F) es un par de clases no vacias de R-méd, se dice que o es una teoria

de torsién en R-mdd si:
T = {M € R-méd : Homg(M,N) =0 para todo N € F},

F ={N € R-méd : Homp(M,N) = 0 para todo M € T}.

La clase 7 se llama la clase de torsién de o, sus objetos son los mddulos de o-
torsién 6 simplemente de torsidn, y F se llama la clase libre de torsion de o, sus

objetos son los mddulos libres de o-torsién 6 simplemente libres de torsion.
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(1.1.1) Proposicién. ([{7, VI,5.2]) Para una teoria de torsion o = (T,F) en
R-méd son equivalentes:

1. T es cerrada para submddulos;

2. F es cerrada para extensiones esenciales.

Cuando el par o = (7, F) verifica las condiciones anteriores se dice que o es una

teoria de torsion hereditaria.

En lo que sigue, todas las teorias de torsién consideradas en esta memoria serdn

hereditarias, y omitiremos este adjetivo por simplicidad.

(1.1.2) Proposicién. ([47, VI,2.1,2.2])

1. Una clase T no vacia de R-mddulos es la clase de torsién para alguna teoria
de torsion o si, y sdlo si, T es cerrada para submddulos, extensiones, sumas

directas y cocientes.

2. Una clase F no vacia de R-mddulos es la clase libre de torsidn, para alguna
teoria de torsion o si, y sdlo si, F es cerrada para submddulos, extensiones,

productos directos y extensiones esenciales.

(1.1.83) Ejemplo. Consideremos p € Spec(R), entonces el conjunto R\ p es
multiplicativamente cerrado. Si M es un R-médulo, denotamos por M, el corres-

pondiente médulo de fracciones. La clase de médulos
T ={M € R-méd: M, =0}

es una clase de torsién para una teoria de torsién a la que nos referiremos por

OR\p-
Un funtor nicleo idempotente en R-méd es un subfuntor de la identidad

o:R-mdéd — R-méd
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que es exacto a izquierda y tal que para cada R-médulo M se verifica la condicién

o(M/o(M)) = 0.

Si o es un funtor nicleo idempotente y llamamos 7, a la clase de todos los
R-médulos tales que (M) = M y F, a la clase de los R-mddulos verificando
o(M) = 0, entonces (7,,F,) es una teoria de torsion.

Dada una teoria de torsién o = (7, F), para cada R-médulo M se define:
o(M)=S{N<M: NeT},

obteniendo que o(—) asf definido es un funtor niicleo idempotente en R-méd.

(1.1.4) Proposicién. ([47, VI,{.2]) La anterior correspondencia es una co-
rrespondencia biyectiva entre teorias de torsion en R-méd y funtores nicleo

idempotentes en R-moéd.

Como consecuencia de este resultado usamos indistintamente el simbolo o para

representar tanto a la teorfa de torsién como al funtor nicleo idempotente.

(1.1.5) Ejemplo. La teoria de torsién descrita en el Ejemplo 1.1.3 tiene por

funtor nicleo idempotente asociado

orp(M)={m e M : existe algin s € R\ p tal que sm = 0}.

Sea o una teoria de torsién, para la completa descripcién de o basta conocer los

R-médulos ciclicos que son o-torsidn, i. e., el conjunto
Lo)={I<R: R/I€T,}.

Este conjunto verifica, entre otras, las siguientes propiedades:

TGO R € L(o).

TG1 Si ] € L(0), y si J < R es tal que para todo z € I se tiene que (J : z) €
L(0o), entonces J € L(0).
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Una familia £ de ideales de R que verifica estas dos propiedades se llama un
filtro de Gabriel. En particular £(o) es el filtro de Gabriel asociado a la teoria

de torsién o.

Es claro que todo filtro de Gabriel £ verifica ademés las propiedades de filtro,

esto es:

T1SileLl,yJ<Restal que I CJ, entonces J € L.

T2 Sil,J € L, entonces INJ,IJ € L.

Queda aun por establecer una correspondencia biunivoca entre filtros de Gabriel
y teorias de torsién, esto se hace de la siguiente forma: sea £ un filtro de Gabriel,

para un R-médulo M definimos
oc(M)={z € M: ann(z) € L},

entonces o es un funtor nicleo idempotente, y la correspondencia o — L(o), con

inversa £ — oz, es biyectiva.

(1.1.6) Ejemplo. Continuando con el Ejemplo 1.1.3 describimos el filtro de

Gabriel correspondiente a la teoria de torsién ogyp. Utilizando la definicién
L(ory) = {I < R: R/I € T(ony}-

Pero R/I esté en L(og\p) si, y sélo si, el elemento 1 + I es de torsién, es decir

existe s € R\ p tal que s € I. Nos queda entonces que
Llory) = {IS R INR\p +# 2}

6 bien

L(opp)={I < R: I Zp}.
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El reticulo de las teorias de torsidn.

Vamos a estudiar ahora el conjunto de las teorias de torsién en la categoria
R-méd; la correspondencia entre teorias de torsién y filtros de Gabriel prueba

que realmente las teorfas de torsién forman un conjunto.

Consideremos una familia de teorias de torsién A = {oy : A € A}, definimos el
{nfimo de la familia como la teoria de torsién Ayeao cuya clase de torsién es la

interseccién de las clases de torsién 7y,, esto es:

TAAGA”)\ = ﬂ TU,\

AEA

y el supremo de la familia se define dualmente considerando las clases libres de
torsién, por tanto es la teoria de torsién Vieaon cuya clase libre de torsién es la

interseccién de las clases libres de torsién F,,, esto es:

fVAEA”A = ﬂ ]:0,\'

AEA

El estudio del reticulo de las teorias de torsién queda fuera del contexto que
utilizamos en esta memoria, sin embargo una muy buena exposicién puede en-

contrarse en el libro de J. Golan [19].

Vamos a ver la descripcién del filtro de Gabriel del infimo de una familia de

teorias de torsion.

(1.1.7) Proposicién. Sea A= {oy: X € A} una familia de teorias de torsion

en R-méd, se verifica:

L(ray) =[N £(02)-

Para el supremo un resultado similar puede darse en el caso en que todas las
teorfas de torsion de la familia sean de tipo finito. Este concepto y el resultado

citado se encontraran mas adelante bajo el epigrafe Condiciones de tipo finito.

Con estas operaciones, €l conjunto de las teorias de torsién en R-mdd es un

reticulo distributivo sobre intersecciones infinitas ( ver [19, 29.1}), que se denota
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por R-tors y cuya relacién de orden estd dada por la inclusién de las clases de
torsién, esto es: dadas dos teorias de torsién o y 7 en R-méd decimos que o < 7
si o(M) C 7(M) para todo R-médulo M, equivalentemente, si 7, C 7, 6 bien si
Fr CF.

En R-tors existen dos elementos distinguidos, la teoria de torsién trivial, a la

que representamos por 0 y cuya clase de torsién es {0}, y la teoria de torsién

impropia 6 total, cuya clase de torsién es R-méd, y que representamos por 1.

Dadas ¢ y 7 en R-tors, el conjunto U de todas las teorias de torsién A tales
que 0 A A < 7 es un conjunto no vacio que incluye al elemento 0. Al tnico
elemento maximal de U lo llamamos el pseudocomplemento de T relativo a ¢ y lo

representamos por (o : 7).

Teorias de torsion e ideales primos.

Sea o una teoria de torsién en R-méd y sea p un ideal primo de R, entonces se

verifica:

(1.1.8) Lema. R/p es o-torsion J libre de o-torsidn.

Demostracion.  Supongamos que R/p no es libre de o-torsién, entonces existe

7 € R\ p y unideal I € £L(o) tal que Ir C p, como p es primo resulta que I C p,

y por tanto p € L(c), entonces R/p es o-torsién. O
Este Lema permite hacer una particién del espectro del anillo R. Para ello
definimos

K(o) = {p € Spec(R) : R/p € F,}
y

Z(o) = {p € Spec(R) : R/p € T,} = L(o) N Spec(R).
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(1.1.9) Corolario. Para cualquier teoria de torsidn o en R-méd, se verifica

que K(o) y Z(0) forman una particion del espectro de R.

Un subconjunto K C Spec(R) se llama genéricamente estable si verifica la si-
guiente condicién: si p € Ky q C p, entonces ¢ € K. Es claro que para una

teoria de torsién ¢ en R-méd el conjunto K(c) es genéricamente estable.

Un subconjunto Z C Spec(R) se llama cerrado por especializaciones si verifica
la condicién: si p € Z y q O p, entonces q € Z. En particular para una teoria
de torsién o en R-méd el conjunto Z(o) es cerrado por especializaciones. Se
puede comprobar de forma sencilla que el complemento de un conjunto cerrado

por especializaciones es genéricamente estable y viceversa.

Los conjuntos genéricamente estables son 1tiles en nuestro estudio, por ello vamos
a ver cémo determinan teorias de torsién. Sea K un subconjunto genéricamente

estable de Spec(R), a K le asociamos un filtro de Gabriel L(K) como sigue:
I € LK) si, y sélosi, K C X(I).

Donde X(I) = {p € Spec(R) : I € p}. El funtor nicleo idempotente asociado a
L(K) se representa por ox. En general un R-médulo M es ox-torsién si, y solo
si, My, = 0 para todo p € K. Es de interés observar que esto es exactamente decir

que existe una igualdad entre las siguientes teorias de torsién:

oK = NpekOR\p-

La correspondencia entre teorias de torsién y subconjuntos genéricamente estables
de Spec(R) no es, en general, biyectiva. Sin embargo, restringiendo el conjunto
de las teorias de torsién en consideracién, puede obtenerse una correspondencia

uno a uno; aparecen de esta forma las teorias de torsion semicentradas.

Una teoria de torsién ¢ se dice que es semicenirada si es de la forma ox para
alglin conjunto genéricamente estable K. Mas adelante veremos propiedades de

este tipo de teorfas de torsion.
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Localizacidn.

Sea o una teoria de torsién en R-méd y F un R-médulo, decimos que E es o-
inyectivo si para cualquier par de R-médulos M’ < M con M/M' € T, y cualquier
homomorfismo de R-médulos f:M’' — E, existe un homomorfismo f:M — E

extendiendo a f.

Si f' es siempre tnica, diremos que E es o-cerrado (o fielmente o-inyectivo). Es

facil caracterizar los R-médulos o-cerrados.

(1.1.10) Proposicién. Sea o una teoria de torsion en R-méd y sea E un

R-mddulo. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1. E es o-cerrado;

2. E es o-inyectivo y libre de o-torsion.

Demostracidn. Para la implicacién 1 = 2, supongamos que o(E) # 0 y
tomemos 0 # e € o(E). Existe un ideal I € £(o) tal que e = 0. Consideremos
el homomorfismo cero 0 : ] — E, entonces el homomorfismo 0 : B — E
extiende al anterior. Ademas el homomorfismo que consiste en la multiplicacién
por e tambien extiende a 0. Como E es o-cerrado por hipétesis, tenemos que e = 0
lo que es una contradiccién. Para el reciproco, consideremos un homomorfismo
f:N— E donde N < My M/N € 7,. Puesto que E es o-inyectivo, existe al
menos una extensién de f. Supongamos que f’, f’ : M — F son dos extensiones
distintas de f y consideremos m € M tal que f'(m) # f"(m). Entonces m ¢ N
por lo que m+ N # 0+ N y por tanto existe I € L(o') de manera que Im C N.
Entonces I(f'(m) — f"(m)) = 0 y por tanto f'(m) — f"(m) € o(E) = 0. Asi

ambos son iguales y la demostracién estd terminada. O

Como consecuencia tenemos que podemos relacionar los R-médulos cerrados para

dos teorias de torsién, resultado que es fundamental en nuestro desarrollo.

(1.1.11) Observacién. Si ¢ < 7, entonces todo R-médulo r-cerrado es tam-

bien o-cerrado.
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Si consideramos la subcategoria plena de R-méd formada por los médulos o-
cerrados, resulta que es una categoria de Grothendieck. Vamos a representar

esta subcategoria por (R, o)-méd.

Un homomorfismo f:M — N se dice que es un o-isomorfismo si Ker(f) y
Coker(f) son ambos médulos de o-torsién.

(1.1.12) Proposicién. S5i E es un R-mddulo o-cerrado, entonces para cual-

quier o-isomorfismo f:N — M, la aplicacién candnica
Homg(M,E) — Homg(N, E)

es biyectiva.

Demostracion. Es suficiente considerar la sucesién exacta
0 — Ker(f) — N — M — Coker(f) — 0

y aplicar que el funtor Homg(—, E) es un funtor exacto que se hace cero para los

médulos o-torsién. a

Sea M un R-médulo, representamos por E(M) a la capa inyectiva de M. Si
llamamos E,(M) al subconjunto de E(M) que consta de todos los m € E(M)
tales que Im C M para algin I € L(0), se verifica:

1. EIM)/E,(M) € F,.

2. E,(M)/M €7,.
Ademas, si M € F, entonces E,(M) es o-cerrado.
Llamaremos localizado respecto a o de M al R-médulo

QU(M) = EJ(M/U(M))

Es claro que Q,(M) € (R,0)-méd, y que existe un homomorfismo canénico

Jom:M — Q,(M) que es un o-isomorfismo.
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Cuando M es o-cerrado se tiene Q,(M) = M y ademds Q,(M) = 0 si, y sdlo si,
MeT,.

(1.1.13) Lema. Sea o una teoria de torsion en R-méd. Se verifica:

1. Qs(R) tiene estructura de anillo y esta estructura extiende la de R, esto
es, el homomorfismo candnico j,r:R — Q,(R) es un homomorfismo de

anillos.

2. 5i M € R-méd, entonces Q,(M) tiene estructura de Q,(R)-mddulo y por

tanto de R-mddulo.

La construccién del localizado respecto a o define un funtor exacto a izquierda
@s:R-m6d — R-méd, llamado el funtor localizacidn, que es un funtor exacto
cuando restringimos su codominio a (R, o)-méd. Este funtor se suele representar
por a,:R-méd — (R, 0)-méd y es un adjunto a la izquierda del funtor inclusién

i,:(R,0)-méd — R-méd.

Es claro que una descripcién del funtor localizacién en términos de la envolvente
inyectiva tiene inicamente interés tedrico, ya que es bastante dificil su calculo en
la mayor parte de los ejemplos. Por esta razén se impone el dar una descripcién

alternativa que sea mas manejable, en este caso tenemos:

(1.1.14) Lema. ([19, 26.2]) Sea o una teoria de torsion en R-méd. Para

cualquier R-mddulo M se tiene que:
Qo(M) = im{Homa(L, M/o(M)): I € £(o)}

salvo isomorfismo candnico.

La teoria hasta aqui desarrollada generaliza a la construccién clasica de los mé-
dulos y anillos de fracciones, sin embargo hemos perdido algo fundamental. En
el caso clasico el médulo de fracciones se construye haciendo el producto tensor
por el anillo de fracciones, de donde resulta que este es un R-médulo plano, y por

lo tanto la localizacién es un funtor exacto cuando se considera como codominio
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la categoria de R-médulos. Esta situacién tan ideal no se presenta en el caso

general que acabamos de introducir.

Las teorias de torsién cuyos funtores localizacién son exactos, han sido estudiadas
por Goldman, y se denominan teorias de torsién perfectas. La localizacién relativa
a este tipo de teorfas de torsién mantiene un comportamiento similar al de la
localizacién en un conjunto multiplicativamente cerrado. El siguiente resultado

caracteriza a estas teorias de torsién.

(1.1.15) Proposicién. Para una teoria de torsion o en R-méd, son equiva-

lentes las siguientes afirmaciones:

1. Q. es exacto y conmuta con sumas directas.
2. Todo Q,(R)-mddulo es libre de o-torsion.

3. 1Q,(R) = Q,(R) para todo I € L(0).

o

. Todo Q,(R)-mddulo es o-cerrado.

5. Para todo R-médulo M se verifica Q.(R) ®r M = Q. (M).

En este caso las categorias (R,o)-méd y Q,(R)-méd son equivalentes. Cuando
o es una teoria de torsién perfecta, existe una correspondencia biyectiva entre
Spec(Q,(R)) v K(c). De esta forma, algunos subconjuntos genéricamente esta-
bles provienen de espectros de localizados del anillo, sin embargo no es ésta la
situacién general, por ejemplo para cada ideal I de R el subconjunto X (I) es
genéricamante estable y salvo contadas excepciones no corresponde al espectro
de un anillo localizado de R. La teorfa de torsién ogy, que hemos presentado

como ejemplo a lo largo de esta Seccién es perfecta.

Condiciones de tipo finito.

Vamos a continuacién a introducir condiciones de finitud respecto a una teoria de

torsién; el problema fundamental es que no es facil trabajar en un anillo arbitrario,
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y como consecuencia no es posible obtener resultados suficientemente buenos con
una teoria de torsién arbitraria, por ejemplo, los resultados fundamentales de la
descomposicién primaria de ideales necesitan de la hipétesis de anillo noetheriano,
la estabilidad de las topologias J-addicas necesita del lema de Artin-Rees, etc. Por
este motivo es necesario reproducir nociones que extiendan, al &mbito de teorias

de torsidn, las condiciones de finitud.

Comenzamos por una definicién suficientemente restrictiva, la de teoria de torsién

de tipo finito.

Una teoria de torsién o se dice que es de tipo finito si L(o) tiene una base de

filtro formada por ideales finitamente generados.

Como consecuencia de la definicién tenemos algunas buenas propiedades del fun-

tor localizacidén:

(1.1.16) Proposicién. ([12, 111,3.13]) Para una teoria de torsion en R-méd

los siguientes enunciados son equivalentes:

1. o conmuta con limites directos.

2. o es de tipo finito.

Para teorias de torsién de tipo finito puede enunciarse un resultado que de forma
similar a la Proposicién 1.1.7 describe el filtro de Gabriel para el supremo de una

familia de teorias de torsién.

(1.1.17) Proposicién. ({49, 1.22]) Sea {0y : A € A} una familia de teorias de
torsion. Si cada oy es de tipo finito, entonces para un ideal I de R se verifica
I € L(Voy) si, y sdlo si, existe un nimero finito de ideales I, ..., I, en JL(0)
de manera que [ D I, ---I,.

Es de destacar que las teorias de torsién de tipo finito estan incluidas dentro de

un tipo que ya habia sido estudiado en este mismo Capitulo, el de las teorias de

torsién semicentradas.




1.1 Teorias de torsién en R-méd. 13

(1.1.18) Proposicién. ([12, II,3.1 7]) Toda teoria de torsidn de tipo finito es
semicentrada.

Como consecuencia es interesante plantearse qué tipo de subconjuntos genérica-

mente estables determinan teorias de torsién de tipo finito.

(1.1.19) Proposicién. ([14, Theorem 3.8]) Existe una correspondencia biyec-
tiva entre teorias de torsidn de tipo finito en R-méd y conjuntos genéricamente

estables K quasicompactos.

Las teorias de torsién de tipo finito facilitan las construcciones en virtud de la
Proposicién 1.1.16, pero no son suficientes para dar resultados estructurales sobre

los anillos; vamos pues a introducir un nuevo tipo de teorias de torsion.

Un R-médulo M se dice que es o-finitamente generado si existe un submédulo
finitamente generado N de M tal que M /N € T(o). Sio <7y M eso-

finitamente generado, entonces M es tambien r-finitamente generado.

Atin podemos dar resultados sobre las teorias de torsién de tipo finito, por ejemplo

podemos generalizar a este contexto el bien conocido Lema de Cohen.

(1.1.20) Proposicién. ([5]) Sea o una teoria de torsién en R-méd, si cada

ideal primo en Z(c) es o-finitamente generado, entonces o es de tipo finito.

Puesto que el reciproco de esta Proposicién es consecuencia de la definicién de

teoria de torsién de tipo finito, podemos enunciar el siguiente Corolario.

(1.1.21) Corolario. Una teoria de torsion o en R-méd es de tipo finito si, y

sdlo si, cada ideal primo en Z(0) es o-finitamente generado.
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(1.1.22) Lema. ([12, II1,3.2]) Dada la sucesidén ezacta de R-mddulos
0—N-—M— M/N—0,
se verifica

1. Si M es o-finitamente generado, entonces tambien lo es M/N.

2. 5i N y M/N son o-finitamente generados, entonces tambien lo es M.

(1.1.28) Corolario. ([12, 111,3.3]) Si M es un R-mddulo, entonces:

1. M es o-finitamente generado si, y sdlo si, M/o(M) lo es.

2. Si M es o-finitamente generado, entonces tambien lo es Q.(M).

Las teorias de torsién de tipo finito presentan ain aspectos en los que son de

interés, por ejemplo en el siguiente sentido:

(1.1.24) Lema. ([49, 2.13]) Sean o y 7 dos teorias de torsion de tipo finito en

R-méd, entonces para cualquier R-mddulo M se tiene un isomorfismo

Qo(r(M)) = 7(Q,(M)).

(1.1.25) Corolario. ([49, 2.16]) Si o y T son teorias de torsién de tipo finito
en R-méd, entonces Q,Q, = Q-Q,.

(1.1.26) Corolario. ([49, 2.14]) Sea o una teoria de torsidn de tipo finito en
R-méd y sea p un ideal primo de R, entonces para cualquier R-mddulo M se

tiene un isomorfismo candnico

(QU(A{))P = QU(MP)
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El enunciado del Corolario anterior no es vélido en general, como prueba el si-
guiente Ejemplo debido a F.W. Call. Sin embargo se mantiene para teorias de

torsién cualesquiera siempre que el ideal primo p pertenezca a K(o).

(1.1.27) Ejemplo. Sea k un cuerpo y llamemos A al anillo de las sucesiones
de elementos de k que son constantes a partir de alguna posicién. A es un anillo
regular en el sentido de von Neumann cuyos ideales maximales son de la forma
a) m=(1- ei)A, i > 1, donde ¢; es la sucesién cuyos elementos son todos cero
salvo el de la posicién i-ésima que es un 1; y b) m = Pe;A, es decir, el conjunto
de todas las sucesiones que son cero a partir de alguna posicién. Consideremos el
conjunto genéricamente estable K = 5 pec(A)\ {m} y denotemos por o a la teoria
de torsién que determina. El filtro de Gabriel correspondiente es L) = {A, m}.
Puesto que A es libre de o-torsién, entonces 0 # An C (Q+(A))m. Por otra parte,
como Am = (A/m)m, entonces es un médulo de o-torsién y por tanto Qs (Am) = 0.

Asi tenemos

Qo (Am) =0 # (Qo(A))m-

El concepto de teoria de torsién de tipo finito no es suficientemente bueno para
el estudio de anillos y sus localizaciones, por ejemplo, si R es un anillo y p es
un ideal primo de R tal que el anillo R, es noetheriano, la teoria de torsién or\p
es de tipo finito y verifica propiedades adicionales, vamos a ver algunas de estas

propiedades adicionales.

Diremos que un R-médulo M es o-noetheriano si cada uno de sus submadulos es

o-finitamente generado. El anillo R se dird o-noetheriano si lo es como R-médulo.

Para un R-médulo M, denotaremos por C(M ,0) al reticulo de los submddulos
N < M tales que M/N € F,. A los elementos de este reticulo los llamamos
submddulos o-cerrados de M. Para cada submédulo N de M existe un menor
elemento de C(M, o) conteniendo a N, que se llama la o-clausura de N en M, se
representa por CIM(N) y viene definida por la igualdad CIM(N)/N = o(M/N).

Para ver que la definicién de anillo o-noetheriano generaliza el caso que antes

hemos planteado, enunciamos el siguiente resultado.
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(1.1.28) Proposicién. (47, XIII,2.4]) Sea o una teoria de torsién en R-méd,

y M un R-mddulo, son equivalentes las siguientes condiciones:

1. M es o-noetheriano.

3]

. M/o(M) es o-noetheriano.
3. Q,(M) es o-noetheriano.

4. C(M, o) es un reticulo noetheriano.

B

a,(M) es un objeto noetheriano en la categoria (R,o)-méd.

(1.1.29) Observaciones. Si ¢ es una teoria de torsién en R-méd tal que el

anillo R es o-noetheriano, entonces o es de tipo finito (Ver [12, III,3.23)).

Usando la Proposicién 1.1.18 obtenemos que o < opy, para cada ideal primo
p € K(0o). Por otra parte, es obvio que si ¢ < 7y R es o-noetheriano, entonces
es tambien T-noetheriano. Como consecuencia, si R es o-noetheriano, entonces

R, es noetheriano para cada ideal primo p € K(0).

Puesto que una teoria de torsién o para la que R sea o-noetheriano es semicen-
trada, es claro que o estd determinada por la particién del espectro en K(o) y
Z(o). Ademas, el conjunto genéricamente estable K (o) tiene elementos maxima-
les; al conjunto de estos elementos lo denotamos por C(o). A su vez K(o) es el

menor conjunto genéricamente estable conteniendo a C(o).

Existe desarrollada toda una teoria de anilios o-noetherianos que en general imita
a la teoria clasica de anillos noetherianos, a modo de ejemplo veamos la siguiente

Proposicién.

(1.1.30) Proposicién. ([47, XIII,2.6]) Sea o una teoria de torsion en R-méd,

son equivalentes las siguientes condiciones:

1. R es un anillo o-noetheriano.
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9. La suma directa de una familia de R-médulos inyectivos y libres de o-torsidn

es otra vez inyectivo y libre de o-torsion.

9. Cada R-mddulo inyectivo y libre de o-torsidn es isomorfo a una suma di-

recta de R-mddulos inyectivos indescomponibles y libres de o-torsidn.

Finalmente sefialar que el Lema de Cohen se puede establecer en el contexto de
anillos o-noetherianos, haciendo ahora intervenir a todos los ideales primos del

anillo y no sélo a los contenidos en £(o) como en la Proposicién 1.1.20.

(1.1.31) Lema. (35, 5.15]) Sea o una teoria de torsion en R-méd, entonces

R es o-noetheriano si, y sélo si, cada ideal primo es o-finitamente generado.

Ideales primos asociados.
En el estudio de los anillos noetherianos, una herramienta fundamental son los
ideales primos asociados. Vamos a ver que podemos decir en un caso mas general.

Sea M un R-médulo, un ideal primo p de R se dice que es asociado a M si existe
un submédulo de M isomorfo a R/p, 6 equivalentemente, si p = ann(z) para
algin 0 £z € M.

Denotaremos por Ass(M) al conjunto, posiblemente vacio, de los ideales primos

asociados a M.

Los siguientes resultados relativos a ideales primos asociados son bien conocidos.

(1.1.32) Proposicién.

1. Dada la sucesion ezacta corta

0— N— M — M/N —0,
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se tiene

Ass(N) C Ass(M) C Ass(M/N) U Ass(N).
2. Ass(®M;) = UAss(M;)
3. Para cualquier R-mddulo M, se tiene Ass(M) = Ass(E(M)).

4. Si M es un R-mddulo uniforme, entonces Ass(M) posee, como mdzximo,

un elemento.

En el caso de un anillo noetheriano los asociados de un médulo no nulo consti-
tuyen un conjunto no vacio, lo que no es cierto en el caso general. Para evitar
este problema se puede trabajar en dos direcciones diferentes. En primer lugar,
pueden obtenerse resultados parciales para médulos libres de o-torsién cuando el

anillo es o-noetheriano.

(1.1.33) Lema. ( [12, 1I,4.2]) Si R es un anillo o-noetheriano y M un R-

mddulo no nulo libre de o-torsion, entonces:

@ +# Ass(M) C K(o)

(1.1.34) Proposicién. ([12, II1,4.4])

Si R es o-noetheriano y M es un R-mddulo que es o-finitamente generado y no

es de o-torsion, entonces podemos encontrar una cadena
0=MyCM;C..CM,=M

de R-mddulos tales que, para cada 1 <t < n, existe un isomorfismo
(Mi/M;—1)/o(M;/Mi—1) = R/p;

para algin p; € K(o).
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(1.1.35) Corolario. Si M es un mddulo o-finitamente generado sobre el anillo

o-noetheriano R, entonces Ass(M) es un conjunto finito.

Por otro lado, la definicién de ideal primo asociado puede generalizarse de manera
que cada médulo no nulo tenga un conjunto de ideales asociados distinto de vacio.
Una definicién posible es la siguiente: sea M un R-médulo y p un ideal primo
del anillo R, decimos que p es un ideal primo débilmente asociado a M si existe
un elemento no nulo m de M tal que p es minimal sobre ann(m). Al conjunto

de los ideales primos débilmente asociados a M lo representamos por Asss(M).

(1.1.36) Lema. Sea R un anillo cualquiera y M un R-mddulo, entonces M+#0
si, y solo si, Assy(M) # @.

Demostracion. Supongamos que M # 0, entonces existe algin 0 # m € M;

consideremos el conjunto
% = {p € Spec(R): ann(m) C p}
entonces ¥ # @ y si tomamos en ¥ una cadena descendente

. CpaCp M

y denotamos por p = N2, Pi, resulta que p es de nuevo un ideal primo que contiene
a ann(m). Para demostrarlo tomemos a,b ¢ p, entonces existe algin n € N de
manera que a,b ¢ p, y por tanto ab ¢ p, lo que implica que ab ¢ p. Ahora el
lema de Zorn asegura la existencia de un elemento minimal en ¥, que serd un
elemento de Ass(M). g

Para los ideales primos débilmente asociados a un R-médulo, se verifican propie-
dades anélogas a las de los primos asociados. Podemos enunciar los siguientes

resultados:

e gy S T T I e e T T

(1.1.37) Lema. Sea R un anillo y considere'rﬁa@s:%.un_\ sucesidn. ezacta>corta de
)

i

0 N — M — M/N —0,

R-mddulos
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entonces

Assf(N) C Asss(M) C Assg(N)U Assg(M/N).

Demostracion. Sea p € Assy(N), entonces existe 0 # n € N tal que p es
minimal sobre ann(n); puesto que n € N < M tenemos que p € Assy(M). Por
otra parte, sea p € Assy(M) y 0 # m € M tal que p es minimal sobre ann(m),
sim+ N 74 0 + N entonces es claro que p € Assy(M/N). En otro caso, m € N
y por tanto p € Assg(N). O

(1.1.38) Corolario. Si {M; :1 € A} es una familia de R-mddulos, entonces

Assf(@ien(M:)) = UieaAssg(M;)

Demostracién.  Para cada j € A consideremos la sucesién exacta corta
0 — M; — GieaM; — Biz; M; — 0,
de la que deducimos que Ass;(M;) C Asss(DieaM;) y por tanto
UieaAsss(M;) C Assy(DieaMs).

Para la otra inclusién, razonemos en primer lugar que la afirmacién es cierta
para cualquier conjunto finito de indices, o lo que es equivalente, para el conjunto

A = {1,2}. En este caso, aplicando el lema anterior a la sucesién
0—)M1-—)M1@M2—>M2——*0,

obtenemos que Asss(M; & M,) C Assg(M;) U Assg(M,). Ahora, si se verifica
que p € Asss(@DM;), entonces existe un conjunto finito ¥ C A tal que p €

Assf(®rFM;) y se aplica el razonamiento anterior. a

(1.1.39) Corolario. Sea {N; :1 € A} una familia de submddulos de M tal que
Ni;eaN; = 0. FEntonces,

Assg(M) C UieaAss(M/N;)
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Demostracién. Basta considerar el monomorfismo natural
M — ®M/N;

y aplicar el Corolario anterior. O

Veamos a continuacién cémo se comportan los ideales primos débilmente asocia-

dos cuando se localiza en un conjunto multiplicativo.

(1.1.40) Lema. Dado un anillo R y un conjunto multiplicativo ¥ de R, st

llamamos

® = {p € Spec(R) : pNE = T},

entonces para cualquier R-mddulo M se tiene que

Ass;(E7'M) = Assg(M) N D.

Demostracién.  Sea p € Ass;(M)N® y tengamos un elemento m € M tal que

p es minimal sobre ann(m). Calculemos
anng(m/1) = {r € R : existe s € T tal que srm = 0}

y comprobemos que anng(m/1) C p. Para esto, si srm = 0 entonces sr €
ann(m) C p y puesto que pNY =y pesun ideal primo, entonces r € p.
Ademés como p es minimal sobre ann(z) tambien lo es sobre ann,(m/1). Para
la otra inclusién, tomemos p € Asss(E72M) y sea m/1 # 0 con p minimal sobre
su anulador. Es claro entonces que ann(m) C p. Veamos que es minimal: si
ann(m) C q C p, entonces por un razonamiento similar al anterior tenemos que
q contiene a anng(m/1) y ademés es N X = @ lo que es una contradicién con
la minimalidad de . u

(1.1.41) Corolario. Con la misma notacidn que en el Lema precedente, para
cada R-médulo M eziste una correspondencia biyectiva entre los conjuntos de

ideales primos Ass;(M)N® y Assy(X7' Ms-1R) dada por p — T7'p.
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Demostracidn. Sip € Assy(X~'M), tomemos 0 # m/1 € 7'M tal que
p es minimal sobre su anulador, entonces X~!p D E£~lann(m/1) y es minimal,
por tanto estd en Ass;(57' Mg-1p). Por otra parte, si £7'p € Ass; (X~ Mg-15),
entonces existe 0 # m/1 € 71 M tal que

7' D anng-1p(m/1) = S lanng(m/1)

es minimal, entonces por el lema anterior tenemos que p es un elemento de
Assy(E7IM). O

Relacionemos ahora los ideales primos débilmente asociados con otros conjuntos

de ideales primos relativos a un R-médulo.

(1.1.42) Lema. ([47, XIII,{.1}]) Sea R un anillo y M un R-médulo, entonces
Ass(M) C Assg(M) C Supp(M)
y se tiene que

Supp(M) = {q € Spec(R): eziste p € Assy(M) tal que p C q}.

Como consecuencia de este Lema se tiene que el conjunto de los elementos mini-

males de Assy(M) coincide con el de los elementos minimales de Supp(M).

Bajo ciertas condiciones, el conjunto de los ideales primos débilmente asociados
coincide con el conjunto de los ideales primos asociados, esto ocurre por ejemplo

cuando el anillo R es o-noetheriano y el R-médulo es libre de o-torsién ( Ver (12,

111,4.7) ).

En general, para un médulo M se verifica que si Ass;(M) C K(o), entonces M
es libre de o-torsién. El reciproco no es cierto en general. Cuando para una
teoria de torsién o se tiene la igualdad F, = {M € R-méd : Ass;(M) C K(o)}
decimos que o es bien centrada. Sabemos por ejemplo, que si R es o-noetheriano,
entonces puesto que Ass;(M) = Ass(M) obtenemos por el Lema 1.1.33 que o es

bien centrada.
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(1.1.43) Lema. Sea R un anillo y o una teoria de torsion bien centrada en

R-méd, entonces
T, ={M € R-méd : Assy(M) C Z(0)} =

= {M € R-méd : Supp(M) C Z(0)}.

Demostracion. La inclusién C ocurre siempre: consideremos M un mddulo
de o-torsién, y sea p € Assy(M). Entonces existe 0 # m € M tal que p es
minimal conteniendo a ann(m); como m es un elemento de o-torsién, entonces
ann(m) € L(o) y por tanto ann(m) C p € L(o). Para la otra inclusion si
es necesaria la hipétesis de ser o bien centrada: supongamos que M # o(M)
por lo que @ # Ass;(M/a(M)) C K(o). Elijamos p € Assy(M/a(M)) y sea
z+0(M) tal que p es minimal sobre ann(z+0o(M)). Ahora bien, como ann(z) €
ann(z+0(M)) y cualquier ideal primo minimal sobre ann(z) esta por hipdtesis en
Z(0), tenemos que p tambien estd en Z(o) lo que nos lleva a una contradiccién.

Para la segunda igualdad basta aplicar el Lema 1.1.42 a

La propiedad 7 (¢) = {M € R-méd : Ass;(M) C Z(0)} caracteriza a las teorias
de torsién semicentradas, por lo tanto toda teorfa de torsién bien centrada es
semicentrada. Finalmente, comprobar que las teorias de torsién que vamos a

estudiar estan incluidas en estas clases.

(1.1.44) Corolario. Si R es un anillo y o una teoria de torsidn de tipo finito

en R-méd, entonces

F, = {M € R-méd : Ass;(M) C K(0)}

T, = {M € R-méd : Asss(M) C Z(0)}.

y por tanto o es bien centrada y semicentrada.
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1.2 Topologias lineales y completacién /-adica

Anillos y médulos topolégicos

Un grupo abeliano G se dice que es un grupo topoldgico si estd dotado de una
topologia de manera que las operaciones (a,b) — a + by @ — —a son funciones

continuas.

Si G es un grupo topoldgico, la topologia de G estd totalmente determinada por

el conjunto £ de los entornos de cero. Este conjunto satisface las propiedades:

E1l Paracada U € £, existe V € £ tal que V + V C U.

E2 U € € implica que —U € €.

Reciprocamente, si G' es un grupo abeliano y € es una familia de subconjuntos
de G verificando E1 y E2 y tal que todos contienen al cero, entonces existe una
tnica topologia sobre G tal que G es un grupo topolégico y £ es el conjunto
de entornos de cero. Si G es un grupo topolégico y H es un subgrupo de G,
entonces H es un subconjunto abierto si, y sélo si, contiene un punto interior

(basta observar que la traslacién es un homeomorfismo).

Un anillo topoldgico es un anillo R con una topologia que dota a R de estructura de
grupo topolégico y de manera que la multiplicacién (a, b) + ab es una aplicacién

continua.

Si R es un anillo topoldgico, el conjunto de entornos de cero satisface, ademds de

E1 y E2, las propiedades:

E3 Paracadaae Ry U € &, existe V € € tal que «V C U.

E4 Para cada U € € existe V € € tal que VV C U.
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Y reciprocamente, si € es una familia de subconjuntos de R que contienen al cero®
y verificando E1-4, entonces existe una tnica topologia sobre R de manera que

R es un anillo topoldgico y & es el conjunto de entornos de cero.

Dado un anillo topolégico R, un R-mddulo topoldgico es un R-médulo M dotado
con una topologia de manera que M es un grupo topoldgico y tal que la multi-
plicacién por elementos del anillo es continua. Las consideraciones hechas sobre
el conjunto de entornos de cero de un grupo topologico son validas en este caso,

y ademés de los axiomas E1-2, dicho conjunto M verifica:

EMS3 Paracadaz € My U € M, existe V € € tal que zV C U.
EM4 Para cadaa € Ay U € M, existe V € M tal queaV C U.

EMS5 Para cada U € M existen Ve My W € € tal que VW CU

Un anillo topolégico R se dice que es linealmente topoldgico si existe un sistema
fundamental de entornos de cero formado por ideales de R. En este caso, el

conjunto £ de todos los ideales abiertos satisface las propiedades:

L1 SileLylcCJ,entoncesJ € L.
L2 SiI,J € L, entonces INJ € L.

L3 Sil e Lya€R,entonces (I:a)€ L.

Anélogamente, si R es un anillo linealmente topolégico, un R-médulo topolégico
M se dice que es linealmente topoldgico si tiene un sistema fundamental de en-
tornos de cero formado por submédulos. Este sistema de submddulos abiertos

verifica:

LM1 Si N C N’ son submédulos de M y N es abierto, entonces N " es abierto.
LM2 Si N y N’ son submédulos abiertos, entonces N N N’ es abierto.

LMS3 Si N es un submédulo abierto y = € M, entonces (N : ) € L.
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Cuando R es linealmente topoldgico, para cualquier R-médulo M la topologia
lineal maés fuerte sobre M es aquella que tiene por conjunto de submddulos abier-

tos

L(M)={N < M: (N :z)€ L para todo z € M}

(1.2.1) Ejemplo. Dado un filtro de Gabriel £(o) sobre un anillo R, se verifican
trivialmente L1-3 y por tanto £(o) constituye el conjunto de ideales abiertos para

una topologia lineal sobre R. Ademads, para cada R-mddulo M el filtro
L,(M)y={N<M:MINeT(o)}

da estructura de R-mddulo linealmente topoldgico a M. Este tipo de topologias
sobre un anillo, es decir, las que vienen asociadas a una teoria de torsién, se deno-
minan topologias de Gabriel y nos vamos a centrar en ellas por las construcciones

algebraicas que tienen asociadas.

Topologias I-adicas

Vamos a estudiar un ejemplo de topologia lineal y su completacién. Sea I un ideal
de un anillo R, consideramos el filtro {I™: n € N} que es un sistema fundamental
de entornos de cero para una topologia lineal sobre R, esta topologia serd llamada
la topologia I-ddica. Para un R-médulo M, si tomamos como base de entornos
de cero al filtro de submddulos {I*M: n € N}, obtenemos una estructura de

R-médulo topolégico que es asi mismo llamada topologia I-ddica de M.

(1.2.2) Teorema. ([4, I1,2.6.11]) Sea M un R-mddulo dotado con la topologia
I-ddica, entonces el R-mddulo

M = lim{M/I"M : n € N}

con la topologia del limite inverso de espacios topoldgicos discretos, es una com-
pletacion Hausdorff de M.
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Cuando el anillo es Hausdorff para la topologia I-adica, se dice que es un anillo
de Zariski. En éste caso, el anillo puede identificarse con un submédulo de su
completado. Por ejemplo, todo anillo local noetheriano (A, m) es un anillo de

Zariski para la topologia m-adica.

La topologia I-4dica sobre M es Hausdorff si N7_, I"M = 0. Esto ocurre, en par-
ticular, cuando el anillo es noetheriano, I C J(R) y M es finitamente generado.
Ver [4, 11,2.5.5]

Un resultado de gran importancia en el estudio de las completaciones [-adicas es

el Lema de Artin-Rees:

(1.2.3) Teorema. Lema de Artin-Rees(/39, 8.5])

Sea R un anillo noetheriano, M un R-mddulo finitamente generado, N un sub-
médulo de M e I un ideal de R. Entonces eziste un entero positivo c tal que para
todo n > ¢ se tiene

"M AN =I"(I°M 0 N).

Su importancia radica fundamentalmente, en la posibilidad de establecer el si-

guiente resultado acerca de la topologia I-ddica.

(1.2.4) Teorema. (39, 8.6]) Si R es un anillo noetheriano, I es un ideal de
R y M es un R-mddulo finitamente generado, entonces para cada submddulo N

de M coincide la topologia I-ddica de N con la topologia inducida sobre N por la
de M.

(1.2.5) Corolario. Si R es un anillo noetheriano y
0—N-—M— M/N—20

es una sucesidn ezacta de R-mddulos finitamente generados, entonces la sucesidn
0—N—M— ]\7/7\7 — 0

es también ezacta.
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En la demostracién de este resultado clasico se hace uso de manera esencial de
la propiedad de Mittag-Lefller. Esta propiedad, que puede ser encontrada en [24]
asegura la exactitud a la derecha del limite inverso bajo determinadas condiciones,
a saber, que el sistema inverso esté indizado en el conjunto N de los numeros

naturales y que cada homomorfismo en el sistema inverso sea sobreyectivo.

(1.2.6) Teorema. ([{, 2.6.19]) Sea R un anillo noetheriano y M es un R-

modulo finitamente generado, entonces el homomorfismo

n(M): R@r M — M
es un isomorfismo de R-médulos.
Como consecuencia de este teorema se obtienen dos importantes resultados: que
R es una R-4lgebra plana y que la completacién M de un médulo finitamente
generado M es un R-médulo completo con la topologia I-ddica. Respecto de este

tema hay que observar que no ocurre para R-médulos arbitrarios, incluso si el

anillo es local y m = I (ver [22] pgina 15).

El estudio de la completacién puede reducirse a completar en anillos de Zariski,

como prueba el siguiente resultado.

(1.2.7) Proposicién. ([8, II],3.12]) Sean R un anillo noetheriano, I un ideal
de R, S el conjunto multiplicativo 1+1 y M un R-mddulo de tipo finito, entonces:

1. S7'R es un anillo de Zariski para la topologia S™'I-ddica.

2. El homomorfismo f : M — SIM es un isomorfismo.

Veremos que todo este estudio se puede hacer con técnicas de teorias de torsién.

Para un anillo noetheriano R y un ideal I de R, podemos definir la teorfa de

torsién o; de manera que para cada R-médulo M

or(M) = {m € M: existe n € Z tal que I"m = 0}
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(1.2.8) Proposicién. Si R es un anillo noetheriano, I es un ideal de R y M
es un médulo finitamente generado, la topologia I-ddica en M coincide con la

topologia que determina Lq,(M).

Demostracién.  En primer lugar observemos que £(o7) tiene como base de filtro
al conjunto {I"*;n € N}. Entonces es evidente que todo I"M esta en Lo, (M).

Por otra parte, si N € L,,(M) puesto que M es finitamente generado, también

lo serd M/N. Consideremos m; + N,...,m, + N un conjunto de generadores
para M/N € T, existiran si, . . ., S, nimeros enteros positivos tales que I*(m;+
N) = 0, entonces tomando s = max{sy, .. .,5,} obtenemos que I°*M C N lo que
completa el razonamiento. O

Topologias de Gabriel estables

Dada una teoria de torsién ¢ en R-méd y un R-médulo M, nos referiremos a la
topologia inducida por o sobre M tal como se defini6 en el Ejemplo 1.2.1 diciendo
simplemente ”la topologia de M”. Con este convenio, si N es un submédulo de
M, es facil comprobar que la topologia en N inducida por la de M es maés débil

que la topologia de N.

Se trata ahora de establecer cuando estas dos topologias coinciden. En este

sentido podemos enunciar el siguiente resultado.

(1.2.9) Teorema. ([47, VI,7.1]) Sea 0 una teoria de torsidn en R-méd. Son

equivalentes

1. Para cada R-médulo M y cada submddulo N de M, la topologia de N

coincide con la topologia en N inducida por la de M.

2. la clase de médulos de o-torsion es cerrada para extensiones esenciales.

Si la teorfa de torsién o verifica las condiciones equivalentes del Teorema anterior,

decimos que o es estable.
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(1.2.10) Ejemplo. El ejemplo clsico de una teoria de torsién estable es el de
la teoria de torsién de Goldie. Recordemos que un R-modulo M se dice que es
no singular si para cada 0 # m € M, se tiene que ann(m) no es esencial en R.

La teoria de torsién de Goldie tiene por clase de libres de torsién a
Fe ={M € R-méd: M es no singular }
y su funtor nicleo idempotente asociado es og(M) = Zy(M) (ver [47, VL,T]).

Para teorias de torsién estables podemos enunciar, entre otras, las siguientes

propiedades:

(1.2.11) Proposicién. Sea o una teoria de torsion estable en R-méd. Enton-

ces para cada inyectivo indescomponible E, se tiene que E € 7, 6 bién E € F,.

(1.2.12) Proposicién. El infimo de una familia de teorias de torsién estables

es también estable.

Demostracion.  Se deduce de la definicién de infimo puesto que
7'/\cr = nq:r
y de la hipétesis de ser cada teoria de torsién estable. O

La importancia de las teorias de torsién estables es doble. Por una parte y como
ya hemos visto, la estabilidad significa un buen comportamiento de la topologia
lineal que determina la teoria de torsién. Por otro lado, también ofrece ventajas
importantes en el calculo del localizado de un médulo como se mostrara en la

Proposicién 1.2.15.

Utilizando el Corolario 1.1.44 podemos deducir facilmente el siguiente
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(1.2.13) Teorema. Sobre un anillo noetheriano R toda teoria de torsidn es

estable.

Aunque para anillos o-noetherianos no se tiene un resultado tan fuerte como
el anterior, sin embargo bajo la condicién de estabilidad para o, se obtiene un

resultado parcial:

(1.2.14) Proposicién. ([12, V1,8.5]) Si R es un anillo o-noetheriano y o es
una teoria de torsién estable, entonces toda teoria de torsidn T en R-méd tal que

o < 7 es también estable.

Finalmente recordar que para teorias de torsién estables la descripcién de la

localizacién es mas sencilla.

(1.2.15) Proposicién. ([12, 11, 2.9]) Sea o una teoria de torsion estable en

R-méd. Entonces para cualquier R-mddulo M se tiene

Q.(M) = lim{Homg(I, M) : I € L(0)}
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Capitulo 2

Completacién relativa a una

teoria de torsion.

2.1 Completacion.

En lo que sigue R serd un anillo conmutativo, ¢ < 7 dos teorias de torsién en
R-méd de manera que R es o-noetheriano y o es estable; M representard a un

R-médulo.

En el Capitulo 1 se ha descrito cémo el filtro de Gabriel £(7) define una topologia
lineal sobre R. Del mismo modo, para un R-médulo M podemos considerar el

conjunto de submddulos
L.(M)={N<M:MINeT}
que verifica propiedades similares a las de £(7):
1. SiNeL,(M)yz¢€ M, entonces (N : z) € L(7)
2. SiNeL,(M)y NCK C M, entonces K € L.(M)

3. Si N,N' € L.(M), entonces NN N' € L.(M)

De éste modo £, (M), tomado como base de entornos de cero, define una topologia
R-lineal sobre M.
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Ademas L,(M) define un sistema inverso con homomorfismos
VN, ,Np * M/N1 —_— M/N2

inducidos por las inclusiones N; C N,, donde Ny, N € L.(M).

Si a este sistema inverso aplicamos el funtor localizacién en o, obtenemos un

nuevo sistema inverso con homomorfismos
iy Ny = Qo(viyN,) + Qo (M/N1) — Qo (M/N2) 5
y por tanto podemos considerar el limite inverso:
MO = Jim{Q, (M/N): N € L(M))

v el homomorfismo candnico:

em i M — MO
inducido por la familia

(M — M/N 2 Q. (M/N): N € £,(M)}.

Llamamos a M(®7) la (o, 7)-completacién de M.

El primer paso en nuestro trabajo serd dotar de estructura de anillo a R(*™) y de

estructura de R(7)-médulo a cada M@,

Para este fin necesitaremos algunos resultados técnicos:

(2.1.1) Proposicién. ([19, 47.16]) Sea I un ideal de R y sea p: R — R/I
la proyeccidn candnica. Sea o una teoria de torsién en R-méd y denotemos por
A = p.(0), esto es, la teoria de torsion inducida en S-méd por o. Entonces las

siguientes condiciones para un S-mddulo N son equivalentes:

1. Q-(Nr) = Qa(Ns);

2. @Qx(Ns) es o-inyectivo;

3. Q.(Ng) es un S-mddulo.
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(2.1.2) Lema. Sea M un R-médulo y N € L,(M). Para cadamy € Q,(M/N)
tenemos que Q,(Rmpy) es un Q,(R/(0 : my))-mddulo.

Demostracion. En primer lugar observemos que es suficiente probar que
Q.(Rmn) es un R/(0 : my)-médulo: puesto que Rmy & R/(0 : my), usando la
Proposicién 2.1.1 tendremos que Q(R/(0 : my)) = @A(R/(0 : my)) y por tanto
Q.(Rmn) es un Q,(R/(0 : my))-médulo.

Ahora, por la estabilidad de o, tenemos
Qo(Rmy) = lim{Hompg(I, Rmn): I € L,(R)}
y puesto que Rmy es un R/(0 : my)-médulo y R es conmutativo (lo que es

un requisito imprescindible), es posible obtener una estructura de R/(0 : my)-

médulo para Hompg(I, Rmy) y demostrar asi el resultado. g

(2.1.3) Teorema. Con la misma notacidn del Lema anterior, para cada R-

mddulo M existe una aplicacidn bilineal

§: RO x M) — M)

0((r1)1ec.(ry (mN)Nec () = (EN)Nec, (),

donde kN = T'(0umy)MN-

Demostracidn.  En primer lugar, observemos que:

1. puesto que Q, es exacto a izquierda y @,Q, = Qo, entonces se tiene

my € Qo(Bmy) <r Qo(M/N).

2. mn € Qu(M/N) € Ty; por tanto (0:my) € L(7).
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Primer paso. 0 estd bien definida. Supongamos I C (0 : my), entonces usando un
razonamiento similar al Lema 2.1.2, Q,(Rmy) es un Q. (R/I)-médulo y podemos

considerar la aplicacién:
Qa (R/I) X Q,,(R'mN) —_ Q‘,(RmN) : (T‘I,mN) = TIMy.

Tenemos que probar que rymy = T'(omy)™Mn. Consideremos el siguiente diagrama

conmutativo en R-méd:

R R
I (0:mp)
Rmpy ud Rmpy

donde las flechas horizontales son la proyeccién y la identidad respectivamente
y las flechas verticales son ambas la multiplicacién por my. Usando la Proposi-

cién 2.1.1 de nuevo, obtenemos un diagrama conmutativo de Q,(R/I)-médulos:

o.(8) 20, (Ao

ud

Qs(Rmp) Q. (Rmn)

¥ puesto que fi1,0:my) (1) = T(0:my), deducimos que rimy = r(omy)MN-

Segundo paso. Bilinealidad. Que es lineal en la primera variable es inmediato.
Probemos la linealidad en la segunda variable. Consideramos (mn)nec, (M) ¥

(gN)Nec, () elementos de M®7): se tiene:
0 ((Tz)zez:(f), (mn + QN)NEET(M)) =
= ((r(o:mN-FQN)(mN + qN))NeCT(M) =
= ((T(O¢MN+QN)mN + T(O’mN'*‘QN)qN))NeL‘r(M) '

Observemos que (0 : my) N (0 : gn) € (0 : my + gn) y utilicemos la buena




2.1 Completacion. 37

definicién de 6,

T(0:m)n(0:gn) (N + GN) =T (0my+an) (TN + qN)
T(0:mn)N(0:gy) TN = T(0:mpy)MN

T(0:m )N (0:gn) IN = T(o:mpy)IN
con lo que tenemos
7'(0:17:.1»74-9]\7)(TnN + QN) = T(0:mpy)N + T(0:9n)IN

y por tanto 6 es bilineal.

(2.1.4) Corolario. R tiene estructura de anillo y para cade R-médulo M

su completacion M) tiene estructura de R médulo.

(2.1.5) Teorema. Sean N y M dos R-mddulos y f : N — M un R-homomor-

fismo, entonces f induce una aplicacion R@7) lineal
f(a,‘r) :N(U.T) — M(U’T).

Ademds,
(=) : R-méd — R™-méd

es un funtor ezacto a izquierda y ¢ es una transformacion natural del funtor
identidad a (—)\7), i. e., para cualquier R-homomorfismo f el siguiente diagrama

es conmutativo:
CN

N Ne)
f flom
M2yl




38 Capitulo 2. Completacién relativa a una teoria de torsién.

Demostracion. Supongamos que f : N - M y K € L,(M), entonces
puesto que (f7}(K) : z) = (K : f(z)) para cada elemento z de N, tenemos que
fY(K) € L;(N). Llamamos

ff-l(K) . N/f_l(.K) e M/.K
al homomorfismo inducido por f y definimos
flon) . Nlon) —, plem)

(zr)Hec, vy = (Qo(Fr-1x)) (@ 5-1(5)) ) KeL (M)-

Primer paso. Probemos que f7) es un R(®")-homomorfismo. Tomemos por
ejemplo (r1)rec(-) € R y (zn)mec.(v) € N(7), entonces
(D) recen(@r)mec.avy) =
= fON(rommen)Hec. (M) =
(Qolfr10) 0 -s010)24-200) ey = *
Usemos ahora que el homomorfismo

Qo (fr-1x)) : Qo(M/fTH(K)) — Qo (N/K)

puede ser restringido a Rzjs-1(k) y dicha restriccién es un homomorfismo de
Q.(R/(0 : zs-1(k))-mbdulos de nuevo por la Proposicién 2.1.1. Asi, tenemos

que

* = (T(O:IJ—I(K))QU(ff_l(K))(xf_l(K)))Kecr(M) =
= (rD)rec) fO7 ((z1) mec.(v))-

Segundo paso. Para comprobar la funtorialidad de (—)(>") consideremos homo-

morfismos M; N M, -2 M;ysea K € L:(Ms). La composicién
M/ (g () 2 b1 () S b

es exactamente

1 - (99)(fag)=1(x0)
My /g (K))

y como @, es un funtor, entonces

Ms/K

(Qo((g0 Nigon1)) = Qo(g5-15)) © Qo (f1 510507
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Ahora, utilizando estas igualdades, podemos calcular:
(90 NN (zm)rec i) =
= (Q.((go f o)1) (@ (o)1) Keto (M) =
(Qa(gg—1(K))(Qa(ff—1(g—l(K)))(mf-l(g-l(K))))) KecMs)

GO FO (o) rec.om) = (@97 0 FON(zr)mec, om)-

La condicién (1a)®™ = 1pser para todo R-médulo M se satisface trivialmente.
Tercer paso. Para demostrar que c es una transformacién natural, debemos pro-

bar que el diargrama

N NG
f flom
M Mo

es conmutativo. Tomemos un elemento n € N y calculemos
(f7 0 en)(n) = FO7 ((Gonm(n+ H)Hec.m) =

= (Qa(ff—l(x)) 0 ja,N/f—l(K)) (n+ fHE))kec () = *

Como j, es una transformacién natural, para cada K € L,(M) el diagrama

N Ja,N/£-1(K) Q( N )
f1 \fUK)

lQa(ff"(K)

fr-1x)

JoM/K

MK Q.(M/K)

es conmutativo. Asf podemos continuar los calculos escribiendo
(i o fo -1 _
s = ((omyr 0 f-ru)(mn + f (I‘)))Kec,(M)

= (omyx(f(n) + K))rec.on 5

Por tltimo, para probar la exactitud a izquierda,

QN?E@ el_ hecho de ser QU »

LS SV o

y lim ambos exactos a izquierda. Entonces el r sultado se 51gue sin més que

tomar limites inversos sobre el mismo conjunto de indices, lo que puede hacerse
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en virtud de la estabilidad de 7: tenemos £.(N) = {K N M: K € £,(M)} para

todo N C M, y por otra parte, siempre se verifica
L(M/N)={(N+K)/N; K € L,(M)}.

O

Por simplicidad en esta Seccién hemos impuesto la condicién de estabilidad a o
y por tanto a 7; méds adelante veremos que tales hipétesis no son necesarias para
la construccién de la (o, 7)-completacién.




2.2 Completacién y localizacién. 41

2.2 Completacion y localizacidn.

Sea M un R-médulo y consideremos el homomorfismo canénico ¢pr : M — M),

En esta Seccién estudiaremos los resultados mas inmediatos sobre la completa-

cién, su relacién con la localizacién y la teoria de torsién que define.

(2.2.1) Proposicién.

1. St M €7,, entonces cpy = 0.

2. Si M € T,, entonces Ker(cy) = o(M) y M) = Q,(M).

Demostracion.

1. Puesto que todo cociente de un o-torsién es o-torsion, nos queda
M = lim{Q, (M/N) : N € L(M)} = Jim {0} = 0.
y por tanto ¢y = 0.

2. Si M es r-torsién, entonces 0 € £,(M) y {0} es un conjunto cofinal para

el sistema inverso definido por £,(M). De esta manera, queda
M) = m{Q, (M/N) : N € L,(M)} = lim{Q,(M)} = Q,(M)

y por tanto ¢y = jour de donde Ker(car) = o(M).

a

Un R-médulo M decimos que es (o, 7)-Hausdorff si el homomorfismo cps es un

monomorfismo.

Como consecuencia de la Proposicién anterior, la clase de los médulos (o, 7)-

Hausdorff incluye a la de los médulos que son libres de o-torsién y 7-torsion.
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A continuacién demostraremos que la clase de los médulos Hausdorff es una clase
de libres de torsién y relacionaremos la teoria de torsién que define con o y con

T.

(2.2.2) Proposicién. La clase de los R-mddulos
{M € R-méd: M es (o, 7)-Hausdorff}

es una clase de libres de torsidn. Ademds, es la menor clase de libres de torsidn
conteniendo a F, N 7T,.

Demostracidn.  Llamemos F = {M € R-méd: M is (o, 7)-Hausdorff}; proba-

remos en primer lugar que F es una clase de libres de torsién. Sea
0— M —M-—M —0

una sucesién exacta. Podemos construir el siguiente diagrama conmutativo

0 M M M 0
Cup cM CpMr
0 — (MI)(U,‘J’) M(a,f) (Mll)(a,-r)

SiM € F, tenemos que cpr es monomorfismo, por tanto ca es también monomor-
fismo, y M’ € F. Si suponemos ahora que M’, M" € F, entonces por medio de

una simple caza de diagramas, podemos demostrar que cp es un monomorfismo.

A continuacién veremos que la clase F es cerrada para productos. Supongamos
que {M,: o € A} es una familia de R-médulos en F , entonces para cualquier

B € A tenemos el siguiente diagrama conmutativo:
ClIM o
1 Mo —~ ([T Ma)""
Ps (ps)™

(a,7)
Mﬁ
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Si cada cp, es monomorfismo, entonces crpr, es un monomorfismo también, y
como consecuencia [[ M, € F.

Por ultimo, sea N € F un submoédulo esencial de M con homomorfismo inclusién

i: N — M; como en los casos anteriores, tenemos un diagrama conmutativo

CN

N N
7 i(a,‘r)
M —2L Lyl

Por hipétesis cy es un monomorfismo, y como ¢ es esencial, ¢p; es también un
monomorfismo.
Si M € F,NT,, entonces 0 € L, (M), y asi M®7) = Qo(M). Como cps es la

composicién M — @, (M) — M%) tenemos que cps es monomorfismo.

Para la dltima parte, supongamos que H es una clase de libres de torsién conte-
niendo a F, N 7T,. Puesto que H es cerrada para productos y submédulos, para
cualquier R-médulo M, tenemos M (™) € H. Si M es (o, 7)-Hausdorff, entonces
ev i M — M) es un monomorfismo, y M € H, por tanto H D F. a

Llamaremos & a la teoria de torsidn definida por esta clase de libres de torsién,
i.e.,
F.={M € R-méd: M es (o, 7)-Hausdorft}.

El siguiente Lema serd de gran utilidad en lo que resta de Seccién:

(2.2.3) Lema. Sea M un R-mddulo, M(®™) puede ser descrito de la siguiente
forma:
M = lim{Q, (M/K): M/K € F,N T}

Demostracion.  El sistema inverso que usidbamos en la definicién era
{Q- (M/K): M/K € T;},

pero si M/ K es o-torsién, entonces @, (M/K) = 0 y podemos quitarlo del sistema

inverso. Por otro lado, si M/K no es libre de o-torsién, podemos tomar H como
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la o-clausura de K en M, i. e., el mas pequefio submdédulo de M conteniendo a
K ytal que M/H € F,. Ast, Q,(M/K) = Q,(M/H) y el sistema inverso queda:

{Q. (M/K): M/K € F, NT,}.
O

Vamos a ver que es posible dar una caracterizacién de la clase de torsién de &:

(2.2.4) Proposicién.
T, = {M € R-méd: M) = 0}.

Demostracion. Por definicién tenemos
T. = {M € R-méd: Homg(M, F) = 0 para todo F' € F,}.

Sea M € 7., entonces para calcular la (o, 7)-completacién de M, utilizando el
Lema 2.2.3, tomamos el limite inverso sobre el conjunto {Q,(M/N): M/N €
F,NT.}. En este caso tenemos F, N T, C F,, y por tanto el sistema inverso
se reduce a {0}, con lo que M7 = 0, y la inclusién 7, C {M: M7 = 0}
queda probada. Por otra parte, sea M un médulo con (o, 7)-completacién cero
y consideremos un homomorfismo f : M — H tal que H es libre de x-torsién.

Podemos dibujar un diagrama de la forma

M—T  n [1{Q.(F): F € T.}

PF

Qo(F)
donde pr es la proyeccién candnica. Es claro que si f no es cero, entonces existe
algiin F tal que la composicién no es cero. Usando la factorizacién épica-moénica

de esta flecha, existird un submédulo K de M y un homomorfismo no nulo
M— M/K — Q,(M/K) — Q.(F),

de manera que Q,(M/K) # 0. Asi M) # 0 y llegamos a una contradiccién. O
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(2.2.5) Corolario. Con las notaciones anteriores tenemos:

c <k

Demostracion. Es facil ver que si M es un R-médulo o-torsién , entonces
M@ = 0, por tanto M es -torsién. m]

Sean o, T teorfas de torsién en R-méd. En [19] J. S. Golan define el pseudocom-
plemento de 7 relativo a ¢ como la mayor teoria de torsién A tal que TAX < oy
lo representa por (o : 7). Este concepto aparece de manera natural en el estudio

de la completacion.

(2.2.6) Lema. Sea R un anillo o-noetheriano, y o, T como antes, entonces

es el pseudocomplemento de 7 relativo a o.

Demostracion. Denotemos por simplicidad A al pseudocomplemento de 7
relativo a 0. Probaremos en primer lugar que A < «; sea p € K(o) N Z(7), si
p € Z()), entonces p € Z(A) N Z(1), asi p € Z(0), que es una contradiccién,
por tanto K(o) N Z(7) € K(A), como & es la mayor teoria de torsién tal que
K(o)n Z(r) € K(k), entonces tenemos A < £. A continuacién probaremos que
T. C T,. Sea X € T.NT,, entonces X € 7T,, y tenemos X7 = Q,(X). Por otro
lado tenemos X € T, y X©™) =0, y asi Q,(X) = 0, por lo que X es o-torsion.

Hemos demostrado x < A, lo que termina el razonamiento. a

(2.2.7) Proposicién. Con las notaciones anteriores tenemos:

MO = (M/k(M))7 .

Demostracidn.  Puesto que para todo H tal que M/H € F, N7, tenemos que
M/H es libre de -torsién, (M) C H. Ahora,
M@ = lim{Q, (M/H): M/H € F,NT,} =

M/r(M)

: . ~ k(M (o,7)
lim{Q, (E/N—(M_)> : M/H € F, 0T} = (M/k(M))
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a

(2.2.8) Proposicién. Para cada R-mddulo M tenemos que M@ es un R-

mddulo k-cerrado.

Demostracion. Puesto que el limite inverso de s-cerrados es x-cerrado, sélo
necesitaremos probar que todo R-médulo o-cerrado de F, N T, es k-cerrado.
Sea M un R-médulo en esas condiciones, entonces E(M) estd también en F, N
T,, y probaremos ahora que E(M)/M estd también en F, N 7;. Esto es una
consecuencia del hecho de ser 7, cerrada para cocientes y de que M es o-cerrado
por lo que o(E(M)/M) = 0. Por iltimo consideremos un ideal I de R tal que
R/I € T, y el siguiente diagrama:

HomR(

=0

.;U-——~I:u

.«+ — Hompg(R, M) — Hompg(I, M)

Bty M) -

77

Eeth(, E(M))

Puesto que E(M) es inyectivo, Exth(R/I, E(M)) = 0 por ser E(M)/M libre
de k-torsién. Por tanto tenemos que Hompg(R/I,E(M)/M) = 0 y también
Ezth(R/I, M) = 0; entonces M es k-inyectivo y como es libre de x-torsidn, es

k-cerrado. 0
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(2.2.9) Corolario. Para cada R-mddulo M eziste un tnico monomorfismo
Upr : Qu(M) — M

haciendo conmutativo el siguiente diagrama:

1 2Y;
Qn(M) M(u,‘r)
Je,M ™
M
Demostracion. Por ser M(@7) k-cerrado, el homomorfismo Wy, existe y

es dnico haciendo conmutativo el diagrama anterior. Para probar que ¥s es
monomorfismo podemos reducirnos al caso en el que M es libre de -torsién; sea
0# z € Q«(M) y tomemos r € R tal que 0 # rz € M, pero puesto que cy es un

monomorfismo, entonces Wpsj.am(rz) # 0 y por tanto War(x) # 0. O

(2.2.10) Proposicién. En las mismas condiciones, podemos construir un dia-

grama conmutativo con filas ezactas

jn,M
0 k(M) M Qu(M) A 0
1dx(ar) idp L 2% p
0 k(M) M= e B 0

donde A = %%MML) y B = T%}%, entonces el homomorfismo inducido u es

inyectivo y nos proporciona un isomorfismo entre A y la k-torsién de B.
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Demostracion.  En el diagrama
v
Qu() = M)
JrM ™
M

usamos los isomorfismos
Im(jum) = Im(cm) = M/&(M) y Qu(M) = Im(¥n).

— Qn M ~ QK(M) M(
Puesto que A = _—(_LI””(JKM) € 7, entonces tenemos 7=t ) - n( e )> Sea N

el submédulo de M@ tal que (M(;A?)) a: (M) Como Q«(M) es k-cerrado,

tenemos una descomposicién de N de la manera sigiente: N = R«(M)® N,

con N’ k-torsién. Pero, al mismo tiempo, es libre de «-torsién porque es un
, ’ . (o,7) .
submédulo de M©@7) asi que debe ser cero. Como consecuencia %—(V) es libre

de k-torsién. Sea K el submédulo de M(™) que satisface

K K( M) )
Im(jup)  \Im(cm)

, {e,7) .
esta claro que Q«(M) C K y, por otra parte, m - g’I(M), que es libre de
k-torsién. Entonces el homomorfismo canénico Im(j ") Q‘( 77) € Cero, y por
tanto K = Q.(M). a

(2.2.11) Proposicién. Para cada R-mddulo M tenemos isomorfismos:

Qu(M) 2 (Qu(M))(7) 2 M),

Demostracion. Puesto que M(®7) es k-cerrado, tenemos el isomorfismo
M) = Q (M), El resto se deduce ficilmente usando la siguiente suce-
si6n exacta: '

0— M — QM) — A—0.

Observemos que podemos suponer M € F, sin pérdida de generalidad; entonces

la anterior sucesién exacta nos da otra sucesién exacta

0 — M) — (Qu(M)") — Aler)
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y puesto que A es k-torsién, deducimos AT) = 0, lo que finaliza la demostracién.
O

(2.2.12) Observacién. Esta Proposicién generaliza el resultado bien conocido
de N. Bourbaki [8, Prop. IIL.5.12 pag. 251], que reduce el problema de la com-
pletacién a completar anillos de Zariski.

Problemas topoldgicos.

Vamos a trasladar la situacién topolégica que aparece en el caso de la completa-

cién I-adica al caso general.

(2.2.13) Teorema. Sea M un R-mddulo, tenemos las siguientes dos propieda-

des:

1. M©") es (o, 7)-Hausdorff.

2. La (o, 7)-completacion de M, M@7) | es un R-médulo completo con respecto
a la topologia
{N@D: N e L,(M)}.

Demostracion. La primera afirmacién es obvia porque toda clase de libres
de torsién es cerrada para limites inversos. Para la segunda, sea N € £,(M), y

usemos el siguiente isomorfismo:

M(v,‘r) N o) _
Qe (g ) = MINY*) = QYY)

Asi tenemos

(ov7)
Jim (@, (M/N): N € £,(M)} = Jim{Q. G%—)) . N e L(M)).
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a

En [11] los autores introducen el concepto de anillo o-completo; aqui seria conve-
niente reformular esta definicién para el caso general, asi como extenderla para

R-médulos.

Un R-médulo M se dice que es (o, 7)-completo si M) = Q.(M). Como conse-
cuencia del Corolario 2.2.10, M es (o, 7)-completo si, y s6lo si ¥ps es un isomor-

fismo.

Apéndice.

Cuando comenzamos este Capitulo, impusimos la hipétesis de ser o una teoria
de torsién estable. Aunque en el Lema 2.1.2 se hace uso de ella, la hipétesis
puede ser levantada ficilmente ya que Rmy es libre de o-torsién y entonces la
descripcién de la o-localizacién dada en el Lema 1.1.14 y en la Proposicién 1.2.15

coinciden.

Realmente la condicién de estabilidad para o fué originalmente impuesta para que
 fuese estable. Pero como podremos observar en el siguiente razonamiento, ésto
no es necesario. Observemos que la hipGtesis de estabilidad para 7 es utilizada en
la iltima etapa de la demostracién del Teorema 2.1.5 para justificar la exactitud
a izquierda del funtor completacién. Sin embargo, el Lema 2.2.3 y la siguiente
Proposicién nos permitiran obtener el mismo resultado con la tnica condicidén de

ser R un anillo o-noetheriano.

(2.2.14) Proposicién. Sea R un anillo o-noetheriano y 7 una teoria de torsion
en R-méd tal que o < 7. Si

0—N-—M—1L
es una sucesion eracta de R-mddulos libres de o-torsidn, entonces los filtros

LyN)={X<N:N/X e F,nT;}
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Y
L:(N)={YNN:Y<MyM/YeF,NT}
coinciden.
Demostracion. Es claro que £3(N) C L;(N). Para la otra inclusién sea

X € L,(N), entonces si X = N es claro que X = MO N y por tanto X € Lo(N).
En otro caso tenemos que 0 # N/X < 7(M/X) < M/X. Se verifica que M/X

es libre de o-torsién puesto que existe una sucesién exacta corta
0— N/ X —M/X — M/N—0
cuyos extremos son libres de torsién (observar que M/N < L € F,).

Supongamos ahora que 7(M/X) <¢ M/X es una extensién esencial, entonces se

verifica
Assg(T(M/X)) = Ass(1(M/ X)) = Ass(M|X) = Assy(M/X);
como R es 7-noetheriano, entonces 7 es bién centrada y resulta que M/X € T;.

Si por el contrario llamando Z/X a7(M/X) se tiene quela inclusién no es esencial
en M/X, existird 0 # Y/X < M/X tal que (Y/X) N (Z/X) = 0. Tomemos Y
maximal verificando esta propiedad, entonces Y/X € F; y como
Z|X EY/X+Z/X,=Y+Z<C%
Y/XNZ/X ™~ Y/X Y Y
tenemos M/Y € T,. Finalmente, ya que (Y/X) N (N/X) = 0 al ser uno libre de

T-torsién y el otro T-torsién, concluimos que Y NN = X y por tanto X € £,. O

(2.2.15) Corolario. Si R esun anillo o-noetheriano y o < 7, entonces la clase
de los R-médulos F, N T, es cerrada para extensiones esenciales.
Demostracion. Sea M € F, NT, y M <° E, entonces

Asss(M) = Ass(M) = Ass(E) = Asss(E)

v por tanto Asss(E) C K(o) N Z(r). Asi aplicando el Corolario 1.1.44 tenemos
el resultado. O
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Nos gustaria hacer ahora un comentario; con la hipdtesis de estabilidad el des-
arrollo es mas natural y por eso fue impuesta en una primera aproximacién al
problema. Sin embargo el probar que una determinada teoria de torsién es esta-
ble es complicado por lo que el que no sea necesaria nos permite poder estudiar

nuevas situaciones.




Capitulo 3
Estructura de la completacion.

En este Capitulo vamos a estudiar un caso particular, aquel en que 7 = o' el
primer esqueleto de g, esto es, la teoria de torsién determinada por el conjunto
genéricamente estable K(o) \ C(c), donde C(c) es el conjunto de los elementos
maximales de K(o). Para llegar a este objetivo necesitaremos un paso previo
que consiste en estudiar la completacién relativa al par (o,m,) para cada ideal
primo p € C(0). Veremos que podemos descomponer la (0,0')-completacién en

completaciones mas simples usando 7p.

A través de este Capitulo R denotard a un anillo conmutativoy o sera una teoria

de torsién en R-méd, tal que R es og-noetheriano.

3.1 (o, m,)-completacion.

Sea p € C(0), y denotemos por 7, a la teoria de torsién determinada por la

siguiente particién del espectro de R:
Z(mp) = Z(c) U {p}
K(my) = K(o)\ {p}

Observemos que ¢ < 7, y por tanto R es mp—noetheriano.

Vamos a calcular R(©™) paso a paso.
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1. En primer lugar consideremos el pseudocomplemento £ = (o : mp) de 7
relativo a o. Es conocido del capitulo anterior que K (k) es el menor conjunto
genéricamente estable conteniendo a K(c)NZ(my) = {p}. Asik =0R\,. La

localizacién en esta teoria de torsién se denota por (—),, como de costumbre.
2. Usando la Proposicién 2.2.11 y el razonamiento anterior, obtenemos:

Rlom) =~ (QK(R))(”'“") = (Rp)(”'"").

3. Observamos que 7, induce una teorfa de torsién 7, en R,-méd mediante:
si M € R,-méd, entonces M € ’T,;; si, y s6lo si, M € T, .

Esta teorfa de torsién 7, determina una particién de Spec(Ry) de la si-
guiente forma Z(7;) = {pRp} y K(mp) = Spec(Ry)\ {pR,}. Asi, obtenemos
que 7, es exactamente la teorfa de torsién oyr, generada por el Ry-médulo

Ry/pR,.

Como preparacién para el resultado principal de esta Seccién, necesitamos la

siguiente Proposicién:

(3.1.1) Proposicién. Si [ es un R-submddulo de R, tal que 0 # Rp/I € Fo N

T,,, entonces I = Ij.

Demostracién.  Usando el Lema 1.1.33 y el Corolario 1.1.44 se obtiene
o # Ass(Ry/I) € K(o) N Z(my) = {p}.

Por tanto, por [47, Proposition 1X.4.2] los submédulos opy,-cerrados de R, son
exactamente aquellos submédulos tales que el cociente es libre de oRyp-torsién, y

tenemos que I = I, O




3.1 (o, m,)-completacién. 55

(3.1.2) Teorema. Con las mismas notaciones de la Proposicion anterior
(By)"™) = R,

donde R, es la pRy-completacidn cldsica del anillo local (Ry,pRy).

Demostracion.  Por definicién
(Rp)"™ = lim{Qo(Ry/I): Rp/I € Fo N T} =
y usando la Proposicién anterior obtenemos
= Jm{Qo (Bo/Lp): Rolly € Toyr} =

ahora, puesto que la composicién @, 0 (—); es exactamente (—)p para todo p €

K(c), la igualdad puede continuarse en la forma:
= lim{Ry/Iy: Bp/Iy € Topry ) =

como R, es un anillo noetheriano y el filtro de Gabriel £(opr,) tiene una base de
filtro de la forma {p"R,: n € N}, entonces

= lim{R,/p"Ry: n € N} = R,.

O

Un resultado similar se puede establecer para médulos o-finitamente generados,

como vemos a continuacién:

(38.1.3) Corolario. Para un R-médulo M o-finitamente generado se verifica:
M(”»‘"v) o~ M\p

Demostracion. Como o < ORryp, deducimos que My es un R,-médulo finita-

mente generado. Como antes, tenemos

M(Uﬂ"p) o~ (Mp)("ﬂ"w)
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y los R-submédulos N de M, tales que M, /N € F, NT,, son exactamente los
R,-submédulos de M, tales que el cociente pertenece a To,r,- Finalmente, la

topologia de M, inducida por oyp, tiene una base de filtro de la forma
{p"M,: n € N}.

Combinando los resultados previos queda probada la afirmacién.

(3.1.4) Observacién. Es bien conocido que si M, es finitamente generado
como Ry-mddulo, entonces M, = M, ®g, R,, cf. [8, Théoréme II1.3.3]. Tam-
bién, si p ¢ Supp(M), entonces My = 0y por tanto M@m) = 0.
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3.2 (o,c!)-completacién.

Dada la teoria de torsién ¢ de manera que R sea o-noetheriano, consideramos el

conjunto
K' = {q € Spec(R): 3p € C(0),q S p} = K(0)\ C(0).

Este conjunto K! es, de manera clara, genéricamente estable y por tanto, dado
que R es o-noetheriano y K' < K(o), el conjunto K! determina de forma inica
un funtor niicleo idempotente o con K(o%) = K* que denominaremos el primer

esqueleto de 0. Ademds o < ¢! y por tanto R es también o'-noetheriano.

(3.2.1) Ejemplo. Sea p un ideal primo de R, entonces

K(oky) = {9 € Spec(R): 9 & p}-

Veamos algunas situaciones particulares:

1. Si R es un dominio y p es un ideal primo de altura 1, entonces U}Q\P = OR\o-

2. Si R es un anillo local noetheriano con ideal maximal m, entonces

K(ckam) = {0 € Spec(R): g G m} = Spec(R) \ {m} = K(om).

(3.2.2) Proposicién. ([12, V,1.8]) El primer esqueleto de o es la teoria de

torsidn cogenerada por

E = &{E(R/p) : p € C(0)}-

(3.2.3) Proposicién. Sea o teoria de torsién en R-méd de manera que R sea
o-noetheriano, y consideremos la teoria de torsién V{my: p € C(0)}. Entonces
ol = V{m,: p€Clo)}.




58 Capitulo 3. Estructura de la completacion.

Demostracidn. Puesto que 0 < V{m,: p € C(0)} y 0 < o, ambas pueden
ser descritas mediante el conjunto genéricamente estable que determinan. Por
definicién tenemos K(mp) = K(c)\ {p}, y asi por la siguente cadena de igualdades

obtenemos el resultado:

K(vrp) = NK(my) = N(K(0) \ {p}) = K(0) \ C(0) = K(0").

(3.2.4) Corolario. Si M es un R-mddulo, entonces

Mea) = prlovm),

Con esta identificacién entre o' y Vr,, podemos manejar la teorfa de torsién o!
de una manera cémoda, usando la descripcién de su filtro de Gabriel dada en la

Proposicién 1.1.17. De esta forma tenemos:
L(c") = LOVmp) = {Ip Ty, - - Tyt Iy € L{mp)}-

La siguiente definicién nos proporcionard un método para descomponer madulos,

y seré una herramienta muy itil para nuestros propésitos:
Sea R un anillo, dos ideales I y J se diran o-comazimales si I +J € L(0).

Una consecuencia inmediata de la definicién es que los ideales I y J son o-

comaximales si, y sélo si, se verifica Q,(I + J) = Qo (R).

(3.2.5) Proposicién.

1. I, J son ideales o-comazimales R si, y sdlo si, el homomorfismo natural
Q.(R/INJ) — Qo (R/I) x Qs (R/J)
es un isomorfismo.

2. 81, I, ... I, es un conjunto de ideales o-comazimales dos a dos de R,
entonces I + I, ... I, € L(0).
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3. Si I, ...,I, es un conjunio de ideales o-comazimales dos a dos de R,

entonces

(Ilﬂ...r‘lIn)/Il...In € L(O’)

4. Si I, ..., I, son un conjunto de ideales o-comazimales dos a dos de R,

entonces el homomorfismo natural

QU(R/Il N...N In) S QU(R/Il) X e X Qa-(R/In)

es un isomorfismo.

Demostracion.

1. Supongamos que I, J son ideales g-comaximales de R. El homomorfismo

natural

®:R— R/IxR/J

induce un homomorfismo
Qo (®) : Qo(R) — Qo(R/I x R/J)
cuya descomposicién épica-ménica es
Qu(®) : Qu(R) — Qu(R/TNJ) %) Q,(R/T x R/T).

Probaremos que (R/I x R/J)/®(R) € 7, con lo que Q,(®') que es un
monomorfismo, serd un isomorfismo. Esto sera suficiente para obtener lo
deseado, puesto que o es de tipo finito, y por tanto , conmuta con sumas

directas.

Vamos a probar que (R/I x R/J)/®(R) es o-torsién si, y sélo si, I'y J son
ideales o-comaximales de R.

Observemos en primer lugar que (I + J)/I x (I + J)/J € ®(R); tomemos
G+ILi+J)eI+)/Ix(I+J)/Jconje€ J e1 € I, asi si definimos
r =i+ j,es facil ver que ®(r) = (7 + i+ J).

Supongamos ahora que I y J son ideales o-comaximales de R y tomemos
(a+ 1,0+ J) € R/I x R/J, existird H € L(c) tal que Ha, HbC I+ J,y
por tanto H(a+ [,b+J)C (I+ )/ Ix(I+J)/JC ®(R).
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Para el reciproco, si (R/I x R/J)/®(R) es o-torsién y r € R, entonces
(r+1,04+J) € (R/IxR/J)yexiste H € L(o) tal que H(r+I1,0+J) C ®(R).
De esta inclusién obtenemos que para cualquier A € H existe r, € R tal
quer,+I=hr+1yry+J=0+J, por tanto hrel+JyHrCI+4+J

y asi I y J son ideales o-comaximales de R.

. Puesto que I + I; € L(0) para i = 1,...,n, tenemos I, (I + I) € L(og)y

la siguiente inclusién es clara
N (I+L)CI+ 5. I,

por tanto I + I, ... I, € L(o).

. En este apartado, usando los anteriores, tenemos que

(I; + M5:I;) € L(o) parai=1,...,n—1

El producto de todos estos ideales estd contenido en la suma

n—1
S Lo Ll .. I,

i=1

por lo que la siguiente inclusién es inmediata
(5 (s + Wypily)) (N N L) C L. I

y de ella se obtiene el resultado deseado.

. Consideremos la aplicacién canénica

®:R— R/, x ... x R/I,.

Como en el apartado 1, sélo necesitamos demostrar que el cociente (R/I X
...XR/I,)/®(R) es o-torsién. Sea (z1+1,...,Zn+1n) € R/[1 X+ X R/I.
Puesto que I; + I ... Li_1Li41 - .. I, es un elemento de £(o) para todo 7 =

1,...,n, entonces existen H; € L(o) tales que

Hz;, CL+L... L Liy... I

para cada ¢ = 1,...,n. Si definimos H = Hy N ... N Hy, para cualquier
heHexistey; € Lyzpy €h... Lialiya... In tal que hz; = y; + z(;). Si

tomamos = z(1) + ... + Z(n), tendremos
.’I)-I-L'=.’I:(i)+l,'=h$,'+.[,‘.

Asi H(zy + L,...,2n + I,) € ®(R) y esto prueba el resultado.
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(3.2.6) Lema. Sea Ih,...,I, un conjunto de ideales o-comazimales dos a dos

de R y sea M un R-mddulo, entonces el cociente
(hMn..nLM)/(I,...I)M
es o-torsion.
Demostracidn.  Por la Proposicién 3.2.5 tenemos que 17 (I; +11;5:1;) € £(o).
Seam e [MN...NnI,M, entonces
(I (L 4 Wi ))m C (L ... I,)M
y el resultado queda demostrado. a

El dltimo punto en la Proposicién 3.2.5 puede generalizarse para un R-médulo

arbitrario M. Mas explicitamente, podemos enunciar:

(8.2.7) Proposicién. Si I,...,I, es un conjunto de ideales o-comazimales

dos a dos de R, entonces el homomorfismo natural
Qe(M/Iy...I,LM) — Q,(M/LM) X -+ x Q,(M/I,M)

es un isomorfismo.

Demostracion.  Consideremos el homomorfismo
V. M—M/IMXx---xM/ILM
y la descomposicién épica-ménica de Q,(¥) que es
Qo (M) “D Qu(M/LM O - A LM) — Qu(M/ILM x -+ x M/I,M).
Un argumento similar al del apartado 4 de la Proposicién 3.2.5 demuestra que

Q. (M/LM Q- O LM) = Qu(M/LM x - x M/I,M).
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Ahora por el Lema anterior, el homomorfismo
M/ )M — M/IIMO---N LM
induce un isomorfismo
Qo(M/(I -+ I.)M) = Q,(M/LM N ---N I, M)

lo que prueba el resultado. O

(3.2.8) Proposicién.

1. Sean I y J ideales de R tales que R/I € Fo NIy, y R/J € Fo NT,, con
p # q € C(o). Entonces I, J son o-comazimales.

2. Sea M un R-mddulo o-finitamente generado, I, J como antes, entonces

Homg (Q, (M/IM),Q, (M/JM)) = 0.

Demostracion.

1. Sabemos que V(I + J) = V(I) N V(J). Ahora, observemos que @ #
Ass(R/I) = {p} y también que p es el tinico ideal primo minimal de V(I).
La misma afirmacién es cierta para J. Por tanto V(I +J) C Z(0) y asi
R/(I+J) €T (o).

2. El médulo Q,(M/JM) pertenece a F, N T, C Fopy,. Lo tnico que queda
por probar para obtener la afirmacién es que el R-médulo Q,(M/IM) es

oR\g-torsién. Es conocido que M/IM es oR\¢-torsién ya que
& # Ass(M/IM) = {p} C Z(omy).

Ahora, como (M/IM)/a(M/IM) es libre de o-torsién y or\q-torsion, apli-
cando el Corolario 2.2.15 obtenemos que también Q,((M/IM)/oc(M/IM)) =
Q.,(M/IM) es un médulo de og\4-torsion.
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(3.2.9) Lema. Sea M un R-mddulo o-finitamente generado, entonces
M(cr,al) o ‘li_m{M(U,ﬂ'p): pe C(O’)}
En particular, esto ocurre para M = R.
Demostracion. Daremos la demostracién para R por razones de simplicidad

en la notacién, pero es facil comprobar que funciona para cualquier R-médulo

o-finitamente generado M.
R(d,al) — R(GVVWP) o~ (li_m{Q,(R/Ipl .. 'Ipn): Ip‘- € L(p,), p: € C(o’)}

Observemos que I, y I,; son o-comaximales cuando p; # p;. Por la Proposi-

cién 3.2.5 existe un isomorfismo

Qo(R/Ip, ... Ip,) = Qo(R/Ip,) X - X Q-(R/I;,)-

Ahora usemos que Hom(Q,(R/Iy;),Q.(R/I;;)) = 0 cuando p; # p;. Por tanto,

el limite inverso queda
R = lim {im {Q,(R/L,,): R/I,, € Fo N Ty, }: pi € C(0)} =

= Jim {R“™): p € C(0)).

(3.2.10) Teorema. Si M es o-finitamente generado, entonces
M) H{]T/I\p: p €C(0)}.

En particular esto se verifica para M = R.

Demostracion.  Por el lema anterior
Moot = (li_m{M(Uﬂfv): peClo)}
y usando los célculos que aparecen en la Seccién 3.1 tenemos:

M) = lim {M,: p € C(0)}.
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Para demostrar que este limite inverso es un producto, probaremos que no existen
homomorfismos no nulos entre J/\/I\p y IT{[; cuando p # q. Observemos el siguiente
diagrama
M, - My 2% My/a" My

donde p, es la proyeccién canénica. Es claro que el homomorfismo f es cero si,
y sélo si, cada composicién con p, es cero para todo n € N. Ahora, puesto que
M,y/q" My € Fop,,, necesitamos probar que ]\/4; es op\g-torsién. Por la Observa-
cién 3.1.4 tenemos que M, ®gr, R, = M,, y entonces serd suficiente probar que
1/2\,, es op\g-torsion. Pero R/p es oR\g-torsién y libre de op\4-torsion, por tanto
usando el Corolario 2.2.15 también lo es E(R/p). Por ota parte, sabemos que
R, = End(E(R/p)), ver [41, Corollary 3.10]. Sea ¢ € End(E(R/p)); ¢ esta
determinado por ¢(1) € E(R/p) € Top,,- De esta manera, existe I € L{op\) tal
que I¢(1) = 0 y por tanto I¢ = 0. Asi, ¢ € oryg (1’%\,,) y la demostracién estd

terminada. O

(3.2.11) Corolario. Bajo las mismas hipdtesis se tiene

M@ = TI{M,: p € C(o) N Supp(M)}

Demostracion. Se sigue directamente de la Observacién 3.1.4 y del Teorema

anterior. O
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3.3 La exactitud del funtor (o, 0')-completacién.

Hemos obtenido en la Seccién 3.2 la exactitud a izquierda del funtor de (o, 7)-
completacién. Pero existen algunos casos en los que este funtor es exacto, al
menos sobre una clase restringida de R-mddulos, los que son o-finitamente gene-

rados:

(3.3.1) Proposicién. Toda sucesidn ezacta de R-mddulos o-finitamente gene-
rados
0— M —M-—M'—0

induce una sucesién exacta

0 —s (M/)(Uydl) — Mledt) (Mu)(a.al) —0

Demostracion.  La localizacién en p es siempre exacta, asi para cada p € C(o)

obtenemos una sucesién exacta:

0— (M')p — M, — (M")p — 0

Como para todo p € C(o) tenemos ¢ < ogy, y cada médulo en la sucesién an-
terior es un R,-mddulo finitamente generado. Ahora, haciendo uso del resultado

correspondiente para la completacién cldsica, obtenemos una sucesién exacta
— . o
0 — (M), — My — (M"), — 0.

Con esto y con el Teorema 3.2.10 se completa la demostracidn. a

(3.3.2) Corolario. Para todo par de R-mddulos o-finitamente generados M y

N, tenemos
M) g N = (M g N)*)
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Como es bién sabido, en el caso de la completacién I-ddica existe un isomorfismo
entre la completacién de un médulo finitamente generado y el producto tensor
con la completacion B de R. El mismo resultado no puede obtenerse, por el
momento, para nuestro tipo de completacion, pero nos acercaremos tanto como

nos es posible.

En primer lugar, definimos un homomorfismo pps : R @ M — M) de
la siguiente manera: pp((r1)1ecot) ® m) = (kn)nec, (M) determinado por la

propiedad

kim = rymy cuando N = IM.
(Aqui representamos por myy la imagen dem+IM e M/IM en Q,(M/IM)).

Puesto que R @p R = R(*"), usando el Corolario 3.3.2, se obtiene

R @p R* = (R*)@7)

(3.3.3) Proposicién. Sea M un R-médulo o-finitamente generado. Elijamos
N < M finitamente generado tal que M/N € 1. Entonces

R(d’al) ®r N = N(a,o’l)

y en el siguiente diagrama,

R @r N —R“") @r M
Neo) = ppleh)

las flechas vertical-izquierda y horizontal-inferior son isomorfismos de R-mddulos.

Demostracidon.  Sea N el submédulo adecuado de M es posible encontrar una

sucesién exacta

0—K—R"—N—0
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con K un médulo o-finitamente generado y n € N. Consideremos el siguiente

diagrama conmutativo con filas exactas

R“) @ K — R @ B* —~R©*") @ N— 0

KK KRn UN

0— I{(v,ai) (Rn)(a,al) N(a,a‘) -0

puesto que pgr-~ es isomorfismo, py is epimorfismo. Para obtener informacién

acerca de pux consideremos el siguiente diagrama conmutativo

R“") @g H — R"") @ K — R“") @p K/H 0
KH MK 0
H(a,vl) = I{(”’”l) 0

donde H es un submédulo finitamente generado de K tal que K/H € T,. El
dltimo diagrama prueba que px es un epimorfismo porque es la segunda en una
composicién que es epimorfismo. Ahora, volviendo al diagrama principal, una

sencilla caza de diagramas nos muestra que gy es un isomorfismo. 0

Esta Proposicién puede particularizarse al caso de teorias de torsion perfectas,

en cuyo caso obtenemos una descripcién mas eficiente de la completacién.

(3.3.4) Corolario. Cuando o es una teoria de torsidn perfecta, para cualquier

R-mddulo o-finitamente generado M tenemos:

R @p M = M)

Demostracion.  En el diagrama de la Proposicién anterior

Rloeh) @r N — .+ RloY) Qr M

N(o‘,al) M(a,al)
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es claro que la flecha horizontal superior es un monomorfismo. Probaremos que

es un isomorfismo y esto probard el resultado. Consideremos la sucesién exacta
0 — R@ @p N — R©") @p M —» R @p M/N
si calculamos el dltimo médulo, tenemos
R @ M/N = R @ Q,(R) ®r M/N = R7") @p Q,(M/N)

donde usamos la o-inyectividad de R@") y la exactitud de Q,. Ahora, puesto

que M/N es o-torsién, es necesariamente cero. Por tanto tenemos un isomorfismo
1 1
R @p N & R’ @p M,

y como consecuencia obtenemos lo deseado. a

Como un subproducto de este resultado tenemos que si o es una teoria de torsiéon

perfecta, entonces R(e") la (0,0')-completacién de R, es un R-médulo plano.




Capitulo 4
Dualidad y moédulos reflexivos

Ya hemos estudiado la completacién de R-mddulos respecto a un par de teorias
de torsién ¢ < 7 < ¢!, en este estudio ha aparecido un R-médulo distinguido,
el médulo £ = @{E(R/p): p € K(o) N Z(7)}, asi como el funtor Hompg(—, E).
Vamos en este Capitulo a estudiar con més detalle la situacién creada por estos

dos elementos.

4.1 Moébdulos o-finitamente presentados.

Aunque otros autores han introducido una definicién distinta de o-finitamente
presentado, vamos a seguir aqui la introducida por K. R. Goodearl en [20] que
ya fue utilizada por J. S. Golan en [19] y J. Martinez en [36].

Sea M un R-mdédulo, decimos que M es o-finitamente presentado si existe una

sucesién exacta corta
0—wK—F—M—70

en la que F es un R-médulo finitamente generado y K es un submédulo o-

finitamente generado de F.

El siguiente resultado serd muy ttil en el presente trabajo y nos da caracteriza-

ciones de los R-médulos o-finitamente presentados.
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(4.1.1) Lema. Para un R-mddulo M las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes:

1. M es o-finitamente presentado.

2. Si
0—wK—F—5M-—70

es una sucesion exacta en la que F es o-finitamente generado, entonces K

es o-finitamente generado.
9. Eriste una sucesion ezacta corta
0—K-—F—M-—70
en la que F es o-finitamente presentado y K es o-finitamente generado.
4. Eriste una sucesion ezacta corta
0—K—>F—M—0

con F finitamente presentado y K o-torsién.

En particular, si M es libre de o-torsion, entonces M es o-finitamente presentado

si, y sdlo si, existe un R-mddulo finitamente presentado F tal que M = F[o(F).

Demostracion.  Ver [19, 19.3; 19.5] 6 [36, (2.1.6) ; (2.1.8)). : ]

Estamos interesados principalmente en el caso de un anillo o-noetheriano R, por

eso veremos con detalle cudl es la situacién en este caso.

(4.1.2) Lema. Sea R un anillo o-noetheriano, entonces un R-mddulo es o-
finitamente generado si, y sdlo si, eziste un R-mddulo finitamente presentado

(mds ain, libre finitamente generado) F' y un o-isomorfismo f : F — M.
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Demostracién.  Supongamos que M es o-finitamente generado, entonces existe
un submédulo N de M finitamente generado tal que M/N es o-torsion, y un
epimorfismo f : F — N donde F es un R-médulo libre finitamente generado;
el nicleo K de f es o-finitamente generado, por tanto N es un R-médulo o-
finitamente presentado. Combinando estas dos construcciones, tenemos el o-

isomorfismo deseado.

0— K F M M/N =0

El reciproco es inmediato. [}

En [12], se introduce la nocién de R-médulo o-finitamente presentado usando

justamente la caracterizaciéon que proporciona este Lema.
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4.2 Moédulos artinianos relativos

Sea M un R-médulo. Diremos que M es o-artiniano si, y sélo si, el reticulo

C(M, o) satisface la condicién de cadena descendente.

Con el fin de obtener los resultados posteriores, necesitamos introducir alguna
definicién mas. Un R-médulo M se dice que es o-simple si no es o-torsién y
C(M,o) = {o(M)}. El R-médulo M se llama o-cocritico si es o-simple y libre
de o-torsién. Definiciones equivalentes de médulos o-cocriticos pueden verse en
(19, 14.3]. Un R-médulo M es o-cofinitamente generado si verifica la siguiente
condicién: para cualquier familia {M;: i € 0} de elementos de C(M, o), tal que
NicaM; = o(M), existe un conjunto finito A C € tal que MieaM: = a(M).

(4.2.1) Proposicién. ([19, 18.3]) Si M es libre de o-torsidn entonces es -
cofinitamente generado si, y sdlo si, tiene un submddulo esencial de la forma
M, ®...® M, donde los M; son submddulos o-cocriticos de M.

Una de las definiciones equivalentes de o-artiniano es la siguiente: M es o-
artiniano si, y sélo si, cualquier imagen homomérfica de M es o-cofinitamente
generada (ver [19, 21.1]). En particular, M es un médulo o-cofinitamente gene-

rado.

Usando la Proposicién 4.2.1 obtenemos que existe un submédulo esencial de M
de la forma @7, M; donde cada M; es un médulo o-cocritico. Por tanto, E(M) =
E( ?:1 Mi)'

(4.2.2) Proposicién. Sea M un mddulo libre de o-torsién y o-artiniano. En-
tonces

@ # Ass(M) C C(o)

Demostracién.  Es bién conocido que @ # Ass(M) C K(o). Sip € Ass(M)y
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N es un submédulo de M tal que ann(N) = p, puesto que N es de nuevo libre
de o-torsién y o-artiniano, usando {19, 21.6] podemos elegir K < N, o-cocritico

y K = R/p.
Ahora, si p no fuese maximal en K(o) existiria m € C(o) con p C m. Entonces
podriamos dibujar el siguiente diagrama:

0 —m/p— R/p — R/m — 0

pero K es o-cocritico y R/m es libre de o-torsién. Esto es una contradiccién. O

(4.2.3) Proposicién. Sea R un anillo o-noetheriano y M un R-mdédulo o-
artiniano y libre de o-torsion. Entonces E(M) = @ ,E(R/p;) para algunos

=1
p; € C(o).

Demostracion. Sabemos que E(M) = &%,FE(M;) donde cada M; es o-
cocritico. Es obvio que @ # Ass(M;) C C(c), ademds M; es uniforme [19, 14.3]
y por tanto E(M;) es necesariamente de la forma E(R/p;) con p; € C(o). o
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4.3 Dualidad.

Sea o una teorfa de torsién en R-méd de manera que R es un anillo o-noetheriano,

y sea T otra teorfa de torsién tal que o < 7 < ol.

Si M es un R-médulo, definimos el (o, 7)-dual de M como
M* = Homgr(M, E),

donde E es la suma directa de las capas inyectivas de los cocientes R/p, con
p € K(o)N Z(7). La eleccién del médulo inyectivo E viene dada por el siguiente

resultado.

(4.3.1) Proposicién. La teoria de torsidn k = (0 : 7), es ezactamente la teoria
de torsién cogenerada por E = @{E(R/p) : p € K(o)NZ(7)}.

Demostracion. Llamemos of a la teoria de torsién cogenerada por E. Si
p € K(o) N Z(r), entonces R/p C E(R/p) € E y por tanto p € K(og);
esto significa que oz < k. Por otro lado, si tomamos q € Spec(R) \ K(«)
entonces Homg(R/q, E(R/p)) = 0 para cada p € K(o) N Z(7) y por tanto
Homg(R/q,E) = 0 con lo que q € Z(0E) y la igualdad queda probada. 0

En esta Seccién vamos a estudiar algunos resultados acerca del (o, 7)-dual M~y

del doble (o, 7)-dual M de un R-médulo M.

(4.3.2) Lema. Sea M un R-médulo, entonces M* = (M/x(M))" = QK(M)*.

Demostracion. Para probar el primer isomorfismo, consideramos la sucesién

exacta corta

0 — k(M) — M — M/k(M) — 0,
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ya que E es inyectivo, entonces como el funtor Hompg(—, E) es exacto, x(M) es
k-torsién, y I es libre de -torsién, entonces Hompg(k(M), E) es cero, por tanto
M* = Homg(M, E) = Homp(M/x(M), E). El segundo isomorfismo se prueba
de la misma forma considerando ahora la sucesién exacta corta

0 — M — Qu(M) — Qu(M)/M —> 0,

M es libre de k-torsidn, entonces Q.(M)/M es k-torsién y el resultado se sigue

facilmente. O

(4.3.3) Lema. Sea M un R-mddulo, entonces M* = Homp(M, E) es libre de

k-torsidn y k-inyectivo, por tanto tenemos M* = Q.(M™).

Demostracién.  Que M* es libre de k-torsién es una consecuencia de {3, Lemma
6.(b)]. Para probar que es k-inyectivo, puesto que E es k-cerrado, utilizamos el
Corolario 2 de [3] que nos asegura que Homg(M, E) es su propia envolvente

k-inyectiva. g

(4.3.4) Lema. El funtor doble (o,7)-dual (—)™ : R-méd — R-méd satisface

las siguientes propiedades:

1. (QK(M))** o Mus o~ QN(M**).
2. Es ezacto y covariante, y se anula sobre los R-mddulos k-torsion.

3. R = R,

Demostracion.

1. El primer isomorfismo es una consecuencia de nuestro Lema 4.3.2 y el se-
gundo es la repeticién del argumento del Lema 4.3.3 ahora aplicado al
moédulo M™,
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2. El funtor (=)™ = Homg(Homp(—, E), E) es siempre covariante y exacto
a la izquierda. Y ya que E es un R-mddulo inyectivo, (—=)** es exacto.
Ademas, por ser E libre de s-torsién el doble dual se anula sobre los modulos

de k-torsion.

3. Este resultado es consecuencia del obtenido en [11, Lemma 3.2], que afirma
el isomorfismo R™) = Endg(E), y de forma clara se tiene que Endp(E) =
R,

a

De forma natural surge el problema de calcular el nicleo del homomorfismo ca-
nénico O : M — M*. La aplicacién 0j estd definida de la manera obvia, 1. €.,
Or(m){() = @(m) para cualquier p € M*y m € M, entonces Opr(m) = 0 implica
que @(m) = 0 para todo ¢ € M*, y finalmente de esto se deduce que m € k(M),
luego tenemos la igualdad

Ker(0p) = k(M).

Otra cuestién simple es calcular aquellos R-médulos M tales que M™* = 0. De
los anteriores razonamientos, sabemos que todo R-médulo k-torsion se aplica en
cero por (—)**. Para el reciproco procedamos de la siguiente manera, si M*" = 0,
entonces la aplicacién canénica 6p es cero, y por tanto cualquier m € M es

k-torsion.

En particular, en el caso particular en que 7 = o!, tenemos k£ = o, y por tanto
se verifica o(M) = Ker(fy : M — M**), y (=)** se anula sobre los R-mddulos

o-torsion.
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4.4 Completacion y doble dual.

Vamos a estudiar en esta Seccién R-médulos (o, 7)-completos usando las técnicas

desarrolladas en las anteriores Secciones y en especial la relacién entre completa-
cién y dualidad.

Es conocido el hecho de que si (R, m) es un anillo local noetheriano, entonces la
completacion de un R-médulo finitamente generado M se puede expresar como el
doble dual M**, siendo en este caso M* = Homg(M, E(R/m)). Esta propiedad

se extiende al caso mas general de la completacién relativa a una teoria de torsién.

Como antes, consideremos una teoria de torsién o en R-méd tal que R es o-
noetheriano. Sea 7 otra teoria de torsién en R-méd tal que ¢ < 7 < o!. En-
tonces, para cualquier R-médulo o-finitamente generado M, vamos a dar una

descripcién de la completacién M) en términos del doble (o, 7)-dual.

(4.4.1) Teorema. Sean R un anillo o-noetheriano y M un R-mddulo o-finita-

mente generado. Entonces existe un isomorfismo natural

M) = Homp(Homgp(M, E),E) = M™.

Demostracidon. Sea M un R-médulo o-finitamente generado, entonces por
el Lema 4.1.2 existe un o-isomorfismo f:F -+ M con F finitamente presentado.
Ahora, como F es libre de o-torsién, el anterior o-isomorfismo induce un isomor-

fismo entre los Hom

Hompg(F,E) = Homg(M, E).

Puesto que F' es finitamente presentado, usando poz-ejemplo- [15 ‘Lemmeé 5],

obtenemos que existe un isomorfismo UNIVERSE

Hompg(E,E) ®r F = Homg(Homg(¥, E), ) v e
e
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Para acabar la demostracién sélo necesitamos componer los isomorfismos ante-

riores en la forma siguiente:
M) = plom) = RloT) @p F o

Homp(E,E)QpF = Homg(Homg(F,E),E) =
= Homg(Homg(M, E), E).

O

Vamos ahora a relacionar el dual con los localizados del médulo siguiendo la
técnica desarrollada en la Secién 2.2. Sea M un R-médulo, puesto que Q.(M) es
o-cerrado, podemos construir un diagrama conmutativo

M ja,M

Q.(M)

Qx(M)

y como M) es también k-cerrado, es posible completar este diagrama hasta
obtener el siguiente ,
ja,M
M —Q.(M)

jn,M

o\ Qe(M)

Uy

M("v"')
Recordemos que un R-médulo M se llama (o, 7)-completo si el morfismo Wy, en

el diagrama anterior, es un isomorfismo.

Un R-médulo M se llama (o, 7)-reflezivo si el morfismo candnico vps : Q (M) —

M™** es un isomorfismo. Aqui v estd definido como el dinico morfismo tal que el
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siguiente diagrama es commutativo

jn,M
M Qx(M)
Onr "M
M*#

De las anteriores definiciones y del Teorema 4.4.1 se deduce que un R-mddulo

o-finitamente generado es (o, 7)-reflexivo si, y sélo si, es (o, 7)-completo.

(4.4.2) Lema. Sea M un R-mddulo (o,7)-completo, entonces todo submddulo

de M es (o, 7)-completo.

Demostracién. Supongamos que Up:Q.(M)=M (@7) y consideremos un sub-

moédulo N C M, entonces la sucesion exacta corta
0—N-—M-— M/N—0

induce un diagrama conmutativo

0 Qx(N) — Qu(M) —— Qx(M/N)
Uy Uy | \I’M/N
0 N(a,’r) M(a,‘r) . (M/N)(U,T)

donde todas la flechas verticales son monomorfismos. Probaremos ahora que ¥y
es también sobreyectiva. Tomemos un elemento 2 € N (@) \ Im(¥y), podemos
considerarlo un elemento de M(®7) y sea z € Q(M) tal que Wpr(z) = 7. Por la
eleccién de #, la imagen de z en Q4(M/N) no es cero, y entonces por ser ¥ayn
un monomorfismo, la imagen de 7 en (M/N)(®") no es cero. Pero esto es una

contradiccién con el hecho de ser la fila inferior una sucesién exacta. O

Ademas de ser cerrada para submédulos, es facil comprobar que la clase de los
R-médulos (o, 7)-completos es también cerrada para extensiones. El mismo re-

sultado se ofrece ahora para R-médulos (o, 7)-reflexivos.
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(4.4.3) Lema. En una sucesidn ezacta corta de R-mddulos
0— N-—M-— M/N—0
el R-mddulo M es (o, 7)-reflezivo si y sélo si N y M/N lo son.
Demostracién.  La condicién necesaria es similar a la del Lema anterior, pero
usando la exactitud del funtor (—)**. Para la condicién suficiente supongamos en

primer lugar que M es libre de s-torsién y después estudiaremos el caso general.

Observemos el diagrama

0 Qu(N) — Qu(M) =+ Q.(M/N)
Uy = Ym Ypyn | =
) . B .
0 N* M (M/N)™ 0

donde ¥ y ¥pz/n son isomorfismos. Probaremos que M**/Im(¥ ) es k-torsioén:
sea © € M* \ Im(¥y), obviamente B(z) # 0 y existe y € Qux(M/N) tal que
B(z) = y ¢ Im(a) = Qu(M)/Qx(N). Asi, existe I € L(x) tal que Ty C
Q«(M)/Q«(N) y por tanto obtenemos que Jz C Im(¥yps). Ahora, M™ tiene
las propiedades: (i)M < M, (ii)M™ es k-cerrado y (iii)M=/M es k-torsién.
Por tanto, Q.(M) = M y M es (o, 7)-reflexivo. El caso general se obtiene ahora

aplicando el anteriormente estudiado a la sucesién exacta corta

——>N—)M——>M
NAs(M)  &(M)  N+x(M)

0

— 0

en la que N/(N N&(M))y M/(N + &(N)) son (o, 7)-reflexivos por ser cocientes

de (o, 7)-reflexivos. a

Como consecuencia de los Lemas aqui expuestos podemos caracterizar los anillos

o-noetherianos (o, 7)-completos en funcién de sus médulos g-noetherianos.

(4.4.4) Teorema. Sea R un anillo o-noctheriano, entonces R es un anillo
(o, 7)-completo si, y slo si, todo R-médulo o-finitamente generado es (o,7)-

reflezivo ¢ equivalentemente (o, 7)-completo.
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Demostracion. Si R es (o, 7)-completo, entonces R* es (o, 7)-completo para
todo entero positivo n (esto es una facil consecuencia de [28, Corollary 3.2]),
y por tanto es (o, 7)-reflexivo. Si M es un R-mdédulo o-finitamente generado,
entonces por Lema 4.1.2 existe un R-médulo libre y finitamente generado R™ y
un o-isomorfismo f:R® — M. Puesto que R" es (o, 7)-reflexivo, es facil ver que

M también lo es. O

La clase de los R-médulos (o, 7)-reflexivos es tambien cerrada para algunos fun-

tores, por ejemplo, podemos probar:

(4.4.5) Proposicién. Sea N un R-mddulo (o, 7)-reflezivo y M un R-mddulo
libre de k-torsion y k-finitamente generado, entonces Homgp(M,N) es (0,T)-

reflexivo.

Demostracion.
Primer paso. Sea f : F — M un k-isomorfismo con F' un R-médulo finitamente

presentado, consideremos la sucesién exacta asociada
0—X—F—M-—>Y—0

con X, Y € T,. Si aplicamos Homp(—, N), puesto que N es libre de k-torsion,
tenemos un isomorfismo Homgp(M, N) = Homg(F, N).
Segundo paso. A continuacién tratamos de calcular el doble dual de H omp(F,N);

puesto que F es finitamente presentado y E es inyectivo, entonces
Hompg(Homg(F,N),E) & Homp(N,E)®r F = N* @r F.

Usando el isomorfismo de la adjuncién entre FQgr y Homp(F,—), tenemos los

isomorfismos
Homgp(M,N)™ = Homp(F @r N™,E) = Hompg(F, Homg(N", E)) =

Homg(F, N*) = Hompg(F, Q(N)).

Tercer paso. Consideremos la sucesion exacta corta

0 — N — Qx(N) — Qu(M)/N — 0
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y apliquemos el funtor Hompg(F, —), asi obtenemos
0 — Hompg(F, N) — Homg(F,Q«(N)) — Homg(F,Q«(M)/N),

puesto que F' es un R-médulo finitamente generado y Q«(N)/N es k-torsién,
entonces Homp(F,Q.(N)/N) es k-torsién. Por tanto, de la anterior sucesién

exacta deducimos

Qx(Homp(F, N)) = Qx(Homg(F,Qx(N)))-

Cuarto paso. Finalmente, puesto que Q«(N) es s-cerrado, resulta que también
lo es Homg(F,Q«(N)) (ver [3, Proposicién 9]).
Con los isomorfismos obtenidos hasta aqui tenemos una cadena que prueba el

enunciado.

~

Homg(M, N)™ = (primer paso)
=~ Hompg(F,N)™ = (segundo paso)
=~ Hompg(F,N*) = (por la hipétesis)
= Hompg(F,Q«(N)) = (cuarto paso)
= Q.(Homp(F,Qs(N)) = (tercer paso
= Q.(Homg(F,N)) = (primer paso)
& Qu(Homa(M, ).
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4.5 Mobdulos reflexivos sobre anillos completos

Veamos ahora el comportamiento de los anillos (o, 7)-completos, a este fin es

necesario para el lector retomar el Teorema 4.4.4.

(4.5.1) Proposicién. Sea R un anillo (o,7)-completo. Entonces para cada
ideal primo p € K(o)NZ(7) el anillo R, es (o, mp)-completo (esto es; es un anillo
local completo en el sentido cldsico).

Demostracion. Usando el Teorema 3.2.10 tenemos un isomorfismo R =
Hﬁ; y por el Teorema 3.1.2, existe otro isomorfismo 1/%; = R(@™) entonces sélo
necesitamos probar que existe un isomorfismo R, & R;. Puesto que R es (o, 7)-
completo, entonces el homomorfismo Q.(R) — E, es un epimorfismo, y por
ser k < oy, se deduce que existe un tnico homomorfismo Q@«(R) — R,. Estos

hechos juntos nos permiten construir el siguiente diagrama conmutativo

QK(R)\ /RZ
i

y el homomorfismo canénico R, — R;, que es siempre inyectivo, es ahora tam-

bién biyectivo por ser el segundo en una composicién sobreyectiva, lo que finaliza

la demostracidn. a

Este resultado puede ain mejorarse sustituyendo 7, por una teoria de torsién

arbitraria.

(4.5.2) Teorema. SiR es un anillo (o, o1)-completo, entonces para cada teoria

de torsién 7 tal que o < 7 < ot se tiene que R es también (o, 7)-completo.
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Demostracion.  Usando el Teorema 3.2.10, tenemos que
RU™) = TI{R,;p € K(o) N Z(7)}.

Por tanto R() es un submédulo de R(“") = @,(R). Observemos ahora que

o<k=(o:T)y asi

R(”v") — Qﬂ(R(“’T)) < Qn(Qa(R)) = QO’(QK(R)) = Qn(R)

Pero la inclusién Q.(R) < R ocurre siempre, con lo que RO = Q.(R)y R

es entonces (o, 7)-completo. i

(4.5.3) Lema. Sea R un anillo (o,7)-completo. Para cada p € K(o) N Z(7) el
R-mddulo E(R/p) es (o, 7)-reflexivo.

Demostracion. Calculemos (E(R/p))**. Usando que E(R/p) es op\4-torsién
para p # q € K(o) N Z(7) y la proposition anterior
Homp(E(R/p), E) = Homr(E(R/p), E(R/p)) = R, = R,
y ahora por el resultado [41, Corollaire 3.10] tenemos
Homp(Ry, E) = Homp(Ry, E(R/p)) = Homg,(Ry, E(R/p)) = E(R/p)
obtenemos el resultado. O

La clase de los R-médulos reflexivos es “bastante” extensa, por ejemplo.

(4.5.4) Corolario. Cada R-mddulo M o-artiniano es (o, 7)-reflexivo.

Demostracion. La cuestién es que E(M) es un médulo (o, 7)-reflexivo. Maés
exactamente, E(M) = @, E(R/p;) donde p; € C(c). Este problema fue resuelto
en la Proposicion 4.2.3. - a

(4.5.5) Observacién. En particular tenemos que E es (o, 7)-reflexivo si, y sélo
s1, K(o) N Z(7) es finito.




Capitulo 5

Ejemplos.

5.1 Anillos localmente noetherianos relativos.

Sea R un anillo y K un subconjunto genéricamente estable de Spec(R) verificando
que para cada ideal primo p € K, el anillo local R, es noetheriano. Es natural
plantear la conjetura de que la condicién anterior implica que R es noetheriano

relativo a la teoria de torsién ox determinada por K.

La conjetura es falsa incluso en el caso en que K = Spec(R), ver [25, pag. 276].

Para el caso relativo, ofrecemos aqui un ejemplo debido a Nastasescu.

(5.1.1) Ejemplo. Sea A un anillo noetheriano y A un conjunto infinito. En el
anillo de polinomios R = A[Xaaea consideremos para cada n > 0 el conjunto

genéricamente estable
K. = {p € Spec(R) : ht(p) < n}

Llamemos o, a la teorfa de torsién que determina cada uno de ellos. Como
prueba [42, Theoreme 1.1], para cada n > 0 el anillo R es on-noetheriano. Como
consecuencia, para cada ideal primo p € Un»0Kn el anillo R, es noetheriano.

Tomemos ahora la teoria de torsién ¢ = Ay>00, que viene determinada por el
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conjunto genéricamente estable K = U,»0K,. Se tiene por [42, Theoreme 1.4]

que R no es o-noetheriano.

Sin embargo, si fuese posible dar condiciones sobre el anillo R o el conjunto K
para que esto ocurra, estarfamos en condiciones idéneas de encontrar ejemplos de
situaciones (R, o), donde R sea un anillo o-noetheriano. Una condicién suficiente
aparece en el libro de B. Stenstrém, [47, Corollary XIII.4.6] “cada r € R estd
contenido en un nimero finito de ideales primos de K”, y serd aplicada en la
Seccién 5.3 para determinar que todo dominio de Krull es noetheriano relativo a
la teoria de torsién determinada por los ideales primos de altura menor 6 igual

que uno.

Siguiendo el trabajo de W. Heinzer y J. Ohm [25] sobre anillos localmente noethe-
rianos, vamos a caracterizar en términos de ideales primos débilmente asociados

cuando R es un anillo ox-noetheriano.
Antes hagamos un breve comentario para centrar ain mas el problema.

En el Ejemplo 5.1.1 observamos que el conjunto genéricamente estable K no ve-
rifica la condicién de cadena ascendente y esta condicién es mas débil que la
de ser R noetheriano relativo a ox. Ademas, si deseamos que R sea un anillo
ox-noetheriano, obtendremos en particular que la teoria de torsién o es de tipo
finito, o equivalentemente, segin la Proposicién 1.1.19 que K es quasicompacto.
Se nos ocurrié en un primer momento anadir ambas hipétesis a la inicial de ser
los localizados del anillo noetherianos. Sin embargo, al estudiar mas detenida-
mente el asunto se observa que la primera de estas dos nuevas condiciones es

consecuencia de la segunda.

(5.1.2) Lema. Sea R una anillo y K un subconjunto de Spec(R) genéricamente
estable y quasicompacto. Si para cada ideal primo p en K el anillo R, es nocthe-

riano, entonces K verifica la condicién de cadena ascendente.

Demostracidn. Tomemos una cadena ascendente

prCpaC...
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de ideales primos en K. Es claro que q = U;»op; es un ideal primo. Probaremos

que q € K. Supongamos que q ¢ K; consideremos la cadena ascendente
X(p1) S X(p2) C ...

donde X(p) = {n € Spec(R) : p € n}. Puesto que q ¢ K, entonces K C X(q).
Ahora, como K C X(q) = X(Up;) = UX(p;) y el conjunto K es quasicompacto,
entonces existe un n € N tal que X C X(p,.) lo que contradice el hecho de ser p,

un elemento de K.

Ahora, puesto que q € K, el anillo Ry es noetheriano y por tanto al localizar en g

la cadena ascendente del principio obtenemos que dicha cadena se estabiliza. O

Como consecuencia de este resultado obtenemos que la teoria de torsién o descrita

en el Ejemplo 5.1.1 no es de tipo finito.

Volvamos pues a la situacién de partida, un anillo (conmutativo) R y un subcon-
junto K de Spec(R) genéricamente estable, quasicompacto y tal que para cada
ideal primo p € K el anillo local R, es noetheriano; en esta situacién vamos a de-
cir que R es un anillo localmente oxc-noetheriano. Tratamos ahora de caracterizar

cuando un anillo localmente ox-noetheriano es ox-noetheriano.

Para continuar necesitamos algunos Lemas técnicos.

(5.1.3) Lema. ([25]) Sea {Xn}n una sucesion de subconjuntos finitos de un
conjunto parcialmente ordenado X que verifica la condicion de cadena ascendente;
si para cada T € Xpy1 eziste un elemento y € X, tal que y < z, entonces eziste

un indice n tal que para cada m > n se tiene X, = @.

(5.1.4) Lema. Sea R un anillo localmente ox-noetheriano tal que cada ideal
ox-finitamente generado y ox-cerrado tiene inicamente un nimero finito de idea-
les primos minimales en K. St p € K es un ideal primo, entonces p es el inico

ideal primo minimal de algun ideal ox-finitamente generado y ox-cerrado de R.

Demostracion. Por el Lema 5.1.2 podemos considerar un ideal maximal

m en K tal que p C m, ya que pRy es finitamente generado, podemos tomar
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un ideal finitamente generado I < R tal que IRy, = pHRm. Definimos entonces
min(I) = {gy,...,9,} como el conjunto de todos los ideales primos minimales
sobre I. Al menos uno de ellos contiene a p, supongamos que es q;, entonces
tenemos pRm = IRn C q1Rm C pRm, y por tanto q; = p. Por la minimalidad
de los elementos de {p,qs,...,q,}, tenemos que p ¢ q; para i = 2,...,n, en-
tonces tomando p; € p \ g2 podemos definir un nuevo ideal finitamente generado
I = I 4+ pyR contenido en p, y que no est4 contenido en q2. Consideramos el
siguiente ideal, por ejemplo p,, que sea primo minimal sobre I, podemos cons-
truir un ideal finitamente generado I, contenido en p y no conteniendo a p,.
Después de un nimero finito de pasos construimos un ideal I, finitamente gene-
rado conteniendo a I y tal que sus ideales primos minimales, distintos de p, son
estrictamente mayores que algin ideal primo minimal de J , llamémoslo 1M, y
llamemos X; al conjunto min(I)\ {p}. Siguiendo de esta forma y aplicando el
Lema 5.1.3, llegamos a que algin X, es vacio, por tanto podemos encontrar un
ideal finitamente generado tal que p es minimal sobre él. Por dltimo, dnicamente
tenemos que tomar su ox-clausura en R para obtener un ideal ox-cerrado en R.
O

(5.1.5) Proposicién. Sea R un anillo localmente ox-noetheriano, entonces R
es ok -noetheriano si, y sélo si, cada ideal I ox-finitamente generado y ox-cerrado
de R tiene tnicamente un nimero finito de ideales primos minimales en K y

ademds rad(I) es ox-finitamente generado.

Demostracion. Es claro que si R es ox-noetheriano, entonces cada ideal
(ox-finitamente generado) I tiene un ndmero finito de ideales primos minimales
en K, ademds rad([) es ox-finitamente generado. La demostracidn sigue la linea
de la del caso absoluto, que puede verse en (21, Theorem 2.4]. Por otro lado,
supongamos que p sea un ideal de K, entonces por el Lema 5.1.4 existe un ideal
ox-finitamente generado I tal que rad(I) = p, por la hipétesis rad(Il) es ox-
finitamente generado. Entonces aplicando el Lema de Cohen relativo a la teoria

de torsién ok, resulta que R es ox-noetheriano. a

Vamos ahora a estudiar el resultado fundamental de esta Seccion.




5.1 Anillos localmente noetherianos relativos. 89

(5.1.6) Teorema. Sea R un anillo localmente ox-noetheriano, entonces R es
ox-noetheriano si, y sdlo si, para cada ideal I ox-finitamente generado se verifica
que el conjunto Asss(R/I) N K es finito.

Demostracion. Recordemos que para cada R-médulo M se verifica que
Assg(M) N K = Assg(M/ox(M)). De esta forma, para simplificar, podemos
tomar el ideal I de forma que sea ox-cerrado. Si R es ox-noetheriano, entonces
el conjunto Assg(R/I) = Ass(R/I) es finito. Reciprocamente, sea p € K, va-
mos a probar que existe un ideal ox-finitamente generado y ox-cerrado tal que
Assg(R/I) = {p}. Por el Lema 5.1.4 existe un ideal H ox-finitamente generado
y ox-cerrado en R tal que rad(H) = p. Ya que R, es noetheriano, existe un ideal
finitamente generado J tal que JR, = pR,, entonces el ideal K = H + J verifica:
es ox-finitamente generado, KR, = pR, y rad(K) = p. Vamos a comprobar
esta tltima propiedad, supongamos que q € K verifica K C g, entonces ya que
H C K C g,setienequep C q. Porla hipdtesis tenemos que Ass;(R/K) es finito,
sea ¢ minimal en el conjunto Assf(R/K)\ {p}; ya que K C ann(z + K) C q, se
deduce que p C g. Debe de existir pues un elemento z € R verificando 24+ K # 0
y ann(z + K) C q es minimal; si ¢ ¢ p, entonces zann(c + K) C K Cpy
ann(z + K) C p, por la minimalidad de g llegamos a una contradiccién. Tenemos
entonces que q € Asss(p/I{). Vamos a considerar la siguiente sucesién exacta
corta
0— K —p—p/K—0

y la correspondiente en Rq-méd:
0 — KR, — pR; — pR,/KR; — 0.

Se verifica que qR; € Ass(pRy/KR;), y por tanto existe un ideal L < R ok-
finitamente generado y ox-cerrado en R tal que Ass(LRq/KR;) = {qRq} ¥y
Ass(pRy/LRy) = Ass(pRq/KR,) \ {qR;}. Pasamos entonces a considerar el
ideal L, se verifica K C L C p y estd en la misma situaciéon que K, esto es:
es ox-finitamente generado, ox-cerrado, p es minimal sobre él y LR, = pR;
ademas q ¢ Ass;(R/L) ya que qR, ¢ Ass(pRq/LR,). Continuando en esta
misma direccién podemos construir una cadena estrictamente ascendente de idea-

les ox-finitamente generados y ox-cerrados {Ln}n tal que cada elemento de
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Assf(R/Lnt1) \ {p} mayora estrictamente a elementos de Ass;(R/L,) \ {p},
entonces aplicando el Lema 5.1.3 llegamos a que a partir de uno de estos con-
juntos, por ejemplo el correspondiente al indice n, todos los restantes han de
ser vacios, y por tanto tenemos el resultado anteriormente enunciado. Llamemos
L = L, vamos finalmente a probar que L es un ideal primo; sean a,b € R tales
que ab € Ly a,b ¢ L, entonces R # ann(a+ L) C p, y tenemos que b € p. De
la misma forma se tiene R # ann(b+ L) C p. Por otro lado, ya que LR, = pR,,
existe t € R\ p tal que tb € L, y como consecuencia ¢t € ann(b+ L) C p, lo que es
una contradiccién. Entonces el ideal p es ox-finitamente generado, y por el Lema

de Cohen relativo a la teoria de torsién oy, resulta que R es ox-noetheriano. [J

(5.1.7) Ejemplo. Si R es un anillo con un ndmero finito de ideales minimales
y para cada ideal primo minimal p el localizado R, es noetheriano, entonces
llamando K al conjunto de todos los ideales primos minimales tenemos que R es

ox-noetheriano.

En este contexto, la condicién de finitud sobre el conjunto K puede ser sustituida
por la siguiente condicién local: Para cada a € R eziste un nimero finito de

ideales p € K de manera que a € p .

En esta situacién, ya que K es obviamente genéricamente estable, para que R
sea ox-noetheriano sélo es necesario que la inclusién X — Spec(R) sea quasi-
compacta. Esta condicién estd caracterizada en el libro de J.A. Huckaba [27]
obteniéndose que cuando R es reducido, el conjunto X de los ideales primos mi-
nimales es quasicompacto si, y sélo si, el anillo total de fracciones del anillo R[X]

es regular en el sentido de von Neumann.
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5.2 Anillos locales

Para un anillo local noetheriano (R, m), la completacién m-adica presenta algunas
particularidades respecto a las propiedades expuestas en el Teorema 1.2.2. Por
ejemplo, siempre se satisfacen las hipdtesis para que el anillo sea Hausdorfl. Sin
embargo, lo que queremos es exponer brevemente cémo se ajusta este tipo de
completacion a la desarrollada en esta memoria. Consideremos en el anillo local
R la teoria de torsion trivial 0, es decir, la que tiene como clase de torsién a
{0} y cuyo funtor de localizacién es la identidad. La particién del espectro que
determina ¢ = 0 es la siguiente: K(o) = Spec(R) y Z(o) = @. De este modo,
C(o) = {m} y por tanto ¢!, el primer esqueleto de o, es exactamente la teoria de
torsién o con particién del espectro K(ow) = Spec(R) \ {m} y Z(om) = {m} y
que tiene como base de filtro el conjunto de ideales L(ow) = {m" : n € Z}. La

completacién m-adica de R es entonces
R= lim{R/m" : n € Z},
que se puede reformular de la siguiente forma
R = lim{Q,(R/I) : I € L(c")} = R,

De esta manera tenemos un primer ejemplo de nuestra construccién.

Hay que sefialar ademds, que también la completacién de un anillo semilocal
respecto a su radical de Jacobson responde al modelo de completacién que hemos
descrito. Presentamos aqui un resultado que puede encontrarse en (8, I11,2] y del

que el Teorema 3.2.10 puede considerarse una generalizacién.

(5.2.1) Proposicién. Sea R un anilo semilocal, m;,1 < 1 < ¢ sus ideales
mazimales distintos y J = my N...Nm, su radical. El completado R de R para
la topologia J-ddica es un anillo semilocal isomorfo al producto H?ﬂm donde

R: es el completado del anillo local R, para la topologia m; Ry, -ddica.
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5.3 Dominios de Krull.

Para un anillo R denotamos por Spec'(R) al conjunto de los ideales primos de

altura menor o igual que 1.

Un anillo R se dice que es un dominio de Krull si satisface las siguientes propie-

dades:

K1 Para todo ideal no nulo p en Spec'(R), se tiene que R, es un dominio de

ideales principales;
K2 R = Npespect (R)Rp;

K3 Para cada 0 # a € R existe sélo un ndmero finito de ideales primos p en
Spec'(R) tales que a € p.

El conjunto Spec'(R) es en cualquier caso genéricamente estable; y por tanto
determina una teoria de torsién que llamaremos o. Recordemos que M € 7, si, y
solo si, My = 0 para todo p € Spec'(R). A continuacién demostramos que todo

Dominio de Krull es un anillo o-noetheriano para la teoria de torsién o.

(5.8.1) Proposicién. Si M es un R-médulo tal que M, es un Ry-mddulo noet-
heriano para cada p € K y tal que Supp(M/N)NK es finito para todo submdédulo

N de M, entonces M es ox-noetheriano.

Demostracidn. Sea N; C N, C ... una cadena ascendente de submédulos
de M. Entonces, para cada ideal primo p ¢ Supp(M/Ny), se tiene que (N;), =
(Nk)p = M,. Como el conjunto de ideales Supp(M/N) N K es finito, entonces
existe un n € N tal que (N,), = (N4)p para todo n < h y para todo p €
Supp(M/Ny) N K. Asi tenemos que (N,), = (Nk)p para todo p € K y por tanto

M es ox-noetheriano. O
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(5.8.2) Corolario. Si R, es un anillo noetheriano para todo p € K y cada
elemento 0 # r € R estd contenido sdlo en un nimero finito de ideales primos
de K, entonces R es ox-noetheriano. En particular, todo dominio de Krull es

noetheriano relativo a la teoria de torsién o antes definida.
Aunque este resultado se obtiene de forma directa de nuestro Teorema 5.1.6, por
completitud, hemos preferido incluirlo también en esta forma.
Calculemos ahora el primer esqueleto de la teoria de torsién ¢ de un dominio de
Krull. Puesto que

C(o) = {p € Spec(R) : p tiene altura 1}
se tiene que

K(a') = K(o) \ C(0) = {0};

es decir, 0! es exactamente la teoria de torsién usual del dominio.

1

Por supuesto, esta teoria de torsién o' es siempre estable, pero ain es posible

demostrar que o es también estable. Dicho resultado puede encontrarse en [47].

Un tipo especial de Dominios de Krull son los Dominios de Dedekind. Recordemos

que un anillo R se dice que es un dominio de Dedekind si verifica las condiciones

1. R es un dominio noetheriano;
2. R es normal,

3. los ideales primos no nulos de R son maximales.

Una propiedad que caracteriza a los dominios que son Dominios de Dedekind es

que todo ideal no nulo de R sea un producto de ideales primos.

Supongamos que R es un Dominio de Dedekind, tomando como teoria de torsién

o la trivial, observamos que ¢! es de nuevo la teoria de torsién usual del dominio.

Los Dominios de Dedekind son particularmente interesantes porque en ellos toda

completacién es de las descritas en esta Memoria, ya que se puede probar que




94 Capitulo 5. Ejemplos.

todo filtro para una topologia lineal en un Dominio de Dedekind determina uni-

vocamente una teoria de torsién como seflala el siguiente Lema.

(5.3.3) Lema. Sea R un dominio de Dedekind y L # {R} un filtro para una

topologia lineal sobre R. Entonces st definimos la teoria de torsion T mediante
Z(7) = L N Spec(R);

se verifica que L y L(7) determinan la misma topologia en R.

Demostracion.  Puesto que R es noetheriano, entonces 7 es estable y la clase de
los médulos de torsién es 7(7) = {M € R-méd : Ass(M) C Z(r)}. Asi, el filtro
de Gabriel asociado a 7 es £(7) = {J < R: Ass(R/J) C Z(7)}. Consideremos
I € L,I # R; para cada p € Ass(R/I) se tiene que I C p y por tanto p € Z(7).
Asi Ass(R/I) C Z(r) y tenemos que I € L(r). Por otro lado, si J € L(1)
consideremos su descomposicién como producto de ideales primos J = py...pn,
entonces py,...,pn C Ass(R/J) C Z(r) € L y por tanto J € L por ser un

producto finito de ideales en L. ]

(5.8.4) Corolario. Toda completacion relativa a una topologia lineal propia en
un Dominio de Dedekind es la completacion relativa a un par de teorias de torsidn

(o,7), donde o es la teoria de torsidn trivial yo < 7 < o',
Observemos que si {R} = L, entonces la completacién R de R para la topologia
determinada por £ es 0.

De este modo, usando el Teorema 3.2.10, cualquier completacién no nula R del

anillo R para una topologia lineal tiene la forma
I:z = HmECR\n- (*)

donde cada localizado Ry, es un dominio de valoracién discreta y C es un subcon-
junto de Maz(R).

La descripcién de la completacién de un anillo de valoracién discreta es muy

sencilla. Para ello utilizaremos el siguiente resultado que extraemos de [22, 3.3]




5.3 Dominios de Krull. 95

(5.3.5) Proposicién. Si R es un anillo noetheriano ¢ I = (ay,...,an) un ideal
finitamente generado de R tal que R es Hausdorff para la topologia I-ddica, en-

tonces la I-completacion de R es isomorfa al anillo

R[[X1,..., Xul)/ (X2 — a1, .. ., X — @)

Puesto que cada Ry, es un anillo de valoracién discreta, entonces su ideal maximal
mR,, estd generado por un dnico elemento, digamos an. Ademds, como se trata

de un anillo local, es Hausdorff para la topologia que determina el maximal. As,

— _ Ra[IX]]
B % _an)

y sustituyendo en (*) tenemos

Ron[[Xm]]

R 11, .
€ Xm — am)
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