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INTRODUCCION

{Para que valores de a admite la ecuacidén
10x+14y+24z+28t+18s=a
solucién en N?
La misma pregunta cambiando N por R o por Z seria de
respuesta inmediata. iCon N la cosa cambia!
Para resolver esta cuestién podrian seguirse los siguientes
pasos:
i) Del problema originario pasariamos al siguiente:
éPara que valores de b admite la ecuacién
5x + 7y + 12z + 14t + 9s =b
solucién en IN?
Una vez resuelto este, bastard con multiplicar por dos
los posibles valores de b, para obtener los valores de a.
ii) Puesto que 12 = 1x5 + 1x7 y 14 = 2x7, el problema
se vuelve a reducir a:
éPara que valores de b admite la ecuacién
5x + 7y + 9s =b
solucién en N?
iii) No vemos ya maAs simplificaciones, por lo que no nos

queda mds remedio que atacar este problema dando valores a x, y, S

de forma ordenada. Obtenemos de esta manera que el conjunto de
valores de b para los cuales la ecuacién 5x + 7y +9s = b tiene
solucién en N es {O, 5, 7, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 17, 18, ... }.
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Pues bien, acabamos asi de construir el semigrupo numérico
con generadores minimédles 5, 7 y 9.

Un semigwpa numenice no es mas que un subconjunto de nameros
naturales que contiene al cero, que es cerrado para la suma y para
el cual existe un conjunto minimal de generadores con maximo comdn
divisor uno (estos semigrupos clasifican, salvo isomorfismo, todos
los semigrupos de N). Nuestro objetivo -a grandes rasgos- en esta
memoria serd hacer un estudio de estos semigrupos.

Todo semigrupo numérico S, con m generadores minimales, es
isomorfo a un cociente de la forma N'/o, donde o es una
congruencia en N". Una nelacion minima para S es un subconjunto 3
de o verificando:

1) Cualquier congruencia que contiene a § contiene a o.
2) El cardinal de & es minimo de entre todos los
" cardinales de los subconjuntos de o que verifican 1).

Nos iniciamos en el tema tratando de dar respuesta a un
problema muy concreto:

" pado un semigrupo numérico <Jdcomo construir una
relacién minima para é1? "

Dicho problema nos lo planteamos al leer el articulo [6] de

Herzog. Con este articulo entramos en contacto con el concepto de

‘relacién minima y vemos como ahi se resuelve la cuestién anterior

para semigrupos con solo dos o tres generadores minimales.
Comezamos a consultar bibliografia y comprobamos:
a) Solo estaba resuelto el problema de encontrar
relaciones minimas para semigrupos numéricos muy especiales

(libres, simétricos con 4 generadores minimales, etc. ).



b) La mayoria de los resultados se probaban utilizando
técnicas de teoria de anillos.

c) El1 problema estaba en manos de los estudiosos de
Geometria Algebraica (que estudian los semigrupos numéricos para a
partir de ellos extraer informacidén de ciertas curvas).

Nosotros abordamos este tema desde un punto de vista
puramente semigrupista. Estabamos convencidos que de tener
solucién un problema tan facil de plantear, a esta se deberia de
llegar sin necesidad de utilizar herramientas que no surjan de
manera espontanea de los conceptos de relacidén y semigrupo.

Con esta mentalidad, interpretando y reinterpretando la
definicién de relacién minima para un semigrupo numérico, llegamos
a vislumbrar la manera de elegir los elementos de una relacidn
binaria para que esta fuese minima. Luego, tan solo tubimos que
introducir algo de teoria de grafos para clarificar las ideas y
demostraciones. Fruto de todo esto es el capitulo 1, en el que
describimos un método algoritmico para determinar una relacién
minima para un semigrupo numérico arbitrario. Ma&s atln
caracterizamos todas las relaciones minimas para él.

Sea S un semigrupo numérico con sistema minimal de
generadores {no, N, ooy np}, la idea de dicho algoritmo,
consiste en asociar a cada elemento neS un grafo Gh=(V;,En), donde
V={n / n-neS} y ﬁjeEngn-(nﬁnj)eS. Para obtener una
relacién minima para S, basta fijarse solo en aquellos Gn no
conexos (de los cuales hay un nimero finito) y construir distintas
expresiones de n utilizando en cada una de ellas los generadores

de una de las componentes conexas.



Una vez resuelto el problema que dio origen a nuestro
trabajo, y teniendo caracterizados los elementos de las relaciones
minimas, la siguiente cuestién nos venia casi obligada:

" Dado un semigrupo numérico acotar (y si fuese posible
determinar) el cardinal de una relacién minima para €l, en funcidén
de sus generadores minimales".

Sabiamos, por [6], que el cardinal de una relacién minima
para un semigrupo numérico S (#{RMS}) con n generadores minimales
estd acotado inferiormente por n-1 (dicha cota es alcanzable,
siendo los semigrupos interseccion completa los que la alcanzan),
asi como que dicho cardinal no puede ser acotado superiormente en
funcién de n.

Por otro lado, nuestro método para calcular una relacién
minima nos sugeria -de modo inmediato- una cota superior para el
cardinal de esta, en funcién de un generador minimal y del ntmero

de estos. El capitulo 2 surge al refinar esta cota,

(2n_-p) (p-1)
estableciendose en €l que #{RMS}= 5 +1.

Como mencionamos anteriormente, los semigrupos numéricos son
muy estudiados en Geometria Algebraica para obtener propiedades de
ciertas curvas, de ahi que en la bibliografia a n se le suele
llamar multiplicidad y a p+l dimensién de inmersién. Puesto que
nuestro trabajo es puramente semigrupista, hemos preferido
referirnos a estos terminos, como minimo generador minimal y
nimero de generadores minimales respectivamente.

En el estudio del problema anterior, nos dimos cuenta que si
S era un semigrupo numérico y C su conducton (i.e. el maximo

nimero natural no perteneciente al semigrupo), entonces el



conjunto § = S U {C} es también un semigrupo numérico muy parecido
a S, en el sentido de que se diferencian en tan solo un elemento.
¢Ocurriria igual con sus relaciones minimas?, esto es (se
diferenciarian estas también en tan solo un elemento?. La
respuesta a esta pregunta dio origen al capitulo 3. En este
veremos como a partir de una relacién minima para S podemos
construir fécilmente una para S, diferenciandose estas tan solo en
unos pocos elementos que ademds caracterizamos. Este estudio nos
permitird ordenar y representar mediante un &rbol al conjunto de
todos los semigrupos numéricos que tienen como "minimo generador

minimal" a un mismo numero natural.

<4,6,13,15> <4,6,11>

Cc=11 C=13
I |
. . <4,;6;11,13> <4,6,9>
) . C=9 C=11
<4,5>
L | c=11
<4,7,9,10> <4,6,9,11> <4,6,7> l
C= C= C=5 <4,5,11>
Cc=7
| |
<4,6,7,9> <4,5,7> <4,5,6>
C=5 C=6 c=7
<4,5,6,7>
C=3
6



Al avanzar por las ramas de este a&rbol encontramos semigrupos
que tienen mayor conductor, mientras que el nimero de elementos de
sus relaciones minimas y de sus conjuntos de generadores minimales
van decreciendo (aunque no estrictamente).

Damos también en este capitulo una nueva cota superior para
el cardinal de una relacién minima de un semigrupo numérico ( no
comparable con la obtenida en el capitulo anterior):

n (n -5) n (n-1)

0 o' 0

# {RMS}= _20__ +2{p#l)=—py— - 2(n -1-p})-
Reformulamos dicha cota de dos maneras, la primera para
separar la aportacién a la cota de la multiplicidad y de 1la

dimensién de inmersién, la segunda y puesto que siempre nb—l-pzo,

n (n -1)
para deducir inmediatamente que #{RMS}SJLT;———. Observese que los

semigrupos numéricos que alcanzan esta Gltima cota, verifican que
el nimero de elementos de sus relaciones minmas es mdximo de entre
todos los que tienen el mismo minimo generador minimal. A estos
semigrupos los llamaremos nelacionalmente mawimos y seré&n el tema
de estudio del capitulo 4, del cual destacamos los siguientes
resultados:

-) Un semigrupo es relacionalmente méximo si, y solo si,
su namero de generadores minimales coincide con su minimo
generador minimal.

-) Se tiene de forma explicita una relacién minima para
este tipo de semigrupos.

-) Existe wuna correspondencia biyectiva entre los
semigrupos numéricos con conductor C y minimo generador minimal m,

y los semigrupos relacionalmente méximos con conductor C+m, minimo



generador minimal m y con los demds generadores minimales mayores

que 2m.

-)Un semigrupo numérico con n generadores minimales se

puede expresar como suma de n semigrupos relacionalmente méximos.

no(n -1)
#{RMS}=—F—
6
#{RMS} méximo
6
p+1=no
6
p+1l maximo
Semigrupos > Semigrupos
Numéricos Relacional.
¢ Maximos
Teorema de generacidn
para la suma.
La interpretacién geométrica de los semigrupos

relacionalmente méximos hay que buscarla en los semigrupos Arf,
dichos semigrupos fueron introducidos por Lipman en [11] y han
sido abundantemente tratados en la literatura.

A continuacién estudiamos un tipo de semigrupos numéricos que
aparecen con especial insistencia en la bibliografia, 1los
semigupos  olmetricas, debido fundamentalmente a los resultados
obtenidos a partir de ellos en Geometria Algebraica. Digamos al
respecto que los semigrupos simétricos geométricamente significan
curvas Gorenstein, un articulo de Bass [12], da carta de
naturaleza a la nocién Gorenstein. Kunz [13] demostré que una
curva es Gorenstein si, y solamente si, su semigrupo asociado es

simétrico.



Desde el punto de vista puramente semigrupista estos
semigrupos tienen también una gran importancia, sirva como ejemplo
de esta las dos caracterizaciones siguientes:

1) Un semigrupo numérico S con conductor C es simétrico si, y
solo si,

XeS & C-x ¢ S,
para todo xeN.

2) Un semigrupo numérico S, con conductor C impar, es

+270Xsimétrico si, y solo si, S es maximal respecto de la inclusién

el conjunto de todos los semigrupos numéricos con conductor C.

Como ya hemos mencionado anteriormente, el cardinal de

una relacién minima para un semigrupo numérico arbitrario no
puede ser acotado superiormente en funcién del namero de
generadores minimales de este. Este resultado fue probado por
Bresinsky en [7], para lo cual muestra una familia de semigrupos
numéricos con 4 generadores minimales y con los cardinales de sus
relaciones minimas arbitrariamente grandes. Sin embargo, el
propio Bresinsky prueba en [9] que el cardinal de una relacién
minima para un semigrupo simétrico con 4 generadores minimales es
3 6 5. Estos resultados le hicieron conjeturar que posiblemente
el cardinal de una relacién minima para un semigrupo simétrico
arbitrario si se pueda acotar superiormente, en funcién de su

namero de generadores minimales.

Ante este panorama, no podiamos pasar por alto los semigrupos
simétricos. El capitulo 5 est& dedicado a ellos.

Por un lado, probamos que un semigrupo simétrico con

minimo generador minimal m tiene a lo sumo m-1 generadores



minimales. Esto nos lleva a definir 1los semigrupos <{otalmente
aimetnicoa como aquellos semigrupos simétricos que alcanzan dicha
cota. Estudiamos estos semigrupos y obtenemos entre otros los
siguientes resultados, que guardan un sorprendente paralelismo con
los obtenidos al estudiar los semigrupos relacionalmente maximos:

-) Existe una correspondencia biyectiva entre los
semigrupos simétricos con conductor C y minimo generador minimal
m, y los semigrupos totalmente simétricos con conductor C+2m,
minimo generador minimal m y con los dem&s generadores minimales
mayores que 2m.

-) Un seﬁigrupo simétrico con n generadores minimales se
puede expresar como suma de n semigrupos totalmente simétricos.

-) Un semigrqpo simétrico con minimo generador minimal m
es totalmente simétrico si, y solo si, el nimero de elementos de
sus relaciones minimas es méximo de entre todos aquellos
semigrupos simétricos con minimo generador minimal m.

-) Conocemos de forma explicita una relacién minima para

este tipo de semigrupos.

no(no—3)
6
#{RMS} maximo
6
p+1=n0—1
6
p+1l maximo
Semigrupos > Semigrupos
Simétricos Totalmente
¢ Simétricos
Teorema de generacidn

para la suma.
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Por otro lado, estd nuetro empefio por responder a la
conjetura de Bresinsky (cosa que atGn no hemos logrado ). Fruto de
este empefio obtenemos algunos resultados, encaminados a la
construccién de semigrupos simétricos, asi como un refinamiento de
la cota obtenida en el capitulo 3 en el caso en que el semigrupo
sea simétrico. Digamos al respecto que si S es un semigrupo
simétrico podemos asegurar que:

no(n -5) no(no—3)

#{RMS}= _2"_ + (p*t2)= Z—— +(p+2-n ).

Terminamos este capitulo apoyando la conjetura de Bresinsky y
reforzandola con una posible cota que surge fruto de nuestras
experiencias.

En el capitulo 6, bajo el nombre de pegadas y semipegadas,
estudiamos unos semigrupos numéricos S con la propiedad de que se
pueden descomponer en dos subsemigrupos 81 )4 SZ, de tal manera que
una relacién minima para S se puede construir, uniendo una
relaciédn minima para S1' una relacién minima para S2 y a lo sumo
un elemento mas. Daremos también construcciones para obtener los
semigrupos de este tipo.

Las descomposiciones y construcciones anteriores seran la
clave del capitulo 7, en &l estudiaremos los semigrupos
interseccién completa. En este capitulo, daremos un nueva
demostraccién del hecho mencionado anteriormente, de que, el
cardinal de una relacién minima para un semigrupo numérico con n
generadores minimales, estd acotado inferiormente por n-1l.
Probaremos ademds que un semigrupo es interseccién completa si, y
solo si, es pegada de dos semigrupos interseccién completa. Lo

cual nos permite conocer perfectamente estos semigrupos y sus
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relaciones minimas. Terminaremos el capitulo demostrando que todo
semigrupo interseccién completa es simétrico.

Nos parece ético aclarar, que una vez terminado nuestro
trabajo, fue cuando tuvimos conocimiento de 1la existencia del
articulo de Delorme [14]. Una vez estudiado dicho articulo,
debemos confesar que lo referido en los capitulos 6 y 7 no es tan
novedoso como nosotros esperdbamos. Digamos al respecto que en
[14] se se demuestra lo siguiente:

Si 51 y 82 son dos semigrupos numéricos, alesl, azeS2 primos
entre si. Entonces el semigrupo numérico a1S1+azsz es
interseccién completa si, y solamente si, S1 y S2 lo son.

Este resultado, le permite dar una una caracterizacién
recursiva de los semigrupos interseccién completa, asi como su
construccién sistemdtica por medio de sus generadores minimales.

En el presente trabajo, nosotros analizamos detalladamente la
construccién anterior para el caso en que S1 Yy 82 son semigrupos
numéricos arbitrarios, dando de forma explicita una relacién
minima para a181+azs2 a partir de una relacién minima para S1 y
Sz. Este estudio mas general y detallado, nos permite obtener los
resultados anteriores de forma inmediata.

Anadamos, que aunque algunos de nuestros resultados aparecen
enunciados por Delorme en forma parecida, sus demostracciones se
apoyan, en la versién equivalente de relacién minima que consiste
en mirarla como los generadores minimales de un determinado ideal
del anillo de polinomios en varias indeterminadas y con
coeficientes en un cuerpo. En este sentido, nos gustaria calificar

nuestro trabajo de autosuficiente, pues parte de unos minimos
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elementales y cada resultado que se obtiene es consecuencia de los
anteriores.

Puesto que en el presente trabajo hemos intentado narrar los
resultados, cinendonos a nuestro camino seguido en la
investigacién - creemos que de esta forma se consique una gran
naturalidad en la exposicién - y para que no sorprenda al lector,
advertimos que en los capitulos 6 y 7 no mencionaremos a Delorme.
Esperando que esta introduccién sirva como constatacién de su
presencia en el tema.

Para terminar este apartado, comentemos que el resultado
"interseccién completa » simétrico", puede atribuirse a Kunz, pues
como hemos mencionado anteriormente, demostro que Gorenstein «
simétrico, y es un resultado clésico de Algebra Conmutativa que
intersecciédn completa =» Gorenstein.

Como una clase distinguida dentro de 1los semigrupos
interseccién completa, encontramos a los semigrupos {dibres. La
fuerza de su definicién ha hecho que de estos se tenga una gran
informacién ( se conoce su conductor, sus relaciones minimas,
etc.). Nosotros estudiamos estos semigrupos en el capitulo 8, en
el que damos de ellos un gran nimero de caracterizaciones en
funcién de sus generadores minimales, de sus relaciones minimas,
de su conductor, de sus elementos puntuales, de sus restos
primarios, etc...

En el capitulo 1, a cada elemento de un semigrupo numérico,
le asociabamos un grafo y veiamos como los elementos de una
relacién minima para dicho semigrupo estaban intimamente ligados

con los elementos del semigrupo cuyo grafo fuese no conexo.
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Comenzaremos el capitulo 9 dando, para cada semigrupo numérico,
una familia de elementos suyos, cuyos correspondientes grafos son
no conexos. Veremos que estos son todos los elementos con grafo
no conexo en el caso en que el semigrupo verifique la propiedad de
que los nestas primaniocs de un generador minimal tengan expresién
dnica (i.e. estos se pueden escribir de forma Gnica como suma de
miltiplos de los generadores minimales).

En este capitulo 9, probaremos que un semigrupo simétrico con
conductor C y minimo generador minimal m, que verifique ademas la
condicién de que C+m tenga expresién tGnica, es un semigrupo libre.
Terminaremos el capitulo estudiando un tipo de semigrupos a los
que llamaremos osimples (y <que engloban entre otros a los
relacionalmente miximos y a los semigrupos con solo dos
generadores minimales) y para los cuales es muy facil de
determinar una relacién minima. Veremos que la clase de los
semigrupos simétricos que ademds son simples, esta constituida por

los semigrupos numéricos con tan solo dos generadores minimales.

Semigrup . Rest.Prim Minimal numero
Numérico §¢T§79 P —— |Exp.Unica| — |graf. no conexo
6
p+1=n0

14



(T.Estruct.) (T.Estruct.)
e_—__
Simétrico| ¢«— Intersec. —— |Libres ¢—— |p+1l=n
Completa . o
Unico
elemento
puntual T 2~

Conductor méximo
6
Rest.Primar. de expr. Gnica

Simple

Es claro, de lo expuesto hasta aqui, el interés de estudiér
el conjunto "¢(m,C)" de los semigrupos numéricos con conductor C y
minimo generador minimal m. Al comienzo de nuestro estudio sobre
estos conjuntos, nos dedicamos a examinar los casos méas sencillos:
-) C = m-1.
En este caso ¥(m,C) es un conjunto unitario, cuyo
dnico elemento es el semigrupo < m, m+l, ... , mt(m-1) >.
-) C = mt+i, con l=i=m-1.
En este caso, comprobamos que

F{m,;C) = {<m,C+1,C+2, ee. ,C+tm>UB / Bc{m+1l,...,m+i-1} }

y que por tanto ¥(m,C) es cerrado para la unién y la intersecciodn.
Ma&s alGn, se tiene que [9(m,C), U, n ] es isomorfo al &lgebra de

Boole de las partes del conjunto {m+1l,... m+i-1}.
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PLT, 11y
suU{8,9,10}
suU{8,9} suU{8,10} sU{9,10}
suU{8} sU{9} sU{10}

N d

$=<7,12,13,15,16,17,18>

Nuestro siguiente paso fue estudiar el caso en que C>2m, aqui
#(m,C) pierde tan maravillosa estructura. Este conjunto seguira
siendo cerrado para la interseccién pero no para unién. A pesar
de ello veremos que existen subconjuntos de #(m,C) que se siguen
comportando bien respectoc de la unién e interseccién. Nuestros
resultados a este respecto estan recogidos en el capitulo 10. En
este capitulo construimos una particién de ¥(m,C), de manera que
los elementos de dicha particién son reticulos distributivos
respecto a la unién y la interseccién.

Veremos como los madximos de dichas particiones son justamente
los elementos maximales de ¢(m,C), mientras que los minimos de
estas serin caracterizados como aquellos semigrupos que no tienen
generadores minimales en el intervalo abierto ]C/2,C[. También
veremos como conocidos los elementos minimos (méximos) de estas
particiones, es fécil determinar los méximos (minimos). Asi como
que conocidos los méximos o los minimos de estas particiones
podemos calcular rapidamente todos los elementos de ¥(m,C).

Terminamos el capitulo con algunos resultados sobre los
elementos maximales de ¢(m,C), mostraremos como todos estos

elementos madximales pueden ser construidos a partir de uno (que

16



daremos de forma explicita) al que llamaremos semigrupo maaimal

cananica.
¥{5,13)¢ 4 4
4 1 2
51U{7,9,11,12} SZU{9}
////” I R\\\\ 5,=<5,6,14>
SIU{9,11,12} SIU{7,9,12} 81U{7,11,12}
SIU{9,11} 81U{9,12} 31U{11,12} SIU{12,7}
SIU{Q} s1U{11} SIU{12}

N /7

Sl=<5,14,16,17,18>

Si analizamos el ejemplo anterior, vemos que solo existen dos
semigrupos numéricos S1 y Sz'que no contienen generadores miniales
en el intervalo]C/2,C[, por tanto la particién de ¥(5,13) consta
de dos elementos dl y Az, siendo S1 y S2 los minimos y

SJJ{7,9,11,12} y S;J{Q} los maximos de dichos elementos.

Para finalizar, nos gustaria recomendar este trabajo a tres
tipos de lectores:

1) A los que quieren iniciarse en el tema, puesto que los
conocimientos previos para entender el trabajo son minimos y
obtendrén una visién bastante precisa de la situacidn.

2) A los que han intentado anteriormente introducirse en el

tema y no han quedado convencidos de la necesidad de utilizar
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anillos de polinomios para estudiar estructuras mas elementales.
Nosotros les prometemos que en ningun momento nos salimos del
ambito de los semigrupos numéricos.

3) A los ya introducidos en el tema, ademds de los resultados
novedosos y de los problemas de rinvestigacién que les pueda
sugerir, creemos que este trabajo en su conjunto les aportar& una

nueva técnica clara y alternativa para atacar sus problemas.
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PRELIMINARES

DEFINICION 0.1

Sea F un semigrupo libre, conmutativo y finitamente generado.
Un subconjunto o de FxF -i.e. una relacién binaria en F- se dice
una congruencia sobre F si verifica:

l1.- 0 es una relacién de equivalencia.

2.- Si (v,v')e o0 y we F, entonces (vtw,v'+tw)e o.

Escribiremos v ¢ v’ cuando (v,v’)e o.
La congruencia dada por el conjunto
tT={ (v,v)e FXF / ve F }

es llamada congruencia trivial.

PROPOSICION 0.2

Para cualquier subconjunto &8 de FxF, existe una nenor
congruencia § que conteniene a §. Esta congruencia § es construida
en tres etapas: _

1.- 8,=8 U 87U ©, donde &7'={ (v’',v)e FxF / (v,v')e 3 },
2.- 8 ={ (vtw,v'+w)e FxF / (v,v')e 8§,y we F },
3.- 8={ (v,v')e FxF / 3 Vi Viree eV iV=V, vV =VY (VY )€ S,

Vied{0,1,...,e-1} }.m

DEFINICION 0.3

Diremos que un subconjunto § de FxXF genera una cogruencia o

sobre F, si 8§ = o. Si ademds & es finito diremos que o es
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finitamente generada.o

En el capitulo 2, veremos una demostracién directa de este

tltimo hecho.

DEFINICION 0.4

Un semigrupo conmutativo S se dice finitamente presentado si
existe un semigrupo libre, conmutativo y finitamente generado, F,
y una congruencia finitamente generada o sobre F, con F/o isomorfo
a S. Donde F/oc denota el semigrupo cociente de F por la

congruencia o.o

Tenemos entonces:

PROPOSICION 0.5 (Ver [1] o [2]).

Todo semigrupo conmutativo y finitamente generado es

finitamente presentado.m

DEFINICION 0.6

Sea F un semigrupo conmutativo, libre y finitamente generado,
y O una congrueﬁcia sdbre‘F. Uﬁ éubconjuntora de FxF se llamara
relacién minima para o si verifica :

1.- 8= o.

2.- 8 tiene cardinal minimo entre los subconjuntos de FxF que

verifican 1.

SEMIGRUPOS NUMERICOS.

DEFINICION 0.7

Un semigrupo numérico es un subconjunto S de N, que es
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cerrado para la suma, conteniene al cero y genera a Z COmMO grupo.

DEFINICIONES Y PROPIEDADES 0.8

Sea S un semigrupo numérico.

l.- Puesto que S genera a Z como grupo y es cerrado para la
suma, existen elementos u y v en S primos entre si. Resultando asi
que S admite un conductor C ( i.e: un natural C¢ S y tal que

C+tn € S vn € N-{0}).

2.- Un sistema de generadores de S es un conjunto finito de

nimeros naturales {no,nl,...,n }, que verifica:
P

P
S= ¥ n N
i=0

Un tal sistema se dice minimal si n_¢ } IHN, ij=0,1, .../n.
1% ]

3.- Todo semigrupo numérico admite un Gnico sistema minimal

de generadores.
(La demostracién de estas propiedades se puede ver en [3] y [4])

4.- Sea { noﬂh,...,np}”un sistema minimal de generadores de
é. Entonces S es un semigrupo conmutativo y finitamente generado
y por tanto S es finitamente presentado. Una presentacién finita
de S puede ser obtenida como sigue:

Consideramos el homomorfismo de semigrupos wzwpu—————e N ,
definido por:

P
O T .kp)=1§okini,

sea o la congruencia nicleo de ¢, i.e.

(k ok re-. ,kp) o (]_co,]'il, - ,Ep)(=><p(ko,k1, e ,kp)=q)(]_co,]—cl, . .}‘cp) :
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Claramente S = N'/o. o

DEFINICIONES 0.9

Un grafo G es un par (V,E) donde:

V={V (Vs ce- 4V } es un conjunto finito de elementos que
5 :

2
llamaremos vértices del grafo y E es un subconjunto del conjunto
de todos los pares no ordenados de elementos distintos de V. Al
par no ordenado {vi,vj} lo denotaremos vivj y si pertenece a E

diremos que es un lado del gfafo.

Una sucesién de m lados del grafo de la forma:

Vi Vi,V1 Vi, eese ¢V v
0 1 3 2 m-1 m

se dice que es un camino de longitud m conectando los vértices LA
% 0

L
b 4 i
m

Un grafo se dice conexo si dados dos vertices cualesquiera

suyos existe un camino que los conecta.o

PROPOSICION 0.10 (Ver [5]).

Un grafo conexo con n vertices tiene al menos n-1 lados.m
DEFINICION 0.11
Dados dos grafos G=(V,E) y G'=(V’,E’) diremos que G’es un

subgrafo de G si‘'V’<sV y E’<E.o

DEFINICION 0.12

Un &arbol generador para un grafo conexo G con n vértices es

un subgrafo conexo suyo con n vértices y n-1 lados.o
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CAPITULO 1

METODO ALGORITMICO PARA EL CALCULO DE UNA RELACION MINIMA.

En el desarrollo de este capitulo, S denotard un semigrupo
numérico con sistema minimal de generadores {noﬂn,...,np},

w:m“”————» N serd el morfismo de semigrupos definido por

P
o(k ik s ,1<p)=1V_,;01<ini

y o la congruencia nicleo de ¢. Se tiene entonces un isomorfismo
de semigrupos S = N*'/c.

Daremos aqui un algoritmo que nos permite encontrar una
relacién minima para o. Este algoritmo nos diréd también como es

cualquier relacién minima para o.

DEFINICION 1.1

Dado n € N, denotaremos
[(n1={ (ky ok s---0k )e N /e (ki ke k)=n }.
Definimos la siguiente relacién R en N°:
Dados k=(k0,k1,...,kp) y E=(RO,R1,...,RP), dos elementos en

N°*', diremos que k estd R-relacionado con &k, ARk , si y solo si:

k=%k=0 6
existen neN y elementos (kﬁ,kg,...,kg), ‘53 ,(k:,k:,...,k:)

en [n] tales que:

k= (kg,k‘:, ce ,kg) ,

3

I

(e nnB) 7
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1, 141, 1, 1+1 P | .
koko +k1k1 +...+kpkp =0, ¥Yie { 0,1,.00p€=1 }.

Claramente R es una relacién de equivalencia en N, A 1los
elementos del conjunto cociente N°*'/R los llamaremos R-clases y
al ntmero de R-clases contenidas en [n] lo denotaremos por NR[n].
Notemos que si dos elementos k y kK estan en [n], entonces para
todo oewp”, tal que o#(0, ... ,0), se verifica que k+o esta

R-relacionado con k+o.m

DEFINICION 1.2

Sea X un conjunto, ? ={X ,X , ... (X} una particién de X y ¥
una relacién binaria en X. El grafo asociado a ¥y respecto de la
particién ? seré G7=(V,E), donde V=P y el lado XﬁSEE' i#j, si y

solo si existen xeX e yer tales que (x,y)evaqu-

LEMA 1.3

Sea neN y X1'Xz' STl ,Xr las distintas R-clases contenidas en
[n]. Si B es una relacién binaria en N+t que genera a o

y denotamos Bn=3n([n]x[n]).

Tesis
El grafo GB , asociado a B respecto de la particién
n
{X1’X2’ 5 ,Xr} de [n], es conexo.
- Demostracién -
Sean t,s € {1,2, ... ,r}, t#s, veamos que existe en GB un

n

camino conectando los vértices X vy X s
s
Tomemos &k € X v h € Xs, claramente koh y como por hipétesis

. . +1 .
B=o, han de existir @y&l, . ,e N, que consideramos
e
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distintos (para evitar redundancias), tales que:
b=k, =h y (b,b )eB, i =0,1, ... ,e-1.
Ahora  bien (l’ai & )EB b6 y por  tanto existen
=1 p+1 =
(ki,hi)eBUB y o, &N, tales que (&i,&i+1)—(k1+al,hi+ai).
Tenemos entonces:
k=& =k +a,
0 o o
&1= hb4+°b4 = k{Hﬁe[n] r 1i=1,2, ... ,e-1,
& =h +a = h.
e e-1 e-1
Por Gltimo observese que:
a) Si o# 0 entonces (’H+°1)R(kﬁ+°1)’ por tanto

(h1+al)R(h1_ +°1—1) y asi &1 Y &1+1 estan en la misma

1
R-clase de [n].

. -1

b) Si o = 0 entonces (&1’&1+1)=(k1'h1)€BnUBn’

Y como consecuencia, los elementos &i con a;ﬂ) determinan un

camino en GB que conecta X con X .m
s
n

NOTACION

Denotaremos por NR[n] al ntimero de R-clases de [n].

TEOREMA 1.4

. 1 _1 1
Sea neN y NR[n]=r. Si (a',a’,...,a’), ... ,(a,a’,...,a’)e[n]
0 1 p o 1 P
son representantes de cada una de las R-clases contenidas en [n],
sea:

§ =¢ sir=1'y

n
8 = { ((a1 8 s al) (a1 al al))e[n]x[n]° i=2 r }, si r=2
n Ol 1I‘ LB 4 pI O’ 1!"" p 14 { A 4 4
Tesis
La relacién binaria 8§ = U 8 es una relacién minima para o.
nelN "
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- Demostracibén -

l.- Veamos que & = o, lo cual reduce a demostrar que para

todo namero natural n:
k,ke[n] =» k3k.

Hacemos esta demostracién por induccién sobre n:
Para n = 0, tenemos [0] = { (0,0,...,0) } y claramente
[0:0;5::30) 8 {0;04.505:0)s
Supongamos que el resultado es cierto para valores menores
que n y demostrémoslo para n. | ‘
Si ne¢S, [n]=¢ y por tanto el resultado ya estaria
demostrado. Supongamos ahora que neS y &= (koJﬂf“"kp) y

k= (Eo’k1"°"Ep) son dos elementos en [n]. Pueden ocurrir dos

casos
i.- KREk.
ii.- KREk.

Supongamos que se da i). Entonces han de existir elementos
0 0
(ko,k(:,...,kp), cor (KK, K0) € [n]
tales que:
k= (kg,k‘:,...,kg),

k= (k;,k:,...,k:) y

i, 1+1 1, 1+1 1, 1+1 . .
kokO +k1k1 + aaa +kpkp 0, vie{0,1,...,e-1}.
£ =% i, = 141 o 141 i+1
veamos que (ko,kl,...,kp) 3 .(ko+ ,k1+>,,..,kp+ )v:
Sea bj= minimo {k;,kyd}, j=0,1, ... ,p. Puesto que
ik kMt LLL 4Kk 0,
oo 171 PP

se tiene (bo,bl,...,bp)i (0, ... ,0) ademas existen (b;,b;,...,b;)
y (b:)ﬂ,biﬂ, g ,b:l) verificando:
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i i : | i i $ |
(kgrkyo--ikl) = (bybl, ... bl)+(b b ,...,b ),

i+l i+l i+1 i+l i+1 i+1
(ko+ ok, ,...,kp*) = (bo+ /b, ,...,bp+ )+ (by/b r-esb ) Y

(P(b:)lbi F IR rb:)) = ﬁo(bui,bhl, - ,b::l

) = m con m<n.
(o] 1

Aplicando la hipétesis de induccién tenemos

i i % o= i+1 i+1 i+l
(by/b seee ,bp)a(b0+ ,bl* P ,bp"

) s
y como § es una congruencia deducimos que

i i i = i+1 i+1 i
((bgrbise-esb )+ (b b, .. .,bp))a((bo+,b1+, . ,bp“)+(b gP yreeeeb )

y asi (k;,ki, . ..,k’)s(k“l,k‘”,...,k;”), de donde, por la transitividad

P 0 1
de §, se tiene que k3k.
Supongamos ahora que se verifica ii). En este caso, NR[n]z 2
y entonces 6n¢¢. Supongamos NR[n]=r, recordemos que
§ = { ((at,al,...,aly,(al,al,... a'))e[n]x[n]; i=2,...,r }< §

- : o’ <7 LY 4 p r il At p 7 ¥ 7 = 4
donde (a;,a;,...,a;) era un representante de cada R-clase
contenida en [n]. Existen por tanto i,j e {1,...,r}, i#j,
verificando que :

i i i z j J J
k R (ao,al,...,ap) y & R (ao,al,...,ap),
ahora, por i), tenemos que
i _1 i = i _1 i
k R (ao,al,...,ap) > k 38 (ao,al,...,ap) v

z ) j b] r = J J J
k R (ao,al,...,ap) > &k 8 (ao,al,...,ap).

Pero, puesto que (a;,ai,...,a;)g(a;,ai,...,ai), la transitividad

‘de § implica que &k3k.

Por lo tanto tenemos que 8 genera a o.

2.- Veamos por Gltimo que el cardinal de & es el minimo entre

las relaciones que generan o.
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Supongamos que B es una relacién que genera a o, demostremos
que # & = # B:

Para cada nelN, sea Bn=Bn([n]x[n]). Claramente g= U Bn y esta
nelN

union es disjunta. Para probar # & = # B, serd suficiente ver que
# 8 = # B_, para todo neN. Ahora bien, puesto que B genera a o, el

grafo GB , obtenido segin el lema 1.3, es conexo. Por lo tanto

n

- ver proposicién (0.10) - G tiene al menos r-1 lados, para lo

B

n

cual es necesario que # g =zr-1 = # 5 .m

OBSERVACION

Para probar que §=c0, en el apartado 1), del teorema anterior

s ©s un grafo conexo, para todo nelN.

n

tan s6lo se utiliza que G

COROLARIO 1.5.

Si B es una relacién binaria contenida en o, verificando que

G es conexo, para todo neN, entonces §=a.-

B

n

Como una consecuencia inmediata del corolario anterior

tenemos:

COROLARIO 1.6.
Una relacién binaria B que genera a o es minima para o si, y
solamente si:
#Bn=NR[n]—1, para todo neN tal que NR[n]=z2 y

#Bn=0, para todo neN tal que NR[n]=l.m
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OBSERVACION

Sea neN y supongamos NR[n]=r. Entonces el grafo GG , asociado
n

o;=an([n]x[n]), es el grafo completo de r vértices.

COROLARIO 1.7.

Un subconjunto B de o es una relacién minima para o si, y

solamente si:
Bn=¢, para todo neN tal que NR[n]=l y

#Bn=NR[n]—1 y G es un grafo conexo, para todo neN tal que

B

n

NR[n]=2.

Notemos que en este caso G, es un arbol que genera a G  .m

n n

B

NOTA

Para obtener una relacién g minima para o, basta fijarse en

aquellos neS tales que NR[n]z2.

Sea neS, NR[n]=rz2 vy X1’ T @ ,Xr las distintas R-clases

contenidas en [n], tomamos un &rbol Tn que genere a Ga (i.e. un

n

subgrafo de GU que sea conexo, con los r vértices de Gd y con
n n

r-1 lados). Sean 11, o e ,lr__1 los lados de Tn, tomamos

B St o7 )4 (bt Yp wan ST WL

donde (ki,h,i) es un elemento cualquiera de thxk si 11=thk, y

gB=U B .
nelN
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DEFINICION 1.8.

. . +1 .
Dada la congruencia o y & una relacién sobre N°"", diremos
que 8§ es una relacién minimal para o si verifica :
i) 8§ = oy,

ii) 8-{k} # o, para todo kes.

COROLARIO 1.9.

8§ es relacién minima para o si y solo si § es relacibn

minimal para o.m

Nuestro préximo objetivo serd dar un método algoritmico que
nos permita determinar el namero de R-clases de [n]. Para ello,
asignaremos a cada neS un nuevo 'grafo G , que tiene tantas

n

componentes conexas como R-clases hay en [n].

DEFINICION 1.10.

Sea S un semigrupo numérico, con sistema minimal de
generadores {no,nl,...,np} y neS. Definimos el grafo G;=(V;,En),

donde

V= {n

n i

En={ ninj / n - (ni+nj) €S ;i,je {0,1,...,P}, 1 = 3J }.

/n-nleS;iG{Oyla---:P}} Yy

Si X1’Xz""’xr son las distintas R-clases contenidas en [n].
Denotaremos A1’ i=1,2, ... ,r, al subconjunto de {no,nl,...,np}
dado por:

A= {nj / 3 (ao,...,aj,...,ap) € X, con a = 0.
Notemos que Afgﬂ' para todo i=1,2, ... ,r.
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LEMA 1.11.

El conjunto {A1’A2""’Ar} es una particién de Vn.

- Demostracibén -
r
l.- Veamos que V. = U A .
n i=1 i
n eV & n-neSsS < 3 (a,...,a,...,4 )eX con
k n k 0 k P i

a # 0 para algun i € {1,2, ... ,r} & 3 i tq n e A,

2.- Veamos que A1 N Aj =¢ , Vi=j.
Sean €A A , entonces
k i j
n_ e A1 » 3 (ao,...,ak,...,ap) < Xi con a # 0y

n e Aj = 3 (bo,...,bk,...,bp) e Xj con bk = 0,

claramente (ao,...,ak,...,ap)R(bo,.f.,bk,...,bp), de donde X1= Xj

y por tanto i = j.m

LEMA 1.12.

Sea n € S, n_ e Ai y n ¢« AJ, con i#j.
Tesis
nn ¢E
- Demostracién -
Podemos suponer k<t. Si nn e En, tenemos que n-(nk+nt) €S

y por tanto existe (ao,...,ak, o % R ...,ap)e [n], i.e.

t
n=an +...+an +...+an +...+an,
oo kK k £t P P
con a # 0 y a # 0. Ahora,
. o s v e *
n e Ai = 3 (bo’ ,bk, ,bp) € Xi con bk 0,
g . #
n e A.J 3 3 (co, 1Cor ,cp) S XJ con c 0,

claramente se tiene entonces

R - | y

(ao,al,...,ap)R(bo,...,bk o
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(ao,al,...,ap)R(co,...,ct,...,cp),

luego (bo,...,bk,...,bp)R(co,...,ct,...,cp) y por tanto Xl =X,

de donde i = j (absurdo).m

LEMA 1.13

Sean n ,n € A.s y se{l1,2, ... ,r}.
Tesis

Existen n_ ,...,nk‘eﬂAg tales que:

0 e
n =n
Kk k'’
0
n =n
k t : §

n n e E , j=0,1, ... ,e=1l.
3 j+71
- Demostracién -
3 (bo,...,bk,...,bp)e X;, con bk¢ 0
n ,n €A > y
3 (co,...,ct,...,cp) € Xs, con c_ # 0

luego (bo,...,bk,...,bp)R(co,...,ct,...,cp) y por tanto existen

1 1 1 q q q .
(ao,ai,...,ap),...,(ao,al,...,ap)e [n] tales que:

| 1 |
(b ,...,bk,...,bp) = (ao,al,...,ap),

o)

qa _q q
(co,...,ct,...,cp) (ao,al,...,ap) y

va'a'™ =0, vied{0,1,...,9-1}.
qoun 3 3

Asi, para todo i € {0,1,...,p}, existe ]ﬂe {0,1,...,p} tal que
a'a'*'z 0.
k k
i
Veamos que n_n € E , si n#n , O equivalentemente que

n

j oim J i+

n —(n_<+n )ES:
kK, k
j j+1
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al al*'20 s al*'x0 vy
Kk “k K

5 | ]
al*t al*? 20 5 aiﬂ =0,

k k
j+1 j+2 j+1

por tanto:

j+1 j+1

(ao !

,...,a;”)e[n] y

j+1

a j+1
k

# 0 # a
k
j j+1
de lo que deducimos que n-(n +n_ )eS. Asi, suprimiendo los
j j+1

términos iguales, obtenemos una sucesién n=n ,m , ... /0
(o] 1 e-1

4

n_=n_con las condiciones requeridas.m

e

NOTACION

Dado un gfafo ’G, denotaremos pbr NCC(G) al nGmero de

componentes conexas de G.

TEOREMA 1.14

Sea n € S-{0}
Tesis

NR[n] = NCC(G_)
- Demostracién -

... , X las distintas R-clases contenidas en

Sean X1’ Xz, ’

[n]. Para i=1,2, ... ,r, consideremos el subgrafo Gi = (Vi,Ei) de
G , cuyos vértices son los elementos de Ay cuyas ariStas son

aquellas aristas de Gﬁ que tienen vértices en A, i.e.

S— i S—
nn €E < nn € E y n ,n e A.
k t n k t n k t i

Claramente, aplicando los lemas (1.11), (1.12) y (1.13), se tiene
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{ =2 . .
que Gn,Gn,...,G: son las distintas componentes conexas de Gn.-

NOTA

Observese que para obtener una relacién minima para o,
debemos fijarnos tan solo en aquellos neS tales que NR[n]>1l. esto

es, en aquellos neS tales que el correspondiente grafo Gn sea no

conexo.

1 2 P
Supongamos neS tal que G no es conexo y sean G ,G7, ... ,Gn
n n n

sus componentes conexas.Si elegimos ahora, para cada ie {1,...,r},

¥ A | i i i i
un vértice n e v v un elemento a,=(a0,a1,...,ap)e [n], con
n
i

i
a #* 0, obtendremos un representante de cada R-clase.o
i

Sea neS y supongamos dque n-ne S. Nuestro préximo objetivo

sera obtener un método para calcular un elemento (ao,al,...,ap) de

[n], con a = 0.

o

Sea m € N. Un conjunto de nGmeros naturales forman un sitema

DEFINICION 1.15

de ntmeros incongruentes médulo m, cuando sus restos respecto de

este médulo son todos distintos.

A ]
Un sitema de m ndmeros incongruentes médulo m se llama sitema

completo médulo m.

DEFINICION 1.16

Para todo neS, existe un sistema completo médulo n contenido
en S (tengase en cuenta la existencia de conductor del semigrupo).

El conjunto de restos primarios de n es, por definicién, un
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sistema completo médulo n de elementos de S,
RP(n) = {W(0),W(1l),...,W(n-1)},
verificando:

[mes y W(i)=m(méd n), para algan i =0,1, ... ,n—l] = W(i)=m.o
El siguiente lema tiene demostracién inmediata.

LEMA 1.17

Sea n,m,s € S.

Tesis

i) Existe un Gnico (W,k)eRP(n)xN, tal que s = kn + W.
ii) m € RP(n) < m-n ¢ S.

iii) [m € RP(n) y m-s € S] > S € RP(n). =

PROPOSICION 1.18

Sea S semigrupo numérico y {no,nl,...,np} su sistema minimal
de generadores.
Tesis
Dado s € S, existe una finica expresién de s en la forma
s =amn-+an+ ... +apnp,
con a .n .+ ... +apnpe RP(no)nRP(nl)n -+« NRP(n_ ), para todo
ie{0,1,...,p-1}.
- Demostracién -
Pongamos, utilizando el lema (1.17),
s = aon0+ W0 y
W = a n + W ¥

i E+3 1+1 141

con V%eRP(nO) Yy W.e RP(no)nRP(nl)n -+« MRP(n_), i=0,1,...,p=1.
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Como las parejas (a,,W ) son Gnicas es claro el resultado.m

DEFINICION 1.19

La expresibn
s =an+an+ ... tan ,
0o o 11 P P
en la proposicién anterior (1.18), es llamada "forma candénica de

s, para la ordenacién n,n ,...,0n de los generadores".
P

NOTA

Sea S semigrupo numérico y {no,nl,...,np} su sistema minimal
de generadores.

Los elementos de S pueden ser obtenidos recurrentemente,
sabiendo que:

i) 0 € S,

ii) x e N-{0}, x € § & X-n e S, para algﬁn ie {0,1,...,pP}

Una vez construido el semigrupo

S = { O/S /8, s «o- ,sk,C+l,C+2, con ¥y

2
donde C es su conductor. Calcular los restos primarios de
cualquier elemento de S es facil, teniendo en cuenta que

RP(n) = {me S / m-n ¢ S}

Y que # RP(n) = n.

Dado n € S y n € {n ,n,...,n} tal que n-n e S. Queriamos

dar un algoritmo que nos permitiera obtener una expresién de n en

la forma n = an, +a1n1 +eewh@ N p CON a # 0. Pues bien, a este
P P

menester responde la proposicién siguiente :
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PROPOSICION 1.20

Sean n € S, n e {no,nl,...,np} tal que n-n e Sy

an+an+ ... t+a n +a n + ... tan =n
£ oo 1-1 1-1 1+1 1+1 p P

la forma canénica de n para la ordenacién de los generadores

n_ N aaw  ph n e T e
1770’ N g e "p
Tesis
a =0
i
- Demostracién -

Teniendo en cuenta que
n-n €S sn¢ RP(n ) » n =an+W, cona=# 0 y WeRP(n ),

la demostracién de esta proposicién es clara.m

NOTA

Obsevese que, dado ﬁn semigrupo numéiico S, si fuesemos
capaces de determinar un subconjunto finito suyo que contenga a
todos los elementos de S de grafo no conexo, por lo expuesto hasta
ahora, podriamos calcular una relacibén minima para o.

A esta cuestidén contesta la siguiente proposicién :

PROPOSICION 1.21

Sea S un semigrupo numérico, {no,nl,...,np}, su sistema
minimal de generadores y C el conductor de S. Supongamos ademas
que n <n_< ... <n_.

0 b | P
Tesis

Para todo n € S tal que n> C+ no+n el grafo G es conexo.

P n

- Demostracién -

n>C+no+np = n-(n_+ nj)>C, vV je {0,1,...,Pp} =
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= n—(n0+nj)e S, VvV je {0,1,...,p} = n.n.e E , V¥ j € {0,1,+:~,P} =

> G es conexo.m
n

Vamos a reducir aun mads el nimero de candidatos a tener grafo

no conexo.

PROPOSICION 1.22

Sea S semigrupo numérico, {nn ,...,0 } su sistema minimal
P

de generadores y n € S tal que Gn es no conexo.

Tesis

Existe We RP(n_)-{0} y je {1,...,p} tales que n = Wen .
- Demostracién -

Sin = nj, trivialmente el grafo Gn es conexo (ya que este se
reduce a un Vértice). Podemos suponer entonces n#n , para
todo je {1,...,p}

Hacemos la demostracién por contrareciproco.

Supongamos que para todo nje {nl,...,np}, tal que n-nje S,
se tiene que n-nje RP(nO). Entonces n—nj—n0 e S y asi H:Ho € En,
Vn, e Vn—{no}, por lo que el grafo Gn es conexo.m

J

NOTA

Observese que esta proposicién (1.22) efectivamente refina a
la anterior -proposicién (1.21)-, ya que si We RP(no) entonces

W= C + n, y por consiguiente W+njs C+ nd+ n .
P
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METODO GENERAL PARA EL CALCULO DE RELACIONES MINIMAS EN UN

SEMIGRUPO NUMERICO

Sea S semigrupo numérico y {no,nl,...,np} su sistema minimal
de generadores. Supongamos que n<n < ... <np.

l.- Calculamos los s € S tales que s = C+no+np.

2.- Calculamos RP(nO), RP(nl),..., RP(np);

3.- Calculamos los n € S de la forma n = W+nj, con
W e RP(n )-{0} y j € {1,...,P}-

4.~ Calculamos los vértices que estédn en cada componente
conexa de Gh’ para cada n de los hallados en 3.

5.- Si G no es conexo, elegiremos un vértice n, de cada una
de sus componentes conexas y expresaremos n en forma
canénica para la ordenacidén nl,no,...,ni_l,ni+1,...,np.

6 .- Construimos an.

7.- Construimos §.o

NOTA

Graficamenté se aprecian perfectamente las componentes
conexas de un grafo. También expresando un grafo mediante una
matriz, existen métodos para determinar sus componentes conexas.
No obtante, para finalizar, daremos un algoritmo que calcula los
vértices que forman parte de las distintas componentes conexas de

los grafos Gn.
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Algoritmo para el calculo de los vértices de las componentes

conexas de G .
n

Sea neS y supongamos que V;= {ni / n-n € S} ={no,n1,...,nr},
denotemos BJ= {n eV, / n-(nj+n1) e S} U {nj}, J & {014 %945X}s
Si Bin Bj # ¢ vy i<j, entonces llamamos Bi a B1U Bj y eliminamos

BJ. Reiterando el proceso obtenemos Vg como una unién disjunta,

r V= B ; sse f V:= Bi son los conjuntos de

Es claro que vi= B
" 1 2 t

i

vértices correspondientes a las distintas componentes conexas de

G .o
n

A continuacién mostraremos, mediante un ejemplo, el
funcionamiento del algoritmo para calcular las relaciones minimas

de un semigrupo numérico.

EJEMPLO

Consideremos el semigrupo numérico S, con sistema minimal de
generadores {5,7,9,11}. Vamos a encontrar una relacién minima 3

para la congruencia o asociada a S.

l.- Calculamos los s € S, tales que s = C+5+11 (Notemos que
C=13, pues {14,15,16,17,18} es un sistema completo médulo 5).
{0,5,7,9,10,11,12,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25,26,27,28,29}

2.- Calculemos los conjuntos de restos primarios:

RP(5) = {0,7,9,11,18},

1

RP(7) = {0,5,9,10,11,15,20},
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rRP(9) = {0,5,7,10,11,12,15,17,22}.
3.- [RP(5) - {0}1+ {7,9,11} = {14,16,18,20,22,25,27,29}.
4.- Estudiemos los grafos G , para

ne{14,16,18,20,22,25,27,29}.

Q0o
o

14

~o

G14 no conexo, V:4= 15:9F ¢ Vi; = {7},
5,7,9: 14= 1x5 + 1x9

f.c. de 14 respecto a la ordenacién
7:5,9¢ 14 = 2x%7 .

Escribiremos en lo sucesivo 1x5 + 1x9 = 2x7.

. . No conexo V16={5,11}, Vf6={7,9}
= 13 5
16 S 7 1x5 + 1x11 = 1x7 + 1x9 .
) - No conexo V. ={7,11}, vfe = {9}
G18 = Kd . )
9 2x9 = 1x7 + 1x11 .
. . No conexo V;o={5}, V§0= {9;11}
- 9 i1
Goo © °
5 4x5 = 1x9 + 1x11 .
1 = =
. . No conexo V = {5,7}, V2= {11}
G22 = o
11 2x11 = 3x5 + 1x7
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9 7 Conexo.
G = I\[
25
5 11
7 9 Conexo.
G = [\l
27
5 11
Conexo.
5 7
e, = | J__|
29 9 11

Luego la relacién minima para o seria :
s = { ((,0,1,0),(0,2,0,0)), ((r,0,0,1),(0,1,1,0)),
(¢(0,0,2,0),(0,1,0,1)),((4,0,0,0),(0,0,1,1)),((0,0,0,2),(3,1,0,0))}.0

NOTACION

Dado un subconjunto de nimeros naturales A, denotaremos por
< A > al minimo subsemigrupo de N que contiene a A. Denotaremos
< A > = < A >-{0}.

Dados N y M dos subconjuntos de N, denotaremos por N+M al
conjunto

NtM = {heN/h=n+mconneNymeM}.
Sin embargo, denotaremos N-M al conjunto

N-M = { neN / n¢M }.o

TEOREMA 1.23

Sea S semigrupo numérico, A;{nb,nl,...,n } su sistema minimal
P .

de generadores y n € S.
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Tesis

G no es conexo « 3 I subconjunto propio de A verificando que
ne (<I> A<A-I>)-(<I>+<A-1I03"

- Demostracibén -
Notemos que si V:‘ es el conjunto de vértices de una componente
conexa de Gn, claramente ne< Vi >. Asi

I = { vértices que hay en una componente conexa de G }/
puesto que Gn tiene més de una componente conexa, verifica las
condiciones requeridas.

Sean n e I y n e A - I. Entonces n—(ni+nj)¢s, y por lo tanto

nn ¢ En. Asi los vértices de Gn contenidos en I no estan
conectados con los contenidos en A - I y por tanto el grafo no es

conexo. =

A continuacién, como apliéacién de nuestra teoria,
calcularemos relaciones minimas correspondientes a los semigrupos
numéricos generados por dos y tres elementos respectivamente.
Estos semigrupos estdn ya estudiados en [6], aunque utilizando

otros procedimientos.

RELACIONES MINIMAS EN SEMIGRUPOS NUMERICOS CON DOS GENERADORES

MINIMALES.

Sea S semigrupo numérico y {n,n } su sistema minimal de
generadores.

Veamos que § = { ((nl,O),(O,no)] } es relacién minima para o.
En efecto, aplicando el teorema anterior sabemos que :

* * ¥* *
G no es conexo < n € (<n > <n_ > )-( <n_> + <n_> ),
n 0 1 o 1
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y es claro que esto ocurre si, y solamente si,
n = m.c.m.{n_,n =nn.
m in,, 1} 01
Notemos que m.c.d.{no,n1}= 1 ( m.c.m y m.c.d. denotan minimo

comin miltiplo y méximo comin divisor respectivamente).o

RELACTONES MINIMAS EN SEMIGRUPOS NUMERICOS CON TRES GENERADORES

MINIMALES.

Sea S semigrupo numérico y {n ,n ,n_} su sistema minimal de
generadores.

Para ie {0,1,2}, sea C1= minimo { ¢ € N-{0} / cn e <nj,nk>},
donde {i,j,k} = {0,1,2}.
Aplicando el teorema anterior tenemos que :

Gn no es conexo < 31 i € {0,1,2} tal que
n e ( <ni>*n <nj,nk>*) - ( <n > % <n ynlf 3, con {i,j,k}= {0,1,2}

< n e {Cono,Cinl,Cznz};
Pueden darse entoces los tres siguientes casos:
a) Cono = Cln1 = Cznz.

En este caso,

s = { ((C,,0,0),(0,C_,0)) , ((C,0,0),(0,0,C)) }.

b n = n +r n
) Co o ro1 1 0, 2 y

Cn Cn 2C N0 .
1 1 2 2 0O 0

En este caso,

8§ = { ((C,.0,0),(0,x_ ,xr_)) , ((0,C,0),(0,0,C)) }.

1 2
c) Cn =r n +r n_,
oo o1 0, 2
Cn =r n +r n vy
171 10 1.2

0 2
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En este caso,

s = { ((CO,O,O),(O,rol,roz)) ' ((0,c1,0),(r10,0,r12)) ,

((0,0,€,)s(x, /%, 0)) }- @
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CAPITULO 2

COTAS SUPERIORES PARA EL CARDINAL DE UNA RELACION MINIMA.

Sea S un semigrupo numérico denotaremos por #{RMS} a #§,
donde 8§ es una relacién minima para la congruencia asociada a S.

En [7] se muestra una familia { S1 / i € I } de semigrupos
numéricos, con cuatro generadores minimales y #{RMSl}
arbitrariamente grande. Esto prueba que #{RMS} no puede ser

acotado en funcién del ntmero de generadores minimales de S.

En este capitulo S denota un semigrupo numérico con

sistema minimal de generadores {no,nl,...,np}, ¢:Np”—————> N el
homomorfismo asociado a S ( Im(e¢) = S ) y o la congruencia nicleo
de ¢.

Nuestro propbésito ser& acotar #{RMS} en funcién de n y p.
Una primera cota para #{RMS} serd dada en la siguiente

proposicién:

PROPOSICION 2.1.

#{RMS} = (n_-1)p.
- Demostracién -

Sea 8 la relacién minima para o construida segin el teorema
(1.4). Tomando ,para cada neN, las distintas R-clases X1’ 5 % ,Xr

contenidas en [n] -con representantes A respectivamente-
r

de tal forma que el conjunto A definido segtn (1.10), tiene al
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generador n , con k = minimo { je{O0,1, ... ,p} / n—ndeS }-

Definimos una aplicacién f:8 ———+(RP(nJ-{O})x{nl,...ﬂ1J
como sigue:

Sea (a,t)es, llamemos n=¢(a)=¢(4). Entonces a estara en la
R-clase X ( por construccién de § ) y & pertenecerd a una R-clase
distinta Xj de [n]. Ademds, por la numeracién que hemos asignado a
las R-clases, r%eAj (ya que si IPJ%FS obviamente se tiene que
n e ).

Sea t = minimo { ee{l, ... ,p} / néeAj}. Entonces n = W+in ,
con We RP(no)—{O}.

Definimos f(a,%) = (W,n ).

Veamos que f es inyectiva, y tendremos demostrada la
proposicién: |

Sean (a,&),(a’,&’)ed y supongamos

f(a,6) = £(a’,4") = (W,n ).
Entonces ¢(a) = ¢(&) = ¢(a’) = ¢(&') = Win = n, por la construcién
de 8§, tenemos a = a’. Ademas, si &_er y &',exj, entonces nkeAjnAj,,
pero puesto que los Ae son una particién de V;, ha de ser j=j’' y

por tanto & = &' .m
Mejoraremos alin mas esta cota.

PROPOSICION 2.2.

Sea n un elemento de S tal que Gn es no conexo.
Tesis
Existen n e {nl,...,np} y We RP(no)n oo nRP(nk_l)

verificando:
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a) n =W + n_¢ RP(no)n % % . nRP(nk_l).
b) W'+ n e RP(no)n -«« NRP(n__ ),

VWeS, W=W y tal que W-W'e S.

- Demostracién -
Sean:
i = minimo { je {0,1,...,p} / n-n € S }.,
k = minimo { je {0,1,...,p} / n. yn estan en distinta

componente conexa de G }
( Existe k, por ser G no conexo) .
Por ser k minimo, podemos escribir
n=W+n,
k
con W e RP(n_)n --- MRP(n__ ) (notemos que n-n €S, si ademas n-n ¢
RP(n_)n --- ARP(n __ ), existe -lema (1.17)- j<k tal que n—n{ques
y asi ny nj estan en la misma componente conexa de Gn).
Por otra parte, i<k y ngRP(n ), por lo tanto
n=Ww+n¢ RP(no)n Y nRP(nk_l)
y tenemos a).
Sea W'e S, con W'# W y tal que W-W'e S. Como W-W'#0, existe
n tal que W—W’—nfes ( i.e. W-W’éRP(nt) ), esto implica que
n-U&+nt)e S y asi n yn estdn en la misma componente conexa
de G .
n
Si ademés W'+ n ¢ RP(n_)n .-+ N RP(nk_l), existe j<k tal que
W'+nk—njes, pero esto implica que n-(n1+nj)es de donde n y n

estdn en la misma componente conexa y por tanto n.y n, lo que

contradice la minimalidad de k. Asi pues se verifica b).m
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TEOREMA 2.3.

Dado k € {1,...,p}, sea

D ={WeRP(n)n ... NRP(D__,) / W verifica las

condiciones a) y b) de 1la proposicién (2.2) }.

Tesis

P
#{RMS} = ¥ #D .

- Demostracibébn -

La demostracién de este teorema es completamente andloga a la

de la proposicién (2.1). Sea 8 la relacién minima dada en la

proposicién (2.1). Definimos g:8§ —— U D como sigue:
ke{1,...,p}
Los elementos de ) Dk serdn denotados como pares
k€{1,...,p}
(W, k), indicandose asi que WeDk. Sea (a,b)es, llamemos

n=p(a)=p(&). Entonces a estard en la R-clase Xy & estard en una
R-clase distinta, XJ, de [n].

Sea t = minimo { ee{l, ... ,p} /I%eAj}. Entonces, es féacil
de comprobar que n = W+n _, con We RP(no)n oo nRP(nt_l).

Definimos g(a,&) = (W,t).

Como en la proposiéiéh.(2.l) se demuestfa que g es inyectiva

P
y por tanto # 8= # ( U D)= Z #D .=
KELL; « o 50} -

COROLARIO 2.4.

(2n - p)(p - 1)
#{RMS} = 5 + 1 .

- Demostracién -
1l.- Veamos que #Dp= ;
Sea Cp = minimo { meN" ! nu%e<no, see N 1>} . Entonces
p-

Dp= { (Cp—l)np }, obsérvese que los elementos del conjunto
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RP(n ) - nRP(nPd) son de la forma mn_ = con Osm<Cp.
2.- #Dk = # { (RP(no)n e nRP(nk_l)) - {0} } = n - k, va que
n o N, ;... € RP(no) y no pertenecen a RP(no)n .o nRP(nk_l).
P p-1 (2n - p)(p - 1)
3.- #{RMS}= k§1#Dks (k§1(no_ k) +1 = % + 1. =

Como corolario inmediato de (2.4) tenemos el ya conocido

resultado:

COROLARIO 2.5

"Todo semigrupo numérico es finitamente presentado" .o

NOTA

En S podemos definir el siguiente orden:

n,meS n=m < m-nesS.

Observese que Dk estd compuesto por los elementos minimales
del conjunto

H={ WeRP(n )N --- N RP(n_ ) / Wn ¢RP(n )n ... N RP(n,_ ) }

Esta visién nos da un método r4pido para calcular 1los
elementos de D ya que si tenemos ordenados los elementos del

conjunto RP(HONW .+« N RP(n y WeD automdticamente podemos

k—l)

asegurar gque los elementos de RP(no)n e« N RP(n que son

k-1 )
mayores y los elementos que son menores que W (con el orden

definido al comienzo de la nota) no pertenecen a D, .
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CAPITULO 3

CUANDO A UN SEMIGRUPO SE LE ANADE SU CONDUCTOR.

Durante todo este capitulo S serd un semigrupo numérico, con
conductor C y sistema minimal de generadores {no,nl,...,np}.

Supondremos ademéds que n<n-<...<n yque T o
P

Consideraremos tanbién el semigrupo numérico
S = <n0,n1,...,np,C >.
Observese que S sigue teniendo a n, como generador minimal
"minimo".

La mayor parte de este capitulo estd dedicada a la obtencién
de una relacién minima para S a partir de una relacién minima para
S. Dada una relacién minima.para S obtendremos una relacién minima
para S suprimiendo algunas relaciones y afiadiendo otras nuevas,
tanto las que debemos suprimir como las que tenemos que afiadir,

serdn caracterizadas.
Para realizar este estudio, distinguiremos dos casos:

a) Que {no,nl,...,np,C} sea sistema minimal de generadores de
b) Que {no,nl,...,np,C} no sea sistema minimal de generadores
Veremos que cuando ocurre a) se tiene que:

#{RMS}+2 = #{RMS} = #{RMS}+p+2

mientras que cuando ocurre b) se verifica que:

#{RMS} = #{RMS}.
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Si llamamos

?(no) =

{ Semigrupos numéricos con minimo generador minimal no}.

terminaremos el capitulo, dando un método ordenado para construir

todos los elementos de ?(no), lo que nos permitiréd representar

dicho conjunto mediante un a&rbol de la forma:

tomando no= 4:

=

<4,6,13,15> <4,6,11>

C=11 C=13
l |
. “ <4,6,11,13> <4,6,9>
3 . C= C=11
<4 ,5>
L c=11
<4,7,9,10> <4,6,9,11> <4,6,7>
C=6 C= C=5 <4,5,11>
c=17
I
<4,6,7,9> <4,5,7> <4,5,6>
C=5 C= c=7
<4,5,6,7>
Cc=3

Veremos que este &rbol tiene la propiedad de que al avanzar

por sus.ramas, los semigrupos S que nos vamos encontrando, tienen

cada vez mayor conductor,

minimales y menor o igual #{RMS}.
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NOTACION.

RP(n_) Y RP(n ) denotaran los conjuntos de restos primarios

den en Sy S respectivamente.

Dado n € S S denotaremos por:

G = (Vn,En), el grafo correspondiente a nen S y

G = (Vn,ﬁn), el grafo correspondiente a n en S.

Denotaremos por c la inclusibén estricta.

LEMA 3.1.

En las condiciones anteriores se verifica:

1.- 5§ =8 U {C}

2.- Si RP(n ) = { W(0) < W(1)<...< W(n -2) < W(n,-1) },

entonces RP(n ) = { W(0), W(1), ... M(n -2), W(n -1) },
donde:

W(i) = W(i), para i = 0,1, ... m-2 y

W(no—l) = W(no—l) - n= Ce.
- Demostracién -

1.- Bastard ver que S U {C} es un semigrupo. Para demostrar

esto bastard con probar que u+CeS U {C}, para todo ueS U {C}, pero

esto es claro ya que C es el conductor de S y Csu+C.

2.- Es inmediato que

C = W(no—l) - N

y puesto que n < C, los demds restos primarios de n, en S, que

sean distintos de W(no-l), siguen siendo restos primarios de n, en

S ya que C+s > W(i), v i e {0,...,n-2} YV 5 € S.m
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NOTA

Para estudiar la relacién entre S y S distinguiremos dos

casos :
A) {n_,n ;... 0 ,C} es sistema minimal de generadores de S.
3 p
B) {no,nl,...,n ,C} no es sistema minimal de generadores de S.
P
LEMA 3.2.
Supongamos que {no,ni,...,np,C} es sistema minimal de

generadores de § y que RP(n )= { W(0)<W(1)<...<W(n -2)<W(n -1) }-.
Sea n € S.
Tesis

Las siguientes implicaciones son ciertas:

l.-n e RP(C) > G =G .
n n

2.- n ¢ RP(C) » V U{C} <V .
3.- VnU{C} cV = 3ne {no,nl,...,np} tal que n = C + n .
4.- [ NCC(Gn)<NCC(Gn) Yy VnU{C} =V_ ] s> n = 2C.
5.- [ NCC(G ) < NCC(G ) ¥ V U {C} = Vn] =

> [ n = W(no—1)+nj, para algan nje{nl,...,np} con nJ Y

n en distintas componentes conexas de Gh ] .
- Demostracién -

1) y 2) son inmediatos.
3) VnU{C} c Vn# [3 ne{n ,n ,...,0} tal que n-ne S-s ]

s(por 1 del lema 3.1)» n-n = C » n=Cn.

4) Como C es el tnico vértice de \7’n que no estd en Vn y

NCC(Gn)<NCC(§n), el grafo én no tiene ninguna arista con vértice C
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(va que G se puede obtener a partir de G afiadiendole el vértice C
n n
y nuevas aristas, si existiese una arista con vértice C tendriamos
que NCC(Gn)zNCC(én)). Asi n-(C + n )¢ S, para todo
n e {no, ,np}.
Por otra parte, puesto que CeX—ln, ha de ser n = C+s, con

seS-{0}. Pero como s-n =n-(C + n )¢ S, Vv ne{n, --.- :np}r ha de

ser s un elemento de S-S = {C}, luego n = C+C.

5 Gn contiene un vértice més que Gn, el C, y nuevas
aristas, que serén de la forma nn o C_ni -con n ,n €V -.
Ahora bien, si n—(nl+ nj)e S-S entonces n—(ni+ nj)= C, y por

tanto n = C+n +n_ de donde C_n1 ,afje G . asi, a efectos del
nimero de componentes conexas de Cn, basta anadir a Gn las aristas
de la forma C_ni.

Como n = C+s, con se5-{0}, entonces nzC+n0>(—:+n0 (donde C
es el conductor de S) y por tanto n¢ ﬁ(no), asi n e V . Pero
nO¢C, por lo que n e Vn.

Por otra parte, NCC(G_)<NCC(G_) s NCC(G ) = 2 y asi 3neV
tal que nj Yy n, estén en distintas componentes conexas de Gn Y
n-(C + n )e S.

Al estar n,y n en distintas componentes conexas de Gn ha de
ser n = W+nj, con W e RP(n ). Tenemos asi que

n = W+nj Yy

n-(C + n e 5
por tanto W+nj= C+nj+s, con se §-{0}, asi C+s = W = C+no, pero

n ss, de donde s = ny W= W(no—l).-
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PROPOSICION 3.3.

Supongamos que {no,nl,...,n ,C} es sistema minimal de
p

generadores de S y sea n € S.

Tesis

Son equivalentes :
1.- NCC(G_) < NCC(G_) -
2.-n e {C,+ no,C +no, ... 7C + np,2C}.
3.- NCC(én) = NCC(G_) + 1.
- Demostracién -
Si NCC(G_)< NCC(G ), por (1) y (2) del lema 3.2, tenemos que
n ¢ RP(C) y que VU{C} < v.
Si se verifica V U{C} c ¥, por (3) del lema 3.2, existe
n e {no,nl,...,np} tal que n = C + n_y por tanto se verifica 2.
si v U {C} = V;, por (4) del lema 3

2, también en este caso.

Supongamos que n € {C +n_,C + n ,...,C + np,2C}.
Puede entonces ocurrir dos casos:
a) n= C+ni, ie{0,1,...,p}.
b) n = 2C.
Veamos como son los grafos Gy G :

n

Si estamos en el caso a), G es de la forma:

o
Ho

!

* ¢

C+n

C+n
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En efecto:

GC+n.¢ ¢ ya que C + n e S, por ser C el conductor de S.
i

Veamos que =V +niU{C,ni}:

VC+nl &

Claramente VC+n|J{C’n1} cV Para ver que
i

C+n_ °
1

v

C+n1§ VC+n1U{C’n1}' supongamos que nje(VC+ni_VC+ni)' Entonces

C+ni—nje §-S, asi C+ ni— nj= C y por tanto ni= nj.

Veamos ahora que EC+n1= Ec+nlJ{ Cn

Claramente E U{Cn } <E , veamos que también

C+n i C+ni

(=a]

Ctn, £ EC+ni U{Cn }.
§i Ctn -(n + n ) e S-S, entonces C+ n-(n, +mn) =Cy por
tanto n = nJ+ n lo que es absurdo.

S8i C+ n - (C + n ) e S, entonces n = n . Tenemos asi la

inclusién buscada.

Si estamos en el caso b), Gn es de la forma:

o

QI

2C z ¢

En efecto:

G # ¢ ya que 2C € S por ser C el conductor de S.

2C.

Veamos que V,. = V,. U {C}:

Claramente V, U{C} < Vz Para ver que V2C € V,oU{C},

c
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supongamos que 2C—nje 5-s, entonces 2C—nj= C y por tanto C = nj,
que es absurdo.
Veamos ahora que EZC = Eye
Claramente E,. < EZC' Probemos la otra inclusién, EZCSEZC:
Si 2C - (n+n)) e §-s. Entonces 2C - (n+n) = Cy asi
€ = n{HH lo que es absurdo.
Si 2C - (Cin)) « S, entonces C- ne S que también es

absurdo.

Es inmediato.m

PROPOSICION 3.4.

Supongamos que {no,nl,...,n ,C} es sistema minimal de
P

generadores de S y sea n € S.

Tesis

Son equivalentes :
1.- NCC(G_) < NCC(G ).
2.- n € {W(no-l) + n ,...,W(no—l) 3 np} y ademés si
n = W(n-1)+n, entonces n y nj estédn en distinta
componente conexas de Gh'
3.- NCC(G_) = NCC(G ) + 1
- Demostracién -
Si NCC(G_)<NCC(G ), entonces G # G_. Rhora utilizando 1) del
lema 3.2 tenemos que n ¢ RP(C), de donde por 2) lema 3.2 tenemos
v _U{C} < \7n.
Si el contenido fuese estricto, VnU{C} c Vn, ha de existir
n e {no,nl,...,np} tal que n = C+nl, pero por la proposicién 3.3

tendriamos NCC(G ) < NCC(@n). Asi pues ha de darse la igualdad,
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v U{c}y = \_In, y entonces, aplicando 5) lema 3.2, tenemos (2).

Veamos que \7“-—' v U{C}:

Tenemos que n = W(n -1)+n = C+n +n , asi Ce\_ln y por tanto
vV U{C} < \7n. Por otra parte si n-n e S-S ha de ser n-n = C, pero
n = C+n0+n1, de donde nj= n0+ni con lo que nj no podria formar
parte del sistema minimal de generadores de S. Asi pues se tiene
la igualdad buscada.

Notemos que

nneBE-E en-(n+n)e 8-S n=C+n+n » Cn yCne E,
3k n n J Tk i Tk 3 Kk A

luego para calcular el nmero de componentes conexas de én, en
funcién del de Gn, basta anadir a G’n los lados de la forma Eﬁj.

Tenemos que n = W(n -1)+n = C#n+n y por tanto Cn vy C_nief:n,.
de donde NCC((—;n)+1 = NCC(G ). Veamos que ademds no puede existir
n en distinta componente conexa que n y n Yy de forma que
Er—lkeﬁn. Si tal n existiesé, entonces n = W+nk, con WeRP(no), (porxr
estar n_en distinta componente conexa que no) y ademds n =C+nk+s,
con seS ( por Eﬁkeﬁn). Por lo que ha de ser W = C+s, con s#0, Yy
por tanto s=n_y W = W(no—l). En resumen, tenemos:

n = W(no-l)+nk Y ‘8= W(no—1)+ni,
de donde n =n que es imposible. Tenemos por tanto
NCC(G_)+1 = NCC(G ).

Ademds los grafos Gy 'G".n son de la forma:
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GW(n -1)+n i n
(o} 1

G ,
W(n0-1)+ni

Es inmediato.m

Resumiendo ( y afinando un poco méds) los resultados de las

proposiciones (3.3) y (3.4) anteriores, tenemos:

TEOREMA 3.5.

Sea S un semigrupo. numérico y {no,nl,. . .,np} su sistema
minimal de generaddres, sﬁpbhgamos que n < n'1< sme K np y que
n < C, donde C es el conductor de S.

Sea neS y S = <n_,n ;. ..,np,C > verificandose que el conjunto
{no,nl, o .,np,C} es sistema minimal de generadores de S.
Tesis

1.- NCC(G_) < NCC(G ) NCC(G ) = NCC(G) + 1 &

2.- NCC(G_) < NCC(G ) « NCC(G_ ) + 1 = NCC(G) «
= [ n e {W(no-1)+ S W(no—l) + np} y ademéas si
n = W(no—l)+ni, entonces n y n, estan en distintas

componentes conexas de G] .
n

3.- #{RMS} + 2 = #{RMS} = #{RMS}+p+2.
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- Demostracién -

3) Sean 8 y 8’ relaciones minimas para S y S respectivamente.
Recordemos que para calcular #{RMS} y #{RMS} basta con contar

el nGmero de componentes conexas de los grafos Gn y @n 7

respectivamente, que sean no cConexos.

Ahora bien, si
ne [{C+n0, C+n1, e C+np, 2C}U{W(no-1)+n1, . i ,W(n0-1)+np}],

claramente NCC(G_ ) = NCC(G ). Por otra parte:
a) Si ne {C + n ., c + N oy cee C <& np, 2C}, entonces
NCC(én) = NCC(G_) +1
( apartado (1) ) y por tanto, para estos n, #6;= #6n+1 .
b) Si n € {W(n0—1)+n1, “h W ,W(n0-1)+np}, entonces ( por los
apartados (1) y (2) ) #38' = #3 = #8'+1.
Asi, si llamamos

A = {C+n0,C+nl, o o ,C+np(2C} y

B {W(no-1)+n1, cee ,W(no-1)+np},

tenemos entonces:

#s = 2#an= z #5 _+ Z#an+ Z#BRs
: nelN

n €N-(AUB) n€A n€B

Y #57 + ) (#87-1) + ) (#8I+1)=#3'-2.

n€N-(AUB) n€A n€B

#5° = z #8! = Z #3'+ z #8' + Z s’ =
nelN

n€N-(aUB) n€A n€B

> #5_+ ) (#5_+1) + Y #5 =#s+p+2.

n€N-(AUB) n€A nEB
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NOTA
Obsérvese que conocida una relacién minima para la
congruencia nicleo de S, si {no,nl,...,np,C} es sistema minimal de
generadores de S, es fécil calcular una relacién minima para la
congruencia nicleo de S ya que sabemos las relaciones que tenemos
que afiadir y las que tenemos que suprimir.
Veamos un ejemplo:
Consideremos el semigrupo numérico 8S=<15,17,22> que tiene
conductor C=87. Una relacién minima para S seria:
3x22=3x17+1x15.
6x15=4x17+1x22.
7x17=5x15+2x22.
Una relacién minima para S=<15,17,22,87> seré:
3x22=3x17+1x15.
6x15=4x17+1x22.
1x87+1x15=6x17. -
1x87+1x17=2x22+4x15.
1x87+1x22=2x17+5x15.
2x87=2x17+5x22+2x15.
Observese que las cuatro Gltimas relaciones son las que se.
ganan al pasar de S a S mientras que las dos primeras son de las
que se conservan. La relacién 7x17=5x15+2x22, se pierde cuando

pasamos de S a S puesto que 119=W(no-1)+17.

Estudiemos ahora el caso en que {no,nl,...,np,C} no es

sistema minimal de generadores de S.
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LEMA 3.6.

Supongamos que {no,n ,i ,C} no es sistema minimal de
P

g FEE

generadores de S y n € S.
Tesis
l.- n = C+n _.
0

P
2.- {no,nl,...,n 1,C} es sistema minimal de generadores de S.

3.-neRP(C) »G_=G_ .

n

4.- v U{C} < VQ = 3ne{n,...n .} tal que C+n = n.
5.- [ vuU{cy =V y NCC(G)) < NCC(G ) ] s n = 2C.

6.-n ¢ RP(n_) = NCC(G_) = NCC(G ).

7.- V U{C} = V s NCC(G)) = NCC(G_)-

8.- [ v U{cy = VnU{np} y NCC(G_)<NCC(G ) ] >

3> 1N € {np + nl,...,np + np_1,2np}
- Demostracién -
1) Como {no,ni,...,n?} es sistema minimal de generadores y
C ¢ S, si no fuese {no,nl,...,np,C} sistema minimal de generadores
de S existiria n e {ng/m ,...,n} tal que n = C+s, con s ¢ S5-{0},

y por tanto XHZ Cin = W(no—l), pero como n e RP(nb), también
THﬂWU%‘l)r asi que ha de ser n = W(n -1). Por otra parte, como

n €RP(n n =n ha de ser n = n .
P (O)Yjp' j P

2) Es claro teniendo en cuenta que C ¢ <n0,n1,...,npd> y que

C+ts >n_, Vs ¢ S-{0}.

3) Se tiene:
neRP(C)>C¢V »n-CeS=s>nn=nCne¢S=>nevV.
n P o} o) n

Por tanto VSV y Ec E . Veamos que también V<V y E< E .
n n n n n n n

n

Supongamos que existe n tal que n-n e S-S, entonces n = C+ni
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que no es un resto primario para C, lo cual contradice las
hip6tesis asi V = Vn.

Por otra parte, si n—(n{ﬂh)e S-S entonces n = C+anH que no
es un resto primario para C y por tanto contradice las hipétesis.

Asi E= E y en definitiva G = G
n n n n

4) Tenemos que:

v U{C} c Vn > [3 ne{n,n ,...,n_} tal que n - n e S - S] =

= n-n‘= C »> n=20C+ nl.

Veamos due n #n . Si n =n tendriamos (utilizando 1) que
n = C4n = n_s
y por tanto n e Vo mientras que n ¢ V; (absurdo) .

5) Como V U{C} = Vn, tenemos que Ce Vghy asi existe se S-{0}
tal que n = C+s. Ademds, como NCC(G_) > NCC(G ), el grafo G mo
puede tener lados de 1la forma EH: (por el mismo argumento
esgrimido en la demostracién de 4 de la proposicién 3.2) y por
tanto s-n = n-(C + n )¢ S, por lo que ha de ser n= 2C.

6) Tenemos que

neRP(n ) » n-neS = n-(C+n )e S » n - Ce B,
luego ne V y C e vV, asi V U{C} < VnU{np}. Distinguimos entonces
dos casos:
a) VU{C} c x‘rn U {n}.

b) vV U{C} = \7“ U {n}.

Veamos que si ocurre a) entonces NCC(@n)= NCC(Gn). En
efecto, si ocurre a), ha de existir n e {no,nl,...,np_l} tal que
n-n e §-s = {C} asi n = C + n . Por otro lado, n ¢ RP(np) y por

tanto n-n e S pero, por el apartado 1), n = C+n y asi
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n-n=n-(C +n ) =C+n- (Ctn ) € S,
P 0 i 0
por lo que tenemos n -n e S, de donde n =n y como consecuencia

n = C+n0= n , siendo entonces
P

o
-]
-]

QI
1
<
@
]
o

Veamos ahora que si ocurre b) se tiene NCC(@n) = NCC(G_). En
efecto, obsérvese que si n—(np+nj) = n—(C+n0+nJ) € S entonces
n-(C+nJ) e §. Asi nne E implica que 'é;ie }_E:n. Por otra parte,

claramente ﬁje E implica que n ne E .

Como consecuencia el grafo (_-}n puede ser obtenido a partir de
Gn, cambiando el nombre del vértice n por C y afiadiendo lados (si
ha lugar), pero no nuevos vértices. Claramente entonces

NCC((’;n) = NCC(G_)-

7) (_-}n contiene un vértice mas que Gn, el C, y nuevas aristas
que serén de la forma Fi;j y Cn, con n ,nevV.

Ahora bien si n-(n +n ) e S-S = {C}, entonces n = C+n +n  y
por tanto Ei,c_nje En. Asi a efectos de componentes conexas de @n
basta afadirle a Gn las aristas de _la forma Eﬁi.

Observese que n = C+s con s € S-{0} entonces szn , Yy Ppor
tanto n=W(n -1) de donde -por lema 3.1. (2)- n ¢ RP(n ). Asi
n e Vn y como n0¢C, tenemos que n e Vn.

Si suponemos NCC(@n) < NCC(G_), entonces NCC(Gn)zZ y por
tanto existe nje Vn tal que nJ y n, estan en distintas componentes
conexas de Gy n-(C + n)= sge S (i.e. el lado C_njef:n). Ahora

bien, si nj y n, estan en distintas componentes conexas de G , ha
n
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de existir W e RP(nO) tal que n = W+nj. Por tanto
n = W+n = C+n +s_,
J j 1
de donde W =C+s (¥ ademas s # 0). Asi s=n y W= C+n = n_,
lo que contradice las hipétesis (ya que en este caso tendriamos

que n e VnU {C} = \—In).

8) Como VnU{C} = VnU{np} tenemos que neRP(np) y por tanto
podemos aplicar el mismo argumento que en (6) apartado b), para
deducir que C‘.n puede ser obtenido a partir de Gn cambiando el
nombre del vértice n  por C y afiadiendo lados (si ha lugar) pero
no nuevos vértices. Ahora bien, a efectos de componentes conexas

basta afiadirle las de la forma _C—l’—li.

Como C es un vértice de \7n (haciendo el mismo razonamiento
que en 7) tenemos que n € Vn. Por otra parte NCC(Gn) < NCC(Gn),

luego NCC(Gn)z2 y asi existe njeVn en distinta componente conexa
que n .
Distinguimos ahora dos casos:
a) Que podamos elegir nj#:np.
b) Que el ftnico vértice de V_en distinta componente

conexa que no sea n .
p

Demostremos que si ocurre a) entonces n np-%-nj y si ocurre
b) entonces n = 2np. En efecto:

Supongamos a), Ppor ser NCC(C_;n)<NCC(Gn) y la forma en que
hemos obtenido (_;n a partir de G/ podemos encontrar n, en distinta
componente conexa que n Yy de forma que el lado C_nj esté en (—§n.

Asi n-(C + n) = se Sy n=W+ n, con W e RP(n ), luego

n=W+nJ=C+nJ+s1 dedondeW=C+slloqueimplicaque
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s =n yW=C+n =n. Por tanto n = n +n .
1 0 0 p p ]

Supongamos que b) es cierto. Entonces (n—npthes, para todo
j=1,...,p-1, por lo que claramente n—nbe{o,np}, ya que IEEVQ' Pero

NCC(Gn)22, asi n#n_y por tanto n=2np.-

PROPOSICION 3.7

Supongamos que {no,nl,...,n ,C} no es sistema minimal de
P

generadores de S. Sea n € S.

Tesis

Son equivalentes :
1.- NCC(G ) < NCC(G ).
2.-ne {C + nl,...,C + npd,ZC}.
3.- NCC(G_) = NCC(G ) + 1.
- Demostracibén -
Si n¢ RP(np) i por 6) del lema 3.6, se tiene
NCC(@n)SNCC(Gn). Luego podemos suponer dque n € RP(np). Ademéas
podemos suponer que n ¢ RP(C) ( ya que si n € RP(C), entonces

G = G ), asi tenemos que VJJ{C} < V;. Ahora bién:
o A

si Vv U{C} < V;, por 4) del lema 3.6, existe ne{n,...,n }
tal que n = C + ni y por tanto se tiene (2).
si vU{c}y = \-fn, por 5) del lema 3.6, n = 2C cumpliendose

también en este caso (2).
Seane{C+mn,...,C+n ,2C} veamos como son los grafos

para estos n:

ajy m = C+ni. Entonces
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©

o

(2]
#
©

C+nl

C+n
i

b) n = 2C. Entonces

[}

G

2C ¢

2C

La demostracién es andloga a la realizada para en la

proposicién (3.3), tengase en cuenta que nbe VC+ni y np & V2C'

Es inmediato.m

PROPOSICION 3.8

Supongamos que {n_,n_,...,N ,C} no es sistema minimal de
P

generadores de S. Sea n € S.

Tesis

Son equivalentes

1.- NCC(G_) < NCC(G ).

2.~ T € In + N ,eveyN N 2n }.
{ o v A _— p}

3.- NCC(G_) + 1 = NCC(G ).
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- Demostracidén -
Podemos distinguir dos casos:
a) n e RP(np) .
b) n ¢ RP(np) .
a) Supongamos que n € RP(np) , podemos entonces suponer due
n ¢ RP(C), ya que de lo contrario deducimos que G = (—;n. Asi
VnU{C} = Vn:
si vU{C} < \-In, por 4) del lema 3.6, existe nle{nl,...,np_i}
tal que n = C + n.y asi estariamos en las condiciones de la
proposicién (3.7) anterior verificandose entonces NCC(Gn)>NCC(Gn).
Por lo que este caso no puede darse.
Si VnU{C} = \7n, por 7) del lema 3.6, tenemos que

NCC(C_;n)aNCC(Gn), luego este caso tampoco puede darse.

b) Supongamos que n ¢ RP(np). Entonces n # np (ya que si
n=n tenemos NCC(C—‘;n) = NCC(G_) que contradice (1) ).
Ahora
n ¢ RP(n ) » n-n_ e S =» n-(C+n)e S =» n-C e S = v U{C} < VnU{np}
Distinguimos de nuevo dos casos:
vV U{C} < \—InU{np}. Ha de existir en este caso n de
{no,ni, «ceoe ,np_l} tal que n-ni'e “§-S.  Entonces n-n = C y por tanto

n=0C+n, de donde NCC(@n)zNCC(Gn) (que contradice (1) ).
v U{C} = \-In U {n}. En este caso, aplicando 8) del lema

3.6, tenemos que n € {n + n ces g0+ M 2n Y.
’ q {p 17 2y p-17 p}

Distinguimos dos casos:

a) n = np+ n , con I € {ly«esgP=1Fa
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b) n = 2n .
P

a) Supongamos n = n +n . Veamos que
P

o ——0
n n
P i

es una componente conexa de G .
n
Claramente n y n, estdn en la misma componente conexa.
P
Veamos que no hay ningn otro vértice en dicha componente.
Sea ne V :
j n
Si np+ni—(np+nj) € S, entonces n,-n, e S y asi n.=n.

Sin+n -(n +n ) € S, entonces n -n_ € Sy asi n =n..
p 1 L p ] p J

Denotemos Vi, Vi, T V; los conjuntos de vértices
correspondientes a las distintas componentes conexas de Gn, donde
Vrl1 = {n_,n}.

Por otra parte np+ni & RP(no) (ya que B es el mayor resto
primario de n en S) y por tanto ne V . Supongamos que n e Vi

Veamos ahora que V U{C} = X—/'nU{np}:

Claramente VnU{C} < VnU{np}. Ademds, si la inclusién
fuese estricta existiria n, tal que np+ni—nje S-S. Entonces
np-!-ni-nj = C y por tanto np+n1 = C+nj, de donde C+no+ni= C+nJ y

asi n+n = n, (que es absurdo). -

Veamos ahora que los conjuntos de vértices correspondientes a

las distintas componentes conexas de G son:
n

=1 _ 1 2
L & {np}) UVn U {Cy ,
V2=V, ...,V =V .

n n n n

Claramente {(Vi - {n}) U V: U {C}} < \7’11 , ya que

70



n +n =+n+n
p i (0] i

y por tanto n, n Yy C estan en la misma componente conexa de G .
1 n

Probemos que no hay més vértices en esta componente conexa,

si esto no fuese cierto tendria que ocurrir uno de
los siguientes casos:
i) Que existan n e (Vi— {np})Usz1 y n, ¢ V:‘UV:U{C}
tales que Hj_nke E .
ii) Que exista n ¢ V:l U V: U {C} tal que Eﬁkeﬁn.
Supongamos que i) es S:ierto. Entonces np+ni-(nj+nk) e S-S y
por tanto np+n1= C+(nj+nk). Ahora bien, como nk¢Vi tenemos que
n = np+ni= Win , con W e RP(n ), luego C+nj+nk= WHn de donde
C+nj= W y por tanto nj= ny W = W(no—l) = np. Obtenemos asi que
np+ n, = np+ n_ lo que implica que n=n 'y esto es absurdo (ya
que n y n, pertenecen a distintas cqmponentes conexas de G)-
Supovngamos que ii) es cierto. Entonces np+ni— (C+nk)e S y por
tanto n = C+nk+s, ‘con se S. Por otra parte n = W+nk con W eRP(no),
luego W = C+s de donde s = ny W = np. Tenemos asi que

n +n = n +n , con lo que n=n lo cual es también absurdo.
P P _

Por lo tanto tenemos \7; - (V:‘ - {n}) U Vi U {C}. Veamos
ahora que \72 = V:+1, 2<e=<r-1. Para ello bastard con probar que si
n e \7: Yy ne \7;, con"e,t € {2,...,r-1} y e # t, entonces

n-(n + n )¢ S.
En efecto, supongamos que n-(nk+ nj)e S, como n y n estédn en
distintas componentes conexas de Gn, tenemos que n—(nk+nj)¢ Sy
por tanto n—(nk+nj)e S-S, asi n= C+r_1k+nj. Por otra parte n ¢ \7; lo
que implica que n= W + n_con W e RP(nO), obtenemos asi que

W+n = C+n +n
k k j
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y por tanto W =C+nj, de donde nj=n0 lo cual es absurdo.

Graficamente seria :

Gn +n n +n

b) Supongamos ahora n = 2n .

Veamos que

Ho

es una componente conexa de Gn. Para ello, veremos que no hay méas
vértices en la componente conexa de np.

Supongamos que 2np—(np+ nk)e S entonces np—nke S y por tanto
np=nk (ya que nlD Yy n pertenecen a un sistema minimal de

generadores de S).

Denotemos por Vi,V:, ,V; los conjuntos de vértices
correspondientes a las distintas componentes conexas de Gn y
supongamos que Vi={np} . Notemos que 2np¢ RP(no) y por tanto noeVn P

supongamos que n & Vi
Veamos que V U{C} = VnU{np}:

Claramente VnU{C} < VnU{np}. Por otra parte, si existe
n e (VnU{np})—(th‘J{C}) entonces 2n -n ¢ S-S y por tanto 2n ;—-C+n{

pero como np=C+no, tendriamos que no+n = M, lo cual es absurdo.
P
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Veamos que V'= veU{c} , V= V> , ... , V' '= v° son los
n n n n n

n

conjuntos de vértices correspondientes a las distintas componentes

conexas de (—;n :
1) V= v2U{C}. En efecto:

Claramente ViU{C} < \7:‘

, ya que 2np = 2C + 2nO Yy por
tanto n  y C estédn en la misma componente conexa de C_-'.n. Para ver
la otra inclusién, basta con probar que se verifica i) e ii)
siguientes:

i) 8i ne Vi y n ¢ ViU{C}U{np}, entonces 2n -(n +n, )¢ 5.

ii) 8i n¢ V:U{C}U{n;;}, entonces 2n -(Ctn ) ¢ S.

En efecto:

i) 8i - existe ne Vi Yy ng¢ ViU{C}U{np} tal que
2np—(nj+nk)e S, como 2np—(nj+nk)e S, tenemos que 2np-—(nj+nk)e 5-s
y asi 2np= C+nj+nk. Ahora bien, n ¢ Vi y por tanto 2np= W+nk, con
W e RP(nO), luego C+nj+nk= W+nk, de donde C+nj= W y tenemos nJ= n
y W= W(no-l)= n . Por tanto 2np= np+nk y asi n = nk(absurdo).

ii) Si existe n ¢ ViU{C}U{np} tal que 2n -(C+n ) e 8,
entonces 2np= C+n +s, con s S. Ahora

nkssvi 5 2n = Win , conWeRP(n0)=>W=C+s=>s=non=nr

P
por tanto 2n = n +n_ y asi n = n (absurdo).
P P k p k

2) ¥°= v°*', 2sesr-1. En efecto, bastard con probar que si

n n
n e \7: Yy nge \7;, con e,t € {2,...,r-1} y e # t, entonces
n—(nk+ nj)e S.
Si se diera n—(nk+nj)e S, como n—(nk+nj)¢ S, tendriamos que
n-—(nk+nj)e S-S y asi n = C+nk+nj. Ahora bien, n ¢ X—I:l y por tanto

n = W+nk, con W € RP(nO), asi W+nk= C+nk+nj de donde W = C+nj y

tendriamos n=mn, (absurdo).
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Graficamente tendriamos:

Bo
Q

Ho
B

2n 2n

Es inmediato. m

Resumiendo los resultados de las proposiciones (3.7) y (3.8)

obtenemos:

TEOREMA 3.9

Sea S un semigrupo numérico y {no,nl,...,np} su sistema
minimal de generadores, supongamos que n <n < ... < np y que
n < C, donde C es el conductor de S.

Sea neS y S = <no,n1,...,np,C >, supongamos que el conjunto
{no,ni,...,np,C} no es sistema minimal de generadores de S.

Tesis

1.- NCC(G ) < NCC(c‘;n) = NCC(én) = NCC(G_) + 1 &

< n e {C + nl,...,C + npd,ZC}.

2.- NCC(én) < NCC(G_) < NCC(@n) + 1 = NCC(G_ ) «

& noe {np+ noog.. .,np+ np_1,2np}.
3.- #{RMS} = #{RMS}.
- Demostracién -

Notese que al pasar de S a S gandbamos p relaciones, que

corresponden a C + nl,...,C + n 1,2C, y se pierden otras p, las
-
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correspondientes a n + n P o 1 I ¢ | 1,2n . Luego se mantiene el
P P B P

numero de relaciones.m

NOTA

Obsérvese que si {no,nl,...,np,C} no es sistema minimal de
generadores de §, conocida una relacién minima para la congruencia
nidcleo de S es f&acil calcular una relacién minima para la
congruencia nicleo de S, pues sabemos las relaciones que tenemos
que afladir y las que tenemos que suprimir.

Los dos Gltimos teoremas (3.5 y 3.9) nos permiten calcular
una relacién minima para la congruencia nicleo de S a partir de
una relacién minima para la congruencia nticleo de S, tanto si
{no,nl,...,np,C} es sistema minimal.de generadores como Si no.

Veamos un ejemplo:

Consideremos el semigrupo numérico S=<15,17,22,80,87> que
tiene como conductor C=72. Una relacién minima para S (observese
que S se ha obtenido afiadiendo el conductor al semigrupo numérico
<15,17,22,87>) seria:

3x22=3x17+1x15.
6x15=4x17+1x22.
1x87+1x15=6x17.
1x87+1x17=2x22+4x15.
1x87+1x22=2x17+5x15.
2x87=2x17+5%22+2x15.
1x80+1x15=3x17+2x22.
1x80+1x17=5x15+1x22.

1x80+1x22=1x87+1x15.
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1x80+1x87=10x15+1x17.
2x80=2x17+3x22+4x15.

Consideremos ahora el semigrupo §=<15,17,22,72,80>. Observese
que se obtiene a partir de S afladiendole su conductor C=72,
estamos en las hip6tesis del teorema 3.9. y por tanto podemos
deducir que una relacién minima para S seria:

3%22=3x17+1x15.
6x15=4x17+1x22.
1x72+2x15=6x17.
1x72+1x17=2x22+3x15.
1x72+1x22=2x17+4x15.
2x72=2x17+5x22.
1x80+1x15=3x17+2x22.
1x80+1x17=5x15+1x22.
1x80+1x22=1x72+2x15.
1x80+1x72=9x15+1x17.

2x80=2x17+3x22+4x15.

PROPOSICION 3.10

Sea la sucesibén de semigrupos numéricos siguiente:

=sU{C} s ---

s=8, §,=SU{C}, ... .S,

donde Ci es el conductor de Sa'
Tesis
1.- 3 e e€e N tal que Se= <no,n0+1, alshe ,no+(no-1) >.

2.-V ie {l,...,e-1} se verifica:
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C_ +n_e RP(n_)
i 0 0
P e {y

+ e
C1 n ¢ {nl, ,np}

#{RM31}+2 = #{RMSpA

- Demostracién -
1) Puesto que S se obtiene afiadiendo a S, el méaximo
natural que no pertenece a Si, i.e. el conductor Ci de Sl ; la

demostracién de 1) es clara.

2)

C+n ¢ RP(n ) » C, € §=»C e S,
y esto es absurdo, asi C,+n e RP(n ).

Por otro lado, supongamos C1+no= nj, con nje {no,nl,...,np} y
demostremos que nj es generador minimal de S'i’ asi tendrimamos
(usando el teorema 3.9) #{RMSI}=#{RMS“1} lo que contradice las
hipétesis.

En efecto, supongamos que n, no es un generador minimal de Sl
entonces existirdn k<i y siesl—{O} tales que n = C.ts . Ahora

bien, como slato, entonces n =s, ademéas C!<Ck, por ser i>k. Luego

n=C+s > C+n = n_, absurdo.
b Kk i i 0 3

Si C.+n e RP(n )-{n,, ... ,0 }, veamos que entonces
P
Ci+n0 no es un generador minimal de Si aplicando entonces el
}.

En efecto, si Cl+n0e RP(nO)-{nl, ,np} 4 Cl+n0 fuese un

teorema (3.5) tendremos que #{RMSI} + 2 = #{RMSi+1

generador minimal de S, tendriamos que Ci+n0=ck para algin k<i,

pero esto es absurdo ya que Ci+noes Yy CkesS.-
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PROPOSICION 3.11

Sea S semigrupo numérico con sistema minimal de generadores
{no,n0+1,...,no+(no-1)}.
Tesis

no(no—l)

#{RMS} = i nancdl
- Demostracién -

Denotaremos por n = n_, n =n +1, ... ,n = n +(n -1). Sea
(0] 1 0 n 1 o} (o]
ne S, tenemos entonces:
Gn no conexo = [n = W+nj, con We RP(nO)-{O} ] =

= [ n = W+nj, con W,nj < {ni,nz,...,nn _1} ].

Observese que tales neS son de la forma -
n = ni+nj con i#j 6
n=2n_.
J

con i#0#j. En el primer caso se tiene que

0 ——ee— O
n n
i J
es *p+30Xuna componente cgnexa de G , ya que
i J
n+n -(n+n ) € S » n-ne€S =3 n=n
- B I f K 1 k
i 4
n+n-(n+n )e€eS =» n-n €8S = n_ =n.
i j i Tk j k J k

Analogamente en el segundo caso

o
n
J

es una componente conexa de G, .
J
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Ademés ni+nj Y 2njes RP(no), por tanto nOeVn por lo que los

grafos Gn P 4 G tienen otras componentes conexas (al menos
i

b)
otra m&s en la que esté n ). En definitiva, si G es no conexo
n

2n
i

entonces Gn tiene la componente conexa correspondiente a n, y una
mids (distinta de la anterior), para cada expresién de n en la
forma n = n + n., con i y j distintos de cero. Por tanto una
relacién minmia para S tendrd tantos elementos como expresiones de
la forma ni+nj, i.e. conbinaciones con repeticién de (no-l)

elementos tomados de dos en dos. Asi
n -1

#{RMS} =
b It

no(no—l)

i b= T . |

Mo
=
|

PROPOSICION 3.12

Sea S un semigrupo numérico con sistema minimal de
generadores {n /m s.../m } Yy supongamos que n < n < ... < n .
P
Tesis
n (n -1
o(f~1)

#{RMS} = —2° — - 2(n -1-p)

- Demostracién -

Sabemos por la proposicién 3.10 que dado S puedo considerar
la sucesibén de semigrupos
8 = S, §, = S, U {Ci},...,S1+1 = Sl U {C}r--.
S=<n_,n +1,...,n +(n -1)> donde C_es el conductor de S .
e o’"o 0 0 i i

En cada paso se mantiene o se aumenta (al menos en dos) el
cardinal de cada relacién minima, ademds dichos aumentos se

corresponden con los restos primarios de n distintos de cero y no

generadores minimales de S que sabemos que hay justamente
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(no—l—p).

PROPOSICION 3.13

Sean S y S semigrupos numéricos y C el conductor de S.

Tesis

§ =sU{C &8 =< 85-{x} , xtn > donde x es un generador
minimal de § mayor que el conductor de § y n, es el minimo
generador de S.

- Demostracién -

S =< 8§ -{C} , C+n0 > y claramente C es un generador minimal
de § mayor que su conductor ya que C es el conductor de S.

Bastard ver que x es el conductor de S

Como x es un generador minimal de S es claro que x ¢ S, ahora
bien como, es mayor que el conductor de S es claro que x + n € S

vV n e N-{0}.

NOTA

La proposicién (3.13) nos permite contruir a partir del
semigrupo numérico <n0,nd+1,nd+2,...,nb+(no—1)>, todos los
elementos de #(n,) - Pudiendo ordenarlos en forma de &rbol como
adelantamos en la introduccién de este capitulo. Con lo visto
hasta ahora es claro que al avanzar por las ramas de dicho &arbol,
los semigrupos que nos vamos encontrando, tienen cada vez mayor
conductor, menor o igual nimero de. generadores minimales y menor o

igual cardinal de sus relaciones minimas.
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DEFINICION 3.14

Dados S y S’ dos elementos de f(n,) diremos que S’ desciende
de S, si existe un namero finito So’S1”"’Sr de elementos de
#(n,) verificando que S =S, S,=S ¥ S“4=81U{C1} donde C  es el

conductor de S1 para todo ie{0,1,...,r-1}.

DEFINICION 3.15

Un elemento de ¥(n,) diremos que es final de rama si no

desciende de ningun otro.

PROPOSICION 3.16

Un elemento de ¥(n ) es final de rama si y solamente si no
tiene generadores minimales mayores que el conductor.
- Demostracién -

Es consecuencia inmediata de la proposicién 3.13.m

NOTA -

Observese que conocida una relacién minima para un elemento
de 9(no) aplicando reiteradamente los teoremas (3.5) Yy (3-9)
podemos conocer facilmente una relacién minima para un semigrupo
que descienda del dado. Destaquemos también el hecho de que
algunos semigrupos nimericos finales de rama son los responsables
de que el cardinal de una relacién minima para un semigrupo
numérico arbitrario no se pueda acotar en funcién del nGmero de
generadores minimales ya que los generadores minimales mayores que
el conductor aportan a lo sumo p+2 relaciones en una relacién

minima para el semigrupo numérico.
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CAPITULO 4

SEMIGRUPOS RELACIONALMENTE MAXIMOS.

En el capitulo anterior hemos visto como, a partir de un
semigrupo numérico arbitrario con sistema minimal de generadores
{no,nl,...,np} , construiamos una cadena de semigrupos numéricos
obteniendose cada uno de estos a partir del anterior afiadiendole
el conductor; siendo el semigrupo

S(n0)=<no,no+1,...,no+(no-1)>
el dltimo de esta cadena. Ademds veiamos como los cardinales de
los conjuntos de relaciones minimas de 15)5 semigrupos en esta
cadena estaban en orden no decrecienté. | Deducimos asi que #{RMS}
es méximo de entre todos aquellos semigrupos numéricos que tienen
como minimo generador minimal n.

También hemos visto (proposicién 3.11) que
n (no-l)

_ o

#{RMS(n )}= —5—-
El objetivo de este capitulo es estudiar aquellos
semigrupos numéricos S con minimo generador minimal n y que

n (n -1)
tengan #{RMS}= X 2° . Este tipo de semigrupos serén llamados

"relacionalmente méximos".
Terminaremos este capitulo viendo que todo semigrupo numérico

se puede poner como suma de semigrupos nimericos relacionalmente

maximos.
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DEFINICION 4.1

Sea S semigrupo numérico y {n,m ,...,0 } su sistema minimal
P

de generadores. Diremos que S es un semigrupo relacinoalmente
no(no-l)

méximo si #{RMS} = ——— .

TEOREMA 4.2

Sea S semigrupo numérico y {no,nl,...,np} su sistema minimal
de generadores.
Tesis

S es relacionalmente méximo si, y solo si, p = no—l

- Demostracion -

Que 1la condicién p=nd—1 es necesaria es consecuencia
inmediata de la proposicién 3.12. Por otra parte la demostracién

de la suficiencia es idéntica a la de la proposicién 3.1l1l.m

PROPOSICION 4.3

Sea S semigrupo numérico y {no,nl,...,np} su sistema minimal
de generadores. Supongamos que

RP(n ) = { W(0)=0, W(1), ... ,W(n,-1) }

y consideremos § = <W(0)+n_, W(1)+n, ... ,W(n -1)+n>.
Tesis

S es relacionalmente méximo.
- Demostracibén -

En virtud del teorema 4.2, bastard probar que el conjunto
{n_, W(l)= W(l)+n, ... ,W(nd-1)= W(n-1)+n } es sistema minimal
de generadores de §S.

Supongamos que
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W(i) = an + al\'ﬁ(l) ¥ swe F ano_lv—i(no—l),
entonces
W(i)tn = an + al(W(1)+no) + waw F ano_l(W(no—l)+nJ
de donde
W(i) = (ao+a1+ ce. ta, g - I)nt aW(l)+ ... + an_1W(no—1)
o (]

y por tanto, teniendo en cuenta que W(i)eRP(no) , deducimos que

+ + .. + -1-=
a, a1 ano_1 1 0,

asi a= ... =a =a = ... =a =0 y a-=1. Queda entonces
0 i-1  i+1 no—l i

probado que W(i) es generador minimal de S.m

LEMA 4.4

Sea {0,W(1), ... ,W(no—l)} un sistema completo médulo ny
consideremos S=<no,W(1), ,W(n0—1)>.
Tesis

RP(no)={0,W(l), ,W(no-l)} si, y solo si, para todo
i,je{l,... ,n -1}, existen W(k)e {0,W(1), ... ,W(n-1)} y meN

tales que W(i) + w(j) = W(k) + mn_.
- Demostracibébn -

Es inmediata.

Sea ie{l, ... ,n -1} y supongamos que
W(i) = an  + aIW(1)+ +ano_lW(no—l),
veamos que a ha de ser cero. Teniendo en cuenta que, por

hipétesis, la suma de dos restos primarios es un resto primario

mads un miltiplo de n ., podemos poner

a1W(1)+ +ano_1W(no—1)= w(k) + bno,
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para b un cierto nimero natural. Asi W(i) = W(k) + (a+b)nO de
donde (por ser W(k) y W(i) parte de un sistema completo médulo n_ )
tenemos W(k)=W(i) y a+b=0. Por tanto a=0 y por consiguiente

W(i)eRP(n ).m

PROPOSICION 4.5

Sea S semigrupo relacionalmente méximo, con sistema minimal

de generadores {n/m ., -.. My _1t-
0
Consideremos el semigrupo S =<no,n1-no, ol ,nno_l—no>
Tesis
ﬁ?(no) = {0,n-n, ... ,nno_l—no}.
- Demostracién -

Para la demostracién utilizaremos el lema 4.4.

Claramente {O,nl—no, S | —nb} es un sistema completo

n -1
o}
médulo n .

Sean i,je{l,...,no—l}, entonces

- + - = + -
(n, no) (nj no) nn, 2n°,

teniendo en cuenta ahora -que {n /M ..y _1} es sistema minimal
(o

generadores, tenemos que n{HH=nk+rn0 con ke{0,1, ... ,no—l} y
reN-{0}. Asi pues:

(ni—no)+(nj-no)=(nk—no)+(r-1)no, con r-leN,
luego (aplicando el lema 4.4) tenemos que

RP(n0)={0,n1-no, . ,nno_l-no}.-
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COROLARIO 4.6

Existe una correspondencia biyectiva entre los semigrupos
numéricos con conductor C y minimo generador minimal n, y los
semigrupos relacionalmente méximos con conductor C+n0, con minimo
generador minimal n y con los demds generadores minimales mayores
que 2n .

0
- Demostracibén -

Es inmediata aplicando las proposiciones 4.3 y 4.5.m

PROPOSICION 4.7

Sea S semigrupo numérico relacionalmente maximo con sistema

minimal de generadores {n0<n1< ees <ng —l}'

Consideremos S =<n_,n -n, ... (0

ne{n, ... ,0, 1}
0
Tesis
n -n no es un generador minimal de S si, y solo si, existen
i,je{1, ... ,k-1} tales que ni+nj=nk+no.
- Demostracién -
n+n=n+n_ = n -n=n-n+n -n .
k 0 1 ] k 0O 1 0 j O
Sabemos en virtud de la proposicién 4.5. que:
RP(n0)={0,n1-no, cee gD
Si n-n no es generador minimal de S, como nk—noe’fﬁ(no),
deducimos que existen dos elementos de RP(n ) tales que:
n -n =n -n +n -n
k 0 & 0 3 ©

y por tanto que nk+no=nl+nj.
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Obviamente, teniendo en cuenta que n <n < S5 s <n, 4

deducimos que i, je{l, ... ,k-1}.

TEOREMA 4.8

Sea S semigrupo numérico y {no,nl,...,np} su sistema minimal

de generadores.

Tesis
Existen So,Sl,...,Sp semigrupos relacionalmente méximos tales
que S =S + S + ... + S .
0 1 P
- Demostracién -
Dado rﬁe{no,nl,...,np}, consideremos el conjunto

RP(n )={0,W (1),... W' (n-1)}
de igual manera que en la proposicién 4.3, se puede probar que el
semigrupo numérico
si=<ni,w1 (L)+n ... /W' (n -1)+n >
es relacionalmente méximo.
Es claro entonces que S = So+ S1+ swws Sp ya que S1 €Sy

n e Si, vie{0,1,...,p}.m

NOTA

Sea ¥ el conjunto de todos los semigrupos numéricos (¥,+)
tiene estructura de semigrupo; El teorema anterior nos esta
diciendo que los semigrupos relacionalmente méximos son un sistema
de generadores de (¢,+).

Observese también que las relaciones minimas de un semigrupo
numérico relacionalmente médximo las conocemos perfectamente. El

gran problema estd en deducir las relaciones minimas de un
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semigrupo que es suma de dos en funcién de las relaciones minimas

de estos.
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CAPITULO 5

SEMIGRUPOS SIMETRICOS

En este capitulo estudiaremos los semigrupos simétricos. En
primer lugar los caracterizaremos como aquellos semigrupos
numéricos con un fGnico resto primario maximal, de lo cual se
deduce que este tipo de semigrupos tiene que tener al menos un
resto primario que no sea generador minimal. Esto nos permitira
definir 1los semigrupos "totalmente simétricos" como aquellos
semigrupos simétricos con el méximo niGmero de generadores
minimales en. funcién de su minimo generador minimal. También
veremos como todo semigrupo simétrico se puede poner como suma de
semigrupos totalmente simétricos. Por otro lado clasificaremos
los semigrupos simétricos en funcién de los totalmente simétricos,
estableciendo ciertas biyecciones.

En este capitulo también refinaremos la cota dada en la
proposicién 3.12 para #{RMS}, en el caso en que S sea un semigrupo
simétrico.

Veremos que si C es un nimero natural impar, existen siempre
semigrupos simétricos con conductor C (y reciprocamente, todo
semigrupo simétrico tiene por conductor un nimero impar). Daremos
una cota superior para el ﬁﬁmero de'semigrupos simétricos con este
conductor.

Terminaremos el capitulo, construyendo semigrupos simétricos
a partir de otros semigrupos simétricos. Daremos también algunas

sugerencias sobre la posibilidad de que #{RMS} este acotado en
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funcién del ntmero de generadores minimales de S, en el caso en

que S sea simétrico.

DEFINICION 5.1

Un semigrupo numérico S se dice simétrico si :

Existe m € Z tal que, para todo z € Z , z € S si y solé

sim- 2z ¢ S.

DEFINICION 5.2
Sea S un semigrupo numérico arbitrario vy s € S. Dado
W € RP(s) diremos que W es un resto primario maximal de s en S si:
Para todo s’e S-{0} se tiene que W+s'g¢ RP(s).

Al conjunto de los restos primarios maximales de s en S lo

‘denotaremos por RPM(s).

PROPOSICION 5.3

Sea S un semigrupo simétrico y { n<n < ... <np } su sistema
minimal de generadores.
Tesis

El entero m que existe por ser S simétrico (segin la
definicién 5.1) coincide con el conductor C de S.
- Demostracién -

0 € S y teniendo en cuenta que S es simétrico m = m-0¢S.

Por otra parte 1,2, ... ,ndélﬁ S y por tanto

m-1,m-2, ... ,m-(no-l) € S,

de donde m—Lﬂ%,m-2+n0,... ,m—(n644+noe S o lo que es lo mismo

m+(no—l),m+(no-2), ss e mtl € 8.
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Por otro lado m—(m+no)¢ S y asi mtn € S.
Resumiendo tenemos que
m+n0,m+(n0—1),m+(no—2), ... tleS y que meS

es claro entonces que m=C.m

PROPOSICION 5.4

Sea S semigrupo numérico y s € S.

Supongamos que RP(s) = { W(0)<W(1)< ... <W(s-1) }.

Tesis

S es simétrico si, y solo si,
W(i)+W(s-1-i) = W(s-1),
para todo ie {0,1, ... ,s-1}.
- Demostracién -
Si probamos que W(s-1) - W(i) € S, para todo ie{0,1,...,s-1},
aplicando el apartado iii) del 1lema 1.17, obtendremos que
W(s-1)-W(i)eRP(s) y de esto se deduce que W(s-1)-W(i) = W(s-1-i),

para todo ie{0,1,...,s-1}.

Ahora bien, W(s-1)-W(i)= C+s-W(i), ya que C+s=W(s-1), por otro

lado W(i)-s¢S y por tanto C-(W(i)-s)eS por lo que C+s-W(i)e S.
[¢] Sea z € Z veamos que z € S & C - z ¢ S.

Claramente si 2z e€S tenemos que C-z¢ S, ya que de lo
contrario tendriamos que C € S.

Si z ¢ S existirda i e {0,1,...,s-1} tal que z = W(i)-ks, con
k € N-{0}, y entonces

C-z = W(s-1) - s —(W(i)-ks) = W(s-i-1)+(k-1)s € S.m
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NOTA
En [4] puede verse el siguiente enunciado :

" S simétrico = # { s n {0,1,...,C} } = _E%l L

La demostracién es ahora inmediata, a partir de la
proposicién 5.3, ya que de esta se deduce que un semigrupo es
simétrico si, y solo si, existe una correspondencia biyectiva
entre los nGmeros naturales menores gque el conductor que

pertenecen al semigrupo y los que no pertenecen al semigrupo.

LEMA 5.5

Sea S semigrupo numérico y s € S.
Tesis
Dado W € RP(s) existe Sy €S tal que W + s € RPM(s).
- Demostracibén -
Bastard con tomar s, = max { s'’e S tal que W + s'e RP(s) },

es claro que W + s € RPM(s).nm

TEOREMA 5.6

Sea S semigrupo numérico y s € S.

~Tesis

S es simétrico < #{RPM(s)} =1
- Demostracién -
W(s-1) es claramente el tGnico re-sto primario maximal.
Si #{RPM(s)} = 1, obviamente RPM(s) = { W(s-1) } (ya que el
mdximo resto primario siempre es resto primario maximal).
Sea W(i) € RP(s), aplicando el lema 5.5, existira sw(i)es tal

que W(i) + S = W(s-1) y por consiguiente (aplicando el

(1)
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apartado iii) del 1lema 1.17) tenemos que sw(i) = W(s-1-i). La

proposicién 5.4 nos dice entonces que S es simétrico.m

TEOREMA 5.7

Sea S semigrupo simétrico y {no,nl,...,np} su sistema minimal
de generadores. Supongamos que RP(no) = { O<W(1)< ... <W(no—1) }
y consideremos § = <n_,W(1)+n, ... ,W(n -2)+n>.

Tesis
l.- {n, W(1)=W(1)+n  , ... , W(n-2) = W(n-2)+n} es

sistema minimal de generadores para S.
2.- RP(n )= { 0,W(1), ... W(n-2), W(n-1) = W(n,-1)+2n}.

3.- S es simétrico.

- Demostracién -
1) Supongamos que existe 1 e {1,...,no—2} tal que
W(i) + n=an + al(W(1)+no) * pwn F ano_z(W(no—2)+n Jr

por ser W(i) un resto primario de n en S, deducimos que

a + e T o =1
0 a1 ano-z

de donde esta suma ha de.ser 1 y asi a = ly aj= 0 si j=i.

Es claro pues que W(i)+n0 es un generador minimal de S.
2) Sea 1€ {1,...,n0—2}, entonces W(i) = W(i)41%é§§(no) puesto
que, por el apartado 1), sabemos que es generador minimal de § y
por tanto es resto primario.. ‘

Veamos ahora que W(no—1)+2nbé§§(nb). En efecto: claramente
(por ser S simétrico) W(no-1)+2no= W(i)+n0+ W(no—i—l)-!-n0 y por
tanto W(no—l)+2noe S y ademas W(no—1)+2no— n ¢ S ya que de otro

modo existirian ntmeros naturales a8 0@y o verificando que
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W(n-1) + n=an + al(W(1)+no)+ ews F ano_z(W(n s2)tm )

y por tanto adf a + ...+ ano_z—l =0, ya que W(nJJJeRP(nO), de
aqui se tendria que W(n -1)= n 6 W(n,-1)= W(i) con isno-2, lo

cual es absurdo. Asi ha de ser W(n -1) = W(n -1)+ 2n .

3) Es inmediato teniendo en cuenta que :
W(n -1) + 2n - (W(i)+no) = (W(no-l) - W(i)) + n = W(n si-1) + n

y aplicando la proposicién 5.4.m

TEOREMA 5.8

Sea S un semigrupo simétrico y { n<n < ... <0, o } su

sistema minimal de generadores. Consideremos

S = <n0,n1—no, eee gD, _2-n0>.
Tesis
S es simétrico.
- Demostracién -
Claramente
RP(n) = { 0, W(1)=n , ... , W(no-2)=nno_2 , W(n -1)= n1+nno‘2 ¥2

Veamos en primer lugar que:
RP(n ) = {O,W(l)=n1—no,...,W(no-2)=nno_2—n0,ﬁ(no—l)=W(n°-1)—2no}.
Obviamente
{0, W(1l)=n -n_, ... ,ﬁ(no-2)=nno_2—no, W(n -1)=W(n -1)-2n_}

es un sistema completo modulo n, para ver que este conjunto
coincide con RP(n ) aplicaremos el lema 4.4 :
a) Sean i,je{l1, ... ,no—l} y tales que W(i)+W(j)¢W(no-1),

entonces existen W(k)eRP(n ) y meN-{0} tal que
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WLPN(]) = Wk + ma
y por tanto
(W(i)-n ) + (W(j)-n ) = (W(k)-n ) + (m-1)n.
b) Sean 1i,je{l, ... Mm-1} Y tales que W(i)+W(j)=W(n0—1)
entonces (W(i)-no)+(W(j)-no) = W(no-l)—Zno.
Tenemos entonces que
RP(n ) = {0,W(1)=n -n_,... ,W(no-2)=nno_2—no,ﬁ(no-1)=W(no-1)-2no}
Probar ahora que § es simétrico es fécil, utilizando 1la
proposicién 5.4, puesto que
W(n,-1)-W(i) = W(n-1)-2n -(W(i)-n) = W(n-1)-W(i)-n =

= Wn -1 - n = W(n -i-1).m

DEFINICION 5.9

Sea S semigrupo simétrico y {nn ,...,0 } su sistema minimal
P

de generadores. Diremos que S es totalmente simétrico si p = nb—2.

NOTA

Observese que un semigrupo simétrico tiene que tener al menos
un resto primario distinto del cero no generador minimal, por
tanto los semigrupos totalﬁente simétricos que tienen a n, como
minimo generador minimal son aquellos semigrupos simétricos con n,
como minimo generador minimal y que tienen ademéds un nimero maximo

de generadores minimales de entre todos estos.

COROLARIO 5.10

Existe una correspondencia biyectiva entre los semigrupos

simétricos con conductor C y minimo generador minimal n, y los
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semigrupos totalmente simétricos con conductor C+2n0, minimo
generador minimal n y con los demds generadores minimales mayores
que 2n .

0
- Demostracibén -

Es inmediata aplicando los teoremas 5.7 y 5.8.m

NOTA
Un resultado andlogo al de la proposicién 4.7. podemos

destacar aqui. Si S es un semigrupo totalmente simétrico con

sistema minimal de generadores {n <n < ... <n, _2} y llamamos
o
S = <n - cxw ol -n >, entonces dado n e{n I,
0’y J no-2 o ! ©n - S0y ’ n0—2}

podemos asegurar que:
n-n es generador minimal de S si, y solo si, existen

n ,ne{n n t e +n =n +n .
1’5{1’ 'k—l} ales qu n, nj n +n,

Nuestro préximo objetivo en este capitulo serd calcular una
cota para #{RMS}, donde S es un semigrupo simétrico, asi como el

de calcular el valor de #{RMS} cuando S es totalmente simétrico.

LEMA 5.11

Sea S un semigrupo simétrico Y {no,nl,. ..,np} su sistema
minimal de generadores.

Supongamos que RP(n ) = { O<W(1l)< ... <W(no-1) } Yy sea
ﬁie{nl, oo ,np} .
Tesis

GW(no"l)*ni es conexo 6 W(n-1)+n =cn ., donde
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c,= minimo{ xeN-{0} / XN e<n ,...,n > %
- Demostracién -
Observese que para todo j € {1,...,p}

- + - B = ) -
W(n, 1) n, (n1 nj) W(n, 1) n e S
luego nl,...,np estan en la misma componente conexa, por tanto la

finica posibilidad para que el grafo no sea conexo es que tenga a

o
n
[0]

como una componente conexa. Pero para que esto ocurra ha de ser

W(no—1)+ni = cn .=
LEMA 5.12
Sea S semigrupo simétfico y {né,nl,...,np} su sistema minimal
de generadores. '
Supongamos que RP(n0)={ O<W(1l)< ... <W(n0—l) } ¥ que

W(no—1)+ni= C N,

para algin ie{nl,...,np}, donde c, es el natural del lema 5.11
anterior.
Tesis

p=1.
- Demostracién -

Veamos que W+n eRP(n ), para todo WeRP(n ) tal que W#W(nb—l).
En efecto, supongamos que WH1H¢RP(nO), entonces |

W%ngé aonoéé;h;F ...’+é§hp, con aQeN—{O}.

Teniendo ahora en cuenta que S es simétrico, dado WeRP(no) sabemos
que existe WeRP(nO) tal que W+W=W(nb—1), podemos asegurar también

que W=dﬂh+...+dg%. Tenemos asi que
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cn=W(n-1)+n = W+W+n_ = an +(a +d )n + ... +(a +d )n ,
0o 0 1 i1 “go 1 4l 1 p p’p

por tanto (co—aoﬁ%ﬁ<ni,...,nb>, pero como c  era el minimo
natural positivo con esta condicién, deducimos entonces que
(c -a )=0. Asi (a,+d )n +...+(a +d )n =0, de donde se desprende
0 (o) 1 1 1 P p p
que W=0 y W = W(n_-1).
Tenemos entonces que
0+ni, W(1)+ni, .y W(n0—2)+nie {O,W(l),...,W(no-l)},
W(2) = 2n1, eve ¢ W(n,-1) = (no-l)ni, de

por lo tanto W(1l) = n .,

donde deducimos claramente que S = <n_,n >.m=

PROPOSICION 5.13

Sea S un semigrupo totalmente simétrico y {n ,n,

¥ e ,nn _2}
(o}

su sistema minimal de generadores.
Supongamos ademds que n = 4.
Tesis

(n -2)(n -1)
#{RMS} = — > ——— -1

- Demostracidén -

Recordemos que si neS y Gh es no conexo entonces n =W + nj,
con W e RP(no)—{O} y nje{nl, .o 'nno—2}’
Como S es simétrico (ver la demostracién del teorema 5.8)
tenemos que
RP(no) = { O,nl, coe ’nno—2’ W(n0—1)=n1+nno_2 }-
Aplicando por otra parte los lemas 5.11 y 5.12, obtenemos que
GW(no~1)+nj es conexo.

Como consecuencia tenemos que si G es no conexo entonces
n

98



n = ni+nj, con ni,nJ € {nl,...,nn _2} (puede ser i = j), Yy en este
(o)

caso ha de ser n1+nj = W(n-1) 6 nl+nj¢ RP(n ). Por tanto solo

tendremos que estudiar (para obtener una relaci6én minima) 1los

Y Gn j con ni+nJ¢RP(no) .

Ahora bién es féc'il deducir que el grafo Gw(n Ly ©8 de la
0

grafos Gw(

n -1) +n
(0] i

forma

es decir todos los lados nn, con ni+nj= W(no—l), estan en

Gw(n . (en particular siempre estd el lado nn _ Y todos son
0 )

de la forma n.n 11) y cada componente conexa de Gw( - tiene
i T n_-
0]

)
un lado, salvo en el caso de ser n, un nimero impar en el que

existird una componente conexa con s6lo un vértice el n .

&

Por otra parte, el grafo Gn o &8 de la forma
J

G
n_+n
i

J

So
So
=K
So

[

0

es decir, todas las componentes conexas de G . tienen a lo sumo
n n
i3]
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un lado que serd de la forma nn, con n+n = n+n (en el caso
k=t#0 esta componente tendrd solo el vértice n ). Salvo quizés

una, la que correpode a n_ (siempre un vértice en G ) que
0 n1+n

puede tener a mds de un lado, pero todos los vértices en esta

componente son incidentes con n .

Deducimos asi que los elementos de una relacién minima para S

son de la forma:

n+n=an+s conseSya #0
1 J 0o ()

o
n+n = n1+nn _2
o]
n_ =2
_ 0 (no-2)(no—l)
y por tanto #{RMS} =[ z i ] - 1= ) - 1. =
=1
PROPOSICION 5.14
Sea S semigrupo simétrico, {no,nl,...,np} su sistema minimal

de generadores y supongamos p = 2 .
Tesis

(n0-2)(n0—1)
#{RMS} = 5 -1+ (pt2-n)) .

- Demostracién -

Como S es simétrico, si RP(n )= {0<W(1)< ... <W(n-1) }, se
tiene que W(no-l) no es generador minimal de S y por tanto, si
denotamos por C el conductor de S, tenemos que (lema 3.6-1 )
{no, N, .- ,np, C } es sistema minimal de generadores de
S = <n0,n1,...,np,C>.

Veamos que #{RMS}+p+2 = #{RMS}, para ello recordemos que en

el teorema 3.5, al pasar de una relacién minima para S a una de S
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gandbamos p+2 elementos y podiamos perder p, que correspondian a
W(no—1)+n1,...,W(no—1)+np (siempre que como minimo los grafos para
estos elementos fuesen no conexos). Pero en este caso particular,
aplicando los lemas 5.11 y 5.12, se tiene que dichos grafos son

siempre conexos, con lo cual no se pierden relaciones.

Por tanto (proposicién 3.12)
_ néno—l)
#{RMS}+p+2 = #{RMS} = ———— - 2(n -1-p-1),
de donde
ngno—l)
#{RMS} = ————— - 2(no_1_p_1)_p_2 =

-2 -1
= (% i) -1+ (p+2—no).l

2
COROLARIO 5.15
Sea S semigrupo simétrico, {no,nl,...,np} su sistema minimal

de generadores y supongamos p = 2.
Tesis

n-2)(n -1
#{RMS} = (°2)(° )-1

- Demostracién -

Es inmediata aplicando la proposicién 5.14 y teniendo en

cuenta que por ser S simétrico p+2 = n .=

COROLARIO 5.16

Sea S semigrupo simétrico, {no,ni,...,n } su sistema minimal
P
de generadores y supongamos p = 2.

Tesis
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(no—2)(no-1)
S es totalmente simétrico < #{RMS} = 5 -1

- Demostracidén -

Ya lo hemos visto en la proposicién 5.13.

Por la proposicién 5.14, sabemos que

(n,-2)(n,-1)
#{RMS} = 3 - -1 + (p+2~no)
(no—2)(nb-l)
luego para que #{RMS} = ) - 1, debe de ocurrir que

p = n0-2 y por tanto que S sea totalmente simétrico.m

TEOREMA 5.17

Sea S semigrupo simétrico y {no,nl,...,np} su sistema minimal

de generadores.

Tesis

Existen So’S1""’Sp semigrupos totalmente simétricos tales
que S = 8§ +§ + ... +S .

[0} 1 P

- Demostracién -

Dado n e {no,nl,...;np} supongamos que

RP(n ) = { O<W (1)< ... <w'(n -2)<W'(n-1) }.

Tomemos S = <n1,W1(1)+ni,...,Wi(ni-2)+nl>, el teorema 5.7 nos

garantiza que S, es totalmente simétrico.

Es evidente entonces que S = SO+Sl+...+Sp.-
NOTA

El teorema anterior nos esta diciendo que todo semigrupo

simétrico se puede poner como suma de semigrupos totalmente
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simétricos.

El reciproco no es cierto, la suma de semigrupos totalmente
simétricos no tiene por que ser un semigrupo simétrico, sirva como
ejemplo :

S1= <4,5,6>, S2 = <4,6,7> vy S1+S2 = <4,5,6,7>.

NOTA

Observese que el conductor de cualquier semigrupo simétrico
es un ndmero impar, ya que si C fuese par no se podria verificar
que [ % e S e C - % ¢ S ].

Si C es un ndmero impar, claramente el semigrupo S = <2,C+2>
es un semigrupo simétrico con conductor C. Por tanto existen
semigrupos simétricos con cualquier tipo de conductor, siempre que
este sea un ndmero impar. Mas atn, en [8], se prueba el siguiente

hecho :

PROPOSICION 5.18

Sea C un ntGmero impar, #(C) el conjunto de los semigrupos
numéricos con conductor C y S un elemento de ¥(C). Entonces:
S es simétrico si, y solo si, S es maximal respecto de la
inclusién en ¥(C).m

En el capitulo 10, estudiaremos algunas propiedades de estos
maximales, de ahi que muchas de las cosas que narraremos en dicho
capitulo, podrian haberse contado en este.

S

Nuestro préximo objetivo serd ver que si C es un nimero

C+1

impar, n, = —— Y C no es un miltiplo de n . Entonces existe al
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menos un semigrupo totalmente simétrico con conductor C y minimo

generador minimal n .

Sea S semigrupo simétrico, C su conductor y n el minimo

generador minimal de S.

Tesis
- Demostracién -

Sea RP(no) = { O<W(1)< ... <W(no—1) }. Supongamos que
n0>—9--;l y veamos que entonces llegamos a un absurdo. En efecto:

En primer lugar notemos que W(l)>n0 y por tanto W(1)2—9§l+2.

Por otro lado W(n0-2) = no+(no-2) = -—C—;l +1+n0-2. Aplicando ahora

que S es simétrico tendremos que

W(no—l) = W(1l) + W(no—2),

ahora bien

_ - _ o Cctl , ., . C+l _ _
W(n,-1) = wW(1l) + W(n0—2) z —n— + 2+ 5+ no+1—2 =C + n+ 2 =

= W(no-l) + 2,

lo cual es absurdo.m

TEOREMA 5.20
Sea C un nimero impar y 3snb54;§l, tal que n  no divide a C.
Tesis

El semigrupo

C+1 C+1 C+l C+l
S = <n0,’_7, e e o ,——2—+(m—1) 7 ———2—+(m+l) 7 o o o ,—-—2—+(no—m—2) 7§
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C+1 C+1
5 +(no—m), R ) +(no—1) >
es totalmente simétrico. Donde HE{O,l,...ﬂ%—l} es el Gnico que
verifica

—E%l+m = kno, con k € N.

(Suponemos que m<n -m-1, a la hora de escribir los generadores de

S).

Ademds C es el conductor S.
- Demostracién -

Consideremos el conjunto

C+1 C+1 C+1 C+1
{ no,—é—-, & W ,—7—+(m—1), -—2—+(m+l), PP ,——2—+(no—m-‘2),

C+1 C+1
5 +(nb—m), coe ,——7—+(n0—1) }

que es claramente sistema minimal de generadores de S, puesto que

la suma de dos elementos de dicho conjunto distintos de n es

mayor o igual que C+l1 y por consiguiente mayor que C;1+(n.0—1) Y

por otra parte son incongruentes médulo n .

Observese que S tiene'entonces-no—l generadores minimales.

Notemos que
= C'1+ —m-
C=— (no m-1) (mod no),
ya que

cC - {—E%i+(nb-m-l)] = —9%l+m—no = (k—l)no.

Y por tanto C no se puede poner como un miltiplo de n  mas un
o C+1 i .

miltiplo de un elemento de la forma e + i, con i# no-m—l.

Es claro entonces que CgS.

Observamos ahora que

105



CH. s C+1

C+n0 = 5=+ J + 5— + (no—j—l) e S,
y por tanto
RP(no) ={ 0, —E%l, $i % —E%l+(m—l), —E%l+(m+l), i
—%'l+(no—m-2), —%—1—+(no—m), ,%l+(no—1), C+n0 |

Veamos ya que S es totalmente simétrico: S tiene no-l
generadores minimales, luego s6lo tendremos que probar que es

simétrico. En efecto,

+1, . +1 .
C+n_ - [_9.2i+3] = _CT+(nO_J—1)

nos dice que C+n - es el t{nico resto primario maximal, luego

aplicando la proposicién 5.6, obtenemos lo que queremos.m

En [8] aparece el siguiente hecho :
" Si denotamos por YA(C) al conjunto de los semigrupos

2E(C/8)

simétricos con conductor C. Entonces #ya(C) = , donde E(-)

denota parte entera

Nuestro préximo objetivo, sera dar una cota superior para

#%,(C) .

TEOREMA 5.21

Sea you%,C) el conjunto de los semigrupos simétricos con
conductor C y minimo generador minimal n .
Tesis

Existe una aplicacién inyectiva :

£
o : 90(n0,C) <« {1,2, ... ,E(—ﬁ;)} 3
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n =2
E{—
Donde {1,2, ... ,E(—%—-)} 2 denota el producto cartesiano de
C © no-2
{1;2, <.« ,E(—To)} consigo mismo E{ T]—veces.
- Demostracién -

Aplicando el algoritmo de Euclides a C y n obtenemos que
C = an, + r,o_1°
0
Sea {rl,rz, "rno-Z} = {1,2, ... ,no—l} - { rno—l}' Y

supongamos ademds que estan ordenados de manera que :

Ty ¥ Th-i-1 = Tn -1 G, Mod
() 0
no-2
para todo 151sn0—2. Llamamos m = Bl—ws—) ¥ consideramos el

subconjunto { L2 N }o

Dado § e ¥ (n,C), si RP(n ) = { O,W(l),...,W(no—2),W(n0-1) }
podemos suponer que W(i)srl(modno), para todo ie{l,2,...,no—2}. Es
claro que r15W(i) y por tanto W(i)= kln0 + r , para algin k1 € N.

Veamos ahora que S queda perfectamente determinado por la
m-upla (k1’kz""'km)’ una vez fijado el conjunto {rl,rz,...,rm},
que no depende de S.

En efecto: esta m-upla nos determina {W(1),...,W(m)}, y estos
restos primarios (por ser S simétrico) nos determinan a su vez
{W(no—Z), ,W(no-m-l)}. Si no-2 es par, ya estarian

determinados todos los restos primarios de S y en consecuencia S.

Si no-2 es impar, nos queda por determinar el resto primario

n -1
W(central)=W(-—°2———), pero es obvio ( por ser S simétrico) que
; -‘W(no—l) C+n
W(central) = 5 = ) N

Por otra parte, tenemos que kin0+rl<C y por tanto

kn <C, de donde k = E(%) y asi k e {1,2,...,E(-%)}, para
0 o}
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todo ie{l,...,m}.

Para terminar, resaltemos el hecho de que la aplicacién que
asocia a cada elemento S de 9°(no,C) la m-upla (k1’k2""’km)'
construida como hemos explicado anteriormente, es inyectiva (pues
dos semigrupos que tuvieran la misma m-upla asociada, tendrian los
mismos restos primarios y en consecuencia dichos semigrupos serian

iguales), finalizando asi la demostracién.ms

Como una consecuencia inmediata tenemos

COROLARIO 5.22

#90(no,C) = E(‘é%ﬁ . u

NOTA

1.- Obsevese que el teorema 5.21 anterior nos proporciona una

cota superior para #YQ(C) s

C+1 (no-z )
& E

#2.(C) = I E(—4) °
n =2 0

2.- Observese que si tomamos una m-upla cualquiera,
n -2

m = E(——%——),

8 m
(k ,kz,...,kh) € {1,2,...,E(—ﬁ—)} ¥
0

1

y consideramos

X=EKERPE ¢y sos 5= XN *Y
; 4 10 1 m m O m
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X =Ctn-X V ie {l,...,m},

n -i-1
0
donde los r son los del teorema 5.21 anterior, y en el caso en

que no—2 sea impar ademas tomamos

C+n
o

X(central) = ——.

Entonces S = <no,X1,...,Xn 2> no tiene por que pertenecer a
0

?OU%,C), ya que no tiene porque ser simétrico ni su conductor
tiene porque ser C, esto nos dice que la aplicacién del teorema

5.21 no es en general sobreyectiva.

Sin embargo el siguiente teorema nos mostrard como en las
condiciones anteriores (nota 2) basta con que C ¢ S para poder

asegurar que S € ?o(no,C).

TEOREMA 5.23

Sea S = <n0,X1,...,Xn 2> donde X ,;..,X son los del
0

apartado 2) de la nota anterior.
Tesis
S e y;(no,C) si, y solo si, C ¢ S.
- Demostracién - | | N |
Es inmediato ya que el conductor de S es C.
Veamos en primer lugar que C es el conductor de S, o lo que
es equivalente que C+no es el maximo resto primario médulo n . En
efecto: por construccidén

C+n = x1+xno_2 =X+X =...¢€8

y por hipétesis (C+n )-n = C ¢ S, por tanto C+nbeRP(n0). Por otra

parte C+nb—X1= X%;bde S, por tanto
deducimos -aplicando el apartado iii) del lema 1.17- que
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)ge RP(nO), para todo i € {1,...,n0—2}, y asi podemos afirmar que

RP(n ) = {0’X1”"'xn0—2’ C+n_}

por ser X1’ Xz, cow g , un sistema incongruente médulo ny
0. 5
0
cada X no ser congruente con C+n ni con 0 médulo n . Claramente
entonces C+no es el maximo resto primario de n_.

Por dltimo para ver que S es simétrico basta con aplicar la

proposicién 5.4. =

NOTA
Supongamos que S € 90(n0,C) y que
RP(n ) = { O<W(1l)< ... <W(no—2)<W(n0-1) o
se tiene que W(no—1)=C+n0. Sea
C+no
{0,W(1);...,W(m)} = RP(n ) n {x € N / x = —5—}

y consideremos el semigrupo S = <nb,W(1), «e. ;W(m)>, es claro que

ceS y que {0,W(1),...,W(m)} € RP(n ).
n0—2
Observese que m = E(——j——), si n es par, y que

n -2 0 C+n

m = E(——%——)+l, si n,6 es impar, en cuyo caso W(m) = ——7—3.
La siguiente proposicién nos dice algo asi como el reciproco

de esta propiedad.

PROPOSICION 5.24

Sean
C+n0
Xll...,xm e {no+1,no+2, o o o ,E('T‘ )},
n0-2 no-2
donde m = E(—5—), si n es par, y m = E(— )*+1, si n es

C+n
o

impar, en cuyo caso tomamos Xm e il ademés {X1'X2""’Xm} un
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sistema incongruente médulo n .

Consideremos S = <no,X1,...,Xm> y supongamos que C ¢ S y que

{X,-.-,X} < RP(n)).

Tesis

S = <nO,X1, r ,Xm,C+nO-X1, Gl ,C+no—Xm> € yo(no,C).
- Demostracién -

Provemos que C es el conductor de §, para lo cual bastard con
probar que C+n es el miximo en RP(n ). En efecto,
C+ho=X1+(C+no-X1)e§ Yy (C+no)-n0=Ce§ ya que en otro «caso,
tendriamos una expresién del tipo

C=an+aX+...+aX+ (Ctn -X),
00 s I m m [0} J
C+n0
para algtn je{l,...,m}, (observese que como C+nb—XJ>——§—— entonces
a lo sumo puede aparecer un sumando de este tipo en la expresién
anterior), despejando tendriamos
X=(a+l)n+ aXxX+ ... +ax ,
j 0 o} ds m m
lo cual es absurdo puesto que Xj € RP(no). Asi C+n0 es un resto
primario de n en S. Por otro lado es ya fécil de demostrar que
'i@(no);{o{xl,r.‘.. (X ,C+n -X , ... ,C+n-X ,C+n},
y por tanto C+n  es méximo. Una vez calculado el conjunto ﬁ?(no),

es inmediato comprobar (usando la proposicién 5.4) que S es

simétrico. =m

Hemos visto, como a partir de un semigrupo simétrico
pasamos a un semigrupo totalmente simétrico y viceversa. Daremos a
continuacién dos proposiciones, encaminadas a construir semigrupos

simétricos a partir de otros semigrupos simetricos.
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PROPOSICION 5.25

Sea S semigrupo simétrico con sistema minimal de generadores

{no,nl,...,np} y conductor C. Tomemos n, tal que ni<C/2, y

consideremos §=[S—{ni}]U{C-ni}.

Tesis

1.- § es semigrupo numérico.
2.- C es el conductor de S.
3.- Un sistema minimal de generadores para S es de la forma:
{no,...,nrq]rh+1,...,np,C—ni,mb,...,n%}
donde {n%,...,n%} < {2ni,3ni,nl+no,...,n1+nrd;rh+15+1,...,ni+np}.
4.- § es simétrico.
- Demostracién -
1) Probaremos que la suma de dos elementos x,y de S es un elemento
de S. Para ello distinguiremos tres casos:
a) x,yes—{ni}.
b) xeS—{ni}, y=C—ni.
c) x=y=C-ni.
a) En este caso x+yeS-{n } y por tanto a 8.
b) Si x=0 > x+y=C—h;e§;

Si x>0 = ni—xes 5> (por ser S simétrico) = C—(ni—x)eS .
C-ni+xe§. Ya que de lo contrario tendriamos que C-ni+x=ni, de
donde 2n}=C+x, asi deducimos que r%>C/2, lo cual es absurdo por
hipétesis.
¢) (C-n )+(C-n )=2(C-n )>C » (C-n )+(C-n )e<S.

2) y 3) son inmediatos.
4) Veamos que x¢S » C-xeS. En efecto, distinguimos dos casos:

a) xeS.
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b) xeS.
a) xeS =» C-xeS. Si C—xaﬁn1 entonces C-xeS. El caso C—x=ni, no se
puede dar ya que de lo contrario tendriamos que C—n1=x¢§.

b) xeS-§ » x=n_ > C—x=C—nie§.-

PROPOSICION 5.26

ean =<n o o > =<n e e n > dos semigrupos
S S1 of P : 4 Sz r+1’ "y -

1

numéricos. Tomemos.- A,ueN tales que (A,u)=1 y consideremos los

siguientes semigrupos numéricos:

S=<A n n ,An An >
(Vg o o’ KL o ret? Al
S’'=<A,n ¢ osn FHL

1 s v
S’=<u,n n >

2 K r‘+1’ z P

Tesis

S es simétrico si, y solo si, S! Yy S, son simétricos.
- Demostracién -
Denotaremos por RP(Au), RPl(A) y RPz(u) los restos primarios
de los elementos aAn, A y M en los semigrupos S, S; y S;
respectivamente.
Veamos que RP‘(Au)=,{uW1+,AW2/W16RP1(A), y erRPz(u)}. En efecto,
sea WeRP(Au), W=aoun0+. . .+arunr+a”1?¢n”1+. . .+aphnp=
p(an+...+an )+a(a_n _+...+tan ). Consideremos los elementos
00 rr r+l1 r+1 PP
W=an+...+tan y W=a n +...tan
1 [0 J¢) rr 2 r+1 r+1 PP
obviamente, W=AW1+uW2, probaremos que WleRPl(A) y erRPz( K.
Supongamos que W1¢RP1(A) , entonces W1=aA+b0no+. s .+brnr con a=0.
De donde W=aau+tbun+...+tbun+a an +...+a an con a=0, lo
0 ] r 2 r+1 r+1 P P
cual es absurdo ya que WeRP(An). De lo visto podemos deducir que:

RP(An) € {uW1+AW2/WleRP1(A) Y erRPz(u)}. Para obtener la otra
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inclusién razonaremos sobre el cardinal de ambos conjuntos.

Observese que #RP(Au)=Au y que #{uW +AW /W eRP' (1) y W_eRP® (1) }=au
por tanto se ha de verificar la igualdad, osea que:
RP (A)={UW +AW_/W eRP' (1) y W,eRP°(u)}.

Es inmediato a partir de aqui que S es simétrico si, y solo

si, S’ y S’ son simétricos.m
1 2

NOTA

Observese que un caso especialmente interesante de la
proposicion anterior es aquel en el que tomamos AeS1 y ueSz, en

dicho caso tenemos que:

Sl=S;, SZ=S; Y S=<un0, ache ,unr,hnﬂq, % o ,Anp>.
NOTA
El semigrupo S = <n ,n > es siempre simétrico y ademéas
#{RMS} = 1.

En [6] se estudian los semigrupos simétricos S con tres
generadores minimales y resulta que en estos casos #{RMS} = 2.

En [7] como ya hemos dicho anteriormente, se muestra una
familia de semigrupos numéricos conAcuatro generadores minimales y
con los cardinales de 1los conjuntos de relaciones minimas no
acotado superiormente. Sin embargo en [9] se estudian los
semigrupos simétricos S con cuatro generadores minimales y resulta
que en estas condiciones #{RMS} = 3 6 5. Este hecho ha llevado a
pensar sobre la posibilidad de que el #{RMS} de un semigrupo

simétrico S se pueda acotar en funcién del nimero de generadores

minimales de este. Nosotros, aunque no hemos sido capaces de
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resolver esta cuestién, damos a continuacién algunas

observaciones a este respecto.

Sea S un semigrupo simétrico y {no,nl,...,np} su sistema
minimal de generadores.

Sea n e § y supongamos que n .y nj estan en distintas
componentes conexas de Gh’ Entonces claramente n = V%+n1= WfHH'
donde WJ € RP(nJ) y W e RP(n ). Por otro lado, al ser S
simétrico, existen Wje RP(n ) ¥y We RP(n ) verificando que

Ctn=W+ W y C+n=W+ W
b Jj J i i i
de donde deducimos que ﬁj = Wl. Tenemos entonces que
W =W =W eRP(n) nRP(N)).
Veamos que ademds se verifica que
Win ¢ RP(n ) N RP(nj), para todo k € {0,1,...,pP}.
Para ello supongamos lo contrario, osea, que existe
ke {0,1,...,p} tal gue W+nke RP(nl) n RP(nj). Sea

W= (C+ni)-(W+nk) € RP(ni) Yy W; - (C+nj)—(W+nk)e RP(nj),

observese que
W-W =W-W =n_,
1 1 j j k
luego
n=W+n = W+n = W/+n +n_= W'+n +n
i3] j o1 i "k ] j Tk i
y por tanto ny nj estédn en la misma componente conexa de Gn
lo cual es absurdo.

En las condiciones anteriores, denotaremos por RPM(ni,nj) al
conjunto de restos primdrios W’'e RP(n ) n RP(nJ) que verifiquen
que W'+nk & RP(nl) N RP(nj), para todo k € {0,1,...,p}.

Como consecuencia inmediata de esta nota tenemos
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TEOREMA 5.27

Sea S un semigrupo simétrico y {n /m ;... } su sistema
P
minimal de generadores.
Tesis

P
#{RMS} =} #(RPM(n ,n )).=
i, j=0

NOTA
Da la sensacién de que si #RPM(nl) Yy #RPM(nj) son nimeros

pequefios, entoncen #RPM(niﬂn) es pequefio.Esto nos inclina a
pensar, que los semigrupos simétricos son en cierto modo aquellos
cuyas relaciones minimas tienen menor cardinal,en funcién del
ntmero de generadores minimales, y que posiblemente tengan acotado
este cardinal en funcién del nGmero de sus generadores'minimales.
Puestos a hacer conjeturas, afiadamos que si S es un semigrupo
simétrico, con sistema minimal de generadores {no,nl,...,np}, una
posible cota para #{RMS} seria el nlimero combinatorio (p;l].
Damos esta cota ya que en todos los ejemplos concretos de

semigrupos simétricos que hemos estudiado se ha verificado.
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CAPITULO 6

PEGADAS Y SEMIPEGADAS

Watanabe en [10] nos proporciona la siguiente construccién:

Considera S semigrupo numérico con sistema minimal de
generadores {no,nl,...,np}, toma npues—{no,nl,...,np} Y Aew‘
tales que (npﬂ,x)=l. Llamando §=<Ano,hn1,...,hnp,npu>.

Watabane utiliza esta construccién para probar que:

S es simétrico si, y solo si, S es simétrico.

S es interseccién completa si; y solo si, S es interseccién
completa.

Analizando dicha construccién observamos que si & es una

relacién minima para <Ano,hn1,...,hn >, entonces
P

§=6U{Anp+1=ao(hno)+. ..*a (an )}

es una relacién minima para S.

Este capitulo nace extendiendo la idea anterior. Osea, dado

un semigrupo numérico S con sistema minimal de generadores

{n g/ ,...,n } ¢ Cuando existe una particién de dichos generadores
P _

+1

de manera que si llamamos Sl=<n°,n1,...,n > v Sz=<nr PPR” .,np> se
r

verifica que si, 61 y &, son relaciones minimas para S1 )4 S2
respectivamente entonces S admita una relacién minima de la forma

§=s Us U{an +...an =a +...+tan} ?
1 2 00 r r )

r+l r+l
Cuando esto ocurre diremos que S es pegada de S1 Yy Sz. En
este capitulo, la caracterizaremos perfectamente. Daremos Yy

caracterizaremos también una construccién muy parecida a esta y
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que denominaremos semipegada.

DEFINICIONES Y NOTACION 6.1

Dado S subsemigrupo de N con sistema minimal de generadores

{n/m ;... 0 }. Denotaremos por e(S) a las expresiones de la forma
P
an+an+...tan . Diremos que e(S)=0 si a=a=...=a . Dada wuna
00 11 P D o 1 P
expresién an+an+.. .+apn diremos que otra expresién
|

bon0+b1n1+. . .+bpnp es una subexpresién de la dada si se verifica
que bosao, b15a1’ amd bpsap. Por tGltimo, denotaremos por ¢@(e(S))

al nGmero natural n tal que n=e(S).

PROPOSICION 6.2

Sea S semigrupo numérico con sistema minimal de

generadores {no,...,n PS ol +1,...,n } . Denotemos por:
r r P
d=(N_; « «w N d’'=(n o % & il
( O' 4 P) ( r+1’ 4 p)
S=<n ,...,n> S=<n _,...,0>.
1 o} g 2 r+1 P

Supongamos que dd'eSlr\S2 y por tanto que:
dd'=an+...+tan=a n +...tan.
00 i r+l r+l PP

Sean 61 Y 8, relaciones minimas para S1 v S2 respectivamente.

Tesis
s=s UsU{an+...+an=a n_ +...+an} es una relacién
1 2 00 r r r+l r+i P P
minima para S.
- Demostracién -
Para la demostracién analizaremos como son las distintas
R-clases de los [n] tales que neS. Una vez hecho esto el corolario

1.7. nos garantizard que la tesis es cierta.

1) Sea neS, observemos en primer lugar que dos elementos de
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[n] en S de la forma e(Sl)+e(SZ) y e'(Sl)+e’(Sz) con e(Sl)atO,

e(Sz)v:O, e’(sl)an Y e’(SZ)#-O, estan en la misma R-clase de [n]. En

efecto, si suponemos que <p(e(Sz))zq)(e’(Sz)) tenemos:
p(e(S,))-p(e’ (5,))=p(e’ (S,))-p(e(S,))=Add’ con AeN .

Asi pues, e(Sz)=e'(Sz)+(7ta0)no+...+(7\ar)nr es una relacién en S.

Es claro que la cadena de relaciones:

e(Sl)+e(Sz), e(Sl)+e’(S2)+(Aao)no+...+(Aar)nr, e’(Si)+e'(Sz)
prueba que las expresiones e(Sl)+e(Sz) Yy e’(Sl)+e'(Sa) estan en la
misma R-clase de [n] en S.

2) Como consecuencia inmediata de 1) tenemos que:

NRS[n]zz > n681USz.

3) Estudiemos el caso n=dd’.

Sean X1""’xs las distintas R-clases de [n] en S1 y X;,...,X; las
distintas R-clases de [n] en Sz. Entonces X1,...,XS,X{,...,X; son
las distintas R-clases de [n] en S. La demostracién es clara
teniendo en cuenta que [dd’] en S no contiene expresiones de la
forma e(Sl)+e(Sz) con e(S1)¢O y e(Sz)#:O.

4) Veamos que si e(Si) y e'(Sl) (respectivamente e(Sz) y
‘e’(Sz)) son dos expresiohes que estdn en distintas R-clases de [n]
en S (respectivamente en S)), estan también en distintas R-clases
de [n] en S. En efecto, si e(S)) vy e’(s)) estuvieran en la misma
R-clase de [n] en S, existiria una cadena de elementos de [n] en S

e(s,), ei(S),’”ez(S), <. 1€ (8), e’ (s))
de manera que dos elementos consecutivos de la cadena tienen
subexpresiones no nulas en comin. Ahora bien, el(S)=ei(Sl)+ei(Sz),
teniendo en cuenta que neS, deducimos que <p(ei(Sz))=Add’ con 2AeN,

definimos entonces e[(S )=e (8,)*+(ra )n +.. -+(2aa )n_, obtenemos
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asi una cadena de elementos de [n] en S1:
e(s,), e] (8,)r €] (81)’ cee g8 (Sl), e'(Sl)

verificando que dos elementos consecutivos de dicha cadena tienen

subexpresiones no nulas en comin y por tanto e(S)) y e'(Si) estan
en la misma R-clase de [n] en S1' Lo cual es absurdo.

5) Sea neS -S  y XoreoorX, las distintas R-clases de [n] en
S. Veamos que existe ie{l,...,s} verificando, que si llamamos X;
al conjunto de elementos de X, que son de la forma e(S ), entonces

X7 X e ek son las
i i+ s

1

X’ es no vacio y ademds X ,...,X _,
i s -1

distintas R-clases de [n] en S1' En efecto, por 1) sabemos que a
lo sumo existe una R-clase de [n] en S conteniendo elementos de la
forma:

e(Si)+e(Sz) con e(Sl)vtO y e(Sz):tO
supongamos que dicha R-clase es Xi, si no existiese dicha R-clase,
tomariamos como Xi una R-clase cualquiera.

Veamos que X; es no vacio. Para ello tomemos un elemento
e(Sl)+e(Sz)eXi, teniendo en cuenta que neS, podemos deducir que
go(e(Sz))=Add' con AeN. Obviamente e(Sl)+(Aao)no+...+(Aar)nrex;.

Como consecuencia inmediata de 4) tenemos que

 JFRN S S0 SITTTT 4

i= 2 |

son las distintas R-clases de [n] en S1'

6) Podemos afirmar lo dicho en 5) intercambiando S y S,.

7) Sea ne[SJﬁ%]-{dd’}. Xﬂ”“'xs las distintas R-clases de -
[n] en S1 y X;,...,X; las distintas R-clases de [n] en Sz.

Veamos que existen ie{l,...,s} y je{l,...,k} verificando que
las distintas R-clases de [n] en S son:

XI,...,X_1,X1+1,...,XS,X;,...,X’ X’ ,...,Xl’{,X

i §=1 7" 541
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donde X es una R-clase de [n] en S tal que XﬁUX; cX.
Como ne[slnSZ]—{dd’}, entonces n=add’ con az2. Sea X la
R-clase de [n] en S1 que contiene a la expresidén

(Aaoﬁ%#u..+(ha})nr y X; la R-clase de [n] en S 6 que contiene al

elemento (aa  )n +...+(Aap)n . Tomamos como X la tdnica R-clase
p

r+1
de [n] en S que contiene elementos de la forma e(Sl)+e(Sz) con
e(Sl)¢0 y e(Sz)io. Trivialmente,
((A—l)ao)no+...+((A—1)ar)nr+aﬂ_1nﬂ1+...+a.pnp

es un elemento de X y por tanto XIUX3 €X. Para concluir este
apartado, basta con recordar 4) y observar que si una R-clase de
[n] en S contiene una expresién del tipo e(Sl) y otra del tipo
e(S,) entonces contiene otra del tipo e'(Sl)+e'(Sz) con e’(Sl)¢0 y
e'(Sz)¢0.

El andlisis de las R-clases de los [n] tales que neS Yy

elcorolario 1.7. nos garantizan que la tesis es cierta.m

EJEMPLO

Aplicaremos la prbposicién anterior para calcular wuna
relacién minima para el Semigrupo numérico:
s=<60,80,85,90,187,221>.
Tomamos Si=<85,187,221> y Sz=<60,80,90>
(85,187,221)=17 (60,80,90)=10
170=2x85=1x80+1x90eS NS
: b 2
Calculamos una relacién minima para S1' Para ello

consideremos el semigrupo:

§,=<85/17,187/17,221/17>=<5,11,13>.

Una relacién minima para §1 seria:
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7x5=2x11+1x13
3x11=4x5+1x13
2x13=3x5+1x11
luego una relaci6én minima para S, es:
7x85=2x187+1x221
3x187=4x85+1x221
2x221=3x85+1x187
Calculamos ahora, una relacién minima para S,- Para ello
consideremos el semigrupo §2=<60/10,80/10,90/10>=<6,8,9>. Una
relacién minima para §2 seria:
3x6=2x9
3x8=4x6
luego una relacién minima para S, es:
3x60=2x90
3x80=4x60
Aplicando la proposicién anterior tenemos que:
2x85=1x80+1x90
7x85=2x187+1x221
3x187=4x85+1x221
2x221=3x85+1x187
3x60=2x90
3x80=4x60

es una relaciédn minima para S.

PROPOSICION 6.3

Sea S semigrupo numérico con sistema minimal de generadores

. JE. . . - ...,n }. Denotemos por:
{ 0' 14 l"' r+ 14 14 p} p

1
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g e gl )

d=(n ,...,n) d'=(n_, L

S=<n ,...,n > S =N  ,eeceN >
i 0] o 2 r+l P

Supongamos que dd'esl, dd’eS2 y dd’=abnd+...+a}nr.

Sea Sé=<dd',n*4,...ﬂhf, S Yy 6; relaciones minimas para S1
r

1
Yy 8 respectivamente y §, el conjunto obtenido a paratir de s de
la siguiente forma:

si Add’'4d n +...+dn=b n +...+bn es un elemento de
r+1 r+1 PP r+l1 r+1 PP

8 lo sustituimos en 8, por el elemento

(Aa )n+...+(2a)n+d n +...4dn=b n +...+bn .
(o} 0 r r r+l r+ P P r+1 r+1 PP

1

Tesis
6=61U82 es una relacién minima para S.

- Demostracibébn -

1) Sea neS, observemos en primer lugar que dos elementos de

"[n] en S de la forma e(Sl)+e(SZ) y e'(Sl)+e'(Sz) con e(Sl)¢0,

e(82)¢0, e’(Sl)¢0 y e'(sz)¢o, estan en la misma R-clase de [n]. La
demostracién es andloga a 1) de la proposicién anterior.

2) Como consecuencia inmediata de 1) tenemos que:

NRS[n]=2 » nes Us_.

Observemos también que neS;—S2 s NR ;[n]=1. Esta dltima
afirmacién es clara teniendo en cuenta que cualquier expresién de
[n] en S; es de la forma Add'+dpunru+...+dJ% con AeN .

3) Sea n=dd’. Si Xl,...,xs son las distintas R-clases de [n]
en S1’ entonces X1""'xs son las distintas R-clases de [n] en S.
La demostracién es clara teniendo en cuenta que [dd’] en S no
contiene expresiones de la forma e(Sl)+e(Sz) con e(52)¢0.

4) sSi e(Sl) y e'(Sl) son dos expresiones que estén en

distintas R-clases de [n] en S, estan también en distintas
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R-clases de [n] en S. La demostracién es la misma que la de 4) de
la proposicién anterior.

4') Si e(S)) y e’(S,) son dos expresiones que estén en
distintas R-clases de [n] en S;, estdn también en distintas
R-clases de [n] en S. En efecto, si e(Sz) y e’(Sz) estuvieran en
la misma R-clase de [n] en S, existiria una cadena de elementos de
[n] en S

e(Ss,). e (S), e (8), --- e (S), e’ (s,)
de manera que dos elementos consecutivos de la cadena tienen
subexpresiones no nulas en comin. Ahora bien, ei(S)=el(Sl)+e1(SZ),
teniendo en cuenta que neS, deducimos que go(ei(Sl))=Add’ con AeN,
definimos entonces e (S;)=Add'+ei(82), obtenemos asi una cadena de
elementos de [n] en S;: | 4
e(S,), el (S,)s e, (S)s --- s8] (5))r €'(S))

verificando que dos elementos consecutivos de dicha cadena tienen
subexpresiones no nulas en comin y por tanto e(Si) y e'(Sl) estén
en la misma R-clase de [n] en S). Lo cual es absurdo.

5) Sea neSl-S2 y X1""’Xs las distintas R-clases de [n] en
S. Existe ie{l,...,s} vei:ificando, que si llamamos X! al conjunto
de elementos de X, que son de la forma \'e(Sl), entonces X! es no
vacio y ademéas X1""’X1-1’X;'X1+1"'"Xs son las distintas
R-clases de [n] en S . La demostracién es andloga a 5) de la
proposicién anterior.

6) Sea neSz-Sl‘ y Xl,r...,Xs las distintas R-clases de [n] en
S. Sabemos que a lo sumo existe una R-clase conteniendo elementos
de la forma e(S )+e(S,) con e(Sl)atO y e(8,)#0. Supogamos que dicha

R-clase si existe es Xy llamemos X’ al conjunto obtenido a
s
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partir de XS de la siguiente forma:
Si e(Sl)+e(Sz)eXs, claramente ¢(e(Sl))=Add’ con aeN, pues
bién, lo sustituiremos en X' por el elemento add’+e(S)).

De 4') deducimos que X1""’X ,X; son las distintas

s-1
R-clases de [n] en Sé.

7) Sea ne[SlnSZ]—{dd’}. X1""’Xs las distintas R-clases de
[n] en S1 y X;,...,X; las distintas R-clases de [n] en S;.

Veamos que existen ie{l,...,s} y Jje{l,...,k} verificando que
las distintas R-clases de [n] en S son:

> SR ST SIRRRYS 32 SFRRRYS 3

X’ G 5Tk
1-17 7141 -1 5417 s S

donde X es la R-clase de [n] en S tal que X <X.

Como ne[SJﬁg]-{dd’}, entonces n=Add’ con az2. Sea Xi la
R-clase de [njvm en S1 que " contiene a la expresién
(Aao)no-&-...+(har)nr y X; la R-clase de [n] en S] que contiene al
elemento Add’. Tomamos como X la R-clase de [n] en S que contiene
al elemento (Aao)nd+...+(har)nr. Obviamente X <X. Para concluir
este apartado, basta con recordar 4), 4') y observar que si una
R-clase de [n] en S contiene una expresién del tipo e(Sl) y otra
del tipo e(S)) entonces contiene otra del tipo’e'(Si)+e'(Sz) con
e'(Sl)¢0 y e’(Sz)¢0. |

El anadlisis de las R-clases de los [n] tales que neS y

elcorolario 1.7. nos garantizan que la tesis es cierta.

EJEMPLO
Aplicaremos la proposicién anterior para calcular una
relacién minima para el semigrupo numérico $=<35,77,80,90,91>.

Tomamos S1=<35'77’91> y Sz=<80,90>
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{35,77,917 (80,90)=10
70=2x35€s1 y 70eS,
Consideremos S;=<70,80,90>.
Calculamos una relacién minima para S1' Para ello
consideramos el semigrupo numérico §{=<35/7,77/7,91/7>=<5,11,13>
una relacién minima para §1 seria:
7x5=2x11+1x13
3x11=4x5+1x13
2x13=3x5+1x11

luego una relacién minima para 51 es:
7x35=2x77+1x91 \
3x77=4x35+1x91
2x91=3x35+1x77

Calculamos ahora una relacién minma para S;.' Para ello

consideramos el semigrupo numérico §; <70/10,80/10,90/10>=<7,8,9>.
Una relacién minima para §; seria:
5x7=1x8+3x9
2x8=1x7+1x9
4x9=4x7+1x8
luego una relacién minima para S; es:
5x70=1x80+3x90
2x80=1x70+1x90
4x90=4x70+1x80
Aplicando la proposicién anterior tenemos que:
7x35=2x77+1x91
3x77=4x35+1x91

2x91=3x35+1x77
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10x35=1x80+3x90
2x80=2x35+1x90
4x%90=8x35+1x90

es una relacién minima para S.

NOTA

A raiz de estas proposiciones, puede pensarse en estudiar el

caso:

S semigrupo numérico con sistema minimal de generadores

{no,...,nr,nrﬂ,...,np}
d=(n ,...,Nn d'=(n PRGBS ¢ |
(n,, /) (n_,,» )
=<N_ ;e.0.,N > S =<n P -
Sl o’ v 2 r+1’ ¥ P

d‘d'eS,‘dd’eéS1 y dd'¢sa.

Veamos que este caso no se puede dar. En efecto, si dd’eS,
entonces existiran sleS1 y szeS2 tales que dd/=sl+sz, pero de aqui
deducimos que sl=hdd’ y sz=udd’ con A,u.e[N*. Por tanto se ha de
verificar una de las alternativas siguienteé:

A=1 y pu=0 = dd’=slesi.

A=0 y u=1 > dd’=szesz.

DEFINICION 6.4

Sea S semigrupo numérico con sistema minimal de generadores

{ngreee D D yeee ,np}. Diremos que S es pegada de los semigrupos

S =<n ,;...,MN> Y ~S~2=<n ;e.syN >. Si S admite una relacién minima
P

1 r+i1

de la forma s&s=RURU{an+...+tan=a n +...+tan}, donde R 'y
1 2 00 rr r r+1 PP b

+1

R2 es un conjunto de relaciones de S1 y S2 respectivamente.
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NOTACION

Sea S semigrupo numérico y 8 una relacién minima para S. Si

consideramos una relacién en S, e(S)=e(S’) de la proposicibén 0.2.

se desprende que podemos contruir una cadena de expresiones de

p(e(S):
e(S), e,(8)s---,e,(5), €' (8)

de tal manera que que el(S)=e(S), em(S)=e’(S) Yy eru(S) se obtiene

a partir de e (8) sustituyendo una subexpresibén de esta e;(S) por

el (S) donde e/ (S)=e((S) es una relacién de 8. Pues bién, a este

hecho nos referiremos en los teoremas siguientes diciendo que e(S)

y e’(S) se pueden encadenar mediante relaciones de 3.

TEOREMA DE PEGADA 6.5

Sea S semigrupo numérico con sistema minimal

generadores {no,...,n ,n_ﬂ,...,n } . Denotemos por:
r r P
d=(n ,...,n d’'=(n & & 0L
( of Y r) ( r+1” ' p)
S=<n,...,n> S =<n PSS, » 1
1 o’ r 2 r+1’ ’ P

Tesis
Son equivalentes:
1l.- dd'eSlnSZ.

2.- S es pegada de S1 y Sz.

3.- Existe xeSlnS2 verificando que:

de

seRPS(x) < existe un Gnico (a,b)ERPSI(X)XRPSZ(X) tal que s=a+b.

4.- Existe xeslnszverificando, que:
i) RPS1(x)nRPS2(x)={0}.
&z S S S
ii) RP"1(x)URP"2(x)<RP" (x).

- Demostracibén -
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Es consecuencia inmediata de la proposicidén 6.2.
Si S es pegada de Sy S, sabemos que admite una relacién

minima de 1la forma &=RURU{an +...+a n =a +...+tan}, pues
1 2 00 rr P P

r+l1 r+1

bién, tomemos x=an+...tfan=a n +...tan .
0o 0 r T r+l r+l P P

Sea seRPS(x), entonces s=bn+...+tbn+b n +...+tbn si
00 r T r+1 r+l P P

tomamos a=bono+. . .+brnr v b=br+1nr+l+. s .-*-bpnp claramente tenemos
que aeRPS1(x) Y beRPSé(x). Veamos ahora que a y b son uanicos.
para ello supongamos que existiesen a'eRPS1(x) y b'eRPSz(x) tales
que s=a’+b’. Tendriamos entonces que s=at+b=a’+b’, lo que nos da
origen a una relacién e(Sl)+e(Sz)=e'(Sl)+e'(Sz) con ¢(e(S ))=a,
<p(e(Sz))=b, p(e’(s)))=a’ y (p(e’(Sz))=b'. Esta relacién se puede
encadenar mediante relaciones de &8, ahora bién, como seRPS(x) en
la construccién de dicha cadena solo podemos utilizar elementos de
R, 6 R, . Es claro pues que (p(e(Sl) )=p(e’(8S,) ) Yy
(p(e(Sz))=<p(e’(Sz)). Luego a=a’' y b=b’.
Sea (a,b)eRPS1(x)xRPsz(x). Veamos que a+beRPS(x). Para ello
supongamos que a+b§RPS (x), es claro que entonces a+b=ax+a’+b’con
AeN” y (a',b’)eRPs1(x)xRPSz(x). Esto hos da origen a una relacién
e(Sl)+e(Sz)=(Aao)no+...+(Aar)nr+e'(sl)+e'(52)
con p(e(S))=a, @(e(5,))=b, e(e’(S,))=a’ Yy ¢(e’(5,))=b’. Esta
relacién se podrad encadenar mediante ralaciones de &, es claro que
existird un primer elemento de la cadena obtenido utilizando la
relacién aon0+_. . .+arnr=ar+1n“1+. 3 .-!—apnp , de donde podémos deducir
que go(e(Sl))=aesRPS1(x) 6 go(e(Sz))=b¢RPsz(x). Lo cual es absurdo.
Tomando el elemento x de 3) es obvio que se verifica 4).
Trivialmente, dd’=k x+s =k x+s  con sleRPS1(x), szeRPSz(x) y

k1’kzez' Veamos que k1=k2. En efecto, si k1>k2 despejando tenemos
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que (k1—k2)x+s1=sz’ luego széRPsz(x), lo cual es absurdo. Veamos
‘= . _ S S _

ahora que dd’=x. En efecto, k1_k2 > sl—szeRP 1(xX)NRP72(x)={0} =

sl=sz=0, de donde dd'=kﬁx, como xeSﬂjsz es claro que dd’=x,

podemos concluir por tanto que dd’'=x.

DEFINICION 6.6

Sea S semigrupo numérico con sistema minimal de generadores
{no,...ﬂ%,nru,...,np}. Diremos que S es semipegada de los
semigrupos Sl=<n0,...,nr> y Sz=<nN4,...,np>. Si S admite una
relacién minima de la forma 6=Rﬁﬁg, donde R es un conjunto de
relaciones de 51 Yy R2 es un conjunto de relaciones de S de la
forma e(Sz)=e'(Sl)+e'(Sz) con la propiedad de que existe un
elemento x de S tal que x divide a ¢(e’(S))) para todo elemento

e(82)=e'(Sl)+e’(Sz) de R .

TEOREMA DE SEMIPEGADA 6.7

Sea S semigrupo numérico con sistema minimal de generadores

{no,...,nr,nﬂd,...,np}. Denotemos por:
= =
d (no,...,nr) d (nrﬂ,...,np)
=< i ww gl > =<n SR . -
S1 Dot v Sz r+1” o
Tesis

Son equivalentes:

1.- dd’eSl.

2.- S es semipegada de S1 y Sz.

3.- Existe xeSltal que si llgmamos S;=<x,npu,...,np> verifica
que:

seRPS(x) < existe un Gnico (a,b)ERPSI(X)XRPS;(X) tal que s=a+b.

130



4.- Existe xeS1 verificando que si llamamos ;=<x,nﬂd,...,np>:

i) RPS1(x)RP 2 (x)={0}.

ii) Rpsl(x)URPSé(x)sRPS(x).
- Demostracién -
Es consecuencia inmediata de la proposicibén 6.6.
Tomamos como elemento x justamente el x de la definicidén de
semipegada.
Sea seRPS(x), entonces s=b0n0-!-...+blr_nr+br+1nrﬂ+...+bpnp si
tomamos a=b0no+. . .+brnr y b=bN1nN1+. . .+bpnp claramente tenemos
que aeRPS1(x) Y beRPSé. Veamos ahora que a y b son Gnicos. Para
ello supongamos que existiesen a’eRPS1(x) y b'eRPSé tales que
s=a’+b’. Tendriamos entonces que s=atb=a’+b’, lo que nos da origen
a una relacién e(SI)+e(SZ)=e’(Sl)-l-_e’(Sz) con (p(e(Sl))=a,
q)(e(SZ))=b, p(e’(8)))=a’" vy go(e'(Sz))=b’. Esﬁa relacién se puede
encadenar mediante relaciones de §, ahora bién, como seRPS(x) en
dicha cadena solo podemos utilizar elementos de R1 6 elementos de
R, de la forma e1(82)=e;(sl)+e;(sz) con (p(e;(Sl))=0. Es claro pues
que p(e(S,))=p(e’(S,)) ¥ 9(e(5,))=p(e’(S,)). Luego a=a’ y b=b’.
Sea (a,b)eRPs1(x)xRPSé(x). Veamos que a+beRPS(x)v. Para ello
supongamos que a+beRPS(x) es claro que entonces, a+tb=Ax+a’+b’con
AeN y (a',b')eRPS1(x)xRPs;(x). Si suponemos que x=an +...+an,
esto nos da origen a una relacién

e(S,)*e(S,)=(aa )n +...+(ra )n +e’ (8 )+e’(S,)

con p(e(S,))=a, @(e(S,))=b, ¢(e’(S)))=a’ y ¢(e’(S,))=b’. Esta
relacién se podré encadenar mediante ralaciones de §, es claro que

existird un primer elemento de la cadena obtenido utilizando

alguna relacién de R, del tipo e1(82)=e; (8,)*e] (5,) con
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tp(e;(sl))io. De donde deducimos que (p(e(Sz))=be‘RPS;(x). Lo cual es
absurdo.

Tomando como x el x de 3) es claro que se verifica 4).
Trivialmente, dd’=k x+s =k x+s, con sleRPS1(x), szeRPS;(x) vy
kl,kzez. Veamos que k1=k2. En efecto, si k1>k2 despejando tenemos
que (kl-kz)x+sl=sz, luego szesRPS(x), lo cual es absurdo. Veamos
ahora que dd’'=x. En efecto, k1=k2' = sl=szeRPS1(x)nRPS;(x)={0} =
s =sz=0, de donde dd’=k1x, como xeslnS; es claro que dd’sx,

1

podemos concluir por tanto que dd’=x.

NOTA

Los resultados vistos hasta ahora en este capitulo han
servido para caracterizar cuando un semigrupo numérico dado es
pegada o semipegada de dos subsemigrupos suyos. A continuacion
daremos algunas construcciones pa'ra obtener semigrupos numéricos
que sean pegadas o semipegadas de subsemigrupos suyos. La

demostracién la dejamos a cargo del lector.

CONSTRUCCION 6.8

Sean Sl=<no, ses g > Y Sz=<n YEERY2: > semigrupos numéricos,
r r P

1

tomemos JLeS1 y ueS2 tales que (A,u)=1l. LLamemos
S=<uno, oie o ,unr,hnrﬂ, .o ,Anp>.
A) Si Ae{no, e ,nr} Yy ué{nrﬂ, o wie ,np} . Entonces
{uno, o ,unr,hnﬂl, T ,Anp} es sistema minimal de generadores de S

y ademds S es pegada de <UD ;... ,unr> y <Anr+1, rae ,Anp> ¢

B) Si Ae{n ;... M}y pe{n s ,np} . Supongamos que A=n .
Entonces {unl, os e g L ,Anrﬂ, s ,Anp} es un sistema minimal de
r
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generadores de S y ademas si e=(n ,...,0 ), se verifica:
I
i) Ssi enoe<n1,...,n >, S es pegada de <un1,...,un> Yy
P b o
<AN ,...,ADN >.
r+1 P
ii) Si en ¢<n ,...,n >, S es semipegada de <Anr+1,...,7\n> y
P P
SHNL ;4 5% gD >
1 r

C) Ssi ae{n,...,n} ¥y ue{n_ ,...,np}. Supongamos que 'A=no

+1
Y u—nr+1 . Entonces {Au,unl, o % ,unr,AnHz, - ,Anp} es un sistema
minimal de generadores de S y ademas si e=(n ,...,n ) Y
r
g=(n_r--- ,np) se verifica:
i) 8t enoe<n1,. ..,nmn>, S es pegada de <p.n1, e phn > Y
P r
SANL. _posegADL >
r+1 P
ii) Si en ¢<n ;.. .,np>, S es semipegada de <Anr+1,. v .,Anp> v
L0 R | | -
: 4 r
iii i < g > < s >
iii) Si gn_ e<n ., D>y S es pegada de <un , run >y
AN _pas s p AT B
P

r+2

iv i < > i a < >
iv) Si gn _é<n ., ,np , S es semipegada de un . run

<An ceegAN >,
: 4 —_— ARk

CONSTRUCCION 6.9

Sean S1=<no’ sompll 2 ¥ Sz=<n YRR > semigrupos numéricos,
r r P

1
tomemos kes1 y u.essz tales que (A,u)=1l. LLamemos
S=<uno, ot ie. ‘0 ,unr,hntﬂ, Stha s ,Anp>.

Consideremos el semigrupo <u,n__ /... ,np> y supongamos que
{u,nrﬂ, L ,ns} ~es un sistema minimal de generadores para dicho
semigrupo.

A) Si Ae{no, i st % ,nr} . Entoces {uno, % ,unr,hnrﬂ, s % o ,Ans} es

sistema minimal de generadores de S y ademés si g=(n_, ,...,ns) se
r

1
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verifica :
i) Si gue<nr+1, e ,ns>, S es pegada de <uno, Rele ,unr> y

<An ,...,An >.
r+1 s

ii) si gue¢<n ,...,n>, S es semipegada de <uno, cee un > Yy
r

<AD_ ... AR >,
B) Si Ae{no, AT ,nr} . Supongamos A=no. Entoces
{Un ;.o M ARy (AN} es sistema minimal de generadores de S

y ademés si g=(n_, rees/n ) Y e=(n1,...,np) se verifica :

1

i) Ssi gue<nr+1, Sl T ,ns>, S es pegada de <un ;... ,unr> y
<Anr+1, * o o ,Ans> L]

ii) 8si gues<n__ ;... N >, S es semipegada de <un ;... 0>y
<An__,...,ADR>.

iii) Si enoe<n1, e ,nr>, S es pegada de <un1, s @ % ,unr> Yy
<uno,hnﬂd,...,hns>.

iv) Si en ¢<n ,...,n >, S es semipegada de
P

<un _,An s o p AN > <un o e w n>.
uO: — A Y ull ,ur

CONSTRUCCION 6.10

ean =L yowe > =< ...,n > semigrupos numéricos
S S1 of 'nr Yy SZ nr+1' r P & grup '
tomemos MES1 Yy ueasz tales que (A,u)=1. LLamemos
=< PR 11 s R & ¢ . s g AT P
S Aul“nol L Pl;L iy T A A
Supongamos que {)\,no, -y ,nk} y {u,n I ,ns} son sistemas
r

minimales de generadores para los semigrupos <a,n ,...,0> Y
N T2 PR ,np>‘ respectivamente.

Entonces {Au,uno, peTe ,unk,hn AR ,An } es un sistema minimal
: i S

1
de generadores de S y ademés si e=(n0,...,nk) y g=(nN1,...,nS) se

verifica:
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i) Si gue<n”1, . w ,ns>, S es pegada de <Au,un0, Sy ,unk> v
<Anr+1, oo s ,Ans> .

i) Si gué<n__,...,n_>, S es semipegada de <Au,uno, s e erkn >
y <Anr+1, e ,Ans>.

iiiy 81 eAe<n0, v ala ,nk>, S es pegada de <uno, . ,unk> y
SAM AR, ... AR >,

iv) Si e)ue<no, ceer >y S es semipegada de <Au,?mr+1, _r ,Ans>
Y <MD ;... un >,
NOTA

Sea S semigrupo numérico con sistema minimal de generadores

{Ano,hni, . ow ,Anp_1,np} .
1) Ssi Anpe<hno,7m1, G ,Anp_1> , entonces S es pegada de
S=<n> y S=<An ,An_,...,An >. Luego si & es una relacidén
1 p 2 o | p-1 -}
minima para S_ tenemos que &=§ U{An =a An +a An +...+a an_ _} es
2 2 P 0 (o] 1 1 p-1 p-1 )

una relacién minima para S.
2) Si Anp¢<hno,7\n1, . .,Anp_1>, entonces S es semipegada de

S =<n > Y Sz=<ln0,§n1, c o “far_lp—

. ' >, Luego si §, es una relacién

1
minima para S;=<Anp,7(no,1n1,...,Anp_1'>. E1l conjunto 62 obtenido a

- partir de s’ de la siguiente forma:

si ap(Anp)+a0(An0)+...+a (An )=bo(Ano)+...+bp_1(xnp_1) es una

p-1 p-1

relacién de s la sustituimos en 3, por la relacién

(aph)np+ao(7mo)+‘. . .+ap_1(Anp_1)=b0(Ano)+ &% .+bp_1 ( Anp_l)
es una relacién minima para S.
3) Obviamente S=<Ano, Anl 7% 5 @i Anp_l ,np> )4
S =<}\n0,?tn1 P Anp_l,hnp> no tienen una relacién minima en comin

pero estas son muy parecidas. Sabemos que dos semigrupos que
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tengan una relacién minima en comin son isomorfos y ademas que dos
. . . . M *
semigrupos S y S’‘son isomorfos si, y solo si, existe neN

verificando que S=nS’.

Lo mencionado anteriormente nos permite denominar a los
semigrupos S=<Ano,An1,...,Anpd,np> y S’=<nb,n1,...,npd,np> "casi
- isomorfos".

4) Observese que los apartados anteriores nos estén diciendo
que para estudiaf las relaciones minimas de los semigrupos
numéricos con p+l generadores minimales, nos podemos centrar en
aquellos con la propiedad de que el maximo comun divisor de p

generadores cualesquiera vale 1.
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CAPITULO 7

SEMIGRUPOS INTERSECCION COMPLETA

Sea S semigrupo numérico con sistema minimal de generadores
{noﬂa,...,np}. Diremos que dicho semigrupo es interseccidn
completa si verifica que #{RMS}=p. Es conocido que #{RMS}=p, luego
estos semigrupos son aquellos con minimo #{RMS} en funcién del

nimero de generadores minimales.

En este capitulo, daremos uﬁa nueva demostracién de que
#{RMS}=p. Del capitulo anterior, podemos deducir que si un
semigrupo numérico es pegada de dos semigrupos interseccién
completa, entonces dicho semigrupo es también interseccion
completa. Veremos aqui como también es cierto el reciproco, osea,
que todo semigrupo interseccién completa, es pegada de semigrupos
interseccién completa.

Terminaremos el capitulo, probando que todo semigrupo

interseccién completa es simétrico.

LEMA 7.1

Sea S semigrupo numéricb con sistema minimal de generadores
A={no,n1,...,np} y B un subconjunto propio de A.
n=minimo{xe<B> / xeRP(nj) para algin njeA—B}.
Tesis
NR[n]=2.

- Demostracién -
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Supongamos por comodidad que B={n0, sos gt } y nj=n e
r r

Entonces n=an+...tan=bn+...+tbn+b n +...+bn con
0o 0 rr 00 , r+1 r+l1 PP

b #0. Estas dos expresiones est&n en distintas R-clases de [n]

r+1

ya que de lo contrario, existiria una relacién en S de la forma

n=An+...+taAn=un+...+tun+y n +...tyn verificando que
0 O ) S o 00 r r+1 PP

r+1
existen ie{0,...,r} y ke{r+l,...,p} tales que AiatO, ui:#O y uk¢0.
De donde deducimos que:
n-n=an+...+(A -1)n+...+yAa n =
i 00 i i rr
=uono+. . .+(u1-—1)ni+. . .+urnr+ur+1nr+1+. . .+upnp
lo cual es absurdo ya que tendriamos que n-—nie<B> y n—nieERP(nk)

con nkeA—B, en contra de que n era minimo con esta condicién.

Asi pues, an+...tan y bn+...+bn+b n
rr 0o I 53 r+1 r+

+...+bn son
oo PP

1
dos expresiones que estdn en distintas R-clases de [n] y por tanto

NR[n]=2.m

NOTACION
Denotaremos por

M(B)=minimo{xe<B> / x¢RP(n ) para algtn n eA-B}

DEFINICION 7.2

Definiremos recurrentemente, lo que entenderemos por etapa

k-ésima de un semigrupo numérico.

Sea S semigrupo numérico con sistema minimal de generadores

{n 21} ,...,n}.
0 - § p
ETAPA 1. {n}, {n} , --- {np}.
ETADPE Ko A By «sx 5 B
0 1 r
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y swws g B

ETAPA k+1. B, B
0 h s

donde la etapa k+1 se define a partir de la etapa k de la

siguiente forma:

Consideramos en {Ao, A1’ v e i Ar} la siguiente relacién de

equivalencia. A . AJ = M(A1)=M(Aj).
Supongamos que el conjunto cociente asociado a la relacién de

equivalencia es el siguiente:
A, A, ... ;A= {[A ] [A,], --- ([A_]}
definimos B = ( U A].
Ac[A, ] .

LEMA 7.3

1) s=sr. ( r=nGmero de elementos de la etapa k y s=nfmero de

elementos de la etapa k+1 de un semigrupo numérico S).
2) {Byry By «-v o B} es una particién del conjunto A de los

generadores minimales de S. ({Bo, B ST BS} son los elementos

4
de una etapa de S).
- Demostracién -

Es inmediata, haciendola por induccion sobre el nimero de

etapa.m

DEFINICION 7.4

Sea S semigrupo numérico con sistema minimal de generadores
{no,nl, ‘s ,np} Yy supongamos que:

ETAPA k. Ao, Al, cee Ar.

ETAPA k+1. B, B, ... , B.
o} b | : s

Denotaremos por e(AJ) a una expresién de M(Aj) utilizando solo

generadores de Aj. Definimos recurrentemente:

139



6{n1}=¢ , paxra i=0;1;s:s7pPs

Supongamos que B1=A“UA12U. . .UAit, con  t=2.

85 =8, Us, U...Us, Ufe(a )=e(A ), --- . e(A,)=e(A)}
i 11 i2 it

Si t=1, osea B1=A11 definimos 8B1=8Au'

TEOREMA 7.5

1l1.- 5310513):"’ para todo i,je{0,1,...,8} i=#j.
2.~ #SB =#B1_1 para todo ie{0,1,...,s}.
i

3.- Existe 8 relacién minima para S, verificando que:

3 UaB u.. .UaB cs.
(o] ) | s

. - Demostracién -

1) Es claro, ya que BinBj=¢ y los elementos de 8B y aB son
i J

relaciones en las que intervienen solo generadores de Bi y BJ

respectivamente.

2) La demostracién la hacemos por induccién sobre la etapa en
la que nos encontremos. Claramente el resultado es cierto para la
etapa 1. Supongamos cierto para la etapa K, y demostremoslo bpara
la etapa k+1. En efecto, si B1=AHUA12U...UAR, entonces tenemos

que #8, =#8, +#8, +...+5, +(t-1)=(por hip6tesis de
i 11 12 it

induccién)=(#Au-'l)-i'-(#Aiz-‘-l')'-F.' s s #A££_1)+(t_1 )=

#A +#A _t+...H#A -1= #Bi—l, (tengase en cuenta que los A son

disjuntos dos a dos).

3) La demostracién es clara haciendo induccién sobre la etapa

y teniendo en cuenta que e(Au), e(Aiz), S e(Ait) son

representantes de distintas R-clases de [M(e(Au)].-
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Como consecuencia inmediata, tenemos el siguiente corolario:

COROLARIO 7.6

Sea S semigrupo numérico y supongamos que:

ETAPA k+1. B, B, ... , B .
[o] 1 -]
Tesis
#{RMS}=(#B_-1)+(#B -1)+ ... +(#B_-1).o
LEMA 7.7

Sea S semigrupo numérico con sistema minimal de generadores

{no,nl,...,np} Y supongamos -que:
ETAPA k. A, A, ... , A.
[¢] 1 T
ETAPA k+1. B, B, ... , B.
(0] 1 s
Tesis

#{RMS}=p = s<r.
- Demostracién -

Sabemos por el lema 7.3. que ssr. Si suponemos que sS=r,
obviamente se ha de verificar que M(Al):M(Aj) para todo
i,je{0,1,...,r} i#j. Si denotamos por e(Al) a una expresién de
M(A) utilizando solo generadores de A y e(A]) a una expresidén de
M(A ) que esté en distinta R-clase que e(a,) (observese que el
lema 7.1. nos garantiza que este proceso es realizable). Es claro

que existe una relacién minima § para S verificando que:

aAOU ... U aArU {e(A))=e(Bl), ... ,e(A)=e(A])} < &.
Luego #62(#Ab—1)+(#A1_1)+ ‘s +(#A}—1)+r+1=p+1-(r+1)+r+1=p+1.

Lo cual es absurdo ya que por hip6tesis #{RMS}=<p. Por tanto se ha

de verificar que s<r.m

141



TEOREMA 7.8

Sea S semigrupo numérico con sistema minimal de generadores

{no,nl,...,np}.

Tesis

#{RMS}=p.
- Demostracién -

Supongamos que #{RMS}=p, veamos que entonces, #{RMS}=p.

Puesto que #{RMS}=p, sabemos por el lema 7.7. que el niimero
de elementos de cada etapa va disminuyendo estrictamente. Es claro
que existiréd neN tal que:

ETAPA n. {no'nllt..,np}'

Asi pues, aplicando el corolario 7.6. tenemos que:

#{RMS}Z#{nO,nl,...,np}—1=p.

deducimos por tanto que #{RMS}=p.m

DEFINICION 7.9

Sea S semigrupo numérico con sistema minimal de generadores

{noﬂh,..;,np}. Diremos que S es interseccién completa si

#{RMS}=p.

TEOREMA 7.10

Sea S semigrupo numérico con sistema minimal de generadores
{no,nl,...,np}.
Tesis

S es interseccién completa si, y solo si, S es pegada de dos

semigrupos interseccién completa.
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- Demostracién -

Si S es pegada de S =<n,...,n> Yy S,=<n_ s--e /M >y sabemos
r P

r+l

por la proposicién 6.2. que:

#{RMS}=# {RMS_}+#{RMS_}+1
si suponemos ahora que S1 y S2 son semigrupos interseccién
completa tenemos que #{RMS}=r+(p-r-1)+1=p.
Como S es interseccién completa, osea que #{RMS}=p, aplicando
el lema 7.7. deducimos que existe neN verificando que:

ETAPA n-1. B ; Ay «ws o B .
[0} 1 r

ETAPA n. {no,nl,...,np}.

Supongamos por comodidad que Ar={n ,...,np}. Veamos que S

k+1

es pegada de Sl=<no, ceen> Yy Sa=<nk+1, . oo ,np> . Para ello,

aplicando el teorema 7.5. y teniendo en cuenta que #{RMS}=p,

deducimos que:

a=aA0u'sA1u . aAru {e(d)=e(A), -.. ,e(B))=e(A)}

es una relacién minima para S.

Asi pues, si llamamos

61=6A0U 6A1U ..o U 5, 1U {e(a))=e(n), ... ,e(B)=e(A_ )} Y
-~
§,=8, . Tenemos que 6=61U62U{e(A0)=e(Ar)}, donde & es un conjuto

r

de relaciones de S1’ 62 es un conjunto de relaciones de 52 y

e(A))=e(A) es una relacién del tipo e(S )=e(S)). Por tanto,

podemos concluir que S es pegada de S1 Yy Sz.

COROLARIO 7.11

Todo semigrupo interseccién completa es simétrico.

- Demostrcién -

143



Sea S semigrupo interseccién completa con sistema minimal de
generadores {no,nl, AT ,np} .

La demostracién la hacemos por induccién sobre p.

Si p=0 6 p=1 el resultado es trivialmente cierto. Supongamos
cierto para k<p y demostremoslo para p.

Por el teorema anterior sabemos que S es pegada de los
semigrupos Sl=<no,...,nr> y Sz=<nr+1,...,np> que a su vez soOn
interseccién completa.

Sea d=(no,...,nr) y d'=(nx‘+

NEREN2Y ). Consideremos ahora los
P

semigrupos numéricos ;=<no/d, S ,nr/d> y S;=<nr+1/d’ g ,np/d'>,
obviamente son semigrupos interseccién completa y por tanto
simétricos, aplicando la hip6tesis de induccién. Como S es pegada
de S1 y Sz, sabemos por el teorema de pegada 6.5. que dd'eslns2 y
por tanto que d’eS; y deS;. Aplicando ahora la proposicién 5.26.

obtenemos que S es simétrico.m

COROLARIO 7.12

Todo semigrupo numérico interseccién completa tiene conductor
impar.
- Demostracién -

Todo semigrupo simétrico tiene conductor impar.ms

NOTA

Observese que el teorema 7.10. junto con la construccidn
6.8.A) nos permiten construir recurrentemente todos los semigrupos
interseccién completa. Pues todo semigrupo interseccion completa

con p+l generadores minimales se puede obtener aplicandole la
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construccién 6.8.A) a determinados semigrupos interseccidn

completa con r y p+l-r generadores minimales respectivamente.
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CAPITULO 8

SEMIGRUPOS LIBRES.

Como una clase distinguida, dentro de los semigrupos
interseccién completa, encontramos a los semigrupos libres. El
estudio de dichos semigrupos constituye este capitulo.

A grandes rasgos diremos que los estudios realizados en este
capitulo, los podriamos dividir en tres partes:

1) Caracterizaciones de semigrupo libre, atendiendo a
propiedades numéricas.

2) Caracterizaciones de semigrupo libre, atendiendo a sus
relaciones minimas.

3) Caracterizacién de semigrupo libre, atendiendo a sus

generadores minimales.

NOTACION
Durante este capitulo denotaremos por:
(ao,al,..,,as)=m.c.d.{a0,a1,...,as}.

[ao,a ,...,as]=m.c.m.{ao,a1,...,as}.

1

DEFINICION 8.1

Sea S semigrupo numérico y {noﬂh,...,n.} su sistema minimal
P
de generadores.
Denotaremos por :

§1= minimo{xem* / xnienOZ+...+nLJZ}, 171 4« « « gD
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C:=minimo{xew* I xnfa%m+...+anw}, 1= gwn 5 5 P
- * S
Cl—minlmo{xem / xnsa%m+...+nb4N+nH4N+...+nJN},1—0,1,...,p.
LEMA 8.2
Sea S semigrupo numérico y {noﬂn,...,np} su sistema minimal

de generadores.

Tesis

1) C_:lscf para todo i=1,...,p.
2) 0150: para todo i=1l,...,p.
3) &=(ny...,n,_)/(ny...,n) para todo i=1l,...,p.
4y n=CE8 ...C .
0 12 o]
- Demostracién -

1) y 2) son inmediatos.

3) Teniendo en cuenta que nbz+...+nbdl=(n0,...,nb4)z,
deducimos que EJH=[n1,(no,...,nb4)] y por tanto que:
C=(ngrew-ymn )/ (ngreeem).
4) ccC,.. .ép=(n0 /(nym)).-((nyn)/(nyn,n))...
‘..((no,nl,...,npd)/(no,nl,...,np))=no .u
LEMA 8.3

Sea S semigrupo numérico y {noﬂh,...,np} su sistema minimal
de generadores.
Tesis
Todo zeZ se puede expresar de manera Gnica en la forma:
z=AongA1n1+.;.+Apnp

donde A €7 y Ale{o,l,...,ﬁl-l}, T SR
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- Demostracién -
Sea zeZ, puesto que (no,nl, N ,np)=l, existiran
Myrk reee ,upez tales que z=uono+u1n1+. ” .+upnp. Aplicando el

algoritmo de la divisién up=q(—2p+7\p con 0.<_Ap<fip. Por tanto tenemos
ue z=pn+pn+...+g n +qCn +an si ahora sustituimos Cn
q HoloTH DYy T PP
por su expresién en funcién de NorMygeee obtenemos que
=y n + . x ook + ‘ i
z=y N WJH+ -;;p__lnp__1 AJ% Reiterando el proceso, llegamos a
la expresién deseada.
Para probar la unicidad de la expresidén supongamos que:
=A n+ s P =B n+ Fpmak
z Aonohln1 Apnp Bonoﬁin1 Bpnp
con Ao,Boe'/Z y 057Li,131<§1 para i=1l,...,p. Veamos que ambas
expresiones de z son la misma. En efecto, supongamos que Aszp,
entonces despejando obtenemos:
- =(B - +.o..+ -
(=B ) =(B,-2,)n, (B,_,~»,_,)n

teniendo en cuenta que (AP—BP)<C-:p deducimos que (Ap-Bp)=0 de donde

p-1

Ap=Bp. Reiterando el proceso llegamos a que ambas expresiones

coinciden.

TEOREMA 8.4

Sea S semigrupo numérico y {noﬂH”°"np} su sistema minimal
de generadores.
Tesis

Son equivalentes:

1.- n=CC;...C .

2.- RP(n)={an+...4an / Aie{O,l,...,C:—l}, i=1,...,p}-

3.~ (C+no)=(C:—1)n1+(C;—l)n2+...+(C;-1)np donde C es el

conductor de S.
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4,- 51=C: para i=1,...,p.
5.- C1=éx para i=l, ..., D«
6.- C1=61=C: para i=1,...,p.
- Demostracién -
Es inmediato que todo WeRP(n ) admite una expresidén de la

forma W=A1n1+. . .+7\pnp con Aie{o,l, i ,C:—l} para i=1,...,p. Asi

pues es claro que:
* 3
RP(no)s{Aln1~t~...+kpnp / Aie{O,l,...,Cl—l}, 1=1, 44« D}
* -
por otro lado, #{7\1n1+...+7tpnp / Aie{O,l,...,Ci-l}, i=1,...,p}=n

ya que nO=C:C2. . .C;, de donde deducimos puesto que #-'RP(nO)=n0 que
se ha de verificar la igualdad o sea que:

* ¥ .
RP(n0)={A1n1+...+Apnp / Aie{o,l,...,cl—l}, 1=1; e D}

Es inmediato teniendo en cuenta que C+n =méximo de RP(n ).
Por un razonamiento andlogo al empleado en al demostracién
del lema 8.3. deducimos que Eini admite una expresién de la forma

C1n1=hono+hln1+. . .+Ai_1n1__1 con Aoez v 05);J<cj para j=1,...,i-1.

En general sabemos que Eis C:, por tanto si probamos que AOeIN,
tendremos resuelta esta implicacién.

Supongamos que Ao<0, entonces despejéndo, obtenemos que:
An +.. .+Ai_1ni_1=clni+(-Ao)noeRP(no) ’ teniendo en cuenta que
OS?\j<C_2j para j=1,...,i-1, deducimos que:

* * ' *
(C+no)—(C1—1)n1+(C2—1)n2+. . .+(Cp-1)np¢RP(no)
y por tanto que CeS, lo cual es absurdo.

Obviamente Cp=C: y por tanto tenemos que Cp=(_:p. Supongamos

que & =C. ,..s ,C_:p=Cp, y demostremos que (_ZJ=CJ.

j+1= j+1

Por hipbétesis tenemos que C1=C: para i=1,...,p. De donde
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podemos deducir que Cjnj admite una expresién de la forma:

«+Fan

Cn=an+...tfa n +a n +..
j 3 00 J=1 j=i J#1. j#1 P P

donde {a ;... reeer@ YN Y <'=lj+k<ffj+k para k=1,...,p-J.

a _,a
J-1 j+1
Obviamente ap=0, ya -que de lo contrario despejando apnp

llegamos a una contradiccién con la minimalidad de Cp. Reiterando

este proceso llegamos a que aj =...=ap=0. Por tanto, podemos

+1
asegurar que CJ=C: y por tanto que Cj=(_‘,j.
Veamos que C1=C: para i=1,...,p.
* * *
Claramente Cp—Cp, supongamos que CJH—CJ+1 gose ,Cp—Cp, Y

demostremos que CJ=C: .

c =c para k=1,...,p-J.

Teniendo en cuenta que C, =
j+k j+k j+k

Podemos deducir que CJnj admite una expresién de la forma:

Cn=an+...ta. n__+ta n_ +...+tan
j i 00 j-1 j-1 j+1  j+1 PP
@ ree-sa}SN oy a <C para k=1,...,p-J.

donde {A g« wpd
o] j-17 T j+k  j+k

Aplicando ahora el, mismo razonamiento que el empleado en 4)=5)

obtenemos que aj+1=...=ap=0, y asi que CJ=C .

- e ¥

Es obvio teniendo en cuenta que C_21=C para i=1,...,p y que

por el lema 8.2. sabemos que no=(—21(_:2. ..(—:p.-

DEFINICION 8.5

Un semigrupo numérico S es libre, si una ordenacién de sus
generadores minimales {no,nl,...,n }, verifica alguna de las
P

condiciones equivalentes del teorema anterior.
NOTA

Sea S semigrupo numérico y {no,nl,...,n} su sistema minimal
p

de generadores. Denotemos por C*=(C:—1‘) n1+(C;—1 )n2+ " .+(C:-l )np—n0
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observese que si C es el conductor de S, siempre se verifica que
c=Cc’. Por otra parte del teorema anterior deducimos que S es libre
si, y solo si, c=C". Destacamos esta caracterizacién de libre ya
que este resultado, puede verse en [4], con la definicién de libre
dada por 5) del teorema anterior. Observese también que esta
caracterizacién nos da una visién de los semigrupos libres, como

aquellos que én cierto sentido tienen conductor maximo.

TEOREMA 8.6

Sea S semigrupo numérico y {noﬂh,...,n } su sistema minimal
P

de generadores.

Tesis

Son equivalentes:

1.- S es libre.(Para la ordenacién de sus generadores
minimales {no,nl,...,np}).

2.- S es pegada de los semigrupos Sl=<no,n1,...,npd> y
S;ﬁq%>. Ademés si d=(noﬂH,...,nF4) se verifica que el semigrupo
numérico S! =<n0/d,n1/d,...,nwd/d> es libre.

- Demostracidén -

Para probar que S es pegada de S1 v Sz, en virtud del
teorema de  pegada 6.5, bastard con ver que dnbesﬂjsz.
Evidentemente dnpesz, luego nos queda probar que dnpeSl. Pero esto
es claro ya que por ser S libre, EJHFS1 Y Ep=d.

Veamos ahora que S;=<no/d,n1/d,...,npd/d> es libre. Para
ello 1llamemos C;*=minimo{xem* / x(ni/d)e<no/d,n1/d,...,nb4/d>}
donde i-1,...,p-1.

Obviamente C;*=C: para i=1,...,p-1. Como S es libre sabemos
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que n =c'c*...c'=c’c’...c" d, de donde n /d=c’c’...c” . Asi pues
o 1 2 p 1 2 p-1 0 1 2 p-1

tenemos que nb/d=C;*C;*...C;: y por tanto que S; es libre.

Si S es pegada de Sy S, tenemos que danS1 y por tanto

que C:=d. Obviamente C;*=C: para i=1,...,p-1. Como S; es libre

*

sabemos que n /d=c’*c’*...c’" . Por tanto n=CcC...C d, de
[0} 1 2 p-1 0 1 2 p-1

donde no=C:C2.. .C:. Asi podemos afirmar que S es libre.

COROLARIO 8.7

Sea S semigrupo libre. (Para la ordenacién de sus
generadores minimales {no,nl, _r ,np}) .
Tesis

1.- S es interseccién completa.

*

2.- Cn=a n
1 10 0

1

*
Cn=a n+a n
2000 211

N
[\

oooooooooooooooooo

es una relacién minima para S.
- Demostracién -

La demostracién la hacemos por induccién sobre el ntmero de
generadores de S. Para p=0 6 1, el resultado es trivialmente
cierto. Supongamos cierto para p-1 y demostremoslo para p.

En virtud del teorema anterior, S es pegada de los semigrupos

=<N, ;N 460 > =<n >. A as i d= ) R | | se
S1 of My 7 ,np_ Y S2 np dem si (no, o - )

1 p-1

verifica que el semigrupo numérico S;=<no/d,n1/d,...,np_l/d> es
libre. Por hipétesis de induccién, una relacién minima para S;

seria:
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c:*(n,/d)=a  (n /d)
c:"(n,/d)=a, (n /d)+a, (n /d)
(n__/d).

Puesto que S1 y S; son isomorfos y teniendo en cuenta que

*
Cp_l(np__l/d)—ap__w(n‘o/d)+...+ap__1p__2 o

C;*=C: para i=1,...,p-1. Deducimos que:

n a n+...+a n
p-1 p-1 p-10 O p-1p-2 p-2
es una relacién minima para Sl.

Para concluir la demostracién de este corolario, basta tener

en cuenta que S es pegada de S1 y S2 y recordar la proposicién

6.2.m

COROLARIO 8.8

Todo semigrupo libre es simétrico.

- Demostracién -

Por el corolario anterior sabemos que todo semigrupo libre es
interseccién completa. Recordemos ahora el corolario 7.11. que nos

decia que todo interseccién completa es simétrico.m

COROLARIO 8.9

Sea S semigrupo numérico y {n /..., } su sistema minimal
P

de generadores. Tomemos n
p+l 0 1 P

= € =
(an’h) 1. Llamamos S <Ano,kn1,...,xnp,nwd>.

Tesis
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S es libre si, y solo si, S’es libre.
- Demostracién -

Consecuencia inmediata del teorema 8.6.

TEOREMA 8.10

Sea S semigrupo numérico.

Tesis

Son equivalentes:
1.- S es libre. (Para la ordenacién de sus generadores
minimales {no,nl,...,np}).
2.- Existe una relacién minima § para S de la forma:
Cn=a n
11 10 O
Cn=a_ n+a_n
22 200 =211
Cn=a n+a n+...+a n .
pp p0OO p11 pp-1 p-1
- Demostracién -
Es consecuencia inmediata del corolario 8.7.
La demostracién de esta implicacién la hacemos por induccién
sobre el nimero de generadores minimales. Si p=0 6 1, el resultado
es trivialmente cierto. Supongamos cierto para p-1 y demostremoslo
para p. Observese que § nos estd diciendo que S es pegada de

Sl=<no,n1,...,n 1> y Sz=<n >. Como consecuencia de ello tenemos
p- P .

que:
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es una relacién minima para E%.(Vease teorema de pegada 6.5. y
proposicién 6.2.).

Una vez visto esto y aplicando hipétesis de inducci6n,
deducimos que S{=<n0/d,n1/d,...,npd/d> es libre donde

—rh
Aplicando ahora el teorema 8.6. tenemos que S es libre.m

d={(n ;N ;% s D
( 0l 1’ 7

NOTA

Observese que si S es un semigrupo interseccion completa,
debe de existir al menos un neS verificando que
n=Cn=Cn= ... =Cn,
oo 11 kK k
son todas sus expresiones. Un elemento neS con esta condicién
diremos que es puntual (observese que G es no conexo Yy sus
n
distintas componente conexas son puntos).

Por otro lado, si S es libre, del teorema anterior deducimos

que S tiene un Gnico elemento puntual.

TEOREMA 8.11

Sea S semigrupo numérico.
Tesis
Son equivalentes:

1.- S es 1libre.

2.- S es interseccién completa y tiene un f{nico elemento
puntual.
- Demostracibén -

Esta razonado en la nota anterior.

Supongamos que {n_,n,...,n} €s sistema minimal de
p
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generadores de S y que n es su unico elemento puntual, cuyas
diferentes expresiones son n=COnO=C1n1= =Cknk. Puesto que S es
interseccién completa una relacién minima para S serad de la forma:

cn=Cn

11 00

C.n=Cn

kk 00

C n =a n+...+a n
k+1 k+1 k+1,0 O k+1,p p

Ch=a nt...t@8 n .
pp pOO PP P

Veamos que podemos triangular dicho sistema. Para ello
consideremos m=minimo{xe<n0,n1,...,nk> / xeRP(nj) para algin j>k},
sabemos en virtud del lema 7.1. que NR[m]=2. Puesto que S es
interseccién completa y n es su Gnico elemento puntual, ha de

existir j>k verificando que m=Cn=b n+b n+...+b_n_ .
j 3 00 j11 jk k

Supongamos por comodidad que j=k+1. Si ahora reiteramos el proceso

para m=minimo{xe<no,n1,...,‘nk,nk+1> / xeRP(nj) para algin j>k+1}

etc....

Legamos a obtener una relacién minima para S de la forma:

Cn=Cn

171 0O
Cn=Cn

kk 0O

C n =b n+...+b n
k+1 k+1 k+1,0 O k+l,k k
C n = N % 5 %D n
p-1 p-1 p-10 O p-1p-2 p-2

Cn=a n+...ta n .
pp poOO PP P

Aplicando el teorema 8.10. tenemos que S es libre.
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COROLARIO 8.12

Sea S semigrupo numérico y {n 0 ,...,n } su sistema minimal
p

de generadores.

Tesis

Son equivalentes:
l.- S es libre.
2.- S es interseccién completa verificando que los elementos
de cualquier relacién minima para S son de la forma:
Cn=an+...tan .
11 0o o0 PP
- Demostracién -
Es consecuencia del teorema 8.11. Observese que 2) de dicho

teorema y 2) de este corolario son evidentemente equivalentes.

TEOREMA 8.13

Un semigrupo numérico S es libre, si y solo si, existen
X ;X ,...,XeN-{0,1} tales que, para una cierta ordenacién de sus
1 2 P 4
generadores minimales {no,nl,...,n }, se verifica que:
P
N =X X_ ...X
0 "4 p
n=kx...x
y & 1 2 P

n=kx ...X
i1 i+ P

X
p-1 p-1 p

donde kielN, (xi,ki)=l y

k @ €% .i:% 3 KX saeX k x k >
i 1 LR =

! O LA i o T G PR |
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para todo ie{l,...,p}-
- Demostracibén -

Ke<tt ans® 5 EX coeX ¢ vss oK X ¢ K >
11 i {8 1-1 1-2" 1-1 1-1

por tanto

KX oueX €. CH.wiouX, Kovs oL KX s 55X X ssahig wss g
I 1 P 1 i-1 1 P 1 2 i-1 1§ P
soogl, B XaissX 5y £ K ool Py
-2 1-1" 1 p 1-1"1 p
asi pues, Xn € <n ,N ,...,n_ >,
P ot (o) T |

Por otro lado, es claro que

(no,nl,...,an) _

= C
,ni) i

x=
i N M, zwss fh
( "+ i ry-1

y por tanto C:sx1=(-:i, pero siempre (_2150:, de donde se deduce la
igualdad §1=C: y asi, que S es libre.
Veamos en primer lugar, por induccién sobre i, que
= ¢
(no,nl,...,ni) = Gy
Para i=0 el resultado es cierto ya que n = C:...C:.

Suponemos la hipétesis cierta para i-1 y demostremosla para i.

- B o (no,nl,...,nbd)
i i (no’n1"’°'n14’n1) i
de donde
‘—
(no,nl,...,nl) C1 = (no,nl,...,nbd),

si ahora aplicamos la hip6tesis de induccién y despejamos
(no,nl,...,ni) obtenemos que
=C g
(no,nl,...,ni) = B el

Una vez visto esto es claro que:

*
ns Ce «qa.C
0 i

* N *
T %' %

n= k€ :«C
;! 1

[\
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n=%kC &
i I i#1 P
*
n =
p-1 p-1 p
n=x%k
P P
donde (C:,ki) = 1.
Por otro lado
¥*
Cinle<no,n1,...,r5_1>
y por tanto
ke L. .cte<ct...c’, kct...ct, ...k Ccr...ct o>,
i i i+1 P 1 P 1 2 P i-1 P
de donde deducimos que
* * * * *
ki S <C1...CH, k1Ca"‘C1-1’ ,ki_2 . k1-1 >
luego basta tomar x = C: , para probar que que esta implicacién

es cierta.m

TEOREMA RESUMEN 8.14

Sea S semigrupo numérico y {ndﬂl,...,n } su sistema minimal
P

1

de generadores.
Tesis

Son equivalentes:

1.- S es libre. (Para la ordenacién de sus generadores
minimales {no,nl,...,np}).

Bo— B =L O sl

0 1 2 P
‘. .
3.- RP(no)={Aln1-+...+Apnp / Ale{O,l,...,Cl-l}, . I R o h 1
4.- {Ctn )=(C*—l)nm+(C*-1)n-+...+(C*-1)n donde C es el
0] 1 1 2 2 P P

conductor de S.

5.- §1=C: para i=1,...,p.
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6.- Cl=51 para i=1,...,p.

7.- C1=51=C: para i=l,s v ¢Ds

8.- S es pegada de los semigrupos Sl=<no,n1, S ,np_1> y
Sz=<np> . Ademas si d=(no,n1, . el ,np_l) se verifica que el semigrupo
numérico S! =<n0/d,n1/d, —_— ,np_l/d> es libre.

9.- Existe una relacién minima & para S de la forma:
Cn=a n
11 10 O
Cn=a n+a_n
22 200 211
Cn=a n+a n+...+ta n .
pp pOO p11 pp-1 p-1
10.- S es interseccién completa y tiene un Gnico elemento
puntual.
11.- S es interseccién completa verificando que los elementos
de cualquier relacién minima para S son de la forma:
Cn=an+...+tan .
s ol | 00 P P
12.- Existen X Xy ,xpe[N—{O,l} tales que:
n=XX_...X
0] 1 2 P
n=kx...x
1 1 2 P
n=kx ...Xx
i i 1+1 P

n =k x
p-1 p-1 p

donde k eN, (x,/k)=1y

k. & €X sssX, 5 KX osaX g sawm gk X g, K >,
i 1 i-1 172 1-1 1-2" 1-1 1-1

para todo ie{l,...,p}.oO
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CAPITULO S

CUANDO LOS RESTOS PRIMARIOS TIENEN EXPRESION UNICA.

Sea S semigrupo numérico con sistema minimal de generadores
{no,nl,...,np}. Sabemos que los elementos de S de la forma Cin1
tienen grafo no conexo. Pues bién, en este capitulo, para
cualquier semigrupo numérico S, daremos una familia de elementos
de S que tienen grafo no conexo. A continuacién estudiaremos un
tipo de semigrupos numéricos, "aquellos cuyos restos primarios
tienen expresién tGnica", y veremos que sus elementos con grafo no
conexo son justamente los de la familia anterior. Veremos ademés,
que si a estos Gltimos semigrupos le imponemos la condicién de ser
simétricos, entonces resultan libres.

Terminaremos el capitulo estudiando un tipo de semigrupos
numéricos, que llamaremos simples (por la simplicidad de sus
restos primarios), con la propiedad de que una relacién minima

para ellos es muy facil de calcular.

PROPOSICION 9.1

Sea S semigrupo numérico, {no,nl,...,np} su sistema minimal
de generadores y n, e {nl, cos ,np}.

Consideremos el conjunto RPm(no,nj) de 1los elementos
We RP(no) verificando:

9 W+n) € no[N + sen * nj_llN + nHlN # osee np[N ’

B]
ii) si W'eRP(nO) y W-W’eS-{0} entonces
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W'+n ¢ nN + ... +n N+n N+ ... + nN.
J 0 =1 ik o

j+

Tesis

W e RPm(no,nj) > GW+nj no es conexo.

- Demostracién -

Para la demostracién utilizaremos el teorema 1.23.

Sea I =V U {nj}, n = W+nJ y A = {no,nl,...,np}.

Recordaremos que V ={n €A / W-n eS}.

Es inmediato que ne<I>, ya que n = W+nJ._

Veamos que ne<A - I>. En efecto, n admite una expresién de la
forma n = aono+ +apnp, con aj=0. Probaremos que dicha
expresién también verifica que ai=0, para todo i tal que nleI, con
lo que quedaria probado nuestro resultado. Supongamos que
existiese n e Vw tal que a# 0, tendriamos entonces que

(W-n )fnenN + ... +n_ N +n N + ... +n N,
k j [0} j-1 +1 P

J
lo cual es absurdo ya que W € RPm(no,nj) .
Tenemos asi probado que ne(<I>*n <A-I>*). Nuestro préximo
objetivo serd demostrar que n ¢ (<I>*+<A—I>*), para lo cual
bastard ver que n-(n+n )¢S, para todo nel vy todo nPeA—I.
Distinguimos dos casos:
a)n1=nj,
b)n ev_ .
W
a) n-(n+n )eS » n-(n +n )=W-neS » nevV . Lo cual es absurdo
j r 5 F r r W
ya que nreA—I.
b) Si n-(n +n )eS, entonces existe una expresién de n de la

forma

n=an+ ... ta n
g O P P

con a y a distintos de cero, pero dicha expresién (por el
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apartado a)) verifica que ad=0. Aplicando el mismo razonamiento
que en la demostracién de que ne<A - I>, llegamos a que a1=0, lo
cual es absurdo pues teniamos que aiatO.
Resumiendo, tenemos que
* * * *
n e (<I> <A-I>) - (<I> +<A-I>)
y asi, el teorema 1.22 nos asegura que Gn no es conexo.m

NOTA

Observese que la proposicién 9.1 anterior nos da, para
cuélquier semigrupo numérido, una familia de elementos cuyos
grafos son no conexos. Nuestro préximo objetivo seréd estudiar un
tipo especial de semigrupos numéricos, estos verificaran que todos

sus elementos con grafo no conexo son de esta forma.

DEFINICION 9.2

Sea S un semigrupo numérico y neS. Diremos que n tiene
expresién Gnica si :

[ n=an+ ... +an =bn+ ... +tb n ] = [a = b , Osisp ].
PP 0 PP i

PROPOSICION 9.3

Sea S un semigrupo numérico, {no,nl,...,np} su sistema
minimal de generadores y ne {nl,...,np} .

Supongamos que para todo W € RP(n ), W tiene expresidén Gnica.
Tesis

WeRPm(no,nJ) si, y solo si, W+nj¢ RP(n ) ¥y W'+nje RP(n ).,
para todo W'# W tal que W - W'e S.
- Demostracién -

W e RPm(no,nj), entonces W+nJ admite al menos dos expresiones
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y por tanto W+nJeE RP(nO) ya que por hipbétesis los elementos de
RP(n ) tienen expresién anica.

Si existiese W'+ W tal que W-WeS y W’+nj¢RP(no),
tendriamos que

W+nenN+ ... +n N+n N+ ... +nN
J 0 j-1 +1

3 p

ya gque por W'+njeRP(no) deducimos que W'+nJ admite una expresién

de la forma W'+nj=aon0+ see A N Con ao#-o, pero si adémas en
P P

dicha expresién se verificara que aj:eo, tendriamos que
W'+nj—(nj+n0)'=w"—noés, en contra de que W'eRP(n ).
Asi pues si existiese W'# W tal que W- W'eS y W'+nj¢RP(no),
tendriamos que

W+nenMN+ ... +n N+ n N+ ... +nN
J 0 j1 p

j+1

lo cual es absurdo, pues contradice el hecho de que WeRPm(no,nj).

«| W+tn ¢ RP(n ), or tanto Wine nN +...trn N +n,Z, N + ... +n N
j 0 P ] 0 j-1 +1

3 p

ya que W+nj-—(nj+no) ¢ S. Por otro lado W’+nje RP(n_ ), para todo
W’# W tal que W - W'e S, y por consiguiente W’+nJ tiene expresién

Ginica. De aqui W'+n_, ¢ nN + ... +n N +n N + ... +n N y asi
j o J-1 +1 P

j
podemos concluir que W € RPm(nO,nj) N

TEOREMA 9.4

Sea S un semigrupo numérico, {no,nl,..'.,np} su sistema
minimal de generadores y neS.

Supongamos que todo W € RP(nO) tiene expresién uGnica.
Tesis
Gn es no conexo si, y solo si, n = W+nj con WeRPm(no,nj) y
H € {Llyews P}

- Demostracidén -
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Ya lo hemos visto en la proposicién 9.1.

Si G es no conexo, existira nje{nl,...,np} tal que noy n

estan en distintas componentes conexas (tengase en cuenta que los
restos primarios de n tienen expresién fGnica y por tanto sus
correspondientes grafos son conexos), asi n = W+nJ con W e RP(n )
y ademés W'+nje RP(no), para todo W'# W tal que W-W'e S, ya que de
lo contrario deduciriamos que ny n estdn en la misma componente

conexa de n. Asi pues, aplicando la proposicién 9.3, tenemos que

WeRPm(n ,n ).

NOTA

Nuestro préximo objetivo serd estudiar los semigrupos
simétricos con la propiedad de que sus restos primarios tienen

expresién tGnica.

LEMA 9.5

Sea S semigrupo simétrico y {no,nl,...,np} su sistema minimal
de generadores.

Supongamos que RP(n ) = { 0<W(1)< ... <W(n-1) }.
Tesis

W(n_-1) expresién tnica si, y solo si, todo W € RP(n) tiene
expresién tGnica.
- Demostracién -

W(n,-1) expresi6én Gnica < V W € S tal que W(n-1)-W e S,
W tiene expresién finica « (aplicando que S es simétrico) <«

todo W € RP(n ) tiene expresién Gnica.m
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TEOREMA 9.6

Sea S semigrupo simétrico y {no,nl,...,np} su sistema minimal
de generadores.

Supongamos  que RP(n ) = { O<W(1l)< ... <W(no—1) } Yy que
W(n -1) tiene expresidén tnica.
Tesis

S es libre.
- Demostracién -

Sea CJ= minimo {x e N-{0} / xn e n N +...+njv_1|N +n N +...+np|N 9

3
o T TR

Obsérvese que Cn =

a n+...+ta n con a = 0 a que los
i3 jo o jp p’ jo (ya a

elementos de RP(n ) tienen expresidén tnica).

Obsérvese también, que como (CJ—l)nstP(no) y S es simétrico
con W(no—l) de expresién tGnica, se ha de verificar

W(no-l) = (Cl—l)n1+(C2—1)n2+...+(Cp—1)np+s, con s € S.

Veamos que Cf=C:, para una cierta ordenacién de los

generadores. En efecto:
Existe ie{l,..«,pP} tal que a, = 0, para todo

je{l,...,pP}, ya que de lo contrario tendriamos que

(Cl—l)n1+(cz-l)n2+...+(Cp—1)np_=

-1)n

+(a_ +...ta_ -1)n +...+(a, +...a
p1 1 ip p-1p P

o) 21

= +c"+
(@0 apO)n

con a +* ... +a 0¢0 y asi esta expresién no seria un resto
P
primario de n, lo cual es absurdo ya que esa expresién es parte de
W(n -1).
(n,-1)

Supongamos por comodidad que j=p. Reiterando el proceso entre

los restantes Ci llegamos a que :
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Cn=a n +a_.n
2 2 20 0 211

Cn=a n +a n+a__n
3 3 30 O 31 1 32 2

por tanto se tiene que Cj= C:, para todo j e {1,...,pP}.
Asi pues
* * *
W(no—l) = (Ci—l)n1+(C2—1)n2+ oo +(Cp—1)np+ s, con s € S.
luego o ‘
C = (C'-1)n_+(C.-1)n_+ + (C'-1)n +
= { = )n1 ( ne )n2 oo ( o )np s-n ,

de donde deducimos que s = 0 y C = c*. Por tanto, S es libre.m

NOTA

El reciproco de este teorema no es cierto en general ya que,
por ejemplo en el semigrupo S = <42,28,10,19> que es libre,

38 € RP(42) y no tiene expresién Gnica.o

Terminaremos este capitulo, estudiando un tipo de semigrupos
cuyos restos primarios tienen expresién tnica y para los cuales es

muy facil calcular sus relaciones minimas.

DEFINICION 9.7

Sea S semigrupo numérico y {no,nl,...,np} su sistema minimal
de generadores.

pPara j=0,1,...,p, denotamos por

= i i = o o o + o o o °
Cj minimo{x € N-{0} / xn € n N + +n}4m n N+ +nbw }

B]

Diremos que S es un semigrupo simple si, para alguna
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ordenacién de sus generadores minimales, verifica que

n -1 = (C,-1)+(C,=1)+ ... +(C_-1).

NOTA

1) Obsérvese que en un semigrupo numérico arbitrario, siempre
se tiene que no—l = (C1-1)+(Cz—1)+...+(Cp—1).
2) Si S es simple se tiene que:

RP(no) = {O,ni,...,(Cl—l)nl,nz,...,(Cz-l)nz,...,np,...,(Cp-l)np}
con lo cual claramente los restos primarios de n tienen expresién
Gnica.

3) Notese que tanto los semigrupos relacionalmente maximos,
asi como los semigrupos numéricos con tan solo dos generadores
‘minimales, son simples. Otros ejemplos de semigrupos simples

serian <4,5,7> y <5,6,8,9>.

PROPOSICION 9.8

Sea S semigrupo simple, {no,nl,...,np} su sistema minimal de
generadores y neS.
Tesis

Gn no es conexo si, y solo si, n = n1+ nj é6n = Cjnj, con

i,j €{1l,.¢+,P} e i=j.
- Demostracién -

Es clara, aplicando el teorema 9.4, teniendo en cuenta que

RPm(no,nj)={n1,...,nhd,nbk,...,np,(Cl—l)ni}.-

1

PROPOSICION 9.9

Sea S semigrupo simple y {n m ,...,n } su sistema minimal de
p
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generadores y neS.

Tesis

S simétrico =» p=1.
- Demostracién -
Por se S simple sabemos que
RP(no) = {O,nl,...,(cl-l)nl,nz,...,(Cz—l)nz,...,np,...,(Cp-l)np}
es claro entonces que C-I-no=(ci-1)ni para algin ie{l,...,p}. Si
ahora le exigimos a S que sea simétrico, se ha de verificar que
C+ndqhes para todo je{l,..f,p}, asi pues, (Cl-l)nfqges para todo

je{l,...,p}, de donde deducimos que h.l=nJ para todo je{l,...,pP}.

NOTA

Obsevese que dentro de los semigrupos nimericos, verificando
que sus restos primarios tienen expresién fGnica, hemos estudiado
en profundiddad dos tipos, los simétricos (que hemos visto que con
esta condicién resultan un tipo especial de libres) y los que
hemos denominado simples, en esta Gltima proposicién hemos visto
que la interseccién de estos dos tipos esta constituida, por los
semigrupos numéricos _Que tan solo tienen dos generadores

minimales.
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CAPITULO 10

UNA PARTICION DE ¥(m,C),

Durante este capitulo y mientras no se diga lo contrario
supondremos que C>2n0.

Observese que .9’(no,C), es decir, el conjunto de todos los
semigrupos numéricos con conductor C y minimo generador minimal
n, es cerrado para la interseccién, no ocurre asi para la unién.
Pues bien, nuestro primer objetivo en este capitulo sera construir
una particién de ¥(n,C) de manera que los elementos de dicha
particién van a ser reticulos distributivos respecto de la unién y
la interseccién.

Denotaremos por M(nOAZ) al conjunto de los elementos
maximales respecto de la inclusién de ¥(n ,C), como veremos cada
elemento de la particién anterior se corresponde biunivocamente
con un elemento de M(n_,C).

Veremos también que conocer los elementos de M(n,C) es
equivalente a conocer los elementos de Y(no,C) que no tienen
generadores minimales pertenecientes al intervalo 16/2,6[ «

Continuaremos el capitulo construyendo un semigrupo especial,
S(no,C), de M(no,C) al - que llama;emos "semigrupo maximal
canbénico". Este tiene entre otraé, la propiedad de que todo

elemento SeM(nO,C) puede expresarse de la forma:

PR %

S=[S(no,C)—{C—h1, c-h, ... ,C—hr}]U{hI, h,

donde {h1’ h2, ST ,hr} es un subconjunto de naturales del
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intervalo ]nb,C/Z[ verificandose ademas que

{c-h ,C-h_, ... ,C-h_}sS(n,C).

Para finalizar el capitulo estudiaremos ?(nb,C), en el caso
en que C<2no. Veremos que entonces [y(no,C), U, n] es un &algebra

de Boole.

La demostracién de la siguiente proposicién puede verse

en [8].

PROPOSICION 10.1

Sea S un elemento de ¥(n ,C).

1.- S1i C es un nﬁmerb-nétural impar. Entonces:
S es un elemento de ‘M(no,C) si, y solo si, para todo par de
naturales h y h’ tales que C=h+h’se tiene que heS o h’eS (i.e. S
es simétrico).

2.- Si C es un nimero natural par. Entonces:
S es un elemento de M(n_,C) si, y solo si, para todo par de
naturales distintos de C/2, h y h’, tales que C=h+h’ se tiene que

heS o h'eS.m

10.2

%

Sea S un elemento de 9(n0,C) y denotemos por

h = mdximo {x ¢ S / C-x ¢ S ,xtc/z}
Tesis
sU{h} e #(n_,C).

- Demostracién -
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Veamos en primer lugar que SU{h} es semigrupo. Para esto
bastard probar que 2heS y que h+seSU{h}, para todo seS. Pero 2h>C,
puesto que h>C/2, y consecuentemente 2heS. Por otro lado, si seS y
h+s¢S, tendriamos que h+s¢S y C-(h+s)¢S (ya que C-h¢SsC-h-s¢S), lo
cual es absurdo ya que h era el médximo con esta condicién.

Obviamente n sigue siendo el minimo generador minimal de
SU{h}, debido a que 2n <C y por tanto no<C/2<h.

Para probar que C es el conductor de SU{h}, bastard ver que

Ce¢SU{h}. Pero esto es claro ya que C#h, puesto que C-C=0eS.m

PROPOSICION 10.3

Sea S un elemento de ¥(n ,C).

Tesis

Existe un subconjunto finito, {h1’hz’ o5 % ,hr} de numeros
naturales mayores que C/2, verificando que SU{hng, . ,hr} es
un elemento de M(n_,C).

- Demostracién -
Consideremos la siguiente sucesién de elementos de 9(no,C):
SO=S

5,,,~S,U{h }, 320,

donde hj= maximo { x ¢ SJ / C-x ¢ Sj,x¢C/2 } s

el lema 10.2 nos asegura que los elementos de esta sucesidn
pertenecen a ¥(n,C), y por otro lado esta sucesibén es finita (ya
que los elementos afnadidos a cada semigrupo son naturales entre

C/2 y C). Existird asi un nimero natural r verificando que

{x eS8 / C-x ¢ S, x # c/2 } = ¢
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y por tanto, aplicando la proposicién 10.1, podemos concluir que

S_es un elemento de M(n ,C) .=

DEFINICION 10.4

Dado un elemento S de M(no,C), diremos que un elemento S’ de

¥(n,.C) estd en la capa de S, si existe un subconjunto finito

th,h,, ... ,h} de nGmeros naturales, mayores que C/2,
verificando que S'U{hl,hz, ,hr}=S.

Denotaremos por AS
#(n,,C) que estan en la capa de S.

el conjunto de todos los elementos de

PROPOSICION 10.5
Sea S un elemento de M(n,C) y S;r S, € dg -
Tesis
1.- 5.nS,edg.
2.~ S1USz€‘48'
- Demostracién -
S1’ S2 € AS y por tanto existirdn subconjutos finitos H vy
Hz, de nimeros naturales mayores que C/2, verificando que
SUH=S y SUH =S8
1 1 2 2
1) Claramente SJ\ S2 es un elemento de .‘f’(no,C), para probar
que S1ﬂ 82 € AS veremos que (Sln SZ)U(H1U H2)= S. En efecto,
(Sln Sz)U(H1U H2)=[SIU(H1U Hz)] N [SZU(HIU Hz)]=s ns=Ss.
2) En primer lugar veremos que S1 U Sa es un elemento de
y’(nO,C). Para lo cual bastard probar que es semigrupo ya que en

este caso claramente su conductor es C y su minimo generador

minimal es n . Para ello basta con ver que si xleS1 v xzes2
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entonces  x +x e 81USZ, podemos  suponer ademés (para evitar
trivialidades) que klesz y X2¢S1 o lo que es equivalente X € H2 v
xzeHl. Asi X, Y X, son mayores que C/2. De esta manera podemos
concluir que x +tx, es mayor que C y por consiguiente pertenece a
SIUSz.

Para probar que SIUSZEA veremos que (81USZ)U(H1nH2)=S. En

S
efecto:

(S,Us,)U(HnH,)= [ (s,Us, )UHl] N [(Slusz)UHz] =SnS=S .=

DEFINICION 10.6

Dado un elemento S de M(n ,C), llamaremos elemento minimo de
la capa de S y lo denotaremos Apor m(S), a la interseccién de todos
los semigrupos que estan én ]:a capa ’dé S. Observese que el
apartado 1) de la proposicién 10.5, nos esta diciendo que m(S)

esta en la capa de S, luego en realidad es el minimo respecto de

la inclusién.

LEMA 10.7

Sea S un elemento de M(n ,C) y S'un elemento arbitrario de

S'e dy < m(S)< S’< S.

- Demostracién -

Trivial.

m(S)edy , luego existira un subconjunto finito H de ndmeros
naturales mayores que C/2 y talque m(S)UH=S.Pues bien, denotemos

por H’= {heH / h¢S’}, claramente S’'U H’=S y por lo tanto S’esté& en
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la capa de S.=

PROPOSICION 10.8

Supongamos que Sl,Sz, ... ,S" son todos los elementos de
M(no,C) y sal,saz, ,adn sus capas asociadas.
Tesis

{341,542, -+ ¢4} es una particién de ¥(n_,C).
- Demostracién -

Aplicando la proposicién 10.3, que nos dice que cualquier
elemento de S’(no,C) pertenece al menos a la capa de un maximal,
tenemos que

sdlUsdzU Usdn= #(n,,C).

Veamos ahora que Alnsajxqs implica que i=j. En efecto,
supongamos que Se#insdj, existen entonces conjuntos finitos H1 v Hj
(de ntmeros naturales mayores que C/2) verificando que

s UH= Bt

y SUHS= s,

consideremos ahora el semigrupo S’=<S,H1 ,Hj> ; S’ tiene como minimo
generador minimal a n, y como conductor a C (ya que C¢<S,Hi>,
C¢<S,HJ> y la suma de un elemento de H y un elemento de Hj es
mayor que C). Asi S’es un elemento de #(n,.C). Obviamente S' y s?

estan contenidos en S’, pero estos eran maximales, luego ha de

verificarse que Si=S‘1 = S’ or tanto i=j.m
q yp J

LEMA 10.9

Sea S un elemento de M(n ,C), con sistema minimal de

generadores { n,M, ... (0,0

N NPT EREE ,np}. Supongamos ademés que

n<n< ... <n <(C/2)<n_ < ... <n_.
[¢] 1 r r+1 P
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Tesis
m(S)=<n0,n1, s 3 ,nP,C+1,C+2, e ’C+no>'
- Demostracibén -
Claramente S'=<nb,n1, ‘W ,n},C+1,C+2, Wisi ,C+no> estd en la

capa de S, puesto que s6lo se diferencia de él en elementos
mayores que C/2. Por otro lado, cualquier semigrupo que esté en la
capa de S, tiene que contener a S’(ya que por debajo de C/2, tiene
que tener los mismos elementos que S). De lo expuesto hasta aqui,
es claro que S’es el minimo de la capa de S,y por tanto coincide

con m(S).m

DEFINICION 10.10

Sea S un elemento p+60Xde JM(n ,C), denotaremos por
Dg=S-m(S)={seS / sem(S)}.

Diremos que un subconjunto B de D, es cerrado si verifica que

S
[heB, h"eDS' y h'-h € m(S)] s h’eB.

Denotaremos por 3B, el conjunto de todos los subconjuntos

S
*p+270Xcerrado§ de D .

TEOREMA 10.11

&S es biyectivo con 3B

- Demostracién -

s

Definimos ¢:B;———d, por ¢(B)=m(S)UB.
En primer lugar probaremos que ¢ estd bién definida, osea

que, ﬂ(B)eAS para todo BeB Para lo cual veremos que ¥(B)

S*
semigrupo, pues una vez visto esto, aplicando el 1lema 10.7,

obtenemos lo que queremos. Ahora bien, la suma de dos elementos de
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B es mayor que C, luego pertenece a m(S)<¥(B), la suma de dos
elementos de m(S) pertenece a m(S) y por tanto a ®(B), y por
Gltimo la suma de un elemento heB y un
siempre a S=m(S)UDS, asi h+sem(S)<9(B) 6 h+seDS (en cuyo caso, por
definicién de cerrado, h+seB) y por tanto pertenece a 9(B)=m(S)UB.
Veamos ahora que ¥ es inyectiva:
¥(B)=¢9(B") implica que m(S)UB=m(S)UB’, de donde
deducimos que B=B’ (tengase en cuenta que B y B’son subconjuntos
de Dy ¥y por tanto son disjuntos Xcon m(S)).
Veamos que ¥ es sobreyectiva:
Sea S’un elemento de d; , entonces (aplicando el lema
10.7) tenemos que m(S)<S’<sS y por tanto, existe un subconjunto B

de Dy verificando que S’=m(S)UB. Veamos que B es cerrado. En

efecto, como S’'=m(S)UB es semigrupo, la suma de un elemento de B y

un +30Xelemento de m(S) es un elemento de m(S)UB,

es claro que B verifica la condicién para ser cerrado.m

Como consecuencia inmediata obtenemos

COROLARIO 10.12
Sea S un elemento de M(no,C).
Tesis
(AS,qu) Y (3S,U,n) son reticulos distributivos isomorfos,
con elementos 1 y 0 (en general no complementaddé):
- Demostracién -
De la definicién 10.10. se deduce facilmente que la unién y

la interseccién de cerrados es un cerrado, asi como que el vacio y
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DS son cerrados . Por otro lado, la aplicacién ﬂ:BS——ndS

claramente un isomorfismo de reticulos con 1=G(DS)=m(S)UDS y

es

0=9(¢)=m(S). Finalmente, teniendo en cuenta que la unién siempre

es distributiva respecto de la interseccién, tenemos probado el

enunciado.

PROPOSICION 10.13

Sea S’'un elemento de y(no,C).
Tesis

S’'=m(S), para algan S de M(nb,C) si, y solo si, S’ no tiene
generadores minimales pertenecientes al intervalo ]C/2,C[.
- Demostracién -
Es inmediato aplicando el lema 10.9.
Como -las capas son una particién de ¥(n,.C) -Proposicién 10.8-
existird un elemento S de M(n ,C), verificando que S’edg. Y por
tanto (aplicando el teorema 10.11) exite un conjunto finito B, de
nimeros naturales pertenecientes ai intervalo ]1C/2,C[, tal que
S’ =m(S)UB. Ahora bién, si B#¢, el minimo de B es claramente un
generador minimal de S’ | y ademés dicho generador pertenece al

intervalo ]C/2,C[, lo que contradiria las hipétesis. Asi pues B=¢

Y por consiguiente S’=m(S).m

NOTACION

Denotaremos por m(no,C), el conjunto de 1los semigrupos
numéricos con minimo generador minimal n , conductor C y tales que

no tienen generadores minimales en el intervalo ]C/2,C[.
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PROPOSICION 10.14

La aplicacién
m:M(no,C)—————am(no,C)
que asigna, a un elemento S de M(n_,C), el minimo de su capa m(S),
es biyectiva.
- Demostracién -

Es inmediata aplicando las proposiciones 10.8 y 10.13.m

NOTA
Si denotamos por M a la aplicacién inversa de m, la

proposicién 10.1 nos dice como construir esta aplicacién. Tenemos

asi un método para conocer los elementos de M(n,C) a partir de

los elementos de m(nb,C), y asi, utilizando el teorema 10.11,
podemos determinar todos los elementos de ¥(n,.,C) a partir de

m(no,C).

PROPOSICION 10.15

Sea S un elemento de m(n ,C) y supongamos que existe
g=maximo{xeN / xeln ,C/2[, x¢S y Ce<S,x>}.

Llamemos S’'=<S,g>.

Tesis

l.- S’e m(no,C).

2.- M(S)U{g} = M(S")U{C-g}.
- Demostracién -

1) Puesto que ge{xew/xe]no,c/2[,x¢s y Ce¢<S,x>} es inmediato
que S’'=<S,g> no tiene ningin generador mayor que C/2, por tanto

aplicando la proposicién 10.13. S’e nm(n_,C).
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2) Veamos que

(s'nlo0,c/2]1)-(snl0,C/2]1)={g}.

En efecto, supongamos que xe(S'n[0,C/2])-(Sn[0,C/2]). Entonces

existiradn, aeN-{0} y seS tales que x=ag+s. Claramente
gsx, xe]nb,C/Z[, x¢S y Ce<S,x>

por lo cual (teniendo en cuenta que g es madximo) se tiene que x=gq.

Veamos ya que M(S)U{g} = M(S’')U{C-g}. La demostracién la
haremos en cuatro etapas:

a)Sea n<C/2 y supongamos que neM(S)-M(S’). Entonces tenemos
que neM(S) y n¢M(S’). Puesto que n<C/2, deducimos que neS y n¢S’' y
esto es absurdo ya que S-S'=¢.

b)Sea n<C/2 y supongamos que neM(S’)-M(S). Entonces,
aplicando el mismo razonamiento que en a), tenemos que neS’-S. Por
tanto, al ser n<C/2, podemos concluir que n=qg.

c)Sea n>C/2 y supongamos que neM(S)-M(S’). Tenemos entonces
que neM(S) y néM(S');rAhofa bién; téniendo en cuenta que M(S) y
M(S’) son maximales y aplicando la proposicién 10.1, deducimos que
C-ngM(S) y C-neM(S’). Asi pues C-neM(S’)-M(S) y ademéds C-n<C/2,
luego aplicando b), obtenemos que C-n=g y por tanto que n=C-g.

d)Sea n>C/2 y supongamos que neM(S’)-M(S). Entonces,
aplicando el mismo razonamiento que en c¢), obtenemos que
C-neM(S)-M(S’). Ademéds C-n<C/2, aplicando a) tenemos que este caso
no se puede dar.

Es claro que de a), b), c) y d) se desprende que

M(s)U{g} = M(S’)U{C-g}.m
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NOTA

Observese que dos semigrupos de M(nOAZ), se diferencian al
menos en dos elementos. La proposicién 10.15 nos dice que si
tenemos un elemento S de M(qu), verificando que m(S) no es un
elemento maximal de m(no,C) - oObservese que para realizar la
construccién de S’en la proposicién 10.15 necesitamos que el
conjunto {xeN / xe]no,C/2[, x¢S y C¢<S,x>} sea no vacio -, podemos
construir otro elemento M(S’) de M(n_,C), de manera que S y M(S')

se diferencian s6lo en dos elementos.

PROPOSICION 10.16

Sean S y S’ dos elementos distintos de Mlnb,C), seS y s’eS’
dos elementos tales que

SsU{s’'}=S'U{s}

Tesis

s’'=C-s.
- Demostracién -
seS-S' & [seS y s¢S'] =
(aplicando que S y S’son maximales)
= [C-ses Y C—seS'] & C-seS’-S.

Es claro pues que C-s=s’.m

DEFINICION 10.17

Diremos que dos elementos S y S’, de M(n_,C), estéan
conectados elementalmente si:
existen seS y s’eS’ tales que SU{s’'}=S'U{s}.

Diremos que S y S’ est&n conectados si:
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existen Sgr Syr cee 1 S elementos de M(n_,C) tales que
S=So, S’=Sm, y para todo 1ie{0,1, ... ,m-1}, Si y Si+1 estéan

conectados elementalmente.

Nuestro préximo objetivo es probar que dos elementos

cualesquiera de M(n_,C) estén conectados.

PROPOSICION 10.18
Sea S un elemento de M(n,C) y S’un elemento de ¥(n,,C).

Supongamos que existe un subconjunto finito de naturales

{h1’ h2, P ,hr} contenido en el intervalo jh%,C[, verificando
que:

SU{hl’ hz’ e o o ,hr} = S'U{c-hll c—hzl e o o ’C—hr} .
Tesis

S’es también un elemento de M(n ,C).
- Demostracién -
Para la demostracién, utilizando la proposicién 10.1, nos
bastard con probar que
para todo xeZ se tiene que xeS’ o C-xeS'.
Para probar lo anterior distinguiremos dos casos:
Caso a) xeS.
Caso b) =x¢S.
Supongamos que ocurre a). Entonces
XeS'’'o xe{C—hl, C—hz, e ,C—hr}
por consiguiente existe ie{l,2, ... ,r} tal que
xeS’ 6 C—x=hieS'.

Supongamos ahora que ocurre b). Entonces, puesto que
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SeM(nO,C), debe de verificarse que C-xeS. Por tanto
C-xeS’'o C-xe{C—hl, C—hz, Ty ,C—hr}
por consiguiente C-xeS’o C—x=C—hi para algin ie{1,2,...,r}, y asi
C-xeS’o x=hleS’.
Luego tanto en el caso a) como en el b) deducimos que xeS’ 6

C-xeS’. De este modo obtenemos gque S'eM(no,C).-

PROPOSICION 10.19

Sean S y S’dos elementos de M(n_,C).

Tesis
Existe un subconjunto finito de naturales {h1’ hz, .
contenido en el intervalo ]no,C[ verificando que: ‘
sU{hl, h, ... ,h} = s'U{c—hl, C-h, ... ,C-h}.
- Demostracién -

XeS-S'< {xeS y x¢S’] < (aplicando 1la proposicién 10.1,

puesto que S y S’son maximales) « [C—xﬁs y C—xeS’] < C-xXeS’'-S.m

NOTA
Si SU{hl,hz, cee ,hr}=S’U{C-h1,C-h2, - ,C—hr}, como las
uniones son disjuntas, tenemos que
S’=(S-{C—h1, C—hz, g ,C-hr}]U{hl, h2, o ,hr}

PROPOSICION 10.20

Supongamos que en las condiciones de la nota anterior

h1= méximo{hl,hz, . e ,hr}.

Tesis

§=(S—{C—h1})U{h1} es un elemento de M(n ,C).
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- Demostracién -

En virtud de la proposicién 10.18, bastard probar que S es un
elemento de y(no,C). Pero es claro que de ser semigrupo, tendré
minimo generador minimal ny conductor C. Por tanto nos
limitaremos a probar que es semigrupo, esto es que

xX,yeS » x+yeS.

Para demostrar este hecho, distinguiremos cuatro casos (que'

cubren todas las posibilidades):
a) x,yeS-{C-hl}.
b) x=y=h1.

¢) xeS-{C-h, C-h,, ... ,C-h} e y=h.

d) x=C-hi, para algin ie{2,...,r} e y=h1.
a) Si x,yeS-{C—hl} teniendo en cuenta que S es semigrupo,
x+yeS y por tanto

x+yeS—{C—h1} o x+y=C—h1.

Ahora, si x+yeS-{C-h } tenemos que x+yeS.
Veamos que el cass'o”k+y=c—h1 no se puede dar. Para ello
volvemos a distinguir dos casos:

%) x,yeS-{C—hl, C-hz, v o ,C—hr}.

ii) xe{C-hZ, —_— ,C-hr}.
Si ocurre i), tenemos que x,yeS’, luego C=x+y4¢HeS’ llegamos
a un absurdo ya que C es el conductor de S.
Si ocurre ii), tenemos que C--h.i+y=C—h1 y por tanto h1=(h1-y),
lo cual es también absurdo ya que h <h .
Resumiendo, si x,yES—{C—hl} se tiene que x+yeS.

b) h{HHeS' y por tanto
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h1+hleS'=[S—{C—h1, C—hz, ,C—hr}]U{hl, h2, ,hr}
ahora bien, como h1>h1 para todo ie{2, ... ,r}, se tiene que
h1+hl¢{h1, h2, ,hr}
y por lo tanto
h1+hleS—{C-h1, C—hz, ,C—hr},

asi pues, h1+hle§.

c) x+hieS’y otra vez teniendo en cuenta qﬁe
deducimos que x+hieS—{C—h1,C—hz, ,C-hr} y por tanto que

x+h S.
1

d) x+h =C-h +h >C y por tanto x+hle§.

TEOREMA 10.21

Dos elementos cualesquiera de M(nO,C) estan conectados.
- Demostracién -
Sean S y S’'dos elementos de M(no,C), aplicando la proposicién

10.19, sabemos que existe un subconjunto finito de naturales

{h1' h2, ,hr}, contenido en el intervalo ]no,C[ y verificando
que S'=[S—{C-h1, C-h, ... 'C'hr}]U{hl' h, ... /h}.
Supongamos que h1> h2> >hr y consideremos la siguiente

sucesién de semigrupos:

So =8 ¥ Si+1=(si—{c—hi+1})u{h1+1}' i=0.

La proposicién 10.20 nos garantiza que estos semigrupos son
elementos de M(no, C).
Obviamente SO=S . Sr=S ’ y ademds, para todo ie{0, ... ,r-1},

tenemos que Si v Si+1 esté&n conectados elementalmente. Por tanto S

185



y S’estén conectados.ms

PROPOSICION 10.22

a) Supongamos que C es un nimero impar, nba3 y no divisor de

C, sea ie[O,no-l] el Gnico natural tal que —E%l-+i=qno.

Entonces, el semigrupo
C+1 C+l, . CH+l, <.+, C+1 :
<nor——7—, o ,——7—+(1—1),——7—+(1+1),...,——7—+(nb-1-2),
c+l : C+1
,—2—-+(no"'l) SRR s +(no—l)>
es un elemento de M(n_,C).
b) Supongamos que C es un nimero par, nbz4 y no divisor de C,
5 P & G
sea 1e[0,nb—l] el Gnico natural tal que —5 +i=qn .

Entonces, el semigrupo

- L s c ; 5 :
<n0, 2 +llo.~’T +(l_1)lT +(l+1),... ,T +(n0—l—l),
,—(2:— +(n—itl), ..., (2: +n >

es un elemento de M(n,C).
- Demostracién -

a)En el teQrema' 5.20, vimos que dicho semigrupo era
simétrico. Por tanto es un elemenﬁo de M(n,,C) en virtud de 1la

proposicién 5.18.
b)Sea hemn]—%—,C[ y supongamos que h¢S. Entonces, claramente

se ha de verificar que
=—%—+(no-i)+kno, para algin keN.
Por tanto
C-h=C- [_%_+ (n-i) +kno] =--c2:—-+i— (k+1)n_=(q-k-1)n eS.
Resumiendo, si he¢S entonces C-heS y asi, aplicando 1la

proposicién 10.1, tenemos que S es un elemento de M(no,C).-
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DEFINICION 10.23

Los semigrupos de los apartados a) y b) anteriores serén
denotados por S(no,C) y los 1llamaremos semigrupos maximales

canénicos de ¥(n,C).

TEOREMA 10.24

Sea S un elemento de ¥(n,,C). Son equivalentes:

1.~ SeM(n_,C).

2.- Existe un subconjunto finito de naturales
{h1’ ha""’hr} contenido en el intervalo ]no,C[, verificando que:

S(no,C)U{hl, h ' e o o ’hr} = SU{C"‘hll C_hzl e o o ,C—hr} e

2
3.- Existe un subconjunto finito de naturales {hi, hz""’hr}
contenido en el intervalo ]nO,C/2[, verificando que:
S(nO,C)U{hl, h, ... /h} = SU{C-hl, C-h_, ... ,C-hr}.
- Demostracién -
Es consecuencia inmediata de la proposicién 10.19, ya que S
y S(n,C) son dos elementos de M(n_,C).
Es claro puesto que Vsi he)C/2,C[ ¥ hesS(no,C), se tiene que
C-heS(n_,C) y C-h<C/2 y por tanto C-he<n >, de donde he¢S. Ahora
como todos Alos hleS y no pertenecen a S(n,C)/, han de ser menores

que C/2.

Es consecuencia inmediata de la proposicién 10.18.m

NOTA
Dado SeM(no,C) r en virtud del teorema 10.23, existe un
subconjunto finito de naturales {h1>h2> oo >hr} , contenido en el

intervalo ]nO,C/Z[, verificando que:
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S(n,C)U¢h, h, ... ,h} = 8U{C-h, C-h, ... ,C-h}.

Podemos entonces <considerar la siguiente sucesién de
elementos de M(n_,C):

$,=8(n,,C)

Bl [Sl—{c-hh-l}] U{h1+1} :

i+1
Observese entonces que esta sucesién conecta a S(no,C) y a S.
Ademés en cada paso se gana un elemento de ]no,C/Z[ y se pierde un

elemento de ]C/2,C[.

NOTA

Estudiaremos ahora ¥(n,,C), para el caso en que C<2no. Para
ello distinguiremos dos casos:

a)C=n_-1.

b)C=n0+i, con 0<i<no.

En el caso a), claramente tenemos que ¥(n,,C) es un conjunto
unitario cuyo Gnico elemento es <n0,n0+1, 30 .,n0+(no—1)>.

En el caso b), ¥(n,,C) tiene un elemento méximo

S=<n0,n0+1, reTe ,n0+i-1,no+i+1, . s ,n0+n0—1>
y un elemento minimo
§'=<n_,C+1,C+2,...,C+n >.

Es facil de probar que los elementos de #(n,,C) son todos los de
la forma S’'UB, donde B es un sﬁbconjunto de {no+l,...,no+i-l}.

Podemos concluir por tanto que (.?(no,C),U,n) es isomorfo al

dlgebra de Boole de las partes del conjunto {no+1,. ‘ .,no+i—l}.
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