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- INTRODUCCION GENERAL-~-



A nadie escapa la importancia que tiene la informa--
cidén sobre los factores no controlables por el decisor asi
como su correcto manejo e interpretacibén en cualquier proce
so de toma de decisiones.

Todo fenomeno real puede clasificarse en una de las
siguientes categorias:

- Aquellos que tienen resultados que se pueden predecir
con certeza y son bien conocidos

- Aquellos sobre cuyos resultados existe algun tipo de
incertidumbre, imprecisidén o desconocimiento.

Si los factores no controlables por el decisor perte-
necen al primer tipo, el problema de decisidén se simplifica
transformandose en una mera ordenacidén de recompensas. Aho-
ra bien, en el momento en que el decisor tiene algfin desco-
nocimiento o incertidumbre sobre el estado de estos facto--
res, aparece de modo inmediato el riesgo de la eleccidn que
todo decisor tratarid de valorar y si puede disminuir, pa-
ra lo cual tendrd que hacer el uso mas correcto posible de
su informacibén y, en su caso, intentar aumentar esta.

Durante mucho tiempo la probabilidad ha sido la Gnica



herramienta disponible para modelizar situaciones que compor
tasen algln tipo de incertidumbre. Desde un punto de vista -
bayesiano se define la probabilidad de un suceso como una me
dida del grado de incertidumbre que posee el observador o ex
perimentador sobre la realizacidén de dicho suceso. Debido al
caracter netamente subjetivista de este enfoque, los partida
rios de la filosofia bayesiana afirman que esta es suficien-
te para describir cualquier tipo de incertidumbre, llegando
a asegurar los mas acerrimos que la probabilidad es la fnica
representacidén valida de la incertidumbre.

Estas afirmaciones han dado lugar a dos grandes escue-
las (podriamos llegar a llamarlas movimientos filos6ficos) -
caracterizadas por su forma de considerar la incertidumbre o
lo que es equivalente, la informacién (posiblemente incomple
ta) que se posea sobre un fenbmeno o suceso:

- Bayesiana.- Se admite que cualquier informacidn puede
traducirse en té€rminos de probabilidad.

- No bayesiana.- No se acepta la afirmacidn de que el mo
delo probabilistico es el Gnico vidlido
para describir los distintos casos de -
experimento con incertidumbre.

Hay que destacar que, mientras la probabilidad ha sido
la Gnica herramienta disponible para describir incertidumbre,
la filosofia bayesiana ha constituido el Gnico enfoque pa-
ra emplear o valorar toda la informacién disponible sobre un
fendmeno cualquiera que sea el caracter de esta. De hecho, -
la determinacidén de la ley de probabilidad asociada a una in
formacidén no netamente probabilistica se hacia, fundamental-
mente, mediante el Principio de Maxima Entropia (ver Jaynes
(1957), Tribus (1969) o Thomas (1979)).

Por otra parte, los no bayesianos solo podian emplear
la informacidén cuando esta era claramente de tipo probabilis
tico, debiendo despreciarla en caso contrario.

En las dos filtimas décadas, y como fruto de la bflisque-
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da de modelos cada vez mas adaptados a la realidad, se han -
desarrollado (y se continuan investigando) formas alternati-
vas de representacién de la incertidumbre o, lo que es equi

vavalente, de la informacién disponible sobre un fenbmeno.

La Teoria de la Evidencia (Shafer (1976)) y la Teoria
de la Posibilidad (Zadeh (1978)) son claros exponentes de 1o
que acabamos de decir. Ambas pueden encuadrarse, a su vez, -
de tro de la Teoria de Medidas difusas,introducidas por Su--
geno en 1974 como generalizacidn de las medidas aditivas cli

sicas.

La idea de base de esta memoria es estudiar y desarro-
llar herramientas para abordar problemas de decisidn bajo es
quemas de informacién generales, tratando de conseguir que -
la informacién disponible pueda procesarse de acuerdo con su
particular naturaleza.

El modelo mas general que puede plantearse es aquel en
que el conocimineto sobre los estados de la naturaleza se =<
describe mediante una medida difusa. Ahora bien, la excesiva
generalidad del mismo dificulta el desarrollo de las herra--
mientas necesarias para su amplia utilizacidn. Por este moti
vo nos hemos restringido al campo de la Teoria de la Eviden-
cia, donde se equilibran la generalidad y la estructura for-
mal, de modo que pueden obtenerse potentes resultados de am-

plio espectro de aplicacidn.

El modelo de decisibén que consideramos puede represen-
tarse mediante el cuadruple (f,D,r,I), donde:

-{) es el conjunto de estados de la Naturaleza,

- D es el conjunto de acciones disponibles para el decisor,

- r:D — R es una funcién valor de las consecuencias de
las acciones del decisor frente a los posibles estados de
la Naturaleza,

- I representa la informacidn disponible sobre el verdadero

estado de la Naturaleza.



Supondremos que £Ly D son finitos para evitar proble-
mas de medibilidad, integrabilidad y convergencia completa--
mente ajenos al tema de la memoria. Este criterio serid em---
pleado a lo largo de toda ella. Admitiremos que la informa--
cién I se representa mediante una evidencia sobre , sobre -
cuyo origen no hacemos ninguna hipdtesis, pudiendo proceder
solo de un conocimiento "a priori" o de este mas la aporta--
cién de un experimento.

Hay que sefialar que admitir que las consecuencias se -
encuentran valoradas numericamente conlleva, en general, la
aceptacifén de un conjunto de hipdtesis de '"racionalidad" --
que permitan la obtencidn de tal funcidén (ver Fishburn ==----
(1970) y Chankong et al.(1983)), aspecto en el que no entra-

Tremos.,

Planteado de esta manera el modelo, se trata de encon-
trar formas de ordenar las acciones empleando r e I. Tenien-
do en cuenta las propiedades de las evidencias, probaremos -
que es posible definir G:D——»R? de tal manera que G reco-
ja la valoracién de las acciones y la informacidén sobre los
estados. Dada G(d) = (G1(d),G2(d)) comprobaremos que G1(d) -
es una "estimacién pesimista de la recompensa posible', mien
tras que Gz(d) es una estimacién optimista de la recompensa
posible".

En estas condiciones, la ordenacidn de alternativas --

puede llevarse a cabo por dos procedimientos:

1) empleando relaciones de orden definidas en RZ, .
2) construyendo funciones valor sobre RZ,

en cualquiera de los cuales deberid tenerse en cuenta el op--
timismo o pesimismo del decisor, dadas las caracteristicas =
de G.

La memoria se estructura en dos grandes bloques. En el
primero, constituido por los capitulos 1, 2y 3, se estudian
los fundamentos de la Teoria de Medidas Difusas y de la Evi-



dencia y se desarrollan las herramientas necesarias para a--
bordar la obtencibén de criterios de decisidén en el modelo --
considerado, lo que constituye el objeto del segundo bloque

(capitulo 4).

En el primer capitulo se hace un estudio general de --
las medidas difusas y sus propiedades. El concepto fundamen-
tal es el de dualidad, que establece una aplicacidn biyecti-
va del conjunto de medidas duales en si mismo. Partimos de -
la hip6tesis de que una medida y su dual contienen la misma-
informacién sobre un mismo suceso, si bien codificada segfin-
un criterio diferente. El caracter de este criterio se pone-
de manifiesto cuando se trata de medidas ordenadas, en cuyo-
caso la inferior responde a una visidén pesimista del tema, -
mientras que la superior se genera con un criterio optimis--
ta. En este sentido podemos afirmar que una medida difusa no
asigna a un suceso un Gnico valor, sino un intervalo de in--
certidumbre. Este es el caso, por ejemplo, de las parejas ne
cesidad-posibilidad y creencia-plausibilidad. E1 intervalo -
se reduce a un punto cuando se trata de una medida de proba-
bilidad.

No nos hemos limitado a realizar un estudio de las me-
didas difusas asociadas a la Teoria de la Evidencia por dos
motivos. El primero es que pensamos que un planteamiento glo
bal del tema de las medidas difusas es necesario para obtee=
ner una buena visibén y comprensidn de las propiedades de las
mismas. El segundo es que es necesario hacer un estudio com-
parativo de las distintas clases de medidas difusas para jus
tificar la eleccién de las evidencias para representar la in
formacién en un modelo de decisién.

En el segundo capitulo se desarrollan las herramientas
necesarias para el tratamiento de los problemas de decisidn
con experimentacidn. En primer lugar se estudia la transfor-
macidén de la informacidn mediante aplicaciones uni o multiva



luadas. A continuacidén se estudian 1las medidas difusas bi-
dimensionales y los problemas de consicionamiento e indepen-
dencia.

Es usual que en Teoria de la Posibilidad se considere
que la no-interaccidn es el concepto andlogo al de indepen-
dencia de medidas de probabilidad. Sin embargo, nosotros con
sideramos que son dos conceptos con distinto significado in-
tuitivo, que han de definirse de modo distinto dando caracte
rizaciones de los mismos que sean aplicables por separado a
cualquier evidencia que se considere, en particular a las me
didas de probabilidad y a las posibilidades.

La definicidén de evidencia condicionada que aqui pre--
sentamos estd basada en los resultados de Dempster (Dempster
(1967)), y se engloba dentro de un concepto mas general como
es el de combinacién de evidencias. Condicionar una informa-
cidén a un conjunto es equivalente a combinar dos informacio-
nes: la originalmente disponible y la que consiste en afir--
mar que el resultado del experimento pertenece al subconjun-
to mencionado.

Para combinar evidencias solo existe la denominada Re-
gla de Dempster, aplicable cuando las informaciones que se -
combinan pueden considerarse independientes. El desarrollo -
de reglas de combinacién mas generales nos permitird el abor
dar modelos con experimentacién menos restringidos.

Definiremos la posibilidad condicionada como una parti
cularizacidén de la evidencia condicionada. En la literatura
especializada pueden encontrarse diferentes caracterizacio--
nes del condicionamiento de posibilidades: Zadeh (1978), His
dal (1979) y Nguyen (1979). Nuestra definicidén es comparada
con cada una de ellas.

En el capitulo 3 abordamos el problema de reduccidn de
los valores de una funcibn utilizando la informacibén propor-
cionada por una medida difusa, es decir, la definicién de u-
na "esperanza'". De partida se consideran dos opciones: la in



tegral de Sugeno y una generalizacidén de la esperanza defini
da por Choquet para capacidades (Choquet (1953)) considerada
por nosostros bajo el nombre de esperanza monotona.

La integral de Sugeno tiene un inconveniente fundamen-
tal: no generaliza la esperanza matemidtica clasica y no es -
lineal respecto a la suma y multiplicacidn de constantes. =--
Por este motivo empleamos la esperanza monotona.

Comenzamos haciendo un estudio general de este opera--
dor para pasar despues a analizar la forma que toma sobre --
distintas clases de medidas difusas. En el caso particular -
de una evidencia, resulta que reproduce los operadores espe-
ranza superior e inferior (que notamos I, (./.) e I*(./.) res
pectivamente) introducidos por Dempster (1967). Se termina -
obteniendo expresiones de la esperanza monotona para medidas

de posibilidad-necesidad y M-medidas de Sugeno.

El capitulo 4 estd dedicado al analisis del modelo de
decisidén que consideramos y a la construccidn de reglas de -
decisidén razonables de acuerdo con las hipbtesis estructura-
les aceptadas y el optimismo o pesimismo del decisor.

Si admitimos que la informacién I vienen representada
por una evidencia de Asignacién Basica de Probabilidad M, en
tonces, haciendo uso de la esperanza monotona podemos esta
blecer g:R'——» R2 de tal manera que para cada r R, ---
g(r) = [I*(r/M),I*(r/Mﬂ ,que permite asociar a cada decisibn
d la imageh de su vector de recompensas (aplicacidén G antes
mencionada). Se estudian las propiedades de g y la justifica
cién de su empleo para la obtencidén de reglas de decisibn ra
zonables.

A continuacién pasamos a analizar los criterios de de-
cisién que se obtienen al considerar ordenes en R2 o emplear
funciones valor h:R2——>R. En el primer caso centramos =---
nuestra atencibén en la dominancia seglin el cuadrante positi-
vo y reglas de tipo lexicogrdfico, mientras que en el segun-
do contemplamos tres funciones valor; max(.,.), min(.,.) y =



1a combinacién lineal de coeficientes positivos.
Teniendo en cuenta la interpretacibén de g(r) y las téc
nicas de ordenacibn que empleamos, se puede asegurar que es-

tos criterios nos permiten atender al optimismo O pesimismo

del decisor.

El modelo propuesto generaliza los ambientes de riesgo
e incertidumbre y algunos de los criterios de decisibn mas u
suales en la Teoria de la Decisién clésica (el de la esperan
za el de Wald o el Hurwickz) pueden obtenerse como casos par

ticulares de los aqui obtenidos.

Terminamos el capitulo analizando algunos problemas a
biertos y futuras vias de investigacién. Entre ellas destaca
el estudio de los problemas con experimentacidén, suponiendo
que tanto la informacidn "a priori" como la proporcionada =--
por el experimento son de tipo general y no necesariamente -
probabilisticas. Aqui aparecen problemas de combinacidn de -

informacidén que introducimos mediante algunos ejemplos.



- CAPITULO T -

Medidas difusas.

Teoria de la Evidencia.



0.-INTRODUCCION.

En éste capitulo estudiaremos los conceptos y propieda-
des de las medidas difusas que nos serdn precisos para el de
sarrollo de nuestro problema de decisidén bajo la hipdtesis -
de que la incertidumbre sobre los estados de la Naturaleza,
no estid representada, necesariamente, mediante una distribu-
cién de probabilidad. |

Comenzaremos, en el apartado I, estableciendo las bases
de la teoria de Sugeno (1974) sobre medidas difusas, pero =--
restringida al caso de conjuntos finitos, con objeto de evi-
tar problemas de medibilidad y continuidad. Es bien sabido,
por ejemplo que en el caso infinito, una medida de posibili-
dad no es necesariamente una medida difusa,(ver Puri y Rales
cu (1982)).

La teoria de la evidencia de Shafer (1976) estid basada
en los trabajos de Dempster (1967) sobre probabilidades supe
riores e inferiores, proporcionando una representacidén de la
incertidumbre mas general que la teoria de la probabilidad,
la posibilidad o las A-medidas de Sugeno. Es por ello que, -
el problema de decisidn objeto de ésta memoria, lo planteare
mos en términos de evidencia.

wil



Esta teoria que sintetizamos en el apartado II, estd te
niendo un gran desarrollo en los filtimos afios dentro del cam
po de la teoria de los Conjuntos Difusos, como muestran los
trabajos de Zadeh (1984), Dubois y Prade (1982-1985), Yager
(1985).

Banon (1981) ha hecho una clasificacidén de las medidas
difusas en la que la medida mas general que se considera son
las evidencias. Nosotros, en el apartado III hemos completado
éste cuadro con familias de valoraciones que son tambien me-
didas difusas aunque han sido desarrolladas fundamentalmente
fuera de la teoria de Sugeno, como son por ejemplo las capa-
cidades de orden dos de Choquet (1953).

Para ello, nos hemos basado en el conceptB de dualidad,
de forma que mas que medidas, hemos clasificado parejas de -
medidas difusas duales. Mantenemos el criterio de que una me
dida difusa y su dual contienen la misma informacidn, salvo
que codificada de forma distinta.

Dentro de las parejas duales haremos hincapie en las pa
rejas ordenadas, donde el valor de una de las medidas es --
siempre menor o igual que la de su dual. Esto da cierto carac
ter de coherencia en el sentido de que una de ellas represen
ta la incertidumbre con caracter pesimista y la otra con ca-
racter optimista. Este es por ejemplo, el caso de las medi -
das de Necesidad y Posibilidad, Creencia y Plausibilidad,etc.

I.-DEFINICIONES GENERALES SOBRE MEDIDAS DIFUSAS.

En éste apartado vamos a reunir los conceptos fundamen-
tales sobre medidas difusas, centrando nuestra atencién en a
quellos aspectos que sean necesarios para el desarrollo de -
los capitulos posteriores. Un estudio mas amplio y detallado
podrad encontrarse en Dubois y Prade (1980), Banon (1981).

Sea X un conjunto, que como ya hemos indicado supondre-
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mos finito; y ademds, consideramos un algebra 4 c P(X).
Para comenzar daremos la definicién de medida difusa Suge

no (1974), restringida a conjuntos finitos.

Definici6n 1.1.

Sea h:A~->{0,1]; diremos que h es una medida difusa en -
(X,4) si y solo si cumple:

1) h(¢)=0 h(X)=1

(1)
2) ACB = h(A) < h(B)

Vemos como una medida difusa es una funcidén de conjunto
que se diferencia de las medidas de probabilidad en que se -
ha generalizado la condicidén de aditividad considerando sim-
plemente la monotonia.

Nota 1. La propiedad de continuidad de las medidas difusas °
Si {Ai} es una sucesidén mondtona = 1lim g(Ai)= g(lim Ai)

- . e j->co i+
se omite, por considerar X finito.

Nota 2. Para evitar problemas de medibilidad y dado que X es
finito, consideramos siempre que #=%(X); y, por tanto, las -
medidas difusas estaran definidas en (X,%(X)). Al conjunto -
de todas ellas le llamaremos MD(X).

Definicibn 1.2.

Sean h,h*EMD(X). Diremos que son duales si y solo si
h*(R) = 1 - h(A) A@(X) (2)

Este concepto de dualidad, es de gran importancia pues
permite obtener representaciones alternativas de la incerti-
dumbre, Asi, cuando existe incertidumbre sobre un fendmeno,
valorada a través de una medida difusa, la expresibén (2) nos

permitird representarla tambien mediante su medida dual.

De ésta forma, una medida y su dual contienen la misma

- =11



informacién sobre el fenbmeno, salvo que la codificacién de

una y otra se hace desde distinto punto de vista; lo que nos
lleva a la idea de considerar las medidas difusas por pare-

jas.

Ejemplo 1.1.

Las medidas de probabilidad son casos particulares de
medidas difusas, ya que:

P:P(X) ~-1[0,1]
verificando que:
1) P(¢)=0 P(X) =1
2) Si AB P(A) < P(B) =
y ademds, dada una P(A), su medida dual vendrd dada por
P*(A)=1-P(A)=1-(1-P(A))=P(A)

es decir P*=P,

t-norma y t-conorma.

Estos conceptos nos serdn de gran utilidad en el desa-
rrollo de las medidas difusas, por ello, recogemos en &ste -
apartado las definiciones mas significativas relativas a los
mismos.Para un estudio mas detallado puede verse Schweitzer
y Sklar (1963) o Dubois y Prade (1982).

Es obvio que,de acuerdo con la definicién 1.1, la clase
de las medidas difusas ha de ser muy amplia y, como consecu-
encia, ha de ser muy dificil establecer criterios de caracte
rizacidén y métodos de manejo vidlidos para todos sus elemen--
tos. Por é€ste motivo, resulta interesante la consideracidén -
de subclases con propiedades notables.

Sabemos que las medidas de probabilidad cumplen que:

A,Bg £# con AnB=¢ entonces:

P(AUB)= P(A)+P(B)

© 1%



Serd interesante considerar familias de medidas difusas
que verifiquen una relacibén de la forma:

A,BeA  AmB=¢ = g(AUB)= g(A)*g(B) (3)
siendo * un operador cerrado en [0,1].

Estas medidas, andlogamente a lo que ocurre con la pro-
babilidad, seran tales que el grado de incertidumbre de AUB,
con A y B disjuntos, unicamente dependeri del grado de incer
tidumbre de A y del grado de incertidumbre de B a través de*.

Es inmediato que existen una infinidad de operaciones -
binarias en [0,1], si bien solo las que cumplen ciertas pro-
piedades o condiciones de regularidad, serdn fitiles para la
caracterizaci6én de medidas difusas.

De modo andlogo, puede ser interesante considerar medi-
das tales que

A,BeA AWB=X g(AMB)= g(A)8g(B)

siendo @ una operacidén binaria en [0,1] que verifique cier--
tas propiedades. En éste caso es la incertidumbre de AMB 1la
que depende unicamente de la incertidumbre de A y de la in -
certidumbre de B a traves de 8.

Definicidén 1.3.

Una aplicacidn
* :[0,1} x [0,1] = [0,1]

se dice que es una conorma triangular (t-conorma) si y solo
si cumple:

1) Propiedades de frontera
1*1=1 , O%xa=ax0=a |, Va510,1]
2) Monotonia
agh , c¢<€d a*c bxd , Ya,b,c,d¢[0,1]

3) Conmutatividad

< 13



axb=bxa |, Va,be[0,1]
4) Asociatividad
ax(bxc)=(axb)*xc , ‘Va,b,ca[O,H
las principales conormas triangulares son:
— Operador Maximo: (a,b) - max (a,b)
—Suma Probabilistica: (a,b) - a+b-a.b=Sp(a,b)
—Suma Acotada: (a,b) - min (1,a+b)=SA(a,b)
—Operador T,: definido por las condiciones frontera y por

T (a,b)=1 Y a,be(0,1)
Es inmediato comprobar que:

max (a,b) < a+b-a.b < min (1,a+b) < Ta(a,b) V(a,b)€[0,1f

Definicidén 1.4.

Una aplicacidn
g :[0,1]1 x [0,1] = [o0,1]

se dice que es una norma triangular (t-norma), si y solo si
verifica las condiciones 2,3 y 4 anteriores y la propiedad -
de frontera

1') 0g0=0 , 1ga=agl=a , VYaelo,1]
las principales normas triangulares son:
—Operador Minimo: (a,b) > min (a,b)
—Operador Producto: (a,b) 2> a.b
—Operador S}: (a,b) = max (a.b-1,0)
—Operador T': T _(a,b)=0 Y (a,b) €l0,1)>con la condicibn de
frontera 1').
Es ficil comprobar que:

Tw(a,b) < max (0,a+b-1) £ a.b £ min (a,b)

C=14-
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Definicidén 1.5.

Sea g una medida difusa en X, diremos que g esti basada
en la conorma * si y solo si cumple:

A,BcX , ANB=0 g(AUB)= g(A)*g(B)

Al conjunto de todas las medidas difusas asi caracterizadas
le denominaremos MD, (X).

Definicidén 1.6.

Diremos que la medida difusa g' estd basada en la norma
® si cumple:

A,BeX , AUB=X g'(ANB)= g'(A) @ g'(B)

Llamaremos MD®(X) al conjunto de las medidas difusas que es-
tdn basadas en 8.

Propiedad.

Si g es una medida difusa basada en la conorma *, enton

ces su dual g', es una medida difusa basada en la norma *',
definida por:

a*'b=1-(1-a) * (1-b)

A €sta norma *' se le 1llama norma dual de la conorma *.

—Si f es una medida difusa basada en la norma ®, entonces su
dual f', es una medida difusa basada en la conorma *', defi-
nida por:

a ® b=1-(1-a) ® (1-b)

Aésta conorma @', se le llama conorma dual de la norma 9.

La siguiente tabla (Dubois (1982)) recoge las relacio--

nes de dualidad entre las normas y conormas antes resefiadas:

« i



conorma norma
maximo minimo

suma probabilistica producto
suma acotada SA
Ty Ty

Medida de probabilidad

Si como conorma * elegimos la suma acotada, obtenemos:
A,BcX_, AMB=¢ = g(AWB)= min (1,g(A)+G(B))
Por tanto:

g(AUR)=g(X)=1= min (1,g(A)=g(A)) =
g(A)+g(A) 2 1
Si como norma ® elegimos la dual de la anterior, el o-
perador Tw= Max (0,a+b-1), entonces:
A,BcX , AuB=X g' (AnB)= max (0,g'(A)+g'(B)-1)
g' (AnR) =g' (¢)=0= max (0,g'(A)+g' (A)-1)
g'(W+g' (A) < 1

Caso particular de éstas medidas son las probabilidades para

las cuales

P(A)+P (&) =1 V A% x)

Medidas de Posibilidad

Las medidas difusas basadas en la t-conorma max(.,.) Ve

rifican:

g (AUB) = max(g(A),g(B)) Y A,Be £(X)



como facilmente puede comprobarse, no limitandose €sta rela-
cidn al caso AMB=¢.

Estas medidas han sido denominadas por Zadeh medidas de

posibilidad, cuya clase notaremos PO(X).

Si I es una medida de posibilidad sobre X, para todo --
A e9(X) el valor I(A) se entiende como la '"posibilidad de o-
currencia del suceso A" de acuerdo con una informacidn difu-
sa (ver Zadeh (1978)).

Es obvio que:
VAeP(X), M(AUAR) = I(X) = 1 = max ( I(A), N(A)) VY IePo(X)

de modo que NM(A) o N(A) es igual a 1. Esto se interpreta di-
cienaoque " de entre dos sucesos complementarios uno tiene -
que ser siempre totalmente posible ", cualquiera que sea la
informacidén de que se disponga.

Dada NePO(X) podemos definir la denominada distribucién
de posibilidad asociada, m, como una aplicacién m:X = [0,1]
tal que m(a)=N({al).

Es inmediato que:

M(A)= sup T(a) Vae® )
aceA

Medidas de Necesidad

Son las duales de las anteriores, es decir, estan basa-
das en la t-norma dual del midximo que es el operador minimo.
Asi:

YA,B e g'(MB) = min (g'(A), g'(B))

Notaremos NE(X) el conjunto de las medidas de necesidad
sobre X. Siendo inmediato que:

N(AOVA) = min (N(A), N(A)) = 0 VAe@(X), VY NeNE(X)

lo que significa que N(A) y N(A) no pueden ser, simultanea--

"

mente distintos de cero. Esto equivale a decir que " a lo su
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mo uno entre dos sucesos complementarios es algo necesario "

cualquiera que sea la informacidn disponible.

Por estar las medidas de posibilidad y de necesidad de-
finidas a partir de t-conormas y t-normas duales, entre ella
existird la siguiente relacidén: para cada IIePO(X) existe =--
NeNE(X) tal que:

V A N(A) = 1- (A)= inf {1-7(x)}
X

y reciprocamente.

De qui, que la necesidad de un suceso A se considere co
mo el grado de imposibilidad del suceso contrario.

Propiedad

UN suceso algo necesario debe de ser completamente posi
ble.

En efecto:

Si un suceso es algo necesario N(A)>0, y por tanto, como
min (N(A),N(A) = 0 deducimos que N(A)=0 de donde por duali--
dad resulta TI(A)=1.

Nota

A partir de ahora y como es habitual max{a,b} y min{a,b}

lo notaremos avb y aab, respectivamente.

A-medidas de Sugeno

Sugeno (1972) defini6 una clase de medidas difusas deno

minadas A-medidas y caracterizadas por el siguiente axioma.

A,Be A si AnB=¢ entonces:

g, (AUB) = g, (A)+g, (B)+2rg, (A).g, (B) con A > -1

- =18~



correspondiendo a la conorma parametrizada.
a*b = min (1,a+b+ ab)

(ver Dubois y Prade (1980)).

—La medida dual de 8) €S &> donde wu= =A/(1+1A) ;
en otras palabras

VAc4 E.a/(1+r) (A = 1-8,(A)

—Si xe(=1,0) la medida dual de gy > gu, es tal que pe(0,+x)
y reciprocamente.

—Para A=0 obtenemos las medidas de probabilidad. A la familia

de A-medidas la notaremos por GA(X).

II.- TEORIA DE LA EVIDENCIA DE SHAFER

En éste apartado, estudiamos algunas de las propiedades
y definiciones mas importantes de la Teoria de la Evidencia.
Un desarrollo mas detallado de los fundamentos de la misma -
puede encontrarse en Dempster (1967) y Shafer (1976).

El concepto fundamental en Teoria de la Evidencia es el
de Asignacibn Bidsica de Probabilidad (A.B.P).

Definicidn 2.1

Una aplicacién m: ¥ (X) - [0,1], se dice que es una asig

nacidén basica de probabilidad, si y solo si cumple que:
1) m(¢)=0
2) D.m(A)=1 (4)
AcX

G-
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A la cantidad m(A) se la llama nGmero bidsico de probabi
lidad de A.

Definicién 2.2

Dada una A.B.P sobre X, diremos que AcX es un elemento

focal si y solo si m(A)>0.

—Las A.B.P no son en general mondtonas, por tanto, no serén
medidas difusas. Ahora bien, estas asignaciones bdsicas de -
probabilidad tienen siempre asociadas una pareja de medidas

duales que si lo son.

Definicidn 2.3

Llamamos medida de creencia asociada a una asignacidén -

bdsica de probabilidad m , a la aplicacidn
Bel: ¢(X) = [0,1]

dada por: (5)
Bel (A) =BZ m(B)
cA

Definicidén 2.4

Llamamos medida de plausibilidad asociada a una asigna
cién bdsica de probabilidad m, a la aplicacidn:

P1: F(X) - [0,1]
dada por: (6)

P1(A) =), m(B)
BPA# ¢

Es inmediato comprobar que éstas aplicaciones son medidas di
fusas duales, es decir

P1(A) = 1-Bel(A) )
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En el trabajo de Dempster (1967), &stas medidas eran -
llamadas P, y P* y se introducian por medio de una aplica -
cién multivaluada de un espacio probabilistico en un conjun-
to.

Si consideramos un espacio (2,4,P) y una aplicacién mul
tivaluada T :Q —» X, es decir, una aplicacidn de © en F(X):
podremos definir en X, asociada a I, las valoraciones P, y =
P* de la siguiente forma: ‘

CP(A)
Pplfl] 8 == con P(X*)#¢
P{X*)
P(A%*)
Prla] = ———— con P(X*)#¢
PLX*)
y siendo:
A, = {we Q@ / T w#¢,T wc A}
A* = {we Q@ / T wnA#¢}

Posteriormente, Shafer (1976), definié las medidas de -
creencia asociadas a las asignaciones bidsicas de probabili--
dad, comprobando que coincidian con las P,. Las P*, por ser
duales de las anteriores, coincidiran con las medidas de pla
usibilidad.

Las propiedades mas importantes de €stas medidas son:

A) Las medidas de creencia son medidas difusas, verificando
que:

Y A,BcX Bel(ANB) > Bel(A)+Bel(B)-Bel(AUB)  (8)

Bel(ANB) > max (0,Bel(A)+Bel(B)-1) (9)
Bel(ANB) < min (Bel(A),Bel(B)) (10)

A



La suma de la creencia de un suceso y la de su comple =
mentario serd, en general, menor o igual que uno,no teniendo

que darse la igualdad. Es decir:
Bel(A) + Bel(A) < 1 (11)
la demostracidén de ésta desigualdad es inmediata ya que
Bel(A;JK) > Bel(A) + BeltK) - Bel(A NnA)
Yy por tanto

1 2 Bel(A) + Bel(A)

B) Las medidas de plausibilidad, son medidas difusas y veri-

fican:
YA,BcX P1(A UB) < P1(A)+P1(B)-P1(A nB) (12)
P1(A UB) > max (P1(A),P1(B)) (13)
P1(A UB) > min (1,P1(A)+P1(B)) (14)

La plausibilidad de un suceso, mas la plausibilidad de
su complementario es igual o mayor que uno.

YAcX P1(A) + P1(A) > 1 (15)

la demostracidn es inmediata a partir de (12), y de los axio
mas de las medidas difusas.,

C) La relacidn que liga creencias y plausibilidades es la si
guiente: |

Si Bel y P1 son las medidas de creencia y plausibilidad
asociadas a una cierta A.B.P m, entonces:

Bel(A) < P1(A) YAcX

la demostracidn es inmediata con solo tener en cuenta la de-
finicidén de medidas duales y (15).



Por otra parte, las medidas de creencia y de plausibili
dad, pueden ser caracterizadas, como capacidades de Choquet

de orden infinito, como muestran los siguientes teoremas.

Teorema 2.1

Una aplicacién Bel :%'(X) - [0,1] es una medida de --

creencia si y solamente si cumple:
1) Bel(¢)=0
2) Bel (X)=1
3) YmeN , VA, &X , i=1,...,m (16)
se verifica que:
m
Belcgﬁi) > 1E;]_:lla.el(z\i)-ZBel(A{w Aj)+a..t

1<)

m
=11 pan nA,)
i=1

—La asignacidn bdsica de probabilidad asociada a €sta medida

se puede obtener como:

neay = 2 (-1)ABlper(p) Vacx ()
BcA

siendo |A| el cardinal del conjunto A.

Teorema 2.2

Una aplicacién P1 :EF(X) - [0,1] es una medida de pla
usibilidad si y solo si cumple:

1) P1(¢)=0
2) P1(X)=1
3) VmeN , VAgX , i=1,...,n (18)

se verifica que:
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m
PL( N A,) < ipchi)-Zm(Aiu A +a..t
i=1 1=

i<

m
1™ Tp1c v
1=1

Ai)

Como consecuencia de (5), (7), y (15) se puede compro--
bar que existe una correspondencia biunivoca entre las asig-
naciones bésicas de probébilidad, las medidas de creencia y
las de Plausibilidad, cuando estdn definidas sobre el mismo
conjunto X. Por tanto, podemos considerar que cada una de ==
ellas contiene la misma informacidén pero basandose en dife--
rentes criterios para su representacidn.

Bel(A) nos mide la minima creencia que podemos tener so
bre la pertenencia a A de un cierto elemento desconocido, ==
mientras que m(A) mide la creencia que, exactamente, se asig
na a A, sin contar la que se asigna a sus partes propias; y
P1(A) el maximo grado de creencia que se puede tener sobre -

la pertenencia a A de un elemento desconocido.

Teniendo en cuenta &€stas ideas, cuando a lo largo de 1la
memoria nos refiramos a una evidencia sobre X, estaremos ha-
ciendo alusidn a cualquiera de sus representaciones, que po-
drian ser empleadas indistintamente.

Evidencia probabilistica

Una medida de probabilidad P en X, es a la vez una medi
da de Plausibilidad y de creencia que tiene por elementos fo
cales en la A.B.P a los singletones o conjuntos unitarios no
imposibles, es decir, todos aquellos {x} , xeX tales que:

m({x}) = P({x}) = p(x) #0

donde p es la distribucidén de probabilidad asociada a la me-
dida P.
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Reciprocamente, toda evidencia cuyos inicos elementos =
focales sean los conjuntos unitarios es tal que las medidas
de creencia y plausibilidad asociadas, coinciden con una me-
dida de probabilidad. Por ello, a &stas evidencias las llama

remos probabilisticas.

Evidencia Posibilistica
Las medidas de necesidad y de posibilidad son medidas -
de creencia y de plausibilidad respectivamente. Esta eviden-

cia se caracteriza por tener sus elementos focales anidados,

es decir, existen.Aje?(X) , i=1,...,n tales que:

gCeeCAy y ; m(A;)=1 _

Si I es una medida de posibilidad, 7 su distribucibén a-

A, cA

1

sociada, y si X = {x1,...,xn} estda ordenado de forma que:
1 = ﬂCx]) > ﬂ(xz) > e ;ﬂ(xn)

entonces la asignacidén basica de probabilidad asociada a I,

m_, es:
m
mx;)=m(X5,¢)  si A={xy,...,x3}, i=1,..,n-1
m, (A)= ﬂ(xn) si A=X (19)
0 en otro caso

De forma inmediata podriamos comprobar que sus elemen--

tos focales estidn anidados.

Reciprocamente, toda asignacidn bdsica tal que sus elementos
focales estén anidados, tienen medidas de creencia y de plau
sibilidad asociadas que son medidas de necesidad y de posibi
lidad, respectivamente.

Para mas detalles sobre &€ste tipo de medidas puede con-



sultarse Dubois y Prade (1981) y Moral (1985).

Ignorancia

La asignaci6én bdsica de probabilidad dada por:

1 si A=X
mOCA)=
0 si A#X

representa la informacidén nula sobre las caracteristicas de

un elemento desconocido xeX. Shafer resalta que &sta repre-

sentacidn de la ignorancia es diferente de la que se realiza
en la Teoria Bayesiana; donde la ignorancia se supone carac-
terizada por la distribucidén uniforme sobre X.

La medida de creencia asociada a &sta asignacibn bidsica

de probabilidad es:

1 si A=X
Belo(A)=
0 si  A#X

y la de plausibilidad

0 si A=¢
PlO(A)=
1 si  A#¢

Puede comprobarse facilmente que Plo('), es una medida
de posibilidad con distribucién asociada

m(a)=1 , VYaexX

Inclusidn de evidencias

Esta definicién ha sido dada independientemente en Mo-

ral (1985) y Yager (1985). Un estudio detallado puede encon-
trarse en M.Delgado y S.Moral (1985).
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Definicibén 2.5

Sean m, y m, dos asignaciones bdsicas de probabilidad.
Diremos que la evidencia representada por m, estd incluida -

en la representada por m, y notaremos m;C m,, si y solo si:

Y A CX , mAzgy(A) = [0,1] tal que
my(A)=2, m,(B) (20)
BCA
m,(B)= B 21
,(B) A;B m (B) (21)

La idea que inspira ésta caracterizacibén es que cual --
quier informacidén adicional sobre un xeX dseconocido, con la
condicidén de ser compatible con la ya existente, debe de pro

ducir una atomizacidén de la evidencia.

Asi, cuando nuestra informacidén es nula (ignorancia), -
toda la masa de evidencia estd concentrada en el total X, y
a medida que ganamos informacidén, la evidencia se nos va re-
partiendo entre las distintas partes de X.

Propiedad

Si m, y m, son A.B.P tales que m1C m, y Pl1 y Pl2 son -
sus medidas de plausibilidad asociadas, se verifica que:

VYeex PL,{E] 2 Ply{C]

En efecto:

De acuerdo con (21):

Y cc x P1,(C) = ). m,(B) =) (;BmA(B)>

a0 CrB#¢

Ahora bien, si ACX es tal que BCA y Cn B#¢ , entonces tam-
bien Cn A#¢ , con lo que:
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é;%¢¢<ég%mA(B)><¢OB¢¢<£§£mA(B)> =

2 ma) = PO
CA#¢

Propiedad

31 m,; y m, son dos A.B.P. tales que m1C m, y tienen co-
mo medidas de creencia asociadas Bel, y Bel, respectivamente
entonces se verifica que:

Y ¢ €x Bel, (C) < Bel,(c)

la demostracién es inmediata con solo tener en cuenta que la
medida de creencia es dual de la de plausibilidad.

Desgraciadamente el reciproco delas anteriores propieda
des no se cumple, en general, siendo cierto solo en algunos
casos particulares.

Propiedad

Sean LY T, dos distribuciones de posibilidad sobre X.
La evidencia representada por ™ estd contenida en la repre-
sentada por T, si y solo si:

\'/ a€&X Tq (a) 2 Trz(a)

Propiedad

Si P1 y P son una medida de plausibilidad y probabili--
dad respectivamente, con asignaciones basicas de probabili--
dad asociadas m y mp, entonces:

P1(A) 2P(A) , VY ACX = mc m

Para su demostracidén consultar M.Delgado y S.Moral (1985).
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III.- ESTUDIO DE FAMILTAS DE MEDIDAS DIFUSAS

El objeto de éste apartado es completar el esquema de -
Banon (1981), con nuevas familias de medidas difusas que con
sideramos de interés. Nuestra clasificacidén, aunque basada -
en la de Banon, se diferencia de &sta en que introduce y se
basa en el concepto de dualidad entre medidas.

3.1, Parejas de medidas duales

Como ya hemos dicho, para toda geMD(X) existe su dual
geMD(X). De éste modo podemos considerar la familia PD(X) -
formada por las parejas (g,g) donde g y g son medidas difu -
sas duales, es decir: -

g(A) + g(R) =1 Y ACX

En general, el conocimiento de una de ellas nos es su-
ficiente para el conocimiento del par; por tanto algunas ve
ces para referirnos a los elementos de PD(X) daremos simple
mente una de las dos posibles medidas. Por otra parte, ésto
nos permite asegurar que PD(X) y MD(X) pueden ponerse siem-
pre en correspondencia biunivoca.

Es inmediato comprobar que PD(X) es una familia conve-
xa, ya que:

(Xgy + (I-X)g; ) = 2g; + (1-ME, 7 re [0,1]

3.2, Parejas de medidas ordenadas

Definimos la familia PO(X) como el conjunto de las pa-
rejas (g4,8%) donde g4 y g* son duales y ademis

g4 (A) < g*(A) YV acx

Por dualidad, toda medida difusa g, asocia siempre a -
cada conjunto A dos valores de incertidumbre g(A) y =-=--=---
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g(A)=1-g(A), En la familia PO(X) hemos considerado aquellas
parejas en las que el inferior del par de valores correspon

de siempre a la misma medida.

Asi, si (g4,8%)ePO(X) podemos decir que g4 codifica la
informacién con un caracter que llamaremos pesimista, mien-

tras que, g*¥ lo hard de forma "optimista'.

Podemos definir una proyeccidén de PD(X) en PO(X), que
asocia a un par de medidas difusas cualesquira un elemento
de PO(X) del siguiente modo:

p: PD(X) — PO(X)

(2,8) +~ (8x-8%)

donde: |
g+(A) = Min {g(A),g(A)} Ae ¥(X)
g*(A) = Max {g(A),g(A)} Ae 9 (X)
Propiedad

Es inmediato comprobar que g, y g% son medidas difusas.
Obviamente g, (A) <g*(A) VA.
Por otra parte, son duales ya que:

1-g4(R) = 1-Min {g(A),g(A)} = max {1-g(A),1-g(A)}=

Max {g(A),g(A)} = g*(A)

Propiedad

La familia PO(X) es convexa ya que si g,(A) < g*¥(A) y
h, (A) € h*(A) VYAX , entonces:

VAl 0,11 Age(A) + (1-A)h,(A) € Ag*(A) + (1-2)h*(A)

Como hemos indicado si tenemos un par de medidas difu-
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sas ordenadas, (g4,8%), a cada conjunto A se le asocian dos
valores de incertidumbre: g,(A) y g*(A) con g,(A)< g*(A). -
Tendremos una medida mas precisa cuanto mas pequefias sean -

las diferencias g*(A)-g4(A). Por &sta motivo, cabe hacer la
siguiente definicién.

Definicidén 3.1

Dada una pareja de medidas difusas ordenadas (2« :8%) 5
definimos su grado de imprecisién como el valor:

2 I8 - ga(A)]
AcX

Im(g, ,8*)=
21X

Teorema 3.1

Si P es una medida de probabilidad, Im(P,P)=0

La demostraci6n es inmediata sin mas que tener en cuenta --
que las probabilidades son medidas difusas autoduales.

Teorema 3.2
La Im(gs,g*)=1, si y solo si g, y g* tienen la forma:

1 si A=X 0 si A=¢
g+ (A)= gY (A)=
0 si A#X 1 si A#¢

es decir, coinciden con las medidas de creencia y de plausi

bilidad, (Belo,Plo), asociadas a la A.B.P que representa la
ignorancia.

Demostracién

Es inmediata sin mas que tener en cuenta la definicién
de Im{.,.) y de la ignorancia.
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Como consecuencia de &stos resultados y en cierto senti
do, podremos afirmar que el grado de imprecisidn mide '"'lo 1le
jana'" que estd una cierta pareja de medidas duales de una me
dida autodual. De ésta forma, diremos que cuanto mas proximo
esté a cero el grado de imprecisién, mejor serda nuestra re--
presentacib6n de la incertidumbre.

3.3. Parejas de medidas duales aditivo-coherentes

Definimos la familia AC(X) como el conjunto de todas --
las parejas ordenadas (g4«,g*), que verifican:

g*(AUB) < g*(A) + g*(B)
g+ (AUB) > g, (A) + g4 (B)
¥ A,BX con AMB=g

Estas medidas estan consideradas en Huber (1981).

En AC(X) no pueden ocurrir situaciones como las que --

muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.1

Sea Xﬁ{x1,x2,x3} y el par de medidas ordenadas en X,
(g8%,8*), dado por:

g*{x }=g*{x,}=g*{x51=0.3

g*{xy, X, =g*{x;,xz}=g*{x,,x5}=0.9
g*{xqy,%,,x5}=1 Y
g*{x1}=g*{xz}=g*{x3}=0.1
gxlxq,x,}=gs{xy,x5}=g,{x,,x5}=0.7

g*{x],xz,x3}=1
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Observese que, la medida superior de {x]} y de {xz}, va
le 0.3, mientras que la inferior de {x],xz} vale 0.7, lo cu-
al parece una contradiccién con la idea de incertidumbre adi

tiva en algln sentido.

Propiedad
La familia AC(X) es convexa.

Demostracibn:

[Ag? + (1-x)g3](AUB) Agh (AUB) + (1-1)g}(AUB)

/N

A(gi(A) + g7(B)) + (1-2) (g5 (A) +g5(B))

(g} + (1-0)gh) (A) + gt + (1-1)g3) (B)

Propiedad

Dada la pareja (g«,8%*), si pertenece a AC(X) y es tal -
que g4«=g*, entonces g4 y g* coinciden con una Gnica medida -
de probabilidad P.

En efecto, si
g+ (ALB) = g*(AUB) Y A,B

entonces g4=g* es una medida aditiva y normalizada, es decir
una probabilidad.

3.4. Familia de medidas que acotan una probabilidad

Definimos la familia PA(X) como el conjunto de parejas
duales (g4,g*) tales que existe una medida de probabilidad -

verificando:
g« (A) < P(A) < g*(A) Y ACX

siendo ésta una condicidén de consistencia alternativa a la -
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de 1la familia AC(X).

Esta familia y la anterior no coinciden, Pero,
AC(X)NPA(X), contendrd a las familias que consideraremos =--

posteriormente.

La caracterizacidén de éstas medidas fué dada por Huber
(1981), mediante el siguiente teorema:

Teorema 3.3

Si (g4,g*) son medidas difusas duales, entonces,
(g+,8%) € PA(X) si y solo si cumple:

Xaihjs 1, 2a;20, A;X =3a;g.(A;) <1

donde I es la funcidén indicador de Ai’

A.
i

Propiedad

La familia PA(X) es convexa.

En efecto:

Si Aef0,1] vy gx1(A) € Py(A) < gf(A)
gx,(A) € P,(A) < g5(A)

entonces
Agaq(A) + (1-2)84,(A) S AP (A) + (1-2)P,(A)
S agi(A) + (1-1)g5(A)

Bi P1 y P2 son medidas de probabilidad, su combinacidn
convexa tambien lo es, es decir: ’

AP, (A) + (1-A)P,(A) = P4 (A)

y Pz (A) estard acotada por la combinacidn convexa de (g*1,g?)

y (84,,8%).
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lo que prueba que A(g*1,g?) & (1-A)(g*2,g§) pertenece a ==
PA(X).

Propiedad
Si una pareja de PA(X) tiene sus componentes autoduales
entonces, ambas medidas coinciden con la medida de probabi-

lidad a la que acotan.

3.5 Medidas representables

Definimos la familia MR(X) como el conjunto de todas -
las parejas (gs«,g%) que sean representables, es decir, para
las que existe & (familia de medidas de probabilidad), tal

que:
*(A) = sup P(A)
o Pe%f
g+« (A) = inf P(A)
Pe&

Estas medidas fueron introducidas por Dempster (1967)
y posteriormente caracterizadas por Wolf (1977). Giles ha
llegado a la misma caracterizacidn, estudiandolas desde un

punto de vista diferente.

Teoremal3.4

Una pareja de medidas difusas (g4,g8*) es representable

por alguna familia # si y solo si cumple:

I, < ya;I, -a con a;>0 y acR  g*(A) € 2. a;8%(A;)-a

Propiedad

La familia de medidas representables es convexa.

Es obvio que:
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si (g*1,g?) es representable por 4y
(g4,,85) es representable por & 5
entonces, la combinacién convexa de las dos parejas es repre

sentable por:

F-ap, + 1-0P, /Pef, PeF, )

Nota

La familia MR(X)estd incluida en la interseccidén de ---
AC(X) y de PA(X), pero no coincide con ella: como muestra el

siguiente ejemplo extraido de Huber.

Sea un conjunto con cuatro elementos y supongamos que -
g« (A) y g*(A) dependen solo del cardinal de A segiin la si -
guiente tabla;

A 0 1 2 3 4

K 0 0 1/21/2 1

g* 0 1/2 1/2 1 1

Vemos que (g4,g*) € AC(X), pero existé una finica proba-
bilidad acotada entre g, y g* que es P(A)=|A| / 4.
Por tanto (g«,g*¥) no es representable.

Nota

Un elemento (g4,g*) de MR(X), puede admitir distintas re

presentaciones.

3.6. Capacidades de orden 2

Definimos la familia C2(X), como el conjunto de pares -
(gx,g%*) de medidas difusas, tales que:
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g*(AUB) < g*(A) + g*(B) - g*(ANB)

g+ (AUB) > g4 (A) + g4x(B) - g«(AMB)

es decir:
g*¥ es una capacidad alternante de orden 2, y
g, €s una capacidad mon6tona de orden 2.

(ver Choquet (1953-1954)

Propiedad
Se puede comprobar que C2(X)C MR(X).

Para su demostracidén ver Huber (1981).

Propiedad

El conjunto de las capacidades de orden dos es una fa-

milia convexa.

Omitiremos la demostracidén por ser andloga a la de la
familia AC(X).

3.7. Otras familias de medidas duales

En é€ste apartado consideraremos las familias de medi--
das difusas que han sido definidas con anterioridad.

- Evidencias

Notaremos EV(X) la familia de medidas duales (Bel,Pl),
tales que: Bel y Pl son las medidas difusas de creencia y -
plausibilidad, asociadas a una misma asignacidn bdsica de -
probabilidad.

Propiedad

La familia EV(X) es convexa.
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Demostracidn

Si Bel; ; Pl1 estidn asociadas con la A.B.P m,

1
Bel2 i Pl2 estan asociadas con la A.B.P m,

entonces el par

( ABel, + (1-a)Bel APL, + (1-1)P1,)

2 bl
est8 asociado a Am1 % (1-A)m2.

Por otra parte:

1) [Amg + (1-2)m, 1(6) = Am (9) + (1-2)m,(¢)
[Am] + (1-A)m2 1(X) = Am1(X) ¥ (1-A)m2(X)

" |
— o)

2 [A + (1-A 1A A A) + (1-A A
) ;;;X my + (1-A)m,] (A) g%;m1( )+ (70 2my (4)

A+ (1-2) =1

lo que prueba que Am1 + (1—A)m2 es una A.B.P. y por tanto
la propiedad.

Evidencias consonantes

Notaremos EC(X) la familia de parejas de medidas difu-
sas ordenadas (N,II), siendo II una medida de posibilidad y N
una necesidad. Esta familia no es convexa, si bien su clau-
sura convexa es EV(X).

Evidencias de tipo "crisp"

Notaremos CR(X) a la familia de parejas (N,II) donde N y
I son medidas de necesidad y de posibilidad que unicamente
pueden tomar los valores {0,1} . Estédn asociadas a A.B.P -
con un Gnico elemento focal ACX. Esta familia tampoco es --
convexa, pero su clausura convexa coincide con EV(X).
(ver Dubois y Prade (1985)).
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A- medidas de Sugeno

Notaremos GA(X), al conjunto de las parejas (gk,gu) con
Ael0,2) y u=-x1 /1+xel-1,0].

Al igual que pasa con las familias anteriores se puede -
demostrar que GA(X) no es convexa.
Banon (1978) probd que GA(X)C EV(X).

medidas de probabilidad

Notaremos PR(X) al conjunto de medidas (P.P), donde P es
una medida de probabilidad; por simplicidad designaremos al
par (P,P)=P.

Evidentemente, PR(X)C GA(X) y ademds es una familia --

convexa.

Medidas de Dirac

Notaremos DI(X) al conjunto formado por las medidas au-
toduales Ga , aeX , dadas por:

1 si a€A
&, (A)=
0 si afA

es decir, 53 es una medida de probabilidad degenerada en a.

Es inmediato comprobar que DI(X) = PR(X) N CR(X), no -
es una familia convexa, pero en é€sta caso su clausura conve-
xa es PR(X).

- Para terminar y a modo de resumen, damos el siguiente dia-

grama donde se relacionan éstas medidas. El sentido de las -

flechas indica inclusibn.
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AC (X) PA (X)
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CR(X) PR (X)




Un problema de decisidn serd tanto mas general cuanto --
mas amplia sea la familia de medidas que consideremos para la
representacidén de la informacién disponible sobre un fenémeno
Sin embargo, dispondremos de estructuras mas ricas, con mas -
propiedades, cuando consideremos familias mas restringidas.

Nosotros, hemos planteado el problema de decisién en --
EV(X), porque creemos que en ella se compensan bien éstos dos
aspectos: es bastante general, permitiendo al mismo tiempo, -
el desarrollo de todas las herramientas necesarias para el --
problema de decisiodn.
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- CAPITULO IT -

Medida difusa bidimensional.
Medida difusa condicionada.



0.- INTRODUCCION

En el capitulo anterior hemos estudiado las medidas difu

sas como representaciones o soportes de la informacidén dispo-
nible sobre un determinado fendmeno.

Es concebible la existencia de varias fuentes de informa
cidén diferentes sobre un mismo hecho, surgiendo de modo inme-
diato, el problema de combinacidén de las mismas.

La combinacidén y como caso particular el condicionamien-
to de informaciones, seridn esenciales para la resolucidn de -
los problemas de decisidén bajo la hipbdtesis de existencia de
experimentacidén. Estos temas serdn abordados de la forma mas
general posible en €ste capitulo, considerandolos en las dis-
tintas familias de medidas difusas definidas en el capitulo -
anterior. '

Si g es una medida difusa, y BC X, la medida difusa con-
dicionada g(./B) puede interpretarse como la combinacidn de -
de nuestra informacidén original, g, con una informacifn poste
rior que afirma que el resultado del experimento estd en B. -
Por tanto, el condicionamiento es un caso particular del pro-
blema de la combinacidén de la informacién. Desgraciadamente,

éste es un tema que aun no estd muy desarrollado. Existen pro



cedimientos particulares, como la regla de Dempster (1967) -
para evidencias independientes; o como los desarrollados en

Zadeh (1975) y Moral (1985) para medidas de posibilidad. E1l

desarrollo de reglas generales de combinacidén nos permitird

resolver el problema de decisidn con experimentacibén, cuando
nuestra observacién del resultado del experimento no sea to-
talmente precisa.

El apartado 1 estd dedicado ha hacer una breve resefia -
del tema de la combinacidén de evidencias y presentar la re--
gla de Dempster.

Para la definicibén de medida difusa condicionada (apar-
tado 2) partimos de la formulacidén de Dempster (1967) para -
evidencias, generalizandolo al caso de medidas difusas orde-
nadas. Nos encontramos que é€sta definicibén no se puede exten
der al caso de una medida difusa general ya que previamente
necesitamos conocer el cardcter pesimista u optimista de di-
cha medida.

Un problema importante e intuitivamente relacionado con
los que analizamos en &ste capitulo es el paso de la informa
cién de un espacio a otro relacionado con el.

En el apartado tercero, comenzamos estudiando la trans-
formacidén de una medida difusa mediante una aplicacién uni-
valuada o multivaluada como base para el estudio de las medi
das difusas bidimensionales.

Posteriormente, analizamos detenidamente el condiciona-
miento y la independencia de evidencias, encontrando dos for
mas o grados de independencia: la débil y la fuerte. En el -
caso particular de una medida de posibilidad, comparamos ---
nuestra definicidén de posibilidad condicionada con las dadas
por Zadeh (1978), Hisdall (1978-1979) y Nguyen (1978-79).

Para terminar, destacamos que la no interaccidn en dis-
tribuciones de posibilidad, es en general considerada, como
el concepto andlogo al de independencia de la Teoria de la -
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Probabilidad. Nosotros, tratamos &€stos dos conceptos como no-
ciones bien diferenciadas aplicabies a todas las medidas difu
sas, y en particular, a las medidas de probabilidad y de posi
bilidad. Consideraremos, que las medidas son independientes -
cuando el conocimiento de una de ellas, no influye sobre la o
tra. Las medidas serdn no interactivas (descomponibles segln

nuestra terminologia), cuando la medida global es la minima -

que contiene a las marginales.

1.- COMBINACION DE EVIDENCIAS. LA REGLA DE DEMPSTER

En éste apartado vamos a estudiar sucintamente el proble
ma de combinar dos evidencias (informaciones), sobre un mismo
experimento, representadas por sendas A.B.P m; y m,. Para mas
detalles sobre el tema puede verse Dempster (1967), Shafer --
(1985) y Delgado y Moral (1985).

La primera y mas conocida forma de abordar la combina---
cidén de evidencias estd constituida por la regla de Dempster.

Suponiendo que m; y m, tienen elementos focales'A1,..,Ak
y B]""’Bl’ respectivamente, y que no existe contradiccidn -
total entre ellas, es decir si:
> my(Ay).m,(By) < 1
e i | 2%
entonces la combinacibn de m, y m,, segln la regla de Demps--
ter, proporciona

A;;%.=A m1(Ai)'m2(Bj)

m(A) = ———1 (22)

1 my(A;).m,(B.)
A; 1B =¢ J

donde m(A)=0, si A;N Bj # A, para i=1,..k; j=1,...,1.

A &sta asignacidén, definida por la expresién (22), la no
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taremos m, ® m, .

, La regla se ha enunciado en términos de asignaciones bé-
sicas de probabilidad, pero se extiende inmediatamente a las

distintas representaciones de la evidencia: si Bel1 y Bel2 --
son las funciones de creencia asociadas a my y my, respectiva
mente, la funcidén de creencia asociada a m; & m, se nota como
Bel] & Bel,; y es el resultado de la combinacibén, seglin la re
gla de Dempster de Bel, vy Bel,. Lo mismo cabria decir para --
las funciones de plausibilidad, Pl1 ® Plz, asociadas a m1®m2.

Ejemplo 2.1
La regla de Dempster permite una interesante justifica-

cién de la definicién de probabilidad condicionada. Suponga-

mos m; y m, en X= {a1,...,an} dadas por

p; si A={a;} , a;eX

i
m] (A)=
0 en otro caso
n
siendo: 0<p; < 1, Z p; = 1
l_
1 si A =23B =
mz(A)=

0 en otro caso

donde BC X es un conjunto no vacio arbitrario, pero fijo.

m, representa la evidencia que tenemos sobre un elemento
cuando, sobre el, disponemos de la distribucién de probabili
dad {pi},{ie 1,...,n}. m, representa la evidencia que tenemos
cuando sabemos que dicho elemento pertenece a BC X.

La regla de Dempster nos dice que no existe contradic --
cidén total entre ambas evidencias si 1 - Z; p; < 1, &8 =
X: & B
i
decir si P(B) > 0, donde P es la medida de probabilidad aso-
ciada a la distribucién {piﬁ. En éste caso, la asignacidn bé
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sica resultante es:

Pi/P(B) si A ={a;}, a;ecB
m(A)=

0 en otro caso

que es una evidencia de tipo probabilistico, cuya medida de
probabilidad asociada es precisamente la medida de probabili

dad de m;, P, condicionada a B: P(./B).

Recogemos a continuacidén algunas de las propiedades mas
importantes de la regla de Dempster.

1.- Asociativa: (m1 @ mz) ® m; = m, & (m2 ® m3)
2.- Conmutativa: m, ® m, =m, @ m,
3.- Elemento neutro; si m, representa la ignorancia, entonces

m, ® m = m, para toda asignacidén m.

4.- Si m, representa la A.B.P asociada a la medida de Dirac

es decir:

1 si A = {a }
m_ (A)=
0 en otro caso

Yy m es una asignacidn bdsica cualquiera, con medida de plau-
sibilidad asociada P1l; entonces m, y m no son totalmente con

tradictorias cuando P1(a) >0, en cuyo caso m, ® m = m, .

La regla de Dempster ha demostrado funcionar bien en nu
merosas situaciones, como es el caso del ejemplo 2.1. Sin em
bargo, varias razones nos inclinan a no dar validez univer--
sal a dicha regla. Ya indica Shafer en el capitulo 8 de su -
libro que no se pueden combinar evidencias, sin tener en ---
cuenta la forma efectiva en que €stas interaccionan. Suponga

mos, por ejemplo, que disponemos de dos asignaciones b&dsicas



de probabilidad idénticas, m, = m,, que han sido obtenidas -
de la misma fuente. Serfa il6gico combinarlas segfin la regla

de Dempster, ya que, de acuerdo con ella, m & m # m. Shafer

ha estudiado algunos requisitos para la validez de ésta regla
La combinacién de evidencias cualesquiera se presenta pues, -
como un probiema abierto.

A continuacidén y aunque no es el objeto de ésta memoria

vamos a tratar un caso de facil resoluciédn.

Vamos a poner de relieve como las evidencias de tipo --
crisp se "combinan bien". La combinacidén de una evidencia de
tipo crisp representada por una asignaéién, Mmp, CON una evi-
dencia arbitraria dada por m, se define como aquella que vie
ne reprensentada por:

2. m©)

BN C=A

2. m(C)

BN C#¢

m 4 mB(A) =

con m mB(A)=0, si A no estid incluido en B.

Siendo la condicidén de compatibilidad

1 = 2: m(C) >0
BNC=¢

en el caso en que ;: m(C)=1, my my serdn totalmente in--
B -

compatibles y no tiene sentido combinarlas.

Esta regla de combinacién coincide con la regla de Demp
ster, pero &ste caso particular no presenta los problemas --
achacables a &sta. En primer lugar, ésta definicién parece -
intuitivamente bien fundamentada, lo que no ocurre en gene--
ral. Ademds, en éste caso, es evidente que el resultado de -
la combinacién no depende de la relacién existente entre am-
bas evidencias; por ejemplo, Mp % Mp= Mp. Recordemos, tam--

bien, la justificacién de la probabilidad condicionada por -
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la regla de Dempster, donde una de las eyidencias era de ti-

po crisp y estdbamos en €ste caso particular.

2.- MEDIDA DIFUSA CONDICIONADA

Las definiciones de probabilidad superior e inferior con
dicionadas, dadas por Dempster (1967)

P* (AMB)
P*(A/B) = ——
PH(B) (23)
_ P* (EMB)
Py(A/B) =1 - P*(A/B) = 1 - ——_
PE(B] ~

siendo P*(B) # 0.

son formalmente trasladables a la clase de medidas difusas or
denadas PO(X), en la forma siguiente:

g* (AMB)
g*(A/B) = —8 8 ,
g*(B) (24)
gx(A/B) = 1 - g*(AMB) / g*(B)

siendo (g4,g8%)e PO(X) y g*(B)#0.

Ahora bien, el par (g.(./B),g*(./B)), no necesariamente
pertenece a la clase PO(X), como muestra el siguiente contra
ejemplo.

Sea X= {x1,x2,x3}
g*{x1} = g*{xz} = ga {xs} = 0.1
0.6

g*{x‘l ,xz} = g*{x1 ,x3} = g*{XZ,XS}
gx{xy,x,,x53= 1

g*{x]} = g*{xz} = g*{x3} = 0.2

g*{xj,xz} = g*{x1,x3} = g*{XZ’XS} = 0.8
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g*{X],Xz,XS} =1
si condicionamos a {x1,x2} , obtenemos:
g*{x 3 0.2

g*{x /{xyx,}}= = =
g*{x],xz} 0.8

1/4

gaix /{xyx,13= 1 - g*{i{x,,xz}/{xq,x,}}=

g*{x1} 0.2

']-___:1...__

0.8

3/4
g*{x1’X2}

Por ello, cabe pensar en transformar la anterior defini-
cién de forma que se cumpla la condicibén de ordenacidn. Para
ello, recordando que de cualquier par de medidas se puede ---
siempre obtener un elemento de PO(X), proponemos:

,

)

g*(ANB) g* (ANB)
g**(A/B) = mdx }] —m8—, 1- ——}
g*(B) g* (B)
( g*(AMB) g* (ANB)
g8+%(A/B) = min { , 1- ;
g* (B) g*(B) |
Vemos como, (g4+«(./B) , g**(./B)) es la imagen por la a-

plicacidén ¢ ( definida en el apartado 3.2) del par

(g«(./B) , g*(./B)) y por tanto un elemento de PO(X).

Ahora bien, a pesar de haber logrado una definicidn de -

condicionamiento interna en PO(X), encontramos que los valo--

res (g4x(./B) , g*¥*(./B)) no tienen una interpretacidn intui-

tiva sencilla.

La definicién (24), adquiere pleno sentido cuando nos --
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restringimos a la clase de las capacidades de orden 2, C2(X);

ya que, en €ste caso puede enunciarse:

Teorema 2.1

S (Bas8%) €C2(X), entonces:

1).- 8Bax(./B) = g4(./B) y g**(./B) = g*(./B)

2).- (g+(./B) , g*(./B))e C2(X)
Demostracidn

1. Basta comprobar que:
g* (ANB) g* (ANB)
e e g a3

7

g* (B) g* (B)
o lo que es igual
g*(B) < g*(ANB) + g*(ANB)

lo que se deduce de la definicidén de capacidad alternante de

orden dos y de que:
(ANB) U (ANB) = B

g*((ANB) N (AMB)) = g*(¢) = 0

2. Hemos de verificar en primer lugar que:
g*(AYB/C) < g*(A/C) + g*(B/C) - g*(ANB/C)
lo cual es equivalente a

g* ((AUB)NC)  g*(ANC) . g*(BNC)  g*(ANBNC)

% - &

g*(C) g*(C) g*(C) g* (C)

es decir:

g* ((AYB)NC) = g*((ANCIV(BNC))
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< g*(ANC) + g*(BNC) + g*[ (ANC)N(BNC)]

lo que se deduce de la definicidén de capacidad alternante de

orden dos.

Por dualidad se puede deducir que:

g« (AUB/C) 2 g« (A/C) + g« (B/C) - g« (ANB/C)

"lo mas cercano' al teorema de la probabilidad total, son --

las cotas que se obtienen en la siguiente proposicién.

Proposicidn 2.1

Si (gg,g*)cC2(X) 'y g*(B)#0, g*(B)#0
entonces:

g*(A) < g*(A/B) g*(B) + g*(A/B) g*(B)
gx(A) > [1-g*(A/B) g*(B)] + [1-g*(A/B) g*(B)]

la demostracidn es inmediata sin mas que considerar la defi-
nicién de g*(./B) y tener en cuenta que el par pertenece a -
C2(X).

Como complemento al teorema 2.1 puede comprobarse que -
la definicién (2.3) es interna en todas las familias inclui-
das en C2(X), en el sentido de que al condicionar una pareja
de una clase obtenemos otra de la misma.

En concreto:

En el caso particular de una evidencia, es decir, un --
par (Bel,Pl)e EV(X), se verifica que; las medidas condiciona
das (Bel(./B),P1(./B)) coinciden con la medidas de creencia
y plausibilidad asociadas a la A.B.P que resulta de combi--
nar por la regla de Dempster la asignacién bdsica de probabi
lidad asociada a (Bel,P1) y la A.B.P de tipo crips, como --
puede verse por ejemplo, en Wierzchon(1982).
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Por tanto, la definicién de evidencia condicionada equi-
vale a combinar la informacidn original con la informacidén a-
dicional mp que expresa que el resultado del experimento esti
en B.

Dada una X-medida, la condicionada gA(./C) es una p-medida --
con u= AgA(C) si A <0

Para una medida de posibilidad se obtiene:

I (ANB)
M(A/B) =

I(B)

y para la medida de necesidad asociada
I (ANB)
N(A/B) =1 - —88 — con II(B)#0
m(B)

que tambien son una posibilidad y una necesidad respectiva--
mente.

3.- TRANSFORMACION DE MEDIDAS DIFUSAS MEDIANTE APLICACIONES:

MEDIDAS DIFUSAS BIDIMENSIONALES

3.1. Transformacién de medidas difusas mediante aplicaciones

Sea g una medida difusa en X y f:X - Y una aplicacibn.
Definimos la transformada de la medida g mediante f como una
relacidén sobre Y, dada por:

ge(A) = glf'(A)]  YAcY
como propiedades inmediatas podemos destacar:

A) g¢ €s una medida difusa sobre Y, como puede comprobarse -
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facilmente a partir de su definicidn.

B) La transformacibén de medidas respeta la dualidad
en efecto:

si g y g son duales, entonces:
ge(A) + ge(®)= gl £ ()] + g (®)]
=gl £(A)] + AT =1

luego g y g son duales.

C) Si (gs,g*) pertenece a cualquier subclase de medidas difu-
sas, de las ya estudiadas, entonces la transformada del par -
mediante la aplicacidn £, (g*f,gﬁ), tambien pertenece a la -
misma subclase.

3.2. Fransformacidén de medidas difusas mediante aplicaciones

multivaluadas

Consideremos una aplicacidn multivaluada TI:X 2> Y, es de
cir, que asocia a cada xeX un subconjunto de Y, Definimos la
transformada del par de medidas difusas duales ordenadas ----
(g%x,8*%), como el par:

gxp(A) = galxeX / T(x)C A}
(25)

g?(A) = g*{xeX / T(x)M#¢}

ésta definicidén estid inspirada, en la transformacibén de una -
probabilidad mediante una aplicacidén multivaluada, considera-
da en Dempster (1967).

La pareja (g*r,g§), es un elemento de PO(X), siempre que
I'(x)#¢ , 7xeX. En lo que sigue, supondremos que nos encontra-
mos en é€ste caso, aunque no se sefiale explicitamente.

Proposicidén 2.2
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Si (g4«,g*) son duales en X, entonces, cualquiera que sea ,

(g*r,g?) son duales en Y.
Demostracidn:

Por definicidn:

gx p(A) *+ gh(R) = gulxeX / I(X)C A} + gh{xeX / I(x)NA#¢)

g.{xeX / I'(x)C A} + g*{xeX / T(X)¥A =1

Proposicidén 2.3

Si (g*z,gg) acota a la pareja (g*1,g?) en el sentido de:

T 8xy(A) € g4 (A) < g (A) £ g5(A)
entonces (g*zr,ggr) acota a la pareja (g*1r,g?r) , B8 decir:
gx,7(B) < 8xqp(B) < g p(B) < g5r(B)

Demostracidn

Es inmediata a partir de (25).

A continuacién vamos a estudiar como actua ésta transforma--
cién para las diferentes familias de medidas.

1) Ya hemos sefialado anteriormente que:

(gx,8*) € PO(X) = (8% ,g*)e PO(Y)

2) Si (g4,8%)€ AC(X), entonces, (8xp,>8%) € AC(Y)

en efecto, para A,BC Y tales que ANB=¢, se tiene:

g5 [(AUB) = g, ({xsX / T(x)C(AUB)1)

g ({xeX / T(x)CAYU{xeX / T(x)CB})

W

g.({xeX / T(x)CA}) + g,({xeX / T(x)CBI})

= 8« I'(A) * g*r(B)
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g4 (AUB) = g*({xeX /T(x)N(AUB)#$))

g* ({xeX /T(x)NA#¢}{xeX /T(x)NB#¢ )

IN

g* ({xeX /T(x)NA#¢}) + g*({xeX /T(x)NB#¢})

gh(A) + gi(B)

3) Si (g4,8*)e PA(X), entonces, (g, ,g%)e PA(Y)
si se verifica que: g4(A) € P(A) < g*(A), entonces, por la
proposicidén 2.3, se deduce que

g5 [(B) < Py (B) < PA(B) < g4 (B) (26)

Teniendo en cuenta Dempster (1967), que la transformada
de una probabilidad por una aplicacién multivaluada, es un )
lemento (P*P,P?)EEV(Y)C PA(Y), entonces, ha de existir =----
P'eP(Y) de forma que:

P*F(B) £ PY(B) & P?(B)
teniendo en cuenta (25), deducimos que:
g+ (B) < P'(B) < g*(B)

de donde concluimos (8« 1»8%) € PA(Y).

4) Si (gx,g*) e MR(X), entonces, (g« »g%)e MR(Y)
si (g«,8%) e MR(X), existe una familia & de medidas de proba-

bilidad tal que:

g*(A) = sup P(A) VYpel .

Pe¥
(P*F.P?) es una evidencia, y por tanto, una medida represen-

table,debiendo existir una familia Q} en Y, tal que:

P*(B) = sup P'(B)
PE¥

ahora bien,
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gr(A) = g*{xeX /T(X)NA#¢} = sup P{xeX /T(x)NA#¢}
Pe&d
= supAP’%(A) = sup ( sup P'(A)) = sup P'(A)
Ped Pe¥ PE&p PL;U;'ti)

lo que prueba que (gxp,g%) es representable mediante (Y&,).
P

5) Si (gx,8%) e C2(X), entonces, (gxp,g%) e C2(Y)

g* F(AUB) 8*{X8X /F(X)CAUB} =

ge{(xeX /T(x)CA) (xeX /T(x)CB)}

\V

ga{xeX /T(X)CA}+ g.{xeX /T(x)CB}-
- g.{xeX /T(x)C(ANB)}

g’%(AUB) g¥{xeX /T(x)N(AUB)#¢}

g¥({xeX /T(x)M#¢) U (xeX /T(x)NB#¢)}

IN

g¥{xeX /T(x)NA#p}+ g*{xeX /T(x)NB#¢} +
+ g¥{xeX /T(x)N(ANB)#¢}
= gT(A) + gh(B) + g%(ANB)

6) Si (Bel,Pl)e EV(X), con A.B.P m, entonces;
(Bel,, P1)e EV(Y) con A.B.P m (A)= ), m(B), dondeT(B)=UT(x)

I(B)=A x €B
2, myA) =2, (D m(B)) - s 2. m(B) -
ANC#¢ ANC#¢ T(B)=A BN{x X/ T(x)NC#d }#¢

donde: I = {BQXX/ xeB conT(x)NC#¢}

= P1 {xe&X /T(x)NC#¢} = P1 I,(CJ

7) S1 (g, .8*) € C2(X), entonces, (g ,8%)e C2(Y)
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Es una consecuencia inmediata de la anterior, ya que,

Gx (X)C EV(X).

No se puede asegurar que la transformacibén sea interna

en GA(X), porque la familia EV(Y)se puede obtener a partir -

de ella mediante aplicaciones multivaluadas, como se deduce

de la inclusidén de PR(X) en GA(X).

8) Si (N,II)e EC(X), entonces (Nr,Hr)e EC(Y).

Esta propiedad se deduce inmediatamente del hecho de
que si m es la A.B.P asociada a una evidencia consonante
con elementos focales anidados, A1C AZC ...CAn, entonces,
transformada es una evidencia sobre Y con A.B.P mp. , que
tiene como elementos focales F(A1)C P(AZ)C... CP(An), que
tambien estarin anidados ya que T(Ai)= U I'(x)

X €A.
i

9) Si (g«,g*) € PR(X), entonces, (g*r,g?)e EV(Y).

Recordemos que Dempster (1967) introdujo las evidencias

como transformaciones de las probabilidades mediante una a--

plicacidén multivaluada, (empleando las A.B.P).

10) 8i (gZax,2®) 2 CR(X), entonces,(g*r,g?)e CR(Y).

Si (gs«,g*)e CR(X), entonces, su A.B.P ,m, tendrd un Gni

co elemento focal A, y la transformacibén de m mediante I se-

rd una A.B.P sobre Y,m, que tendrd como finico elemento fo--

cal a T(A)= YV TI'(x)
X €A

11) Si (g4,g*) € DI(X), entonces, (g4p,8%) € CR(Y).

Si (g4,g*)€ DI(X), su A.B.P estard focalizada en {al} -
donde a€eX, y mp tendrd a I(a) cY como Gnico elemento focal,

es decir, serd un elemento de CR(Y).
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3.3. Medidas difusas bidimensionales

Llamaremos medida difusa bidimensional g a una medida -
difusa sobre el producto cartesiano de dos conjuntos (X1xX2).

A la hora de estudiar las medidas bidimensionales, se--
ridn de particular importancia las proyecciones sobre X1 y so

bre XZ'

P,: X.xX, » X B.: X.xX, = X

] ¥ Doy TF Sy ; g% Sqsda 7 &
(xy,%5) = X (%1,%,) + x,

y las extensiones de X1 y X2 en (X1XX2) que vienen definidas

como las aplicaciones multivaluadas:

Tat Xy = X, %X

ry: X, = X,xX 2t X, 172X,

1 y R ;

X > {(x1,x2)/xzeX2} X, = {(x1,x2)/x1ex1}

Definicidn 2.1

Si g es una medida bidimensional en (X1XX2), llamamos
marginales de g, a las medidas difusas g1:8, en X1 y XZ’ res
pectivamente, que se obtienen transformando g por P1 y PZ‘ -
Es decirt:

g,(A)) = g(P{(A))) = gl(xy,x,)/x;eA;} = g(A;xX,)

g,(A)) = g(P)(A,)) = gl(x,x,)/x, A} = g(X;%A,)

Nota

En el caso particular de una probabilidad, la defini -
cién2.1 conduce al concepto clidsico de distribucién marginal
En el caso de una distribucién de posibilidad, se'obtienen,
las distribuciones de posibilidad marginales definidas por -
Zadeh (1978). Cuando se trata de una evidencia ésta defini--
cidén coincide con la de proyeccidén de una evidencia dada por
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Shafer (1976) y Dubois y Prade (1985).

Definicidn 2.2

Si (h1,h1) son un par de medidas difusas en X1, se lla-
ma extensién de éste par a X1><X2 a la pareja de medidas difu
sas bidimiensionales que se obtienen, transformando (h1,h1),
mediante la aplicacidn ry. Es decir:

H1(A) = h1{x1sx1/F1(x1)CA}

h1{x1eX1/(x1,x2)eA #xzexz}

H'(A) = hl{x, X, /T, (x;)M#¢)

1
h {x1eX1/ 3x,eX, con (XT’XZ)EA}

Nota

Cuando se trata de una posibilidad, ésta definicidén con
duce al concepto de extensidén cilindrica, dado por Zadeh ---
(1978). En el caso de una evidencia, tambien se obtienen las
extensiones cilindricas definidas por Shafer (1976) y Dubois
y Prade (1985).

Dado un par de medidas difusas ordenadas (gx,g%), el co-
nocimiento de sus marginales no nos permitird en general, re
construir la medida bidimensional original. Sin embargo, si
podemos acotar éstas medidas como muestra la siguiente propo

sicion.,

Proposicién 2.4

Dado el par ordenado bidimensional (g4,g*) en X1XX2, en-

tonces se verifica:
b ACX X, Gy (A) < g4(A) € g*(A) < G'(A)

G,(A) < g4(A) < g*(A) < GX(A)
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donde (G1,G1) . (GZ,GZ) son las extensiones de las marginales
Demostracidn

= C - 'Y \

= gx ({X] X,/ (X1, X,) €A, Y¥X, X} x X)) < g4(A)

ya que:
({x1eX1/(x1,x2)sA v xzeXZ} x XZ)C A
6'(a) = g'ix; X,/ 3x,€X, con (3 52, ek
= g*({x1eX1/ 3x,eX, con (x1,x2)eA} X XZ) > g*(A)
ya que:
AC ({x1eX1/ axzeXZ con (x1,x2)eA} X X2)
Corolario

Dado el par ordenado bidimensional (g.,g*) en (X1XX2),-

se verifica que:

max (G;(A),6,(A)) < g,(A) < g*(A) < min (G'(A),G%(A))

A CX1XX2
En el caso de que se alcancen las cotas del corolario -
anterior para cada subconjunto A de X1XX2, podemos reconstru
ir el par de medidas (g4,8%), a partir de sus marginales. Es

te caso viene recogido en la siguiente proposicidn.

Definicién 2.3

Dado un par ordenado (g4,g*) en X1XX2, se dice que es -
fuertemente descomponible si y solamente si:

max (6;(A),6,(A)) = g4(A) < g*(A) = min (G (A),6%(A))

Ac X]x)(2

En el caso de una medida de posibilidad @I, la descompo-
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sicién fuerte, implica la no-interaccién definida por Zadeh.
H(A1xA2) = min (H1(A1),H2(A2))

ya que, ésta Gltima definicién solo exige la igualdad de la -
cota en las medidas superiores para los rectangulos (A1XA2),
A]CX1, AZCXZ’ y no para cualquier conjunto AC X1XX2, como e€s
nuestro caso.

La definicién anterior es bastante fuerte, ya que, por -
ejemplo, implica que la medida superior de un conjunto A, sea
igual a la medida del minimo rectdngulo que lo contiene, ----

P1(A)XP2(A), verificandose que:
cla) = 6t (a)xP,(A)) i=1,2

Como consecuencia de ello la debilitaremos, introducien-

do el concepto de descomposicidén débil.

Definicidn 2.4

Dado el par (g4«,g*) en X xX, diremos que es debilmente -
descomponible, cuando se verifique:

* : T, 2
g (A1XA2) min (G kA1><A2),G (A1XA2))

= min {g' (&)),8%(4,))

Proposicidén 2.5

(g4,g*) es debilmente descomponible, si y solamente si:

g« (A;*A,) = max {G1(A1XA2),G2(A1XA2)}

max {g1 (K'I)’gZ(KZ)}

Demostraciodn

Es inmediata por dualidad.
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Nota

En el caso particular de una medida de posibilidad, la -

definicién anterior es equivalente a la no-interaccibn.

Nota

Una medida de probabilidad bidimensional no serd nunca de
bilmente descomponible, excepto cuando sea una medida de Di--

rac.

Nota

Una medida debilmente descomponible no es, en general, re
construible a partir de sus marginales, excepto en el caso en
que el conocimiento de la medida superior sobre los rectdngu-
los, permita calcular la medida de cualquier conjunto, como O
curre por ejemplo, con las medidas de posibilidad.

En todo caso las marginales, permiten conocer la medida -
de los rectdngulos que en bastantes ocasiones no serd sufi---

ciente.

3.4. INDEPENDENCIA DE EVIDENCIAS Y MEDIDAS DE POSIBILIDAD

Hemos visto que la definicidén de medida condicionada al-
canza pleno sentido en la familia C2(X). Nosotros, nos vamos
a limitar dentro de &sta clase a las evidencias, ya que son -

las que posteriormente consideraremos.

Definiciébn 2.5

Sea (Bel,Pl) una evidencia bidimensional en X1XX2 y ---

A, CX . con PlZ(AZ)'>O'

2 2

Definimos la marginal en X1 condicionada a A2, como:
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P1 (A1XA2)

P11(A1/A2)

I
>
N
<

Plz(AZ)

P1 (K1xA2)

Bel,(A;/A,)= 1 -
P1,(A,)

que es una evidencia en X,.

Nota

La evidencia condicionada se puede obtener paso a paso
de la siguiente forma:

1) Construimos en X, la evidencia de tipo crisp concentrada
en A, de A.B.P {mA%.
2) Extendemos é€sta evidencia a XTXX2 mediante FZ’ obteniendo
la A.B.P
1 si A= X]XA2
MA (A)=

2
0 en otro caso

3) Combinamos la evidencia original m con MA » por medio de

la regla de Dempster. -

4) Consideramos la marginal en X1 de la evidencia obtenida -
anteriormente, cuya A.B.P es:

m, (A, /A,) = > m(B // gz
BN(X;xA,)=A XA, BN(X, xA )#qb

> m(B) / P1,(A,)
Bn(x %A, ) =A, XA,

Las medidas de Plausibilidad y Creencia asociadas a és-
ta A.B.P coinciden con las de nuestra definicidn, es decir
constituyen la evidencia marginal condicionada a AZ'

il



En el caso de que |l sea una medida de posibilidad, la -

definicidén anterior se traduce en:

H(A.]xAz)
M, (A;)
(A x{x,})
Si A,={x,} obtenemos I, (A,/x,) =
nz(xz)

siendo la distribucidn de posibilidad condicionada asociada:

- (x1',X2)

My (Xg/Xp) = ————
nz(xz)

en la literatura pueden encontrarse diversas definiciones de

posibilidad condicionada, entre las que citamos:
- Zadeh (1978)
Z
ﬂ](X1/X2) = m(xq,X,)

- Hisdal (1978,79)

ﬂ(x1,x2) si ﬂz(xz) >ﬂ(X1,X2)
mhl(x,/x,) =
[n(x1,x2),1] nz(xz) =n(x1,x2)
donde [w(x1,x2),1] denota cualquier valor del intervalo ce-
rrado de extremos W(X1,X2) y 1. Por tanto, la posibilidad --

condicionada n? solo estid determinada a partir de T, en el -

dominio en que ﬂz(xz) > ﬂ(x1,x2), donde coincide con la defi
nicidén de Zadeh.

Esta definicién viene justificada por el cumplimiento -
de:

T(x,,X,) = 7,(x,) & wH(x %5 ]
1272 252 1172

que trata de reproducir la relacibn:
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P[X1=x X = P[X2=x2].P[X1=x1/X2=x2]

1:X57%,1

al reemplazar el operador producto por el minimo.

- Nguyen (1978-79)

N 1T(X1:X2) 1T1(X.I) < TTZ(XZ)
Wy Xy )= Cry(xq)

w(X1,X2) - (x-) W1(X1) ) ﬂZ(XZ)
2372

ésta caracteristica se obtiene, al suponer que:

TTI‘;J(X‘]/Xz) = '"'(X1 ’X2)° a(ﬂ1(x1)’172(x2)),
donde:

a [0,1 % 0,1] = R con: s

i) Tf(X-I ,X2)°0‘(TT](X1),TT2(X2))€[0,1] V’ (X1,X2)EX1XX2
11) (mq(x)amy (X)) a(my (x7),my (X)) =y (x) Y xqeXy

la propiedad i) se impone ya que, las posibilidades condici.
onadas han de pertenecer al intervalo [0,1].

la propiedad ii) se exige para que ésta definicidén sea con--

sistente con la de no-interaccidon de Zadeh en el siguiente -

sentido: si n tiene marginales no interactivas,

(ﬂ(x1,x2) =n1(x1)Aw2(x2)), entonces, ﬂ1(X1/X2)=ﬂ1(X1) szexz
Para ilustrar el comportamiento de las definiciones an-

teriores, consideraremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.2
Supongamos el conjunto X={R1,R2,R3,R4} formado por 1los

siguientes rectingulos.

Si identificamos cada rectdngulo con las dimensiones de
su altura 1; y su base 1.; puede considerarse X como el pro-
ducto cartesiano de X]={1],12} y X2={1],13}:

Ry={1;,1;} ; Ry={1,,1,} ; Rg={14,1;} ; R,={15,1,}.
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1 D
1, Ry R,
' R
‘g Rz 4

Supongamos un rectidngulo ReX, que no conocemos, y la si
guiente informacidén difusa sobre el: "R es casi cuadrado'.
Esta informacién difusa tendrd una distribucién de posibili-

dad asociada (ver Zadeh (1978)), que podemos admitir que to-
ma los valores:

ﬂ(l1,11)=1 5 n(11,12)=0.5 4 n(13.11)=0.2 : ﬂ(13,12)=0.6

Supongamos ahora que sabemos que la base del rectingulo
es 12, entonces, sobre la altura dispondremos de una distri-
bucidén de posibilidad que es la condicionada ﬂ(./lz). Segfln,
las distintas definicibénes consideradas, tomari la forma:

1) mi(1,/1)=0.5 wf(13/12)=o.6

que no es una distribucidén de posibilidad normalizada en X
No da lugar a una medida de posibilidad.

2)  m(1,/1,)=0.5 ; mH(15/1,)¢[0.6,1]

1.

que no estd normalizada, excepto cuando ﬂ$(13/12)=1, en cu-
yo caso, cabe observar que la diferencia en el cumplimiento
de 1la propiedad por parte de (11,12) y (13,12) es mucho me--
nor que la diferencia entre las posibilidades correspondien-
tes.

3) n$(11/12)=5/6 : w§(13/12)=0.6
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que tampoco es una distribucidén normalizada. Ademds, aparece
la siguiente paradoja: El1 hecho de que el rectdngulo de altu
ra 1, con base 14 sea "mas cuadrado'" que el de altura 15 con
base 1], hace que la posibilidad de la altura 11, sabiendo -
que la base es 12, sea mayor que la de la altura 13, condi--
cionadc tambien a 12; aun siendo '"menos cuadrado'" el rectidn-
gulo (11,12) que el (13,12).

4) Seglin nuestra definicibn:
m (14/1,)=5/6 y 1 (13/1,)=1

que es una distribucidén de posibilidad normalizada en Xy5 --
bien determinada y sin la paradoja de la definicién de Ngu--

yen. "

A continuacidén presentamos el concepto de independencia
para evidencias. En numerosas ocasiones se ha interpretado -
el concepto de no-interaccidn (descomponibilidad débil), en-
tre distribuciones de posibilidad como el anilogo a la inde-
pendencia de distribuciones de probabilidad. En nuestro tra-
bajo, consideraremos ambos conceptos bien diferenciados y a-
plicables a cualquier evidencia, y en particular a posibili-
dades y probabilidades.

Definicidén 2.6

Sea (Bel.Pl) una evidencia en X1XX2.Diremos que tiene -

marginales independientes, si y solo si:
\V’AZCXZ con P1,(A,) >0  P1,(./A;)=P1,(.)
0 equivalentemente

Como consecuencia inmediata, se puede obtener la siguiente -
caracterizacidén de la independencia.
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Proposicidn 2.6

(Bel,P1) tiene marginales independientes, si y solo si:

P1(A;xA,)=P1, (A;)xP1,(A,) VA X ,VAZCXZ (27)

1

Desgraciadamente, no existe en general, una caracteriza
cién similar a la anterior en funcién de las creencias ni de
las A.B.P , como muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.3

Sea X1=X2={x],x2} y una evidencia cuya A.B.P en X, X

1572

€S
m(X{*X,)=0.72 -

m({(x1,x])})=0.1
m({(x1,x]),(x2,x])})=0.1
m({ (xq,%p), (X5,%;) 5 (%,,%,)1)=0.08
las evidencias marginales serédn:
m, ({x,3)=0.1 | m,({x,})=0.2
m1({x1,x2})=0.9 mz({x1,x2})=0.8
y es inmediato comprobar que existe independencia.
Sin embargo, se tiene que:

m(§x1,x2}X{x1})=O.1 # 0.9x0.2 = m1({x1,x2})xm2({x1})

Bel({(xz,xz)})=0.8 # 0.8x0,9 = Be11({x2})xBe12({x2})

una caracterizacidén de independencia de marginales andloga a
(27), pero en términos de creencias y A.B.P se obtiene, --
cuando la evidencia se concentra en los rectédngulos.

Definicién 2.7

Sea una evidencia bidimensional en X1XX2 con A.B.P m.
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Diremos que dicha evidencia se concentra en los rectdngulos,
si v solo si:

ACX xX,, m(A):>0==>3A1CX], A,X,, tal que, A=A, xA,

o equivalentemente:

> m(A xA,)=1 (28)

A1y

Ay X,

Teorema 2.2

Sea una evidencia bidimensional (Bel,Pl) en X1XX2, que
se concentra en los rectidngulos, y sea m su A.B.P ., Entonces
se verifican las siguientes relaciones.

|A;-B,|+|A,-B,]|

1) Bel(A;xA,)= ) m(ByxB,) ; m(A,xA,)= 2 (-1) 1 Bl1(e, %8, ]
B.CA B.CA
198 194
B,CA, B,CA,

UX, xA,)=Bel (A;xX,) +Bel (X;xA,) -Bel (A XA,)

2) Bel(A;xX,

3) P1(A{xX,UX xA,)=P1(A;xX,)+P1(X;xA,)-P1(A;XA,)

2
Demostracidn

1) La primera parte es consecuencia inmediata de la defini--
cidén anterior. Para la segunda tenemos que:
'A1'B1|+|A2'le IA B ""IA =B ,
(1) Bel(xBy= 2 [( Do Z n(cyxC,))]
1

B1CA,

B,CA, BZCAZ CZCBZ
|41 +ID,

= D n(C xcz)[ Z -1) = m(A;*A,)

cih,

C,CA, ch.t\z-c2

ya que:



D] +ID,| D] D,
£~13 = D 1N > ¢n =
D.]CA]--C1 D1CA]-~C1 DZCAZ—C2
DZCAZ-C2

1 sd A-Ci=¢ ; A
0 en otro caso

con solo tener en cuenta que:

|A| 0 si C#¢

2. 1) =

L 1 si C=¢

2) Bel(A;xX,)+Bel(X;xA,)-Bel(A,xA,)=

=C;A m(CyxC,)* m(C1xC2)-; m(C,xC,)=

@
e S - S
CZCX2 CZCIA2 CZCAZ
= m(CJxC% = m(C1xC )=
(C1CA1)U(C2CA2 C1XC2)C(A1XX2UX1XA2
= Bel (A1xX2UX1xA2)

3) Se obtiene de la anterior por dualidad.

Definicidén 2.8

Dada una evidencia bidimensional en X1XX2, diremos que
las evidencias marginales son fuertemente independientes, si
y solo si, son independientes y la evidencia se concentra en
los rectingulos.

La definicibén anterior nos permite obtener las siguientes ca
racterizaciones de la independencia fuerte.

T o



Teorema 2.3

Sea (Bel,Pl) una evidencia en (X1XX2), con A.B.P m; en

tonces, las siguientes condiciones son equivalentes:
1.- Las evidencias marginales son fuertemente independientes
2.-‘7AiCXi, is],2, m(ATXA2)= m1(A1)Xm2(A2)
3.- ‘VAicxi i=1,2 , P1(A;xA,)= P1,(A;)xP1,(A,)
y la evidencia se concentra en los rectédngulos.
/ . _ ;
4.- VAiCXi i=1,2, Bel(A1¥A2) Be11(A1)XBe12§A2)
y la evidencia se concentra en los rectdngulos.
Demostracidn
Probaremos las siguientes implicaciones 1€3=4=2=3,

1=3.- Es inmediato por la definicidn de independencia fuerte
y de la caracterizacién de la independencia dada por la rela
cidn (27).

3=4.,~ En efectos:

Bel(A;xA,) = 1-P1(A[¥A,) = 1-P1(R xX,uX,*k,) =

1-[P1 (KfX2)+Pl(X1XKZ)-PI(K1XK2)]=

1-[P1, (A;)XP1, (X,)+P1, (X{)¥P1, (A,) -P1, (A;)XP1{A,)

1-P1, (%) -P1,(K,)+P1, (K,)xP1, (E,)

(1-P11(A“1))x(1-P12(K2)) = Be11(2\‘ )xBelz(Kz)

4=2 .- Teniendo en cuenta la propiedad 1 del capitulo ante---

rior:
|A.-B.| +|A,-B,|
m(A,xA)= Q. (-1) ' ] 2 "2 Bel(B,xB.) =
18207 4 1%B,
194
B, A,
"L



_ 1771 2
=2 D Bel, (B,)xBel, (B,)
BCA4
i A,-B,)
A, -B A,-B
=<Z =13 1Be11(B1)>< > (-1} ° 2Be12(B2)> =
By CA, B,CA,

= m1(A])xm2(A2)

23 ,.-81 m(A1XA2)= m1(A1)xm2(A2), entonces,

A % ] A, iy T (AL) n, (A, )=1
A;X1m( 1%42) A1ZCX]“‘1( 130y () A1ZC:X1“‘1 1 Azzc:xz g LAy

A A X,

y por tanto, de acuerdo con (28), la evidencia se concentra

en los rectdngulos.

Por otra parte,

PL(A;xA,) = > m(A)= > m(B,xB,)=
EAN(ASRA) £ (ByxB,)A(A;xA,) #¢

X B.)=
1Zm(B)m(B)Z ch)};\mC)

A, #¢

o =@

2
= Pl1(A1) x P12(A2)

Observemos que, cuando existe independencia fuerte, la evi--

dencia bidimensional se puede obtener a partir de sus margi-

nales. Sin embargo, cuando solo existe independencia, €sto -

en general, no sucederda asi. En todo caso, conoceremos Pl en
los rectidngulos mediante la expresidn:

PL (A;xA)) = P1,(A;) x P1,(A))

y por tanto, la creencia podrid determinarse en los conjuntos



que sean complementarios de rectédngulos.

En el caso particular de una distribucidn de posibili--

dad, la condicidén de independencia entre marginales queda:
H(A1XA2) = H1(A1) x HZ(AZ)

que se puede expresar equivalentemente, en funcidn de distri

buciones de posibilidad como:

ﬂ(x1,x2)=ﬂ](x1).ﬂ2(x2) (29)

Proposicidn 2.7

Para distribuciones de posibilidad bidimensional, solo
existe independencia fuerte entre sus marginales, cuando una
de ellas sea de tipo crisp. En caso contrario, no puede exis

o i o i
Demostracidn

Sea m una distribucidn de posibilidad en X xX, y m, Y

sus marginales, con A.B.P asociadas m., m. Y m_ Tespec

g

tivamente. L

Si ninguna de las marginales es de tipo crisp, entonces:

A1EB19(1 ’ AZEBZEXZ’ con mﬂl(Al) > 0, mTfl(Bl) >0 =1 ’2

Si suponemos, que las evidencias marginales son fuerte-
mente independientes, tendremos:

mﬁ(A1XB2)= mﬂ1(A1).mﬂ2(B2)> 0
y mﬂ(B1xA2)= mﬂ1(B1).mﬂ2(A2)> 0

Sin embargo, ni A1XB2C B xA, ni B1xA2C A;xB,, en con--
tra de la hipbétesis de que m_es de tipo posibilistico. (e-

lementos focales anidados).

Si una de las marginales es de tipo preciso es inmedia-
to, que la independencia implica la independencia fuerte.

b



Nota

Dada una distribucidén de posibilidad bidimensional, el
conocimiento de sus marginales, siendo éstas independientes,
nos permitird reconstruir la distribucién primitiva, por mg
dio de (29).

74 -



- = CAPITULO III-

La Esperanza Mondtona.

Integral superior e inferior



0.- INTRODUCCION

Como es conocido y tendremos ocasidn de discutir mas -
ampliamente en el apartado IV, un problema de decisibn pue-
de reformularse en términos de ordenar un conjunto de vecto
res de consecuencias. Una forma de llevar a cabo &sta orde-
nacién es '"medir'" o "valorar'" éstos vectores, de modo cohe-
rente con un conjunto de axiomas de comportamiento, asocian
do a cada uno de ellos un nfimero real mediante el que, con
el orden natural de R, se determina la accidén optima. Un e-
jemplo tipico de ésta forma de actuar es el critério de la
esperanza matemidtica para el ambiente de riesgo. Bajo la hi
pdtesis de que el conocimiento disponible para el decisor -
sobre los Estados de la Naturaleza se describe mediante una
distribucidén de probabilidad, y aceptando un conjunto de a-
xiomas de comportamiento, cada vector se valora por medio -
de su esperanza matemdtica respecto de dicha distribucién.

El modelo de decisibn que presentamos y analizamos en
el capitulo siguiente, tiene como caracteristica fundamen--
tal el'suponer que la informacidén disponible sobre los esta
dos, viene dada por una evidencia, (con lo que el ambiente

de riesgo resulta ser un caso particular), es decir, por un
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par (Bel,Pl1) de medidas de creencia y plausibilidad duales.
Bajo éstas hipbtesis, disponemos de dos herramientas para -

valorar un vector de consecuencias (supuestas numéricas):
1) La integral difusa, definida por Sugeno en (1974).

2) La esperanza mondtona, definida por Huber en 1981 y Ngu-
yen en 1982 (aunque pueden encontrarse antecedentes de la -
misma en Choquet (1953)), para medidas difusas y funciones
positivas.

El empleo de la integral de Sugeno plantea dos proble-
mas fundamentales; el primero es que no generaliza la espe-
ranza matemitica clidsica. E1l segundo radica en que solo se
pueden integrar funciones con valores en | 0,1] , no siendo
posible extenderla por linealidad a funciones generales, co
mo probaron Klement y Ralescu (1983). Por €sta razdén hemos
escogido la esperanza mondtona como la herramienta mas ade-
cuada para la valoracidn de vectores de consecuencias en =--
nuestro modelo de decisidn.

Las propiedades de la esperanza mondtona de funciones
positivas han sido estudiadas por Bolaﬁos, Lamata y Moral -
(1985). En éste capitulo definimos y analizamos la esperan-
za mon6tonaApara funciones cualesquiera.

Dempster (1967), introdujo las integrales superior e -
inferior asociadas a una evidencia. En el segundo apartado
de é€ste capitulo, probamos que la integral superior coinci-
de con la esperanza mondtona respecto a la medida de plausi
bilidad asociada a la evidencia, y la integral inferior con
la realizada respecto a la medida de creencia. Consideramos
las propiedades que se deducen de ésta identificacidén y es-
tudiamos aquellas que son particulares de €stas integrales.
Entre ellas cabe destacar la relacidén de las mismas con la
inclusidén de evidencias y la independencia fuerte.

Terminamos el capitulo analizando la forma particular
que adopta la esperanza monb6tona para algunos tipos especia

iy



les de medidas.

Como resumen queremos destacar que; la esperanza monbd-
tona es un operador tal que, dado un par de medidas difusas
ordenadas (g4,g*%), permite asociar a cada funcibén dos valo-
res de esperanza: uno respecto a g4, (el valor esperado in-
ferior), y otro respecto a g*, (valor esperado superior), -
con la particularidad de que el primero siempre es menor o
igual que el segundo. Podemos considerar pues que, a cada -
funcidén asociamos un '"intervalo esperado', intervalo que se
reduce a un punto (la esperanza matemitica cldsica) en el -
caso de una medida de probabilidad.

1.- ESPERANZA MONOTONA RESPECTO A UNA MEDIDA DIFUSA

Sea X un conjunto finito y h una aplicacidn

h:X = RS

Si P es una medida de probabilidad en X, sabemos que

Ep (h) f};;P(a)-h(a) -
d

=]wP[h;>x]dx (30)
(o]

Basdndonos en ésta expresidn de la esperanza matemiti-
ca introducimos la siguiente definicidn de esperanza respec
to a una medida difusa.

Definicidn 3.1

Sea h:X 3 R; y g una medida difusa en X. Llamaremos es

peranza mondtona de h con respecto a g, al valor

oo}

B = [ 801, (31)

donde

H, = {aeX/ h(a)>al

- T



Proposicién 3.1

La esperanza mondtona

quiera que sean h y g.
Demostracidn

Es inmediata con solo

funcibén no creciente en a,
siendo &ste midximo finito,

conjunto finito.

La esperanza mondtona

si es lineal respecto a la

Eg(h) existe y es finita, cuales-

tener en cuenta que g(Ha) es una

y con g(H )=0 , a >max h(a); ---
. aeX
por ser h una aplicacién sobre un

no es aditiva, en general, pero -
suma y producto por un escalar po

sitivo, como demuestra la siguiente proposicidn.

Proposicidén 3.2

Si h:X >R, c,beR,

X, entonces:

b>0 y g es una medida difusa en

E,(c+bh) = c+bEg(h)

Demostracidn

Por definicibn

, 00

E (c+bh
g(c ) I

C

g({aeX/ (c+bh)(a) >al)da =

= g({aeX/(c+bh)(a)2al})dat

20

(o]

r

(o)

+ f g ({a eX/ (c+bh) (a)za})da=
c

C (o0}
g({an/h(a);;ElE})da+I g({aeX/h(a)>%:5))das
o] b

Cc

c
j 1da + f g({an/h(a))gég})da.
=

a=C _

Si hacemos el cambio de variable —+ =B , mnos queda:
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E_(c+bh) c+] g({aeX/h(a)2B} ).b.d8=
g 0

+bE _(h
c g( )

La proposicién anterior, es de particular importancia a
la hora de definir la esperanza mondtona, para una funcidn -
cualquiera no necesariamente positiva.

Si h:X = R, como X es finito, existird min h(x)=s
se€R. Si consideramos h'=h-s, entonces h':X - R; =
y podemos calcular su esperanza mondtona.

Definimos, entonces, la esperanza de h, como el valor

Eg(h) = Ey(h')+s = E (h-s)+s

Es inmediato comprobar que se sigue cumpliendo la propo

sicion 3.2

Nota

La integral difusa de Sugeno (1974) de una funcibn h

h:X - [0,1], respecto a una medida difusa g, se define como:

} hog = sup {min h(x)ag(A)}
X ACX x€A

Kandel (1981-1982), propuso extender éste concepto a --
funciones cualesquiera, de forma lineal analogamente a como
hemos hecho con la esperanza mondtona.

Esta extensidén ha sido duramente criticada por Klement
y Ralescu (1983), debido a que la integral de Sugeno no es -
lineal, con lo que la extensién no resulta consistente.

Si P es una medida de probabilidad y h una aplicacibn,
h:X - [0,1] , Sugeno (1974), probd que:
| Ep(h) - JhoP |<1/4

En Bolafios, Lamata y Moral (1985), ésta cota ha sido -
generalizada, probando que si g es una medida difusa en X y
h una aplicacién h:X = [0,1], entonces:
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|Egm)-/mg|<pﬁb@ph/mg)<w4

Si (gs«,g*) es un par de medidas difusas ordenadas, en--
tonces, para cada funcién h:X - R, tendremos dos valores, --

Eg (h) vy Eg*(h); que, como consecuencia de la proposicidn an
*
terior verifican:

E, (h) < Egy (h)

Podemos considerar, por tanto, que asociado a un par de
medidas difusas ordenadas, tendremos un intervalo de esperan

za;
E. (h),E 4(h
Este intervalo, se reducird a un punto en el caso de u-

na medida de probabilidad, ya que para ellas e

Proposicién 3.3

Si g es una medida de probabilidad en X, Eg(h) coincide
con la esperanza matemdtica cldsica de h, cualquiera que sea
h:X = R.

Demostracidn

Es inmediata como consecuencia de (30) y de la proposi

Ca6n Sl

A continuacidén recogemos algunas propiedades elementa-
les de E_.
g

Proposicidén 3.4

S1 h(a)=xO€R, YaeX; entonces, Eg(h)=x0, cualquiera que

sea la medida g.
Demostracidn

- Si XOZO, entonces
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X si ae[0,x]

) 51 a>X

y, por tanto

[o0]

_XO = © =
Eg(h) = [ 80i,)dx =[ Cg(u)da <[ ®au = x,

- Si X, 0, entonces

Eg(h) = Eg(h-xo)+xO = 0+xo o X

ya que =

(h-x_) (a)=0 Y aex.

Proposicién 3.5

La esperanza mondtona respeta el orden entre las aplica
ciones. Es decir, si h1,h2:X - R son tales que h1(a)4h2(a),
VY aeX, entonces se verifica que:

£
Eg(h1) Eg(hz)
Demostracidn
Si hq(a)20, YaeX, entonces
Bglhy) = [ g(H;,)do
y la proposicidn se deduce? teniendo en cuenta, que si:

h1(aj~sh2(a), VaEX, entonces H1aCH2u’ o€ R;, y consideran-
do la monotonia de la medida difusa y la integral de Lebes-

gue.

-S1i 3aeX; con h1(a)<0, entonces:

R B



Eg(hi) = Eg(hi-s)+s

siendo, s= min h1(a)
aeX

Basta, por tanto, aplicar la primera parte de la demos-
tracidén a h1-s<h2-s, para concluir la demostraciébn.

Proposicidn 3.6

8i g](AJ~gg2(A),\VACX, entonces

Eg1(h) < Egz(h)

cualquiera que sea h:X = R.
Demostracidn

Si h>0, es una consecuencia inmediata de la definicién
ya que, g,(H,) <g,(H,) Yazo.

En el caso general se obtiene por linealidad.

Proposicibén 3.7

Si h:X >Ry beR;, entonces:
E .h) = b.E=(h
g(b ) Eg(hJ

siendo, g y g medidas difusas duales.
Demostracidn

Probaremos la proposicidén para h 0. El caso general,-

se obtiene por linealidad. Sea t= max h(a) >0, entonces
aeX

tb = min (h.h(a)) vy
aeX

Eg(b.h)=Eg(bh-bt)+bt=j g ({xeX/bh(x)-bt > a})da+bt=
(o)

[oe]

=bt+J g({xex/h(x)éfa+bt

(o)

}) das=
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..bt o)
j g ({xeX/h(x) < 2Rty dw] cCixafiin) < 2Py dasbe
o) b -bt b

a+bt
b

Ahora bien, si o > -bt, entonces, a*+bt>0 Yy <0< h(x),
obteniendose:

©o

-bt
E_(bh) =j g({xeX/h(x) < 2PL}y do +I 0.da+bt
g o b -bt

-bt
=I [T-E({XCX/h(x):>a;bt})] do+bt =

(6]
-bt -bt

=] 1.0 - BixeX/h(x)>EBE}y da+bt
0 o) b

o+b

si hacemos k =g, queda

o
E, (bh) -bt-[ Z({xeX/h(x) >81)b dB+bt =
t

.
b / gU{xeX/h(x)>8} ) d8 = bEz(h)
(0]

" Nota

La esperanza mondtona ha sido utilizada en Bolafios, La-
mata y Moral (1985), para extender medidas difusas a conjun-
tos difusos. Si geMD (X), podemos definir la medida de un sub

conjunto difuso Ae¥ (X), como:
g(A) = Ey( up) (32)

En éstas condiciones y considerando el complementario del --

conjunto difuso A, como A, con funcién de pertenencia
Ux(a) = ] -]JA(a)

se obtiene, como consecuencia de la proposicidén 3.7, que la

extensidn (32) conserva la dualidad. Es decir:
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g(A) + g(A) = Eg(up)*Egug) = Eg(up)+Eg(T-uy)

= Eg(UA)+E‘§(1)'Eg(UA) = 1

Como ya hemos dicho, la esperanza mondtona no es aditi-
va en general, lo que la diferencia de la integral de Lebes-
gue, que, como bien se sabe, es siempre un funcional aditivo

La siguiente proposicién demuestra que la esperanza mo-
nétona solo cumple ésta propiedad en el caso en el que la me
dida g sea una medida de probabilidad.

Proposicidén 3.8

Si g es una medida difusa en X, una condicibén necesaria
y suficiente para que g sea una medida de probabilidad, es -

que:

By (hy+hy) = Ey(hy)+Eg(hy), Vhy,hy:X > R

Demostracidén

La condicién necesaria es inmediata a partir de la pro-
posicidén 3.3.
Para probar la condicién suficiente, basta con verifi--

car que, dados A1,A2653(X), tales que A10A2=¢, entonces, -

g(AUA)=g(A{)*+8(A,)
Designemos por I1 e I, las funciones indicador de A1 y de A,

respectivamente. Obtenemos entonces:

g
B, (11+15) = Og(A1UA2) da = g(AUB)

E (1) = g(A;),  i=1,2
Como, por hipbétesis, se cumple que:

Eg(I1+12) = Eg(11)+Eg(IZ)’ se obtiene que

B =,



g(AJUA,) = g(A)) + g(A))
En general, solo puede asegurarse que la esperanza mond

tona es aditiva , respecto a las partes positiva y negativa

de una funciébn.

Proposicidén 3.9

Si g es una medida difusa en X, y h:X = R; entonces
+ = +. -
Eg(h) = Eg(h,)+Eg(-h ) = Eg(h )-Eg(h )
donde:
h*= max{h,0} y h™= max{-h,0}
Demostracidn
Si h2>20 es inmediata

Si h$0, sea t= min h(a) = min(-h (a)) < 0. Entonces
aeX aeX

E_(h)= j g({xeX/h(x)-t > a}) da+t =
g (6]

-t (o]
=t +f g({xeX/h(x)-t >a})da +/ tg({xsX/h(X)2>a+t})da-
° "

Teniendo en cuenta que, para todo ag-t es a+tt<0, y
por tanto son equivalentes h(x) >a+t y
-h"(x)= min{h(x),0} >a+t , se tiene:

-t (o]
Eg(h) =t +J g(LXéX/-h-(x)z,a+t})da+f g({xeX/h(x)>t+a})da
0 o

Si hacemos, t+o=B en la segunda integral y considera-
mos que si o >-t, entonces {xeX/-h (x) >a+t}=¢, obtenemos:

Eg(h) = t+ ] g({xeX/-h™ (x) > att})dat [ g({xeX/h(x)>B1})dB
(e] (0]

ahora bien, si 8>0, entonces:
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(xeX/h(x)>8} = {xeX/h*(x)>8}

con lo que,

E (h) = t+ [ g (IxeX/=h" (%) ~t3a})dat [ g ({xeX/h* (x)>8 1) dg
g o o

Bl J * E lh)

\ Huber (1981), ha caracterizado las capacidades de orden
dos de Choquet con ayuda de la esperanza mondtona, demostran
do la siguiente proposicidn.

Proposicién 3.10
Si g es una medida difusa en X, entonces:

a) g es una capacidad monbtona de orden dos, si y solo si:
A +
Ey(hy+hy) > E (hy) + E (h)), q h,:X > R
b) g es una capacidad alternante de orden dos, si y solo si:

\ +
Ey(hy+hy) < B (hy) + B, (h)) Y h;:X > RO

Nota

Es inmediato comprobar, a partir de la proposicidn ante
rior, que:

1) si g es una capacidad mondtona de orden dos, se verifica:
Eg(h1+h2) > Eg(h1) ¥ Eg(hz), 'Jhi:X “* R, 4#7];2

2) si g es una capacidad alternante de orden dos, entonces:
Eg(h1+h2) § Eg(h1) + Eg(hz)

cualesquiera que sean hi:X * Ry 11,4

Como corolario de la proposicién 3.10, obtenemos, en el caso
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de una evidencia, la siguiente propiedad.

Corolario

Si m es una A.B.P con medidas de plausibilidad y creen-

cia asociadas, Pl y Bel, entonces:

Epeq (Nq*hy) > Eg g (hy) + Eg g (hy)

Epy (hy+hy) < Epy (hy) + Epy (hy)

cualesquiera que sean hi:X - R, i=1,2

" Nota

Si consideramos que el par (Bel,Pl) asocia a cada fun--

cién un intervalo de esperanza, [EBel(h),EPl(h)], entonces:

[Epeq (hy*hy)sEpy (hy*hp)1C [ Epe, (By),Epy ()]

[Epeq (hq)»Epy (hp)]

donde la suma de los intervalos se entiende en su sentido ha
bitual.

Una consecuencia de la linealidad de la esperanza mon®-
tona respecto a la multiplicacidn por un escalar positivo y
de la proposicién 3.10, es que, para una capacidad de orden
dos, Eg(.) es un operador convexo en el espacio de las fun--
ciones sobre X, siendo cdncavo cuando g es una capacidad al-
ternante de orden dos, como queda enunciado en la siguiente

proposicidn.

Proposicidén 3.11

Si hy,h,:X > R yAel0,1]; entonces
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a) Si g es una capacidad mondtona de orden dos
Eg(Ah1+(1-A)h2) > AEg(h1)+(1-A)Eg(h2)
b) Si g es una capacidad alternante de orden dos

E, (\hq+ (1-0)h,) < AEg(hy)+(1-0)Ey(hy)

Nota

Teniendo en cuenta la proposicién 3.11, para todo -----
(g+,g%)eC2(X),se obtiene la siguiente propiedad de los inter
valos de esperanza:

[Eg*(xh1+(1ix)h2),Eg*(xh1+(1—x)h2)]c

A Eg (1) Ega(hp)] + (1-M)[Ey (hy),Ep4(h))]

Proposicidén 3.12

Si g1Ay g, son medidas difusas y Ag[0,1]

E (h) = ng1(h )+(1-A)Eg2(h)

>\g1+(1')‘)g2
Y h:X - R.
Demostracidn

Se deduce teniendo en cuenta que

- + - — — =
Erg +(1-0g, ™ = Bag v (1-1)g, 2 ) Bag e 1-n)g, ()

(oo}

[ Ogg+ -0y ) da-[ (F;+(1-0)E,) () de
0 0

o]

| g (- 0ol

o (oo}

*(1'X)[Iogz(H;)da-Iogz(H&)da]
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- ng1(h) + (1-A)Eg2(h)

2.- CASOS PARTICULARES DE LA ESPERANZA MONOTONA

En éste apartado vamos a estudiar las expresiones que -
toma la esperanza mondtona cuando consideramos distintos ti-
pos particulares de medidas difusas. Prestaremos una particu
lar atencidn al caso de las evidencias, por ser €stas las me

didas que consideraremos en el capitulo siguiente.

2.1. La esperanza mondtona en EV(X). Integrales superior e -

inferior.

El primer concepto de esperanza respecto a una eviden--
cia se debe a Dempster (1967), quien introdujo las llamadas

integrales superior e inferior.

Definicién 3.2

‘Sea h:X - R y (Bel,P1)eEV(X). En éstas condiciones:
a) Se denomina integral superior de h con respecto a la evi-

dencia, al valor:

E* (h) =Iw x.dF, (x)

con:
F,(x)= Bel({aeX/h(a) < x})

b) Se denomina integral inferior de h con respecto a la evi-
dencia, al valor:

E, (h) =jm x.dF (x)
con-:.

F(x)= P1({aeX/h(a) <x)

Notacibén: Si m es la A.B.P asociada a (Bel,Pl), nosotros no
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taremos a partir de ahora E*(h) como I*(h/m) y E,(h) como --
I4(h/m).

Como el conjunto X es finito, X={x1,...,xn}, la funcibn
h puede identificarse con el vector %=(h(x1),...,h(xn))e R
y por ello a veces escribiremos I*(%/m) e I*Cﬁ/m). Reciproca
mente, cualquier Y eR™, puede identificarse con una aplica---
cibn rsRn, dado lo cual tiene sentido considerar I4(r/m) e -
I*(r/m). '

Proposicidén 3.13. (Dempster (1967))

Simes una A.B.P en X, y h:X = R, entonces:

I*(h/m) = sup [EP(h)]
Ped

I4(h/m) inf [Ep(h)]

Pe¥
donde, & es la familia de medidas de probabilidad, que veri-

fican:?
Bel(A) < P(A) € P1(A) Y AxX

y EP(h) es la esperanza matemitica clédsica.

Smets(1981), ha probado que éstas integrales se pueden

;;;m(A)(Inf h(x))
XeA

Zm(A) (Sup h(x))
ACX X €A

poner de la forma:

I4(h/m)

I*(h/m)

Nota

En vista de las anteriores expresiones para las integra
les superior e inferior, podemos interpretar la esperanza in
ferior de una aplicacidén h, respecto a una A.B.P m, como 1la
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esperanza matemdtica de la funcidén h respecto a la medida de
probabilidad que se obtendria de 1a siguinete forma: toda 1la
masa de evidencia correspondiente al conjunto focal ACX, se
la asignariamos a aquel elemento aeA, para el cual la fun---
cién h, alcance su minimo. Andlogamente, se puede interpretar
la integral superior: la evidencia correspondiente a A, se -
concentra en el elemento beA, para el cual h alcanza su méxi
mo, dentro de A.

Nota

Si m, es la A.B.P que representa la ignorancia

I*(h/mo) =;;;mO(A) max h(a) = sup h(a)
acA aegX

I*(h/mo) =:E:mO(A) min h(a) = inf h(a)
AKX acA aegX

es decir, las integrales superior e inferior, cuando no tene
mos ninguna informacidn sobre X, coinciden con el mayor y el
menor valor de h en X, respectivamente.

A continuacidén vamos a probar que las integrales supe--
rior e inferior réspecto a una A.B.P m, coinciden con la es
peranza mondtona respecto a las medidas de plausibilidad y -
creencia, respectivamente, asociadas a m.

Proposicibn 3.14

Si m es una A.B.P en X, con medidas de creencia y plau
sibilidad asociadas; Bel y P1, entonces:

I,(h/m) = Epoq(h)

I*(h/m) = Ep; (h)

V h:X=> R
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Demostracibn

Egep (h) = Epgq(h')-Epy(h)

j BelixeX/h® (x) >0} da- f Pi{xeX/h” (x)2a} do
(0] (o]

=j: ;‘h@u\)da-]m Z m(A) do
o

0 AﬂHa#¢
sea ahora ACX. Pueden ocurrir dos casos:

a) inf h(x) >0. Entonces:

X eA
AﬂH& = {xeA/h (X)) >a} = ¢ Ha>0. ¥y
ACH; & o < inf h(x)

X €A

b) inf h(x)< 0. Entonces:
X €A

IxeA tal que h(x) <o, 70>0 y por tanto ACH;.

Ademis ANH #¢ equivale a a<sup h (x) = -inf h(x)
' a X A X eA
En éstas condiciones, intercambiando la sumatoria y la
integral en la expresidn de EBel(h) se obtiene:
inf h(x) -inf h(x)

EBel(h) = AZCX/ZEA m(A)da-AZX/ZEA m(A)da

donde, la primera sumatoria se extiende a los ACX, tales --

que, inf h(x) >0, y la segunda a aquellos tales que
X €A

inf h(x) <0. Asi pues, y en definitiva
X €A

EBel(h) = gé;m(A) inf h(x) = I*(h/m)

X €A

Para la medida de plausibilidad se puede demostrar la -
igualdad por dualidad.
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Epy (h) =-Epg; (-h) =-;;;m(A) 1nf( h(x))

XeA

=-(- ;{m(ﬁt) SUP h(x)) = I*(h/m)

A partir de la proposicidn anterior, podemos obtener --
las siguientes propiedades de las integrales superior e infe
rior, sin mas que particularizar las correspondientes de 1la
esperanza mondtona:

1.~ 81 ¢,beR; b20 y hiX = R, entonces:
I*(c+bh/m) = c+bI*(h/m) - I,(c+bh/m) = c+bI,(h/m)
2.- Si m se concentra en los conjuntos unitarios:
I*(h/m) = I, (h/m) =22;h(a),m(a)
3.- Si hy(a)< h,(a), Y aeX, entonces:
I*(h1/m) £ I*(hz/m) . I*(h]/m) & I*(hz/m)
4.- Si h(a)=x_eR, YaeX, entonces:
I*(h/m) = I, (h/m)
5.- Si c,beR y b<0
I*(c+bh/m) = c+bI4(h/m) ; I,(c+tbh/m) = c+bI*(h/m)
6= m se concentra en los unitarios; si y solo si:

I*(h1+h2/m) = I*(h1/m) + I*(hz/m) 0 equivalentemente

Ix(hy*h,/m) = T, (h,/m) + I,(h,/m)

cualesquiera que sean h1,h2:X > R,

7.- I*(h/m) = I*(h*/m) - I,(h /m)

- -93=



I,(h/m) = I,(h*/M) -I*(h™/m)

P I*(h1+h2/m) < I*(h1/m) + I*(hz/m)

I, (hy*hy/m) > L (hy/m) + I, (hy/m)

IN

9.~ Si xg[ 0,1], I*(Ah1+(1-k)h2/m) AI*(h1/m)+(1-A)I*(h2/m)

I,(Ahy+(1-2)h,/m)

\%

AT, (hy/m)+(1-2) 1, (h,/m)

10.- Si xel0,1], I*(h/Am1+(1-A)m2) AI*(h/m1)+(1-A)I*(h/m2)

I*(h/km1+(1-k)m2) = AI*(h/m1)+(1—A)I*(h/m2)

A continuacién vamos a probar una serie de propiedades
especificas de las integrales superior e inferior.

Proposicién 3.15

Si m; y m,, son dos A.B.P en X, tales que m1Cm2, enton

ces:

[1,(h/my),T#*(h/m))] € [T (h/m)),I*(h/m)]

Dermostracidn

Se deduce inmediatamente, sin mas que considerar, que -

si m1Cm2, entonces, Be11~SBe12 y P11>»P12, con lo que:

Te(h/my) = Bpey (h) > Eggy (h) = Ie(h/my)

I*(h/mz) &= EPlz(h) £ EP11(h) = I*(h/m1)

Vemos como,a medida que vamos adquiriendo informacidn,
los conjuntos focales se van atomizando, dando como resulta
do, que para una misma aplicacidén h, la amplitud de los in-
tervalos determinados a partir de las integrales superior e
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inferior, va disminuyendo, hasta reducirse a un punto, en el
caso, en que la asignacidn bdsica de probabilidad sea de tipo

probabilistico.

La siguiente proposicién, caracteriza las esperanzas mo-
nétonas que estdn asociadas a medidas de plausibilidad y cre-

encia.

Proposicidén 3.16

Sea g una medida difusa y Eg(.) su esperanza mondtona.

En éstas condiciones

a) g es una medida de plausibilidad, si y solo si, para cual

quier familia {hi}. de funciones se cumple:

1=1’,’p
| T[+1
E (inf h.) £ :E: (-1 E (sup h.)
81 1 1c(15,p} g 4 2

b) g es una medida de creencia si y solo si, para cualquier

familia {hi}i=1 se cumple:

yeesP’
( - |1 |+1
B (sup L.) > :E: (-1) E_(inf h.)
g i Y 1c(15Tp) g 1
Demostracibn

La suficiencia de las propiedades a) y b), se obtiene
considerando para cada familia de subconjuntos de X, {A;}
ie{1,..,p}, la familia de funciones indicador de &stos con-

juntos, {IAi}i€{1,.-,p}.

Las condiciones necesarias para familias de funciones
no negativas, son consecuencia de las igualdades:

({xeX/ inf h,(x)» a}) = N {xeX/ h,(X)>a} , Yae R
igl 1 iel >

({xeX/ sup h.(x) >a}) = U {xeX/ h, (x)>a}, Yae R
jel 1T iel - &

aplicadas a la definicién de esperanza mondtona.
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Para una familia de funciones cualesquiera, {h.}

i‘ie{1,.p?
hay que tener en cuenta que si
+ -_
h;= sup{h;,0} y h;= sup{h;,0},

entonces:

sup{h;}= sup h - inf hj YV I1c{1,...,p}

iel iel 1el
inf {h,}= inf h - sup hj YIc{,...,p}
iel iel iel

por tanto, para la esperanza con respecto a P1(.), se tiene:

( inf h.) = EPl( inf h.) + Pl( sup h.)

P11€{1 , b} 1e{l, ﬁ} iel1, ﬁ}

:E:( TJI,+1 ( h: g 3= -E ( hi. )
£ sup sup
IC(15 b} sl Bel ot }

1| +1 |1 |+1 _
:E:(f1) By (suphl) () (-1) Eg_{inf h])
1€l iel

IC{1 1C{Y 5o D3

Z II +1
= (-1) (sup hy )+E (-inf h; )
1c(15p) Ep1 P1% 51

> e
- (=1) Ep, ( sup h:)
1c{14p3 P1* je1 1

la demostracién para medidas de creencia es andloga a la an-
terior.

Sabemos que cuando dos variables aleatorias f y g son -

independientes,

E(f.g) = E(f).E(g)

siendo,E(.) la esperanza matemidtica clédsica.

En el siguiente teorema, demostramos una propiedad ané-
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loga para las esperanzas inferiores y superiores, cuando ---

existe independencia fuerte.

Proposicién 3.17

Sea m una evidencia bidimensional en X]xXZ.Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes.
1) m; y m, son fuertemente independientes.

2) I*(h1.h2/m)

I*(hy/m).I*(h,/m), V h;:X; - R;, i=1,2

3) I,(h,.h,/m) = L (hy/m).I (hy/m), Y hy:X; - RY, i=1,2

Demostracidn

Probaremos 1#2. La demostracibén 13, es andloga a la an

terior.

1=2. Bajo la hipdtesis de independencia fuerte:

I*(hy,hy) =, D0 m(A) sup by Gx) by Gxy)
1272 AéTR,  (xq.x z?lA ¢

" IZ: m,(A;).m,(A,) sup h,(x,).h,(x,)
AxATTILxx, 1 122 LA T e

1772 18 151
xzeA2

teniendo en cuenta que, si hiZ'O y h2>'0, entonces:

sup h;(x;).h,(x,) = ( sup hy(xq)) ( sup h (Xz))

eA X, €A X, €A
iy Sy 171 272
xzeA2
obtenemos:
I*(h,.h,7m) (}g; (A, )SUPh (x4))( m, (A,)sup h,(x,))
x eA A2 X2 2€A2

= I*(h]/m]).I*(hz/mz).
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2=1. Proberamos en primer lugar que existe independencia, pa
ra lo cual, se ha de verificar que:

A, CX

P1(A xA,) = P1;(A;).P1,(A,) ¥ a,cx, ACX,.

Esta igualdad se deduce del comportamiento de 2), tomando:
hi=ILAi) i=1,2

y teniendo encuenta que:

I*(1, /m,) = ;;: m. (B;) = P1;(A;)
i B #

ifR37¢

(4 .IAz/m) = I*(IA]XA /m) = P1(A;xA,)

1 2

sean ahora

1 si x1gA]

hy (x,)=
1/2 si x #A,

hz(x2)=
142 & xZéAz

aplicando 2), se obtiene:
I*(h].hz/m) = I*(h]/m]).I*(hz/mz)
es decir,

1/4 P1(X1xX2)+1/4 Pl(A]xX

JUK xA) +1/2 PL(AxA,)

= (1/2 P11(X])+1/2 P11(A1))(1/2 P12(X2)+1/2P12(A2)
lo que es equivalente a,

174 + 1/4 PLAXX,UX;xA,) + 1/2 P1(A;xA,)
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1/4 + 1/4 P1y(A]) *+ 1/4 P1,(A,) + 1/4 P1 (A;).P1,(A,)

simplificando y teniendo encuenta la independencia, obtene--

mos definitivamente:

P1(A;xX,UX;xA,)) = P1;(A;) + P1,(A,) - P1(A;xA,)

(32)
Por dltimo, vamos a comprobar, que si m no se concentra

en los rectidngulos, entonces, no se verifica (32).

Supongamos que existe BCX1xX2 tal que B#P1(B)xP2(B), pe
ro m(B)#0. Sea (x],xz)eP1(B)xP2(B)-B y hagamos A1={x1}, ---
A2={x2}. En éstas condiciones:

P1(A,xX,UX xA,) = ; m(A) = 1; m(A)+ Z n(A) - m(A)
151 A) xpeP () x,eP)(A) et

x A)
eP) (A) x;_ eP] (A)

- Pl](A]) + P12(A2) - :E: m(A)
x;€P; (A)
xzePz(A)

Puesto que, (X1,X2)5A supone x1eP1(A) y xzePz(A) Y, por
otra parte, existe B con m(B) >0 y (x1,x2)éB, se tiene;

Z m(A) > Z m(A) = PL(A;xA,)

X €P (A) (X1, z)EA
X, eP (A)
con lo que:

?

P1(A;xX,UK ¥A,) < P1i(A;) * P1,(A)) - PL(A;xA))

en contra de (32). Por tanto, la evidencia se concentra en
los rectangulos y existe independencia fuerte.

Corolario

En las condiciones de la proposicidén anterior, si h,>0,
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hzz 0 y existe independencia fuerte, entonces:
a) Epj(hy.hy) = EP11(h1)'EBe12(h2)
b) Eggy(hy.hy) = EBe11(h1)‘EP12(h2)
Demostracidn

a) Epg(hy.hy) =-Eg ,(h;(-h;)) ='EBe11(h1)'EBe12('hz)

= EBe11(h1)'EP12(h2)

b) Es andloga a la anterior.

2.2. LA ESPERANZA MONOTONA RESPECTO A LAS MEDIDAS DE POSIBI-
LIDAD Y NECESIDAD

Es inmediato que todas las propiedades de la esperanza
mondtona con respecto a una evidencia, son directamente ---
trasladables al caso de medidas de posibilidad y necesidad.
En éste apartado, nos vamos a dedicar a obfener, una expre-
si6én de la esperanza mondtona, para el caso particular de -
éstas Giltimas medidas, que nos permitird calcular las inte-
grales de un modo sencillo.

Sea X un conjunto finito, h una aplicacién de X en R+,
T una distribucidn de posibilidad en X y I y N las medidas
de posibilidad y necesidad asociadas a la misma. En éstas -
condiciones, si notamos X={x1,...,xn} con:

hi(x4) < ... gh (x), ‘
R n''n h(xn) f
se tiene: h(x
o n-1)
I*(h/mﬂ) = En(h) = ] H(Ha)da
o
donde:
h(x.) le H
| h(x7) | | %
Hy={x; X/h(x;) > o} X1 Xz n-1 Xn
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entonces:

rh(X1) h(xz)
By =) H({x1,...,xn})da+jh(£f§x2,..,xn})da+ o
h(xn)
+ I({x,})da
‘h(xn-1)

({xq,.,x Dh(xy) + I({X,,..,x }) (h(x,)-h(x;)) *

+
+
=
s |
——
~

ooooo

C1eX) ) (h(x_{)-h(x_ _,)) *+

+

H({xn})(h(xn)-h(xn_1))

h(x1)[H({x1,...,xn}) - H({xz,...,xn})]+

-+

h(x )[I({x,y, 005X }) - I({xz,...,x DI+

P

h(xn_1)[H({x xn}) - H({xn})]+

n-I’

+ h(xn) H({xn})

M=

h(x.)[ sup m(x.) - sup m(x.)]
i 1 J J

1 igj<n i+1<j<n

De forma andloga, si N es la medida de necesidad dual de I,

Ey(h) = ON(Hq)da -

I, (h/m.n)

h(x1) N({x1,...,xn}) + [h(xz)-h(x1)]N({x2,.,xn})

+

ceot Thix,_)=h(x__)IN(Ix__;,x 1) +

o

[h(xn)-h(xn_1)]N({xn}) =
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n
2 h(Xi) [(N({Xi, » X }) N({x
i=1

1+1,...,xn)] =

n
£§1h(xi) [1-H({x1,...,xi_1})-1+n({x1,...,xi})] =

Ejh(x ) ( sup m(x;)- sup 7(x;))
i= T 54 13 1i-1

en resumen obtenemos:

I*(h/m_) Eﬁ h(x;) ( sup m(xy)- sup m(x;))
m i=1 1 jn ] 1 3.

I*(h/mn) z: h(x ) ( sup ﬂ(X )- sup ﬂ(x ))
j i 13 1i-1

2.3. LA ESPERANZA MONOTONA CON RESPECTO A UNA A-MEDIDA

El objetivo de &ste apartado es identico al del ante--
rior, significando que las propiedades generales de la espe
ranza mondtona con respecto a una A-medida se pueden obte--
ner particularizando las de las integrales superior e infe-
Tior .

Sea g, una A-medida y h:X = R;. Supongamos que se nota
X={x1,..,xn} con h(x1).sh(x2).g... sh(xn).

En éstas condiciones:
[0 0]
By (1) = [ g ()da -

h(x,) h(x,) h(x.)
=j 1da+f zgx(xz,..,xn)du+...+j n

h(x ) (xn)da

0o h(xn_1)gk
n
=£§ [h(x )-h(xy 1)]gx(xl, 1+1,...,xn)
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donde hemos supuesto h(x0)=0.

Operando en la expresidn anterior, obtenemos:
n-1 .
By () =£§1hcxi)[gx(xi,..,xn)-gxcxi+1,..,xn)1+hcxn)gx(xn)

1=
=iz1h(xi)[ g)\(xi)"'g)\(xi.,.‘] ' :xn) +')\g)\(xi)g>\(xi+1 s ’Xn)

-g)\(xi+1 ’e ’Xn)] +h(Xn)g>\(Xn)

n
=£§1h(xi)[gk(xi)(1+Agk(xi+1,...,xn))]

en resumen:
n
ng(h) =£§1h(xi){gx(xi)[1+Agx({xi+1,...,xn})]}

Como consecuencia inmediata de &sta expresidén se obtie-
ne que; cuando A=0 (go es una medida de probabilidad)

n
Bg (W) =3 h(x;)g(x;)

- Cuando A>0, (gx es una medida de creencia)

n
ng(h) > £§1h(xi)gx(xi)

- Cuando -1<X<0, (gx es una medida de plausibilidad)

n
Egﬁh) < iZ%h(xi)gx(xi)
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- CAPITULO IV -

Problemas de decisidn con
informacidén general.

Criterios de decisidn.



0.=-INTRODUCCION. a

Todos, de un modo u otro, tenemos formada una idea in-
tuitiva de lo que es un proceso de decisidén, ya que, en la
vida real, a menudo se presentan situaciones de éste tipo,
que conllevan la eleccidén de una alternativa en funcidén de
unos objetivos que ya debemos tener previstos de antemano.

La Teoria de la Decisidén como rama de la Matemdtica -
aplicada, pretende la construccidn de Modelos Matemadticos
que nos permitan, bajo unas hipdtesis, poder adoptar nues-
tras decisiones de un modo racional, de forma que nos ase-
guren lo mds posible, que la alternativa que elegimos o DE
CISION sea la que mejor nos conduzca a conseguir los obje-
tivos prefijados.

Los elementos fundamentales de un proceso de decisidn
son:
1.-DECISOR.Individuo ( fisico, juridico,...) que debe to-

mar la decisidn.

2.-AMBIENTE. Conjunto de circunstancias que influyen sobre
el problema y que no pueden ser controladas -
por el decisor. Habitualmente, estas variables
no controladas tienen varias posibilidades que
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se denominan ESTADOS DE LA NATURALEZA. Una hi
pbtesis bdsica en Teoria de la Decisibn es -
que en un momento determinado la Naturaleza -
se encuentra en un estado bien definido que -
puede ser conocido o no con certeza por el de

cisor.

3.- ALTERNATIVAS. Son las diferentes posibilidades que se -
ofrecen al decisor para que €ste haga su
decisidn. Se denominan tambien acciones.

4.- OBJETIVOS. Son aquellas metas que el decisor pretende -
conseguir mediante sus acciones. Estos obje-
tivos han de estar especificados de antemano

por el decisor.

5.- CONSECUENCIAS. La interaccidn de una alternativa d con
un estado de la naturaleza w proporcio-
nari al decisor una consecuencia o resul
tado c(d,w). Cuando c(d,w) es numérica -
se suele 1llamar RECOMPENSA.

6.- DURACION. A menudo, los procesos de decisidén transcu --
rren en el tiempo de un modo etdpico,en el --
sentido que no solo se requiere una decisidn
en un instante sino que se necesitan una se -
rie de ellas en momentos sucesivos.

Los procesos de decisidén se clasifican de acuerdo con
las variantes de sus distintos elementos (ver S.Rios 1977),
Dado el tema de ésta memoria, nosotros solo nos ocuparemos
de las ditintas modalidades en que el verdadero estado de -
laNaturaleza puede manifestarse al decisor representadas --
por el grado de conocimiento que &ste posee sobre aquel. --
Clasicamente se considera que puede haber un AMBIENTE DE
CERTIDUMBRE.- El estado actual de la Naturaleza es perfecta
mente conocido con lo que cada accidn nos dard una conse --
cuencia perfectamente conocida y previsible.
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RIESGO.- Se conocen los estados, pero la informacién dispo-
nible sobre el verdadero se reduce a una ley de probabili -
dad conocida por el decisor. Asi pues, para cada accidn,las
consecuencias solo pueden ser previstas en términos de la -
mencionada ley de probabilidad.

INCERTIDUMBRE.- O bien no tenemos idea de la existencia de
algun estado o bien no conocemos la forma de presentarse --
los mismos.

Normalmente, se supone &ste segundo caso, ya que el --
primero no tiene mucho sentido, pues la modelizacidén de ---
cualquier situacidén solo puede emplear los elementos conoci
dos. Atendiendo al grado de informacidén que se posea dentro
del desconocimiento supuesto, se distingue entre:

Incertidumbre TOTAL.- No se conoce absolutamente nada de la
forma o ley en que se presentan los estados.

Incertidumbre PARCIAL.- Se sabe que los estados de la natu-
ralezase presentan segun una entre varias leyes de probabi-
lidad conocidas, pero no se sabe concretamente cual de ella

€s.

En general el ambiente se caracteriza mediante la in--
formacidén que se supone que el decisor posee sobre los esta
dos. Clasicamente se admite que, o existe una falta de in--
formacidn total o el conocimiento disponible sobre el esta-
do de la naturaleza puede materializarse mediante distribu-
ciones de probabilidad ( considerando la certidumbre total
como un caso particular de distribuciones degeneradas ).

Es obvio que existen muchas situaciones en las que la
informacién disponible es tal que resulta practicamente ---
imposible aceptar la existencia de una distribucidn de pro-
babilidad que la represente. Supongamos por ejemplo la in--
formacidén que, sobre el tiempo, suelen proporcionar unas --
personas a otras: " hace frio ', " la temperatura es agra -
dable " o " no llueve demasiado ",...
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Como ya hemos dicho con anterioridad, la Teoria de la
Evidencia de Shafer en combinacidén con la Teoria de Subcon
juntos Difusos, proporciona herramientas para modelizar si

tuacionescomo la descrita en pirrafo precedente.

El objetivo bdsico de éste capitulo es analizar pro--
blemas de decisidén en ambiente general, es decir suponien-
do que la informacidén sobre los estados no es necesaria---
mente, o la ignorancia o una distribucidén de probabilidad.

Comenzaremos planteando rigurosamente el problema a -
considerar y los distintos elementos que forman parte del-

mismo.

Al igual que en capitulos anteriores supondremos que-
tanto el conjunto de estédos como el de acciones son fini-
tos. Con ello tratamos de evitar problemas de medibilidad
y convergencia completamente ajenos al tema de nuestro es-

tudio.

Vamos a admitir que la informacidn disponible sobre -
el verdadero estado de la naturaleza es una evidencia re--
presentada por una asignacidénbdsica de probabilidad M, con
lo que se engloban los casos cldsicos de riesgo e incerti-

dumbre.

En estas condiciones se establece una aplicacibn g
g i er—a-R2 tal que para cada YeR™ g(r)ﬁ{I*(r/M),I*(r/M)}
que permite asociar a cada decisidén d la imagen de su vec-
tor de recompensas. La segunda parte del apartado II estd
dedicada al estudio de las propiedades de g y la justifica
ciénde su empleo para la construccidn de reglas de deci --

sidén.razonables.

Existen dog formas de abordar &ste filtimo problema. En
primer lugar estid la obtencidn de criterios a partir de re
laciones de orden ( preferencias ) construidas directa --
mente sobre RZ. En segundo lugar se tiene la actuacidn me-

. 3 2 % .
diante funciones valor v : R°—— R. Como es bien conoci-
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do estos dos caminos no son independientes, si bien se con-
sideran separados por resaltar la filosofia subyacente en -

cada uno de ellos.

El apartado III estd dedicado al estudio de los crite-
rios que se obtienen al trabajar directamente en RZ. Basica
mente, se analizan la dominancia segun el cuadrante positi-
vo y las reglas de tipo lexicografico.

El apartado IV recoge el empleo de las funciones valor
contemplando tres casos particulares de gran interés:
v(xj,x2)= max(x1,x2) . V(x1,x2)= min(x1,x2) .

V(x1,x2)= CiXq+ CyX,

El modelo propuesto generaliza los ambientes de riesgo
e incertidumbre, y algunos de los criterios de decisidn mis
usuales en Teoria Cladsica ( el de la esperanza matemitica,
el de Wald o el de Hurwicz ), pueden obtenerse como casos -
particulares de los aqui obtenidos. A ésto se dedica el --
apartado V.

Para terminar indicaremos que son dos las ideas que --
han conformado la organizacidén y contenido de é€ste capitu-
lo: en primer lugar, la de presentar un modelo de decisidn
mis general que los considerados por la teoria clidsica y en
segundo lugar la de indicar que herramientas pueden emplear
se para conseguilr criterios de decisibn razonables y que --
forma adoptan éstos bajo determinadas hipétesis de comporta
miento del decisor. Es obvio que existen puntos de vista al
ternativos sobre como abordar el problema 7y aspectos del -
mismo que no han sido considerados aqui. El1 apartado VI re-
coge sugerencias en relacidén con é€stos temas y futuras vias
de investigaciodn.

NOTA. A lo largo de todo éste capitulo empleamos repe-

tidas veces los términos " riesgo ", " actitud del decisor

frente al riesgo " , "optimismo " y " pesimismo ". Queremos

- -108-



destacar que, salvo en los modelos particulares de la Teo-
ria de la Decisidén Clasica, é€stos términos se emplean con

un significado intuitivo y no formal. Asi, por ejemplo, pa
ra nosotros un decisor pesimista serd aquel que pretenda -
siempre asegurar una ganancia, aunque ésta sea baja, mien-
tras que el calificativo de optimista se aplicarid a aquel

que admite la posibilidad de ganancias bajas siempre que,-
simultaneamente, exista la posibilidad de ganancias altas.

1.- PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA. RESULTADOS BASICOS

A 1o largo de todo el capitulo consideraremos un pro-

blema de decisidén con los siguientes elementos:

1.- Un conjunto de estados de la Naturaleza que supondre -

mos finito

2.- Un conjunto de acciones que tambien sera finito

®={dy, 4,,...,4.}
3.- Una funcién r :P x Q—> R tal que a cada decisién

di y a cada estedo wj hace corresponder un nGmero real

(di’wj) r(di,wj)zri.

J

siendo Ty la recompensa que percibe el decisor por haber-

elegido la decisidn di cuando se ha presentado el estado -

wj. r se puede representar mediante una matriz que llamare

mos MATRIZ DE RECOMPENSAS, con la que trabajaremos a partir
de ahora.
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2
D Wy W, . wJ ces W
d1 Tiq T1p--- r1J... Ty,
d2 Tyq Topees rZJ... Ton
di Tiq Tipe-- rij"' Tin
dm Tl Tmoe-- rmj"' B

Sobre la forma de construir recompensas que valoren -
las consecuencias de las acciones puede consultarse, por -
ejemplo, Fishburn (1970, 1973,... ) y Keeney y Raiffa (1976)

En estas condiciones, la recompensa que podrd obtener
el decisor al efectuar una eleccidén serd uno cualquiera de
los valores del vector n-dimensional asociado a la misma,

n

 Ipe— |

Y
r. 2o gwisy Tasguwyls ] r.€e R
i1? Tigeoee» ij?>°*°’"in i

y el valor concreto de la recompensa dependerd del es
tado de la naturaleza que se presente.

4.- Una cierta informacidn I sobre el verdadero estado de
la Naturaleza. Como hemos dicho, vamos a suponer que ésta
informacién no es, necesariamente, de tipo probabilistico
sino que nuestro conocimiento viene expresado mediante una
evidencia, materializada en una asignacidén bdsica de proba
bilidad M sobre .

5.- Una relacidén de preferencias del decisor. Puesto que -
hemos admitido que las consecuencias estdn medidas en tér-
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minos de recompensas, no supone falta alguna de generali--
dad considerar que entre las consecuencias de las acciones
€sta relacidn de preferencia se representa por el orden na

tural de R (rij}, rkp<=> rijg rkp)'

;Cual serd en un momento determinado la mejor deci --
sidén . En 16gica nuestra contestacidon seria; aquella cuyo-
vector de recompensas asociado fuese mayor. Esta que,en --
teoria es una contestacién sencilla, en la prictica no lo-
es tanto ya que pasa por definir relaciones de orden en R,
De hecho todo criterio de decisidén supone una actuacibén de
€ste tipo.

La teoria de la decisidén clasica ofrece numerosos ---
ejemplos de criterios que suponen ordenar directamente R™-
( por ejemplo el lexicografico o los que usan la dominan--
cia). Una forma indirecta de abordar el problema es apli -
car cada vector n-dimensional T; en un valor T, € R y lue-
go tomar la decisidén de acuerdo con el orden natural de R.
De hecho, la mayor parte de los criterios cldsicos de deci
sidn consisten en construir una aplicacidn fFsRY—e R ==
(denominada funcidén valor por Keeney y Raiffa (1976) ) con

f(%i) = f [ri1""’rin] = r;eR

y considerar que la accidn di es mids preferida que la dk -
si y solo si T; €s mayor o igual que Ty

dj % dy

O\

[ri1,...,rin]2; [rk1""’rkn]

si y solo si

Separando la preferencia estricta de la indiferencia,
se dice que di es mis preferida que dk si y solo si Ts> Ty
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y que di es indiferente a d; si y solo si r;=r,.
*
De acuerdo con ésto, la decisidn optima d serd aque-

l1la tal que:
f(d*)= mﬁx f(di)
i

La aplicacidn f se construye teniendo en cuenta los -
valores de las recompensas, la informacién disponible so -
bre el estado de la Naturaleza y la actitud del decisor --

frente al riesgo.

El criterio de Wald ofrece un ejemplo tipico de ésta -
forma de actuar. En un ambiente de incertidumbre total y su
puesto que el decisor tiene aversién al riesgo, tiene senti
do construir f tal que

£ [ri1""’rin] = min [ri1""’rin]

con lo que

d; > dy &= min [ri1""’rin]?= min[rk1,...,rkn]

y por tanto, la decisidn optima de seria aquella tal que

min [r

= max min Jr..
; ‘el - €1

e']
] j
Nosotros tambien vamos a emplear la misma idea. Consi-
deraremos que una solucidn para el problema de decisidén se-
ri encontrar un orden total en el conjunto P construido te-
niendo en cuenta la funcidén r, la informacién I y la acti--

tud del decisor frente al riesgo.

De acuerdo con nuestras hipdtesis, la informacidn I es
una evidencia materializada en una Asignacidén Bisica de Pro

babilidad M sobre L2 . De acuerdo con los resultédos del ca-

S



pitulo anterior podemos establecer una aplicacidn g:Rq——aR2

tal que:
g@= [1.GmM) , *EF/M) ] (33)

siendo I,(r/M) e I*(r/M) la integral inferior y superior,--
respectivamente, de r con respecto a M. Observese que g se
construye a partir de r e I pero sin tener en cuenta de una

forma especifica la actitud del decisor ante el riesgo.

Mediante ésta g, el problema de ordenar las filas de -
la matriz de recompensas se transforma en el de ordenar elg
mentos de Rz. Si bien en éste espacio no existe tampoco un
orden natural, es obvio, que su reducida dimensidn lo hace
mids cémodo para trabajar.

En éstas condiciones y supuesto que se acepta el uso -

de g tenemos dos formas de obtener criterios de decisidn:

1.- Establecer una funcién valor V:R2

R y considerar:
{a,b}%{a',b" < v(a,b) 2 v(a',b')
2.- Trabajar directamente en RZ.

Es obvio que éstos dos caminos no son independientes,-
ya que cualquier aplicacidn de R2 en R establece un orden -
total no estricto en R2 y, bajo determinadas condiciones, -
un orden total no estricto de R2 se puede representar medi-
ante una aplicacidén real valuada.

Es inmediato que cualquier orden establecido en RZ, en

particular mediante h, deberd reflejar la actitud del deci-
sor frente al riesgo.

Observese que la introduccidn de g permite realizar en
dos pasos la construccidn de la aplicacidén f. Antes de pa -
sar al andlisis de los criterios de decisidn que se obtienen
por medio de los caminos anteriormente incluidos, y al obje
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to de justificar &stos, vamos a estudiar algunas propieda--

des interesantes de g.

" Estudio de la aplicacidn g.

De acuerdo con (33)
g(¥)= (T (G;/M) , T*(F;/M))

para cada decisibn di'

Si tenemos en cuenta las definiciones de integral supe
. . . v . ..
rior e inferior (ver Cap-32) el par g(ri) tiene las siguien
tes caracteristicas:

15 I*('\f'i/M) < 1*(¥i/M) Vi

2).- Su primera componente, I*(¥i/M), le asigna al vector
¥i y por tanto a la decisibn correspondiente di’ un valor i
gual al de la esperanza matemitica de ese mismo vector con
respecto a la medida de probabilidad que obtendriamos cuan-
do toda la masa de evidencia m(A), relativa al conjunto fo-
cal A de £, se la adjudicaramos a aquel estado de la Natu-
raleza, perteneciente a A, wkeAcll,en el cual se verifique
que el vector de recompensas restringido a A, alcance su mi

nimo.

El resto de los elementos de A quedarian con probabili
dad nula, y, en el caso de que un estado de la Naturaleza -
fuese a la vez de minima utilidad para mds de un conjunto -
focal, la probabilidad que le asignariamos seria la suma de
las evidencias correspondientes a dichos conjuntos focales.

& v :

Asi pues, I*(ri/M) puede interpretarse como una evalua
cidnpesimista de la recompensa esperada segun la informacidn
disponible.

3).-E1 valor I*(%i/M) es la esperanza matemdtica de ¥i con
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respecto a la medida de probabilidad, que obtendriamos al a
signar la evidencia relativa a A, al estado de la Naturale-
za wkaA, cuya recompensa fuese mayor. Si hubiese un estado

que al igual que en el caso de la integral inferior pertene
ciese a dos o mids conjuntos focales, y tal que en &€l se al-
canzase el maximo de las recompensas, su probabilidad aso--
ciada seria la suma de las evidencias relativas a los con -

juntos supuestos.

3y ‘
I*(ri/M) puede entonces considerarse como una evalua -
cién optimista de la recompensa esperada seglin la informa -

cién disponible.

Tendremos que hacer notar que las distribuciones de --
probabilidad empleadas en la interpretacidn de éstas dos in
tegrales no son fijas para 1, sino que dependen de i, es -
decir, de la decisibn di’ a cuyo vector se le vaya a apli -
car g. Obtenemos asi dos distribuciones de probabilidad di-
ferentes asociadas a una misma accidn di’ y que cambian al

variar €sta.

Los vectores ¥i’ juegan un doble papel a la hora de --
construir g: Por una parte,son usados para encontrar las --
disribuciones de proabbilidad superior e inferior asociadas
a {L y por otra parte, serdn la funcién a partir de la cual
y teniendo en cuenta las dos distribuciones de probabilidad
anteriores, nos serviran para calcular las esperanzas.

De acuerdo con éstas consideraciones, es posible consi
derar g(%i) como un par de elementos o como un intervalo. -
No hay diferencia sustancial entre ambas interpretaciones,-
ya que la recompensa esperada por el decisor al tomar la de
cisidn di’ tiene como cotas inferior y superior los valores
I*(%i/M) e I*(%i/M) respectivamente. Asi pues

g(?i)= [1*(¥i/bi) , T*(¥; /M) ]

puede considerarse como un " intervalo de riesgo ".
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Como posteriormente veremos, si nuestra eleccidén se ha
ce en base a utilizar la primera componente de g, estaremos
utilizando un criterio pesimista, si por el contrario nos -
fijamos unicamente en el extremo superior, nuestro critério

serd optimista.

Para ilustrar éstas caracteristicas de g proponemos el
siguiente ejemplo.

Ejemplo .4 .1

Supongamos que se tiene:

{d;,d, }
- 0 = {w]’WZ’WS}

- Matriz de recompensas

W] W2 W3

d] 40 25 19

25 40 30

- Asignacién badsica de probabilidad

0.3 A= fuy)
0.4 A= {WZ’WS}
M(A)= | 0.3 a- fiug vy}

0 en otro caso

Es inmediato que:

I,(¥;/M)= 2, M(A) inf r,.= 22.5
AcU aeA J

1% (Y. /M)= Q. M(A) sup ry.= 34
% AcU J
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Y]
I, (F;/M)= ), M(A) inf 1,.= 27
AcU ac€A J

1*(}i/My=§: M(A) sup T,:= 32.5
AcU a EA J

Vamos a ver que &stos valores han de coincidir con los
calculados como esperanzas con respecto a las distribucio -
nes de probabilidad minima y midxima relativas a d1 y a d2 -

respectivamente.

dy
WZ W3 W] Wz WS W1
r | 25| 15| 40 r 25 | 15 | 40
0.3 P, | o [0.7]0.3
M 0.4 p* | 8.4| 0 | 0.6
0.3
E(T;/Py)= 22.5
E(r/P*)= 34
do
Yo t ¥zl % ¥2 1% | %
r | 40 | 30| 25 r | 40 |30 |25
| 0.3 p,| 0o |o0.4]|0.6
M 0.4 p* | 0.4]0.3]0.3
0.3
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E(“fz/P*)= 29
E(¥2/P*)= 32.5

De acuerdo con las propiedades de I, e I* que hemos --
probado en el capitulo anterior, dependiendo del tipo de --
evidencia que se considere, tendremos, algunos casos parti-

culares que daran lugar a situaciones interesantes.

1).- Si la evidencia es la ignorancia, representada -=-
por

1 si A=)

m_ (A)
0 en otro caso

las integrales tendrian como valor.
N .
% (% -
I*(¥;/m )= mix [ri]’riZ""’rin]
con lo que

gc}i)= [m%n rij , m?x rij]

Desde un punto de vista formal, éste resultado se jus-
tifica por el hecho de que en ausencia de informacidn la --
probabilidad inferior le asigna toda la masa de evidencia a

min ¥ij mientras que la probabilidad superior se la asigna
J A
a max rij'
J
Desde un punto de vista intuitivo resulta obvio que, -

en ausencia de informacidén min rij y max rij son, respecti-
. 3 _

vamente , la minima y la midxima recompensa esperada por el
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decisor cuando toma la decisidn di‘

2).-Si la evidencia es de tipo probabilistico, repre -
sentada por
P(Wj) si A={Wj} i PR,
mp(A)=
0 en otro caso

es obvio que mos encontramos en un ambiente de riesgo, con-

distribucién {p(wj) 3=1,.::s0} s0bre f1.
En éstas condiciones

n v =
I,(¥;/m) = I*(¥;/m)) =Z1rijp(wj)
J=

de modo que, como en la Teoria Bayesiana cldsica, hemos de

trabajar con la esperanza matemitica,

Es inmediato que la certidumbre puede considerarse -
como un caso particular de evidencia probabilistica con la

distribucidén P concentrada en un solo punto.

La ignorancia y la evidencia probabilistica represen -
tan casos extremos en el sentido siguiente: la ignorancia -
produce para cada decisidn, el mayor intervalo de riesgo po
sible, mientras que una evidencia probabilistica reduce &s-
te a un punto. Para cualquier evidencia comprendida entre -
las dos (segln la relacién de inclusién definida en Cap I)
tendremos una situacidén intermedia. Asi, dos evidencias con
la propiedad de ser una mds fina que la otra, nos proporcio
naridn, para cada decisién, intervalos que tambien estardn -

ligados por la relacién de inclusidén. De acuerdo con la pro
posicidén 3.15 del capitulo III, se tiene:

3).- Si m; y m, son asignaciones bédsicas de probabili-
dad sobre () (representando sendas informaciones) tales que
m; c m,, entorces para cualquier decisidn dieﬁ) , se verifi
ca
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[1.Gy/mp) , *Gymp ] e [LGymy) , 158G /my) ]

Bd my estia contenida en m,, entonces los elementos fo-
cales de m, estdn mids atomizados que los de m; y, en conse-
cuencia, al asignar la masa de evidencia a los elementos --
sz.fl, habria mis estados de la Naturaleza con probabilidad
no nula en el caso de m, que en el caso de m,. De ésta for-
ma, cuanto mayor sea la informacidén de que dispongamos, --
mis prdéximas estardn las distribuciones de probabilidad su-
perior e inferior y por tanto tambien las esperanzas de ---
cualquier %bRn, que, como sabemos, coinciden con la inte =--

gralsuperior e inferior respecto de la evidencia.

Desde un punto de vista intuitivo, éste resultado se =
justifica por el hecho de que, cuanto mejor sea la informa-
cién disponible sobre el verdadero estado de la Naturaleza,

menor debe ser el intervalo de riesgo para el decisor.

Hay que hacer notar que cualquier informacidén debe con
tener a la ignorancia ( proporcionando un intervalo de rie§>
go menor ), mientras que dos evidencias probabilisticas son
siempre no comparables ( y, en general, proporcionardn dos
esperanzas distintas ) si bien ambas son de la misma ‘'cali-
dad" en términos de la evidencia proporcionada.

El grdfico siguiente resume estos resultados:
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-
min rl]

I*f¥i/mi

I*(¥i/m

1*(¥i/i:i//// \\\

1*(%i/mp)=1*(¥i/mp)=5(¥i/mp)

I (¥ /m,) 1* (¥, /m,))

)

\\\\ ////// max r.
1*(¥i/m;)

5)\\\\ ///i:(¥i/mé)

L (F3/m1)=1* (¥ /m)) =E(¥; /m1)
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Ejemplo.4,z
Sea D = {d,d,,ds}
s LT Y

con la siguiente matriz de recompensas.

W] W

dj 500 2500 5000
d 4000 2500 1500

d 2500 1500 3000

supongamos que se tienen las siguientes evidencias:

1 si A=X2 0.3 si A=
= ' =
mo(A)— mj(A)= 0.4 " A
0 " A# Q ;
0.3 " A=
0.3 si A= {w]} 0.6 si A=
0.2 " A= {wz} mp(A)= 0.1 " A=
iy (A= . .
0.2 A= {Wz} ) A=
0.3 " A= {WqsW3}

Es facil comprobar que mp ¢cmy cm, cm,

Calculando losintervalos de riesgo para cada decisidn

obtenemos:

o o

{wyd
{WZ’WS}
{w],ws}

fw,}

{wz}

{W3}:



w57 Ay

2

2050
1800 3150
1300 3650
500 5000

- .
d;
3100
2450 3200
2250 3400
4000

1500

2550

2400 2550

2100 2850

1500 3000



Consideremos ahora la evidencia probabilistica dada -

por:
0.1 A= {WJ}
mp'(A)= 0.2 A= {wz}
0.7 A= {WB}

para la cual
"y 4Y) v
E(rj/p')= 4050 E(rZ/p')= 1950 E(rs/p')= 2650

que no coinciden con las correspondientes a mp.

4) .- Sean '\1", Yre R®, Si '\1"__2"1'" (rig ri Vi) se cum-
ple
I,(r/m) 2 I*(r/m)
(34)
Li(r/m) &8 I*(r/m)

cualquiera que sea la evidencia m y reciprocamente.

En términos de la teoria cldsica de la Decisidn ésta -

. : .. Y ) "\
propiedad se enuncia diciendo, que si T, domina a rj, enton
ces los extremos superior e inferior del intervalo de ries-
go de di son mayores que los correspondientes de d. cual --
quiera que sea la informacidén disponible sobre el verdadero
estado de la Naturaleza.

Esta propiedad se justifica e interpreta de modo sim-
ple tanto desde un punto de vista formal como intuitivo. -

“Ejemplo,4.3

Supongamos Qa2 ={w],w2,w3}
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con la asignacién bidsica de probabilidad:

0.3 A={w1}
m(A)= 0.4 A={w2,w3}
0.3 A={WJ ,W—,}
ANS

consideremos ahora los vectores:

r,=(40,25,15) 2 (35,10,15)=r,
Es inmediato que:
I,(ry/m)= 22.5 19=1, (r,/m)
I*(r1/m)= 34 26.5=I*(r2/m)
Hay que destacar que puede encontrarse evidencias m y vecto

res Y y T para los que se cumpla (34) y sin embargo T 2 ¥
tal como presenta el siguiente ejemplo.

~Ejemplo 4.4

Sea 11={w],w2,w3,w4,w5}
la asignacién bdsica de probabilidad dada por:
0.2 A={w1}
0.2 A={w2,w3}

m(A)=
0.5 A={w1,w3}

0.1 A= {w, W}

y los vectores
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Ty (1,253;455)

T,= (5,4,3,2,1)

Es inmediato comprobar que:
Iy(rq/m)= 1.5 3.2=14 (r,/m)
I*(r]/m)= 2.8 4.5=I*(r2/m)

Observese que la mayor parte de la evidencia (un total
de 0.9) se concentra en {w1,w2,w3}, conjunto en el que T, -
tiene componentes mayores que L El hecho de que la ampli-
tud de los intervalos de riesgo de r, y r, sea igual es con

secuencia de que los valores en Ty Y en r, son los mismos,

De acuerdo con éste ejemplo podemos dar una versidn =--
mids débil de la propiedad 4, que solo puede expresarse en -

términos intuitivos.

Si r y r' son tales que la masa de evidencia proporcio
nada por una cierta m se concentra sobre conjuntos en los -
que r tiene mayores valores que r', entonces:

I.,(r/m)2 I,(r'/m)

I*(r/m) 2 I*(r'/m)

2 .- CRITERIOS DE DECISION BASADOS EN EL TNTERVALO DE

" RIESGO.
Es obvio que cualquier relacidén de orden establecida -

en R2 de acuerdo con las preferencias del decisor debe per-

mitir la comparacidén de elementos del conjunto
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{g(*)) i=1,...,m

y por lo tanto de Y , lo cual, nos puede conducir a la -
construccién de reglas de decisi6én. Nosotros nos vamos a 1i

mitar al andlisis del orden "natural' (dominancia) y del or

den lexicografico en R2

, los cuales, a nuestro juicio gene-
ran formas de actuar bastante razonables dadas las caracte-

risticas de el modelo.

Criterio de dominancia.

Definicib6n 4.1.- Sean di,dkei>. Diremos que di domina (de -

bilmente a dk seglin g y notaremos dizgdk si

1\

I (r;/M) I (13 /M)

(35)

nw

* #
I (ri/M) I (rk/M)
Cuando al menos alguna de las desigualdades anteriores

es estricta, diremos que di domina estrictamente seglin g a

dko

De acuerdo con las propiedades de g es razonable acep-
tar que una decisidn que domine a todas es una decisidn op-
tima. En particular, si las domina estrictamente es la Gni-
ca decisibn optima.

En las figuras 1 y 2 representamos las dos posibilida-
des de dominancia estricta de di sobre dk:

II*_(Ti/m) I*Sri/m) Ij‘ (‘rl/m) I*(ri/m)

Vi
7

P3

7 7

I*(rk/m) I*(rk/m) I*(rk/m) I*(rk/m)

fig 1 fig 2
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1

Vemos que en ambos casos, no hay condicién alguna sobre
la amplitud del intervalo de riesgo.

Seglin hemos probado anteriormente se tiene:

n, LY
T T :dib

\v

g dk (36)

lo que nos indica que?.,g reproduce sobre R2 la dominancia de
RD

de orden bdsica del problema.

, la cual, a su vez, puede interpretarse como la relacidn

Ahora bien.,bg no es una relacién de orden total, y por
tanto, no tiene porqué existir un elemento maximal en D .
Puesto que tambien parece razonable aceptar que una decisidn
dominada seglin g, no debe ser escogida por el decisor, tiene
sentido, introducir el concepto de eficiencia u optimalidad

Pareto.

Definicidén.4.2

Diremos que di€1$ es eficiente segln g, si no existe
dkecb tal que dkbg d;. ‘

Notamos E (C ® ) el conjunto de acciones eficientes.
Si E ={d*} netonces d* es decisidén 6ptima fGnica.

Es obvio que el decisor debe centrar su atencidn en E
eliminando a priori todas las acciones de T>~Eg. Ahora bien,

por construccidén, dos acciones de Eg, son no comparables, -

salvo que tengan el mismo intervalo de riesgo. De éste modo,
para un decisor coherente con la dominancia como critério, -
son igualmente aceptables, debiendo recurrir a formas de se-
leccidn adicionales, si se quiere individualizar una deci --
sién. Cualquiera de los critérios que veremos posteriormente
puede servir para éste fin.

Recordando que cuanto '"mejor" es la informacién disponi
ble, menor es el intervalo de riesgo, y que, para una deci -
sidén dada, las probabilidades superior e inferior dependen -
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del vector que se esté integrando, resulta intuitivamente a-
ceptable que, en cualquier caso, una decisién con intervalo

de riesgo pequefio es siempre deseable para un decisor que --
pretenda asegurar su ganancia (optimista), ya que en &ste ca
so la informacidn disponible permite predecir bastante preci
samente el valor de la recompensa que puede esperarse al to-
mar tal decisidén. Por el contrario,una decisidén con interva-
lo de riesgo grande serid deseable para un decisor capaz de -
exponerse a algunas pérdidas con tal de tener la oportunidad
de obtener mayores beneficios (Optimista).

De acuerdo con ésto, la amplitud de [I*(,/M) 5 I*(./M)]
puede emplearse para decidir dentro de Eg’ dependiendo de 1la
actitud del decisor frente al riesgo. -

Proposicidn .4,1

Si d,de Eg son tales que:

I¥(d/M)-14(d/M)= min{ I*(d/M)-I4(d/M)} - (37)
deE
g
I*(d/M) -1, (d/M)= géx{ I*(d/M)-1,(d/M)} (38)
€8
entonces:
I*#(d/M)= mdx I*(d/M) (39)
ded
I,(d/M)= midx I, (d/M) (40)
ded
Demostracidn.

Sea d un elemento arbitrario de Eg. Por 1a definicién -

de éste conjunto tiene que ser:
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I%(d/M) 2 T*(d/M) e I, (d/M) £ I,(d/M) (11)
6

I%(d/M) £ T*(d/M) e L (d/M) 2 TI,(d/M) (32)

Ix(A/M) 2 I*(d/M) e I (A/M) = I,(d/M) (43)
6 |

I*(d/M) £ I*(d/M) e L,(d/M) 2 I.(d/M) (44)

No pueden darse (41) y (44) ya que emtonces no se cums=
plirian (37) y (38)Asi pues, necesariamente tienen que veri

ficarse (42) y (43) o lo que es lo mismo:

I*(d/M)= max I*(d/M)

deE
g

I,(d/M)= mix I, (d/M)

d eE
g

De acuerdo con las propiedades de Eg (37) y (38)quedan

probadas.

Teniendo en cuenta éste resultado, el decidir dentro -
de E_ por medio de la longitud del intervalo de riesgo equi
vale a emplear I,( /M) o I*( /M) como funcidén valor (Keeney
y Raiffa (1976)), lo que corresponde, a lo que posterior --
mente denominaremos critério pesimista y critério optimista,

respectivamente.

Si representamos grificamente la imagen de {¥i i=1,.,n}
segin g, obtenemos una nube de puntos en el plano, situados
todos ellos por encima de la diagonal principal, ya que, en
cualquier caso, la integral superior siempre es mayor o --
igual que la inferior. Es inmediato, que Eg estd formado --
por las decisiones representadas por los puntos de la nube
situados mis arriba y mds a la derecha. Por definicibn, d
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estd asociada al punto de Eg mis cercano (en distancia eu-
clidea) a la diagonal principal y, d al mds lejano, o lo --
que es lo mismo, d es el mids cercano al eje de abcisas y d
al de ordenadas, lo que demuestra graficamente la proposi--

cién anterior.

I+ A

Ly

Hay que destacar por ﬁltimo que, puesto que ;ég es una
relacidén de orden bastante "natural', podemos limitar la --

aplicacién de cualquier critério de decisidén al conjunto Eg

Dicho de otro modo, la relacién de dominancia no permi
te obtener una decisién optima, salvo en casos particulares

pero proporciona un método para eliminar "malas acciones".

" Ejemplo .4.5
Consideremos un problema con:

- Matriz de recompensas:
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By LS W3
d, 40 25 15
d, 25 15 30
ds 35 10 15

-Asignacidén bidsica de probabilidad:

§ . A= {W]}

M(A) = 0.4 A= {WZ’WS}

0.3 A= {W],WS}

Puesto que Ty estda dominado por r],podemos eliminar d3

Por otra parte:
I*(d]/M)= 22,95 I*(d]/M)= 34
I*(dz/M)= 21 I*(dZ/M)= 28.5

Es inmediato que d] >g d2 de modo que d] es en éste -

caso la decisibn optima.

Supongamos ahora un problema como el anterior pero --

con una accidn mis, d4, con vector de recompensas:
-\ ( 35, 20, 25 )
para la cual:
n, n,
I*(r4/M)= 26 I*[r4/M)= 31

Asi pues, d4 no es comparable con d] mediante zg B,
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por tanto Eg= {d;,d,}. Para optar por una de &stas dos acci
ones, el decisor deberd emplear algfin critério adicional; a
tendiendo, por ejemplo, a la amplitud del intervalo de ries
go, d4 es preferible a d],para un decisor pesimista, mien -

tras que ocurre al contrario para uno optimista.

I'#* A d
B b = = o e s e
A e e e e e
28.5 %
il B da
87 frow=sms X I
: ://
| /I
)/:
AN i
Y
/ 5
v L
19 21 22.5 26 I
*

Nota -

De acuerdo con los resultados de Yu (1974), zg no es -
otra cosa que la dominancia con respecto al cuadrante posi-
tivo de RZ. Todos los desarrollos anteriores pueden repetir
se empleando estructuras de dominacidén (conos) mids genera--
les.

Orden lexicogridfico.

Segln la postura del decisor frente al riesgo conside-
raremos dos Ordenes, el directo y el inverso, que esencial-
mente consiste en aplicar el método lexicogridfico comenzan-

do por la primera componente o por la segunda del intervalo
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de riesgo respectivamente.

A) Para un decisor pesimista (tiene aversidn al ries--
go), lo mids importante es que la cota inferior de sus recom
pensas esperadas (I,(./M)) sea lo mayor posible. De &ste mo
do establecerid la siguiente relacidén de preferencias:

d; 7y 4, S I*(¥i/M) > I (¥ /M) 6
L, (¥, /M)= I (¥, /M)
I*(%i/M)> I* (¥, /M)

d;~ 4 & f*(¥i/M)= I, (¥,./M)
I*C%i/M)= I*C¥k/M)

Puede comprobarse que &sta relacidén es total. El crité
rio de decisidn correspondiente serd denominado LEXICOGRAFI
CO DIRECTO, ya que comienza por la primera componente del -

intervalo de riesgo.

B) Si un decisor es optimista, valorard fundamental--
mente el extremo superior del intervalo de riesgo ya que, -
cuanto mayor sea éste, mayor podrd ser la recompensa a obte

sl

ner. De éste modo, establecerd la siguiente relacidén de pre

ferencias:
d;% 4 S T*F; /M) > I*(F/M) 6
I* (¥, /M)= 1* (¥, /M)
e
I, (F;/M) > I, (¥./M)
d; % 4, & I*(¥;/M)= I# (T /M) e I, (¥;/M)= L (¥, /M)
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Necesariamente se tiene una relacidén de orden total. -
Al critério de decisibnasociado lo denominaremos LEXICOGRA_
FICO INVERSO, ya que, ahora se comienza por comparar la se-
gunda componente del intervalo de riesgo.

Es inmediato comprobar que:

d; 2, d = d; %) 5 d; x4y

Ejemplo 4.6

Consideremos un problema con matriz de recompensas:

Wy Wa Ug
d, 50 40 20
d, 45 55 30
dq 40 30 25

y supongamos que la asignacidén bdsica de probabilidad es:

0.3 A= {wj}

1 A= {w1,w3}

es inmediato que:

4 7]
g(¥)= ( 37, 50) d; % d, > dg
g(¥,)= ( 40.5, 49 ) =
'\J —-—
g(¥;)= ( 31.5, 40 ) dy ¥y iy WAy
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Observese que, T estd dominada por T,y T,y asi d3 -
estd dominada seglin g por d2 y d1, de manera que, tambien -
es la peor decisibén seglin los ordenes lexicogrdficos. Por -
definicién, d,, d2 € Eg , de modo que, el empleo de bL 6%,
permite individualizar una decisién (6ptima) en &€ste conjun
o,

Si consideramos el caso del ejemplo 3.5, resulta:

d, = d

1 ’ 1 4

lo que permite individualizar una decisibén (6ptima) dentro
del correspondiente Eg.

" Nota

Es posible obtener una versi6én modificada de &€stos cri
térios de decisidn empleando la variante del orden lexico--
grafico que contempla la existencia de niveles de aspira --
cién. (ver Keeney y Raiffa (1976)).

7z .- CRITERIOS DE DECISION BASADOS EN UNA FUNCION VALOR

Seglin hemos comentado anteriormente, una forma alterna
tiva de establecer un criterio de decisibén es construir una
funcidén valor(Keeney y Raiffa (1976))

2

¥ : R"—= R
y asegurar
% ¥ Y] 47
di 2 dk si y solo si v [g(ri)] z v [g(rk)]
Esta forma de actuar, no es independiente de la anali-

zada en el capitulo anterior tal y como ya apuntamos, ( ver
Fishburn 1970, 1973 ). Posteriormente, volveremos a insis--
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tir sobre el tema.

De acuerdo con las propiedades de g, y de los desarro-
1los de los dos apartados anteriores, el problema puede -~
plantease en términos de construir una funcidén valor para -

un problema biatributo con las siguientes caracteristicass

1) Los dos atributos no son contradictorios, de modo -

que, pueden crecer simultaneamente.

2) El decisor aspira a conseguir el mids alto nivel en

los dos atributos ( elemento midximal en % ), si bien no --

g
tiene por que existir una decisidn en la que se satisfaga -

éste requerimiento.

Asi pues, parece razonable exigir que Vv sea creciente

en sus dos argumentos, es decir;
( X1,X, )2 ( Y1:Y2 ) —— V(X1,X2) 2 V(Y] ,)'2)
de_tal manera que:

4G Ry = v[e®p] 2 veGp]

Existen multiples formas de construir una funcién va-
lor con éstas caracteristicas, cada una de las cuales co -
rresponderd a un conjunto fiferente de hipétesis, sobre el
sistema de preferencias del decisor ( ver Keeney y Raiffa -
(1976) 6 Chankong y Haimes (1983), para un estudio detalla-
do del modelo biatributo). Como en el apartado anterior, =«
nos vamos a limitar a estudiar tres casos particulares de -

interés:

1) v*:R"— R tal que v*(x1,x2)= max (x1,x2)
2) vVvg:R"™— R tal que V*(X1,X2)= min (x1,x2)

+
3) VC.R — R tal que vc(x1,x2)— CiXq*CoX, (c1,c2)eR2

g



Criterio optimista

Mediante el empleo de v*, se llega a la siguiente rela
cién de orden en D .

d; p* 4 & v (e(¥))) 2 vi(g(F)

& max {1, (F;/M) , T*(F;/M) ]

nw

max {I, (¥, /M) , I* (¥, /M) }

& 1*(F;/M) 2 I* (¥ /M)

“ya que I*(¥/M) 2 I, (¥/M) Y %erP.

Este criterio lleva a tomar la decisidn en base unica-
mente a la integral superior, y por tanto, lo emplearan per
sonas optimistas o arriesgadas. Es propio de un decisor que
asigne toda la evidencia que se tiene sobre un subconjunto
Ac , a aquel estado de la Naturaleza wjeA cuya recompensa
sea mayor, comportamiento obviamente optimista, ya que supo
ne colocarse en la circunstancia mids favorable.

Es inmediato que:

1.a) dizg gy = di""‘* dy

1.B) di:>* dk ¢$>di -3 dk’ definiendo las preferen-
cias estrictas, en términos de desigualdades estrictas. En
caso de que

I*(}i/M) = I*(%k/M) se tiene d; nEdy

y habri que acudir a criterios de seleccidn adicionales si

se quiere individualizar una decisidn.

Una posibilidad, es recurrir a la comparacién de
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I*(ri/M) e I*(rk/M), reobteniendo, de éste modo, el orden -

lexicogridfico inverso.

1.c) Este criterio no tiene en cuenta cuestidén alguna

relativa a las tasas marginales de sustitucidn.

Criterio pesimista

Mediante v, se llega a la siguiente relacidn de orden

en D :

d; 7x 4 & vale()) 2 val2(Fy)

S mint L,(F,/M) , T*F; /M) 2

min { I,(¥, /M) , I* (¥, /M) }

S L (F;/M)

114

I, (¥ /M)
ya que 1*(¥/M) 2 I*C¥/M) Y Ter™.

Llamaremos pesimista a &ste criterio, porque seleccio-
na una decisién, comparando los valores de las integrales -
inferiores de las distintas acciones, con lo cual tratamos
de elegir aquella decisibn cuyo riesgo inferior esperado --

sea maximo.

El decisor se pone en el caso mds desfavorable para el
suponiendo que para cada decisidn di’ i=1,...,m, toda la ma
sa de evidencia del conjunto Ae £2 se asignard a aquel wjeA,

cuya recompensa para cada di sea menor.

Como en el caso optimista es inmediato que:

2.8) d; %, 4 & 4B q
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2.8) 4y > dy & dy 7y gy

definiendo nuevamente las preferencias estrictas en té&rmi--

nos de desigualdades estrictas. Si
I, (¥; /M) = I, (/M)

entonces d; y d, son indiferentes, y si se desea escoger u-
na de ellas hay que recurrir a criterios adicionales. Una -
posibilidad es comparar I*(%E/M) con I*(%&/M), reobteniendo

en éste caso, el orden lexicografico directo.

2.c) Este criterio tampoco tiene en cuenta, cuestidn -

alguna relativa a las tasas marginales de sustitucién.

Nota

De acuerdo con la proposicidén 3.1, si se emplea la lon
gitud del intervalo de riesgo, como un criterio de seleccidn
dentro de Eg’ se obtienen los que aqui denominamos criteri-
os pesimista y optimista. Este resultado es intuitivamente
justificable ya que un decisor que opte por decisiones con
pequefio intervalo, estd buscando la seguridad en la predic-
cién de la recompensa esperada, ( no tiene aficidn al ries-
go ), mientras que, uno que busque una decisi6én con un gran
intervalo de riesgo estd apostando por la obtencidén de re--
compensas elevadas.

Criterio lineal

Consideremos que un decisor acepta el empleo de una --
funcidn valor lineal:

" . R2
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Es bien conocido ( ver Keeney y Raiffa (1976) & Chan--
kong y Haimes (1973)) que se trata de un individuo para el

cual, las tasas marginales de sustitucidén son constantes e
iguales a c1/c2 ( X, sobre Xy ) ¥y cz/c] ( Xq sobre X, ).

Por otra parte, y por las caracteristicas del modelo -
tiene que ser C1Z 0, 022 0.

Es obvio que, cualquiera que sea c20, la relacidn de

orden inducida por V. €s jdentica a la inducida por

Ve/x- S1/x%17C2/6%2

siendo k, una constante positiva arbitraria. Esto nos permi
te trabajar con funciones valor lineales normalizadas. EXis
ten, tres formas tipicas de realizar ésta normalizacidn:

1) k=c]
con lo que se obtiene

VtCX] ’X2)=X1+tX2 t€R+

donde t es la tasa marginal de sustitucidn de X4 sobre X5

2) k=c2
obteniendose
+
Vr(x1,x2)=rx1+x2 T €R
siendo ahora r la tasa marginal de sustitucidn de X, sobre
X1o
3) k=c1+c2

que nos proporciona

Va(x1,x2)=(]-a)x]+ax2 o€ [0,]]

el coeficiente o mide la importancia relativa que el deci--
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sor da a cada uno de los atributos. En nuestro modelo y -
dadas las caracteristicas de g, nos parece mds interesante
una formulacidén de éste tipo, motivo por el cual nos vamos
a centrar en &sta forma de la funcién valor.

A través de g, v, establece la siguiente relacidén de -

preferencias en® :

d%,d, & v (gF;)) 2 v (gF)

&S al* (¥, /M) +(1-a) I, (F;/M) 2
aI* by /M) +(1-a) T, (¥, /M)

Si para una decisibn fija di’ hacemos variar o de 0 a
1, obtenemos, todos los puntos del intervalo que tiene por
extremos I*(¥i/M) . I*C¥1/M) y en particular:

Y N "\:
el —% T, [I*(ri/M) R I*(ri/M)] = I*(ri/M)
que nos reproduce el criterio pesimista
g V] r— 4) 4]
o=l — vy [ L, (ry/M) 1% (r; /M) | = 1% (E /M)

que nos proporciona el criterio optimista.

En general, cuanto mayor es ¢ , mayor es la importan-
cia que el decisor concede a I*(./M) y reciprocamente. Asi,
@ puede considerarse como una medida de su grado de optimis
mo. Un decisor neutro ante el riesgo deberd tomar a=1/2. En
€stas condiciones parece razonable admitir que el valor

1/2 I*(./M) + 1/2 I,(./M)

juega en el ambiente de informacién general, el mismo papel
que la esperanza matemdtica en el ambiente de riesgo clési-
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Cco.

Son inmediatas las siguientes propiedades:

i d. > . X
1) &1 dl"'g dk entonces d1 > dk Vae [0,1]
2) Las tasas marginales de sustitucidn son a/l-a Yy
1-a/a, de modo que, por las caracteristicas del modelo, és-
tas tasas marginales reflejan el optimismo o pesimismo del
decisor y son ficiles de medir atendiendo a &ste caracter.

3) Dadas di,dkeg el valor de @ para el cual di madk
se obtiene a partir de la ecuacidn:

o | 1% (¥, /M) -T* (B /M) | = (1-0) | Tu (R /M) =T (B /M) |

donde como es 16gico,juegan un papel crucial, las tasas mar
’ —_—
ginales de sustituci6n.

De acuerdo con la propiedad 1, la ecuacidn anterior so
lo tiene solucidn si di,dkEEg, hecho intuitivamente obvio -
por las propiedades de éstos conjuntos.

Si notamos o el valor de la indiferencia entre di y dk
entonces para todo A<a se tomard la decisidén mids pesimista
de las dos ( menor intervalo de risego ), mientras que, pa-
ra A>a se optard por la mids optimista ( mayor intervalo de

riesgo ).

Ejemplo-.4.7

Consideremos nuevamente el problema del ejemplo 3.5 en
el cual:

g(¥)= ( 22.5, 34 )

g&zp ( 21, 28.5 )
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g(¥5)= (19, 27)

g(ry)= ( 26, 31)

Puesto que Eg=Id],d4}, solo hemos de fijar nuestra a--

tencidén en éstas dos decisiones.

Es inmediato comprobar, que el valor de a para el cual

son indiferentes es:
a=6/13
y como d1 es mds optimista que d4
»a = dy >y 4y Ao =d, >, dy
Sea, por ejemplo, A= 0.6, Por definicidn:
vy ¢(g8(¥1))= 0.6 x34 + 0.4 x 22.5= 29.4
V0.6(g(’¥4))= 0.6 x31 + 0.4 x 26= 28

tal y como cabia esperar.

4,- OBTENCION DE ALGUNOS CRITERIOS DE DECISION CLASICOS

Seglin sabemos, los ambientes de riesgo e incertidumbre
se presentan mediante evidencias particulares ( probabilis-
tica e ignorancia, respectivamente ).

A continuacién vamos a comprobar, como,en &stos casos,
nuestra formulacién reproduce algunos de los criterios de =

decisidén mas usuales.
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Evidencia probabilistica

Seglin hemos indicado repetidas veces, si M es una evi-
dencia probabilistica asociada a una distribucién de proba-

bilidad P entonces:
I, (¥/M)= 1*(¥/M)= E[Y/p] Y reR

. « 2 n
Asi pues, g es en realidad una funcién de R* en R que

puede emplearse como funcidén valor, dado lo cual, los crite

rios anteriormente descritos, se reducen al de la esperanza

que es el criterio cldsico en ambiente de riesgo.

Ignorancia

Es ya conocido que el ambiente de incertidumbre ( solo
puede asegurarse que el verdadero estado de la Naturaleza -
estd en f)); se representa mediante la ignorancia, es decir

M=m0, y entonces:

I*(¥/M)= min r.
: J

J

N %
I*(r/M)= max rj

J

cualquiera que sea

n

Y= ( TiseeesT Y B R

n

Asi pues se tiene:

Criterio optimista.- Consitird en elegir aquella decisidn -

que nos haga midximo el resultado de la aplicacidn v*. como

vt [min r.. , mdx r.. ] = mix r_.
w
J

ij ij
w.efl .
j wJeQ
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entonces se deberd elegir la decisidn, para la cual

max T .

Wjeﬂ 1J

sea maximo. Vemos pues, que se obtiene el criterio MAXIMAX

de 1la Teoria clésica.

Criterio pesimista.- Se trata de maximizar sobre v,., Puesto

que:

mix r.. ] = min r..
ij . ij

J
se deberd elgir la decisidn correspondiente a _

max min r..
4 - ij
1 J

Asi pues, estaremos empleando el criterio de Wald (MAXIMIN)

Criterio lineal.- Si se emplea v, como funcidn valor, se --
trata de encontrar la decisidén para la cual:

va(g(ri))=a méax rij + (1-2) min rij
J J
sea mdximo. Asi pues, en €ste caso se obtiene el bien cono-

cido criterio de Hurwicz.

5.- NOTAS FINALES

Como ya indicamos en la introduccidn, el objetivo de -
éste capitulo es presentar un modelo de decisidn con ambien
te general e introducir algunas herramientas para la obten-

cidén de criterios de decisidn razonables.
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Es obvio que existen formas alternativas de abordar -
el problema y aspectos del mismo que no han sido tenidos -
en cuenta aqui. Sin pretender ser exhaustivos ( lo que se-
ria imposible dado el caracter subjetivo de la Teoria de 1la
Decisibén ), a continuacidn recogemos algunas cuestiones que
consideramos de interés y que esridn objeto de estudios pos_

teriores.

1) La aplicacidn
g 2 R! — R2

que constituye la base de todos nuestros criterios, es cons
truye empleando de una forma especifica la informacidén dis-
ponible sobre el verdadero estado de la Naturaleza, lo que
equivale a la adopcidén de determinados supuesto; de compor-
tamiento. En concreto, la asignacidén de la masa de eviden--
cia varia seglin el vector que se considere, ya que, para ca
da elemento focal de M solo se contemplan los valores extre
mos ( minimo y midximo ) de la restriccién del mencionado --

vector al citado elemento focal.

Esta forma de repartir la masa de evidencia de cada e-
lemento focal de M supone, implicitamente el admitir que -
el decisor para elegir solo considera los valores extremos
de las ganancias y la posibilidad de obtenerlos, sin tener
en cuenta para nada valores intermedios. Por &€ste motivo y
como hemos podidocomprobar a lo largo del capitulo, se ob-
tiene una estructura especialmente adaptada para la consi-
deracidn de la actitud del decisor ante el riesgo y la ob-
tencién de los correspondientes criterios de decisidn.

Son concebibles, obviamente, formas alternativas de -
manejar la informacidén disponible ( por medio de repartos -
distintos de la masa de evidencia ) que, por supuesto, con-
duciran a reglas de decisidn diferentes.

2) Mediante g ( aceptando su uso de acuerdo con las -
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consideraciones del punto anterior ), se convierte el proble
ma original en otr biatributo equivalente. Para &1 y bajo --
ciertas hip6tesis de comportamiento, pueden construirse fun-
ciones valor, mas generales que las consideradas aqui, que -
generaran criterios de decisidn distintos de los analizados.

3) Todos los criterios de decisién que hemos descrito -
se basan en el orden natural de R, y por ello resultan ser -
"crisp". Teniendo en cuenta que la informacidén disponible so
lo permite obtener "intervalos de riesgo'", ( en el sentido -
de que hay una alta probabilidad de obtener una recompensa -
cuyo valor esté contenido en ellos ), &stos criterios crisp

pueden resultar excesivamente fuertes e incluso inaceptables

Supongamos, por ejemplo, el caso de un decisor optimis-
ta, al que se le plantea la eleccidn entre las siguientes de

cisiones:

d

1 g(ry) {28 , 29}

d

{Z 5 29.5}

2 g(rz)

Es obvio que, aplicando el criterio optimista tal y co-
mo estd enunciado, d2>-d1. Ahora bien, es facilmente intui--
ble que, aunque el decisor tenga gran aficién al riesgo, es
dificil que acepte ésta conclusidn ya que d1 parece, en tér-
minos generales, ''mejor' que dZ' Por €ste y otros motivos si
milares, pensamos que el empleo de relajaciones del orden de
R, tales como, '"un poco mayor" o "mucho mayor", pueden produ
cir reglas de decisién difusas mas realistas y aplicables.

A titulo de ejemplo, podemos enunciar la siguieénte ver-

sién difusa del criterio optimista:

Al I*(?i/M) es mayor que I*(?k/M), 2

I*(¥1/M) no es mucho menor que I*(¥k/M), o si
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I*(?i/M) es mucho mayor que I*(fk/M), entonces

di es preferida a dk".

Una forma alternativa de abordar el problema es aten--
der al caracter posibilistico del intervalo de riesgo y con
siderarlo como un nfmero difuso, acudiendo a técnicas de or
denacién de ndmeros difusos para la obtencidén de criterios

de decisidn.
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