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Capitulo I.

PRELIMINARES

1.- INTRODUCCION.

A lo largo de la presente memoria, dada una variedad diferenciable M de dimen-
sién n>0 con una métrica no degenerada g diremos, como es usual, que (M,g) es
una variedad semi-riemanniana; como casos particulares diremos que (M,g) es
una variedad:

definida, si el indice de g es 0 ((M,g) variedad de Riemann) 6 n,

indefinida, si no es definida,

lorentziana o de Lorentz, si n>1 y el indice de g es 1.
Es de notar que todos los resultados que se vean para variedades de Lorentz
tienen su andlogo para variedades de indice n-1. Fijada la variedad semi-

riemanniana (M,g), consideraremos:

(1) El1 caracter causal de un vector Xp es: temporal, si g(Xp,Xp)<0, lumi-
noso, si g(Xp,Xp)=0 y Xp#O, y espacial, si g(X;,Xp)>O 6 Xp=0. Por tanto, dada
una geodésica y de (M,g), diremos que y es temporal, luminosa o espacial segun
el caracter causal de su velocidad. Una geodésica inextendible se dice comple-
ta si su dominio es todo R, e incompleta en caso contrario; de la métrica g
diremos es temporal, luminosa o espacialmente (geodésicamente) completa si sus

geodésicas temporales, luminosas o espaciales, respectivamente, son completas.

(2) Es bien conocido que, para una variedad indefinida arbitraria, no
existe una distancia canénicamente asociada. Por tanto, no hay resultados ana-
logos al Teorema de Hopf-Rinow en el caso indefinido. El término completitud

se usara en adelante, para cualquier variedad semi-riemanniana, en el sentido



de completitud geodésica. Asi, diremos que (M,g) es completa si y sélo si to-
das sus geodésicas inextendibles son completas, e incompleta en caso contra-
rio; como se sabe, toda variedad compacta definida es completa, pero existen

variedades compactas indefinidas que no lo son.

(a) ¢Por qué estudiar completitud en el caso compacto?

Motivos para estudiar la completitud de variedades compactas semi-riemannianas
se pueden hallar tanto en Relatividad General como en Geometria Diferencial.
Empecemos sefialando algunos que surgen en Relatividad (ver también el trabajo

recopilatorio [Yul]):

(1) En Cosmologia, el concepto de "singularidad" conduce de modo natural a es-
tudiar completitud geodésica en espacio-tiempos o, en general, en variedades
de Lorentz. Aunque aln no existe una definicién completamente satisfactoria de
lo que es una singularidad ([E1Sc], ver también [Gu] y las referencias alli
citadas) si se puede afirmar que aparecen singularidades en cualquier variedad
de Lorentz inextendible (M,g) que tenga una geodésica no espacial y incomple-
ta. Si, ademas, la imagen de y cayera en un subcon junto compacto de M, podria-
mos hablar entonces de la existencia de una singularidad global. Para esta
singularidad global no existen divergencias de cantidades fisicas ni puntos
suprimidos de sfra. variedad Tﬂwﬁor tanto, seria diferente a, v.gr., la singula-

ridad asociada a un agujero negro.

Por otra parte, es facil encontrar ejemplos en los que en algin recubri-
dor lorentziano (M,g) de (M,g) existe un levantamiento ¥ de 7 cuya imagen Imy
no cae en ningin compacto de M; asi, 7 es incompleta y estad asociada a una
singularidad global andloga a la de y. Resulta atrayente pensar que el compor-
tamiento cualitativo de estas singularidades pueda considerarse paradigmatico
dentro del conjunto, mds general, de las singularidades casi-regulares defini-
das en [ElSc].

En conclusién, seria interesante: (a) encontrar una interpretacién fisica
a estas singularidades globales 6 (b) encontrar una buena condicién fisica so-
bre los espacio-tiempos de modo que un espacio-tiempo compacto que la satisfa-
ga sea completo. En cualquiera de los casos, el estudio de la completitud geo-
désica en variedades compactas debe conducir a un mejor entendimiento de los

problemas que plantean las singularidades.



(2) De la anterior discusién se desprende que el estudio de la completitud de
variedades de Lorentz compactas puede clarificar el concepto de singularidad
en cualquier variedad de Lorentz; ello sucede desde un punto de vista técnico,
independientemente de si se emplean o no variedades de Lorentz compactas como
modelos de nuestro Universo fisico. No obstante, existen argumentos para usar

variedades compactas como tales modelos, de los que entresacamos:

(2A) Histéricamente, los espacio-tiempos compactos han estado apartados
de la mente de los relativistas. Ello se debe a que contienen curvas tempora-
les cerradas, con las fastidiosas implicaciones que acarrean desde el punto de
vista de la Causalidad. Sin embargo, conforme se asienta en Cosmologia el es-
tudio de los agujeros de gusano, se especula con que las leyes de la Fisica
puedan permitir (e incluso implicar) la existencia de curvas temporales cerra-
das (ver p. ej. [MTY], [FMNEKTY], [FrNol, [Wal, [KiTh], [Haw] y referencias en
ellos). Asi, la principal objecién para el uso de espacio-tiempos compactos
como modelos de nuestro Universo fisico pierde importancia. De hecho, se pue-
den debilitar las imposiciones usuales de la Teoria de la Causalidad (hiperbo-
licidad global, causalidad fuerte) en otras que, aun a costa de sacrificar el
libre albedrio, evitan la existencia de paradojas (v. gr.: espacio-tiempos
"benignos" en [FMNEKTY] o [Yull).

(2B) Desde un punto de vista menos radical, podemos dar el siguiente ar-
gumento, que es perfectamente compatible con la Teoria de la Causalidad. Es
bien conocida la extraordinaria importancia de la Teoria de Campos sobre va-
riedades compactas riemannianas, pero debe tenerse presente que el argumento
usual para aplicarla luego sobre una variedad de Lorentz (rotacidén de Wick;
ver p. ej. [Ra] o [WaWe] pag. 230 ss.) presenta dificultades para una variedad
curvada arbitrariamente. Por tanto, pareceria natural estudiar Teoria de Cam-
pos directamente sobre una variedad de Lorentz, y compactificarla cuando las

condiciones de frontera lo hagan necesario.

En cualquier caso, nuestro punto de vista en adelante sera, al margen de la
aplicacién en Fisica, estrictamente matematico. De los motivos que, para el
estudio del problema que nos ocupa, aparecen en Geometria Diferencial, podemos

sefialar:

(1) La no existencia de un teorema andlogo al de Hopf-Rinow para variedades
compactas indefinidas, abre 1la posibilidad de mdltiples problemas nuevos

relacionados con la completitud. Pese a algunos resultados relevantes, como



los de Marsden [Mal o Carriére [Ca], la lista de problemas abiertos que surgen
naturalmente es larga. Aunque en el préoximo apartado haremos un resumen de
cuestiones abiertas, sefialemos como muestra que: (a) hasta hace poco, el toro
de Clifton-Pohl era el tUnico ejemplo de variedad compacta semi-riemanniana in-
completa en la literatura, y (b) apenas se conoce nada sobre la estructura del

médulo conforme de las métricas de Lorentz sobre un toro.

(2) Un problema de gran interés es, sin duda, la clasificacién de variedades
compactas semi-riemannianas con alguna hipétesis adicional, como la de tener
curvatura constante. En general, la hipétesis de completitud suele ser funda-
mental para poder llevar a cabo esta clasificacién, y es natural preguntarse
hasta qué punto resulta necesaria tal hipétesis. Asi, recordemos que las 3-
variedades lorentzianas compactas llanas completas con grupo fundamental con-
mutativo fueron acabadas de clasificar en 1959 [AuMal; treinta afios mas tarde,
Carriére [Ca] probé que todas las variedades de Lorentz compactas y llanas son
completas, con lo que todas las 3-variedades de Lorentz compactas llanas con
grupo fundamental conmutativo quedaban clasificadas. Hoy dia no se sabe si son
completas todas las variedades compactas indefinidas de curvatura constante
que no sean llanas y lorentzianas, por 1lo que la hipétesis de completitud es
fundamental para su clasificacién (mas resultados sobre clasificacién de va-

riedades compactas y llanas pueden encontrarse en [Fr] y [GoKal; para un resu-

men reciente sobre este problema ver [Ka]).

(3) Por ultimo, se hara patente a lo largo del presente trabajo que el caso

compacto es, a menudo, el primer paso para demostrar resultados validos en el

caso no compacto.

(b) Objetivos generales de la presente memoria.

A muy grandes rasgos, nuestros objetivos pueden resumirse en:

(A) Probar nuevos teoremas sobre completitud de variedades compactas,

extendiéndolos, cuando sea posible, al caso no compacto.

(B) Encontrar nuevos ejemplos de variedades semi-riemannianas compactas
incompletas, mostrando cémo las hipétesis de los teoremas que se prueben son

necesarias, y cémo la incompletitud surge de una manera natural aun en el caso

compacto.



(C) Plantear nuevos problemas y aportar nuevas ideas para la solucién de

las cuestiones que queden abiertas.

A estos tres objetivos les podriamos afiadir un cuarto: el de contribuir a

aclarar el estado actual de 1la investigaciodn.

Como un ejemplo de la necesidad de este objetivo, podemos citar el del
"olvido" del teorema de Marsden. Este notable resultado (toda variedad semi-
riemanniana compacta y homogénea es completa [Mal], 1973) aparece detalladamen-
te explicado en el libro clasico [AbMa] en 1978 y ha sido recogido en 1983,
con una prueba modificada, en el libro de 0O’Neill [On]. Pese a ello, Carriére
lo desconocia quince afios mas tarde, cuando escribié su teorema (en [Ca] apa-
rece en una nota afiadida al final) y, en 1986, Goldman y Hirsch [GoHi] proba-
ron, como consecuencia de su estudio de variedades afines compactas que "toda
variedad compacta semi-riemanniana homogénea y llana es completa" sin hacer
ninguna alusién a Marsden (ver también [Go] pag. 303). Mas aun, el resultado
de Goldman y Hirsch se vuelve a citar por Duncan e Ihrig [Dulh] jen 1993 y sin
caer en la cuenta de que la hipdétesis de ser llana resulta innecesaria! Por
otra parte, el resultado de Marsden dio al traste con ejemplos incorrectos de
variedades semi-riemannianas compactas homogéneas debidos a Hermann y citados

en el libro clasico de Wolf ([Wol, pag. 95).

En general, este cuarto objetivo parece especialmente adecuado por:
(a) Segin el tipo de variedades compactas en el que se estudie la completitud,
puede no ser facil conocer qué técnica es la mas apropiada usar. Asi, en el
Capitulo II se vera que el resultado de completitud principal obtenido recien-
temente en [Ka] puede alcanzarse de manera mucho mids sencilla y en un contexto
mucho mas general (ver también [RoSa4]). También con una técnica muy sencilla,
en el Capitulo VI se obtiene que una de las afirmaciones de Harris en [Har] es
incorrecta. (b) Es frecuente la aparicién, en Geometria Semi-Riemanniana, de
resultados fuertemente contrarios a la intuicién, por lo que se ha de ser es-
pecialmente cuidadoso en este aspecto. Asi, en el Capitulo V veremos un con-
traejemplo que invalida uno de los pasos en la demostracién del teorema en

[Yu2] (ver también [RoSall).

Al principio de cada uno de los préximos capitulos, se describiran
brevemente los resultados del correspondiente capitulo. Podemos, no obstante,

resumir muy rapidamente el contenido del presente trabajo como sigue:



En el Capitulo II se dan resultados sobre completitud de variedades que
admiten campos conformes con un determinado caracter causal, discutiéndose 1la
necesidad y naturalidad de las hipétesis asumidas. Usando algunas técnicas in-
troducidas en el Capitulo II, en el siguiente Capitulo se construyen nuevos
familias de variedades compactas incompletas, con una coleccién de nuevas pro-

piedades que pueden verificar.

En el Capitulo IV se estudian sistemidticamente variedades semi-
riemannianas que son productos (localmente) warped, introduciéndose el concep-
to de completitud warped. Tanto en este Capitulo como en el Capitulo II, los
resultados de completitud se extienden ampliamente al caso no compacto, asi,
en el apartado 3(c) del Cap. IV se estudian exhaustivamente variedades que in-

cluyen a los espacio-tiempos Robertson-Walker.

En el Capitulo V se estudia la topologia de las geodésicas completas de
una variedad compacta semi-riemanniana, y en el Capitulo VI 1la topologia de
las métricas incompletas dentro del conjunto de las métricas de Lorentz sobre
un toro; estos capitulos suponen un primer paso en el estudio del médulo con-

forme de las métricas de Lorentz sobre un toro.

2.- EL CASO COMPACTO INDEFINIDO FRENTE AL NO COMPACTO Y AL DEFINIDO.

A continuacién se explicaran algunos problemas que, de manera inmediata y na-
tural, surgen al estudiar la completitud de las variedades semi-riemannianas.
En cada uno de estos problemas compararemos lo que sucede en el caso rieman-
niano (o definido), en el caso indefinido no compacto y en el caso indefinido
compacto. Como se vera, todos los problemas se resuelven facilmente en el caso
riemanniano, y la mayor parte de ellos estd resuelto en el caso indefinido no
compacto. Para el caso compacto indefinido, algunos de ellos estaban resueltos
con antelacién y otros se resolveran, total o parcialmente, en esta memoria;
sin embargo, la lista de problemas abiertos continua siendo muy amplia (ver
también [RoSaS]).

(1) Puesto que, en una variedad semi-riemanniana, se puede hablar de completi-
tud espacial, luminosa y temporal (por supuesto, sin considerar el caso defi-

nido) podemos preguntarnos,

iSon independientes los tres tipos de completitud causal o, por el con-



trario, existe alguna dependencia légica entre ellos?

En el caso no compacto indefinido existen resultados que resuelven esta
cuestién. Kundt [Kun] dio el primer ejemplo de variedad Lorentz que es
completa en un caracter causal pero incompleta en otro. Geroch [Ge] y Beem
[Bel] dieron los restantes ejemplos para mostrar la completa independencia 16-
gica entre los tres tipos de completitud. No obstante, en algunos casos parti-
culares si pueden existir relaciones légicas. Asi, Lafuente probé [Lal] la com-
pleta equivalencia légica entre los tres tipos de completitud para variedades
semi-riemannianas localmente simétricas (por otra parte, recordemospue toda
variedad semi-riemanniana simétrica es completa [On], Lemma 8.20). En esta
misma linea, veremos en el Capitulo IV las dependencias de completitudes para
las familias de variedades semi-riemannianas que son productos (localmente)

warped con base definida.

Sin embargo, hasta donde el autor conoce, no existen contraejemplos
compactos que muestren alguna independencia légica entre los tres tipos de
completitud. Tampoco existen resultados que aseguren alguna dependencia
légica; en [Yu2] se daban ciertos argumentos que, a la postre, implicaban que
una variedad lorentziana compacta incompleta fuera siempre luminosamente in-
completa (ver [RS1]). Sin embargo, en el Capitulo V se vera cémo estos argu-

mentos fallan, de modo que el problema permanece abierto en el caso compacto.

(2) Todos los ejemplos mencionados de variedades de Lorentz completas en un
caracter causal pero incompletas en algin otro se obtienen tomando una métrica
de Lorentz y multiplicadndola por un factor conforme conveniente. En general,

podemos preguntarnos:

¢Puede la completitud ganarse o perderse por cambios conformes de métri-

ca?

En el caso compacto riemanniano todas las métricas son completas, con lo
que esta cuestidén es trivial. En el caso no compacto, Nomizu y Ozeki [NoOz]
probaron que toda métrica de Riemann es conforme tanto a una métrica completa
como a una de diametro finito (y, por tanto, incompleta). En consecuencia, es-

ta cuestién queda completamente resuelta en el caso riemanniano.

En el caso indefinido el problema es mucho mas sutil. En el caso
importante (pero muy particular) de 1los espacio-tiempos globalmente
hiperbélicos, que son variedades no compactas lorentzianas, los trabajos de

Seifert [Se] y Clarke [Cl] nos permiten decir que todos los espacio-tiempos



globalmente hiperbélicos son conformemente temporal y luminosamente completos.
No obstante, no se sabe qué sucede para la completitud espacial, incluso en el

caso globalmente hiperbélico (ver [BeEr] pag. 148).

Para una variedad compacta indefinida no es dificil demostrar que la com-
pletitud luminosa es un invariante conforme (Capitulo III). En el Capitulo II
veremos que la completitud es un invariante conforme para variedades compactas
que admiten campos de Killing con un cierto caracter causal (este resultado se
extiende al caso no compacto, siempre que el factor conforme tenga un compor-
tamiento adecuado en infinito). Sin embargo, el problema general en el caso
compacto indefinido permanece abierto tanto para la completitud espacial como
para la temporal. En este contexto, es digno de mencionarse el trabajo de
Friedrich y Schmidt sobre geodésicas conformes [FrScl; no obstante, no parece
que, dentro de su enfoque, sus resultados puedan aplicarse directamente al es-

tudio de completitud ante cambios conformes de métricas.

(3) Recordemos gque un producto warped (BxF,gf) con base 1la variedad

semi-riemanniana (B,gB), fibra la variedad semi-riemanniana (F,gF) y funcién

warping f: B— R+, es la variedad producto BXF dotada de la métrica gf:
g=m'g + (fom)® n g

(donde nB:BxF——eB, nF:BxF-—eF son las proyecciones naturales). Muchas familias

interesantes de variedades de semi-riemannianas, como los espacio-tiempos

Robertson-Walker, se incluyen en la familia de los productos warped.

Resulta facil mostrar que si se toman dos variedades completas de Riemann
entonces todo producto warped construido con ellas es completo (ver, p. ej.
[On], Lemma 7.40).

Sin embargo, en el caso indefinido las cosas son bien distintas. Beem y
Buseman dieron un contraejemplo ([On], Example 7.41) de producto warped incom-
pleto con base y fibra completas y definidas. En el Capitulo IV estudiaremos
sistematicamente la completitud de los productos warped (e incluso de varieda-
des mads generales, que llamaremos productos localmente warped); como casos
particulares de este estudio se caracterizaran cada una de las completitudes
causales para espacio-tiempos que generalizan a los Robertson-Walker, y se
probara que, si la fibra es completa y la base definida y compacta, el produc-

to warped es completo para toda funcién warping (ver también [RoSa3].

(4) En el caso riemanniano es conocido que una variedad homogénea es compl€ta.



Pero en el caso no compacto lorentziano es féacil construir variedades homogé-
neas que son incompletas (ver [On] Remark 9.37(2) 6 Cap.III § 1(b), asi como
[Dulh]).

En el teorema clasico citado, Marsden demostré que cualquier variedad
semi-fiemanniana compacta y homogénea es completa ([Mal 6 [AbMal, Theorem
4.2.22). En el Capitulo II extenderemos facilmente este teorema al caso con-
formemente homogéneo y compacto (Proposicién 2.7), dando asi una respuesta

parcial a la cuestién - . planteada en (2).

(5) Si se elimina un punto de una variedad completa entonces la variedad asi
obtenida deja de ser completa; como consecuencia de esta obviedad se tiene que
en el caso no compacto semi-riemanniano, no existe ninguna relacién clara en-

tre curvatura y completitud.

Para el caso compacto indefinido si se pueden buscar relaciones entre
curvatura y completitud. De hecho, de un resultado de Carriére [Cal] se obtiene
que toda variedad compacta de Lorentz llana es completa. Este teorema, unido
al punto (2) anterior nos permite afirmar que toda variedad de Lorentz compac-
ta globalmente conformemente llana es luminosamente completa. En consecuencia

podemos preguntarnos,

;Qué relacion existe entre curvatura y completitud? En particular, jes

completa toda variedad semi-riemanniana conformemente llana?

La primera pregunta es de un caracter muy general, en el Capitulo III se
dara una respuesta parcial a ella que es bastante sorprendente: existen métri-
cas lorentzianas completas e incompletas con la misma curvatura sobre un toro.
Para la segunda pregunta daremos en el Capitulo II una respuesta parcial afir-
mativa, al probar que todo toro lorentziano conformemente llano es completo
(resultado generalizable a algunas otras variedades §4). AUn mas, en el Capi-
tulo VI veremos que las métricas conformemente llanas sobre un toro se pueden

obtener como limite de métricas incompletas.

Merece sefialarse que el resultado de Marsden es valido para cualquier mé-
trica semi-riemanniana, mientras que el de Carriére sélo lo es para métricas
lorentzianas. Para variedades de Lorentz, la segunda de las preguntas formula-
das puede verse como un caso particular de la formulada en (2); no obstante,
el problema de la completitud de las variedades compactas llanas permanece

abierto para variedades de otros indices.



(6) En el caso riemanniano, el teorema de uniformizacién permite afirmar que
s6lo existen tres clases conformes de superficies de Riemann 1-conexas, dos de
ellas homeomorfas a R° Y una a la esfera g, Es también un resultado clasico
que el médulo conforme de las métricas de Riemann sobre un toro es

canénicamente identificable a C, ([FaKr], IV.7, Theorem en pag. 198).

Los problemas andlogos en superficies lorentzianas distan mucho de
admitir (por el momento) soluciones de tal elegancia. Las superficies
lorentzianas 1-conexas son homeomorfas a Rz; una primera aproximacién al
estudio de las correspondientes clases conformes puede hallarse en [Kul]. La
estructura del médulo conforme de las métricas de Lorentz sobre un toro es
mucho mads compleja que la de su anadlogo lorentziano (ver [Yull). En el
Capitulo VI le dotaremos de una topologia natural, caracterizaremos las
métricas conformemente 1llanas y veremos algunos problemas nuevos que pueden

surgir. Quedan asi abiertas las cuestiones,

El médulo conforme de las métricas de Lorentz sobre un toro, ;es identi-
ficable a algin espacio topolégico conocido? ;Admite una estructura natural de

variedad topolégica o diferenciable?

(7) Por dltimo, sefialemos la necesidad de encontrar ejemplos de variedades lo-
rentzianas incompletas (y completas). En el Capitulo III se construye un buen
nimero de ellos y se analizan nuevas propiedades (p. ej. geodésicas completas
en variedades indefinidas compactas cuya velocidad no cae en un compacto); pa-

rece ademas obvia la necesidad de hallar nuevos ejemplos. Asi, sefialemos:

(7a) Furness y Arrowsmith [FuAr] probaron que toda variedad localmente
simétrica, compacta y 1-conexa es simétrica y, por tanto, completa. Pero, ;es

necesaria la hipétesis de 1-conexién?

(7b) Por el teorema de Hopf-Rinow, una variedad completa es siempre geo-
désicamente conexa. Ello no se mantiene en el caso indefinido no compacto: la
pseudoesfera S: es completa pero no geodésicamente conexa. La conexién geodé-
sica de variedades Reissner-Nordstrém ha sido estudiada en [Gi]l. En el caso
compacto lorentziano, se vera (Capitulo III) que una variedad incompleta puede
ser tanto geodésicamente conexa como geodésicamente disconexa. Sin embargo,

¢existen variedades de Lorentz compactas y completas pero no geodésicamente

conexas?
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Es de sefialar que, probablemente, de los problemas abiertos que se han visto
los dos primeros - sean los mds importantes. Ello se debe tanto a la naturalidad
de sus hipétesis como a su relacién con el resto de los problemas abiertos.

Motivados por ellos, estableceremos las siguientes conjeturas:

Conjetura Conforme (CC): toda variedad semi-riemanniana compacta que es
(globalmente) conforme a una variedad semi-riemanniana completa es a su vez

completa.

Conjetura de Dependencia de Completitudes (CDC): toda variedad

semi-riemannianicompacta e incompleta es luminosamente incompleta.
Ambos problemas no son independientes, pues si CDC es cierta entonces CC es
cierta (Teorema III.32(3)). Se probara la equivalencia de algunos de los pro-

blemas que quedaran abiertos en la presente memoria, con CC y CDC.

Como un resumen de las propiedades vistas se tiene el esquema de 1la pagina

siguiente.
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Riemanniano Indefinido no Indefinido
compacto compacto
Totalmente indep. ABIERTO
Independencia .
Caso particular:
3 tipos de No A .y
: .. localmente simétri- (Localmente simé-
completitud definido . .
i co =2 equivalente trico y 1-conexo =»

(Simétrico
scompleto)

Simétrico =
completo)

Existencia de

Compacto =

Hiperbolicidad global:

Completitud lumi-

factores cakpleto Completitud luminosa nbed. MO
conformes No y temporal, SI Espacial o temporal
que prodgcen compacto Espacial, ABIERTO AELEGTR
completitud ST
(Ver también Cap. II) (Cfr. Cap.II, III)
Producto warped No necesariamente Base compacta y
de variedades completo definida =
Completo
completas y ; ; completo
deF inidas (Caracterizaciones
en Cap.IV) (Ver Cap. 1IV)
Rt ainss SI NO SI (también para

3 completo?

métricas conformes,
Cap. II)

Relacién con

Existen ejemplos completos e incompletos con igual

curvatura curvatura (caso indefinido compacto en Cap. III).
f
Llano = SI para indice 1
?
complete? ABIERTO en general.
F—' Trivialmente Trivialmente
HO L Completitud lumino-
sa, indice 1, SI
Conforme a
llano= Toro y otros casos
completo? particulares, SI
ABIERTO en general
(Cap. II)
Completo = ABIERTO (existen to-
o "8I NO ros incompletos geod.
geodésicamente
conexo? conexos y No CONexos,
Cap. III)
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Capitulo II.

COMPLETITUD DE VARIEDADES SEMI -RIEMANNIANAS

CON SIMETRiAS CONFORMES.

"En Relatividad General, a menudo se supone la existencia de ciertas simetrias
para la busqueda de soluciones a las ecuaciones de Einstein" [CoTu2] y, de he-
cho, "todos los espacio-tiempos conocidos explicitamente que son soluciones a
las ecuaciones de Einstein presentan algin grupo de isometrias no trivial"
[EIMM]. La aparicién de simetrias manifiestas en sistemas fisicos, unida a la
necesidad técnica de poder integrar complicados sistemas de ecuaciones dife-
renciales, conduce a la busqueda simultdnea de simetrias y soluciones tanto en
las ecuaciones de Einstein como en otras ecuaciones de interés en Fisica. Esta
situacién no es nueva en Geometria Diferencial: el estudio de objetos con si-
metrias, pese a ser éstas estructuras mayoritariamente rigidas, parece ser la

regla en Geometria mads que la excepcién [DaGr].

Las simetrias conformes que se estudian en este Capitulo presentan, hablando
informalmente, las siguientes ventajas. En primer lugar incluyen a las isome-
trias, por lo que resultan aplicables en muchos de los espacio-tiempos maneja-
dos usualmente. Por otra parte, al existir "muchos factores conformes" por los
que multiplicar las métricas, resulta sencillo generar ejemplos en los que la
"hipétesis conforme" es aplicable pero no asi la "isométrica" (de hecho, en
dimensién 2 toda variedad semi-riemanniana presenta localmente simetrias con-
formes no triviales, y esta propiedad, a diferencia de la de existencia de

isometrias locales, no es rigida [DaGr]). Asi, aunque se delimitan con preci-

sién hasta dénde se pueden extender los resu s“8btenidos (incluyéndose, p.

ej., las simetrias afines conformes, estudia sﬁgﬁﬁﬁtﬁTUZI, [Du], [HaCol), 1la

e
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facilidad de encontrar ejemplos con simetrias conformes casi obliga a que, al
obtenerse resultados, se evite la formulacién de hipétesis que, aunque aparen-
temente méds generales, no dan en la practica aplicaciones a nuevos ejemplos. A
todo ello se ha de afladir la aplicacién en Fisica de las simetrias conformes
a, p. ej., el estudio de fluidos en Relatividad General (ver [CoTull y refe-

rencias ahi).

El resultado fundamental de este Capitulo, Teorema 4, permitira, entre otros,
deducir los siguientes resultados: (1) todo toro lorentziano conformemente
llano es completo (Teorema 15), (2) todo espacio tiempo conforme a uno esta-
cionario compacto es completo (Ejemplo 8), y (3) el Teorema de Marsden puede
extenderse al caso conformemente homogéneo (Proposicién 7). Pese a estas apli-
caciones al caso compacto, es de seflalar que el Teorema 4 se formula directa-
mente en variedades no necesariamente compactas; su aplicacién general se
ilustra con ejemplos (que incluyen métricas de Kaluza-Klein con base definida)
en §3. Esta extensién al caso no compacto no resulta en absoluto trivial; de
hecho, dada la sencillez con la que se pueden construir variedades no compac-
tas homogéneas incompletas ([On] Remark 9.37(2), [Dulh]) resulta dificil pen-

sar en una extensién natural del Teorema de Marsden al caso no compacto.

Respecto a las técnicas usadas, merece la pena comentarse que el estudio del
grupo de isometrias de una variedad en la linea de los resultados de Kamishima
[Ka], y Goldman y Hirsch [GoHi] no parece aportar las técnicas mas apropiadas
para el estudio de la completitud. Asi, el resultado principal sobre completi-
tud en variedades de Lorentz con campos de Killing obtenido en [Kal permite
afirmar que "toda variedad de Lorentz de curvatura constante que admite un
campo de Killing temporal es completa" (Theorem A). Sin embargo en el presente
estudio, con una técnica de demostracién mids geométrica y en la linea de Mars-
den, se verad que no sélo la hipétesis de curvatura constante se puede suprimir
sino que el resultado se mantiene en unas hipétesis mucho mas generales (Coro-
lario 5, Observacién 6; ver también [RoSa4l]). En el caso compacto, la técnica
aqui usada puede considerarse una extensién de la de Marsden en el siguiente

sentido:

En el teorema de Marsden, resulta esencial el poder asegurar que, dada
una variedad semi-riemanniana homogénea (M,g), para cada punto peM existen
tantos campos de Killing independientes en p como dimensién tenga M. Sin em-

bargo, veremos que, para asegurar completitud, basta con suponer la existencia
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de un ndimero de campos conformes temporales independientes en p igual al indi-
ce de g. En las Observaciones 6 y 9 se ponen los limites donde los resultados
de completitud son ciertos; en el préximo Capitulo se daran contraejemplos pa-
ra cuando estos limites se rebasan. En cualquier caso, el Capitulo II no agota
las posibilidades de esta técnica: en [RoSa7] y [RoSa8] se hacen grandes ex-

tensiones, en direcciones muy diferentes, de estos resultados.

1.- PREVIOS.

Dadas dos variedades semi-riemannianas, (M,g) y (M’,g’) diremos que un difeo-
morfismo ¢: M— M’ es conforme si existe una funcién p (distinta de 0 entodo
punto) sobre M tal que ¢*g’ = H.g ; como es usual, diremos que dos variedades
semi-riemannianas son conformes si existe un difeomorfismo conforme entre am-
bas. Nétese que resultan equivalentes (a) que la variedad (M,g) sea conforme a
una variedad llana (resp. homogénea) y (b) que exista una funcién u>0 sobre M
tal que (M,u.g) es llana (resp. homogénea). En cualquiera de estos casos, di-
remos que (M,g) es conformemente 1lana (resp. conformemente homogénea); es de
observar, por tanto, que la condicién de ser conformemente llana (resp. homo-
génea) es global. Un campo de vectores € sobre M se dice conforme si sus flu-

Jos locales consisten en aplicaciones conformes entre abiertos de M, o, equi-

valentemente, si:
g = s (2- 1)

donde £ denota a la derivada de Lie y ¢ es una funcién sobre M. Por supuesto,
si £ es un campo de Killing entonces es conforme para g (¢=0) y, dado cual-
quier factor conforme Q#0 en todo punto, se tiene Lg(Q.g) = €(Q).g , esto es,

€ es un campo conforme para Q.g.

Los siguientes dos resultados técnicos seran de gran utilidad posterior, por

lo que, aunque conocidos, se esbozara su demostracién.

Lema 1.- Sea (M,g) una variedad semi-riemanniana, £ un campo conforme, y 7

I— M una geodésica. Entonces

d , _ 1 .
Ig(?’ ,E) = ?C. (ooy) (2.2)

donde C = g(y’,¥’), y o verifica (2.1) para € .
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Dem.- Nétese que para cualesquiera campos X, Y, Z sobre M se tiene, (ﬁxg)(Y,Z)
= g(Vyx,Z) + g(Y,VZX) . Por tanto, el resultado se sigue sin mas que tomar X =

€ , Y=2 = extensiones locales de y’. =

Lema 2.- Sea (M,g) una variedad semi-riemanniana, y:[0,b[ —M , 0<b<w, una ge-
odésica. Entonces y es extendible mias alla de b si y sélo si existe una suce-

sién {tn}——e b : {7’(tn)} converge en TM.

Dem.- Por supuesto, la condicién necesaria es obvia y, para la suficiente,

basta con tener en cuenta los siguientes resultados:

A) Sean N una variedad, G un campo de vectores sobre N y a:[0,b[ —> N,
b<w, una curva integral de G. Entonces a es extendible como curva integral de
G mas alld de b si y solo si existe una sucesién {tn}——e b tal que (a(tn)}

converge en N (ver [On] Lemma 1.56).

B) Sea (M,g) una variedad semi-riemanniana, y sea G el campo geodésico

sobre TM asociado a g (esto es Gx es la derivada en O de la curva en TM,

P
t—o exp(tXp)’, VXpeTM). Si ¥ es una geodésica en M entonces ¥’ es una curva

integral de G ([On] Proposition 3.28). =

Observacién 3.- (1) En la demostracién del Teorema de Marsden en [Ma] y
[AbMa], 4.2.22 se prueba que el fibrado tangente de una variedad semi-
riemanniana compacta y homogénea puede dividirse en una coleccién de subcon-
Juntos compactos que son invariantes por el flujo geodésico. Por tanto, el re-

sultado aparece como una consecuencia inmediata del Lema 2.

(2) En la demostracién de este Teorema que aparece en [On], Proposition
9.39, se usa que, en una variedad semi-riemanniana homogénea, cualquier vector
tangente puede extenderse a un campo de Killing (global), [On], Corollary
9.38. Considerando esta propiedad en un punto de acumulacién de la imagen de

cada geodésica, el resultado se sigue facilmente de los dos Lemas anteriores.
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2.- TEOREMA FUNDAMENTAL Y PRIMERAS CONSECUENCIAS.

Teorema 4.- Sea (M,g) una variedad con una métrica indefinida de indice s e
N. Si existen s campos {€1,...,§s) temporales y conformes que verifiquen:

(i) la matriz {g(Ei,Sj)) tiene inversa (gij}, y (g”)2 esta acotado

i,]
sobre M,

(ii) las funciones o, que satisfacen (2.1) para el correspondiente campo

Ei , estan acotadas,
(iii) la métrica de Riemann g, €s completa, viniendo - dada por: gR(Z,W)
= g(Z,W)-2 Zg”.g(Z,EJ).g(&l,W), VZ,Wex(M), esto es, g (X,Y)= g(X,Y), g (A,B)
i,]
= -g(A,B), gR(X,A) = 0 para todo A, B € Span{El,...,is) y para todo X, Y en
su g-complemento ortogonal.

Entonces (M,g) es completa.

Dem. - Comprobaremos que cualquier geodésica y:[0,b[ — M, 0<b<w, es extendible
a b. Por (iii) y el Lema 2, basta con demostrar que gR(y’,y’) estd acotada.

Observemos que

gR(W’,w’) =C - Zizjgttg(il,y’).g(ij,w’) (2.3)

donde C = g(7’,7’) es una constante. Por la condicién (i), basta con demostrar

que |g(§i,7’)| estad acotado, 1=iss. Teniendo en cuenta el Lema 1, se sigue,
(d/dt)g(€,5") =—C. (o o7) (2.4)

luego, por la condicién (ii), (d/dt)g(Ei,y’) estda acotado. Como el intervalo
de definicién de [0,b[ ¥ es finito, g(&i,y’) también esta acotado, como se

queria. =

Notemos que si M es compacta entonces, cuando {g(Ei,EJ)} tiene inversa, las
condiciones (i) a (iii) en este Teorema se satisfacen automaticamente, produ-

ciendo:
Corolario 5.- Sea (M,g) una variedad compacta con una métrica indefinida de

indice s € N. Si existen s campos conformes {51,...,55} que sean temporales e

independientes en cada punto entonces (M,g) es completa.
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Observacién 6.- (1) Las hipétesis en el Teorema 4 podrian debilitarse. Asi
cambiemos la condicién de que {gl,...,gs} sean conformes por la condicién de

que {sl,...,g } sean campos conformes afines, esto es, (ver [CoTu2])
s
g =
~€1 g=o0.8 + Tl

donde Ti es un campo de tensores 2-covariantes paralelo sobre M, o]eCM(M),

ie{1,...,s}. En este caso, (2.4) se reescribe como
iy s L Ly §
(d/dt)g(é'i,w ) = 5 C. (crio'r) b = Tl(af 7)) (2.5)

La condicién de que Ti sea paralelo (y ¥y geodésica) implica que el ultimo tér-
mino sea constante, con lo que (d/dt)g(Ei,x’) vuelve a estar acotada, y la de-

mostracién se sigue como en el Teorema 4.

(2) En el Corolario 5 puede no sélo hacerse la suposicién de que sean
conformes afines, sino ademds se puede permitir que los campos {Ef...,E }
s

tengan ceros, se hagan luminosos o sean dependientes en un conjunto finito de

puntos {pl,...,p } y la conclusién seguird siendo cierta. La razén es la si-
m

guiente:

Tomemos 7:[0,b[ — M como en la demostracién del Teorema 4. Si, cuando
t-»b, ¥ converge a p, para algin ie{1,...,m} no hay nada que demostrar ([On],
Lema 5.8); en caso contrario, por la continuidad de ¥ Y la compacidad de M po-

demos encontrar un punto peM-(pl,...,pm} Y una sucesién {tn} — b tales que

(7(tn))—+ P . Tomando un entorno U de p cuya adherencia U no interseque a
{pl,...,pm), tendremos que {gij} estd acotado en U. Por otra parte,
(d/dt)g(Ei,W’) estd acotada (como se vio en (2.5) 6 (2.4)), y, por tanto, tam-

bién lo estara g(Ex,y’). En consecuencia gR(w’,w’) (ver (2.3)) esta acotado en

{t} » por lo que basta con aplicar el Lema 2.
n neN

(3) Por ultimo, seflalemos que, anteriormente en (2), la Unica condicién
esencial es: para todo punto p de M (salvo, a lo sumo, un nUmero finito) exis-
ten s campos conformes afines definidos en toda la variedad que son indepen-

dientes en p.

(4) Si & es temporal conforme para g, entonces £ es Killing para g' =
-(1/g(€,€)).g (ver la Teorema 12 en Cap. VI y su comentario posterior). Por

ello, si la conjetura conforme CC fuera cierta, podria darse una prueba mas
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directa del Corolario S para s=1 considerando primero el caso en que El fuera

Killing temporal, y extendiéndolo luego al caso conforme temporal por CC.

Consideremos ahora una variedad conformemente homogénea (M,g) y tengamos en
cuenta: (a) cada campo de Killing £ de la variedad homogénea (M,Q.g) a la que
es conforme (M,g) es un campo conforme para (M,g) (§1), y (b) todo vector que
pertenece a TM puede extenderse a un campo de Killing de (M,Q.g) (ver Observa-

cién 3 (2)). Entonces, aplicando la Observacién 6 (3) se tiene,

Proposicién 7.- Toda variedad compacta semi-riemanniana conformemente homogé-

nea es completa.

3.- EJEMPLOS.

Ejemplo 8.- En primer lugar, recordemos que se dice que un espacio-tiempo (o,
mas generalmente, una variedad de Lorentz n-dimensional) es estacionario si
admite un campo de Killing temporal [SaWu], pag. 219. En consecuencia el Coro-
lario 5 da, como caso particular, que todo espacio-tiempo compacto conforme a

uno estacionario es completo.

Observacién 9.- (1) Podria conjeturarse que tal vez las hipétesis del Ejemplo
anterior, o incluso las del Corolario 5 se podrian debilitar, imponiendo sélo
a los campos conformes ser no espaciales en ningin punto, en lugar de ser tem-
porales en todo punto. De hecho, en la Observacién 6 ya se vio que los campos
podian dejar de ser temporales en un conjunto finito de puntos, y la completi-

tud se seguia obteniendo. No obstante:

(A) Esta conjetura es falsa: en el préximo Capitulo (ver Observacién
III1.26 (1)) construiremos toros incompletos que admiten campos de Killing no

espaciales y que, ademads, son temporales en un subconjunto denso de cada toro,

(B) El Corolario 5 permite afirmar que cualquier toro que admita un campo
conforme que no se anule ni sea luminoso en ningin punto es completo; el toro
de Clifton-Pohl es un ejemplo de toro incompleto con un campo de Killing que

no se anula en ningin punto.
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(2) Otra posible relajacién en las hipétesis que podria conjeturarse, es
la de la existencia de un campo rigido. Recordemos que un campo temporal Z so-

bre una variedad de Lorentz (M,g) con g(Z,Z) = -1 induce una aplicacién A en
i s L
el fibrado ortogonal a Z, Span{Z} , mediante A(v)=—VvZ, VveSpan{Z} ; Z se dice
L
rigido si g(A(v),w)=-g(v,A(w)), Vv,w € Span{Z} ([SaWu] pag.56). Si K es un

campo de Killing temporal para g entonces Z = (1/V-g(K,K) ).K es rigido, por
lo que toda variedad de Lorentz estacionaria admite un campo rigido. No obs-
tante, en el Capitulo IV (Contraejemplo 23) veremos que existen variedades Lo-

rentz compactas incompletas que admiten un campo rigido.

Ejemplo 10.- Consideremos un fibrado principal P(B,G) con base B y grupo es-
tructural G, y sea w: TP— g cualquier conexién sobre P (g denota al alge-
bra de Lie de G). Sea g, una métrica de Riemann completa sobre B y supongamos
que g tiene una métrica semi-riemanniana bi-invariante gg de indice s (si su-
ponemos que g es semisimple, podemos tomar su forma de Killing). Sea f>0 cual-
quier funcién diferenciable sobre B tal que Inf(f)>0 , y definamos sobre P la
siguiente métrica, que generaliza a las usuales de Kaluza-Klein (las métricas
de Kaluza-Klein se etudian en [Sa] Cap. 2 y referencias ahi):

gf = nB‘gB + (fortB)2 w‘g9

Comprobaremos a continuacién que (P,gf) cae en las hipétesis del Teorema 4,
por lo que gr es completa (en Cap. IV, Observacién 21, veremos que la hipéte-
sis Inf(f)>0 puede, de hecho, debilitarse imponiendo solamente que "f notienda

a 0 demasiado rapidamente").

Tomemos s campos de vectores temporales invariantes por la izquierda
{Al,...,As} en g, que sean gg—ortonormales. Veamos que los correspondientes
campos de vectores fundamentales {AI’,...,AS'} sobre P son campos de Killing
en las hipétesis del Teorema 4.

£,., % 2

Notemos que g (A1 ,Aj J(u) = f(nB(u)) 'gg(Ax’AJ)’ YueP. Puesto que
gg(Ai’AJ)=£1611 . eie{—l,l} es una constante independiente del punto u escogi-
do, la condicién Inf(f)>0 implica que se verifique (i) en el Teorema 4.

Para (iii), consideremos primero la métrica de Riemann invariante por la

izquierda ggR sobre G, que se obtiene ampliando primero {A1""’As} hasta
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obtener una base gg—ortonormal de campos invariantes por 1la izquierda, e

imponiendo entonces que estos campos formen una base ortonormal punto a punto

de ggR. Puesto que gQR es invariante por la izquierda, (G’ggn) es una variedad

de Riemann homogénea y, por tanto, completa. Nétese que, la métrica gp del

Teorema 4 es, en este caso,
* 2 =
8= M, 8, * (fonB) o -7
Tomemos ahora una curva diferenciable p: [0,b[— P , O<b<w, de

gR—velocidad 1; su extendibilidad a b se prueba de:

(a) Sea Py =M °p, que tiene gB-longitud finita (de hecho, =b); por la

completitud de gy la curva Py tiende a un punto xoeB.

(b) Tomemos una trivializacién local del fibrado en un entorno de Xy Y

sea p. la proyeccién de p sobre 1la fibra. Puesto que P tiene una

F

ggR—longitud finita (de hecho, menor o igual que b.Inf(fopB)_l), la completi-

tud de ggR implica que P, sea prolongable de modo continuo a b.

Finalmente, para probar que los campos {Al*,...,AS'} son de Killing basta

con tener en cuenta:

(a) Para cada aeG definamos la traslacién por la derecha: Ra: P —P,
Ra(u)= ua, VYueP. Usando que g9 es bi-invariante, resulta directo comprobar que

. . £
R es una isometria de g , VaeG.
a

(b) El1 flujo asociado al campo fundamental A" es {¢t)teIR , con ¢t(u) =
R(at)(u), VueP, y at=exp(tA). VteR, siendo exp la aplicacién exponencial aso-

ciada a G.

*
(c) En consecuencia, el flujo asociado a A estd formado por isometrias,

por lo que A" es Killing ([On] Proposition 9.23).

Ejemplo 11.- Consideremos sobre Rzn 3n funciones o, Bi, 8, 1=i=n, y la mé-

i
trica g que, en el sistema usual de coordenadas, Bo=(6/6xj), tiene por matriz:
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MB (g) =

(en el caso n=1 aparece sélo la primera submatriz cuadrada 2x2) esto es,

-3 , 1=i=n, siendo cero el

g 21,21 i

= o = =
2i-1,2i-1 i g21-1,21 g21,21-1 Bi’ g

resto de las componentes. Supongamos que, para 1=i=n:

(a) Inf(aiai + Bf) > 0, (nétese que (alai + BT) > 0 » la métrica restrin-
gida al correspondiente subespacio de dimensién 2 es Lorentz; en particular,

el indice de la métrica g es n).

(b) @, Bi y 6l s6lo dependen de las coordenadas impares (x1""’xap1)’

con lo que los campos coordenados El:=6/8x2! , 1=i=n , son campos de Killing.

(c) Inf(Bi) > 0.

(d) @, Bl y 6i estan acotadas’.

Veamos que estas condiciones implican que la métrica - del Teorema 4 es

completa, con lo que (Rz,g) resulta completa. Para ello, observemos que:
g,(Z,W) = g(z,W) +2) (1/8)) g(Z,€) g€ ,W)
i

de donde

1 s st - : 3

De hecho, no es dificil comprobar que la hipétesis (d) puede relajarse pues:
(i) realmente, no es necesaria la condicién de acotacién sobre al (ii) si
aiZO, tampoco es necesaria la de Bl (iii) si aize>0, no son necesarias ni la

de Bl ni la de 6r
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231
a1+ 61 -31 0 0 0 0 0 0
-B 3 0 0 0 0 0 0
1 1
0
MB (gR) B
0
0
2
2B
0 - n -8
n () n
0 n
N 8, 5,

La completitud de g, se sigue facilmente comprobando que el infimo v de

los autovalores de MB (gR) en Rz es mayor que 0 (en este caso gRZVgo, siendo
0

go la métrica de Riemann usual de Rzn). Para ello, basta con demostrar que los

dos autovalores de cada submatriz

tienen un infimo mayor que 0. Ello es inmediato, pues llamando Dt al determi-
nante de cada submatriz, T1 a la traza y A; ’ AI a los valores propios se tie-

ne:

# sim = 2
Inf(Ai.Al) = Inf(Dl) Inf(ais1 + Bl) >0

Sup(AI+A;) = Sup(Ti) = Sup(ai+6i+ 28?/81) <o = A: 4 A; acotados.

Ejemplo 12.-Consideremos en el Ejemplo anterior cualquier factor conforme
Q=exp(2w) tal que w y 6w/6xZi , 1=i=n, estan acotados. La acotacién inferior
de w implica que (€1,...,§n} verifiquen (i) e (iii) en el Teorema 4, y, por el
resto de acotaciones, también se verificard (ii); en consecuencia, la métrica

Q.g es completa.
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Es de sefialar que estas métricas incluyen, tras cambios convenientes de

STy 2
coordenadas, a métricas sobre R° tales como:

g,= C(x1’xz) [exp(Zuz(xz)) dxf - exp(2u1(x1)) dx;] 6

_ 2 _ _ 2
g, = C(xl,xz) (dx1 exp(Zu(x1 xz)) dxz],

donde las funciones , ul, uz, u y algunas de sus derivadas se suponen conve-

nientemente acotadas. (Para g, nétese que

_ - - 2 _ -2
g,= C(xl,xz) exp(2u2(x2)) [dx1 exp(2u1(x1)) dxz]

- _ 2 .
con xz(xz) = J: exp ( uz(x)) dx , szeR).

4.- CURVATURA Y COMPLETITUD.

Para variedades no compactas riemannianas, lorentzianas, o semi-riemannianas
en general, no existe ninguna relacién clara entre curvatura y completitud.
Para el caso compacto indefinido, daremos, en el préximo Capitulo, un resulta-
do en esta misma direccién (Teorema III.5): existen variedades compactas que

admiten métricas lorentzianas completas e incompletas con la misma curvatura.

Sin embargo, Y. Carriére probé [Ca] una cierta relacién entre curvatura y com-
pletitud al demostrar: toda variedad lorentziana llana y compacta es completa.

El siguiente paso en la linea de este resultado, parece natural sea responder

a la cuestién:

(Es toda variedad lorentziana compacta y conformemente 1lana completa?

El Corolario 5 permite dar una respuesta parcial en el siguiente sentido: si
ademas admite un campo de vectores de Killing (o conforme) temporal, la res-
puesta es afirmativa. La siguiente pregunta que surge entonces de modo natural
es (qué variedades lorentzianas llanas compactas admiten un campo de Killing
temporal? Aun mas, la falta de orientabilidad temporal obstruiria la existen-
cia de ese campo de vectores, pero ello no seria impedimento para obtener 1la

completitud si el recubridor de 2 hojas orientable temporalmente admite un
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campo de vectores de Killing (conforme), por lo que podriamos preguntarnos de

manera mas general

;Qué variedades lorentzianas llanas compactas admiten un recubridor lo-
rentziano con un numero finito de hojas y que tenga un campo de Killing (o

conforme) temporal?

A continuacién, vamos a demostrar de manera directa que cualquier 2-toro
lorentziano llano admite tal recubridor. De los argumentos en [Yul] pag. 3069,
se puede asegurar que cualquier n-toro lorentziano llano también lo admitira.
Se sabe que ello también ocurre en otras variedades lorentzianas [RoSa2], y es
esperable que, préximamente, se pueda dar una clasificacién completa de este

tipo de variedades.

Lema 13.- Todo 2-toro lorentziano llano admite un campo de Killing temporal.

Dem.- Por el resultado de Carriére [Ca], el toro es completo; en consecuencia,
su recubridor universal lorentziano es Lz ([On] Corollary 8.26). Nétese que el
campo coordenado 8/8x° es Killing, por lo que basta con comprobar que este

campo se puede inducir en el toro.

Para ello, notemos que cualquier automorfismo de recubridor de IS es com-
posicién de una isometria vectorial A que conserva la orientacién y la orien-
tacién temporal, y de una traslacién T. Si consideramos la matriz de A en la
base usual, M(A,Bo), se sabe que esta matriz es diagonalizable; en el caso de
que sus valores propios pertenezcan a {-1,1}, necesariamente, M(A,Bo) es la

identidad o menos la identidad.

Teniendo en cuenta que el grupo G de los automorfismos de recubridor de
LZ actua propia y discontinuamente sobre Lz, la inducibilidad de 6/6x2 en el
toro se deduce directamente si se prueba que G esta formado unicamente por

traslaciones; lo cual se sigue del siguiente resultado:

"Sea f una isometria de lz, y sean A una isometria vectorial de Lz y bel ?
tales que f(x) = A(x)+b, vxel®. Si 1 no es un valor propio de A entonces f de-

Ja un (dnico) punto fijo."

La prueba de este resultado es inmediata ya que, si 1 no es un valor pro-
pio de A, entonces det(A-I)#0, y, por tanto, el sistema de ecuaciones lineales

(A-I1)(x) = -b es de Créamer. =

25



Observacién 14.- (1) Puesto que existen toros lorentzianos no orientables tem-
poralmente ([SaWul, Example 1.2.2), ninguno de ellos serid conformemente 1llano

(comparar con Observacién 6 y Nota 10 del Cap. III).

(2) En la demostracién del Lema anterior, al probar que la isometria f de
Lz, que no admite a 1 como valor propio, deja un punto fijo, realmente, la hi-
pétesis de que f sea isometria podria debilitarse por la de que f sea una
aplicacién afin. Recordemos asimismo que si f(x) = A(x)+b, Vxel?, es una iso-
metria de Lz y A no admite a 1 ni a -1 como valores propios, entonces A admite
una base ordenada de vectores propios luminosos B, y, tomando una base afin B

que tenga a B por base vectorial asociada, se tendra,

A 0 b
M(f,B)=|0 1/a b,
0 0 1

para un cierto Ag¢{-1,1}.

La matriz M(f,B) admite a 1 como un valor propio, y, en el correspondien-

te subespacio propio, existe un vector propio con tercera componente 1, que es

bl/(l-l)
Abz/(l—A) »
1

Por tanto, el punto de Lz que tiene esta coordenadas afines en B es el -tnico-

punto fijo para f.

Como una consecuencia del Lema 13, y de la discusién previa, se tiene el si-
guiente resultado, cuya utilidad sera manifiesta en Cap. VI (comparar con
[FuFel):

Teorema 15.- Todo variedad lorentziana compacta de dimensién 2 que sea confor-

memente llana es completa.

Observacion 16.- Sea (M,g) una variedad lorentziana compacta conformemente
llana de dimensién n+l, y sea Q>0 un factor conforme tal que (M,Q.g) es llana.

([Onl]l, Corollary 8.26),

El recubridor universal lorentziano de (M,Q.g) es Ln+1

n+1 3 3 5 2 ” e *
y sea m: L " —— M la correspondiente aplicacién recubridora. La métrica m g
n+1 2 2 + p n+1l
en R es completa si y s6lo si g lo es. Notese que 8/6x €S un campo con-

*
forme temporal para m g, que, claramente, verifica las condiciones (i) e (iii)
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del Teorema 4. Si el factor conforme Q es tal que la condicién (ii) de este

Teorema también se verifica, (M,g) seria completa.
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Capitulo III.

EJEMPLOS DE METRICAS INCOMPLETAS SOBRE

ToRroS.

Desde el punto de vista de la completitud, las conexiones que proceden de una
métrica indefinida sobre una variedad compacta se hallan a medio camino entre
las afines (existen ejemplos de conexiones afines incompletas sencillas sobre
Sl, [KoNo] pag. 292) y las riemannianas (no existen conexiones riemannianas
incompletas sobre variedades compactas). Este Capitulo se dedica a la cons-
truccién de toros lorentzianos incompletos, incluyendo contrae jemplos anuncia-
dos en el Capitulo anterior. Como se justifica en §5, todos los ejemplos que
aparecen en la literatura de toros incompletos (hasta donde el autor conoce)

estan incluidos en las familias de ejemplos que aqui se estudian.

En §1(a) se construye una primera clase de métricas incompletas sobre un ci-
lindro con geodésicas luminosas cerradas e incompletas. Este primer ejemplo
tiene como objeto permitir "hacer sentir" de forma intuitiva cémo surge 1la
incompletitud en geodésicas con imagen contenida en un compacto. En §1(b) se
da un proceso para construir nuevos ejemplos de cilindros con geodésicas lumi-
nosas cerradas e incompletas, esta vez inducibles en un toro. Aunque, en prin-
cipio, este ejemplo es tan intuitivo como el anterior, la necesidad técnica de
inducirlo en un compacto obliga a trabajar en unas coordenadas donde queda
enmascarada la incompletitud. Por ello, cuando se examina la expresién final
de la métrica sobre el toro no resulta inmediato, de manera intuitiva, que
esta métrica sea incompleta. Como aplicacién sencilla de los ejemplos en §1 y

de las técnicas usadas en Cap. II, en §2 se obtiene el siguiente resultado:
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existen métricas completas e incompletas sobre un toro con la misma curvatura

(Teorema 5).

En §3 se generalizan de modo natural las métricas incompletas introducidas en
§1, y se estudia de modo sistematico la completitud y el comportamiento cuali-
tativo de todas sus geodésicas (ver también [RoSa6]). Este estudio se apoya en
que se pueden hallar dos integrales primeras a la ecuacidén de las geodésicas,
usando, por un lado, la existencia de un campo de Killing, y por otro la cons-
tancia de la métrica a lo largo de cualquier geodésica. En cualquier caso, tal
estudio resulta laborioso, por lo que el §3 se divide en los siguientes sub-
apartados: §3(a) Se definen las métricas, se obtienen las integrales primeras
(ecuaciones (3.3a) y (3.3b) y se sefialan las dificultades que habran de sorte-
arse en su estudio. §3(b) En cada uno de sus dos epigrafres (§3(b)I, $3(b)II)
se analiza detalladamente cada una de las dos integrales primeras. §3(c) Se
obtienen los resultados definitivos (Teorema 22, Observacién 23), comprobando-

se la incompletitud de todas las métricas estudiadas (Teorema 25).

Las propiedades especiales que presentan las geodésicas luminosas se es-
tudian en §4; entre ellas destacan: una caracterizacién de la completitud de
cada geodésica luminosa segin el campo luminoso del que procede, §4(a), deter-
minacién de qué geodésicas luminosas son cerradas, §4(b), comprobacién de que
las pregeodésicas luminosas son un invariante conforme, y caracterizacién de

cuando su completitud puede también considerarse como tal invariante §4(c)

En §6 se analiza primero la conexién geodésica y después la posibilidad de
que, a diferencia del caso riemanniano, existan geodésicas completas en varie-
dades indefinidas compactas con velocidad no contenida en un compacto. Respec-

to a la conexién geodésica, merece comentarse:

El hecho de que el toro de Clifton-Pohl no es geodésicamente conexo ya
estaba recogido en [On], Exercise 9.12. En la Proposicién 35 se dan tres fami-
lias incompletas de métricas sobre R (§1, ?2, ?3) que se inducen sobre un to-
ro, resultando éste geodésicamente conexo para las dos primeras, y geodésica-
mente disconexo para la tercera. En §5, se prueba que el toro de Clifton-Pohl
puede obtenerse a partir de una métrica g en ?3 (como un caso particular, pue-
de verse asi que el toro de Clifton-Pohl no es geodésicamente conexo). En

[Be2], Example 3, se da un ejemplo de un toro lorentziano que no es geodésica-
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mente conexo. Es de sefialar que este ejemplo es un caso particular de los aqui
mostrados; de hecho, de la técnica usada en §5, resulta inmediato que ese toro

es, esencialmente, el toro de Clifton-Pohl.

1.- ¢POR QUE SURGE LA INCOMPLETITUD EN VARIEDADES COMPACTAS?

(a) Cambios de carta lorentzianos y geodésicas cerradas incompletas.
Empecemos recordando el concepto bien conocido de geodésica cerrada,

Definicién 1.- Sea (M,g) una variedad semi-riemanniana. Diremos que una geodé-

sica no constante y: 1— M (I intervalo de R) es cerrada si 3IA>0 y dos pun-
. . P ’ - » .

tos del dominio s, S, € T , (s1 Sz) tales que y (51) Ay (Sz)

Por supuesto, si ¥ no es luminosa el escalar A sélo puede ser 1. Es facil com-

probar que en el caso de que A no sea 1, la geodésica cerrada es incompleta

([On], Proposition 7.13). Definamos a continuacién variedades con geodésicas

cerradas incompletas.

Construccién 2.- Recordemos previamente que, para todo Az0, podemos definir
una isometria vectorial de L° tomando una base de vectores luminosos, (wl,wz}

e imponiendo que la imagen de w, sea Awl » Y que la de w, sea (l/h)w2

Consideremos dos copias de Lz, que denotaremos por Lz y Ez , Sean a>0 ,
b>0 , tomemos coordenadas luminosas usuales (u,v), (u,v) en Lz y Ez respecti-
vamente (asi, la métrica g, de LZ se escribe g,= duedv + dvedu ; y analogamen-

te para EZ) y definamos los abiertos:

U= {(u,v)el?/-a<u<b} U= {(u,v)el®/-2b<u<a}
2 ~ v o~ -2 -
U1— {(ul,vl)el / —a<u1<0) Ul— {(ul,vl)em / 0<u1<a}
a 2 S (S % Vb2, oper
Uz— ((uz,vz)el s 0<u2<b) U2 {(uz,vz)el 4 2b<u2<0}
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L v {; L
¥,
-a 0 b u -2b 0 a u
U U U U
1 2 2 1
21
Fig. 3.1
Claramente, las siguientes aplicaciones son isometrias,
¢: U — > U .: U — 5 U
1 1 1 2 2 2
vy ~ - 1
(u1,v1) ————-)(u1 a,vi) (uz,vz) — (2u2 2b,-5—v2)

Si en la unién disjunta de U y U identificamos cada punto con su imagen

por ¢, 6 $, el cociente es topolégicamente un cilindro, C(Nﬂ al que se le

puede inducir de modo natural una estructura diferenciable y una métrica lo-
rentziana g(ab), obteniéndose una variedad de Lorentz (ver Fig. 3.1).
Si consideramos la geodésica y en U tal que 7(0) = (0,0), 7’ (0) = (1,0),

2 b p $ —_
su proyeccién ¥ sobre C(a ) es una geodésica; si extendemos el dominio de ¥y

demodo maximal obtendremos una geodésica cerrada definida en ]-w,a+2b[ y no

prolongable mas alla.

Un procedimiento bien conocido de construir un cilindro con una geodésica lu-
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minosa cerrada incompleta es el siguiente. Consideremos primero en La el
abierto V definido en coordenadas luminosas usuales por V= {(u,v}e RZ/ u>0},

y llamemos g a la métrica restringida sobre V g0|v . Facilmente, (V,g) es ho-

mogéneo y llano, pero no completo, ver [On], Example 7.14 y Remark 9.37(2)).
Consideremos también la isometria Y en L% dada por y(u,v) = (w2 , 2.v), y sea

G el grupo de isometrias generado por y.

Observaciones 3.- (1) La accién de G sobre L° no es discontinua.

(2) La accién por isometrias de G es inducible en Lz-{(0,0)}. Esta accién
es discontinua pero no propiamente discontinua. Se puede dotar al cociente de
estructura de variedad no Hausdorff. (Ello no podria ocurrir si la accién fue-
ra discontinua y por isometrias de una métrica de Riemann; ver p. ej. [KoNol
Prop. 4.4 en Chap. 1I).

(3) La accién de G es inducible en V. En este caso, la accién es propiamen-
te discontinua y se obtiene como cociente una variedad de Lorentz (C,g’), que
es topolégicamente un cilindro. (C,g’) es incompleto al serlo (V,g); de hecho,
la geodésica nula incompleta en V, t —(t,0), se proyecta en una geodésica ce-
rrada incompleta p de (C,g’). Nétese que la conexién en V es la misma que la
restriccién de la conexién de Levi Civita asociada a la métrica de Riemann
usual en RZ; sin embargo, la conexién en (C,g’) no puede ser la conexién de

Levi-Civita asociada a ninguna métrica de Riemann.

Llamaremos cilindro de Misner al cilindro lorentziano con una geodési-

ca luminosa cerrada incompleta (C,g’) (ver también [HaEl] pags. 171-172).

Observacién 4.- Es de notar que tanto los cilindros (C(ab), g(ab)) como el ci-

lindro de Misner son llanos, por lo que podemos hallar para cada uno de ellos
& 2 <
un atlas {(Ui,wl)/leI} donde cada carta coordenada e, Ui——e Vicl es una iso-
metria Viel. Puesto que las conexiones de los cilindros no pueden obtenerse
como conexiones de Levi-Civita para ninguna métrica de Riemann, forzosamente
. " : -1 y . .
existira algin cambio de cartas ¢kowj que no sera una isometria sobre su
imagen cuando se considera la restriccién de la métrica de Riemann usual (aun-
que si cuando se considera la de Lorentz). Como se vera en la préxima subsec-

cién, este hecho puede quedar camuflado segin las coordenadas que se tomen.
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(b) Ejemplos naturales de toros incompletos.

: % 2 . g s
Consideremos primeramente R con la métrica de Lorentz usual g, escrita en las

coordenadas lumnosas usuales X, X, como g,~ dxledx2+dx2®dx1 , ¥ consideremos,

por otra parte, la subvariedad (V,g) de (Ra,go) vista en el subapartado b) an-
terior; llamando u,v a las coordenadas naturales de V, se tiene g= duedv +
dvedu . Formemos a continuacién dos cilindros lorentzianos: el primero

(Co,go’) es el cociente de (Rz,go) obtenido de la accién propia y discontinua
de Z inducida por T(xl,xz) - (xl,x2+1), V(xi,xz)elR2 ; el segundo (C,g’) es el

cilindro de Misner, una de cuyas geodésicas incompletas es p antes construida.
Claramente, los dos cilindros tienen métricas de Lorentz llanas, siendo go’
completa e inducible en un 2-toro, y g’ incompleta y, (por el teorema de
Carriére) no inducible en un 2-toro. Grosso modo, nuestro objetivo a continua-
cién serd construir un cilindro lorentziano incompleto e inducible en un toro
en los siguientes pasos: (1) relacionar los dos cilindros por un difeomorfismo
®’ y (2) construir una métrica sobre Co que, en un entorno de é’-l(p), se com-
porte como g (y, por tanto, sea incompleta), y fuera de una regién compacta se

comporte como g, (y sea, por tanto, inducible en un compacto).

(1) Consideremos el difeomorfismo
2 = -
¢: R°"— V, @(xl,xz) = (exp(xz),exp( xz).xl)

y sea S(u,v)=(e.u,(1/e).v). Puesto que ®°T = Sod , & se induce en un difeomor-

fismo ¢’ entre Co y C. Denotemos por g‘ y g" a las métricas inducidas respec-
s 2 * * * * .
tivamente sobre R™ y C0 , estoes, g =®g , g =& g’ . Nétese que, en las

coordenadas de Rz, g. = dx edx_ + dx edx - 2x (dx )2 . Claramente, el
(xfxz) 1 2 2 i 1 2

*
eje x, se reparametriza como una geodésica incompleta para g .

(2) Consideremos ahora una funcién meseta p que valga 1 en un entorno l-e,el,

1>e>0, de 0, y que valga O fuera de ]-1,1[. Sea h la métrica en R° dada por,

*
= kix) g (x,

(x 2. ) ' X )+ (1—“(x1)) g0 =
1 2 2

2
= dx1®dx2 + dx2®dx1 2 “(X1) X, (dxz)
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Entonces h es una métrica de Lorentz incompleta e inducible en C0 . AUn mas,
tal como se queria, h también se puede inducir en un 2-toro, identificando me-

diante una traslacién cualquier circunferencia S

?

A

con cualquier circunferencia SA’ en C0 » X, = A’ > 1 (ver Fig. 3.2 en pag

en C0 tal que X, = A< -1

siguiente).

AUn mas, debido a que los simbolos de Christoffel que aparecen en la ecuacién
de las geodésicas sélo dependen en cada punto del valor de la métrica y su
primera derivada en cada punto, podemos concluir que cualquier métrica h' so-
bre R® del tipo
h" = dxedx + dxedx - 2 t(x ) (dx )2, (3.1)
1 2 2 1 1 2
es incompleta siempre que T(0) = 0, T’ (0) = 1. Si T es periédica esta métrica

sera inducible en un 2-toro.

2 s . T z S
Las métricas del tipo h™ son casos particulares de las métricas que se estu-
diaran en §3. No obstante, para uso en el préximo apartado, retengamos las si-

guientes propiedades:

(1) Si T(0)=0 pero T’ (0)#0 entonces h' es incompleta. De hecho, es
inmediato de 1la ecuacién de las geodésicas que existe wuna geodésica

< ‘. 2
luminosa con XIEO y X, una solucién de xz" + T’ (0) (xz’) =0 .

(2) Si T es periédica, entonces h' es inducible en un toro.
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2.- TOROS COMPLETOS E INCOMPLETOS CON LA MISMA CURVATURA.

En Cap. II §4 se anuncié que existen variedades compactas completas e incom-
pletas con la misma curvatura. Veamos a continuacién que tales variedades pue-

den hallarse a partir de las métricas h' construidas en (3.1).

En primer lugar, observemos que la curvatura de Gauss de cualquier de las mé-
tricas h' es -1°°. Supongamos que tomamos T peridédica; por ser h' inducible en
un toro T2 tendremos, aplicando el Corolario II.5 al campo de Killing inducido
por a/ax2 en Tz, que, si >0 6 T<0, entonces la métrica inducida sobre el toro

es completa. En consecuencia, escogiendo convenientemente T se tiene:

Teorema 5- Sea k: R— R una funcién periédica de periodo T tal que:
T
W [ k=0
0

(2) k no es idénticamente O.

‘Entonces existen dos métricas de Lorentz h1 y h2 sobre Rz 5 h1 completa y h2
incompleta, con curvatura de Gauss para ambas K(xi,x2)=k(x1), V(xl,xz)eRZ, y

que son inducibles en un 2-toro.

Observacién 6.- (A) Si la condicién (1) no se cumpliera, el Teorema de Gauss-
Bonnet impediria que h1 y h2 fueran inducibles en un 2-toro. Si la condicién
(2) fallara, el teorema de Carriére impediria que h2 se indujera en un compac-
to.

(B) Usando el Teorema II.15, podemos afirmar que, en notable diferencia
al caso riemanniano, las métricas h2 sobre el toro no son conformemente 1la-
nas. Ello también sera inmediato si se toma h2 como una de las métricas h' del
§1(b), que son luminosamente incompletas, y se aplican (i) el Teorema 32 méas
adelante, por el que toda variedad compacta conforme a una luminosamente in-
completa es, a su vez, luminosamente incompleta e (ii) el Teorema de Carrieére,
por el que toda variedad de Lorentz llana y compacta es, en particular, lumi-
nosamente completa. Por otra parte, como se vera en el Teorema 12 del Cap. VI,
todo toro que admite un campo de Killing (o conforme) temporal es

conformemente llano. Ello puede comprobarse directamente para las métricas h'
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con t#0 en todo punto sin mas que tener en cuenta:

T _ 1 _ 2
h™ = T(Xl) [W (dX1®dX2 + dX2®dX1) 2 (dXz) ],

y tomando como nuevas variables (yl,yz) dadas por:

1 1 _
yi(xl,xa) = J: - x}xl,xz) = X,

Vx , x_ €R.
1

3.- FAMILIAS MAS GENERALES DE METRICAS DE LORENTZ INCOMPLETAS.

(a) Definicién del tipo de métrica.

s n 5 2 g 2 —_—
Consideremos a continuacién la métrica g sobre R® definida en coordenadas

usuales (XI’XZ) por:

= 2 _ 2
g = a(xl) dx1 + B(xl) [dx1®dx2+dx2®dx1] 6(x1) dx2 (3.2)

(xl,xz)

donde «, B, 8 son funciones diferenciables sobre R que verifican a8 + 32 >0 ,

esto es, g es una métrica de Lorentz. Claramente esta métrica generaliza a las
métricas del tipo h' vistas en §1, y el campo coordenado K = a/ax2 es un campo

de Killing para (Rz,g). Si suponemos que «, B, 8 son periédicas de periodos

conmensurables, entonces g sera inducible de modo natural en una métrica g’

sobre un 2-toro T° (comparar con Ejemplo 11 del Cap. II). Si ademas 8 # 0 en
todo punto, aplicando el Corolario II.5 la métrica g’ (y, por tanto, la métri-

ca g) sera completa.

Sea y: I — R® , I intervalo (I#e@), 7y(t) = (xl(t),xz(t)) cualquier geodésica
en (Rz,g), y sean C, D € R las constantes tales que C= g(y’,7’) , D= g(7’,K)

Despe jando x1’(t) y xz’(t) punto a punto encontraremos un cierto € € {-1,1}



tal que:

2
X (t) = ¢ /L‘% (%, (1)) (3.3a)

od+p

6(x1(t)).xz’(t) = B(xl(t)).xl’(t)-D (3.3b)

Si xl’E 0 entonces £ se puede escoger tanto 1 como -1 en todo punto.En caso
contrario, el valor de € puede variar de un punto t a otro. Si, para ser mas
precisos, llamamos €(t) al valor que debe tomar € en {-1,1} para cada punto
tel, se tendrd que e(t) estd univocamente determinado en los puntos tales que
xl’(t)to, y, claramente, €(t) es constante en cada intervalo donde xl’ no se
anule. Sin embargo, mas adelante quedara de manifiesto que si t1 es un punto

donde x,' se anula y xl’io, entonces los valores de £ no se pueden definir de

manera continua en t1 (§3(b)I, especialmente Construccién 16).

Observacién 7.- Cada geodésica y de (Rz,g) fija unos valores de C, Dy € (al

menos en los intervalos en que xl’ no se anula) y, en consecuencia, unas ecua-
ciones (3.3) con condiciones iniciales xl(to), xz(to)’ (en toeI) de la que ¥y
es solucién. Podemos preguntarnos cuando, fijados unos valores de €, D, &,
x1(to)’ xz(to), tOER, las soluciones a las ecuaciones (3.3) determinaran una

geodésica. Habrd que tener para ello dos precauciones:

Compatibilidad de las condiciones iniciales: para que exista alguna
solucién a (3.3a) es necesario y suficiente que D2+6C 2 0 ; una vez impuesta
esta condicién, existirad alguna solucién a (3.3b) sélo si no se verifican si-
multaneamente 6(x1(t0))=0, y eD/B(xl(to)) <0.

Unicidad de las soluciones: las soluciones a la ecuacién (3.3a) no estan
determinadas de modo Unico si existe la posibilidad de que D?+8C (esto es xl’)
se anule, (de hecho, la aplicacién raiz cuadrada no es lipschitziana en 0 con
lo que lo teoremas usuales de unicidad para soluciones de una ecuacién dife-
rencial no pueden usarse; mas geométricamente, cuando xl’ se anula, ¥’ y Koy
son paralelos, de modo que la constancia de g(y’,7’) y g(7’,K) no fija "dos
condiciones independientes" sobre ¥’). Ademds, como se ha anunciado, para una
geodésica el valor de € no tiene por qué mantenerse constante si xl’ se anula.
Por otra parte, supuesto que exista unicidad para X » el valor de Sox1 puede

)

hacerse 0, y, en ese caso, el valor de x2 no queda univocamente determinado

por (3.3b).
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Como se vera, es la anulacién de 8 en algin punto X,y el hecho de que 6’(x1)
sea o no nulo, lo que determina la existencia de geodésicas incompletas, y su
comportamiento cualitativo (comparese con el comportamiento de las métricas h'
al final de §1). Para fijar ideas, en adelante, se considerard la métrica g

dada en (3.2), imponiéndosele las condiciones,

Definicién 8.- Denotaremos por § a la familia formada por las métricas de Lo-

rentz dadas en (3.2) que verifican:
(i) o, B, 8 son periédicas de periodo 1 .

(ii) 8(0) = 0 , y 8 se anula sélo en puntos aislados, po=0, R NP
[0,1[, p = 1 . pk+1 =P, VkeZ (nz1).

(iii) En cada punto P, donde & se anula, existe una derivada de 8 que no es

cero, VieZ.

Si ge¥, denotaremos por g’ a la correspondiente métrica inducida sobre el
toro TZ, obtenido como cociente por la accién propiamente discontinua de Zz
sobre R® dada por las isometrias ((m,n), (x,y)) — (m+x, n+y), V(m,n) € z°

V(ix,y) € RZ, de la métrica de Lorentz g.
Denotaremos por ?1, ?2 y ?3 a las siguientes subfamilias de §,

g1’ definida por: sea ge%, entonces

g€§1 ® 6|10J1 >0,
?2, definida por: sea ge%, entonces
ge§2 ® 6’(p1) # 0, B(pi).B(O) >0 , Vie{0,...,n-1}.
?3, definida por: sea ge%, entonces
ge§3 © 8 (pi) # 0, B(pi).B(phl) <0 , Vie{0,1,...n-1}.
Notemos que, para las métricas en §1, necesariamente &8’ (0) = &’(1) = 0, n=1,

pi=i VieZ. Un ejemplo de tales métricas es g, dada por: 8(x1) = a(x1)= 1 - cos

2nx_ ; B(x,) =1 + cos 2nx. , ¥xe€ R .
1 1 1 1

?

Como ejemplo de métrica en §2 se tiene g, 6(x1) = a(xl) = sen 21tx1

_ 2
B(X1) = cos 21tx1 s Vxle R.

Métrica g, en §3: 6(x1)= a(x1)= sen an1 , B(x1)= cosan1 , ine R.

39



La condicién (i) en la Definicién 8 se impone para que la métrica g sea indu-
cible en un toro, resultando la eleccién del periodo 1 para todas ellas irre-
levante (por supuesto, una funcién periédica de periodo (1/n) neN también se
considera de periodo 1). Los Lemas II.1 y II.2, asi como la técnica de la de-
mostracién del Teorema II.4 permite, en cualquier caso, extender bastantes de
los resultados que obtendremos a métricas no inducibles en el toro. Las condi-
ciones (ii) e (iii) imponen una "regularidad" en el comportamiento de los ce-
ros de 8 que, aunque conveniente para fijar ideas, no es en muchas ocasiones

esencial (asi, p. ej., ver Nota 19).

Observacion 9.- En el préximo subapartado se estudiaran sistematicamente las
geodésicas de las métricas en § a partir de las ecuaciones (3.3). Sefialaremos
a continuacién algunas cuestiones que pueden ayudar a que se comprenda mejor
la técnica de este estudio, y a entender las dificultades que mediante ella se

salvaran.

Por un cdalculo directo se pueden computar los siguientes simbolos de
Christoffel:

F;z(xl,xz) = [ 172 S 6’](x1) F:z(xl,xz) = [ LA B 6’](x1)
ad+B ad+B
en todo R®. Sea 7:1— Rz, y(t) = (x1(t),x2(t))(1 intervalo) una geodésica no

constante de (Rz,g), con g dada por (3.2):

(1) Recordemos, por la Observacién 7, que si xl’ se anula en un punto t1’
entonces el uso de la ecuacidén (3.3a) para determinar X, en un entorno de t1
puede producir ambigiiedad. Esta ambigiiedad se elimina, 'conocido el valor de
x2’(t1), teniendo en cuenta que, por la ecuacién de las geodésicas para xl, se

tiene:

1/2
a6+32

'y b4 ? 2 —
X (tl) + [ ) J(xx(t1)) 3 (x2 (t1)) =0 (3.4a)

de donde se puede fijar el valor de xl”(tl).

z

Notemos que xl”(tl) también se anulard si y sélo si 6(x1(t1)) 6
6’(x1(t1)) se anulan (ya que y se ha supuesto no constante y xl’(t1)=0 implica

xz’(tl)xo). En cualquiera de estos casos:
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2 _ 9
rzz(x1(t1)’X) = _EE(X1(t1)) , VxeR

Por consiguiente, si consideramos una solucién xz(t) a la ecuacién diferencial

3 5 8’ 32 _
X, + EE(X1(t1)) (x2 ) =0 (3.4b)

con condicién inicial xz(t1)=x2’(t1) se tendra entonces que la curva t—
(x1(t1)’§2(t)) es una solucién a la ecuacién de las geodésicas, que debe coin-

cidir (en el intervalo de definicién comin) con la geodésica y de partida.
Resumiendo, podemos concluir para la primera componente de 7:

Si 3tleI: xl’(t1)=0, entonces el valor de xl”(ti) viene dado por (3.4a)
Vs xl”(t1)=0 si y soélo si X, es una constante; ademas si X, es constante,

X =p, necesariamente 8(p)=0 6 &’ (p)=0.

Esta observacién estd en la base del estudio de la primera componente de

7 que se desarrolla en §3(b)I (Construcciones 14 y 16; Proposicién 17).

(2) Para analizar similarmente el comportamiento de la segunda componente
de 7, supongamos ademds que ge€¥ (o, al menos, que los puntos donde se anula &
son aislados). Si 60x1¢0 en un subconjunto denso de I, entonces, por
continuidad, (3.3b) determina univocamente X, Puesto que los ceros de & son
aislados, si los puntos donde se anula 60x1 tuvieran un punto interior,
necesariamente x1 debe ser una constante, luego, en la notacién de 1la
Definicién 8, 3ieZ: X1Ep1' En este caso, el valor de X, queda f1ijado por

(3.4b). Por tanto, podemos concluir:
Si x1 no es constante, el valor de x2 queda determinado por (3.3b). Si x1
es una constante p entonces:

Cuando p no es un cero de 8 (» es un cero de 8’ ), el valor de X, queda

determinado por (3.3b), que coincide con (3.4b).

Cuando p es un cero de 8 el valor de X, queda determinado por (3.4b).

Este resultado serd la idea fundamental para el estudio de la segunda
componente de de ¥ en 3(b)II. Una forma de interpretarlo es la siguiente. Co-

mo se apunté en la Observacién 7, la falta de unicidad a las ecuaciones (3.3)
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cuando x,~ se anula, se debe a que ¥’ y Koy en ese punto son paralelos. Si se
sabe que X, es una constante, X =p, entonces el valor de D (6 C) fijara X, si

y sélo si K(y(p)) no es luminoso.

(3) En resumen, podemos afirmar que cualquier geodésica inextendible
7:1— Rz, (I intervalo) de (Rz,g), ge¥, permite, fijado un punto tieI, esta-
blecer unas ecuaciones (3.3), siendo ¥ una solucién maximal de tales ecuacio-

nes que verifica, ademds (3.4) en los puntos cuya primera componente se anula.

Reciprocamente, como quedard de manifiesto en §3(c), las ecuaciones (3.3)
en Ra, ge§, con las condiciones iniciales y los valores de C, D, € apropiados,
permiten determinar una uUnica solucién maximal que verifique (3.4) en los pun-

tos donde X' se anule, y que sera una geodésica de (Rz,g). Las condiciones
iniciales y los valores de C, D, € apropiados en t0 se pueden tomar como si-

gue:
(a) valores de x1(to) y xz(to) arbitrarios,
(b) valores de C, D € R tales que D2+6(x1(to)CZO,

(c1) si D2+6(X1(t0))C$O y 6(x1(to))¢0 a £ se le puede dar cualquier valor
en {-1,1}, (si D2+6(x1(to))C¢0 y a(xl(to))=0 el valor de ee{-1,1} se fijara
tal que eD/B(xl(to)) = 0),

(c2) si D2+6(x1(t0))C=0 y 6(x1(to))=0, a xz’(to) se le puede dar cualquier
- ” £ _
valor (si D +6(x1(t0))C—0 y 6(x1(t0))¢0, se tomara X, (to)— D/a(xl(to))).

El valor de €, cuando es necesario fijarlo, debe entenderse como una
condicién inicial mas en to de una aplicacién "incégnita" I — {-1,1}. Si
queremos f1ijar de manera unica a €, podemos ampliar su codominio a {-1,0,1}, e
imponer que €(t)=0 siempre que xi’(t)=0. Entonces, la ecuacién (3.4a), que
sirve para fijar los valores de € en cada intervalo donde xl’ no se anula, se
puede interpretar como la "ecuacién que hay que afiadir para determinar 1la

aplicacién incégnita e: I — {-1,0,1}".

Nota 10.- Haciendo actuar propia y discontinuamente grupos de traslaciones so-
bre RZ, no es dificil generar a partir de g métricas que muestran la indepen-
dencia entre orientabilidad y orientabilidad temporal para métricas de Lorentz

(asi, comparar con [SaWul], Example 1.2.3).

42



(b) Estudio de la completitud y del comportamiento cualitativo de las geodési-

cas a partir de sus condiciones iniciales.

Notacién 11.- En todo este subapartado, 7:I — Rz, I=]a_,a+[ intervalo de R,
-0 =< a_é a, = +w, denotara una geodésica inextendible de (Rz,g), ges, y escri-
biremos y(t) = (x (t),x (t)), Vtel, C = g(z’,7"), D = g(y’ ,K) (K=8/0x"). Deno-
taremos por r[x] a la recta vertical de Rz, rix]:={(x,s)/seR}, Vx € R. Segui-

remos llamando pi , i€eZ, a los puntos donde se anula 8.
De la Observacién 9 (1) resulta inmediato,

Proposicién 12.- La primera componente de la geodésica y es constante si y so6-

lo si:

(1) Supuesto C=0 (y es luminosa): D=0; o, equivalentemente, si y sélo si
JieZ tal que y es una reparametrizacion de r[pl] cuya segunda componente veri-

fica (3.4b).

(2) Supuesto C#0 (y no luminosa): 3peR, tal que &8’ (p)=0 y ¥ es una repa-
rametrizacién de rlpl cuya segunda componente verifica (3.4b) (o, equivalente-

mente, (3.3b)); en este caso, 8(p)#0#D .

Esta Proposicién nos permitira determinar las geodésicas cuya primera compo-
nente sea constante de manera evidente. Para el resto de las geodésicas, pri-
mero discutiremos (3.3a) y después usaremos las soluciones a esta ecuacién pa-

ra determinar las soluciones de (3.3b).
I.- Estudio de las soluciones no constantes a la ecuacidén (3.3a).

Notaciéon 13.- Sea y una geodésica inextendible como en Notacién 11, y ademas
con primera componente no constante. Fijemos: toeI tal que xi’(to)to, y
ee{-1,1} tal que s.xl’(t°)>0. Sea x0:=x1(to) y definamos:

Sup{xeR/ x <x , D2+6C|[x >0} € Ru{+w} (3.5a)
O,

b
]

b
I

Inf{xeR/ x<x, , D+5C| >0} € Ru{-w} (3.5b)

[x,x0

Claramente, por la periodicidad de &, x+=+w si y sélo si X == .
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Construccién 14.- Nuestro objetivo a lo largo de este epigrafe 3.(b).I sera
comprobar que, dada la geodésica ¥, las ecuaciones (3.3a) y (3.4a) permiten
dar un procedimiento de construir univocamente una curva diferenciable §1 que

verifica:

(i) Es solucién a (3.3a) con §1(t0) = X, , con valores de C y D dados por
¥, y tal que para el valor de € determinado por ¥ en t0 se verifica e.
- .ot
X, (to) 0

(i) Esta definida en todo R,

(ii) Coincide en I con la primera componente de 7: xl(t) = §1(t), Vtel.

El siguiente resultado, caracteriza a X, en el intervalo en que estid definida

de manera unica.

Lema 15.- Sea J el intervalo abierto maximal que contiene a to y en el cual no
se anula la derivada de la (Gnica) solucién ;1 a (3.3a), con condiciones ini-
ciales X, » € en to’ y compatible con los valores C, D de y. La inversa de §1

estd definida en ]x_,x+[ y viene dada por:

/ 2
t(x) = H)+ € Jx _E%IE__(X) dx (3.6)
X
0

D" +38C

para todo x en ]x_,x+[. Entonces §1 es un difeomorfismo en J, y los extremos
de J son t eRu{-e.w} vy t+€RU(e.w}, siendo t_ (resp. t+) el valor de (3.6)
cuando se toma X=X (resp. x=x+). Ademas t es el extremo inferior de J y t+

el superior si y sélo si e=1.

Por ultimo, t =-g.w (resp. t+=s.m) si y s6lo si ocurre una de las si-
guientes alternativas:

i) x =0, (resp. X =+w)

ii) -o<x_ y & (x)=0 (resp. X <tw, 8’ (x )=0).

Dem.- Todas las afirmaciones resultan inmediatas de (3.3a) excepto la ultima.
Ademas, si X =-o, por la periodicidad de las componentes de g claramente
t_=-e.w . Supongamos pues —o<xX_ .

Para la condicién necesaria, admitamos por el contrarreciproco que &’ (x )
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# 0. Entonces

- 2
t=t +e /—“‘:-1’3— (). (x=x ), —— lax (3.7)
- D“+3C
X
0 -

donde la primera de las raices del integrando (3.7) es continua en [x_,xol, Y,
por tanto acotada. En consecuencia la integral en (3.7) estad acotada, 1luego

t eR, como se queria.

Para la condicién suficiente, supongamos que 6’(x_) = 0. Entonces

= 2
t = t0 + € Jx V/<—ES:E—-(X).(x-x_)2. 1 dx (3.8)

D™ +8C X=X_

X
o]

Cuando x tiende a x_se tiene, aplicando la regla de L’Hopital, que el radi-
cando tiende a un cierto L € R+u{+w}; en consecuencia, por el lema de conser-
vacién del signo 3A>0 tal que el radicando de (3.8) es mayor que A en un in-

tervalo 1x_,x +A’[ (A’>0), por lo que t =-ew, como se queria. =

Construccion 16.- El1 Lema 15 permite construir la solucién ;1 anunciada en la

Construccion 14 del siguiente modo.

(1) si X =+o (6, equivalentemente, x =-») tomaremos como §1 a la unica
solucién a (3.3a) dada por el Lema 15. Claramente, §1 es un difeomorfismo de R

en R.

(2) si X*<+m, (6, equivalentemente, -m<x_) observemos primero:

(A) si 6’(x+)=0 (resp. &’ (x_)=0) entonces t =€.o (resp. t =-¢£.»). El
Lema 15 permite entonces definir de manera uUnica a §1 entre t0 y €.0 (resp. to

y —£.w).

(B1) Si 6’(x+)$0, entonces D°+5C se hace negativo mas alla de x . En
este caso, §1 estd univocamente determinado por el Lema 15 hasta el extremo
del intervalo J, t+eR. Si y estuviera definida en t+, por (3.4a) se tendria

que xl”(t+)=0. En consecuencia X, "llega hasta X _en t+ y vuelve por donde
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vino mas alla de t+" (ver Fig. 3.3). Por tanto, si y estuviera definida en t+
su funcién X, en ]t+,t++h[, para un cierto A>0, es un difeomorfismo cuya
inversa puede determinarse integrando convenientemente en (3.6). de este

punto. Por tanto, definiremos x (t ) = X, , y definiremos x (t) en el

intervalo de extremos t+ y t++ € Jx / a6+B (x) dx , como la inversa de la

D +3C
. : 2 a6+B
aplicacién x— t + ¢ (x) dx , Vxelx_ VX, [. Nétese que sis’ (x )=0
* D%+8C
+

asi se definiria x entre t+ y €.0.

8’ (x )=0 8’ (x )=0
+ +
xl(t) X1(t)
> ]
- Et ) | T e -
x (t] X, X_ x1(to) x+—x1(t+)
X X
1 1
t X t ;
5 €.0 to t* €.0
Caso (2A): Im>_<1 no puede A Caso (2B1): §1 “llega hasta x, en t
contener X, si 6’(x+)=0 y vuelve por donde vino mas alla de

t+“. Su comportamiento cualitativo

en adelante depende de &’ (x ).

Fig. 3.1
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(B2) Si &’ (x_)#0, consideraciones analogas a (Bl1) permiten extender el
- * )/ as+g?
dominio de x  al intervalo de extremos t y t - ¢ ———(x) dx , y si
1 - - 2
N D +s8C

6’(x+)=0 asi se definiria §1 entre t y -€.o.

Como consecuencia de (A) y (B), definiremos §1 del siguiente modo:
Si 6’(x*)=0 y 8’ (x_)=0 entonces §1 se define en todo R usando (A).

Si 6’(x+)¢0 y 8 (x )=0 (resp. si 6'(x+)=0 y 8’ (x_ )#0) entonces §1 se de-
fine en todo R usando (B1) y (A) (resp. (A) y (B2)).

, . >
Si 8" (x)#0 y &’ (x_)#0, llamaremos T:= 2|t+-t_| = 2 Jx / _jﬁﬁfi_(x) dx;
X

D%+aC

entonces se define §1 primero en el intervalo de extremos t-eT72 y t++ €T/2
usando (B1) y (B2), y luego tomando la Unica extensién periédica de esta apli-

cacién (cuyo periodo sera T).

Por construccién, x1 determinado en 1la Construccién 16 satisface las
condiciones impuestas en 1la Construccién 14, permiténdonos por tanto

establecer (notacién dada en Notacién 11 y 13):

Proposicién 17.- Dada la geodésica y con primera componente no constante,
existe una solucidén §1 de (3.3a) que verifica las condiciones (i), (ii) e
(iii) impuestas en la Construccién 14 y que ademds cae en uno de los casos si-

guientes:
(1) Caso X =-w, x+=+w. Entonces §1 es un difeomorfismo de R en R.
(2) Caso -o <x, X <tw, y 6’(x+) =0, &8’ (x) = 0. Entonces §1 es un di-

feomorfismo de R en ]x_,x+[.

(3) Caso -w <X, X <+, y 6’(x+) #0, 8(x) =0 (resp. (3’) Caso -w

X, X <to, y & (x) =0, 8(x) #0). Entonces:

x eImx. , x ¢Imx (resp. x €Imx. , x ¢Imx ) ,
+ 1 - 1 + 1 = 1
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%iQm xi(t) = x_ (resp. %ggm xl(t) = x+).

Todo punto de Im>_<1 tiene dos preimigenes, excepto X, (resp. x_) que tiene
una uUnica preimagen t+ (resp. t_). Ademas §1 es un difeomorfismo local en

R—{t+} (resp. R-{t_}).

(4) Caso -w <x_, X <to, y 6’(x+) # 0, &8 (x) # 0. Entonces §1 es una
aplicacion periddica, Im>_<1 = [x_,x+], y §1 es un difeomorfismo local en todo
R salvo x. '(x ) u x. “(x).

1 - 1 +

En cualquiera de los casos, xl' estd acotada, Imxic[x ,x+].

II.- Estudio de las soluciones a la ecuacién (3.3b).

La Proposicién 17, junto a la Proposicién 12, permiten reducir el problema de
cuadndo es completa una geodésica y a cuando es definible en todo R su segunda
componente. Cuando X, €s una constante p, (3.4b) permite responder
inmediatamente a esta pregunta, pues, en este caso, si 8’ (p)=0 entonces x2 es
lineal y ¥ es completa, mientras que si 8’ (p)#0 entonces 3AeR:

.l

xz’(t) =[ 28

-1
(p).t+h] (3.9)

1

para todo t, luego X,’ no es definible en R y ¥ es incompleta.

Cuando X, mno es constante, el problema es menos trivial. A lo largo de este
epigrafe 3.(b)II, resolveremos este problema; para ello 7:]a_,a+[——9 Rz, sera
una geodésica inextendible de (Rz,g), ge¥, con primera componente no nula, y
se seguira usando la Notacién 13 y 11. Recordemos que & se anula en un conjun-
to discreto de puntos {pi/ ieZ}. En el siguiente resultado, caracterizaremos

la completitud segin los valores de D.

Lema 18.- Para cualquier geodésica y con primera componente no constante se
tiene,

(1) Si 3ieZ tal que pieIm;c1 y sD/B(pl) < 0 entonces
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(i) Imy n r[pl] =g .

(ii) ¥ es incompleta.

(2) Si VieZ se tiene que p, no pertenece a la adherencia de Im§1 6, en

el caso de que pertenezca, eD/B(pl) > 0 entonces y es completa.

(3) D=0 si y sélo si x*eR y 6(x+)=0 (equivalentemente x €R y &(x_)=0). En
este caso:
(i) Imy n r[x+] =Imy nrix] =2 .

(ii) ¥ es completa si y sélo si 8'(x_)=6’(x+)=0.

Dem.- (1)(i) Supongamos que 3JieZ tal que pieIm;(1 , Imy n r[pl] # @ . En este
caso, pieImx1 y sea tieR tal que X1(t1) =p, - Por (3.3b) y (3.3a) se tiene,

0=5(p).x"(t) =8(p).x"(t)-D=gp) =IBl _p
i 2 i i 1 i i B(p )
[B(p )|

luego eD/B(pi) 2 0, como se queria. El punto (ii) es inmediato de que, si ¥

fuera completa, entonces xls X, luego pieImx1 , con lo que (i) no se

verificaria.

(2) Para comprobar que ¥ es completa, basta con demostrar que x2 esta

acotada, pues por la Proposicién 18, §1 (y, por tanto, xl’) esta acotada, y

bastara con aplicar el Lema II.2 1.

Para comprobar que X, estd acotada, notemos que por (3.3b), siempre que

d no se anule,

1Del hecho de que la métrica g es inducible en una métrica g’ en un toro, se
sigue automaticamente que la proyeccién 7. de la geodésica ¥ sobre el toro es
completa usando el Lema II.2, y, por tanto, la geodésica de partida y también
lo es. No obstante, aunque g no fuera inducible en un toro, no es dificil
comprobar que si las componentes en el sistema de coordenadas usual de la
velocidad de una geodésica estan acotadas, entonces la geodésica es completa.
Para ello, téngase en cuenta que si y: [0,b[ — R® , v(t) = (X1(t)’xz(t)) es

una curva, entonces Imy esta contenida en una bola de centro y(0) y radio

b.Sup{ (x’1)2+(x’2)2(t), / te[O,b[} .
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x2_(t) = [B(x1(t)) X, (t) - D]/ 6(x1(t))
para todo t en el dominio de ¥. Sea tieR tal que %g? §1(tl) = P,
i

entonces, para el numerador del segundo miembro de (3.10),

_ _ B(x ) &.|D|
lim (B(xl(t)) X, (t) - D] = lin -D=0
N *1 7Py IB(xl)I

luego aplicando la regla de L’Hopital al segundo miembro de (3.10),

%ygi {[B(;(l(t)) x' () - D]/ 6(>_<1(t))} =

/ 2
o o =, 2 = = D"+8C =
B (xl(t)) (x1 (t))™ + B(xl(t)) X, (t) e — (xi(t))

oad+f

8 (X1(t)) X, (t)
Puesto que %i@ x (t) = P, podemos considerar el limite

1 4

b4

2 2
B (x) ¢ / _9_i§%L (x.) + B(x) €| / 2 *E e 3
ad+B ! . a6+32 .
bin,
11 6’(x1)

(3.10)

Se tiene

(3.11a)

(3.11b)

Si el limite (3.11b) existe entonces el (3.1l1a) existe y ambos coincidiran. Un

cadlculo directo muestra que el limite (3.11b) es

1

— {CBZ-Dza] (p,) € R
2D B(pi)

Observemos que, por la periodicidad de «, B y &, existe un conjunto finito de

valores que pueda tomar el limite (3.11) en los puntos ti para los que se anu-
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Ly

le el denominador de (3.10). En consecuencia, como §1 y B estan acotados, x

estard acotada, como se queria.

(3) La primera afirmacién es obvia. Probemos a continuacién (ii); para
ello supongamos primero que ¥y es completa y veamos que necesariamente 6’(x+)=0
(un razonamiento andlogo implica que 6’(x_)=0). La completitud de ¥ implica
x15§1 , luego si 6’(x+)$0 se tendrd por la Proposicién 17 que x+eImx1 y sea
t+eR tal que xl(t+)=x+. En este caso, teniendo en cuenta (3.10), y que, por
la Proposicién 12 se sabe C#0,

xz’(t*) = 1§T+ {B(xl(t)) xl’(t)/ 6(x1(t))} =

t

- %_1;;3{/ - B—}(xl(t)) = e.signo(B(x))). lim Y2 (x) € {tw}

as+B® 5 =

ya que 6(x+)=0.

Supongamos ahora 6’(x_)=6’(x*)=0 . Por 1la Proposicién 17, §1 es un
difeomorfismo de R en ]x_,x+[ . Sustituyendo §1 en (3.3b), podemos resolver la

correspondiente ecuacién para X, , que sera extendible a todo R (nétese que
x2’ esta acotado en todo intervalo acotado), obteniéndose finalmente que ¥
estd definida en todo R.

La afirmacién (i), ya se anule o no &’ en X, 6 x es inmediata de 1la

discusién anterior. ]

Nota 19.- En el calculo del limite (3.11) es el Unico punto de este Capitulo
donde se usa la condicién (iii) en la definicién de la familia de métricas §
dada en Definicién 8. En consecuencia, esta condicién puede suprimirse para

todos los resultados que no se derivan del Lema 18 (2).

En el Lema 18 se pone de manifiesto la importancia del signo de eD/B(pi) en

los puntos de Imx1 e Imxl. En consecuencia, ello motiva la siguiente,

Notaciéon 20.- Sea ¥ una geodésica inextendible con primera componente no

constante como en Notacién 13 . Si 3JieZ tal que cD/B(pi)SO (6(p1)=0) denota-
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remos,

p,:= Min {pi/ iez X, <P, > CD/B(pi) =0}
p_:= Max {pi/ iez / P, <X, eD/B(pl) =0}

Nétese que, (a) si 6(xo)=0 entonces por el Lema 18 se tiene eD/B(xo)>0, (b)
por la periodicidad de B tanto p, como p_ deben existir con las hipétesis im-

puestas y (c) D=0 & P,=X & p_=X_.

Se ha visto en el Lema 19 que Imy nunca puede cortar a r[p+] 6 rlp ]. Veamos a
continuacién que, si se da la condicién natural P =X (resp. x_sp_) entonces

v tiende asintéticamente a r[p+] (resp. rlp_1).

Lema 21.- Sea 7: ]a_,a+[———9 Rzuna geodésica inextendible con primera
componente no constante y tal que 3ieZ: eD/B(pi) =0 . Si P, (resp. p‘) cae
en la adherencia de Im>—<1 entonces y tiende asintéticamente a r[p+] (resp.

rip 1).

Dem.- Se hard la demostracién para P, siendo para p_ anadloga. De la prueba
del Lema 18 es inmediato que

%igcxl(t) =p, . (3.12)
Ademas, podemos encontrar un c € ]a_,a+[ tal que X, es un difeomorfismo sobre
su imagen cuando se restringe al intervalo de extremos c¢ y a, - En conse-
cuencia, en este intervalo podemos definir, en la notacién usual
Xz(x1)Exz°(x1-1)’ y andlogamente para xl’(xl) y xz’(xl), distinguiéndose
xz(xl) yx, = xz(t) por la notacién del dominio de la variable. Se tendra en-

tonces, por (3.3b),

dx, x,’ (t) B(x) D
(%) = %im = lim - (3.13)
1 %e x " () Pl 8(x) 8(x).x " (x)

lim
x-p dx
+

Como los ceros de 8 son puntos aislados y en ellos B no se anula, no existe

B(x)/IB(x) I
ningin problema en definir v g lim € {-1,1}. Claramente, si
Py ax)/|8(x) |
x<p
i
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D=0 el limite (3.13) es v .o , y si D#0, la condicién eD/B(p+) < 0, implica

D D B(x)
lim —— = %im = - lgm —— . Por tanto, sea o no
TP 8(x).x," (x) %e 8(x (t)).x (t) TP, 8(x)
D nulo se tiene,
dx2
x_y}r)l* = (x) = v, .o (3.14)

En consecuencia, xz(xl) cuando X se aproxima a P, debe ser necesariamente
mondétona. Por otra parte, al ser ¥ inextendible, x2(x1) no puede estar acota-
da, luego
lim x (X) = v .0 . (3.15)
x-’p+ 2 +

De (3.12), (3.14) y (3.15) se sigue que r[p+] es una asintota de ¥%. (]

(c) Conclusién.

Como consecuencia de la Proposicién 12, la expresién (3.9), la Proposicién 17,
el Lema 18 y el Lema 21, podemos dar el siguiente resultado, consistente en
una caracterizacién de la completitud y una descripcién del comportamiento

cualitativo de una geodésica a partir de sus condiciones iniciales:
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Teorema 22.- Sea 7: I— Rz, I=]a_,a+[, —w=a <a S+o una geodésica
inextendible no constante de (Rz,g), ges , y(t) = (xl(t),xz(t)), Vtel, C =
gy y') , D= g(v’,a/axz), 6(p1)=0, VieZ . Entonces:

(1) La primera componente de y es constante si y sélo si se da una de las

siguientes condiciones:

(1A) C=0, D=0; en este caso, 3ieZ tal que ¥y es una reparametrizacion de

r[pi] y:
(a) Si 6’(p1)=0 entonces y es completa.

(b) Si 6’(pi)¢0 entonces ¥y es incompleta. Ademds, dado tleI, sea

ne{-1,1} el signo de [Xz’(t1)‘6’(p1)‘3(p1)]’ entonces =N .

(1B) C#0, D#0, 3peR, tal que &(p)#0, 8’ (p)=0 y ¥ es una reparametriza-

cién lineal de rlpl; por tanto, ¥ es completa en este caso.

(2) Si la primera componente de ¥ no es constante, sea toeI tal que
X (to)xo, x0=x(to), y sea e€e{-1,1} tal que €.%, (to)>0, y sean X_, X_, P, ,

p_ como en Notacién 12 y 20. Entonces y cae en exactamente uno de los

siguientes casos:
(2A) eD/B(pil > 0, VieZ. En este caso, ¥y es completa.

(2B) D=0 . Es equivalente a X =p, ¥ también es equivalente a X=p_ . En

este caso se verifica:

(i) Cuando t » £.o (resp. t » -€.w) entonces y tiende asintéticamen-

te hacia r[p+] (resp. rlp 1)

(ii) y se puede definir hasta -€.w (a_€=-ew) si y sélo si &8’ (x)=0,
y hasta €.o si y sélo si 6’(x+)=0; en consecuencia, y es completa si y sélo

si 6’(x+)= 8’(x_)=0 "

(2C) 3iez: cD/B(pi) < 0 . En este caso, Imy n r[pi] =@ ; y ¥ cae en uno

de los casos:
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(a) Incompleta hacia ambos lados: X <p <x0<p+<x+ .
En este caso, -w<a <a+<+m , Yy cuando t > ae (resp. t » a 8) en-

tonces y tiende asintéticamente hacia r[p+] (resp. rlp_1).

(b) Incompleta hacia p : X_<p_<xX <X <p_ .
En este caso, a_et-em (esto es, y no se puede definir hasta
-€.0) , y cuando t - a__ entonces y tiende asintéticamente hacia rlp_]. Ade-
mas,
Si 6’(x+) = 0 entonces a_=ew , y cuando t » €.0, ¥ tiende asinté-

ticamente hacia r[x+].

Si 6’(x+) # 0 entonces aetew , Yy cuando t > a_, ¥ tiende asinto-

ticamente hacia rlp 1.

(c) Incompleta hacia P,: P_<X_<x <p <x_ .

En este caso, a8¢ ew (esto es, y no se puede definir hasta ew), y

cuando t > a8 entonces y tiende asintoticamente hacia r[p+]. Ademas,

Si 6’(x_) = 0 entonces a_ =€, y cuando t » -gw, ¥ tiende asin-

téticamente hacia rix 1.

Si 6’(x+) # 0 entonces a_sz-em , Y cuando t - a_e, ¥ tiende asin-

té6ticamente hacia r[p+].

(d) Completa: P_<X <X <x <p_ .
En este caso, ]a_,a*[=]—m,+m[ y, ademas,

Si 6’(x+) =0, 8(x) =0, entonces cuando t » €.w (resp. t -

-€.w) y tiende asintéticamente hacia r[x*] (resp. rlx 1).

Si 6’(x+) # 0, 8(x) = 0, entonces cuando t » €. (resp. t -

-€.w) y tiende asintéticamente hacia rlx_] (resp. rlx 1).

Si 6’(x+) =0, &8(x) # 0 ; entonces cuando t » e€.w (resp. t >

-£.w) ¥y tiende asintéticamente hacia r[x+] (resp. r[x*]).

Si 6’(x+) # 0 , 6’(x_) # 0 ; entonces cuando t »> €.0 6 t - -£.w

los valores de Imy oscilan entre r[x+] y rix 1.
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Observacién 23.- Notemos que las geodésicas incompletas surgen en los casos
(1A), (2C) (a),(b),(c) y algunos casos (2B).

En los casos (2C) (a),(b),(c) y (2B) se vio que el valor de v_en la

prueba del Lema 21 determinaba si %;g xz(x) era +o 6 -w. Podemos definir
+
pues, en estos casos,

B(x)/1B(x)]| B(x)/1B(x)|
LA lgm " v = %im
Py | 8x)/)800) | Pol ax)/|8(x) |
x<p+ x>p
Asi, v, » v_ determinan si la geodésica que tiene por asintotas r[p*], 6

rlp 1, respectivamente, tendera hacia esta asintota en la direccién positiva o

negativa del eje X,

En el caso (1A)(b) podemos definir

B(xl)/IB(xl)l

Pis -

8" (x,)/]8" (x )|

cuya interpretacién es la siguiente: cuando t tiende al extremo finito del in-

tervalo de definicién de X, (esto es hacia la parte por donde y es incompleta)
entonces xz(t) tiende hacia v.w .

El Teorema 22 permite, dadas las condiciones iniciales de una geodésica,
determinar cuando esta geodésica es completa simplemente hallando, (como
mucho) los valores de P, . P_, X, ¥ X_y las derivadas de 8 en ellos. El
siguiente resultado nos permitira afirmar que todas las métricas ge¥ tienen
geodésicas incompletas en los tres sentidos causales. Previamente, observemos

que por el caso (2C)(a) del Teorema 22 es inmediato el siguiente

Lema 24.- Cualquier geodésica y en (Rz,g), ge§, tal que C, D, ¢ verifiquen
(3.3) con

(i) D2+3C>0 , (i1) B?g) <0

es incompleta.
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Teorema 25.- (Rz,g) es espacial, luminosa y temporalmente incompleto, VYge§.

Dem.- Para probar incompletitud en los tres sentidos causales, basta con de-
mostrar que, para todo valor de CeR, podemos encontrar unas condiciones ini-
ciales para y que satisfagan (i) e (ii) del Lema 24. Para ello, tomemos xoeR
tal que 6(xo)$0, B(xo).B(0)>O, y observemos que las condiciones iniciales en

ese punto verificaran:

[ B.x VQBz+a6).x;2 - 8C ]

xz’(xo) = s (xo) (8.18)

Por otra parte, notemos respecto a las condiciones (i) e (ii) que equivalen a:

(1)’ D%+aC = (a6+BZ)(x1’)2 >0

B(xo) ea(xo)

(ii)’ —B-(-O—)—le’(xo)l £ W XZ’ (XO)

Y como el segundo miembro en (ii)’ puede escribirse, usando (3.16), como

€

B , 2 ,2
[B(—O) IX1 I nd B(O) /(B +a6).X1 -3C ](XO)

se tiene que (ii)’ equivale a

€

(11)'* 0 < # B(0)

Por tanto, fijado el valor de C, tomemos (xl’)z(xo) lo suficientemente grande
para que, dado el valor de D? por (i)’ en X, se tenga Inf (D?+8C)>0. Basta en-
tonces con escoger para xz’(xo) en (3.16) el signo tal que se verifique (ii)’.

Observacién 26.- En particular, observemos que toda métrica ge?i1 es incomple-
ta, pese a ser inducible en un toro Tz, el cual tiene un campo de Killing no
espacial que es temporal en un conjunto denso de T2 (comparar con la Observa-
cién II.8(1))
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4.- ESTUDIO ESPECIAL DE LAS GEODESICAS LUMINOSAS.

(a) Campos de vectores luminosos independientes.

En cualquier superficie lorentziana orientable y orientable temporalmente,
existen dos campos de vectores luminosos independientes, X1 5 Xz, globalmente
definidos. Cualquier geodésica luminosa y es una reparametrizacién de alguna
de las lineas integrales de estos campos. (Si ¥ es reparametrizacién de las
lineas del campo X1 diremos que y proviene de X1 , i=1,2.). Una posible elec-

cién de tales campos para las métricas en ?1 6 ?2 es:

X, = [6 / [B + / a5 + B2 ] 8/0x + 8/9x, (3.17a)
- _ 2
X, = 8/0x _+ [B n, / a8 + B ]/a 8/0x, (3.17b)

donde noe{-l,l} se escoge tal que no.B(O) > 0; para X2 , Si 8 se anula en un
punto, el coeficiente de a/ax2 en este punto se debe sustituir por su limite
(nétese que en las métricas de §1 6 §2 se tiene que B(pi).B(O) >0, Viez, de
modo que X1 estd bien definido). Para las métricas de la familia §3, asi como
para el resto de las Y-métricas, la eleccién de estos campos es valida en

]p_l,pll Y, por periodicidad, en todos los intervalos ]n+p_1,n+p1[ 2 neZ.2

Lema 27.- Sea g una métrica §, y sea y una geodésica luminosa (inextendible);

si g es una métrica en ?1 6 §2 Yy ¥ proviene de X1 (resp. Xz), entonces

€.D & €.D
B0) = 0 (resp. 5(0)

=0 J

Dem.- Si D=0, la afirmacién resulta inmediata del Teorema 22(1) y la
definicidén de Xz‘ Si ¥ tiene D#0, usando que §1(t) es un difeomorfismo podre-
mos definir Xzbﬂ)EX2°bﬂ-1)' Por (3.10) y (3.3b), se tiene que I debe in-

cluir, al menos, a xl_l(]pi,pi+1[), para algan ie€Z, por lo que, usando (3.3),

o Escogiendo nie{—l,l} tal que ni.B(pi) > 0 podremos extender facilmente los

resultados que obtendremos a cualquier §-métrica.
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xz’(xi) B(X1) D
,lti!)‘p P RS - = ,l(i]-!)lp - =
17 % (xl) 1. i 6(x1) 6(x1).x1 (X1)
B(xl) e.D IB(xl)l
= lim - (3.18)
*1 Py 8(x ) &(x ). DI

Observemos que, como para las métricas en ?1 y ?2 se tiene que B(pi).B(O)

e.D
B(0)

cir el resultado requerido, basta entonces con tener en cuenta que, en los

>0 , el limite (3.18) es un ndmero real si y solo si > 0 . Para dedu-

puntos donde 8 se anula, el campo X1 (resp. X2) tiene nula (resp. no nula) su
componente en a/ax‘, con lo que el limite (3.18) para las geodésicas obtenidas

de X1 (resp. de X2) no puede ser un numero real (resp. es un numero real). =
Las propiedades de las geodésicas luminosas se resumen en la siguiente

Proposicién 28.- (I) Para las métricas ge§ tales que B(O)B(pl)>0, VieZ, (en
particular, las de las familias ?1 y ?2) todas las geodésicas luminosas que

provienen de X2 son completas.

(II) Sea y:1— M una geodésica luminosa inextendible que proviene de X1

para una métrica g en §, D = g(y’,K),

(1) Si D=0 entonces 3i € Z tal que % es una reparametrizacién de r[pi].
Ademas:
(i) Si g pertenece a ?1 entonces y es completa.

(ii) Si g pertenece a §2 entonces y es incompleta e 1 no estd acotado.

(2) Si D#0 entonces y es incompleta e 1 estd acotado. Si ademis ge§1 o

ge?z entonces 3ie€Z tal que y tiene como asintotas a r[pI] y r[pi+1]

(III) Para las métricas de la familia ?3, todas las geodésicas luminosas

son incompletas e 1 estd acotado..

Dem.- (I) Basta con comprobar que, por el Lema anterior, todas las geodésicas
luminosas que provienen de X2 caen en las hipétesis del Teorema 22(2A).
(IT)(1) Es inmediata del Teorema 22(1A); para (II)(2) y (III) basta con

tener en cuenta que X =0, X =-o y considerar el Teorema 22(2C)(a). =
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(b) Geodésicas luminosas cerradas.

Por la Proposicién 28(II), en (Rz,g), ge5, de todas las geodésicas nulas
que provienen del campo X1 , solo aquéllas con D=0 se proyectan en geodésicas
cerradas del toro inducido (Tz,g’). Ello se debe a que si D#0 entonces tienden
asintéticamente a una recta r[pil; de ahi también se obtiene que si ge§3 las
Unicas geodésicas que se proyectan en geodésicas cerradas son aquéllas con
D=0. Sin embargo, para las geodésicas que provienen de X2 cuando ge§1 6 ge?z

se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 29.- Sea ge¥%, con B(O)B(pi)>0, VieZ, y sea g’ la correspondiente

métrica de Lorentaz sobre Tz. Equivalen:

(i) Existe una geodésica luminosa de g’ proyeccién de una que proviene de

X2 y es cerrada.

(ii) Todas las geodésicas luminosas de g’ son proyeccién de las que pro-

vienen de X2 son cerradas.

(iii) El valor de la integral:

! 1 / 2
JT(B‘HO a6+B

(o]

(donde noe(-l,l} verifica B(O).n0 > 0 ) es un nimero racional.

Dem.- Sea 7:R— RZ, 7(t)=(x1(t),x2(t)), VteR, cualquier geodésica lumi-
nosa de g que proviene de X2. Puesto que ¥y tiene D=0, xl(t) es un difeomorfis-
mo de R en R y podremos definir xz(xl)Exzo(x{d). La curva y se proyectari en

una curva cerrada si y sélo si existen m, n € Z tales que xz(x1+m)-x2(x1)=n

VxleR. Pero, usando (3.3) se tiene,

+m

*q 1
xz(x1+m)—x2(x1) = J —%—(B -, / ad + 82 ) =m J -é—(B =, / s + Bz )
0

X
1

de donde se sigue el resultado. =

Observacién 30.- (1) Para cualquier métrica ge¥, podemos encontrar geodésicas
eD > 0

B(0)

(ver la demostracién del Teorema 25); si g satisface la condicién B(O)B(Pi)>0,

espaciales, temporales y luminosas que verifiquen (i) D?+8C>0 s (14)
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VieZ, estas geodésicas son completas (Teorema 22(2A)). Cualquiera de estas

geodésicas serd cerrada si y sélo si

! 1 / 2
J -'g- (B - €D od + B )
2

0 D™ + a&C

es racional. Si para cada valor de D fijo llamamos IC a la anterior integral,
resulta inmediato comprobar que la aplicacién C— Ic es continua y, al no
ser constante, es claro que existiran valores de C positivos y negativos que
hagan racional al valor de Ic' En consecuencia, existirdn geodésicas
espaciales y temporales de (Rz,g) que se proyectaran en geodésicas cerradas

sobre (Tz,g’).

(2) Galloway demostré [Gal que cualquier toro lorentziano debe contener
(a) una geodésica luminosa cerrada 6 (b) wuna geodésica espacial vy
una temporal cerrada. Aun mds, dio un ejemplo ([Ga], pag. 120) de un toro
sin geodésicas espaciales cerradas. Este ejemplo puede generalizarse como

sigue: sea ge% una métrica tal que:
(i) 8=0, (ii) Si, en peR, &8’ (p)=0 entonces 8(p)>0, (iii) JiezZ: B(pi).8(0)<0

Nétese que, por la condicién (ii) no existen geodésicas espaciales con primera
componente constante, y por tanto, la condicién (i) implica que cualquier geo-
désica espacial estd en las hipétesis del Teorema 22 (2B) 6 (2C)(a); en cual-
quiera de los casos, tiende asintéticamente a una recta vertical y, por tanto,
no puede inducirse en un compacto. En el ejemplo de Galloway, se escogen a(x)

= 8(x) =coszx, B(x) = senx, VxeR.

(c) Cambios conformes.

A continuacién, veremos que todas las propiedades cualitativas vistas en las
geodésicas luminosas se conservan tras cambios conformes de métrica.

Previamente, veamos los siguientes resultados generales.

Sean en adelante (M,g) una variedad semi-riemanniana, v su operador gra-
diente, w: M——> R una funcién (diferenciable) sobre M, Q=e2w, g* la métrica
conforme g. =Q.g , D'/dt su derivada covariante asociada, e I, J dos inter-

valos de R no vacios.
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Lema 31.- Sea y: I1—> M una geodésica para la métrica g, y sea t: J— 1
una reparametrizacion de Yy,
(a) Llamando C = g(y’,¥’ ) se verifica:
- o
t”

gg;(qoi)' - [ LS 2.dw(70€)’].(70€)’- C. (t* )2, (Vo) o (yot) (3.19)
t

44 *
(b) Si ¥ es ademds luminosa, entonces yot es una geodésica para g si y

sé6lo si 3A € R-{0} :

2w (Y (t(s)))

£ (s) = A.e (3.20)

*
para todo s en J. En consecuencia, y es una pregeodésica para g .

*
Dem.- (a) Denotando por V y V a las conexiones de Levi-Civita para g y g*,

respectivamente, es bien conocido que

*

V,Y=0Y+do(X) Y+ do(Y) X - g(X,Y) v

VX,Yex(M). En consecuencia,

*

2 (got)’= 2 (zot)’+ 2dulyet)’ . (yet)’ ~g((yot)’, (yot)’). (V)o(yet)  (3.21)
Teniendo en cuenta que, al ser y una geodésica para g, ag-(yot)’ =t (9’ ot),

el resultado es inmediato de (3.21).

(b) La condicién necesaria y suficiente se deriva de que el término entre
corchetes en (3.19) se anula si y sélo si E verifica (3.20). El1 que, como una
consequencia, se obtenga que ¥y es una pregeodésica para g‘, se debe a que una
aplicacién E que verifique (3.20) se puede obtener, fijados tOeI y

b e
5 '

AeR-{0}, como inversa de la aplicacién, t —> A-I.J dt , Vtel. =

t
(o]

Si ¥ es luminosa, t verifica (3.20) y los intervalos I, J se toman maximales,

es claro que:

(i) Si w esta acotada superiormente entonces Inflt’|>0 . Por tanto, si

ademas I#R entonces J#R , esto es, ¥ incompleta = yot incompleta.

(ii) Si w estad acotada inferiormente entonces Sup|t’|<w .Por tanto, si
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I=R entonces J=R pues, en caso contrario, existiria el limite de ot cuando
se tiende a algin extremo finito del intervalo J; esto es, ¥y completa = 7ot

completa.

En consecuencia, podemos afirmar,

Teorema 32.- Sea (M,g) una variedad semi-riemanniana y sea Q>0 una funcidn

diferenciable sobre M.

(1) Para cada geodésica luminosa y: J— M , J intervalo de R, de (M,g)
existe una reparametrizacién t: I— J tal que Yot es una geodésica de

(M,Qg).

(2a) Supongamos en (1) que Inf(Q)>0 . Si la geodésica luminosa y de g es
completa entonces yot es completa. En consecuencia, si (M,g) es luminosamente

completa e Inf(Q)>0 entonces (M,Qg) es luminosamente completa.

(2b) Supongamos en (1) que Sup(Q)<w . Si la geodésica luminosa yot de Qg
es completa entonces y es completa. En consecuencia, si (M,Qg) es

luminosamente completa y Sup(Q)<w entonces (M,g) es luminosamente completa.

(3) Supongamos ademds que M es una variedad compacta. La geodésica lumi-
nosa y de g es completa si y sélo si la geodésica luminosa yot de Q.g es com-

pleta. Por tanto:

(M,g) es luminosamente completa si y sélo si (M,Q.g) lo es.

Observacién 33.- (1) Para cualquier métrica semi-riemanniana, resulta inme-
diato comprobar que los conos de luz son un invariante conforme. El1 Teorema
32 (1) anterior permite afirmar, ademds, que las pregeodésicas luminosas son
invariantes conformes; podemos, por tanto, hablar de pregeodésicas luminosas

para una clase de métricas semi-riemannianas conformes €.

Como una consecuencia, los campos de vectores luminosos X1 y X2 que se

escogieron el toro para una métrica ge§¥ son también validos para cualquier mé-
*

trica conforme g =Qg, resultando el comportamiento asintético de las geodési-

cas luminosas de g* igual al de las correspondientes geodésicas de g.

(2) Si consideramos pregeodésicas luminosas para una clase de métricas
semi-riemannianas conformes € sobre una variedad compacta, por la Proposicién

32(3) podemos afirmar que, cuando reparametrizemos esta pregeodésica como una
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geodésica y para un representante ge®, la completitud de y sera independiente
del representante g escogido en ©. Por tanto, para cada clase de métricas con-
formes sobre una variedad compacta, podremos definir, de modo natural, cuando

una pregeodésica luminosa es completa.

En consecuencia, las propiedades sobre completitud vistas para las geodé-
sicas luminosas de una métrica ge¥ se extienden a las correspondientes geodé-

sicas luminosas sobre cualquier métrica conforme.

S.- REOBTENCION DE LOS EJEMPLOS CONOCIDOS DE VARIEDADES COMPACTAS INCOMPLETAS.

Los ejemplos de variedades compactas incompletas que aparecen en la litera-
tura, hasta donde el autor conoce, son el toro de Clifton-Pohl, y las delas
referencias [RoSall, [Gal, [Be2] y referencias ahi. Todas ellas son toros lo-
rentzianos, y de todas ellas las unicas para las que no es evidente que pueden
obtenerse como cociente a partir de una métrica ge§ son las de [RoSail y el
toro de Clifton-Pohl. Sin embargo, veremos a continuacién que estos ejemplos

son también casos particulares de los toros incompletos definidos en §3.

Reobtencion de las métricas en [RoSal]. Consideremos para cada funcién dife-

renciable u: R— R la métrica gu sobre R® en coordenadas (x,y) usuales,

g":= dx2 = exp[Zu( x;y ]] dy2

. X= X+ 3
Si tomamos como nuevas coordenadas x1= 2y 5 X2='_§X' se tendra

u

g = [1—exp(2u(x1))](dxf+dx:) + [1+exp(2u(x1))](dx1®dx2+dx2®dx1)

con lo que claramente g'e§. En el Counterexample 2.2 de [RoSal] aparece una
métrica g" con u(z)= 1-cos(2z), VzeR, de modo que, en este caso, g“e§1 , mien-
tras en el Counterexample 2.3 aparece una métrica g"e?z con u(z)=sen(2z),
VzeR.

64



Reobtencién del toro de Clifton-Pohl. Recordemos que el Toro de Clifton-Pohl
se define como sigue:
Tomemos en Rz—{(0,0)} en coordenadas usuales (u,v) la métrica,

g= -—31—5— [du@dv+dv®du]
u +v
para cada numero real A>0 la isometria WA,
W (0, v))=(w,Av), V(u,v)eR?-{(0,0)}

genera un grupo de isometrias que actia de modo propiamente discontinuo sobre
Rz-((0,0)). Tomando A#1, el cociente por esta accién es un toro sz , al que

para A=2 se le llama de Clifton-Pohl.

Reobtengamos a continuacién sz a partir de una métrica ge§. Consideremos el
recubridor diferenciable de Rz—((0,0)},
2 2
¢: R®"— R°-{(0,0)}
(xl,xz)-——+ (u(xl,xz),v(xl,xz))
con u(xl,x2)= (1/m) exp(nxz) senmx v(xl,xz) = (1/m) exp(nxz) cosmx

V(xl,xz)eRz. Se tiene entonces, para la métrica inducida,

*
dg = -n° sen2mx_ (dx_2-dx_2) + m° cos2mx. (dx edx_ + dx_edx.)
1 1 2 1 1 2 2 1

Es de notar que la traslacién To’ To((xl,xz))=(x1+2,x2), V(xl,xz)ElR2 genera un
grupo de isometrias que actia de modo propiamente discontinuo sobre (Rz,Q*g),

produciendo como cociente un cilindro C que es isométrico a (Rz—((0,0)),g).

La isometria WA de (Rz-((0,0)},g) se induce en una isometria del cilin-
dro, que se puede levantar a una isometria TA de (Rz,Q*g). Para hallar expli-

citamente TA, notemos que, localmente, la inversa de & se obtiene de

tag(nxl) = wv , si v#0; cotag(nxi) = v/u , si u=0

X, = (2m)”? ln[nz(u2+v2)]

*
de modo que, facilmente, la isometria de (RZ,Q g) requerida es,

A _ -1
T ((X1’X2)) = (x1 » Xt T In(A))

y podemos concluir,
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Proposicién 34.- El recubridor universal lorentziano del toro de Clifton-Pohl
TCP es RZ con una métrica ée?s, y el grupo de automorfismos de recubridor de é
es el generado por las traslaciones segin los ejes coordenados,

1 2
(xl,xz))-—a (x1+2.x2), y (xl,xz)——e (x1 y X ¥ W 1n2) , V(xl,xa)eR :

6.- OTRAS PROPIEDADES RELEVANTES.

(a) Conexién geodésica.

Sea 7: I — Rz . toeI, una geodésica inextendible con primera componente x1
no constante y tal que 3JieZ: eD/B(pi) = 0 . Recordemos (ver Lema 18) que su

imagen no corta a r[pi]. Como para las métricas de §3 se tenia que
B(pl).B(pi+1)<0, necesariamente cualquier geodésica y de (Rz,g), ge§3, con

< ifi 4 < 5 <
Pl x1(to)<p1+1 verificara P, xl(t) <P, ¢ P, < xl(t) p,,, para todo

2 2 : w7 :
t. En consecuencia, (R”,g) no es geodésicamente conexo. La situacién es dife-
rente para las métricas de ?1 6 §2, pues en este caso existen geodésicas con

eD/B(pi) > 0 , VieZ. Para las métricas inducidas sobre los toros en el sentido

de la Definicién 8 se tiene,

—— P ; ; 2 e
Proposicién 35.- Sea g’ una métrica inducida sobre el toro T° por una métrica

ge§ sobre R
(i) si ge§3 entonces (Tz,g’) es geodésicamente disconexo.

(ii) si ge§1 é ge?z entonces (Tz,g’) es geodésicamente conexo.

Dem.- (i) Puesto que se ha visto que si ge§3 entonces (Rz,g) es geodésicamente
disconexo, basta con mostrar que existen dos puntos 9,9, € R® que no se pueden
unir por una geodésica y que no se proyectan sobre el mismo punto del toro.
Para ello, tomemos qoer[pol, qler[pll; recordemos que para las métricas de ?3
se tenia p0=0<p1<1, con lo que q, ¥ 4, no se proyectan en el mismo punto del
toro. Por otra parte, toda geodésica y con primera componente no constante que

pase por q verificara eD/B(po)>0 ; en consecuencia, eD/B(p1)<O , luego Imy n
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r[p1]=z , Y ¥ no pasara por q

(ii) Llamemos m: IRZ——> T a la proyeccién sobre el cociente, y probemos
el siguiente resultado mas fuerte:

Dados C_,C+elR . C_<C+ dDeR tal que ‘v’ql’,qz’eT2 existe una geodésica y de
(IRz,g) que verifica:

bl

(a) g(y’,K)=D, (b) C:=g(7’,7')e[C_.C+l s (e) q

0 qz’eIm(no'ar).

Para ello, fijados C vy C‘ tomemos cualquier valor de D tal que D2>—6C,
VCe[C_,C+], y eD/B(po) > 0 para algin ge{-1,1}. Sean (ai,bi)en_l(ql’), ie{1,2}
tales que a =a . Consideremos en adelante geodésicas inextendibles
[C](t) (x[C](t) X C](t)) VteR, con estos valores fijos de D y €, que pasen
por (a1’b1) y con C=g(7y’,7’) que verifique (b). Por la Proposicién 17(1) y el

Lema 18(2) podemos definir [C](x )=x ce(x:cl)—1 en todo R . Dados C,

C’e]C_,C+[ se tendra entonces:

1
[c’] [c1 d [c’] [cl _
X, (xl) (x ) —r —dxl(x2 )(x) dx =
a

11 (]

Vo2sc  /pPesce

1 ’
= ¢D J) V as+g c-c (3.22)
5 Y p2+sc v D2+ {\/ D3+5C +/ D2+6C’}

Notemos, por tanto, que para C y C fijos, 1la diferencia lxéc’](x)

[C]

2 (x )| crece conforme nos alejamos de a, y por la periodicidad del inte-

[c

grando en (3.22) se verificara |x2 [C]

(a1+n) - (a +n)| = n | s

(a +1) -

[cl

X, (a1+1)|. Fijemos ahora COE[C_,C+] y sean

T := Méx{x[m(alﬂ) - xlco](a *+1) / CelC_,C ] }
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o ‘2 <D {t =)
= Max vV ad+B 7 Ce[C_,C+]
0 v 1)2+<sco v D2+sC {/ D2+6Co+\/ D+3C }

T := Min{x[”(a +1) - x'%'(a_+1) / celc ,c ] } =
2 1 2 1 - +

1

eD (C - C)
= Min JV a5+8° ° / celc_,C,]
0 f D2+6C0 v D2+scC {/ D2+.sco+/ D2+5C }

Claramente T'<T" , y, VTe[T ,T'] 3CelC_,C ] tal que

(ci (c_1 3
X, (a1+1) X, 0 (a1+1) =T

Si tomamos ahora neN tal que n(T*—T_)Zl, y consideramos la aplicacién continua
@ [C,C1—R, @) =x"(asm), vcelC,C],

entonces, usando

(a1+1)—x[co](a1+1)|

c
|x[C](a +n)-x[co](a +n)| =z n |x[]
2 2 2 2 2 2

claramente, el intervalo de longitud mayor o igual que 1,

[

| € o | C._J - ic ] # _[c ]
[x2 o (a2+n) n[x2 (V) (a2+1) T ], X, 0 (a2+n)+n[T X, 0 (az+1)]]

esta incluido en Im®, con lo que existirda un meZ tal que b2+m € Imd. La

geodésica deseada sera aquélla con C=Q'1(b2+m). [ ]

(b) Geodésicas completas en el toro cuya velocidad se sale de cualquier com-

pacto.

En una variedad de Riemann compacta, la velocidad de cualquier geodésica, por
tener médulo constante, debe estar contenida en un compacto del fibrado tan-
gente. Por otra parte, por el Lema 2 sabemos que si una geodésica (inextendi-
ble) de una variedad semi-riemanniana es incompleta, entonces su velocidad de-
be salirse de cualquier compacto del fibrado tangente. Resulta natural pregun-

tarse entonces si el reciproco para variedades semi-riemannianas es cierto,

esto es,
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Cuestion 36.- Una geodésica completa de una variedad semi-riemanniana
compacta, ;debe tener su velocidad incluida en un compacto del fibrado

tangente a la variedad?

Si analizamos lo que sucede para las métricas de Lorentz sobre un toro
(Tz,g’), donde g’ es la métrica inducida sobre T? por una métrica ge¥%, el Teo-
rema 22 permite afirmar que si cae en un compacto la velocidad de cada geodé-
sica completa sobre el toro inducida por una geodésica en (Rz,g) que esté en
alguno de los casos (1A)(a), (1B), (2A) y (2C)(d). Las restantes geodésicas de
(Rz,g) son incompletas excepto las del caso (2B) cuando 6’(x+)=6’(x_)=0. Re-

cordemos, por otro lado, que para cualquier geodésica ¥ en el caso (2B) se te-

» 1

nia D=0 y, debido a que (Soxl).x2 = (Boxl).xl’ , la componente X' no estaba
acotada (ver (3.11b)). En consecuencia, y induce siempre, sea o no completa,
una geodésica sobre el toro cuya velocidad no estd contenida en ningin compac-
to del fibrado tangente. La respuesta a la Cuestién 36 de arriba es, por tanto

no, como se resume en la siguiente

Proposicién 37.- Sea 7:1 — R®, (0el) r(t) = (xl(t),xz(t)) una geodésica inex-

»

tendible no luminosa en (Rz,g) ge§ tal que D=0. Entonces x,” no esta acotado
en 1. En consecuencia, si y es la geodésica que induce ¥y sobre (Tz,g’), su ve-
locidad ¥’ no cae en ningin compacto del fibrado tangente T(Tz).

Si ademas ge§1 entonces ¥, y por tanto y’, es completa.

Observacion 38.- Esta Proposicién permite obtener ejemplos concretos de varie-
dades compactas con geodésicas completas cuya velocidad no cae en un compacto.
No obstante, como sabemos por el Teorema 25, (Tz,g’) es incompleto. Podriamos

preguntarnos entonces el caso mas restrictivo de la Cuestién 36:

Una geodésica de una variedad semi-riemanniana compacta y completa , ;de-
be tener su velocidad incluida en un compacto del fibrado tangente a la varie-
dad?

Como veremos en el préximo Capitulo, la respuesta a esta pregunta también

es negativa; el contraejemplo se construird en la Observacién IV.25.
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Capitulo 1IV.

COMPLETITUD DE ProDUCTOS LOCALMENTE WARPED.

Es facil comprobar que el producto de dos variedades semi-riemannianas es com-
pleto si y sélo si cada una de las dos variedades lo es. Una generalizacién
natural de esta cuestién es preguntarse qué sucede cuando se considera un pro-

ducto warped de dos variedades semi-riemannianas.

En el caso riemanniano, cualquier producto warped de dos variedades completas
es completo ([On], Lemma 7.40). Sin embargo, Beem y Busemann dieron el si-
guiente contraejemplo para el caso lorentziano: base (R,dtz), fibra (R,—dtz),
funcién warping f(x) = e*, VxeR. En este producto warped, cualquier geodésica
cuya proyeccién sobre la fibra no sea constante es incompleta (es inmediato de
la ecuacién de las geodésicas (4.1) abajo; consultar también [On], Example
4.21).

Pese a la sencillez de este contraejemplo, podemos preguntarnos si existira
alguna condicién sobre la base, la fibra o la funcién warping que permita
asegurar la completitud (espacial, temporal o luminosa) de un producto warped.
En este Capitulo daremos respuestas a esta pregunta, que pueden resumirse como

sigue:

(1) Influencia de la fibra (supuesta no trivial, esto es, con dimensién > 0).

(A) Si la fibra es incompleta entonces el producto warped es incompleto.
Si ademds la métrica warped es indefinida entonces su incompletitud es

espacial, luminosa y temporal (Teorema 3).

(B) Si la fibra (F,gF) es completa entonces su influencia en la completi-
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tud del producto warped es nula en el siguiente sentido: dada una variedad
semi-riemanniana (B,gB) y una funcién f:B—> R', un producto warped con base
(B,gB), funcién warping f y fibra (F,gF) es completo si y solo si para cual-
quier variedad semi-riemanniana completa (F’,gF,) el producto warped con base
(B,gB), funcién warping f y fibra (F’,gr,) es completo (Teorema 5). Este re-
sultado se mantiene para cada uno de los tres tipos de completitud causal. De
ahi que pueda definirse la completitud warped (espacial, temporal o lvming) de

la terna (B,gB,f) (Definicién 6).

(C) Los resultados anteriores se formulan directamente generalizados para
productos localmente warped, esto es, fibrados diferenciables con métricas que

generalizan las de los productos warped (Definicién 1, Ejemplo 17).

(2) Influencia de la base (en adelante, supuesta la fibra completa).

(A) En cada carta fibrada asociada a un producto localmente warped
(Definicién 1), las secciones constantes son totalmente geodésicas; por tanto,
si (B,gB) es incompleta, entonces la terna (B,gB,f) es warped incompleta, §3.
No obstante, si la base es definida puede que el producto warped no sea incom-

pleto en los tres tipos causales (ver, el punto (4), mas abajo).

(B) Si (B,gB) es completa entonces (B,gB,f) puede o no ser completa, de-
pendiendo de la funcién warping. No obstante, segin se ve en (3), (4) y (5) a

continuacién, el comportamiento es muy distinto segin sea definida o no gy

(3) Influencia de la funcién warping para bases (conexas) definidas vy

completas.

(A) Si B es compacta entonces la terna (B,gB,f) (gB métrica definida) es

completa warped, independientemente de la funcién warping (Teorema 13).

(B) Supongamos que (B,gB) es completa, definida y no compacta, y que el
valor de la funcién warping depende radialmente de la distancia a un punto X
Entonces 1la completitud warped espacial, luminosa o temporal depende
exclusivamente del comportamiento de f en infinito, y es independiente de 1la
base (completa, definida y no compacta) que se escoja. Ello permite definir
los conceptos de III, II 6 I completitud para funciones de R" en R+, y
caracterizarlos segin se dé lugar a ternas (B,gB,f), con f radial, completas
warped en 3, 2 6 1 sentidos causales. Para uso posterior, los conceptos de

III, II y I-completitud se introducen para funciones [a,b[ — R+, y sus depen-
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dencias légicas se estudian exhaustivamente (ver Definicién 10, Observacién
11)

(C) Si f no depende radialmente de la distancia a un punto, entonces el
apartado anterior permite dar cotas para f que aseguren la completitud. Mas
precisamente, escogido xoeB podemos definir la funcién fhﬁ(r)=Min(f(x)/ xeB,
distancia(x,x0)=r), vreR'u{0}, que si es una funcién radial. Entonces, la III,
IT 6 I completitud de fmf implica la completitud warped en al menos 3, 2 6 1
de los sentidos causales. En particular, si fhw=e>0 entonces (B,gB,f) es war-

ped completa, redemostrandose (A).

(4) Base de dimensién 1 (completa o no).

El caso de que la base tenga dimensién 1 es particularmente interesante;
asi, p. ej., incluye los espacio-tiempos relativistas de Robertson-Walker con
fibra no necesariamente tridimensional ni de curvatura seccional constante,
tal y como se consideran en [ARS]; con modificaciones obvias, incluyen las mé-
tricas de Reissner-Nérdstrom cuya conexién geodésica se estudia en [Gi] usando
una técnica muy diferente. Aunque la funcién warping no tiene por qué ser ra-
dial, como aplicacién de la potencia de las herramientas introducidas en (2),

(3A) y (3B) se dan procedimientos sistematicos para determinar:

(A) Cuando una terna (B,gB,f), dimB=1, es completa warped en cada sentido

causal (Corolario 16).

(B) Cuando, dadas sus condiciones iniciales en un punto, una geodésica es
incompleta, (en el caso de que la terna (B,gB,f) sea incompleta warped en

algan sentido causal, Teorema 15).

La preocupacién de dar las hipétesis menos restrictivas posibles se ilus-
tra con contraejemplos que muestran su no posible relajacién. En §3.d se com-
prueba que una construccién similar a la de los productos (localmente) warped
no es realizable para los productos twisted, dandose un producto twisted in-

completo que tiene como base y fibra a g! (Contrae jemplo 23).

(5) Influencia de la funcién warping para bases indefinidas y completas.

(A) El1 Teorema 24 permite asegurar completitud warped bajo condiciones

que extienden a las del Teorema 4 del Cap. II.

(B) Ni siquiera en el caso de que (B,gB) sea completa e Inf(f)2e>0 puede
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asegurarse la completitud warped de una terna (B,gB,f) (Contrae jemplo 25; com-

parar con (3C) arriba).

(C) La cuestidén de si existe una variedad semi-riemanniana (B,gB) que sea
compacta y completa, y una funcién warping f tal que (B,gB,f) no sea completa
warped, queda abierta. Se muestra que este problema esta directamente relacio-
nado con los problemas abiertos CC y CDC ern_unciados al final del Cap. I.

En la tabla de la pagina siguiente se resumen los resultados obtenidos.
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Métri-

ca g,

(E(B,F),f) fibrado diferenciable con métrica localmente warped;

(B,gB) base, (F,gF) fibra, f funcién warping.

finf(r)=Min{f(x)/ xeB, dist(x,xo)=r}, vreR'u{0}

f radial:= f(x) = f (dist(x,x )) , VxeB
inf ()

g, completa-

&g
Eg
definida
g, |
completa
Eg
indefinida

(;; incompletas (E(B,F),f) inc. en todos los sentidos causales posibles.

inc. =» (B,gB,f) inc. al menos causalmente igual que g,

finf III,II,I completa = (B,gB,f) com-

pleta w. en al menos 3,2,1 sentidos

|£ rad, ; finf ITI,II,I comp. & (B,gB,f)

completa w. en 3,2,1 sentidos

Caso particular (f radial o no):

Inf (f)ze>0 = (B,gB,f) completa w.

~ (B compacta = (B,gB,f) completa w.)

Criterio de completitud en Teor. 23

|Existen contraejemplos a

Inf (f)ze>0 a(B,gB,f) completa w.

(B compacta = (B,gB,f) completa w.?

— Introduccién PW, rel. con PC, CDC.

[Para los reciprocos de cada implicacién = de 1la que no se ha escrito

la equivalencia &, se tienen contraejemplos].

74



1.- CONCEPTO Y PRIMERAS PROPIEDADES.

Sea E(B,F) un fibrado diferenciable con base B y fibra F. Denotemos por L
E—— B a su proyeccién canénica y, para cada carta fibrada, (n;I(U),Q),
o: n;iﬂj)——a UxF, denotemos por LA la composicién de la proyeccién de UxF
sobre F con & (U es el abierto de B correspondiente a la carta fibrada; a cada
uno de estos abiertos de B asociados a una carta fibrada lo llamaremos trivia-
lizante). Sean 8> gF métricas semi-riemannianas sobre B y F, respectivamen-

te, y sea f>0 una funcién diferenciable sobre B.

Definicién 1.- Una métrica gf sobre E es un producto warped local de g ¥ g,
con funcién warping f si existe un recubrimiento de B {Ul/Uch, Viel} formado
por abiertos trivializantes tales que, para cada una de las correspondientes

cartas fibradas, (n_l(Ui),Qi) la métrica gf se escribe

£ * 2
g=m, g * (f°"3) T &

Por supuesto, esta familia de variedades semi-riemannianas generaliza estric-
tamente a la de los productos warped (ver Ejemplo 17). A un producto warped

con base B, fibra F y funcién warping f lo denotaremos por Bfo.

Sea ¥ una curva diferenciable en E. Razonando como con los productos warped
usuales (ver [On], Proposition 7.38), es facil comprobar que y es una geodési-

ca con respecto a gf si y sélo si satisface:
(D/dt)y’, = (C/(for)®) V°f en B (4.1a)
(D/dt)w} = ~(2/(f°78))(d/dt)(foyB)W; en F (4.1b)

(la Gltima en cada carta fibrada), donde WB:= nBoy A LALY D/dt denota

B
en cada caso la derivada covariante correspondiente, V

f es el gradiente de f
en (B,gB) y la constante C es igual a (f°73)4gF(7;,7;), independientemente de
la carta fibrada escogida. Denotaremos por D a la constante gf(y’,y’). Es de
notar que que 7; es, (en cada carta fibrada), una pregeodésica de (F,gF) (tén-
gase en cuenta que (D/dt)w; puede escribirse como combinacién lineal de 7; en

cada punto, y ver [On] Exercise 3.19).
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Convenio 2.- En adelante, la variedad base B de cualquier producto localmente
warped se considerara conexa. Si gB es definida, se tomard me{-1,1} de tal mo-

do que ng, sea siempre riemanniana, y Il | denotard a la norma de ngg-

2.- INFLUENCIA DE LA FIBRA Y COMPLETITUD WARPED.

En este apartado, (B,gB) y (F,gp) denotardn dos variedades semi-
riemannianas, f>0 una funcién diferenciable sobre B, E(B,F) un fibrado dife-

renciable con base B y fibra F, y gf un producto warped local de 8 Y &

Teorema 3.- Supongamos que la fibra (F,gF) del producto warped local

(E(B,F),gf) es incompleta.
(1) (E(B,F),gf) es incompleto.

(2) Si, ademas, gf es indefinida entonces (E(B,F),gf) es incompleto espa-

cial, luminosa y temporalmente.

Dem. - Supondremos a lo largo de toda la demostracién, sin pérdida de generali-
dad, que g, no es definida negativa (caso de que lo fuera, bastaria aplicar el

. £
razonamiento a -g ).

(1) Sea p:[0,e[ — F , 0<e<w, una geodésica de (F,gF) inextendible a B,
sea X€B, y consideremos un abierto trivializante Usx. Sea 8 la proyeccién so-

bre B de cualquier geodésica con C=f(x)2, y tomemos 8>0 para que WB([O,S[)CU y

c‘i.Ja(foyB)'z(t) dt = g .
0

Cambiando, si es preciso, el origen de p, podemos considerar una geodési-

ca para (F,gF), p:[0,e[— F con ¢ = C-l.Ja(foyB)-z(t) dt , y que sea inexten-
0

t
dible a 8. Definamos la funcién s:[0,8[ — [0,e[, por s(t)=C—1:[(f°78fe(t)
0

dt , vtel0,s8[, y sea yF:[O,S[——e F, VF(t)=p(s(t)), vVtel0,8[, que es inextendi-
ble a &.

Es inmediato comprobar que, en la carta fibrada correspondiente a U, la

curva y:[0,8[ — UxF, 7:(78,7F) es una geodésica para la métrica inducida por
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gf, y, por ser inextendible a &, gf es incompleta.

(2) Notemos que la geodésica y construida en (1) verifica g(y’,y’) =
gB(rB’,vB’)(O) + 1. Si g, no es definida positiva, podemos escoger condiciones
iniciales 78’(0) convenientes para consequir que y resulte espacial, luminosa
o temporal. Si g, es definida positiva entonces g es indefinida, por lo que

f £ :
podemos razonar como antes que -g (y, por tanto, g ) es incompleta en los

tres sentidos causales. =

Lema 4.- Supongamos que la fibra (F,gF) del producto warped local (E(B,F), gf)
es completa, y sea y:[0,b[— E , 0<b<w, una geodésica de gr. Entonces las

siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) ¥ es extendible como geodésica mas alli de b.
(2) 78 es extendible de modo continuo a b.
(3) 7;([0,b[) cae en un compacto del fibrado tangente TB.

Ademas, si g, fuera definida, las afirmaciones previas seridn también equiva-

lentes a:

(4) 78([0,b[) cae en un compacto de B.

Dem.- Las implicaciones (1)3(2), (1)=(3) son obvias.

(2)5(1) Tomemos un abierto trivializante de B que contiene %%@ wa(t). Co-
mo 7y €s una pregeodésica of gp» podemos considerar la reparametrizacién h tal
que ;F:=7Foh es una geodésica. Llamando u= —(2/(f078)).(foyB)’=(1n(fowaYe)’,

la expresién (4.1b) se puede reescribir (D/dt)yé = u.w; , de donde
9y » 2
h’’+ (peh) (h*)° =0 .

Por tanto, existe A € R-{0} tal que h’= A (fo',)'Boh)2 , ¥y (1/h’) estara acotado
en [0,b[. Por ser h™' una aplicacién monétona con derivada acotada, %3@ h-l(t)
=zelR, vy %5@ 7F(t) = %gg WF(S) . Como (F,gF) es completa, este ultimo limi-
te existe, por lo que ¥, Y ¥ son extendibles mas allad de b. El resultado se

sigue pues, de que una geodésica es extendible continuamente si y solo si es

77



extendible como geodésica ([On] Lemma 5.8).

(3)=(2) Ssi ¥, es constante no hay nada que demostrar; en caso contrario
su imagen, Imyn, debe tener un punto de acumulacién peB. Tomemos cualquier mé-
trica de Riemann g, sobre B. La afirmacién (3) implica que 7, tiene una

gR-longitud finita, por lo que p debe ser el limite de Vg

Supongamos ahora que g, es definida. Es obvio que (3)=(4). Para el reci-
proco, nétese que, por la definicién de 1la métrica localmente warped,

’ ’ = f ’ ’ o 2 ’ ’ z s s —
ngB(wB,arB) ng (¥’ ,7") (foarB) gl__(arr,zrl__). Luego, para una geodesma, se tie
ne la expresién independiente de cartas fibradas:

(172)

Iy, = (nD—('nC/(fo'xB)z)) (4.2)

(D = gf(w’,y’)), de donde el resultado es inmediato. m

Este Lema permite reducir (cuando la fibra es completa) el estudio de la ex-
tendibilidad de la geodésica y al estudio de la extendibilidad de la solucién
de la ecuacién (4.1a), fijada el valor de C y la condicién inicial de Vg Asi,

se tiene,

Teorema 5.- Sea (B,gB) una variedad semi-riemanniana, y sea f>0 una

funcién diferenciable sobre B. Equivalen:

(1) Existe una variedad completa con una métrica indefinida (Fo,gF ) y un
0
fibrado diferenciable con una métrica localmente warped (EO(B,FB),gf) que es

completo (resp. temporal, luminosa o espacialmente completo).

(2) Todo fibrado diferenciable con una métrica localmente warped del tipo
(E(B,F),gf) es completo (resp. temporal, luminosa o espacialmente completo),

para cualquier variedad semi-riemanniana completa (F,gr).
Si g, fuera definida, la condicién (1) se puede reemplazar por:

(1)’ Existen una variedad completa definida (Fo,gF s (dimFo>O) tal que
)
“ng. es riemanniana, y un fibrado diferenciable con un métrica localmente
0

warped (EO(B,FO),gf) que es completo (resp. temporal, luminosa o espacialmente

completo).
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Dem.-(2)=(1) es obvio.

(1)»(2) Sea v:[0,bl — E(B,F), O<b<w, una geodésica. Por el Lema ante-
rior, basta con comprobar la extendibilidad de 73 a b. Consideremos cualquier
geodésica inextendible (necesariamente completa) p:[0,b[ — EO(B,FO), tal que
p;(0)=1;(0) y con iguales constantes C para 7, (esto Ultimo es posible por ser

g indefinida). Por la unicidad de soluciones de la ecuacién diferencial
0

(4.1a), pBI = 73 , luego 7B es extendible.

[0,bl

En el caso de que g, sea definida, (2)=3(1)’ vuelve a ser obvio. Para el
reciproco, la completitud de las geodésicas con 7C<0 del producto localmente
warped (E(B,F),gf), se prueba de modo andlogo a (1)=(2). Para aquellas con
nC=0, nétese primero que la completitud de (EO(B,FO),gf) implica que (4.1a),

con C=0, tenga soluciones maximales definidas en todo R, esto es, (B,gB) es

completa. Usando (4.2), se tiene HVB’H = v |D|] , y, por la completitud de
(B,gB), WB’([O,b[) cae en un compacto de TB, con lo que basta con aplicar el

anterior Lema. =

Este resultado motiva la siguiente

Definicién 6.- Sea (B,gB) una variedad semi-riemanniana, y sea f>0 una funcidn

diferenciable sobre B.

(1) Diremos que (B,gB,f) es completa warped (resp. completa warped espa-
cial, luminosa o temporal) si, para cualquier variedad semi-riemanniana com-
pleta (F,gF), cualquier métrica localmente warped gf sobre cualquier fibrado
diferenciable E(B,F) es completa (resp. espacial, luminosa o temporalmente

completa).

(2) Diremos que el par (WB,CO) formado por una solucidn vy de la ecuacidn
diferencial (4.1a) tomando como valor de la constante C=Co es una proyeccién
geodésica sobre (B,gB,f). La proyeccién geodésica (VB,Co) se dira temporal
(resp. luminosa o espacial) si la constante D = gB(7B’,WB’) + Co/(fo'xB)2 es
negativa (resp. 0 o positiva). A las proyecciones geodésicas (78,0) las 1lama-

remos tangentes a la base.

Observacién 7.- (1) Una curva p en B constantemente igual a un punto peB de-

termina la proyeccién geodésica luminosa (p,0). Tomando una fibra indefinida
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(F,gF) podemos construir una geodésica luminosa ¥ de (BxF,gf) (y, por tanto,
no constante) tal que 7,=P» C=f(p)4.gF(7F’,7F’)=O. Por otra parte, si ademas
VBf(p)=0, el par (p,Co) es una proyeccién geodésica VCOGR , que sera espacial,

luminosa o temporal segin Co>0, C0=0, Co<0’ respectivamente.

(2) En general, dada una solucién 7, de (4.1a) el valor de C queda univo-
camente determinado, salvo si (VBf)oraso. Por ello, llamaremos también proyec-
cion geodésica sobre (B,gB,f) a las soluciones de (4.1a), y, caso de que exis-

ta ambigliedad para la constante C, supondremos C=0.

(3) Dada una proyeccién geodésica tangente a la base (78,0) podemos cons-
truir un producto warped Bfo de tal modo que ¥, sea la proyeccién sobre 1la
base de una geodésica ¥ cuya imagen esté contenida en una seccién del tipo
Bx{y}, yeF. No obstante, si F es indefinida, también podremos construir otras
geodésicas no contenidas en secciones Bx{y} y cuya proyeccién sea Vg AUn mas,
segun quién sea B podremos construir fibrados diferenciables localmente warped
que no admitan secciones del tipo Bx{y}, pero T seguira siendo la proyeccién

de alguna geodésica en el (espacio total del) fibrado.

(4) E1 Lema 4 permite afirmar que la completitud warped de la terna

(B,gB,f) es equivalente a la completitud de todas sus proyecciones geodésicas.
3.- ESTUDIO DE LA COMPLETITUD WARPED CON BASES DEFINIDAS.

A lo largo de este apartado, supondremos que (B,gB) es una variedad definida,
f>0 una funcién diferenciable sobre B, y trataremos de imponer condiciones ra-
zonables sobre los elementos de la terna (B,gB,f) para obtener completitud
warped (espacial, temporal o nula). Recordemos que, por el Convenio 2,
ne{-1,1} es tal que ng, es de Riemann.

(a) Definiciones previas.

Definicién 8.- Una proyeccién geodésica ¥ de (B,gB,f) es definida si nC=20, e

indefinida si 7mC<O0.

En adelante supondremos usualmente que gB es completa. En este caso, podemos

considerar la demostracién del Teorema 5 ((1)’2(2)), en donde se prueba que
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todas las geodésicas definidas son completas, por lo que bastara con prestar
atencién a las indefinidas. Pero antes, se veran algunos resultados y defini-

ciones técnicas, para uso posterior.

Lema 9.- Sea G:[yo,yl[——é I, -m<yb<ylsw, A=0, una funcién medible. Si

(1/2)

existe Eo en ]-A,o[ tal que JJI(G(y)+EO)- dy = o , entonces, para todo E
y

0
en [-A,o[ ,

rl (G(y)+E) TV qy =

Yo

Dem.- Si -ASESEO , claramente

(-1/2) (-1/2)

(G(y)+E) z(G(y)+Eo)

y el resultado es inmediato.

si —A<EO<E, supongamos, por reduccién al absurdo, que existe un E para
el que el valor de la integral es finito. La diferencia entre las integrales

obtenidas con Eo y E es entonces:

(o] (o]

Jy1 dy Jyl dy [y1 E—-E0
o< | —9v | _dv _ dy
v, VGIWE, Iy VG(YE Iy VG(y)*E VG(y)+E, [vé(y)+E G (y)+E, ]

1 E-E E=E 1
2 0 0 dy
v ¥ AE \/A+Eo VG(y)+E ME, )y vey)+E
Por tanto, el valor de la integral obtenido con Eo es finito, lo que resulta

absurdo. =

Definicién 10.- Sea ¢: [a,bl — ]0,w[, -w<a<bsw, una funcién continua. Diremos
que ¢ es:
III-completa si existe una constante E0>0 tal que

(172)

b
j (E+(1/p(x)*)) V2 dy = o
a
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b
II-completa, si J p(y) dy = o

b
I-completa, si ¢ no esta acotada 6 I e(y) dy = » .
a

Observacién 11.- (1) Si ¢ is III-completa, es inmediato del Lema 9 que, susti-
tuyendo EO por cualquier E>0, el valor de la integral correspondiente sigue

. A . : 2 ; 2
siendo infinito. AUn mas, sea M~ = %$§ sup ¢(t)”; entonces, para todo

b
E>(-1/M%) se tiene que J~ (E+(1/¢(y)2))-u/2) dy = o , donde a_ € [a,0] se es-
a

E
coge de modo que E + (1 / w(y)z) > 0 en todo [aE,m[. La afirmacién se mantiene
incluso si E = -(1/M2), en el caso de que exista a_ bajo la misma suposicién
anterior.

-(1/2)

(2) Como ¢(y)> (E+(1/¢(y)?)) , VE>0, también es inmediato que

III-completitud = II-completitud s I-completitud

Si ¢ esta acotada entonces los reciprocos también son ciertos. Para comprobar-
lo, es de notar que el segundo reciproco resulta inmediato de las definicio-

nes, mientras que, para el primero:

b b
0<‘[ )] —J 1 -
1
a a E +
0 2
¢
a E
= o <
,,/1_ /E+L /L. [+ L
2 0 2 2 0 2
¢ ¢ ¢ ¢
b

<

b
E ¢
J 0 < M /E J 1
~ la 0 1
a\/E /E+—— a E + —
0 0 2 0 2
® ®

donde M es una cota superior de ¢, por lo que si ¢ no es III-completa, tampoco

sera II-completa.

(3) Si ¢ no estd acotada, claramente I-completitud no implica II-

completitud. En el caso de que b<w también es facil comprobar que II-
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completitud no implica III-completitud. Asi, basta como contraejemplo la fun-
cién x — (l-x)—l, definida es [0,1[. Si b=w también podemos encontrar un con-
traejemplo como sigue. Tomemos una sucesién de intervalos In= ]an,bn[ , donde

O<ka<b<a , lima=wo Y(b-a) =2 . Sea B=v 1l , y escojamos otra suce-
n n n+tl n>0 n nnn n n

sién I’ = [a’ ,b’ ] tal que a<a’ <b’ <b , y Y(b’ -a’ ) = 1 . Escribamos B’=
n n n n n n n - n n

v I’ , vy consideremos la funcién T: B’ — [0,1[ , T(x)= Medida de Lebesgue
n n

de [0,x]nB’, para todo xeB’. Definiendo ¢ (x) = (1-T(x)' y wz(x)=(1+x2)"1
vVxeR, hagamos P=¢, sobre B’, ¢=¢2 sobre R*-B, y extendamos ¢ de modo continuo

00 1
y positivo a R'. Claramente J ¢ = J. o = I (l-x)-1 dx = o, por lo que ¢ es
o B’ ]

III-completa, pero Jm(E+(1/¢(y)2))-u/2) dy < 2.VE + I . P, <@
0 R -B
Para comprobar que ¢ se puede extender a B-B’ manteniendo que ¢>0, y de
modo no sélo continuo sino también diferenciable, consideremos, para cada in-
tervalo In , una particién de la unidad diferenciable {pl,pz} subordinada al
recubrimiento abierto de R {In,R-I’n} , con el soporte de P, incluido en In.

Basta con hacer entonces ¢(x) = (p1w1+p2¢2)(x) Vern.

(4) Para uso posterior, seflalemos que si ¢:[a,0[ — R" es continua enton-
ces es III-completa en los casos: (a) Inf(¢)>0, o, mas generalmente, si 3e>0
tal que el subconjunto {re[0,w[/ ¢(r)>0} tiene medida infinita, y (b) Si ¢ se

comporta en w como 1/r®, con p=1, esto es, ;;g (rPe(r)) e R", p=1.

(b) Teorema fundamental para bases completas.

El resultado principal que se va a establecer para cualquier base completa y
definida (B,gB), precisa de la siguiente construccién técnica en el caso de

que B no sea compacta:

Sean X, € By sea d: B— [0,o[ la funcién ngB—distancia desde el punto X, Si
#*

f' es una funcién diferenciable sobre B, def inamos f“w(r) = inf(f‘(y) /

d(y)=r} Vre[0,w[. Como es usual, diremos que f depende radialmente de la dis-

tancia a x_ si f=f od.
(o] inf
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Lema 12.- Sea p:[0,b[ — B , 0<b=w, una curva diferenciable. Entonces:

aps) s . o
J' £_(r) dr = J £ (p(3)) Np’ (3)N ds
dp)y 0

Dem.- En primer lugar, es de notar que la funcién continua d podria ser no di-
ferenciable. Denotemos por gl(s) el miembro izquierdo de la desigualdad, y por

gz(s) el derecho. Entonces, para cualquier s en [0,bl[:

%%E sup [(gl(s+h)—g1(s))/h] =
finf(dop(s)) %l@ sup [|dep(s+h)-dep(s)|/h] = gz’(s)

donde la dltima desigualdad resulta clara ya que |dep(s+h)-dep(s)|=
s+h
I llp’ (s)ll ds .
s
El resultado requerido es inmediato a partir de 1la siguiente

generalizacién del teorema del valor medio clasico:

Sublema.- Sean 8,8, [0,b[ — R dos funciones continuas con g1(0)=gz(0),

Y que satisfacen, para cualquier se[0,b[ la condicién: si la sucesién (hn}—e 0

es tal que los limites 21= lim {(gi(s+hn)-gi(s))/hn} , i=1,2 existen (sean
finitos o no) ocurre entonces que lfﬂg . En este caso, tendremos que g1532
en [0,b[ ."

Dem.- Sea b’€]0,b[ arbitrario, y veamos que, bajo las hipétesis del sub-
lema, gl(b’)ng(b’). Def inamos H(x):=g1(x)-g2(x), y J(x):=b’H(x)-H(b’ )x,
v¥xe[0,b’]. Como J es continua, alcanza un minimo en un punto xme[O,b’]. Puesto
que J(0)=J(b’)=0, podemos escoger xme[O,b’[. Sea entonces {hn}—a 0 una suce-
sién estrictamente decreciente tal que lim {(J(x +h )-J(x ))/h } =2 0 . Extra-

n->0 m n m n
yendo, si es necesario, una parcial, podemos suponer que este limite existe y

pertenece a [0,o]. En consecuencia, se tendra,

b %gg {(H(xm+hn)—H(xm))/hn} - H(b’) =

b %33 {[(gl(xm+hn)-g1(xm))/hn]—[(gz(xm+hn)—g2(xm))/hn]} - gl(b’)+g2(b’) =0

Si llamamos -L al limite que aparece entre llaves en la Ultima expresién, por
hipétesis se tiene Lz0, luego
gz(b’)z gl(b’) + L.b’ = gl(b’),

como se queria. =
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Estamos ya en condiciones de dar el resultado fundamental.

Teorema 13.- Sean (B,gB) una variedad completa y definida, X € B, y £>0 una

funcién diferenciable sobre B.
(i) Si B es compacta entonces (B,gB,f) es completa warped.

(ii) Supongamos que B no es compacta, entonces se tiene:
(a) Si f1nf es Ill-completa entonces (B,gB,f) es completa warped.

(b) En el caso n=-1 (resp. m=1) si flnf es II-completa entonces

(B,gB,f) es espacial (resp. temporal) y luminosamente completa warped.

(c) En el caso n=-1 (resp. m=1) si finf es I-completa entonces (B,gB,f)

es espacial (resp. temporal) completa warped.

(d) Si f depende radialmente de la distancia a X entonces los recipro-

cos de (a), (b) y (c) también son ciertos.

Dem.-(i) Es trivial del Lema 4. (4).
(ii) Sea 78:[O,b[-—e B, b<w, wuna projeccién geodésica indefinida de
(B,gB,f), y supongamos, por reduccién al absurdo, que ¥, no es extendible a b.

Tomemos en el Lema 12 f = (nD—n(C/fz))bd/Z); por ser 7y, indefinida f:n =

f

(nD-n(C/ffnf))b4/2), y por (4.2) se obtiene:
d(y_(t))
(-nc) 7172 J' oErae, (0PN ar =t (4.3)
d(7,(0)) "

donde E=-D/C. Nétese que signo(E)= signo(-nD/nC)= signo(nD). De acuerdo con el
Lemma 4, como ¥, Do es extendible a b existe una sucesién (tn}—a b tal que
(doya(tn)}-e 0; para las afirmaciones (a) y (b) basta con comprobar que por
la Observacién 16 el valor de la integral en (4.3), y, por tanto, el valor de
b, es w. Para la afirmacién (c), basta con considerar el caso en que finf no
esté acotado. Al ser E<O la imagen de 73 estarad contenida en una bola compac-

ta (o el radicando en (4.3) se hara negativo) lo que es absurdo.

Para (d), notemos que, por ser (B,gB) completa y no compacta, la funcién
de corte en X, debe tomar el valor o en algin punto. Por tanto, podemos consi-

derar una geodésica de g, » P: [0, — B g, tal que p(0) = X, ¥ d(p(s)) = s,
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Vs € [0,o[. Por tanto, se puede escribir, fnm=f°p’ y, en particular, fmf es

diferenciable. Escojamos Eo € R y pongamos, cuando tenga sentido,

S
— 2 (-1/2)
5] = J'O(EO s (/8 (r)?) dr

Veamos que si s(t) es la inversa de la funcién t(s) (cuando existe), en-
tonces 7B(t) = p(s(t)) es una proyeccién geodésica sobre (B,gB,f) con nC=-1y

D=nEo . Notemos primero que

sy = o BB (stt)) _ _ Fine (5(ED)
t’ (s(t))? £ (s(t)®
inf
luego
Drg D s = i -
S (8 = g5 [s" (D) .p (D] = 2* (D) p* (s(D)) =
=- —1 £ (s p(st) = —C  n e (s(t) p’(s(t))
fo’JB(E)S inf f°7B(E)3 inf

donde C=-n. Por tanto, para comprobar que ¥, s una proyeccién geodésica con
nC=-1 es suficiente con ver que f;nf(s(t)) plils(t)) = nVBf(yB(t)). Por el Le-
ma de Gauss, ngB(VBf(yB(t)),X)=O para cualquier vector X ortogonal a p’(s(t)),

esto es, p’(s(t)) y VBf(yB(t)) son colineales. Para la igualdad deseada, basta

pues con comprobar que el producto de ambos miembros con p’(s(t)) coincide:

gB(f;nf(s(t)) p* (s(t), p’(s(t))]= n f;nf(s(t))

gB[nVBf(arB(t)).p’ (s(t))]= ndf{p’ (s(t))} = 0. (fep)’ (s(t)) = 7 £ (s(t)),

como se queria. También podemos comprobar que 3D = ngB(yB’,yB’) + nC/f2°78 =

s’(t)z—nC/fzowB = Eo, como anunciamos.
Para el reciproco de (a) (resp. (b)), observemos que el dominio de defi-
nicién de 7, tomando Eo>0 (resp. EO=O) se puede extender hasta +w, por lo que:
00
I (Eo+ (l/fhw(r)z))bqlz) dr = o . Para el reciproco de (c), observemos que
0

si fx ;1o esta acotada entonces no hay nada que demostrar, mientras que si no
n

lo estd todo se reduce, por la Observacién 11, al reciproco de (b). m
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Observacién 14.- (1) La III o II-completitud de flnf puede depender del punto

X, escogido en B. Para comprobarlo, tomemos B=R y pongamos In=[an,bn] , N€EZ,
donde a = n+(1/2|“|“) , b= n+1—(1/2|“|“°‘). Sea f%© R—s R una aplicacién
n
diferenciable, 0 < f = 1 , f°|I = 1, f0|I = 1/2Inl (para encontrar un
2n 2n+1

método de hallar tal aplicacién, ver el final de la Observacién 11 (3)). Si

00
tomamos X = 0 entonces I foum(r) dr < o , pero si X, = 1/2 , entonces
0

00
J (E + (1/f°1 f(r)z))(-l/z) dr = o, VE>-1
o n
® o
(en particular, I f nw(r) dr = « )
0

(2) Por otra parte, este ejemplo también muestra que si f no es una fun-
cién de la distancia a X, entonces los reciprocos a (a), (b) o (c) no tienen
porqué ser ciertos. AUn méds, a partir de este ejemplo podemos probar que si f
no es funcién de la distancia a un punto, entonces una terna (B,gB,f) puede
ser completa warped aun cuando para cualquier xoeB la correspondiente funcién

finf no es I (ni, por tanto, III ni II) completa. Para ello, basta con tomar

(B,gB) = (Rz,go), f(x,y) = fo(x), V(x.YJeRZ.

(3) Nétese que si (B,gB) es definida completa, y no compacta entonces la
geodésica p de la demostracién de (d) siempre existe. Para hallar la reparame-
trizacién de p como proyeccién geodésica basta con tener en cuenta el valor de
f en un entorno abierto V de Im(p), que no interseque al lugar de corte. To-
mando funciones warping con un comportamiento radial adecuado en V y exten-

diéndolas a B podremos afirmar:

Sea (B,gB) una variedad definida, completa no compacta; entonces existe
una funcion warping f tal que la terna (B,gB,f) no es completa warped en al

menos 1 (resp. 2, 3) sentidos causales.

Para comprobar que la funcién warping f con el comportamiento radial ade-
cuado en un entorno de Im(p) se puede extender a B manteniendo f>0, tomemos un
entorno abierto U de Im(p), que no interseque al lugar de corte, y definamos
f’ en U con el comportamiento radial adecuado. Consideremos una particién de
la unidad (nl,nz) asociada al recubrimiento abierto (B-Im(p), U) de B

(SOP(nZ)CU), y tomemos f = n2f|u+n1'
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(c) Base con dimensién 1.

Aunque en el subapartado anterior la base se supuso completa, algunas de las
ideas en é1l desarrolladas se pueden aplicar al estudio del caso en que (B,gB)
es incompleta. En particular, permiten estudiar detalladamente la completitud

warped con base de dimensién 1.

Por (4.1a), una proyeccién geodésica VB:I——eB es constante si y solo si 3sel:
(a) 75’(5) =0y VBf(yB(s)) =0, o bien (b) 7B’(s) =0y C=0. Por tanto,
si ¥, no es constante entonces el conjunto de ceros de 78’ contiene Unicamente

puntos aislados.

Si dimB = 1 entonces o B es Sl, o (B,ngB) es isométrico a un intervalo ]c,dl[,
—w=c<d=w, con su métrica usual. En el primer caso, la completitud warped the
cualquier terna con base S' esta garantizada (Teorema 13(i)). A lo largo de
este subapartado, consideraremos el segundo caso, B = lc,d[; ademas, impondre-
mos m=-1 para que los resultados sean mas facilmente traducibles a los

espacio-tiempos relativistas.

Para la proyeccién geodésica ¥, con condicién inicial en S, si existe un §+ >
78(30) (resp. ;_ < 78(50)) tal que D/C = 1/f(;'*)2 (resp. D/C = 1/f(§l_)2 ) en-
tonces ¥, Do se puede extender mas alla de vy, (resp. y_). Ello se sigue facil-
mente si f no tiene un extremo local en y, (resp. en y ) (ver (4.2)). Por otra
parte, si f tiene un extremo local en v, (resp. en y ) entonces la imagen de
¥y Mo puede alcanzar el punto y, (resp. y_), pues, en caso contrario, vy seria
constante, como se razoné antes (ver Fig. 4.1, en pag. siguiente, para discu-
tir la extendibilidad).
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e ’ » =i =
z(y)—ngg(wa,ws)(wB (y))
7;(s0)>0, y,<b

f’(y+
T T
7B(so) y, y
LA
c—————
T T
73(50) y, y

Im'arB no puede sobrepasar y, por-
que se haria negativo. La exten-
dibilidad del dominio a « depen-

de ahora de y_.

—D+C/f (y)°

)#0

f’(y+)=0
T T
78(5 ) - y
LA
T T
7B(so) Y, y

Im'yB no puede alcanzar y, porque L

no es constante; el dominio se puede

extender a ® pues 75([so,b[) cae en

el compacto [78(50),y+], Vb>so .

Fig. 3.1

Fijemos una proyeccién geodésica inextendible ¥p ¥y un punto s, en su dominio

tal que 78’(50) # 0. Sean C, D las constantes consideradas hasta ahora, y pon-

gamos A = {yelc,dl/ 7 (s )<y, C/f(y)*= D}, A= {yele,dl/7 (s )>y, C/f(y)>= D}.

Sean entonces en el intervalo lc,

y = min(A ) si A#o@, y =d, si A = @(3a)
+ + + +

y_ = min(A) si A#a,

d[:
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Los resultados anunciados en el caso B=]lc,d[ se resumen como sigue:

Teorema 15.- Sea ¥, una proyeccion geodésica inextendible sobre (B=]c,d[,g8,f)

definida en un intervalo 1, y sea sleI.

(i) ¥, es constante (y, por tanto, completa) si y sélo si 78’(51) =0 y

f’(WB(sl))=O, 6 78’(31) =0 y C=0.

(ii) Si ¥, no es constante, sean s, € I, € € {-1,1} tales que 8.73’(so)>0,

y escojamos y, » Y_ como en (4.3). Se tiene:

(1a): Si y_= c entonces ¥, s extendible a -€.w si y sélo si:

¥ (s)
J' B e (1P gy = (4.4a)

]
(1b): Si ¥ = d entonces 7, es extendible a €.w si y sélo si:

d
J (-D+(Cc/f (y)%)) 1?2 gy = (4.4b)

'IB(SO)

(2) ¥, es completa si y sélo si f satisface: si y_=c entonces (4.4a),

si y =d entonces (4.4b) (luego no hay condiciones if c< y_» Y.< d)

(3) La imagen de 7y esta contenida en [y_,y+] , contiene a ]y_,y+[ "
y, ademas, v, (resp. y_) pertenece a ella si y sélo si y+<d, f’(y+) # 0 (resp.
c<y_, f’(y_) # 0 ). Mas ain, ¥, €s un difeomorfismo sobre su imagen si y solo

si Im(78)=])’_;y+[ ¥

Dem.- (i) es inmediato, y las afirmaciones (ii) se deducen claramente si pone-

mos y(t)EyB(t) y tenemos en cuenta, en la notacién natural, que por (4.1):

d,Z_ sy d 1 y o 2
E(Y) =y =C W[—f?] ’ y —8\/ D+(C/f(y)7) ]
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Fijemos ee lc,d[, y definamos f':[e,d[ — R', f :[-e,-c[ — R, f'(x)= f(x),
f (y)= f(-y), para todo x, y en los correspondientes dominios. Nétese que la
ITI,II o I-completitud de £* y £ no depende del punto escogido e en ]c,dl.
Diremos que f es III-completa (resp. II-completa, I-completa) si f' y f son
III-completas (resp. II-completas, I-completas) en el sentido de la Definicién
10. Nétese que para que f sea III-completa, necesariamente Jc,d[ = R. Finali-
zaremos este subapartado con una consequencia sencilla del dltimo Teorema, que
caracteriza cada completitud warped causal (comparar con [BeEr] Theorem 2.57,
and [On] pag. 356).

Corolario 16.- (1) Cada una de las tres siguientes propiedades es equivalente
a la completitud warped temporal de (B,gB,f):

(a) (B,gB,f) es completa warped.

(b) f es III-completa.

(c) Existe una proyeccién geodésica indefinida temporal que es com-

pleta.

Mas aun si B#R entonces ninguna proyeccién geodésica indefinida temporal

ni ninguna proyeccién geodésica tangente a B es completa.

(2) Cada una de las tres siguientes propiedades es equivalente a la

completitud warped luminosa de (B,gB,f):

(a) (B,gB,f) es completa warped espacial y luminosamente.
(b) f es Il-completa.

(c) Existe una proyeccién geodésica luminosa (s indefinida) no cons-

tante que es completa.

(3) (B,gB,f) es completo warped espacial si y sélo si f es I-completa.

Nétese que si f estuviera acotada todas las condiciones anteriores serian

equivalentes (Observacién 11 (2)).
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(d) Ejemplos.

Claramente, un producto warped usual, o producto globalmente warped, cae den-
tro de la familia de los productos localmente warped. El siguiente ejemplo nos
prueba que existen "muchos" productos localmente warped que no lo son global-

mente.

Ejemplo 17.- Consideremos un fibrado principal P(B,G) con una conexién w como
en el Ejemplo 10 del Cap. II. Si la conexién w es llana, entonces para cual-
quier f>0 (y cualesquiera métricas 8y g8 sobre B y g, respectivamente) la mé-
trica gf considerada alli es un producto localmente warped; si el fibrado no

fuera trivial, este producto localmente warped no lo es globalmente.

Recordemos que cuando se consideraba una base completa y definida (B,gB).
e Inf(f)>0 sabiamos que gf era completa, fuera w llana o no. En el caso de que
w sea llana, el Teorema 13 nos permite dar condiciones que aseguren (o impi-
dan) cada uno de los tipos de completitud warped, aun con Inf(f)=0 (ver tam-

bién Observacién 21).

Veamos a continuacién el procedimiento teérico para construir los fibrados

principales que admiten una conexién llana.

Construccién 18.- (de todos los fibrados principales no triviales conexos que
admiten una conexioén llana). Sea B una variedad diferenciable, y sea X un re-
cubridor regular conexo de B, con aplicacién recubridora p: X— B, que no sea
trivial. Recordemos que X es de modo natural una variedad diferenciable, y un
fibrado principal sobre B cuyo grupo estructural es el grupo de automorfismos
de recubridor Aut(X|n) ([KoNo], pag. 61), que es un grupo de Lie de dimensién
0. Como es usual, llamaremos trivializacién local para el fibrado principal
X(B,Aut(X|n)) a cada carta fibrada (p—l(U),TU), T,: p 1(U) — UxAut(X]n), don-
de TU verifica que si wep-l(U), y TU(w) = (p(w),go) entonces Tu(wg) =
(p(w),gog), VgeAut(XIn). Para cada par de abiertos trivializantes U y V de B
correspondientes a trivializaciones locales TU y Tv’ denotaremos por 8y

UnV——eAut(X|") a la correspondiente funcién de transicién, esto es,

=1 _ -1
TUoTv (x,g)—(x,guv(x)g), V(x,g)ep (UnV).
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Consideremos ahora un monomorfismo continuo Y de Aut(Mln) en un grupo de

Lie G, y, para cada funcién de transicién &y’ def inamos éuv = l//oguv:UnV—)
-1

G. Notemos que si U, V y W son abiertos trivializantes, éw(x) = éuv(x)
Vxelnv, guw(X) - guv(X)'ng(X)’ ¥xeUnVnW. Sea entonces P(B,G) el fibrado prin-
cipal que tiene iguales abiertos trivializantes que X(B,Aut(XIn)), Yy que tiene
como funciones de transicién a las aplicaciones &y (ver [KoNol Proposition
5.2, Chapter I). Por construccién, para cada trivializacién local T" de

X(B,Aut(Xln)) existe una trivializacién local Tw de P(B,G) de modo que
-1 _ S P
'I'UoTv (x,g)—(x,guv(x)g) ® TU Tv (x,g) (x,guv(x)g), VxeunVv

para cada par de trivializaciones TU, Tv X(B,Aut(X|n))y sus correspondientes
TU,Tv de P(B,G).

Podemos ahora definir un monomorfismo natural de fibrados principales
iW: X(B,Aut(X|n))——+ P(B,G) a partir del monomorfismo de grupos y: Aut(X|")-—9

G, sin mids que imponer, para cada par de trivializaciones TU y TU:
ionU-l(x,g) = T, (x,u(g)) V(x,g)eUxAut (X| )
La definicién es independiente de la trivializacién escogida porque:
ionv'l(x,gw(x)g) = Tv_I(x,w(gw(x)g))= Tv'1(x,w(gw(x))w(g))=
= T, (x,8,,(x)g)), V(x, g)e(UnV)xAut (X[ ).

Nétese que P(B,G) no es trivial o, en caso contrario, X seria un recubridor

trivial de B ([KoNo] Proposition 5.3, Chapter I).

Finalmente, 1la uUnica conexién (1llana) que, trivialmente, existe en
X(B,Aut(Xln)) se puede enviar, mediante el monomorfismo de fibrados iW’ a una

conexién sobre P(B,G), que es llana ([KoNo], Chapter II, Proposition 6.1).

Comprobemos ahora que, mediante la anterior construccién, se generan to-
dos los fibrados principales requeridos. Sean P(B,G) un fibrado principal co-
nexo no trivial, w una conexién llana, uoeP, y consideremos el fibrado de ho-
lonomia a través de s P(uo). P(uo) es un recubridor regular conexo no tri-
vial de B, cuyo grupo estructural Q(uo) (grupo de holonomia con base uo) es un
subgrupo (de Lie) de G ([KoNo], p. 93). Es directo comprobar que, a partir de

este recubridor, la construccién anterior determina un fibrado principal natu-
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ralmente isomorfo a P(B,G).

Ejemplo 19.-(1) Por la Observacién 11(4) sabemos que si f“w(r) se comporta en
®w como 1/r°, con p=1, entonces (B,gB,f) es completa warped, pero si p>-1, no
lo podemos garantizar. Esto Gltimo sucede en el ejemplo de Beem y Buseman (ver
la introduccién a este Capitulo); ademas, el Corolario 16 determina que este

ejemplo sea incompleto.

(2) Si Inf(f)>0 (o si existe un €>0 tal que {re[O,m[/f“w(x)>c} tiene me-
dida infinita) entonces finf is III-completo, y (B,gB,f) es completo warped.
Ello puede usarse para construir muchas métricas completas warped con base el
espacio hiperbélico H® de dimensién s con métrica opuesta a la usual, y fibra

e # Py e n-s
una esfera de dimensién n-s con su métrica usual , S

En particular, 1la
pseudo-esfera S: puede verse como uno de estos productos warped para cierta
funcién warping f con inf(f)=1, con lo que la completitud de S: queda asi de-
mostrada (de un modo bastante diferente al habitual). Ademas, como H® no tiene
lugar de corte, usando la Observacién 14 podemos encontrar funciones warping
tales que (B,gB,f) es completa warped en, exactamente, 1, 2 6 3 sentidos cau-

sales.

s P s s 2 n P
Probemos a continuacién la afirmacién de que S se puede escribir como un pro-
s
S n-s s 2 n > s
ducto warped de H' y S ; y veamos también que S1 se puede escribir como pro-

ducto warped de R y S™ ",

Construccién 20.- Para cualquier peN denotaremos por <.,.> al producto escalar

ordinario de RP, y por |.| a la norma asociada. Sean 0<s<n y

H®:= {(x,xo)eRsxR/ <x,x>—(xo)2=-1, xo>0} c R:+1

s::= { (£,m) € R x R®/ <€,6>-<n, =1} < IR'S"*"”
(1) Sea &: H’xsS"° — S: ,
Q((x,xo),u) s = [u Vi+|x|2, x], V((x,xo),u) e H°xs"5;

u 3 -1 n S _n-s
® es un difeomorfismo, cuyo inverso es & : Ss——a H'xS -,

o7 (€,m)= [(n,IEI), —I%] V(E,n)es’s‘
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La diferencial de ¢ verifica,

(o) . ((%,%)),0) = X2 u+ Vi+x12a, x
0 /1+|X|2
S n-s o . . s n-s
V((x,xo),u) e HxS ~, V((x,xo),u) € T(hgxohu)m xS . Luego
(de) (x| = =2l (1+1x1%) |u|? - |%]? =
(%% ), o’ 2

1+ x|
= CIR|Px )+ axI®) o)

En consecuencia, & es una isometria del producto warped con base el espacio

e s 9 s S 7 . . n-=s P 2 4
hiperbélico H con métrica opuesta a la usual, fibra S con su métrica cané-

nica y funcién warping f(x,x0)=\/1+|xl2 =X, - Nétese que Inf(f)>0, como se

queria.

(2) En el caso s=1, observemos que toda curva 7(t)=(x1(t),x2(t)), tel,

parametrizada con velocidad unidad, en H' verifica: |x1’(t)| - R, = 1+xf

Vtel. Luego podemos establecer la isometria entre H' y R, con sus métricas

usuales, V: H — R, W(xl,xz) = 1n X+ 1+xf (=ln(x1+x2)), V(xl,xz)eml, cuya
inversa es ¥ ' (t) = (senh(t),cosh(t)), VteR. En consecuencia, podemos escribir
S: como el producto warped con base (R,—dtz), fibra S™' con su métrica usual,

y funcién warping f(t)= fo¥ '(t)= cosh(t), VteR.

Observacién 21.- Todo campo de Killing K sobre la fibra de un producto warped

verifica, con las identificaciones naturales:

£ 2 _
LKg = (fonB) Lxgr =0

luego también es campo de Killing en el producto warped. En consecuencia, al-
gunos de los resultados vistos en este Capitulo se podrian deducir a partir de
los del Capitulo II. Mas concretamente, si partimos del concepto de completi-
tud warped de una terna, (Teorema 5, Definicién 6), podriamos tomar como fibra
(R,e.dtz). €e{-1,1}, y deducir, resultados de completitud (warped) a partir

del Teorema 4 en Cap.II.
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(e) Productos twisted.

Una extensién natural de los productos warped son los productos twisted, defi-

nidos como sigue:

Definicién 22.- Sean (B,gB) y (F,gF) dos variedades semi-riemannianas, y sea
h>0 una funcién diferenciable sobre BxF . El producto twisted (BxF,gg con base
B y fibra F es la variedad producto BxF dotada con el tensor métrico
. 2 =
& T & i T & -

Si (B,gB) y (F,gF) son variedades de Riemann, B es completa y F compacta, en-
tonces cualquier producto twisted (BxF,gh) es completo. Ello se debe a que, si
no es completo, existe una curva diferenciable y en BxF, con longitud finita,
cuya imagen se sale de cualquier compacto de BxF. Se llega entonces a un ab-
surdo porque su proyeccién ¥ sobre la base tiene una longitud menor o igual a
la de ¥, y, por la completitud de gB, cae en un compacto de B. (Por otra par-
te, aun cuando dimB=0, la compacidad de la fibra es necesaria, porque cual-
quier métrica de Riemann completa sobre una variedad no compacta puede multi-

plicarse por un factor conforme que la convierta en incompleta, [NoOz].)

A continuacién veamos que un resultado de completitud andlogo a los de los
productos localmente warped en el Teorema 13 para productos twisted con fibra
compacta no es esperable, al existir productos twisted con base y fibra defi-

nidos y compactos que son incompletos.

Contraejemplo 23.- Sea B el circulo unitario en C, g, su métrica usual, vy

(F,gF):=(B,-gB). Consideremos la funcién h: BxF— R', h(exp(iﬂl),exp(ioz))
exp(sen(ﬂl—ﬂa)) (comparar con la métrica g, en Ejemplo II.12). Un céalculo di-
recto muestra que este producto twisted es incompleto ([RoSall, Counterexample

2.3). De cualquier modo, podemos comprobarlo tomando como nuevas coordenadas

1 1
= - - = — +
X, = (01 02), X, = (ﬂ1 02) , con lo que g, queda,

— T 2
g, = [1 exp(sen(xl))] dx1 +

2
[1+exp(sen(x1))] (dx1®dx2+dx2®dx1) + [1—exp(sen(x1))] dx2
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Observemos entonces que, de acuerdo con la Definicién III.8, la métrica indu-
cida naturalmente por g, sobre R> pertenece a la familia ?2 , por lo que es

incompleta (Teorema III.25).

Observemos asimismo que el campo de vectores sobre BxF inducido natural-
mente por 6/6:?1 es un campo rigido para -8, (ver Observacién 9(2), Cap. II).
En consecuencia, la hipdétesis de existencia de un campo conforme temporal para
asegurar la completitud de una variedad lorentziana compacta (Corolario II.5)

no puede debilitarse en que exista un campo rigido.

4.- COMPLETITUD WARPED CON BASES INDEFINIDAS.
(a) Base con simetrias conformes.

En el apartado anterior se hizo una caracterizacién bastante precisa de cuando
aparece cada uno de los tipos de completitud warped, en funcién del comporta-
miento de f en infinito, cuando la base es definida y completa. Veamos en este

subapartado qué resultados se conservan para el caso indefinido y completo.
En primer lugar, se tiene la siguiente generalizacién de la Teorema II.4:

Teorema 24.- Sea (B,gB) una variedad indefinida, y sean {51,..,55} como en Te-
orema 4 del Cap. II. Entonces, para toda funcién diferenciable f sobre B
con inf(f)>0 y €1(f) acotados, 1=i=s, se tiene que (B,gB,f) es completa war-

ped.

Dem. -Sea (A [0,b[ — B , 0<b<w, una proyeccién geodésica sobre (B,gB,f). De
(2.1) y (4.1a) se tiene:

d Drg
'EI_gB(gi’WB ) = gB(V7;€1’7B) * gB[Ei’_TﬁT] =

. . C _
= (1/2)(0073) gB(WB ' g ) o+ Ty (df)(Ei) =

(foy )

B
= (1/2)(cey.) [D——C—] + & (df)(£))

B 2 3 i
(foarB) (fowB)
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1=i=s, que estd acotado en [0,b[. Por tanto, el resultado se sigue razonando

como en el Teorema II.4 y usando el Lema 4. =

Sin embargo, cuando (B,gB) es (completa e) indefinida no podemos dar un
resultado semejante al Teorema 13, aun cuando f satisfaga O<Inf(f)<Sup(f)<w
(en Ejemplo 19 se vio que O<Inf(f) = completitud warped en el caso definido;
ademas, Sup(f)<w = equivalencia entre III, II y I completitud para finr’
Observacién 11 (2)). El siguiente contraejemplo no solo muestra esto, sino

también que la condicién Ei(f) acotado en el Teorema 24 es necesaria.

Contraejemplo 25.- (A) (Dependencia de una funcién warping sobre L° en
h(xl)—h(xz)). Consideremos el espacio-tiempo de Minkowski Lz=(R2,go), dos fun-
ciones diferenciables u,h: R— R, y la funcién positiva sobre Rz, f(xl,x2)=
exp(u(h(xl)—h(xz)) V(xl,xz)eRz. Consideremos una proyeccién geodésica no

constante, yB(t)=(x1(t),x2(t)), tel, Oel, sobre (Rz,go,f); entonces,
Dy,’/dt = [(C/f3)VBf]°arB :

esto es,

% _ C of _
Xl (t) - [f—3 a_x].] (Xl(t),xz(t)) =

¢
£2(x (t),x (t))
1 2

u’(h(xl(t))—h(xz(t))) h’(xl(t))

xzﬁl(t) 3

c of _
‘[— W](xl(t)’xz(t)) =
f 1

_ C ; r 3
= u (h(xl(t)) h(xz(t))) h (xz(t)).

2
f (xl(t),xz(t))

Es de notar que, cuando se calcula VBf, el signo - de —h(xz) se compensa con
que VB = (6/8x1,—a/6x2), produciendo al final expresiones totalmente analogas
Yy %,

la ecuacién de las geodésicas con xl(t)=x2(tJ=:x(t) Vtel, que satisfaran:

para X, Resulta entonces inmediato que podemos hallar soluciones a

_&

,2__ s (T Yy (T —
It (x?)7(t) =2 x’(t) x*°(t) =

_ 2C , s py  GRp o e=is
= .253737- u’ (0) x’(t) 'EE(X(t)) = A

d(hox) -
at (t) (4.5)
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con A=-—E§%6T- u’ (0), esto es, llamando B = x’ (0)%- A h(x(0)):
u
e
(t) _
(x’)2(t) = A h(x(t)) + B , y dx = &

x(0) /|A h(x) + B|

(la ultima expresién siempre que x’ sea distinto de O en todos los valores en-

tre 0 y t). Observemos que, para estas geodésicas, D = C/ea“O).

(B) (Condiciones particulares). Impongamos ahora, sobre u y h,:

(i) u’ (0)=0, (i1) h>0, (iii) J‘” h(y) ™% dy <
(o
Supongamos x’ (0)>0 (resp. <0), y tomemos C de tal modo que A>0, B=0; p. ej., C
= ezu(O)x1’(0)2/[2u’(0).h(x1(0))]; entonces el dominio de 1la proyeccién

geodésica 7B no sera extendible a +w (resp. -w).

(C) (Discusién). (a) Observemos que si ademds imponemos a u, O0<Inf(u),
Sup(u)<w entonces O0<Inf(f)<Sup(f)<w, y, pese a que la base es completa, el
producto warped es incompleto. (b) La condicién (iii) impide que h sea
inducible en un compacto; aun mds, a causa de ella h’ no estd acotado, por lo
que af/ax2 no estad acotado. Esta no acotacién de af/axz, asi como la de
af/axl, era esperable, pues, en caso contrario, se caeria dentro de las
hipétesis del Teorema 24. (c) La proyeccién geodésica incompleta que se
construye tiene signo(D) = signo(u’(0)), por lo que no puede ser luminosa

(comparar con el Teorema 27 mas adelante).

Observacién 26.- Consideremos u: R— R periédica con u’ (0) # 0O, tomemos como
h la funcién identidad sobre R, y construyamos f como en el Contraejemplo
25(A) anterior (claramente, h no satisface ahora la condicién crucial (iii) de
(B)). En este caso, no s6lo la métrica g, sino también la funcién warping f
pueden inducirse en un 2-toro T°. La completitud warped de la correspondiente
terna (Tz,éo,f), queda garantizada por el Teorema 24. Si consideramos una pro-
yeccién geodésica no luminosa (A sobre (Rz,go,f) con X1(t) = xz(t) VteR como
antes, Vg induce una proyeccién geodésica (completa) ;B sobre T2 . Puesto que,
por (4.5), x(t) es una parabola, resulta inmediato que 78’ no cae en un com-
pacto de TT?. Se da asi una respuesta negativa a la cuestién planteada en la

Observacién 38 del Cap. III.
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(b) Relacién con los problemas abiertos CC y CDC.

Veamos a continuacién una relacién entre la completitud warped luminosa de una

terna (B,gB,f) y la completitud geodésica de la métrica (l/fz).gB sobre B.

Teorema 27.- Sea (B,gB) una variedad semi-riemanniana, y sea f>0 una funcidn

diferenciable sobre B.

(1) Si Sup(f) < o y (B,gB,f) es completa warped luminosa entonces

(l/fz).gB is completa.

(2) Si Inf(f) >0y (l/fz).gB es completa, entonces (B,gB,f) es completa

warped luminosa.

Dem.- Tomemos primero cualquier funcién w sobre B y sea gB*= ezwgB. Recordemos
que, para cualquier curva diferenciable p sobre B, la relacién entre las deri-
vadas covariantes (D/ds)p’, (D*/ds)p’ de p respecto a g y g*, respectivamente,
viene dada por

*
D p’ _ Dp’ B .
3 = # 2(dwp’ )p glp’,p’ )Vw (4.6)

Consideremos una geodésica a(t) de g* y sea a(s)=a(t(s)) una reparametri-
zacién de « tal que dts/ds(s) = k.exp(2w(a(s))), siendo k una constante no

nula. Entonces se tendra:

D&’ s ; L , 2w(a(s)) d(woa)
35 (s)=t’’(s) a’ (t(s)), t’’(s)=2k t’(s) e ——7TE——-(t(s)) (4.7)

luego sustituyendo (4.7) en (4.6),

D’
ds

= (C/2) k% (VPe®)on (4.8)

- *
donde C = g, (¢’ ,a’ ). Reciprocamente, nétese que si se parte de una solucién

a(s) de (4.8) y se considera una reparametrizacién s(t) tal que ds/dt (t)=

k-l.exp[—ZW(&(s(E)))], entonces a(t):=a(s(t)) es una geodésica de g;, con C =
. ’ ’
g (o ,a’).
A partir de ahora, tomemos e = 1/f2, con lo que la ecuacién (4.8) es

andloga a la (4.1a), difiriendo sélo en los valores de las constantes (C y

C.x%) y de las condiciones iniciales.
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Notemos que para cada geodésica a de (B,(l/fz)gB) inextendible a b
«: [0,b[ —B, bsw,  p=a(0), v =a'(0), C=g («,a)

podemos considerar la Unica proyeccién de geodésica nula Vg de (B,gB,f), inex-
tendible a b’

7B:[O,b [ —B, b’sw, / 7B(O)=po, 7, (O)=vo ’
Por ser ¥, una proyeccién de geodésica nula (D=0) se tiene C= —fz(po)
- _- 4 g
.gB(vo,vo) =-Cf (po) Yy, en consecuencia,

(D/dt)y’ = (C/2) f‘(po). (v"f'z)oyB

Para probar (1), partamos de 1la geodésica « y tomemos la
reparametrizacién de 7B(s), dada por s(0)=0,-s’(t)=f_2(po).f2(78(s(t)), con lo
que, claramente, a(t) = VB(s(t)), Vte[0,b[ (b’=w). Puesto que Sup(f)<w, s’
estd acotada; en consecuencia, si b<w, 3toe]0,m[: B, = %;E s(t) (por ser s(t)
una funcién monétona y acotada) y %;g a(t) = VB(SO), que es absurdo por ser «

inextendible.

Para (2), consideremos la proyeccién geodésica luminosa 8 fe (B,gB,f), y
supongamos b’<w. Reparametricemos la geodésica «a(t) de (B,gB ), que tiene
iguales condiciones iniciales (po,vo) que 7, en 0, mediante t’(s) =
f2(p0).f'2(&(s))), siendo a(s)=«(t(s)). Claramente &=1B y, como Sup(f %) =
(Inf(f))-2 <o, se tiene que t’ estd acotada y, razonando como antes, se llega

a un absurdo. =

Observacién 28.- Supongamos ahora que (B,gB) es compacta e indefinida, con lo

que, por el Teorema anterior,
(B,gB,f) es completa warped luminosa si y sélo si (1/f2).gB es completa.

Si ademas (B,gB) es completa y podemos encontrar f>0 sobre B tal que (B,gB,f)

no es warped completa se tendra:

(a) Si (B,gB,f) no es completa warped luminosa entonces, como (l/fz).gB
no es completa, existen dos métricas conformes sobre una variedad compacta,
una completa y otra no. Por tanto, se resuelve la conjetura conforme CC pro-

puesta al final del Cap. I, y, en consecuencia, la conjetura CDC es falsa.

(b) Si (B,gB,f) fuera completa warped luminosa, tomando como fibra cual-
quier variedad compacta.y completa, obtendriamos una variedad incompleta pero

completa luminosa, con lo que CDC vuelve a ser falsa.
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Como conclusién de este subapartado, podemos considerar 1la siguiente

afirmacién:

Problema Warped (PW): para cualquier variedad indefinida compacta y com-
pleta (B,gB) y para cualquier funcién f>0 la terna (B,gB,f) es completa

warped.

Tendremos entonces las siguientes implicaciones légicas:

(1) PW falso = CDC verdad

} CDC verdad = PW verdad = CC verdad.
(2) PW verdad = CC verdad

Nétese que ambas implicaciones se pueden refinar, porque (1) si PW es
falso y ademas obtenemos un producto localmente warped incompleto luminoso,
entonces tanto CDC como CC son falsos, y (2) si en lugar de PW verdad sélo se
impone que no existan productos localmente warped incompletos 1luminosos

también se obtiene que CC es verdad.
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Capitulo V.

TorPoLOGIA DE LAS GEODESICAS COMPLETAS E INCOMPLETAS.

Dentro del analisis de completitud de las geodésicas en la presente memoria,
se estudia en este Capitulo cémo se comporta topoldégicamente el concepto de
completitud, esto es, si la geodésica "limite" (en un sentido a precisar) de
geodésicas completas (resp. incompletas) debe ser completa (resp. incompleta).
Para la definicién de la topologia o del concepto de limite en el conjunto de

las geodésicas se encuentran en la literatura:

(A) Los conceptos de curva limite, topologia c® de curvas ([BeEr], Sec.
2.3) y cuasi-limites ([On], Cap. 14, ver también [Mo] Cap. 3, §2), usados am-

pliamente en Relatividad General para desarrollar la Teoria de la Causalidad.

(B) La topologia en el espacio de las geodésicas estudiada inicialmente
por Low para las geodésicas luminosas [Lo] y, posteriormente, por Beem vy
Parker para todas 1las geodésicas [BePa3]; esta topologia conduce
naturalmente al concepto relacionado de convergencia tangencial de geodésicas
([BePa3], [Be2] §5).

El contenido de los apartados de este Capitulo puede resumirse como sigue:

§1. Se discuten los conceptos de limite en el punto (A), Jjustificandose
que, pese a su importancia en la Teoria de la Causalidad, no parecen en
absoluto apropiados para discutir la completitud de una geodésica a partir de

la de los elementos de una sucesién de geodésicas que tienda hacia ella.

$2. Se introduce el concepto de semigeodésica limite, discutiéndose

algunas de sus propiedades, que se ilustran con ejemplos. Este concepto esta
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naturalmente relacionado con el de convergencia tangencial, siendo menos

engorroso y, para el problema que nos ocupa, equivalente.

§3. Se obtiene el resultado principal de este Capitulo: una semigeodésica
completa (resp. incompleta) puede ser la semigeodésica limite de una sucesidén
de semigeodésicas incompletas (resp. completas). Este resultado contraintuiti-
vo, que invalida uno de los pasos en la demostracién del teorema en [Yu2], de-
Ja como un problema abierto la conjetura CDC (Proposicién 13, Conclusién 15,

ver también [RoSaill).

1.- LIMITES DE CURVAS EN RELATIVIDAD GENERAL.

Los conceptos mis usuales en Relatividad General relativos a la idea de limite
de curvas, son los de curva limite y topologia C'0 de curvas que aparecen en la
Teoria de la Causalidad. En adelante nos centraremos en ellos; para el concep-
to relacionado de cuasi-limite introducido por 0’Neill ([On] Chap. 14) se pue-

den hacer consideraciones completamente analogas.

Recordemos en primer lugar en qué consisten las curvas limite y la topologia

0
C de curvas.

Definicién 1.- Sea (M,g) una variedad de Lorentz, y sea {y } » ¥: I — M,
n nelN n n

I intervalo de R, VneN, una sucesién de curvas no espaciales en ningin punto.
n

(i) Diremos que la curva y es una curva limite de la sucesidn {7y } " si
nn

N
existe una sucesién parcial {y } tal que, VYpelm(y), cada entorno de p

interseca a todos salvo a un o.r(ul;nekrecljq finito de las imdgenes de las curvas
{7¢“”}kew . De esta sucesién parcial diremos que distingue a la curva limite
7.

(ii) Supongamos que todos los intervalos In son iguales a un intervalo ce-
rrado [a,b]. La curva 7:[a,b] —> M es el limite en la topologia c® de 1a su-

cesién {’}}new si %33(1n(a)) = y(a), %3&(7n(b)) = y(b), y, para cualquier

abierto U que incluya Im(y), U incluye Im(wn) para todo n en N, excepto, a lo

sumo, un numero finito de tales valores.
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El teorema de existencia de una curva limite para una sucesién de curvas
causales con un punto de acumulacién en sus imagenes, se puede obtener en
cualquier variedad lorentziana ([BeErl, Proposition 2.18). Y, en
espacio-tiempos fuertemente causales, como los globalmente hiperbélicos,
existe una estrecha relacién entre ambos conceptos, manteniéndose el siguiente

resultado [BeEr], Proposition 2.21:

Proposicién 2.- Sea (M,g) un espacio-tiempo fuertemente causal. Supongamos que

{7 } N es una sucesion de curvas causales definidas en [a,b]l tal que
n n

lim(y (a)) = p, lim(y (b)) = q, p,qeM. Una curva causal 7y:[a,bl]— M con
n>w0 n n20 n

y(a)=p, ¥(b)=q, es una curva limite de {Vn}new si y sélo si existe una
subsucesion {Wﬁ(k)}kew que converge a y en la topologia g de curvas.

Sin embargo, en espacio-tiempos que no sean fuertemente causales, como les
sucede a todas las variedades lorentzianas compactas, se pierde esta
equivalencia entre curvas limite y topologia et (ver [BeEr], pag. 40). Los
siguientes ejemplos sugieren que dificilmente se podran usar los conceptos de
curva limite o topologia c® de curvas en una variedad compacta lorentziana,
para relacionar la completitud de una geodésica a partir de las completitudes

de los miembros de una sucesién que tienda hacia ella.

Ejemplo 3.- (1) Consideremos sobre R’ la métrica llana usual lorentziana h0 B
dxz—dyz, en coordenadas (x,y) usuales, y sea A un numero irracional fi jo.
Definamos 1la accién propiamente discontinua de Z® sobre Ra, (x,y) —
(x+m,y+An), V(x,y) € Rz, V(m,n) € Zz, que consiste en isometrias de ho’ y
llamemos (N,h) al 2-toro lorentziano obtenido como cociente. (N,h) es un
ejemplo de variedad de Lorentz compacta (y, por tanto, no fuertemente causal)
con la propiedad de que cualquier geodésica luminosa inextendible y de (N,h),
tiene una imagen densa en N. Asi, si tomamos la sucesién {7}}ndN 5 7n= Y
VneN, entonces cualquier otra curva o« de N es una curva limite de la sucesién,

en el sentido de la Definicién 1

(2) Consideremos en el ejemplo anterior la curva temporal cerrada de pe-
riodo 1 ¥:R— M, ¥(t)=(0,t), VteR. Fijemos €€l0,1/2[; si consideramos la su-

cesién {7n)new - 7n= 7| VneN entonces esta sucesién tiende en la topolo-

[0,€]

gia c® a la curva temporal cerrada 7| VmeN (aunque {7ﬁ}nem no tiene a

[0, E+m]

WI como curva limite; nétese ademdas que todas las ¥ son homotépicas
n

[0, E+m]
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entre si, y que ninguna de ellas lo es a 7|[0 —_ VmeN, VnelN).

2.- SEMIGEODESICAS LIMITE.

(a) Definiciones generales.

Sea (M,g) una variedad semi-riemanniana. Diremos que una curva p:[0,b[— M ,
O<b=w, es una semigeodésica a la derecha, o, simplemente, semigeodésica, si es
la restriccién de una geodésica y al intervalo [0,b[. En este caso, diremos
que la semigeodésica p es inextendible o maximal si el dominio de Y como geo-

désica no se puede extender mas alla de b.

Convenio 4.- Si ¥y es una geodésica definida en un intervalo abierto a 1la
derecha I, supondremos en adelante siempre que I contiene a 0, y llamaremos a

Vluuo - semigeodésica a la derecha (o, simplemente, semigeodésica) inducida
’

por ¥.

Sea peM, Xp € TpM » la semigeodésica p:[0,b[— M es una semigeodésica a la
derecha (o semigeodésica) de Xp si p’(0) = Xp ; cada vector tangente determina
una uUnica semigeodésica inextendible a su derecha. Diremos que Xp es completo
a la derecha, o, simplemente, completo, si su semigeodésica inextendible tiene
por dominio [0,w[, y que es incompleto a la derecha o incompleto en caso
contrario. Las definiciones "a 1la izquierda" de semigeodésica, vector

completo etc., se pueden establecer de manera andloga, pero no se usaran en

adelantel.

Notacién 5.- Denotaremos por C al subconjunto de todos los vectores tangentes,

1Incluso en una variedad semi-riemanniana compacta es facil que aparezca un
vector tangente Xp completo a la derecha tal que —X? no es completo a la dere-
cha (esto es, tal que Xp no es completo a la izquierda), ver Teorema III.22.
Esta propiedad ocurre siempre que se considera una geodésica luminosa cerrada
incompleta %: si Xp es la velocidad de ¥ en p entonces X? es completo a la de-

recha si y sélo si -X no lo es.
| J
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distintos de 0, completos a la derecha, y por J al de todos los incompletos

)]

la derecha.

Observacién 6.- Noétese que podemos establecer en el tangente punteado TM*:
T™- {0 / p € M} la relacién de equivalencia: X estd relacionado con X’ sivy
solo si 3IA>0 tal que Xp = A.X; , (& p=q) VX X’ € TM. El cociente SM es, de
modo natural, un fibrado diferenciable sobre M. Si tomamos cualquier métrica
de Riemann - sobre M, SM es, de modo natural,'un fibrado isomorfo al fibrado
unitario SRM asociado a - La particién de TM en C y J induce una particién

natural de SM.

Observacion 7.- Nos centraremos a continuacién en sucesiones convergentes en
*

™ formadas por elementos de C 6 J. Dada una sucesién {X } el XeTM ,

X eTM VneN, podemos formar la sucesién de las correspondlentes semigeodésicas

1nextend1b1es {7n} y pensar en la semigeodésica inextendible y de X como

neN ’

en el limite de {wn}nEN ; consecuentemente podemos llamar a ¥ la semigeodésica

limite de la sucesién de semigeodésicas {y } . De hecho, {7} converge
n neN n neN

tangencialmente a 7.

(b) Propiedades generales.

Las siguiente proposicién da una relacién entre los dominios de los elementos
de una sucesién de semigeodésicas, y la el dominio de la semigeodésica limite.
Para establecerlo, recordemos previamente el siguiente resultado [Mo],

Proposicién B.1.1 (2):

Lema 8.- Sea (M,g) una variedad semi-riemanniana. Para todo veTM existe un

abierto Uvav en TM y un cv>0 tales que:

(i) si wer entonces la geodésica inextendible 7w(t)=exp(tw) para todo t,

estd definida en [-e ,e ].
v v
(ii) Resulta diferenciable la aplicacidn,
¢: ]l-€ ,e [xU —> TM
v v v

(t,w) —> -4? exp (tw)
dt 't
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Proposicién 9.- Sea (M,g) una variedad semi-riemanniana y consideremos una

sucesion convergente de vectores tangentes a M, {X'n}nelN — X e TM , Si el

dominio de cada una de las correspondientes semigeodésicas inextendibles Y es
n

[O,bn[, O<b =0, y el de ¥ es [0,b[, 0<b=w, entonces:
n

b = lim inf{bn}neIN (5.1

Ademas para cualquier distancia en TM compatible con su topologia, {7nhﬁw

converge uniformemente sobre los compactos de [0,b[ a 7.

Dem.- Definiremos en primer lugar,

A:={te [0,bl/ t < bn VneN-{subconjunto finito}, y {7n’(t)} converge a 7’(t)}.

Claramente O € A, y basta con demostrar que, para todo tO en la adheren-
cia de A, existe un €>0 tal que Ie:= [max{to—e,O}, to+e] cCA,vy yn’ converge

uniformemente a ¥’ en este intervalo.

Hagamos v=7’(to), y consideremos el abierto Uv de TM, el numero real ev>0
y la aplicacién &, que proporciona el Lema 8. Tomaremos ademas Uv’ch s ¥V

e<e /2 tales que 7’ (t)cU’ y [-e,elxU’ c & (U )% si consideramos t ’e
\'4 0 v v v (0]
AnIe entonces 7’(to’)er y, salvo para un conjunto finito N de valores de n,

¥’ (t ’)eU . En consecuencia, la curva
n (o] v
t— exp(t.y "(t ') = v (L) +t) = v (trt(t -t )

estad definida en l-e ,e [. Como |t '-t |se<(e /2), se tendrad que y esta de-
v v 0 0 v n

finido en Ie, VneN-N. Por otra parte, de la continuidad de & se sigue que

ok P) = 14 4
2B 75 = M —

e exp(tXn) = %3& @(to,Xn) =

’

t
(0]

= o(t2,X) = -5
dt

exp(tX) = 7’(t°’), Vto’els,
t,
0

2Resulta inmediato que Uv’ y € se pueden encontrar, pues Q_I(Uv) es un abierto
que contiene a (O,y’(to)), y los abiertos de la forma ]-£’,e’[xU, con €'>0 y U

abierto de Uv , forman una base topolégica de ]—ev,ev[va en (O,y’(to)).
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con lo que Iec A .

Para comprobar que 1n’ converge uniformemente a ¥’ en Is , hotemos que,
como ¢ es diferenciable, es localmente lipschitziana para cualquier distancia
d compatible con la topologia de TM . Por la compacidad de I8 podremos encon-

trar un entorno W de X en TM y un K>0 tales que:
d(e(t,X),8(t’,Y)) =K {|t-t’ [+d(X,Y)}, VYeW
En consecuencia, V3&>0 3noeN: si nzn_ entonces d(Xn,X) < (8/K) , vy Xnew. Luego

d(y (t),>y’ (t)) = d(&(t,X ),d(t,X)) =K d(X ,X) ; Vtel
n n n t >4

como se queria. =m

Notemos que la ultima afirmacién tiene sentido pues (5.1) implica que, para
cualquier compacto K en [0,bl[, v estda definido en K salvo a lo sumo en un
subconjunto finito de valores de n. Ademas, de esa afirmacién se obtiene, en
particular, que {Vn}new converge puntualmente a %¥. Teniendo en cuenta 1la

Definicién 1 podremos concluir,

Corolario 10.- Si en la Proposicién 9 se supone que g es una métrica de
Lorentz y que (z;)new esta formado por geodésicas temporales, entonces y es
una curva limite de la sucesidn {wn)nEN ¥, para cualquier compacto L en [0,bl,

o0
{7nIL)neN converge en la topologia C de curvas a 7|L i

Observacion 11.- Aun en el caso de que g sea una métrica definida, resulta

sencillo encontrar ejemplos de sucesiones {Wn}ne tales que lim inf{bn} < lim

N
sup (bn} . (Ver Fig. 5.1 en pag siguiente).

La Proposicién 9 es valida para cualquier variedad semi-riemaniana, sea o no
compacta o definida. En el caso compacto (y, necesariamente, indefinido) se

tiene el siguiente resultado.

Proposicién 12.- Sea (M,g) una variedad semi-riemanniana compacta. Si J no es

vacio entonces en su adherencia existen vectores luminosos.
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< 00

eje x

Wir
Ni=

(R*-B, h) . h = dx?-dy?
B:= {(1/n,y)/neN, Osy} v {(0,y)/0=<y}

Fig. 5.1

Dem.- Sea 7:[0,b[ —> M, 0< b < +0, una semigeodésica inextendible a b. Con-
sideremos una métrica de Riemann arbitraria - sobre M y sea SRM el fibrado
tangente unitario sobre M relativo a 8y Sea {tn) una sucesién [0,b[ que con-
verge a b, y construyamos Zn:= 7’(tn)/gR(7’(tn),w’(tn))l/z, VneN, obteniéndose
asi una sucesién en SRM. Como SRM es compacto, podemos hallar una sucesién

parcial {Za_(k)}kelN de {Zn}new , que converge a un vector Z0 € SRM .

Llamemos 7k a la semigeodésica a la derecha de Z@ » VkeN, y ¥ a la se-

(k)
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migeodésica a la derecha de Zo' Por el Lema 2 del Cap. II se sabe que

{gR(y’(t ),”(t ))}—> o . Por otra parte, como ¥ es una geodésica
n n
gy’ (t ),y’(t )) es una constante CeR independiente de nelN. Usando la conti-
n n

nuidad de la métrica g concluimos

g(2,2) = lim g(Zo(k),Zo(k)) = lim [C/gR(7 (ta(k))’7 (thk)))] =0,
k00 k>0
como se queria. [

3.- PROPIEDADES TOPOLOGICAS DE C Y J .

Consideremos una variedad semi-riemanniana incompleta (M,g). Si X €T M es un
P P

g e 1 s
vector incompleto, la sucesién {—X } & es, claramente, una sucesién de
n pn

vectores incompletos que tiende al vecto:qnulo Op, que es completo. Dado el
caracter excepcional que, por ello, presenta el vector nulo, en la Notacién 5
se excluyé el cero para la definicién del conjunto C (ver también 1la
Observacién 6). Con esta consideracién, podemos preguntarnos si el conjunto C
(respectivamente, J) es un cerrado de TM’, o, equivalentemente, si 1la
semigeodésica limite de una sucesién de semigeodésicas completas (resp.
geodésicas incompletas) es necesariamente completa (resp. incompleta). En

general, se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 13.- Sea (M,g) una variedad semi-riemanniana.

(1) Si J es abierto, y (M,g) es luminosamente incompleto, entonces (M,g)

es espacial y temporalmente incompleto.

(2) Supongamos que M es compacta; si J es cerrado y (M,g) es incompleta

entonces (M,g) es luminosamente incompleta.

Dem.- (1) es consecuencia inmediata de que cualquier vector luminoso es un
punto de acumulacién tanto del subconjunto de los vectores espaciales y como
del de los temporales. Para (2) basta con aplicar la Proposicién 12. [ ]

A continuacién, podemos preguntarnos, si la Proposicién 9 permitira asegurar

*
que, en general C 6 J sean abiertos o cerrados en TM . Sin embargo, es féacil
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darse cuenta que, hasta en el caso riemanniano, puede ocurrir:

(i) bn<m , YneN , pero b = lim inf {bn} = © y, en consecuencia, que J no

sea cerrado en TM (Fig. 5.2);

(ii) bn = o , VneN, pero b < lim inf {bn} (=) y, en consecuencia, que C

no sea cerrado en TM (Fig. 5.3).

(RZ—D, ho) 1 h0 métrica usual de Riemann o Lorentz.
D:={(x,y)eR'xR"/ (1/x)=y}

Fig.

e
j
e
Suprimir
eje x
N N N N N
s s Y Y 7

5.2.- La semigeodésica limite de semigeodésicas incompletas puede ser

completa.
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(Rz-{semieje positivo y}, ho) 5 hO métrica usual de Riemann o Lorentz.

< o0

Suprimir ——

1 1 1 eje x
(o] - - - ]
n 3 2
N N <N "~ N
(4 Wn 73 72 71

Fig. 5.3.- La semigeodésica limite de semigeodésicas completas puede ser in-

completa.

Si bien la Proposicién 19 no permite, en principio, deducir ninguna propiedad
topolégica sobre C 6 J, ni siquiera en el caso definido, podria ser esperable
que si se pudiera hacer alguna afirmacién de esta indole en el caso de que M
fuera una variedad compacta. En este caso, por supuesto, si g es definida C =
TM* y J = @ . Sin embargo, por contrario a la intuicién que pueda parecer
(ver [RoSall), existen variedades compactas indefinidas en que J no es ni

abierto ni cerrado (ni, por consiguiente lo es C)

Ejemplo 14.- Consideremos las métricas de la familia § definida en el Capitulo

III (Definicién III.8). Usaremos § para probar las afirmaciones siguientes:

(1) J no es cerrado para una variedad compacta, en general. Dada
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cualquier métrica gegl, por la Proposicién II1I1.28, las geodésicas luminosas
que provienen de X1 con D=0 son completas, y reparametrizaciones de r[p”,
ieZ; sin embargo, el resto de geodésicas luminosas que provienen de X1 son
incompletas, y tienden asintéticamente a dos rectas r[pi] consecutivas. En
consecuencia, es inmediato construir sucesiones de vectores luminosos incom-
pletos en el toro inducido (Tz,g’) que tienden a un vector luminoso completo.
AGn mas, si consideramos una métrica h°® (htég; ver Cap.III, §1 y (3.1) en §2)
en la que T se comporta, en un entorno l-p,p[ de 0, como exp(-l/xz)sen(1/2nx),
se tendrd entonces que para cada punto X, que verifica O<|xi|<p, y t’(xi)=0,
la recta r[xi] se reparametriza como una geodésica luminosa incompleta. Sin
embargo, la recta r[0] se reparametriza como una geodésica luminosa completa.

Se tiene asi otro claro ejemplo en el que J no tiene por qué ser cerrado.

(2) J no es abierto para una variedad compacta, en general. Si tomamos
cualquier métrica ge?z, cualquier geodésica y que pase por (0,0) y que verifi-
que D#0 cumple que eD/B(p1)>O, VieZ. En consecuencia, y es completo. Sin em-
bargo, si consideramos la geodésica luminosa que pasa por (0,0) con D=0, esta

geodésica es incompleta.

Aunque las propiedades topolégicas de cualquier métrica ge§ pueden deducirse
del Teorema 22 del Cap. III, a partir de los ejemplos anteriores es muy senci-
llo construir métricas ge§ tal que J no sea, para ellas, ni abierto ni cerra-
do. Como resumen de las propiedades topolégicas de C y J vistas, podemos dar

la siguiente

Conclusién 15.- Sea (M,g) una variedad semi-riemanniana.

(1) Si g es definida y M es compacta C=TM* y J=8. Existen ejemplos de va-
riedades definidas no compactas en las que C (y, por tanto, J) no es ni abier-

to ni cerrado de TMﬂ

(2) Si g no es definida existen ejemplos de variedades tanto compactas

*
como no compactas en los que C no es ni abierto ni cerrado de TM . Ademis:

(a) Si (M,g) es luminosamente incompleta y J es abierto entonces (M,g) es

espacial y temporalmente incompleta.

(b) Si M es compacta y J no vacio en la adherencia de J existen vectores
luminosos. Por tanto, si (M,g) es compacta e incompleta y J es cerrado enton-

ces (M,g) es luminosamente incompleta.
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Capitulo VI.

ToPOLOGIA DE LAS METRICAS |INCOMPLETAS Y EL MoébpuLoO

CONFORME DE LAS METRICAS LORENTZIANAS SOBRE EL TORO.

En el Capitulo anterior se consideré, para una métrica de Lorentz fija, las
propiedades topolégicas del conjunto de las geodésicas incompletas. En este
Capitulo se estudiaran, en primer lugar, las propiedades topolégicas del con-
junto de las métricas sobre una variedad M que son incompletas dentro del con-
Jjunto de todas las métricas semi-riemannianas sobre M. Ademas, nos restringi-
remos al caso de que M sea un toro por dos motivos: (1) por sencillez, ya que
algunos de los resultados que se presentan pueden extenderse a variedades mas
generales (p. ej.; variedades tales que todas sus métricas de Lorentz llanas
deban admitir un campo de Killing temporal; ver comentarios anteriores al Lema
13 en Cap.II) y (2) porque, desde el punto de vista de la completitud, se dis-
cutird también la estructura del médulo conforme de las métricas lorentzianas

sobre un toro.

Un resumen sobre el problema de la estabilidad de las métricas completas sobre
una variedad (esto es, las propiedades topolégicas de éstas en el conjunto de
todas las métricas) puede hallarse en [Be2]; este resumen incluye resultados
aun no publicados de Williams, pero no los resultados de [RoSa2]). En toda va-
riedad definida el problema de la estabilidad se ha resuelto completamente por
Beem al probarse que en toda variedad conexa M los conjuntos de las métricas
completas e incompletas sobre M son simultdneamente abiertos y cerrados en el
conjunto de todas las métricas de Riemann sobre M con la topologia c® de Whit-
ney (y, por tanto, para cualquier topologia Cc’ de Whitney con r=0, ver [Be2],

Proposition 7). Para métricas de Lorentz o, semi-riemannianas en general, no
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existe, sin embargo, una conclusién tan sencilla. En [Be2] §4 y referencias
ahi pueden hallarse resultados para el caso indefinido, siendo objeto de espe-
cial estudio las variedades de Lorentz que verifican condiciones apropiadas
para la Teoria de la Causalidad (y que nunca verifican las variedades compac-
tas). Sobre el problema mis general de la estabilidad de las soluciones a

ecuaciones diferenciales, merece destacarse [BePal] y referencias en él.

En el §1 de este Capitulo se define una topologia natural en el conjunto de
las métricas de Lorentz sobre un toro y se discuten algunas de sus propiedades
(es sencillo comprobar que esta topologia es igual a la topologia Co de Whit-
ney, y que un tratamiento completamente andlogo podria hacerse para cualquier
topologia C" de Whitney, r=0). Como consecuencia de los resultados principales
del §2 (Teoremas 10 y 12) se obtiene que ni la completitud ni la incompletitud

de las métricas de Lorentz conformemente llanas sobre un toro es estable.

En §3 se hacen algunas consideraciones sobre el médulo conforme de las métri-
cas de Lorentz sobre un toro. Estas consideraciones parecen especialmente
apropiadas dado el caracter abierto del problema (ver Observacién 14, asi como
las Discusiones 6 y 11 hechas en §2), y pueden resumirse en: (a) caracteriza-
cién de la clase de las métricas de Lorentz conformemente 1lanas sobre un toro
como la clase formada por las métricas que admiten un campo conforme temporal,
(b) repaso de la estructura del médulo conforme riemanniano sobre un toro y
comparacioén con el médulo conforme lorentziano, y (c) exposicién de algunos
problemas adicionales que, relacionados con la completitud, aparecen en el ca-

so lorentziano.

1.- TOPOLOGIA NATURAL DE LAS METRICAS DE LORENTZ SOBRE UN TORO.

2 0 : i 2
Consideraremos, como hasta ahora, T° como el toro bidimensional obtenido de R
como cociente de la accién propiamente discontinua,

7 x R® —> z°

((m,n), (x,y)) — (x+m,y+n) (6. 1]

De los objetos sobre R que se inducen en T mediante (6.1) diremos que se in-

2
ducen naturalmente sobre T-.
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Definicion 1.- Sea 70 2(Tz) el espacio vectorial real de los campos de
tensores 2-covariantes sobre T°. Dada cualquier métrica de Riemannian 8 sobre
Tz, llamaremos métrica euclidea inducida por gq sobre 902(T2) a la métrica

<,>R definida por

2

N 1j _ k1
<A,B>, ):LZ g, g A, B, du ., VABe7 (T,

» . 2
donde duR denota a la medida canénica sobre T inducida por g Y & Aik,
ij
le son, punto a punto, las componentes locales, respecto a cualquier sistema
de coordenadas en ese punto, de los campos de tensores g, A, B, respectivamen-
te (los indices se suben y bajan como es usual, y se sobreentenderia que se su-
ma en indices repetidos). La métrica < , > induce, a su vez, una norma | |

R
2 : s .
sobre 70 2('I' ) y, en consecuencia, una distancia, que denotaremos dR.
 ;

Aunque la distancia dR depende claramente de la métrica euclidea escogida g
veamos a continuacién que la topologia asociada a dR (y su uniformidad) es in-

dependiente de la métrica euclidea 8 escogida.

Proposicion 2.- Sean g, ¥ & dos métricas de Riemann sobre Tz. Las

correspondientes distancias inducidas dR y dR, son uniformemente equivalentes.

Dem.- Sea SRT2 el fibrado unitario para la métrica g, Y sean

m:= Min{g, (X,X) / XeS T} , M:= Max{g_, (X,X) / XeS T}

Escojamos una orientacién # en Tz. En cualquier entorno coordenado (U;xl,xz),
tal que la base ordenada B=(a/6x1,a/6x2) es compatible con la orientacién ¥,
los elementos de volumen dp y du’ de gR y g, se escriben en U, respectivamen-

te,

du = |gR| dx, A dx, du’ = |gR,| dx, A dx,

1/2 172

donde |gR|:= [det(MB(gR))] , |gR,|:= [det(MB(gR,))] Tomando para cada

P en T un sistema de coordenadas (Up;x:,x:) tal que 1la base ordenada
(6/6x§,6/6x§) sea gR-ortonormal y gR,—ortogonal en p, ademas de compatible con

la orientacién ¥, es inmediato comprobar que
2
mdu (X,Y) =sdu” (X,Y) =Mdu (X,Y VpeT 6.3
“p( P p) ¢ p( P p) up 3 p) & ( )

V(X ,Y Jevs .
PP P
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Si consideramos cualquier campo de tensores Aeﬂ(oz)(Tz), entonces, usan-
’

do de nuevo el sistema de coordenadas (Up;xf,x:), se tiene en el punto p

2 ij kl _ 2 2< ii 2
M) peg'lega A —(l/M)Z(A“) =) g ()

ik 1 s
=X gR'U gﬁ’kl VI
(1/m?) Z (A )%= (1m®) ¥ g, g" Ay A, (6.3)
Usando (6.2) y (6.3) obtendremos para las normas I "R y " "R, asociadas a
g Y & respectivamente:
' m ) IAll, = 1Al = M /m) Il VAT (T (6.4)
de donde el fesultado es inmediato. ]

Observacién 3.- (1) Por un argumento esténdar (derivado de la falta de comple-
titud de las aplicaciones Cm([O,llx[0,1]) como subconjunto del de las integra-
bles Lebesgue al cuadrado -definidas salvo relaciones casi por doquier-
LZ([O,I]X[O,IJ)) es facil comprobar que el espacio vectorial normado
(96’2(T2), I "R) no es de Banach. Las desigualdades (6.4) permiten demostrar
directamente la continuidad uniforme de la aplicacién identidad entre los es-
pacios métricos (gb,z(Tz)’dn)’ (36’2(T2).dn,), y de su inversa. Por otra par-
te, recordemos que para aplicaciones lineales entre espacios normados equiva-

len la continuidad en un punto, la continuidad en todo punto y la continuidad
uniforme.

(2) Claramente, la Definicién 1, la Proposicién 2, y lo dicho en el punto

anterior, se pueden generalizar a campos de tensores (p,q), p,qeNu{0} sobre
cualquier variedad compacta.

Notacién 4.- En adelante, consideraremos sobre 95’2(T2) a la Unica topologia
inducida por cualquier métrica de Riemann sobre TZ. Denotaremos por £on(T?) al
conjunto de todas las métricas de Lorentz sobre TZ; es de notar que £Lon(T?) es
un abierto de ﬂb,z(TZ), Y consideraremos sobre é1 a 1la topologia inducida. Al
subconjunto de las métricas de Lorentz completas lo representaremos por

Zané(Tz), y al de las incompletas por ch‘(Tz).
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Por dltimo, caracterizaremos la topologia de HOZ(TZ), y en consecuencia, la

de Lon(T?).

Proposicién 5.- Sean A, A" , campos de tensores (0,2) sobre Rz, neN, induci-
bles naturalmente en T2, y sean Aij v A?Je Cm(Ra), i, je{1,2}, neN, tales

que, en coordenadas usuales (xl,xz) se tenga,
A=TA dx'edx’ , A" = ¥ AL dx'edx’, VneN.

(1) Si la sucesién inducida por {An}nEIN en T° converge al elemento en
VOZ(TZ) inducido por A, entonces (A:H}ew converge puntualmente casi por do-
quier a ij , Vi, je{1,2}.

(2) Supdngase que 3IN>0 que acota a |A;’J| , Vi, je{1,2}, V¥neN. Si {ATJ}

converge puntualmente a A1

neN

y Vi, je{1,2} entonces la sucesién inducida por

{An}new en T° converge al elemento de 70 2(Tz) inducido por A.

Dem.- (1) Teniendo en cuenta que {]A:j—Aijll puede considerar-

[0,11x[o,11}new
se como una sucesién en Lz([O,llx[O,ll), el resultado es inmediato. (2) Basta

con aplicar el Teorema clasico de la Convergencia Dominada de Lebesgue. =

2.- PROPIEDADES TOPOLOGICAS DE LAS METRICAS DE LORENTZ COMPLETAS E INCOMPLE-
TAS.

Discusién 6.- En [Y1] pag. 3067 se intenta justificar que ZORC(TZ) es denso
en £on(T2), argumentandose que, dada cualquier métrica de Lorentz incompleta
sobre Tz, "abriendo ligeramente" los conos de luz se obtendra una métrica de
Lorentz completa. Nétese sin embargo, que el argumento intuitivo que se da pa-
ra ello parece tener como contraejemplos a las métricas de las familias ?2 y
§3 de la Definicién III.8. Estas métricas siguen siendo incompletas tanto para
cambios conformes como para pequefias variaciones que dependan solo de la coor-
denada X, (y que, por tanto, pueden variar el tamafio de los conos de luz).

Aun asi parece razonable entonces conjeturar que Zanb(Tz) es denso en
2on(T2), sin que, hasta donde el autor conoce, se tenga una prueba rigurosa de

ello.
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A continuacién discutiremos la densidad de Zoni(Tz) en zon(Tz); esta densidad

no esta, en principio, refiida con la de 2anc(T2) en Lon(T?).

Lema 7.- Para cada base ordenada (a,b) de LZ=(R2,go) consideremos la aplica-

cién lineal biyectiva, ¢ab: RZ — Lz, @ab(x,y)=xa+yb, Vx,yeR. Entonces:

(1) La métrica de Lorentz sobre RZ, gmf=°w:go , es llana e inducible

?

s 2
naturalmente en una métrica llana g % sobre T".
a

(2) Toda métrica de Lorentz llana sobre T2 se puede obtener de este modo,

esto es, el conjunto de las métricas de Lorentz 1llanas sobre T? es igual a

{g . € Lon(T?) 7/ (a,b) es una base ordenada de L° y gab’ es la métrica
a

s ; 2 _ *
naturalmente inducida en T® de 8, = Qm>go }

Dem.-(1) Es inmediato, por construccién.

(2) Usando el Lema 13 (1) de Cap. II y una discusién clasica sobre los
grupos reticulares de Rz, es inmediato que cualquier toro llano es isométrico
al cociente de L® por la accién propia y discontinua del grupo de traslaciones
generado por dos vectores independientes. En consecuencia, toda métrica llana

2 : i
sobre T es isométrica a una de las g b’ : s
a

el 2 7 o s >
Lema 8.- Las métricas llanas sobre T° que admiten una geodésica luminosa
cerrada son densas en el conjunto de todas métricas de Lorentz 1llanas sobre

T,

Dem.- Consideremos, en la notacién del Lema 7, una métrica llana cualquiera
gab’ sobre T y la correspondiente métrica g, sobre R° y base ordenada (a,b)
de L%, La geodésica luminosa t —(t,t) de L2 generara una geodésica cerrada de

T2 si y s6lo si 3m,n,peZ:
ma+nb=p (1,1) (6.5)

(necesariamente p#0). Claramente, si a,b e@chZ, entonces (a,b) forma una base

ordenada del espacio vectorial 02(@), con lo que se podrd satisfacer (6.5), y

b4

g, admite una geodésica luminosa cerrada. En el caso general, podremos
a

encontrar un par de sucesiones {a }
5 n neN

es una base ordenada de Q@ (@), VneN. Basta entonces con comprobar que

— a , {bn}new—> b tales que (an,bn)

{g "} — g ' en 2on(T?). Para ello, consideremos sobre T? la métrica
a b neN ab

nn
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de Riemann g, que se le induce naturalmente de la métrica de Riemann usual de

R®. Por la Definicién 1,

2
2 —
Zl(gab g, , )(8/8x ,8/8x)° =

nn

’ 2 _
"g;b-ga b "R - I
nn [0,1]1x[0,1] i

2 2
= [go(a,a)—go(an,an)] + {go(b,b)-go(bn,bn)]

y por la continuidad de la métrica gy el resultado es inmediato. [ ]

P 2 ; e ;
Lema 9.- Las métricas llanas sobre T que admiten una geodésica luminosa
cerrada se hallan en la adherencia de las mélricas luminosamente incompletas

sobre Tz.

Dem.- Sea g’ una de tales métricas sobre T2, consideremos su recubridor lo-
rentziano m: L°— T2 , Y una geodésica luminosa ¥ sobre R tal que moy tenga
periodo 1. Llamemos p=y(0), y sea {XI,XZ} una base de vectores luminosos en p
con X2 = 7’ (0). Consideremos las coordenadas luminosas (R2,¢E(u,v)) sobre L°
que proporciona el difeomorfismo ¢'1: R® — Lz, w—l(u,v)=expp(uX1+vX2),
V(u,v)eRa. En estas coordenadas, ¥ es una reparametrizacién de la recta u=0, y

la métrica g, de L se escribe duedv + dvedu.

Para cada aplicacién periédica T: R— R de periodo 1, consideremos la
o T .
métrica h', que en las coordenadas (u,v) se escribe,

1:(“' o) = duedv + dvedu - 2t(u’) dv’ V(u' v’ )eR

Se sabe (ver (3.1)) que esta métrica es incompleta siempre que <(0)=0,
7' (0)#0. Como una aplicacién directa de la Proposicién 5 (2) basta entonces

con tomar una sucesién de aplicaciones de R en R {Tn}né con T(0)=0, T’ (0)=0,

N
|rn|<1 , VneN, que sean peridédicas y que converjan puntualmente a O. i

No resulta dificil generalizar el Lema 9 para probar la Proposition 5.2 en

[BePa2].

Teorema 10.- Las métricas de Lorentz conformemente 1lanas sobre T2 se hallan

: g ; ; 2
en la adherencia de las métricas luminosamente incompletas sobre T .
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. P 2
Dem.- Consideremos una métrica de Lorentz conformemente 1llana g’ sobre T, y

sea (>0 tal que Q.g’ es llana. Nétese que la aplicacién TQ:QOA(TZJ——a Zan(Tz),

TQ(h’) = o'n Vh’ €£on(T?) es continua. Por los Lemas 8 y 9 existe una

sucesién de métricas luminosamente incompletas {h ’} N Q.g’. Por la conti-
n n

nuidad de TQ, {Q-l.hn’}nem-—e g’ , y usando el Teorema 32 (3) del Cap. III, se

tiene que Q-l.hn’ es luminosamente incompleta, VneN. ]

Discusién 11.- Consideremos el espacio de los médulos Modc(Tz) definido como
el espacio topolégico cociente de las métricas de Lorentz completas Zanc(Tz)
con la relacién de equivalencia conforme (ver Definicién 13 abajo). En [Y1]
pag. 3069 y ss. se argumenta que resulta esperable que Modc(Tz) tenga es-
tructura de variedad topolégica de dimensién 2, Y, suprimiendo un conjunto
discreto de puntos, Modc(TZ) debe de tener estructura diferenciable. Ademas,
se argumenta que, médulo la relacién conforme, las métricas llanas son casi
todas las métricas completas. En este caso, los médulos de métricas llanas de-
ben ser densos en Modc(Tz), y, por tanto, las métricas conformemente llanas,

deben ser densas en 2onc(T2). En consecuencia, del Teorema 10 se obtendria:

Conjetura: el conjunto de las métricas incompletas_fonl(Tz) es un conjun-

to denso en Zon(Tz).

Por dltimo, notemos que cualquiera de las métricas g en ?1 vistas en la Defi-
nicién III.8 es incompleta y se puede escribir como limite de una sucesioénde
métricas completas inducibles en un toro (simplemente, cambiando en el miembro
n-ésimo de la sucesién, la funcién & de la definicién de g por 8+(1/n)). Ello,

unido al Teorema 9 permite afirmar,

Teorema 12.- $anb(T2) no es un subconjunto abierto ni cerrado de Zon(Tz).
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3.- DISCUSION ACERCA DEL MODULO CONFORME DE LAS METRICAS DE LORENTZ SOBRE EL
TORO.

(a) Caracterizacién de las métricas conformemente llanas.

El conjunto de las métricas conformemente llanas sobre un toro puede caracte-

rizarse del siguiente modo.

Teorema 13.- Sea (Tz,g) un toro lorentziano. Entonces g es conformemente llana
si y sélo si (Tz,g) admite un campo conforme temporal K. En este caso g'=

-(1/g(X,K)).g es llana.

Dem.- La condicién necesaria es inmediata del Lema II.13. Para la suficiente,

consideremos los siguientes pasos:

(1) Si K es un campo conforme temporal para la métrica g entonces K es un
campo de Killing para la métrica g*= -(1/g(K,K)).g (vadlido en cualquier varie-

dad de Lorentz). Para ello, basta con observar:

L g’ = 1 K(g(K,K)) g - S g =

g(K,K)? g(K,K)

= —12— 2g(VK,K)) - —1 &lsz
g(K,K) g(K,K)

Por lo que el resultado se sigue sin mas que tener en cuenta

c g(K,K) = (Lxg)(K,K) =2 g(VKK,K)

(2) Sea WEx(Tz) tal que g*(w,W)=1, g.(K,W)=O; entonces los campos de vec-
tores K y W son g*-paralelos (por la orientabilidad de T2 podemos encontrar
exactamente dos campos de vectores en las condiciones impuestas a W). El céal-

*
culo es directo; asi, usando que K es Killing y g (K,K) es constante:
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* * #*
g (VK,K) = (1/2) K(g' (K,K)) = 0 . P
g’(v;K,w) = -g (VK,K) = -(1/2) W(g (K,K)) = 0

*(v'K.K) = (172) W(g (K,K)) = 0 *
g(VH,K)—(l g ’ = . VK=O

* % * % W
g (VKW = -g (VKW =0 .

W W
y K es paralelo. Usando esto, se tiene para W:

* * * * *
g (VW.K) = K(g' 00,K) - g"(W,7°K) = 0 } = o
g'(v;w,m = (1/2) K(g" (W, W) =0 .

WK = Wigt(W,K)) - g (W.VK) = 0 .
g (VW.K) =W(g (W, g WL,V = VW=0
g (VW,W) = (1/2) W(g" (W,W) =0 .

con lo que también W es g*—paralelo.

(3) La métrica g‘ es llana. Ello es inmediato porque [K,W] = wa-va = 0,
con lo que podemos encontrar en el entorno de cada punto de T? un sistema de
coordenadas (xl,xz) de modo que K=3/6x1 , W=6/6x2 Y, en esas coordenadas,

. o2 2
g = dx1 H dx2 . =m

Observacién 14.- (1) Nétese que, como consecuencia del punto (1) de la demos-
tracién, se obtiene que todo campo conforme temporal para una métrica semi-
riemanniana g es un campo de Killing (temporal y de "médulo" constante) para

una métrica conforme a g (comparar con [Har] pag. 294 linea 13 y ss.).

(2) También de la demostracién del Teorema 12 es inmediato que si existe
un campo conforme temporal K en una superficie lorentziana (M,g) entonces g*=
-(1/g(K,K)).g es una métrica llana. Consideraciones analogas pueden hacerse

para campos conformes espaciales sin ceros en superficies lorentzianas.

(b) Comparacién entre los médulos conformes riemanniano y lorentziano.

Un problema clédsico en geometria de Riemann es el del estudio del médulo con-
25 . 2 R, .2 o .

forme de las métricas de Riemann sobre T“, Mod (T“), definido como el cociente

que se obtiene del conjunto de todas las métricas de Riemann sobre TZ, cuando

se identifican todas aquellas métricas que son conformes. Se sabe que ModR(TZ)
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puede identificarse de modo natural con C ([FaKr], IV.7, Theorem en pag. 213),

pudiendo resumirse los pasos para ello como sigue:

(1) Dentro de cada una de las clases de equivalencia conformes BeMod" (T?)
existe una métrica g’€€ que es llana. En consecuencia, el recubridor universal
de (Tz,g’) es R con la métrica de Riemann usual 8 Y el grupo de automorfis-
mos de recubridor G es el generado por dos traslaciones z-——>z+do , Zz—>z+d ,
VzeR® en las direcciones de dos vectores independientes do’ d eRz. Consideran-
do CERZ, y teniendo en cuenta que las dilataciones y rotaciones son transfor-

maciones conformes en (C,gR), podemos ademds suponer do=1, Im(d1)>0.

(2) Sean ahora ﬁieModR(Tz), gi’eﬁl, dlec, Im(di)>0, G:’ L C-—aTz,
ie{1,2}, de tal modo que gl’ es la métrica llana sobre el toro obtenido de
(C,gR) por la accién propia y discontinua del grupo de isometrias Gi generado
por las traslaciones z-—z+1 , z-—+z+dl, VzeRz, siendo L8 la correspondiente
aplicacién recubridora. Observemos que Gi se puede identificar de modo natu-
ral, como se hard en adelante, con un subgrupo de (C,+). Claramente, son equi-
valentes: (1) €1=€2 , (ii) existe un difeomorfismo conforme
f’:(TZ.gl)——é(Tz,gz), al que ademds se le puede imponer que conserve las
orientaciones usuales, (iii) existe un difeomorfismo conforme
f:(C,gR)-—e(C,gR), al que ademas se le puede imponer que conserve las orienta-
ciones usuales, tal que f(G1)=G2 , ¥y la aplicacién #: Gl——e G2 , 9(d)=f(d),

VdeG1 es un isomorfismo de grupos.

(3) Es bien conocido que, gracias a la existencia de parametrizaciones
isotermas, cualquier superficie S orientada con una métrica de Riemann g, se
puede considerar como una variedad compleja de dimensién 1 (superficie de Rie-
mann). Los biholomorfismos de esta superficie de Riemann en si misma coinciden
con los difeomorfismos conformes que preservan la orientacién de (S,gR) en si
misma. La superficie de Riemann asociada a (C,gR) con su orientacién usual es,
por supuesto, C considerado como variedad compleja. Se sabe que los biholo-

morfismos conformes en C se pueden escribir como

z— az + b , VzeC (6.6)

para aeC-{0}, beC.

(4) Abreviemos cada traslacién z— z + d, VzeC por d. De los puntos (2)

y (3) anteriores podemos afirmar que si €1=€2 entonces JaeC-{0}:

a (=0(1)) = m.1 + n.d2 s m,neZ

ad1 (=0(d1)) = p.1 + q.d2 ; p,qeZ (6.7)
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(nétese que si f:C—C es una aplicacién conforme en las hipétesis (iii)
sefialadas en el punto (2), entonces se podra escribir como una de las
aplicaciones (6.6) con b=0). Como # ': Gz——a G1 » nhecesariamente mg-pne{-1,1};
ademas, si dividimos la segunda de las expresiones (6.7) por la primera y usa-
mos que Im(di)>0, ie{1,2}, tendremos mg-pn = 1. Por otra parte, esta
dltima igualdad, junto con (6.7), implica €1= 62 . En consecuencia, podemos
concluir:
p+qd,

-m"'—nd;_ ’ mq—pn=1 (6.8)

€ =6 s dm,n,p,qeZ: (j1 =
(5) De (6.8) se deduce que Mod" (T?) puede considerarse como el conjunto

cociente obtenido a partir de la relacién de equivalencia en R'xR: sean

<a,dzeR+chC, d1 estd relacionado con d2 si y sélo si 3{; g]ePSI(Z,Z) tales
pt+qd,

que d1= '_EIEE;'

Por un resultado estandar ([Iv] Cap. V.1) este cociente se

puede identificar con C. Es de notar que la topologia que se induce en
ModR(Tz) por esta identificacién es la misma que la que hereda de la topologia
que existe en el conjunto de las métricas de Riemann, considerado como subcon-

- Junto del espacio topolégico 96 2(Tz).

Si intentdramos repetir un planteamiento andlogo para estudiar el médulo
conforme de las métricas lorentzianas, surgen los siguientes dos problemas

fundamentales:

(A) A diferencia del punto (1) anterior, no todas las métricas de Lorentz
2 .
sobre T  son conformemente llanas. En consecuencia, no podremos escoger, en

: . 2y o : 8 2
cada clase de equivalencia, una métrica cuyo recubridor lorentziano sea L.

(B) Restrinjamonos al subconjunto $anc“(T2) formado por todas las
métricas de £Lon(T?) que son conformemente llanas (por el Teorema 10 sabemos
que este subconjunto no es un abierto de £on(T%)). Podemos definir el
correspondiente médulo conforme Modc“(Tz) y dar para él pasos andlogos a los
de (2). Sin embargo, el grupo de las transformaciones conformes de Lz, que
seria necesario para proseguir por este camino, es mas dificil de mane jar que
el de las transformaciones conformes de (RZ,gR). En [Yul] pag. 3072 pueden
verse las dificultades que surgen al tratar de estudiar un abierto de

Modcll(Tz), escogido por simplicidad.
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(b) Algunos problemas especificos del caso lorentziano.

Como se ha visto, mientras que el estudio del médulo conforme de las métricas
de Riemann sobre T2 esta completamente acabado, el problema andlogo en el caso
lorentziano parece ser mucho mas complejo y distar mucho de estar resuelto.
Esta situacién no es nueva en Geometria de Lorentz; asi, recordemos lo que su-
cede en el siguiente problema relacionado: gcuantas clases conformes de métri-
cas de Lorentz existen sobre superficies simplemente conexas?. El problema
andlogo riemanniano, gracias al teorema de uniformizacién, también se halla
completamente resuelto. Sin embargo, el caso lorentziano, que fue estudiado
por Kulkarni en [Kul], da lugar a una serie de nuevos elementos (asignacién de
una frontera invariante conforme, y aparicién en ella de puntos caracteristi-
cos, gemelos, esquinas, barreras, etc.) que aumentan la complejidad del pro-

blema y sélo permiten, hasta la fecha, alcanzar resultados muy particulares.

Sefialemos a continuacién algunos problemas especificos inmediatos que surgen
" 2 S 2

en el estudio del médulo conforme de las métricas de Lorentz sobre T . Para

ello, empecemos por definir los objetos que, en este caso, pueden ser candida-

tos a representar el papel de Mod"(T?).

Definicion 15.- Sea X un subconjunto de £an(T2); llamaremos relacién conforme

en X a la relacion de equivalencia:

’

2

’

Sean gl’, g,

€ X ; gl’ est4d relacionada con gz’ si y sélo si 31’ y g

son conformes.

(1) Llamaremos médulo conforme de las métricas de Lorentz sobre Tz,

Mod(Tz), al conjunto cociente por la relacién conforme en Zan(Tz).

(2) Llamaremos médulo conforme de las métricas de Lorentz completas sobre

Tz, Modc(Tz) al conjunto cociente por la relacién conforme en Zanc(Tz).

(3) Llamaremos médulo conforme de las métricas de Lorentz incompletas so-

bre T2, Modl(TZ) al conjunto cociente por la relacién conforme en Zonl(Tz).

Consideraremos los tres médulos conformes como espacios topolégicos con

la topologia inducida.
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Discusién 16.- En principio, resultaria deseable

Modc(Tz), Modl(Tz) c Mod(T?), (6.6a)

de modo que, conjuntistamente,
Mod (T?) = Modc(Tz) v Modi(Tz). (6.6b)

Sin embargo, la condicién necesaria y suficiente para que (6.6) se verifique
es que la completitud sea un invariante conforme, esto es, que la Conjetura
Conforme CC sea cierta al menos en el caso de toros. En consecuencia, se

tienen las implicaciones légicas

CDC verdad = CC verdad ¢ (6.6) verdad

Si CC fuera cierta, entonces la divisién de Mod(TZ) en Modc(Tz) y
Modl(Tz) parece natural, aunque, como una consecuencia del Teorema 13 y su
demostracién, Modc(Tz) y Modl(Tz) no son ni abiertos ni cerrados. Si CC no
fuera cierta, ello podria acarrear problemas en el estudio de Modc(Tz) (ver

Discusién 11) y, tal vez en el de Mod(Tz).

Por otra parte, si CDC no fuera cierta o bien, aunque fuera cierta, si
existieran métricas luminosamente incompletas sobre e que no lo fueran
espacial o temporalmente, entonces podrian definirse, de modo natural, cada
uno de los tres médulos conformes de métricas incompletas en exactamente 1
caracter causal, y cada uno de los tres médulos conformes de métricas
incompletas en exactamente 2 caracteres causales. Si CC fuera cierta, entonces
cada uno de estos médulos seria un subconjunto de Modl(Tz); en caso contrario,

afiadiria un problema adicional mas al estudio de Modi(Tz).
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