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CAPITULO 1. INTRODUCCION.

1. Preliminares.

Las técnicas de dispersién cldsica de luz han constituido una de las mejores
herramientas para obtener informacién acerca del tamafio, forma y propiedades de
particulas y sistemas de particulas. Tradicionalmente se ha considerado que estas técnicas
"nacieron” en 1908, con un articulo de Gustav Mie (Mie 1908) donde explica la
coloracién de ciertas suspensiones coloidales metdlicas; su articulo fue novedoso en el
sentido de que explicaba dicha coloracién en términos de interaccién luz-materia mediante
una resolucion de las ecuaciones de Maxwell del campo electromagnético con condiciones
de contorno para esferas, en vez de recurrir a otras explicaciones mds de moda en aquella
época, tales como la existencia de formas alotrépicas del material o de "resonancias
Opticas." A pesar del enfoque meramente "coloidalista” de su desarrollo (el articulo lleva
por titulo "Tratado sobre la dptica de los medios turbios, especialmente suspensiones
coloidales metdlicas," poco interesante en apariencia para investigadores interesados en el
estudio de los campos electromagnéticos), su procedimiento de cdlculo fue prontamente
adoptado por todos aquellos cuyo interés radicaba en la forma como la luz era difundida
por particulas, y el nombre de Mie fue asociado a esta teorfa, en detrimento de otros
estudiosos del tema injustamente olvidados, tales como Debye, Lorenz y Thomson.

Durante la mayor parte de este siglo, la teorfa de Mie ha constituido la iltima
palabra en lo referente al andlisis de suspensiones coloidales mediante técnicas de luz.
Hoy dfa, al amparo de sofisticados métodos de andlisis y estudio, se cuenta con un
impresionante arsenal de técnicas para extraer informacién acerca de la composicion,
forma, tamaiio, orientacién y concentracién de sistemas de particulas: dispersion ineldstica
de Raman, de Brillouin, fluorescencia, fotoforesis, espectroscopia de correlacién de
fotones, de desplazamiento Doppler, interferometria de Fabry-Perot, movilidad
electroforética, dispersién de rayos X, de neutrones, de rayos gamma, microscopia
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electrénica, de efecto tinel y muchos otros desconocidos por quienes no sean usuarios
habituales de tales métodos. Los computos y ajustes tediosos a que fuerza la teoria de Mie
parecen fuera de lugar frente a las técnicas desarrolladas, probadas y comercializadas por
empresas especializadas que prometen datos fiables, rdpidos y de calidad, sin la necesidad
de conocimientos técnicos sofisticados. Ante la rapidez de mdquinas que dan todos los
datos relevantes de tamafio y forma en tan sélo unos segundos, o la fiabilidad aparente
incuestionable de una fotograffa mediante microscopfa electrénica, a veces parece
inevitable preguntarse sobre la utilidad que tiene hoy dia la dispersion de luz.

Sorprendentemente, la dispersiéon de luz (DL) goza de muy buena salud, y
actualmente constituye uno de los campos de investigacién mds activos de la Fisica. La
extension de los métodos actuales de DL a sistemas de particulas no esféricas se estd
llevando a cabo en diversos frentes: métodos perturbativos, de condiciones de frontera
extendida, separacién de variables, aproximaciones dipolares y multipolares, promedios
estadisticos, etc. Al margen de su importancia dentro de la investigacién bdsica, la DL
sigue siendo una potente herramienta de andlisis de tamafio, forma y composicién de
sistemas de particulas, siendo a veces insustituible en determinadas aplicaciones. Las
razones principales son las siguientes:

La DL es un método de andlisis no destructivo. Algunos de los métodos modernos
exigen someter a la particula a un ambiente hostil: campos eléctricos, rayos X, gamma o
haces de electrones, vacio, etc. Asf, por ejemplo, la observacién en un microscopio
electrénico exige que la particula haya sido sometida a un proceso quimico, fijada con
peliculas de materiales delgados, sometida al vacfo y bombardeada con electrones. Estos
fenémenos y otros andlogos imponen severas restricciones al andlisis de sistemas
biolégicos o coloidales donde la forma, estructura o propiedades de sus particulas puede
verse afectada, bien por la preparacién previa al andlisis, bien por el andlisis en si.

La DL, por contra, se limita a iluminar el sistema con haces de luz (o de otros
tipos de radiacién electromagnética) y a tomar nota de cémo se modifica dicha luz.
Excepto en el caso de que las condiciones existentes demanden potencias de irradiacién
muy altas, o bien que la longitud de onda empleada sea perjudicial al sistema por motivos
concretos (por ejemplo, plancton sometido a fuertes dosis de luz ultravioleta), el sistema
no se verd alterado al ser iluminado; procedimientos adicionales tales como
ultrasonicacién, centrifugacién o inmersién en bafio térmico son poco intrusivos y, en la
mayoria de los casos, prescindibles. La DL es asimismo una valiosa ayuda cuando no sea
posible o deseable desprenderse de cantidades apreciables del sistema (por ejemplo, por
razén de su escasez, peligrosidad o valor econ6mico).
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La DL proporciona un modo de caracterizar sistemas de particulas in situ 'y en
tiempo real. Generalmente, los instrumentos para la determinacién de tamafio de
particulas, ya sea microscopia o dispersién de rayos X, suelen estar ubicados en
laboratorios y bajo condiciones controladas (temperatura, presién, campos eléctricos y
magnéticos, vibraciones mecdnicas, etc.), en tanto que los sistemas por estudiar suelen
estar en otro lugar. En este caso, solo hay dos soluciones: o se lleva el analizador al
sistema, o se lleva el sistema al analizador. La primera posibilidad no suele ser prictica,
salvo que se cuente con un instrumento portdtil; incluso en ese caso, las medidas suelen
ser de inferior calidad, si es que pueden hacerse en absoluto.

La segunda, cuando puede hacerse, conlleva importantes fuentes de error. La
muestra que se introduce en el analizador no tiene necesariamente la misma forma o
tamano que la que tenia en el sistema original. El mero hecho de sacar las particulas de
su ambiente natural puede originar agregacién entre ellas, modificaciones en su vida y
comportamiento (si se trata de sistemas vivos), reacciones fisicoquimicas y, en general,
alteraciones respecto a su estado original. Los estudios de agregacién de particulas, por
ejemplo, han de realizarse en el momento y lugar en que se producen, lo que deja fuera
de lugar ciertos métodos de andlisis. Otros, tales como la espectroscopia de correlacién
de fotones (PCS) y la propia DL resultan especialmente \tiles para tales casos (Ferndndez
1994, Garcia 1994).

Tan importante como estudiar el sistema en el lugar de procedencia suele ser el
estudiarlo en el instante preciso, donde estén ocurriendo procesos que alteren la forma y
el tamafio de las particulas. Uno de los métodos mds novedosos empleados por los
meteordlogos utiliza ondas de radar o de luz lidar (radar mediante ondas en luz visible).
La velocidad del viento puede inferirse del desplazamiento Doppler inducido por las
particulas atmosféricas arrastradas por el aire; la lluvia puede estimarse mediante
relaciones que ligan la tasa de lluvia R (o incremento de la cantidad de agua precipitada
con el tiempo) con la reflectividad radar Z (un indice de la potencia dispersada por las
gotas de lluvia en un volumen unitario a una distancia dada del receptor). La DL permite
obtener datos en tiempo real, en el entendido de que dichos datos se obtienen y almacenan
en el mismo instante en que se producen (extraer informacién inmediata de los datos
experimentales requerirfa un ordenador de alta velocidad, pero normalmente no existe
tanta urgencia y resulta suficiente almacenar los datos para su posterior tratamiento).

La DL permite sondear sistemas inaccesibles fisicamente. Las mejores técnicas de
andlisis concebibles fallardn si no pueden acceder al sistema en estudio. La forma y
tamaiio de particulas de una nube interestelar, por ejemplo, podrian determinarse mediante
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microscopia (y atin con regla y boligrafo) si pudiésemos acceder a ellas; no obstante, la
distancia que nos separa de ellas es al menos siete 6rdenes de magnitud mayor que la
distancia mds lejana accesible hoy dia para el hombre o para los instrumentos por él
creados. Aun la observacién de las regiones al alcance de nuestras sondas espaciales
(nubes cometarias, atmdsferas planetarias, polvo intraplanetario, plasma solar) es lenta y
dificil, requiere grandes esfuerzos econémicos y de ingenierfa, y no permite estudiar mds
que una pequeiia region del sistema de interés durante un breve intervalo de tiempo ... y
eso cuando los siempre estrictos requerimientos de espacio, peso y presupuesto permiten
la instalacién de aparatos de medicién adecuados (resulta evidente la dificultad, por
ejemplo, de instalar un microscopio electrénico o un interferémetro de Fabry-Perot y
conseguir que funcione adecuadamente en el ambiente hostil tipico de las misiones
espaciales).

Sin embargo, un simple espectrofotdmetro puede encargarse de registrar y
transmitir datos de intensidad angular, polarizacién, atenuacién, reflectividad, todo en
tiempo real y a distintas longitudes de onda. Algunos de estos sistemas al alcance de
sondas pueden asimismo estudiarse a mayor proximidad de la Tierra, mediante el uso
racional de telescopios con base en tierra o en 6rbita baja (las imdgenes de cuerpos de
nuestro Sistema Solar tomadas mediante el telescopio espacial Hubble con su dptica
corregida rivalizan con las tomadas mediante sondas espaciales). Por supuesto, también
pueden estudiarse de este modo sistemas naturales fuera de nuestro alcance, tales como
nubes interestelares, zonas de formacion de estrellas, restos de supernovas, etc.

Mis cerca de nuestro entorno existe gran cantidad de sistemas cuyo acceso fisico
resulta como minimo diffcil. Nuestra atmdésfera es una gigantesca suspensién coloidal con
subsistemas que van desde las sencillas nubes noctilucentes a los aerosoles que amenazan
nuestra capa de ozono, desde el polvo estratosférico debido a las explosiones volcdnicas
a los compuestos de azufre que amortiguan el efecto invernadero (Charlson y Wigley
1994; Ohvril 1994; Toon y Turco 1991). Algunos de ellos se encuentran a alturas
inconvenientes para obtener muestras o andlisis in situ (demasiado altos para su acceso
mediante aviones, demasiado bajos para su acceso mediante satélites), pero son ficilmente
abordables mediante técnicas de DL; otros son mds o menos accesibles, lo que convierte
a la DL en un procedimiento de comprobacién adicional, ficil y relativamente sencillo.

La deteccién y localizacién mediante ondas de radio (radar) constituye una de las
aplicaciones de la DL que suelen pasar mds inadvertidas, a pesar de que se trata de un
tipico problema de dispersién de radiacién electromagnética por una particula.
Normalmente, el emisor de ondas hace también el papel de receptor, de tal manera que
la combinacién emisor/receptor - blanco forma un sistema de retrodispersién (6=180°).
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La distancia del blanco (permitasenos aquf utilizar esa palabra para referirnos a cualquier
tipo de objeto) puede calcularse determinando el tiempo que tarda un pulso de radar en
ir y volver; su velocidad se obtiene por medio del desplazamiento Doppler.

En cuanto a la identificacién del blanco, puede en principio hacerse gracias a las
técnicas de DL. La retrodispersién es muy sensible a la forma de la particula, de modo
que dos objetos con distinta forma dardn sefiales distintas. Un operador de radar podria
distinguir dos aviones mediante su sefial radar de la misma forma que podria distinguirlos
mediante identificacién visual. Resulta en principio sorprendente, pues, que los radares
modernos no empleen este tipo de procedimientos. Los controladores de vuelo distinguen
los aviones que aparecen en sus pantallas tinicamente mediante peticiones directas de
identificacién, sea a sus pilotos, sea a los sistemas electrénicos del aeroplano; si éstos
fallan, el controlador no tiene forma de saber que le estdn mintiendo.

La situacién no es mejor en el campo militar. El procedimiento usual para
identificar un avién se vale de un transpondedor de Identificacién Amigo-Enemigo (IFF,
en inglés), especie de tarjeta electrénica de identidad. Cualquier avién que no pase la
prueba IFF es tratado automdticamente como enemigo y, si es el caso, abatido, pero no
hay una identificacién basada en la sefial de radar en si'. A una distancia dada, la dnica
informacién de DL que tiene un radar consiste en la seccién eficaz radar para una sola
frecuencia (o longitud de onda). Dicha seccién eficaz variard en funcién de las
caracteristicas del blanco: tamafio y forma, composicién externa, dngulo respecto al
receptor radar, depdsitos de combustible externos, antenas, materiales absorbentes al
radar, etc. El mero hecho de pintar el avién con un tipo de pintura diferente cambiard su
composicién externa y, por tanto, su seccién eficaz (dejamos al margen la posible
existencia de contramedidas electrnicas activas o pasivas). En tales condiciones resulta
poco menos que imposible identificar el blanco mediante una sola seccién eficaz; lo mds
que se puede precisar es que el blanco es grande o pequefio.

A pesar de ello, la ventaja resultante de una identificacién inequivoca de forma y
tamafio y, por tanto, del tipo de blanco, nos inducen a pensar que en el futuro se
intensificardn los esfuerzos en esta direccién. Una solucién podria pasar por el barrido

1) La fragilidad de este procedimiento se puso de manifiesto en Julio de 1988, cuando
un avién civil irani de pasajeros fue derribado en el estrecho de Ormuz (Golfo Pérsico) por
un misil lanzado desde el crucero antiaéreo norteamericano " “‘ncennes, quien lo confundid
con un caza enemigo. A pesar de la enorme diferencia entr formas d: un Airbus A-300
civil y de un caza F-14, el complejo informdtico mds co~ ¢jo jamds montado sobre un
navio para la proteccién antiaérea fue incapaz de reaccionar . .ecuadamente. El sistema IFF
proporciond la tinica prueba de que el blanco correspondia a un avién hostil.
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radar a diversas frecuencias, lo que darfa una curva retrodispersion vs. frecuencia (del haz
radar) capaz de, como minimo, restringir fuertemente el rango de posibles formas. Otros
procedimientos podrfan incluir una separacién fisica entre emisor y receptor, de manera
que pueda estimarse la intensidad dispersada a diversos dngulos. Asimismo, se prestard
mayor atencién a las caracteristicas de polarizacién de los haces incidente y reflejado.
Con todo ello podrd formarse una imagen mds completa de lo que sucede mds alld de la
pantalla?.

También en climatologia y meteorologfa puede la DL jugar un papel preponderante.
La atmésfera, en tanto que actiia como soporte material para gran niimero de sistemas de
particulas, juega un papel crucial en el balance energético de la Tierra. La radiacién solar
incidente es parcialmente reflejada por las nubes de vapor de agua y, en cierta medida,
por los aerosoles y particulas en suspensién; el resto alcanza la superficie y es
posteriormente re-irradiada en forma de luz visible o infrarroja, parte de la cual queda
atrapada en la atmoésfera como consecuencia de la presencia de ciertos gases,
fundamentalmente CO, y CH, ("efecto invernadero").

La evolucion dindmica de la atmésfera es extremadamente compleja y el volumen
de cémputo necesario para seguir o predecir su comportamiento es tan enorme (Schneider
1987) que, incluso en nuestros dias, son necesarios grandes esfuerzos para poder precedir
si lloverd pasado mafiana en Badajoz. No obstante, todos los modelos parten del mismo
punto: dispersién cldsica de luz. Las caracteristicas del sistema sobre el que incida la luz
(concentracién tamafo, forma, composicién) determinan la fraccién de radiacién solar que
serd absorbida o dispersada; los modelos climdticos incorporan estos datos a los cédlculos
dindmicos de circulacién atmosférica. Es de suponer, por tanto, que si un suceso altera
por cualquier razén las caracteristicas del sistema de particulas, las consecuencias se
trasladen en ultima instancia al esquema climdtico global. Se dan varios de esos sucesos,
algunos de origen natural (colisiones de cometas o meteoritos, erupciones volcdnicas y
grandes incendios forestales) y otros de origen humano (p. €j. las emisiones
antropogénicas de CO, y de compuestos clorofluorocarbonados, asi como las pruebas de
explosiones nucleares).

‘Los modelos de DL pueden ser empleados para estudiar otros fenémenos

2) Esta pugna puede verse desde el otro punto de vista. Resultard interesante que la
sefial radar de un avidn atacante sea, bien similar a la producida por un avién enemigo con
el fin de pasar inadvertido, bien lo bastante pequefia para no ser detectado mds que en las
etapas finales de su aproximacién. Los aviones calificados de "invisibles al radar" (p. €j.
el caza F-117 o el bombardero B-2) tienen una forma y composicién tales que la sefial
reflejada (seccién eficaz) es minima para un conjunto de frecuencias tfpicas del radar.
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importantes de inyeccién de polvo/humo en la atmésfera. Los estudios realizados sobre
grandes incendios forestales, tales como el de Alberta (Canadd) de 1950 y el de Siberia
de 1915 han confirmado la existencia de zonas cubiertas de nubes de espesor Gptico
considerable y la bajada local de las temperaturas entre 5 y 15° C durante periodos de
semanas (Seitz 1986; Sagan y Turco 1991), en concordancia con los modelos recientes.
Por contra, el incendio de los pozos de petréleo de Kuwait en 1991 tuvo consecuencias
medioambientales locales graves, pero el humo no llevo a alcanzar la estratosfera y por
tanto no tuvo efectos climdticos mensurables a escala global (Bakan et al 1991; Small
1991). Las erupciones volcdnicas recientes (El Chichén, Monte St. Helen, Pinatubo) han
arrojado cantidades enormes de polvo a la atmdsfera, atenuando levemente la radiacién
solar media incidente y provocando una leve bajada global en las temperaturas.
Situaciones similares se han dado en tiempos histéricos (Krakatoa 1883, Tambora 1816,
Etna 42 a.C., Rabaul 536 d.C), con efectos climdticos acusados a escala global (Gore
1993; Lamarche y Hirschboeck 1984).

Es evidente que, si un gran volcdn entra en erupcién, es poco lo que el hombre
puede hacer para evitarlo. No obstante, un seguimiento de una gran erupcién en sus
primeras etapas de inyeccién de polvo estratosférico permitirfa una planificacién de las
posibles medidas a tomar, incluyendo el almacenamiento de alimentos, el incremento de
las cosechas y un aprovechamiento mds estricto del agua disponible para usos agricolas.
Esto permitirfa evitar las hambrunas masivas asociadas en el pasado con alteraciones
climdticas de origen volcdnico. El proceso de modelizacién, simulacién y prediccién ha
de pasar forzosamente por el estudio de los procesos de DCL entre el polvo volcdnico y
la radiacién solar incidente.

También los océanos pueden ser estudiados mediante procedimientos DL: derrubios
aluviales, plancton, corrientes interocednicas, mareas negras y otros productos
contaminantes pueden ser ficilmente observados mediante satélites. Incluso los bancos de
peces y los submarinos podrian en principio ser detectados con DL a longitudes de onda
adecuadas como microondas u ondas de radio (desafortunadamente, el agua es un medio
fuertemente absorbente a esas longitudes de onda). En suma, el rango de aplicaciones de
la DL es tan extenso como productivo, y el estado actual de la tecnologia indica que
continuard constituyendo una técnica de andlisis fundamental en el futuro, a veces
imprescindible, a veces complementaria, siempre valiosa.
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2. Resumen del trabajo.

La presente memoria ha sido dividida en tres grandes apartados fundamentales:
teorfa, métodos numéricos y obtencién y andlisis de resultados experimentales. El capitulo
IT estd dedicado al conjunto de teorfas aplicadas. Se hace, en primer lugar, un repaso
breve de la metodologfa y herramientas matemdticas utilizadas en Gptica y andlisis de
radiacién electromagnética en general, prestando especial atencion a los pardmetros de
Stokes y las matrices de Miiller empleados en la descripcién de, respectivamente, haces
de luz y sistemas Gpticamente activos. A continuacién se exponen los fundamentos y
ecuaciones bdsicas de la teorfa de Maxwell en el caso de interaccién luz-esferas,
desarrollados por Gustav Mie y conocida desde entonces con el nombre genérico de teoria
de Mie de la dispersion; esta teorfa es a continuacién ampliada para abarcar el caso de
suspensiones no monodispersas de particulas esféricas.

En este capitulo se hace asimismo una exposicién, forzosamente limitada, del
procedimiento de andlisis conocido como espectroscopia de correlacién de fotones (PCS)
que extrae informacién de las fluctuaciones temporales del campo eléctrico incidente sobre
una particula; se ha hecho hicapié en la peculiaridad de este método aplicado a particulas
no esféricas, y de la posibilidad de obtener informacién sobre tanto tamafio como forma
de particulas mediante un andlisis cuidadoso de la variacién angular de las propiedades de
autocorrelacién del campo eléctrico.

Para concluir el apartado de teorfa, se hace una introduccién de una de las técnicas
mds utilizadas en la actualidad para el cdlculo de propiedades de dispersién de luz en
sistemas de particulas no esféricas: el método EBCM (o método de la matriz T). Se ha
realizado aqui una discusion sobre las ventajas y limitaciones de dicha teoria, asi como un
desarrollo especial de dicha teorfa para suspensiones de particulas no esféricas orientadas
aleatoriamente. No se ha pretendido un desarrollo pormenorizado de la teorfa EBCM
debido a su extension y complejidad matemdtica; éste ha sido sustituido por un compendio
de relaciones y férmulas ttiles para el cdlculo y una relacién de referencias bibliograficas
adecuadas.

En el capitulo III se desarrollan los métodos numéricos aplicados en la obtencidn
de informacién relevante a partir de datos experimentales, y se codifican aquéllos en
algoritmos y programas reales de cdlculo. Se ha realizado una revisién de los métodos
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de cdlculo, con especial énfasis en los pasos intermedios cuya mala utilizacién puede
desembocar, bien en la generacién de datos incorrectos, bien en el mal uso de la capacidad
computacional de los ordenadores utilizados (fendmeno plasmado en el aumento
innecesario del tiempo de CPU necesario). Se comentan los procedimientos de célculo de
particulas esféricas en sus tres vertientes aqui empleadas: intensidad-dngulo, turbidez-
longitud de onda y espectroscopia PCS; asimismo, se ha realizado un estudio y
justificacién del programa de cdlculo para particulas no esféricas, basado en la teorfa de
la matriz T.

Finalmente -aunque no por ello menos importante- se ha utilizado la programacion
desarrollada para obtener un conjunto de datos numéricos de coeficientes de desarrollo y
de coeficientes de matrices de dispersi6n para varios tipos de suspensiones de particulas
orientadas aleatoriamente (elipsoides alargados, aplanados y particulas de Chebyshev). El
fin perseguido con ello ha sido, por un lado, comprobar la validez y las limitaciones del
programa y, por otro lado, proporcionar un conjunto de datos tedricos que puedan servir
de comprobaci6n y validacién ("benchmark").

Los capitulos IV y V abarcan la parte experimental de la presente memoria. En
el capitulo IV se presentan los materiales empleados y los dispositivos y técnicas utilizados
en la obtencién de datos experimentales. El capitulo V muestra los resultados obtenidos
con dichos métodos y suspensiones, y se comparan con los datos tedricos obtenidos
mediante los programas de cdlculo basados en las teorfas de Mie (esferas) y EBCM
(elipsoides). Se concluye este capitulo con una breve discusién sobre la aplicabilidad (con
ejemplos concretos y ajustes tedricos) de estas teorfas a campos en apariencia tan distantes
de la ciencia de coloides como la meteorologia y la climatologia, pero que comparten
procedimientos y fundamentos con aquélla.

Se adjuntan, para terminar, los programas utilizados en esta memoria. Todos ellos
han sido redactados en lenguaje de programacién Fortran-77 estindar y, salvo una
subrutina de integracién sobre intervalo finito, son ficilmente implementables en cualquier
tipo de mdquina calculadora, incluyendo un ordenador personal.

UNVERSDAD D

Cheeivils Bio W
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CAPITULO II. TEORIA

1. Conceptos bdsicos de teoria de dispersién de luz.

1.1. Representacion del campo eléctrico.

Supéngase un haz paralelo de luz monocromdtica propagdndose en la direccién
positiva del eje z. Dicho haz puede representarse por una onda plana, cuyos campos
eléctrico y magnético con E y H pueden describirse como:

E= Eoe i T~ wn_ Eoe tilkz-wb) H-= Hoe ik *T- uh— Hoe tiGz-al) (II.1)

donde w es la frecuencia angular, k=2#/\ es la constante de propagacién o mimero de
ondas correspondiente a la longitud de onda A y E,, H, las amplitudes de los vectores de
campo eléctrico y magnético, que pueden por conveniencia representarse por cantidades
complejas si consideramos las partes reales de dichos vectores como cantidades con sentido
fisico (un campo eléctrico o magnético arbitrario puede descomponerse en sus
componentes de Fourier, que son ondas planas; por tanto, puede hallarse la solucién para
un caso general por al principio de superposicién). El signo que aparece en la exponencial
puede tomarse como se desee, puesto que ambos casos representan el mismo tipo de onda;
las cantidades de interés (especialmente las que se pueden medir experimentalmente) no
variardn con ello. La dependencia temporal estd representada por un término et'“!. A lo
largo de esta tesis se elegird una dependencia e, en concordancia con diversos autores
(Barber y Hill 1990; Bohren y Huffman 1983; Chu 1991; Mishchenko 1991; Stratton
1941). Otros (van de Hulst 1957; Kuik 1992; Mie 1908) han elegido una dependencia e*'.

Si el medio por el que se propaga la onda es absorbente, el nimero de ondas puede
representarse por una cantidad compleja k = k, + ik;, que dard cuenta no sélo de la
propagacién sino de la absorcion:
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E=E ' =F ¢ "t (I.2)

En tal caso (Bohren y Huffman, 1983) se define el indice de refraccién complejo y se
relaciona con el nimero de ondas como:

m=m_+imz=cfep k=%\7.r.m (I1.3)

(k =k, - ik, m = m, - im, si se elige una dependencia ), y el vector de Poynting § =
E x H que describe la energifa transportada por una onda electromagnética con direccién
de propagacion z tiene un valor de:

<S> =%Re<ExH‘ > =_;-\/e/n | E,|?e ™7 (IL4)

Este vector representa la magnitud y direccién de la velocidad de transferencia de
energifa electromagnética en cualquier punto del espacio. Es comiin encontrarnos con la
intensidad o irradiancia I = | <S> |, que representa la potencia (energia por unidad
de tiempo) que atraviesa una superficie de drea unidad colocada perpendicularmente a la
direccién de propagacion.

1.2. Estados de polarizacién.

Se suele representar, como se ha mostrado anteriormente, el campo eléctrico por
una cantidad compleja E. El significado fisico viene dado por su parte real:

Re(E)=Re|(A+iB)e'®%)=Acos(kz-wt) - Bsen(kz-wt) (IL.5)

donde los dos vectores A y B son independientes de la posicién y del tiempo, y se
encuentran en el plano perpendicular a la direccién de propagacién (se ha supuesto, sin
pérdida de generalidad, que la onda no se ateniia, lo que significa un mimero de ondas
real). Ambos vectores describen, en el caso mds general, una elipse, llamada elipse de
polarizacién o de vibracién. Si A=0 o B=0, se dice que la onda estd polarizada
linealmente (en cuyo caso, la direccién del vector eléctrico recibe también los nombres de
direccioén de vibracién y direccién de polarizacién). Cuando los vectores son iguales en
mdédulo y perpendiculares entre s{ (caso |A| = |B| y A-B = 0) tenemos luz
circularmente polarizada. En el caso mds general se tiene la llamada polarizacién eliptica.
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La elipse puede girar en dos sentidos: horario y antihorario. El convenio para el
sentido de giro es algo confuso y no hay unanimidad al respecto. La convencién m4s
extendida (Bohren y Huffman 1983; Casas 1985) es la de considerar luz polarizada
dextrégira (o a derechas) si para un observador que mire hacia la fuente (en sentido
opuesto al de propagacion, por tanto) la elipse de vibracién gira en sentido horario. Sea
cual sea la que se tome, no tendrd mayor trascendencia siempre que se tome la misma
convencién para los haces de luz incidente y dispersado.

Supondremos a partir de ahora que el medio por el que se propaga la onda no
cambia el estado de polarizacién de ésta. Puede suceder que dicho estado haga cambiar
la parte real del indice de refraccién (en cuyo caso se habla de materiales birrefringentes),
o bien su parte imaginaria (material dicroico). Asimismo, cuando se hable de dispersién
de luz, nos referiremos a dispersién eldstica, donde se supone que la longitud de onda de
la luz incidente es igual a la de la luz dispersada; esto elimina fendmenos tales como las
dispersiones de Brillouin, de Raman, etc, que no se tratardn aqui.

Finalmente, se considerard la condicién de dispersién simple: el nimero de
particulas es lo bastante pequefio y su separacién lo bastante grande para que el campo
eléctrico dispersado por todas las particulas sea débil comparado con el campo externo.
Con ello, el campo total dispersado por una coleccién de particulas es simplemente la
suma de los campos correspondientes a cada una de las particulas, cada una de las cuales
actia como si estuviese aislada de las demds. La dispersién simple puede obtenerse
ficilmente en el laboratorio diluyendo suficientemente la muestra. En algunos casos no
serd esto posible, y serd preciso tener este efecto en cuenta: como ejemplo, el grado de
polarizacién circular detectado en nubes noctilucentes por algunos autores puede deberse,
bien a un alineamiento de las particulas que las componen, bien a dispersién muiltiple de
la luz dentro de ellas.

1.3. Pardmetros de Stokes.

El estado de polarizacién de la luz puede describirse gracias a su elipse de
vibracién, que depende de cuatro pardmetros: semiejes mayor y menor, acimut (dngulo
que forma el semieje mayor con una direccién fija) y sentido de giro. En la préctica estos
pardmetros no son féciles de medir directamente y no permiten visualizar con facilidad las
transformaciones que puede sufrir la luz. Suele recurrirse al empleo de otro conjunto de
pardmetros que nos dardn el estado total de polarizacién, para lo cual es conveniente que
fijemos antes nuestro sistema de referencia.
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Supondremos un sistema de coordenadas cuyo centro corresponderd con el de la
particula y sistema a considerar (figura 1). La direccién y sentido de propagacién de la
luz incidente nos dan el eje z. La luz saldrd dispersada en una direccién e, que junto
con el eje z nos definen el plano de dispersién. Las direcciones perpendiculares a e, nos
definen vectores unitarios ey y e, paralelo y perpendicular, respectivamente, al plano de
dispersion y elegidos de tal manera que e, x e¢j = ey (e, nos da el sentido "hacia
arriba"). 0 es el dngulo de dispersion, con =0 si e,, = z. Se ha de definir un segundo
dngulo ¢ que diera la elevacién respecto al plano de dispersidn, pero por definicién de
plano de dispersién ¢ =0 (cuando se mide la luz dispersada a distintas direcciones, se suele
hacer que se encuentren en un mismo plano, el de dispersién). El campo eléctrico
dispersado E,; puede, por tanto, describirse por dos componentes Ey y E, tales que E
= Eye; + E,e,; igual descomposicién puede hacerse para el campo incidente.

Plano de dispersion.
” ¢
x T z Suspensién. /_
@‘* R ‘\{\U N W

S

Fig. 1. Geometria de un experimento de dispersién.

Una onda monocromdtica puede expresarse como superposicién de componentes
ortogonales de polarizacién: horizontal - vertical, circular dextrdgira - circular levégira,
etc. Pueden definirse cuatro pardmetros, relacionados con los pardmetros elipsométricos
anteriormente mencionados, que nos dan el estado completo de polarizacién de la luz:

I= EE"+E\E,

Q= E"E"' - EE’

U= EE," +EE

V=i[EE," - E,E/)
donde I representa la intensidad total; Q, la diferencia de intensidad entre luz polarizada
paralela y perpendicularmente al plano de dispersién; U la diferencia de intensidad entre
luz polarizada linealmente a y=+45° y a y=-45° y V la diferencia de intensidad entre
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luz polarizada circularmente a derechas y a izquierdas (v es el dngulo, en sentido horario,
entre el vector e, y la direccién de polarizacién). Estos pardmetros, dispuestos en forma
de columna, forman la matriz de Stokes del haz de luz (Bohren y Huffman, 1983). Es
natural a partir de aqui definir el grado de polarizacién:

(@ + U2 + VA1
el grado de polarizacién lineal
(@ + UM
y ¢l grado de polarizacién circular
v

Se cumple que * = Q> + U? + V2, donde la igualdad se da si la luz estd
polarizada. La luz natural, por ejemplo, tendria una matriz de Stokes [1,0,0,0], puesto
que no existe preferencia por ningiin tipo de polarizacién. Se suelen normalizar los
pardmetros de Stokes haciendo /=1. He aquf algunos ejemplos de pardmetros de Stokes:

TIPO DE LUZ 1] Q U 1%
Natural 1 0 0
Polarizada lineal « (y=0) 1 1 0 0
Polarizada lineal t (y=90) 1] -1 0 0
Polarizada lineal \ (y=45) 1 0 1 0
Polarizada lineal / (y=-45) 1 0 -1 0
Polarizada lineal () 1 | cos2y | sen2y 0
Polarizada circular dextrégira 1 0 0 1

Polarizada circular levégira 110 0 -1

Q, U dependen de la eleccién de las direcciones horizontal y vertical. Si los
vectores e, e, se giran un dngulo «, los nuevos pardmetros de Stokes [I’,Q’,U’,V’]
(respecto a e’y, e’,) estdn relacionados con [1,Q,U, V] (respecto a e, e,) por:
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() {1 o o olls
Q' 1 cos2a sen2a 0| |Q (11.6)
v’ 0 -sen2a cos2a O |U
v [o o o 1f|v

.

Por contra, tanto / (la intensidad total) como V (sentido de giro de la elipse de
vibracién) permanecen inalterados y son por tanto independientes de nuestra eleccién del
plano de dispersidn.

Si el haz no es monocromdtico (lo que sucede incluso con ldseres), se pueden
definir los pardmetros de Stokes como promedios temporales sobre un intervalo largo
comparado con el perfodo de la onda. Asi, I = <E\E|" + E E . > yde manera similar
para Q, Uy V. La igualdad entre sus elementos, F = @ + U? + V2, se da si la luz estd
polarizada; en un caso general se tiene # > @ + U? + V2.

Si dos o mds haces casi-monocromdticos propagdndose en la misma direccién se
superponen incoherentemente (esto es, la diferencia entre sus fases no es constante), la
intensidad total es igual a la suma de las intensidades de los dos haces. Se sigue de aqui
que los pardmetros de Stokes de un conjunto de fuentes incoherentes es igual a la suma
de los pardmetros debidos a cada una de las fuentes por separado. Por otro lado, y
supuesta dispersién simple, los pardmetros de Stokes de la luz dispersada por un conjunto
de particulas separadas es la suma de los pardmetros de Stokes de la luz dispersada por
cada una de las particulas. Por tanto, la matriz de dispersién de un sistema de particulas
es la suma de las matrices correspondientes a las diferentes particulas si todas ellas puedan
suponerse en la misma posicion; esto es vélido cuando las dimensiones fisicas del sistema
dispersante son mucho menores que la distancia de éste al detector. Esto es interesante,
pues permite tratar colecciones de particulas. Asi, por ejemplo, se puede calcular los
pardmetros de Stokes para una particula con orientacién (af8vy) respecto a un sistema de
coordenadas, y posteriormente promediar a todos los dngulos; esto nos darfa los
pardmetros de Stokes de un sistema de particulas orientadas aleatoriamente:

2x x x

Is=4_11r L do l senBdf3 l (aBy)dy (I1.7)

Pueden realizarse otros promedios para indicar simetrfa de la particula,
distribuciones de tamaiio, alineamientos parciales, etc.
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1.4. Matrices de Miiller. Matriz de dispersion.

Podemos representar un haz de luz incidente por un vector de Stokes I, = /I, Q,,
U, VJ. Al interaccionar con un sistema 6ptico, ya sea un polarizador o una particula, su
estado de polarizacion variard, de tal manera que la luz dispersada tendrd pardmetros de
Stokes I, = [I,, Q,, U;, V,J. El efecto del sistema 6ptico vendrd, por tanto, dado por una
matriz cuadrada de dimensién cuatro, la llamada matriz de Miiller, P(6,¢):

P, P, P, P,
P, P, P, P
1 12 fn fn £y (11.8)
1= > 2P(0,¢)I,. P(6,9)=
k°R P, P, P, P,
LP41 P, P, P44J

donde R es la distancia entre el sistema y el observador, # y ¢ son los dngulos de
dispersion. Cuando el sistema dptico es nuestra particula por estudiar, la matriz suele
llamarse matriz de dispersién. La matriz de dispersién se puede construir mediante la
llamada matriz de amplitud que relaciona las dos componentes (perpendicular y paralela
al plano de dispersion) de los campos eléctricos incidente (E|, E, ); y dispersado (E}, E ).

E,
E

Ey
EJ.

(I1.9)

eik(r-z) S] Sz
, THkr 1S, S,

L i

Dicha matriz de amplitud puede relacionarse con la matriz de dispersion, lo que
nos da ciertas relaciones entre los elementos de la matriz de dispersién (Bohren y Huffman
1983, sec. 3.3):

I P, P, P, P,|]]
0, 1 P, P, Py P,||Q, (11.10)
U.\' =-k?ﬁ P3l P32 P33 P34 Ui
sz‘ LP41 P, P, P44‘ LVE
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P11=%(|SIIZ+|SZIZ+|S3|2+|S4,l2)
P12=’/2(|S,|2—|32|2+|S3|2—|S4|2)

P;;=Re(S,S,"+S,5;)
P ,,,=Im(S,S2'—S,S'3')

P21=%(|SI|2+|SZI2_|SJ‘2_ |S4|2)

Pzz=%(|51|2— |sz
Py;=Re(S,S,"~SS;")
Py =Im(S,S, +S.,5;)

2—|S3|2+|S4|2)

P;;=Re(S,S;+SS,)
P;,=Re(S,S; —S.5;)
P;;=Re(SS;, +5,55")
P;,=Im(S,S;+S,S,)
P, =Im(S;S; +5,5,)
Po=Im(S;S5 —S,5,)
Ps=Im(S,S; —S,S;)
P,=Re(SS, —S555)

que pueden emplearse para comprobar la validez de medidas experimentales o
simulaciones tedricas (Fry y Kattawar 1981):

(P, +P,,)*~(P,+P,)*~(P,;+P,)*-(P,,-P,)* =0
(P, =Py)* ~(Py~P,)*~(Pyy =P ) - (P, +P,)* =0
(P +Py ) ~(P,+Pp)*~(P, + P, ) ~(P,,-P,)* =0
(P,,=Py)*~(P,~P,)*~(P,-P,)*-(P,,-P,)* =0
(P, +P,) ~(Py, +P ) ~(Py +P,)*-(P, +P,,)* 20
(P, =P )’ (P, ~P,)*~(P,, - Pp,)*~(P,,-P,,)* =0

(IL.11)

En lo que sigue, elegiremos una matriz de dispersién F(6) correspondiente a la
matriz P normalizada por la condici6n:
1
L F, (0)d(cost)=1
5 [ Fu(®d(cost)=

=1

(I1.12)

Los 16 elementos de matriz F; pueden reducirse si se emplean relaciones de
simetria. Supongamos que el sistema consta de una suspensién de particulas orientadas
aleatoriamente que tienen un plano de simetria (entre ellas se contarfan las particulas
esféricas, dotadas del mayor grado de simetria que pueda imaginarse). En este caso, la
matriz de dispersi6n tiene la siguiente forma (Bohren y Huffman 1983, sec. 13.6):

-

F 0 F, 0 0 0

F,(0) F,(6) 0 0 (IL.13)
FO=1 o o F,(0) F,©)
0 0 -F,6) F,0)]



1. Conceptos bdsicos de teorfa de dispersién de luz. 21

En el caso particulas esféricas se tiene F,;(0)=F,,(0), F,;(8)=F,,(6). Por contra,
si no existe simetrfa sobre un plano ecuatorial, la matriz tiene la forma més general:

F 11(0) F, 12(0) F 13(0) F 14(0) |
F,0) F,0) Fy0 F,®) (I1.14)
-F,(0) -F. »(0) F(0) F,0)
{ F, 14(0) F, 24(0) -F. 34(0) F, 44(0) J

F@)=

Como puede verse, las matrices correspondientes a particulas esféricas y no
esféricas son esencialmente diferentes en forma. En consecuencia, habrd propiedades de
dispersion de luz para particulas no-esféricas que no puedan ser reproducidas por ninguna
coleccion de esferas "equivalentes” (independientemente de c6mo se defina esa
"equivalencia"). Las diferencias son especialmente acusadas para direcciones de
dispersién cercanas a 180°. En palabras de Bohren y Singham (1991), "es posible
encontrar ejemplos donde la diferencia entre dispersion para particulas no esféricas y por
esferas equivalentes ... es arbitrariamente grande. Esto no significa que el error sea
siempre grande, sino que existen longitudes de onda, tamafios, formas y propiedades
observables (p. €j. extincidn, polarizacién, retrodispersién) para los cuales es grande."

Finalmente, las desigualdades entre elementos de matriz toman la siguiente forma
para particulas con un plano de simetria:

(F\ +E,)*~(F,,+F, )} -4F1,-4F3, >0
F\ ~Fp-|Fy3-F,| 20
F, +F,~|F,+Fy,| =0

Fu"Flz'IFn'Fzzl =0

(IL.15)

1.5. Secciones eficaces y eficiencias.

Una colecci6n de particulas dispersard una cierta cantidad de energia I, por unidad
de tiempo. El cociente entre la intensidad disipada en todas direcciones y la intensidad
incidente I,,. permite definir un pardmetro, llamado seccién eficaz, para medir la capacidad
dispersora del sistema. La seccién eficaz recibe este nombre porque tiene dimensiones de
superficie. Su sentido fisico seria el siguiente: la energfa dispersada es la misma que
incidiera sobre una superficie igual a la seccién eficaz. Su expresién matemdtica es:
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1,C,= J 1, R%dQ (I.16)

donde d{1 es el elemento de dngulo sélido. Al relacionar 1, e I, por medio de la matriz
de dispersién (ec. I1.8), se obtiene:

x

C,,fﬁ ‘[ P, (8)sen6df (I1.17)

k2

lo que nos permitird en adelante relacionar los pardmetros de Stokes de los haces
incidentes I, y dispersado I, mediante la matriz de dispersién normalizada:

4z
1= F0,9)1, (I1.18)
e T

Ademds de dispersar, un sistema puede absorber energia. En ese caso, es
conveniente definir una seccién eficaz de absorcién C,,,. La seccién eficaz de extincién
(absorcién + dispersién) vendrd dada por C,,, = C,, + C,,. Sus expresiones en funcién
de los campos eléctricos incidente E; y dispersado E, es la siguiente (Bohren y Huffman
1983, sec. 3.4):

Cpmt _IE;PdQ, C. =" _Re[(E; *E),.] (I1.19)
k. |E|? k| E,|®

Normalmente se definen las eficiencias (o factores de extincién) como las secciones

eficaces correspondientes divididas por alguna superficie caracteristica de la particula G:

C C c,,

2 e 2l = s
Qm'—G— ’ Qdu G ’ Qab: G

(I1.20)

Muy a menudo G es el drea geométrica media proyectada por las particulas de la
suspensién. Para particulas elipsoidales con semiejes mayor y menor a,b 'y e=(1 -(b/a))"?,
se tiene:
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G=% |:21rb2+21rabm] elipsoides alargados
¢ (IL.21)

2
G=% [21ra2+ﬂln [#] ] elipsoides achatados
e -e

En este caso, no obstante, puede darse el caso de que la eficiencia de extincién sea
mayor que la unidad, lo que parece indicar que la particula dispersada y absorbe mds
energia que la que recibe. Esta paradoja se debe a consideraciones de dptica geométrica
(Bohren y Huffman, Sec. 4.4) y no tiene mayor trascendencia, pero es un indicativo de
la prudencia que es preciso tener a la hora de emplear estas cantidades y compararlas con
las definidas por otros autores. Mugnai y Wiscombe (1986), por ejemplo, definen G
como la superficie de la esfera de volumen equivalente a las particulas dispersoras. En
esta tesis se elegird el drea de la particula de volumen equivalente.

Un haz de luz que atraviesa un sistema de particulas resulta atenuado a la salida
(0=0). Supongamos solamente dispersién simple; si el sistema contiene N particulas por
unidad de volumen, la intensidad I después de atravesar una longitud [ estd relacionado
con la intensidad inicial I, como:

I=1exp(-NC_]) (11.22)

El producto NC,,=7 suele recibir el nombre de turbidez, y tiene dimensiones de
I'. Dividiendo por la fraccién de volumen de las particulas en la suspensién se obtiene
la turbidez especifica, 7/¢, utilizada en la literatura (Kerker 1969; Delgado y Matijevic
1991). Otros autores eligen dividir la turbidez 7 entre la concentracién ¢ (Heller y
Pangonis 1957; Wales 1962), o bien emplear la cantidad adimensional rA/¢ (Melik y
Fogler 1983; Wallach y Heller 1964; Wallach et al. 1961).

La seccién eficaz, y por tanto la atenuacién del sistema, dependerd de la forma,
composicién y tamafio (respecto a la longitud de onda incidente M), de la particula, de
manera que un barrido 7 vs. A nos dard una curva distinta para cada caso. Existen
muijltiples casos donde la dnica informacién disponible es 1a luz transmitida a 6=0, lo que
hace este procedimiento especialmente iitil (nubes interestelares, por ejemplo). Como
desventajas, hemos de citar una que no suele tenerse en cuenta: el indice de refraccion de
la particula suele depender de la longitud de onda incidente. Por tanto, usar un unico
indice de refraccién (o un promedio) para un intervalo amplio de longitudes de onda suele
ser engafioso y puede dar lugar a errores (Zollars 1980).
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Se hace necesario, en estos casos, medir el indice de refraccion complejo m=n+ik
para el conjunto de longitudes de onda empleado. Existen relaciones n(\) empiricas,
llamadas relaciones de dispersién de Cauchy, para algunos materiales. Para el poliestireno
p. €. se tiene n=1.5683+10087/\;, donde A, es la longitud de la onda en el vacio,
expresada en nanometros. La figura 2 ilustra este punto; se han efectuado los cémputos
para la seccion eficaz de dispersién del poliestireno en dos situaciones: indice de
refraccion "auténtico” (dado por su relacién de dispersion de Cauchy) e indice de
refraccion medio igual a 1.6 (valor medio aproximado en el intervalo de luz visible).

DIFERENCIA (%)

20

I

10 o

-20

-30
300 400 500 600 700 800 900 1000

LONGITUD DE ONDA INCIDENTE (nm)

Fig. 2. Diferencias relativas (en %) de las secciones eficaces de dispersién para el poliestireno tomando
los fndices de refraccién auténtico y medio m=1.6

Como puede verse, la diferencia entre los dos métodos es apreciable, dindose diferencias
de mds del 20% en algunos casos. En el espectro ultravioleta no representado (A <300
nm) las discrepancias llegan a ser mayores que los propios valores de las secciones
eficaces.

Si el medio en el que se encuentra la particula es asimismo dispersivo, hay que
obtener el indice de refraccién de aquél para cada longitud de onda, puesto que el
pardmetro importante en los cdlculos es el indice de refraccién de la particula relativo al
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medio, n,/n,. Otra posibilidad consiste en determinar m experimentalmente por las
técnicas usuales, tales como elipsometria 0 inmersién.

En ambos casos se suele prestar poca atencién a la parte imaginaria de m. La
tradicion impone que el material no absorbe (k=0), o bien el término de absorcién
simplemente no afecta los resultados (esto dltimo suele estar basado en ferviente esperanza
simplificadora, que no en evidencia experimental). La situacién resulta especialmente
grave para materiales altamente absorbentes, donde puede desconocerse incluso el orden
de magnitud de k.

Kerker et al (1979) han realizado un interesante planteamiento inverso: emplear la
relacion C,,(n,k) para particulas esféricas pequefias (aproximacién de Rayleigh) de
hematita junto con el conocimiento previo aproximado de n para estimar k mediante un
método de iteracién; se supone que el indice de refraccién de la particula respecto al
medio (en este caso agua) viene dado por m=n(I-ik). Los resultados obtenidos indican
que el valor de k (fuertemente dependiente de la longitud de onda) obtenido por este
método difiere sustancialmente del estimado por métodos de elipsometria tradicional (Fig.
3). Por ejemplo, a A=590 nm dos autores distintos midieron valores de k, mediante
elipsometrfa, de 0.13 y 0.26; Kerker obtuvo k=0.02, un orden completo de magnitud por
debajo; atin un tercer autor encuentra k=0.005. Dicho de otro modo, el porcentaje de luz
transmitida por una ldmina de hematita de 1 um. de grosor sumergida en agua oscila entre
77.5% y 0.0004% segiin el valor de k elegido.

Precaucidn debe ser, por tanto, la ténica dominante cuando nos encontremos en
situaciones donde la parte absorbente del indice de refraccién pueda ser considerable, ya
sea por el sistema natural estudiado (aerosoles, polvo interestelar), el material (hematita,
carbono) o el rango de longitudes de onda utilizado (cuarzo, poliestireno y cloruro de
sodio en el infrarrojo; hielo y agua en infrarrojo y en ultravioleta).
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Fig. 3. Indice de
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2. Teoria de Mie para particulas esféricas.

Los primeros esfuerzos para obtener los campos eléctricos y magnéticos
dispersados por una particula a partir de las ecuaciones de Maxwell se orientaron al caso
de esferas; el motivo fundamental es que las condiciones de frontera particula-medio
resultan especialmente sencillas en este caso (r=cte en coordenadas esféricas). Se atribuye
a Mie (1908) el establecimiento de la teoria y ecuaciones que gobiernan los fenémenos de
dispersion de luz por esferas, si bien otros autores de su época, principalmente Debye y
Lorenz, hicieron importantes contribuciones al respecto (el lector interesado en un breve
resumen histérico puede encontrarlo en Kerker 1969, pp. 54-63).

El siguiente desarrollo estd basado fundamentalmente en Bohren y Huffman (1983);
otros autores, como Van de Hulst (1981) y Kerker (1969), tratan asimismo el problema
con claridad. Stratton (1941) resulta especialmente \til para el desarrollo y descripcién
de los campos electromagnéticos mediante funciones vectoriales y escalares.
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Partamos de la suposicién que se tiene una onda electromagnética en un medio
isétropo y homogéneo. En tales condiciones, los campos eléctrico E y magnético H deben
satisfacer las ecuaciones de Maxwell. Supuesto que se tienen densidad de carga y de
corriente cero, ambos campos deben satisfacer la ecuacién de onda:

2
viX-ouX -eu®% .0, X-EH (I1.23)

ot ot
donde ¢, n y o son respectivamente la permitividad dieléctrica, la permeabilidad magnética
y la conductividad del medio. El término en derivada parcial primera da idea de la
atenuacion de la onda, lo cual puede ocurrir cuando el medio es conductor o disipativo
(6>0). Suponiendo una dependencia temporal sinusoidal ¢!, se obtiene:

V2E+k’E=0 V2K+k?H=0
V.E=0 V.H=0 (IL.24)
VX E=iopH V X H=~(iwe+0)E

donde la constante de propagacién viene dada por K*=pew’+ipow. Cuando el medio es
no conductor, 0=0 y la constante de propagacién es real, convirtiéndose en el llamado
vector de onda: k = 2x/\, donde A=M\,/n es la longitud de onda en un medio con indice
de refraccién n.

Deseamos obtener soluciones para E y H. Para ello, consideremos una funcién
escalar y y construyamos dos funciones vectoriales M y N definidas por:

M= X(cy) N=V’;M (I1.25)

donde ¢ es un vector constante arbitrario. Puesto que la divergencia del rotacional de
cualquier vector es nula, por construccién se tiene

V.M=0 (I1.26)
lo cual, junto con ciertas identidades vectoriales, nos permite obtener
V2M+RM=V X [c(V2) +k*Y)] (I1.27)

En consecuencia, M serd solucién de la ecuacién de onda escalar si el t€rmino de la
derecha en la igualdad se hace cero, esto es,
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Vz‘p +k2¢ =0 (II.28)

La funcién N ha sido asimismo construida como el rotacional de otro vector, por
lo que también tendrd divergencia nula

V. N=0 (I.29)

y asimismo cumplird la ecuacién de ondas
V2N +k2N=0 (50}
finalmente se obtiene:
V X (VX M)=kV X N=k*M (I.31)

Existe -una tercera solucién vectorial independiente, dada por L=Vy; de este
modo el potencial vector A puede representarse como combinacién lineal de funciones M,,
N, y L, (relacionadas con soluciones particulares y, de la ecuacién escalar de onda). No
obstante, 1a relacién uH=VxA y el hecho de que, por construccién, VxL=0 lleva a que
los campos eléctrico y magnético tienen un desarrollo en serie donde solamente aparecen
las funciones vectoriales M, y N,. Por tanto, las funciones M, y N, tienen todas las
propiedades exigidas para que representen un campo electromagnético, y el problema de
hallarlas se reduce al de encontrar una solucién a la ecuacién de onda escalar para ,.
Con ella, podrd desarrollarse el campo eléctrico (y, a partir de él, el campo magnético)
como

E=Y" (@M, +bN)=Y" [a,(VXcy,) +b,%(v X (VX ey )] (I1.32)

Es importante resefiar que 7 es en el caso mds general un subindice compuesto que
representa una combinacién de otros subindices.

La resolucién de la funcidn escalar de ondas para y, vendrd dada por el tipo de
simetria del sistema. Si la superficie de la particula coincide con la superficie de algin
sistema de coordenadas para el que la ecuacién escalar de onda sea separable, podria
obtenerse la solucién con relativa facilidad mediante técnicas de separacion de variables.
Asano y Yamamoto (1975) obtuvieron asi la solucién para la dispersién de luz por
particulas esferoidales.

El sistema natural de coordenadas para una particula esférica es claramente el
sistema en coordenadas esféricas. La ecuacidn escalar de onda para y en coordenadas
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esféricas (7,0,¢) tiene la siguiente forma:

, 0¥ 1 oy 1 &Y
0¥ +k20=0 (I1.33)
r2 or [ 3r | " Fsend 36 [sen 36 | " Psend a9 v

En este caso la solucién es separable en funciones de las tres coordenadas:
v(r,0,06)=R(HO(6)2($) (I1.34)

que, al sustituirlas en la ecuacién escalar de onda, satisfacen las ecuaciones diferenciales
ordinarias siguientes:

a ﬂ@ +[k*r*-n(n+1)}rR=0
dr| dr
1 d do m?
—_ enf <2 - =0 (I1.35)
send do[ @ ["('“ : sen20:| °
2
2 g0
d¢?

donde n y m son nimeros enteros con m=-n,-n+1...n-1,n. Las soluciones angulares
linealmente independientes son cos(m¢), sen(m¢) para la coordenada acimutal ¢, y las
funciones asociados de Legendre P,"(cosf) para la coordenada 6. Respecto a la
coordenada radial r, las soluciones R(r) linealmente independientes son las funciones
esféricas de Bessel: |

J (k) =\[x/2kr Jpustkr) y, (k) =\z/2kr Y,,,(kn) (11.36)

definidas a partir de las funciones de Bessel de primera y segunda clase J,, Y,, con
v=n+%. De especial interés son las llamadas funciones esféricas de Hankel definidas
como:
hy (kr)=j, (kr) +iy, (kr)
hQ (kr)=j (kr)-iy,(kr)

(I1.37)

Tanto las funciones esféricas de Bessel como los polinomios asociados de Legendre
pueden obtenerse mediante relaciones de recurrencia a partir de los drdenes n, m menores.
Las funciones que se obtienen a partir de aqui son:
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¥1mn=COS(M) P, (cosb)z, (k)

Vo =S€N(M$) Py (cos0)z, (k7) (11.38)

z =j y h(l) h@)

Ambas funciones generan dos funciones M y otras dos funciones N soluciones de

la ecuacién de onda vectorial si se toma ¢=r:

VXM, .
M, =V xX,,,) Nipn= %
(I1.39)
VXM,
M, =V X (Ny,,) Nom= %
describibles de forma explicita:
- pPr
=" sen(me)P"(cosb)z (kn)e, - cos(mrb)mzn(kr)e s (I1.40)
end " db
. m m _ dP,’(cosf) (I1.41)
2""'_§en_0cos(m¢)P" (cosb)z (kr)e, - sen(m¢) -—-_da—_z,,(kr)e 4
— Z"I(:;r) cos(me)n(n+1)P, (cost)e,
dP;(cosf) 1 4 (I1.42)
reosmd) — T daeny e
_ P(cost) 1 4
msen(ma) send K 40 [krz,(kr)]e,
N, = z"’(:r) sen(me)n(n+1)P,’(cosf)e,
dP:'(COSG) 1 d (I1.43)
+sen(meo) BT & [krz (k7)]e,

. Pl(cosh) 1 4
mcos(ms) send  krd(kr) [krz,(kn)le,

El paso siguiente es desarrollar los campos eléctrico y magnético (incidente,
dispersado e interior a la particula) en armdnicos esféricos (el desarrollo, algo complejo
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desde el punto de vista matemdtico, puede ser consultado en p. ej. Bohren y Huffman
1983). Los campos incidente (subindice i), interno (subindice c) y dispersado (subindice
d) tienen la siguiente expresién:

-EE( Ms,-iNy) H,--—-EE( e +iN3 D, (IL.44)

n=1

oo k ®
E=Y E(cMa-idNW) , H=-—LY EdMo+icNoy (.45

n=1 (""I'Ll n=1

-EE( -b Msy,+ia Niv) H-—EE(a MY, +ib N (I1.46)
donde

B n(n+l)

k, es el nimero de ondas y p, la permeabilidad magnética de la particula (k, u
corresponden al medio circundante), y donde los superindices afiadidos a las funciones M
y N son: (1), para z,=j,(kr); (3), para z,=h,"V(kr). (hay que recordar que, aunque j,, ,
y combinaciones lineales de ellas son todas soluciones de la ecuacién de onda, es preciso
imponer otras condiciones tales como finitud en el origen y comportamiento asintético
adecuado a r=o0 que limitan el tipo de soluciones).

La continuidad de las componentes tangenciales de E y H a lo largo de la
superficie permite obtener ecuaciones para derivar las constante a,, b,, c,, d,:

(E+E,~E)Xé =0

11.48
(H+H,-H)Xé =0 55

Esta condicidn, junto con las ecs. I1.44 - I1.47 da lugar a las siguientes relaciones:

Jj.(mknc, +h(knb,=j (k)
ulmbrg (mkr)Yc, +, Tkrhy” (kr))'b, =p, Uerg, (k)Y (IL.49)
pmj (mkr)d, +p, by a, =p j (k)
[mkrj (mkn)Y'd, +mlkrh " (kr))a,=m{krj (kr))

(Las primas indican derivada con respecto al argumento). Nuestro interés se
centrard en el campo dispersado, lo que hace que solamente dos de las constantes, a, y b,
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sean de interés. Sean n y n; los indices de refraccion del medio y de la particula,
respectivamente; x = ka (a=radio de la esfera); definamos las funciones de Ricatti-Bessel

Ykn=krj (kr)  {kn)=kry, (k) (11.50)

y supongamos u,=p (igual permeabilidad magnética para particula y medio). Con esa
notacién, los coeficientes a, y b, adoptan la siguiente forma:

g =Y’ () -y )y (mx) (IL.51)
" my(mx) ) - SO0y (mx)

p = YY) -myx)y/(mx) (I1.52)
" Ymx) ¢ (x) -mi)y/ (mx)

A continuacion se definen las funciones angulares

RO _dP©)

bl el aats (I11.53)
send " de

donde P,' son las funciones asociadas de Legendre de orden n y grado 1. Las

componentes del campo eléctrico paralela (E;) y perpendicular (E,) al plano de dispersién
cuando se observa en la direccién (6,¢) son:

S,(cosf)cosd

0

E=E £
k (I1.54)
E =-E is (cosf)send
¢ Olikr!

donde

5 %~ @n+1)

=

[a, 7, (cosf)+b 7 (cosb)]
a1 n(n+1) (I1.55)

RS Q'”_l).[anrn(cos()) +b, 7 (cosb)]

2 &t n(n+1)
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La relacién entre los pardmetros de Stokes incidente y dispersado viene dada por:

r W Z 3
1

I Sy S, 0 0 i
0, 1 Sp Sy 0 0 0 (I1.56)
ul 2|0 0o s, S,.||U
VdJ LO 0 -85 Sy V;j

1 1 L -
S11=‘2'(|s1 |2+|S2I2) S33=§(sls2 +5,51)

, ) (IL.57)
S5 (S -18,1)  Su=5(55-S,S5))

con la restriccién adicional S;,° = S,,2 + ;7 + S;/.
Si la luz incidente estd polarizada con el vector de vibracién paralelo al plano de
dispersién, la luz dispersada estd caracterizada por los pardmetros de Stokes siguientes:

1= L

S, |2 Q,=1, U,=V,=0 (I1.58)
esto es, la luz dispersada tiene la misma polarizacién que la incidente. Lo mismo ocurre
cuando el vector de vibracién de la luz incidente es perpendicular al plano de dispersion,
€N Cuyo caso se tiene

L
J=__¢

o Is,1>  Qs=-1, Us=V=0 (11.59)

y nuevamente tiene igual polarizacién a entrada y salida. Esto no ocurre siempre: en
general, si la luz incidente tiene su plano de vibracidn a un cierto dngulo (no 0° ni 90%
respecto al plano de dispersion, la luz dispersada estard elipticamente polarizada. Un
sistema dispersor habitual consta de un volumen v donde hay un nimero de particulas por
unidad de volumen N. Si se suponen condiciones de dispersién simple e inexistencia de
interacciones entre particulas (lo que implicarfa ordenamiento aleatorio), la intensidad total
dispersada es igual a la intensidad dispersada por una particula multiplicada por el nimero
de particulas presentes en el volumen iluminado. En este caso se tiene p. €j.

I
I=—'_Nv|S,|? (I1.60)
i
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para polarizacién incidente perpendicular al plano de dispersion. En general, la intensidad
dispersada a un cierto dngulo dependerd de N, sea cual sea el estado de polarizacién de
la radiacidén incidente.

Suelen definirse y utilizarse las irradiancias dispersadas por unidad de irradiancia
incidente cuando la luz incidente estd polarizada paralela o perpendicularmente al plano
de dispersion:

.1=|Sllz i||=|51|2 (IL.61)
asi como el grado de polarizacién

p=-Su_ L7l (I1.62)
Sy I+

Como ejemplo de la dependencia angular de la dispersién, se muestran en la figura
4 las irradiancias unitarias i, e iy para una particula de 500 nm de didmetro e indice de
refraccion relativo m=1.2+i0 (supuesto que tanto la particula como el medio no son ni
absorbentes ni dispersivos), y para dos longitudes de onda incidentes de 633 nm y 488 nm;
esto significa pardmetros de tamaiio x iguales a 2.48 y 3.22, respectivamente. Aunque la
particula y el indice de refraccién son los mismos, el tamafio respecto a la longitud de
onda es diferente para los dos casos.

Intensidad Polarizacién
2 1
488 nm. 08 488 nm,
) 08 633 nm,
04
02
0
£,2 \7
04
0,6
08
3 -1
[ I (] 60 1] 120 150 1680 ] 30 60 %0 120 150 180
Angulo (grados) Angulo (grados)

Fig. 4. Irradiancias con polarizacién perpendicular (trazos) y paralela (linea continua) al plano de
dispersién, y polarizacién, para A=488 nm y 633 nm.
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Podemos asimismo obtener las secciones eficaces de dispersién y extincién:

Cm=2ﬁi (2n+1)(|a,|?*+]b,|® (11.63)

n=1

Cm=2LZE (2n+1)Re(a,+b,) (IL.64)
T

que nos da la transmisién de luz que atraviesa una suspensién de particulas . Si I;, I son
las intensidades de luz incidente y transmitida por una suspensién de longitud 1 que
contiene N particulas por unidad de volumen, se tiene

I=1exp(-tl)=I exp(-NC_J) (IL.65)

De aqui la turbidez especifica se podria expresar como:

2 oo
%%E @n+1)(|a,|>+1b,]? (I1.66)
n=1

Antiguamente, el cdlculo de las funciones de dispersion (i), i, C,,, etc.) era lento
y laborioso, y a menudo se compilaban extensas tablas para ciertos valores de m, x y 6.
Con el advenimiento de los ordenadores modernos este procedimiento resulta cada vez
menos necesario. Las sumatorias para §; y S, se truncan en un valor igual a N,,.
Generalmente suele elegirse un valor N, tal que las funciones S, y S,, al afadirles un
término mds, varian en una cantidad inferior a un pardmetro de precisién previamente
establecido. Un procedimiento empirico, basado en extensos cdlculos y hoy dia utilizado
ampliamente, consiste en detener los célculos cuando N, = x+4.05x°+2 (Wiscombe
1980).

Finalmente, todas las funciones que intervienen (polinomios asociados de Legendre
y sus derivadas, funciones de Ricatti-Bessel reales y complejas) pueden calcularse
mediante relaciones de recurrencia sencillas. Como ejemplo, la figura 4 fue construida
a partir de 724 valores de iy e i,. Los cdlculos fueron efectuados mediante la hoja de
célculo Lotus 1-2-3 versién 1.0 en un ordenador personal PC 80486 a 33 MHz. El tiempo
total de cdlculo fue de 44.5 seg.
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3. Extensidon a polidispersiones.

Cuando se tiene una suspensién de esferas, lo mds usual es que no sean todas del
mismo tamafio, de tal manera que no puede hablarse de tamaifio de la particula, sino de
distribucién de tamafio del conjunto. Asi, si p(d) es dicha distribucién, entonces habrd
p(d)d(d) particulas con radio comprendido entre d y d+d(d) que dispersen luz, y las
propiedades de dispersion vendrian pesadas por una funcién de distribucidn:

o

i, = L |5,0m,d,0)|%p(d)d(d) (IL67)

iy =1 | 8,(m,d,0) |*p(d)d(d) (I1.68)

C“’=2L:r[ [3_ @n+1)Re(a,(m,d)+b,(m.d)lp(@)d(d) (IL.69)
n=1

y, en general, cualquier propiedad de dispersién de luz X vendrd dada por un valor igual
al promedio

<o

*)= ‘[ X(d)p(d)d(d) (I1.70)

donde la funcién de distribucién est4 normalizada a la unidad

o

[ =1 .7

Claramente, la distribucién de tamaiios que tomen las particulas no serd predecible,
a menos que se efectiien mediciones de un nimero representativo de particulas mediante
microscopia electrénica. No obstante, se suelen usar diversas funciones de distribucién
que representan razonablemente bien la distribucién en los sistemas reales. Sin dnimo de
agotar el rango de posibilidades, se mencionardn aquf algunas. Las mds conocidas son:
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la distribucién normal

1 (d-dy (IL.72)
pd)= eXp [- ]
2T o 2

y, asociadas a ella, la distribucion logaritmica normal (a menudo llamada simplemente log-
normal)

o 2
pd)= 1 exp| - (Pt h:d"') (11.73)
JzTUsd 20;

y la distribucién logaritmica de orden cero, o ZOLD por sus siglas en inglés

— 2
pd)=———1 _exp -M (IL.74)
V27 oodme""/2 205

Otras distribuciones diferentes son la distribucién exponencial
p(d)=Cdexp(-d"") (11.75)

la distribucién gamma modificada

p(d)=Cd-exp(-Bd") (11.76)
la distribucién de Maxwell
2 3 -
P> rmym” ¢

la distribucién de Heller y Wallach (1963)
p(d)=C(d-d)exp[-(d-d)/s} d=d,, =0 d<d, (IL.78)

y otras modalidades que no se incluirdn aqui. Cualquiera que sea la distribucién que se
emplee, estard caracterizada por dos pardmetros, uno de los cuales dard idea de un cierto
"tamafio medio;" el otro serd un indicativo de la estrechez o anchura de la distribucion.
En esta tesis se empleard la distribucién logaritmica de orden cero, o ZOLD, caracterizada
por su didmetro modal d,, y su anchura o, (figura 5). En ella, el momento n-ésimo de la
distribucién se puede expresar como
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@ =(d_ y'exp[ n(n2+2) & (11.79)
el didmetro medio es
(2) - dmel‘s": (11.80)
y la desviacién estdndar es
el g™ (11.81)

Esta distribucidn se suele elegir por su versatilidad y facilidad de uso; no implica
ni presupone que los sistemas naturales polidispersos tiendan espontdneamente a adoptar
esta o alguna otra distribucién de tamaiios en particular.

P(d)
0,1

0,08

0,06
0,04

0,02 /
T3 TN
77 53
5 N
0o 25 50 75 100 125 150 175 200

DIAMETRO (nm)

Fig. 5. Valores de la distribucién logaritmica de orden cero (ZOLD) para d,=100 nm, y diversos
valores de la anchura o,

Al tratar con distribuciones de tamafio se suele simplificar y definir una
distribucién equivalente formada por esferas iguales entre si; la "equivalencia" viene

definida de tal manera que la propiedad observada sea igual para la suspensién polidispersa
y para la monodispersa de particulas iguales. Asf, si una suspensién polidispersa muestra
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la misma turbidez especifica que una suspensién monodispersa de cierto didmetro, dicho
didmetro serd el "didmetro equivalente de turbidez." Si dicha suspensién muestra bajo
microscopfa el mismo tamafio medio que una segunda suspensién monodispersa (no
necesariamente idéntica a la primera), se podrd hablar de "didmetro equivalente de
microscopia,” y asi sucesivamente.

Es preciso, por tanto a) identificar con claridad el tipo de "equivalencia" que
estemos considerando en cada momento (y que vendrd en funcién de la propiedad medida),
b) calcular adecuadamente dicha propiedad para realizar comparaciones o ajustes con el
experimento, y c¢) hallar una forma de relacionar el tamafio "equivalente" con los
pardmetros de la distribucién de tamafio.

Existe abundancia de articulos en la literatura cientifica sobre el particular, y llama
poderosamente la atencion el hecho de que gran nimero de ellos se limitan a tratar
tamanos "equivalentes" dentro de la aproximacién de Rayleigh (particulas muy pequeiias)
o0 alguna otra aproximacion variante de ella (p. ¢j. la de Rayleigh-Gans, donde se cumple
x|m-1| < <1), algo mds amplia pero igualmente restrictiva. En tales casos no es dificil
encontrarnos con afirmaciones del estilo de "el radio de particula hallado mediante
métodos de turbidez (tamafio promedio de turbidez) es el correspondiente a la masa de la
particula promediado por la masa," lo cual nos deja en la duda de cudl serd la justificacién
de tal afirmacién y en qué casos serd vdlida. Ejemplos no faltan. Hunter (1987, p.155)
utiliza datos de dispersidn de luz /(§) en la aproximacién de Rayleigh para obtener masas
moleculares, que afirma vienen promediadas por la masa molar:

-] [+ ]

M= ‘[pr)d(d)/ [Mp(d)d(d) = (M)I(M) (IL.82)

Maron y Elder (1963a, 1963b, 1963c¢) utilizan asimismo una cantidad que llaman
didmetro promediado por el peso y definido como

< - 13
D,= Iildﬁp(d)d(d)/ 1dﬁ;(d)d(d)] = [(dﬁ)/( da)]us (IL.83)

Estos promedios son vdlidos, pero solamente en la aproximacién de Rayleigh,
donde el pardmetro de tamafio (x=wd/\) es mucho menor que la unidad. En general, una
suspensién polidispersa con distribucién de tamaiio p(d) normalizada a la unidad dispersard
luz a diversos dngulos de la siguiente forma:
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oo oo

I-K N j;i(d)p(d)d(d)=gK¢ [@r@a@ Id’p(d)d(d){m(?)/(?) (I1.84)

(K=cte.), puesto que

¢=g~<2’)=§zv [ &*p(d)d(d) (IL.85)

Una distribucién equivalente monodispersa, donde todas las particulas tienen el
mismo didmetro d,,, dispersaria igual cantidad de luz:

I1=KN i(d,q)=§1<¢ id, )/, (I1.86)

Para que d,, representase la distribucién polidispersa a efectos de intensidad de luz
dispersada, ambas suspensiones (polidispersa y “"equivalente") han de comportarse de la
misma manera; esto implica

i(d,)d2=()/(d") (IL.87)

Puede tomarse esta ecuacién como definicién de "didmetro equivalente de intensidades.”
Puesto que d,, no puede despejarse ficilmente, no tiene expresién fécil; el procedimiento
usual consiste en calcular valores de i(d,,)/d,;’ hasta que la ecuacién anterior se cumpla.

En la aproximacién de Rayleigh, el término mds importante en el desarrollo de S,
0 S, es el primero. Puesto que las funciones =, y 7, son independientes del tamafio de la
particula y que tanto @, como b, varfan con el didmetro como &’, la intensidad dispersada
por particula varfa como d°. En ese caso, y aprovechando la relacién i(d) para el caso
general, se tiene

d,@@)” (1.88)

lo que nos reconcilia con anteriores autores, toda vez que tanto V (volumen de la particula)
como M (masa de ésta), dependen de &, asi que este didmetro equivalente de intensidad
en aproximacién de Rayleigh puede escribirse de diversas formas:

d3,=(VYI(V) =(MP)(M) =(MV)/ (M) (I1.89)
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El razonamiento anterior es aplicable asimismo al caso de turbidez que, para una
distribucion de particulas en condiciones de dispersién simple e interaccién interparticular
nula, vendrd dada por:

[« ]

_Ne NN NN & (11.90)
7=NC,, Nz;l;Ep(d)d(d) No— @)

donde ¥ =X, (2n+1) Re(a, + b,). Nuevamente puede emplearse la relacién entre la
fraccién de volumen ¢ y el nimero de particulas por unidad de volumen N para obtener

n%(?:)/(?) (I1.91)

Por otro lado, una suspensién monodispersa con didmetro d,, mostrard una turbidez
dada por

=225 ), (IL.92)

eq

La condicién 7=r, nos da la relacién que debe cumplir d,, para que sea el
"didmetro equivalente de turbidez:"

L@,)

3
€q

~@)I(d) (I1.93)

La reduccién al caso d< <\ (aproximacién de Rayleigh) es inmediata; para ello
hay que tener en cuenta que q, y b, dependen del didmetro como & y &°, respectivamente,
pero que la parte real de a, varia como d° (la dependencia de Re(b,) es de orden mayor
que 7). De este modo, E~d®y

(de/(dz) =(@)/(@’) 11.94)
d,,=[d"/@)"

Este didmetro equivalente de turbidez resulta igual al didmetro equivalente de
intensidad obtenido anteriormente. Si se utiliza la distribucidn logaritmica de orden cero
(ZOLD) con didmetro modal d,, y anchura ¢,, puede calcularse su valor con facilidad:
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1/3

dSexp(2443) -d, £55% (11.95)

d =| -
d:,exp(7.503)

4. Espectroscopia de correlacién de fotones (PCS).

4.1. Introduccion.

La espectroscopia de correlacién de fotones (en adelante, PCS por sus siglas en
inglés) es un medio para determinar los pardmetros de tamafio de una distribucién de
particulas coloidales dispersadas. Uno de los procedimientos para extraer informacion,
el llamado método de los cumulantes, se utiliza en gran medida en los aparatos
comerciales construidos al efecto. Sin embargo, un mal uso de las hipétesis de trabajo
generalmente admitidas (y raramente discutidas) puede llevar al usuario a obtener datos
del todo discordantes con los obtenidos mediante otros procedimientos, verbigracia,
microscopia electrdnica.

Un uso mds correcto de este método implica comprender las limitaciones inherentes
a las hipétesis de trabajo habitual (aproximacién de Rayleigh, particulas esféricas) y, en
su caso, generalizar los resultados a un caso general. Dicho procedimiento general es més
tedioso y complicado, pero es preciso tenerlo en cuenta so pena de falsear los resultados
con valores de tamaiio inadecuados.

4.2, Teorfa PCS.

La teoria de los procedimientos PCS se basa en andlisis de la llamada funci6n de
autocorrelacién del campo eléctrico, que relaciona los valores de la intensidad de campo
en dos instantes diferentes de tiempo. Existen diversas aproximaciones para extraer
informacién, que no se detallardn aqui. La mayoria de ellas implican una inversién de
funciones por medio de transformadas de tipo Fourier. Aunque de cierta utilidad y
elegancia tedrica, estas inversiones dan resultados inestables (esto es, que pueden variar
ampliamente con una ligera modificacién de la funcién invertida).
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La correlacién consiste en relacionar el campo eléctrico en dos instantes de tiempo
t'y t+7 (Chu 1991). Cuando 7< <t, los valores E(t) y E(t+7) se hallan altamente
correlacionados; en el caso opuesto 7> >¢, ambas cantidades no dependerdn en absoluto
la una de la otra. Este fenémeno puede representarse por una funcién de autocorrelacién
del campo eléctrico g”(r) que, en el caso de que el campo obedezca la estadistica
gaussiana, viene dada por:

<E"(E(t+7)> =gV() <E* (OE()> (IL.96)

T
<x()x(t+1)> =lim(T—>co) j X(Ox(+)dt (IL.97)

T

donde 7 suele llamarse tiempo de retardo y el superindice * indica complejo conjugado.
Normalmente suele medirse la intensidad del campo eléctrico (mds concretamente, el
mimero de fotocuentas en un fotomultiplicador), en cuyo caso la funcién de
autocorrelacién g () asociada a ésta viene relacionada con la anterior por medio de la
relacién de Siegert:

g2(n=1+|g"@)? (HL.58)

En un caso real, el detector no funcionard de modo perfecto debido a miiltiples
motivos de indole préctica (ruido de fondo, eficiencia cudntica limitada, fluctuaciones
estadisticas en la intensidad, drea del detector, etc), aunque podremos seguir empleando
una relacién similar:

GO(r)=<n(@n+n) > =<n>Y1+4|gO()|7] (I1.99)

donde n(t) es el nimero de fotocuentas detectadas en un instante de tiempo ¢ y A es una
constante que da cuenta de los efectos mencionados anteriormente (4 <I). En su caso mds
general, la funcién de autocorrelacién tiene una expresién muy compleja:

o

gO(r)= [ G(T)e™dl’ (11.100)

donde se relaciona con una funcién de distribucién de anchuras de linea I' o de tiempos
de relajacién 1/T', G(T); esta funcién encierra informacién dindmica sobre el sistema:
forma y tamafio de particulas, modos de vibracidn, traslacién y rotacion, etc.
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Existen métodos analiticos para extraer informacién a partir de la funcién g®(7)
mediante técnicas de inversién de Laplace, apoyadas en métodos de regularizacién de la
solucién (programa CONTIN, Provencher 1982), mdxima entropfa de informacién (método
MEM de Nyeo y Chu), y también mediante estudio de intensidad en el espacio de
momentos (Glatter et al 1985), suposiciones a priori de la forma de G(T), etc. La
mayoria de estos métodos son matemdtica y computacionalmente complejos y muy
sensibles a los datos iniciales (lo que quiere decir que dos conjuntos de datos muy
similares pueden arrojar resultados completamente distintos). En cualquier caso, hay que
tener siempre presente que las medidas experimentales no son ni instanténeas ni eternas,
por lo que tenemos siempre unos limites superior e inferior T',,;,, y T, asociados con el
tiempo minimo de respuesta del fotomultiplicador y con la duracién del experimento.

Uno de los métodos mds empleados por su sencillez es el llamado método de los
cumulantes (Brown y Pusey 1974; Brown et al 1975; Koppel 1972). En é€l, la funcién de
autocorrelacion se desarrolla en serie de potencias en 7:

>2

1 G(z)(r) 1 = 1 1
O(7)| = -1 - K- 2.1 5 .
lnlg (T)I ) [ o 1 EIH(A) K I‘T+_2_!y,21' 5#3 +... (I1.101)

® ™

T=<I>-= ll‘G(I‘)dI‘ , = L(r-f)iar)dr) (I1.102)

Para distribuciones G(T') no muy anchas, basta con los dos primeros términos en
7y 7°. Tiene la ventaja de que no precisa suposiciones a priori sobre la forma de G(T),
y es facil de implementar. Por contra, si existen diversos fenémenos que contribuyan a
dicha distribucién (traslacién, rotacion, flexién, distribuciones de tamaifio), el valor
obtenido de <I'> no representa mds que un cierto promedio desplazado de tal manera
que las contribuciones de mayor frecuencia I' son mds importantes.

Las contribuciones mds buscadas suelen ser las asociadas a la traslacién de la
particula debida al movimiento browniano. La expresién que nos liga la constante de
decaimiento T' con su tamafio fisico suele expresarse como I'=Dk’, donde k=47/\ es el
vector de dispersién y D, es el llamado coeficiente de difusion traslacional, que segin la
relacién de Stokes-Einstein es:

k,T

F (I1.103)
6mTn.a

D=
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donde k, es la constante de Bolzmann, T la temperatura absoluta, 7, la viscosidad del
medio, a es una longitud caracteristica de la particula y F es un factor que da cuenta de
la forma de la particula (por ejemplo, para una esfera a es su radio y F=1I).

La constante de decaimiento estd pesada por la intensidad i(d) , de manera que para
un conjunto de particulas caracterizado por una distribucién de tamafios p(d) se tendria:

[~ ] o

(I‘).-=1 I' p(d)i(d)d(d) / L p(@d)i(d)d(d) (11.104)

Para relacionar este pardmetro de tamafio d,; con otros (por ejemplo, los valores
de la distribucién de tamafios), tendremos que tener en cuenta que la constante de
decaimiento, y por tanto el didmetro dpes
intensidad. Para una particula esférica (o una suspensién de particulas esféricas iguales),

la constante de decaimiento viene relacionada con el didmetro d por

se encuentran pesados por la funcién de

PRI (I1.105)
3m, [ r

de manera que una suspensién polidispersa de particulas con constante de decaimiento (T');
arrojard un "tamafio medio de PCS" d,, dado por

) %i(d)p(d)d(d) ]
R @y (I1.106)
' lp(d)i(d)d(d)

lo que nos da un tamafio medio igual a la inversa del promedio de 1/d; otros autores
identifican incorrectamente d,., como un promedio en intensidades (ver Thomas 1987).
Los experimentos PCS suelen dar como datos experimentales 4, y €l llamado indice de
polidispersién Q, definido como

_ @)~ (I1.107)
@

Generalizando la expresién (I'™); para n=1 se tiene
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@), = (4"d™),=A"@"™), (I1.108)

Lo que permite relacionar el indice Q con momentos de la distribucién pesados por
la intensidad:

2 -
@-@i _ @, (I1.109)
@ @y

Normalmente se hace la aproximacién de que el dngulo de dispersién es pequeiio,
o bien que las esferas son pequefias (aproximacién de Rayleigh). En dicha aproximacion,
i(d) o d°y se obtiene:

oo @

@ [ arp@id | [ paacar- (";;") (IL.110)
_ j;d°p(d>d<d)
d,~@"'=-4)- (L111)
@ T
L p(d)d(d)
-y — d‘p(d)d(d) | d°p(d)d(d)
-2
1+g-¥ )"=(da_)(‘16)=1 ‘[ (I.112)
@y @y = :
ldSp(d)d(d)
donde los momentos (normalizados) de la distribucién son:
@"= [ d" p(d)d(d)/ ipu)d(d) (IL.113)

La eleccién de la funcién de distribucién p(d) no ha de cumplir otra condicién que
la de representar razonablemente bien la distribucion de tamafios. En la presente memoria
se ha elegido la distribucién logaritmica de orden cero (ZOLD), dada por
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- 2
p(d)=—1—,-exp —M (I1.114)
\/27 aodme""l2 20

caracterizada por su didmetro modal d,, y por su anchura g,, Los momentos de la
distribucién vienen dados por:

((—l")=(d”)"exp [ n(n2+2) or(z,] (I1.115)

Con ello, los pardmetros experimentales d,., y Q tienen la siguiente expresién en
la aproximacién de Rayleigh:

d,, =dmexp(6.50(2,), Q=exp(od) -1 (IT.116)

Es importante resaltar que estas ecuaciones solamente son vdlidas en la
aproximacién de Rayleigh, en la que la particula es bastante menor que la longitud de
onda. Suele abusarse de dicha aproximacién y emplearse en situaciones inapropiadas.
Esto puede dar resultados erréneos -especialmente con distribuciones moderadamente
polidispersas- , por lo que es preciso tener precaucién.

4.3. Teorfa PCS para particulas no esféricas: dispersién despolarizada.

Supongamos que tenemos una conjunto de particulas idénticas. Si las particulas
no son esféricas, ademds del coeficiente de traslacién existird un coeficiente de rotacién
asociado al giro de la particula en torno a algiin eje. Por ejemplo, las relaciones de Perrin
para elipsoides de revolucion en el caso de dispersién despolarizado (donde se recoge la
componente de luz dispersada con polarizacién perpendicular a la de la luz incidente) dan
una constante de decaimiento dada por (Pecora 1985):

- kT kT 3 ((2-e)F(e)-1 (11.117)
T'=Dk®+6D = > _F(e) | k*+6 LA )
A+6D, |:61rn0a (E)] |:87n10a3 2[ (1-¢% ]

donde a y b son los semiejes mayor y menor, e=b/a y el factor de forma F(e) toma
distinta expresion segin el elipsoide sea alargado (e <) o achatado (e>I):
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F(e)= 1 ln[1+‘/ 1—62)] <), F(e)=arctg\/ez—l (€>1) (11.118)
1-€2 € 71

‘-

Esto se traducirdi en una funcién de distribucion G(') con dos picos,
correspondientes al movimiento de traslacién y de rotacion de la particula. Este hecho
podria llevar a pensar que la funcién de distribucién de tamafios p(d) es bimodal, lo cual
no se corresponde con la realidad: uno de los dos modos no es auténtico (en el sentido de
que no representa particulas de cierto tamaiio) sino un artificio debido a la geometria de
las particulas. Los procedimientos de andlisis basados en la presuncién de un tamafio
"medio” de particulas -como el método de los cumulantes- dardn valores erréneos: al hacer
un promedio en una distribucién bimodal de tamaiios (inexistente en la realidad), el
tamafio medio no se corresponderd con la realidad (serd mayor o menor, dependiendo del
didmetro medio y la forma de las particulas), y los valores de polidispersién serdn mucho
mds elevados que los reales (al promediar valores de tamafio reales y ficticios). Puesto
que la constante de decaimiento depende irregularmente con el vector de dispersién (uno
de los dos didmetros aparentes vendrd multiplicado por &%, el otro no), la funcién de
distribucién obtenida variard fuertemente de un dngulo a otro. Un experimento de
dispersion no-despolarizada darfa lugar a una funcién de distribucién G(I') ain mds
compleja, cuyo andlisis se escapa de los objetivos de esta memoria.

Puede obtenerse la forma y tamaiio de la particula efectuando un barrido angular
y estudiando la variacién de la constante de decaimiento con el vector de onda en un
experimento de dispersién despolarizada (Piazza et al 1989, 1990; Degiorgio et al 1991).
La relacién anterior puede escribirse de la siguiente manera:

kKT [Fe),,. 9 (2-)F(e)-1
r=_%_| 2\ = X[Ak*>+B (11.119)
3, [ 2a * 8a° (1-¢% ] X ]

Un ajuste experimental T - k% permitirfa determinar A y B. Si definimos

0= 2-)F-1 (I.120)

1-¢

puede obtenerse facilmente la siguiente relacién:
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— ALARGADO
T E B ACHATADO
1,6
1,4
1,2

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
RELACION EJE MAYOR/EJE MENOR

Fig. 6. Relacién F(e)/a!’? para elipsoides, en funcién de la relacién entre sus ejes mayor y menor
(=e¢ si es achatado, =1/ si es alargado).

Fle)_34

all3 Bl/3

(II.121)

cuya propiedad mds importante radica en que no depende del tamafio, sino solamente de
la forma () de la particula. Si sabemos el tipo de elipsoide que es, ya achatado (oblado),
ya alargado (prolado), podemos conocer ¢, ya que la funcién F/a'” es univaluada (figura
6). Es importante efectuar las mediciones con precisién, ya que una pequeiia variacion en
A o en B puede dar valores sensiblemente diferentes de e.

5. Teoria EBCM.

S.1. Introduccion.

Como hemos visto en el apartado 1.4, un haz de luz incidente caracterizado por
un vector de Stokes I, = [I,, Q,, U,, V] es transformado en otro haz distinto de pardmetros
L, = [1,, Q, U, V, al ser dispersado por una particula. Ambos vectores de Stokes
estardn relacionados entre si mediante la llamada matriz de Miiller, F.(8,¢):
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Cdi.r
I= yo—s F(8,9)I, (I1.122)
donde R es la distancia entre el sistema y el observador, 8 y ¢ son los dngulos de
dispersién y C,, es la seccién eficaz de dispersién. La condicién de normalizacién viene
dada por la ec. 11.12.

Supéngase ahora que el elemento dispersor se compone de un conjunto de N
particulas independientes. En este caso se deben aiiadir los vectores de Stokes de las
ondas dispersadas por cada particula individual para obtener el vector de Stokes del haz
de radiacion dispersado por todo el sistema. Esto nos dard la matriz de Miiller siguiente:

FO,6)-Y" F,0,6) (A2
n=1

Para evaluar la matriz de Miiller promedio, resulta conveniente definir un sistema
de coordenadas A asociado a la particula dispersora. Este sistema de coordenadas suele
llamarse sistema de referencia natural de la particula. La relacién con el sistema de
coordenadas de laboratorio B viene dada por medio de los dngulos de rotacién de Euler
o8y . Si las particulas estdn orientadas aleatoriamente, el cilculo de la matriz de
Miiller del sistema se reduce a hallar la matriz correspondiente a una particula con
orientacién («B%y) y promediar para todos los dngulos:

2r x 2x

E,(o,d’) =4—11r 1 da‘[ seanBJ; F(G,d);aﬂ'y)d‘y (11.124)

Finalmente, puede demostrarse que en el caso de que las particulas estén orientadas
aleatoriamente y tengan un plano de simetrfa la matriz de Miiller adopta la siguiente
forma:

r

F,(0) F,,(6) 0 0
F,(0) F,(0) 0 0 (I1.125)
0 0 F,0) F,©
0 0 -F,@®) FM(O)J

F)=

|
En el caso de particulas esféricas, se tiene F,,(0) = F,,(0), Fy,(6) = Fi3(0)
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5.2. Coeficientes de desarrollo.

El método descrito por la ec. I1.124 es el mds sencillo para calcular la matriz de
Miiller del sistema; pero no es el mds eficiente, ya sea en términos de tiempo de
computacién como en volumen de cdlculo. Un procedimiento mds eficaz consiste en
desarrollar los elementos de matriz por medio de las llamadas funciones esféricas
generalizadas, P,,’(cosf) (Hovenier y van der Mee 1983; Siewert 1982):

F,,(6)=Y" a;Pg(cosb) F,(0)=Y a;Pg(cosb)
s=0 5s=0
F,)(0)+F,(6)=Y (a5 +a3)P5,(cos0) F(0)=Y b;Ps(cosg)  (I1.126)
s=2 5=2

Fa@)-Fy®)=Y @-a)Pio(cosh)  Fu(®)=Y biPi(cost)

Este método se revela especialmente valioso por las siguientes razones:

- Una vez hallados los coeficientes de desarrollo a® ... b, los elementos de la
matriz de dispersién se hallan rdpidamente para cualquier dngulo, puesto que el cdlculo
de las funciones esféricas generalizadas es inmediato. Asf, en vez de calcular y almacenar
un gran nimero de elementos de matriz de dispersién para muiltiples dngulos, es suficiente
con un nimero finito (y generalmente pequeiio) de coeficientes de desarrollo. Esto resulta
especialmente conveniente en aplicaciones tales como integracién de la luz dispersada en
un dngulo extenso y promedios en tamaiios y/o formas.

- En cdlculos de dispersion muiltiple, solamente se utilizan los coeficientes de
desarrollo en si. Dichos coeficientes son obtenidos directamente por este método.

- La serie de coeficientes de desarrollo puede (y debe) truncarse para un valor s,
dado, lo que facilita los criterios de precisién de los cdlculos. Por contra, en la ec. I1.124
es necesario evaluar las condiciones de integracién numérica (por ejemplo, el nimero de
puntos de integracién si se utiliza el método de Gauss) para los tres dngulos de
integracién, lo que no es inmediato ni sencillo. La misma necesidad de efectuar
integraciones numéricas queda eliminada a este nivel.

- La filosoffa de trabajo hace énfasis en el cardcter "estadistico” al calcular un caso
particular (sistema de referencia natural) y extenderlo a la totalidad del sistema, en vez de
considerar matrices de dispersién para cada particula on orlentacuin dlferente Una
analogia seria la teorfa cinética de los gases, donde las ropledades medias del conjun&tc

(presion, temperatura, energfa cinética media) puede obf| nerse. siny hgcg;;g:onggd;raﬁc1ones
: Pl

COrniUat DE SGC"OHQDO

el
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sobre el comportamiento de una particula individual. Esta aproximacién estadistica,
sugerida por Bohren y Singham (1991), tiene ficil generalizacién para colecciones con
mezclas de particulas de distinto tamaiio, composicién y distribucién de tamafio.

- Este procedimiento resulta mds rdpido en los cdlculos de la matriz de dispersidn.

El mimero de autores que toman esta opcion, si bien limitado, va en aumento. Sin
embargo, la mayorfa de las aplicaciones se limitan a, de un modo u otro, trasladar el
método de integraciones angulares numéricas al cédlculo de los coeficientes de desarrollo.
Recientemente se ha desarrollado un método (Mishchenko 1991, 1993) para el cdlculo de
dichos coeficientes de desarrollo mediante el llamado método de la matriz T ( o Método
de Condicién de Frontera Extendida, EBCM) que prescinde casi totalmente de
integraciones. Bdsicamente, se calcula la matriz T de la particula respecto a su sistema
de referencia natural y con el eje z en la direccién del eje de simetria. [matriz T(A)].
A continuacién, se emplean métodos analiticos para relacionarla con los coeficientes de
desarrollo.

5.3. Matriz T.

El método de la matriz T (también llamado método EBCM) fue enunciado por
primera vez por Waterman (1965) y desarrollado en toda su extensién por diversos autores
(Barber 1977; Iskander et al 1982, 1983; Wang y Barber 1979; Waterman 1971, 1979).
La linea de actuacién consiste en relacionar los campos eléctricos incidente E,(r) y
dispersado E,(r) para una sola particula con una orientacién fija respecto al sistema de
referencia de laboratorio. Expandiendo dichos campos en ondas esféricas vectoriales
(Mishchenko 1991; Stratton 1941), se tiene:

E(r) =f: zn: la, .RgM, (kr)+b, RgN, (kr)] (I.127)
n=l m=-n
E,,(r)=i E ..M, (kn+q, N, kD] (I1.128)
n=1 m=-n

donde
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M, (k=(-1)"d h(kr)C, (B)e™

N, (kr)=(-1y"d, [”(’,‘;1)h:"(kr)me)%tkrh:"(kr)]'B,.,(o)] gimb

- d n +“ im n
o im ;n _4 d n
C,.,w)-bmdm(e) )
P, (0)=rdq,(0)
d = 2n+1
" l41rn(n+1)

d, . (0)=i""P" (cosf)
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(I1.129)

(I1I.130)

(I1.131)

(I1.132)

(I1.133)

(II.134)

(I1.135)

Las expresiones de las funciones Rg M,,, y Rg N,,, se obtienen de las ec. I1.129 y I1.130
sustituyendo las funciones de Hankel #,"’(kr) por funciones esféricas de Bessel j,.
La relacion entre los coeficientes a,,,, b,y Y Pmnr Qms Vi€ne dada por una matriz de

transicion T:

pmn=z E (Tr:l:un’n'am’n'*.T::lm’n‘bm’n’)

n'zl m'=-n'

qnm=f: nz (fm:nm'nam’n’+7‘2nlin’n'bm’n’)

n'=1 m's-n’

(I1.136)

donde los elementos de dicha matriz dependen de la particula (tamafio, forma,
composicién y orientacién), pero no de la naturaleza o polarizacién de los campos
incidente o dispersado. En la prictica, las sumatorias en n se extienden hasta una cantidad

N, con lo que la matriz T, de dimensidn infinita en principio, se convierte en finita. En
el caso general, la matriz tendrd 2n,,, *(n,,..+2). En el caso de que la particula tenga un
eje de simetria, la matriz T se divide en submatrices independientes, correspondientes cada

una a un valor del pardmetro acimutal m:
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Tt T (137
rnlm ’=(__1)i+jT;9'm' (11.138)

En tal caso, las submatrices se calculan como (Barber y Hill 1990):

T_ BA-]_ Bll B12
T - B2 B2

Las férmulas para calcular los elementos de matriz vienen indicados en el apéndice

1

_ [A“ A”] (I1.139)
AZl A22

del presente capitulo.

5.4. Desarrollo de coeficientes de dispersion.

El cdlculo de los coeficientes de dispersi6n a partir de la matriz T (matriz T
calculada para una particula axisimétrica respecto a su sistema de referencia natural y con
su eje de simetria paralelo al eje z) ha sido efectuado recientemente por Mishchenko
(1991). Las secciones eficaces de dispersi6n y extincién para un conjunto de particulas
orientadas aleatoriamente pueden calcularse directamente como:

® o min(n,n’

CTLT Y T 0 )I Tl (L. 140)

n=l p'=1 m=0 ij=12

2% X
Cm=-FReZ Y T+ Toa) (I1.141)

n=l m=-n

y los coeficientes de dispersién se calculan mediante las siguientes férmulas:

=800+ 80-0 4;=8n*822 a3=80*82 (IL.142)
a;=800=8o-0 bi=2Regy, b;=2Imgg,

o n+s " M . 0
g0=Y, Y. h,CisY CimoDo (I1.143)

n=1 si=max(l,|n-s|) m=-M
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o0 n+s M

RO D MG aloH) pifend o

n=1 A=max(l,|n-s|) m=-M
o n+s m,
il - 22
gn =E E h,,,,;C:-lsz E C:-:usz

n=1 A=max(l,|n-s}) m=m__

oo n+s

822 =E E h (- 1)""“3('721:2 2"“: C‘,'.'ﬁ;?’DfJé

n=1 A=max(l,|n-s|)

oo n+s m

2=y Y hClL.Y C%mpZ,

n=1 A=max(l,|n-s|) m=m__

M=min(n,A), m__ =max(-n,-Ai+2), m_,_=min(n,7i+2)

W ‘=(2s+1)7r 2n+1)
e k*C,. | 2fi+1)

Dpi= Y, (@n+1)Bp,,(Boin)"

n={m-1|

Dpi= Y, @n+1)B.,.(B:)"

n=|m-1|

D= Y. @n+1)B (Bomyn)®

n=|m-1|

Dii= Y. @n+1)Bl, (Boomyin)’

n=|m-1|

D= Y. @n+1)B.., (Bo-pym)®

n={m-1{

n+n,

Bp= Y ComamAls, =12

n'=max(1,|n-n,|)

55

(I1.144)

(I1.145)

(I1.146)

(I1.147)

(I1.148)

(I1.149)

(I1.150)

(I1.151)

(I1.152)

(IL.153)

(I1.154)

(IL.155)
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jn'-n M, 'm ;
A;{n'nf—-l—— Z C,':,,.l,',lo ns M, =min(n,n’) (I1.156)
(2n/+1) m=-M,
T =Toan + T+ Tk AT, (I1.157)
Tlm/=T,;:m—+Tlmin,—T::m,—T:3m, (H-158)

donde C,.7 son los coeficientes de Clebsch-Gordan con n,=a, n,=c, n;=e, m,=b,
m,=d, my;=f. La condicién de normalizacién implica q,°=1
Los elementos de la matriz de dispersion pueden obtenerse a partir de los

coeficientes de desarrollo a;’...b,” y de las llamadas funciones esféricas generalizadas,
definidas como:

P, (x)=0 s<s*=max(|p|,|q]) (I1.159)

Ppy(x) =4, (1-%)®972(1 +x) @972 %;q[(l X P(Lx)?]  s=st (I1.160)

y que pueden calcularse mediante la relacién de recurrencia:

sy (s+1)2-p? (s+1)*-¢* P, (x)=
=25 +1)[s(s+1)x-pq1P,py(x) (I1.161)

-(s+1)/s2-p? s*-¢* P;;'(x)

partiendo de

P;’q' “)(x) =0 (I1.162)

P =(—z)""‘"[ 25 °)! ]'”1_ bl axyloaiz  (IL163)
n O | praDiprgr | 07
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Apéndice: Cdlculo de la matriz T natural.

Los elementos de la matriz T=-BA™ se calculan de la siguiente forma (Barber y
Hill 1990, Tsang et al 1984):

x

(A“),,,,,,,,=i(-1)'"% ‘[ KL (k) (m kr)[(kr)ab-+clsenbdf (I1.164)
(A%),,,=i( —1)'"% ‘,,17 J; W Gkryj, (m Jer) [(kr)a’b+c)senfdb (I1.165)
(A"), == (-1 )M%%I KO kr)j (m jer)[(kr)de +flsenddd (11.166)
(A" ==(~ l)m%m l KO kr)j (m kr)[(kr)d'e+flsen6dd (I1.167)

donde los términos a,b,c,d,e,f'y primas son:

- Jualmkr) b, k)| (I1.168)
a=kr [mr Tk h +n-n

b=11[m2 +nn’c0520] ~[I,ncosb(n’+m) +Ln’(n+m)cosf-I,(n+m)(n'+m)] (I1.169)

c=[n/(”/+1)[11”‘:059‘13(”*'")]-n(n+1)(Iln’cos0—12(n’+m))] send (IL.170)

d(kr)
do
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dter | m+ h,(,l_)l(kr)m Jya(mkr) - /h:l-)l(kr ) y— T (mkr) . nn’ (I1.171)
“hOGry T Ampny | hPGrny JAmkn) ke

e=I,(n+nycos0 -I,(n+m)-1,(n'+m) (I1.172)

f=ll |:n(n+1)m M+n/ - 1 h,(.l..)l(kr) _ nn/(n+n/+2)] d(kr)senG (I1.173)

" j Amkr) h®kr) kr db
a’=a+(1-m2ykr B, Gkr) +(m?-n (I1.174)
h (kr)

c’=c+(1-mAnn+D[n ‘cosl, ~(n+m"I,] dg;r ) send (IL.175)
d'=d+(1-m)kr (I1.176)
I< P, (cosd) P.(cosf) Fos P,'(cosf) P, (cosb)

1 send  send 2 senf senf (AL177)
I= P, (cos) P.i(cosf) " P,",(cos6) P.._(cosf)

> send senf T send senf

_| @n+D)@2n'+1)(n-m)!(n’-m)! (I1.178)

n(n+1)n’'(n’+1)(n’+m)! (n+m)!

Las funciones y argumentos utilizados son los siguientes:

* b @ (kr) : funcién de Hankel de orden n

* ju(mkr) : funcién de Bessel compleja de orden n’

* P"(cos 0) : funcién asociada de de Legendre

*m, : indice de refraccién de la particula relativo al medio.
*k = 2n/\ : vector de onda

La matriz B se calcula de igual forma, sin mds que sustituir las funciones de
Hankel de argumento kr por funciones de Bessel de primera clase con el mismo
argumento. Un desarrollo similar para particulas no axisimetricas, donde r=r(,¢) arroja
unas ecuaciones ligeramente distintas (Schneider y Peden 1988).
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Las funciones empleadas pueden calcularse mediante relaciones de recurrencia

sencillas. Para el caso de las funciones de Hankel y Bessel dependientes del radio, se

tiene;
-1
2,0=2""1z -z
partiendo de
J=2"% Ji0)=
X
y(,(x)=-5’xg ¥,(0)=-

z2,(x)=h’(kr) j (m Jer) (I1.179)
senx _ cosx
x2
(I1.180)
COSX _ senx
p il ¢

y recordando que h,V(x) = j,¥(x)+iy,P(x). El valor de x es kr (funciones de Bessel
reales) o mkr (funciones de Bessel complejas).

Si se conoce la funcién z,(x) para dos valores consecutivos de n, las funciones para

otros indices n pueden calcularse mediante las relaciones de recurrencia, ya sea "hacia
arriba" (hallar el término n a partir del n-1 y del n-2) o "hacia abajo" (hallar n conocidos

n+1y n+2). Puesto que los cdlculos se realizan con errores (siquiera de redondeo), es

conveniente saber si la recurrencia usada (hacia arriba o hacia abajo) es estable, esto es,

si el error se hard mayor o menor durante el proceso. La estabilidad depende del tipo de

funcién y del sentido en el que se aplica la recurrencia. Abramowitz y Stegun (1964, p.

20

10

-10

Log n(5)

-30

-40

20 |

Indice n

® REC. ARRIBA ]
[ ]
X REC. ABAJO L
™ »
l'..
!llllll "
l'x n® .
“‘ » a
Xx
Xx
Xx
X
Xx
Xy y
XXX
Xx
2 5 10 15 20 25 30 35 40

xiii) incluyen y,(x) dentro del
grupo de las funciones estables
mediante recurrencia hacia arriba.
Por contra, las funciones de Bessel
Ja(x) (reales y complejas) son
estables mediante recurrencia hacia
abajo.

El algoritmo desarrollado
por Miller (Abramowitz y Stegun
1964, p. 697) permite un proceso
de recurrencia hacia abajo sin
necesidad de conocer ningtn valor

Fig. 7. Logaritmos decimales de las funciones de Bessel para n grandes. Consiste en tomar

J.(x=5), calculadas mediante los métodos de recurrencia

hacia arriba y hacia abajo.

dos valores arbitrarios para las
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funciones z,.(x), z,.,(x), donde n’ es un nimero lo bastante grande, y usar recurrencia
hacia abajo. Las funciones obtenidas z,(x) son proporcionales a las deseadas; éstas pueden
calcularse haciendo z,(x)=z,(x)*z,(x)/z,(x). En concordancia con otros autores, se ha
considerado aquf n’=n,,+15, donde n,, es el valor mdximo de n cuyas funciones se desea
calcular, y se ha partido de z,.=0, z,.,=10 (el cdlculo no depende crucialmente de estos
valores, y por tanto no son los tinicos posibles). La desventaja de calcular m4s funciones
de las necesarias y de almacenerlas previamente queda compensada con creces por un
aumento de la precisién, ya que en caso contrario la inestabilidad de la recurrencia hacia
arriba daria funciones erréneas incluso en orden de magnitud, tal y como puede apreciarse
en la figura 7.

Las funciones asociadas de Legendre se han calculado mediante las siguientes
relaciones de recurrencia:

P.i"(cosé?)=—1[(2n—1)cos491f’::1 -(n +m—1)P;"_2] (11.181)
n-m

con la siguiente forma para las primeras funciones:

P, (cos)=0 n<m
11.182
Pl'(cosf)=Zmisen™®) ( )
2"m!
cuando m#0, y
Py =
o(cosf)=1 (IL.183)

P?(coso) =cosf

cuando m=0.

Abramowitz y Stegun recomiendan recurrencia hacia abajo para P,"(x) (x<I).
Otros autores, no obstante, siguen el procedimiento de recurrencia hacia arriba (Bohren
y Huffman 1983; Barber y Hill 1990), sin mencionar problemas de estabilidad para estas
funciones. Puesto que este procedimiento resulta m4s sencillo, se usard aqui 1a recurrencia
hacia arriba.
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CAPITULO III. METODOS NUMERICOS.

1. Dispersién de Mie para particulas esféricas.

1.1. Introduccioén.

Como se vio en el capitulo II de la presente memoria, la comprensién de cualquier
modalidad de dispersién de luz por particulas esféricas (dispersién de Mie) pasa por el
cdlculo de las cantidades llamadas S, y S,, definidas como:

’Z; ;2(" B[a,.'lr,,(cos0)+b 7,(cos0)] (IM1.1)
E (2n 1)[‘1,.7 (cosb) +b,,(cosh)] (IM1.2)

n=1

En efecto: las componentes del campo eléctrico en la direccién paralela y
perpendicular, respectivamente, al plano de dispersién son:

ikr
E, =E°-eTr ,(cosf)cose (II1..3)
eib‘
E ¢=—Eotﬂc_rsl(c050)sen¢ (I1.4)

y la matriz de Miiller (no normalizada) del sistema viene dada por:
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5,0 S, 0 0
S12(0) S,,(0) 0 0 (II1.5)
0 0 540 S840
0 0 5,0 5.6

P(6)=

donde

S.O=3USOP+ISOPD  S,0-GOSOSOSO) o

SLO=2(1SOP-ISOD  S.0=1SOS0-5050)°)

En particular, la luz incidente con polarizacién paralela (perpendicular) al plano
de dispersién abandona el sistema con la misma polarizacién, y la intensidad de luz
dispersada es proporcional al médulo cuadrado de S, (S;). Las irradiancias paralela y
perpendicular al plano de dispersién son, respectivamente, iguales a dichos mddulos
cuadrados. Finalmente, las secciones eficaces de dispersién y extincién son:

A2 bt X 2 (m-7)
Cam372, @nl)(la,*+1b,1),  Co=5-3 @n+DRe(a, b
Los coeficientes a, y b, se calculan de la siguiente manera:
g =Y’ -y x)y/(mx) (I11.8)
" my(mx) ) - SCep (mx)
p. = YOy’ () -my )y (mx) (I11.9)

" Ymx) E ) -mix)/(mx)

donde x=2xr/\ es el pardmetro de tamafio para una esfera de radio r y una radiacién
incidente sobre ella A\, m es el indice de refraccién de la particula relativo al medio
(m=n,/n,), ¥(z)=z,(2) y {(z)=2y,(z) son las funciones de Ricatti-Bessel definidas a partir
de las funciones esféricas de Bessel j,(z) € y,(z) y las primas indican derivada con respecto
al argumento. Por su parte, las funciones angulares =, y 7, se definen como:

Pl(cost)

0)=
0 senf

_dp (II1.10)
, 7.(0) -d-EP,,(COSB)

siendo P,’ los polinomios asociados de Legendre de orden n y grado 1
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En el caso de que se tenga una coleccién de particulas con distribucién de tamafios
(esto es, no monodispersas), es preciso efectuar una integracién sobre tamafios. Si p(d)
es la funcién de distribucién normalizada que nos representa la polidispersi6n del sistema,
entonces se tendria:

o™

i [ |5, ’p@d@) (IL11)

i ||=:[: | 5,@) |’p(d)d(d) (II1.12)
ch:zL;I[g @n+1)(|,@ |*+b,(d) | 1p(@d(@) (IL.13)
CJ%IIg (2n+1)Re(a (d)+b,(d))Ip(d)d(d) (IM1.14)

Una vez definido el problema desde el punto de vista matemdtico, su aplicacion
prictica requiere una planificacién adecuada de los algoritmos necesarios para el proceso
completo de célculo de los pardmetros deseados y un cdlculo preciso y eficiente tanto de
las funciones necesarias en los cémputos intermedios como de las integrales en tamarios
que aparecen en la dispersién por particulas polidispersas. Se hace especial énfasis en el
término "eficiente”, con el cual se quiere aqui resaltar la necesidad de realizar todo el
proceso con estrategias de cémputo que minimicen el tiempo necesario para su realizacién
préctica, no sélo por las limitaciones inherentes de tiempo de CPU, sino por la tentacién
de intentar obtener ganancias marginales en la precisién a costa de forzar las subrutinas
de cdlculo mds alld de los limites para los que han sido disefiadas.

1.2. Estrategias de computo.
Aunque la ecuaciones de Mie expresadas anteriormente dan en principio los valores

de intensidad y secciones eficaces para unos pardmetros de tamafio y composicién dados,
su traslacién directa a un algoritmo no es deseable por motivos de ineficacia. Las
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expresiones de a, y b,, tal como vienen histéricamente dadas, resultan poco manejables
y consumen gran cantidad de tiempo de computacién; requieren, por otra parte, el cdlculo
de funciones de Bessel y de Legendre de, en principio, todos los 6rdenes. Finalmente,
nos veriamos obligado a efectuar una sumatoria de un nimero infinito de términos, cosa
claramente inviable.

Afortunadamente, durante las tltimas décadas se han dedicado grandes esfuerzos
a la simplificacién de las ecuaciones de Mie con vistas a su implementacién en
ordenadores. La primera de ellas concierne a la forma de los coeficientes a, y b,. su
expresion puede simplificarse gracias al empleo de la derivada logaritmica (Kattawar y
Plass 1967)

¥n0) X
D,(x)= 1 = (II1.15)
&) =—In(y,(x))= T®

que permite reescribir a, y b, de la siguiente forma:

[ %) ”]w(x) Yt [mD (mx)+2 ]w(x) Vu®  (ir16)
a=L b=

D mD +

) g] 08,00 [ S ]f e

Por otro lado, tanto las funciones que intervienen en las expresiones a, y b, como
estas mismas derivadas logaritmicas pueden obtenerse mediante sencillas relaciones de
recurrencia:

Yox)=senx  x,(x)=cosx (I11.17)
¥,(x)= ¢0( ») ~-COSX x,(X)= X +senx (I11.18)

LO=HXE)  HO=Y@ix,@)  Dm=crgr (L1

2n1

¥,x)= Vo 0=, () nx2 (I11.20)
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2n-1

6,0)= x' £ 0-¢, 0 n=2 (II.21)

D (mx)=—— ™ -1 n>1 (I11.22)
n-mxD,_(mx) mx

También las funciones angulares pueden calcularse mediante relaciones de
recurrencia sencillas:

w,(cosf)=0 ,(cosf)=1 (IL.23)

7,(cos)=0 7,(cos6) =cosf (I1.24)

w (cosf) = 2n-1 x,_,(cosd) —L'zrn_z(cos()) n=2 (I1.25)
n-1 n-1

7, (cos6) =ncos(0)w (cosf)-(n+1)x,_,(cost) n=2 (I1.26)

Las funciones x,(x) fueron calculadas mediante el proceso de recurrencia hacia
arriba: la funcién x,(x) se calcula a partir de x,,(x) € x,..(x); por contra, las funciones
V.(x) y D, son estables en recurrencia hacia abajo (en la que se calcula el término 7 en
funcién de los términos n+1 y n+2). En el capitulo II se explica este punto con mds
detalle (apéndice).

Las sumatorias del cdlculo de S, y S, han de truncarse en un cierto valor de n. Es
importante efectuar dicha truncamiento de una forma a la vez eficiente y precisa: valores
de n,,, demasiado bajos introduciria graves errores en el cdlculo; por contra, dar a ng,,
valores muy grandes incrementaria sensiblemente el tiempo de computacién para aumentos
marginales de precision y, en casos extremos, podria dar lugar a valores divergentes por
errores de redondeo. Tradicionalmente, la finalizacién de la sumatoria se analizaba caso
por caso, dando ésta por terminada cuando ciertas cantidades convergfan dentro de unos
limites de precisién, p. €j. que los médulos de a, y b, sean menores que un cierto valor.

En los ultimos afios, no obstante, se ha desarrollado un criterio empirico basado
en extensos computos para miltiples valores de x y m. Se ha comprobado (Wiscombe
1980) que los médulos cuadrados de a, y b, se hacen menores que 10 cuando las
sumatorias se llevan hasta un valor de n,,, tal que
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n,, =x+4x'?+2 (I11.27)

dando con ello un excelente criterio de convergencia que no requiere comprobaciones
previas. Este criterio de Wiscombe es en la actualidad empleado universalmente y se ha
adoptado aqui. Como ejemplo, la siguiente tabla da los valores de a, y b,, asf como la

suma de sus médulos, para el caso x=3 y m=1.33

n a, b, |a|?+ b,
1 5.16306*10" +i4.99734*10! 7.37672*10" +i4.39900*10"! 1.25398*1¢°
2 3.41921*10" +i4.74353*10! 4.00793*10" +i4.90059*10"! 7.42713*10"
3 4.84668*10% +i2.14750*10" 9.35527*10?% +i9.62692*10 5.78220*102
4 1.03458*10? +i3.21483*10? 6.88102*10° +i8.29491*103 1.10339*10°
5 9.03746*10% +13.00622*10° 2.83068*107 +i5.32042*10* 9.32053*10°
6 3.92279*10® +i1.98060%10* 6.48966*10"° +i2.54748*10° 3.98769*10*
7 9.13571*10"" +i9.55809*10¢ 8.70164*10"% +i9.32826*107 9.22272*10"
8 1.22976*10"* +i3.50680*10°7 7.21932*10'¢ +i2.68688*10° 1.23698*10"
9 1.01987*10¢ +i1.00989*108 3.89359*10" +i6.23987*10"° 1.02377*10'¢
10 5.48872*10% +i2.34280*10'°  1.42258*10%2 +i1.19272*10! 5.50295*10%
11 1.99970*10% +i4.47180*10"2  3.64440*10'% +i1.90903*10 2.00335*102
12 5.10719*107 +i7.14646*10'¢ 6.73918*10% +i2.59599*10'% 5.11393+10%

Puesto que en principio las suspensiones de particulas no son monodispersas, debe
incorporarse al cdlculo una subrutina de integracién que permita determinar los pardmetros
deseados (intensidades y secciones eficaces, principalmente) para una distribucién
polidispersa de esferas. Aunque la confeccién de una subrutina de integracién resulta
relativamente sencilla, se prefirié emplear una subrutina de la librerfa de programas IMSL
para un intervalo semi-infinito (en principio, la funcién de distribucion se extiende entre
cero e infinito).

Sin embargo, dicha solucién no dio buenos resultados. Para distribuciones con una
anchura pequeiia las funciones a calcular son bastante picudas, y para distribuciones anchas
la subrutina de integracién exigia la evaluacién de dichas funciones a valores elevados del
argumento, lo cual no sélo incrementaba grandemente el tiempo de ejecucién, sino que en
determinadas circunstancias arrojaba resultados erréneos. La solucién vino dada por la
adopcidn de una subrutina de integracion para intervalo finito y por sutiles razonamientos
de truncacidn.

Las funciones que deben integrarse son del tipo fix) = |S;|**x"p(x), donde
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x==d/\, i=1,2 'y p(x) es la funcién de distribucién empleada, referida al pardmetro de
tamafio x. Puesto que los valores inferiores a aproximadamente 10 son redondeados a
cero por el ordenador, puede reducirse el intervalo de integracién desde (0, o) al intervalo
(o intervalos) (x;,x,) dentro de los cuales f{x) = 10, Este criterio es altamente restrictivo,
y puede ser modificado si se desea ganar tiempo de ejecucion a costa de precisidn.

De los tres términos de la funcién f{x), el primero (|S;|?) es una funcién que
depende de manera muy complicada con x, y resulta en principio dificil de acotar a priori
(excepto en la aproximacién de Rayleigh, donde |S;|?=x°). Sin embargo, un conjunto de
simulaciones para distintos valores de x,m y A\ muestra que, en los rangos de tamafio en
que el programa se moveria, este término no se hace mucho mds grande que 10* - 10°
(ver, como caso ilustrativo, la figura 1). Para valores muy grandes del pardmetro de
tamafno x, puede demostrarse que la intensidad dispersada a un 4dngulo 6 decrece
aproximadamente como (x send)”’ (Hodkinson y Greenleaves 1963).

La atencién se ha centrado, por tanto, en los otros dos términos, tratables
analiticamente. Concretamente, se trata de responder a la siguiente pregunta: jpara qué
valores de x se cumple que x"p(x) < 10°?

m=12 m=15
250 250
—30° —30°
200 -~ 60° 200 —60°
150 150
100 100
50 50
0 0
0 1 0 1
X X

Fig. 1. Representacién de la funcién | S;|? para tres dngulos y dos valores del fndice de refraccién para
una particula esférica.

En el caso presente, p(x) es la distribucién logaritmica de orden cero (ZOLD) no
normalizada (la normalizacién no es necesaria, ya que lo que se calcula realmente son
cocientes entre momentos de la distribucién). Un sencillo célculo algebraico muestra que

los valores de x (lldmense x; y x,) para los que x"p(x) = 10° vienen dados por la
ecuacion:
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x=x,¢ ™expl £ o,(nc+2cin10-2nlnx, )"7] (IIL28)

Los computos que hay que realizar incluyen solamente los momentos n=0,1y 2.
Esta ecuacidn tiene dos raices con tal que x,,<10"exp(no’/2). Incluso para n=2 ,0,=0
y ¢=16 esa relacién deja de cumplirse solamente para x,,=10° (d=10 m. en longitudes
de onda del visible). Una simple sustitucién demuestra que la regién donde x"p(x) > 10°
corresponde al intervalo entre los dos valores soluciones de la ecuacién (x;,x,).

El criterio seguido en la presente memoria ha sido tomar c=24; tomar valores
mayores para forzar un aumento del intervalo de integracién no aumenta la precisién mds
que marginalmente. La acotacidn en el intervalo de integracion es importante. En el caso
n=0, se tendria x,,x, = x,exp(+10.510,). He aqui algunos ejemplos de la restriccion del
intervalo para diversos valores de x,, y o,

Xm do X Xy A=X,-X,
1 0.01 | 0.900 1.111 0.21
1 0.4 0.015 67.035 67.02
4.4 0.01 | 3.961 4.888 0.93
4.4 0.4 0.066 294,955 | 294.89
10 0.01 | 9.002 11.109 2.11
10 0.4 0.149 670.352 | 670.20

Como puede comprobarse, los intervalos de integracién difieren de un caso a otro.
La adopcién de un intervalo de integracién inadecuado dard lugar a graves errores de
cdlculo. Un intervalo fijo (digamos, entre 0.01 y 100) significard, bien dejar fuera
regiones de integracion significativas, bien calcular en regiones donde la funcién a integrar
tome valores excesivamente pequefios; por ejemplo, para x,,=5 y 0,=0.01, la funcién
tomaria valores tan pequeiios como 10 claramente innecesario. La estrategia de
truncamiento adaptada caso por caso -y ficilmente adaptable en cualquier subrutina de
integracién- aprovecha el comportamiento asint6tico de la funcién de distribucién para
reducir el intervalo de integracién de modo éptimo y asf ahorrar tiempo de computacién,
fin de gran importancia dada la complejidad matemdtica de las ecuaciones de Mie.
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1.3. Intensidad frente a dngulo: programa INTMIE.

La intensidad dispersada a un cierto dngulo depende del tamafio (o de la
distribucién de tamaiios) de una forma harto complicada, lo que impide despejar éste.
Existen, no obstante, varios procedimientos para extraer informaci6n de la luz dispersada.
Uno de ellos consiste en efectuar un barrido angular y medir, para cada uno de los n
dngulos, la intensidad dispersada I,(6,) (es necesario multiplicar las intensidades por un
factor sen para compensar el hecho de que, a distintos dngulos, los volimenes iluminados
de suspensién son distintos; si el montaje experimental asegura un volumen irradiado
constante, dicha correccién no es necesaria). Para reproducir la distribucién de tamarios
de la suspension (se ha elegido la distribucién ZOLD, ec. I1.74) se elige un valor de la
pareja (d,, g, y se calcula la intensidad para esos mismos dngulos ,(8,) (ecs. IL.67 y
I1.68). Tanto I, como I, se han normalizado respecto a un cierto dngulo de referencia:
i,0) = 1(0)/16,).

A continuacién se mide la bondad del ajuste con un pardmetro A que mida el error
entre las medidas experimentales y tedricas:

2
| i6)-i 6 (I11.29)
A=) [—i,( o ] _

k=1

El proceso se repite con otras parejas de valores (d,, o,) hasta hallar la que mds
ajuste los datos experimentales, caracterizado por un valor minimo de A. Este proceso
ha sido puesto en préctica mediante el programa INTMIE, redactado en lenguaje Fortran-
77 y ejecutado en el ordenador VAX 6000-520 del Centro de Cdlculo de la Universidad
de Granada. Dicho programa tiene como entradas los dngulos e intensidades
experimentales, asi como las caracteristicas de la luz incidente (longitud de onda en el
vacio y direccién del eje de polarizacidn) y los indices de refraccién de particula y medio;
estos datos estdn incluidos dentro del programa y para cambiarlos hay que modificar y re-
compilar el programa; la incomodidad de este procedimiento se ve compensada por la
mayor facilidad y rapidez de manejo en aplicaciones donde es preciso probar con multitud
de distribuciones de tamafio.

A continuacién, el programa pide al usuario los rangos de d,, y 0, que se desean
ensayar; una vez hecho esto, se procede al cdlculo y ajuste por los métodos y relaciones
descritas anteriormente. El iinico elemento ajeno al propio programa (aparte la peticion
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inicial de datos) es la subrutina de integracién en intervalo finito DQDAGS. Esta
subrutina tiene la siguiente forma y argumentos:

DQDAGS (F,A,B,EABS,EREL,RES,ERR)

- F: Valor de la funcién que va a ser integrada.
- A: Limite inferior de integracién.

- B: Limite superior de integracidn.

- EABS: Precisién absoluta requerida (=0 para especificar sélo error relativo).
- EREL: Precision relativa requerida (=0 para especificar sélo error absoluto).
- RES: Resultado de la integral (dato de salida).

- ERR: Estimacién del valor absoluto del error.

B
RES= j F(x)dx+ERR (I11.30)
A

Se ha escogido aqui un error relativo EREL=10"®. DQDAGS puede sustituirse
facilmente por otra subrutina, bien preparada a tal efecto, bien existente en librerias y
bases de programas.

1.4. Turbidez frente longitud de onda: programa TAUMIE,

La seccidn eficaz de extincién (de dispersién, si no hay absorcién) para una
suspensién de esferas polidispersas puede calcularse mediante I11.69. El procedimiento de
peticién de datos y cémputo de funciones es similar al del programa SUPERMAN; la
diferencia estriba en que, en esta ocasién, las funciones que se calculan y comparan con
datos experimentales son los de turbidez especifica 7/¢ a diversas longitudes de onda.

Es necesario, no obstante, tener en cuenta que los indices de refraccién tanto de
la particula como del medio pueden sufrir variaciones con la longitud de onda. Existen
dos procedimientos: bien emplear la relacién de Cauchy n(\) para la particula y el medio
(caso de que éstas existan y se conozcan), bien trabajar con un indice de refraccién
"medio"; este tltimo proceder deja todo el proceso de cdlculo a merced de errores en
ocasiones graves Yy, sin ser el idéneo, a menudo es el tinico disponible, por lo que en los
casos donde no se conozca la dependencia n,(\) es preciso tomar los datos obtenidos con
mucha cautela.

En el caso del medio (agua), se empled la relacién de Cauchy dada por Kerker



1. Teoria de Mie para particulas esféricas. 77

(1969); se conoce asimismo una relacién similar para el poliestireno. Para otras
particulas, como las de silice, el ajuste 7(\) serd menos fiable y arrojard valores de
didmetro modal y anchura (se utilizé nuevamente la distribucién ZOLD con pardmetros
d, y o,) que pueden diferir sensiblemente de los reales.

El programa de célculo, llamado TAUMIE, comparte muchas de los algoritmos y
ticticas de cémputo del programa para intensidad-dngulo SUPERMAN (de hecho, es una
adaptacion modificada de éste), tales como bondad del ajuste mediante un pardmetro de
error, normalizacién de la cantidad ajustada (en este caso, 7/¢) respecto de un valor
inicial 7(\,), relaciones de recurrencia, truncamiento de la integral y subrutina DQDAGS
de integracién en intervalo finito.

1.5. Espectroscopla de correlacién de fotones: programa PCSMIE.

Se trata en este caso de obtener informacion de la distribucién de tamafios de
particula a partir de los datos d,., y Q arrojados por el dispositivo de espectroscopfa de
correlacién de fotones (PCS), ecs. I1.106 y I1.109. Los momentos de la distribucién
necesarios para ello fueron calculados, partiendo de la teorfa de Mie, por medio del
programa PCSMIE. Para cada uno de los momentos calculados, la precision requerida
exigia unos lfmites de integracién diferentes (ec. II1.28); dichos limites fueron establecidos
automdticamente en funcién del diametro modal y anchura probados en cada momento.

Este conjunto de programas (cuyos listados en Fortran 77 pueden consultarse al
final de la presente memoria) ha sido comprobado extensamente mediante comparaciones
con datos tedricos de la bibliografia (Heller y Pangonis 1957; Abramowitz y Stegun 1964;
Bohren y Huffman 1983; Barber y Hill 1990). Una validacién adicional consistié en
comparar los datos obtenidos para particulas esféricas pequeiias con los que cabria esperar
dentro de la aproximacién de Rayleigh.
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2. Teoria EBCM.

2.1. Criterios de convergencia.

En teoria, los desarrollos tanto de los campos eléctricos como de los coeficientes
de dispersién son infinitas. En la prictica, las series habrdn de ser truncadas tras el
cdlculo de un cierto niimero de elementos lo suficientemente grande como para que dicha
truncacién no introduzca errores significativos. Esto quiere decir que los indices n y n’
en la matriz T serdn menores que un cierto valor. Mishchenko llama n,,,, a este valor
para distinguirlo de otro pardmetro n,,,, que hace el papel de limite de N para el cédlculo
del desarrollo de los coeficientes de dispersién. La razén es que puede ser necesario un
valor de n,,,, para calcular la matriz T con cierto grado de error, pero tal vez sélo sean
necesarios unos pocos elementos de dicha matriz. El criterio dado para hallar n,,,,, y 0.,
es calcular matrices T con m=0 para diversos valores de N,,,. y obtener n,,,, Nyy,, COMO
aquellos valores que primero cumplen las desigualdades (Mishchenko 1991):

max | €10t =€ D ’ | Chand =GV | _ 10 (II1.31)

| Cl(nlm) Cz(nl max) |
max | 1 C%) ~ClPaa D] |Gt~ Cilaas DI | 1o (I1.32)

| Cl(nzm) Cz(n2 mnx) |

donde
C\ (M) =-%Rei Q1) (T +T2,) (I11.33)
n=1
Cl)= 223 @ 1)(| T |+ Ton ) (L.34)
n=1

y A es la precisién pedida al cdlcsulo de los coeficientes de dispersién. Si bien no es un
criterio demostrado tedricamente, resulta bastante fiable en los cdlcuios pricticos. La
convergencia en m (el pardmetro acimutal) puede estudiarse de modo similar, si bien
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puede hacerse simplemente mg,, = n,,,,. En cuanto al nimero de puntos de cuadratura
de Gauss necesarios para una convergencia adecuada, se parte estudiando la convergencia
€n Ny, con un nimero Ng igual a 4n,,,, (otros autores -Barber y Hill 1990- lo toman
como 2*n,,,,; no obstante, en el presente trabajo se ha comprobado que dicho niimero de
puntos resulta escaso en algunos casos, particularmente cuando se tiene particulas con
excentricidades o pardmetros de no-esfericidad elevados). Una vez hallado n,,,, se
calcula la matriz T para m=0 y valores de N aumentados en pasos de 4 hasta que las
cantidades C, y C, convergen con la precisién requerida.

Todo este procedimiento fue automatizado e implementado en el programa de
célculo, bautizado como MATRIZT. Los pasos han consistido en:

- Tomar un valor inicial de n,,,, basado en el criterio empleado en la teoria de Mie
para particulas esféricas (Wiscombe 1980): n,,,, (inicial) = kr + 4*kr'*+1, donde r es
el radio de la esfera de volumen equivalente (con la provisién adicional n,,,, inicial <15,
para evitar valores demasiado elevados en principio).

- Aumentar el valor de n,,,, hasta obtener la convergencia requerida en n;, con
Ng=4n,,,,.

- Tomar un valor inicial de n,,,, <n,,,,, hasta obtener la convergencia en n,.

- Si es necesario, obtener un valor N; mayor que asegure la convergencia en el
nimero de puntos de cuadratura Ng.

- Calcular la matriz T completa (m=0,...n,,,,)

En la figura 2 se muestra la dependencia de n,,,, y Ng con la forma y el tamaiio.
Como puede observarse, el tamaifio de la matriz T y el nimero de puntos de integracién
dependen tanto del pardmetro de tamaifio kr,, (donde r,, es el radio de la esfera de igual
volumen) como de la forma; cuando la particula se aleja de la forma esférica, los
pardmetros aumentan sensiblemente, llegando a obtenerse fallos de convergencia para
casos extremos (muy alta no-esfericidad y tamafio elevado). La obtencién de los valores
adecuados de n,,,, Ny, Ng resulta crucial para llevar a cabo satisfactoriamente los
célculos subsiguientes por las siguientes razones:

- Debido al mal comportamiento de la matriz A que ha de invertirse, el cdlculo de
la matriz T requiere un valor de n,,,, adecuado, ya que si fuese mds bajo de lo necesario,
se obtendrian valores erréneos. Por otro lado, valores de n,,,, sustancialmente mayores
de lo necesario conllevarfan errores de redondeo en los cdlculos, con lo que el célculo de
la matriz T se harfa inestable y podria llegar a diverger.

- El nimero de operaciones matemadticas por realizar, y por ende el tiempo total
de computacién, aumenta aproximadamente con la cuarta potencia de N_,,; si no se logra
truncar la serie en valores de n,,,, y N, adecuados, el tiempo necesario y la memoria
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Fig. 2. Variacién de los pardmetros n,,,, y N¢ con la forma y tamaiio para particulas elipsoidales con
indice m, = 1.5 + i0.01

requerida aumentarfan prohibitivamente. Esto iltimo es especialmente importante al
obtener los valores de todos los coeficientes de Clebsch-Gordan necesarios en el desarrollo
de los coeficientes de dispersion.

- Incluso en el caso de precision perfecta y disponibilidades de CPU y memoria
ilimitadas, el método de la matriz T estd condicionado por su naturaleza tedrica.
Bésicamente, se estin empleando funciones armdnicas esféricas para ajustar el campo
eléctrico producido por un objeto no-esférico. Cuanto mayor sea la desviacién respecto
a la esfericidad (p. €j. excentricidad para una particula elipsoidal), mds pobre serd la
convergencia en n,,,,, pudiendo llegarse al caso de que, a partir de un cierto tamafio de
la matriz, la serie se haga divergente. Esta convergencia se hace asimismo mds pobre a
medida que aumenta el tamaiio de la particula y su indice de refraccién, especialmente la
parte imaginaria que da idea de la absorcién (Iskander et al 1983; Mugnai y Wiscombe
1986). Una variacién de este método, mediante expansiones de ondas en varios puntos
de la particula ha sido desarrollado y aplicado con éxito (Iskander et al 1982; Iskander et
al 1983; Lakhtakia et al 1984). Este procedimiento, llamado IEBCM (Método de
Condicién de Frontera Extendido Iterativo) aumenta la precisién de los resultados en casos
dificiles y alivia la necesidad imperiosa de criterios de convergencia sdlidos y bien
definidos, pero la complicacién computacional y la pérdida de intuitividad del método le
resta valor. Resulta, no obstante, una posibilidad a tener en cuenta en futuros desarrollos
de la teoria de la matriz T.

- Asimismo, el objetivo de convergencia puede resultar inalcanzable si el criterio
de precisién resulta tan restrictivo que no pueda lograrse una convergencia (valores del
pardmetro A excesivamente pequefios). Normalmente, las "secciones eficaces" C; y C,
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utilizadas para evaluar la convergencia tienen el siguiente comportamiento: comienzan por
cierto valor; posteriormente van variando en cantidades progresivamente menores hasta
que se alcanca un punto (caracterizado por un cierto valor de n,,,,) pasado el cual C, y
C, se diferencian cada vez mds de esos valores "ideales." Para evitarlo, la subrutina de
convergencia (subrutina PJL) incorpora un evaluador que interrumpe el proceso de
convergencia cuando se comprueba que matrices de orden mayor degradan cada vez m4s
los resultados, en cuyo caso se toma como n,,,, aquel valor que haya proporcionado una
convergencia éptima (si bien no ideal).

- Finalmente, existen situaciones donde se hace conveniente imponer a mano los
valores de ny,,, Ny, Y Ng: por ejemplo, cuando hay que comparar coeficientes de
desarrollo para particulas distintas, cuando los criterios de convergencia no resultan fiables
(alta excentricidad, indice de refraccién elevado, etc.) o cuando se hace aconsejable
sacrificar precision en aras de una mayor rapidez.

En la siguiente tabla puede apreciarse la variacién del tiempo empleado en los
cdlculos para una coleccion de elipsoides alargados con indice de refraccién relativo
m,=1.5+0.1i, semieje mayor kb=5.5 y excentricidad a/b=0.5. En el caso A se han
empleado los métodos de convergencia anteriormente empleados para pardmetros de error
A diversos; s6lo en el caso A=10* se dieron fallos de convergencia debido a la excesiva
precisién requerida. El caso B se tomé para valores diversos de Ny, = Ny = Ny ¥
Ng = 4*N,... t, t,, t; son, respectivamente, los tiempos necesarios para calcular la
matriz T, los coeficientes de Clebsch-Gordan y los elementos de matriz de dispersién.

t, = t,+t+t,.

=14 14 56 42 112
=15 15 83 58 156
=16 18 117 74 209

CASO A ti(s) 4(s) ty(s) t(s) CASOB () t(s) 4(s) t(s)
A=10" 7 10 8 25 No.=8 1 4 3 8
A=102 7 11 8 26 N_..=9 2 6 6 14
A=10° 12 15 12 39 Noo=10 3 10 8 21
A=10* 14 25 18 57 No.=11 4 16 12 32
A=10° 19 37 26 82 N,.=12 6 25 18 49
A=10% 24 6 37 123 N,o,=13 8 36 28 72

Ninax

Nuw

N,

E




82 III. Métodos numéricos.

Un ajuste exponencial para el caso B muestra que el tiempo necesario para
completar los cdlculos t, aumenta como N,,.** Los tiempos dados corresponden a un
ordenador VAX 6000-520.

El programa de cdlculo ha sido probado de modo intensivo:

- Las funciones utilizadas (Bessel, Hankel, Legendre) han sido comprobadas con
datos tabulados (Abramowitz y Stegun 1964), asi como los coeficientes de Clebsch-Gordan
(Galindo y Pascual 1978)

- Se han comparado resultados para particulas esféricas centradas en el origen de
coordenadas tanto con valores tabulados (Heller y Pangonis 1957) como con programas
redactados a tal efecto empleando el formalismo de las ecuaciones de Mie. Una validacién
adicional de dichas ecuaciones, asi como de las relaciones de recurrencia de las diversas
funciones utilizadas, ha sido posible gracias a la hoja de cdlculo Lotus 1-2-3 activada en
ordenadores personales PC-80386 y 80486.

- Una prueba adicional para esferas consiste en desplazar la particula respecto al
origen (Wang y Barber 1979). Si bien el problema es mateméticamente distinto (la matriz
T, por ejemplo, deja de ser diagonal), los datos obtenidos han de ser iguales. Para ello
se emplea la siguiente férmula que describe la superficie de una esfera de radio r cuyo
centro estd desplazado una cantidad /=p*r del origen (Barber y Hill 1990):

r(6) =a[pc050 +y/1 —pzsenzﬂ] (I11.35)

- Los cdlculos de coeficientes de desarrollo y matrices de dispersién a distintos
dngulos para particulas no esféricas fueron comparados con los de Mishchenko (1991) y
Kuik (1992), dando excelentes resultados (entre cinco y seis cifras decimales para un
pardmetro de error A=10%),

- Se comprobd un conjunto de desigualdades entre los elementos de la matriz de
dispersién que han de cumplirse para cualquier dngulo (Fry y Kattawar, 1981),
comprobando su perfecto cumplimiento salvo por pequeiios errores de redondeo. Para
evitar éstos, el criterio de desigualdad se comprobé con un margen de error de tres
ordenes de magnitud por debajo del pardmetro de error A. Se tiene asi un buen método
de comprobaci6én de la validez de los resultados, ficil de incorporar al programa en
cualquier célculo.
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2.2. Resultados numéricos.

Una vez comprobada la validez del procedimiento de cdlculo, se ha procedido a
computar los coeficientes de desarrollo y los elementos de la matriz de dispersién un
conjunto de casos. La motivacién para ello es doble. Por un lado, se pretende contribuir
al acervo de conocimientos sobre el tema con un conjunto de datos que puedan ser
utilizados como comprobacién numérica, ya de este, ya de otros métodos tedricos de
célculo en dispersién de luz. Por otro lado, una presentacién de los elementos de matriz
F;;(6) para varias situaciones puede, si no cubrir rigurosamente todos los casos, sf al menos
ilustrar la utilidad o no de dichos elementos a la hora de caracterizar el tamafio, forma y/o
composicién de las particulas estudiadas.

Se han elegido cinco casos correspondientes a particulas con formas, volimenes
e indices de refraccion diferentes. La eleccidn no viene guiada por consideraciones acerca
de la abundancia de sistemas con tales particulas. Los casos A y B tienen indices de
refraccion relativos m, (de la particula respecto al medio) iguales, respectivamente, a los
del 6xido de cerio para una longitud de onda en el vacio de 633 nm. (Delgado y Matijevic
1991) y la hematita a A=436 nm (Kerker et al 1979; Hsu y Matijevic 1985), ambos
inmersos en agua. El indice de refraccién para los casos C - E no ha sido elegido
especialmente, si bien coincide aproximadamente con el indice de refraccién relativo del
poliestireno en agua para una longitud de onda incidente de SO0 nm (la parte imaginaria,
que da idea de la absorcién, es menor en la realidad que en este ejemplo). En todos ellos,
se ha tomado una precisién inicial de A=10°. Los cinco sistemas o casos elegidos son
los siguientes (figuras 3a - 3e):

CASO A: Elipsoides alargados (prolados) con un radio equivalente tal que kr,, =
3, una excentricidad e=a/b=0.5 (b serd en adelante el eje de simetria axial) e indice de
refraccién relativo m, = (2+i0.05)/1.3316. Los pardmetros de convergencia son:
Ny ax =My = 13, N, =60.

CASO B: Elipsoides aplanados (oblados) con kr,,=5 , e=1.8 e indice de refraccién
relativo m,=(2.18+i0.59)/1.34. Este ejemplo corresponde a una particula con un alto
indice de absorcién, dado por la elevada parte imaginaria de m,, y que al mismo tiempo
se aleja de la forma esférica. No es de extraflar que se den ciertos problemas de
convergencia para A<10?. Se obtuvo ng,, =18, Ny, =16, N,=88.
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Figs. 3a - 3e. Particulas de los casos A - E. Para todas ellas, la escala es en unidades
de kr y el eje de revolucidn es el vertical.

i
.

B
-
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Nanll e
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Caso C Caso D. Caso E.

CASO C: Particulas de Chebyshev (Mugnai y Wiscombe 1986) definidas como
r(8)=ry[1+Ecos(nf)], con m,=1.2+i0.001, E=0.1, n=3 y kr,,=2, donde r,, es el radio
de la esfera de volumen equivalente. El volumen de una particula de Chebyshev con una
superficie dada por r=r, /1 +ECos(nf)] es:

- sl 2
V=223 1+ 3E_13qp2 172 3qps_ 17130 (I11.36)
3 1-n? 1-4n2 2(1-n%(1-9n1%)

donde a es un pardmetro que vale 1 cuando n es par y O cuando n es impar. En este
caso, kr,=1.9903790. La convergencia se obtuvo para nju,, =12, m,, =11, N,=52.

CASO D: Particula de Chebyshev con m,=1.2+i0.001, E=-0.1, n=3 y &r,,=3
(kry=2.9855685). La convergencia se obtiene para ., =Nyp, =12, N,=52.

CASO E: Particula de Chebyshev con m,=1.2+i0.001, E=-0.1, n=4 y kr,,=3
(kry=2.9658842). La convergencia se obtiene para Ny, =Nog, =12, N;=52.



La siguiente tabla da los tiempos, en segundos, necesarios para los cédlculos de la
matriz T ty, de los coeficientes de Clebsch-Gordan necesarios teg y del célculo de los
coeficientes de desarrollo t, para los cuatro casos y distintos pardmetros de error A (se
incluyen las secciones eficaces de dispersién y extincién). El caso A=0 corresponde a
valores fijos Ny =Nye, =16, N,=50. Un valor en negrita significa que ha fallado la

2. Teoria EBCM.

convergencia para ese valor. El ordenador usado fue un VAX 6000-520.

CASO tr tes e Ny, 2. N, CDIS CEXT
A A=10? 6 6 5 10 9 44 12.179586 14.223232
A A=10° 9 11 10 11 10 48 12.179590 14.223292
A A=10* 12 16 13 12 11 52 12.179579 14.223287
A A=10° 21 43 28 13 13 60 12.179577 14.223287
A A=10° 27 38 29 13 13 68 12.179602 14.223312
A_A=0 17 157 87 16 16 50 12.179566 14.223273
B A=102 16 28 19 13 12 56 16.488038 34.281089
B A=10? 15 29 21 13 12 56 16.488038 34.281089
B A=10* 25 62 138 15 14 64 16.487913 34.280264
B A=10% 68 121 75 18 16 88 16.487972 34.280595
B_A=0 i 129 80 16 16 50 16.487937 " 34.280270
C A=10? 4 2 2 7 36 0.477185 0.490497
C A=10? 4 2 2 7 36 0.477185 0.490497
C A=10* 6 4 3 8 40 0.477135 0.490492
C A=10° 17 18 19 12 11 52 0.477164 0.490495
C A=10% 39 54 28 15 14 64 0.477162 0.490495
C_A=0 25 122 77 16 16 50 0.477162 0.490495
D A=10? 8 6 5 10 9 44 2.897137 2.942785
D A=10° 8 6 5 10 9 44 2.897137 2.942785
D A=10* 8 6 15 10 9 44 2.897137 2.942785
D A=10° 23 23 17 13 12 56 2.897156 2.942804
D A=10% 49 78 41 16 15 68 2.897154 2.942802
D_A=0 24 115 79 16 16 50 2.897154 2.942802
E A=10? 8 6 5 10 9 44 2.896654 2.942283
E A=10? 12 10 8 11 10 48 2.896522 2.942145
E A=10* 17 20 12 12 11 52 2.896522 2.942145
E A=10° 20 2 16 12 12 52 2.896522 2.942145
E A=10% 20 22 16 12 12 52 2.896522 2.942145
E A=0 24 114 76 16 16 50 2.896509 2.942132
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Fig. 4. Valores de los coeficientes F,, y F,, (Casos A - E)

Las figuras 4 a 6 presentan los coeficientes Fj; en funcién del dngulo; los datos
numéricos, tanto coeficientes de desarrollo como términos F;, se adjuntan al final del
presente capitulo. Los casos D y E, con igual indice de refraccién y volumen equivalente,
son practicamente indistinguibles, toda vez que sus matrices de Miiller son casi idénticas,
excepcion hecha de F;, y F,,, donde se notan leves diferencias en, respectivamente, el



2. Teoria EBCM. 87

F33/F11

Ocaso a
> CASO B
7 CASO C
Bcaso D
BMcaso E

(o] 30 60 90 120 150 180
ANGULO (GRADOS)

F44/F11

Olcaso A
CASO B
CASO C
B caso b
Bcaso E

¥ SR R 55
0 30 60 20 120 150 180
ANGULO (GRADOS)

Fig. 5. Valores de los coeficientes F; y F,, (Casos A - E)

méximo a §=90° y el tramo 6= 120° - 180°. Fuera de ello, no resultarfa serio intentar
establecer relaciones entre unos casos y otros, toda vez que los indices de refraccion
difieren fuertemente.

A pesar de ello, ha de prestarse atenci6n al cociente F,,/F;;, el cual ha de ser igual
a uno para particulas esféricas. A pesar de que algunos autores han conjeturado con la
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Fig. 6. Valores de los coeficientes F,, y F;, (Casos A - E)

posibilidad de que una desviacién respecto de la unidad serfa un buen indicativo de no-
esfericidad, el opuesto no es necesariamente vélido: particulas no esféricas dan valores de
F,,/F;; muy cercanos a uno. En nuestro caso, solamente el caso A no se ajusta a esta
descripcién. Puede conjeturarse con que los casos C-E constan de particulas no muy
alejadas de la esfericidad, pero ;c6mo se puede justificar en esos términos el caso B,
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donde un eje del elipsoide es casi dos veces mayor que el otro y, ademds, hay una fuerte
componente de absorcién, tal y como nos indica la parte imaginaria de m,? Es obvio que
el criterio "si F,,/F,; # 1, entonces no hay esfericidad," aunque vilido, no puede invertirse:
particulas no-esféricas pueden cumplir F,,/F,,= 1.

Es de resaltar, asimismo, la diferencia en los valores de F,, y F;, para los diversos
casos. No pueden compararse entre si por corresponder a situaciones diversas, pero nos
indican que, junto con otros elementos de la matriz de dispersi6n, pueden ser pardmetros
valiosos a la hora de caracterizar el tamaiio y forma de las particulas.

Una de las preguntas mds inmediatas cuando se efectiian truncaciones y redondeos
es: ;(cudndo he afinado lo bastante? Un criterio de convergencia flojo nos dard datos de
poco valor; por contra, pretender la perfeccién absoluta no consigue mds que agotar la
memoria o el tiempo de CPU de los mds rdpidos superordenadores y, en su caso, forzar
un deterioro de los célculos por problemas de redondeo o de divergencia de series.

Una extensa serie de computaciones, algunas de las cuales se presentan aqui,
muestran que una precision de A=10% es mds que suficiente a efectos précticos; una
convergencia mds rigurosa suele dar solamente aumentos marginales en la bondad de los

Error
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1E-06 —~ DIF(F11)

/ &/\ ~+ DIF(F22)

0 M * DIF(F33)

-1E-06 ‘Y\ /(\ - DIF(F44)

\g& \/ W * DIF(F12)

-2E-06 W/ ~+ DIF(F34)
-3E-06 g \/

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

-4E-06
0

Smax

Fig. 7: Diferencias entre los valores F; (Ia sumatoria de cuyo desarrollo se ha truncado en un valor
S para A=10" y A=10° (Caso A)
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datos al coste de un fuerte incremento en el tiempo de computacién. Como ejemplo, se
han calculado los elementos de matriz de dispersién F; en el caso A para A=10"y para
A=107, deteniendo la serie (ec. II.126) en un valor s,,,. La figura 7 muestra las
diferencias. Puede apreciarse cémo las diferencias son menores que el rango de precision
en que nos movemos. Parte de dichas diferencias se debe a que el desarrollo de los
elementos de matriz F; en coeficientes de desarrollo se trunca cuando el siguiente término
es menor que A en tres 6rdenes de magnitud. Resulta, por tanto, poco riguroso intentar
obtener unos decimales mds, toda vez que los datos experimentales con los que se
compararian normalmente tendrdn un error mayor.

Los casos reales que fueron contrastados con los valores calculados por este método
inducen al autor a recomendar un pardmetro de precisién de A=10" para la mayoria de
las aplicaciones. En casos extremos como particulas muy grandes, altamente no-esféricas
o con fuerte absorcidn, puede aliviarse la exigencia de convergencia a A=0.01, o incluso
0.1, sacrificando asf exactitud en aras de una mayor rapidez en los cdlculos.

Coeficientes de desarrollo - Caso A

S a’ a’ a, a b b’

1.000000 0.000000 0.000000 0.935500 0.000000  0.000000
2.282733 0.000000 0.000000 2.294028 0.000000  0.000000
2.684311 3.988438 3.874797 2.667449 0.013171 -0.035283
2.409361 3.226357 3.178668 2.399398 -0.029998 -0.252992
1.703942  2.340150 2.310340 1.706515 0.112900 -0.295057
0.937319 1.301636 1.275863 0.943758 0.189977 -0.191268
0.448969 0.611936 0.583118 0.445257 0.130576 -0.082802
0.176957 0.241013 0.224988 0.173633 0.070537 -0.035191
0.061941 0.084009 0.075267 0.058928 0.030931 -0.011247
0.017572 0.023844 0.020143 0.015925 0.011137 -0.003282

O 0 NN bW =S

10  0.004324 0.005824 0.004520 0.003625 0.003165 -0.000645
11 0.000875 0.001170 0.000828 0.000672 0.000722 -0.000116
12 0.000152 0.000201 0.000128 0.000105 0.000135 -0.000015
13 0.000022 0.000029 0.000017 0.000014 0.000021 -0.000002
14  0.000003 0.000004 0.000002 0.000002 0.000003 0.000000
15 0.000000 __0.000000 _0.000000 0.000000 _ 0.000000 __0.000000
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S a’ ay ay’ a by’ b’

0 1.000000 0.000000 0.000000 0.838639 0.000000 0.000000
1 2.577756  0.000000 0.000000 2.524375 0.000000 0.000000
2 3.765459 4.392986 4.160842 3.717945 0.146021 -0.062120
3 4.491331 5.041697 4.866096 4.466892 0.155081 -0.160529
4 4.801695 5.323173 5.171959 4.808333 0.156195 -0.281868
b 4.737167 5.239589 5.099366 4.777188 0.157139 -0.413468
6 4.343022 4.829387 4.692747 4.412991 0.158221 -0.544717
7 3.688171 4.147197 3.999734 3.762689 0.167576 -0.659121
8 2.858759 3.267196 3.106860 2.910466 0.189170 -0.705005
9 1.967823 2.300439 2.148571 1.997453 0.207121 -0.663615
10 1.177747 1.416240 1.269316 1.167830 0.217130 -0.524698
11 0.059837 0.736944 0.613964 0.559322 0.180742 -0.320955
12 0.025273 0.315879 0.239598 0.216141 0.109727 -0.147626
13 0.086590 0.108742 0.075027 0.067202 0.047754 -0.051413
14  0.024316 0.030497 0.019235 0.017124 0.015819 -0.013972
15 0.005591 0.006975 0.004070 0.003610 0.004066 -0.003032
16  0.001075 0.001332 0.000725 0.000642 0.000847 -0.000541
17  0.000175 0.000215 0.000110 0.000097 0.000146 -0.000081
18 0.000025 0.000030 0.000014 0.000013 0.000022 -0.000010
19  0.000003 0.000004 0.000002 0.000001 0.000003 -0.000001
20  0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 _ 0.000000

Coeficientes de desarrollo - Caso C

S af a’ ay’ a; b,* b’

0 1.000000 0.000000 0.000000 0.877774 0.000000 0.000000
1 1.978793 0.000000 0.000000 1.953103 0.000000 0.000000
2 1.520504 3.547291 3.389411 1.662837 0.672138 -0.053652
3 0.713747 1.664993 1.400114 0.785175 0.635493 -0.047836
4 0.242958 0.531540 0.326782 0.203657 0.284286 -0.009207
5 0.054327 0.107876 0.048861 0.032870 0.068197 -0.000922
6 0.008146 0.014809 0.005099 0.003630 0.010306 -0.000057
7 0.000864 0.001462 0.000395 0.000293 0.001082 -0.000002
8 0.000068 0.000109 0.000024 0.000018 0.000084 0.000000
9 0.000004 0.000006 0.000001 0.000001 0.000005 0.000000
10 0.000000 0.000000 _0.000000__ 0.000000 0.000000  0.000000
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Coeficientes de desarrollo - Caso D

a,

a2.

33'

F:

bl'

b2!

O 0 N O N AW = O

T
R N = O

1.000000
2.362380
2.766186
2.216126
1.270828
0.533255
0.171634
0.041517
0.007598
0.001077
0.000121
0.000011
0.000001
0.000000

0.000000
0.000000
4.141142
3.218699
1.950920
0.856272
0.278259
0.065977
0.011699
0.001604
0.000175
0.000016
0.000001
0.000000

0.000000
0.000000
3.989773
3.208270
1.953156
0.799554
0.217332
0.041789
0.006014
0.000677
0.000062
0.000005
0.000000
0.000000

0.939554
2.416752
2.730033
2.214793
1.324555
0.553018
0.155741
0.031023
0.004607
0.000533
0.000050
0.000004
0.000000
0.000000

0.000000
0.000000
0.188186
0.257475
0.391065
0.319880
0.145502
0.041375
0.008158
0.001196
0.000137
0.000013
0.000001
0.000000

0.000000

0.000000
-0.043287
-0.183876
-0.138550
-0.059702
-0.013015
-0.001755
-0.000161
-0.000011
-0.000001
-0.000000

0.000000

0.000000

Coeficientes de desarrollo - Caso E

a’

azi

aal

8
3,

bl'

bzl

O 0 2 O AW = O

p— bt jed e
W N = O

1.000000
2.355732
2.769525
2.217568
1.271943
0.536617
0.174421
0.042880
0.008077
0.001193
0.000142
0.000014
0.000001
0.000000

0.000000
0.000000
4.142473
3.218111
1.952299
0.860376
0.281824
0.067882
0.012394
0.001773
0.000204
0.000019
0.000002
0.000000

0.000000
0.000000
3.977106
3.213055
1.955929
0.801077
0.220101
0.043499
0.006529
0.000777
0.000075
0.000006
0.000000
0.000000

0.935316
2.418109
2.727487
2.216765
1.327756
0.555611
0.158259
0.032398
0.005017
0.000613
0.000061
0.000005
0.000000
0.000000

0.000000
0.000000
0.188430
0.257782
0.395856
0.322319
0.146465
0.042183
0.008565
0.001312
0.000158
0.000016
0.000001
0.000000

0.000000

0.000000
-0.090509
-0.183675
-0.139101
-0.059851
-0.013040
-0.001818
-0.000177
-0.000013
-0.000001
-0.000000

0.000000

0.000000
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Coeficientes de la matriz de dispersién - Caso A
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9 F11 F22 F33 F44 F12 F34
000 11.72848 11.68664 11.68664 11.64481 0.00000  0.00000
015 9.46305 9.42402 9.42167 9.38924 -0.13399  0.14851
030 5.00306 4.96980 4.94893 4.93723 -0.23334  0.35463
045 1.79466  1.76538 1.7237t  1.73095 -0.08303  0.33003
060 0.51802 0.48851 0.44510 0.46430 0.06803  0.14402
075 0.21730 0.18419 0.14258 0.16933 0.07067 -0.01383
090 0.17243  0.13591 0.08627 0.11782 0.00257 -0.07438
100 0.14617 0.11189 0.04953 0.07976 -0.04540 -0.06645
120 0.10538 0.08196 0.01126 0.03112 -0.04821 -0.03918
135 0.06763  0.05690 -0.01646 -0.00901 -0.02636 -0.02060
150 0.05441 0.04393 -0.03304 -0.02492 -0.00710 -0.01154
165 0.06753  0.04266 -0.04179 -0.01775 -0.00040 -0.00405
180 0.07880 _ 0.04442 -0.04442 -0.01005  0.00000  0.00000

Coeficientes de la matriz de dispersién - Caso B

(] Fl1 F22 F33 F44 F12 F34
000 36.37781 36.31338 36.31338 36.24895 0.00000  0.00000
015 18.70933 18.65995 18.57742 18.54616 -0.61900 1.60539
030 1.81110 1.79854  1.45835 1.45294 -0.29570  0.92860
045 0.46722  0.46434 0.28175 0.28280 -0.15453 -0.09128
060 0.26726  0.26409 0.11104 0.11351 -0.13639  0.07299
075 0.12802  0.12688 -0.02006 -0.01911 -0.07205 -0.00671
090 0.10469 0.10249 -0.04458 -0.04254 -0.05806 0.00517
105 0.08045 0.07934 -0.05820 -0.05716 -0.03389 -0.00509
120 0.07375 0.07249 -0.06317 -0.06199 -0.02401 0.00188
135 0.07274 0.07102 -0.06929 -0.06765 -0.00943  0.00026
150 0.06914 0.06831 -0.06620 -0.06545 -0.00555 -0.00246
165 0.06868 0.06819 -0.06761 -0.06726 -0.00335 -0.00030
180 0.07185 0.07028 -0.07028 -0.06871 _ 0.00000  0.00000
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Coeficientes de la matriz de dispersién - Caso C

0 F11 F22 F33 F44 F12 F34
000 5.51941 5.51939 5.51939 5.51936 0.00000  0.00000
015 5.05260 5.05254 5.05050 5.05044 -0.14316 0.00800
030 3.88594 3.88578 3.85958 3.85943 -0.44959 0.02674
045 2.53298  2.53271 2.44042 2.44042 -0.67591  0.04443
060 1.42454  1.42417 1.24863 1.24828 -0.68289  0.05107
075 0.71209 0.71166  0.48907 0.48869 -0.51479  0.04435
090 0.32833  0.32790 0.12194 0.12160 -0.30250  0.02923
108 0.14334  0.14295 -0.00283 -0.00309 -0.14157 0.13354
120 0.06013  0.05979 -0.02369 -0.02383 -0.05383  0.00226
135 0.02749  0.02720 -0.01971 -0.01973 -0.01739 -0.00247
150 0.01994 0.01970 -0.01861 -0.01851 -0.00505 -0.00253
165 0.02205 0.02184 -0.02178 -0.02160 -0.00104 -0.00009
180 0.02394 _ 0.02373 _-0.02373 -0.02353 _0.00000  0.00000

Coeficientes de la matriz de dispersién - Caso D

] Fi1 F22 F33 F44 F12 F34
000 10.37073  10.37070 10.37070 10.37066 0.00000  0.00000
015 8.79336 8.79320 8.79043 8.79028 -0.21360  0.05523
030 5.32118 5.32074 5.29340 5.29300 -0.51554 0.15566
045 2.23604 2.23533 2.17651 2.17595 -0.47184 0.18994
060 0.61030 0.60947 0.56183 0.56128 -0.19441  0.13016
075 0.10198 0.10121 0.08797 0.08758 -0.01464 0.03783
090 0.04188 0.04128 0.02408 0.02382 -0.00502 -0.02414
105 0.06454 0.06415 0.00216 0.00197 -0.04471 -0.04304

120 0.07325 0.07303 -0.03029 -0.03046 -0.05380 -0.03774
135 0.06812 0.06798 -0.05138 -0.05151 -0.03611 -0.02558
150 0.06258 0.06244 -0.05888 -0.05889 -0.01589 -0.01331
165 0.06153 0.06134 -0.06111 -0.06097 -0.00375 -0.00374
180 0.06200 0.06179 -0.06179 -0.06158  0.00000 __ 0.00000
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0 Fl1 F22 F33 F44 F12 F34
000 10.37811 10.37776 10.37776 10.37740  0.00000  0.00000
015 8.79518 8.79481  8.79199 8.79163 -0.21562  0.05543
030 5.31547 5.31501  5.28721 5.28683 -0.51977 0.15621
045 2.23014 2.22950 2.16984 2.16936 -0.47491  0.19068
060 0.60704 0.60618 0.55815 0.55755 -0.19492  0.13095
075 0.09943 0.09843 0.08572 0.08505 -0.01334 0.03863
090 0.03988 0.03891  0.02203 0.02138 -0.00348 -0.02327
105 0.06483 0.06406 -0.00037 -0.00095 -0.04450 -0.04204
120 0.07676 0.07624 -0.03439 -0.03485 -0.05507 -0.03667
135 0.07424 0.07392 -0.05748 -0.05777 -0.03773 -0.02470
150 0.07011 0.06988 -0.06632 -0.06638 -0.01689 -0.01283
165 0.06954 0.06930 -0.06907 -0.06891 -0.00403 -0.00361
180 0.07010 0.06985 -0.06985 -0.06960 _0.00000  0.00000
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CAPITULO IV. MATERIALES Y METODOS EXPERIMENTALES.

1. Introduccidn.

Con lo descrito hasta aqui, se dispone ya de la base tedrica y del método
computacional necesarios para el andlisis de, en principio, cualquier conjunto de datos
experimentales. En este capiftulo, describiremos qué métodos se han utilizado para
obtenerlos y cémo se han obtenido los sistemas coloidales objeto de estudio.

Se han elegido tres tipos de particulas:

a) Poliestireno.

b) Silice.

¢) Hematita.

El primero puede servir de patr6n de control de la bondad de los datos
experimentales y del andlisis tedrico de los mismos conducente a la estimacién de las
caracteristicas de la distribucién de tamafios. Ello es asi por la excelente calidad de las
particulas ue pueden obtenerse. esferas pricticamente perfectas y con un elevadisimo grado
de homogeneidad en didmetro. Su uso como estdndar de tamafio es muy general y estd
bien establecido (v. p. ej. Lettieri et al 1991).

En cuanto se refiere a la silice, la hemos usado en este trabajo por dos razones
esenciales. i) Puede también sintetizarse en forma de esferas, sin embargo, en este caso,
ni la homogeneidad en tamafios ni la forma esférica en sf son tan extremos como en €l
caso del poliestireno. Este hecho es interesante para nosotros (aunque tenga sus obvios
aspectos negativos desde otros puntos de vista), puesto que pretendemos demostrar que
nuestras técnicas son igualmente aplicables a sistemas coloidales formados por particulas
no necesariamente esféricas. ii) El interés por el uso de la silice como modelo coloidal
se ha extendido tremendamente en los ultimos afios (Iler 1973; Kijistra et al 1952;
Kosmulski y Matijevic 1991, 1992) en muy diversos estudios; una de las razones de este
hecho es que, en principio, no presenta los inconvenientes que en cuanto a propiedades
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eléctricas superficiale son caracteristicos de muchos ldtexes poliméricos y, en particular,
del poliestireno (van der Linde y Bijsterbosch 1990).

Finalmente, la hematita (también muy estudiada recientemente, v. p. ¢j. Dunstan
1994) era ideal para nosotros por la posibilidad que ofrece de sintetizarse en formas no
esféricas, pero dando suspensiones muy monodispersas (Morales et al 1992; Ozaki et al
1984; Sugimoto et al 1993).

Con todo ello, tenemos un conjunto de particulas de muy diversa naturaleza y con
variadas geometrias, que nos permitirdn (usando como comprobacién la observacién
directa en el microscopio electrénico) comprobar hasta qué punto nuestras determinaciones
de tamaiio son fiables.

2. Sintesis.

2.1, Poliestireno.

Las particulas de poliestireno se sintetizaron, en ausencia de tensioactivo, siguiendo
el método de Goodwin et al (1973) (v. también Carrique 1993). Una vez destilado al
vacio el estireno suministrado por el fabricante (Merck), se afiadieron 73 gramos de éste
a 670 cm® de agua y se mantuvo la muestra en agitacién durante 15 minutos a 70°C.
Transcurrido este tiempo se disolvieron 0.597 gramos del iniciador Na,S,0; (Merck) en
30 cm’® de agua y esta disolucién se afiadi6 a la mezcla estireno-agua. Posteriormente, se
mantuvo el sistema en agitacién a 650 rpm. durante 24 horas a 70°C y se filtr6 la
suspension a través de lana de vidrio.

El I4tex obtenido fue centrifugado a 7500 rpm. durante 30 minutos, el sobrenadante
fue decantado y el sélido fue redispersado en agua. Este proceso se repitié dos veces, y
el ldtex resultante fue sometido a una limpieza por medio de sustitucién de suero ("serum
replacement”): el medio de suspensién se filtré a través de una membrana de 0.2 um de
poro a la vez que se aifladfa agua, continuando el proceso hasta que la conductividad del
filtrado se aproximase a la del agua de entrada, lo que requiri6 15 difas de limpieza. La
fraccién de volumen del litex fue determinada independientemente mediante gravimetrfa,
obteniéndose un valor de ¢=0.245.

La observacién mediante microscopfa electrénica confirmé la existencia de una
suspensidén de particulas esféricas muy monodispersa. La figura 1 muestra una fotografia
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il tipica de microscopfa, y un histograma
Cluarex | de didmetros obtenidos midiendo 200

© particulas sobre la microfotografia. La

30 distribucién ha sido ajustada a una

0 ZOLD con un didmetro modal d,=610

" nm. y una anchura 0,=0.034.

N [

D (nm.) 2.2. Stlice.

Fig. 1. Fotografia e histograma de la suspensién de
poliestireno.

Las suspensiones de silice fueron
sintetizadas segiin el método de Bogush et al (1988), propuesto primero por Stéber et al
(1968). . En un matraz esférico de un litro se pusieron 90.25 nm de agua (bidestilada,
desionizada y filtrada con membranas de 0.2 um en el dispositivo Milli-Q Reagent Water
System de Millipore), 186.67 nm de etanol saturado de amoniaco ([NH,*]=1.339 M) y
667.27 ml de etanol por (Merck). Se agité la mezcla a 25.0+0.1°C durante 30 minutos
y se afiadié a continuacién 55.82 ml de tetraetil ortosilicato (TEOS, Merck) previamente
destilado en vacio. Se mantuvo todo el conjunto en agitacién a la misma temperatura
durante tres horas. La suspension resultante fue purificada mediante repetidos procesos
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de centrifugacién-redispersién hasta que la conductividad del sobrenadante era inferior a

10 Su/cm.

La figura 2 muestra una microfotografia tipica y el histograma de didmetros

obtenido. Notese que las esferas no son tan perfectas como en el caso del poliestireno

(algunas parecen "fundidas" en el proceso de sintesis). Los datos de las fotografias fueron
ajustados a una distribucién ZOLD cuyos pardmetros resultaron d,=70 nm. y anchura
00=0.072. Identificaremos esta muestra como S1 en el resto del trabajo.

—

35
Oswice

) ‘
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20

0 HHH

54 5 & 66 70 74 7 8 86 90
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Fig. 2. Fotografia e histograma de la suspensién

de silice S1.

Asimismo se empled en la parte
experimental una suspensién de particulas de
silice (suspensién S2) sintetizada y cedida
por el Dr. Egon Matijevic (Clarkson
University, Postdam, NY, EEUU). Estas
particulas (figura 3) son ligeramente no-
esféricas, y su ajuste a una distribucion de
elipsoides arroj6 un didmetro equivalente y
una excentricidad de d,, = 176 + nm, € =
0.90 + 0.08. Su escasa excentricidad
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permite, en los casos en que sea conveniente, tratar la suspensién como una distribucién
polidispersa de particulas esféricas. Un ajuste a una distribucién logaritmica de orden cero
(ZOLD) da un didmetro modal y una anchura de d, = 173 nm, ¢, = 0.15.
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Oswice man
2.3. Hematita. » T (Dovec ]
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Fig. 3. Fotografia e histograma de la suspensién

un ndmero m4ds o menos elevado de ;
de sflice S2.

complejos (los més simples serian iones

hidratados); algunos de ellos deben participar en la formacién de la fase sélida, y se les
denomina solutos precursores de particulas, cuya agregacién origina los llamados
embriones. Cuando éstos alcanzan cierto tamaiio critico, se agregan formando los niicleos,
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0 pequefias particulas que crecen incorporando por difusién especies de la disolucién y
formando las particulas primarias en que estamos interesados. El aspecto esencial del
proceso es la velocidad a la cual se introducen las especies de interés en el sistema: los
reactivos deben generarse a la misma velocidad con que se consumen en la formacién de
particulas; claramente, el fenémeno a evitar si se quiere obtener una suspensién
razonablemente monodispersa es el de segunda nucleacién, es decir, la ocurrencia de una
nueva explosién de niicleos, origen de otra poblacién de particulas en el sistema.

A pesar de la sencillez que aparentemente presenta el método, es dificil predecir
qué tipo de particulas se producird si se parte de una disolucién dada; en efecto, el
resultado final depende de la concentraci6n inicial de iones Fe**, el pH, la temperatura
a lo largo del proceso, el tiempo de envejecimiento y la naturaleza de los aniones
presentes. Por esta razén, incluso pequefios cambios en las condiciones iniciales pueden
producir alteraciones esenciales en el producto obtenido; no obstante, una vez fijadas las
condiciones, el resultado es reproducible. Matijevic y Scheiner (1978) investigaron este
sistema exhaustivamente. La produccién de particulas elipsoidales requiere la presencia
de iones fosfato, introducidos en la disolucién en la forma de NaH,PO, (Ozaki et al 1984;
Morales et al 1992). El mecanismo de crecimiento sugerido es el de crecimiento cristalino
anisétropo por adsorcién especifica de iones fosfato. Esta adsorcién es especialmente
abundante en los planos paralelos al eje cristalografico c, el cual resulta ser el eje de
revolucidn de las particulas obtenidas Morales et al 1992; Sugimoto et al 1993).

Una vez realizada la sintesis, las suspensiones de hematita fueron sometidas a un
proceso de limpieza mediante repetidos ciclos de centrifugacién y redispersién en agua.
Se siguieron tres procedimientos de control de limpieza:

- Se control6 la conductividad del sobrenadante; s6lo cuando la conductividad del
sobrenadante se aproximaba a la del agua utilizada para sustituirlo se consideraba que el
intercambio i6nico entre las particulas y el medio estaba concluido, y que la superficie
estaba libre de iones extrafios.

- En aquellos sistemas sintetizados en presencia de iones Cl” se control6 igualmente
la presencia de éstos en el sobrenadante usando un electrodo selectivo de CI'. Se ha
demostrado que los iones cloruro se difunden lentamente desde el interior de las particulas
hasta su superficie, por lo que en este caso el proceso de limpieza ha de extenderse
durante bastantes dias para dar tiempo a que se lleve a cabo este proceso.

- Se midié la movilidad electroforética de las particulas en funcién del pH. Sélo
cuando el punto isoeléctrico de las particulas coincidia con el admitido en la bibliografia
se consideraba el proceso terminado.

Se prepararon diversas suspensiones de hematita, correspondientes a tamafios y
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formas diferentes. Puesto que las particulas son no-esféricas, es necesario dar dos
pardmetros que indiquen el tamafio y la forma. Se han empleado dos pares de pardmetros.
Uno de ellos es el formado por (a,b) donde b es el semieje de revolucion del elipsoide y
a corresponde al otro semieje (un elipsoide alargado - en forma de bal6én de rugby -, se
caracteriza por b > a; un elipsoide aplanado, por b<a). El segundo par es el formado por
(dy,€), donde dq es el didmetro de la esfera de volumen equivalente y e=a/b (e<1 para
un elipsoide alargado y e>1 para uno aplanado). La relacién entre ellos es sencilla:

r=[ab]"?=a’e=b’"2" (Iv.1)

La medida mediante microscopfa electrénica para las muestras analizadas arroja los
siguientes valores (v. figuras 4 - 8):

SUSP. | d.(nm) € 2b(nm) 2a(nm)

VA 126+20 | 0.59+0.09 180+30 | 105+18

VB 200+30 | 0.39+0.04 | 380450 | 150+30

vC 134+18 |} 0.26+0.02 | 330+50 86+12

VD | 220+30 | 0.194+0.02 | 680+70 | 129+18

VE 201+19 | 0.241+0.02 | 530+50 | 125+14
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Fig. 4. Fotograffa e histogramas de la suspensién de hematita VA: d,, (didmetro de la esfera de
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Fig. 8. Fotografia e histogramas de la suspensi6n de hematita VE: d,, (didmetro de la esfera de
volumen equivalente) y excentricidad e.
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3. Instrumentacién.

3.1. Medidas de turbidez. Espectrofotémetro.

Las medidas de turbidez especifica 7/¢ fueron realizadas por medio de un
espectrofotémetro Spectronic 601 (Bausch & Lomb; actualmente Milton Roy). Con este
instrumento pueden realizarse medidas tanto en el visible como en los extremos infrarrojo
y ultravioleta mediante sus dos ldmparas: halégena de tungsteno (A=325-999 nm.) y
deuterio (A=195-380 nm.). La longitud de onda elegida (con un error de +1 nm.) se
obtiene gracias a un monocromador interno Czerny-Turner de rejilla holografica con 1200
lineas/mm. que asegura un ancho de banda menor que 5 nm.

El instrumento se estableci6 en el modo de transmitancia, que mide la fraccién de
luz transmitida por una celdilla rectangular de 1 cm. de anchura y 4.5 cm. de altura; se
empled una celdilla de vidrio para medidas en luz visible y una de cuarzo para el
ultravioleta. Se eliminan los efectos de absorcién por el agua y la celdilla tomando
transmitancia unidad a cada longitud de onda para el sistema celdilla-agua; asi, cualquier
variacién en la transmitancia de la suspensién se deberd a las particulas y no al medio o
a la celdilla.

La medida de transmitancia T=1/I, estd relacionada con la seccién eficaz C,, (Cj;
si la suspensién no es absorbente; esto se da cuando la parte imaginaria del indice de
refraccion de la particula es nula) y la turbidez especifica por:

T=exp(-NC_ ])=exp(~7l) (Iv.2)

Puesto que la fraccién de volumen de la suspensién ¢ es igual a Nv, donde v es el
volumen de la particula, la transmitancia se relaciona con la turbidez especifica como:

r=-lint TeeLinr (Iv.3)
l ¢ ¢l
El procedimiento seguido consiste en normalizar las medidas de turbidez a una
longitud de onda A,, esto es 7(\,)/¢ = 1. De ese modo se puéde obtener:
4 COMEIC
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) _ InT) (IV.4)
7(Ay InT(A)

Esto nos da un barrido espectral 7(\) cuyos datos no dependen ni de la longitud /
atravesada por la luz ni de la fraccién de volumen ¢ (supuesto que ¢ es lo bastante
pequeiia para despreciar efectos de dispersién miuiltiple).

De lo visto, puede deducirse que las determinaciones de tamafio de particula
mediante medida de turbidez son atractivas por un conjunto de razones: a) se obtienen
directamente valores absolutos del tamafio, sin necesidad de calibracién o constantes del
aparato; b) la turbidez especifica es una funcién monétona del didmetro en un amplio
intervalo de tamaifios coloidales (50 nm a mds de 1 um, si se usa luz visible); c) las
medidas de turbidez son comparativamente simples desde el punto de vista experimental.

Este dltimo punto requiere un poco de atenciébn. Se requieren algunas
precauciones, si se desea obtener datos realmente significativos de turbidez. Heller y
Tabibian (1957) citaron algunas fuentes de error:

a) Luz dispersada lateralmente. Puede llegar al detector luz dispersada por las
particulas, que salga de la célula de medida y sea detectada por reflexi6n difusa en las
paredes del soporte de la célula. Se evita si éste estd pintado de negro mate, lo cual se
da en nuestro espectrofotometro.

b) Efecto corona. Como se ve en la figura 9, la luz recibida por el detector
incluye, en ausencia del diafragma D, tres componentes: i) la porcién mds importante del

Luz dispersada lateralmente

L
Haz principal

Detector

Célula Luz prim. disp.

Fig. 9. Fuentes de error en medidas de turbidez.
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flujo luminoso se deberd al haz primario, ii) la radiacién dispersada, LS, se superpone y
es adyacente a LP. LS consta de 1) luz primaria dispersada, es decir luz procedente del
haz primario tras ser dispersada hacia adelante por las particulas; 2) luz secundaria
dispersada, que se origina en aquellas zonas de la célula no atravesadas por el haz
primario. Ambas componentes son fuentes de error; para evitarlas, el diagrafma debe ser
lo més parecido posible al tamaiio del haz incidente. En el espectrofotémetro usado en
este trabajo, el haz mide 1x2 mm? y la salida es 2x5 mm? aproximadamente, por lo que
no se puso el diafragma adicional.

3.2. Espectroscopio PCS

Para las medidas mediante espectroscopfa de correlacion de fotones (PCS) se
empled un aparato Malvern 4700 (Malvern Instruments) dotado, a lo largo de periodos
distintos de tiempo, de dos fuentes de luz ldser:

- Un laser de Helio-Ne6n de 5 mW modelo 05 LLP 851 (Melles Griot) con
A=623.8 nm. y polarizacién paralela al plano de dispersién.

- Un ldser de Argén de 75 mW modelo 2213 (Cyonics) a A=488 nm. y
polarizacién perpendicular al plano de dispersién. Este ldser, por su elevada potencia,
dispone de su propio ventilador de refrigeracién, asf como un sistema de seguridad contra
sobrecalentamientos ("interlocks") y estabilizadores de control para mantener la potencia
de salida dentro de un margen de fluctuacién del 1%

El correlador es un sistema de 8 bits, con 64 canales disponibles para la medicién
de la funcién de autocorrelacién. Los canales miden el nimero de fotones que llegan al
fotomultiplicador en un instante t dado. El k-ésimo canal almacena el valor de la funcién
de autocorrelacién g(kr) = <n(t)n(t+k7)> / <n(t)>2, donde 7 es el tiempo fundamental
de muestreo.

Los canales se pueden disponer en serie y en paralelo. En el modo serie se
establecen los canales de manera que miden la funcién de autocorrelacién (f.a.c.) para
tiempos' de correlacién 7, 27...647. En el modo paralelo, los 64 canales se dividen en
cuatro sub-correladores de 16 canales cada uno, que sondean la f.a.c. a tiempos k"7, 2k"7
...16k'r (n=0, 1, 2, 3 para los cuatro sub-correladores). El pardmetro k se denomina
factor de dilacién y suele establecerse por omisién igual a 4. Asi, los canales del
correlador en el modo paralelo abarcan tiempos de muestreo entre 7y 10247 de tal manera
que, si I es la constante de decaimiento tipica de la suspension, se tenga I'r,,,, = 1024'r
~ 1, en consonancia con p. €j. Brown et al (1975). Para una particula esférica



114 IV. Materiales y métodos experimentales.

po kT

= k? (IV.5)
6T R

donde k es el vector de dispersion, k, la constante de Boltzmann, T la temperatura
absoluta, n la viscosidad y R el radio de la particula. Para valores tipicos (I'=298 K,
A=488 nm, §=90° se tiene I'(Hz) = 150000/R(nm), lo que en modo paralelo implica
7(us) = 0.007 R(nm). El soporte 16gico calcula el valor de 7, bien solicitando un valor
de R aproximando, bien comprobando la muestra automdticamente. Suele ser preferible
trabajar en modo paralelo por la mejor cobertura de tiempos de muestreo cortos, por lo
que se ha empleado sistemdticamente (figura 10).

FA.C. (MODO SERIE) " FAC. (MODO PARALELO)
1 1
038 08
0,6 06
04 04
0.2 02
0 0
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
TIEMPO TIEMPO

Fig. 10. Muestreo de la f.a.c. en modos serie y paralelo, con la condicién I'7,,,, = I'*10247 = 4. El
tiempo estd expresado en miiltiplos de 7.

El soporte 16gico Automeasure solicita datos de entrada sobre indice de refraccién
(si se quiere calcular las distribuciones de masa y de volumen a partir de la distribucién
de intensidad), temperatura, viscosidad (normalmente se calcula de modo automdtico para
la temperatura, Lettieri y Hembree 1988), dngulo de dispersién (variable entre 10° y 140°
(gracias al brazo rotatorio que aloja el fotomultiplicador), duracién del experimento,
nimero de medidas y opciones de almacenamiento de datos en disquete.

3.3. PCS en modo I(6).

Las medidas de intensidad en funcién del dngulo se obtuvieron por medio del
fotomultiplicador, que indicaba el niimero de fotocuentas por segundo (es preciso
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multiplicar las medidas obtenidas por un factor senf para compensar la variacién del
volumen iluminado con el dngulo de dispersién). Puesto que experimentalmente lo que
se mide es la cantidad de luz emitida por el sistema a un 4ngulo dado (ya sea como flujo
luminoso, fotocuentas, etc.), solamente tenemos acceso directo al primer pardmetro de
Stokes I. Si cambiamos de forma controlada la matriz de Stokes de la luz dispersada
(mediante una adecuada insercién de polarizadores, ldminas de cuarto de onda u otros
elementos dpticos conocidos) pueden conocerse los otros tres pardmetros. Esto nos da,
en los casos mds favorables, cuatro ecuaciones para obtener seis elementos de matriz,
claramente insuficiente. Pueden obtenerse datos adicionales variando también los
pardmetros de Stokes de la luz incidente.

Veamos primero c6mo pueden obtenerse todos los pardmetros de Stokes (I,Q,U, V)
de un haz de luz. Para ello emplearemos dos tipos de sistemas dpticos: 1) polarizadores,
que transforman un haz de luz arbitrario en luz polarizada lineal, 2) retardadores, que
producen un haz de luz formado por dos componentes que vibran en direcciones
perpendiculares, desfasadas en una cantidad 6. Puede demostrarse mediante un
razonamiento sencillo, aunque elaborado, que la matriz de Miiller para un polarizador
lineal cuyo eje de transmisién forma un dngulo « con el plano de dispersién es:

1 ¢ 50
P=lcc2 cs 0 (IV.6)
“2lscs 820 '

00 00

donde c=cos2a, s=sen2a (Casas 1985). A su vez un retardador viene caracterizado por
dos pardmetros: &, que es el desfase entre las dos componentes de la luz transmitida y o,
dngulo que forma el plano de visién con el llamado eje éptico del retardador, (un
retardador no ejerce ninguna accién sobre un haz de luz polarizada plana con el vector
eléctrico paralelo al eje dptico). Cuando =/2, el retardador recibe el nombre de ldmina
de cuarto de onda. Una ldmina de cuarto de onda dada por un dngulo « tiene una matriz
igual a:

10 0 O
0O c ¢cs -5 av.mn
0cs 52 ¢
0 s ¢ 0O

P, ()=
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con c=cos2a, s=sen2a. Para determinar experimentalmente los tres primeros pardmetros
de Stokes, haremos atravesar la luz por un polarizador que forme un dngulo « con la
horizontal. La luz emergente vendrd dada por:

71 c s 01 711 [ I+Qc+Usw

I'=P.-1- cctes O 1e]. 1 Ic+Qc?Ucs (IV.8)
scs 520 U\l 2|Is+Qcs+Us?
0000 |v] [ o |

La intensidad total, que es la magnitud medible, tiene la forma i,, = (I + Qcos2a
+ Usen2a). Cuando hacemos a=0, #/4, 7/2 se obtiene:
a) 2,0 =1+0Q
b) 2, (x/4) =1+ U
c) 2i,(x/2) =1—Q
lo que nos permite obtener tres parimetros de Stokes. Para obtener el iltimo,
colocaremos una ldmina de cuarto de onda con su eje 6ptico formando un dngulo de #/2
con el plano de visién, y a continuacién un polarizador lineal con su linea de transmisién
en un dngulo de 7/4 con el mismo plano. Asi, se obtiene:

1010(10 0 0)(/7 I+
1j0oo000jj0o1 0 of|lel 1|0}

I/=P P =_ =_ (IV.9)
oM 11010]]00 0 1||U| 2]|1+v
0000|000 -10]]V 0

con lo que obtenemos el tltimo pardmetro de Stokes.

Los experimentos efectuados con un tnico tipo de luz solamente nos darin
informacién sobre unos pocos elementos de la matriz de Miiller. Se hace necesario
manipular la luz incidente con objeto de que la luz dispersada dependa de otros elementos
de matriz de Miiller. Para ello, se tomardn inicialmente haces de luz monocromdtica
polarizada perpendicularmente al plano de dispersién y se efectuardn medidas insertando
los siguientes elementos entre el haz de luz incidente y la suspensi6n:

1) Sistema sin elementos Opticos. En ese caso, un haz de luz polarizada
lineal perpendicularmente al plano de dispersién dard una matriz de Stokes con
elementos (F,~-F),, F;;F,,,0,0) a 1a salida de la suspension. En efecto:



3. Instrumentaci6n. 117

Fll F12

0 0f 1 ‘ rFu"Flzw
Puq < F, F, 0 0f]-1 _ Fiy—Ey (Iv.10)
10 0 F, F,l|o0 0
0 0 -F, I"",4 | 0 | | O

2) Polarizador lineal con el eje de transmisién a un dngulo de x/4 respecto
al plano de dispersién. En este caso la luz que incidird sobre la suspensién serd
del tipo polarizada plana con su eje de vibracién asimismo a w/4 respecto del

plano:
1010 (1 1
p 1100001 -11 110 (Iv.11)
“21t010]|0] 2}1
0

0000

Al multiplicar esta matriz de Stokes por la matriz de Miiller F que
representa la suspensién, se obtiene un haz de luz emergente con pardmetros
(F111F121F331‘F34)/2

3) Ldmina de cuarto de onda con el eje dptico formando un dngulo de x/4
con el plano. Esto da luz del tipo:

100 0
000
Puid=| o 0] l ] IV.12)

0100

que representa luz polarizada circular levégira. Una vez atravesada la suspension,

se convierte en luz con pardmetros (F;;,Fjy,-F34-Fy).

La combinacién de las distintas formas de luz incidente (1,2,3) nos da ecuaciones
donde aparecen los siguientes elementos de la matriz de dispersion F:

II Fl 1 F 12 F22 F33 F34 F44

Dl x| x| x

2) X X X

y | x| X X | X
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Tenemos entonces tres situaciones de luz incidente: 1) sin elementos dpticos
(polarizada lineal perpendicular al plano de dispersién o de visién), 2) polarizada lineal
a w/4, 3) polarizada circular levigira. A la salida, se disponen cuatro elementos de
andlisis: a) polarizador lineal paralelo, b) polarizador lineal perpendicular, c) polarizador
lineal en diagonal (a=x/4), d) ldmina de \/4 (o =%/2) mas polarizador lineal en diagonal
(e=n/4). Ello da un total de 3*4=12 medidas de intensidad 1i,,,...i34 que, salvo una
constante multiplicativa comtin, son iguales a los siguientes elementos de Miiller:

iy= cte* x=1,2,3 y=a,b,c,d)
1 93] 3)
a) Ya(F —Fp) UEF, +Fy) | %2F;+F))

b) 1/7-(1'711 _2F12+F22) Y (Fu _Fn) l/1(1:“11 "Fn)

c) Y2(F;;~F)y) Y (Fy+Fs3) Y2(F,;—Fy)

d I/Z(Fu —F,;) Y (Fi1—Fsy) l/2(1'711 —Fu)

Esto nos da un total de doce ecuaciones para seis incdgnitas, lo que en principio
nos posibilita el obtener experimentalmente menos datos de los ofrecidos allf; esto
simplificaria el montaje experimental y aceleraria la obtencién de datos.

Como ejemplo, la matriz de Stokes correspondiente al elemento i,, se hallaria con
la combinacién: luz polarizada perpendicular + polarizador oblicua + suspensién +
polarizador perpendicular. En notacién matricial, y cuidando de que el orden de las
matrices sea el de la disposicién de los elementos 6pticos en sentido opuesto al de 1a luz
incidente se tiene (ecs. .13 y IV.7):

.

Fn'Flz

-F,,+F, (Iv.13)
0
0

I=P, -F.P,,,I,.=...=%.

El primer elemento de Stokes nos da la intensidad medida por el detector, esto es,
iy = Ya(Fi-F),).

En la préctica, los elementos dpticos no son perfectos: los polarizadores transmiten
cierta pequefia cantidad de luz perpendicularmente al eje de transmisidn, y tanto éstos
como las ldminas de cuarto de onda provocan cierta absorcién del haz de luz. En tal caso
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podemos suponer que las matrices de Miiller que representa polarizadores y ldminas de
cuarto de onda vienen multiplicadas por constantes que representan la transmision
imperfecta. Asi, las tres situaciones de entrada son:

1) Ningtin elemento (1,-1,0,0)
2) Polarizador (a=7/4) (1,0,1,0)*P,/2
3) Ladmina N\/4 (a=w/4) (1,0,0,-1)*L,;

con P;, L;=1 para un elemento 6ptico perfecto y <1 para un caso real. Los elementos
de andlisis a la salida vendrdn dados por matrices de Miiller con constantes andlogas P,,
L, para polarizador y ldmina de N/4, respectivamente. Las intensidades de luz i,,...is
obtenidas asf nos dardn la siguiente informacién:

i, = cte* x=1,2,3 y=a,b,c,d)

Dl @ ) ||
15P,(Fyy-Fyy) P, PyF;+Fy) | %P,Ly(Fy+Fyp)
YoPy(F-2Fp+Fy) | %P,Py(F,-Fyy) 1P,L,(Fy,-Fy)
Y5P,(Fy;-Fyp) P, PyF;,+Fy) | P,Ly(Fyy-Fy)

Y P,L,(Fy;-Fyp) %P, P,L,(Fy-Fy) | AP,LiL,(Fyy-Fuo)

Resulta prictica normal normalizar los elementos F; respecto a Fy;, esto es,
estamos interesados en determinar los cocientes F;/F,,. Puede comprobarse que, tras una
cuidadosa combinacién de las intensidades i,, (medidas en unidades arbitrarias), tales
cocientes tienen la siguiente forma:

_Fé - (75, b)) =201, (Iv.14)
F, (i3, +i3pi,
ﬁ= 2'121: _1 (IV-IS)

Fy bty
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Fau -PM (IV.16)
F, b(l3,*ly,)

F, il a7y

12 _

F

n ety Ity

By 25 (IV.18)

34 _
F iy,*,

La medicién de F,,/F,, de dos maneras distintas nos permite calibrar la bondad de
los datos medidos con los haces incidentes lineal-oblicuo y circular. Ambas maneras dardn
resultados distintos, por ejemplo, en el caso de que las particulas no estén orientadas al
azar,

El sistema Malvern 4700 no estd disefiado para una posible insercién de elementos
6pticos; de hecho, los tramos de propagacion de luz donde pueden insertarse dichos
elementos son de una longitud restringida (3 mm. a la entrada de la suspensidn dispersora
y 10 mm. a la salida). La introduccién de ldminas retardadoras de A/4 no resultaba
factible debido a la precisidn requerida en su orientacién; por dicho motivo se trabajé con
ldminas polarizadoras a entrada y salida con distintas orientaciones, como se describird en
el capitulo siguiente.
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V. RESULTADOS Y DISCUSION.

1. Introduccidén.

Como ya hemos mencionado en esta Memoria, los sistemas heterogéneos formados
por pequeiias particulas difusoras en un medio homogéneo estdn presentes en muy diversos
campos de la Naturaleza, desde la niebla hasta el polvo interestelar, y otras veces son la
consecuencia (deseada o no) de la actividad humana en una variedad ain mayor de
aspectos (mencionemos, por ejemplo, el humo procedente de la industria, o las
suspensiones coloidales). En muchos de estos ejemplos, las técnicas relacionadas con la
dispersién de luz constituyen el camino mds fécil (y a veces el mds iitil) de investigacién
de estas particulas. De lo que llevamos dicho en capitulos anteriores, las observaciones
sOlo serdn interpretables de modo razonablemente riguroso si las particulas no estdn
formando estructuras y el fenémeno de dispersién miiltiple se puede considerar ausente.

Las medidas de dispersién de luz en sus diversas modalidades son especialmente
ttiles en tres casos:

a) Cuando el tamafio de particula es del orden de la longitud de onda de

la luz (visible) utilizada. Como ya sabemos, para particulas mucho menores o

mucho mayores las técnicas de dispersion son menos efectivas, ya que la luz

dispersada contiene entonces poca informacién sobre las caracteristicas de las
particulas.

b) Cuando no se tiene acceso directo y fdcil a las particulas. Este es el
caso de los sistemas (aerosoles) de interés en Astrofisica y Fisica de la atmdsfera.

Todos los datos observacionales sobre sistemas tales como el polvo interestelar o

las atmdsferas planetarias son resultados de medidas de extincién y dispersién por

esos sistemas. Por esta razén, la Astrofisica ha sido una de las ciencias mds
interesadas en el cdlculo preciso de las propiedades de dispersién por conjuntos de
particulas.
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¢) En el caso en que estas técnicas se consideren como métodos de rutina
en el laboratorio, 1o que los procedimientos y dispositivos recientes permiten. Asi,
por ejemplo, el color de una suspensién coloidal en la industria quimica puede ser
una comprobacién muy sensible sobre el tamafio de particula deseado en el

producto final. Otras comprobaciones, tales como la dispersién despolarizada, o

las determinaciones intensidad-dngulo, son aiin m4s sensibles y precisas, y pueden

hacerse rutinarias una vez se introduzcan los cdlculos adecuados en los programas
de control de los dispositivos utilizados.

Los datos y procedimientos de cdlculo descritos en este trabajo podrfan muy bien
ser utiles, en mayor o menor medida, en los tres casos mencionados, como mostraremos
en el presente capitulo, pero nos referiremos esencialmente a dos campos de aplicacién:
i) determinacién de tamafios en suspensiones coloidales y comparacién entre resultados
obtenidos por las distintas técnicas; ii) aplicacién a algunos problemas relacionados con
la Fisica de las atmésferas planetarias. En el primer caso, dispondremos de nuestros
propios resultados experimentales, con sistemas coloidales formados por particulas tanto
esféricas como no esféricas. Para el segundo de los campos mencionados se utilizardn
conjuntos de datos experimentales obtenidos de la bibliografia.

Esos dos campos constituyen los dos grandes apartados en que se ha dividido este
capitulo. En el primer apartado, el andlisis se llevard a cabo por sistemas (litex de
poliestireno, suspensiones de esferas de silice, suspensiones de particulas no esféricas de
hematita) y, dentro de cada tipo de sistema, se analizardn los resultados obtenidos
mediante las distintas técnicas, llevdndose a cabo finalmente la comparaci6n entre ellas.

2. Determinacién de tamaiios de particula en suspensiones coloidales.

2.1. Introduccion.

Describiremos en este apartado los resultados experimentales obtenidos al aplicar
las técnicas descritas en capitulos anteriores a suspensiones coloidales constituidas por
particulas de muy distinta naturaleza. A partir de estos datos, se obtendrd la distribucién
de tamafos que mejor ajusta el comportamiento experimental y, finalmente, se comparardn
todos los tipos de resultados entre sf y con la observacién directa de las particulas
mediante microscopia electrénica. El conjunto de este apartado se estructurard en funcién
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de la naturaleza de las particulas utilizadas: l4tex de poliestireno (particulas esféricas),
esferas de silice (de diferente tamafio medio) y particulas elipsoidales de hematita (con
distinto tamafio medio y excentricidad). Para cada tipo de particulas se analizarin
resultados de dispersién cldsica de luz (intensidad-dngulo para luz incidente linealmente
polarizada, dispersién despolarizada, turbidez-longitud de onda) y dispersién casieldstica
de luz laser (PCS, a uno o varios dngulos).

Como se sabe, la mayorfa de los trabajos pioneros sobre dispersién de luz tenian
como principal objetivo la verificacién de la teoria de Mie (Kerker 1969), estableciendo
la posible concordancia entre resultados tedricos y observaciones experimentales. Sin
embargo, y teniendo en cuenta que la teoria se sustenta sobre bases tan sélidas como las
leyes de Maxwell, desde la década de los sesenta el establecimiento de esa concordancia
no sélo constituye un test de la teoria sino, sobre todo y mds importante, puede servir para
confirmar suposiciones sobre la naturaleza fisica de las particulas que producen la
difusién, en particular el tamafio, geometria y propiedades dpticas de las particulas
difusoras. Este es nuestro objetivo esencial.

Por lo que se refiere a las propiedades 6pticas de las particulas, en este trabajo se
considerardn conocidas a partir de la bibliograffa. Debe recordarse que las partes real e
imaginaria del indice de refraccién absoluto N=n+ik no son directamente medibles, sino
que han de inferirse a partir de otras magnitudes determinables experimentalmente (tales
como coeficientes de reflexién y transmisién, reflectancias y transmitancias, dngulos de
refraccion). Con objeto de evitar esta particularidad no hemos intentado en este trabajo
estimar n y k de las particulas utilizadas; los datos empleados y las fuentes bibliograficas
se esquematizan en la Tabla 1. No debe olvidarse que existen diversas convenciones para
el indice de refraccién; otros autores lo indican como N=n(l1+ik), y en consecuencia
m=n(1+ik)/n,, donde n, es el indice de refraccién del medio solvente. El paso de un
convenio a otro es sencillo, pero requiere atencién constante.

Tabla 1. Indice de refraccién absoluto N=n+ik de las particulas estudiadas.

MATERIAL | ne330my | ncéssnm) k(633nm) | k(488nm) | REF.
POLIESTIRENO [ 1.594 1.611 0 0 1,2
SILICE 1.458 1.458 0 0 3

HEMATITA 3.006 3.101 0.318 0.481 4,5

Ref. 1: Kerker 1969. Ref 2: Inagaki 1977. Ref 3: Bezot 1992. Ref 4: Kerker et
al 1979. Ref 5: Hsu y Matijevic 1985
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2.2. Determinacion de tamafio del ldtex de poliestireno.

a) Dispersién cldsica de luz; variacién angular de la intensidad dispersada.

La intensidad de la luz dispersada a un dngulo dado aumenta rdpidamente con el
tamaifio de la particula hasta un valor mdximo cuando x=2 (d =400 nm para la longitud
de onda del 1dser He-Ne), oscilando a continuacién de manera muy compleja para tamaiios
mayores. [Esto significa que, a menos que se sepa que las particulas son realmente
menores que ese maximo (y aun entonces el procedimiento serd dudoso), una sola medida
de la intensidad difundida serd insuficiente para determinar el tamafio de particula (Kerker
1969, por ejemplo, discutié ya las limitaciones del andlisis del tamafio de particula en
litexes de poliestireno a partir de una sola medida de intensidad difundida a 90°).

Por otro lado, también hemos visto suficientemente a lo largo de esta memoria que,
incluso para una esfera, el patrén de dispersién varfa de manera en general bastante
complicada con el dngulo de observacién, y que el modo de variacién es a su vez
extremadamente sensible al pardmetro de tamafio x y al indice de refraccién relativo de
las particulas. La variacién de la intensidad I con el dngulo de dispersién 6 es tan
particular de un sistema dado que ofrece enormes posibilidades de uso para la
determinacion del tamafio (Heller y Wallach 1963; Maron et al 1963; Heller y Wallach
1964; Dobbins y Jizmagian 1966), incluso para suspensiones que no son absolutamente
monodispersas, como ocurre en la gran mayorfa de los casos.

Puede ser de interés una \ltima consideracién antes de entrar en el detalle de los
resultados experimentales: las medidas de intensidad dispersada I,(f) suelen a menudo
clasificarse en absolutas y relativas. En una medida absoluta se determinar4 el cociente
I/1; (I;: intensidad incidente); por otro lado, en las medidas relativas lo que interesa es el
cociente 1,(8)/1,(6,,) entre irradiancia a cualquier dngulo e irradiancia a algin dngulo
arbitrario de referencia. Este tipo de medidas es el mds fécil de llevar a cabo, y es el que
normalmente aparece en la bibliografia (Bohren y Huffman 1983). Piénsese que, aunque
en principio las medidas absolutas son féciles de realizar -bastarfa con girar el detector
desde 0° a 6 y medir I,(0)- , debe tenerse en cuenta que I, puede ser varios 6rdenes de
magnitud mayor que I, y dificilmente se encontrard un detector con respuesta lineal en
un intervalo tan amplio. Por ello en este trabajo utilizaremos medidas relativas.

Para la obtencién de las medidas 7, vs. @ con poliestireno, el ldtex concentrado se
diluyé hasta fracciones de volumen ¢=1.225x10° (muestras SP-1, SP-2 y SP-3) y
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Figs. 1 - 4. Datos experimentales intensidad - dngulo para suspensiones de poliestireno.

$=3.675x10° (muestra SP-4), suficientemente baja como para que estemos seguros de la
ausencia de dispersién miiltiple. Los datos obtenidos para esas muestras se presentan en
las figuras 1 - 4, que incluyen valores promedio de entre cinco y diez medidas realizadas
de modo consecutivo. Nétese c6mo, debido a la proximidad entre el tamafio medio de
particula (d,=607 nm segiin los resultados obtenidos mediante microscopia electrnica)
y la longitud de la radiacién utilizada (633 nm en este caso), el patrén de variacién de I,
con § (medidas normalizadas respecto a I,(6(P)) estd poco estructurado, con ausencia de
minimos o mdximos. Veremos, sin embargo, que aun en este caso €l método es lo
suficientemente sensible como para permitirnos obtener una aproximacion razonable al
didmetro de particula.

Obtencidén de la distribucién de tamaiios a partir de la teorfa de Mie.

Nuestro primer enfoque serd intentar reproducir los datos experimentales de
1,(8)/L,(6(P) partiendo de que las particulas son esféricas, es decir, usando la teorfa de Mie.
El método de cdlculo consistié en variar los pardmetros d,, y o, de la distribucion
logaritmica de tamaiios supuesta (la distribucién tipo ZOLD descrita en las ecs. I1.74 y
IL.79 - I1.81), y calcular el espectro tedrico i(8) = I,8)/1,(60°) para cada valor
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experimental del dngulo. Se considera que la distribucion que mejor representa los datos
experimentales es la que minimiza el pardmetro de error:

2

n . .
i6). -i@ V.1
ERR =E k e.xp k)calc ( . )
k‘l l(ak)exp
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Figs. 5 - 8. Variacién del parimetro de error ERR para diversos valores de d,, y g, (suspensiones de
poliestireno SP-1 a SP-4).

‘Las figuras 5 - 8 muestran los valores del pardmetro ERR, en funcién del didmetro
modal d,, para distintos valores de g,. Estos datos nos permiten afirmar que, en efecto,
hay una tnica distribucién ZOLD que minimiza ERR'. Conocidos los pardmetros de la

'Es importante recordar que el tipo de distribucién elegida -y la ZOLD es s6lo una de
las fisicamente razonables- condiciona el valor de tamafio y anchura obtenidos. Este
problema es imposible de obviar cuando la polidispersién no es estrictamente nula.
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Figs. 9 - 12. Ajustes teéricos I - § para partfculas de poliestireno mediante la teoria de Mie.

distribucién y usando las ec II.67 y IN.68, puede calcularse la variacién tedrica
1,(0)/1,(60P); 10s resultados se muestran, junto con los datos experimentales, en las figuras
9 - 12 para las cuatro muestras analizadas. Nétese el excelente acuerdo alcanzado entre
ambos tipos de datos y cémo, en efecto, ha sido posible reproducir con gran precisién los
resultados experimentales.

La confirmacién de la bondad del ajuste puede venir de la comparacién entre la
distribucién de tamafios encontrada para cada muestra y el histograma obtenido a partir
de las fotografias de microscopio electrénico referidas en el cap IV. Para realizar dicha
comparacién se ha calculado p(d), ec. I1.74 y representado los resultados en porcentaje
junto con el histograma en la figura 13; es claro que el acuerdo es razonablemente bueno.
Debe udnicamente afiadirse que no hay evidencias de que el haz de electrones del
microscopio electrénico afecte al tamafio de particula de modo notable en el caso del
poliestireno?; s6lo Bradford y Vanderhoff (1955) encontraron un ligero aumento de
tamafio si se mantenia una misma zona de la muestra bombardeada por el haz de
electrones durante minutos. Al tomar las fotografias de microscopia electrénica siempre

?Esto no es siempre asi; v. Delgado y Matijevic 1991.
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procuramos que cada zona de la preparacién se observase durante los pocos segundos de
exposicién necesarios para tomar la fotografia.

Frec (%)

Dm (nm)

Fig. 13. Comparacién de los ajustes mediante la teoria de Mie
con los datos de microscopia.

Uso del formalismo de la matriz T. Estudio de la esfericidad.

Como ya se ha descrito en esta memoria, el formalismo de Mie puede generalizarse
para contemplar particulas con geometria distinta a la esférica. Esto supone una enorme
potencia de andlisis, puesto que ni siquiera es necesario suponer que estemos estudiando
la dispersién por esferas; la propia esfericidad de las particulas podria ser resultado del
andlisis de los datos experimentales de I,(0). El precio que se ha de pagar es doble: la
potencia de célculo requerida es considerablemente mayor que cuando se usa la teorfa de
Mie, y no cabe -salvo si se dispone de un supercomputador- plantearse el problema de la
polidispersién.

El método seguido fue, pues, calcular teéricamente 1,(6) para los diferentes dngulos
estudiados utilizando el formalismo descrito en el apartado I1.5 y variando el didmetro de
la esfera equivalente y la excentricidad e de las particulas hasta minimizar, como se
describi6 anteriormente, el pardmetro ERR. Las figuras 14 - 17 muestran la variacién de
ERR con los valores d,, y e para las suspensiones SP-1 a SP-4. Los resultados se
muestran en la Tabla 2; en ella puede observarse que de nuevo encontramos una
aproximacion muy razonable al didmetro medio de particula encontrado por microscopia
electrdnica; la excentricidad resultd ser igual a la unidad (particulas esféricas) para dos de
las muestras, y algo mayor para las otras dos. La ligera polidispersién del latex y la
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Figs. 14 - 17. Variaci6n del pardmetro de error ERR para diversos valores de kr,, y e (suspensiones de
poliestireno SP-1 a SP-4), supuestas particulas elipsoidales.

imposibilidad de que dicha polidispersién pueda introducirse, como dijimos, en el
tratamiento® hacen que los resultados obtenidos con particulas esféricas puedan ser
interpretables como provenientes de elipsoides con didmetro equivalente y excentricidad
dados. No obstante, creemos que se puede afirmar que la potencia del método queda
demostrada, asi como su utilidad para obtener informacién (cualitativa y, en muchos
casos, cuantitativa) acerca de las propiedades geométricas de las particulas en suspension.

*Ha de recordarse que esta imposibilidad es de indole prictica, nunca tedrica.
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Tabla 2. Ajuste de las suspensiones de l4tex a elipsoides.

MUESTRA | d., (nm) | Excentricidad
SP-1 581 1.0
SP-2 561 1.5
SP-3 555 1.7
SP-4 551 1.0

b) Turbidez r de las suspensiones de poliestireno. Estimacién de la distribucién

de tamaios,

A principio de los afios sesenta se propuso por primera vez la determinacién del
espectro de turbidez de una suspensién para la estimacién del tamafio de sus particulas.
Wallach et al (1961) consideraron tedricamente el problema, demostrando que es posible
obtener informacién razonablemente precisa -incluso en el caso de suspensiones
moderadamente polidispersas, si se supone como siempre una cierta expresién analitica

para la funcion de distribucion- sobre el didmetro de particula, con un volumen de cdlculo
mucho menor que el necesario para analizar datos I,(6). Una segunda ventaja, no menos
importante, es el equipamiento experimental necesario: un espectrofotémetro convencional
es en principio suficiente (Heller y Tabibian 1957). Los resultados obtenidos por diversos
autores (Wallach y Heller 1964, Zollars 1980 muestran, por ejemplo, excelentes datos)
confirman que el método puede arrojar excelente informacién sobre el tamafio y
polidispersidad de las suspensiones.

Debe mencionarse que, en nuestra experiencia, las medidas 7(\) no son tan
sensibles como las I,(8) a las variables de interés (d, y o,). Es por ello interesante
combinarlas con las obtenidas por otros métodos para confirmar su fiabilidad, tal como
haremos en este trabajo. Ademds, algunos autores han discutido la posibilidad de que un
mismo espectro de turbidez pueda ser descrito con distintas distribuciones de tamafio
(Maxim et al 1966). Aunque nunca nos hemos encontrado con esta situacién en nuestras
suspensiones, lo cierto es que no estd de mds tener alguna precaucién en este sentido
cuando no se tenga alguna informacidn previa sobre las particulas en suspensién.

Considerando ya nuestros datos experimentales, éstos se resumen en las figuras 18
- 23, correspondientes a las muestras SP-5 a SP-10. Los datos son siempre relativos a la
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Figs. 18 - 23. Turbidez especifica de las suspensiones de poliestireno SP-5 a SP-10.

turbidez medida para la longitud de onda mds baja utilizada (350 nm). Nétese como, a
pesar de que hay una variacién de mds de un orden de magnitud entre las fracciones de
volumen de la muestra mds diluida y la mds concentrada, las dependencias 7 - A son muy
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similares en todos los casos, por lo que, probablemente también en este caso, pueda
considerarse ausente el fenémeno de dispersién miiltiple. Igual que ocurria con la
variacién de I con 6, la dependencia de la turbidez con la longitud de onda estd poco
estructurada; a pesar de ello, comprobaremos que el método de ajuste utilizado nos
permite igualmente obtener una buena aproximacién a la distribucién de tamaiios.

Obtencidn de la distribucién de tamafios mediante la teoria de Mie.

Suponiendo particulas esféricas cuyos didmetros se distribuyan de acuerdo con una
ZOLD, y usando el didmetro modal y la anchura de la distribucién como pardmetros de
ajuste, intentamos reproducir con la minima dispersién los datos experimentales de
turbidez. Para ello, calculamos la variacidn tedrica 7 - A de acuerdo con la ecuacién I1.90
(suponiendo una normalizacién tal que 7(A,)=1) y buscamos los valores de d,, y o, que
minimizaran el pardmetro de error:

2
= T()‘k) exp _T(>\k cale (V.2)
k=1 T()\k)exp

En todos los casos se tuvo en cuenta la variacién conocida del indice de refraccién
del poliestireno con la longitud de onda (capitulo II, apartado 1.6). También para este
conjunto de datos pueden encontrarse los pardmetros de la ZOLD que minimizan el error
cometido en el ajuste. La excelente aproximacién entre los resultados experimentales y
los célculos basados en la teorfa de Mie puede comprobarse con ayuda de las figuras 24 -

29, en las que los ambos tipos de datos se han representado conjuntamente.

Siguiendo un tratamiento similar al utilizado con los resultados intensidad - dngulo,
en la figura 30. representamos de manera esquemdtica una comparacién entre los datos de
distribucién de didmetros deducidos del andlisis de medidas de turbidez y los obtenidos
directamente por microscopia electrénica. Como se puede apreciar, a pesar de la sencillez
del método, bastan algunas precauciones (relacionadas sobre todo con la fraccion de
volumen a utilizar y con el empleo de un intervalo suficientemente amplio de longitudes
de onda) para encontrar una descripcion satisfactoria de la distribucién de tamafios usando
las caracteristicas de turbidez de las suspensiones.
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Figs. 24 - 29. Ajustes te6ricos para la turbidez especifica de las suspensiones de poliestireno SP-5 a SP-10

segun la teorfa de Mie.
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Fig. 30. Comparacién de los ajustes mediante Ia teoria
de Mie con los datos de microscopfa.

Andlisis de la esfericidad a partir de datos de turbidez.
En el apartado 5.4 del capitulo II analizamos cémo podria aplicarse €l método de

la matriz T al célculo de la dependencia con la longitud de onda de la turbidez de una
suspensién de particulas no esféricas. Como en el caso de la variacién angular de
intensidad, no es posible considerar la posibilidad de que las particulas sean polidispersas;
sélo cabe utilizar como pméme&os de ajuste la excentricidad de las particulas (supuestas
elipsoidales) y el didmetro de la esfera de volumen equivalente, con objeto de minimizar
las diferencias entre los espectros tedrico y experimental de turbidez. También en este
caso es perfectamente posible dilucidar el ajuste 6ptimo, cuya bondad puede comprobarse
atendiendo a las representaciones de las figuras 31 - 36, que incluyen las variaciones 7 -
A encontradas experimentalmente y las deducidas de nuestro ajuste.

La comparacidn con los datos de microscopia electrénica (referentes, por supuesto,
a particulas esféricas) puede hacerse a la vista de la figura 37; en este caso, aunque los
resultados son razonables, se obtiene sistemdticamente un didmetro algo mayor que el
deducido de la microscopia y excentricidades que en algunos casos se apartan de la
unidad. A la vista de estos datos puede deducirse que, si la potencia de cdlculo disponible
no admite la posibilidad de polidispersiones, la informacién que se tiene a partir de un
espectro de turbidez no es suficiente para tener estimaciones precisas de la esfericidad o
no de las partfculas utilizadas.
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Figs. 31 - 36. Ajustes tedricos para la turbidez especifica de las suspensiones de poliestireno SP-5 a SP-10

segiin la teoria EBCM para particulas no esféricas.
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Fig. 37. Comparacién de los ajustes mediante la teoria
EBCM con los datos de microscopia.

¢) Determinacién de didmetros de particula mediante PCS.

La considerable esfericidad y homogeneidad de tamafio del ldtex de poliestireno
utilizado lo hacen ideal para utilizarlo como comprobacién del método que se ha seguido
en esta memoria para obtener los pardmetros de la distribucién de tamaiio a partir de los
datos suministrados por el dispositivo PCS. De acuerdo con el tratamiento descrito en el
capitulo II, sélo es posible llevar a cabo una comparacién entre estos datos y las
determinaciones directas por microscopia electrénica si se tiene en cuenta que el tipo de
promedio caracteristico de cada técnica es distinto. Se procedi6 por ello, en primer lugar,
a transformar los valores de didmetro medio (d,.,) y polidispersién (Q) suministrados por
el programa que analiza la funcién de autocorrelacién, en valores de d,, y g, de la funcién
de distribucién (en nimero) ZOLD supuesta.

Los datos se muestran en la Tabla 3. En ella hemos incluido los resultados
directos del Malvern 4700 y los corregidos utilizando la teorfa de Mie. Para ilustrar lo
critica que puede ser la necesidad de corregir adecuadamente, la tabla muestra también el
célculo de los pardmetros de la distribucidn si se utilizan las expresiones sencillas basadas
en la aproximacién de Rayleigh (ec. II.116). Como se ve, esta aproximacién subestima
considerablemente los datos, que podemos considerar correctos, obtenidos por
microscopia.
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Considerando ya la correccién rigurosa, puede observarse que independientemente
del dngulo al que se ha realizado el experimento (60° y 90°) y de la muestra concreta
utilizada (SP-1 y SP-3) se obtiene una aproximacién razonable de los pardmetros de
tamafio del lidtex. Unicamente debe mencionarse que nuestros resultados tienden a
sobreestimar la polidispersién de la suspensién (ello trae como consecuencia valores de
didmetro modal ligeramente inferiores a los deducidos de las fotografias). Estas
diferencias se deberdn, sin duda, a la existencia de agregados en el sistema; aunque su
numero sea pequefio, como es de esperar, su efecto sobre la dispersién de luz de la
suspensién es tan grande que el sistema "ve" una suspensién realmente polidispersa. En
cualquier caso, el efecto no es importante, y las diferencias con los valores obtenidos en
el microscopio electrénico no son mayores del 10% -~ 15%.

Tabla 3. Ajustes tedricos PCS de poliestireno, junto a la aproximaciénde Rayleigh.

SUSP. ' Qpes d, Mie) | d, (Reyl) | oo (Mie) | o, (RayD
SP-1(60°) 719 | 0.144 502 ‘300 0.34 0.37
SP-1(90°) 677 | 0.044 657 512 0.13 0.21
SP-2(60°) 682 | 0.133 584 303 0.21 0.35
SP-2(90°) 676 | 0.138 547 292 0.27 0.36

2.3. Determinacion de tamafio en suspensiones de stlice.

Como ya mencionamos en el capitulo IV, recientemente ha habido creciente interés
en el campo de la ciencia de coloides por las particulas de SiO,, entre otras razones por
tratarse de particulas con una superficie razonablemente lisa y homogénea (que hace a este
material \til como modelo coloidal), y sobre todo, por la posibilidad de sintetizarlas en
forma de esferas suficientemente monodispersas. No obstante, a pesar de que los métodos
de obtencién han sido rigurosamente descritos y analizados (Bogush et al 1983), en
muchos casos la silice coloidal no es en absoluto tan esférica y monodispersa como el
poliestireno. Parecia, pues, de interés aplicar nuestras técnicas a sistemas coloidales que,
como éste, pueden hacer mds complicada el uso de métodos basados en la dispersién de
luz. Este apartado se dedica al andlisis de los resultados obtenidos con las muestras de
silice descritas en el capitulo IV.
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a) Dispersidn cldsica de luz.

Las figuras 38 - 39 muestran la variacién angular de la intensidad dispersada con
las muestras de silice S1 (Sla, polarizacién incidente horizontal, fraccién de volumen
$=8.4x10*; S1b, polarizacién incidente vertical, ¢=8.4x10%) y S2 (1.2x10%). La
primera figura permite comprobar cémo la longitud de onda de la luz utilizada y su tipo
de polarizacién afecta significativamente a la estructuracién de la dependencia I, - 6, de
modo que idealmente los experimentos de este tipo deberfan poder llevarse a cabo a
distintas longitudes de onda para obtener el mdximo de informacién. Desafortunadamente
nuestro dispositivo no permite esta posibilidad.
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Figs. 38 - 39. Datos experimentales intensidad - dngulo para suspensiones de silice

Suponiendo que se trata de particulas esféricas, se han calculado los parimetros d,,
y g, de la ZOLD y se ha utilizado la teoria de Mie para obtener el espectro angular de la
intensidad dispersada, considerando como mejor ajuste el que minimiza el pardmetro ERR
(ec. V.1). La variacién de ERR con d,, y o, se muestra en las figuras 40 - 42 para las dos
muestras y longitudes de onda estudiadas. En dichas figuras se indican también los
mejores valores de los pardmetros de la distribucién. En las figuras 43 - 44 se incluye,
junto a los datos experimentales, las curvas tedricas obtenidas en este caso, observiandose
que es posible reproducir con gran precisién las dependencias encontradas, a pesar de las
limitaciones de este tipo de particulas.

La comparacién entre estos resultados y los datos de microscopia electrénica se
muestra en la Tabla 4. Como se puede observar, la estimacién de tamafio realizada se
aproxima en todos los casos razonablemente a la obtenida mediante observacién

microscépica directa.
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Tabla 4. Ajuste tedrico de las suspensiones de silice mediante la teoria de Mie.

SUSP. || POL. | d, (micr) | d, (Mie) | g, (micr) | o, (Mie)
S1(a) I 70 60 0.07 0.35
S1(b) 1 70 90 0.07 0.12
S2 1 173 217 0.15 0.22
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Figs. 40 - 42. Variaci6n del pardmetro de error ERR para diversos valores de kr,, y € (suspensiones de
silice S1 y S2, supuestas particulas esféricas).

Como en el caso del poliestireno, nos planteamos a continuacién realizar el andlisis

de los datos de I, - 6 sin admitir previamente que las particulas sean esféricas, usando el
formalismo de la matriz T (o formalismo EBCM), mediante la minimizaci6n del pardmetro
ERR para elecciones adecuadas de la excentricidad y del didmetro de la esfera de volumen
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Figs. 43 - 44. Valores experimentales de intensidad - 4ngulo para las suspensiones de silice, y ajustes segiin
la teoria de Mie.
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Figs. 45 - 46. Valores experimentales de intensidad - 4ngulo para las suspensiones de silice, y ajuste segiin
la teorfa EBCM.

equivalente. Las figuras 45 - 46 muestran los espectros angulares teéricos de la intensidad
dispersada junto con los datos experimentales, y en ellas se puede observar que se
reproducen de nuevo con bastante exactitud los resultados. Sin embargo, los pardmetros
del ajuste resultante difieren (bien en cuanto a didmetro o a excentricidad) de los
resultados de microscopia electrénica (v. Tabla 3). Igual que ocurria en el caso del
poliestireno (aunque mds acentuado para este sistema debido a las limitaciones
mencionadas), la informacién experimental no parece ser suficiente para permitirnos
obtener valores rigurosos del didmetro de particula. Nuestros resultados sugieren que el
método es extremadamente sensible a posibles errores en las determinaciones de intensidad
dispersada, de modo que hay un intervalo bastante amplio de pares didmetro-excentricidad
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para los que los valores de ERR no difieren en gran medida.
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Fig. 47. Turbidez especifica (experimental y teGrica) para la suspensi6n de silice S1, suponiendo particulas
esféricas (teoria de Mie).

b) Espectros de turbidez.

La misma variaci6n monétona de la turbidez con la longitud de onda que
encotrdbamos en el caso del poliestireno, vuelve a aparecer cuando se utilizan suspensiones
de silice, tal como muestra la figura 47 correspondiente a la muestra S1 mencionada mds
arriba (resultados similares, que no se muestran aqui, se obtuvieron igualmente para la
muestra S2). El cdlculo tedrico de la turbidez utilizando la teorfa de Mie (y mds atin en
el caso de que utilicemos el formalismo EBCM) viene dificultado porque no conocemos
la relacién de Cauchy para el indice de refraccién de la sflice utilizada, y ha sido necesario
considerar que es constante (1.458, segiin p. ej. Bezot et al 1992) para todas las longitudes

turbidimetria como técnica de determinacién rigurosa de Yamaiios (ver apartadd 1.6,

capitulo II). En efecto, en la figura 47 hemos incluido el B’pe‘ctro ‘téé‘r‘iéé de turbrdez

L

g b
Bt ;
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conseguimos ajustar perfectamente el espectro experimental, los mejores valores de d,, y
o, difieren bastante de los obtenidos por microscopia electrénica. Probablemente, la
presencia de agregados y de particulas no esféricas (visibles al microscopio electrénico)
sea una razén afnadida de las divergencias teorfa-experimento.

El andlisis de los mismos datos de turbidez utilizando el formalismo EBCM
confirmé que la limitada informacién disponible sobre el indice de refraccién de la silice
dificulta considerablemente encontrar el mejor ajuste. Los resultados, que no mostramos
aqui, indican que hay un amplisimo intervalo de valores de d.,, € que permiten reproducir
los datos turbidez-longitud de onda, dejando el problema practicamente sin solucién.

¢) Dispersién casieldstica de luz (PCS).

Dado lo frecuente del uso actual de esta técnica para la medida rdpida y de rutina
de tamafio de particula, parecia interesante aplicarla a las suspensiones de silice y
comprobar si también en el caso de coloides no tan extremadamente monodispersos como
el poliestireno los resultados eran aceptables. Como ya se ha descrito, los promedios de
intensidad que suministra el dispositivo se transformaron a pardmetros de la distribucién
de tamaiios (capitulo II, apartado 4.2) para poder comparar con los datos de microscopia

electrénica.

La Tabla 5 resume los datos
mds significativos. En ella se mD'"‘"""
incluyen los valores de didmetro y .
polidispersién obtenidos - " R
directamente del dispositivo o + $1: AP RAYLEIGH
(Malvern), los calculados 100 ¢ §1: MICROSCOPIA
suponiendo  aproximacién de " 52 TEORIA MEE
Rayleigh, y los estimados o ) + “*tu*‘ :::EA;::Z:ECIS:A
rigurosamente usando la teorfa de
Mie. Es inmediato observar que )
existen diferencias apreciables o o s::u 03 04

I

ntre los i e da . . .
© tes tpos © kos, Fig. 48. Representacion de los ajustes tedricos de turbidez

consecuencia como se disCutié en para la silice segin la teorfa de Mie junto a los obtenidos por
el capitulo I de la ligera aproximacién de Rayleigh y microscopia.

polidispersién de estas muestras.
Es por tanto esencial en casos como éste asegurarse del tipo de promedio que se estd



utilizando. En efecto, los datos directos del aparato sobreestiman en un factor 1.5 el
didmetro obtenido por microscopfa electrénica; el acuerdo con la aproximacion de
Rayleigh es excelente (cosa que, no obstante, no sucederd necesariamente con
distribuciones con un mayor didmetro modal y/o anchura). Finalmente, si no se utiliza
ninguna aproximacién (salvo el método de los cumulantes implicito en todo el
tratamiento), pueden obtenerse valores razonables del didmetro y la polidispersion. La
figura 48 permite tener una idea de la proximidad entre nuestras estimaciones de tamafio
y la deducida de la microscopfa electrénica.
adecuadamente los datos de PCS es posible obtener un valor significativo del tamafio y la

2. Determinacién de tamaiios de partfcula en suspensiones coloidales.

Puede concluirse que si se tratan

anchura de la distribucién para suspensiones moderadamente polidispersas.

Tabla 5. Ajustes tedricos PCS de silice, junto a la aproximacién de Rayleigh.

SUSP. | d.., Q;, d, (Mie) | d.Rayl.) | oo (Mie) | o, (Rayl.)
S1 95 | 0.109 48 48 0.33 0.32
s1 97 | 0.083 57 58 0.29 0.19
S1 99 | 0.101 52 53 0.32 0.31
S1 100 | 0.091 56 57 0.31 0.30
s1 102 | 0.081 61 61 0.29 0.28
S1 101 | 0.070 65 65 0.27 0.26
2 196 | 0.044 | 150 148 0.22 0.21
S2 191 | 0.055 137 135 0.25 0.23
2 187 | 0.053 138 133 0.26 0.23
2 182 | 0.040 | 138 141 0.26 0.20

2.4. Estudio de suspensiones de particulas no esféricas.

a) Introduccién.

Las particulas esféricas y homogéneas son en realidad la excepcién mds que la
regla en la naturaleza. Por ello es cada vez mayor el esfuerzo por parte de los
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investigadores para intentar encontrar métodos tanto exactos como aproximados para
calcular la absorcién y la dispersién de luz por particulas no esféricas. Aunque pudiera
pensarse que todos los problemas de dispersién pueden tratarse mediante métodos
numéricos simples, el estudio realizado en capitulos anteriores demuestra que esto no es
asi y que el tiempo de cdlculo necesario puede requerir el uso de un gran ordenador.
Aunque con la limitacién de suposicion de particulas homogéneas y elipsoidales, hemos
comprobado en esta memoria que es posible calcular rigurosamente el comportamiento de
la dispersién de luz por este tipo de particulas.

Por otro lado (capitulo IV), es posible ya preparar en el laboratorio suspensiones
de particulas elipsoidales muy homogéneas en cuanto a su distribucién de tamafio, y con
un amplio intervalo de valores de semiejes. Nos proponemos en este apartado analizar
este conjunto de particulas usando métodos de dispersion cldsica y casieldstica de luz, lo
cual ha sido realizado en muy pocos casos con anterioridad (ver sin embargo algunos
ejemplos en Kuik 1992).

Se utilizardn en este estudio cinco tipos distintos de particulas, todas ellas de
hematita, correspondientes a las muestras VA - VE descritas en el capitulo IV. Las
técnicas utilizadas serdn:

- Intensidad dispersada - dngulo.

- Intensidad - dngulo para dispersién despolarizada.
- Ajuste de elementos de la matriz de dispersién.

- PCS para distintos dngulos de dispersion.

b) Intensidad dispersada - dngulo.

En este tipo de experimentos la luz ldser con polarizacién horizontal se hace incidir
sobre la muestra y se recoge la intensidad asi dispersada directamente en el
fotomultiplicador sin ningiin polarizador intermedio, exactamente igual a como se hizo con
las suspensiones de poliestireno y sflice. El andlisis de los resultados se lleva a cabo
mediante el formalismo EBCM utilizando el didmetro de la esfera de volumen equivalente
y la excentricidad como pardmetros. Como antes, el mejor ajuste se decide minimizando
el pardmetro de error ERR. Las figuras 49 - 51 muestran la variacion de la intensidad
(relativa al valor de 60°) en funcién del dngulo de dispersién (entre 60° y 140°) para las
muestras VA, VB y VC (figuras 4 - 6 del Capitulo IV).

En estas figuras se incluyen también las dependencias angulares teéricas
correspondientes al mejor ajuste; los datos de éste pueden deducirse de las figuras 52 - 54,
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Figs. 49 - 51. Intensidad angular (experimento y ajuste teérico mediante la teoria EBCM) para las
suspensiones de hematita VA, VB y VC.

en las que el pardmetro ERR se representa en funcién del didmetro para distintas
excentricidades. Es interesante notar con respecto a estas figuras que se obtienen buenos
ajustes para un mismo valor de d,, y dos excentricidades que, esencialmente, son una
inversa de la otra. Se puede deducir de este hecho que la naturaleza de la dispersién de
luz por elipsoides alargados y achatados es tal que, en un experimento de dispersion
“cldsica, no es posible discernir entre ambos tipos de particulas si tienen €l mismo volumen
y excentricidades recfprocas. Ya veremos que éste no es el caso si se trabaja con
dispersidn de luz despolarizada.

Los datos de microscopia electrénica permiten por supuesto discernir cudl de las
dos posibilidades es la correcta para nuestras suspensiones; asi, la Tabla 6 muestra que la
eleccidn correcta corresponde a excentricidades menores que la unidad, es decir elipsoides
alargados. Esta tabla demuestra que se puede conseguir un excelente acuerdo entre las
medidas realizadas sobre microfotografias y los datos obtenidos con nuestro método, que
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Figs. 52 - 54. Pardmetro de error para el ajuste teérico (mediante la teoria EBCM) de la variacién angular
de intensidad para las suspensiones de hematita VA, VB y BC.

demuestra asi su utilidad en el caso de particulas claramente no esféricas.

Tabla 6. Datos d.,-¢ de microscopia y ajuste segin la teorfa EBCM para datos de
intensidad - dngulo (entre paréntesis, segundo mejor ajuste).

| SUSP. I dq (micr.) | d,; (EBCM) | € (micr.) | e (EBCM) I

VA 126 187 (170) | 0.59 3.1 (0.4)
VB 205 182 (175) | 0.39 3.8 (0.3)
VC 134 138 0.26 0.3
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¢) Intensidad - dngulo para dispersién despolarizada.

En estos experimentos la luz dispersada por la muestra pasa por un polarizador con
su eje de vibracién en direccién paralela al plano de dispersién (recuérdese que la luz
incidente tenfa polarizacién perpendicular). Segiin la seccién 2.3, capitulo IV, la
intensidad dispersada en estas condiciones es proporcional a la diferencia entre los
elementos de matriz de dispersién F,; y F,,, que deberian ser iguales si se tratase de
particulas estrictamente esféricas. Supusimos por ello que este método podria ser mas
sensible que el descrito en el apartado anterior tratdindose de particulas elipsoidales, como
es el caso.

Los datos se muestran en las figuras 55 - 59 para las suspensiones VA - VE.
Como antes, se incluyen aqui también las dependencias I - # obtenidas tedricamente,
usando como pardmetros de mejor ajuste los que se muestran en las mismas figuras. Es
muy importante hacer notar que los pardmetros d,, y € que minimizan ERR corresponden
ahora en todos los casos a excentricidades menores que la unidad, pudiéndose por tanto
afirmar que el método de dispersién despolarizada resulta mds sensible a las caracteristicas
geométricas de las particulas. La figura 60 es un ejemplo (resultados similares se
obtuvieron con las demds muestras) de la dependencia entre ERR y los pardmetros de
forma y tamaiio de las particulas para la suspensién VD; en ella se observa claramente lo
que acabamos de mencionar.

Debe notarse que, salvo en el caso de la muestra VE (figura 59), los datos teéricos
1, - 6 ajustan muy bien las dependencias experimentales. Utilizando como antes los datos
de microscopia electrénica como patrén de comparacién, puede verse en la Tabla 7 el
excelente grado de acuerdo que se encuentra entre nuestra estimacién de tamafio y forma
y la encontrada por microscopia electrénica. Estos resultados parecen confirmar que el
método descrito se puede aplicar con bastante precisién a particulas no esféricas, si bien
nuestros célculos se restringen a sistemas monodispersos con simetrfa de revolucién.
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Figs. 55 - 59. Intensidad - dngulo para las suspensiones VA - VE en dispersién despolarizada, y ajuste

tedrico segiin la teorfa EBCM para particulas esféricas.
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Fig. 60. Pardmetro de error para el ajuste te6rico (mediante
la teoria EBCM) de la suspensién de hematita VA en
dispersién despolarizada.

Tabla 7. Datos d,,-¢ de microscopia y ajuste segiin la teorfa EBCM para intensidad -
dngulo en dispersién despolarizada.

SUSP. | d q (micr.) | d., (EBCM) | € (micr.) | e (EBCM)
VA 126 190 0.59 0.4
VB 205 200 0.39 0.2
VC 134 150 0.26 0.2
VD 224 200 0.19 0.15
VE 201 190 0.24 0.2

d) Ajuste de elementos de la matriz de dispersién.

Con este método pretendemos explorar ain mds las posibilidades del uso de la
matriz T para analizar la dispersién de luz por particulas no esféricas. En concreto,
pretendemos analizar la variacién angular de determinados elementos de la matriz de
dispersién (normalizados por el eleménto F;,, ver ecs. I1.12 y II.13) para obtener
informacién sobre la geometria de las particulas de hematita. Como se trata de obtener
experimentalmente los elementos F,,, F,, y Fj;, las ecuaciones (IV.14, IV.15 y IL.17)
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indican que es necesario realizar para cada dngulo determinaciones de intensidad en las
siguientes condiciones:

- Sin polarizador a la entrada y con polarizador paralelo a la salida (i,,).

- Sin polarizador a la entrada y con polarizador perpendicular a la salida (iy).
- Sin polarizador a la entrada y con polarizador a 45° a la salida (i,,).

- Polarizador a 45° a la entrada y polarizador paralelo a la salida (i,,).

- Polarizador a 45° a la entrada y polarizador perpendicular a la salida (iy,).

- Polarizador a 45° a la entrada y polarizador a 45 ° a la salida (iy)-

Como se puede deducir, el método es experimentalmente complicado y su utilidad
préctica es mds limitada que la de las técnicas descritas en apartados anteriores. Por ello,
sélo se ha aplicado a dos muestras, la VA (figura 61) y la VE (figura 62). Se observa en
estas figuras que la presencia de los polarizadores no solamente cambia los valores
absolutos de la intensidad, sino el modo de variacién de ésta con el dngulo, es decir, el
método nos permite aumentar la informacién disponible sobre el sistema.

HEMATITA VA HEMATITA VE
VALORES MEDIDOS DE INTENSIDAD VALORES MEDIDOS DE INTENSIDAD
INTENSIDAD (U. ARBITRARIAS) INTENSIDAD (U. ARBITRARIAS)
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1+ ‘il R ; ;r Py o+ ] M
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Figs. 61 - 62. Valores de intensidad i,,...i,, correspondiente a las suspensiones VA y VE.

Las figura 63 y 64 muestran la variacién con el dngulo de los elementos de matriz
mencionados (en la figura 63 no aparece el elemento de matriz F,;; probablemente por la
limitacién de nuestro dispositivo experimental, los valores de F;; eran superiores a los de
Fy,, lo cual es contrario a la teorfa). En estas figuras se incluyen igualmente los valores
de F; obtenidos teéricamente en los casos de mejor ajuste para cada una de las muestras.
Aunque podria obtenerse una pareja de valores d,, - € para cada elemento de matriz (y,
de hecho, para cada una de las seis medidas de intensidad), hemos preferido considerar
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Figs. 63 - 64. Pardmetros de error correspondiente a los elementos F; de las suspensiones VA y VE, segiin
la teoria EBCM.

el método en su conjunto y obtener los valores de didmetro y excentricidad que mejor
ajusten, simultdneamente, todos los datos de F;. Para ello definimos una nueva funcién
error de acuerdo con la siguiente ecuacién:

ERR=2":
k=1 F, 12(01:); F, n(ok)e F. 33(01:)3

donde los subincides ¢ y e se refieren, respectivamente, a los valores tedricos y
experimentales, y los elementos de la matriz de dispersién estin normalizados de tal
manera que F;(0)=F;(6)/F;,(6). A continuacién se buscan los pares d,, - € que minimicen
este nuevo pardmetro de error. Como se puede ver, a pesar de la complicacién
experimental se obtiene un ajuste razonablemente bueno de los datos experimentales; la
comparacion con las determinaciones de microscopia electrénica puede realizarse a la vista
de la Tabla 8. Dado que para la muestra VE se tenfa un mds amplio conjunto de datos
experimentales (los tres elementos de matriz propuestos), el acuerdo es muy bueno para
esta muestra, mientras que es mds aproximado para el caso de la muestra VA.

2 2 2
F, 12(01:):"F 12(0k)e . F zz(ok):'F Zz(ok)e - |:F 33(01:):'F 33(0k)e (v.3)

Tabla 8. Datos d,,-¢ de microscopia y tedricos segin la teorfa EBCM, ajustando los
elementos F;(6).

SUSP. | d,, (micr.) | d,, (EBCM) | € (micr.) | € (EBCM)

VA 126 185 0.59 0.5

VE 201 209 0.24 0.15
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Estos resultados sugieren que la técnica basada en el célculo de los elementos de
matriz de dispersion puede llegar a ser muy potente para estimar la geometria de particulas
coloidales no esféricas, aunque adolece de una gran complicacién experimental. Sdlo en
el caso en el que se requiera mucha precisién y se tenga cierta garantia sobre la calidad
de los datos experimentales seria aconsejable recurrir a este método.

e) PCS para distintos dngulos de dispersién.

La mayoria de los experimentos PCS miden las funciones de correlacién temporal
de luz dispersada polarizada. Sin embargo, si la luz dispersada estd despolarizada
constituye una apreciable fuente de informacién dindmica y estructural dificil de obtener
mediante otras técnicas, como hemos tenido ocasién de discutir en apartados previos
(Pecora 1985). Una de las razones por las que esta técnica se utiliza menos es que las
sefiales despolarizadas suelen ser mucho menos intensas que las polarizadas, y por tanto
mds sensibles a interferencias tales como imperfecciones en las lentes y cubetas, dispersién
miiltiple o dispersién por el medio de suspensién.

En el capitulo II, apartado 4.3 analizamos con detalle los fundamentos tedricos de
este tipo de experimentos. Para obtener datos con esta técnica, se realizan medidas de
PCS utilizando luz incidente polarizada perpendicular y polarizador horizontal a la entrada
del fotomultiplicador; las determinaciones se hacen para distintos dngulos (es decir, para
distintos vectores de dispersién k). De ese modo se podria realizar el ajuste T' - &
mencionado en las ecuaciones I1.119 - I1.121, donde T es la constante de decaimiento de
la funcién de autocorrelacién de intensidad.

Esta técnica se ha aplicado con éxito a un gran nimero de sistemas, que incluyen
virus (Crosby et al 1981; Pecora 1985, pag. 82), ribosomas o particulas anisétropas de
latex (Degiorgio et al 1991; Piazza et al 1989). En este apartado pretendemos analizar los
resultados que se obtienen con las muestras VA y VE de la hematita elipsoidal estudiada.

Cuando en el programa de control del dispositivo PCS se utiliza el método de los
cumulantes con estas muestras, el resultado por supuesto es una tnica distribucién de
tamafios aunque con anchura considerable y con un didmetro medio dependiente del dngulo
de dispersién. Esta dependencia con el dngulo es ya sintomdtica de que estamos ante
particulas no esféricas; si el andlisis se lleva a cabo sin la suposicién de que se trata de
una tnica distribucién de tamafios se obtienen en muchos casos dos distribuciones con
didmetros medios bien diferentes que a su vez varian con el dngulo. Las figs. 65 y 66 son
dos ejemplos de lo que decimos.
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Figs. 65 - 66. Tamafios obtenidos en experimentos PCS con suspensiones de hematita elipsoidal VA y VE
si se supone (incorrectamente) distribuciones de particulas esféricas.

Para obtener en cada caso la constante de decaimiento T', se utilizé 1a expresién

p bl | 1,1, (V.4)
3w, | d, d,

que la relaciona con los didmetros medios d, y d, que el programa calcula suponiendo que
se trata de dos distribuciones de esferas. Las figuras 67 y 68 muestran la dependencia
lineal predicha teéricamente entre I' y &>, De la pendiente y la ordenada en el origen de
estas lineas rectas puede obtenerse la excentricidad e (ec. II.121) y posteriormente el
didmetro medio de las particulas, tal como se describi6 en el apartado 4.3, capitulo II.
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Figs. 67 - 68. Ajuste, mediante minimos cuadrados, de la curva T’ - k* para las suspensiones de hematita
VA y VE.

La Tabla 9 muestra los resultados obtenidos y permite compararlos con los datos
de microscopia electrénica. Como se puede apreciar, las diferencias son apreciables, y
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demuestran que el método es extremadamente sensible a la precisién con que se obtengan
los datos experimentales, si se quiere obtener algo mds que un acuerdo cualitativo como
es nuestro caso. Si se observa la figura 6, capitulo II, se puede ver que pequefios cambios
en la funcién representada F(e)/a’” suponen cambios muy importantes en la relacién de
semiejes; a la vista de la ec. II.121, los resultados obtenidos serdn entonces muy sensibles
a los valores de la pendiente y ordenada en el origen de la recta ' - K. De hecho, otra
serie de datos obtenidos con otra suspensién de la muestra VE arrojaron un valor de d,,
= 222 nm y una excentricidad de 0.18, muy pré6ximos a los resultados de microscopia.

La inexistencia de datos de este tipo con suspensiones similares a las utilizadas aquf
impide analizar la precisién de nuestros experimentos, pero sin duda la mejora de la
misma serd esencial para la aplicacién del método satisfactoriamente, lo cual es un
objetivo futuro conveniente dada la simplicidad de uso del dispositivo PCS.

Tabla 9. Datos d,,-¢ de microscopia y tedricos, basados en la variacién de la constante
de decaimiento con el vector de onda, T - K.

SUSP. | d,, (micr.) | d,, (EBCM) | e (micr.) | ¢ (EBCM)
VA 126 80 0.59 0.07
VE 201 307 0.24 0.35

3. Otras aplicaciones.

Ya hemos mencionado en esta memoria que las técnicas basadas en dispersion de
luz encuentran también aplicacién en campos tan variados como la ingenierfa eléctrica,
biologfa, astroffsica o meteorologfa. Gran parte de este trabajo se ha centrado en el
estudio de suspensiones coloidales, debido a la especializacién de nuestro grupo de
investigacién. sin embargo, parece de interés contemplar también la aplicacién del andlisis
descrito a sistemas muy diferentes (en apariencia, sigue tratindose de dispersiones de
pequeifias particulas en un medio aproximadamente homogéneo). En este apartado,
utilizando datos bibliograficos, se intentard ilustrar las posibilidades y limitaciones del
andlisis de la dispersién de luz (DL) en nubes noctilucentes.
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3.1. Nubes noctilucentes.

Las nubes noctilucentes constituyen un fenémeno de latitudes altas (60°
aproximadanente), distinguibles de otros tipos de nubes por su gran altitud sobre el
terreno, unos 80-85 km. Su situacién, demasiado alta para ser accesible por aviones o
globos y demasiado baja para ser sondeada por satélites, limita el estudio al muestreo
mediante cohetes sonda, pero la luz que dispersan puede analizarse ficilmente desde el
suelo o desde sondas. Resulta de especial importancia para la comprensién de estos
fenémenos que suceden a estas altitudes saber el tipo y tamaiio de las particulas que
forman dichas nubes.

Los datos experimentales basados en el color y la polarizacién de las nubes a nivel
del suelo y desde cohetes sonda lanzados a tal efecto (Tozer y Beeson 1974) dieron en
el pasado un didmetro miximo de entre 200 y 260 nm, supuestas particulas de hielo.
Estos resultados se basaban en la teoria de Mie para particulas esféricas. Sin embargo,
no existe razén a priori para suponer que las particulas que forman las nubes noctilucentes
tengan que ser esféricas; por el contrario, las particulas con forma de aguja podrfan crecer
hasta un tamafio mayor y permanecer mucho mds tiempo en la nube por razones
aerodindmicas (Gadsden et al 1979), y aunque se elevaron voces de cautela (Gadsden
1978), el hecho de que no existiera una teorfa desarrollada y bien establecida para
particulas no esféricas hizo que se aceptara dicho limite de 260 nm.

El ajuste de datos anteriormente obtenidos con la hipétesis de elipsoides confirma
dichos resultados: los datos de polarizaci6n obtenidos por Tozer y Beeson a longitudes de
onda de 540 y 410 nm arrojan unos resultados de d,, = 190 y 210 nm, respectivamente
(d,, = didmetro de la esfera de volumen equivalente; datos obtenidos en este trabajo). En
ambos casos el grado de excentricidad es ¢ = 1 (esfericidad perfecta). No obstante, hay
que ser cauto con estos resultados, pues la tendencia, observada en miiltiples experimentos
y ajustes tedricos, es a que el grado de polarizacién (o la intensidad total en funcién del
dngulo) es un indicador razonablemente bueno del tamaiio medio de la particula, pero no
de su forma.

Un reandlisis de los datos mediante teorfas vdlidas para particulas no esféricas
donde se permita un cierto grado de error puede mostrar que los datos experimentales son
compatibles con un amplio rango de tamafios y formas. Supongamos que permitiésemos
que el grado de polarizacién real y el calculado teéricamente tuviesen una discrepancia de
hasta un 4% En ese caso, el intervalo de posibles tamaiios de particula aumenta cuando
éstas tienen una excentricidad mayor. Los datos experimentales son compatibles con
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' ) elipsoides de diversas formas
1 200 e ) y tamaiios (figuras 69 y 70).
"'Deq

Estos datos han sido
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Fig. 69: Valores méximos de d,, y eje mayor compatibles con los €quivalente de las particulas

datos experimentales de Tozer y Beeson para nubes noctilucentes. Se d SEY  WAVEE &

us6 el método de la matriz T para los célculos. pue e. . y
excentricidades altas, todo

ello sin contravenir las observaciones. Es conveniente recordar que en esos casos, el
tamafio de la particula es mayor que su didmetro equivalente: los casos de mayor
excentricidad corresponden a elipsoides con ejes mayores de 1000 y 760 nm,
respectivamente, bastante lejos de los limites mdximos de 200 - 260 nm estimados hasta
ahora por la teoria de Mie.
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Fig. 70. Polarizacién vs. dngulo para datos experimentales de Tozer y Beeson (1974) comparado con
ajustes tedricos mediante la teorfa de la matriz T. Se suponen elipsoides de hielo.
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En cualquier caso, puesto que la forma de las particulas influird en el tamafio que
habrén de tener para dar cuenta de las observaciones realizadas, y que el volumen de éstas
resulta de especial importancia para cuantificar la cantidad de agua en forma de hielo que
estas nubes pueden contener, no puede menos que recalcarse la importancia que tiene la
mera posibilidad de la existencia de particulas mayores de lo que hasta ahora se habfa
supuesto admitiendo particulas esféricas.

La determinacion exacta de la forma y el tamaiio de las particulas constituyentes
de las nubes noctilucentes serd dificil y requerird mediciones mds precisas del grado de
polarizacion; la observacidén de datos adicionales de la luz dispersada, tales como el grado
de polarizacién circular, habrd de ser tomada con mucha precaucién, puesto que existen
fendmenos capaces de inducir un cierto grado de polarizacién circular (por ejemplo,
alineamiento parcial de las particulas, o existencia de dispersién muiltiple) que pueden
falsear los resultados.

Consideraciones andlogas pueden hacerse respecto a un segundo tipo de nubes,
andlogas a las anteriores: las nubes estratosféricas polares (NEP). Estas nubes se forman
sobre la Antértida y se cree que sus particulas actian como superficies catalizadoras para
los procesos que liberan dtomos de cloro y bromo, responsables tltimos de la destruccién
estacional de la capa de ozono antdrtica (Toon y Turco 1991). La altitud de las nubes
permite la toma directa, bajo condiciones controladas, de muestras de particulas (Goodman
et al 1989), asi como determinaciones mediante dispersién de luz. La medidas mediante
DCL (Goodman et al 1989; Ferry et al 1989; Kine et al 1989) confirman la existencia de
dos tipos de nubes. Las nubes de tipo I contienen particulas de 4cido nitrico
(concentracion >40%) de entre 0.2 y 0.5 um. Las nubes de tipo II constan de particulas
de hielo de con forma no esférica (por lo general, prismas irregulares con una relacion
longitud/didmetro de entre 2 y 2.5) y un tamaiio medio mayor que 5 um, si bien se han
recogido muestras de 200 um de longitud.
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VI. CONCLUSIONES.

Se ha descrito en esta memoria un estudio tedrico y experimental de los fenémenos
de dispersién de luz en sistemas de particulas, con especial énfasis en el andlisis de la
determinacién de tamafios de particula en suspensiones coloidales mediante métodos
basados en dichos fenémenos. Las conclusiones mds significativas alcanzadas en este
trabajo pueden resumirse en los siguientes puntos:

1. Sobre el tratamiento tedrico.

Se han puesto a punto y optimizado técnicas de cdlculo numérico, y sus
correspondientes programas, disefiados para:

a) Obtener las curvas de variacién de la intensidad de luz dispersada por
una suspensién de particulas coloidales supuestas esféricas.

b) Estimar la distribucién de didmetros de particula en este caso, utilizando
datos de intensidad-4ngulo y de indice de refraccién de las particulas.

c) Obtener la variacién de turbidez de una suspensién diluida con la
longitud de onda de la luz incidente, y calcular las caracteristicas de la distribucién
de didmetros de particula esférica a partir de un conjunto de datos turbidez-longitud
de onda

d) Corregir los datos de didmetro de particula y polidispersién obtenidos
con un dispositivo PCS, para obtener los pardmetros de la distribucién (en nimero)
de didmetros.

e) Obtener las caracteristicas de dispersion de luz por su sistema de
particulas en el caso de que éstas no sean esféricas, sino elipsoidales de revolucion
de tamafio y relacién de semiejes arbitrario. Se ha usado el formalismo de la
matriz T o EBCM.

f) Calcular curvas tedricas de intensidad difundida-dngulo y turbidez-
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longitud de onda por una suspensién de particulas coloidales (sin polidispersion en
este caso) de geometria arbitraria.

g) Estimar el didmetro de la esfera equivalente y la relacién de semiejes en
las particulas de una suspensién coloidal utilizando datos de variacién de
intensidad-dngulo (con y sin insercién de polarizadores) y de turbidez-longitud de
onda.

2. Sobre las técnicas y materiales utilizados.

Se han sintetizado para esta memoria particulas coloidales de poliestireno (esféricas
y extremadamente monodispersas), de silice (aproximadamente esféricas y moderadamente
monodispersas con dos valores de didmetro medio) y de hematita de forma elipsoidal
(cinco muestras distintas, con diferentes didmetros equivalentes y relaciones de semiejes).

Se han realizado determinaciones de

a) intensidad difundida - dngulo

b) turbidez - longitud de onda

¢) espectroscopia de correlacidn de fotones (convencional y despolarizada)
en todos los tipos de suspensiones, que ademds fueron previamente estudiadas por
microscopia electrénica.

3. Sobre los resultados obtenidos con las distintas técnicas.

Poliestireno:

a) Dispersién cldsica de luz: medidas intensidad - 4ngulo.

Se han obtenido datos muy reproducibles con esta técnica. El mejor ajuste,
suponiendo particulas esféricas, se aproxima con error muy pequefio (<10%) a los datos
de microscopia electrénica. Si se utiliza el formalismo EBCM, los didmetros equivalentes
son también muy parecidos a los obtenidos por microfotografia; se obtienen ligeras
excentricidades, achacables a la existencia de un pequefio nimero de agregados.

b) Turbidez - longitud de onda.
En apariencia, estas medidas son menos sensibles a las caracteristicas concretas de
la distribucién de tamafio. Sin embargo, son también muy reproducibles y, cuando se usa
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la teoria de Mie para particulas esféricas, se obtienen excelentes resultados para la
distribucién de tamaiios. El andlisis de los mismos datos mediante el formalismo EBCM
da en general resultado razonable para d., aunque de nuevo los resultados sugieren la
presencia de moderada excentricidad.

c) PCS.

Los datos directos de PCS obtenidos del dispositivo experimental utilizado pueden,
si se corrigen adecuadamente, reproducir con errores menores del 10% los deducidos de
microscopia electrénica. Esta correccién puede ser esencial para obtener ese grado de
acuerdo.

Stlice.

Se trata de particulas de inferior "calidad" (en cuanto a esfericidad y
monodispersidad). Los resultados més significativos derivados de su estudio fueron:

a) Dispersién cldsica de luz.

La aplicacién de la teorfa de Mie a este tipo de datos arroja sistemdticamente
mayores indices de anchura de la distribucién (y por ello didmetros modales superiores)
que los encontrados por microscopfa. Los errores son por ello algo mayores con estas
particulas, pero aun asf se obtienen aproximaciones razonables a la distribucién. El
andlisis mediante EBCM demuestra que la informacién obtenida en estos experimentos no
es suficiente para estudiar rigurosamente la esfericidad de las muestras de silice.

b) Turbidez - longitud de onda.
La falta de datos de variacion del indice de refraccién de la silice con la longitud

de onda limita la bondad de los resultados obtenidos. El error en el didmetro modal de
la muestra estudiada es bastante elevado. Si no se dispone de la relacion de Cauchy de
las particulas estudiadas, el método 7 - A sélo permite obtener un orden de magnitud para
los pardmetros de la distribucién.

¢) PCS.

Los resultados obtenidos con esta técnica, de nuevo corregidos convenientemente
mediante la teoria de Mie, suponen una excelente aproximacién al tamafio verdadero.
Dado el relativamente pequefio tamafio de las particulas de silice estudiadas, incluso la
aproximacion de Rayleigh puede ser satisfactoria.
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Hematita.

La gran variedad de excentricidades y tamafios de las particulas utilizadas ha
supuesto un excelente camino de comprobacién de la fiabilidad de la técnica y métodos
de cdlculo descritos. Los resultados mds significativos para estas particulas fueron:

a) Intensidad - dngulo.
Para todos los tamafios y formas se reproducen sin gran error los espectros

angulares. El formalismo EBCM, unico aplicable para estos sistemas, suministra valores
muy razonables de d., y €. Es interesante que, para cada sistema, un mismo valor de d,,
con dos de e (un reciproco del otro) ajustan igualmente bien las curvas I - 6. Por el
contrario, si se usa dispersién despolarizada hay una unica excentricidad (y un sélo
didmetro de esfera equivalente) que ajuste los datos, de manera, ademds, muy
satisfactoria.

b) Ajuste de los elementos de la matriz de dispersién.
Se han realizado, con este objetivo, medidas de intensidad-dngulo en seis

condiciones distintas de polarizadores de entrada y salida. Con ello se han estimado los
valores de los elementos de matriz F,;, F,,, F,, y Fs;;. Pueden obtenerse muy buenas
aproximaciones a los datos de microscopfa electrénica mediante este método,
experimentalmente muy tedioso.

¢) PCS para distintos dngulos de dispersién.
El andlisis de los datos de PCS para distintos valores del dngulo de dispersién y,

en concreto de las dependencias lineales I' (constante de decaimiento de la funcién de
autocorrelacién) - k? (k: vector de dispersién) ha permitido otro enfoque experimental para
el estudio de suspensiones de particulas no esféricas. La aproximacién, en algunos casos,
es excelente entre estos resultados y los deducidos de microscopia.

4. Sobre el andlisis de datos de nubes noctilucentes.
Usando datos bibliogrificos sobre polarizacién de la luz difundida por nubes

noctilucentes se han discutido los posibles tamafios de las particulas de hielo presentes en
ellas, sin la restriccién de esfericidad en las mismas.
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APENDICE: PROGRAMAS DE CALCULO

1. Programa INTMIE.

ARTURO QUIRANTES SIERRA
PROGRAMA INTMIE DE CALCULO DE INTENSIDADES DE DISPERSION
PARA LUZ INCIDENTE POLARIZADA VERTICAL
INSTRUCCION FORTRAN: FORTRAN INTMIE
INSTRUCCION LINK: LINK INTMIE,IMSL/LIBRARY
DOUBLE PRECISION IVERTICAL, THETA,ALFA,SIGMA, PI(200)
DOUBLE PRECISION TAU(200),P,LAMBDA,N, T,IEXP(100), TH(100)
DOUBLE PRECISION NCERO,IMIE(100),SIGMINIMO,SIGMAXIMO,DESIGMA
DOUBLE PRECISION NAS,CF,AG,SG,K,ERROR,IER,PE,PC,GU(100), TX
DOUBLE PRECISION LK,LA,LB,ICE,IEE,MU,LT,NN,BA,BB
DOUBLE PRECISION DIMINIMO,DIMAXIMO,DEDIAM,DIAM
COMPLEX*16 M,ZETA(200),D(2),ZZ, A(200),B(200),ZQ,MALFA,S
EXTERNAL DQDAGS,IVERTICAL
COMMON/BLK/M, THETA,ALFA,SIGMA,PI,TAU
PG =3.14159265358979D0/180.0D0
N=1.3368
M=(1.458D0,0.0D0)/N
DO T=1,25
WRITE (*,%)
END DO
WRITE (*,*) ’ALGO SURCA VELOZMENTE LOS TECLADOS’
WRITE (*,*) 'ES UN PAJARO. ES UN AVION. NO. ES...’
WRITE (*,*)
WRITE (*,*) °* INTMIE °
WRITE (*,%)
WRITE (*,*) "ESTE PROGRAMA CALCULA INTENSIDAD VS. ANGULO EN’
WRITE (*,*) 'UN EXPERIMENTO DE SCATTERING DE MIE CON UNA’
WRITE (*,*) "DISTRIBUCION DESCONOCIDA DE PARTICULAS’
WRITE (*,*) 'PARA INTENSIDAD INCIDENTE POLARIZADA VERTICAL’
AQUI SE INSERTAN VALORES EXPERIMENTALES DE INTENSIDAD
ATENCION
INTRODUZCA LA INTENSIDAD MULTIPLICADA POR EL SENO DE THETA
TH(1)="50.0D0
TH(2)=60.0D0
TH(3)=70.0D0
TH(4)=80.0D0
TH(5)=90.0D0
TH(6)=100.0D0
TEXP(1)=356.7D0
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IEXP(2)=250.4D0
IEXP(3)=157.9D0
IEXP(4)=88.1D0
IEXP(5)=55.3D0
1IEXP(6)=38.8D0

C P=NUMERO DE VALORES, NCERO=VALOR CUYA INTENSIDAD SERA LA UNIDAD
P=6
NCERO=2
DO K=1P
TH(K)=TH(K)*PG
END DO
IEE=IEXP(NCERO)
DO T=1,P
IEXP(T)=IEXP(T)/IEE
END DO

20 WRITE (*,%)
WRITE (*,*) "AHORA, FIJE LOS RANGOS DE DIAMETRO Y SIGMA QUE
WRITE (*,*) VAN A ENSAYARSE EN EL AJUSTE’
WRITE (*,*) "ENTRE EL VALOR MINIMO DEL DIAMETRO:’
READ (*,*) DIMINIMO
WRITE (*,*) "ENTRE EL VALOR MAXIMO DEL DIAMETRO:’
READ (*,*) DIMAXIMO
WRITE (*,*) ’ENTRE EL VALOR DEL INCREMENTO DEL DIAMETRO:’
READ (*,*) DEDIAM
WRITE (*,*) "ENTRE EL VALOR MINIMO DE SIGMA:’
READ (*,%) SIGMINIMO
WRITE (*,%) "ENTRE EL VALOR MAXIMO DE SIGMA: ’
READ (*,*) SIGMAXIMO
WRITE (*,%) "ENTRE EL VALOR DEL INCREMENTO DE SIGMA: *
READ (*,*) DESIGMA
WRITE (*,%)
WRITE (*,*) "CON ESTOS DATOS, EL NUMERO DE PAREJAS’
WRITE (*,*) "'DIAMETRO-SIGMA QUE SE VAN A ENSAYAR ES DE °
NAS = (DIMAXIMO-DIMINIMO + DEDIAM)
NAS=NAS*SIGMAXIMO-SIGMINIMO + DESIGMA)/(DEDIAM*DESIGMA)
WRITE (*,*) IDNINT(NAS)
WRITE (*,%) °Y EL NUMERO DE INTEGRALES A REALIZAR SERA DE *
WRITE (*,*) IDNINT(NAS*P)
WRITE (*,*) "PROCESO DE CALCULO EN MARCHA’
PC=1.0D6
DO SIGMA = SIGMINIMO, SIGMAXIMO,DESIGMA
DO DIAM =DIMINIMO,DIMAXIMO,DEDIAM
DO K=1,P
C SE SUPONE LONGITUD DE ONDA EN EL VACIO DE 488 nm (LASER ARGON)
ALFA=DIAM*3.1415926536D0*N/488.0D0
THETA=TH(K)
MU=DCOS(THETA)
PI(1)=1.0D0
PI(2)=3.0D0*MU
TAU(1)=MU
TAU(2)=2.0D0*MU*PI(2)-3.0D0
LK=DEXP(10.52D0*SIGMA)
LA=ALFALK
LB=ALFA*LK
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LT=LB +4.0D0*LB**(1.0D0/3.0D0) +3.0D0
LT=IDNINT(LT)
DO T=3,LT
BA=2.0D0*T-1.0D0
PI(T)=(BA*MU*PI(T-1)-T*PI(T-2))/(BA-T)
TAU(T) = T*MU*PI(T)-(T + 1.0DO)*PI(T-1)
END DO

CALL DQDAGS (IVERTICAL,LA,LB,0,1.0D-8, IMIE(K),ERROR)

END DO

PE=0.0D0

ICE=IMIE(NCERO)

DO K=1,P
IMIE(K)=IMIE(K)/ICE

PE =PE +(IMIE(K)-IEXP(K))*(IMIE(K)-IEXP(K))/IEXP(K)*IEXP(K))

END DO
IF (PE.LE.PC) THEN
DO K=1,P
GU(K)=IMIE(K)
END DO
PC=PE
AG=DIAM
SG=SIGMA
WRITE (*,*) "MEJOR VALOR’,DIAM,SIGMA,PE
ELSE
WRITE (*,*) "CONTINUANDO’,DIAM, SIGMA,PE
END IF
END DO
CONTINUE
END DO
WRITE (*,*)
WRITE (*,*) ’EL MEJOR VALOR OBTENIDO HA SIDO: ’
WRITE (*,*) "ALFA=',AG
WRITE (*,*) *SIGMA=",SG

WRITE (*,*) ’ERROR RESPECTO A VALORES EXPERIMENTALES: ’,PC

WRITE (*,%)
WRITE (*,*) *QUIERE DATOS EXPERIMENTALES?’
WRITE (*,*) *1=SI, 0=NO’
READ (*,*) TX
IF(TX.EQ.1) THEN

WRITE (*,* "T,IEXP(T),IMIE(T)’

DO K=1,P

WRITE (*,*) K,IEXP(K),GU(K)

END DO
END IF
CONTINUE
WRITE (*,*) ’
END

FIN DEL PROGRAMA’

SUBRUTINA IVERTICAL
DOUBLE PRECISION FUNCTION IVERTICAL(X)
DOUBLE PRECISION X
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DOUBLE PRECISION THETA,ALFA,SIGMA, PI(2000), TAU(2000)
DOUBLE PRECISION NT,PHI(2000),PSI(2), T,NN,BA,BB
COMPLEX*16 M,ZETA(2000),D(2),ZZ,A(2000),B(2000),ZQ,MALFA,S
COMMON/BLK/M,THETA,ALFA,SIGMA,PI, TAU
NT=X +4.0D0*X**(1.0D0/3.0D0)+2.5D0
NT=IDNINT(NT)
PHI(1)=DSIN(X)/X-DCOS(X)
PHI(2)=3.0DO*PHI(1)/X-DSIN(X)
PSI(1)=DCOS(X)/X + DSIN(X)
PSI(2)=3.0D0*PSI(1)/X-DCOS(X)
ZETA(1)=DCMPLX(PHI(1),PSI(1))
ZETA(2)=DCMPLX(PHI(2),PSI(2))
ZQ=DCMPLX(DSIN(X),DCOS(X))
MALFA=M*X
D(1)=MALFA/(1.0D0-MALFA*CDCOS(MALFA)/CDSIN(MALFA))
D(1)=D(1)-1.0D0/MALFA
D(2)=MALFA/(2.0D0-MALFA*D(1))-2.0D0/MALFA
ZZ=D(1)/M +1.0D0/X
A(1)=(ZZ*PHI(1)-DSIN(X))/(ZZ*ZETA(1)-ZQ)
ZZ=D(1)*M+1.0D0/X
B(1)=(ZZ*PHI(1)-DSIN(X))(ZZ*ZETA(1)-ZQ)
ZZ=D(2)/M+2.0D0/X
A(2)=(ZZ*PHI(2)-PHI(1)) (ZZ*ZETA(2)-ZETA(1))
ZZ=D(2)*M +2.0D0/X
B(2)=(ZZ*PHI(2)-PHI(1))/(ZZ*ZETA(2)-ZETA(1))
S=(A(1)*PI(1)+B(1)*TAU(1))*3.0D0/2.0D0
S=S+(A(2)*PI(2) + B(2)*TAU(2))*5.0D0/6.0D0
DO T=3,NT
D(1)=D(2)
BA=2.0D0*T-1.0D0
BB =(BA +2.0D0)/(T*(T +1.0D0))
PHI(T)=BA*PHI(T-1)/X-PHI(T-2)
ZETA(T)=BA*ZETA(T-1)/X-ZETA(T-2)
D(2)=MALFA/(T-MALFA*D(1))-T/MALFA
7ZZ=D(2)M+T/X
A(T)=(ZZ*PHI(T)-PH(T-1))/(ZZ*ZETA(T)-ZETA(T-1))
ZZ=D2)*M+T/X
B(T)=(ZZ*PHI(T)-PHI(T-1))/(ZZ*ZETA(T)-ZETA(T-1))
S=S+(A(T)*PI(T) + B(T)*TAU(T))*BB

PARA POLARIZACION HORIZONTAL, HACER S=S+(A*TAU +B*P)*BB

END DO

IVERTICAL=DLOG(X/ALFA)/SIGMA

IVERTICAL = ABS(S)*ABS(S)*DEXP(-IVERTICAL*IVERTICAL/2.0D0)
CONTINUE

RETURN

END
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2, Programa TAUMIE.

ARTURO QUIRANTES SIERRA
PROGRAMA TAUMIE PARA CALCULOS DE TURBIDEZ CON
DISTRIBUCIONES POLIDISPERSAS
INSTRUCCION FORTRAN: FORTRAN TAUMIE
INSTRUCCION LINK: LINK TAUMIE,IMSL/LIBRARY
DOUBLE PRECISION ALFA,SIGMA,INTEGRAL
DOUBLE PRECISION N,T,PC,PE,DP,DIMINIMO,DIMAXIMO,DEDIAM
DOUBLE PRECISION SIGMINIMO,SIGMAXIMO,DESIGMA,DIAM,NAS,CF,AG
DOUBLE PRECISION SG,ERROR,LK,LA,LB,PG,K,LZ,FI,NC(200),RT,RE
DOUBLE PRECISION NT,X,BA,PHI(200),PSI(2),S,ET(200)
DOUBLE PRECISION NTAU, TEXP(200), TTEO(200),LONDA(200)
INTEGER CH
COMPLEX*16 MC(200)
COMPLEX*16 M,ZETA(200),D(2),ZZ,A(200),B(200),ZQ,MA ,BC
EXTERNAL DQDAGS,INTEGRAL
COMMON/BLK/M,ALFA,SIGMA
PG =3.14159265358979D0
DO T=1,15
WRITE (*,*)
END DO
WRITE (*,*) 'ESTE ES ELPROGRAMA ====TAUMIE= = = =
WRITE (*,*)
WRITE (*,%) "DE PARTICULAS CON POLIDISPERSION’
WRITE (*,*) 'PARA ELLO, SE INTRODUCEN LOS DATOS PARA’
WRITE (*,*) *"VALORES DE TURBIDEZ Y SE BUSCA LA PAREJA’
WRITE (*,*) "DIAMETRO-SIGMA’
WRITE (*,*) 'QUE MEJOR AJUSTEN A DICHOS VALORES’
WRITE (*,%)
INSERCION DE VALORES EXPERIMENTALES DE TURBIDEZ
LONDA(1)=400.0D0
LONDA(2)=450.0D0
LONDA(3)=500.0D0
LONDA(4)=550.0D0
LONDA(5)=600.0D0
TEXP(1)=723.183D0
TEXP(2)=551.601D0
TEXP(3)=361.565D0
TEXP(4)=271.871D0
TEXP(5)=208.074D0
NTAU=5
RE=TEXP(1)
DO T=1,NTAU
TEXP(T)=TEXP(T)/RE
SE INSERTAN LOS INDICES DE REFRACCION DEL AGUA Y EL POLIESTIRENO
NC(T)=1.324D0+3046.0D0/(LONDA(T)*LONDA(T))
MC(T)=(1.0D0,0.0D0)*(1.5683 + 10087.0DO/(LONDA(T)*LONDA(T)))
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MC(T)=MC(T)/NC(T)
END DO
20 WRITE (*,*)
WRITE (*,*) ’A CONTINUACION, FIJE LOS RANGOS DE DIAMETRO’
WRITE (*,*) '"MODAL Y DEPOLIDISPERSION A ENSAYAR’
WRITE (*,*) "ENTRE EL VALOR MINIMO DEL DIAMETRO:’
READ (*,*) DIMINIMO
WRITE (*,*) "ENTRE EL VALOR MAXIMO DEL DIAMETRO:’
READ (*,*) DIMAXIMO
WRITE (*,*) "ENTRE EL VALOR DEL INCREMENTO DEL DIAMETRO:’
READ (*,*) DEDIAM
WRITE (*,*) ’ENTRE EL VALOR MINIMO DE SIGMA:’
READ (*,*) SIGMINIMO
WRITE (*,*) 'ENTRE EL VALOR MAXIMO DE SIGMA:’
READ (*,*) SIGMAXIMO
WRITE (*,*) ’ENTRE EL VALOR DEL INCREMENTO DE SIGMA:’
READ (*,*) DESIGMA
WRITE (*,*)
NAS=(DIMAXIMO-DIMINIMO + DEDIAM)
NAS=NAS*SIGMAXIMO-SIGMINIMO + DESIGMA)/(DEDIAM*DESIGMA)
WRITE (*,*) *CON ESTOS DATOS, EL NUMERO DE PAREJAS’
WRITE (*,*) 'DIAMETRO-SIGMA’
WRITE (*,*) *QUE SE VAN A ENSAYAR ES DE’ ,IDNINT(NAS)
WRITE (*,*)
WRITE (*,*)
WRITE (*,*) "PROCESO DE CALCULO EN MARCHA’
WRITE (*,%)
PC=1.0D6
DO SIGMA =SIGMINIMO,SIGMAXIMO,DESIGMA
DO DIAM =DIMINIMO,DIMAXIMO,DEDIAM
DO K=1,NTAU
N=NC(K)
M=MC(K)
ALFA =DIAM*PG*N/LONDA(K)
LK =DEXP(10.52D0*SIGMA)
LA=ALFA/LK
LB=ALFA*LK
CALL DQDAGS (INTEGRAL,LA,LB,0,1.0D-8, TTEO(K), ERROR)
TTEO(K)=TTEO(K)*3.0D0*DEXP(-8.0D0*SIGMA*SIGMA)
TTEO(K)=TTEO(K)/(DIAM*((2.0D0*PG)**0.5D0)*SIGMA)
TTEO(K)=TTEO(K)*1.0D7/(ALFA*ALFA*ALFA)
END DO
RT=TTEO(1)
DO K=1,NTAU
TTEO(K)=TTEO(K)/RT
PE=PE +((TTEO(K)/TEXP(K))-1.0D0)*((TTEO(K)/TEXP(K))-1.0D0)
END DO
IF (PE.LE.PC) THEN
DO T=1,NTAU
ET(T)=TTEO(T)
END DO
PC=PE
AG=DIAM
SG=SIGMA
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WRITE (*,*) 'MEJOR VALOR’,DIAM,SIGMA,PE
ELSE
WRITE (*,*) *CONTINUANDO’,DIAM,SIGMA,PE
END IF

PE=0.0D0

END DO

CONTINUE

END DO

WRITE (*,%)

WRITE (*,*) 'EL MEJOR VALOR OBTENIDO HA SIDO: *

WRITE (*,*) 'DIAMETRO= ’,AG

WRITE (*,*) *SIGMA= *,SG

WRITE (*,*) 'DIFERENCIA RESPECTO A VALORES EXPERIMENTALES: ’,PC

WRITE (*,*)

WRITE (*,*) *DESEA VER LOS DATOS TEORICOS? (1=SI, 0=NO)’
READ (*,%) CH

IF (CH.EQ.1) THEN

WRITE (*,*) 'LONG.ONDA, TEXP, TMIE’

DO T=1,NTAU

WRITE (*,*) LONDA(T), TEXP(T),ET(T)
END DO
END IF
WRITE (*,%)* FIN DEL PROGRAMA’
END
SUBRUTINA MOMENTO

DOUBLE PRECISION FUNCTION INTEGRAL(X)
DOUBLE PRECISION X

DOUBLE PRECISION ALFA,SIGMA,S

DOUBLE PRECISION NT,PHI(2000),PSI(2),T,BA
COMPLEX*16 M,ZETA(2000),D(2),ZZ, A(2000),B(2000),ZQ,MA,BC
COMMON/BLK/M,ALFA,SIGMA

NT =X +4.0D0*X**(1.0D0/3.0D0) + 1.5D0
NT=IDNINT(NT)

PHI(1)=DSIN(X)/X-DCOS(X)
PHI(2)=3.0DO*PHI(1)/X-DSIN(X)
PSI(1)=DCOS(X)/X + DSIN(X)
PSI(2)=3.0DO*PSI(1)/X-DCOS(X)
ZETA(1)=DCMPLX(PHI(1),PSI(1))
ZETA(2)=DCMPLX(PHI(2),PSI(2))
ZQ=DCMPLX(DSIN(X),DCOS(X))

MA=M*X
D(1)=MA/(1.0D0-MA*CDCOS(MA)/CDSIN(MA))-1.0D0/MA
D(2)=MA/(2.0D0-MA*D(1))-2.0D0/MA
ZZ=D(1)/M +1.0D0/X
A(1)=(ZZ*PHI(1)-DSIN(X))(ZZ*ZETA(1)-ZQ)
ZZ=D(1)*M +1.0D0/X
B(1)=(ZZ*PHI(1)-DSIN(X))/(ZZ*ZETA(1)-ZQ)
ZZ=D(2)/M +2.0D0/X
A(2)=(ZZ*PHI(2)-PHI(1))/(ZZ*ZETA(2)-ZETA(1))
ZZ=D(2)*M +2.0D0/X
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B(2)=(ZZ*PHI(2)-PHI(1))/(ZZ*ZETA(2)-ZETA(1))
S=(ABS(A(1))*ABS(A(1)) + ABS(B(1))*ABS(B(1)))*3.0D0
S=S+(ABS(A(2))*ABS(A(2)) + ABS(B(2))*ABS(B(2)))*5.0D0
DO T=3,NT
D(1)=D(2)
BA=2.0D0*T-1.0D0
BC=T/MA
PHI(T) =BA*PHI(T-1)/X-PHI(T-2)
ZETA(T)=BA*ZETA(T-1)/X-ZETA(T-2)
D(2)=-BC+1.0D0/(BC-D(1))
ZZ=D(2)/M+T/X
A(T)=(ZZ*PHI(T)-PHI(T-1))/(ZZ*ZETA(T)-ZETA(T-1))
ZZ=D(2)*M +T/X
B(T)=(ZZ*PHI(T)-PHI(T-1))(ZZ*ZETA(T)-ZETA(T-1))
S=S+(ABS(A(T))*ABS(A(T)) + ABS(B(T))*ABS(B(T)))*(BA +2.0D0)
END DO
INTEGRAL=DLOG(X/ALFA)/SIGMA
INTEGRAL = DEXP(-0.5DO*INTEGRAL*INTEGRAL)*S
CONTINUE
RETURN
END
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3. Programa PCSMIE.

ARTURO QUIRANTES SIERRA
PROGRAMA PCSMIE PARA COMPARACION DE PARAMETROS PCS-ZOLD
INSTRUCCION FORTRAN: FORTRAN PCSMIE
INSTRUCCION LINK: LINK PCSMIE, IMSL/LIBRARY
DOUBLE PRECISION MOMENTO, THETA,ALFA,SIGMA,PI(200), TAU(200)
DOUBLE PRECISION N, T,PC,PE,DP,DIMINIMO,DIMAXIMO,DEDIAM
DOUBLE PRECISION SIGMINIMO,SIGMAXIMO,DESIGMA,DIAM,NAS,CF,AG
DOUBLE PRECISION SG,ERROR,LK,LA,LB,MU,LT,BA,INDICE,PG,DPCS
DOUBLE PRECISION QPCS,DXP,QXP,AMC,AMU,AMD,NN,BB,BC,LN
DOUBLE PRECISION LZ,DG,QG,CC,LAMBDA,ANGULO
COMPLEX*16 M,ZETA(200),D(2),ZZ,A(200),B(200),ZQ,S,MA
EXTERNAL DQDAGS,MOMENTO
COMMON/BLK/M,ALFA,SIGMA,PI, TAU,INDICE
PG =3,14159265358979323846D0
LAMBDA =632.8D0
N=1.3316D0
M=(1.2D0,0.0D0)
LN=LAMBDA/(PG*N)
DO T=1,15

WRITE (*,*)
END DO
WRITE (*,*) ° BIENVENIDO AL PROGRAMA’
WRITE (*,*)
WRITE (*,%) ’ PCSMIFE
WRITE (*,*)
WRITE (*’*)
WRITE (*,*) *EL PROPOSITO DE ESTE PROGRAMA ES EFECTUAR UNA’
WRITE (*,*) "COMPARACION RIGUROSA ENTRE LOS PARAMETROS DE ’
WRITE (*,*) "TAMANOS OBTENIDOS POR EL CORRELADOR MALVERN ’
WRITE (*,*) *(PCS) Y LOS CORRESPONDIENTES A UNA DISTRIBUCION
WRITE (*,*) "LOGARITMICA DE ORDEN CERO (ZOLD) EN EL CASO’
WRITE (*,*) 'GENERAL (FUERA DE LA APROX. DE RAYLEIGH-DEBYEY’
WRITE (*,%)
WRITE (*,*) "ESTE PROGRAMA TOMA UNOS VALORES DE Dpcs Y Q (PCS)’
WRITE (*,*) 'Y BUSCA LOS VALORES CORRESPONDIENTES DE LA’
WRITE (*,*) "DISTRIBUCION PCS QUE MEJOR AJUSTAN’
WRITE (*,*) °SE SUPONEN LASER He-Ne Y PARTICULAS DE SILICE’
WRITE (*,%)
WRITE (*,*)
WRITE (*,%)
WRITE (*,*) *"COMIENCE CON EL VALOR DEL ANGULO, EN GRADOS’
READ (*,*) ANGULO
MU =DCOS(ANGULO*PG/180.0D0)
WRITE (*,%)
WRITE (*,*) "ENTRE EL VALOR DE Dpcs (nm.) DADO POR EL PCS: ’
READ(*,*) DPCS
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WRITE (*,*) "AHORA, EL VALOR DE Q DADO POR EL PCS: ’
READ(*,*) QPCS

WRITE (*,*)

WRITE (*,%) *A CONTINUACION, FIJE LOS RANGOS DE DIAMETRO Y’
WRITE (*,*) "POLIDISPERSION A ENSAYAR’

WRITE (*,*) "ENTRE EL VALOR MINIMO DEL DIAMETRO: *

READ (*,*) DIMINIMO

WRITE (*,*) 'TENTRE EL VALOR MAXIMO DEL DIAMETRO: ’

READ (*,*) DIMAXIMO

WRITE (*,*) ’"ENTRE EL VALOR DEL INCREMENTO DEL DIAMETRO: ’
READ (*,*) DEDIAM

'WRITE (*,*) ’ENTRE EL VALOR MINIMO DE SIGMA: ’

READ (*,*) SIGMINIMO
WRITE (*,*) "ENTRE EL VALOR MAXIMO DE SIGMA: °’
READ (*,*) SIGMAXIMO
WRITE (*,*) ENTRE EL VALOR DEL INCREMENTO DE SIGMA: ’
READ (*,*) DESIGMA
WRITE (*,*)
NAS=(DIMAXIMO-DIMINIMO + DEDIAM)
NAS=NAS*(SIGMAXIMO-SIGMINIMO + DESIGMA)/(DEDIAM*DESIGMA)
WRITE (*,*) *CON ESTOS DATOS, EL NUMERO DE PAREJAS’
WRITE (*,*) "DIAMETRO-SIGMA’
WRITE (*,*) "QUE SE VAN A ENSAYAR ES DE ’ ,IDNINT(NAS)
WRITE (*,%)
WRITE (*,*) "PROCESO DE CALCULO EN MARCHA’
WRITE (*,*)
WRITE (*,*) *INDICE DE REFRACCION: *,M
PC=1.0D6
CC=110.53D0
PI(1)=1.0D0
PI(2)=3.0D0*MU
TAU(1)=MU
LK =DEXP(SIGMAXIMO*(4.0DO*SIGMAXIMO*SIGMAXIMO + CC)**0.5D0)
LK=LK*DIMAXIMO/LN
LT=LK +4.0DO*LK**(1.0D0/3.0D0) +1.5D0
LT=IDNINT(LT)
DO T=2,LT-1
BA=MU*PK(T)
BB=BA-PI(T-1)
TAU(T)=T*BB-PI(T-1)
PI(T+1)=BA+BB*(T +1.0D0)/T
END DO
TAU(LT) =LT*MU*PI(LT)-PI(LT-1))-PI(LT-1)
DO SIGMA =SIGMINIMO,SIGMAXIMO, DESIGMA
DO DIAM =DIMINIMO,DIMAXIMO,DEDIAM
ALFA=DIAM/LN
INDICE=0.0D0
LK =DEXP(10.52D0*SIGMA)
LA=ALFA/LK
LB=ALFA*LK
CALL DQDAGS (MOMENTO,LA,LB,0,1.0D-8, AMC,ERROR)
INDICE=1.0D0
LK =DEXP(SIGMA*(SIGMA*SIGMA + CC-2.0D0*DLOG(ALFA))**0.5D0)
LZ=ALFA*DEXP(-SIGMA*SIGMA)
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LA=LZ/LK
LB=LZ*LK
CALL DQDAGS (MOMENTO,LA,LB,0,1.0D-8, AMU,ERROR)
INDICE=2.0D0
LK =(4.0D0*SIGMA*SIGMA +CC-4.0D0*DLOG(ALFA))**0.5D0)
LK=DEXP(SIGMA*LK)
LZ=LZ*DEXP(-SIGMA*SIGMA)
LA=LZ/LK
LB=LZ*LK
CALL DQDAGS (MOMENTO,LA,LB,0,1.0D-8, AMD,ERROR)
DXP=AMC/AMU
DXP=DXP*LN
QXP=((AMC/AMU)*(AMD/AMU))-1.0D0
PE =((QXP/QPCS)-1.0D0)*((QXP/QPCS)-1.0D0)
PE=PE+ ((DPCS/DXP)-1.0D0)*((DPCS/DXP)-1.0D0)
IF (PE.LE.PC) THEN
PC=PE
AG=DIAM
SG=SIGMA
DG=DXP
QG=QXP
WRITE (*,*) '"MEJOR VALOR’ ,DIAM,SIGMA PE
ELSE
WRITE (*,*) ’"CONTINUANDO’ ,DIAM,SIGMA,PE
END IF
END DO
CONTINUE
END DO
WRITE (*,*)
WRITE (*,*)
WRITE (*,*) "FIN DEL AJUSTE. ESTOS SON LOS DATOS AJUSTADOS:’
WRITE (*,*) ’ANGULO UTILIZADO: ’,ANGULO
WRITE (*,*)
WRITE (*,*) "EL MEJOR VALOR OBTENIDO HA SIDO: ’
WRITE (*,*) 'DIAMETRO= ’,AG
WRITE (*,*) 'SIGMA= ’,SG
WRITE (*,*) "DATOS CALCULADOS: ’,DG,QG
WRITE (*,*) "DATOS EXPERIMENT: *,DPCS,QPCS
WRITE (*,*) "DIFERENCIA RESPECTO A VALORES EXPERIMENTALES:

WRITE (*,*)
WRITE (*,*)’ FIN DEL PROGRAMA’
END
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C  SUBRUTINA MOMENTO
DOUBLE PRECISION FUNCTION MOMENTO(X)
DOUBLE PRECISION X
DOUBLE PRECISION THETA,ALFA,SIGMA,PI(200), TAU(200),INDICE
DOUBLE PRECISION NT,PHI(200),PSI(2),T,NN,BA,BB,BC,LN
COMPLEX*16 M,ZETA(200),D(2),ZZ,A(200),B(200),ZQ,S,MA
COMMON/BLK/M,ALFA,SIGMA,,PI, TAU,INDICE
NT =X +4.0D0*X**(1.0D0/3.0D0)+1.5D0
NT=IDNINT(NT)
BA =DSIN(X)
BB=DCOS(X)
PHI(1)=BA/X-BB
PHI(2) =3.0DO*PHI(1)/X-BA
PSI(1)=BB/X+BA
PSI(2)=3.0D0*PSI(1)/X-BB
ZETA(1)=DCMPLX(PHI(1),PSI(1))
ZETA(2)=DCMPLX(PHI(2),PSI(2))
ZQ=DCMPLX(BA,BB)
MA =M*X
D(1)=MA/(1.0D0-MA*CDCOS(MA)/CDSIN(MA))-1.0D0/MA
D(2)=MA/(2.0D0-MA*D(1))-2.0D0/MA
ZZ=D(1)/M+1.0D0/X
A(1)=(ZZ*PHI(1)-BA)/(ZZ*ZETA(1)-ZQ)
ZZ=D(1)*M+1.0D0/X
B(1)=(ZZ*PHI(1)-BA)/(ZZ*ZETA(1)-ZQ)
ZZ=D(2)/M+2.0D0/X
A(2)=(ZZ*PHI(2)-PHI(1))/(ZZ*ZETA(2)-ZETA(1))
ZZ=D(2)*M+2.0D0/X
B(2) =(ZZ*PHI(2)-PHI(1))/(ZZ*ZETA(2)-ZETA(1))
S=(A(1)*TAU(1)+B(1)*PI(1))*1.5D0
S=S+(A(2)*TAU(2)+B(2)*PI(2))/1.2D0
DO T=3,NT
D(1)=D(2)
BA=T+T-1.0D0
BB =(BA +2.0D0)/(T*(T+1.0D0))
BC=T/MA
PHI(T) =BA*PHI(T-1)/X-PHI(T-2)
ZETA(T) =BA*ZETA(T-1)/X-ZETA(T-2)
D(2)=-BC+1.0D0/(BC-D(1))
ZZ=D(2)/M+T/X
A(T)=(ZZ*PHI(T)-PHI(T-1))/(ZZ*ZETA(T)-ZETA(T-1))
ZZ=D(2)*M+T/X
B(T) =(ZZ*PHI(T)-PHI(T-1))/(ZZ*ZETA(T)-ZETA(T-1))
S=S+(A(T)*TAU(T)+B(T)*PI(T))*BB
C  PARA POLARIZACION VERTICAL, S=S+(A*PI+B*TAU)*BB
END DO
MOMENTO =DLOG(X/ALFA)/SIGMA
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MOMENTO =ABS(S)*ABS(S)*DEXP(-0.5SDO*MOMENTO*MOMENTO)
MOMENTO=MOMENTO/(X**INDICE)

CONTINUE

RETURN

END
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4. Programa MATRIZT

ARTURO QUIRANTES SIERRA
PROGRAMA MATRIZT PARA CALCULO DE COEFICIENTES DE DISPERSION

. DE UNA SUSPENSION DE PARTICULAS COLOIDALES ESFEROIDALES

EL NUCLEO CENTRAL LO FORMA LA SUBRUTINA TNATURAL, QUE
CALCULA LA MATRIZ T DE UNA PARTICULA RESPECTO DE UNA
DIRECCION PRIVILEGIADA
DOUBLE PRECISION KA,KB,EPS,DELTA,CEXT,CSCA,SENTH,COSTH, XM
DOUBLE PRECISION CG,H,AJ,BJ,CJ,AM,BM,CM,DN,PG, ANG(200)
DOUBLE PRECISION CL1(16,33,16,17),CL2(16,33,16,33),CL3(16,33,16,33)
DOUBLE PRECISION AP1(50),AP2(50), AP3(50), AP4(50), BP1(50), BP2(50)
DOUBLE PRECISION PX1(50,50),PX2(50,50),PX3(50,50), PX4(50,50)
DOUBLE PRECISION A1(50),A2(50),A3(50),A4(50),B1(50),B2(50)
DOUBLE PRECISION KB1,KB2,KB3,EPS1,EPS2,EPS3,IE, KM, EM,KE,KE1,KE2,KE3
DOUBLE PRECISION FALLOS(10),DPRIMA,PC,PE,GE(50),GT(50)
DOUBLE PRECISION AE1(50),AE2(50), AE3(50),AE4(50),BE1(50), BE2(50)
DOUBLE PRECISION GM11(50),GM22(50),GM33(50),GM44(50),GM12(50), GM34(50)
DOUBLE PRECISION TC(100),TTEO(100), TEXP(100), LONDA(100)
DOUBLE PRECISION RT1,RT2,RT3,RT,RM,PI
COMPLEX*16 D1(16,16,33),D2(16,16,33),D3(16,16,33)
COMPLEX*16 AX1(16,16,33),AX2(16,16,33),BX1(16,33,33),BX2(16,33,33)
COMPLEX*16 G1(40),G2(40),G3(40),G4(40),G5(40),Z1,Z2,7Z3,74,Z5
COMPLEX*16 TA(2),MR,T(44,44,23),CT,NR
INTEGER L,J,K,MP,M,N,N1,NPR,NSO,M1,5,NGAUSS,NIMAX,N2MAX
INTEGER IAJ,IBJ,ICJ,IAM,IBM,ICM,CUENTA,NTOPE,NX,CZ,DE
INTEGER NOCON,OPCION,NOCE(100),NOCC(100)
EXTERNAL PJL,TNATURAL,CGORDAN
PI=3.14159265358979323D0
PG=PI/180.0D0
INDICE DE REFRACCION DE LA HEMATITA PARA LAMBDA =488 nm
MR =(2.32D0,0.36D0)
DO I=1,20

WRITE (*,%)
END DO
WRITE (*,*) °* BIENVENIDO AL PROGRAMA®
WRITE (*,%) * ========c===============’

WRITE (*,*) "ESTE PROGRAMA CALCULA LOS COEFICIENTES DE SCATTERING’
WRITE (*,*) "PARA UN CONJUNTO DE PARTICULAS AXISIMETRICAS’

WRITE (*,*) 'SEGUN EL FORMALISMO OPERATIVO DE MISHCHENKO’

WRITE (%,%)

WRITE (*,*) "ELUA UN VALOR DEL PARAMETRO DE PRECISION DELTA’
WRITE (*,*) *(1): DELTA = 0.01 (ALTA VELOCIDAD)’

WRITE (*,*) ’(2): DELTA = 0.001 (ALTA PRECISION)’
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WRITE (*,*) *(3): DELTA A ELECCION DEL USUARIO’
WRITE (*,*) *(4): SIN PARAMETRO. INTRODUCCION MANUAL DE NMAX Y NGAUSS’
READ (*,*) DE
IF(DE.NE.1.AND.DE.NE.2.AND.DE.NE.3.AND.DE.NE.4) GO TO 10
IF(DE.EQ.1) DELTA=1.0D-2
IF(DE.EQ.2) DELTA=1.0D-3
IF(DE.EQ.3) THEN
WRITE (*,*) "ENTRE EL VALOR DE DELTA:’
READ (*,*) DELTA
IF(DELTA.LE.0) GO TO 20
END IF
IF(DE.EQ.4) THEN
WRITE (*,*) *ENTRE EL VALOR DE NIMAX’
READ (*,*) NIMAX
WRITE (*,*) "ENTRE EL VALOR DE N2MAX’
READ (*,*) N2MAX
IF(N2MAX.GT.NIMAX) N2MAX =NIMAX
WRITE (*,*) "ENTRE EL VALOR DE NGAUSS’
READ (*,*) NGAUSS
END IF
WRITE (*,*) "POR FAVOR, ENTRE LA MODALIDAD DE CALCULO:’
WRITE (*,*) *(1) TURBIDEZ vs. LAMBDA'
WRITE (*,*) ’(2) INTENSIDAD vs. ANGULO’
READ (*,*) OPCION
IF(OPCION.NE.1.AND.OPCION.NE.2) GO TO 30
IF(OPCION.EQ.2) GO TO 40

LONDA(1)=200.0D0

LONDA(2)=220.0D0

LONDA(3)=240.0D0

LONDA(4)=260.0D0

LONDA(5)=280.0D0

LONDA(6)=300.0D0

LONDA(7)=320.0D0

TEXP(1)=11.8091D0

TEXP(2)=9.9425D0

TEXP(3)=8.0073D0

TEXP(4)=6.4055D0

TEXP(5)=5.2763D0

TEXP(6)=4.3696D0

TEXP(7)=3.6817D0

NTOPE=7

WRITE (*,*) "AHORA, ENTRE LOS DATOS DE DIAMETROS A ENSAYAR:’
WRITE (*,*) ’ENTRE EL VALOR MENOR DE Deq(nm)’
READ (*,*) RT1

WRITE (*,*) ’ENTRE EL VALOR MAYOR DE Deq(am)’
READ (*,*) RT2

WRITE (*,*) "ENTRE EL VALOR DEL INCREMENTO DE Deq(nm)’
READ (*,*) RT3

WRITE (*,*) "ENTRE EL VALOR MENOR DE A/B’
READ (*,*) EPS1

WRITE (*,*) "ENTRE EL VALOR MAYOR DE A/B’
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READ (*,*) EPS2

WRITE (*,*) ’ENTRE EL VALOR DEL INCREMENTO DE A/B’
READ (*,*) EPS3

PE=1.0D9

DO RT=RT1,RT2,RT3

DO EPS=EPS1,EPS2,EPS3

PC=0.0D0

DO N=1,NTOPE

NOCON=0

INDICES DE REFRACCION DEL POLIESTIRENO Y EL AGUA

NR=1.324D0+3046.0D0/(LONDA(N)*LONDA(N))
MR =(1.5683D0+10087.0D0/(LONDA(N)*LONDA(N)))/NR
KE=RT*PI*NR/LONDA(N)
KB=KE*(EPS**(-2.0D0/3.0D0))
KA=KB*EPS
IF(DE.EQ.4) THEN

NOCON = 1000000*N1MAX + 10000*N2MAX + NGAUSS

CALL TNATURAL(MR,KA,KB,NIMAX,N2MAX,NGAUSS,CEXT,CSCA,T)
ELSE

CALL PJL(MR,KA,KB,DELTA,CEXT,CSCA,T,NOCON,NIMAX,N2MAX)
END IF
TTEO(N)=LONDA(N)*LONDA(N)*CEXT/(2.0D0*PI*NR*1.0D0)
TTEO(N)=TTEO(N)*3.0D0/(4.0DO*PI*RT*RT*RT)
TTEO(N)=TTEO(N)*1.0D7
NOCE(N)=NOCON
PC=PC +(1TTEO(N)/TTEO(1))/(TEXP(N)/TEXP(1)))**2

END DO
IF(PC.GT.PE) THEN

ELSE

END IF

WRITE (*,*) *CONTINUANDO’,REAL(RT),REAL(EPS),PC

PE=PC
RM=RT
EM=EPS
WRITE (*,*) "MEJOR VALOR’,REAL(RT),REAL(EPS),PC
DO N=2,NTOPE
TC(N)=TTEONN)/TTEO(1)
NOCC(N)=NOCE(N)
END DO
TC(1)=1.0D0
NOCC(1)=NOCE(1)

CONTINUE
END DO

CONTINUE

END DO

WRITE (*,%)

WRITE (*,*) *EL MEJOR VALOR HA CORRESPONDIDO A:’
WRITE (*,*) *Req(nm),EPS’, REAL(RM),REAL(EM)

WRITE (*,*) "N, TAUexp, TAUteo,NOCON’

DO N=1,NTOPE

WRITE (*,*) N,REAL(TEXP(N)/TEXP(1)),REAL(TC(N)),NOCC(N)

END DO

WRITE

(*,*) 'PARAMETRO DE AJUSTE:’,PE

WRITE (*,*) "FIN DEL CALCULO DE TURBIDEZ’
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GO TO 1000
CONTINUE

WRITE (*,*) ’AHORA, INTRODUZCA EL RANGO DE DIAMETROS A ENSAYAR:’
WRITE (*,*) "ENTRE EL VALOR MENOR DE KReq’
WRITE (*,*) *(Req ES EL RADIO DE LA ESFERA DE VOLUMEN EQUIVALENTEY’
READ (*,*) KE1
WRITE (*,*) "ENTRE EL VALOR MAYOR DE KReq’
READ (*,*) KE2
WRITE (*,*) "ENTRE EL VALOR DEL INCREMENTO EN KReq’
READ (*,*) KE3
WRITE (*,*) "ENTRE EL VALOR MENOR DEL COCIENTE KA/KB’
READ (*,*) EPS1
WRITE (*,*) "ENTRE EL VALOR MAYOR DEL COCIENTE KA/KB’
READ (*,*) EPS2
WRITE (*,*) "ENTRE EL VALOR DEL INCREMENTO DE KA/KB’
READ (*,*) EPS3
PE=1.0D6
DO KE=KE1,KE2,KE3
DO EPS=EPS1,EPS2,EPS3
NOCON=0
KB =KE*(EPS*¥(-2.0D0/3.0D0))
KA=KB*EPS
IF(DE.EQ.4) THEN
CALL TNATURAL (MR,KA,KB,NIMAX,N2MAX,NGAUSS,CEXT,CSCA,T)
NOCON = 1000*NGAUSS + 1000000*N2MA X + 100000000*N1MAX
ELSE
CALL PJL(MR,KA,KB,DELTA,CEXT,CSCA,T,NOCON,NIMAX,N2MAX)
END IF
FINALIZADO EL CALCULO DE LA MATRIZ T
===== SUBRUTINA DE COEFICIENTES DE CLEBSCH-GORDAN =====
CASO 3: EL NUEVO N2MAX ES MAYOR QUE EL ANTERIOR
IF(NX.LT.N2MAX.AND.NX.NE.0) GO TO 180
CASO 1: EL NUEVO N2MAX ES MENOR QUE EL ANTERIOR
IF(NX.GE.N2MAX.AND.NX.NE.0) GO TO 290

CASO 2: PRIMER CALCULO DE CLEBSCH-GORDAN
IF(NX.EQ.0) THEN
DO 170 IAJ=1,N2MAX
AJ=DBLE(IAJ)
DO 160 IBJ=0,N2MAX +N2MAX
BJ=DBLE(IBJ)
DO 150 ICT=MAX(1,ABS(IAJ-IBJ)), MIN(N2MAX,IAJ +IBJ)
CJ=DBLE(ICY)
IF(MOD((TAJ +1BJ +1CJ),2).EQ.0) THEN
CALL CGORDAN(AJ,BJ,CJ,0,0,0,CG)
CLI(AJ,BJ +1,CJ,1)=CG
ELSE
CLI1(AJ,BJ+1,CJ,1)=0.0D0
END IF
DO 130 IAM=1,N2MAX
AM=DBLE(IAM)
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BM=0.0D0
CALL CGORDAN(AJ,BJ,CJ,AM,BM,AM +BM,CG)
CL1(AJ,BJ+1,CJ,AM + 1)=CG

130  CONTINUE

DO 140 IAM=-N2MAX,N2MAX
AM=DBLE(JAM)
IF(IAM.GE.0) THEN
CZ=2*AM+1.0D0
ELSE
CZ=-2*AM
END IF
BM=2.0D0
CALL CGORDAN(AJ,BJ,CJ,AM,BM,AM +BM,CG)
CL2(AJ,BJ +1,CJ,CZ)=CG
BM=1.0D0-AM
CALL CGORDAN(AJ,BJ,CJ,AM,BM,AM +BM,CG)
CL3(AJ,BJ +1,CJ,CZ)=CG

140  CONTINUE

150  CONTINUE

160  CONTINUE

170 CONTINUE

NX=N2MAX

GO TO 290

END IF
180  CONTINUE

C CASO 3: EL NUEVO N2ZMAX ES MAYOR QUE EL ANTERIOR

. IF(NX.LT.N2MAX) THEN
C SUBRUTINA a
TAJ=NX+1
AJ=DBLE(IAJ)
DO 210 IBJ=0,NX +NX+2
BJ=DBLE(IBJ)
DO 200 ICJ=MAX(1,ABS(IAJ-IBJ)), MIN(NX +1,IAJ +IBJ)
CIJ=DBLE(ICY)
DO 190 IAM=-(NX+1),NX+1
AM=DBLE(IAM)
IF(IAM.GE.0) THEN
CZ=2.0D0*AM +1.0D0
BM=0.0D0

CALL CGORDAN(AJ,BJ,CJ,AM,BM,AM +BM, CG)

CL1(AJ,BJ+1,CJ,AM +1)=CG
ELSE
CZ=-2.0D0*AM
END IF
BM=2.0D0
CALL CGORDAN(AJ,BJ,CJ,AM,BM,AM +BM,CG)
CL2(Al],BJ+1,C),CZ)=CG
BM=1.0D0-AM
CALL CGORDAN(AJ,BJ,CJ,AM,BM,AM +BM, CG)
CL3(AJ,BJ+1,0),CZ)=CG
190 CONTINUE
200 CONTINUE
210 CONTINUE
DO 280 IAT=1,NX
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AJ=DBLE(IAJ)
SUBRUTINA b
DO 240 IBJ=NX+NX+1,NX +NX+2
BJ=DBLE(IBJ)
DO 230 ICJ=1,NX+1
CJ=DBLE(CYJ)
DO 220 IAM=-(NX+1),NX+1
AM=DBLE(IAM)
IF(IAM.GE.0) THEN
CZ=2*AM +1.0D0
BM=0.0D0
CALL CGORDAN(AJ,BJ,CJ,AM,BM,AM +BM,CG)
CL1(AJ,BJ+1,CJ,AM +1)=CG
ELSE
CZ=-2*AM
END IF
BM=2.0D0
CALL CGORDAN(AJ,BJ,CJ,AM,BM,AM +BM,CG)
CL2(AJ,BJ+1,CJ,CZ)=CG
BM=1.0D0-AM
CALL CGORDAN(AJ,BJ,CJ,AM,BM,AM +BM,CG)
CL3(AJ,BJ+1,CJ,CZ)=CG
CONTINUE
CONTINUE
CONTINUE
DO 270 IBJ=0,NX +NX
BJ=DBLE(IB])
SUBRUTINA ¢
ICI=NX+1
CJ=DBLE(ICY)
DO 250 IAM =-(NX+1),NX +1
AM=DBLE(IAM)
IF(IAM.GE.0) THEN
CZ=2.0D0*AM +1.0D0
BM=0.0D0
CALL CGORDAN(AJ,BJ,CJ,AM,BM,AM +BM,CG)
CL1(AJ,BJ+1,CJ,AM +1)=CG
ELSE
CZ=-2.0D0*AM
END IF
BM =2.0D0
CALL CGORDAN(AJ,BJ,CJ,AM,BM,AM +BM,CG)
CL2(AJ,BJ+1,CJ,CZ)=CG
BM=1.0D0-AM
CALL CGORDAN(AJ,BJ,CJ,AM,BM,AM +BM,CG)
CL3(AJ,BJ +1,CJ,CZ)=CG
CONTINUE
SUBRUTINA d
DO 260 ICJ=1,NX
CJ=DBLE(ICY)
IAM=-(NX+1)
AM=DBLE(IAM)
CZ=-2.0D0*AM
BM=2.0D0
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CALL CGORDAN(AJ,BJ,CJ,AM,BM,AM +BM,CG)

CL2(AJ,BJ+1,CJ,CZ)=CG

BM=1.0D0-AM

CALL CGORDAN(AJ,BJ,CJ,AM,BM,AM +BM,CG)

CL3(AJ,BJ+1,C),CZ)=CG

IAM=NX+1

AM=DBLE(IAM)

CZ=2.0D0*AM +1.0D0

BM=0.0D0

CALL CGORDAN(AJ,BJ,CJ,AM,BM,AM +BM,CG)

CL1(AJ,BJ+1,CJ,AM +1)=CG

BM=2.0D0

CALL CGORDAN(AJ,BJ,CJ,AM,BM,AM +BM,CG)

CL2(AJ,BJ+1,CJ,CZ)=CG

BM=1.0D0-AM

CALL CGORDAN(AJ,BJ,CJ,AM,BM,AM +BM,CG)

CL3(AJ,BJ+1,C3,CZ)=CG

CONTINUE
CONTINUE
CONTINUE
NX=NX+1
GO TO 180
END IF
SALIDA DEL BUCLE DE CLEBSCH-GORDAN
CONTINUE
TERMINADO EL PROCESO DE C-G
= = = = = TERMINADO PROCESO DE COEFICIENTES C-G = = = = =
CALCULO DE LOS PARAMETROS DE DESARROLLO
PRIMERA PARTE: CALCULO DE LOS Bmnn’
DO 340 M=-N2MAX,N2MAX
DO 330 N=1,N2MAX
DO 320 N1=ABS(M-1),N2MAX +N2MAX
BX1(N,N1,M +N2MAX +1)=0.0D0
BX2(N,N1,M +N2MAX+1)=0.0D0
DO 310 NPR=MAX(1,ABS(N-N1)), MIN(N +N1,N2MAX)
IF(MOD((N +N1+NPR),2).EQ.0) THEN

AX1(N,NPR,N1)=CLI1(N,N1+1,NPR,1)*(T(N,NPR, 1)+ T(N+N1IMAX,
NPR +N1MAX, 1))*0.5D0

AX2(N,NPR,N1)=CL1(N,N1+ 1,NPR, 1)*(T(N,NPR,1)-T(N + NIMAX,
NPR +N1MAX, 1))*0.5D0

ELSE

AX1(N,NPR,N1)=0.0D0

AX2(N,NPR,N1)=0.0D0

END IF
DO 300 M1=1,MIN(N,NPR)

IF(MOD((N +N1+NPR),2).EQ.0) THEN
TA(1)=T(N,NPR,M1+1)+T(N +NIMAX,NPR +NIMAX,M1+1)
TAQ)=T(N,NPR,M1+1)-T(N+NIMAX,NPR+NIMAX,M1+1)

ELSE
TA(1)=T(N,NPR +NIMAX,M1+1)+T(N+NIMAX,NPR,M1+1)
TA2)=T(N,NPR +NIMAX,M1+1)-T(N+NIMAX,NPR,M1+1)

END IF

AX1(N,NPR,N1)=AX1(N,NPR,N1)+1.0DO*TA(1)*CL1(N,N1+1,NPR,M1+1)

AX2(N,NPR,N1)=AX2(N,NPR,N1) + 1.0DO*TA(2)*CL1(N,N1+1,NPR,M1+1)
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300 CONTINUE
IF(M.GE.0) THEN
CZ=2*M+1
ELSE
CZ=-2*M
END IF
CT=2.0D0%(0.0D0, 1.0D0)**(NPR-N)/DSQRT(2.0DO*NPR +1.0D0)
AX1(N,NPR,N1)=AX1(N,NPR,N1)*CT
AX2(N,NPR,N1)=AX2(N,NPR,N1)*CT
BX1(N,N1,M +N2MAX +1)=BX1(N,N1,M+N2MAX + 1)+ CL3(N,N1+1,NPR,CZ)*
* AX1(N,NPR,N1)
BX2(N,N1,M+N2MAX +1)=BX2(N,N1,M +N2MAX +1) + CL3(N,N1 + 1,NPR,CZ)*
* AX2(N,NPR,N1)
310 CONTINUE
320 CONTINUE
330  CONTINUE
340  CONTINUE
DO 410 S=0,N2MAX +N2MAX
G1(S+1)=0.0D0
G2(S+1)=0.0D0
G3(S+1)=0.0D0
G4(S+1)=0.0D0
G5(S+1)=0.0D0
DO 400 N=1,N2MAX
DO 390 NSO=MAX(1,ABS(N-S)), N2MAX
Z1=0.0D0
72=0.0D0
Z3=0.0D0
Z4=0.0D0
Z5=0.0D0
DO 360 M =-MIN(N,NSO), MIN(N,NSO)
D1(N,NSO,M +N2MAX +1)=0.0D0
D2(N,NSO,M+N2MAX +1)=0.0D0
DO 350 N1=ABS(M-1),N2MAX +N2MAX
DN=2.0D0*N1+1.0D0
D1(N,NSO,M+N2MAX +1)=D1(N,NSO,M + N2MAX + 1)+ DN*

* BX1(N,N1,M+N2MAX +1)*DCONJG(BX1(NSO,N1,M +N2MAX +1))
D2(N,NSO,M +N2MAX +1)=D2(N,NSO,M +N2MAX + 1) + DN*
* BX2(N,N1,M+N2MAX +1)*DCONJG(BX2(NSO,N1,M +N2MAX +1))

350  CONTINUE
IF(M.LT.0) THEN
IF(MOD((N +$-NS0),2).EQ.0) THEN
Z1=Z1+CL1(N,S +1,NSO,-M + 1)*D1(N,NSO,M + N2MAX + 1)
Z2=72+CLI1(N,S +1,NSO,-M + 1)*D2(N,NSO,M + N2MAX + 1)
ELSE
Z1=Z1-CL1(N,S+1,NSO,-M + 1)*D1(N,NSO,M + N2MAX +1)
Z2=272-CL1(N,S+1,NSO,-M + 1)*D2(N,NSO,M +N2MAX +1)
END IF
ELSE
Z1=Z1+CL1(N,S+1,NSO,M +1)*D1(N,NSO,M+N2MAX +1)
Z2=272+CLI(N,S+1,NSO,M +1)*D2(N,NSO,M +N2MAX +1)
END IF
360  CONTINUE
e LOS COEFICIENTES QUE POSTERIORMENTE SE DEFINIRAN COMO D1 Y D2
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C NO SON LOS MISMOS QUE LOS ANTERIORMENTE UTILIZADOS, SIMPLEMENTE
C SE VUELVEN A EMPLEAR POR MOTIVOS DE AHORRO DE MEMORIA
DO 380 M=MAX(-N,-NSO+2),MIN(N,NSO +2)
D3(N,NSO,M +N2MAX +1)=0.0D0
D1(N,NSO,M+N2MAX+1)=0.0D0
D2(N,NSO,M +N2MAX +1)=0.0D0
DO 370 N1=ABS(M-1),N2MAX +N2MAX
DN=2.0D0*N1+1.0D0
D3(N,NSO,M +N2MAX +1)=D3(N,NSO,M +N2MAX + 1) + DN*

* BX1(N,N1,M+N2MAX +1)*DCONJG(BX1(NSO,N1,2-M +N2MAX +1))
DI(N,NSO,M +N2MAX +1)=D1(N,NSO,M +N2MAX +1) +DN*

* BX2(N,N1,M +N2MAX +1)*DCONJG(BX2(NSO,N1,2-M +N2MAX +1))
D2(N,NSO,M +N2MAX +1)=D2(N,NSO,M + N2MAX + 1) + DN*

* BX2(N,N1,M+N2MAX+1)*DCONJG(BX1(NSO,N1,2-M + N2MAX + 1))

370  CONTINUE
IF (M.LE.0) THEN
CZ=-2*M+1
ELSE
CZ=2*M
END IF
Z3=73+CL2(N,S +1,NSO,CZ)*D3(N,NSO,M +N2MAX + 1)
Z4=74+CL2(N,S+1,NSO,CZ)*D1(N,NSO,M +N2MAX + 1)
Z5=75+CL2(N,S +1,NSO,CZ)*D2(N,NSO,M + N2MAX +1)
380  CONTINUE
H=DSQRT((2.0DO*N + 1.0D0)/(2.0DO*NSO + 1.0D0))*(2.0D0*S + 1.0D0)/(2*CSCA)
IF(MOD((N +NSO-§),2).EQ.0) THEN
G2(S+1)=G2(S+ 1)+ H*Z2*CL1(N,S + 1,NSO,1+1)
G4(S +1)=G4(S + 1) + H*Z4*CL2(N, S + 1,NSO,?2)
ELSE
G2(S +1)=G2(S+1)-H*Z2*CLI(N,S+1,NSO,1 +1)
GA4(S+1)=G4(S+1)-H*Z4*CL2(N,S + 1,NSO,2)
END IF
G3(S+1)=G3(S+1) + H*CL2(N,S + 1,NSO,2)*Z3
G1(S+1)=G1(S+1)+H*CLI(N,S+1,NSO,1+1)*Z1
G5(S+1)=G5(S+1)-H*CL1(N,S + 1,NSO, 1 + 1)*Z5
390  CONTINUE
400  CONTINUE
AP1(S+1)=DREAL(GI(S+1)+G2(S+1))
AP2(S+1)=DREAL(G3(S+1) +G4(S +1))
AP3(S+1)=DREAL(G3(S + 1)-G4(S + 1))
AP4(S+1)=DREAL(G1(S+1)-G2(S+1))
BP1(S +1)=2.0DO*DREAL(G5(S +1))
BP2(S +1)=2.0D0*DIMAG(G5(S +1))
XM =MAX(AP1(S+1),AP2(S+1),AP3(S +1),AP4(S+1),BP1(S+1),BP2(S + 1))*1000
IF(XM.LT.DELTA) GO TO 420
410  CONTINUE
420  CONTINUE
C FINALIZADO EL CALCULO DE LOS COEFICIENTES DE DESARROLLO
C CALCULO DE LOS COEFICIENTES DEPENDIENTES DEL ANGULO
ANG(1)=74.0D0
ANG(2)=78.0D0
ANG(3)=80.0D0
ANG(4)=81.0D0
ANG(5)=84.0D0
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AE2(1)=0.80D0
AE2(2)=0.88D0
AE2(3)=0.96D0
AE2(4)=0.95D0
AE2(5)=0.94D0
NTOPE=5
PC=0.0D0
DO N=1,NTOPE
ANG(N)=ANG(N)*PG
SENTH =DSIN(ANG(N))
COSTH=DCOS(ANG(N))
PX1(1,N)=COSTH
PX1(2,N)=(3.0D0*COSTH*COSTH-1.0D0)/2.0D0
PX2(1,N)=0.0D0
PX2(2,N)=-SENTH*SENTH*DSQRT(0.375D0)
PX3(1,N)=0.0D0
PX3(2,N)=(1+COSTH)*(1 + COSTH)/4.0D0
PX4(1,N)=0.0D0
PX4(2,N)=(1-COSTH)*(1-COSTH)/4.0D0
A1(N)=API1(1)+AP1(2)*PX1(1,N) + AP1(3)*PX1(2,N)
A4(N)=AP4(1) + AP4(2)*PX1(1,N) + AP4(3)*PX1(2,N)
A2(N)=(AP2(3)*(PX3(2,N) + PX4(2,N)) + AP3(3)*(PX3(2,N)-PX4(2,N)))/2.0D0
A3(N)=(AP2(3)*(PX3(2,N)-PX4(2,N)) + AP3(3)*(PX3(2,N) + PX4(2,N)))/2.0D0
B1(N)=BP1(3)*PX2(2,N)
B2(N)=BP2(3)*PX2(2,N)
DO $=3,N2MAX +N2MAX
PX1(S,N)=(2.0D0*S-1.0D0)*COSTH*PX 1(S-1,N)~(S-1.0D0)*PX 1(S-2,N)
PX1(S,N)=PX1(S,N)/S
PX2(S,N)=(2.0D0*S-1.0D0)*COSTH*PX2(S-1,N)
PX2(S,N)=PX2(S,N)-DSQRT((S-1.0D0)*(S-1.0D0)4.0D0)*PX2(S-2,N)
PX2(S,N)=PX2(S,N)/DSQRT(S*S-4.0D0)
PX3(S,N)=(2.0D0*S-1.0D0)*(S*(S-1.0D0)*COSTH-4.0DO0)*PX3(S-1,N)
PX3(S,N) =PX3(S,N)-S*((S-1.0D0)*(S-1.0D0)-4.0D0)*PX3(S-2,N)
PX3(S,N)=PX3(S,N)/((S-1.0D0)*(5*S-4.0D0))
PXA4(S,N)=(2.0D0*S-1.0D0)*(S*(S-1.0D0)*COSTH +4.0D0)*PX4(S-1,N)
PX4(S,N)=PX4(S,N)-S*((S-1.0D0)*(S-1.0D0)-4.0D0)*PX4(S-2,N)
PX4(S,N)=PX4(S,N)/((S-1.0D0)*(S*S-4.0D0))
AI(N)=AI(N)+AP1(S+ 1)*PX1(S,N)
A2(N)=A2(N) +(AP2(S + 1)*(PX3(S,N) + PX4(S,N)) + AP3(S + 1)*(PX3(S,N)-
PX4(S,N)))/2.0D0
A3(N)=A3(N) + (AP2(S + 1)*(PX3(S,N)-PX4(S,N)) + AP3(S + 1)*(PX3(S,N) +
PX4(S,N)))/2.0D0
A4(N)=A4(N) + AP4(S + 1)*PX1(S,N)
B1(N)=B1(N)+BP1(S+ 1)*PX2(S,N)
B2(N)=B2(N) + BP2(S + 1)*PX2(S,N)
END DO
COMPROBACIONES DE LA EXACTITUD DE LOS CALCULOS CON DESIGUALDADES
FALLOS(1)=(A1(N)+ A2(N))*(A1(N) + A2(N))-(A3(N) + A4(N))*(A3(N) + A4(N))
FALLOS(1)=FALLOS(1)~4*B1(N)*B1(N)-4*B2(N)*B2(N)
FALLOS(2)=A1(N)-A2(N)-ABS(A3(N)-A4(N))
FALLOS(3)=A1(N)+BI1(N)-ABS(B1(N) + A2(N))
FALLOS(4)=A1(N)-B1(N)-ABS(B1(N)-A2(N))
DPRIMA =DELTA/100
IF(FALLOS(1).LT.(-DPRIMA)) WRITE (*,*) 'PRUEBA 1 NO SUPERADA’,FALLOS(1)
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IF(FALLOS(2).LT.(-DPRIMA)) WRITE (*,*) 'PRUEBA 2 NO SUPERADA’,FALLOS(2)
IF(FALLOS(3).LT.(-DPRIMA)) WRITE (*,*) 'PRUEBA 3 NO SUPERADA’,FALLOS(3)
IF(FALLOS(4).LT.(-DPRIMA)) WRITE (*,*) 'PRUEBA 4 NO SUPERADA’,FALLOS(4)
END DO
DO N=1,NTOPE

PC=PC+(«(BI(N)/A1(N))-AE2(N))**2
END DO
IF(PC.GT.PE) THEN

WRITE (*,*) *CONTINUANDO’,REAL(KE),REAL(EPS),PC,NOCON
ELSE

PE=PC

KM=KE

EM=EPS

NOCE(1)=NOCON

WRITE (*,*) "MEJOR VALOR’,REAL(KE),REAL(EPS),PC,NOCON

DO S=1,NTOPE

GM12(S)=-B1(S)/A1(S)
END DO

C ===== FIN DEL CALCULO DE COEFICIENTES DE EXPANSION =====
C FIN DEL BUCLE DE KA
END DO
C FIN DEL BUCLE DE KB
END DO
WRITE (*,*) ’EL MEJOR VALOR HA CORRESPONDIDO A:’
WRITE (*,*) ’KR,EPS,AJUSTE=",REAL(KM),REAL(EM),REAL(PE)
WRITE (*,*) "VALORES TEORICOS Y EXPERIMENTALES:’
WRITE (*,*) *S,F12,F33,F22’
DO S=1,NTOPE
WRITE (*,*) S,REAL(ANG(S)*180.0D0/PI),REAL(GM12(S))
END DO
WRITE (*,*) REAL(KM),REAL(EM),NOCON
WRITE (*,*%) 'PARAMETRO DE AJUSTE=",PE,NOCE(1)
WRITE (*,*) "FIN DEL CALCULO DE INTENSIDADES’
1000 CONTINUE
WRITE (*,*) "FIN DEL PROGRAMA’
WRITE (*,*)
WRITE (*,*)
WRITE (*,%)* !!'!SAYONARA, BABY!!!
END

oNoNoNoNY!

SUBRUTINA DE CONVERGENCIA EN NIMAX,N2MAX,NGAUSS
SUBROUTINE PJL(MR,KA,KB,DELTA,CEXT,CSCA,T,NOCON,NIMAX,N2MAX)
DOUBLE PRECISION KA,KB,KE,CEXT,CSCA,C1(30),C2(30),K1,K2,K3,K4,K5,K6
DOUBLE PRECISION DELTA

INTEGER NMAX,NIMAX,N2MAX,NGAUSS,ML,NOCON

COMPLEX*16 MR, T(44,44,23)

EXTERNAL TNATURAL

C ========== CONVERGENCIA EN NIMAX ==========
KE=(KA*KA*KB)**(1.0D0/3.0D0)

NMAX =MIN(IDNINT(KE +4.0D0*(KE*¥(1.0D0/3.0D0))), 15)



30

40

50

4. Programa MATRIZT

NGAUSS=NMAX*4
ML=0
CALL TNATURAL(MR,KA,KB,NMAX,ML,NGAUSS,CEXT,CSCA,T)
C1(NMAX)=CEXT
C2(NMAX)=CSCA
K3=1000.0D0
K4=1000.0D0
K1=100.0D0
K2=100.0D0
NMAX=NMAX +1
NGAUSS=NMAX*4
CALL TNATURAL(MR,KA,KB,NMAX,ML,NGAUSS,CEXT,CSCA,T)
C1(NMAX)=CEXT
C2(NMAX)=CSCA
K5=K3
K6=K4
K3=Kl
K4=K2
K1=DABS(1-C1(NMAX-1)/C1(NMAX))
K2=DABS(1-C2(NMAX-1)/C2(NMAX))
IF(MAX(K1,K2).GT.MAX(K3,K4)). AND.(MAX(K3,K4).GT.MAX(K5,K6))) THEN
NMAX=NMAX-2
NGAUSS=NGAUSS-8
NOCON =100
GO TO 40
END IF
IF(MAX(K1,K2).GT.DELTA/10) GO TO 30
IF(NMAX.EQ.22) THEN
NOCON=100
GO TO 40
END IF
CONTINUE
NIMAX=NMAX
========== CONVERGENCIA EN N2MAX ==========
N2MAX =MIN(IDNINT(KE), 15)-1
N2MAX=N2MAX +1
IF(N2MAX.GT.16) THEN
N2MAX=16
NOCON=NOCON +10
GO TO 60
END IF
K1=DABS(1-CI(N2MAX)/C1(NIMAX))
K2=DABS(1-C2(N2MAX)/C2(NIMAX))
IF(MAX(K1,K2).GT.DELTA/10) GO TO 50
CONTINUE

NMAX=NIMAX

ML=0

NGAUSS=NMAX*4

CALL TNATURAL(MR,KA,KB,NMAX,ML,NGAUSS,CEXT,CSCA,T)
K3=1000.0D0

K4=1000.0D0

K1=100.0D0

K2=100.0D0
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C1(1)=CEXT

C2(1)=CSCA

NGAUSS=NGAUSS +4

CALL TNATURAL(MR,KA,KB,NMAX,ML,NGAUSS,CEXT,CSCA,T)

K5=K3

K6=K4

K3=Kl1

K4=K2

K1=DABS(1-C1(1)/CEXT)

K2=DABS(1-C2(1)/CSCA)

IF(MAX(K1,K2).GT.MAX(K3,K4)). AND.(MAX(K3,K4).GT.MAX(K5,K6))) THEN
NGAUSS=NGAUSS-8
NOCON=NOCON +1
CALL TNATURAL(MR,KA,KB,NIMAX,N2MAX,NGAUSS,CEXT,CSCA,T)
GO TO 80

END IF

IF(MAX(K1,K2).GT.DELTA/10) GO TO 70

CALL TNATURAL(MR,KA,KB,NIMAX,N2MAX,NGAUSS,CEXT,CSCA,T)

CONTINUE

NOCON =INT(1000*NGAUSS + 1000000*N2MAX + 100000000*N IMAX) + NOCON

RETURN

END

SUBRUTINA PARA CALCULO DE LA MATRIZ T NATURAL
SUBROUTINE TNATURAL(MR,KA,KB,NMAX,ML,NGAUSS,CEXT,CSCA,T)
DOUBLE PRECISION SENTH,COSTH,POLEG(50),KA,KB
DOUBLE PRECISION JR(30), YR(50),JJ(50),QA,F(100),11
DOUBLE PRECISION 12,13,14,DERI, THETA, WTSEN, DESEN
COMPLEX*16 A(44,44,23),B(44,44,23),T(44,44,23)
COMPLEX*16 JC(50),HA(50),QZ,BJ(50),QY,ZA,ZB,ZC
COMPLEX*16 IA,IB,1Z,ZD,ZE,ZF,ZR,AC,MKR,BC(50)
COMPLEX*16 XC(50),GM2,MR,CCX,MD
DOUBLE PRECISION PLKR,JA,JZ,IPJ
DOUBLE PRECISION C1(30),C2(30),KAYUDA,P,CEXT,CSCA
DOUBLE PRECISION GM,FR(50),IK,IP,JP
INTEGER YI,M,LJ,IREL,JREL, TBRUCLE
INTEGER N,DELTA,L,MTOPE,R,NMAX,ML,NGAUSS,SIM
DIMENSION RX(200),RW(200)
EXTERNAL HANKEL,LEGENDRE,GAUSSJORDAN,GAUSS
PI=3.14159256358979D0
SUBRUTINA DE CUADRATURA DE GAUSS
CALL GAUSS(NGAUSS,RX,RW)
CALCULO DE RAICES CUADRADAS DE FACTORIALES
FR(0)=1.0D0
FR(1)=1.0D0
FR(2)=DSQRT(2.0D0)
DO 1=3,50

IK=REAL(T)

FR(@I)=FR(I-1)*DSQRT(IK)
END DO
MD=MR*MR
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BUCLE DE M (PARAMETRO ACIMUTAL) Y DE THETA (ANGULO)
DO 40 M=0,ML
IF(M.EQ.0) THEN
MTOPE=1
ELSE
MTOPE=M
END IF
R=M+1
N=NMAX-MTOPE +1
DO 30 TBUCLE=1,NGAUSS
THETA =RX(TBUCLE)
SENTH=DSIN(THETA)
COSTH=DCOS(THETA)
WTSEN =RW(TBUCLE)*SENTH
CALL LEGENDRE (SENTH,COSTH,M,NMAX,POLEG)
= === SI LA PARTICULA TIENE SIMETRIA ECUATORIAL, HAGA SIM=1
ESFEROIDE ALARGADO (PROLADO)
SIM=1
KR =KA/DSQRT(SENTH*SENTH +(COSTH*KA/KB)**2.0D0)
DERI=SENTH*COSTH*((KA*KA/(KB*KB))-1.0D0)*KR*KR*KR
DERI=DERI/(KA*KA)
MKR=MR*KR
CALL HANKEL(KR,NMAX,HA)
CALL BESSEL(MKR,NMAX,BC)
DESEN=DERI*SENTH
DO 20 I=MTOPE,NMAX
IREL=I-MTOPE +1
IZ=HA( + 1)*WTSEN
IA=HA(I)/HA(I+1)
JZ=DREAL(1Z)
JA=DREAL(HA(I))/DREAL(HA(I +1))
IP=I*1+1.0D0)
DO 10 I=MTOPE,NMAX
JREL=J-MTOPE +1
IB=MR*BC(J)/BC(J +1)

AVISO: PARA VALORES ELEVADOS DE M, LOS POLINOMIOS DE LEGENDRE

SE DISPARAN. POR ESO, SE CALCULAN DIVIDIDOS POR FACTORIALES
11=POLEG( + 1)/FR(I+M)
11=11*POLEG(J + 1)/FR(J + M)
12=POLEG( + 1)/FR(I+M)
12=12*POLEG(J)/FR( + M)
13=POLEG(I)/FR(I + M)
13=I3*POLEG( + 1)/FR(J + M)
14=POLEG(I)/FR(I+M)

-14=I4*POLEG(J)/FR(J+M)

JP=J%J +1.0D0)
IPJ=I*J/KR

CORRECCION SEGUN EL ARTICULO DE TSANG ET AL.
GM=DSQRT((I+1I+ 1.0D0)*(J +J +1.0D0)/(IP*IP))
IF(MOD(M,2).NE.0) GM=-GM
GM=GM*0.5DO*FR(J-M)*FR(I-M)
GM2=(0.0D0,1.0D0)*GM
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CALCULO DE LOS TERMINOS L+ml, I+mL Y PRIMAS PARA i+j=IMPAR O SIM=0

IF((SIM.EQ.1.AND.MOD((I1+1]),2).NE.0).OR.SIM.NE.1) THEN
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SI M=0, EL TERMINO VALE CERO
IF(M.NE.0) THEN
ZA=KR*(1.0D0+IA*IB)-J*|A-I*IB +IPJ

ZB =(I+J)*COSTH*I 1-(I + M)*[3-(J + M)*I2
ZC=I1*(IP*B +JP*A-IPJ*(I +J +2.0D0))*DESEN
ZR=ZC+(JA-JA)*IP*I 1 *DESEN

ZA=ZA+(JA-IA)*(KR*IB-J)
B(JREL,N +IREL,R)=B(JREL,N +IREL,R)-M*JZ*BC(J + 1)*(KR*ZA*ZB + ZR)*GM
========L+ml ==============
ZA=KR*(MD +IA*IB)-J*[A-I*IB +IPJ
A(N+JREL,IREL,R)=A(N +JREL,IREL,R)-IZ*BC(J + 1) *(KR*ZA*ZB + ZC)*
M*GM/MR
s=======(L+ml) ===========
ZA=KR*(MD +JA*IB)-J*JA-I*IB +IPJ
B(N+JREL,IREL,R)=B(N +JREL,IREL,R)-JZ*BC(J + 1)(KR*ZA*ZB + ZR)*
M*GM/MR
END IF
END IF
IF((SIM.EQ.1.AND.MOD((I +J),2).EQ.0).OR.SIM.NE. 1) THEN
CALCULO DE LOS TERMINOS J+mK, K+mJ Y PRIMAS PARA I1+J=PAR O SIM=1
ZD=KR*(IB-MD*IA)+MD*-J )
ZE=~(I*COSTH*(J + M)*I2 + J*(I+ M)*COSTH*I3-(1+ M)*(J + M)*I4)
+11*(M*M +1*J*COSTH*COSTH)
ZF =JP*(I*COSTH*11-(I+M)*I3)-MD*IP*(J*COSTH*I1-(J + M)*12)
ZF =ZF*DESEN
========J+mK ==============
A(N+JREL,N +IREL,R)=A(N +JREL,N +IREL,R) +I1Z*BC(J + 1)*(KR*ZD*ZE + ZF)*
GM2/MR
========(+mK) ===========
ZD =KR*(IB-MD*JA) + MD*I-J
B(N+JREL,N+IREL,R)=B(N+JREL,N +IREL,R)+JZ*BC(J + 1)*(KR*ZD*ZE + ZF)*
GM2/MR
ZD=KR*(IB-IA) +1-J
ZF =JP*[I*COSTH*1-(I + M)*13)-IP*(J*COSTH*[1-( + M)*12)
ZF =ZF*DESEN
A(JREL,IREL,R)=A(REL,IREL,R) +1Z*BC(J + 1)*(KR*ZD*ZE + ZF)*GM2
======== (K+mJ) ===========
ZD=KR*(IB-JA) +1-J
BUREL,IREL,R)=B(JREL,IREL,R) +JZ*BC(J + 1)*(KR*ZD*ZE + ZF)*GM2
END IF
FIN DEL BUCLE J
CONTINUE
FIN DEL BUCLE 1
CONTINUE
FIN DEL BUCLE TBUCLE
CONTINUE
FIN DEL BUCLE M
CONTINUE
CALL GAUSSJORDAN (A,B,NMAX,ML)
PUESTA A CERO PREVIA DE LA MATRIZ T
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DO M=0,NMAX

DO J=1,NMAX +NMAX

DO I=1,NMAX+NMAX
IF(T(,J,M+1).NE.0) T(I,J,M +1)=(0.0D0,0.0D0)

END DO

END DO

END DO

TRASPOSICION DE LA MATRIZ Y DESCOMPRESION

DO M=0,ML

IF (M.EQ.0) THEN
MTOPE=1

ELSE
MTOPE=M

END IF

N=NMAX-MTOPE +1

DO I=1,N

DO J=1,N
IREL=I+MTOPE-1
JREL=J + MTOPE-1
TAREL,JREL,M+1)=-B(J,[,M +1)
TAREL +NMAX,JREL,M + 1)=-B(J,1+N,M+1)
T(IREL,JREL +NMAX,M +1)=-B(J +N,LM +1)
T(REL +NMAX,JREL +NMAX,M + 1)=-BJ +N,I+N,M +1)
A(,I,M +1)=(0.0D0,0.0D0)
B(J,I,M +1)=(0.0D0,0.0D0)
AQJ,I+N,M +1)=(0.0D0,0.0D0)
B(J,1+N,M+1)=(0.0D0,0.0D0)
A(J+N,L,M+1)=(0.0D0,0.0D0)
B(J+N,I,M+1)=(0.0D0,0.0D0)
A(+N,I1+N,M+1)=(0.0D0,0.0D0)
B(J+N,I+N,M + 1)=(0.0D0,0.0D0)

END DO

END DO

END DO

CONTINUE

CALCULO DE SECCIONES EFICACES DE EXTINCION Y SCATTERING

CSCA=0.0D0

CEXT=0.0D0

CCX =(0.0D0,0.0D0)

IF(ML.GT.0) GO TO 100

DO I=1,NMAX
CSCA=CSCA +(I+I+1.0D0)*(CDABS(T(,],1))*CDABS(T(,1,1)) +

CDABS(T(I+NMAX,I+NMAX, 1))*CDABS(T(I+NMAX,I+NMAX, 1)))

CCX=CCX +( +1+1.0D0)*(T(LL, 1)+ T +NMAX,I + NMAX, 1))

END DO

GO TO 110

CONTINUE

DO M=0,NMAX

DO I=1,NMAX

DO J=1,NMAX

DO M=0,MIN({,J)

IF (M.EQ.0) THEN
DELTA=1.0D0

ELSE
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DELTA=2.0D0
END IF
KAYUDA =(CDABS(T(I,J,M + 1)))*(CDABS(T(I,J;M + 1)))
KAYUDA=KAYUDA +(CDABS(T(I+NMAX,J,M + 1)))*(CDABS(T(I + NMAX,J,M + 1))
KAYUDA=KAYUDA +(CDABS(T(I,J + NMAX,M + 1)))*(CDABS(T(I,] + NMAX,M + 1)))
KAYUDA =KAYUDA +(CDABS(T(I+NMAX,J + NMAX,M + 1)))*(CDABS(T(I+ NMAX,
* J+NMAX,M+1)))

CSCA=CSCA +DELTA*KAYUDA
KAYUDA =(0.0D0,0.0D0)
END DO
END DO

"END DO
DO I=1,NMAX
DO M=1,]
CCX=CCX+2.0D0*(T(I,I,M+ 1)+ T(I+NMAX,I+NMAX,M + 1))
END DO
CCX=CCX+(T(1,1)+TI+NMAX,I+NMAX, 1))
END DO

110  CONTINUE

CEXT=-DREAL(CCX)
RETURN
END

SUBRUTINA DE CALCULO DE LAS FUNCIONES DE BESSEL, ARGUMENTO COMPLEJO
SE HA AUMENTADO EL INDICE EN UNA UNIDAD. ASI, BESSEL(n)=BC(n+1)
SUBROUTINE BESSEL(MKR,NMAX,BC)
INTEGER T,N1
COMPLEX*16 QB,BC(50),MKR,XC(50),XZ,BZ
N1=NMAX+15
XC(N1)=(0.0D0,0.0D0)
XC(N1-1)=(1.0D-35,0.0D0)
DO T=N1-2,1,-1
XC(T)=(T+T +3.0D0)*XC(T + 1)/MKR-XC(T +2)
END DO
XZ=3.0D0*XC(1)/MKR-XC(2)
BZ=CDSIN(MKR)/MKR
QB=BZ/XZ
BC(1)=XZ*QB
DO T=2,NMAX+1
BC(T)=XC(T-1)*QB
END DO
CONTINUE
RETURN
END

sNoNoNoNoNoNe!
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SUBRUTINA DE CALCULO DE LAS FUNCIONES DE HANKEL DE ARGUMENTO REAL
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SE HA AUMENTADO EL INDICE EN UNA UNIDAD. ASI, HANKEL(n)=HA(n+1)
SUBROUTINE HANKEL(KR,NMAX,HA)
DOUBLE PRECISION QA,JJ(50),YR(50),KR,JZ,YZ
INTEGER T,N1
COMPLEX*16 HA(50)
N1=NMAX+15
JI(N1)=0.0D0
JI(N1-1)=1.0D-35
DO T=N1-2,1,-1
JI(T)=(T+T+3.0D0)*JJ(T + 1)/KR-II(T +2)
WRITE (*,*) T,JJ(T),KR
END DO
JZ=3.0D0*JJ(1)/KR-JI(2)
QA=(DSIN(KR)/KR)/JZ
YR(1)=-DCOS(KR)/KR
YR(2)=(YR(1)-DSIN(KR))/KR
HA(1)=DCMPLX((DSIN(KR)/KR), YR(1))
HA(2)=DCMPLX(JJ(1)*QA, YR(2))
DO T=2,NMAX+1
YR(T +1)=(T+T-1.0D0)*YR(T)/KR-YR(T-1)
HA(T + 1)=DCMPLX(JXT)*QA, YR(T +1))
END DO
CONTINUE
RETURN
END

SUBRUTINA DE CALCULO DE LAS FUNCIONES ASOCIADAS DE LEGENDRE
SUBROUTINE LEGENDRE (SENTH,COSTH,M,NMAX,POLEG)
INTEGER TL,MM
DOUBLE PRECISION SENTH,COSTH,POLEG(50)
INTEGER NC
CASO 1: SEN(THETA)=0 Y M DISTINTO DE 1
IF(SENTH.EQ.0.AND.M.NE.1) THEN
DO TI=0,NMAX
POLEG(TI+1)=0.0D0
END DO
RETURN
CASO 2: SEN(THETA)=0 Y M=1
ELSE IF(SENTH.EQ.0.AND.M.EQ.1) THEN
POLEG(2)=1.0D0
POLEG(3)=3.0D0
DO TI=3,NMAX
POLEG(TI + 1)=(TI+TI-1.0D0)*COSTH*POLEG(TI-1 + 1)
POLEG(TI + 1)=POLEG(TI + 1)-(M +TI-1.0D0)*POLEG(TI-2 + 1)
POLEG(TI + 1)=POLEG(TI + 1)/(TI-M)
END DO
RETURN
CASO 3: SEN(THETA) DIST CERO Y M=0
ELSE IF(M.EQ.0) THEN
POLEG(1)=1.0DO/SENTH
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POLEG(2)=COSTH/SENTH

POLEG(3)=(3.0D0*COSTH*COSTH-1.0D0)/(2.0D0O*SENTH)

DO TI=3,NMAX
POLEG(TI+1)=(TI+TI-1.0D0)*COSTH*POLEG(TI-1+1)
POLEG(TI+1)=POLEG(TI+ 1)-(M +TI-1.0D0)*POLEG(TI-2 + 1)
POLEG(TI + 1)=POLEG(TI + 1)/(TI-M)

END DO

RETURN

CASO 4: SEN(THETA) DIST CERO Y M DIST CERO
ELSE

POLEG(M +1)=1.0D0

DO TI=0,M-1
POLEG(TI+1)=0.0D0
POLEG(M + 1)=POLEG(M + 1)*(TI+M + 1)*SENTH/2.0D0
POLEG(M + 1)=POLEG(M + 1)*(TI+TI +1.0D0)*SENTH

END DO

POLEG(M +1)=POLEG(M + 1)/SENTH

DO TI=M+1,NMAX
POLEG(TI+ 1)=(TI+TI-1.0D0)*COSTH*POLEG(TI-1+1)
POLEG(TI+ 1)=POLEG(TI + 1)-(M +TI-1.0D0)*POLEG(TI-2 + 1)
POLEG(TI+1)=POLEG(TI+ 1)/(TI-M)

END DO

RETURN

END IF
CONTINUE
END

SUBRUTINA DE MULTIPLICACION-INVERSION DE MATRICES
MEDIANTE EL METODO DE GAUSS-JORDAN
ESTA SUBRUTINA EFECTUA LA OPERACION MATRICIAL At(-1)*Bt
ESTO ES: EL INVERSO DEL TRASPUESTO DE LA MATRIZ A
MULTIPLICADO POR EL TRASPUESTO DE LA MATRIZ B
EL RESULTADO SE ALMACENA EN LA MATRIZ T
REFERENCIA: "LIGHT SCATTERING BY PARTICLES: COMPUTATIONAL
METHODS" P.W. BARBER, S.C. HILL, PP. 177-178
SUBROUTINE GAUSSJORDAN (A,B,NMAX,ML)
COMPLEX*16 A(44,44,23),B(44,44,23), AUMAX,ARAT
INTEGER NP,NI,NJ, JMAX,K,LS(50), NQ,NMAX
DO NP=0,ML
NQ=NMAX+NMAX+2-(NP+NP)
IF (NP.EQ.0) THEN
NQ=NMAX+NMAX
END IF
DQO 960 NI=1,NQ
AIJMAX=ANILI1,NP+1)
JIMAX=1
DO 910 NJ=2,NQ
IF (ABS(A(NI,NJ,NP +1)).GT.ABS(AIJMAX)) THEN
AUMAX=A(NLNJ,NP+1)
JMAX=NJ
END IF
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CONTINUE
WRITE (*,*) NMAX,NP,NI, AUMAX
DO 920 NJ=1,NQ
A(NLNJ,NP +1)=A(NI,NJ,NP + 1)/AUMAX
B(NI,NJ,NP +1)=B(NI,NJ,NP + 1)/AUMAX
CONTINUE
DO 950 K=1,NQ
IF(K.NE.NI) THEN
ARAT=-A(K,JMAX,NP+1)
DO 930 NJ=1,NQ
IF(ABS(A(NI,NJ,NP+1)).GT.0.0) THEN
A(K,NJ,NP +1)=ARAT*A(NI,NJ,NP+1)+A(K,NJ,NP+1)
END IF
CONTINUE
A(K,JMAX,NP+1)=0.0
DO 940 NJ=1,NQ
IF(ABS(B(NI,NJ,NP + 1)).GT.0.0) THEN
B(K,NJ,NP+1)= ARAT*B(NI,NJ,NP+1)+B(K,NJ,NP +1)
END IF
CONTINUE
END IF
CONTINUE
LSUMAX)=NI
CONTINUE
DO 990 NI=1,NQ
K=NI
K=LS(K)
IF (K.LT.NI) GO TO 970
IF (K.GT.0) THEN
DO 980 NJ=1,NQ
ARAT=B(NI,NJ,NP+1)
B(NI,NJ,NP+1)=B(K,NJ,NP+1)
B(K,NJ,NP+1)=ARAT
CONTINUE
END IF
CONTINUE
END DO
CONTINUE
END

SUBRUTINA DE CALCULO DE LOS PESOS Y ABSCISAS EN LA
INTEGRACION DE GAUSS

REFERENCIA :"LIGHT SCATTERING BY PARTICLES: COMPUTATIONAL
METHODS", P.W. BARBER Y S.C. HILL, PP. 172-173

SUBROUTINE GAUSS(NGAUSS,RX,RW)

DIMENSION RX(NGAUSS),RW(NGAUSS)

DOUBLE PRECISION CN,CNN1,APPFCT,CON1,CON2,B,BISQ,BFROOT,XI,X
DOUBLE PRECISION PM1,PM2,RN,AUX,DER1P,DER2P,RATIO,PROD
INTEGER NDIV2,NP1,NM1,NM2,IN

DATA PI,CONST,TOL/3.14159265358979D0,0.148678816357D0,1.0D-7/

DATA C1,C2,C3,C4/0.125D0,~0.0807291666D0,0.2460286458D0,-1.824438767D0/
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IF(NGAUSS.EQ.1) THEN
RX(1)=0.5773502692D0
RW(1)=1.0D0
RETURN
END IF
CN=REAL(NGAUSS)
NDIV2=NGAUSS/2
NP1=NGAUSS +1
CNN1=CN*(CN +1.0D0)
APPFCT=1.0DO/DSQRT((CN +0.5D0)**2 + CONST)
CON1=0.5D0*PI
CON2=0.5D0*PI
DO 1030 K=1,NDIV2
B=(REAL(K)-0.25D0)*PI
BISQ=1.0D0/B**2
BFROOT =B*(1.0D0+ BISQ*(C1 + BISQ*(C2 + BISQ*(C3+ C4*BISQ))))
XI=DCOS(APPFCT*BFROOT)
X=XI
PM2=1.0D0
PM1=X
DO 1020 IN=2,NGAUSS
RN=REAL(IN)
P=((2.0DO*RN-1.0D0)*X*PM 1-(RN-1.0D0)*PM2)/RN
PM2=PM1
PM1=P
CONTINUE
PM1=PM2
AUX=1.0D0/(1.0D0-X**2)
DERIP=CN*(PM1-X*P)*AUX
DER2P=(2.0D0*X*DERIP-CNN1*P)*AUX
RATIO=P/DER1P
XI=X-RATIO*(1.0D0+RATIO*DER2P/(2.0DO*DER1P))
IF(ABS(XI-X).GT.TOL) GO TO 1010
RX(K)=-XI
RW(K)=2.0D0*(1.0D0-XT**2)/(CN*PM1)*+2
RX(NP1-K)=-RX(K)
RW(NP1-K)=RW(K)
CONTINUE
IF(MOD(NGAUSS,2).NE.0) THEN
RX(NDIV2+1)=0.0D0
NM1=NGAUSS-1
NM2=NGAUSS-2
PROD=CN
DO 1040 K=1,NM2,2
PROD=PROD*REAL(NM1-K)/REAL(N-K)
CONTINUE
RW(NDIV2 +1)=2.0D0/PROD**2
END IF
DO 1050 K=1,NGAUSS
RX(K)=CON1*RX(K)+ CON2
RW(K)=CON1*RW(K)
CONTINUE
RETURN
END
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4. Programa MATRIZT 201

SUBRUTINA DE CALCULO DE LOS COEFICIENTES DE CLEBSCH-GORDAN
CREADA ORIGINALMENTE POR KYOTAKA SIMIZU.CHUS
PARA CALCULOS DE COEFICIENTES TRES-JOTA
Y CEDIDA POR EL PROFESOR LALLENA EL 28-JULIO-1.993
MODIFICACIONES ADICIONALES: ARTURO QUIRANTES SIERRA
SUBROUTINE CGORDAN(AI,BJ,CJ,AM,BM,CM,CG)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
DIMENSION Q(100,100)
DOUBLE PRECISION CG
DOUBLE PRECISION AJ,BJ,CJ,AM,BM,CM
INTEGER ZZ
2Z=MAX(2*AJ+1,2*BJ+1,2*CJ+1,AT+BJ+CJ,AJ+ AM,BJ+BM,CI +CM) +2
DO 21=1,ZZ
Q(I,1=1.D0
QUI,D=1.D0
CONTINUE
DO 31=2,ZZ-1
DO 3 K=2,]
QI +1,K)=Q(,K-1)+Q(I,K)
CONTINUE
CG=0.D0
JA=AJ+AM+1.01D0
MA=AJ-AM +1.01D0
JB=BJ+BM+1.01D0
MB=BJ-BM +1.01D0
JC=CJ+CM+1.01D0O
MC=CJ-CM+1.01D0
LA=BJ+CJ-AJ+1.01D0
LB=CJ+AJ-BJ+1.01D0
LC=AJ+BIJ-CJ+1.01D0
LT=AJ+BJ+CJ+1.01D0
D=DABS(AM +BM-CM)-0.01D0
IF (D) 10,10,20
LD=MINO(JA,JB,JC,MA,MB,MC,LA,LB,LC)
IF (LD) 20,20,30
JA2=AJ+AJ+AM +AM
JB2=BJ+BJ+BM+BM
JC2=CJ+CJ-CM-CM
12=JA2+JB2+JC2-JA2/2*2-1B2/2%2-JC2/2*2
IF (12) 20,40,20
FN=Q(UA+MA-1,LC)/Q(LT,JC+MC-1)
FN=FN*Q(B+MB-1,LC)/Q(LT +1,2)
FN=FN/QUJA+MA-1,JA)
FN=FN/Q(UJB+MB-1,]B)
FN=FN/QUJC+MC-1,IC)
K0=MAX(0,LC-JA,LC-MB)+1
K1=MIN(LC,MA,JB)
X=0.D0
DO 50 K=KO0,K1
X=-X-Q(LC,K)*Q(LB,MA-K +1)*Q(LA,JB-K+1)



202 Apéndice: Programas de cdilculo.

50 CONTINUE
IP=K1+LB+JC
P=1-2*(IP-IP/2*2)
CG=P*X*DSQRT(FN)
C HASTA AQUI, CG ES UN COEFICIENTE 3-] DE WIGNER
C A CONTINUACION, SE TRANSFORMARA EN UN COEFICIENTE DE CLEBSCH-GORDAN
CG = CG*DSQRT(2*CJ + 1)*(-1)**IDNINT(AJ-BJ-CM)
20 CONTINUE
RETURN
END






