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Introduccion

Las funciones spline constituyen en la actualidad una herramienta bédsica en la teoria
de aproximacién. Desde su introduccién en la década de los cuarenta del siglo pasado
hasta la actualidad han ido ocupando parcelas cada vez més amplias, tanto cientificas
como técnicas. Baste citar los dominios de la ingenierfa, del tratamiento de la
imagen en medicina y de la senal en las telecomunicaciones, la sintesis e imdgenes
por ordenador...

Un problema bésico en el que juegan un papel fundamental es la aproximacion
de datos empiricos y de funciones de una y varias variables. La construccién de
aproximantes spline puede llevarse a cabo de muy diversas formas, entre las que las
més conocidas son la interpolacién y el ajuste por minimos cuadrados. La interpo-
lacién es una técnica muy empleada, aunque requiere la resolucién de sistemas de
ecuaciones lineales, lo que la hace muy costosa computacionalmente. Esto es espe-
cialmente evidente cuando se aplica en varias variables. Lo mismo puede decirse de
la aproximacién por minimos cuadrados. Las técnicas de quasi-interpolacién spline
surgen con el dnimo de conseguir buenos aproximantes con un coste moderado. El
procesamiento en tiempo real de gran cantidad de datos requiere que el aproximante
spline sea construido conforme se dispone de la informacién, por lo que es necesario
disenar métodos de tipo local que, ademds, tengan un alto orden de aproximacién.

Los quasi-interpolantes spline ocupan un lugar importante en este campo. El
estudio en una variable y con nodos uniformemente espaciados se remonta a los
trabajos de I. J. Schoenberg, quien consideré como quasi-interpolantes series B-
spline en cuyos coeficientes intervienen valores de funcién o derivadas. El siguiente
paso fue la utilizacién de nodos no uniformemente espaciados, siendo numerosos los
autores que han construido quasi-interpolantes univariados en el caso no uniforme,
basados en B-splines sobre particiones no uniformes, en la utilizaciéon de valores de
funcién o derivadas y en la exigencia de que el operador construido sea exacto sobre
un espacio de polinomios o sobre la totalidad del espacio de splines.

Al mismo tiempo se plantea la necesidad de definir quasi-interpolantes multivari-
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iv Introduccion

ados. En el caso de particiones regulares, el papel del B-spline univariado pasa a ser
desempenado por el box-spline o, en general, por B-splines (funciones polinémicas
a trozos, de soporte compacto). Los datos que se emplean son valores de funcién,
de derivadas parciales o de valores integrales.

En esta memoria se estudian diversos problemas relativos a la construccién de
quasi-interpolantes B-spline discretos en una y dos variables, a los que se exige,
entre otras cosas, que sean exactos en el mayor espacio de polinomios contenido en
el espacio de funciones spline en el que se trabaja.

El capitulo 1 se centra en la construccién de quasi-interpolantes discretos (qid)
simétricos a partir del B-spline de orden par con nodos simples, M,,,exactos en el
espacio de los polinomios de grado menor o igual que 2m-1. Son de la forma

Qf:ZAi(f)M%n('_i)v

i€Z
donde .
M) =aof Q)+ a; (Fi+5)+F(E—3)),
j=1
siendo ag, ay, ..., a,, n > m, coeficientes que proporcionan la exactitud de @ en el

espacio Py, 1 de los polinomios de grado menor o igual que 2m — 1. Como el error
de quasi-interpolacién se acota de forma estdndar haciendo uso de la preservacion
de Py,,_1, y en la acotacién interviene la norma infinito del operador de quasi-
interpolacion, es natural plantearse construir el quasi-interpolante de norma infinito
minima. Dada la dificultad de minimizar la norma, se recurre a minimizar una cota
de la misma.

Se prueba que el problema de minimizacién considerado tiene solucién, propor-
cionando lo que se denomina quasi-interpolantes de norma (infinito) casi minima.
Cuando la forma lineal coeficiente del qgid usa los nodos del soporte del B-spline,
caracteriza la soluciéon del problema, dando explicitamente la solucién cuando el
grado del B-spline es moderado.

En el capitulo 2 se aborda la construccién de gid de norma casi minima con-
siderando particiones no uniformes de la recta real. En primer lugar, se plantea
un problema general de construccién en el que intervienen B-splines de grado par
y formas lineales coeficientes definidas a partir de abscisas de Greville. Bajo la
hipétesis de que la particién no uniforme verifique una condicién con un determi-
nado significado geométrico (que se cumple en el caso uniforme) y de que la forma
lineal coeficiente emplee cinco abscisas de Greville, prueba la existencia de dichos
qid cuadréticos de norma casi minima. Ademsds, se acota uniformemente la norma
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Introduccion v

infinito del operador de quasi-interpolacién construido. La técnica desarrollada en
el caso cuadrético se extiende, a continuacién, al B-spline cibico (no uniforme),
obteniendo resultados similares. En particular, se consigue acotar uniformemente la
norma del operador, con una cota mas pequena que la obtenida en el caso cuadratico.

La extensioén a dos variables del problema planteado en el capitulo 1 se desarrolla
en el capitulo 3. Los B-splines que se emplea son box-splines sobre redes regulares
tridireccionales y cuatridireccionales (no equildteras) del plano. En lo que respecta
a la red tridireccional, se plantea el problema de minimizacién, en el que juegan
un papel importante la exactitud en el mayor espacio de polinomios contenido en
el espacio engendrado por las trasladadas enteras del box-spline y la estructura
hexagonal de los coeficientes de la forma lineal A\; que interviene en este caso. Se
establece la existencia de solucién del problema, que resulta ser equivalente a un
problema de programacion lineal. En general, el problema no tiene solucién unica,
como se prueba considerando el box-spline de grado siete y clase cuatro. Se analiza
detalladamente el caso cudrtico de clase dos, probando que se tiene la unicidad
cualquiera que sea la sucesién hexagonal de coeficientes. Se obtiene una sucesion
de operadores de quasi-interpolacién que converge en norma infinito al operador de
Schoenberg-Marsden. Se muestra, asimismo, que para grado bajo, los qid de norma
casi minima tienen menor norma infinito que los qid correspondientes que aparecen
en la literatura.

El problema comiin planteado en los capitulos 1 y 3 es la minimizacién de una
mayorante de la norma infinito del operador de quasi-interpolacién, y el objetivo es
construir gid con norma lo mas pequena posible. La acotacién estdndar del error
de quasi-interpolacién a partir de la preservacién del espacio de polinomios hace
que el gid produzca, en general, una cota de error mds pequena. Sin embargo, es
razonable pensar que mejores acotaciones del error (por ejemplo, para funciones
suficientemente regulares) puedan dar lugar a problemas con el objetivo especifico
de disminuir el error de quasi-interpolacién (no la norma infinito).

El capitulo 4 estudia este problema en su versién B-spline univariada. Tras
obtener una representacion integral adecuada del qid al que se imponen las condi-
ciones habituales de exactitud y simetria, se plantea un problema de minimizacién
especifico y se caracteriza la existencia de solucién. Se prueba que siempre ex-
iste solucién, y que, si las formas lineales coeficiente emplean sélo los nodos que
pertenecen al soporte del B-spline, entonces la solucién es tnica. Cada solucién
da lugar a lo que se denomina qid casi 6ptimo de Chebyshev. A continuacién se
compara el gid ctibico cldsico con el casi éptimo de Chebyshev obtenido, ponién-
dose de manifiesto la considerable disminucién de la constante que aparece en la
acotacién del error de quasi-interpolacién. Se piensa que un método similar en el
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caso bivariado puede proporcionar buenos resultados en comparacién con los qid
cldsicos.

El dltimo capitulo trata nuevamente el problema del error, pero desde una nueva
perspectiva. Una de las agradables caracteristicas de los quasi-interpolantes es su
cardcter local y se puede plantear la posibilidad de controlar localmente el error
cometido al utilizar un quasi-interpolante cibico cldsico, con lo que ello supone
de disminucién del coste computacional. El objetivo es aproximar la funcién que se
desee de modo que el error disminuya progresivamente sin estar obligados a computar
nuevamente el quasi-interpolante en toda la regién donde se aproxima. Se propone
un método inicial de control que se podria considerar natural, pero que, al usar una
funcién discontinua, produce un efecto no deseado. El quasi-interpolante construido
es nuevamente exacto en el espacio de las cibicas y coincide con el inicialmente
calculado en gran parte de de la regién donde ya estaba calculado. Se presentan dos
alternativas al procedimiento. La primera utiliza un gid cibico de norma casi minima
con el objetivo de amortiguar el fenémen indeseado que se producia. La segunda,
opta por evitar la intervencién de una funcién discontinua para controlar localmente
el error de quasi-interpolacién. Ambos procedimientos consiguen disminuir el error
y conservar parcialmente el quasi-interpolante construido en la etapa previa. En
base a las acotaciones que se establecen para los errores de quasi-interpolacién de
los nuevos qid se propone la utilizacién del método basado en el gid de norma casi
minima.

vi



Capitulo 1

Quasi-interpolantes spline
discretos univariados de norma
infinito casi minima sobre
particiones uniformes

La aproximacién de funciones o de datos empiricos es un problema muy frecuente, por lo
que las funciones spline en una y varias variables han encontrado numerosas aplicaciones
en todas las dreas de las ciencias y la tecnologifa. La construccién de tales aproximantes
spline puede llevarse a cabo de muy diversas formas, entre las que la interpolacién y el
ajuste por minimos cuadrados ocupan un lugar importante. El procesamiento en tiempo
real de grandes cantidades de datos exige, ademds, que el aproximante spline sea pro-
ducido conforme se dispone de la informacién y tenga un alto orden de aproximacién.
La interpolacién es una técnica muy empleada, aunque requiere la resolucién de sistemas
de ecuaciones lineales, lo que la hace muy costosa computacionalmente. Los métodos de
quasi-interpolacién spline son procedimientos locales de aproximacién de funciones o datos
discretos, lo que los hace interesantes en problemas practicos (ver, por ejemplo, [34] y[61],
sintesis de imdgenes por ordenador; [1], reconstruccién de funciones; [17] y [20], primera
etapa de un anélisis multirresolucién), ademéds de proporcionar nuevas técnicas para abor-
dar problemas cldsicos del anélisis numérico (ver, por ejemplo, [22], integracién numérica
y resolucién de ecuaciones integrales).
En [5] se construyen quasi-interpolantes (qi) del tipo

Qf = i (f) My,

1EZ

siendo M, j, el i-ésimo B-spline de orden k € N asociado a la sucesién de nodos ¢ := (t;);cz



2 Capitulo 1. Quasi-interpolantes spline discretos de norma casi mfnima

que cumple la condicién ¢; < ¢4 para todo i € Z, y A; una forma lineal que utiliza valores
de funcién o de derivada. En [35] se define otro método de quasi-interpolacién B-spline en
el que \; (f) utiliza valores de f en un esquema de diferencias divididas.

En estos casos el operador @ reproduce el espacio P;_; de polinomios de grado menor
o igual que k£ — 1 y proporciona orden de aproximacién 6ptimo.

Si A; (f) es una combinacién lineal finita de valores de f, esta propiedad de exactitud
en P;_; puede ser impuesta directamente para obtener los coeficientes de la combinacién
lineal (cf. [14]).

En [33] se considera una construccién general de qi B-spline univariados que reproducen
no el espacio de polinomios contenido en el espacio de splines sino todo el espacio de
funciones spline. De nuevo, la forma lineal coeficiente es una combinacién lineal de valores
de la funcién que se quasi-interpola.

Un proceso de construccién de quasi-interpolantes puede basarse, pues, en que

() Ai(f) use sdlo valores de f en puntos que pertenecen a un entorno del soporte de M; 4
¥

(b) @ reproduzca los polinomios del espacio spline.

Por otra parte, un argumento estdndar (ver, por ejemplo, [25], p. 144) muestra que
If —Qflle < 1+]Qlls) dist(f,S) donde S es el espacio reproducido. Es natural
plantearse la construccién de tal gi de modo que ||Q||,, sea minima (cf. [9], p. 73, [54]).

Como se ha indicado, una menor norma infinito implica una mejor cota del error de
quasi-interpolacién segin la desigualdad anterior. Nos planteamos en este capitulo la con-
struccién de qid sobre particiones uniformes de la recta real que verifiquen las propiedades
(a) y (b) enunciadas anteriormente y que minimicen la norma infinito del operador en un
sentido que se precisara.

El capitulo se estructura como sigue: en la primera seccién se construyen gid de norma
casi minima para B-splines de orden par, siendo los resultados andlogos para orden impar;
en la segunda, se detalla el caso ctibico por su interés préctico y por su utilizacién en el
capitulo 5 (los resultados para el B-spline quintico se incluyen en un anexo); en la tercera
seccién se analiza el problema cuando la forma lineal coeficiente del gid usa sélo los nodos
del soporte del B-spline, dando explicitamente la solucién cuando el grado del B-spline es
moderado.

1.1 Quasi-interpolantes discretos y B-splines de orden par

Sea M := My, el B-spline de orden par 2m, m > 2, con soporte [—m, m] centrado en el
origen (cf. [59]). Queremos construir operadores de quasi-interpolacién B-spline discretos,
@, que presenten las siguientes propiedades:



§1.1 Quasi-interpolantes discretos y B-splines de orden par 3

1. Son exactos en el espacio Ps,,,—1 de los polinomios de grado menor o igual que 2m—1;
es decir, @p = p para todo p € Py, ;.

2. Sus funciones fundamentales son simétricas respecto del origen; es decir, si @ se
representa como

Qf =) fEL(--1),

1EZ
entonces la funcién fundamental L cumple que L (—z) = L (z) para z € R.

3. La norma infinito del operador es casi minima, lo que significa que una determinada
cota superior de la norma infinito del operador @) es minima.

Para ello, sea n > m y consideremos el quasi-interpolante discreto (qid) @ := Qm.n
dado por la expresién

Qf = [aof D)+ a;(fFi+3)+f(E—4) | M(-—9). (1.1.1)
j=1

€L

Puede escribirse como

QF =) _f(&)L

1€EZ

donde la funcién fundamental L := L,, ,, estd definida por la igualdad

L=aoM+ aj(M(+j)+M(~3).
j=1

Es, evidentemente, simétrica respecto del origen.
La norma infinito de @ es la norma de Chebyshev de la funcién de Lebesgue A := Ay, 5,

dada por
A= "|L(--1)l,
1€Z

que es 1-periédica. Por tanto,

Qo = ko A(z) <v(a),

donde a = (agp, ay, . . . ,an)T Y

n
= Jao| +2_ lail. (1.1.2)
i=1



4 Capitulo 1. Quasi-interpolantes spline discretos de norma casi minima

En general, no es ficil determinar la norma infinito del operador discreto (1.1.1), por
lo que no plantearemos la construccién del operador de norma infinito mfnima. En su
lugar, determinaremos los coeficientes a que minimizan la cota superior v (a) de la norma
infinito de @, bajo las restricciones lineales impuestas por la exactitud de @ en Pa,,_1.

Para obtener éstas, recordemos cémo se expresan los monomios ey (z) := z*, 0 < k <
2m — 1, como combinaciones lineales de las trasladadas enteras de M (cf. [12], Teo. 6.2.1,
p. 464):

Proposicién 1.1.1 Para k=0,1,...,m — 1, se cumple que
S (2k)!
_ 2k—21 o
€op = jEEZ{ + lg 1 3k = 2l B(2L,2m) j }M( 7) (1.1.3)

(2k +1)! ;
eml:z{ 2’““+Z TP (B 2m ”}M(-—n (1.1.4)

JEZ

donde los valores 8 (21,2m) estdn dados por el desarrollo en serie de potencias

(g) -0 sy o

2 =0

con B(0,2m) = 1.

Nota 1.1.1 En [59] los coeficientes del desarrollo en serie (1.1.5) se motan 7§I2m) y se

indica que (—1)! 22 (2l)!fy§l2m) es un polinomio en m de grado l. Estos valores permiten
representar las funciones spline de grado menor o igual que 2m — 1 como series B-spline.
Por otra parte, en [12], Prop. 6.2.1, p. 464, se prueba que los coeficientes de dicho de-
sarrollo en serie de potencias estdn relacionados con los nimeros factoriales centrales (cf.
[12] y [13]), se reencuentra el resultado de Schoenberg (p. 466) y se establecen (Prop. 6.2.4,
p. 467) las igualdades (1.1.8)-(1.1.4). Ademds, si0 <1< m —1, se cumple que (cf. [12],
p. 469)

(2m —1-=2I)!
= ¢ 2m — 21
B (21,2m) @m—1) (2m,2m 1y
y, por consiguiente (cf. [12], Prop. 2.6, p. 431),
sgn B (21, 2m) = sgnt (2m, 2m — 21) = (—1)". (1.1.6)

En lo sucesivo, escribiremos [ en lugar de B (21,2m) si no hay lugar a confusién. En las
Tablas 1.1 y 1.2 se muestran algunos valores t (2m,2k) y B (21,2m), respectivamente.



§1.1 Quasi-interpolantes discretos y B-splines de orden par b
m

k|0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

011 0 0 0 0 0 0 0 0 0
110 1 -1 4 -36 576 —14400 518400 —25401600 1625702400
210 0 1 -5 49 —820 21076 —773136 38402064 —2483133696
310 0 0 1 -14 273 —7645 296296 —15291640 1017067024
410 0 0 0 1 —30 1023 —44473 2475473 —173721912
510 0 0 0 0 1 —55 3003 —191620 14739153
610 0 0 0 0 0 1 —-91 7462 —669188
710 0 0 0 0 0 0 1 —140 16422
810 O 0 0 0 0 0 0 1 —204
910 0 0 0 0 0 0 0 0 1

Tabla 1.1: Valores ¢ (2m, 2k) para 2 < m < 9.

Nota 1.1.2 En [54], p. 2-3, se parte de los quasi-interpolantes diferenciales proporciona-
dos por la representacion de las funciones spline como series B-spline para construir quasi-
interpolantes discretos, reemplazando las derivadas por diferencias finitas. Se da una rep-
resentacion de los qid obtenidos a partir de los nimeros factoriales centrales de primera
especie y de los operadores en diferencias finitas.

Una vez conocido cémo se expresan los monomios como combinaciones lineales de
traladadas del B-spline, establecemos las condiciones que deben cumplirse para que el
operador (1.1.1) deje fijos los monomios de grado par.

Proposicién 1.1.2 Para cada r < m — 1 el operador @ definido por (1.1.1) cumple que
Qeor = ear, k=0,1,...,7r, si y sdlo si

n
ap + 22%’ = 1
Z'__

. 1.3.7)
Zimai = % (2018, 1<I<r
i=1

DEMOSTRACION Para k=0,1,...,r se cumple que
Qezk = Y {aoj% +) a <(j + O+ (- i)%) } M(-—j).
JEZ i=1
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l
m | 0 1 2 o 4 ) 6 7 8
T
3|1 2
11
17 1
41l -3 ™
511 -5 13 _41 I
12 144 3024 630
611 =1 3L 139 479 B
2 240 6048 151200 2772
711 -z 0z _su s 5 1
2 10 8640 6480 79200 12012
g1 —2 4 _ 67 2413 _ 4201 266681 1
3 180 1260 259200 2993760 15135 12000 51480
9|1 _3 28 _ 757 2021 _ 4679 3739217 _ 63397 1
i 80 10080 134400 1900800 108972 86400 1513512000 218790
Tabla 1.2: Valores 8 (21,2m) para 2 < m < 9.
Como
2k 2%k
G+ G- =3 () (1+ (-2 2ot
=0
5 /2
_ 2k—21 ;21
=23 ()7
=0
podemos escribir
n k 2%k
_ 2k A 2k—1 ;2 .
Gen =3 faut+ 3023 ()t -
jez =1 1=0
n k o n
IZ{<GO+QZ%)§%+Z<2<2Z>Zi”az)fk‘?’}M(-—j)
JEZ =1 =1 =1
Por (1.1.3), Qegr = egy, siy sélo si
= I\ (2k)!
g 1, 2 o e R L
0T ;a—l’ (21);z %= G sah

de donde se deduce (1.1.7). O
La reproducciéon de los monomios de grado impar se sigue de la reproduccién de los de
grado par.



Capitulo 1

Quasi-interpolantes spline
discretos univariados de norma
infinito casi minima sobre
particiones uniformes

La aproximacién de funciones o de datos empiricos es un problema muy frecuente, por lo
que las funciones spline en una y varias variables han encontrado numerosas aplicaciones
en todas las dreas de las ciencias y la tecnologfa. La construccién de tales aproximantes
spline puede llevarse a cabo de muy diversas formas, entre las que la interpolacién y el
ajuste por minimos cuadrados ocupan un lugar importante. El procesamiento en tiempo
real de grandes cantidades de datos exige, ademds, que el aproximante spline sea pro-
ducido conforme se dispone de la informacién y tenga un alto orden de aproximacidn.
La interpolacién es una técnica muy empleada, aunque requiere la resolucién de sistemas
de ecuaciones lineales, lo que la hace muy costosa computacionalmente. Los métodos de
quasi-interpolacién spline son procedimientos locales de aproximacién de funciones o datos
discretos, lo que los hace interesantes en problemas précticos (ver, por ejemplo, [34] y[61],
sintesis de imédgenes por ordenador; [1], reconstruccién de funciones; [17] y [20], primera
etapa de un anélisis multirresolucién), ademds de proporcionar nuevas técnicas para abor-
dar problemas cldsicos del andlisis numeérico (ver, por ejemplo, [22], integracién numérica
y resolucién de ecuaciones integrales).
En [5] se construyen quasi-interpolantes (qgi) del tipo

Qf =Y _ X (f) Mig,

€L

siendo M; i el i-ésimo B-spline de orden k € N asociado a la sucesién de nodos t := ()¢5
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que cumple la condicién t; < t;1x para todo i € Z, y A\; una forma lineal que utiliza valores
de funcién o de derivada. En [35] se define otro método de quasi-interpolacién B-spline en
el que \; (f) utiliza valores de f en un esquema de diferencias divididas.

En estos casos el operador @ reproduce el espacio P;_; de polinomios de grado menor
o igual que k£ — 1 y proporciona orden de aproximacién 6ptimo.

Si A; (f) es una combinacién lineal finita de valores de f, esta propiedad de exactitud
en Px_; puede ser impuesta directamente para obtener los coeficientes de la combinacién
lineal (cf. [14]).

En [33] se considera una construccién general de qi B-spline univariados que reproducen
no el espacio de polinomios contenido en el espacio de splines sino todo el espacio de
funciones spline. De nuevo, la forma lineal coeficiente es una combinacién lineal de valores
de la funcién que se quasi-interpola.

Un proceso de construccién de quasi-interpolantes puede basarse, pues, en que

(a) i (f) use slo valores de f en puntos que pertenecen a un entorno del soporte de M,;
Y

(b) @ reproduzca los polinomios del espacio spline.

Por otra parte, un argumento estdndar (ver, por ejemplo, [25], p. 144) muestra que
If —Qflloe £ 14+ |Q|ls) dist(f,S) donde S es el espacio reproducido. Es natural
plantearse la construccién de tal qi de modo que ||Q||,, sea minima (cf. [9], p. 73, [54]).

Como se ha indicado, una menor norma infinito implica una mejor cota del error de
quasi-interpolacién segin la desigualdad anterior. Nos planteamos en este capitulo la con-
struccién de qid sobre particiones uniformes de la recta real que verifiquen las propiedades
(a) y (b) enunciadas anteriormente y que minimicen la norma infinito del operador en un
sentido que se precisard.

El capitulo se estructura como sigue: en la primera seccién se construyen qid de norma
casi minima para B-splines de orden par, siendo los resultados anédlogos para orden impar;
en la segunda, se detalla el caso cibico por su interés préctico y por su utilizacién en el
capitulo 5 (los resultados para el B-spline quintico se incluyen en un anexo); en la tercera
seccién se analiza el problema cuando la forma lineal coeficiente del gid usa sélo los nodos
del soporte del B-spline, dando explicitamente la solucién cuando el grado del B-spline es
moderado.

1.1 Quasi-interpolantes discretos y B-splines de orden par

Sea M := Mo, el B-spline de orden par 2m, m > 2, con soporte [—m, m] centrado en el
origen (cf. [59]). Queremos construir operadores de quasi-interpolacién B-spline discretos,
@, que presenten las siguientes propiedades:
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1. Son exactos en el espacio Py, 1 de los polinomios de grado menor o igual que 2m—1;
es decir, @p = p para todo p € Py, 1.

2. Sus funciones fundamentales son simétricas respecto del origen; es decir, si ) se
representa como

Qf =D FfOL(-1),

1EZ
entonces la funcién fundamental L cumple que L (—z) = L (z) para € R.

3. La norma infinito del operador es casi minima, lo que significa que una determinada
cota superior de la norma infinito del operador () es minima.

Para ello, sea n > m y consideremos el quasi-interpolante discreto (qid) @ := Qmn
dado por la expresién

Qf =>_ |aof )+ a5 (F(i+4)+f(i—5) | M(-—9). (1.1.1)

1EZ

Puede escribirse como

Qf =) _fEL(—-19),
1€EZ

donde la funcién fundamental L := L,, , estd definida por la igualdad

L=aoM+ ) aj(M(+j)+M(~3j).
j=1

Es, evidentemente, simétrica respecto del origen.
La norma infinito de @ es la norma de Chebyshev de la funcién de Lebesgue A := Ay, n,

dada por
A=Y IL(=i),
1€Z

que es 1-periédica. Por tanto,

— A <
1Qlloo b (z) <v(a),

donde a = (agp, a1, . .. ,an)T y

v(a) = lao| + 2 lai. (1.1.2)
=i
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En general, no es fécil determinar la norma infinito del operador discreto (1.1.1), por
lo que no plantearemos la construccién del operador de norma infinito minima. En su
lugar, determinaremos los coeficientes a que minimizan la cota superior v (a) de la norma
infinito de @, bajo las restricciones lineales impuestas por la exactitud de @ en Pa,,_1.

Para obtener éstas, recordemos c6mo se expresan los monomios ey (z) := z*, 0 < k <
2m — 1, como combinaciones lineales de las trasladadas enteras de M (cf. [12], Teo. 6.2.1,
p. 464):

Proposicién 1.1.1 Para k=0,1,...,m — 1, se cumple que
k
_ 2k—21 o
egk_z{ Y e 2 21 B (21,2m) j }M( 7) (1.1.3)
JEZ =1
k
(2k +1)!
— 2k+1 2l 92 2k+1—21 M(-—4 L
z{ N Tl FUCH IR

donde los valores B (21,2m) estdn dados por el desarrollo en serie de potencias

(2s:nz) i B (21,2m) u® (1.1.5)

2 1=0

con ((0,2m) = 1.

Nota 1.1.1 En [59] los coeficientes del desarrollo en serie (1.1.5) se notan "yélzm) y se

indica que (—1) 22 (2)! ’yélzm) es un polinomio en m de grado l. Estos valores permiten
representar las funciones spline de grado menor o igual que 2m — 1 como series B-spline.
Por otra parte, en [12], Prop. 6.2.1, p. /64, se prueba que los coeficientes de dicho de-
sarrollo en serie de potencias estdn relacionados con los nimeros factoriales centrales (cf.
[12] y [13]), se reencuentra el resultado de Schoenberg (p. 466) y se establecen (Prop. 6.2.4,
p. 467) las igualdades (1.1.8)-(1.1.4). Ademds, si0 <1 <m—1, se cumple que (cf. [12],
p- 469)

_(2m-—1-21)
B (2L,2m) = am—1) t(2m,2m — 21),
y, por consiguiente (cf. [12], Prop. 2.6, p. 431),
sgn B (21, 2m) = sgnt (2m, 2m — 21) = (—1)". (1.1.6)

En lo sucesivo, escribiremos f3; en lugar de 8 (21,2m) si no hay lugar a confusion. En las
Tablas 1.1 y 1.2 se muestran algunos valores t (2m, 2k) y B (21,2m), respectivamente.
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m

k|0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9

0|1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
110 1 -1 4 =36 576 —14400 518400 —25401600 1625702400
210 0 1 -5 49 —820 21076 —773136 38402064 —2483133696
310 0 0 1 —-14 273 —7645 296296 —15291640 1017067024
410 0 0 0 i -30 1023 —44473 2475473  —173721912
510 0 0 0 0 1 —55 3003 —191620 14739153
6|10 0 0 0 0 0 1 —-91 7462 —669188
710 0 0 0 0 0 0 1 —140 16422
810 O 0 0 0 0 0 0 1 —204
910 0 0 0 0 0 0 0 0 1

Tabla 1.1: Valores ¢ (2m, 2k) para 2 < m < 9.

Nota 1.1.2 En [54], p. 2-3, se parte de los quasi-interpolantes diferenciales proporciona-
dos por la representacion de las funciones spline como series B-spline para construir quasi-
interpolantes discretos, reemplazando las derivadas por diferencias finitas. Se da una rep-
resentacion de los qid obtenidos a partir de los nimeros factoriales centrales de primera
especie y de los operadores en diferencias finitas.

Una vez conocido cémo se expresan los monomios como combinaciones lineales de
traladadas del B-spline, establecemos las condiciones que deben cumplirse para que el
operador (1.1.1) deje fijos los monomios de grado par.

Proposicién 1.1.2 Para cada v < m — 1 el operador Q definido por (1.1.1) cumple que
Qeor = eop, k=0,1,...,7, si y sdlo si

n
ap + 22&1‘ =i
i_

o (1.1.7)
D ifai= F@)B, 11T
=1

DEMOSTRACION Para k=0,1,...,r se cumple que
Qe =Y {aoj% +>a (G+9)*+ G -9*) } M(-—3j).
JEZ i=1
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l
m | 0 1 2 3 4 ) 6 0 8
1
2|1 -3
1 1
311 -1 =m
1 7 L
411 -3 ™ o
5|11 —-& 13 Al 1
12 144 3024 630
611 —1 3L _ 139 479 1
2 240 6048 151200 2772
711 —1 311 37 59 1
12 40 8640 6480 79200 12012
gl1 _—2 4 67 2473 4201 266681 1
3 180 T 1260 259200 2993760 1513512000 51480
9|1 _3 28 _ 757 2021 4679 3739217 63397 i
4 80 10080 134400 1900800 108972 86400 1513512000 218790

Tabla 1.2: Valores 3 (2l,2m) para 2 < m < 9.

Como

G+ + (G — )2 }%(i’f)( 1)z> sy

=0
) -2k—21 2l

23

=0

~

T
[\)
oy

21

podemos escribir

k
Qen= 3 fanst 3> ()0t -
1=1

::Z:{(ao+22az> 2k+z<< )gi”ai)j%_”}M('—j)

Por (1.1.3), Qe = egy, si y sélo si

= (2k)!
—1s 2l —— I S R < | <
ao—{—Q;a_h, ( )Z 2k — 21)5 Ll <7

de donde se deduce (1.1.7). O
La reproduccién de los monomios de grado impar se sigue de la reproduccién de los de
grado par.
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Proposicién 1.1.3 Sea 0 < r < m — 1. Si Qegr = eg para 0 < k < r entonces
Q62T+1 = €2r41-

DEMOSTRACION  Se tiene que

Qezrs1 =) {aoj”“ 3w (G+)H G- 07) } M(-—j)

jez =
:Z{<a0+zzaz> 2r+1+Z< <2T+1) Z 2 ) 21— QI}M(._j)
jez
Por (1.1.7),

. a 27+1 " ,
Q€2r+1=Z{2+1+Z e ﬂ 2r+1— QZ}M(._j)_

JEZ

De (1.1.4) se deduce que Qeg,+1 = €9r41. O
Las dos proposiciones precedentes caracterizan los coeficientes que dan lugar a un
operador exacto.

Proposicién 1.1.4 El operador Q) dado por (1.1.1) es exacto en Py, si y sdlo si

ap —}—22&2 = 1

sza = 1218, 1<1<m-1

(1.1.8)

Sea V 1= Vppn = {a € R : g cumple (1.1.8)}. Construiremos quasi-interpolantes
B-spline discretos minimizando la cota v (a) del operador @ dado por (1.1.1) bajo las
restricciones (1.1.8); es decir, consideramos el siguiente problema de minimizacién:

Problema 1.1.5 Resolver Min{v(a), a € V}.

Definicién 1.1.6 Si a es solucion del Problema 1.1.5, entonces el correspondiente qid
dado por (1.1.1) se dice qid de norma casi minima relativo a n.

Resolviendo el sistema (1.1.8) en ag, @Gpn—m+2, - - ., n, hay constantes C; ; (dependientes
de n y m) tales que

n—m-+1
a; = a; — Z Cija5, 1€{0,mn—m+2,...,n}, (1.1.9)

J=1
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T st : .

donde (aa,a,’;*m P ,a;;) € R™ es la tnica solucién del sistema resultante al hacer

Gy = g = ver = Guemar = Det (1.1.8).

Sean a* = (as,O, 230 g0y Al g w5 % g 2aZ)T eRly §= {Ac iCc € R”“m“}, donde

Co,1 Co,2 viv s Con—m+1
A= 0 0 s 2
20n—m+2,1 2Cn-—m+2,2 Tt 20n—m+2,n—m+1
2071.,1 2Cn,2 e 2Cfn,'n—m—i—l

Por (1.1.9), resolver el Problema 1.1.5 equivale a minimizar la expresién

n—m+1 n—m-+1 n n—m-+1
ap — E Cojaj| + 2 E la;| + 2 E a; — E Chgty| 5
j=1 i=1 i=n—m+2 j=1
que es la l;-norma de a* — Aa, donde a = (ay,as,.. .,an_mH)T. Se deduce, pues, el

siguiente resultado:

Proposicién 1.1.7 a es solucion del Problema 1.1.5 si y sdlo sia es la mejor l1-aprozimacion

de a* en S. En consecuencia, el Problema 1.1.5 tiene al menos una solucidn.

Nota 1.1.3 Sea r := r(a) = a* — Aa. La funcion ||a* — Aal|; = |7 (@)||; define una
region conveza en R+ cuyos vértices corresponden a los puntos donde ry, = Thy =

- =7i,_,, =0 para (n —m)-uplas de indices. Este resultado permite calcular la mejor
l1-aproximacion de a* en S para valores moderados de m y n.

Nota 1.1.4 El problema de la mejor ly-aproximacion lineal ha sido ampliamente estudi-
ado (ver, por ejemplo, [66], donde se presenta una exposicién histérica de la aprozimacion
en espacios vectoriales normados) y se han desarrollado numerosas técnicas de resolucion.
Una de ellas consiste en convertirlo en un problema de programacion lineal (cf. [65], cap.
6). Si se introducen variables no negativas uy, ..., Un—m+1, Vi, .-+ Up_myi1 de forma
que r; = u; —v;, y se escribe a; = ¢;—d;, i =1,...,n—m+1, ¢,d; > 0, entonces el
Problema 1.1.5 es equivalente al problema de programacidn lineal

n—m-+1
minimizar Z (u; + vi)
i=1
sujetoa u—v+A(c—d)=a"
u,v,c,d >0
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T T
donde 4 = (UryessUn-mal) 5 ¥ = WlyeeesUp—msl) ; € = (01,...,cn,m+1)T iy d =
(dl,...,dn_mH)T. Las restricciones u,v,c,d > 0 se interpretan de la manera usual.
Si I denota la matriz identidad de orden n —m + 1, 1 = (1,1,...,1)T € Rrm+ 4
B =00 o0y O)T € R*=™+1 ¢l problema anterior se escribe como
U

minimaizar (1 1 0 O) v

(3]

d
(1.1.10)

sujeto a (I -1 A —A)

. ed =10

Este problema estd en forma estandar y se puede calcular una solucién aplicando el método
del ssmplex. En la eleccion de una solucion basica factible inicial juegan un papel impor-
tante los signos de las componentes del vector a™*.

En [43] se consideran algoritmos simpliciales para minimizar funciones poliédricas.

Determinemos el signo de cada una de las componenetes de a*, ademéds de establecer
un resultado necesario més adelante. Para ello, notemos D (z1, xg, ..., z,) al determinante
de la matriz

1 1 . 1
2 2 2
$1 a’:2 “ .. 'T”‘
2r—2 2r—2 2r—2
"L‘l x2 e x,"r
y simy, (21, 22, ...,2,) a la funcién simétrica de orden k de los argumentos x2, z3, ..., z2,
es decir (cf. [60], p. 185)
sirog (1, 23, - - -, ) = 1
. 2.2 2
sitng (@y, B, « . v, By} = Ty, T, T,
1<h <lg << <r
T o s 2 :
El vector (as,a;_m g s ,a;) es la unica solucién del sistema resultante al hacer
a; =a2 ="+ = ap_m+1 = 0 en el sistema (1.1.8), por lo que
C (s, a )7 = 1.1.11
(aOaan—m+27"'aan) =i ( s-Lie )
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donde
1 2 ‘e 2 1
0 (nm-m+2)? ... n2 1218
C= : : " : y 7= 5
0 (n—m+2Pm2 ... pIm-2 3 (2m —2)Bs

Proposicién 1.1.8 Se cumple que

1 S (2= 2)! Bia|simn_i (n —m +2, ..., m) (1.1.12)

m
l_I(n—m-i—i)2 =1
i

Y, para j =2,...,m,

ay =

(-1Y' Dmn-m+2,...,n—m+j—1Ln—m+j+1,...,n)
n—m+ j)* Dn—m+2,...,n)

*

an_m+j = 2(

m—1
X (2B simm—1—s (R —m+2,...,n—m+j—1ln—m+j+1,...,n)
i=1

‘ (1.1.13)
En consecuencia, ag >0 y (~1)]_1 a;_mﬂ >0 PAra j = 25570
DEMOSTRACION Para i = 1,2,...,r, notemos D; (z1,...,z,) al determinante obtenido
al eliminar la i-ésima fila y la primera columna en D (z1,...,z,). Por (1.1.11),
m
detC=D(n—-m+2....0)[[(n—m+1)?
=2

y es positivo puesn —m+2 <. < n.
Resolviendo el sistema (1.1.11), tenemos que

1

* — N
= Get 0
donde
1 92 v 2
1918, n—-m+2)? ... n2
Ny = det 2 . ( . )
1@em—-2)1Bn1 (n—-m+2)*2 ... p2m-2
1 1 it s 1
281 (n—m4+2P2 .- n?
=det ) .
2m —2)1Bm_1 (n—m+2)>""2 ... p2m-2
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Desarrollando el determinante por los elementos de la primera columna y teniendo en
cuenta que [y = 1, podemos escribir

No =" (-1 (2i - 2)1i1Di (L,n —m +2,...,n).
i=1
Por (1.1.6), '
Bic1 = (1) |Bia].
Por tanto,
No =Y (2i—2)!|Bic1| Di(L,n—m+2,...,n).
i=1
Como

D,(1,n—m+2,...,n)=simp_;(n—m+2,...,n)D(n—m+2,...,n),
se deduce sin més (1.1.12).

Sea ahora j = 2,...,m. Por (1.1.11), se tiene que

1
a":,—m%—j = detCNn—m—i—j,

donde N,_,,4; es el determinante de la matriz obtenida al sustituir en C' la columna

D N\ 2m—2 &
(2,(n—m—+—j) ooy (m—m+ ) ) por ~. Entonces

Nn~m+j =

1 s 2 i 2 2

0 (n—m+ 4§ —1)" $21B (r—atd 17 oo n?
det } ' g ; .

0 ... (n—m+j—1)>"2 1(@2m—2)1Bm1 (n—m+j+ {2 .. gl

Desarrollando por los elementos de la primera columna e intercambidndolas posterior-
mente en el determinante que resulta para que la columna con los coeficientes de v pase a
ser la primera, queda que

m
Nt = 5 (L [ [ (o — m +4)°
=2
i#j
2184 1 1 1
x det : : : " :
(B—2Ba 1 oo (B—mmtd—1* m—anri 1> ... gl
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Seguidamente, desarrollando por los elementos de la primera columna, podemos es-
cribir

Nn—m+j = % (_1)j—2 H (’I’L —m+ 2)2
1=2

i#
m—1 )
Y (D) @)BDi(L,n—m+2,...,n—m+j—1ln—m+j+1,...,n)
=1

Como B = (-1)'|8i] vy
D;(l,n—m+2,....n—m+j—-1,n—m+j+1,...,n)
=simp_1—s(n—m+2,....,.n—m+j—-1Ln—-m+j+1,...,n)

xDn—-m+2,....n—m+j—1Ln—-m+j+1,...,n)

7

podemos escribir

1 1T ;
Nnp—m+j = 5(_1)] 1H(n_m+z)2
=2
i#]
xDn—m+2,....n—m+j—1ln—-m+j+1...,n)
m—1

X Z(Zi)!]Bilsimm;l,i(n—m+2,...,n—m+j—1,n—m+j+1,...,n)
i=1

Por tanto,

* _ Nn—m+j
w=mtd —  det(

I—I(n—m-i—z')2

(—l)j_li';? Dn—-m+2,....n—m+j—1ln—m+j+1,...,n)

a

2 L D=4 0)
H(n—m+i)2 Y

=2

X (208 simp—1—i (R —Mm+2,...,n—m+j—1,n—m+j+1,...,n)

j=1

(=11 Dn-m+2,...,n—-m+j—1,n—m+j+1,...,n)

_2(n—m+j)2 Dn—m+2,...,n)
m—1

X (2i)!|Bs| simm—1—i(n —m+2,...,n—m+j—1ln—m+j+1,...,n)
i=1
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con lo que concluye la demostracién de (1.1.13). El signo de aj y Oty J = 2,005,

se deduce de (1.1.12) y (1.1.13), respectivamente. O

Nota 1.1.5 La Proposicion 1.1.8 proporciona el signo de cada componente del vector a*
que forma parte de las restricciones del problema de programacion lineal (1.1.10). Por
tanto, una solucion factible basica inicial se obtiene de forma inmediata ([65], p. 124):

Como af > 0, el vector (1,0,...,0) puede estar en la matriz basica inicial; del mismo
modo, como (—1)7~* Oyt > 0 para j=2,...,m, el vector (O, csagl=L1E *u5s .,0), en

el que (—l)j_1 aparece en la posicidn j-ésima, estard en dicha matriz.

1.2 Quasi-interpolantes discretos ctibicos de norma infinito
casi minima

Consideremos en primer lugar el caso ctibico (m = 2). Se tiene que

€g = ZM4(-—i) €y = Z(iZ—-%)le('—i)

1€EZ 1€EZL
e1= Y iMy(-—i) es= Y (B—di)My(-—1i).
1EZ 1€EZ

Paran > 2, las igualdades (1.1.7) proporcionan las condiciones que garantizan la exactitud
de Q4,, en Ps:

1=l
i=1
Este sistema se resuelve en términos de las variables aq,..., a,—m+1, es decir, la solucién
se expresa como funcién afin de aq,. .., Gp—my1:
—1 .
1 < i2
a():l—i'-‘?m—z—i—ZQ W—l a;
=1
=1 .
1 = 7
On = —=— 5 a
" 6n2 4£—=n2"
=1
s s 1 1 \T n+1
Proposicién 1.2.1 (1+ 375,0,...,0,——@7) e R resuelve el Problema 1.1.5 en el

caso cubico.
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DEMOSTRACION La funcién vy, (a) = |ag| + 2 ;- |ai| coincide sobre el espacio Vj

definido por las restricciones que dan la exactitud en P3 con la funcion [|A (a1, ..., an—1)ll;,
donde
~1 2 n—1,. T
1 < i2 i i
)\(al,_“’an_l) = <1+ W +Z2 (ﬁ = 1) a¢,2a1,...,2an_1,6? +Zﬁai .
i=1 i=1

Por tanto, (1 + 3#, 05 0.0 59 05 —#)T es solucién del Problema 1.1.5 si y sélo si 0 € R*~!
minimiza la funcién ||A (ay, ..., an-1)|;-

Para cada ¢ = 1,...,n — 1, notemos \; = %. Como M\ es affn, \; es constante.
Entonces,

e _ g T
Kooy = (2 (Mq) ,0,0,...,2,2u>
n n

Sea v = (vg, v1, - - - ,vn)T el vector de componentes v9p = v, =1y, parai=1,...,n—1,
2
i
Como A (0) = (1 + %;, Oy 550505 3—71L—5)T, el signo de su primera componente (que es no nula)
coincide con el de vg, y lo mismo ocurre con el de la dltima componente y v,,.
Por otra parte, |vg| = |v,| = 1, y, para cada i =1,...,n — 1, se cumple que
2 )
(n—1) i 1
1-2——+—<1-2—5<1-2—
ne e n2’

por lo que —1 < v; < 1. En definitiva, |v;| <1 para:=0,1,...,n.

Ademais,
vIAi=0 i=1,2,...,n—1.
En consecuencia (cf. [65], Teo. 1.7, p. 16), 0 € R™~! minimiza la funcién | (a1, . . ., an-1)|;
y (1 + 3—71Lg,0, ) —#)T es solucién del Problema 1.1.5 cuando m = 2. O
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3.5
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2.5
20.5 -0.25 0.25 0.5 0{75 1
% 5

Figura 1.1: Gréfica de v4 2 en un entorno del origen.

Como consecuencia, el quasi-interpolante

Uunf =S { (1+5) FO - g arm+ fG-m M=) (2)

1€EZ
es un quasi-interpolante de norma uniforme casi minima.

Nota 1.2.1 Un estudio detallado de la funcién conveza ||A (a1,...,an—1)||; en un entorno
del origen muestra que 0 € R™ ! es el unico punto donde ||\ (a1,...,an—1)||; alcanza su
minimo absoluto, por lo que (1.2.1) es el inico qid de norma casi minima relativo a n.

La Figura 1.1 muestra la gréfica de la funcién v4 2 en un entorno del origen.

Las graficas de la funcién v43 y de sus curvas de nivel aparecen en las Figuras 1.2 y
1.3, respectivamente.

Sea S (Z,R) el espacio de las funciones spline ctibicas de clase C?(R) con nodos
enteros. Es inmediato probar el siguiente resultado:

Proposicién 1.2.2 Para cada n > 2, el operador Q4, : C(R)—S84(Z,R) dado por
(1.2.1) es exacto en P3 y
3n? + 2
@l < Tt
Entre todos los qid del tipo (1.1.1) es el que minimiza la suma de coeficientes de la forma
lineal asociada.

Proposicién 1.2.3 La sucesion (Q4,n),~o dada por (1.2.1) converge en la norma infinito
al operador de Schoenberg Sy : C (R) —Sy (Z,R) definido por

Saf = F () My(-—1).

i€EZ
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Figura 1.2: Gréfica de v4,3 en un entorno del origen.

Figura 1.3: Curvas de nivel de la funcién v4 3 en un entorno del origen.
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DEMOSTRACION Sea f € C'(R) tal que || f||,, < 1. Se cumple que

1 ] 1 . .
|Qanf — S4f|<§ flt+n)+5f(0) = g f(i—n) My (- —1)
2 .
<3 (2 Il ) Ma - =)
1€EZ
<2
~ Bn?
¥, por tanto, [|Q4,, — Sal|,, — 0 cuando n — oo. O
. . 3n? + 2
Proposicién 1.2.4 Para cada n > 4 se verifica que ||Q4n|l, = BETVI

DEMOSTRACION La funcién de Lebesgue correspondiente a (4, €s

ApplEi="y

1EZ

1 , 3n?+1
“gar =it

1 ;
WM4(x—z—n) .

M4(:L’—i)—

Para n > 4 los interiores de My (- — i+ mn) y My (- — 1) son disjuntos, por lo que

1 , 3n? +1 . 1 .
Ay p (2) :EZZ (WM4(a:—z+n)+ 3TM4($—1)+WM4(33—1—11))
3n? +1 1
1€EZ
_ 3n?+2
~ 3n?
con lo que concluye la demostracion. O
Para determinar el valor de la norma infinito del operador @4, cuando n = 2,3

utilizaremos la representacién de Bernstein-Bézier (ver, por ejemplo, [17], cap. 1).

Sea b2™ (t) = (gml_l)tl (1 —)*1= el I-ésimo polinomio de Bernstein de grado 2m — 1
relativo al intervalo [0,1], 0 < I < 2m — 1. Entonces bZQ’]" = b2™ (- — j) es el l-ésimo
polinomio de Bernstein de grado 2m — 1 relativo al intervalo I; = [j,5 + 1], j € Z.

Si s es una funcién spline polinémica de orden 2m con nodos en Z, entonces su res-
triccién s; al intervalo I; es de la forma

sj (@)= o () b7 (2).
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Los valores oy (j) son los coeficientes de Bernstein-Bézier (BB-coeficientes) de s en I;.
Cuando s es el B-spline My, los BB-coeficientes se calculan de forma recurrente (cf. [17],
Teo. 1.8, p. 11).

Llamamos matriz de BB-coeficientes de s en [j,7+ k|, j € Z y k € N, a la matriz
de tamafio k X m cuya 7-ésima fila,1 < r < k, contiene (de izquierda a derecha) los
BB-coeficientes de s correspondientes al intervalo [j + 7 — 1,7 + r].

La matriz de BB-coeficientes del B-spline cibico My en [—2,2] es (ver, por ejemplo,
[17], p. 13)

0001
11244
61 4 4 21
1000
. 41 29
Proposicién 1.2.5 Se cumple que ||Qu2|, = 36 Y Qa3 = 77
DEMOSTRACION Para n = 2,3 escribimos
Qunf =) f()) Lan(-—1),
1€EZL
donde 5
1 3n“+1 1
L4n:——M4(-+n)+ s My M4(-—n).

* 6n2 3n2 ~ 6n2
A partir de las matrices de BB-coeficientes de My (-+n), My y My (- —n) en [—n,n]
determinamos la matriz de BB-coeficientes de Ly, en [—n, n|, obteniendo

0 0 0 =1

0 0 0 -1 1 -2 —4 -4
1 -2 -4 -4 4 —d -8
4 —4 -2 925 1 0 0 56

1 25 52 104 104 1 56 112 224 224

144 | 104 104 52 25 Y 324 | 224 224 112 56 |°
2% —2 —4 —4 5 0 0 -1
4 -4 -2 -1 1 -2 -4 -4
1 0 0 0 4 —4 -2 -1

-1 0 0 0

respectivamente. Por tanto (ver Figuras 1.4 y 1.5),

41
Qa2 oo e Moz (z) = A42(0) 36 389
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Y
1Qasll Mas (@) = a3 (0) = 2o = 1.0741
= max T) = I\g == &l .
Sl z€[0,1] =e 3 27
]
1.14,
1.13f
\
1.12|
1.11
0. 2 0.4 0.6 0.8 1
1.09

Figura 1.4: Gréfica de la funcién de Lebesgue A4 en [0, 1].

Nota 1.2.2 Obsérvese que el valor de la norma infinito de Qa3 coincide con la cota
superior proporcionada por la Proposicion 1.2.2.

En (1.1.1) se ha impuesto que n > m. En el caso cibico, n > 2. Pero la eleccién n = 1
produce el quasi-interpolante

Quif =) (aof () +ar (f (i = 1)+ f (i +1))) My (- —1).

1EZ

1.074f
1.0735|
1.073
1.0725
1.072 \\

1. 0715 \ /

Figura 1.5: Gréfica de la funcién de Lebesgue A4 3 en [0, 1].
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Sélo hay una eleccién de ag y a; que proporcione exactitud en P, por lo que no es posible
plantear un problema de minimizacién. Es ag = % ya] = —%. Para el quasi-interpolante
ctibico clésico (ver, por ejemplo, [20], p. 104)

Quaf =3 (~§f -1+ 3£ () - 57 G+1)) Mal-—9

€L

se dispone de la acotacién simple

Qa1lly, < 5 ~ 1.6667,

mientras que el mismo método de acotacién da

7
Qa2 < ¢ = 11667

¥
29
< —~1.
Qa3llo < o = 10741
Para comparar los valores exactos, escribimos
Qaif = Z f(8) L1 (- —14),
1€Z
donde
1 4 1
Ly = _6M4 (-+1)+ §M4 = 6M4 (--1).
La matriz de BB-coeficientes de Ly en [—4,4] es
0 0 0 -1
-1 -2 -4 4

1 4 12 30 30
36 30 30 12 4
4 —4 -2 -1

-1 0 0 O

y la funcién de Lebesgue
Mgy (2) = |Lan (- — )]
1EZL

estd representada en la Figura 1.6.

Por tanto,

= A = 5 = L. 1.2222
1Qa1llo Tt A (@) = A { 5 g =L

El procedimiento constructivo desarrollado proporciona en el caso cibico una sucesién
de gid con norma cada vez més préxima a 1. En un anexo se dan resultados andlogos para
qid de norma casi minima definidos a partir del B-spline quintico.
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Figura 1.6: Gréfica de la funcién de Lebesgue Ay 1.

1.3 Una familia de qid de norma casi minima

En las secciones anteriores se ha considerado la construccién de gid univariados, exactos
en el mayor espacio de polinomios contenido en el espacio engendrado por las trasladadas
enteras del B-spline M = My, de soporte [—m,m], m > 2, con funcién fundamental
simétrica respecto del origen. La forma lineal coeficiente es una combinacién lineal de
valores de funcioén en los puntos de [—n,n| NZ, con n > m. Los coeficientes de la combi-
nacién lineal se eligen minimizando una cota superior de la norma infinito del operador de
quasi-interpolacién. En esta seccién completamos la descripcién del caso n = m, es decir
se emplean sélo los nodos que pertenecen al soporte del B-spline.
Cuando n = m, el sistema (1.1.8) se escribe como

m
ap + QZai = 1-2ay
mi:Z

(1.3.1)
i2la; = %(QZ)!BI —a, 1<I<m-1
i=2
y los coeficientes a;, i € {0,2,...,m}, del qi
m
Qf = laof()+> a;(fG+5)+FGE—3) | M(-—1)

i€z j=1

son funciones afines de a1, que se expresan a partir de la solucién a* = (af, a3, ... ,a;’;z)T

del sistema que resulta al hacer a; = 0. Por tanto, el problema de minimizacién que hay
que resolver equivale a la minimizacién (global) de una funcién real de la variable a;. Sea
aj = oym,1 = 0y, para cada i € {0,2,...,m}, notemos o; := ay,; al valor de a; para el
que a; (o;) = 0.
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Proposicién 1.3.1 Se cumple que

1 D(2
ap = 2D(1 2 Z(Qz W | Bt 0By (Do 55 4 T

Yy, para j =2,...,m,

m—1

1 D(,..., '—1j+1

;= ——= 1 m12 - 7‘ g
a; 3D Z (26)! | B simy,—; ( 1,741

1]+1

4=,

Ademds, a9 >0 y a; <0 para j =2,...,m.
DEMOSTRACION Por (1.1.12) y (1.1.13),

e (=1)'D(©2,....5-1,j+1,...,m)
7T 942 D(2,...,m)

m—1

x> (20)!|Bil simm_1-i (2,...,5 = 1,j + 1,...,m)
=1

Resolviendo el sistema (1.3.1), se tiene que

o — ot — 2 D(1,2,...,m)a
0T 2 M2 D, m)
y el valor o que anula ag es
22...m? D(2,...,m) ,
Qg = ag.

2  D(1,2,...,m)
Par (1.1.12),
1
A = Z (28 — 2)!|Bi1] simpm_; (2, ..., m)

1=2
Yy, en consecuencia,
1 D) s
o e CWSRTE % — ) |Bs_s|simy_; (2, ... m),
“ 2D(1,2,...,m);( . ) Bi—1|sim ( m)

y op > 0.
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Sea ahora j = 2,...,m. Resolviendo (1.3.1), se tiene que
W= o iD(Q,...,j—1,1,j—+—1,...,m)a
1T TR D(2,...,m) !
s 1 D200 0550 =19 F 150005 00)
— _13_ 3 <ty ) ) ) )
G- (-3 D(2,...,m) L
luego el valor a; que anula a; es
F D(2,...,m)
- _1] 2 ) ) 4‘4-
oy ={ Y I W WL
Por (1.1.13),
¥ . , L5
. (IY'DR,...,i-1,i+1,...,m)~ .. . , ,
;= o ;<2z>!|ﬁi|s1mm_1_@-<2,...,J—1,y+1,...,m>-
Entonces,
; ; —1
L B,....d—10+1,....,m) o . . . .
= — — : S 20)!|B; e (2, et — 1, { [P
A D(1,2,...,j—1,j+1,...,m)izl(Z) Bl simm -1 ( i m)
y o <0. B

La funcién cuyo minimo global se va a determinar no es derivable en los puntos a;,
que estdn ordenados.

Proposicién 1.3.2 Se cumple que
o> ap> > Q.

DEMOSTRACION Como ag > 0, a; = 0y as < 0, se tiene que ag > a1 > as. Por la
Proposicién 1.3.1,

1 DB,...,m) <, _

vl v Nt i’ (899 1|3 :

2 D (13 33 vy m) i=1 (22) |/61I Slmm_lwl (3, U m)
1 D(2,4,...,m) &
2D(1,2,4,...,m)

Q2 — a3 =

—

(20)! [Bilsimm-1-i (2,4, ..., m)

i=1
m—1
D24 :.:5M) .
= 2i)! 7 m—1—1 2747 ) -
> MBI g gy S (2 om)
D3]
m=—1—1 37' )
D13, )snn i3k m)}
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Como

D(2,4,...,m)=(m*—2%)... (4* - 2°) D (4,...,m)
D(L,3,....m)=(m*—1)---(3*~1)D(3,...,m)
D(1,2,4,....,m)=(m?=2%)... (42— 2%) (m*—1)--- (4*=1) (22~ 1) D(4,...,m)

se tiene que

D(2,4,...,m) 1
D(1,2,4,...,m) (m?2-1)---(42-1)(22-1)
¥
D(@3,...,m) 1
D(1,3,...,m) (m2-1)---(32-1)
Por tanto,

YRR N
D3 .m Bty g (B 150 4 m)}
podemos escribir
m—1
1 :
op —o3=—4 (2¢)! |8;| A2 i,
2] J (k2 —1) =1
k=2

donde

Agm—1—i = (3° = 1) simpm—1-; (2,4,...,m) — (22 — 1) simp_1-; (3,...,m).
Estudiemos, pues, el signo de

Agj = (3% — 1) simg (2,4,...,m) — (2> — 1) simy (3,...,m), 0<k<m—2.
Evidentemente, se tiene que Az > 0. Como

simgy1 (2,4, ...,m) = 2%simy, (4,...,m) 4 simp4q (4,...,m)

simgy1 (3,...,m) = 3%simy, (4,...,m) +simpy; (4,...,m),
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se cumple que

Aoy = (32 = 1) {22 simyg (4,...,m) + simg41 (4, .. ,m)}
- (22 —-1) {32 simg (4, ...,m) + simg41 (4,...,m)}
=5 {simg (4,...,m) +simgy1 (4,...,m)}

Entonces, As; > 0 para k=0,...,m — 2, y, por tanto, ag — az > 0.

Utilizaremos la misma técnica para comparar o con @y, j = 3,...,m — 1. Se tiene
que
o~ Tl
: 1
Dt Lt hocm) S -
= (20)!8; Zyninns ] — [
2D(1,2, 1j+1 ; i) [Bs] simyp—1— ( g 7+ m)
D(2,...,5,5+2,.. o
(2i) - ;. -
2D(1,2,...,“+2 ; i)' B simpm—1— ( G i+2,...,m)
m—1
1 D(2,...,5,j+2,....,m) . o
2 m—1—1 2,...,, 2,..., =
2;“) W{ (12,...,],]+2,..., m) o 1-i 3,3 + m)
D (2 L,j+1,...,m) . _ ,
; PPY - TN U [,
D(1,2 1,541 m)SImmlz(, o = L+ m)

Como

D(1,2,...,j—1,j—|—1,...,m):H(k2—1)D(2,...,j—1,j+1,...,m)

D(1,2,...,5,7+2,...,m) = H (*-1)D(2,...,55+2,...,m)

k=2
k#j+1
se cumple que
2]
1m m
Q; — Oq1 52 (249)! |84 H (k - 1) 8l —1—¢ (2005, 0: 7 + 2 ,m) —
= K
= |
m
[[#F-1)| smp-iil@....d~Li+1,...,m)
k=2
k#j
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0, equivalentemente,

m—1

= > (@) |Bi] Ajm—1—i,

2 H (k2 — 1) =1
=2

k._.
k#3,5+1

1

Q; — Q541 =

donde
Ay = ((j+1)2—1)simk(2,...,j,j—l—2,...,m)—(j2—l)simk(2,...,j—1,j+1,...,m)

para k=0,...,m — 2.
Estudiemos, pues, el signo de A;;. Como

simkﬂ(2,...,j,j+2,...,m):jQSimk(Q,...,j—1,j+2,...,m)
+simg41(2,...,5—-1,7+2,...,m)

simpy1 (2., —1,54+1,...,m) =+ 1)?simg (2,...,5— 1, +2,...,m)
+simg41 (2,...,5—1,7+2,...,m)

se cumple que
Ajpy1 = (25 +1) {simg (2,...,5— 1,5 +2,...,m) +simp41 (2,...,5—1,5+2,...,m)}.
En definitiva, A;x >0, k=0,...,m — 2, y, por tanto, a; — aj4+1 > 0. O

Una vez establecida la ordenacién de los puntos «g, aq, ..., a,,, estamos en condiciones
de caracterizar la solucién del Problema 1.1.5 cuando n = m.

Entonces, la mediana de

(ao,...,ag,gl,...,al,...,am,...,am)

N b N /

B 3 ~~

Fo Y 3 Fm

es solucion del Problema 1.1.5 cuando n = m.
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DEMOSTRACION  La solucién del Problema 1.1.5 minimiza la funcién |ao| + 277", |ayl,
lo que, resolviendo (1.3.1), equivale a minimizar

D(1,2,...,m) e D(0,2,...,5—1,1,5+1,...,m)
*_2 i) 2] 7 2 2 *_ b b b b ? b b
W= 0.3, . | TRl ]Z:;a] D(0,2,...,m) “
D(1,2,...,m) = D©,2,...,5—1,1,5+1,...,m)
=2 — 2 — P —
D(0,2,. .m0 @lt+2la ‘“'*2; D(0,2,...,m) o — a1
2
=W{D(l,l...,m)|a0—a1]+D(0,2,...,m)|Oz1—a1]
$ ¥ a0 2o 5 =Ty L § bl m e o) 005 =~ 0] }
Por lo tanto, dicha solucién minimiza la funcién
Y Fjlaj—ail,
j=0
y es la mediana de los datos
(O ey QO Oy Qe ey Qe e vy Oy )
N ~~ P -~ s \— —
Fy R Fp,
O

Nota 1.3.1 Para 2 < m <9, se ha comprobado que el minimo de v (c) sujeta a (1.1.8)
se alcanza unicamente para a; = 0, esto es, el inico qid de norma casi minima se obtiene
resolviendo el sistema que resulta al hacer ay =0 en (1.1.8).
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Capitulo 2

Quasi-interpolantes spline
discretos de norma infinito casi
minima sobre particiones no
uniformes de la recta real

El problema estudiado en el capitulo anterior se ha cefiido a la construccién de qid (simétri-
cos) de norma casi minima basados en B-splines sobre particiones uniformes de la recta
real. El problema se estudié para los de orden par, siendo similar el estudio del caso impar.

En este capitulo se consideraran particiones no uniformes. Son bien conocidos los
espacios de funciones splines asociadas a este tipo de particiones (ver [60], y referencias
allf incluidas). La construccién de gid sobre tales particiones ha sido estudiada en multiples
trabajos, entre los que debemos citar [4], [37], [17], [8], [565] y [57], ademds de las referencias
dadas en la introduccién del capitulo 1.

Los qid en ese capitulo se definfan a partir de formas lineales \; que eran combinaciones
lineales de los nodos de la particién. Nos planteamos ahora construir qid cuyas formas
lineales son combinaciones lineales de abscisas de Greville, son exactos en el mayor espacio
de polinomios contenido en el espacio de splines y de norma casi mfnima, en un sentido
que se precisard mds adelante. A diferencia del caso uniforme, la particién juega un papel
fundamental en la existencia de tales qi.

El capitulo estd estructurado de la siguiente manera:en la primera seccién se plantea
un problema general de construccién qid de norma casi minima basados en abscisas de
Greville y B-splines de grado par, estableciendo los resultados previos necesarios; en la
segunda seccién se estudia el caso cuadratico, estableciendo condiciones para la existencia
de solucién, acotando uniformemente la norma infinito del operador cuando tal condicién
se cumple; en la ultima seccién se formula un problema de minimizacién similar para el
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caso cubico.

2.1 Quasi-interpolantes discretos con abscisas de Greville

Sea X = (xi)iEZ una sucesién estrictamente creciente tal que |z;| — oo cuando i — to0.
Dado r > 3, sea (IV;);cz la sucesién de B-splines de orden r asociada a X, donde (cf. [60],
capitulo 4, [25], capitulo 5)

N (@) = Ny (8) 5= (Bt = B5) (B0 05 Bige] (= x):_"l )

Son bien conocidas las propiedades de estas funciones, relativas al grado, a la clase, al
soporte, a que constituyen una particién de la unidad. En particular, la sucesién (NV;);cz
es una base del espacio de Schoenberg S, (X,R), formado por las funciones polinémicas
a trozos de clase C"~2 (R) cuyas restricciones a cada intervalo [z;, z;11] inducido por la
sucesién de nodos X son polinomios de grado menor o igual que 7 —1 (cf. [60], capitulo 4,
[25], capitulo 5). Se cumple la identidad de Marsden (cf. [36], [37])

r—1
-2y => | []—zws) | Ni(@),
i€z \j=1
y, por tanto, cada monomio ey () = zF, k= 0,1,...,7 — 1, se expresa como combinacién
lineal de tales B-splines, cumpliéndose que (cf. [60], p. 125, [25], p. 141)
e = Z symmy, (Zit1, . - .,l'i—i-r—l)Ni, k=0,1,..,7—1, R, (@L.1)

i (")
donde

symmg (Y1, -.,Yn) =1

Symmk(y17'--7yn): Z yllyl2---yzk,k=1,2,...,r—1
14H Sl Zin

son las funciones simétricas cldsicas (cf. [60], p. 185).
Asociamos a X la sucesién O, := (0;;),-5 de abscisas de Greville (cf. [29])
Tt T2

Ori = 0; = 3

Supongamos r impar, 7 = 2m + 1, m > 1. Sea n > 1 un entero y consideremos el gid
Q2m+1n.x = Q dado por
Qf =) m(f)Ni (2.1.2)

1€Z
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donde
2m+n
mlfl= Y aigf g m; (2.1.3)
j=-n

con a; ; pardmetros reales.

Proposicién 2.1.1 El qid dado por (2.1.2) y (2.1.83) es exacto en P, siy solo si

g symm, (x iy )
s \Tit1, .-, Titom
Y B = T , s=0,1,...,2m. (2.1.4)
j=—n ( 8 )
DEMOSTRACION Para cada s =0,1,...,2m se tiene que
2m+4n
Qes = Z Z ij03 4 jr1-m | Ni-

i€Z \ j=—n

Por (2.1.1), se tiene que

= Z symim, (3314-2177,1 -+ s Titam) N;
1€Z ( s )
y la exactitud se traduce en las igualdades (2.1.4). O
Si f estd acotada, con || f||, < 1, entonces el gid dado por (2.1.2) y (2.1.3) cumple que

2m+n
RASI D laisl | o= v(a) N,
1€Z \ j=—n 1€EZ
donde a; = (@i —n,- . -, ai,2m+n)T y
2m—+n
via)= Y lail,
j=—n

por lo que se puede considerar el problema consistente en determinar a; de modo que v (a;)
sea minimo. Al mismo tiempo, @ serd exacto si y sélo si se cumple (2.1.4). Definamos,

por tanto,
Veiii=V={ac RZm+2n+1 . g cumple (2.1.4)}.

Estamos interesados en el siguiente problema:

Problema 2.1.2 Resolver Min{v (a;), a; € V}.



32 Capitulo 2. Qid de norma casi minima sobre particiones no uniformes

La existencia de solucién estd garantizada.
Proposicién 2.1.3 FEl Problema 2.1.2 tiene al menos una solucion.

DEMOSTRACION El resultado se sigue al interpretar el problema como la determinacién
de la mejor l;-aproximacién lineal de 0 € R?™+2n+1 mediante elementos del subespacio
affn 2n-dimensional V. L]

Aun cuando el problema tiene solucién, es preciso que ésta dé lugar a un operador de
quasi-interpolacién acotado.

Definicién 2.1.4 Sia; es solucion del Problema 2.1.2 y la correspondiente sucesion (v (a;))
de coeficientes del quasi-interpolante estd en lo,, diremos que el qid asociado a a;, dado
por (2.1.2) y (2.1.3), es un qid de norma uniforme casi minima de orden 2m + 1 relativo
an.

2.2 Quasi-interpolantes spline cuadraiticos no uniformes de
norma casi minima

Consideramos inicialmente el caso cuadritico (m = 1). Sea, pues, (N;),cz la sucesién
de B-splines cuadraticos asociada a la sucesién de nodos X. Las igualdades (2.1.1) se
expresan del siguiente modo:

1
1= ZNi7 B Z (Tig1 + Tiz2) N, €2 = Z%+1%+2Nz‘,
ez i€z icZ

Se obtiene, pues, la representacién de los monomios como combinaciones lineales de los
B-splines cuadraticos. Antes de abordar la resolucién del Problema 2.1.2 consideraremos
el caso en que la forma lineal ;; es una combinacién lineal de los valores que la funcién
aproximada en los puntos de O3 interiores al soporte. La existencia de una tinica solucién
se prueba en [14], por lo que nos ocuparemos de su expresién explicita y de la acotacién
del quasi-interpolante correspondiente. Definamos h; = ;11 — ;.

Proposicién 2.2.1 Consideremos el qid Qf =),z p:i (f) Ny, donde

2 1 \2
pi (1) = =271 00+ (1+0i0) £ (i) - %%fwim,
con
e £ _Pip1 o = _L,
" hithiq Y hit+hip
Entonces,
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1. @ es exacto en Ps.
2. @ es un operador acotado y

1Qlloe <1+ 2max (0i0i11) <3

para todas las particiones X.

3. St X cumple que % < ﬁ}—;i < p para algin p > 1, entonces

2

p
£l LB =T ,
1@l < 1+2(547)

DEMOSTRACION La exactitud de () se establece sin mayor dificultad, teniendo en cuenta
las expresiones de los monomios 1, x y 2 como combinaciones lineales de los B-splines
N;. Por tanto, es el tnico qid exacto en Py cuya forma lineal es combinacién lineal de los
valores de la funcién en las abscisas 6; interiores al soporte [z;, z;43] de N; (cf. [14]).

Si f € C(R) es tal que ||f|,, < 1, entonces

i (F)] £ 1+ 2050,,.

Comoo; <1y a; < 1 para todo entero i, entonces (aiagﬂ) € ls vy, en consecuencia,

Q@ estd acotado, cumpliéndose que

1EZ

1Qlloo < 1+ 2max (0ioiyq) <3

Por 1ltimo, si % < h’h+ < p, también se cumple que % < h:lj»l < p, por lo que
hit1 1 1 14
g;, = = T S 1 = .
hithivn 1448 141 p+1
i+1 P
Anélogamente,
h; p
o = ! < :
T b4 hi T e+l
Se sigue, pues, que
2
P
142} ——
@l <1+2(527)
con lo que concluye la demostracion. O

Nota 2.2.1 La cota obtenida aparece en [55] en el contexto de la construccion de qid
cuadrdticos sobre intervalos acotados, siendo mejorada en [57]. Concretamente, se es-
tablece que ||Q||,, < 2.5. El procedimiento alli empleado proporciona la misma mejora de
la cota aqui obtenida para qid definidos sobre toda la recta real.
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Nota 2.2.2 Silos nodos de X estd igualmente espaciados, entonces p = 1 y la proposicion
anterior proporciona la acotacion [|Q||,, < % Se puede comprobar que el valor exacto de
la norma en tal caso es ||Q||,, = 1.25. En la Tabla 2.1 aparece para diferentes valores de

2
p la cota uniforme ¢ (p) =1+ 2 (;%) establecida.

[ p [ 1 2 3 4 5 ]
| ¢(p) | 1.5 1.8889 2.125 2.28 2.3889 |

Tabla 2.1: Valores de la cota de la norma uniforme del operador de quasi-interpolacién.

Para construir un qid cuadrético de norma casi minima consideramos formas lineales
basadas en cinco puntos,

3

pi(f) =Y aiif (6is), aij €R,

=1

Qf =Y i (f) N

y el gid asociado

€L
Como
3
Q=) Zaw Ny Q()=>_ | D aisbis | Ny Q()* =) Zam 2 | N
1€Z \j=-1 1€Z \j=-1 i€Z \j=-1

las igualdades
1
L e ZNi (z), == 3 Z (@it1 + 2i42) Ni (), 2° = in+1xi+2Ni (z)
1€Z €L 1€Z

garantizan que @) es exacto en Py si y sélo si

Z a;; =1, Z a; jbit; = 0it1, Z ai,;0 H—] = Ti+1T442 (2.2.1)

J==1 j==1 j=-1
para todo entero ¢. El Problema 2.1.2 consiste, pues, en minimizar

3
al) = Z Iai»jl’
j=—1

T .
con a; = (a; 1, 0,01, 0i2,8;3) , sujeto a (2.2.1).
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Proposicién 2.2.2 Supongamos que X cumple que
Oiv1 + biyo < 6; 4+ 014 < Oiro+0it3 (2.2.2)

para todo entero i. Definamos

e m (i +nive) Ot mnire Niv2 (M + Miv2)’

donde n; = h;_1 + 2h; + hiy1. Entonces,

T
1. a; = (a;_l, 0,af4,0, a;“’3> es una solucion del Problema 2.1.2 para m =n = 1.

2. FEl correspondiente qid
Qf = (a1 (0:-1) + ai1f (Bix1) + a3f (Biys)) N;
1€EZ
estd acotado y se cumple que
- h?
o] <1 +ome (21 <
) €L\ T"i+2
para toda sucesion X que verifica (2.2.2).

3. 81 X cumple que % < ﬁﬁ‘— < p para algin p > 1, entonces

4
~ p
<142 ——

DEMOSTRACION a; es solucién de (2.2.1) si y sélo si
@i—1=0; 1 —0; 101 + & 102
a0 = a1
a1 = a; 1 — 0; 101 — €10
a2 = Qg
Y 3 .
a;3 = a; 3+ 0; 3001 — €302

siendo a y a pardmetros reales,

B = (B3 — 6:) (Bi1 — 65) S (043 — 6i12) (g2 — 0i11)
" (Oi43 — 91'—18 (ix1 —0i—1)” (Pips =03 1) (Fipq — 65 1)°
§is = (0; —0i—) (i1 — 6 - (02 — 0;-1) (Bir2 — 0iy1)
Y (Bigs — 0ic1) (Birs — 0ix1)” 7" (Bivs — 0ic1) (Bivs — 0i1)’
Ga=1—d 1 +8gs gi1=1—¢€_1+¢3,
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P
y (a;-*_bafl,af?)) la solucién del sistema resultante al hacer a;90 = a;2 = 0 en (2.2.1),

es decir,
1 1 1 af_, 1
Oi—1 Oiy1 Oiys a;; | = Oiv1
07y 031 03 aj3 Tiy1Tiy2

Resolviendo este sistema se obtienen las igualdades (2.2.2). Por tanto, a; es solucién del
Problema 2.1.2 para m =n =1 si y sélo si a = (o, ag)T minimiza la funcién

* * k
vi(a) = ||(af _1 — bi—100 + €i—102, a1, af | — 6100 — 51002, 2, @} 5 + 0 3001 — €5 309)

= llaf — Ael|;

Iy

g
. I * * *
donde af = (az'?_pO’a’i,lvOaai,S) y

AT — ( 01 —1 61 0 —di3 )

—8i-1 U &1 —1 &3
Sea v=(—1,—0;-1+06;1+03,1,—€i—1+¢€i1+¢&3, —1)T. Es inmediato comprobar
que las componentes de v son menores o iguales que uno en valor absoluto si se cumple
(2.2.2) y que el signo de cada componente no nula de v coincide con el de la correspondiente
de a}. Ademsds, ATv = 0. Por tanto (cf. [65]) & = (0,0)” minimiza v; y, equivalentemente,
a; es solucién del Problema 2.1.2.
Como, por (2.2.3),

h2
* * * | __ * * o 1+1
|af _a| + |ai1| + |afs| = —af 1 +afy —afs =1+ 2—77.7”2
'
y

h?

ik e

iMi+-2

para todo entero %, entonces el qid

QF =" (a7 _1f (Bim1) + a1 f (Bir) + alsf (Biss)) N

i€Z

estd acotado, es de norma casi minima y se cumple que

. h2
HQH <1+ 2max <~+—1> <3
o0 1€Z \ MiNi+2
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Si existe p > 1 tal que /lj < hjltl < p, también es cierto que% & hh+’1 < p, por lo que
. hi hi hio1 h h; 11 1%®
i _ 11+2 z+1: 1—1 z+2 +12_2+2_+1:<i)
hivi hiy1 hit1 hi hiy1 hit1 p p P
Andlogamente,
M2 <P + 1) ?
hivi — p .
Por tanto,
2 4
M ( o ) |
NiMi+2 p+1
con lo que concluye la demostracién. O

Nota 2.2.3 Silos nodos de X estd igualmente espaciados, entonces p = 1 y la proposicion
anterior proporciona la acotacion ||Q|l < % = 1.125. Se puede comprobar que el valor
ezacto de la norma en tal caso es ||Q|., = 1.125. En la Tabla 2.2 aparece para diferentes

4
valores de p la cota uniforme ¢ (p) =1+ 2 (;_%) establecida.

[ o [ 1 2 3 4 5 |
[o(p) [ 1.125 1.3951 1.6328 1.8192 1.9645 |

Tabla 2.2: Valores de la cota de la norma uniforme del operador de quasi-interpolacién.

Nota 2.2.4 Si las condiciones (2.2.2) fuesen estrictas, el estudio de la funcion v; en un
entorno de (0,0) demuestra que el minimo absoluto se alcanza sélo en (0,0), existiendo,
por tanto, un unico qid de norma casi minima.

Ejemplo 2.2.1 Consideremos p € R y h > 0. Definamos
zi=p+(i+e&)h, i €Z,

donde |e;| < . La sucesion X = (x;);c5 se obtiene perturbando la sucesion uniforme

(p+ih),cz. La correspondiente sucesion © de abscisas de Greville estd formada por los
valores 5 1
= _1—2_";1 = 5 [2p—+— (21+1)h+(6i+6i+1)h], 1 € Z.

Se cumplird la condicion (2.2.2) si y sélo si

0;

€irl + 2642+ €43 <24+ €+ €41+ €ipa + €45 S 4+ €42 + 26,43 + €44,

lo que se verifica bajo la hipdtesis |e;| < %. Por tanto, existe al menos un quasi-interpolante
discreto de norma casi minima. Si cada perturbacion €; cumple que || < %, entonces
existe un unico qid de morma cast minima.
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2.3 Quasi-interpolantes spline cilibicos de norma casi min-
ima

El Problema 2.1.2 ha sido formulado para splines de orden impar y, sin embargo, queremos
completar el estudio realizado anteriormente con la construccién de quasi-interpolantes
cibicos exactos en Py, cuyas formas lineales sean del tipo considerado en el caso cuadrético.
Con este objetivo, sea X = (w;),c; una sucesién estrictamente creciente de nodos no
uniformemente espaciados, tal que |z;|] — oo cuando i — +co, y sea ©4 la sucesién de
abscisas de Greville

1 .
6; = 3 (i + zig1 + xit2), 1 € Z.

Consideremos la sucesién (N;),c; de B-splines cibicos asociada a X. La identidad de
Marsden proporciona las siguientes representaciones de los monomios como combinaciones
lineales de los B-splines ctibicos:

1= Ni(x)

i€Z
1
=3 Z (Tit1 + Tito + Tit3) N; ()
icZ
1
2 = 2 (Tit1Tite + Tir1Tiys + TigaTiys) N (z)
i€Z

Para cada n > 0, el qid

24n
QF=> | D aigf (irs) | N
1€EZ \j=—n
serd exacto en Py si y sélo si
2+n
> aig=1
j=—n
24n
> ai6ir = O
j=—n
2+n 1
2
E , ai,j9i+g‘ = 3 (ip1®ive + Tip1iiss + Bivatirs)
Jj=-n
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para todo entero i. Si n = 0, la forma lineal discreta que acompana al B-spline N; es una
combinacién lineal de las abscisas interiores al soporte [z;, z;+4] de N;, y estd garantizada
la existencia de un tnico qid exacto en Pa, que estd acotado (cf. [14]).

Proposicién 2.3.1 Consideremos el qid Qf = > ;.7 i (f) Ni, donde
i (f) = oo f (8:) + Bif (Bit1) +%f (Biv2)

con
hiy + hivahive + B3,
(hj + hjt1 + hjr2) (hj + 2hj41 + 2hj42 + hjt3)
i+ hjnhive + b3,
(hj + hjs1+ hjt2) (hjr1 + hjte + hjys)
h12-+1 + hjr1hie + h?+2
(hj+1+ hjt2 + hjts) (B + 2hj41 + 2hjp0 + hjis)

o = —

Bi=1+

P =
Entonces,

1. @ es exacto en Ps.

2. @ es un operador acotado y

A2, 1 + hjp1hjpo + A2
<1+ 2max i ! : L2 =8
1@l < €L ((hj + hjt1 + hjte) (Rj1 + hjp2 + hjys) |~

para todas las particiones X .
DEMOSTRACION Es similar a la de la Proposicién 2.2.1. Como
h2, 1+ hjtahjra + hi - (hjz1 + hjio)?
(hj + hjsr + hjto) (hjer + hjpe + hjys) (R + hjga 4 Bjt2) (hjen + hjyo + hjts)

Q estéd acotado y ||Q|| < 3. O

La elecciéon n = 1 permite plantear la construccién de qid de norma infinito més
pequenia, empleando un procedimiento anélogo al desarrollado en el caso cuadratico. Las
condiciones de exactitud en Py son ahora

3
Zai,j — |

<1

Jj=-1

3

E ai’j0i+]’= 01‘4_1 (231)
j=-1

3

2 1

2:“M@+j: ngHxH2+$H4M+3+xHam+@

Jj=-1
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Si la funcién

3
vi(a) =Y laisl, ai = (ai-1,8i0,a:1,0:2,03)" ,
=1

sujeta a (2.3.1) tiene minimo y el correspondiente qid estd acotado, éste se denominars
gid de norma casi minima.

Proposicién 2.3.2 Supongamos que X cumple

Oig1 + 6040 < 0; + 644 < 0404043 (2.3.2)
para todo entero i. Sean
h? 1 + hit1hiyo + h2
af_y = — -t L (2.3.3)
’ £ 18+ Gun)

h2,, + hiy1hio + h?
af =1+—H 5+ 2;2 e (2.3.4)
o _h’zz-i-l + hi+1hi+2 i h12+2 (235)

s Giv2 (G +&iv2)

donde & = hi—1 + 2h; + 2h;11 + hiyo. Entonces, el qid

Qf = Z (af _1f (Bic1) + a1 f (Bi41) + af3f (Bizs)) N;

1€EZL

es de norma infinita casi minima y se cumple que

H@H <1+ 2max (
[o%s) iE€EZ

h12+1 + hit1hive + hz‘2+2> < Z
D) -3

DEMOSTRACION La demostracién es similar a la de la Proposicién 2.2.2. a; es solucién
de (2.2.1) si y sélo si

*
ai—1=0; 1 — 0 101 + & 101

a;0 = o1

G
&
Il

*
a;1 —0i100 — €i102
a; 2 = G2

*
a;3 = a; 3+ 0; 301 — & 3002
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siendo o y ap pardmetros reales,

" (0iv3 — 0;) (Bit1 — 6:) B = (Biy3 — z+2) (Bit2 — Oit1)
N (91-1-3 9 = 8 (0i+1 - gi—l), N ( +3 z 1)( z+1 - gz 1)
g = (91_9%) Oiy1 — 0 83:(1+2_‘91 1) (it
Y0 (Bigs — 0im1) (Big3 — 0ig1)’ YT (Bigs — 0im1) (Bigs — 91—!—1)
0i1=1—10;_1+0i3, g1 = L—gi—a+Eis,

7
y (a;‘ﬁl, @z 1 afg) la solucién del sistema resultante al hacer a;0 = a;2 = 0 en (2.3.1),

es decir,
11 1 B 1
0ic1 biv1 birs aj; | =1 bt
2 2 2 1
;4 9¢+1 91+3 arg 3 (Bepraps + Tera®iys T Taslipa)

Resolviendo este sistema se obtienen las igualdades (2.3.2). Minimizar v (a;) equivale a

minimizar la funcién
vi (@) = [la; — Aa||y

T
* __ * % *
donde a, = (ai,kl«, 0, a; 1, 0, ai,S) y

AT:< di—1 -1 631 O —51‘,3).

—Ei—1 O &3 =1 &3

Como en el caso cuadrético, el miimo se alcanza en a = (0,0)7.
Por (2.3.3), (2.3.4) y (2.3.5),

oo+ ) + ] = 143 (Rt bertn Ly B R + Rl

Lilbe+Lun) Eiva (& + &iv2)
148 <hi+1 +hivo hit1 +hiva | higr +hipo hipr + hi+2>
- &i & + &it2 it & + it
Como
hit1 + hita <1 hit1+ hito < 1 . hit1 + hito < 1
& "G+ b 3 & + & 3’

se concluye que .
ool + Jafa| + ool < 2

por lo que el gid
Qf = Z (af _1f (8i—1) + af 1 f (Biv1) + afsf (6ixs)) N

1€EZ



42 Capitulo 2. Qid de norma casi minima sobre particiones no uniformes

estd acotado, es de norma casi minima y se cumple que

(h12+1 + hitihiyo + h12+2) -
&iit2 =3

para toda sucesién X que cumple (2.3.2). a

H@H <1+ 2max
oo €L

Nota 2.3.1 Si las condiciones (2.3.2) fuesen estrictas, el minimo absoluto se alcanzaria
sdlo en (0,0), existiendo, por tanto, un dnico qid de norma casi minima.

Ejemplo 2.3.1 Consideremos nuevamente la sucesion X = (x;),cy definida por
z,=p+(i+e€)h, i€Z,

donde p € R, h > 0 y la correspondiente sucesidon © de abscisas de Greville estd formada
por los valores

ZTi + Tit1 + Tig2

0; =
3

1
:§[3p+(3i+3)h+(6i+65+1+6i+2)h], 1€ Z.

Si|es| < g, se cumplird la condicion (2.5.2) . Por tanto, también en este caso existe al

menos un quasi-interpolante discreto de norma casi minima, siendo unico si cada pertur-
. 2 X y 1

bacion €; cumple que €| < 3.



Capitulo 3

Quasi-interpolantes box-spline
discretos de norma casi minima
sobre redes regulares del plano

En el capftulo 1 se ha considerado la construccién de quasi-interpolantes spline discretos
sobre particiones uniformes de la recta real a partir de la minimizacién de una cota superior
de la norma infinito del operador. Es lo que se ha dado en llamar gid de norma infinito
casi minima. El operador de quasi-interpolacién asocia a cada funcién una serie B-spline
cuyos coeficientes son combinaciones lineales de valores de f en los nodos de la particion.

Se quiere abordar un problema similar en el caso bivariado, haciendo uso de particiones
regulares. El papel del B-spline univariado serd desempenado por un box-spline. Las
propiedades de los box-splines son bien conocidas (ver, los libros [3], capitulo 11; [9]; [17],
capitulos 2, 3 y 5; [42], capitulo 4; [44], capitulo 17; [62], capitulo 3; y [6], [7], [30], [45],
[46], [47]). En lo que respecta a la evaluacién de box-splines y series box-spline, hay que
anadir [19], [21], [32].

Existen diferentes métodos para definir quasi-interpolantes multivariados que dan el
méximo orden de aproximacién (cf. [8]). Por ejemplo, en [9] y [17] se describe la construc-
cién de qi box-spline utilizando sucesiones de Appell, series de Neumann y transformada
de Fourier (ver también [7], [15], [16], [18], [23], [63]).

Emplearemos box-splines sobre redes tridireccionales y cuatridireccionales del plano,
aunque la construcciéon que se dard podria llevarse a cabo con otros B-splines, es decir,
funciones polinémicas a trozos de soporte compacto (cf. [38], [39], [40], [45], [46], [48], [49],
[51], [52], [56], [58]).

El capitulo se organiza de la siguiente manera: en la primera seccién se recuerda
la definicién del box-spline por convolucién y se enumeran las principales propiedades,
ademds de fijar los tipos de box-splines que se empleardn en la construccién de qid de
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norma casi minima para cada una de las redes regulares consideradas; en la segunda
seccion se formula el problema para box-splines de soporte hexagonal; la tercera detalla el
caso cudrtico de clase C2, determinando la tinica solucién del problema; en la seccién cuarta
se muestra la no unicidad de solucién, en general, considerando el box-spline de grado 7
y clase C*; las tres secciones restantes tratan el problema para la red cuatridireccional,
considerdndose por separado el problema general, el basado en box-spline cuadrético y los
correspondientes a los box-splines cudrticos.

3.1 Preliminares: box-splines

Para cada n > 2, sea X,, = {z1,%2,...,7,} un subconjunto de Z? \ {0}. Supondremos
que el espacio (X,,) engendrado por X, es R? y que X,, estd ordenado de modo que los
vectores 1 = (21,1,%12) y T2 = (xg’l,a:g,g)r cumplan que

T T
det [ “H 2 ) s,
T12 22

Notemos [X,,] a la envolvente convexa centrada de X,, es decir,

i=1
Definimos
1 ;
——, & @) € [fm,ml],
. . r11 21
M (z,y | w1, 22) = ¢ det ( Z1,2 22 )
0, en otro caso,
y, param =3,...,n,
2
M('|.’L‘1,£B27...,Jf'm): 1M(._t$m‘x1""7mm_1)dt.
2
Hacemos

M(.’Xn):M('|'/E17$27"'7$m)7

obteniendo el box-spline centrado en el origen asociado al conjunto de direcciones X,.
El box-spline M (- | X,,) verifica las siguientes propiedades:

1. Para toda f € C (Rz) se cumple que

M (z,y | Xn) f (z,y) dedy = /
JRR2 .[_

]” f (z ti$i> dtl e dtn-
=1

L
"2

Bof—=
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2. Su transformada de Fourier es

S(‘Il >
XT? L)
! H oy

donde (u, v) = ujv; + ugva.
3. Su soporte es [X,,].
4. M (z,y | X,) > 0si (z,y) es interior a [X,,)].
5. Sea

L
y bj = :l:i, 1= il L0

DO | =
N =

Bi{Xy) = £ ez, + ij.’cij -

donde {z } denota el complementario de {i;} respecto de {1,2,...,n}. Entonces,

la restriccién de M (- | X,,) a cada componente de B (X,,) es un polinomio de grado
total n — 2.

6. M (-] X,) es de clase C"(Xn) (R?), donde

7 (Xp) = min {cardY ¥ € X diXu \ Y| & RQ} — 2.
7. {M (- —i| X,), i € Z*} es una particién de la unidad, es decir,

Y M(-—i|X,) =1

1€Z2

8. {M(-—i|Xn), i € Z*} es linealmente independiente si y sélo si |[det Y| = 1 para
toda base Y C X,, de R2.

9. Si
Y aM(-—i|X,), ;eRy,
1€Z2
entonces
lP)7"(X,,)—(—1 cS (Xn)
W

Prx,)+2 € S (Xn)
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La situacién més frecuente consiste en formar X,, con las direcciones e; = (1,0),
ea =(0,1),e3 =(1,1) y eg = (—1,1), cada una de ellas con una determinada multiplicidad.
(La notacién empleada para estos vectores no se confunde con la que se ha venido utilizando
para los monomios, que se seguird usando en este capitulo.) Dados p, ¢, r, s € NU {0},
sea

Xp,q,r,s = { €lsress€13€9505.5€90,€E8,..004€3,€4.0..,€E4 }

y notemos My qrs = M (- | Xpgrs). Sir =5 =0y p,g € N, entonces escribimos M,
en lugar de M, ,00. El conjunto B (X,,) induce una descomposicién de R? en cuadrados
mediante las lineas z = ¢, y = 4,1 € Z. Si s = 0y p,q,r € N, entonces escribimos
M, 4. en lugar de M, , 0. Ahora el conjunto B (X,) induce una triangulacién del plano
mediante las rectas = ¢, y =14,  +y =4, i € Z. La denominaremos triangulacién 1.
Finalmente, si p, q, r, s € N, la triangulacién inducida por B (X,,) estd producida por las
rectas de ecuaciones t =4, y=4, x —y =1y x+y =1, i € Z. Denominaremos 7 a esta
triangulacién cuatridireccional.

En este capitulo vamos a determinar quasi-interpolantes discretos basados en box-
splines sobre las triangulaciones 71 y 72. En lo que respecta a la primera, consideraremos
el box-spline My 1 g41,k+1, £ > 0, correspondiente a p = ¢ = r = k + 1. Denotemos por
H, al hexdgono de vértices {£s e;, i =1,2,3}. Entonces, el soporte de M1 k+1k+1 €S
Hir1. Ademds, My ky1 k41 es de clase ok (RQ) y su restriccién a cada tridngulo de 7
es un polinomio de grado total 3k + 1. Escribiremos My gy1 4+1 € IP’%’,;H (11). Pogyq es
el mayor espacio de polinomios contenido en el espacio generado por las trasladadas de
M1 k41,641

Las Figuras 3.1 y 3.2 muestran los soportes de los box-splines My k41 x+1 para k =
0,1,2, y el box-spline Mj 1,1, respectivamente.

%}h H2

Figura 3.1: Triangulaciéon 7, y hexdgonos Hy, Hy y Hs.

Hj

La definicién indicada del box-spline M (- | X,,) muestra que

(k+1)
Mgy kt1,p41 = My % oo x My,

donde * indica convolucién.
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Figura 3.2: Pirdmide de base H.

Para la red cuatridireccional 72, dos son los conjuntos de direcciones que vamos a
considerar. El primero de ellos corresponde ap=qg=k+1yr=s=Fk k> 1,y da
lugar al box-spline My 1 gx+1,kk Su soporte es el octégono €21 x centrado en el origen
cuyos lados paralelos a las direcciones e; y ey son de longitud k£ + 1, mientras que los
paralelos a las direcciones es y e4 son de longitud kv/2. En la Figura 3.3 se muestran los
correspondientes a k= 1,2, 3.

El box-spline My k+1.kk €s de clase (k=1 (RQ) y su restriccion a cada tridangulo de
T9 es un polinomio de grado total 4k. El espacio engendrado por las trasladadas enteras
contiene al espacio Ps; de los polinomios de grado total menor o igual que 3k.

Q2.1

Q3.9 Q43

Figura 3.3: Triangulacién 75 y octégonos 21, Q032 v 4 3.

La segunda opcién es p = q=kyr =s =k+ 1, k > 1, y proporciona el box-
spline My 1. k+1,k+1- Su soporte es el octégono 2, 11 centrado en el origen que tiene lados
paralelos a las direcciones e] y es de longitud k, siendo los paralelos a las direcciones e3 y
e4 de longitud (k + 1) v/2. Los correspondientes a k = 1,2, 3 se muestran en la Figura 3.4.
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Q12

Q34

Figura 3.4: Triangulacién 73 y octégonos g2, Q23 y 23 4.

My k k+1k+1 es de clase (el (Rz), su restriccion a cada tridngulo de 7 es un poli-
nomio de grado total 4%k y también es P el mayor espacio de polinomios contenido en el
espacio engendrado por sus trasladadas enteras.

Para expresar My 1 kt1.kk Y My kk+1,k+1 €0 términos de convolucién, consideremos el
box-spline M 11,1. Su soporte, que se muestra en la Figura 3.5, es el octégono centrado
en el origen cuyos lados paralelos a las direcciones e; y es son de longitud unidad, mientras
que los paralelos a e3 y e4 son de longitud /2.

Figura 3.5: Soporte del box-spline M; ;1 ;.

Es de clase C'! (]RQ) y su restriccién a cada tridangulo de 7 es de grado total dos.
Sea ¥ (resp. A) el cuadrado (resp. rombo) de lado unidad (resp. v/2) centrado en el
origen (ver la Figura 3.6).
Los box-splines My 1 k+1.kk Y Mk k+1,k+1 cumplen que
(k)
M1 k1o =lsx Myg11 % * My

(k)
Mgk rsipr1 =Iax My %~ * My
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donde 1y, (resp. 1) es la funcién caracterfstica de ¥ (resp. A). Nétese que

Iy, = Mi1,0,0
1A = Moy,1,1

Figura 3.6: Cuadrado ¥ y rombo A.

3.2 Quasi-interpolantes box-spline discretos de norma casi
minima sobre la red tridireccional

En [50] se considera la estructura algebraica del conjunto {M (i),i € Hy N Z*} de valores
del box-spline M := Mj.1 x+11.4+1 €n los nodos interiores a su soporte para construir qgid.
Este conjunto hereda las simetrias de M. Concretamente, el box-spline M es invariante
por las simetrias del hexdgono Hi, que estdn generadas por las matrices

G1:<_01 _01> y G2:<1 _01> (3.2.1)

Sea Hj} := HyNZ?. Si G es una de las matrices anteriores, entonces M (Gi) = M (i) para
todo i € H y el conjunto {M (i) ,i € H;} es una sucesién hexagonal con soporte en Hj.
Le corresponde un operador en diferencias, D*, que coincide sobre Py, 1 con el operador
de Schoenberg-Marsden Sy := S definido por

Sf=)_FEM(-—1).
1€EZ2
El quasi-interpolante discreto
QF =) f@) (D'M) (-1
1€22

obtenido a partir de la inversa formal D*~! de D* sobre Po; 1 es exacto en Py ;. La
eleccién de diferentes bases en el dlgebra de las sucesiones hexagonales (por tanto, en el
de operadores en diferencias asociados) da lugar a diferentes inversas formales. Cada una
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de ellas conduce a un qid, cuya norma uniforme es facilmente acotable. Las bases pueden

ser elegidas de modo que disminuya dicha cota superior de la norma (cf. [52], [54]).
Planteamos un procedimiento alternativo de construccién de qid, atendiendo a la mi-

nimizacién de determinada cota superior de la norma infinito, similar al desarrollado en el

capitulo 1 para el caso univariado. De hecho, el método empleado en el caso univariado fue

considerado inicialmente en el marco de los qid bivariados basados en H-splines (cf. [56]).
Dado s > k, queremos construir gid del tipo

Quitef =QF =S| 3 caf(i+a) | M(—4). (3.2.2)

1€Z2 \a€H}

Equivalentemente,

Qf =Y f@L(-1, (3.2.3)
1€Z2

donde la funcién fundamental Li4q s := L se escribe como

L=) caM(-—aq). (3.2.4)

acH}

Se pedird que la funcién fundamental L presente las mismas simetrias que M, es decir,
que sea invariante por las simetrfas de Hj.

Lema 3.2.1 L es invariante por las simetrias de Hy si y sélo si para cada una de las
matrices G; dadas por (3.2.1) se cumple que cq,o = Co para todo o € HY.

DEMOSTRACION L es invariante por las simetrfas de Hy siy sélosi L (G-) = L para toda
matriz G que representa una simetrfa de H;. Como las simetrias de H; estdn generadas
por las que tienen como matrices asociadas G1 y Go, es suficiente probar que L (G;-) = L,

para ¢ = 1,2. Sea G una cualquiera de tales matrices. Se cumple que
L{Gz) = Z caM (Gx — a) = Z caM (G (z — (Giloz))) .
acH} acH?

Como M es invariante por las simetrias de Hy,

L(Gz) = Z caM (z — lea) :

acH?

El cambio de indice @« = G permite escribir

I{Gz) = Z caM (x — B).

GBeH*
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Como G~! (H}) = HY, entonces

E{Gz) = Z cagM (z — B) .

BEH?

Se concluye que L es invariante por las simetrias de Hy si y sélo si ¢ g = cg para todo
Y 1 Yy GifB B P
BeH] (i=12). O
Para s > 1, sea H; el espacio de las sucesiones hexagonales con soporte en H. El lema
precedente muestra que L presenta las mismas simetrias que el box-spline M si y sélo si
C = (Ca)aeH: (S HS'
Se cumple que (cf. [50]) Hs es un espacio vectorial real de dimensién

B B (t+1)2, si s = 2t,
d.—d(S)—{ (t+1)(t+2), sis=2t+1.

Una sucesion ¢ € Hy estd completamente determinada por una lista especifica formada
por d cosficientes, digamos Gy s+, Cay. AsOCiamMos & ¢ el vector € = (Gayy .- ,cad)l. La
Figura 3.7 muestra algunos ejemplos.

C3,0 €C3,1 €31 C3,0

€20 C2,1 €20 €31 C2,0 €21 C2,0 C3,1
€1,0 €1,0 €2,1 €1,0 C1,0 €2,1 €31 @1 CLo G0 €21 €31
€1,0 0,0 1,0 €2,0 €1,0 C0,0 €1,0 C2,0 €3,0 €2,0 €1,0 €0,0 €1,0 C2,0 €3,0
C1,0 C1,0 C2,1 C1,0 C1,0 C2,1 3,1 C21 C1,0 C1,0 C2,1 €311
€20 C2,1 €20 €31 C2,0 €21 €20 C3,1

€3,0 €3,1 €3,1 €3,0

Figura 3.7: De izquierda a derecha, sucesiones hexagonales ¢ € ‘Hy, s = 1,2,3. Las listas

¢ asociadas son (co,0,¢1,0), (€0,0,¢1,0,¢2,0,¢2,1) ¥ (€0,0,¢1,0,€2,0,C2,1,€3,0,C3,1), respectiva-
mente.

Ademsds de la invarianza de L por las simetrias del hexdgono Hj, se va a exigir que
@ sea exacto en el mayor espacio de polinomios contenido en el espacio generado por las
trasladadas de M, es decir, que @p = p para todo p € Pory1. Esta propiedad da lugar a
un conjunto de restricciones lineales para la sucesién hexagonal ¢, existiendo una matriz
A de tamarfio r x d de rango r < d y un vector b € R” tales que la exactitud de ) equivale
al cumplimiento de Ac =b. Sea V = {E eR?: AC= b}.
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Finalmente, tenemos en cuenta que la norma infinito de @ es igual a la norma de
Chebyshev de su funcién de Lebesgue,

Akils = A= Z | L (- —ui]

aCH}

que estd acotada superiormente por la [1-norma de ¢; es decir,

1Rl < llelly -

Esta mayoraciéon proporciona la funcién objetivo.
Proponemos, pues, el siguiente problema:

Problema 3.2.2 Resolver Min {||c||,, c€ V}.

Definicién 3.2.3 Si ¢ es solucion del Problema 3.2.2, entonces el correspondiente qid
dado por (3.2.2) se dice qid de norma infinito casi minima (relativo a Hy).

Proposicién 3.2.4 El Problema 3.2.2 tiene al menos una solucion.

DEMOSTRACION  Como el rango de A es r, el sistema Ac = b puede ser resuelto, y cada
Ca;; 1 < i < d, es una funcién afin de d — r componentes de ¢. Por otra parte, ¢ € Hs.
La sustitucién de las funciones afines c,; en ||c||; da lugar a una matriz A de tamaiio

d x (d—r) y un vector b € RY tales que llell; = Hg— EEHI. Resolver el Problema 3.2.2

equivale a determinar la mejor /;-aproximacién lineal de b por elementos de la forma gE, y
la existencia de al menos una solucién estd garantizada. Si Ac es una mejor [;-aproximacion
lineal de b, entonces ¢ es una solucién del Problema 3.2.2 y proporciona un qid de norma
casi minima. (]

Nota 3.2.1 La demostracion de la proposicion anterior prueba que el problema de mini-
mizacion considerado equivale a un problema de programacion lineal.

Nota 3.2.2 En general, la solucion no es inica, como se mostrard mas adelante.

La exactitud de @) en Py 1 proporciona las restricciones del problema de minimizacién
planteado y se determinan a partir de la expresién de los monomios como combinacién
lineal de las trasladadas del box-spline. Como M (0) = 1, la funcién M (u)~! admite un
desarrollo en serie de potencias centrado en el origen, que se escribe como

M (u)~! = Z ™

ae(NU{0})?



§3.3 Qid box-spline cudrticos de norma casi minima sobre la red tridireccional 53

El quasi-interpolante diferencial

Pf=> | Y. @Dy |M(-5, #=-L

JEZ? \ae(NU{0})?

es exacto en Pop 1 (cf. [23]). D®f () representa la derivada parcial de orden a de f en j.
Como

Deap = €ap
para todo (v, 8) € (NU {0})? tal que a+8 < 2k+1, se obtienen igualdades que proporcio-
nan las expresiones necesarias de los monomios como combinaciones lineales del box-spline.
Ademis, las simetrias de la funcién fundamental facilitan el cdlculo. El método descrito
aprovecha que la transformada de Fourier del box-spline tiene una expresién simple. Un
procedimiento alternativo se basa en los polinomios de Appell (cf. [17], [9]), que se cons-

truyen de forma recurrente a partir de los valores que el box-spline toma en los nodos
interiores a su soporte.

3.3 Qid box-spline cuarticos de norma casi minima sobre la
red tridireccional

Consideraremos el problema general para el box-spline cudrtico (k = 1) de clase dos.

Monomios como combinaciones lineales de las trasladadas del box-spline
Definamos la funcién sinus cardinalis

. z
SINC 2 = — sell —.
z

2

Se tiene que

M (u) = (sinc uq sinc ug sine (u; + ug))?
M (u)*l = ap,0 + agyou% + a1 juiue + a072u% + e
con

1
apo=1 y agpo=a11=ag2= 3
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Entonces,
1 2m
pf=3 ( <—1>”Za2m—n,nD<2m~">">f<z‘>) M ()
€22 \m=0 n=0

S| =

=3 <f (i) — ¢ (D®Of (5) + DOV £ (i) + DO f (z‘))) M (-~ i)
1€Z2

y es exacto en Pj.

Por tanto,
ep,0 = Degp = Z €0,0 (z) M( = z) = Z M( — i)
i622 jeZZ
ero=Derg=Y_ exg()M(—i) =D 1M (-~
€72 €72
eo1 =Deor = eon (M (-—i) =D isM (- —1i)
1€72 i€Z2

: il . ; Il :
6270 = DeQ,O = Z (8270 (Z) = g) M ( — Z) = (7,% — g) M ( = 1,)
1€72 1€7Z2

a1 =Dagz =" (el,l (i) - é) M(—i) =

1EZ2 €722
1 1
60:2 = ’De().Q = Z (60,2 (Z) — 3) M( o i) = Z (’L% == §> M( — Z)
1EZ2 =y
e3,0 = Dego = Z (e30 (i) —e1o (i) M (- —1i) = (i — ir) M (- — i)
€22 ic72
esn=Degi = 3" (ea1 (i) = weno (i) — <e0n (1)) M (i) = 3 (in — Sy — 2ig ) M (- — )
g : k ’ 3 7 3 - 3 3
1€Z2 1€72
612:7)612:2 612(2')—1610(1')—-1601(’1:) M(—L):Z ilig—lil—lig M(—Z)
’ ’ _ ; 3 3 : 3 3
1€72 i€72
e03 =Degz =Y (eos (i) —eo1 ()M (- —i) =Y (i} —i2) M (- - 1)
1€Z2? 1€Z2
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Condiciones de exactitud
Para s > 1, el qid
Q2,sf = Z Z cof (i4+a) | M(-—1)
i€Z2 \a€H}

es exacto en Ps si y s6lo si Q2.s€mn = €m,n para m +n < 3. Como
QQ,SCU,() = g E Ca€0,0 (Z ae Oé) M ( e 7/) = § Cos
i€Z2 \acH} acH}
Q2,500 = €0,0 si y solo si Z%Hj G = 1z

Al ser (Ca) 4epr: una sucesién hexagonal, 3 ¢ s cacs =0 (y Daem: catz =0), por lo
que

Q2s€10 = Z Z Calir+a1) | M(-—i)= Z Ca Z WM (-—1i) =e1p Z Ca

1€Z2 \acH} acH} 1€Z2 aEH*

y la condicién Zaeu; ca = 1 garantiza que Q2 €10 = e1,0. Andlogamente, Q2 40,1 = €0,1.

Ademsds,
Q2,5€2,0 = E Co (i1 +01)” | M (- —1)
1€Z2 \acH}
. -2 . 2 .
—E Ca | 47 +2 anal 11+ anal M (- —1)
i€Z2 acH} a€EH} acH}
9 ’
= Z i1 + Cat? M (- —1)
=y a€H}
= a0 | + > EM (- 1)
aEH! 1€Z2
9 1
- E Caal + 6270 + g
acH}
y la condicién Q2 se20 = e equivale a ZozEHj caozf = ——é—. Esta igualdad garantiza que

@2,se11 =e1,1 Y @2,5€0,2 = €02



56 Capfitulo 3. Quasi-interpolantes box-spline discretos de norma casi minima

Finalmente, las condiciones

anzl y ana%:——

acH} acH}

implican que Q2 s€mn = emn Para m 4+ n = 3 (obsérvese que Y .y« Co@"ay = 0 si
m+n = 3 pues ¢ € Hy).

Proposicién 3.3.1 Q2 es exacto en IP3 si y sdlo si

anzl

acH}

3 cacd =3

acH}

Quasi-interpolantes box-spline discretos de norma casi minima

Si s =1 entonces d = 2 y también son dos las condiciones de exactitud. El sistema lineal
tiene solucién tinica, que proporciona el tinico qid exacto en P3 con forma lineal coeficiente
construida a partir de una sucesién hexagonal ¢ € Hy. Es (cf. [54], p. 10)

3
Q2,1:Z< ' —% 7i€z>M(~—i). (3.3.1)

1€Z2

Por tanto, es necesario que s > 1 para que d > 2 y haya pardmetros que permitan
que el problema de minimizacién pueda ser planteado. Supongamos, pues, que s > 1.
Concretamente, s = 2t, £ > 1. Una sucesién ¢ € H,; queda completamente determinada
por d = dimH, = (¢t + 1)* de sus coeficientes.

La funcién objetivo del Problema 3.2.2 se escribe a partir de dichos coeficientes de la
siguiente manera:

t

t
||(’Hl—’(’00‘+6z |c25,5] + le2j0l) -l-IQZZ|6231]+62]027+10H—1QZZ|02] 1] -

=2 1=1 j=11=1

Las restricciones son

t t

1—(00—1—62 2i,i + €25,0) +12226231+62023+10+122262J 1,0

=2 1=1 j=11=1
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y
t t 7—1
— = Z{4(2])2 €250 + (2 (2,])2 +4y2> (:Zj,j} +Z 4{ +l2 (2] —Z)Q}Csz
J=1 =2 =1

—

t

+

4 {(2} 12+ (25—1- 1)2} i
1

Il

i=21

Proposicién 3.3.2 Sean

FEntonces,
T t+1)2
(c§050,..+,0,830,0,...0 )T € RCHD)
S—— Ne———
2 4+t—1 t

es solucion del Problema 3.2.2 para k =1y s=2t,t > 1.
DEMOSTRACION La funcién objetivo ||c[|, depende de las d = (t 4 1)* variables

CO,O? Cl,O? CZ,Oa 62,17 63,07 C3,17 RN C‘Zt—l,O» C2L—1,17 <o C2t—1t—1, CQt,O, C?t,la sisls gy CQt,t—l) c?t,t-

Resolviendo las igualdades que garantizan la exactitud en IP3, tenemos que cp o y c2:0 son
funciones afines del resto de los coeficientes que determinan la sucesién hexagonal c. En
consecuencia, minimizar ||c||; sujeta a las condiciones lineales de exactitud en P3 equivale
a minimizar en R%~2 una funcién (convexa) w de las variables

C1,0,C2,0,€2,1,€C3,0,C3,15 - - -, C2t—1,0, C2t—1,15 - - - , C2t—1,t—1, C2t,1, - - - , C2t t—1, C2t -

Es suficiente probar que la restriccién w de esta iltima funcién a cada uno de los ejes
coordenados presenta un minimo local (y, por tanto, global) en 0 € R%2.

Consideremos, una de las variables cg; ;, 7 = 1,2,...,t. La correspondiente restriccién
es

6

W (c25,5) = W

>k
Co,0 —

(4 (2t)% — 2(25)% — 4j2) c2;5

+6 —|—6|62j7]‘|

1 N2 9
B (2 2i)? + 4 )c g
2t,0 4(275)2 ( .7) 4 25,7
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Para cy; ; > 0 suficientemente pequeno,

_ i 6 1 )
W (e336) = o = g7 (4207 22" 4 emy
. i . p
_ 602t70 + 64 (2t)2 (2 (2])2 + 4]2> a5 + 6¢Caj 5
* * 12 . .
- (Co,o — 602@0) + F (21&)2 (2 (23)2 + 4j2) €255

> g0 — 6¢ht0
=w (0)
Aniélogamente, para cz;; < 0 suficientemente préximo a cero,
6
4 (2t)*

1 ! ’
602t o+ b6——— (2t)2 (2 (2])2 + 432) coj; — 6¢oj 5

@ ) = s (4(2)° = 2(29)* = 45%) 21

_H (2 (2)% + 4,7‘2) _ 12} £id

Por tanto, W (cg; ;) presenta una minimo relativo (y global) en 0 € R.

Lo mismo sucede para cada una de las restantes variables. La convexidad de la funcién
objetivo garantiza que w alcanza su minimo global en 0 € R?%2, con lo que concluye la
demostracion. O

La solucién encontrada proporciona el quasi-interpolante box-spline discreto exacto en
P3 de norma casi minima (relativo a Hy, s = 2t)

3
Q2sf = Z(( 8t2>f(’i)—zg—t§;f(ii2t€z)>M('—i)-

1€Z2

Obsérvese que en lo que respecta al coste computacional, ()2 s y el quasi-interpolante
cldsico Q2,1 son similares: en todos los casos, siete es el nimero de sumandos no nulos de
la forma lineal coeficiente.

Si s =2t + 1 es impar, con t > 1, la situacién es andloga: la funcién objetivo es

t g—1 t+1 j—1
Hdh—hmd+6§:\@”++k%d-+w§: V@N+6§:W%H0H42§:§:W%1”
g=1 §=2 =1 7=0 =i =
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mientras que las restricciones son ahora

1] t+1 5—1
i —COO+6Z C2j.j —‘r(,z/o S 122262](+6ZCQJ+10+IQZZ(2] 1.1
o j=1 1=1
y
¢ ¢ j—1
= {4 (25)% caj0 + (2 (25)% + 43'2) cz,»,.,-} +3° %4 {(2,7')2 154y — 1)2} B
=1 =2 1=1
t t+1 j—1
+) 425+ 1) egjpa0 + 4{ 2j — 1) + 12+ (QJ—l—l)}%J 11
j=0 J=2 =1
Proposicién 3.3.3 Sean
. {4 1 . 1
' 8 I T e
> 22+ 17 7 T T 1)

Entonces,
(c0,0:05-.-,0,¢5410,0,...0 )T € REHD(E+2)

1242t 3

es solucion del Problema 3.2.2 parak=1ys=2t+1,t>1.

Obsérvese que, en general, hemos obtenido el quasi-interpolante box-spline de norma
casi minima (exacto en P3 y relativo a Hy) dado por

3
Q2,sf = Z (( 232> f@) - é ;f E= 861)> M(-—1). (8.3.2)

€72
Proposicién 3.3.4 Para cada, s > 1 se cumple que
1
1@l <1+ 5.

La sucesion (Q2,s) converge en norma infinito al operador de Schoenberg-Marsden.

e
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DEMOSTRACION  Sea f € C (R?) tal que | ||, < 1. Por (3.3.2),

|Qasf1 < <1+ 212> f@) - Flsgif(iisez) M (- —1i)
1€Z2 =1
<>y <(1+—> |f(i)|+T132i|f(iisez)l>M('—i)
1€Z2 =1
gwm§XG+§)ﬁ%®Mbw
< ((1+§>+—1%6>EZ:2M(._¢)
=1+

de donde se concluye la acotacién de la norma infinito de Q2 s.
Por otra parte, como el operador de Schoenberg-Marsden estd definido por

Sf=Y fli)yM
1€Z2

se tiene que

3
QQ,sf_Sf_LQZ< %Z 7isel> (-—1).
72 7

Por tanto,
Qaf = SF1 S 5z 32 @Il M (= ).
i€z?

En consecuencia,
1
1@ — Sl < 5

y (Q2,s) 4 converge en norma infinito a S.
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Comparacién entre quasi-interpolantes box-spline discretos

La igualdad (3.3.1) da el dnico quasi-interpolante box-spline discreto exacto en P3 cuya
funcién fundamental presenta las mismas simetrias que el box-spline Ms. Cumple que

1Q2.1]l, < 2.

Consideremos los quasi-interpolante box-spline discretos (3.3.2) para s = 2,3. Se verifica

que
=

b) 10
1Q2.2]l, < 1= 125 y  [|@Q23]l, < 5 = 11001,
La Figura 3.8 muestra las sucesiones hexagonales correspondientes a las formas lineales
coeficiente de @25, s = 1,2, 3.

B0 0
% 0 3 00 0 0 0
T o 0 0 0 0 00 0 0 0 0
3§ #0 80 3 mo 0 Bo oo g
o o 00 0 0 00 0 0 0 0
%0 = 00 0 0 0
FHo o0

Figura 3.8: De izquierda a derecha, sucesiones hexagonales ¢ € Hy, s = 1,2,3, de las
formas lineales coeficiente de los qid Q2 s.

A partir de la representaciéon de Bernstein-Bézier de My (ver anexo al capitulo 3) se
determina el valor exacto de la norma infinito de cada uno de ellos.

Proposicién 3.3.5 Se cumple que

11\ 193 .
@21l = A21 (57 5) =T = 1.34028

59
Wmu=kmmm=@:mww

119
= A 0,0) = — ~1.10185
Q2,3 o 2,3 (0,0) 108

Para s = 3 la cota de la norma infinito es una buena aproximacién de ésta.
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3.4 Qid box-spline de grado siete de norma casi minima
sobre la red tridireccional

Ilustraremos la no unicidad de solucién del Problema 3.2.2 considerando el box-spline de
grado siete (k = 2).
Condiciones de exactitud

Consideremos el hexdgono Hs, el box-spline de grado siete M := M3 y el qid

Qsaf=> | D caf (i+a) | M(-—4),

i€Z?2 \a€H;

con ¢ € Hy. Como d = dim Hs = 4, ¢ queda determinada a partir de 4 de sus elementos.
Seleccionamos ¢ o, ¢1,0, €2,0 ¥ €2,1-

Proposicién 3.4.1 Q32f es evacto en Ps si y sélo si

co,0 + 6c10+ 6c20 +6co1 = 1

|

c1,0 + 402’0 = 302,1 =

| =
CoO| =

C1,0 + 160270 + 962,1 =

DEMOSTRACION Como

(@3,2€00 = Z Z cat00 (i+a) | M(-—1i) = Z o

i€z? \acH; acHj

Z Ca =1,

aEHy

Q@32 fija e si y sélo si

es decir,
co,0 +c1,0 +c20+c21 = 1.

En lo que respecta al monomio e g, se cumple que

@3,2e1,0 = E g €x | 1.+ E ca1 | M (- —1)
€72 acH; acH;
= E o E WM (-—1) + E CaOi1
o€H; 1€72 acH;
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La condicién ZaeH; co = 1, junto con la igualdad Zaef{; corp = 0, permite escribir
Qsgero=»  i1M (- —1).
1€Z?
Por tanto (ver anexo),
(3,2€1,0 = €1,0.
Anélogamente,
(3,2€0,1 = €0,1.

Consideremos ahora el monomio ey . Se tiene que

@3,2€2,0 = Z Z Gy (Lf + 20101 + af) M (- —1)

i€Z2 \a€H;

=) ca d BM(—i)+2 ) arcay uM(-—i)+ Y ofca

a€H}  a€cHj; acH; 1€Z2? a€Hj
y, por tanto (ver anexo al capitulo 3),
g ' . 1 ¢
Q3,2€20 = E GM (- —1) + E af = ez + 5T E aica.
a€H; a€H3 a€H;

Se cumple que @3 2e20 = €2 si y sélo si

Y afe = —%,

a€H;
es decir,
1
c1,0 +4coo +3c21 = ~%
; ; ormnrobs _ - J, (T
Es inmediato comprobar que ZaeH; g = 1y ZaeH; ajce = —3 garantizan que

QS,Qem,n = €m,n, M +n< 3.
Para e4 o, un célculo similar proporciona la igualdad

Q32e40 = § M (- —1i)+6 § : a%ca§ M (- —i) + § ey,
a€EH} a€H; i€Z? acH}

Equivalentemente,

Qazeso= Y, (-3 M(—i)+ Y ofea,

a€Hy acHj
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En consecuencia (ver anexo)

4 4
(3,2€40 = €40 — = + Z afcy

acH;
y R326e40 = eqp siy solo si ZQGH; o Ty = % es decir,
il
c1,0 +16c20 +9c21 = 5

Se comprueba que @326mn = emn, m+n =4,1<n <4, sise cumplen las condiciones
_ 2, — 1 4, _ 4
2aeHy Ca =1 ZaeH; Fla= —3 ¥ ZaeH; @6 = 5- -

Quasi-interpolantes box-spline discretos de norma casi minima

Estamos en condiciones de probar la existencia de una familia uniparamétrica de qid de
norma casi minima para el box-spline de grado siete y clase C*.

Proposicién 3.4.2 Para cada v € [ 357 0], el qid

3
Q3,2f: Z{(179+37)f()+ 30+7 Zf Liel 480 ZfZiQel
1€Z2 =1
v(f(£(er+es) + (= (62 +e3)) + f(£(—e1+e)))} x M (- —9)
es de norma casi minima (exacto en Py y relativo a Hy).

DEMOSTRACION  La solucién general del sistema que resulta de las condiciones de exac-
titud en P5 es

c —@—k?)
00= "8y T
c —l-f-
1,0—30 Y

_ 11
0= 480 ~ 27
C21 =7

con v € R. La funcién objetivo del problema de minimizacién se escribe como

llell, =
13

+61780 7 2

y| + 6]

17
= 3

+6‘——+“/
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7|
6.5
6
5.5
5
4.5
-0.4 -0.3 -0.2  -0.1 0.1 0.2

Figura 3.9: Funcién objetivo para la construcion de gid de norma casi minima asociados
al box-spline M3. La forma lineal coeficiente emplea los nodos de M3.

Su minimo es & para todo 7y € [——375, 0] (ver Figura 3.9). O
El valor v = —% proporciona una sucesién hexagonal con un patrén de ceros similar
al de la que aparece en [56] para la red tridireccional equilétera.
Cada v proporciona un quasi-interpolante box-spline discreto exacto en Ps de norma
casi minima, cuya forma lineal coeficiente utiliza los nodos en Hj.

3.5 Qid box-spline discretos de norma casi minima sobre la
red cuatridireccional

Sea ahora M uno de los box-splines M1 11,1, Mit1k+1,kk © Mikrt1,k+1, £ > 1,  su
soporte y 2° su interior. M es invariante por las simetrias del rombo A, que estdn generadas

por las matrices
0 1 -1 0
G1:<1 O) y ng( 0 1). (3.5.1)

Se cumple, pues, que M (Gi) = M (i) para cada simetria G, y el conjunto de valores de M
en Q* := Q°NZ? presenta las mismas simetrfas que el rombo A. El conjunto {M (i) ,i € Q*}
es una sucesiéon rombo, y, como en el caso tridireccional, le corresponde un operador en
diferencias. Su inversa formal sobre el mayor espacio de polinomios contenido en el espacio
generado por las trasladas enteras de M permite definir quasi-interpolantes discretos. Si
se eligen diferentes bases en el dlgebra de las sucesiones rombo pueden obtenerse diferentes
inversas formales y, por tanto, diferentes qid.

Planteamos un procedimiento de construccién de qid similar al desarrollado en la
primera parte de este capitulo.

Para cada s > 1, sean Ay el rombo de vértices (s,0), (0,s), (—s,0) y (0, —s), y A% :=
AsNZ2. Dado s > k, queremos construir qid Q1,1,1,1),s = @s = Q@ Qhi1k+1,kk),s =
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Qs = QY QUt1k+1,kk),s = s := & del tipo

QF =) | D caf(i+a)| M(-—1i). (3.5.2)

i€Z2 \a€A}

En términos de la funcién fundamental Ly 111y s = Ls := L, L(gq1k41,6k) = Ls := L 0
Lk k+1,k+1) := Ls := L, definida por

L= caM(--a), (3.5.3)

acA}

el quasi-interpolante se escribe como

Qf =) FOL(~1). (3.5.4)
1€Z2
Lema 3.5.1 L es invariante por las simetrias de A si y sdlo si para cada una de las
matrices G; dadas por (3.5.1) se cumple que cq,o = co para todo o € A%.

DEMOSTRACION Es similar a la del lema establecido para la red tridireccional. O
Para s > 1, sea R; el espacio de las sucesiones rombo con soporte en A,. Por el lema

anterior, L tiene las mismas simetrias que el box-spline M si y sélo si ¢ = (Ca)ae/\: € Rs.
Como Rs es un espacio vectorial real de dimensién

_ [ @+1)?, si s = 2t,
d"d(s)_{ (t+1)(E+2), sis=2t+1,

una sucesion ¢ € R estd completamente determinada por una lista especifica formada
por d coeficientes, digamos cq,,. . ., Ca,, y asociamos a c el vector ¢ = (cq, - . -, cad)T. La
Figura 3.10 muestra algunos ejemplos.

Como en el caso tridireccional, se exigird que @ sea exacto en el mayor espacio de
polinomios contenido en el espacio generado por las trasladadas de M. Esta propiedad da
lugar a un conjunto de restricciones lineales para la sucesién rombo c: existen una matriz
A de tamano r x d de rango r < d y un vector b € R” tales que la exactitud de () equivale
al cumplimiento de A¢ =b. Sea V = {¢ € RY: A = b}.

Una vez impuestas las condiciones de simetria y de exactitud, queda por definir la
funcién objetivo del problema de minimizacién, que vuelve a ser ||c||; por cumplirse que

1Qlloe = max A (z) < [lc[|; ,

A= Y IL(—0)

acN:

con

Por tanto, proponemos el siguiente problema:
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€3,0
2,0 C2,1 €20 €21
1,0 €11 1,0 ELl €21 C1,1 €10 C1,1 C21
61,0 40,0 C1,0 €2,0 1,0 €00 S1,0 C2,0 €3,0 €20 C1,0 20,0 1,0 €2,0 S8.0
C1,0 C1,1 €1,0 C1,1 €2,1 C1,1 C1,0 €11 €211
€20 C2,1 C2,0 €21
C3,0

Figura 3.10: De izquierda a derecha, sucesiones rombo ¢ € Ry, s = 1, 2, 3. Las listas ¢ aso-
ciadas son (cg,0,¢1,0), (c0,0,€1,0,€2,0,¢1,1) ¥ (€0,0, 1,05 €2,0, €11, €3,0, C2,1), Tespectivamente.

Problema 3.5.2 Resolver Min {||c

s CEV

Definicién 3.5.3 Si ¢ es solucion del Problema 3.5.2, entonces el correspondiente qid
dado por (3.5.2) se dice qid de norma infinito casi minima (relativo a Ay ).

Proposicién 3.5.4 El Problema 3.5.2 tiene al menos una solucion.
DEMOSTRACION Es similar a la desarrollada para el Problema 3.2.2. O

Nota 3.5.1 Para determinar las restricciones lineales que deben cumplir los coeficientes
de la sucesion rombo para que el quasi-interpolante () sea exacto, es mecesario conocer
como se expresan los monomios como combinaciones lineales de las trasladadas del box-
spline. El quasi-interpolante diferencial construido a partir de la transformada de Fourier
del box-spline (cf. [23]) proporciona esta informacion. Sin embargo, en [63] se encuentran
las expresiones necesarias cuando se considera un box-spline sobre la red cuatridireccional
asociado al conjunto de direcciones

Kpgrs =1 Bl nBLy@y n 0y 80 Bys vy By — By ooy —64 Ju
—_— —— —— Y——

P q T S

Nota 3.5.2 Es posible considerar tipos particulares de sucesiones rombo de forma que las
soluciones de los correspondientes problemas de minimizacion tengan una funcion funda-
mental con un soporte mas pequeno. El dltimo ejemplo de la seccion 3.7, se da un ejemplo
considerando para ello el box-spline M 12 2.
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3.6 Qid de norma casi minima y box-spline cuadratico

Consideremos el box-spline cuadrético de clase C! (Rz) sobre la red T, M := M;j 111. Su
transformada de Fourier es

—

M (u) = sinc uy sinc ug sine (ug + ug) sinc (ug — uy)

Yy
M\ -1 _ 2 2
(u)™" =ago+ agpui + a1 1u1u2 + agouy + - - -
con
1
apo=1, a11 =0 y agpo=apg2= -3

Entonces, el quasi-interpolante diferencial asociado es
i
- ) — = (D@0 £ ; 0.2) £ (; C—
Df EZ; (f(z) : (D®Of i)+ D f@))) M (-—i),

y es exacto en Ps.
Por tanto,

eo,0 = Depp = Z eo0 (A) M (- —1) = Z M (- —1)

1€Z2 1E€Z2
6170 — ’Del’o — Z 6170 (’I) M ( = Z) = Z ilM ( = Z)
1€72 1€7Z2
eo,1 = Deg1 = Z eo1 ()M (-—1i) = Z ioM (- —1)
1E€Z2 1€Z2
? 1 : PP .
e20="Degg=» <€2,0 (1) — Z) M(—i)=7) (L% - Zi) M(-—1)
1€EZ2 1€Z2
61!1 = Del,l = Z 6171 (2) M ( — 7) = Z iligM(- = L)
1€EZ? 1€Z2
, 1 ; y 1 y
ep2 = Deg g = Z (60,2 () — Z) M(-i)= Z (zé - Z) M(-—1)
1€Z2 1€Z2

Proposicién 3.6.1 Para cada s > 1, el qgid

Qu111),sf = Z Z caf (i +a) | M(-—1i)

1€72 \aeA}
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es exacto en Py si y sdlo st

Z G =11

acH}

DEMOSTRACION Para el monomio eg se tiene que

Q(l,l,l,l),s@(),(): § Co-

aEA}
Para ey,
Q(1,1,1,1),s€1,0 = g g coe10(i+a) | M(-—1i) = 5 Cag WM
i1€Z2 \ €A} acA} €72
Por tanto,

Q(l,l,l,l),.cel,(): E Ca | €1,0,

aEN?

pues ZaeA: a1¢q = 0. Andlogamente,

Q(1,1,1,1),s€0,1 = E G | B

acA}

En lo que respecta a ez,

Q(171,1,1),s€2,0 — Z Ca Z 7 M —z +2 Z i oy Z le = z

oA} a€A} a€A 1€Z2
-2 . 2
= E By E WM (-—1d) + E 05 Cq
acA} Q€A acA}

Entonces,
Q(1,1,1,1),s€2,0 — E Ca (PQ 0o+ ) E Oqca
acA} a€A}

Del mismo modo,

1
Q(1,1,1,1),s€0,2 = Z Ca <60,2 =t Z) + Z a%ca.

aeA? acA}

(-—14)+ Z 01 Cq

acA}

+ E a%ca

aEA}
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Por dltimo,

Q1,1,1,1),s€1,1 = Z Z Ca (i102 +i102 + o0y + arag) | M (- — i)

1€Z2 \a€A}
= ca Y hiaM(-—i)+ > oica Y M (-—1i)
acNr  jez? €A 1€72
+ Z 9Ch Z ioM (- —1) + Z Q1 9Cy
aEA} 1€Z2 o€}
= Z Ca | €11
aEA}

En resumen, ((1,1,1,1),s es exacto en Py si y sélo si

an=1

aEA}
Z 9 Z 2 1
a1Cq = Q5Cq = —Z
acAl Q€A
Pero ZaeA: ey = ZaeA: a2cq, con lo que concluye la demostracion. O

Si s = 1 entonces ¢ € Ry y la sucesién estd determinada por cgg y ¢10. Las condiciones
de exactitud son

co,0 +4c10 =1

1
201’0 = _Z
Su tnica solucién es ¢gg = % ¥ i = —%. El qid asociado es (cf. [54], p. 10)
3 i ,
Q1,1,1),sf = Z 5 ~3 flite) | M(-—1). (3.6.1)
1€Z2 =1

Sis > 1entonces d = dim R, > 2y se puede plantear el problema de minimizacién 3.5.2.

Supongamos s = 2t, ¢ € N. Una sucesién ¢ € Ry queda completamente determinada por
d=dimR, = (t+ 1)* de sus coeficientes.

La funcién objetivo del Problema 3.5.2 se escribe en términos de dichos coeficientes
como

t j—1
)+ 8 ) (leajul + leaj14]) -

J=l =2 =1

llelly =
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Las restricciones son

t ¢ g1
1= lcoo| +4 (coj5 + 21,0+ 25) +8) Y (eaju + e2j-11)
J=1 J=21=1
Yy
1 i »
—7 =2 {(QJ —1)% egj—1,0 + (24)% 20 + 2]'2(32]‘,]‘}
Jj=1
¢ j-1

+4 {{12 + (25 - 1)2] Coj + [12 +(25-1- l)g] 62]’—1,1}

=2 =1

<

El estudio en un entorno del origen (similar al presentado en el caso tridireccional) de
cada una de las funciones (convexas) que surgen al anular en la expresion descrita para la
funcién objetivo todas las variables

€0,0,€1,0,€2,0,€2,1, - - -, C2t,1, - - -, C2t,¢
excepto una permite demostrar cl siguiente resultado:

Proposicién 3.6.2 Sean

1 . 1
Y Copp = ————s.
2207 7 0T T2

CS,O =l +

Entonces,
T BT)2
(c4,0:0,---,0,¢5.0,0,...0)T € R+
S—— N —
2+4t—1 i

es solucion del Problema 3.5.2 para el box-spline My 111 ys=2t,t> 1.

La solucién indicada proporciona el quasi-interpolante box-spline discreto exacto en
Py de norma casi minima (relativo a Ag, s = 2t, ¢t > 1)

2
Qua,sf = Z ((1 S %) f@)— é zf (- 2tel)> M (-—=1i).
1€Z2 =1

El coste computacional de Q(1,1,1,1),s es similar al de Q(1,1,1,1),1-
Si s > 3 es impar, digamos s = 2t + 1 con ¢ € N, la situacién es andloga:
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Proposicién 3.6.3 Sean

1 1

go=1+——— y o} =
o 2@+ 1) 7 O Ty

Entonces,
(CS o 1 C§t+1 0,0,...0 )T c RE+D(E+2)
’ W—/ ) W—/

1242t t
es solucion del Problema 3.5.2 parak=1ys=2t+1,t> 1.

Obsérvese que, en general, hemos obtenido el quasi-interpolante box-spline de norma
casi minima (exacto en Py y relativo a A) dado por

2
Q,1,1,1),sf = Z ((1 + %) i) — 8—192 Zf (i 861)) M(—1). (3.6.2)
cz? i=1

Proposicién 3.6.4 Para cada s > 1, se cumple que

1
1Ra1 115l <1+ 5

La sucesion converge en norma infinito al operador de Schoenberg-Marsden.
(171-,171%5 s>1

Los qid Q(1,1,1,1),s» s = 1,2, 3, exactos en Py proporcionados por las igualdades (3.6.1)
y (3.6.2) cumplen que

Q11,1 <2

S
HQ(1,1,1,1),2H00 < 1= 1.25

10
Q111,18 < = & LU,

La Figura 3.11 muestra las sucesiones rombo correspondientes a las formas lineales
coeficiente de Q(1,1,1,1,s-

Proposicién 3.6.5 Se cumple que

11
Qa1 1nall, = Aaina <§, 5) =

s

2

11 5

”Q(lvlﬂlvl)v2Hoo = >‘(1,1,1,1),2 (5; 5) = Z
Il

A
HQ(1,1,1,1),3H00 = Aq11,1)3 (5, §> )
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=1
72
i
37 0 0 0
- 0 0 0 00 0 0 0
=1 3 —1 =1 9 —1 —1 19 —1
s 2 3 = 0 5 0 3 70 0 0 0 5
_Tl 0 0 0 0O 0 0 0 O
=] .
eVl 0 0 0
==
72

Figura 3.11: De izquierda a derecha, sucesiones rombo ¢ € R, s = 1, 2,3, de las formas
lineales coeficiente de los qid Q(1,1,1,1),s-

DEMOSTRACION Para s = 1,2, se determina el valor exacto de la norma infinito de
cada Q(1,1,1,1),s @ partir de la representacion de Bernstein-Bézier de M 1,11 (ver anexo al
capitulo 3). Para s = 3, se escribe

Quiinsf=> FEL(—-1),

1€Z2

con
e
L= - — (- £ 3ep)
18 72 Z: 2
Como los soportes de M y M (- & 3¢;) tienen interiores disjuntos, entonces

IL| = —M+—ZM (- +3e)),

de donde se sigue el resultado. O

Nétese cémo los valores exactos de las normas uniformes de los qi Q(1,1,1,1),2 ¥ @(1,1,1,1),3
coinciden con las correspondientes cotas.
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3.7 Qid de norma casi minima y box-splines cuarticos

Box—spline M1117212

En [54] se construyen dos qid asociados al box-spline Mj 129, para lo que se consideran
dos bases diferentes del espacio Rs. Son

2
97 1 p
Paji22)24f = Z <4—8f Zf (iEe) +21 Z_: i+ 2¢ > M 122 (-—1)

1€Z2

»o

. 4
Paig2)2pf = Z (%f (i) = 3 fléte) — % Zf (gL €l)> Miji22(-—1).
=3

1€2?
Para dichos qid, se tiene que

19 29
1Pz 2l < 5 31666y [|Pan2ssll,, < 75 = 24166

La representacién de Bernstein-Bézier de M 1 22 permite establecer el siguiente resultado
(ver anexo):

Proposicién 3.7.1 Se verifica que

12437
HP(1’17272)7270‘HOO (o 1406834 Yy ”P(lvlvzg)vQ‘bHoo — W e 13495

Podemos plantear la construccién de gid de norma casi minima con una forma lineal
coeficiente que emplea los nodos de A3.

Proposicién 3.7.2 Supongamos que (Ca)neAg € Ry. FEl qid

Qai22.2f = Z Z caf (i+a) | Migg2(-—1i)

€22 \a€h;
es exacto en Py si y sélo si

co,0 +4c10+4cop+4co1 = 1

5
cot4co+2e01= —=
’ b * 24
Ademds, es de norma casi minima si y solo si
29 0 5 0
Co0 = 551 G0 =Y; Gg=—5z cg,1 = 0.
ST U 9% 7
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DEMOSTRACION La deduccién de las condiciones de exactitud en P3 es similar a las ya
desarrolladas en los ejemplos previos. Las expresiones de los monomios como combina-
ciones lineales de las trasladadas del box-spline se encuentran en el anexo.

Resolviendo el sistema, se tiene que

llell; = lCOO| + 4|10l +4ec0] + 421
|29 —T2cip —-48(21|%—4|610'—F |5<+-24610 +48ca 1| + 4 |c2.1]

Esta funcién convexa alcanza su minimo absoluto (ﬁnicamente) en ¢ g = cpi = 0. L]
Se ha probado que sélo hay un tinico qid de norma casi minima, Q(1,1,2,2),2,4, Para el
box-spline Mj 122 (exacto en P y relativo a Ag):

: 2

29 5 .

Q1,1,2,2)2,af = Z ﬂ ~ 9% Zf (i+2e) | M (- —1).
1€2? =1

Se prueba el siguiente resultado:

Proposicién 3.7.3 Se cumple que

2009
Q1,22 20l = 1536 =

3134y

y P(1’1_2,2)72,b. Ademads, es mejor que ambos en lo que respecta a la norma infinito. En
la Figura 3.12 se muestran las sucesiones rombo asociadas a P(11292)2.as £(1,1,22),2,6 ¥

Nétese que Q(l 1,2,2),2,a €S MeNos costoso en términos de computacién que P(1’1’272)A2‘a

Q(1,1,2,2),2,a-

1 =5

64 96
—13 —1 -7 —1
0 2 0 0 0 0 B )
1 =13 97 13 1 == 90 29 =5 = 4l =f
64 48 48 48 64 96 24 96 48 24 48
—13 —1 -7 —1
0 Z 0 0 0 0 T B B

L =5

64 96

Figura 3.12: De izquierda a derecha, sucesiones rombo ¢ € Ry, s = 1,2, 3, de las formas
lineales coeficiente de los qld P(1’1’2’2)727a, Q(17172a2)127a Y P(1,1,2,2).,2,b'

Un estudio similar al desarrollado muestra que, entre todos los qid exactos en P3 de la
forma

Z Z caf (i+0) | Mii22(-—1)

1€Z2 \ oA
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tales que ¢ € Ry con ¢ 9 = 0, el que minimiza la [;-norma de c es

17 5 o
Q(1,172,2),2,bf = Z (ﬁf = Zl_ (1 £ 2¢ ) (- —1).

=/

Notese que

I |

—175

1Qa,1,2.2)2,
mientras que

29
|1 Pa1,2,2),20l o < 75 = 24166,

como debifa suceder por construccién. Sin embargo,
6271

HQ(1122 2bH = 1608 ~ 1.36089
' 12437
1Pa22).20ll00 = 575 = 1-3495.

Anadir restricciones a la sucesién ¢ para conseguir una determinada estructura del qid no
garantiza que la norma infinito disminuya.

Box-spline M2

Para el box-spline My 211 se pueden establecer resultados andlogos. En [54] se proponen
los qid

2
5 i .
Po211)26f = Z (ﬂ o Zf (e % Zf (4 2e ) M1 (-—1)

19 Lo L &
Popinesf =) <1—2‘f @)—-g2.f (ixe) -9 d i+ 61)) Moo (-—1),

1EZ? =1 =3
para los que se dispone de las acotaciones
8 13
HP(2=27171)721‘1H00 S g ~ 2.6666 y HP(2211 QbH < — ~ 2.1666.
Ademads, se verifica que
13463 X 817
HP(212a1~,1)727aHoo = m 2 146083 y HPQ-ZJJ , vaoo = % £3¢ 14184

Se tiene el siguiente resultado sobre la existencia y unicidad:
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Proposicién 3.7.4 El quasi-interpolante

2
Q221,1)20f = Z <gf (i) — 2—14 Zf (i o 2e1)> M (- —1)
-

i€Z2?
es el unico qid de norma casi minima (exacto en P y relativo a Ay) y

475
HQ(szlAl)vZ:“Hoo = @ ~ 1.23698.
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Capitulo 4

Quasi-interpolantes spline
discretos de tipo Chebyshev

En los capitulos 1 y 3 se ha considerado la construccion de quasi-interpolantes spline
discretos sobre particiones uniformes en una y dos variables, respectivamente. El problema
comtn planteado es la construccién de nuevos qid por medio de la minimizacién de una
mayorante de la norma infinito del operador de quasi-interpolacién. Como se dijo, esto se
traduce, mediante un argumento estdndar, en una acotacién de la norma infinito del error
de quasi-interpolacion, aunque no es éste el objetivo.

Si la funcién que se aproxima es suficientemente regular, entonces es posible establecer
otras acotaciones del error y se puede proponer la construccién de qid especificamente
disefiados para minimizar dicho error a partir de la acotacion propuesta. Este es el prob-
lema que analizaremos en este capftulo. Como se argumentard mds adelante, el estudio se
llevard a cabo para quasi-interpolantes discretos basados en el B-spline de orden par Ms,,.

El capitulo se organiza de la siguiente manera: en la primera seccién se establece una
representacién adecuada del error de quasi-interpolacién para funciones de clase C?"*+1 (R)
; en la segunda seccién se plantea el problema y se establece la existencia de solucién, y
la unicidad si la forma lineal coeficiente \; (f) del qid es una combinacién lineal de los
valores de f en los nodos del soporte; en la tercera seccién se estudia el caso ciibico, y en
la cuarta se compara el quasi-interpolante de chebyshev ctibico con el gid ciibico cldsico.

En un anexo se representa la funciéon objetivo del problema considerado en términos
de BB-coeficientes, lo que facilita la implementacién de la resolucién del problema.
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4.1 Representacion integral de los quasi-interpolantes spline
discretos exactos sobre espacios de polinomios

Consideremos nuevamente el B-spline M := Mjy,, de orden par 2m, m > 2. Pretendemos
definir qid del tipo dado por (1.1.1) que sean exactos en el espacio Py, 1 de los polinomios
de grado menor o igual que 2m — 1 y tales que el error de quasi-interpolacién asociado sea
minimo en un sentido que se indicard mds adelante. Con este objetivo, sea ji; 1= i, la
forma lineal definida por

i (f) = aof @)+ a; (f(i+4)+f(i—3)) (4.1.1)
j=1
donde n > my a = (ag,a,..., an)?’ es tal que
p=_ pi(p) Mam (- — 1) (4.1.2)
€L

para todo p € Pa,,—1. Se tiene que

i (f) = po (f (- +1)). (4.1.3)

Necesitamos disponer de una representacién integral de p;. Para ello seguiremos un
proceso similar al desarrollado en [25] (capitulo 13, seccién 7). Sea € un intervalo que
contenga a 0. Entonces (cf. [25], capitulo 4, Teorema 2.7, p. 103) existe una constante C,
dependiente de a, Q2 y M tal que

ko (P)| < Cllplly g, (4.1.4)

donde

Iplly .0 = /Q p (1) dt.

Lema 4.1.1 Eziste K : Q — R acotada tal que

/ £t (4.1.5)

para ¢ € L' (Q). Ademds, |K||,, <C

DEMOSTRACION  Por los teoremas de Hahn-Banach y de representacién de Riesz (cf. [11],
Teorema 1.1, p. 1, y Teorema IV.14, p. 63, respectivamente) la forma lineal yo admite una
extension continua a L' (), por lo que existe K :  — R acotada tal que se cumple (4.1.5)
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para f € L' (Q). Como la norma de la extensién a L' () de jg coincide con la norma de
ésta y se da (4.1.4), se verifica que || K|, < C. O
Extendamos la funcién K a R haciendo

K(t)=0, t ¢ Q.

Lema 4.1.2 Para cada f localmente integrable,
wif) = [ FOK @=i) (4.1.6)
SiQ=[-L,L], con LEN, yQ, :=[—-L+1i,L+1i],i€Z, entonces
i () < Clifll g, -
DEMOSTRACION Por (4.1.3) y (4.1.5),
w(f) =+ = [ fe+dK@a= [ ferir@a= [ fOrE-d

Si Q= [—L, L], por el Lema anterior se tiene que

i (F)] < C /9 f(t+i)dt=C /Q F@Oldt=Cfllq

|
Las formas lineales p; dadas por (4.1.1) proporcionan el gid
Qf = pi(f) Mam (- =) = "aof (i +Z% (i+3) + f (i = ) Mam (- — )
1EZ 1EZ
(4.1.7)

y la sucesién (@)~ de operadores escalados

Quf =Y pi(f () M (i —i). (4.1.8)

€L
Por (4.1.2), Q y Qp son operadores exactos en Py, 1.

Proposicién 4.1.3 @, admite la representacion integral

Qnf = /ﬂ%f(ﬂ G (t,-)dt (4.1.9)

para funciones f localmente integrables, donde el nicleo Gy, se define como
1 t x
=i ——1 — —1 L@ : ol
z) h;eZ:K(h Z)M(h z), zeR (4.1.10)

Ademds, Qp es un operador acotado sobre L*° (R).
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DEMOSTRACION Por (4.1.6), se sigue de (4.1.8) que

Qnf = Z(/fht t—v)dz‘>

€L

-%(Lrox(-9)

S
o GER()G-

)ﬁ
por lo que se cumple (4.1.9).
El i-ésimo sumando en el término de la derecha de (4.1.10) es no nulo si y sélo si 7 y

% estdn en Q; = [—L + 14, L + 1], lo que puede ocurir a lo sumo par 2L valores de i. Por
tanto,
x 1
Gp(t,z)| =0, |- —=| = 2L.
Grl =0, |7 -7

En otro caso, teniendo en cuenta que ||K||, < C, se cumple que

Gh (t,2)] <

Loryom,. (4.1.11)

Supongamos que | f||,, < 1. Entonces

@Al fOlGEINas [ Gl
J|xz—t|<2Lh |z—t|<2Lh
donde
C1 =4L*C|M| o,
deduciéndose que @y, estd acotado y ||@Qn] < Cy. O

Si h = 1 escribimos Gp, = G.

Proposicién 4.1.4 FEl nicleo G definido por (4.1.10) con h =1 es invariante por trasla-
ciones. Para algunas constantes positivas Cy y € se cumple que

|G (t,2)] < Cy (1+ |t —a])~Cm T2+
DEMOSTRACION Para j € Z, se tiene que

Git—ja—j)=) K{Et—j—i)M(z—j—1).

1EZ
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El cambio de indices j «— 7 — ¢ proporciona la igualdad

Glt—jix—j) =) K(E—i)M(z—i),
€L

deduciéndose la invarianza por traslaciones.
El decaimiento indicado es consecuencia inmediata de (4.1.11) con h = 1: basta tomar
Cy =2LC||M||,, v cualquier € > 0. O
Una vez establecida la representacién integral del quasi-interpolante escalado y las
propiedades del miicleo, estamos en condiciones de establecer la acotacion del error de
quasi-interpolacién para funciones suficientemente regulares.

Proposicién 4.1.5 Sea @, un qid del tipo (4.1.8) exacto en Py, _1. Entonces, para
cualquier f € C?*"+1(R) se cumple que

th f(QTn)

Hf - th”oo S

’OO + Cyh2mt Hf(2m+1) H

00,[0,1] -

1
@m)!

siendo Cy la constante que aparece en la proposicion anterior y
' 2
€2m,G = / (t - ) "G (ta ) dt.
JR

DEMOSTRACION La exactitud de @y, en P2,,—1, la invarianza por traslaciones de su nu-
cleo G y el decaimiento indicado del mismo hacen que el resultado sea consecuencia del
Teorema 1.1 de [26] en el caso univariado. O

Nota 4.1.1 Obsérvese que

ema@ =3 () () [ i) If(‘?) ) Qe (2

(=0

con

e.{z) =", 7 20.

Entonces

eom,G () = Qeam (¢ +Z <2m> ) Qeam-i ().
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Como @ es exacto en Py, 1,

2

e () = Qean () + (27
!

3

(_x)l eam—1 ()

Il
A

2m 9
—Qen @)+ (
=1
2m Dty
_ QeZm ($) + l ( fE)l w?rn—l o ,E2m
=0
= Qeam () + (-2 + z)*™ — 2™
= Qegm (z) — 2™

En definitiva,
€2m,G = QGQm — €2m.

La constante que acompaiia a la potencia h*™ en la expresion de la norma infinito del
error de quasi-interpolacion estd determinada por cdmo el qi aproxima al monomio egp,.

4.2 El problema de minimizacién. Existencia de solucién

A la vista de la Proposicién 4.1.5, es natural elegir a de modo que el operador @ (y también
Qn) sea exacto en Poy, 1 y ||Qeam — €2m|]oo,[0,l] sea minima.
Recordemos (ver (1.1.8)) que el qid @ es exacto en Py, si y sélo si

n n . 1
a+2) ai=1,) i%, = 5 QDB (2L2m) 1<I<m -1, (4.2.1)
=1 =1

y sea, nuevamente,
V= Vimn = {a € R : a cumple (4.2.1)}

Planteamos, pues, el siguiente problema:
Problema 4.2.1 Resolver Min {||Qegm — eQm”oo,[o,u , a€ V}.

Definicién 4.2.2 Si a es solucion del Problema 4.2.1, entonces el correspondiente qid
dado por (4.1.7) se dice qid de tipo Chebyshev (relativo a n).

Sea € = g9, = Qeay — €9, Para establecer la existencia de solucién precisamos
representar adecuadamente la funcién objetivo [l o 1)-
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Lema 4.2.3 Sia €V, el qgid Q dado por (4.1.7) cumple que

m—1
_ (2m)! 2m—21 2m
Qeam = 150 @m — 20)] 21)!/3 (21,2m) gez i M(—i)+2 g i Y (4.2.2)

DEMOSTRACION  Se tiene que

Q‘Q'Zrn == Z

(L(),]:Zm + Za‘j ]i(' +j)2m 2. (l o .7-)2”1} M ( - /)

1E€EZ j=1
- (1012’” +2 Za] Z < ) j2m— 21.721 M ( - 7)
1EZL g=1 (=0
,~2m & 27n 2[ 2m—21 4 -
a()—l—QZa, —f-z 2 Z /) ]W(-—l,)
’iGZ ]71 l 1 ‘]7

n m—1
2 Feor.
ao + 22 a; ZHL + 2( nl) Z 2] 7:2"),721 M ( o I)

=1 =i =

I
S PNy ey Ny

Como a € V, las igualdades (4.2.1) conducen a

B 21n &
. -2m Zm 21 . 2m
QReam = E { + § @ — 2] B(21,2m) i }M(- — ) +2j§_1:] a;.

1€EL

Como S (0,2m) = 1, entonces

m—1 —-1 n (
Qesm =" {Z ﬁwl 2m) 2" 21} M(—i)+23 "y,
j=il

1€EZL =0

de donde se deduce (4.2.2). O

Las igualdades (1.1.3) proporcionan las expresiones de los monomios e, 0 < k <
m — 1, como combinaciones lineales de las trasladadas enteras del B-spline M. Se cumple
que, para cada | = 1,...,m, Y .n i?m=2 M (- — i) es un polinomio de grado 2m — 2.
Definamos mom,_a; := Y ez 2™ 2M (- — i). La restriccién de >, i*™ M (- — i) a [0,1] es
un polinomio de grado menor o igual que 2m—1. Definamos 7o, () 1= .y 2™ M (z — i),
g e [0;1].
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Proposicién 4.2.4 Para z € [0,1] se cumple que

%5 (21, 2m) Tom—o1 () — eam (z) + 2 ZijaJ
1=0 : )

a es solucion del Problema 4.2.1 si y sdlo si —2 Z;’ lema es la mejor aproximacion

uniforme constante de ;Zol - B (21, 2m) mop o () — eap, en [0, 1].

2m=20)!
DEMOSTRACION Es inmediata. O
Sea ¢ (2) = " (2572:77% 18 (2, 2m) mom—a21 (T) — eam (z), = € [0, 1].

Proposicién 4.2.5 a es solucion del Problema 4.2.1 si y sélo si

Z *ra=—3 <£{%11¢(7)+ e )).

z€[0,1]

DEMOSTRACION La mejor aproximacién uniforme constante de una funcién continua en
[0, 1] es el promedio de los valores méximo y minimo de ésta en dicho intervalo. d

Corolario 4.2.6 a es solucidn del Problema 4.2.1 si y sdlo si

n
ag + QZai — |
G

ila; = (2018 (21,2m), 1<1<m—1

;z’?mai = —% (wrél[%ﬁlqﬁ( )+ min ¢ (z ))

z€[0,1]

En consecuencia, el Problema 4.2.1 tiene al menos una solucion. Es unica si y sdlo si
= T

DEMOSTRACION Basta tener en cuenta que el sistema para m =n es de orden m + 1, y
su matriz de coeficientes es no singular. O

Nota 4.2.1 Se cumple que

Qezm(l—x):z aozzm+2a,{(l s (/—j)zm} M1—xz—1).

1€Z
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Por la simetria del B-spline M,

n
Qezm (1—2) =3 { a0 + 3 a; [(i+ )" + (i = )] p M (z+i—1).

i€Z j=1

El cambio de indice i «— —i+ 1 da lugar a la expresion

n
Qeam (1 — ) = Z ap (—i 4 1) + Z a; [(—’/ﬂ FLE P (i1 - j)zm} M (z —1),

1€Z j=1
por lo que

n

Qezm (1—2) = {ao(i =)™ + 3 a; [ = 1+5)"" + (= 1= )" p M(— 1),

1€EZ 4=1
es decir,
Qeam (1 — ) = Q [e2m (1 = 4)] ().
Pero
9m 2 2m o1 2 o9m Dl
eom(l—2)=(1—2)™ = ( ; ) (—z) =% ( ; ) (=17 g (],
(=0 =0
por lo que
2 2m oI = 2m 2m—1
Qleam(1 =] =3 (%) 0P Qe = Qea + > (") -0 @ean

Por la exactitud de Q) en Py, _1,

2m
2m Il
Q [e2m (1 — )] = Qearm + E ( I ) ("‘1)2 I€2m71~
=1

Como
2m B e 9m
Z ( I ) (=1 ezt = Z < I > (—1)*™ " eom—i — eam = eam (1 — ) — ezm,
=1 1=0

se concluye que
Q [e2m (1 — )] = Qeam + €2m (1 — *) — €om,
En definitiva,
Qeam (1 — x) = Qeam () + eam (1 — x) — eam, (),
es decir,
e(l—z)=c¢c(z).
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Nota 4.2.2 Un cdilculo similar muestra que
Qeam (z+ 1) = Q [e2m (- + 1)] ()

Yy que

Q [62m ( + 1)] = QeQm + eom ( + 1) — €2m,
de lo que se deduce que Qeay, — e, €s una funcion 1-periddica.
Nota 4.2.3 El problema se ha planteado y resuelto para qid construidos a partir de Moy,
m > 2, exigiéndose inicialmente, ademds de la exactitud en Pyy,—1, que la funcién fun-
damental del qid fuese simétrica respecto del origen. Si se mantiene este requisito y se
considera un qid basado en Moy, 11, m > 1, exacto en Pa,y,, entonces es inmediato probar
que la funcion Qesm 1 — €2m+1 no depende de los coeficientes de la forma lineal, por lo que

no se puede establecer un problema de minimizacion a partir de la acotacion establecida
en la Proposicion 77.

4.3 Ejemplos

Qid casi 6ptimo de Chebyshev cibico

Consideremos el caso cibico (m = 2) y n = m. El gi es de la forma

szz{zakfu—k)}w-—i),

i€Z \k=—2
con
a_9 = ay y a_1 = aj,

y se le exige exactitud en Ps.
Se cumple que

d My(-i)=1

1€EZ

: 1
Zi2M4('—i):$2+§

ez
Ademss, 8(0,4) =1y B(2,4) = —%. Por tanto, @ es exacto en Pj si y sélo si
ap + 2a1 + 2a9 =1

1
a1 + 4ag = ~%
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La restriccién de Y, ., i*My (- — i) en [0, 1] es igual a Z‘Z "My (- — i) y su matriz

(fila) de BB-coeficientes en [0, 1] es % (1,1,2,10). Entonces, para = € [0, 1],

5 1
Z My (z—1) =207 427 4 =

1EZL .
Por (4.2.9),
Qeg = "My (- —i) =2 i*My (- — i) + 2 (a1 + 16az)
€L 1EZL
: 1
= A —g* — 3 + 2 (a; + 16a3)
Asi pues,,
: s 1
Qey () — e4 () = —2* + 223 — 2% — 3 + 2 (a1 + 16a2).
Para la funcién (simétrica respecto de = %) ¢ (z) = —z* + 223 — 2% — % se cumple
que

1 19

max ¢ (z) = ¢ (0) = —3

x€[0,1]
En resumen, a = (agp, a1, ag)l es solucién del Problema 4.2.1 si y sélo si

ag + 2a1 4+ 2a3 =1

1
aq +4a2 = _6
1 1 35
, 16ay = —— - s v
a1 + 16as 7 <¢(0)+¢<2>> 192
La tnica solucién es a = (}(—); —ig G—O)T y el dnico qid de Chebyshev es
193 67
- — 1 -1+ —=— ,+ 2 1—2)) p My (-—1).
@1 =X { T )~ o6/ G+ D+ £G= D+ 502 (7 (+2)+ 7 G- 2) | Ma (=)

1€EZ

Para este qid se tiene que [|Q"es — e4l[o 0.1] = 35 ¥, Por tanto,

17 = Qi < 5 1070 =l [ 9]+ 02019

= g [0+ e |
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Qid casi 6ptimo de Chebyshev quintico

Consideremos ahora el caso quintico (m = 3). Se tiene que §(0,6) =1, 8(2,6) = —% y
B(4,6) = %. Ademds,

1=y/
y 1
QQZZ('LZ—§> Me (- —1)
i€Z
e4:Z<i4—3@2+—> Mg (- —1)
€L

de donde se deduce que

1
ZiQMG('—i)ZQZ"‘i

1€Z

. . 7
ZZ4M6 ( ——Z) = ey4 + 3eg + 1—0
1€Z

Supongamos n = m. El qid es de la forma

3
Qf:Z{Zakf(i—k)}MM'—i%

t€Z \(k=-3
con
a_3=ag, a2 = a2 Y a1 = ay,
Entonces,
2 6! 3
_ - . 6—21 o 6
Qes =D gm0 D" Mo (=) +2) 5%
=0 1€Z J=1L
En [0, 1],
3
> iMe (i) = 5 T 1lea + 5eq + 3es
1EZ
y
9 1 5 -
Qe — eg = 5 + 562 — 564 + 3e5 — eg + QZ:leaj.
J=
Como 9 1 5
¢:Z+§€2—-2-€4+365—€6-,
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se tiene que min,epo 1) @ (z) = ¢ (0) = % y maxgep,1] ¢ (z) = ¢ (%) — 1—&1. La solucion del

Problema 4.2.1 cumple que

12 2 2 ag 1
01 4 9 a | | -3
0 1 16 81 ag | 2
01 64 729 ) \ ag _ 2

y es

_ (15781 19631 1891 353 r
76807 307207 15360° 30720

Proporciona el tinico gid casi 6ptimo de Chebyshev quintico (n = m = 3).

4.4 Quasi-interpolante cibico clasico frente al casi 6ptimo
de Chebyshev

Consideremos el gi B-spline discreto ciibico escalado

Quf =3 g (~F (= 1)h) +8F k) — £ (+ V) M (5 —3).

1€EZ

Proposicién 4.4.1 Sea f € C*(R). Para todo x € I; := [jh,(j + 1) h], j € Z, se cumple
que

£@) - Quf (@)1 < gt |19, -

DEMOSTRACION  Escribamos z = h (5 4 &), € € [0, 1]. Como @}, es exacto en Pg, la forma
lineal L = f(z) — Qnf () es nula en P3. Por el Teorema del niicleo de Peano (cf. [3]
Teorema 3.1, p. 28; [24], Teorema 3.7.1 p.?7?)

b

1 (j+1)h

F@-Quf@=5 [

Un cambio de variable permite escribir
1t ‘ : .
F@) = Quf @ =g [ L= dh=th)] 7O G+ th) hat,

0, equivalentemente,

f@-ar@ =t [ 1[(z-5-0)"] /O Ghrmas
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Como

un cambio de indices da lugar a la igualdad

L[(i’j—t)j :(f—t)i—Z{ick(i_k_t)i}M4(€_i)
1€Z \k=-1

=(€-0i-Q[-13]©

con &,t € [0,1].
Si £ < t, entonces (£ — t)i =¥

es decir,

con

a0 (1) = 5 (1 - 1)°
sy ) = é [ 8098 +@2-1°)
s 1) = é [a-1f-8@—-1+@-1°)

Se tiene, pues, que en el tridngulo T} de vértices A; = (0,0), A2 = (1,1) y A3 = (0,1)
el nicleo L (ﬁ —j— t)ﬂ es un polinomio de grado total 6 en las variables £ y t. Si

A = (A1, A2, Ag) son las coordenadas baricéntricas de (&,t) respecto de T, entonces

MAL+ XA+ X343 =(§,1), M +A+A3=1,
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; . o 3 g -
y el polinomio L [(ﬁ o t) J se escribe de forma unica como

H|Gma-o] - St

|k|=6
donde los polinomios de Bernstein ¢ (\) de grado total 6 estén definidos como

'- 6! 6! ki yka ke
bp(N) = —AF = AT XP XS
¢ =7 Y
y los coeficientes ag, |k| = 6, son los coeficientes de Bernstein-Beézier (BB-coeficientes) de
L [(E —j— t)+] Tras algunos cdlculos, se determina que sus BB-coeficientes son los que

se muestran seguidamente:

ap,0,6 Q0,15 @0,24 @033 G042 G051 40,6,0 20 30 44 59 72 80 80
a105 0114 G123 @132 A141 G150 30 46 69 89 96 80
G204 G213 G222 G231 (240 1 44 69 106 129 112

30,3 G312 0321 330 = 750 59 89 129 146

402 a411 0420 72 96 112

as.0.1 a51.0 80 80

a6,0,0 80

Como son positivos, el micleo es positivo en el tridangulo T7.
. 3 3
Si £ > t, entonces (£ — ), = ({ —t)°, por lo que

[G-5-9) a0l

2
= {Z o [(i—k—t)3—(i—k:—t)i]}MMf—i)
i=—1

k=—1

y, en consecuencia,

t~
S |
AN
=1 -

|

.

|

L
\/
|—l

Zﬁk(t M4 _k)a

k=—1
By (t) = é{(2+ )3 8(1+t)3+t3}
Bo () = %{(1+t) —8753}
B (t):ét:‘
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Se tiene, pues, que en el tridngulo Ty de vértices A; = (0,0), A4 = (1,0) y A2 = (1,1)
el nicleo L [( —j— t) } también es un polinomio de grado total 6 en las variables £ y

t, que se expresa como combinacién lineal de los polinomios de Bernstein bg (u), donde
p = (p1, 2, p3) son las coordenadas baricéntricas de (€, t) respecto de Ty. Los coeficientes

de dicha combinacién lineal son los BB-coeficientes de L (E —j— t)i . Son los siguientes:

a0,0,6 80

a1,0,5 0,15 80 80

a204 Q1,14 @024 1 112 96 72

a3,0,3 a21,3 41,23 ap33 = % 146 129 89 59

(402 G312 06222 0132 00472 112 129 106 69 44

as0,1 G411 G321 0231 G141 G051 80 96 89 69 46 30
ag0,0 a51,0 0420 0330 G240 G150 @0,6,0 80 8 72 59 44 30 20

El nicleo es positivo en el tridngulo T5.
Como el niicleo no cambia de signo,

F@) - @ur @) = 2t hr ) 2 (z-5-0)" ]t

+

para algin 7 € [0, 1]. Entonces,

(z) — Quf (z) = hAFD b+ 7h) x
. 2
</ (Zﬁk ) My (€ — k)) dt + /1 (Zak(t)M4(€_k5)) dt)
Y€ \x=0

(7) — Qnf (2) = Gh'F (Gh+ TR K (6), (4.4.1)

concluyendo que

donde

K (&) = T (11 +21€ + 1562 — 72¢° + 36¢") , € €[0,1]. (4.4.2)

El méximo absoluto de la funcién positiva K (§) y simétrica respecto de % se alcanza en
= % y es igual a %, de donde se sigue el resultado. [

La Figura 4.1 muestra la gréfica del nicleo de Peano (- — t)i’L -1 [( — t)i] de Q1.

Sea ahora el gid cibico casi éptimo de Chebyshev, dado por

Qif = Z{Zakf k) >}M4(E—z)

1€Z \k=-2
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Figura 4.1: Nucleo de Peano para el error de quasi-interpolacién asociado a @);.

con
193 ; 163 . 67
Q= —, a1 =0 = ———, G_92 =02 = ——.
071’ T T Tare TP T 2304
Proposicién 4.4.2 Sea f € C*(R). Para todo z € I; := [jh,(j + 1) h], j € Z, se cumple

que

76~ 0 @1 < g |11,

DEMOSTRACION  Escribamos = h (5 + &), € € [0, 1]. Siguiendo el mismo proceso que
en la demostracion del la proposicién anterior, se cumple que

£ (z) — Q3f () = b / Ko (€,8) £ (jh + th) dt,

con

4 i

-3 Zaj_g(j—j+14t)3 My(€—i+2), sié<t
: —

KQ(évt): 4 . 5
=) Zaj_3(—7l+j—1+t)3 My(E—i+2), sié>t
=1 \j=i+1

El micleo K5 cumple que

K‘Z(l_gvl_t):KQ(gvt)v §at€ [0’1]7
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y cambia de signo en un entorno de (1,0) (y de (0,1)). Entonces

7@ - @i @1 < i [ e 0|7 g+ < (300 [ ikt ar) 19

K> es un polinomio bivariado de grado total 6 en el tridngulo de vértices (0, 0), (1,0)
y (1,1). Lo mismo sucede en el tridngulo de vértices (0,0), (1,1) y (0, 1).

En cada tridngulo se acota | K3 (&, t)| por la funcién Ko (€, t) que tiene por BB-coeficientes
los valores absolutos de los BB-coeficientes de K5, verificindose que

R - 1~
@ - @l < (gt [ Kaoa) |19, = gRe@]r?], .
3! Jo 0,1; 3! oo, L;
con
R (6) = 2636 + 16933¢ + 32067£2 — 91728¢3 + 30184£* + 18816£° — 6272£8
S 193536 ’
Esta funcién es positiva, simétrica respecto de £ = %, y alcanza su méximo absoluto en %
Entonces,
1~ (/1 13373
o -aistors i (o], - damo |
1F (@)~ Qhf @) < 5K (2) ... — s ...
con lo que concluye la demostracion. O

Comparando las constantes % ~2.141210 %y T% ~ 8.6373 1073 que aparecen

en |f(z) —Qnf (@) y |f (x)— : i f (z)|, se observa que la constante del qid casi éptimo
de Chebyshev es, aproximadamente, el 40% de la constante del qid cldsico.

Sea la funcién f (x) = ﬁ, x € R. La Figura 4.2 muestra las grédficas en el intervalo
[—3,3] de f y de sus qid cubicos clésico y casi 6ptimo de Chebyshev. Como se ha utilizado
h =1, se notan Q1 f y Q7 f, respectivamente.

La Figura 4.3 muestra los errores de quasi-interpolacion.

00,1;
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H

04 8

/0. 6‘ \

7
0. 4 9
0. 2‘ Ot
=3 =2 =] 1 2 3

Figura 4.2: Gréficas en el intervalo [—3, 3] de f y de sus qid cubicos cldsico y casi 6ptimo

de Chebyshev.

0. 06
|
0. 04|
0. 02% ‘ £ f
-3 gl TN/ 2 3 £-0if
\0//02

Figura 4.3: Errores de quasi-interpolacién ciibico clédsico y casi 6ptimo de Chebyshev.






Capitulo 5

Control local del error de
quasi-interpolacién

El qid cibico clésico

Quf =35 (= (= 1)) +8f (ih) — £ (i + 1) W) My (5 —i)

1€

permite aproximar funciones definidas en la recta real a partir de sus valores en hZ. Si f
es suficientemente regular entonces f — Qpf = O (h4), y los qid ciibicos son en la practica
buenos aproximantes de f.

Supongamos que se desea que el error de qi |f — Qpf| sea inferior en el intervalo I
donde se quiere aproximar la funcién f a una cota preestablecida. Qpf puede satisfacer
dicha exigencia en un determinado subintervalo (acotado o no) de I o una unién de ellos.
Para obtener un aproximante A, f en I que cumpla la condicién impuesta sobre el error,
se quiere proponer un procedimiento tal que

(a) Ap sea exacto en Ps,
(b) Anf coincida con @pf en aquella regién donde el error sea admisible, y

(c) lo disminuya en aquella regién donde no se cumpla tal requisito.

De este modo no aumentara el coste computacional, calculdndose el aproximante Ay, f
de un modo progresivo.

En este capitulo se analizard el problema y se dardn diversas alternativas, proponiendo
un procedimiento de control local del error. El estudio se llevard a cabo sobre intervalos de
la forma [Nh,+00), h > 0y N € Z. El estudio es anédlogo cuando se trate de intervalos de
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la forma (—oo, Nh]. La combinacién de ambos tipos de control proporciona una técnica
para controlarlo en intervalos acotados.

El capitulo se estructura como sigue: en la primera seccién se describe el problema
de un modo eminentemente grafico y se establece un procedimiento inicial para controlar
localmente el error, basado en la quasi-interpolacion del producto del error de interpolacién
por una funcién escalén; en la segunda seccién se formaliza el problema descrito en la
primera y se analiza el error de quasi-interpolacién asociado al procedimiento propuesto;
en la tercera seccién se plantea una primera alternativa para controlar el error, basada en
la utilizacién de un qgid cibico de norma casi minima; en la 1ltima seccién se adopta una
estrategia diferente, que pasa por la regularizacién de la funcién escalén.

5.1 Descripcién del problema

Para motivar los procedimientos de control local del error que se estudiardn en este capi-
tulo, consideremos la funcién f (z) = Iy (%J;) T4+S—1€112—z, definida en la recta real, donde
Iy es la funcién de Bessel modificada de orden cero de primera especie (cf. [64]). La

aproximamos mediante su quasi-interpolante cibico clésico (h = 1),

1

Qf =Y D ef(i—3) | Ma(-—1),

i€Z \j=—1

donde

1 4
C_1=C =—= y Co = <.

6 3
La Figura 5.1 muestra las graficas de f y Q1f en el intervalo [0, 10] .

| /
5{ /
g
3 /
2 e

| o
l‘ Gt

7 4 6 8 10 12

Figura 5.1: Graficas de la funcién f y de su qi @1 f en el intervalo [0, 13].
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0.005

-0. 005

-0.01 |

Figura 5.2: Gréfica del error f — @1 f en el intervalo [0, 8].

-0.02 |

Figura 5.3: Gréfica del error f — @1 f en el intervalo [8, 13].

Supongamos que se acepta la aproximacién proporcionada por el quasi-interpolante
@1 f cuando el error es inferior en valor absoluto a 1072. Las Figuras 5.2 y 5.3 muestran
el error de quasi-interpolacién en los intervalos [0, 8] y [8, 13], respectivamente. En [0, 9]
el error es inferior en valor absoluto a 10~2. Por tanto, nos planteamos disminuir el error
en [9, 13].construyendo un nuevo qi que coincida con @1 f en (la mayor parte de) [0, 9].

Sea (Qnf))-o la sucesién de qi ciibicos escalados, definidos por

1

Quf =D Y eif (G-a)b) | Ma (5 —1).

1€Z \j=-1

Sea Ejp := f — Qnf el error de quasi-interpolacién.
Como (Qnf)pso converge a f cuando h — 0T (si f es, por ejemplo, continua), una
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posibilidad consiste en considerar el quasi-interpolante ctibico @» f, es decir,
2

-3 (2 or (F) | mee—o.

1€Z \j=-1

No sélo disminuye el error en [9, 13], sino también en [0,9] (ver Figura 5.4). Se cumplen
las condiciones (a) y (c), pero no (b), pues el aproximante @ L f de f se recalcula comple-

tamente, no aprovechando el buen comportamiento del error E; = f — Q1f en [0,9].
Es razonable utilizar conjuntamente Q1 y Q1 para tener un buen comportamiento del
2

error, dejando a un lado, por ahora, el cumplimiento de (b). Observemos que

f=01f + Er.

Como
E = Q%El - E%,

siendo E: el error de quasi-interpolaciéon de E; mediante ()1 F1, escribimos
2 2

f=@if+ By
=Qf+QLE + EL

=@1f + Q1 (f—Q1f)+E%
= Q1f+Q%f—Q%Q1f+E%

y, por tanto, podemos aproximar f mediante su quasi-interpolante de tipo suma booleana
(cf. [27]):
f = Blf = E%v

con

By = Q% CQ1:=1+Q1~ Q11

Bj es, obviamente, exacto en Ps.

La Figura 5.4 muestra los errores de quasi-interpolacién f — B1fy f — Q1 f en [0, 13].

El objetivo de disminuir el error se ha logrado, pero a costa de construi? el nuevo qi
By f en todo el intervalo [0, 13].

; Cémo se consigue que se cumpla (b), ademds de (a) y (¢)? Sea H la funcién definida
por

0, siz <0,
H(”’)_{ 1, siz>0.
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0. 01 |

0.005

-0. 005

=0. 81

Figura 5.4: Errores f — B; f (negro) y f — Q%f (rojo) en el intervalo [0, 13].

Sea @1 el quasi-interpolante definido por
Quf =Qif + Q1 (H(-—9)(f — Q1f)).

Como @1 y @1 son exactos en el espacio P3 de los polinomios de grado menor o igual que
2

tres, también lo es @1.
La Figura 5.5 muestra los errores de quasi-interpolacién de f mediante @1, Q1 y Bj.

0.02
0. 015
0. ooé‘, '
~0. 005 ) \
g, P - by ==
-0.01% i

Figura 5.5: Errores f — Q1f, f — @1f y f—Bif.

El error a partir de 9 disminuye, pero el quasi-interpolante @1 f coincide con @1 f sélo
en el intervalo [0, 7.5] (ver Figura 5.6).
Por otra parte, coincide con el qi By f a partir de x = 10 (ver Figura 5.7).
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0.004 /
/ \ |
0.002 \ }»‘
2 4 /6 N8 |
-0.002 4 s If
-0. 004 \
-0. 006 \
-0.008 /

Figura 5.6: Errores f — @Q1f (en azul) y f — 1 f (en verde) en el intervalo [0, 9].

0.002 Y

0.001 ! ‘ ‘ ‘\\, /" \

-0.001 | Y /

: /
-0.002 \ /

-0.003 N

Figura 5.7: Errores f — Bif (enrojo)y f — Qi f (en verde) en el intervalo [9, 13].
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5.2 El problema del control local del error de quasi-inter-
polaciéon. Propuesta inicial

Formalicemos y analicemos el problema descrito bdsicamente de forma gréfica en la sec-
cién anterior. Supongamos se desea disminuir el error de gi en el intervalo I N [Nh, +00).
Recordemos que se pretende construir un nuevo qi de modo que se verifiquen las propiedades

(a), (b) y (c).

Sea @y el quasi-interpolante definido por
Qnf = Qnf +Qu (H (5= N) (f = Quf))

donde H es la funcién escalén unidad definida anteriormente. @y, es exacto en P3 por serlo
Qn vy Qu. Entonces, @ cumple (a).
2

A continuacién se muestra céomo se expresa (Q,f en cada intervalo inducido por los
nodos de hZ. Supondremos que N = 0, lo que no supone pérdida de generalidad.

Proposicién 5.2.1 Se cumple que

Qnf (), ac%ﬁ—%,

Qnf (z) + Ra1 (), si—3<Z< 1,

Qnf (z) + Rp1 () + Rp2 (), si —1<Z< -1
Onf (z) = { @nf(2)+ Ry (z) + Rup () + B3 (z), si —3<£<0,

Qu ® Qnf (2) = Rna () — Rns (2), si0< £< L

Qu ® Qnf (2) = Rna (2), sit <2<

[ Q1 ®Qnf(2), siE>1,

con

2
R;LJ = ¢1 By (0) My <E == 1)

e (a0 2 () 2

2

Ry3 = <c_1Eh (0) + coEn (—> +caEy (h)) My (E — 1>
2.
n

h
Rp4=c 1Ey ( 2) M, <

h 2-
Rps = <c_1Eh (-—h) + coEp, 5)) My (E + 1)
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DEMOSTRACION Es inmediata. [J

Se observa que no se logra completamente el objetivo (b).

Para determinar el error de quasi-interpolacién en cada uno de los intervalos es preciso
acotar el error de quasi-interpolacién para @y, y Q% @ Qn. Recordemos que en el capitulo 4

se estableci6 el siguiente resultado:

Proposicién 5.2.2 Sea f € C*(R). Para todo x € I; := [jh,(j + 1) h], j € Z, se cumple
que

17 (@)~ @uf ()] < ot || £

1728 00,1
En su demostracién se obtuvo la igualdad
1 .
f (@) = Qnf (@) = ch*f@ (jh+Th) K (£), (5:2.1)
donde ]
K (§) = 77 (11+21€ + 1567 — 726>+ 36¢%), £€[0,1]. (5.2.2)

En lo que respecta a @» @ @pn, probamos un resultado andlogo.
2

Proposicién 5.2.3 Sea f € C* (R). Para todo x € I; := [jh,(j + 1) h], j € Z, se cumple
que

.f () = Qu ® Qnf (:c)} < 0.000766929 h* Hf<4> ”OO .

DEMOSTRACION Un célculo explicito muestra que

6
Qi ®Quf =3 f(ih) D M (27 —2i—k)+
1EZ k=—6
1 : :
Zf <<i+§> h> Y ey <2E—27j—k—1)
1€Z k=-—1
con

205 1 13 1 1

MW= N = "= g B 0,74 = a1 =0,7% = ~ 1798’

Y-k =Yk, 1 <k < 6.

Sizelj:= [jh, (j + %) h], entonces © = jh + &h, £ € [O, %] Como para el quasi-
interpolante cldsico considerado en el resultado anterior, el Teorema del nicleo de Peano
(cf. [3], Teorema 3.1, p. 28; [24], Teorema 3.7.1 p.70), seguido de un cambio de variable
para reducir la integral al intervalo [O, %], proporciona la igualdad

F@) = Qy 0 Quf (2) = ght [* K (€.0) 1O (ih+ ht)

)
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con

KEH)=(¢-95-Qoe: (-1} ©

6
={E-05~) G—8] > My (2t—2i—k)—

i€Z k=—6
T %% o

E:G+§—¢> > oMy (26 — 2 — k- 1)

i€EZ + k=—1

En el tridngulo T} de vértices A; = (0,0), Ay = (%,
es un polinomio de grado total 6 en las variables &
siguientes:

)y Az = (0, %), el nicleo K (&,1)
t, y sus BB-coeficientes son los

< D=

—880 —520 144 924 1632 2080 2080
—740 -—164 857 1872 2430 2080
440 460 2014 3188 2948

1
72 1006 2686 3684
207360 964 11128 1944
480 480
480

Por tanto, el nicleo cambia de signo en un entorno de Az (ver Figura 5.8).

Figura 5.8: Niicleo de Peano para el error de quasi-interpolacién en [jh, (j + %) h] medi-
ante el quasi-interpolante suma booleana.

En el tridngulo Tb de vértices A; = (0,0), Ag = (%,0) y Ay = (%, %) el nicleo K (&, 1)
también es un polinomio de grado total 6 en las variables £ y t. Sus BB-coeficientes son
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los siguientes:

2080

2080 2080

2948 2598 1800

3684 3444 2296 1348

1944 2942 2526 1541 832

480 1296 1430 1144 700 360
480 480 432 350 248 140 40

1
207360

El niicleo es positivo en el tridngulo T5.
Como

F@) = Qy 0 Quf )] < ght [ 1K (€01 |1 Ghtom)| a

< ém Hf<4>HOOJM /0 : K (¢,0)| dt

- éh4 Hf(z;)Hoo#1 (/jK({, t)dt + /j |K (&, t)\dt)

acotamos K (£,t) en el trigngulo Ay, Ao y As por la funcién K (&,t) que tiene por BB-
coeficientes los valores absolutos de los de K (&,t). Entonces

f@-eaf @] <h ] (/fK(f,t) dt + /ﬁ K (& 1) dt) .

Un célculo explicito muestra que
1({ (¢ S

! / 1<(g,t)dt+/ K (&,1) dt
6 \.Jo Je

1679 + 6160¢ + 1464542 — 4366608> + 257606 + 864192¢° — 882560£° + 339712¢7
N 8709120

Su méximo absoluto se alcanza en la tnica raiz del polinomio

6160 + 292908¢ — 13099802 + 10304063 4 4320960£* — 529536085 + 23779845

en el intervalo (O, %), y su valor es igual, aproximadamente, a 0.000766929.

Cuando 2 € Iy 1= [(j -+ %) h,(5+1) h], se tiene que x = (j + %) h—+¢&h, & € [O, %]
Un desarrollo similar al anterior, representando el error como integral en [O, %], muestra
que el correspondiente niicleo de Peano es positivo en el tridngulo 77, mientras que cambia
de signo en T (concretamente, en un entorno de Ay). El resultado propuesto se sigue de
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la desigualdad establecida sin més que efectuar un cambio de variable en la representacion
integral del error de quasi-interpolacion. O

Una vez acotado el error en (—oo, a%h] U [h, +00), lo acotamos en cada uno de los
subintervalos de [—%h., h].

Proposicién 5.2.4 Sea J, := [#h, #h], 0Lr<d, Parage J, 0 r< 2, sé
cumple que

£ (@) = Qnf @)] < If (@) = Quf @)| +6r0 [ B (0)] + 61,

h
E;, (§> ’ -+ (57-72 |E},, (}L)| ;

con i
00,0 = 36 dop= 0 do2= 0
01,0 = % 01,1 = 3_16 d12= 0
do,0 = % 021 = % 0o = %

Ademds, para xz € I, 3 < r <4, se tiene que

f ()= Qnf (:1;)‘ < lf (%) = Qu ® Quf (2)| +ero | En (=h)| +&ra

h
5 (=3)|

con
1 1

€30 =351 €31=73 E40= 0, e41= 36"

DEMOSTRACION  Supongamos que x € Jy. Por la Proposicién 5.2.1,

£ @) - @nf @)] < 1f (@) — Quf @) +

2
c1Ey (0) My (% +1>‘

~ 1 @) - Quf @)1+ 5 1Ew 1M (5 +1)

Como los BB-coeficientes de My (% + 1) en [—%h,—h] son (0,0,07 %), se cumple que

My (2% + 1) estd acotado por %, por lo que

~ 1
£ @) = Qnf @)] < 1f @) = Quf @] + 55 |4 (0)].
Las restantes acotaciones se obtienen de igual modo. O

Corolario 5.2.5 Con la notacion del resultado anterior, si f € C*(R), entonces para
cada 0 < r < 2 se cumple que

£ (@) = Guf @)] < I (@) = Quf (@)] + Cot || 19

00,Jr
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y, para cada 3 <r <4,

7 @)= Qnf @)] < |f (@) - Qy © Quf ()] + Cont || £

00,J;
siendo
11

Co = @ ~ 3.5365 10~

C1 = zoo0g = 94843 10~*

Oy = % ~ 2.7359 102

Cy = ?j—i’gz ~7.4910 1073

Oy = 6232—708 ~5.9478 107*

DEMOSTRACION  Supongamos que z € Jy. Por (5.2.1) y (5.2.2), se tiene que

Ep(0) = f(0) — Qnf (0) = —h“ K (0) f (rh),

con 7 € [0,1]. Entonces,
111

Bn(0) = 5o f (h).

Por la Proposicion 5.2.4,

£ (@) = Quf ()] < I (@) — Qnf @)|+00|Bn (0)] < I () = Qnf (@)l+57570 [ #9)

31104

00,Jo

El resto de las acotaciones se establece de igual modo. [J

La construccién de th se basa en la multiplicacion del error f — @y f por una funcién
escalén H (— — N ) lo que se traduce en que @h, coincide con @) en una determinada
regién a la izquierda del punto a partir del que se corrige el error, con @Qn @ @y en otra
a la derecha y es una perturbacion de @J;, en un determinada zona de tmizsicz‘o’n. Como
H (ﬁ — N) (f — Qnf) es discontinua, se produce un fenémeno de Gibbs al aplicar Q% para

formar Qp.
El siguiente resultado cuantifica dicho fenémeno cuando la funcién f—@Qy, f es constante
e igual a la unidad.

Proposicién 5.2.6 Se cumple que

1 3) 01~y (15 - ) )| = i 0+ VET) =ososs,

max
:I.'GR\[(N—%)’I,N}L]
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DEMOSTRACION Ho hay pérdida de generalidad si se supone que h = 1y N = 0. Se
tiene que

Q%H(z):z 21: c;H <i;j> My (2z — ).

Size [—2, —%], entonces

Q%H(x):i qu(%) My (2z — i) =0.

i=—5 \j=—1

Andlogamente, Q1 H (z) =0si z < —2.
b
Si z > 1, entonces

1 s 4
QH@) =) ZCJ-HC;J) My(2z—§) =Y M2z —i) = H (2)

i>1 \g=—1 i>1

Por tanto, H (z) — Q%H(m) =0sizeR\ [—%7 1]. Hay que determinar el médximo
absoluto de ’H - Q;H‘ en [—%, —%] U [0,1]. Como Q%H es un spline ctibico de clase
2

C? con nodos en %Z, empleamos su representacién de Bernstein-Bézier en cada intervalo
contenido en [—%, 1] inducido por los nodos de %Z. La Figura 5.9 muestra la gréfica de

Q%H en [—2,2].
Tras algunos célculos, se obtiene que los BB-coeficientes de 36 Q1 H en [%, %],
2
r € {0,1,3,4}, son

(0,0,0,-1), (-1,-2,-4,3), (33,40,38,37), (37,36,36,36) vy (37,36,36,36),
respectivamente.

El minimo absoluto de Q%H en [—%,—%] 1800 (6+\/ ) y se alcanza en el

intervalo [-1,—3]. Andlogamente, el maximo absoluto se alcanza en [0,3] y es 1+
1800 (6 +afl ) En definitiva,

(H) <“")’ 1800 (6 + \/—>

max lH(a:
z€R\[-1,0]

con lo que concluye la demostracién. [
El resultado anterior prueba que la sucesién (Q;i (H (E —N )))h . no converge a
2 >

H(-— N) cuando h — 0. Es decir, la aplicacién de @n a la funcién discontinua
2
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Figura 5.9: Gréficas de los quasi-interpolantes Q%H, Q%H y Q%H

H (E — N) produce un fenémeno de Gibbs: @ » (H (ﬁ — N)) excede en R\ [(N — %) h, Nh]
2

a H (E — N ) en un 5.7%, aproximadamente, persistiendo tal exceso cuando h — 0.

Como, en general, H (E — N ) (f — Qnf) es discontinua, se produce un efecto similar al

aplicar el quasi-interpolante @ L para formar Q.

5.3 Quasi-interpolantes ciibicos de norma casi minima y
control local del error

Los quasi-interpolantes de norma casi minima pueden jugar un papel interesante en la
amortiguacién del fenémeno de Gibbs que ha sido descrito

Consideremos el qid ctbico (escalado) de norma casi mimima construido en el capi-
tulo 1, dado por

2
Qunf =Y | Do dif (G=i)h) | Ma (5 —1),
i€Z \j=—2
con . 15
- :d = —— i = s d = —,
d_o = dy 51 91 di=0 'y b= 75
Sea QQ,h el quasi-interpolante definido por

Qonf = Qnf + Qo (H (7 = N) (F = Quf).

con N entero. R
En la construccién de (a5, interviene el término @, » (H (E - N) (f - th)). Sif—
L)

Qnf fuese constante e igual a la unidad, entonces, como en el caso anterior, se produciria
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un fenémeno de Gibbs. Sin embargo, en esta ocasién, el exceso de @, » (H (Tz - N))
72

frente a H (E — N) es igual a %égoﬂ ~ 0.03681 3, es decir, alrededor del 3.7% frente
al 5.7% del qid cibico cldsico, y persiste cuando h — 0.

La Figura 5.10 ilustra este comportamiento. La gréfica en rojo corresponde al quasi-
interpolante cldsico de H, mientras que la correspondiente al quasi-interpolante de norma
casi minima de H aparece en azul.

o O
0. g/
/‘,
0./6-
i
0.4
0.2

5 5 -2 _3 =¢~1 t 1 1 3 =z 5 3
2 2 2 p 2 2

Figura 5.10: Gréficas de la funcién H y de sus quasi-interpolantes cldsico (en rojo) y de
norma casi minima (en azul).

De haber utilizado el quasi-interpolante de norma casi minima @3 dado por

Qsnf =3 g7 (—F (= 3) )+ 567 (ih) - f (G +3) ) Ma (= 1),

1€

se habrfa conseguido reducir dicho exceso hasta el 1.85%, a costa de ampliar atin més la
zona de transicion.

La acotacién del error requiere expresar (2 » f en cada intervalo inducido por los nodos
de %Z. Volvemos a suponer que N = 0.



114

Capitulo 5. Control local del error de quasi-interpolacién

Proposicién 5.3.1 Se cumple que

( th(.’L'), o 3i%<—27
th(‘r)—i_Eh,l(x)a o st _2§%§—%7
Qnf (z) + Rpa (z) + R (2), % =32 k=]
Qnf (%) + Bp1(z) + Rr2(x) + Rps(z), ol =1l £,
Qonf (z) = Qnf (z) + Rn1 (2) + Rua () + Ru3 (2) + Rpa(z), si —35 <% <0,
o Qo1 ® Qnf (x) — Rps(x) — Rpg(z) — Ruy (), si0<E<1
Qo1 ® Qunf (x) — Rps () — Rpg (z), siz<¥<1,
QQh@th(QZ)—Rhﬁ(:E), 5@1<%S%,
@yt ®Qnf (@), %2> 3,
con
_ 9.
Rh,l = do Ey, (0) My (E + 2)
. h 9.
Rh72 =doFp, <§> My <E = 1)
_ 9.
Ris = (doFn (0)+ daB (1) M (5 )

— h
Rp4= (dth <§

)-a (39 )

_ 2.
Rps=d_oE | — ) M, <E - 1)

DEMOSTRACION Es inmediata. [
Se observa que la zona de transicién desde (), hasta @, » ® @ aumenta en relacion
12

a la obtenida al considerar el quasi-interpolante @h de la seccién anterior. En lugar de

ser [(N —2)h,(N +1)h], dicha zona de transicién es [(N —2)h, (N +2)h]. El amor-

tiguamiento del exceso producido al actuar @, . sobre H (E — N) (f — Qnf) tiene esta
2

contrapartida.

En R\ [(N —2)h, (N + %) h] el qi ngh coincide con Qpf o con @y 1 ® Qnf, por lo
2

que el error es f — Qrf o f — Qyn ® Qnf. En lo que respecta a éste, disponemos del
2

siguiente resultado:
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Proposicién 5.3.2 Sea f € C*(R). Para todo x € I; := [jh, (j + 1) h], j € Z, se cumple
que

f (@)~ Qo1 ® Quf (a:)‘ < 0.0070489 A Hf<4>H ,
00,15

DEMOSTRACION La demostracion es andloga a la de la Proposicién 5.2.3 La constante
exacta es %. O
Tras este resultado, sélo resta acotar el error en [(N —2) h, (N + %) h]. Volvemos a

suponer N = (.

Proposicién 5.3.3 Sea J, := [=4th, =3h], 0 <r < 6. Paraz € J,, 0 < r < 3, se
cumple que

f (@) = Qanf @) < 1f (@) - Quf (@) +

> — h = o
07,0 |En (0)| + 67,1 | En <§> ’ + 0,2 |En ()] + 673

;)

Eh (§h>
2

con 1
A S S 500 = 5oa =
00,0 T Yol 0 0,2 0 0,3 0
Fgs o Fus v Bg= 8  Bie O
10= 35 = T fig= 13 =
o 5 e 1, - 1 =
02,0 = 2 02,1 = 36 02,2 = Tad doz= 0
= 145 - 5 s 1. - 1
dapg= — a1 = — i = — .
30= gz %7 55 %2= 3 %= o

Ademds, para x € Jr1q, 0 <r <2, se tiene que
f @) = Qanf (@)| < | (@) = Quu ® Qnf ()] +

3
€ro0 |En (*571)‘ +&r1 |En (—h)| + &2

h
5 (-5)|

con

_ 1 __ 1 _ 5
007 44 "™~ 36 027 4
B I 11
€1,0 = €11 = 144 g19= 36
- = _ 1
g20= 0 g21= 0 €22= T

DEMOSTRACION La Proposicién 5.3.1 proporciona las expresiones del error en cada in-
tervalo. Las acotaciones se obtienen a partir de los BB-coeficientes de My (%) en cada
intervalo considerado y de los coeficientes ¢y d de los qi Qp y QZ%’ , respectivament. [
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Corolario 5.3.4 Con la notacién del resultado anterior, si f € C*(R), entonces para
cada 0 < r < 3 se cumple que

£ @) = Ganf @)] < If (@) — Quf @) + Dot || £9)|

00, Jr

y, para cada 4 <r <6,

7@ = Qo (2)] |1 0) ~ Qo © Quf @]+ Dri? 19

00,Jy
stendo
Dy = 12}1}116 ~8.8413 107°
& 4182853 5 ~5.0235 1074
g = 12‘;1516 ~3.3356 1073
D3 = 8%% ~1.7783 1072
4= 2:2‘32 ~2.7267 1072
5 = 125;216 ~6.8319 1074
6 = 24;;32 ~1.4869 107*

DEMOSTRACION Probemos, por ejemplo, la acotacién para el intervalo Jo. Supongamos
que x € Jy. Por (5.2.1) y (5.2.2), se tiene que

B, (0) = gh'K (0) /@ (mh)

Ep, <g> = éh‘lK (%) @ (mh)
B (h) = gh*K (1) £ (rh)

con 11, T2, 73 € [0, 1]. Entonces,

111,
e uininil (4)
[Er O = G128 |1 .

h 137
Ep(=)| <>=—nt|f®
h(2>‘_6288 A [
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Por la Proposicién 5.3.3,

1
36

]

f (@) = Qaonf ()| <|f (&) — Quf (a )l+ 1 1B (O] + 55

h
B (5 )| + 74 15 0

00,Jp

<1 (2) — Quf (2)] + paris

La demostracion de las restantes acotaciones es similar. O

Comparando las acotaciones del error para los qi @5 y @2, se observa cémo, en el
intervalo donde se produce el fenémeno de Gibbs a la izquierda de Nh, el qi Q2 tiene
una cota del error menor que la de @y,

5.4 Una propuesta alternativa para controlar localmente el
error

La segunda alternativa considerada ha consistido en sustituir el quasi-interpolante Q). que
2

se empleaba para formar (), por un quasi-interpolante de norma casi minima. De este
modo se conseguia amortiguar el exceso producido al actuar sobre la funcién discontinua

H(; = N) (f — Qul).
Se emplee @» o uno de norma casi minima, el resultado es que f — Qnf en cada nodo
2

de %Z se multiplica por un peso (unidad o nulo), que es el valor de la funcién escalén

H (E — N ) en dicho nodo. Un método cualitativamente diferente consiste en producir

una funcién suave a la que aplicar Q.. Esto lleva aparejado una modificacién de los pesos
2

asignados al error f — Q) f en %Z.

Se propone sustituir H (E — N ) por su quasi-interpolante de Schoenberg, es decir, por

Hy=Y"H(i—N)M, (E—z)

1€Z

Es una funcién spline cibica de clase C? (R), que conecta suavemente las rectas de ecua-
ciones y =0 e y =1. Como 0 < Hy, () < 1, sus valores en %Z pueden actuar como pesos
para controlar localmente el error. Se ilustra la situacién en la Figura 5.11.
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1; "
0.8%
0.6
*/ }
/0.4
,//
g 0.2
L 1
-2 3 =1 _1 1 1 3 2
2 2 2 2

Figura 5.11: La funcién Sy, para N =0y h = 1.

Lema 5.4.1 Se cumple que

(0 sij<-—4
i .
T st 9 =—3
% st g =—2
== s 1
Hh<(2N+]>§>: 3 st g =—1
% st5=0
a7
T sig=1
L 1 s1j5>2

DEMOSTRACION Basta tener en cuenta que

(@ +g) =S - (B i) =S mom (3-1).

€L 1€Z

Se sigue que los valores son independientes de N y h. 0O N
Se propone controlar localmente el error utilizando el quasi-interpolante S;, definido
por

Snf = Quf +Qu (Hnx (f - Q).

Como @y, es exacto en P3, también lo es Sp,.
Supongamos, nuevamente, que N = 0.
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Proposicién 5.4.2 Se cumple que
( Qnf (z), # 5 2 =5
Qnf(x)+ Ruy (z), W —-B<EL—,
th(1)+Rh1(7?)+lfh,,2(I) N si—2 <2< -2
Qnf (x) + Bp,1 (¥) + Rp2 (z) + Ras (z), si —2<E< -3
Qnf (z) + Rh 1 (z) + 13}1,,2 (z) + I?hjg (z) + ]E;LA (&) 81 — % Z % < -1,
Onf (z) + ha (x) + Rn3 (z} + Bua (2) + Bps (2], si —1<f<—3,
Snf (@) =1 Qnf (@) + Rus (x) + Rna(z) + Rus () + Rus () # —5<f L0,
Qu ® Qnf (z) — Ruy(z) — Rpg (x) — Rpg (x) — Rpo (x), si 0< £ <4,
Qs ® Qnf (z) — Buz (2) — Rug () — R (2) A< Ll
@ ® Qrf(z)— Eh; (z) — éh’g (), Bl<E s %,
Qu ® Qnf (z) — Rpy(2), sid<Z<2
L Qr ®Qrf(x), Si%>2,

con

~ 1 h 1 1 h 2:
Rpo = <§C—lEh <—§> + gcth (0) + RclEh (§>> My (ﬁ)

~ ) 1 h i 2
Rp 0= (gc—lEh (=h) + 500Eh <—§> - 661Eh (O)) My (ﬁ - 1)
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Capitulo 5. Control local del error de quasi-interpolacién

DEMOSTRACION Es inmediata.

O

Se observa que la zona de transicién desde @ hasta Qn ® Qp, es [(N — 3) h, (N + 2) h].
2

Proposicién 5.4.3 Sea I, := [—_—%ﬂh,_—f’;ﬂh], 0<r<9 Paraxel,6 0<r <5, se

cumple que
f (@) - 54t @)] <15 (
(bT,O

&r3|En (0)] + ¢ra

con
bo= T doa= 0
G Ty VLT
1 1
$1,0 = TAd 11 = 316
37 bl
2,0 = 1798 P21 = T
37 3l
$30 = T798 @931 = 216
1 37
a0 = T4 P41 = 216
1 L
¢5,0 = T798 ¢5,1 = e

Ademds, para x € I, 0 <7 <

B (=50 + 62 1B (-] + 02

z) — Qnf (z)|+

3h

a(4):

Ej, (g) ‘ + ér5 |En ()],

$o2= 0 ¢o3= 0 poa= 0 bo5= 0

$r2= 0 ¢13= 0 $p1a= 0 5= 0
1

P22 = ™ ¢p23= 0 ¢p24= 0 ¢$25= 0
il )

¢32 = 5 ¢33 = 216 ¢$34= 0 ¢35= 0
37 5 47

a2 = ™ $a3 = 18 $a.4 = T798 ¢$as5= 0
37 185 47 1

¢52 = ™ ¢53 = 216 ¢54 = [PYI ¢5,5 = 36

3, se tiene que

£ @) = Suf @)] < |f (@) - Qp © Quf ()] +

h h
©or0 |En (—h)| + ¢r1 | En <—§>’ + @r2|En (0)| + ¢r3 |En <§> ‘ 3
con

_ 5 _ 1 _ 3T _ 37
©6,0 = 216 6,1 = 6 ©6,2 = 216 ©6,3 = 1798

P U R
PY7,0 = Y11= o) P70 = 18 7.3 = 1798

1 1
wgo= 0 wg1= 0 go= 306 P83 = T
1

wg0= 0 wo1= 0 go= 0 P93 =

1728
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DEMOSTRACION La Proposicién 5.4.2 proporciona las expresiones del error en cada in-
tervalo. Las acotaciones se obtienen a partir de los BB-coeficientes de My (%) en cada
intervalo considerado y de los coeficientes ¢ del qi Q. (]

Corolario 5.4.4 Con la notacién del resultado anterior, si f € C*(R), entonces para
cada 0 < r < 5 se cumple que

161501 <116~ Qur o 5 )

00, J;
Y, para cada 6 < r <9,
7@ = 8uf @] <|f @) - @ 0 Quf @) + Dot | 19|

stendo

Do = 2—9—8—%8—4 ~1.2391107°

= 155

D = 7453%%6 ~2.0764 10~

Dy = os5 081 = 1 4632 1073

D3 = ——2;2533;4 ~6.1491 1072

N 52111

Dy = m ~1.7452 1072

Ds = soaE ol = 2- 9970 1072

Dg = % ~ 6.5027 1073

D7 = % ~1.4632 1073

Dg = 74165596 ~2.0764 107

Dy = % ~1.2391 107°

DEMOSTRACION  Se sigue de la Proposicién 5.4.3 y de las igualdades (5.2.1) y (5.2.2). O

La comparacién de las constantes D y D que aparecen en las acotaciones de los errores
f— Qanf y [ — Shf, respectivamente, para funciones de clase C* (R) indica un mejor

comportamiento de ()2, en la zona de transicién a la izquierda de Nh. Hasta el nivel
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de andlisis desarrollado, concluimos que, de los tres métodos considerados, Qvgﬁ es el que
mejor controla localmente el error.

Debe decirse, sin embargo, que serfa interesante establecer acotaciones més precisas de
los errores de qi, pues algunos experimentos numéricos sugieren que Sy f podrfa propor-
cionar similares resultados, o alin mejores.

aasasaasnidcnicanisssscacacocansoacannannscacaacacsacaacaasnsansncaanancanaannanlnndlcacaa



Anexo al capitulo 1

Quasi-interpolantes spline discretos quinticos de norma in-

finito casi minima

Monomios como combinaciones lineales del B-spline quintico

co= Y M (-—1) 3= Y <7? - gz) Mg (- — 4)

1€EL t€EZ
4
e1= Y iMg(-—i) ey = Z<1l4—3i2+572> Mg (- — 1)
tEZ 1€EZ
2
ey = Z(z——)Mﬁ( i) es= Z(i5—5i3+5i>Mﬁ(-~i).
1€Z 1€EZ

Exactitud de Q¢n, n > 3, en Ps
El qid

Qonf = |aof (i +Za] (+5)+F(i—79) ) Me(-—1i)

1€EL

es exacto en P5 si y sélo si

n n
a0+2Zaj:1, Zanj —— y Z] aj—
j=1 §=1
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Problema

n
Minimizar vg, (a) = |ag| + QZ ;]
i=1

8+5(n?+ (n—1)> n—2 2
sujeta a ap = 1 ( ) - 2}: (1 - (37) a;

10 (n — 1)% n2 = n—1)%n2
5n® +8 = 2 -n?
an—_1 = — 5 B) aj
20(n—-1)*(2n—-1) = (n—1)"2n-1)
92042 o 152
L 8451’ T (7 (n 1)>a_
" 20m2(2n—1) = n2 (2n — 1) &

Problema equivalente

8+5 (n2 +(n— 1)2> n—2 ) n—2
Minimizar w= |1+ - 22 <1 - (j7> g |+ 22 laj]
=1

2 2
10(n—1)"n? = n—1)"n? o
+ 2 ol S et
p— > a/]
20(n-1)%*@2n-1) ‘Hr-1°2n-1)
n—2,2 (2 _ (0 _ 1)2
L g Bts(-1? (7 - o -1?)
_ - s
20n2 (2n — 1) o n?(2n —1) )
p cion 1 (1 8+5(n2+(n—1)) 0 0 5n2+8 8-+5(n—1)2 r R+l I
roposicion Tt o1z 0o U TP ensty 20m2@n-1) S resuelve

el Problema 1.1.5 cuando m = 3. Ademds, es el inico punto donde el minimo absoluto se
alcanza y proporciona el unico qid exacto en P de norma infinito casi minima.

Matriz de B-coeficientes de Mg en [—3, 3]

0 0 0 0 0 1

1 2 4 8 16 26

1 | 26 36 48 60 66 66
120 | 66 66 60 48 36 26
2% 16 8 4 2 1

1 0 0 0 0 O



Gréficas de las funciones de Lebesgue de Q6 3, (6.4, Q65 y @66

1.1281
1.126!

1.124

1.093|

0.8 \ 1
0.8 1
0.8\ 1
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Valores exactos de ||Q6,n|l., n = 3,4,5,6

1Q6,3lloo = As,3(0) = E ~ 1.2708

it e (3) - E 11
1Q6,5llo0 = A6y G) = ggi’;éégé 1.1330
Q6,610 = (%) = ggzggéé 1.09463
1Qonlloy =14+ 255 s

5(n—1)*2n—1)

Qid quintico clasico
FEn el caso quintico, n > m = 3. La eleccién n = 2 produce el quasi-interpolante

Qs2f =) (aof () +a1 (f(i = 1)+ f(i+1) +az (f (i —2) + F (i +2))) Ms (- — ).

1€EZ

Es exacto en P si y sélo si

BT 1
T L T S 7T
Da lugar al qid cldsico
7 73 '
o Lo e By L 13 g
Qaf =3 (3257 G- D157 G-D+ O = T G+ D+ 506/ (+2)) Mo =)
Funcién de Lebesgue de (62
1. 2]
1.2
1. 24
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Valor exacto de la norma infinito de (g2

1) STI83 120108,

= A = Ag — o
16,2100 2eio] 62 (%) "*2<2 28800



Anexo al capitulo 3

RED TRIDIRECCIONAL

BB-coeficientes del box-spline M,

La figura muestra los BB-coeficientes de 24 M5 en los cuatro tridngulos de 71 que determi-
nan el tridngulo de vértices (0,0), (2,0) y (2,2). En los restantes tridngulos del soporte
de Ms se determinan por las simetrias del hexdgono.

0

/]

0 0

]

0 0 0

4 |

0 0 0 0

/ |

4 =] ——{} —4f —U

/| /|

4 3 1 0 0 0

o o

8 6 4 1 0 0 0

4 _— |

12 10 6 3 1 0 0 0
/ |~ |
12— 12 —8 —if —2 —0 —0—0.—0
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Qid box-spline cuarticos sobre la red tridireccional

Funcién de Lebesgue del quasi-interpolante

3
Qoif =) %f' %Z (ite) | Ma(-— i)

1€Z2

Funcién de Lebesgue del quasi-interpolante

3
Q22f = Z | —%Z (i£2e) | Ma(-— i)

1€7Z2




Funcién de Lebesgue del quasi-interpolante

Qasf =) i—zf(f)—ﬁZf

1€72 =1

1.1018p.
1. 1016}
1.1014}
1.1012
A 10AY,
0
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Monomios como combinaciones lineales de las trasladadas del
box-spline Mj

El desarrollo en serie de Taylor en el origen de la reciproca de la transformada de Fourier
del box-spline M3 es

—

—~1 2 2 4 3 2.2
M (u) = a0’0+a2,0u1+a1’1ulw-i—ao,guﬁ—aéwul+a3,1u1UQ+a2’2u1u2+a1,3u1u%—+—aov4ué+- .-
con

ago =1
i
dginp = 41,1 =002~ 7

i 1
40 = 004 = Fry B1,3=03,1 = 755 922 = 75
30 15 10

S

El quasi-interpolante diferencial asociado es
Df=> Df ()M (-1,
1€Z?
con
L/ ©0 1) 0,2)
]D)f:f—;l<D 9 ¢ 4 pAD¢ 4 po f)

L3
30

Es exacto en P5 y proporciona las igualdades

6030=ZM('—I4)

i (D<4»0> f+2DBVf 4+ 3p@D ¢ 1 oD f 4 DO f) .

1EZ2
ero=»  i1M(-—1i)
1€Z2
eo1 =Y  iaM(-— i)
1€Z2
, 1 ,
62)0: Z (l%—§>M(—Z)
=y
1,1 = ?"11'2—l M (-— i)
SR 4
1€Z2
p 1
eogzz <z§—§>M( — i)
i1€72
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4. 9. . 8.
€41 = E 1‘1112~31%12—1?+—L1+

)

2 3.4, 1
111%—51%12—5

§i2> M-

s 46
2‘{“_21‘1‘522

5
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RED CUATRIDIRECCIONAL

BB-coeficientes del box-spline M ;

La figura muestra los BB-coeficientes de 8M7 11,1 en los tridngulos de 7o que determinan
la regién de vértices (0,0), (1,—1) y (% —%), (% %) y (1,1). En los restantes tridngulos
del soporte de Mj 1,11 se determinan por las simetrfas del octégono.
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Qid box-spline cuadraticos sobre la red cuatridireccional

Funcién de Lebesgue del quasi-interpolante

2
Qa1,1,)1f = Z( | —é f(iiel)) My, (- — i)

i€Z2

Funcién de Lebesgue del quasi-interpolante de norma casi minima

2
) 1
Quiinef =, < - 3— (i 2e) ) Migag(—1)

1€Z2
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BB-coeficientes del box-spline M ;22

La figura muestra los BB-coeficientes de 384M; 122 en los 17 tridngulos de 75 que de-

terminan la regién de vértices (0,0), (%

3

3

) (

5
2%

=) (

51
22 2

)y

(

3 3
272

). En los restantes

tridngulos del soporte de Mj 122 se determinan por las simetrfas del octégono.

40
60
80 60
100 80
120 100 72
132 120 92
132 132 112 76
132 120 92
120 100 72
100 80
80 60
60
40

24

40

52

60

60

52

40

24

24

32

44

43

44

32

24

14

20

28

36

36

28

20

14

12

16

24

28

24

16

12

10

14

20

20

14

10

0

12

16

12
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BB-coeficientes del box-spline M9 ;

La figura muestra los BB-coeficientes de 192M5 511 en los 14 tridngulos de 73 que deter-
minan la regién de vértices (0,0), (2,0), (2,1), (1,2) y (0,2). En los restantes tridangulos

del soporte de My 21,1 se determinan por las simetrfas del octégono.

24

40

64

80

80

16

32

52

72

80

0

24

40

o8

72

80

12

28

44

o8

72

0

16

30

44

38

64

16

30

44

16

30

40

40

16

28

32

16

24

24

12

16

0

0
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Monomios como combinaciones lineales de las trasladadas del
box-spline M; ;122

La transformada de Fourier del box-spline cudrtico de clase C? (RQ) sobre la red 7o, M :=
Mi12.2,es

M (u) = sinc u; sinc ug (sinc (u; + ug) sinc (ug — ul))2

s, 5 1
M (w)™' =1+ —(uf + ud) + = (135u] + 298uiuj + 135u3) + - - -
24 5760

El quasi-interpolante diferencial asociado es

5 .
_ N2 (10 e 0,2) ¢ ¢
pf =3 (10— 57 (D0 )+ D02 () +
1€7?
1
R (4’0) ) (272) ) (074) ) % e ]
— (1350 £(0) + 298D f (i) + 135D f(z)))M( i)
Es exacto en Ps.
Los monomios se expresan como combinaciones lineales de trasladadas enteras de M

como sigue:

wm THeo) awm 3 (4B e

: ' 9. 5 . _
€10 = ZHM('—') €21 = Z(f{’zg-E@) M(-—i)
1€Z2 =/
: ; " 5 . :
€0,1 = ZTQM(-—Z) €1,2 = Z (W%‘E’l)M(-—z)
€72 i€Z?
; 5 , 5.
62,02 Z <l%_E)M<—1) 60’3: <7§_122>M( _l)
1€Z2 i€72
er1= Y irigM (-—i)
€22
. 5 ‘
€0,2 = Z (@—E)M(-—z)
1€Z?
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Monomios como combinaciones lineales de las trasladadas del
box-spline M5 1

La transformada de Fourier del box-spline cudrtico de clase C? (RQ) sobre la red 19, M :=
Mo 11,es

M (u) = (sinc uy sinc up)? sinc (uy + ug) sinc (ug — u1)

— 1, . 1 5 .
Mu™t=1+ g(uf +u3) + 750 (11uf + 23ufud + 11u3) + - --

El quasi-interpolante diferencial asociado es

pf =Y (1005 (D901 )+ DOV5 () +
1€Z2
1

720 ( 1D(4»0)f(z') + 23D(2,2)f(,~) il 11D(0’4)f(,')>> M(-—i)

Es exacto en P3.
Los monomios se expresan como combinaciones linecales de trasladadas enteras de MM
como sigue:

€u,0 = Z]\/f('—i) €30 = Z(l%—q)ﬂ[( —I)
1€7Z2 iez?
. ‘ 5 1.
€1,0= Z’lM('—‘l) €21 = Z (1%12—512>M(-—z)
1622 ZEZZ
‘ . w 1 :
€0,1 = Zng(-—z) €12 = Z<112%—§11>M(-—L)
1E€Z2 €72
. 1 . ; . .
890 = Z(l%—§>M('—1) €3 = (l%—lg)M(-—l)
i€Z2 €72
€1,1 = Z iligM ( = i)
i€Z2
p 1 :
€0.2 = Z <l%—§>M(~—l)
1€Z2
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Qid box-spline cuarticos basados en M; ;22
Funcion de Lebesgue del quasi-interpolante
)| Mi22(-—i)

L9y

Pu122)2.f = Z

1€Z2?

Sus curvas de nivel
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Funcién de Lebesgue del quasi-interpolante

41 , . 7 ‘ 1 _ :
Pai22)26f = Z 2 (i) = 4—82f(1i61) = @Zf(fiel) Miaz2(-—1).

1€Z2 =1 =3

Sus curvas de nivel
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Funcién de Lebesgue del quasi-interpolante

Q(1,1,2,2),2,0f = Z 24 (i) —

i€Z22

Sus curvas de nivel
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Funcién de Lebesgue del quasi-interpolante

Q,1,2,2)20f = Z '——

€22

Sus curvas de nivel
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Qid box-spline cudrticos basados en M2 4

Funcién de Lebesgue del quasi-interpolante

2 2

43 = - 5 , 1 . :

Posinzaf = o) () = ﬁlZf(liez) + %Zf(l +2e;) | Ma21,1 (- — )
-1 ]

1€Z2

Funcién de Lebesgue del quasi-interpolante

4

2

19 . .. 1. , 1. : ‘

Posinesf = f (-3 S flike) - 8 S flite) ]| Mygia(-—1)
=

1EZ2 =3
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Funcién de Lebesgue del quasi-interpolante

[
Q(2,2,1,1),2,af = Z gf(f‘) T o
l

1€Z2
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Anexo al capitulo 4

Representacion de Bernstein-Bézier

Las relaciones (1.1.3) permiten determinar los polinomios mg,,_9;, 1 < I < m, mientras
que o, (z), x € [0, 1], puede ser hallado a partir de la matriz de BB-coeficientes de M en
[—m, m]. Pretendemos utilizar la representacién de Bernstein-Bézier para encontrar una
expresion alternativa de € = Qeay, — e, en [0, 1] que sea fécil de utilizar para resolver el
problema planteado cuando m es elevado..

Sea b7t (t) = (2}”)151 (1 —1t)*™"! ¢l I-6simo polinomio de Bernstein de grado 2m
relativo al intervalo [0,1], 0 < [ < 2m. La restriccién de € a [0,1] es un polinomio de
P9, ¥ puede escribirse en términos de la base de Bernstein (bf'”“) , obteniendo la
representacién de Bernstein-Bézier

0<1<2m

2m
e(@) = eomibf™ ! (z), 2 €[0,1].
=0

Sea C := Co, la matriz de orden 2m de BB-coeficientes de M en [—m,m|. Sea
Roy = R = (Ri,j)1<ij<2m la matriz de permutacién definida por

1 sii+5=2m+1
Ri,j={ ‘

0 en otro caso

T
Para cada | = 0,1,...,m — 1, sea dopy := d = ((—m+ 1)2m_21,...,m2m*21> . Por

dltimo, sea Ugmt1 = (1, 1,..., 1)T e R2m+1,

Lema 1 La matriz (fila) de BB-coeficientes en [0,1] de Qegy, — 22?:1 7?Ma; € Poy_1 €8

m—1
=0
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DEMOSTRACION  Si z € [0, 1], entonces

m 2m=1
ZiQm_QlM('—i): Z 12m~21M(_Z)=Z(l_m_*_l)Zm*QIM(_Z_}_m_l)
i€Z i=—m+1 =0

Como la matriz (fila) de BB-coeficientes en [0, 1] de M (- — i +m — 1) es la (2m — i)-ésima
fila de C, la matriz de BB-coeficientes de Y, ;1> ~2 M (- — i) es d;RC. Por tanto, la de

Zl 01 22 2'1 |/3 (21 Zm) E ic ’i2 2lM ( — ’L) €es
( ) Z
m—1 (2 >'

@ i (2 2m) (diRC).

=0

Como

Qe = Z (2m 2l B (2L,2m) Zzgm 2 M (- +2Z]2m
1€Z
se deduce (1). O
La funcién es,, es polinémica de grado 2m, mientras que la restriccién de Qegy, a [0, 1]
estd en Py,,_1. A fin de determinar la representacién de Bernstein-Bézier de € es necesario
expresar (Qes,, en la base de Bernstein de grado 2m.
Supongamos que la representacién de Bernstein-Bézier en [0, 1] de un polinomio p de

grado menor o igual que 2m—1 es ZQm 1 pib?™. Como p puede ser considerado como poli-

nomio de grado menor o igual que 2m, entonces se tiene la representacién Zl 0P b2m+1
Es bien conocido (cf. [28], capitulo 5;[31], Lema 4.3, p. 134) que
Po = Po
! l +( 1 l =l 2 1
= —Pj - — ,l=1,....2m—
Py Qmpl 1 o b, ) s
p;m = P2m—1
En forma matricial
(p87pT7 € 9% apém) = (PO,Pl, e 7p2m—1) Egm—la (2)

donde la matriz bidiagonal FE := Fsg,,_1 de tamano 2m + 1 x 2m es
1
L 51__

2m m

E =
2m—1 T e 2m—1
2m 2m
0 1
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Este algoritmo de elevacién del grado permite determinar los BB-coeficientes en [0, 1] de
QEQm -2 27:1 j2maj.

Lema 2 La matriz de BB-coeficientes de Qegp, — 2 Z?Zl j2maj € Py, es

m—1 ]
(Z (27(37—:")2!1)!5 (21, 2m) df) RCE".

=0

DEMOSTRACION Es consecuencia de (1) y (2). O
La matriz de BB-coeficientes en [0, 1] de la constante 23 7, 4%™a; como polinomio

de grado menor o igual que 2m es, evidentemente, (2 Z?Zl ijaj) uQTmH, y la de ey, es

Bt = (0o, 0 1)T € R?™*1, Por tanto,

Proposicién 3 La matriz de BB-coeficientes de € en [0,1] es

m—1 n

Z (2m)! : S -

< (2771, —)Zl)'ﬁ (2] 27”) dgr RCET - ’U2’1;”+1 + 2 E .72 a’j u’énwrl' (3)
=0 ) g=1

DEMOSTRACION Es inmediata. 0
El desarrollo precedente permite expresar en términos de la base de Bernstein el poli-
nomio cuya mejor aproximacién uniforme constante en [0, 1] hay que determinar, y facilita
su cédlculo. Por otra parte, permite plantear un problema alternativo de construccién de
gid que puede ser extendido al caso bivariado.
La expresién (1) proporciona el vector de BB-coeficientes de ¢ en [0, 1]: como RT = R,
es

m—1 n
ECTR ( E (Z’fn——)ZZ)'IB (2[7 Qm) dl) — V2m+1 + 12 _72 aj | U2m+-1-
1=0 ’ j=1

Consideremos ahora el sistema que garantiza la exactitud de @ en Py, 1:

n n
1
ao + QZai =1, Zz’%i =S @)B@L2m) 1<i<m-1, (4)
i=1 =1
Sea (a;;_m_H, — ajfb)T la solucién del sistema que resulta al hacer ag = -+ = @y, = O.
Entonces a* = (0,...,0,a5 41, a;)T € R"*1 es solucién de (4) y cualquier elemento
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a de V es de la forma a* + Sa, con a = (ay, ..., an,m)T e Rr—mHl y

1 . 0

0 .. 1

g =
Sn—m4+1,0 *°°  Sn—m+ln—-m
Sn,0 e Sn,n—m
S W= [0, 1,2, .. .,an)7 € R™*1 entonces

n
3 #may = why (0" + 53).

=1

Por (3), el vector de BB-coeficientes de ¢ es

m—1

2m)! .

ECTR < E (Q(T)al)—'ﬁ (2[, Qm) dl) — U9m41 + 2w§m’n (a* + S(I) U2m+-1
1=0 '

{ BOTR (Z @m 2z B (21 2m)d) — Vo1 +2w§m’na*u2m+1}

+ 2w2m,n (Sa’) U2m+1

y puede escribirse como v — Aa con

— (2m
v=ECTR < z—m_)Tl)B (21,2m) dl> — Vo1 + 2w§m7na*u2m+1

A= —2w§m7n (Sa) ugm+1 = —2ugm+1 (w%ﬂm’nS) a.
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