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CAPITULO 1

Introduccion

S = klog W esculpida en una lépida vigila la tumba de Ludwig Boltzmann, uno
de los principales precursores de la Mecanica Estadistica, parte de la Mecanica
que estudia el paso del mundo microscopico al macroscépico, de la reversibilidad a la
irreversibilidad.

Casi un siglo y medio ha pasado desde que este ilustre fisico-matematico
decidiera poner “patas arriba” el mundo cientifico con su célebre formula de la
entropia, férmula que estard en la sombra de esta Tesis.

Esta memoria tiene como objetivo el estudio del comportamiento asintético de
ecuaciones cinéticas para particulas cargadas, en una doble vertiente: por un lado
nos ocupamos del estudio analitico de propiedades cualitativas de las solucio-
nes; concretamente nos centramos en propiedades de estabilidad y convergencia
asintética y por otro lado, simulamos numéricamente ecuaciones cinéticas, que
nos serviran para validar el uso de un limite asintético y para resolver de modo
determinista sistemas cinéticos. Asi pues, esta memoria constard de dos partes:
una primera parte dedicada al estudio analitico y una segunda parte en la que
nos ocuparemos de la simulacién numérica.

El estudio analitico de las ecuaciones cinéticas de esta memoria se basard prin-
cipalmente en el uso del método de disipacion de entropia.

Las simulaciones numéricas de esta Tesis se centraran en el sistema de Boltz-
mann-Poisson en teoria de semiconductores y sus aproximaciones.

1. Ecuaciones cinéticas

La Mecénica Clasica resuelve satisfactoriamente el estudio de la evolucién en el
tiempo de una particula. Pensemos por ejemplo en el movimiento de un electrén
o una estrella. En cada instante de tiempo f, la particula queda perfectamente
determinada atendiendo a su posicién y velocidad. Pero cuando se quiere estudiar
la evolucién de todo un conjunto de particulas (una nube de electrones, una
galaxia ...) la Mecénica Clésica resulta ineficaz, ya que estudiar en cada instante
la posicién y velocidad de cada particula es una tarea ardua, dadala gran cantidad
de variables que ello implica (seis veces el nimero de particulas consideradas).
La Estadistica aparece como la herramienta que dara solucién a este problema:
la dindmica del sistema vendré caracterizada por una descripcién estadistica del

1



2 1. INTRODUCCION

mismo. Nace de este modo la Mecanica Estadistica. Su objeto de estudio no es
la posicién y velocidad de cada una de las particulas que constituyen el sistema,
sino la funcién de distribucién que determina la probabilidad de encontrar una
particula en una determinada posicién, con una cierta velocidad y en un instante
de tiempo dado. Las ecuaciones cinéticas aparecen en este marco como aquellas
ecuaciones que rigen el comportamiento de la funcién de distribucién del sistema.
Lafuncién dedistribucion, f(t, x, v), gobierna la dindmica del conjunto de particu-
las, siendo f una funcién no negativa que depende del tiempo € R}, de la posi-
cién x € RY y dela velocidad v € RY. f(t, x,v) dxdv fisicamente se interpreta como
la probabilidad de encontrar particulas en el elemento de volumen dx dv centrado
en (x,v), en un instante de tiempo ¢, en la posicién x y con velocidad v. Para que
todo tenga sentido debemos suponer que un domino acotado en el espacio de
fase contiene una cantidad de materia finita, es decir, f € Ll (RF x IRM),
El movimiento del conjunto de particulas se ve afectado por dos hechos:
= Principio de Newton.
= Colisiones.
El principio de Newton nos dice que la funcién de distribucién tiene que ser cons-

tante a lo largo de las trayectorias seguidas por las particulas. Estas trayectorias,
segun la segunda Ley de Newton, verifican:

. dX . dv
X = — = = —_— = —vx /X "
dt L dt ot X)
donde E(t, x) = —~V,¢ es el campo, originado por un potencial ¢, que acttia sobre

las particulas. Por tanto,

0= S X0, V) = f + V(O)-Vf + E,X) - Vof,
verificindose asi la ecuacién de transporte:
Of +v-Vef +E(t,x)- Vof =0.

Esta ecuacion aparece en la literatura con el nombre de ecuacién de transporte o
ecuacion de evolucion de Liouville o ecuacién lineal de Vlasov. Su pérdida de linealidad
puede venir por dos caminos: por una relacién del potencial con la funcién de
distribucién, lo que se traduce en un acoplamiento de esta ecuacién de trans-
porte con otra en la que se muestra la dependencia entre potencial y funcién de
distribucién, o por la inclusién de un término no lineal en el lado derecho.

De entre todos los conjuntos inmensos de particulas que son estudiados me-
diante la Mecénica Estadistica (particulas cargadas, moléculas, estrellas, granos
dearena...) en esta memoria nos concentraremos en las primeras, particulas car-
gadas, que si se prefiere, para fijar ideas, podemos imaginar como electrones. El
resto de esta seccion se dedicard a la presentacién de las ecuaciones que dictaran
la dindmica de los sistemas de particulas cargadas presentados en esta memoria.



1. ECUACIONES CINETICAS 3

El acoplamiento con otra ecuacién, en nuestro caso, se debera a la ecuacién de
Poisson, cuyo origen se entiende en la ley de Coulomb, que muestra la interacciéon
entre particulas cargadas. El sistema obtenido es

(1.1.1) Oif + v+ Vuf + E(t,x)-Vuf =0,

(1.1.2) -AO(t, %) = p(t,x), p(tx)= f}RN f(t,x,v)dv,

conocido como sistema de Vlasov-Poisson en plasma fisico o sistema de Vlasov-
Poisson en el caso electrostético, donde p(t, x) es la densidad espacial de particu-
las. El sistema de Vlasov-Poisson en el caso electrostatico ocupara el Capitulo 3 de
esta memoria, en el que estudiaremos una familia de estados estacionarios para
la que probaremos su estabilidad no lineal.

La segunda posibilidad de pérdida de linealidad de la ecuacién de Vlasov,
es incluir un término (no nulo y no lineal) en el lado derecho de la igualdad. El
término que se afiade, Q(f, f) se conoce como término de colisién y la ecuacién
(1.1.1) se transforma en

(1.13) Of +0-Vuf + E(t,%)-Vof = Q(f, f).

En esta ecuacion tenemos representados los dos fenémenos que gobiernan la
evolucion de la funcién de distribucién: transporte y colisiones. El estudio del
operador de colisién se debe a Boltzmann (que lo introdujo para dindmica de
gases), por lo que se conoce con el nombre de operador de colision de Boltzmann. La
ecuacion de Vlasov tiene en cuenta solo interacciones de particulas a distancias
grandes. El operador de colisién cubre este hueco, ya que modeliza las interac-
ciones entre las particulas a distancias cortas y las interacciones de las propias
particulas con el medio. Siendo estas tGltimas las m4s relevantes en teoria de semi-
conductores. Usando el principio de exclusién de Pauli: dos electrones no pueden
ocupar el mismo estado (posicion y velocidad) en el mismo instante de tiempo, se deriva
la expresioén no lineal de operador de colision. Este operador en el estado (t, x, v),
ofrece un balance entre la suma de probabilidades de que cualquier estado (¢, x, v)
pase al estado (t, x,v) (término de ganancia) y la suma de las probabilidades de
que el estado (¢, x, v) pase a cualquiera de los estados (t, x,?’) (término de pérdi-
da), tras las interacciones. En muchos dispositivos de semiconductores la funcién
de distribucién de probabilidad f, es pequefa por lo que a menudo se despre-
cian los términos cuadréticos del operador de colisién, linealizando de este modo

Q(f) = Q(f. ).
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En el Capitulo 2 consideraremos la siguiente aproximacién lineal del operador

Q,

1
(1.14) Q(f) = ;(PMG - f), Mp(v) = 2o’

conocido como operador de relajacién. Entonces la ecuacion (1.1.3) se reescribe
como

(1.1.5) Of+v-Vof +E@)-Vof = %(PMG - ), E(x) =-Vip(x),

que es lineal puesto que el potencial es dado y el operador de colisién es lineal.
El comportamiento asintético de esta ecuacion serd estudiado en el Capitulo 2.

—02/20

Otras posibles aproximaciones de la ecuacién de Boltzmann se obtienen, ana-
lizando las cantidades macroscépicas: densidad, velocidad media 'y energia, mediante
los sistemas cldsicos hidrodindmicos. Estos sistemas surgen como consecuencia
del estudio de los momentos y la suposicién de hipétesis que cierren el sistema.
Los limites de tipo difusivo proporcionan otra familia de aproximaciones para la
ecuacion de Boltzmann

La tGltima ecuacién que estudiaremos, desde el punto de vista analitico, sera u-
na ecuacién que modela la concentracién de electrones en un dispositivo de
semiconductores descrito a nivel cuantico, (concretamente un modelo de arrastre-
difusion, “drift-diffusion”) con temperatura cero y campo eléctrico despreciable,

(1.1.6) dif = —(f(10g f)ax)xx-

Analizaremos, en el Capitulo 4, el comportamiento asintético para el problema
de valores iniciales asociado a esta ecuacién con condiciones frontera periédicas.

El nexo de unién entre estos tres problemas es el método de disipacién de
entropia, por lo que le dedicaremos la siguiente seccién.

2. Método de disipacién de entropia

Consideremos la ecuacién de Boltzmann para dindmica de gases [9]:

(1.2.1) af+v-Vof =Q(f.f), t20,xeRY,veR".
y el funcional de Boltzmann
(1.2.2) H(f) = f flog f dxdv,

RN xRN

Entonces, se verifica

(1.2.3) %H( f(t,.,) =— jﬂ; ) (— fR Q. f)log fdv) dx < 0.
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La desigualdad (1.2.3) es el conocido H-teorema de Boltzmann [6], que nos di-
ce que el funcional H es decreciente en tiempo, evidenciando de este modo, la
irreversibilidad de la ecuacién.

El H-teorema es otra forma de escribir la segunda ley de la termodinamica:
la entropia fisica de un sistema aislado no deberia decrecer en tiempo. La entropia fisica
es el opuesto del funcional H. La ecuaciéon de Liouville representa un sistema
reversible, ya que la entropfa en constante. Pero la presencia del operador de
colisién provoca un incremento en la entropia fisica (una disminucién en H) y
como consecuencia el paso a la irreversibilidad.

(Coémo puede ayudarnos el H-teorema en el estudio del comportamiento
asintético de nuestras ecuaciones?

En los sistemas con colisiones suele ser usual que evolucionen hacia un es-
tado de equilibrio cuando avanza el tiempo. Los estados estacionarios aparecen
como minimos de ciertos funcionales, que llamaremos funcionales de Lyapunov o
funcionales de entropia, bajo la restricciéon de la conservacién de la masa:

f f(t,x,0)d(x,0) = f £(0,x,0) d(x,v), Vi > 0.
R2N R2N

Desde el punto de vista matemético nos inquieta conocer la evolucién de la
solucién hacia esos estados de equilibrio. La primera pregunta que nos hacemos
es: jconvergerd la solucion hacia el estado estacionario? y de ser asi, ;con qué velocidad? .
Cuando a esta pregunta no podamos dar respuesta, nos conformaremos con
estudiar la estabilidad de los estados estacionarios, es decir, acotar la distancia de
la solucién al estado estacionario, en todo instante, en términos de la proximidad
del dato inicial a dicho estado.

Puesto que el funcional de entropia H(f), es no negativo y el estado estaciona-
rio, que denotaremos f., , es un minimo de H encontramos que

H(flfe) = H(f) = H(fe) 2 0.

Por tanto, podemos “evitar la tentacion matematica” de medir la “proximidad”
de f(t) al estado estacionario f., mediante la norma L' y considerar la cantidad
H(f|f~), que llamaremos entropia relativa de f a f. como indicativo de la distan-
cia de f(t) a fo. En este sentido podriamos decir que estamos estudiando una
convergencia en términos de la entropia relativa.

Una vez decididos a estudiar la evolucién del sistema en términos de la en-
tropia relativa necesitamos analizar el comportamiento de este funcional, en el
tiempo. Por tanto deberemos conocer

%H(fl fs) O equivalentemente, %H(f).
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Es usual denotar,

D( = - SH(),

Donde D es el funcional de disipacion de entropia o produccion de entropia y por
supuesto no negativo. De este modo se recupera el H-teorema:

(1.2.4) %H( flfe) <0

La desigualdad (1.2.4) nos informa de la disipacién de la entropia, es decir, del
no crecimiento de la misma. Recordemos que fisicamente el funcional de entropia
es de signo opuesto a la entropia que nosotros estamos considerando. Adoptamos
esta notacién porque es la extendida en el campo matematico.

Dado que f., es el minimo de la entropfa, fisicamente la desigualdad (1.2.4)
debe interpretarse como un indicativo de la proximidad o lejania de la solucién, en
el instante de tiempo ¢, al estado estacionario. Puesto que la entropia es decreciente
si en un instante fy, f(fo) estd lejos de f. la desigualdad (1.2.4) nos dice que
H(f(t)|f~) tiene que decrecer bastante hasta alcanzar el estado estacionario.

(COomo expresar matemadticamente esta idea?. Volvamos a observar (1.2.4),
queremos cuantificar el decaimiento de la entropia relativa, por lo que nos gustaria
tener una estimacién mucho maés exacta de —D(f), necesitamos una cota superior,
mucho més precisa que cero: no se conserva la entropia, pero ... ;como de irreversible se
ha vuelto nuestro sistema?. Nuestro problema se facilitaria si pudiésemos encontrar
una relacién del tipo

(1.2.5) —D(f) < =F (H(flf~)),

Donde F — F(E) es alguna funcién continua, estrictamente positiva cuando E > 0.
Por tanto obtenemos la desigualdad diferencial:

(126) SH(FOf) < ~FHEOIL),

que prueba que la relacién de entropia de f(t) a f.. se hace cero cuando el tiempo
tiende a infinito.

La siguiente pregunta natural, es ;con qué velocidad f(t) tiende a f., en términos
de la entropia relativa? La respuesta depende de la bondad de F. Por ejemplo, una
funcién F lineal traduciria (1.2.5) en

-D(f) < -AH(flf), A>0

que nos darfa una convergencia exponencial al estado de equilibrio y con la
misma velocidad que e converge a cero. Una funcién “casi lineal” nos darfa una
convergencia “casi exponencial”, concretamente, si

F(H(flf)) = AH(flfe)", A, e>0,
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entonces,
—-D(f) < —AH(flf=)"*¢, A,e>0,

lo que implica una velocidad polinomial al estado de equilibrio, es decir, cuando
el tiempo tiende a infinito, f(f) converge a f., con velocidad O(t/¢).

En resumen, lo que nos dice la desigualdad (1.2.5) es que la produccién de
entropia controla a la entropia relativa, de modo que podemos conocer de una
forma precisa la evolucién de la entropia relativa de f(t) al estado de equilibrio
fe y de este modo medir la convergencia al equilibrio.

Pero, en la mente de un matematico, puede quedar un “pero” por haber medi-
do la convergencia en términos del funcional de entropia, en lugar de la siempre
bien conocida norma L!, pese a que los fisicos traten de convencerlo de que, para
ellos, ésa es una medida mucho “mads correcta” que la norma L'. Afortunadamen-
te para el matemadtico, es muy corriente que la convergencia entrépica implique
convergencia en L'. Como sucede en el caso del funcional H, en el que se tiene la
famosa desigualdad de Csiszar-Kullback-Pinsker, [1]

317 -t < [ 108 = (s,

donde f y g son dos funciones de distribucién arbitrarias, verificando f,¢ > 0,

1l = llgller = 1.

Lo que se ha hecho hasta aqui, es una argumentacién puramente discursiva de
la evolucién de las soluciones de la ecuaciéon de Boltzmann (1.2.1). Para referencias
sobre argumentos rigurosos remitimos al siempre agradable libro de C. Villani,
[12], en el que se pueden encontrar exquisitas disertaciones sobre todos los temas
tratados hasta el momento en esta memoria. Este mismo razonamiento, que po-
demos entenderlo como el método de disipacién de entropia, puede repetirse en
situaciones distintas: ecuaciones cinéticas de tipo Boltzmann, medios granulares,
ecuaciones de difusién no lineal, ...

Por otro lado, una amplia gama de funcionales de entropia, susceptibles de
serles aplicado el método de disipacién de entropia, pueden encontrarse en [2, 8].
Se prueban desigualdades que relacionan la entropia relativa con la produccion
de entropia, paso que como hemos visto, resulta crucial para el estudio de la
evolucion del sistema. Resaltamos aqui, por su interpretacion fisica la desigualdad
logaritmica de Stam-Gross Sobolev

I(fIM) = 2H(fIM),

donde M es una funcién Gaussiana usual e I es la informacion relativa de Fisher

2
I(fIM) = fRNf Vﬂog%

V4
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que es la produccion de entropia para la ecuaciéon de Fokker-Planck lineal , D. Fisi-
camente (salvo signo), la entropia que se obtiene es el funcional H de Boltzmann,
pero en [2], podemos ver que toda una familia de funcionales nace de un modo
natural. Asi, en el Capitulo 2 usaremos la entropia cuadratica para estudiar la
evolucion de nuestro sistema. (Ver Seccién 3, para mas detalles).

Pero, ;qué ocurre cuando no hay forma de relacionar la produccién de en-
tropia con la entropia relativa, al menos no de una forma tan buena como (1.2.5)?
Esto serd lo que sucederd en el Capitulo 2, en el que consideraremos una apro-
ximacion lineal no homogénea de la ecuacion de Boltzmann. La dependencia en
espacio hace que aparezcan estados de equilibrio locales, es decir, funciones de
distribucién que estan en equilibrio con respecto a la variable de velocidad, pero
no necesariamente en la variable de posicién.

Para estos estados la produccién de entropia es cero, por lo que no podemos
esperar una desigualdad entre la entropia y la produccién de entropia. Si en
algtn instante de tiempo dado, el sistema alcanza un estado de equilibrio local,
en ese instante la produccion de entropia es cero, lo que supondra un retraso en
el transito al estado de equilibrio global, ya que cada paso por un estado local
supone una parada en el decrecimiento de la entropfia.

Por otro lado, atendiendo a los términos de la ecuacién (transporte y confi-
namiento y colisiones), encontramos que cuando el sistema alcanza un estado de
equilibrio local, el efecto conjunto del transporte y el confinamiento lo obligaré a
salir de ese estado local de equilibrio, a no ser que ese estado sea efectivamente un
estado de equilibrio global. El comportamiento asintético del sistema se traduce
en una lucha entre los efectos combinados, del transporte y el confinamiento y
del operador de colisiones: las colisiones seleccionan los estados de equilibrio, y
fuerzan al sistema a permanecer en esta situacién, mientras que la parte de trans-
porte y confinamiento, empuja al estado a salir del equilibrio local y continuar
buscando el estado de equilibrio global.

¢ Como podemos cuantificar ese efecto del transporte? La respuesta a esta pregunta
la dieron Desvillettes y Villani, en un refinamiento del método de disipacién
de entropia, explicado arriba. Ellos mostraron este procedimiento aplicado al
estudio del comportamiento asintético de la ecuacién lineal no homogénea de
Fokker-Planck. El método es muy robusto, como prueba el hecho de que haya
sido aplicado a diferentes sistemas. Nosotros lo usaremos en el Capitulo 2, para
el estudio de la ecuacion lineal de relajacién con potencial confinante.

La idea de Desvillettes y Villani es cuantificar por separado la distancia de la
solucion, tanto a los equilibrios locales, como al equilibrio global. Esa distancia se
mide por medio de la entropia relativa; entropia relativa de la solucién al estado
local, Hj,c y entropia de la solucién al estado de equilibrio global, H,. El paso
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siguiente es buscar una relacién entre estos funcionales, analizando un sistema
de desigualdades diferenciales.

La primera desigualdad es la que estudia la disipacién de entropia, cantidad
que relacionamos con la entropia local:

—aHglo = KIh{loc-

Esta primera desigualdad claramente, nos estd pidiendo que estudiemos la evo-
lucién en tiempo de Hy,, y ademads nos informa de que cuando la disipacién de
entropia se hace cero, también es cero la entropia local y su derivada en tiempo.
Por tanto, tenemos que irnos a estudiar la segunda derivada en tiempo de Hj,.
Tras un estudio exhaustivo de jTZZH loc €n el que suponen acotaciones de la solucién,
regularidad uniforme y condiciones para garantizar la desigualdad logaritmica
de Sobolev obtienen la segunda desigualdad diferencial

2

EHIOC >

Finalmente el sistema de desigualdades obtenido:

_Z%Hglo = KI_Iloc-
i Hipe 2 K/I_Iglo - CeHl—e € € (0, 1)

a2 = loc 7

«'Hgo — CcH, 5, € €(0,1)

loc 7

prueba (resultado de Desvillettes y Villani) que la entropia global converge a cero
con orden de convergencia O(t'~1/¢).

3. Resultados analiticos

En esta seccién recogemos de una forma resumida los resultados que ya hemos
esbozado anteriormente y que ocuparan la primera parte de esta memoria. Decir,
como una nota preliminar que el objetivo de la primera parte de esta memoria,
como ya hemos dicho, es el estudio analitico del comportamiento asintético de
ciertos sistemas cinéticos. Por ello, en todos nuestros problemas hacemos una
recopilacién previa de los resultados de existencia y propiedades conocidas, sin
entrar en detalles exhaustivos.

3.1. Orden de convergencia para la ecuaciéon de relajacion lineal, con po-
tencial confinante. Comenzaremos esta memoria con una aplicacién directa del
método de disipacion de entropia explicado en la seccién anterior. El objetivo
del Capitulo 2 es el estudio del comportamiento asintético de una ecuacién de
tipo Boltzmann lineal no homogénea. Donde el operador de colisién considera-
do es una aproximacioén lineal del operador real de Boltzmann. Concretamente
trabajamos con el operador de relajacién hacia la distribucién Maxwelliana con
media cero y temperatura del reticulo fija (1.1.4). Supondremos la presencia de
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un potencial confinante ¢,, que obligue al sistema a tener un estado estacionario.
Consideramos el problema de valores iniciales:

(13.1) { Hf +0-Vaf +E()-Vof = %(PMe =) E(®) = —Vapi().
f0,x,0) = folx,v)

Obtendremos el siguiente resultado

Teorema 1.3.1. Bajo ciertas hipétesis para ¢.. Sea fo verificando

(1.3.2) afs < fo < Af,,

para algin 0 < a < A, fo € C*(RN X RY), con todas sus derivadas acotadas. Sea f la
solucion de (1.3.1). Supongamos que f tiene todas sus derivadas 9%, f, &« € N*N, acotadas
uniformemente en tiempo. Entonces, para todo e > 0y t > 0

”f(t) = fS”Ll(]RNx]RN) < Cg(fo)t—l/e

donde C(fo) depende de ¢, del dato inicial y de las acotaciones de las derivadas de f y el
estado estacionario es

fi(x,v) = ze *M/OMy(v), z= ( f
R

-4
g Pe)/6 dx) :
N

La herramienta para demostrar este teorema serd el método de disipacién de
entropia propuesto por Desvillettes y Villani en [10], explicado en la Seccién 2.
Las diferencias principales con [10] para el operador de Fokker-Planck son:

= Laentropia elegida en nuestro caso, (frente ala entropia logaritmica usada
para Fokker-Planck), es la entropia cuadratica:

Huflf) = [ [ 1f= 4P Zdvas,

1
Hloc(flpMe) = f f If — pMelz —dvdx
RN JRN fs

pMpg es un estado local.

La eleccion de esta entropia, en lugar de la fisicamente usual, nos pro-
porciona una simplicidad en los célculos que con la entropia logaritmica
parecian complicarse excesivamente. Ademas se tiene la siguiente rela-
cién entre ambas entropias,

Hlog(flf;) < KHgIO(ﬂfS)l/z-

Por tanto la convergencia en la entropia cuadrética implica la convergen-
cia en la entropia logaritmica.

= La desigualdad logaritmica de Sobolev se traduce, en nuestro caso, en la
correspondiente desigualdad cuadrética que relaciona la entropia con la
produccién entrépica, [2].
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= Las estimaciones uniformes en tiempo de las derivadas de la solucién no
son, en absoluto evidentes, y las hemos considerado como una hipétesis
a priori para el desarrollo del estudio asintético, dando una demostracién
de las mismas, s6lo en el caso del potencial arménico.

Incluso en el caso de Fokker-Planck estas estimaciones no son triviales,
donde el efecto regularizante de la velocidad de difusién permite una
regularidad C*, independientemente de la regularidad del dato inicial.
Nuestro problema no es la regularidad y acotaciones de las derivadas,
que se obtienen cuando se suponen el dato inicial y las caracteristicas
regulares, usando el lema de Gronwall, el problema aparece cuando las
acotaciones las queremos independientes del tiempo.

3.2. Estabilidad no lineal de una familia de estados estacionarios del siste-
ma de Vlasov-Poisson para particulas cargadas. En el Capitulo 3 nos ocupamos
del estudio de la estabilidad no lineal de ciertas soluciones estacionarias para el
sistema de Vlasov-Poisson en el caso electrostatico, (ver Seccién 1, como es usual
consideramos dimensién 3, N = 3, aunque todo lo que se prueba es independien-
te de la dimensién), donde supondremos la presencia de un potencial externo
confinante ¢,, que permita la existencia de estados estacionarios:

(1.3.3) Oif +v=Vof + E(t,x): Vpof =0, E x)=—=(Vud+ Vi)

Resultados de existencia de soluciones, son conocidos y se deben a Pfaffelmoser,
Schaeffer, Horst: soluciones cldsicas, Arsen’ev, Horst-Hunze, Lions-Perthame: solu-
ciones débiles, (debemos decir que la soluciones de Lions y Perthame son conocidas
como soluciones fuertes, aunque son soluciones en el sentido distribucional, ya que
para ellas se dispone de més desigualdades de interpolacién) y Diperna-Lions:
soluciones renormalizadas. Nosotros trabajaremos en el marco de soluciones débiles
y renormalizadas.

Por encima de los resultados de estabilidad que se presentardn en este capitulo,
nos gustaria destacar la idea que subyace en todo el capitulo: la relacién entre
estados estacionarios y funcionales de entropia.

El problema surge, a raiz de cuestionarnos, la estabilidad para el estado Max-
welliano, estado que sabfamos asint6ticamente estable en L'(IR®) para el siste-
ma de Vlasov-Poisson-Fokker-Planck (Bouchut-Dolbeault, Bonilla-Carrillo-Soler,
Dolbeault). La herramienta a utilizar serfa un funcional de Lyapunov, siendo para
el estado Maxwelliano el candidato ideal la entropia. La desigualdad de Csiszar-
Kullback nos darfa la estabilidad de este estado en la norma L'. Las siguientes
preguntas naturales eran: ;qué ocurre en otras normas?, ;qué tiene de “especial”
el estado estacionario Maxwelliano para que el funcional de entropia ofrezca su
estabilidad? Entonces nos encontramos, como algo natural, toda una familia de
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estados estacionarios, para los que les podiamos asociar un funcional de Lyapu-
nov que probaba su estabilidad en la norma L con p € [1,2]. Siendo ademads, esta
relacién entropia-estado estacionario explicita, ya que el estado estacionario es el
minimo del funcional de entropia.

El resultado principal en esta direccién podemos resumirlo como sigue:

TeorEMA 1.3.2. Sea f una solucién débil del sistema de Vlasov-Poisson considerado,
con condicion inicial fo. Bajo ciertas condiciones (sobre fo, o y el potencial confinante,
¢.), que garantizan la existencia de solucién del sistema y del estado estacionario, si
infse0,+00) 07 (5) /sP72 > 0 para algin p € [1,2], entonces existe una constante explicita
C > 0, que depende sélo de fo, tal que para cualquier t > O, f = f(t) satisface:

I = felly <€ [ [0 ~0fe) =0 ()= foll 00+ 5 [ V(60— gu)P d

donde ( foox,0) = Y0P + $e(x) + Poo()), qboo) es una solucion estacionaria del sistema
de Vlasov-Poisson, y es la inversa generalizada de —o’ (eventualmente extendida por 0) y
o es una funcién convexa (y decreciente). ¢y es el potencial inicial.

La distancia de la solucién al estado estacionario, medida en la norma L7, es
acotada por la distancia del dato inicial al estado estacionario en términos de
la entropia relativa. Donde al término de la derecha de la desigualdad, salvo la
constante C, le llamaremos entropia relativa del dato inicial al estado estacionario.
Este teorema nos da la estabilidad no lineal, en la norma L!, de la Maxwelliana,
eligiendo o(s) = slogs — s. En este caso, el funcional de entropia es la suma de la
entropia fisica y la energia del sistema.

La asociacién entre dos familias, una de estados estacionarios y otra de fun-
cionales de entropia, viene dada por la relacion entre las funciones y y o.

El Teorema 1.3.2 no nos da informacién sobre la estabilidad del estado Max-
welliano para una norma distinta de L!, puesto que no se verifica la hipétesis
sobre el infimo de o”(s)/s" (donde a(s) = slogs — s). Este problema lo resolve-
remos “truncando” el funcional de entropia propuesto arriba, aprovechando la
acotacién uniforme de los estados estacionarios. Concretamente probamos

Teorema 1.3.3. Bajo hipétesis que garantizan la existencia de solucion y del estado
estacionario Maxwelliano, se verifica que existe un funcional convexo ¥, que alcanza su
minimo en f = fo y tal que cualquier solucion débil del problema de valores iniciales
(siendo fy el dato inicial) satisface

If¢t,-) = fellf: < FLfol,
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donde
e_lviz/z e_(¢oo+¢’e)
o(X,0) = ——75 Poo(X), —APo=po= ————
f ( ) (27_()3/2 Y ( ) (P P ”f0||uf€_(¢m+¢“) .

Debemos notar que, aunque el enunciado de los teoremas se haya hecho con
soluciones débiles algunos de nuestros resultados son extrapolables a soluciones
renormalizadas (Diperna-Lions), nocién de solucién atn maés débil que la de
solucién débil.

La referencia més relevante para este problema es [5]. En este trabajo Braasch,
Rein y Vukadinovi¢ consideran soluciones clasicas, para el problema de Cauchy
y estados estacionarios de soporte compacto en la variable de energia y depen-
dientes de invariantes adicionales del movimiento de las particulas. La aportacion
de nuestro trabajo en esta direccién radica en una extension de sus resultados a
soluciones mds generales: soluciones débiles y renormalizadas, y a estados es-
tacionarios no necesariamente de soporte compacto en energia, por ejemplo el
estado Maxwelliano. Asi mismo, nuestros resultados son completamente extra-
polables a estados estacionarios dependientes de energia y de otros invariantes
del movimiento, sin necesidad de que esta dependencia se refleje en una factoriza-
cién del estado (producto de dos funciones, una dependiente de energia y la otra
del invariante adicional), como ocurria en [5]. Por ultimo, obtenemos acotaciones
de estabilidad en espacios L con 1 < g < 2 (en [5] s6lo se daban para g = 2).

3.3. Comportamiento asintético de una ecuacién de difusién no lineal de
cuarto orden. El tltimo capitulo dela primera parte de esta memoria, Capitulo 4,
se dedicara al estudio del comportamiento asintético de una ecuacién parabdlica
no lineal de cuarto orden, donde la no linealidad es de tipo logaritmica. Concre-
tamente estudiamos la evolucioén, en el tiempo, del siguiente problema:

(134) ft = _(f(log f)xx)xxr

(1.3.5) f(0,%) = fo(x) € HL(S),

donde x € X y t € R*, con X = S' parametrizada por una variable x que sa-
tisface 0 < x < 1. La ecuacién (1.3.4), bajo ciertas condiciones, puede ser escrita
equivalentemente como

fi =~ e + (?)

esta ecuacién surge como un limite asintético en el estudio de un sistema cuéntico
con spin (Derrida-Lebowitz-Speer-Sphon), y también modela la concentracién de
electrones en una descripcién cuantica para semiconductores con temperatura
cero y campo eléctrico despreciable (Jiingel-Pinnau).
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Los primeros en estudiar este problema fueron Bleher, Lebowitz y Speer en [4].
Probaron existencia local en tiempo para datos iniciales estrictamente positivos
y existencia global (en tiempo) para datos iniciales “pequefios”. Mostrando, en
este Ultimo caso, convergencia al estado estacionario fo = fsl fo, sin estimar su
velocidad de convergencia.

Siguiendo los resultados numéricos dados por Carrillo, Jiingel y Tang, uno
puede conjeturar la convergencia exponencial hacia los estados estacionarios para
las soluciones globales (en tiempo) del problema (1.3.4)-(1.3.5), con condiciones
frontera periédicas.

En el Capitulo 4, probamos esta conjetura para datos iniciales “pequefios”.
Concretamente,

Teorema 1.3.4. Sea fo € H1.(S") tal que

f2(0,x)
st fZ(O’ .’X')

y sea f(t, x) la solucion de (1.3.4)-(1.3.5). Entonces:

(H) dx < 12,

(a) EI problema de valores iniciales (1.3.4)-(1.3.5) tiene una tinica solucién global
en tiempo.

fA(t, %)
(b) sl fz(t, X)

(©) II£() = follans:y converge exponencialmente a 0, cuando t — o,

dx converge exponencialmente a 0, cuando t — oo.

La clave para probar este teorema es reescribir la ecuacién (1.3.4) en términos
del logaritmo de la solucién:

2 . .3 i’
(1.3.6) o = — (axm + 2000y + Ryl + axx> = =& ™ X S

Donde a(t, x) = log f(t, x). En este nuevo marco de trabajo, encontramos las con-
diciones idéneas para probar nuestro resultado y podemos recuperar el estudio
hecho en [4] de funcionales de entropfa.

El Teorema 1.3.4 nos proporciona una informacién adicional; para cualquier
p € [1,2], Iflliy sy converge exponencialmente hacia fy. Para un rango inferior de
p, en concreto para 1 < p < 4/3, probaremos que esta convergencia exponencial
hacia el equilibrio se mantiene sin necesidad de suponer (H), sin méas que suponer
condiciones sobre el dato inicial que garanticen la existencia global de solucién.
Este resultado lo recogemos en el siguiente teorema



4. SIMULACION NUMERICA PARA SEMICONDUCTORES 15

TeorEmA 1.3.5. Sea f una solucion global del problema de valores iniciales (1.3.4)-
(1.3.5), entonces, paral <p < 4/3

(1.3.7) 0< f frax—f < (f f3 dx —fop) e X,
g gl
donde K = 647t*(p — 1)/p.

La demostraciéon de este teorema serd, nuevamente una consecuencia de la
comparacién de la entropia con su produccién entrépica, mediante desigualda-
des de tipo Poincaré. Este teorema, unido a desigualdades clasicas de Csiszar-
Kullback prueba la convergencia exponencial en L!(S') de la solucién hacia el
estado estacionario.

4. Simulacién numérica para semiconductores

La segunda parte de esta memoria la dedicamos a la simulacién numérica de
ecuaciones originadas en teoria de semiconductores. Con la intencién de presentar
una memoria completa, hemos considerado conveniente incluir dos capitulos
introductorios, a lo que serd propiamente el objetivo de esta segunda parte. En
el Capitulo 5 damos un breve repaso de las propiedades bésicas de la teorfa de
semiconductores y estudiamos la ecuacién de Boltzmann para semiconductores.
En el Capitulo 6 explicamos los métodos numéricos que seran utilizados en las
simulaciones numéricas de los capitulos siguientes.

El sistema de Boltzmann-Poisson modela el flujo de electrones en un semicon-
ductor. La implementacién numérica de este sistema se ha basado, practicamente
hasta la actualidad, en métodos de tipo Monte Carlo (DSMC). Dado que la dimen-
sién del espacio de definicién del sistema de Boltzmann-Poisson es 7, el desarrollo
de simulaciones numéricas resulta demasiado costoso. Para suplir este déficit, en
la literatura, se han propuesto diversos métodos deterministas de calculo de siste-
mas aproximados: modelos hidrodindmicos, limites de difusién, ecuaciones tipo
arrastre-difusion (drift-diffusion), ecuaciones tipo Child-Langmuir, ...

Una primera reduccién de la dimensién puede obtenerse considerando un sis-
tema 1 dimensional en la variable de espacio, entonces la dimensién del problema
se reduce a 5. La fenomenologia propia del dispositivo facilitard el problema re-
duciéndolo a cuatro variables: tiempo, posicién, energia y dngulo con respecto
al eje de la direccién del campo de fuerza, debido a la simetria cilindrica. Los
primeros en desarrollar esta idea fueron Fatemi y Odeh (1993). Que escribieron
el sistema de Boltzmann-Poisson, con aproximacién parabdlica de la banda de
energia, en coordenadas esféricas y resolvieron la ecuacién hiperbdlica resultante
por un método simple de primer orden en la direccién del viento para las varia-
bles del espacio de fase y métodos de tipo predictor-corrector para la evolucién en
tiempo. Recientemente (2001), Majorana y Pidatella, ofrecieron un nuevo cambio
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de variable, aplicable al caso de aproximacién de banda no parabélica. Carrillo,
Gamba, Majorana y Shu [7] observan que el sistema obtenido tras el nuevo cambio
de variables se puede escribir como una ley de conservacion. Este cambio sera el
que utilizaremos en el Capitulo 8.

Paralelamente, métodos de alta resolucién de leyes de conservaciéon de tipo
WENO (weighted essentially non-oscillatory) [11] han sido ampliamente analiza-
dos, estudiados y aplicados en dindmica de gases. Este potente método en el caso
de diferencias finitas serd el usado en nuestras simulaciones, para aproximar las
derivadas en el espacio de fase, mientras que para la evolucién en tiempo se em-
pleara un método explicito TVD de tipo Runge-Kutta. El método WENO presenta
la ventaja de que es aplicable a problemas en los que aparecen singularidades ofre-
ciendo aproximaciones con alto orden de precisién uniforme, “esencialmente no
oscilatorio”, es decir, que la magnitud de las oscilaciones decae como O(Ax"), sien-
do k el orden de exactitud para la regién regular. Las ventajas de las simulaciones
deterministas aqui presentadas, frente a las computaciones mediante Monte Car-
lo, radican principalmente en la ausencia de “ruido” y la posibilidad de estudiar
la evolucién en tiempo del sistema antes de alcanzar el estado estacionario.

Dos son los trabajos numéricos presentados en esta memoria: en el Capitulo
7 validamos numéricamente el limite de Child-Langmuir para semiconductores,
cuando el operador de colisioén se aproxima por un operador de relajacion, y en el
Capitulo 8 implementamos un resolutor determinista del sistema 1 dimensional
de Boltzmann-Poisson para un dispositivo de GaAs.

4.1. Validacién numérica del limite de Child-Langmuir para semiconduc-
tores. Un modelo aproximado del sistema de Boltzmann-Poisson para semicon-
ductores es el limite de Child-Langmuir. Las referencias més relevantes para nues-
tro trabajo en esta direccién pueden encontrarse en la tesis de N. Ben Abdallah,
[3], en la que aparecen diversos articulos sobre el tema, algunos en colaboracién
con P. Degond, C. Schmeiser, S. Mas-Gallic y P. A. Raviart.

Consideramos un dispositivo unipolar con dos regiones de dopaje altas, N* a
cada lado de una regién de dopaje baja N~, simbélicamente: N* — N~ — N*. En las
zonas N¥, los electrones estan en un estado termodindmico de cuasi-equilibrio,
en la regién de contacto entre la zona N* y N7, la densidad de dopantes cae
bruscamente causando un exceso de carga negativa en la regién N~ (canal).

El flujo de electrones a lo largo del dispositivo se modela mediante la ecuacién
de relajacién en tiempo:

(1.4.1) a{ 8—f - ;1 (t x 'ai = 1(Mr(v)lo(f) -
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f = f(t,x,0) es la funcién de densidad para un electrén con posicion x € [0, L] y
velocidad v € R en un tiempo t > 0, donde L es la longitud del canal del dispositi-
vo. e y m son las unidades de carga y masa efectiva del electrén, respectivamente.
El campo eléctrico E = E(t,x) es auto-consistente, producido por el movimiento
de los electrones en un “bafo de iones” con densidad C(x), llamado concentracion
de dopantes, E viene determinado por la ecuaciéon de Poisson

a2 d
(1.4.2) eod—xqzb =e(p(f) - C(x)), E(t,x)= -g ,

con €, la permitividad del material. Mr(v) es la distribucion Maxwelliana de
equilibrio asociada a la temperatura del reticulo.

Debemos hacer notar que la notacién seguida en esta segunda parte difiere
de la expuesta en la primera, ya que en la ecuacién de relajacién el signo que
acompafia al campo eléctrico es el opuesto al considerado en la primera parte.
Ambos sistemas son el mismo puesto que las ecuaciones de Poisson correspon-
dientes también tienen signos opuesto. La razén de no unificar la notacién se debe
a que hemos adoptado la postura de mantener la notacién usual en la literatura,
para cada uno de los temas aqui planteados, con el fin de facilitar la lectura de las
referencias relevantes para nuestros trabajos.

El limite de Child-Langmuir estudia el estado estacionario de la ecuacion
(1.4.1) y se ocupa s6lo del comportamiento de los electrones en el canal del dis-
positivo, las zonas de dopaje alto son reemplazadas por apropiadas condiciones
frontera.

En el régimen de Child-Langmuir, la energia de emisién térmica es pequena
comparada con el potencial aplicado, mientras que la corriente de inyeccién per-
manece finita

mV? < er.

O equivalentemente, la velocidad media de los electrones inyectados en la fuente
es pequefia comparada con su velocidad al alcanzar la zona de drenaje,

Vth < V[_ .

Donde Vy, es la velocidad térmica, V| la velocidad balistica al final del canal y ¢
el potencial aplicado. Bajo estas condiciones el pardmetro de escalaes e = Vi / V.
Tras la adimensionalizacién del sistema (1.4.1)-(1.4.2) y el paso al limite € — 0 se
obtiene el sistema limite de Child-Langmuir.

En el Capitulo 7 validamos este limite mediante la comparacién numérica
con el sistema determinista. La comparacién de las simulaciones del limite de
Child-Langmuir y del sistema determinista, validan la ley de Child-Langmuir:
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los resultados numéricos para Child-Langmuir son mejores (a la vista de los erro-
res relativos) cuando la temperatura del reticulo es baja y cuando el potencial
aplicado es alto. Las comparaciones numéricas serdn realizadas atendiendo al
estudio de: potenciales, curvas de corriente-voltaje, densidades de carga, fun-
ciones de distribucién y momentos. El bajo coste computacional del limite de
Child-Langmuir y los resultados obtenidos, invitan a considerar la distribucién y
las curvas de corriente-voltaje de Child-Langmuir, como aproximaciones rédpidas
para las que sabemos el error que se estd cometiendo.

4.2. Simulacién numérica para un dispositivo de GaAs. En el Capitulo 8
presentamos un resolutor determinista del sistema 1 dimensional de Boltzmann-
Poisson para un dispositivo de GaAs en semiconductores, para el que se considera
una aproximacién de las bandas de energia de tipo no parabdlica, atendiendo a la
dispersién de Kane. Se sigue una filosofia similar a la desarrollada por Carrillo,
Gamba, Majorana y Shu [7] para un dispositivo de Silicio, con las siguientes
diferencias sustanciales:

= En GaAslabanda de conduccién més baja tiene un minimo absoluto en el
centro de la zona de Brillouin, I'-punto y un minimo local en 4 L-puntos a
lo largo de las orientaciones cristalograficas. Los electrones se concentran
principalmente entorno a estos puntos en los denominados valles. Los
electrones en cada valle son tratados como poblaciones distintas y son
descritas por funciones de distribucién diferentes. Debido a las simetrias
del cristal, la evolucién de las distribuciones de los L-valles son iguales.
Por tanto, a nivel cinético, la descripcién semi-clésica estd basada en dos
ecuaciones de Boltzmann; una para el valle I' y otra para el valle L. Por lo
que se tiene un sistema de tres ecuaciones, puesto que las ecuaciones de
Boltzmann, para cada uno de los valles, estdn acopladas con la ecuacién
de Poisson.

» En un dispositivo de Silicio los fendmenos de dispersién existentes son
debidos a fonones actsticos y a fonones 6pticos no polares. En GaAs
aparecen nuevos fendmenos de dispersién: impurezas y fonones 6pticos
polares. Ademas en este material el mecanismo de dispersién debido a
fonones 6pticos no polares provoca el salto de electrones de un valle
a otro, es un mecanismo de dispersién de tipo intervalle. Por tanto, el
sistema queda doblemente acoplado: Poisson y operadores de scattering
de intervalles.

» Enlabusqueda de un método numérico que preserve la carga localmente
necesitaremos desarrollar un método de integracién mucho més exacto
que el que fue empleado para Silicio, ya que en los nuevos fenémenos de
dispersion aparecen funciones con singularidades integrables.

La evolucion del flujo de electrones en un dispositivo de GaAs queda modelado
por el siguiente sistema semi-clésico:
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d i e
-3];1: “+ ﬁvkl"gr ® for - ;_iE B Vkrfr = Qr(fr’fL)
d 1 e
% " ﬁvkLgL < Vi, — ~E- Vi fr = Qulfe, fr)-
e
A = o [p(t,x) — C(x)],

fr v fi son, respectivamente, las funciones de distribucién de los electrones en los
vallesT y L, p = pr +4py es la densidad de carga total del sistema. Los operadores
de colisién, los representamos de la siguiente manera:

QUfa) = QUfa f)+ Y, Qfa f), AB=T, L,
B

donde, con esta notacién, queremos poner de manifiesto la distincion entre
fenémenos de scattering en el mismo valle (intravalle) y fenémenos de scatte-
ring que permiten el paso de electrones de unos valles a otros (intervalles). Los
mecanismos de scattering considerados son: impurezas, fonén actstico, fonén
6ptico no polar y fonén 6ptico polar. Todos estos fendmenos de dispersion son de
tipo intravalles, salvo el scattering debido al efecto del fon6n 6ptico no polar.

Siguiendo el esquema numérico que deciamos al comienzo de esta seccion
(cambio de coordenadas de Majorana-Pidatella, reconstruccién de flujos mediante
WENO en diferencias finitas, para la parte de transporte y evolucién en tiempo
con un esquema TVD Runge-Kutta), validamos nuestro resolutor ya que nuestros
resultados estan en total concordancia con las propiedades conocidas del material.
Concretamente, constatamos las siguientes propiedades del material, mediante la
simulacion del sistema homogéneo (“bulk”):

» Distribucion de los electrones en los valles I'' y L. La poblacion de elec-
trones en el valle I decrece a medida que aumenta el campo eléctrico, en
favor de un incremento de la poblacién en los valles L.

» Conductividad diferencial negativa (CDN) y saturacion. La velocidad
media del electrén, vista como funcién del campo eléctrico, decrece cuan-
do el campo eléctrico supera un cierto valor umbral. Efecto que puede
desaparecer si la concentracién de impurezas es suficientemente elevada.
Superado el valor umbral del campo, la velocidad decrece hasta presentar
un efecto de saturacion.

» La evolucién en el tiempo de la velocidad media muestra un exceso
sobre su valor de saturacion. Este fenémeno se aprecia cuando el campo
eléctrico aplicado es alto.

Finalmente, una vez estudiadas las propiedades del material, simulamos un dis-
P
positivo completo (caso no homogéneo), para el que estudiamos las funciones
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de distribucién de probabilidad en cada uno de los valles y las cantidades ma-
croscOpicas: densidad de carga, velocidad media, energia y momento.

Para concluir esta introduccién s6lo recordar de nuevo que esta memoria
esta estructurada en dos partes, claramente diferenciadas, la primera dedicada
al estudio analitico de los tres problemas antes planteados, que desarrollamos
en los tres siguientes capitulos y la segunda centrada en el estudio numérico
de la ecuacién de Boltzmann para semiconductores. En esta segunda parte se
han incluido dos primeros capitulos introductorios (en el afdn de presentar una
memoria completa), uno ala ecuacién de Boltzmann en teorfa de semiconductores
y otro dedicado a los métodos numéricos empleados en los dos capitulos centrales
de la segunda parte: Capitulos 7 y 8. Cada capitulo incluye su propia bibliografia,
se ha adoptado esta eleccién en la busqueda de unidad en cada uno de los temas
que se presentan en esta memoria.
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CAPITULO 2

Comportamiento asintético de la ecuacion de relajaciéon lineal
para particulas cargadas

En este capitulo estudiamos el comportamiento asintético para una ecuacion
de Boltzmann lineal no homogénea, donde el operador de colision considerado
es una aproximacién de relajacién hacia la distribucién Maxwelliana con me-
dia cero y temperatura del reticulo fija. (Ver Capitulo 5 para semiconductores).
Las particulas se mueven bajo la accién de un potencial externo que las confina
(como sucedera en el Capitulo 3), es decir, existe una tnica densidad de pro-
babilidad estacionaria. Valiéndonos del método de disipacion de entropia y de
estimaciones a priori de la solucién independientes del tiempo, estudiaremos la
convergencia hacia el equilibrio global y podremos dar una medida explicita de di-
cha convergencia. Concretamente, probaremos convergencia “casi exponencial”,
entendiéndose, mas répida que cualquier funcién algebraica. '

1. Introduccion

Como deciamos anteriormente, el objetivo de este capitulo es investigar el
comportamiento cuando el tiempo tiende a infinito de soluciones de la siguiente
ecuacion cinética:

Of +0-Vif = Vade(x) - Vo f = Q(f) enR* x RY x RV,
(2.1.1)
fir=0 = fo en RN xRV,

donde el término de la derecha viene dado por el siguiente operador lineal simple
de Boltzmann:

(2.1.2) Q(f)

M, es la Maxwelliana normalizada:

1(PM6 - 1) p(t, x) = f(t,x,v)do

T RN

6729/2()

2.1.5 Mygle) = -
(2.13) = G

"Los contenidos de este capitulo han sido desarrollados a modo de articulo en Maria J.
CAcergs, Jost A. CarrirLo, Taierry Gouvox, Equilibration rate for the linear inhomogeneous relaxation-
time Boltzmann equation, Communications in Partial Differential Equations, Vol. 28, 5, (2003), pp.
969-989.

25
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Esta ecuacion describe la interaccién de un sistema amplio de particulas cargadas,
donde la incégnita f(t,x,v) > 0 es la densidad de particulas que ocupan la posi-
cién x € RN en el tiempo t > 0 y moviéndose con velocidad v € RV. La parte de la
derecha describe las interacciones que surgen entre las particulas, mientras que
el término de la izquierda refleja el transporte de las particulas bajo la accién del
campo eléctrico externo, dependiente del espacio, E(x) = —V,¢.(x). Si supusiése-
mos que no se presentan interacciones entre las particulas, éstas se moverian a lo
largo de las trayectorias, que se obtienen como soluciones del sistema auténomo
de EDO:

ditX(t; x,0) = V(tx,v), %V(t,’ x,0) = —=V,(X(t; x, V)

con condicién inicial X(0;x,v) = x, V(0;x,v) = v: si Q = 0, entonces la solucién
viene dada por: f(t,x,v) = fo(X(~t;x,v), V(=t;x,0)). En este capitulo, ¢. es un
potencial externo que tiene un efecto confinante y para el que suponemos

(2.1.4)

b (Pe >0, qbe € COO(IRN)r

* exp(=¢.(x)/6) € L'(R"),

® ¢, perturbacién acotada de un potencial uniformemente convexo en RV:
Pe = ¢ + ¢ de forma que

existe A; > 0 tal que (aﬁix/, ;‘C(x))i B > MI, Yx € RV,

existen a y b tales que 0 < a < ¢ (x) < b < 0o, Vx € RV,

La hipotesis de regularidad sobre el potencial serd necesaria en el resultado prin-
cipal de este capitulo, porque precisaremos estimaciones de regularidad sobre
las soluciones via propiedades de regularidad de las caracteristicas. La segunda
hipétesis nos garantiza la existencia de estados estacionarios no triviales, gracias
al confinamiento de las particulas. La tltima condicién proporcionara relaciones
entre la entropia y su disipacién.

El operador de colisién Q verifica la propiedad de preservacién de masa: se
tiene fRN Q(f) dv = 0. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que f es una
densidad de probabilidad

(2.1.5) LN LNf(t,x,v)dvdxz jﬂ;N LNf(O,x,v)dvdx: L.

Recordemos (ver la Introduccién de esta memoria, para mds detalles sobre el
método de disipacion de entropia) que es el operador de colisién el causante de
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la disipacién de la entropia:

f . _ 2 f f o\
‘[“;N Q(f) X/I_de = fRN fRN Mg(v)Mg(v,) (ATE;(U)_ M—O(v*)) dv, dv.

Ademas los estados de equilibrio locales f(t, x) = p(t, x)Mg(v) pertenecen al nticleo
de Q, Ker(Q), provocando una parada en el decrecimiento de la entropia.
En el caso homogéneo en espacio, es decir, f(t,v)

216 3f = QP = =(Mo - ).

lo que inmediatamente prueba el comportamiento asint6tico hacia el equilibrio.
Puesto que la relacién de disipacién nos asegura'

(o v=%( i —1) 2 [ - Moo

y esto nos conduce a

f 1df s 1 .. 1f "
Zdt M, T 2 J VMol grdu= =2 | I = Mol e do.

Si combmamos esta relacién con la desigualdad de Cauchy—Schwarz, obtenemos
la convergencia exponencial a My en la norma L'

1/2
1
flf—Mgldvs(f If—M9|2Mdv) <Cpetl
RN RN 0

donde C, depende s6lo del dato inicial.

Norta 2.1.1. La convergencia en L' se puede derivar ficilmente de (2.1.6) ya que basta
multiplicar formulmente en la ecuacion por el signo de (f — Mg) para obtener

dt If Mgldv——-f |f — M| dv.
Ademds, la misma idea es aplzcable al caso

aff + L vvf = Q(f)
Con E constante.

Sin embargo, en el caso no homogéneo en espacio, el operador de colision
empuja a la solucién hacia un equilibrio local (distribucién que esta en equilibrio
con respecto a la variable de velocidad, pero no necesariamente, con respecto a la
variable espacial), mientras que sélo una distribucién p(t, x)Mg(v) satisface (2.1.1).
Un estado de equilibrio local debe verificar

8tp+v-pr+p%-chpe:0
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y si lo que buscamos es un estado estacionario global tendremos:
dip =0, v Vyp =—p —g— - Vyoe.

Esto nos muestra, que el operador de transporte hace una seleccién entre todos
los estados de equilibrio locales, asi el estado global es:

-1
(2.1.7) fi(x,v) = 227 %D CMy(v), z= ( f g 9e/6 dx) .
RN

A la vista de lo cual nos surgen las siguientes cuestiones:

1) Cuando el tiempo avanza, ;se va “pareciendo” la solucion f(t, x,v) al estado
estacionario f; ?

2) ;Podriamos encontrar la velocidad de convergencia para alguna norma L? ? En
particular, ;se acerca f exponencialmente a f,?

La primera pregunta se responde afirmativamente, existe convergencia al me-
nos débilmente en L! de f(¢,-) hacia f; basada en argumentos estandar [9, 3, 4]. Sin
embargo, para esta ecuacion no homogénea, aparentemente simple, no se conoce
la convergencia fuerte en L' ni el orden de convergencia en L!.

El orden de decaimiento, para ecuaciones de difusién lineales y no linea-
les, se han estudiado, recientemente, usando métodos de disipacién de entropia
[5,7,12,17]. La estrategia es reminiscente de la seguida para ecuaciones de difu-
sion lineales y de la demostracion de la desigualdad logaritmica de Sobolev por
Bakry-Emery, [1, 2]. Referimos a [16] para una revisién de todas estas técnicas
y para més referencias sobre el tema. Sin embargo, en estos trabajos no fueron
incluidos problemas cinéticos no homogéneos, principalmente, porque carecen
de una estructura de flujo-gradiente. Este problema se resolvié en [10] gracias a
una variacién del método de disipacién de entropia para la ecuacién cinética no
homogénea con operador de colisién de Fokker-Planck. Este serd el método que
nosotros usaremos para dar una velocidad de convergencia para (2.1.1). Ellos se
ocuparon de problemas similares para el operador de difusién de Fokker-Planck

Q(f) = dive(OVof +vf) = div, (OMeV(f/Mo)),

que comparte propiedades de disipacioén con el operador de Boltzmann (2.1.2).
Desvillettes y Villani obtienen convergencia al estado estacionario f; en L! con
orden O(t"1/¢) para cualquier ¢ > 0. Posteriormente, en [11], extienden su estudio a
el operador de Boltzmann no lineal. Finalmente, debemos mencionar que Fellner-
Neumann-Schmeiser [13] aplican el método de [10] a una ecuacién mas simple,
la ecuacion del transporte de neutrones. Para una amplia informacién sobre el
comportamiento asintético en teorfa cinética remitimos al lector al agradable libro
de Villani [18].

Bajo los tediosos y “astutos” calculos desarrollados en [10], debemos resaltar
que el método es coherente con la interpretacion fisica de la tendencia asintética
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hacia el equilibrio (ver [14]). El punto critico se encuentra en el estudio cuidadoso
de la competicion entre el operador de colision y el operador de transporte.
Mientras el efecto disipativo empuja a la solucién hacia un equilibrio local, el
operador de transporte la expulsa fuera de la clase de equilibrio. Esta es la razén,
por la que se introducen dos cantidades no negativas, a saber: H(f|f;) y H(f|pMoy),
que nos dan un medida de la distancia de la solucién f al equilibrio global y local,
respectivamente. El primer paso consiste en dar una desigualdad diferencial entre
estas dos cantidades:

-2 H(fI£) = wH(floMo),
para algan x« > 0. Si f alcanza un equilibrio en el instante t;, (formalmente) se
traduce en que H( flpMp) y su derivada en tiempo se hacen cero. Por tanto, la
informacién debemos buscarla en la segunda derivada en tiempo de H( flpMop).
De este modo, el segundo ingrediente de la demostracién es probar que (salvo
algunos calculos) adtizﬁ (flpMg) se puede estimar como sigue,

P~

—H(flpMo) 2 K H(fIf) = R(f).

Para concluir basta obtener un control sobre el resto R(f) en relacién con H(f|pMp).
En este paso necesitaremos estimaciones de regularidad sobre la solucién f y
el método de interpolacién propuesto por Desvillettes-Villani que supone una
pérdida en el exponente

R(f) < C(f, &)H(flpMg)"™*

para cualquier ¢ > 0 y C(f, €) depende de ¢ y de acotaciones uniformes sobre la
derivadas de f. Este método nos conduce al siguiente sistema de desigualdades
diferenciales

-2 Hif1py = (M)

2 .
(floMe) > KH(If) - O, OH(flpMa)'™

que probard la convergencia a cero de H(f|f;) con velocidad O(#'~'/¢) (ver Teorema
2.2.1). Se concluye demostrando que H(f|f;) controla la norma L' de f — f,. Laidea
de estudiar la segunda derivada en tiempo de la entropia relativa ha sido usada
con mucho éxito en el andlisis del comportamiento asintético de ecuaciones de
difusién no lineales [5, 6, 7, 12, 16, 17]. Siguiendo esta estrategia nuestro principal
resultado lo enunciamos como sigue:

TeoreEMA 2.1.2. Sea f, verificando
(2.1.8) afs < fo < Afs,
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para algin 0 < a < A, fo € C°(RN x RYN), con todas sus derivadas acotadas. Sea f
la solucion de la ecuacion (2.1.1). Supongamos que f tiene todas sus derivadas 5 ,f,
a € N?, acotadas uniformemente en tiempo. Entonces, para todo e > 0y t > 0

£ — fillmyxmyy < Ce(fo)t /e
donde C.(fy) depende de ¢, del dato inicial y de las acotaciones de las derivadas de f.

Este resultado ilustra la robustez del método introducido por Desvillettes-
Villani, al demostrar nosotros, que no depende de la forma particular del fun-
cional de entropia, ni de las propiedades regularizantes del operador de colisién,
que no se pueden esperar en nuestro caso. Si bien, debemos notar, como punto
desfavorable, la preservacion de las estimaciones uniformes en tiempo de la so-
lucién. Esto llevé en [10] a complicados argumentos que involucraban el efecto
regularizante del operador de colisién. En nuestro caso somos capaces de encon-
trar estas estimaciones para el caso particular de potencial confinante arménico
(ver Seccién 3).

Este capitulo lo estructuramos como sigue. En la Seccién 2 nos centraremos
en obtener el sistema de desigualdades diferenciales para las entropias relati-

vas H(f, f;) y H(f|pMs). Suponiendo la regularidad de la solucién y acotacién
uniforme en tiempo de las derivadas obtendremos el Teorema 2.1.2.

Las hip6tesis supuestas en el Teorema 2.1.2, se abordaran en detalle en las
Secciones 3 y 4. En la Seccién 3 nos ocupamos de las estimaciones uniformes en
tiempo cuando el potencial es arménico. Mientras que en la Seccién 4 probamos
las acotaciones globales de la solucién que se reducen al principio del maximo. En
la ultima seccién analizaremos diversos comentarios y mejoras de los resultados
del capitulo.

2. Demostracion del comportamiento asintético

Comenzamos definiendo las siguientes entropias relativas, que nos daran una
medida de como de lejos estéd la solucién f del equilibrio global y de un equilibrio
local, respectivamente,

- ﬁ(ﬂpMe):fRNfRNv—pMeF%dedx '

Usando, tan s6lo, estas definiciones podemos encontrar algunas relaciones entre
estas cantidades, que nos serdn de gran utilidad en lo sucesivo,

= H(f|f;) controla la norma L'

(fR fR If = fildv dx)z < H(fIf),
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gracias a la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
= H(f|f;) y H(f|pMp) pueden reescribirse como,

HR) = | fR(J;——f) dodx,

2 PMo  f2 pf
H(f|pMo) LN fRN (ze‘¢e/9 + 7 —226_@/9 dv dx
2 o
222 = % _ -
( ) \[I;N RN f; dv dx L;N Z€_¢"/G dx

H(f|ﬂ.)+1—f]R P 5

N ze~bel®

Donde la igualdad (2.2.2) nos proporciona una relacién entre la distancia de f
al estado de equilibrio y la distancia de f a un estado local. Donde, ademaés, esa
relacion viene dada, en cierto sentido por la distancia, entre la densidad de f y la
densidad de equilibrio que mide la cantidad

2
p
dx
jﬂ;N ze= /9

El comportamiento asintético de las soluciones de (2.1.1) serd una consecuencia
del Teorema 6.2 en [10], que estudia la evolucién del sistema de desigualdades
diferenciales:

—x'(t) = x1y(t)
(223) { y”(t) + szl—f(t) > st(t)l

donde consideraremos x(t) = H(flf;), y(t) = ﬁ(flng), € € (0,1) y k1, k2, K3 cons-
tantes positivas.

TeoreMA 2.2.1. [10, Teorema 6.2] Sean x e y dos funciones no negativas de C?,
definidas en R* que satisfacen (2.2.3). Entonces, existe una constante C > 0, que depende
del dato inicial x(0), las constantes x; y € tal que

x(t) < PO

para todo t > 0.

Por tanto, la estructura de esta seccién viene impuesta por el método, es de-
cir, primero nos ocuparemos de la primera parte de (2.2.3); donde, en realidad
obtendremos una igualdad, por lo que de hecho, calcularemos exactamente la de-
rivada tercera de H(f|f;). Y en un segundo apartado trabajaremos con la segunda
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desigualdad, que nos supondra un esfuerzo mucho mayor. Finalmente resumi-
remos lo obtenido y probaremos el resultado buscado, Teorema 2.1.8 Antes de
adentrarnos en las computaciones, merece la pena resaltar,

= La necesidad de suponer un potencial externo ¢,, perturbacién acotada
de un potencial uniformemente convexo viene de la intencién de aplicar
la desigualdad entropia-cuadrética de Sobolev (ver [1]).

= Como decfamos en la Introduccién del capitulo, primero probaremos

SH(flpMa) 2 KH(ff) - R(P).

Para estimar el resto R(f) en términos de H(f|pMj), necesitaremos algunas
propiedades de regularidad. En particular, en este paso de interpolacién,
usaremos estimaciones del dato inicial 0 < af; < fo < Af;, paraa, A > 0,
propiedad que se prueba, se propaga a la solucién (Seccién 4), al igual
que acotaciones uniformes sobre las derivadas 93, f, « € N* (ver Lema
2.2.6, Proposicion 2.2.4). Claramente, se dispone de estimaciones depen-
dientes del tiempo, pero, como ocurria en [10], las acotaciones uniformes
en tiempo no son para nada evidentes.

2.1. Derivada primera de la entropia relativa H(f|f;). Nuestro primer resul-
tado prueba que la entropfa relativa local H(f, pMpy) es exactamente la disipacién
de la entropia relativa global H(f|f;), es decir, su derivada en tiempo.

Lema 2.2.2. Sea f la solucién de la ecuacion (2.1.1). Entonces, la funcion

t — H(flf)

es no creciente: concretamente,

d 2=
FHUIR) = ~H(flpMo).

Demostracion. Recordemos que f; pertenece al nacleo del operador diferencial
de transporte V.V, — vV,, es decir, (v - V, — Vy¢. - V,) f; = 0. Entonces, usando la
Ecuacion (2.1.1) e integrando por partes, encontramos que la disipacion de H(f|f;)
depende tinicamente del operador de colisién, es decir,

- %f II;N(ng—f) —dedx.

T RN

El término de la derecha se puede reescribir como

2 f? p’
- — - d
T(f]RNjH;N fsdvdx fRNze“Pe/" x),
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con lo que se concluye el Lema usando (2.2.2). O

Queremos sefialar que existen otras muchas entropias disipativas para la ecua-
cién (2.1.1). En concreto, consideremos:

» /1:s € R* & h(s) € R, una funcién convexa que se hace cero para s = 1.
» fy g dos densidades de probabilidad en RN x RN.

Entonces, podemos “averiguar” lo lejos, o cerca, que esta f de g usando

H(flg)zLNﬁNh(g) gdvdx.

Esta cantidad es no negativa, puesto que puede reescribirse como

ff(h(f/g)—h(l)—h’(l)(f/g—l)) gdvdx
RN JRN

donde el integrando es no negativo por convexidad.
Como ejemplos podemos considerar:

1. h(s) = (s — 1)* define la entropia con la que estamos trabajando en este
capitulo.
2. h(s) = slog(s) define la entropia (fisica) usada en [10].

Usando integracion por partes y la propiedad (v Vy — Vi@, - V) f; = 0, obtenemos
la evolucién de la entropia relativa de f con respecto al equilibrio f;

d 1
FHAD = 7 [ oMo- (I dod

"lf f (pMo — f) (W (pMo/ f;) = W' (f/ f5)) dvdx < 0.

T JRN

De este modo, cualquier entropia relativa, construida como arriba, es disipativa
para la ecuacién. Esta propiedad se satisface también para la ecuacién de Fokker-
Planck.

Cabria preguntarse la razén que nos indujo a elegir la entropia cuadratica. A
lo que respondemos diciendo que esta eleccién nos ha parecido apropiada por la
“simplicidad” de los calculos que nos llevan al sistema de ecuaciones diferenciales
(2.2.3). Por otro lado no parece sencillo obtener unas computaciones similares con
la eleccion de la entropia que podria considerarse natural, desde el punto de vista
fisico, s log(s).

Ademaés otra pregunta, que podria ser natural, es qué “medida” nos da la
entropia fisica Hiog(flfs), (converge a cero? jcon qué velocidad?. La respuesta a
estas preguntas la encontramos haciendo uso de la desigualdad log(x) < x -1y
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la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

Hig(flfs) = LNLNflog(f/ﬂ)dvdxsfNj;Nf(f/ﬂ—l) dvdx

U lf/ﬁ_llzﬁdvdx)lg(fm RNfz/fsdvdx)l/z
< CH(fIf)"*

IA

Donde podemos tomar

C= (fR fRNfg/fsdvdx)m

1/2

puesto que ( f f f*/fsdvdx| hemos visto que es decreciente en tiempo.
RN JRV

Entonces, nuestro resultado muestra que Hiog(f|f;) converge a 0 cuando el tiempo
tiende a infinito con velocidad algebraica.

Nota 2.2.3. La entropia cuadritica acota a todas las entropias de la forma

)= [ hif) v

donde h(s) = s" =1 con 1 < p < 2, ya que por la desigualdad de Holder tenemos

Hp(f|fs)=j]1;Nj];Nﬂ’ﬂl_”dvdx—1s(LN RNfQﬁ_l)p/z(fRNfRNﬂ)%‘l'

Se tiene la relacion:
Hy(fIf) < [(H(fIf) + 1" - 1].

2.2. Derivada segunda de la entropia relativa H(f|pMy). Nos ocuparemos
aqui de la segunda derivada de H(f|pMy), que es exactamente, a la vista del Lema
2.2.2,1a tercera derivada de la entropia relativa H(f|f;).

Nuestro objetivo es estimar inferiormente j—;H (floMpg) en términos de H(f|f;)
y de un resto no positivo que involucra a las siguientes cantidades macroscépicas
asociadas a f
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Densidad macroscépica: p(t, x) = f f(t.x, v)dv,
RN

Velocidad media: pu(t, x) = f vf(t, x,v) dvo,
RN

(2.2.4)

2 2
Temperatura: p(t, x )I (t a2l + —pT(t,x) = f l—%—f(t,x,v)dv,
RN

Tensor presion: pu ® u(t, x) + pT(t, x)I + D(t, x) = f (v®v) f(x,v)do,
]RN

donde I representa la matriz N X N identidad N X N, y dados dos vectores a,b €
R, 2 ® b denota la matriz N X N con coeficientes 4;b;. Integrando por partes la
ecuacion (2.1.1) con respecto a la variable v, después de multiplicar por 1 y v
respectivamente, obtenemos las siguientes relaciones macroscopicas

(22.5) oip + V- (pu) =
¥
(2.2.6) d(pu) + Divy(pu ® u + pTI + D) + pVape = —%.

(Para una matriz campo valuada A(x), denotamos Div,(A)
Entonces, probamos la siguiente afirmacion.

Z]-ax/A,']‘ S ]RN)

ProprosICION 2.2.4. Sea f una solucion regular de (2.1.1). Entonces, existe A > 0 tal
que
dz
H(floMo) = AGH(fI) - R(f)

donde el resto no negativo R es

|Vx . (P“)|2

R

R(f) = ABH(flpMo) +2
IRN

4 f _1 (|3em
0 Jrn ze~Pe/0
(2.2.7)

Demostracion. La prueba de este resultado se basa en la siguiente igualdad

d == P - —¢’e/9 lvx : (Pu)lz
dt2H(f|pM9) _zH(flpMe) " ZGJH;N vx(ze"Pe/@) “ dx =2 Ry 2e /0 2

+ [Divi(pu ® w)| + [Diva(p(T - O)D)| + |Divx]D|2] dx

3
(2.2.8) £ g f v, (Ze_i /9). ( fT”‘ + Divy(pu ® u + p(T — O)I + ]D)) dx
RN ¢
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que demostraremos mas tarde. Supongamos por un momento que tenemos esta
relacién. Primero, la no negatividad de H(f|pMjp) nos permite escribir

@ v( p )2 IVy - (pu) P
“\ze¢./0

d—tzﬁ(flng) > 26f ze 9/ dx — 2 dx
R
+ 2 \Y/ P i + Di Qu+p(T-0)1+1D)|d
Ry \ze~$e/® "\t Wi(pu®u +p(T - 6) )} o

N RN ze /0

Denotemos por I la tltima integral en el término de la derecha. Esta integral la
podemos estimar como sigue

p
I < 6 vx( )
M fRN ze~Pe/0
L
+ p— i
6 ]RN Z

donde hemos usado las sencillas desigualdades

a> b

2
ze P9 dx

+ Div.(pu ® u)|2 + |Divi(p(T ~ 9)11)|2 # |Divx]D|2) dx

(@a+b+c+d)?<4(@®+ b +c?+ d2).

o
Vx (ze‘¢e/ g )

+ [Divi(pu @ w)|" + [Dive(p(T - O + |Divx]D|2} dx

Se sigue, entonces, que

2 Vx (ou 2
Ze—‘be/a dx_zf Md‘x
RN ZE"‘WQ

&~
TEH(flpMo) = 0 f]R )

QJRNZ

Usando, ahora, el hecho de que ¢, es una perturbacién acotada de un poten-
cial uniformemente convexo, tenemos garantizada la siguiente desigualdad de
Sobolev (ver Corolario 2.18 y Teorema 3.2 en [1] para la entropia cuadratica)

PERY: P
f \V (ze“P /9) ze ®/%dx > A f ( - ze_¢e/6) dx
RN ¢ RN

ze~Pe/0
donde A depende de A1, ay b (ver Teorema 3.2 en [1]). Entonces, se concluye usando
la relacién (2.2.2) que nos dice que el término de la derecha es sencillamente

MH(fIf:) — H(flpMo)). O

3pul*

T

Para que la demostracion anterior sea cierta, sélo nos falta justificar (2.2.8). Te-
niendo en mente la definicién de H(f|f;) y H(f|pMp), y la relacién (2.2.2), podemos
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escribir , , , )
ds — d d P
—H(f|lpMp) = —H(f|f.) — — _
dr? (floMo) dt? (f1f9) dt? LN 7o~ $e/0

Entonces, (2.2.8) sera una consecuencia de la siguiente afirmacién,

Lema 2.2.5. Sea f una solucién regular de (2.1.1). Entonces, tenemos

2 A 4 (" pVx-(pw)
(2.2.9) aptl15) = ZH(fpMo) = = | | = = dx.
y

(2.2.10)

e p? Vs - (pu)l? 2 (0 pVai-(pu)
= = 9 LR ittt - N ks
dt? f]RN g el fmw ze= /0 e J];N i

p .
—ZLNVX(W)-Dlvx(pu®u+lD+p(T—6)]1) dx

2
—29f v, (L) ze P19 gy,
RN ze~¢e/0
Demostracion. Si en el Lema 2.2.2 introducimos la expresion (2.2.2), obtenemos
d? 2d~ 2d p?
—H(f|f;) = ——-—H(flpMp) = ———H(f|fs)+1 - —d
dar? (f1£) Tdt (flpMe) Tdt( (flfs) + LN ze~$e/0 x)

2( 2= 2 e
—;(—;H(flng)— Z’[R;N pee atde)

Entonces, la conservacion de la masa (2.2.5) da (2.2.9). Por otro lado, (2.2.5) también
nos lleva a

d p2 _ P B p
BE Yy 80 X =2 fR Ze- o 0P Ix =2 fR —as Ve (pu)dx.

Derivando una vez maés, obtenemos

& p? i = 2 Ve - (pu)?
a2 Jgv ze9e/0 gy ze /0

dx

(2.2.11)

P 1 '
2 fIRN ze~Pe/0 V- (_;pu — pVae — DleIP) dx

donde hemos usado (2.2.5) para el primer término y (2.2.6) para el segundo y P
representa el tensor presion siguiente

P(t,x) = (D + pT1 + pu @ u)(t,x) = f (v®0) f(t x,v)do.
]RN
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Puesto que V,(pe?/?) = e?/°(V,p + & V,¢,), si integramos por partes en el tltimo
término de (2.2.11) obtenemos

2 (0 pVa-(pu)
-'l-' v ze ¢E/9 dx —2f pqube xp+ x(,be) —KPe/G

_2LNDivx]P ( Pt = xcpe) T dx.

Escribimos el dltimo término como sigue

—2f Div, (ID + p(T — O) + pu ® 1) - ( Pt o x¢e) E = dx
- ze= P/

OV.p
_2 fN ze~ /0 ( g x¢e) .

Entonces, (2.2.11) se convierte en

a2 2 V. - (pu) 2 V, - (pu
L N AV Zf Wa Gl 2 [ PV (pw)
a2 Jgn ze~ P10 gy ze P/ T Jrv  ze Pe/0

_ 9 fR N(pvxgt)g+6pr) ( Pt x¢e) popry L

. p 1
_ zjl;NDlvx (D+p(T-0)1+pu® u}(pr + vaq)e)z_—e_(pe/gdx

Ahora bien, el tercer término de la expresién de la derecha se puede escribir como

p
a jl;\l ze (P’f/a e \L;N Vx (ze“?’f/f’)

lo que concluye la demostracién. O

2
ze /% dx,

V.p + xqbe

Como deciamos al comienzo de la Seccién, nos concentraremos ahora en es-
timar R(f) en términos de H(f|pMpy). Debemos recordar, que es precisamente
en este punto en el que necesitamos suponer que todas las derivadas de la so-
lucién estdn uniformemente acotadas en tiempo y que el dato inicial verifica
0 < afs(x,v) < folx,v) < Afs(x,v), para 0 < a < A. Bajo estas hip6tesis obtenemos

Lema 2.2.6. Sea f una funcion regular en R; x RY x RY, que satisface
0 <afilx,v) = ({20 < AL 0)

2212
( ) sup |05, f(t, x,v)| < C, para cualquier « € N, |a| =
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Entonces, para todo ¢ € (0,1), existe una constante C(e, f) que depende de a,A y
Co, ..., Cp(e) para algiin p(e) € N tal que se verifica

R(f) < C(e, f) H(flpMg)' ™.

Demostracion. Debemos estimar todos los términos en R(f) por expresiones de
la forma

C(e, f) H(floMo)',

donde C(g, f) representa diversas constantes en cada término. Comenzamos cen-
trandonos en los dos ultimos términos en la definicién (2.2.7) de R(f). Estos
términos pueden estimarse por expresiones de la forma

(2.2.13)

o ebel0 4 el
LN[LN[f_PMe]¢(U) dv] . dx, LN[ ]RN[f'“PMe]QO(Z)) dv] > dx,
|pr|2 4
fRNW [VKQN [f - pMO](P(U) d?)] dx,

2 9e/0 45010
j};{N[Vx‘fRJf— ng]go(v)dv] de, LN[VXLAV— ng]go(v)dv] ﬁdx,

donde por ¢(v) denotamos cualquier polinomio en v de grado menor que 2. De
este modo nuestro problema se traslada a estimar estas cantidades. Y esto puede
hacerse siguiendo el proceso de interpolacién descrito en la Seccién 4 de [10].
Sin embargo, nosotros podemos aprovechar el trabajo que Desvillettes y Villani
hicieron, para obtener nuestro propdsito. Ya que nuestras estimaciones se reducen
a las hechas por estos autores en esa Seccién 4 (salvo constantes). En concreto,
ellos prueban acotaciones para las cantidades

(2.2.14)

2 1 4 1
LN[LN[f_pMGkO(U) dv] de/ [RleRN[f—PMG]QD(v) dv] de,
3
Jo
2 1 4 1
fR N[Vx jﬂ; Lf — pMole(v) dv] de, L N[Vx f]R Lf = pMolp(®) dv] de.

V.pP f
' - ' [ fm 1f - pMsloto) dv] dx,
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Debido a que suponemos 0 < af; < f < Af;, tenemos aze ®/? < p < Aze %/, y
entonces,

%) x|
(Aze‘q’e/ 9) <p'< (aze‘“be/ 9) ,

de este modo, los términos en (2.2.13) estdin dominados por las cantidades (2.2.14),

y entonces, las interpolaciones no lineales desarrolladas en la Seccién 4 de [10]

nos conducen a acotaciones del tipo C(e, f) H(f|pMg)'¢.
Debemos precisar que, en [10], los términos (2.2.14) son estimados por

C(&‘, f)Hlog(flpMH)l_gr
donde

Hiog (floMo) = f f flogp—]j\:[—e dx do.

Sin embargo, la propiedad crucial que se usa de Hj,; en las demostraciones es

2
Hlog(flpMQ) > bﬁN % [LN |f = ngl dv] dx.

Y esta propiedad se mantiene para nuestro funcional de entropia, H( flpMas), pues-
to que,

- 1 -
(2.2.15) H(f|pMps) = ‘L;N W [f}RN |f — pMp| dU] dx,
y usando 0 < af; < f < Af;
_ 1 e
(2.2.16) H(flpMg) > aj];N 5 [j];N |f — pMo| dv] dx.

De hecho, todas las cantidades (2.2.13) son estimadas en funcién de

(L] ]

Por tanto, para concluir, s6lo nos queda estimar el primer término de la definicién
(2.2.7) de R(f), nos resta obtener

AGH(flpMo) < CH(flpMo)'"*

con C constante. Esto puede verse como una facil consecuencia del : af; < f < Af;.
Podemos escribir

A6H(flpMo) = AGH(flpMo)* H(flpMe)' ™.

= f P
H(flpMo) :f —dvdx—jﬂ;N p—r dx

RNXRN fé

Notemos que
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puede estimarse como

H(flpMo) < Azf fsdvdx — azf ze %% dx = A? —
NxRRN RN

R

(el término de la derecha es > 0). Entonces, concluimos que
A6H(f|pMsg) < CH(flpMg)' ™,
con C = A0(A? — a?)t. [

Norta 2.2.7. Para poder aplicar el lema anterior, debemos probar las hipotesis (2.2.12)
para las soluciones de (2.1.1). La demostracién de la primera hipétesis la posponemos a la
Seccion 4. En realidad, puede probarse el siguiente resultado:

Sea fo : R¥Y X RN — R una densidad de probabilidad tal que para a, A > 0,

afy(x,v) < folx,v) < Afi(x,v).

Sea f la tinica solucion de la ecuacion (2.1.1) con dato inicial f,. Entonces f satisface

afs(x,v) < f(t,x,v) < Afs(x,v).

Esto nos dice que si el dato inicial estd acotado superior e inferiormente por un miiltiplo
de f; estas estimaciones se preservan para todo tiempo. Para las estimaciones en tiempo
de todas las derivadas de f el lector puede encontrar una prueba para el caso de potencial
armonico en la Seccion 3.

Para acabar esta seccién vamos a mostrar brevemente los pasos desarrollados
en [10] para estimar las cantidades (2.2.14), que prueban las acotaciones de las
cantidades (2.2.13).

2.2.1. Esquema de la interpolacion no lineal. Podria uno pensar que las acota-
ciones de las cantidades (2.2.13), o equivalentemente de las cantidades (2.2.14),
son casi rutinarias, puesto que la entropia relativa de f al estado local pMy acota
la norma L', pero como se remarcé en [10], debemos notar que 1/p, y por supuesto
1/p,, tipicamente son del orden e""/2. Por lo que sin més hipétesis sobre la densi-
dad macroscépica, no resulta en absoluto evidente, ni siquiera, que las integrales
de estas cantidades sean finitas.

La acotacién de las cantidades (2.2.14) se sigue como consecuencia de cinco
“proposiciones técnicas” de las que queremos resaltar aqui, sélo los puntos que
nos parecen mds significativos, ya que la realizacién de esas computaciones en
nuestro caso no aporta ideas nuevas.
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Las acotaciones vienen dadas por estimaciones de los momentos de f y Mp, lo
que denotamos por

Il = f fx, v)(1 + [oP)*? dv dx
RNXRN

IMolls = |  Mp(0)(1 + [of*)/* dv
RN

A continuacién vamos a enunciar las cinco proposiciones, antes citadas,

ProposicioN 2.2.8. [10, Proposicién 4.2] Si |p(v)| < 1 + [v]?, entonces

€

2
1 ! e
Jo |- 1= el de| 2 e < 2t onore (Ml + 10, )
RN ]RN €)/€

La demostracion de esta desigualdad recae en la desigualdad de Csiszar-
Kullback-Pinsker. Que en nuestro caso se traduce en la desigualdad (2.2.15), o si
se prefiere usando las acotaciones de f en (2.2.16).

Prorosicion 2.2.9. [10, Proposicién 4.3] Si [p(v)] < 1+ [ y af; < f < Af,,

entonces
‘1
f [ f [f - PMa]<P(v)dv] —dx <
RN [ JRN P

A

2 T
2Hlog(f|pM9)ﬁ (;) (N + 1)2 (|IM@|I§(1+€)/€ T ||f||LA]1(1+e)/e)

Para la prueba de esta desigualdad hay que ser un poco més cuidadoso, ya
que el exponente es menor y no se puede seguir la misma idea que en la propo-
sicion anterior. Y es en este punto donde se necesitan las acotaciones superiores e
inferiores de f.

Las acotaciones de las otras cantidades en (2.2.14) son més delicadas porque
involucran derivadas de f para las que no sabemos su comportamiento en infinito.

Proposicion 2.2.10. [10, Proposicion 4.4] Si lp(v)l < 1+ P yafs < f < Afsy
tiene todas las derivadas de todos los ordenes acotadas. Entonces, para todo € > 0 existe
Ce(f), que depende del potencial, A, a y || fllwke~ravy para algiin k(e) € N, tal que

2 1 5) 1 1=
| [ - omatp@ao] Sax < cup [ L v emiloorad de]
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Es en este punto, como se puede comprobar a la vista de las hipétesis de
la proposicién, donde precisamos la segunda condicién en (2.2.12), es decir, la
acotacion uniforme de las derivadas. La necesidad de ello, viene a su vez, del uso
del siguiente resultado de regularidad debido a Desvillettes [8], (ver también [10,
Proposicién A.2]).

Lema 2.2.11. (Desvillettes) Sea ¢ € C*(RP). Supongamos que
0 < @t x) < AeFF

para A,A > 0y que
sup |[0"p(x)| < K,,

xeRP

se mantiene para o € NP y todo || = p € IN, entonces para cualquier k € N, e > 0,
0°p| < C(k, &) e, o] =k
donde la constante C(k, €) depende de A y de un niimero finito de constantes K;.
Por ultimo, usando de nuevo este lema, se prueba

Proposicion 2.2.12. [10, Proposicion 4.5] Si |p(v)| < 1+ [P yaf; < f < Afsy
tiene todas las derivadas de todos los ordenes acotadas. Entonces, para todo € > 0 existe
Ce(f), que depende del potencial, A, a y || fllwreo~geyy para algiin k(e) € IN, tal que

4
1
>/]I;NI:Vx jﬂ;N[f_PMe]QO(U) dv:l de <

2 1 1-€
c.(f) [ fR N[vx fR 1 - pMalp® dv] de}
Y

ProposicioN 2.2.13. [10, Proposicion 4.6] Si |p(v)| < 1+ [ yafs < f < Afsy
tiene todas las derivadas de todos los érdenes acotadas. Entonces, para todo € > 0 existe
Ce(f), que depende del potencial, A, a y ||fllwxe~av) para algiin k(e) € IN, tal que

|pr|2 [ B jl4
LNI: p5 jﬂ;N[f pM@](P(U) dol | dx <
2 1—e
Ce(f) [‘];{lew[f— pMslp(v) dv] %dx]

Nuestra intencién con estas cinco proposiciones era s6lo mostrarle al lector, de
una forma breve, los pasos seguidos para la obtencién de la estimacién del resto,
R(f). Destacando los puntos concretos en los que eran necesarias las hipétesis
(2.2.12). Para detalles mdas puntuales consultar [10].
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2.3. Final de la demostracién del comportamiento asintético. En los apar-
tados anteriores hemos obtenido todas las herramientas necesarias para probar
el Teorema 2.1.2. Ahora sélo nos queda recoger los frutos. El Lema 2.2.2, la Pro-
posicién 2.2.4 y el Lema 2.2.6 nos conducen directamente al deseado sistema de
desigualdades diferenciales

d 2~

-2 H(f1f) = 2A(FloMo)
2 _

S (flpMs) 2 AOHfIf) - C.()(flpMo)'™

Entonces, usando el Teorema 2.2.1, concluimos que, para cualquier ¢ > 0, existe
una constante C(g, f) > 0 tal que

H(fIfs) < Ce, fo) 7/°.

Concluimos la demostracién con la estimacién

If ) = £l < HfI)

Antes de pasar a las secciones siguientes, en las que nos ocuparemos de veri-
ficar las hip6tesis necesarias para aplicar el proceso de interpolacién, queremos
cerrar este estudio del comportamiento asintético de nuestra ecuacién, haciendo
referencia al trabajo de Hérau-Nier [15]. Este es un articulo reciente en el que los
autores estudian el comportamiento asintético de la ecuacién de Fokker-Planck,
probando una “mejoria” sobre el trabajo de Desvillettes y Villani [10], en el sentido
de que obtienen orden de convergencia exponencial, mediante técnicas de teoria
espectral para operadores lineales.

3. Estimaciones uniformes en tiempo

El Teorema 2.1.2 necesita estimaciones uniformes en tiempo de las derivadas
enx, v, paracualquier orden, dela solucién f. Nosotros somos capaces de justificar
estas acotaciones para el caso particular de potencial arménico

Ix?
Bel) = A5
Queremos hacer notar, que este tipo de estimaciones no son triviales en absoluto.
Incluso, en el caso del operador de Fokker-Planck, para el que se obtiene una
regularidad-C* de la soluciéon independientemente de la regularidad del dato ini-
cial, debido al efecto regularizante de la velocidad de difusion, estas estimaciones
uniformes en tiempo estan lejos de ser evidentes, [10, Section 5]. Puesto que la
ecuacion (2.1.1) es puramente hiperbdlica, podemos esperar este resultado para
datos iniciales C* con las derivadas de todos los 6érdenes acotadas.
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De hecho, uno puede escribir f(t,x,v) como una solucién de una ecuacion
integral en términos de las caracteristicas,

I X(Gx ) =ViExo), VL) = ~VaguX(%,0)

con condiciones iniciales X(0; x,v) = x, V(0; x, v) = v. Entonces, la regularidad de
las soluciones en (t, x,v) y las acotaciones dependientes del tiempo en L™ de las
derivadas se prueban usando la regularidad del dato inicial y las caracteristicas
(debido a la regularidad del potencial externo) y al lema de Gronwall. Por tanto,
la regularidad de la solucién no es un problema, el problema lo encontramos
cuando tratamos de evitar la dependencia en tiempo de las estimaciones.

Obtendremos las estimaciones uniformes en tiempo gracias a un delicado
estudio de algunas integrales a lo largo de las caracteristicas del sistema de EDO.
Donde usaremos de modo decisivo el conocimiento de las soluciones del sistema
de caracteristicas, por trabajar con el potencial arménico.

Por tanto en esta seccién nos centraremos en mostrar las estimaciones uni-
formes para el caso de potencial cuadrético. Con el fin de hacer mas sencilla la
seccién, supondremos, sin pérdida de generalidad A = 1, y probaremos

Proposicidn 2.3.1. Sea f € CO(R;; LY(RY x RY)) una solucién de la ecuacion (2.1.1)

con ¢.(x) = % Supongamos que el dato inicial f, tiene todas sus derivadas en x y v
acotadas. Entonces f tiene todas sus derivadas en x y v acotadas uniformemente para
t>0.

Demostracion. La demostracién se obtiene como consecuencia de 4 pasos suce-
sivos.
Paso 1. Aplicamos la transformada de Fourier con respecto a la variable x, v

ﬁt, E M) = Bxooenf(t,E,n) = f f e SN £(t, x,v) dv dx
RN JRN

a la ecuacion (2.1.1). Obteniendo

of _ e

8_{ -&- qu - gx,v%é,q(vxcpe(x) . va) — Q(f) = % (gx—éip(tl 5) 8D—W]VI@(T]) - ﬂ ’
donde
(2.3.1) FoogMo(n) = 70772,

(2.3.2) Froep(t, &) = f f e £(t,x,0) dvdx = f(t &,0),
RN JRN
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y para el potencial arménico Fxooen(VaPe(x) - Vof) = -1 - Vgﬁ Por tanto, en
variables de Fourier , (2.1.1) se convierte en

d —~ 1 = 5 =
(233) E"'U'Vé _‘E'vﬂ)f: ;(f(tlélo) e—QT] /Z_f)'

La hipétesis sobre la acotacién de las derivadas en x y v para el dato inicial se
reescribe en términos de la transformada de Fourier en:

Co
k
(1+&+7)
Lo que queremos es encontrar una estimacion similar para la solucién f, unifor-

memente con respecto al tiempo: concretamente, nuestro objetivo es probar, para
cualquier k € N la existencia de una constante C tal que

(2.3.4) fol&, )l <

para cualquier k € R*.

— %
2539 Lt & ———
(2.35) feenls ot

se verifica para cualquier (t,&,7) € R* x RN x RV.

Paso 2. Consideramos las caracteristicas asociadas a (2.3.3)

d =+ — . i . = = (+:
E‘—‘(tr E/ TI) - H(t/ 5/ TI) dtH(t, 6/ n) - ‘-‘(t/ (E/ Tl)
B¢ m=¢ H(0;&,n) =n

Entonces, podemos escribir
d 1= j -~
== [ F(t +5,E(6), Hs)] = ~€"f(t +5,E(6), HE)) + € [@ef)(¢ +5,E(6), H(S))
d._ ~ . d ~ .
+%:‘(s) (Ve f)(t +s,E(s),H(s)) + aH(s) AV )t +5, a(s),H(s))].
Entonces, obtenemos la férmula de Duhamel para (2.3.3)

ft.&m = e fo@tEm), H-4E m)+
o1 f e/ g OHN-HEN12 £(5, B(a — t; &, 1), 0) do.

T Jo

(2.3.6)

Denotamos por A y B respectivamente, los sumandos en el término de la derecha,
es decir, el término del dato inicial y el término del operador de colisién, respec-

tivamente. Con esta expresion, la solucién f puede verse como un punto fijo del
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esquema iterativo
font, &) = e fo(EB(=t:E,m), H(-E, 1)
(2.37) 1 f oD/ g0t ful0, B0 — £:&,7),0) do
- AT BGED)

Puesto que el término de colisién B sélo involucra a la incégnita evaluada en
n = 0, reduciremos primero (2.3.7) a esta situacion, es decir, buscamos la relacién
de induccién para la densidad macroscépica. Y podemos obtener (2.3.5), para el
caso particular 1 = 0, por induccién.

Paso 3. En este paso nos concentramos en (2.3.7) con ) = 0. Suponemos que para
cualquier k,n € N existen constantes Cxo > 0 (dependientes de k, pero no de n,
hipétesis inicial) y Cy,, > 0 (dependiente de ambos k, n1, hipétesis de induccién) tal
que para todo & € RY se verifica

Cro - G
-(Tc?)k' Ifa(t, &,0)] < m

Nuestra meta es estimar A, y B, evaluadas en (¢, &, 0). Para el potencial arménico,
recordamos que las caracteristicas vienen dadas por

(2.3.8) 1fol&, 0)] <

E(t; €,n) = Ecos(t) + nsen(t), H(t; &, 1) = =& sen(t) + ncos(t).
Por tanto, para n = 0, tenemos
(2.3.9) E(t; &,0) = Ecos(t), H(t;&,0) = =& sen (t).

Notamos también la conservacién de la energia

dr,.
(2.3.10) = @6+ HEEn] =0,
t
El término inicial se estima rdpidamente
Cko 2 Cro
(1+ E2(—4&,0) + HA(—t & 0)° ~ (1+ &3
usando |e7/*| < 1junto con (2.3.4), (2.3.9) y (2.3.10).

(2.3.11) |A,(t, &, 0) <

La estimacién del término B,(t, &, 0) es bastante mas complicada. Queremos
probar una relacién de induccién para las constantes Cy.,:

i
(2312) Ck,n+1 =K+ 5 Ck,n/

donde K no depende de n. Deducimos de (2.3.12) que lim;—, Cyn = 2K = C;.
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La hipétesis de induccién (2.3.8) y (2.3.9) prueban

¢ e(o’—t)/’[ 6—952 sen?(o—t)/2
Bt O < Con [ e
o T (1+&cos*(o-1t)

e /T e—agz sen?(u)/2
= G du.
R fw T (1+ &2cos?(u))

Si uno estima bruscamente esta integral, obtiene Cy 1 = K + xCgy, con k > 1, lo
que no ayuda. Por tanto, deberemos ser més cuidadosos en nuestras estimaciones
del término de la derecha.

(2.3.13)

Sea ¢ > 0, que precisaremos mas adelante. Dividimos el término de la derecha
en (2.3.13) en dos trozos integrando de forma separada en dos dominios

{u>0, sen’(u) < ¢}, {u>0, sen’(u) > ).

Denotamos las integrales correspondiente como B1(n, €) y B,(, €), respectivamen-
te. Tenemos

e uT du
Bi(n,¢e) < Ck'f
" Jisenzay<ey T (1+ &2 cos(u))k
e T du
Ck,n

(senzm<e) T (1+(1—¢€)&2)
e " du

(sen2u<e) T (1+ EK(L— e)F

usando sucesivamente los argumentos siguientes:

-082sen*(o-)/2 1

IA

£ Ck,n

i) e
ii) Sobre el domino de integracién sen?(u) = 1 — cos?(u) < ¢, por tanto
(1+ (1 - )& < (1 + cos(u)&?),

iii) La funcién s +— +%1+_S£)s es no decreciente en R* por lo que se tiene
1+&2 1

1+(1-8)& = 1-¢°

= f[ Sen)el ‘% du. Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, obtene-

o G+ % e—M/T

L, = Zf - X(sen2(u<e} A

© ( NHDE 2w VP 03

Zf >— du (f X{sen2(u)<g]du)
-7 T

i=0 \Vj2 0

2
Sin embargo, notamos que

Sea I,
mos

1/2

IA

med ({u €0, g], sen?(u) < E}) <cVe,
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donde med representa la medida de Lebesgue. Se sigue que

o e—jn/'r 5 1
s < E . (1 — g %) WPl = C g,
T
=0

1/2 %
con C = 5~. Deducimos que

Celt 1

(2.3.14) Bi(n, €) < Ci» o 13 B

Volvemos a

€ uft 22
By(n, €) < f — %2 gy,
(senz2w)>e} T

donde usamos sen?(u) > ¢ sobre el dominio de integraciéon y 1 + &% cos?(u) > 1.
Tomamos k’ > k y consideramos

K(e) = sup{e %¥2(1 + y)*'}.
yeER™

Entonces, multiplicando y dividiendo por (1 + .52)"', tenemos

1

(2.3.15) By(n, €) < K(¢) T aF

donde sabemos que
1 si 2k’ < O,

NG
Kig) = 9212 oK (%) si2k’ > Oe.
O¢

Como ¢ va a 0, uno esté en el segundo caso y K(¢) tiende a infinito. Esta dificultad
motiva el siguiente razonamiento:
j) Elegimos ¢ > 0 tal que gi—z; <1

j) Entonces, elegimos R > 0 tal que — 0 < 1.

(1+R2)k"~

Combinando (2.3.11), (2.3.14) y (2.3.15) tenemos

- 1 Cel/4 K(e)
|fus1(t, &, 0)] < A+ oy (Ck,o + Cin [(1 o) + i+ Ez)k,_k])-
Por tanto, obtenemos
= 1
(2.3.16) SHp |fas1(t, &, 0)| < (Cro + Cin/2) A+ o

con nuestras elecciones para ¢, R. Finalmente recordamos que, puesto que la ecua-
cién preserva la masa total, sup B If(t, £, m)| < |l folli:- Entonces, en particular, para
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alguna constante > 0 tenemos

—~ (1+ R%
n+ t/ r 0 S P
EgUfﬂ &, 0)] ﬁﬂ+5ﬁk

Combinando esta informacién con (2.3.16), deducimos que

— 1
S:’lap |fus1(t, & 0) < (Cro + (L + R + Cyn/2) 1+ o)

lo que desemboca en la relacién esperada
1
Cina1 = Cro + (1 + R?)* + 5 Cen-

Concluimos este paso con la siguiente afirmacién: para cualquier k € IN, existe
una constante C > 0 tal que
(2.3.17) sup |Fit, &,0)] < —

o tgp TTTT (1 + &K
Paso 4. Para terminar la demostracion, s6lo nos resta volver al caso general 1 # 0.
Con lo que sabemos de los tres pasos anteriores, podemos trabajar directamente
sobre f, es decir, sin usar un razonamiento inductivo. De hecho, por la hipétesis
sobre el dato inicial el primer término, denotado por A, en (2.3.6) obviamente
satisface

C
| < $/
(L tg2 97

mientras para el segundo término, denotado por B, obtenemos directamente

|s— 2
T+ &+

donde hemos usado (2.3.17), para alguna constante Dy > 0. Concluimos que

|A(t, &, 1)
IB(t, &, 1)

— Ck() + Dk
2.3.18 su t,E,nN) £ ———,
( ) t,g,]: If(t, &l A+ 2+ f

lo que finaliza la demostracién.

4. Principio del maximo
En esta seccién queremos probar la preservacion de las acotaciones
(2.4.1) afs(x,v) < f(t,x,v) < Afy(x,0)

paralasolucién (2.1.1), ver Nota 2.2.7. La demostracién de este hecho la obtenemos
por un razonamiento inductivo.
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Consideramos las caracteristicas para (2.1.1):

%X(t;x, v) = V(t;x,v) iV(t x,v) = =V.0(X(t; x, v))
X(0;x,v) =x V(0;x,v)=v

Reescribimos (2.1.1) como una EDO

d |
%G”7U+&X@&0LW$LM»=;fﬁmhﬁ+&xwmeW$nw)
Entonces, podemos escribir la férmula de Duhamel

f(t,x,0) = e " fo(X(~t; x,0v), V(~t; x,0))

(2.4.2) 1 (o—t)/T . —V2(0—tx,0)/(20)
+ g | ¢ PO X~ b ) e do

Y obtenemos la solucién f como el punto fijo del siguiente esquema inductivo
Fur1t, x,0) = e fo(X(—t; x,0), V(~t; x,0))
t
1 (o-b)/1 —V2(o—tx,0)/(20)
(2.4.3) RETTL j(: g pnlo, X(0 = t;x,0))e do

pn(t, x) f fult, x,v) dv.

Nos concentramos, en la demostraciéon detallada deaf;s < fo, la acotacién superior

se hace de un modo anélogo. Notamos que £ (Zq)e(X(t; x,0)) + VA(t; x, v)) =0

dt
entonces se conserva la energia

2(txv v?

Pe(X(t; x,0)) + ——F—— @)+—
Por tanto, el estado estacionario verifica
(2.4.4) f(X(~t; x,v), V(-t; x,0)) = fi(x,0).
Puesto que afs(x,v) < fo(x,v) y (2.4.4), tenemos
afs(x,v) = f((X(—tx,0), V(- x,0)) £ ol X(—t %, v), V(—E;x,0)).
Por otro lado, la hipétesis de induccién f,(t, x,v) > afi(x, v) nos dice

on(t, x) = 2rOYN* aze /0,
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De donde se sigue

1
T(2rO)N/2

1 t 2
> DI (D QYN/2;5 o~ te(X(0-tx,0))/6 eV (0-tx0)/(20) g5
T(2rO)N2 j; (2]

t
S E e(o‘—t)/'r e—((pe(X(cr—t;x,v))+Vz(a—t;x,v)/Z)/9 do_

T Jo

t
f go-bit Pn(U/ X((7 —tx, v)) e~V2(a—t;x,v)/(29) do
0

1 t
> gze~(@x)+0*/2)/0 - f e do = af,(x,v)(1 — /),
0

usando la conservacién de la energia. Concluimos que af;(x, v) < fo41(t, x,0). O

De este modo hemos probado la preservacion de la acotacién que necesitaba-
mos para situarnos en las hipétesis que mostraban la convergencia al equilibrio
con velocidad algebraica. Pero este resultado puede verse, también, como una
consecuencia de uno maés general y que le ha dado el nombre a esta seccion. Ya
que la ecuacién que ocupa a este capitulo verifica el principio del méaximo. Que
enunciamos como sigue

Prorosicion2.4.1. Sea f € CO(R}; LY(RY XRY)) una solucion de la Ecuacion (2.1.1).
Entonces, si el dato inicial verifica fo > 0 (o fo < 0), esta propiedad se preserva para todo
tiempo t: f(t) > 0 (o f(t) < 0).

Demostracién. Como haciamos en la demostracién de la propiedad del comien-
zo de esta seccion (2.4.1), para probar este resultado, seguiremos un razonamiento
inductivo. Recordemos el esquema inductivo (2.4.3) que se obtenia gracias a la
férmula de Duhamel (2.4.2)

fn+l (t/ X, U) = e_t/TfO(X(_t; X, U), V(—t; X, U))

L
+T(2nla)N/2 f e, (0, X(0 — t; x, v))e”V OO/ g
0
Pn(t, x) = f fa(t, x,v) dv.
RN

Supongamos que el dato inicial verifica fo > 0 (para el caso negativo se haria
de modo anélogo). Supongamos también la hipétesis de induccién: f, > 0 (y
por tanto p, > 0). Entonces, con estas dos hipétesis, tenemos que para todo ¢t > 0
fus1(t, x, v) estd descompuesto en dos sumandos no negativos y consecuentemente
concluimos f,41 > 0. O

La propiedad (2.4.1) es ahora una consecuencia de la proposicién anterior
ya que g(t, x,v) = f(t x,0) — cfi(x,v) verifica la Ecuacién (2.1.1), para cualquier
constante ¢, entonces g(f) mantiene el signo que tuviera el dato inicial, go = fo—cfs.
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5. Notas finales

Para finalizar este capitulo deseamos resaltar diversas cuestiones que surgen,
ala vista de los resultados obtenidos. Asi mismo, planteamos las bases de trabajos
futuros

» La acotacién inferior del dato inicial, af; < f, puede verse como algo

natural ya que de este modo se garantiza la no nulidad de la densidad
local p.
La acotacién superior, fy < Af;, si puede “tacharse de innatural”, por
lo que cabe preguntarse, si seria posible relajarla. Recordemos que esta
hipétesis, venia impuesta por razones técnicas, como consecuencia de las
herramientas utilizadas en el proceso de interpolacién. Cuando se repasa
con atencién este proceso (ver Seccién 2.2.1 y mds concretamente [10]),
encontramos que la hipdtesis que realmente se necesita es la acotacién
uniforme de todos los momentos. Una condicién simple que garantiza
estas acotaciones es la hip6tesis impuesta, fo < Af;.

= La hipétesis sobre el dato inicial fy € C*, puede relajarse, obteniéndose
entonces la siguiente reformulacion del Teorema 2.1.2

TeoreEMA 2.5.1. Sea f, verificando

afs < fo < Af;,
para algin 0 < a < A, fo € C'(RN X RN), n > 2, con todas sus derivadas
acotadas. Sea f la solucion de la ecuacion (2.1.1). Supongamos que f tiene todas
sus derivadas d%, f, la| < n, acotadas uniformemente en tiempo. Entonces, para
todoe>0yt>0

“f(t) - fSHLl(]RNxIRN) < Ce(fo)t(l—”)/z
donde C.(fo) depende de ¢, del dato inicial y de las acotaciones de las derivadas

de f.

La demostracién de este resultado se sigue del mismo modo que en el
Teorema 2.1.2, con la salvedad de la parte referente a la interpolacién no
lineal. Recordamos que la demostracion es una consecuencia del Teorema
6.2 en [10], (Teorema 2.2.1). El sistema de desigualdades diferenciales
(2.2.3) se escribe en este caso como,

d 2~
- ZHUIf) = ZH(flpMo)

2 ks - i
S (floMs) 2 ABHIfIf) - CLNE(flpMa)' .

La diferencia con el sistema para el Teorema 2.1.2 estd en ﬁ( floMe)' =,
dicho teorema, recordemos, se obtenia como resultado de la estimacién
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del resto R(f). En este caso, en el que el dato inicial verifica f, € C"(RN x
RY), se puede seguir el esquema expuesto en 2.2.1, con la precisién de
que las Proposiciones 4.4, 4.5 y 4.6 en [10] (Proposiciones 2.2.10,2.2.12 y
2.2.13) recaeran en una “modificada Proposicién A.2” de [10], siguiendo
argumentos similares a los desarrollados por Desvillettes en [8, Apéndice
BJ,

Prorosicion 2.5.2. Sea g € C*(RN,R), N > 1, verificando:
1. Existen Koy D > 0 tales que :

VxeRY |g(x)| < Koe PP,
2. VY p < n, pnatural, existe K, > 0 tal que:

VieRY Vgl <K,.

Entonces, para todo k € IN, k < n, € > 0, existe L., > 0 (que depende de K,
0 <i<N(e k) y D) tal que:

VxeRY ||[VFg()|loo < Loy e @-OF

Queremos hacer notar, que por supuesto, necesitamos imponer esti-
maciones uniformes a priori de la solucién.
Como se decfa en la Secci6n 3, las estimaciones uniformes en tiempo no
son en absoluto evidentes, frente a lo que en principio podria suponer-
se dada la “simplicidad” de la ecuacién. Queremos sefialar, que en este
capitulo s6lo hemos probado estas estimaciones para el caso concreto de
trabajar con potencial arménico. Insertamos, de este modo, en nuestra car-
peta de problemas abiertos-trabajos futuros la bisqueda de regularidad
para potenciales mas generales.
El método de disipacién de entropia nos ha mostrado la convergencia
algebraica dela solucién al estado estacionario. De la misma manera que le
sucedia a la ecuacién de Fokker-Planck lineal. En el caso de dicha ecuacién
(Fokker-Planck) con potencial confinante arménico se conoce la velocidad
6ptima de convergencia, siendo ésta exponencial. Desvillettes y Villani
en su articulo nos dicen que este método es incapaz de recuperar dicha
velocidad 6ptima. Y la razén de ello hay que buscarla en la interpolacién.
Para nuestra ecuacion esta informacién no se conoce, pero cabe pregun-
tarse si podria obtenerse. Hérau y Nier, [15], han probado convergencia
exponencial para la ecuacién de Fokker-Planck usando teoria espectral.
(Qué informacién podria ofrecer la teorfa espectral en nuestro problema?
es una pregunta de no facil respuesta, ya que Hérau y Nier utilizan de for-
ma decisiva las propiedades de hipoelipticidad de los operadores lineales
dela forma d; +v-V,—A,. El espectro de nuestro operador no es conocido,
por lo que no es, en absoluto, evidente que las técnicas de teoria espectral
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desarrolladas en [15] puedan llevarnos a la convergencia exponencial, de
la solucién de nuestro sistema hacia el estado estacionario.
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CAPITULO 3

Estabilidad no lineal en L? para un sistema de particulas cargadas
confinado

En este capitulo estudiamos la estabilidad no lineal en I”, con 1 < p < 2,
de ciertas soluciones estacionarias del sistema de Vlasov-Poisson para particulas
cargadas en todoel espacio R®. Laherramienta principal es un funcional asociado a

la entropia relativa, también llamado enla literatura funcional de energia-Casimir.
1

1. Introduccion

Consideremos un gas de particulas cargadas descrito por una funcién de
distribucién f(t, x, v) > 0, que representala densidad de probabilidad de particulas
en la posicién x, con velocidad v en el tiempo t. La ecuacion de evolucion de Liouville
gobierna la evolucién de f,

J
(3.1.1) a—{+v-vxf+E(t,x)-V7,f=O
en R} x R*® X R?, donde el campo eléctrico E(t, x) viene dado por un potencial

externo ¢, y un potencial de campo medio ¢, de acuerdo a

(3.1.2) Et,x) = —e(Vap(t, x) + Videlx)) .
El potencial electrostético ¢ > 0 es auto-consistente
(3.1.3) ¢ =K+ p(f)

conK = élxl‘] , donde p(f) es la densidad espacial de particulas, definida por
0

p(f)t, x) = IRsf(t,x,v) dv .

€o y e son la permitividad del vacio y la carga elemental de las particulas, respec-
tivamente. Sin pérdida de generalidad, en lo que sigue, las supondremos iguales
a uno.

"Los contenidos de este capitulo han sido desarrollados a modo de articulo en Maria J.
CAceRres, Jost A. CARrILLO, JEAN DoLBeauLr, Nonlinear stability in LV for a confined system of charged
particles, SIAM ]. Math. Anal, 34, (2002), pp. 478-494.
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Consideraremos el problema de valores iniciales, correspondiente al dato ini-
cial

(3.1.4) fO0,x,v) = fo(x,v)>0.

Este sistema se conoce como el sistema de Vlasov-Poisson para particulas cargadas.
El principal ingrediente que afiadimos a la versién usual del sistema de Vlasov-
Poisson es un potencial externo que confine las particulas y permita de este modo
la existencia de estados estacionarios. Por ello nos referiremos a ¢,(x) como un
potencial confinante.

El objetivo de este capitulo es establecer la estabilidad no lineal de ciertos
estados estacionarios en L*(R®) con p € [1,2] y con constantes explicitas, al me-
nos en algunos casos (ver Seccién 3). Para ello, usaremos una entropia, que en
la literatura se puede encontrar bajo el nombre de energia-Casimir, energia libre,
entropia relativa o funcional de Lyapunov. Estados estacionarios y funcionales de en-
tropia estardn estrechamente relacionados. El estado estacionario surge como un
minimo (bajo ciertas condiciones) de la entropia y reciprocamente, el funcional de
entropia viene determinado por la forma en energia de la solucién estacionaria.
Nuestro principal resultado corresponde a un p fijado por la entropia.

Treorema 3.1.1. Sea ¢, una funcion acotada inferiormente en R® con ¢o(x) — +oo
cuando |x| = +oo, tal que (x,5) - $*271y(s + ¢e(x)) pertenece a L' N L*(R%, L'(R)),
donde y es la inversa de (—o’), eventualmente extendida por 0,y o es una funcion acotada
inferiormente y estrictamente convexa de clase C*. Sea f una solucién débil del sistema
de Vlasov-Poisson correspondiente al dato inicial no negativo fo en L' N LY, py = (12 +
3V5)/11, tal que o(fo) y (1] + [v]) fo pertenecen a L'(RS). Si infye, o0 0”(5) /"2 > 0
para algiin p € [1,2], entonces existe una constante explicita C > 0, que depende sélo de
fo. tal que para cualquier t > 0, f = f(t) satisface

IF = £y <€ [ ot =afe) = Gulfo= el s, 00+ 3 [ 19690 - gulP

donde ( foox,0) = YR + ¢e(x) + Poo(x)), cj)oo) es una solucion estacionaria del sistema
de Vlasov-Poisson y ¢ viene dado por (3.1.3) cuando t = 0.

El valor de po viene dado por el articulo [34] de Horst y Hunze para poder
definir las soluciones débiles (ver Seccién 2 para mas detalles). Debemos notar, que
algunos de nuestros resultados pueden ser extendidos a nociones de solucién, atin
mas débiles, como soluciones renormalizadas. Soluciones que fueron introducidas
por Diperna y Lions en [26], como veremos més adelante.

También, sefialamos que las hip6tesis sobre o en el Teorema 3.1.1 pueden ser
trasladadas a condiciones sobre 7, si se prefiere. Pero como nuestros estados es-
tacionarios se obtienen como minimos de funcionales de entropia, que dependen
de o, consideramos més natural que las hipétesis recaigan sobre o.
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El segundo resultado importante en este capitulo, es un resultado de estabili-
dad en L?, que puede ser escrito como sigue en el caso de soluciones estacionarias
Maxwellianas.

TeoremaA 3.1.2. Bajo las mismas hipétesis que en el Teorema 3.1.1, salvo que ahora
suponemos py = 2y o(s) = slogs — s, existe un funcional convexo ¥ que alcanza su
minimo en f = f y tal que cualquier solucion débil de (3.1.1)-(3.1.4) satisface

It = follfz < FLfol -
Con las notaciones del Teorema 3.1.1, p=1, y(s)=€™* y (fo, P) Viene dada por
e loP/2

fol,0) = o Pe0)
con

e—(¢m+¢f)
= peo = folli s

El Teorema 3.1.1 esta basado, de alguna manera, en el método canénico de
entropias relativas y soluciones estacionarias especiales, al menos parap = 1 o
p = 2. Aqui, obtenemos resultados de estabilidad no lineal en I, 1 < p < 2, para
toda una familia de estados estacionarios. Asi mismo, aprovechando la acotacién
uniforme de la solucién estacionaria podemos introducir nuevas posibles eleccio-
nes del funcional de entropia y obtener resultados de estabilidad en L9 con g # p:
por ejemplo g = 2y p = 1 enel Teorema 3.1.2. Debemos notar que el Teorema 3.1.2
da un resultado de L%-estabilidad para estados estacionarios Maxwellianos, que
no estin incluidos en el Teorema 3.1.1 (ver Seccién 4).

Ideas similares fueron usadas anteriormente en diversos contextos: para siste-
mas gravitacionales (sin confinamiento) en [42, 44, 30, 31, 32] usando el método
de energia-Casimir y para sistemas en dominios acotados en [6, 7], usando esti-
maciones de entropia en las condiciones de contorno tipo Darrozes & Guiraud.
Para el caso de confinamiento, referimos a [27], y también a [11, 10, 24] para mo-
delos con un término de Fokker-Planck. Métodos de entropia han sido adaptados,
recientemente para difusiones no lineales: ver por ejemplo, [2] en el caso lineal y
[13, 14, 20, 39, 23, 22] en el caso no lineal, con aplicaciones a modelos acoplados
con Poisson [2, 8, 9] (ver también referencias en ellos para trabajos anteriores). Las
estimaciones de tipo Csiszar-Kullback son, en realidad, exactamente iguales en el
marco cinético y parabdlico.

La referencia més relevante para este capitulo, y por tanto en el caso del sistema
de Vlasov-Poisson electrostético, es [12] (ver también [4, 5, 29] para resultados
anteriores para plasma fisico). En [12], Braasch, Rein y Vukadinovi¢ consideran
soluciones clédsicas con soporte compacto para el problema de Cauchy y soluciones
estacionarias de soporte compacto en la variable de energia, dependientes de
invariantes adicionales del movimiento de las particulas.
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El objetivo y novedad de este capitulo reside en la extensién de sus resultados
a soluciones mads generales, a soluciones débiles y enfatizar en la relacién entre la
regularidad del datoinicial y los posibles funcionales y normas. M4s precisamente,
mejoramos y completamos los resultados en [12] en varias direcciones:

= Generalizamos los estados estacionarios, en dos sentidos: les permitimos
no ser de soporte compacto en la variable de energia (estados estacionarios
Maxwellianos), y la dependencia en energia y en otros invariantes del
movimiento no son necesariamente mediante estados factorizados (ver
Seccién 6 para mas detalles).

» Los Teoremas 3.1.1 y 3.1.2 son vélidos tanto para soluciones débiles como
renormalizadas.

= Y finalmente, obtenemos acotaciones de estabilidad en espacios L7 con
1 < g £ 2 (mientras que en [12] s6lo se daban para g = 2).

Trabajaremos en el marco de soluciones débiles [34, 36] o renormalizadas
[26, 38], incluyendo de este modo, el caso de soluciones clésicas. Como veremos,
hay una clase natural de soluciones estacionarias y normas L” con respecto a
las cuales se puede estudiar la estabilidad, pero ademds consideraremos otras
normas Lf. Por ejemplo, se sabe que los estados estacionarios Maxwellianos son
asintéticamente estables en L'(IR®) para el sistema de Vlasov-Poisson-Fokker-
Planck (VPFP) [11, 10, 27, 24], lo que nos impulsa a pensar que estos estados sean
estables para el sistema de Vlasov-Poisson en L', por supuesto, pero también en
otras normas. Esta cuestién motivo inicialmente nuestro estudio.

Este capitulo lo organizamos como sigue. Empezaremos discutiendo y dan-
do un repaso de las nociones y propiedades de las soluciones del sistema de
Vlasov-Poisson. En la Seccién 2 introduciremos, la familia de soluciones esta-
cionarias con la que trabajaremos a lo largo de este capitulo. La Seccién 3 la
dedicaremos a la demostracién de una version generalizada del Teorema 3.1.1.
El Teorema 3.1.2 serd probado en la Seccién 4. En la Seccién 5, estableceremos
algunas relaciones entre los diversos resultados de estabilidad no lineal, dados
en las secciones anteriores, y generalizaremos el Teorema 3.1.2. Finalmente, en la
Seccién 6, consideraremos estados estacionarios mas generales dependientes de
invariantes adicionales, para los cuales probaremos una extensién del Teorema
1.2

2. Nociones de solucion y estados estacionarios

2.1. Soluciones débilesyrenormalizadas parael problema de Cauchy. Una
solucioén cldsica [41, 43, 33, 28] es una solucién del problema de Cauchy (3.1.1)-
(3.1.4) para la cual las derivadas existen en el sentido clésico y el término de
fuerza E satisface una condicién de Lipschitz. Nuestros resultados se aplicaran a
nociones de solucién maés débiles. Por solucién débil [3, 34, 36], se entiende una
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solucién en el sentido distribucional, para la cual el término de fuerza E no es
suficientemente regular para aplicar la teoria clésica de caracteristicas (més abajo
precisaremos la nocién de solucién). Esencialmente, trabajaremos en el marco de
soluciones débiles (‘W) de Horst & Hunze [34], y como caso especial, en el de
Lions & Perthame [36] que abre un abanico mdas amplio de desigualdades de
interpolacion. Estas tltimas soluciones son a veces llamadas soluciones fuertes
[40] y seran denotas por (S). Para soluciones correspondientes a un dato inicial con
muy baja regularidad, usaremos las soluciones renormalizadas (R) de DiPerna &
Lions [26, 38].

Antes de dar definiciones mds precisas de solucién, introducimos algunas
notaciones y una hipétesis basica del dato inicial. Nos referiremos al problema de
Cauchy para el sistema de Vlasov-Poisson con dato inicial f, como el el problema
de valores iniciales (3.1.1)-(3.1.4). Suponemos

(H1) fo es una funcién no negativa en L' (R®)

y denotamos por M := ||fy||;: su masa. Sea ¢ la solucién de la ecuacion de Poisson
en el instante t = 0, correspondiente a f = f; en (3.1.3). A través de este capitulo,
consideraremos soluciones globales en tiempo: II = [0, o) es el intervalo de tiempo.
Como un paso preliminar, podemos enunciar el siguiente resultado (ver Apéndice
a este capitulo para su demostracién) que afirma que para cualquier dato inicial fo
existe una funcién o a la que se puede asignar un estado estacionario decreciente
en energia, siempre claro estd, que el potencial confinante lo permita. Queremos
agradecer a Bernt Wennberg el comentario que nos hizo, en el marco del congreso
Asymptotic methods and applications in kinetic and quantum-kinetic theory celebrado
en Granada en septiembre del 2001, a partir del cual surgi6 el apéndice de este
capitulo.

ProrosicioN 3.2.1. Para cualquier funcién no negativa fo en L'(R®), existe una
funcién no negativa estrictamente convexa o tal que lim,_, .., 0(s)/s = 400 y o(fy) €
LY(RS).

Para obtener resultados de estabilidad, tendremos que imponer mas restriccio-
nes sobre 0, que estaran estrechamente relacionadas con la eleccién de la entropia
0, si se prefiere, con la eleccién de los estados estacionarios. Antes de entrar en
ello, debemos definir de forma precisa las nociones de solucion.

DEerFINICION 3.2.2. Sea p € [1, 00]. Una funcién f € L*(L, LP(R®)) es una solucién
débil global de (3.1.1)-(3.1.4) con dato inicial f, siy sélo si:
1. f es continua en 1 con valores en L*(R®), donde s € [1,p) (s = 1 si p = 1), con respecto
a la topologia o(L?, L¥') (topologia débil para p < oo y topologia débil = para p = ). p y
p’ son conjugados Holder.
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2. f(O,) = fO'

3. La funcion (x,v) »— f(t,x,0)E(t, x) es localmente integrable sobre R® para todo t > 0
(puesto que f(t) € L'(R®) para todo t fijo, E(t, -) estd definido casi por doquier en R® y es
localmente integrable).

4. Para toda funcion test x € C,'(R®), la funcion o(t) := f xX(x,v)f(t, x,v) d(x,v) es
continuamente diferenciable en 1y

o'(f) = fv-Vx)((x,v) f(t, x,v)d(x,v) + fE(t,x)-V,,)((x,v) f(t,x,v)d(x,v) .

Hacemos notar que una solucién débil para p > 1 es una solucién débil para
todo g € [1,p]. Siguiendo a Horst & Hunze [34], tales soluciones débiles existen
en el caso ¢, = 0 globalmente en tiempo si suponemos que f, satisface

(‘W) fo=0, fo € L'(RS) N LP(R®), p > po = (12 + 3 V5)/11 = 1,70075... y

‘fn;é (Iv|2 L ¢e(x)) folx,v) d(x,v) < 0.

También consideraremos el caso particular de las llamadas soluciones fuertes de
Lions & Perthame [36]:

S) fo=0, fo € L'(R®) N L~(R®), y para algtin m > 3,

fn;é (|U|m + qbe(x)) folx,v) d(x,v) < o0 ..

Nota 3.2.3. Enel caso (W), Voo € L*(R?)? [34] como consecuencia de la desigualdad
de interpolacion: ||plls < CIIfIF, I[P £11}7° con q = gz—:?, 0 € (0,1), y de la desigualdad
de Hardy-Littlewood-Sobolev: ||Vo||.r < Cllpllrs con }; —1 =1 Elcasop = po es obtenido

imponiendo r = p’. Sin hipétesis sobre la energia inicial, es atin posible dar resultados de
existencia global [15, 16]. También notamos que si se satisface (W), folog fo € L'(R®),
como se verd en la Seccion 4, siempre que e % € L'(IR?) para algin > 0.

En este capitulo, también consideraremos nociones de solucién atin mas débiles.

DEeriniCION 3.2.4. Supongamos que
(R) fo es una funcion no negativa en L'(R®) tal que f, log fo € L'(R%) y

L6<%{v|2 o (Pe(x))fO(X,U) d(x,v) + %Lg |Vx¢0|2 o 55 .

Diremos que f € C°(I, L'(R®)) es una solucién renormalizada de (3.1.1)-(3.1.4) en I
con dato inicial fo siy sélo si
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1. Las cantidades

jﬂ;(%h}IZ + Pe(x) + %cp(x, t)) fla o8 diev) ¥ jﬂ; f(x,v,t) log f(x,v,t) d(x,v)

estdn acotadas superiormente, de forma uniforme en t > 0.
2. B(f) = log(1 + f) es una solucion débil de

d
gﬁ(f) tv- vx,B(f) + E(tr JC) : Vvﬁ(f) =0
considerada en el sentido distribucional, donde E es definido de acuerdoa (3.1.2) y (3.1.3).

En el caso e #% € L'(IR?) para algin B > 0, soluciones débiles para p > 1 son
también soluciones renormalizadas (ver Lema 3.4.1).

ProrosicioN 3.2.5. Consideremos fy que verifica (R) y supongamos que ¢, es un
potencial no negativo tal que: limy, ;. Pe(x) = +00. Si @, estd en Wllc;cl(]R:*), el problema
de valores iniciales (3.1.1)-(3.1.4) admite una solucién renormalizada global. Si ademds
¢, pertenece a W;f para q > % y si se verifica (W) , entonces (3.1.1)-(3.1.4) admite
una solucion débil.

Demostracion. La demostracion de este resultado no aporta ideas nuevas a las
ya introducidas en [34, 36, 26, 38], por lo que no se muestra aqui. El resultado es
una inmediata adaptacién de las demostraciones presentadas en estas referencias,
ya que se han supuesto las hip6tesis necesarias, para ello, sobre el potencial con-
finante. Para soluciones renormalizadas, las caracteristicas pueden ser definidas

de acuerdo a [25, 35] siempre que ¢, esté en Wllocl (R%. O

Las soluciones débiles y renormalizadas tienen las siguientes propiedades:

1. La funcién de distribucion toma valores no negativos para todo ¢ > 0.
2. Conservacion de la masa: para cualquier ¢ > 0,

f ft,x,v) d(x,v) = f fo(x,v) d(x,v) = M.
RE R6
3. Energia cinética, energia potencial y entropia finitas: para cualquier t > 0,

Jre (BI0P + 0e@) + 10(x)) f d(x,0) < foi (R0P + o) + 1po(x)) fo d(x, v)

Y Jeo f log fd(x,v) < [ fo log fod(x,v),

con igualdad en el caso de soluciones clasicas (ver Corolario 3.2.8 para una apli-
cacion).
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4. En el caso (S), para cualquier ¢ > 0,

lf (¢t Mlzowsy < Nl follrors) -

5. Ademds, si suponemos que

(12) fR ofo) dx,7) < oo

para alguna funcion continua estrictamente convexa o : R} — R, entonces para
cualquier t > 0,

f o(f) d(x,0) < f ofy) d(x,0),
RS R®

con igualdad en el caso de soluciones clasicas (ver Corolario 3.2.8 para una apli-
cacion).

2.2. Soluciones estacionarias y funcionales de entropia. Antes de presentar
las familias de soluciones estacionarias y funcionales de entropia que ocuparén
este capitulo, introduciremos algunas notaciones. Para cualquier funcién f €
L'(IR°), notamos por ¢ = ¢[f] ala solucién de —A¢ = [¢, f dven L>*(R®) dada por
la convolucién con la funcién de Green del Laplaciano. El operador ¢ es lineal y
satisface:

ff¢[g]d(x,v)=fgcp[f]d(x,v).
R6 RS

Los estados estacionarios del sistema de Vlasov-Poisson aparecen como solucién
de un problema de punto fijo en L**(R?), concretamente

(3.2.1) fooolx,0) =7y (%Ivl2 + @ foo,0](x) + Pelx) — a)

donde a viene dada por la restriccién

f ¥ (%Ivlz #* (P[foonf](x) = q)e(x) = 0() dxdv=M
]R6

La solucién del problema verifica formalmente la ecuacién de Vlasov. Entonces,
estos estados estacionarios existen si y sélo si verifican la ecuaciéon de Poisson.
Equivalentemente, los estados estacionarios existen si y s6lo si, (considerando un
cambio de coordenadas)

“Adrs = Goldboos + be — Albos + d]) con  Gold) = 47V fo VE (s + @) ds

tiene una solucién ¢, = P fwo,0] tal que ﬁ& foo,0 d(x,v) = M. La constante « viene
determinada de forma univoca al menos para @[ f. ] fijo, implicitamente por la
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condicién de conservacion de la masa, es decir,

f Go(u — afu]) dx = M.
R3

Bajo condiciones que vamos a detallar a continuacién probaremos que tal solucién
estacionaria existe y es inica (ver Lema 3.2.7).

Consideremos o tal que y es la inversa generalizada de —o’ (eventualmente
extendida por 0): o es convexa (resp. estrictamente convexa) si y sélo si ¥ es
monétona no creciente (resp. decreciente en su soporte). Con estas notaciones,
suponemos que o y ¢, verifican:

(H3) o€ C*R*)NCOR}) es una funcién estrictamente convexa, acotada

inferiormente tal que

o(s

lim i = +00

s—o+0 8§

(H4) ¢.:R?® > R es una funcién medible acotada inferiormente tal que
lim @.(x) = +oo
|ot|—>+00
¥ x = Go(de(x)) = 4m \/—Z-Eoo Vs y(s + ¢e(x)) ds pertenece a L' N L*(R®).

Las condiciones de crecimiento de ¢, y de decaimiento de y serdn referidas
como condiciones confinantes. Adaptaremos las demostraciones dadas en [27] para
el caso y(s) = e y en [6, 7] para el caso de dominios acotados para probar la
existencia de soluciones estacionarias f.,. La existencia de @ = a(M) serd una
consecuencia de la demostracion.

Sea M > 0 y consideremos en L} (R®) = {f eLY(R®) : f>0cpd., |Iflln= M}
el funcional

K,[f] = Lé[a(f)+(%lv|2+¢e(x))f] d(x,7) + %fk VLI dx .

DerFINICION 3.2.6. Dados f y g en L} (R®), se define la entropia relativa de f con
respecto a g como

3:22) S Al = [ ot o) - @) - iz,
1
+5 | 011~ gDl as

Lema 3.2.7. Bajo las Hipoétesis (H3)-(H4), K, es un funcional estrictamente convexo
acotado inferiormente en L}, (R®). Alcanza un iinico minimo global, fwq, que tiene la
forma (3.2.1) y es por tanto, una solucion estacionaria del sistema de Vlasov-Poisson.
Ademds L[ f|fw,c] puede ser escrito como

(3.2.3) Yol ffoos] = Kol f] = Kol feel -
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Y 0(foo,0) Y 0" (foo,0) foo,s pertenecen a L1(IRS).

Demostracion. La Hipotesis (H4) garantiza que K, [ f] estd acotado inferiormente
por la desigualdad de Jensen. Por la Condicién (H3) K, es convexo, asi que
podemos pasar al limite en una sucesién minimizante gracias a la propiedad de
semi-continuidad. El limite f., pertenece a L} (R°) por el criterio de Dunford-
Pettis. La ecuacion (3.2.1) es la correspondiente a Euler-Lagrange (donde a entra
como el multiplicador de Lagrange asociado a la restriccion sobre la norma L).
La identidad (3.2.2) se sigue facilmente por un célculo directo usando (3.2.1). O

Notamos que Z;[f|fw,s] es obviamente no negativa, puesto que K,[f] alcanza
su tinico minimo en f = f .

Cororario 3.2.8. Consideremos una solucion renormalizada o débil f de (3.1.1)-
(3.1.4) bajo las Hipétesis (H1), (H2), (H3) y (H4). Entonces Lo[ f ()| foo,0] < Zolfolfoo,0]-

Demostracion. Es una consecuencia de las acotaciones de la energia, poten-
cial y entropia por sus correspondientes valores iniciales y de la propiedad
f]RB o(f) d(x,v) < f]Ré 0(fo) d(x,v). Debemos notar que debajo de estas acotaciones
subyacen argumentos clasicos de semi-continuidad. O

Veamos algunos ejemplos de funciones o a las que les asignamos su corres-
pondiente estado estacionario.

EjempLo 3.2.9. 1) Sea 0,(5) = 5%, con y,(s) = (—s/q)+ /™", para algiin g > 1. Con las
notaciones foq = foo,0, Y Poog = Plfeo,q,l, esta solucion estacionaria satisface la ecuacion
no lineal de Poisson

e T
ztga

~APeoy = Cy (O‘(M) — e — ¢°°/q) '

"
donde Cy = (22477 I(-L) /T(=5),
2) El caso limite cuando q — 1 corresponde a 01(s) = slogs — sy y1(s) = e™*. En este

caso obtenemos la solucién estacionaria Maxwelliana
P L IR CoRoN e))

vheo 0 /4 = 74 = M (4
(3.2.4) foon1(x,0) = m(x, ) 2y ﬁ{s e~ B ()+0e)

donde ¢ viene dada por la ecuacion de Poisson-Boltzmann
e—(¢w,1+¢e)
.[];23 e~ (Do +Pe) ’

{3.2.5) Aoy = f m(x,v)dv = M
R3
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3) Un caso menos usual es

a(t) = {Zf” Ogt 20 ds si0<t<1

sit>1

lo que corresponde a: y(t) = e~

En las préximas secciones analizaremos estos ejemplos, que motivardn un
tratamiento mds general. Por simplicidad en la notacién, escribiremos L[ ffe 4]
en lugar de &, [f|fe 0], parag > 1.

3. LP-estabilidad no lineal

En esta seccion, damos un resultado de LP-estabilidad no lineal para f,, 1 <
p < 2,conminimas condiciones de convexidad sobre el dato inicial y con constante
de estabilidad explicita. Su demostracién se basa en el siguiente resultado.

ProrosiciON 3.3.1. Sean f y g dos funciones no negativas en L'(R®) N LP(R®),
p € [1,2] y consideremos una funcion estrictamente convexa o : R} — R en CH(R*) N
CO(RY). Sea A = inf {0”(s)/s"2 : s € (0, )}. SiA > 0, entonces la siguiente desigualdad
se mantiene:

(33.1) Llflgl = 227A [max (ALY Igl3")] If - gl
1
+5 | 911~ gl dx.

Demostracion. El caso p = 1 es la bien conocida desigualdad de Csiszar-
Kullback (ver por ejemplo [1]) que vamos a adaptar al caso p > 1.

Supongamos en un primer momento que f > 0. Por medio de un desarrollo
de Taylor de orden dos de o deducimos que podemos escribir la entropia relativa

para f y g como

Zifigl = 5 [ @I -+ 5 [ 9L~ olgDP ds
(332) s £ f}R S g d o)+ fm VQIf1 - $leDP dx

donde & cae entre f y g. Sip = 2, el resultado es obvio. Consideremos entonces,
1 < p < 2.Porladesigualdad de Hélder, para cualquier /(x, v) > 0y para cualquier
conjunto medible A C R®, tenemos que

p/2
— - Lo . s12p=2 as
j;{lf gPh™*h* d(x,v) < (L |f — gI° 1P d(x,v)) (Lh d(x, v))

1/s
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cona =p(2-p)/2,5=2/(2-p). Entonces

/2 (r-2)/2
(L |f — g h 2 d(x, v))p 2 (j;{ |f — gl d(x, v)) (L h d(x, v))p )

Aplicamos esta férmula a dos conjuntos diferentes.
i) EnA = A; = {(x,v) € R®: f(x,v) > g(x,v)}, usamos &2 > f*~2y tomamos

h=f

p/2
(f If = fe™ d<x,v)) 2( IS d(x,v)) AP
A A

ii) EnA = A, = {(x,v) € R®: f(x,0v) < g(x,v)}, usamos £"2 > g2 y tomamos
h=g

p/2
( f If — gPE 2 d(x, v)) > ( f If - gP d(x, v)) gl 2" .
Az Az

Para probar (3.3.1) en el caso f > 0, s6lo tenemos que juntar las dos desigualdades
anteriores en (3.3.2) y usar la desigualdad (4 + b)” < 2""'(a” + V") para cualquier
a,b > 0y r > 1. Por otra parte para el caso f > 0, seguimos un argumento de

densidad: aplicamos (3.3.1) a f.(x,v) = f(x,v) + € e ¥~ y tomamos € — 0 usando
el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue. [

Esta proposicién puede ser aplicada a soluciones débiles o renormalizadas
para probar el primer resultado importante de este capitulo, que es una versién
mas detallada de la Proposicién 3.1.1.

TeoreEMA 3.3.2. Sea f, verificando (H1), (H2) y suponemos (R) o (W). Supongamos
(H3) y (H4). Si f es una solucién débil o renormalizada de (3.1.1)~(3.1.4) con dato inicial
fo, entonces

”VCP - V(Pooxr”iz & 2 Z‘G[fOIfOO,U]
Supongamos que A = inf {0”(s)/sP™> : s € (0, 0)} es positivo para algin p € [1,2]. Si
p = 1, supongamos ademids que e~ € L'. Entonces f, € LP(R®) y
If(B) = feoillty < C(fo, 0) Zol fol foo]
para cualquier t > 0, donde C(fy, 0) es una constante, que toma la forma explicita
2 max (|Ifoll5,” | fooollsy?)  sip>1
C(f()/ 0) =
M sip=1
En el caso (S), C(fo,0) esti también acotada por E- MO MEPEDI cop M =

max (|| follzs, || foo,ollLe)-

0000000000000 0000000000000000000000000000000000000000000000a
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Demostracion. La demostracién es una consecuencia directa del Lema 3.2.7,
Corolario 3.2.8 y Proposicion 3.3.1 una vez que es conocido que C(fy, 0) es finita.
Aunque probamos directamente una estimacion de || f(t) — fwll, en términos de
o[ folfe,0], podemos notar que, para p > 1, dos integraciones dan la desigualdad

a(s) — o(s0) — 0’ (s0) (s — 50) > [s” —s—p sg_l (s — so)]

A
pip-1
para cualquier (s, so) € (0 + ). Aplicado a f'y foo +, esto significa que sobre R®

(333) ) =0(fo) =0 (foe) (f~foo) 2 5 (p 5 L= farmp fos (F=foo)]

lo que prueba que f pertenece a L*(R*, L7 (R®)) (para || fol|», de acuerdo al Corolario
3.2.8 aplicado con o(s) = g,(s) = s”). La constante C(fy, 0) involucra a || follr, que
estd por tanto acotado en términos de o(fy) vy fo o’ (fo)

Sip =1, la condicién e™? € L' es equivalente a que f«,, también pertenece a
L'. En este caso, la desigualdad (3.3.3) es reemplazada por

o) = (o) = 0 (fu) ( = o) = A [f log ( £ ) o fm,(;)] .

La Proposicién 3.3.1 aplicada a f y f. nos da: por un lado,
HV<P - v(;boo,a”iz < 2 Za[flfoo,a]

y por el Corolario 3.2.8 podemos concluir

”qu - vqu,alllz‘z < 22g[f0|foo,0]~

Y por otro lado,

() = foolly [max (A1, 18127 )] Zol 1],

usando nuevamente el Corolarlo 3.2.8 y el Lema 3.2.7, que nos garantiza ||f]|» <
Il follr, concluimos la demostracién del teorema. [

Nota 3.3.3. 1. Notamos que A=p(p—1)sio=0, p>1LyA=1sip=1y
C(fo,02)=1. La expresién de C(fo, o) es Optima al menos para o = o, en el limite
lfo = foo,sllr — O (ver [1] para una discusion el casop = 1).
2. Parap > 2,por la desigualdad de Holder, se mantiene la desigualdad en el sentido
contrario:

If(D) = fooillZy + IV — Voo olZ,  controlaa  Z,[folo].

3. Parap = 1, recuperamos la desigualdad cldsica de Csiszdir-Kullback en la Pro-
posicion 3.3.1 y un resultado de estabilidad en L' (ver [1, 2]) que es natural en
el marco de soluciones renormalizadas (si flog f pertenece a L': ver Lema 3.4.1
abajo).
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4. LZ%-estabilidad no lineal de estados estacionarios Maxwellianos

En [12], Braasch, Rein y Vukadinovi¢ introdujeron funcionales de Lyapunov
modificados con el fin de probar L*-estabilidad para ciertos estados estacionarios
(ver Seccién 5 para mds detalles). En esta seccién extenderemos esta idea al caso
Maxwelliano. El principal ingrediente es el siguiente: si bien, ¢’/(s) = 1/s no
estd acotada inferiormente de forma uniforme por algo positivo (que seria la
condicién para aplicar directamente la Proposicion 3.3.1 en L?), f.,1 est4 acotada
en L por una constante §, que es suficiente para considerar el infimo de ¢” en
(0,3).

En el caso Maxwelliano, notamos primero, que (H2) se puede seguir de las
otras hipotesis.

Lema 3.4.1. Supongamos que e #% pertenece a L'(IR®) para algin B > 0. Sea f una
funcién no negativa en L' N L1(R®), g > 1, tal que (x,v) — ([vf? + ¢(x)) f(x, v) € LY(R®).
Entonces f log f pertenece a L'(RS).

Demostracion. Dependiendo del signo de log f, vamos a considerar dos casos.
1) Definimos g(x,v) = e 5I0P-%:0 En A = {(x,v) € R® : f(x,v) < 1}, usando la

desigualdad de Jensen, tenemos
0> fﬂ[f logf+ﬁ(%lvl2 +(j)e)f] d(x,v) = fﬂf log (ﬁ) d(x,v)
A1l 1 m
> lfllscn log (2

”g”Ll(g{)

2) En R® \ A, concluimos usando el siguiente lema. [

Lema 3.4.2. Sea f una funcion no negativa en L' N L4(Q), q > 1, para algiin dominio
arbitrario Q C RN, d > 1. Entonces,

q
“f”Lq(Q)]

1
1 1 1o 1
Lf(z) og f(z) dz < g—1 I fllr @) Og(”fllu(g))

Demostracion. Por la desigualdad de Holder,
g0-1)

q-r
AL < A AL

paral < r <g.Enr =1, tenemos una igualdad, y por tanto, podemos derivar en
la desigualdad con respectoarenr=1. O

Sea ¢, y fo verificando, respectivamente, (H4) para 0:(s) = slogs — s, y (H1),
(W). Consideremos una solucién débil o renormalizada f de (3.1.1)-(3.1.4) con

000NN 00000000000000000000OCC0CBCCCCRCRNOOONOGOIONOSNORONONONONNOCORTOTNOCNONORNRNOYTCT
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valor inicial f; y el correspondiente estado estacionario f.,1 = m dado por (3.2.4)-
(3.2.5). De acuerdo con el Teorema 3.3.2, m es L!-estable:

N B S

Probaremos ahora un resultado de L?-estabilidad para m usando un “funcional
truncado” de forma apropiada, como en [12]. Sea &1 (x, v) 1= [0? + (Poo1(x) + Pe(x),
el funcional de energia asociado al estado estacionario m. Por (H4),

Emin = Inf{E1(x,v) : (x,v) € R®} > inf{g(x) : x € R’} > —c0.

Denotamos m = ¢ o & con ¢(s) = ke™* donde

M ) ) =1
(341) K= W [fe P~ dX} .

Consideramos § = @(Emim) y definimos

| slogs—s sis€[0,5]
Tle) = o g8 (5 — 5)2 — (Emin — log k)(s —5) +5log5—5 sis € (5, +)

La funcién 7; es de clase C([0, o)) N C?((0, »)), con min(z}) = e~ /k > 0. Puesto
que 0 < m(x,v) < @(Emm) = § para algin (x,v) € R® y ¢ es decreciente, m
es un minimo del funcional de energia libre (o Casimir) modificado L., [fm] =
K. [f] - K, [m], donde

Kulfl= [ (3P + 5940 a0 + [ mnawo

y podemos aplicar el Teorema 3.3.2 con p = 2. Esto prueba una versién refinada
del Teorema 3.1.2. Puesto que f pertenece a L?, 71(f) tiene sentido en L' gracias al
Lema 3.4.1. Debemos sefialar que la construccién de 71 ha sido hecha de forma que
K., [m] = K,;,[m], y entonces se puede aplicar el Corolario 3.2.8. En este contexto,
es natural trabajar con soluciones débiles mejor que con renormalizadas.

Teorema 3.4.3. Supongamos (H1), (H3), (H4) para 0 = o1y (W) parap = 2.
Consideremos la solucién dada por (3.2.4)-(3.2.5). Con las notaciones anteriores, cada
solucion débil f de (3.1.1)~(3.1.4) con dato inicial fo € L' N L*(R®) verifica

. [folm] 2 S O] = o= 1) —mlls V20,

Nota 3.4.4. 1. Una version mds simple del Teorema 3.4.3 se mantiene para
las soluciones que satisfacen (S). Ya que no es necesario modificar o, pues-

to que a?/(s) = 1 estd acotado inferiormente en (0, max(|| follu=, [lmll.=)] por

max (|| follz=, “m”L"")_]-
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2. El Teorema 3.4.3 puede ser generalizado a cualquier solucion estacionaria fw . y
cualquier norma L con p # q € (1, 2]: ver la préxima seccion.

3. Notamos que en el caso Maxwelliano el valor de « definido por (3.4.1) es e=*™
donde a = a(M) es la constante en (3.2.1) que fija la retriccion de la masa.

5. Resultados generales de estabilidad no lineal

En esta seccién, generalizamos los resultados de estabilidad de las Secciones
3-4al%1<q<2,yaestados estacionarios arbitrarios f.,. Generalizaremos las
técnicas usadas en el resultado de L?-estabilidad de Braasch, Rein and Vukadino-
vi¢ en [12], que puede ser resumido como sigue. Sea y una funcién C'! en R tal
quey’ <0 en (—00,Ems) ¥y = 0 en [Emax, +0) y se define 0 como una primitiva
de —(y™'),que estd bien definida al menos en algtin subintervalo en R* (ver por
ejemplo [14] para més detalles). Entonces f., es un estado estacionario de so-
porte compacto que es L*-estable para las soluciones débiles y renormalizadas de
(3.1.1)-(3.1.4).

Para g > p, la principal idea es de nuevo acotar ”(s)/s?? inferiormente s6lo
en el intervalo (0,5 = || fe,0ll=) y modificar o en (5, +o0). En este caso, establecemos
una consecuencia ttil de la Proposicion 3.3.1. Sea Eq(x, ) := 1[0 + (oo o(x) + Pe(x)
Y Emm = Inf{&E,(x,v) : (x,v) € R®, que es finito por la h1pote51s (H4). Con las
notaciones de las Secciones 2-3, f., , = ¥ 0 (E; — @), donde a es tal que ||fw sll;r = M.
Tomamos 5§ = Y(Emm — @) y definimos

7,(5) := { o(s) sise€[0,3]

YP(s) sis € (5, +o0)

con (s) = Z8a,(s) + (a ) -7 q(s))(s ~5)+06) - 58 6,(6) y 04(t) = . Con el

funcional de Lyapunov truncado Z.,[f|fw,s] = K¢, [f] = K¢, [ foo,0], inmediatamente
obtenemos el siguiente variante de la Proposicién 3.3.1.

Cororario 3.5.1. Sean f y g dos funciones no negativas en L'(R®)NLI(R®), 4 € [1,2]
y consideramos una funcion estrictamente convexa o : Rj — R en C*(R*) N C°(RY).
Con las notaciones anteriores, sea B = inf {0”(s)/s72 : s € (0,5)}. Si B > 0, entonces
existe una constante C > 0 tal que

L
I, [f1g] 2 CIIf - gl + 51V — Voo,

Como en la Seccién 4, esta estimacién puede ser aplicada para obtener resul-
tados de estabilidad no lineal.

TeorEMA 3.5.2. Sea fy que verifica (H1), (H2) y (R) o (‘W). Supongamos que o y ¢,
satisfacen (H3) y (H4). Supongamos que inf {0”'(s)/s"~* : s € (0, 5)} es positivo para algiin
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p € [1,2], donde 5 es definido como arriba. Entonces f« , es Li-no linealmente estable tanto
para soluciones débiles como renormalizadas de (3.1.1)-(3.1.4) para cualquier q € (1,2],
siempre que fo € L1(R%) sig > p.

Demostracion. El caso g = p es recogido por el Teorema 3.3.2. Para g > p, la
demostracion es una fécil aplicacién del Corolario 3.5.1: f., es Li-estable en el
sentido de que existe una constante C > 0 tal que para cualquier t > 0,

If(t) = feoolls £ C Zer [ fol fooro] -

El caso 1 < g < p es un consecuencia de la desigualdad de Hélder y el Teorema
J32

“f(t) - foo,a||Lq < (ZM)% (C(fo, ) ZG[fOIfoo,a])%(% _
[

El caso p = g = 1 es recogido por el Teorema 3.3.2. S6lo el caso 1 = g < p se deja
abierto. En el caso g > p, notamos que la norma L estd acotada en términos de
L, [ folfeo,s] y nO en términos de X[ fo| fwo,o]. ( Como ocurria, también en el Teorema
343,conp=1,¢9=2).

6. Estados estacionarios dependientes de invariantes adicionales

En las secciones anteriores, tratamos estados estacionarios que dependian s6lo
de la energia. Nuestro andlisis de la estabilidad puede ser extendido a soluciones
estacionarias que dependan adicionalmente de otros invariantes del movimiento.
Para evitar pesados enunciados, s6lo mencionaremos la generalizacién del Teo-
rema 3.4.3. Para enfatizar la conexién con los anteriores resultados, abusaremos
del uso de las mismas notaciones.

Consideramos el sistema de EDO

X=V, V=-Vu(t,X)— Vae(X)
que describe las caracteristicas de la ecuacién de Vlasov (3.1.1). Supondremos que
tanto ¢ como ¢, son localmente Lipschitz ( soluciones clésicas), o al menos en

W}ocl (usando la caracteristicas generalizadas de DiPerna & Lions, ver [25, 35]).
Una funcién I : R® — R™, es un invariante del movimiento siy solo si

d
=X, V(h) = 0

en un sentido apropiado. Ejemplos clésicos de invariantes son, por ejemplo, el
momento angular I(x,v) = x X v en el caso de un movimiento de fuerza central (es
decir, si ¢ + ¢, es radialmente simétrico), su médulo, o una de sus componentes:
I(x,v) - v, en el caso asimétrico con eje de direccién v € S?, correspondiente a
un sistema invariante bajo rotaciones del eje v. Referencias sobre resultados de
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existencia de soluciones cldsicas con simetrias pueden encontrarse en [28] (para
soluciones estacionarias ver [18]).
Consideramos soluciones estacionarias de la forma

(3.6.1) fo e d) = y(E(x, V) — Ol Poog, Pe, 11, 1(x, v))

donde ay es una constante que serd determinada por || fo 5/l;1 = M, Eesla energia
y I es un invariante del movimiento. Notamos que E depende de ¢ s = ¢[ foos]-
Por simplicidad, suponemos que I es una cantidad escalar.

En [12], Braasch, Rein & Vukadinovi¢ consideran el caso en el que u puede ser
factorizado como

WE, D =y(E-a)v() Y (EI)eR?,

donde y es de soporte compacto y & € R. Si y satisface (H3) y (H4) y si v es una
funciéon C' uniformemente positiva, nuestros resultados anteriores pueden ser
extendidos facilmente. En esta seccién, vamos a considerar estados estacionarios
generales correspondientes a funciones u que no seran necesariamente factoriza-
dos en términos de dos funciones y y v (tal extensién ha sido ya considerada por
Guo y Rein en [32] para sistemas gravitacionales) o no necesariamente de soporte
compacto en E.

Para garantizar la existencia de estas soluciones estacionarias, tenemos que
suponer las siguientes hipétesis sobre u y ¢,, que son generalizaciones de (H3) y
(H4) de la Seccién 2.

(H3’) Sea o : R xR — R tal que %‘S’—(S, I) = —u~Y(s,I) y supongamos que para cualquier
I € R fijo, o(.,I) tiene una C°(Ro*) N C2(R*) regularidad, esti acotada inferiormente,
es estrictamente convexo y tal que 1im, .. 0(s,I)/s = +oo. Aqui u™' es la inversa
generalizada de s — (s, 1), para I fijo.

(H4") El potencial externo ¢. : R — R es una funcion medible acotada inferiormente tal
gue limp 100 Ge(x) = 400 y

e f]R ! (%mz T (), I(x, v)) g5

pertenece a L' N L=(R?).

La solucién estacionaria f., se caracteriza por ser el tiinico punto critico no
negativo de un funcional estrictamente convexo K, con

K;[f] = [RG [a(f,l) &= (%lvl2 + (pe(x))f] d(x,v) + %jl; Vo[ 1P dx,

bajo la restriccién ﬁzé foo,o d(x,v) = M para algin M > 0 dado. Como en la Seccién
2, ay en (3.6.1) es el multiplicador de Lagrange asociado a la restriccién de la
masa y estd univocamente determinado por la condicién f]Ré foo,0 d(x,v) = M. Para
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0, asociamos un funcional de entropia relativa definido por

Za[flfoo,d] a= Ka[f] - KU[fDO,O‘]
0 1
= [ ot D=00= 5 (f~feldr o)+ 5 [ VG 1-gon )P
CON O = U(fw,ar I) y qboo,cr — qb[foo,a]-

. Si exlilste ;na furr}ciéf AU(I).> 0 tal que ngg(s, I) > As(I) paraalgtin (s, I) € R} XR,
esarrollando por Taylor se sigue que

Lo [flfou] > fm ADIf ~ fuol? A3,

que prueba un resultado de “peso” L*-estabilidad. Exactamente como antes, po-
demos usar un argumento de “cortar” y obtener una generalizacién del Teorema
3.4.3.

Sea E¢(x,0) := 0P + Poo,o(X) + Pe(X) Y Emmn = Inf{E5(x,v) : (x,v) € R}, que es
finito por la hipétesis (H4"). Con notaciones evidentes, fw, = t(Es(-) — am, (-, -)).
Tomamos 5(I) = p(Emin — am, I) y definimos para cualquier I € R

_Jo(s,I) sis€[0,5(1)]
(2.6.2) TolBrl)i= {gb(s, I) sise(3(I),+0)

a;(9) a3 () o5
02(s) = s*. Con el funcional de Lyapunov truncado I, [ f|feo] = K¢, [f] = K¢, [ foe],
inmediatamente tenemos el siguiente invariante del Teorema 3.4.3.

con P(s,1) = ZEDg,(s) + (o'(g, I)— 26D 0’2(§))(s-s") + 05D~ 28D 5,9, 5 = s(I) y

TeoreMa 3.6.1. Sea I una funcion en C'(R®) y supongamos que ¢., u verifican
(H3')-(H4"). Supongamos ademds que

B;(I) = inf{s € [Emin — am, y‘l(O, Nl : %(5, N} >0 paratodol € R.

Sea fo una funcion no negatioa en L'(R®) N L*A(R®, B,(I(x, v)) d(x, v)), tal que (x,v)
o(fo(x,v), I(x, v)) pertenece a L' (R®) y consideramos una solucién débil (resp. renorma-
lizada) del sistema de Vlasov-Poisson con condicion inicial fo que satisface (W) (resp.
(R)). Entonces para cualquier t > 0

Lo, [fol foool 2 Eo,[f ()l foo0] = f]R Boll(x, 0)) If (£, %,0) = fool, o) d(x,v) .

Estimaciones con peso L7 pueden también ser establecidas, si se reemplaza o,
por 0, en (3.6.2), bajo la condicién infls € [Emm — &, u™(0,D] : s27922(s, 1)} > 0
para alginl € R.
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Nota 3.6.2. La Ecuacion (3.1.1) es un caso especial (aproximacion de banda paraboli-
ca) (ver segunda parte de esta memoria) del sistema de Vlasov-Poisson para semiconduc-
tores

% +’0(p) : fo+P(t,X) ’ V}’f =0,

en R X R? x R?, con v(p) = V,e(p). Si suponemos que € es una funcién no negativa
C' tal que e=®) € L'(IR®), entonces usando abusivamente las mismas notaciones que para
(3.1.1) (que corresponde a un caso especial €(p) = 1p?), se puede por ejemplo, probar que
existe una solucion estacionaria de tipo Maxwelliana dada por

e_e(p)_q (P(x)+¢pe(x))
ﬁ& e=e-16+¢) d(x,p)

donde ¢ es dado por (3.1.3) con p(f)(t,x) = AS f(t,x,p) dp. Resultados de estabilidad
no lineal para m y estados estacionarios mds generales pueden fdcilmente ser obtenidos
usando las ideas anteriores. Los modelos realisticos incluyen colisiones, que normalmente
determinan una clase especial de soluciones estacionarias ( y el funcional de Lyapunov
apropiado es entonces decreciente incluso para soluciones cldsicas). Referimos a [37, 37,
6, 7,17, 19] para mds detalles sobre el tema.

m(x,p) = M

7. Apéndice: una propiedad de convexidad de funciones L'

Sea fy una funcién no negativa en L'(Q) para algin dominio Q en R?, d > 1
(no necesariamente acotado). Es directo chequear que o(fy) € L}(Q) si 0 es una
funcién convexa de C*> en R* tal que s — a(s)/s es acotada (considerar por ejemplo
0(s) = 25 + e~* — 1). El resultado de la Proposicién 3.2.1, que es un caso especial de
la siguiente proposicién, es mucho maés fuerte.

ProrosicioN 3.7.1. Sea (E, dp) un espacio medible. Para cualquier funcion no nega-
tiva fo en L(E, dy), existe una funcién no negativa estrictamente convexa o de clase C
tal que lim;_, 1o 0(s)/s = +o0 y o(fo) € LY(E, dp).

Este resultado es més o menos estdndar. Vamos a dar una demostracién por
completitud del capitulo, que se basa en el siguiente lema elemental.

Lema 3.7.2. Consideramos una sucesion {a,} con a, > 0 para todony Y, o, < oo.
Entonces existe una sucesion creciente {f,} con B, > 0 para alginn € N, y lim,_, B, =
+oo tal que Y, at,fn < .
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Demostracién del Lema 3.7.2. Probamos este resultado dando una construccion
explicita de fy. Sea €, = ¥y Om y tOMamos fy = 5=

1
S €n — € 7
2 \/,e—n- VEn+1
lo que inmediatamente de )., @mPm < Veu. O
Demostraciéon de la Proposcién 3.7.1. Sea a, = fn

anﬁn = (en - €n+l)

r— fo du y tomamos f,

dado por el Lema 3.7.2. Se puede encontrar una funcién convexa o con s > d(s)/s
no decreciente, tal que o(n + 1) = (n + 1),. Entonces

on+1)
j;sfo<n+l O(fO) d}l = jr:sfo<n+l fO d“ n+1 B 0(,1,5” !

lo que finaliza la demostracién. [

Nota 3.7.3. De la Proposicién 3.7.1, es claro que no hay una funcién convexa éptima
o correspondiente a un dato inicial dado f, (volver a aplicar la Proposcion a o(fo)). Para
cualquier o, uno puede sin embargo, asociar una funcion y. ; Hay alguna condicién éptima
de crecimiento de ¢., de forma que ambas, solucion estacionaria y entropia relativa estén
bien definidas? Por otra parte, si la condicién de crecimiento no se satisface, ;es posible
dar alguna estimacion de la dispersién (como en el caso ¢, = 0, 0 (x — xo) - Ve = 0 para
algiin xo € R? dado) ?
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CAPITULO 4

Comportamiento asintdtico de una ecuaciéon parabélica no lineal
de cuarto orden

En este capitulo estudiamos el comportamiento asintético de soluciones del
problema de valores iniciales, con condiciones frontera periédicas, para una ecua-
cién de difusién degenerada no lineal de cuarto orden con una no-linealidad
logaritmica. Para un dato inicial suficientemente pequefio y estrictamente positi-
vo, probamos que una solucién positiva se aproxima exponencialmente a su valor
medio cuando el tiempo tiende a infinito. Estos resultados son obtenidos como
consecuencia del analisis de la ecuacién que verifica el logaritmo de la solucién.

1. Introduccién

Estudiamos el comportamiento asintético para soluciones f = f(t, x) del pro-
blema de valores iniciales con condiciones frontera periédicas siguiente:

(411) fi = _(f(log f)xx)xxr

(4.1.2) £(0,%) = fo(x) € HL(SY),

donde x € X y t € R, con X = S§' parametrizada por una variable x que satisface
D=x=1.
La ecuacién (4.1.1), bajo condiciones de regularidad, puede ser escrita equiva-
lentemente como
= )
xx

fr =~ foo + (7

Esta ecuacién surge como un limite asint6tico en el estudio de un sistema cuéntico
con spin [6], donde f describe el limite asint6tico de probabilidades para una
variable aleatoria.

La Ecuacién (4.1.1) modela también, la concentracién de electrones en una
descripcién cudntica de un dispositivo semiconductor, (concretamente, un modelo
de arrastre-difusion) con temperatura cero y campo eléctrico despreciable [7]. En

"Los contenidos de este capitulo han sido desarrollados a modo de articulo en MARfa J.
CAceres, Jost A. CarriLLo, Gruserpe Toscant, Long-time behavior for a nonlinear fourth order parabolic
equation. , sometido a publicacion
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este contexto f representa la densidad de electrones en el cristal del semiconductor.
Para el caso bidimensional la ecuacién se lee

{2

0, equivalentemente (suponiendo soluciones regulares no nulas)
fi = =£:;9:9; (f 9:9,l0g(f)).
La expresion A /f/ +/f es el denominado potencial cudntico de Bohm.

Los primeros en estudiar este problema fueron Bleher, Lebowitz y Speer en
[1]. Probaron existencia local en tiempo para datos iniciales estrictamente positi-
vos y existencia global (en tiempo) para datos iniciales “pequefios”. Mostrando,
en este Gltimo caso, convergencia al estado estacionario fsl fo, sin velocidad de
convergencia.

Siguiendo los resultados numéricos dados en [3], uno puede conjeturar la con-
vergencia exponencial hacia los estados estacionarios para las soluciones globales
(en tiempo) del problema (4.1.1)-(4.1.2), con condiciones periédicas (ver también
[2, 5, 9]). De hecho, recientemente, esta conjetura se ha probado en [9] usando
diferentes técnicas para (4.1.1) con las condiciones frontera introducidas en [7, 8].

En lo referente al problema de Cauchy para (4.1.1), en [2, 5] se not6 que la
Ecuacion (4.1.1) es un caso particular de una clase de ecuaciones de difusién de
cuarto orden, que admiten soluciones auto-semejantes. Estas soluciones se pue-
den definir gracias a un problema de minimizacién que involucra a la entropia
fisica y vienen dadas por un nticleo de calor modificado. En [2, 5] se argumento,
formalmente, este hecho y en [3] se investigé numéricamente que esta propie-
dad podria dar un decaimiento algebraico de las soluciones de (4.1.1) hacia la
correspondiente solucién auto-semejante en la norma L.

En este capitulo, probamos, bajo apropiadas condiciones de “pequefiez” para
el dato inicial, velocidad de equilibrio exponencial de las soluciones de (4.1.1) con
condiciones frontera periédicas.

En lugar de trabajar directamente con (4.1.1)-(4.1.2), trasladaremos el marco
de trabajo al problema de valores iniciales en términos de log f. Si denotamos

a(t,x) = log f(t,x), @ = a(t, x) satisface la siguiente ecuacién

2 2 =
(4.1.3) at = - (axxxx + zaxaxxx + axxax + axx) = —€ a(eaaxx)xxa
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El problema de valores iniciales (4.1.1)-(4.1.2) nos conduce, de este modo, al pro-
blema de valores iniciales (4.1.3) con condicién inicial

(4.1.4) a(0,x) = ao(x) = log fo(x).

La Ecuacion (4.1.3) es una pieza clave en el anélisis de (4.1.1)-(4.1.2). En reali-
dad, todos los funciones de Lyapunov estudiados en [1] se recuperan facilmente
en nuestro “ambiente de trabajo”. Ademas, la forma de (4.1.3) permite recono-
cer condiciones bajo las cuales el problema de valores iniciales (4.1.1)-(4.1.2) se
estabiliza exponencialmente.

Es interesante notar que la Ecuacion (4.1.1) puede escribirse equivalentemente
de muchas maneras, que pueden resultar fructiferas para la obtencién de distintos
resultados. Asf en [1] se consider6 la ecuacién que surge al tomar f = w?,

2
xx

w
Wi = —Waxxx +

Hacemos notar también, que bajo nuestro conocimiento, la forma (4.1.3) no habia
sido utilizada antes.

DerINICION 4.1.1. Dado fy € HL.(S") diremos que f € C.([0, T]; H') es una solucién
débil del problema de valores iniciales (4.1.1)-(4.1.2) en el intervalo [0, T] si verifica:

t :(5)
4.15 t)=e*fo+ 2 f e-A“-S)f"—— ds,
(4.1.5) f@®) Jo 4 )
donde A = d% y e™*! es el correspondiente semigrupo en L2. Los Lemas 4.8 y 4.9 en [1]
garantizan el sentido del integrando en (4.1.5).

Antes de enunciar los principales resultados de este capitulo, resumimos los
resultados de existencia dados por Bleher, Lebowitz y Speer en [1], puesto que
serdn el punto de partida para nuestro analisis.

Teorema 4.1.2. [1, Teorema 4.2] Sea f, € H1(S'). Entonces:

(a) Existencialocal y unicidad de una solucién débil: Para algiin T > 0 existe
una unica solucién débil f = f(t,x) del problema de valores iniciales (4.1.1)-
(4.1.2), tal que f € C.([0, T]; H'(S")).

(b) Regularidad de soluciones: Si f € C,([0, T]; H(S")) es una solucién débil
del problema de valores iniciales (4.1.1)-(4.1.2), entonces f € C((0,T1; H'(S))
para todo r; ademds, f es una solucion clisica de (4.1.1)-(4.1.2) en H'(S") para
todo r.

Sea I = [0,T(fo)) el intervalo maximal en el que la solucién del problema
de valores iniciales (4.1.1)-(4.1.2) existe. Puesto que las soluciones débiles son
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en realidad soluciones clasicas, por el teorema anterior, de ahora en adelante
trabajaremos con soluciones clasicas y no volveremos a referir a la Definicién
4.1.5

Teorema 4.1.3. [1, Teorema 5.1] Sea fo € HL(S') y feC.([0, T(fo)); H'(SY)) la
solucion débil del problema de valores iniciales (4.1.1)-(4.1.2) definido en un intervalo
maximal semi-abierto. Si T(fy) < oo, entonces h = limy »r(s,) f(t) existe en C', pero la
solucion limite h se hace cero, al menos, en algin punto de S'.

Los Teoremas 4.1.2 y 4.1.3 muestran que la preservacién de la positividad
de la solucién implica existencia global. Esta propiedad es la clave del principal
resultado de este capitulo.

En lo que sigue, denotaremos por f el valor medio de f en S',

f= ] f@d
Probaremos
TeorReMA 4.1.4. Sea f, € H(S) tal que
f2(0,%)
(H) dx <12,
sl fz(O, X)

y sea f(t,x) la solucion de (4.1.1)-(4.1.2). Entonces:

(a) EI problema de valores iniciales (4.1.1)-(4.1.2) tiene una tinica solucion global
en tiempo.

fi(t,x)
(b) st fz(t/ X)

(o) lIf() — fg||H1(51) converge exponencialmente a 0, cuando t — oo.

dx converge exponencialmente a 0, cuando t — oo.

El teorema 4.1.4 nos proporciona una informacién adicional; para cualquier
p € [1,2], Ifllip(s1y) converge exponencialmente hacia fp. Para un rango inferior de
p, en concreto para 1 < p < 4/3 probaremos que esta convergencia exponencial
hacia el equilibrio se mantiene sin necesidad de suponer (H), sin mas que suponer
condiciones sobre el dato inicial que garanticen la existencia global de solucién.
Este resultado lo recogemos en el siguiente teorema

TeoreEMA 4.1.5. Sea f una solucion global del problema de valores iniciales (4.1.1)-
(4.1.2), entonces, para1l < p < 4/3

(4.1.6) 0< f fPdx—fff < ( f f!dx - fo”) e X,
st gl
donde K = 647*(p — 1) /p.
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La desigualdad de Jensen muestra la positividad del término de la derecha de
(4.1.6). La desigualdad clasica de Csiszar—Kullback (ver Capitulo 3, [10]),

(4.17) (j: -1l dx)z = p;{on (fs fpdx_f_p)’

probard, entonces, convergencia exponencial en L'(S') de la solucién hacia el
estado de equilibrio con velocidad K/2.

El capitulo lo organizamos con sigue. En la Seccién 2, mediante la Ecuaciéon
(4.1.3), recuperaremos la monotonia en tiempo de los funcionales de Lyapunov
estudiados en [1] usando técnicas distintas. En la Seccién 3 nos ocuparemos de la
demostracion de los resultados del comportamiento asintético para datos iniciales
pequeiios (Teorema 4.1.4) y del L7- decaimiento exponencial (Teorema 4.1.5).

2. Funcionales de entropia revisados

En [1] se estudi6 toda una familia de funcionales monétonos en tiempo, de la
forma W(f, f,). Siendo f la solucién de (4.1.1)-(4.1.2). En esta seccién obtenemos la
monotonia de estos funcionales como una consecuencia facil de la Ecuacion (4.1.3).
Puesto que las soluciones débiles con las que trabajamos son en realidad clésicas,
Teorema 4.1.2 los resultados aqui presentado son completamente rigurosos y
pueden incluso extrapolarse a todo R, siempre que f y sus derivadas decaigan
suficientemente rapido en infinito, para garantizar el uso correcto de la integraciéon
por partes.

Ademas de la Ecuacién (4.1.3)
2 2 Y — =
A = — (axm + 2005 0y + Ay + axx) = —¢ (" Wi )sexs
una pieza clave en esta seccion sera la ecuacion,

2 2
(4.2.1) (ae)s = — (axxm + 25ene + L0allinn + Ol 20cxaxx).

La Ecuacién (4.1.3) se puede obtener en dos lineas:

a; =log fi = ? = —m = - (au% + 2000 + axxxx)/
y

Para la segunda igualdad en (4.1.3) s6lo se usa que a = log f y consecuentemente
e* = f.LaEcuacién (4.2.1) se obtiene de (4.1.3) derivando con respecto a la variable
.
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2.1. Funcionales que dependen de a. Los funcionales fsl 7 dx, fsl flog f dx
y fsl log f dx se pueden facilmente reescribir en términos de log f. Obteniéndo-

se, de este modo, como funcionales de a, fsl ¢(a) dx. Asi, para a(t,x) la solu-
cién de nuestro problema, resulta interesante estudiar la derivada en tiempo de

Jz plat, x)) dx.

Prorosicion 4.2.1. Sea ¢ € C*(R) y a = log f, donde f es una solucién cldsica
(positiva) de (4.1.1)-(4.1.2). Entonces

- 2 ’ N
Pl dx = fs 2 [¢'(@) - ¢"(@)] dx
(4.2.2) + % fs 1 o [¢"(a)—2¢'"(a)+q><f”>(a)] dx,

donde la prima denota la diferenciacion de ¢(-) con respecto a su argumento.

Demostracion. Diferenciando con respecto al tiempo tenemos

dit f () dx = f ¢ (@)a; dx = — f O () [ Crrrx + 20Oy + x> + 2] dx.
s st st

Si ahora integramos por partes podemos reducir el orden de las derivadas con
respecto a x de a en los tres primeros términos. Obteniendo asi, para el primer
término

—f (Pl(a)axxxx dx = f qb”(a)axaxxx dx:_f [qb”'(a)aiaxx+¢"(a)a§x] dx=

j{ww -wwan}mjf¢men | ¢ @a ax.

Para el segundo

-2 f O (Q) Oy Oay dx = 2 j; [¢)”(a)a§axx + qb'(a)aﬁx] dx =

0(4
" — " _xd ’ 2 d !
2 [ @ g ar=-2 [ g @F are2 [ gt ax

Y finalmente el tercer término

fqb(a)axxa == f(p() E g _fq),,(

Lo que nos da la expresién buscada (4.2.2).

Este resultado nos permite encontrar de una forma rapida funcionales que
varien monétonamente en tiempo. Ya que dado ¢ basta examinar el signo de las

expresiones ¢’(a) — ¢”(a) y ¢” (@) — 2¢"" (a) + ¢)(ax). -



2. FUNCIONALES DE ENTROP{A REVISADOS 91

Como un primer ejemplo, trivial, podemos considerar ¢(a) = &, con lo que
¢ =1y@¢” =¢" =™ =0, transformandose la Ecuacién (4.2.2) en

(4.2.3) g log fdx = f aZ, dx,
dt sl

cuyo signo es evidentemente p031tivo (si obviamos la soluciones constantes, que
l6gicamente nos darian una evolucion constante en tiempo). De este modo obte-
nemos

Cororario 4.2.2. Sea f una solucion cldsica (positiva) de (4.1.1)-(4.1.2). Entonces,
fsl log f(t, x) dx es no decreciente en tiempo.

Consideremos ahora ¢(a) = exp(pa), p > 0, o, equivalentemente, ¢(a) = f7,
entonces la Proposicién 4.2.1 se reescribe como

Cororarro 4.2.3. Sea f una solucion cldsica (positiva) de (4.1.1)-(4.1.2). Entonces

(4.2.4) fﬁ’dx p(1—p) [f e”“axxdx+ pQ —p)Lepaaidx].
3

Ademas, fsl f? dx es no decreciente para 0 < p < 1, no creciente paral < p < 5y
constante parap = 1.

Demostracion. La demostraciéon de este corolario recae en el estudio de los
signos de los dos sumandos del término de la derecha en (4.2.4). Para el caso
0 < p < 1elresultado se sigue facilmente. El caso elaborado es cuando p esta en el
intervalo (1, %], ya que en este caso los sumandos tienen signos opuestos. Veamos
pues, en detalle, este segundo caso.

La demostracién se concluye si probamos que el término de la derecha en
(4.2.4) no es positivo para 1 < p < 3. Afirmacién que serd una consecuencia de la
siguiente desigualdad,

(4.2.5) f e oz, Zp f e’ ay dx, Vp > 0.

Esta desigualdad se prueba haciendo uso de un fécil y por ello, bonito truco: para
cualquier constante d € R, tenemos la evidente desigualdad

(4.2.6) 0< f e[ty + da?]* dx,
Sl

Podemos trabajar astutamente y enmascarar la “evidencia”, desarrollando el cua-
dradoeintegrando por partesla integral que involucra al producto a,.,, y usando
argumentos similares a los empleados en la demostracién de la Proposicion 4.2.1,
obtenemos la desigualdad

(4.2.7) f e”“axx_( dp — dz) f e o} dx.
g1 51
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La funcién u = u(d) = %dp — d? alcanza el valor maximo en d = p/3, donde
u(p/3) = p*/9. Puesto que (4.2.7) se verifica para cualquier d € R, podemos tomar
d = p/3,lo que prueba (4.2.5).

Volvamos, entonces, a nuestro problema, recordemos: probar que el término
de la derecha en (4.2.4) no es positivo paral <p < 2.

Parap > 1, p(1 — p) < 0. Entonces, para terminar lo que debemos mostrar es
que

-1
(4.2.8) f e ol dx > pp-1) f e o} dx.
sl 3 st

Por (4.2.5) esta desigualdad la tendremos si p*/9 > p(p — 1)/3, lo que nos obliga a
p < 3/2. Sefialemos que bajo la hipétesis fy # fp obtenemos £ fsl f? dx <0, puesto
que en este caso (4.2.6) es estricta.

O

Nota 4.2.4. La demostracion del Corolario 4.2.3 es bastante diferente de la que fue

dada en [1]. En [1] se prueba que % f51 f? dx puede acotarse por la integral de una forma
cuadritica semi-definida cuando 1 < p < 3/2.

Ademds, la ecuacion (4.2.4) nos da una informacion adicional como se podrd ver en la
uiltima seccion, proporcionando una velocidad de decaimiento explicito de la solucién en
la norma L?.

Como un tercer ejemplo de funcionales dependientes de a consideramos
¢(a) = ae”. De este modo, recuperamos la monotonia en tiempo del funcional

f51 flog f dx.

Corovrario 4.2.5. Sea f una solucion cldsica (positiva) de (4.1.1)-(4.1.2). Entonces

d
(4.2.9) = f51 flog fdx =— fSl are” dx < 0.
Demostracion. Si p(a) = ae®,
@ =e(l+a), ¢"(@)=eR2+a), ¢"()=eB+a), ¢(a)=e*{“+a).

Por tanto,

(P/(a) _ qb//(a) — _ea’ qb//(a) _ 2(1),”(0() e (P(i'o)(a) = 0.

Nota 4.2.6. Pese a la aparente simplicidad de la expresion (4.2.2) no hemos podido
encontrar funcionales que nos permitan dilucidar su evolucion en tiempo, atendiendo al
signo del término de la derecha de la ecuacion.
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Las elecciones naturales ¢p(a) = e’ no parecen dar un signo y con ello ofrecer
nuevos funcionales (ademds de los ya conocidos, eligiendo g = 1,p = 0,g =1,p =1
g=0,p<1l0og=0,1<p<3/2).

2.2. Funcionales que dependen & y a,. En esta seccién se consideran fun-
cionales que dependen de f, y conjuntamente de f y f..

Como caso particular de funcionales dependientes de f, estudiaremos la evo-
lucién en tiempo del funcional |, a2 dx, que serd el ingrediente principal para la
demostracién de la convergencia exponencial de la solucién al estado estacionario
(ver la préxima seccién).

Un ejemplo importante de funcionales que dependen conjuntamente de f y
su derivada f es la informacién de Fisher,

fi

I(f) = Ly 7 dx.

Con esta familia, recuperaremos también, todos los funcionales que se considera-
ron en [1].
Comenzamos estudiando funcionales que dependen sélo de a,.

Prorosicion 4.2.7. Sea ¢ € C*(R). Entonces
& [ oy = [ ¢ayea -t ix- | ¢ @malds
dt Sl Sl Sl
1 y
(4.2.10) ¥z f ¢ (o) aty dx.
Sl

Demostracion.

d / .
dt st pla) dx = ‘];1 ¢ (o) () dx =

2 2
- f P’ (o) (axxxxx + 20 Qe + AltieOlenr + 00l + 20,05, dbx,
sl

donde usamos (4.2.1). Nuevamente, varias integraciones por partes nos permiten
reducir el orden de las derivadas y probar (4.2.10). Puesto que los calculos son
muy similares a los ya hechos en la Proposicién 4.2.1 no los volvemos a repetir
aqui. U

El ejemplo més importante de este resultado, es el que nos da la eleccién
¢(r) = r*, que recogemos en el siguiente corolario

Cororario 4.2.8. Sea f la solucion de (4.1.1)-(4.1.2). Entonces

1
(4.2.11) L8 a2 g = —f oz, dx + f ara?, dx.
2 dt S1 Sl S1
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Por ultimo consideraremos funcionales que dependen conjuntamente de a y
. En particular, estudiaremos la evolucién en tiempo de funcionales ¢(e, a,) =
P1(a)pa(ax), donde ¢P1(s) = €° y ¢(s) = s°. Esta familia incluye, entre otros, la
informacién de Fisher, cuya monotonia en tiempo se sigue facilmente en nuestro
ambiente de trabajo.

Prorosicion 4.2.9. Sea f una solucion de (4.1.1)-(4.1.2). Entonces
t
a0,
dt Jo f(B)
por tanto la informacion de Fisher

2
o= | % dx

= - f e (Qxllax + Axrr)? dx,
st

es no creciente en tiempo.

Demostracion. Usaremos, en este caso, la segunda igualdad en (4.1.3).

d (), d o —f L i
dt Jo f(t) dx_% Slea" dx = Sle(axat"’zaxaxt) dgx =

f [e%a? — (2e%at ) ] dx = f [e*a? — 2e*(a% + ay)]a: dx =
s1 st

f e (02 + 200 )6 (6% ) X = — f (02 + 200 ) (A A + Orry) AX.
st !

Lo que concluye la demostracién. Por supuesto, la primera igualdad en (4.1.3)
también nos conducirfa a nuestro objetivo, pero hemos optado por la segunda
para aprovechar las ventajas que ofrece la funcién exponencial. 0

Nora 4.2.10. La demostracion anterior se puede generalizar para probar que los
funcionales

v = [ [Benifen] d

son no crecientes en tiempo si 1 < p < 3/2. En términos de a, estos funcionales adquieren
la forma fsl e [a2]" dx, que nos permiten cdlculos explicitos. Sin embargo, en este caso,

la demostracion en términos de a no supone ninguna simplificacion esencial respecto a la
prueba dada en [1].

Para concluir esta seccién queremos hacer notar, que el objetivo de la misma ha
sido mostrar que lamonotonia en tiempo de los distintos funcionales considerados
en [1], se puede ver desde una 6ptica general, como una consecuencia del marco
de trabajo que surge al estudiar la Ecuacién (4.1.3).

B0 000000000000 000000000000 00000000C0OCOCFCOVGVOOCGPOGIOINOOIONOGONGOOROIRIONOORNRTOTS
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Ademads, hemos obtenido un funcional convexo, (4.2.11), cuya monotonia en
tiempo estd garantizada para datos iniciales suficientemente pequefios. Hecho,
que nos permitira obtener un resultado nuevo de convergencia exponencial hacia
el equilibrio para la solucién de (4.1.1)-(4.1.2), con velocidad explicita.

3. Convergencia al equilibrio

Para el problema de contorno con condicién inicial (4.1.1)-(4.1.2) los estados
de equilibrio f., > 0 son dados por constantes, puesto que por

d
— | 1 = 2
i J. og f dx j;l o, dx;

estos estados son tales que
(10g foo)xx =0,

y entonces
foo (x) - eC3x+C4.

Y por las condiciones frontera, obtenemos que f., debe ser constante (f(x) = €4).
Y puesto que la solucién de equilibrio tiene que tener masa igual a f; se concluye
que foo(x) = fo.

Como consecuencia del trabajo realizado por Bleher, Lebowitz y Speer (Teore-
mas4.1.2y 4.1.3) basta probar que la solucién se mantiene positiva para garantizar
la existencia global de la solucién. De este modo nuestro esfuerzo se concen-
trard en buscar condiciones sobre el dato inicial que preserven la positividad de
la solucién. Veremos que condiciones bajo las cuales el funcional fsl a%(t) dx esno
creciente en tiempo seran suficientes para asegurar la positividad, y por ende la
existencia global y la convergencia exponencial, con velocidad explicita, al estado
estacionario.

Antes de seguir adelante, recordamos algunas conocidas desigualdades y em-
bebimientos de Sobolev (con constantes 6ptimas), que usaremos en lo sucesivo.

Lema 4.3.1. Si g € Wil y g = 0, entonces

1
(4.3.1) llgllce < Ellgx”Ll
1
4.3.2 lIgllce £ ——=IIgxllr2
( ) Sllc 23 ExllL
1
43.3) Iglhe < 5-llgalie
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En la siguiente proposiciéon damos una condicién, bajo la cual, el funcional
fsl a’(t) dx es no creciente en tiempo. Esta condicion sera suficiente para obtener
existencia global y convergencia exponencial hacia el equilibrio.

ProrosiciéN 4.3.2. Sea el valor inicial fo que satisface fo # fo y la condicion
(H). Entonces, la solucion del problema de valores iniciales (4.1.1)-(4.1.2) wverifica

fec:HEY )y
kY
fSl (7) () dx < 12,

Demostracion. (4.3.1) en el Lema 4.2.8 aplicado a a,,(f) nos da que para cada
tel,

(4.3.4) |t () < e f (1) dx.
12 51

Usando esta acotacién en (4.2.9) tenemos

(4.3.5) %% . a?(t) dx < — (L oz (t) dx) (1 ~ 11—2 j;l a’(t) dx).

La demostracién se concluye por un argumento de conexién. Sea

2
F(t) = j;l (J%) (t,x) dx

A= {tel talque, F(s) <12,Vs € [0,¢]}.

A es no vacio puesto que

para todo t € L.

y

1 2
1 2 ), ,(0)dx >0
por la hipétesis (H). Por tanto 0 € A. Obviamente, A es un conjunto abierto relativo
a I, puesto que F es continua.

Seat* € ANL Sit < t, para algin n, * € A y se acaba la demostracién.
Entonces, sea {t,} una sucesién creciente en I, tal que {t,} — t*, t* € I. Entonces, Vn
Flts) < 12.

La condicién fy # fo implica (por la unicidad de la solucién) que f(t) # fo,

VYt € 1. Entonces,
f aixx(s) - O,
sl

puesto que de no ser asi, f(f) = f, en contradiccién con la afirmacién anterior.

Por tanto, para todo 1, £ fsl a%(s) dx < 0 Vs € [0,t,] puesto que en este intervalo
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F(s) < 12. Luego para todo n, F es decreciente en [0, t,] y como {t,} — t' concluimos
que F(t') < F(0) < 12.

Probamos asi, que t* € A y que A es un conjunto cerrado relativo a I. Por tanto,
A=I110

Con este resultado estamos en condiciones de probar el principal teorema de
este capitulo, Teorema 4.1.4. Hacemos notar antes, que vamos a evitar la condicién
inicial, fo = fo, ya que en este caso f(t) = fo,t > 0 y no hay nada que probar.
Enunciamos pues, de una forma més precisa el Teorema 4.1.4, antes de dar su
demostracion.

Teorema 4.3.3. Consideremos un dato inicial fy que satisfaga fo € HL(S") y la
condicion (H). Si f(t, x) es la solucién de (4.1.1)-(4.1.2), entonces

(@) T(fo) = oo.
(b) fsl f2(t, x)/ f2(t, x) dx converge exponencialmente a 0, cuando t tiende a infinito,
y se verifica

filt,)
st fA(t %)
donde My = 12(12/ [}, a2(0) dx - 1) > 0y M = 2(2n)*
(©) IIf(H) = follgn (1) converge exponencialmente a 0, cuando t tiende a infinito, y para

una constante dada C = C(fo) se verifica

(4.3.6) L8 = follf sy < CMae™".

foer)

Demostracion. (a) se prueba por un argumento de contradiccién. Supongamos
que T(fp) < oo. Por el Teorema 4.1.3, esto nos dirfa que la funcién limite h =
lim, »r(s,) f(t) en C! tiene que hacerse cero en algtn punto.

Por el Lema 4.3.1 aplicado a log f(t), para todo t € I tenemos

dx < M1€_M2t,

Con

1 ) i
C= (H = 1)exp (2 + 2 méax {| log fol,

1
(4.3.7) log f(t) — f log f(t) dx < —|l(log f(#))xllr2(s1) < 1.
st L=sy 2V3
Donde la tltima desigualdad es una consecuencia de la Proposicién 4.3.2. Enton-
ces,
(4.3.8) llog f(H)llp=y <1+ f log f(t) dx|.
sl
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El lado derecho de esta desigualdad se puede acotar usando la desigualdad de
Jensen, aplicada a la funcién convexa —logr,

(4.3.9) —log fSl Flride £ — j;l log f(t) dx.

Por el Corolario 4.2.2,

(4.3.10) f51 log fo dx < j;l log f(t) dx < log ﬁl f(t) dx = logj;1 fo dx.
Entonces, || log f(#)l|.~s:) estd uniformemente acotado en t € I, lo que contradice
el hecho de que & se haga cero en algtin punto de S'.

Para demostrar (b) aplicamos el Lema 4.3.1

2 2
Oy = 7 Kxx dx/
18 L

@2n)* fs 1 aZdx < L a2, dx.

Asf, de (4.2.11) llegamos a la desigualdad

1d 1
4.3.11 so | addx<-Q2n)* | oldx|1- ,
(4.3.11) 23 |, RS (2R)Lax x[ = SIaidx]
La Proposicién 4.3.2 garantiza que 1 - {5 |, a3 dx > 0.

Si denotamos y(t) = fsl a%(t, x) dx, podemos reescribir (4.3.11) como la desi-
gualdad diferencial logistica

dy i d
3, - —
(4.3.12) 7 = ~22n)7y(A - 5y,
Tomando z = ye*®”", (4.3.12) se traduce en
4.3. — < — et
(4.3.13) TS 1o z°e

Integrando la desigualdad diferencial (4.3.13) y volviendo a las variables origina-
les encontramos,

=
4
2 —2(270)4¢ 1 1 e—2@m
L PO e
‘L: aydx <e Jia20) dx 12 T3

-1
(4.3.14) _ 126—2<2n>4t(A_ 14 e—2(2n)4t) _

51 23(0) dx

0000000000000 00000000000000000000200000000000000000000000000
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Usando, una vez mas, la acotacién fsl a2(0) dx < 12, obtenemos,

-1
‘ 12
(4.3.15) f a2 dx < 12¢72%0 f[— - 1] .
51

Ji 03(0) dx
Y la desigualdad (4.3.15) prueba (b).
Finalmente, para demostrar (c) hacemos uso, nuevamente, del Lema 4.3.1 para
obtener

5 |
(4.3.16) f If(t,x) = f dx < ey f fA(t, x) dx
st s1
A continuacion,

2 24 t,
(4.3.17) fs 1 fA(t, x) dx ;z(t f2(t,x) dx < sup fz(t,x)( ! ;zgtg dx).

x€[0,1]

Entonces

_ 1 " fit, %) )

If (&) — follnsyy < (4 s 1)x5€1[é}z]f (t,x) ( . P dx|.
Debemos notar que sup, ., ;; f*(t, x) esté uniformemente acotado para todo t € I,
puesto que en la demostracién de (4) probamos que || 1og f(f)||.~(s1) estd uniforme-
mente acotado en tiempo. Si |log f(t,x)| < D, f2(t,x) < ¢*". Por (4.3.8) y (4.3.10),
|log f(t, x)| puede ser acotado por D = 1+ maéx {|log fol, | fsl log fol}. Lo que prueba
(4.3.6), puesto que podemos definir C = (g1 + 1)e*’. Para concluir, s6lo debemos
recordar que f = fo y, como consecuencia de (b), l|f(t) - foll}; s, tiende exponen-
cialmente a 0 cuando t — oco. [

Nota 4.3.4. Las condiciones para el valor inicial, fo € HL(S') y (H) se pueden
reemplazar por fo € H'(SY), fo # 0, fo = 0y (H), puesto que estas hipétesis implican
fo > 0. En realidad, si fo # 0 podemos considerar z € [0, 1] tal que fo(z) # 0. Entonces,
para todo x € [0,1],

X X 1
u%mwﬁ%mmafk%mﬂmgfm%mwwgﬁm%mwm

Usando la desigualdad de Holder obtenemos,

1 1 12
fm%mwsUM%mwﬁ-
0 0

|log fo(x) - log fo(z)| < 2V3,

Como suponemos (H),
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por tanto,
|log fo(x)| < 2V3 + |log fo(2)!.
De esta manera, como fo(z) # 0, log fo estd acotado, lo que prueba que fo > 0.

Nota 4.3.5. La condicion

(4.3.18) Ifoull2 < V3fo
implica (H).Esto se sigue ficilmente del Lema 4.3.1, puesto que,
. . ) 1 ’
fo> fo=llfo= folle = fo - ﬁﬂfoxﬂp > j;

Asi, obtenemos

f02 4 f 2 4
—dx < — | fordx = S|lfo,l < 12.
fsl 5 f Js f ot

Queremos hacer notar que la condicion (4.3.18) es mds fuerte que la condicién (ii) dada
en el Teorema 5.2 en [1],

4
=

que implica la existencia global. Con esta nota lo que queremos sefialar es que para nuestro
teorema necesitamos ponernos en un marco un poco mds restrictivo, es decir, no probamos
convergencia exponencial hacia el equilibrio en todo el conjunto de valores iniciales, para
los cuales estd garantizada la existencia global.

(4.3.19) Il fo,llzz <

Este teorema prueba que para 1 < p < 2, ||f|l»s1) converge exponencialmente
all fo“ (st)- Pero para ello tenemos que suponer que el dato inicial est4d “suficien-
temente proximo” al estado estacionario.

En lo que sigue de este capitulo, probaremos que para 1 < p < 4/3 ese re-
sultado es cierto, sin necesidad de suponer la hip6tesis (H), bastard garantizar la
existencia global, que se tiene asegurada bajo alguna de las condiciones dadas
en [1]. Desigualdades clésicas de Csiszar-Kullback [10] implicardn convergencia
exponencial en L' hacia la soluci6n estacionaria con velocidad explicita.

TeorEMA 4.3.6. Sea f una solucion global del problema de valores iniciales (4.1.1)-
(4.1.2), tal que para algin 1 < p < 4/3 , || follys es acotado. Entonces

(4.3.20) f frdx—-fi < [f fdx - fop] e X,
st sl
donde
K= 64t (p — 1).
p
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Demostracion. Para la prueba de este resultado se sigue una filosofia similar a
la desarrollada recientemente en [10] para estudiar el comportamiento asintético
de la ecuacién de peliculas finas.

Concluiremos el Gltimo capitulo de la primera parte de esta memoria, vol-
viendo a usar el método de disipacién de entropia. Recordemos que en la seccién
anterior, habiamos estudiado el decaimiento en tiempo de j;] fdx, (4.2.4). Alli usa-

mos (4.2.4) s6lo para concluir que fsl f? dx es no creciente si 1 < p < 3. Es decir,

el funcional fsl f? dx, para ese rango de p, es un funcional de entropia. De este
modo, el estudio en detalle de la produccién de entropia (el valor absoluto del
término de la derecha en (4.2.4)) nos proporcionara informacién mds precisa sobre
el decaimiento del funcional. La idea es probar que la produccién de entropia,

1—
Aya) =plp-1) lf a2 e’ dx + g f ater® dx}

para alguna constante explicita c verifica,

J L[0T < e

Finalmente, diversas desigualdades de Poincare nos llevaran a (4.3.20).
Un célculo directo prueba que, que para todo p > 0, una funcién f regular en
C%(S"), verifica:

(4.3.21) ‘]; [(fg)xxr dx = %Zj; e (aix ~ %aﬁ) dx.

Efectivamente, puesto que

NI

tenemos,
2 e [P0\ T g P [ + 2o fﬂ]z _
)xx] dx= j;l [(zaer)x] iy = 1 Ll Oy +20zxe2 ax =

[l
2 p2

P’ 2 P 4 2 2 P
F pa P =L pa -0
(4.3.22) j; e [axx + —a, + paxxax] dx ; e (axx 1 zax) dx,

donde en el Gltimo paso usamos la igualdad

2
pf e ata,, dx = Ef e’ (), dx = _P_f e ot dx.
st 3 sl 3 sl
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Ahora es inmediato comparar la férmula (4.3.21) con la produccién de entropia.
Afirmamos, en realidad, paral <p < 3

4p-1)
p

(4.3.23) Ay(a) >

Por (4.2.4) y (4.3.21), probar (4.3.23) es equivalente a demostrar

2 2
_ 2 pa p(l_p)f 4 pa 4(p_1)}7_f pa | 2 _B_ 4
plp—-1) [,L; a,.edx + N aeMdx| = __p 1. e\ O — 5% dx,

o, simplificando la constante,

= 2
f a? e’ dx + pd-p) f are’™ dx > f et (aix - p—aﬁ) dx.
st 3 st st 12

Esto, por supuesto, es cierto cuando,

o _P
p-12 1

y entonces 1 > 3p/4 o equivalentemente % > p.
Para acabar la demostracién aplicamos las siguiente desigualdades de Poin-

2
caré, que nos permitirdn relacionar f . [(  + }21)”] dx con fsl f? dx, (ver Lema 4.3.1):

(4324) f [ < gz [ 107, ae
(43.25) f [f%_ f £ dx] iv< o [ [(A) ax

Entonces de (4.3.23) se obtiene

4t — 1 2
(4.3.26) f et ”(” ) [fé_ f It dx} dx
Sl st
o equivalentemente
64m(p — 1 2
(4.3.27) A gy SPD f f”—( f £ dx) dx|.
di’ il P sl sl

Puesto que 1 <p <4/3,p/2 < 1. Por la desigualdad de Holder tenemos

[as([ pra) ([1%) -5
W= (o) <(Lra([ 1”')§= [ ra

0P0000000000000000000000000000000000000000000c0000ccaaeaaA
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Por tanto,

(4.3.28) f fP dx 64n4(p . [ f f7 dx — fo}

La desigualdad (4.3.28) se puede escr1b1r como

40 _
(4.3.29) %(j;ﬁ’dx—fop)S—W[Lﬂdx—fop],

lo que implica

(4.3.30) f frdx—-fi < [f f}ax - f_op] e X,
Sl Sl
donde
_ 64nt(p - 1)
2 .
a

Nota 4.3.7. El Teorema 4.3.3 es cierto para otras condiciones frontera, como pueden
ser condiciones frontera de flujo, que son condiciones que garantizan la conservacion de

la masa ( fsl Fidx =0,
Fult,0) = Flt, 1) = freelt0) = ferelt, 1) =

En este caso, las condiciones son directamente trasladadas a o
Bl 0] = 3E, 1) = Bl 0) = Gl t, 1) = 10,

Sin embargo el Teorema 4.3.6 no se puede garantizar con esta demostracion.
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CAPITULO 5

La ecuacién de Boltzmann en la teoria de semiconductores

Este capitulo es el primero, de los dos, que consideraremos previos a los que
seran los capitulos propiamente de esta segunda parte de nuestro trabajo. El
objetivo de esta segunda parte es la simulacién numérica de ecuaciones cinéticas
originadas en la teoria de semiconductores. Esta es la razén, por la que hemos
considerado interesante, introducir este capitulo en el que damos un breve repaso
de las propiedades basicas de la teoria de semiconductores, centraindonos en el
andlisis de la teoria de bandas y de la dindmica de los electrones. Mientras que
la segunda parte de este capitulo, la empleamos en el estudio de la ecuacién que
modeliza el comportamiento de los electrones en un semiconductor: la ecuacion de
Boltzmann, para més detalles véase [10, 14].

1. Los electrones en un cristal semiconductor

1.1. Teoria de bandas. En un cristal semiconductor los electrones se mueven
en presencia de un potencial periédico V(x), originado por el potencial del ntcleo
del 4tomo y los propios electrones. V(x) es periédico con el mismo periodo que la
red cristalina:

Vix+dia+dyb+dsc)=V(x),

donde a, b y ¢ son los vectores de la base del reticulo, L y 4, d> y d3 son enteros. Los
posibles estados del electrén para un potencial periédico V(x), Wy las energias &
en la red cristalina se relacionan mediante el problema de valores propios para la
ecuacién de Schrodinger

(5.1.1) (—%A % V(x)) W(x) = EV(x),

donde 7 es la constante de Planck dividida por 27, m es la masa del electrén y
x = (x1, X2, x3). Esta ecuacién fue tratada por primera vez por Bloch y las soluciones
para un potencial perfectamente periédico tienen la siguiente forma:

Wi (x) = Uy j(x)e’™.
U, j(x) es periédica en x con el mismo periodo que V/(x)

U (¥ + dia+dy b+ ds €) = ui;(%),
109



110 5. SEMICONDUCTORES

donde K es el vector de onda del electrén y j es el indice de bandas. El autovalor
de energia & ; tiene la misma periodicidad que el reticulo reciproco:

Ersa,j = k)
j i

para
G =ha+Lb'+c

donde 4, I, y I3 son enteros y a*, b* y ¢* son los vectores de la base dual de {a, b, c},

salvo normalizaciéon

a~ad"'=b-b'=g:-8 =21 a«bf =a.c"=bse"=0.

Un subconjunto conexo Z € R? se dice que es una celda primitiva del reticulo L, si
satisface:

(i) El volumen de Z es igual al volumen del paralelepipedo generado por los
vectores de la base del reticulo L, es decir, |a - (b X C)|.
(i) R?® se puede cubrir con la unién de traslaciones de Z con vectores del
reticulo: R? = U, T, Z.
Anéslogamente podemos definir una celda primitiva del reticulo L. Se define (la
primera) zona de Brillouin B, como la celda primitiva del reticulo L, formada por los
puntos mas préximos al origen, de dicho reticulo.

Por tanto, no se pierde informacién si nos reducimos a vectores de ondas en
la zona de Brillouin B, puesto que:

Ewa;=6&j, keB, Gel

\I]k+G,j = \yk,j/ ke B, Ge |:
para todo entero j.

La funcién &; = & j es continua en B 'y conocida como la j-ésima banda de energia
del cristal. Entonces, la velocidad media del electrén es

1
'Z)](k) = %Vkak,j.

En la practica el potencial del reticulo, V no se conoce exactamente, por lo que
deben considerarse aproximaciones del diagrama de banda para cada material
dado. Para los materiales mas usuales, Silicio (Si) y Arsenuro de Galio (GaAs), la
estructura de bandas es conocida gracias a los experimentos y el estudio numérico
de las soluciones de la ecuacién de onda (ver [1, 6, 7]). Por tanto, supondremos que
las bandas de energfa, y consecuentemente las velocidades medias, son funciones
conocidas de k. Existe una regién en la que no se encuentran estados de energia
permitidos, es decir, existe una regién prohibida de energias, esta regién se co-
noce como hueco de energia (energy gap). Los estados electronicos son permitidos
por encima y por debajo de este hueco de energia, donde las bandas superiores se
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1. LOS ELECTRONES EN UN CRISTAL SEMICONDUCTOR 111

denominan bandas de conduccién, mientras que las inferiores son conocidas como
bandas de valencia. La energia que separa el minimo de las bandas de conduccién
y el maximo de las bandas de valencia se denomina banda de hueco de energia
(band gap energy E,). Los semiconductores en los que el minimo de la banda de
conduccién mas baja y el maximo de la banda de valencia més alta, estan en el
mismo punto en el k-espacio, se denominan directos, en caso contrario el semi-
conductor se dice indirecto. Nuestro materiales usuales: Si y GaAs, son ejemplos
de semiconductores indirectos y directos, respectivamente. Destacamos en esta
direccién, un propiedad adicional de GaAs, que serd utilizada ampliamente en
el Capitulo 8: en GaAs se alcanza el minimo en la banda de conduccién minima
en diversos puntos, no entramos en mas detalles, porque los necesarios para la
comprension del Capitulo 8 seran dados alli, y en cualquier caso, referimos a [14],
para un desarrollo més extenso.

Hasta este punto, hemos utilizado el término semiconductor sin dar una defini-
cién del mismo. Atendiendo a las dimensiones de la banda de energia prohibida
los materiales se pueden dividir en: aislantes y semiconductores. Cuando la banda
de energias prohibidas es grande comparada con las energias térmicas (del or-
den de varios electronvoltios) la excitaciéon a la siguiente banda de energia no se
podré producir por lo que la corriente no fluird. Nos encontramos, por tanto, con
un material aislante. Mientras que si, la banda prohibida no es muy grande (igual
o inferior a un electronvoltio) algunos electrones pueden ser excitados a través de
labanda prohibida a temperatura ambiente de modo que puede fluir una pequefia
corriente (los electrones pasan de la banda de valencia a la banda de conduccién).
El aumento de la temperatura conlleva un incremento de la excitacion electrénica
y por consiguiente el transito de electrones. Este comportamiento es tipico de un
semiconductor.

El modelo de banda viene determinado por los pardmetros de banda que son
dados por los niveles de energia de los extremos de la banda y las relaciones entre
la energia del electrén & y el momento del cristal Kk (relaciones & — k). Cerca del
minimo la banda de conduccién normalmente es aproximada por una funcién
cuadrética de k (el minimo de la banda se alcanza en k = 0)

;—lzlklz
(612 Ek = g
Asi la inversa de la masa efectiva es
11 P&
m* 2 Jk?
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y ik es el momento del cristal. Los electrones se comportan como electrones en un
espacio libre, excepto por el cambio en la masa. & mide la energia cinética del
electrén desde la banda minima.

Para campos aplicados altos, la aproximacién parabdlica no recoge bien el
comportamiento de la energia de los electrones. En este caso la relacién de la
dispersién de Kane se ajusta mejor

hzlklz
2m*
donde a es el factor de no-parabolicidad y viene dado por

1 m 2
a=— (1 = ) ;
E, m
Esta relacién nos muestra que el factor de no-parabolicidad es aproximadamente
igual a la inversa del hueco de energia, 1/E,.

(5.1.3) E(1+a&) =

1.2. Dindmica de los electrones. Para describir el movimiento de los elec-
trones en un cristal suponemos que éstos se comportan como electrones en un
espacio libre, salvo por el cambio de masa. De este modo la descripcién de la
dindmica de los electrones viene determinada por la Mecanica Clésica. Esta su-
posicién no supone una restriccion importante siempre que la energia potencial
de los electrones varfe lentamente en comparacién con el potencial del cristal, de
modo que los efectos de la Mecanica Cuantica pueden ignorarse.

Siguiendo la dindmica clésica, la energia total (Hamiltoniano), es decir, energia
cinética més energfa potencial, H = & + U, rige el movimiento de un electrén. Las
ecuaciones del movimiento, se traducen en:

dx 1
14 — = =V H.
(5.14) Tial AL
dk 1
Bl —=—-=-V,H
) dt h
2. Modelos cinéticos de transporte para semiconductores. La ecuacién de
Boltzmann

Partiendo de las ecuaciones del movimiento antes mostradas (5.1.5)-(5.1.4)
obtendremos la ecuacién que modeliza el comportamiento de los electrones en
un semiconductor: la ecuacién de Boltzmann. Un paso previo para alcanzar este fin,
sera la obtencion de la ecuacién de Liouville, que se ocupara de la descripcién
del transporte de los electrones. Pero el movimiento de los electrones en el cristal
de un reticulo, no viene marcado sélo por el transporte, sino que deben tenerse
en cuenta también, las colisiones que éstos presentan con el propio cristal. Asi, la
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2. ECUACION DE BOLTZMANN 115

ecuacion de Liouville debera ser complementada con un factor mas, que rija estas
colisiones.

2.1. Laecuacién semi-cldsica de Liouville. Supongamos que las particulas
no presentan “interacciones” con el ambiente, o si se prefiere, que se mueven en
el vacio. Como hemos dicho en la seccién anterior, en un semiconductor los iones
del reticulo del cristal inducen un potencial periédico, que afecta sustancialmente
al movimiento de los electrones. Puesto que el periodo del potencial del reticulo
es muy pequefio (del orden de magnitud de 107®cm), es necesario hacer uso
de la Mecanica Cudntica para modelar la influencia de éste en el transporte de
los electrones. Por ello, la ecuacién de Liouville que tiene en cuenta los efectos
cuanticos del reticulo del cristal se conoce con el nombre de ecuacion semi-cldsica
de Liouville o ecuacion semi-cldsica del transporte.

La ecuacion de Liouville o del transporte
(5.2.1) 8tf+v-fo—%E-Vz,f=O

describe el movimiento de un electrén en el vacio sometido a la accién de un
campo eléctrico, E. f = f(t,x,v) es la densidad de probabilidad de encontrar el
electrén en la posiciéon x € R?, con velocidad v € R? en el instante t. Para la
deduccién de esta ecuacion se supone que la segunda ley de Newton rige el
movimiento:

F =—eE F =mb.

donde ¥ es la fuerza electrostatica, e es la carga elemental de un electrén y por
supuesto ¥ = v. Se determina, asi, la trayectoria de los electrones en el espacio
posicién-velocidad. Si ademés suponemos que se verifica:

x(0) = xo v(0) = vy,

tenemos un problema de valores iniciales para la trayectoria T'(¢; xo, vo) = (x(t), v(t))
que pasa por el punto (xo,vo) en el instante inicial, t = 0. Suponiendo que la
densidad de probabilidad no cambia a lo largo de la caracteristica T, se deduce
la ecuacién clasica de Liouville, ya que, f viene determinada por su valor en el
instante inicial, t = 0,

ft, T(t;x,v)) = f(0,x,0) Vit x,v.

Y diferenciando esta expresién respecto de t obtenemos la expresién (5.2.1).

Cuando tenemos en cuenta la Mecédnica Cudantica la ecuacién semi-cldsica de
Liouville de un conjunto de M electrones se lee:

(522) Btf Uy Z?ﬁlv(ki) : Vx,—f o %7:' : ka = Or
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donde x € R* (abusamos de la notacién y volvemos a utilizar la variable x,
pero en esta ocasion el espacio de definicién es de dimensién 3M), k; € B para
i=1,., My¥F =(F1, .. Fu) = —eE. Esta ecuacién se deduce de las ecuaciones
del movimiento (5.1.5)- (5.1.4), siguiendo una filosoffa similar a la esbozada para
la versién clésica.

2.2. Laecuacién de Boltzmann. En la seccién anterior hemos presentado la
ecuacion que rige el movimiento de un conjunto de M electrones. A esta ecua-
cién se le pueden objetar dos dificultades: Por un lado, que el modelado del
campo de fuerzas debe tener en cuenta tanto interacciones “a distancias cortas”
como “a distancias largas”, algo que no es posible. Y por otra parte, la objecién,
quizd mas importante, es que la dimensién del espacio de fases de un conjunto
de M particulas es 6M, lo cual supone una gran dificultad en el campo de la
simulacién numeérica.

Para conseguir una reduccién en la dimensién de la ecuacién de Liouville se
procede usualmente de la siguiente manera, [10]: primero se deriva un sistema
de ecuaciones para las densidades de posicién-velocidad de subconjuntos de d
electrones, con d variando entre 1 y M. Suponiendo interacciones débiles entre
cada dos particulas e integrando la ecuacién de Liouville con respecto a las coor-
denadas de posicion y velocidad de M —d particulas parad = 1, ..., M, se obtiene el
llamado sistema jerarquia BBGKY (de Bogoliubov [2], Born y Green [3], Kirkwood
[5] y Yvon [15]). El paso siguiente es construir una funcién simple, tomando el
limite formal M — oo, que depende de una variable de posicién con tres coorde-
nadas y de una variable de velocidad con otras tres coordenadas. La construccién
se basa en la suposicién de que cada conjunto pequefio de electrones se mueve de
modo independiente. De este modo, la solucién obtenida representa la densidad
del electrén en el espacio de fase R3 x R2. La solucién que se obtiene es la solu-
cién de la denominada ecuacion de Viasov. Esta ecuacion puede ser considerada
como la ecuacién de Liouville para una particula junto con un una relacién de
campo (medio) autoconsistente. Es una ecuacién macroscépica que describe el
movimiento de un conjunto de particulas que tienen interacciones débiles. Pero
cuando el transporte de electrones se produce en un semiconductor en una es-
cala de tiempo suficientemente grande, el movimiento de estas particulas se ve
fuertemente influenciado por fuerzas de rango corto, las denominados scattering o
colisiones de las particulas. Donde estas colisiones son mas importante con el propio
cristal del reticulo que entre las particulas. Es por ello que la ecuacién de Vlasov
no es buena para el modelado del movimiento, un factor nuevo debe tenerse en
cuenta, el factor de colisiéon. La ecuacién que surge con este término adicional
es la denominada ecuacién de Boltzmann para semiconductores. La ecuacién de
Boltzmann fue derivada por L. Boltzmann en 1872 como modelo de la dindmica
de gases.
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2.2.1. La ecuacion de Viasov. Consideremos un conjunto de M electrones con
igual masa y supongamos las siguientes hipétesis:

1. El contacto de los electrones con el cristal del reticulo del semiconductor
no influye en el movimiento de la nube de electrones.

2. El campo de fuerza ¥ que actiia sobre el conjunto no depende del vector
de velocidad.

3. Elmovimiento se produce por la actuacién de un campo eléctrico externo
y por las fuerza de interaccién entre dos particulas.

Siguiendo “la filosofia” que antes hemos enunciado se deriva la ecuacion de
Vlasov, que reduce el espacio de fases de dimensién 6M a dimensién 6:

(5.2.3) 3tf+v-fo—%ng-va:O

con x € R? (volvemos a abusar de la notacién y en esta ocasion el espacio es de
dimensién 3),v € R3, t>0,

E.f(t, x) = Een(t, x) + f pUE %) Egu (%, ) dix,
R3

donde F.. es campo eléctrico externo y Fi,;: es el campo que se produce por la
interaccién de dos particulas.

p(t, x) = jﬂ; f(t,x,v)dv

es la densidad de particulas en la posicién x en el instante ¢.

Puesto que f(t, x, v) se interpreta como la probabilidad de que una particula se
encuentre en la posicién x con velocidad v en el instante ¢, es natural esperar que

L frenl <1, (t,x,v) € R* x R* x R°.

Esta restriccién natural se demuestra facilmente como una consecuencia del mo-
vimiento de las particulas a través de las caracteristicas, si se supone cierta para
el dato inicial, es decir,

0<f(0,x0) <1, (x,v) e R* x R®

esta propiedad se mantiene en todo instante ¢ y se satisface el principio de Pauli
puesto que una funcién de distribucién mayor que 1 se interpreta como una
ocupacién multiple del estado (x, v) en el instante ¢. La ecuacién de Vlasov es no
lineal y con una no linealidad de tipo cuadrético.

Partiendo de la ecuacién de Liouville semi-clasica se deriva la la ecuacién de
Vlasov semi-cldsica:

(5.2.4) Ouf +0(K) - Vof — %Eef Vif =0
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conx€R? keB, t>0,

Ef(t,x) = Ecu(t, x) + f plE X Eaale, %) A%
R3

donde la densidad de particulas es

o) = [ fm ke
B
Se suponen condiciones de contorno de tipo periédicas en k:
(5.2.5) ft,x,k) = f(t,x,-k), x€R® kedB, t>0.

2.2.2.  El efecto de las colisiones: La ecuacion de Boltzmann. El “déficit” que pre-
senta la ecuacion de Vlasov; despreciar las interacciones entre las particulas y con
el propio cristal, serd “subsanado” por la ecuacién de Boltzmann. A la ecuacién
de Vlasov se le afiadird un término nuevo en, Q(f), operador de colisién. Asf la
ecuacién de Boltzmman se lee como sigue:

(5.2.6) hf +v-Vaf — %Ee‘f Vo f = Q(f),
con
(5.2.7) Q(AH(t, x,v) = L3 [s(x, ", 0)f' (1 - f) —s(x,v,0") f(1 - f)] dv/,

donde denotamos f = f(t,x,v), f' = f(t,x,v’) y s es la probabilidad de scattering,
es decir, s(x, v’, v) dv’ es la probabilidad de transicion de un electrén con posicién
x que pasa de tener velocidad v’ en el elemento de volumen dv’ a tener velocidad
v. Q(f) representa la suma de todas las particulas que tras la colisién pasan del
estado (x,v’) al estado (x,v) en el instante t menos la suma de todos las que pasan
del estado (x,v) a (x, v’) en el instante ¢.

Anélogamente la ecuacién de Boltzmann semi-cldsica se escribe como:
(5.2.8) Of +0(9 - Vaf = ZEep - Vief = Q(f)
conx€R3?, keB, t>0,con
629  QNExR= [ KRS -5k K- ] K,

donde denotamos f = f(t,x,K), f' = f(t x,k’). Se consideran las condiciones
frontera (5.2.5).

Para resultados sobre existencia y propiedades de la solucién de la ecuacién
de Boltzmann en teoria de semiconductores referimos a [13, 11, 12, 8, 9].
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2.3. La ecuacién de Poisson. La fuerza de Coulomb es la fuerza de largo
alcance, méas importante, que acttia entre dos electrones:
e xX—Y

Eine(x, y) = A = e

para x,y € R% x # y, € es la constante de permitividad del medio. Entonces,
recordando la expresion del campo de fuerzas efectivo, descubrimos que el térmi-
no correspondiente al campo originado por la interaccién de Coulomb, se puede
escribir como

é
—8XV0 * P CON V()(Z) = m,

que es una aproximacién media de campo y constituye la ecuaciéon de Poisson,
€()AVO =ep.

Si se supone también que el campo externo esta generado por iones de carga +e,
presentes en el material, entonces, nuevamente la ley de Coulomb nos dice que

—€9AV e = eC.

Donde C(t, x) es la densidad de los iones del material. Entonces obtenemos, unien-
do los dos campos, la ecuacién de Poisson

—€0AV,r =e(C—p)

0 equivalentemente
€0AVer =e(p — C).

3. Modelos aproximados

La ecuacién de Boltzmann se desarrolla en un espacio de dimensién 7. Co-
mo hemos visto hemos conseguido una reduccién sustancial en la dimension del
espacio en consideracién, hemos pasado de dimensién 6M + 1 a una muy “suge-
rente” dimensién 7. Pero desafortunadamente esta dimensién es atin demasiado
elevada si queremos dar resultados numéricos.

Esta es la razén por la que surge la necesidad de encontrar modelos que
reflejen el movimiento de particulas en un semiconductor, pero que consideren
un espacio de dimensién inferior. Buscamos por tanto, ecuaciones més simples
que sigan mantiene una fiel concordancia con la realidad fisica.

3.1. Aproximacién tiempo de relajacién. Una primera aproximacién de la
ecuacion de Boltzmann viene de prescindir de los términos cuadraticos del ope-
rador de colisién Q, (5.2.7).

(5.3.1) QLf)(t, x, k) = fR [5G KR = s K KO)f] K.
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Esta aproximacién es completamente licita cuando se trabaja en teoria de semi-
conductores ya que en este caso la densidad de particulas es pequefia,

0< f(t,x, k) < 1.

Se puede deducir (ver, por ejemplo [10]) que el operador de colisi6n se puede
reescribir como:

(5:32) QU %, k) = fR B K, ) [MOOF - MK)f] dK,

donde .

M) = Nexp( k‘O’T) N*=(f3exp( ki )dk) ,

distribucién Maxwelliana y ¢ es simétrica respecto a k y k' de forma que
s(x, Kk, K') = o(x, K', k) M(K).

Si el dato inicial se toma préximo a un mdltiplo de la Maxwelliana es natural
aproximar f’ en (5.3.2) por p(t, x) M(K’), donde p es la funcién de densidad, es
decir, p(x) = ﬁza f(t,x,K) dk y por tanto QL se traduce en:

(5.3.3) Qr(f)(t, x, k) = ( 9 iy

donde se ha usado la relacién existente entre la probabilidad de scattering y el

tiempo de relajacion:
-1
T(x, K) = ( f s(x, k, K') dk’)
B

3.2. Sistema clasico hidrodindmico. Elmodelohidrodindmico es unsistema
de ecuaciones hiperbdlicas que se derivan de la ecuacién de Boltzmann haciendo
uso del método de momentos. Este método consiste en considerar los momentos
de la ecuacién de Boltzmann y obtener un sistema cerrado de ecuaciones para
la evolucién de la densidad, la velocidad media y la energia, suponiendo una
hipétesis que cierre este sistema. Estos modelos se derivan del método de clausura
de momentos de Grad, en el que se supone que la funcién de distribucién es una
traslacion de la Maxwelliana y otras consideraciones que supone la ley del flujo de
calor de Fourier combinado con la ley de Franz-Wiederman para la temperatura
local del dispositivo.

(5.3.4) dp — %divx] =0
J®J) _ ek &2 Ji
(535) t] - _Dl x( p ) " x(T ) - _pEef = —T—p

0000000000000000000000000OCQ0OCBOBORDOCROOOOTOTONOOOONNRDORONOYIVIONONOCNYRNOTONYONNORNOYOYNYT
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. (m TP Ske. | 1L (m]|]? 3
(536) 3t(p W) = lex (263 F = E?T] = ] . Eef "[_m 2627 + EpkB(T — TL) ”

donde
/= —€f vf(t,x,v) dv = —epu
]R3

es la densidad de corriente,
-
2
es la energia, T(t, x) es la temperatura del electrén, T la temperatura del reticulo
Y Tp ¥ Tw SON respectivamente, los tiempos de relajaciéon del momento y de la
energia. En ocasiones a la Ecuacién (5.3.6) se le afiade un término adicional,
llamado término de conduccién de calor.

W =

3
IU'Z + EkBT

3.3. Ecuaciones de drift-diffusion. Como un limite difusivo de la aproxima-
cién tiempo de relajacion se puede obtener la ecuacién de difusién estdndar para
el caso isotermo, que gobierna la evolucién de la densidad,

1
(5.37) 9ip = —div o (K ToVp +epEef) =0,
donde u es la movilidad del electrén y T la temperatura.

3.4. Ellimite de Child-Langmuir. Para finalizar este capitulo vamos a sefia-
lar un udltimo sistema aproximado de la ecuacién de Boltzmann, que ocupara el
capitulo siguiente: el limite de Child-Langmuir. Este limite tiene diversas aplica-
ciones, una de ellas en teoria de semiconductores. Y serd ésta la aplicacién en la
que nos centraremos.

El limite de Child-Langmuir consiste en considerar el pardmetro
V'

que relaciona dos velocidades: térmica y balistica, suponiendo que el parametro
verifica: € <« 1. Entonces, se hace un cambio de escala en la ecuacién y se toma el
limite cuando € — 0. Para el sistema resultante se puede dar una expresién de la
funcién de distribucién atendiendo a las trayectorias de los electrones.

No nos extendemos mds aqui, porque este limite serd estudiado en més de-
talle en el Capitulo 7, en el que lo validaremos numéricamente comparando con
resultados deterministas.
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CAPITULO 6

Leyes de conservacién y métodos numéricos

En este capitulo queremos dar un breve repaso de los métodos numéricos
empleados para las simulaciones numéricas que presentamos en los dos capitulos
siguientes. El nticleo central de las computaciones numeéricas de este trabajo recae
en la simulacién determinista de la ecuacién de Boltzmann o aproximaciones de
ésta (aproximacion del término de colision por el operador de relajacion y el limite
asintético de Child-Langmuir). La herramienta principal utilizada es el método
en diferencias finitas de tipo WENO para leyes de conservacién. La explicacion
de este método serd la pieza central de este capitulo.

1. Leyes de conservacién

Un sistema de leyes de conservacion escalares viene dado por la siguiente
ecuacion:

(6.1.1) dr u(t,x) + dx f(u(t,x)) =0,

donde u : RX R — IR™ es un vector m—dimensional de cantidades que se conser-
van, o variables de estados, como, masa, momento y energia en un problema de
dindmica de gases. De forma mas precisa, decir que se conservan estas variables es
decir que f_ o:o u;i(t, x) dx se mantiene constante para todo tiempo ¢, donde esta inte-
gral representa la cantidad total de la variable de estados j— ésima. Las funciones
u; son las distribuciones espaciales de las variables de estado en el tiempo ¢, que
a su vez cambian cuando se evoluciona en tiempo. La ecuacién (6.1.1) nos indica
que conocido el valor de u(t, x) en un punto y tiempo dados podemos determinar
el flujo de cada variable de estado en (t, x).

f(u) se conoce como la funcién flujo del sistema de leyes de conservacion.
Loégicamente para conocer el comportamiento del sistema dindmico debemos
suponer una hipétesis de partida. Y para situarnos en problemas reales, es natural
suponer que trabajamos en un dominio espacial acotado y por tanto debemos
imponer condiciones frontera.

Trabajaremos con sistemas hiperbdlicos, por lo que supondremos que la ecua-
cién (6.1.1) es hiperbdlica. Es decir, la matriz jacobiana de la funcién de flujo, que
por simplicidad denotamos como f’(u), verifica que, para cada valor de u, sus
autovalores son reales y la matriz es diagonalizable.
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Trabajaremos en dimensién tres por lo que debemos generalizar lo anterior,
(6.1.2) i ult,x,y,2)+ dx f(ult,x,y,2)) + dy g(u(t, x,y,2)) + d; h(u(t,x,y,2z)) = 0,
donde u : R x R* —» R™ y las funciones de flujo son f, g,/ : R" — R™.

Nosotros trabajaremos con un tipo particular de leyes de conservacién, las
leyes escalares. Es decir, consideramos el casom = 1, asi, u : RXxR® - Ry
f,gh:R-> R

Las leyes de conservacién tiene una importancia sustancial en el mundo
cientifico en general, puesto que engloban cantidades que se conservan que pue-
den ser formuladas como ecuaciones en derivadas parciales. Sin embargo, sélo
se conocen la solucion explicita de un nimero pequefio de problemas. Es en este
momento, donde cobra importancia el anélisis numérico. No podemos dar una so-
lucién exacta al problema pero podemos valernos de una potente herramienta que
nos permita determinar propiedades cualitativas de la solucién que buscamos.
Los métodos numéricos disponibles para abordar este problema son muiltiples,
[4].

En los dos capitulos siguientes los esquemas numéricos empleados para la
simulacién de los correspondientes sistemas cinéticos son idénticos. Si bien en el
Capitulo 8 un andlisis previo del sistema sera desarrollado, formulando el sistema
de Boltzmann-Poisson como un sistema en coordenadas cilindricas. Y serd a este
nuevo sistema al que se le aplicard el esquema numérico que a continuacién
detallaremos.

2. Meétodos numéricos

Las ecuaciones cinéticas se resuelven con un esquema conservativo de dife-
rencias finitas WENO de alto orden [2] junto con una discretizacién en tiempo
Runge-Kutta TVD de tercer orden [6].

2.1. Esquema WENO. El esquema WENO (Weighted Essentially Non-Osci-
llatory) es un esquema numérico desarrollado originalmente para leyes de con-
servacion hiperbolicas y para ecuaciones relacionadas con ecuaciones Hamilton-
Jacobi. Es un esquema de diferencias finitas con orden alto de precisién apropiado
para problemas con soluciones regulares salvo en un conjunto finito de puntos.
Entendemos por regulares aquellas funciones que son diferenciables tantas veces
como el método lo precise.

Laidea clave se localiza en el nivel de aproximacién, donde se usa un procedi-
miento no lineal de forma que automaticamente se elige la malla localmente mas
regular, evitando de este modo, al maximo, oscilaciones debidas a aproximaciones
lagrangianas de discontinuidades durante la interpolacién.
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“La evolucion histérica” del método WENO, se puede encontrar en un deta-
llado articulo de C. W. Shu, [5]. Sefialamos aqui, solamente, que el “antecesor”
del método WENO es el método ENO (Essentially Non-Oscillatory).

Para funciones regulares, salvo en un conjunto finito de puntos, la idea del
esquema ENO propuesta en [1] es considerar un método de alto orden de pre-
cisién uniforme, “esencialmente no oscilatorio”, es decir, que la “magnitud” de
las oscilaciones decaiga como O(Ax¥), cuando k es el orden de exactitud para la
region regular. La estrategia para este fin, es buscar una “malla local adaptativa’,
evitando incluir, en la medida de lo posible, celdas con discontinuidades y de
forma que en la malla local la funcién sea lo mas regular posible, en comparacion
con otra posible eleccién de malla local. La construccién de la malla local se hace
atendiendo a la comparacién entre ciertas diferencias divididas de Newton, que
son las que miden la regularidad de la funcién en la malla local.

Los esquemas WENO surgen como una mejora a los métodos ENO, ya que
uno de los inconvenientes que se le podria reprochar a ENO, es la eleccién de la
malla de entre todas las posibles, ;cOmo se sabe que la elecciéon que se hace es
la correcta? WENO evita esa pregunta considerando toda la familia de “mallas
candidatas”, creadas siguiendo el esquema ENO. Concretamente se elige una
combinacién convexa de todas esas posibles mallas, con pesos no lineales.

En los siguientes capitulos utilizaremos el método WENO de quinto orden
para aproximar las derivadas que aparecerdn en la parte del flujo del esquema
conservativo. Genéricamente, en este desarrollo, las denotaremos por d. f (u(t, x)).
(Ver capitulos siguientes para aplicaciones).

Consideremos una malla

(6.2.1) a=x3 <Xy <. <xXy1<Xy1=Db,
definimos, entonces, para todoi=1,2, ...,,N,
(6.2.2) L= [x,-_;,xi 2 ] celda i-ésima,
2 2

X1+ X1
(6.2.3) X;= —2 5 = centro de la celda i-ésima
y
(6.2.4) Axi =Xy — Xy tamafio de la celda i-ésima.

Denotaremos el tamario mdximo de la celda como,
(6.2.5) Ax = max Ax;.

1<isN
En lo que sigue supondremos que la malla es uniforme, es decir,
Ax=A¥ Yi=1, ...
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Entonces

J 1 7a "
(6.26) 5 W5 = —(fiy = fry)
donde el flujo numérico
f;+% = f(ui—r/ seey ui+5)l

(siendo u;(t) la aproximacién numérica al valor del punto u(t, x;)), satisface las
siguientes condiciones:

= f es una funcién Lipschitz continua en todos sus argumentos.
= f es consistente con el flujo fisico: f(u, ..., u) = f(u).

El teorema de Lax-Wendroff [3] nos dice que si el esquema conservativo

du(t) 1., o,
=l - )

converge, lo hace a una solucién débil de
u(t, x) + fr(u(t,x)) =0

En la reconstruccién del flujo debe tenerse en cuenta la direccién del viento (“up-
winding”). El modo maés sencillo y menos costoso es considerar la velocidad de
Roe

fuisa) — f(w)
(6.2.7) L B
? Uity — U;

Si 0,1 2 0, entonces “el viento sopla” desde la izquierda a la derecha, por el
contrario, si 7;,1 < 0el “vientosopla” de derecha a izquierda. En nuestros sistemas
estas velocidades mantendran siempre el mismo signo, es decir, no dependeran
de la variable sobre la que estamos buscando la aproximacién. En sistemas en los
que esto no ocurre debe considerarse un esquema mas elaborado, considerando
el flujo descompuesto en dos términos en funcién del signo de su derivada: parte
positiva y parte negativa. Una de las mas simples descomposiciones posibles es
la dada por Lax-Friedrichs, (ver [5]).

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que 7,,; > 0, en el otro caso se sigue
de forma andloga. El procedimiento para reconstruir el flujo numérico es como
sigue (método 5-WENO).

A _ A1) A2) A3)
fir12 = anfy; nt wai+1/z +wafia,
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donde ﬁ(ﬁ)/z son los tres flujos de tercer orden en tres mallas diferentes. Vienen
dados por

)y 1 7 11
fip = gfi—2 - "6'fi—1 + _6—f”
o 1 i 1
fiap = g/t + gfz * §ﬁ+1r

1 5 il
A3) =
fi+1/2 B §f1 + gfi+1 . gfi+2,

siendo w,, los pesos no lineales

Wm

— 3 ~ s
21:1 )

& = —2
T e+ B)Y

Wm

con los pesos lineales
Y =2 _
)/1 - 10/ )/2 - 5/ Vg = 10/

y los indicadores de regularidad f;
13 1
pr = 5 (i =2t £+ g fa = 4fin + 3f)°
13 1
P = 1 (fi1 —2fi + fi+1)2 + 1 {foa— fi+1)2

B = (=2t fial 4 5 Bfi= s + Sl
Si la funcién que se aproxima es regular en la malla r, entonces
B = O(A?),
mientras que, si la funcién presenta una discontinuidad en la mallar,
Br = O(1).

Finalmente, € es un parametro que se considera para evitar que el denominador
sea 0 en nuestros calculos tomaremos ¢ = 107°. De esta modo obtenemos la
aproximacién de d, f(u(x, t)) utilizando un esquema WENO de diferencias finitas
de quinto orden (debe entenderse de quinto orden en los puntos regulares). Como
se ve, es un proceso simple en el que los pardmetros son facilmente computables,
por lo que el algoritmo numérico resultante también lo sera.

Para acabar con la descripcién del método WENO, s6lo decir que en general
no es TVD (“Total Variation Disminishing”, variacién total decreciente) y que no
conserva la positividad de la solucién cuando se parte de un dato inicial posi-
tivo. Pero esta “falta” del método WENO, no es en ningiin caso “significativa”,
la pérdida de positividad se presenta en las regiones de grandes saltos de la
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solucién, concretamente cerca de las zonas de contacto donde se ha considera-
do una funcién paso para el modelado de la densidad de dopaje (ver capitulo
anterior y siguientes). Los valores negativos que aparecen en estas regiones son
précticamente cero y no producen oscilaciones esptreas, en absoluto.

2.2. Esquemanumérico paralaecuacién de Poisson. Para queloselectrones
se muevan serd necesario someterlos al efecto de un campo eléctrico. En nuestros
simulaciones supondremos que este campo eléctrico es generado por un potencial
eléctrico. Y para ello acoplaremos la ecuacién de Boltzmann con la ecuacién de
Poisson (ver capitulo anterior). Por tanto, numéricamente tendremos que resolver
una ecuacion del tipo

(628) Uex = — &

(6.2.9) u(a) =u,, ub) = uy.

Para ello usaremos un sencillo esquema de diferencias finitas centradas. Conside-
rando una particién del intervalo [a, b], igualmente espaciada:

A=X <X K. 2IN=D,

b—a |
AX= Axi =Xi—Xi-1 = T, 1= 1,...,N,

obtenemos

U(Xina) = 2u(x) +ulxia)
o ~ — g(x;)

(6.2.10)

parai =1,2,.., N—1.Elsistema (6.2.10) es un sistema triangular de N—1 ecuaciones
con otras tantas incégnitas, lo que podemos escribir de una forma mads clara
usando la notaciéon matricial:

) 1
&E T E 0 0 e 0 u(xr) g(x1)
B 2 1 0 0
&7 BaP TG : u(xz) 8(x2)
. (Aic)Z (Ax)? e (Ax)2 ‘e 0 u(x3) = g(x3)
0 0 0 on gk whs u(xn-1) g(xn-1)

Este sistema lo podemos resolver por medio de la eliminacién gaussiana con
sustitucion regresiva. Proporcionando, de este modo, una aproximacién numérica
al problema (6.2.8)-(6.2.9).

Podria haberse considerado otra posible aproximacién numérica, por ejemplo,
la integracién, numérica, directa de la ecuacion (6.2.8), sujeta a la condicién (6.2.9).
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2.3. Método Runge-Kutta TVD. Para la evolucién en tiempo utilizaremos
un método Runge-Kutta TVD de tercer orden [6]. Consideremos el siguiente
problema de valores iniciales:

ur = L(u), u(0) = up.

En los capitulos siguientes, L serd la aproximacién de las derivadas espaciales
mas el término de colisién, si lo hubiese.

Resolveremos este problema mediante el método de Runge-Kutta TVD de
tercer orden:

ul =y + AL, )

3 1 1
@ = "+ D+ ALY, " + A
u 4u 4u 1 tL(u t)
1 2 2 1
ntl  _— Zyn Zu? + = @ + =At
u U +3u 3AtL(u A 5 )

Para garantizar resultados de estabilidad, necesitamos imponer condiciones
usuales CFL (Courant, Friedrichs y Lewy)

Ab < CEL-2%
If" (u)l

donde |f’(u)| representa el maximo de la funcién f’ en la malla computacional.

24. Integraciéon numérica: regla de Gauss-Legendre. Para la obtencién de
los resultados experimentales de los capitulos siguientes serdn necesarias realizar
diversas integraciones numéricas. Cuando el problema no requiera “mayor preci-
sién” usaremos la regla del rectingulo, que no detallamos aqui por su simplicidad
y puede encontrarse en cualquier libro elemental de anélisis numérico.

En otras ocasiones (ver Capitulo 8), la regla del rectdngulo no seré suficiente
y necesitaremos una aproximacién mas precisa. Este problema lo resolveremos
usando la regla de Gauss-Legendre, que cuando se consideran N nodos es exacta
para funciones polinomiales de grado menor o igual que 2N — 1.

TeoreEMA 6.2.1. (Regla de Gauss-Legendre con N nodos). Si g es una funcion
continua en [—1, 1], entonces

1 3 PVINYE )
(6.2.11) j:l g(x) dx = ; ank §(xnk) + N DIENE @) -1<p<1

donde los nodos xx x y los pesos o estdn tabulados, ver Tabla 6.1 para algunos valores
de N.

Normalmente el intervalo de integraciéon no serd [—1,1], sino un intervalo
general [a, b]. Para este intervalo se pude trasladar la regla dada en el teorema
anterior resultando
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TeoreMa 6.2.2. (Regla general de Gauss-Legendre con N nodos). Si g es una
funcion continua en [a, b], entonces

(6.2.12)

i b—a &
j; g(x) dx ~ > ,;‘ ok 8t k),

donde los nodos ty  son los trasladados de x i

y _a+b+b—ax
Nk~ 9 9 N,k

y los pesos an x son los correspondientes a los nodos xy , ver Tabla 6.1 para algunos valores

de N.

2.5.

Esquema numérico para la simulacién del sistema BP. Para finalizar

este capitulo queremos recoger los pasos que se seguirdn en la programacién
de las simulaciones de los capitulos siguientes. Hemos querido representar por
el sistema de BP, el sistema de Boltzmann-Poisson. Donde por la ecuacién de
Boltzmann entenderemos la ecuacién de transporte igualada al operador de coli-
sién, pudiendo ser este tiltimo una aproximacién del término de dispersién, como
explicidbamos en el capitulo anterior.

1.
2.
1

Lectura de parametros e inicializacion.

Condiciones frontera.

Aproximacién de la funcién de densidad, mediante una regla simple de
integracion.

Célculo del campo eléctrico, resolviendo la ecuacién de Poisson, por me-
dio del esquema anterior.

Aproximacién de las derivadas espaciales, mediante un esquema de tipo
WENO. Cada variable se considera por separado, mientras las otras son
vistas como constantes.

Evaluacién del término de colisién.

Imposicién de las condiciones CFL y evolucién en tiempo con el esquema
RK. Y vuelta al paso 2.



900000000000 0000000000000000000000000000000COC°OCGOIOGOONOOROOCGNONONTCTYT

2. METODOS NUMERICOS

N | Nodos, xn Pesos, ank
2 | -0.5773502692 1.0000000000
0.5773502692 1.0000000000
3 | £0.7745966692 0.5555555556
0.0000000000 0.8888888888
4 | +£0.8611363116 0.3478548451
+0.3399810436 0.6521451549
5 | £0.9061798459 0.2369268851
+0.5384693101 0.4786286705
0.0000000000 0.5688888888
6 | £0.9324695142 0.1713244924
+0.6612093865 0.3607615730
+0.2386191861 0.4679139346
7 | £0.9491079123 0.1294849662
+0.7415311856 0.2797053915
+0.4058451514 0.3818300505
0.0000000000 0.4179591837
8 | £0.9602898565 0.1012285363
+0.7966664774 0.2223810345
+0.5255324099 0.3137066459
+0.1834346425 0.3626837834
16 | £0.989400935 0.2715245941e-1
+0.9445750231 0.6225352394e-1
+0.8656312024 0.9515851168e-1
+0.7554044083 0.1246289712
+0.61787624440 | 0.1495959888
+0.4580167776 0.1691565194
+0.28160355078 | 0.1826034150
+0.9501250984e-1 | 0.1894506104

TaBrLA 6.1.

Nodos y pesos para el método de Gauss-Legendre.
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CAPITULO 7

El limite de Child-Langmuir para semiconductores: una
validacion numérica

El sistema de Boltzmann-Poisson modela el flujo de electrones en un semi-
conductor, como vimos en el Capitulo 5. En ese mismo capitulo consideramos
como modelo aproximado del sistema de Boltzmman-Poisson el limite asintoti-
co de Child-Langmuir. El objetivo del presente Capitulo es validar este limite,
mediante la comparacién num<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>