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INTRODUCCION

Dos impor tantes clases de espacios de Banach son objeto actual-
mente de gran atencidn: los espacios de Banach que son L-sumandos
de sus biduales y los que son M-ideales de sus biduales., El predual
de un glgebra de Von Neumann es un ejemplo de espacio que es L-su-
mando de su bidual, mientras cque los operadores compactos en un es-
pacio de Hilbert constituven un espacio que es M-ideal de su bidual.
Los trabajos de G, Godefroy v D. Li [?1,27] por una parte, y los de
P, Harmand y A, Lima [24,29] por otra, inician el estudio sistem&ti-
co de estas dos clases de espacios de Banach y permiten calibrar el
estado actual de la teorfa.

A este respecto, procede citar un reciente resultado de G. Gode-
froy [éO;Théoréme 61 segfin el cual, para que un espacio de Banach
sea L-sumando de su bidual es suficiente (y, obviamente, necesario)
que sea "sumando" ( en un sentido que se precisar4 enseguida) de su
bidual,

Como quiera que los conceptos de L-sumando v L-ideal coinciden
E13] los espacios de Banach de cualquiera de las dos clases arriba

mencionadas son "ideales" de su bidual. Curiosamente, si un espacio

de Banach es ideal de su bidual, dicho espacio ha de ser un L-suman-

do o un M-ideal de su bidual. Esta bonita extensidn del teorema de
G. Godefroy es uno de los principales resultados de la presente me-—
moria (de hecho su consecucién fue el primer objetivo del trabajo)

y en torno a ella se vertebra el resto del contenido de la memoria.

vii
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Antes de pasar a resumir en forma precisa los resultados obteni-
dos en ésta es obligado concretar las nociones de sumando e ideal
asf como otras estrechamente relacionadas con ellas y, para ello, es
conveniente arrancar de sus precedentes histdéricoss

La teorfa de L-sumandos y M-ideales se inicia en la década de -
los 60 en artfculos de F. Cunningham [11,121 y se consolida primero
en 1972 con la aparicién del decisivo trabajo de E. Alfsen y E., Effros
[1,21 y definitivamente con la publicacidén de la monograffa de E.

Behrends [61o Esta teorfa ha tenido un espectacular desarrollo en la
dltima década, al que no han sido ajenos la aparicién y estudio de
extensiones naturales de los L-sumandos y M-ideales, tales como 10S 7
sumandos del propio E. Behrends [4,5.7] y los semi-L-sumandos y se—
mi-M-ideales de A, Lima [28,29}3@1 (ver tambi&n los trabajos de D.Yost
[48,49,50]).

Una ventaja, no despreciable por cierto, de la introduccién y
tratamiento del concepto general de "semisumando" y sus sucesivas
predualizaciones es la de poner orden en la marafia de conceptos pre-
viamente citados, asf como la de clarificar una parte notable de los
correspondientes resultados. Dicho tratamiento, que se aborda tfmida-
mente en trabajos como los de R. Evans D61 y P. Volkmann [471,se
afronta sistem&ticamente en la tesis de R. Payd L371 (ver también
[381) y se continda en la tesis de J.F. Mena EB{l (ver también [351)c
Por dltimo hemos de resefiar que el estudio posterior de la localiza-
cién de los anteriores conceptos [361 ha dado lugar al de subespacio
absoluto, que engloba a todos los conceptos anteriores y culmina °
la abnegada labor de ordenacién y clarificacién antes comentada.

A partir de este momento Y denotar& un espacio normado, real
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© complejo. Por semiproyeccién en Y entenderemos una aplicacién T
de Y en Y verificando:
wDy + wiz)] = anly) + n(z) (y,zeY, \eK)
Si 7 es lineal diremos que T es una proyeccion.
Una semiproyeccién m se llama absoluta si la norma de cada
vector y  depende dnicamente de las normas de 7m(y) e y-m(y), en cu-

3
en R (Gnica si m es no tri-

YO caso existe una norma absoluta

vial) verificando:

Lol = Ll mll lly =m0l )] (ye?)

Decimos que 17 es una semi—l.

-proyeccion cuando queremos en-—
fatizar dicha norma absoluta.
La imagen de Y por una semiproyeccién (resp. proyeccidn) abso-

luta recibe el nombre de semisumando.(resp. sumando) de Y . Los

té&rminos semi-l.l-sumando Yy ‘.l-sumando se explican por sf solos.
Los semi-L-sumandos de A. Lima son los semi—L.[—sunandos con
|(r,s)| = L(r,s) = |»| + s |
Los L-sumandos de E. Behrends son los lol-sumandos con

[(r,s)l = P(r,8) = ([r[p & Islp )Z/p

para 1 < p < o,

Finalmente, los M-sumandos son los -sunandos con

°

|(r,s)| = M(r,s) = Max {|r|,|s|}

Para abarcar el concepto cl&sico de M-ideal y su posterior ge-
neralizacién, el de semi-M-ideal, es necesario "predualizar"el con-—
cepto de semisumando como sigue:

Un semiideal (resp. ideal) de Y es por definicién un subespacio

cerrado X de Y cuyo anulador X° es un semisumando (resp. suman—

do) del espacio dual Y~°. M&s concretamente, se dice que X es un
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.Iéideal de Y si X% es un semi-l.l*

semi- -sumando de Y’ ,donde

! *

, la norma conjugada de , viene dada por:

> .

* g
| (r,8)| = Max {|rb + sal; | (a,b) |51}
En varticular, reencontramos el concepto cl&sico de semi-M-ideal: su-
bespacio cerrado cuyo anulador es un semi-L-sumando del dual.

Predualizando , andlogamente , ahora el concepto de semiideal

obtenemos el de semiidealoide. Concretamente un semi—l. -tdealoide

*

|-

de Y es un subespacio cerrado X de Y tal que X% es un semi-
ideal de Y~ .

El concepto de "idealoide" que el lector podrfa imaginar coincide
con el de ideal [35; Corollary 4. 2:[ v si se predualiza el concepto
de semiidealoide no se obtiene otra cosa que el ya conocido concepto
de semiideal [35; Theorem.4Q11°

Finalmente, dada una norma absoluta lal, se dice que X es un
l.l-subespacio de Y si X es un semi—l.l-ideal de X'+.my , para cada

y de Y ,y X se dice ser un subespacio absoluto de Y si exis-

te una norma absoluta I.[, tal que X es un _cl-subespacio de Y.

La relacién entre los anteriores conceptos puede ser resumida
por el siguiente diagrama:

sumando e semisumando

ideal =  semiidealoide

w
semiideal =——=——=p subespacio absoluto
En general ninguna de las implicaciones es reversible. De hecho para
cada una de las implicaciones del diagrama se dispone de una carac-

terizacién de aquellas normas absolutas que la hacen reversible. No



cansaremos ' al lector enunciando los correspondientes siete teoremas
que pueden verse en [:35,36:[o No obstante, con el &nimo de que se pue-

da calibrar el alcance de los resultados de esta memoria, baste decir

que si una norma absoluta I,[ es "suficientemente perversa" hay A.[-su—

bespacios que no son semiidealoides ni semiideales, semi-l.{—idea-

loides que no son ni semisumandos ni ideales, semi- ol—ideales que

no son ideales, .I—ideales que no son sumandos Yy semi—_o‘-sumandos
que no son sumandos; todas estas patologfas pueden presentarse aunque
el espacio ambiente sea completo.

Existen ciertos indicadores que hacen pensar que el hecho de que
un espacio de Banach sea l.l—subespacio de su bidual fuerza severas
restricciones sobre la norma absoluta l.[, asf como que su naturaleza
inicial de subespacio absoluto se perfeccione en algunos conceptos
m&s fuertes que aparecen en el diagrama anterior.

Entre estos indicadores citaremos el teorema de G. Godefroy co=
mentado al principio, su extensién a semisumandos [34,351, el hecho

de que un espacio de Banach semi-M-ideal de su bidual es M-ideal de

su bidual [43] vy el de que si un espacio de Banach no reflexivo es

BN

semi-l° -ideal o semi—l.l-idealoide de su bidual, entonces ’

Y

con 0 =y £1 y
[(r,s)[y: Maz § |s|,|»| + v]s| }
34;Corolario 2.20 y Corolario 3020[° ( Claramente [0[0=A4, [.[I=L
pero para 0 % vy <1, i.ly es "suficientemente perversa" en el sentido
antes apuntado) .
A la vista de los ejemplos de que disponemos hasta el momento y
de los precedentes que acabamos de citar no parece descabellada la

siguiente !

xi
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CONJETURA
S1 un espactio de Banach X es subespacio absoluto de su bidual,

entonces X es o bien L-sumando o bien M-ideal de su bidual.

Los resultados de esta memoria suponen un acercamiento sustgn—
cial hacia la eventual demostracién-de la certeza de la conjetura an-
terior. Las técnicas empleadas para conseguir este acercamiento son
muy superiores en profundidad y dificultad a las que se han utilizado
hasta ahora para abordar este tipo de problemas. Consecuentemente,
cuando hemos considerado que tales técnicas tenfan interés por si
mismas, las hemos aislado y estudiado sistemdticamente.

Es ya el momento de enunciar nuestro

TEOREMA PRINCIPAL

Supongamos que un espacio de Banach X es subespacio absoluto

de su bidual. Entonces se verifica una de las afirmaciones siguientes:

1) X es un semi-L-sumando de su bidual
it) X es un [;[%;subespacio de su bidual

1121) X ~es un M-ideal de su bidual.

Se obtienen, no obstante, con hip&tesis adicionales, resultados
m&s precisos no recogidos en dicho teorema. Para la exposicidén de

&stos hacemos un breve recorrido por los distintos capftulos.

En el primer capftulo, concebido a modo de pr&logo, se establece

una pequefia perfeccién de un resultado ya citado de J.F. Mena[?4,351.



TEOREMA 1.7

una norma absoluta. ST X es

Sea X un espacio normado y

semi-

.

-sumando de Y , con Y C X', entonces X es de hecho, un se-

mi-L-sumando de Y.
Asf mismo se obtiene una respuesta parcial al diffcil problema
de si existen o no espacios de Banach que son semi-L-sumandos, no L-

sumandos, de su bidual.

TEOREMA" 1,10

ST un retfculo de Banach X es semi-L-sumando de su bidual, en-

tonces X es, de hecho, un L-sumando de X" .

En la 1lfnea de nuestra conjetura, el principal resultado del se-

gundo capftulo reza como sigue:

TEOREMA 2,17

Sea X wun espacio de Banach. Si X es semiidealoide de su bidual,

entonces X es, o bien un semi-L-sumando, o bien un M-ideal de su

bidual.

Como consecuencia destacable tenemos

COROLARIO 2,17

Sea X wun espacto de Banach. Si X es ideal de su btdual, en-

tonces X es L-sumando o M-ideal de su bidual.

xiii
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Se dan dos demostraciones del Teorema 2.16 . Una de ellas apro-
vecha ideas de un trabajo reciente de E. Behrends y P. Harmand[&l en
que se caracterizan de forma intrfnseca los espacios de Banach que
son M-ideales propios de algdn espacio de Banach, caracterizacidn que
nosotros extendemos a ideales propios para normas absolutas arbitra-
-rias ( X es ideal propio de un espacio de Banach Y , si es ideal
de Y , pero no sumando de Y ).

La otra demostracidén estd preparada en una primera seccién del
capftulo (cuyo contenido posiblemente sea lo m&s interesante del mis-
mo) , cuyo resultado principal proporciona un procedimiento construc-
tivo mediante el cual aparecen todos los ideales y da de paso una
condicién necesaria intrfnseca que todo espacio de Banach debe cum~

plir si aspira a ser ideal propio de algdn otro.

TEOREMA 2.8

Sea [.[ una norma absoluta y notemos n*= Max{a 2 0; [(Z,a)[ = 15,
Sean Z,U espacios de Banach y S un operador lineal continuo de U
en Z"™/[Z verificando:

[Pl + n*ll 7]l s 2w+ 7,00l
para cualesquiera f en Z°y w en 7%

Se considera el espacio Z" x U con la norma
L zmwll = fedt=" 1L lwll )]

se constideran ast mismo los subespacios

N

= {(z",u) 2" U; S(u) = 3%+ I, (2)}

{(Jz(z),O); 2¢€2} (e Y )

>y
"

Pues bien, X es |.|-ideal de Y. Ademds X es |.|-sumando si, y so-

lo s, S es cero.



Rectprocamente, todo ideal aparece por este procedimiento. En con—

creto, dado Y wun espacio de Banach y X un ideal suyo, existen
Z,U,5 como arriba y una biyeccion lineal isométrica del correspon—

diente Y sobre Y , que aplica X sobre X.

La condicidn necesaria intrfinseca anteriormente anunciada para

los ideales propios se recoge en el siguiente

TEOREMA 2.10Q

Sea X un espacio de Banach. Supongamos que el subespacio de X*
engendrado por los elementos que son de mejor aproximacidn en X*
para algin elemento de X° es débil-*-denso en X% ., Entonces X no

puede ser ideal propio de ningun espacio de Banach.

El tercer capftulo se dedica fundamentalmente a la demostracién
del teorema principal ya enunciado. Puestos ya en la situacién ge-
neral de un espacio de Banach que es subespacio absoluto de su bidual,
las técnicas utilizadas hasta el momento fracasan, incluso bajo la
hipStesis mds fuerte de que el espacio fuese semiideal de su bidual.

El hecho ya comentado de que si un espacio de Banach es semi-

ha de ser he-

| .|- ideal de su bidual, obligadamente la norma [o_
xagonal, se extiende sin dificultad al caso general de un espacio de
Banach que es subespacio absoluto de su bidual. Este hecho, junto con
una bonita caracterizacién de los subespacios absolutos de espacios
de Banach reales arbitrarios, obtenida en [361 permite reformular

nuestra hipStesis de trabajo en los siguientes té&rminos, que involu-—

cran la conocida propiedad de la Ié—bola introducida por D, Yost [481
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TEOREMA 3.5

Un espacio de Banach real X es subespacio absoluto de su bidual
si, y solamente si, verifica las dos condiciones siguientes:
(a) X tiene la propiedad de la 1% bola en X" .

(b) Extste r, con 0

IA

r £ 1, tal que :

Haex: || 2|l < 22| Fex]| 3

R

P (F) = P (F) C {weX: || #|| & au|| 7ex]| }

para todo F en X" , donde PX(F) es el conjunto de mejores aproxima—
ctones para F en X,
De hecho si X verifieca (a) y (b), entonces X es I.lY-subespa-

eto de X" para vy = I-r .

N&8tese que las condiciones (a) y (b) del teorema anterior no in-
volucran explfcitamente la norma absoluta lol para la que X es su-
bespacio absoluto de X" . Ello nos permite "olvidar", al menos for—
malmente, la nocién de subespacio absoluto y trabajar simplemente con
aquellos espacios de Banach que verifican (a) y (b) del teorema an-
terior. En particular la condicién (b) puede, por analogfa con situa-
ciones familiares en dimensién finita, leerse en la siguiente forma:
PX(F) es un subconjunto de X (convexo, cerradoe y acotado) "de an-
chura constante", anchura que es proporcional a llF+Xll° Es por es-
to que dedicamos una seccién del capftulo al estudio de las propieda-
des de los convexos de anchura constante. E1 "cincuenta por ciento"
de la demostracién del Teorema Principal se obtendrd utilizando es—
tas propiedades, por cierto elementales.

Hacemos a continuacién un estudio auténomo de cada una de las
propiedades que aparecen en el Teorema 3.5, Como resultados m&s des-

tacables de este estudio enunciamos los dos siguientes:



COROLARIO 3,20

Sea X wun espacio de Banach que verifica la propiedad de la

1% bola en su bidual. Supongamos que existe r<1 tal que:

A

Py(F)= P (F) ¢ {wex: || || s 22| Pex|| 3
para todo F en X", Entonces X no puede ser ideal propio de ningin

espacto de Banach.

LEMA 3,23

Sea X wun espacio de Banach real. Supongamos que existe r > ;

tal que:
{weX: || || <2r|| mex|| 3 c P (F)-P, ()
para todo F en X" . Entonces X’ tiene la propiedad de Radon

Nikodym.

El primero de estos resultados, que da una nueva condicién nece-—
saria que deben verificar los ideales propios, utiliza también la
ya obtenida en el capftulo II y comentada m&s arriba (Teorema 2. 10'.
Como consecuencia de &1 se mejora sustancialmente el Teorema 2,17,

llegédndose al siguiente enuciado:

COROLARIO 3.21

Sea X wun espacto de Banach que es subespacio absoluto de su bi-—
dual . Supongamos que existe F en X", y no en X,tal que X es

ideal de X+ KF. Entonces X es semi-L-sumando o M-ideal de X" ;

El Lema 3.23, para r=1, fue demostrado por A. Lima [591 Yy nues-—

Xvii
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tra demostracién del caso general es una afortunada adaptacién de la
suya. El encadenamiento de este lema con la famosa caracterizacidn
de C. Stegall de los espacios de Asplund conduce al "cincuenta por
ciento" que faltaba de la demostracién del Teorema Principal.

Este tercer capftulo se concluye con dos nuevas respuestas par-
ciales a nuestra Conjetura que se deducen ambas del Teorema Principal,
la primera usando una caraterizacién de B, Maurey de los espacios de
Banach separables que contienen a 21 5331 ( ver también [421) y la
segunda mediante la caracterizacién de los retfculos de Banach dé-

bilmente secuencialmente completos [32;Theorem 1cc°41(ya usada en el

Teorema 1.,10):

TEOREMA 3,30

St un espactio de Banach separable X es subespacio absoluto de

su bidual, entonces X es semi-L-sumando o M—ideal de su bidual.

TEOREMA 3,31

S5t un retfculo de Banach X es subespacio absoluto de su bidual,

entonces X es L-sumando o M-ideal de su bidual.,

Con el capftulo tercero de la memoria acaba el trabajo que hemos

realizado en tormo 5 ia Conjetura que preside toda la exposicién. No

obstante, hemos crefdo oportuno concluir la memoria dedicando un cuar—

to y dltimo capftulo al estudio sistem&tico de una propiedad, perfec-
tamente aislable, que ha jugado un papel fundamental en la demostra-
cidén de nuestro Teorema Principal. Este estudio, aparte de su interés

intrfnseco, supone abrir en cierto modo un nuevo camino, escapando



del ambiente claramente obstructivo que respiran los resultados an-
teriormente expuestos.

Dado un ndmero real r entre cero y uno, diremos que un subespacio
X tiene la propiedad I(r) en Y, si

{zex; || 2]l <on|| y#x|| } c Py (y)=Py(y)
vara todo y en Y,

Es bien conocido que X tiene la propiedad I(I) en Y si, y
s6lo si, X es semi-M-ideal de Y (de hecho M-ideal si Y = X").

Nuestro crucial Lema 3.23, ya comentado, afirma ahora que si un
espacio de Banach X tiene la propiedad I(r) en X" parar > }
entonces X° tiene la propiedad de Radon-Nikodym., Asf dicho lema
puede considerarse como punto de partida de nuestro trabajo en este
dltimo capftulo.

Un primer resultado (Teorema 4.1) nos garantiza la existencia
para cada r, con (O<r<1, de espacios que tienen la propiedad I(r)
en sus biduales y no son M-ideales de sus biduales (°de hecho, ni tan
siquiera tienen la propiedad de la I13-bola en sus biduales).

El siguiente resultado resume la mayor parte de lo que por el
momento conocemos sobre los espacios de Banach con la propiedad I(r)

en sus biduales:

TEOREMA 4,7

Sea Z un subespacio cerrado de un espacio de Banach con la

propiedad I(r), con r > 3, en su bidual. Entonces se verifican las
stgutentes afirmaciones:

1) Z° tiene la propiedad de Radon-Nikodym

t
27z
es un subespacio de Chebyshev de Z™.

1) PZ‘(G) = of (6) , para todo 6 e .ZM™,En particular Z°

Xix
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111) S Y es un subespacio cerrado de un espacio de Banach con
la propiedad I(s), con 8 > 3 , en su bidual, entonces toda bi-
yeceidn lineal isométrica de Y" en Z" es la segunda traspues—
ta de una biyeccidn lineal isométrica de Y en 2.

i) Z no tiene la propiedad de interseccidn finito—infinita (ver
B91),est0 es, extste una familia de bolas cerradas en Z, {Bd;
a e I}t tal que QB =20,y sin embargo, toda interseccidn fi-
nita de dichas bolas es no wacia.
v) ST Y es un subespacio cerrado de Z" conteniendo estricta-
mente a Z, entonces no existen proyecciones de norma uno de Y

en Z. En particular si Z es un espacio de Banach dual, Z es

reflexivo.

Cabe- destacar 'que- la afirmacidénc €772 'del tedorema anterior ex-—
tiende el hecho de que toda biyeccién lineal isométrica del bidual
de un espacio de Banach , que es M-ideal de su bidual, en sf mis-
mo es la doble traspuesta de una biyeccidn lineal isométrica del pre=
pio espacio en sf mismo [24; Proposition 4.210

La misma afirmacién 77Z7) del teorema anterior junto con un resul-

tado de Cho-Ho Chu [14] permite obtener el siguiente

COROLARIO 4.9

Sea X wuna C*—ngebra. Son equivalentes las siguientes afirma—
ciones:
1) Existe r > 3,.tal que X tiene la propiedad I(r) en X".
i) X = (é%A K(H& ))CO, donde K(H&) es el espacio de los opera—

dores compactes sobre un cierto espactio de Hilbert H,

217) X es M-ideal de x" .
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CAPITULO 1

ESPACIOS DE BANACH QUE SON SEMISUMANDOS DE SU BIDUAL

En toda la presente memoria Y denotard un espacio normado sobre

K , el cuerpo de los niémeros reales o complejos indistintamente, sal-

vo especificacién en caso contrario., Y' denotard el espacio dual y

como quiera que no habr& confusidén, l Qll, representard indistinta-

mente las normas de Y y de sus sucesivos duales.

i-1 DEFINICION:

Se llamard’ semiproyeccidn en Y a una aplicacién 7 de Y en Y
que verifica:

w1y + m(2)] = An(y) + n(z) (y,ze¥, e &)

Haciendo A=0 obtenemos que T es idempotente. Una semiproyeccién
lineal se llamard simplemente proyeccidn.

Se comprueba f&cilmente que la imagen de Y por una semiproyec-
cidn T es un subespacio vectorial de Y , vy que el conjunto

Ker m = { ye¥; w(y)=0 }

es un cono simétrico en Y.

La f6rmula y=m(y)+y-7(y) da la Gnica descomposicién, de un vec—

tor arbitrario Yy, como suma de un vector en w(Y) y en otro de Ker .

En [371 se estudian por primera vez aquellas semiproyecciones
con la propiedad de que la-norma de cada vector, y, es funcién de las
normas de los vectores wn(y), y-n(y), en los que 7 descompone a Y.

2
Tal dependencia ha de venir dada por una norma absoluta en R“:



1,2 DEFINICION:

Una norma [Q{ en R?, se llamard absoluta, si verifica:

) @b | = | al,|pD] (2.b € R)

1

it) |(1,0)] = |(0,1)] = 1

Ejemplos tfpicos de normas absolutas son las normas clésicas L,Lp
(1<Z7< © ) v M dadas, para cualesquiera a, b en R, por:
L(a,b) = |a| + |p|
Pla,bi = (|alP+ |p|P) 1P

M(a,b) = Max{|a|,|b|}

1.3 DEFINICION

Se dice que una semiproyeccién 7 en Y es una semiproyeccidn

absoluta si existe una norma absoluta l.», tal que

Lyll = Ll mew |l L y=mew 1] (yer)
Descartados los casos triviales w(Y)=0, w(Y)=Y, dicha norma ab-
soluta es dnica, y se suele decir que T es una semi—[.lvproyecciéh

para enfatizar la norma absoluta asociada a m. La imagen de Y por

una semiproyeccién absoluta ( respec. semi-lo -proyeccidn) es, por

definicién, un semisumando ( respec. sezml-[. —sumando) .
En el caso en gue la semiproyeccién bajo consideracién sea lineal
usaremos los términos: proyeccidn absoluta, I |-pr0yeccié’n, sumando

v [.[—sumando, cuyo significado es claro.

Evidentemente para cada norma absoluta,l.l, pueden construirse

ejemplos de —sumandos. Los primeros ejemplos de semisumandos que

no son sumandos fueron dados por A. Lima en [281, para el caso .°[=L.

La existencia de semi-

°

—-sumandos que no son lal-sumandos depende

de la siguiente propiedad de la norma absoluta [o
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1.4 DEFINICION:

El Zndice de una norma absoluta ) ( o sfmplemente 7

.[, n(l.

si no hay lugar a confusién), se define por:

n(|.1) = Llim lfllgl%_z_l

+
o~+0

Es claro que OSn(‘. )JS1. Asf por ejemplo n(L)=z1, y para 1<p< =,

n (2P )=0=n(m).
La relacidn entre los conceptos de sumando v semisumando quedd
clarificada en [34; Teorema 1.23](ver también [351) prob&ndose que

todo semi—[.(-sumando es de hecho .

.l):O.

-sumando si, v s8lo si, n(
Consideremos ahora la posibilidad de fue un espacio de Banach X
sea semisumando de su bidual ( notamos JX

v siempre que no haya lugar a confusién identificaremos X con JX(X))O

a la inyeccidn candnica,

Dicha situacidén es bastante restrictiva como muestra el siguiente

resultado:

1.5 TEOREMA [35; Theorem 1.7]

Sea X un espacto de Banach. Si X es un semisumando de X",

entonces X es, de hecho, un semi-L-sumando de X".

La demostracién dada en [55] del teorema anterior utiliza el
Teorema de Bishop-Phelps junto con té&cnicas de rango numérico. Opta-—
mos por incluir agquf una demostracién mucho més elemental, inspirada
en la técnica usada por G. Godefroy para resolver el caso particular
en que X se supone de hecho sumando de X" EéQ; Théordme 6/|,. Preci~
samos el siguiente lema inocente, cuyo contenido parece deberse a

Dixmier, cquien ufiidiizé~este -tipo -de argumentoswpawa dar una demastra—



cidn elemental del hecho de que el cuarto dual de un espacio de Ba-

nach , no reflexivo, no puede ser estrictamente convexo. En el enun—
t

ciado del lema y en todo lo que sigue notaremos por T al traspues-

to de un operador lineal continuo T entre espacios normados.

1.6 LEMA:
Sea X wun espacto normadoy para cada F en X" y a,b z 0, se

tiene:

aJtt(F) + b
X

@ = @+l

Demostracion.

Considerando a X' como subespacio de X™ , aJtt(F) + bd ,,(F) es
X X

una extensién a X" de (a+b)F, luego:

| as¥(r) + bs

. w2 (a+ )| F|

tt
Por otra parte, teniendo en cuenta que JX y JX”

se tiene la desigualdad contraria.

Dado X un subespacio del espacio normado Y, notaremos por x°
al anulador de X en Y’', esto es
X° = {fey'; flx)=0, VrceX}
v cuando en particular se considera X como subespacio de su bidual
notaremos simplemente por 5 s | subespacio JX(X)OQ

Teniendo en cuenta que si X es semi—lgl-sumando de Y entone

ces X es

b.l—sumando de X+ Ky, para cada yeY, el Teorema 1.5 es

consecuencia inmediata del siguiente:

son isometrfas,
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1,7 TEOREMA

Sea X wun espacio normado, Y wun subespacio de X" y [.[ una

norma absoluta. Si X es un semi—

. |-sumando de Y, entonces X es,

de hecho, un semi-L-sumando de Y.

Demostracion

Sea m la semi—[._—proyeccidn que existe por hip8tesis en Y .
Previa identificacién standard, el bidual de Y puede considerarse

: v e
como subespacio de X ), en cuyo caso JY es la restriccién a Y de

Bk

. - : ; ; 0
JX”' En virtud de [34; Teorema. 3.41 existe una semiproveccién w en Y,

verificando:

=J,T v n0(y") :‘X$L

Dado F en Kerm, es evidente que Jy,(F)=J,(F) € Kertn®, mientras
que JLE(F) € X = n°(¥"), Si ademas suponemos que || F|l= I, se tiene
que;

L ZE @ = 7| = 1
y entonces para a,b € R, por definicién de |.|-proyeccién obtenemos:
l@,0)] = [(lal,|p])] = || lalsEm+|5]s,

bastando entonces aplicar el Lema.l.6 para concluir que:

W (F) |

|(a,p)| = |a| + |p| = L(a,b).

1.8 COROLARIO

Sea X wun espacio normado y [.[ una norma absoluta. Si X es
un [.[-sumando de Y , con Y subespacio de X" , entonces X es

L-sumando de Y .

1.9 NOTA

Obsérvese que en el Teorema 1.7 el espacio X no se supone com—



pleto. Dado que los semisumandos son siempre subespacios cerrados
[37; Proposicién 7.8 i)l, la hip8tesis de que un espacio normado X
sea semisumando de su bidual exige la complitud de X , sin embargo,
un espacio normado no completo puede ser sumando de un subespacio (no

cerrado) propio de su bidual.

Abundan los espacios de Banach que son L-sumandos de sus biduales.
Tal es el caso por ejemplo de los espacios L‘(DJ 2, de forma m&s ge-
neral de los preduales de las W*-&lgebras. En [?I,Zi] puede encontrar—
se un extenso estudio de estos espacios, incluyendo una abundante gama
de ejemplos. Sin embargo, no se conoce ningtin ejemplo de espacios de
Banach que sean semi-L-sumandos pero na L-sumandos de su bidual. La si-
tuacidn podria ser vor tanto aln mds restrictiva que la.que muestra el
teoxrema -arter ior ««fn esa.direccidpapunta laisigeiente kespuestaparcial
al problema recién planteado; nétese gue el problema se concentra prin-—
cipalmente en el caso real, pues si un espacio de Banach complejo X
es semi-L-sumando de su bidual, igual le ocurre al espacio real subya-
cente, %H s
Entenderemos por reticulo de Banach (ver[32; Definition L,aell)
un espacio de Banach real X dotado de una relacidén de orden parcial =
que verifica los siquientes axiomas:
1) sy 8 X , £ Sy => x4z S y+2 Vzex
) xzeX,z20,acR, az 0 = agral
111) Para xz,y € X, el conjunto {x,y} tiene supremo xwvy e infi-
moe XTAY.
w) ey eX, ¢l £ [y] = |zl = |yl , donde el vatlor ab-

soluto [xl de x € X viene definido por [x[: zv (=)
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1,10 TEOREMA

Sea X wun reticulo de Banach. Si X es un semi-L-sumando de X",

entonces X es, de hecho, un L-sumando de X".

La demostracidn requiere dos lemas previos, cada uno de los cua-

les tiene interé&s en sf mismo.

1,11 LEMA

Sean q , p dos semiproyecciones sobre un mismo espacio normado X
verificando:

) [[2q(x)—xl|: llxI[: llZP( x)'m|l (xeX)

17) q(X)= p(X).
Entonces q=p .

Demostracidn

Sea x e Kerq, y pongamos x=y+z, con Yy € p(X)=q(X), 2 € Kerp ,

Notemos T=2¢g-I y S=2p-I. (I es la identidad), se tiene claramente:
q(-2) = qly=x) = y

con lo cual para cada A € R , tenemos:

TS (z+\y)= T(2p-I) (3+X\y)= T(—z%ky):(Zq—I)(—z%Ay):Zq(—z%Ay)%z-Ay:

=2q (-z)+2\y+z=-\y=2+(\+2)y,
A partir de esta igualdad se deduce evidentemente por induccidén que
para cada nidmero natural =
(15)" (z)=z+2ny

y puesto que [I(ZS)?(Z)[‘:[[Z[[, para'cada 2 € Kerp y para cada n

tenemos:

Lzl = Il se2nyll

lo cual s6lo es posible si y=0. Hemos probado asf que Ker g C Ker p.

i



—8=

Finalmente dado u e X, se tiene

p(u)= pq(u) + vlu=g(i))= pa(u)= qlu) .

1.12 NOTA

Es claro que si T es una semiproyeccién absoluta en el espacio
normado X , entonces !l2ﬂ(x)—x‘l: lell para cada x en X; pero
se pueden construir f&cilmente ejemplos que muestran que el recfpro-
co no es cierto, Por tanto , el lema anterior generaliza sustancial-
mente el resultado conocido que afirma la igualdad de dos semipro-

vecciones absolutas con la misma imagen [§5; Corollary 15315

1.13 LEMA

Si un espacio de Banach X es semi-L—-sumando de X", entonces
X es débilmente secuencialmente completo.

Demostracidn

Este resultado ha sido probado por G. Godefroy bajo la hipStesis,
posiblemente m&s restrictiva, de que X sea un L-sumando de X" [18;
Théor2me 1°41, pero la hip6tesis de linealidad no se precisa en la

demostracidén,

"n de la demostracion del Teorema 1.10

Segtn el lema anterior X es débilmente secuencialmente completo,
lo que, para retfculos de Banach, equivale a la existencia de una
simetrfa isométrica S en X" , cuyo conjunto de puntos fijos es X

- : S+I
[}8; Proposition lalllo Poniendo p=—5— resulta que p es una
proyeccién de X" sobre X tal que 2p-I=S es isométrica. Apli-

cando el Lema 1,11 obtenemos que p coincide con la semi-L-proyeccién
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de X" sobre X , pero p es lineal.

Mediante sucesivas predualizaciones, la nocién de semisumando ha
dado lugar a importantes clases de subespacios de espacios normados,
los semiideales y los semiidealoides E34I (ver también [551)0 Final-
mente se ha encontrado una clase de subespacios "los subespacios ab-
solutos" que engloba de manera natural a las tres citadas Vv proporciona
una visién unificada de las mismas [361. Han quedado ya sobradamente
de manifiesto las especiales caracterfsticas de la situacién en que un
espacio de Banach X , como subespacio de su bidual, perterece a una
de dichas clases, concretamente la de los semisumandos., El objetivo
central de la presente memoria consiste precisamente en analizar dichas
caracterfsticas especiales para las restantes clases de subespacios.

Nos preguntaremos por tanto por la posibilidad de que un espacio de
Banach sea semiddeal, semiidealoide, o m&s en general, subespacio ab-
soluto, de su bidual, tratando de decidir para qué normas es ello po-
sible y de estudiar las propiedades relevantes de los espacins que res—

ponden a dicha posibilidad.
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CAPITULO II

ESPACIOS DE BANACH QUE SON SEMIIDEALOIDES DE SU BIDUAL

Seccién I: Ideales propios

Este capftulo se centra en el estudio de los ideales "propios",
deduciéndose dos resultados principales al respecto.

El primero de ellos, que es novedoso atin en el caso de M-ideales,
da un procedimiento constructivo mediante el cual aparecen todos los
ideales y proporciona de paso una condicién necesaria intrfnseca que
todo espacio de Banach debe satisfacer si aspira a ser un ideal propio
de algfin otro espacio de Banach. El segundo da una condicién necesaria
vy suficiente para que un espacio de Banach sea ideal propio de algln
otro, extendiendo el resultado de:E. Behrends Y-P. Hafmand [81 para
M-ideales provios. Ambos resultados, independientes entre si, permiten,

como se verd, resolver el problema de los espmacios de Banach aue son
ideales de su bidual.

Para precisar el concepto de ideal necesitamos la definici&n de

norma absoluta conjugada,

2.1 DEFINICION

Dada una norma absoluta [, [ » se define su morma conjugada, [ [*,

| (r,s) |* = Mex {[rb+-sa'[; l(a,b)'l:]“} (rys € R)
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2.2 NOTA

Capftulo IT

Al fndice, n( .I*), de la norma conjugada lo notaremos simplemente 7n*

cuando no haya lugar a confusidén.

Sean # y F dos espacios normados y una norma absoluta.

Si consideramos en FExF la norma definida por:

[ @l = [zl ol )] (ze,yem

y en E'xF’ consideramos a su vez la norma definida por:

It ol = TellgllLllell ol (rer?,ger?)
entonces la expresién (f,g)(x,y)=f(x)+ g(i ) permite identificar to-
talmente el espacio dual de ExF con el espacio E'xF’,

La afirmacién anterior, cuya prueba no ofrece dificultad, fue
establecida en E37] de la siguiente forma equivalente: "Si X es un
[‘l-sumando de Y entonces X° es un [q[*-sumando de Y'. M4s concre-
tamente se prueba que la [.[*—proyecciﬁh sobre X° es l—v? donde T
es la lo[-proyecciGn sobre X ., El hecho de que existen espacios de
Banach Y con subespacios cerrados X tales que X' es lol*-sumando
de Y', pero X no es la[-sumando de Y , es lo que motiva la defi-

nicién de ideal:

2.3 DEFINICION

Sea Ivluuna norma absoluta y X wun subespacio cerrado del es—
pacio normado Y . Se dice que X es un [.[—ideal (resp. semi—l.[-
ideal) de Y si X° es un [ol*-sumando (resp. un semi—[.[*-sumandq)
de Y'.

Se dice que X es un Zdeal (resp. semiideal) de Y si existe
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Una norma absoluta lc[ tal que X es un [.[—ideal (resp. semi-

o | =

ideal) de Y’ . salvo en los casos triviales X={03}, X=Y, dicha norma

absoluta es finica.

Para el caso particular =M , se obtienen los M-ideales que

fueron introducidos por E. Alfsen y E. Effros en [I,ZJ, trabajo que
ha sido punto de partida de otros muchos [5,7,24,28,29,441, que ava—
lan la importancia del concepto de M-ideal. Por otro lado, el concep-
to de semi-M-ideal fue introducido por primera vez en [?8}3

La generalizaci®n a normas absolutas cualesquiera es debida a
R. Paya, qui&n en [37] inicia un estudio gue mas tarde fue perfec—
cionado en [35,361. En particular en estos trabajos quedd clarificada
la relacidn entre los conceptos de sumando, semisumando, ideal y se—
miideal, relacidn que vamos a exponer rapidamente para la mejor com—
prensibn de resultados posteriores.

Como ya se ha indicado, todo l.Lasumando es un l;[Qideal, y ob-
viamente, todo 'Ql-ideal es un semi—l.[—ideal. Si la norma absoluta

.1

Banach es de hecho un l.l-sumando; reciprocamente, para cada norma

verifica que n* es cero, todo semi-[.l-ideal de un espacio de

absoluta [.l con n* positivo existen espacios de Banach que contie-

nen semi-

.ﬁdeales gue no son 1°[-ideales y espacios de Banach con
Igl-ideales Jque no son I‘l-sumandos EBSIO Finalmente, un subespacio

cerrado X de un espacio de Banach Y es un

—-sumando de Y si,

o

y sblo si, X es simult&neamente un semi9l.l—sumando Vv un semi-|.
ideal de Y [35; Theorem 2.101o

Por otro lado, extendiendo la noci®n de M-ideal propio introdu—

cida en [8], es natural definir el siguiente concepto:
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2.4 DEFINICION

Se dice que un ideal X de un espacio de Banach Y es un <deal

propto de Y si no es sumando de Y.

Segfin [}7; Corolario 9"21 ello equivale a que la proyeccién ab-
soluta de Y' sobre X° no sea débil-*-continua, esto es, a que su
nficleo no sea d8bil-*-cerrado (Teorema de Banach-Smulyan, ver por

ejemplo [40; Lemma 4.91)

Nuestro primer objetivo es, como va se ha dicho, obtener una con-
dicién necesaria intrinseca que todo ideal propio debe verificar, es—
to es, desentrafiar de alguna manera la patologia inherente al hecho
de que un ideal sea propio. Trataremos de explicar el camino a seguir,
Sea X wun ideal propio de Y ; recordemos que un subespacio X de Y’
es débil-*-cerrado si, y sblo si, J;(XOO)CZX (Teorema de Dixmier,
ver por ejemplo {27; Section I. Remarques 78|), luego en nuestro ca-—
so J;[(Ker w)ofl no puede estar contenido en Ker m , esto es,

)%%, Este hecho nos llevar& a la cons—

Lt
WJY no puede anularse en (Ker T
truccidn de un operador, no nulo, satisfaciendo curiosas restricciones
de tipo geométrico y topol&gico.

Necesitaremos el siguiente lema que tiene interds en si mismo

por caracterizar ciertas proyecciones de norma uno en espacios con

. ["

una proyeccidn absoluta. Dada una norma absoluta l. , notaremos
a la que se obtiene de ella invirtiendo las variables:

[(a,b)[F= |(b,a)] (a,b eR)

El indice n(|.|r) se notarf simplemente k.
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2.5 LEMA

Sea [.[ una norma absoluta, Z un espacio normado y q una l.[—
proyeccidn en Z . Sea p una proyeccidn lineal en Z tal que p(Z)
es invariante por q . Entonces []p[lé‘] st, Yy sbélo si, se verifi-

can las siguitentes afirmaciones:

N—

i) || qpal| = 1

N

i) || (1-q)p(1-q)||'s 1
i1z) I[qp(z)|l+ nll(]—q)p(z)|[§ n|| || , para cada z en Ker q
1Y) [I(]—q)p(z)l[+ n"|| gp(z) ]| s nr[|zi|, para cada z en q(Z)

Demostracion

Observemos previamente que la condicién de que p(Z) sea inva-
-riante por q, esto es, gp(Z)Cp(Z) , nos lleva a que pgp=qp. Su—
puesto I[p[[é 1, ©) y i7) son clara consecuencia de que |1q[l y
IIZ—qu son menores o iguales que uno. Para 717) se puede suponer que
[[z[l:.l. Si qp(3)=0, 7i7) es consecuencia inmediata de 7). Supon—

qr(z)

gamos pues que gp(z)#0, v 11amemoS & Swwmm—mm—— . Dado que x€ q(Z),
[ ap(z)|

—proyeccidn, se tiene para cada oaelR

[ells1 v qesunal.
I!p(x%az)’[é ||x+az|[:|(||x|[,a||zll){é [ (1,0)]
Por otra parte ya que pgp=qp,

gp(x+az)=qp(z) + aqp(z):qpqp(-—-f-——-) é agp (8)=qp (————)  +
| apz) || | ap(z)]]

+ agp(z)=( + a)gp(z)

L)l

Es claro ademas que p(x) € ¢q(Z), con lo que
(1-q)p(z+0z)= o(Il-a)p(z)

por tanto,

(8 B Bk
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!Ip(x%az)|[: |(”qp(x+az)ll,ll(l-q)p(x+az)|[)[:

=|(1+all gp(2) ||, o] (1-q@)p(2) || )]
v aplicando [55; Lemma 1051, tenemos:
1+alllgpz)|| + n|| (1-@)p(2)|} )5 |(2,0)]

Basta ahora restar 1 en ambos miembros, dividir por o , y hacer
tender o a 0 para obtener la desigualdad buscada.

Para obtener Zv) basta aplicar 777Z) con I-g en lugar de q ,
va que p(Z) es también imnvariante por I-q , y tener en cuenta que
l-g es una [.prroyeccién.

Para probar el reciproco, sea yeZ fijo y notemos para abreviar,

a=|| apay) || , b=l qp(1-0) (||, e=|| (1-q)pa(y)|| v finalmente
d=|| (1-g)p(1-q) (y)|| . Aplicando ©i%) con z=(1-q)(y) vy vy con
2=q(y) , obtenemos:

144%) bend:s n|| (1-q) ()|

i) ern'a s o' || q(y) ]|

Por otra parte, de ©7) y %%Z) deducimos:

1) a=|[ apaqy) [l s |[aw) ||

i) d s || y-qx)||

Usando que las normas absolutas son funciones crecientes en ca—
da variable [9; Lemma 21.2] y que dada una norma absoluta |.|, existe
o, [ [* tal que paza 3,5 & R |

| (a,b)|=|(|a]+ n|B], |B])]* (*)
hecho que fue probado en [35; Lemma 1.10]; la demostracién se conclu-
ye de la siguiente forma:
e [ =[cllap |, 1| (2-a)pw) || )]s

s [lapaw) || +ll (=) ) [, || (2-a)paw || +|| (1-@)p(1-0) (|| )] =
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|(@#b,e+d) [= ( aplicando (*) )=|(asncebend,c+d) |*s( por i3t )y it *))s

I\

[(a+nc+n|[(1—q)(y)[l,c+!‘(Z—Q)(y)l

NF=0% El(a,e+|| (1-a Jw)|| )] =

=l tet|| (1-a Jw || ,a)|"= (%) = |(ernTar|| (1-q )z )|| ,a )| "Fs(or 0! ) e 7 ))s

s | La | Il - |l Law [ ==l (- @], Law) [ )]
=l a1 (- |0 1= 9]l

En nuestro prdximo resultado realizamos ya la anunciada construc—
cidn del operador que refleja el caricter propio de un ideal X. El
espacio de partida de dicho operador serd XL, el anulador de X

cuando se le considera como subespacio de su bidual.

2.6 LEMA

Sea [°| una norma absoluta y supongamos que X es un [.l-ideal
propio de un espacio de Banach Y. Entonces existe un operador lis
neal, no nulo, T de: xten % satisfactiendo:

760 1+ w2l 2l 5 el

para todo w en Xj'y fen X' Ademds, T es continuo cuando en X+ y
X’ se consideran las topologias débil-* <inducidas por X™ e Y'!
respectivamente.

Demostracidn

*
-proyeccién de Y' sobre X°. Comenzaremos apli-

Sea m la l.

cando el lema anterior tomando Z=Y™ , espacio en el que se dispone

*
de la I.» —-proyeccién wtt, que se toma.ceme @, y de la proyeccidn

t .
de dualidad determinada por Y, esto es JY’JY que, como es sabido,
tiene norma uno y que tomamos como p. La afirmacién 77Z) del lema

nos da en este caso la siguiente desigualdad:

[ "%, hez) [+ 4] (1-1%%)7, ,J;(z) || sn*(| 2]
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vé&lida para todo 2z en Ker ﬂtt: Teniendo en cuenta que ﬂttJYJ:J§w

y que Jyl es isométrica, la anterior desigualdad se tramsforma en:
[le?(z)[[% n*ll(]-w)J?(z)[lé n*l|z|[ (1)
> Gk
para cada 2z € Ker 7 .

Como orientacidn para los razonamientos que siguen, baste obser-
var que el hecho de que X sea ideal propio se refleja en la no nu—
lidad del primer sumando de la desigualdad (1). En efecto, si ﬂJ§
se anulase en Ker ﬂtt: (Ker m)°° , Ker m seria d&bil-* cerrado. Por
otra parte, (Ker 7)%% es isométricamente isomorfo, como se verd ense—
guida, a X™, v tras identificacidn, wJ§ se comwertird en el opera-
dor T que vamos buscando, mientras que (1) nos dar& la desigualdad
del enunciado. Lamentablemente, la formalizacidn rigurosa de esta idea
seré ardua.

La aplicacién que a cada f+X° e Y'/X° asocia f-m(f) € Y' es
lineal , isométrica y su imagen es Ker m. Usando la identificacibn
canénicd de Y'/X° con X' obtenemos, por composici®dn, una aplica—
cidn ¥ 1lineal e isométrica de X' en Y' con V¥(X')zKer m , Como
consecuencia, th es una isometrfa lineal de X™ en Y™ v se
tiene:

tt

th(X"'):(Ker m )% 0=Ker T {(g)

Nuestro objetivo es hacer z:th(x"') en la desigualdad (1) ; para
simplificar notablemente la desigualdad que asi se obtiene nos serd

itil probar previamene la siguiente relaciofi:

t
(z-w)JY\y ..‘PJX (3)

Para ello, sea Q:W-J(I—W)J§th que queremos probar coincide

con J; . En primer lugar es fécil comprobar, mediante la definicidn
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de Y, que, para cada x" e X", Q(x™ ) es la restriccidn a X de
J;th(x"ﬂ’. Por otra parte, dado f € X' se tiene fécilmente:
\PtJy(x) (F)= 7y (2) [UF)]= WP ()= fFlz)= T (2)(F),
esto es, para cada xeX
¥ ()= () - (4)
Finalmente tenemos:
0" ()= 7 ¥ @mite)= PP am ) By @ls 2" (o) = M 3 ) =
= Tz ) (z)
para cualesguiera x™ en X", x en X , como se queria.
Dados ahora f en X', w en Xl tenemos, aplicando (3):
(1-1)J tw*'(w+JX,(f)) = ¥ Th(wedy, (F) EUEF) (5)
donde se ha usado que J (w)=0 v que JXJX’ es la identidad en X',

Por otra parte, puesto que

t tt
Iy ¥ JX,(f)_ JYJy,W( f)=Y¥(f) € Ker 7
tenemos que:
t.tt :
md ¥ JX,_O (6)

Podemos ya aplicar la desigualdad (1) con z_‘f‘(w+J ,( )
v, usando (5) y (6) obtenemos:
[ w7y w) [+ n2l[£l[s n*ll ¥ 0w, (500 |

Yy por ser Y vy Wt isométricas nos da,

[[nJ?th/w)[[¥-n*”fl[§ n*[[w+J Nealll
que es la desigualdad del enunciado si definimos T por
T(w)= = ; e, (weXh

el cual es evidentemente un operador lineal continuo de X* sobre X°.
Para probar la débil-*-continuidad de T , baste observar que
por ser J§(w):0 para cada weX> se tiene en virtud de (3) que para
cada w
rw)= ;¥ (w) (7)
lo que muestra a I como la restriccién a X& de un operador d&bil-
*-continuo de X" en Y,

Finalmente, si fuese T=0 , wJ?th se anularfa en X* pero, por

t . tt
(5), tambi&n se anula en JX,(X'), luego se tendria ﬂJYT =0 , lo
que por (2) equivale a que TJ se anule en Ker m , esto es, a que

R4
J;(Ker wtt) C Ker m ., Entonces Ker m seria un sibespacio débil-*—

cerrado de Y’, m seria débil-*-contihua y X no serfa ideal propio.
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Obsérvese que el lema anterior da una nueva demostracidn del he—

cho ya conocido de que si la norma absoluta |o> verifica que n*=0,
todo [a[—ideal es un l.l-sumando [35; Theorem 202]o

Seguidamente pondremos de manifiesto el hecho ya comentado de
que el operador T del lema anterior describe toda la patologia in-
herente al hecho de que X sea un ideal propio de Y . Para con-
cretar esta idea, pensemos primeramente que xt v RE pueden iden-
tificarse totalmente con los duales de los espacios X"/JX(X) e Y/X
respectivamente, v que esta identificaci®n alcanza también a las to-
pologias débil-*, La d&bil-*-zontinuidad de T implica por tanto la
existencia de un operador lineal continuo S de Y/X en X"/JX(X)
cuvo traspuesto es I , salvadas las anteriores identificaciones. Pues
bien, €l conocimiento de los espacios X (que implica el de X"/X) e
Y/X vy del operador S permite reconstruir el espacio Y , y este
proceso se puede abstraer dando lugar a un método constructivo me-
diante el cual pueden obtenerse todos los espacios que contengan un

ideal.

Para centrar atin m&s el inter&s de este proceso, consideremos el

signiente hecho elemental: Si X es un V.[-sumando de Y , el espa-
cio Y queda determinado por el conocimiento de X , y del cociente
Y/X ; en efecto, la aplicacifn que a cada Y le hace corresponder
el par (n(y),y+X) ( donde T es la [al-proyecciﬁn sobre X ) es
una bivecci®n lineal isométrica de Y sobre el espacio producto

X x Y/X normado vor:

I tesyexo (L=l [ gx]] )]

Por el contrario, Si X es s8lamente un ideal de Y , el espacio Y
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no queda determinado cuando se conocen X e Y/X , como muestra el

siguiente ejemplo:

2.7 EJEMPLO

En el espacio {4  de las sucesiones acotadas de ntimeros reales,
con su norma usual, se consideran los subespacios Yi=¢ , sucesiones
convergentes, e Y, formado nor las sucesiones {xn} tales que {xZn}
corverge a cero v {xgn_z} es comvergente. Es sabido que el espacio
X=co , sucesiones cormvergentes a cero, es un M-ideal de L [10;_
Section 2], luego lo es tanto de Y3 como de Y, , vy los espacios
Y1/X e Y,/X son idénticos ( son unidimensionales). Sin embargo

Y1 e Y2, no pueden ser isomé&tricamente isomorfos, va que la bola

unidad de Y; carece de puntos extremos a diferencia de la de Y: .

No obstante, como hemos dicho, si X es un ideal de Y , el es—
pacio Y puede reconstruirse a partir de X e Y/X con la ayuda
del operador I del Lema 2,6.

En efecto, siguiendo con la notacidén del lema y de su demostra—
cidn, consideremos el espacio producto X" x Y/X normado por:

| e [ =Ll =[], Il g2l )]
Sea S , como ya se ha dicho, el operador lineal continua de Y/X
en X"/JX(X7 cuyo traspuesto,salvadas las identificaciones de (Y/X)’
con X’ v de (X"/JX(XJ)' con Xl, es el operador 7' del lema an-
terior. Consideremos el subespacio § de X" x Y/X dado por:
Y = {(e",y4X): S(yek)= z"s (X))
Y el subespacio § de § dado por:

X = {(7,(2),0): weX}
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Pues bien, vamos a probar que existe una biyeccidn lineal isométrica
de Y gobve Y que apliea X sobre X, Ta demostracifn eé la si-
guiente:

Para yeY pongamos

o(y) = (¥7,(y),y+x)

donde VY es la aplicacidn usada en la demostracidn del lema anterior.

Si notamos I a la identificacién canénica de X°° con X" , es
rutinario comprobar que

I(1-®) = ¥
con lo que para cada yeY ,
| ¥, = || (=n")a, |

Por otra parte, es sabido que || y#X|| 2|| 7, ()+x°°|| (wer [37:
Lema 8.6), y, por ser I-m° una |.|-proyeccién de ¥" sobre x°°,
tenemos:

lyll=Hap ol = [l (2=a®sa, ], || %ol )=

= Lol c=®sa e [ | 7500 x| (=Ll |l 1l el )= 1] ey |

y por lo tanto, ©® .es una inyeccién lineal isométrica de Y en

" X"x Y/X. Es inmediato a partir de (4) para cada xeX que
o(x) = (JX(x),O)

con lo que sdlo resta probar que ©&(Y)=Y .

Consideremos el operador Sq de Y/X en X"/JX(X) dado por

Soly+X) = VJ_(y)+ I (X).
Y X

Dado weX® y notando # al correspondiente elemento de (X"/JX(X))’

tenemos que para cada yeY

i@ t) = o[ )+ 7,00]= w[¥a,]=[E" )] )
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t A .
luego Sg(w), considerado como elemento de X° , no es otro que

twtt t. tt

JY (w) ., Pero en virtud de la expresidn (7) tenemos JYW (w)=T(w)

para cada weX*. Hemos probado asf que cuando (X"/JX(X))’ e (Y/X)?

0 . t .
respectivamente, Sy se convierte en

se identifican con X+ v X
el operador T , en otras palabras, hemos probado que =S04 esto es:
S(ysx) = VI (y)+ J_(X)
¥ Y X
para cada Yy eY. A partir de esta igualdad es claro que &(Y)CY,
Reciprocamente, sea (x"”,y+X) & Y, entonces:
VT ) » T (x) = VT (yrz)
bk X ¥
luego existe un xeX tal que:
z" = vy (y) + I (x) = W (y+x)
= X B4
donde se ha utilizado (4). Hemos probado asi que
(x",y+X) = o(y+x) € 0(Y)
como se queria.

Resumiendo, hemos ideado un proceso mediante el cual, a partir
de los espacios de Banach X e Y/X vy del operador T del lema
anterior, o si se quiere del operador S, pretraspuesto de &1, se
reconstruye la pareja (Y,X) donde X es un ideal de Y . Nuestro
proximo resultado muestra que el papel de X e Y/X en este pro-
ceso puede ser jugado por dos espacios de Banach cualesquiera para
los que exista un operador S con las comvenientes restricciones.
Obtenemos asi la prometida construccidn gengrica de todos los ideales .

Toda la informacidn queda recogida en el siguiente enunciado, cuya

parte méds dificil e importante est8 ya demostrada:

— s
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2,8 TEOREMA
Sea l.[ una norma absoluta. Sean Z,U dos espacios de Banach y
S un operador lineal continuo de U en 2Z"/Z con
%@ |+ n*|l £l s n*llwe 7, 2|l
con f en Z' y notando por -w <indistintamente un elemento del
dual de 2Z"/Z y su correspondiente por la identificacidén de dicho
dual con 2% .
Se constidera el espacio Z"xU con la norma
I czmw = [ellzmll el )] (2"€2" ,uel)
v los subespacios
§ = {(2",u) € 2"xU; S(u)=z"+2}
X = 1(7,(2),0); zez)

Pues bien, X es [o -tdeal de Y . Ademds, X es !o[-sumando de

y st, y sdlo si, S=0 ,

Rectiprocamente, todo ideal aparece por este procedimiento. En

concreto, dados un espacto de Banach Y y un lo -ideal X de Y,

extsten Z,U,S como arriba y una biyeccidn lineal isométrica del

A

correspondiente Y sobre Y , que aplica X sobre X .

Demogtracidn

A A

Dado que Y es un subespacio de Z"x U, podemos identificar Y)
con (Z"xU)'/ I‘f:og .Desvelemos previamente _{;O vy tengamos en cuen—
ta para ello que (Z"xU)' puede identificarse (Nota 2.2) con
Z"M x U' con la norma

Iz unll = [llwll, L zm])]*

para cada 2™e Z™, u'e U’ .
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Sea (3" ,u')eZ™xU' tal que (2" ,u')(2",u)=0 , para cada
(2" u)e § . Tomemos en particular u=0 y 2" en JZ(Z) lo que nos
lleva a deducir que 3z ¢ ZL. Si notamos por © indistintamente tan-
to a los elementos del dual (Z"/JZ(Z))’ como a sus identificados
en ZL, tenemos
0 =w,u’)(3"u) = wlz") +u'(u) = wl(a" J,(2)) + u' (W= wS(u) + v (u)=
= [ s%w) +uTou)
es decir, u':—St(w), concretando,
7 = {(w,~5(w)): wezt).
Teniendo en cuenta nuevamente la identificacidn de §’ con el cocien-
te (Z"xU')/ fo , obtenemos que
0= ut) + 1/ o uuf] (7,020,006 ={w,u’) + 7/ ve 2%}
Construyvamos ahora la proveccidn correspondiente; para ello
haremos uso de la descomposicién de un elemento de Z™ , 2™ , en
suma dé un elemento de Z*, w, vy un- JZ,(f) , con f € Z'. Dado
u' € U' definimos:

T ((z"ut) + ¥ ) = (w,u!) + YO

*-proyeccibn. Consideremos un ele—

Comprobemos que 7 es una |.
mento arbitrario o en f' aque, como hemos dicho tendrd la forma
o= w+d,,(f) + Y con w e Z:X (Z"/7,(2))" , f e Z', u' U,
Para v € Z¥ tenemos:
| W+ 7,000 + vur-stw))|| = (|| ur-s¥w) || , || w + T (f) + |l )] %=

= ( por [35; Lemma 1.10])=
=[] w=s¥ ) || + n*||w + Ion(f) + ol v+ 7,00 + 0] )]** 2
2 ( por la hipbtesis de S ) 2

[(lwr-st o) ||+ n#ll L+ 800 + |l 1] £l ) 15* =

v

= [lu=-s"@ ll+ % « w1, Al 2 [ellures® ]l 1] £]12]#

=Tl
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Y la desigualdad asi obtenida se convierte en igualdad en el caso
v=—w . Cuando v recorre 2%, el par (U,—St(v)) recorre '§°,
luego hemos probado que:
@+, 8u+ =] dlu + s |, £ll)]* @
en particular, tomando f=0 tenemos:
lur + ST = ||w,ut) + 20| =} wo) | (b)
mientras que haciendo u':—St(w) obtenemos
£l =1l w + JZ,(f),-St(w)) # P = lo - wca)]] (c)
sustituyendo (b) v (¢) en (&) obtenemos
loll = [cllme |l 1l o« = wta || )]
v esto para cada a € f' , como se queria.

Por @iltimo supuesto S=0 , tenemos f = JZ(Z)xl7, y por tanto
claramente JZ(Z)X{O} es lcl-sumando de §, por la propia forma de
normar Z"xU .

Reciprocamente si E es [al-sumando de §, la proyeccidn antes
descrita w((z™ ,u’) + fo) = (w,u’) + §° donde 2™ =w + JZ,(f),
weZt, feZ', que aplica (Z"xU)'/ §° sobre go , es continua
considerando en (Z"xU)"'/ §B la topologia cociente de la débil-*
de (Z"xU)' a la que llamaremos 0 ., Por tanto su nficleo es cerra-

do para dicha topologia. Ahora bien,

Ker w = {(w+d,,(f),u') +7° / wu') e ¥° , feizll=

W + 7,,(F), -5+ T/ v e 28, Fez’}=
= {0 J,,(£),00 + 1%/ £ € 2"}
Sea ahora w € Z*, vy tomemos una red { JZ’(fa)} de JZ,(Z’)
convergiendo a w en la topologfa débil-*-de Z™ . Entonces la
red { JZ,(f;),O) + Eo} comverge a (w,0) + §° en iaAtopologia, .

Por ser Ker m cerrado, (w,0) +Y" estaen Ker m , lo que fuerza
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t
que St(w):O . Moviendo atiora w en Z°, obtenemos que S =0 v

por tanto S=0 .
Como quiera que el teorema que acabamos de probar es desconoci-—
do incluso en el caso de ser |.[= #, enunciamos explicitamente el

siguiente corolario.

2.9 COROLARIO

Sean Z y U dos espacios de Banach y S un operador lineal
continuo de U en Z"/Z , con
sl « 7l s llw+ ool
para todo f en Z' y w en Z*.
Se considera: el espacio Z"xU con la norma
|z | = Maze (]| 27]], [ ][}  (2"e2%uev)
y los subespacios
§ = {(2",u) € Z"U; S(u)= 2" + Z }
i z {f JZ(Z),O)f z2e2}
Pues bien, % es M-ideal de § . Ademds f es M-sumando si, Yy SO—-
lo 81, 85=0 .
Rectprocamente, todo M-ideal aparece por este procedimiento. En
conereto, dado um espacio de Banach Y y un M-ideal X de Y, exis—

ten Z,U,S como arriba y una biyeccidn lineal isométrica del corres—

pondiente Y sobre Y , que aplica X sobre X .

Para terminar obtenemos una nueva consecuencia del Lema 2.6 ,
que nos va a permitir mls adelante determinar las normas absolutas

[.l para las que existen espacios de Banach que son I.l-ideales de

-26-
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sus biduales. Concretamente, vamos a poner de manifiesto cémo el Le-
ma 2.6 impone a un ideal propio ciertas restricciones intrinsecas,
esto es, da condiciones necesarias sobre un espacio de Banach para
que el tal espacio pueda ser ideal propio de otro, Por ejemplo, si
X es un espacio reflexivo, tenemos que XJEO v es imposible tener
operadores lineales no nulos definidos en XL,luego un espacio re-—
flexivo no puede ser ideal propio. La hipdtesis de reflexividad es
una condicidn demasiado fuerte, pero facilmente podemos encontrar

hipétesis m&s débiles que nos permitan llegar a la misma conclusidn:

2.10 TEOREMA

Sea X wun espacio de Banach. Supongamos que el subespacio de xt
engendrado por los elementos que son . de mejor aproximacidn en x* para
algin elemento de X' es débil-*~denso en Xt. Entonces X no pue—

de ser ideal propio de ningin espacio de Banach.

Demostracion

Supongamos que X es un ideal propio de un espacio de Banach

Y , v sea T el operador no nulo dado por el Lema 2,6 , definido
sobre X* v con valores en X%, si fe X', es facil ver que
|lJ ) + X*ll: ”f[l , con lo cual, si w es de mejor aproximacidn
en X' para JX,(f) la desigualdad del Lema 2.6 nos da:

[ 7o) || + n*|l £l s n*|lays () - wll = n#]l£ll
esto es, T=0 . Por ser T lineal y d&bil-*-continuo, la hipStesis
sobre X hace que I sea idénticamente nulo, lo cual es una con—

tradiccidn.
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#&cabamos de obtener una condicidn necesaria intrinseca que todo
ideal propio debe verificar., Como punto final de esta secci®n vamos
a extender a ideales cualesquiera la caracterizaci®dn intrinseca de
los M-ideales propios, recientemente obtenida por E.Behrends v P. Harmand
[él. Esta extensidn es sorprendentemente sencilla gracias a los teore-
mas de renormacidn obtenidos en [35; Theorem 2.3 y theorem 2.61° La
caracterizaci®n de los M-ideales propios dada en [é] utiliza el con-
cepto de seudobola, m&s concretamente, un espacio de Banach es Mzideal
propio si, y sblo si, contiene una seudobola que no-es una bola [B;
Theorem 3.41. Para nuestros prop&sitos resulta conveniente tomar co-
mo definicidn de seudobola la caracterizacién dada por [S; Proposition

3621, que es la siguiente:

2.11 DEFINICION

Diremos que un subconjunto convexo y cerrado, (, de un espacio

de Banach X es una sSeudobola cuando el cierre d&bil-* de ( en
*

X . Ew, sea una bola de radio uno. Toda bola cerrada de radio uno

es obviamente una seudobola., Que el reciproco no es cierto quedari

claro enseguida.

La siguiente notacidn se utilizard con profusidn en lo gue sigue:
Si X es un subespacio cerrado de Y , para cada Yy en Y , no-
taremos por PX(y) , al conjunto de puntos de X que materializan
la distancia de y a X , es deecir:
Ply) ={zex [ly-zll=|y+x|>
Tal conjunto es claramente cerrado , convexo y acotado; pudiendo ser

vacio.
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Se dice que X es un subespacio proximinal (resp. Chebyshev) de
Y cuando para cada y en Y , PX(y) es no vacfo (resp. tiene un

dnico punto).

9%
Por filtimo notaremos por PX(y7w , al cierre de PX(y) en la

topologia débil-* del bidual de X .

Si X es un I,l—sumando de Y , paracada Yy en 7Y, PX(y) es
una bola de radio n*l[y%X”r[35; Proposition 1321o Para ideales se

tiene ta siguiente generalizacidn:

2.12 PROPOSICION

Sea |.

una norma absoluta y sea X un |.|-ideal de Y . Para
cada y en Y, con n*|ysx| =1, PX(y) es una seudobola. Ademds,
st X es un l.l—ideal propio de Y , se puede conseguir Yy , con

n*{[y%Xl[: 1, tal que PX(y) no es una bola.

Demostracion

Si X es un |.|-sumando de Y , el resultado se sigue de [35;
Proposition 1.2]. Sea pues X un |.|-ideal propio de Y , lo cual
implica n* > 0. Aplicando [35; Theorem 2.6] existe una nueva norma,
Il.l, en ¥, para 1a cual X es M-ideal propio de Y . Ademad la
nueva norma est& refacionada con la inicial por:

9]l = [ {lly [IL, [lly + x|ll)] (1)
Para cada y en Y [35; Remark 2.7].

A partir de esta relacibn se deduce inmediatamente que para cada

ly + xlll = [y + xll
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asi como que los conjuntos de mejor aproximacidn en X , de cada
elemento de Y , son los mismos para ambas normas, con lo que no hay
ambigdedad en notarlos a ambos por PX(y) . Sea Yy € Y con
n*lly+X|l: 1 , entonces H[ nty + Xlu = 1 vy aplicando [29; Theorem

L1 (2)] ver conjuntamemnte con [8; Definition 3.1 y Proposition 332])

obtenemos que PX(n*y) es una seudobola en (X,[ “) v que para

algn y¢ , PX(n*yo) no es una bola [é9; Theorem 1;i13

Finalmente, de (1) , deducimos que para cada x € X
=l = n*|ll]l

Yy por tanto la misma relacidn existird@ entre las normas biduales,

luego PX(y) es una seudobola en (X,ll. I) que para algfin Yo

no es una bola.

2,13 COROLARIO

Sea X wun espacio de Banachy son equivalentes las siguientes
afirmaciones:

t) Existe un espacto de Banach Y tal que X es ideal propio

de Y.

11) X contiene una seudobola gque no es una bola.

Demostracidn

1) =»77) Es ccnsecuencia evidente de la proposici®n anterior,
i1 =>7) Aplicando a 77) [8;Theorem.3c4l, existe un espacio

de Banach tal que X es M-ideal propio de Y.

-30-
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Seccidn II: Espacios de Banach que son ideales de su bidual

Esta seccidn tiene como principal ebjetivo detectar, del estudio

realizado de los |a|—ideales propios, las normas absolutas I,[ nara

las que un espacio de Banach no reflexivo puede ser |. —ideal de su
bidual.

Para expresar los resultados en forma m@s general se introduce
el concepto de semiidealoide, que engloba a los de semisumando e

ideal. A decir verdad, dicho concepto debia tener cabida en la pre-

sente memoria por respeto histdtico, v es este el momento oportuno

de su introduccidn, va que el estudio de los espacios de Banach que s

semiidealoides de su bidual no supone mayor esfuerzo que el de los

que son ideales. Ello se debe al hecho de que X es "semi-l.l-idea—

loide" de Y si, y sblo si, X es _.l-ideal de X¥.Ry , para cada

¥y e X.

2.14 DEFINICION

Sea una norma absoluta y X un subespacio cerrado de un

°

espacio de Banach Y . Se dice que X es un semi- ol—idealoide de
Y si el anulador de X es semi—l.‘*-ideal del espacio dual Y'.
Se dice que X es semiidealoide de Y si existe una norma absoluta

l.l (tinica supuesto X#0, X¥£2Y ) tal que X es un semi—l.lnidealoide

de Y.

Este concepto fue introducido en [351 donde se estudia su rela-
cibn con los anteriormente manejados, relacidn que puede resumirse

en el siguiente diagrama:
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A
¢
semi—|. |-sumando . [-2deat
semi— [ . [—%@ semi— [‘. -ideal

Ninguna de las implicaciones es reversible, de hecho, existen se-
miidealoides que no son ideales ni semisumandos. Las referencias per-

tinentes son [35; Theorem 3.1 i), Theorem 1.4, Theorem 2.3 y Remark

3.2 in)].

Nuestro primer resultado es una sencilla adaptacién de [34 ; Coro—
lario 20201, resultado que limita de forma dréstica el tipo de norma
absoluta [.[ para la que se puede esperar que existan: espacios: de

Banach semiP[,[-ideales de sus biduales.

2.15 DEFINICION

Dado Yy wun nfimero real con 0 £ vy £ 1 , poedemos considerar la
norma absoluta I'[Y definida por:
[(a,b)[Y = Maz {[b[,|a] + v|B|}
para cada ‘@ v b en R . Se dir§ que una norma absoluta [Q[ es
hexagonal si existe vy tal que [°[=[°[Y . Nétese que [5[9: M,
l-[ = L Yy que para 0<Yy: <-1 se tiene que la esfera unidad de

1

R? con la norma ['[Y es un hex&gono.
Es f&cil probar que n([;[y) = vy , mientras que n([gty*) =I-y,
Reciprocamente si una norma absoluta es tal que n én* = 1, di-

cha norma absoluta es hexagonal [?4; Proposition 10361a
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2,16 TEOREMA

Sea {[ una norma absoluta, X un espacto de Banach e Y wun su-
bespacio de X". Si X es semi-|.|-ideal de Y , entonces la norma

absoluta [[ es hexagonal.

Demostracidn

Dado un subespacio Z de un espacio normado U , se define lina

seminorma en U por:

g
DZ(u) = Sup {lfﬁl)[; felly,ge Z, llf[]: f(z):[[z'l:l}
para cada u en U . Se define tambié&n (vease [54; Definicidn 1.241:
n(U,z) = Sup {k 2 0; k[[ul_[.s_ pZ(u) Yuceuvd
Mbtese que si, a su vez,U es subespacio de otro espacio normado
V, se tiene:

n(V,2) < n(U,%)

Sean ahora X e Y como -arriba. En virtud de-E34;Corélario;

se tiene que
n( Y,X) < n o+ on*

Por otra parte, una aplicacifn dirssta del Teorema de Bishop—
Phelps nermite prebar que pX(F) = [[F[[ , para cada F e X", v por
tanto n(X",X) = 1 . Asf pues, uniendo las observaciones anteriores
obtenemos que

n o+ n* 2 a(¥;X) 2 n(X",X) = 1,
Si ahora tenemos en cuenta que para cualquier norma absoluta se tiene
que n o+ n% < I , deducimos que n % n* es uno, lo cual equivale

a que la norma absoluta [.[ es hexagonal [34; Proposicidn 19361
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Llegamos por fin al resultado principal de este capitulo, del que
damos dos demostraciones.

Antes de enunciar dicho resultado conviene fijar la siguiente no-
tacion:

Dado Y en un espacio normado Y , y » un n@mero real no nega—
tivo , notaremos por By(y,r) a la bola cerrada de centro Yy v radio

. . ¢ int :

r del espacio Y. Simbolizaremos por BY (y,r) a la correspondiente

bola abierta.

2,17 TEOREMA

S7 un espacio de Banach X es semiidealoide de su. bidual, entonces

X es Semi-L-sumando o M-ideal de su bidual.

142 Demostracidn

Si X es semi—[.L-idealoide de su bidual entonces X es [o[fideal
de X é.RI’,rpara cada F e X" [36; Proposition 108]. Por el teorema
anterior se tiene por tanto que [.{=[.[Y para algln Yy entre cero
y uno . Si vy=0 ' tenemos [.L = M v aplicando [55; Theorem 3,1 iil)l

X es M-ideal de X",

Sea pues n > (0, Por ser X un semi-[.l*—ideal de X" , tenemos,
aplicando [35; Corollary 2.91 que, para cada f € X', f £ 0, el conjunto
Py (f) - Py (f) contiene & la bola abierta de centro cero y radio
2n[[f ¥ H‘: 2n“‘fl[ >0, con lo cual X verifica sobradamente la hi-
pdtesis del Teorema 2.10, luego X no puede ser ideal propio de nin—
glin espacio de Banach. Por tanto , como consecuehcia de la observacifn

inicial, X es [.[7sumando de X %LE?’, pera cada F e X", Aplicando

-34-
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el Corolario 1.8 se tiene pues que L.l =L , lo cual fuerza que X

es semi-I~sumando de su bidual E35; Theorem 3.1 iv)]F

22 Demostracion

Esta sequnda demostraci®én se hard discutiendo los valores del in-
dice de la norma absoluta conjugada, para la cual X es semiideaocide
de su bidual.

Si n*=0, en virtud de [35; Theorem 3.1 iv)l X es de hecho un
semi~[o[-sumando de su bidual, por lo que usando , por ejemplc el
Teorema 1.5, X es semi-I~sumando de su bidual. Supongamos pues que
n* > 0 y tomemos F € X" tal que n*[[F + X [[: 1. Usando nuevamente
el hecho de que X es [.[—ideal de X +KF v la Proposicién 2.11

obtenemos que PX(F) es una seudobola, esto es, existe G e X" tal

que:
PX(FTw* = Byu(G,1) (1)
Por otro lado, es claro que
pX(FTW* c Byn(F, [ 7 +x () (2)
si xeX, con [|G-=z[ < I, entonces usando (1) v (2)

se tiene:

l7-zlsllF-cll +lle-all<lFsxll -2+2=[F+x]
lo cual es una clara contradiccifn. Por otro ladqg para cada X € PX(F),
se tiene, en virtud de (1), que |G - z| €I, vy por tanto

Lo + x[[ = 1 (3)

Si ahora intersectamos en (1) con X obtenemos, ya que PX(F)

es un subconjunto de X convexo y cerrado, que:
PX(F)’ = PX{G) (4)

Por otra parte, como va se ha dicho, X es [}[}ideal de X +KG
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x|[ = 2n* [35;

+ .

v en consecuencia el difmetro de PX(G) as 2n*HG
Corollary 2.9]. Usando (1)vy (4) tenemos:

2 = dian(By,(6,1)) = dian(Py(FI”) = dian(P,(F)) = dian(,(G)) = 2n*
esto es , n*=1 , y en consecuencia [3[ =M ., La conelusién es in-
mediata usando nuevamente que todo semi-M-idealoide es de hecho un

M:ideal [35; Theorem 3.1 iif)].

Para los. espacios de Banach que son ideales de su bidual tenemos

la siguiente perfeccibn:

2,18 COROLARIO

Si un espacio de Banach X es ideal de su bidual , entonces X

es L-sumando e M-ideal de su bidual,

Demostracidn

Como hemos visto en el diagrama resumen, por otra parte evidente,
todo ideal es semiidealoide. Aplicando el teorema anterior se tiene
que X es semi-I~sumando o M-ideal de su bidual, Pa¥a concluir
basta usar que los ideales que son a su vez semisumandos coinciden

con los sumandos [35; Theorem 20101a
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CAPITULO III

ESPACIOS DE BANACH QUE SON SUBESPACIOS ABSOLUTOS DE SU BIDUAL

Seccién I: Preliminares

Como va seflalamos anteriormente, los semisumandos, semiideales v
semiidealoides son tipos especiales de una amplia clase de subespa-
cios, "los subespacios absolutos", que fueron introducidos por pri-
mera vez en [361 con el objetivo central de hacer un estudio unifica-

do de las tres clases de subespacios citados.

3.1 DEFINICION

Sea [.[ una norma absoluta y X un subespacio errade del espacio
de Banach Y . Se dice que X es un [,[-subespacio de Y si X
es un semi—l.{—ideal de X %.Ry para cada Yy € Y. Se dice que X
es un Subespacio absoluto de Y si existe una norma absoluta [.I tal
que X es un |ml-subesnacio de Y . Como siempre, [vl es finica sal-

vados los casos triviales =0} , X=Y.

Continuardo el camino :iniciado en los capitulos anteriores, nues-—
tro objetivo es, como ya se ha comentado, discutir la posibilidad de
que un espacio de Banach sea subespacio absoluto de su bidual. Para
centrar tanto este problema como el mismo concepto de subespacio ab-
soluto, merece la pena destacar algunos de los resultados referentes

a esta clase de subespacios obtenidos en [3é1°

3T
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No es dificil probar que, como ya se ha mencionado, si X es un

semi—-[a [—ideal O un semi-|. [—idealoide (en particular un semi- |\Q[—-

sumando) de Y , entonces X es un [3[—subespacio de Y [:36;
Lemma 1.1 y propésition 1.8 iii) ], Nuizé&s la mds importante perfec-

cidn de la clase de los subespacios absolutos sea su imvarianza por

dualizacidn y predualizacibén, m&s concretamente, " X es [ -subes—

pacio de Y si, y sbélo si, X° es un l.[*-subespacio de Yy' 7
(36 Theorem 1.14]

Si se recuerda que los conceptos de semiideal v semiidealoide se
obtuvieron por predualizaci®n sucesiva del de semisumando, se compren—
derd, a la vista del comentario anterior, que la clase de subespacios
absolutos puede considerarse como eslab®n final de una larga cadena,
puesto que adema$ de englobar a las clases de subespacios que motiwvaron
su introduccibn, es estable cuando se la somete a las manipulaciones

que habfan producido nueras clases de subespacios.

>_—subespacio. es de hecho un semi-L. [-Slman-

si  a([.[*)=0, todo |.
do [36; Proposition 1.15:[, en particular, los I~subespacios no son
otra cosa que los semi-I~sumandos. Combinando este resultado con la
observacidn sobre la estabilidad de les subespacios absolutos, respec—
to a la predualizacidn, obtenemos que si n([. [):0 , todo [gl—subes-

pacio es un semi- [Ao I_-—idealo

En el caso que tengamos simult8neamente n(|.|) = 0 = n([. [*),
deducimos que los [, [—subespacios son [. [_-sumandos , en particular,

el concepto de P —subespacio coincide con el de P —sumando

(I < p < =), st pues, sblo pueden existir L[—-subespacios- "propios"

esto es, que no sean semi-.’—[. [—-ideales, ni semi-— l,- [—-idealoides (mucho

menos semi—l° [-sumandos) , para normas absolutas [[ con. n.n* >0
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De hecho, para cada norma absoluta [.[, con n.n* positivo, puede
construirse un espacios de Banach con un [.lfsubespacio propio [?6;

Theorem\3.111.

El objetivo central de este capitulo es contestar al siguiente

problema:

3.2 PROBLEMA

Sea X un espacio de Banach subespacio absoluto de su bidual.
¢Puede asegurarse que X es un semi-L—-sumando o un M-ideal de su

bidual? .

Los resultados que vamos a obtener en lo que sigue, permiten apos—
tar, sin miedo a equivocarse, por una respuesta afirmativa a esta pre—
gunta, pero la persistencia de una pequefia laguna nos ha impedido es—
tablecer completamente una tal respuesta,

Un primer resultado en este sentido es el Teorema 2.16, que limita
el tipo de norma absoluta a las normas hexagonales.

Otro resultado en la misma linea, bien que previamente conocido,

lo codificamos en el siguiente enunciado

_ 3.3 PROPQSICION

St un espacto de Banach X es M—subespacto de su bidual, enton—

ces X es M=ideal de su bidual.

-39
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Demostracion

Puesto que n(M)=0 , todo I-subespacio es de hecho un.semi-Mwideal,
por lo que bastari probar que todo espacio de Banach semi-M-ideal de
su bidual es M-ideal de su bidual. Aumque este filtimo resultado apare-
ce en [%31, optamos por hacer aqui una demostraci®n elemental:

Si X es semin[.[-ideal de X" , entonces X* es un semi-L-suman-
do de X™ 'y en particular X es un subespacio de Chebyshev de X",
Por otra parte, es sabido que para cada 6 ¢ xm, 6 - JXJ PX

por lo que I - JX,J§ resulta ser la semi-I~proyeccidn correspon—

J}:.(e) e P.y(6),

diente, y claramente esta es lineal.

Es el momento de enunciar una importante caracterizaci®n de los
subespacios absolutos obteniia en EBél Yy que, para normas absolutas
hexagonales, da lugar a una formulaci&n especialmente cémoda que to-

maremos como punto de partida para nuestro estudio posterior.

3.4 TEOREMA [?6; Theorems 2.1 y 2061

Sea [.[ una norma absoluta y X un

. |-subespacio del espacio
de Banach Y. Entonces X es un subespacio proximinal de Y , y para
cada y en Y , se verifica:
z) B;';"t (0,2n%||y + x[| ) c Py(y) = Pyly) c B (0,2n*[[y + x|[)
i) [yl = [@co, )+ ntlly « x|[, [y + x[[)]
Reciprocamente, si X es un subespacio proximinal de Y y se veri-

fiean las condiciones i) y ii), entonces X es un |.|-subespacio del

espacio real subyacente a Y, del propio Y, si este es real.
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Por novedosas que puedan parecer las dos condiciones aparecidas
en el teorema anterior, &stas habfan sido ya objeto de estudio con
anterioridad en ciertos casos particulares que vamos a comentar. En
el caso [a[:M’, se tiene n%*=1 , con lo que la segunda inclusidn
en 7) es automdtica para cualquier subespacio, mientras que la primera
inclusién toma la forma:

Bt (0,2 y + x|l ) ¢ Byly) - Pyly)

En [é9; Theorem 1.21 A. Lima demostr® que los subespacios proxi-
minales, verificando esta condicifn son los semi-M-ideales. De hecho,
prueba que la condicibn es equivalente a la llamada "propiedad de la
2-bola", una de las propiedades de interseccibn de bolas introducidas
por E, Alfsen y E. Effros en [1,21 y ampliamente estudiadas con pos—
terioridad [28, 29, 491°

Consideremos ahora la condicibn 7Z) del teorema anterior, en el
caso que nos interesa, esto es, en el caso en que la norma absoluta
es hexagonal (ver definicibén 2.15). Si [o[ = ['ty' con 0£y<s1,
tenemos como va se dijo n* = I-y y usando la definicidn de [.lY,'la
condici®n Z7) toma la siguiente forma especialmente sencilla:

[yl = dco,Pp)) + [ly+x]- (%)

Condici®n que resulta ser equivalente a otra propiedad de interseccidn

de bolas, esta vez introducida por D. Yost [431. Se dice que un subes- :
pacio cerrado de X del espacio de Banach Y posee la proptedad de
la 13-bola en Y , si para cualesquiera bolas cerradas Byfx,r), By(y,t)
con xeX e yeY , verificando que [lx = y”,< P+t y que
By(y,t)AX £ ¢ , ocurre que By(x,r)nBY(y,t)ﬂX £ 0.
Usando resultados de D. Yost [461, G.Godini [?3; Corollary 41

demostr® que X tiene la propiedad de la I13-bola en Y si, y sblo
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si, X es un subespacio proximinal de Y y se verifica la condicidn
(*#) paracada y € Y . En [39; Proposition 3 i)l puede verse una

demostracidén m&s directa de este resultado. Asi pues, la condiciédn

%) del teorema anterior, cuando la norma absoluta 73[ es hexagonal
equivale a la propiedad de la I3-bola de D, Yost.
Enlazando los Teoremas 2.16 y 3.4 con las anter iores observaciones
llegamos a la siguiente reformulacidn de la propiedad de que un es—

pacio de Banach sea subespacio absoluto de su bidual, que serd@ nues—

tro punto de partida en el desarrollo que sigue.

3.5 TEOREMA

SupongaiBos que un espacio de Banach X es subespacio absoluto de
su bidual, entonces:

a) X tiene la propiedad de la I3-bola en X"

b) Existe r, con 0 < r < 1, tal que para cada F e X", se tiene:

B;“;"t (0,2¢[[F + x[[ ) ¢ Py(F) = P.(F) c B,(0, 20[[ F + x[[ ).

Rectiprocamente, si X verifica las cbndiciones a) y b), entonces

el espacio real subyacente a X , el propio X si este es real, es un

subespacto absoluto de su bidual, concretamente, es un [.LY—subespa-

etoeon y=1-r,

Demostracion

Si X es un [.[—subespacio de X" , el Teorema 2.16 nos dice que
[o[ es una norma absoluta hexagonal. La afirmacidn %) del Teorema 3.4
nos asegura entonces que X posee la propiedad de la I3-bola en X".
mientras que la afirmacién ) de dicho teorema equivale g la condicidn

b) para »r = n#¥,
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Reciprocamente, con 1los mismos argumentos, si X verifica las
condicioncs @) y b) entonces X es un subespacio proximinal de X"
y satisface las condiciones 7) y 2%Z) del Teorema 3.4 para la norma
absoluta hexagonal [Q[Y con y = I — »r, luego basta aplicar dicho

teorema.

N8tese que las condiciones a) v b) del teorema anterior no
involucran explicitamente la norma absoluta [.l para. la que X es
subespacio absoluto de X". Ello nos va a pemitir, en lo sucesivo,
"olvidar", al menos formalmente, la noci®n de subespacio absoluto y
trabajar simplemente con aguellos espacios de Banach que verifican las
condiciones a) y b) del teorema anterior. La situaci®n no habra
cambiado nada, segfin el teorema, mientras se trate de espacios reales.,
Sin: embarge, en el caso complejo, el nuevo planteamiento es ligera—
mente mds. general. Ello se debe al hecho de que para un espacio
de Banach complejo Y puede ocurrir que un subespacio suyo X sea
subespacio absoluto del espacio real subyacente a Y sin serlo de Y.
Tal patologia se da, sin ir m8s lejos, en el ejemplo ya citado de
subespacio absoluto propio [36; Theorem 3°1£1,

Valga también este comentario para justificar el hecho de que los
resultados de [361 que hemos citado en esta seccibdn no son esenciales
para el estudio que vamos a hacer, sino que su utilidad estriba en

centrar dicho estudio.,

=43~
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Seccidn II. Convexos de anchura constante.

En un primer an&lisis del Teorema 3.5, v més concretamente de
su afirmacién b), intentamos obtener algunas consecuencias elementa-
les del hecho de que PX(F) sea un conjunto convexo, cerrado y acota-
do, v cuya diferencia consigo mismo contiene una bola euyo radio es
el difmetro de PX(F). Para evaluar dichas consecuencias fijemos una

notacidn cémoda:

Dado K wun subconjunto acotado de un cierto espacio normado, no-
tamos:

[x[[= swp {|[z]|; = e k}

Llamamos radio exterior del conjunto K al infimo de los radios
de las bolas que contienen a X . Radio que notaremos por re(K). Es
claro que una bola de centro % v radio » contiene a K si, y
sblo si, [[K - z[[§ r , de donde se deduce que :

r_(K) = Inf x-z];zex} (1)

Por otra parte es claro que el di&metro de K es,

diam (k) = [k - k|| = sup {2 -=z|; ek},
con lo que claramente re(K) < diam (K).

Vamos a mejorar esta informacidn. Definimos el radio interior
de K |, ri(K), como el supremo de los radios de las bolas conteni-
das en K. Notemos que ri(K):O si, v sbélo si, K ‘tiene interior

vacfo. De hecho, se tiene:

-
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3,6 LEMA

St K es un subconjunto acotado de un espacio normado X , se
tiene:
) r,(K) + r,(K) S diam(K)
tt) [[ k|| - déam(x) < d(o,x)
117) Si ademds K tiene centro de simetrfa, sea xo dicho centro
de simetria, entonces:
K c BX(xo,dia? (K))

Demostracidn

1) Sea zeK y tz0 , tales que BX(z,t) C K . Para cada
x € K , tenemos
BX(z -z, t) c K - x,
vy por tanto
[z =] +t= [By(z ==, &)[[ s [ -=[ s diam (0
tomando supremos cuando x recorre K obtenemos
[z -x[ +ts diam (k)
v por tanto usando (1)
r (K) + t s diam (K)
con lo que basta ahora hacer tender t a ri(K) para obtener 7).
i7) Sean z ey en K
[xll = [z -yl « Lyl s @am @ + [yl
tomando Infimo: cuando y recorre XK obtenemos
|zl = diam (x) + d(o,k)
por lo que basta tomar supremo cuando x recorre K para concluir.
i177) 81 2 e K vy xo es el centro de simetria de K , entonces

2x0- x también pertenece a K , y por tanto:

A%
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2I[x - [[ = [l2x - 2x0[[ < [[(2x0- x) - x[[ < diam (K).
! " .
Veamos ahora como se completa el cuadro anterior si exigimos con—
vexidad v una cierta condici®n sobre el interior de K — K , concre—

tamente

3.7 PROPOSICION

Sea K wun conjunto comvexo, cerrado y acotado de un espacio nor-—

mado X , tal que B;nt (0,2r) c K- K, con » e Ry « Entonces se

verifican las sigutentes afirmactiones:
2) d(0,k) < Max {0, | k|| - 2r}

i) {zeX; [[k-2| s2r}ck

™

112) 2r s r_(K) + v (K)
e A
tv) S7 ademds K tiene un centro de simetrtia, Z entonces

BX(xo,r) CK

Demostracidn

) Podemos suponer, sin p&rdida de generalidad, que d(0,K) > 0.
Sea t un nfimero real tal que 0< t < -d(0,K) y por tanto. se tiene
Biﬂt (0,t)JNK = ¢ . Aplicando el Teorema de separacidn de comvexos
encontramos f € X' , con U_f[L: 1 y verificando que Reg f(x)z2 t ,
para cada « € K , Dado s un nfimero real positive , existe u € X
tal que [[h[[: 1,y con Re f(u)> I-s . Tomando ahora & <I1 , se
tiene por hipétesis que

20ru = Yy - 3

DonGe 2 e Y son dos elementos de K . Entonces:

[[y[[ 2 Re f(y) = Re f(2aru) + Re f(z) z 2ar(I -s) + 1
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de donde,
Lkl z 2ar(1 - s) « ¢t

Haciendo tender o a I,

Ik4l

a 0 y t a d(0,K), obtenemos

2r + d(0,K)

I

[\

como se querfa.
21 ) Sea 2 € K tal que [1K - z|[§ 2r . Si aplicamos <) al
convexo K - 3z , se tiene d(O,K -23)=0 , estoes, 2z e K va que
K es cerrado.

tz). 81 8r 8 re(K) , no hay nada que demostrar., Sea pues ¢ un nl—

mero real comprendido estrictamente entre re(K) v 2r; por defini-

:fycién de radio exterior, existe y € X  tal que [[K - yllé t. Si

[[z = y[[ £ 2r - t , tenemos:

[ -zl s [xk-yll «|ly -2l =er
luego, aplicando 2%Z), 2z € K . Hemos probado asi que:

BX(y,Zr -t) cK

14
y por tanto, Pi(K) 2 2r — t . Para concluir basta hacer tender ¢t
a r (K).

e

1v) Sea x € X , con '[[ x -z [L: < » , entonces
-0

int

X

Sea 2(x -x ) =a-b, con a,b e K . Por ser ¢ un centro de si-
0

2(x - xo) e B (0,2r) ¢ K - K.

metrfa de KX  tenemos que 2x - b € K, y por ser K comvexo,
0

x =jlia e + 2x0— b) € K.
Hemos probado, por tanto, que B;nt(xo,r) C K . Basta ahora aplicar

que K es cerrado.

il T
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Las desiguladades e inclusiones del lema anterior se convierten

en igualdad para aquellos conjuntos en los que la inclusidn
int .
BX (0,2r) Cc K - K

se da para r = (1/2) diam (K) ,

3.8 DEFINICION

Se dice que un subconjunto corwexo, cerrado Vv acotado K de un
espacio normado X tiene anchura constante si verifica que:

B}"t (@,dian (K)) c K - K

Como consecuencia del Lema 3.6 y de la Broposicidn 3.7, obtenemos:

3.9 COROLARIO

Sea K un subconjunto conuexo, cerrado y acotado, de anchura
constante, de un espactio normado X . Entonces se verifica:
£) d(0,K) = Max {0, [[ k|| - diam (X)}
i) K ={z e x; [[x - z[[ ¢ diam ()}
iit) diam (K) = v (K) + 7 (K)
iv) ST K tieme un centro de simetria , x, entonces

K = BX(xJY/2)diam (K))
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Con objeto de disponer de una expresibn més cdmoda de los resul-
tados que siguen, vamos a introducir, o mejor a dar nombre, a las
propiedades que han aparecido en la nueva formulaci®n del teorema de

caracterizacidén de los subespacios absolutos, Teorema 3.5.

3.10 DEFINICION

Sea r un nlimero real, con 9 £ » £71 , y X un subespacio pro-
ximinal del espacio de Banach Y ., Diremos que X tiene la propie—
dad I(r) en Y cuando se verifica, para cada y e Y, que :

B;“;"t (0,2r[[y + x| ) c P (y) - Pyly)

Se dird que X tiene la propiedad E(r) en Y cuando se tiene
para cada Yy € Y , que:

[[PX(y)[[é Lyl = c2r - 1 Ly + x|

F'inalmente, diremos que X tiene la proptedad A(r) en Y cuando

X tenga simult8neamente las propiedades I(r) vy E(r) en Y .

Analicemos ahora brevemente los casos r =0, r =1 . Si »r» =1,

la propiedad I(r) equivale, como sabemos, a la propiedad de la 2-bo-

la v caracteriza a los Semi-!-ideales; en cambio la propiedad E(1)
es verificada por cualquier subespacio proximinal.

Por otra parte, la propiedad I(0) carece de contenido, mientras
que la propiedad E(0) caracteriza, como vamos a ver, a 1os semi-I~sSu-
mandos. En efecto, sea X un subespacio proximinal de Y verifican—

do que, para cada Yy € Y

L2 =0yl - [y + xll
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fijados y € ¥, x € Py(y), tenemos, poniendo y - z en lugar de ¥,
que
Leyw) -zl s [y -2 - [y x| =0

luego, PX(y) ={ x}, de donde X es un subespacio de Chebysher de
Y . Por otra parte, si para cada y € Y notamos w(y) al finico punto
de PX(y), tenemos que T es una semiproyecci®n de Y sobre X y
que

L ll= legw s [ull - [y« xll= Lyl - lly - =@l

de donde X es un semi-I~sumande de Y . El recfproco es evidente.

Para todo valor de r se tiene trivialmente que si X tiene la
propiedad I(r) en Y , también tiene la propiedad I(s) para

0

IA

& = r. Es igualmente evidente que si X tiene la propiedad
E(r) en Y , tambi&n tiene la propfedad FE(s) para r = s s I .

Cano se ha dicho, la propiedad I(I) puede expresarse mediante
formulaciones equivalentes, todas ellas fitiles dependiendo del am—
biente de trabajo. En lo que sigue, nosotros tambi&n utilizaremos
otra formulacién de la propiedad I(»), en la que se pone de manifies—

to que es una propiedad de intersecci®n de bolas.

3.11 LEMA

Sea X un subespacio proximinal en Y y r un mimero real com—
prendido entre cero y uno. Las siguienteg afirmaciones son equiva-
lentes:

z) X tiene la propiedad I(r) en Y.

i1) Para cualesquiera xz € X, y ¢ Y, con [[x[[ < [[y + X”, se

tiene By(y +rx, |y + X[[)nBy(y -rx, [y + x[[)Nx £ 0
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Demostracion

Si »r = 0 , ambas afimmaciones se reducen a la proximinalidad de

|3

X . Sea pues r positivo, vy sean y e ¥, x e X , con |x| < [y + X
por tanto 2rx = z' - 3", zZz" ¢ PX(y),con lo que
Ly + vz —cz/2)zrs 2| = |1y - 2"[[= [y + x|[=|ly - =*||=
= ly - re —2/2)05% 2m]],

luego
(1/2) (3" + 2") e Byly + v, [y + %[ JAB,(y - s, ||y + x| A,
probéndose asf que i) fuerza ii).

Recfprocamente, sean y e Y, x € X, tales que | z[| <2r|ly + x|,
estaes, |[@/20z| < ||y + x|[. Por i) existe un
z e By(y +(1/2)x, ||y + x|[ )N B,(y - (1/2)x, ||y + X[[[)AX , v vor tanto

(1/2)x + z »=(1/2)x + 2z pertenecen a PX(y), luego

© = (1/2)x + 2 = (—(1/2)x + ) € Py(y) = Pu(y).

Pasamos ahora a relacionar estas nuevas propiedades con las pro—
piedades de la I% -bola y de la acotacidn del di&metro,
diam (P,(y)) s er|ly + x|

-4

que eran las propiedades que realinente aparecfan en el Teorema 3.5.

3.12 PROPOSICION

Sea r € [0, 11y X un subespacio proximinal de Y . Cada una de
las afirmaciones que a continuacidn se exponen fuerza la siguiente:
1) X tiene la propiedad de la 13-bola en Y , y se verifica ade-
mds que, para cada y en ¥,
diam (PX(y)) < orlly + x[[

1) X tiene la propiedad E(r) en Y

a

i1it) Para cada y en Y , digm (PX(y)) < orl[y + x|
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Bemostraction

1) fuerza ii). Sean x,Z% € PX(y)q Aplicando la acotacidn del di&-
metro tenemos:

Lzlls Lz =zl + [[=lls gtam ®y)) + [[2]ls 2rlly + x|+ |2
Tanando fnfimo cuando 2 recorre PX(y) v aplicando la propiedad de
la I3-bola, tenemos:

Uzlls  2rlly « x|l + do,ppty)) = 2olly + x[| « [lyll - [y« xll=
= lyll + cer = D[y + x||
Basta ahora tamar supremos cuando X recorre PX( %)

i) fuerza iii). Dados y e Y, z,2 € P,(y), se tiene:

[z =lls [Py -all= [Pytv ~ 2|l [ly ~xll« 2r - D[y « x| =

= or|y « x|].

Baste el siguiente ejemplo, para probar que las implicaciones de

la proposicidn anterior no son reversibles.

3.13 EJEMPLO

Sea X wun Lz-sunando, no trivial, de Y ( por ejemplo Y podrfa
ser cualquier espacio de Hilbert y X cualguier subespacio cerrado).
Entonces X es un subespacio de Chebyshev de Y, claramente X no
tiene la propiedad’ de la 1%—bola en Y v no es dificil canprobar que
X tiene la propiedad E{r) en Y si, y s6lo si, » .= 1/2.

Por tanto X , que obviamente werifica la afimmacién 77%Z) de la
proposicidn para cualquier valor de r , no tiene la propiedad E(r)
en Y, para » < 1/2. En cambio, si » 2 1/2 , X verifica %) pero

no %)

Asf pues, hemos'visto. que la propiedad E(r) es estrictamente més
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fuerte que la acctacién diam (P _(y)) < ZP[Iy + X

_[ cque venfa sugeri-
da por el Teorema 3.5. El inter8s de este fortalecimiento se pondra

de manifiesto m&s adelante (ver por ejemplo Teorema 3.17 v Lema 3.28).

3.14 PROPOSICION

St X tiene la propiedad A(r) en Y , entonces se verifican las
stgutentes afirmaciones:

) X tiene la propiedad de la 1i-bola en Y

i) |lvll

I\

wan(|[y + x[[, 2,1l « (2 - 2oy + x[] 3,

para cada y e Y.

Demostracidn

1) Dados y en Y, z en PX(y), se tiene:

Lylls [y ==l « [=ll= [y «xll« [[=]

Tomando fnfimo. cuando &x recorre PX(y), obtenemos que

[olls [y + x|+ deo,P ) ) .

IA

Para probar la desigualdad contraria, observemos que si 0 ¢ PX(y),
dicha desigualdad es trivial. Tomemos pues ¥ € Y tal que 0 # Py(y)

vy apliquemos la Proposicién 3.7 al convexo PX(y) y el hecto de que .

X ‘tiene la propiedad E(r) en Y , con lo que obtendremos:

53

a0,Py(y)) = |[Py)|| - 2rlly + xl[ s [[yll+ (2r - D)y « x|[ - 22| yex|| =

=llwll - llv +

como querfamos probar .

i7) Dado y ¢ Y, aplicando la Proposicion 3,12, PX(y) tiene anchura

constante,  y por tanto, en virtud del Corolario 3.9, tenemos:
d(O,PX(y)) = Max { 0, [IPX(yA|— 2r[[y + X“;}

v aplicando la propiedad de la I%-bola obtenemos finalmente:
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Lvll=dco,pw) + |ly + x| = ta tllw + xl[, [ 2wl #(2-22) [0 |} 3
Las proposiciones 3.12 y 3.14 permmiten reformmular el Teorema 3.4
para normas hexagonales, obtenié&ndose unarwueva caracterizacidn de

los subespacios absolutos, para este tipo de nommas.

3.15 TEOREMA

Sea X wun subespacio proximinal del espacio de Banach Y. Son
equtvalentes las siguientes afirmaciones:

1) X verifica la propiedad A(r) en Y para algun r , con

S
IA

IA

<
i) Existe v, 0 <y <1, tal que X es un [.[Y—subespacio del
espacto real subyacente a Y , del propto Y si este es real.

Caso de que se cumplan i) y ii) se tieme 1 - r = vy.

La afirmacién 77) de la Proposici®n 3.14 nos da una consecuencia
de la propiedad A(r) que tendr& su importancia m&s adelante. Por
ahora, camo sencilla aplicacidn de este hecho, obtenemos el siguiente

resultado gque también tendr& su utilidad posteriommente.

3.16 COROLARIO

St X tiene la propiedad A(r) en Y y existe una simetria iso-
métrica en Y , cuyo conjunto de puntos fijos es X , entonces X

es un sumando de Y.

Demostracidn.

Sea S una simetrfa isam&trica en Y cuyo conjunto de puntos
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fijos es. X . Notando ¢q = (1/2)(S + I) , es immediato comprobar que
q es una proveccidn lineal en Y cuya imagen es X .
Sean y e Y, x ¢ PX(y) v veamos que 2q(y) - x ¢ PX(y). Para

ello observemos que:

lv - 2aty) + 2|l = |ly - = -2aty - 2)||= [[- sz = &) = ||y - || =

= lly+xll

v puesto que g¢(y) = (1/2)(2q(y) - x + xz), de hecho hemos probado que
a(v) es un centro de simetrfa para el conjunto de anchura constante
PX(y). Aplicando el Corolario 3.9 ,7v, se tiene que para cada y € Y:
Pollyl = BX(a(y),r[Ly + x| )
v por tanto,
Lpywll= [law) [+ »[ly + x|
Aplicando la Proposicisn 3.14, 77), tenemos:
Uoll= szt [[y + x[[, [a ]| + 2lly + x| « (1 - 20|y «x]l 3=
= Maal[ly « 2l Law [+ 2 - 2)[ly + 2=l aw (|, Ly - aw )]

donde [.[ = [.[Y con y = 1 - r. Hemos probado que g es una {,L—

proveccién de Y sobre X como se querfa.

Con los siguientes resultados pretendemos hacer un estudio del
camportamtento de las propiedades I(r), E(r) y A(r) por dualidad,
resultando de ello algunas consecuencias importantes. Por un lado,
la abundancia de mejores aproximaciones en X fuerza una acotacidn
para las mejores aproximaciones en el anulador de X v viceversa.

Por otro, se encuentran nuevas condiciones equivalentes a la propie-
dad A(r) que revierten en nuevas caracterizaciones de los subespacios
absolutos para las normas hexagonales, Finalmente, obtenemos una con—

dicidn necedaria para que X sea ideal propio, de la cual se deduce
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una importante perfecci®n del Teorema 2.17,

3,17 TEOREMA

Sea X wun subespacio proximinal de Y y r e [0, 11. St X trene

la propiedad I(r) en Y , entonces X° tiene la propiedad E(1 - r)
en Y' . Andlogamente, si X° tiene la propiedad I(r) en Y' , en-

3

tonces X tiene la propiedad E(1-7)en Y.

Demostracion

Supongamos que X tiene la propiedad I(»)en Y . Sean g e Y/,

f e PXO(g) v eY, x € X tales que Hx” L] = Hy +X||. Apli—.

cando el Lema 3.11, existe un 2 € X , verificando que

Hyim:—zuél
usando que f(z)=0 , se camprueba de forma immediata que:

2f(y) + 2r(g - f)(x) = gly + vz — z) + (2f = g)(y - rx - 2)

de donde,

IA

2Ref(y) + 2rRe(g - F)(x)

ol
lgll + ll2r - ¢ll .

Tanmando supremo cuando & recorre la bola abierta unidad de X vy

IIA

usando que |[g - #l[= [g - £+ 2’| = || (¢ - £2/x||, tenemos:
2ref(y) + 2r(lg - £l s llgll+ ll2r - 4ll,
de donde,
eref(y) = |lgll+ (1 - 2m)|lg -7l « [ 7.
Si ahora tenemos en cuenta la identificaci®n de X° con (Y/X)’,
que nos permmite considerar f como elemento de (Y/X)! y tomamos

supremos cuando Y + X recorre la esfera unidad de Y/X , obtenemos:

2lrll=s Qoll+ 2 -2mlg - #ll+ [ £l

ly + re - 2|+ |l2p- gl lly - re - 2]l s
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o lo que es lo mismo,
[rlls llgill+ 2 -20([g + x°|]..
Puesto que f es un elemento arbitrario de PXo(g), hemos probado
asf que:
[2p@ll = [all+ (22 -2 - llg + £l

esto es , que X° tiene la propiedad E(I - ») en Y',

Supongamos ahora que X° tiene la propiedad I(r) en Y'. Enton-
ces por lo ya demostrado, X°° tiene la propiedad E(I1 - r) en Y" ,

esto es,

[P0l s [Ly"ll+ (2 - 2o ||y + x°°| (*)
para todo y" € Y" . Ahora bien, dado Yy € Y , es sabido que
Loy + x°°|[= [y + x[[, v que J,(P,(y)) c Pyoo(Jy(y)) . Toman-
do pues y" = J,(y) en (*) , obtenemos:

L2, lls [l Pyootrytw)|ls (Lyll+ (2 - 2]y + x|

esto es, que X tiene la propiedad E(1 - r) en Y.

Recordemos la relaci®n entre extensiones Hahn-Banach y mejores

aproximaciones en el dual, que se usar@ con frecuencia en lo que
A

sigue. Si X es un subespacio de Y, f e X! v f es una extensidn
equindérmica de f a Y , entonces el conjunto de todas las extensiones

-~

equinbémicas de f a Y es f - Xo(f) ;

3.18 TEOREMA

Sea X wun subespacio que tiene la propiedad de la 13-bola en Y .
1) ST diam (PXo(fU) £ 2(1 —-rf[[f * Xoll, para cada f e Y' , en-

tonces X tiene la propiedad I(r) en Y.
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i1) ST diam (PX(y)) s 2(1 - r)lly % X[}, para cada: y & Y , en-

tonces ¥° tiene la propiedad I(r) en Y'.

Demostracion

7) Supongamos que X tiene la propiedad de la Zi—bola en Y vy

IA

2(1 - v)|

que diam (Pyot £)) f + X°[| para cada f e ¥’ . Por
[49; Theorem jI , X' tiene la propiedad de la 73-bcla en Y' vy,
aplicando la Proposicion 3.12 (Z) fuerza 7)) , X° tiene la propiedad
E(1 -»r) en Y'.

Sean f,g € ¥' con f + g e X" ; vamos a probar que:

[ +alls L7l + llgll-2rllg + x°ll (1)

En efecto, dado % € Pyo (f) , se tiene:

h-@%g)e%ﬂf—@+gﬁ:-ﬂ@h
luego,
L+ glls [[2ll+ ll2 -tz +@)lls 2]l + || 2yoter [l

Tanando fnfimo. cuando % recorre PXo(f), obtenemos:

L7+ alls do,proir)) + |[ 2o (@) - (2)
La propiedad de la I3-bola nos da:

a0, (f)) = |[£Il - | £+ 2| 3)

v la propiedad E(I - »r) nos da:

| 2potgi|l s llgll+ (2 - 2r)|[ g + x°|] (4)
sustituyendo (3) y (4) en [2) y teniendo en cuenta que
7+ 2] =g +x|, se obtiene (1).

Sean ahora y €Y y xeX con |[z|]| <[y + x| . se tiene
claramente que:

ltg - P22 s lge)| + |re| = (|l prxll + Warxll )] ]l =

2llg + Xl llzlls 2llg « x°I[ [[¥ + x|
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y, por otra parte, puesto que f + g puede considerarse camo elemen-
to de (Y/X)', tenemos:

lirsar )] s 17+ gll lw « xlls cllzll+ ol - 2rllg + [ 1y + 2l
donde se ha usado la desigualdad (1), Uniendo las dos desigualdades

recié&n obtenidas, tenemos:

|fy + 1) + gy = v)| s [(F+ @)y + 2|(f - @)=} s

L7l lallily + x|l (5)

Resuniendo, hemos probado que si y € Y, x e X y |lx” < ![y + X“

< ¢

se verifica (5) para cualesquiera f,g € Y’ tales que f e gaX,
Aplicando [28; Theorem 1.11, tenemos, con las mismas condiciones sobre
x e Yy que, para cada ¢ > 0,

B, (y + v, ||w o+ x|+ e)ONB,(y - 7, ly + x||+ e)nNX £ 0

Fijado € > 0, sea X perteneciente a X tal que

[y 2rw-all slly+xll+e
o, lo que es lo mismo, por tener X la propiedad de la 13-bola en ¥
d(O,PX(y _-l: re - xe)) < €
Entonces #r¢ - _ €S un punto de PX(y) + BX(O,E) vy, finalmente:
2rx = (rx - xe)— (- re - xe) es un elemento de ,
(yy) + By(0,e)] = [Pylu) + By(0,eJ] =Py(y) = Pyly) + By(0,2¢)

En vista de la arbitrariedad de € , hemos probado que 2rx per-
tenece al cierre en noma de PX(y) - PX(y) , v puesto que ' x s8&lo
estaba samnetido a la condicidn l[xl[< U_y + X|l, hemos obtenido real-
mente que la bola B;nt (0,2v| y + x|| ) est& contenida en dicho cierre.
Siendo PX(y) un subconjunto comvexo, cerrado y acotado de X (cample-
to), podemos aplicar [26; Corollary 22051 para concluir que el interior
de PX(y) - PX(y) coincide con el de su cierre, luego

int

By (0,20|ly + x|| ) ¢ Pyly) - Py(y)
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esto es, X tiene la propiedad I(r) en Y , como se querfa.

77) La demostraci®n es muy similar a la de Z) e incluso con una
simplificacidn en la Gltima parte.

Dados g e Y', f e X° con “f” < H‘g + XO[[ , razonando de ma-
nera anfloga a cano se hizo en 7) para probar (5), obtenemos:

I(Q + rf)(y) + (g - vf)(2)]| = ([Iyll% llzl‘)|lg - XOH (5t)
para cualesquiera Y,2 € ¥ vy tales que Yy + 2 € X.. Estamos por tan-
to en condiciones de aplicar E28; Theorem 1,2.:[ para obtener que si
ge? , fex® con ”f” < Hg + XOIA[ , se tiene:

Byr(g + 7f, [[g + 2°|[ )ABy, (g - 2f, || £+ x°]| JOX° £ 4
(en la demostracidn de 7), la propiedad an8loga a esta se obtenfa s&-
lo "aproximadamente", pero ahora tenemos la ventaja de trabajar en un
espacio dual con un subespacio d&bil-*-cerrado).

Aplicando el Lema 3.11, tenemos que X 0 tfene la propiedad I(r) en

Y! tal cano se queria.
Los dos teoremas anteriores conducen de forma immediata al siguien-
te resultado que nos proporciona dos nuevas caracterizaciones de los

subespacios absolutos para normas hexagonales.

3.19 COROLARIO

Sea X wun subespacio proximinal de Y y » s‘[0,i]. Entonces las
stgutentes afirmaciones son equivalentes:
1) X tiene la propiedad A(r) en Y
i1) X° tiene la propiedad A(1 - v) em Y’
iii) X tiene las propiedades E(r) y de la 13-bola en Y y X°

tiene la proptedad E(1 - r) en Y'
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iv) X y X° tienen, respectivamente, la proptedad I(r) en Y

e I(l-r)en Y'.

Demostracion

1) fuerza ii). X tiene la propiedad I(r) en Y , luego por el
Teorema 3.17 , X" tiene la propiedad E(I - r) en Y'. Por otra
parte, X tiene la propiedad E(I1 - r) en ¥ (Proposicidn 3.14) y
la propiedad E(r) en Y , luego por el Teorema 3.18 ii), X tiene
la propiedad I(1 - ») en Y',

1) fuerza i17). Por la Proposicién 3.14, X" tiene la propiedad
de la I3-bola en Y’. En virtud de [49; Theorem iI, X tambitén la tiene
en Y. Que X tiene la propiedad E(r) en Y se deduce del Teorema
31

i11) fuerza iv). Basta aplicar 7) y %Z) del Teorema 3.18.

iv) fuerza 7). Por el Teorema 3.17, X tiene la propiedad E(r)

en Y , pero por hipdtesis tambien tiene la I(r).

Cano segunda aplicacién de los teoremas anteriores, podemos en-
contrar condilciones sobre un espacio de Banach que permitan asegurar
que se cumple la hipdtesis del Teorema 2.10, con lo que llegamos a
una condicidn necesaria, para que un espacio de Banach sea ideal pro-

pio, m&s natural que la dada por dicho teorema.

3. 20 COROLARIO

Sea X un espacio de Banach que tiene la proptiedad de la 13-bola
en X" y verificando que existe » < 1, tal que diam (PX(EV) S
< 214[F+-X{[, para cada F ¢ X". Entonces X no puede ser ideal pro-

pto de ningun espacio de Banach.

=6
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Demostracion

Aplicando el Teorema 3.18 77), obtenemos que x* tiene la propie-

dad I(1 - r) en X" . Dado f e X', f # 0, se tiene por tanto que:
o 3

Pya(f) - Pyt (f) contiene una bola de radio 2(I1-r) || F+ x| = 2(1-r) | 71,

con lo que se cumplen sobradamente las hipdtesis del Teorema 2,10, bas-

tando aplicar dicho teorema para concluir.

3,21 COROLARIO

Sea X wun subespacio absoluto de su bidual y supongamos que exis—
te F en X", F¢ X, tal que X es un ideal de X + KF. Entonces

X es M-ideal o semi-L-sumando de X".

Demostracidn

Sea X [..['-subespacio de X"; bpor el Teorema 2,16 la nomra ab- .
soluta E.[ ha de ser hexagonal, l.[ = ['[’Y con 0 sys1, Por el
Teorana 3.15, X verifica la propiedad A(r) en X" con r =1 - ¥.
Si r=1, X es un M-subespacio de X" , por tanto, aplicando
la Proposicidn 3.3 , X es  M-ideal de X". Ssi »r < 1, podemos
usar el corolario anterior, vara deducir aque X es sunando de
X + KF donde F es el elemento de X" que aparece en el enunciado.
Por el Teorema 1,9 , X es un I-sunando de X -)-KF, luego [.[:L y

X es un semi-I~sumando de X",

El corolario anterior podrfa haberse probado ya en el capftulo IT,
pero su contenido encaja mejor con los resultados del presente capf-
tulo. Nbtese que la hipbtesis del corolario es ligerfsimamente m&s

fuerte que la de que X sea subespacio absoluto de su bidual. No
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Obstante, un subespacio X de un espacio de Banach Y puede ser
subespacio absoluto, inctuso semiideal, de Y y no ser ideal de
X ¥,Ry para ningn ¥ e Y, y ¢ X ., Piénsese por ejemplo que existen
semiideales no ideales con codimensi®n uno. Por otra parte, dicha hi-
pbtesis es bastante m&s d&bil por ejemplo, que la de que X sea
semiidealoide de su bidual, que fue usada en el principal resultado
del capftulo II(Teorema 2.17).

En la siguniente seccidn trabajamos va con la hioétesis general

de que X sea sB8lo subespacio absoluto de su bidual.
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Seccidn IV: El Teorema principal

Probamos en esta seccién el resultado principal de la presente
memoria, haciendo uso de las t&cnicas desarrolladas en las secciones
precedentes. La demostracidn tiene su punto 4lgido en dos resultados
independientes, que rompen el problema, uno para valores del fndice
de la nomma menores que 1/2 (Teorema 3.24), v otro para valores ma-
yores que 1/2 (Teorema 3.26). Las td&cnicas en uno v otro caso son muy
di ferentes y curiosamente no son aplieables a los espacios de Banach

que son [.L%-subespacios de su bidual, finica laguna que deja el teore-

ma. Con todo, se prueba que estos espacios de Banach que son l.

-1=subes-
“2

pacios de su bidual no pueden ser ni separables ni retfculos de Bahach.

3.22 LEMA
Sea X un espacto de Banach que tiene la propiedad de la 13-bola
en su bidual y supongamos que la norma de X es Fréchet-diferenciable

al menos en un punto. Entonces para cada r < 1 » existe F e X" tal

que diaM'(PX(F)) > or|F + x| .

Demostracion

Sea « wun punto de Fré&chet-diferenciabilidad de la norma de X i
no es restrictivo suponer que [[xl[: I . Por un conocido resultado de
Snulyan (ver por ejemplo [3; Corollary 4.§I) la noma de X" tambié&n

es Fr8chet-diferenciable en # vy, en particular, ¥ =as un punto suave

de X" , esto es, existe un finico elemento 6 & X" tal que [LG[l:

= OJX(x) = 1. De hecho, 8 = JX,(f9 » para algn f e X' . Para cada

w € PX¢(6) , Se tiene:
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Lo -wll= 10wzl = |7,

x*]| =

+

F

| =1

verificéndose ademas,

- J\/ = U/ (X
(6 w)Xx) SIX() b

b

luego, la unicidad de 6 nos dice que w = ¢ v hemos probado que

(8) = "
Pya(8) = {0}

En suma, la existencia de un punto en el que la noma de X es
Fr&chet-

; . . . e . :
eh X , cuyo conjunto de mejor aproximacidn en X es unitario.

S1 no se cumpliera la tesis del lema existirfa » < 71, verifican-

do, para cada F e X" , que:

diam (P (F)) < 2r| F + x|| .

Por el Teorema 3,18 <¢7), X tendrfa la propiedad I(r) en X" vy en

particular tendrfamos:
int g ‘
By'” (0,2(1-r)|[ 0 + x*]) c Pya(8) = Pou(8) = 10}

a

lo cual es una contradiccisn, pues I-r > (0 vy ’[B + X*U;:Z

A la vista del lema anterior, si X verifica la propiedad A(r)

en X" y la norma de X es Fréchet-diferenciable al menos en un pun—

to, deber& tenerse r=1 , Ssi X' tiene la propiedad de Radon Nikodym,

podemos asegurar la existencia, e incluso la abundancia, de puntos de
Fréchet-di ferenciabilidad de la noma de X . Ello motiva el siguien~
te lema, crucial, que es extensidn de un resultado de A. Lima [ﬁ9;

Theorem 2.6[, cuva t&cnica de demostraci®n adaptamos a nuestro caso

més general.

diferenciable, nos ha pemitido encontrar un elemento de X”ﬂ‘no

-65-
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3,23 LEMA

Sea X wun espactio de Banach real, uverificando la propiedad I(r)

en su bidual, con r > 1/2 . Entonces X' tiene la propiedad de

Radon Nikodym.

Demostracion

Supongamos, por reduccidn al absurdo, que X' no tiene la pro-
piedad de Radon Nikodym, o equivalentemente ([45,46:[ ;, ver tambié&n
[15; Capter VII, Section 4 , Corollary 11) que existe un subespacio
separable de X cuyo dual no es separable. Siguiendo exactamente
la misna argumentacidn de A. ILima [29; Theorem 2.61 . basada en un
importante resultado de C. Stegall, dados dos nfimeros reales positi-
vos , e, t con e+t £1 , podemos encontrar dos sucesiones, {xn}
en la bola unidad de X y { fm} en la bola unidad de X’ , tales que:

(1) fm(xn) 2t , cuando m = n

(2) |f, (= )] s e, cuando m < n.

El Teorema de Banach- Alaoglu nos proporciona sendos valores de
adherencia, F en la bola unidad de X" vy f en la de X' , de las
sucesiones {xn} v {fm} en las topologfas débil-* de X" y X!
respectivamente. Las condiciones (1) y (2) nos pemmiten asegurar que:

fle)zt v [F(f)] se (3)
para cualesquiera m y n.
Supongamos por un mamnento que F £ X ; entonces:
(1re) e, L7+ x| < |7+ x|
vy el Lema 3.11 nos dice entonces que:

Byn(F + r(T+e)7? HF+ x| X1 || x| NV By

NX#40.

(F - r(1+e) 2 || Fex|| @ || Fex][ )0
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vyst =z es un punto de dicha interseccidn, se tiene:

M F+ re, - zllé

1
= [IF t171¥e)-1f[F+X“ z, = 2‘I+ I[sz —VTZ+€)-Z||F+X||xIlL§

s [ Fexll + vl @[l (2 = (zee)7I|| Pux|] )

IA

| Fex|| + 1 = (Z+e)—JI!F¥X[|:

1+ ¢,

IA

1+ (10e)”2e|| Pex|

Si Fe X , basta tanar 2z = F para obtener, trivialmente, las
mismas desigualdades. Asf pues, en cualquier caso, exfste 2z ¢ ¥ , tal

que :

| F % PL., = z[{ £1+c¢ (4)

1

Se tiene por tanto, para cada nfmero natural m 5
- <
[_F(fm) + fprey) - £ (2)| s1+¢,
lo que junto con (3) nos da:
: <
[fh(z) * fﬁ(rxz)[ £ 1+ 2.
Usando estas dos desigualdades y el hecho de que por (1) se tiene
> = -
fﬁ(ml) 2 .t , obtenemos:
- - : - P P = £ = : re -
1-2e+ rts fﬁ(z) fﬁ(rxz) + rfﬁ(xz) Jm(z) fh(z) - fﬁ(ﬂ Z)
- < =
rfﬁ(xz) £ 1+ 2 -1t
de donde,
[fﬁ(z)[ < 1+ 2 -7vt,
v por ser f un valor adherente de {fh}

|F(z)] s 1+ 2e -2t (5)

Por otra parte, se tiene igualmente a partir de (4):
|F(r) - f(z) ff(rxz)[ < 1+¢
Con idéntico razonamiento al seguido para probar (5), usando que

f(xz) 2 t , obtenemos ahora :

[F(f) = flz)| s 14+ e-nmt (6)
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A partir de (3), por ser F valor adherente a {xn} en la topo-
logfa débil-* de X" , tenemos F(f) z t , v usando (5) y (6),

t = |[Fe)|

IA

|F(r) = Flz)| + |f(2)| s 2 + 3 - 2rt .

Haciendo tender € a (0 v después t a I en la desigualdad an—

IA

terior, se tiene » 1/2 , en contra de la hip8tesis.

3. 24 TEOREMA

Sea r > 1/2 y X wun espacto de Banach, con la propiedad A(r)

en su bidual. Entonces X es M-ideal de su bidual.

Demostracion

En primer lugar, observemos que la propiedad A(»r) no involucra
al cuerpo base, con lo que X tiene la propiedad A(r) en X" si,

y sblo si, ,¥ﬁ (espacio real subyacente) tiene dicha praopiedad en su

bidual, que es identificable con (%ﬁ.)a‘En segundo lugar, es conocido,

ver por ejemplo E37; TeorenalS.ldI, que los M-ideales estén ZFR-deter—
minados, esto es, los M-ideales de un espacio de Banach camnplejo coin-
ciden con los del real subyacente.

En virtud del lema anterior, X' tiene la propiedad de Radon
Nikodvm , con lo que aplicando un resultado de C, Stegall ([45;
Lemma Z.il, ver también [15; Chapter VII, Section 51), tenemos ase-
gurada la existencia de puntos de la esfera de X en los que la nor-
ma es Fré&chet -diferenciable. Por otra parte, se tiene que para cada
Fe X",

diam (P,(F)) < 2r|[F + X||,

por lo que el Lema 3.22 no deja m&s salida que r = I . Asf pues, X
es un M-subespacio de su bidual, y por tanto, M-ideal de su bidual

( Proposicidn 3. 3)
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Pasemos ahora a considerar el caso r < 1/2 . La técnica para
resolver este caso es bastante mé&s. elemental. Usaremos el siguiente

lema debido a X, Saatkamp [431 + del que improvisamos una sencilla

demostracidn.

3.25 1EMa [x. saatkanp|

Si X es un espacto de Banach cualquiera, entonces PX(F) tiene

interior vacto en X , para todo F e X" .

Demostracion

Supongamos por reduccidn al absurdo que existen F g X" ;s & E X
y € >0, tales que: BX(x,e) € PX(F) . Puesto que evidentemente
para cada F ¢ X", PX(F) 5 BX"(F,[[F % X[[) » Y esta filtima bola

es debil-*-cerrada , el cierre d&bil-* de BX(x,e) seguiré contenido

en dicha bola, esto es:
Byn(z,¢) C Byy(F, [| F + X[ )

con lo que [{F - x|l = |[F " X[[- € , lo cual es una contradiccién.

3.26 TEOREMA

Sea r < 1/2 y X un espacio de Banach con la proptedad A(r)

en X" . Entonces X es un semi-L-sumando de xr.,

Demostracidn

Sea G e X" fijo; dado que X tiene la propiedad E(r) en X",
la Proposicién 3,12 nos asegura que:
diam (P,(G)) s 2r[ G + x|,

pero, puesto que X tambi&n tiene la propiedad I(») en X" , deberd

ser:
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diam (P,(¢)) = 2r|| ¢ + X

Por el lema anterior PX(G) tiene interior vacfo en X , y, pues—
to que PX(G) tiene anchura constante, deducimos que su radio exterior

coincide con su difmetro (Corolario 3.9), esto es,

r (P (G)) = 27| G + X|

Dado ahora F € X" arbitrario , y tamando cualquier elemento

Yy e PX(F) , se deduce de la definici®n de radio eXterior que:
2, (Py(6)) s || Py(6) - y|[s [[P,(6) - 2 (F)|
Y, en suma, para cada F e X",
erl| ¢ « x| s || Py(e) - P (F) | (1)

Sea ahora A el cierre de PX(G) en la topologfa d8bil-* de X"
Yy tamemos F € A . La semicontinuidad inferior de la nomrma para dicha
topologfa d&bil-* nos pemite afimmar que

diam (A) = diam (PX(G)),

y por tanto:

|7 - P (G) || s diam (4) = 2r|[G + X|| (2)

Sea ahora x ¢ PX(G) arbitrario; la propiedad E(») nos dice:

[2,5) - all= || 2y(F - e[ s || F - ||+ (2r = D[ F + %

< |lF- PG|+ (2r - D F + x|
Yy, tanando supremo cuando x recorre PX(G) obtenemos:
| py(r) - Pyia)|s || F - PG|+ (2r - D F + x| .
Usando la desigualdad (2) llegamos a :
[ Py(m) - P ()| s 2r|lc + x]| + (22 - )| F + x[,
lo que junto con (1) nos lleva a:

(2r - D|[F+x| » 0

]

pero camo 2r - 1 < 0 por hipdtesis, tenemos pues “:F # X[[: Oy
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esto es, F ¢ X . Hemos probado asf que A4 C X , con lo que también
se tiene A-AcCX,

La propiedad I(r) nos asegura que:

B;i"t (0,2r]|G + x| c4 -4,
pero, puesto que A es d&bil-*-campacto, vy por tanto A - A tanbién
lo es, concluimos que:
Byn(0, 27| G + xllca-4acx.
Salvado el caso trivial de que X sea reflexivo, y tomando

G X", G ¢ X, la anterior inclusién sbélo es posible para r = 0,

en cuyo caso X es un semi-I~sunando de X" , camo se querfa probar.

3.27 TEOREMA PRINCIPAL

Supongamos que un espacio de Banach X es subespactio absoluto de
su bidual. Entonces se verifica alguna de las afirmaciones siguientes:

1) X es semi-L-sumando de su bidudl.

it) X as [.[% -subespacio de su bidual.

211) X es M-ideal de su bidual .

Demostracion

Sea X l.l-subespacio de X" . por el Teorema 2.16, la nomma ab-

soluta [.[ es hexagonal, concretamente [,I = ,con 0svys1.

Por el Teorema 3.15, X verifica la propiedad A(r) en X" , con
r=1-vY.

si r < 1/2 , aplicando el Teorema 3,26, X es semi-I-sumando
de X" .

si »r > 1/2 , en virtud del Teorema 3.24, ¥ es M-ideal de 2 5

Finalmente si » = 1/2 , se cumple 7%).

T
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Serfa deseable eliminar la posibilidad 77) del teorema anterior.
Su aparici®én es debida a que las  t&cnicas usadas en el Teorema 3,24
v en el Teorema 3.26 fracasan para el caso r = 1/2 . Nuestra conje-
tura, sin embargo, es que no existen espacios de Banach que sean
[.[§ -subespacios de su bidual. La viabilidad de esta conjetura viene
avalada por los resultados parciales que siguen, en los que se esta-

blece dicha conjetura para el caso separable y de retfculo de Banach,

3,28 LEMA

Sea r £1/2 y X un espacio de Banach con la proptedad E(r)
en X" . Supongamos que para cada Fe X", F # X , PX(F) tiene al
menos dos puntos distintoe. Entonces X es débilmente secuencialmen—

te completo,

Demostracidn

La propiedad E(r) con r £ 1/2 , nos da, que para cada F e X" :

IIA
* -

oMl

L2l

Para cualquier u € X , la anterior desigualdad aplicada a F - u

ter-1)|| F + x| s || F||

nos da:
[ 2,r) - ulls || 7-ull,
de donde,
PX(F) C é}X an(u:llF = u||)f7X
St~ F e X" , F ¢ X , el conjunto que aparece en el seqgundo miembro
tendrd m8s de un punto. Hemos probado asf que el conjunto
{F ¢ Xﬂ"uC}( B}'{,,(u, 17 - ull )Nx tiene a Lo mds un punto}
se reduce a X . Los resultados v camentarios de [18;Section11 per—

miten concluir que X es débilmente secuencialmente campleto.
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3,29 LEMA

St X es un espacio de Banach

..[% - subespacio de su bidual,

entonces X es débilmente secuencialmente completo,

Demostracidn

La propiedad I(1/2) asegura que para F eX', FEX , PX(F)

tiene ma&s de un punto, y basta entonces aplicar el tema anterior.

3.30 TEOREMA

51 un espacio de Banach separable X es subespacio absoluto de

su bidual, entonces X es semi-L-sumando o M-ideal de su bidual.

Demostracidn

Una vez probado el Teorema principal, sélo resta probar que un es-
pacio de Banach separable no puede ser [.[% —-subespacio de su bi:dual.

Supongamos que X es un [.[% —-subespacio de X"; en virtud del

’

lema anterior X es d&bilmente secuencialmente campleto, por lo que

usando el Teorema de H. P. Rosental [4(1, X contiene isandrfica-

mente a 21 . Si X es separable, en virtud del Teorema de B. Maurey

[3BI (ver también [421) existe F e X", F#0 , tal que

LF+zl=]F-el,
para cada x £ X , por lo que el origen es un centro de simetrfa para

el conjuntéd convexo PX(F) + Puesto que dicho conjunto es de anchura

constante, aplicando el Corolario 3.9, se tiene:

Py(F) = B,(0,(1/2) || F + x]| )

en clara contradicci®n con el Lema 3,25,
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3,31 TEOREMA

57 un vetfeulo de Banach X es subespacio absoluto de su bidual,

entonces X es L-sumando o M—ideal de su bidual.

Demostracion

Usando conjuntamente el Teorema principal y el Teorema 1.10, bas—

ta probar que X no puede ser [.[1 —-subespacio de su bidual. Supues—
2

to X i.[% —-subespacio de X" vy en virtud del Lema 3.29 tenemos que
X es d&bilmente secuencialmente campleto, por lo que aplicando [18;
Proposition 111 se sabe de la existencia de una simetrfa isamétrica
en X", cuvo conjunto de puntos fijos es precisamente X . En virtud

del Corolario 3.16, X es un [.[1 —sunando de su bidual, lo cual es
2

imposible a la vista del Teorema 1.5,
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CAPITULO 1V

ESPACIOS DE BANACH CON LA PROPIEDAD I(r) EN SU BIDUAL

Una vez cubierto el objetivo central de la presente memoria, quere-
mos hacer algunas puntualizaciones. En la resoluci®n del Teorema prin-
dpal ha jugado un papel claramente protagonista el hecho de que los
espacios de Banach con la propiedad I(r) en su bidual , para r > 1/2,
tienen una importante propiedad: la de que sus duales satisfacen la
propiedad de Radon NiRodym, Lema 3.23. Podrfa pensarse si estos espa-
cios son forzosamente M-ideales de su bidual. A este respecto damos
la siguiente informaci®n:

1) En general la respuesta es negativa: "Existen espacios de Ba-
nach con la propiedad I(r) , r > 1/2, en subidual, que ni siquiera
tienen la propiedad de 1la 1%-bola en su bidual (Teorema 4.1), mucho
menos pueden ser M-ideales de su bidual.

2) si X tiene la propiedad I(r) su bidual, r > 1/2 , entonces
X tiene otras muchas de las propiedades que satisfacen los espacios
de Banach que son M-ideales de su bidual (Teorema 4.7).

3) si X es una C*algebra, entonces X es M-ideal de su bidual
si, y s6lo si, existe r > 1/2 , tal que X tiene la propiedad I(r)

en su bidual {Teorema 4.9).

i
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4.1 TEOREMA
Para cada r con 0 <y < 1, existen espacios de Banach con

la proptedad Iir) en su bidual y que no tiemen la propiedad de la

13-bola en su bidual.

Para la construcci®n de dichos espacios, algo laboriosa, necesi-

tamos hacer algunas precisiones.

Consideremos el espacio ¢y de las sucesiones de escalares conver—

gentes a cero, con la noma usual, gue notaremos por [[o[[) Es sabido,
que el bidual de c¢g es el espacio Rm ; espacio de las sucesiones
acotadas de escalares, igualmente con su nomma usual; coincidiendo
su inyeccidn candnica con la invecci®dn natural, Para simplificar las
notaciones, dado F ¢ 2.+ escribiremos:
7] = 7 « o],

y en lugar de PEO(F) escribiremos simplemente P(F) .

Dado t ¢ Eo,ZI formemos el espacio producto coxeo con la noma
U JH>t ,» definida por

| w2l = Maz tllyll, I 2]l + il gl 2ot || 2]] 3

para cada Y,2 € ¢g . Llamemos Xt al espacio de Banach (coxco,[[.[lt

Es rutinario probar las siguientes afirmaciones:

1) El espacio %_x L_, con la norma [[.'

+» definida natural-
mente por:

| w6l = Mz ll7ll, lell+ ¢llzll, 7|3
para cada F,G ¢ & _, y donde por [l.[[ representamos la norma usual
de %, es el espacio Bidual de X.s coinetdiendo, por supuesto, la
inyeceidn candnica de X, en su bidual con la inelusidn natural de

t

eo X e e L =B . L
[oo] oo
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Es sabido, ver por ejemplo [10; Section iI, que co es M-ideal

de %, + de donde se deduce immediatamente que XO es M-ideal de

su bidual.

1i) Para cada H:= (F,G) € Xg » la norma cociente viene dada por:
L&+ x|, = Maz {|F], |c| « ¢|F|, (2+£) ]G] }
Y por Gltimo,
127) P(F) x P(G) ¢ Pt(H),
donde por Pt(H) se simboliza al conjunto de mejores aproximaciones

para H en Xt , €sto es , escribimos Pt(H) en lugar de PX (B)s
i

Vamos a obtener ahora escalonadamente el resto de la informacidn

que precisamos, en los siguientes lemas.

4.2 LEMA

Dado H ¢ XZ » Se tiene; para cada =x ¢ Pb(H), que:
d, (x,P (H)) s t(1st) || B + [l
donde dt denota la distancia en el espacio X,

Demostracidn

El lema es evidente para t = 0 , asf pues supondremos t > 0,

Sea H = (F,G) , con F,G ¢ L i es claro que ha de presentarse uno

de los tres casos siguientes:

a) |F| s |¢|
b) [e] « ¢[r| 2 [F] > [e]
e) [F| > |¢| + t[F|

Vamos a probar que en cualquiera de ellos, se da la tesis del le-—
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Fijemos ahora x=(y,z) € PO(H), con Y,z € ¢q -
a) Supongamos que [F[ B LG[O En este caso, segfin (2) se tiene:

L&+ x,|[ = (1¢t) ]G

y por tanto,
Maz L[| F - yll, lle-z]1=1[2z+x)l,=lc|
por lo que en virtud de (1) tenemos:
Iz -sll, = [ -v06-a],-=

= Max {l[F - y||,i|G - z|[+ tl|F - yll,(1+t)

G-zl s
< Maz {[G

16|+ tlel, (242

G|y = (mse)fe|= [l m + x|

t

esto es, x ¢ Pt(H)° Y por tanto en este caso se tiene que:
PO(H) o Pt(H)

vy la tesis del lema se cumple trivialmente,

b) Supongamos ahora que
6] + ¢lz] 2 [¢] > o],
con lo que,
L2+ x|l =[c| + ¢|7] ,
mientras que:
&+ x,ll,= 7] .
De que
vaz L[| F - yll, [l ¢ - 2] ¥s|Ft
deducimos ahora que y e P(F) . Tamando u e P(G) arbitrario v usan—
do (3 , tenemos que (y,u) e Q:(H), luego:
d,(x,P,(H)) s || (y,2) - (you) [, = (142) ]| 2 - ul] .
Tamando fnfimo cuando u recorre P(G) , llegamos a
d,(x,P (H)) s (1+t)d(z,P(C)) (%)
Finalmente, puesto que ¢y es M-ideal de %y en particular

verifica la propiedad de la Z%—bola, tenemos:
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d(z,P(G)) = d(0,P(G - 2)) = || G - 2]| - |6 - z|= || ¢ - 2| - |g]

IA

s |F| - 6| s ¢|F| s £c[e| + t[F]) =tlla+ x .
Basta ahora sustituir esta desigualdad en (*) para obtener la
tesis buscada.
c) Supongamos finalmente que:
7] > || + ¢|7|
con lo que en particular se tiene
|| > (1425 |e| 2 |a],

v por tanto, en virtud de (2) ,

2+ 2 lLy= 121 = 12 + 2, -
Volvemos a tener, camo en el caso b), que:
vaz { (|7 - yll,llc-sl[1s 7|
luego, otra vez, y € P(F) . Sea u ¢ P(G) y sea
o= ([F] - [eh~L(1-2) [F] - lc]);
notemos que J. <@ <l , v llanemos v a az + (l-a)i . Se tiene,
[6-vl=allc-s+ -alll6 - ul s alF[ + (2-0)[6]= (1) [},
con lo que,

17~ y6 -l = ant[[F -y, L0 - ][+ ]l 7 - yl[, (22)|[ 6 - o[}
< Max {|F|, (1-t) |F| + t{F|, (1+¢) (1-t) |F|} = |F| = |[ 7 + x|,
y hemos probado asf que (y,v) ¢ Pt(H)o aAsf pues,
d (z,P,(H) s || (y,2) - (y,v) [, = (zet)|[2z - ol = (242) (1-0) || = - ul|
Tomando fnfimo cuando u recorre P(G), obtenemos
d,(z,P () = (1+t) (1-a)d(z, P(G)) (%)
pero, haciendo uso nuevamente de la propiedad de la I3-bola:
d(z,p(6)) = [[¢ - 2[[- |e] s [F| - |g]
desigua¥dad que, sustituida en (*), nos da :

dy(x,P (H)) s (1+t)(1-a)([F| = [6|)= (14t)t[F|= (1+t)%|[ 7 + x|l -
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4.3 NOTA

Se puede camprobar, aunque ello no se usar@ en lo que sigue, gue
la desigualdad del lema anterior es &ptima. De hecho, se alcanza la

igualdad para convenientes valores de # y x .

4,4 LEMA

Sea K wun conjunto convexo, cerrado de un espacto normado X y
2 3 g
sean r y s dos mumeros reales tales que r > s > 0 y verificando
que:
int

By (0,7) CK + B, (0,8) .

Entonces

BX(O,r -s8)CcCK.

Demostracion

Supongamos, por reduccifn al absurdo, que existe x € X con
H x” Sr-s y x £K. Por el Teorema de separacién punto-comrexo,
existe f e X' , con “_f[[: 1, tal que:
Sup {Ref(k); k € K } < Ref(x)
Por tanto, usando la hipdtesis, tenemos:

r = Sup {Ref(y); y ¢ Bént(O,r)} < Sup{Ref(y); y € K + BX(O,S)} <

IA

Sup {Ref(k); k € K} % Sup {Ref(y); y e B.(0,a)} =

I

Sup {Ref(k); k € K} + & < ‘Ref(x) + 8 < [[x[[f asr

4

lo cual es absurdo.

Cano eonsecuencia de los dos lemas anteriores obtenemos A

la parte m&s importante del teorema buscado:



4.5 LEMA

St t(1+t%) < 1, entonces X, tiene la propiedad I(r)

bidual para v = (148)77 [I-t(l%t)'zl i

Demastracidn

Es claro que para cada I € Xt n
llly= [l2ll, s 2+ =],

v por tanto , pera cada H ¢ Xg

Lall,= lallys a0l all,,

y pasando a cociente (ndtese que los conjuntos XO y X son iguales)

t

tenemos:

|2+ x,[[,s |2+ x|l s (z28) &+ x,ll, -

en Su
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Fijemos pues H ¢ X! , H § Xt y sea & = (Y,%) & Xt , verificando:

t 7
[=ll, < .2zee)™ 2+ x, ][, .

Sedfin. las: observaciones anteriores, tenemos:

Lelly < 2llz + 511,

vy puesto que X es M-ideal de su bidual, se tendr&@ que

0
x € PO(H) - PO(H) '

prob&ndose asf que

nt ol
By (0,2(1+t) T || B + X, ||, ) ¢ Py(B) - Py(H).

+
Canbinando esto con el Lema 4.2 , obtenemos que para cada p e R,

int
X

c P_(H] - P,(H) Je BXt(o,zp;t(:z;t) lz+xl,)

K = Pt(H) -'Pt(H) , Y aplicando el Lema 4,9; obtenemos:

nt P F g :
By (0,2r( H + x,[[,-20) c &

para cada p > 0 arbitrario,

B (0,2(_1#)'1 [ #ex ||, ) c P (R)-P (B) + By (0,20428(1st) |[ 22X, ][, ) c



-82- Capftulo IV

Puesto que Pt(H) es un subconjunto convexo, cerrado v acotado del espa-
cio de Banach Xt , vodemos aplicar [26; Corollary 22.5], para deducir que
Pt(H) - Pt(H) tiene el mismo interior que X . Esto es,
int [ :
BXt (0,2r|| B + x|, c P, (H) - P (H)

cano se querfa,

Teminemos esta larga lista de resultados intermedios en el que

sigue:

4.6 LEMA

X, tiene la propiedad de la 1i-bola en su bidual 8t, y sdlo si,

t = 0
‘Demostracidn
s t =0

» X es, camo ya se hacdicho, M-ideal de su bidual y
por tanto tiene la propiedad de la I3-bola en su bidual.
Supongamos pues, t > 0 , y tanemos H = (F,G) ¢ Xg tal que
6] + ¢]7] = [7] > |a] .
Entonces:
L2l = Moz [zl Wl + sl 2], st |l el 3 = [ ell+ ]| 2] .

Es rutinario camprobar que, en este caso, se tiene:

P () = P(F) x P(G) ,

con lo cual,

d,(0,P (#))= Inf {Maxt || y[[, [ 2[l+ ¢[lyll, (2+e) || 2]} (v, 2) € P(FIxP(G)} =
2 Inf {(1+¢) || 2[[ ; = € P(@)} = (14¢)d(0,P(c)).

Se tiene entonces, usando una vez m&s que ¢Co tiene la propiedad de

la I}-bola en su bidual, que:



|7 + XtHVt +d, (0,P (B)) = |G| + t|F| + d,(0,P, (H)) 2
2 |6 + tlF[ + (zet)do,p(@)) = | ¢l +¢|F| + taco,P(@)) > [[B], ,

lo que demuestra que Xt no tiene la propiedad de 1la I3-bola en Xg

Demostracidon del Teorema 4.1

Dado r , con 0 £r < I , es claro que tamnando ¢ > 0 , sufi-
cientemente pequefio, podemos conseguir:

E(1+8)% < 1

(142071 = t(14)%] > » .

Por el Lema 4.4 , el correspondiente X, tiene la propiedad

t
I(r) en su bidual, mientras que por el Lema 4.5, no tiene la propie-

dad de la I3-bola en su bidual.

El siguiente enunciado resume los m&s importantes hechos que he—
mos obtenido para los espacios de Banach que tienen la propiedad I(»)
(r > 1/2) en su bidual. Las té&cnicas usadas para la demostraci®n se
inspiran en las desarrolladas por G. Godefrov para tratar el caso

b

4,7 TEOREMA

Sea X un espactio de Banach con la propiedad If{r), con » > 1/2,
en su bidual. Sea Z cualquier subespacio cerrado de X . Entonces,
se verifican las sigutientes afirmaciones:

1) Z' tiene la proptedad de Radon Nikodym.

9| Py (6) = {JZ,JZ (63}, para cada © € Z"™ . En particular, Z'

es un subespacio de Chebyshev de Z™ .

-83-
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1i1) ST Y es un subespacio cerrado de un espacio de Banach con
la proptedad I(s) (s > 1/2) en su bidual, entonces toda biyeceidn
lineal isometrica de Y" en Z" , es la segunda traspuesta de una
biyeccidn lineal isométrica de Y en Z .

tv) Z no tieme la propiedad de interseccidn finito-infinita,

esto es (ver [19] y [37]) ewiste una familia de bolas cerradas en 2,

i B, s t e I} cuya interseceidn es vacia, mientras que por el contrario ,

toda interseccidn finita de dichas bolas es no vacta.
v) ST Y es un subespacio cerrado de Z" , conteniendo estric-
tamente a Z , entonces no existen proyecciones de norma uno de Y

sobre Z . En particular si Z ese un espacto de Banach dual, enton—-

ces es reflexivo .

Demostracidn

1) Basta aplicar el Lema 3.23 y el hecho de que la propiedad de
Radon Nikodym es estable por cocientes [45; Theorem 2.8 y Corollary
2.9 .

Para el resto de las afimmaciones establecemos las siguientes
observaciones.

Sea P la proyeccidn de dualidad correspondiente a X , esto es,
P = JX,J}t( , proyeccidn de norma uno, cuya imagen es JX’ (X') y cuyo
nlicleo es X" . Es sabido, vy se ha usado anteriommente, que para cada
x" ¢ X" se tiene, x"'-= P(x™) e PX_L(:L‘”’).

Por otra parte, si X tiene la propiedad I(r) en X", entonces
aplicando el Teorema 3.15 Z) , obtenemos:

L2y @™ )|[s [[a7]|[ « (z-2w) || Plz" )|

ne

para cada x™ e X"™ . Y por tanto, cambinando ambos resultados,



lem - pam )|l s |2 || + (1-22)|| Pz ) || (1)
para cada xMe X',
Sean ahora Z un subespacio cerrado de X y & su proyeccidn
de dualidad. Se camprueba rutinariamente que el siguiente diagrama es

comutativo:

X"! ) Xm
o 9]
Z ne
Z ne Q —>

donde ¢ es la tercera traspuesta de la inclusién <7 de Z en X .
Recordando que Ker ¢ = 2°° y que la descamnposicidn candni:ca de
® da lugar a la igualmente canbnica identificacién de X' / 2°°°
con Z" , tenemos que ¢ es sobreyectiva y que:
letm )] = [[am+ 20

para cada x™ e X" ., Cano quiera que 2°°°

es proximinal en X', de-
ducimos que para cada 6 e Z" se puede encontrar 2" ¢ X™ , tal que

L L= [Lell v em) = .

[1\%

Usando ahora (1) y que r 2 1/2 , obtenemos:
lell=[lzm |z ||2™- Pz™)||+ (2r-2)]|| P(x™ )| 2
2 || etx™~ plxm )|+ (20-1) || 0Bz )|[= [0 = @ro) ||+ (2r-1) [ @r0)]]
con lo que hemos establecido, para Z , la misma propiedad de X que
aparecfa en (1) .
i7) Para 6 € Z"™ fijoy ¥ € Iy (Z*¥) ; aplicando la desigualdad

recien probada a 6 - £ y usando que §Q(&) = £ , tenemos:

Mo -tz [6-qe|+ cer-1)]0r0) - €]

—85—~
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lo que prueba por una parte  que:
fo+v,z0][=1lo-are)]

esto es, @(8) € P,,(8) , v por otra parte, que si £ € P,,(6), se ha

Zl
de tener £ = Q(6) . En suma,
t
PZ,(S) = {Q(8) })= {JZ,JZ(O)}
y esto para cada 6 € Z"™ , cano se querfa.
122) Sea I una biyecci®n lineal isamétrica de Y" en Z".
For el primer gpartado, sabenos que Y' tiene la propiedad de

Radon Nikodym, con lo que aplicando [17; Theorem 10 y Definition 51

se tiene que:

ItJZ, (8] & 3oy (3}
( En particular I es la traspuesta de una biyeccidn lineal isamé&-

trica de Z2' en Y').

Para cada 6 € Z'"" , se tiene entonces

Lo «z[=[[Fo) «r].
Notando @ = JZ,J; w P = JYJJ§ , las proyecciones de dualidad
de Z e Y respectivamente, tenemos aplicando <Z) a Z , que
Q(e) € PZ,(GJ , con lo que:
[2%c0) + v'|[= |le « 2'|[= || o - qeas || = || Ero) - TPqre) I
esto es,
rate) € by, (1% (0)) ,
pero usando nuevamente 77) , esta vez aplicado a Y , tenemos:

P, (I°(60)) = {PI%())

luego, hemos probado que,
%ge)

para todo 6 € Z"™ ., Cano consecuencia, tendremos que It(Z )= ¥

prt (o)

14

Yy por tanta , yva que
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fIJY(Y):[": Ker [(IJyf_'[ = Ker J5I° = (1%) (ker Jo)= (77 )=z =
= JZ(Z)O,
deducimos que
IJY(Y) = JZ(Z) N
poniendo IJY(y) = JZH(y), es imrediato comprobar que H es un opera—
dor lineal continuo de Y en Z tal que I = Htt sobre Y . Puesto
que tanto I cano Htt son d&bil-*-continuos, deducimos que I = Htt
Y, a posteriori, H es una biyeccidn lineal isom@trica de Y en Z .
10 y v) son consecuencia del siguiente hecho, que probaremos a
continuacidn:
Sean Z un espacto de Banach y @ su proyeceidn de dualidad. Sea
t >0, vertficando , para cada © e Z"™, que
Lellz [le - ae)|[+ ¢lle)]|] . (%)
Entonces para cada F € Z" , F ¢ Z , se tiene:
Bz [[F-zll)=0.
En efecto, supongamos, por reducxidn al absurdo, que existen
FeZ", F¢X, yx € X , tales que para todo 2z € Z , se tiene
L7 -zllz [[z-=].
Usando F - x en lugar de F podemos suponer, sin pérdida de genera—
lidad, que x = 0 y, previa nomalizaci®én (F - x # 0), supondremos
igualmente que [[FLI: 1. Sea pues F e Z" , con |[F[l: 1 , tal -que
L7 - sll> [l
para todo 2z € Z . Es claro que para cada X € K , se tiene:
[ar -zl (=,
de donde,
lzll= 17 1]z -aF[[; 2 eR}= (2 +KP[[ = [[2 + (Ker P)°[[ =

= [ J,(z) [Ker F|
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A partir de la igualdad anterior es rutinario probar, usando el
Teorema de separacién, que Ker Fl\BZ,(O,Z) es débil-*-denso en
BZ,(O,Z) .

Sea p un nfmero real positivo estrictamente menor que © , y
sea f e Z', con []fl[: I', tal que F(f) > I-p , vy {fi} una red
en Ker FfIBZ,(O,I) convergiendo a f en la topologfa d&bil-* .de Z'.
Sea finalmente 6 un valor adherente vara la red {JZ,(f%)} con res—
pecto a la topologfa d&bil-* de Z" . Por la d8bil-*-continuidad de
J; tendremos J;(G) = f, de donde,

08} = JZ,(f)
mientras que claramente
6(F) = me F(fi) = @,
&
por lo que aplicando (*)
I < [F(r)] = |7, (22 (P)| = [ate)(R)| = |o(F) - qre)(F)| s

s [le-ace)fls [loll-¢llae[= [[oll- ¢l rlls 1 ,

lo cual es una contradicci8n.

Camo consecuencia, volviendo a tener en cuenta que la desigualdad
(1) es v&lida para Z y tamando t = 2r-1 , obtenemos que

O Bz, || F-z|[ )£
para cada F e Z", -

Pero, la mera existencia de un F & Z" cumpliendo la afimmacién
anterior es equivalente (Para cualquier espacio de Banach Z ) a la
afimaci®n %Zv) del enunciado [22; Theorem II, 8]a

Por otra parte, ¥w) es evidente sin m&s que tener en cuenta que
la existencia de un tal espacio Y y de una tal proveccidn ¢ de

Y sobre Z , fuerzan que para cada y € Y , se tiene



aly) e \ B, (z |y - z|),
VA
2el
en contra de la vaciedad de dicha intersecci®én.

4,8 NOTA

Se puede establecer, bajo las mismas hipdtesis del teorema anterior,
una perfeccidn al hecho de que los subespacios no reflexivos no pueden
ser duales; concretamente se puede probar, con té&cnicas an&logas a
las desarrolladds en [29; Theorem 2.41(ver junto con [éS]Lque si. X
tiene la propiedad I(r) en su bidual, entonces para cualquier su—
bespacio cerrado, no reflexivo de X , Z , y para cualquier espacio de
Banach Y , se verifica que la distancia de Banach-Mazur entre 2
e Y' es'mayor o igual que » + 1/2..

Queremos hacer observar tambi&n que el apartado <7%) del teorema
anterior, resultado claramente m&s general que el dado por P. Hammand

y A, Lima en [54; Proposition 4.%1, permite probar el siguiente re—

sultado.

4.9 COROLARIO

Sea X uma C*-dlgebra. Son equivalentes las siguientes afirma—
ciones:

1) Existe r > 1/2 , talque X tiene la propiedad I(r) en X" .

i) X = (§%TK(Hi))co’ donde K(Hi) es el espacio de los operadores
compactos soz;e un cterto espacio de Hilbert Hi.

111) X es M-ideal de su bidual.

Pemostracidn

1%1) fuerza ii7). Es bien conocido, ver por ejemplo [10; Proposition 5

~80.
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v Theorem il.

17%) fuerza 7). Es evidente tamando r = I .

Supongamos, para cerrar el ciclo, que existe un tal 2 ; usando
el Lema 3.23, se tiene que X' satisface la propiedad de Radon
Ifikodym, por lo que siendo X una C*-8lgebra y aplicando [1’47
Theorem 41 , sabemos de la existencia de un espacio de Banach <Z ,
predual de X! , que es del tipo descrito en <7). En particular,
cano ya se ha visto, Z es M-ideal de su bidual (tiene la propiedad
I(1) en su bidual), por lo que, aplicando el teorema anterior, Z es

isanétrico a X .
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