o

L Ww’m

Y o/’/” \

v

s 1
,;u.f';-‘.f P e ‘, Z e \L!'(
Rl T

. 1
LT LERSFTAd

ll 2 ;:f ?‘-' (PR !
L

COMISION D2 UOCTO! RADO

UNIVERSIDAD DE GRANADA
Facultad de Ciencias

Fecha &qulgﬁ ..............
UNIVERSIDAD DE GRANADA ENTRADA NUM. JRIG.........

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA

Andlisis de Ecuaciones en Derivadas Parciales

en Teoria Cinética y Cudntica

José Luis Lopez Fernandez

o b7




La presente memoria, titulada “Analisis de
Ecuaciones en Derivadas Parciales en Teoria
Cinética y Cudntica”, ha sido realizada por
José Luis L6épez Fernandez bajo la direccién del
Profesor Dr. Juan S. Soler Vizcaino, del
Departamento de Matematica Aplicada de la
Universidad de Granada, para optar al titulo de
Doctor en Ciencias Matematicas por la
Universidad de Granada.

V. B. Director,

Juan S. Soler Vizcaino



Para Juana, Juan y tio Enrique; in memoriam

A mis padres



Agradecimientos

Desearia comenzar expresando mi mds sincero agradecimiento a todas
aquellas personas, anénimas muchas de ellas, que son coparticipes, bien
por el apoyo recibido por su parte bien por el tiempo desinteresado que
han invertido en mi, de este trabajo.

Asimismo quiero agradecer al Departamento de Matemitica Aplicada de
la Universidad de Granada por su acogida y por poner a mi disposicién
todos los medios necesarios para confeccionar esta memoria.

Es también mi voluntad mostrar mi gratitud para con mi familia y mis
amigos, sin cuya comprensién y estimulo dificilmente habria podido
encontrar el estado emocional adecuado para llevar a buen puerto mi
labor investigadora. Y especialmente para con Maria del Mar, por todos
los “no puedo” que ha recibido durante todo este tiempo, acompafiados
de excusas que sin entender aceptaba.

Estoy también profundamente agradecido a los profesores Luis Lépez
Bonilla y Pierre Degond por haberme acogido en la Universidad Carlos
III de Madrid y en la Universidad Paul Sabatier de Toulouse,
respectivamente, y por su amabilidad y dedicacién durante mis estancias.

Agradezco también a todas aquellas personas que me han prestado su
valiosa colaboracién cientifica, por el enriquecimiento matematico que
me ha reportado todo lo que he podido aprender de ellas: Anton
Arnold, Pierre Degond, Peter A. Markowich, Pierre-Francois Peyrard,
Frédéric Poupaud y Christian Schmeiser.

Atun le debo a Juan Soler el que siento es el més arraigado de mis
agradecimientos, pero eso sera el dia que encuentre las palabras
oportunas que permitan conjugar tanta humanidad y tanta ciencia, tanta
bondad y tanto entusiasmo, tanta confianza en mi y tanta fe en el trabajo.
Si existen.



fndice

Capitulo 1. Introduccién 5
"1.1 Teoria de transporte cinético . . . . . . ... ... . ... ...... 5
1.1.1 Generalidades . . . ... ... ... ... ........... 5
1.1.2 Modelos de transporte de rayos césmicos . . . . . ... ... 6
1.13 Resultados . . . . . ... ... ... ... .. ... 8
1.2 Teoria de transporte cudntico . . ... ................ 10
1.2.1 Generalidades . . . . ...... ... ... ... ... ... 10
1.2.2 Modelos de transporte de particulas cuanticas . . . ... . . 13
123 Resultados. . . ... ... ... ... ... . . . ... ..., 20
Capitulo 2. Un modelo de colisiones onda—particula: dindmica
macroscopica 25
2.1 Introduccién . . . ... ... ... 25
2.2 Eloperadordecolisién . ... ... .................. 30
2.3 Grupo de escala hidrodindmico: el limite compresible . . . . . . . . 36
2.4 Grupo de escala difusivo: el limite incompresible . . . . . ... ... 37
2.5 Apéndice A: Demostracién de los Lemas 1.3.2y 142 . . ... ... 68
26 ApéndiceB . .. ... .. .. 72
Capitulo 3. Un modelo de colisiones onda-particula: existencia de
soluciones 75
3.1 Imtroduccién . . . . . ... ... . ... 75
3.2 Propiedades del operador de colisién . . . . ... ... ....... 79
3.3 El resultado de existencia . . . .. ... ............... 82
3.4 Propagacién de momentos y leyes de conservacién . . . . ... ... 88



9 Indice

Capitulo 4. Un modelo cuantico disipativo de tipo Fokker-Planck 93

4.1 Introduccidn . . . . . ... ... ... 93
4.2 Modelos de Wigner-Fokker-Planck .. ... ............. 97
4.2.1 Algunos aspectos sobre la derivacién de modelos cuanticos

de tipo Fokker-Planck . . . .. ... ... ... ....... 97

4.2.2 La ecuacién para la matriz de densidad en forma de Lindblad100

4.23 Estadosdeequilibrio . ... ... ... ... .. ..... 104

4.2.4 Propagacién de momentos . . . . ... ... ... ...... 105

4.3 Existencia de soluciones locales en tiempo . . .. ... .. ... .. 108
4.3.1 La solucién fundamental y el concepto de solucién integral . 110

4.3.2 Estimaciones a priori . . . . . . ... ... ... 115

4.3.3 Sucesién de soluciones aproximadas y paso al limite . . . . . 124

4.4 Unicidad y estabilidad . . .. ... ... ............... 127
4.5 Comportamiento asintéticocuandot — oo . . ... ... ... ... 129
4.5.1 Cambio de escala y estimaciones a priors . . . . .. ... .. 129

4.5.2 Compacidaden L' . ... ... ... ... ........... 136

Capitulo 5. Comportamiento asint6tico de Schrédinger—Poisson y

Wigner-Poisson 141
5.1 Introduccidn . . . . . ... .. ... 141
52 Cambiodeescala . .. ......................... 148
5.3 La densidad y el potencial asintdticos . . . . . ... ... ...... 151
5.4 Compacidad débil de la sucesién de funciones deonda . . . . . . .. 160
5.5 Comportamiento asintético de un sistema de Schrodinger-Poisson . 162
5.6 Comportamiento asintdtico de la ecuacién de Wigner-Poisson . . . 164

Capitulo 6. Transformadas de Wigner en espacio-tiempo y limite

de altas frecuencias 167
6.1 Transformadas de Wigner en espacio~tiempo . . . . . ... ... .. 173
6.2 Laecuaciénlimite. . . ... .. ... ... .............. 182
6.3 Comportamiento asintético para estados cuanticos mixtos. . . . . . 194

Capitulo 7. Apéndice 197



Bibliografia general 3

Bibliografia general 201






Capitulo 1

Introduccidén

El contenido y los objetivos de este trabajo pueden agruparse en dos bloques te-

maticos bien diferenciados: por un lado, nos proponemos analizar el comporta-
miento asintético con respecto a tiempos grandes de las soluciones a los modelos de
transporte mecano-cuanticos de Schrodinger/Hartree—Poisson y Wigner—Poisson
en tres dimensiones, asi como el de las soluciones a un modelo cuintico de caracter
disipativo con nicleo de colisién de tipo Fokker-Planck al que hemos denominado
sistema de Wigner-Fokker—-Planck, y del que también analizaremos las propiedades
de existencia, unicidad y regularidad de sus soluciones. Por otro lado, iniciamos el
estudio matematico de un modelo cinético cuasi-lineal para plasmas astrofisicos en
el que prevalecen las colisiones de tipo onda-particula. En particular, se construyen
la teorfa macroscopica —que describe los regimenes compresible e incompresible de
la dinamica de fluidos asociada- y la teoria matematica de existencia de soluciones
al modelo propuesto.

1.1 Teorfa de transporte cinético

1.1.1 Generalidades

La Teoria Cinética describe procesos de transporte en los que desempefian un
papel relevante las colisiones entre las particulas. Es bien sabido que, en ausen-
cia de fuerzas que actlien sobre las particulas durante su movimiento entre dos
colisiones consecutivas, la evolucién de su funcién de distribucién f(z,é&,t) esta
representada por la ecuacién de Liouville

of

5{ + (évr)f =0, » (1'1)
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donde z es la variable de posicién, ¢ la variable de momento y ¢ la variable de
tiempo. Por tanto, f es constante sobre las trayectorias y = z + £t del sistema.
Por otro lado, si tenemos en cuenta la accién de un campo de fuerzas externo
F(z,¢,t) sobre el sistema, la evolucién de f viene descrita por la ecuacién

d F
a—{+(§-vz)f+a-vgf=0, (1.2)

donde m denota la masa de las particulas. Finalmente han de evaluarse los efec-
tos de las colisiones sobre la evolucién temporal de f, segiin su naturaleza y su
relevancia a lo largo del fenémeno de transporte. Generalmente la consideracién
de colisiones incorporard un término no lineal a la ecuacién de Liouville. Uno de
los ejemplos clasicos lo constituye la ecuacién de Boltzmann de la teoria cinética
de gases, que introduce un nicleo de colisién cuadratico.

1.1.2 Modelos de transporte de rayos césmicos

En los capitulos segundo y tercero se aborda el estudio de un modelo cinético
cuasi-lineal que rige el transporte de rayos césmicos y flujos cometarios en un
plasma astrofisico. Este modelo viene descrito por la siguiente ecuacién cinética
con nucleo de colisién Q(f) de tipo onda-particula:

L@ var+ Lo = e, (1)

f(z,{,t:O) = f0($s€)’ (1'4)

donde f es la funcién de distribucién de las particulas, F la fuerza externa aplicada
sobre el sistema, 77! = 771(z, t) representa a la frecuencia de colisién, que depende
del estado local del plasma, y donde Q(f) es un operador de colisién simplificado
de tipo onda—partfcula definido por

QNEED = 5 [, Fmus(e )+ e —ua, ot do = S(2,6,0), (19

siendo S%"! la esfera de radio unidad en R?"! y d la dimensién espacial del proble-
ma. En esta expresién us(z,t), responsable del caracter no lineal de la ecuacién
(1.3), es la velocidad media asociada a la funcién de distribucién f, definida por

ulet) = ([ S 0ea) ([, St 0de) (16)
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Este modelo cinético suministra una ecuacién de transporte para un gas de
particulas energéticas cargadas (rayos césmicos) que se dispersan en base a las
irregularidades turbulentas que se originan en los campos magnéticos embebidos
en el plasma ambiente en el que se propagan. Esta ecuacién proporciona una buena
aproximacion al modelado del transporte y aceleracién de particulas en plasmas
espaciales (en particular en lo que se refiere al transporte de rayos césmicos en el
medio interestelar o interplanetario), para lo cual sélo se requiere que el operador de
colisién considerado contribuya a la relajacién de la funcién de distribucién hacia
su parte isotropica y que las velocidades aleatorias de las particulas sean mucho
mayores que la velocidad intrinseca del fluido, que se considera no relativista.
La motivacién, los precedentes y los fundamentos fisicos de este modelo pueden
encontrarse en los trabajos de D. L. De Zeeuw, J. Earl, T. I. Gombosi, J. R.
Jokipii, G. Morfill, K. J. Powell y L. L. Williams [43], [52], {100], [101] y [102].
Asimismo, la primera aproximacién matematica relacionada con la aplicacién de
este modelo a la dindmica de gases a través del desarrollo clasico de Hilbert se
debe a P. Degond y P. F. Peyrard [33].

Para este problema investigamos, en primer lugar, la dindmica macroscépica
(en el sentido de los regimenes propios de la dindmica de fluidos) inducida por el
operador de colisién Q. Para ello utilizamos primero el desarrollo asintético clasico
de Chapman-Enskog en el marco de un grupo de escala hidrodindmico. El modelo
macroscépico que se obtiene ain conserva una variable cinética, la energia de las
particulas en el sistema en reposo del fluido, aunque guarda algtn parecido con la
ecuacién compresible de Navier-Stokes de la dindmica de gases. En segundo lugar
analizamos un grupo de escala de tipo difusivo bajo la hipétesis de perturbaciones
pequenas respecto de un equilibrio global. En este caso, el modelo macroscé-
pico asociado acopla la ecuacién usual de Navier-Stokes incompresible con una
ecuacion de difusién para la funcién de distribucién de energia de las particulas,
ligadas ambas por una versién extendida de la ecuacién de Boussinesq. Tanto en
la aproximacién hidrodindmica como en la difusiva los sistemas de momentos que
se obtienen no son cerrados, de modo que los términos de conductividad térmica
resultantes incluyen caracteristicas de alta energia de las correspondientes funcio-
nes de distribucion, abriendo asi las puertas hacia nuevos modelos de turbulencia.
Ademas, en ambos casos analizamos el efecto producido por un término de fuerza
de Lorentz bajo la perspectiva del modelado fisico de plasmas. Los calculos que
conducen a las demostraciones de estos resultados constituyen el objetivo principal
del capitulo 2, aunque algunos de ellos quedaran relegados a un apéndice al final
del capitulo para conseguir una mayor claridad en la presentacién de los mismos.
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1.1.3 Resultados

El modelado matemadtico de fenémenos de transporte a través de ecuaciones
en derivadas parciales constituye una de las tendencias actuales mas en boga de la
Matematica Aplicada y la Fisica Teérica. Este interés creciente por la formulacién
y el analisis de modelos matematicos para problemas fisicos de muy diversa indole
alcanza su mayor justificacién en la cada vez maés estrecha conexién existente
entre ciencia y tecnologia, ya sea en el ambito de la informatica, la astrofisica, la
microelectrénica o las telecomunicaciones.

Los contenidos del Capitulo 2 responden a esta perspectiva. En particular, se
justifica la validez macroscépica del modelo cinético para fluidos césmicos bajo
estudio a través de una descripcién exhaustiva del operador de colisién asociado,
a la vez que se lleva a cabo formalmente el analisis de los limites de escala hidrodi-
namico y de difusién. En el régimen hidrodindmico se demuestra que la existencia
de una solucién aproximada f, = g. + €f! + €2f2 de orden € para la ecuacién
cinética reescalada

o !

T
W + (Evz)fe = TQ(fe)a
fe(.’t,f,O) = fO(xaf)a

equivale a que
’f — ue|2
z —————

_ 1 2
9ge(z, 2 1) = m[sd—l fe(z,ug, + 1€ — ug|w, t) dw + O(c?)

ulz,t) = pdle,t) [ fle,6, )¢ de + O)

satisfagan el siguiente sistema de ecuaciones, con v = |£ — u|?/2:

dg. 2 dg.
W + (ue * Vz)ge - Ev%(vz ’ ue)
2 4 1 g d 1 0
= e-v 3(V, + m—pﬁV,,pEav) (Tvz(Vz + — V,peav)ge>
47 1—d g

02 (o(u) : Voul),

Teadre’ " B

0
m (E(PCU’C) + V- (peucué)) + prc =€V, (,UICO'('U,C)),



1.1 Teoria de transporte cinético k 9

donde p, es la densidad de masa del sistema escalado, uy, la velocidad media
asociada a la funcién de distribucién f., o(u) el tensor de deformacién, pe la
viscosidad y p. es la presién (ver Teorema 2.3.1). Ademas, analizamos el efecto
que produce sobre la dindmica del sistema la accién de una fuerza de Lorentz (ver
Teorema 2.3.4) y probamos que el sistema de momentos deducido de las ecuaciones
para g. y u. no es cerrado (ver Proposicién 2.3.3), lo cual hace que el modelo sea
particularmente interesante por la posible aparicién de fenémenos de turbulencia.
Por su parte, para la aproximacién difusiva

OF, Tt
ot + (évr)Fe - TQ(FG)

demostramos que si F,(z,¢,t) = G(|€|?/2)+€f.(, €, t), donde G es una distribucién
de equilibrio global y f. — f en un espacio “adecuado” cuando ¢ — 0, entonces f
ha de ser de la forma

€

fa6) = 0, B0 - @Dy uie ).

Ademas, ® y u satisfacen respectivamente la ecuacién de difusién

%—‘f +(u-V,)0 + %”G'r - %"vz  (+V.0)

y la ecuacién de Navier-Stokes incompresible, que a su vez aparecen ligadas por
la siguiente condicién de Boussinesq generalizada para la energia interna e de ®:
Vze = 0. Finalmente, r = r(z,t) es el multiplicador de Lagrange asociado a esta
ultima ecuacién (ver Teorema 2.4.1). Basindose en nuestra aproximacién, Laure
Saint-Raymond ha demostrado recientemente en [91] de forma rigurosa el paso al
limite en el régimen de difusién, utilizando estimaciones de entropia relativa en
torno a una maxwelliana absoluta.

El capitulo 3 estd dedicado a establecer un resultado de existencia global de
soluciones para el problema (1.3)-(1.4) con dato inicial f; > 0 perteneciente a
LYR*) N L*(R™) y con energfa cinética finita. La demostracién de este resul-
tado se basa en un argumento de punto fijo que requiere de la utilizacién de los
resultados de compacidad subyacentes a los bien conocidos “lemas de momentos”,
establecidos por vez primera por F. Golse, B. Perthame y R. Sentis en [50] y poste-
riormente mejorados por los mismos autores y P. L. Lions en [49]. En este sentido,
analizamos en primer lugar la correspondiente ecuacién lineal (para una funcién de
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velocidad dada u(z,t) acotada) para mas tarde obtener las estimaciones a priori y
las propiedades de compacidad necesarias (jpara las cuales basta con controlar la
funcién de velocidad u; en L} (IR%)!) que garanticen la existencia de una funcién
limite de la sucesién de soluciones aproximadas que construimos. Es significati-
vo que la cuasi-linealidad de este problema hace innecesaria la obtencién de las
clasicas estimaciones de entropia para la prueba de existencia. En particular, se
demuestra la existencia de soluciones débiles f > 0 de (1.3)-(1.4) pertenecientes a

L'(R™) n L*(IR*) bajo la hipétesis

/Rdfo(flf—ft,f)df 2vkT1 >0,

para ¢ € K un subconjunto compacto de R® y t € [0,T] con T > 0 (ver Teorema
3.1.3). Ademas, deducimos las principales leyes de conservacién y las ecuaciones
fundamentales para la propagaciéon de momentos (ver Teoremas 1 y 2).

1.2 Teoria de transporte cuantico

1.2.1 Generalidades

La segunda parte de la memoria concierne basicamente a problemas propios
de la Mecanica Cuantica y la Cinética Cuantica. En Mecanica Clasica, una vez
que se especifica el estado del sistema el valor de cualquier observable queda com-
pletamente determinado. No ocurre asi, sin embargo, en Mecanica Cuéntica: en
un estado dado los observables tienen solamente distribuciones de probabilidad de
valores, que en algunas ocasiones, aunque no es lo usual, pueden concentrarse en
un dnico punto. Por tanto, los observables cuanticos (es decir, operadores autoad-
juntos definidos sobre un espacio de Hilbert) estdn sujetos a una interpretacién
probabilistica.

La ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo describe la evolucién de
un conjunto de particulas cudnticas bajo la accién de un potencial. La funcién
de onda 1) asociada a una particula es una funcién de sus coordenadas espacial =
y temporal ¢t que describe las propiedades de un sistema fisico. Si buscamos una
ecuacion en derivadas parciales que sea sistematicamente satisfecha por la funcién
de onda v, debemos dejarnos guiar por los siguientes principios:
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® La ecuacion debe ser lineal (desde un punto de vista de operadores) y ho-
mogénea para que se verifique el principio de superposicion: si ¥y y ¥, son
soluciones de la correspondiente ecuacién de ondas para un sistema fisico
dado, cualquier combinacién lineal de ellas ay3; + )y también ha de ser
solucién, donde a; y a; son constantes.

o Los resultados obtenidos a través de esta ecuacién han de ser compatibles con
los correspondientes a situaciones macroscépicas en el 4&mbito de la Mecénica
Clasica, como se desprende del principio de correspondencia.

¢ Se admite que sélo serd necesario el conocimiento de la funcién de onda en
un instante de tiempo dado para determinar por completo la evolucién del
sistema. Por tanto, la ecuacién que buscamos ha de ser de primer orden
con respecto al tiempo; en caso contrario, habria que especificar un valor de
algunas derivadas temporales de v para obtener una dnica solucién.

Consideremos en primer lugar el movimiento no relativista en tres dimensiones
de una particula libre de masa m que tiene un momento p y una energia F bien
definidos. En este caso, la evolucién de la particula esté descrita por una onda
plana

1/)1(117,t) — Aei(k-z-—wt) = Aei(p-z—Et)/h, (17)

caracterizada por el vector de onda k = p/h y la frecuencia angular w = E/#,
donde la constante A representa a la amplitud de la onda y % es la constante de
Planck. La frecuencia angular est4 relacionada con el vector de onda mediante la
férmula

2
w = M (1.8)

2m
que equivale a la siguiente relacién cldsica entre el momento y la energfa de la
particula:

lpl®
E=—.
2m
Derivando la expresién (1.7) para v con respecto al tiempo obtenemos que
O

: E - |pl?
E— = —zw¢l = _z%,‘pl = —1 |7P;.L '(,[)[. (110)

Por otro lado, diferenciando (1.7) dos veces con respecto a z tenemos que

(1.9)

_ 2, Ipl?
Acth = [k = —Ery, (L.11)
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donde A, representa al operador de Laplace actuando sobre la variable de posicién.
Por tanto, teniendo en cuenta (1.10) y (1.11) se puede comprobar facilmente que
la onda plana (1.7) verifica la ecuacién en derivadas parciales

o h?
th— = ——A 1.12
ot 2m o (1.12)
que es la ecuacion de Schrédinger dependiente del tiempo para el caso de una
particula libre.
En mecanica ondulatoria la energia total £ y el momento p asociados a una
particula estan representados, respectivamente, por los operadores diferenciales

Entonces la ecuacién (1.12) puede reescribirse de la forma

By = o, (1.14)

en clara analogia con la ecuacién cldsica (1.9). Observamos, por tanto, que el
segundo miembro de la ecuacién (1.14) representa al operador de energia cinética
asociado a la particula:
L R
T= om' T~ 2m Az

Con el propésito de generalizar la ecuacién de Schrédinger libre obtenida en
(1.14), supongamos ahora que la particula se mueve en un campo de fuerzas que
procede de un potencial, F(z,t) = —V,V(z,t). Como para el caso de una particula
clasica, la energia total £ ha de venir dada por la suma de su energfa cinética
|p|?/2m y su energia potencial V(z,t):

_ Il
E = o + V(z,t).

Como la energia potencial V no depende ni de p ni de E, en base a los argumentos
establecidos en la discusién para el caso de una particula libre estamos llamados
a considerar los operadores p y E definidos en (1.13) y a plantear

By = (5 + V),
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con lo que se obtiene la siguiente generalizacién de la ecuacién de Schrédinger para
una particula libre:

320t = AL 4 Vi) (1.15)
—(z,t) = (—— , z,t), .

ot 2m= T HIPE

que es la célebre ecuacién de ondas de Schrodinger dependiente del tiempo para
una particula que se mueve en un potencial, ecuacién que fue propuesta por E.
Schrédinger en 1926. El operador que aparece entre paréntesis en el segundo miem-

bro de (1.15) recibe el nombre de operador hamiltoniano asociado a la particula
cuantica:

h2
cha.nt = —%Az + V7

por lo que la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo puede reescribirse

como 8¢
ih = Houantt . (1.16)

Por tanto, observamos que la ecuacién (1.16) se puede obtener a partir de la
ecuacién clasica

2
E = Hcl(xapat)déflg_lm + V(.’l?,t)

mediante las transformaciones E — E, p — p y aplicando los operadores E y
Heyont = Ho(z,p,t) ala funcién de onda 1(z,t) en ambos miembros de la ecuacién.
1.2.2 Modelos de transporte de particulas cuanticas

¢ Sistema de Schrédinger—Poisson

La ecuacion de Schrédinger-Poisson aparece cuando sometemos el movimien-
to de las particulas al campo coulombiano generado por su propia carga o, en

términos matematicos, cuando la ecuacidén de Schrodinger estad acoplada, en una
aproximacioén de campo medio, con la ecuacién de Poisson

AV = —yn(y) (1.17)
con “condicién de contorno en infinito”

lim V(z,t) = 0, (1.18)

|lz}—>e0
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para la determinacién del potencial modelado autoconsistentemente en todo el
espacio:

V(z,t) = 4%/13 I’;("i’;)l dy. (1.19)

En esta ecuacién el pardmetro + representa el signo de la interaccién, que puede ser

de dos tipos: repulsiva o electrostatica (y = 1) y atractiva o gravitatoria (y = —1),
dependiendo del caracter de la fuerza coulombiana. Por otro lado, la expresién

n($)(z,t) = [(z,t)?

representa a la densidad de probabilidad de la distribucién de particulas del sistema
en la posicién z y en el instante ¢, de acuerdo con el postulado de Born. Ademas,
para cualquier instante t arbitrario la funcién de onda ¥(z,t) puede elegirse de
forma que satisfaga la condicién de normalizacién

/ (2, t)[Pde = 1, (1.20)
RS

lo cual expresa simplemente el hecho de que la probabilidad de encontrar una
particula en algin punto del espacio de configuraciones en el instante t es 1. Es
significativo el hecho de que existen funciones de onda que no pueden ser nor-
malizadas de esta forma. Por ejemplo, la onda plana definida en (1.7) no es de
cuadrado integrable, por lo que la integral que aparece en (1.20) diverge. Esto se
debe a que una onda plana representa una situacién fisica idealizada para el caso
de una particula libre con momento bien definido, lo cual indica, en virtud del
principio de incertidumbre de Heisenberg, que estd absolutamente deslocalizada.
Nosotros sélo trataremos a partir de ahora con funciones de onda de cuadrado
integrable que satisfagan (1.20).

Cada funcién de onda simple ¥; (que representa a un estado cudntico puro)
estd asociada a una probabilidad de ocupacién A; > 0, de forma que {A;}jen es
una sucesion convergente de nimeros reales no negativos tales que Y ;e A; = 1.
En este caso, el vector infinito-dimensional ¥(z,t) = (¥(z,t),¥q(x,t),...), que
es la funcién de onda correspondiente a un estado cuantico mixto, genera una
densidad de posicién total representada por

n(z,t) = Y Ajlp;(z,t)?. (1.21)

JEN
Observamos que €l caso mas simple, correspondiente a un estado cuantico puro, se
reduce a la eleccién de la sucesion de probabilidades A} = 1,A; =0 Vj > 1y, por
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tanto, en este caso la ecuacién de Schrodinger vectorial se reduce a la ecuacién de
Schrodinger escalar (también llamada ecuacién de Hartree).

El problema de valores iniciales no lineal de Schrédinger—Poisson con el que
trataremos a lo largo de esta memoria, con condicién inicial

¥(z,0) = (), (1.22)
vendra determinado por la siguiente “condicién de contorno en infinito”:
Illlm Y(z,t) = 0. (1.23)

Algunos resultados sobre el comportamiento asintético cuando ¢t — oo de las so-
luciones de este sistema son analizados en los capitulos 5 y 6 en un contexto
tridimensional y para el caso de una particula simple. Concretamente, son demos-
trados en primer lugar, por simplicidad en la notacién, para el caso de un estado
cuantico puro y son posteriormente extendidos de forma directa al caso vectorial
representado por un estado cuantico mixto.

o Sistema de Wigner—Poisson

El método de Wigner de la Mecénica Estadistica Cudntica fue introducido por
E. P. Wigner (ver [99]) en 1932 como una alternativa a la formulacién estindar
desarrollada en [98], con objeto de darle un tratamiento analogo al de la Mecénica
Estadistica Clésica; es decir, llevando a cabo integraciones sobre el espacio de fases
posicién-velocidad R2 x IR‘E —para una aproximacién monoparticula del sistema~—
de funciones complejas f : R2 x ]Rg — C en vez de calcular trazas de operadores
lineales mecano—cuénticos definidos sobre un espacio de Hilbert. Este método
consiste en definir una funcién de distribucién W = W () sobre el espacio de
fases 6-dimensional, a la postre denominada funcién de distribucién de Wigner
asociada a la funcién de onda 1, de la siguiente forma:

Wie6) = o [l Bl + o (e - oyl edy, (129

donde el simbolo “” denota a la funcién complejo conjugado. La funcién de distri-
bucién de Wigner toma siempre valores reales pero no es en general no negativa
durante el proceso de evolucién, por lo que no puede ser interpretada como una
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auténtica funcién de probabilidad; de hecho, a menudo se la conoce con el nombre
de distribucién de cuasi-probabilidad de Wigner. Ademas, W (z, £, t) resuelve el
siguiente problema de valores iniciales:

ow

S+ € TIW £ 8VIW =0, (1.25)
h h ,
W(r,6.0) = G [ 2o+ gonele = 5v)e™Sdy,  (126)

donde hemos denotado por 6;[V]W al término pseudo-diferencial no local

x W(z,€ t)e” =8y de' dy . (1.27)

De esta forma la ecuacién de Wigner (1.25), también llamada ecuacién de Liouville
cuantica porque en el limite semiclasico A — 0 se reduce a la ecuacién de Liouville
clasica (consultar los trabajos de P. A. Markowich y N. J. Mauser [78] y de P. L.
Lions y T. Paul {73]), es una ecuacién pseudo-diferencial lineal. Cabe destacar
que la densidad de particulas puede recuperarse, por analogia con la teoria cinética
clésica, a través del valor medio de la funcién de Wigner con respecto a la variable
£ del espacio de momentos, es decir,

n(z,t) = / W, €, t) de . (1.28)

e

Sin embargo, esta definicién para la densidad de posicién cuantica carece en prin-
cipio de sentido ya que, por un lado, las funciones de Wigner no pertenecen gene-
ralmente a L'(R3 x ]Rg), mientras que por otro lado y tal como hemos senalado
anteriormente, las funciones de Wigner no tienen por qué ser no negativas punto a
punto, por lo que la densidad podria cambiar de signo durante la evolucién. Para
justificar la integracién de (1.28) se introduce la siguiente sucesién regularizante
de funciones positivas e integrables:

n(e,t) = lim [ Wi(a, & t)e P12 de, (1.29)
3

que converge en L'(R2).
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En esta formulacién, la funcién de distribucién de Wigner W puede reescribirse
en términos de la matriz de densidad asociada a la funcién de onda ¢ de un sistema
de particulas, definida por

p(z,y,t) = Pz, t)9(y,t), z,yeR> t>0, - (1.30)

de la forma
1 h h iy
Wiz, ¢, t) = W/nﬁ p(x+%y,z—%y,t)e vidy. (1.31)

La matriz de densidad de un sistema fisico es una funcién de correlacién espacial
que describe completamente la dindmica de las excitaciones de un conjunto de
particulas cuanticas. Derivando su expresién (1.30) con respecto al tiempo y uti-
lizando la ecuacién de Schrodinger (1.15) obtenemos la ecuacién satisfecha por p,
denominada ecuacién de movimiento de Heisenberg o ecuacién de von-Neumann:

ih—g—f = (H; — H,)p, (1.32)
donde identificaremos el hamiltoniano H = H, ., siempre que no se preste a
confusién y donde el subindice correspondiente indica la variable sobre la cual este
actia. Un estado mixto de un sistema cuéntico estd univocamente determinado,
por tanto, por un operador j positivo, autoadjunto, de clase traza (tr|g| < co) y de
Hilbert-Schmidt, llamado operador matriz de densidad, que puede representarse

como un operador integral en L?(R®) con niicleo dado por la funcién matriz de
densidad p:

(61)(:t) = [ o@,v,00f(y,t)dy (1.33)

para toda funcién f € L?(IR®), donde hemos denotado por tr al operador usual de
trazas. En particular,

trp =3 0 = [ )lITamey = 1.

JEN

El niicleo de este operador integral pertenece a L?(R2 x IRz) y satisface las pro-
piedades

L —
lpCs - Dllzmexmy) = (trlal*)z,  plz,y,t) = By, z,1).
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Ademas, la matriz de densidad p admite un desarrollo diagonal en serie de Fourier
dado por
p(:l), Y, t) = Z Aj¢j($7 t)%(y, t)
JEN

que converge en L*(RJ x R3). En esta expresién la sucesién {);}jen, que estd
formada por los valores propios del operador p, es de cuadrado sumable mientras
que la sucesién de funciones propias {¢;},en de p constituye un sistema ortonormal
completo en L*(R?). Por otro lado, como el operador j es positivo y de clase traza,
se deduce que A; > 0 Vj € IN y que la sucesién {);};cn es absolutamente sumable,
respectivamente. Por tanto, la densidad de particulas definida por (1.28) se puede
obtener formalmente mediante la identificacién

n(z,t) = p(z,z,t). (1.34)

Sin embargo, no es obvio que esta expresién tenga sentido y que pertenezca al
espacio L} (R®) de funciones positivas e integrables. Observamos que la identidad
(1.34) puede verse como la restriccién de la matriz de densidad p a la diagonal de
su dominio espacial; sin embargo, el subespacio {z = y} de R® x R? es un conjunto
de medida cero y, por tanto, este esquema no puede explicar el significado de la
férmula (1.34). Para entender con claridad este punto se introduce una funcién
auxiliar definida por

plz,y,t) = p(z + —g—,z - %,t), cpd. (z,9) e R®*xR3 t>0. (1.35)
Entonces, las propiedades de regularidad

p € L* (R x RY) N Co(R3; L(R2)) N Co(RE; L'(RY))

son satisfechas (ver [73]), y ahora la densidad de particulas asociada a la matriz
de densidad se puede obtener como la restriccién de p al subespacio {y = 0} de
R x ]Rg. Entonces, utilizando las propiedades del operador matriz de densidad
p y a través de la definicién (1.31) de la transformada de Wigner asociada a p,
llegamos a la conclusién de que la funcién de Wigner W(x,¢,t) toma siempre
valores reales, ya que j es autoadjunto, y ademas W(-,-,t) € L%(R3 x IR?) con

~3 A
”W("'at)”Lz(m’;xm3) = (27‘!’) 2||P('a‘at)”L2(m§xm§)
3

m \3/2
= (=) o Ollrmsny (1.36)
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ya que p es un operador de Hilbert-Schmidt.

El sistema no lineal de Wigner-Poisson, al igual que ocurriera para la ecuacién
de Schrédinger, es el que se obtiene a partir de la aproximacién de campo medio
o autoconsistente; es decir, el que resulta de acoplar la ecuacién de Wigner usual
(1.25) con la ecuacién de Poisson (1.17) para la determinacién del potencial. Una
herramienta matematica importante en este contexto, cuya no negatividad ademas
caracteriza la no negatividad de la matriz de densidad, es la llamada transformada
de Husimi, que responde a la siguiente regularizacién gaussiana:

WH(IIZ,&,t) = W(z,{,t) *, F_'r:?(l‘) *¢ F%(é)a (1.37)
donde .
To(u) = o) el (1.38)

Un modelo no lineal de transporte cudntico mas sofisticado resulta de afadir
un término de dispersién disipativo de tipo Fokker-Planck a la ecuacién de Wigner

usual (1.25), lo cual da lugar a la aproximacién a la que hemos denominado sistema
de Wigner-Poisson-Fokker-Planck:

oWpp
ot

+ (£ Vo )Wrp + 04[V]IWpp

D . Dy .
= —38cWrp + 27dive(EWrp) + 2=22divo(VeWrp) + DogAcWrp, (1.39)

m
pr(l',ﬁ,O) = WI{'P(va) ‘ (1'40)

Aqui v, Dy, Dpy, Dy, son constantes positivas relacionadas con las interacciones
entre las particulas y el bafo térmico (conjunto infinito de osciladores cudnticos a-
coplados en equilibrio térmico) que configuran el sistema mecano-cuintico abierto

objeto de estudio, mientras que V representa nuevamente al potencial autoconsis-
tente definido en (1.19), con

na,t) = [ Wep(e,6,t)de. (1.41)

La admisibilidad de una formulacién en términos de la matriz de densidad para
un mecanismo cuantico disipativo de tipo Fokker-Planck como el presentado sera
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discutida en toda su generalidad. Nosotros, sin embargo, abordamos el analisis
matematico del problema sin friccién

OWrp
ot

el cual representa la aproximacién markoviana mas simple del modelo general,
aunque requiere una mayor complejidad matematica debido a la falta de regulari-
zacion eliptica con respecto a la variable de posicién (ya que sélo hay disipacién
en la direccion de la variable de momento ¢).

El analisis matematico y numérico a nivel de modelado de la difusién cuantica
constituye uno de los problemas mas interesantes en la investigacién actual de
fenémenos de transporte cinetico-cudnticos. Algunos precedentes se encuentran
en los trabajos de H. Lange, B. Toomire y P. F. Zweifel [69], H. Lange y P. F.
Zweifel [70] y D. Hafner [57], en los cuales se introduce un hamiltoniano de caracter
disipativo (o viscoso) en la formulacién de Schrodinger y Wigner (—Poisson) del
problema de transporte, aunque los modelos obtenidos no son fisicamente realistas.
En este sentido, el modelo de Wigner-Fokker-Planck que proponemos es pionero
en el ambito matematico de la Cinética Cudntica, a la vez que encuentra soporte
fisico en el modelo derivado por A. O. Caldeira y A. J. Leggett en [20]. Un analisis
reciente sobre difusién en estados cudnticos ha sido realizado por L. Diési, N. Gisin,
J. Halliwell e I. C. Percival en [40].

+ (6 . VE)WF‘P + ah[V]WFP = UAﬁWFp, (142)

1.2.3 Resultados

En los capitulos quinto y sexto proporcionamos una descripcién cualitativa
del comportamiento asintdtico con respecto a tiempos grandes (f — oo) de las
soluciones a los sistemas de Schrédinger-Poisson y Wigner-Poisson a través de
la equivalencia esbozada anteriormente entre ambos problemas y rigurosamente
demostrada por P. A. Markowich en [77]. En particular, utilizando el grupo de
transformaciones de escala

Ye(z,t) = 6'3/2¢(e'1x,e'1t)

y técnicas funcionales de compacidad y convergencia en determinadas topologias
débiles, deducimos el comportamiento limite lineal de ambos sistemas en un régi-
men particular de dilataciones temporales descrito por las sucesiones t3/2(tz, 1)
y W(tz,t71€,t) para la funcién de onda y la funcién de Wigner, respectivamente.
En particular, si el dato inicial ¢ € H'(R?) o bien » € L?(R?) tal que el momento
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de segundo orden de la densidad inicial |¢|? estd acotado, es decir z¢ € L*(RY),
entonces se demuestra que, para toda funcién ® € L%(IR?) y todo instante ¢ > 1,
existe una funcién real a(t) — oo cuando ¢t — oo tal que

a(t) /; [(2,1) — t~ 3o (t" 2)}t"30(t " 2) de < C,

z

donde C sélo depende de ¢ y ¥, € L2(R2) resuelve la ecuacién lineal

3 : Y
3 Yoo Ve )hoo T P =
221/} + i(z Yoo + 47r|z|¢ 0
en el sentido de las distribuciones (ver Teorema 5.1.2). De la misma forma, para

la funcién de ngner probamos que existe o(t) — oo cuando t — oo para la cual
se verifica

o(t) /m 3 ] [W(z,&,t) — Weo(t~'z, €, 1)|@(t "z, t€) dE do < C,

donde W, € L*(RZ x R?) es una solucién de la ecuacién lineal
(- Ve)Ws + (- V)W =0

en el sentido de las distribuciones (ver también Teorema 5.1.2).

Ademas, demostramos que el potencial reescalado tV (tz,t) converge, cuando
t — oo, hacia el potencial de Coulomb K(z) = y(4w|z|)~! en L} (R?) con 1 <
p < 3, lo cual se traduce finalmente en la propiedad

tB() IV (te,t) — Vio(ta)llLe@) < C

para todo t > 1, 2 un conjunto compacto de R® y 3 una funcién real tal que B(t) —
oo cuando t — oo (ver Teorema 5.1.1). Esto induce un comportamiento asintético
similar al del &tomo de hidrégeno en las direcciones tz bajo dilataciones temporales
de magnitud ¢. En esta situacién perdemos la informacién proporcionada por la
condicién inicial. :

En el Capitulo 6 introducimos una aproximacién matematica de tipo Wigner
no estandar que involucra transformaciones de Fourier con respecto al tiempo. A
través de esta nueva formulacién mecano—cuantica podemos conseguir una “ecua-
cién limite” (cuando ¢ — o) no lineal en sentido global (donde las variables no
aparecen temporalmente dilatadas) en la que se recupera la informacién contenida
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en la condicién inicial. Esta ecuacién depende también de la frecuencia temporal
de las oscilaciones del sistema y a través de ella podemos obtener informacién so-
bre las magnitudes macroscépicas tipicas del modelo, en particular la densidad de
posicién de las particulas y el flujo de carga. La aproximacién que llevamos a cabo
consiste en analizar el limite ¢ — 0 de la sucesién de funciones de onda reescaladas
Ye(z,t) = ¥(z,€7't). La eleccién de este grupo de escala, aparentemente simple y
el mas natural para estudiar el comportamiento con respecto a tiempos grandes del
sistema, exhibe una importante carencia de compacidad con respecto a la variable
temporal debido al cardcter oscilante de las soluciones reescaladas, por lo que el
limite a estudiar se trata realmente de un limite de altas frecuencias. Este tipo
de limites ha sido recientemente abordado en diferentes contextos y por medio de
técnicas distintas por E. Ryzhik, G. Papanicolaou y J. B. Keller en [90] y por L.
Miller en [81].

La introduccion de una nueva transformada de Wigner espacio-temporal a
través de una formulacion en términos de matrices de densidad con correlaciones
temporales sera la herramienta fundamental para recuperar propiedades de com-
pacidad de la sucesién de soluciones que nos permitan pasar al limite ¢ — 0 (o,
equivalentemente, ¢ — 00). A través de estas técnicas determinamos que el com-
portamiento asintoético con respecto a tiempos grandes de la funcién de Wigner
usual y de algunos de sus momentos viene descrito, en el sentido que se especifica
en el Capitulo 6, por las soluciones de

(€ Vo)W + 0V ]Wy = 0,

Wh@,8) = G [, 2o+ Dela = Henan,
con
Vo lWeo(z, €, 8, 7)
: ot .
= @ fuy o o, L (et ot )~ vl = 6= 9)
X Weo(z, €', t, 7)€V (r=")s g 47" d¢' dn
y

~ 1
= . — W (y,§,t,7)drdEdy .
Valort) = g [ [ fo mgr el otim) dr dedy
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En estas ecuaciones W, (z,¢,t,7) representa el limite (en un sentido débil) de las
transformaciones de Wigner espacio-temporales introducidas en el Capitulo 6 (ver
Teorema 6.2.6).

Finalmente, en el Capitulo 4 demostramos que el sistema de Wigner-Poisson—
Fokker-Planck esta bien planteado y es matemaéticamente “consistente”, en el
sentido en que procede de una ecuacién de evolucién para la matriz de densidad
en la forma de Lindblad (ver [72]), lo cual garantiza su positividad. En concreto,
estudiamos los problemas de existencia y unicidad de soluciones de la ecuacién
(1.42), asi como el comportamiento asintético con respecto a tiempos grandes de
la misma.

En primer lugar demostramos la existencia, unicidad y estabilidad de soluciones
locales (en tiempo)

W e L®((0,T); L' n LY(R2 x RY))

del problema de Wigner-Poisson-Fokker-Planck sin friccién bajo las siguientes
condiciones de regularidad del dato inicial W: '

W'e LY(R: x R}) N LP(RE x RY), (1.43)

max {H/ Wiz — he, €) de h zo} < oo, (1.44)
B

Lro(m3)

donde py > 9/8 y 6/p < 6/q+ 1 —9/2(1/po — 1/r) para todo 3/2 < r < 2y
- 1< p<q< oo (ver Teorema 3.1.3). Por otro lado, en lo que respecta al analisis
del comportamiento asintético cuando ¢ — oo de las soluciones, si consideramos
que WI ¢ LY(R2 x R?) y las hipétesis (1.44) ~para po > 36/31- y (1.43) son
satisfechas, y ademas suponemos que para py > 9/8 y algin 3/2 < r < 2 se
verifica

Wl Lo (000021 (mxmd) < C||WI||L1(mgxmg), (1.45)
My, = sup{Sp(t),0 <t < 0} < 00, (1.46)
M, = sup{t*2/r-1"1G (1) 0 <t < 0} < o0, (1.47)

entonces demostramos (ver Teorema 4.5.8) que

tlirglo (W(,-t) — QG('v'?t)”Ll(mgxmz) =0,
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donde @) es la carga total del sistema y G es la solucién fundamental del operador
cinético lineal de Fokker—Planck.

Asimismo hacemos hincapié en la relevancia fisica del modelo en el contexto de
dispositivos microelectrénicos cudnticos y tecnologia de semiconductores, campos
en auge de la Matematica Aplicada en conexién con la Fisica, la Ingenieria y la
Industria.



Capitulo 2

Un modelo cinético de colisiones de tipo

onda—particula: dindmica macroscépica

2.1 Introduccién

El objetivo de este capitulo es describir la dindmica macroscépica de un modelo

cinético en el que prevalecen las colisiones de tipo onda-particula, el cual rige
el transporte de rayos césmicos en un plasma espacial magnetizado. Para ello
se analizan las aproximaciones hidrodindmica y difusiva a la mecanica de fluidos
asociada a través de métodos asintéticos clasicos como los desarrollos de Hilbert y
Chapman-Enskog. La novedad de las ecuaciones resultantes a nivel macroscépico
estriba en la aparicién de términos dispersivos que involucran momentos de orden
superior, tanto en el régimen compresible como en el incompresible, lo cual induce
a pensar en nuevos modelos de turbulencia.

Las ecuaciones macroscépicas que rigen la evolucién de una amplia variedad
de fluidos (gases neutros, plasmas, semiconductores, etc.) pueden obtenerse a par-
tir de las ecuaciones cinéticas subyacentes por medio de diversas técnicas. Entre
las més empleadas, el método de momentos (consultar, por ejemplo, [68]) consis-
te en promediar la funcién de distribucién de particulas con respecto a distintas
potencias de la velocidad. Algunas relaciones sistematicas de cierre para el co-
rrespondiente sistema de momentos han sido encontradas por H. Grad en [53] y,
mas recientemente, por D. C. Levermore en [71] y por L. Miiller y T. Ruggieri en
[83], utilizando funciones de prueba especificas como funcién de distribucién. Una
segunda aproximacién a la descripcién macroscépica del sistema estd basada en
el desarrollo en serie de la funcién de distribucién en términos de determinadas
funciones especificas, truncado a bajos érdenes. Esta aproximacién ha sido inves-
tigada exhaustivamente en el ambito del transporte de carga en semiconductores
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(ver [87]), asi como en fisica de plasmas (ver [43]) o descargas en gases (ver [67]).

El tercer método, en su doble vertiente de la aproximacién hidrodinimica o
difusiva, se basa en una técnica de perturbacién singular clasica: la funcién de dis-
tribucion se desarrolla en serie de potencias del nimero de Knudsen y el sistema
resultante se resuelve recursivamente. Ademas, para la primera de tales aproxima-
ciones se comprueba que el término de orden inferior de la funcién de distribucién
es una distribucién local de equilibrio termodinamico, es decir, un elemento del
nicleo del operador de colisién, cuyos parametros (las variables termodinamicas)
evolucionan segun la correspondiente dindmica macroscépica. Esta aproximacién
fue establecida por D. Hilbert en [61], S. Chapman en [27] y D. Enskog en [44], y
fue propuesta en un contexto matematico por H. Grad en [54], R. Caflish en [19] y
otros muchos autores (en [25] puede encontrarse un listado de referencias recientes
asi como una introduccién basica a la teoria cinética).

El método de Hilbert proporciona la conexién existente entre la ecuacién de
Boltzmann y las ecuaciones de Euler compresibles, mientras que el método de
Chapman-Enskog da lugar a las correcciones difusivas de primer orden que apare-
cen en las ecuaciones de Navier—Stokes compresibles. En ambos casos es oportuno
un cambio de escala hidrodinamico en la ecuacién de Boltzmann, donde tanto el
gradiente espacial como la derivada temporal de la funcién de distribucién son
del mismo orden de magnitud, “pequefios” (de orden €) en comparacién con la
influencia del operador de colisién. Por un lado, la dindmica euleriana no depen-
de de las caracteristicas del operador de colisién, sino sélo de sus propiedades de
conservacién. Sin embargo, por otra parte, la dindmica de Navier-Stokes depende
por completo del operador de colisién a través de las difusividades (viscosidad y
conduccién térmica). Estas diferencias aparecen comentadas con claridad en [6]:

Por el contrario, la aproximacién difusiva se basa en la actuacién de un grupo
de escala diferente sobre la ecuacién cinética, para el cual los gradientes espaciales
son de orden € comparados con el operador de colisién, mientras que las contribu-
ciones de las derivadas temporales son de orden €2. Este grupo de escala se utiliza
para estudiar la dinamica macroscépica difusiva de los procesos de transporte con
aplicaciones, por ejemplo, al transporte de neutrones (ver [8]) o al transporte de
carga en semiconductores (ver [51]). Recientemente, la relacién entre los grupos de
escala hidrodindmico y difusivo se ha puesto de manifiesto mediante la obtencién
de las ecuaciones incompresibles de Navier-Stokes a raiz de la aplicacién de un gru-
po de escala difusivo a la ecuacién de Boltzmann (ver [6] y [36]) bajo la hipétesis
de “desviacion pequena” de las soluciones respecto de un equilibrio termodindmico
global.
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En esta direccién, nosotros investigaremos la dindmica macroscépica inducida
por un operador de colisién modelo que describe la dispersién de rayos césmi-
cos frente a irregularidades del campo magnético ambiente en plasmas espaciales
(consultar [43]). Estas irregularidades son provocadas frecuentemente por turbu-
lencias electromagnéticas del plasma, las cuales generan un espectro aleatorio de
ondas de forma que el operador de colisién resultante recibe usualmente el nom-
bre de “operador de colisién onda-particula”. La teorfa cuasi-lineal de plasmas
(consultar [95]) proporciona expresiones complejas de tales operadores. Aqui, sin
embargo, siguiendo el analisis iniciado en [43], consideraremos un modelo de rela-
jacién simple que isotropiza la funcién de distribucién en torno a una velocidad
media dada u. De hecho, estudiaremos tanto el grupo de escala hidrodindmico
(que es el caso investigado en [43]) como el difusivo (a partir de [6], [36]). En am-
bos casos mostraremos que el modelo obtenido apunta también hacia el modelado
de turbulencias.

El problema que analizamos en este capitulo y en el préximo responde a la
sigulente ecuacién cinética:

af

ot + (6 : vz)f = T_IQ(f)a (21)
f($7£at = 0) = fO(m?E)’ (22)
Q(f) = P, (f) - f, (2.3)

donde 77! = 77!(z,t) representa a la frecuencia local de colisién del plasma y
P, es una proyeccién sobre el conjunto de funciones de distribucién isotrépicas en
torno a la velocidad u € R%:

1

P’uf(f)(x‘)é’t) = |§d——l| sa1 f(z,u,«(z,t)-}- |£_uf($at)lw7t)dw' (24)

En esta férmula, |S?~?| es la medida de Lebesgue de la esfera unidad %! de R?
y€=us+|€ —uslw, con w € $¥1, es la expresién de la velocidad en coordenadas

esféricas centrada en uy. Las densidades de masa, momento y energia asociadas a
la funcién de distribucién f vienen dadas por

2
= [t mi= [gede, m=mf fEla e
§ 4
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donde m es la masa de las particulas. Finalmente, la velocidad media y la energia
interna especificas son

2 2
up = 2L q:ﬂ—m"‘i:m] Amulye e
Py Ps 2 R 2

En [43] se obtiene una “ecuacién de transporte extendida” para rayos césmicos
por medio de un desarrollo en arménicos esféricos de este modelo, la cual rige la
evolucién de la parte isotrépica (en la variable de momento) de la funcién de distri-
bucién. Esta ecuacion fue mejorada al incorporarle un campo magnético promedio
en [100] y [101], y al acoplarle posteriormente la ecuacién de conservacién para el
momento del fluido en [101]. Nosotros obtendremos esta “ecuacién de transporte
extendida” explotando la estructura matemdtica que subyace al desarrollo clasico
de Chapman-Enskog. Este analisis ya fue abordado anteriormente en [33] al ni-
vel de un desarrollo de Hilbert, el cual condujo a una ecuacién hiperbélica en el
espacio de posicién—energia para la parte isotrépica de la funcién de distribucién,
acoplada con la ecuacién hiperbélica usual para la conservacién del momento. Un
rasgo distintivo de este modelo (en la aproximacién de Hilbert) consiste en que se
reduce a un sistema cerrado de momentos de cualquier orden. En particular, si se
trunca al nivel de la ecuacién de la energfa, el sistema de momentos coincide con
las ecuaciones de Euler compresibles usuales.

Uno de nuestros principales logros en este terreno consiste en extender el a-
nalisis asintético llevado a cabo en [33] por medio de un desarrollo de Chapman-—
Enskog, y obtener asi correcciones difusivas del orden del nimero de Knudsen de
las ecuaciones para la funcién de distribucién isotrépica y el momento. El modelo
obtenido conserva muchas similitudes con [102], aunque surgen también algunas
diferencias debidas a las diferentes metodologias utilizadas. Ademas, el término
de viscosidad es el mismo que en la ecuacién de Navier-Stokes compresible; sin
embargo, el término de conductividad térmica es sustituido por un operador de di-
fusién que actia sobre la funcién de distribucién en el espacio de posicién—energia.
A diferencia de [33], el sistema de momentos no es cerrado. En particular, el tér-
mino de conductividad térmica involucra algunos momentos de orden superior de
la funcion de distribucién. Este aspecto guarda alglin parecido con el modelado de
turbulencias, para el que se necesita informacién sobre las escalas espaciales peque-
nas del problema (que estan relacionadas de cierta forma con las escalas de altas
energias) en las difusividades. También son analizados los efectos de los campos
eléctrico y magnético aplicados. A diferencia de {100], por razones de simplicidad
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consideramos el término del campo magnético “mas pequeiio” que el término de
colisién.

En lo que se refiere al grupo de escala difusivo asociado al operador de co-
lisién onda-particula considerado supondremos, en la misma linea de [6] y [36],
que las soluciones no se alejan “demasiado” de un equilibrio global, representa-
do por una funcién de distribucién dada G(v). El desarrollo de Hilbert conduce
hacia una expresién de la perturbacién que depende de una velocidad promedio
arbitraria u, solucién de la ecuacién usual de Navier-Stokes incompresible, y de
una funcién de distribucién de energia ®. Esta tltima resuelve una ecuacién de
transporte-difusion en el espacio de posiciones, parametrizada por la variable de
energia interna y sujeta a la condicién de Boussinesq. Nuevamente el sistema de
momentos para ® no es cerrado, y en particular el flujo térmico depende de un
momento de orden superior de ®. Este hecho podria allanar el camino hacia mode-
los macroscépicos mas elaborados que incluyan, como hemos dicho anteriormente,
fenémenos de turbulencia. La influencia de los campos eléctrico y magnético en
esta aproximacién también se investiga en una clase restringida de campos elec-
tromagnéticos.

En definitiva, analizaremos y compararemos con otro tipo de aproximaciones la
dindmica macroscépica de una ecuacién cinética que modela la dispersién de par-
ticulas con carga frente a las irregularidades del campo magnético ambiente. Para
ello, en primer lugar consideraremos en la Seccién 3 un grupo de escala hidrodini-
mico y, a través de técnicas asintéticas de tipo Chapman-Enskog, obtendremos el
correspondiente modelo macroscépico. Las incégnitas macroscopicas asociadas son
la funcién de distribucién de energia de las particulas en el sistema de referencia
en reposo del fluido y la velocidad media. La funcién de distribucién de energia
evoluciona conforme a una ecuacién de difusién en el espacio de posicién—energia,
y esta acoplada con una ecuacién de tipo Navier-Stokes para la velocidad media.
El sistema de momentos para la funcién de distribucién de energia no es cerrado,
lo cual podria estar relacionado con la posibilidad de obtener nuevos modelos de
turbulencias. En segundo lugar consideraremos, en la Seccién 4, un grupo de escala
difusivo en el contexto de perturbaciones pequefias de un equilibrio global. La co-
rrespondiente dinamica macroscépica consiste en las ecuaciones de Navier-Stokes
incompresibles para la velocidad media acopladas con una ecuacién de difusién en
el espacio de posicién-energia para la funcién de distribucién de energfa, ligada a
su vez a una relacion de Boussinesq generalizada. Las mismas caracteristicas que
en el caso hidrodindmico son exhibidas, a saber, la posibilidad de relacionar con
modelos de turbulencia el hecho de que el sistema de momentos no sea cerrado.

[ Sy S T
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Comenzaremos estudiando el operador de colisiéon onda-particula.

2.2 El operador de colisién

Esta seccion esta dedicada al estudio del operador de colisién onda—particula
Q(f) de la teoria cuasi-lineal de plasmas en su forma més simple:

Q(f) = Puf(f)_f’

donde P,, es el valor medio de la funcién de distribuciéon f(£), £ € R?, sobre la
esfera del espacio de velocidades centrada en la velocidad media u; de f y de radio
1§ — ugl: .

P, (f) = 1S51] Jsams flug + 1€ — uflw) dw,

y donde hemos denotado por dw a la medida superficial de $%~!. Consideraremos,
ademads, que el operador de colisién Q(f) actda sobre funciones que sélo dependen
de la variable £.

El espacio de velocidades se elige d—dimensional porque resulta interesante
observar cémo nuestros resultados escalan con respecto a la dimensién. Para par-
ticulas sin grados de libertad internos se considera d = 3, como ocurre usualmente.
Sin embargo, en algunas ocasiones puede darse el caso d < 3. Por ejemplo, d =1
describe una distribucién de particulas con carga distribuidas a lo largo de las
lineas de un campo magnético intenso. Por el contrario, d > 3 supone una for-
ma de modelar sistemas de particulas con grados de libertad internos (consultar,
por ejemplo, [15]). En este caso, las tres primeras componentes del vector velo-
cidad (¢1,&2,&3) representan la velocidad fisica, mientras que las componentes ¢;,
J =4,...,d estan relacionadas con las energias E; de los d — 3 grados de libertad
internos mediante v; = VvVE ;. Por simplicidad, la funcién de distribucién se define,
para §; € R con j > 4, por paridad y, como consecuencia, las componentes (uy);
de la velocidad media de f son cero para j > 4, ya que no estan relacionadas con
ninguna cantidad fisicamente relevante. El operador de colisién (2.3) contribuye
a relajar la funcién de distribucién f hacia su parte isotrépica P, (f) en torno
a su velocidad media u;. Este operador es el considerado en [43], {100}, [102] y
[101] para describir la interaccién de particulas con carga (para ser més precisos,
lones en rayos césmicos) frente a irregularidades del campo magnético ambiente
originadas por turbulencias electromagnéticas del plasma. En el viento solar, por



2.2 El operador de colisién 31

ejemplo, la turbulencia se genera al nivel del sol, debido a los fenémenos de convec-
cién extremadamente potentes que tienen lugar en la corona solar, y se transporta
pasivamente por el plasma en el curso de su expansién por el espacio exterior. Esta
turbulencia genera campos eléctricos o magnéticos microscépicos que desvian las
trayectorias de las particulas, y que son excitados conforme a los modos norma-
les posibles de propagacién electromagnética en el plasma (consultar [95]). Para
ciertos modos, como los de Alfven, puede verse que, en una buena aproximacién,
el proceso se traduce en una interaccién que conserva la energia, en un sistema de
referencia que se mueve con la velocidad de fase de la onda (ver [52]). En el viento
solar, esta velocidad de fase es préxima a la velocidad promedio del plasma. Por
tanto, la interaccién isotropiza a la funcién de distribucién en torno a la velocidad
media del plasma.

El operador de colisién (2.3) es un modelo particularmente simple de tal in-
teraccién isotrépica. Sin embargo, a través de la teoria cuasi-lineal de plasmas
(consultar [95]) pueden derivarse operadores mas complejos que conservan las mis-
mas propiedades, y que incluso vienen dados por expresiones mas complicadas
(puede verse un ejemplo en [33]). En cualquier caso, la dindmica macroscépica.
asociada al operador (2.3) proporciona ciertamente una buena pista acerca de di-
namicas mas realistas. Puede observarse que, del hecho de que u; depende de f,
se desprende que el operador (2.3) es no lineal.

El operador de colisién Q(f) se define sobre todas las funciones no negativas
f € L*(R?) tales que

f, f€ € L}(R?), f no es cero casi por doquier . (2.7)

Ademas, P,, pertenece, como funcién de ¢, a LE(R¥; |£]¢-1d¢) como consecuencia

de la desigualdad de Cauchy-Schwartz, y Q(f) pertenece a L%(IR%). La eleccién
de L? no es esencial por el momento; simplemente se hace por conveniencia para
el clculo de operadores adjuntos. Las propiedades fundamentales del operador
Q(f) pueden formularse de acuerdo al siguiente lema:

Lema 2.2.1. Sea Q(f) el operador dado por (2.3). Entonces, para toda funcidn
no negativa de cuadrado integrable f(£) que satisfaga (2.7), tenemos:
(i) Teorema H generalizado:

[,Qfde =~ [ If =P, (Nlde<0.
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(i1) Los promedios de Q(f) sobre todas las esferas del espacio de velocidades
centradas en uy se anulan:

L QU + I = ulo)do = 0, fe—ug >0 c.pd

(iii) El operador Q conserva el momento promedio:

[Len@ed = o.

(iv) El nicleo de Q consiste en todas las funciones de la forma g(|€ — u|*/2),
dada cualquier funcidn arbitraria no negativa g(v) € LE(RY,v5~1dv) y
cualquier vector arbitrario u € IR®.

La propiedad (i) (el teorema H generalizado) establece el caricter disipativo
del operador ) sobre la parte no isotrépica de la funcién de distribucién. Debido
a esta propiedad, la dindmica temporal asociada a la funcién de distribucién es
irreversible (ver [25]). En efecto, puede definirse una entropia generalizada para
la solucién de la ecuacién cinética (2.1) mediante

HOO = [, [ 0P deds

(0, de forma mas general, sustituyendo |f|? por cualquier expresién h(f) donde k
es una funcién estrictamente convexa). A partir de la propiedad (i) es facil ver que
H(f) es no creciente con respecto al tiempo. Esta entropia generalizada caracteriza
como se relaja la solucion hacia lo que podria llamarse un equilibrio asociado al
presente operador de colisién, a saber, una funcién isotrépica g(|¢é — u|*/2) como
se deduce de (iv).

Las propiedades (ii) y (iii) caracterizan a los llamados invariantes de colisién
(ver [25]); luego, como consecuencia de (i), cualquier funcién ¥(|é — uy|) es un
invariante de colisién. Por tanto, el conjunto de invariantes de colisién es infinito—
dimensional y depende de la funcién de distribucién f sobre la cual actia el o-
perador de colision a través de la velocidad media uy. Estas son caracteristicas
distintivas de este modelo comparado con la teoria clisica de Boltzmann (consul-
tar [25]). La propiedad (iii) establece que ¢ es también un invariante de colisién.
Combinando 1 y |€ — uf|?, que son también invariantes de colisién a la luz de (i),
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y &, deducimos que |£|? es también un invariante de colisién, o en otra palabras
que () también conserva la energia total:

[ ap©lerd = o.

La conservacién de la masa total, del momento y de la energia son usualmente
propiedades especificas de las interacciones binarias, como las descritas por la teo-
ria de Boltzmann para gases enrarecidos. Puede parecer, por tanto, sorprendente
que una interaccién con agentes dispersores externos (como por ejemplo las irre-
gularidades del campo magnético que nosotros consideramos) conserve las mismas
propiedades. Sin embargo, se puede comprobar ficilmente que esto es asi, ya que

(i) no se produce intercambio de energfa con los agentes dispersores (como si
fueran “particulas puntuales de masa infinita”),

(ii) los agentes dispersores se mueven con la velocidad media de las particulas
(como si fueran transportados de forma pasiva por el flujo).

En tal caso, la interaccién comparte propiedades similares con las interacciones
binarias, donde los agentes dispersores actiian como mediadores. Aun asi, enfa-
tizamos el hecho de que no hay necesidad de interacciones binarias en el sentido
usual para alcanzar las propiedades enunciadas en el Lema 2.2.1.

Finalmente, la propiedad (iv) caracteriza al conjunto de equilibrios termodi-
namicos asociados a ). Como cabia esperar, estos estan constituidos por todas
las funciones de distribucién isotrépicas en torno a todas las posibles velocidades
medias. La arbitrariedad de la velocidad media de equilibrio es otra de las carac-
teristicas distintivas de este modelo y explica por qué la dindmica macroscépica
asociada es de naturaleza hidrodindmica mas que difusiva.

Denotamos por L,f = DQ(g)f a la derivada de Fréchet del operador Q en
torno a una funcién de distribucién dada g. Observamos que la densidad p,,; y el
momento pg4sUgy s asociados a la suma de funciones de distribucién g + f pueden
escribirse, por linealidad, de la siguiente forma:

Pg+f = Pgt Pss  Po+fUgss = PglUg + Py .

Entonces, si nos restringimos a términos lineales con respecto a f, encontramos
que
Ugrs = Ug + b5u, (2.8)
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donde )
spu = o [ (6 -w)ree. (2.9)
Pyq
Haciendo un desarrollo de Taylor de g(ug+f +|€ —ug4s|w) en torno a uy + € —uy|w
hasta términos de primer orden en f y utilizando (2.8) y la definicién de @, la
linealizacién de primer orden del operador de colisién @ en torno a un equilibrio
(es decir, una funcién de distribucién isotrépica g(¢) = g(|€ — u[*/2), como se
deduce del Lema 2.2.1 (iv)), viene dada por la siguiente expresién (donde hacemos
U= Ug):

Lof = Tgamiy fou FuHE= sl o = /(€ = ul'/2) (€ = ) 6pu) = £, (210

donde las “primas” denotan derivadas con respecto a |¢ — u|?/2. Las propiedades
fundamentales de L, quedan recogidas en el siguiente
94 g g

Lema 2.2.2. Sea g(v) una funcion arbitraria no negativa en L"’(R"’,v%'1 dv) y
sea u € R* un vector arbitrario. Hacemos la identificacidn g(€) := g(|€ — ul?/2).
Entonces, para toda funcién f(€) € L*(IR?) tal que f y f¢ pertenecen a Ll(Bg),
tenemos:

(i) Los promedios de L,f sobre todas las esferas del espacio de velocidades
centradas en u se anulan:

[sd_l Lif(u+ | —ulw)dw =0, |£—u|>0 cp.d

(it) El operador L, conserva el momento promedio:

[ (L freede = o.
R
(iti) El niicleo N(L,) de L, consiste en todas las funciones de la forma

€ — uf? |€ ul?

o(E5) = (SN (€ - ) - bu), 2.11)

para toda funcion arbitraria ¢ € L2(R+,v'g"1 dv) y todo vector arbitrario

Su € IR%.
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(iv) Ly no es autoadjunto en L*(IR?). Ademds, el operador adjunto L; de L,

opera sobre funciones f* € L*(IR%) tales que g'f* y g'f*¢ pertenecen a
L'(IR{), y viene dado por

L = 5] fo £ b= uko)do = * = (€= w) - 6p07), (212)

donde ]
st = — [ (6 =) O € —ul'/2) de (2.13)

(v) El nicleo N(L}) de L} consiste en todas las funciones de la forma

|€|

P (=) — (- u)-8"u), (2.14)

para toda funcidn arbitraria " € L*(IR*,vi~" dv) y todo vector arbitrario
§*u € R*. ;
(vi) Sea h(€) una funcién de L*(IR®) tal que h¢ € Ll(Bg). Entonces, la ecua-
cion
Lyf = h (2.15)
tiene solucion si y sdlo si h verifica las siguientes condiciones de solubili-

dad:

/5&-1 h(u+ | —ulw)dw =0, |£—u|>0cpd. , (2.16)

[ wexde = o, (2.17)
R

y todas sus soluciones son de la forma f(€) = f(€) — h(€), donde f(é)
pertenece a N(Lg). Si ademds f(£) es ortogonal al nicleo N(L}) de L,
es decir, si satisface las condiciones (2.16), (2.17), entonces f({) =0.

Las propiedades (i), (ii) y (iii} del Lema 2.2.2 consisten en su mayor parte en
adaptaciones a L, de propiedades de @) (a saber, las propiedades (ii), (iil) y (iv) del
Lema 2.2.1). El hecho de que u; dependa de f hace que el operador linealizado L,
no sea autoadjunto, lo cual se traduce en la aparicién de componentes adicionales
en los nicleoes de L, y L; (ver (2.11) o (2.14)). Finalmente, la resolucién de la
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ecuacién no homogénea (2.15) es fundamental para la derivacién de los modelos
macroscopicos. Las condiciones de solubilidad surgen del hecho de que el nicleo
de L, es no vacio, junto con alguna propiedad del tipo alternativa de Fredholm.
A continuacién describimos brevemente las ideas fundamentales que participan en
la demostracion del Lema 2.2.2.

Demostracién del Lema 2.2.2.- (i) es una consecuencia inmediata de la forma
(2.10) de L,. Para probar (ii) utilizamos

L LH©Ed = [ (LNOE-wde +u [ (L.

La segunda integral se anula claramente por (i), y la primera puede desarrollarse
de la siguiente forma:

[ (LafXOE - u)de = = [ fe)(e - w)de

—Aﬂﬂgﬁ$ﬁﬂa—w-@w@—um@ (2.18)

€

Ahora es sencillo comprobar que las dos integrales que aparecen en el segundo
miembro de (2.18) son mutuamente opuestas, siendo la primera de ellas igual a
~pgbsu por la definicién (2.9). (iv) procede de un célculo directo, mientras que
(ii) y (v) son obvias. Falta por probar el punto (vi). De (i) y (ii) deducimos
que (2.16), (2.17) son condiciones necesarias para la solubilidad de la ecuacién
L,f = h. Para ver que son suficientes, simplemente apuntamos que f = —h es
una solucién. Luego, claramente, todas las soluciones son de la forma —k + f con

f e N(L,).

2.3 Grupo de escala hidrodindmico: el limite compresible

En esta seccidn consideraremos la siguiente ecuacién cinética afectada por un
cambio de escala de tipo hidrodindmico:
of. I

€

donde f.(x,¢,t) es la funcién de distribucién de particulas en el espacio de fases
posicién-velocidad R3 x ]Rg en el instante t > 0, € es la razén entre la trayectoria
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libre media de las particulas y una dimensién macroscépica del problema, 77! =
771(z,t) es la frecuencia local de colisién en unidades microscépicas y d > 1 es la
dimensién del espacio de velocidades. Si d > 3, entenderemos que

5.0
£V, = Z} éta—.’t, ’
y procederemos de forma similar cuando ¢ sea reemplazada por la velocidad media
u (tal como quedé establecido en la discusién anterior sobre la dimensién de la
velocidad). Nosotros estamos interesados en la forma simplificada del operador
de colisién onda-particula Q(f) de la teorfa cuasi-lineal de plasmas dado por
(2.3). También estudiaremos al final de esta seccién el efecto producido por la
incorporacién de un término de fuerza de Lorentz. Los resultados seran discutidos
a la luz de [100], [101] y [102].

En particular, investigamos el limite macroscépico € — 0, que describe un régi-
men bajo el cual la trayectoria libre media de las particulas es mucho mas pequefia
que la longitud caracteristica del problema. Obviamente, en vista de la discusién
de la seccién anterior, la intensidad de la interaccién depende del nivel de turbu-
lencia del plasma, que esta controlado por fenémenos externos (por ejemplo, en el
viento solar depende de la actividad solar). En los trabajos [100], [102] y [101], se
considera siempre el régimen macroscépico sin mas justificacién. En [52], donde la
discusién se aplica especificamente a iones producidos por la jonizacién de molécu-
las neutras evaporadas de una superficie cometaria, la distancia macroscépica es
la distancia tipica de un proceso de ionizacién al cometa. Debido a que el 4tomo
neutro puede recorrer una gran distancia antes de ser ionizado, esta distancia es
siempre mucho mas grande que la trayectoria libre media entre colisiones (frente
a las irregularidades del campo magnético) de los iones asi generados.

En [33], donde ya se estudié un aspecto del limite € — 0, se establecié que f.
converge formalmente hacia una funcién g(z, |€ — u|?/2,¢) que pertenece al nicleo
de @, donde g(z,v,t) y u(z,t) satisfacen el siguiente sistema:

dg 2 Og _
n + (u-Vyz)g — Ev%(vz-u) =0 (2.20)
m (%(pu) + V.- (puu)) + V; (%76) =0, (2.21)

donde p y e son respectivamente la densidad y la energia interna asociadas a g por
medio de (2.5) y (2.6). La ecuacién (2.20) resulta de una integracién de (2.19) sobre
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algunas direcciones de la velocidad en un sistema de referencia que se mueve con
velocidad u, mientras que la ecuacién (2.21) resulta de multiplicar (2.19) por ¢ e
integrar sobre todas las coordenadas de la velocidad. Cuando d > 3, supondremos

queu; =0, =4,...,d. Porotro lado, integrando (2.20) con respecto a la variable
v comprobamos facilmente que p y e satisfacen las ecuaciones
dp
V() = 0, (2.22)
d
% +(u- Ve + ( :2)e(v,-u) 0. (2.23)

El sistema formado por (2.22), (2.21) y (2.23) no es mas que el sistema usual de
ecuaciones de la dindmica de gases compresibles para un gas perfecto, escritas en
términos de la energia interna del fluido en vez de la energia total. Ademas, el
momento de g de k—ésimo orden:

M, = /m? ( 2 d¢ —/ 2v) 7 |S |dv, (2.24)
satisface la ecuacién
8§f’° + (u- V)M + (@) Mi(Vy-u) = 0. (2.25)

Por tanto, el sistema de momentos es cerrado para cualquier orden p > 1. Es
por ello que los equilibrios termodinamicos locales de la ecuacién (2.19), a pesar
de no ser maxwellianas, evolucionan, en lo que respecta a sus momentos de orden
inferior, conforme a las ecuaciones usuales de la dindmica de gases compresibles.
Ademas, el sistema de momentos deducido a raiz de esta dindmica es cerrado
incluso después de truncarlo a cualquier orden arbitrario. Estas dos caracteristicas
son propiedades distintivas del limite macroscépico de la ecuacién (2.19) tratado
al nivel de un desarrollo de Hilbert.

Una pregunta natural que podriamos hacernos es si estas propiedades siguen
siendo ciertas si se introducen correcciones difusivas de orden € en los segundos
miembros de las ecuaciones del sistema (2.20)—(2.21) por medio de una aproxi-
macién de Chapman-Enskog. En particular, jpodriamos recuperar las ecuaciones
compresibles de Navier-Stokes para p, u, e?. Y, ;son cerrados los sistemas de
momentos truncados a cualquier orden arbitrario?. Nuestra aportacién principal
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a este respecto es probar que esto no es asi y deducir las expresiones exactas de
los términos de correccién difusivos en (2.20) y (2.21).

En primer lugar introducimos una definicién. Diremos que f.(z,&,t) es una
solucién aproximada de orden p de la ecuacién cinética (2.19) si

("ff €V = Toq) + 0@), (2.26)

donde O(¢?) denota un término formalmente acotado por €?. Sea ahora

lé - uel t)

9e(z,
una distribucién de equilibrio para el operador de colisién . La densidad de
particulas p, y la densidad de energia interna e, correspondientes vienen dadas
por (2.5) y (2.6) o, equivalentemente, por

( Z ) = /ooo g(z,v,%) ( :m, ) (20)F (5% dv, (2.27)

mientras que u. es la velocidad media asociada. A continuacién veremos que, para
que la aproximacién

F |£ — ue|2

fom ol By et v g (2.29)

constituya una solucién aproximada de orden dos de (2.19), es necesario y suficiente
que (g, u.) sea una solucién del siguiente sistema:

39'e 2 35]E

2 | 4 1 a d 1 9
= GE’U 2(V:c + m—pevxpc%) : |:7"U2(Vx + Evzpcav)ge
47 1 _a 0 a2 0g.
_ — A2 ) : Vaue), 2.2
TeqaEn’ Hel " By o) Veu) (2:29)

m (%(PWC) + V- (Peueu6)) + Vepe = €V - [peo(ue)]. (2.30)
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En estas ecuaciones o(u) denota el tensor de deformacién (de traza 0)

out  Oul 2
U(u)ij = a—ac] + a_z, - E(Vz'u)éij, (2.31)

siendo é;; el simbolo de la delta de Kronecker, mientras que la viscosidad y, es una
funcién de la presion:

be = /“"(pc) = TPe, (232)

y la presién p, viene dada por
2e,

Pe 7 (2.33)

Para ser mas precisos, el teorema puede formularse de la siguiente forma:

L .
Teorema 2.3.1. Ezisten dos funciones, f! en N (L;E) y f2 tales que f., dada
por (2.28), es una solucion aprozimada de orden dos de la ecuacion (2.19) si y

solo st g. y u. son soluciones de las ecuaciones (2.29) y (2.30). Ademds, tenemos
que

2
— U, 1 ~
gc(w’ MT|’t) = lsd_ll /.Sd—l fc(x’ufc + |£ - uf€|w’t) dw + 0(52)’ (2'34)
paue,t) = [ file, & 0¢de + O(E). (2:35)
§

Demostracién.- Ya conocemos por [33] que (2.28) constituye una solucién apro-
ximada de orden uno a la ecuacién cinética (2.19) si y solamente si (g., u.) es una
solucién del sistema (2.20)-(2.21). Como una solucién aproximada de orden dos
es necesariamente una solucién aproximada de orden uno, debemos buscar (g, u.)
como una perturbacion de las ecuaciones (2.20)-(2.21) en base a términos de orden
€, a saber:

age » 2 agﬁ —
W + (UE . Vr)gc - EU%(V‘T -u) = €R€, (236)

2e

m (%(pcue) + Y, (psueu€)> +V, (7) = 5., (2.37)
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donde R, = R(z,v,t) y S. = S.(z,t) son de orden uno. Probaremos, por tanto,
que para que (2.28) sea una solucién aproximada de orden dos de (2.19) es necesario
y suficiente que R, y S. vengan dados por

_21 1 0 d 1 0
R_d (V + Vzpa) [ 2(V + prav)J

47 _a 0 (v_+_ag

+d(d_+2)v 5 3v) (o(u) : Vou), — (2.38)

§ = Valpo(u)], (2.39)

donde el subindice € ha sido omitido por simplicidad.

Insertando la expresién (2.28) para una solucién aproximada de orden dos en
la ecuacién (2.26) obtenemos

[N

dg Oy Ou d ( Og dg @
%9 % u)-§+§a(a—m—%(e—u >

+e (%fl+€ sz‘)

i (228 + € (L7 + 300 )] + 0@, a0

donde M, denota a la segunda derivada de Fréchet del operador Q en g: M J(f )=
D*Q(g)(f, f f, f). A continuacién eliminamos las derivadas temporales de g y u que
aparecen en (2.40) sustituyéndolas por sus correspondientes expresiones, utilizan-
do las ecuaciones (2.36) y (2.37). Esta manipulacién introduce en (2.40) nuevos
términos de orden € que corresponden a los segundos miembros de las ecuaciones
(2.36) y (2.37), y que dan lugar a la siguiente relacién:

0©) + (7 D) + (- + (€ Vs + 1)

=L+ (L + 3G M)] s 0@, e
donde
T=R-—:(¢-u)-S, (242)
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y donde C'y D = (Dy;), j=1,..,a denotan, respectivamente, al escalar y al tensor

Cl) =(€—u)- (Vzg + %%%v,e) , (2.43)
D(E) = [l —ulT — (€~ wie—w] X, (2.49)

siendo I el tensor identidad de R? y (¢ —u)(¢ —u) el producto tensorial de (£ —u)
por si mismo. Puede comprobarse facilmente que C(£) y D(£) satisfacen separa-
damente las condiciones de solubilidad (2.16) y (2.17). Ademaés, —~C(¢) y —D(¢)

son las Gnicas soluciones en el conjunto ortogonal al nicleo de L de las ecuaciones
L,(-C) =C, L,(-D) = D, (2.45)

como se deduce del Lema 2.2.2 (vi). La segunda ecuacién en (2.45) ha de entenderse
componente a componente.

Identificando términos del mismo orden en (2.41) y utilizando el Lema 2.2.2
(vi), se sigue que f! es la tnica solucién de

Lof' = 7(C(€) + (Vou): D(€)), f'e NI,
y esta dada por
fI = —1(C(€) + V,uc: B(g)). (2.46)

Para completar la demostracién sélo falta comprobar que existe una funcién f?
que resuelve la ecuacién satisfecha al identificar los términos de orden € en (2.41):

1
L_qf2 =T (T + %t— + (6 N vx)fl) - %Mg(flafl)’ (247)

si y sélo si R viene dado por (2.38) y S por (2.39). Por el Lema 2.2.2 (vi), f? existe
si y sélo si el segundo miembro de (2.47) satisface las condiciones de solubilidad
(2.16) y (2.17). Comenzamos con el término My(f?, f!). La expresién para M,
esta dada por el lema siguiente, cuya demostracién consiste en un simple desarrollo
de Taylor (ver Apéndice A de este capitulo): \

Lema 2.3.2. La segunda derivada de Fréchet del operador de colision Q) en g estd
dada por la siguiente formula:

My(f, f) = EQ—I [, Vef(ut € = ulw) - [m - ((é = Zl) - m) w] do




2.3 Grupo de escala hidrodindmico: el limite compresible ' 43

+ 24’ [|6fu|2 - ((f —u)- 6§u)]
1
+g" [5l€ = ullEul + (€~ w8y (248)
donde §;u viene dado por (2.9) con p=py, u=u, y
§fu = —p—;6fu, (2.49)

y donde las “primas” denotan derivadas de g con respecto a v.

Del hecho de que C y D satisfacen las relaciones de ortogonalidad (2.16) y
(2.17), uno puede deducir ficilmente que cu = dpu = 0 (ver (2.9)). Por tan-
to, utilizando (2.48) se tiene que M,(f!, f') = 0. Para los términos restantes
utilizaremos la siguiente notacién: sea ¢ una funcién arbitraria de la variable €.
Entonces,

1
<@ >ga-1 = lTS,d—_q/sd_l (P(u + If - qu) dw

<pSpe = /d¢(€)d€-
Be
En primer lugar observamos que

1
<T>sa-1 =R, <ET>pa= —T;S. (2.50)

Por tanto, quedan por demostrar las siguientes relaciones:

< %’; + (6 Vo) f* >ge= 0, (2.51)
<¢ (63_]: + (f-Vr)fl) >pa= 0. (2.52)

Comenzaremos por calcular los términos de (2.51) y (2.52) que involucran deriva-
das temporales:

aft _ a(xC) 8 _
— 5 (7(Vou: D)). (2.53)

F ot
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Dada cualquier funcién ¢ (v), observamos que

20
< (€—u)(€—- u);¥(v) >oa = 71/)(11)5,-,-. (2.54)
Por tanto,
o(rC) du 2 19g 2v_ ,0g
< 5 st = 57 V.9 + Ep@vvze + 7 V,(av)
4 1 8%

Por otro lado, < ¢ ﬂ;TCl >pa = 0 ya que C es ortogonal al nicleo de Lj. La '
ortogonalidad de D con respecto a N(L;) implica que, para el segundo término
del segundo miembro de (2.53), tenemos:

aat( (Veu: D)) >ga-1 =< E— ( (Veu: D)) >pa= 0,

donde hemos utilizado que < a—D'-’- > = 0, como se deduce a partir de célculos
q d 1

sencillos. Ahora volvemos a los termlnos de (2.51) y (2.52) que incluyen gradientes
espaciales. Tenemos que

(6-V)f' = —Z&,( az,) + %(r(vru : D))) : (2.56)

i=1

Entonces, utilizando el convenio de indices repetidos de Einstein, deducimos:

66(7‘0) _ ‘rf,-[ Ou; (09 2 19g 66)

b Oz 33:, Oz; tomd mdev Oz;
o (89, 21000 P O
(¢ u)lﬁx,- (axj + md p dv 6:1:_,) (€ _U)Jaxjav(€ u)e Oz;
2 18% Oe Ouy or
~ € =W g, € )a_] ThgnC (257

Por consiguiente, usando (2.54) para los términos segundo, tercero y cuarto del
segundo miembro de (2.57) obtenemos

<(€-V)(7C) >50-1= —((u-V)u) - 7 ('ng + ————V,_.e
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2v_ dg 4 1 32 2v 2 19g
De forma sirmlar, para la segunda condicion de solubilidad obtenemos
o(rC g
é]{z ( z; ) Srd = 51;_'(7' < 6]&0 >IR“)
0
= 5:;: [T(< (f — u),-({ - u)]C >pd +u; < (£ - U)JC >Rd

+Uj((£ - ’Ll,),'>md + uu; < C >md)] = 0,
por antisimetria y por el hecho de que C € N(L;)*. Por tanto,

<E(E-V)(rC) >ra= 0.

Para el segundo término del segundo miembro de (2.56) los calculos son algo
més delicados. Comenzamos con el promedio en R? que aparece en la relacién
(2.52). Tenemos que

i ety (2.59)

ij
oz;

< ﬁk&%(r(vxu : D)) SRd = (

con

ﬂ;‘l =< (£ —u)r(€ — u)eDy; >pa

=< (€-mue -l s,
Jdg
= < (= (€ — uhel§ —ui(€ —u)im- >me, (2.60)
como puede deducirse ficilmente. Destacamos también que
dg 4, 2
/mg%“f —u*dg = ~=(d +2)e. (2.61)
Entonces,
L) —u|*d
< (f ) (6 - )g|£ dU| ,] ai >pd =< |€ 72 | 69 >rd 6”5“
2(d+2
= %eéqéu (262)
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Para acabar de evaluar fl“,-’;‘ debemos distinguir varios casos. En primer lugar, si
¢ # j en (2.60), entonces k =i, ! = j o bien k = j, | = 1, ya que de otra manera
Tr = 0. En este caso, vemos que

TH = 5236’ (2.63)

donde hemos utilizado (2.61) y la identidad

1 1 .. .,
W s w?wf dw = m, Vi,j € {l,..,d}, 1 #j (2.64)

(ver Apéndice B a esta seccién). Por otro lado, si : = j en (2.60), entonces k = ¢
ya que en otro caso T/ = 0. Para el subcaso (i = j) # (k = £) tenemos que

Tk = —ie, Vi, 7, k, £ tales que (i = j) # (k = £), (2.65)

8 md?

mientras que para el subcaso ¢t = j = k = £ obtenemos
4 . o
TH = _W(l’ —d)e, Vi,j,k,ltalesquei=j=k=1¢, (2.66)
con la ayuda de la identidad

1 \ 3 .
= widw = — . V¢ ad .
|Sd-1] Jsa—r . d(d+2)’ ie{ld) (267)

(ver también Apéndice B). Por tanto, teniendo en cuenta las contribuciones de
(2.63), (2.65) y (2.66), la expresién final de T,-J-z viene dada por

2

2
T = —e (5z'k6jl + biebjr — yi

6ij6k£) ,
luego (2.59) se convierte en

< ék(ﬁ ' V:c)(T(Vzu . D)) S>gre = o |:2T (auk a‘U.g 2

2oz |md“ \ Bz T 9er z(vz'”>5kf)]

o bien

< &€ V)(r(Vou: D)) >pa= —V,- [u(p)o(w)], (2.68)
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donde p(p) es la viscosidad ~una funcién de la presién p (ver relaciones (2.32) y
(2.33))- y o(u) es el tensor de deformacién (2.31) de traza cero.

Investigamos ahora el promedio sobre la esfera $¢~!, siguiendo el programa
indicado en (2.51), del segundo término del segundo miembro de (2.56). Tenemos:

Ou; 0, oy 1 e ey _ai
6150, 52D = 575 5o )6 (Gle — Py = (€ = wie - u);) 5
a 2 a 6 62 a
Frgmte (- urs = €= e w,) (@) - 2%~ gt
1 au aui a j a
ro% £’°( —(€—u)e :511 + E(f —u); + a—:k(f - u);) a—i.

Debido a la ortogonal1dad de D con respecto al niicleo de L3, deducimos que

<§k 9 ( (V U D)) >gd-1 = T% [< (f—u)k (élf—ulz&j

(€= (e = ) (- 556 - 93 ) >

#<te-u (e u)ea“,i s+ ey + G- ))

ER

>gd-1

09 1 (0w 0y 2g s
O [( v) 3v2 dd+2) (62:]- + dz; d(vz w)5i

4v au, Ou; \\ 9g
Para conseguir la segunda igualdad en esta Gltima férmula hemos necesitado de la

identidad

1 1 1

2
m Sd-l(Eéij - w,wj)wkwg dw = —d(d—+2)- —5,'j6kg] .

[6ikbje + biebs — 7

Por consiguiente, (2.69) puede reescribirse de la siguiente forma:

0
< £ka—xk(7'(vzu : D)) >gd-1
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d%g 1 1 & (0w 0w\ 2
- 2979 - AL I Sy
= (2= d(d + 2) [2 ,-,JZ:l (61']. + ax,-> 5(Vs u)]

2v dg do(dui  Bu;\® 2 2
Ui [ 1?_‘;1 (6_9:] + 9z E(Vz-u) : (2.70)
Recopilando las distintas contribuciones (2.55), (2.58), (2.59) y (2.70) de C y D
a las condiciones de solubilidad (2.51) y (2.52), llegamos finalmente a la siguiente
igualdad:

or S L 219
<% + (£-V)f >sa-1= 71 e + (u-Vo)u)-|Veg + dpavvze

2v dg 4 1 32 2v 2 10g
+ dv (av> + mdzp v ZV ] _vr' [T(Vzg + —‘; vvze)]

g 1 1 & (0w 8w\ 2
- 2 7 hud — -1 S cu)?
") S T 2) !2 ,.Z (ax,- + 03:,-) 3(Verv)

|j=1

2009 [1 K (ui Oy 2 2 \
——=|= — + =2 - =(V,- . 2.71
""d B [ ”2 (8:1:,- * aV="u) (2.71)
Veamos ahora cémo se puede expresar el factor dyu + (u - V,)u que aparece en

(2.71): integrando la ecuacién (2.29) con respecto a &, obtenemos en primer lugar
la ecuacién de continuidad

% . v,.

5 -(pu) = er, (2.72)

con

r = /ooo RISd'1|(2v)% dv,

la cual, introducida en la ecuacién (2.30), proporciona la siguiente forma equiva-
lente para (2.30) (para soluciones regulares):

Ju 1 S ru
5 + (u-Vo)u + Ep—vzp =€ (—~ - —) . (2.73)
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Al insertar la ecuacién (2.73) (reteniendo sélo términos de primer orden) en (2.71),
obtenemos (salvo términos de orden ¢):

3 R AT
= —mipvzp- [(Vz + mipvzpa%)g + %vb%(vz + 'ni—szP%)g]
-%'iv,- [T(V ;1 Vzpaa )g}
et B2 -t

— z 1-4 2 1 0
= v 2(V, + ,,pa )[v (V. + V,pav)]

De forma similar, a través de algunos calculos simples llegamos a

<e( s )fl >pi= —V, - u(p)o(u)]. (2.75)

La ecuacién (2.47) tiene solucién si y sélo si las condiciones de solubilidad del
Lema 2.2.2 (vi) son satisfechas, es decir: si nos basamos en (2.50), (2.74) y (2.75),
si y solamente si R esta dada por (2.38) y S estd dada por (2.39). Finalmente, las
Gltimas afirmaciones (2.34) y (2.35) son obvias a partir de (2.28) y de la ortogona-
lidad de f! respecto del niicleo de L*. Esto completa la demostracién del Teorema
2.3.1.

Observamos que la afirmacién del “sélo si” en el Teorema 2.3.1 constituye de
hecho una derivacién del modelo (2.29), (2.30). En efecto, las expresiones para los
segundos miembros de las ecuaciones (2.29) y (2.30) son las Gnicas que hacen que
(2.28) sea una solucién aproximada de orden dos de la ecuacién cinética (2.19), y
las Gnicas también que proporcionan aproximaciones de orden dos del valor medio
del momento y de los valores medios de la funcién de distribucién sobre las esferas
del espacio de velocidades centradas en la velocidad media.
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La ecuacién (2.29) es una ecuacién de conveccién-difusién en el espacio (z,¢)
para la funcion de distribucién de energia g en el sistema en reposo del fluido. El
término de difusién esta formado por dos partes: la primera es una difusién en la
direccién oblicua (en el espacio (z,€)): V. + (mp)~1V,pd/dv, que corresponderia,
en la ecuacién de Navier-Stokes usual, al término de conductividad térmica; la
segunda es una difusién en la direccién de la energia interna d/dv y correspon-
deria al trabajo de las fuerzas de viscosidad. Esta correspondencia aparecera con
claridad en la ecuacién de energia (2.79). Al ser estas dos direcciones mutuamente
independientes, el operador de difusién total es no degenerado. Para u y p dadas,
esta ecuacidon de difusién estd claramente bien planteada. Sin embargo, incluso
para u dada, teniendo en cuenta (2.33) y que p es un momento de g con respecto a
v, observamos que la teoria de existencia y unicidad de soluciones para la ecuacién
(2.27) constituye un problema abierto. Ademas, si tenemos en cuenta la ecuacién
acoplada para el momento (2.29), nos vemos abocados a un problema matematico
ain mads complejo.

La ecuacién (2.29) guarda muchas similitudes con la “ecuacién de transporte
extendida” de [43], [100], [102] y [101]. Si la comparamos, por ejemplo, con la
ecuacién (9) de [102]:

3f 1 d
Fn (u-V,—_)f‘i'&ﬂ_—m(Vz'{' 2815)( u)

0 d 0
= 3o w3+ (5 Vo) us D + Ve S 2 ),

donde P es el tensor definido por

pﬂ?f
= ;17”’“ 15 3¢ C (W

y 7 es un tensor de viscosidad, podemos comprobar que aparecen los mismos
términos para las derivadas de primer orden. Para analizar los términos difusivos
debemos utilizar la ecuacién (2.30) para eliminar los términos V, p de (2.29) en
favor de la derivada convectiva de la funcién velocidad. Entonces, reconocemos
en la férmula (9) de [102] las segundas derivadas cruzadas con respecto a = y
v que aparecen en el primer término de difusién de (2.29) (se utiliza la notacién
p = V/2v en vez de v en [102]). El segundo término de difusién de (2.29) es también
idéntico al Gltimo término de la férmula (9) de [102]. Sin embargo, también existen
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algunas diferencias, en particular debidas a la aparicién de las llamadas “derivadas
espaciales convectivas” en [102]. Estas derivadas involucran factores que dependen
de u/c, donde c es la velocidad de la luz, con los que se pretende tener en cuenta,
en clerta medida, los efectos relativistas.

Analizamos ahora el sistema de momentos deducido a partir del sistema (2.29)-
(2.30). Los momentos de orden superior M, de g estén definidos en (2.24). Des-

tacamos las correspondencias My = p y M; = e/m. El siguiente resultado es
consecuencia de algunos célculos directos:

Proposicién 2.3.3. Para todo entero p > 1, la (p + 2)—upla {(Mk)k=o,...p, u}
verifica el sistema consistente en la ecuacion (2.30) y las ecuaciones

oM, 2k
-t Ve (uMi) + T Mi(Vs - u)
2 2k T
{ TV Mk+1) - d (1 + d > V,,; . (Evze> Mk
2 4k\ 7 2 2k -2 k Ve
2k(2k + d) .
WT(U(u) . qu)Mk} . (276)

Este conjunto de ecuaciones de momentos puede obtenerse haciendo un desa-
rrollo de tipo Chapman-Enskog (o cualquier aproximacién perturbativa semejante,
como el llamado método de iteracién de la maxwelliana) sobre el sistema de mo:
mentos deducido a partir de la ecuacién cinética original (2.19). El sistema de
momentos no es cerrado porque el término de difusién en la ecuacién para el mo-
mento de k—ésimo orden depende del momento de orden k + 1. En particular, el
sistema para p, u y e puede escribirse de la siguiente forma:

dp

24 V(o) = 0, (2.17)

m (%(Pu) + V- (puu)) + Vep = €V, - [po(u)], (2.78)
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0 d+2
a—: + (u-Vz)e + ( -c'l_ )e(Vi cu) = € [po(u): Veu — Vi), (2.79)
donde ¢{z,t) es el flujo térmico definido por
N 2m 2(d+2) 7e
q = _TTVIMZ -I- W— z€ . (2.80)

Este sistema no se reduce a las ecuaciones compresibles de Navier-Stokes debido
a que la expresién para el flujo térmico incorpora el momento de segundo orden M,.
Ademas, esta expresion corresponde a la suma de una auténtica difusién actuando
sobre M, (debido al signo “-”) y una antidifusién actuando sobre e (debido al signo
“+”). Obviamente, no podemos deducir que el modelo (2.77)—(2.79) no estd bien
planteado, pues consiste de hecho en el sistema infinito de ecuaciones de momentos
(2.76), que es formalmente equivalente a la ecuacién de difusién (2.29), que estd
bien planteada al menos linealmente.

El término de viscosidad V- [uo(u)] con p = 7p es parecido al de las ecuaciones
compresibles de Navier-Stokes. En efecto, si la frecuencia de colisién 77! fuese
proporcional a la densidad local: 7= = Cp, como ocurre para el operador de
Boltzmann usual, entonces la viscosidad p seria proporcional a p/p que es, por la
ley de los gases perfectos, la definicién de temperatura. Si ademas la constante
de proporcionalidad C' fuese una funcién de p/p, recuperariamos entonces una
viscosidad pu(T') dependiente de la temperatura, como ocurre en las ecuaciones
compresibles de Navier-Stokes usuales (ver, por ejemplo, [6]).

Como ejemplo, es instructivo investigar cudal es la expresién del flujo térmico
(2.80) cuando g(v) es una distribucién maxwelliana:

g(v) = (—2,,_—;’@ exXp (—%)-

Una serie de calculos directos conducen a las siguientes expresiones:

d ' ’ 2
e='2'pT’ p=p,T, M2=d—(i'i-'_)'pT2’

4m?

de donde deducimos que el flujo térmico estd relacionado con la conductividad
térmica & mediante la ley de Fourier usual:

_ d+2
T 2m

qgd=—-kV.T, & Tp.
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En esta situacién, el nimero de Prandtl es igual a 1:

Esta es una caracteristica conservada por el modelo BGK usual de la ecuacién
de Boltzmann. F. Bouchut y B. Perthame encontraron en [14] un modelo BGK
refinado que proporciona cualquier nimero de Prandtl comprendido entre 0 y 1.
Una mejora similar del presente modelo podria ser objeto de estudio orientada a
obtener el valor Pr= 2/3, propio de los gases monoatémicos.

El cierre por maxwellianas es vélido a escalas de tiempo muy grandes, cuan-
do los mecanismos de inestabilidad (no incluidos en el presente modelo) tienen
tiempo suficiente para conducir la funcién de distribucién hacia la de energia libre
minimal, a-saber, la maxwelliana. Para escalas de tiempo mas cortas, sin embar-
go, el cierre por maxwellianas no es una hipétesis valida, y uno ha de recurrir al
sistema completo (2.29)-(2.30) o, equivalentemente, al conjunto infinito de ecua-
ciones de momentos (2.76). En este caso general no existe conexién a prior: entre
e y M;. Entonces, el modelo de conductividad térmica (2.80) recoge la influencia
de las caracteristicas de alta energfa de la funcién de distribucién (su momento
de orden superior M,) sobre su parte térmica (sus momentos de orden inferior p,
u y e). Este concepto estd en cierto modo relacionado con el modelo de turbu-
lencias K — —e (ver, por ejemplo, [82]), para el que la influencia del movimiento
turbulento a pequefias escalas sobre las difusividades del modelo fluido a grandes
escalas (viscosidad y conductividad térmica) se obtiene a través de procedimientos
de promediado. En este caso, se supone que la turbulencia a pequefias escalas
(plasma) influye sobre la funcién de distribucién por medio del operador de co-
lisién Q(f). Por tanto, algunas “caracteristicas promedio” de los movimientos a
pequenas escalas quedan retenidas en la dependencia de la funcién de distribucién
g con respecto a la energia interna v y en la ley de flujo térmico (2.80). Sin em-
bargo, el modelo simple de colisiones (2.3) con el que estamos tratando permite
contar con tal tipo de caracteristicas de alta energia de la funcién de distribucién
solamente en el término de flujo térmico, pero no en el término de viscosidad, que
sigue siendo el mismo que en la ecuacién usual de Navier-Stokes compresible. Es
probable que el uso de operadores de colisién méas complejos (y realistas para plas-
mas) se traduzca en términos de viscosidad modificados, susceptibles de explicar
mejor los movimientos asociados a escalas pequenias.

A continuacién introducimos un término de fuerza de Lorentz en la ecuacién
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(2.19):

9f.
ot

donde suponemos por simplicidad que d = 3, g representa a la carga de las particu-
las y donde A(z,t) y B(z,t) son respectivamente los campos eléctrico y magnético
aplicados. En (2.81), la hipétesis subyacente es que los campos eléctrico y mag-
nético son un orden de magnitud (en €) mas pequefios que el término de colisién.
Por el contrario, en [100] y [102] se supone implicitamente que el campo magnético
es del mismo orden de magnitud que el operador de colisién y que el campo eléc-
trico se deduce de la ley de Ohm generalizada para plasmas (que recordamos es
una forma simplificada de la ecuacién de conservacién del momento del electrén,
consultar [66]) A+ u x B =0. Cuando B y @ son del mismo orden de magnitud
los célculos son presumiblemente mas complejos. En nuestro caso supondremos
desde el principio que no existe ninguna relacién a priori entre A y B.

En [33] se establecié el limite ¢ — 0 de (2.81). Continuando en esta linea,
deducimos ahora el desarrollo asintético de Chapman—Enskog. En particular, pro-
bamos que existe una solucién aproximada de orden O(e?) de la forma (2.28), si y
solo si ge v u, son soluciones de:

6 VS + (A0 + €x BE0) VL = ToQU), (28]

v2 %—) (o(ue) : Vzue), (2.82)

eV - [peo(u,)]. (2.83)

En estas ecuaciones o(u.) y p. continian denotando, respectivamente, al tensor
de deformacion de traza nula y a la viscosidad, definidos por las relaciones (2.31)
y (2.32). Tenemos que:
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Teorema 2.3.4. Las mismas conclusiones que las obtenidas en el Teorema 2.3.1

son vdlidas para d = 3, cuando la ecuacion (2.19) es reemplazada por la ecuacidn
(2.122) y el sistema (2.29)-(2.30) es reemplazado por el sistema (2.82)-(2.83).

Demostracion.- La demostracién sigue los mismos pasos que la del Teorema
2.3.1. Nuevamente omitimos el subindice € por comodidad, y mostramos que las
ecuaciones (2.82), (2.83) son condiciones suficientes para asegurar que (2.28) es
una solucién aproximada de orden dos de las ecuaciones cinéticas (2.81). El hecho
de ser también una condicién necesaria se extrae a través de los mismos argumen-
tos utilizados en la demostracién del Teorema 2.3.1, y por tanto se omite aqui.
Insertando (2.28) en la ecuacién (2.81) y sustituyendo las derivadas temporales de
g y de u por sus expresiones en (2.82), (2.83), llegamos a

0© + (Va): 0(0) + (G + € Va8 + E-vor + 74 7)
= L + e (L + 500 )] (2.84)
donde F = q(A + ¢ x B), T viene dada por la férmula (2.42) y
2t 1 0 3 1 a
T = —?v‘i (%(A + u x 3)5{,) . [vf (V:z: + m_pvxp%> 9] - (2.85)

Si ahora identificamos términos del mismo orden en (2.84), se sigue que f! es de
la forma (2.46) y que f? es una solucién de
aft -1 F
UL = T T 4 (VS = M ) + T+ (v s
Recordamos que una condicién suficiente y necesaria para la existencia de f? es
que el segundo miembro de la ecuacién (2.86) satisfaga las relaciones de ortogona-
lidad (2.16), (2.17). Sin embargo, comparando la ecuacién (2.86) con la ecuacién
(2.47) descubrimos que lo tnico que falta por demostrar son las relaciones

<T + (%'Va)fl >s=0, <¢ (T’ + (% : Ve)fl) >pa=0.  (287)

Para verificar (2.87) calculamos

1 9 g
U = (Ve + D)o + (- u)(E ) VL
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1 ' %g
+ E(f —u)((—u): Vx)PW
y
c')u,- Us; 6
Ve(Veu: D) = [%(6 - “)a_z,- = Ve (€ = u)i(€ —u)j) g—z] 3%
3 H au,- 62
+(€£ - )[ € - |2'i—( —u)i(ﬁ—u)ja—%]a—;,

donde se impone nuevamente el criterio de sumacién sobre indices repetidos. En-
tonces

F
< (VO >0 = -Tq;(A +ux B) <V >0= —77'T",

< (S . Vg)(qu : D) >s2 = T—(II‘; < ((E - u) X B) . Vg(vzu : D) >s82

q Ou; Og
= =— < (£ ~u) x B) - Ve((§ —u)i(€ - u)’)TJE)_ >s2=0,
como se deduce a partir de céalculos sencillos, y la primera relacién de (2.87) se
obztiene facilmente. La segunda relacién también se deduce con facilidad de

F
<ES >pa=< f(;n- +Ve)C >pa=< 5(% -Ve)(Vgu: D) >pa= 0,

con lo que la demostracion queda completa.

El operador de difusion en el segundo miembro de (2.82) deja de ser autoadjunto
debido a la presencia del término de fuerza de Lorentz. El sistema de momentos
deducido a raiz de (2.82) consiste simplemente en el sistema (2.76) con d = 3 y el
término adicional

—%iT(A-F’U. x B) (V M, - —(k+ )( xe)Mk—1>

en el segundo miembro. Observamos que este término es igual a cero para k =0y
k =1, de forma que las ecuaciones (2.77) para la densidad y (2.79) para la energia
interna permanecen inalteradas. Finalmente, cuando A y B estan relacionados
mediante la ley de Ohm A 4+ u x B =0, lo cual ocurre con bastante frecuencia en
fisica de plasmas (ver [66}), entonces el sistema (2.82)—(2.83) se reduce al sistema
de campo cero (2.29)-(2.30).
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2.4 Grupo de escala difusivo: el limite incompresible

Nuestro objetivo es ahora estudiar el paso del modelo cinético a la ecuacién
de Navier-Stokes incompresible en el sentido establecido en [6], [36]. Para ello,
introducimos el siguiente grupo de escala difusivo:

€

donde € continiia siendo la razén entre la trayectoria libre media de las particulas
y una dimensién macroscépica tipica del problema, y 7=!(z,t) la frecuencia de
colisién local en unidades microscépicas. Recordamos que, en un grupo de escala
difusivo, la unidad de tiempo macroscépico es del orden de €~ veces mayor que la
unidad de tiempo microscépico, mientras que la unidad de longitud macroscépica
es s6lo del orden de €~! veces mayor que la microscépica. Buscamos soluciones F.
de la ecuacién (2.88) en forma de pequenas perturbaciones de equilibrios globales:

Fe60) = 6(ED) + epie e, (2.89)

donde G es ahora una funcién de distribucién de equilibrio absoluto relativa al
operador de colisién () (es decir, un elemento del nicleo de Q independiente de la
posicién y del tiempo). Después de una eleccién adecuada del sistema de referencia,
la velocidad media de G puede elegirse igual a 0. Denotamos también por pg y €
a su densidad y energia interna, respectivamente:

L6 de = . [ 6 )ede =0, m [ o)L o~y (20
R 2 ’ R{ 2 ’ RE 2 2

Las pequeflas perturbaciones de equilibrios absolutos son utilizadas en meca-
nica de fluidos meteorolégicos para obtener la aproximacién de Boussinesq de las
ecuaciones de Navier-Stokes compresibles (consultar, por ejemplo, [103] y [104]).
El modelo de Boussinesq consiste esencialmente en las ecuaciones de Navier-Stokes
incompresibles para la velocidad del fluido junto con una ecuacién de transporte-
difusién (a la que hemos llamado ecuacién del calor) para la temperatura (de la
perturbacién). La densidad (de la perturbacién) esta vinculada a la temperatura
(de la perturbacién) mediante una relacién lineal llamada relacién de Boussinesq.
En [6], el modelo de Boussinesq se obtiene a partir de un grupo de escala difusivo
para la ecuacién de Boltzmann bajo la hipétesis de pequefias perturbaciones de
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equilibrios absolutos de la forma (2.89), donde G es una distribucién maxwelliana.
Una pregunta que surge de forma natural es si el modelo de Boussinesq puede
recuperarse a partir del operador de colisién onda-particula (2.3). Veremos que el
limite € — 0 de (2.88), (2.89) consiste en las ecuaciones de Navier-Stokes incom-
presibles acopladas con una ecuacién de difusién para la funcién de distribucién
de energia (de la perturbacién), ligadas a su vez por una condicién aniloga a la
de Boussinesq. El paso al limite se establece en el siguiente resultado:

Teorema 2.4.1. Sea F.(z,{,t) una sucesidn de soluciones no negativas de la e-
cuacidn cinetica escalada (2.88) tal que, escrita de la forma (2.89), la sucesidn
fe converge, en un espacio de funciones “suficientemente regulares”, hacia una
funcion f cuando € tiende a cero. Entonces, f es de la forma

€17

Lo — e uie), (291

f(zagat) = @(x, 7

donde la velocidad u y la densidad de energia interna e satisfacen respectivamente
las condiciones de incompresibilidad y de Boussinesq

Ve, u=0, Vze=0, (2.92)
€7, ¢l
_ IS8 e * 2_1| ed-1
e = m/m?q)( B de m/o B(v)v(20)31|54 dv . (2.93)
Ademds, las funciones ® y u son soluciones de
0o v _, 2v
ot T (@ Vo) + =G = =V, (7V.9) (2.94)
O - Vou+ ——Vup = -V, (uo(u)) (2.95)
e U Ve )u —— VgD = —/— Vg ) .
ot mpo P mpo #
donde la viscosidad p viene dada por
p = 2—:;-97', (2.96)

siendo po y eg los momentos de G dados por (2.90). En estas ecuaciones p (la
presion) y r son funciones reales de (z,t) que representan, respectivamente, a los
multiplicadores de Lagrange asociados a la primera y segunda ligadura de (2.92).
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Considerando la relacion de incompresibilidad establecida en (2.92), el tensor de
deformacion o(u) viene dado ahora por la expresion

6’&,‘ Bu :
7 1

Antes de proceder a la demostracién de este resultado es conveniente desta-
car que eu es, salvo términos de orden €?, la velocidad media de la funcién de
distribucién total F, definida por (2.89). En efecto:

JRECIE: ( L Fc(é)da)_l = cr" [, )6 de + O

et [, e yecden + o(ey: - (2.98)

R
No hay confusién posible con la velocidad media de G, que ahora vale 0. Cuando 7
es constante, la ecuacién (2.95) junto con la primera ecuacién de (2.92) constituyen
el sistema de Navier-Stokes incompresible para la velocidad u. Adem4s, tal como
muestra el analisis del sistema de momentos descrito mas adelante, la ecuacién
(2.94) y la segunda ecuacién de (2.92) son respectivamente formas generalizadas
de la ecuacién del calor y de la relacién de Boussinesq. Estas consisten ahora en
una ecuacion de transporte-difusién para la funcién de distribucién de energia ®

con una ligadura integral que se traduce en la introduccién del multiplicador de
Lagrange r.

Demostracion del Teorema 2.4.1.- Insertando (2.89) en la ecuacién (2.88)
obtenemos:

e €V = [hof + EMotu ) + STalf fu O] + O),

(2.99)
donde hemos hecho un desarrollo de Taylor hasta el tercer orden en € y donde
Lef, Ma(f, f) y To(f, £, f) son respectivamente las derivadas de Fréchet primera,
segunda y tercera de @ en G(|€]?/2). Cuando g = G(|¢|*/2), las expresiones (2.10)
y (2.48) de L, y M, se transforman en

1 , l€P
Lof = g foun, ER) do = (S -w) - (2.100)
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1 ¢
‘é‘MG(faf) Sd 1] /d 1 f(l€w) - (u - (EU)w) dw
1 |é’ 2 ﬁ " |§|2 2 2}
+ G(550) | Il +p0(€'U) +§G( ) |€||| €-w)), (2101
donde ahora hemos denotado a 6;u por u (ver ecuacién (2.9)),
1
w= oo [ e
. De forma similar, la cantidad é%u en (2.49) viene dada ahora por
§u = —Ly, - de .
o 2u n o= | s

La tercera derivada Tg(f, f, f) de Q en G(|€]?/2) viene expresada en el siguiente
lema, cuya demostracién se basa en un simple desarrollo de Taylor (ver Apéndice

A):

Lema 2.4.2. La tercera derivada de Fréchet del operador de colision @ en un
equiltbrio absoluto G viene dada por

SToll,£.) = gz [l (e (ele)

'[;( - (o) + g er - b
+ VAR (o - - o) (u = (G we) b
—G’[ B(ew) + 22 |u|2]

—or |2 (M 4 o) + (1) o]

—_ %G/u( f) (lu' Iflz + 3(u_€)2) , (2'102)

donde las “primas” denotan derivadas de G con respecto a v = [€]?/2.
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El sistema (2.94)-(2.95) se obtiene insertando el desarrollo de Hilbert clasico

de f.
fe=fo+efi + € + ...

en (2.99) e igualando términos del mismo orden en e. Esto conduce al siguiente
sistema de ecuaciones:

7™ Lafo = 0, (2.103)
Uefi = (€ Valfo = 37 Molfo,fo) (2.104)
7' Lefy = %];—0 + (£ V)i = r7'Ma(fo, 1) — %Tc(fo,fo,fo)- (2.105)

Por (2.103), fo pertenece al nicleo de Lg y, consecuentemente, conforme al Lema
2.2.2 (iii), fo viene dada por (2.91) con ®(z, J%E,t) y u(z,t) funciones a determinar.
Denotamos por h; al segundo miembro de la ecuacion (2.104). Entonces, tras
evaluar Mq( fo, fo) mediante (2.101), obtenemos que

hi = (£ Ve)® — G'(Vou: €6) + 77 [‘P'(f-U) - Lew

Po
— %GII ((éu)2 _ |§|2C|lu|2)] :

p=]ng<1>d§.

Conforme al Lema 2.2.2 (vi), la ecuacién (2.104) es resoluble supuesto que A, satis-
face las condiciones de solubilidad (2.16) y (2.17). Tras algunos calculos sencillos
se comprueba que (2.16) impone la condicién de incompresibilidad (primera ecua-
cién en (2.92)), mientras que (2.17) impone la condicién de Boussinesq (segunda
ecuacién en (2.92)). Una vez que estas condiciones son satisfechas, f! viene dada
por

con

fi = —7hy + ®' - G'(¢- ul)
= ~r((E- V)0 - (Vo 60) - ¥e-w) + G Lie )

1 . 2 _ €[ |ul? v g
+ 2G (& u) F + & G'(€-u'), (2.106)
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donde ®' = ®!(z, |€]2/2,t) y u! = u!(z,t) son arbitrarias, como consecuencia del
Lema 2.2.2 (vi).
Con la mirada puesta en analizar las condiciones de solubilidad para la ecuacion

(2.105), calculamos:
Of _ 20 -G ( : QE) (2.107)

ot ot ot

(- V)fi = €6:[=Vo(7V,®) — uV, ' — &'V, u

+G (lm + pﬂv) - G’Vzul] + §€61 [G'Va(TVau) + G"uV,u]
0

Po

- L (- Vo4 + - vy, (2.108)

donde recordamos que las “primas” denotan derivadas con respecto a v. La nota-

cién : hace referencia, por otra parte, al producto contraido de tensores de rango
tres:

A:B = Z: A,‘jkB,'jk .

Wik

Tras algunos calculos sencillos aunque largos, obtenemos también

MG(fO,fl) = — [Q'(E . ul) + Ql'(g . u)] _ |£|2

(u V.)®'
—7(u-Vz)® - 2 (G’ + gG") (u-ul)

+G [i(f-ul) + z—:(ﬁ-u) + 2u-u1]

2
36" | L) + 2w )
— |uf? (gé” + <I>’) + %MZ (G’ + l—EGILZG”) , (2.109)

pl= | ®dt
g

con
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¥y, a raiz de (2.102),

2 u 2
et fofo) = @ | 216w + u] + o (KL 4 o)

e lfi w2l 2o [Py 2y
G[pg(s >+p0||]+a[d<s )= o s)]
1 " |£|2lu|2 1 2
+ iG (ué) [—d - §(u§) } . (2.110)

Entonces, reuniendo (2.107)-(2.110) y aplicando la primera condicién de solubili-
dad (2.16) a la ecuacién (2.105) obtenemos:
0o 2v

— + (u-V,)d - 7

ot

2 1
Ve (7V®) + Ze (—(u Vz)p — V- ul) =0,
d Po

que es (2.94) con
1

r=—(u-Vy)p -V, ul.
Po
Destacamos que V, - u! es arbitrario y, por tanto, también lo es r. De forma
similar, la segunda condicién de solubilidad conduce a
Ou 2e;

1 . 1 ~
5 + (u-V)u + EV, (% — |ul ) - m—povz “(po(u)) =0

o e
1 _ 1
e =m » i 5 d¢
y p dada por (2.96). Esta no es més que la férmula (2.95) con

p= %(261 - mpo|u|2) .

Como ®! y por tanto e! son arbitrarias también lo es p, con lo que concluye la
demostracién.
Estudiaremos a continuacién el sistema de momentos asociado a (2.94). Para

ello, denotamos respectivamente por pr y M) a los momentos de G y &:

Pr = /oo C;(v)'(ﬂ‘?(z'v)g;—2 |Sd—1| dv : Mk(a:, t) _ /(;oo (I)(m, . t)vk(zv)d_;Z ISd—1| .
0
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Entonces p; = eg/m y M; = ¢/m, mientras que My = p representa a la densidad
de la perturbacién ®. Multiplicando (2.94) por v*(2v)#/2-!|$%~!| e integrando con
respecto a v obtenemos:

Proposicién 2.4.3. Para todo entero p > 1, la (p + 2)-upla {(M)k=o,..p,u}
verifica el sistema constituido por la ecuacidn (2.95) y las siguientes ecuaciones,
para k =0,...,p:

OM;

- Ner = 2V, (1Y Mipy). (2.111)

d

(V)M (d+2k>

d

El sistema de momentos (2.111) no es cerrado. En particular, si nos restringi-
mos a la densidad p y a la energia interna e, obtenemos:

Op

Oe d+2 2m
E —_ (—d——) €l = 7Vr . (TV,;Mz) . (2113)

Si suponemos que las perturbaciones ® y u estan espacialmente localizadas
y se anulan cuando z tiende a infinito, deducimos de la condicién de Boussinesq
(segunda ecuacién en (2.92)) que e = 0. Entonces, reescribiendo la ecuacién (2.113)
como

2m
r = —mvx . (TVIMZ) s (2114)
el multiplicador de Lagrange puede suprimirse de (2.94):
0o 2v 2m , '
a7 Vg = 7 z" z T e T’ z y (2.
5 + (u-V,)® 7 (V (V@) + (d+2)eoG(v)V (rV Mz)) (2.115)
de (2.111):
OM; 2 2(d + 2k)m
8t + (uvz)Mk = Evz-(Tva/H_l) bt mﬂkvz (Tvaz), (2116)
y en particular de (2.112):
Op 2mpg
hal Volp = —————V, - (V. M;). 2.117
ot + (‘U, Y )P (d+2)60v (T 2) ( )
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Es significativo el hecho de que la ligadura de Boussinesq introduce un tipo
de término antidifusivo que depende del momento de segundo orden M,. Probar
que el sistema acoplado para u y ® (sistema (2.92)-(2.95)) asi como el sistema de
momentos (2.116) estan bien planteados constituye por ahora un problema abierto.

Nuevamente vuelve a ser instructivo analizar lo que ocurre en el caso de u-
na distribucién maxwelliana F, = M, epeuTo4er, donde M, , 1 representa a la
maxwelliana con densidad p, velocidad media u y temperatura T

My2(6) = —L exp (~ml¢ — u*/2T).
(%5)
El cierre por maxwellianas podria resultar relevante para escalas grandes de tiempo
al igual que en el caso compresible. Desarrollando F, en potencias de € encontramos

que, salvo términos de orden €2, es de la forma (2.89) con f. dada por (2.91) y G
y ® dadas por

€2 _
G( 9 ) - Mpo,O,To(é)a (2118)
? T 2 d
®(z, |52'_,t) = Mpo3:(€) (é t (%% - 5)) . (2.119)

Por tanto, podemos cerrar el sistema de momentos utilizando (2.118) para G y
(2.119) para ®. En efecto:
e p T
-~ = — 4 =, 2.120
€0 Po Ty ( )

por lo que la condicién de Boussinesq (segunda ecuacién en (2.92)) en este contexto

particular se traduce en
p T
Vel — 4+ =] =0
‘ (Po * TO) ’
que es la misma condicién dada en [6]. Si ademds las perturbaciones p y T se
suponen localizadas espacialmente, esta condicién se reduce a
p T

i (2.121)

como en [103]. Entonces también tenemos que

_ (d + 2)60T0 T
M2 - 2m? To ’



66 2. Un modelo de colisiones onda-particula: dindmica macroscépica

expresion que, introducida en (2.117), conduce a la ecuacién del calor

0.T T To T
5ilm) + (Vo) = 2. (1vu(g)

Cuando @ es una solucién de (2.94), no es posible en general cerrar la ecuacién
(2.117) ni el sistema de momentos (2.116). De hecho, el término de conductividad
térmica M, del modelo de Boussinesq “extendido” (2.117) contiene caracteristi-
cas de alta energia de la funcién de distribucién ®, que podrian ser interesantes
desde el punto de vista de un posible modelo de turbulencias. Sin embargo, un
modelo atin mas interesante deberia tener en cuenta también la influencia de tales
caracteristicas en el coeficiente de viscosidad, mientras que el presente modelo,
por su simplicidad, no lo hace (ver (2.96)). El uso de operadores de colisién mas
complejos podria suponer una forma de evitar esta restriccién.

De forma andloga a la utilizada para derivar el modelo de Boussinesq estandar,
el modelo incompresible puede obtenerse a partir del compresible. Sea el par
(9e(z,v,f),uc(z,%)) una solucién del sistema compresible (2.29)-(2.30), una vez
escrito en términos de la variable de tiempo difusiva ¢ = et. Tenemos la siguiente

Proposicién 2.4.4. Supongamos que g. y u. admiten el siguiente desarrollo a-
sintotico cuando € — 0:

uc(x,f) = eﬁ(:c,f) + 0(62),

ge(z,v,f) = G(v) + e®(z,v,t) + O(?),

en un espacto de funciones regulares. Entonces, u(z,t) y ®(z,v,t) son soluciones

del modelo incompresible (2.92)-(2.95).

En este contexto, los multiplicadores de Lagrange p y r tienen el siguiente
significado:

r o= —hml(V,,-uc), Vep = —2—hm1V 2€e «

e—0 52 d €=
Finalmente, introducimos un término de fuerza de Lorentz en la ecuacién (2.88)
y consideramos la siguiente ecuacién de Boltzmann:

aé:e + (€-V,) F, + er%[(A(x,t) + £ x B(z,1)) - V¢|F, = T_:Q(FC). (2.122)
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Este grupo de escala corresponde a un campo de fuerzas de Lorentz dos rdenes
de magnitud més pequefio (en €) que el operador de colisién. En efecto, campos
de fuerza de orden € en comparacién con el operador de colisién darian lugar a una
inconsistencia en la relacién de Boussinesq. Adem4s, asumimos que A es un campo
gradiente A = —V,V, donde V es un potencial electrostatico escalar. Esto supone
que las derivadas temporales del campo magnético en la ecuacién de Maxwell-
Faraday son pequefias y hace que el modelo que estamos tratando sélo se pueda
utilizar en algunas situaciones especificas. Buscamos soluciones aproximadas de la
forma (2.89). Para ello, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.4.5. EL Teorema 2.4.1 sigue siendo vdlido cuando sustituimos la e-
cuacion (2.88) por la ecuacidn (2.122). En este caso, las relaciones de incompre-
sthilidad y de Boussinesq vienen dadas por

V,ou=0 , vz(e+%v)=o, (2.123)

mientras que @ y u satisfacen, respectivamente, la ecuacion (2.94) cond =3 y

%u | (u-Vo)u + Vop = L (ﬁA +ux B) =V, (po(u),  (2.124)
8t m \ po

donde p y r son los multiplicadores de Lagrange de las ligaduras (2.123).

Demostracién.- Insertando (2.89) en la ecuacién (2.122) obtenemos:

ey e v+ LAt exB) (6 + Vi)
= 7'—1 [%LGfe + %Mg(feafe) + %TG(feafc’fC)] + 0(62)' (2125)

Entonces, si introducimos el desarrollo de Hilbert de f, en (2.125) e igualamos los
términos del mismo orden en e conseguimos el sistema (2.103)-(2.105) con térmi-
nos adicionales LG'A - { en el segundo miembro de (2.104) y L[(A+¢ x B)- V¢l fo
en el segundo miembro de (2.105). De (2.103) deducimos nuevamente que f, viene
dada por (2.91), con ® (:z, %3, t) y u(z,t) funciones a determinar. Luego, al aplicar
las condiciones de solubilidad (2.16) y (2.17) al segundo miembro de la ecuacién
(2.86) con el término adicional anteriormente descrito, se obtienen las relaciones
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(2.123) de incompresibilidad y de Boussinesq. Una vez que estas condiciones son
satisfechas, f! viene dada por (2.106) con término adicional — LZG'A- €. Sin em-
bargo, como u' en (2.106) es arbitrario, este término adicional puede ser absorbido
al reemplazar u' por 4! = u' + £ A, y ahora @' es tan arbitrario como lo es u!.
Por tanto, los términos (¢ - V.)f' vy Mg(fo, f1) asi como fo/8 y Tc(fo, fo, fo)
permanecen inalterados en comparacién con (2.107)-(2.110). El término adicional
del segundo miembro de (2.105) se calcula conforme a:

(A+ExB)Vilfo = B(A€) - G"(Eu)(A€) - G'(A-u) + G€-(ux B)]. (2.126)

Finalmente, recopilando todos los términos que hemos ido enumerando anterior-
mente y aplicando las condiciones de solubilidad (2.16) y (2.17) llegamos a las
ecuaciones (2.94) y (2.124).

2.5 Apéndice A: Demostracion de los Lemas 1.3.2 y 1.4.2

En esta seccién calcularemos en detalle las expresiones para las derivadas se-
gunda y tercera M,(f, f) := D2Q(f, f) y Te(f, f, f) := DEQ(S, f, f) del operador
de colisién @) en las distribuciones de equilibrio g y G, respectivamente. Para ello
seguiremos la terminologia introducida en las secciones anteriores, segtin la cual
recordamos que los equilibrios asociados a @ (o, en otras palabras, los elementos de
su nicleo) son de la forma g := g(|¢ — u|?/2), dada cualquier funcién arbitraria no
negativa g(v) € LZ(IR'*',v%‘1 dv) y cualquier vector arbitrario u € R?, Asimismo,
G representa a una distribucién de equilibrio global (independiente de z y de t)
tal que ug = 0.

Demostracion del Lema 2.3.2.- Por comodidad en los calculos denotaremos
por u :=u, y p := pg. Entonces observamos facilmente que

_ put(pu)y
Ugpf = ——— .
P+ pPs

Si hacemos un desarrollo de Taylor de (p + p;)~! salvo términos cuadraticos con
respecto a f, encontramos que u,4s puede escribirse de manera equivalente como

Ugrs = u + Spu + 65u + O(f?),
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donde ]
bpu = ;fmgf(ﬁ—u)dﬁ
4 p
5?11 = —Fféfu.
Entonces
_ (¢ - u) (¢ - v) [8puf? \ M
Iﬁ"ug+f| = |€_u| (1 —2,6 ’2 6f 2|£ u'g 6f lé_uP)

Si desarrollamos en esta ocasién la raiz cuadrada en serie de Taylor hasta términos
de orden cuadratico con respecto a f, tenemos que

. Rt B ()
l£ 9+f, |€ I |£ | 6f Ié-_u| 6f

+ gz (Bl = ul = (€= w) - 6pu)?) + O(s?).

Por tanto, un nuevo desarrollo en serie de Taylor nos conduce a

fluges +1€ = Ugyslw) = flu+|€— ulw)

O N o 5pu)o] + 0

€=
d 2
(ugts + I = uperle) = 9B
e et (825 ) (559,
1 2 2 2
+ g (8Pl =l = (€ =) 7)o
+5 (o5 D - upow + 552 1)

;(5fu—((5:“) 5 ))(m_((é I) 5fu)w) + O3,
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donde I denota el tensor identidad y : el producto contraido de tensores de rango
dos.

La demostracién concluye a raiz de la relacién

QU+ 1) = Qo) + Lf + 3M,(7,1) + O,
teniendo en cuenta que @Q(¢9) =0y

€ — uf?

) (€= w) - 8p) — f.

Lolf) = gz fou Fut I = ule) do = g

Demostracion del Lema 2.4.2.- Recordamos que podemos considerar
ug =0, pg=1

sin-pérdida de generalidad. Denotaremos por p := p; y
u = / L fede.
R
¢
Entonces es sencillo comprobar que

UGy = +u(l—p+p%) + O,

1+

como se sigue de un simple desarrollo en serie de Taylor hasta términos de tercer
orden en f. Tenemos, por tanto, que

|§—wnﬂ=lﬂ( (€ ) + ol )
|u|2 2 2 3 e
I - T - mmw+ouﬂ -

Si desarrollamos nuevamente la rafz cuadrada en serie de Taylor hasta términos
de tercer orden en f, obtenemos que

¢
€~ ugasl = 1€l - 1& Ut pr QKPOIKP (u-€))
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- zi-u u{ 2 _ 3

Como consecuencia, un nuevo desarrollo en serie de Taylor nos conduce a las
sigulentes expresiones:

Fluges + 1€ —ugesle) = FUIEW) + F(IE)- ( - (& u)w)

7)o (1= G w0e) + asturter - o)
Lot (u — v — (L e 3
#5706k (1 = (o = () + 00

Gluges + 16 — ugsslo) = G + Gl ( - u)w)

#@1eko- |=p (1= G u0e) + el - (067
%(G”lélzww + G'I) : (u - (%-u)w) (u - (|§—| : u)w>

+ o | (1= o) + (528 - 185 e - (u- €70
+ (G"efPww + G')

(o= ) [o (v - ) + gptorer - woer]

41 (G’”|§|3www + 3G"|€w)

( - G ))("‘(é_l'“)“’)(”‘(%'“)“)+o(f3)'

En esta ultima expresién I denota el tensor identidad y : el producto contraido de
tensores de rango tres. Ademds, hemos omitido la dependencia G¥) := G¥)(|¢|?/2)
tanto para G como para sus derivadas, y hemos utilizado que

(l€|2

) Glf G(lglz) G”fé + G,I, G(g)m = G”’féf + 3G"€~I,
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donde el tensor €7 esta definido por
~ 1
(ED)ije = §(§i5j1c + &0 + Eibij).

La demostracién concluye a raiz del desarrollo de Q(G + f) hasta términos de
orden tres en f:

QG+ = QG) + Lof + sMolf ) + tTolf £.) + O(F),

teniendo en cuenta que Q(G) =0,

Lo(f) = gy [, FER) do = G(E-w) = f

_ (£
e

U2 2
+6 (ote-) + o) + 36" (ML 4 ¢ up)

tal como se desprende del lema anterior para g = G.

sMalh. ) = g [ S (o o) do

2.6 Apéndice B

Este apéndice esta dedicado a calcular el valor de las integrales

_ 1
- |Sd—1| §d—1

1
ﬁ = —lsd‘1|./5d—1 w:‘dw,

con t,j =1,...d. Para ello consideramos la siguiente parametrizacién de S*-*:

a w?wf- dw,

T, = cosf,
z, = senf;cosf,
z3 = senf;senf,cosb;

z4-; = senf senf,send;. ..senby_,cosfy_,
x4 = senfsenb,send; . ..senby_ssenly_; ,
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donde 6; € [0,7], k = 1,...,d = 2, y 04, € [0,27), de forma que la medida de
superficie asociada viene dada por

wg_; = sen®"%0;sen?"39, . .. senfy_,df; ...d0g_,db,;_, .
Entonces tenemos que:

_ Jo cos®0;send; df; x [y cos26,sent=30, db,

foﬂ. Send‘291 dal X foﬂ. Send—302 daz ) (2-127)

_ Jg cos*@ysen®~29, db,
/B - f(;r send—291 del ) (2128)

con
df + d(d=-1)a = 1. (2.129)
Las féormulas clasicas son
lSd-1| _ 2m/?
r(g)

Si d = 26 es un nimero par, entonces I'(£) = I(6) = (§ — 1)!, por lo que |S¥~!| =

(—ff—:)!. Por otro lado, si d = 26 + 1 es impar tenemos que

2641 — 1\
|52+ _ (28— 1)!

T T

/1r sen®0df =
0

mientras que para d = 26 — 1

5% 25(6 —1)!
|S26-11 — (26 —1)!

/W sen®10do =
0

Luego, desarrollando cos*§; como (1 — sen?d,)? en (2.128) obtenemos:

Jo sen?6 db 5 sen+29 do

P=1 -t gds T sen®20d0

(2.130)

Si d = 26, entonces

Josen®0d  26—1  [Tsen®*20d6 (26— 1)(26 +1)
Jo sen?=20d9 — 2§ ' [Tsen%-20d0 45(6 +1)
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y se deduce facilmente que 3 = d_(di-_Z)' Por otro lado, si d = 26 + 1 entonces

Jo sen®*t16d6 26 Jo sen®¥30df 46(6+1)
Josen®-16d6 — 26+1° [ysen2-10df ~ (26+1)(26+3)°

Otro simple calculo nos conduce, también en este caso, a la expresién 8 = ?1013_4-2)'
La conclusion es, por tanto, que para cualquiera que sea la dimensién d del
problema (3 toma el valor

G 3

dd+2)

¥, como consecuencia de la férmula (2.129),

1
dd+2)



Capitulo 3

Un modelo cinético de colisiones de tipo

onda-particula: existencia de soluciones

3.1 Introduccién

En este capitulo presentamos un teorema de existencia de soluciones globales
para el modelo cinético introducido en el capitulo anterior:

Of + (Vo) f = Qf),
{f(I,ﬁ,O) = fo(il?,f), (31)

donde Q(f) esta definido por (2.3)-(2.4) y las densidades de masa, momento y
energia asociadas a la funcién de distribucién f vienen dadas por las relaciones
(2.5). Asimismo, la velocidad media y la energfa interna especifica estan definidas
por (2.6), donde consideramos la masa de las particulas normalizada a la unidad
(m = 1). Como hemos visto antes, este sistema rige el transporte de un flujo de
cometas en un plasma astrofisico. Desde el punto de vista matematico, la dificultad
fundamental del modelo procede de la no linealidad del operador de colisién Q,
inducida por la aparicién de la velocidad media u; en el operador de proyeccién
P,,. El problema (3.1) estd ahora escrito en forma adimensional. En particular,
como tiempo de referencia se ha utilizado el tiempo de relajacién que aparece en
la versién dimensional del operador de colisién (ver ecuacién (2.1)).

Comenzaremos recordando algunas propiedades formales del operador de coli-
sién Q,,u € R%:

Lema 3.1.1. Para toda u € R* arbitraria, f,g € D(RR%) y ¢ € C*([0,0)),
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(1) ¥(|€ — u|) es un invariante de colision de Q,:
| QuUpEwlE - ul)de = 0, (3.2)
g 4
(1) Qu es simétrico con respecto al producto escalar de L*(IR%):

[ QulDode = ~ [ QunQulo) de. (5.3)

(itt) Q, tiene la propiedad de monotonia:

a<f(€) <b=a<P(f)<b. (3.4)

La mayor parte de las propiedades béasicas del operador no lineal () se obtienen
como consecuencia de este resultado.

Lema 3.1.2. Para toda f € D(R?) arbitraria con ps > 0 y para toda i €
C>([0,00)), se verifica que:

(1) ¥(|€ — ug]) y & son invariantes de colision de Q:

¢

L, en@©wle-uhde = [ aneed =0 @)

(ti) Teorema H:
/,R.,Q(f)fdﬁ = —/md Q(f)?de <0, (3.6)
¢ ¢

(ii)) Q(f) = 0 si y solamente si existen u € R y F € C°°([O,oo)) tales que
F&) = F(I§ —ul).

Nétese que los enunciados de los Lemas 3.1.1 y 3.1.2 pueden extenderse al caso
de funciones menos regulares mediante argumentos de densidad estandar, siempre
que las integrales involucradas estén bien definidas. Esta es precisamente la forma
en que estos resultados seran utilizados de aqui en adelante.

A continuacién presentamos los resultados fundamentales que demostraremos
en este capitulo.
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Teorema 3.1.3. (Ezistencia de soluciones para el problema no lineal) Sea
fO € Ll(ﬂzd) N Loo(Rmi)

una funcidn no negativa que satisface que E;, € L'(IR?) y
/dfO(x_gtaé)d£Z7K',T>0, -’EGK,tG[O,T], (37)
R
€

para todo compacto K C R* y T > 0. Entonces, existe una solucidn deébil global
no negativa

f € L=((0,00); L'(B*™) N L®(R*))

del problema (2.1)-(2.6). Para las densidades de masa, momento y energia defi-
nidas en (2.5) se verifica que

psymys, By € Loo((oaoo);Ll(Rd))' (3-8)

Ademds, la velocidad media y la energia interna especifica definidas en (2.6) sa-
tisfacen las propiedades

uy € L ([0,00); Liyo(RY)),  ef € Li5([0,00); Lio(R?)). (3.9)

A modo de ejemplo y para mostrar que las condiciones del Teorema 3.1.3 no
son vacias, destacamos que cualquier funcién fo € L*(R*) N L®(R*) continua y
positiva satisface la hipétesis (3.7). En particular, un ejemplo explicito de dato
inicial admisible lo constituye la funcién gaussiana

fo(z,€) = exp(=|z* - [¢]*).

Teorema 3.1.4. (Propagacion de momentos) Supongamos que el dato inicial f,
satisface las hipdtesis del Teorema 3.1.3 y que (|€|P + |z]|9) fo € LY(R*) con 1 <
g < p. Entonces, las soluciones del problema (2.1)-(2.6) dadas por el Teorema
3.1.3 satisfacen

(€1 + |2 f € Li.([0,00); L' (B™)).
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Teorema 3.1.5. (Leyes de conservacion) Supongamos que se verifican las hipd-
tesis del Teorema 3.1.3. Entonces, las siguientes leyes de conservacidn son satis-
fechas por las soluciones f del problema (2.1)-(2.6):

P P
/d my | dz = /d my, | dz, (3.10)
" Ey e Ey, )
o[ Pf 4
slm |+ v [ flese |de=o, (3.11)
Ey ¢\ £IEIP/2

donde (3.11) ha de entenderse en el sentido de las distribuciones. También se
verifica la siguiente relacidn para la disipacidn de entropia:

d
L frdeds = —2 Q(f)? dé dz. 3.12
z /mg/mg (f) (3.12)

dt Jrd R§

Ademds, si |z|*fy € L}(IR*) tenemos que

/JRg /le flz = Etf*ddz = /mg /mg folz|* dé dx . (3.13)

La siguiente seccién contiene una extensién de la definicién del operador de
colisién para argumentos no regulares, asi como algunas propiedades de regularidad
del mismo. La demostracién del Teorema 3.1.3 se realiza en la Seccién 3. Esta
consiste en la construccién de una solucién aproximada, disefiada de tal forma que
podamos pasar al limite para obtener una solucién del problema original. Para
este fin, utilizaremos un argumento de compacidad basado en los lemas clasicos de
promedios en velocidad (momentos de la funcién de distribucién) de [50] y [49].
Estos resultados ya han sido ampliamente explotados en la literatura para tratar
algunos problemas de existencia de soluciones para ecuaciones cinéticas no lineales,
como por ejemplo en [41] para establecer la existencia global de soluciones de la
ecuacion de Boltzmann, en [85] y [55] para demostrar la existencia de soluciones
de la ecuacién BGK, o en [7] para probar la existencia de soluciones para las
ecuaciones de transferencia radiactiva.
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3.2 Propiedades del operador de colisién

Necesitaremos una definicién de Q,(f) para funciones no regulares u(z,t) y
f(z,€,t). En esta seccién trataremos solamente con P,(f); sin embargo, todos los
resultados se extienden trivialmente a Q,(f) = P,(f) - f.

Sea u : R? x (0,00) — R? una funcién boreliana con |u| < oo casi por doquier
en R% x (0,00) y f € D(R* x (0,00)). Entonces P,(f)(z,¢,t) esta definido por
(2.4) para todo (z,t) con |u(z,t)| < oo y por P,(f)(z,¢,t) = 0 en otro caso. Una
consecuencia inmediata de esta definicién es el siguiente resultado:

Lema 3.2.1. Sean u,% : R* x (0,00) — IR* funciones borelianas que verifican
|ul, 4| < 0o yu =14 casi por doquier en R* x (0,00). Sea también f € D(R* x
(0,00)). Entonces P,(f) = Pi(f) casi por doguier en IR** x (0, 00).

Demostracién.- Denotamos por N C IR? x (0, ) al conjunto de medida cero en
el que u # 4. Entonces P,(f) # P;(f) en un subconjunto de R* x N que es un
conjunto de medida cero en R* x (0, 00).

Lema 3.2.2. Bajo las hipdtesis del lema anterior sobre u y f, 1 < p,g < 0o y
T > 0, tenemos que

| Pu(f M zaqomyicrzady < WfllLaqorye(mee) -

Demostracién.- La desigualdad |P,(f)|P < P,(]f|P) se deduce ficilmente a partir
de la desigualdad de Holder para el caso 1 < p < oo y es obvia para p = 1, oo.
Integrando con respecto a ¢ obtenemos

1Pu(f)(@,, )|zemey < 1 f (25, t)llzome) s (3.14)
y con ello el resultado que buscamos.

Como consecuencia del Lema 3.2.2, podemos considerar P, como un operador
lineal y acotado actuando sobre L7((0,T); L?(IR*?)) para toda funcién boreliana u
con |u| < oo casi por doquier en R? x (0,T). El dltimo resultado de esta seccién
concierne a la estabilidad de P,(f) con respecto a u:
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Lema 3.2.3. Sea f € LY((0,T); LP(IR*)) con 1 < p,q < 00, y supongamos que

limp—oo tn = u en LL (IR* x (0,T))?. Entonces

lim P, (f) = Pu(f) en L((0,T); LP(R™)).

Demostracién.- Utilizando el Lema 3.2.2 y un argumento de densidad, es sufi-
ciente hacer la demostracién para funciones test f € D(R* x (0,T)). Ademss,
como para una tal funcidén test tenemos que se verifica

| Pun (F)llzoo@m2exiory) < I flloem2exioy)

entonces basta con demostrar la convergencia en L!'(R* x (0, 7)).

La dificultad principal de la demostracién surge del hecho de que incluso para
una funcién test, tanto f como P,(f) no tienen necesariamente soporte compacto
si u es no acotada. En la estimacion bésica

[P ()2, 6:8) — Pu(f)(=,6,8)] < o(f)lun(z,t) — u(z,?)] (3.15)

(que es una consecuencia obvia del hecho de que f es Lipschitz continua) la cons-
tante c(f) podria redefinirse como una funcién de (z,t) con soporte compacto, pero
habria de ser en cualquier caso elegida independientemente de ¢ en general. Por
tanto, la desigualdad (3.15) no puede ser utilizada directamente para demostrar el
lema.

Sea K un conjunto compacto en R x (0,t) tal que sop(f) C R* x K. Esto
implica, obviamente, que

sop(Pu,(f)), sop(Pu(f)) CR x K. (3.16)

Ademés, por hipdtesis, u, converge hacia u en L'(K). Por consiguiente, podemos
extraer una subsucesion (que denotaremos nuevamente por u,) que converge hacia
u casi por doquier en K. Entonces el teorema de Egoroff implica, para todo € > 0,
la existencia de un conjunto A, C K con meas(K \ A,) < ¢ tal que u, — u
uniformemente en A,. Introducimos también el conjunto

By = {(z,t) € K : |u(z,t)| < M}.

Se puede observar facilmente que

1
|K \ Bu| < M”u”Ll(K)-
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Por otro lado, la convergencia uniforme de u,, garantiza que
|un| < 2M en A.N By

para n suficientemente grande. Como consecuencia, existe un conjunto compacto
K: C R? tal que

sop(Py,.(f)(z, 1)), sop(Pu(f)(z, 1)) C K - (317)
para (z,t) € A N By Conforme a (3.16) tenemos que
1P = PulDllpsoaxiomy = [, [ |Punlf) = Pulf)ldtdzde < A+ B 4C,
3

donde los tres términos del segundo miembro de la desigualdad corresponden a la
descomposicién K = (A, N By) U (K \ Ac) U (K \ Byy). Para la estimacién de

a=[ g Jonp, 1Penl£) = Pul ] de dz ¢
utilizamos (3.17) y (3.15):
A [ ] = uldtdrde < (f)]un — vl

Para estimar

B= [ ? S, VPenl) = Pul ) it da g

€ = [y Jean 1Pon) = Pul ) e e

utilizamos (3.14):

B < 2Lgﬁ(\A€ fldtdzde < ex(fe,

1
< < —
c < 2L2A\BM |fldtdde < cou, f)o

Pasando al limite cuando n — oo obtenemos

. 1
llflrisolip | Pun(f) = Pu(H)llermeexory < ca(f)e + Ca(uaf)M,

y con ello el resultado de convergencia que buscamos al hacer ¢ — 0 y M — .

Recordamos que u, es una subsucesién de la sucesién original. A pesar de ello,
la convergencia de la sucesién completa est4 garantizada a raiz de la unicidad del
limite, que es una consecuencia del Lema 3.2.1.
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3.3 El resultado de existencia

Comenzamos con la formulacién de un problema que aproxima formalmente al
problema (2.1)-(2.6). Para ello definimos, para cada n € N, la siguiente sucesién
de velocidades truncadas:

u(z,t) si
lu(z,t)] <n,|z| <n,

n(u)(,1) = nl%(z—;)% si |u(z,t)| > n, |z| <n, (3.18)
0 si |z| > n,
y consideramos la sucesién de problemas
a " n n n
L €V = U, (3.19)
fn(.’lI,E,O) = fO(x)£)7 (320)
como una aproximacién de (2.1)—(2.6), donde
Q"(f) = Qunwp(f)- (3.21)

Demostraremos el siguiente resultado de existencia de soluciones:

Proposicién 3.3.1. (Eristencia de una solucidn aprorimada) Supongamos que
el dato inicial fo satisface las hipdtesis del Teorema 3.1.3. Entonces, para cada
n € IN existe una solucion débil no negativa

fr € L=((0,n); L'(R™) n L*(R™))

del problema (8.18)-(8.21) con Es € L*((0,n); L'(R%)). Ademds, las cotas para

f™ y E¢n en los espacios respectivos son independientes de n.

La demostracion se centra en un argumento de punto fijo basado en la resolucién
de una familia de problemas linealizados. Por ello, probaremos en primer lugar un
resultado preliminar de existencia de soluciones para el correspondiente problema
lineal con funcién de velocidad dada en el operador de proyeccién:
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Proposicién 3.3.2. (Ezistencia y unicidad de solucién para el problema lineal)
Supongamos que la condicion inicial f, satisface las hipdtesis del Teorema 3.1.8 y
sea u € L=(R* x (0,00))¢ con ull oo (méx (0,00)) = M. Entonces, el problema

Z—{ + (£ Va)f = Qulf), (3.22)
f(2,£,0) = fo(z,€), (3.23)

tiene una unica solucion no negativa
f € L=((0,00); L) 1 L= (B¥))
que verifica
LG Dllrimeey = Hfollrrmaey, WFC s Wpo(meay = Wfollpwomaey . (3.24)
Ademds, Ey € L§5,([0,00); L'(R%)) y uy € L2([0,00); L3, (RR?)). Las cotas para

loc

Ef yus en los respectivos espacios solo dependen de fo y M.

Demostracién.- La existencia y unicidad de solucién puede comprobarse a partir
de un argumento simple de punto fijo de tipo contractivo, usando el Lema 3.2.2.
Sea A > 0 un parametro fijo; entonces, haciendo el cambio de funcién incégnita
g = e *f, resulta claro que f es una solucién del problema (3.22)-(3.23) si y
solamente si g es una solucién del problema

09 4 (6-Va)g + (4 1)g = ePi(ey), (3.25)

at
9(2,£,0) = fo(z,£), (3.26)

en un espacio de funciones adecuado, por ejemplo L*°((0,00); L'(IR**)). Conside-
ramos el siguiente problema para una funcién fija g: '

Oh

% T (€-Vo)h + (A+ Dk = e P, (eMyg), (3.27)
h(z,¢,0) = fo(z,€). (3.28)

Denotamos por T) a la aplicacién g — h. Entonces, multiplicando la ecuacién

(3.27) por la funcién sgn(T\(g1 — g;)), integrando sobre el espacio de fases y recu-
rriendo al siguiente argumento estandar de regularizacién de la funcién signo:

GeC®, G(z)=la| Vel 21,
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Gs(z) = 6G(x—6—k) =|lz—k| sile—k| >6,
G(r) = |t — k| cuando § — 0,
r—k

g—(l‘) = Il‘—k' Sll.’l‘—klZ(S,

G5(z) — sgn(z — k) cuando 6§ — 0,

tenemos que

d
EHTA(Ql = g2)llpmee) + (A + DITa(91 — 92)llzrmeey < 91 — g2lzr (moey »

donde hemos utilizado el Lema 3.1.1 (ii) y (iii). Por tanto, tras algunos célculos
sencillos llegamos a que

1
1T (91 — g2)“L°°((0,oo);L1(m“)) < /\—HHgl - g2||L°°((0,oo);L1(1R2d)) )

de donde se deduce que T, es una aplicacién estrictamente contractiva en el espacio
L=((0,00); L*(R?*)) para todo A > 0, lo cual acaba por demostrar la existencia y
unicidad de solucién del problema (3.22)-(3.23) en L*°((0,00); L*(R?*?)).
Las desigualdades
0< f(l',f,t) < “fO”L°°(lR2")

se deducen por medio de un argumento iterativo estandar a partir de la no ne-
gatividad de fo y de la propiedad de monotonia de P, establecida en (3.4). La
propiedad de conservacién de masa enunciada en (3.24) se obtiene al integrar la
ecuacion (3.22) con respecto a £,z y t. Para demostrar la propiedad de acotacién
de E; utilizaremos la identidad

L QR e = 20 (ppu—my),
¢

que se deduce a partir del Lema 3.1.1. Multiplicando formalmente la ecuacién
(3.22) por |€}*/2 e integrando con respecto a z y £, obtenemos que

d
Bl = [ (pru—my)de < cle+ 2B lurgua)

1/2
¢ = M| folliinse

con
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de donde se tiene que

Mgl mey < 2|l psller ey | Ell s (mey (3.29)

a partir de la desigualdad de Cauchy-Schwartz. Entonces, la afirmacién referente
a E; en el enunciado de la proposicién se obtiene como consecuencia del lema de
Gronwall.

Atendiendo a (3.29), para comprobar que uy esta bien definida sélo necesitamos
una cota inferior para la densidad ps. Para encontrarla usaremos la siguiente re-
presentacion integral equivalente del problema (3.22)-(3.23), dada por el principio
de Duhammel:

.
f&t) = e - €60 + [ A -t -9)Es)ds.  (330)
Entonces, gracias a (3.30) y a la hipdtesis (3.7) se concluye que

pi(z,t) > e Tykr >0, zeK,0<t<T, (3.31)

para todo compacto K € R? y para todo T > 0.

Finalmente, combinando las estimaciones (3.29) y (3.31) llegamos a que u;
pertenece a L2, ([0,00); LL (R%)). El resultado (més fuerte) sobre u; anunciado
en-la Proposicién 3.3.2 se desprende de la versién local (en z) de (3.29):

prlusl® < 2E;,

la cota de E; y (3.31).
El siguiente paso es estudiar la solucién del problema aproximado (3.18)-(3.21).

Demostracién de la Proposicién 3.3.1.- En primer lugar daremos la prueba
de existencia de soluciones. Para cada n € NN fijo, introducimos el conjunto

Sn = {u€ LB, x(0,n))?: |ul| < ncp.d. en B, x (0,n)},

con B, = {z € R*: |z| < n}. Entonces S, es un subconjunto convexo, cerrado y
acotado de L!'(B, x (0,n))?. Si asumimos extensién por cero para el caso en que
r ¢ B,, todo elemento de S, puede ser considerado también como un elemento
de L'(B, x (0,n))%. Con este criterio, el operador ¢, definido por (3.18) aplica
campos de velocidad medibles arbitrarios definidos sobre R? x (0,n) en S,.
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Definimos ahora un operador T : S, — L*(B, x (0,n))? de la siguiente forma:
para u € S, dada (extendida a R? x (0,n)), denotemos por f a la solucién del
problema (3.22)-(3.23), y sea Ty(u) la restriccién de uy a B, x (0,n). Definimos
entonces un operador de punto fijo T : S, — S, de la forma T(u) = ¢, (Ti(u)).
Obviamente, los puntos fijos de T' corresponden a soluciones del problema (3.18)-
(3.21). Como ¢, : L'(B, x (0,n))¢ — S, es continua, podremos aplicar el teorema
de punto fijo de Schauder a T toda vez que consigamos demostrar continuidad y
compacidad del operador Tj.

En primer lugar demostraremos la propiedad de compacidad. Para u € S,,
como consecuencia de la acotacién de la solucién f del problema (3.22)-(3.23) en
L>((0, 00); L*(R*)N L (IR*)), tenemos que f también esta acotada en LZ(R?* x
(0,n)). Como Q. es un operador acotado en este espacio, se sigue que
A b€V € LB x (0m)).

Por consiguiente, podemos aplicar un lema de momentos (ver Apéndice) y obte-
nemos que

. FIET dE € PR x (0,m)

para todo compacto K¢ C R®. La acotacién uniforme de Ef en L'(B, x (0,n))
(ver Proposicién 3.3.2) implica que fmg fI€|" d€ es compacta en L'(B, x (0,n)) para
0 < r < 2. Por tanto, la aplicacién que lleva u € S,, en ps,m; € L}(B, x (0,n))
es compacta. Finalmente, la cota inferior

P 2 € "v,n >0 en B, x(0,n)

implica la compacidad de T;. _

Para comprobar su continuidad, consideremos una sucesién u; € S, que con-
verge hacia u € S, cuando k — oo. Denotamos por f, y f a las tinicas soluciones
del problema lineal (3.22)—(3.23) asociado, respectivamente, a u; y a u. El resul-
tado de acotacion uniforme de la Proposicién 3.3.2 implica la convergencia de una
subsucesién de f; hacia f en L®(R* x (0,00)) débil—+. El resultado de conti-
nuidad del Lema 3.2.3 implica, por su parte, que podemos pasar al limite en el
problema lineal (3.22)(3.23) en el sentido de las distribuciones. Como consecuen-
cia de la unicidad de solucién del problema lineal tenemos que f = f y, por tanto,
la convergencia de la sucesién completa fi. Utilizando ahora el lema de momen-
tos y la acotacién inferior de py, deducida anteriormente podemos pasar al limite
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cuando k — oo en uy, = my, /py,, lo cual completa la prueba de continuidad para
T;. Finalmente, la aplicacién del teorema de punto fijo de Schauder establece el
resultado de existencia de soluciones anunciado.

El dltimo punto a demostrar es la acotacién de Ej,. Para ello procedemos como
en la demostracién de la Proposicién 3.3.2 e integramos el producto de (3.19) por
|€12/2 con respecto a € y a z:

d
Zil1Bsnllormey = /md pn(um) - (ppnpn(upm) —mym)dz.

Observando que @, (u)(z,t) = 0(z,t)u(z,t) con 0 < § < 1 se deduce facilmente
que el segundo miembro de esta igualdad es no positivo, con lo que se completa la
demostracién.

Ya estamos en condiciones de demostrar el teorema fundamental de este capi-
tulo acerca de existencia de soluciones para el problema no lineal.

Demostracién del Teorema 3.1.3.- Llevaremos a cabo el paso al limite cuando
n — oo en el problema aproximado (3.19)-(3.20). Extendiendo f™ por cero para
t € [n,00), la Proposicién 3.3.1 implica que existe una subsucesién de f» que
converge débilmente hacia una funcién limite f en L{, ((0, 00); L?(R*%)) para todo
1 < p,g < 0o. Como en la demostracién anterior, podemos aplicar un lema de
momentos para probar la convergencia (salvo la extraccién de una subsucesién)
de u, := ug~ hacia uy en A, C K tal que |K \ A,| < e. Utilizaremos también el
conjunto
By = {(2,t) € K : lus(a, 1)] < M},

como en la demostracién del Lema 3.2.3. Entonces

lim |lon(un) — ug|dtdz = 0,

n—00 JANBy

ya que ¢,(un) = u, en A, N By para n suficientemente grande. Por otro lado,

() —uy| did </ ol 4 [ug]) dt dz
AWNJ¢W)W'w—KWMAW'““
%9 |uf|dtda:M_>ﬁf—*00,

K\(4NByr)

lo cual implica la convergencia de ¢, (uy,) hacia u; en L} (R* x (0, T)).
Por tanto, a través de los resultados de continuidad establecidos en los Lemas
3.2.2 y 3.2.3 podemos pasar al limite en el problema (3.19)—(3.20) en el sentido
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de las distribuciones. Las cotas para los momentos y para la velocidad media se
obtienen tras pasar al limite en las desigualdades correspondientes para el problema
aproximado.

3.4 Propagacién de momentos y leyes de conservacién

Para las demostraciones de los Teoremas3.1.4 y 3.1.5 necesitaremos el siguiente
resultado técnico:

Lema 3.4.1. Para todo p > 1 y para toda funcidn no negativa f con (1+|¢[P)f €
LY(R%), p; > 0, tenemos que

() psluslP < fpa flEIPE
() Jug Puy(FEIP dE < Cp fpg FIEIP dE

donde C, es una constante positiva que sélo depende de p.

Demostracion.- (i) La desigualdad de Holder para la medida ‘ fd¢ proporciona la
siguiente relacion:

1/p
pusd < [, flelde < ol (/m dflfl”dﬁ) ,
§ €

que es equivalente al resultado anunciado (p’ es el exponente conjugado de p).
(ii) En lo que sigue, C' denotara diversas constantes que sélo dependen de p.
Si f € D(R?) con p; > 0, tenemos que
[P < CI€ = usl” + [uglP),

que implica

[ Rrerde < o ([ e = e + pust )
4 [

<C (/mdflﬁl”dﬁ + Pflufl”) :
4
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Para ello ha sido aplicada la propiedad de conservacién (3.2), lo cual est justificado

ya que f es regular y tiene soporte compacto. La demostracién concluye con una
sencilla aplicacién de (i).

Ahora ya puede enunciarse con rigor la afirmacién de que 1,¢, I€]? son inva-
riantes de colisién de Q:

Corolario 3.4.2. Si f es una solucién del problema (2.1)-(2.6) como la dada en
el Teorema 3.1.3, tenemos que

1
[enle |a=o0
& e

Con la ayuda del Lema 3.4.1 probaremos la acotacién de los momentos de orden
superior:

Demostracién del Teorema 3.1.4.- Presentamos una demostracién formal que
puede completarse mediante una regularizacién adecuada. Definimos g = (1+
|z|? + |¢|P) f. Entonces tenemos que g es una solucién de la siguiente ecuacién:

dg

3 T (€ Va9 +9 =5 =g 2)al"f + (L+]el" +EP)P, (). (332)

Con la desigualdad

q zle
|MMM9WW3%+Q

ql

(donde ¢’ es el exponente conjugado de q) y con el Lema 3.4.1 obtenemos

QBMSCAy@

Finalmente, integrando (3.32) con respecto a ¢ y = llegamos a que

% mg/m?gdﬁdx < C/mg/mggdﬁdz,
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de forma que una aplicacién del lema de Gronwall sirve para completar la demos-
tracion.

Demostracién del Teorema 3.1.5.- Concentrémonos en la conservacién de la

energia. Las otras leyes de conservacién se obtendran de forma analoga. En la
formulacion débil de (2.1)-(2.2),

) i gql*'(f'vx)@-}-Qu,(@) dededt = [ | fo®(t=0)dédz
0 Ry TR at Rz JRg

introducimos la familia de funciones test ®(z,&,t) = |€|*p(x/R)p(£/V)0(t) con
8 € C&([0,00)) y ¢ € D(R?), o(y) = 1 en la bola |y| < 1. Las cotas del Teorema
3.1.3 justifican el paso al limite cuando R — oo:

- /ooo /,,14 /,R (FIERR(E/VIO () + QUAIEPR(E/V)B(E)) dé do dt

=00) [, [, folePotev)de do.

En el siguiente limite V' — oo el segundo término del primer miembro se anula
por el Corolario 3.4.2, de lo que se desprende la conservacién de la energia total
(3.10). Destacamos que, como consecuencia del Lema (de dispersién) 7.0.3 (ver
Apéndice), tenemos:

/md fElE? de € L (R? x [0, 00)).
[3

Eligiendo ahora una funcién test de la forma ®(z,¢,t) = |€]20(£/V)n(z,t) con n €
C&e(R?x[0,00)) y haciendo V — oo, obtenemos la versién local de la conservacién
de energia.

Para probar el resultado de disipacién de entropia (3.12) sefialamos que f €
L>=((0, 00); L*(R2 x ]Rg)). Con la ayuda del Lema 3.2.2, esto es suficiente para
demostrar que el Teorema H enunciado en (3.6) se verifica. Multiplicamos ahora
la ecuacién de transporte (2.1) por 2f. Como f y 8;f + (€ - V.)f pertenecen a
L>=((0,00); LA(R3 x R{)), obtenemos que

of _or
(% + € var)er =+ e var.
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Esto se puede justificar facilmente utilizando, por ejemplo, un producto de con-
volucién por una aproximacién de la unidad y el lema de Friedrichs (ver [5] y la
nocién de solucién renormalizada en {42]). Si ahora integramos con respecto a ¢ y
z obtenemos (3.12). Finalmente, (3.13) es una consecuencia de la identidad

o=t (3 + (€927) = Sz~ &0P0) + (€ Va)fe - 2

y del hecho de que |z — £t|* = |z|* — 2t(z - £) + t?|€|? es un invariante de colisién

de Q.






Capitulo 4

Analisis de un modelo cudntico disipativo de tipo

Fokker-Planck: aproximaciéon de Wigner

4.1 Introduccién

E n este capitulo estudiamos una clase de modelos cuanticos de caracter disipati-

vo que surgen cuando consideramos el movimiento de un conjunto de particulas
cuanticas (por ejemplo, electrones) que interactian con un bafio térmico de osci-
ladores en equilibrio (por ejemplo, fonones), lo cual obliga a que los efectos de
las correlaciones entre el sistema y su entorno hayan de ser tenidos en cuenta.
Esta clase de modelos disipativos queda completamente determinada cuando asu-
mimos que el ndcleo de interaccién entre las particulas est4 descrito por términos
de dispersién de tipo Fokker-Planck. A su vez, estos modelos estin representados
tipicamente a nivel cinético por un problema de valores iniciales para la funcién
de cuasi-probabilidad de Wigner, cuya forma maés general es la siguiente:

83_1:/ + (V)W + G[VIW = LoppW, z,6€ R3 >0, (4.1)
W(x,{,t = 0) = WI(xaé‘)' (4'2)

En particular, analizaremos el caso en que el potencial V es el potencial electros-
tatico (coulombiano) de Hartree:

7 [ i) :
V(z,t) = — / Dy 4.3
@0 = 4 [ plad (43)
donde 7 = 41 6 ¥ = —1 en funcién del tipo de fuerzas que actan sobre el sistema

(repulsivas o atractivas), y donde n(z,t) denota la densidad de posicién de las
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particulas:
n(z,t) = / Wi(z,€,t) dE . (4.4)
B

En este modelo, el caracter no lineal de la ecuacién de Wigner-Fokker-Planck (4.1)
procede de la accién autoconsistente del potencial (4.3) sobre el sistema a través
del operador pseudo—diferencial

t) — V(:E — %ﬂ,t)
h

. v L’
VIV (e 6.8) = o [ [ S
n VIR

x W(z, €, t)e™ €€ d¢' dy, (45)

donde A denota la constante de Planck y m la masa efectiva de las particulas,
mientras que Lorp simboliza el operador cuantico de Fokker-Planck

LQFPW = %Agw + 2/\d1V5(€W) - 2%d1vz(V£W) + quA,;W.
En esta expresién A, Dp,, D, Dy, son constantes positivas relacionadas con las
interacciones entre las particulas y el bafio térmico (ver siguiente seccién).

El modelo cuantico anteriomente descrito con operador de colisién de tipo
Fokker-Planck gobierna la evolucién dindmica de un conjunto de electrones, en
la aproximacién de Hartree para una particula simple, que interactian de forma
disipativa con un bafio térmico idealizado consistente en un conjunto de osciladores
arménicos (ver [20]). Este sistema se ajusta generalmente al marco de los sistemas
mecano-cuanticos abiertos (es decir, aquellos que intercambian materia con su
entorno), presentes en una amplia variedad de situaciones en Mecanica Estadistica
Cuantica donde la interaccién particula-oscilador es importante (ver, por ejemplo,
46] y [30),

Los fenémenos disipativos desempefian un papel relevante en microeléctronica,
especialmente en lo que concierne al modelado de transporte de carga en disposi-
tivos electrénicos semiconductores. Otros campos de aplicacién significativos los
constituyen la éptica cuantica, el movimiento browniano cuantico y el efecto tinel
cuantico disipativo entre otros, asi como una enorme variedad de problemas tec-
noldgicos basados en sistemas que representan procesos de transporte que operan
fuera de equilibrio.

El analisis matematico riguroso de modelos cudnticos de tipo Fokker-Planck
en la representacién de Wigner (desarrollada en el espacio de fases) sera llevado
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a cabo en este capitulo para el caso mds simple descrito por la aproximacién
markoviana en el limite de altas temperaturas (para la cual D,y = D,, = 0) y sin
friccién (A = 0). Discutiremos también brevemente las diferencias fundamentales
existentes entre el analisis de este modelo y el del modelo general con friccién,
que podria incluso resultar mateméticamente mas simple que el anterior, como
senalaremos mas tarde. Si denotamos por o = %1’22, entonces el sistema a estudiar
en este capitulo es

aa_‘:/ + (€ Vo)W + G[VIW — cAW = 0 (4.6)

con condicién inicial dada por (4.2), donde el operador pseudo-diferencial 6[V]
esta definido por (4.5) y V(z,1) es el potencial coulombiano autoconsistente (4.3)
(que resuelve la ecuacién de Poisson A,V = —+n). De ahora en adelante nos
referiremos a este problema como “sistema de Wigner-Poisson-Fokker—Planck”
(WPFP). En [38] se indica cémo este modelo proporciona una ecuacién mate-
maéticamente “consistente” (es decir, una ecuacién que preserva la positividad al
nivel de matrices de densidad), aunque no tiene en cuenta el efecto producido
por la disipacién de energia del conjunto de electrones por el medio. A pesar
de ello, los modelos sin friccién constituyen los dnicos modelos cuanticos de tipo
Fokker-Planck fisicamente relevantes que hacen que la entropia cudntica crezca
(ver siguiente seccién).

En [39], L. Diési describi6 la aproximacién markoviana sistematica mas simple
con disipacién de energia, consistente en la ecuacién (4.1) habiendo eliminado el
término Qfldivz(V§W). Esto quiere decir que el modelo con friccién incluye un
término eliptico con respecto a la variable de posicién, a saber, D, A, W. Al hacer
D,y = D4y = 0 se obtiene el modelo de Caldeira-Leggett (ver [20]) que no pertenece
a la clase de Lindblad (ver [72]), por lo que no puede garantizarse la positividad
del operador matriz de densidad. En la siguiente seccién mostraremos con més
detalle cémo la forma de Lindblad de la ecuacién de evolucién para la matriz de
densidad proporciona las propiedades necesarias para asegurar que el sistema estd
bien planteado (es decir, que la carga total y la densidad y entropia cuinticas
asociadas al sistema estdn bien definidas, y que el problema es matematicamente
“consistente”). Por consiguiente, el analisis matematico del problema de WPFP
sin friccién alcanza una mayor complejidad debido a la falta de regularizacién
eliptica a priori en la variable z.

La técnica estandar que utilizaremos para demostrar la existencia de soluciones
débiles se basa en la construccién de una sucesién de problemas aproximados cu-
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yas soluciones han de verificar ciertas cotas (independientes de la regularizacién)
apropladas para pasar al limite en el pardmetro de aproximacién. Esencialmente,
estas cotas son obtenidas a partir de la regularizacién de la densidad de particulas
inicial, que implica también la correspondiente regularizacién eliptica del potencial
por medio de la ecuacién de Poisson. Para ello, nos valdremos de una represen-
tacion equivalente del problema en términos de la funcién de Green asociada al
sistema de WPFP, que proporciona una ecuacién integral no lineal de punto fijo
sobre la que obtendremos las estimaciones a priori de las soluciones. La prueba de
unicidad (respectivamente de estabilidad) se deduce de forma directa estimando
la diferencia de dos soluciones distintas con dato inicial nulo (respectivamente la
diferencia de dos soluciones distintas correspondientes a un dato inicial y una per-
turbacién pequefia del mismo) en una norma adecuada. Por otro lado, mientras
que para probar la existencia de soluciones locales (en tiempo) basta con con-
trolar uniformemente la norma L? de determinados promedios de densidad (con
respecto a la variable de posicién z) para obtener cotas para la densidad de parti-
culas original, la prueba de existencia de soluciones globales (definidas en [0, c0))
requiere la acotacién de algin momento de W(z,¢,t) para todo tiempo. En par-
ticular, demostraremos que la energfa cinética y el momento de inercia del sistema
son cantidades finitas. Finalmente, la aplicacién del teorema de compacidad de
Ascoli-Arzela generalizado nos permite pasar al limite en el caso de soluciones glo-
bales. Por otra parte, el anlisis del comportamiento asintético de las soluciones se
fundamenta en una técnica no lineal que consiste en la introduccién de un grupo
de escala en la ecuacién de WPFP (y, por tanto, de una sucesién de problemas
reescalados), la obtencién de las propiedades de compacidad necesarias sobre las
soluciones y los potenciales reescalados para pasar al limite en el pardmetro de
escala (relacionado en cierto sentido con la variable temporal, como veremos mas
tarde) y, por dltimo, la identificacién del limite t — oo.

Entre los logros obtenidos cabe destacar, por un lado, una cota (inusual) de la
funcién de Wigner W(z,¢,t) en L'(R3 xIR}) uniformemente localmente en tiempo,
bajo hipétesis muy débiles sobre el dato inicial. Por otro lado, deducimos también
fuertes propiedades de regularidad para la distribucién de particulas, la densidad
y el potencial, asi como algunas estimaciones éptimas de caida en tiempo. Sin
embargo, no podemos extender estas propiedades (al menos con nuestras técnicas)
para todo t € R*, excepto si suponemos que el dato inicial es “suficientemente
pequeno” (en un sentido que especificaremos més adelante). Demostramos también
un resultado de existencia global en tiempo a través del control de la energia
cinética y el momento de inercia del sistema a lo largo de la evolucién. Finalmente,
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demostramos que la solucién del problema de WPFP se comporta como QG para
tiempos grandes, donde
Q = / / Wl de dz
Rr3 m%

denota la carga total del sistema y G es la solucién fundamental de la ecuacién
cinética de Fokker-Planck lineal (con V = 0). Por tanto, los efectos cuanticos del
sistema parecen perderse en el limite de tiempos grandes t — oo.

Comenzamos presentando los modelos de Wigner-Fokker-Planck en el contexto
de sistemas mecano-cuanticos abiertos y sefialando su relacidén con los sistemas
completamente positivos y disipativos en forma de Lindblad.

4.2 Modelos de Wigner—Fokker-Planck

4.2.1 Algunos aspectos sobre la derivacién de modelos cuénticos de
tipo Fokker—Planck

Consideramos el movimiento de un electrén en R? (o de un conjunto de elec-
trones en la aproximacién de particula simple) bajo la influencia de un potencial
eléctrico V = V(z,1) : RZ x R} — R, sometido a las interacciones con un baiio
térmico de osciladores arménicos en equilibrio. En particular nos ocuparemos de
una extension de la llamada ecuacién maestra de Caldeira-Leggett (ver [20]) para
el caso de temperaturas moderadas/altas, como la obtenida en [38]. Denotamos
por

R(t) : L*(R%) — L} (RY) (4.7)

al operador matriz de densidad del electrén (o del conjunto de electrones) en el
instante ¢ > 0, esto es, un operador lineal, no negativo, autoadjunto y de clase
traza (tr|R(t)| < o0), y por p = p(z,y,t) € L}(RE x ]RZ) a su nucleo integral, la
funcién matriz de densidad:

(BROSE) = [, fw)ola,u,t)dy. (48)

El modelo que describe el movimiento del electrén es

o
5 = “fHe=H)p = Ma—y)- (Vo= V,)p
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D 21
+ (qulvr + vy|2 - h—’;”lw - y|2 + EDPq(z -y) (Vo + Vy))p, (4.9)
donde
h2 .

H = —2—T;l—Az + V(a,t) (4.10)
es el hamiltoniano del electrén (H,, H, representan copias de H actuando sobre las
variables z e y, respectivamente), m es la masa efectiva del electrén, % la constante
de Planck reducida y, como establecimos anteriormente, V es el potencial eléctrico

(o de Hartree). Las constantes positivas A, Dpyy Dpg, Dyg proceden del bafio de
osciladores (ver [38)]):

h? OR?
A= 5772 Do = nksT, Dog = 12722kBT » Dre = 12ka3T '
En estas férmulas, 7 > 0 es la constante de acoplamiento (o amortiguamiento) del
bafio, kg la constante de Boltzmann, T la temperatura del bafio y Q la frecuencia
de los osciladores del medio.

El sistema (4.9)—(4.11) fue derivado en [38] como la aproximacién markoviana
de la evolucién (originalmente no markoviana) del electrén en el bafio de oscila-
dores. Esta ultima se obtiene a partir del modelo completo electrén-oscilador al
eliminar (tomando trazas) las coordenadas del oscilador. Referimos a [34] para
una derivacion algo mds fenomenolégica.

Las condiciones sobre los pardmetros que garantizan la validez de (4.9) pueden
encontrarse en [38]. Aqui sélo sefialamos que las hipétesis fundamentales son:

(4.11)

(i) el tiempo de memoria del medio (bafio de osciladores) & es mucho més
pequefio que la escala de tiempo caracteristica de los electrones,
(ii) acoplamiento débil: A < Q,

(ili) temperaturas medias/altas: QSkgT/A.

Introducimos ahora la funcién de Wigner del conjunto de electrones, definida en
el espacio de fases R¢ x IR: para t > 0 como

2m 2m

1 h h -
W(z,¢,t) = W/m# p(x + —n,z — —n,t)e” " dy € L*(RE x ]Rg) (4.12)

(ver, por ejemplo, [99], [77], [78], [47], [73], [80]). Observamos que el hecho de que
R(t) sea un operador autoadjunto implica que p(z,y,t) = 5(y, z,t), que a su vez
implica que W toma valores reales.



4.2 Modelos de Wigner-Fokker-Planck 99

A partir de (4.9) obtenemos la siguiente ecuacién cinética para W:

ow
T + (£ Vo)W + 0 [VIW = LorpW, (z,€) € R x IRg, t>0, (4.13)

donde 6;[V] es el operador pseudo—diferencial

0,V f(z,¢&,t) = #d—/]Rd(éV)(x,n,t)fgl_.,,f(n)e_iﬁ'" dn (4.14)

con simbolo

V(z + n,t) = V(z - 2n,1)
h ?

y Lorp es el operador cuantico de Fokker-Planck:

(V)(z,n,t) =

D : D,, ..
LorpW = m—?AgW + 29dive(EW) + 2—Ediv, (VW) + D, AW . (4.15)

m

En el limite clasico & — 0 tenemos que Dy — 0, Dy, — 0 y, formalmente,

D .
LQFPW - m—?AeW-}-?Alee(éW) (416)
GVIW — —%vxv-vgw (4.17)

de forma que se recupera la ecuacién clésica de Vlasov-Fokker-Planck (consultar,
por ejemplo, [22]):

%/V + (- V)W — %V,,.V VW = Z—P;-Agw + 2Xdive(¢W). (4.18)
Destacamos que en [38] se utilizé un procedimiento basado en desarrollos asinté-
ticos con respecto al pardmetro a = Ah/kgT para obtener (4.9). El error de la
aproximacién es O(a®), por lo que (4.9) y, equivalentemente, (4.13)~(4.15) pueden
considerarse como modelos de temperaturas medias/altas. Cuando los términos
de LorpW con coeficientes Dyq y Dy, (que son ambos de orden O(%)) son des-
preciados, entonces obtenemos el operador clisico de Fokker-Planck (ecuacién
maestra de Caldeira-Leggett en [20]). En [39] se establece que esta aproxima-
cién, que proporciona un modelo para altas temperaturas con precisién de orden
O(a?), es sensata si la longitud de coherencia perteneciente al estado del elec-
trén es mayor que la longitud de onda de De Broglie l;p = A/+/4mkgT. Cuando
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el término con coeficiente A también es despreciado, obtenemos un modelo con
precisién de orden O(a) (régimen asintético de temperaturas muy elevadas) para
el que Lgopp = %%Ag. Entonces, la disipacién de la energia del electrén por la
accion del bafo térmico no aparece descrita. El analisis matematico presentado
en las préximas secciones tendrd en cuenta exactamente este caso. Este modelo
simplificado requiere el analisis matematico mas complejo en la clase de ecuaciones
(de Lindblad) (4.13) con operadores (4.15) (debido a la ausencia de términos de
segundo orden con respecto a la variable z).

4.2.2 La ecuacidén para la matriz de densidad en forma de Lindblad

Muchas propiedades matematicas importantes de los sistemas cuanticos abier-
tos se verifican si la correspondiente ecuacién de evolucién markoviana para el
operador de densidad R(t) es de la llamada forma de Lindblad (ver [72], [28], [40]).

La ecuaciéon de evolucién

dR ?

- = ~7lHe B + A(R), (4.19)
donde Hf es autoadjunto, se dice que es de la forma de Lindblad si existen ope-
radores lineales L;,j = 1,2,3,..., tales que

o0 . 1
A(R) = Y L;RL} — —2-(LR+ RL) (4.20)
J=1
con
L:=3% LL;, (4.21)
=1 ‘
donde [A, B] := AB — BA es el conmutador de los operadores A y B. Ademas
Hg,L;,j = 1,2,..., han de satisfacer algunas hipétesis técnicas adicionales, de
forma que .
?
_E[HE,‘] + A(")

genere un semigrupo fuertemente continuo sobre el espacio de los operadores de
clase traza en L2(R?). Para mds detalles hacemos referencia a [28].

Las propiedades fundamentales de las ecuaciones de evolucién en forma de
Lindblad son:
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(a)

Conservacion de la positividad (ver [29], [72], [28]):
R(0)>0=R(t)>0, Vt>0 (4.22)

(en el sentido de los operadores definidos positivos). De hecho, la forma
de Lindblad proporciona incluso positividad completa del semigrupo de e-
volucién (ver [72]). La positividad de R(t) implica que la transformada de
Husimi WH = WH(2,£,t) de R(t) es no negativa punto a punto en R? x R;
(ver [73], [47]):

WH(z,¢,t) .= W(z,¢,t) *:Ca(z)%T2(€) 20 en R xR, (4.23)

donde W es la funcién de Wigner (4.12) y T, la funcién gaussiana

Fo(u) = Wexp(—hﬂz/a). (4.24)

Como consecuencia, un simple clculo conduce a

/mg/mgWH(x,&t)dﬁdz = /mg/mg W(z,¢,t)d¢ de

ya que
n(z,t) : Ta (z) = /d WH(z,€,t)de > 0 (4.25)
Ry

casi para todo punto z € IR%. Observamos que trR(t), la carga total del
conjunto de electrones, se mantiene invariante durante la evolucién:

trR(t) = trR(0), Vt>0,

de forma que
= = = H > 0. .
Q = trR(0) /mg n(z,t) dz /mg /mg WH(z,£,t)dedz > 0. (4.26)

Disipatividad (en el espacio de los operadores de clase traza, ver §X.8 de [86],
(84]):

(A(R),Sgﬂ(R))Hs <0,
donde (A, B)gs = tr(AB*) es el producto escalar usual en el espacio de
operadores de Hilbert-Schmidt en L2(IR%). A(R) es, por tanto, un operador
disipativo en el sentido de los generadores de semigrupos.
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(c) Crecimiento de la entropia (ver [9]): si

Y Ll < S LiLy, (4.27)
j=1 j=1 '
entonces la entropia cudntica (consultar [97]) S(R) := —tr(RtrR) satisface
d
Z5(R() 20 (4.28)

para todos los operadores R(t) de traza finita.

Obviamente, las propiedades (b) y (c) hacen referencia a la irreversibilidad de la
ecuacion de evolucién (4.19) (para casos no triviales).

Intentaremos ahora escribir la ecuacién (4.9) en forma de Lindblad. Para ello,
consideramos ‘

Lj =7'-Tj+5aa:,'; rn6eC,j=1,...,d, (429)

donde z; denota aqui al operador que representa la multiplicacién por la j~ésima
coordenada de posicién. Claramente, L; =rz; — 60,,. También establecemos

Ld+j=wxj; 'LUEC,jzla"'7d7 (430)

L2d+j =§,981;J, @ec,j=1,...,d. (431)

Ademads, definimos el siguiente hamiltoniano “ajustado” (ver [40]):
T &
Hg = H — z?_z:l{zj,azj}, p€ER, (432)
J=

donde {A, B} = AB + BA es el anticonmutador de los operadores A y B. Ob-
viamente, Hg es (formalmente) autoadjunto. Tras una serie de calculos largos,
aunque sencillos, obtenemos que el nicleo integral a = a(z,y) de

: 3d 1 3d 3d
~3He, B + z;LjRL; - 5(_21 LiL;R + RZIL].L,-)
J= J= J=

tiene la siguiente forma:

?

a(z,y) = —2(Hs — Hy)p + d(Re(§7) — p)p
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= 30+ Fwl)le ~ o + L8R + 6PV + 9,7
— ((# = iIm(8r))(z - V.) = 67(y - V) = br(z - V,)
+ (i +ilm(ér))(y - V,)) . (4.33)

Una sencilla comparacién nos indica que podemos elegir los pardmetros r,w,b,p €

Cy p € R de modo que obtengamos el segundo miembro de (4.9) si y solamente
s1

2D
P+l = 222, 1824 jol? = 2Dy, (439
- = 2
p = Re(ér) = v, Im(ér) = ﬁqu' (4.35)

Podemos concluir entonces que se pueden encontrar parametros r,w, 6, ¢, 4 que
satisfagan estas ecuaciones si y sélo si los parametros del medio son tales que la
siguiente matriz es semidefinida positiva:

qu ‘DP‘I + %h/\ ) >
; > 0. 4.36
( Dy — ih) D,, (4.36)

En términos de las constantes originales del bafio térmico, esta condicién se traduce
en (ver (4.11)):

RQ

— < 4.37

T S Vir (4.37)
o bien n = 0 (que indica que no existe acoplamiento con el bafio térmico, lo

cual constituye un caso trivial). La relacién (4.37) es satisfecha para temperatu-
ras medias/altas. Sefialamos también que las relaciones (4.36) y (4.37) pueden
encontrarse en [38], [35]. _

Bajo la condicién (4.36), una posible eleccién de los operadores de Lindblad
viene dada por:

. 2D,,p’ P h/\—2iqu,
h 2D,,
w=0, ¢ =2D, -6
Esto implica que ?il(L;L]- — L;L}) = —2d), de donde podemos concluir el

crecimiento de la entropia (para toda matriz de densidad inicial) solamente en el
caso sin friccién A = 0 (ver (4.27), (4.28)).
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A continuacién argumentamos que la condicién (4.36) es también necesaria para
que (4.9) sea de la forma de Lindblad. La representacién de Lindblad dada no es
(como de costumbre) tnica. Sin embargo, sélo los términos mixtos z/y en (4.9)
son relevantes para garantizar la validez de la forma de Lindblad. Estos surgen de
los operadores L;RL},j = 1,...,3d. Como estos operadores son positivos, no es
posible la cancelacién de los distintos operadores de Lindblad. De la estructura
de (4.33) y (4.9) observamos facilmente que sélo se pueden utilizar operadores
de Lindblad de la forma (4.29)-(4.31) para representar al segundo miembro de la
ecuacién (4.9). Supongamos ahora que la ecuacién (4.9) puede ser representada
por medio de dos operadores de la forma (4.29) (los otros casos son triviales).
Usando (la generalizacién obvia de) las relaciones (4.34) y (4.35) obtenemos la
siguiente estimacion:

2 _ _
A+ = Dpf* = [fir1 + &ara” < (16 + 187 (In]* + |ral?) < *D D »

de donde se concluye (4.36).

Puntualizamos que la ecuacién de Caldeira-Leggett (con Dy, = Dyy = 0) no
es de la forma de Lindblad. El modelo para temperaturas muy altas (A, Dpq, Dy,
iguales a cero), sin embargo, si lo es.

4.2.3 Estados de equilibrio

La disipatividad del operador cudntico de Fokker-Planck (suponemos ahora que
se satisface la condicién de Lindblad (4.36)) plantea de forma immediata la cuestién
de los posibles estados de equilibrio de Lorp. Para su estudio, reescribimos

m2
LorpW = Pﬂgdiw (e‘?va'f"v (B kP W)) (4.38)
2%divw(V5W) + D AW,

multiplicamos esta ecuacién por z := Wexp(Am?|¢|?/D,,) e integramos por partes,
tras lo cual obtenemos que

- D
/md /md B P W(LgrpW)dé dz = _/md/ e B P (Fpﬂvgﬂz

2D,,

qqlv,zﬁ) dé dz . (4.39)
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Estimamos ahora, utilizando (4.36),

m2 hZ/\2

det S
D m
—11%1 qu

Para A > 0 deducimos que la expresién (4.39) es estrictamente positiva a menos
que z = const., lo cual nos conduce a que W,, = 0 es el tinico estado que verifica

LorpW., = 0. (4.40)

Para A = 0 obtenemos ficilmente la condicién necesaria y suficiente

VeW,, + m /28y, w,, =0
DPP

para que se verifique (4.40). Esto implica que

Weq(xaé) = h (_m %é + 27)

pp

para alguna funcién escalar k, que de nuevo nos lleva a que W, = 0 es el Gnico
estado de equilibrio que satisface W,, € L*(R2 x ]Rg).

Por consiguiente, la condicién de Lindblad excluye estados de equilibrio no
triviales del operador cuantico de Fokker-Planck. Esto parece bastante natural,
ya que la relajacién hacia un estado de equilibrio no trivial del electrén deberia
manifestarse como consecuencia de la presencia de un potencial externo o a través
de la evolucién de la funcién de distribucién de cuasi-probabilidad del sistema
en un dominio acotado con condiciones de contorno apropiadas (consultar, por
ejemplo, [11]).

4.2.4 Propagacion de momentos

Otra cuestién importante es la que se refiere al comportamiento de los mo-
mentos (con respecto a la velocidad) de érdenes cero, uno y dos de la solucién de
(4.13)-(4.15). Definimos la densidad de posicién del electrén

n(z,t) = ]m W(z,E,t)de, (4.41)

§
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la densidad de corriente del electrén

Jort) = [ W& nede, (4.42)
]:R.€ .
la densidad de energia cinética del electrén
_ €17
e(et) = [ Wiz, t) 2 de (4.43)
RY 2
y la densidad de momento de inercia del electrén
26t = [ W6tk de. (4.44)
]RI

En vez de la ecuacién de continuidad “usual”, para este modelo obtenemos
b

on

a7+ dived = Dyglon, (4.45)

y por tanto se conserva la carga total del sistema:
/ n(z,t)dz = / n(z,t=0)dz = Q, Vt> 0. (4.46)
R R¢
La densidad de corriente satisface
d 1
i ’ d _/ z ’ ’ = - / )t d :
= /}RgJ(ac o + - [ VeV(@tin(e,t)de = 2 [z t)de (447

y la densidad de energia
d/ t)d if V.V(e,t) - J(z,t) dz
0t s e(z,t)dz + 2 Jag V(z, z,

D
= 4120 - 4\ /m ECOLS (4.48)

mientras que la densidad de momento de inercia verifica

d
%/mgﬂf’t)dﬁ = 2/]Rg J(z,t) - 3dz + 2DeQd. (4.49)
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Para futuras referencias enunciamos las siguientes identidades (formales) para ma-
trices de densidad positivas R(t) > 0, que son bien conocidas en la literatura:

h " h
= L nr——n.t >
n(z,t) = p(z + 51T = 5 )n=0 > 0

[, e(z.t)dz = Six(-A.R(®) = 0.

De la misma forma, por dualidad tenemos que
[, Tende > 0.
R
Claramente, (4.50) implica

/ n(z,t)dz = trR(t).
R
En el caso de acoplamiento de Poisson:

AV = —yn (y==1),

la ecuacién (4.47) se transforma en

d

Tt s J(z,t)dz = —2)\/ng(a:,t)da:,

que proporciona relajacién exponencial de la corriente total;

/mg J(z,t)dz = e'z’\t/md J(z,t =0)dz.

T

De forma similar, (4.48) se transforma en

% /m g (e(z,t) + %lV;V(x,t)lz) dz

D

D
=d—2Q -4 [ e(z,t)dz — T8 [ n(e,t)dz.
m mg

m Jme

T

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)
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También utilizaremos la energia y el momento de inercia de Husimi, que estan
relacionados con e(z,t) y Z(¢,t) por medio de

dQe

Hipy m €2 _ £
Ef(t) = /mg W deds = /]Rg/mgw—2 dede + =2, (457)
TH(t) —f / WH |z de de —/ / Wlel2 dz de + 297 (4.58)
B R{ JR¢ - R JRE 2 .

Senalamos que las ecuaciones (4.43)-(4.44) y (4.50)-(4.53) sdlo se verifican bajo
hipétesis de regularidad restrictivas sobre la matriz de densidad R(¢). Por el
contrario, la energia y el momento de inercia de Husimi estan bien definidos para
toda matriz de densidad positiva R(t) con traza finita y energia cinética finita
3tr(—AgR(t)) o, en su caso, momento de inercia finito (ver [73], [3]).

4.3 Existencia de soluciones locales en tiempo

En esta seccion estudiamos el problema de existencia de soluciones locales (para
datos iniciales arbitrariamente grandes) del sistema de WPFP. A lo largo de la
misma entenderemos por solucién “local en tiempo” aquella para la que, dado T >
0 fijo, existe una bola de datos iniciales “admisibles” para los cuales la solucién en
cuestion estd definida en (0,T). Ademas, T se puede elegir arbitrariamente grande
si el dato inicial es “suficientemente pequefio” (este comentario sera justificado més
adelante). Centraremos nuestra atencién en el estudio de la ecuacién de WPFP sin
friccién. Adn asi, el analisis matematico del problema de existencia y unicidad de
soluciones sigue los mismos pasos en el caso general con friccién, salvo los cambios
naturales heredados de la nueva expresién para la solucién fundamental asociada
al operador cinético lineal de Fokker-Planck con friccién.

Destacamos aqui que el modelo markoviano mas simple que incluye disipacién
(el modelo con friccién més simple) viene descrito por la siguiente ecuacién:

ow D,, .

Ty + (- V)W 4 G[VIW = mAgW + 2Mdive(EW) + D AW . (4.59)
Este modelo requiere que la ecuacién asociada para el operador matriz de densidad
reducido (ver ecuacién (3) en [39]) pertenezca a la clase de Lindblad, lo cual
garantiza la “consistencia” matematica del problema, es decir, la conservacién de
la positividad de R(t) para todo dato inicial y todo ¢ > 0.
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El analisis matematico del modelo de WPFP sin friccién (A = D,, = 0) es
en clerto sentido mas complejo que el modelo con friccién (4.59), como hemos
senalado anteriormente, ya que el término de colisién sélo involucra ahora difusién
con respecto a la variable de momento ¢. Por tanto, serd necesario probar el efecto
regularizante de la ecuacién con respecto a la variable de posicién por medio de
un analisis mas detallado que el que se lleva a cabo para el modelo con friccién.

De ahora en adelante supondremos d = 3 y la condicién de normalizacién A =
m = 1 por simplicidad en los calculos. En primer lugar reformularemos la ecuacién
de WPFP en términos de una ecuacién integral equivalente. Entonces, una parte
importante de nuestros esfuerzos estard dedicada a demostrar que la densidad
n(z,t) regulariza hasta L°(RR® x (0,T)), supuesto que el siguiente promedio de
densidad inicial

| Wi - t,6)de,
¢

en el que aparece la variable espacial desplazada = — t¢, pertenece a L?(R?) para
un valor de po apropiado. Por otro lado, si po > 9/8 y W' € LR} x R}),
veremos que el potencial V(-,¢t) € W'P(R®) con p > p(po) y, en particular,
V(-,t) € L=(R%. Ademas, si po > 3/2 probaremos que V,V(-,t) € L= (R3)3.
Entonces, la ecuacién integral (equivalente a la de WPFP) admite una tnica solu-
cién W(z,€,t) € L=((0,T); L' N LY(R3 x IR?)), donde T depende del dato inicial
y q depende de po y de la regularidad de WY,

Lo maés importante a la hora de obtener estas estimaciones radica en probar la
regularidad requerida para el potencial y para la funcién de Wigner, para asi poder
formular el término no lineal de la ecuacién de WPFP como una convolucién con
respecto a la variable de momento, a saber:

—O[VIW(z,€,t) = H(x,E,t) x¢ W(z,E, 1), (4.60)
donde
H(z,¢,t) = (2’7)3 /m% (V(a: + g,t) -V(z - g,t)) e~ dn . (4.61)

De hecho, se puede deducir facilmente que
H(z,£,t) = iF>! (V(Hﬂ H—V(e—1 t))
(A =€ 27 2,

= 16Relie®**F L V(2¢,1)]. (4.62)
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Por lo tanto, basta con controlar ||F 2.V (-, t)|lLims) ¥ IW(, -,t)llLl(mixmg) para
dar sentido a la convolucién. En este caso, la ecuacién de WPFP puede escribirse
equivalentemente de la siguiente forma:

ow

S+ (€ VW —oAW = HeW, (4.63)

siendo el segundo miembro local en posicién y no local en velocidad.
Comenzamos nuestro estudio con algunas notaciones y definiciones.

4.3.1 La solucién fundamental y el concepto de solucién integral

Damos seguidamente una descripcién de la solucién fundamental de la ecuacién
cinética de Fokker-Planck, del mismo modo que establecemos algunas de sus pro-
piedades mas relevantes. El concepto de solucién integral del problema de WPFP
sera entonces introducido como una solucién de una ecuacién integral equivalente
que involucra a la solucién fundamental del operador lineal de Fokker—Planck.

La funcion de Green G asociada al problema cinético lineal de Fokker—Planck
es la solucién fundamental de

LIW] défaa—‘:/ + (VW =~ cAW = 0. (4.64)
Esta solucién fundamental puede expresarse de la siguiente forma (consultar, por
ejemplo, [22] 6 [12] para obtener mas detalles):

G(z,&, z,v,t) = Go(z —z—-tv,é —v,t), z,6&,z,vER >0, (4.65)
donde
_ (393 3lzl* + 3lz — t€]? ~ J¢P?
Go(z,€,t) = (ro) 5 exp 4 — 5073 . (4.66)

Como es habitual, las férmulas (4.65) y (4.66) se obtienen al hacer la transformada
de Fourier de la ecuacién lineal (4.64) con respecto a las variables z,¢ y luego
integrar la ecuacién hiperbdlica lineal de primer orden resultante a lo largo de las
caracteristicas (consultar [22], [23], [12]). En el siguiente lema listamos algunas de
las propiedades de G que nos seran ttiles a partir de ahora para obtener regularidad
y compacidad para las soluciones integrales del sistema de WPFP.
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Lema 4.3.1. La solucion fundamental de la ecuacion cinética de Fokker-Planck,
definida por las relaciones ({.65) y (4.66), satisface las siguientes propiedades:
(i) Para todot >0 yz,¢, 2z,v € R® tenemos que

/m?‘/miG(x,f,z,v,t)dzdv = Lg/miG(z,f,z,v,t)dxdf =1,

Ja

2
et = L),
(4rot):

2 4ot
1 e —z— tv|2}
G(z,&,z,v,t)df = ————F— eap{ — ——c—— ¢ .
Jybtmenni = oty el - BT
(ii) Para todo h > 0 y para todo z,£,z,v € R*,t > 0, la siguiente igualdad es
satisfecha:

[, Gla—he 6,20, 1) de

(4
(470(83/3 + hi? + h2t))? 10(Bf3 + ht? + h2t) [

(%) Para todo € > 0 y para todo z,£ € Rt > 0, la solucidn fundamental G
es invariante (o autosemejante) segun el siguiente grupo de escala:

Go(z,€,t) = e 2Go(e %z, e71¢,€e72%).

Una prueba de las dos primeras afirmaciones puede encontrarse en [22], [12] y
[21]. La afirmacién (iii) es consecuencia de un célculo directo.

A partir de ahora consideraremos la ecuacién de WPFP como una perturbacién
no lineal de la ecuacién (4.64). Para ello, debemos pensar el término pseudo-
diferencial §[V]W como un término de fuerza en el segundo miembro de (4.6).
Entonces, si suponemos que (W, V) es una solucién regular de la ecuacién de
WPFP, este problema puede reformularse en términos de la ecuacién integral

Wz, t) = /ma /1;3 G(z,&, 2,0, ) Wi(z,v)dz dv

- /ot /133 ./:;3 G(z,¢,2,v,8)0[VIW (z,v,t — s)dzdvds (4.67)
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o, de forma equivalente,

W(z,€,1) = /m /m Gz, &, 2,0, )W (z,v) dz dv

t
+ /0 /m?, /m% G(z,&,2,v,8)(H x¢ W)(z,v,t — s)dzdvds. (4.68)

Por tanto, podemos considerar una descomposicién de la solucién W en dos partes:
—_ wl 2
W =W + W*,

la primera de las cuales W', la parte lineal, sélo depende del dato inicial W/,
mientras que la segunda W? depende basicamente del potencial V, solucién de
la ecuacién de Poisson (4.3), a través del operador pseudo-diferencial §{V]. Esta
descomposicién sera particularmente interesante cuando la escribamos en términos
de productos de convolucién, con el objetivo de obtener estimaciones a priori y
resultados de estabilidad para la funcién de Wigner W. Un método similar fue
propuesto por vez primera por G. H. Cottet y J. Soler en [26] para obtener el
mismo tipo de estimaciones en el marco de las ecuaciones de Navier-Stokes. De
hecho, adoptaremos la férmula (4.68) como nuestra definicién de solucién integral
(ver también [23]). El concepto preciso es el siguiente:

Definicién 4.3.2. Decimos que el par (W, V) es una solucidén integral de la ecua-
cion de WPFP (4.6) con dato inicial ({.2) si [V]W es integrable con respecto a
la medida de Lebesgue d(z,€,t), (W, V) resuelve la ecuacidn integral (4.68) y se
satisface la identidad V = {10+ n para n(-,t) € L'(R®).

Senalamos que W'(z,¢,t) en la anterior descomposicién resuelve el problema
lineal de Wigner-Fokker-Planck L[W] =0 (V = 0) con dato inicial W!. Ademds,
tenemos que '

Lema 4.3.3. Si definimos
) = [ [ Ga620,09(z0)dzdv, 4.69
f(z,¢,1) m%mg(l‘ﬁzv)g(zv)zv (4.69)
entonces se verifica la siguiente estimacion de caida:

”f(7 "t)“Lq(mgxm%) < Ct_G(l/p_l/q)”g”LP(lRixm%) y, 1<p< gL oo,
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donde C' es una constante positiva. En particular, para p = q tenemos que

[FACHS llamxm) < ||9”L‘1(m3xm3)

El mismo resultado es cierto cuando

f(z,&,t) / /}Rs ./1123 z,§,z,v,t —s)g(z,v,s)dzdvds. (4.70)

En este caso,

t
Hf(’ 'at)”Lq(mixmg) < C/(; (t - S)_G(l/p—l/q)”g('a 'as)”LP(m‘},xmg) ds

para todo 1 < p < q < 0.

Referimos a [21], [12] y [23] para consultar esta y otras demostraciones rela-
cionadas con estimaciones en L? de las soluciones. Destacamos también que, bajo
algunas condiciones de regularidad para la funcién de Wigner y el potencial que
seran probadas maés adelante, los problemas de WPFP y (4.68) son equivalentes.

Ahora, con el propésito de obtener expresiones mas simples para las densidades
de posicién n* = n(W*), con k = 1,2, introducimos la siguiente notacién:

1 =|?
(z) = -5

L e 7
(@/3)ro)t &)

dy(t) = = + ht? + h%t. (4.72)

Entonces obtenemos la siguiente representacién integral en dos partes para la den-
sidad:

n'(z,t)
1 |z — z|?
= W/miexp{——(‘l/3)at3}/mg Wz —tv,v)dvdz, (4.73)

2 - 1 -3 [ ex [z — ="
n®(z,t) = W/; /m3 p{ 4/3)0’53}

X / (H % W)(z — sv,v,t — s)dvdzds, (4.74)
L3
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donde hemos usado el Lema 4.3.1 (i) y el cambio de variable z = z — tv. Las
férmulas (4.73) y (4.74) ilustran el hecho de que el operador solucién actiia sobre
la densidad como una convolucién en la variable de posicién por una funcién
gaussiana que se dispersa con el tiempo, produciendo un efecto regularizante sobre

el sistema (ver [12], [22]). En efecto, las férmulas (4.73) y (4.74) pueden reescribirse
como

nl(z = t~3 —_— * Iz —tv,v v .
(z,t) =t N( (2/3)0t3) z/m%W( tv,v) d (4.75)

n?(z,t)
=L ( 2/3)ass) * JoH 2 W)z —sv,v,t—s)dvds.  (4.76)

El siguiente ingrediente crucial estriba en obtener estimaciones a priori. Para
ello, como se desprende de (4.75) y (4.76), no es suficiente asumir la acotacién
en L? de la densidad inicial n! = n(W'), ya que necesitaremos controlar también
algunas normas L” de los promedios de densidad

mi(e) = m(W(@) = [ Wi(a - he,6)de (877)

uniformemente con respecto a h, para todo A > 0.

Por tanto, conforme al Lema 4.3.1 (ii) podemos expresar los promedios de
densidad nf = n,(W*), siguiendo la notacién introducida en (4.77), de la siguiente
forma:

mh(e,t) = [ W'(o = he,€,t)de
4

1
(34n(1) (\/mh ) o [ Wi+ B do, (4.78)

200 #) = 2(p — = t .
ni(z,t) /mgW( hE, &, t) dE /0 (3da(s)) %N (\/ZUdh(s )

*g /ma (H x¢ W)(z — (s + h)v,v,t —s)dvds. (4.79)

Estas relaciones seran basicas de ahora en adelante cuando intentemos ganar algo
de regularidad sobre la densidad y, como consecuencia, sobre el potencial.



4.3 Existencia de soluciones locales en tiempo 115

4.3.2 Estimaciones a priori

Desarrollamos a continuacién las herramientas fundamentales necesarias para
obtener una cota para la norma promediada ||n,(-,t)||-g3) con r > 3/2, estima-
cion que serd esencial mas adelante para deducir la regularizacién tipica del nticleo
de Fokker-Planck sobre la densidad y el potencial, asi como la regularidad de la
funcién de Wigner W(z,¢,t). En particular, demostrar que np(:,t) esta acotada
en L'(R®) N LP(R®) para p > 3/2 adecuado, uniformemente con respecto a h > 0,
implicara el resultado de regularidad para el potencial V(-,t) € W'4(IR®) con
q>3.

Como consecuencia destacamos que, bajo esta propiedad de regularidad para
V', que implica V(-,t) € L°(R®) por medio de la desigualdad de Sobolev, y si
probamos también que W(-,-,t) € L'(R3 x IR?), entonces el operador pseudo—
diferencial (4.5) puede reescribirse como una convolucién y la formulacién (4.63)
del problema de WPFP adquiere sentido. Notemos que, para el problema de
Wigner-Poisson usual sin niicleo de colisién de tipo Fokker-Planck, la propiedad
W(,t) € LY{R3 x R?) no es generalmente satisfecha. De hecho, esta podria
ser considerada como una propiedad especifica debida al efecto regularizante del
operador de Fokker-Planck.

Nuestro primer objetivo consiste en analizar la acotacién en LP de las densida-
des promediadas n¥. Para ello definimos, para f = f (z,&,t) arbitraria,

Sp(t, f) = max{[|na(f)(,t)llLoms), kb 2 0}

para todo 1 < p < o0, y denotamos por

Sp(f) = max{||nf(f)llLo(ms), b > 0}.

En lo que sigue, cuando f = W omitiremos la dependencia funcional de S, es
decir,

Sp(t, W) = Sp(2)
y S{;(t), 1 <7 < 2, se definird conforme a (4.78) y (4.79). Las normas S, son
naturales en este contexto, ya que constituyen nuestra tinica referencia para estimar
la densidad de particulas:

lIn( D)llzoms) < Splt).

De ahora en adelante, a no ser que se especifique lo contrario, C denotars
varias constantes positivas que dependen, en general, de los parametros tipicos del
problema.
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Lema 4.3.4. Consideramos f y g relacionadas como en (4.69). Entonces se ve-
rifica la siguiente cota de caida:

S,(t, f) < Ct‘9/2(1/”‘1/4)5p(g),
para todo 1 < p < g < 00. Como consecuencia,

S;(t) < Cct=ort/r-ta gl (4.80)

El mismo resultado sigue siendo cierto cuando f y g estin relacionadas como
en (4.70). En ese caso,

t
Si(t, ) < C [ (8 = sy o115 (s, g) ds (4.81)
0
Demostracién.- Nos centraremos en la demostracién de (4.81), ya que la primera

parte del lema se prueba de forma similar. A partir de las propiedades de la
solucién fundamental G, obtenemos que

”nh(f)('vt)”Lq(m?')

1 |z |2
(rody(@)F {_ 4ody(?) } /me g(z = (t+ hJv,v,t)dv

< C/t(t - S)—9/2(1/p—1/q)
0

La(r3)

ds
Lr(w?)

/ g(x — (s + h)v,v,s)dv
R}

con p < ¢, donde hemos aplicado la desigualdad de Young para estimar la con-
volucién con respecto a la variable z. Tomando ahora el maximo con respecto al
parametro A > 0 en ambos miembros de esta desigualdad, la afirmacién (4.81)
queda probada.

Asi pues, este resultado proporciona de forma directa una cota para n'(z,t) en

L1(R?):
I ( )llpamey < Sg(t) < CH=o20m/0gh 1< p<g<on.  (482)

Procedemos a continuacién a estimar S? y, por tanto, ||n?(:,t)||ze(me)-
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Lema 4.3.5. Sean 1 < p < ¢ < 00 ¥y3/2 < r < 2. Entonces se verifica la
sigutente estimacion:

Sit) < C / )=o) g ()8 (5) ds .

Demostracién.- Identificamos f = W2y g = H %; W en (4.81). Entonces,
tenemos que

t
S < C /0 (t — s)=22/P=119G (s H 4 W)ds, (4.83)

para todo 1 < p < ¢ < co. Un sencillo calculo a partir de (4.62) nos conduce a

[nn(H x¢ W)(z,8)] < Clra(@, )IIFLL V) s ms) - (4.84)

Finalmente, tenemos también que
1
” :m—vy ( t)”L1 r3) = ” :L‘n-—»y m*n(x,t) ("t)HLl(lks)

C“W ‘7:-:;—»3/ )('7t)”L1(1R3) :
Estimamos ahora la norma L' de |-|"?(F;%,n)(-,t) en el interior y en el exterior de

la bola Bg de R? con centro el origen y radio R. Por un lado, para el complemento
de Bg encontramos que

||| 7 3 (Falym) (5 )llzasg) < CII ey )| Lo (m3)
para 2 < p < 3. Por tanto,

1Faes VDl ag) < Clinl )l o gey < CSp(?). (4.85)

Por otro lado, usando argumentos analogos a los anteriores, se tiene que para Bg:

||| E S (Fasy®) 5O Bry < CHFA () |Lame)
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con 3 < g < co. Entonces, utilizando la desigualdad de interpolacién para espacios
L? obtenemos:

IFo2sVCDllzrmn < Clinls llzams)InC, Ol 7ty < CS(6),  (4.86)

donde 1/¢ = 6 + (1 — 0)/r para 3/2 < r < 2. Ademés, hacemos notar que
para t € (0,T) la cota dominante es la mas singular, por lo que se verifica que
S:(t)'=% < S.(t). Por consiguiente, a raiz de (4.85) y (4.86) se puede conseguir
una estimacién de la norma L'(R?) de ;1 V(- t) de la forma

Ty
IFam V)l msy < CSH(8) (4.87)

con r > 3/2 suficientemente préximo. Entonces, combinando (4.84) y (4.87) obte-
nemos

Sp(t, Hxe W) < CS,(2)S.(2) (4.88)
con 3/2 < r < 2. La demostracién concluye al insertar (4.88) en (4.83).
En el siguiente resultado obtenemos las estimaciones de caida dominantes para

Sy(t) en intervalos de tiempo acotados. Para ello, como se deduce ficilmente del
Lema 4.3.5, es suficiente controlar alguna norma S,(t) para r > 3/2.

Proposicién 4.3.6. Sean po > 9/8 fijo y W' el dato inicial para el problema de
WPFP tal que S;o estd acotado. Entonces eziste T > 0 dependiente de S;o tal que,
para todo 0 < t < T, la estimacion

S,(t) < C(T)t=9/20/p=1/2) (4.89)

es satisfecha, donde ¢ = q(po) es arbitrariamente prézimo y mayor que 3/2 para
Po suficientemente prozimo a 9/8. Sipy > 3/2, entonces S,(t) verifica (4.89) para
g > 3. Ademds, si po > 9/4 entonces la estimacion ({.89) sigue siendo cierta para
g = oo.

Demostracién.- (4.80) y el Lema 4.3.5 proporcionan la siguiente estimacién para
Salt): 9/2(1/po—1/q) ¢l
S,(t) < Gyt~ /2(1/po— /¢1)S’p0

+C [ (t = 5)=2P=119) G (6)5,(s) s, (4.90)

paral < p < ¢ < o0, donde C; y C; son constantes positivas (distintas).
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Primer paso. Estimacién de S, (t) y S.(¢).

(4.90) proporciona la siguiente cota para ¢ = py = p:

t
Sp(t) < C1SL + O /0 S,s ()5, (s) ds , (4.91)
y esta otra para la eleccién ¢ =r y p = py:

S (t) < Clt-9/2(1/l’o—1/7‘)5;
T — 0

t
+ Oy /0 (t — s)¥2W/m=1n) g (VS (5)ds. (4.92)

Definimos o/2(apo=1/p)
t Po=1/2) S (t) sip > po
K,(t) = , P
() {S’,,(t) sip<po
y denotamos por K, := max{K,(t), 0 < ¢t < T}. Entonces, de (4.91) y (4.92) se
deduce facilmente que

Kpo(t) < C1S; + C2B(1,1 = 9/2(1/po — 1/r)) Kp K. (4.93)

K. (t) < CISJO
+ Cot® 20/~ B(1 ~ 9/2(1/po — 1/7),1 = 9/2(1/po — 1/7))Kp K, ,  (4.94)
donde B(a, b) es la funcién Beta definida por

t
B(a,b) = /0 (t —s)*tsP1 ds.
Recordamos que, cuando los argumentos a, b son positivos, entonces la funcién Beta
es convergente e igual a B(a,b) = C(a,b)t***! donde C(a,b) es una constante
que depende de a y de b.

Ahora es sencillo comprobar que, para py > 9/8 fijo, existe r = r(p) > 3/2
suficientemente préximo a 3/2 tal que las funciones Beta que aparecen en (4.93)
y (4.94) son convergentes.

Finalmente, si definimos K := max{K,,, K.}, de (4.93) y (4.94) obtenemos:

K <GS + C,T %2 /p=1/r) g2 (4.95)
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o, equivalentemente,

1 — /1 — 4C,C, St T1-9/2(1/po-1/7) .
K < \/ 1~2%p0 < 496)
2C,T1-9/2(1/po~1/7) 5C, TI=9721/m=177)
para 5 z{o “suficientemente pequefio”. Para ser precisos, supondremos que
1
I
Sp" < 4C,C,T1-9/21/po~1/r) * (4.97)

Entonces, combinando (4.95) y (4.96) obtenemos que K < 2C,S], con lo que
concluye esta parte de la demostracién. /

Segundo paso. Estimacién de S,(t).

Probamos en primer lugar una estimacién de S,(t) con ¢ suficientemente pré-
ximo y mayor que 3. Si elegimos p = r en la férmula (4.90), tenemos que

Si(t) < Cit~0mmigl o /Ot(t_s)—9/2(1/r—l/q) S%(s)ds.
Combinando las condiciones de integrabilidad para los parametros de la funcién
Beta correspondiente obtenemos 1/po — 1/¢ < 1/3 y 1/r —1/q < 2/9. Esto
implica que si pg > 3/2 y r toma valores en el intervalo 3/2 < r < 2, entonces g es
suficientemente préximo y mayor que 3.

Para obtener una cota para S, (t) consideramos ahora p = ¢ en la férmula
(4.90), la cual se convierte en

I t
Sy(t) < Cyt=®m=1/a gl o, /0 S,(s)S(s)ds,
o en términos de K, definido como en la primera parte de la proposicion,
1 . -
K,(t) < C1SL + C,SLTo/0/m=1/2) /0 K, (s)s™ /20 /m+1/50=1/a=1/r(50)) g

donde hemos utilizado que S;(,)(t) < C.S'éot‘g/z(l/’;”‘l/’(m) para po > 9/8, 3/2 <

r(Po) < 2 (primer paso de la demostracién) y py > fo. Esto es posible por in-

terpolacion de Sgo entre S y .S',fo. También hemos utilizado la positividad de

9/2(1/po — 1/q) para acotar t*/2(1/pe=1/9) por TO/21/P=1/9) Entonces, la relacién
2 1 1 2 1 8 1

—<—+ =< + << =+ -

1
—_ + - —
Po Po Po 9 q T(Po) 9 q
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para 9/8 < po < pp < g y el lema de Gronwall nos conducen a

. 2 8
K,(t) < C’S;o, con pp<qg<gq(pp) y — < 9 +

: 4.98
0 (4.98)

S

donde C es una constante positiva que depende de T. Por tanto, para po > 9 /4
conseguimos ¢ = 0o. Esto concluye la demostracién.

Este resultado sera muy atil para discutir el efecto regularizante del sistema
sobre la densidad y el potencial en funcién de la eleccién de po, a partir de la
hipétesis W! € L}(R2 x ]Rg’) N Sp,- Estas propiedades de regularidad (o equivalen-
temente las propiedades de compacidad que estas conllevan) son, por supuesto, las
herramientas fundamentales para probar las cotas de caida con respecto al tiempo
de las soluciones.

Recordamos ahora un resultado general sobre integrales singulares de tipo con-
volucién cuya demostracién puede encontrarse en [93]. Adaptaremos el enunciado
de este resultado al caso particular en que V = f;ﬁ *n es el potencial de Hartree
autoconsistente que resuelve la ecuacién de Poisson acoplada con la ecuacién de
Wigner-Fokker-Planck. La primera parte de este resultado es una consecuencia
inmediata de la desigualdad de Hardy-Littlewood-Sobolev. La segunda parte nos
da informacién sobre el ritmo de caida con respecto al tiempo del potencial en L,
en términos de las cotas de caida obtenidas para las normas S,(t). La dltima parte
se obtiene como consecuencia de la primera y del teorema de regularidad eliptica
de Agmon-Douglis—Nirenberg.

Lema 4.3.7. Las siguientes afirmaciones son satisfechas:
(i) Sil < p<q< oo son tales que

=
| .
Wl N

L

q

y n(-,t) € LP(IR®), entonces V(-,t) € LY(R®) y
V(Do) < Clp, lin(,)llzome),

donde C(p, q) es una constante positiva que depende de p y de q. Ademds,
st n(-,t) € LP(IR®) con

==
QO =

1
q
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entonces V, V(- t) € LI(R*)® y

IVeV (s DllLamy < Cp,@)lIn( )l
(i) Sil <p<3/2<qg<oo l/g+1/gd =1 yn(,t)e€ LP(IRS) N LY(IR?),

entonces
= %ﬁ xn € L°(IR%)
y
IVE Dz < Clos@)lInt Ol zegms)Int O)llia(as)
donde
0 — 1/¢' - 1/3 .
1/p—1/q

Ademds, sin(-,t) € LP(IR*) N LI(IR®) con 1 < p < 3 < q < 00, entonces

V.V = —li*nGL“(Bs)

47 |z|3

VeV )lleemyp < C,)lInt O zomn 10, 1)l a(as)
con
g = 4 -2/3
1/p-1/q
(1i1) Si n(t) € L'(IR®) N LP(RR?) con p > 3, entonces V(-,t) € W2P(R?).

Ademds se verifica

V(s Dllwer@ey < Clp)lIn(-,t)l|rim) -

Algunas propiedades de regularidad a priori para la densidad de posicién y para
el potencial son obtenidas en el siguiente resultado como consecuencia directa de
las estimaciones establecidas en la Proposicién 4.3.6 y en el Lema 4.3.7. Estas
propiedades de regularidad se deducen bajo la hipétesis de que la norma S,fo esta

acotada para algin po > 9/8 fijo, de forma que nf € L'(R3) N L7 (IR®).

Proposicién 4.3.8. Sea py > 9/8 fijo tal que SI estd acotado para un dato inicial
dado W' € L'(IR} x R}) N Sp,. Entonces, ezzste T = T(SL) > 0 tal que las
sigutentes propiedades de regularzdad son satisfechas para 0 < t < T':
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(i) ||V("t)“L°°(m3) < Ct3-9/2p0
(i) Sipo > 3/2, entonces V,V € L=®(R®)® y

IVV (e t)llpomey < Ct32-20
(i) Sipo > 9/4, entonces n € L®(IR®) y
Hn('at)”LW(RS) < Ct-9/2po’

donde C denota una constante positiva que depende de T.

Este resultado se deduce de forma immediata a partir del Lema 4.3.7 y la
Proposicién 4.3.6. Finalmente, como consecuencia del efecto regularizante del
nicleo de Fokker-Planck, conseguimos también la siguiente cota para la norma L¢
de la funcién de Wigner, para todo ¢ > 1.

Proposicion 4.3.9. Sea py > 9/8 fijo tal que S,fo estd acotada y se verifica la
relacion

6/p < 6/qg+1—9/2(1/po — 1/r) (4.99)
para todo 3/2 <r <2 y1<p<q<oco. Entonces, la estimacidn

W Dlleamxm) < Ct_s(l/p—l/q)||WI||LP(mgxmg)

es satisfecha en (0,T), donde C es una constante positiva que depende de T'.

Demostracién.- Una aplicacién directa del Lema 4.3.3 nos conduce a

IW(,-t) ”Lq(mgxmg) < Clt‘e(l/Pfl/q) ||WI||LP(1R2><IR§)

t
+ Cg/o S ()W ., ) omann 5, (4.100)
donde hemos estimado
1(H *¢ W) s )l emaxmg) < CSe(SMW (s 9)ll Lagma xme)

por medio de la desigualdad de Young. Luego de la Proposicién 4.3.6 se deduce
que (4.100) se transforma en

”W(',',t)”LQ(mixmg) < Clt_e(llp_l/ﬂ”WI”LP(IR"}XIR:E)
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t
n /CZSI{O/O 3‘9/2(1/”0‘1/”||W(-,-,S)IILq(mgxmg)ds- (4.101)

Definimos _
Npq(t) = t6(l/p_1/Q)”W’(','at)HLq(mixmg)'

Entonces, a partir de (4.101) se obtiene facilmente la estimacién

Npolt) < G ”WI”LP(mgxmg)

t
+ C,SL ot /p=1/a) /0 s~ /p=1/n-6(/p-V) N (5)ds .

La demostracién acaba como consecuencia de la desigualdad de Gronwall.

4.3.3 Sucesién de soluciones aproximadas y paso al limite

Definimos a continuacién una sucesién de problemas linealizados que aproxi-
man formalmente a la ecuacién de WPFP. Para cada n € IN consideramos la
ecuaciéon

%W"“ + (6 Vo)Wt - gA W™ = —g[VW™,

con y
z,t) = — | W™ t)d
Vet = o [ Wt 0
y W™(z,£,0) = Wi(z,£) para todo n > 1. Como es habitual, consideramos
WO(z,¢,t) = W(z,£). En formulacién integral, la sucesién W* se puede definir
iterativamente mediante

n+1 _ I .
W™ (z,€,t) = /mg /mg G(2,£, 2,0, )W (2, v) dz dv

! n n
+ _/‘; /R?, /;2 G(z,€,2z,v,8)(H" x¢ W")(z,v,t — s)dzdvds, (4.102)

donde hemos usado la forma convolutiva del término no lineal, con H* = H(W™).

El siguiente paso consiste en calcular el limite cuando n — oo. Para ello
probaremos en primer lugar que {W"}, ¢y es una sucesién de Cauchy en un espacio
adecuado para dar sentido a la solucién limite. Observemos que las estimaciones
obtenidas en los Lemas 4.3.4 y 4.3.5 y en las Proposiciones 4.3.6 y 4.3.8 siguen
siendo validas independientemente de n.
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Lema 4.3.10. Supongamos que W' pertenece a L'(IRS x R}) N Sy, con po > 9/8
fiyo. Entonces {W"},en es una sucesion de Cauchy en L=((0,T); L' (IR3 x R})N
Sr), con 0 < 1 —3/2 suficientemente pequefio.

Demostracién.- Consideramos la diferencia W™t! — W™ en la norma de los es-
pacios L'(R} x R}) y S,, con 3/2 < r < 2. Podemos estimar

S, (W™ — Wm, ¢)

t
< C/O (t _ S)—9/2(1/;7—1/1')Sp([{ﬂ *g w" — gr-! *g Wn_l,S) ds

conforme al Lema 4.3.4. Introduciendo ahora el término H™*¢W"~! en la expresién
anterior deducimos que

Sy (W™ — W, )
t
< C [[(t = o)UY 5, (W1, 5)S, (W — W™, )
0
+ S,(W" — W1 5)5.(W",s)} ds

con 1 < p <q < oo, como en el Lema 4.3.5. Siguiendo un razonamiento similar al
de la Proposicién 4.3.6, hacemos

K™() = {920 /p=1/P) G (W™ — W™= t) sip> po
P - Sp(W™ —W™=1t) sip < po

y denotamos por K := max{K}(t),0 <t < T}. Aplicando ahora exactamente
las mismas ideas que las utilizadas en la demostracién de la Proposicién 4.3.6,
obtenemos que

K < CSgOTl-9/2(1/Po—1/T)K".

Si iteramos esta cota llegamos a que K™+! < (CS] T'=%2(/p-1/")yn+1 K0 donde
puede comprobarse facilmente que la constante C S;OTI‘Q/ 2(1/po=1/7) g5 < 1 a través
de la condicién (4.97).

Considerando ahora la misma descomposicién que antes para el término no
lineal y teniendo en cuenta las propiedades de G establecidas en el Lema 4.3.1 (i),
tenemos:

W™ = WM, )l mexms)

' t
< C U™ = W), 8) s manny S (W™, ) ds
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t
< C(T)/(; 5—9/2(1/p0_1/r)||(wn - Wn—l)(""s)“Ll(mgxmg) ds,

donde hemos utilizado también la estimacién dada por la Proposicién 4.3.6.
Si finalmente denotamos por

Ji = max {ll(Wn+1 - Wn)('a"t)”Ll(mixmg)’ 0<¢<T},

encontramos que

Ji < C(T)Tl"g/z(l/PO“l/T)J{t—l ,
con lo que concluye la demostracidn.

Este resultado garantiza que la sucesién de soluciones aproximadas W™ con-
verge hacia una cierta funcién W en L*((0,7); L'(R3 x RZ) N S,), lo que im-
plica que n(W™) converge hacia n(W) en L*((0,T); L"(R3 x R?)), con r > 3/2.
Como consecuencia, utilizando que la norma ||W™ — W|| Lo=((0T)iL! (REX W) esta a-
cotada para n suficientemente grande y el Lema 4.3.7, se deduce que la sucesion
Ve = Em * n(W™) converge hacia V = X m * n(W) en L*(R2), para todo
t > 0. Como W"*! es una solucién de la ecuacién integral (4.102), la propiedad
de Cauchy probada en el Lema 4.3.10 implica que W verifica la misma ecuacién
integral, es decir:

W(z,£,t) = /m /m G(z,¢, 2,0, )W (z,v) dz dv

t
+]0 /IR?, v/lRi G(z,&,2,v,8)(H x¢ W)(z,v,t — s)dz dv ds

después de pasar al limite en (4.102). Como consecuencia, W es una solucién
integral del problema de WPFP.

Por consiguiente, el paso al limite cuando n tiende a infinito queda justificado
y hemos probado el siguiente resultado de existencia de soluciones:

Teorema 4.3.11. Sea W1 € L' n LP(IRS x R}) la condicidn inicial asociada al
problema de WPFP tal que el promedio de denszdad inicial SI estd acotado para
algin po > 9/8. Entonces el problema de WPFP admite una solucién integral
W e L*((0,T); L' N L(IR x IRY)) definida sobre un intervalo de tiempo mazimal
(0,T), donde po,p y q estdn relacionados como en (4.99).
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Asimismo, la densidad y el potencial satisfacen las propiedades de reqularidad
adicionales

V(1) € L°(R%), V. V(.t)€LY(R)?, n(,t)e (R,

tales que ¢ = q(po) y 1/q = 1/p — 1/3. Ademds, si py > 3/2 entonces V.V €
L®(IR*)® y si po > 9/4 entonces n € L®(IR?), con las cotas establecidas en la
Proposicion 4.3.8.

Aqui' T depende de o, po y W!. Ademds, T es arbitrariamente grande para
datos iniciales W' con S,fo suficientemente pequeno.

Puntualizamos que la condicién de “pequefiez” sobre el tamafio del dato inicial
que necesitamos para probar la existencia de soluciones en (0,T), con T grande,
procede de la cota (4.97) requerida para S;{o en la demostracién de la Proposicién
4.3.6 (y utilizada para conseguir una estimacién de caida para las normas Sq(1)).

Observacién.- También podriamos haber introducido una teoria de existencia
de soluciones en el marco mas débil representado por los espacios Ly(L?) =
LY(R; LP(R?)), pero esto se escapa de nuestros propésitos generales. De la misma
forma, también se dispone de una teoria de semigrupos en L? para el problema de
WPFP como consecuencia del teorema de Lumer-Phillips, tal como se desprende
de la disipatividad del operador cinético lineal de Fokker-Planck. En este caso,
considerando el término no lineal como una perturbacién lipschitziana de la ecua-
cion cinética de Fokker-Planck, se consigue existencia y unicidad de una solucién
integral en L? (ver [84)).

4.4 Unicidad y estabilidad

Demostramos a continuacién un resultado de unicidad. Supongamos que exis-
ten dos soluciones distintas W; y W, del problema de WPFP que satisfacen las
cotas probadas en la seccién anterior. Definimos

w($’£7t) = Wl(z’évt) - Wz(l’,g,t).

Es claro que w resuelve el siguiente problema:

%w + (€ Vo)w + 8]V — VWi + 8[ViJw = oAew, (4.103)
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w(z,£,0) = 0, (4.104)
n(w)(z,t) = /1;13 w(z, €, t)dE, (4.105)

donde V; = V(W) y V, = V().

Si consideramos ahora el problema (4.103)-(4.105) como una perturbacién no
lineal de una ecuacién del calor, encontramos la siguiente formulacién integral para
la funcién de Wigner w:

t
w(z,€,t) = —/0 /]R3 /1113 G(z,€,2,v,5)0[Vi — V3]Wy(z,v,t — s) dzdv ds

¢
—f/ f G(z,€,z,v,8)0[Va]w(z,v,t — s)dzdvds,
0 JR} JR3

por lo que la densidad de particulas estara representada por

n(w)(:c,t) = /(; S—%N (W)

*I/ms (HVi — Vo) ¢ Wy + H(V,) *¢ w) (z — sv,v,t — s)dvds,

donde H(f) estd definida como en (4.61).
Si ahora aplicamos el Lema 4.3.5 con p = ¢ = r obtenemos que

t
S.(w,t) < C(T) /0 s~o2p0=1In) g (4, 5\ ds, (4.106)

lo cual implica que S,(w,t) = 0 para todo ¢ > 0 por medio del lema de Gronwall.
Finalmente podemos aplicar el Lema 4.3.3 conp=gqy g = H(Vi — V) ¢ W; +
H(V;) *¢ w y la desigualdad de Gronwall para deducir, como en la Proposicién
4.3.9, que W) = W3, y por tanto la existencia de una tnica solucién integral W
del sistema de WPFP que satisface las estimaciones probadas en la Seccién 3.
Los mismos argumentos utilizados hasta ahora nos proporcionan también la
estabilidad de soluciones integrales con respecto a perturbaciones del dato inicial
en Sp,, con la salvedad de que en el segundo miembro de (4.106) aparece también
un término constante con respecto al tiempo que depende de S, (W! — W¥), lo
que nos permite concluir la estabilidad a través de la desigualdad de Gronwall.
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4.5 Comportamiento asintético cuando ¢t — oo

El objetivo de esta seccién es dar una descripcién del comportamiento asinté-
tico con respecto al tiempo de las soluciones globales del sistema de WPFP sin
friccién en tres dimensiones. En particular, demostraremos que la distribucién de
cuasi-probabilidad del sistema de particulas converge para tiempos grandes (en un
sentido que serd precisado mas adelante) hacia un miltiplo constante de la fun-
cién de Green G, definida por (4.65) y (4.66), asociada a la ecuacién cinética lineal
de Fokker-Planck. Concretamente, bajo ciertas hipétesis de regularidad sobre la
solucién (W, V) del problema de WPFP probaremos que W(zx,¢,t) se comporta
como QG(z,£,t) cuando t — oo, donde la constante @) representa a la carga total
del sistema. Esto significa que el efecto cuantico debido al término del potencial
coulombiano se desvanece cuando t — oo.

En esta seccién consideramos una solucién W(t) definida para t € [0, 00), la
cual satisface las siguientes condiciones:

Wl (000022 (maxm2)) < CHWI“Ll(mgxmg)a (4.107)
My, = sup{S,(t),0 <t < o0} < o0 (4.108)

para po > 9/8 y
M, = sup{t®21/r=1/1g (1) 0 <t < 00} < o0 (4.109)

para algin 3/2 < r < 2. En la Seccién 3 se demostré que estas cotas son satisfechas
localmente en tiempo.

4.5.1 Cambio de escala y estimaciones a priori

Para todo € > 0,t > 0y z,£ € R? definimos la siguiente sucesién de soluciones
reescaladas:

We(z,&,t) = e W (e 3z, 67,7, (4.110)

que conservan los mismos factores de autosemejanza que la solucién fundamental
G, como se anunci6 en el Lema 4.3.1 (iii). También denotamos por W/(z,¢) =
We(z,€,0). Entonces, después de un simple cambio de variables podemos deducir
la siguiente expresion para la densidad reescalada:

ne(z,t) = n(W)(z,t) = e ’n(e3z,e7%t). (4.111)
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Ademas, hacemos

Ve = (4.112)

T
4r|z|
de donde se deduce que

Vi(z,t) = V(e 3z, e7%) (4.113)

al introducir (4.111) en la ecuacién (4.112). De la misma forma, denotamos por
WH a la funcién de Husimi reescalada definida por

W = W, x, ¢ T(2,€),
donde T, es la funcién gaussiana
Tz, f) = e 2g 3 (e el +HeTle?) |
de modo que
WH(z, €,t) = e B2WH (732, e 1€, € 2t).

Algunos célculos mecanicos conducen al siguiente resultado.

Lema 4.5.1. Para todo e > 0,t > 0 y 1 < p < oo, las siguientes igualdades son
satisfechas:

() IWeles s D)llzoaxm) = € PNW (€% | oms x )
(it) llne(,t)llzo(my = €7 ||n(-, €72¢)|| ooy -
(iit) |Ve(-, )llzoqme) = P2V, €72t o (ms) -

Derivamos ahora la ecuacion satisfecha por el par reescalado (W, V).

Lema 4.5.2. Sea el par (W, V) una solucién deébil de la ecuacion de WPFP. En-

tonces, para todo € > 0 fijo, (W,,V,) es una solucién débil del problema
W,
% + (€ V)W, + €b [V ]W, = 0 AW, (4.114)

en IR} x IR x (0,T), donde el operador pseudo-diferencial reescalado 8.[V;] viene
dado por

0. [V ]We(z,§,1) (Qﬂ)s/ / ( a:+e =, t) - ‘/;(x—e‘*%,t))

x W(z,n,t)e ¢ ")ydy dn. (4.115)
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Demostracién.- Para que (W,,V,) sea una solucién débil de (4.114) debemos
probar la igualdad

/ /ma /1;13 ( + (€ Va)p + UA{SD) dé dz dt

) |
- 6/0 /mi /m 0. [V W, dt dz dt — /m /mg W!(z,€)p(z,€,0)de de = 0 (4.116)

para toda funcién test ¢ € C3°(RI xR x (0, T)). Para ello introducimos la familia
de funciones test

®(,6,t) = p(e7’z,e7'¢,e7t)

en la ecuacién de WPFP original (en formulacién débil), de forma que la ecuacién

(4.116) se obtiene facilmente después de hacer el cambio de variables ¢ — €3z, ¢ —
et — et

Denotamos por WPFP, al problema reescalado

ow,
ot

_ _ Y
B[VIW.(z, €, ) = 27r /m/m (V(x+e £~ Vi(z —e 2,t))
x W(z,n, t)e"'({'" Ydydn,

)We + €0 [VIW, = cAW,,

Viay) = L[ mwl)y

4m Jr3 |z — y|

W(z,€,0) = Wi(z,6),
n(z,t) = We(z,&,t)dE.
(@) = [, Wila,eo0)de

Como ocurre para el sistema no reescalado, observamos que W, admite una
representacion integral en dos partes:

We=W}! + W2,

con WF (k = 1,2) definidos como en la férmula (4.68) salvo la accién natural
del grupo de escala, para lo que se han tenido en cuenta la autosemejanza de G
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establecida en el Lema 4.3.1 (iii) y la expresién (4.115) que define al operador
pseudo-diferencial reescalado.

La sucesién de soluciones reescaladas W, nos informa sobre el comportamiento
con respecto a tiempos grandes de las soluciones del problema de WPFP de la
siguiente forma: en primer lugar probamos que {W,}, converge hacia una cierta
funcién g en un sentido apropiado cuando € — 0. En efecto, después de pasar
al limite en el problema reescalado (4.114) cuando el pardmetro de escala € —
0, vemos como el término no lineal es asintéticamente simplificado y podemos
identificar g como la dnica solucién distribucional de la ecuacién cinética lineal
de Fokker-Planck sujeta a la condicién inicial g(z,¢,0) = Qb es decir, g = QG.
Ahora es suficiente observar que la convergencia W, — g equivale a

tGW(t%:v,téﬁ,t) — g(z,&,1) cuando ¢ — oo

al hacert =1y e=1t73.

Para desarrollar este esquema necesitaremos de forma esencial estimaciones
uniformes con respecto a € que nos permitan pasar al limite. Adoptando la misma
notacién (afectada por el grupo de escala) que en la Seccién 3, las densidades
reescaladas n¥ = n(W¥) se obtienen de forma anéloga que las correspondientes al
sistema no reescalado.

En el lema siguiente recogemos algunas extensiones para el problema reesca-
lado WPFP,. de las propiedades probadas para el problema de WPFP original.
Estas propiedades se transfieren de forma directa a la ecuacién reescalada salvo
los cambios obvios en las demostraciones ya realizadas. Sea

S:,e(t) = ma‘x{”nf,h("t)”LP(mC*)a h > 0}
para todo 1 < p < oo, y denotemos por

St = max{||nl,]lLe(ms), h > 0}.

Lema 4.5.3. Las siguientes afirmaciones son satisfechas:
(i) Sea 1 < g < co. Entonces

Seult) = €S (721).
(i) Sean 1 < p < q < 0o. Entonces

SL(t) < Ct-orul=iagr
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(1i7) Sean 1 < p < q < 0o. Entonces

t
Spalt) < Ce [ (t=s)70-10S, (5)5, (s) ds.

0

(iv) SieS po ¢ €S suficientemente pequerio para un po > 9/8 fijo, entonces existe
T = T(SI ) > 0 tal que

Po,€
S,c(t) < C(T)t=/3t/po=1/9) (4.117)

para todo 9/8 < g <r y0 <t <T. Ademds, si po > 3/2 entonces S,(t)
satisface (4.117) para q¢ > 3. Aszmzsmo st po > 9/4 entonces la relacwn
(4.117) continda siendo vdlida para ¢ =

Demostracién.- La afirmacién (i) se deduce a partir de un célculo directo. Las
estimaciones (ii), (iii) y (iv) se demuestran exactamente como para el caso no
reescalado, cuando consideramos la correspondiente representacién integral para

We:
z,€,t) =/ / G(z,¢, 2,0, ) Wl (z,v)dz dv
Rr3 JRI

H
—€ /0 /ma /mz Gz, 2,v,8)0[Vi]W(2,v,t - 5)dzdv ds.

Antes de probar las propiedades de convergencia de W, que nos permitan pasar
rigurosamente al limite cuando ¢ — 0, pondremos de manifiesto cémo el término
no lineal del problema reescalado WPFP, sera simplificado asintéticamente. Para
ello usaremos esencialmente las propiedades de escala del sistema y las cotas esta-
blecidas en el Lema 4.5.3. Sin embargo, en primer lugar necesitamos el siguiente
resultado basado en la naturaleza regularizante de la ecuacién.

Lema 4.5.4. Sean py > 9/8 fijo y W! € L'(IR? x Bg’) tales que las hipdtesis
(4.107), (4.108) y (4.109) son satisfechas. Entonces se vemﬁca la estimacidn

Spoc(t) < C(W,1)e7
paral < p <9/8,t > 0 ye suficientemente pequesio, donde C(W',t) es una cons-

tante positiva que depende del dato inicial W' y del tiempo, pero que no depende
de e.
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Ademds, para 0 < § < t se verifica

NFal Ve, )llamey < C(WT,8)(t — §)%/HM/po=1/r)e=9/p"

Demostracién.- En primer lugar estimamos Sy, (t). Para ello elegimos 1 < § <
p < po y utilizamos el Lema 4.5.3 (ii) y (iii), obteniendo la siguiente cota:

i .
Smalt) < Cut~PUP7IIS] 1 Cace [[(1 = ) PN (3)S, (5) ds

< Clt—9/2(l/P—1/Po)S;,€ + Cye /t(t_S)_9/2(1/15—1/po)5—9/2(1/po—1/r)
0

x max{Sz(s), 0 < s <t} max{s?2/P-UNG (5), 0<s<t}ds. (4.118)

Es facil observar que
max{S;¢(s), 0 < s <t} = ¢ %7 max{S;(e7%s), 0 < s < t}

= €7 max{Ss(1), 0 < 7 < %5} L M;,

max{s¥21/r-11g (5) 0 < s <t}
= € %P max{r®2/P-11gG (1) 0 < 7 < €%t} def M,..
Entonces la estimacién (4.118) se transforma en

Spoe(t) < Clt—9/2(l/p—1/po)€—9/p’5; + C2€t1—9/2(1/5—IV/T)MIRMT,E

tras algunos calculos simples, para lo que se ha utilizado la propiedad de escala
enunciada en el Lema 4.5.3 (i).
Estimamos ahora M;. y M, .. Un sencillo argumento de interpolacién para la
norma S; entre Sy y Sp, nos proporciona la siguiente cota:
M;, < C”WIHLl(mixmg)Mpoe—glﬁl,

mientras que para M, . tenemos que

M., < M,
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Por tanto,
Spult) < Cyt=9/20/p=1m) =o/7' g1

+ Cztl_glz(l/ﬁ_llr)“WI”LI(mixmg)MpoMrel"'g(l/p"1/’7“1/”6)6"9/1‘”
y la demostracién de la primera afirmacién concluye al identificar

C(Wf,t) = C’lt‘9/2(1/1’-1/?°)5; + Cztl—gﬂ(l/ﬁ_l/r)||WI||L1(m~;»xmg)MpoMr-

La demostracién de la segunda afirmacién resulta de aplicar el Lema 4.5.3 (iv)
con condicién inicial dada por W(z,{,t — §) en vez de W/(z,¢). Lo primero que
hemos de comprobar es que la cantidad €S, (t — ) es suficientemente pequefa,
lo cual esta garantizado ya que

€ Spoe(t — 6) < C(WI,6)61‘9/”I

para 1 < p < 9/8, por lo que 1 —9/p’ > 0. Como consecuencia, el Lema 4.5.3 (iv)
nos conduce a

IF2 Ve t)llimey < CS,e(t) < 892 m=tng (4 _§).

Finalmente, el resultado se sigue como consecuencia de la primera parte del lema.

Estas cotas nos dan el ritmo maximo de caida (con respecto al grupo de escala)
del término pseudo-diferencial de la ecuacién reescalada (4.114). Si ahora refor-
mulamos este término como un producto de convolucién, es decir, —8,[V.|W, =

H, x¢ W, con

Hz,6,) = iFg (Vo + ed,t) - Via - 4,1))

= 16¢ *Re (ie2“_4£'z(f;_l.gVe)(2e'4§, t))

H.(z,¢,t) = e ®H(e 3z, €71, e7%),

tenemos que, usando el mismo tipo de ideas desarrolladas en las secciones anterio-
res para estimar || F;1, V(- t)||L1(ms), la siguiente estimacion es satisfecha:
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Proposicién 4.5.5. Bajo las hipdtesis del Lema {.5.4, se verifica que

I(He *¢ Wo)(-, -, t)“Ll(mgxmg)

< C(WI’(S)”WI”Ll(m‘;xmg)(t _ 6)—9/2(1/p0—1/r)€_9/pl

para todo 1 < p < 9/8 y € suficientemente pequerio, donde C(W',8) es una cons-
tante positiva que depende de W! y de § pero no de €. Consecuentemente, el
término no lineal del problema WPFP, decae como €'=%%' en L'(IR3 x R).

La demostracién es una consecuencia inmediata de la desigualdad de Young y
de la segunda afirmacién del Lema 4.5.4.

Por consiguiente, ahora es claro que el término pseudo-diferencial no lineal
(4.114) esta acotado por una potencia positiva de € que nos permite pasar al
limite ¢ — 0. De esta forma, hacer € tender a cero se traduce en la simplificacién
asintética del término no lineal.

4.5.2 Compacidad en L!

Para demostrar la convergencia con respecto a tiempos grandes (¢t — oo) de
la funcién de Wigner W(z,¢,t) hacia QG(z,£,t) en L'(R? x R?), utilizaremos
un resultado de compacidad (ver Apéndice, Lema 7.0.2) debido a F. Bouchut y J.
Dolbeault ([13], p. 510). En primer lugar disponemos de la siguiente estimacién:

Corolario 4.5.6. Denotamos por h.(z,£,t) = 0[V,]W.(x,€,t). Entonces, para €
suficientemente pequenio existe § > 0 tal que

Hhe”Lw([n,T);Ll(mgxmg)) < C(WE 6)éb

para todo 0 < n < T.

La demostracion es una consecuencia directa de la Proposicién 4.5.5. Necesi-
taremos también las siguientes cotas para la energia cinética

E@t) = /m (@ 1) d

y el momento de inercia

1) = [, T, 0de.
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Proposicién 4.5.7. Supongamos que el promedio de densidad inicial SI estd a-
cotado para 36/31 < po < 6/5 y que la energia cinética inicial E(0) y el momento
de inercia inicial 1(0) son finitos. Entonces existen constantes positivas C = C(T)
tales que, para todo t > 1:

(i) E(t) < C(1+1).
(i) I(t) < C(1+1t)°.

Demostracion.- (i) Del teorema de integracién fraccional de Hardy-Littlewood-
Sobolev (ver [93]) obtenemos que

IVV s )llemey < Clin(:,t)llsrsmsy < C(T)EH/45/%0

donde se ha utilizado (4.98) con ¢ = 6/5. Entonces el resultado se deduce de la
ecuacién para la energia

d 5 n
T Jus (e(z,t) + 71V=V (@, 1)] )de = 30Q, (4.119)

que es una consecuencia directa de (4.56). En efecto, integrando la ecuacién (4.119)
sobre (0,t) llegamos a

gl
E(t) = E(0) + 30Qt + 2 {IVoV(, 0)lFamsy = V2V (, Dllfaqus } -
Usando ahora la cota para la energia potencial obtenemos
E(t) < Cy(1 +1t) + Cy(T)t15/2-%/r0

con lo que concluye la demostracién de (i).
La afirmacion (ii) se obtiene a partir de la ecuacién para el momento de inercia

—2/}33/ (z,€,t)(z - £) dé dz .

En efecto, integrando esta ecuacién con respecto al tiempo y teniendo en cuenta

la identidad

/Ot/mi . WH(z, & t)(z - €)dEde = fot/mg/m2 W(z,&,t)(z - €) d¢ dz,
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se obtiene que
t
1(t) = I{0) + 2/ ] / WH (2,6, 5)(z - €) dé dz ds.
0 JRS mg
Entonces, aplicando la desigualdad de Holder tenemos:
14
I() < 1(0) + C [ I7(s)*EF s}/ ds.
0

La demostracién concluye tras emplear las relaciones (4.57) y (4.58).

La Proposicién 4.5.7 y la relacién existente entre la energfa cinética y la energia
cinética de Husimi, dada por (4.57), nos proporcionan la siguiente estimacién para
el crecimiento con respecto al tiempo de la energia cinética asociada a la funcién
de Husimi reescalada:

Li /1;% Wf(xaéat)gdﬁdﬂl = 62‘/];12 /mg WH(x)éae—zt)gdédz

< Ce(l+e) < C(1+1).

De la misma forma, para el momento de inercia asociado a WH se verifica la
siguiente estimacién:

L Wi el dede = & [ [ W6, e )le] da de
R /RS r} Jm3

< Cef(l+e%)? < C(1+1).

Por consiguiente, para n > 0 fijo estamos en condiciones de aplicar el Lema
7.0.2 a la familia F = {W,(z,£,4), € < €}, con ¢ suficientemente pequefio, y
deducir el siguiente resultado:

Teorema 4.5.8. Sea (W,V) una solucidn débil de la ecuacion de WPFP (4.6)
con condicidn iniciel W' € L'(IR} x IRY), tal que la energia cinética inicial E(0) y
el momento de inercia inicial 1(0) son finitos. Supongamos también que la norma
Szfo estd acotada para algun py > 36/31 fijo, de forma que las hipdtesis ({.107),
(4.108) y (4.109) son satisfechas. Entonces

bm W () = QG Ol msxmy) = 0-
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Demostracidén.- Fijamos 0 < n < T y consideramos las familias

F = {W(,-,n), e < eln)}

H = {hf("'vt)’ €< 60(77)}'

Entonces, el Lema 7.0.2 implica que F es compacta en C([n,T}; L!(w)) para todo
0 <7 <T, donde w es un subconjunto acotado arbitrario de R} x R}. Denotemos
su limite por g. Entonces, conforme al Corolario 4.5.6 pasamos al limite cuando
€ — 0 en el problema reescalado (4.114) y obtenemos que el término no lineal
se anula, de forma que g es una solucién débil de la ecuacién lineal (4.64) con
condicién inicial g(-,0) = Qé(z,€), donde §(z, ) representa a la masa de Dirac
centrada en el origen y Q es la carga total del sistema. Por tanto, g(z,&,t) ha de
coincidir con QG(z,&,t) en el sentido de las distribuciones, ya que G es la solucién
fundamental del operador lineal L definido en (4.64).

Ahora resulta facil observar que la sucesién de funciones de Husimi reescaladas
{WH}, también es compacta en C([y, T]; L!(w)). Para ello, sea p" una sucesién de
funciones de clase C5°(IR®) tales que ||p7||1mey = 1 y p* — T en L' (R®) cuando
n — oo, para cada € < 1 fijo. Entonces tenemos que

IWE = gl < W %oe o7 = glliw) + [[We *e (o7 — Lollrrw)

< ”Wc - g||L1(w+SOP(p?)) + llg *o6 Pe — gllLl(ms) + ||I/Ve||L1(ln‘*)||P:l - I1€||L1(1R“) :
Pasando ahora al limite simultaneamente cuando n — oo y € — 0 (utilizando el
proceso diagonal) se obtiene la compacidad de {WH} en L!(w).

Observamos ademas que la energia cinética y el momento de inercia asociados
a WH satisfacen

EW[)(t) < C(T), I(Wf)(t) < C(T).

Como consecuencia, podemos afirmar que la sucesién {W#} es compacta en todo
el espacio C([n, T}; L'(R] x R})) para todo 0 < 7 < T, como se desprende de la
estimacién
o(T)

R*’

donde hemos utilizado que ([¢[*+|z|?)WH y (||*+|z|?)g pertenecen a L' (R2 x R})
con cotas independientes de €. Aqui Bg denota la bola euclidea en IR® centrada
en el origen y de radio R.

[ [ WE —gldede < [ W~ gldgde +
Ry ]RE BR
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Finalmente, la compacidad de la familia F en C([n, T]; L'(R x R})) se alcanza
a raiz de que

|We — gllLl(mixmg)
< NWe = Wi |Ls(sr) + TV (We xa (T — 8(2,€))) + [WH - 9l maxme)
< We = glloysg) + 2WF - 9l maxmy) + const. TVpe (e — 6(z,¢€)),

ya que el segundo miembro de la desigualdad tiende a cero cuando € — 0. Hemos
denotado por VT ge (u) a la variacién total de p sobre el conjunto complementario

de la bola Br. La demostracién concluye al hacer la identificacién t = 1y e = t~1/2,
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Comportamiento asintético de los sistemas de

Schrodinger/Hartree-Poisson y Wigner—Poisson

5.1 Introduccidén

En este capitulo analizaremos el comportamiento asintético con respecto a tiem-
pos grandes (! — o00) de las soluciones del problema de valores iniciales para
la ecuacién de Schrédinger en las variables (z,¢) € R3 x (0, 00)

o _ 1
isr = —5l + Vi, (5.1)
P(x,0) = ¢(z), (5.2)
Jm v =0, (5.3)

asociado a un sistema monoparticula en el vacio y acoplado con la ecuacién de
Poisson \

AV = —qn, (5.4)
Jm v =0, (5.5)

para la determinacién del potencial V(z,t). En este modelo n(z,t) = |¢(z,t)[? es la
densidad de posicién en un estado cuantico puro, cuya norma L'(R2) (probabilidad
de ocupacién del estado 1) se conserva a lo largo de la evolucién: [[1(-,t)||r2(ms) =
1; V = V(z,t) es el potencial de Hartree autoconsistente originado por la carga
de la particula y v = 4+1 6 ¥ = —1 en funcién del caracter repulsivo o atractivo
de la fuerza coulombiana, respectivamente. Observamos que las constantes fisicas
que aparecen usualmente en la formulacién de la ecuacién de Schrodinger: &, la
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constante de Planck; y m, ¢ que denotan respectivamente la masa y la carga de
la particula, han sido normalizadas a la unidad por simplicidad en las notaciones.
Observamos también que V' es una solucién débil de la ecuacién de Poisson (5.4) en
tres dimensiones espaciales, que responde explicitamente a la siguiente expresién:

Ve = L[ BEOE,

dr ey |z —y| 7

Como consecuencia, el potencial tiene un signo definido que depende del valor que
tome .

El sistema de Schrédinger-Poisson (5.1)—(5.5) gobierna la evolucién temporal
de la funcién de onda (z,t) asociada a un estado mecano-cuéntico puro, la cual
describe el estado de la particula en el espacio de posiciones bajo la accién del
potencial electrostatico V' en cada instante ¢ > 0. Recordamos que los términos
primero y segundo del operador hamiltoniano de la ecuacién (5.1) representan,
respectivamente, a la energia cinética y potencial del sistema.

El objetivo principal de este capitulo consiste en la determinacién de algunos
aspectos cualitativos referentes al comportamiento asintético con respecto a tiem-
pos grandes (¢ — oo) de las soluciones del sistema tridimensional de Schrédinger-
Poisson (5.1)—(5.5), por medio de las “ecuaciones limite” satisfechas por la funcién
de onda, la densidad y el potencial asintéticos. Este problema resulta de gran
interés especialmente en el contexto de dispositivos cuanticos y modelado de se-
miconductores. En este marco, P. A. Markowich demostré en [77] que un sistema
numerable de ecuaciones de Schrédinger-Poisson (el caso de un estado cuédntico
mixto) es equivalente a la ecuacién de Wigner

86_1/:/ + (- V)W + VW =0, =z,¢ E]Ra,‘t>0,
a través de la reformulacién del problema en términos de la matriz de densidad del
sistema (ver Capitulo 1), donde el operador pseudo-diferencial 8[V] actila sobre la
funciéon de Wigner W(z,¢,t) de la siguiente forma:

B[VIW (z,€,t) = ﬁ/m /ng (V(x+%,t) - V(e - %,t))

x W(z,n,t)e "€ dy dn . (5.6)

Esta ecuacién sugiere de algiin modo la existencia de una dinadmica cinética sub-
yacente a la ecuacién de Schrédinger, inducida por la distribucién estadistica de
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cuasi-probabilidad (ver [99], [47], {73], [105])
1 - .
Wienbit) = s [ 9la + §owle =5 ey (5.7)

(ver también Capitulo 1).

Este resultado de equivalencia motivé un estudio exhaustivo sobre los proble-
mas de existencia, unicidad y regularidad de las soluciones del sistema de Wigner-
Poisson. En esta direccién, H. Steinriick probé en [94] la existencia de una tinica
solucién del problema unidimensional de Wigner-Poisson mediante su desarrollo
en serie de soluciones de la ecuacién de Schrédinger. Para el problema bidimensio-
nal, A. Arnold y F. Nier probaron en (4] la existencia global de una tnica solucién
clasica de la ecuacién de Wigner-Poisson a través de su reformulacién como un
sistema numerable de ecuaciones de Schrédinger acoplado con una ecuacién de
Poisson. Para ello hubieron de imponer una condicién de neutralidad de carga pa-
ra obtener la acotacion del potencial electrostatico. Finalmente, F. Brezzi y P. A.
Markowich demostraron en [17] la existencia de una dnica solucién clasica global
en el espacio de fases R> x ]Rg. Sin embargo, ellos sélo analizaron el caso de una
fuerza coulombiana repulsiva. R. Illner, P. F. Zweifel y H. Lange extendieron en
[63] los resultados obtenidos en [17] al caso de potenciales tanto repulsivos como
atractivos. De hecho, para datos iniciales ¢ € H%(IR®) demostraron la existencia
de una dnica solucién clasica global (¢, V) del problema de Schrédinger-Poisson
que verifica

¥ € C([0,00); H*(R?)) N L®([0, 00); H*(R*)) N C*([0, 00); L*(R?))
y
V € C([0,00); L*(R?)) N L=(R3 x [0,00)) N L®((0, 00); LP(IR?)), 3 < p < 0.

A. Arnold extendié en [3] el resultado de existencia y unicidad de [63] para los
problemas de Wigner-Poisson y von Neumann-Poisson al caso de datos inicia-
les pertenecientes a H' por medio de una generalizacién de la desigualdad de
Lieb-Thirring, obteniendo la misma regularidad conocida para la densidad y pa-
ra el potencial. En [24], F. Castella estudia las soluciones en L? del sistema de
Schrodinger-Poisson. En €] demuestra existencia, unicidad y determinadas propie-
dades asintdticas de caida de las soluciones, asi como algunos efectos regularizantes
asociados al operador de Schrodinger. En particular, demuestra que existe una -
nica solucién ¢ del sistema de Schrodinger-Poisson, con dato inicial ¢ € L*(R?)
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tal que z¢ € L?(IR?), que satisface

¥ € COR, L*(R®)) N L{,.((0, 0); L*(R?))

loc

Vy € LL (R; LA(R%) + LI (R; L7 (R%))

v 5.8
1¥( ey = ||ellrems) VE€R (5.8)
% € Li,(R; L(R®)) V(a,b) tal que 2 < b< 6, 2 = 31 -1y,
donde 3 < p = :—fl < 6y2/qg=3/p—3/2con o €]33] y donde p',¢ son,

respectivamente, los indices conjugados de p, q. Para ello se vale de forma esencial
de las desigualdades de Strichartz. También demuestra las siguientes estimaciones:

2_1
CltI~7#74) | ¥p e [6,00], Yu > 0
V(¢ < ’ P 59
V(s t)llzeme) {cw“‘%"“), Vp €]3,6], Vi >0 &9

para todo [t{ > 1, con g = 0 cuando p = 6, que exhibe las propiedades de caida
del potencial cuando t — co y donde C es una constante positiva que depende de

P, llellee ¥ llzellz; v
IV )llomsy < ClE™O5), Vp €]3,00], (5.10)

para todo [t| < T, donde C es una constante positiva que depende de p, ||¢]|z2,
lzellee y T

Asfmismo, obtiene las siguientes cotas de caida en tiempo para la funcién de
onda ¥(z,t):

1_1

-3(_1
l%(-, )| emey < Cli 2G=3) (5.11)
para todo |t| > 1 y 2 < p < 6, mientras que para [t| < T se tiene que

(-, )llzsgmsy < ClEIE"8), Vp € [2,6]. (5.12)

Como se vera mas avanzado el capitulo, nosotros demostramos aqui resultados
cualitativos complementarios de las ya bien conocidas estimaciones de caida para
la funcién de onda ¢ (consultar, por ejemplo, [37], [17], [24], [63]), que proporcio-
nan una descripcién mas completa del comportamiento asintético t — oo de las
soluciones de la ecuacién de Hartree-Poisson (ecuacién de Schrodinger-Poisson
para un estado cuantico puro).

En el mismo punto de mira que nuestros resultados pero utilizando técnicas
diferentes basadas en teoria de scattering, cabe destacar una serie de trabajos



5.1 Introduccién 145

recientes debidos a N. Hayashi, P. I. Naumkin y T. Ozawa [59], [58], [60]. En ellos se
da una descripcién asintética de las soluciones en términos del grupo de evolucién
libre de Schrédinger asi como de los estados de scattering asociados a este modelo
evaluados en la variable dilatada z/t. En particular, los autores demuestran que
cuando la funcién de onda inicial ¢ es una distribucién temperada suficientemente
pequena en un espacio de Sobolev con peso de tipo H**NH* con 1/2 < a < 3/2,
donde

H™ = {p €8 |[¢llms = N1+ 12I)72(1 = A)™¢|| f2ms) < 00},

entonces existen funciones 14 nicas en H%° N H*? tales que
(1) = exp ((FiV (-, t) * [Fo [*)(a/t)log([t])) U(t)pellrans)

< Clligloa + llpllao) /o tios +leloo)=s

para todo [{| > 1, con 1/2 < 0 < ay p = min (1,a/2), donde U(t) es el
propagador asociado a la ecuacién de Schrodinger. Ademaés, prueban la caida
en tiempo de las soluciones en norma L™ asi como la existencia de estados de
scattering modificados.

Por otro lado, [92] también estd relacionado con técnicas de cambio de escala
y comportamiento asintdtico de sistemas de particulas cudnticas. En este trabajo,
H. Spohn estudia la evolucién de una particula cuéntica que se mueve en un
potencial periédico. Utilizando el operador de posicién escalado z(t) = ex(e't)
y la funcién estructural de equilibrio escalada €7'S(eq,e~'t), donde ¢ denota la
frecuencia espacial, H. Spohn prueba, bajo algunas restricciones fisicas sobre el
sistema y cuando las bandas de energia no se cruzan (es decir, son aisladas),
que esta evolucién estd asintGticamente bien aproximada, cuando ¢ — 0, por
las ecuaciones semiclasicas de movimiento. Finalmente, en [48] R. T. Glassey
demuestra (para el caso repulsivo) que

¥(z,t) = 0 en L (R?)

loc

cuando t — oo, es decir, que la densidad de particulas no puede estar localizada,
en un régimen de tiempos grandes, en el interior de una bola-de cualquier radio
arbitrario, ya que se anula asintéticamente supuesto que la solucién tiene energia
finita.

Para nuestro anélisis, nosotros utilizaremos una técnica no lineal basada en una
transformacién del problema via un cambio de escala apropiado (relacionado con
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la teorfa de soluciones autosemejantes) de la ecuacién de Hartree. Entonces ob-
tendremos estimaciones a priori para las soluciones reescaladas y pasaremos luego
al limite en el nuevo pardmetro de escala tras una reformulacién del problema en
términos de la representacién de Wigner usual. De hecho, en nuestro contexto no
parece lo mas adecuado pasar al limite directamente en la ecuacién de Schrédinger
reescalada, ya que el limite con respecto al pardametro de escala de la sucesién de
densidades iniciales es una masa de Dirac y, como consecuencia, no podemos espe-
rar “retroceder” en las variables reescaladas para recuperar informacién sobre las
cantidades originales (no reescaladas). Por tanto, debemos encontrar una ecuacién
de evolucién para la densidad que nos permita pasar al limite adecuadamente. Es-
to se lleva a cabo introduciendo una ecuacién de Wigner reescalada a través de la
reformulacién del problema en términos de la transformada de Wigner, y pasando
entonces al limite en esta nueva ecuacién. El dltimo paso consiste en recuperar
la ecuacién del potencial para la ecuacién limite resultante o, equivalentemente,
en identificar el potencial limite a través de la ecuacién de Poisson. Otros resul-
tados relacionados con técnicas de reescalado y comportamiento asintético de las
soluciones pueden encontrarse, por ejemplo, en [64] y [23].

En primer lugar necesitamos situar nuestro problema en el contexto de so-
luciones débiles ¥(-,t) € L*(R*) N L%(R?) del sistema de Schrédinger-Poisson,
regularidad que puede alcanzarse, por ejemplo, a partir de un dato inicial

¢ € H(R?) (5.13)

como en [3], o a partir de un dato inicial en L}(R®) que satisfaga que el momento
de segundo orden de la densidad inicial estd acotado en L2(IR?) (ver [24]):

v € L}(R?), zp € L*(R3). (5.14)
Supondremos también que la condicién de normalizacién

llellz@msy = 1 (5.15)

es satisfecha.

Denotamos por D; al operador de dilatacién D, f(z) = f(tz). Entonces, los
resultados mds importantes que demostramos en este capitulo para los sistemas
de Schrodinger-Poisson y Wigner—Poisson son los siguientes:

Teorema 5.1.1. Sea ¢ el dato inicial asociado al sistema de Schrédinger—Poisson
(5.1)-(5.5) tal que la condicidn de normalizacion (5.15) y la hipdtesis (5.13) o bien
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(5.14) son satisfechas. Entonces, el comportamiento con respecto a tiempos gran-
des del potencial autoconsistente reescalado tV (tz,t) viene descrito por la solucidén
fundamental de la ecuacion de Poisson

AVo(z) = —7bo(2), (5.16)
donde 69 denota la masa de Dirac centrada en £ = 0. Como consecuencia,

Voo = 7
R 5.17
4r|z| (5.17)
es el potencial de Coulomb usual. Ademds, existe una funcidn real B(t), que satis-
face que B(t) — oo cuando t — oo, tal que se verifica la siguiente estimacion:

tBE) DV (1) = DiVilles) < C Yt =1, VQ compacto en R®,  (5.18)

donde 1 < p <3 y C es una constante positiva que sélo depende del dato inicial
®.

En lo concerniente a la derivacion de las “ecuaciones limite” con respecto a
tiempos grandes tanto para las funciones de onda como para las funciones de
Wigner, demostramos el siguiente resultado:

Teorema 5.1.2. Bajo las hipdtesis del Teorema 5.1.1 existe una funcion real oft),

que satisface que a(t) — oo cuando t — oo, tal que la funcidn de onda ¥(z,t)
verifica

a(t) /ms [(z,t) — +~3Dym1tpoo ()t 3D 0(z) dz < C

para toda funcidn ® € L*(IR®) y todot > 1, donde C es una constante positiva que

solo depende del dato inicial ¢ y v.o(z) € L*(IR®) es una solucion de la ecuacidn
lineal

3 . v
= -V 0 — © = 0
z2¢oo + 1(z - V)oo + 47r|:c|¢)

en el sentido de las distribuciones.

Por otro lado, existe también una funcion real o(t), que satisface que o(t) — oo
cuando t — 0o, tal que el comportamiento con respecto a tiempos grandes de la
funcion de Wigner W(x,¢,t) asociada a la funcidn de onda ¢(z,t) estd descrito
por

o(t) /ms /}RS[W(x,E,t) — Wao(t1a, €, )]0 (t "'z, t€) dE de < C
z 3
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para toda ® € L*(IR®) yt > 1, donde C' es una constante positiva que solo depende
del dato inicial p y Wo(z,€) € L*(IR®) es una solucion de la ecuacion lineal

(£ VelWe + (2- V)W =0

en el sentido de las distribuciones.

El resto del capitulo estd dedicado a demostrar los teoremas que acabamos
de presentar y a obtener algunas consecuencias y extensiones de los mismos. En
la Seccién 2 estudiamos la propiedad de invarianza de escala de la ecuacién de
Schrodinger-Poisson bajo un grupo de transformaciones adecuado relacionado con
posibles soluciones autosemejantes. En la Seccién 3 derivamos la ecuacién para la
densidad reescalada a través de la aproximacién de Wigner y pasamos al limite en
el parametro de escala. Entonces, después de identificar la distribucién de densidad
limite es facil obtener el potencial asintético asociado a través de la ecuacién de
Poisson. En la Seccién 4 investigamos el comportamiento con respecto a tiempos
grandes de las soluciones del sistema de Schrodinger-Poisson. En la Seccién 5
extendemos los resultados anteriores a un sistema numerable de ecuaciones de
Schrédinger. Finalmente, en la Seccién 6 analizamos el comportamiento asintético
con respecto a tiempos grandes de las soluciones del sistema de Wigner—Poisson.

5.2 Cambio de escala

Uno de los ingredientes principales en nuestro estudio del comportamiento a-
sintético de las soluciones del problema de Schrodinger—Poisson es la propiedad de
invarianza de escala de la funcién de estado ¢(z,t) en el espacio de configuracio-
nes. A este respecto, introducimos una sucesién de problemas que nos permitirg
entender el comportamiento cerca de infinito de las soluciones de (5.1)-(5.5). Para
cada e <1,z € R® y t > 0 definimos

Ye(z,t) = € Tgp(e e, €M), (5.19)

A raiz de la introduccién de este grupo de escala puede comprobarse ficilmente
que

lpellzmey = llellz@msy = 190 )zmsy = el t)l2msy = 1, (5.20)
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y por tanto se conserva la norma L>((0, 00); L?(IR?)) de las soluciones reescaladas.
Asimismo, si K(z) = 7 definimos

Ve, ) EV)(2,1) = (K * ) (e, t) = eV (eta, e Mt). (5.21)

Denotamos por LP? = LP((0,00); LY(R?)). Las propiedades fundamentales de
las soluciones reescaladas (i, V) en relacién con el grupo de escala introducido
en (5.19) y (5.21) se recogen en el siguiente

Lema 5.2.1. Para todot > 0, ¢ <1yl < p < oo, se verifican las siguientes
propiedades:

(D) [Ye(s )lLe(mey = 6%-%H¢('76—1t)“LP(R3)' En particular, la norma L>? se
conserva con respecto al grupo de escala.

(i) |Ve(+, )l ze(mey = e%_1||V(-,e‘1t)||Lp(ma). Ademds, se tiene que la norma
L>((0,00); M3(R®)) se conserva con respecto al grupo de escala, donde
M? denota el espacio de Marcinkiewicz de orden tres.

(%) La sucesion de densidades reescaladas n. = |1)|? es precompacta en el
espacio L*((0,00); W=12(Q)) con 1 < s < 3/2, para todo dominio acotado
Q de R

Demostracion.- La primera afirmacién es una consecuencia inmediata del cambio
de variable 7'z — z. Para probar (ii) utilizamos la definicién de V; en (5.21) y
obtenemos

dr Jry |z —y| )

K(:L‘,t) _ N ,¢€(y,t),2 dy

Sustituyendo (5.19) en esta férmula y haciendo el cambio de variable €'y — y
conseguimos probar la primera parte de (ii). Para demostrar la segunda parte
observamos que, para todo conjunto medible  de R?,

- 2 -
[ Ve t)lde = & [ Ve, 0)lde < IQRIVE, ) sgus),

donde hemos usado que n(-,¢) € L'(R?) implica V (-, t) € M3(IR®) (ver [10])). Aqui
|| denota la medida de Lebesgue de Q en IR®. La afirmacién (iii) es consecuencia
de un resultado de compacidad clésico para medidas (consultar, por ejemplo, [45]

p. 7).
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Por tratarse (1, V) de una solucién débil de la ecuacién (5.1), ha de verificar
(5.1) en el sentido de las distribuciones, es decir, se satisface la siguiente igualdad:

/m/ ( sz  + v¢<1>) dt do + / Jo(z)dz = 0 (5.22)

para toda ® € C$°(RR2 x (0,00)). A continuacién derivamos la ecuacién satisfecha

por ¢ y V..

Lema 5.2.2. Para todo € <1 fijo, el par (3, V.) definido por (5.19) y (5.21) es
una solucion deébil del problema

O,
"ot

="§Az¢e+vc¢e, reR, t>0. (5.23)

Demostracién.- Definimos la funcién ®(z,t) = ®(ez,et) y la utilizamos como
funcién test en (5.22). Entonces, haciendo el cambio de variables ' = ¢!t y
z' = e 'z obtenemos la igualdad

/mi/()w<i¢eaa ¢EA<I>+V¢E>dtdx+/ (z,0)p(z)dz = 0

para toda @ € C(IR2 x (0, 00)), la cual demuestra el lema.

La forma natural de proceder una vez que hemos obtenido la ecuacién reesca-
lada (5.23) consiste en pasar al limite en el parametro de escala (e — 0) e intentar
simplificar asintéticamente el efecto de la energia cinética —%A,ﬂbc sobre el siste-
ma reescalado. Observamos que hacer ¢ — 0 es equivalente en cierto sentido a
hacer ¢ — oo (a través de las identificaciones t = 1 y ¢ = t~!). Sin embargo, es
sencillo comprobar que la sucesién ne(z,0) = |pe(x)|? converge débilmente como
medidas hacia una masa de Dirac centrada en z = 0 (a la que denotaremos por
6o(z)) cuando € — 0, y es de esperar también que el comportamiento con res-
pecto a tiempos grandes de la densidad n.(z,t) venga descrito nuevamente por
una medida de Dirac, lo cual origina un problema de compacidad. Por otro lado,
aunque se pueden obtener otro tipo de estimaciones diferentes a la del Lema 5.2.1
(ii1) para ||?, por ejemplo en espacios LP? (ver [74]), todas ellas son incapaces
de reconocer una masa de Dirac en el limite. En particular, las desigualdades de
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Strichartz proporcionan soluciones ¢ € L, ([0, 00); LI(IR®)) con 2/p = 3/2 — 3/q
¥ 2 < ¢ <6 (ver [24]). Como consecuencia, pasar al limite en la ecuacién (5.23)
podria acarrear dificultades debido a la ausencia de compacidad. Es por ello que
parece mas apropiado y natural en nuestro contexto considerar otra alternativa.
Para concluir esta seccién daremos algunas interpretaciones de las situaciones
fisicas representadas por el limite de escala que pretendemos analizar. Si retenemos
algunas de las constantes fisicas que aparecen en la formulacién usual de la ecuacién
de Schrédinger (la constante de Planck y la masa de las particulas) en vez de
normalizarlas, tenemos que
o h?
T —%Aﬁ/’ + Vy.
Entonces nos vemos llamados en primer lugar a identificar el limite € — 0 con un
limite de masa grande (o limite de particula pesada), de forma que la particula
tiende al reposo (A = 1). De hecho, estamos tratando con cierto tipo de “limite
dindmico cldsico”. Ademds, si consideramos que % es del mismo orden de magnitud
que € en (5.23) y normalizamos la masa de las particulas (m = 1), este limite
podria ser interpretado también como un limite semicldsico para la funcién de
onda reescalada %, en (5.23) bajo la accién de un potencial dilatado, a saber:

. O, €2

-1 -1
—_— e e V , t e .
1€ 8t Ang + (E Z,€ )¢

th

5.3 La densidad y el potencial asintéticos

Esta seccién est4 dedicada a encontrar una ecuacién de evolucién cuantica para
la densidad de posicién reescalada n.(z,t) en la cual podamos pasar al limite e
identificar una expresién para la densidad asintética n.,. Esta sera la clave para
obtener informacién precisa acerca del potencial limite, al que nos referiremos
como V... Concretamente, V,, serd finalmente identificado como el potencial de
Coulomb en una norma LP(Q2), con 1 < p < 3, mediante el paso al limite en la
ecuacién de Poisson reescalada

ALVe(z,t) = —yn(z,t). (5.24)

Por consiguiente, en primer lugar nos ocuparemos de derivar la ecuacién de evolu-
cion para la densidad reescalada n. a partir de la ecuacién reescalada (5.23) para



152 5. Comportamiento asintético de Schrodinger—Poisson y Wigner—Poisson

Ye, y posteriormente investigaremos el comportamiento limite de las soluciones
de esta ecuacion cuando € tiende a cero. Para ello consideraremos la formulacién
del problema reescalado en términos de la correspondiente matriz de densidad
reescalada (consultar [80], [73] y el Capitulo 1 de esta memoria)

pe(T,y,t) = Pe(z,t)e(y, ),

lo cual nos conducird a una nueva ecuacién reescalada escrita en términos de la
transformada de Wigner asociada. En concreto, aplicaremos la aproximacién de
Wigner estandar al problema de valores iniciales reescalado de Schrodinger salvo un
cambio de escala en la variable ¢, y veremos que se puede obtener una formulacién
equivalente de esta ecuacién.

Recordamos que la funcién de Wigner W (4)(-,-,t) € L*(R) x R?) dada una
funcién de onda ¢(-,t) € L?*(R?). Definimos, para la funcién de onda reescalada
e, su transformada de Wigner asociada:

Wi(z,6,t) E W(pe)(z,6,t) = (271?/“3 be(x + %,t)qpe(z - %,t)e“‘y'f dy

= W()(e e, €, e7't) € LY(R2 x RY), (5.25)

que esta relacionada con la transformada de Wigner usual W (), salvo la accién
natural del grupo de escala en las variables de espacio y tiempo, mediante un
cambio de escala de orden € en £. Esta eleccién de W, est4 inspirada en el grupo
de escala que actla sobre las funciones de Wigner a un nivel de descripcién semi-
clasico, a través de la introduccién de una transformacién de escala para la que
el parametro de autosemejanza ¢ es del mismo orden de magnitud que A7 y la
posterior modificacién de la escala de ¢ (£ — hE), que sitiia nuestro problema en
un contexto de particula pesada. Referimos a [47], [73], [78], [79] para encontrar
una explicacion detallada de este tipo de limites.

Nétese que la norma L*((0,00); L*(R x IR})) es un invariante del grupo de
escala definido por (5.25), ya que

IWe(e, s Ol 2maxmyy = IW ()5 € )| L2(me xm2) (5.26)
¢ ¢

para todo instante t > 0 y € < 1 fijo. Asimismo, la densidad reescalada se puede
expresar como el valor medio de W, con respecto a la variable ¢, es decir,

/ W(z,,1)dE = n.(e,t) € LL(RD). (5.27)
Re
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Un desarrollo mas exhaustivo de estas descripciones equivalentes que relacionan
operadores de densidad con funciones de Wigner asociadas a un estado cuantico
puro puede encontrarse, por ejemplo, en (3] -§1 y §2-, (73], [77] y [80].

El siguiente resultado, que se puede obtener de forma simple a partir de la
definicion de las funciones reescaladas, nos muestra la ecuacién satisfecha por
(W, VL). Esta ecuacién —que describe estados cuanticos por medio de funciones en
el espacio de fases— es la ecuacién de evolucién para la funcién de distribucién de
cuasi-probabilidad de Wigner reescalada W, en una aproximacién de campo medio
con interacciéon coulombiana.

Lema 5.3.1. Para cada ¢ < 1 fijo, la funcidn W, definida por (5.25) es una
solucion debil del problema de Wigner—Poisson reescalado

aate + el V)W + H*W, =0, 2,6 R, t>0, (5.28)
donde
2 ) ) —iy-
—_ z —_ —Z ¢ 1y-€ )
H.(z,¢,t) @n)? -/1;25 (Ve(z + 2,t) Ve(z 5 )) e dy (5.29)

Yy *¢ denota la convolucidn con respecto a la variable €.

Como usualmente ocurre en el contexto de Wigner de la Mecanica Cuéntica,
la convolucién H. *; W, se puede escribir de forma equivalente en términos del
operador pseudo-diferencial

W 2,61) = s [, [ (Ve 500 = Vita = Bo0)

X We(z,n,t)e” "¢ dy dy, (5.30)

que esta bien definido en sentido distribucional, como se concluye a raiz de las
estimaciones efectuadas en la demostracién del siguiente resultado.

Esta formulacién del problema reescalado (5.23) en términos de la funcién de
Wigner nos ayudard a dar sentido a la densidad de particulas asintética n., a
través del paso al limite en la ecuacién (5.28). Para ello probaremos en primer
lugar el siguiente resultado:

Lema 5.3.2. Para todo 0 <t > T, el operador pseudo—diferencial §[V,|W, (z,¢,t)
tiende a cero en el sentido de las distribuciones cuando ¢ tiende a cero.
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Demostracién.- El término no lineal 8[V,]W,, definido por (5.30), puede escribirse
equivalentemente como

OWVIW.(2,6,1) = Fle (Ve + 5,0 = Vil = £,)) (Fpms W (2,0,1)] 0

|
.y [(V ,e"lt) V(ets - %,e“t))
x Btz + L e pete - Lty

Entonces se trata de estimar la cantidad

-1 ¥ -1 -1, _ ¥
/]Ra/ y,_,£[( x+2,e tH)—-V(e 'z 2,6 t))

x Ple 'z + ?21 e )l r — % e-lt)] (e6)0(z, ¢) d¢ dz

por una potencia positiva de ¢, para toda funcién ® € CZ(RR2 x IR?) En efecto,
se tiene que

|(O[V W, ®)| = ¢

2
=1 ¥y 1 -1 Yy 1
x (e 'z + 3¢ t)p(e 'z — 3¢ 2 mz)l| (=, ')||L2(m‘€’) .

Tomando ahora la norma L? con respecto a la variable z con p > 2 y estimando el
potencial en norma L*(IR}) (teniendo ademés en cuenta su ritmo de decrecimiento
en t = 0 dado por (5.9)) resulta:

(OIVAW,, @)] < e [ V(e + et
lRI

[(6[V] W, @)

¢ T Yy y p/2
< L3 / by~ Y 1 Rlolele — Y e lp) 2 g
< e (/mi<m2|¢(e T =€ W (e 5 € O*dy) dz
1/p

_C 79l _ o =112 —152 i
= Te (/mg (/mg [$(2e7'z — z, e ) Plp(z, e 1) P dy | dz ,

donde hemos realizado el cambio de variable z = ¢ 'z — y/2 con respecto a y.
Esta altima expresién la analizamos en dos partes, seglin su comportamiento en
el interior y en el exterior de la bola Bg de ]Rz centrada en el origen y de radio R.

1/p



5.3 La densidad y el potencial asintéticos 155

De esta forma, en primer lugar tenemos que

~ /2 1/p
%6—3/2 </1Ri <fBa [¥(2¢ e — z,e'lt)|2|¢(z,e'1t)|2dz>p dx)

< g &3/P=3/2 R(3p-0)/22 |y 1) |12 o)
< CRBP=6)/2p(8/p~1.3/2-3/p (5.31)

donde hemos empleado la desigualdad de Holder y las cotas de decrecimiento en
tiempo (5.11) para la funcién de onda probadas en [24].
Por otro lado, para estimar

S (L0

utilizamos la desigualdad de Minkowski para integrales (ver Apéndice), de modo
que resulta

< 2o

o 1/2
< TS oy (W i)

< Ct3/p—5/2 /
= Be

R

1/p

¢
R

p/2
[(2¢7  — 2, €71) *|yp(z, e 1t)|? dz) d:r)

1/p

2/p
(/3 |z/;(26'1x - Z’C—.lt)|p|¢(2,€—lt)|p dx) dz)

c
R

1/2
ld)(z)lzdz) , (5.32)

donde nuevamente hemos utilizado las cotas de caida de ¢ en ¢t = 0 descritas en
(5.11).

Finalmente, como ||? est4 uniformemente acotada en L'(IR?), podemos afir-
mar que dado § > 0 existe R > R(§) tal que, para todo ¢t > 0 fijo:

1/2 5
Ct3/r=5/2 (/ |¢(z)l2dz) < sz (5.33)
B 2 .
Ademas, para este R(6) existe también €(6) tal que, para todo € < ¢(6):
C R(3p—6)/2p46/p~4 3/2-3/p < t6/p—4é (5.34)

5
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Por tanto, teniendo en cuenta (5.33) y (5.34) en (5.31) y (5.32), respectivamente,
se llega a

(BIViIW,, )| < ¥/7~%5
para t € [0,T], con lo que concluye la demostracién.

En el préximo resultado describimos el comportamiento asintético de la densi-
dad cuantica de posicién (en [74] se propone una aproximacién diferente).

Proposicién 5.3.3. La densidad de posicion reescalada n.(z,t) para el problema
de Schrodinger-Poisson en tres dimensiones converge débilmente como medidas
hacia la masa de Dirac éo(z) cuando € — 0.

Demostracién.- Este limite existe débilmente como medidas (posiblemente des-
pués de la extraccién de una subsucesién) debido a la acotacién de la sucesién n.
en L'(R?2) independientemente de €. La idea basica para obtener esta convergen-
cia radica en pasar al limite cuando € — 0 en el problema de Wigner reescalado
(5.28), con condicién inicial dada por

e 1 )
W@ O FW(a6t=0) = o [ aa+ Poda = evedy.

Recordamos que este problema esta bien planteado en el sentido de las distribucio-
nes, de tal manera que habremos de pasar al limite bajo la siguiente formulacién

débil:
[y et (52 4 te-900) (6.t
+// (2,6,0)W0(2,¢) dE dz

= [ [ [ Hor Wz, 6 )0 6 ) drdeds =0, (5.35)
R} JR} JO
para toda ® € CP(R3 x ]R:&3 x RY). Ahora utilizamos el hecho de que, para una

funcién suficientemente regular ®, su transporte lineal reescalado con respecto a la
direccién x, descrito por 3,® + €(¢ - V)@, es equivalente a la derivada convectiva

= (8(x +etr,£,7) (5.36)
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evaluada en coordenadas de posicién transportadas a lo largo de las caracteristicas
¢ + ¢{7. Entonces introducimos una familia especial de funciones test en (5.35)
dada por la eleccién de la siguiente sucesién de funciones con variables separadas:

‘I)R(l‘,f,T) = a(x)ﬂR(é)’YR(T)a | (537)

donde a € C3°(R?), Br(€) = B(é/R) con B € CF(R?),0<B8<1,8=1en B, y
B =0 en el conjunto complementario de B, y donde yr(7) € C(R*') satisface

1, sit<r<t—-4
= ) R R
7A(7) {0, sit<0672>t

Recordamos que aqui Bg representa a la bola euclidea de R? centrada en el origen
y de radio R. Sea h la funcién de Heavyside definida por

I, si0<r<t
h(r) = {0, en otro caso

Si introducimos entonces la expresién (5.36) y la sucesién (5.37) a modo de funcién
test en (5.35), obtenemos la siguiente ecuacién:

/ms /IR3 /Ot We(z + eér,€,7)a(z + e&-)ﬂR(g)cfjif dr d€ de
t 6_/ms /ms /Ot Wz + 7,6, 7)Br(EVR(T)(E - Vi)a(z + 1) dr dé de

/ma /1113/ (Hexe We)(z + €€7, &, T)a(z + e£7)BR(E)VR(T) dr dédz = 0.

Usando el teorema de Fubini y haciendo el cambio de variable 4 €7 —  tenemos:

L) [ Wit & ma@8(5) D8 ar at s

ve [ Lo [ W & B R Vo) dr i ds

/ms fw/ e x¢ We)( )a(z)ﬂ(%)’YR(T)dT d¢dzr = 0. (5.38)
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Estudiamos en primer lugar el comportamiento en el limite del primer término
de la ecuacién (5.38). Para ello, primero observamos que %’m converge débilmente
como medidas hacia §(7 = ¢)—§(7 = 0) cuando R — oo en dualidad con W,(z, £, -),
que es continua con respecto a 7 en [0, t]. Esta propiedad de continuidad da sentido,
al mismo tiempo, a la integral

¢ dh
54 —dT.
| wia 6 dr

Asimismo, 3({/R) converge hacia 1 punto a punto (para todo ¢) cuando R tiende
a infinito y, como a € Cg°(R?) no depende de R, usamos la dualidad en L*(R3)
existente entre a y el resto de términos para pasar al limite. Entonces, después de
hacer R tender a infinito, integrar con respecto a las variables 7 y ¢ y utilizar la
férmula (5.27) para la densidad de posicién, obtenemos la expresién

/ ne(z, t)a(z) de — / ne(z,0)a(z) dz . (5.39)
RS RS
n(e~'z,0) tenemos que

[ n@0a(z)dz = [ n(z.0)a(ca)da,

T T

Como n(z,0) = 3

de forma que al pasar al limite € — 0 en (5.39) obtenemos

£1_1>n -, ne(z,t)a(z)dr — (6, ) (5.40)
para toda a € C§°(R®), donde hemos tenido en cuenta que ||n(-, )|z (r3) = 1 para
todo t > 0.

Ahora, como 3 tiene soporte compacto en el interior de B;, observamos que ha
de verificarse la condicién |¢| < 2R para que A no se anule. Entonces el segundo
término de (5.38) est4 acotado por la cantidad

5
2teR? ||Wel| Loogio .22 ma xm [ Vearll c2gme) 1Bl 2oy (5.41)
que podemos hacerla tan pequefia como deseemos al considerar R del mismo orden
de magnitud que € con ¢ > —2. De la misma forma, conforme a las estimaciones
dadas en la demostracion del Lema 5.3.2, se deduce facilmente que el término no
lineal esta acotado por

/mg /mg /Ot(He *g We)(%f,t)a(x)ﬂ(%)m(r)dr dé dz| < 5/(: Sty (Y dr |

(5.42)
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con ¢ arbitrariamente pequeno y ¢ > 0 fijo, para p > 2.

Finalmente, teniendo en cuenta las contribuciones de (5.41) y (5.42), si hacemos
¢ = ¢(R) adecuado observamos que el segundo y el tercer término de (5.38) se
anulan cuando R tiende a infinito (o, equivalentemente, cuando € — 0, § — 0. Por
tanto, a raiz de (5.40) obtenemos finalmente que

lim [ n(z,t)a(z)dz = (6, a) (5.43)

e~0 mi

para toda a € C°(R?), con lo cual concluye la demostracién.

Observacién.- Existe un método alternativo para demostrar que n, converge dé-
bilmente como medidas hacia una masa de Dirac centrada en el origen. Este nuevo
método consiste en aplicar la versién generalizada del teorema de compacidad de
Ascoli-Arzela al conjunto {|¥.(-,¢)|?, € < 1}, usando la acotacién del momento de
segundo orden de |t|* (en el contexto de [63], Lema 5.6) junto con el teorema
de Prohorov (ver Apéndice), que nos proporciona los subconjuntos débil— rela-
tivamente compactos de {M(R?), ||u||m(ws) = 1}, donde M(IR®) representa a la
clase de medidas de Radon no negativas en R®. En esta situacién obtenemos
la misma conclusién que en la Proposicién 5.3.3 (en [23] se puede encontrar una
demostracion similar para el caso del sistema de Vlasov-Poisson-Fokker-Planck).

Es significativo que no podamos obtener informacién sobre las soluciones del
sistema de Schrédinger-Poisson original (no reescalado) directamente a partir del
limite de la densidad reescalada, ya que no es posible “retroceder en el pardmetro
de escala” cuando tratamos con una masa de Dirac. Sin embargo, el limite de la
sucesion de densidades reescaladas nos permite identificar el limite del potencial
reescalado. Para ello, una vez que hemos reconocido la densidad asintética como
una delta de Dirac retornamos a la ecuacién de Poisson (5.24) para deducir de
forma inmediata el acoplamiento eliptico asociado al problema limite, como quedé
establecido en el Teorema 5.1.1.

Demostracién del Teorema 5.1.1.- La ecuacién (5.16) se obtiene después de
pasar al limite € — 0 en la ecuacién (lineal) de Poisson reescalada (5.24). Respecto
del segundo miembro acabamos de probar que n, tiende débilmente como medidas
hacia una masa de Dirac centrada en z = 0 o, equivalentemente, fuertemente en
W=1%(2) con 1 < s < 3/2 (ver Lema 5.2.1 (iii)). Por consiguiente, la convergencia
para el primer miembro es fuerte en W'*(Q) para el mismo rango de s, lo cual
proporciona compacidad en LP(2) para 1 < p < 3. Entonces, V,, es una solucién
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débil de (5.16) que responde a la férmula
Voo (2) = K(z) % 8o(z) = K(z), (5.44)

donde el nicleo de la convolucién K es el potencial de Coulomb en tres dimensiones.
La demostracién concluye al hacer t =1y e = ¢t~

5.4 Compacidad débil de la sucesién de funciones de onda

La conservacién de la norma L? para la sucesién de funciones de onda rees-
caladas {t(-,t)}. es utilizada de forma esencial en esta seccién para deducir su
compacidad débil. De hecho, como

[%e(s M2 mey = llellremey = 1,
el teorema de Banach-Alaoglu garantiza que, para todo instante fijo ¢, la sucesién
¥e(-,t) es compacta en la topologia débil de L?(IR%). Ademas, es posible probar

también que {v.}. es débilmente equicontinua con respecto al tiempo, como se
muestra en el siguiente resultado:

Lema 5.4.1. Sea ® € CZ(IR®). Entonces, el conjunto de funciones definido por
t— U(t) = /ms e(z,4)®(z) dz
es equicontinuo en [0,T).

Demostracién.- Fijamos R > 0 de forma que supp(®) C Br. Multiplicando la
ecuacioén reescalada (5.23) por ® e integrando con respecto a las variables z y ¢
obtenemos:

t
T, () — U (s) = z/ / ez, 7)(SAB(2) — Vi(z,7)8(z)) dz d7 .
s JR] 2
Como ® € CZ(R?), la desigualdad de Hélder nos proporciona

() — Tels)| < Clt = sl (1A2]|z2(may + 1@llcoe(mlIVell o (o0022(BaY)
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donde C es una constante positiva que no depende de € y donde hemos usado la

identidad (5.20) y el hecho de que Ve, )z < ClIVe(+,t)|lms. Como consecuen-
cia, el conjunto es equicontinuo.

Entonces la versién generalizada del teorema de Ascoli-Arzeld nos permite

obtener, de cada sucesién {€,} — 0, una subsucesién (que denotaremos con el
mismo indice) tal que

Yen = Yoo en Cu([0,T]; LA(R?)),

donde C,([0,T]; L*(IR®)) denota el espacio de funciones continuas de [0,T] en
L*(IR®) en la topologia débil de L*(R®). En lo que resta de capitulo omitiremos el
subindice n cuando nos refiramos a estas subsucesiones.

Para identificar la funcién limite observamos en primer lugar que ., no es
la funcién idénticamente nula en L? debido a la conservacién con respecto a e
y a t de la norma L>? de la sucesidn 1., y consecuentemente en virtud de la
ecuacion lineal satisfecha por el potencial limite V., que nos conduce a (5.44).
Recordemos también que en principio no podemos obtener informacién alguna
sobre el comportamiento asintético (cuando ¢ — oo) de la funcién de onda
a partir del hecho de que la densidad limite se comporte como una medida de
Dirac. Para superar esta dificultad reescribiremos las propiedades de convergencia
obtenidas para las sucesiones 1, y V, de la siguiente forma: fijamos t = 1 y hacemos
¢ =t~ con lo cual obtenemos, para todo conjunto compacto ! C R3 y cuando
t — o0,

tDtV(IE, t) e

2] fuertemente en LP(R), 1 <p< 3,
TiT

t2Dp(z,1) — Poo(z) en Cu([0,T]; L*(R?)).

Ademés, las subsucesiones V(z,t) = tV(tz,t) y (=, t) = 3% (tz, t) satisfacen la
siguiente ecuacién en formulacién débil:

U S - 1, - 1.
— — =Y —i—(z - V)Y = ——A, -Vi. 5.45
top T ig¥ —is(e- Vo) sty + VY (5.45)
Para obtener la ecuacién satisfecha por 1., igualamos los términos del mismo
orden en t en la ecuacién (5.45) y luego pasamos al limite cuando t — oo, con

lo que tenemos en primer lugar que ;%o = 0 en la aproximacién de orden cero
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(lo cual ya es conocido a partir de la propia construccién del limite). Asfmismo
tenemos que Yo, € L%(IR®) es una solucién de la ecuacién

|
o

3 . v
l§¢oo + iz Vo)boo + 47r—|z|1/loo =

(5.46)
en una aproximacién de orden ¢~!. Esta ecuacién tiene infinitas soluciones que pue-
den obtenerse como una perturbacién de la solucién singular radial Cr=3/2¢=#v/47"
donde r = |z| y C es una constante independiente de r, aunque podria depender
de z cuando buscamos posibles soluciones del problema de Schrodinger-Poisson
que verifiquen (5.46). Por tanto, acabamos de demostrar el siguiente resultado:

Teorema 5.4.2. Supongamos que la hipdtesis (5.13) o bien (5.14) es satisfecha.
Entonces, el comportamiento asintdtico con respecto a tiempos grandes de la fun-
cion de onda escalar ¢ estd determinado por la funcion 1. € L*(IR®), que es una
solucion de orden t' de la ecuacion (5.46) en el sentido de las distribuciones.
Ademds, eriste una funcidn real ot) que satisface que a(t) — 0o cuando t — oo,
tal que se verifica la siguiente estimacidn para t suficientemente grande:

alt) /m [B(@,1) = 3D (@) I D B(2) de < C

para toda ® € L%(R®), donde C es una constante positiva que sélo depende del
dato inicial p.

5.5 Comportamiento asintético de un sistema de ecuaciones
de Schrodinger-Poisson

El resultado que acabamos de demostrar para el caso de un estado cuantico
puro se puede extender facilmente al caso de una superposicién de los mismos
(estado cuantico mixto). Para ello consideraremos ahora un sistema numerable de
ecuaciones de Schrodinger

2 = LA™ + VY™, me N
Y™ (,0) = ¢™(z), (5.47)
limpgjo ™ = 0,
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acoplado con la ecuacién de Poisson

AV = —yn, (5.48)

donde la densidad de posicién viene dada ahora por

n(z,t) = Y. An|v™(2,t)?, con Yo Am =1,

mEN meN

y donde A, representa, para cada m € IN, la probabilidad de ocupacién del estado
¥™. Para estudiar su comportamiento asintético volvemos a reescalar el sistema
segun el siguiente grupo de transformaciones:

Y (z,t) = e_%v,/)m(e'lx,e'lt), Vi(z,t) = e 'V(e 'z, e7't)

Tle(-l',t) = Z Aml¢:n(xvt)|2'

meEN

Observamos en primer lugar que |n.(:,t)||r1(r3) = 1. Usando los mismos argumen-
tos de compacidad que para el caso de la ecuacién de Hartree vemos que, para todo
m € N, |¢7*(z,t)|* converge débilmente como medidas hacia una masa de Dirac
bo(z) cuando € — 0. Aplicando la aproximacién usual de Wigner a la sucesién ¢™
y las mismas ideas de la Seccién 3, deducimos que |¥™(z,t)[? converge también
como medidas hacia éy(z) cuando € — 0. Usando que ¥ ,c Am = 1 ¥ la ecuacién
de Poisson reescalada A,V, = —vn,, encontramos como antes que Vs, = 4_:@' Es
de destacar que el efecto del limite ¢ — 0 con respecto a las variables reescaladas
se manifiesta a través del desacoplamiento de los estados superpuestos al nivel de
la densidad de particulas. Por consiguiente, el comportamiento con respecto a
tiempos grandes de la solucién (correspondiente a un estado mixto) de un sistema
numerable de ecuaciones de Schrédinger-Poisson (5.47)-(5.48), con dato inicial o™

que satisface (5.13) 6 (5.14), viene descrito por las soluciones del sistema lineal

3 : ~
S+ (e VYR + ey = N 4
121/)00 + i(z - V)l + 47r|z|¢°° 0, meN, (5.49)

en una aproximacién de orden ¢!,
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5.6 Comportamiento asintético de la ecuacién de Wigner—
Poisson

Los argumentos desarrollados en las Secciones 3 y 4 son también de gran utili-
dad para estudiar el comportamiento asintético de las soluciones de la ecuacién de
Wigner~Poisson. De hecho, la convergencia débil de W, en C,,([0, T; L*(R3 x R?))
esta garantizada, después de la posible extraccién de una subsucesidn, conforme a
la ley de conservacién verificada por la norma L?:

”m('a'at)llﬁ(mixmg) = ||W(¢)("',e_lt)“B(mgxmg)-

Si fijamos en primer lugar ¢ = 1 e identificamos € = ™! en las expresiones (5.25)
y (5.21) para W, y V., respectivamente, entonces las funciones V(z,t) = tV (tz, t)
y W(z,&,t) = W(tz,t7¢,t) satisfacen la siguiente ecuacién en formulacién débil:

oW

1 ~ 1 = 1 - 1, -0
> + ﬁ(f V)W — ?(x-V,)W + ?(f-V{)W + -t-a[V]W =0, (5.50)

donde W esta relacionada con ¢ mediante la férmula

W, 6t) = W(E.60) = G [ 3+ 5,006 - Lo dy

con ¥ = t3/%y(tz,t), y donde

[VIW (z,¢,8) = (2—7’()3/]3 /m3 (V(H%,t) - f/(-w— %,t))

x W(z,n,t)e" CMVdy dp = (VW (tz,t71¢,t).

Entonces, como la sucesién v estd acotada en L*((0,00); L*(R?)) y es débilmente
equicontinua con respecto al tiempo, la sucesién W también esté acotada en el
espacio L®([0, 00); L*(R3 x R})) y converge débilmente en C,, ([0, T}; L*(R2 x R}))
hacia W,.

Al igualar nuevamente términos del mismo orden en t en la ecuacién (5.50)
y pasar luego al limite cuando ¢t — oo, podemos observar en primer lugar que
0:We = 0 en una aproximacién de orden cero (lo cual ya era conocido a partir de
la propia construccién del limite). Asimismo, en la aproximacién de orden ¢! el



9.6 Comportamiento asintético de la ecuacién de Wigner-Poisson 165

comportamiento asintético de la funcién de Wigner W viene dado, en el sentido de

las distribuciones, en términos del comportamiento de las soluciones de la ecuacidn
lineal

(- Vi)W + (- V)W, = 0. (5.51)

Aqui hemos utilizado una reformulacién del Lema 5.3.2 en términos de o[VIW
(haciendo t = 1 y A = t) para simplificar asintéticamente el término no lineal en
(5.50). Por otro lado, el hecho de que el limite W, sea no nulo continta asegurado,
en conformidad con la conservacién de la norma L*((0,00); L*(R3 x R?)) de las
funciones de Wigner reescaladas (5.26) con respecto al tiempo y al pardmetro de
escala, y debido también a la ecuacién lineal satisfecha por el potencial. Por tanto,
hemos demostrado el siguiente resultado:

Teorema 5.6.1. Supongamos que la hipdtesis (5.13) o bien (5.14) es satisfecha.
Entonces eziste una funcidn real o(t), que verifica que o(t) — oo cuando t — oo,
tal que el comportamiento con respecto a tiempos grandes de la funcidn de Wigner
W(z,¢,t) asociada a la funcién de onda ¢(a,t), definida por (5.7), estd descrito
por

o(t) /Bs /m 2[W(ac,g,t) — Wt a, t€, )] ®(t 'z, t€, ) dE dz < C

para toda funcién ® € L*(IR®), donde C es una constante positiva que sélo depende
del dato inicial ¢ y Wo, € L*(IR) x IR}) resuelve la ecuacion lineal (5.51) en el
sentido de las distribuciones, en la aprozimacidn de primer orden t=!.

Con esto concluye la demostracién del Teorema 5.1.2.






Capitulo 6

Transformadas de Wigner en espacio-tiempo y

limite de altas frecuencias

En este capitulo nos proponemos completar el analisis del comportamiento a-

sintético con respecto a tiempos grandes del sistema de Schrodinger—Poisson a
través del estudio de una familia de soluciones oscilatorias (en tiempo) y el analisis
de una sucesién de problemas de Schrédinger-Poisson reescalados. La dificultad
ocasionada por la falta de compacidad con respecto al tiempo de esta sucesién de
soluciones es superada mediante la introduccién de una transformacién de Fourier
apropiada que afecta no sélo a la variable espacial, como ocurre con la transfor-
mada de Wigner usual, sino también a la variable temporal (lo cual conduce a un
nuevo concepto de transformada de Wigner), y el posterior anlisis de las propie-
dades de los sistemas de tipo Wigner-Poisson correspondientes. Como detallamos
mas adelante, este proceso introduce una nueva variable que representa a la fre-
cuencia de las oscilaciones temporales, y proporciona soluciones oscilatorias (con
respecto al tiempo) de baja frecuencia para el problema de tipo Wigner asociado,
adecuadas para pasar al limite con respecto al parametro de escala.

Recordamos que la evolucién temporal de un electrén en un vacio sujeto a la
influencia de un potencial electrostatico V'(z,t) esta gobernada por el problema de
valores iniciales de Schrodinger-Poisson para la funcién de onda escalar 1(z, t), z €
R?,t > 0, que representa a un estado mecano-cuantico puro:

O 1 3
Za——é'Axw‘l'V'(b, $€R,t>0,
¥(z,0) = 30(.1‘),

lim ¢(z,t) = 0,

lz|—o0
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)2
Ve t) = L [ PO,

4m Jry |z —y|
donde las constantes fisicas (la constante de Planck % y la masa del electrén m)
han sido nuevamente normalizadas a la unidad por simplicidad en los célculos.
Ademas el sistema conserva la carga total:

[ Eorda =1 wxo. (6.)

Las ecuaciones introducidas hasta el momento han de ser entendidas en sentido
débil cuando tratamos con soluciones débiles.

La mayor parte de la literatura matematica reciente relacionada con métodos
asintéticos para el estudio de modelos de transporte cuantico se apoya en una
derivacién rigurosa de aproximaciones semiclésicas, para las cuales se emplean
métodos de cambio de escala (simple o multiple) para pasar luego al limite en el/los
paradmetro/s de escala, con el objetivo de construir soluciones asintéticas que seran
interpretadas a la luz del contexto fisico subyacente al grupo de transformaciones y
el limite de escala elegido. En esta direccién citamos, por ejemplo, los trabajos de
P. L. Lions y T. Paul [73], P. A. Markowich y N. J. Mauser [78], P. A. Markowich,
N. J. Mauser y F. Poupaud {79], P. Gerard, P. A. Markowich, N. J. Mauser y F.
Poupaud [47] y J. C. Guillot, J. Ralston y E. Trubowitz [56).

Como vimos anteriormente, puede establecerse una formulacién equivalente al
sistema de Schrédinger-Poisson (ver Capitulo 1) en términos de la transformada
de Wigner clasica asociada a la matriz de densidad

p(p, P, t) = ¥(p,t)(p', ) cpd. (p,p) e R®*xR?,t >0,

donde 9 es el conjugado de la funcién de onda compleja 1. ‘Esta transformacién
da lugar a la ecuacién de Wigner

%V + (- Vo )W + [VIW =0,

donde el operador pseudo—diferencial §[V] est4 definido por

OVIW (z,6,t) = (27)“ Lo L (Vie+ L0 - vie- L)

x W(z,n,t)e™ " C=1v dy dn .
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Ademas, vimos que la densidad de particulas n(z,t) podia recuperarse a partir
de la funcién de Wigner mediante el calculo de su valor medio con respecto a la
variable de momento:

Tl(l‘,t) = AS W(l‘,ﬁ,t)dé,

¢
¥ que esta integracién se podia justificar mediante un argumento de regularizacién
(ver Capitulo 1).

Estas relaciones existentes entre los sistemas de Schrédinger—Poisson y Wigner—
Poisson han motivado un amplio esfuerzo matematico en los Gltimos afios encami-
nado hacia la obtencién de algunas propiedades de existencia, unicidad y regula-
ridad de sus soluciones (ver referencias en el capitulo anterior), asi como a arrojar
alguna luz sobre su comportamiento para escalas grandes de tiempo y otros limites
de escala. En particular, en lo referente al comportamiento asintético de particu-
las cuanticas con respecto a tiempos grandes, en [63] se demuestra que el sistema
se expande para el caso de interacciones repulsivas (por medio de la denomina-
da ley pseudo-conforme), y se dan algunas estimaciones de caida con respecto al
tiempo para las soluciones del sistema de Wigner-Poisson repulsivo a partir de
los correspondientes resultados obtenidos para el sistema de Schrédinger—Poisson.
En [24] se observa también la expansién del sistema para estados iniciales mads
débiles (pertenecientes a L?(IR?)) e interacciones tanto repulsivas como atractivas,
bajo la condicién de que las particulas deben tener energia cinética infinita (ya
que V1 no pertenece a L*(IR%)), por lo que instantdneamente se van a infinito
(2% no pertenece a L*(IR?)). Estos resultados dejan un hueco abierto en la teoria
correspondiente al caso atractivo con energia finita (positiva o negativa), que es el
mas relevante desde el punto de vista fisico. Este caso ha sido recientemente abor-
dado por E. Ruiz Arriola y J. Soler en [88] y [89], quienes demuestran la expansién
no acotada del sistema para el caso de energia positiva y la existencia de “mo-
dos respiratorios” (soluciones periédicas en tiempo espacialmente localizadas) que
bifurcan desde la solucién de energia minima para el caso de energias negativas.

El fundamento de las técnicas que utilizaremos en este capitulo para analizar
el comportamiento asintético de las soluciones del sistema de Schrodinger—Poisson
parece no haber sido explotado en la literatura matematica previa. De hecho,
el objeto matematico introducido en la siguiente seccién, que extiende en cierto
sentido (a precisar) el concepto clasico de transformada de Wigner, pudiera ser
de gran utilidad para futuras aplicaciones, en particular las relacionadas con el
analisis matematico de las ecuaciones que rigen la evolucién de las funciones de
Green asociadas a sistemas cudnticos fuera de equilibrio formulados en segunda



170 6. Transformadas de Wigner en espacio-tiempo y limite de altas frecuencias

cuantizacién. Por simplicidad en la notacién consideraremos en primer lugar el
caso de un estado cuantico puro. Sin embargo, las técnicas y los resultados que
obtendremos en este marco se pueden generalizar de forma sencilla para incluir el
caso de un estado cuantico mixto (ver Seccién 4).

Consideramos el siguiente grupo de escala que conserva la norma L?:

Ye(z,t) = P(z,e'), (6.2)

donde € es un parametro positivo destinado a tender a cero. Esta funcién de onda
verifica el siguiente sistema reescalado de Schrodinger~Poisson:

ie%b—‘- = —SA + Vidh, (6.3)
$u(2,0) = p(z), (6.4)
lim =0, (6.5)

dr Jry o —yl '

En lo que sigue denotaremos por SP, al problema (6.3)-(6.6). Conviene destacar
que el estudio del sistema SP, tiene interés en si mismo debido a la presencia de
soluciones de caracter oscilatorio en tiempo, lo que hace que el anélisis del limite
¢ — 0 sea particularmente atractivo. En efecto, proponemos el siguiente perfil
estacionario reescalado

Ye(z,t) = e‘ist/€<1>(:c) (6.7)

para ilustrar el comportamiento oscilatorio de una clase de soluciones de SP, y,
por tanto, la correspondiente falta de compacidad en tiempo. En esta expresién
& es un valor propio relacionado con la energia total del electrén en el campo
coulombiano y ®(z) es una funcién propia asociada al valor propio £ del problema
estacionario

£8(z) = —%A,@(x) + L ( / 3 %dy) (z).

Se deduce, por tanto, que las soluciones de SP, pueden ser altamente oscilatorias
con respecto al tiempo, de forma que el paso al limite cuando ¢ — 0 en SP, no
es evidente y esta es la razon por la que las oscilaciones temporales deben ser, en
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cierto sentido, mitigadas. Algunos estudios recientes que involucran medidas de
Wigner asociadas a la propagacién de ondas de alta frecuencia han sido realizados
por L. Ryzhik, G. C. Papanicolaou y J. B. Keller en [90] y L. Miller en [81], aunque
bajo diferentes perspectivas y utilizando técnicas distintas a las nuestras.

Para nuestro andlisis consideraremos datos iniciales ¢ € H2(IR®) y trabajare-
mos en el marco de soluciones débiles en H*(R?) (consultar [63]), es decir:

¥ € C({0, 00); HA(R?)) N CY([0, 00); L*(IR?)), (6.8)

las cuales son también soluciones fuertes del problema de Schrédinger—Poisson en

L*(R®). Ademas,
¥ € L=([0,00); H'(R?)). (6.9)

Estas propiedades de regularidad son suficientes para cubrir nuestros objetivos,
que podrian ser también alcanzados trabajando en un contexto més débil (por
ejemplo, el de [24]) que aqui restringimos por claridad en la exposicién de las
técnicas desarrolladas.

La principal dificultad que encontramos cuando tratamos con la sucesién de
funciones de onda {t}c50 es que éstas solamente estan acotadas a priori en L
con respecto al tiempo. Esta propiedad es heredada por el potencial reescalado
a través de la ecuacién de Poisson y, como consecuencia, el paso al limite en
el término no lineal de (6.3) no es de modo alguno evidente. De hecho, falla
para soluciones de tipo (6.7), para las cuales sélo podemos obtener propiedades
de acotacién uniforme con respecto al tiempo que implican la compacidad débil-
* en L*>(0,00), sin que ésta sea suficiente para pasar al limite en el término no
lineal. Para solventar esta dificultad introducimos una variante de la nocién clasica
de transformada de Wigner que incluye también una transformacién de Fourier
con respecto al tiempo, la cual serd esencial a la hora de ganar compacidad en
la variable temporal para la sucesién de funciones de onda reescaladas y, como
consecuencia, el elemento fundamental para pasar al limite. Cuando el sistema SP,
experimenta la transformacién temporal referida anteriormente, una nueva variable
T —que representa a la frecuencia temporal de las oscilaciones de las soluciones—
entra en juego como la variable dual de Fourier de un cambio de coordenadas en la
variable temporal. En efecto, transformamos la sucesién . de la siguiente forma:

, 1 T Yy S n S\ iyt —i
1% % ~ —_— b +Z t4+ Y S iy-§ st dsd ,
(& 6t7) (2m)4 /mg ,/m, (e Q’t 2) (e 2’ 2)6 ¢ s
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donde el simbolo “~” indica que esta definicién ha de ser precisada, entendiendo

que ha de introducirse (como veremos en la préxima seccién) una funcién carac-
teristica adecuada para la variable de desplazamiento temporal s con el objeto
de proporcionar el sentido correcto a las variables temporales desplazadas y al
dato inicial. Esto nos conducird a que W (z,£,t,7) = W(z,£, ¢ ¢, er), donde
W (z,¢,t,7) representa ahora a la transformada de Wigner en espacio-tiempo (sin
reescalar) asociada a 3. Por tanto, queda claro ahora que la nueva transformada
de Wigner reescalada produce un efecto atenuante sobre las oscilaciones tempora-
les conforme el tiempo crece. En este punto hacemos referencia al trabajo de F.
A. Buot y K. L. Jensen [18], donde se define una funcién de distribucién cudntica
general que incluye transformaciones espacio-temporales por medio de la denomi-
nada transformacién de Weyl. Sin embargo, nuestra motivacién, que se adhiere
a un marco mas cercano al de las ecuaciones en derivadas parciales, es bastante
diferente. En particular, estd basada en la bisqueda de una ecuacién asintética
valida para tiempos grandes que describa globalmente el conjunto de atractores de
los sistemas de Schrédinger/Wigner-Poisson, siendo ésta posiblemente adecuada
para el estudio, por ejemplo, de soluciones periédicas.

El siguiente paso consiste en estudiar las propiedades de la sucesién {W.}eso de
funciones de Wigner reescaladas (estimaciones a priori), que han de permitirnos
pasar al limite en el pardmetro de escala € y obtener una funcién limite W, y
la correspondiente ecuacién limite por ella satisfecha. Finalmente, identificamos
el limite “retrocediendo” sobre las variables reescaladas, eligiendo ¢ = 1 y luego
¢~! =t con objeto de conseguir informacién sobre los observables originales (no
reescalados) asociados a la evolucién, tales como la densidad cudntica de posicién.
De hecho, en el limite ésta se obtendra a partir de W, de la forma natural:

neo(z, 1) = /m /mz Weo(z,é,t,7) de dr.

Esta integracion sera justificada en la seccién 3.

Comenzamos introduciendo en detalle la formulacién de Wigner extendida ba-
sada en transformaciones de Fourier espacio-temporales y estableciendo el corres-
pondiente problema de valores iniciales reescalado sobre el que pasaremos al limite.
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6.1 Transformadas de Wigner en espacio-tiempo

En esta seccién introducimos las transformadas de Wigner espacio-temporales.
Una particula mecano—cuéntica estd completamente descrita por una matriz de
densidad, es decir, un operador positivo, hermitico y de clase traza actuando sobre
L*(R®). Definimos la matriz de densidad asociada al estado cuantico puro ¥ como
la funcién de correlacién de 1 en dos posiciones e instantes diferentes, es decir:

p(p, o', 7) = ¥(p,r)v(p,r") cpd. (p,p)eR*xIR?, r,7' >0. (6.10)

Claramente,
p(p,p',r,m") = p(p',p, 7', 1). (6.11)

Ademas, de las propiedades de las soluciones de la ecuacién de Schrédinger—Poisson
deducimos (ver [63])

p € C(RY x R} HA(R] x RY)) N CHR} x RY; LA(RE x RY)),

por lo que 5

o € C(RF; C' (R L(R x RY))),
0
=2 € C(RE; CH (RS LA(RS x RY)),

y por tanto p puede ser considerado como el nicleo de un operador (matriz de

densidad) de Hilbert-Schmidt y acotado en L?(IR?):
(BN = [, oepr ) @), VF LR, (6.12)

Las propiedades de regularidad no homogéneas
p € C(RE; C'(RF; I*(RS) x H*(R3))) N C(RY; CH (RS LA(RS) x HA(RY)))

también se verifican.

El rasgo distintivo de esta construccién con respecto a la descripcién en térmi-
nos de la matriz de densidad usual procede de la evaluacién de ¥ y 9 en dos escalas
de tiempo distintas r y r’, dando lugar a una funcién de correlacién temporal la
cual contiene, en un contexto fisico, la informacién dindmica sobre la evolucién de
las excitaciones de las particulas.
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Una verificacién simple muestra que la matriz de densidad reescalada p,, defi-
nida por

pe(p,p',r,r") = 1/;e(P,T)¢e(P',TI),

satisface la siguiente ecuaciéon de movimiento reescalada de tipo von Neumann-

Poisson:
iss 9 P

'87 + E)pi = (Hp - Hp)pe )

v€(

7 de —
L0, p) = pe(p,p',0,0) = G.(p)oc(p),
A.z:V; = =Y N,

que gobierna la evolucién en “tiempo doble” de la matriz de densidad, donde los
subindices p y p’ indican las variables sobre las que actia el operador hamiltoniano
1
H=--A+V.
2
En el siguiente lema listamos algunas de las propiedades satisfechas por el operador
matriz de densidad generalizado (en el sentido de la correlacién temporal).

Lema 6.1.1. Las siguientes afirmaciones son satisfechas:

(i) R(r,r') es un operador lineal y acotado en L*(IR®).
(ti) R(r,r') es un operador de clase traza. Ademds, la carga total del sistema
viene dada por la ezpresidn

Q = tr(R(r,r"))lr=r .

(ii) R(r,r') no es autoadjunto. De hecho, el operador adjunto de R(r,r')
es R(r',r). Por tanto, la restriccion de R(r,r') a la diagonal temporal
R(r,r")|r= €s un operador autoadjunto.

(iv) Supongamos que p! es semidefinida positiva. Entonces R(r,r') es no ne-
gativa en el sentido de los operadores semidefinidos positivos.

Demostracion.- (i) es una consecuencia inmediata de la definicién (6.12) del
operador matriz de densidad R(r,r’). Para probar (ii) observamos en primer lugar
que

tr(R(r,r')) = /ms p(p,p,ry7’)dp = /ma ¥(p,r)e(p,") dp,
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de forma que tr|R(r,m")| < [[9)|7((0,00):7(ms y = L. (iii) se deduce de (6.11) de
forma inmediata. Finalmente, la afirmacién giv) se prueba utilizando las técnicas
de [77]. En particular, p admite la siguiente representacién en términos del grupo
dindmico cuantico de operadores unitarios exp(: Ht):

p(p,p'sr,r') = Z Anezp(tH,r)®, (p)exp(—iH,yr')®,(p'),

neEMN

donde A, es la sucesién real de valores propios no negativos de Rf = R(0,0). Esto
concluye la demostracién.

Notese que

581¢e($’t) = e—lg—f(z,e'lt),
por lo que _
0 [ ’ ’ - ;-1 0 -
Ll pror) = ) T ), (6.13)

mientras que una expresion simétrica se verifica para d,p.. Por otro lado, como
la densidad de posicién reescalada viene dada por

ne(z,t) = |(z,t)?,

que claramente pertenece a L!(IR%), podemos obtener formalmente n, a partir de
pe por medio de la identificacién natural

ne(z,t) = pe(z,z,t,t). (6.14)

Sin embargo, la restriccién de p, a la diagonal espacio-temporal {p = p',r = r'}
supone la evaluacién de la misma en un conjunto de medida cero, y por tanto
no es obvio que la identidad (6.14) tenga sentido y que p.(z,z,t,t) pertenezca a
LL(IR®), al igual que ocurriese para el caso de la funcién de Wigner usual. Para
solventar esta dificultad consideramos en primer lugar la siguiente transformacién
de coordenadas (cambiando a las variables de centro de masas z,t y relativas 7, s):

/ !
ng_-;_p’ n___p_pl, t:r-;T’ S:T—TI

con z,n € R% t > 0 y s variando en el intervalo [—2t,2t].. Esta eleccién del
intervalo de variacién de s da coherencia a los desplazamientos temporales en las
definiciones de r(t,s) y r'(t, s):

r=1{+-, r =1-—

(3]
N »
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ya que la condicién inicial del problema de valores iniciales de Schrédinger original
(no reescalado) fue fijada para ¢ = 0. Introducimos entonces la siguiente funcién

auxiliar:
n n s s

uﬁ(xanatvs) = pe(l' + Eax - §7t + §’t - é’)xt(s)’ (6'15)
donde
X(s) = =x(2) (6.16)
4¢7°2t
¢ 1 lu| <1
si Jul <
x(w) = { 0 si |u/>1

es la funcién caracteristica del intervalo [—1,1]. Ahora la densidad n, asociada a
la matriz de densidad p. puede ser obtenida de la siguiente forma:

ne(z,t) = 4tuz,n,t,3)|p=0,5=0- (6.17)

Entonces definimos la “transformada de Wigner extendida” como la transforma-
da inversa de Fourier de u. con respecto a los argumentos (n,s). Cuando esta
transformacién viene asociada al estado cudntico puro v, obtenemos la siguiente
expresion explicita:

de 1 —in-& _—isT
Wz, t, 1) =f(—2—754—/];3/n uc(z,m,t,8)e" e ds dn
] a

SRS SR Y B S S I 8\ i gmier
T (2m)t4t /m% /;2t¢e($+ 2 )¢e( t ) K dsdn. (6.18)

Observamos que nuestra formulacién extendida se reduce a la formulacién de Wig-
ner usual promediando con respecto a 7:

we(z,6,) = 4t/ W.(z,&,t,7)dr, (6.19)
R,
donde w denota la transformada de Wigner asociada a la matriz de densidad usual:
1 M\ —in-
t — =, t)e” " dn.
w(@68) = g5 [, P+ 500z = e dn

Entonces, si denotamos por W = W (%) a la transformada de Wigner en espacio—-
tiempo (no reescalada) asociada a la funcién de onda 1, es decir,

Wiz, t,71)
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de f 1

Wi o o+ Dot = Demean, (6.21)

la definicién (6.18) proporciona el siguiente resultado:

Lema 6.1.2. Las siguientes afirmaciones son satisfechas:

(i) We(z,€,t,7) = W(z,£, e 't er). Como consecuencia, la carga total del
sistema se conserva.

(i1) W puede expresarse como un producto de convolucion de la siguiente for-
ma:

_ _2 —mﬁ —~i8T
Wie,67) = s [, [ Berftr ote-Te-3)e dsdn

sen(2tr)
To2r

Demostracion.- (i) se consigue al hacer actuar el grupo de escala sobre la trans-
formada de Wigner espacio-temporal (6.20), después de hacer el cambio de variable

s — e 's. Entonces, conforme a (6.19) la ley de conservacién para la carga total
establecida en (6.1) se traduce en

4th /m3 /]Rr z,§,t,7)drdédz = /mi fe(x,t)|*de = 1 (6.22)

para todo t > 0, en términos de la funcién de Wigner reescalada W,. (ii) es el
resultado de un calculo directo.

Como en el caso clasico, W es una funcién real como consecuencia de la pro-
piedad (6.11). Es también destacable el hecho de que el soporte de la funcién y!
varia con la escala de tiempo. De hecho, se verifica que

(x'(s), ®(s)) — (60,®) cuandot— 0

para toda ® € Cy(IR), donde 8, denota a la masa de Dirac evaluada en s = 0. Por
tanto, al pasar al limite cuando ¢ — 0 en (6.20) recuperamos la expresién (6.21)

E
‘L‘
!
5
\
;
$
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(que es independiente de 7) como condicién inicial del problema de evolucién de
tipo Wigner satisfecho por W. Como consecuencia, la continuidad en el instante
inicial ¢ = 0 se conserva a través de esta construccién.

Como es bien sabido, las oscilaciones provocan que las funciones de Wigner
asociadas a matrices de densidad arbitrarias positivas y de clase traza no sean no
negativas en general (ver, por ejemplo, [73], [78], [80], [96]) por compatibilidad con
el principio de incertidumbre. Sin embargo, la formulacién extendida presentada
con anterioridad tiene en cuenta las oscilaciones correspondientes a diferentes fre-
cuencias (por medio de la variable ) y localiza el problema, para valores pequefios
del parametro de escala €, bajo nuestra perspectiva de intentar comprender qué
ocurre en el limite con respecto a tiempos grandes y nimero pequeiio de oscilacio-
nes.

En el siguiente resultado derivamos la ecuacién reescalada de tipo Wigner sa-
tisfecha por (W,,V.), donde la funcién real de cuasi-probabilidad W, representa
ahora el equivalente cuantico de la funcién de distribucién de “tiempo doble” de
la mecénica estadistica clasica en el espacio de configuraciones.

Proposicién 6.1.3. Sea (¢, V.) una solucidn débil del problema SP,. Entonces,
para todo € > 0 fijo, el par (W,,V,), con W, definido por (6.18), es una solucidn
debil del problema

W,
eaat (€ Vo)W, + OVIW, + W, = %Re( eve(z,6,1,2t,7))  (6.23)

en I3 x Bg x R} x R,, con condicidn inicial W(z,€) definida por (6.21), donde
ve(z,m,t,8,7) = u(z,n,t,8)e” T (6.24)
y donde el operador pseudo-diferencial 9[V,| viene dado por la expresion

G[K]WE(II?,{., ta T)

(%)4/ /1&3/m/ ( zJ’_Hz) Vf(z_g’t_%)>

x We(z, €, t,7")e C= 8V 1e=i=m0s go dr' de' dn . (6.25)



6.1 Transformadas de Wigner en espacio-tiempo " 179

Demostracién.- Por simplicidad en la escritura empleamos la siguiente notacién:

- n ., S r+ _ 7 n .,
= Pz —=,t— <), e = Ye oHt+ =
Y n s n S
Vi=Vi(iz-=t—-2), V¥ =V — 4 =).
€ V(l‘ 2’ 2) € V(x + 2’ + 2)
Derivando W, con respecto al tiempo obtenemos
W
a_at—(xagata T)

1 1 1 no T+ 7+ -\ _—in€ —ist
= 55 o 1 o L (97807 = BT ) e dsdy

1 1 1 2t 4 A e
o m e — . 1 ist g
’ te (2m)* 4t /1;19, /_m (V‘ Yoy | AR )6 € sdn

1 1. B
—_ o —_ . H 'ISTd d
442 (2m)* /mé, /-2t¢ vee e 5

2 1 T 1 Ny —iné_ —2
i 1L 9¢ ; 1 i€ '21t‘rd
2 1 5 —in§ 2T
+ W ELJS (,95(.’1,‘ + g)¢e($ - g,2t)€ n£62t d17 . (626)

Entonces, si consideramos la funcién v. definida por (6.24), los dos tltimos términos
de (6.26) contribuyen como

2 _
;Re (fn,_l,ﬁve(w,é,t,Qt,T)) . (6.27)

Por otro lado, no es dificil observar que el término que contiene al potencial puede
ser 1dentificado como

%e[ve]we , (6.28)

donde (V] viene dado por (6.25). Finalmente, los términos primero y tercero del
segundo miembro de (6.26) son facilmente reconocidos como

€
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respectivamente. Agrupando ahora todas las identificaciones obtenidas (6.27)-
(6.29) llegamos a la ecuacién anunciada.

Observacién. La condicién inicial W/, definida por la férmula (6.21), obviamente
no estd afectada por nuestro grupo de escala, que sélo actia sobre la variable
temporal. Por tanto, coincide con la transformada de Wigner usual (sin incluir
transformaciones temporales), lo cual parece bastante natural en nuestro contexto
ya que las oscilaciones aparecen una vez que el sistema evoluciona (¢ > 0).

Bajo esta nueva aproximacion de Wigner, la densidad de particulas debe ser
entendida como un promedio de frecuencias sobre la imagen de la aplicacién

TI—)/ §t7')d£—n”(:c t),
de forma que puede ser recuperada a través de la férmula
= 4t/]R ne.(z,t)dr. (6.30)
Para justificar esta integracién disponemos del siguiente resultado.

Proposicién 6.1.4. La férmula (6.30), que representa a la densidad cudntica de
posicion reescalada, estd bien definida como funcion de x y t.

Demostracién.- Consideramos, para cada € > 0, la siguiente regularizacién:

4t/ / (z,€,t,7)e~ 5P 12¢=57/2 4¢ g7
Ry

(27!‘5)2 /3 / ¢e III + )¢€( - = t_ 5)e—|77|2/26€—32/26 dsdn.
R

Entonces, bajo hipdtesis de regularidad adecuadas que seran probadas mas ade-
lante y en virtud del teorema de la convergencia dominada puede comprobarse
facilmente (después de un simple cambio de variables) que esta expresién converge
hacia la densidad reescalada n.(z,t) = |¢(z,t)|? cuando § — 0.

Un refinamiento bastante 1til de la transformada de Wigner usual lo constitu-
yen las funciones de tipo Husimi, cominmente introducidas en este contexto para
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evitar la carencia de positividad exhibida por la funcién de Wigner. La funcién de
Husimi clasica, como ya sabemos, responde a la siguiente regularizacién gaussiana:

wi(z,6,1) = w(z,&,t) %, [(z,£). (6.31)
En nuestro caso definimos
WH(z,6,t,7) = W(2,6,1,7) % [(2,€), (6.32)

de modo que
Lema 6.1.5. WH es no negativa.

Demostracién.- Como el operador matriz de densidad es semidefinido positivo,
tenemos:

S S, - S S
< Sit = 5)6(y,t = 2)g(,t + S)x'(s) ds dy d
0= Ag/mg/m,p(x’y’wz’t 390, t = 5)8(z,t + 5)x'(s) ds dy dz

= [ ] w@uto)de-Lt- Db+ Lt Ddsdyds  (633)
r: JR} /R, 2 2 2 2

para toda ¢(-,t) € L*(IR?), t € R. Entonces, si denotamos por W(4) a la funcién

S

2

Yoz — y—,t - -;—)e"'y":e"'.ST dsdy

, 1 -
W(¢)($,§,t,T) = WLSA ¢($+%,t+ 5

y por W a la transformada de Wigner espacio-temporal asociada a p:

’ SI

1 n Ui S —in-€ _—is't _t7 1 ’
Wiz ) = — — T+ -z —=1t+—t— — i é ds' d
( 1€ata ) (2 )4/%/’IP( 27 21t Qat 2)6 € X(S) s an,

se puede observar ficilmente que, como consecuencia de (6.33),

L) ww(gydrdede > 0. (6.34)
r3 R} R,

Finalmente, eligiendo

1

e~|x—xo|2/2e—i£o-xe—imt
4nli/A

¢(z,t) =
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se obtiene 1
W(¢)($,£, ta T) = Feq‘x—zolz_lg_fopé(-r —_ TO) ,

de donde se sigue la positividad de W¥ al sustituir esta expresién en la férmula
(6.34) (en [73] puede encontrarse un argumento similar).
Observamos en primer lugar que
at | WHdr = v, (6.35)
Rr

Entonces, en términos de la nueva transformada de Husimi la carga total del
sistema viene dada por

Q = 4t/ / WH(z,¢,t,7)dr dé dz .
R} /R} /R,
Ademas, si consideramos

1 -=|r €— €
T.(c,€) = e ol /e /e

entonces la transformada de Husimi reescalada asociada a W, se define de la si-
guiente forma:

WH(2,6,t,7) Y W.(,6,t,7) %5 Telz, €) > 0.

Consecuentemente, para cualquier sucesién {¢}. acotada en L*(IR®) tenemos que
{WZH}, es una sucesién de funciones no negativas acotada en LY(R3 x ]Rg x R,)
para cada ¢t > 0 fijo, por lo que podemos garantizar que converge débil-* en
medidas (salvo extraccién de una subsucesién) hacia una medida no negativa Wi,
En lo que sigue nuestro interés se centra en el estudio del comportamiento
asintético de las soluciones del sistema reescalado (6.23)-(6.25) cuando ¢ — 0.

6.2 La ecuacidn limite

Esta seccion esta dedicada a realizar el paso al limite cuando ¢ — 0 en el
problema reescalado (6.23)-(6.25) formulado en la representacién del espacio de
frecuencias. La densidad de posicién de las particulas puede recuperarse a partir
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de esta formulacién por medio de la equivalencia establecida en la seccién anterior,
lo cual permite extraer algunas consecuencias asintéticas en el régimen de tiempos
grandes sobre el problema de Schrodinger-Poisson original, previa identificacién
del parametro de escala € en términos de la variable temporal (en concreto, t = 1
y € = t7!). La herramienta fundamental que necesitaremos para pasar al limite
€ — 0 es el teorema de Ascoli-Arzeld generalizado (ver Apéndice).

Comenzamos analizando la regularidad y las propiedades de escala de la suce-
sién W..

Lema 6.2.1. Para todo t > 0 fijo, tenemos que

Wi(t) € W'(R,; L x )

HWe(t)||W1.°o(m,;L2(mgxmg)) < Cy + Cat,

donde C,,C, son constantes positivas independientes de .

Demostracién.- Para todo ¢ > 0 fijo, es ficil comprobar que la matriz de densidad
auxiliar u.(t) pertenece a L'(R,; L*(IRZ x R2)), ya que

el maizzme xma)) < NUZeo(0,00)r2ms)y) = 1-

Entonces, por medio de las correspondencias clsicas entre transformadas de Fou-
rier y espacios LP duales deducimos que

Wiz, 6,t,m) = (FrleFalue) (2,6,6,7) € L2(Ry; (RS x RY)).

Ademads, por la misma razén

oW = 7o (syi(s) Fo P )
i@ 6t m) = F (s Ftepdo+ Do = Lt + 50 0)

pertenece a L*(R,; L*(R] x R})), con

18- We(t) | oo s m2 xmd))

) S
< Cllsx'(s) Frlepelz + '721,1‘ - %,t + 5t = Plnmirrmexny) < Ct (6.36)
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para todo ¢ > 0 fijo, donde C es una constante positiva que no depende de ¢. Esto
concluye la demostracién.

Como consecuencia, existe una subsucesién de {W.(t)}.<: (a la que denotamos
con el mismo indice por simplicidad) y una funcién W (t) € Wh(R,; L*(R2 x
R?)) tales que

W(t) — W (t) débilmente en L=(I,; L*(RS x R))

cuando ¢ — 0, para todo intervalo acotado I. C R. En particular, esta propiedad
de convergencia es valida en L'(I,; L*(R] x R})).

Sin embargo, nosotros demostraremos una propiedad de compacidad mas fuerte
determinada por la equicontinuidad débil de la sucesién {W,}, con respecto a t y
a 7 (en un sentido que especificaremos mas adelante). Para ello, en primer lugar
reformulamos el término pseudo-diferencial no lineal de (6.23) como un producto
de convolucién:

0[VJW, = H, *e r W, (6.37)
donde
HC(x’é’t’T)

271_)4 /];\3/ ( :L'+ =t 4+ 2) Ve(z — t— §)> e ¢~ dsdp . (6.38)

Esta expresién del término no lineal en forma de convolucién esta justificada por
las propiedades de regularidad del sistema, como veremos en el resultado siguiente.
Se puede comprobar ficilmente que

H(z,&,t,7) = iF L Fo, [(V(z+§ t+2) = Ve - %)) X(s)]

= 32 Re[iezig‘zezm(f;igfr_._l.fch[o,zt])(zﬁ, 2r)], (6.39)

donde x[o,2 es la funcién caracteristica del intervalo [0, 2t]. Por tanto, disponemos
de la siguiente cota para el término no lineal:

Lema 6.2.2. El operador 8[V.]W, pertenece a L((0,00); L*( RS x RY; L*(IR,))).

De kecho, se satisface la siguiente estimacion:

10[VEIWell L ((0,00): r2(mxrsiLe(re) S ClVIze(oc0)Lem@)ll$llLe(o00); ()

donde C es una constante positiva independiente de €.
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Demostracién.- Tenemos que estimar la norma

“ ST z-»g(V+Wc 1/) X( ))”L°°((0,oo);L2(1R§._x]R‘Z;L°°(lR,-)))'

Para ello utilizamos las desigualdades de Hausdorff-Young y de Minkowski para
integrales (ver Apéndice) tras lo cual, al deshacer el grupo de escala, se obtiene
facilmente la estimacién

el PV ellLoo((0,00);L2 (REXRE;L® (R )))
v E

2t/e 1/2
/Zt/c (/ms /ms ‘ Pz, %)'2"/’(2 - 77,2 - %)[2 dn dz) ds

< CllVlle((o,oo);LG(mS))||¢“L°°((o,oo);m(m3)),
con lo que concluye la demostracién.

Ya podemos probar la compacidad débil con respecto al tiempo a través de la
siguiente propiedad de equicontinuidad:

Proposicién 6.2.3. Supongamos que ® € C§(IR. x IR}). Entonces, los conjuntos
de funciones definidos por

t»—+1~1(t)=// (2,6, t,73) = Wa(z, €, 1, 71)) ©(z, £) dé d

— Gi(r) = /m | (Wi, €,t2,7) = We(,6,11,7)) @z, €) de da
= Ry

son equicontinuos en [0,T] y IR, respectivamente, para todo T > 0 y 7,7, € R,
t1,t2 € [0,00).

Demostracién.- Fijamos R > 0 y denotamos por By a la bola euclidea en R’
centrada en el origen y de radio R, tal que sop(®) C Br. Denotamos también por
9. W, a la derivada débil de W, con respecto a 7, que por el Lema 6.2.1 sabemos

pertenece a L=(R,; L*(R? x R})) para cada ¢ > 0 fijo.
En primer lugar observamos que

F(t2) — F(t1) = Ge(r2) — Ge(m)
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t// / 8- W (x,€,t,7)®(z, &) dr di dE dx
1 v/ JRE mg

en sentido débil, para todo 0 < ¢, < t < t,. Si ahora utilizamos la ecuacién
reescalada (6.23) obtenemos la siguiente ecuacién equivalente:

F(ty) — Fe(t)) = G(n) — G.(m)
1 rtz2 rm
B E/zl / /m /mz 0:-We(2,8,1,7)(& - Vo) ®(x,€) dE da dr dt
1 ft2 fm
_Z-/tl /Tl /mg w2 08V W (z,&,t,7)®(z, ) dE dz d7 dt
) /7‘2/3 /3 %&We(x,f,tﬁ)@(x,ﬁ) dé dz dr dt

ta
+—Re/ ] // (Frlev)(,6,t,2t, 7)®(z, ) dE dodr dt,  (6.40)
11 IR3 !R3

donde [V,]W, esta definido por (6.25) y v, por (6.24).
Denotamos por I}, 12, I? e I? a los términos primero, segundo, tercero y cuarto,

respectivamente, del segundo miembro de (6.40). En primer lugar observamos que
I? puede estimarse de la siguiente forma:

t2 1
12| < |m "T1|||‘I’||L2(mgxmg)/t ?”arWe(t)||L°°(1RT;L2(1R§xm~3)) dt
1

S Cltg - t1”T2 - Tll , (641)

donde hemos utilizado la estimacién (6.36). De ahora en adelante C serd una

constante positiva que depende de ® pero no depende de €. El dltimo término esté
acotado por

I} < Clty — t(]|rs — 71

77 n
x || Flep(z + 5 5% = 5926 0)l[ oo (0000127 (0 xm) | @l 2 g xmd) » (6.42)

donde hemos estimado

10, (Fteve)(x, €, 8,28, 7)| < —| ooz + g,x - g,2t,0)|.
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Examinamos ahora el término I!. Para ello hemos de deshacer necesariamente el
cambio de escala en la expresién

0-W(t,7) = €8, W(c 't er)

para compensar el factor €' que aparece delante de la integral. Entonces, en este
caso

R
|Iell < 68_7r|T2 - 7’1|

tafe /
tl/c / /‘;3 IR.

M( e+l o448 t—%))‘lvxqﬂdfdxdsdt

2 2’ 2’
< eClry — 7
t1/e /2t t ’t+§)¢(x—§’t—E)HLs(mi‘Lz(m%))“V’”q)”lls’s(mi;p(mg)) ds dt

ta2/e 2t |S| S
S cClra=nl [ [ (et + 2 lsgus) ds dt
t1/e J-2t t 2

< Clta = ty||r2 = 7, (6.43)

donde hemos utilizado la desigualdad integral de Minkowski para normas L? (ver
Apéndice) para deducir

- S
195Gz + 50t + 50ble = 3t = Dllzsimsamgy < st + 2)lseqms)

y la cota de caida obtenida en [24] para la norma L® de la funcién de onda cerca
de t = 0, a saber:

S C C
) 2 < el
cuando s € [0,2t] y
s C C
=2 < < 2
(-, 2)||L6(m3) S S TS

cuando s € [—2t,0].
Finalmente hemos de estimar el término no lineal IZ, para lo cual hemos de
controlar también el potencial. Observamos en primer lugar que

0,0V W(z,&,t,7) = B 0[VIW (z,&, et eT).
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Entonces
1 t2fe per 2t
B L e
27(' t1 /e €T IRi IR% R, /=21

<Fre{(Ve+ D4 -vie-Ti-3)) (FemaW)(z,m,t,7)}

x (&) ds dr' d¢ dz dr dt|

ta/e €Ty 2t . '
t1 /e €T ]Ri‘ IR‘E R, J—=2t

< {(Hy + Ha)(z,€,8,9) e W(, £, 8,7')}0(=,€) ds dr' dé du dr

= or

donde .
Hi(2,&,1,5) = 8 E(F V(2,1 + 5)
H2(1'v€’t73) == —zwe(f »—»EV)(‘)é t— —)

Por tanto, escribiendo la expresién de W e integrando con respecto a 7’ obtenemos:

w10 17 [y Lo B s

e |[Fote (B + 2t + Do = Lo = 5)) |} 0(a, )l ds de dz dr

Finalmente, empleando la desigualdad de Young y el mismo tipo de cotas (en
L5(IR?)) que se usaron para la estimacién de la funcién de onda en el término I*
tenemos que

12| < CN®@llzers miza @ap IV Il Lo (o.copizamaplta = tallra = 1] . (6.44)

La demostracién concluye recopilando todas las estimaciones anteriores (6.41)-
(6.44), ya que se tiene

|Fe(t2) — Fe(t1)] = |Ge(m2) = Ge(m1)] < Clta — tal|m2 — 7}, (6.45)

donde C es una constante positiva que depende de la funcién test y del potencial.
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Veamos, por tanto, cémo se aplica en nuestro caso el teorema generalizado de
Ascoli-Arzela: sea

tT)_/mJ (2,6,8,7)0(z, €) dE dz .

Entonces se verifica

Te(tg,T) = Gzz(T) + Te(tlaT)?

donde el superindice t, indica que consideramos ¢, € [0, T) fijo y t, variable.

(i) Lo primero que observamos es que, como consecuencia del Lema 6.2.1, la

(if)

(iii)

familia de funciones T¢(t;,7) es equicontinua con respecto a la variable 7, y
por tanto (en particular) es relativamente compacta en L}, (IR.).

En virtud de la Proposicién 6.2.3, la familia G%(7) es equicontinua con res-
pecto a 7 para i fijo, y por tanto (en particular) es relativamente compacta
en L*([0,T]; L'(T)), donde T es un compacto de R,. Como consecuen-
cia, se tiene que la sucesién {W,} es débilmente relativamente compacta en
Loo([o T] Lloc( )

Finalmente, también se verifica que la familia G¥(7) es equicontinua con
respecto a t; en la norma L'(T) respecto de 7. En efecto:

[[_|Gi2(7')—Gzé(r)|d‘r - /Tl/tgz(atWE(x,f,t,T),@(z,{))dtldT

= /1 [ [ 00, (2,6, t,0), 8z, 6)) dwdtl dr,  (6.46)

donde 7’ es tal que (9, W (z, ¢, ¢, tau’), ®(x, €)) = 0 (que existe porque, en caso
contrario, se violaria la conservacién de la norma L? de W) y se ha tenido
en cuenta que (;W(z,¢,t,tau), ®(z,€)) € WH(IR,) para dar sentido a la
expresién (6.46) (ver [16], Teorema VIIL.2). Entonces se tiene que

fT |G2(r) = G%(7)|dr < C|T ||t — thlsup,erlr — 7|,

lo que significa que la familia G?(7) es relativamente compacta en C,,([0,77;

LY(T)) para todo compacto T de IR,.
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Por tanto, podemos aplicar el teorema de Ascoli-Arzel4 generalizado para con-
cluir que

We — W en Cy([0,T); L' ([r1, 2); L*(RZ x R}))). (6.47)

Observacién.- La familia T.(t,7) no es equicontinua con respecto a la variable
t, en el sentido C([0,T] x 7), en intervalos que contengan al cero. Para verlo
basta con evaluar la familia de funciones en 7 = 0 (la eleccién de este punto no
es esencial) y construir las sucesiones et; y et; para cualesquiera t),t, € [0,T].
Es obvio que la diferencia de estas dos sucesiones tiende a cero cuando ¢ — 0,
mientras que por otro lado T,(et;,0) — T,(et,,0) converge hacia T'(t,,0) — T(¢;,0),
que es distinto de cero a no ser que T'(-,0) sea constante en ¢.

Veamos ahora que los puntos de acumulacién (en sentido débil) de la sucesién
W, son también puntos de acumulacién de WEH .

Lema 6.2.4. Se tiene que W2 = W_. En particular, para todo 7,7, € IR se
vertfica que

W3 € C(10, T); L ([ry, o) L* (1B x IRY))).

Demostracién.- Se trata de probar que, para toda funcién ® € C(R2 x ]Rg),
la expresién

(6.48)

/1;3 /ms(W‘ - WGH)($7€ataT)¢($,£) df dz
s R

tiende a cero cuando ¢ — 0. Pero (6.48) puede escribirse de forma equivalente
como

I

L L Wiz 6t 7)(® = 0 o To)(a,€) de o
z 3

por lo que bastarfa con estimar la norma ||® —®#, ¢I'¢[|12(gs). Para ello es suficiente
observar que

(® %, T — ®)(z,€) = /m /m (@(z — o', € — &) — 8(z, €))L (', €') de’ da’,
= I

para lo que hemos utilizado que ||T¢||z1(msy = 1. Por tanto,

1@ *2¢ Te = PllL2(maxms)
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s/ / 19(z — 2%, € — &/3¢") — @ (2, &) rmyrnty (s ) dé da
mi, mz, E ]

El resultado se deduce finalmente a partir del teorema de la convergencia dominada
y del hecho de que, al ser ® € Cy(IR®), entonces

®(z — 20, ~ &) — ®(z,£) uniformemente cuando zo — 0,50 — 0.

Ahora estamos en condiciones de analizar el paso al limite para la sucesién de
densidades reescaladas n,:

Lema 6.2.5. Despu€s de la posible extraccion de una subsucesidn,
ne(z,t) — ne(z,t) = 4t/3 We(z, €,t,7)dr dE (6.49)
IR€ Ry
debil—x en medidas, uniformemente en [0,T) cuando € tiende a 0.

Demostracién.- Para toda funcién ® € C°(R?) consideramos la siguiente des-
composicion:

/mi ne(‘:c,t)@(:v)d:v = él)f/mi/r/];{2 Wz, &, t,7)0(x) dE dr dx

=atf [ [(We= Wi, m)ole) dedr da
+ 4 /m ; /m , /m 2 WH(z,€,t,7)0p(6)®(z) dé dr dz

+ 4t/m3 /m ]m WH(z,6,t,7)(1 — 0p(€))®(z) dé dr dz , (6.50)

donde 8g(u) = 8(u/R), siendo 6 una funcién C* con soporte compacto en R® que
vale 1 en la bola B; y cero fuera de la bola B; y que verifica 0 < 8 < 1.

El primer término del segundo miembro de (6.50) se puede escribir también
como

[, nela,t)(@ - @, T)(2)dz,

donde ahora 1
—32 €
() = (71-5)3/26 lzf*/e
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Es facil observar que este término esta acotado por ||®—®w#, T || 1o (r3), QUE converge
hacia 0 como medidas. Por su parte, €l dltimo término de (6.50) converge a cero
a partir de una extraccién diagonal con respecto a los indices € y R, ya que se
comprueba facilmente, por medio del teorema de la convergencia dominada, que
para cada € < 1 fijo este término converge a cero cuando R — oo.

Por tanto, pasando al limite en el segundo término se deduce facilmente que

/ ne(z,t)p(z)dz — 4t/ / Wa(z, €, t,7)p(x) dé dr dz
RS R} R} JR¢
cuando € — 0. O, equivalentemente,
n@t) — [ [ Wale,6t,r)dedr
]R?. R

débilmente como medidas cuando € — 0. Esto concluye la demostracién.

Una vez identificada la densidad limite n., podemos pasar al limite en la ecua-
cién (lineal) de Poisson reescalada para obtener el comportamiento asintético del
potencial, obteniéndose

Ve(a,t) = L [ Peolth®) ukkiqlx“”am@.wm

4 R} |x—y| -

Utilizando ahora la férmula (6.6) podemos reescribir el término no lineal (6.25)
como sigue:

B[V W (z,&,t,7)

(271' /IRS / / /._ /]Rs L’s L _1(£_£I).ne—i(T—TI)SWe(-T’61’ t, T’)

EII

X{EW““?”_mmyh'wLWWwﬁwww.mm
lz+ 3 -yl lz -3 -yl

Entonces podemos pasar al limite cuando ¢ — 0 en el término pseudo-diferencial
de la ecuacién (6.23) (observamos que en los otros términos se pasa al limite li-
nealmente) y obtenemos como ecuacién limite el siguiente sistema de tipo Wigner—
Poisson:

(¢ Ve )We + a[voo}Woo =0, (6.53)

con dato inicial

Wi(@§) = u(r&t=0) = G [ 9+ Pela=Pemedn,  (654)
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donde
G[V Weo(z, §,t,7')

O

R,/

X Woo(:v, g t, e E-Eme=ilr="s g dr' d¢’ dn (6.55)

¥ V. viene dado por (6.51).
Por otro lado, la propiedad de convergencia para W establecida en (6.47) puede

nterpretarse en términos de un limite con respecto a tiempos grandes en funcién
de la identificacién t = 1 y € = t~!, es decir:

-,
IW (2,61, 2) = Woo(@, &, 1, 7) | Lo o132t malize (mg xm2y)) — O

cuando ¢ — oo. Podemos decir, por tanto, que el problema limite para tiempos
grandes (6.53)-(6.55) incorpora un “proceso de memoria”, en el sentido en que
alin “recuerda” la condicién inicial, ademas de conservar el caricter no lineal de
las ecuaciones originales. Por tanto, acabamos de demostrar el siguiente resultado:

Teorema 6.2.6. Sea el par (,V) una solucion débil en H? del problema de
Schrodinger-Poisson. Entonces, el comportamiento asintdtico con respecto a tiem-
pos grandes del sistema de Schrodinger—Poisson estd determinado a través de las
soluciones del problema limite no lineal de tipo Wigner—Poisson (6.53)-(6.55) en
el sentido dado por

-
W (2,88, ) = Weo (2, €, 1, 7)l| oo, 1322 (1 malsta (me x myy) — 0

cuando t — oo, donde W viene dada por (6.20), W, es una medida no negativa
tal que

Weo € L=([0,T); L' ([r1, ma); L*(RS x IRY))),

el potencial asintdtico V. viene determinado por la formula (6.51) y la densidad
limite no, es una medida no negativa dada por

neo(z, 1) = 4t/m3 /me Wiao(z, €, t,7) dE dr . (6.56)
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Observacién.- El término no lineal 6[V,,]W,, admite una expresién equivalente
en forma de convolucién:

O VolWeo = Koo %¢r W,

con

, _ ! # 7,03 _n _f)
Aoo(x’{’t’T)—(277)4/n1§7/-2t(voo(x+2,t+2) Voolz = 551 = 5)

x e~ e ds dn

e QRC{(ZW /3/ V ((Z,‘+ + %)e_iﬂ.ﬁe-"‘sT dS dn} .
R

Por tanto, tras algunos célculos simples (6.53) puede escribirse de manera equiva-
lente como una ecuacién en forma de convolucién, a saber:

(£ ’ VI)WW(Q:,'E, ta T)

32 i€ 2itr sen(2tr) -
_ ——Re{ 2gx 2it ( % f(x,lt)H(g,r)Vw(%’?T))}

*{,TWoo('Taé’t’ T) y

donde hemos utilizado el hecho de que la transformada de Fourier lleva productos
en convoluciones.

6.3 Comportamiento asintético para estados cudnticos mix-
tos

Nuestro estudio sobre el comportamiento asintético de un sistema cuéntico
para una particula simple puede extenderse de forma directa al caso de una su-
perposicién de estados puros, es decir, al caso de un estado cudntico mixto. Para
ello, consideramos ahora un sistema numerable de ecuaciones de Schrédinger

™

: 1 m m
Zat ——iAzz/’ +V1/)’m€]N,

P™(2,0) = o™ (@),
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Illirn Y™ =0,

acopladas con la ecuacién de Poisson
AV = —yn,
donde la densidad de posicién del sistema viene dada por

n(z,t) = Y. oa™Yp™(z,t)|* con Yoam =1,

meN mEN

y donde los coeficientes o™ representan las probabilidades de ocupacién de los
estados 1)™. Para llevar a cabo el andlisis asintético correspondiente al comporta-
miento con respecto a tiempos grandes de las soluciones, nos vemos llamados otra
vez a reescalar el sistema mediante el grupo de transformaciones

Yi(a,t) = pT(e,e7t),  Vi(z,t) = V(z,e7't)

nc(‘r’t) = Z am|¢:n(zat)'2'

mEN

Lo primero que observamos es que ||n.(-,t)||1mz) = 1. Entonces, aplicando nue-
vamente la aproximacién de Wigner en espacio-tiempo a %™ y las mismas ideas
desarrolladas en las secciones anteriores, deducimos que

.
W (2,68, 2) = W (2,6, 1) | poqto, 12 (tm mali2 (mi xmdy) — O

cuando ¢ — oo, donde W7 satisface el siguiente sistema de ecuaciones integro—
pseudo-diferenciales:

con condicién inicial dada por

Wz(x,f,o) = wm(.’b,f,t:O) =

]‘ - n ) n —'n.g
m N m i ne g
@7 /mgw (@ +3)¢™(x — 5)e™" dn,

donde
O Voo IWD(z, €, 8, 7)
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? 2t n s n s )
= A oo >t+35) - Vo -5t—3
(2r) /me, /m;, /m /-21: (V (@t pt+y) —Vule—5t-3)

X W (2,8, t, 7)e E=E0memitr=rs s g7t de! dy

y donde
ol Wa(y,t7)
Voo(z,t) = tmzem /m/m/me |z—y| dé dr dy .

Resolviendo ahora este sistema e integrando la correspondiente solucién vecto-
rial (W2 )mew con respecto a 7 y a € obtenemos (n™)en, con n™ definida por

™ (z,€,1) = 4t/m /mf W™ (z,€,t,7) dE dr .

Por tanto, la densidad de posicién asintética viene descrita por

w(,t) = Y a™nZ(z,t),

meEN

que proporciona una descripcién macroscépica de la evolucién para escalas grandes
de tiempo de un sistema numerable de ecuaciones de Schrédinger-Poisson. En este
marco, la justificacién de los promedios de la funcién de Wigner con respecto a las
variables (£, 7) se hace de forma anéloga al caso de un estado cuédntico puro.



Capitulo 7

Apéndice

El objetivo de este apéndice consiste en recopilar algunos de los resultados (bien

conocidos en la literatura matematica) que se utilizan a lo largo de esta memo-
ria. En particular, se podra encontrar aqui una guia itil de los enunciados precisos
de los teoremas de compacidad y las desigualdades integrales més importantes de
los que hacemos uso en los capitulos anteriores.

Recordamos en primer lugar el teorema de Ascoli-Arzeld generalizado (este
resultado puede encontrarse en [62]). Para ello, denotaremos por o(X, X’) la
topologia débil para el espacio de Banach X, siendo X’ el espacio dual de X.

Teorema 7.0.1. Supongamos que I es un espacio topoldgico separable y X un
espacio de Banach. Consideremos F C X', donde X' es el conjunto de funciones
de I en X tales que

(¢) El conjunto {g(t),g € F} es o(X,X') relativamente compacto para todo
tel.

it) El conjunto {z’' 0 g,g € F} es equicontinuo para todo z' € X'.
J q

Entonces, para todo {g,} C F existe una subsucesion {g,(»)} y una funcidn g, :
I — (X,0(X, X")) continua tal que {z'0g,(n)} tiende hacia z’0g, uniformemente
en I para todo ' € X',

El siguiente resultado de compacidad es debido a F. Bouchut y J. Dolbeault
([13], p. 510):

Lema 7.0.2. Sean 0 >0, T >0 y1 < p < oo y consideremos la solucidn

fec(o,T); L (R*™))



198 7. Apéndice

de

Lof = %% + (E-V)f —oAf =h en B x(0,T),

f(,O) = fO-

Supongamos que fo € F, con F un conjunto acotado de LP(R*™) y que h €
H, donde H es un subconjunto acotado de L((0,T); LP(R*™)) con 1 < ¢ < oo.
Entonces, para cualesquiera n > 0 y w un subconjunto abierto y acotado de R*",

f es compacta en C([n,T); LP(w)).
El siguiente lema de dispersién clasico es debido a B. Perthame (ver [85)):

Lema 7.0.3. Supongamos que go € L'(R*) y h € L*®((0,T); L*(R*)). Enton-
ces, la solucion g de

dg _
E‘*’(évz)g = h7

g(t = 0) = Yo,
satisface que (1 + |€])g € LY(K, x Bg x (0,T)) para todo conjunto compacto K,
de R°.

El siguiente teorema, debido a Prohorov, proporciona una caracterizacién de
los subconjuntos de medidas de variacién acotada débil— relativamente compactos
(ver, por ejemplo, [23]).

Teorema 7.0.4. Sean ¢ > 0 una constante y M C M,(IR?), donde M_(IR®) es el
conjunto de medidas de Radon p tales que

||M||M(m6) = c.

Entonces, M es débil— relativamente compacto en M (IR®) si y sdlo si para todo
§ > 0 existe un subconjunto compacto K C IR® tal que

p(K) >c—6

para toda p € M.
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Enunciamos a continuacién la versién utilizada a lo largo de esta memoria del
resultado de compacidad fuerte para los momentos de una funcién de distribucién
establecido en [49]. Para ello supondremos, en primer lugar, que x es una medida

positiva finita en IR? para la cual existen dos constantes C > 0 y 0 < v <2 tales
que

sup p({E €R%: |€ e[ < e, e €8%1)) < C¢. ' (7.1)

Teorema 7.0.5. Supongamos que se verifica la condicion (7.1) y sea f, una su-
cesion de funciones debilmente relativamente compacta en L?(dx x du(€) x dt) tal
que O fn y € Vo fu son relativamente compactas en L*(dz x du(€) x dt). Entonces

el momento
/md frdu(§)

es fuertemente relativamente compacto en L¥(dz x dt).

La desigualdad de Minkowski para integrales establece que la norma de una
integral es menor o igual que la integral de las correspondientes normas. Para el
caso de espacios L? tenemos el siguiente resultado (ver [93]):

Teorema 7.0.6. Para toda funcidon medible F(z,y) definida sobre el espacio me-
dible X xY dotado de la medida producto o—finita dz x dy y para todo 1 < p < oo,
se tiene que

(L (1@ wlde) dy)l/p < [([ |F(a:,y)|de)1/p dz.

Finalmente enunciamos el teorema de Egoroff (ver, por ejemplo, [16]).

Teorema 7.0.7. Sea Q C R? tal que |Q| < co. Sea también f, una sucesion de
funciones medibles de 2 en IR tal que

fa(z) — f(z) c.p.d enQ,

con |f(z)] < oo c.p.d. en Q. Entonces, para todo € > 0 existe un subconjunto
A C Q medible tal que |Q\ Al < ey

fa — f uniformemente en A.
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