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Capitulo I

Estimacion en Sistemas
Estocasticos. Filtrado de Kalman.

1 Introduccién

Los primeros trabajos escritos sobre “Teoria de Sistemas” aparecen después
de la Segunda Guerra Mundial, aunque ya en 1930 Ludwing von Bertalanffy
introdujo oralmente esta terminologia; desde su punto de vista, esta teoria es
un campo légico matematico cuyo objetivo es la formulacién de conceptos y la
deduccién de técnicas necesarias para analizar “sistemas” generales. La teoria
general de sistemas estd enfocada a la investigacién en distintas ciencias como
Teoria de Comunicacién, Control o Tecnologia Computacional.

De acuerdo con las normas de la IEEE, D’Azzo y Houpis [12] definen un sis-
tema como una combinacidn de componentes que actian conjuntamente. Esta
definicién debe entenderse en el sentido de incluir, por ejemplo, elementos fisi-
cos o bioldgicos, asi como sus relaciones, de forma que se puedan representar
mediante simbolismos matematicos.

El interés en el estudio de sistemas se centra fundamentalmente en la parte
activa o dindmica de los mismos, es decir, en determinar los cambios que expe-
rimentan a través del tiempo por influencia de agentes externos y/o internos.
Esto constituye el objetivo de la Teoria de Sistemas Dinamicos.

En lineas generales, el estudio de un sistema se realiza teniendo en cuenta
las siguientes etapas: 7

a) Modelizacidn: Bilsqueda de un modelo que refleje las caracteristicas y
relaciones observadas que mejor interpreten al sistema, de manera que se facilite

3



4 Estimacién en Sistemas Estocasticos. Filtrado de Kalman.

su estudio.

b) Descripcidn matemdtica: Obtencion de relaciones o ecuaciones matemati-
cas que representen al sisterna en consonancia con sus caracteristicas.

c) Andlisis: Determinacién de la solucién de la ecuacion que representa al
sistema (Analisis Cuantitativo) y estudio de las propiedades generales del mismo
(Analisis Cualitativo).

Desarrollar estas etapas con exactitud es de crucial importancia ya que ello
permitira realizar predicciones e interpretaciones significativas en relacion con
el sistema bajo estudio. A continuacién hacemos una breve descripcion de cada
una de estas etapas.

Desde un punto de vista formal, para la modelizacién de un sistema dinamico
es preciso definir variables de entrada, que representan los estimulos externos
al sistema, vartables internas o seniales propias del sistema y variables salida u
observaciones, que representan la informacion real que obtenemos del sistema,
todas ellas dependientes del tiempo.

Una vez modelizado el sistema dindmico, la siguiente etapa es determinar
las relaciones matematicas existentes entre las variables que intervienen en él,
es decir, la descripciéon matematica del sistema. Dependiendo de las caracteris-
ticas del sistema y de los objetivos que se planteen, existen distintas formas de
describir matemdticamente un sistema (Chen [10], Gabel y Roberts [14]).

De acuerdo con los objetivos de esta memoria, nos referiremos aqui unica-
mente a la descripcién con variables de estado que especifica, no sélo las relacio-
nes entre las entradas y las salidas del sistema sino también su comportamiento
interno; en general, esta descripcion facilita el estudio de sistemas complejos asi
como el analisis cualitativo de los mismos.

Para esta descripcion, se define el estado de un sistema dinamico en un
tiempo ¢, como la informacién en dicho instante que, junto con las entradas a
partir de ¢, determina las salidas del sistema para todos los instantes posteriores
a t. Se representa por un vector columna de dimensién finita denominado vector
de estado y sus componentes se llaman variables de estado.

Las relaciones entre las variables definidas anteriormente, se expresan me-
diante dos ecuaciones: la ecuacion del estado, que liga el estado y las variables
de entrada y la ecuacion de la observacion, que da la informacién real después de
que el estado esté influenciado por las variables de entrada. Estas dos ecuaciones
en conjunto se denominan la ecuacidn dindmica del sistema.
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Muchos sistemas fisicos, en particular los considerados en esta memoria,
pueden describirse mediante ecuaciones diferenciales, si la variable tiempo va-
ria continuamente sobre algin intervalo real, o ecuaciones en diferencias, si la
variable tiempo es discreta o si, por ejemplo, s6lo nos interesa el estudio del
sistema en instantes discretos de tiempo; esta distincién dara lugar a los deno-
minados sistemas en tiempo continuo o sistemas en tiempo discreto. Ademas,
si las ecuaciones diferenciales o ecuaciones en diferencias que describen el sis-
tema son lineales, tendremos los llamados sistemas lineales. En nuestro estudio
posterior trataremos inicamente con sistemas lineales en tiempo discreto.

Una vez realizada la descripcién matematica, el analisis cuantitativo de un
sistema consiste en determinar la solucién de la ecuacién dindmica. Un estudio
general de la existencia de solucién puede verse en Perko [37].

Por 1ltimo, nos referimos al analisis cualitativo de un sistema dinamico, que
incluye el estudio de una serie de propiedades como son la Observabilidad, la
Controlabilidad y la Estabilidad. Un estudio exhaustivo de estas propiedades
puede verse en Liapounoff [29] y Meditch [31]. Nuestro interés se centrara
unicamente en la propiedad de Observabilidad de un sistema, que caracteriza la
factibilidad de determinar univocamente el estado del sistema siendo conocidas
las entradas y salidas del mismo.

De forma mds precisa, un sistema es observable sobre [ty,;] si, conocidas
las entradas, cualquier estado en dicho intervalo puede determinarse a partir de
las observaciones sobre {to,¢,]. En la literatura, estos sistemas se denominan
también completamente observables.

En un gran nimero de situaciones reales, los sistemas dinamicos se encuen-
tran afectados por perturbaciones externas y/o internas a ellos. Por ejemplo, en
un sistema de comunicacion, al emitir un mensaje, la transmisiéon puede estar
perturbada por interferencias atmosféricas y en tal caso, la sefial recibida no
sera puramente inteligible; ademds la sefial puede estar afectada por “ruidos”
causados por el propio sistema. Si las perturbaciones que afectan a un sistema
son aleatorias, el estado y la salida tendran también un caricter aleatorio; por
ello debe hacerse un tratamiento probabilistico del sistema. Estos sistemas se
denominan Sistemas Estocdsticos.

La propiedad de observabilidad de sistemas deterministicos estd intimamente
ligada a la estimacién del estado en sistemas estocdsticos puesto que, de forma
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intuitiva, un sistema estocastico serd observable si es posible dar una estimacién
del estado del sistema a partir de las observaciones (Kwakernak and Sivan [27]).

Finalizamos describiendo brevemente la estructura de este Capitulo. En
la Seccién 2, daremos la descripcién matemadtica de los Sistemas estocasticos
lineales discretos. El problema general de estimar el estado de estos sistemas a
partir de una serie de observaciones serd planteado en la Seccién 3. Por ultimo
en las Secciones 4 y 5 presentaremos los algoritmos recursivos para los problemas
de filtrado y suavizamiento obtenidos por Kalman y Meditch respectivamente.

2 Sistemas Estocasticos Lineales Discretos

En esta memoria, como ya se ha indicado, nos centraremos fundamental-
mente en el estudio de problemas relativos a un tipo particular de sistemas
estocasticos, sistemas estocasticos lineales discretos. En lineas generales, los
sistemas de este tipo pueden describirse matematicamente de la siguiente forma:

Ecuacién del estado

u(k +1) = ®(k + 1, k)u(k) + B(k)W(k), ke N (2.1)

u(0) = up (2.2)
Ecuacién de la observacién
2(k) = H(k)u(k)+ V(k), ke N. v (2.3)

u = {u(k); k € N} es un proceso n-dimensional que describe el estado del sis-
tema; ®(k+1, k) es la matriz de transicién del sistema, no singular, de dimensién
n X n; B(k) es una matriz conocida de dimensién n x g y W = {W(k); k € N}
es un proceso ruido ¢g-dimensional que representa la perturbacion aleatoria del
estado.

Ug, la condicién inicial, tiene también un caricter aleatorio.

La salida u observacion del sistema estd descrita por z = {z(k); k € N}, pro-
ceso p-dimensional; H(k) es una matriz conocida de dimensién px n denominada
matriz de observacion y V = {V(k); k € N} un proceso ruido p-dimensional,
proceso error de observacion.

Todos los vectores aleatorios y procesos que intervienen en el sistema estan
definidos sobre un espacio probabilistico (2, A4, P).
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Ya que nosotros trataremos problemas de estimacién minimo cuadratica del
estado del sistema, se supondrd ademas que todos los vectores y procesos que
aparecen en la ecuacién dindmica del sistema son de cuadrado integrable.

3 Estimacion en sistemas estocasticos lineales dis-
cretos :

El problema de la interpretacién de observaciones con el fin de realizar pre-
dicciones ha sido de gran interés desde tiempos antiguos; ya los babilonios se sen-
tian atraidos por este tema y usaban para su resolucién una rudimentaria forma
de series de Fourier. Los primeros estimulos para el desarrollo de una “teoria
de estimacion” fueron proporcionados por estudios astronémicos y pueden atri-
buirse a Galileo Galilei en 1632. Gauss, en 1795, interesado en la determinacion
de la orbita del asteroide Ceres, desarrollé la técnica conocida como minimos
cuadrados aunque no publicé sus resultados hasta 1809. Legendre, independien-
temente, invent6 y publicé dicha técnica en 1806. A pesar de la controversia
suscitada, los historiadores han encontrado suficiente evidencia para dar prio-
ridad a Gauss como descubridor del método de minimos cuadrados. Desde su
desarrollo inicial, el concepto gaussiano de estimacién por minimos cuadrados
ha sido la base de un gran mimero de teorias y técnicas de estimacion.

Kolmogorov en 1941 e, independientemente, Wiener en 1942, fueron los pri-
meros en desarrollar una técnica de estimacién lineal minimo cuadratica para
procesos estocasticos. La conveniencia de obtener algoritmos recursivos fue in-
minente y Follin, en 1955, sugirié una aproximacién recursiva para un sistema
especifico. Esta aproximacién tuvo un llamamiento inmediato y fue el funda-
mento para desarrollos posteriores; mencionamos, entre otros, los trabajos de
Swerling en 1958, que presentan algoritmos recursivos para la determinacion de
6rbitas. Kalman plante6 el problema en un marco general, publicando en 1960
su primer trabajo sobre filtro de minimos cuadrados recursivo, el denominado
filtro de Kalman, que describiremos en la Seccién 4. Una lectura mas amplia
sobre el desarrollo de la Teoria de Estimacién puede hacerse en Kailath [22] y
Sorenson [41].

Ademas de la estimacién de minimos cuadrados, existen otros tratamientos
del problema de estimacién que han recibido una considerable atencidn; éstos
pueden verse, por ejemplo, en Aoki [1], Jazwinski [19], Larson and Peschon [28],

y Scharf [40].
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En esta seccién consideramos el problema general de estimar el estado u(k) a
partir de una serie de observaciones {z(0),- -, 2(7)} en el sistema lineal discreto
(2.1)-(2.3).

Este problema de estimacién adquiere distintas denominaciones dependiendo
de la relacién existente entre el instante en que se estima el estado y el numero
de observaciones.

a) Si k > j, se calcula un estimador del estado u(k) basado en observaciones
pasadas. Este problema de estimacién se denomina Problema de Prediccion o
Eztrapolacion y el estimador Predictor.

b) Si k = j, se determina un estimador de u(k) con observaciones hasta el
tiempo presente. Este problema se denomina Problema de Filtrado y el estima-
dor Filtro.

c) Si k < j, se obtiene un estimador de u(k) considerando observaciones
anteriores y posteriores al instante k. Este problema se conoce como Problema
de Suavizamiento o Interpolacion y el estimador Suavizador.

Es claro que la distribucién condicionada de u(k) dadas {z(0),---,2(5)}
engloba toda la informacion sobre el estado contenida en las observaciones, por
tanto, la solucién definitiva del problema de estimacién vendra dada por dicha
distribucién de probabilidad.

Una vez determinada la distribucién condicionada, varias caracteristicas de
ella como, por ejemplo, la media, la moda o la mediana, pueden utilizarse como
estimador del estado; surge entonces la cuestién de cudl de éstas debe elegirse
y se precisa, para ello, un criterio que permita determinar el estimador 6ptimo.

Intuitivamente, si no existe diferencia entre el estado y el estimador, dicho es-
timador es el 6ptimo; sin embargo, en general ésto no ocurre y lo que se persigue
es que esta diferencia sea lo menor posible. Si notamos por (k|j) al estimador
de u(k) basado en {2(0),-- -, 2(j)}, el error cometido es w(k|j) = u(k)—u(k|j) y
el estimador ptimo serd aquél que minimice el error de estimacién o, mas bien,
alguna medida de dicho error. Para determinar esta medida de forma razonable,
se asigna una pérdida o penalizacién al error de estimacién considerando una
funcién L con las siguientes propiedades:

1.- L es una funcidén real de n-variables.

2.- L(0) = 0.

3.- L(G(k|5)) > L(&' (k|5)) si p(@i(k|5)) > p(#'(k|7)), donde p es una funcién
real no negativa y convexa.
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4~ L(@(Kl5)) = L(=a(kl).

Una funcién con estas propiedades se denomina Funcidn de pérdida admisi-
ble.

Debido al caricter aleatorio de L(u(k|s)), una medida itil de la pérdida
global es la pérdida media y, por tanto, el estimador éptimo bajo dicha funcién
de pérdida es aquél cuyo error de estimacidon minimiza la pérdida esperada.

Bajo determinadas condiciones sobre la distribucién condicionada de u(k) a

{2(0),---,2(j)} o sobre la funcién de pérdida, se conocen caracterizaciones del
estimador 6ptimo; presentamos a continuacién algunas de ellas (Jazwinski [19],

Meditch [31]).

Teorema 3.1

Si la funcion de distribucion condicionada de u(k) dadas las observaciones
{2(0),---,2(j)} es simétrica respecto a su media y conveza para valores menores
o iguales que la media, para cualquier funcion de pérdida admisible, el estimador
que minimiza la pérdida esperada es

(kL) = E[u(k)|z(0), -+, 2(7)]-

En particular, si la distribucion condicionada de u(k) dadas {z(0),---, z(5)}
es gaussiana, se verifican las condiciones del teorema y tenemos el siguiente
resultado.

Corolario 3.1

Si los procesos {u(k); k € N} y {2(k); k € N} son conjuntamente gaussianos,
para cualquier funcion de pérdida admisible, el estimador éptimo es

u(klj) = E[u(k)|z(0), -, 2(5))-

Consideremos ahora una funcién de pérdida cuadratica

L[i(k|7)) = & (k|7)St(kl5)

siendo S una matriz definida no negativa. Para este tipo de funciones de pérdida
se tiene el siguiente resultado.



10 Estimacién en Sistemas Estocasticos. Filtrado de Kalman.

Teorema 3.2

Si la funcién de pérdida es cuadrdtica, el estimador éptimo de u(k) dadas
las observaciones {z(0),---,2(7)} es

(k) = E[u(k)|2(0), -, 2(5)]

El estimador dptimo bajo funciones de pérdida cuadraticas se denomina
estimador de minimos cuadrados o de minimo error cuadrdtico medio.

Claramente, el Teorema 3.2 es mas restrictivo que el Teorema 3.1 respecto
a la clase de funciones de pérdida; sin embargo, es mas general si se tiene en
cuenta la clase de procesos que pueden considerarse. El hecho fundamental a
destacar es que ambos teoremas son complementarios en el sentido de que si
las hipoétesis realizadas en la formulacién del problema de estimacion satisfacen
las condiciones del Teorema 3.1 pero no las del Teorema 3.2 o viceversa, el
estimador 6ptimo es, en ambos casos, la esperanza condicionada.

Indicabamos al comienzo de este punto que podia elegirse como estimador
del estado la media, la mediana o la moda de la distribucién condicionada; sin
embargo, en todos los resultados previos se ha obtenido la esperanza condi-
cionada como estimador; ello es debido a que sélo se han presentado aquellos
resultados que serdn basicos para nuestro estudio posterior.

Comentamos por iltimo que, en el caso gaussiano, la esperanza condicio-
nada es una funcién lineal de las observaciones y, por consiguiente, el estimador
éptimo para cualquier funcién de pérdida admisible es lineal. Por tanto, en
este caso, el estimador 6ptimo es el estimador lineal de menor error cuadratico
medio.

4 Filtrado de Kalman

En la Seccién 3, se ha indicado la conveniencia de obtener algoritmos re-
cursivos para la determinacion de un estimador de minimos cuadrados ya que
éstos presentan ventajas computacionales en la resolucién del problema de es-
timacién. En su primer trabajo, Kalman {23] consider un sistema lineal en
tiempo discreto utilizando la descripcién con variables de estado y suponiendo
que la ecuacion de estado estaba perturbada por un ruido blanco gaussiano adi-
tivo. Mediante la técnica de proyecciones ortogonales, Kalman obtuvo formulas
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recursivas para el estimador lineal de minimos cuadrados que, como hemos co-
mentado, debido a la hipdtesis de gaussianidad, es el estimador 6ptimo bajo
cualquier funcién de pérdida admisible; de esta forma, dié una solucion elegante
y completa del problema de estimacién. Posteriormente, Kalman y Bucy [24]
extendieron estos resultados para sistemas lineales en tiempo continuo.

La importancia del filtrado de Kalman radica en que los estimadores pro-
porcionan una solucién computacionalmente eficaz del método de minimos cua-
drados en sus extensas aplicaciones a diferentes problemas como deteccion de
seniales, problemas aeroespaciales o de control. También el filtro de Kalman
ha sido qtil por su aplicacién a sistemas no lineales. Linealizando el modelo y
usando el filtro de Kalman se obtiene el denominado filtro de Kalman extendido

(Bucy and Joseph [8]).

En esta seccién presentamos en primer lugar la técnica de proyecciones or-
togonales, basica para la obtencién del filtro de Kalman y, posteriormente, las
férmulas recursivas de dicho filtro.

4.1 Proyecciones ortogonales. Ecuaciéon de Wiener-Hopf

La técnica de proyecciones ortogonales proporciona una interpretacion geo-
métrica del problema de estimacion lineal de minimos cuadrados.

Sea =(7) el subespacio lineal de L?((f2, A, P); R") generado por las observa-
ciones linealmente independientes {z(0),---,2(j)}. Es conocido que cualquier
vector de L*((f, A, P); R"), en particular el estado u(k), admite una unica des-
composicién ortogonal de la forma

u(k) = (kL) + G(kLs)

donde #(k|7) € Z(j) es la proyeccién ortogonal de u(k) sobre el subespacio Z(j)
y u(k|7) es ortogonal a =(7). La proyeccién ortogonal, #(k|j), es el estimador
lineal de minimos cuadrados de u(k) basado en {z(0),---,z(5)} y u(kly) =
u(k) — u(k|j) es el error de estimacion. '

Para la obtencién del estimador lineal de minimos cuadrados mediante la
técnica de proyecciones ortogonales son basicos los resultados que presentamos
a continuacion.
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Lema de proyecciones ortogonales

Una condicidn necesaria y suficiente para que iu(k|s) sea el estimador lineal
de menor error cuadrdtico medio de u(k) basado en {z(0),:--,z(5)} es

E [i(klj)z"(e)] =0, a=0,1,---,j. (4.1)

Teorema 4.1.1
EU)=Z2(-1)® Z(y)

donde Z(j) es el subespacio lineal de L*((2, A, P); R™) generado por el vector
2(7)—2(j|7 — 1) siendo z(j|j — 1) la proyeccidn ortogonal de z(j) sobre Z(5 —1).

Como consecuencia directa del Lema de proyecciones ortogonales, el pro-
blema de estimacion lineal minimo cuadritica consiste en encontrar matrices

F(0),--+, F(5) tales que
i(klg) = g F(c)z(o)
verifique (4.1), o equivalentemente
?; F(0)E [2(0):"(a)] = E[u(k)e" ()], a=0,1,---,;. (4.2)

Esta ecuacion es la conocida ecuacidn de Wiener-Hopf. La existencia y
unicidad de solucién de esta ecuacién estd garantizada ya que la proyeccién
ortogonal existe y es dnica. La resolucién de (4.2) conduce directamente a la
expresion del estimador lineal optimo.

Por otra parte, teniendo en cuenta el Teorema 4.1.1, es claro que el estimador

lineal de minimo error cuadratico medio de u(k) basado en {z(0),---,z(j)}
puede expresarse como '
u(kly) = (kls — 1) + F [2(3) — 2(517 — 1)] (4.3)

siendo F una matriz a determinar, denominada ganancia del estimador. Esta
expresién pone de manifiesto la naturaleza recursiva de los estimadores de mini-
mos cuadrados y fue la utilizada por Kalman para la obtencién de su algoritmo.



4 Filtrado de Kalman 13

4.2 Algoritmos recursivos para el Predictor y el Filtro

Inicialmente, Kalman consideré un sistema lineal en tiempo discreto en el
que la ecuacién de la observacién no estaba perturbada por ruido; sin embargo,
aqui vamos a describir la situacién mds general de observaciones afectadas por
ruidos aditivos; esto es, daremos los algoritmos recursivos para los problemas
de prediccion y filtrado en los sistemas descritos por (2.1)-(2.3) suponiendo que
las perturbaciones y la condicién inicial son gaussianas.

Sea el sistema lineal en tiempo discreto

u(k+1) = &(k + 1,k)u(k) + B(k)W(k), k€N (4.4)
u(0) = up (4.5)
z(k) = H(k)u(k) + V(k), keN (4.6)

donde W = {W(k); k € N} es un proceso ¢-dimensional, ruido blanco gaussiano,
centrado, con covarianzas

E[WRWT()] = QK

siendo &y la funcién delta de Kronecker; ug, la condicién inicial, es un vector
aleatorio gaussiano centrado, con matriz de covarianzas

E [uoug‘] = By

y V = {V(k);k € N} un proceso p-dimensional, ruido blanco gaussiano, cen-
trado, con covarianzas

E[V()VT()] = R(k)sw
donde R(k) son matrices definidas positivas.

Se supone que la condicién inicial, ug, y los ruidos aditivos, W y V, son
. mutuamente independientes.

Notemos que, debido a la hipétesis de gaussianidad y la independencia mutua
de los ruidos y la condicién inicial, la distribucién del estado u(k) condicionada
a {2(0),---,2(s)} es gaussiana y, por tanto, el estimador 6ptimo bajo cualquier
funcién de pérdida admisible es el estimador lineal de minimos cuadrados.

En el siguiente teorema se presentan las férmulas recursivas para el problema
de prediccién en una etapa y filtrado; esto es, el estimador del estado en un



14 Estimacién en Sistemas Estocdsticos. Filtrado de Kalman.

instante se obtiene a partir del estimador del estado en el instante anterior y
la iltima observacién. La demostracién, como ya se ha indicado, se basa en la
técnica de proyecciones ortogonales (Meditch [31]).

Teorema 4.2.1

El algoritmo para los problemas de prediccion y filtrado estd dado por

a(kk) = a(k|k — 1) + F(k) [2(k) — H(k)a(k]k — 1)] (4.7)

a(k + 1|k) = ®(k + 1, k)i(k|k) (4.8)
donde F(k), denominada matriz de ganancia del filtro, satisface
F(k) = P(klk — 1)HT (k) [H(k) P(k|k — 1) HT (k) + R(k)]"‘ (4.9)
y las matrices de covarianzas de los errores de filtrado y prediccion verifican

P(k|k) = P(k|k — 1) - F(k)H(k)P(k|k - 1) (4.10)

P(k +1|k) = ®(k + 1, k) P(k|k)®T (k + 1, k) + B(k)Q(k)BT(K).  (4.11)

Obsérvese que las ecuaciones (4.9)-(4.11) definen el algoritmo para el cilculo
recursivo de la matriz de ganancia; en este proceso, que se efectua independien-
temente de las ecuaciones (4.7) y (4.8), se determinan también las matrices de
covarianzas de los errores de filtrado y prediccién; de esta forma, el estudio
de la bondad de los estimadores puede realizarse previamente al célculo de los
INiSmMOs.

La expresién que multiplica a la matriz de ganancia en la ecuacidn del filtro
(4.7), diferencia entre la observacién z(k) y su proyeccién sobre el subespacio
Z(k — 1), representa la nueva informacién que aporta la 1ltima observacién y
por este motivo se denomina innovacion. El proceso innovacion es un ruido
blanco gaussiano, centrado, con covarianzas H(k)P(klk — 1)HT (k) + R(k).

Existe un tratamiento del problema de estimacién basado en innovaciones en
la que el estimador se expresa como funcién lineal de las innovaciones (Kailath

[20]).
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5 Problema de Suavizamiento

Kalman, en su trabajo original, no traté el problema de suavizamiento; sin
embargo, debido a su interés en diversas areas de la ciencia tales como co-
municacién, telemetria y otras, este problema ha sido extensivamente tratado.
Asi, Kailath y Frost [21], Meditch [30] y otros autores obtuvieron algoritmos
recursivos para este problema.

El problema de suavizamiento, como ya se ha comentado, consiste en estimar
un estado u(k) dadas las observaciones {(0),-- -, z(j)} siendo k < j; es posible
establecer una clasificacién del problema de suavizamiento en funcién de que
estos indices sean fijos o variables. La clasificacién que presentamos aqui es la
mas usual por su aplicacién a problemas précticos (Meditch [31]): suavizamiento
punto fijo, suavizamiento intervalo fijo y suavizamiento retraso fijo.

Describimos seguidamente cada uno de estos problemas y presentamos féormu-
las recursivas para la obtencién del suavizador en cada caso. Los teoremas que
damos a continuacién pueden verse en Meditch [30] y su demostracién esta
basada en la técnica de proyecciones ortogonales.

5.1 Suavizamiento Punto Fijo

Fijado un estado, el suavizamiento punto fijo consiste en obtener recursiva-
mente estimadores de él cuando el nimero de observaciones va aumentando.

El siguiente teorema presenta las férmulas para este problema; nos da la
expresién del estimador de u(k) basado en las observaciones {2(0),---,2(7)} en
funcién del estimador basado en {z(0),---,2(j — 1)} y la iltima observacién

2(5)-

Teorema 5.1.1i

El suavizador punto fijo satisface

u(klj) = a(klj — 1) + C(k,5) [(s) — H()a(li - 1)}, 5>k (5-1)

con condicion inicial u(k|k).
La matriz de ganancia verifica

C(k,5) = L(klj — 187 (i, — VH (§) [HG) PGl - DHTG) + RG] (5.2)
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donde
J
L(klj) = P(klk) [T ®"G,i—1)[I - FG)HE)] (5.3)
1=k+1
siendo F(1) la matriz de ganancia del filtro.
La matriz de covarianzas del error de estimacion satisface

P(k|j) = P(klj — 1) - C(k,§) [H()P(jlj — 1)H" () + R(3)] CT(k.5), i >k
(5.4)

con condicidn inicial P(k|k).

Obsérvese que la estructura de la férmula del suavizador punto fijo (5.1) es
analoga a la del filtro (4.7), es una funcién lineal del estimador basado en las
observaciones anteriores y la nueva informacién que aporta la ultima observa-
cién.

5.2 Suavizamiento Intervalo Fijo

Para describir este problema se considera un nimero fijo de observaciones
{2(0),---,2(5)} y se desea estimar el estado u(k) para cualquier k = 0,---,j
a partir de todas las observaciones disponibles. De acuerdo con este plantea-
miento, se observa que de todos los estimadores #(k|j) que se pueden calcular,
existe uno que es conocido, el filtro %(j|7). Este estimador constituye, por tanto,
el punto de inicio para el algoritmo del suavizador intervalo fijo, obteniéndose
asi una férmula recursiva “hacia atrds”.

Resaltamos el hecho de que para este problema de estimacion el nimero de
observaciones debe estar determinado al comienzo o, como indica Meditch [31],
“el experimento esta completo”. ‘

Teorema 5.2.1
El suavizador intervalo fijo satisface
u(kls) = u(klk) + A(K) [u(k + 1]7) — a(k + 1|k)], k<3 (5.5)
con condicion inicial u(j|j).
La matriz de ganancia, A(k), verifica
A(k) = P(k|k)®T(k + 1,k)P7 (k + 1]k). (5.6)

La matriz de covarianzas del error de estimacion satisface
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P(Klj) = P(KIE) + A(K) [P(k + 115) — Pk + UK AT(R), k<j  (57)
con condicién inicial P(j|7).

Se observa en (5.5) que, en cada instante, el suavizador se obtiene a partir
del filtro y un término de correccién que es la nueva informacién aportada por
el estimador en la etapa anterior.

Finalmente, notemos que las hipétesis del modelo aseguran la no singularidad
de las matrices de covarianzas P(k + 1]/k) y, por tanto, la ganancia A(k) esta

bien definida.

5.3 Suavizamiento Retraso Fijo

Este problema consiste en determinar el estimador del estado cuando hay
un retraso fijo entre el tiempo de la iltima observacion y el instante en que
queremos estimar el estado.

El siguiente teorema presenta férmulas recursivas para este problema; el
estimador del estado u(k) basado en las observaciones {2(0),:--,z(k+ N)} es
funcion del estimador de u(k—1) basado en {2(0),---,2(k — 1 + N)}. Obsérvese
que, a diferencia de los otros tipos de suavizamiento, aqui son variables tanto el
instante en que se estima como el nimero de observaciones.

Teorema 5.3.1

El suavizador retraso fijo satisface

a(klk+ N) = ®(k,k - 1)a(k—1]k—1+ N)+
D(k + N)F(k + N) [z(k + N) — H(k + N)a(k + Nlk+ N = 1) +

U(k) [u(k — 1}k =1+ N) — a(k -1}k - 1))
(5.8)
con condicion inicial 4(0|N).
F(k+ N) es la matriz de ganancia del filtro y las matrices U(k) y D(k+ N)
verifican
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U(k) = B(k—1)Q(k - 1)BT(k - 1)®T(k - 1,k)P (k-1]k—-1)  (5.9)

k-14+N
Dk+N)= JI A@) (5.10)
=k
donde A(7) es la matriz de ganancia del suavizador intervalo fijo.
La matriz de covarianzas del error de estimacion satisface

P(klk+ N)= P(k|k—1)—
D(k + N)F(k+ N)H(k+ N)P(k+ N|k —1+ N)DT(k + N)—

A Y k-1)[Pk=-1k-1)=Pk=1k-1+ N)JAT(k-1)
(5.11)

con condicién inicial P(0|N).

El algoritmo para el suavizador retraso fijo es mas complejo que los algorit-
mos anteriores. Asi, para la condicién inicial, se debe obtener los suavizadores
punto fijo comenzando en %(0[0) hasta w(0|N). Ademas, en contraste con el
filtro y los anteriores suavizadores, en la ecuacién (5.8) aparecen dos términos
de correccién; el primero corresponde a la nueva informacién aportada por la
ultima observacion y el segundo es la informacién adicional que, sobre el filtro,
aporta el estimador en la etapa anterior. Nétese que si no existe perturbacién
en la. ecuacién del estado, entonces U(k) = 0 y desaparece el segundo término
de correccion, por tanto, este término se puede interpretar como una correccién
debida a la perturbacién del estado.

A diferencia de lo que ocurre en el problema de prediccion y filtrado, para el
calculo de los suavizadores no es preciso el calculo de las matrices de covarianzas
de los errores; sin embargo, debido a la importancia de las mismas, siempre se
completara el estudio del problema de suavizamiento incluyendo las férmulas
recursivas para la obtencién de dichas matrices.

Ademas, el cilculo de las matrices de covarianzas de los errores también es
independiente, como en el problema de filtrado, del cdlculo de los suavizadores,
lo que constituye una ventaja para el estudio de la bondad de los mismos.



Capitulo IT

Estimacion en Sistemas con
Parametros Distribuidos y
Observaciones Inciertas

1 Introduccién

La diferencia esencial entre los sistemas descritos en el Capitulo I y los que
vamos a considerar a lo largo de esta memoria radica en la dimensién del espacio
de estados.

En los sistemas considerados en el capitulo anterior, el espacio de estados
es de dimensidn finita y, por tanto, al aplicar una entrada en el sistema, ésta
excita instantaneamente cada uno de los elementos del mismo; asi, los sistemas
pueden considerarse concentrados en un tinico punto del espacio y se denominan
Sistemas con pardmetros concentrados.

A diferencia de los anteriores, si el espacio de estados es de dimensién infi-
nita, la distribucién de una entrada en los distintos elementos del sistema puede
estar muy dispersa; ésto ocurre en todos aquellos fenémenos fisicos en los que
la informacién a procesar esta distribuida en el espacio como en el campo de la
meteorologia, en procesos quimicos, sistemas de comunicacion o sistemas biol6-
gicos. Este tipo de sistemas se denomina Sistemas con pardmetros distribuidos.

Los sistemas con parametros distribuidos se pueden representar, de forma
similar a los sistemas con parametros concentrados, mediante la descripcion con
variables de estado. Sin embargo, a diferencia de los anteriores, el estado de estos
sistemas depende, ademads del tiempo, de una o mas variables representadas por
un vector = perteneciente a un cierto dominio D, y la ecuacién dindmica esta
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dada en términos de operadores diferenciales, integrales o integro diferenciales.
El espacio de estados de estos sistemas es, como ya se ha indicado, infinito
dimensional ya que, para cada instante de tiempo, el estado es una funcién de
la variable espacial.

El problema de estimacién del estado en sistemas con parametros distribui-
dos en tiempo continuo ha sido ampliamente abordado. Uno de los tratamientos
de este problema, como puede verse en Yu and Seinfeld [44], consistié en la ob-
tencion de un modelo con parametros concentrados que aproximaba al sistema
con parametros distribuidos y, a dicho modelo, se le aplicaron las técnicas de
estimacién finito dimensionales. Sin embargo, como indica Athans [2], es im-
portante desarrollar una teoria para estos sistemas que ponga de manifiesto el
caracter distribuido del problema, aunque luego se tenga que utilizar las técni-
cas finito dimensionales para su resolucién practica. Diversos autores han estu-
diado este problema, tanto desde un punto de vista formal, como desarrollando
un riguroso tratamiento matematico (Atre and Lamba [4], [5], Bensoussan [6],
Curtain [11), Sakawa [38] y Tzafestas [42]).

Sin embargo, la literatura no es tan amplia en lo que se refiere a sistemas
con parametros distribuidos en tiempo discreto.

El primero que traté el problema de estimacién en sistemas con pardmetros
distribuidos en tiempo discreto fue Tzafestas [42]. Aunque su objetivo era el
estudio del problema en tiempo continuo, la metodologia consistié en discretizar
el sistema y, maximizando la densidad condicionada a las observaciones, obtuvo
las ecuaciones de filtrado y suavizamiento; entonces, usando el procedimiento
limite de Kalman, dedujo las ecuaciones para el sistema en tiempo continuo.

En 1979, Nagamine, Omatu y Soeda [34] estudiaron el problema de filtrado
6ptimo en sistemas discretos basindose en la teoria de Wiener-Hopf y en 1981,
Omatu y Seinfield [36] utilizaron el método de estimacién de minimos cuadrados
y dieron un tratamiento unificado a los problemas de filtrado y suavizamiento.

Todos estos autores consideraban que las perturbaciones del sistema asi como
la condicién inicial son gaussianas y, por tanto, el estimador obtenido en cada
caso es el 6ptimo.

Esencialmente la ecuacién del estado utilizada por cada uno de estos autores
es la misma. Sin embargo, existe diferencia a la hora de tomar las observaciones.
Mientras que los primeros consideran que la observacién en cada instante se
realiza en todo el dominio D, Omatu y Seinfeld consideran la situacién mas
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practica de que las observaciones sélo podran tomarse en un conjunto finito de
puntos de D. Nosotros trabajaremos también con este planteamiento.

En otro orden de cosas, observemos que en los sistemas descritos en el Ca-
pitulo I, el estado esta siempre presente en la observaciéon. Sin embargo, en
muchas aplicaciones se presentan situaciones en las que existe una probabilidad
no nula de que ciertas observaciones sean sélo ruido como ocurre, por ejemplo,
en algunos problemas de comunicacién. De forma mas precisa, puede ocurrir
que cada observacién individual conste sélo de ruido o bien, de sefial mas ruido
y no se hace distincién entre aquellas observaciones que contienen informacién
relativa al estado y aquéllas que no. Estos sistemas se han denominado Sistemas
con observaciones inciertas.

Nahi [35] fue el primero en estudiar el problema de estimacién del estado
para este tipo de sistemas; modelizando la incertidumbre de la observacion por
variables aleatorias independientes con valores 0 y 1, obtuvo algoritmos recursi-
vos para los problemas de filtrado y prediccidn lineal de minimo error cuadritico
medio. Posteriormente, Monzingo [32] estudié el problema de suavizamiento y
sus resultados, junto con los de Nahi, dan un tratamiento completo del problema
de estimacion lineal minimo cuadritica para sistema con pardmetros concentra-
dos y observaciones inciertas.

En algunos problemas practicos la incertidumbre de las observaciones no
puede representarse por variables aleatorias independientes. En estos casos el
problema de estimacion del estado ha sido tratado por diversos autores. Jaf-
fer y Gupta [18] obtuvieron estimadores recursivos de minimo errror cuadratico
medio cuando la incertidumbre estd modelizada por una sucesién markoviana
de variables aleatorias. Sin embargo, el filtro obtenido requiere un crecimiento
de memoria exponencial para su computacién y, como ellos indican, el procedi-
miento no es demasiado practico. Hadidi y Schwartz [16] estudiaron el problema
de prediccién y filtrado lineal de minimo error cuadratico medio cuando la in-
certidumbre de las observaciones estd modelizada por una sucesién arbitraria de
variables aleatorias con valores 0 y 1; demostraron que, en general, no existen es-
timadores recursivos en estas condiciones y obtuvieron una condicién necesaria
y suficiente para su existencia. Los resultados de Monzingo [33] sobre suaviza-
miento, junto con los de Hadidi y Schwartz, dan un tratamiento completo del
problema de estimacién lineal minimo cuadratica para estos sistemas.

Nuestro objetivo en este capitulo es el estudio del problema de estimacion en
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sistemas lineales con parametros distribuidos en tiempo discreto con observa-
ciones inciertas. De esta forma, por una parte extendemos el estudio realizado
por Nahi, Hadidi, Schwartz y Monzingo a sistemas con parametros distribuidos
¥y, por otra parte, extendemos los resultados de Omatu y Seinfield en el sentido
de incluir observaciones inciertas.

En primer lugar, en la Seccién 2, damos la descripcién matematica de estos
sistemas. En la Seccion 3 tratamos el problema de estimacién lineal minimo
cuadratica en sistemas con parametros distribuidos con observaciones inciertas
en los que la incertidumbre de la observacién estd modelizada por variables
aleatorias independientes de Bernoulli. En la Seccién 4 consideramos este mismo
problema cuando la incertidumbre de la observacién estd modelizada por una
sucesion arbitraria de variables aleatorias de Bernoulli.

2 Sistemas con parametros distribuidos

En esta seccién presentamos la descripcion con variables de estado de siste-
mas lineales con parametros distribuidos en tiempo discreto que serdn notados
en lo sucesivo por S.P.D.. En primer lugar, consideramos sistemas con certidum-
bre en las observaciones y a continuacién describimos S.P.D. con observaciones
inciertas.

2.1 Descripcion de S.P.D. con certidumbre en las obser-
vaciones

Como hemos comentado, en estos sistemas, ademas del tiempo, intervienen
una o mas variables independientes; de esta forma, el estado de un S.P.D. en
un instante de tiempo es una funcién de variables espaciales.

Ecuacién del estado

Sea D un dominio abierto > y acotado de un espacio euclideo finito dimensional
con frontera 0D y clausura D. Consideramos la siguiente ecuacién
u(k+1,z) = Lu(k,z) + G(k,z)W(k,z), k€N, ze€ D (2.1)
con condicidn inicial

u(0,z) = up(z), z€ D " (2.2)

y condicién frontera
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azu(k,z)=0, keN, ze€dD (2.3)

donde Vk, u(k,z),z € D es una variable aleatoria con valores en el espacio de
funciones de cuadrado integrable de D en R", que define el estado del sistema
en el tiempo k.

L. y a, son operadores diferenciales lineales matriciales. G(k,z), z € D es
una funcién matricial conocida. W = {W(k,z); z € D, k € N} es una sucesién
ruido blanco de variables aleatorias con valores en el espacio de funciones de
cuadrado integrable de D en RY, centrada y con covarianzas

E [W(k,2)WT(L,y)] = Q(k, ,y)u (2.4)

donde Q(k,z,y) es una matriz definida no negativa verificando Q(k,z,y) =
QT(k,y,z). El estado inicial up(z),z € D es una variable aleatoria centrada
con covarianzas

E [uo(2)uf (v)] = Po(z,9) (2.5)
donde Py(z, y) es una matriz definida no negativa verificando Py(z,y) = P (y, z).

Notese que la condicién frontera no esta perturbada por ruidos; esta hipdtesis
no supone pérdida de generalidad puesto que, como puede verse en Atre [3] o
Sawaragi, Soeda y Omatu [39], una ecuacién del tipo anterior con condicién
frontera no homogénea se puede transformar en una con condicién frontera
homogénea, ambas con la misma solucién. En la nueva ecuacién, el ruido de la
ecuacién del estado en el interior del dominio es una funcién de los ruidos de la
ecuacion original.

Ecuacién de la observacién

Sea z',z%,---,z™, m puntos fijos de D. Definimos
u(k, z?)
Uy, (k) = : , keN. (2.6)
u(k,z™)
u,,(k) es un vector aleatorio mn-dimensional que designa el estado del sistema
en el instante k, en los puntos z*,:1=1,---,m.

La salida u observacién del sistema estd descrita por una ecuacién de la
siguiente forma
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2(k) = H(k)un(k) + V(k), k€N (2.7)

donde z = {2(k); k € N} es una sucesién de variables aleatorias p-dimensionales;
H(k) es una matriz conocida de dimensién p x mn y V = {V(k);k € N} es una
sucesion ruido blanco centrada con covarianzas

E [V(K)VT())] = R(k)Su (2.8)

siendo R(k) una matriz definida positiva.

2.2 Descripcion de S.P.D. con observaciones inciertas

En la ecuacion de la observacién (2.7), puesto que la matriz de observacién
H(k) es deterministica, el estado u,, (k) estd siempre presente en la observacién
z(k). Como ya hemos comentado, en muchos problemas practicos, la observa-
cién en un instante puede contener sélo ruido o senal mas ruido.

La diferencia entre los S.P.D. descritos anteriormente y los que aqui tratamos
radica en la ecuacién de la observacion ya que el problema planteado sélo afecta

a ésta. Nos limitamos, por tanto, a describir la ecuacién de la observacién y la
- ecuacion del estado estd dada por (2.1), (2.2) y (2.3).

Ecuacidén de la observacién

En (2.7), la probabilidad de que una observacién sea sélo ruido es cero.
Ahora, para reflejar la posibilidad de que cada observacién pueda contener sélo
ruido, lo cual ocurrird de manera aleatoria, definimos la ecuacién de la observa-
cién de la siguiente forma

{ H(k)un(k)+ V(k) con probabilidad p(k)
z(k) =

V (k) con probabilidad 1 — p(k)
que se puede reescribir unificadamente por la expresién
z(k) = v(k)H(k)um(k) + V (k) (2.9)

donde para cada k, y(k) es una variable aleatoria con distribucién de Bernoulli
de parametro p(k).

Como ya se ha comentado, los autores que han estudiado el problema de
estimacion para S.P.D. con certidumbre en las observaciones consideraron que
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las perturbaciones del sistema, asi como la condicién inicial, eran gaussianas.
Para S.P.D. con observaciones inciertas, ain con las hipStesis de gaussianidad
e independencia de los ruidos y la condicién inicial, la distribucién conjunta
del estado y la observacién no es gaussiana y, por tanto, el estimador de mini-
mos cuadrados no es necesariamente el estimador 6ptimo bajo cualquier funcién
de pérdida admisible. Ademads, su obtencién no es computacionalmente simple
como ya indicaban Jaffer y Gupta en el caso de sistemas con pardmetros con-
centrados. Por todo ello, nos centraremos en el estudio del estimador lineal
de menor error cuadrdtico medio para el cual no es preciso exigir hipétesis de
gaussianidad.

3 Estimacién lineal en S.P.D. con observaciones
inciertas: Caso 1

En esta seccién, trataremos el problema de estimacién lineal de minimo
error cuadratico medio en S.P.D. con observaciones inciertas en el caso en que
la incertidumbre esta modelizada por variables aleatorias de Bernoulli indepen-
dientes. Estudiaremos en primer lugar los problemas de prediccién en una etapa
y filtrado. El problema de suavizamiento se estudiard teniendo en cuenta la cla-
sificacion descrita en la Seccién 5 del Capitulo I. Todo este estudio se realizara
en base a la Teoria de Wiener-Hopf presentada en el Capitulo I.

Recordemos que el sistema estd descrito por

u(k+1,z) = Lu(k,z) + G(k,z)W(k,z), keN, zeD  (3.1)

u(0,z) = up(z), z€ D (3.2)
o u(k,z)=0, keN, z€dD (3.3)
2(k) = y(k) H(k)un(k) + V(E), k€N (3.4)

donde v = {y(k); k € N} es una sucesién de variables aleatorias independientes,
con distribucion de Bernoulli y el resto de los procesos, funciones y operadores
estan definidos en la Seccién 2.1.

Para el estudio de los problemas de estimacion que abordaremos postegie
mente, exigimos la siguiente hipdtesis
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ug = {ug(z), z € D}, W, V, y~ son mutuamente independientes.

Probamos a continuacién algunas propiedades que se deducen de esta hip6-
tesis y de las del modelo.

Proposicién 3.1

() E[W(k,y)uT(j,x)] =0, j<k; keN, z,yeD.
(i) E [W(k,9)s7(4)] =0, j<k; keN, yeD.
Demostracion.

() Puesto que u(j, z) es una funcién lineal de uy(z), W(0,z),---, W(j-1, z),
debido a la linealidad de la esperanza, basta probar que E [W(k,y)ug(m)] y
E [W(k, y)WT(i, :c)] son nulos parat=20,1,---,75 — 1. Esto es inmediato por la
independencia de up y W y por la condicién (2.4) respectivamente.

(i7) Por la ecuacién (3.4),

E [W(k,%)27(3)] = E [y())W (k, »)uZ(3)] BT () + E [W(k,»)VT ()] -

El segundo sumando se anula debido a la hipétesis de independencia mutua.
Para el primer sumando, ya que v es independiente de (ug, W), tenemos

E [y()W (k, )uk(5)] = ElYG)IE [W(k, y)u5 ()]

y aplicando el apartado (i) deducimos el resultado deseado. W

Proposiciéon 3.2

COE[V(EWTG,2)] =0; j, keN, zeD.
(@) E [y()V(k)uEG)] = 0; 4, keN.

@) E[V(K)T()] =0; j#k, j, keN
Demostracion.

(?) La demostracién es andloga a la del apartado (i) de la Proposicién 3.1
teniendo ahora en cuenta que V es independiente de uy y de W.

(i) v(j) es independiente de V(k)uL(j) ya que V(k)uZ,(j) es una funcién
Borel de {V(k),um(O), W(i,z"), i=0,---5—1,I=1,--- ,m}, por tanto
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E [y()V(k)uh(5)] = EG)IE [V (k)uZ(5)]
y del apartado () se deduce el resultado.
(747) Sustituyendo z(j) por su expresién (3.4),
E[V(k)2" ()] = E [7G)V(R)uh ()] HT() + E [V(RIVT(5)] -

El segundo sumando se anula por ser V un ruido blanco y el primer sumando
es nulo por el apartado (ii). W

3.1 Prediccion en una etapa

Recordamos que el problema de prediccion en una etapa consiste en determi-
nar el estimador del estado en un instante considerando las observaciones hasta
el instante anterior. Un predictor lineal de u(k+1,z), z € D, tiene la siguiente
expresion

&
i(k+1,zlk) =) A(k+1,z,0)z(c), k€N, z€D (3.5)
o=0

donde para cadao =0, --,k, A(k+1,z,0),z € D es una funcién matricial que
pretendemos determinar de manera que (3.5) sea el predictor lineal de minimo
error cuadratico medio. Como ya se coment6 en la Seccién 4 del Capitulo I,
dichas funciones estdn determinadas por la solucién de la ecuacién de Wiener-
Hopf que, para el problema planteado, es

5:‘ A(k+1,2,0)E[2(0)2]] =E [u(k +1,2)Z]], k€N, zeD (3.6)

o=0
donde
z(0)
g = :
z(k)

Nuestro objetivo es dar una expresién recursiva para el predictor, esto es,
obtener %(k + 1,z|k) en funcién de u(k,z|k — 1). Para ello, en primer lugar,
vamos a dar una relacién entre las funciones que determinan u(k + 1,z|k) y
u(k,z|k — 1), es decir, entre A(k+ 1,z,0) y A(k,z,0), 0 =0,---,k— 1.
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Lema 3.1.1

A(k+1,z,0) = L A(k,z,0) — p(k)A(k+ 1,z,k)H(k)A,,(k,0), >0, z€D

(3.7)
paraoc =0,1,---,k — 1, donde
A(k,z!,0)
A, (ko) = :
A(k,z™,0)
Demostracion.
De la ecuacién de Wiener-Hopf (3.6) para u(k + 1, z|k) se deduce
k=1
> A(k+1,2,0)E[2(0)2.\] + A(k +1,2,k) E [2(k) 2, ] =
o=0 (3.8)

E [u(k+1,2)2L,], zeD.
Por (3.1) y el apartado (ii) de la Proposicién 3.1,
E [u(k + lvz)ZZ‘—l] = L:: E [u(k, 2:)"Zl?—l] &
Por (3.4) y el apartado (i41) de la Proposicién 3.2,
E [2(k)Zi_.] = E [y(R)H(k)un(K)Z1_,] = p(k)H(K) E [t (k) ZL_,]
donde la iltima igualdad se tiene como consecuencia de la hipétesis de indepen-

" dencia mutua, como en el apartado (12) de la Proposicién 3.2.
Por otra parte, si consideramos la ecuacién de Wiener-Hopf para 4(k, z|k—1)

k-1
;A(k,x,a)E [2(0)2].,) = E [u(k,2)ZE.,], =€ D, (3.9)
se tiene
k-1
3 An(k,0)E [2(0)Z1-1] = E [ua(k)ZL,]. (3.10)

Sustituyendo los resultados anteriores en la ecuacién (3.8), se tiene
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kf [A(k +1,z,0) + p(k)A(k + 1,z,k)H (k) A (k,0)—

=0
L,A(k,z,0)]E [2(0)Z{_,| =0
y por la unicidad de la solucién de la ecuacién de Wiener-Hopf
A(k+1,z,0)+ p(k)A(k + 1,z,k)H(k)An(k,0) ~ L. A(k,z,0)=0, z€ D
para 0 = 0,--+,k — 1, y se tiene el resultado. W

En el siguiente teorema presentamos la férmula recursiva del predictor lineal
de minimo error cuadritico medio.

Teorema 3.1.2

El predictor lineal de menor error cuadrdtico medio satisface
u(k +1,z|k) = L u(k,z|k — 1)+

A(k + 1,2, k) [2(k) - p(k)H(E)n(Klk =1)], k>0, z€ D

(3.11)
u(1, z|0) = A(1, z,0)z(0) (3.12)
a u(k+1,zlk)=0, keN, zeaD (3.13)
donde
i(k,z' |k - 1)
U (k|k — 1) = :
u(k,z™|k — 1)
Demostracion.
Sea k > 0 y z € D; sustituyendo (3.7) en (3.5) y teniendo en cuenta que
k-1
ti(k,zlk - 1) = ) _ A(k,z,0)z(o)
o=0
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G (klk — 1) = f A (K, 0)z(o)

o=0

se tiene

i(k+1, zlk) = A(k+1, 7, k)z(k)+ L a(k, z|k—1)—p(k) A(k+1, z, k) H (k)i (k| k1)

y, reordenando términos, se deduce (3.11).

La condicién inicial se obtiene directamente de (3.5).

Sea z € D; ya que a,u(k+1,z) = 0 y o, es un operador lineal, la condicién
frontera es inmediata. W

Obsérvese que la formula recursiva obtenida en este teorema depende de la
funcién matricial A(k + 1,z,k), = € D, denominada matriz de ganancia del
predictor. Como en el filtrado de Kalman, la matriz de ganancia va a depender
de las covarianzas de los errores de estimacién. Antes de proceder a su calculo,
introducimos la notacién para dichas covarianzas.

Los errores de estimacion se notan por

u(k+1,z|k) =u(k+1,z) —u(k+1,z|k), keN, z€D (3.14)

T (k+ 1[k) = tup(k+1) — G (k+ 1]k), k€N (3.15) .

y sus matrices de covarianzas

P(k+1,z,ylk) = E [i(k + 1,2Ik)@"(k + 1,ylk)], k€N, z,yeD (3.16)

Pn(k+1,zlk) = E [i(k + 1,z[k)ak(k + 1]k)], k€N, zeD  (3.17)

P (k + 1Jk) = E [t (k + 1k)a% (k + 1k)], k€ N. (3.18)

La expresion que multiplica a la matriz de ganancia en la ecuacién del pre-
dictor (3.11) es una medida de la nueva informacién que aporta la 1ltima ob-
servacion, denominada innovacién. Esta, en lo sucesivo, se notara por
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2(k) — p(k)H(k)im(Elk — 1), k>0
v(k) = { (3.19)

z(0), k=0
En los siguientes lemas probamos algunas propiedades de este proceso.

Lema 3.1.3

Las matrices D(k) = E [u(k)uT(k)] , k € N son inversibles y estin dadas
por

D(k) = p(k)(1 — p(k))H(k)Smm(F)HT (k)+ 820)
P (k) H (k) Py (Klk — 1) HT (k) + R(K), k>0 |
D(0) = p(0)H(0)Smm (0)HT (0) + R(0) (3.21)
donde Spm(k) = E [um(k)uf ()], keN.

Demostracion. -
Sea k > 0; utilizando (3.4) podemos expresar v(k) de la siguiente forma

v(k) = (v(k) = p(k))H(k)unm (k) + p(k)H (k)im(klk - 1) + V(E).  (3.22)

De la Proposicion 3.2 se deduce que V' (k) es incorrelado con los dos primeros
sumandos y de la hipdtesis de independencia mutua,

- E|(v(k) - p(k) H (k)up (k)5 (klk - 1) HT (k)| =
E[v(k) — p(k)] H(k) E [un (k)% (klk — 1)] HT (k) = 0.
Por tanto,
D(k) = E [(v(k) — p(k))*H(k)um(k)uL (F)HT (k)] +
P (k)H (k) P, (k|k — 1)HT(k) + R(k).

Por la independencia de (k) y u,,(k), el primer sumando es
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p(k)(1 = p(k)) H (k) S (K)H (k)

y (3.20) queda probado.

Para k = 0, el resultado es inmediato por el apartado (i¢) de la Proposicién
3.2 y la independencia de ¥(0) y u,,(0)-

La inversibilidad de las matrices D(k), k > 0 se deduce directamente de la
inversibilidad de las matrices de covarianzas R(k), £k > 0. B

Lema 3.1.4
G)E [v(k)aL(klk - 1)] =0, k>o0.
(i) E [v(k)2T (k)] = D(k), keN.

(i) E [w(k)aT (k, z|k — 1)] = E [2(k)a7 (k, zlk — 1)] = p(k) H (k) PL(k, z|k — 1)
parak >0, z € D.

Demostracion.

(3) Utilizando (3.22), ya que #,,(k|k — 1) es incorrelado con #,,(k|k — 1) por
el Lema de proyecciones ortogonales, e incorrelado con V(k) por el apartado
(21¢) de la Proposicién 3.2, se tiene

E [u(k)al (klk = 1)] = E [(v(k) — p(k)) H (), (k)L (klk — 1)]

Y, debido a la hipdtesis de independencia mutua, el segundo miembro es
E [y(k) = p(k)] H(K) E [un(k)ir, (klk — 1)] = 0.

(13) Por el apartado anterior, para k > 0,
E [u(k)e7 (k)] = E[v(k)e7(k)] — p(k) B [v(k)aT (klk — 1)] HT (k) =

E [v(k)/T (k)] = D(k).

Para k = 0, es inmediato.
(#4¢) Teniendo en cuenta que el error es incorrelado con el estimador como
consecuencia del Lema de proyecciones ortogonales,

E [v(k)a" (k,zlk = 1)] = E [2(k)a (k, z|k - 1)] .

Aplicando la Proposicion 3.2 y la hipétesis de independencia mutua,
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E [z(k)a (k,zlk —1)] = p(k)H(K)E [t (k)a" (k, zlk - 1)] =

p(k)H(k)PZ(k, z|k — 1)

donde la dltima igualdad ha sido obtenida de nuevo del Lema de proyecciones
ortogonales. W

Con los resultados obtenidos anteriormente podemos deducir la expresién de
la matriz de ganancia del predictor.

Teorema 3.1.5

La ganancia del predictor lineal de menor error cuadrdtico medio es
A(k +1,z,k) = p(k)L P, (k,z|k —1)HT (k)D"'(k), k>0, z€D (3.23)

A(1,z,0) = p(0)L,.P,(0,z)HT(0)D~*(0), z€ D (3.24)
donde P, (0,z) = E [uo(a:)uﬁ(O)] .

Demostracion.
De la ecuacion de Wiener-Hopf (3.6) para #(k + 1, z|k) se deduce

k=1
3" A(k+1,2,0)E [2(0)2" (k)] + A(k + 1,2, k) E [2(k)2" (k)] =
o=0 (325)

E [u(k +1,2)27(k)], z € D.
Por (3.1) y el apartado (ii) de la Proposicién 3.1
E [u(k +1,2)27 (k)] = L. E [u(k, z)z" (k)] .
Sustituyendo (3.7) y la expresién anterior en (3.25), se tiene

i [L:A(k,z,0) — p(k)A(k + 1,z,k)H(k)Am(k, o)|E [Z(U)ZT(k)] +

o=0
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Ak +1,2,k) E [2(k)2" (k)] = L,E [u(k,z)"(k)|, z€D

y, reordenando términos,

o=0

L, E.[{u(k, z) — kf A(k,z, a)z(a)} zT (k)]

o=0

AGk-+ 1,2, )8 [{5(0) = pBH(R) 35 Al 2)) 7 (8)| =

o, equivalentemente,
A(k +1,z,k) E [v(k)2" (k)] = L, E [i(k, 2|k - 1)27 (k)] .
Teniendo en cuenta el Lema 3.1.4 y ya que D(k) es inversible, se tiene (3.23).

La demostracién de (3.24) es andloga, partiendo ahora de la ecuacién de
Wiener-Hopf para (1, z|0)

A(1,z,0)E [z(O)zT(O)] =E [u(l, z)zT(O)] .
Como ya se avanzd, la expresién (3.23) para la ganancia depende de las
matrices de covarianzas de los errores de estimacién. Por tanto, el cdlculo de

estas matrices es necesario para la determinacién del algoritmo recursivo del
predictor.

Teorema 3.1.6

La matriz de covarianzas del error de prediccion verifica
P(k + la z, ylk) = L:P(k7 T, ylk - I)Lg‘ + G(ka :B)Q(k, z, y)GT(k7 y)_

 B(K)Lo Pk, lk — 1) HT (k) D™ (k) H(k)PE (k, ylk = 1) LT
. (3.26)
parak >0, z,y€ D;

P(l, T, le) = LIPO('T) y)Lg‘ + G(Oa .’E)Q(O, T, y)GT(Oa y)_

p*(0)L, P,.(0,z)HT (0) D~ (0)H(0)PX (0,4)LT, z,y€ D
| (3.27)

a,P(k+1,z,ylk)=0, keN, ze€dD, yeD. (3.28)
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Demostracion.
Sea k > 0; de (3.1), (3.11) y (3.19) deducimos la siguiente expresxon para €]
error de prediccion

u(k + 1, zlk) = Lyu(k,zlk — 1) + G(k,z)W (k,z) — A(k + 1,z,k)v(k), =€ D.

Por tanto, ya que de la Proposicién 3.1, W(k,z), z € D es incorrelado con
v(k) y con u(k,z|k—1), z € D, se tiene

P(k+1,z,ylk) = L.P(k,z,ylk— 1)L} + G(k,2)Q(k,z,y)GT (k,y)+
A(k+1,z,k)D(k)AT(k +1,y, k)-
L. E [i(k,zlk ~ 1)/ ()] AT (k +1,y,k)~

A(k +1,2,k) E [u(R)aT (k, ylk - 1)] LT.

El Lema 3.1.4 y la expresi6n (3.23) para la matriz de ganancia nos conducen
a (3.26).

La condicién inicial se demuestra de forma similar y la condicién frontera se
deduce facilmente ya que

a u(k+1,zlk) = agu(k + 1,2) — o i(k + 1,z]k) =0, z€3D. W

A continuacion presentamos una expresién equivalente para la matriz de
covarianzas del error de prediccién en términos de la matriz de ganancia dada
en el Teorema 3.1.5.

P(k+1,2,ylk) = L. P(k,z,ylk - 1)L] + G(k,z)Q(k,z,y)G" (k,y)-

A(k+1,z,k)D(k)AT(k +1,y,k), k>0, z,y€D
(3.29)

P(1,z,y0) = L,Py(z,y)L] + G(0,2)Q(0,z,y)GT(0,y)-
(3.30)
A(1,2,0)D(0)AT(1,y,0), z,y€ D.
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Finalizamos presentando el algoritmo recursivo para el predictor 4,,(k+1|k)
asi como una férmula recursiva para P, (k + 1, z|k); estos resultados se deducen
directamente de los Teroremas 3.1.2, 3.1.5 y 3.1.6 y para su formulacién es
necesario introducir la siguiente notacion.

Ls 0 0
Lpm=| 0
0 Lo
Gk,z') 0 - 0
Glk,2'yepa™y =] 0 T P, ken
0 - Ghz™

Qu(k,z) = ( Q(k,z,2Y),--,Q(k,z,2™) ), kEN, z€D

Qum (K, z")

Qmm(k) = ’ k e N.

Qu(k,z™)

Corolario 3.1.7

() Las formulas recursivas para G, (k + 1|k) son
Bn(k + 1|k) = Lo ... pmiig (k| — 1) + A (b + 1,K)0(k), k>0  (3.31)

m(1]0) = An(1,0)2(0) (3.32)

Ak +1,k) = p(k)Lys.... gm P (k|k — 1) HT(K)D7(k), k >0 (3.33)

An(1,0) = p(0) Ly ... om S (0)HT (0) D~ (0) (3.34)
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Pum(k+1lk) = Lo ..om Po(klk = D)LY | m+
G(k,z*, -+, 2™)Qumm (K)GT (k, 2, -+, 2™)— (3.35)

An(k+1,k)D(E)AT(k +1,k), k>0

Ppm(10) = Ly omSpm(0) LY . o+
G(0,z',--+,2™)Qmm(0)GT(0,23,---,2z™)— (3.36)

Aa(1,0)D(0)AZ(1,0).
(12) Pn(k + 1,z]k) verifica

P,(k+1,zlk) = L,Pa(k,zlk=1)LT, m+
G(k,z)Q.(k,z)GT(k,2},---,z™)— (3.37)

A(k +1,z,k)D(k)AT(k+1,k), k>0, z€D

Pn(1,2(0) = L,Pa(0,z)LT; .. . + G(0,2)@m(0,2)GT(0,2",- - -,2™)—

A(1,2,0)D(0)AT(1,0), z€ D v
(3.38)

a,P.(k+1,z|k)=0, ke N, zedD. (3.39)

Nota: Obsérvese que en el algoritmo de prediccién es necesario obtener las
matrices D(k) dadas en el Lema 3.1.3. Estas dependen a su vez de las matrices
Smm(k) y es preciso, por tanto, disponer de una férmula recursiva para ellas.

Si notamos S(k,z,y) = E [u(k,z)uT(k,y)] y Sm(k,z) = E [u(k,x)uﬂ(k)],
aplicando el apartado (i) de la Proposicién 3.1, se deduce

S(k,:l:, y) = LxS(k -1z, y)Lf + G(k - lvz)Q(k - lvzay)GT(k - 17y) (340)
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Snlkyz) = LySn(k—1,2)L5 nt
(3.41)
Gk -1,2)Qun(k - 1,z)GT(k - 1,2%,---,2™)

Smm(k) = Lz‘.---,z’" mm(k,'— I)LZI’...,,m‘f'
- (3.42)
Gk-1,z',---,2™)Qumm(k — )GT(k - 1,2,---,2™).

3.2 Filtrado

Consideramos ahora el problema de estimar el estado u(k, z), £ € D a partir
de las observaciones {z(0),---,2z(k)} en el sistema (3.1)-(3.4). Concretamente,
nuestro objetivo es la obtencion de férmulas recursivas para el filtro lineal de
menor error cuadratico medio.

El filtro lineal de menor error cuadritico medio de u(k,z), 2 € D es de la
forma

a(k, z|k) = zkj F(k,z,0)2(c), k€N, z€D (3.43)

o=0
siendo F'(k,z,0), z € D funciones matriciales solucién de la ecuacién de Wiener-

Hopf

k
> F(k,z,0)E [2(0)2]] = E [u(k,2)2}], k€N, z€D. (3.44)
o=0
Puesto que conocemos el estimador de u(k, z), z € D dadas las observaciones
{z(0),---, z(k — 1)}, es decir, el predictor en una etapa, nuestro primer propésito
va a ser expresar u(k, z|k) en funcién de @k, z|k — 1). Posteriormente, a partir
de esta expresién, deduciremos las férmulas recursivas para el filtro. .
Comenzaremos obteniendo una expresién que relaciona las funciones matri-
ciales F(k,z,0) y A(k,z,0) del filtro y predictor respectivamente.

Lema 3.2.1
F(k,z,0) = A(k,z,0) — p(k)F(k,z,k)H(k)An,(k,0), k>0, z€ D (3.45)

para o =0,--- k—1.
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Demostracion.
De la ecuacién de Wiener-Hopf (3.44) para i(k, z|k) se tiene

k-1
)" F(k,z,0)E [z(a)ZE_I] + F(k,z,k)E [z(k)ZZ‘_l] =E [u(k, :c)ZE_l] , € D.
o=0
(3.46)
En la demostracion del Lema 3.1.1 se obtuvo
k-1
E [2(k)2I_,] = p(R)H(K) 3 Am(k,0) E [2(0)Z1_,]
o=0
Sustituyendo en (3.46),

k=1

Y [F(k,x,0) + p(k)F(k,z,k) H(k) An(k, o) E [2(0) ZL1] = E [u(k, ) Z],]

o=0
y por la unicidad de solucion de la ecuaciéon de Wiener-Hopf (3.9),
A(k,z,0) = F(k,z,0)+ p(k)F(k,z,k)H(k)A,.(k,0), z€D
para 0 =0,-:-,k — 1, de donde se obtiene el resultado. B

En el siguiente teorema presentamos la expresion para el filtro en funcién
del predictor.

Teorema 3.2.2

El filtro lineal de minimo error cuadrdtico medio verifica

u(k,z|k) = u(k,z|k = 1) + F(k,z,k)[z(k) — p(k)H (k)G (k|k —1)] (3.47)
para k>0, z € D, donde

F(k,z,k) = p(k)Pn(k,z|k —1)HT(k)D(k), k>0, z€ D. (3.48)

Demostracion.

La demostracion de (3.47) es andloga a la del Teorema 3.1.2 sustituyendo
ahora (3.45) en (3.43).

Para la obtencion de la matriz de ganancia, el procedimiento es similar al

realizado en el Teorema 3.1.5. Considerando ahora la ecuacién de Wiener-Hopf
(3.44), se deduce
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S F(k,,0)E [2(0)27 (k)] + F(k, 2, k) E [2(k)27 (K)] = E [u(k,2)s7(K)], z € D

o=0
y sustituyendo (3.45) en esta expresion,

F(k,z,k) E [v(k)27 (k)] = E [a(k, z]k — 1)z (R)] ,
obteniéndose (3.48) del Lema 3.1.4 B

Ya que la expresion del filtro que se ha obtenido en el Teorema 3.2.2 depende
del predictor en una etapa, las matrices de covarianzas de los errores de filtrado
dependeran de las matrices de covarianzas de los errores de prediccién. La
notacion que se utilizara para los errores de filtrado y sus matrices de covarianzas
es analoga a la introducida en (3.14)-(3.18) para el problema de prediccién.

Teorema 3.2.3

La matriz de covarianzas del error de filtrado verifica

P(k,z,ylk) = P(k,z,ylk-1)- ( |
3.49
7 (k) Pr(k, |k — 1) HT (k) D" (k) H(k) P%(k, ylk = 1)

parak >0, z,y€ D.

Demostracion.

De (3.47)
u(k,z|k) = u(k,z|k — 1) — F(k,z,k)v(k)
y por tanto,
P(k,z,ylk) = P(k,z,ylk —1) + F(k,z,k)D(k)F"(k,y, k)~
E [i(k, zlk — 1)7 (k)] FT(k,y, k)—

F(k,,k)E [v(k)a" (k,ylk — 1)] .

Por el Lema 3.1.4 y la expresién de la matriz de ganancia (3.48), se tiene el
resultado. W
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Una expresion alternativa para la matriz de covarianzas del error de filtrado
esta dada por

P(k,z,y|k) = P(k,z,ylk — 1) — F(k,z,k)D(k)F(k,y,k), k>0, z,y€ D.
(3.50)

Los resultados presentados a continuacién se obtienen directamente de los
Teoremas 3.2.2 y 3.2.3.

Corolario 3.2.4
U (klk) = tUp(klk — 1) + F(K)v(k), >0 (3.51)

F(K) = p(k) Pron (Kl ~ DET(R)D7(8), & > 0 (3.52)
P (klk) = Prm(k|k — 1) — Fm(k)D(k)Frz;(k)’ k>0 (3.53)

P, (k,z|k) = P, (k,z|k — 1) — F(k,z,k)D(k)FL(k), k>0, z€ D. (3.54)

Nuestro objetivo, como hemos indicado, es obtener un algoritmo recursivo
para el filtro andlogo al realizado para el predictor. Esto es, expresar el filtro,
u(k,z|k), en funcién del filtro en el instante anterior, #(k — 1,z]k — 1). La
obtencidn de este algoritmo recursivo se podia haber realizado directamente de
forma similar a la determinacién del algoritmo recursivo para el predictor. Sin
embargo, puesto que ya disponemos de las férmulas recursivas para el predictor,
hemos optado por un camino alternativo; en primer lugar, hemos obtenido el
filtro en funcion del predictor y a continuacién expresaremos el predictor en fun-

cion del filtro. Combinando ambos resultados, se tendra el algoritmo recursivo
para el filtro.

Teorema 3.2.5
El predictor en una etapa puede obtenerse a partir del filtro mediante la
"siguiente ezpresion
u(k+ 1,z|k) = L u(k,z|k), k€N, zeD. (3.55)

Las matrices de covarianzas de los errores de prediccion y filtrado estdn
relacionadas de la siguiente forma

P(k+1,z,ylk) = L, P(k,z,y|k) LT+G(k, 2)Q(k, ,y)GT(k,y), k€N, z,y € D.
(3.56)



Estimacién en Sistemas con Pardmetros Distribuidos y
42 Observaciones Inciertas

Demostracion.
Comparando (3.23) con (3.48), tenemos

A(k+1,z,k)= L F(k,z,k), k>0, z€D

y la relacién (3.55) es inmediata para k > 0 de las expresiones de #(k + 1,z]|k)
y t(k, z|k) dadas en los Teoremas 3.1.2 y 3.2.2 respectivamente.

Para k = 0, puesto que u(l,z) = L, u(0,z) + G(0,z)W(0,z), z € D, y
W (0, z) es independiente de z(0) y centrado, la linealidad de L, nos conduce a
a(1,z|0) = L,u(0,z|0), z € D.

Por otra parte, es claro que @(k + 1, z|k) = L u(k,z|k) + G(k,z)W(k,z) y,
por la Proposicién 3.1, se tiene

E [a(k + 1, z|k)a” (k + 1,ylk)| = L.E [a(k, «k)aT (k,ylk)] LT+
G(k, 2)Q(k, z,5)GT(k,y)
con lo que (3.56) queda probada. B
Corolario 3.2.6

Bk + 1[E) = Lyn .. miim (K[K), k €N (3.57)

Prm(k+1k) = Lot om P (KIR)LT, ot
(3.58)
Gk, 2!, 2™)Qum(k)GT (k, 2}, -+, z™), k€N

Pu(k+1,z|k) = L Pn(k,zlk)LT . .+t

G(k, z)Qm(ka .’L')GT(k, zla Ty xm), ke Na ‘zeD.
(3.59)

Los resultados anteriores nos conducen al siguiente teorema en el que pre-
sentamos el algoritmo recursivo para el problema de filtrado.

Teorema 3.2.7

El filtro lineal de menor error cuadrdtico medio verifica
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a(k,zlk) = L.a(k—1,zlk— 1)+

(3.60)
F(k,z,k) [2(k) — p(k)H(k) Ly, om i (k — 1]k — 1)
parak >0, z € D;
%(0,z|0) = F(0,z,0)2(0), z€ D (3.61)
a,u(k,zlk) =0, keN, ze€dD (3.62)
donde F(k,z,k) estd dada en el Teorema 3.2.2 parak >0 y
F(0,z,0) = p(0)P,.(0,z)HT(0)D*(0), z € D.
La matriz de covarianzas del error de filtrado verifica
P(k,z,ylk) = L,P(k—1,z,ylk —1)LT+
G(k - I,Z)Q(k -1z, y)m(k -1, y)— (363)

F(k,z,k)D(k)FT(k,y,k), k>0, z,y€D

P(0,z,y|0) = Py(z,y) — F(0,z,0)D(0)F7(0,y,0), z,ye D (3.64)

a,P(k,z,ylk) =0, k€N, z€dD, yeD. (3.65)

Demostracidon.

Las expresiones (3.60) y (3.63) se obtienen de los Teoremas 3.2.2, 3.2.3 y
3.2.5.

De (3.43) se tiene (3.61) y F(0,z,0) se obtiene de la ecuacién de Wiener-
Hopf para 4(0, z|0) aplicando la hipétesis de independencia mutua. La condicién
inicial (3.64) se obtiene directamente de la expresién del error %(0, z|0) = uo(z)—
F(0,z,0)z(0).

Las condiciones frontera son inmediatas. W
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Corolario 3.2.8
(7) El algoritmo recursivo del filtro u,,(k|k) es

Up(k|k) = L. gmlp (kK — 1|k — 1) + Fo,(k)v(k), k>0 (3.66)
il (00) = F,,(0)2(0) (3.67)
donde F,,(k) estd dada en el Corolario 3.2.4 y F,,(0) = p(0) S, (0)HT (0)D~*(0).
Pmm(klk) = L::‘,---,:c'"Pmm(k - llk - I)L.z-‘l,---,z'"-l'
Gk-1,z% -, 2™)Qmm(k —1)GT (k - 1,2!,---,z™)— (3.68)
F,(k)D(k)F(k), k>0
Prun(0]0) = Sy (0) = F1, (0)D(0) F 5 (0). (3.69)
(#1) La formula recursiva para P, (k,z|k) es
Pn(k,zlk) = L Pn(k—1,zlk-1)LL .+
Gk -1,7)Qm(k - 1,z)GT(k - 1,2*,-++,2™)— (3.70)

F(k,z,k)D(k)FI(k), k>0, z€D
P,(0,2]0) = P,(0,z) — F(0,2,0)D(0)F(0), z€ D (3.71)

a,P,(k,zlk)=0, keN, zedD. (3.72)

3.3 Suavizamiento

El problema de suavizamiento consiste en estimar el estado u(k,z), z € D
dadas las observaciones {z(0),---,2(j)} siendo k£ < j. Nuestro objetivo es la
obtencién del suavizador lineal de menor error cuadratico medio

J
i(k,alj) = Y B(k,j,z,0)2(0), k<j, z€D (3.73)
o=0
donde B(k, j,z,0), € D son funciones matriciales que determinaremos, como
en los problemas de prediccién y filtrado, basindonos en la Teor{a de Wiener-
Hopf, es decir, como la tnica solucién de



3 Estimacion lineal en S.P.D. con observaciones inciertas: Caso 1 45

J
> B(k,j,z,0)E [z(a)ZJT] =E [u(k, a:)ZJ-T] , z€D. (3.74)
o=0
Para los errores de suavizamiento y sus covarianzas, la notacion sera analoga
a la introducida en el problema de prediccién ((3.14)-(3.18)).

En el Capitulo I establecimos una clasificaciéon del problema de suaviza-
miento en funcion de que los indices k y j sean fijos o variables. De acuerdo
con esta clasificacion, estudiaremos en primer lugar el problema de suaviza-
miento punto fijo; las formulas recursivas para el suavizador punto fijo seran
posteriormente utilizadas en la deduccion del algoritmo del suavizador intervalo
fijo; abordaremos, por dltimo, el problema de suavizamiento retraso fijo, para el
que sera de gran importancia los resultados obtenidos en las dos clasificaciones
anteriores.

Suavizamiento Punto Fijo

Fijado el estado u(k,z), z € D y dadas las observaciones {z(0),-- -, z(k)},
hemos obtenido el filtro como estimador lineal de menor error cuadritico medio.
Nos planteamos ahora obtener recursivamente estimadores de u(k,z), z € D
cuando el nimero de observaciones va aumentando, es decir, estimadores lineales
de menor error cuadritico medio basados en las observaciones {z(0),---,z(5)}
paraj=k+1,k+2,---.

Puesto que deseamos expresar #(k,z|j) en funcién de #(k,z|j — 1) y nues-
tro desarrollo se basard en la Teoria de Wiener-Hopf, vamos a determinar, en
primer lugar, la relacion que existe entre las funciones matriciales, B(k, j,z, o)
y B(k,3 — 1,z,0), asociadas a estos estimadores.

Lema 3.3.1
B(k,j,z,0) = B(k,j — 1,2,0) — p(5) B(k,j,z, /) H(5)An(J,0), =€ D (3.75)
paraoc =0,---,5 — 1, donde A,,(j,0) estd dada en el Lema 8.1.1.

Demostracion.
Considerando la ecuacién de Wiener-Hopf (3.74), se tiene

j=1

> B(k,j,2,0) E[2(0) 2], )+B(k, 5,2, 5) E[2(§) 2]-,) = E [u(k,z)Z],], z € D.

o=0
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Como ya se probé en el Lema 3.1.1,

B [:G)Z4] = HOHG) T Antiio) B ()21
y, por tanto,

j=1

> [B(k,4,2,0) + p(3)B(k, j, 7, 5)H(§) An(j, o) E [2(0) 21| = E [u(k, 2)Z],] .

=0

Por la unicidad de solucién de la ecuacién de Wiener-Hopf para u(k,z|j —1)
se deduce el resultado. W

En el siguiente teorema presentamos la férmula recursiva del suavizador
punto fijo.

Teorema 3.3.2

El suavizador lineal de menor error cuadrdtico medio verifica

u(k, z|7) = Uk, z|j~1)+B(k, j, z,5) [2(§) - PG H(5)iEm (Gl = 1)), 5> k,(3z7§)D
a u(k,z|j)=0, 7>k, z€dD. (3.77)

La matriz de ganancia es
B(k,j,z,5) = p(§)Lm(k,z|j = 1)L ... HT (5)D7'(3), §>k, z€D (3.78)
donde L, (k,z|j) = E [a(k, z|j)a%(jlj)], 5>k, =ze€D.

Demostracion.

La férmula recursiva (3.76) es inmediata sin mds que sustituir (3.75) en
(3.73) y la condicién frontera se deduce facilmente de (3.3).

La demostracion de (3.78) es andloga a las realizadas para obtener las ganan-
cias del predictor y el filtro dadas en los Teoremas 3.1.5 y 3.2.2 respectivamente;
asi, de la ecuacién de Wiener-Hopf para u(k,z|j) y el Lema 3.3.1, deducimos

B(k, j,z,5) = E [a(k, z|j — 1)27(j)] D7 (5)

y el mismo razonamiento que el utilizado en la demostracién del apartado (i77)
del Lema 3.1.4 nos conduce a
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E [a(k, 2l — 1)27 (4)] = p(G) E [i(k, zlj — iR (Gli — V) HT(5).  (3.79)

Por el Corolario 3.2.6

| G(j — 1,2 )W (j —1,2")
(515 = 1) = Lot omiln ( = 1] = 1) + :
Gl —-1,z")W(j~1,2™)

¥, ya que de la Proposicién 3.1 se deduce que #%(k, z|j — 1) es incorrelado con el
segundo sumando, se tiene

E [i(k, 2j = 1)27 ()] = p(5) Lm (k, 2li = 1)L, cn HT(5) (3-80)
con lo que el resultado queda probado. W
A continuacién damos una expresién recursiva para las matrices L(k, z,y|7) =
E |a(k, z|5)d" (5, y[])] , J > k, necesaria para el cilculo de la matriz de ganancia
del suavizador.
Teorema 3.3.3

L(k,z,ylj) = L(k,z,ylj —1)LT-

PU)Lmlk, 2li = VLG, . om HT(5)FT (G, y,5), 5>k, z,y€D

(3.81)
L(k,z,ylk) = P(k,z,y|k), z,y€ D (3.82)
a L(k,z,y|) =0, j>k z€dD, yeD. (3.83)

Demostracion.
Por el Lema de proyecciones ortogonales se tiene

L(k,z,ylj) = E [u(k, 2)3% (j,yl3)] = E [k, =l — 1)@" (j,yl3)] -

De (3.60), obtenemos la siguiente expresién del error de filtrado
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Aplicando la Proposicién 3.1, concluimos que W(j — 1, y) es incorrelado con
u(k,z|j — 1) y, por tanto,

L(k,2,ylj) = L(k,z,ylj — 1)L — E [k, z|5 — 1)o7 (5)] FT (G, ),

y: ya que E [ii(k, z|j — 1)v7(j)] = E [ii(k, 2|5 — 1)27(j)], de (3.80) se deduce Ia
relacion (3.81).

Puesto que a,%(k,z|j) = 0 por (3.3) y (3.77), la condicién frontera es
inmediata.l

Corolario 3.3.4

J

Lo (k,z|j) = Pu(k,z|k) _1;[ LY . om I = p(0)Fp(o)H(o)T, j>k, ze€D.
= (3.84)

Demostracion.
Fécilmente, de (3.81) obtenemos

Lon(k,25) = Ln(k, 215 = 1)L, ...om [T = () F G)H ()]
reiterando esta expresion y teniendo en cuenta que L,,(k,z|k) = P, (k, z|k), se

obtiene (3.84). W

La matriz de covarianzas del error de suavizamiento puede también ser cal-
culada recursivamente como se prueba en el siguiente teorema.

Teorema 3.3.5

La matriz de covarianzas del error de suavizamiento verifica

P(k,z,ylj) = P(k,z,ylj— 1) = pP*(§) L (k, x5 — 1)LL, . .m HT(5)x
(3.85)
D (5)H(j)Lys . gmLE(kyyli — 1), j>k, z,y€D

a,P(k,z,y|j) =0, j>k, ze€dD, yeD. (3.86)
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Demostracion.
De la expresién del error de suavizamiento, u(k,z|j) = u(k,z|j — 1) —-
B(k,j,z,7)v(7), es inmediato que

P(k,z,ylj)= P(k,2,ylj - 1) + B(k, j,=,3)D(5) B (k,],y, )
E [ii(k, 2|5 — 1)v7(5)] BT (k, 4,9,5)—

B(k, j,=,3) E [v(5)d" (k,yli - 1)]
y (3.85) se obtiene ahora de (3.78) y (3.80) usando de nuevo que
E [@(k, 2lj — 107 (5)] = E [k, 2li — 1)27()] -
Puesto que a,u(k,z|j) =0, = € 8D, la condicién frontera es inmediata. W
Como en los problemas de prediccién y filtrado, a continuacion presentamos

una expresion equivalente para la matriz de covarianzas del error de suaviza-
miento.

P(k,z,ylj) = P(k,z,y|j — 1) - B(k, j,z,5)D(3)BT(k, 5,v,5), >k, z,y(e D.
3.87)

Los Teoremas 3.3.2, 3.3.3 y 3.3.5 nos conducen a expresiones recursivas para
el suavizador @,,(k|7) y las matrices P, (k|7) y Pn(k,z|j) que presentamos a
continuacion.

Corolario 3.3.6
Uy (k|7) = Um(kls — 1) + Bu(k,j)v(5), 7>k (3.88)

Bpu(k,5) = p(3) Linm (|7 = 1) L3 . cm H (7)D72(5), 5>k (3.89)

Ly (k|7) = Prm(klk) fI LZ‘I’_,,,xm [I- p(a)Fm(a)H(a)]T, 7>k (3.90)
o=k+1

me(klk) = Pmm(klk) (3°91)
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Prm(klj) = Prm(klj = 1) = Bn(k, 5)D(j) By (k,5), § >k (3.92)

Pm(k')xlj) = Pm(k7z|j'_ 1) - B(k7J,$,J)D(J)B’£(k1])’ .7 > k’ -z €D (393)
a.P,(k,z|j)=0, j>k, z€dD. (3.94)

Suavizamiento Intervalo Fijo

Nuestro objetivo en este apartado es, dado un nimero fijo de observaciones
{2(0),-- -, z(j)}, determinar el estimador lineal de menor error cuadritico medio
del estado u(k,z), ¢ € D para cualquier k < j. Para el tratamiento de este
problema, como ya mencionamos anteriormente, nos basaremos en las férmulas
recursivas del suavizador lineal punto fijo.

A continuacién presentamos un resultado que nos facilitara la determinacién
del suavizador intervalo fijo.

Lema 3.3.7
Si existe P} (k + 1}k),

L (k,2lj) = Pu(k,2[k)L]: . om Prm(k + 1k) L (K + 1[5), kE<j, =€ D.
(3.95)

Demostracion.
Bajo la suposicién de la existencia de P} (k + 1]k), de (3.53) se deduce

[ = p(k + 1) Fou(k + 1) H(k + 1)]" = Prp,(k + 1|k) P (k + 11k + 1)
y sustituyendo en (3.84),

Lu(k,2li) = Pu(k,z[K)LT:.. om P (k + 1K) x

{p,,,,,,(k FUk+1) T Ll p(a)Fmia)H(a)]T} |

o=k+42
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parak<j-—1y
Ln(j = 1,215) = Pu(j = 1,2lj = 1) L5, om P (315 = 1) Pram (313)-
Teniendo en cuenta de nuevo (3.84), la relacién (3.95) queda probada. B

Bajo la hipétesis de no singularidad de la matriz de covarianzas P,,,, (k+1|k),
en el siguiente teorema se da el algoritmo del suavizador intervalo fijo.

Teorema 3.3.8

El suavizador linear de menor error cuadrdtico medio verifica

u(k, z|j) = a(k, z|k) + I(k, z) [im(k + 1]7) — Gm(k +1[K)], k<j, z€D

(3.96)
o tu(k,z|j)=0, k<j, z€dD (3.97)

donde la matriz de ganancia es
I(k,z) = Pp(k,z|k)LL . . Prn(k+1]k), z€D. (3.98)

La matriz de covarianzas del error de suavizamiento satisface
P(k,z,yl5) = P(k,z,ylk)-
(3.99)
I(k, z) [Prum (k + 1]k} — P (k + 1]5)] I7 (K, y)
para k < j, z,y € D;

a,P(k,z,ylj) =0, k<j, z€8D, yeD. (3.100)

Demostracion.
Reiterando la expresién (3.76) para el suavizador punto fijo, se tiene

J
u(k,z|j) = U(k,z|k) + B(k,k+ 1,z,k+ L)v(k +1) + Y_ B(k,0,z,0)v(0)
o=k+2
- (3.101)
Y, reiterando también (3.88) para i,,(k + 1|7), se obtiene
f]
Um(k+ 1) = Gm(k + 1lE+ 1)+ Y Bu(k+1,0)(0)
o=k+42
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o, equivalentemente, si se sustituye #,,(k + 1|k + 1) por la expresién dada en el
Corolario 3.2.4, se tiene

Up(k+1]j) = Up(k+1]k)+ Fn(k+1v(k+1)+ i Bn.(k+1,0)v(s). (3.102)
o=k+2

Ahora, comparando las expresiones (3.78) y (3.89) y utilizando el Lema 3.3.7,
es inmediato que

B(k,o0,z,0) = I(k,z)B,,(k+ 1,0), 0 > k+ 1. (3.103)
Ademais, de (3.78) y (3.52),
B(k,k+1,z,k+1) = I(k,z)F,(k+1). (3.104)

Sustituyendo estas relaciones en (3.101) y teniendo en cuenta (3.102), se
comprueba la igualdad (3.96).

Para la férmula recursiva de la matriz de covarianzas, el razonamiento es
similar considerando ahora P(k,z,y|7) y Pmm(k +1|7). Asi, reiterando (3.87) y
(3.92), se tiene

P(k,z,ylj) = P(k,z,ylk) - B(k,k + 1,2,k +1)D(k +1)BT(k,k + 1,y,k +1)—

Zj: B(k,0,2,0)D(c)B"(k,0,y,0)

o=k+2

J
Prm(k +115) = Pam(k + 1k +1) = Y Bu(k+1,0)D(0)BL(k +1,0).

o=k+2

Sustituyendo P,,,,(k+ 1|k + 1) por su expresién dada en el Corolario 3.2.4 y
razonando de igual forma que en la demostracién de la fé6rmula del suavizador,

se deduce (3.99).

Las condiciones frontera son inmediatas. l
Corolario 3.3.9 o

By (K]7) = B (kIK) + L (K) [k +115) = T (k + 1R)], k<5 (3.105)



3 Estimacién lineal en S.P.D. con observaciones inciertas: Caso 1 53

Pmm(klj) = Pmm(klk)—

I (k) [Prm (k + 1|k) = P (k + 1) IT(K), k<
Pr(k, x‘]) = Pm(k7 $|k);'

(3.107)

I(k, 2) [P (k + 1|k) = P (k + 1|7)] IZ(k), k<j, z€D
(3.108)

a,P,(k,z)j)=0, k<j, z€dD. (3.109)

Suavizamiento Retraso Fijo

Supongamos ahora que deseamos obtener recursivamente el suavizador lineal
de menor error cuadrdtico medio (k,z|j), € D, k < j cuando k y j son
variables y existe un retraso fijo de N unidades de tiempo entre el instante en el
que queremos estimar el estado y el instante en el que se ha realizado la tltima
observacion. Concretamente, nuestro objetivo es la deduccién de una férmula
que permita obtener u(k, z|k+ N) a partir de t(k—1,z|k—1+ N), para N > 1.

Para el estudio de este problema supondremos la no singularidad de las
matrices P, (k|k)L, k € N. Bajo esta hipétesis utilizaremos la siguiente
notacion

oo, ™)

 J(k,z) = Py (k, z|k=1) [Pam(k = 1|k = 1)LF .|, k>0, z € D. (3.110)
Ty T

Para la deduccién del algoritmo del suavizador retraso fijo nos basaremos en
una serie de resultados que probamos a continuacién.

Lema 3.3.10
(2) Lyn(k,z|7) = J(ky2) Lonm(k = 1]7), 0<k<j, z€D.
(12) J(k,z)B(k—-1,0) = L,B(k—1,0,2,0)+ T(k-1,2)B,(k—1,0)
parac >k >0, z € D, donde

T(k, :L‘) = G(k’ x)Qm(k? :l:)GT(k, 3317 T zm) [Pmm(klk)Lz:l,---,zm] - (3'111)
parak €N, z € D.
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Demostracion.
() Sustituyendo (3.48) en (3.54) obtenemos

P, (k,z|k) = P, (k,z|k — 1) [I — p(k)F,,(k)H(®)]", k>0, ze€D
con lo que la expresion (3.84) de L, (k, z|j) queda

Li(k,2lj) = Pn(k,alk = 1) [I - p(k)Fr(k)H(K)]" x

I1 I5,.on [l = p(o)Fu(o)H(), k<j, z€D.

o=k+1
Utilizando ahora (3.90) para L,,,,(k — 1|j) se obtiene

Lonm(k = 1|3} = Pum(k = 11k = 1)LL, o [T = p(k)Fu(K)H(k)]" x

I L5 ol = p(e) () H)T, k<,
o=k+1 :

- J
despejando [I — p(k)F,,(k)H(k)]” II L5 .« I = p(0)Fr(o)H (o))" de esta
o=k+1 B
expresion y sustituyendo en L,,(k,z|j) queda probado el resultado para k < j.

Para k = 7, de (3.90)

Lom (3 = 17) = P (j = 1)j = V)LT . om [I = p(§) Fm () H(G))
y multiplicando por J(j,z), se tiene
J(3,2) Lnn(5 = 115) = PG, 25 = DI = p()Fn G)H(G)IT
que es lo que queremos probar.

(27) De las definiciones de J(k,z) y T'(k,z) dadas en (3.110) y (3.111) y por
(3.59) se tiene

J(k,2)Bn(k=1,0) = L, Pn(k—1,zlk—1)LT . nx

[Pam(k ~ 1k =~ D)IT, . _n] " Bulk—1,0)+

T(k—-1,2)Bn(k—1,0), k> 0.



3 Estimacidn lineal en S.P.D. con observaciones inciertas: Caso 1 55

La demostracién se reduce, por tanto, a probar que

Po(k—1,2lk =D)LL o [Pam(k =1k = 1)LE . m|” Bulk—1,0) =

B(k-1,0,z,0), 0 > k> 0.

Para o > k, de la expresion (3.103), utilizando (3.106) para I,,(k — 1),
Bu(k = 1,0) = Ppu(k — 1k = 1) LY . Pk (K|k — 1)Bn(k,0)

y, por tanto, basta probar que

B(k—1,0,z,0) = Pu(k — 1,z|k ~ 1)LL  m Pt (klk = 1)B,(k,0)
o, equivalentemente, teniendo en cuenta (3.98), que
B(k-1,0,z,0) = I(k — 1,2)B,,(k, o)

lo que es inmediato de la expresién (3.103).
Para 0 = k, de la expresién (3.104) y (3.106)

Bn(k—1,k) = Ppp(k — 1jk = 1)LL . m Prt(Klk — 1) Fpa (k)
y bastara probar que
B(k—1,k,z,k) = Pu(k - 1,zlk — 1)LL . m Pk (klk = 1)F(K);
teniendo en cuenta de nuevo (3.98), esto es cierto de la expresion (3.104). &

Teorema 3.3.11

El suavizador lineal de menor error cuadrdtico medio verifica
u(k,zlk+ N)= L,a(k-1,zlk—1+ N)+C(k,z,N)F,(k+ N)v(k+ N)+
T(k—1,z)[tn(k—1k—14+ N) —t,(k - 1|k -1)]

(3.112)
para k > 0, z € D, donde T(k,z) estd dada en (3.111) y
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k—1+N
I(k,z) [[ In(s), N>1
C(k,z,N)= o=k+1 (3.113)
I(k,z), N=1

La condicion inicial es 4(0,z|N) y la condicidn frontera es
a,t(k,zlk+ N)=0, ke N, z€dD. (3.114)

' La matriz de covarianzas del error suavizamiento satisface
P(k’xvy|k+ N) = P(kax,y|k_ 1)_
J(k,:l:) [Pmm(k - 1‘k - 1) - Pmm(k - 1‘k = L N)] JT(kay)_

C(k,z, N)Fn(k + N)D(k + N)FE(k + N)CT(k,y, N)

. _ (3.115)
parak >0, z,y€ D, donde J(k,z) estd dada en (3.110).
La condicion inicial es P(0,z,y|N) y la condicidon frontera
o, P(k,z,ylk+ N)=0, keN, ze€dD, yeD. (3.116)
Demostracidn. : '
Reiterando (3.76) para @(k, z|k + N) y usando (3.60), se tiene
u(k,zlk+ N)= L.u(k—1,zlk—1)+ F(k,z,k)v(k)+
k=14N
> B(k,0,z,0)v(0)+ B(k,k+ N,z,k + N)v(k + N).
o=k+1
(3.117)

De las expresiones de F(k,z,k), J(k,z) y Bn,(k — 1,k) dadas en (3.48),
(3.110) y (3.89) respectivamente, se deduce

F(k,z,k) = J(k,2)Bn(k — 1, k). (3.118)

De la expresién (3.78) para B(k,o,z,0), teniendo en cuenta el apartado (i)
del Lema 3.3.10 y la expresién (3.89) para B,,(k — 1,0),

B(k,o,z,0) = J(k,z)B,(k - 1,0), o >k. (3.119)
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Aplicando ahora el apartado (i7) del Lema 3.3.10,
F(k,z,k) = L B(k —1,k,z,k)+ T(k - 1,2)B,(k — 1,k)

B(k,0,z,0)= L,B(k—1,0,z,0)+ T(k—1,z)B,(k—1,0), o>k.

Sustituyendo estas expresiones en (3.117), se tiene

k-1+N
u(k,zlk+ N)= L,a(k-1,z|k—1)+ L, E B(k -1,0,z,0)v(0)+
o=k
E-14N
T(k—1,z) ), Bn(k—1,0)(o)+
o=k

B(k,k+ N,z,k+ N)u(k + N)

y reiterando de nuevo la expresién (3.76) para u(k — 1,z]k—1+ N) y (3 88)
para U,(k - 1|k -1+ N),

u(k,z|lk+ N)= L,u(k—-1,z]k—1+ N)+
T(k—1,z)[@n(k— 1k =14+ N) - tpu(k— 1}k - 1)]+
B(k,k+ N,z,k+ N)v(k+ N).

Para concluir la demostracién de (3.112), bastara ver que

B(k,k + N,z,k+ N) = C(k,z, N)Fn(k + N). (3.120)

Para N =1 es inmediato de (3.104).
Para N > 1, por (3.103)

- B(k,k+ N,z,k+ N)=I(k,z)B,.(k+ 1,k + N)
y reiterando (3.103) para B,,(k + 1,k + N) se tiene

k4+N-=-2
B(k,k + N,z,k+ N) = I(k,z) [] In(0)Bm(k+N—1k+ N);

o=k+1
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aplicando ahora (3.104), B,,(k+ N -1,k+ N) = I,(k+ N - 1)F,,(k+ N) con
lo que queda probado el resultado.

Probamos a continuacién la expresién de la matriz de covarianzas del error
de suavizamiento. Reiterando (3.87) para P(k,z,ylk + N) y utilizando (3.50)
se tiene

P(k,z,ylk+ N)= P(k,z,ylk - 1) — F(k,z,k)D(k)F* (k,y, k)—
k-1+N
Y B(k,0,2,0)D(0)B(k,0,y,0)-
o=k+1

B(k,k+ N,z,k+ N)D(k + N)BT(k,k + N,y,k + N).

Sustituyendo en esta expresion F(k,z,k)y B(k,0,z,0) por (3.118) y (3.119)
respectivamente

P(kiz’y|k+ N) = P(kvzaylk - 1)_
k—1+N

J(k,2)| Y. Bn(k-1,0)D(c)BL(k —1,0)| JT(k,y)-

o=k
B(k,k+ N,z,k + N)D(k + N)BT(k,k + N,y,k + N).
Reiterando (3.92) para P,..(k — 1}k — 1 + N) se tiene
P(k,z,ylk + N) = P(k,z,ylk—1)-
J(ky &) [P (k — 1k = 1) = P (k = 1|k = 1 + N)} JT(k,y)—
B(k,k+ N,z,k+ N)D(k + N)BT(k,k + N,y,k+ N).

Para el dltimo sumando se utiliza (3.120) y el resultado queda probado.
Las condiciones frontera se deducen como en los casos anteriores. W
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Corolario 3.3.12
U, (klk+ N) = L. omtig(k—1lk =14+ N)+ Cp(k,N)F,(k+ N)v(k+ N)+

Tk = 1) [m(k = Lk =14+ N) = Gn(k - 1|k - 1)], k>0

(3.121)
donde
k—1+N
Cn(k,N) = H I.(g), N>1 (3.122)
o=k
Yy

() = G(k, 2%, ,2™)Qmm(k)GT (k, 2", -+, 2™) [P (KIK)LT .m] ', k€N
(3.123)

con condicion inicial G (0| N).
Pom(k|k+ N) = P, (klk—1)—
Jon (B) [P (k = 1|k = 1) = Pk = 1]k = 1 4+ N)] JT(K)—
Con(k, N)E,(k + N)D(k + N)FZ(k + N)CI(k,N), k>0

(3.124)
donde

Jm(K) = Prn(klk = 1) [Pon(k = 1k = LT ], k>0 (3.125)

L
con condicion inicial Prm(0|N).
Pk, zlk+ N)= Po(k,alk — 1)
J(k, z) [Py (k = 1|k — 1) = P (k = 1]k = 1+ N)] JT(k)—
C(k,z, N)F,.(k + N)D(k + N)FI(k + N)CZ(k, N)

(3.126)
para k >0, z € D, con condicidn inicial P,(0,z|N) y condicion frontera

a P, (k,zlk+ N)=0, ke N, zedD. (3.127)
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Con la obtencién de los algoritmos para el problema de suavizamiento con-
cluimos el estudio del problema de estimacién lineal para sistemas con parame-
tros distribuidos y observaciones inciertas, cuando la incertidumbre esta mo-
delizada por variables aleatorias de Bernoulli independientes. Los resultados
presentados en las Secciones 3.1, 3.2 y 3.3 dan un tratamiento completo para
el problema de estimacion en estos sistemas. Estos resultados constituyen una
generalizacién de los algoritmos dados por Kalman [23] para los problemas de
prediccidn y filtrado, y los obtenidos por Meditch [30] para el problema de sua-
vizamiento. Efectivamente, los estimadores obtenidos en esta seccién dependen
de los valores de p(k), probabilidad de que las observaciones contengan senal
mas ruido; si p(k) = 1, los algoritmos que hemos obtenido tienen la misma
estructura que los dados por Kalman y Meditch para sistemas con parame-
tros concentrados. Si analizamos el otro valor extremo de esta probabilidad,
p(k) = 0, observamos que las matrices de ganancia de los diferentes problemas
de estimacion se reducen a la matriz nula y, por tanto, la observacién, que sélo
contiene ruido, no es tenida en cuenta para el cilculo del estimador.

4 Estimacién lineal en S.P.D. con observaciones
1ncilertas: Caso 2

Basandonos en la técnica de proyecciones ortogonales presentada en el Ca-
pitulo I, en esta seccién realizamos el estudio de los problemas de prediccién
en una etapa, filtrado y suavizamiento lineal de minimo error cuadratico medio .
en S.P.D. con observaciones inciertas, cuando la incertidumbre esta modelizada
por una sucesion de variables aleatorias con distribucién de Bernoulli no necesa-
riamente independientes. Concretamente, para la obtencién de los estimadores
utilizaremos el Teorema 4.1.1 presentado en la Seccién 4 del Capitulo I.

Consideramos el sistema definido en la Seccién 2, descrito por

u(k+1,z) = Lou(k,z) + G(k,z)W(k,z), k€N, ze€ D (4.1)
u(0,z) = up(z), z€ D (4.2)
o u(k,z) =0, keN, z€dD - (4.3)

2(k) = y(k)H(k)un (k) + V(k), keN (4.4)
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donde ahora vy = {y(k); k € N} es una sucesién arbitraria de variables aleatorias
de Bernoulli.

Para el estudio del problema de estimacién, exigiremos que el estado inicial
{uo(z); = € D} y los ruidos W, V y 7 sean mutuamente independientes. Esta
hipétesis de independencia y las caracteristicas del sistema coinciden con las del
sistema considerado en la Seccién 3 salvo en la independencia de las variables
aleatorias de la sucesion 4. Los resultados presentados en las Proposiciones 3.1
y 3.2 se dedujeron sin utilizar que las variables 4(k) eran independientes, por
tanto, siguen siendo ciertos para los sistemas que consideramos en esta seccién
y nos limitaremos a enunciarlos.

Proposicién 4.1

(i) E[W(k,9)u7(j,z)] =0, j<k keN, z,yeD.
() E [W(k,9)27()] =0, i<k keN, yeD.

Proposicién 4.2

G)E[V(kWT(G,2)] =0; jkeN, zeD.
H)E [yG)V(kpp(G)] = 0; jkeN.
GiH)E[V(K)2T(j)] =0 j#k, j,keN.

Las notaciones que utilizaremos para los estimadores, errores de estimacién
y matrices de covarianzas son las mismas que se introdujeron en la seccién
anterior.

4.1 Prediccién en una etapa y Filtrado

 Como se ha puesto de manifiesto en la Seccion 3, el estudio de los algorit-
mos recursivos para los problemas de prediccion en una etapa y filtrado puede
realizarse estableciendo relaciones para el filtro en funcién del predictor y para
el predictor en funcién del filtro; de ambas, se deducen de forma inmediata los
algoritmos deseados. En el estudio que vamos a realizar ahora seguiremos este
procedimiento, por ello englobamos los problemas de prediccion y filtrado en un
mismo apartado.
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Ya hemos indicado que para la obtencién de los estimadores nos basaremos en
el Teorema 4.1.1 del Capitulo I. De acuerdo con éste, el estimador de u(k, z), z €
D basado en las observaciones {z(0),---,z(k)} verifica

a(k, z|k) = a(k, z|k — 1) + F(k, z) [2(k) — 2(k|k = 1)], k>0, z€D (4.5)

y nuestro objetivo es determinar la funcién matricial F(k,z), z € D, ganancia
del filtro, y la innovacién

(klk ~ 1) = 2(k) — 3(k|k — 1), k > 0. (4.6)

La férmula (4.5) proporciona una expresién del filtro en funcién del predictor
y la innovacién similar a la obtenida en el Teorema 3.2.2 para el Caso 1 y, por
tanto, en dicho caso el estimador lineal de minimo error cuadratico medio de
2(k) basado en {2(0),---,z(k — 1)} estd dado por p(k)H(k)u,,(k|k — 1).

En el caso que ahora nos ocupa, el punto de partida para la determinacién
del filtro en funcién del predictor mediante la férmula (4.5) es la obtencion del
estimador Z(k|k — 1); si este estimador depende tinicamente del predictor como
en el Caso 1, esta férmula y los algoritmos del filtro y predictor, que deduciremos
posteriormente, tendran la misma estructura que los del Caso 1 constituyendo
asi una generalizacién de los resultados obtenidos en la seccién anterior.

Sin embargo, en general, no puede obtenerse una expresién de z(k|k —1) que
dependa unicamente de #,,(k|k — 1) y, por tanto, hay que imponer condiciones
para ello. En el siguiente lema se establece una condicién necesaria y suficiente
y todo el estudio realizado en esta seccién se hard en base al cumplimiento de
dicha condicién.

Antes de ello, observamos que si para algin o, P(y(g) = 1) = 0, la obser-
vacion correspondiente z(o) s6lo contiene ruido y, por tanto, no debe ser tenida
en cuenta para la estimacién. De esta forma, a partir de ahora se supondra que

P(y(e)=1) > 0.
Lema 4.1.1

z(klk — 1) puede ezpresarse en funcion de i,,(klk — 1) si y solamente si
P(y(k) =1)|v(o) = 1) es independiente de o parao =0,---,k—1. En tal caso,

Z(klk — 1) = Pyy(k)H(k)U,(klk—1), k>0 (4.7)
donde Pyy(k) = P(y(k) = 1lly(e)=1), ¢ =0,--- k- 1.
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Demostracion.
Por el Lema de proyecciones ortogonales, Z(k|k — 1) es el unico elemento del
subespacio generado por {z(0),---,2z(k — 1)} que satisface

E [2(k)2"(0)] = E [2(klk — 1)z7(0)], o=0,-,k—1.

Calculamos el miembro izquierdo de esta igualdad; para ello, usando la ex-
presién (4.4), aplicando los apartados (i7) y (¢ii) de la Proposicién 4.2 y la
hipétesis de independencia mutua, se tiene

E [2())e7(0)] = E(RY(o)) E [HR)un(RJul ()BT (0)], 0= 0,k = 1.

Como E[y(k)y(e)] = P(y(k) = lly(¢) = 1)E[y(o)], utilizando nuevamente
(4.4), el apartado (i7) de la Proposicién 4.2 y la hipétesis de independencia
mutua,

E [2(K)2"(0)] = P(v(k) = 17(0) = 1) H(K) E [um(K)2"(0)], ¢ =0,---,k—1.
Por otra parte, #,,(k|k — 1) es el inico elemento del subespacio generado por
{2(0),---,2(k — 1)} tal que |
E [un (k)7 (0)] = E [m(Klk ~ 1)7(0)],

y, por tanto,

E [2(k)" ()] = P(v(k) = 1}y(0) = 1) H() E [m(klk — 1)z7(c)]
paraoc=0,---,k—1.

De esta forma, Z(k|k — 1) = P(y(k) = 1|y(c) = 1)H(k)u,,(k|k — 1) si y sélo
si P(y(k) = 1}y(o) = 1) es independiente de o para ¢ = 0,---,k— 1. B

Una vez determinado el proceso innovacion, el siguiente paso es la obtencién
de la matriz de ganancia F(k,z), para cuyo calculo haremos uso del siguiente
resultado.

Lema 4.1.2
Las matrices D(k) = E[E(k]k— I)ET(klkf 1)] , k > 0 son inversibles y

estdn dadas por
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D(k) = [E[y*(k)] — P&(k)) H(k)Spmm(k)HT (k)+ “s)
PR (K)H(k) P (K| — 1)HT (k) + R(K), k > 0 '

donde Spm(k) = E [unm(k)uZ (k)] , k> 0.

Demostracion.

Como consecuencia del Lema de proyecciones ortogonales, los errores son
incorrelados con los estimadores, luego escribiendo 2(k) = Z(k|k—1)+2(k|k—1)
tenemos

E [2(k)2 (klk - 1)] = E [2(klk — 1)2" (k|k — 1)]

y, por tanto,
D(k) = E [z(k)27(k)] - E [(klk — 1)7(k[k - 1)] =

E [2(k)27 (k)| — PA(k)H(k) E [m(klk — 1)aT (klk — 1)] HT (k).

De la misma forma, como consecuencia del Lema de proyecciones ortogona-
les, deducimos E [ (klk — 1)aZ (klk — 1)] = Spm(k) = Prm (k[ — 1).
Calculamos ahora E [z(k)zT(k)]; para ello, sustituimos z(k) por su expresién

(4.4) y, aplicando la hipétesis de independencia mutua y el apartado (i) de la
Proposicion 4.2, se deduce

E [2(k) (k)] = E [1(k)] H(k) S (k) H (k) + R(E).

Sustituyendo los resultados anteriores, queda probada (4.8).
La inversibilidad de D(k), k > 0 estd garantizada por la inversibilidad de
R(k), k>0. &

Teorema 4.1.3

El filtro lineal de menor error cuadrdtico medio verifica

u(k, z|k) = t(k, z|k—1)+F(k,z) [2(k) — Py(k)H(k)@n(klk—1)], k>0, z€ D
. (4.9)
donde
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F(k,z) = {[E [v(k)] — P22(k)] Sm(k, z) + Pag(k)Pr(k,z|k — 1)} H T(k)D‘(;(';Z))
con S,,(k,z) = E [u(k, z)ul (k)] , k>0, z€ D. '

Demostracion.

Debido a (4.5), inicamente tenemos que probar (4.10).
De (4.9) se obtiene la siguiente expresién para el error de filtrado

i(k, z|k) = @k, z|k — 1) — F(k,z)Z(klk—1), k>0, zeD.  (4.11)

Puesto que t(k, z|k) es ortogonal a 2(0), - - -, z(k), multiplicando esta expre-
sion por Z(k|k — 1) y tomando esperanzas, se tiene
E [u(k, z|k — 1)£7 (k|k — 1)] = F(k,z)D(k) (4.12)

o, equivalentemente, ya que D(k) es inversible,

F(k,z) = E [ii(k, z|k — 1) (k|k - 1)] D7 (k).

Por el Lema de proyecciones ortogonales E [ﬁ(k,z|k - 1)T (k|k ~ 1)] = 0,
luego

E [i(k, z|k — 1)27 (k|k — 1)] = E [u(k, )7T(klk - 1)] =

E [u(k,2)2" (k)] = Pyy(k) E [u(k, z)al, (k|k - 1)] H (k).

" Para el primer sumando, del apartado (i) de la Proposicién 4.2 y la inde-
pendencia mutua

E [u(k, )" (k)] = E (k)] E [u(k, 2)ul(k)] H? (k) = E [y(K)] S (k, ) HT (k).

Para el segundo sumando, de nuevo por el Lema de proyecciones ortogonales,
tenemos

E [u(k, z)ih (klk - 1)] = E [a(k, z|k — 1)a%, (klk — 1)] = Sm(k, 2)~Pm(k, zlk~1).

Sustituyendo y reordenando términos
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E [k, olk —1)27 (klk - 1)] = {[E[7(k)] - Paa(k)] S (K, )
+Pyy(k) P (k, zlk — 1)} HT (k)
y (4.10) queda probada. W

La matriz de covarianzas de los errores de filtrado puede también obtenerse
en funcién de la de los errores de prediccién como se refleja en el siguiente
teorema.

Teorema 4.1.4

La matriz de covarianzas del error de filtrado verifica
P(k,a:,y]k) = P(k,zvylk— 1)_
{[E [7(k)] - P22(k)] Sm(k’ .‘L') + P22(k)Pm(ka .’Clk - 1)} x

HT(k)D*(k)H(k)x
{[E[v(K)] = Ppa(k)] Sm(k,y) + Poa(k) P (k, ylk — 1)}T

(4.13)
parak >0, z,y€ D.

Demostracion.
De la expresion del error de filtrado (4.11)

P(k,zv ylk) = P(k,:l:, y|k - 1) + F(k7z)D(k)FT(k7 y)—
B [fi(k, 2lk — )2 (k|k — 1)] F7(k,y)~
F(k, ) E [2(klk — 1)a" (k,ylk ~ 1)]
y utilizando (4.12), se tiene

P(k7a:ay|k) = P(kaz’ ylk - 1) - F(k’x)D(k)FT(k’ y)

con lo que (4.13) es inmediata de la expresién (4.10) de la ganancia del filtro.
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|
Como consecuencia de los Teoremas 4.1.3 y 4.1.4 se tiene el siguiente resul-

tado.

Corolario 4.1.5
U (k|k) = U (k|k — 1) + Fo(k)z(klk—1), >0 (4.14)

Fou(k) = {[E[y(k)] = Pra(k)) Sam (k) + Poa(k) Pram (Kl — 1)} H (k) D™ ((5)15)

P (k|k) = Prm(klk — 1) — F(k)D(K)Fr(k), k>0 (4.16)
P,(k,z|k) = P,(k,z|k — 1) — F(k,z)D(k)FX(k) k>0, ze D. (4.17)

Una vez determinada la formula para obtener el filtro en funcién del predic-
tor, la relacion entre ambos estimadores quedara completamente especificada
con la realizacién de un estudio a la inversa, esto es, la expresién del predictor
a partir del filtro; dicha expresién se presenta en el siguiente teorema.

Teorema 4.1.6

a(k +1,zlk) = L,a(k, z|k), keN, ze€D. (4.18)

P(k+1,z,ylk) = L, P(k, z,y|k)LT+G(k,z)Q(k,z,y)G" (k,y), k€N, z,y€ D.
' (4.19)

Demostracion.

Por el Lema de proyecciones ortogonales, #(k + 1,z]k) es el \inico elemento
del subespacio generado por {2(0),---,2(k)} que satisface la condicién de orto-
gonalidad

E [u(k +1, :v)zT(a)] =E [ﬁ(k + 1,z|k)zT(a)] , 0=0,--- k. (4.20)

De (4.1), teniendo en cuenta el apartado (i) de la Proposicién 4.1, se tiene

E [u(k + l,a:)zT(o)] =E [L,,u(k,z)zT(a)] , 0=0,--- k.
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Aplicando de nuevo el Lema de proyecciones ortogonales, por la linealidad
del operador L,

E [L,u(k, :z:)zT(a')] =E [L,t’l(k, z|k)zT(a)] , o0=0,---,k;

por tanto, L u(k, z|k) es un elemento del subespacio generado por {2(0), - -, z(k)}
que satisface la condicién de ortogonalidad (4.20); asi la relacién (4.18) queda
probada.

Por otra parte, es claro que u(k + 1,z|k) = L,u(k,z|k) + G(k,z)W(k,z)
¥, puesto que por la Proposicién 4.1 los dos sumandos son incorrelados para
cualquier z € D, se tiene (4.19). B

Corolario 4.1.7
tUy(k+1]k) = Lo .ml,(k|k), k€N (4.21)

Prm(k+1]k) = Lo, om P (KIE)LT, . mt
3 (4.22)
G(k,zl,---,zm)Qmm(k)m(k,zl,---,zm), keN

Pn(k+1,zlk) = L P,(k,zlk)L]; . m+

G(k,2)Qm(k,z)GT (k,zt,---,2™), k€N, z € D.
(4.23)

Como ya se indicé al comienzo de este apartado, la relacién entre el predictor
y el filtro constituye la base para la obtencién de los algoritmos recursivos para
cada uno de ellos. Presentamos a continuacién dichos algoritmos que, como
puede comprobarse, son generalizacién de los obtenidos en el Caso 1; en efecto,
se reducen a aquéllos cuando las variables de la sucesién 7 son independientes,

en cuyo caso Py3(k) = P(vy(k) = 1).

Teorema 4.1.8

El predictor lineal de menor error cuadrdtico medio satisface
u(k+1,z|k) = L u(k,z|k—1)+

A(k, z) [2(k) — Pp(k)H(k)i,(klk—1)], k>0, z€D
(4.24)
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4(1,z|0) = A(0,z)2(0), €D (4.25)
o u(k+1,z]k) =0, ke N ze€dD (4.26)
donde A(k,z), ganancia del predictor, estd dada por
A(k,z) = L, {[E [v(k)] — Paa(k)] Sm(k, ) + Pyy(k) P, (k, x|k — 1)} x

HT(k)D-'(k), k>0, z€ D
(4.27)
A(0,1) = E[v(0)] L, P,(0,z)HT(0)D~*(0), z€ D (4.28)
siendo P, (0,z) = E [uo(r)u:’,',(D)] y
D(0) = E[2(0):"(0)] = E [y*(0)] H(0)S,nm(0)HT(0) + R(0).

La matriz de covarianzas del error de prediccion verifica
P(k+1,z,ylk)= L,P(k,z,ylk - 1)LT + G(k,2)Q(k,z,y)GT (k,y)—
L, {[E [v(K)] = Psa(k)] Sm(k,z) + Pay(k) P(k, |k — 1)} x
HT(k)D~'(k)H(k)x
{[E[1(R)] = Pra(K)] Sm(k,y) + Paa(k) P (k,ylk — 1)} LT

(4.29)
parak >0 z,y€ D,

P(1,2,yl0) = L.Po(z,y)Ly + G(0,2)Q(0, z,y)G"(0,y)—

E?[1(0)] L. P.(0,2)HT(0) D~} (0)H(0) P (0,y) L], z,y€ D
(4.30)

o, P(k+1,z,ylk) =0, keN, z€8D, yeD. (4.31)
Demostracion.

La condicién frontera (4.26) es consecuencia de (4.3) y, teniendo en cuenta
ambas, o, u(k + 1,z|k) = 0, z € dD, de donde se obtiene (4.31).
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El resto de las expresiones, salvo las condiciones iniciales, se deducen de
forma inmediata de las relaciones entre los problemas de prediccién y filtrado.
La condicidn inicial (4.25) es inmediata, y puesto que

4(1,z]0) = u(1,z) — A(0, z)2(0)

es incorrelado con 2(0), multiplicando esta expresién por z(0) y tomando espe-
ranzas se tiene

A(0,z) = E [u(1,2)2"(0)] D7*(0).
Haciendo uso de la hipétesis de independencia mutua,
E [u(1,2)27(0)] = L. E [uo(2)e"(0)] = ED(0)] Lo P(0, 2)HT (0)
y (4.28) queda probada.
La condicién inicial (4.30) para la matriz de covarianzas del error es inme-

diata de la anterior. W

Corolario 4.1.9

(¥) Las formulas recursivas para i, (k + 1|k) son
Up(k+1|k) = Lo ... omUp (K|k — 1) + A (K)Z(klk - 1), k>0 (4.32)
tin(110) = An(0)2(0) (4.33)

An(B) = Lotyeom ([B[1(E)] = Pos(k)] S (E) + Pia(k) Pram (Kl = 1)} x

HT(k)D'(k), k>0

(4.34)

An(0) = E[Y(0)) Ly1.... o S (0) HT (0) D72 (0) (4.35)
Pom(k+1lk) = Lyt .om Prm(klk = 1)LT, w4t

G(k, 2!, -, 2™)Qmum (k)GT (k, 2!, -+ 2™)~ (4.36)

An(k)D(K)AL(k), k>0
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Prm(110) = Lot omSpm(0)LT: . om+
G(0,2",- -, 2™ Qumm(0)GT (0,2, - - -, z™)— (4.37)
A, (0)D(0)A7(0).
(ii) Pn(k +1,z|k) verifica
Po(k+1,2lk) = L Pu(k,zlk = 1LY m + G(k,2)Qm(k,z)GT (K, ", -+, 2™)—

A(k,z)D(k)AT(k), k>0, z€ D
(4.38)

P.(1,z|0) = L,P..(O,z)LI,',__',.. +G(0,2)@,.(0,z)GT(0,z},-- -, 2™)—

A(0,z)D(0)A%(0), z€ D
(4.39)

a,P.(k+1,zk)=0, ke N, z€eaD. (4.40)

Concluimos el apartado obteniendo el algoritmo recursivo para el filtro.

Teorema 4.1.10

El filtro lineal de menor error cuadrdtico medio satisface

a(k,z|k) = L,a(k—1,z|k—1)+

(4.41)
F(k,z) [2(k) = Ppy(k)H(k) L ... amiim(k — 1]k = 1)]
parak >0, z € D; .
4(0,z]|0) = F(0,z)z(0), z€ D (4.42)
a,i(k,z|k) =0, k€N, z€dD T (4.43)

donde F(k,z), k > 0 estd dada en el Teorema 4.1.8 y
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F(0,z) = E[7(0)] P (0,z)H"(0)D7*(0).

La matriz de covarianzas del error de filtrado verifica
P(k,z,ylk)= L,P(k—1,z,ylk—1)LT+
Gk -1,2)Q(k —1,z,y)GT(k — 1,y)— (4.44)
F(k,z)D(k)FT(k,y), k>0, z,y€ D
P(0,z,y|0) = Py(z,y) — F(0,z)D(0)FT(0,y), z,y€ D (4.45)
a,P(k,z,ylk)=0, keN, ze€dD, yeD. (4.46)

Demostracion.

Aplicando los Teoremas 4.1.3, 4.1.6 y el Corolario 4.1.7 obtenemos (4.41); la
expresion (4.44) es consecuencia de los Teoremas 4.1.4 y 4.1.6. Las condiciones
iniciales y frontera se deducen de forma inmediata como en el Teorema 4.1.8. B

Corolario 4.1.11
() El algoritmo recursivo del filtro u,,(k|k) es

G (klk) = Lgr.... gmiig(k — 1|k — 1) + Fo(k)Z(k|k — 1), k>0  (4.47)

@,,(0]0) = F,,(0)2(0) (4.48)
donde F, (k), k > 0 estd dada en el Corolario 4.1.5 y
F.n(0) = E[Y(0)] S (0)HT (0)D*(0)

Pmm(klk) - L:r:l,---,a:'"Pmm(k - 1|k - I)LZI,---,:::"'_*-
Gk —1,z% -, 2™)Qmm(k — 1)GT (k- 1,2%,---,2™)— (4.49)
Fa(K)D(R)FI(R), k>0

* Pram(0[0) = S (0) — Fn(0)D(0) Fr7 (0). (4.50)
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(#2) La férmula recursiva para P, (k,z|k) es
Pu(k,zlk) = L,Pn(k—1,z|k—1)LL, .+
Gk -1,2)Qun(k-1,2)GT(k - 1,2%,---,z™)~ (4.51)
F(k,z)D(k)FE(k), k>0, z€ D
P,.(0,z]0) = P,,(0,z) — F(0,z)D(0)FX(0), z€ D (4.52)
a.P,(k,zlk)=0, ke N, ze€dD. (4.53)

4.2 Suavizamiento

Estimado el estado en un instante de tiempo basandonos en las observaciones
hasta dicho instante, es decir, resuelto el problema de filtrado y, suponiendo que
disponemos, ademas, de observaciones en tiempos posteriores a dicho instante,
nos planteamos ahora la obtencién, a partir del filtro, de un nuevo estimador
para el estado, es decir, la obtencién del suavizador lineal de menor error cua-
dritico medio.

En primer lugar, obtendremos una férmula recursiva para calcular el esti-
mador del estado en un instante fijo de tiempo a medida que disponemos de
una observacién mas, esto es, resolvemos el problema de suavizamiento punto
fijo. Imponiendo algunas hipéStesis adicionales, distintas transformaciones de
la formula del suavizador punto fijo nos dardn la solucién a los problemas de
suavizamiento intervalo fijo y retraso fijo.

Suavizamiento Punto Fijo

La idea que subyace en el planteamiento de este problema es la misma que en
-la obtencién del filtro en funcién del predictor, esto es, expresar el estimador del
estado u(k,z), ¢ € D basado en las observaciones {z(0),---,2(7)} en funcién
del estimador de dicho estado basado en una observacién menos. De esta forma,
para la resolucion del problema de suavizamiento punto fijo tomaremos como
base el Teorema 4.1.1 del Capitulo 1.

La aplicacién de dicho teorema nos conducira directamente a la expresion
deseada para u(k, z|j) en funcién de @(k,z|j — 1) y Z(j|7 — 1) y, lo mismo que
ocurria en el problema de filtrado, el estudio del problema de suavizamiento



‘ Estimacién en Sistemas con Parametros Distribuidos y
74 Observaciones Inciertas

punto fijo se efectuard bajo la hipétesis de que la innovacién z(j|j — 1) puede
expresarse en funcién de %,,(j|7 — 1) o, equivalentemente, como se ha probado
en el Lema 4.1.1, que P(y(7) = 1|y(¢) = 1) es independiente de o para o =
07 e 7j -1

Teorema 4.2.1

El suavizador lineal de menor error cuadrdtico medio verifica

u(k, zj) = u(k, z|j — 1) + B(k, J, ) [2(4) — Pn()H(j)m(ili —1)] (4.54)

paraj >k, z € D;
au(k,z|j) =0, j>k, ze€dD. (4.55)

La ganancia del suavizador punto fijo estd dada por

B(k,j,:l:) = {[E[7(J)] - P22(.7)] Sm(kaJ - 1,13) + P22(j)Lm(kvz|j - 1)} X

I%,. ."H'(G)D™'(j), j>k z€D
(4.56)
donde Sn(k,j,) = E [u(k,2)uL,(j)] v Lm(k,zlj) = E [u(k, zl3)TL(j15)] para
j2k, z€D.

Demostracion.

Del Teorema 4.1.1 del Capitulo I y el Lema 4.1.1 de este capitulo se deduce
de forma inmediata la relacién (4.54) entre u(k, z|7) y 4(k, z|j—1) y la condicién
frontera es consecuencia de (4.3).

La obtencién de la ganancia del suavizador es similar a la de la ganancia
del filtro realizada en el Teorema 4.1.3. Aqui consideramos la expresmn para el
error de suavizamiento, obtenida de (4.54)

i(k, z|j) = u(k,z|j — 1) — B(k,j,2)(jli~1), j>k z€D  (457)

y se tiene

B(k, j,z) = E [i(k, zlj - 1)Z7 (|5 — 1)] D (). (4.58)
Calculamos la esperanza que aparece en la expresién anterior; aplicando el
Lema de proyecciones ortogonales,
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E [k, 2l — 7 (jli — 1)] = B [u(k,2)37(ili - 1)] =

E [u(k, 2)2"(7)] = Pu(i) E [u(k, )7 (5 — 1)] BT (5).

Para el primer sumando, utilizando (4.4) para z(j), (4.1) para u,(5) y te-
niendo en cuenta las hipétesis del modelo, obtenemos

E [u(k,2)2" ()] = E[Y()] Sm (k5 = 1,2) LT . om HT (5).

Por otra parte, la utilizacién de (4.21) para @,,(j]7 — 1) y, posteriormente,
la descomposicién 4,,(j — 1|7 — 1) = up(§ — 1) = U4,,(j — 1|7 — 1) y la aplicacién
del Lema de proyecciones ortogonales nos conduce a

E [u(k, 2)a%(jlj — 1)] = {Sm(k,j = 1,2) = Ln(k, 2} = D} LT . om;

de todo lo anterior se deduce

E [alk, 2l = DFTGl ~ D] = {EG) - Pali)] Snlk,d — 1,2)+
(4.59)
Py(5) L (K, 2|5 — 1)} LZI,-.-,::"'HT(j)

que, junto con (4.58), nos conduce a la expresién (4.56) de B(k,j,z). B

El calculo de las matrices de ganancia B(k, j,z) dadas en (4.56) requiere el
calculo previo de las matrices L,, (k, z|7) y Sm(k, J,z). Para estas matrices puede
obtenerse una expresién recursiva que aparece como consecuencia inmediata del
teorema que presentamos a continuacion.

Definimos

L(k,,ylj) = E [u(k, «15)@" (,yls)}, i =k, =,yeD

S(k,3,2,y) = E [u(k, 2" (j,y)], 2k, z,y€ D,
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Teorema 4.2.2

L(kawvytj) = L(k$$,y|j - 1)L§_
{[EN()] = Poa(5)) Sk, 5 — 1,2) + Pag(5) Lm (K, z|7 — 1)} %

LL .. .~H'(G)F'(j,y), j>k, z,yeD

(4.60)

L(k,z,y|k) = P(k,z,y|k), z,y€ D (4.61)
a,L(k,z,y|j)=0, j>k, zedD, yeD. (4.62)
S(k,j,z,y) = S(k,j - 1,z,y)LT, j>k, =z,yeD (4.63)
S(k,k,z,y) = S(k,z,y), z,y€ D. (4.64)

Demostracion.
Del Lema de proyecciones ortogonales se deduce

L(k,=,yl5) = E [i(k, |5 — 1)a" (j,yl5)]
Utilizando la siguiente expresién para el error de filtrado, obtenida de (4.41)

a(J,yIJ) = Lyﬁ(J - 17y|.7 - 1) + G(J - 1) y)W(J - 1, y) - F(Ja y)E(JIJ - 1)

¥y, Ya que W(j — 1,y) es incorrelado con #(k,z|j — 1) como consecuencia de la
Proposicion 4.1, se tiene

L(k,z,ylj).= L(k,2,ylj = 1)Ly - E [i(k, zlj — )" (lj - D] FT(, ).

Teniendo ahora en cuenta (4.59), la férmula de L(k, z,y|j) queda probada.

La condicién frontera es inmediata de (4.3) y (4.55).

La relacién (4.63) se deduce facilmente utilizando (4.1) para u(j,y) y apli-
cando el apartado (i) de la Proposicién 4.1. B
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Corolario 4.2.3
Lm(k,x[]) = Lm(k,zlj - 1)Lz‘1,...,xm—
{[E [7(.7)] - P22(J)] Sm(k7.7 - 1’$) + P22(j)Lm(k’z|j - 1)} X

L% .o HTG)FEG), j>k, z€D

(4.65)

L (k,z|k) = P,(k,z|k), z€ D (4.66)

o Lm(k,z)j) =0, j>k, z€dD (4.67)
Sm(kyj,2) = Smlk,j —1,2)LT . om, j>k, z€D (4.68)
Sp(k,k,z) = Sp(k,z), z € D. (4.69)

Completamos el algoritmo del suavizador punto fijo dando una férmula re-
cursiva para la matriz de covarianzas del error de suavizamiento.

Teorema 4.2.4

La matriz de covarianzas del error de suavizamiento verifica
P(k,I,yl]) = P(k,l’,yl_] - 1)_
{[E h(])] - P22(J)] Sm(k',J - 1,£C) =+ P22(J)Lm(k’xb - 1)} X

LZ} yroey T }IT(J).Z)_1 (j)H(j)L;-l,...,zm X

{[El()] = Paa(3)] Sm(ks 3 — 1,9) + Poa(3) L (k, 5 — 1)}T
(4.70)
paraj >k, z,y€D;

o, P(k,z,yl5) =0, j>k, ze€dD, yeD. (4.71)

Demostracion.
De la expresién del error de suavizamiento (4.57) y utilizando (4.58),

P(k,z,ylj) = P(k,z,ylj - 1) ~ B(k, j,)D(5)B" (k, 5,y)-
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El resultado es ahora inmediato teniendo en cuenta la expresién (4.56) de
B(k, j,z).

La condicién frontera es inmediata. #

Corolario 4.2.5

T (klj) = B (klj = 1) + Bk, DEGlT = 1), 5>k (4.72)

Bm(kaj) = {[E [7(.7)] - P22(j)] Smm(k’j - 1) + P22(j)me(k|j - 1)} x

L%, ."HTG)D(G), §>k
(4.73)

me(kIJ) = me(kIJ - I)LZ‘,-~-,xm—

{[E[v(7)] = Po2(3)]) Smm (ks d — 1) + Po2(3) Lnm (k|7 — 1)} x

LY . HTG)FI(G), j>Fk
(4.74)
Lonm(k|k) = P (k|K) (4.75)
Smm(k,7) = S (ks 5 = DL . omy G5k (4.76)
S (ks k) = Sy (k) (4.77)
Prm(Kl7) = Prum(klj — 1) — Bn(k,5)D(j)Bh(k,5), 7>k (4.78)

P,,(k,z|) = Pu(k,|j - 1) - B(k,j,©)D()BL(k,5), i >k z€D (4.79)

a, Pk, z|j) =0, j>k, z€dD. (4.80)
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Suavizamiento Intervalo Fijo

Como ya se ha ido indicando en cada uno de los problemas de estimacién
estudiados hasta el momento, las expresiones recursivas presentadas en esta
seccion son generalizaciones de sus correspondientes en el Caso 1 y para su
obtencién ha sido preciso imponer ciertas hipdtesis sobre las variables de la
sucesion 4.

Abordamos ahora el problema de suavizamiento intervalo fijo, es decir, la
obtencién de una férmula recursiva para el suavizador 4(k,z|j) con j fijo y
k=3-1,---,0. Como en los problemas anteriores, este algoritmo se reducira
al establecido en el Caso 1 cuando las variables de la sucesién 4 sean indepen-
dientes, y para su obtencién exigiremos el cumplimiento de algunas hipétesis
sobre 4.

Teniendo en cuenta la expresidén recursiva (3.96) para el suavizador intervalo
fijo obtenida en el Caso 1 que, como ya comentamos, generaliza el algoritmo (5.5)
para sistemas con parametros concentrados descrito en el Capitulo I, nuestro
objetivo es encontrar, para cada k < j, una funcién I(k, z) tal que

u(k, z|5) — (k, z|k) = I(k, 2) [Gm (K +1]5) — B (k + 1|K)]

o, equivalentemente, si se reitera (4.54) para u(k, z|5), (4.72) para ., (k + 1|5)
y se tiene en cuenta (4.14), ha de ser

J
Y B(k,0,z)%(0]o - 1) =
o=k+1
j
I(k,2) {Fm(k FDEk+1R)+ 3 Bulk+1,0)5(olo - 1)] -
o=k+2
De esta forma, si k = j — 1, el problema se reduce a encontrar I(j — 1, z) tal
que

B(J - laj)z) = I(] - lvx)Fm(])
y si k < j — 1, hay que encontrar I(k,z) tal que
B(k,k+1,z) = I(k,z)F,(k+1) (4.81)

B(k,o,z) = I(k,z)B,,(k+1,0), c=k+2,---,]. (4.82)

Con objeto de simplificar la notacién, introducimos
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Lo(k,zlo) =[St 1] 5, (k,0,2) + Lu(K,2lo), o2k - (4.83)

Lonm(klo) = [B 1] S, (K, 0) + Lm(Klo), o> k. (4.84)

Teniendo ahora en cuenta las expresiones (4.56) para B(k, 0, z), (4.73) para
Bn(k +1,0) y (4.15) para F,,(k + 1), si k = j — 1, basta encontrar I(j — 1,z)
tal que

‘Cm(J - ]-’zlj - l)Lz-‘l'...',,-m = ](.7 - laz) {[EP%%); - 1] Smm(]) + Pmm(]l] - 1)}

y si k < j — 1, bastard encontrar I(k,z) tal que se cumplan las siguientes
relaciones

Lo(k,z|k)LT: . m = I(k,z) {[BZEE — 1] S (k + 1) + Prum (k + 1[K) }
(4.85)

L.(k,z|lo) = I(k,z)Lpm(k +1]0), o=k +1,---,5-1. (4.86)

Si existe {[% - 1] Smm(k+1) + Ppn(k+ 1|k)}-l para k < 7, es claro

que ha de ser

I(k, ) = Lk, 2l)LE oo { B — 1] S (b + 1) + Pram (B +11R))
(4.87)

Esta expresion generaliza la obtenida en (3.98) para I(k,z) en el Caso 1y
la condicién de inversibilidad es también generalizacién de la exigida en dicho
caso.

Una vez obtenida I(k, z), el problema de suavizamiento intervalo fijo quedara
resuelto si las relaciones (4.86) son ciertas. Para ello, como ya se ha avanzado
al comienzo de este apartado, serd preciso exigir el cumplimiento de algunas
condiciones sobre las variables de la sucesién 7; dichas condiciones se presentan
en el siguiente resultado.
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Lema 4.2.6
Si P(y(o) =1y(0+1) =1) = Py(o), o =k+1,---,5—1, se tiene
Lon(k,zlo)=I(k,z)Lopm(k+1l0), o=k+1,---,5-1
para k < j—1.

Demostracion.

Puesto que P(y(0) = 1}y(e+1) = 1) = P,y(0), se tiene que %‘ﬁ%—*_;—ll))l = %‘;J(%l

y aplicando el Corolario 4.2.3 es ficil comprobar que
Lon(k,210) = Lon(k, 2|0 = 1)LT, . om [I = Ppa(0)Fp(0)H(o)]"

parac=k+1,.--,7—~1.

Teniendo en cuenta que ?,; :':_11 = %:J(?}, o=k+1,---,57 -1, podemos
reiterar esta expresion, obteniendo

Lon(k,2|o) = Ln(ky2lk)LE . om [ = Poa(k +1)Fr(k + 1) H(k 4+ 1)]7 x

4

H Lz-‘l,---,z"‘ [I - P22(‘)Fm(')H(1)]T7 c=k+ 1,--- ’j - L

i=k+2
(4.88)
De las expresiones (4.15) y (4.16) se deduce que

{32 — 1] Spm(k + 1) + Pr(k + 1k + 1)} =

{2 — 1] Smm(k +1) + Pram (k + 1R} = Pra(k + 1) Fn(k + D H(k + 1)

Puesto que ?,;; ’::_11 = 11'3,; ’;::2 , €l primer miembro de la igualdad anterior

es L,,.(k + 1}k + 1), por tanto, de la existencia de inversa, se tiene

[I — Pk + 1)F(k+ D)H(k+1))" = |

{[Bettll 1] 5, (k +1) + P (k+ 11E)} " Lonm(k + 1]k +1),

y teniendo en cuenta la expresién de Ik, z) obtenida en (4.87),
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Loy 2l0) = I(k, 2) Lok + 1k +1) T] LEs....om [ = Poa(i) (G HG)E -
i=k+42

El resultado es ahora inmediato de la siguiente expresion deducida de (4.88)
4

Ly (ko) = Lo (k) T LT..om I = Pa()Fn(HGE]", o = k+1,---,5-1.

1=k+41
(4.89)
|

Nota: Con las hipdtesis exigidas en este lema, P(y(o) =1|y(c +1)=1) =
Py(0), 0 =1,---,7~1, o equivalentemente, E: ‘;‘:11 = PI:,; Ao=1,--+,5-1,
la expresién (4.83) para L,,(k,z|o) es

Lo(k,zlo) = (32 = 1] Sulk,0,2) + Lm(k,2]0), 02k, 0>0

(4.90)
Ln(0,2]0) = [BZl - 1] $.(0,2) + L (0, 2]0).
Analogamente, (4.84) para L, (k|o) es
Lom(klo) = [32H ~ 1] Spn(k,0) + Lum(kl0), 02k, >0
(4.91)

L (0[0) = B — 1] S (0) + Lonm (0[0).

Obtenida I(k,z) en (4.87), el Lema 4.2.6 establece las condiciones bajo las
cuales las relaciones (4.86) son ciertas; por tanto, bajo dichas hipédtesis el pro-
blema de suavizamiento intervalo fijo, que presentamos en el siguiente teorema,
queda resuelto.

Teorema 4.2.7
El suavizador lineal de menor error cuadrdtico medio verifica

u(k, z|j) = u(k, z|k) + I(k, z) [t (k + 1|j) — Un(k +1]K)], k<j, €D
(4.92)
o ii(k,z|j) =0, k<j, €D (4.93)
donde I(k,z) estd dada en (4.87).
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Establecido el algoritmo recursivo para la obtencién del suavizador intervalo
fijo, aunque no es necesario para dicho algoritmo, completamos el estudio pre-
sentando una férmula recursiva para la obtencién de la matriz de covarianzas
del error de suavizamiento.

Teorema 4.2.8

La matriz de covarianzas del error de suavizamiento satisface

P(k,a:,ylj) = P(k’xvylk) - I(k,:l:) [Pmm(k H llk) - Pmm(k + IIJ)] IT(kay)
(4.94)
parak < j, z,y€ D;

aP(k,z,y]5) =0, k<j, z€dD, yeD. (4.95)
Demostracion.
La demostracion es andloga a la realizada en el Teorema 3.3.8 para el Caso

1, reiterando en este caso (4.70) para P(k,z,yl7) y (4.78) para P,,,(k+1|7). B

Corolario 4.2.9

U (kl7) = Um(K|E) + In(K) [Gm (K + 1]7) — Um(k + 1]K)], k<5  (4.96)

In(k) = Lonm(KIR)LT, . { [BEE 1] S (k 4+ 1) + Prm(k + 1K)}
(4.97)

Prin(k7) = P (k1K) = In(k) [P (k -+ 11K) = P (k + 1) IL(K)  (4.98)

para k < j.

Pr(k, z)5) = P (k, z|k) = 1(k, 2) [P (k + 11k) ~ Pr (k + 1]5)] L7, (k) (4.99)

para k < j, z € D;
a,P,(k,z|j) =0, k< j, zr € dD. (4.100)
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Suavizamiento Retraso Fijo:

Puesto que el estudio del problema de suavizamiento retraso fijo se realiza
en base a los resultados obtenidos en las dos clasificaciones anteriores del pro-
blema de suavizamiento, supondremos que se verifican las hipétesis exigidas en
dichas clasificaciones. Ademads de dichas hipétesis, es necesario imponer otras
adicionales, especificas para este problema; concretamente, impondremos la no
singularidad de las matrices L., (k|k)LT k € N, donde L,,,,(k|k) estin
dadas en (4.91).

Esta condicién coincide con la exigida en el Caso 1 cuando las variables (k)
son independientes.

Bajo esta hipétesis de no singularidad, notamos

'...'zm b

J(k,z) = {[BL 1] Sa(k,2) + Pa(k,zlk = 1)} {Lom(k — 1}k = 1)LE . m}
(4.101)
para k > 0;

T(k’ .’E) = %G(k,z)Q-(k,z)Gﬂ'(k, zlv Tty 'tm) {LmM(klk)Lfl,---,zm}—l

T(0,2) = BXG(0,2)Qm(0, 2)GT(0, ", -, z™) {.c,..,.,(olo)Lﬁ,...,zm}"(4 o

Los resultados siguientes son de gran utilidad para la obtencién del algoritmo
del suavizador retraso fijo.

Lema 4.2.10
(1) Lon(kyzlg) = J(ky2)Lomm(k = 1]7), 0<k<j, z€D.

(2t) J(k,z)B(k - 1,0)= L B(k—1,0,2)+ T(k - 1,z)B,,(k — 1,0)
parac 2 k>0, z€D.

Demostracion.
(2) De las relaciones (4.10) y (4.17) deducimos que

m(kzlk) = {[3ZH = 1] Su(k,2) + Pr(k, ]k — 1)} x

[1 = Pyy(k)Fn(k)H(K)", k>0, z€D



4 Estimacién lineal en S.P.D. con observaciones inciertas: Caso 2 85

y sustituyendo en la expresién (4.88) de L, (k, z|7),

Lo(k,zli) = {[B —1] Sn(k,2) + Pulk, zlk ~ 1)} x

[I = Pyy(k)F(k)H(K))T fI LY .. om [I = Pyy(0) F(0)H(o)]"

o=k+1

para k < j.
Por otra parte, de (4.89) para L,..(k — 1|7),

[I = Pyy(k)F,n(k)H (k)T f[ LY. om [I = Pyay(0)Fr(o)H(o)]" =

o=k+1 1
{Lom(k =1k =1)LT . om}” Lonm(k = 115)

y claramente el apartado (i) es cierto para k < j.
Para k = j, aplicando (4.89) a L,,,,(J — 1|7), se tiene que

- . . . . -1 - -
[ = P(§) Fu(VHG)™ = {Lam(G = 15 = VLG am} Lowm(5 — 115)
y el resultado es inmediato.

(i) Sustituyendo en (4.101) las expresiones de S, (k, z) y P,.(k, z|k—1) dadas
en (3.41) y (4.23) respectivamente y teniendo en cuenta (4.102), se obtiene

J(k,z) = L, {[B2G= 1] S,u(k ~ 1,2) + Pa(k — 1,zlk — 1)} x
LT, {Lom(k = Uk =D)LL o} +T(k—1,2), k>1
J(l,z)= L, {[%l];((?} = 1] 5(0,2) + P (0,2[0)} x

LY. om { Lo (OO . om ) +T(0,2)

0, equivalentemente, utilizando (4.90),
J(kyo) = LoLm(k = 1,2lk —1)LT o {Lom(k — 1]k~ 1) fo....,,,m}’l N

T(k-1,z), k>0.
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Por tanto, tenemos que probar que

Bk-1,0,2)= Ln(k—1lzlk—1)L% _nx

{Lom(k =1k =1)LL . on}  Ba(k—1,0), 0 2k>0.
(4.103)
Para o > k, sustituyendo (4.87) en (4.82),

B(k = 1,0-’ :1;) = Em(k - 1,z|k —= l)Lfl’...,xmx

{[%%%%l - 1] Smm(k) + P'mm(klk - 1)}_1 Bm(k, 0')

Yy, como consecuencia de esta relacién,

Bn(k—1,0)= Lpm(k—1k-1)L% _.x

{ (B8 — 1] S\ () + P (k1 = 1)} B (k,0);
 despejando de esta igualdad {[SU8 — 1] S, (k) + Prm(klk = 1)} Bn(k,0)

y sustituyendo en la anterior queda probado este apartado para o > k.
Para o = k, se procede de igual forma, sustituyendo ahora (4.87) en (4.81).
[

En la demostracion del algoritmo del suavizamiento retraso fijo en el Caso
1, el Lema 3.3.10 tuvo un papel fundamental; las relaciones que acabamos de
demostrar son analogas a las obtenidas en dicho lema y permitirdn realizar la
demostracién del algoritmo del suavizamiento retraso fijo de forma similar al

" Caso 1.

Teorema 4.2.11
El suavizador lineal de menor error cuadrdtico medio verifica

(k,zlk+ N) = Lya(k—1,zlk—1+ N)+
C(k,N,z)Fn(k+ N)z(k + Nlk+ N — 1)+

T(k—1,2) [lm(k — 1Jk — 1+ N) — i (k — 1]k — 1)]
(4.104)
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para k>0, z € D, donde T'(k,z) estd dada en (4.102) y

k-1+N
I(k,z) H I.(0), N>1
C(k,N,z) = o=k+1 (4.105)
I(k,z), - N=1

La condicion inicial es u(0,z|N) y la condicién frontera
o u(k,z|lk+ N)=0, k€N, z€dD. (4.106)

La matriz de covarianzas del error de suavizamiento satisface

P(k,z,ylk+ N)= P(k,z,ylk—1)-

J(kvz) [Pmm(k_ llk - 1) - Pmm(k - llk -1+ N)] JT(k,y)_

C(k, N,z)Fu(k + N)D(k + N)FI(k + N)CT(k, N,y)

(4.107)
parak >0, z,y€ D, donde J(k,z) estd dada en (4.101).
La condicion inicial es P(0,z,y|N) y la condicion frontera
a,P(k,z,ylk+ N)=0, keN, ze€dD, yeD. (4.108)

Demostracion. _ _

Las expresiones (4.10), (4.73) y (4.101) para F(k,z), B,(k—1,k) y J(k,z)
-~ respectivamente, nos conducen, después de aplicar el apartado (zz) del Lema
4.2.10, a la siguiente relacién

F(k,z) = L B(k —1,k,z) + T(k - 1,z)Bn(k — 1, k).

Analogamente, de las expresiones de B(k,0,z) y B,(k ~— 1,0) dadas en
(4.56) y (4.73), aplicando en primer lugar el apartado (i) del Lema 4.2.10 y
posteriormente el apartado (i¢) del mismo lema, se obtiene

B(k,0,z)= L,B(k—1,0,z)+ T(k—1,z)B,,(k—1,0), o>k

Sustituyendo estas dos relaciones en la expresién de u(k,z|k + N) obtenida
reiterando (4.54), y utilizando (4.41) para u(k, z|k), se tiene



Estimacién en Sistemas con Parametros Distribuidos y
88 Observaciones Inciertas

k-14+N
u(k,zlk+ N)= L, {ﬁ(k -l,zlk-1)+ Y  B(k-1,0,z)%(clo — 1)} +

o=k
k=14+N
T(k—-1,z) Y. Bn(k—1,0)Z(o|oc—1)+
o=k

B(k,k + N,z)Z(k + N|k + N — 1).

De nuevo reiterando (4.54), el término entre llaves en la expresién anterior
es i(k — 1,z|k — 1 + N). Reiterando ahora (4.72),

k—1+N
S Bn(k—1,0)%0lo —1) = fin(k — 1|k — 1+ N) — i (k — 1k — 1).

o=k
Por tanto, la expresion (4.104) sera cierta si probamos que
B(k,k+ N,z) = C(k,N,z)Fn(k + N). (4.109)
Para N = 1, es la relacién (4.81); para N > 1, reiterando (4.82) y, puesto
que de (4.81) se tiene que B, (k—1+ N,k+ N)=I,,(k—1+ N)F,(k+ N), se
deduce (4.109).
Probamos ahora la expresién de la matriz de covarianzas del error de sua-
vizamiento. Sustituyendo las relaciones (4.81) y (4.82) en la expresién de

P(k,z,ylk+ N), obtenida reiterando (4.70) y utilizando (4.13) para P(k, z, y|k),
se tiene

P(k,z,ylk+ N) = P(k,z,ylk—1)-

J(k,z) k_fNBm(k-l,a)D(a)BZ,(k—1,a) JT(k,y)-

o=k
B(k,k + N,z)D(k + N)BT(k,k + N, y).

Reiterando (4.78) para P,,,,(k — 1]k — 1 + N), el término entre corchetes es
Ppm(k—1lk —1) = P,(k - 1]k — 14 N) y, utilizando la relacién (4.109) para
B(k,k + N, z), el resultado queda probado.

Las condiciones frontera son inmediatas. B
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Corolario 4.2.12
Up(klk+ N) = Lp . pmt,(k—1k—14+ N)+
Cn(k,N)F,(k+ N)z(k+ N|k+ N - 1)+

To(k = 1) [Gn(k—1k=14+ N) =@, (k-1k—1)], k>0

(4.110)
k-14N

C(k, N)= ][] In(e), N 21 (4.111)
o=k

To(k) = BUG(K, 2", -, 2™) Quum (K)GT (K, 2, -+, ™) {c,,.,,,(k|k)L£,,,(.;{,;.l}2')l

con condicién inicial @, (0|N).
Pr(klk + N) = P (K|l — 1)—
Ton(E) [P (k = 1]k = 1) = Pou(k = 1}k — 1 + N)] JI(k)—
Con(k, NYFn(k + NYD(E + NYFI(k + N)CZ(k, N), (IZ >0 )

Jn(k) = { [BRL 1) S, (k) + Prum (kI = 1)} { Lok = 1k = 1)IT; .}
(4.114)

con condicidn inicial P, (0|N).
P.(k,z|lk+ N)= P,(k,z|k-1)-
J(k, 2) [P (k = 1|k = 1) = P (k = 1|k — 1 + N)) J7(K)-

C(k, N, z)F,(k + N)D(k + N)FX(k + N)CZ(k, N)
(4.115)

para k >0, z € D, con condicidn inicial P,(0,z|N) y condicion frontera

a. P, (k,zlk+ N)=0, k>0, ze€dD. (4.116)
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Nota: Obsérvese que en la deduccién de los algoritmos para los proble-
mas de prediccidn, filtrado y suavizamiento es necesario obtener las matrices
S(k,z,y), Sp(k,z) y Spm(k). En la nota de la pigina 36 se presentaron las
formulas recursivas para su obtencién en el Caso 1; dichas formulas siguen siendo
validas en el Caso 2, ya que la ecuacién del estado en ambos modelos coincide.

En esta seccion hemos estudiado el problema de estimacion lineal para S.P.D
con observaciones inciertas cuando la incertidumbre estd representada por una
sucesion de variables aleatorias de Bernoulli caracterizada por su distribucion de
probabilidad condicionada. Este estudio constituye una generalizacién al reali-
zado en la Seccién 3 cuando las variables aleatorias que definen la incertidumbre
son independientes, ya que en dicho caso EI%}% -1=0.
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Resolucién de los Algoritmos de
Prediccion, Filtrado y
Suavizamiento

1 Introduccion

Diversos autores (Sakawa [38] y Tzafestas [42] entre otros) que han consi-
derado el problema de estimacién para sistemas con parametros distribuidos en
tiempo continuo, han incluido en su trabajos la resolucién de las ecuaciones de
los estimadores utilizando para ello la técnica de Fourier o método de separacién
de variables.

Motivados por estos estudios, la aplicacién practica de los algoritmos recur-
sivos de los distintos problemas de estimacién en los sistemas en tiempo discreto
considerados en esta memoria, se realizara utilizando desarrollos en serie de los
estimadores respecto de una base del espacio de Hilbert en el que toman valo-
res y, por identificacién de coeficientes, se obtendrd algoritmos recursivos para
dichos coeficientes. De esta forma, el problema se reducira a la aplicacién de
algoritmos en los que las variables dependen tnicamente del tiempo como en
los sistemas con pardmetros concentrados.

Los estimadores son variables aleatorias con valores en el espacio de funciones
de cuadrado integrable sobre D, que notaremos L?(D,R") y, puesto que éste es
un espacio de Hilbert separable, admite una base ortonormal numerable. En
principio, para la aplicacién del método de separacién de variables, la base de
L*(D,R™) considerada para el desarrollo en serie de los estimadores puede ser
arbitraria. Sin embargo, bajo ciertas condiciones sobre los operadores L, y ay, el
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espacio L?(D,R"™) admite una base ortonormal numerable tal que, desarrollando
en serie los estimadores respecto de esta base, los algoritmos que se obtienen
para los coeficientes tienen una estructura aniloga a la de los obtenidos por
Kalman y Meditch para sistemas con parametros concentrados.

Observemos que, ya que el espacio L?(D,R") es de dimensién infinita, lo
que obtenemos con la técnica de Fourier es un algoritmo infinito dimensional,
esto es, un algoritmo para cada uno de los coeficientes de los desarrollos en
serie de los estimadores. Asi, la aproximacién de las series infinitas por los M
primeros términos reducira el algoritmo infinito dimensional a un algoritmo M-
dimensional para determinar los M primeros coeficientes de los desarrollos en
serie; con ellos obtendremos una solucién aproximada de los distintos problemas
de estimacion.

En la Seccidn 2 estudiaremos en primer lugar desarrollos en serie, respecto de
una base de L?(D, R"), de variables aleatorias de cuadrado integrable con valores
en este espacio; posteriormente, considerando en L?*(D,R™) la base formada
por los autovectores del operador L_, el estudio anterior nos conducira a los
desarrollos en serie de los estimadores y de las matrices de covarianzas de los
errores de estimacién. En las Secciones 3 y 4 obtendremos, para S.P.D. en
el Caso 1 y Caso 2 respectivamente, los algoritmos para los coeficientes de los
mencionados desarrollos en serie asi como la solucién aproximada de los distintos
algoritmos de estimacion.

2 Desarrollo en Serie de los Estimadores

Sea el espacio de medida (D, Bp, ), donde Bp es el o-campo de Borel so-
bre D y A la medida de Lebesgue; notamos L?(D,R") al espacio de clases de
equivalencia de funciones medibles sobre (D, Bp, A) con valores en (R™, B"), de
cuadrado integrable, esto es

L*(D,R") = {f :D R [ 11f(@)lfendz < oo}.
Sobre este espacio consideramos el producto escalar

<f,9>p0rn= [ < f(2),9(2) e do = [ f(@)g(e)dz

y la norma asociada ||.||2(pgn)-
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Es conocido que (L?(D,R"),< .,. >2(prn)) €s un espacio de Hilbert sepa-
rable y por tanto admite una base ortonormal numerable {e¢;, : = 1,2,---}.
Cualquier funcién f € L*(D,R") es limite fuerte de funciones de la forma

M
fM=2f'Ci, =< ei’f>L3(D,R")’ t=1,---, M,

=1

. . 2 — . . .
es decir, A}gnoo [|[fm — fliZ2(pry) = 0 ¥, en este sentido, escribiremos

00
f=2feia f'=< ei7f>L2(D,R")’ i=1,21""

=1

Si f € L*((, A, P), LY D,R™)), esto es, f es una variable aleatoria de cua-
drado integrable sobre (2, A, P) con valores en el espacio de Hilbert L?(D,R"),
los coeficientes f* son variables aleatorias reales de cuadrado integrable, f* €
L*((Q,A,P),R), y fm € L*((9,A, P),L*(D,R")). Aplicando el Teorema de
convergencia dominada, es facil ver que fjs converge en media cuadratica a f,
es decir, A}x_t)noo Ellfm— f||iz(D,R,.) = 0; en este sentido escribiremos

f=2fei7 f‘=< ei,f >L2(D,R")’ i=lv20”"

=1

Consideramos ahora el espacio L?(D x D, M,)) de clases de equivalencia de
funciones medibles de cuadrado integrable sobre el espacio de medida producto
(D x D,Bp x Bp, A x A) con valores en el espacio M, de matrices de dimensién
n X n. Este espacio, dotado del producto escalar

< F,G >12(pxp,Mn)= /DxD < F(z,y),G(z,y) >pm, dzdy

donde < .,. >, es el producto escalar definido por la norma euclidea ||.|| s,
es un espacio de Hilbert separable.

Es conocido que si {e;, i =1,2,---} es una base ortonormal del espacio
L*(D,R™), {e,-e;‘r, ,7=1,2,-- } es una base ortonormal de L?(D x D, M,),
donde e;e] denota la funcién e;el(z,y) = e;(z)e] (y); de esta forma si f,g €
L*(D,R"™), la funcién fg” € L*(D x D, M,,) es el limite fuerte de las funciones

M

fugir = Y figeie] siendo f' =< €;,f >r2prm ¥ ¢ =< €;,9 >12(pr") ¥
i,j=1
escribiremos
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ng = Z figjeie}‘a f' =<e€;f >L2(D,R")» gJ =< €;,9 >12(D,R")) ,7=12,---.

,i=1

Si consideramos ahora f y g variables aleatorias de segundo orden per-
tenecientes a L%((Q, A, P), L*(D,R™)), aplicando la desigualdad de Cauchy-
Schwartz deducimos que fg7 y fapgas son variables aleatorias integrables con
valores en L?(D x D, M,) y el Teorema de convergencia dominada nos conduce
a

pm E || fmgrs — F9" |2 (DxDMa) = O-

En este sentido escribiremos

fa' = Z f‘gje.-e,r, fl=<e,f >L?(DR"), g =<ejqg >R HJ = 1,2,

1,5=1

Ademas, ya que la convergencia en media implica la convergencia de las
esperanzas, se tiene

A}I_IB» ” E(fMg{l) - E(ng)”Lz(DXD,M,,) =0

M
¥, puesto que E(frrg3y) = Z E(f'd )e;e}', los coeficientes del desarrollo en serie
$,7=1 )
de la matriz E(fg”) son E(f'¢’), con lo cual escribiremos

E(f¢") = ) E(f‘gj)e,-ef, E(f'd) =< e.'eJT,E(ng) >12(DxDMn)y ] = 1,2,---

t,0=1

entendiendo la igualdad en el sentido de la convergencia anterior.

Supongamos ahora que los operadores L, y a, son tales que existe una base
ortonormal {¢;, 1 =1,2,---} en L*(D,R™) verificando

(1) Lo¢i(z) = —N\;di(z), z € D.

(32) ay¢i(z) =0, z € dD. —

Esta suposicion no es demasiado restrictiva puesto que una amplia clase de
operadores diferenciales poseen estas propiedades (Brézis [7], Hutson and Pym
[17], Weidmann [43]).
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En este caso podemos considerar, para cada k, el siguiente desarrollo en serie
para los estimadores u(k, z|o)

ik, 2lo) = 3 @(klo)di(z) | (21)

=1

donde los coeficientes son variables aleatorias de segundo orden dadas por
@ (klo) = /D & (z)i(k, z|o)dz, i=1,2--.

y la igualdad en (2.1) se entiende, como ya se indicd, en el siguiente sentido

M @
lim E [ 113 @ (klo)di(z) — (k,2l0)|endz = 0.

M—=o0 .
=1

Claramente,
Laa(k,2lo) = 3(-))# (Ko=), =€ D (2.2)

entendiendo esta igualdad en el mismo sentido que (2.1), y
ai(k,zlc) =0, ze€adD.

De forma similar, las matrices de covarianzas de los errores de estimacién

P(k,z,y|o) admiten el siguiente desarrollo en serie

P(k,z,ylo) = Y PY(k|o)¢i(z)4] (y) (2.3)
f,7=1
siendo sus coeficientes y

Pikle)= [ #T()P(k,2,ylo)¢i(v)dady, i,j=1,2-
y el significado de (2.3) es
M o
i, [ 11 22 P47 (4) = Pl 2,310 dady = 0.
Ademas,

LP(kz,ylo) = 3 (-XNPIHG@E ), s€D (24

en el mismo sentido que (2.3), y
azP(k,z’ylo') = 0, z € oD.
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3 Resolucion de los Algoritmos de Prediccién,
Filtrado y Suavizamiento: Caso 1

Supondremos en lo sucesivo que las soluciones de los distintos problemas de
estimacién en S.P.D. con observaciones inciertas en el Caso 1, estan expresadas
de la forma (2.1) y (2.3).

En esta seccién deduciremos algoritmos para los coeficientes de los desarro-
llos en serie de los estimadores; éstos constituyen una representacién de los
establecidos en el Capitulo II cuya importancia radica en el hecho de que no
dependen de las variables espaciales. Posteriormente, la aproximacion de las se-
ries infinitas por los M primeros términos nos conducira a algoritmos para tales
coeficientes que tienen la misma estructura que los establecidos por Kalman y
Meditch para sistemas con parametros concentrados y, por tanto, su resolucién
se efectuara como en tales casos. La resolucién de cada uno de estos algoritmos,
nos proporciona los coeficientes de las aproximaciones y, consecuentemente, una
aproximacion de la solucién de los distintos problemas de estimacion.

3.1 Prediccion en una etapa y Filtrado

Como ya se ha indicado, de la relacién entre los problemas de prediccién y
filtrado puede obtenerse los algoritmos recursivos para cada uno de ellos. Sin
embargo, precisamente la estrecha relacién entre ambos problemas hace que
en la practica resulte mds 1itil resolverlos conjuntamente. Por este motivo,
presentamos aqui el estudio global de los problemas de prediccién en una etapa
y filtrado.

Para S.P.D. con observaciones inciertas en el Caso 1, la relacién entre los dos
problemas de estimacion esta especificada en los Teoremas 3.2.2, 3.2.3 y 3.2.5 del
Capitulo II y nuestro propésito ahora es deducir las relaciones correspondientes
para los coeficientes de los desarrollos en serie del filtro y el predictor y de las
matrices de covarianzas de los errores asociados.

Filtro en funcién del Predictor ==

Considerando el desarrollo en serie de los estimadores dado en (2.1), la ex-
presion (3.47) del filtro en funcién del predictor obtenida en el Teorema 3.2.2,
puede reescribirse de la siguiente forma
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ia"(klk)@(z) = i @' (klk — 1)¢(z)+

F(k,z,k) |2(k) — p(k)H (k) D_ @ (k|k = 1)$im
: i=1
¢i(z")
para k > 0, z € D, donde ¢,,, = :
¢i(z™)

De forma andloga, teniendo en cuenta el desarrollo en serie (2.3) de las
matrices de covarianzas de los errores, la expresién (3.48) para la ganancia

F(k,z,k) es

F(k,z,k) = p(k) fj PY(klk = 1)é,(z)¢T HT(k)D™'(k), k>0, z € D.

o=l

Debido a que las autofunciones {¢,, i = 1,2,---} constituyen una base or-
tonormal de L?(D,R"), si en las expresiones anteriores multiplicamos a la iz-
quierda por @] (z) e integramos sobre D, se deduce

F(k[E) = @' (klk=1)+ FU(k,K) | 2(k) - p(R)H(E) @ (K[ — 1)don| , 1 = 1,2, -

=1 )
(3.1)
para k£ > 0, donde

[ ¢}
F'(k,k) = p(k) Y PY(klk — 1)¢],, HT (k)D* (k). (3.2)
=t
Estas expresiones relacionan cada uno de los coeficientes del desarrollo en
serie del filtro con el correspondiente coeficiente del desarrrollo del predictor
y proporcionan, por tanto, una representacion, que no depende de la variable
espacial z, de la expresion del filtro en funcién del predictor.

Nos proponemos ahora establecer una representacion de la expresion que re-
laciona la matriz de covarianzas del error de filtrado con la matriz de covarianzas
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del error de prediccién. Esta representacién, como en el caso de los estimadores,
estard expresada en términos de los coeficientes de los desarrollos en serie de
dichas matrices.

La expresién de las covarianzas del error de filtrado en funcién de las co-
varianzas del error de prediccién fue establecida en el Teorema 3.2.3; dicha
expresion, (3.49), o equivalentemente (3.50), puede reescribirse utilizando (2.3)
de la siguiente forma

S PRI ) = 3o PIKE-1)4(2)87 (1)~ F (b2, ) DR F Tk, u, b

t,7=1 1,7=1
para k >0, z,y € D.

Multiplicando a la izquierda por ¢7 (z) y a la derecha por ¢,(y) e integrando
respecto a z e y sobre D x D, obtenemos las siguientes expresiones, que consti-
tuyen la relacién deseada entre los coeficientes de los desarrollos en serie de las
matrices de covarianzas de los errores

P™(k|k) = P™(k|k —1) — F'(k,k)D(k)F* (k, k), L,h=1,2---; k>0. (3.3)

Predictor en funcién del Filtro

De acuerdo con los desarrollos en serie (2.1)-(2.4), las expresiones (3.55) y
(3.56) para la obtencién del predictor en funcién del filtro establecidas en el
Teorema 3.2.5 del Capitulo I, pueden escribirse de forma equivalente como

S @k +11k)6(x) = S(-N)TERE), keN, €D

=1

.il P (k1) $:(z)85 (v) = .f;l NP (|k)A; i) 6T (y)+,i;l Q¥ (k)8i(=)oT ()

para k € N, z,y € D, siendo Q"(k) los coeficientes del desarrollo en serie de
G(k,z)Q(k, z,y)G" (k,y).

Procediendo de forma similar a como se ha hecho en el apartado anterior, se
tiene las siguientes relaciones

a'(k + 1)k) = =\@'(klk), 1=1,2,--; k€N (3.4)
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PPk + 1]k) = M P (k)k)A, + Q™ (K), L,h=1,2,---; keN. (3.5)

Para completar el algoritmo de los problemas de prediccién y filtrado falta
determinar las condiciones iniciales de los coeficientes de los desarrollos en serie
para el problema de filtrado.

Condiciones Iniciales

En el Teorema 3.2.7 del Capitulo II, se obtuvo
(0, z[0) = p(0) P,.(0,z) HT(0)D~*(0)2(0), z € D.

Si consideramos osl desarrollo en serie de la matriz de covarianzas del estado

inicial, Py(z,y) = E P"(O)cﬁ.-(:c)cﬁf(y), z,y € D, se tiene

(KT 3§

SSE0/0)6i() = p0) 35 PH(OW (=)L HT(0) D7 (0):(0), = € D

=1 sJg=1

y los coeficientes del desarrollo en serie del filtro en el instante inicial estan
dados por

@(00) = p(0) 3 PY(0)¢7 HT(0)D7'(0)2(0), I=1,2,--.  (3.6)
Jul
De forma analoga, partiendo de la condicion inicial para la matriz de cova-
rianzas del error de filtrado,

P(0,z,y|0) = Po(z,y) — p*(0) P (0, z) HT(0)D*(0) H(0) P7 (0, y), z,y € D,

los coeficientes del desarrollo de esta matriz estan dados por

P(0[0) = P*(0) - $(0) Y- PY ()T HT(0) D O H(0) Y- P (0)jm. (3.7)

Notamos, por ltimo, que para poder aplicar los algoritmos obtenidos para
los coeficientes es preciso el conocimiento de las matrices D(k), k € N. Estas
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oy
¥

matrices han sido obtenidas en el Lema 3.1.3 del Capitulo II y pueden expresarse,
teniendo en cuenta el desarrollo en serie de P(k, z, y|k—1), de la siguiente forma

D(k) = p(k)(1 — p(k)) H(k)Smm(k)HT (k)+

PRV H(E) 3> PO (klk - 1)dondTa HT(K) + B(E), k>0

D(0) = P(d)H (0)Smm (0)H™ (0) + R(0)

donde S,,,,(k) puede obtenerse recursivamente de la expresién (3.42) utilizando

los desarrollos de G(k, z)Q(k, z,y)GT(k,y) y de Py(z,y)

Smm(k) = Lyt om S (k = DL om + > Q¥(k = 1)iméTn, k>0

1,7=1
Smm(o) = z Pij(0)¢im }‘m'
i,7=1

3.2 Suavizamiento

En la Seccién 3 del Capitulo II hemos estudiado el problema de suaviza-
miento para S.P.D. en el Caso 1; atendiendo a la clasificacién establecida en el
Capitulo I, se han obtenido tres tipos de algoritmos para el suavizador. Estu-
diamos ahora la resolucién de dichos algoritmos utilizando para ello el desarrollo
en serie respecto de la base {¢;, 1 =1,2,---} y deduciremos algoritmos, en cada
una de las clasificaciones, para obtener los coeficientes de dicho desarrollo.

Como ya se indicé en el Capitulo II, en ninguna de las tres clasificaciones del
problema de suavizamiento era necesario el calculo de la matriz de covarianzas
del error; sin embargo, para realizar un estudio mas completo, obtuvimos tam-
bién expresiones recursivas para dichas matrices. Consiguientemente, daremos
también aqui ecuaciones recursivas para los coeficientes de los desarrrollos-en
serie de las matrices de covarianzas de los errores.

Suavizamiento Punto Fijo

El algoritmo de suavizamiento punto fijo ha sido obtenido en el Teorema
3.3.2 del Capitulo II; usando los desarrollos en serie dados en (2.1) y (2.2), el
algoritmo puede describirse por
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S @R)di(z) = ST (klj - Ddilz)+

=1 =1
B(k,3,2,3) |2(3) - p()H() iﬁ‘(jlj ~ 1)im
| para 3 >k, z € D, donde
Blk,2,4) =) 3= 1 (klj = D= )EnHT()D ()
siendo L*(k|j — 1) los coeficientes del desarrollo en serie de L(k, z,y|j — 1).

Usando la ortonormalidad de la base, se obtiene el siguiente algoritmo para
los coeficientes

2(kl7) = @'(Klj — 1) + B'(k,3,3) |2G) — pG)HG) S &Gl — Ddem|  (3.8)

paral=1,2,---; 3>k, con )
B'(k,j,3) = p(3) 3_ L (klj — 1)(~=2s)bem H" (7)D 7' (5)- (3.9)

o=1

Los coeficientes del desarrollo de la matriz L(k, z,y|j) pueden obtenerse re-
cursivamente, teniendo en cuenta las expresiones (3.81) y (3.82) de dicha matriz,
mediante la siguiente férmula

L(kLj) = =MLkl — 1) = p(5) 32 L (klj = 1)(=20 )T HTG)FM (G, )
= (3.10)
L (k|k) = P (k|k)
paral,h=1,2,---.

Presentamos ahora el algoritmo para los coeficientes del desarrollo en serie
de la matriz de covarianzas del error de suavizamiento punto fijo. Razonando
como en los problemas de prediccién y filtrado, de la expresién (3.87) se obtiene
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P"(k|j) = P™(k|j — 1) — B'(k,j,5)D(j)B" (k,j4,5), L,h=1,2,--+; j>k.
(3.11)

Suavizamiento Intervalo Fijo

Como en los anteriores casos, comenzamos expresando el algoritmo del sua-
vizador intervalo fijo, obtenido en el Teorema 3.3.8 del Capitulo II, mediante
los desarrollos en serie de los estimadores y de las matrices de covarianzas. Asi,
(3.96) puede expresarse de la siguiente forma

S @ (k)de) = 3 (k[E)i(z)+

i=1 =1
106,2) [ S50 (54 1)im = 306 + 110

para k < j, z € D, donde

I(k,z) = i P (K[k)(= 2 )$i(2)$7m [i P (k + 1l’=)¢.~..¢'5m} -

f,0=1 i,0=1

El algoritmo para los coeficientes se obtiene, como en casos anteriores, mul-
tiplicando a la izquierda por ¢7 (z) e integrando sobre D, lo cual nos conduce
5 ,

() = TR + 110 [0+ 1) >+ 118 ¢.,,,] (312)

paral=1,2,---; k< j, con

I'(k) = i P (k{k)(=A) 4T

i,0=1

i P (k + 1]k)pirm Z...] : (3.13)

El algoritmo para los coeficientes de las matrices de covarianzas de los errores
se obtiene, de forma andloga, de la expresién (3.99) del Capitulo II
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P™(klj) = P"(k|k)-

I'k) | 3 POk + 1K) bimdom — Y P (k+1]5)fim Zm] " (k)
t,0=1 1,0=1

(3.14)
paral,h=1,2,---; k< J.

Suavizamiento Retraso Fijo

Utilizamos ahora las férmulas obtenidas en el Teorema 3.3.11 del Capitulo
II, obteniendo la siguiente representacién del algoritmo de suavizamiento retraso

fijo
@'(klk + N) = =\@'(k — 1|k — 1+ N) + C'(k, N)F,(k + N)x

[z(k + N)~p(k+ N)H(k+ N) f: #'(k+ Nlk+ N - 1)¢;,

=1

] T (315

T'(k —-1) iﬁ"(k -1k =1+ N)¢in — iﬁ‘(k — 1}k - 1)¢.-,,.]

=1 -
paral=1,2,---; k> 0, donde
k—14+N

- I'(k) H Im-(a), N>1
Cl(k, N)= o=k+1 (3.16)

I'(k), N=1

-1
00 00

Tk ~1)= Y Q“(k—1)¢Ln | 3 Pk =11k = 1)(=A)bimdTn| - (3:17)

o=1 t,0=1
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-1

In(@)= 3 PMolo)(=M)bimdEn | 3> P*(o + 110)bimdl

i,h=1 t,h=1

Fo(k+ N) = p(k+N) 3 Pi(k+ Nik+ N = 1)gindl HT (k + NYD™ (k+ N).

4,7=1

El algoritmo para las matrices de covarianzas de los errores se obtuvo tam-
bién en el Teorema 3.3.11, y de él deducimos

P (klk + N) = P (k|k — 1)-

J'(k) ff Pk — 1]k — 1)¢imGirm ZP‘J(k—llk—1+N)¢.,,. ]J"T(k)—

C'(k,N)F,(k+ N)D(k + N)FI(k 4+ N)C"(k,N), L,h=1,2,---; k>0
(3.18)

siendo

J(k) = Y- P(klk - 1)6F, iP‘f(k—uk—l)(—x,-w.-mqs,’m]_. (3.19)

7=1 1,7=1

3.3 Aproximaciéon de los estimadores

El problema de determinar los estimadores se ha reducido a la obtencién
de los coeficientes de los desarrollos en serie de los mismos respecto de la base
{¢:, 1 =1,2,-+} y, en cada caso, se han deducido algoritmos para dichos coefi-
cientes.

Para poder aplicar el algoritmo obtenido para los coeficientes del predictor y
del filtro, (3.1)-(3.7), es necesario el conocimiento de los desarrollos en serie de
las matrices de covarianzas del estado inicial y de los ruidos de la ecuacién del
estado. En la préctica es usual suponer que estas matrices pueden aproximarse
por una combinacion lineal de las M primeras autofunciones, esto es,

(z,y) = Z P (0)4i(z)¢] (v) (3.20)

1,7=1
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M
Gk, 2)Q(k, z,y)G" (k,y) = 3 Q¥(k)di()¢] (v), k € N. (3.21)

i,7=1

De esta forma, el sistema infinito dimensional dado por la ecuaciones (3.1)-
(3.7) se reduce a un sistema M-dimensional que es aproximacién del primero.
La resolucién de este nuevo sistema dard, por tanto, una solucién aproximada
de los problemas de prediccién y filtrado.

De forma analoga, en el problema de suavizamiento los sistemas infinito
dimensionales se reducen a sistemas M-dimensionales que determinan una so-
lucidén aproximada de los suavizadores.

Prediccién en una etapa y Filtrado

Si consideramos que Pyo(z,y) y G(k,z)Q(k,z,y)GT(k,y), k € N estén de-
finidos por (3.20)-(3.21), de (3.1), (3.2), (3.4) y (3.6) obtenemos los siguientes
algoritmos para los M primeros coeficientes de los estimadores

@'(k|k) = @'(k|k — 1) + F'(k, k) |2(k) — p(k)H (k) iz’i‘(klk - 1)¢,-m]

=1

paral=1,---,M; k> 0;
@'k + 1k) = -\@'(k|k), 1=1,---,M; keN

i'(0)0) =p(0)§PU(O) T.HT(0)D™(0)2(0), I=1,---,M

i=1

donde
F'(k, k) = p(k) % PY(k|k — 1)¢T, HT(k)D™ (k)

j=1

D(k) = p(k)(1 = p(k))H(k)Smm (k)HT (k)+

p*(k)H(k) §M: Pii(klk — 1)$imdrn HT (k) + R(k)

$,J=1
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D(0) = p(0)H(0)S, (0)HT (0) + R(0)

slendo

M “n
S (k) = Lot . gm Sk = 1) L1 . om + 3 Q7(k = 1)imiim

1,7=1
M

Smm(o) = Z P'J(O)(ﬁim }Tm'
1,7=1

Anélogamente, de las expresiones (3.3), (3.5) y (3.7) obtenemos el algoritmo
para los coeficientes de los desarrollos en serie por las M primeras autofunciones
de las matrices de covarianzas de los errores

P™(k|k) = P"M(klk — 1) — F'(k,k)D(k)F*T(k,k), LLh=1,---,M; k>0

Pk +1]k) = A P"(klk)As + Q*(k), Lh=1,---,M; keN

M M
P™(0[0) = P'™(0) — p*(0) 3 PY(0)¢T. HT(0) D' (0)H(0) 3~ P**(0)b;m

3=1 p=1
paral,h=1,---, M.
Notando
| a'(k|o) PY(kl|o) --- P'M(k|a)
a(klo)= | Pklo)=| s

ﬁM(k|a) PMY(klo) --- PMM(k|o)

Yy oce= i

®=(¢1m,"'a¢Mm) A=- .

0 - Apy

QU(k) --- Q™M(k) PU(0) --- P™(0)

Q(k) = : P(0) = : :

QMi(K) .- QMM(k) PMi(g) ... PMM(q)
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podemos reescribir las relaciones anteriores en forma compacta de la siguiente
manera

G(k|k) = @(k|k — 1) + F(k, k) [2(k) — p(k) H(k)®a(k|k — 1)], k>0
a(k + 1|k) = Ad(klk), keN

%(0[0) = p(0)P(0)®" H' (0)D~*(0)=(0)

donde
F(k,k) = p(k)P(k|k — 1)®T HT (k)D~* (k)
D(k) = p(k)(1 = p(k))H(k)Smm (K)HT (k)+
p*(k)H(k)®P(k|k — 1)®T HT (k) + R(k)
D(0) = p(0)H(0)Smm (0)HT (0) + R(0)
siendo
Smm(k) = ®S(k)®T, ke N
donde

S(k) = AS(k— 1A+ Q(k—1), S(0)= P(0).
P(k|k) = P(k|k —1) — F(k,k)D(k)FT(k,k), k>0
P(k + 1]k) = AP(k|k)A + Q(k), ke N

P(0]0) = P(0) — p*(0)P(0)®T HT(0)D~(0)H(0)® P(0).

Observemos que, como habiamos comentado, el algoritmo obtenido tiene la
misma estructura que el establecido por Kalman para sistemas con parametros
concentrados, dado en el Teorema 4.2.1 del Capitulo L
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Suavizamiento

Siguiendo un procedimiento similar al realizado en los problemas de predic-
cién y filtrado, damos ahora algoritmos para obtener una aproximacién de la
solucién de los distintos problemas de suavizamiento. Usando las notaciones
matriciales introducidas anteriormente, y sin especificar el desarrollo, pasamos
directamente a presentar el algoritmo para los M primeros coeficientes de los
desarrollos en serie de los suavizadores.

Suavizamiento Punto Fijo

Del algoritmo dado por las expresiones (3.8)-(3.11) se deduce

i(klj) = a(klj - 1) + B(k,5,5) [2(5) - pG)H(3)®a(5l5 = 1], § >
donde
B(k,3,5) = p(5)L(k|j — 1)A®TH” (j) D~ ()
siendo
L(klj) = L(kl7 — DA - p(5)F (5, 5)H(G)®), 5 > k
L(k|k) = P(k|k)
Yy los coeficientes del desarrollo de la matriz de covarianzas satisfacen

- P(k|j) = P(klj — 1) - B(k,,5)D(j)B" (k,4,5), > k.

Suavizamiento Intervalo Fijo

Teniendo en cuenta (3.12)-(3.14), obtenemos

i(klj) = a(klk) + I(k)® [a(k + 1]5) — a(k + 1k)], k < j
donde
I(k) = P(k|k)A®T [@P(k +1[k)&7] " .

P(Klj) = P(kk) — I(k)® [P(k + 1[k) — P(k + 15)] 8717 (k), k < j.
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Suavizamiento Retraso Fijo

El algoritmo (3.15)-(3.19) nos conduce a

G(klk + N) = Ad(k— 1]k — 1+ N) + C(k, N)®F(k + N,k + N)x
[2(k + N) — p(k + N)H(k + N)®d(k + N|k + N — 1)} +

T(k-1)®Ja(k—1k—1+N)—d(k—1k—1)], k>0

donde
k—-14+N
I(k) H ®I(c), N>1
C(k,N) = o=k+1
I(k), N=1
Yy

T(k-1) = Q(k — 1)87 [@P(k — 1|k — 1)A87] .

P(k|k + N) = P(k|k — 1)—
J(k)® [P(k — 1|k = 1) = P(k — 1|k — 1 + N)] 8T JT (k)—
C(k,N)®F(k+ N,k + N)D(k + N)FT(k + N,k + N)®TCT(k,N), k>0

siendo™

J(k) = P(klk — 1)87 [@P(k — 1}k — 1)A8T] .

Observamos que, al igual que en los problemas de prediccidn y filtrado, estos
algoritmos tienen una estructura similar a la de los algoritmos presentados en
los Teoremas 5.1.1, 5.2.1 y 5.3.1 del Capitulo I para las tres clasificaciones de
los suavizadores dados por Meditch en sistemas con pardmetros concentrados.
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4 Resolucion de los Algoritmos de Predicciodn,
Filtrado y Suavizamiento: Caso 2

Deduciremos ahora algoritmos para los coeficientes de los desarrollos en serie
de los estimadores del estado de un S.P.D. con observaciones inciertas en el Caso
2.

Como en la Seccién 3, nuestro propésito es obtener, en primer lugar, una
representacion de los distintos algoritmos deducidos en la Seccién 4 del Capitulo
I1, que no dependa de las variables espaciales, es decir, algoritmos para los coefi-
cientes de los desarrollos en serie de los estimadores; posteriormente, tomando
una aproximacién de las series infinitas obtendremos una solucién aproximada
de los distintos problemas de estimacién. Ya que este estudio es similar al reali-
zado en la Seccion 3, utilizaremos las mismas notaciones introducidas en dicha
Seccién y unicamente daremos, sin especificar los desarrollos, los resultados ob-
tenidos.

4.1 Predicion en una etapa, Filtrado y Suavizamiento

Nuestro primer propésito es, como ya se ha indicado, obtener algoritmos
para los coeficientes de los desarrollos en serie de los estimadores presentando as{
una representacion equivalente de los algoritmos establecidos en la Seccién 4 del
Capitulo II; para cada algoritmo, haremos referencia a los teoremas utilizados.

Prediccién en una etapa y Filtrado

Filtro en funcién del Predictor (Teoremas 4.1.3 y 4.1.4)

#(k{k) = @'(Klk = 1) + F(K) |2(k) = Poa(k)H(K) 2 (klk — 1)¢.~,,.]

=1

paral=1,2,---; k> 0 y donde

Fi(k) = { (BO) = Pra(k)] 3 S (k)T + Pra(k) S P(klk 1)¢,Tm} x

HT(k)D~ (k) .

donde S (k) son los coeficientes del desarrollo en serie de las matrices S(k, z, y).
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P™(k|k) = P™*(k|k — 1) — F'(k)D(k)F"T(k), I,h=1,2,---; k> 0.

Predictor en funcién del Filtro (Teorema 4.1.6)

a'(k+ 1]k) = - \@l(klk), 1=1,2,---; k€N
P*(k + 1]k) = M P®(k|k)M, + Q™(K), L,h=1,2,---; keN.

Condiciones Iniciales (Teorema 4.1.10)

2(000) = E[4(0)] 3 PY(0)#T, HT(0)D (0)(0), I=1,2,--.

P(0[0) = P(0) — E? (y(0)] Y- PY ()% HT(0)D (0)H(0) Y-, P(0)¢m
para [,h=1,2,---.

Al igual que ocurria en el Caso 1, para la aplicacién de estos algoritmos se
necesita calcular las matrices D(k), k € N; la expresion para su obtencién fue
dada en el Lema 4.1.2 y el Teorema 4.1.8 del Capitulo II y puede reescribirse
de forma equivalente como

D(k) = [E[y*(k)] - Pr(k) H (k) S (k) H (k)+

PE(R)VH(K) 5> P(klk — 1)gimdT HT () + B(K), k>0

5,7=1

D(0) = E [y*(0)| H(0)Smm (0)HT(0) + R(0). _

La expresién recursiva para obtener S,,,,(k), k¥ € N es la presentada en la
Seccién 3 ya que, como indicamos en la nota de la pagina 88, esta matriz es la
misma para los dos modelos que estamos considerando.



Resolucién de los Algoritmos de Prediccién, Filtrado y
112 Suavizamiento

Suavizamiento

Suavizamiento Punto Fijo (Teoremas 4.2.1, 4.2.2 y 4.2.4)
#(klj) = @(klj — 1) + B'(k, 5) [z(j) _ Pu()HG) Gl - 1)¢,-m]
=1
paral=1,2,--+; 3>k, con
Bl(k,j) = {ns G - Poali)] 3= 5k, — 1) (=D )T+

o=1

Pa() 32 L (klj — 1)(=A0) Zm} HT(j)D(5).

o=1
P"(k|j) = P™(k|j - 1) - B'(k,5)D(5)B* (k,j), l,h=1,2,--+; j> k.

L'(k|j—1) y §'(k,j—1) son los coeficientes de los desarrollos en serie de las
matrices L(k,z,ylj—1) y S(k,j — 1, z,y) respectivamente, y pueden obtenerse
recursivamente mediante las siguientes expresiones

Lo(klj) = —MI(kLj = 1) - {ua () = Prali)) 3 5 (k, 5 ~ 1)(= o)t

o=1

Pyu(5) D L (klj - 1)(—z\a)¢3...} HT()F*T(5), Lh=1,2,--;5 > k
o=1
L*(k|k) = P*(k|k), Lh=1,2,---
Slh(kaj) = _'\hslh(k’j - l)’ l,h = 1,2,' ) .7 >k

S (k,k) = S™k), LLh=1,2,---.

Suavizamiento Intervalo Fijo (Teoremas 4.2.7 y 4.2.8)

(L) = &H1R) + 16) | S50+ 10)am — 3+ k)

=1

paral=1,2,---;k < j, donde
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k)= 3 L (kIE)(=A, )4 {[%’;&’;%— 1] _i S (k + 1) Gim S+

o=1 s,0=1

S P (k + 1]k) b .,T,..}

f,o=1
siendo

L (k|k) = [BEll — 1] (k) + P (k|k)
£ (0j0) = [El — 1] 5%(0) + P¥(00).
P™(k|j) = P™(klk)~
Il(k) [E Pia(k + llk)¢im¢z‘m - Z Pia(k + 1|J)¢tm¢g‘m] IhT(k)
f,0=1 1,0=1
paral,h=1,2,---; k<.
Suavizamiento Retraso Fijo (Teorema 4.2.11)

@(klk + N) = =\@'(k - 1|k — 1 + N) + C'(k, N)F,.(k + N)x

[z(k + N) = Py(k+ N)H(k + N) fja‘(k + Nlk+ N - 1)¢.-m] +

i=1

Tk = 1) [ = 1 =1+ N = 3-8k = 1= D]
=1 =1
paral=1,2,---; k> 0;
k-14+N
INk) T] In(0), N>1
Cl(k, N) —_ o=k+1

I'(k), N=1
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Tl(k - 1) = %?2_&’;;_11.? i Qw(k — 1) Z‘m { i Lia(k - llk - 1)(—Aa)¢im¢Z‘m}

o=1 t,o=1

o=1 1,0=1

T4(0) = B2 $° g (0)4Z,, { 3 c"”(ow)(—xa)cﬁ.-m«zsfm} .

P (k|k + N) = P(k|k — 1)—

Ji(k) [fﬁ P (k = 1k = 1)dindTn — Yo P(k =1k =1+ N)és Zm] JHT (k)

Cl(kaN)Fm(k+N)D(k+N)Ff£(k+N)ChT(k+N), lah=172""; k>0

"siendo

76 = { (B -1) 55 5" W + 55 Pkl - 16 x

.o=1 o=1

{ i L7k 1|k~ 1)(—/\a)¢.-m¢fm} :

1,0=1

4.2 Aproximacién de los estimadores

Deducidos los algoritmos para los coeficientes de los desarrollos en serie
de los estimadores y matrices de covarianzas de los errores, observamos que,
al igual que ocurria para S.P.D. con observaciones inciertas Caso 1, para la
aplicacion de tales algoritmos también es necesario en este estudio conocer los
desarrollos en serie de las matrices de covarianzas del estado inicial y de los
ruidos de la ecuacidon del estado. Suponiendo de nuevo que estas matrices son
de la forma dada en (3.20) y (3.21), obtendremos una solucién aproximada para
los problemas de prediccién, filtrado y suavizamiento. '
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Prediccién en una etapa y Filtrado
u(k|k) = a(k|k — 1) + F(k) [2(k) — Py(k)H(k)®u(k|k—1)], >0

a(k + 1|k) = Adi(klk), k€N

i(0/0) = E[y(0)] P (0)§TH T(0)D™(0)2(0)
donde

F(k) = {[E[y(k)] = Pxa(k)] S(k) + Py(k)P(klk — 1)} ®" H' (k) D™ (k)
D(k) = [E[y*(k)] — P(k)] H(k)®S(k)®THT (k)+
PL(k)H(k)®P(k|k — 1)®THT (k) + R(k), k > 0
D(0) = E [y*(0)] H(0)2P(0)®7 HT(0) + R(0).

P(k|k) = P(k|k — 1) — F(k)D(k)FT(k), k>0
P(k +1]k) = AP(k|k)A + Q(k), k€N
P(0|0) = P(0) — E* [y(0)] P(0)®T HT(0)D~*(0) H(0)® P(0).

Suavizamiento Punto Fijo
u(klj) = u(klj — 1) + B(k, ) [2(j) - P(5)H(5)®E(Gli ~ 1)), >k
B(k,j) = {[Ev(5)] = Paa(3)]) S(k, 5 = 1) + Poa(5)L(Klj — 1)} A®THT(5)D 7' (j)

L(klj) = L(Klj ~ DA = {[E V()] = Poa(i)] S(k,5 = 1) + Paa(5)L(klj — 1)} x
ARTHT(j)FT(3), j > k

L(k|k) = P(k|k)
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S(k,§) = S(k,j— DA, j>Fk
S(k, k) = S(k).
P(klj) = P(klj - 1) = B(k, )DG)B" (k,5), § > k.
Suavizamiento Intervalo Fijo

u(kly) = u(klk) + I(k)® [u(k + 1)5) — @(k + 1|k)], k<3

I(k) = L(kk)AST {@([B2&H 1] S(k + 1) + P(k + 1/k))87}
siendo

L(klk) = [B2E — 1] S(k) + P(k|k), k>0

£(0]0) = [52W — 1] P(0) + P(0[0).

P(k|j) = P(klk) - I(k)® [P(k + 1}k) — P(k +1]5)] ®"I"(k), k <j.
Suavizamiento Retraso Fijo _
i(klk+ N)= Ad(k -1k -1+ N)+ C(k, N)®F(k+ N)x
[2(k + N) — Py(k + N)H(k + N)®a(k + Nlk + N — 1)) +

T(k—1)®[a(k — 1)k — 1+ N) —a(k— 1k —1)], k>0

k~14+N
I(k) T ®I(e), N>1

C(k,N) = o=k+1
I(k), N=1

T(k~1) = BNk — 1)87 {SL(K - 1|k — 1)AT} ™

T(0) = 2WlQ(0)e” {oL(0j0)A2T} .

P,(1)
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P(klk+ N)= P(klk—1)— )
J(k)® [P(k — 1|k — 1) — P(k — 1}k — 1 + N)] ®TJT(k)—
C(k, N)®F(k + N)D(k + N)FT(k + N)®TCT(k + N)

para k > 0, siendo

J(k) = {[B — 1] 5(k) + P(klk — 1)} @7 {L(k — 1]k — 1)AST} .
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