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Prologo

La evolucién de la Medicina en estas tltimas décadas ha sido incesante, siendo de
especial importancia el desarrollo de técnicas para el diagnostico de enfermedades. Esta
evolucion ha hecho necesario que la Estadistica desarrolle nuevos métodos para resolver
los nuevos problemas que se van planteando. Entre estos métodos cabe destacar los
relativos a los métodos de diagnéstico. Estos métodos de diagndstico consisten en
aplicar a un conjunto de pacientes una determinada prueba médica para confirmar o
desmentir la presencia de una determinada enfermedad, caracterizandose dicha prueba
por su sensibilidad y especificidad o bien por los valores predictivos positivo y
negativo. La presencia o ausencia de dicha enfermedad se puede verificar de forma
objetiva mediante la aplicacién de un gold estandar. En la practica, todos los pacientes
1o tienen verificado su estado de enfermedad surgiendo el problema de la verificacion
parcial de la enfermedad. Este problema provoca que la exactitud del test diagndstico,
medida por su sensibilidad y especificidad, esté sesgada, dando lugar al denominado
sesgo de verificacion. En 1983 Begg y Greenes desarrollaron un método, basado en la
independencia condicional entre el proceso de verificacién y el estado de enfermedad,
para corregir el sesgo de verificacion. En 1993 Zhou dedujo las expresiones de los
estimadores por maxima verosimilitud de la exactitud de un test diagndstico en términos
generales y bajo la independencia condicional, y en 1998 desarroll6 unos contrastes de

hipStesis para comparar la exactitud de dos tests diagnosticos en presencia de



verificacion parcial de la enfermedad. La presente Tesis Doctoral, estructurada en tres
capitulos, supone una clara ampliacion del estudio del sesgo de verificacién en métodos
de diagnostico binarios y discretos.

El Capitulo 1 esta separado en dos partes: en la primera se realiza, en términos
generales, una revision de las medidas de un test diagnostico binario y de los contrastes
de hipétesis para comparar algunas de estas medidas de dos tests diagnosticos; y en la
segunda se analiza en profundidad el concepto de sesgo de verificacién y su método de
correccion, se deducen los estimadores por maxima verosimilitud de la sensibilidad y
especificidad de un test diagndstico binario, se estudia el efecto del sesgo en los valores
predictivos positivo y negativo, y por ultimo se estudia el efecto del sesgo en la
sensibilidad y la especificidad.

En el Capitulo 2 se aborda el problema de la comparacién de parametros de dos tests
diagnodsticos binarios, deduciéndose contrastes de hipdtesis para comparar distintos
parametros de dos tests diagndsticos binarios en presencia del sesgo de verificacion
tanto con una Unica muestra como con dos muestras independientes. En este capitulo
cabe destacar los contrastes de hipotesis obtenidos para comparar los riegos de error y
los estadisticos kappa de los riesgos de error de dos tests diagnodsticos, siendo ambos
parametros medidas de sintesis de la exactitud de un test diagndstico.

En el Capitulo 3 se estudian distintos aspectos relativos a los tests diagndsticos en
presencia del sesgo de verificacion: en primer lugar se determinan los estimadores de la
sensibilidad y especificidad de un test diagnodstico cuando existe un resultado de
incertidumbre en el diagndstico de la enfermedad; en segundo lugar se obtienen los
estimadores maximo verosimiles de la exactitud de un test diagndstico discreto cuando
la enfermedad presenta distintas fases y se deducen los contrastes de hipdtesis para
comparar la exacitud de dos tests discretos en esta misma situacion. Por ultimo se
analiza el problema de la estimacion de la exactitud de un test binario con respecto a un
test de referencia, habiéndose desarrollado un algoritmo EM y SEM para imputar los
estimadores maximo verosimiles de la sensibilidad y la especificidad y sus respectivos

errores estandares.

Granada, Julio de 2003
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Capitulo 1

Medidas de un test diagndstico en presencia de

verificacion parcial
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Medidas de un test diagnostico en presencia de verificacion

parcial

1.0. Introduccién

Los tests diagndsticos son fundamentales en la practica de la medicina moderna. Sus
usos comunes incluyen la investigacion de una poblacion especifica para evidenciar la
enfermedad y confirmar o desmentir el resultado de un diagnéstico provisional en un
paciente. La interpretacion de un test diagnostico depende de dos factores: (1) de la
habilidad intrinseca del test diagndstico para distinguir entre pacientes enfermos y sanos
(exactitud discriminatoria), y (2) de las caracteristicas particulares de cada individuo y
del ambiente en el que se aplica el test.

Por conveniencia, los tests diagnosticos se clasifican en binarios, discretos,
cuantitativos (o continuos) y ordinales, segun el resultado del test sea dicotomico (por
ejemplo, VIH positivo o VIH negativo), discreto (por ejemplo, test positivo, test
negativo y test con resultado de incertidumbre), continuo (por ejemplo, la tension
arterial), y ordinal (por ejemplo, una clasificacion de la presencia de la enfermedad:
definitivamente, probablemente, probablemente no, definitivamente no). En la practica

los tests diagndsticos mas comunes son los binarios, ya que su metodologia implica el

analisis de proporciones en tablas 2x2.
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Para evaluar la exactitud de un test diagnostico, es necesario disponer de un
estimador insesgado de la exactitud del test. Para disponer de un estimador insesgado de
la exactitud de un test diagndstico se necesita determinar el estado de enfermedad
(enfermo o sano) de cada paciente, independientemente del resultado del test. El
procedimiento por el cual se conoce el verdadero estado de enfermedad de cada paciente
se denomina por gold estandar (por ejemplo, una biopsia, una evaluacion clinica, etc).
En la practica a todos los pacientes objeto de evaluacion no se les aplica el gold
estandar, por lo que no se conoce con certeza su estado de enfermedad, presente o
ausente, surgiendo el llamado problema de la verificacién parcial de la enfermedad.

Este capitulo est4 separado en dos partes bien diferenciadas: en la primera se analizan
parametros de un test diagndstico binario y contrastes de hipdtesis para comparar
algunos de estos parametros en dos tests diagnosticos cuando todos los sujetos tienen
verificado su estado de enfermedad; en la segunda parte se analiza el problema de la
verificacién parcial y el sesgo ligado a ella, se estudia el método de correccion de este
sesgo, se deducen los estimadores por maxima verosimilitud de la exactitud de un test

diagnostico y se estudia el efecto del sesgo en pardmetros de interés de un test binario.

1.1. Medidas de un test diagnéstico binario

Si se considera una enfermedad tal que la presentan o no los individuos de una
poblacién. Se llama D al suceso de que el sujeto tenga la enfermedad y D al suceso de
que no la tenga. La probabilidad de que un sujeto tenga la enfermedad, denotada por

P(D) o0 p, se denomina prevalencia de la enfermedad. Si a estos individuos se les

aplica un test diagnéstico que puede dar dos posibles resultados: positivo, 7, o negativo,
T . Se dice que la prueba es positiva cuando indica la presencia de la enfermedad y se
dice que es negativa cuando indica la ausencia de la enfermedad. Es evidente que un test
diagnéstico puede equivocarse y que por tanto hay probabilidades de acertar y de fallar
en el diagnéstico de la enfermedad. Si el estado de enfermedad de los pacientes se
determina de forma objetiva mediante un gold estandar, si a un paciente enfermo se le
aplica el test y éste da positivo, se estd ante un acierto; a este acierto se le denomina
verdadero positivo. Por contra, si el test da un resultado negativo estando el paciente

enfermo, se est ante un fallo; a este fallo se le denomina falso negativo.
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A continuacién se explican una serie de medidas de bondad de un test diagnostico,

que hacen referencia a las probabilidades de tales sucesos.

1.1.1. Sensibilidad y especificidad
En la literatura médica, la exactitud discriminatoria de un test diagnéstico es
comunmente medida por las probabilidades condicionadas de clasificar correctamente

un paciente enfermo, denominada sensibilidad o tasa de verdaderos positivos y denotada

por P(T |D) , TPR, m o r, y de clasificar correctamente un paciente sano, denominada

especificidad o tasa de verdaderos negativos y denotada por P(T |5) , TNR, v o s. Tanto

la sensibilidad como la especificidad de un test diagndstico son probabilidades de
aciertos. Al acierto al que hace referencia la sensibilidad se le denomina verdadero
positivo (TP) y al acierto al que hace referencia la especificidad se le denomina
verdadero negativo (7N). Se verifica que la suma de las probabilidades de un verdadero

positivo y de un falso negativo es la unidad,

P(T|D)+P(T|D)=1. (1.1)
Analogamente,

P(T|5)+P(T|5)=1. (1.2)
A P(T |D) =1—P(T |D) se le llama probabilidad de falso negativo (FNR) y a

P(le‘)) =1-P(T |D) se le llama probabilidad de falso positivo (FPR).

1.1.2. Valores predictivos positivo y negativo
Desde el punto de vista de la practica clinica las medidas mds interesantes para la

interpretacion de un test diagnostico son el valor predictivo positivo y el valor
predictivo negativo  definidos como VPP=P(D|T) 'y VPN =P(5|T ),

respectivamente. Aplicando el Teorema de Bayes se obtiene que:
P(D)P(7|D)

P(D)P(T|D)+P(D)P(T|D) 4

P(D|r)=
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P(D)P(T|D)

P(D[T)= P(D)P(T|D)+P(D)P(T|D) (e

Los valores predictivos presentan el problema de que dependen de la prevalencia de
la enfermedad y no sélo de la calidad del test diagnostico. Es claro que cuanto mas alta
sea la prevalencia mayor sera el valor predictivo positivo, y cuanto mas baja sea la
prevalencia mayor sera el valor predictivo negativo. En la Figura 1.1 se observa la
evolucién del valor predictivo positivo (VPP) y del valor predictivo negativo (VPN) de

un test con una sensibilidad del 85% y una especificidad del 75% (test con valores

bastante comunes).

1 1
0,8 - 0,8 | N‘\‘\‘\\

0,6 ., 0,6 -
QL
& 04 & 04-
0,2. 4 0.2
0 0
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
p p

Figura 1.1. Valores predictivos

1.1.3. Ganancias del positivo y del negativo

La ganancia del positivo se define como
GP=P(D|T)-P(D), (1.5)

y representa lo que aporta el test més alla de la prevalencia, estando su rango de valores
entre cero y uno. La ganancia del positivo también tiene sentido en términos relativos,
expresando el porcentaje de incremento que proporciona el test diagnostico frente a la
prevalencia con respecto al incremento maximo posible,

P(D|T)-P(D)

GPR = "B (1.6)

De forma anéloga se define la ganancia del negativo en términos absoluto y relativo

como
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GN = P(E{T) p(D) (1.7)

(1.8)

1.1.4. Razén de verosimilitudes

Otra medida de la bondad de un test diagnostico viene dada por el enfoque de la
razén de verosimilitudes. Este enfoque responde a la cuestion: jsi el test da un resultado
positivo, cuantas veces es mayor la probabilidad de tener la enfermedad que de no
tenerla?, es decir, jcudl es la odds del test para que el paciente tenga la enfermedad?. Se
define la odds a posteriori como

P(DIT) _P(D) P(1|D)

P(D|T) P(D) P(r|D)
P(D) . P(1|p)

——=< la odds a priori y —~ la razén de verosimilitudes. Sus rangos de
B(D) #(r]p)

valores se encuentran entre cero e infinito.

(1.9)

siendo

Si el resultado del test es negativo, entonces la odds a posteriori es
P(D|T) p(D) P(T|D)
— = e P (1.10)
p(p|T) P(D) P(T|D)
Por tanto, las cantidades que incrementan la odds del positivo y la odds del negativo

p(r|p)  P(T|D)

son, respectivamente, — — <, cantidades que corresponden a la razon de
(r|p) © £(TIP)

la sensibilidad y a la razén de la especificidad.

El enfoque de la razén de verosimilitudes es el que mas se utiliza en la actualidad.

1.1.5. Indice de Youden

Se define el indice de Youden como la suma de la sensibilidad y de la especificidad

menos uno, es decir,
I=r+s-1. (1.11)
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Este indice toma valores entre —1 y 1 y presenta la siguiente propiedad: cuando el test
es independiente de la enfermedad, aspecto nada deseable en un test diagnostico,
entonces la sensibilidad y la especificidad son complementarias; es decir, si
P(D)P(T|D)
P(D)P(T|D)+P(D)P(T|D

P(D|T)=P(D)= )=P(D), (1.12)

y después de unos célculos se obtiene r+s=1. El indice de Youden mide la

discrepancia del test con la independencia, obteniéndose la maxima discrepancia cuando

P(D|T }= P(ﬁ'T ) =1. En esta situacion se habla de dependencia total. Si el test esta

relacionado con la enfermedad, entonces P(D|T)zP(D) y P(E\T )ZP(E),

obteniéndose que r+s>1. Este resultado es sumamente importante, ya que si no se
verifica, obliga a que uno de los dos sumandos tiene que ser forzosamente inferior a 0.5
y esto implicaria que el test falla mas que una moneda que tenga probabilidad de cara
0.5.

El indice de Youden tiene el inconveniente de una dificil interpretacion al ser la suma

de dos probabilidades de distinto condicionante menos una constante.

1.1.6. Indice de validez

Se define el indice de validez como la probabilidad de acertar en el diagndstico,
P(acertar)=P|:(DﬂT)U(5ﬂT)]=p(r—s)+s, (1.13)
y depende de la sensibilidad, especificidad y prevalencia de la enfermedad. Si la

sensibilidad es igual a la especificidad, el indice de validez es independiente de la

prevalencia de la enfermedad.

1.1.7. Riesgo de error

Se define el riesgo de error (Bloch, 1997) de un test diagndstico binario como
R=Lp(1-r)+L'(1-p)(1-s5), (1.14)
y se interpreta como la pérdida promedio que se comete al clasificar erroneamente a un
sujeto, siendo L la pérdida que se comete cuando en un paciente enfermo el test da un
resultado negativo y L’ la pérdida cuando en un paciente sano el test da un resultado

positivo. El valor del riesgo esta comprendido entre cero e infinito.
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1.1.8. Estadistico kappa del riesgo de error
Se define el estadistico kappa del riego de error (Bloch, 1997) de un test diagnostico

binario como

R, —R
K=——L1—— (1.15)
R, —min(R)
siendo el R, el riesgo independiente, R el riesgo de error y min(R) el minimo riesgo

de error. El riesgo independiente se define como el riesgo de error cuando el test

diagnéstico y el gold estandar son independientes, y viene dado por la expresion
R,=L’(1—p)Pl+Lp(1—Pl), (1.16)
siendo p la prevalencia de la enfermedad, L y L' las pérdidas definidas en 1.1.7y A

la probabilidad de que el test diagndstico sea positivo. Como se ha comentado en 1.7 el

valor minimo del riesgo de error es cero, por lo que la ecuacion (1.15) queda como

_X,~R
Rl

K (1.17)

interpretandose el estadistico kappa del riesgo de error como una medida de la
discrepancia relativa entre el riesgo independiente y el riesgo de error.

El estadistico kappa del riesgo de error es una medida del riesgo con buenas
propiedades. Cuando el riesgo vale cero, el estadistico kappa vale uno; si el riesgo es
menor o igual que el riesgo independiente, el estadistico kappa es mayor o igual que

cero; y menor o igual que cero si el riesgo es mayor o igual que el riesgo independiente.

1.1.9. Interpretacion grafica
De los resultados obtenidos al aplicar el test a los pacientes se obtiene la tabla 1.1,
donde p la prevalencia, r la sensibilidad y s la especificidad. De esta tabla se obtienen
las siguientes probabilidades:
P(TND)=mp , P(TND)=q(1-s) , P(TND)=p(1-r)
sq (1.18)

P(TND)=gs,P(DIT)=——— , P(D|T) — i

rp+(1—s)q
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Enfermedad

Presente (D) Ausente (5)

Positivo (T') rp (1-s)g p+(1-s)q
Test _
Negativo (T) (1-r)p sq (1-r)p+sq
p q

Tabla 1.1. Probabilidades obtenidas al aplicar un test binario a una

muestra.

En la Figura 1.2 se representan en unos ejes cartesianos las distintas funciones de la

tabla anterior en funcién de p, denotando a la sensibilidad por y=rx y a la
especificidad por y = sx+(1—s). Enlarecta x = p estin representados los valores de la

tabla. El 4area del rectangulo ocupada por los verdaderos positivos, definida por un

triangulo rectangulo de base la unidad y altura 7, es r/2 y el area donde estan los falsos
negativos es 0.5—-r/2 = (1 - r) / 2 . De forma analoga, el area ocupada por los verdaderos
negativos es s/2 y la ocupada por los falsos positivos es 0.5—s/2=(1-s) /2. Por tanto,
el area ocupada por los individuos clasificados correctamente es r/2+5/2=(r+s) /2,
que no es més que (1 +1)/2, siendo I el indice de Youden. La Figura 1.2 también se

puede realizar para los valores predictivos positivo y negativo.

10



Medidas de un test diagnostico binario

Verdaderos
negativos

sq <

Falsos
negativos

Falsos /
positivos iy

Verdaderos
pOsitivos

p(l—r) L(

p

0 x=p P 1

Figura 1.2. Interpretacion grafica.

También se puede representar graficamente el indice de validez (Figura 1.3). El
indice de validez, en funcion de p, es una linea recta. Si la sensibilidad es mayor que la
especificidad, entonces la recta es de pendiente positiva, y si no, es de pendiente
negativa. Si se dispone de dos tests diagnosticos para evaluar a los pacientes, tales que
en el primero la sensibilidad es mayor que la especificidad (7 >s,) y en el segundo la

sensibilidad es menor que la especificidad (r, <s,), el indice de validez del primer test

serd p(r—s,)+s, y el del segundo serd p(r, —s,)+s,. Si ambos tests tienen la misma

probabilidad de acertar, entonces p(r —s,)+s, = p(r, —s,)+s,, y despejando p de esta

expresion se obtiene
S =5
bl
h “r2)+(52 _SI)

lo que permite decidir que test diagnostico es mejor para diagnosticar la enfermedad:

(1.19)

Py

si p> p, = el primer test es mejor que el segundo

11
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si p< p, = el segundo test es mejor que el primero.

P(acertar) = p(r——s)+s

0 p 1

Figura 1.3. Indice de validez.

1.1.10. Estimaciones de parametros de un test diagndstico binario

La cuestién que se plantea en la estimacién de los parametros de los tests
diagnésticos es que si bien los modelos probabilisticos son conocidos, en general las
probabilidades involucradas en la practica son desconocidas. Para resolver esta cuestion
se dispone de una tabla de observaciones y a partir de ella se estiman los distintos
parametros involucrados. En su versién mas general, se obtienen las tablas 1.1y 1.2, a

partir de las cuales se plantean los distintos problemas de estimacion.

12
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D D
T a b a+b
T c d c+d
a+c b+d n

Tabla 1.2. Frecuencias observadas al aplicar un test binario a una muestra.

1.1.10.1. Estimaciones de la sensibilidad y de la especificidad
A continuacidn se analiza la estimacion de la sensibilidad y de la especificidad de un

test diagnostico a partir de una y de dos muestras.

1.1.10.1.1. Estimaciones con dos muestras

Si se consideran dos muestras de tamafios n, y n,, y a todos los individuos se les

aplica el test, se obtiene la tabla 1.3.

D D
T a b
T | ¢ d
n, n,

Tabla 1.3. Frecuencias observadas al aplicar un test a dos muestras.

Es decir, se han considerado una muestra de tamafio », de la que se conoce que a
individuos estan enfermos y otra muestra de tamafio n, de la que se conoce que d

individuos estan sanos. El propdsito es estimar la sensibilidad y la especificidad del test.

a). Estimacion de la sensibilidad

La sensibilidad del test es

P(T(\D) r
P(T|D)=—g)((;—)):§:r. (1.20)
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Condicionando en n, se tiene que a—)B(n,,r) y por tanto el estimador de r es

7 =a/n, , siendo su esperanza y varianza

E[f]:E[ﬁ]=ﬂ=r (1.21)

Var[F]= Var|:1:| s O (1.22)

2
n n n

Por tanto, la estimacién de la sensibilidad es la estimacion de una proporcion.
Una cuestion interesante es la estimacion de la sensibilidad por un intervalo de

confianza (r, ) talque P(r,<r<rn)=1-a. A continuacién se estudian tres tipos

de intervalos de confianza.

a.1). Intervalo de confianza exacto (Clopper-Pearson)

El intervalo de confianza exacto se basa en la distribucion binomial de a:

- (1.23)
r, serdelr talque Y P(B=h|r)<

h=a

.

La solucidn a este problema es iterativa partiendo de un valor de r. Este intervalo se

puede aproximar considerando la expresion

- . - 2(n- L
P(Bzx)=1 P[F(Z(x+l), 2(n x))<x+11_pJ, (1.24)

por lo que para r, se tiene

(94 n—a r.
E:P(BSa):l—P(F(Z(a+1); 2(nl—a))<——;+1 _1—24]’ (1.25)
y por tanto
: = = B iy 2
P(F(z(“l)’ Ha=al)< a+l 1—rz] b=
, _ s = Te 15
1’1_%(2(0“), 2(m -a))=F=—— i n (1.26)
F(a+1)(1-1)=(n~a)r, =
Fy(a+1)=(n—-a)n+F,(a+1)n.
14
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Despejando r, de la ecuacion (1.26) se obtiene

7 Bl a il (1.27)
2 (m-a)+F(a+l) '
Para 7, se tiene que
%zP(BZa):l—P(B<a)=1—P(BSa—1):
n—a+l r L)
P[F(2a; 2(nl—a+1))<‘Tl_llJ,
entonces
B—a+l B
F (2a; 2(n-a+1))="‘t———, 1.29
%( a;2(m-a+l)) a D (1.29)
y como
F_I(Z(nl—a+1);2a):FI"‘:M_]T’j._zlﬂ(n]—aﬁ-l)r,:a(l—;q), (1.30)
1—% a —

despejando # en (1.30), el estimador de 7, es

A a

= . 1.31
i a+F(n—-a+1) (131)

Newcombe (1998) demostré que este intervalo de confianza para la sensibilidad es el
mejor.

Un caso especialmente interesante es aquel en el que », = a, es decir, el tamafio de la
muestra coincide con el nimero de individuos enfermos, y por tanto no hay ningin
sujeto enfermo con resultado del test negativo. Las ecuaciones son:

HZIP(Bzh|r):i(r;;}rh(l—r)"'_h, (1.32)

h=0

que para V r siempre vale 1, entoncesr, =1,y

1

iP(B:h] Fl= Z["'j P (1=r)"" = —a = =an, (1.33)

h=n, h=n, nl
que se puede aproximar desarrollando en series de Taylor, esto es:

- Ina (lnoz)2 - Ina
a" =1+——+ . ST Ay Le——, (1.34)
n, 2n, n,

Tomando a = 0.05 en la ecuacién (1.34) y sustituyendo en la ecuacién (1.33) queda

15
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nz1+ln0.05znl—3 (1.35)
L L
siendo
3
s (1.36)
n
a.2). Intervalo de confianza aproximado a la Normal
Como B(n,,r)—> N(nlr, nlr(l—r)) para n,r>5 y n(1-r)>5, entonces
— . (0,1), (1.37)
nr(1-r)
por lo que
a-nr
Pl-z, <27 <, |=1-a, (1.38)
[ 7 ymr(1-r) 3]

y el intervalo de confianza a nivel 100(1-a)% es

2 2 —
re 12[(ai0.5)+—@-iza\/z—a+(aiO‘S)("‘ aiO.S)] (1.39)
no+z, 2 4 n,

con z, el valor tal que P(|Z|2z,)=a, Z - N(0,1). Este intervalo es valido para a y

n, —a mayores que 3.

a.3). Intervalo de confianza mas aproximado

En las mismas condiciones anteriores,

;ziﬁN(r, ”“‘”J, (1.40)
n n
por lo que
e M0, T (1.41)
r(1-r

y por el Teorema de Slutsky se tiene que

16
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45> N(0,1). (1.42)

Por tanto el intervalo de confianza, con correccion por continuidad, a nivel

100(1-a)% es

T
reft|z, P=F . 11 (1.43)
n 2n,

Este intervalo de confianza es valido siempre que a y n, —a sean mayores que 20, €

incluso es valido para el caso en el que » no esté muy cercano a cero.

b). Estimacion de la especificidad

Para la estimacion de la especificidad se utiliza el mismo planteamiento hecho para la

sensibilidad, solamente hay que sustituir d pora'y n, por n,.

1.1.10.1.2. Estimaciones con una {inica muestra

Si se dispone de una muestra aleatoria de la poblacién, las frecuencias absolutas de
cada una de las casillas de la tabla 2x2 son la realizacion de una distribucion
multinomial, por lo que condicionando en los totales de columnas el valor a es la
realizacion de una binomial, y por tanto todo lo comentado anteriormente es valido,

tanto para la sensibilidad como para la especificidad.

1.1.10.2. Estimaciones de los valores predictivos positivo y negativo
A continuacion se analiza la estimacién de los valores predictivos positivo y negativo

a partir de una y de dos muestras.

1.1.10.2.1. Estimaciones con una muestra

Si se dispone de una Unica muestra de individuos de la poblacion clasificada en
funcion de la presencia o ausencia de la enfermedad y del resultado del test,
condicionando a los valores totales se tienen para cada una de las casillas de la tabla una
distribucion binomial, por lo que se aplica el mismo método que se ha utilizado en el

caso de la sensibilidad y la especificidad.

L7
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El problema que se presenta es que este tipo de muestreo dificilmente se plantea en la
practica y ademas da lugar a algunos problemas ya que en ese caso la estimacion de la

prevalencia suele ser pequefia como es 16gico, por lo que se consigue poca precision.

1.1.10.2.2. Estimaciones con dos muestras
Las estimaciones de los valores predictivos positivo y negativo a partir de dos
muestras se pueden realizar fijando los totales de filas o bien fijando los totales de

columnas.

a). Fijando los totales de filas

Una primera situacion consiste en tomar una muestra en la que el test haya sido
positivo y otra muestra en la que el test haya sido negativo. Esta situacién no es nada
frecuente, pero en términos tedricos no es despreciable. Se tiene en este caso €l mismo
problema planteado en un principio y se obtienen los valores predictivos positivo y

negativo por el procedimiento ya visto.

b). Fijando los totales de columnas

En este caso se pueden estimar la sensibilidad y la especificidad como ya se ha visto
anteriormente, pero sin embargo la prevalencia de la enfermedad no seria estimable ya
que el cociente n,/n, no es un estimador de la prevalencia pues los tamafios muestrales
n, y n, han sido elegidos de antemano. Sin embargo esta situacion puede emplearse si
se puede conocer una estimacion de la prevalencia que sea independiente de las
estimaciones de la sensibilidad y de la especificidad. Si esto es asi, se puede obtener un
intervalo de confianza para el valor predictivo positivo,

pr B 1 .
pre(l-s)g | (1-s)g l+o’
pr

VPP = (1.44)

con lo que se ha expresado el valor predictivo positivo en funcién de una cantidad que
esta relacionada con la odds ratio. Como @ es una funcion de las probabilidades y €stas
son asintéticamente normales, también lo son funciones de ellas y por tanto se puede

obtener un intervalo de confianza para w. Este intervalo de confianza va a estar dado en

18
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funcién del estimador p basado en una muestra de tamafio 7, y de los estimadores ry

§ obtenidos a partir de muestras de tamafios n, y n,. Por tanto,

wz(l—S)q:(1‘3)(1_1J3@=@(§-1j:>1ogd):10g(¥)+1og[%—1j (1.45)
P P

pr ro\p r \p

y aplicando el método delta se obtiene que

loga“)—»N(E(loga‘)),Var(loga‘))), (1.46)
siendo la esperanza de log®
E(loga”))zlog(l——s)[—l——ljzloga) (1.47)
r p

y su varianza

V =Var(log®)=Var(log#)+ Var(log(1—§))+ Var(log(l—ljj =
p

1.48
Var(f)+Var(l—§)+ Var(p) _}’(1—1’)+s(1—s)+ p(1-p) (L)
R T e () R G (S )
siendo el estimador de V'
"~ 1=r S 1
V& —+ — 4 — —, (1.49)
nf  n,(1-5) n,p(1-p)
Finalmente,
logo—logw _, yq,), (1.50)

N
y al obtener el intervalo de confianza para @ se obtiene también el intervalo de

confianza para el valor predictivo positivo.

De forma analoga se obtiene un intervalo de confianza para el valor predictivo

negativo,
N2 L 1 (1.51)
sq+(1-r)p 1+(l—r)p 1+
5q
e B zl‘rl'q:[l‘rj[i—lj, (1.52)
x 1=3 s q s q

y suponiendo que los estimadores de 'y de s estan basados en muestras de tamafo n, y

n, y que el estimador de g esta basado en una muestra de tamaflo n,, se tiene que
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E(loga")')zlog(l—_—rj(l—ljzlogw', (1.53)
s N\a
" 1-§ 1
V'~ — +——+— —, (1.54)
nl(l—r) n,s nop(l—p)
b
lopar =B w1, (1.55)

NZ

1.1.10.3. Estimacion de la prevalencia
La estimacion de la prevalencia de una enfermedad se puede realizar a partir de una

muestra aleatoria simple o a través de un cribaje.

1.1.10.3.1. Estimacién de la prevalencia a partir de una muestra aleatoria simple
La estimacion de la prevalencia a partir de una muestra aleatoria simple de tamafio n

es muy sencilla. Para ello se identifica el nimero de los individuos, x, de la muestra que

tienen la enfermedad, por lo que x — B(n, p) siendo p la prevalencia, entonces

Bt (1.56)
n

En la practica esta estimacion se utiliza muy poco.

1.1.10.3.2. Estimacion de la prevalencia a través de un cribaje
Si se considera un esquema de muestreo en el que se toma una muestra aleatoria de la
poblacién con 7 individuos y a todos ellos se les aplica el test diagnostico. De entre los

individuos que han dado un resultado positivo del test se elige una muestra aleatoria de

tamafio n, a los que se les diagnostica a fondo la enfermedad, por lo que habra ny,
individuos enfermos y 7.5 individuos sanos. El mismo procedimiento se aplica a los

individuos que han dado un resultado negativo del test. Este esquema se representa en la

Figura 1.4. En esta situacion, la prevalencia de la enfermedad viene dada por
p=P(D)=P((TND)U(TND))=P(T)P(D|T)+P(T)P(D[T)  (1.57)

y su estimador es

20
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’ ’
np Ny, Ny A
2 e 8 TD I ~ID
P, (1.58)
non, nong

Utilizando el método delta, el estimador de la varianza de (1.58) es

2 ' ’ 2 ! ! ’ ! 2
(ir_) My l_nﬂj ("_J (Mo | (M P | mnp
! ! 4 ’ 4 !
—~ n) n n n) n: n. n n. | non
Var(p)~ - T2+ L B R S L (1.59)

’
ny nz n

ny, Verdaderos Positivos

4
< !
x n,s  Falsos Positivos
ny " .
n; Perdidos

ny Perdidos
n. Falsos negativos
L . = o
ny

n=  Verdaderos negativos

Figura 1.4. Cribaje

1.1.11. Comparacion de los parametros de un test diagndstico binario
La comparacion de los parametros de un test diagnostico binario se puede realizar

utilizando dos muestras independientes o bien dos muestras apareadas.

1.1.11.1. Comparacion con dos muestras independientes

Sean dos muestras aleatorias de tamafios n, y n, extraidas de dos poblaciones
independientes que han sido clasificadas en funcién de la presencia o ausencia de una
enfermedad y del resultado de dos tests 7, y 7,, respectivamente. Los resultados
aparecen en la tabla 1.4.

Un contraste para comparar la sensibilidad de los dos tests es

a, a, Marx(al +¢,a,+¢,)

- N(0,1), (1.60)

Hyir=r _|ata a+q 2
exp

(a1+a2)(cl+c2)( Lo, 1

2
(a,+c +a,+c,) \a+¢ a,+¢

H :n#r

y para comparar la especificidad

2]
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@ __a, | Max(a+b,a,+b,)
Hy:s =s a+b a,+b 2
o 2} oy = et N(0,1). (1.61)
H, s #5, (a1+a2)(bl+b2)( 1,1
(a1+b1+az+b2)2 a+b  a,+b,
D D D D + -
T | a b L | a b | a ¢ | m
| a d | 4 L, | a ¢ | n,
By By | B B Wy | B

Tabla 1.4. Frecuencias observadas al aplicar dos tests a dos muestras.

1.1.11.2. Comparacion con dos muestras apareadas

Si a los sujetos de una muestra aleatoria de tamafio n se les aplican dos tests
diagnésticos, T, y T,, las frecuencias obtenidas se presentan en la tabla 1.5, y el modelo

teérico que subyace es el que aparece en la tabla 1.6. De este modelo se tiene que la 8-

upla de valores n,, i=0,1 j= 1,..,4, es la realizacion de una multinomial, de manera

que la probabilidad de esa realizacion es

1 4 p”v
mTTT2% (1.62)

La sensibilidad y especificidad del test 7 son

r1=p“+p‘2 (1.63)
p
b 4
5 =ZntPu (1.64)
q
respectivamente; y del test 7,
= Pu +p13 (165)
p
J
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Medidas de un test diagndstico binario

s, —Pot Pou (1.66)
q

El contraste de hipdtesis de la igualdad de las dos sensibilidades es

H,:n=n . Hy:py+po=pn+ps . H,:py =D (1.67)
H :n#r H :py+py#pn+Ps H,:p, # py
Condicionando en los pares discordantes (+—,—+) si p, =p; = p,=p; =05 yel

contraste de hipdtesis es

H,:p,=05

(1.68)
H :p,#0J5
es decir,
n, —5—> B(n; +n,3,0.5), (1.69)

y por tanto B = P(B Ly |p = 0.5) y P = P(B 21y, |p = 0.5), siempre suponiendo, sin

pérdida de generalidad, que n, <n,,.

También se puede aplicar el siguiente test de hipotesis aproximado

Hy t P =035 p—0.5
vz = 7, =12 | 5 N(0,1), (1.70)
H, :p,#0.5 2
4n
y como el estimador de p,, es
~ n
Py ==t (1.71)
Wz =+ Wy
sustituyendo la expresion (1.71) en (1.70) se obtiene
n, _l
My 1y 2 By =My
2y = = : > VL,1], (1.72)
\/‘1__ (”12 +n13)
4(ny,+ny)
y ademas se verifica que
2
—n
EREP R o S (1.73)
(”llz F ”13)
que es el test de McNemar.
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T, T, D D | Total
+ + ny, Ny, n,
+ = ny, Rz n,
- + O} Aoy ny
- - M4 T ny
Total n, n, n

Tabla 1.5. Frecuencias observadas al aplicar dos tests a una muestra.

T T, D D
+ + Pu Poi
+ = Pn Po
= + Py Po3
- - Pu Pos
p q

Tabla 1.6. Probabilidades tedricas cuando se aplican dos tests a una muestra.

De forma analoga, el contraste para la igualdad de las especificidades es

H,:s =s Hy: py+ Py =DPp+ H,:py=
0-% =% o Ho DPo3 T Pos = Pox T P4 s Doz = Po2

(1.74)
H, :s #5, H,: pyy+ Pos # Py + Doa H,: py # Dy,

CXP:I”OB‘”OZI‘l —— N (O0,D). (1.75)
\/(”03+n02)

De la misma forma que se han obtenido contrastes de hipétesis para la igualdad de

las sensibilidades y de las especificidades (Bennett, 1972), se pueden deducir contrastes

para la igualdad de los valores predicitivos positivo y negativo,

VPPI - pll +p12 (176)
Pyt Pt Pyt P

24



Medidas de un test diagnostico binario

VPN, = —Pu " Pus (1.77)
Pi3t Pyt Pzt P
parael test 7}, y
VPP2 - p]l +p13 (178)
Pt D3t Pyt Py
y
VPN, = — Lo Pu (1.79)
Piat Pyt Doyt Pos

para el test 7. Un contraste para la igualdad de los valores predictivos positivos es

H,:VPR =VPF, H, :(Pn +p12)(l’01 +P03):(P11 +p13)(p01 +Poz)

= . (1.80)
H,:VPE + VPP, H, :(pn +p|2)(p01 +p03) ¢(p” +p|3)(p01 +poz)
Esta hipétesis no es una combinacién lineal de las p,, por lo que el test no es

inmediato. Un estadistico apropiado para este contraste es

s
zfxp=ii———(n”_np”) : (1.81)

i=0 j=1 np;

Para obtener este estadistico para la hipdtesis nula, se utiliza el siguiente teorema.

Teorema 1.1. (Bennett, 1972)
Sean n=(n,...,n,) y p=(p,.,p), con Zln,.:n y Zip,:l, vectores de

frecuencias observadas y probabilidades, respectivamente, con distribucion multinomial

n{ p—j (1.82)
oonl

y las probabilidades p, estin sujetas a (c—l) restricciones funcionales linealmente
independientes F(p)=0,..., F,,(p)=0, teniendo las funciones F* derivadas parciales

continuas con respecto a cada uno de sus argumentos. Entonces, el estadistico y’ para

contrastar H, frente a H,, definido como

f:i——(""""f"’) (1.83)

A 3
i=l npi

23



Medidas de un test diagndstico en presencia de verificacion parcial

basado en las estimaciones p maximo verosimiles de una distribucién multinomial, se

distribuye asintéticamente segtin una distribucién x> con (c—1) grados de libertad.

Demostracion
Sean
oF
a, =(——’—(ﬁj Pt =10 =1 (1.84)
Op; )
—l-nz(lnl,...,lns] (1.85)
n n n

y S=[s,], 1=(Ls.sl.,), definidos como s, =) na.a, y I, =Fr(—l—n), entonces
: n

niS™I'— x}l.

Aplicando este teorema, se obtiene

F(p)= (pn + plz)(pm +P03)_(p11 +p|3)(P01 "'poz) =0 (1.86)
F(p)=2.2 p;~1=0 (1.87)
i
y el estadistico de contraste es
2

2 (ale —aZbl) 2
= >, (1.88)

x (albz2 —2n,,bb, +a,b} +ba’ —2nya,a, +b2a12) 1

siendo @, = (n, +n,), a, =(n, +ny), b =(ny +ny,) y by =(ng +n).
Para los valores predictivos negativos el contraste de hipotesis es
H,:VPN, =VPN, . H, :(p12 +P14)(P03 +po4) =(P13 +P14)(p02 +Po4) (1.89)
H,:VPN, # VPN, H, :(p12 +P14)(po3 +po4) * (p13 +p14)(P02 +po4)

2

(albz —a,b, )
(albz2 —2n,,bb, + a,b} +ba} - 2nya.a, + byal

2

Z::

)—>Zf, (1.90)

siendo a, = (n, +my), ay = (3 +my), b= (1 +10) ¥ by = (153 +1g,).
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1.1.12. Estimacion del riesgo de error y comparacion de los riesgos de error de

dos tests binarios con una muestra

Cuando dos tests diagnosticos binarios se aplican a los mismos individuos de una

muestra aleatoria se obtiene la tabla de frecuencias 1.7, y en términos de probabilidades

se obtiene la tabla 1.8. De la tabla 1.8 se obtiene que B, =F, -

riesgo de error del test 7, se puede escribir como

B,y R,=p-H,.El

R, =L'(Pl_‘P1-])+L(p_})l.l) (1.91)
Y
L'P.+Lp—-R
p]_]:( b D ) (1.92)
(L'+L)
De la misma forma, para el test T,
RZZLI(P-I-—'P-H)“"L(p—P.H) (1.93)
y
L'P,.+Lp-R
,,,=( — ) (1.94)
(L'+L)
Los estimadores maximo verosimiles de p, F.., P..,R y R, son
p=li B o=l p 2lb (1.95)
n n n
Y st W (1.96)
n n
Y
B o=pi g, 20 (1.97)
n n
I, L
T L T, L
D My Mo Moy Mooy n,
D Ry Moo Moo Moo n.
. nyo. o). Mgo. n

Tabla 1.7. Frecuencias observadas cuando dos tests binarios se aplican a una muestra.
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Las varianzas de R, y de R, satisfacen las ecuaciones

nVar(R )=(L) B+ B, —R} (1.98)

nVar(R,)=(L')’ Py +LPy R} (1.99)

respectivamente, y la covarianza entre R, y R, viene dada por la ecuacion

nCov(R,R,)=(L') Rio+L'Fos ~RR, (1.100)
T L
T T, T v
D 1)111 PlOl E)ll R)Ol P..l
5 13110 13100 })010 POOO P--l
A. R,. By Fy.

Tabla 1.8. Probabilidades tedricas cuando dos tests se aplican a una muestra.

Los estimadores de Var(f{l), Var(ﬁz) y Cov(]%,,fg) son

nVar(R)=(L') B4 2 2L 7, (1.101)
n n
nVar (R,)=(L') 22+ 2 20— R} (1.102)
n n
y
nCov(R,R,)=(L'y Ao+ 8RR, (1.103)
n n

El contraste de hipotesis para comparar los dos riesgos de error es
H,:R =R,

g (1.104)
H :R #R,

siendo el estadistico de contraste

~

Rl _1%2

" (1.105)
\/Var +Var Ié ) 2C0v( R Ié )
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que por el teorema de Slutski se distribuye asintoticamente segun una distribucion

normal estandar.

1.1.13. Estimacién del estadistico kappa del riesgo de error y comparacion de los
estadisticos kappa de los riesgos de error de dos tests binarios con una muestra
En la misma situacién que el apartado anterior, los estadisticos kappa de los riesgos

de error de T, y de T,, definidos como (1.15) y en términos de las probabilidades de la

tabla 1.8, son
B. —Ph.

e {a}= : (1.106)
)= T R+ PIF.
y
Rn —pP.1.
K (a)= : (1.107)
2 () ap(1-P.)+(1-a)(1-p)P.
siendo o = .Cuando L'=L, a=0.5y «,(0.5) se denomina estadistico kappa de

L'+L

Cohen. Los estimadores maximo verosimiles de «,(a) y &, (a)son respectivamente

(1.108)

(1.109)

con p, P.. y P, dadas por (1.95). Las varianzas asintoticas de &, (@) y &,(a) son
1
nVar(t? (a)) = =X
T (ap(1-R)+(1-@)(1-p)R.)

{[(I—Pl,,)(l—p)(l—1%1(0())]2PM+[(1—Pl")p(l—1€l(a))+(]—a)lé,(a)]zPI,O-I- (1.110)
[P.(1-p)(1-,(a) + @& (@) ] B +[ Rp(1-%, ()] P}
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1
(ap(1-P.)+(1-a)(1-p)R..)

([(1-2.)(1-p)(1- %, ()] B +[(1- L) p(1-Ro(@)+(1-@)&s (@) Ro+  (111D)
[2.(1-p)(1-Ra(@) 0, ()] B +[ P12 (1= (@) ] Boof.

y la covarianza asintdtica entre &, () y £,(a) es

n[ap(1-R.)+(1-a)(1-p)R.][ap(1-P.)+(1-a)(1- p) P, [Cov (£ (a).%; (2)) =

[1-x, (@) ][1- %2 (@) {[(Buo = Pro) B + Bio | P* +[(B ~ Por)(1= B..) + Fan J (1= P

(1-p)’ P.(1-B.)P,. - p*By(1-B.)P,. —(1- p)’ BuR.(1-P.) - p*R,R.(1- P

nVar(&,(a))=

)2
D

}
}

(1.112)
+

[l—Kl ]Kz {1 a)pRy, - (l_a)Pl-.PP-m“'"a(l_p)Pom—a(l J{1-5, )POI
a)l:l—’cz(a)]{(l"a)PPno ‘(1_0‘)13.1.PE-0+“(1"P)P001_a(l_ R
Kk (a)K, (a){(l—a)zﬁw+a21-'gm}.

El contraste de hipdtesis para comparar los dos riesgos de error es

Hy:x (a)=x,(a)
H, :x (a)#K,(a)’ (1.113)

+

siendo el estadistico de contraste
Byl ~4 (o) (1.114)
\/@(121 (a)) p 17(1\1’(/22 (a)) = 2C0v(l€1 (@).k, (a))

que por el teorema de Slutski se distribuye asintéticamente segun una distribucion

normal estandar.

1.2. La verificacién parcial y el sesgo de verificacion

El uso de los tests diagnosticos para la deteccion y evaluacién de enfermedades ha
aumentado extraordinariamente en estos ultimos afios, siendo muy frecuente la
comparacion de las exactitudes relativas de varios tests. Cuando la respuesta a un test
diagnéstico es binaria, la exactitud del test es normalmente medida por la sensibilidad y
la especificidad, o bien por los valores predictivos positivo y negativo. Mientras que la
sensibilidad y la especificidad son propiedades intrinsecas de un test diagndstico, los
valores predictivos positivo y negativo representa la exactitud de un test diagnostico

cuando este se aplica a un paciente en particular, paciente que pertenece a una poblacion
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con una determinada prevalencia. Para evaluar la exactitud de un test diagnostico es
necesario disponer de un estimador insesgado de la exactitud del test. Para ello, se
necesita determinar el verdadero estado de enfermedad (presente o ausente) de cada
individuo independientemente del resultado del test diagndstico. El procedimiento por el
cual se conoce el verdadero estado de enfermedad de un paciente se denomina gold
estandar (por ejemplo, una biopsia, una evaluacioén clinica,...). En la practica clinica,
algunos de los individuos a los que se les aplica el test no tienen verificado su estado de
enfermedad, es decir, no se les ha aplicado el gold estandar. Por tanto, no se conoce con
certeza si estos individuos estdn enfermos o estan sanos, independientemente del
resultado que se haya obtenido al aplicar el test. En esta situacion existen individuos
para los cuales no se conoce su estado de enfermedad, pero si en cambio el resultado
obtenido al aplicar el test. En la tabla 1.9 se presentan los datos obtenidos al aplicar el

test diagndstico a una muestra de n individuos. En ella se observa que hay s,

individuos enfermos con resultado del test positivo, s, enfermos con resultado del test
negativo, 7 sanos con resultado del test positivo, 7, sanos con resultado del test
negativo, %, individuos con estado de enfermedad desconocido y con resultado del test

positivo, y u, individuos con estado de enfermedad desconocido y resultado del test

negativo.

Por ejemplo, si el gold estandar consiste en una cirugia invasiva entonces los
individuos con resultado del test negativo tienen menos probabilidad de recibir el gold
estandar que los individuos con resultado del test positivo. Aunque este enfoque puede
ser practico y rentable en estudios clinicos, cuando ocurre en estudios de disefio para
evaluar la exactitud de tests diagnosticos, la estimacion de la exactitud de estos tests
puede estar sesgada. Este tipo de sesgo se denomina sesgo de verificacion. Por
consiguiente, los estimadores de la sensibilidad y especificidad estan afectados por este
Sesgo.

Para ilustrar como funciona y afecta a los estimadores de la exactitud de un test, se
puede considerar el ejemplo de la estimacién de la sensibilidad de un test radiografico
en el diagnostico de una enfermedad de la arteria coronaria, utilizindose como gold
estandar una angiografia. Si la sensibilidad de la radiografia es del 80% y se dispone de

una muestra de 500 pacientes enfermos a los que se les realiza a todos ellos una
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radiografia, serd esperable obtener un resultado positivo en 400 pacientes y negativo en
100. Como la angiografia es un procedimiento arriesgado y caro, la probabilidad de
verificar a un paciente con resultado de la radiografia positivo es del 75% y la
probabilidad de verificar a un paciente con resultado negativo es del 10%. Entonces, de
los 400 pacientes con resultado del test positivo, 300 de ellos son verificados con la
angiografia; y de los 100 pacientes con resultado negativo, solamente son verificados
10. Analizando solamente los pacientes verificados se obtiene que la sensibilidad del
test radiografico es del 97%, por lo que se ha sobrestimado la verdadera sensibilidad del

test.

Test positivo  Test negativo
Verificados
Enfermos . Sy
Sanos n 1
No verificados u, Uy
Total n, M,

Tabla 1.9. Frecuencias observadas en presencia de verificacion parcial.

Por tanto, el sesgo de verificacion aparece cuando el estudio de la eficacia de un test
diagnostico es restringido a los pacientes con verificacion del estado de enfermedad,
dependiendo la magnitud de este sesgo directamente de la asociacion entre la seleccion
para la verificacién de la enfermedad y el resultado del test. Esta asociacion afecta
directamente a las probabilidades de seleccionar un paciente para verificar su estado de
enfermedad: la probabilidad de que un paciente sea seleccionado para verificar su
estado de enfermedad sera alta cuando el resultado del test diagndstico sea positivo, y
baja cuando sea negativo. Asi, una fuerte asociacién entre la seleccion para la
verificacién del estado de enfermedad y el resultado del test diagndstico producira un

gran sesgo, y por tanto cuanto mayor sea la tasa de pacientes verificados menor sera el

sesgo de verificacion.
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A continuacién se describe el método de Begg y Greenes (1983) de estimacion de la
sensibilidad y especificidad de un test diagndstico binario cuando todos los sujetos no

tienen verificado su estado de enfermedad.

1.3. Método de correccion del sesgo

Begg y Greenes (1983) desarrollaron un método para corregir el sesgo de
verificacion en la estimacion de la sensibilidad y especificidad de un test diagndstico
binario. Sean 7, D'y V variables aleatorias discretas observadas en todos los pacientes.
La variable T representa el resultado del test, 7 =1 cuando el resultado del test es
positivo y 7 =0 cuando es negativo. La variable D representa el verdadero estado de
enfermedad del paciente, D=1 cuando el paciente esta enfermo y D=0 cuando estd
sano. La variable ¥ representa el estado de verificacion de la enfermedad, ¥ =1 cuando
el paciente ha sido verificado y ¥ =0 cuando no lo ha sido. Se supone que la
informacién esta disponible para todos los pacientes, pero s6lo un subconjunto de ellos

es seleccionado para la verificacion de la enfermedad; por tanto, no se tiene informacion

sobre D para los pacientes no verificados. Ademas, la probabilidad P(T,V) se puede

calcular para toda la muestra y P(D T, V) solo para los pacientes verificados.

Para inferir sobre el estado de enfermedad en los pacientes no verificados, es

necesario suponer la independencia condicional entre D'y V, es decir

p(vir)=P(V|D,T), (1.115)
por lo que se deduce que
P(D|r)=P(D|T.V), (1.116)
y especificamente
P(D|r)=P(D|T,V =1) (1.117)

Aplicando el teorema de Bayes, la sensibilidad del test es

P(T=1)P(D=1|T =LV =1) (1.118)

%

P(r=1|p=1)=

(2

1 P(T=i)P(D=1|T =i,V =1}
=0

y la especificidad
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P(1=0|D=0)= f’(TzO)P(D=O|T:O,V=1) | 118

> P(T=i)P(D=0|T =i,V =1)

=

En ambas ecuaciones (1.118) y (1.119), P(T =i) se puede estimar a partir de todos los
pacientes y P(D =i IT =i,V = 1) a partir de los pacientes verificados, i=0,1. En
general, P(T|D) = P(T|D,V), ya que

P(T|p,v) P(T|D) P(V =1]T)
P(T|p.v) P(T|D) P(r =1T)

(1.120)

Como ejemplo practico se puede considerar el estudio de Drum y Christacopoulas
(1972) sobre la exactitud de la scintigrafia hepética para detectar la enfermedad del
higado. El método para verificar la enfermedad, gold estindar, puede ser una biopsia,
una laparotomia o una autopsia. Estudiaron 650 pacientes, en 429 de ellos el test fue
positivo y en 221 fue negativo. De los 429 pacientes con test positivo, el 61% fueron
verificados, y de los 221 pacientes con test negativo, el 37% fueron verificados.
Utilizando solamente los casos verificados, la sensibilidad del test fue 0.9 y la
especificidad 0.63. Los resultados aparecen en la tabla 1.10. Aplicando las ecuaciones
(1.118) y (1.119) se obtiene una sensibilidad de

429  231/429
650 (231+32)/429
P(T‘llD‘l)‘429 231/429 221 27221 = ekl

650 (2314 32)/429 ' 650 (27+54)/221

y una especificidad de

221 54/221
e 650 (27 +54)/221 ~
P(T=0[D=0)=75 54/221 429 32/429 =074 (L12)

650 (27 +54)/221 650 (231+32)/429

Por tanto, Drum y Christacopoulos sobreestimaron la sensibilidad y subestimaron la

especificidad.
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T=1 T=0
V=1
D=1 231 27
D=0 32 54
V=0 166 140
Total 429 221

Tabla 1.10. Ejemplo de Drum y Christacopoulas.

En la practica, la probabilidad de verificar un paciente no depende sdlo del resultado
del test sino también de un vector aleatorio de covariables discretas X. En este caso,
también hay que suponer la independencia condicional

P( )=P(V|D,T,X), (1.123)

y por tanto

P(D|T,X)=P(

=1,X). (1.124)

Aplicando el teorema de Bayes, la sensibilidad del test es

Y P(T=1X)P(D=1|F =1LV =1 X)

P{I=1|p=1)=—* , (1.125)
S P(T=i,X)P(D=1T =i,V =1,X)
=0 X
y la especificidad
> P(T=0,X)P(D=0T =0,V =1,X)
P(T=0|D=0)==% : (1.126)
> PLE )P(D=0|T =i,V =1,X)
i=0 X

Todos los términos de las expresiones (1.125) y (1.126) se pueden estimar
directamente a partir de la muestra si se dispone de la informacidn sobre las covariables,
usando diferentes métodos como el de la regresion logistica.

La légica para la suposicion de la independencia condicional es que la seleccion para
la verificacion de la enfermedad puede estar influenciada solamente por factores visibles
(resultado del test, T, y sintomas de la enfermedad, X). Aunque la enfermedad influye en

el resultado del test 7'y en las covariables X, solamente influye en la seleccion a través
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del resultado del test y de las covariables, por tanto D y V¥ son condicionalmente

independientes. La Figura 1.5 ilustra este proceso.

Enfermedad
D

VAR

Resultado del test Sintomas
T X

N/

Verificacion
| 4

Figura 1.5. Proceso de verificacion.

Cuando el mecanismo de seleccion de los pacientes para verificacion depende de

indicadores de la enfermedad y no del estado de enfermedad (1.124), para analizar los

datos se utilizan modelos basados en P(D ), ya que P(DIT » ) es invariante al

sesgo de seleccion generado de esta forma. Sin embargo, en la practica, es interesante

conocer las caracteristicas especificas del test para un determinado tipo de pacientes,

P(T |D,X ) Aplicando de nuevo el teorema de Bayes, la sensibilidad del test es

P(T'=1,X)P(D=1|T =1V =1X) (L8

P(T=1|D=1X)=
> P(T=i,X)P(D=1|T =i,V =1,X)
i=0

y la especificidad
P(T=0,X)P(D=0|T=0,V =1,X
P(T=0|D=0,X)= .( Sl ). (1.128)
ZP T=i,X)P(D=0|T =i,V =1,X)
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Estas dos caracteristicas del test estan ligadas a un tipo determinado de pacientes; asi,
por ejemplo, la sensibilidad de un determinado test diagnostico no es la misma si se
aplica a pacientes jovenes que si se aplica a pacientes ancianos. Si a continuacion se
aplica el test obteniéndose un resultado positivo, entonces, utilizando las ecuaciones
(1.127) y (1.128), la probabilidad de que tenga la enfermedad, valor predictivo positivo,
es

P(D=1X)P(T=1|D=1,X) |

P(D=1|T=1,X)=— (1.129)
P(D=i|X)P(T=1|D=i,X)
i=0
y la probabilidad de que no la tenga, valor predictivo negativo, es
P(D=0[T=0,X)= ARG FT=GR=0X] (1.130)

iP(D =i|X)P(T =0|D=i,X)

Una consecuencia importante de las expresiones (1.127) y (1.128) es que solo se
tienen en cuenta aquellos sintomas en X que son capaces de afectar al proceso de

verificacién. Por ejemplo, si el vector X se particiona en dos vectores X, y X, tales que
P(D|T,V:I,X,,Xz):P(DlT,V:I,XI), (1.131)
es decir, los sintomas X, no afectan al proceso de verificacion, entonces la sensibilidad

del test es

Y P(T=1,%)P(D=1T=1V=1X)
P(T=1D=1)=—" (1.132)
>N P(T=i,X,)P(D=1T =i,V =1,X,)

i=0 X,

y la especificidad

> P(T=0,X,)P(D=0|T=0,V =1,X,)
P(T=0[D=0)=7 L (113)

1
>N P(T=i,X,)P(D=0|T =i,V =1,X,)
i=0 X,
Por tanto, para eliminar las componentes de X que no influyen en el sesgo de P(T‘D)
se pueden aplicar técnicas de seleccion de variables.

Por otra parte, la decision de aplicar un test a un paciente puede estar basada en el

diagnoéstico potencial del test. Si los valores de P(T |D,X ) son usados para determinar
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el diagnostico potencial, entonces todas las variables que influyen en P(T |D,X ),

inclusive cualquiera que no cause sesgo de verificacion, deberian de utilizarse. En esta

situacidn la sensibilidad del test es

P(X)P(T=1|X)P(D=1|r =1V =1X)

P(T=1|D=1,X)= (1.134)
> P(X)P(T=ilX)P(D=1|T =iV =1,X)
i=0
y la especificidad
P(X)P(T=0|X)P(D=0|T =0,V =1,X)
P(T=0|D=0,X)= . (1.135)

iP(X)P(T =i|X)P(D=0|T =i,V =1,X)

Una vez obtenidos los estimadores de la sensibilidad y de la especificidad del test, se

pueden construir intervalos de confianza aproximados utilizando series de Taylor. Si se
consideran  las  probabilidades 7, = P(T =1|D=1X ) , 0O,=P (T =1]x),
¢y =P(D=1T=1V=1,X) y y,=P(D=1T=0,V =1,X), entonces la odds a

posteriori es

. e Pr (1.136)
l~-7m, I—QX!//X’

siendo ¢, /v, la odds a priori y 6, / (1-6y) la razon de verosimilitudes. Tomando

logaritmos en (1.136) se obtiene que

log( x jzlog[le’; j+log¢x—-logl//x. (1.137)

=, T
Si se utiliza un modelo completamente estratificado entonces los estimadores de 6, ,
¢, vy w, son incorrelados, por lo que la varianza del estimador de (1.137) se puede

estimar utilizando la expresion

Var{log(lf’;%x)}= 5 (ll—éx) Var(éx)+[—¢?1:] Var(ﬁx)+[é] Var(y,). (1.138)

X
Como log{z%X / (1—7?)( )} se distribuye, como se puede demostrar aplicando el método

delta, asintéticamente segun una normal de media log{ﬂ o / (1-7y )} , se puede obtener

el intervalo de confianza para la sensibilidad 7, utilizando la transformacion
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___empflog(my/(1-,))
x 1+exp{log(ﬂx/(1—7rx))}.

Este mismo desarrollo se puede realizar considerando la especificidad del test,

(1.139)

vy =P(T=0|D=0,X), 6,=P(T=0|X), ¢, =P(D=0|T=0,V=1X) 'y
vy =P(D=0T=1V=1,X).
El mismo método se utiliza para obtener los intervalos de confianza para la

sensibilidad y la especificidad generales del test. Sean 7Z'=P(T =1]D=1) y

By =P(X), entonces

log(éj=log@ﬂxexwxj—log[ZﬁX(1—6X)wxj. (1.140)

X
il |
Si se denotan al:(z,ﬁ)ﬂxl//x} y azz(ZﬁX(l—HX)l//Xj , entonces la
X X

varianza del estimador de log{zr/ ( 1- 72')} es
(1.141)

donde las distintas categorias de X se han ordenado de forma arbitraria. En la practica,

los estimadores de 3, pueden ser relativamente precisos, en este caso se puede asumir

que los valores de 8, son conocidos, y la expresion de la varianza (1.97) se reduce a

Var{log [%j} = Z(C&ﬂﬂxéx + dszV}x )zVar(éX ) +
- X (1.142)

Z(dIB,Yé/Y )zVar(éX ) + ;dzﬁx (] - éx )ZVar(V}X )

X

La varianza de la especificidad general del test se obtiene de forma analoga.
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1.4. Estimadores maximo verosimiles de la exactitud de un test en presencia de

verificacion parcial

Zhou (1993) ampli6 el método de correccion del sesgo de Begg y Greenes y dedujo
los estimadores maximo verosimiles de la sensibilidad y la especificidad de un test
diagndstico y sus correspondientes varianzas, tanto sin la presencia de covariables como

con ella.

1.4.1. Estimadores maximo verosimiles de la sensibilidad y de la especificidad

sin covariables

Sean T, D y V las variables aleatorias discretas definidas en 1.3. En la tabla 1.11 se
muestran los datos obtenidos al aplicar el test a una muestra de individuos. Sean 7 la
sensibilidad y v la especificidad del test diagnostico, p la prevalencia de la enfermedad,

A, la probabilidad de seleccionar para verificar el estado de enfermedad un sujeto
enfermo con resultado del test positivo, 4, la probabilidad de seleccionar para verificar
el estado de enfermedad un sujeto sano con resultado del test positivo, 4, la
probabilidad de seleccionar para verificar el estado de enfermedad un sujeto enfermo
con resultado del test negativo y A,, la probabilidad de seleccionar para verificar el

estado de enfermedad un sujeto sano con resultado del test negativo.

Los valores (s,,5,,%,%,4%,,4,) de la tabla 1.11 se pueden considerar como una
realizaciéon de una distribucién multinomial con las probabilidades dadas en la tabla
1.12. La funcién del logaritmo de la verosimilitud de los datos de la tabla 1.11 se puede
escribir como:

I o< (s, +5y) log p+ (1; + 1) log(1— p) +u, log[(1- 4, )7 p + (1= Ay )(1=V)(1 = p)] +
u, log[(1— A,,)(1—7) p + (1= Ay V(1= p)]+ s, log w + 5, log(1 — ) + (1.143)
rlog(1-v)+r,logv +s,log A, +5,log A, + 7, log 4, + 7, log Ay.
Si se definen los siguientes cocientes de probabilidades

P(r=1p=1T=1) 2, P(r=1D=1T=0) 4,k

1=P(V=1|D=O,T=1) A, ¥ ko:P(V=1|D=O,T=0)_,11_O’ (1.144)

la funcién del logaritmo de la verosimilitud se puede reescribir de la siguiente forma:
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1< (s, +5,)log p+ (1, +1,)log(1- p) + s, log 7w + 5, log(1-7)+
r log(1-v) +1, logv +u, log[k, (1= 4, ) p + (k — A, )1 =v)(1 - p)] +
1.145
(s, +1)log 4, + (s + 1) log Ay + 1y log[ko(l_ﬂ'lo)(l_”)p"'(ko — Ao v(1- p)]- ( ;

(r, +u,) logk, — (1, +u,)logk,.

T=1 T=0
V=1
D=1 S So
D=0 4 T
V=0 u, U,
Total n, n,

Tabla 1.11. Frecuencias observadas bajo verificacion parcial de la enfermedad.

T=1 T=0
V=1
D= Tph, (1-7m)py,
D=0 v(1-p)A, V(1= p)Ay
=0 |zp(-i)+1-v)1-p)1-%y,) (-m)p(=Ae)+v(l=p)1=2y)

Tabla 1.12. Probabilidades de la distribucion multinomial.

El numero de celdas de la distribucion multinomial de los datos de la tabla 1.12 es 6,
por lo que solamente se pueden estimar 5 parametros de la distribucion. Por lo que de
los 7 pardmetros (7, V, p, Ayys hos ki Y ko) de la funcion del logaritmo de la
verosimilitud solamente se pueden estimar 5 de ellos. Si se supone que k, y k, son
conocidos, los 5 restantes parametros (7,v,p,4, y 4,) se pueden estimar por el

método de maxima verosimilitud. Sus estimadores maximo verosimiles son las

soluciones del siguiente sistema de ecuaciones:
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£ W k(1= A)p Y
or nm l-xm k,(l—ll,)np+(k,—ﬂ“)(l—v)(l—p) :
ko(l'_llo)P i 00
ko (1= Ao )= 7) p + (ko — Ag V(1= p)

ﬁl__rb h + k(1-2,)1-p)

v v v k(-Ayp+t-A)A-wi-p)

(ky = A1) = p) "
ky (1= 200 )1 = 7) p + (kg = A V(1= p)

(1.146)
al=Sl+s0_r1+r0+ kl(l_/ln)ﬂ"'(lﬂ—ﬂ'n)(l_v)

®  p 1-p k-A)ap+-A)i-vi-p)

k(= A)(=m) (k=g _
ky(1=4)(A=7)p + (ky — A)v(1- p) °

ol _s+r _ 7 pk, —(1=v)(1- p) -
ok, A k(-A)rp+k-A4)A-v)1-p)

ol _Sotty (1-7)pk, —v(-p) "
0y, Ao k(1= ) A—7)p + (ks — Ay )v(1 - p) ’

La obtencion de expresiones explicitas para los estimadores de maxima verosimilitud a

partir de las ecuaciones (1.146) no es facil, por ello se vera como han de ser tales
estimadores, de manera formal, y luego se comprobara que efectivamente verifican tales
ecuaciones.

Si se define la funcién #(4) como el nimero total de elementos que satisfacen las

condiciones de 4, entonces la sensibilidad del test es
#T=1yD=1)

=T =1|D=])= . 1.147
zm=P(T=1D=1) #D=1) ( )
la especificidad
v=P(T=O|D=0)=#(T=OyD=O), (1.148)
#(D =0)

y las probabilidades condicionadas
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S ¥
Ay = — : — s Ao = — . )
#T=1yD=1) #T =1yD=0)

So 0
& #HT=0yD=1) YT =0yD=0)

Sustituyendo (1.149) en (1.144), los valores de &, y k, son

= ] #HT=1yD=0)
' #T=1yD=1) n

k= 5y #T=0yD=0)
0 #(T:OyD:l) r .

Tras unos calculos algebraicos se obtiene que

#T=1yD=1)= k“ (s, +7 +u,)

AU

T =0yD=1)=—2(s,+7,+1,),

1y 5

y por tanto

S s
#HD=1)= L (s, + 1 +u)+ 0 (5o + 7 +y)
e 8 Tollo + S

Finalmente, unos estimadores para los parametros z,v, p,4,, y 4, son:

s]n]/(sl +k,rl)
51”1/(51 +klr])+sono/(so + koro)

korono/(so +k0r0)
(kynmy )/(Sl +kn ) s (korono)/(so o koro) ’

(s,n, )/(Sl + k1) + (8,7, )/(So +koty)

=

V=

p= ;

n

i, _ klrl +5

1
n
y
il _ kol”o + 5,
0 )

ny

(1.149)

(1.150)

(1.151)

(1.152)

(1.153)

(1.154)

(1.155)

(1.156)

(1.157)

(1.158)

(1.159)

siendo n, =8, +% +u,, ny=5,+7, +u, y n=n,+n,. Asi, el estimador de la sensibilidad

no es mas que el cociente entre el nimero de sujetos enfermos con test positivo y el
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nimero de sujetos enfermos. El estimador de la especificidad se interpreta de forma
analoga.
El siguiente teorema demuestra que los estimadores deducidos anteriormente son los

estimadores maximo verosimiles bajo la suposicion de que %, y k, son conocidos.

Teorema 1.2. (Zhou, 1993)

Si los valores k, y k, son conocidos, los estimadores maximo verosimiles de los

parametros =, v, p, A4, y 4, vienen dados por 7, V, p, AA“ yﬁm definidos en las

ecuaciones (1.155) a (1.159), y ademas

BN

-
=W

<>

Jn| P-p | 5N,

/111—111
ilo_ﬂ'lo
siendo los elementos de la matriz X :
- zpﬂ'n_l_p/'lw_*_ (1-4,)'p* 4
"z l-m (1-Ay)pr+(1-24,/k)1-v)(1-p)
(I—AO)ZPZ
(A=A A=m)p+ (1= Ao [k V(1= p)’
___(I“P)An/kl +(1—P)/110/k0+ (1'/111/1‘71)2(1—17)2 +
]y 14 (=2 pr+(1=24, /k)1-v)(1- p)
(1= Ao /ky)’ (1= p)’
(1= Ao)A=m)p+ (1= Ao /(1 - p)’
27%+ﬂqo(l—ﬂ)+ﬂn(l—v)/k1Mm‘//ko+ (=47 =Q1-4,/k)1-v))’
p 1=p (1—/1“)p7r+(l—/1“/k,)(1—v)(l—-p)

((1“/110)(1'75)“(1"}10/]‘0)")2
(1= Ao)A—m)p+(1— Ay /k)v(1-p)’

_r+(1-v)A-p)/k | (pr+(1-v)(1-p)/k)’

(1.160)

S O O O O
)

Oy

33

7w Fy (= A)pr+ (=, J)A— )= p)’
o _=mptv(-plk (A=mp+v=p)/k)
» Ao (1= Ao)1=7)p+ (1= Ao [k V(1= p)
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o o -/k)A-A)pU=p)  _ (A=Ay/k)(A=Ao)p(-p)
P A-A)pr+ (=2 [k)A-v)A=p) (= A)(A=7)p+ (A=A [k)V(1-p)’

e« 2 (1_ﬂ11/k1)(1_111)(1_‘/) + (1"/110/]{0)(1_/110)"
BT A=A pr+ (=4, /k)A-v)A=p) (=4 (A=7)p+ (1= Ay /k)V(1-p)
_ (1-1/k)p(1- p)(1-V) £45%s
4= W amypr + (- Ay A=Y= p) Lol
~ (1-1/k))p(1- p)v
(1= Ao)1=7)p+ (1= A /k)v(1-p)’
o (1= 2, k)= A )7 o (=2 /ky)(A= A )(A-7)
BT (= Aep+ -2y /k)A-v)A-p)  (1=Ae)(A-7)p+ (1= /k)V(1-p)
o - (1-1/k)p(1- p)
A= A)rp+ (-4, /k)1A-v)1-p)’
o (1-1/k)) p(1- p)(1-1)
BT (1= A)(A=m)p+ (1= Ay [k)v(1-p)’
o - (1-Vk)r(1-v)
(= A)rp+(-A, /k)(A-v)(1-p)’
o = (1-1ky)(1-7)v
B (1= Ao)A=m)p+ A=Ay /k)v(1-p)’

0, =0.

Oy5=

Demostracion

La demostracién de que los estimadores intuitivos coinciden con los estimadores
méximo verosimiles consiste en comprobar que dichos estimadores intuidos satisfacen
el sistema de ecuaciones (1.146). Se verifica que

kinmy

" s,n, & "
= , 1-2)1-p)=—7—"—"", 1.162
P (kr +5)n el (ki1i +5)n ( :
AN 2 A N
kl(l—%)ﬂp—F(kl—ﬂql)(l-V)(l—p)=—n— (1.163)
y
3 AN A A A A ku
ko(1=Ag)(A=72) p+ (kg = Ap)V(1 - P) = (;10- (1.164)
Por otra parte,
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A+ = == o~ = = u, =
7 k(-A)Ap+(a—-A)A-V)1-p) | kr+s ko +s,

Sl kl(l_ﬂ'll)ﬁ = Slnl i SOnO (1165)

Sy _ koA(lA—ﬂ'm)P . . . SRt
1-7 ky(1-A)A=7)p+ (ky— 4, )V(1- p) kini+s, kgt

por lo que estas dos expresiones son iguales entre si, por lo que restandolas se obtiene

s, k(-4yp =
i k(1-A)Ep+(k —Aﬂﬂ)(l—v)(l*l’) (1.167)
So ko(l'_ﬂ'lo)f7

A

17 G- A= Ap+(hy—Ai1-7)

que es la primera ecuacion del sistema (1.146). El resto de ecuaciones de este sistema
se obtienen de la misma forma, y por tanto los estimadores que se han obtenido son los
estimadores por maxima verosimilitud.

Como los estimadores maximo verosimiles depende de los valores k, y k,, se
pueden utilizar estos estimadores para estimar k, y k,. Si se supone que de los u
individuos con estado de enfermedad no verificado y resultado del test positivo, s;,
estan enfermos y 7, estan sanos, y que de los u, individuos con estado de enfermedad
no verificado y resultado del test negativo, s,, estdn enfermos y 7, estan sanos,

entonces los estimadores insesgados de k, y k, vienen dados por las ecuaciones

siguientes:
k st —sy) (1.168)
l (s, +8,)n
¥
~ s, (r Uy —S;)
ky =000 0o (1.169)
(80 +810)7%

En la practica, sélo se conoce que 0<s, <u; y 0<s,, <u,, por tanto los posibles

intervalos de valores de Iel y I:to son:

(1.170)
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Ty

(1.171)

8 Fitly Z
De la ecuacion (1.170) se deduce que si u, es relativamente mas pequefios que s, y 7,

entonces k, es aproximadamente igual a uno. De la misma forma, si u, es relativamente

A

mas pequefio que s, y 7, de la expresion (1.171) se deduce que k, es
aproximadamente uno. En esta situacion, la sensibilidad y la especificidad del test
diagnéstico se pueden estimar utilizando el método de correccidn del sesgo de Begg y
Greenes explicado en el apartado 1.3. En esta situacion la expresion del estimador de la

sensibilidad es

" Sl”]/(sl"'rl)
= ) 1,172
ot s [(s,+1)+somy /(5 +7,) ( )

siendo su interpretacion la misma que en el caso anterior. El término s, / (s,+7) esla

proporcién de sujetos enfermos, de entre los verificados con test positivo, ponderada

por el total de sujetos con resultado del test positivo, y syn, / (s0 + ro) la proporcién de

sujetos sanos, de entre los verificados con test negativo, ponderada por el total de

sujetos con resultado del test negativo.

1.4.2. Estimadores maximo verosimiles de la sensibilidad y de la especificidad

con covariables

Sea X un vector de covariables discretas (por ejemplo: sintomas de la enfermedad)

observadas en todos los pacientes, siendo x, la j-ésima covariable observada,
j=1,..,J. Se supone que X es una muestra aleatoria de un espacio discreto (x,...,x,)
con probabilidades & :(ffl,...,é‘ J). En la tabla 1.13 se muestran los datos obtenidos al

aplicar el test y al verificar el estado de enfermedad cuando X =x,.
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T=1 T'=0

V=1
D=1 S1; S0,
D=0 ! ",
V=0 U, Uy,
Total n; ny;

Tabla 1.13. Frecuencias observadas cuando X = x 4

En esta situacion se definen las siguientes probabilidades:

7,=P(T=1|D=1,X=x,), v,=P(T=0|D=0,X=x,), B,=P(X=x,),

p,=P(D=1x=x,), 4,=P(V=1[T=1D=1X=x,),
(1.173)
Ao, =P(V=1|T=1,D=0,X=x,), A, =P(V=1[T=0,D=1X =x,),

Ao; =P(V =1IT=0,D=0,X =x,),
siendo 7, y v, la sensibilidad y especificidad, respectivamente, de la j-ésima tabla de

contingencia. Sean los valores:

kl,z_ﬂj_‘_f_ _’ql“’_/

k, = =(BB)) s
J A’ou, 0, ’100,', ﬁ (ﬂl’ ,ﬁj)

% =diag{B;} - BB, &=, j
lelBj J= (1 p/)'B

Utilizando el mismo método que el utilizado para la demostracion del Teorema 1, se

(1.174)

obtiene el siguiente resultado.

Teorema 1.3. (Zhou, 1993)

Si los valores k,; y k,, son conocidos, entonces:

a). Los estimadores méaximo verosimiles de los pardmetros 7, v,, p;, A,; ¥ A, son:

P Su”u/(slf +hty) , (1.175)

J
sljnlj/(slj+k1jrlj)+s0jn0j/(s0j+k0jr0j)
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P ko;”o;”oj'/(soj‘ +k0/r0/)
’ (kljrljnlj)/(slj +kljrlj)+ (koj'roj'no,‘)/(s()j +k0jr0j)

B (Sljnlj)/(slj +kljrlj)+(S0jn0j)/(SOj +k0jr0j)

, (1.176)

' : (1.177)
by

P kit (1.178)
1 .
J n,

y
kot + 5,

52 , 1.179

0j noj ( )

siendo n, =n,; +n,;.

b). Los estimadores maximo verosimiles de la sensibilidad y de la especificidad total del

test diagnostico son respectivamente:

A=l (1.180)

p=L . (1.181)

¢). Las varianzas asintéticas de los estimadores de la sensibilidad y de la especificidad

total del test son respectivamente:

4

J
lim, ,,, nVar(ﬁ) = Z((alpjﬂj )2 Gy + Zafpjﬂsz(ﬂj -7, )ﬂipia-w +
j=1 i=1
Lanl 6ﬂjjz(6ﬂl aﬁjj’
0B, "o, ) \ 8B o,

i , (1183)
4 . ov ov ov ov
a, f(Z(vj—vi)ﬂ,.pi] G J{aﬁi ,...,aﬁj]Z(aﬂ: ,...,aﬂjj :

(1.182)

a? f(i(”; —x; )ﬂipij 533}*’

i=1
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Los estimadores de la exactitud del test diagndstico obtenidos cuando existen
covariables no son mas que una generalizacion de los obtenidos en el apartado 1.4.1.
Asi, si no existen covariables, las expresiones (1.175) a (1.179) coinciden con las
deducidas en 1.4.1. En cuanto a los estimadores de la sensibilidad y especificidad total
del test diagndstico, las expresiones (1.180) y (1.181) son una media ponderada de la

sensibilidad y especificidad, respectivamente, del test diagnostico en las covariables.

1.4.3. Comparacién de los estimadores maximo verosimiles con los estimadores

de Begg y Greenes

Begg y Greenes (1983) dedujeron los estimadores de la sensibilidad y de la
especificidad de un test diagndstico bajo la hipétesis de independencia condicional, es
decir, bajo la hipétesis de que el proceso de verificacion depende solamente del
resultado del test y no del estado de enfermedad. Zhou (1993) compar los estimadores
deducidos por Begg y Greenes con los estiamdores por méaxima verosimilitud. Los

estimadores de Begg y Greenes de la sensibilidad y de la especificidad son,

respectivamente,
2 slnl/(sl +r1)
o = (1.184)
P smy (s, + 1)+ sono /(s + 1)
b
) rit/ (50+13) (1.185)

V6 = (rm)/(s, + )+ (rny)/ (50 +1,) ’
Comparando las ecuaciones (1.155) y (1.184), y las ecuaciones (1.156) y (1.185), se
concluye que los estimadores de Begg y Greenes coinciden con los estimadores maximo
verosimiles cuando k, =k, =1. La suposicién de que k =k, =1 es equivalente a la
hipétesis de independencia condicional.
Para la obtencién de los estimadores maximo verosimiles no se ha considerado la
hipétesis de independencia condicional, y por tanto ambos tipos de estimadores son

diferentes. Para simplificar se puede suponer que k, =k, =k, por lo que restando las
ecuaciones (1.155) y (1.184), y las ecuaciones (1.156) y (1.185), se obtiene que

S8 1y (ser ‘So”l)
simy (8o + Ky )+ 57 (5, + kny ))(sln, (50+75)+Soty (8, +1

A A

ﬂ'—ﬁ'BG=(

))(k—l) (1.186)

50



Estimadores MV de la exactitud de un test en presencia de verificacion parcial

A ’i”onlno(”lso_’”osl)
V=V, = k-1). (1.187)
= (rlnl (5o +kry)+ryny (s, + kny ))(rln1 (so+7)+7n, (s, +1 ))( )

De las ecuaciones (1.186) y (1.187) se obtienen las relaciones ente los estimadores de
Begg y Greenes y los estimadores por maxima verosimilitud. Suponiendo que

k, =k, =k, las diferencias entre ambos tipos de estimadores presentan las siguientes

propiedades:

8 K

. 1 l A A A A . A ~ A ~

a). Si S—>;—, entonces 7 <7p; y V>Vp Para k<l;y 7#>7my; y V<V, para
0 0

k>1.

. 8 8 A A g 5 & & B
b). Si S—<r—, entonces 7 >7y; Yy V<Vye Para k<l,y 7 <myz, y V>Vy para
0 0

k>l

; & B . o .

c). Si = =-1, los estimadores de Begg y Greenes coinciden con los estimadores
S, F
0 0

maximo verosimiles.

Begg y Greenes (1983) obtuvieron, aplicando el método delta, los estimadores de las

varianzas de los estimadores de la sensibilidad y de la especificidad:

@(ﬁ)z(ﬁ(l—ﬁ))z(”+ e ] (1.188)

%\r(o)z(o(l-&))z(”+ R L. ] (1.189)

nny n(s+n) r(s+r)

A partir del eorema 2 se obtienen las varianzas asintdticas de # y de v. Cuando
k =k, =1 las varianzas asintdticas de los estimadores de la sensibilidad y de la
especificidad vienen dados por las ecuaciones siguientes:

2
0033 —0p

lim, ,, nVar (%)= ( (1.190)

2 2
011033 — 013 ) (0'220'33 —O0xn ) - (0'120'33 —013033 ) (0-120'33 — 0130y

b §
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2
0,033, — 013

lim, ,, nVar (V)= (

2 2
01,033 _0'13)(0'220'33 —0'23)_(0'120'33 _013023)(012033 "0'130'23)

(1.191)

Sustituyendo 7, v, p, 4, y 4, por sus estimadores méaximo verosimiles en las

expresiones de o; se obtienen los estimadores consistentes de o; :

6., :nﬁ2(1+rlﬂ’ll/sl + 1+r0’110/50]

n 1y

6 :n(l_ﬁ)z(l'*'slin/rl +1+Soi10/’"oj

n n,

511=n(7%+0—1)2[ﬂ+1‘21o)+1 slezsoJr n+f°2
n, n, n D (l—p)
. RPRRY U A o
0'12=—np(1——p)[_nj'1_1.+ nﬂwJ
1 0
. 1-4,)(1-9) (1-4,)»
O, =—n ( ln) _( nO)
: 0

1.4.3. Ejemplo

Utilizando los datos del estudio de Drum y Christacopoulas (1972), aplicando las

|

(1.192)

ecuaciones (1.155) y (1.156) los estimadores de la sensibilidad y de la especificidad,

dependientes de &, y k,, son

7 (k) = :
U7 140,06 (32K, +231)/(54k, +27)

) 1
(kisko) = 1+ 1.15(k, (54K, +27))/(k, (324, +231))

respectivamente, y mediante las ecuaciones (1.170) y (1.171) los intervalos para los

estimadores de &, y k, son

0.57<k <172 , 0.16<k, <6.2
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De las ecuaciones (1.193) y (1.194) se deduce que para un valor fijo de k,, 7 (k. k) y
v(k;,k,) son funciones decrecientes de k, y para un valor fijo de k;, son funciones

crecientes de k,. Por tanto los intervalos para los estimadores son

1 1
0.68 < <7 (k,ky)< <0. .
1+17.16/(54k, +27) #(h. o) 1+14.95/(54k0+27)<095 e
y
0.37< 1 <V (k,ky)< ! <0.86. (1.197)
1+(54k, +27)/216.73 1+(54k, +27)/216.73

Los intervalos de confianza al 95% son, utilizando las ecuaciones las varianzas (1.188)
y (1.189) deducidas por Begg y Greenes (1983), son
7re(0.79,0.89) , ve(0.66,0.82), (1.198)

con 6(#)=0.024 y &(V)=0.039. Utilizando las ecuaciones (1.190) y (1.191) los

intervalos de confianza para la sensibilidad y la especificidad son respectivamente

7€(0.77,0.91) , v€(0.64,0.84), (1.199)

siendo 6(7%) =0.035 y 6(v)=0.049.
En este ejemplo puede observarse como los estimadores de los errores estandares
dados por Begg y Greenes son mas pequefios que los obtenidos por el método de

maxima verosimilitud.

1.5. Efecto del sesgo de verificacion en los valores predictivos

Cuando para la estimacion de los valores predictivos positivo y negativo se utilizan
solamente los pacientes con el estado de enfermedad verificado mediante un gold
estandar, los estimadores asi obtenidos se denominan estimadores simples. Zhou (1994)
estudio las propiedades de los estimadores simples de los valores predicitvos bajo la

presencia del sesgo de verificacion.

1.5.1. Propiedades de los estimadores simples
El valor predictivo positivo es la probabilidad condicional de que un paciente este
enfermo dado un resultado del test positivo y el valor predictivo negativo es la

probabilidad condicional de que un paciente esté sano dado un resultado del test
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negativo. Si se supone que el grupo de pacientes muestreado tiene la misma prevalencia
que el grupo de pacientes a los que se les ha aplicado el test, entonces, en términos de

probabilidad, los valores predictivos positivo y negativo son

vPP=P(D=1|T =1) (1.200)

VPN =P(D=0|T =0) (1.201)

respectivamente, y sus estimadores simples, obtenidos utilizando las frecuencias

observadas dadas en la tabla 1.11, son

VPP, =—1 (1.202)
S +h
y
VPN, =—2t (1.203)
A\ o+ %y

La siguiente proposicion da las medias y varianzas de los estimadores simples cuando

todos los sujetos no tienen verificado su estado de enfermedad.

Proposicion 1.1. (Zhou, 1994)

Las esperanzas de VPP, y de VPN, son

— k
E(vPP,)=VPP————, 1.204
( ) 1-(1-k )VPP WRg

— k
E(VPN,|=VPN b , 1.205
(PPN )= VPN —imyvew 2000

y sus varianzas aproximadas
Var(IﬁDTDS) g PtV PP —VEP) P (1.206)
(4,VPP+ 2, (1-VPP)) n,

Var(ﬁ’]\\/s) o eV PN (1-VEN) (1.207)

(AGVPN + 2o (1=VPN)) 1y

siendo k, =/, /Ay Y Ky =g/ Ao -
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Demostracion

Sean m,=s,+7, y m, =s,+r. Los datos (s, %, ) son una realizacién de una
distribucién ~ multinomial con  probabilidades A4, VPP, A, (1-VPP) vy
1- A4, VPP A, (1-VPP). Por las propiedades de la distribucion multinomial, la

distribucion de s, condicionado a m, es una binomial

s, |m, —93[ Ay PEE ),ml) (1.208)

4,VPP + A, (1-VPP

por tanto,

=Y _ml & ot 1 _ A, VPP
E(VPPS)—E(mlj E[ E(sllml)j e

i}

E A4V PP(1-VPP) = (1.210)
3 - .
m (ANVPP+ Ao (1- VPP))

Var(V/P7’s) = Var(E(ﬁ’T-’s ml))+E(Var(I7ﬁ’s

A o VPP(1-VPP)
m, (A, VPP + 2, (1- VPP))

: E(l/ml |mI > O),
donde m, es una variable aleatoria binomial con probabilidad A+ A (1-7,).

Mendenhall y Lehmann han demostrado que aproximadamente

1

E(lm |m >0)= . {20

(ifm | >0) n, (4,VPP+ Ay, (1-VPP)) S

y sustituyendo la expresion (1.211) en (1.210) se obtiene que la varianza (1.206)
= Ay VPP (1-VPP
Var (VPP.) ~ o JoV PP )3 .
(4,VPP+ Ay, (1-VPP)) n,
De forma similar se deduce la ecuacion (1.207).
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Proposicion 1.2. (Zhou, 1994)
Bajo la hipdtesis de independencia condicional, los estimadores simples de los

valores predictivos positivo y negativo son insesgados y sus varianzas son

__ 1-VPP
Var(VPPs)z%ﬂf/) (1.212)
mAy,
s 1-VPN
Var(VPNs)zVPN( /LV ), (1.213)
Ny

Demostracion

Bajo la hipétesis de independencia condicional se verifica que &, =k, =1 y por tanto
Ay =2y Y Ao = Ay » POT lo que operando en las expresiones (1.204), (1.205), (1.206) y

(1.207) se obtienen los estimadores simples son insesgados y que sus varianzas vienen

dadas por las ecuaciones (1.212) y (1.213).

Bajo la hipdtesis de independencia condicional A4, =P(V=1|T=1) y

Ao = P(V = 1|T = O) , por lo que los estimadores consistentes para A, y 4,, son

A, ST (1.214)
n,
y
g, =d (1.215)
n,

Sustituyendo los valores predictivos por sus estimadores simples dados por las
ecuaciones (1.202) y (1.203), y A, y 4, por sus estimadores dados por (1.214) y
(1.215), en las ecuaciones (1.212) y (1.213) se obtiene los estimadores consistentes de

las varianzas de los estimadores simples:

Sih

Var(VPPs) ~ Gy (1.216)
= (pn ) Soho
Var(VPNs) T (1.217)

Por tanto, los estimadores consistentes de las varianzas de los estimadores simples

solamente se pueden calcular utilizando los pacientes verificados.
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1.5.2. Estimadores maximo verosimiles de los valores predictivos

Como se ha visto anteriormente, si no se puede asumir la hipdtesis de independencia
condicional los estimadores simples son sesgados. Para estudiar la magnitud del sesgo
de estos estimadores cuando la hipétesis de independencia condicional no se puede
asumir, se emplea el método de maxima verosimilitud.

Los datos (s, %, ) Y (So» %> #) se pueden considerar como dos muestras

independientes de dos distribuciones multinomiales con probabilidades

(P(p=1v=1|T =1), P(D=0¥ =1|T =1), P(V =0|T =1))

(P(D=1V =1|T =0), P(D=0,V =1|T =0), P(Vr=0T=0)),
respectivamente. La funcién del logaritmo de la verosimilitud de la muestra

multinomial (s,,7,u,) es

Lt

h :lc)tg((ﬂ11[/1D1t,)sl (’L)l(l_l/})})))rl (I_A’HVPP_A’OI(I_VPP)) )=

(1.218)
s, log (4, V'PP)+1,1og( A, (1-VPP))+u, log(1- 4, VPP~ Ay, (1~ VPP)),
y la de la muestra multinomial (s,,7,%,) €s
[ = 10g((/lmVPN)'\” (Ao (1=VPN))" (1= AgVPN = gy (1- VPN))" ) = —

5108 (AoVPN )+ 1, 10g (Ao (1= VPN)) + 1y log (1~ AVPN = 2gq (1-VPN)).
Como el nimero de grados de libertad de /; y de /, son 2 solamente dos de los cuatro
parametros son estimables. Por tanto, si se supone que k, y k, son conocidos, entonces
los estimadores de los valores predictivos, obtenidos maximizando /; y [, respecto de

VPP 'y VPN son, respectivamente

VPP = — (1.220)
s, + 1k,
¥
V/i)]\vlnv:_ikg—. (1221)
roky + 8,
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La suposicion de que k =k,=1 es equivalente a la suposicion de que la
probabilidad de seleccionar un paciente para verificacion de la enfermedad depende
solo del resultado del test diagndstico, es decir,

k1=k0:1:>h=ﬂ=1:> P(V=1|D=1,T=1) _ P(V=1|D=1,T:O)
b ke P(V=1lD=0T=1) P(V=1]D=0,T=0)

=1 (1.222)

por lo que

Ay =y = P(V =1|D=1,T=1)=P(V =1|D=0,T =1)=P(¥ =1|T =1) (1.223)

o=y = P(V=1D=1,T=0)=P(V=1|D=0,T =0)=P(V =1|T =0)(1.224)

Por tanto, bajo la hipétesis de independencia condicional, los estimadores maximo
verosimiles coinciden con los estimadores simples.

Si k,=1=> A, =4, =4,, siendo A, la probabilidad de seleccionar para verificacion

un sujeto con resultado del test positivo, y su estimador méximo verosimil es

fer (1.225)

n
siendo n, =5, +7 +u,.
Si ky=1= A, = Ay = 4,, siendo A, la probabilidad de seleccionar para verificacion

un sujeto con resultado del test negativo, y su estimador maximo verosimil es

A (1.226)

o
con n, =8, +r,+u,.

Como los estimadores maximo verosimiles dependen de los valores que tomen %, y
k,, estos valores se pueden estimar a través de dichos estimadores. Supongase que de
los u, sujetos no verificados con resultado del test positivo s,, estin enfermos y 7,
estan sanos, y que de los u, sujetos no verificados con resultado del test negativo s,
estan enfermos y 7,, estan sanos, entonces los estimadores insesgados de &, y k, son

Sl(rl+ul_sl]) A _So(ro"'uo"slo)

k.= 1.227
(sl'*‘sn)rl e (So"'sxo)ro : )

-

58



Efecto del sesgo de verificacion en los valores predictivos

En la practica solamente se conoce que 0<s,, <u; y 0<s, <u,, por lo que se pueden
dar unos intervalos de los posibles valores de k, y k,:

S htu

<k < (1.228)
8+ 5
o < <Nt (1.229)
So +u0 4

De la ecuacion (1.220) se deduce que VPP, es una funcién decreciente de k, yde

(1.221) que VPNm es una funcién creciente de k, , por lo que utilizando las ecuaciones

(1.228) y (1.229) se obtienen unos intervalos para los estimadores méaximo verosimiles:

3 < VPP, <3 (1.230)
n n
5o < PPN,y <20 (1.231)

"y o
De la ecuacion (1.230) se deduce que cuanto més grande es la razén u,/n, , mas

susceptible es el estimador simple del valor predictivo positivo a alejarse de la hipotesis
de independencia condicional. De la misma forma, de (1.231) se deduce que cuanto mas

grande es la razén u,/n,, mas susceptible es el estimador simple del valor predictivo

negativo a alejarse de dicha hipotesis.

1.5.3. Ejemplo

Utilizando los datos del estudio de Drum y Christacopoulos (1972), los estimadores

simples de los valores predictivos, aplicando las ecuaciones (1.202) y (1.203), son
VPP, =0.88 y VPN, =0.67, (1.232)
sus correspondientes errores estandar estimados, calculados con las ecuaciones (1.212)

y (1.213), son
8(171-73_‘):0.02 y 8—(1/?7@:0.05, (1.233)

y los intervalos de confianza al 95% para los valores predictivos son respectivamente

VPP e(0.84, 0.92) y VPN (0.57, 0.77) (1.234)

Los estimadores maximo verosimiles de los valores predictivos, obtenidos utilizando

las ecuaciones (1.220) y (1.221), son
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231

——— rk, 54
oy T VPva k = e =
231432k, ° (k)

B Foky + S, B 54+27/k, ’

VPP (k) (1.235)

por las expresiones (1.228) y (1.229) los estimadores de k, y k, estan en los intervalos
0.57<k <172 y 0.16<k, <0.20 (1.236)
y por ultimo aplicando las ecuaciones (1.230) y (1.231) se obtienen los respectivos

intervalos para el estimador méaximo verosimil del valor predictivo positivo y del valor

predictivo negativo
0.81< VPPm (k)<0.93 y 0.24< VPN (k,)<0.93. (1.237)

En la Figura 1.6 se muestran como varian los estimadores méximo verosimiles de los

valores predictivos en funcién de valores razonables de k, y k,. Los dos graficos

muestran como el estimador simple del valor predictivo positivo es menos susceptible a
la hipétesis de independencia condicional que el estimador simple del valor predictivo
negativo. En el primer grafico se puede observar como el estimador simple del valor
predictivo positivo es razonablemente robusto frente a la falta de independencia
condicional. Sin embargo, en el segundo grafico se puede observar como el estimador

simple del valor predictivo negativo es susceptible a la falta de independencia

condicional
8] o
~— o il
A S =
£ o« "
7] o oL ©
o )
a &
e 2 e 8
& B
- p— o p—
T 3 3 3
a a
= e
% o % &
> >
QJ pu
o © =
06 08 10 12 14 16 0 1 2 3 4 5 6
k, ko
"""""""""" Estimador simple — Estimador maximo verosimil

Figura 1.6. Estimadores simples y MV de los valores predictivos.
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1.6. Aportacién: Efecto del sesgo de verificacion en la exactitud de un test

Begg y Greenes (1983) comprobaron empiricamente que los estimadores simples de
la exactitud de un test diagnéstico binario, medida por su sensibilidad y especificidad,
eran sesgados y desarrollaron un método para corregir este sesgo. En su estudio, Begg y
Greenes debieron suponer, cosa que no demostraron, que los estimadores obtenidos
mediante su método eran insesgados. Zhou (1993) dedujo los estimadores por maxima
verosimilitud de la sensibilidad y especificidad de un test diagndstico binario y
comprobé que bajo la hipétesis de independencia condicional los estimadores maximo
verosimiles coincidian con los deducidos por Begg y Greenes. Asimismo, Zhou (1994)
estudi6 el efecto del sesgo de verificacion en los valores predictivos positivo y negativo,
comprobando que bajo la hipétesis de independencia condicional los estimadores
simples de los valores predictivos son insesgados.

Hasta ahora, ningtin autor ha estudiado de forma explicita el efecto que tiene el sesgo
de verificacion en la exactitud de un test diagndstico binario. Este aspecto es importante
en el estudio de los tests diagnosticos binarios en presencia de verificacion parcial de la
enfermedad. Asi, el poder disponer de ecuaciones explicitas del tamafio del sesgo en la
estimacion de la sensibilidad y especificidad de un test binario es fundamental para
analizar el efecto que tiene el proceso de verificacion en la exactitud del test
diagnostico. En este apartado se va a estudiar la magnitud del sesgo de verificacion
cuando la sensibilidad y la especificidad se estiman utilizando solamente los individuos
verificados, obteniéndose las expresiones explicitas de sus respectivos sesgos. Para ello
se van a utilizar los resultados de los apartados 1.4 y 1.5, y se va a seguir un desarrollo

metodologico paralelo al de Zhou.

1.6.1. Estimadores simples de la sensibilidad y de la especificidad
La sensibilidad y la especificidad de un test diagnostico se pueden escribir, aplicando
el teorema de Bayes, en funcién de los valores predictivos positivo y negativo como:

pr VPP

=P|{T=1|D=1)= 1.238
V{4 ( | ) pT:]VPP+pT:O(1_VPN) ( )
v=P(T=0[D=0)= Prgh TN : (1.239)
pr=OVPN+p7.=| (1 —VPP)
respectivamente, siendo p,_, = P(T - 1) Y Proo = p(T - O) .
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Utilizando solamente los individuos verificados de la tabla 1.11, los estimadores

simples de la sensibilidad y de la especificidad son

#, = —2 (1.240)
S +n
Y
po=—lo (1.241)
5o+ 7,
Las ecuaciones (1.240) y (1.241) se pueden también escribir como
PYO . ). - (1.242)
i’sT:lVPRs +ﬁsT=0 (1_VPNS)
Y
v Pur=o VPN, (1.243)

o ﬁr:oﬁpﬁs +ﬁsT=l (l_ﬁ)ﬁ) ’

donde P, Y Pi_o =1- Py son los estimadores simples de P(T=1) y P(T=0),y

cuyas expresiones son

- 8: 15
Psr1 e — (1.244)
Sl +S0 +r| +7b

So 14 (1.245)

Pireo = .
’ S, +8y+n+7

La siguiente proposicion da las esperanzas de los estimadores simples de la
sensibilidad y de la especificidad de un test binario cuando todos los sujetos no tienen

verificado su estado de enfermedad.

Proposicion 1.3

Los estimadores simples de la sensibilidad y especificidad son sesgados, siendo sus

esperanzas
- (g = Ay )VPP + Ay ) prkiVPP/(1-(1- k) VPP)
E[”3]~ ((211—)“OI)VPP"I—AOI)pT:llePP ((Aoo_’llo)VPN'*'ﬂ'lo)(l—PT:l)ko(l—VPN) (1.246)
1-(1—k)VPP ! 1= (1—ky) VPN
y
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£[9,]= ((Ago = 4o )VPN + 2y ) (1= pri ) kVPN /(1= (1=K, )VPN) (1247)
) ((loo _A’IO)VPN_'_A’IO)(I— pr:l)koVPN g ((’111 AOI)VPP—FAOI)pT:lkl (1 - VPP)
1-(1-k,)VPN 1-(1-k,)VPP
respectivamente.
Demostracion

La demostracién de esta proposicién se basa en la aproximacion lineal de los
estimadores simples, en el efecto del sesgo de verificacion en los valores predictivos y
en propiedades de la distribucién multinomial. En primer lugar se va a obtener la
esperanza aproximada del estimador simple de la sensibilidad; la esperanza aproximada
del estimador simple de la especificidad se obtiene se forma analoga.

El estimador simple de la sensibilidad se puede escribir como una funcién lineal de

Pris @ y ﬁ’ﬁses decir,

. NN %4 o (&:5:8) ,
= /(080 &)+ (B —8)— (PR -¢.) ZZ e
AT af(fwé:za‘gs) ~1 .
N —& | ————=+0
(2. ‘) PN ();
siendo su aproximacion lineal
- NG | G F(655),
< S (880 8) (P =8) =2 +(PPP-£,) e
(V/Pﬁ_é)af(a,@,«;) |
* ) avPN,
donde la funcién f (¢, ,52,53) esta definida como
f(&.6,6)= 6152 (1.250)

5152 ( _51)(1—53)

y las derivadas parciales estan evaluadas en &, = Pau=E(Dgu) &= ﬁ’E =B (V/PE)

y &= ﬁ’ﬁs =k (V/PKR) . Tomando esperanzas en la ecuacion (1.249) se obtiene que

E[ﬁs]zf(§],§Z,§3)=f(E(ﬁsrzl),E(V/P?s),E(ﬁK)). (1.251)
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La esperanza de @ viene dada por la ecuacion (1.204) y la de V/P-]Vs por (1.205), por
lo que para determinar la esperanza aproximada de 7, es necesario calcular
previamente la esperanza de p,_; .

Si se denota por m, a s,+7, y por m, a s, +1r, el estimador p,_, dado por (1.244)

se puede escribir como

m

Dy = (1.252)

my+m,
Aplicando propiedades de la distribucion multinomial (Bishop et al, 1975), la
distribucién de (m,,m,) es una multinomial de probabilidades A, (1-7) p + AV (1-p)
y Aytp+Ag, (1-v)(1- p), y ademas la distribucién de m, condicionado a m, +m, es

Azt p+ 2 (1-v)(1-p) ]
Ao (1=7) p+Av (1= p)+ Ay p+ A (1-v)(1-p) )

(m, |m0+ml)~B(m0+ml;

Por tanto, la esperanza de p,_, es

E(ﬁsr=n)=E( - ]=E[ 1 E(m1|m0+ml)]=

m, +m, my +m,

E( Ay p + Ay, (1-v)(1—p) ]= (1.253)
Ao (1=7) p+ Av (1= p)+ Ay p + 2y (1-v)(1 - p)

AWED + Ay, (1_V)(1_p)
/110(1—7r)p+/100v(1—p)+l”7zp+/lm (1-v)(1-p)

Teniendo en cuenta que A,pz=2A,p, VPP, Z,(1-p)(1-v)=2y,p;,(1-VPP),

Aop(1=7)= Ao (1= pry )(1-VPN) 'y que AV (1= p)= Ay (1~ pr)VPN , la ecuacién
(1.253) se puede escribir en funcion de los valores predictivos como

E(3 _ ((’111_’101)VPP+/101)17T=1
(pstl)_ ((loo _ﬂqo)VPN*‘A’lo)(l"pT:l)"'((ﬂn _)‘OI)VPP-*')'OI)pT:l

Asimismo es interesante calcular la varianza de p;_,,

. (1.254)
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Var (P, ) = Var(E(j)sT:I |m0 +m, )) $ E(Var(f)sT:1 |m0 +m, )) =

(AP + A (1-v) (1= P)) (Ao (1=7) P+ Aoo¥ (1-P)) (1.255)
(Ao (1=7) p+ gy (1= ) + ip + Iy (1) (1= P))

E[ ! |mo+ml >Oj.
my +m,

Mendenhall y Lehman (1960) demostraron que

E[ : |m0+m,>0]z
m, +m,

1
n(ﬂ10 (1—7z)p+/100v(1—p)+ﬂ117fp+101 (l_v)(l“p))

por lo que sustituyendo (1.256) en (1.255) se obtienen la expresion de la varianza de

e (1.256)

psT:l ’

(/11 7rp+/101(1 V)( ))(110(1 ;z-)p+200V( p)) (1.257)
(&o(l_ﬂ)p‘*loov( - )+A117rp+/10](1—v)(1—p))3

Una vez que se ha calculada la esperanza de p,;,., , sustituyendo las ecuaciones (1.204),

Var (psT =1 )

(1.205) y (1.254) en la ecuacion (1.251) y operando se obtiene la expresion de la
esperanza aproximada del estimador simple de la sensibilidad.

La esperanza aproximada del estimador simple de la especificidad se calcula de

forma analoga a la de la sensibilidad. El desarrollo lineal de v, en términos de p._,

FPP y VPN, es

A A §I’§2’§3 5]’52’53
:g(§1a§2>é3)+(psrzl'§1)“—(a;3——) (VPP 52)—%#
(5”; " (1.258)
R
y su aproximacion lineal es
e
o (1.259)
(V/Pﬁ—g )ag(‘gl’é:z’g})
s 93 aﬁ;]\\/s s
siendo g(&,,&,,&,) una funcion definida como
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(1“51)53
(1—51)53"'51(1_62),

y estando las derivadas parciales evaluadas en & =p,  =E(p,,),

g(&:6,8)= (1.260)

& =I7PE=E (Iﬁ’z) y & =I7P5]7:=E (ﬁ’]\\’s) Tomando esperanza en la ecuacion
(1.259) se obtiene que
E[9,]~8(8:68) = 8(E(Prn). E(VPR ) E(PPN,)). (1.261)

Sustituyendo las ecuaciones (1.204), (1.205) y (1.254) en la ecuacion (1.261) y

operando se obtiene la esperanza aproximada del estimador simple de la especificidad.

Por otra parte es importante obtener las esperanzas de los estimadores simples bajo la
hipétesis de independencia condicional. La siguiente proposicion da las esperanzas de

los estimadores simples bajo la hipétesis de independencia condicional.

Proposicion 1.4
Bajo la hipétesis de independencia condicional los estimadores simples de la

sensibilidad y especificidad son sesgados, siendo sus esperanzas aproximadas

praVPP+(1-p,)(1-VPN)

7 (1.262)
pT:lVPP'*";(:(l—pT:l)(l_VPN)

E( As)zﬂ'

E(ﬁ )z y (l—pH)VPN+ P (l—VPP) . (1.263)

(1—pT=,)VPN+%‘—pT=I (1-VPP)
0

Demostracion

Bajo la hipétesis de independencia condicional se verifica que k =k, =1, lo que

implica que A, =4y =4 ¥ Ay =4, =4, y por tanto las ecuaciones (1.246) y (1.247)

se reducen a (1.262) y (1.263) respectivamente.
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La magnitud del sesgo del estimador simple de la sensibilidad, bajo la hipétesis de

independencia condicional, viene dado por la siguiente ecuacion

pT=1VPP+(1_Pr=|)(1_VPN) _
pT=1VPP+%(1 — pr)(1-VPN)

(1—pr=.)(1—VPN)(_12_ pHJ (1.264)

pT=lVPP+%(1 — p;. )(1-VPN)

Sesgo(#,)=n—E(#,)=n—m

3

y del estimador simple de la especificidad

Sesgo(V,)=v—-E(v,)sv-v (1- pr)VPN J;:DT=l (1-vPP) _
(1= pra VPN 5 pra (1-VPP)

pra(l- VPP)(% - ] (1.265)

1% 0 ‘

(1= pr)VPN +% Py (1-VPP)

0

Los estimadores de los sesgo de 7, y V,, sustituyendo en (1.264) y (1.265) los
parametros por sus estimadores, son
. — (A .
(]"‘P’/‘:\)(I—VPN)(ZO_]JT:])

Sesgo(7#,) =7 7 (1.266)
b, VPP + ZO(l ~bra)(1- VPN |

Bra(1- 17@)[%— - 1}
Sesgo(V,) =V i (1.267)
(1= Pyt )VPN + % Pr (1- VPP)

0

Por tanto, a partir de las ecuaciones (1.266) y (1.267) se pueden obtener las
estimaciones de los sesgos de los estimadores simples de la sensibilidad y de la
especificidad, mediante los estimadores de la sensibilidad y de la especificidad
corregidos por el sesgo de verificacion, los estimadores de los valores predictivos, los
estimadores de las probabilidades de verificacion y de las probabilidades de un

resultado positivo o negativo del test diagndstico.
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En las ecuaciones (1.262) y (1.263) puede observarse que si A, =4, entonces los

estimadores simples de la sensibilidad y especificidad son aproximadamente insesgados.

Este resultado da lugar a la siguiente proposicion.

Proposicion 1.5

Si bajo la hipétesis de independencia condicional se verifica que 4, =4, entonces los

estimadores simples de la sensibilidad y especificidad son aproximadamente insesgados,

es decir,
E(;% )zﬂ (1.268)

E(\9 )zv. (1.269)

El hecho de que bajo la hipdtesis de independencia condicional 4, = P(V = 1|T = O)

sea igual a A, = P(V =1|T =1) significa que la probabilidad de seleccionar un sujeto

para verificar su estado de enfermedad no depende ni de la enfermedad ni del resultado
del test, por tanto, la seleccion para verificacion es equiprobable para todos los
individuos en el sentido de que todos los individuos tienen la misma probabilidad de ser

seleccionados para verificar su estado de enfermedad. A efectos practicos la igualdad
A, =4, se traduce en que /iq = io , por lo que sustituyendo estos por sus expresiones
dadas por (1.225) y (1.226), y teniendo en cuenta que 7, =, +7 +u; yn, =S, +7 +,,

se obtiene que

(sorjro):(sl:rl):>(no—uo)nl=(nl—ul)n0, (1.270)
0 1

lo que implica que cuanto mis proximo sea n,—u, a n, 'y ny—u, a n,, Menores seran

los sesgos de los estimadores. Por tanto, cuanto menores sean las tasas de individuos no
verificados, tanto con test positivo como negativo, mas tenderan los estimadores simples
a ser insesgados como es logico. En el caso extremo de que no haya individuos no

verificados, el estudio se limita al anélisis de una tabla 2x2 como se vio en el apartado
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1 del Capitulo 1. Este resultado es también véalido si 4, y A, son aproximadamente

iguales.

1.6.2. Varianzas de los estimadores simples de la sensibilidad y de la

especificidad

Una vez deducidas las esperanzas de los estimadores simples, tanto en términos
generales como bajo la hipétesis de independencia condicional, es necesario obtener las
expresiones de sus varianzas en ambas situaciones. El calculo de las varianzas de los
estimadores simples se basa, al igual que el célculo de las esperanzas, en el desarrollo
lineal de los estimadores simples, en el efecto del sesgo de verificacion en los valores
predictivos y en propiedades de la distribucién multinomial.

En primer lugar se va a determinar la expresion de la varianza del estimador simple

de 1a sensibilidad. Tomando varianzas en la ecuacion (1.249) se obtiene

Var(#,)= (g(—?ﬁélj Var (P )+ (ﬂ;%f—%@] Var (@) +
Pst=1 S

s

R

dVPN,
AR LAGCE IR PN (1.271)
Py OVPF, ‘
NCAGHRSY 8f(§ljfz\,§3)c(w(f,ﬂ:“ﬁoﬁs)+
ODyro1 OVPN,
Y (68b) ¥ Ebds) o i7pp, v, ),
oVPP, OVPN,

donde las derivadas parciales estdn evaluadas en & = B s =B f’sm),

&, =VPP zE(V/PE> y & = VPN, :E(ﬁ’]\\h), y f(&.5,,¢) la funcién definida en
(1.250). Por otra parte la covarianza entre los estimadores simples de los valores

predicitvos es cero, Cov(@,@)zo, ya que ambos estimadores son

independientes, pues IZDE se calcula a partir de la muestra (s,, g u]) y m a partir
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de (s,, %> Uy), siendo ambas dos muestras independientes de dos distribuciones

multinomiales con probabilidades

(P(v =1,D=1|T=1), P(¥ =1,D=0|T =1), P(V =0|T =1))

(P(r =1,D=1|T=0), P(V =1,D=0|T =0), P(v =0|T =0)),

respectivamente. Por tanto la ecuacion (1.271) queda como

Var(ﬁs) ~ (i(%ﬁ] Var(f)sr=1 ) o [@_‘%%f%’_é)J Var(ﬁ’?s) L

[——————af(gl/’(’tz\’é ) jz Var (ﬁﬁs ) +

BN, (1.272)

RAGEAILACH T P P N
D1 OVPP,

26f(§1:§2553)af(élagz’é:ii)
aﬁsT:l aV/P-]VS

COV(i’sT:l’V/P]Vs)'

Las derivadas parciales involucradas en la ecuacion (1.272) son:

7 (6tt) E(veE )1~ 5(7EN )

P ( E(pyru) E(PPB) +(1~ E(pyr ))(1—5(@)))2 e

¥ = 1.273
([(j‘”—&O)VPN"'AO:I(I“PT:J‘*'[(AH_AOI)VPP_"AN:IPT:') 1—(1]Cl—l/]lﬁ)§’VPPl—(ll—z))NVPN ( )

([(ﬂoo _AIO)VPN+210:|(1—pT=I)(1_WN) +|:(A|1 'ﬂm)VPP""Zm:IPT:llePjZ
1-(1-k,)VPN 1-(1-k)VPP

o (&,5.5) E (b (1=E(p,r2))(1-£(7PN, )

aﬁ)Fs (E(lasm)E(@)-'_(I_E(ﬁST:l))(I—E(ﬁ)ﬁs)))2

1—-VPN (1.274)
[(’100 _AO)VPN‘FAO:I(l_pH)[(ﬂ“ _%')VPP+%JPT=1 1‘(1_k0)VPN

[(}‘00_AO)VPN'*')‘10](1—177=1)(1_VPN) [(/111_’101)VPP+101:IPT=|k1VPP 2
1-(1-k,)VPN ’ 1-(1-k,)VPP
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5f(§1/,ez§3) _ E(pry (1~ E(Dura ))E(ﬁ’ﬁ) _
VPN, (E(AT:l)E(V/PE)wL(l—E(ﬁsT:l))(l—-E(ﬁ;ﬁs)))z

k,VPP (1.275
[(ao =20 )VPN + 1o J(1= pra ) (B = 2o VPP + Ao e 1= |

[[(ﬂm _A"O)VPN-'_A"O](I"pT=l)(1—VPN) + I:(’ln _A’OI)VPP-*_A‘OI:IPT:IlePPJZ .
1-(1-k)VPN 1-(1=k)VPP

——

Por otra parte también hay que determinar la covarianza entre p,, y VPE,,y entre
P ¥ VPN, . La covarianza entre p_, y VPP, , en términos de esperanzas, €s

Cov(ﬁshlsﬁ)Fs) N E(ﬁsT:lV/-PFs)_E(f’sTﬂ )E(V/PE) ) (1.276)
donde E (V/PE) viene dada por la ecuacién (1.204), E ( ﬁsr:l) por (1.254) y

E ( B @) es desconocida. Como

S A}
' S Ty (1.277)
S1+I’1+S0+VO s1+m]

i)stl @ =

utilizando propiedades de la distribucién multinomial (Bishop et al, 1975), (s],ml) se
distribuye segin una distribucion multinomial con probabilidades A, 7p 'y

Jho (1=7) p+ Aggv (1= p)+ 2, (1-v) (1~ p) , y ademis

A pr
s |s, +m, )~ B| s, +m,, ! . (1.278)
( ll ] ]) [ S ﬂﬂﬂp+ﬂm(1—7r)p+ﬂoov(1—p)+/101(l—v)(l—p)]
Por tanto,
E(ﬁsr:lV/j-DE):E( al J:E( : E(slisl+ml)]:
s, +m, s, +m,
AP
= (1.279)
ﬂﬂnp+210(l—7z)p+loov(l—p)+/101(l—v)(l—p)
A PraVPP '
[(/’{00—&O)VPN_*_ﬂ’lOil(l_pT:I)—F[(ﬂ’ll _AOI)VPP+2“0|:|pT:1
Finalmente la covarianza entre p_ y IE’F\ es
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COV(ﬁsT:l > ﬁ’E) =

(/111 _)VOIkl)VPP(l—VPP) Pr= (h2BL)
([(;{00 —AO)VPN_’_}'IO](l_pT:l)_'_I:(ﬂ’H _ﬂ'ox)VPP"'/lox]PT:])(1_(1“k1)VPP)
La covarianza entre p.,_, y V/P]Vs se calcula de forma analoga. Se tiene que
Cov( By, PPN, ) = cov((l—psrzl),(l—ﬁﬁ)) -
(1.281)

E((l—ﬁsr=1)(1—@))+E(ﬁsT:l)+E(@)‘E(ﬁsr=x)E(ﬁ3}Vs)_l,

siendo todas las esperanzas conocidas salvo E ((l = D )(1 - ﬁ’i)) . Se tiene que

(1= B ) (1- VPN, ) = —2— = —2—, (1.282)
Sy t+1+8 +1 Sy, +m,

por lo que aplicando de nuevo las mismas propiedades de la distribucién multinomial se

obtiene que la distribucién de (sy,m,) es una multinomial de probabilidades
Aho(1=7)p y Av(1=p)+ 2y (1-v)(1-p)+ 4wp, y que la distribucién de s,

condicionado a s, +m, €s

_ ’110(1'”)
(s0|so+m0) B[so+m0,ﬂ1 (1 7z)p+/100v( )+3«01(1 v)( )+A17rp] (1.283)
Entonces
A e 3 1
E((l_pST=])(1—VPNS)):E[soj-mo]:E(so+m0E(SO|SO+mO)]=
Ao (1-7) P = (1.284)

Ao (1=7) p+ Agov (1= p)+ Ay, (1-v) (1= )+/117zp

/110(1 VPN)(I pTl)
I:( 00 A'IO)VPN-'_AIOJ pTl +|: Ay~ 01 VPP'*'/lox]prl

Finalmente, sustituyendo las ecuaciones (1.205), (1.254) y (1.284) en (1.281), y

operando, se obtiene que
Cov([‘)s,:l g Iﬁ’ﬁs) =

(1= 27 ) (oo = aoks ) VPN + oo = 4o )VPN (1.285)

([(Aoo = Ao ) VPN + g J(1= Prt )+ [ (A — A0t )VPP+ A0y | Pra )(1= (1=K, ) VPN )
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Una vez realizados todos los calculos intermedios ya se puede obtener la expresion
de la varianza del estimador simple de la sensibilidad. El primer término de la ecuacion
(1.272) es, utilizando las expresiones (1.257) y (1.273),

o (£.5.8)Y , »
(__f (gpf 5 )] Var(poa) =

[(/100 _ﬂ’IO)VPN-’-/’LlO:l(l—pT:l)I:(}"H '/Im)VPP'*"lm]pT:l "
n(1-(1-k )VPP)’ (1~ (1-k,)VPN)’ (1.286)
([(Ao0 = Ao )VPN + 2, ] (1~ Pra)+[ (A = A0 )VPP+ Ay | prey JVPPRE (1= VPN’

[[(,100 = 200 )VPN + 230 (1= pr)(1=VPN) | (A1 = Aot ) VPP + lm]pT:llePPT
1-(1-k,)VPN 1-(1-k,)VPP

]

el segundo término, mediante (1.206) y (1.274), es

[g_(f_iﬁ] Var(7PF) ~
oVPP.

Ao VPP(1-VPP)(1-VPN) p2. (1- pr,)° §
n, (1= (1= % )VPNY’ (4, VPP + 2, (1-VPP)) (1.287)

[()'OO_A’I())VPN+X10]2 [(/111 "101)VP‘D+101]2

[(Za0 — oo VPN + A J(1= pr)J(A=VPN) [(Ay = A )VPP+ 20, | Py, VPP v
1—(1—k,)VPN ! 1—(1—k)VPP

el tercer término, teniendo en cuenta (1.207) y (1.275), es

[ﬂé_i_f_)J Var VP, =
OVPN

hoAoVPN(1-VPN) p* (1= pp, ) VPP*k?
- X
o (AoVPN + Aoy (1-VPN))’ (1.288)

[(Z0 = Aho )VPN 20 ] (A = WPP+ 2, |

4 2
[(/100 — A )VPN + 210](1 ~ pr )(1-VPN) N [(/1,, — Ao JVPP+ Ay, ] py_k VPP
|- (1~k,)VPN 1-(1-k,)VPP

el cuarto término, multiplicando las expresiones(1.273), (1.274) y (1.280), es
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zaf(fpgzﬁé) af(‘fl;_gﬁé) COV(ﬁsTﬂsﬁ)FS) ~

af’;r:l 8VPR
([(100 /’Llo)VPN'*"llo](l PT— +[ 2’01 VPP"'ﬂm]pr 1)
(Ay = Aoik, ) (1= Py ) P2 VPP (1-VPP)(1-VPN)' k; . (1.289)

(1-(1-k)VPN) (1-(1~k )VPP)

[(Chn = Ao VPN + Aoy [ (s = JVPP + oy
([(%—AO)VPN%]( —prz,)<1—VPN)+[(a, —@)VPPmm]prﬂk,VPPJ“

—(1-k,)VPN 1-(1-k,)VPP
y finalmente el ultimo término de la ecuacién (1.272), multiplicando las expresiones
(1.273), (1.275) y (1.285), es
LU (6:60:6) ¥ (81:6:,6)
OPor-1 OVPN,
2([(}‘00_’110)VPN+/110]( — DPr- 1 +|: 01)VPP+’101]pT 1)

(VPN(A’OO _ﬂ'wko)"'/lloko _%o)pr=1(1”pr=1)2 VPPZk;Z (I—VPN)VPN s¢
(1-(1-k)VPNY (1-(1-k,)VPP)’

[(ao = A0 )VPN + Ay ][ (A = Aoy )VPP + 2, |

[[(/100 — 2o )VPN + 4, (1= proy )(1-VPN) . [(,11l —ﬂ.m)VPP+lOl]pT=1k1VPP]“ '
—(1-k,)VPN 1-(1-k,)VPP

Cov(f)ﬂ:] ,ﬁﬁs) ~

(1.290)

Una vez realizados estos calculos, la varianza del estimador simple de la sensibilidad se
obtienen sumando las expresiones (1.286) a (1.290). La varianza del estimador simple
de la especificidad se obtiene siguiendo los mismos pasos anteriores.

Una vez deducidas las expresiones de las varianzas de los estimadores simples de la
exactitud del test diagnostico es necesario obtener dichas expresiones bajo la hipétesis
de independencia condicional. La siguiente proposicién da las varianzas de estos

estimadores simples bajo la hipétesis de independencia condicional.
Proposicion 1.6

Bajo la hipétesis de independencia condicional las varianzas de los estimadores

simples de la sensibilidad y de la especificidad son

74



Efecto del sesgo de verificacion en la exactitud de un test

AygAgiPri (1= Pry )VPP(1-VPN)
(/101PT=1VPP+’110 (l_pr=1)(1"VPN))4

[ﬂqopkl (1_pr=1)(1”VPP)(1_VPN) 3 }“01VPP(1'pT=1)pT=1VPN+ (1.291)
n, "y

Var(7,) =

(1=VPN)VPP( Ay (1= prey) + Aoy pT=1)J

n
¥
Var(ﬁs) ” AioAo1Proy (l—pr=1)VPN(1_VPP) %
(AP (1=VPP)+ Ay (1- pra)VPN)
(/LOVPP(I — Py ) PraVPN . Ao (1= pray ) Pro (1- VPP)(1- VPN) . (1292)
n, n,
(1=VPPYVPN (Ao (1= Pray) + AnPrer)

n

respectivamente.

Demostracion

Bajo la hipétesis de independencia condicional se verifica que k&, = k, =1y por tanto
Ay =2, Y Ao = Ao, Por lo que teniendo en cuenta estas igualdades en las expresiones

de (1.286) a (1.290), se obtienen la ecuacion (1.291). La expresion (1.292) se obtiene de

forma analoga.

Anteriormente se ha demostrado que cuando el proceso de seleccion para
verificacion no depende ni del estado de enfermedad ni del resultado del tes diagnostico,
los estimadores simples de la sensibilidad y de la especificidad son aproximadamente

insesgados. En esta situacion  sus correspondientes  varianzas, haciendo

Aoy = Aoy = Ay = Ayp = A en (1.291) y (1.292), son

i
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pT:l(l_pT=l)VPP(1—VPN)
A(prVPP+(1=p.,)(1-VPN))’

Var(#,)~

(1.293)

(pm (1- p;,)(1-VPP)(1-VPN) . vPP(1- p;_,) pr VPN .\
n ny

(l—VPN)VPPJ

Proi (1= proy )VPN (1-VPP) y
4
A(pro(1-VPP)+(1-p;,)VPN)

Var(v,) =~

(VPP(l_pTﬂ)pT:lVPN+(l_pT=l)pT=l(I_VPP)(l_VPN)+ (1294)
n, ny,

(1-vPP) VPNJ.

Sus respectivos estimadores son

—_—

b (1= p,, )VPP(1-VPN
Var(;%s)z ! l( A l) ( )

X

31 7PP+(1- ) (1- VPN

[ﬁm (1—137=|)(1_VPP)(1—VPN) o 17/1’7’(1—13T=x)13r=1[7ﬁv N (1.295)

n, ny

(1—@7\/)1@

n
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e Bru (1= pr.i) VPN (1-VPP)
Var(v,)= — e
,1( Byt (1-VPP)+(1- .y VPN)

Vﬁ’““ﬁr:l)ﬁhlﬁv i (1_137:1):5&1 (1 _ﬁ))(l_ V/P]\V)

n n

+ (1.296)

(1—1@70)17137\/

n

donde el estimador de la probabilidad de seleccionar un sujeto para verificar es

> (s;+7)- (1.297)

1
i,j=0

i=1
n

A continuacion se dan unos resultados relativos a las covarianzas entre los
estimadores simples de los valores predictivos y la probabilidad de que el test

diagnostico sea positivo o negativo, bajo la hipétesis de independencia condicional.

1.6.3. Ejemplo
Bajo la hipdtesis de independencia condicional, aplicando las ecuaciones (1.155) a
(1.159) a los datos de la tabla 1.10, estudio de Drum y Christacopoulas (1972), se
obtienen los estimadores de 7, v, p, 4, y 4, respectivamente:
7=084 , v=0.74 , p=0.6930,
r @ P 5 (1.298)
A=A, =2,=06131 , 4, =4, =4, =0.613],

los estimadores de los valores predictivos positivo y negativo, aplicando el teorema de

Bayes, son
VPP =0.8794 y VPN =0.6720, (1.299)

y el estimador de un resultado positivo del test diagnostico es
Py = % =0.66 y pyo=1-p;, =034, (1.300)

Aplicando las ecuaciones (1.266) y (1.267) se obtienen las estimaciones de los sesgos de

los estimadores simples de la sensibilidad y de la especificidad,

Sesgo(#,)~—0.06 y Sesgo(v,)=0.11. (1.301)

17
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Estos resultados coinciden con los dados por Begg y Greenes (1983), por tanto las
ecuaciones (1.266) y (1.267) permiten estimar el tamafio de los sesgos de los

estimadores simples de la sensibilidad y de la especificidad.

1.6.4. Conclusiones

Como se ha comentado anteriormente en el estudio de los tests diagndsticos binarios
en presencia de verificacion parcial de la enfermedad es fundamental analizar el efecto
que tiene el sesgo de verificacion en la exactitud, medida por su sensibilidad y
especificidad, del test binario. En esta primera aportacion se ha comprobado que los
estimadores simples de la sensibilidad y especificidad de un test binario son sesgados
tanto en términos generales como bajo la hipdtesis de independencia condicional,
obteniéndose las expresiones explicitas de sus sesgos. Asi, las expresiones (1.266) y
(1.267) deducidas en esta aportacién permiten estimar el tamafio del sesgo, bajo la
hipétesis de independencia condicional, cuando la sensibilidad y especificidad del test
se estiman utilizando unicamente los sujetos verificados. También se ha demostrado que
bajo esta hipétesis de independencia condicional si la probabilidad de seleccionar un
sujeto con resultado positivo del test es igual a la probabilidad de seleccionar un sujeto
con resultado negativo, los estimadores simples de la sensibilidad y de la especificidad
son aproximadamente insesgados, interpretandose esta igualdad de probabilidades como
que la probabilidad de seleccionar un paciente no depende ni del gold estandar ni del
test diagndstico. Este resultado es muy interesante ya que cuando el proceso de
verificacién es independiente del estado de enfermedad y del test diagnostico, los

estimadores simples de la exactitud del test diagndsticos son aproximadamente

insesgados.
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Comparacion de parametros de dos tests binarios en

presencia del sesgo de verificacion

2.0. Introduccion

La comparacion de la exactitud de dos tests diagndsticos es uno de los problemas
mas importantes que se plantean en el estudio de los métodos de diagnédstico. Cuando el
resultado de cada test diagndstico es binario, su exactitud es generalmente medida por
su sensibilidad y especificidad. En la primera seccion del Capitulo 1 se han definido
parametros de interés de un test diagndstico binario, todos ellos en términos de su
sensibilidad y especificidad, y se han deducido los contrastes de hipotesis para comparar
la igualdad de algunos de estos parametros de dos tests diagndsticos binarios. En este
Capitulo se van a deducir unos contrastes de hipdtesis para comparar pardmetros de dos
tests binarios en presencia del sesgo de verificacion bajo dos métodos de muestreo
diferentes. En primer lugar se van a deducir los contrastes de hipdtesis cuando los dos
tests diagnosticos se aplican a una muestra aleatoria, y en segundo lugar cuando los dos
tests diagnosticos se aplican a dos muestras independientes. Dichos contrastes se van a
obtener para comparar los valores predictivos positivos y negativos, las razones de

verosimilitudes, las odds a posteriori, los riesgos de error y los estadisticos kappa de los
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riesgos de error. Asimismo se han realizado estudios de simulacion para estudiar los

comportamientos asintoticos de dichos tests.

2.1. Comparaciones con una muestra aleatoria

A continuacién se van a obtener los contrastes de hipétesis para comparar distintos

parametros de dos tests diagndsticos binarios con una muestra aleatoria en presencia de

verificacion parcial de la enfermedad.

2.1.1. Comparacién de la exactitud de dos tests diagndsticos

Zhou (1998) dedujo unos contrastes de hipétesis para comparar las sensibilidades y
las especificidades de dos tests diagnésticos binarios en presencia del sesgo de
verificacién tanto sin la presencia de covariables como con ella. A continuacion se

ddesarrolla los contrastes de hipotesis para comparar la exactitud de dos tests

diagnésticos sin covariables.

2.1.1.1. Comparacién de la exactitud de dos tests diagnosticos sin covariables
Si se considera una muestra aleatoria de »n pacientes sobre los que se desea investigar

la presencia o ausencia de una determinada enfermedad. Para cada paciente sean T} y

T, dos variables aleatorias que representan los resultados de dos tests diagnosticos

binarios respectivamente, tales que T —1 cuando el resultado del test es positivo y

T, =0 cuando es negativo, para k=1,2. Sean Dy v dos variables aleatorias que

representan el verdadero estado de enfermedad y la verificacion de la enfermedad para

cada paciente, tales que D =1 cuando el paciente estd enfermo y D = 0 cuando estd

sano, ¥ =1 cuando el paciente ha sido verificado y ¥ =0 cuando el paciente no ha sido

verificado. Se supone que la probabilidad de seleccionar a un paciente para verificacion

depende solamente de los resultados de los dos tests y no del estado de enfermedad, es

decir

P(V|5,,1,,D)=P(V|F.T;) 2.1)
Si un paciente con resultado del test no ha sido verificado, este sujeto puede ser
considerado como un valor faltante del verdadero estado de enfermedad, por lo que la

metodologia de datos faltantes se pueden utilizar para fratar el problema del sesgo de
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verificacién. Como los dos tests diagndsticos son aplicados a todos los pacientes, la
igualdad anterior es equivalente a la suposicién de faltante aleatorio (MAR) en el
mecanismo de datos faltantes propuesto por Rubin (1976). Un modelo tal que la
probabilidad de verificacién no depende del estado de enfermedad se denomina modelo

ignorable, en caso contrario se denomina modelo no ignorable.

2.1.1.1.1. Estimadores maximo verosimiles de la sensibilidad y de Ia
especificidad

La aplicacién de los dos tests a los # pacientes da lugar a la tabla 2.1. Sean 7, y v,

la sensibilidad y la especificidad del test k, £ =1,2. Sean las probabilidades

8, =P[D=1ll, =L, = f) (2.2)

= PG =15 =], (2.3)

con i,j=0,1,y tal que 7, =1—=19 =1 = 1> 9:(900,901,910,6?”) Y 77:(7700’7701s77x0)-

I, =1 I, =0
=1 I;=0 I,=1 T,=0
Fe=l
D=l &y 519 So1 S00
D=0 By oy Yo Too
V=0 u,, Uy Uy Ugg
Total n Flyg g, Mgo

11

Tabla 2.1. Frecuencias observadas al aplicar dos tests a una muestra en presencia de

verificacidn parcial.

Entonces, las sensibilidades de los dos tests se pueden expresar como

1

7=>.6,m,/p (2.4)

j=0
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Z KD

y las correspondientes especificidades como

=Zl:(1—00j)770j/(1—p)

J=0

:i(l—é’io)mo/(l—p),

i=0

siendo

1
i Z 0,11

i,j=0

la prevalencia de la enfermedad.

(2.5)

(2.6)

2.7)

(2.8)

Bajo la suposicién de que el mecanismo de datos faltantes es MAR, se puede realizar

una inferencia por maxima verosimilitud. Para los n

D, los valores de T;,

verosimilitud basada en los n pacientes es

=;10g{ T“,T D} ZIOg{ T“,Tz,}
;log{P( Lios )} ZIOg{ iy }

Y {s,logd, +r,log(1-6,)} + 3" n, logn,,

i,j=0 i,j=0

donde Z denota la sumatoria para todos los casos en los que V. =1.Sean
V=1

1(0)= i{s log(H )+r log(l 0. )}

i,j=0

1
= nylog(;),

i,j=0
entonces la expresion (2.9) es la suma de las funciones (2.10) y (2.11):

1(9,77)=ll (9)+lz(77).
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sujetos de la muestra, sean T}, Ty

T, y D parael i-ésimo paciente. La funcién del logaritmo de la

(2.9)

(2.10)

2.11)

(2.12)
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Como los parametros € y 1 son distintos, y /; y , son las funciones del logaritmo de

la verosimilitud de distribuciones multinomiales, maximizando (2.10) respecto de & y

(2.11) respecto de 77, los estimadores maximo verosimiles de € y 7 son

~ Si'
6, =—" (2.13)
Sij +I’,.1
y
A ni'
fy =— (2.14)
n

respectivamente. La matriz de informacién de Fisher de ( 0, 77) es

diag{1,(0),1,(n)}, (2.15)
siendo 7,(0) y I,(n) las matrices de informacién de Fisher de las funciones del

logaritmo de la verosimilitud /() y I,(n7) respectivamente. De acuerdo con el

teorema de Birch (1964) sobre propiedades asintdticas de los estimadores maximo

verosimiles de una distribucién multinomial, si €, >0 y 1, >0, las distribuciones de

@ y 7 son asintéticamente normales.

Sustituyendo las expresiones (2.13) y (2.14) en las ecuaciones (2.4), (2.5), (2.6) y

(2.7) se obtienen los estimadores méximo verosimiles de la sensibilidad y especificidad

de 7)1
1
S A
Z nl/
s =05 TH;
A R B (2.16)
1 il S
=0 S; T 1
¥
%,
T d=8 no‘/
A j=0T0; TS0
e e, (2.17)
' i
— n;
i,j:o ’U " S’J
yde T, :
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1
A i . ”" (2.18)

2
1 Sij

L bl

i,j=0 2 i

i0
o by e
5 =it S0 (2.19)

:
Z L

i,j=0 Y;-j +S,‘j

Asimismo, el estimador de la prevalencia, sustituyendo (2.13) y (2.14) en (2.8), es

. 1< i
p:—Zn L (2.20)
n; Sl.j.-!-l”ij

Como 7, y v, son funciones de 8 y 77, la matriz de varianzas y covarianzas de 7, y
#,,y de v, y V,, se puede obtener aplicando el método delta (Agresti, 1990). La matriz

de informacién de Fisher 7, (9) , de dimension 4x 4, definida por

_on() 2.21)
06,00, '
€S
B . B . 2 en s
L4 i=i,]j=]
L(0)=16 (1-9,) : (2.22)
0 dgzi,jzJ

y su inversa, al ser una matriz diagonal, viene dada por

‘902' (1_917)2

I;'(0)=diag (2.23)
| S (1—69')2 +7,0;
siendo su estimacion
N 5.7
! (9) = ditgd——t (2.24)
(s+7)
La matriz de informacién de Fisher 7, (77), de dimensién 3x3, definida por
ol

___2_(17..)_ (2.25)

on,On,
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es
My Wy
" 77§+’7121 SEIMEF AR IETI8) -
s A )= , .
T izioj# (6, 7) = (L1).(1 ) #(L1)
L7711
que se puede expresar como
n. M, N n '
L(n :diag(ﬂ,—ﬂ,ﬂjnt—’—l LL1) (LL1). (2.27)
:(7) i Moy o 7731( ) (LLD)

Para calcular la inversa de 7, (77) se requiere el siguiente lema (Zhou, 1998):

Lema 2.1

{@g@wﬂ%pw@m@quwq:@@wﬁmﬁﬂ_
+(afl,...,a;])' (al"l,...,a;l).

b —i»Z:a,’1

i=1

(2.28)

Aplicando este lema la matriz inversa de 7, (77) es

2 L2 1222'222
gquugg_zgwﬂg@@m (2:39)

1 b ] b
Moy To1 Tho an Moy Tor Tho ) \ Moo M1 Tho
i,j=0 1
y su estimacion
By My N 1 '
15\ — g 00 Mo Mo
I (n)—dzag( 2t gt J"}?(”oo’nov”lo) (”om”m’”lo)- (2.30)

Una vez obtenidas las matrices inversas de ,(8) y 1,(n7), aplicando el método delta

(Agresti, 1990), la matriz de varianzas y covarianzas de 7z, y 7, €s

f !

(7 my) oy O(mmy)  O(mumy) )\ O(msmy)
——=2 7 (6 I/ e 2.31
G v ke ) )
Las derivadas parciales de 7, y 7, respecto de & y n son:
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or, - m  Om =y 1, on, :_911+7r,(90j—011) il
06y, Yp 06, Yop T omy p ’ ’
B =By {1 _
67[1 :( 10 ll)( 7751) ’ 571'2 2—77,'0'@ , 6712 =7, 1 T, , i=0,1 (232)
Ohyo p 06, p 06,
oz, :_011'*'772(91'0‘911) i=0.1 or, =(t901—9“)(1—7r1)
577,-0 p aﬂm p

Sustituyendo las derivadas parciales (2.32) en (2.31), y operando, el elemento (k1 ),
k,l=1,2, de la matriz de varianzas y covarianzas €s

=3 6;(1-6,) om om < M om0
kK e
(1—49,-j )2 +V,»j9; 86, 00,  (i.j=0 1y Oy ony

i,j=0 8,

1 [ Z ﬁank][ z ﬁaz,]
—t o LW
Z‘: 5 LS g 07y )\ it 1y O

1,j=0 My

(2.33)

La matriz de varianzas y covarianzas de 7, y 7, se obtiene sustituyendo 7; por 7T, 0

por O y 17 por A en la expresion (2.31), siendo el elemento (k,1) de dicha matriz

A

ret A
L 6(1-9,)  as, 02, fy o, o7,
Ou= g ———— =t R AR

=0 5, (1—0 ) +1,6; 00, 06, ()= My 071 9Ty

i

1 ( 5 ’7_5_5&}( 5 Qf__a_;_z,_]
A2 N A ]
i My \ (.9)=01) Ty o1y N\ @ hetn 1y Oy

ij=0 T

(2.34)

siendo las derivadas parciales de 7, y de 7, respecto de Oyh:
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on, :_f(_’iil_ on, =ﬁl—7i'I
06, np 06, n p
Si ] So; Su
1
on, _ Nt So; Thy;  Snth 7=0,1
8770] f)
S1o Sy A
[ - (1-#,)
on, _ S the Sy th
0o p
(2.35)
87%2____71;0_7?_2 o#, ny,1-17, _——
A ~ v A ) Sy
06, np 06, n p
Si +7?2[ Sio S j
orn, _ Syt Sotho Suth i=0.1
ol p
So1 S A
( - (l—ﬂ")
on, Sop 71 Suth
A 3 b
Ol P
s
o1& s,
p==> —T—n, (2.36)
ij
n,j___osl-j'i'r;:,

el estimador maximo verosimil de la prevalencia de la enfermedad.

De forma anéloga, la matriz de varianzas y covarianzas de v, y v, €s

’

8(V1,V2) [l—l(e)a(vxsvz)+a(vlavz) I;'(n)a(v”VZ). (2.37)
06 00 on on
Las derivadas parciales de v, y v, respecto de 6 y 77 son:
ov, =n 12 ov, S 1-v, ov, =1_901_(911—00j)‘/1 =01
86, V1-p ' 86, 1l-p = om, 1-p S
ov 1%
5771 z_(elx"‘glo)l—_i;
v (2.38)
8v2_77 v, ov, - 1-v, @v, 1-8,-(8, 60 )V, .
26, 'l1-p 86, 1-p  0m 1-p T
ov 1%
—+= ( 11 11) =
0oy I-p
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Realizando las operaciones matriciales, el elemento (k,1), k,1=1,2, de dicha matriz es
2 2
o Zl: g; (1—9,;-) ov, ov, 1 U_;Gvk v,
K~
(1—9,7 )2 4102 06; 06, iy 01, 01y

1=0 8y i

1 { Z Zf_ aVk }( z _7_72 av, )
5 —L —L .
Z‘: 7y .0 My Oy )\ @0 Ty ony

i,J=0 Ty

(2.39)

La matriz de varianzas y covarianzas de v, y v, , sustituyendo los parametros v;, V,, 0

y 1 por sus estimadores es

2012) o ()20a) 0] a2
20 o0 on on
y operando matricialmente, su elemento (k,l ), k,l=12,es
= A N2
o 60-6) ov0n, v o000
K Lj=0 s, (1—91'1' )2 +ry‘égz' aei/‘ aeij (0)=(11) Ty aﬁij aﬁij
(2.41)

! [ 3 ’7_9_]( 3 1_8__}
~2 ~ ") .
i i3 o570 g 0y )\ i 1y Oy

i,j=0 T

Las derivadas parciales de v, y de v, respecto de 6 y 7 son:
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o, _m v oV _ M 1-vy
~ P ~ A B
06, nl-p 06, nl-p
hY s hY
0J 11 0J ¢
R 1- - ¥
ov, So; TTo; \Suthy So; tThy Yy
— = 2 = ,]:U,l
a770j 1-p
oV, _ | Su e Vi
on Sy +h Sotho )1-D
o nth ST ho
(2.42)
ov, _my v, ov, :_ﬁgl—vz

|

So f S S ~

OV,  Spthy \Suth St ;
L E=0

~

aﬁio 1-p

ov, _ [ _Su __ Su Vs

01y, B thy Sty =g

Una vez obtenidas las matrices de varianzas y covarianzas, el estadistico para el

contraste de hipotesis de igualdad de sensibilidades

Hy.m=mr, (2.43)
B o, o
es
7% _/FE», & \
Zexp = P ~ /\l N = a—— " i ,7;)@04,\]\/(071)’ (244)
\/ITCZI‘ (%, )+Var (7, )- ?.Cov(fzl )
y para el contraste de igualdad de especificidades
Hoivi=vs (2.45)
H, v, #v,
el estadistico de contraste es
v, —V
2y = = i bul. N— = > N(0,1). (2.46)
JPar (9,)+Var (9,) - 2Cov(v,,V,)
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2.1.1.1.2. Ejemplo

Aplicando los resultados obtenidos a los datos de la tabla 2.2, en sujetos con edades

iguale

de la sensibilidad de 7, y 7, son respectivamente

s 0 mayores a 75 afios, utilizando las ecuaciones (2.16) y (2.18) los estimadores

#,=0.73 y 7, =0.80, (2.47)
siendo sus varianzas
Var(#,)=0.0109 y Var(#,)=0.0087 (2.48)
y un coeficiente de correlacién entre ambos estimadores igual a
p(#,,7,)=051. (2.49)
El intervalo de confianza al 95% para 7, —7, €s a
7, -7, €(-0.12,0.26) (2.50)

por lo que n

o existen diferencias significativas entre las sensibilidades de I v 15

I,=0
T, =1 T, =0 T, =1 T,=0
Edad > 75 afios
V=1
D=1 31 5 3
D=1 25 10 19 55
V=0 22 6 65 346
Total 78 21 87 402
Edad <75 afios
=]
D=l 7 0 0 0
D=0 10 19 6 34
V=0 9 11 52 759
Total 26 30 58 793

Tabla 2.2. Frecuencias observadasenel e

Las estimaciones de las respectivas sensibilidades, aplicando las ecuaciones 217y

(2.19), son

con unas varianzas estimadas iguales a
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p, =091y v,=0.79

studio de Hall et al (1966) sobre el Alzheimer.
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Var(¥,)=0.00020 y Var(v,)=0.00042 (2.52)
y un coeficiente de correlacion estimado igual a
p(V,,v,)=0.34 (2.53)
El intervalo de confianza al 95% para la diferencia de especificidades es
v, —v, €(0.08,0.16), (2.54)
y por tanto se rechaza la hipdtesis de igualdad de las dos especificidades, siendo el test
diagndstico 7, menos especifico que el test 7, .

Si para la comparaci6n de los dos tests se utilizan solamente los sujetos verificados,
las estimaciones de las sensibilidades son 0.90 para el test 7} y 0.85 para T,, y
aplicando el test de McNemar no hay diferencias significativas entre ambas
sensibilidades. Las estimaciones de las especificidades tienen unos valores de 0.68 para

el test 7, y 0.60 para 7,, y aplicando de nuevo el test de McNemar no hay diferencias

significativas entre ambas especificidades.

2.1.1.1.3. Estudio de simulacion

Zhou realizé un experimento Monte Carlo generando 10000 muestras aleatorias de
tamafios 100, 200, 300, 400, 500 y 588 de una distribucién multinomial con
probabilidades iguales a las frecuencias relativas de cada celda de la tabla 2.2 para los
sujetos con edades iguales o mayores a 75 afios. El tamafio muestral 583 corresponde al
tamafio de muestra del ejemplo anterior. Para cada tamafio muestral calculé la

probabilidad de cobertura y el error de cobertura, los resultados aparecen en las tablas

23y24.
n Probabilidad de cobertura | Error de cobertura
100 0.995 0.045
200 0.985 0.035
300 0.979 0.029
400 0.970 0.020
500 0.961 0.011
588 0.948 0.002

Tabla 2.3. Probabilidades de cobertura y error de cobertura del intervalo de confianza al

95% para &, — 7, .
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n Probabilidad de cobertura | Error de cobertura
100 0.963 0.013
200 0.961 0.011
300 0.956 0.006
400 0.953 0.003
500 0.953 0.003
588 0.953 0.003

Tabla 2.4. Probabilidades de cobertura y error de cobertura del intervalo de confianza al

95% para v, —v,.

2.1.1.2. Comparaci6n de la exactitud de dos tests diagndsticos con covariables

En la practica puede ocurrir que la probabilidad de seleccionar un paciente para la
verificacién de la enfermedad dependa no solo del resultado del test sino también de un
vector de covariables discretas observadas X. Zhou (1998) ha deducido unos contrastes
de hipétesis para comparar las sensibilidades y las especificidades en presencia de
covariables. En esta situacion, la hipdtesis

P(V|D,I},T2):P(V]T,,T2) (2.55)

no es valida. Si el vector de covariables ha sido observado en todos los sujetos, entonces

la hipotesis MAR en el mecanismo de datos faltantes es valida y se expresa como

P(V|D,1,T,, X )= P(V|5,,T,, X). (2.56)

Si el vector de covariables X tiene [ diferentes patrones de covariables, sea

X, =(x,.0,x,.],...,xik) el i-ésimo patrén de covariable de k covariables, con x, =1 ¢

i=1,..,]. Ademas, X es una muestra aleatoria de un espacio discreto (x;,...,x;) con

probabilidades & =(&,....&;). Los datos observados con X = x, aparecen en la tabla

2.5,

2.1.1.2.1. Estimadores maximo verosimiles

Para la tabla 2.5 se definen las probabilidades
80.,=P(D:1|Tl=j,T2:Z,X=x,.) (2.57)
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ny=P(L =45 =1|X =x). (2.58)
=1 =0
L=1 T,=0 L=1 T,=0

Fe=]

D=l - P Sio Sion Si00

D=0 Fin Ti1o Ton Fioo
V=0 gy U Usoy Uioo
Total Wi Mo Moy 00

Tabla 2.5. Tabla de frecuencias para X = x,.

Sea n, el numero de sujetos de la i-ésima tabla de contingencia. La contribucién de un
sujeto, con estado de enfermedad verificado, a la verosimilitud es

P(T..1,,D,X)=P(D|5, 5, X ) P(T,, T, | X ) P(X) (2.59)
y la de un sujeto con estado de enfermedad no verificado es

P(T,,T,,X)=P(T,,I,|X) P(X). (2.60)

Por tanto, la verosimilitud de los datos observados es el producto de P(D[T] .4 ),

,,,P(]I;TzIX) y P(X). El modelo de P(D|T1,T2,X) es una regresion logistica y el de

P(Tl o lX ) es un modelo logit multinomial. Para la i-ésima tabla de contingencia, estos

modelos estan definidos, respectivamente, por las ecuaciones

exp( B, + BT + BTy + Bix;) (2.61)

P(D - TI,TZ,X) B 1+6Xp(ﬂo + BT+ BT, +:Bf;xi)
b
P(T=j L =1|X=x)= exp @y + 2% (2.62)
D i 1 5 )
Z exp (ao wh T al'h,hz X )
h\ip=0

para j,[=0,1, siendo o, =0y &;; =0. O bien por
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~ exp( By + B+ Bl + Bix;)
i~ Texp(By + B+ Bl + Bix;) (2.63)

eXP(aOﬂ +a1'j1xi) . (2.64)

M = 1
!

exXp (aOh,hZ T ypyp, Xi )

by =0

1 ’
Sean ﬂ:(ﬂwﬂnﬁzaﬁ;) , a:(aOOO’aOOI’a()lO’al’OO’aI,OI’al,lO) s & :P(szi)’

entonces la funcioén del logaritmo de la verosimilitud

M-

53(517"-951—1) y n=2n,

i=1

basada en los n sujetos es

e of) =SSP T Dy )+ 5 Do P(T T X))+ 3 T g PLY =) =

i=1 V=1 i=1 ¥,=0 i=1 ¥,=0,1
I 1 I I (265)
22 log(77,)+ 2.2 {Siﬂ log(6) +7i log(1-6, )} +2 mlog(&),
i=1 j,1=0 i=l j,I=0 i=1
donde ny = s+ tuy Y £ =1-§-..—&.,.Sise definen las funciones
4 1
L (@)=Y mylog(m,) (2.66)
i=1 j,1=0
I 1
L(B)=2, > {s,.j, 10g(z9ij,)+1;.j, log(l—Hij,)} (2.67)
i=1 j,1=0
Y
/
L (&)= mlog(&), (2.68)
i=1
entonces la funcién (2.65) es la suma de 1as funciones (2.66), (2.67) y (2.68),
l(a,ﬂ,é)=ll(a)+lz(ﬂ)+l3(§). (2.69)

La funcién /| (a) se puede considerar como la funcién del logaritmo de la verosimilitud

de todas las observaciones modelizadas por un modelo logit multinomial, /, (ﬁ ) como

Ja funcion del logaritmo de la verosimilitud de los casos verificados modelizados por

una regresion logistica y / (5) como la funcion del logaritmo de la verosimilitud de una

distribucién multinomial basada en todas las observaciones. Como los parametros &,

By & son distintos, sus estimadores maximo verosimiles se obtienen maximizando /,,
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A

I, y I respecto a a, B y & respectivamente. Los estimadores @ y [ y sus
correspondientes matrices de informacién de Fisher 7, () e I,(/) se pueden calcular

utilizando un software estadistico que tenga implementado los modelos de regresion
logistica y logit multinomial (por ejemplo, SAS, STATA o SPSS), y el estimador

maximo verosimil de &, que se calcula maximizando la funcién (2.68) respecto de &,

es
E=, i=1,..,1, (2.70)
n
y su matriz de informacién de Fisher es
- diag - ljﬂ'- 1.1 (1,..,1). 2.71)
(e OIS
La matriz de informacién de Fisher de (@, 8,£) es
I(a. .€)=diag{L,(a),1,(8).5($)} 2.72)

y los estimadores de las sensibilidades de los dos tests diagndsticos son

. Byl
]:ZZ ill ’\11151 (2.73)
i=11=0 P
X
I 10 p E
iy =33 ol 2.74)
i-1 j=0 D
respectivamente, y los de las especificidades
n - 1"‘9:'01 ﬁiOIéi
2 =ZZ————( ) : (2.75)
i=1 1=0 1-p
¥
1 1 (1=-6. |05
Wy = ZZ(__’_Ol_jo__’ (2.76)
i=l j=0 1-p
siendo
p Z Z 0;,1771115 (277)
i=1 j,I=0
el estimador de la prevalencia de la enfermedad.
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Como la sensibilidad y la especificidad de cada uno de los dos tests diagnosticos son

funciones de «, S y &, se puede obtener una estimacion de la matriz de varianzas y

covarianzas asintoticas de 7, y 7, y de la de v, y V,, aplicando el método delta

(Agresti, 1990).
La matriz de varianzas y covarianzas asintéticas de 7, y 7, €s
___—a(”a“a”z) I (a) a(’;‘(’fﬁ ¥ 5(”5’;2) B (ﬁ)————a(%”z) 3
(2.78)
o(rm,,7,)
oS

a(nl,ﬂz)' S
Al )

>

y su estimacion es

a(ﬁal’;'z) i (&)8(7;1(;7%2)+5(ﬁé’ﬁ7%z) ]2—1([3)8(72;%2)_*_
, 2. 79)
6(7%1,7%2) s (72'],7T2)
oé (5) oé

De forma anloga, la matriz de varianzas y covarianzas asintoticas de v, y v, €s

!

6(v1,v2)’ = (a)a(vl,vz) +8(v1,v2) I (ﬁ)a(v,,v2)+

oo o op op -
a(vl,vz)’ L 0(vvy)
T

y su correspondiente estimacion es

8(\7,,192)' (@) a(Vsz) 0 a(vl,vz)' p (5)8(\71 :172) -

PR o4 op op .
8(%,%,) (20072
.2 :
oé (5) BY:

2.1.1.2.2. Ejemplo
Considerando los datos de la tabla 2.2, si la edad es una covariable que afecta al
proceso de verificacion, se define para el i-ésimo sujeto
. _{l, edad > 75 afios

- 5 2 2
0, edad < 75 afios i
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Utilizando el procedimiento Proc logistic de SAS se obtiene la estimacion el modelo de
regresion logistica (2.61) para los sujetos verificados,

. 0.5505—0.2688 j —0.1292/ — 0.2234x,
by =2 / %) (2.83)

" 1+ exp(0.5505-0.2688,/ —0.1292/ —0.2234x,)

y utilizando el procedimiento Proc catmod se obtiene la estimacién del modelo logit
multinomial (2.62),
Bl = €xp(2.55+0.9103x, ) /k
fio = exp(0.4429+0.3337x, ) [k

(2.84)
fino = exp(-0.5402+0.7720x,) /k
A =1/k
siendo
k=1+exp(2.55+0.9103x, ) +exp(0.4429+0.3337x, ) + 285)

exp(—0.5402+0.7720x, ).

A partir de las ecuaciones (2.73) y (2.74), las estimaciones de la sensibilidad de T} y

7, son
7,=0.59 y 7,=0.58, (2.86)
sus respectivas varianzas son
Var(#,)=0.0182 y Var(#,)=0.0148 (2.87)

y la estimacién del coeficiente de correlacion
[)(7%,,7%2):0.73. (2.88)
El intervalo de confianza al 95% para la diferencia de sensibilidades es
m, -, €(=0.71,0.91), (2.89)
por lo que no se puede rechazar la hipétesis de igualdad de las sensibilidades de 7; y
y
Aplicando las ecuaciones (2.75) y (2.76), las estimaciones puntuales de las

especificidades de 7} y 7, son

v, =0.9346 y v, =0.8858, (2.90)

siendo sus respectivas varianzas
Var(v,)=0.000142 y Var(¥,)=0.00009 (2.91)
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y un coeficiente de correlacion igual a
/5(01,\92) =0.826. (2.92)
El intervalo de confianza al 95 % para la diferencia de especificidades es

V,—V, € (0.036,0.062), (2.93)
por lo que se rechaza la hipétesis de igualdad las especificidades de 7} y 7, , siendo la

especificidad de 7, mayor que lade 7,.

2.1.2. Aportaciéon: Comparacion de los valores predictivos positivos y negativos

A continuacion se van a deducir los contrastes de hipdtesis para comparar los valores
predictivos positivos y los valores predictivos negativos de dos test diagnosticos
binarios en presencia de verificacion parcial de la enfermedad. Una vez obtenidos los
contrastes de hipdtesis se han realizado experimentos de simulacién para estudiar la

cobertura asintética de los estimadores. Los contrastes de hipdtesis obtenidos se han

aplicado al ejemplo del Alzheimer.

2.1.2.1. Estimadores maximo verosimiles de los valores predictivos

Los valores predictivos positivo y negativo se pueden escribir aplicando el teorema
de Bayes en funcién de la sensibilidad y la especificidad del test diagndstico y de la
prevalencia de la enfermedad. Asi, para el test T; el valor predictivo positivo es

D7,
VPP = (2.94)
] p7z1+(l—p)(1—v1)

y el valor predictivo negativo

(l—p)v]
VPN, = , (2.95)
' (1-p), +p(1-m)
y para el test 7,
P,
VPP, = (2.96)
’ p7z2+(l—p)(1—\/2)
y
(I_P)Vz
VPN, = (2.97)
. (1-p)v, +p(l-7,)
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respectivamente. En términos de los pardmetros 6, y 77, , ecuaciones (2.2) y (2.3), los

valores predictivos de 7; son:

vpp = Sulle +911 _(177— 77_0077— Moy~ ho ) (2.98)
oo ~ Mo
y
1-6 +(1-6,
VPNI :( 00)7700 ( 01)7701 , (299)
Moo + o1
yde T;;
VPP, = O + 6 (1_7700 — o ‘7710) (2.100)
1=1750 = o
¥
1-6 +(1-6,
VPN2=( 00)7700 ( 10)7710 . (2.101)
Moo + o

Los estimadores de los valores predictivos, en términos de la sensibilidad, la
especificidad y la prevalencia, sustituyendo los parametros 7,, v, 7,, V, ¥ p por sus
estimadores maximo verosimiles dados por las ecuaciones (2.16) a (2.20)

respectivamente, son

VPR=157%1+(113’;)(1_&1) (2.102)
y
VPN, = A(lfﬁ)f;‘ - (2.103)
(1-p)V +p(1-#))
para T}, y
VPP, = o +(1’i’;§)(1_&2) (2.104)
y
VPN, = A(lff’)fz y (2.105)
(1-p)0, +p(1-%,)
para T,.
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Una vez deducidos los estimadores es necesario obtener sus correspondientes
varianzas. Aplicando el método delta (Agresti, 1990), la matriz de varianzas y

covarianzas de los valores predictivos positivos de 7, y T, es

o(VPR,VPP,) Il_l(9)5(VPR,VPB)+5(VPR’VP3) [gx(n)a(VPE’VPg), (2.106)
20 00 on an

y la de los valores predictivos negativos

)[1_] (Q)G(VP]\Q;VPNZ)+6(VPN5VPN2) [;l(n)a(VPAg,VPNz), (2.107)
n n

8(VPN,,VPN,
00

siendo 1;'(8) y I,' (n) las inversas de las matrices de informacién de Fisher de 6 y 1

dadas por las ecuaciones (2.23) y (2.29) respectivamente.
Las derivadas parciales del valor predictivo positivo de 7; respecto de
0= (90():901:910»‘911) Y= (7700a7701a77|0) son:
OVPE,

0,j=0,1
06, 7
aVPE = 771f ) _] = 0,1
GHU 1 =150 =151
(2.108)
VPR ___ 6, Buo+0u(l-1 w1l ") o1
Oy, 1 =170 = 01 (1—7700_7701)
OVPH _ 910 _911
Oy 1=760 =0, ,
y las del valor predicitvo positivo de T, :
Lillss =0 , f=0.1
96,
OVPE, _ i =01
06, 1=1 —ho
(2.109)
oVPR, _ _ 6, +9017701+911(1"7700_7701_7710) ;=01
01,0 1=7750 =10 (1_7700_7710)2
VPP, 6, -6,

O™ 1_7700"7710'
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Las derivadas parciales del valor predictivo negativo de 7, respecto de

9:(900’90]’9107011) y 77:(770097701,7710) son:

VPN, T j-o,1
06y, Moo T o
OVPN, ~0 ., j=0,1
00,
(2.110)
ovPy, _ 1-6y _(1=G)mo+ (bl o
aan 7700 e 770] (7700 + 770] )2 ’
OVPN, _0,
0o
y las del valor predictivo negativo de 7,
OVPN, T =01
96, Moo + Tho
g =0, i=0,1
56,
(2.111)
OVPN, _ 1-6, _(1_‘900)7700'*'(1‘910)7710 i=0.1
0 Moo T ho (7700 G 7710)2
OVPN, _o.
01y,

Realizando los calculos matriciales en las expresiones (2.106) y (2.107), el elemento
(k,l), k,l=1,2, de la matriz de varianzas y covarianzas de los valores predictivos
positivosde I y T, es

2
L 6;(1-6,) ovPR ovPR 12 VPP, VPP, _
1Lj=08; (1‘9g;)2+”g-9,~,2~ 06, 06; pnt OMy on

Ou =

" 5 (2.112)
1 [ 3 ﬁaVPPkJ( 5 @aVW,J
2 ]
Z]: My (et 0y Neitay O
i,j=0 1y
y el de la matriz de varianzas y covarianzas de los valores predictivos negativos
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5 2
L 6;(1-0,)  avPN, VPN, 3 n; OVPN, dVPN,
=S, (1—90.)2+1;j6?,.}2. 06, 99;  whtam Omy;  Om

Oy =

(2.113)

1 { 1; GVPN, }[ n; OVPN, |
(000

i 1722_ n; 8%

i,j=0 nij

=00 My Oy

La estimacion de la matriz de varianzas y covarianzas estimadas de los estimadores de

los valores predictivos positivos de 7, y T es

a(@,@)’];(ﬁ)a(@:@), (2.114)

5(@’@)1 (6 6(1713\3,1715?2)+
on

00 ‘ ) 06 oh

y la de los estimadores de los valores predictivos negativos

S (7PN oI | o{FPN.TAN)
) T I

Las derivadas parciales del estimador del valor predictivo positivo de 7, respecto de

(2.115)

)I?Oﬂa(

é——-(éoo,ém,é,o,én) Yy ﬁ=(ﬁoo’ﬁowﬁ1o) SO1l.

TR o, j=0.
06,
PR ___ M =0,
591j n—"ny — My
s ;{ S S n”} (2.116)
OVPF, _ 8 +h, S0 T ho St h Fefl]

- n( S0 __Si j
OVPR,  \Sptho Suth

0o n— Ny, = Ny,

y las del estimador del valor predictivo positivo de 7, :
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VPP,
]j)P“ 0 , i=0.1
26,

TR m

08, = =Ry
e ) @D

- 2 — 11 11 s 01 01 11 211 , lzojl

Ol n—ny =My (”"”oo_”lo)

- n( S Sy J
aVPPzz Sor Tl Syt 1,

Ofyg B—Ny — My

Las derivadas parciales del estimador del valor predictivo negativo de T respecto de

1
éz(éoméonémsén) Y ﬁ:(ﬁoo’ﬁonﬁxo) son:

VPN, My g
06, Ny + My,
7\
OB 5 g1
06,
2.118)
Sh .
—— n|l1-—Y n [1— Soo ]noo+(l— Su Jnm
VPN, So; T 1y, 3 Soo F Foo Sor 71 =01
A1y, Nyp + 1, (190 + 15, )2 , ’
VPN, _o,
Ohyo

y las del estimador del valor predictivo negativo de 7, :
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8@ My i20.1
aé,-o Moo + Mg ’ ’
aVPANZ =0 , =01
69”
(2.119)
UET| | - n [1— S0 Jnoo+(1— %10 }nlo
OVPN, _ S0+ ) Soo T Too Sy + N i=0.1
0o LT (noo + ”10)2 ’ ,
OVPN, o
O,

Realizando las operaciones matriciales en las expresiones (2.114) y (2.115), el elemento

(k,l ), k,1=1,2, de la matriz de varianzas y covarianzas estimadas de los estimadores

de los valores predictivos positivos de 7, y T, es

& s, OVPP, OVPR 1 oVPP, OVPP
-— yi k ! k !
Su= D T o8, 36, T o o
(Sij e I"y) i ij (1,/)%(1.) 77g 771],‘

i,j=0
1 VPP, ovVPP
__3[ Z 7 a"kJ( Z ny Bh /]:
o (1,7)=(1,) ur (1,7)2(11) n;

z de varianzas y covarianzas estimadas de los estimadores de los valores

(2.120)

y el de la matri

predictivos negativos

. & sy, OVPN, VPN, 1 VPN, OVPN,
le = = ) ~ ~ +_2_ nlj " —
Go(s,+n) 96 90, ity - O o
(2.121)
1 VPN, OVPN,
—3( > ”J“a—i}[ & By ']-
7\ (@)= My )\ .00 1y

Una vez obtenidas las estimaciones de las matrices de varianzas y covarianzas de los

valores predictivos positivos y negativos de los tests T, y T,, el estadistico para el

contraste de hipotesis de igualdad de los valores predictivos
H,:VPE =VPPR,
(2.122)
H,:VPP, #VPF,

€S
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Zy = ﬁﬁl_@
- \/@(@)+@(@)—2@(@a@)

>N(0,1), (2.123)

n—w

y el estadistico para el contraste de igualdad de los valores predictivos negativos
H,:VPN, =VPN,
(2.124)
H,:VPN, #VPN,

€S
= V{P-A\[l_ﬁﬁz
“om \/@(;ﬁoﬁ])+@(ﬁ>ﬁz)—25\ov(@>@)

XN(O,I). (2.125)

n—>%

2.1.2.2. Estudio de simulaciéon

El andlisis de la cobertura asintdtica de los estimadores obtenidos se ha realizado
mediante un estudio Monte Carlo que ha consistido en generar 10000 muestras
aleatorias de tamafios 50, 100, 500 y 1000, de distribuciones multinomiales con
probabilidades las que aparecen en la tabla 2.6. Estas probabilidades se han calculado
bajo la hipétesis de independencia condicional (2.1), y considerando la independencia

condicional entre 7, y 7, con respecto al estado de enfermedad, es decir,
P(1,,1,|D)=P(1,|D)P(T,|D). (2.126)
Cada una de las distintas distribuciones multinomiales se ha caracterizado por un valor
de la sensibilidad y especificidad, tanto de 7; como de 7,, una prevalencia y unas
probabilidades de verificaciéon. Como valores de la sensibilidad, y de la especificidad,
tanto de 7; como de 7,, se han tomado han sido 0.75 y 0.85, pues son unos valores que

aparecen con bastante frecuencia en la practica clinica. Como valores de la prevalencia

de la enfermedad se han tomado 0.10 y 0.20. Como probabilidades de verificacion se
han tomado los valores (4, =0.85 4,=0.40, 4, =040, A,=0.05) 'y
(4, =0.95, A, =0.60, A, =0.60, 4, =0.15). Se han considerado estos valores de

prevalencia y de probabilidades de verificacién con el objeto de poner de manifiesto las
posibles discrepancias que pudieran existir en el comportamiento asintético de los
contrastes de hipétesis que se han deducido. Por tanto, teniendo en cuenta que 7} y 7,

son dos tests diagndsticos intercambiables, se han generado 10000 muestras aleatorias
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de tamafios 50, 100, 500 y 1000 de 40 distribuciones multinomiales con distintas

probabilidades. En cada una de las muestras generadas, a cada celda se le ha sumado el

valor 0.5, por lo que cada tamaflo muestral se ha incrementado en 6 unidades. La razon

t i 3 : ¢ ral
por la que se ha sumado este valor €s que si algin valor s; y/o r, de la muestra es cero,

no se puede calcular la matriz de varianzas y covarianzas y por tanto no se€ puede

resolver ningn contraste de hipétesis. Para cada una de las muestras generadas se ha

realizado el contraste de hipotesis de igualdad de los valores predictivos positivos de T

y T,, los resultados obtenidos aparecen €n las tablas A.1.1.1 a A.1.1.10 del Anexo L,y

de ellos se deducen las siguientes conclusiones:

a). En las tablas A.1.1.1, A1.15 ALLTy A.1.1.9 se observan los errores tipo I

obtenidos al realizar el contrastes de hipétesis a distintos errores nominales, para

distintos valores de los valores predictivos positivos de T, y T, en las dos situaciones

distintas consideradas, (A, =0.85, Ao =y =0.40, Aoy = 0.05) y
(4, =0.95, Ao=4g = 0.60, A, =0.15), observandose que, generalmente, a los

errores tipo I no suelen desbordar al error nominal correspondiente.

b). En el resto de tablas, A.1.1.2, A.1.1.3, A.1.14, A1.1.6, A1.18y A.1.1.10, se

observa la potencia del contraste de hipétesis, para los errores nominales fijados, en las

distintas situaciones consideradas. Puede observarse en cada una de estas tablas como,

para cada error nominal, al aumentar el tamafio muestral aumenta la potencia del

contraste de hipétesis, como es bien conocido; y como al aumentar la prevalencia, para

una misma exactitud tanto del test 7, como de T,, la potencia del contraste de hipdtesis

aumenta, siendo esto logico, ya que al aumentar la prevalencia de la enfermedad

aumentan los valores predictivos positivos de ambos tests diagndsticos. Ademas, para

cada uno de los errores nominales, al aumentar las probabilidades de verificacién la

potencia del contraste de hipotesis aumenta, independientemente del valor de la

prevalencia de la enfermedad. La maxima potencia del contraste de hipétesis se alcanza,

para cada uno de los errores nominales fijados y para tamafios muestrales de 500 y 1000

individuos, cuando (7r1 =0.75, v,=0.75, m, =085, v, = 0.85) , tabla A.1.1.4, tanto si

p=0.1 comosi p= 0.2, y tanto para (/111 =0.85, A, =y =040, Ay :0.05) como para

(A4, =095, Ag = Ay =0.60, Ay =0.15). Este resultado también es 14gico, ya que cuando
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(7, =0.75, v, =0.75, 7, =085 v,=085)y p=0.1,0 p=0.2, Ia discrepancia entre
el valor predictivo positivo de I, y el de T, es maxima, siendo aun mayor cuando

p=02 'y (4,=095 A4, =4,=0.60, A, = 0.15) como se ha comentado
anteriormente. Asi, para un error nominal o del 5%, si la exactitud del test diagnostico
T, es (m,=0.75, v, =0.75), la del test T, es (7,=0.85, v, =0.85), la prevalencia de
la  enfermedad es 0.2 y las probabilidades de verificacién  son
(4, =0.95, 4, =2, =0.60, Aoo =0.15), para un tamafio muestral de 1000 sujetos la
potencia del contraste de hipétesis es 0.9963, incluso para un tamafio muestral de 500
individuos la potencia es lo suficientemente alta (0.9107). Por tanto, se puede concluir
que el contraste de hipdtesis deducido es muy potente para tamafios de muestra
razonables (como minimo 500 sujetos), siendo de escasa potencia para muestra
pequeifias (50 y 100 sujetos). En la Figura A.2.1 del Anexo II se representan las curvas
de potencia, al error nominal o del 5%, del contraste de hipétesis para la igualdad de
los valores predictivos positivos de dos tests binarios (tabla A.1.1.4), observandose
como la potencia del contraste es mayor cuando p=02 vy
(A, =095, 4y =4y, =0.60, A, = 0.15), obteniéndose una potencia muy alta (0.9107)

para muestras de tamafio 500.

T =1 T =0
7, =1 T,=0 T,=1 T,=0
V=1
D=1 P, o (1-7,) A Pl=-m)mhy  p(1-m)(1-17,) A,
D=0 (1-p)(1-w)(1-v)4 (1=p)(A-v)vpd, (1= p)v(1-v,) A, (1= P) ViV ey
V=0 (=p)(-n)(-w)0-4) (=p)i-v)n(i-4)  (-pu(-w)1-4)  (1-p)un(i-4)
| pﬁ.nzé-m pm(l—nj)(l—ao) p(l—m);o—xﬂ.) p<1~n.><1—+nz)(1-&m)

Tabla 2.6. Probabilidades de las distribuciones multinomiales en los estudios de

simulacion.
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Este mismo experimento y con las mismas caracteristicas se ha realizado para

estudiar el contraste de igualdad de los valores predictivos negativos de I, y T,

obteniéndose resultados similares, aunque con algo menos de potencia, que para el

contraste de igualdad de los valores predictivos positivos.

2.1.2.3. Ejemplo

Aplicando los resultados obtenidos al ejemplo del Alzheimer para sujetos con edades

iguales o mayores a 75 afios, tabla 2.2, se obtiene que las estimaciones puntuales de los

valores predictivos positivos, ecuaciones (2.102) y (2.104), son

VPP =0.5068 y VPP, =03336, (2.127)

sus correspondientes varianzas estimadas son iguales a

ﬁr(ﬁ)}?)zo.omw y @(@):o.oozm, (2.128)

y la estimacién de la covarianza es
é\ov(@,@):o.oowo, (2.129)

por lo que el estadistico de contraste, dado por la ecuacion (2.123), es z, =345

(P <0.1%), por lo que se rechaza la hipétesis de igualdad de los valores predictivos

positivosde I, y T
Aplicando las ecuaciones (2.103) y (2.105), las estimaciones puntuales de los valores
predictivos negativos son

7PN, =0.9611 y VPN, =0.9665, (2.130)
con unas varianzas estimadas iguales a
I7a\r(V/P]71)=0.00039 y @(ﬁﬁz)zo.oooxx (2.131)
y una covarianza igual a
Cov(7PN, VPN, )= 0.00025, (2.132)

por lo que utilizando la ecuacién (2.125), el valor del estadistico de contraste €s

oy = 0.36 P=0.715, por lo que no s¢ puede rechazar la hip6tesis de igualdad de los

valores predictivos negativos de Ty T,.
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Comparacién de las razones de verosimilitudes con una muestra

2.1.3. Aportacién: Comparacién de las razones de verosimilitudes

En la seccion 1.4 del Capitulo 1 se definié la razén de verosimilitudes de un test

diagnéstico binario como

3:1” (2.133)
—i

cuando el resultado del test es positivo, y como

v

¥ (2.134)
—/

cuando el resultado del test es negativo. En esta seccién se van a deducir los contrastes
de hipétesis para comparar las razones de verosimilitudes de dos tests binarios tanto si

ambos tienen un resultado positivo como si 1o tienen negativo.

2.1.3.1. Comparacién de las razones de verosimilitudes cuando ambos tests

tienen resultados positivos

Las razones de verosimilitudes de los tests diagnésticos 7, y T, son

g =2 (2.135)
L-%

9, =" (2.136)
i—ys,

dados por las expresiones (2.2) y (2.3)

respectivamente, se pueden rescribir como

ieljnlj/p
- i( o)1y (1~ )

Jj=0

9 =

(2.137)

Z i/ P

g, = — =0 : (2.138)

1-2 (18, ) /(1- )

i=0

siendo p la prevalencia de la enfermedad dada por la expresién (2.8). Sus

correspondientes estimadores, que se obtienen sustituyendo en (2.137) y (2.138) 6, y
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1; DOI sus estimadores méximo verosimiles dados por las ecuaciones (2.13) y (2.14)

respectivamente, SOn

1 1 Si'
ZO LA, 2 1 Z()S -{j—l’ nll
T 2 B (2.139)

1->—
n;
joroj+Soj ,J()rlj'i'S

4 =

1
> Sin, [ YL,
A i=0 Sa 1 ! i7=0 55 T 1y ’
3 : (2.140)

2= 1 1 "
o v
1- E 0 ”;o/ E L—p,
- }’: + i, j=0 VU+SU

Sio

Aplicando el método delta (Agresti, 1990), la matriz de varianzas y covarianzas de

las razones de verosimilitudes de 7y T, es

(9,9 1 0(5%) 8(9,9) 1, 10(8:%)
bk e 20l i ) o 2.141
O =%g T oy 2 (=5, 4l

donde I;'(6) y I;' () son las inversas de las matrices de informacién de Fisher dadas

por las expresiones (2.23) y (2.29) respectivamente. Las derivadas parciales de

respecto de & :(9003901’010>‘911) & 772(77009770157710) son.
09 1 1 .
'—]—‘:7701"91 (_‘_—}, J :O’l
06y, l1-p p

04 1% -7
_—-——:77 19 1 + 1 , J———O,l
06, 1[(l—p)(l—v,) pﬂlj

04 ((901'911)‘/1_(1_901')_90]'_911 _ 6, ]’ s

(2.142)

Ly
a77(),' 1 (1—p)(1—\/1) P P,
09 _ v (910_911)(1‘7[1)
—L =4 + ;
a7710 (l p)(l—vl) D7,
y las de 9
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89 =0 L—i » Le=0L]
a910 l_p p

1—7:2
» 1=0,1
=M 2[ /1~v2 o7, J

08 ((0 ‘911) V2 (1 ‘910) 0,0 011_811] jsif
a77[0 ’ (1 p)( ) 2 D%y ’ ’

89, :92[(1 pvz +(9ol“9n)(1‘”z)J_

Oy, )(l_vz) pr,

Una vez obtenidas las derivadas parciales (2.142) y (2.143), realizando las operaciones

(2.143)

matriciales en (2.141), el elemento (k,l ) de la matriz de varianzas y covarianzas de 8

y 9 es
o =S 6,(1-6,) a9, 9 . 7y 09, 08,
W= i W _
i,j=0 5, (1—(9,].)2-%-};](9; ag[j aefj (.7)=(1.0) My a77,-,- a%
(2.144)
1 Z Uf?_ai Z 77,,2 98
Z'Qé (iJ)=0,1) Ty aﬂu (i,))= il)ngaﬂy
i,j=0 nij
con k,[=1,2.

La matriz de varianzas y covarianzas estimadas de los estimadores de 3y 4 se

obtiene sustituyendo en (2.141) los pardmetros por sus estimadores,

5(9.4) . .9(3.4) o(9.9 5(3,8
((;éZ) [1—1(9) (alé 2)+ ((;Az) [z_](ﬁ) (alﬁ 2), (2.145)

A

donde las derivadas parciales de &A‘] y 9, respecto de 0= (OO,éOI,élo,é,,) y

n= (ﬁoo’ﬁowﬁlo) son:
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891 :EQL‘Q(“——_—‘J 1:01
06,, n \l1-p p) "

[ Soj __Su };1_(1_ S0/ ] S . Sm Si
So;+ %y Su Ty SojTToi ) SoptToy  Suthy syt j=0,1 (2.146)
) Y

83 »
=38 - - —
0fy; (1-p)(1-7) p P,
S0 Su i
ag) _ Vi (s10+r10 511"'"11}( 7[1)
aﬁlo (1—1’\7)(1—01) 137%1 ’
Yy

( Sio S - (1 Sio j Sio Si Si

~ - V2 — = -

09, A Sot+heo Suth Sio o) Sio Tl Syt Suth 1201 (2147)
== ~ ~ ] =y

3 : = :
aﬁfo i (l—p)(l_vz) P p7t,
Soo__Su (e 15
0% _ ;5 v (Sm +7  Sn +”11]( :)
aﬁm . (1_}3)(1"‘;2) f”%z ,
respectivamente.

Realizando las operaciones matriciales en (2.145), el elemento (k,l ), kEl=12, de

la matriz de matriz de varianzas y covarianzas estimadas de 4 y &, es

& = 21: Syl 99, 29, +_1_ S n 89, 29 _
ki A 3 i A ~
(Sij +1; )3 00, 06, n® o | O 07y

i,j=0

9 a9
—13'( Z ”yg_l,iij( Z ”vaﬂl}
W aeay Oy )\ =y Oy

(2.148)
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Finalmente, el estadistico para el contraste de hipétesis de igualdad de las razones de

verosimilitudes de 7, y 7,

H,:8 =8
AR T (2.149)
H :8 =3,
€s
91_:92 — 5 N(0,1). (2.150)
\/Var +Var 9) 2Cov( , 2)

2.1.3.2. Comparaciéon de las razones de verosimilitudes cuando ambos tests

tienen resultados negativos

Cuando los dos tests diagndsticos tienen resultados negativos las correspondientes

razones de verosimilitudes son

7 = (2.151)
-z
y
r, =2 (2.152)
1z,

que en términos de los pardmetros 8, y n,, dados por las expresiones (2.2) y (2.3), se
pueden expresar como

> (1-6, ), /(1- p)

J=0

7, = (2.153)

1 _2‘91‘/7711'/P
=0

1

;(1—9,-0)77,-0/(1—19)

7, = , (2.154)

1 Z 177:1/17

siendo p la prevalencia de la enfermedad dada por la ecuacion (2.8). Sus

respectivos
estimadores son
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1
.
pil? +s0 _07 +s
e . (2.155)
3 / >,
b
J= 0S11+rlj i,j:OS,'j+ i
¥
1 1
7. L
> Lon, 2——1
. iz ot J=0 Ty TS
T, = . (2.156)

- 1
13-
i—O S +, lj OS‘j

Aplicando de nuevo el método delta (Agresti, 1990) la matriz de varianzas y

covarianzas de 7, y 7, €S

8(1,,1’2)’ L 0(7:70) 8(rl,rz)' g BB Ty)
= 17'(9) = T & I;'(n) . (2.157)

donde las derivadas parciales de 7, respecto de 6 = (6’00,901,9,0,91,) y = (7700’770“7710)

son:
or, 1-v, 7 j
== , J=0,1
06, °”((1 pvi p(1-m)
ot 1 1
e 1y 1(——-—_—}5 .]:0’1
691/' I-p p
(2.158)
or, i 1—901' +‘90j"‘911_(901'—9]1)”1'“911 =0,
on,; \(I-p)v 1-p pi-=) |~
0% 1 1
: —Tl(elo 911)( “—j,
O l-p P
ylasde 7,:
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[ (2.159)

or 1 1
P t= (5} (901 _911)(1*‘*)-

oy -p D
Realizando las operaciones matriciales en (2.157), el elemento (k,1) de la matriz de

varianzas y covarianzas de z, y 7, es

2
o - : 9;(1‘9,-,-) ot, Or, n_jark oz,
K
j=0 8, (I—Qg)2+;b9; aefj 391‘/ (.7)=(1.1) Ty 8771‘;' 877,-,-

2 : (2.160)
1 Z ﬂ aTk Z Z’L (32',
1 2| n. O ., A n. on.
Z Ty \ @) My Oy )\ )=y 1y O

ij=0 1

con k,[=1,2.

La matriz de varianzas y covarianzas estimadas de 7, y £, es

!

8(71,3'2) Il—l(é)a(géTZ)_'_a(ral;;Z) ]2-’(7’7)6(2“;’;’2)’ (2161)

~

siendo las derivadas parciales de 7, respecto de éz(éoo,émﬁm,é”) y

ﬁ:(ﬁOO’ﬁOHﬁIO):
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s :__’_19Lf1 = L a — sy =44
96, n -7)

o) Soj Sy ( So;  Si 2 Sy (2.162)
R 1 -
0t _ » So; 7oy | SojTToj  Suth So; T, SutT Sy 7 F1
6ﬁo,‘ (1_13)‘71 1-ﬁ ‘ﬁ(l-_;%l) ) ’
o1, _7::( S0 __Si }( 1 _l)
O7ho gty Sytm AP p)
ylasde 7,:
a?Z Z_nIOf[ 1—’\02’\ 7%2 , i O,l
06, n \(1-p)V, P(1-m)

B S 8 ( S B jﬁﬁ Sy (2.163)

0T, = E B 85 )[ 1 lj
e kg - o
Oy Sop Tt Suth l-p P

Una vez calculadas las derivadas parciales, operando matricialmente en (2.161), el

elemento (k,/) de la matriz de varianzas y covarianzas estimadas de 7, y 7, €s

L, 8% 601, Of or, 01,

Oy = Z 2 - e
S (s, +r,) 06,06, iy " Oy Oy
(2.164)
1 oz, ]{ a7, }
—~ > m— ¥ Ryl
n (oznxm " omy At Oy
res de las

Calculada la matriz de varianzas y covarianzas estimadas de los estimado

razones de verosimilitudes de 7, y T, el estadistico para el contraste de hipotesis de

igualdad de las dos razones de verosimilitudes,
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Hy:7, =1, (2.165
H 1, #7, 165)
es

1

by b
N>

2

" JVar (7)+Var ()~ 2Gov a7

——N(0,1). (2.166)

2.1.3.3. Estudio de simulacién

Para el contraste de hipétesis de igualdad de las razones de verosimilitudes cuando
ambos tests presentan resultados positivos se ha realizado un experimento de simulacion
con las mismas caracteristicas que el estudio Monte Carlo de la seccién 2.1.2.2, los
resultados se presentan en las tablas A.1.2.1 a A.1.2.10, obteniéndose conclusiones
similares a las obtenidas en los experimentos de simulacién para el contraste de

igualdad de los valores predictivos positivos:

a). En las tablas A.1.2.1, A.1.2.5, A.1.2.7 y A.1.2.9 se observa como los errores tipo I
no desbordan a los respectivos errores nominales.

b). La potencia del contraste aumenta cuando la prevalencia y las probabilidades de
verificacién son mayores, obteniéndose la méaxima potencia en la misma situacién que
el experimento anterior. En la Figura A.2.2 del Anexo II se representan las curvas de
potencia, al error nominal « del 5%, del contraste de hipétesis para la igualdad de las

razones de verosimilitudes de dos tests binarios (tabla A.1.2.4), observandose como a

partir de un tamafio muestral de 500 sujetos el contrastc es bastante potente (0.8810)

para una prevalencia del 20% y unas probabilidades de verificacion iguales a

(Ay =095, A4y = Ay =0.60, A, =0.15)

Para el contraste de igualdad de las razones de verosimilitudes cuando ambos test
presentan resultados negativos se ha realizado el mismo experimento de simulacidn
anteriror obteniéndose resultados similares, aunque siendo los contrastes de hipétesis de

menor potencia que en el caso anterior.
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2.1.3.4. Ejemplo
Aplicando los resultados obtenidos a los datos de la tabla 2.2 para los sujetos con
edades iguales o mayores a 75 afios, cuando los dos tests son positivos, los estimadores

de las razones de verosimilitudes dados por las ecuaciones (2.139) y (2.140), son
3 =811y 4 =381, (2.167)
sus correspondientes varianzas son

Var(8)=2.92 y Var(8)=039 (2.168)

y una covarianza estimada igual a
Cov(9.9,)=0.38. (2.169)
El estadistico para el contraste de hipétesis de igualdad de las razones de
verosimilitudes es z,,, =2.69 (P< 1%), por lo que se rechaza la hipétesis de igualdad
de las razones de verosimilitudes y por tanto, ante resultados positivos de ambos tests,
el test 7, es mas preciso que el test 7, .
Cuando los dos tests tienen resultados negativos, las estimaciones puntuales de las

razones de verosimilitudes, aplicando las ecuaciones (2.155) y (2.156), son

7,=337 ¥ %,=395, (2.170)
sus respectivas varianzas son
Var(2,)=1.61 y Var(f,)=3.14 2.171)
y una covarianza estimada igual a
Cov(%,,%,)=1.11. 2.172)
El estadistico para contrastar la igualdad de las razones de verosimilitudes cuando los
dos tests son negativos es z,, =035 P=0.725, por lo que no se puede rechazar la

hipétesis de igualdad de las razones de verosimilitudes, y por tanto, ante resultados

negativos, los dos tests diagndsticos son igual de precisos.
2.1.4. Aportacién: Comparacion de las odds a posteriori

Cuando el resultado de un test diagnéstico es positivo, su odds a posteriori, definida

en el apartado 1.4 del Capitulo 1, es
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p=_t T (2.173)
l-pl-v
y cuando el resultado es negativo su odds a posteriori es
1—
w="<©= YV _ (2.174)
p l-=x

A continuacién se van a deducir unos contrastes de hipétesis para comparar la igualdad

de las odds a posteriori de dos tests diagnésticos binarios cuando los resultados de

ambos tests son positivos y cuando son negativos.

2.1.4.1. Comparacion de las odds a posteriori cuando ambos tests son positivos
En la tabla 2.1 se presenta las frecuencias obtenidas al aplicar dos tests diagndsticos
binarios, 7} y 7, a una misma muestra de individuos. Cuando ambos tests son positivos

sus respectivas odds a posteriori vienen dadas por las expresiones

v=-L__" (2.175)
I—p 1w
y
v,="L_" (2.176)
l-pl-v,

que en términos de las probabilidades 0, y n,,dadas por (2.2) y (2.3) respectivamente,

se pueden rescribir como

1
2911771;
/=0

B, = : ; (2.177)
1= 6,m, ~>
/=0 j=0
y
1
ZHIIWH
v, = —=0 ] : (2.178)
1"201177{1 _ano
i=0 i=0
Sus correspondientes estimadores son
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]
S s
1j
& = n;
8 o j=0 Si; T 1
1 A A 1 1
l—pl—v1 Sl_]
n- m, =D My,
My J
=0 81; th; j=0
Y
1
Sit 7
= 2 — Wy
O P 7Ty _ f=0s11+’ll
2 A - 1 1
1-pl-v S,
£ ’ ”‘Z . "u—ano
i=0 Sy T i=0

(2.179)

(2.180)

Una vez obtenidas las expresiones de v, y v, en funcién de 6, y 7, se aplica el mismo

proceso que en los apartados anteriores. Asi, el elemento (k,l ), k,l=1,2, de la matriz

de varianzas y covarianzas estimada de 0, y 0, es

2

3 = n,‘j RA RB
1,7=0 (sl.j +rl.j) 59,] 89,., N ()= 877,-j 877[,-

1 o0, 00, ]
—| 2 %= 2 My |
n’ ((i,j)vt(l,l) ! 677,-,' ][(i,j):(l,l) ’ a771-1-

siendo las derivadas parciales de 0, respecto de Oyn:

. % S 00,05 1 00, Y,
Gy =2, e 2, =7

s W T

00,
oy :a,f‘i[ LISPR—— ] J=01
00, n\p#, (1-p)(1-%)

S un
oy, - Sy th Syt 0.1
aﬁoj ﬁﬁ] (1_ﬁ)(1_v1)

y las de 0,:
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%2 0, i=0,1
60
8122:02_” Alﬂ + Al — |, i=0,1
06, " n{pE (1-p)(1-v,)
51y i (2.183)
o0, =y | Suth S th, i=0.1
Oy pr, (1-—p)(1—l§2)
8:?2 :62( S Sy ][AIA 5 Al i ]
Oy, Sot T Sy T ) PT, (I‘P)(l”vz)
Finalmente, el estadistico para el contraste de igualdad de las odds a posteriori
H,:p=p
e (2.184)
H, v 20,
es
a0 — N(0,1). (2.185)

exp = — —~ —
JVar (8,)+Var (6,) - 2Cov (6,5,
2.1.4.2. Comparacién de las odds a posteriori cuando ambos tests son negativos

Si 7 y T, presentan resultados negativos, sus respectivas odds a posteriori vienen

dadas por las expresiones

= =0 (2.186)

@, = » - 7 ) (2.187)
? Zeiont()
i=0
siendo sus respectivos estimadores
1 7. .
- Ny,
R I—-p ¢ i s L
Ry (2.188)
p l-x YU,
0
Jj=0 S0j+r0j !
¥
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i
i0
& b Z Mo

1-p v o M T
A 5, =0 O@ T 0
Wy =— -4 == . (2.189)
p 17 Sio »
i0
=0 Sio +rio

Aplicando los mismos pasos que en los casos anteriores, el elemento (k,l ), k,l1=1,2,

de la matriz de varianzas y covarianzas estimadas de @, y @, es

. L sy 0@, 00, | 1 od, 00
b= N 0000 1 5, 00,00
i,j:O(S[j-{—]/}j) 60y 66?,.1. (i, j)=(11) aﬂ,j 877,.1.
(2.190)
1 00, a@j
ey Z By == Z Ry~ |
”S(UJ#@U jaﬂyj£0Jvun ' o,
donde las derivadas parciales de &, y @, respecto de 6y n son
. 0
a?l=ﬂQJ£(A L Aj,j=&l
06y, n |\ p(1-#) (1-p)V
00 0, j=B,
06,
(2.191)
0d, " So; To; 4
A :_a)l A A - A A b _] :091
01y ; [p(l—ﬂ'l)(Soj-i'l"oj) (l—p)v](soj+r0j)
8(5), 0
ony
y
0d, _ gl 1 .1 j,i=@1
06, T p(l—-ﬂ,) (l—p) 2
%%=Qi=m
. (2.192)
G@ZZ_A[ i0 _ "o J i=0.1
Ol 13(1_”2)(5':0""70) (1”13)V2(510+’70)
60, _
Oy ,

respectivamente. Por ultimo, el estadistico para contrastar la hipétesis de igualdad de las

odds a posteriori

Hy:0 =, (2.193)
H o +o0, '
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€S

A A

Zoy = /\w‘sz ——— > N(0,]). (2.194)
\[Var(a)1)+Var(a)z)—ZCov(a)l,a)z)

2.1.4.3. Estudio de simulacion

Para el contraste de hipétesis de igualdad de las odds a posteriori cuando ambos tests
presentan resultados positivos se ha realizado un experimento de simulacién con las
mismas caracteristicas que el estudio Monte Carlo de la seccién 2.1.2.2, los resultados
se presentan en las tablas A.1.3.1a A.1.3.10. y las conclusiones que se obtienen a partir
de ellos son similares a los obtenidos en los experimentos de simulacion anterirores:

a). Los errores tipo I no desbordan a los respectivos errores nominales, como se
observa en las tablas A.1.3.1, A.1.3.5, A.1.3.7y A.1.3.9.

b). La potencia del contraste aumenta cuando la prevalencia y las probabilidades de
verificacién son mayores, obteniéndose la maxima potencia en la misma situacidon que
los dos experimentos anteriores. En la Figura A.2.3 del Anexo II se representan las
curvas de potencia, al error nominal « del 5%, del contraste de hipdtesis para la
igualdad de las razones de verosimilitudes de dos tests binarios (tabla A.1.3.4),

observandose como a partir de un tamafio muestral de 500 sujetos el contraste es

bastante potente (0.8706) para una prevalencia del 20% y unas probabilidades de

verificacion iguales a (/1“ =0.95, 4, =4, =0.60, Ay :0.15) , teniendo una potencia

casi nula para muestras de pequefio tamafio (50 y 100 sujetos).

Cuando los dos tests diagndsticos presentan un resultado negativo se ha realizado un
experimento de simulacién con las mismas caracteristicas de los anteriores,
obteniéndose resultados similares, aunque con una potencia algo menor, a los obtenidos

para el contraste de igualdad de las odds a a cuando ambos tests son positivos.

2.1.4.4. Ejemplo

Aplicando los resultados obtenidos a los datos de la tabla 2.2 para los sujetos con
edades iguales o mayores a 75 afios, cuando los dos tests son positivos, los estimadores
de 1as odds a posteriori dados por las ecuaciones (2.179) y (2.180), son

0,=1.08 y 0,=0.5, (2.195)
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sus correspondientes varianzas vienen dadas por
Var(,)=0.059 y Var(5,)=0.014 (2.196)
y una covarianza estimada igual a
Cov(0,,0,)=0.016. (2.197)
El estadistico para el contraste de hipotesis de igualdad de las odds a posteriori es
Zoyp = 2.82 (P<1%), por lo que se rechaza la hipdtesis de igualdad de las odds a

posteriori y por tanto, ante resultados positivos de ambos tests, el test 7, es mas preciso

que el test 7, .
Cuando los dos tests tienen resultados negativos, las estimaciones de las odds a

posteriori, aplicando las ecuaciones (2.188) y (2.189), son

@, =2528 y @, =23.55, (2.198)
sus respectivas varianzas son
Var(é,)=167.56 y Var(d,)=261.80 (2.199)

y una covarianza estimada igual a

Cov(d,,d,)=143.99. (2.200)
El estadistico para contrastar la igualdad de las odds a posteriori cuando los dos tests
son negativos es z,, =0.15 (O.88<P<O.89), por lo que no se puede rechazar la

hipétesis de igualdad de las odds a posteriori, y por tanto, ante resultados negativos, los

dos tests diagnésticos son igual de precisos.

2.1.5. Aportacién: Comparacion de los riesgos de error

En la seccién 1.7 del Capitulo 1 se han definido los riesgos de error de dos tests

diagnésticos binarios (Bloch, 1997) como

R =Lp(l-z)+L'(1-p)(1-v) (2.201)

R, =Lp(1-m,)+L'(1-p)(1-v,), (2.202)
siendo L la pérdida que se comete cuando un sujeto enfermo es clasificado como sano

L' la pérdida cuando un sujeto sano es clasificado como enfermo. El riesgo de error
Y p

de un test diagnostico es una medida de sintesis de la exactitud del test, caracterizada
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por su sensibilidad y especificidad, y por tanto es una medida valida para comparar la
precision de dos tests diagndsticos. De esta forma, al comparar los riesgos de error de
dos tests diagndsticos se puede decidir, en base al resultado obtenido en el contraste de
hipétesis que se va a deducir a continuacidn, que test diagndstico es mas preciso, siendo
preferible el test diagndstico con menor riesgo de error.

A continuacion se obtienen los estimadores de los riesgos de error y se deduce el test
de hipétesis para contrastar la igualdad de los riesgos de error de los dos tests
diagnésticos. Por ser una medida con cierto interés, por lo comentado anteriormente, se

van a estudiar todos los pasos para deducir el contraste de hipétesis.

2.1.5.1. Estimadores de los riesgos de error

Las expresiones (2.201) y (2.202) se pueden rescribir en términos de las

probabilidades 6, y 7, , dadas por (2.2) y (2.3), como

1 1
R =LY 8ym,,+L'Y (1-6,;)n, (2.203)
Jj=0 J=0
y
1 1
R, =LY 00+ LY (1-6,) 1. (2.204)
i=0 i=0

Sus correspondientes estimadores son

1 r1
1%1=Lp(1—7%1)+L'(1—13)(1-0,):%Z ai n0.+—L—- i n,  (2.205)

A L & b/ S
R =Lp(1-7,)+L'(1-p)(1-7V,)=— i PP Sty e ST 2.206
2 ( ”-)'*' ( p)( Vz) 71;5,»04—7}0 I+ . ;s‘,-l-r“ n; ( )

/]

Aplicando el método delta (Agresti, 1990), la matriz de varianzas y covarianzas de

R YR, es

O(R.R,) ., . d(R,R,) 8(R.R,) ., O(R,R,)
ke 1 By, 2.207
20 O 5g oy (T, el

donde las derivadas parciales de R, respecto de 8 =(6y5,6y1,6,0,6,1) ¥ 1= Io0sM01>Tho)

son:
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oR,
=L Ji=05]
26, Toj»> J
sgl =‘L'771,-, Jj=0,1
’
’ (2.208)
OR )
67701,- =16, -L'(1-6,), j=0,1
8R1 =L,(9” 0]0),
Oty
ylas de R,:
OR,
=1n,, i=0,1
69[0 7710 l
Zgz :_L’nila i=0,1
! (2.209)
OR, =16,-L'(1-6,), i=0,1
0
Ry _1(6, ).
Oy

Realizando las operaciones matriciales en (2.207), el elemento (k,1), k,1=1,2, de la

matriz de varianzas y covarianzas de R, y R, es

2
o i 6;(1-6,) R, R, n oR, OR,
7 A A
=R (1—6’[.].)2 +1,6; 06, 00; . jeuy 1y 01 07y

1 m; R, n; OR,
e I ey
Zﬂ @)= My Oy )\ i) My Oy

ij=0 My

(2.210)

Una vez obtenida la matriz de varianzas y covarianzas de los riesgos de error de los

dos tests diagndsticos, la matriz de varianzas y covarianzas estimadas de R, y R, es

f(_é_p_jé}l’- 8(&1,A1%2)+5(1§1,ﬁ2), [gl(ﬁ)M (2 211)
: s 3

00 a (é) 00 o1

7
donde las derivadas parciales de R, respecto de 6= (éoo,ém ,é,o,én) v B={ Fpsfirs o)

son:
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N LM, =01
06, n
. .
R _ M jood
00, n
(2.212)
R op__p T o0
aﬁo,' Soj T, St
IR, :L'[ Sn S j
Oho Suthy Sio T
y las de f?zz
Ry o1l =01
06, n
Ry opl =g,
89” n
) (2.213)
R _p-—So__p T oo
o Sio T 1o S+

R, =L'( Su_____ S ]
0Ty, Spth Sty
Operando en la expresién (2.211), el elemento (k,/), k,/=12, de la matriz de

varianzas y covarianzas estimadas de R, y R, es

Oy =

le sy  OR, OR _1_2 oR, OR,
0 (s, +r,) 06, 86, 7 f "5, on,

1 oR, oR,
3 2k |
n’ [(ﬂf;l»l) ja%j( Z“ ' o }

Finalmente, el estadistico para contrastar la igualdad de los riesgos de error de los

(2.214)

tests diagnosticos 7, y T,

H,:R =R,

(2.215)
H R #R,

€S
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2y = = Aéljéz > N(0,1). (2.216)
\/;ar(Rl)+Var(R2)—2C0v(Rl,R2)

En el caso de que la hipétesis nula de igualdad de los riesgos sea rechazada, el test con

menor riesgo de error seré preferible.

2.1.5.2. Estudio de simulacion

Para el contraste de hipétesis deducido se ha realizado un experimento de simulacion
con las mismas caracteristicas que el estudio Monte Carlo de la seccion 2.1.2.2. En este
estudio se ha considerado que la pérdida que se comete al clasificar erroneamente a un
sujeto enfermo, y a un sujeto sano, es igual a la unidad, es decir L=L"=1. En la
practica esta suposicion es factible, ya que en lo relativo a la exactitud del test
diagndstico tan importante es la pérdida ocasionada por clasificar erroneamente a un
sujeto sano que a uno enfermo. Los resultados obtenidos en el estudio se presentan en
las tablas A.1.4.1 a A.1.4.10 del Anexo I y de su analisis se obtienen las siguientes

conclusiones: .
a). Los errores tipo I no desbordan, generalmente, a los respectivos errores nominales

(tablas A.1.4.1, A.1.4.5, A.1.4.7 y A.1.4.9).
b). En las tablas A.1.4.2, A.1.4.4, A.1.4.8 y A.1.4.10 se observa como la potencia del

contraste de hipdtesis, para cada valor nominal y para los tamafios muestrales, aumenta

cuando disminuye la prevalencia de la enfermedad, tanto para las probabilidades de

verificacién (A4, = 0.85, 4, =4y =040, Ay = 0.05) como para las probabilidades
(A4, =095, 4y =4y = 0.60, Ay, =0.15), siendo aun mayor para estas ultimas. Esto es

asi debido a las discrepancias que existen entre los riesgos de error de los dos tests
diagnésticos; asi, para los resultados de la tabla A.1.4.4, la discrepancia entre los dos
riesgos es |R1 —Rz‘ :|0.25—O.151:0.10 tanto para p=0.1 como para p=0.2. Estas
discrepancias vienen provocadas por las diferencias existentes entre la exactitud de

ambos tests diagnosticos; para el mismo ejemplo anterior, la discrepancia entre las dos

sensibilidades es, al igual que la de las dos especificidades,

|, - 1, =0.75-0.85/=0.10. Ademas, al igual que ocurre en los casos anteriores, la

potencia del contraste es pequefia para muestras de tamaiio 50 o 100, siendo necesarias

muestras de al menos 500 sujetos para obtener una potencia aceptable. En la Figura
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A.2.4 del Anexo II se representan las curvas de potencia, al error nominal o del 5%,
del contraste de hipdtesis para la igualdad de los riesgos de error de dos tests binarios
(tabla A.1.4.4), pudiendo observarse como para muestras de tamafio 500 o 1000, la

potencia es mayor cuando la prevalencia es menor, p =0.1, y las probabilidades de

verificacién son mayores (4, =0.95, 4, =4, =0.60, A, = 0.15), siendo por tanto el

contraste de hipdtesis muy potente, ( 0.9413) para muestras de tamafio 500.

c). En las tablas A.1.4.3 y A.1.4.6 se observa como la potencia del contraste de
hipétesis, para cada error nominal y para los tamafios muestrales, aumenta al aumentar
tanto la prevalencia como las probabilidades de verificacion. Esto es debido a la menor

discrepancia entre los riesgos de error de los dos tests diagndsticos; asi para los datos de
la tabla A.1.4.3 la discrepancia entre los dos riesgos es |R —R,|=[0.25-0.24|=0.01
para p=0.1 y |R -R,|=[0.25-0.23|=0.02 para p=0.2, que al ser relativamente

pequefias implican una escasa potencia del contraste de hipdtesis, incluso para muestras

de tamafio 1000.

2.1.5.3. Ejemplo
Aplicando los resultados obtenidos a los datos de la tabla 2.2 para los sujetos con
edades iguales o mayores a 75 afios, suponiendo que L=L', los riesgos de error
estimados de 7} y 7,, aplicando las ecuaciones (2.205) y (2.206) respectivamente, son
R =0.11L y R, =021L, (2.217)
sus correspondientes varianzas son

Var(R)=0.000412 y Var(R,)=0.00052L" (2.218)

y una covarianza estimada igual a
Cov(R,,R,)=0.00013". (2.219)
El estadistico para el contraste de hipdtesis de igualdad de los riesgos de error es

Zeyp =3.86 (P 22 1%) , por lo que se rechaza la hipdtesis de igualdad de los riesgos de

error, y por tanto, cuando L = L', el test 7, es mas preciso que el test 7, . Este resultado

contrasta con los obtenidos en 2.1.1.1.2, no existiendo diferencias significativas entre

131



Comparacién de pardmetros de dos tests binarios en presencia del sesgo de verificacion

las sensibilidades de los dos tests diagnosticos y siendo el test 7, mas especifico que el

test 7, .

2.1.6. Aportacion: Comparacion de los estadisticos kappa de los riesgos de error

En esta seccion se van a obtener los estimadores de los estadisticos kappa de los
riesgos de error de los tests diagnosticos 7, y T, , asi como el contraste de hipétesis para
la igualdad de los estadisticos kappa de los riesgos de error de T, y T, cuando ambos
tests se aplican a una muestra de sujetos. El estadistico kappa del riesgo de error de un
test diagndstico es, al igual que el riesgo de error, una medida de sintesis de la exactitud
del test y por tanto es una medida valida para comparar la precisiéon de dos tests
diagndsticos, presentando ademas las propiedades descritas en el apartado 1.1.8 del
Capitulo 1. Por tanto al comparar los estadisticos kappa de los riesgos de error de dos
tests diagnosticos se puede decidir que test diagnéstico es mas exacto, siendo preferible

el test diagnostico con mayor valor del estadistico kappa.

2.1.6.1. Estimadores de los estadisticos kappa de los riesgos de error

Para cada test diagnostico se define el estadistico kappa del riesgo de error (Bloch,

1997) como

. R.—pH
K (r)= PO=F)+(-r)(-P)F (2.220)

A Rll—pPI'
Kz(’)—rp(l—Pl')+(1—7‘)(l—p)E" (2.221)

siendo P =P(T;=1), B'=P(L,=1), B, =P(L=iL =j,D=k) ¥ r=L/(L+L").

Teniendo en cuenta que

P=1-v,+p(m +v,-1)

B.=pm (2.222)
P=1-v, + p(7y+v, -1)
P, =pr,,

en términos de la sensibilidad y la especificidad de T, y de T,, las expresiones (2.220) y

(2.221) se pueden rescribir como
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K, (r)= pri—p(1=vi+ pl,) (2.223)

“(ptr=1)(v,—pL)+(1-p)(1-r)

N pr,—p(1-v,+ pl,) :
K[(’)_(p+r—1)(v2—‘p]2)+(1_p)(1__r), (2224)

donde I,=m+v,~-1 e I,=m,+v,~1 son los indices de Youden de 7, y T,

respectivamente. Asimismo, como

1

1
R=>m,=1-2 m
7=0

Jj=0

B, 2‘911771,
. (2.225)

1 1
F'= 277,'1 = 1_2771'0
i=0 i=0
1

P, = 291177,1’

i=0

las expresiones (2.223) y (2.224) se pueden escribir en funcién de las probabilidades &,

y 7, , dadas por las expresiones (2.2) y (2.3) respectivamente, como

o g

x(r)= : L (2.226)
(r_z:o( )UU}[ZnOJ) [ZO(I 9 )%j
i,j= L5l =
¥
1 1
Z il — (I—Znioj(zeynij]
K, (r)= e . (2227
(r- 3 1-a)n S o0 S0-00n
i,j=0 i,j=0
Sus correspondientes estimadores son
Zl: Slj n _[l_lin j{i ij ]
& (r) = SRS AG A (2228)
__l ’:f ij
[r n:;s,j+’”,, nv][gnoj]_F(I 7)[i;SU+1y11”]
¥
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(2.229)

La matriz de varianzas y covarianzas de &, () y &,(r), es

QL) WA CIGEA GG ()] oy 2D ) 5 55
1 @77 ’

00 00 an y

donde las derivadas parciales de «,(r) respecto de 8 =(0,y,01,00:8:) ¥

= (77005770137710) son:
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] [(,ﬁq)( g%lj”z%}(!’”l[ ;77()',]19}_

a 90/, - —770/1
=0

1
1=2 7o,
= , h=0,1

" (1—7-)[1—1_2;)770,-](1—p)+rp§no.f
v (e g g
R e
20'70,-
" (1—1-)(1—;;’77:,}(1— p)ﬂ'pan
aKl("):_[r(nwmo,)(eo,,_e“)+1 ;)[ ZUO,J = O (l—r)(l—p)Jr"p}>< (2231)

0
(g )
(1—r£ Zm,j p)ﬁp%m,]l
gt
1—:[ Zno,jb +rp§ﬂo,-

(1) {r(ﬁ,o—9”);)7701.+(1—r)[1—j§0770j](9“ " sz, [ Zno,J j

_ o+

+

, h=0,1

+

, h=0,1

0o [(1—r)[l—gﬂo;](l_p)+mj§n°fJ

oo

(1—r)(l—jzonoj](l—p)+rp2770j

Jj=0

’

y las de , (r):
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I (i s )0
[(1~r)[1—§r7,-oj(l-p)+rp§77,~oJ2

1

1_2771'0

Mho = s =10;1

(1—r)(1—§moJ(l—p)+ rp;n,-o

o, g2
| ((1—r)(l—g;mo)(l—z?)ﬂpgmo]z

+

7710
77,,, - , h=0,1

( Zn,oj +FP'Z=I(;77,-0
%f_:l:{r(em_91,>§;n,.0+<1—r>(1—§nio](e”—eho>—<1—r><1—p>+rp} 2232)
g
(l—r [1 Z':n,OJ )+rp§n,-o]2

()00,
(l—r)(l—gmoj(l—p +rp§nm

B I s ) G ) o) U0 4

+

; h=0,1

+

EENEED

‘901—[ ZW:OJ 11 911
(1-r (1—277,0](1—17 +rpZn.-o
i=0

Una vez obtenidas las derivadas parciales de x(r) y &,(r) respecto de
0 =(000,001:610:011) Y 1=(7hos"o1sTho) » operando en (2.230), el elemento (k,1),

k,1=1,2, de la matriz de varianzas y covarianzas de (r) y x,(r) es
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2
o I 49;(1—%) axk(r)aic,(r)+ Z?_,,z;aKk(”)ﬁ’f/(”)_
. L0 S, (1—95)2+77,'9g2- 06, 06; whtnmy Om;  Omy
(2.233)
1 ( 5 n_ﬁam(r))[ o FiM)_]
Zl:ﬁk(f‘fﬁ(u)”a oy ity 1y Oy
0j=0 My

Asimismo, la matriz de varianzas y covarianzas estimadas de £, (r) y £, (r) es

8(1&1(r),/€'2(r)), I (9‘)5(’21 (r).%, ("))Jr a(’el (r).%, ("))l

00 06 0%

A

siendo las derivadas parciales de &(r) respecto de Hz(éoo,ém,ém,é“) y

n= (ﬁoo, ﬁOl’ﬁlO) :

( 1 1 1 1 1
S ’1"_2”11 T2y =¥ T
0%, (r) . 1=0 = B n =

Mo, : « B=0,1

1 » A
[(1—ﬁ—r)§n,,+n[)r) (I_P_r);”nﬂfnp”

‘ 5 1
0k (r) _ _, (ZJ[”‘Z] g™

+n, =0 , A=,

- 1 = - -
08y, ((l—ﬁ—r)znu‘*”ﬁ’"j (l—p—r)gn,,ﬁ-npp

Son _ Sp ln )—n 1— 5 —p (7; __l_ln]
5151(7”) _nl:[soh+r0h Sn""n)[ ; ! ( P ) ’ n; ¥ .
on 2
o ((1 -p- I)Z n, + n[)rJ
=0

(2.235)
n A s 5
P ;(SOh:'hrOh 511:’11]2”, sn'*"n
1 , h=0,1
(1—ﬁ—r)2n,,+npr
=0
o
" p - nr = n T, = — n
61{,(7‘)___1_ Spotho Suth =i = "
8hn., n 1 2
o ((l—ﬁ—r)z Ty ¥ nrf?)
=0
|
S10 S0 Si1 Sy
n —
S0t ho (510"'"10 Su"”’njg ! Sy 1
1 }
(l~p—r)Zn,,+nﬁr
1=0
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las de £, (r):

’;;A == —-ﬁnho = 1 = 2 Ny 1=01 5 h= 0,1
" ((1—p—r) nn"'”p”J (1—}7—7’)Zn,1+npr
1=0 =0
0 0
A nr= n Ty —— n —
aKz (l’) _ —f)n 1=0 ! 1 n =0 ! +n 1=0 o h=0.1
A = hl 1 ) hl 1 » — VY
90 ((l—p—r)anl +nﬁrj (1 p—r);n” +npr
1=0 =

Sho _ S1p " — L i J_n 1——15‘1” }(ﬁ' __1_ 1 . )
a’ez(”)__nKShoJ”’ho 511'”’11}( ; ! ( )| % ng ! N
on B 1 2
TTho ((1—]’3 —F)Zn” +nf7r\J

(2.236)

5 s ! I

5 01 1 A

2 (4 p - ””‘Z”n ”2_-2”11
51(2(1) 1 Sort7  Suth 1=0 ni%

Operando matricialmente en (2.234), el elemento (k,l), k,1=1,2, de la matriz de

varianzas y covarianzas de &, (r) y &, (r) es

& ZZ‘: Sy 81€k(r)81€,A(r) 1 S ok, (r) ok, (r)
. ,-,j=0(s +”-j)3 69,.]. 8‘9:'1 n’ (i:7)#(L1) 677:'/' oy

(2.237)
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Finalmente, el estadistico para contrastar la igualdad de los estadisticos kappa de los
riesgos de error
H, x(r]=%, (r)

H,:x,(r) =1, (r) (2.238)

€s

& (r) =Ry () s N(0,1). (2.239)
# " [Tar (8 (7)) + Var (&, () ~2Cov (%, (), R, (7)) (0.1)

2.1.6.2. Estudio de simulaciéon

Para el contraste de hip6tesis deducido se ha realizado un experimento de simulacion
similar al del riesgo de error, pero considerando que las pérdidas de clasificar
erréneamente a un sujeto enfermo y a un sujeto sano son iguales entre si, L = L',y por
tanto el pardametro 7 es igual a 0.5. Los resultados del estudio se presentan en las tablas
A.1.5.1 2 A.1.5.10 del Anexo I y de los cuales se obtienen las conclusiones siguientes:

a). Generalmente, los errores tipo I no desbordan los errores nominales, como puede

observarse en las tablas A.1.5.1, A.1.5.5, A.1.5.7y A.1.5.9.

b). En las tablas A.1.5.2, A.1.5.3, A.1.5.4 y A.1.5.6 se observa como la potencia del
contraste de hipdtesis, para cada valor nominal y para los tamafios muestrales dados,

aumenta cuando aumenta la prevalencia de la enfermedad, tanto para las probabilidades

de verificacién (4, =0.85, 4y =4y =0.40, Ay = 0.05) como para las probabilidades

A Ay= 0.95, 1, = Ay, =0.60, Ay, =0. 15), siendo atin mayor para estas dltimas. Esto es

asi debido a las discrepancias que existen entre los estadisticos kappa de los dos tests
diagnésticos; asi, la maxima potencia del contraste de hipétesis se alcanza para las

muestras de tamafio 1000 cuando las exactitudes de los tests diagnosticos son
(m, =0.75, v, =0.75, z, =0.85, v, =0.85), tanto si p=0.1 como si p=02,y las
probabilidades de verificacion son (4, =0.95, A, =4y, =0.60, Ay =0.15), como

puede observarse en la tabla A.1.5.4. Asi, para un error nominal « del 5%, una

prevalencia de la enfermedad p=0.1y las probabilidades de verificacion anteriores, la
potencia del contraste de hipdtesis para muestras de tamafio 1000 es 0.9798, incluso

para muestras de tamafio 500 la potencia es bastante aceptable (0.7921). Para una
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prevalencia del 20%, la potencia para muestras de tamafio 500 es 0.8506 y para tamafio
1000 es 0.9888, teniendo por tanto el contraste de hipétesis una buena potencia para
muestras de un tamafio minimo de 500 sujetos. Al igual que ocurre con los resultados de
los experimentos anteriores, para muestras de tamafio 50 y 100 el contraste de hipétesis
es de escasa potencia, siendo necesarias muestras de al menos 500 individuos para
alcanzar una potencia aceptable. En la Figura A.2.5 del Anexo II se representan las
curvas de potencia, al error nominal a del 5%, del contraste de hipotesis para la
igualdad de los estadisticos kappa de los riesgos de error de dos tests binarios (tabla
A.1.5.4), observandose como para muestras de tamafio 500 o 1000, la potencia es mayor

cuando la prevalencia es mayor,p=0.2, y las probabilidades de verificacién son
mayores (4, =0.95, 4, =1y =0.60, Ay =0.15), teniendo por tanto el contraste de
hipétesis una potencia alta, incluso para muestras de tamafio 500 la potencia es bastante

aceptable (0.8506) .

¢). En las tablas A.1.5.8 y A.1.5.10 se observa como la potencia del contraste de
hipétesis, para cada valor nominal y, generalmente, para muestras de tamafios 500 y

1000, aumenta cuando disminuye la prevalencia, tanto para las probabilidades de

verificacion (4, = 0.85, 4, =4y =0.40, Ay =0.05) como para las probabilidades

(A, =0.95, A = Ay =0.60, Ay = 0.15), siendo mayor para estas ultimas. Este
comportamiento de la potencia es debido a la discrepancia entre los estadisticos kappa
de los dos tests diagnésticos, motivada asimismo por la discrcpancia entre sus

respectivas exactitudes.

2.1.6.3. Ejemplo
Aplicando los resultados obtenidos a los datos de la tabla 2.2 para los sujetos con

edades iguales o mayores a 75 afios, tomando r=0.5, los estimadores de los

estadisticos kappa de los riesgos de error de 7; y T, , aplicando las expresiones (2.228) y

(2.229), son
£,(0.5)=0.53 y £,(0.5)=0.36, (2.240)

sus correspondientes varianzas son

Var(#,(0.5))=0.0049 y Var(#,(0.5))=0.0040 (2.241)
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Conclusiones

y una covarianza igual a
Cov(#,(0.5),#,(0.5)) = 0.0012. (2.242)
El estadistico de contraste es z,, =2.11 (P <5%), por lo que se rechaza la hipétesis

de igualdad de los dos estadisticos kappa y por tanto el test diagnostico 7; es preferible
al T,. El resultado obtenido es totalmente compatible con el obtenido al contrastar la

igualdad de los dos riesgos de error.

2.1.7. Conclusiones

Los experimentos de simulacién realizados han aportado unos resultados muy
interesantes sobre el comportamiento asintético de los contrastes de hipdtesis obtenidos
para los distintos parametros. Las conclusiones obtenidas pueden resumirse en:

a). En términos generales, el error tipo I de los contrastes de hip6tesis no desborda a
su respectivo error nominal.

b). Es necesario un tamafio muestral minimo de 500 sujetos para que los contrastes
de hipdtesis deducidos tengan una buena potencia, siendo esta muy pequefia en las
muestras de tamafios 50 y 100.

c). La potencia de cada uno de los contrastes es mayor cuando las probabilidades de

verificacion son (2, =0.95, A, =4, =0.60, 4, =0.15) que cuando valen
(4, =0.85, Ay =4y =0.40, 4, =0.05), por tanto, cuanto mayores sean las

probabilidades de verificacién mayores seran las potencias de los contrastes de
hipotesis.

d). Los contrastes de hipétesis de igualdad de los valores predictivos positivos, de las
razones de verosimilitudes y de igualdad de las odds a posteriori cuando los dos tests
son positivos, y de los estadisticos kappa de los riesgos de error son mas potentes
cuando la prevalencia es 0.2 ; y en cuanto al contraste de hipétesis de igualdad de los
riesgos de error, si la discrepancia entre la exactitud de los dos tests es relativamente
alta, dicho contraste es mas potente cuando la prevalencia es 0.1.

e). La potencia del contraste de hipétesis de igualdad de los valores predictivos
negativos, de igualdad de las razones de verosimilitudes y de las odds a posteriori
cuando los dos tests son negativos tiene un comportamiento similar a los contrastes

anteriores, aunque son algo menos potentes.
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2.2. Aportacién: Comparacion con dos muestras independientes

En esta seccién se van a deducir los contrastes de hipétesis sobre los mismos
parametros anteriores cuando los dos tests diagndsticos se aplican a dos muestras
independientes. Para estos contrastes no se han realizado experimentos de simulacion
debido al gran nimero de simulaciones necesarias para intentar poner de manifiesto
discrepancias en el comportamiento de los estimadores obtenidos. Asi, para unos
determinados valores de la exactitud de los dos tests diagnésticos, habria que considerar
si la prevalencia de la enfermedad es la misma en ambas poblaciones o si es distinta, sl
las probabilidades de verificacién son iguales en ambas poblaciones o no lo son, si los

dos tamafios muestrales son iguales o no, etc, lo que incrementa de forma muy

significativa el niimero de simulaciones a realizar, lo que imposibilita realizar tal

experimento de simulacion.

2.2.1. Comparacién de las sensibilidades y de las especificidades

Si se considera una muestra formada por 7, sujetos extraidos mediante un muestreo

aleatorio de una poblaciéon L, y otra muestra formada por n, sujetos extraidos por el

mismo procedimiento de una poblacién L,, siendo ambas poblaciones distintas sin

relacién entre sus individuos. Para cada paciente sean T y T, dos variables aleatorias

que representan los resultados de dos tests diagndsticos binarios respectivamente, tales
que 7, =1 cuando el resultado del test es positivo y 7, =0 cuando es negativo, para

k=1,2. Sean Dy V dos variables que representan el verdadero estado de enfermedad y

erificacion de la enfermedad para cada paciente, tales que D =1 cuando el paciente
4 sano, ¥ =1 cuando el paciente ha sido verificado y

probabilidad de

lav
esta enfermo y D =0 cuando est
7 =0 cuando el paciente no ha sido verificado. Supongamos que la

seleccionar a un paciente para verificacion depende solamente de los resultados de los

dos tests y no del estado de enfermedad, es decir
P(V|J;,7;,D)=P(V|J;,TZ). (2.243)

Si un paciente con resultado del test no ha sido verificado, este sujeto puede ser

considerado como un valor faltante del verdadero estado de enfermedad. Los resultados

obtenidos al aplicar los dos tests diagnésticos a los n pacientes dan Jugar a la tabla 2.7,

donde s; es el numero de sujetos enfermos de la poblacién L, en los que Ty =iy
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Comparacion de las sensibilidades y de las especificidades con dos muestras

T,=j, 1y es el numero de sujetos sanos de la poblacion L, enlos ;=i y I,=j,y
uy es el numero de sujetos no verificados de la poblacion L, enlosque 71 =i y 7, =/,

para i, j=0,1 y /=1,2. El nimero total de sujetos a los que se les aplican los dos tests
diagnosticos es
1 2 1 1
n=) Yy = D ny+ Y g, =n+n, (2.244)
i,j=0 I=1 i,j=0 i,j=0
En esta situacion no se pueden aplicar las ecuaciones del apartado 2.1.1 deducidas por
Zhou (1998), por la razén siguiente: si se estima la sensibilidad, utilizando dichas

ecuaciones, de cualquiera de los dos tests con las muestras de tamafio n,, n, y con el

numero total de sujetos n de forma separada, la sensibilidad obtenida con la muestra de
tamafio » no es la suma de las otras dos sensibilidades, es decir, la razén es que la
sensibilidad no es aditiva. Asimismo, tampoco se puede considerar un disefio con
covariables, pues ambos tipos de muestreo son distintos, ya que por un lugar se
disponen de dos muestras independientes y por otro de una tnica muestra en la que se

observa un conjunto de covariables.

i =1 =0
L =1 5 =0 T, =1 L =90

& L, L A 9 Lo L Ly
V=]
D=1 S Si12 Sio1 S102 So11 So12 Soo1 So02
D=0 U T2 Hoi Ho2 Ton To12 Too1 To02
V=0 U Uy Uy LT Uoyy Upiz Ugop Upoa
Total Mgy L Pyo gy Mo M1 Mo L)

Tabla 2.7. Frecuencias obtenidas al aplicar los dos tests a dos muestras independientes.

A continuacidn se obtienen los estimadores de la sensibilidad y de la especificidad de
cada uno de los dos tests diagnosticos, las matrices de varianzas y covarianzas de estos
estimadores y los contrastes de hipétesis de igualdad de las sensibilidades y de igualdad

de las especificidades.
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La sensibilidad y la especificidad de cada uno de los dos tests diagndsticos vienen

dadas por las expresiones

P(T, =1|D=1) (2.245)
¥
P(1,=0|D=0) (2.246)
respectivamente. Sean las probabilidades
6, =P(D=1I,=i,T,=j,L=1) (2.247)
¥
ny=P(L=i,T,=j,L=1), (2.248)

12
para i,j=0,1y /=12, donde 7, =1=7op; ~Thor =---~7hn1»> Y& que ZZ%:L b

i,j=0 I=1

0 = (G401»Oo0z>--On1:612) ¥ 1= (701> Mooz Ty )  dos vectores con ocho y siete
componentes respectivamente. Entonces, la sensibilidad de cada test se puede expresar

en términos de 6, y 77, como

12
22‘91/1771,1

o= (2.249)
p
y
i 2
229”:77,11
=, (2.250)
p

y la especificidad como

y, =25 (2.251)
1-p
y
1 2
ZZ 1 0101 ot
v =5 : (2.252)
1-p
siendo
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1 2
p= Z ZQWW (2.253)
i,j=0 I=I
la prevalencia de la enfermedad.
Para los n sujetos totales sean 7,,, T,;, D, los valores de 7}, 7,, D en el i-ésimo

sujeto extraido de la poblacién L, con 7, j=0,1 y /=1,2. La funcion de verosimilitud

basada en los datos observados es

L(6,n)= Ij{(HP(T“,Tzi,D,.,L, )}[Hp(zi,g,.,.r,, )]} (2.254)

V=l V=0

y la funci6n del logaritmo de la verosimilitud

1(6,m)= i log(P(ﬂi,Tz,-,Df,L,))+iZIog(P(T.i,TZi,L,)) =
log(P(D,|T;,, Ty L)) + szlog(P(Tn,?;,-,L,)):
> Zlog{(aﬂ g } +Y Zlog{(mﬂ )} = (2.255)

1 2 1 5
22 {sul0g(8,) + iy log(1-6, )} + 3 > mylog () =
/! (0)+12 (77),

siendo

1(6)= Z]: Zz“{s,.j, log (6, )+, log(1-6,, )} (2.256)

L(m)= 2 > nylog (). (2.257)

Como los parametros 8 y 7,y I y I, son las funciones del logaritmo de la
verosimilitud de distribuciones multinomiales, los estimadores méximo verosimiles de
6 y 17, obtenidos maximizando /, y I, respecto de & y 7 respectivamente, son

~ s

= (2.258)

+¥

gl
Sijl
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5 =L (2.259)

A

y por el teorema de Birch (1964) si 6 > 0ymn,;>0,las distribuciones de € y 77 son

asintéticamente normales.
El estimador de la prevalencia de la enfermedad, en funcién de (2.258) y (2.259), es

1 2 Ky

p= z Zgljlnyl Z Z

i,j=0 I=1 lj=01=1sy1

B, (2.260)

il -
+ ’,;_][

Los estimadores de la sensibilidad y de la especificidad de cada uno de los dos tests
diagnésticos, sustituyendo (2.258), (2.259) y (2.260) en las expresiones (2.249) a
(2.252), son

A =0 1= _ : j
=" 32 . L& s, ? \2.261)
A ij
IDA DI i
ij=0 I=1 7,70 #=1 STl
i 3 12
% S
o ill
ZZ@]/UH; Z - My
A j=0I=1 _ J=01I=1 P il
% =T 3 =TT 2 ¢ A WAy
> 26, =
"Myt >, il
i,j=0 I=1 i,7=0 1= Sgr Ty
1 3 1 2 7.
0l
ZZ(l 90_1[)”0}1 er 45 noﬂ
m i=0 =1 j=0 I=1 "ojiI 0,1
p =2 —— J - J (2.263)
il
1- Z Zgﬂw Z My
i=0 1=1 i, =0 =1 Tig T8y
¥
13 i g
" r.
~ i0l
ZZ(l ‘9101)771‘01 ZZ . Mo
A~ j=0 I=1 _J=0 /=1 "i0/ i0l
D, = —— =T (2.264)
" i
1= 2 Oyl > i
7.=0 =1 ij=0 1=1 Tt T Sy
respectivamente.

Una vez obtenidos los estimadores, la matriz de varianzas y covarianzas de 7, y 7,

aplicando el método delta (Agresti, 1990), es
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6(7:1,757)’ Loy 0(m7y) 8(711,752), o n B 725)
2 1o * ) () 2] |
so IOy T, e
ylade v, y v,
6(1/1,\/2)' o(v,v,) 8(vivs) oy £ O(vivs)
Vi S .
0 o6 T on Ty B0

siendo [, (0) y [2(77) las matrices de informacién de Fisher de las funciones del
logaritmo de la verosimilitud /, (9) y I,(n7) respectivamente. La matriz de informacion
de Fisher de (6,7) es

diag{I,(6).1,(n)}- (2.267)

La matriz [, (0) , de dimensién 8x 8, definida por

a1,(6)
it (2.268)
06,06,
es
Sijt T i wo .
—_— ’lzl’J:j,[:l
L(6)=10 (1-6,) : (2.269)
0 iz, fe il
que se puede rescribir como
By v,
1,(0)=diag & +—"—+, (2.270)
O (1-6,)
y al ser una matriz diagonal su inversa es
0 (1-0,)
I7'(6) = diag 2”’( ) b, (2.271)
1+ 5 (1= )

Su correspondiente estimacion, sustituyendo en (2.271) 6, y n; por sus estimadores
méximo verosimiles, viene dada por

e 2
S i B (2.272)

If‘(é)zdiag (S . )3
it T Ll

La matriz de informacién de Fisher 7, (77), definida por
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ol
__9(m) (2.273)
anijlani'j'l'
1 2
de dimensién 7x7, al estar las probabilidades 7, sujetas a la restriccion Z Zn[ﬂ w2l
i,j=0 =
y por tanto hay un valor, 7,,, , que es combinacion lineal del resto, es
I ( M
(1) + % (2.274)

~-7—7i37 771212
para i#1l, j=1, [#2,i'#1 j#], I'#2, i#i' o j#j o l#/'. Esta matriz se puede
rescribir como
n

I,(n) = diag {—%’}Jrﬂgl(l,l,l,l,l,l,l)' (LL1L,1L,1,1,1) (2.275)

il 112
para i,j=0,1, [ =1,2. La matriz inversa de 7,(77), que se obtiene aplicando lema 2.1

de la seccién 2.1.1, es

2 5} 2
n. T, n

I,'(n)= diag s fusnsg 1 — diag - diag L=
(1.50)=(11,2) | My n ii - (,70=(00.2) | Py | (120)2(00.2) | Py

oy it
My o =0 1=1 Ty
(i,od)#(1,1,2)
2 2’ 2
U 1 n. . n,
diag {—”’—}————-—1 — diag {—”} diag {—”,
(1,7.0)#(1.1.2) | My 7707 (57:0)=(112) | Ny (1.7.0)=(1.12) | By
(2.276)

siendo su estimacion

1y 1 s y , ; n;
g (77) = diag {-—12[ }— " T3 diag {——J;} diag {——’21 } =
(i,7,0)=(1,1,2) | (i )=(112) | 1 (1L,70)=(102) | 7
: g IV

(ff}{zz)?e(ll.le.z) (2.277)
.. 1 '
dia A dia n. dia B b
(i,j,l)¢(1gJ,2){7’l2} n (i,j,l):t(lg,l,Z){ UI} (f,j,/)¢(‘1g,1,2){ ﬂ}

Operando matricialmente en la expresion (2.265), el elemento(h,k), hk=1,2, de la

matriz de varianzas y covarianzas de 7, y 7, €s
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) 2
o ) o (1—9{,,) on, on, B My Om, B,
hk Z -
19,2, +Sijl(1 09,/) agul 5‘9111 (1.7.0)2(1.1.2) Py 877"// 577,-,1

( D ’7_3/%}( 3 ﬁaﬂj

] (2.278)
Z]: i__ijlk(i,j,l)#(l,ll) Ty a77,71 k(i,j,l);e(l,],Z) Py a77,-,-/

siendo las derivadas parciales de 7, y 7,respecto de 8 =(6y,,00,-611,6,1,) ¥

= (77001’”002’--'577!11):

or, e . ox - 1—7,
a901‘1 o p " 06, V! p

6,,+7(6,,—-06
orn, _ Yo 1( 0t 112) =01,1=12

a770,'1 p
B~ Hl~=
om, _(Ba=0u)(om) o0, (L7.0) % (LL2)
O 3 (2.279)
or, . or, . 1-%,
89{0/ 7i0[ ’ 891/ B 7‘:”
573 _ 9117 ' /TZ(QI'()/ 0‘1-) 1:0 1 ]:1 )
016, p o )

Los elemento de la matriz de varianzas y covarianzas de v, y v, se calculan de forma

analoga. Operando en (2.266) se obtiene que

ZZ (1 QIJ/) a\// 51/ " Z 775[ BV, EV/\ B

iyj=0 1=] 7 9 1/1 (1 H[j,) ael}[ 891// (i..0)=( ny[ 8771// a771//

1 Z 77,3/ @V Z 77[]2'/ 6‘/1\'
i : ;/ (1.0)=(11,2) Py 07711/ (1)(0,1,2) Py 877{'/'/

%

o./zl

(2.280)

~

i,j=0 1=t

donde las derivadas parciales de v, y v, respecto de 6 =(8.,,6505-0,1.0,12) ¥

77 = (77001’770023'“977111) SOon:



Comparacion de parametros de dos tests binarios en presencia del sesgo de verificacion

ov, _ l-v, 0Ov, _ Vv,
06, v l—p ’ 06, mﬂl—p

ov, _ 1-6y, ‘(9112 “901'1)‘/1

6)7701'/ 1-p

, j=0,1,1=12

0 . .
) . =_(9112_9w)1_vl_ L 7i=01,1=12, (1.0)#(112)
i w4
(2.281)
ov, l1-v, 0v, _ v,

20, = Tl 1-p ’ 88, =M 1-p

ov, :1_6’[01"(0112—91'01)‘/2 i=01,1=12
M1 h=p

ov, V. . .
(6. -0.)2— i=0,1,1=12, (i,1,1)#(LL2).
2 (0007 (110)#(1.1.2)

Ia matriz de varianzas y covarianzas estimadas de 7, y %, €S

8(7%s) 1 ya\0(R1%s) 3(Z12y) 1y ay (1)
b ol L P 2 i [ ik e P 5 2.282
06 U (2252

donde I, (é) y I;'() vienen dadas por las expresiones (2.272) y (2.277). Los

elementos de esta matriz son

] 2 ~ ~ A ~
A Z Z S,-j[r;j] aﬂ'h 67[k nij[ 87[,, aﬂ'k
hk — 3 ~A ~ 2 ~ B
i,j=0 I=1 (Sijl +riﬂ) ag,ﬂ 89,]-1 (i,7,1)=(1,1,2) n a77;,'1 577,;1

(2.283)

on orn
(i,.1)#(1,1,2) it )\ (1.7)=(1.1,2) M

con hk=12. Las derivadas parciales de # y &, respecto de

:wl -

A ~ A~

é:(éoongoozs---’glmgnz) 4 ﬁ:(ﬁoowﬁooz""’ﬁm) SOI.
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Comparacién de las sensibilidades y de las especificidades con dos muestras

o, __Tou 7y on, _ﬁl—ﬁ]
2 - A D A - %
06, n b 86, n b
s A So Ry
112 + 7, J! _ 112
or Sy Tz SounTTha S Th
ar, 1 12 jt o ne gy . B
6ﬁ - ﬁ 5]"071,[—172
0,
S S
11 "
or s ":7" s :zr (1_7[’)
T 11 11 112 112
1 J 7 g :
o - J=0,1,1=12,(1,7,1)#(1,1,2)
Th i p
! (2.284)
572’2 _ My Ty 871'2 _ My 1_772
~ - = b ~ - ~
06y n p 06, n p
S ~ S. S
112 +7, o 12
or &vs il s D 815+, i
aAz _ P2 101A i0l 12 ™ g =01, =12
Mior P
o ) x
- ;: - 12 (1_’72)
on Sz F B Spron By ) .
2 AT hy  Smp iy ’1:0,1~1:132,(1,1,[);:(1,1,2),
Oy D
i

De forma analoga, la matriz de varianzas y covarianzas estimadas de v, y V, es

L) o (g) 200 a) PR ) O P)

- L+ —— I7(n = (2.285)
cé o6 on on
siendo el elemento (lz,k) de esta matriz
iz o - - - ~
5 = ZZ Saly 0V, 0V, . ~ My OV, Ov,
hk 3 AT s T 2 ~
Ef= el (S[ : ’:ﬂ) 89{././ 09!‘// (i.j0)=(1,1.2) n 077:;;'/ 87]{/.[
(2.286)
1 ov v,
3 Z M mn L A

T\ (=012 Oy )\ (h=002) Oy

con hk=1,2. Las derivadas parciales de 7, y &, respecto de

~

¢ :(6(»01»Qoozw'a‘gm:@nz) Y 11 = (floors Mooz s+ Ty ) SOM:
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v, _ oy 1=V, 0OV, M v 7=0,1,1=12
86, nl-p 06, n 1-p
1— Sojp Sjp S 2
ov, _ Son T hoj Sz thiz Soju T j=0,1,1=1,2
aﬁoj[ l_ﬁ ) | b S
ov Sy; y
:/l S IO OV S V. le ,j=01,1=12, (1,j,1)¢(1,1,2)
Ot Sip thi Sipthy l1=p
oV, _ PylVy 8% Mm% g1 =12
691'01 n l- ﬁ 9,-11 n 1_ﬁ
( Sz Siol \JVA
" 2
avz - S101+r S112+r112 S101+r l:Ol =1 2
O ’
ov ; Y
V2 :_( S Sw ] 2 i=01,1=12, (i,1,])#(L12).
Oy S+l Sty j1-P

(2.287)

Una vez obtenidas los estimadores de los parametros involucrados, el estadistico para

el contraste de hipétesis de igualdad de las sensibilidades

Hy:m=m,
H :.rm#nm,
es
T,—7
Xp = — /\1 : — n—-)oog\N(O’l)’
\ﬁ/ar(ﬁ'] )+ Var(#,)—2Cov(#,,%,)
y para el contraste de igualdad de las especificidades
Hy,:v,=v,
H v, #v,
el estadistico de contraste es
v, —V
zZ, — ——N(0,1).

" JVar () + Var (9,) - 2Cov(,.7,)

1:52

(2.288)

(2.289)

(2.290)

(2.291)



Comparacidén de los valores predictivos con dos muestras

2.2.2. Comparacion de los valores predictivos positivos y negativos

A continuacion se van a deducir los contrastes de hipdtesis para comparar los valores
predictivos positivos y los valores predictivos negativos de dos test diagndsticos
binarios en presencia de verificacion parcial de la enfermedad cuando ambos tests se
aplican a dos muestras independientes.

Los valores predictivos positivo y negativo se pueden escribir aplicando el teorema
de Bayes en funcion de la sensibilidad y la especificidad del test diagnéstico y de la

prevalencia de la enfermedad. Asi, para el test 7 el valor predictivo positivo es

P7
VPE = (2.292)
] p7r1+(1~p)(1—vl)

y el valor predictivo negativo

(1_17)‘/1
VPN, = , (2.293)
' (1-p)v+p(1-7,)
y para el test 7,
P7,
VPP, = (2.294)
P opmy+(1-p)(1-v,)
y
VPN, = (1= p)v, (2.295)

(1-p)v,+p(1-x,)
respectivamente. En términos de los parametros 6, y 7,,, ecuaciones (2.247) y (2.248),

los valores predictivos de 7; son:

12
220111771//

VPR =412 —— (2.296)

;;771//

1 .2
22(1‘9011)’70;1

VPN, = {2 , (2.297)

ZZ%//

Jj=0 I=1
yde T,:
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Comparacién de parametros de dos tests binarios en presencia del sesgo de verificacion

VPP, =4=isl (2.298)

i i(l =B ) ol

VPN, =212 (2.299)

Los estimadores de los valores predictivos, en términos de los estimadores de la

sensibilidad, de la especificidad y de la prevalencia, son

VPP, = 5 +(1€7;)(1_{)1) (2.300)
y

VPN, = A(lf f))f‘ _ (2.301)

(1-p)v, + (1-74,)

para T, y

VPP = rrn (111 ’2) = (2.302)
y

VPN, = i pglo:f )Av(zl—fiz) Al
para T, .

Una vez deducidos los estimadores, siguiendo un proceso analogo al del apartado

anterior, el elemento (h,k) de 1a matriz estimada de varianzas y covarianzas de los

estimadores de los valores predictivos positivos de 7, y T, es

L2 sl aV/PFhaﬁFk+ ny OVPE, OVPE, _

ijl"ijl

OA_hk = Z Z 3 ~ A ~ ~
(Siﬂ oo rij/) 80,]., a@ij, (1,.)=(1,1,2) n’ 677,-}1 a77,-1‘1

i,j=0 I=1

1 OVPP, OVPE,
T( Z 1y hj[( Z 1y aﬁk],

o\ (i,7,0)%(11,2) a77,~j1 i,j,0)2(1,1,2) il

y el de la matriz estimada de varianzas y covarianzas de los estimadores de los valores

predictivos negativos
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Comparacién de los valores predictivos con dos muestras

6-//( = Zl: i S,_‘/'[’}jl : EVV/PE aV/P-]\Tk n"ﬂ aﬁ]vh aV/P-]\TA )
1 ~ . ; ;
ij=0 11 (S +’7//) 06, 89U, G ne 0n,  ony,
— (2.305)
L oVPN, aVPN
pe) Z Ty e )
B\ (1.0)#(,1,2) Ony i }: o )

Las derivadas parciales del estimador del valor predictivo positivo de 7, respecto de

9:(900],9002,...,6‘”1,9”2) Y 7= (7oo1>Toozs-»Thn) vienen dadas por las expresiones

siguientes:
= 2=, =01, 1=12
890],
oVPP ny .
8631: et  JEll =12
1 ZZ”W
k=0 1=1
it W S— o ,j=01,1=12 (2306
on 1 2
ot [-I-ZZHWJ (SIIZ+’112>(ZZ’ZWJ
N k=0 I=1 k=0 /=1
Syt S
OVPR, SipThy S Thn : :
Y L=p—t—F— ,j=0,1,l=1,2,(1,],1)#(1,1,2),
Thi ﬂznw
k=0 1=1

anADpzzo 0.1, 1=12
06,
8V{)Pz:1”2m 01,l=12
aHIU Zan”
k=0 i=1
ik p1, ~—n L i=0,1,/=12 (2307)
a,\ | N 1 5 L > k) >
e (lZan”j (Snz +”112)(ZZ”AUJ
n k=0 =1 k=0 /=1
S S

OVPE, _pSu*lu Swtfu ;o071 7-12, (5L1)=(LL2).
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Comparacién de pardmetros de dos tests binarios en presencia del sesgo de verificacion

Con respecto al estimador del valor predictivo negativo de 7;, las correspondientes

derivadas parciales son:

615527 oy .
Py L=t ,j=0,1,1=12
ot ZZnOkI
k=0 I=1
Mw o J 0L f=],2
00, ,
e o (2.308
L. fu N Lo/ L NPV g MR !
aﬁ ' 1 2 1 1 ) 9 2 it B s
v (SOjl +r0ﬂ)[zzn0kl (—‘Zznom)
k=0 f=l H =g I=]
aV{JNI =0 ,,j=01,I=12, (1j0)#(1L2),
a771/1
con respecto al estimador estimador del valor predictivo negativo de 7, :
4 2
OVPN, n, ,
o 2= 2°’ , i=0,1,1=12
i0! z Mol
k=0 I=1
6VJTN2 =0,i=01,/=12
00y,
—— e (2.309)
: 1-
T — L SRS
7; 1
B (SOﬂ ”o;l)[ZZ”kw) (—Zznkwj
k=0 I=1 B =0 121

aV{)NZ -0 ,i=0,1,/=12, (i,L1)#(112).
Oty
Una vez obtenidas las estimaciones de las matrices de varianzas y covarianzas de los
valores predictivos positivos y negativos de los tests 7, y T,, el estadistico para el
contraste de hipétesis de igualdad de los valores predictivos
H,:VPF, =VPPF,
H,:VPR #VPF,

(2.310)

€S

156



Comparacidn de las razones de verosimilitudes con dos muestras

) VPR ~PP8
Zerp \/@(@)Jr@(@)—zgo\v(@@)

———=N(0,1), (2.311)

n—ow

y el estadistico para el contraste de igualdad de los valores predictivos negativos
H, VPN, =VPN,

(2.312)
H,:VPN, #VPN,

es

VRN .. v, - WOOIPOUORRE, -y |\ %\ W ... -y
\/ Var(VPN, )+ Var VPN, ) ~2Cov(VPN,, VPN, )

n—o

2.2.3. Comparacion de las razones de verosimilitudes

En esta seccidn se van a deducir los contrastes de hipotesis para comparar las razones
de verosimilitudes de dos tests binarios, tanto si los dos tests tienen un resultado
positivo como si lo tienen negativo, cuando ambos se aplican a dos muestras

independientes.

2.2.3.1. Comparacion de las razones de verosimilitudes cuando ambos tests
tienen resultados positivos

Las razones de verosimilitudes de los tests diagndsticos 7, y 7, son

(2.314)

, (2.315)

que en términos de los valores 6, y 7, , dados por las expresiones (2.247) y (2.248)
respectivamente, se pueden rescribir como

12
ZZ@,‘/%,‘//P

9 = ol (2.316)

l"ii(l“e()ﬂ)%ﬂ/(l“P)
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Comparacion de parametros de dos tests binarios en presencia del sesgo de verificacion

9, = i=0 =] (2.317)

I—ii(l_@oz)mm/(l_p) |

siendo p la prevalencia de la enfermedad dada por la expresion (2.253). Sus

correspondientes estimadores son

=0 I=1 =0 " 51 gt =0 /=1 Sy 1
- 4 L - U (2.3 18)

el VIR TS Y i
J=0 1=t Sy Ty (2.319)

192: - _— . - i3 5 L2 7,
1—22(1—0,.0,)77[0,/(1—19) 1—22__101__11,-0,/422 ” iS My

i=0 1=1 Tior T Sior

Siguiendo el mismo proceso que en los apartados anteriores, el elemento (4,k) de la

matriz de matriz de varianzas y covarianzas estimadas de 4 y 4, es

5, = Z‘:ZZ: Saty 08, 09, . n; 08, 08,
5 ~ ~
i,j=0 =1 (sl.ﬂ +7 ) 80[][ 59 ()2 1 Oy Oy

(2.320)

1 29, 29,
F( Z 1y Py ]{ Z Ty _a—ﬂ—k—]
(i), )%(1,1,2) M )\ (17.0)#(11,2) um

donde las derivadas parciales involucradas son:
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Comparacion de las razones de verosimilitudes con dos muestras

ot} —ES[LJJ j=01,1=1,2
D

590/[ n 1-
n Y
il “’9, AV' A or =12
6(9”, n -p)(1-v) b
[ SO_/I _ S [ SO// ] SO// _ Sy Sy
3:91 :gl Sojr T o 511""”11 So; Thon _SoJ‘/‘*"’bﬂA Sty _S”,tr” ’ J=0,1 (2.321)
Ol I_VI) p P7 [=1,2
( S S ](1 )
~ 1
= Y I Sivs B
04 =5 AVI __+ it Thy IJZA 112 ,j=01,1=12, (],j,l);t(l,l,fl)
ony, | (1-5)(1-) b2
y
g :hg[_lk--l;} i=0,1,1=12
0y n I-p
0% Augl % B} .o g
oG, n (l_p)(l—VZ) p7,
( Sior St )A _[1 Siot ) S S Sz
9 - : - - Pt 1
ai% :92 Sior T Tior S”2+?12 > Sio T o) _ S T Asnz""nz _Suz+’iw ’ E=s (2.322)
Oy (l_p)(l_vz) P p7, I=12
( Su_ S J(l_;r)
~ P 2
; ot +7;
0% _g| — 0 \Sutlu Swthn i=01,1=1,2, (1) =(L1,2).
on., (1-2)(1-7,) b7,

Finalmente, el estadistico para el contraste de hipdtesis de igualdad de las razones de

verosimilitudes de 7, y 7,,

Hy:5 =5 (2.323)
H:3 =8 '
€s
= =5, >N (0,1). 2.324
T @) () 2] e
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Comparacién de parametros de dos tests binarios en presencia del sesgo de verificacion

2.2.3.2. Comparacién de las razones de verosimilitudes cuando ambos tests

tienen resultados negativos

Cuando los dos tests diagndsticos presentan resultados negativos las

correspondientes razones de verosimilitudes son

7 =2 (2.325)
1=,
y
7=t (2.326)
1=,

que en términos de las probabilidades pardmetros 6, y 7, se pueden expresar como

3 (1-6,) )1, /(1)

7, =42 (2.327)

1‘2911’711/1’
j=0

1

2. (1=6,)m0/(1-p)

7, =40 . (2.328)

1
L= 2911771'1 /p
i=0

Siguiendo el mismo desarrollo anterior, el elemento (h,k), hk=12,de la matriz de

varianzas y covarianzas de 7, y 7, €s

L& or, Ot . ,,1 Grh 8rk

O =2, 2. - 26., 08

thI](S +}") il il (1]1)(112” 8771,1577,,/

1 or, o7,
— n,-~ —~~ |
n’ [(i,j,[)zl 1,2) e 5771,/ J[ (i, IZ;‘ 1.2) ! aniﬂ]

siendo las derivadas parciales de 7, respecto de é:(éom,éooz,.,.ﬁm,ém) y

(2.329)

ﬁ = (ﬁoowﬁooz"“vﬁlll ):
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o5 =—”°—f’f( Lo S ],ij,l,l:LZ

6‘90,‘1 n (1—}3)\71 }3(1_7%1)
o7 Moo
- =lrl[%—%],j=o,1,1=1,z
o6, n 1-p p
/ \
Toji Sojt S ( Soji S 5 4 Si2
o1, B Sop Ty Sop Tou  Suathin S Tl Sz T Spthie | Jj=0,1
aﬁoﬂ l (l_ﬁ)ol J= g }3(1—7%1) T =12
4 i Sy; 1 1 .
afl =7, S ]( ‘_Tj’ F=01,i=12, {140 =(L12),
a771,'1 Sy thy Sna thn l=p p
ylasde 7,:
a?z -———MZ"\Z( 1_:}2A 2 ; 7%2 ], l=0,1,1=1,2
06, 2 (l—p)vz p(l"”z)
3 o 1
a“z‘-z :.’,Z[—HTZ(-LA__:)7 i=0’l,l=192
06, R 1-p p
Tiol St Sin [ S S jﬁ " S
o1, " S o L St Tl S thiz  \ S Fha  Suz T Sy Hhaz i=0,1
3y | (1-D)V, 1-p p(1-%,) =12

afZ:fz( Sar . S0 ][11;4], i=01,1=12, (iL1)#(L12).
p

Oy Sty Sy th -P

(2.330)

(2.331)

Una vez obtenida la matriz de varianzas y covarianzas estimadas de 7, y 7,, el

estadistico para el contraste de hipétesis de igualdad de las dos razones de

verosimilitudes,
H,:t,=1,
H 1t #7,
es
' T, -7
g L2 — N(O,l).

" JPar(#)+Var(2,)-2Cov(%,%,)

(2.332)

(2.333)
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Comparacién de parametros de dos tests binarios en presencia del sesgo de verificacion

2.2.4. Comparacion de las odds a posteriori

En esta seccidn se van a deducir los contrastes de hipdtesis para comparar la igualdad
de las odds a posteriori de dos tests diagndsticos binarios con resultados positivos y con

resultados negativos cuando ambos tests se aplican a dos muestras independientes.

2.2.4.1. Comparacion de las odds a posteriori cuando ambos tests son positivos

Cuando los resultados de los tests diagndsticos 7} y T, son positivos sus respectivas

odds a posteriori vienen dadas por las expresiones

g st T (2.334)
1-pl-v
y
By G i (2.335)
l1-pl-v,

que en términos de las probabilidades 6, y 77, dadas por (2.247) y (2.248)

respectivamente, se pueden rescribir como

S —_ T 2 (2.336)
22771/1 —2291/17711/
7=0 I=1 ==
y
12
Zzel”nl”
L=7T23 iRy . (2.337)
Zzﬂm ”ZZQU?LU
i=0 =] i=0 I=1

~ D T =0 =1 Sy T
Ul_l—ﬁl—& s A (2.338)
1 il
ZZ”\// =X 1l
=0 =1 == S th
y
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Comparacion de las odds a posteriori con dos muestras

0, = = ' il 7 . (2.339)

Una vez obtenidas las expresiones de v, y v, en funcién de 6, y 7, aplicando el

i

mismo proceso que para las razones de verosimilitudes, el elemento (h,k) s k=12

de la matriz de varianzas y covarianzas estimada de O, y O, es

G, = Z’:ZZ: Sl 80,, o0, . My 00, 00,
h 9 ~ »
i,j=0 I=1 (slﬂ +rll) 66’,,1 3911] (i,7.0)2(1,1,2) 12 8771-]-/ 577,.1.,
(2.340)
_1_ Z (91),7 Z 8Uk
n’ (i,7.1)=(1.1,2) a77,/ (i,7.0)%(1,1,2) 577,,1
by
donde las derivadas de 0, respecto de 6 y # son:
O g Feilil,z=13
08, ,
1 2
. ZZ’]U/
00, _Ms =0 1=1 Fulld, g=13
00,5 n’ 1L &2 . 21 ’
=2, > my ~ b7,
nj-0 =1
1 2
PR NS p (2.341)
al)] _ n(5112+"112)j=01=1 . fF=01,g=1L2
0o g [1 = . )2
“Z n, — pr,
n o 1=
1 2
n
06, _1[_ S s J ZZ f=01,g=12
~ 2 9 o s
8771fg N\ Sig The Siethp lzllzz:n s (l,f,g)y-(l,l,Z)
n et 1~ P
y las de 0,:
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Comparacién de pardmetros de dos tests binarios en presencia del sesgo de verificacién

9% -0, f=0,1,g=12
agfog
1 2
o0 np .Zzn"“
aéz — fzg : ,=201=1 2"’r20,1’g:1’2
n 1 e
I > LM
n =0 =1
2 S Yy (2.342)
A p”z_—_—_—zznm :
00, _ n(5112+”112)i=0 I=1 £=01,g=12
aﬁf 1 1 2 . 2 b ] b ]
" (;ZZ”:]I _p”'z)
=0 I=1

2
2 M £=0,1,g=12

. )2’ (f:Lg)=(L1,2)
7,

00, ___1_ Srig S
aﬁflg B\ S t7rig Sii2 T hia (

Y el estadistico para el contraste de igualdad de las odds a posteriori cuando los dos

tests presentan resultados positivos

Hy:v =0, (2.343)
H, v, #0, '
€S
Z = b __>N(0,1). (2.344)

o Jvar(o,)+Var(5,)-2Cov(0,,5,)

2.2.4.2. Comparacioén de las odds a posteriori cuando ambos tests son negativos

Si los tests diagnosticos 7; y 1, presentan resultados negativos sus respectivas odds

a posteriori son

3
2(1_901‘1)7701'1

1
Lt A (2.345)

w, = D i 12
! Zzgojln()jl
7=0 1=1
4
>3 (1-0u)
1=6,0, ) ior
= l;p ll/zﬂ - , (2.346)
. Z Br0/"ro
I=1 i=0
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Comparacién de las odds a posteriori con dos muestras

siendo sus correspondientes estimadores

.~ 1= 1% =0 1=1 Soji T 1o,
R N T (2.347)
p -z Z So i
0,1
=0 1=1 S T
¥
BB
Tor
I-p v Zzs +7 ol
af)z: 2 :l=10 1=l P01 VY00 (2.348)

Una vez obtenidos los estimadores, aplicando los mismos pasos anteriores, el elemento

( h,k), h,k =1,2, de la matriz de varianzas y covarianzas estimadas de o,y @, es

e = 5
3 )3 00, 06, (i,10=011.2) n’ a77,,/ a77

1 00, 0,
3((:,1)2(112 aﬂsz(U/;nz Ulaﬁyz]

~ A A ~

donde las derivadas parciales de &, respecto de 9=(9001,6’002,...,(9”,,9”2) y

(2.349)

n= (77001=770025"'9 77]]1) son.

0, ~ Ty 1 1 :
— =— — — + — | §=0,1,[=12
aeoj'l 1 B [p(l_”l) (l"p)‘ﬂ]
Bl0)

—=0, j=0,1,7=1,2
6,

11

(2.350)
0w, =g Soji _ Toj1 =0,1
aﬁoﬂ l ﬁ(l_ﬁ'])(soﬂ"'roﬂ) (l_ﬁ)VAI(SOﬂ‘FI”Oﬂ) l:1,2
0, . )
—-=0), j=0,1,I=12, 1,],[)#(1,1,2 .
a771,'1 ( )
ylas de @, :
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o6, . n, 1 1
a)zz—a)zﬂ”—( + ] i=0,1,/=1,2

a‘9;01 n f)(l~7%2) (1_]3)‘/2
:gz =0, i=0,1,1=1,2
" (2.351)

o ; S, . i=0,1
2=y ( 01 _ ol ]
Ol ﬁ(l_ﬁz)(siof’"’?o;) (1”ﬁ)‘;2 (Si01+r;'01) I=12

06, . .
2. =0, i=0,1,/=12, i,1,/)=(1,1,2).
o (1.1.7)#(1,1,2)

Asi, el estadistico para contrastar la hipotesis de igualdad de las odds a posteriori

cuando los dos tests presentan resultados negativos

Hyro =0, (2.352)
H o +o0, '
es
e o __N(01).  (2353)

ZCX = s——— — —_—
’ \ﬁ/ar(c?)] )+Var(d,)- 2Cov (&, @, )

2.2.5. Comparacién de los riesgos de error

En la seccién 1.7 del Capitulo 1 se han definido los riesgos de error de dos tests

diagnosticos binarios como
R=ILp(l-m)+L'(1-p)(1-v) (2.354)

RZ:Lp(l—ﬂz)-t—L’(l—p)(l—vz), (2.355)
siendo L la pérdida que se comete cuando un sujeto enfermo es clasificado como sano
y L' la pérdida cuando un sujeto sano es clasificado como enfermo. A continuacion se
obtienen los estimadores de los riesgos de error y se deduce el test de hipétesis para
contrastar la igualdad de los riesgos de error de los dos tests diagndsticos, que por ser

una medida de la exactitud de un test diagndstico interesante se va a realizar el

desarrollo completo.
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2.1.5.1. Estimadores de los riesgos de error
Las expresiones (2.201) y (2.202) se pueden rescribir en términos de las

probabilidades 6, y 7,,, dadas por (2.247) y (2.248) respectivamente, como

1 2
Ri=LY'> 6t +L ZZ( 6, )7 (2.356)

j=0 I=1 /=0 1=
y
1 2 1 2
R2=LZZ ioMior LZ 1 911/ URTE (2.357)
i=0 I=1 i=0 [= I
siendo sus correspondientes estimadores
A . R . R L 1 2 SO'[ L/ I 2
R =Lp(l-7)+L'(1-p)(1-v)== ——n, + = m; (2.358)
y
4= L (=) + (1= p)(1-9) =23 S Sy, L35
R,=Lp(1-7,)+ L' (1-p)(1-v,)== n, i . (2.359)
’ ’ Yo i=0 I=1 Sip +’701 o i=0 1=1 Sy 1y b

Aplicando el método delta (Agresti, 1990), la matriz de varianzas y covarianzas de

Ry R, es

O(R,R,)

8(R,R,) N o(R,R,) ., \8(R,R,)
00

Vi

17 (6) (2.360)

donde las derivadas parciales de R, respecto de 6 = (Go1>O0025--:6,11,6,1,) ¥

1= (7700]’770029"': 77”1) son:

OR,
=Lfs., 01,/=12
89011 770,/1 J
OR ; "
801 ==L'n,, j=0,1,1=12
11
' (2.361)
OR, =L6,,-L'(1-6,,), j=0,1,1=1,2
a770,'1
:R‘ =L'(6,-6,), j=01,1=12, (1,j,0) #(1,1,2),
i
ylasde R,:
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R, =By, E=0,1,1=12
06,
6852 =Ly, i=0,1,1=12
" (2.362)
OR, =10, ~L'(1-6,,), i=0,1,1=12
M1
R 1(8,y—6), i=0,1,1=12, (i,1,])=(11,2)
577-” 112 il)» L) 94 iy, s 4y s 4y .

Realizando las operaciones matriciales en (2.207), el elemento (h,k), h k=12, dela
matriz de varianzas y covarianzas de R, y R, es

2
0,(1-6,) R, R, | My OR, OR, _
«9,2, + Sy (1—9, )2 08y 00y (1d)=012) My Oy Omy,

il

3 7 OR, 3 e 8RkJ
>\ i My 07 )\ e02) g Oy

1

(2.363)

L8 o(RaB) B(R.R) o(R R
G(R(;éRz) [{1(9> (];éRz)+ ((;AZ) Iz—l(ﬁ)—('—a%?_Z): (2.364)

donde las matrices 7, (é) y I;' (#) vienen dadas por las expresiones (2.272) y (2.277)

respectivamente. Las derivadas parciales de Rl respecto de 0= (9001,9002,...,9A,,,,9,12) y

o= (77001,77002,---,77111) son:
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OR _pMa io01,1-1,2
06,
OR __pMa 01, 1=12
% ' (2.365)
R _p e 01,11,
a%ﬂ Sojt T Stz T hi2
. N
8@ = Sz S ],j=0,1,l=1,2,(l,j,l)¢(1,1,2),
a771,'/ Szt S thy
ylasde R,:
By _pha io01,1=1,2
501'0[ n
sgz =L’ =0,1,1=1,2
i1l n
) I (2.366)
=0 S g Tz e, tel3
O Sior T o Stz T hia
a{%:L’( = TR j i=0,1,1=12, (i,L,1)=(1,1,2).
Oy, S th Sy thy

Operando en (2.211), el elemento (4,k), h,k=1,2, de la matriz de varianzas y

covarianzas estimadas de R, y R, es

6 _ i Z’: Sy OR, OR, B n, OR, OR,
Bk = 3 A o 2 an A~
00 171 (8 + 1, ) 06y 06y (ihtiaz) 1 Oy Oy

R R
_15‘ Z ny Q'ZL Z o a_Ak— .
R (i,).0)%(11,2) 6377,-,1 (6,7,0)#(1,1,2) 577,;1

Por tanto, el estadistico para contrastar la igualdad de los riesgos de error de los tests

(2.367)

diagnésticos 7, y 7,

H,:R =R,

(2.368)
H iR # K,

€S
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i — N(0,1). (2.369)

2.2.6. Comparacién de los estadisticos kappa de los riesgos de error

En esta seccion se va a deducir el contraste de hipotesis para la igualdad de los

estadisticos kappa de los riesgos de error de T, y T, cuando ambos tests se aplican a dos

muestras independientes. Como se ha comentado en el Capitulo 1, el estadistica kappa

del reisgo de error presenta algunas propiedades de interés, por lo que este apartado se

va a desarrollar por completo. Cuando los dos tests se aplican a dos muestras

independientes se obtiene la tabla de frecuencias 2.7. En esta situacion se definen las

siguientes probabilidades:
B,=P(L=1L= 1)

2
. =ZP11
I=1
P =P(T,=1L=I)
2
R.=2.F
1=1
P, =P(L,=i.,= j,D=kL=1)

ij
2
B = Zpijkl'
I=1

(2.370)

Siguiendo la misma notacién que Bloch (1997), para cada test diagnostico se define el

estadistico kappa del riesgo de error como
P1.1. - pR
K (r)= (2.371)
= = R) <0 =PI,

P,,.- PP
ol1e p 1e (2372)

K,(r)= )
()= R) - (- PR
siendo 7 = L/ (L + L’) . Teniendo en cuenta que

P =1-v,+p(m +v,-1)

Ba.= P (2373)

szl—v2+p(7r2+v2—1)

P,. = D7y
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las expresiones (2.220) y (2.221) se pueden rescribir como

K pjz-l_p(l_vl+p[l)
Kl(’)_(p+r—1)(vl—p[])+(1—p)(l—r) )
y
_ p”z_p(l-vz'{“p]z)
2 (r)_(p+r—1)(v2~p12)+(1—p)(1—r)’ Sl

donde [ =7z +v,-1 e Iy =m,+v,~1 son los indices de Youden de 7, y T,

respectivamente. Asimismo, como

(2.376)

las ecuaciones (2.223) y (2.224) se pueden expresar en funcién de las probabilidades

Gy y 7 como

- = N -
£ (r)= 2 — s ”” (2.379)
r—= L . B (4{1—p -
( ”';);Sulﬂ?ﬂ WJ[;;; Oﬂ) ( )';);Sw“’w Ul]
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1 2 SA” 1 1 75 1 2 Szj[
ZZ : My — 1‘;22’71‘01 ZZ P g

i,j=01=1 Sy T Ty

(2.380)

1
nij=01=1 Sy

Utilizando la misma metodologia que en el apartado anterior, la matriz de varianzas

y covarianzas de x,(r) y x,(r) es

5(1(1(7’),1(2 (r))l Pifg 5(’%(’”)”‘2(”)) 4 a(Kl(r)’KZ (r))' [-1(77)6(K1(r)’K2 (r)) . (2.381)

o6 () o0 on : on

donde las derivadas parciales de #,(r) respecto de 6 =(6uy,0000561150112) ¥

77 = (77001a77()029"-977|”) SOl’lI

I=1 i,j=0 I=1
o (2.382)
b, (r)— nlfg;;nwl )
ae 1 2 1 2 1 2
( 330 e,,,m,-,)zz%, (1=r) 3 3 (180 )
i j=0 I=1 j=0 =1 i,j=0 I=1
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K
~
= o o
8 & B
= 3 —
g : o
1) &Y “ =
o =L
s o~ LT
: ¢ 33
i _ F [ -l & o
2 5 3 S I i
> & H = 5 I
g & S e S, o [ : | 0
~ I = ~ =, T - oy
@n | £ Ul 03 UU =
o) = I = o
= it b = T = 1 = -
Rz NI x — NN I B ~ ) “,
@ N - X £ _ . i :
e ~AL = &= o _ = = ~ — ~
= &y < —~ Zu = 3 = e = RO
o RIS = = | "WNE—] & NI —| =
2 Illl ¥ B ] _ N =P E S| = I
= lznw = = = — — ol « T e ~ = 2 =
Fy o = S— 2 o= = i ~ - ~ 0 0
3 ]t QL = AT S| F (Zb G X = 1 = #adz} 3
T s — "I ° - 5 # 2 | IZ,.I_ S | IZw —
8 & = g -INL AN s = = = | = T - - B e
S i O AL R AN & R e N PN E
[S) = ZZH & ~ —_— IZ.__ 224_. = | = i X = = s X =
< S o T el & ~ = NS o 2Z.m - N IZ.F o 2 S IZ,__
s S i 2\ < & | = IZw P @ = RS T = ZZh =2 g L
) — — (5a) > -~ + =) - = —~~ - ~
£ NI N 2 L = e i = o EE NI D 2 L R S RS
5 1= T = % e o A B A S
= 1] ) = -~ — 3 o
O WY 3 = _ S = x | "I ¥ l—= «aJi| T Sl AN N o Bl
L3S T | S| - £ i 2 S i =
~— D) = IZ% o (8 ZZH - ™~ = ~ = = e <
= - —_ = - o = = -5 ~ m = amaeae Y 2Zﬂ.
A A P T o EA H e T2 | e = N
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& vy l —_— = ). Zl .4 - ~—~— X
| ~— = = ~ 0 _ o 3 - =
x AL d S o NI S zzm Az S
- 3| = — < | Wi 3 Wil S
I NS WL\ I B T i L < A
\;'/ ) =5 —_~ o 0 n__u = ..m |
N o A = d ~ = iy
— UW/ ._/ e | & 1v/un=v Zi/, ~— = ~— e By r/u: g
S| — N g Y I S N [ i . | (3
© | © ,(F\ .. | s L T < — ZZH_. S
L )_[L )r S nUJ lzw IZW (.f\ r.w/a Zn_w IZF
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Comparacion de parametros de dos tests binarios en presencia del sesgo de verificacion

(- 20-a)m |S3m0-n S E0-0)n

I
o
"
-,
u
o
~
Il

‘277,-01 +(1_r)_i 22:(1"9‘]1)77‘;,'1

1L 2 1 B 1 { 3
[;;‘9;1/77,'11 - ;gﬂmji% < HUIHUI](I_:ZOZ%/ —"] Fufd, g=13
T (f.Lg)=#(1L12)

Una vez obtenidas las derivadas parciales de x(r) vy x,(r) respecto de
0 = (15 Oz -+ 1P} ¥ 1= (Tho1> Mooz 1 ) » Operando en (2.230), el elemento

(h,k), h,k=1,2, de la matriz de varianzas y covarianzas de &, (r) y i, (r) es

2
p— ii '9,2/ (1—‘9:'/1) ox;, () aKk(r)+ lyz‘la’ch(r> Oy (r)_
" i\ J il i (l = 5[1.1 )2 agijl aeijl (1,5:0)=(1,1,2) Pyt 877111 877171

( 5 Zyz.,_@ich(r)][ 5y 77;.]2-,81(,((1’)]
17;1 (1,7.0)=(1,1,2) P 577,-,-1 (1,5:1)=(0,1,2) M 577,-]-,

ij=0 =1 My

(2.384)

r

5(’31(")3’32(”) I (é)a(’ex(r)”ez(r)) a(’“l(r)”el(r))r [—I(ﬁ)a(’e‘(r)’ AZ(F)) (2.385)

o e =
00 on

A~

siendo las derivadas parciales de & (r) respecto de 9:(éoo,,éooz,...,ém,ém) y

ﬁ =(ﬁoo1,ﬁooz’---’ﬁm):
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=0 1 Py j=01=1 7 it =0/=1 N
nofg = ,f:O,]’g:]’2
1 & &y, 12 L2 m,r,
e B e Y e e} S 300
nij=o=1 Sy + 1y )i iS i,j=0 1=1 Sy T 1y
)
tay s,
A 01
OK, r) T
00 1y & Bt i 3 I
1 i1 1t
O DD ) 5 NP S N
mij=0t= Sy +1y )5S i,j=0 (=1 S + 1y

(Z 2 Sn,,.,:;,-, ‘(ZZ%}ZZ "y J(r_zrin J
J=0 I=1 91 1l i,

j=01=1 N

J=0 I=1 J=0 /=1 ngl +’ij
nlfg 3 f=071ag=1’2
1 & &yt L g
P DI S S (1) Y Y
Mij=0i=1 Sy + 1y )50 0m 7720 151 Sy + Ty

j=01=1 Sy T 1y \ G300 (2-386)
aﬁo 1 2 1 1 2 -
fe 1 Ny Ty M T
1—;22 . Z ”o,/+(l")zz -
ij=0 1=1 Sy 1y ) 52010 i,j=0 I=1 Sy T Ty
” i - 1Sy _ ii ny Zl Zz: 1S5
p=0i=t Sy thy o G2im m )ime S Sg + Ty
L& mry, S0 L&y,
i1y = g J! =
2 renal e P32
i,j=0 1=1 9 il 0/z 0/g J=0 I=1 f—OI g 12
H = =
1 & &y, 12 L2 n,r, ¥
P 2 D S Y g+ (1-r) Y S
Rij=01=1 Sy + 1y )50 13 i,j=01=1 Sy + 173y
Syt Zl:i
J
My ;1
oK, (r) = St tHy =0 1= B
e - ! Ty Z’:ZZ‘,” +(1_, ) Zl ZZ: My
041
Mij=0t=t Sy t 0y )55 03 1,j=01=1 Sy T 1y
Zl:i 1y Sy _ Z’i n Z]: i Ny Sy Zli 1y, —
v s=0i= Sy (GRoia m )T sy, +ry =S n f=01,g=12
n 2 2 )
S|j/+,]jl 1 1 2 T L 2 1 2 l’l,l, (af5g)¢ 1a1>2)
—ZZ it ZZ”O;‘/”L(I"’)ZZ e
Mij=o=1 Sy 1y )55 03 i,j=0 1=1 Sy 1y
ylas de &, (7):
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1

L nyly
no +(1-7) > > ——

i,j=0 I=1 S(ﬂ + 7

D PR S

i=0 1= Sy Ty

Mrog {

z o N
~
|
s |-
M_
MN
3
c:\
-
e
M- | >
=
_1..
sy
|
~
S—
M_
MN
[
QS
| MO ™

ok, (r) _ = B
Bl ] ol w2 B (I L 2wl
1T 1Tt
e [-i3 3|33, o0 3
n G0 = St )i=0 1= i=01=1 Sy Ty
12 ) 12 12
St ($3m)3s te |, 330
iz0 1=1 Siu T T o= M) imo= S T =0 1=1 N
nflg 2 ’f=0519g=172
1 & Ml |2 L2 gt
DI Nl PID IR (R DID P
B0 1= Syt )i=0 1= inj=01=1 Sy Ty
12 1 .2
fg e, tun s,
5 il
0K, (r) _ 0= S Ty Spog T rog i=0 I B

n.r.

aﬁng —{r—li 2 o }iinio/+(l_”)ii it it
n; :

IS Wy e S Ml
LS IS (1) 33

niZom Syt )i=o 1= ij=01=1 Sy Ty

12
Srig n
a 2 10/
&, (r) Srig T g i=0 1=1 B
2
T

izz“ MySiu iih ii it Sijt (ii”n'_”"'j
"rig i noJij Sy Ty =0 1=1 1 f=01,g=12

im0 1= Sy Ty i=0 =l j=01=1 Sy T =
2 ¢
Sl,+r1 1 2 G 1 2 1 2 n.r (f»lag)i(lalaz)
g /g 1 i i i
Ly S B 1SS -3 S
n o m Sy Ty )i=0 1=l ij=0 1=1 Sy Tl

Operando matricialmente en (2.234), el elemento (4,k), h,k=1,2, de la matriz de

varianzas y covarianzas de &, (r) y &, (r) es
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0K, (7> 0K, (’)

= 3 A A A i ~ o~ 7
i,j=0 I=l (S[.j[ + r[j,) 59,-/-, 09,]-, (L,70)=(1,1,2) 1 577,,—, Oy

(2.388)

1 5 a;ehA(r)\" gl :/a.-k(r))

| Hey
J k(igj’,/),=(17,_2) i

Finalmente, el estadistico para contrastar la igualdad de los estadisticos kappa de los

riesgos de error

Hy:x (r)=x,(r)

B e (rlenlr) i
es
By = _~ r)-%, (r)/\ 5 N(0,1). (2.390)
\/;/ar(fél (1)) +Var(k, (r))~2C0v(/€) (r), &, (7 ))
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Algunas generalizaciones sobre los tests diagnosticos en

presencia de verificacion parcial

3.0. Introduccion

En este capitulo se van a introducir nuevos aspectos referentes a la evaluacion de
tests diagndsticos en presencia de verificacién parcial de la enfermedad. En la primera
seccién se va a considerar la situacién en la que mediante la aplicaciéon de un test
diagnéstico no se puede decidir si el paciente tiene o no la enfermedad. Esta nueva
situacion se puede modelizar considerando que el test diagndstico puede presentar tres
posibles resultados: resultado positivo, resultado negativo y resultado de incertidumbre.
El objetivo que se persigue es deducir las expresiones de los estimadores por maxima
verosimilitud de la sensibilidad y de la especificidad del test diagnéstico. En la segunda
seccién se va a abordar el problema de la estimacién de la exactitud de un test
diagnéstico cuando la enfermedad presenta un numero determinado de fases. Este
problema se resuelve considerando un test diagndstico discreto con distintos resultados
segtn la fase en la que se encuentre la enfermedad. Los objetivos son obtener los
estimadores por maxima verosimilitud de la exactitud del test diagnostico y deducir los
contrastes de hipétesis para comparar los parametros involucrados en el problema
planteado. En la ultima seccién se va resolver el problema de la estimacion de la

sensibilidad y la especificidad de un test binario respecto a un test de referencia,
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obteniéndose los estimadores de la exactitud del test diagndstico mediante el algoritmo

EM vy sus respectivas varianzas mediante la aplicacion del algoritmo SEM.

3.1. Aportacién: Estimacién de la exactitud de un test diagnéstico con un

resultado de incertidumbre

En la practica clinica es frecuente que mediante la aplicacion de un test binario no se
pueda decidir si un paciente presenta o no la enfermedad; asi por ejemplo en el estudio
del cancer de mama, mediante la aplicacién de una mamografia puede ocurrir que se
tengan dudas sobre la presencia o ausencia de dicha enfermedad, teniendo que recurrir a
otro test diagnéstico para obtener un resultado con cierta fiabilidad en el diagnostico de
la enfermedad. Si ademés a todos los pacientes no se les aplica el gold esténdar surge de
nuevo el problema de la verificacién parcial. Para modelizar esta situacién se
consideran las siguientes variables aleatorias: la variable I representa el resultado del
test diagnostico, tal que 7' =0 si el resultado del test es negativo, T =1 si el resultado
del test es positivo y T =2 si la aplicacion del test da lugar a un resultado de
incertidumbre; la variable ¥ representa el proceso de verificacion de la enfermedad, tal
que ¥ =0 cuando el paciente no es verificadoy V' =1 cuando el paciente es verificado
mediante el gold estandar; y la variable D representa el resultado del gold estandar, de
tal forma que el paciente estd sano cuando D=0 y enfermo cuando D=1. Los

resultados obtenidos al aplicar el test a una muestra de 7 sujetos se presentan en la tabla

3.1
r=0 T=1 T=2
V=1
D= 8y 5 8,
D=0 o H T3
Ve u, u, u,
Total 1, n, n,

Tabla 3.1. Frecuencias observadas al aplicar un test con un resultado de incertidumbre.
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3.1.1. Estimadores maximo verosimiles de la sensibilidad y especificidad
Los datos de la tabla 3.1 se pueden considerar como una muestra de una distribucién

multinomial con probabilidades dadas en la tabla 3.2, donde 7, v, &, v, p y 4,

i=0,1, j=0,1,2, vienen dadas por las expresiones

#=P|T=1|D=1), (3.1)
v=P(T=0|D=0), (3.2)
E=pP{r=2D=1) (3.3)
w=P{T =2|D=0), (3.4)
p=P(D=1) (3.5)
y
By =P{F =UD=5T= 1}, (3.6)

siendo 7 la sensibilidad del test, v la especificidad, £ y y son la probabilidad de que

en un paciente enfermo, o sano, respectivamente, el test presente un resultado de

incertidumbre, p la prevalencia de la enfermedad y 4, la probabilidad de verificar un

sujeto con estado de enfermedad iy resultado del test ;.

T=0 T'=1 T=2
V=1
D=1| ph(-7-3) phm phd
D=0 (1= p)AgV (1= p)Ag (1 _V_‘//) (1-p)Apw
p(1=4)(1-7-S) p(l-4)x p(1-4,)8
V=0 + ¥ 4
A-p) A=Ay  (-p)1-4,)1-v-y) (1= p)A =)y

Tabla 3.2. Probabilidades de la distribucion multinomial cuando el test presenta un

resultado de incertidumbre.

La funcién del logaritmo de la verosimilitud de los datos de la tabla 3.1 es
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Lo (sy+5,+5,)log p+(r,+r+n)log(l-p)+
uylog[ (1= 2 ) p(1- 7= &)+ (1= Ay ) (1-P)V ]+
u, log[ (1- 4 ) pre+ (1=, ) (1- p)(1-v-vy) ]+
u, log[(1- /) p&+ (1= 4, ) (1= p)w | +5, log (1= = &) +
sl10g7z+szlog§+r010gv+r1log(l—v—z//)+r210gz//+
s, log Ao +5,10g 4y, +5,10g A, + 1y 1og Agy + 1 l0g Ay, +7, log Ay,.
De los 11 parémetros (7,V,&,W, D, A1 Aashos A ¥ Ap) de la funcién (3.7)

solamente se pueden estimar 8 de ellos, ya que la muestra multinomial es de dimension

9. Por otra parte sean k; unos cocientes de probabilidades definidos como

ko=

7

, J=012, (3.8)

0j
entonces la funcién (3.7) se puede rescribir en términos de (3.8) como

I oc(sy+5 +s2)logp+(r0+r] +r2)10g(1~p)+

uolog[KO(l—Zm) (1-7m=&)+(Ky =) v]+
u, log[Kl(l—Z1 )pr+ (K, =4, )(1- )(1 v-y) ]+
u, log[ K, (1= 21y pE+(Ky = Ay ) (1= Py + 55 log (1-7 =) + (3.9)

s, log 7w +s, logé +1, logv + 1, log (1=v ) +r, logy +
(5 +7)1og Ay + (s, +7 ) log 4, +(s,+7,)log Ay, —
(ry +uy)log Ky —(r +2, ) log K, — (1, +u,)log K.
La funcién (3.9) contiene 11 parametros desconocidos, por lo que si se supone que los

valores ki, Jj= 0.1,2, son conocidos, los  restantes 8 parametros

(v, &ow, Dy Ags Ay Y /112) se pueden estimar por el método de méxima verosimilitud.

Los estimadores maximo verosimiles de estos parametros son las soluciones del

siguiente sistema de ecuaciones no lineales:
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ol S5 % ]Co(l_jqo)p o o
or m l-zm-& ko (1= 20 ) p (1= 7 = &)+ (kg = 20 ) (1= p)v °
kl(l /lll)p . il)
k(1-4,)pr+(k-4,)(1-p)(1-v- 1//)
o _n__n (ko —4)(1-P) g
v v l-v—y k(1=4)p(1-7=&)+(k —Ao)(1-p)v
kl(l—-l”)(l—p) 4 =0
k(1= ) pr+ (k=2 (1= P) 1=V =¥)
o _s, s ko (1=4o) P o
aé: £ l=m={ k0<1—ﬂ10)p(1—ﬁ—§)+(k0—/110)(1~p)v '
kz(l'Zn)P .
ko (1-2,) pé+ (= 2) (1= )y
o _n__ n (k- 4,)(1-p) .
o vy l-v-y k( ) pr+(k=4)(1-p)(1-v-y)
(3.10)
(a-m)i-p) g
kz(l_ﬂqz)p/:”"( 112)(1 P)
_8£=s0+s1+s2_r0+r1+r2+ ko (1= A ) (1=7 = &) = (ko — o )V "
op p I-p k(1= p(1-7~&)+ (k=4 )(1-p)v *
R-A)r=(h-A)(-v-v)
B4 pe G~ ) (=P -v—9) "
kz( _’112) ( ~ s ) u, =0
k(1= 2;) P& + (ks = ) (1= P )y
8 _ sty k(1-7-&)p+(1-p)v -
oz Ao ko(l"&o)(l"”_f)l?"'(ko_110)(1“17)‘/ ’
o _s+r kpr+(1-p)(1-v-v) -
Oy A h(1=Ay) pr+ (k=2 (1= p)(1-v=v)
o _s,+n k2p§+(1—p)l// _

Oh, A kz(l——ﬂu)pé’-f-(kz—ﬂn)(l—p)w
La obtencién de las expresiones explicitas de los estimadores méximo verosimiles a

partir del sistema de ecuaciones no lineales (3.10) no es fécil, por lo que se van a
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Algunas generalizaciones sobre los tests diagnésticos en presencia de verificacion parcial

deducir como han de ser tales estimadores y luego se va a comprobar que dichos
estimadores verifican el sistema de ecuaciones.

Sea la funcion #(4) definida como el nimero total de elementos que satisfacen las

condiciones de 4. En términos de esta funcién se verifica que

#(IT'=1yD=1
z=PT =1|D=1)= (#(Dyzl) ), (3.11)
#(T=0yD=0
v=P(T=0D=0)= (#(DY:O) ), (3.12)
#(T'=2yD=1
§:P(T=2‘D=1)= (#(DL)) ), (3.13)
#(T=2yD=0
W=P(T=2]D=0)= (#(D};O) ) (3.14)
.
Ao, ZP(VZIlD:O’T:j):#(DzOJyT:j),j:O’LZ, (3.15)
y
S
AJ:P(V=1|D:1,T--j)=#(DzlfyT:j),Fo,l,z. (3.16)

Sustituyendo en la expresion (3.8) 4,; por (3.15)y A,; por (3.16) se obtiene que

= % #D=0yT=J) g1 (3.17)

k.__ y
7 #(D=1yT =) 7

Para cada ; se verifica que #(D=0y T=j)+#(D=1y T =j)=n,, por lo que operando

con las expresiones (3.15), (3.16) y (3.17) se obtiene que

; n;s; .
#(D:IyT:])zkr+S ,j=0,1,2. (3.18)
I g

Asi el nimero de sujetos que verifican la condicion D =1 es

#(D—1)~§2: ik (3.19)
kTt .
y la condicién D=0
2 knr,
#(D=0)=n—-#(D=1)= LIl 3.20
(p-0)=n-s(p=-3 2 o
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Estimacidn de la exactitud de un test diagndstico con un resultado de incertidumbre

En términos de las expresiones (3.18), (3.19) y (3.20) los estimadores intuitivos de 7,

vV, S, W, Py Ay A4y Y A, son

(nlsl )/(klrl + Sl)

5 b

Z 5

o kT + s,

(komory )/ (ot +50)

7T =

V=

2 knr >

E i

o k1t

2o (n,8,)/(kyry +5,)
Z et

ki +s;

(kznzr2 )/(k2r2 +85 )

b

W =

Z it

: knr :

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

siendo n; =5, +r,+u; El siguiente teorema demuestra que los estimadores obtenidos

son los estimadores maximo verosimiles bajo la suposicion de que los valores

k;, j=0,1,2, son conocidos.

Teorema 3.1

Si los valores de kj., j=0,1,2, son conocidos, los estimadores por maxima

verosimilitud de los parametros 7, v, &, w, p y i,j, J=0,1,2, son los dados por las

expresiones (3.21) a (3.26) respectivamente, y ademas
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S
I
AN
=l T = = I~ = ==

siendo los elementos de la matriz 2 :

So Sy (pko(l—/l,o))z

(or-2) 7 (pho(1= o) (1= 7~&)+(1-2) (ko ~40)V)’
(pkl(l_ﬂﬂ))z
(pk (1= A) 7+ (1= p) (ks = A ) (1=v =)
o= p(l"p)ko(l—ﬂm)(ko—llo) .
12 (pko(l_ilo)(l—ﬁ—§)+(l—p)(k0—ﬂqo)v)
p(-p)b(=A)h—A)
(pk (1= 2 ) 7+ (1= ) (ks = 20 ) (1=v=v))

So ( ( _2’10))2

(=22 (oo (1) (1-7=&) + (1=2) (by~ o))’
o p-p)k(-2)(h=h)
“T (P (1= A7+ (1- p) (k=2 ) (1-v =)
phy (ky (1= ) (1=7 = &)~ (ko o) V) 1= )
<pk (1= 200) (1= =€)+ (1= ) (ko = 20 )V
o(l_/‘{m) i 4
pko(1—210)(1_””5)“”(1"17)(1‘0—210)‘/ ’
ph (k (1= o)z ~(k =) (L=v=w))(1=A) | _
(pk, (1= 2 )7+ (1= ) (ks = 2 ) (1=v =)’

kl(l_ﬂ’ll) .
pk (1= )7+ (1= p) (k= Ay) (1-v =)

Uy +

oy =

U,

Uy —

= u
O = 0

05 =
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Estimacion de la exactitud de un test diagnostico con un resultado de incertidumbre

Pk, U, +
pko(l_ﬂw)(l“”‘f)*‘(]_p)<ko_210)‘/ ’
phy (pho (1= =&)+(1-p)v)(1-4,) y
(Phy (1= 20 ) (17 =&) + (1= p) (ky =y )¥)"
Pk, "
pk (1= 24, )z +(1=p)(k = 4,)(1-v—y)
pk](pk,?ﬂ—(l—p)(1~v—z//))(1—ﬂ,“)

(pky (1=2 )7+ (1= p) (ks ~ A ) ==y )

015=0

(I_P)2 (%, _’110)2

’o
Op=—77 + u, +

Vi (l=v=y) (pky (1= 2 ) (1= 7= &)+ (1= p) (k= g V)"
(1-p) (b~ )
(pk (1= 2y) 72+ (1= p) (b = 20, ) (1-v =)}
p(l"P)ko(l”ﬂw)(ko_’llo) "
(Phy (1= 2 ) (1= =€)+ (1= p) (ky = 2o )v)|
% (l_p)z(kl”zn)z
(l_v_l//)z (pkl(l_’hl)”‘*'(l"p)(kl_/111)(1“"_‘//))2
:(I*P)(ko(1_&0)(1"”“5)“(1%fﬁw)v)(ko"ﬂw)
(Pho (1= Ao ) (1= =)+ (1= p) (ks = 20 )v)’
kO—]“lO U —
pko(l_ilo)(l_”‘é)"'(l”P)(ko_2'10)‘/ '
(- p)( (1= )7 = (ks = A )=y =) (ki = A)
(o (1= A )7 +(1- p) (2 )(1-v )
k}"ﬂ'n u
pk (1= +(1-p) (k- 4,)(1-v-y) "
_ 1-p
7 P (1= 2 ) =7 =)+ (1= P) (ko — )V
(1~p)(pko(l—7z & +(l pv(kO /1,0
(pko(l—/lm)(l—z &)+(1-p)(k - }‘10)")

O ==

Oy =

i

U

0, =—

5

Oy = 1

25 0

1

Uy
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gy === 1=p u, +
% pkl(l—/ln)nJr(l—p)(kl—Zﬂ)(l—v—t//)1
(1= p)(pha+(1=p)(1=v-y))(k = A)
(Pkl(l_'}m)ﬂ“"(l—}?)(kl”ﬂﬂ)(l_V—V/))z

Oy =0

So Sy (pkO (1—2'10))

= +—=+ 3

= (1_75—5)2 £* (pko(l—&o)(l—z—f)-k(l—p)(ko—A,O)v)
(pkz(l_zn))z
(pkz(l_ﬂn)g'*“(l”'p)(kz_112)’//)2
Oy, = p(l—p)kz (1—}12)(]{2 _212) U (3.28)
T (P (1-A)E+(1-p)(la=Aa)v)
o pko(k0(1~/110)(1—7r—§)—(k0—Alo)v)(l—llo)
B (Pko(1'/110)(1‘”‘5)4’(1'17)(]‘0"110)")2
kO(l_Z'lO)
Pko(1_/110)(1“7’”'5)““(1—17)(}‘0_’110)
pkz(kzg(l”/lnz)—(kz_Alz)W)(l_Alz)u _
(sz(l—ﬂqz)er(l—P)(kz'212)'/’)2

kz(l—ﬂ'lz) "
pkz (lvﬂu)g"“(l—p)(kz _ﬂqz)l// :

U

2

U, +

U,

U, +

U, +
|4

__ pky 4
By TN VG U (s | A

pko(pko(1””—§)+(1_p)‘/)(1_40)
(ko (1= 1) (1=~ £) + (1= 2) (ko =)V}

0y =0

03 =0
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Os5 = (1—p)2 »? ( (1 A,

p) (k=4)

F—sp ( u
(1=v=y) ¥ (pk(1-2,)7+(1=p)(k =2, )(1-v—-yp))
(1—}7) (1‘2_212)~ 5
(pky (1= 2) &+ (1= p) (ky = A2 )y )
:_(l—p)(k, (I_A’l)ﬁ—(kl_ﬂ'“)(l_v_w))(kl_2’]])” B
N (pk (1= 2) 2 +(1=p) (k=2 ) (1-v—-y))
kl—/lll U+
pkl(l_ﬂﬂ)”"”(l_p)(k]_/?11)(1“‘/_‘//) 1
(1-p) (ke (1=2y) —w (K, = 4,)) (K = 4, )
(Pl (1-2,)¢ +(1- p) (b, = 2y )w)’

kz_/?n
Pk, (1”‘/112)5*‘(1_19)(/{2 )4

T4 =0

i

2

U,

O, =— e u +

T Pk (1-A)r+(1-p)(k -4, ) (1-v-y)
(l—p)(pklﬂ+( )(1-v- 1//)) k=)
(ph (1= 47+ (1- ﬂh A)(1=v=v))

T = e
* Pk, (1"'112)5'*'(1—17 (kz j'12)‘//

)
= )(pk2§+( )‘»”)(kz )
(Pl (1= A )E+ (1= ) (ks A ) )
_”0+”1+’”2+50+51+S + ( (1 ’?1)(1 T— ‘f) (k ’110))
J(1-7—£)+(
(b (1=A) 7= (k=4 (1=v =) -
(P (1= 24,) 2 +(1= p) (k= 4, ) (1= v =v))
(kz(l_ﬂn)g_(kz‘ﬂu)‘//)z 5
(P, (1= 2)E+ (1= p) (ks =2y ) W)

05 =0

1

ST
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o _TatSe (pko(l-ﬁ_§)+(1_p)v)z
TR (R0 A ) 1)) )

o5 =0

Uy

O =0

. L. (Pk1”+(1_p)(l—v_vl))2
T (pkl(l—ﬂ,“)ﬂ+(1—p)(k1—211)(1—1/—‘//))2

0;3=0

U

L nts (P +(1-p)w) )
ST (b (=) +(1-p) (e - Aa)w)

Demostracion
Para demostrar que los estimadores intuidos son los estimadores por maxima

verosimilitud se va a comprobar que dichos estimadores intuidos verifican las derivadas

parciales del sistema de ecuaciones (3.10). Operando con las expresiones (3.21) a (3.26)

se obtienen las siguientes igualdades:

o ns,
SN, . 3.29
e n(klrl+s,) )
A n,s
5(1-—-E)=—22—, 3.30
p( 7 5) n(koro+so) ( )
knr,
= W)= 3.31
(1-p)(1-v-¥) oy oy (3.31)
e B e (3.32)
n(koty +50)
AN\ . A~ 2 A oA kgu
k(1= o) B(1-7 =€)+ (ko= Ao J1-B)P == (3.33)
5N mn ~ . T
kl(l—ﬂ,“)pﬁ+(kl—ﬂﬂ)(l—p)(l—v—z//):—-‘n—l- (3.34)
y
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A\ A ~ A% KT
kz(l”ﬂq2>p§+(k2_ﬂ'nz)(l_p)‘/: ~nz‘ (3.35)
Teniendo en cuenta las expresiones (3.29) a (3.35) se obtiene que
fe & %
8 kl \1_/1:1}P 2. n.s

== = - =y —idl (3.36)
a4 kl(l_ﬂﬂ)f”%'*'(kl_211)(1"15)(1_‘;_‘/7)l ;kjrj'*'s./

S, ko(l—/im)f? uo:i 1,3,

1—#-& k0(1_im)]3(1_;%—£)+(k0—i,o)(l—fa)o Sk +s,

. (3.37)

por lo que si a (3.36) se le resta (3.37) se obtiene la primera ecuacion del sistema (3.10).
El resto de ecuaciones se demuestran de forma andloga, y por tanto los estimadores
intuidos son los estimadores maximo verosimiles.

Esta situacién que se estd analizando no es mas que una generalizacién de la
estudiada en los apartados 1.3 y 1.4 del Capitulo 1. Es inmediato observar que si

s, =r,=u, =0, es decir si no existen sujetos con resultado de incertidumbre del test,

esta situacion que se estd analizando coincide con la vista en 1.3 y 1.4, siendo las
expresiones de la sensibilidad y especificidad del test diagndstico en ambas situaciones

analogas.

Por otra parte, como los estimadores maximo verosimiles depende de los valores
k;, j=0,1,2, se pueden utilizar estos estimadores para estimar ky, k, ¥y k,. Si se
supone que de los %, individuos con estado de enfermedad no verificado y resultado del
test negativo, s,, estan enfermos y r,, estdn sanos; que de los %, individuos con estado
de enfermedad no verificado y resultado del test positivo, s,, estin enfermos y 7, estan
sanos; y que de los u, individuos con estado de enfermedad no verificado y con un
resultado de incertidumbre, s,, estdn enfermos y r,, entonces los estimadores

insesgados de k,, k, y k, vienen dados por las expresiones siguientes

l‘?o :so("o'*'uo_soo), (3.38)
(S0 +S00)75

;- s (r+u —s,)

(3.39)
l (s, +5,)n
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]2” :S2(7'2+u2—S22)' (340)

i (5, +50)0

En la préactica solamente se conoce que 0< 5y Sy, 05, Suy y 05y, Su,, pOT lo

que los posibles intervalos de valores de 130 , lgl y /32 son:

LY AL s (3.41)
SO +u0 7"0
S ok <At (3.42)
S1 +M1 n
y
S < <2 (3.43)
s2+u2 l"2

De las ecuaciones (3.41), (3.42) y (3.43) se deduce que si los valores u;, j= 0,1,2, son

relativamente mas pequefios que los valores s; ¥y 7;» j=0,1,2, respectivamente,

A~ A

entonces los estimadores k,, k, y k, son aproximadamente iguales a 1. En esta

situacién, la sensibilidad y la especificidad del test diagnéstico se pueden estimar

utilizando la hipétesis de independencia condicional, como puede verse a continuacion.

3.1.2. Estimadores de la sensibilidad y de la especificidad bajo la hipétesis de

independencia condicional

En el apartado 1.3 del Capitulo 1 se introdujo el concepto de hipotesis de

independencia condicional y como Begg y Greenes (1983) emplearon dicha hipdtesis

para desarrollar su método de correccion del sesgo de verificacion. Esta hip6tesis de

endencia condicional es vélida en la nueva situacién que se esta analizando y por
que la probabilidad de seleccionar un paciente para verificar

mente del resultado del test diagndstico

indep
tanto es factible el suponer

su estado de enfermedad va a depender sola

(1.117). También es l6gico admitir que en los pacientes con resultado positivo o de

~ incertidumbre del test diagndstico la probabilidad de seleccion para verificacion debe

ser mayor que en los pacientes con un resultado negativo del test diagnostico.

Aplicando la hipotesis de independencia condicional los estimadores de 7, v, &, ¥

y p vienen dados por las expresiones siguientes:
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(ms,)/(r +5,)

T, =
hic i njsj b
TS,
‘; (}’lol‘o)/(l"o +SO)
hic 2 n.r.
J
j=0 rj +SJ

ﬂ’hiclj =jn—jaj=031723

siendo n,=r,+s;+u;,Jj =0.1, 2.

los estimadores bajo la hipétesis de independencia condicional.

bajo la hipétesis de independencia condicional

suponer, con el objeto de simplificar, que k, =k para j=0,1,2.

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

Es inmediato observar que la hipotesis de independencia condicional es equivalente a

suponer que k. =1, j=0,1,2. Por tanto cuando %, =1, j=0,1,2, los estimadores por
p q J J p

méxima verosimilitud de los pardmetros 7, v, &, v, p, Ay, 4, ¥ 4,, coinciden con

3.1.3. Comparacion de los estimadores maximo verosimiles y los estimadores

Los estimadores por maxima verosimilitud se han obtenido sin suponer la hipdtesis
de independencia condicional por lo que ambos tipos de estimadores son distintos. A

continuacién se van a comparar ambos tipos de estimadores para lo cual se va a
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3.1.3.1. Comparacién de los estimadores de la sensibilidad
Restando las expresiones (3.21) y (3.44) se obtiene que

nys, (k- 1)[n0s0 (1, +5,) (kr, +5,) (817 = So%i Y+ 1,8, (1 + 50 ) (krg +50) (873 = Sa, )] -

ey

skr, +s;

A

= ”hic =

(3.50)
nys, (k= A

2 2 ’
kro+s; \imr +s;

=0

De la expresién (3.50) se obtiene que:

a). #=%,, si k=1,

b). #>#,, sik>1y A>0o0si 0<k<ly A<O,
Q). A< A, si0<k<ly A>0 osik>1y A<O,

siendo A > 0 si se verifica alguna de las tres siguientes condiciones:

1. 2

2

2). .',:1>%- :—1>L;L y 18 (1 + 5, ) (kry +5, ) (08, —1s,) >tnzs2 (7, + 0 ) (kry + 5 ) (138, — 785 )
1 1 2 2

3). i;‘)—<i—° {1—<%- y |nos0(r2 +5,)(kr +5,) (817 —sorl)l <mys, (1 +50 ) (ko + 50 ) (517 = 531,
1 1 2 2

y A <0 si se verifica alguna de las siguientes tres condiciones:

I S n A
1) 2 20 y __1_>_1_,

Ko no5

2). :—°<§S3, :—1<-j—' y ‘”050 (1, +5,)(kry +5,) (817 = Sof; )‘ > 8 (7 +5, ) (kry +50) (s, -5h),
1 1 2 2

3). h 5% L3y, (1, +5,)(kry +55) (5176 — o) <|n:,_s2 (7 + 50 ) (kry + 55 ) (5175 = 527, )l

nos K5

3.1.3.1. Comparacion de los estimadores de la sensibilidad

Al igual que con los estimadores de la sensibilidad, restando las ecuaciones (3.22) y

(3.45) se obtiene que
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s Tl (k—])[n,rl (r +5, )(kry + 5, ) (o1 = 817 )+ myry (1 + 8, ) (K, + 5, ) (o7, = 8375 )J ~
hic ™ =

2 . 2
Z kinr, Z Wit
ok sy )R s,

J

(3.51)
nor, (k—-1)B

2 2 - ’
[z knr, ][Z sl J
ki ts, \ior s

De esta expresion (3.51) se deduce que:

a). v=v,, si k=1,
b). v>v, sik>1yB>0obien k<1 y B<O0,
¢). v<v, si0<k<lyB>0osik>lyB<0,

donde B > 0 si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

I S, e §
1) ._Q<_0y.i<__9_,
noos o5

2). :—<_§L :_°>j_° y 17 (ry + ;) (b +5,) (o1 = 5170) > o (1 +,) (ks +5,) (5072 = 5,70 )
1 ! 2 2

3). ’—°>—SS1 : §°—<—§°— y Inlr1 (ry+5,)(kry + 5, ) (s, = 5177 )l <mty (1 +5,)(kry +5,)(sor, = 5,7 ) 5
1 1 2 2

y B <0 si se verifican alguna de las tres siguientes condiciones:

, S v S
1. sl gl S

Y B8

Z): &>S_O: B gt ¥ ’nlrx (”2 +S2)(k7‘2 +Sz)(so”| _Sl”0)|>n2r2 ("1 +Sl)(k"1 +Sl)(sorz _Szro)a
noS5 B85

) Z‘°—<S—°, f"—>ﬁ’— y nlrl(r2+s2)(krz+sz)(s(,r, —s,ro)<
h 8 L 5

mr, (n+5,)(kny +5,) (s, = 5,7, )l :

3.2. Aportacion: Evaluacién de un test diagnéstico discreto cuando la

enfermedad presenta un nimero determinado de fases

Cuando la enfermedad objeto de estudio presenta distintas fases el clinico no sélo
esta interesado en estudiar la presencia o ausencia de la enfermedad en un paciente, sino
que es sumamente importante determinar la fase en la que se encuentra dicha
enfermedad. Ello hace necesario disponer de un test diagndstico para determinar
mediante su aplicacion la fase en la que se encuentra la enfermedad en un paciente. Si la

enfermedad presenta / fases, el test diagnéstico podrd dar lugar a /+1 resultados
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distintos, un resultado distinto por cada fase de la enfermedad y otro resultado si la
enfermedad estd ausente. Si ademas todos los pacientes no tienen verificado el
estado/fase de la enfermedad mediante el gold estandar, surge de nuevo el problema de
la verificacién parcial de la enfermedad. Esta situacion se puede modelizar
considerando las variables aleatorias siguientes: la variable 7 que representa el
resultado del test diagnéstico de modo que 7' =0 cuando la enfermedad estd ausente y

T =i cuando la enfermedad se encuentra en la i-ésima fase, i=1,..,/; la variable V'

que representa el estado de verificacién de tal forma que ¥ =1 cuando el paciente es
verificado y ¥ =0 cuando no lo es; y por ultimo la variable D que representa el
resultado del gold estdndar y tal que D =0 si el sujeto estd sano y D =i si el sujeto

tiene la enfermedad en la i-ésima fase, i =1,..,/ . En esta nueva situacién la exactitud

del test diagnéstico es medida por su especificidad y por su sensibilidad en cada una de
las fases de la enfermedad, de modo que el test diagnostico se va a caracterizar por una
especificidad y por I sensibilidades. Los objetivos que se plantean en esta nueva
situacién son: en primer lugar se obtener los estimadores por méxima verosimilitud de
la exactitud del test diagndstico, y en segundo lugar comparar la exactitud de dos tests

diagnésticos cuando ambos se aplican a una misma muestra de pacientes.

3.2.1. Estimadores de la exactitud de un test diagndstico

Cuando el test diagndstico se aplica a una muestra de n sujetos los resultados

obtenidos se presentan en la tabla 3.3. Sean las probabilidades p,, 6, y 4; definidas

como
p,=P(D=i), i=0,1,.,1, (3.52)
g, =P(T=jlD=1), Lj=0Lusl (3.53)
y
lfj:P(V:llD:i’T:j)’ i P =0 d (3.54)

de tal forma que p, es la probabilidad de que un sujeto esté sanoy p;, i=1,...,1, €s la
probabilidad de que un sujeto tenga la enfermedad en la i-ésima fase; 6, es la
especificidad del test diagndstico y 6., i=1,..,I, es la sensibilidad del test cuando la

i

enfermedad se encuentra en la i-ésima fase; y por dltimo A, es la probabilidad de
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Evaluacién de un test diagndstico discreto

verificar el estado/fase de la enfermedad dc un sujeto con resultado i del gold estandar

y J del test diagndstico, con i, j =0,1,...,7 .

=1 7 =] =2 =4

Fel

D=0 So0 So1 S Sor

D=1 S1o Sii 512 Sir

D=2 S20 a1 S Sar

D=1 Sro Sn Sra Sy
V=0 U, u, u, u,

Total I n, n, n,

Tabla 3.3. Frecuencias observadas al aplicar un test a una muestra cuando la

enfermedad presenta distintas fases.

3.2.1.1. Estimadores maximo verosimiles

Los datos de la tabla 3.3 son la realizaciéon de una distribucién multinomial con

- = I=1 I-]
probabilidades las que aparecen en la tabla 3.4, donde p, =1- Z P ¥ 8y=l1- 290. ya
i=0 =0

I 0
que se verifica que Zp,. =] y Zﬁ,.j =1 para i=0,1,...,/. La funcién del logaritmo de

i=0 j=0

la verosimilitud de los datos observados es

i T g
| Z 8y log(p‘.ly.BU)JrZuj log[Zp, (1—/10.)6?”}, (3.55)
Jj=0 i=0

i,j=0
siendo el nimero de pardmetros involucrados en esta funcién 2/°+47/+1 y como el

ntmero de celdas de la distribucién multinomial es (1 +1)(/+2) solamente se pueden

estimar /> +3/+1 parametros, y por tanto un nimero (/+1)I de ellos no se pueden
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estimar. Esta cuestién se puede resolver suponiendo que determinados cocientes de

probabilidades 4, son conocidas. Asi, si se definen

i

/loj' .o
ky ==t 6j=0Lul, (3.56)

i

verificandose que k, s =1, j=0,1,..,7, la funcién del logaritmo de la verosimilitud

(3.55) se puede rescribir en términos de los cocientes k; como

I-1 I I I-1 !
/o s,.jlogp,.+Zs,jlog[l—Zpij+Zsl.jlog/loj+
i=0 j=0 =0 i=0 i,j=0
I I-1 I I-1 !
Zs,.j logd; +Y s, log I—ZHUJ— > s, logk; +
i=0 j= i=0 j=0 i.j=0
/-1 I-1 v /-1 1
u logi 3| pi| [Tk |(%s =40, )65 +[1— pij(nk,jj(k,j — 2o, )0y 1+ (3.57)
j=0 i=0 1=0 i=0 1=0
1#i

=1

u,logi 3| p, gk,, (ki,—ﬂo,)(l—ga_jj +(1—§p,j(ﬁk,,j(k,,~/10,)[1—20”] -

i=0
1#i

! /4
Zuj log(Hk,j ]
j=0 1=0

Si se supone que los cocientes k,.j, i,j=0,1,...,I, son conocidos, el nimero de

parametros de la funcién (3.57) es [ 2 +37+1, que coincide con el nimero maximo de
paradmetros que se pueden estimar, y por tanto todos ellos se pueden estimar empleando
el método de maxima verosimilitud. Los estimadores por méaxima verosimilitud de los
parametros (9,.]., i1 el F =0 e T =1y Bis F2 0L md =1, ¥ /10/.,]':0,1,...,[, son

las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones no lineales:
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Evaluacién de un test diagndstico discreto

86’0. 91‘/‘ I_Zgik I—J 1= )[ )

. Iat . =010
I =
/-1 I I-1 /-1 7 = J=01.. 7 -1
Z Py Hku (kh/_ﬂ-o/)(l_ ahkj +[]‘ phj[nkﬂj(kﬂ_;“OI)(I_ZHII(]
h=0 =0 k=0 h=0 1=0 k=0
)i I
Hklf (k/ ‘ﬂnj)ev _(Hk/f)(klj _’101)‘911
o 14 1 o It s
Ly s, + (3.58)
Pi Pij=0 1-3p, /= 2 I /-1 I
s 2l [T (= 4o, )6 +(I—th](nk,j](kb.—ﬂoj)9ﬁ
h=0 /=0 =0 1=0
I12h
I I i I-1
Hku (ku ’?w )[1 Zeikj"[nk// ](k// ’10/ )(l il 914 )
=0 k=0 1=0 k=0
u, - =0, i=0,1,..,7~1
1-1 I I-1 -1 ! /-1
Py Hku (khl ;*01)[1‘ 9/;&) +[I_thj[nkuj(kﬂ 2’0/)(1" Hlkj
h=0 1=0 k=0 h=0 1=0 k=0
I-1 7 ] /-1 !
2ol [ Thy |6y +(1“ZPIIJ(H1‘I;]‘91/
al 1 2 h=0 =0 h=0 1=0
= s, - =0, j=0,1,...1,
a/101' ’10/‘ =0 -1 I /-1 I
pi| TT#; (%= %,)8 +(1“ZPJ(H/‘0J(1‘IJ %0;)6
h=0 ;:2 J h=0 1=0

/-1 I-1
siendo p, :I—Zp,. y 6, =1—Z¢9,.j para i=0,1,...,7.
i=0 j=0

Obtener las expresiones explicitas de los estimadores maximo verosimiles a partir del
sistema de ecuaciones no lineales (3.58) es complejo, por lo que se va a deducir como
han de ser tales expresiones y posteriormente se va a comprobar que verifican dicho

sistema de ecuaciones.

Para determinar cuales pueden ser los estimadores se define la funcién #(A) como el

numero total de elementos que satisfacen las condiciones de 4. En términos de esta

funcién se verifica que
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g HD=LT=J) o ot,.d (3.59)
= i,j=0,1,.., .
#(D = z) g
¥
. Y . 3.60)
¥ D=iT=j) 7 .
por lo que
So s #(D=iT=]
= - ( J) et j=0.d 3.61)
#(D =0T = j) 8,
7'=0 =]l =2 T =]
V=il
D=0 Po b0 Pooibr Po2orbo Do {1 = 3 901}
D=1 PP P20 Pia0 Py [1 - 5 eljj
D=2 P20 D2 P70 Dty [1 o Iv_l 93,]
D=1 it 240 Pi101 [1 e [Z—Epijlﬂ [1 = S ‘9/,]
zpi(l"jm)gio Z‘:‘Ui(l—ﬂﬂ)@,, _2—11%(1—42)9;2 ;p,.(l—/l,,)[l—;@/]
V=0 + + + .. -} ‘
(l_ipij(l_ﬂm)elo (l—ip,j(l—ﬂﬂ)@,, (l"ipij(l—’in)gn (l—ipi)(l—ﬂ,,,)(l—,_l 9”]

Tabla 3.4. Probabilidades de la distribucion multinomial al aplicar un test a una muestra

1
Para cada valor de j se verifica que Z#(Ds i,T:j)

i=0

cuando la enfermedad presenta distintas fases.

=n; y por tanto despejando

#(D =i d = j) en (3.61) se obtiene el siguiente sistema de I ecuaciones lineales
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#(D:i,sz)z z fe=laud (3.62)
Sojkl'i
cuyas soluciones son
k.s.
#(D=i,T=j)=n—"L—, i=1,.,1I, 3.63
) 1 (3.63)
Zkhjs/v
h=0

y ademas se verifica que

nj.soj

/
#(D=0,T=j)=n,-> #(D=iT=j)=—""

i=1
2 FiySiy
h=0

puesto que k,; =1 para todo valor de j, y por tanto (3.63) es valida para i =0,1,...,/ .

(3.64)

Asi el numero de sujetos que verifican que D =i es

= | = . "_". et i = < rl_/kljslj | =
#(D=i)=Y #(D=i,T =) - ¢ B0 d s (3.65)
= - Z kyiSyy
h=0

Finalmente unos estimadores para los parametros 6,

I
,. njkgsy/(zkhjshjj
. = L i=O,L---’]ajzoal)""[_l’ (366)

i I ?
Z[nkkiksik/tzkhkshkj]
k=0 h=0

Py Ay, son

! nk.s.
ﬁi:%z ]j L » i=O,l,...,I—-1, (367)
’=°Zkhjshj
h=0
y
R I
gojzizk,_js,.j, j=0,1L..,I. (3.68)

/
. o nlkilsil/(zkhlshlj
6,=1->0, A= , i=0,1,...,1 (3.69)
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-l 1 ! nk,jslj

- (3.70)
i= n =
0 7= Z’%Shj

Asi, el estimador de la sensibilidad del test diagnéstico en cada una de las fases de la

N 1 u 11/(Zkhlshzj
6. = i=1,..,1, (3.71)

ii p ) yeees
Z(nkkiksik/(z RS e J]
k=0 h=0

y el estimador de la especificidad es

nosoo/(ikhoshoJ
00 = (3.72)
Z(nk%k/(zk kShkj\J

El siguiente teorema demuestra que si los valores ky. , i,7=0,1,...,1, son conocidos los

M

pr=

enfermedad es

bl

estimadores obtenidos son los estimadores por maxima verosimilitud.

Teorema 3.2

Si los cocientes de probabilidades k,.j, i,j=0,1,..,1, son conocidos, los estimadores
maximo verosimiles de 6, §e 0,1 ndy F 20w =1, Py i=0 L=l ¥

Ayyr J = 0.1,...,1 , vienen dados por las expresiones (3.66) a (3.68), y ademas
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6’00 _900
g US| —‘90,/ 1
10 —‘910
91,1-1 _91 -1
O0=bn |- N(0,z7), (3.73)
91 1-1 _911 1
ﬁo — Dy
Pra— P
)Loo "’100
101 _/10/
siendo los elementos de la matriz X :
2 2
&% Sy 8 P2 AL ol (e ) E=00 e d
=ty L k —-U, = k, ! 5
2~ 52 2T g )| (=) “p? F,[ v | (ks =) j=0,1...T~1

=0 = .
1#i /=1 l 30,1,...,1
bl

7 j=01,..,0-1
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1 I I
B gkb](kﬁ ‘}“0/) gk/z}(kw "10/)9@’ —(Hkljj(k/j i ’10/‘)91/

A o 12h - B
aeijaph A"
7 I N
L § -1 Jf /-1
Pi Hku (k,,—ﬁ.(,,) Hku (khl ’101)(]" o, J”[Hkuj(kn‘/lo:)(l_ elkJ 01T
;:? ;:2 k=0 =0 k=0 1=Vl
u, 5 s B =0l =1
h#i
-1 7 I-1 &
A (k= 2,) 2 P E[k,l 8, +(1—§p,,j[[[kaje,j
8% B 1 r 1 - Izh - = =014
o000, P [Tk e o
N el
&l A
— = : k X
26,00, 1P ]i:oI 1
l#i
(3.74)
-1 4 It Ji fi =i
B—(ku /101) Py Hklj [1‘ Hhk) +[Hk[jj(1— Phj[l‘zguJ
h=0 1=0 k=0 1=0 h=0 k=0 .
l#h l=0,1,...,1
B? * j=0,1,..,0 -1
2
1 I
Hkb (, zoj)ey—[nkuj(k,j—/loj)e,j
81 14 1 ! I=h -
—_—— =) 5. - S, +u -
-2 B
h=0
2
I g I Pl -
Hku (kll )“01)(1 Zelk)-(nkllj(kll_%l)(l— elkj
I=0 k=0 I=0 k=0
u, P 2 =00 =1
1 I
(1% Jeo-| Tt o
2%l =0 =
“opodh, A -

4 Y4 1-1 1-1 J=l
Hk’j (kv‘%j)gv'(nkvj(klf—’%/)gv i Hk/j 6ﬁ+(1_2phj( k/j]glj
i =0, Ll —1

u' 4
. A? F=0L i
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I-1 I I-1 1
L Pi 1% |6, +(I_thj£nklj)9/j

i h=0 =0

0%l 1 I#i
——— 8y —H, =~ s =l wad;
6&0']. ;"(SZJ/Z(; d ¢ A°

I-1 /-1
con p, :I—Zp,, 8. :I—ZQJ para i=0,1,...,7,

i=0 j=0

1-1 4 1-1 1
A= Py Hklj (khj_ﬂ'()j)ehj +(1_thj[nklf}(kl/—’1w)9'f
h=0

=0 h=0 1=0
1#h
Y
J=1 I I-] I-1 / 1-1
B= Ph ku (khl_/?“OI)(l_ ahk] +[1_thj[nku](ku_’101)(1_2‘9&)
h=0 1=0 k=0 h=0 1=0 k=0
I1#h
Demostracion

Para demostrar que los estimadores intuidos son los estimadores maximo verosimiles
se va a comprobar que dichos estimadores intuidos verifican el sistema de ecuaciones
no lineales (3.58). Operando con las expresiones (3.66) a (3.70) se obtiene que

n k.s.
Pl "=, L f=l 1.1, (3.75)

1
n
2 FiySiy
h=0

por lo que
/-1 ¥ I-1 1 u/_ I
o [ 1% (k,,j "101)9@' +(1‘thj[nku](k1j "’10;')91/ [k, (.76)
h=0 5:2 h=0 1=0 1 h=o
y
/-1 7 I-1 I-1 d /-1
P Hkll (khl ‘"ﬂw )(1 Zghk) +(1 = ph][nkﬁj(kl - /10/ )(1 Z‘glk ) =
h=0 1=0 k=0 h=0 1=0 k=0
1%h {3 77)
d
'Ll_lnkhl’
1 “h=o
y después de unos célculos algebraicos se obtiene que
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Sy, i _
gi/ ' -1 1 W /-1 I
Pl [ 15 (kh/ ),01)9," + 1= ph}[nkﬂ(;‘n'%)‘%
h=0 =0 ) =0 g
(3.78)
!
bi H ky (kil = Ao )
85 1=
= +u,

h=0 = k=0
I#h

para i=0,1,...,/ y j=0,1..,/-1, y finalmente restando ambos miembros de la
igualdad (3.78) se obtiene la primera ecuacién del sistema (3.58). Para el resto de
ecuaciones la demostracion es analoga, y por tanto los estimadores intuidos son los
estimadores maximo verosimiles.

Esta situacion que se estd estudiando es una generalizacién de la analizada en los
apartados 1.3 y 1.4 del Capitulo 1. Cuando la enfermedad presenta una unica fase el test
diagnéstico solamente puede dar lugar a dos posible resultados, negativo o positivo, con
lo que la tabla 3.3 se reduce a la tabla 1.11, y por tanto ambas situaciones coinciden y

dan lugar a expresiones de la sensibilidad y especificidad idénticas, como puede

comprobarse facilmente.

Como los estimadores méximo verosimiles dependen de los valores &, se pueden

utilizar estos estimadores para estimar k,.j, i=10ly =0, .1  Paraello es necesatio

suponer que de los u;, j= 0,1,...,1 , sujetos que no han sido verificados 7, estan sanos

y 1, tienen la enfermedad en la i-ésima fase, i=1,..,/, por lo que

/
u, =Zz;j,j=0,1,...,1. De esta forma a partir de la expresion (3.61) el estimador
i=0

insesgado de k; es

A Sl St s
g =Sl L L (314

g 9;
3 (50,475,
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/
En la practica solamente se conoce que 0 < Zrij <u;, j=0,L...,1, por lo que se puede
i=0

obtener un intervalo para el estimador /EU Asi, en la i-ésima fase de la enfermedad y
resultado del test j, en el mejor de los casos u; =1, de modo que todos los sujetos no

verificados realmente tienen su estado de la enfermedad en la fase /i vy

A

k; = (s{./. +u, )/s,] ; y en el peor de los casos 7, =0 y ninglin sujeto no verificado tiene su

estado de la enfermedad en la fase 7, siendo k; = 501/(50; +r0/.) > SO//(SOJ. +uj.) por ser

u, 2 r,,. Por tanto un intervalo para k, es

8 . ”
0,/
Skijs

s0j+uj Sij

sij+uj

,i=L.,I, j=0,1..1I (3.80)

3.2.1.2. Estimadores bajo la hipétesis de independencia condicional
Los estimadores maximo verosimiles obtenidos en el apartado anterior dependen de

los valores k; que usualmente son desconocidos. Los estimadores de la exactitud del

test diagnostico también se pueden obtener suponiendo la independencia condicional
entre el proceso de verificacion y el estado/fase de la enfermedad, es decir

PV =1D=4,T=j]= PV =1|T= [)s &5 =00l (3.81)
y por tanto la probabilidad de verificacion depende solamente del resultado del test

diagnostico y no del estado/fase de la enfermedad. Aplicando el teorema de Bayes y

considerando la hipdtesis (3.81), los estimadores de 6, , p, y 4,, son
I
”/Sy/(zshjj
0, it , i=0,1,..,1,j=0,1,.,I-1, (3.82)
b I I
Z[nksik/[zshkjj
k=0 h=0
L ns,
p=iY O ioo,.,0-1 (3.83)
IS
h=0
¥
. T &
Aoy == 85 J=0,1,...,1. (3.84)
1 i—o
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Ademas se verifica que

J
. Bl nlsil/(zSh/]
g, =1-3 6, = = i=0,1,..,71 (3.85)

, Lots B8y
f:;Z Sl (3.86)

Por tanto, el estimador de la sensibilidad en la i-ésima fase de la enfermedad es

4
nisii/[zshi)
0! = . i=1,..,1 (3.87)

4
X nosoo/(zsho]
a = =0 (3.88)

Elow/(E))

Es inmediato comprobar que cuando todos los valores k;, i=1,...,7, j=0,1,...,1, son

I

y el de la especificidad

iguales a la unidad los estimadores méximo verosimiles coinciden con los estimadores

bajo la hipétesis de independencia condicional. El que todos los valores k; sean iguales

a la unidad se interpreta como sigue:

b=l 4= 4, = P(V=1|D=0,T=j)=P(V =D =iT = j), 1, = 0,Lrd =
(3.89)
P(v=1D=iT=;)=P(V =1T =), i,j=0L...1,
por tanto el que k[f =1,i=1..1,7=0,1,..,1, es equivalente a suponer la hipdtesis de

independencia condicional.

3.2.2. Comparacion de la exactitud de dos tests diagnosticos discretos

Si se considera una enfermedad que puede presentar / distintas, sean 7; y 7, dos

tests diagnosticos discretos que pueden dar lugar a /+1 resultados tales que T =0
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cuando el test presenta un resultado negativo y T =i, i=1..,1I,siel test diagnostico

que la enfermedad se encuentra en la i-ésima fase, con j=1,2. Cada uno de los dos

tests se caracteriza por [ sensibilidades y por una especificidad. El objetivo que se
persigue es obtener unos contrastes de hipétesis para comparar tanto la igualdad de cada
de las dos sensibilidades en la i-ésima fase de la enfermedad como la igualdad de las
dos especificidades. Cuando los dos tests se aplican a una misma muestra de #

pacientes se obtiene la tabla de frecuencias 3.5.

7,=0 =1 F=F
1, =0 I=1 T,=0 I =1 7, =0 L=
V =1

D=0 Soo0 Soor S0 o Sour Sorg e Sou
D=1 S100 S107 S110 8117 Siro Sy
D=i Si00 Sior Sito St Siro S
D=1 St00 Sro1 Sti0 Snr Sto S
V=0 Uy Uy, Uy, Uy, U, Wy
Total Pso Hyy n, By - iy

Tabla 3.5. Frecuencias obtenidas al aplicar dos tests discretos a una muestra cuando la

enfermedad presenta / fases.

Para conseguir los objetivos planteados es necesario suponer la hipotesis de
independencia condicional, que establece que la probabilidad de seleccionar un sujeto
para verificar su estado/fase de la enfermedad depende de los resultados de los dos tests

diagnésticos y no del gold estandar, es decir

P(V=1D=iT,=},T,=k)=P(V =1|, = ,T, = k) (3.90)
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para i,j,k=0,1,..,I. Si no se puede admitir esta hipétesis, se ha comprobado en el

apartado 3.2.1.1 que las sensibilidades y la especificidad de cada test diagnostico
dependen de unos pardmetros que generalmente son desconocidos, por lo que no se

pueden deducir los contrastes de hipétesis planteados.

3.2.2.1. Estimadores maximo verosimiles

En la i-ésima fase de la enfermedad la sensibilidad de cada test diagndstico es

oy =BT =#|D=i) (3.91)
parael test 7;,y

g = PT, =1|D=i) (3.92)
para T,,con i=1,..,1;ylas correspondientes especificidades son

0 = P(T, =0|D =0) (3.93)

70,0 = P{T, =0|D =0). (3.94)
Sean g, y 77, unas probabilidades definidas como

0, =P(D=i|l,=j,T,=k), i=0,...,] -1, j,k=0,1..,1 (3.95)

ny=P(T = j,T,=k), k=011, (j.k)#=(LI), (3.96)

verificandose que

B =1-D 0y, k=011 (3.97)
i=0
y
/
mp=l= D My (3.98)
Jo k=0
(Juk)=(1.1)
y sean
0= (0000’9001=---’91-1,11) (3.99)
y
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Evaluacion de un test diagnostico discreto

7} = (7700»7701=---:771,/—1)

(3.100)

dos vectores de dimensiones ([+1)2[ y I?+2I respectivamente. Entonces las

sensibilidades y la especificidad de los dos tests diagnosticos se pueden escribir en

términos de las probabilidades 6,, y 77, como

”Iii— Zguknlk’ S """[

,kO

oo = Z Goox o

okO

para 7,,y para T, como

7[211 y/ﬂﬂ’ l— > 1
1 Jj=0
b
700 = Z‘gojoﬂjm
Py j=0
siendo
D= Z il 1=01,00d
i,j,k=0

la probabilidad de que la enfermedad esté ausente o en la fase 7,

cuenta las expresiones (3.97) y (3.98) se verifica que

(3.101)

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)

i=1,...,/ . Teniendo en

(3.106)

(3.107)

Para los » sujetos de la muestra sean D,, T, y T, los valores de las variables D,

T, y T, en el h-ésimo sujeto. La funcién de verosimilitud basada en las frecuencias

observadas de la tabla 3.5 es

L(6.7)= [HP(Dh,I],,,TZ,,)][H P(T;y,Ty)

Vh=1 V=0

], (3.108)
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donde H representa el producto en todos los sujetos verificados y H el producto en

Vp=1 Vp=0

todos los sujetos no verificados. Tomando logaritmos en (3.108), la funcion del

logaritmo de la verosimilitud es

1(6,7)= Y. log P(D,,T;s Ty )+ D 108 P(T,, T ) =

Vp=1 Vp=0

> log P(D, |1} Ty ) + D 10g P(Tyy 1) = (3.109)
h=1

Vp=1

J v
Z Siik log9,.jk + ank lognjk.

i), k=0 Jk=

Si 1(8) y I(n7) son dos funciones definidas como

1
1(6)= D s;: 1080, (3.110)
i,j k=0
y
1
1(n) =2, nylogn,, G.111)
Jok=

se verifica que la funcion (3.109) es la suma de las funciones (3.110) y (3.111), y como
los pardmetros @ y 7 son distintos y las funciones / (8) y I(n) son las funciones del
logaritmo de la verosimilitud de distribuciones multinomiales, maximizando la funcién

,(6) respecto de cada 77,, y la funcién /, (17) respecto de cada 177, , los estimadores por

méxima verosimilitud de los parametros 6, y 77, son

A Sk : .
0, =——— i=0,1,.,1-1, j,k=0,1,..,1 (3.112)

ik~ I ’
Zshjk
h=0

¥
n;
ﬁjk:—’;i, j k=011, (j.k)=(LI), (3.113)
verificandose que
- I-1 o
Oy =1-2 Oy = L, k=011 (3.114)
i=0 Zshjk
h=0
¥
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1000000000000 0000000000000000 0000000000000 0O0CCOCROCOCOCFOCOOCPOONOCOIOYTS

~ o n

=l F fa =L, (3.115)
-
g

por lo que las expresiones (3.112) y (3.113) son validas para i,/,k=0,1...1 y
j,k=0,1,...,I respectivamente. La matriz de informacién de (6,7) es
1(8,1)=diag{1(6).1(n)}, (3.116)
siendo 7(8) y I(n) las matrices de informacion de Fisher de & y 77 respectivamente.
Por el Teorema de Birch, las distribuciones de 0 y 7 son asintéticamente normales.
Una vez obtenidos los estimadores méaximo verosimiles de 8,, y 7, , los estimadores
de las sensibilidades de los dos tests en la i-ésima fase de la enfermedad, 7, y 75,y

los de las especificidades, 7,4, ¥ 7, Sustituyendo en las expresiones (3.101) a (3.104)

0y y nyppor (3.112) y (3.113), son
I
(niksiik Zshik)
h=0
Vi
S ik Zshjkj
h=0

1 I
2 i) DS

AR — , i=1..,1, (3.118)

7 I
20| Se | 2 S
: =0
I
Mo xS0k ZshOk

, i=Ll...1, (3.117)

>
gt
3
M-8

Rrgo = o= (3.119)
(’7 kSo,k/Zsth)
J k=0
¥
4
Z( ;050 0 Zslyoj
gy =25 (3.120)
Z[ S0 ji Zslykj
Jk=0
siendo el estimador de p;
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.1 :
p,,-_-.lgz(njksyk Zs,y.kj, SR (3.121)

. L 1
b, :1—}:19,.:; Z(njks,jk Zshjk). (3.122)
Al ser los estimadores de la exactitud de cada test diagnéstico funciones defyn,la

matriz de varianzas y covarianzas de m; y 7,;, aplicando el método delta (Agresti,

1990), es
B o a(”linﬁzii) 7 (0) a(”m’ﬂzﬁ) 4 a(”uw”zn’) . (77) a(ﬂlii’ﬂ:Zii) (3.123)
06 00 on

para i=0,1,..,/. La matriz 1(8) es la matriz de informaciéon de Fisher de

0 = (9000,000,,...,(9,_“,) , de dimension (7+1)° Ix(1+1)°I, cuyos elementos, definidos

como
azl 0 rost gl o ¥
PO (e (r ), VRS,
ijk ik
son
ik Suk . i k= (iik I ik
—9_2—+52_91_‘l>,]_.]3 = 3(19]5 );é( ’Ja )
ik ok

S ik

1(9):1—2, izi,jzj, k=k (3.125)

Ijk

0, en otro caso.

\

Si se define [ (6) como una matriz de dimension I xI de la forma

5 . 7 " ’ =O 1 ...,I_l
]Uk(g)zdiag{so,k Sy jk s,_l,,k}+iffi(1,...,1) - ljk=011 (3.126)

YT AR AT 2
‘90 Jk 91 Jjk 91—1, jk 91,'1:

siendo (1,...,1) un vector de dimensién /-1 cuyos elementos son todos la unidad, se

verifica que la matriz / (0) es una matriz diagonal cuyos elementos son las matrices

Fis i=0,1,..,7-1,esdecir
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1,(8
HUE (9) s L= (3.127)

[l'—l,j"'f (9)/

Aplicando el Lema 1 del Capitulo 1 la matriz inversa de [, es

2 2 2
Gon G el_l,jk}_
b

7

[ijk(H):dz'ag{ e

> )
Som Sk Syo1jk

2 4 . (3.128)
1 (6% 0% 6 \(Gan 6  Grap) i=0L..I-1
\ gjﬁ Sopk Sijk Sk ) \ o Sk Srk k=011
i k=0 S ik
y la matriz inversa de 1(8) es
Loz (9)
. (@
(8= e (9) s Jik =00t (3.129)

11-11—1,,'1( (9)
La matriz 1(77) es la matriz de informacién de Fisher de 7 :(7700,7701,...,77,,,_1), de

dimension (12 - 21) X ([2 + 2]) , cuyos elementos, definidos como

0’1(n)
—t. (k)2 (LT), (JH 2L, (3.130)
iy DD, () 2(L)
son
Vi n n n r
I(7n)=diagy—2,—%,..., ““'}Jr-i L...,1) (1,...,1), (3.131)
( ) {7750 (?1 7712,1—1 77121( )( )

siendo (1,...,1) un vector de dimensién I +27 . La matriz inversa de la matriz (3.131),

aplicando el Lema 1, es

2 ) 2
I (77) = diag{_@i’ﬂﬂ’m ﬂﬂ}_

)
Moo Py ONE

1 (_7& 77_31 7712,1-1J (_7& 77_51 7712,1—1]

I 2 2 b 2
M \ Moo Moy Hria ) \ Moo Moy By 11

k=0 T

(3.132)
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Una vez obtenidas las matrices inversas de /(6) y de I(77), la matriz de varianzas y

covarianzas (3.123) se puede escribir como

%, =2y +Ey, i=0L..,1-1, (3.133)
siendo
5. _ 0w (9)————5(”‘”’”2“’), i=0,1,...,] -1 (3.134)
00 00
y
6(7[117’71'2:7 ), ol a(”w:”nr) .
PR I =z, =0l d-1. 3.135
’ = (m) o " (3.135)
La matriz (3.134), de dimensién 2x2, se puede expresar como
I i ) I
5 = ZMC}: (9)9(_”.1_@)_: 3 2, (k) (3.136)
j,k=0 80{]1{ agyk j,k=0

para i=0,1,..,/ -1, siendo X (/,k) una matriz 2x2 cuyos elementos son

< Lglfj_k_ a7Z.rii a7z‘sii j_

OV S )=
Hyk( ’ )
Sk 00 00y,

h=0

1 1\20;/* aﬂrii iﬂlﬂzj}_ af[sii ’
- @ZJL h=0 S pjk aghjk h=0 S pjk aghjk

hy [ k=0 S hjk

(3.137)

.,I. Por tanto los elementos de la matriz (3.136) son

ou(r,s)= ZI: o (755) - (3.138)

k=0

con r,s=1,2y j,k=0,1,.

Asimismo los elementos de la matriz (3.135) son

2
o, (I",S) = _7Zj£_a7[rﬁ aﬂ-siz’]_
(k)= \ Tk O 4 0k

) (3.139)

9 2,
1 771'k or rii 77. jk or sii
P2 n. on. 2 o |
M \ Gkt ) P O J\ Go)=(r0) P Tk

jok=0 P ji
Finalmente, el elemento (r,s) de la matriz de varianzas y covarianzas de 7,; y 7,; €S

O'l-(l’,S)ZGgi(r,S)+O',]i(}",S), pe=12, i=0L.ul~1. (3.140)
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Evaluacion de un test diagndstico discreto

Las derivadas parciales de 7, respecto de 0 y 7 son:

" 1—n,.
871'1” == » 7[111 g I: 0’ l,“.,[._l’ k o O’]’,_’[
66[1’1( i
or, ., =
i gy, B0 =0, I =1, fE=0,L.T, i ]
26,, ,
O 0, Ri=0lnl~1, jk=0,L.1, h#i (3.141)
a9hjk

or,,; zeﬁk_”m(eﬁk_gfu) Sl T =T #=0.1..]

anik P
-8_7[]_1;’;: _(9[/'1( —9,’11)-@7 = 0,1;..-,]—1) ]rk = O’],"7[9 I # j>
01 pi
y las de 7,;:
6”21'1' . 1 Taii , Q= 0’1’.'_,1_1’ _] = O,l,,,,]
06, i
M oy T2 20,1, I—1, jk=0L.1, ik
80, ,
aﬂm ; 1 /
=0, hi=0,1,.,]-1 jk=0,1..1, h=i (3.142)
a‘917]'1(
6. —m.16.-6.
aﬂ—lii = i 2“< v I”)’ i:O,l,..-,l_laj:O71,"’]
on; b;

aﬂ- i T il > » >
EJ—:—(@k—@J—L3z:Owa]—L]k:OJWJ}z¢k
Uy P

Una vez obtenida la matriz de varianzas y covarianzas de 7z, y 7,;, la matriz de

varianzas y covarianzas estimadas de los estimadores 7,; y 7,; €s

Z*: _ a(”liisﬂzii) - (é)a(ﬂnnﬁzii) n a(”lﬁ’”zﬁ) 7! (ﬁ) 8(77117’7[21‘;') (3.143)

00 on on

8
para i=0,1,...,]—1. Sustituyendo en (3.137) y en (3.139) los parametros Oy Y My pOr
sus estimadores maximo verosimiles, dados por las expresiones (3.112) y (3.113), 7,
y T POr 7,;, se obtiene que

por 7

Lii
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y

1 oz, Ox, 1 . or..
6,(r:s)=—% My ~ il > =2, (3.149)
n( ) n’ (j,k)Z(:l,l)( "o Mk anﬂc] n’ [JH(H a”ﬂe]( Jok)=(1.1) ’ aan

siendo las derivadas de 7, respecto de 8

a7Z.1ii Zﬂ_l_ﬂ-m j:O,l,...,]—l, k:O,l,--,[

80, n P ’
O _ PP o0, 0-1, jk=0,1.1, %]
00 n p;
i _o hi=0,1,.,0-1, jk=01,,I, h#i
00,
(3.146)
%‘izé Sy g | Fw Sw | i=0).,0-1, k=0L..1
e P Zshik Shik Zshu
h=0 h=0 h=0
g’f‘”:— T Sw \Pwj20,),.,0-1 k=01 0% ),
e Zshjk Zshll #
h=0 h=0
y las de 7,;:
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or,., Nyl-7m,. .
Poir o 25 2T iy 01,01, j=0,1,..,1
o6, n p
872-1” ’7jk 72-7” 5 . .
3 , i=0,1,...,7-1, j,k=0,1,.1, i#k
ra n b
\,ul-jk =i
on, ; ' ,
—£=0, hi=0l,..,1-1, jk=0,1,.1, h+i
00
(3.147)
or,. 1 S . S , .
%}: g B P BB Te] =Bl T
Tn B Zshjk Zshjk Zshll
| h=0 h=0 h=0
A S“ A
‘2’?" P NP e L =1, ROl iRk
ik Zshjk Zshll P
h=0 h=0
Por tanto el elemento (r,s) de la matriz de varianzas y covarianzas estimadas de 7, y
Ty €5
]
&(ra)= Y. Guulrs)ad,(rs)s ns=12, i=0L..J-1, (3.148)
k=0

Finalmente, el estadistico para el contraste

Hy: 7y, =7,

s =0l d —1 (3.149)
H, 70 # Ty
es
P — L e — > N(0,1).  (3.150)
\/Var(ﬁm)+Var(ﬁm)—2Cov(7%,,.,.,7?2,,.)
Para la tltima fase de la enfermedad la matriz de varianzas y covarianzas de 7, y
T,y €S

_ () 4 (9) O Tan) | O ) I''(n) o) (3151
06 on on

-1 I=1
siendo 7, =1—Z7l’m ¥ &y :1—272'2”. Siguiendo los mismos pasos anteriores, el
i=0 i=0

elemento (r,s), r,s =1,2, de la matriz (3.151) es
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1
g (7= Y, O (P8 1o, (7.8), (3.152)
k=0

con
1(621, 571',1, aﬂ' \ 1 ]T_l‘ 91'!2'1( aﬂ-’,"\ . 613/( aﬂ- Teedil a 2\
0-01,1:(” s L J 5 = (3.153)

o 00 ) 5 G | &5 90, )\ E sy 06
i) k=0 Sijk
y

o, (r,s)= M Oy Oy | _
nl >
] G\ i O Oy

! Z 77_,%;(____87[,‘”]( Z ﬁa”mJ 315
. ZJZIL (k)=(1,1) T 577,-k (k)=(10) P aﬁjk

Jok=0 T

Las derivadas parciales de 7, respecto de 6 y 77 son:

87[11] =77 ”1”_1 i:O,l,...,]_ly k:()al:'-:]

agilk " Ps ’
oy, __.nikﬂl]_, L1 =0, 1l 1, k=0,1..1
00, " p
L ! (3.155)
I-1 /-1 .
8”11] zﬂzgill_ Hl'lkjﬁlu_’ k:O,l,..,[—l
oy =0 i=0 P;
I-1 1-1
Oy =‘(Z9m— Ql_l_kj”_/_’ Jj=0L.,1-1, k=0,1..1,
aﬂjk =0 i=0 p
y lag de #woy,;
0%y =1, 7[211_1, i=0,1,.,I-1j=0,1..,1
o6y, ' I
a77:21/ :n'k 7[2]1 3 l',k:O,lan':[—'l’ j:())la"al
80, P
ik ! (3.156)
87[211 [1_1 < j””ll . |
0w _[Sg -5, |72, j=0,1,.,1-1
877j, ; . ; i P

= -1
O,y =~(Z =6, j”w =0,L,..,1-1, j=0,L,...,].

877_/‘1( i=0 i=0 D

La matriz de varianzas y covarianzas estimadas de 7%, y 7, es
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L i

g o 8(7%],,,7%2,1)

Y

I

06 on

siendo su elemento (7, s)

I
B (rx)= Z e (r,s)+&n, (r,s)

j k=0
con
1 ~ or,, o
O'ezjk (F,S)— ; 22 Sijk ril AsII =
(ZS j i=0 angk ag{jk
=~ hjk
1 1 i 67%’,” i a7’1\-511
! S. I 4 ik o4 LY
Z itk i=0 a91‘1'1{ i=0 ag[}k
i,j,k=0 { ? ZShjk |
Jye= (Zshjkj h=0
h=0
y

Las derivadas parciales de 7,,, respecto de 6 y 7 son:

87[11[ =£1_k_7[111 _1, i=0,1,.~-,]—1’ k:O,l,--,]

aéx‘]k i f)/
Oy M Fw yi00,. -1, k=0,1,.,]
06, n b

-1 I-1
o4 Zsm Zsilk £

.y = i=0 -
aﬁ”’ =| £—0=5 f;H s k=0;10l~1
e zshll Zsh[k :
=0 h=0

I-1 I-1
E S E S

il ijk A
= i=0 7T

Oy

~

- 7 1
on.,
T Zshll Zshjk 5
=0 =0

I (é)a(ﬁmaﬁzu) & 6(7%11197221,-) I (ﬁ) 8(7?2”,722”)

_ | = W i=0,1,.,1-1, k=0,1,..,1,

(3.157)

(3.158)

(3.159)

(3.160)

(3.161)
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ylasde 7,,:

07y _ M 7y =1

80,], n p,

i=0,1,..,/-1,7=0,1,.,1

2

O,y _ M Ty

=L2L0 i k=0,1,..,/-1, j=0,1,.1
06 n p,

ik
I-1
Z Sir Z Sy
=0

87%21] = i=0 7%211 s (3162)
o, =| -5 e 5, s J=0 b d =1
/ Zshll Zshjl
h=0 h=0
1-1 I=-1
87%2 I Z0 Si” Z0 Sijk 7%2 I
G| PP — [Th Bl L f=Dikenk
> Zshll Zshjk !
h=0 h=0
Finalmente, el estadistico para contrastar
Hy:myy =7y (3.163)
H:my # 7y
es
T L — S N(0,1).  (3.164)

exp: e — — R
\/Var(ﬂl,,)+Var(7zz,,)~2C0v(7z”,,7r2,,)

3.3. Aportacién: Evaluacién de un test diagndstico binario respecto a un test de

referencia en presencia de verificacion parcial de la enfermedad

En los Capitulos 1 y 2 la evaluacion y comparacién de la exactitud de dos tests
diagnésticos binarios se ha realizado respecto a un gold estandar. En la practica clinica
existen situaciones en las que o no se dispone de un gold estandar para evaluar el estado
real de la enfermedad de un paciente o bien aplicar el gold estandar resulta muy costoso
o supone un riesgo para el paciente, resultando imposible determinar la sensibilidad y la
especificidad de un test diagnéstico por el método clasico. En estas situaciones se utiliza
un test de referencia para evaluar la exactitud del test diagndstico objeto de estudio, para
Jo cual es necesario suponer la independencia condicional entre los dos tests y el estado

de enfermedad. Asi, si T, representa el test objeto de evaluacion, 7, el test de referencia

y D el verdadero estado de enfermedad, la hipdtesis anterior establece que
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P(1,,1,|D) = P(1,|D) P(T,|D). (3.165)
Generalmente la exactitud del test de referencia suele ser conocida. Hui y Walter (1980)
han deducido los estimadores de la sensibilidad y de la especificidad de un test
diagnéstico y de un test de referencia cuando ambos se aplican a dos poblaciones
independientes bajo la hipdtesis (3.165) y sin la presencia de verificacion parcial. De
Bock et al (1994) han desarrollado un algoritmo EM para imputar la sensibilidad y la
especificidad de un test diagnostico con respecto a un test de referencia con exactitud
conocida, sin la presencia del sesgo de verificacion y bajo la hipotesis de indépendencia
condicional (3.165).
Por otra parte si el test de referencia no se aplica a todos los sujetos surge de nuevo el
problema del sesgo de verificacién. Para abordar este problema es también necesario

suponer la hipétesis de independencia condicional en el proceso de verificacion:
P(V|1,,1,,D)=P(V|L) (3.166)

El objetivo que se persigue en este apartado es doble: en primer lugar estimar la
sensibilidad y la especificidad de un test diagndstico binario con respecto a un test de
referencia con exactitud conocida en presencia de verificacion parcial, y en segundo

lugar determinar las varianzas de los estimadores obtenidos.

3.3.1. Evaluacion de la exactitud de un test diagnostico respecto a un test de

referencia sin la presencia de verificacion parcial

DeBock et al (1994) desarrollaron un algoritmo EM para estimar la sensibilidad y la
especificidad de un test diagnostico binario con respecto a un test de referencia con
sensibilidad y especificidad conocidas cuando a todos los pacientes se les ha aplicado el
test de referencia y suponiendo la hipétesis de independencia condicional (3.165). A
continuacién se describe brevemente los aspectos mas generales del algoritmo EM y el

método desarrollado por DeBock et al.

3.3.1.1. Algoritmo EM
El algoritmo EM es una técnica que permite determinar los estimadores maximo
verosimiles de modelos paramétricos cuando los datos no son completamente

observados. El algoritmo EM implica dos pasos: paso E (promedio) y paso M
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(maximizacién). Si se tiene un modelo para los datos completos ¥ con funcion de

densidad f(Y|9), siendo 6=(6,,...,6,) un vector de pardmetros desconocidos, la
informacién completa Y se puede escribir como Y =(Yobs,Yf) , donde Y, representa la

parte observada de Y e Y, la parte faltante. El algoritmo EM imputa el valor de &, 6,

que maximiza f (Yobs 9), es decir, el estimador méximo verosimil de & basado en los

datos observados Y, . El algoritmo parte de un valor inicial 6, si Y es el estimador

obs

de @ en la t-ésima iteracion, la iteracién (£+1) del algoritmo EM es como sigue:

Paso E. Obtener la esperanza de la funcién del logaritmo de la verosimilitud de los

datos completos si & es 81

Q(@.H(’))z jlogf(Y|9)f(Yf

Y 9=9<’>)dY,. (3.167)

obs >

Paso M. Determinar 6" maximizando la esperanza de la funcién del logaritmo de

la verosimilitud:

Q(()(’“) 0“)2 Q(9[9<’>) ve. (3.168)

El algoritmo EM define implicitamente una aplicacién @ — M (@) de tal forma que
9(t+1) :M(g(')), r=0,1,.. (3.169)
Si 8" convergea 6 y M () es continua, entonces 0 verifica que

é:M(é). (3.170)

Desarrollando M (9(')) en series de Taylor en torno a 0 se tiene que

9(’*1)—éz(0<’>—é)DM, (3.171)
siendo
oM, (0)
DM =| —i2 2 (3.172)
68“ 6=6
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la matriz jacobiana de M (8)=(M,(8),.... M, (6)) evaluada en 6 = 6 . Esta matriz DM
tiene una especial relevancia en la imputacién de la matriz de varianzas y covarianzas

asintéticas del estimador maximo verosimil 8 = (él,...,éd) de §'=(8 .8, ).

3.3.1.2. Algoritmo EM de DeBock el al

Sea T, el test binario objeto de estudio y 7, un test de referencia, la aplicacion de

ambos tests a una muestra de tamafio » da lugar a la tabla de frecuencias 3.6 de

dimensiones 2x2.

I =1 I,=0
T, =1 Oy 0Oy 5
T,=0 Opy O 5
C Cy n

Tabla 3.6. Tabla 2x2 de frecuencias observadas en el estudio de DeBock et el.

Sean 7, y v, la sensibilidad y la especificidad del test 7, y p la prevalencia de la

enfermedad. Los datos de la tabla 3.6 son la realizacién de una distribucion multinomial

con funcién de verosimilitud

7’2! 0, Oyp 0q) 0Ogo
LZ_T—,_,_—,pn”plo Por Poo (3.173)
0y, :0y0 -0 :0qg -

y con probabilidades, bajo la hipdtesis de independencia condicional (3.165), las dadas

en la tabla 3.7.

T =1 T =0

T,=1 | prm,+(1-p)(1-v)(1-v,) pm(1-m,)+(1-p)(1-v)v,

T,=0 | p(l-7)m+(1-p)v,(1-v,) p(1-m)(1-7)+(1-p)vv,

Tabla 3.7. Probabilidades de la distribucion multinomial en el estudio de DeBock et al.
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Si la sensibilidad y la especificidad del test de referencia son conocidas, tanto los
estimadores maximo verosimiles de la sensibilidad y de la especificidad del test objeto
de evaluacién como el de la prevalencia de la enfermedad se pueden imputar mediante
el algoritmo EM. En esta situacion el estado real de enfermedad de cada paciente es la
inoformacién faltante, por lo que el algoritmo EM propuesto por DeBock et al consiste
en descomponer la tabla 3.6 en dos tablas, una de sujetos enfermos, tabla 3.8, y otra de

sujetos sanos, tabla 3.9. Los pasos del algoritmo son:

Paso E. Utilizando los valores de la sensibilidad y de la especificidad del test objeto
de evaluacién y de la prevalencia de la enfermedad del paso anterior, la tabla 3.6 se
puede descomponer en dos tablas, una de sujetos que estdn enfermos, tabla 3.8, y otra

de sujetos que estan sanos, tabla 3.9.

T, =1 a, Ay,
T,=0 ay Qoo
Total n,

Tabla 3.8. Tabla de frecuencias para los sujetos que estan enfermos obtenida al aplicar

el algoritmo EM de DeBock et al.

D ={) 7 =1 T =1
=1 b, by,
T,=0 b Beo
Total 1,

Tabla 3.9. Tabla de frecuencias para los sujetos sanos obtenida al aplicar el algoritmo

EM de DeBock et al.
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Cada frecuencia a; de la tabla 3.8 representa el nimero esperado de sujetos enfermos
en los que 7, =i y T, =j, y cada frecuencia b, de la tabla 3.9 representa el numero

esperado de sujetos sanos en los que 7, =i y 7, = j. Estas frecuencias esperadas se

calculan mediante las siguientes expresiones:

P\,

=8Pl D=l =1L =l)= 3.174
a, =0y ( |1 2 ) 0”(I“P)(I—Vl)(l*vz)“FPﬂ',ﬂ'z ( )
p”l(l—”2)
=20 PID=1E =1T =)= 3.175
dyp =0y ( Il 2 ) Olo(l—p)(l—v,)vz+p7zl(l—7r2) ( )
ay =0, P(D=1|T, = 0,7, =1) =0, Bl )7, (3.176)
(1-p)v,(1-v,)+ p(1-7)7,
p(l-7)(1-7,)

gL Pl =1L =05 =0}= 3477
Qgp = Oqo ( l] 2 ) 000(l—p)vlvz+p(1—7t,)(l—7r2) ( )
by =0—ay, (3.178)

by =0,—a (3.179)

byy = 0g; — @y, (3.180)

y

By =0gy — Qg + (3.181)

Paso M. Los estimadores de la sensibilidad, especificidad y prevalencia se calculan

como
5 :#(D=1,7;=1)___a11+a10 (3.182)
1 #(D=1 hy
0 :#(D=0,T]=0):b01+b00 (3 183)
I #(D=0) n, |
y
e #(D=1) __m (3.184)

#(D=1)+#(D=0) n+n,
Con los valores de los estimadores calculados en el paso M se calcula el valor de la

funcién de la verosimilitud (3.173) y se repite el paso E. Este proceso se repite de forma

iterativa hasta que la diferencia entre los valores de la funcion (3.173) de dos iteraciones
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consecutivas sea menor que un valor suficientemente pequefio. Como valores iniciales
de la sensibilidad, especificidad y prevalencia se pueden tomar cualesquiera valores
comprendidos entre cero y uno; cuando los valores iniciales son mayores que 0.5 el

algoritmo converge a los estimadores #, Vv, y D,y cuando son menores que 0.5 el

algoritmo converge a (1-v,) como sensibilidad, a (1-#,) como especificidad y a

(1- p) como prevalencia de la enfermedad.

3.3.2. Evaluacion de la exactitud de un test diagnéstico binario con respecto a un
test de referencia en presencia de verificacién parcial de la enfermedad

Sea T, el test diagnostico binario objeto de evaluaciéon y 7, el test de referencia de

tal forma que 7, =1 si el resultado del test 7; es positivo y 7, =0 si es negativo. Si el

1

verdadero estado de enfermedad de cada sujeto es desconocido y ademas todos los
sujetos no tienen verificado su posible estado de enfermedad mediante la aplicacion del
test de referencia, el objetivo que se persigue es obtener los estimadores maximo

verosimiles de la exactitud del test objeto de evaluacién y sus correspondientes errores

estandares.

3.3.2.1. Estimacién maximo verosimil de la sensibilidad y especificidad
utilizando el algoritmo EM

Si el test diagnéstico 7, se aplica a todos los sujetos de una muestra de tamafio n se

obtiene la tala de frecuencias 3.10. Sean 7, y v, son la sensibilidad y la especificidad
del test diagnostico T,, 7, y v, la sensibilidad y la especificidad del test de referencia
T,, p la prevalencia de la enfermedad y 4, la probabilidad de seleccionar un sujeto

conresultadode 7, =i, I,=jy D=k, i, 7,k =0,1, para aplicarle el test de referencia;

es decir,
=z =P(T,=1D=1), (3.185)
v,=P(T,=0|D=0), (3.186)
#,=P(T,=1|D=1), (3.187)
v, =P(T,=0|D=0), (3.188)
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p=P(B=1) (3.189)
y
Ay =PV =UE=41; = j.D=k), §Jjk=0,1. (3.190)
5=l L=0
V=1

T, =1 81 So1

I,=0 Sig % ¢

V=0 u, Uy

Total n, n,

Tabla 3.10. Frecuencias observadas al comparar un test diagndsticos respecto a un test

de referencia en presencia de verificacion parcial.

Entonces, bajo la hipdtesis de independencia condicional (3.165), los datos de la tabla
3.10 son la realizacién de una distribucion multinomial con probabilidades las dadas en

la tabla 3.11, siendo

&%=Zy%,nk=QL (3.191)

1
i
Jj=0

I, =1 (l_p)(l_vl)(l_vz)ﬂm+p7r17zzﬂ1-1 (1_p)vl(1—vz)/10-0+p(l_7z-l)7z-2/’{‘0-l
T,=0 | (1-p)(1-)vad +pm(1-my) A (1= P)vivade +p(1-7)(1-7,) Ay

V=0 (l_p)(l-vl)(l'/ll.o)'*'p”l(1_/11.1) (l—p)v,(1—/10_0)+p(1—7z1)(1—10.,)

Tabla 3.11. Probabilidades de la distribucion multinomial involucrada en la

comparacioén de un test diagnostico respecto a un test de referencia.
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Si se supone que la probabilidad de seleccionar un sujeto para verificacién con el test de
referencia depende solamente del test diagnostico objeto de estudio, hipétesis (3.166),

las probabilidades de la distribucién multinomial de los datos de la tabla 3.10 aparecen
en la tabla 3.12, siendo

A =P(V =15 =1)= A+ A (3.192)

Ay =PV =1|T; =0) = Ao + A (3.193)

Bajo la hipétesis de independencia condicional (3.166) la funcién del logaritmo de la
verosimilitud de los datos de la tabla 3.10 es
Loc (5, + 5,0 )10g & + (801 + a0 )10g Ay + 5, log[ (1= p) (1=, )(1 = v,)+ pmym, |+
Sy log[(l -pv (1 —vz)+p(1—7r1)7:2:|+smlog[(1—p)(1—v,)v2 +pr,(1-7, )] e _—
solog[ (1= p)vv, + p(1-7,)(1-m,) ]+ u log[(1- p)(1-v,)+ pm ] + '

U, 10g[(1—~p)v1 +p(1-m) | +u log(1- 4 ) +u, log(1-4,).

%=1 7,=0

=] [(l—p)(l—vl)(l—vz)erzzln'z:M1 [(l—p)v](1—v2)+p(1—7z1)752]/1,
=l [(l—p)(l-—vl)vz+p7zl(1~7r2)]/11 [(l—p)vlvz+p(1—7r1)(1—7r2)]ﬂo

V=0 [(l—p)(l—vl)+pﬂl](l—ﬂ1) [:(l—p)vl+p(l—7rl)J(l—io)

Tabla 3.12. Probabilidades de la distribucién multinomial involucrada al comparar un

test con respecto a un test de referencia bajo las hipétesis de independencia condicional.

Si la sensibilidad y la especificidad del test de referencia son conocidas, los estimadores

maximo verosimiles de la sensibilidad y especificidad de 7;, de la prevalencia de la

enfermedad y de las probabilidades 4, y 4, son las soluciones del siguiente sistema de

ecuaciones no lineales:
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ol e D7, - P7, n
or, “(l—p)(l—v])(l—v2)+p7[]7r2 o (1—p)v1(1—v2)+p(1—7z])7r2
p(l—ﬂ'z) B p(l—;rz)
Sm(l—p)(l—v])v2+p7zl(1—7r2) SOO(1—p)v]v2+p(l—7rl)(l—7r2)+ (3.195)
p - p _
ul(l—p)(l—vl)+p7rl uo(l—p)v]+p(1—7r,) .
) S (-ps
ov, 01(l—p)vl(l—v2)+p(l—7z])7z2 OO(l—p)vlv2+p(1—7r,)(1—7zz)
(1-p)(1-v,) B (I-p)v, B
S“(l—p)(l—v])(1—1/2)+p7zl7r2 Sm(l—p)(l—v])v2+p7zl(l—7zz) (3.196)
(1-p) (=] _
o I T P e
al _ i, —(1-v)(1-v,) . (1-m) v, (1-v,)
o - p) ) (1=v)+prm (=p)n(1-va)+ p(1-m)7,
7z'1(1—7z2)—(1—vl)v2 (1-7)(1-7,)-wv,
Tt o (1-m) P TP+ p-m)a-m) T )
. 7, +¥ —1 _ T, V=] _0
I(l—p)(l—vl)+pﬂ1 0(1—p)v,+p(1—7r])
O _su*tso_ W _ (3.198)
o4, 4 1-4,
o _SutSw__th__ (3.199)

04, Ay 1-4,
De las ecuaciones (3.198) y (3.199) se obtienen las expresiones de los estimadores
méximo verosimiles de A, y A4, respectivamente,

S+ 850

A = (3.200)
n
y
P Tl (3.201)
My

Las expresiones de los estimadores maximo verosimiles de 7, v, y p se obtienen

resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (3.195), (3.196) y (3.197), que no

233



Algunas generalizaciones sobre los tests diagnosticos en presencia de verificacion parcial

depende de los parametros A, y 4,,y que al ser un sistema de ecuaciones no lineales de

grado 5 no se pueden obtener las expresiones explicitas de los estimadores 7,, V, y p.

Sin embargo si es posible obtener los valores de los estimadores méximo verosimiles de
7z, v, y p utilizando el algoritmo EM. En la situacién que se estd analizando la

informacién no observada, o faltante, es el estado real de enfermedad de cada paciente.
Estos datos son reconstruidos en el paso E del algoritmo y en el paso M se imputan los
estimadores maximo verosimiles a partir de los datos reconstruidos en el paso anterior.

A continuacién se describen cada uno de los dos pasos.

Paso E. Utilizando los valores de la sensibilidad, especificidad y prevalencia del paso
anterior, la tabla 3.10 de frecuencias observadas se puede descomponer en dos tablas,
una de sujetos que estan enfermos, tabla 3.13, y otra de sujetos que estan sanos, tabla

3.14. Asi, cada frecuencia a; de la tabla 3.13 es el niimero de sujetos enfermos en los
T =iy T,=j, b esel nimero de sujetos enfermos en los que 7, =i y no han sido
verificados con el test de referencia T, . De forma andloga cada frecuencia ¢; de la tabla
3.14 es el nimero de sujetos sanos en los que 7, =i y 7, =/, y d, es el nimero de

sujetos sanos en los que 7, =7 y que no han sido verificados por el test de referencia 7, .

De esta forma, el nimero esperado de sujetos enfermos en cada celda de la tabla 3.13 es

a,=s,P(D=1|I,=1,T, =LV =1)=s, (l—p)(l—vf)?l?vz)+p7r17r2 , (3.202)
ay=s5,P(D=1T, =1,1, =0,V =1) =s,, (l_p)(lf?)(i:f;; = (3.203)
gy =5, P(D =11, =0,T, =LV =1) =s,, (1_p)Vlg(_lv_2’)[‘+);2(1_”l)% , (3.204)
ayy =50uP(D=1|T; = 0,7, =0, =1) = 55, (1—p)€](:2172)(§1——7r7321-7z2) ,(3.205)
b=uP(D=1T, =1V =0)=1 (l_p)(f’_”'V])+m (3.206)
y
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by =u,P(D=1|T; =0,V = 0) =, i (3.207)
(1-p)v,+p(1-m)
y el nimero esperado de sujetos sanos en cada celda de la tabla 3.14 es
Gl =8 = Gq» (3.208)
Big = By Bi 4 (3.209)
Co1 = So1 ~ 01> (3.210)
Coo = S0 ~ oo > (3.211)
d =u b, (3.212)
 §
dy =y b, (3.213)
D=1 I =1 I =0
V=1
T, =1 ay, a,,
T7,=0 7 s
V=0 b, b,
Total m, s
Tabla 3.13. Tabla de frecuencias para los sujetos enfermos.
D=0 T =1 I =0
V=1
T,=1 By &y
T7,=0 By Chis
V=0 d, d,
Total my, Mo
Tabla 3.14. Tabla de frecuencias para los sujetos sanos.
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Paso M. La sensibilidad y la especificidad del test diagndstico 7; se estiman como

#(D=LT =1) _Gutay +b,

7T, = #(D:I) " (3.214)
}/
- #(D=0,T1 =0) Gy i
Vl - #(D=O) - m, ’ (3215)
y la prevalencia
#(D=1
p= P=1} (3.216)

#(D=1)+#(D=0) m+m,
siendo m, =my +m, y my =my +my.

Con los valores de los estimadores obtenidos en el paso M se calcula el valor de la
funcién del logaritmo de la verosimilitud (3.194) y a continuacién se repite el paso E.
Este proceso se repite sucesivamente hasta que la diferencia entre los valores de la
funcion (3.194) de dos iteraciones consecutivas sea menor que un valor &
suficientemente pequefio, por ejemplo 107 o 107'°. Asi los tiltimos valores obtenidos
de la sensibilidad, especificidad y prevalencia son los valores de los estimadores
maximo verosimiles de 7z,, v, y p. Para aplicar el algoritmo los valores iniciales de la
sensibilidad, especificidad y prevalencia pueden ser cualesquiera valores comprendidos
entre 0 y 1, convergiendo el algoritmo siempre a la misma solucion.

Una vez obtenidos los valores de los estimadores maximo verosimiles de la

sensibilidad y especificidad del test diagnostico objeto de evaluacion y de la prevalencia

de la enfermedad es necesario obtener sus correspondientes varianzas y covarianzas.

3.3.2.2. Estimacién de la matriz de varianzas y covarianzas asintoticas

La estimacion de la matriz de varianzas y covarianzas asintéticas de los estimadores

#, v, y P se puede obtener de dos formas: mediante el Principio de Informacién

Faltante (Schafer, 2000) o aplicando el algoritmo SEM (Supplemented EM) (Meng y

Rubin, 1991). A continuacién se describen los aspectos generales de ambos métodos.
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3.3.2.2.1. Principio de Informacion Faltante
El Principio de Informacion Faltante (Schafer, 2000) establece que la informacién
observada es igual a la informaciéon completa menos la informacion faltante, que en

términos de funciones de informacion de Fisher se expresa como

L(6¥,,)=1,-1,, (3.217)
siendo
o*log f(Y,|7,,.,0
I,=E|- gfé(gg o) A (3.218)

6=0"

donde Y, es la informacién faltante, Y, la informacion observada, & el vector de

parametros y 6" su estimador maximo verosimil. La ecuacion (3.217) se puede rescribir

como
L(6°|%,,)=(1-1,1;})1, =(I-DM)L,. (3.219)

Dempster, Laird y Rubin (1977) demostraron que
1,1, =DM, (3.220)

siendo la matriz dada por la expresién (3.172). Por tanto, la matriz de varianzas y

covarianzas asintdticas, obtenida como la matriz inversa de (3.219), es

=1 (I-DM)" =1 +1;DM(I-DM)" . (3.221)

3.3.2.2.2. Aplicacion del Principio de Informacion Faltante para la obtencion de

la matriz de varianzas y covarianzas asintéticas

En la situacién planteada anteriormente la matriz de informacién de Fisher de los
datos observados, de dimensién 3x3, serd la obtenida a partir de los datos de la tabla

3.10 y cuyos elementos son:

X . p’n s p’nl 5
omt [(1-p)(1-w)(1-v)+prm | [(-p)vi(1-v)+p(1-7)7 |
S pz(l—ﬂ’z)2 i [72(1—71'2)2 .
“[-p)1-w)v,+pm (1-m)] " [(1-p)wvs+p(1-7)(1-7) ]
U pz +u0 p2
l[(1—-;))(1—1/,)+p;r1]2 [(l—p)vﬁp(l—;z,)]z
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8%l p(1-p)z,(1-v,)

=—5 o
o, 0v, ! [(l—p)(l—v])(1—v2)+p7zl7r2:|2

p(1-p)m,(1-v,) ., p(l-p)(1-7)v, )
[(1-p)v(1-v)+p(1-m)m ] [(1-p)(1-w)v, +pm (1-7,) T
S p(1-p)(1-m)v, » p(l-p) B
“[a-p)vw, +p(1-m)(1-5)] [A-p)1-v)+pm ]
. p(l-p)
"[a-pn+p(-m)T
5% pry [ mmy —(1-v,)(1-v,) ] _ pry[(1-7) 7y —v, (1-v,) ]

omap [(1-p)1-w)(1-v))+prm, | [(1-p)v(1-vs)+p(1-7)m,
) p(l-—7Z'2)[7Z'I (1—7z2)—(1—vl)1/2]_s p(l—-ﬂz)[(l—ﬂ'l)(l—ﬂ'z)—V[V2] .
N [(1«p)(1—vl)v2 +p7rl(1—7r2)] [(l—p)vlv2 +p(1-7=)(1-n, )]2

2 00
. plm +v, 1] b plr +v,-1]
[(l—p)(l—vl)+pﬂl]

o'l s (l—p)z(l—vz)2 o
ov? ”[(l—p)(l—vl)(l~V2)+p7rl7z2:]2 I[(l—p) 1(1~V2)+p(1—7r])7r2]2
(l-p)' v} s (1-p)'vi
[(1-p)(1-w)v+pu(1-m)[ [(1-p)vva+p(1-m)(1-1,) ]
(1-p) (1-p)’

[(1—p)(1—v,)+p7z1] [(l—p)vl+p(1—7z])]2

+  (3.222)

2

u, +u,

2
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B i (l—p)(l—vz)[n]ﬂz—(l—v,)(l—vz)1+

ovap " [(1-p)(1-v)(1-vs)+ prm, |
(l“p)(l_vz)[(l_”l)ﬁz_Vl(l—vf)]_SO(1 p)v [7[ 1-7,)- 2}
[(l—p)vl(l—vz)+p(l—7zl)7z2]' | [(1 p)(1- vl)v2+p7r (1-7,) T
00(1—p)V2[(1—7[1)(1—71'2)—1/11/2:’“ul (I-p)(m+v-1)
[(l—p)vlvz+p(1—7rl)(1—7z2)]2 [(I"P)(I‘Vx)JfP”x]z
" (1-p)(m +v,-1) 7
[(l—p)vl+p(1—ﬂ,)]"
A [ﬂlﬂz—(l—vl)(l—vz)]2 [(1 )7, v,(l—vzﬂ2

avap " [(1-p)(1-v,)(1-v,) + pr, | . [(1-p)v (1-v)+ p(1-7)m,

(7, (1-m,)-(1-v)v, ] [(1-7)(1-m)-vv, ]

[=p) (1)t pm(L-m)] (1= p)wvs + p(1-7)(1-7,) ]
" [7[1 +¥ —1]2 i [7r1 + Vv —1]2 y
[(l—p)(l—vl)+p7r,]" [(l—p)v]+p(1—7r,):"

Sustituyendo en (3.222) los pardmetros 7,, v, y p por sus estimadores maximo

01

S10 =+

verosimiles 7,, v, y p imputados con el algoritmo EM se obtiene la matriz de

informacién de Fisher de los datos observados.

Por otra parte, la matriz de informacién de Fisher de los datos completos, de
dimensién 3x 3, es la matriz de informacion correspondiente a la funcién del logaritmo
de la verosimilitud de los datos obtenidos en la Gltima iteracién del algoritmo EM. Estos
datos se muestran en la tabla 3.15, y son la realizacion de una distribucién multinomial
con probabilidades, bajo las hipétesis de independencia condicional (3.165) y (3.166),

las que se muestran en la tabla 3.16.
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D=1 D ={)
I =1 I =0 I =1 I,=0
V=1
T, =1 iy @y &y oy
T,=0 iy @ Eig Coy
V=0 b, b, d, d,
Total my, on My, My,

Tabla 3.15. Tabla de frecuencias obtenida en la tltima iteracién del algoritmo EM.

La funcién del logaritmo de la verosimilitud de los datos de la tabla 3.15 es

I={a,;+ay+a, +¢9)log 4, +(ag, + g, + €y + ¢y ) l0g Ay +

(b +d,)log(1- A4 )+(b, +d, )log(1- A, ) +m log p+mylog(1- p)+

(3.223)
my, log 7r, + my, log (1=, ) +(a,, +ay, ) log 7, +(ay, +ay ) log (1-7, ) +
me, log (1=v, )+ my, logv, +(c;, + ¢y, ) log(1=v, ) + (0 + ¢4 ) l0g V2,
y los elemento de la correspondiente matriz de informacién de Fisher son:
Lo _my  my o
ornl #f (1-7, )2 " omov,
2 2
ol ~0 , _c?lzzmg0 my, : (3.224)
or,0p ovi v (1-v)
L0y S m, m
ovep ' P (1-p)

Sustituyendo en (3.224) los parametros 7,, v, Y p por sus estimadores méaximo
verosimiles 7#,, V, y p calculados aplicando el algoritmo EM se obtiene la matriz de

informacion de Fisher de los datos completos.
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D=1 D=0
T =1 T =0 T =1 T =0
V=1
L =1 pAT T, pA(1-m) 7, (1-p)A(1-v)(1-v,) c(1-p) Ay (1-v,)
T,=0| pAm/(1-7,) pAh(l-=)(1-x,) (1-p)4(1-v)v, (1-p) Ay,
v=0| p(l=2)m  p(-4)(1-m)  (-p)(1-4)1-w)  (-p)(1-A)v

Tabla 3.16. Probabilidades de la distribucion multinomial de los datos obtenidos en la

ultima iteracion del algoritmo EM.

Una vez evaluadas las matrices de informacién de los datos observados y de los
datos completos en los estimadores maximo verosimiles, aplicando el Principio de

Informacién Faltante la matriz de informacion de Fisher de los datos faltantes es

I,=1I,-1,(6'|V,,). (3.225)

y la matriz de varianzas y covarianzas asintdticas se obtiene directamente mediante la

ecuacion (3.221)
E:IO”C‘(I—DM)'l =] +1(;,‘DM([—DM)_’, (3.226)

siendo la matriz DM =1 ,I7".

of ~oc

3.3.2.2.3. Algoritmo SEM

El algoritmo SEM (Meng y Rubin, 1991) es un procedimiento numeérico basado en el

algoritmo EM para aproximar la matriz de varianzas y covarianzas del estimador 6 de
un vector de parametros . El principal aspecto del algoritmo SEM consiste en imputar

la matriz DM de la expresién (3.221). A continuacion se describe este procedimiento.

Sea 6=(6,,...,0,) un vector de parametros, éz(é,,...,éd) su estimador méaximo
verosimil obtenido aplicando el algoritmo EM u otro procedimiento y r; el elemento
(i,j) delamatriz DM . Sea 6" (i) definido como

6 (1)=(8,,6,1,61,6,1,.-.6,), (3.227)
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es decir, solamente la i-ésima componente de 6 (i) es activa en el sentido de que el

resto de componentes son fijadas por sus estimadores maximo verosimiles. Por

definicion se tiene que

oM, (0) ) M,(8,,.201,6,8,1,--6,) - M, (8)
v, =—————=lim = =
Y00, e 0,-6.
(3.228)
0 (1)) -8
MV (0))-6,
lim e =limr;".
t—>o 9()_6 t—

Como M (0) estd implicitamente definida por los resultados del algoritmo EM, todos
los valores 7, se pueden calcular utilizando el algoritmo EM. Los pasos del algoritmo

SEM son los siguientes:

INPUT: 4 y 6"
Paso 1: Obtener 8" ejecutando el algoritmo EM.
Repetir los pasos 2y 3 para i =1,...,d .
Paso 2: Calcular 9(’)(1’) y considerarlo como el estimador de &, ejecutar una
iteracién del algoritmo EM para obtener 6/ (i).

Paso 3: Calcular los ratios

. _9"‘
0 :f—(Z)—J—, j=1..d (3.229)

OUTPUT: 6" y r, i j=1,.,d.

{'/‘ L]
. . (t') (t'+1) e ,
Se obtiene el valor de cada r; cuando la secuencia 7; °, 17 7,... 8€ estabiliza para algin

valor de #*. En este proceso el valor ¢* puede ser diferente para cada elemento 7, de la

matriz DM . En la practica el criterio de parada para el cilculo de r, es que

(I‘+l) _ ”'(1')

= . /| sea menor que la raiz cuadrada del criterio de parada utilizado en la

aplicacion del algoritmo EM.
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3.3.2.2.4. Aplicacion del algoritmo SEM para la imputacion de la matriz de
varianzas y covarianzas asintéticas

Una vez obtenidos los estimadores maximo verosimiles 7#,, vV, y p de 7,, v, y p
respectivamente mediante el algoritmo EM descrito en el apartado 3.3.2.1, la

imputacién de los elementos r,, i,j=1,2,3, de la matriz DM se obtiene aplicando de

g

forma iterativa las pasos siguientes del algoritmo SEM:

INPUT: 0=(#,%,p) y 6 =(z,v", p*)
Paso 1: Calcular %" =(7z]('+1),v,(’”), p('”)) aplicando el algoritmo EM descrito
anteriormente.
Paso 2: Obtener 6 =( f’),\?,,f?), oY) =(7%1,v](’),f7) y oY =(7%,,\51,p(')). Para
cada uno de ellos ejecutar la primera iteracién del algoritmo EM considerando a

6") como el valor inicial de 8 y obtener los valores 1™, 4/ y gi"*"

Paso 3: Calcular los ratios

é(zﬂ) 3
n@:%’—, i,j=12,3. (3.230)

OUTPUT: 6" y », i j=1,23.

{'] =

Por tanto la aplicacion de este algoritmo requiere en primer lugar el conocimiento de los

estimadores maximo verosimiles de 7z, v y p. Una vez imputados estos mediante el
algoritmo EM descrito en 3.3.2.1, se toman los valores iniciales de
9 =( ,(O),vl(o),p(o)), por ejemplo g :( }(O),vl(o),p(o)):(0.5,0.5,0.5), y se ejecuta
una iteracién del algoritmo EM obteniéndose o :( f]),v,(l), p(l)). A continuacién se
obtienen los valores 6“ (1) =( Oy ,ﬁ) , 8 (2)= (721 VO ﬁ) y
6 (3)= (7%1,19,, p(o)), y para cada uno de ellos se ejecuta una iteracion del algoritmo

EM considerando a cada 9(0)(1') como el valor inicial que se toma al aplicar este

algoritmo, obteniéndose los  valores 6" (1) = (7?1(1) (1), (1), pV (1)) ,
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9 (2)=(7" (2).7(2),5” (2)) y 6" (3) = (7" (3),%"(3), 5" (3))- A continuacién
se calculan los ratios rl(o) para i, j=1,2,3:

i

o AW)=-2 o _7 1), o B"(1)-p

v = 5 V. = 5 T, = = »
! ”1(0)_ 7, ’ 7[1(0)_7%1 : 7[1(0)‘721
~(1) ~ 5(0) 5 ~(1) >

OB (2)-# A0 _N (2)-7 L0 _P (2)-5 3.931
al (0) 2 T, 2T 0y 7 (.21}

Vi 1 L 4 1
o B4 o _AG)% 0 _B'0)-p
31 ©_p > O _5 0 ©_5

y el proceso se repite hasta que
1
",;(H)“”y(-t) e (3.232)

para algtn valor de 7, siendo & el valor del criterio de parada del algoritmo EM, y por
tanto el nmero de iteraciones necesarias para imputar cada elemento de la matriz DM

puede ser distinto. Una vez imputados los elementos de la matriz DM, se calcula la
matriz inversa de la matriz de informacion de Fisher de los datos completos, 1, , como
se ha visto en el apartado anterior, y finalmente aplicando la ecuacidn (3.221) se obtiene

la matriz de varianzas y covarianzas asint6ticas de los estimadores maximo verosimiles

T VY D

3.3.3. Estudio de simulacién

Para estudiar el comportamiento asintotico de los estimadores obtenidos mediante el
algoritmo EM se ha realizado un estudio Monte Carlo que ha consistido en generar
10000 muestras de tamafios 100, 200, 300, 400, 500 y 1000 de distintas distribuciones
multinomiales con probabilidades las que aparecen en la tabla 3.12. Como valores de la

sensibilidad y especificidad del test objeto de evaluacion, T,, se han tomado los valores
(7,=0.90, v,=085),y (7, =095 v, = 0.90) para el test de referencia, 7, , en ambos

casos valores que aparecen con cierta frecuencia en la practica clinica. Como valores de

la prevalencia de la enfermedad se han tomado 0.1 y 0.2, y como valores de las

probabilidades de  verificacion ~ se han tomado (/11:0.90, 10:0.20) y

(4, =0.95, A, =0.25), con el objeto de poner de manifiesto las posibles discrepancias
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que pudieran existir en el comportamiento asintético de los estimadores. Por tanto se
han generado 10000 muestras aleatorias de distintos tamafios de cuatro distribuciones
multinomiales distintas. Para cada una de las muestras generadas de las cuatro
distribuciones multinomiales se han aplicado el algoritmo EM para imputar la
sensibilidad y especificidad del test 7] y la prevalencia de la enfermedad, y el Principio
de Informacién Faltante para imputar sus correspondientes errores estandares,
obteniéndose también sus respectivos intervalos de confianza al 95%. Para cada 10000
muestras del mismo tamafio y generadas a partir de la misma distribucién multinomial
se ha calculado el porcentaje de intervalos de confianza que contienen al valor de la
sensibilidad de T, 7, al de la especificidad de 7|, v,, y al de la prevalencia de la

enfermedad, p, obteniéndose también el intervalo de confianza promedio. Los

resultados obtenidos se muestran en las tabla A.1.6.1 y A.1.6.2 del Anexo I. De los
resultados obtenidos en el experimento de simulacién se obtienen las siguientes
conclusiones sobre el comportamiento asintético de cada uno de los estimadores
imputados:

a). Comportamiento asintético del estimador de la sensibilidad. Con valor de la
prevalencia igual a 0.1 y los tamafios muestrales utilizados la cobertura no llega al 95%,
por lo que se necesitarfa un tamafio muestral superior a 1000 para superar esa
proporcion y asegurar el nivel de confianza del 95%. Con valor de la prevalencia igual a
0.2, a partir de un tamafio muestral igual a 500 se supera la cobertura del 95%, por tanto
es necesario tener al menos un tamafio muestral de 500 para asegurar que el 95% de los
intervalos de confianza, al 95% de confianza, que se calculan contienen al verdadero
valor de la sensibilidad del test diagnéstico. Puede observarse también que las
probabilidades de verificacion elegidas no ponen de manifiesto ninguna discrepancia en
el comportamiento de los estimadores, siendo esta debida a los valores de la prevalencia
y a los tamafios muestrales.

b). Comportamiento asintético del estimador de la especificidad. Con los valores
utilizados de prevalencia y de probabilidades de verificacién, a partir de un tamafio
muestral igual a 100 se supera el 95% de cobertura. Por tanto, al menos el 95% de los
intervalos de confianza, al 95% de confianza, que se han calculado con muestras de

tamafio minimo igual a 100 contienen al verdadero valor de la especificidad del test

diagnostico.
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¢). Comportamiento asintético del estimador de la prevalencia. Al igual que ocurre
con el estimador de la especificidad, a partir de un tamafio muestral igual a 100 se
supera, en todos los. casos, el 95% de cobertura. Asi, como minimo el 95% de los
intervalos de confianza, al 95% de confianza, que se han calculado con muestras de

tamafio igual o superior a 100 contienen al verdadero valor de la prevalencia de la

enfermedad.
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Anexo I
Resultados de los estudios de simulacion



Tabla A.1.1.1. Resultados del estudio de simulacion de la comparacion de los valores

predictivos positivos de dos test binarios.

7,=075 v,=075 =,=075 v,= 0.75
p=0.1
VPR =025 VPR =025

2, =085 Ao =7y =040 Ay =0.05

A, =095 A=Ay =0.60 Ay, =0.15

a=1% a=5% a=10% a=1% @ =5% a=10%
n Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I
50 0.0016 0.0113 0.0271 0.0015 0.0118 0.0341
100 0.0012 0.0118 0.0375 0.0016 0.0198 0.0488
500 0.0048 0.0375 0.0847 0.0069 0.0425 0.0938
1000 0.0086 0.0463 0.0953 0.0082 0.0457 0.0929
7, =075 v, =075 m,=075 v,= 0.75
p=02
VPP =0.4286 VPP, =0.4286
2y, =0.85 Ay =4, =040 Ago = 0.05 A, =095 Ay =2y =0.60 A, =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% o =5% a=10%
n Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I
50 0.0043 0.0248 0.0564 0.0047 0.0309 0.0669
100 0.0065 0.0350 0.0772 0.0068 0.0427 0.0876
500 0.0096 0.0456 0.0921 0.0101 0.0467 0.0958
1000 0.0099 0.0487 0.0977 0.0105 0.0497 0.1000

7, =P(5,=1D=1),

v, = P(T,=0|D=0),

r,=P(T, =1|D=1),

v2=P(T2=o|D:0),

p=P(D=1), VPR=P(D=1T=1), vPp, = P(D=1|T, =1), A, =P(V =1]T, =1,T, =1),

Ao =PV =1|T; =1,7,=0), Ay :P(V=1|T1=O,T2=1), oo =P(V:1|I;=0,T2=o).
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Tabla A.1.1.2. Resultados del estudio de simulacion de la comparacion de los valores
predictivos positivos de dos test binarios.

7,=075 v =075 ,=075 v,=085

p=0.1

VPR =025 VPP, =03571

Ay, =0.85 Ag = Ay =040 Ay = 0.05 Ay =095 Ay =24, =0.60 Ay, =0.15

a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%

n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0.0052 0.0329 0.0702 0.0098 0.0470 0.0973
100 0.0149 0.0758 0.1473 0.0279 0.1162 0.2110
500 0.2251 0.4727 0.6069 0.3570 0.6153 0.7331
1000 0.5488 0.7794 0.8656 0.7372 0.8998 0.9458

7,=075 =075 =,=075 v,=085

p=02

VPP, =0.4286 VPF, =.:5556

Ay, =0.85 A=Ay =040 Ay = 0.05 Ay =0.95 Ay =4y =0.60 Ay =0.15

a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%

n - Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0.0153 0.0658 0.1215 0.0272 0.0938 0.1637
100 0.0479 0.1434 0.2280 0.0621 0.1830 0.2808
500 0.3261 0.5659 0.6851 0.4790 0.7158 0.8110
1000 0.6575 0.8490 09111 0.8372 0.9433 0.9696

x,=P(T,=1|D=1), v, = P(T,=0[D=0), 7, = P(T, =1|D=1), v, =P(T, =0|D=0),
p=pP(D=1), VPR=P(D=1|f=1), vPR, = P(D=1|T, =1), 2y =P(V =1]T,=1,T, =1),
AO—P(V:1|T]=1,T2=O),/101=P(V=1|T1=0,T2:1),AOO=P(V:1|T1:O,T2:O).
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Tabla A.1.1.3. Resultados del estudio de simulacién de la comparacion de los valores
predictivos positivos de dos test binarios.

7,=075 v,=075 m,=085 v,=075

p=0.1

VPR =025 VPR = 0.2742

A, =0.85 Ay =4 = 0.40 A, =0.05 A, =095 Ay, =4y =0.60 Ago =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0.0009 0.0087 0.0236 0.0012 0.0097 0.0326
100 0.0012 0.0110 0.0316 0.0011 0.0205 0.0534
500 0.0093 0.0608 0.1265 0.0189 0.0795 0.1527
1000 0.0270 0.1134 0.1983 0.0446 0.1488 0.2405
7,=075 v =075 m= 0.85 v,=0.75
p=02
VPP, =0.4286 VPP, = 0.4595
A, =0.85 Ay =4y =040 A, =0.05 Ay =095 A=Ay =0.60 Agy =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0.0044 0.0254 0.0549 0.0066 0.0323 0.0702
100 0.0070 0.0384 0.0808 0.0094 0.0477 0.0979
500 0.0227 0.0894 0.1576 0.0291 0.1090 0.1855
1000 0.0421 0.1366 0.2193 0.0589 0.1774 02795

nlzp(z=1[D=1), v, = P(T,=0|D=0), z, =P(T, =1|D=1), v, =P(T,=0|D=0),
p=P(D=1), VPPI:P(DzllTl=1), vPp, = P(D=1|T, =1), /L]=P(V=1\T,=1,T2=1),
lm:P(Vzlllel,T2=0),AOI:P(V=1|Tl=0,T2=1),AOO=P(V=1|T1=0,T2=O).

251



Resultados de los estudios de simulacion

Tabla A.1.1.4. Resultados del estudio de simulacién de la comparacién de los valores
predictivos positivos de dos test binarios.

7, =0.75

v, =075 x,=0.85

v, =0.85

p=0.1

VPP =025 VPP, =0.3864

2, =0.85 Ay =7y =040 Ao =0.05

A, =095 Ay =g =0.60 Ay =0.15

a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%

n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0.0067 0.0402 0.0837 0.0145 0.0675 0.1329
100 0.0242 0.1093 0.1987 0.0443 0.1763 0.2943
500 0.4666 0.7388 0.8374 0.6661 0.8618 0.9236
1000 0.8615 0.9623 0.9837 0.9642 0.9937 0.9978

7,=075 v,=075 m,=085 v,=0.85
p=02
VPR =0.4286 VPP, =0.5862

Ay, =0.85 Ay =72y =040 2, =0.05 Ay, =0.95 Ay =24y, =0.60 A4 =0.15

a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%

n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0.0211 0.0826 0.1473 0.0405 0.1348 0.2209
100 0.0725 0.1978 0.3068 0.1088 0.2663 0.3888
500 0.5808 0.7937 0.8732 0.7580 0.9107 0.9526
1000 0.9198 0.9779 0.9912 0.9813 0.9963 0.9987

1
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v, =P(L,=0|D=0),

#z,=P(T,=1|D=1),
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Tabla A.1.1.5. Resultados del estudio de simulacion de la comparacioén de los valores
predictivos positivos de dos test binarios.

n, =075 v, =085 =, =0.75 v, =085
VPP, =0.3571 VPP, =0.3571
p=0.1
Ay, =0.85 Ay =4y, =040 Ao =0.05 A, =095 A=Ay =0.60 Ay = 0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I
50 0.0017 0.0155 0.0357 0.0038 0.0208 0.0474
100 0.0039 0.0200 0.0450 0.0041 0.0254 0.0661
500 0.0077 0.0451 0.0929 0.0080 0.0434 0.0935
1000 0.0083 0.0478 0.0949 0.0092 0.0487 0.0994
n, =075 v,=085 m= 0.75 v,=0.85
p=0.2
VPP, =0.5556 VPP, =0.5556
A, =0.85 A=Ay, =040 Ago =0.05 Ay, =0.95 Ay =4, =0.60 Agp =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I
50 0.0057 0.0325 0.0631 0.0084 0.0361 0.0792
100 0.0095 0.0411 0.0848 0.0108 0.0471 0.0963
500 0.0125 0.0512 0.0995 0.0121 0.0539 0.1025
1000 0.0113 0.0502 0.0982 0.0079 0.0476 0.0978

7 =P(T,=1P=1),
p=pP(D=1), VPR=P(D=1=1),

v,=P(5,=0|D=0),

r,=P(T,=1|D=1),

v, =P(T,=0|D=0),

vPP,=P(D=1|T,=1), A, =P(V=1|f, =15, =1),

Ao =P(V =17 =1,T,=0), Ay =P(V =1|T; =0,T, =1), A =P(V =1|T; =0,7,=0).
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Resultados de los estudios de simulacion

Tabla A.1.1.6. Resultados del estudio de simulacién de la comparacién de los valores
predictivos positivos de dos test binarios.

7, =075 v,=085 7,=085 v,=085
p=0.1
VPR =0.3571 VPP, =0.3864
2y, =0.85 Ay =2y =040 Ay =0.05 A,=095 4,=12,=0.60 4, =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0.0016 0.0129 0.0301 0.0040 0.0204 0.0448
100 0.0037 0.0222 0.0523 0.0037 0.0275 0.0672
500 0.0115 0.0580 0.1162 0.0163 0.0705 0.1411
1000 0.0222 0.0886 0.1594 0.0315 0.1106 0.1913
7, =075 v,=085 =,=085 v,=085
p=0.2
VPB =0.5556 VPP, =0.5862
Ay, =0.85 Ay =4y =040 4y, =0.05 2, =095 A, =74,=0.60 A, =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% o =5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0.0051 0.0288 0.0592 0.0082 0.0382 0.0806
100 0.0089 0.0424 0.0863 0.0100 0.0486 0.0947
500 0.0180 0.0787 0.1381 0.0230 0.0841 0.1505
1000 0.0306 0.1068 0.1790 0.0407 0.1235 0.2004

7 =P(1,=1|D=1), v =P(L=0[D=0), 7, =P(T,=1|D=1), v,=P(T,=0[D=0),
p=P(D=1), VPR=P(D=1]T=1), vpp,=P(D=1|I;=1), 4,=P(V=1T=1T,=1),

o =P(V =1]T, =1,T, =0), A, =P(V =1|T, =0,T, =1), Ao =P(V =1|T; =0,T, =0).
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Resultados de los estudios de simulacién

Tabla A.1.1.7. Resultados del estudio de simulacién de la comparacion de los valores

predictivos positivos de dos test binarios.

)

=(.85

v, =075 7, =0.85

v, =0.75

p=0.1

VPP, =0.2742 VPP, =0.2742

Ay, =0.85 Ao =4y =040 Ay =0.05 A, =0.95 Ay =4y, =0.60 Ay =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I Error tipo I
50 0.0009 0.0084 0.0201 0.0010 0.0093 0.0272
100 0.0006 0.0089 0.0268 0.0019 0.0151 0.0418
500 0.0036 0.0341 0.0796 0.0047 0.0382 0.0820
1000 0.0071 0.0403 0.0852 0.0086 0.0437 0.0947
7,=085 v,=075 7,=085 v,= 0.75
p=02
VPP, =0.4595 VPE, =0.4595
Ay =0.85 A=Ay =040 4y = 0.05 Jqy =0.95 A4 =74y =0.60 Ay =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I
50 0.0029 0.0202 0.0503 0.0056 0.0295 0.0665
100 0.0052 0.0264 0.0672 0.0060 0.0360 0.0759
500 0.0075 0.0424 0.0923 0.0083 0.0461 0.0956
1000 0.0073 0.0447 0.0915 0.0079 0.0478 0.0971

7 =P(L,=1|D=1),

v,=P(L,=0|D=0),

7, = P(L,=1|D=1),

v,=P(T,=0[D=0),

p=P(D=1), vPR = P(D=1|T, =1), VPP, = P(D=1|T, =1), 2y =P(V =11, =1T, =1),
210=P(V=1|T1:1,T2=0),/101=P(V=1|TI=O,T2=1),l(,ozP(V=llT,=0,T2=O).
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Resultados de los estudios de simulacion

Tabla A.1.1.8. Resultados del estudio de simulacion de la comparacion de los valores
predictivos positivos de dos test binarios.

7, =085 v,=075 m,=085 v,=085

p=0.1

VPP =0.2742 VPP, =03864

Ay =0.85 Ay =4y =040 Ay =0.05 Ay =095 Ay =2y =0.60 Ay =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0.0061 0.0274 0.0679 0.0100 0.0513 0.1053
100 0.0186 0.0845 0.1684 0.0301 0.1343 0.2477
500 0.3492 0.6168 0.7363 0.5193 0.7578 0.8484
1000 0.7443 0.9007 0.9463 0.8832 0.9642 0.9817
7, =085 v =075 7=,=085 v,= 0.85
p=02
VPP, =0.4595 VPP, =0.5862
Ay, =0.85 A=Ay, =040 Ay = 0.05 A, =0.95 A=Ay =0.60 Ay =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0.0157 0.0660 0.1225 0.0275 0.0961 0.1676
100 0.0502 0.1533 0.2461 0.0705 0.2084 0.3196
500 0.4240 0.6739 0.7775 0.5844 0.7984 0.8758
1000 0.8050 0.9322 0.9639 0.9167 0.9801 0.9911

= P(T,=1|D=1), v, =P(T,=0|D=0), , = P(I,=1|D=1), v,=P(T,=0|D=0),

p=P(D=1), VPR=P(D=1T,=1), vep, = P(D=1]T,=1), Ay =P(V =1|T, =1,T, =1),
AO—P(V=1tT1=1,T2=O),101=P(V:1[T,=0,T2:1),/100=P(V=1|Tl=O,T2=O).
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Resultados de los estudios de simulacion

Tabla A.1.1.9. Resultados del estudio de simulacién de la comparacion de los valores

predictivos positivos de dos test binarios.

m, =0.85

v,=0.85 1m,=0.85

v, =0.85

p=0.1

VPP =0.3864 VPP, =0.3864

4, =085 A=Ay =040 Ay =0.05

A, =095 A=Ay =0.60 Ay =0.15

a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I
50 0.0009 0.0114 0.0295 0.0024 0.0159 0.0393
100 0.0019 0.0165 0.0402 0.0034 0.0221 0.0554
500 0.0045 0.0383 0.0872 0.0067 0.0411 0.0855
1000 0.0084 0.0435 0.0884 0.0086 0.0470 0.0928
7, =085 v=085 x,=085 v,= 0.85
p=02
VPP, =0.5862 VPP, =0.5862
Ay =0.85 Ao =72y =040 4y, =0.05 2y, =095 Ay =24, =060 A, =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I
50 0.0036 0.0247 0.0534 0.0071 0.0325 0.0700
100 0.0083 0.0381 0.0758 0.0090 0.0438 0.0898
500 0.0087 0.0489 0.1000 0.0087 0.0485 0.0951
1000 0.0091 0.0471 0.0947 0.0105 0.0454 0.0945

1

m =P(L,=1D=1),

v,=P(T,=0|D=0),

7r2=P(T2=IlD=1),

v, =P(T,=0|D=0),

p=P(D=1), VPR=P(D=1]T=1), vpp,=P(D=1T,=1), A, =P(V=1=1T=1),
AW=P(V=1|7;=1,T2=0),10,=P(V=1\z;=0,T2=1),/100=P(V=1|T,=o,7;=0).
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Resultados de los estudios de simulacion

Tabla A.1.1.10. Resultados del estudio de simulacion de la comparacion de los valores

predictivos positivos de dos test binarios.

7, =075 v,=085 =x,= 0.85 v,=0.75
p=0.1
VPP, =0.3571 VPP, =0.2742

2, =0.85 Ay = Ay =040 g =0.05

A, =095 Ay =Ag =0.60 Aoy =0.15

a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0.0037 0.0244 0.0540 0.0062 0.0373 0.0838
100 0.0090 0.0535 0.1149 0.0157 0.0838 0.1626
500 0.1394 0.3449 0.4791 0.2254 0.4538 0.5853
1000 0.3706 0.6223 0.7354 0.4134 0.6580 0.7670
7, =075 v,=085 == 0.85 v,=0.75
p=02
VPP, =0.5556 VPP, =0.4595
2, =0.85 A, =4y =040 A, =0.05 A, =0.95 Ay =4y =0.60 Ay ={.15
a=1% @ =5% a=10% o= 1% a=5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0.0101 0.0487 0.1007 0.0185 0.0735 0.1331
100 0.0313 0.1066 0.1813 0.0398 0.1313 0.2137
500 0.1885 0.3981 0.5314 0.2731 0.5113 0.6340
1000 0.4312 0.6710 0.7781 0.4740 0.7076 0.8051
-

7:1=P(T1:1|D:1),
p=P(D=1), vPR = P(D=1|T, =1), vPP, = P(D=1|T, =1), A =PV =15 =11, =1),
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v, = P(T,=0|D=0),

,=P(T,=1|D=1),

v,=P(T,=0|D=0),

Ao =P(V =1 =17, =0], AOI=P(V=1|T1=O,T2=1), Ao = P(V =1|T, =0,T, =0).



Resultados de los estudios de simulacion

Tabla A.1.2.1. Resultados del estudio de simulacién de la comparacién de las razones de
verosimilitudes cuando los dos tests diagnésticos presentan resultados positivos.

7, =075 =075 x,=075 v,=0.75
p=0.1
g=3 &§=3
Ay, =0.85 A=Ay, =040 4, =0.05 A, =095 A, =4, =0.60 A, =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I
50 0 0 0.0001 0 0 0.0007
100 0 0 0.0004 0 0.0017 0.0163
500 0.0013 0.0197 0.0617 0.0064 0.0434 0.0939
1000 0.0035 0.0395 0.0876 0.0078 0.0449 0.0927
7, =075 v,=075 =x,=075 v,=0.75
p=02
$=3 §=3
Ay, =0.85 Ay = Ay =040 Ay, =0.05 Ay =095 Ay=2,=0.60 A, =0.15
a=1% o=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error tipo I | Error tipoI | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I
50 0 0.0001 0.0001 0 0 0.0024
100 0 0.0002 0.0027 0 0.0031 0.0287
500 0.0024 0.0303 0.0703 0.0049 0.0380 0.0887
1000 0.0061 0.0408 0.0880 0.0084 0.0493 0.0982

m =P(L,=1|D=1),
p=P(D=1),

v, =P(T,=0|D=0),
8 =m[(1-v),

8, =7, /(1-v,),

7z, =P(T,=1|D=1),

v, =P(I,=0|D=0),
Ay =P(V=1|1;=1,T, =1),

Ao =P(V =1|T, =17, =0), &, =P(V =1T; =0,T, =1), Ay =P(V =1, =0,T, =(].
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Resultados de los estudios de simulacion

Tabla A.1.2.2. Resultados del estudio de simulacién de la comparacién de las razones de
verosimilitudes cuando los dos tests diagndsticos presentan resultados positivos.

7, =075 v=075 m,=075 v,=085
p=0.1
4 =3 4 =5

Ay, =0.85 A=Ay, =040 4, =0.05 2,=0.95 Ay=72y,=0.60 A, =0.15

a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%

n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0 0 0 0 0 0.0006
100 0 0 0.0006 0 0.0015 0.0352
500 0.0243 0.2498 0.4657 0.2299 0.5539 0.7023
1000 0.3605 0.7126 0.8353 0.6786 0.8879 0.9409

7, =075 v,=075 7,=075 v,= 0.85
p=02
4 =3 §=5

2y, =0.85 Ay =4y, =040 Ay = 0.05 A, =095 A,=72,=0.60 4, =0.15

a=1% a=5% g=10% a=1% a=5% a=10%

n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0 0 0.0001 0 0 0.0011
100 0 0 0.0028 0 0.0052 0.0643
500 0.0700 0.3974 0.5910 0.3019 0.6384 0.7733
1000 05213 0.8115 0.8990 0.7856 0.9389 0.9713

z,=P(I;=1D=1), v, =P(T,=0|D=0),

7 =P(L,=1D=1), v =P(T,=0/D=0),
A, =P(V =1|T, =1,T, =1),

p=P{D=1}, 8 =m[(1-v), $, =, f(1-v;),
Ao =P(V=1[T, =1,T,=0), A, =P(V=1]7; =0,7,=1), A =P(V =1|[,=0,T; =0).
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Resultados de los estudios de simulacion

dio de simulacién de la comparacion de las razones de

Tabla A.1.2.3. Resultados del estu
an resultados positivos.

verosimilitudes cuando los dos tests diagnosticos present

7, =075 v,=075 7,=085 v,=075 ]
p=0.1
3=3 §=34
A, =085 Ao=4y, =040 A, =0.05 Ay, =0.95 Ay = Ay =0.60 Ay =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0 0 0 0 0 0.001
100 0 0.0001 0.0012 0 0.0023 0.0188
500 0.0031 0.0425 0.0999 0.0156 0.0836 0.1535
1000 0.0225 0.1002 0.1781 0.0474 0.1486 0.2363
7,=075 v,=075 7= 0.85 v,=0.75
p=02
=3 9 =34
2, =085 4o = /19, =0.40 Ay =0.05 A, =095 A=A =0.60 Ay =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0 0 0 0 0 0.0029
100 0 0.0001 0.0039 0 0.0065 0.0370
500 0.0057 0.0577 0.1292 0.0199 0.0976 0.1750
1000 0.0317 0.1223 0.2116 0.0559 0.1709 0.2692

z,=P(T,=1|D=1),
p=P(D=1), 3,

v1=P(T]=OlD=0),

= [(1-v),

z, = P(T, =1|D=1),

9, =m,/(1-,),

Ao =P(V =15, =11,=0), A =p(v =1, =0T, =1),

v, =P(T,=0|D=0),
A, =PV =1L =17, =1},
oo =P(V =1, =0,T, =0
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Resultados de los estudios de simulacion

Tabla A.1.2.4. Resultados del estudio de simulacién de la comparacion de las razones de

verosimilitudes cuando los dos tests diagnosticos presentan resultados positivos.

7, =0.75

v, =075 x,=085

v, =0.85

p=0.1

8=3 & =567

2, =0.85 Ay =y =040 Ay, =0.05

A, =095 Ao =g =0.60 Ay =0.15

a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0 0 0 0 0 0.0003
100 0 0 0.0007 0 0.0058 0.0684
500 0.0976 0.5173 0.7326 0.5401 0.8293 0.9142
1000 0.7434 0.9396 0.9761 0.9518 0.9921 0.9973
z,=075 v=075 == 085 v,=0.85
pi= 0.2
$ =3 § =567
Ay, =0.85 Ay =4y =040 Ago = 0.05 A, =0.95 Ay =4y, =0.60 Ay = 0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0 0 0 0 0 0.0012
100 0 0 0.0057 0 0.0150 0.1238
500 0.2562 0.6868 0.8341 0.6440 0.8810 0.9391
1000 0.8593 0.9705 0.9875 0.9754 0.9956 0.9982

x =P(T,=1|D=1),

p=P(D=1),
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v, = P(T, =0|D=0),

=751/(1—v,),

r, = P(T,=1D=1),
2y =P(V =11, =1,T, =1),

9, =m, [(1-v,),
Ao =P(7 21|, =1.T; =0), A, =P(V =1|5, =0.T, =1), Ay =P(V =1, =0,7, =0).

v, =P(T,=0|D=0),



Resultados de los estudios de simulacion

Tabla A.1.2.5. Resultados del estudio de simulacién de la comparacién de las razones de
verosimilitudes cuando los dos tests diagnésticos presentan resultados positivos.

7, =075 v=085 =x,=075 v,=085
p=0.1
g =5 4=5
2y, =0.85 Ay =4y =040 4, =0.05 A4, =095 4,=24,=0.60 A, =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Errortipo I | Error tipo I | Error tipo I
50 0 0 0 0 0 0
100 0 0 0 0 0.0004 0.0050
500 0.0004 0.0114 0.0462 0.0045 0.0324 0.0808
1000 0.0029 0.0312 0.0823 0.0068 0.0450 0.0910
7, =075 v,=085 x,=075 v,=085
p=02
$=5 §-=5
Ay, =0.85 Ay =2y =040 4, =0.05 2,=095 A,=21,=0.60 A4, =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo [
50 0 0 0 0 0 0
100 0 0 0.0001 0 0.0002 0.0050
500 0.0005 0.0203 0.0678 0.0025 0.0318 0.0775
1000 0.0038 0.0363 0.0840 0.0056 0.0402 0.0868

7, =P(T, =1|D=1), v,=P(I,=0|D=0),
Ay =P(V =1|T, =1,T, =1),

: v,=P(I;=0|D=0),
p=P(D=1], 8 =mJ(1-w), 8, =m, [(1-v,),
Ao =P(V =1|T, =1,T, =0), A, = P(V =1]f;=0,T, =1}, Ao =P(V =1|T, =0,T, =0).

z, =P(T,=1D=1),
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Resultados de los estudios de simulacion

A.1.2.6. Resultados del estudio de simulacion de la comparacién de las razone

s de

Tabljerosimilitudes cuando los dos tests diagndsticos presentarn resultados positivos.
[ 7, =075 v,=085 m,=085 v,=085
p=0.1
8=5 & =567
Ay, =085 A =2y, =040 Ago = 0.05 A, =095 Ay =4 =0.60 Hss, =015
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0 0 0 0 0 0
100 0 0 0 0 0.0001 0.0037
500 0.0007 0.0243 0.0744 0.0104 0.0639 0.1317
oo | oo0l08 | 00743 | o0.1s32 | 00278 | 01161 0.2008
7, =075 v,=085 m,= 0.85 »; =085
p=02
$=5 9 =567
2, =085 A=Ay = 0.40 A, =0.05 A, =095 A, =4y =0.60 Ao =013
T ao1% | a=5% | a=10% | a=1% | a=5% | a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0 0 0 0 0 0
100 0 0 0.0002 0 0.0006 0.0069
500 0.0014 0.0380 0.0999 0.0088 0.0687 0.1317
1000 0.0143 0.0828 0.1583 0.0262 0.1146 0.1994

7rl=P(T1=11D=1), v,:P(leolD:O), 7r2=P(T2=l|D=1),

p=P(D=1), 4,

&O:P(VzllTl=1,Tz———0), lmzp(V:llTl =0’T2:1)> ’100
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=7, /(1-%),

9, =7, [(1-v,),

v2=P(T2:o|D=o),
Ay =PV =17 =17, =1},
=pP(V=1|,=0.7 =0).



Resultados de los estudios de simulacién

Tabla A.1.2.7. Resultados del estudio de simulacién de la comparacion de las razones de
verosimilitudes cuando los dos tests diagndsticos presentan resultados positivos.

7, =085 v,=075 r,=085 v,=0.75
p=0.1
3 =34 4 =34
A, =0.85 A=A, =040 Ay =0.05 A, =095 Ay =4y =060 A, =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipoI | Error tipo I | Error tipo I
50 0 0 0 0 0 0.0003
100 0 0 0.0005 0 0.0005 0.0110
500 0 0.0147 0.0537 0.0049 0.0397 0.0855
1000 0.0052 0.0353 0.0802 0.0063 0.0417 0.0912
7, =085 v,=075 7x,=085 v,=0.75
p=02
$ =34 §,=34
2y, =0.85 Ay =2y =040 Ay, =0.05 2y, =095 Ay =42y =0.60 A, =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I
50 0 0 0 0 0 0.0011
100 0 0.0001 0.0023 0 0.0026 0.0238
500 0.0019 0.0299 0.0741 0.0050 0.0361 0.0887
1000 0.0056 0.0394 0.0883 0.0088 0.0493 0.0999

m =P(T,=1|D=1),
p=P(D=1),

v,=P(T,=0|D=0),
9 =m/[(1-v,),

7, = P(T,=1|D=1),

9 =m,[(1-v,),
Ao =P(V =1|T; =1,T, =0), &, =P(V =1[F, =0,T,=1), A =P(V =1, =0T, =0).

v, = P(T,=0|D=0),

A, =P(V =1, =1,T,=1),
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Resultados de los estudios de simulacion

Tabla A.1.2.8. Resultados del estudio de simulacion de la comparacion de las razones de

verosimilitudes cuando los dos tests diagndsticos presentan resultados positivos.

7, =0.85

v, =075 m,=085

;=085

p=0.1

9=34 9,=567

A, =0.85 Ao =7y =040 Ay =0.05

A, =095 Ay =7y =0.60 Ay =0.15

a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0 0 0 0 0 0
100 0 0.0001 0.0007 0 0.0017 0.0382
500 0.0525 0.3899 0.6315 0.3656 0.6952 0.8175
1000 0.5902 0.8681 0.9364 0.8542 0.9630 0.9840
7, =085 v,=075 7,=085 v,= 0.85
p=02
4 =34 8 =567
A, =0.85 Ay =4y =040 Ay =005 2, =095 Ay =72y =0.60 Ay, =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0 0 0 0 0 0.0010
100 0 0 0.0024 0 0.0033 0.0716
500 0.1525 0.5452 0.7211 0.4294 0.7430 0.8523
1000 0.7088 0.9131 0.9603 0.8823 0.9699 0.9867

x,=P(T,=1|D=1),

p=P(D=1),
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v, = P(, =0|D =0),

=7z:l/(1—v1),

r, =P(T, =1|D=1),
Ay =P(V =11, =1,T, =1),

l92'_'71—2/(1”‘/2)’
Aqo:P(VZIIZ:l,];:O)’ AOI =P(V=1.I; =0’T2:1)s ;Z'OOZP(V:1|]11 =O,T2 :O)

v,=P(T,=0|D=0),



Resultados de los estudios de simulacion

Tabla A.1.2.9. Resultados del estudio de simulacion d
verosimilitudes cuando los dos tests

e la comparacion de las razones de
diagndsticos presentan resultados positivos.

T

=0.85

y, =085 z,=085

v, =0.85

p=0.1

9 =567 9 =567

A, =085 Ao =4y =040 Ao =0.05

A, =095 Ay =2y =0.60 Ay =0.15

a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error tipo I | Brror tipo I | Error tipo 1 | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I
50 0 0 0 0 0 0
100 0 0 0 0 0 0.0024
500 0 0.0103 0.0467 0.0030 0.0325 0.0802
1000 0.0022 0.0317 0.0768 0.0055 0.0399 0.0901
7,=085 =08 =,= 0.85 v,=0.85
p=0.2
9 =567 & =5.67
2y, =0.85 Ay =4y =0.40 Ay, =0.05 Ay, =0.95 Ay =4, =0.60 Ay =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error tipo I | Error tipoI | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I
50 0 0 0 0 0 0
100 0 0 0 0 0.0002 0.0058
500 0.0003 0.0173 0.0603 0.0024 0.0337 0.0810
1000 0.0037 0.0358 0.0831 0.0046 0.0416 0.08%4
L

7, =P(T,=1|D=1),
p=P(D=1),
ho=P(V =15 =1T,=0

4 =

v, = P(5,=0|D=0),

ﬂl/(l—vl),

x,=P(L,=1|D=1),

8, =m, [(1-v,),
), Ay =P(7 =1T; =0,7,=1), Jog = P(V =1|T, =0T, =0).

v2=P(T2=o\D:0),

A, =P(V =11, =1,T, =1),
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Resultados de los estudios de simulacién

Tabla A.1.2.10. Resultados del estudio de simulacion de la comparacién de las razones de
verosimilitudes cuando los dos tests diagndsticos presentan resultados positivos.

o 7, =075 v,=085 m,=085 v,=0.5
p=0.1
3=5 =34

Ay, =0.85 Ay =4y =040 Ago =0.05 Ay =0.95 A=Ay, =0.60 Ay =0,135

a=1% o =5% o =10% a=1% a=5% o =10%

n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia

50 0 0 0 0 0 0.0001

100 0 0 0.0001 0 0.0005 0.0208

500 0.0123 0.1633 0.3475 0.1193 0.3790 0.5351

1000 0.2057 0.5336 0.6917 0.4320 0.7218 0.8219

7, =075 =08 == 0.85 v,=0.75
p=02
&=5 &§=34

A, =0.85 A, =2, =040 Ago = 0.05 Ay, =095 Ay =4y =0.60 Agy =0.135
a=1% o=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0 0 0 0 0 0.0004
100 0 0 0.0006 0 0.0018 0.0358
500 0.0305 0.2484 0.4265 0.1447 0.4260 0.5909
1000 0.2969 0.6144 0.7539 0.5165 0.7769 0.8660

7, =P(T,=1|D=1), v, =P(5,=0|D=0), r,=P(T,=1D=1), v, =P(T,=0|D=0),
AI:P(VzllTl:l,Tz:l),

1

p=P(D=1), 8, =m f(1-%); 9, =m,[(1-v2)>
Ao =P(V =1|T, =17, =0), Ay =P(V =11, =0.7; =1), A =P(V =1|[, =0, =],
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Resultados de los estudios de simulacion

Tabla A.1.3.1. Resultados del estudio de simulacion de la comparacién de las odds a posteriori
cuando los dos tests diagnosticos presentan resultados positivos.

7z, =0.75

v, =075 =,=0.75

v, =0.75

p=0.1

0,=033 v, =0.33

2, =0.85 A =y =040 Ay =0.05

A, =095 A=Ay =0.60 Ay =0.15

a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error tipo I | Error tipo I | Error tipo Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I
50 0 0 0.0001 0 0 0.0001
100 0 0 0.0013 0 0.0005 0.0083
500 0.0012 0.0247 0.0702 0.0034 0.0294 0.0757
1000 0.0036 0.0346 0.0829 0.0063 0.0404 0.0916
7, =075 v,=075 m,=075 v,= 0.75
p=02
7,=0.75 17,=075
A, =0.85 A=Ay =040 Ay = 0.05 Ay, =095 Ay =72y =060 Ay, =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipoI | Error tipo I
50 0 0 0.0001 0 0 0.0006
100 0 0 0.0060 0 0.0011 0.0192
500 0.0015 0.0270 0.0763 0.0030 0.0358 0.0853
1000 0.0044 0.0394 0.0826 0.0056 0.0411 0.0882

#,=P(T,=1|D=1),

p=P(D=1),

A =PV =1|T, =1T, =1},

v, =P(L,=0|D=0),

Y =p7[1/((l—p)(1—vl)),

Ay =P(V =1, =1,T,=0),

Ao =P(V =1|T, =0,T, =0).

r, = P(T, =1|D=1),

v, =P(T,=0|D=0),

L, =p71'2/((1—-p)(1—vz)),

Ay =P(V =1|T,=0,T, =1),
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Resultados de los estudios de simulacién

Tabla A.1.3.2. Resultados del estudio de simulacién de la comparacién de las odds a posteriori
cuando los dos tests diagndsticos presentan resultados positivos.

7,=075 v,=075 m,=0.75 v,=085

p=0.1

0, =033 v,=056

A, =085 Ay =4y, =040 Ay =0.05 Ay, =0.95 Ay =4, =0.60 Ay =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0 0 0 0 0 0.0002
100 0 0 0.0023 0 0.0003 0.0206
500 0.0467 0.3391 0.5272 0.1662 0.5186 0.6852
1000 0.4073 0.7328 0.8438 0.6438 0.8758 0.9342
=075 v,=075 m,=075 v,= 0.85
p=02
v, =075 ©v,=1.25
A, =0.85 Qg = Ay =040 Ay = 0.05 A, =095 A=Ay, =0.60 Ay =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0 0 0 0 0 0.0003
100 0 0 0.0078 0 0.0007 0.0412
500 0.0894 0.4348 0.6181 0.2411 0.6135 0.7640
1000 0.5216 0.8159 0.9008 0.7685 0.9338 0.9700
t:P(lellDﬂ), v,=P(T,=0|D=0), r, = P(T,=1|D=1), v,=P(I,=0|D=0),
p=P(D=1), ulzpﬂl/((l—p)(l—vl)), 02=p71'2/((1—-p)(1—v2)),

111=P(V=1|1;=1,z;=1), ﬂw:P(Vzlllel,Tz:O), 101=P(V=1|T,=0,T2=1),

g =P(V =11, =0T, =0}
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Resultados de los estudios de simulacion

Tabla A.1.3.3. Resultados del estudio de simulacion de la comparacion de las odds a posteriori
cuando los dos tests diagnésticos presentan resultados positivos.

7z, =0.75

v, =075 7,=0.85

v, =0.75

p=0.1

0, =033 ©,=038

Ay, =0.85 Ay =4y =040 Ay =0.05 A, =095 A, =24, =060 A, =0.15

a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%

n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0 0 0 0 0 0.0002
100 0 0 0.0012 0 0.0001 0.0103
500 0.0019 0.0383 0.1042 0.0084 0.0690 0.1408
1000 0.0173 0.0957 0.1738 0.0338 0.1340 0.2266

7,=075 =075 7x,=085 v,=0.75
p=02
v, =075 v,=0385

Ay, =0.85 Ay =24y =040 Ay =0.05 2, =095 A=A, =0.60 Ay, =0.15

a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%

n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0 0 0 0 0 0.0005
100 0 0.0001 0.0076 0 0.0012 0.0205
500 0.0051 0.0578 0.1236 0.0145 0.0885 0.1686
1000 0.0227 0.1141 0.2009 0.0432 0.1585 0.2604

#, =P(T,=1|D=1),
p=P(D=1),
A, =P(V =1T, =11, =1),

7y =P(T, =1|D=1}, v,=P(T,=0|D=0),

v, =p7r2/((l-p)(1~v2)),

Ay = P(V =1|T,=0,T,=1),

v,=P(T,=0[D=0),

v, = pr, J(1-p)(1-11)),

Ay =P(V =1]T; =1,7, =0),

Jo = P(V =1|T, =0,T, =0).
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Resultados de los estudios de simulacion

Tabla A.1.3.4. Resultados del estudio de simulacién de la comparacion de las odds a posteriori
cuando los dos tests diagndsticos presentan resultados positivos.

=0.75

v, =075 =,=0385

v, =0.85

p=0.1

v, =033 v,=0.63

Ay, =0.85 A, =24, =040 A, =0.05 A,=095 A=Ay =0.60 A, =0.15

a=1% a=5% a=10% a=1% o =5% a=10%

n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0 0 0 0 0 0.0001
100 0 0 0.0050 0 0.0004 0.0422
500 0.1601 0.6197 0.7834 0.4399 0.8103 0.9046
1000 0.7697 0.9467 0.9771 0.9380 0.9891 0.9955

=075 v =075 7x,=085 v,=085
p=02
v, =075 v,=142

Ay, =0.85 A=Ay =040 1y =0.05 2, =095 A, =4y, =0.60 Ay =0.15

a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%

n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0 0 0 0 0 0.0003
100 0 0 0.0149 0 0.0021 0.0847
500 0.2499 0.7020 0.8425 0.5603 0.8706 0.9403
1000 0.8577 0.9715 0.9897 0.9708 0.9963 0.9983

7, =P(T,=1|D=1), v,=P(5,=0|D=0),

v, = pr, [((1- P)(1-73)) 5

Joy =P(V =11, =0,T, =1),

v, =P(I;=0|D=0),

b =p7[1/<(1——p)(l—vl)),

A =P(V =1|T, =1,T, =0),

7 =P(T,=1|D=1),
p=P(D=1),

A4, =PV =11, =1,T, =1),
2o =P(V =1|T,=0,T,=0).

272



Resultados de los estudios de simulacion

Tabla A.1.3.5. Resultados del estudio de simulacién de la comparacion de las odds a posteriori
cuando los dos tests diagndsticos presentan resultados positivos.

7, =0.75

v, =085 m,=0.75

v, =0.85

p=0.1

v, =056 v, =0.56

A, =0.85 Ay =g =040 Ay, =0.05

4, =095 Ay =2y =0.60 Ay, =0.15

a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo [
50 0 0 0 0 0 0
100 0 0 0 0 0 0.0013
500 0.0003 0.0155 0.0559 0.0006 0.0225 0.0656
1000 0.0027 0.0325 0.0813 0.0034 0.0359 0.0849
7,=075 v,=085 =x,=075 v,=0.85
p=02
=125 ©,=1.25
A, =0.85 4,=4, =040 A, =0.05 2, =095 A, =4, =0.60 4, =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I
50 0 0 0 0 0 0
100 0 0 0.0004 0 0 0.0033
SOO 0.0004 0.0198 0.0629 0.0010 0.0268 0.0780
1000 0.0033 0.0321 0.0797 0.0047 0.0393 0.0908

7 =P(T, =1|D=1),

p=P(D=1),

A =PV =1|I, =1, =1),

v, =P(T,=0[D=0),

Y =pﬂ,/((l—p)(l—v,)),

Ao =P(V =1|I,=1,T, =0),

Ao = P(V =1|T, =0,7, =0).

7, =P(I,=1D=1),

v, = P(T, =0|D=0),

v, = pm, [((1-p)(1-72)).

A =P(V =1T;=0,T, =1),
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Resultados de los estudios de simulacion

Tabla A.1.3.6. Resultados del estudio de simulacién de la comparacion de las odds a posteriori
cuando los dos tests diagnésticos presentan resultados positivos.

7, =0.75

v, =085 m,=0.85

v, =0.85

p=0.1

0, =056 ©,=0.63

A, =085 Ay =4, =040 A, =0.05 A, =095 4, =72, =0.60 Ay =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0 0 0 0 0 0
100 0 0 0 0 0 0.0009
500 0.0005 0.0257 0.0805 0.0029 0.0479 0.1119
1000 0.0081 0.0738 0.1467 0.0173 0.0978 0.1767
7,=075 v,=085 7x,=085 v,=085
p=02
v=125 v,=142
2y, =0.85 A, =Ay, =040 Ay =0.05 A, =095 A, =4y =0.60 A, =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0 0 0 0 0 0
100 0 0 0.0007 0 0 0.0032
500 0.0007 0.0291 0.0853 0.0035 0.0509 0.1178
1000 0.0111 0.0759 0.1520 0.0204 0.1052 0.1883

7 =P(T,=1|D=1),

p=P(D=1),

Ay =PV =11, =1T, =1),

7, =P(T,=1|D=1), v,=P(L=0|D=0),
v, = pm, [((1-P)(1-72))

Ao = P(V =1|T; =0,7, =1),

v, =P(T,=0|D=0),

Y zpﬂl/((l_p)(l—vl))’

Ao =P(V=1|T =1,T,=0),

2o =P(V =1|T; =0,T, =0).
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Resultados de los estudios de simulacién

Tabla A.1.3.7. Resultados del estudio de simulacién de la comparacion de las odds a posteriori
cuando los dos tests diagndsticos presentan resultados positivos.

7, =0.85

v, =075 7z,=0.85

v, =0.

i

p=0.1

v, =038 v,=038

A, =085 A, =2, =040 A, =0.05

A, =095 A, =2, =0.60 Ay, =0.15

a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I
50 0 0 0 0 0 0
100 0 0 0.0008 0 0.0001 0.0055
500 0.0001 0.0197 0.0602 0.0020 0.0287 0.0742
1000 0.0029 0.0336 0.0816 0.0060 0.0378 0.0853
7,=085 v,=075 7#,=085 v,=0.75
p=0.2
v, =085 v,=0.85
4,=085 A, =4, =040 A, =0.05 4,=095 4,=4, =060 4,=0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error tipo I | Error tipo I | Error tipoI | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I
50 0 0 0 0 0 0.0002
100 0 0 0.0050 0 0.0006 0.0133
500 0.0015 0.0255 0.0708 0.0032 0.0331 0.0779
1000 0.0043 0.0383 0.0864 0.0049 0.0426 0.0917

w =P(T=1|D=1),

p=P(D=1),

by =P(V =11, =17, =1),

Vi =P(Tl=OID=O)’

v, =p7z]/((l—p)(1—v,)),

Ay =P(V=1|T, =1,T, =0},

A= P(V =1|f; =0,7; =0).

m,=P(T, =1|D=1),

v,=P(L,=0|D=0),

L, = P”z/((l - p)(l“VZ)) )

Ay =P(V =1|1; =0,1; =1},
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Resultados de los estudios de simulacion

Tabla A.1.3.8. Resultados del estudio de simulacién de la comparacién de las odds a posteriori
cuando los dos tests diagndsticos presentan resultados positivos.

7, =085 =075 7,=085 v,=085

p=0.1

v, =038 v, =0.63

A, =0.85 Ay =2y =040 Ay = 0.05 2, =0.95 Ay =2y, =0.60 Ay =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0 0 0 0 0 0
100 0 0 0.0029 0 0 0.0224
500 0.1182 0.5059 0.6857 0.2874 0.6825 0.8172
1000 0.6386 0.8799 0.9403 0.8326 0.9606 0.9839
=085 v =075 =,=085 v, =0.85
p=02
v,=085 v,=142
A, =0.85 Ay =4y =040 Ay = 0.05 Ay, =095 A=2,=0.60 A, =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0 0 0 0 0 0
100 0 0 0.0076 0 0.0012 0.0459
500 0.1658 0.5656 0.7274 0.3557 0.7207 0.8405
1000 0.7130 09114 0.9556 0.8710 0.9697 0.9874

z,=P(1,=1D=1), v,=P(,;=0[D=0),
v, =p7r2/((1—p)(1—v2)),

A =P(V =1|T,=0,T, =1),

v,=P(T,=0[D=0),

o, = pm (1= P)(1-1))

Ay =P(V =1|T, =1,T, =0),

= =P(T,=1|D=1),
p=P(D=1},
ﬂﬂzP(VzﬂTl:l,TQ:l),

Joo =P(V =1, =0,T, =1},
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Resultados de los estudios de simulacion

Tabla A.1.3.9. Resultados del estudio de simulacién de la comparacion de las odds a posteriori
cuando los dos tests diagndsticos presentan resultados positivos.

. =0.85

v, =085 7,=0.85

v, =0.

85

p=0.1

v,=0.63 v,=0.63

A,=0.85 4,=4, =040 4,=0.05 Ay =095 Ay =2Ay;=0.60 4z=0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I
50 0 0 0 0 0 0
100 0 0 0 0 0 0.0008
500 0.0001 0.0148 0.0566 0.0007 0.0219 0.0667
1000 0.0025 0.0304 0.0734 0.0040 0.0384 0.0863
7,=085 v,=085 =x,=085 v,=0.85
p=0.2
v =142 v,=142
4,=0.85 4,=4, =040 4, =0.05 4,=0.95 4,=4,=0.60 A,=0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error tipo I | Error tipo 1 | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I
50 0 0 0 0 0 0
100 0 0 0.0002 0 0.0001 0.0013
500 0.0004 0.0169 0.0580 0.0012 0.0238 0.0694
1000 0.0022 0.0323 0.0778 0.0049 0.0363 0.0873

7, =P(L, =1|D=1),

v, =P(1,=0|D=0),

my=P{L=1lD=1),

v, =P(L,=0|D=0),

p=P(D=1),
Ry =PV =1F =1L =1},
Ao = P(V =1|T; =0T, =0).

v, = pm, [((1-P)(1-W)).

dpy = B{P =1l =0,F =1),

o =pz/((1-p)(1-v1)),

Ay =PV =1 =1,T, =0),
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Resultados de los estudios de simulacion

Tabla A.1.3.10. Resultados del estudio de simulacién de la comparacién de las odds a posteriori
cuando los dos tests diagnosticos presentan resultados positivos.

=075 v, =085 =,=085 v,=0.75
p=0.1
v, =056 v,=0.38
A, =0.85 A, =72, =040 4, =0.05 A4,=095 A,=2, =0.60 A, =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0 0 0 0 0 0
100 0 0 0.0012 0 0 0.0105
500 0.0305 0.2416 0.4126 0.0851 0.3615 0.5236
1000 0.2561 0.5648 0.7084 0.4083 0.7091 0.8193
r, =075 v,=085 x,=085 v,=0.75
p=02
v,=125 v,=0.85
A, =0.85 A, =74y =040 4, =0.05 A4, =095 A,=4,=0.60 A,=0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0 0 0 0 0 0
100 0 0 0.0047 0 0.0002 0.0218
500 0.0449 0.2867 0.4557 0.1085 0.4166 0.5853
1000 0.3174 0.6305 0.7642 0.4917 0.7770 0.8713

7, =P(L,=1|D=1), v,=P(T,=0/D=0),

L, =P”2/((1_P)(1—V2))’

Ay =PV =1F; =05, =1},

v, =P(T,=0/D=0),

o, = pr,[((1-P)(1-%)),

&y =P(V =1, =1,T,=0),

7, =P(L, =1|D=1),
p=P(D=1),

&, =PV =1|f, =1,T, =1),
Ao = P(V =1]T, =0,T, =0).
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Resultados de los estudios de simulacion

Tabla A.1.4.1. Resultados del estudio de simulaciéon de la comparacién de los riesgos de error de
dos tests diagnosticoscon L=L"=1.

=0.75 v,=0.75 ,=075 v,=0.75

p=0.1

R =025 R,=025

A,=0.85 4,=4, =040 A, =0.05 A, =095 4,=4,=0.60 A, =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipoI | Error tipo I | Error tipo I
50 0.0034 0.0247 0.0545 0.0060 0.0320 0.0686
100 0.0049 0.0321 0.0728 0.0058 0.0429 0.0888
500 0.0096 0.0453 0.0902 0.0107 0.0512 0.1000
1000 0.0117 0.0485 0.1035 0.0100 0.0462 0.0955

7,=075 v, =075 m,=075 v,=075

p=02

R =025 R,=025

A, =0.85 A4,=4, =040 4, =0.05 A4,=095 A4,=4, =060 A, =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error t1po I | Errortipo I | Error tipoI | Error tipoI | Error tipoI | Error tipo I
56 - 0. 0073 1 0.0319 0.0668 T 0.0073 A 0.0399 O.08417
100 0.0105 0.0449 0.0878 0.0113 0.0484 0.0934
500 0.0100 0.0488 0.1010 0.0103 0.0496 0.0950
1000 0.0094 0.0494 0.0974 0.0098 0.0512 0.1029

z =P(T=1D=1), v=P(f,=0D=0), =,=P(F, _1|D—1) v, =P(T,=0|D=0),
p=P(D=1),  R=Lp(l-m)+L(1-p)(-v), Lp(1-m )+ L'(1-p)(1-v,),
a4y =PI =1{f =55 =1}, ho=P(V =1, =1,T,= o) Ay =P(F =1[F; =0,%; =1)s
oo =P(V =1|T, =0,T, =0).
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Resultados de los estudios de simulacion

Tabla A.1.4.2. Resultados del estudio de simulacion de la comparacién de los riesgos de error de
dos tests diagndsticos con L=L"=1.

=075 v,=075 7z,=075 v,=085

p=0.1

R =025 R,=0.16

A, =085 A,=4, =040 A, =0.05 A, =095 A4, =4, =0.60 4,=0.15

a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%

n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0.0198 0.0814 0.1456 0.0330 0.1148 0.1979
100 0.0664 0.1941 0.2884 0.1000 0.2548 0.3672
500 0.5737 0.7863 0.8681 0.6970 0.8734 0.9282
1000 0.8999 0.9716 0.9871 0.9651 0.9921 0.9967

=075 v,=075 ,=075 v,=0.85

p=02

R =025 R,=0.17

A, =085 Ay =4y =040 1 =0.05 | 4,=095 2,=2,=0.60 4,=0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0.0179 0.0764 0.1323 0.0313 0.1015 0.1767
100 0.0527 0.1492 0.2332 0.0755 0.1936 0.2920
500 0.3413 0.5782 0.6966 0.4817 0.7199 0.8135
1000 0.6745 0.8587 0.9160 0.8533 0.9533 0.9774
z=P(T=1D=1), v=P([=0D=0), 7z,=P(T, —1|D—1) v,=P(I,;=0|D=0),
p=P(D=1), R =Lp(l-m)+L'(1-p)(1-v), Lp(1-m,)+L'(1- p)(1-v,),
Ay =PV =1, =1,T, =1), Ao=P(V=1|, =11, = o) A =PV =11 =105 =1},

Ao = P(V =11, =0,T, =0).
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Resultados de los estudios de simulacion

Tabla A.1.4.3. Resultados del estudio de simulacién de la comparacién de los riesgos de error de
dos tests diagndsticos con L=L"=1.

=075 v,=075 m,=0.85

v, =075

p=0.1

R =025 R,=024

A, =085 Ay =72, =040 A, =0.05

A, =095 Ay =2, =0.60 A,=0.15

a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia

50 0.0043 0.0248 0.0533 0.0060 0.0328 0.0699

100 0.0053 0.0315 0.0685 0.0064 0.0374 0.0838

500 0.0105 0.0515 0.1000 0.0131 0.0600 0.1148

1000 0.0137 0.0638 0.1223 0.0177 0.0704 0.1322

7, =075 v,=075 x,=085 v,=0.75
p=02
R =025 R,=023

A, =085 A,,=74,=040 4, =0.05 A, =095 4,=4,=0.60 A, =0.15

a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%

n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia

50 0.0064 0.0306 0.0664 0.0089 0.0389 0.0815

100 0.0101 0.0433 0.0834 0.0098 0.0511 0.1036

500 0.0217 0.0825 0.1444 0.0260 0.0946 0.1649

1000 0.0350 0.1186 0.1984 0.0469 0.1448 0.2317
m=P(T=1D=1), v=P([=0D=0), =,=P(F, ~1] =1), v =P(T,=0|D=0),
p=P(D=1),  R=Lp(1-m)+L'(1-p)(1-¥), Lp(1-m)+L'(1-p)(1-v,),
Ay =P(V =1|T, =1,T, =1), Ao =PV =1|T, =1,T, = o) dy= PP =1L =05 =1),

=PV =1|1,=0,T,=0).




Resultados de los estudios de simulacion

Tabla A.1.4.4. Resultados del estudio de simulacién de la comparacién de los riesgos de error de
dos tests diagnésticos con L = L=l

n, =075 v=075 == 0.85 v,=0.85
p=0.1
R =025 R,=0.15
Ay, =0.85 Ay =4, =0.40 Ago = 0.05 A, =095 A=Ay =0.60 Ay ={,13
=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0.0219 0.0884 0.162 0.0456 0.1433 0.2350
100 0.0812 0.2279 0.3455 0.1248 0.3065 0.4290
500 0.7148 0.8846 0.9361 0.8284 0.9413 0.9703
1000 0.9734 0.9949 0.9978 0.9920 0.9991 0.9998
=075 v =075 7m,=08 v,= 0.85
p=0.2
R =025 R,=0.15
A, =085 A, =72, =040 Ago = 0.05 A, =095 Ay =2y =0.60 Ay = 0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% =5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0.0264 0.0941 0.1610 0.0499 0.1469 0.2343
100 0.0842 0.2150 0.3193 0.1200 0.2844 0.4059
500 0.5929 0.8003 0.8720 0.7668 0.9104 0.9523
1000 0.9208 0.9782 0.9893 0.9816 0.9974 0.9991
7‘=P(T,=1|D=1), v, =P(,=0D=0), m=P(T; —1|D—1) v, =P(T,=0|D=0),
p=P(D=1), Rl=Lp(1—7rl)+L’(1—p)(l—v1) Lp(1-m,)+L'(1-p)(1-v2),
=PV =1|T, =17, =1), Ao =P(V =11 =11, = o) Jo = P(V =1|T, =0T, =1),

A =P(V =11 =0T, =0].
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Resultados de los estudios de simulacion

Tabla A.1.4.5. Resultados del estudio de simulacién de la comparacién de los riesgos de error de
dos tests diagndsticos con L=L"=1.

7, =0.75

v,=0.85 =,=0.75

v, =0.85

p=0.1

R =0.16 R,=0.16

A, =085 Ay =4y =040 Ay =0.05 A, =095 A, =24, =0.60 4,,=0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I
50 0.0032 0.0207 0.0492 0.0036 0.0256 0.0617
100 0.0065 0.0299 0.0644 0.0074 0.0408 0.0820
500 0.0082 0.0448 0.0934 0.0103 0.0472 0.0973
1000 0.0098 0.0489 0.0985 0.0115 0.0503 0.0998
7, =075 v,=085 7m,=075 v,=085
p=02
R =0.17 R,=0.17
2y, =085 Ay =4y =040 Ay =0.05 2y, =095 Ay =24, =0.60 Ay, =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I
50 00043 | 00274 | 0.038 00070 | 00362 | 00770
100 0.0108 0.0412 0.0821 0.0121 0.0463 0.0923
500 0.0126 0.0511 0.1041 0.0106 0.0502 0.1013
1000 0.0097 0.0522 0.1023 0.0108 0.0494 0.0966

7 =P(L,=1|D=1),
p=P(D=1),
A,:P(V=1|T1=1,T2=1),

v,=P(T,=0|D=0),
R =ILp(1-m)+L'(1-p)(1-v),
Ay =P(V =1|T; =1,T, =0),

oo =P(V =1|T, =0,7, =0}

7, =P(T,=1|D=1

), v,=P(L,=0|D=0),
R,=Lp(l-m,)+L'(1-p)(1-v,),
=PV =15, =0,T;, =1),
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Resultados de los estudios de simulacién

Tabla A.1.4.6. Resultados del estudio de simulacion de la comparacion de los riesgos de error de
dos tests diagnésticos con L=L"=1.

7, =075 =085 =,=085 v, =0.85
p=0.1
R =0.16 R,=0.15
2, =0.85 Ay =4y =040 Ay =0.05 Ay =095 A, =4, =060 A, =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0.0015 0.0191 0.0434 0.0040 0.0271 0.0627
100 0.0046 0.0292 0.0631 0.0059 0.0357 0.0823
500 0.0115 0.0514 0.1064 0.0138 0.0590 0.1135
1000 0.0173 0.0734 0.1346 0.0209 0.0818 0.1462
=075 v,=085 x,=085 v,=085
p=02
R =0.17 R,=0.15
Ay, =0.85 Ay =72y =040 Ay = 0.05 2, =095 A, =72y =060 4y, =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0.0055 0.0286 0.0607 0.0070 0.0379 0.0774
100 0.0093 0.0449 0.0905 0.0130 0.0536 0.1068
500 0.0229 0.0896 0.1556 0.0308 0.0982 0.1713
1000 0.0385 0.1351 0.2166 0.0551 0.1635 0.2518
7, =pP([=1D=1), v =P(f=0D=0), m= P{L —1]D_1) v, =P(T,=0|D=0),
p=P(D=1),  R=Lp(l-m)+L'(1-p)(1-"), Lp(1-m,)+L'(1-p)(1-v2),
ﬂﬂzP(Vzlllel,T2=1), Ao =P(¥ =1 =1L, = o) g =P(V =1|T,=0,T, =1),

do=P(V =11, =0,T; =0}
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Resultados de los estudios de simulacién

Tabla A.1.4.7. Resultados del estudio de simulacion de la comparacion de los riesgos de error de
dos tests diagndsticos con L=L"=1.

7, =085 v,=075 x,=085 v,=0.75
p=0.1
R =024 R,=0.24
A, =0.85 A=A, =040 A, =0.05 A, =095 A, =4, =0.60 A, =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipoI | Error tipo [
50 0.0035 0.0205 0.0464 0.0053 0.0290 0.0642
100 0.0030 0.0253 0.0631 0.0067 0.0377 0.0807
500 0.0078 0.0469 0.0974 0.0094 0.0463 0.0929
1000 0.0110 0.0487 0.0966 0.0097 0.0456 0.0911
7, =085 v,=075 x,=085 v,=0.75
p=0.2
R =023 R,=023
2, =0.85 Ay =4, =040 4, =0.05 2, =095 A, =74y, =0.60 A, =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% =5% a=10%
n Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I
50 0.0053 0.0258 0.0557 0.0070 0.0363 0.0757
100 0.0060 0.0338 0.0743 0.0068 0.0406 0.0829
500 0.0094 0.0486 0.0946 0.0100 0.0475 0.0969
1000 0.0093 0.0533 0.1000 0.0102 0.0507 0.1000
7, =P(L=1D=1), v=P(L=0[D=0), =,=P(F, _1| 1), v,=P(T,=0[D=0),
p=P(D=1), R =Lp(1-m)+L'(1-p)(1-v), Lp(1-m,)+L'(1-p)(1-v,),
Ay =P(V =11, =1,T, =1), Ao =PV =1 =11, = o) Ay = P{P=1lE =07 =1},
Ao =P(V =1|1;=0,T, =0).
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Resultados de los estudios de simulacidn

Tabla A.1.4.8. Resultados del estudio de simulacién de la comparacién de los riesgos de error de

dos tests diagndsticos con L=L"=1.

=085 v, =075 7#,=085 v,=0.85
p=0.1
R =024 R,=0.15

A4,=0.85 4,=4, =040 4, =0.05 Ay =095 A,=2,=0.60 1, =0.15
a=1% =5% a=10% a=1% =5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia

50 0.0159 0.0743 0.1434 0.0300 0.1197 0.2027

100 0.0685 0.1968 0.3051 0.0961 0.2570 0.3784

500 0.6407 0.8333 0.9004 0.7445 0.9000 0.9444

1000 0.9455 0.9867 0.9945 0.9803 0.9961 0.9989

=085 v,=075 #,=085 v,=0385
p=02
R, =023 R,=0.15

A,=0.85 4,=4, =040 A, =0.05 4,=095 A,=4,=0.60 4,=0.15

a=1% =5% a=10% a=1% o =5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia

50 0.0169 0.0734 0.1297 0.0323 0.1069 0.1806

100 0.0516 0.1630 0.2556 0.0746 0.1996 0.3040

500 0.4221 0.6558 0.7670 0.5531 D.7757 0.8591

1000 0.7850 0.9156 0.9536 0.9075 0.9747 0.9885
7 =P(T,=1|D=1), v=P(T,=0[D=0), =,=P(T, —1| =1), v =P(L,=0|D=0),
p=P(D=1), R=Lp(1-m)+L'(1-p)(1-v), Lp(1-7=,)+L'(1-p)(1-v,),
Ay =27 =1|f, =17, =1}, ho=P(V =1, =1,T, = o) Aoy =PV =15 =0.5 =1),

A= BV =1[T, =07, =0,
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Resultados de los estudios de simulacion

Tabla A.1.4.9. Resultados del estudio de simulacién de la comparacién de los riesgos de error de
dos tests diagndsticos con L=L"=1.

=085 v, =085 =085 v,=085

p=0.1

R =015 R,=0.15

Ay, =0.85 Ay =y =040 2, =0.05 2, =095 Ay =4, =060 4, =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% o =5% a=10%
n Error tipo I | Error tipo I | Error tipo 1 | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I
50 0.0015 0.0152 0.0386 0.0043 0.0272 0.0613
100 0.0051 0.0254 0.0548 0.0050 0.0332 0.0744
500 0.0074 0.0412 0.0878 0.0065 0.0459 0.0900
1000 0.0096 0.0490 0.0976 0.0089 0.0508 0.1012

~085 v,=085 m,=085 v,=085

p=02

R =015 R,=0.15

4, =085 A=Ay =040 4y, =005 | 4, =095 A=Ay =0.60 2 =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error tipo I | Error tipo I | Error tipoI | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I
50 0.0038 0.0216 0.0503 0.0053 0.0291 0.0674
100 0.0070 0.0325 0.0742 0.0081 0.0386 0.0861
500 0.0103 0.0489 0.0938 0.0106 0.0500 0.0968
1000 0.0098 0.0521 0.1037 0.0096 0.0477 0.0958
7, =P(T=1p=1), v=P(L=0[D=0), m= P(T, —1| 1), v,=P(5,=0[D=0),
p=P(D=1), R =Lp(1-m)+L'(1-p)(1-w), Lp(1-7,)+L'(1-p)(1-v,),
A =PV =11, =1L =1), Ao =P(V =11, =11, = 0) oy =P(V =1|T, =0,T, =1},

2o = P(V =1|1,=0,T, =0).
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Resultados de los estudios de simulacién

Tabla A.1.4.10. Resultados del estudio de simulacién de la comparacion de los riesgos de error
de dos tests diagndsticos con L=L"=1.

7,=0.75 v, =085 7z,=085 v,=0.75

p=0.1

R =0.16 R,=0.24

A, =085 A, =4, =040 1), =0.05 A4,=095 A,=74,,=0.60 4, =0.15

a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%

n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0.0131 0.0662 0.1295 0.0247 0.1000 0.1764
100 0.0489 0.1583 0.2546 0.0813 0.2163 0.3264
500 0.4682 0.7013 0.8007 0.5879 0.8004 0.8753
1000 0.8335 0.9400 0.9709 0.9192 0.9770 0.9906

7, =075 v,=085 7x,=085 v,=075

p=02

R =0.17 R,=023

A,=0.85 A,=4,=040 A, =0.05 A,=0.95 A,=4, =060 A,;=0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0.0110 0.0550 0.1055 0.0194 0.0735 0.1335
100 0.0325 0.1114 0.1791 0.0424 0.1337 0.2153
500 0.1901 0.3898 0.5133 0.2758 0.5058 0.6252
1000 0.4194 0.6543 0.7608 0.5850 0.7888 0.8691
7 =P(T=1D=1), v =P(=0[D=0), m=P(T, _1[0_1) v, =P(T,=0|D=0),
p=F{D=]], R =Lp(l-m)+L(1-p)(1-w), Lp(1-m,)+L'(1-p)(1-v,),
4, =PF =11 =17%, =1), Ao=P(V=1|T, =11, = o) Jo =P(V=1I,=0,T,=1),

A = P(V =1|f, =0,T, =0).
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Resultados de los estudios de simulacion

Tabla A.1.5.1. Resultados del estudio de simulacién de la comparacion de los estadisticos kappa
de los riesgos de error de dos tests diagnosticos con 7 = 0.5.

m, =0.75

v,=0.75 m,=0.75

v, =0.75

p=0.1

x,(0.5)=026 &,(0.5)=0.26

A, =085 Ao =Ag =040 Ay =0.05

A, =095 Ao =Ay =0.60 Ay =0.15

a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I
50 0.0013 0.0121 0.0270 0.0014 0.0124 0.0340
100 0.0018 0.0138 0.0387 0.0025 0.0209 0.0550
500 0.0079 0.0417 0.0853 0.0070 0.0423 0.0891
1000 0.0085 0.0481 0.0984 0.0103 0.0532 0.0999
7,=075 v=075 mm,=075 v,= 0.75
p=02
x,(0.5)=039 «, (0.5)=0.39
2y, =0.85 Ay =4y =040 Ay =0.05 2y, =0.95 A=Ay, =0.60 Ay, =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error tipo I | Error tipoI | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I
50 0.0056 0.0269 0.0577 0.0058 0.0320 0.0682
100 0.0068 0.0376 0.0802 0.0076 0.0407 0.0836
500 0.0097 0.0492 0.1000 0.0118 0.0485 0.0980
1000 0.0110 0.0479 0.0963 0.0092 0.0530 0.0994

7, =P(L,=1D=1),

K, (0.5) =

v, =P(T,=0[D=0),

P, —p(l—vl +p(m +v, —1))

p=P(D=1),
Iy =P(V =1]1, =0,T, =1), A = P(V =1]T, =0,T, =0).

(p=0.3)(v, = p(m +v, ~1))+0.5(1-p)
Ay =P(V=1T, =11, =1),

, K;(05)=

)= (p-0.5)(v, — p(m, +v,-1)) +0.5(1- p) ’

7, =P(T,=1|D=1),

v, =P(T,=0|D=0),

pr,— p(1-v,+ p(m, +v, -1))

Ao =P(V =1|T, =1,T,=0),
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Resultados de los estudios de simulacion

Tabla A.1.5.2. Resultados del estudio de simulacion de la comparacion de los estadisticos kappa
de los riesgos de error de dos tests diagndsticos con » =0.5.

m, =0.75

v, =075 7x,=0.75

v, =0.85

p=0.1

x,(0.5)=0.26 ,(0.5)=0.40

A, =085 A, =2y =040 A =0.05

A, =095 A, =2, =0.60 Ay, =0.15

a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%

n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0.0040 0.0258 0.05%4 0.0077 0.0397 0.0878
100 0.0117 0.0631 0.1278 0.0213 0.0967 0.1777
500 0.1407 0.3346 0.4564 0.2388 0.4646 0.5941
1000 0.3482 0.5934 0.7083 0.53352 0.7667 0.8491

7, =075 v,=075 =,=075 v,=0285
p=02
x,(0.5)=039 «,(0.5)=0.53

2, =0.85 A4, =4, =040 4, =0.05 A,=095 A,=2,=0.60 4, =0.15

a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%

n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0.0111 0.0509 0.0999 0.0179 0.0727 0.1281
100 0.0317 0.1009 0.1688 0.0425 0.1269 0.2092
500 0.1570 0.3448 0.4674 0.2532 0.4740 0.6017
1000 0.3645 0.5942 0.7084 0.5498 0.7719 0.8568

z,=P(T,=1|D=1),

K, (0.5) =

p=P(D=1),
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v, =P(T,=0/D=0),

D, —p(l—-vl +p(m +v, —1))

(p-0.5)(v,—p(7 +v, ~1))+0.5(1-p)
A, =P(V =1, =1,T, =1),
Ao =PV =1T,=0,T, =1), A = P(V =1, =0,T, =0},

, K,(05)=

m, =P(T,=1]D=1),

pry—p(1-v, + p(m, +v, -1))

v, =P(T, =0|D=0),

(p—0.5)(v, — p(m, +v,-1))+05(1-p)’
Ao =P(V=1T,=1,7,=0),



Resultados de los estudios de simulacion

Tabla A.1.5.3. Resultados del estudio de simulacion de la comparacion de los estadisticos kappa
de los riesgos de error de dos tests diagndsticos con # =0.5.

m, =0.75

v, =075 7z,=0.85

v, =0.75

p==0.1

x,(0.5)=0.26 K,(0.5)=0.31

A, =085 A, =7y =040 2y =0.05

A, =095 Ay=2Ay =0.60 Ay =0.15

a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%

n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0.0017 0.0112 0.0284 0.0022 0.0132 0.0334
100 0.0019 0.0126 0.0358 0.0029 0.0219 0.0562
500 0.0157 0.0801 0.1496 0.0279 0.1004 0.1759
1000 0.0369 0:1297 02135 0.0582 0.1762 0.2755

7, =075 v,=075 =n,=085 v,=075
p=02
x,(0.5)=039 «,(0.5)=045

A, =085 A, =4, =040 4, =0.05 A,=095 A,=4,=0.60 4,=0.15

a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%

n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0.0043 0.0253 0.055§ ] 700?)6277 70707375777 00762
100 0.0067 0.0379 0.0832 0.0122 0.0564 0.1076
500 0.0352 0.1171 0.1959 0.0517 0.1578 0.2453
1000 0.0751 0.2022 0.3092 0.1114 0.2698 0.3852

= =P(=1|p=1),

x,(0.5) =

p=P(D=1),

v, =P(L, =0|D=0),

pr, —p(l—vl +p(m +v, —l))

(p-05) (v, —p(m +v -1))+05(1-p)
Ay =PV =1|T, =1,T, =1),

s #5[05

=1), v =P(T,=0|D=0),

pr,—p(1-v, + p(7, +v,-1))

Iy =P(V =1, =0,T; =1), Ay =P(V =1, =0.T, =),

(p=035)(v, - p(m, +v,-1))+0.5(1-p)
Js =P(F=1T; =1, =0},
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Resultados de los estudios de simulacion

Tabla A.1.5.4. Resultados del estudio de simulacién de la comparacién de los estadisticos kappa
de los riesgos de error de dos tests diagnésticos con 7 =0.5.

v, =0.85

7, =0.75

v,=0.75 m, =085

p=0.1

k,(0.5)=026 k,(0.5)=0.46

A, =085 Ay =4, =040 Ao =0.05 2y, =095 Ay =2y =0.60 Ay = 0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0.0052 0.0353 0.0721 0.0096 0.0586 0.1165
100 0.0204 0.0963 0.1784 0.0412 0.1636 0.2657
500 0.3588 0.6213 0.7398 0.5656 0.7921 0.8739
1000 0.7465 0.9056 0.948 0.9168 0.9798 0.9903
7z, =075 v=075 == 0.85 v,=0.85
p=02
K, (0.5) =039 «,(0.5)=0.60
2y, =0.85 Ay =4, =040 Ago =0.05 A, =095 A=Ay =0.60 Ay = 0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0.0171 0.0670 0.1256 0.0318 0.1095 0.1911
100 0.0606 0.1662 0.2575 0.0941 0.2399 0.3534
500 0.4635 0.6963 0.7940 0.6667 0.8506 0.9131
1000 0.8284 0.9405 0.9675 0.9555 0.9888 0.9957

= P(T,=1|D=1), v, = P(T,=0|D=0), ,=P(T,=1|D=1),

pﬁl—p(l—v]+p(7r1+vl—l)) 5o

v, = P(T,=0|D=0),

pr, —p(l—v2 +p(m, +v, —1))

K, (0.5) = (p—0-5)(v1 _p(yrl +Vv, —1))+0.5(1—p) 5

p=P(D=1), by =P(r =15 =17, =1),
Joy = P(V =1|T; =0,T, =1), Joo = P(V =1|1,=0,7, =0).
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(0 )_(p—O.S)(V2~p(7r2+v2—l))+0.5(l—p)’
Ay =P(V =1|T, =1,T, =0),



Resultados de los estudios de simulacion

Tabla A.1.5.5. Resultados del estudio de simulacién de la comparacién de los estadisticos kappa
de los riesgos de error de dos tests diagndsticos con 7 =0.5.

7, =0.75

v, =085 7,=0.75

v, =0.85

p=0.1

x,(0.5)=0.40 ,(0.5)=0.40

A, =085 A, =4, =040 4, =0.05 A, =095 A,=72,=0.60 A, =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo
50 0.0018 0.0122 0.0293 0.0023 0.0145 0.0375
100 0.0020 0.0154 0.0453 0.0036 0.0271 0.0610
500 0.0074 0.0453 0.0958 0.0094 0.0445 0.0918
1000 0.0112 0.0495 0.1005 0.0091 0.0461 0.0918
7, =075 v=085 7#,=075 v,=085
p=02
K, (05)=0.53 x, (0.5)=0.53
A, =0.85 A, =72, =040 24, =0.05 A4,=095 A,=4,=0.60 4, =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipoI | Error tipo I
50 0.0035 0.0212 0.0497 0.0062 0.0335 0.0740
100 0.0083 0.0410 0.0819 0.0085 0.0443 0.0887
500 0.0117 0.0501 0.1015 0.0117 0.0529 0.1001
1000 0.0101 0.0491 0.0971 0.0105 0.0505 0.0967

m =P(T,=1D=1),

K, (0.5) =

v, =P(T,=0|D=0),

P, —p(l—vl +p(m +v, —1))

p=P(D=1),
o =P(V =1]T, =0,T, =1), Joo =P(V =1|I, =0,T, =0).

(p—O.S)(v, -p(m +v, —1))+O.5(1—p)
&, =P(V =1|T, =L,T; =1),

, Kk, (0.5)=

7z, =P(T,=1|D=1),
pr,—p(1-v, +p(m,+v,-1))

v,=P(T,=0|D=0),

(p=0.5)(v, - p(m, +v,—1))+0.5(1-p)
Ao =P(V =1|T, =1,T, =0),
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Resultados de los estudios de simulacidn

Tabla A.1.5.6. Resultados del estudio de simulacién de la comparacion de los estadisticos kappa
de los riesgos de error de dos tests diagndsticos con » = 0.5.

7z, =0.75

v, =085 7,=0.85

v, =0.85

p=0.1

x,(0.5)=0.40 K,(0.5)=0.46

4, =085 Ay =2 =040 Ay =0.05

A, =095 Ay =2y, =0.60 A, =0.15

a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%

n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0.0007 0.0089 0.0235 0.0022 0.0164 0.0398
100 0.0018 0.0167 0.0414 0.0048 0.0305 0.0708
500 0.0172 0.0795 0.1469 0.0271 0.1008 0.1709
1000 0.0344 01217 0.2008 0.0557 0.1676 0.2619

7, =075 v,=085 x,=085 v,=085
p=02
x,(0.5)=0.53 «,(0.5)=0.60

2y, =0.85 Ay =24y, =040 A, =0.05 4,=095 A4,=4,=0.60 4, =0.15

a=1% o =5% a=10% a=1% a=5% a=10%

n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0.0031 0.0161 0.0467 0.0060 0.0363 0.0735
100 0.0081 0.0433 0.0885 0.0153 0.0594 0.1115
500 0.0393 0.1233 0.2001 0.0523 0.1568 0.2455
1000 0.0701 0.1976 0.2961 0.1132 0.2712 0.3828

T ZP(TIZI'DZI)’

x,(0.5)=

p=P(D=1),
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v, =P(T, =0|D=0),

pm, - p(1=v, + p(m +v,-1))

(p-0.5)(v, - p(m +v, 1)) +05(1-p)
&, =PV =1]T, =1,T, =1),

Jo =P(V =1, =0.T, =1), A = P(V =1|T, =0, =Dj.

, K,(0.5)

7, =P(I,=1|D=1),

v,=P(T,=0|D=0),

pr, ~p(1—v2 +p(m, +v, —1))

- (p—O.S)(v2 -p(m+v, ——1))+O.5(1—p)

3

Ay =P(V =1|T,=1,T, =0},



Resultados de los estudios de simulacion

Tabla A.1.5.7. Resultados del estudio de simulacién de la comparacion de los estadisticos kappa
de los riesgos de error de dos tests diagnosticos con » =0.5.

m, =0.85

v,=0.75 7, =0.85

v, =0.75

p=0.1

x,(0.5)=031 «,(0.5)=0.31

A, =0.85 4,=4y =040 A, =0.05 A4,=095 A,=4, =0.60 A, =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I
50 0.0008 0.0071 0.0209 0.0005 0.0080 0.0247
100 0.0012 0.0090 0.0263 0.0011 0.0158 0.0445
500 0.0049 0.0364 0.0835 0.0068 0.0411 0.0912
1000 0.0098 0.0472 0.0974 0.0092 0.0477 0.0944
7 =085 =075 #x,=085 v,=0.75
p=02
k,(0.5)=045 k,(0.5)=0.45
A, =085 A4,=4, =040 1, =0.05 A, =095 A4,=72,=060 A, =0.15
&=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I
50 0.0025 0.0198 0.0473 0.0041 0.0243 0.0612
100 0.0036 0.0272 0.0641 0.0061 0.0378 0.0792
500 0.0095 0.0476 0.0940 0.0091 0.0508 0.1020
1000 0.0088 0.0475 0.0975 0.0088 0.0484 0.1007

=~ P(5-1p=1),

K, (0.5)=

v,=P(T,=0|D=0),

o, —p(l—v1 +p(m+v, —1))

L] KZ (O

p=P(D=1),

(p=0.5)(v, - p(m, +v,—1))+0.5(1- p)
Jy =PV =1|f =15 =1),

5)=

my =P{L, =1|D=1],

v, =P(T, =0|D=0),

o, —p(l—v2 +p(my+v, —1))

Ay =P(V =1|T;=0,T, =1), A = P(V =1|T; =0,T; =0).

(p=0.5)(v, - p(m, +v,-1))+0.5(1- p)
ho=P(V =1, =1L, =0},

:




Resultados de los estudios de simulacién

Tabla A.1.5.8. Resultados del estudio de simulacién de la comparacién de los estadisticos kappa

de los riesgos de error de dos tests diagnosticos con 7 =0.5.

m, =0.85

v,=0.75 =,=0.85

v, =085

p=0.1

x,(0.5)=031 «,(0.5)=0.46

A, =0.85 Ay =4, =040 A, =0.05 24,=0.95 A,=72,=0.60 4, =0.15

a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%

n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0.0033 0.0242 0.0543 0.0078 0.0388 0.0898
100 0.0119 0.0631 0.1286 0.0239 0.1069 0.2010
500 0.2235 0.4510 0.5822 0.3685 0.6067 0.7215
1000 0.5382 0.7633 0.8519 0.7391 0.8969 0.9432

7, =085 v, =075 x,=08 v,=085
p=0.2
x,(0.5)=045 «, (0.5)=0.60

2y, =0.85 A=A, =040 A, =0.05 2, =095 A, =72y =0.60 4, =0.15

a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%

n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0.0099 0.0468 0.0934 0.0158 0.0692 0.1283
100 0.0303 0.1041 0.1767 0.0490 0.1493 0.2395
500 0.2375 0.4548 0.5808 0.3602 0.5959 0.7085
1000 0.5187 0.7396 0.8309 0.7214 0.8798 0.9299

7, =P(L,=1|D=1), v,=P(F, =0D=0),

pr, —p(l—v2 +p(7,+v, —1))

7, =P(I,=1D=1), v, = P(T, =0|D=0),

~ pn]—p(l—v,+p(7z,+v,—1)) . )
K‘(O'S)_(p—o.s)(vl—p(n,+v,—1))+o.5(1—p)’ :(03) (p-0.5)(v, - p(m, +v, -1))+0.5(1-p)
p=PF(D=1), A, =P(V=1]T, =1,T, =1), Ao =PV =1, =15 =0},

Ay =P(V =11, =0,T, =1), Ao = P(V =1|T =0,T, =0).
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Resultados de los estudios de simulacion

Tabla A.1.5.9. Resultados del estudio de simulacién de la comparacion de los estadisticos kappa
de los riesgos de error de dos tests diagndsticos con 7 =0.5.

7, =0.85

v, =085 7,=0.85

v, =0.85

p=0.1

x,(0.5)=0.46 «,(0.5)=0.46

A, =085 Ay =2, =040 A, =0.05

2, =095 Ay =2y, =0.60 Ay =0.15

a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I
50 0.0006 0.0075 0.0210 0.0006 0.0122 0.0313
100 0.0008 0.0144 0.0327 0.0026 0.0206 0.0514
500 0.0054 0.0381 0.0776 0.0080 0.0449 0.0897
1000 0.0085 0.0440 0.0949 0.0101 0.0510 0.0954
7, =085 v, =085 =,=085 v,=0.85
p=02
x,(0.5)=0.60 &, (0.5)=0.60
A, =085 Ay =21,=040 4, =0.05 4,=095 A, =24,=0.60 A4, =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I | Error tipo I
50 0.0024 0.0172 0.0432 0.0039 0.0270 0.0581
100 0.0054 0.0312 0.0710 0.0066 0.0408 0.0842
500 0.0103 0.0460 0.0888 0.0104 0.0492 0.0990
1000 0.0094 0.0497 0.0966 0.0100 0.0489 0.0949

7, =P(I,=1|D=1),
pr, —p(l—vl +p(m +v, —1))
(p-05) (v —p(m+v -1))+0.5(1-p)
Ay =PV =15, =11, =1),

x,(0.5)=

v,=P(T,=0[D=0),

p=P(D=1),
Aoy =PV =1|T, =0,T, =1}, Ay =P(V =11, =0,T, =0).

s K,(05)=

x5, =PI, =1|D =1},
p7, —p(l—-v2 +p(7r2+V2 _1))

v, =P(T, =0|D=0),

(p=05)(v, - p(m, +v,-1))+05(1-p)’

Ao =P(V =1|T; =1,T, =0),
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Resultados de los estudios de simulacién

Tabla A.1.5.10. Resultados del estudio de simulacion de la comparacién de los estadisticos
kappa de los riesgos de error de dos tests diagnosticos con 7 =0.5.

7, =0.75

v, =085 7,=085 v, =0.75

p=0.1

x,(0.5)=0.40 ,(0.5)=031

Ay, =085 Ay =4, =0.40 Ago = 0.05 2, =095 Ay=2y,=0.60 Ay = 0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0.0022 0.0178 0.0429 0.0041 0.0241 0.0584
100 0.0074 0.0408 0.0913 0.0124 0.0627 0.1224
500 0.0692 0.1903 0.2900 0.1169 0.2817 0.3886
1000 0.1614 0.3557 0.4764 0.2585 0.4796 0.6074
, =075 v =08 == 085 v,=0.75
p=02
x,(0.5)=0.53  x,(0.5)=0.45
Ay, =0.85 Ay =4y, =040 Ao =0.05 2, =095 Ay =4y =0.60 Ago =0.15
a=1% a=5% a=10% a=1% a=5% a=10%
n Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia Potencia
50 0.0057 0.0337 0.0711 0.0096 0.0437 0.0884
100 0.0161 0.0635 0.1166 0.0188 0.0723 0.1285
500 0.0491 0.1443 0.2298 0.0742 0.1913 0.2840
1000 0.0963 0.2492 0.3546 0.1509 0.3365 0.4564

7, =P(L,=1D=1), v, = P(7,=0|D=0),
p”z_p(l—vz'*'p(ﬂz +V2~]))
(p=0.5)(v, - p(m +v, ~1))+0.5(1-p)°

Ao =P(V=1T=1T, =9},

n=P(5,=1D=1), w=P(5;=0[D=0),
P”l—P(l—v,+p(7z,+vl—1)) ) _
(p—0.5)(vl —p(;[l +v, _1))+0.5(1_p) > 2(0.5)

p=P(D=1), Ay =P(V =11, =11, =1),
Joy = P(V =1|1,=0,T, =1), Ao =P(V =1|1,=0,T,=0).

x,(0.5)=
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Resultados de los estudios de simulacién

Tabla A.1.6.1. Resultados del estudio de simulacion al aplicar los algoritmos EM y SEM para
imputar la exactitud de un test diagndstico con respecto a un test de referencia.

m =0.85

v, =0.80 7,=0.85

v, =0.85

p=0.1

Sensibilidad de 7]

4,=090 A4,=0.20 A4 =095 4,=025
n Cobertura Intervalo medio Cobertura Intervalo medio
100 86.65% (-0.22,1.72) 87.72% (-0.13, 1.66)
200 89.41% (0.05, 1.54) 90.02% (0.13, 1.49)
300 90.72% (0.19, 1.45) 91.43% (0.25, 1.40)
400 91.10% (0.27,1.39) 92.12% (033, 1.35)
500 91.46% (0.33,1.35) 92.78% (0.38, 1.32)
1000 93.65% (0.49, 1.25) 94.24% (0.53 5 1.21)
Especificidad de T
4,=0.90 4,=020 A4,=095 4,=0.25
n Cobertura Intervalo medio Cobertura Intervalo medio
100 95.59% (0.75,0.93) 95.55% (0.75 ,0.92)
200 95.63% (0.78 , 0.90) 96.00% (0.78 , 0.90)
300 95.70% (0.80,0.90) 95.38% (0.80, 0.89)
400 95.10% (0.80, 0.89) 95.34% 0.80, 0.89)
500 95.51% (0.81,0.89) 95.09% 0.81,0.88)
1000 95.44% (0.82,0.88 95.16% 0.82,0.87)
Prevalencia de la enfermedad
4,=0.90 4,=020 A4 =095 4,=025
n Cobertura Intervalo medio Cobertura Intervalo medio
100 98.23% (-0.02,0.30) 98.05% (-0.01, 0.28)
200 98.18% (0.01,0.23) 98.06% (0.02,0.22)
300 98.08% (0.03,0.21) 98.17% (0.03, 0.20)
400 98.26% (0.04,0.19) 97.92% (0.04, 0.18)
500 98.00% (0.04,0.18) 98.02% (0.05,0.17)
1000 97.86% (0.06, 0.16) 98.00% (0.06, 0.15)

m =P(f,=1D=1),

v, =P(,=0|D=0),

z,=P(T, =1|D=1),

p=P(D=1), 4 =P(V=1|I,=1), 4, =P(V =1|T;=0).

v, =P(T,=0|D=0),
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Resultados de los estudios de simulacién

Tabla A.1.6.2. Resultados del estudio de simul
imputar la exactitud de un test diagnostico con respec

acién al aplicar los algoritmos EM y SEM para
to a un test de referencia.

7,=085 v,=080 7,=085 v, =(.83
B p=02
Sensibilidad de 7,
2,=0.90 4,=0.20 A4, =095 4,=0.25
n Cobertura Intervalo medio Cobertura Intervalo medio
100 91.73% (0.24, 1.39) 93.22% (0.30, 1.36)
200 93.69% (0.42,1.28) 94.44% (0.47,1.24)
300 94.23% (051, 1.22) 95.20% (0.55,1.19)
400 94.82% (0.56 ,1.18) 94.95% (0.60,1.15)
500 95.08% (0.60 ; 1.15) 95.28% (0.63,1.13)
1000 95.65% (0.69 , 1.09) 96.04% (0.71 ; 1.OT7)
Especificidad de 7,
2,=090 4,=020 4, =095 4,=025
n Cobertura Intervalo medio Cobertura Intervalo medio
100 95.45% (0.75,0.94) 95.10% (0.75,0.93)
200 95.42% (0.78 ,0.91) 95.46% (0.78 ,0.91)
300 95.53% (0.79 ,0.90) 95.32% (0.79, 0.90)
400 95.33% (0.80,0.89) 95.59% (0.80, 0.89)
500 95.75% (0.81,0.89) 95.26% (0.81,0.89)
1000 95.44% (0,82, 0.88) 95.35% (0.82, 0.88)
Prevalencia de la enfermedad
2, =090 4,=0.20 2, =095 4,=0.25
n Cobertura Intervalo medio Cobertura Intervalo medio

100 98.03% (0.06, 0.40) 98.10% (0.07,0.38)

200 97.95% (0.10, 0.34) 97.94% (0.11,0.32)

300 97.96% (0.12,0.31) 97.72% (0.12 . 0.30) 4

400 97.83% (0.13,0.29) 97.60% (0.13,0.29)

500 97.68% (0.13,0.28) 97.43% (0.14,0.27)
1000 97.02% (0.15,0.26) 97.29% (0.16 ,0.25)

=
7, =P(5,=1D=1),

v, =P(T,=0|D=0),

,=P(L,=1|D=1),

p=P(D=1), 4=P(V =15 =1), % =P(V =1[[;=0).
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Anexo 11
Graficos de la potencia de los contrastes de
hipdtesis



Figura A.2.1. Curvas de potencia del contraste de hipétesis para los valores predictivos
positivos.
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Curvas de la potencia de los contrastes de hipdtesis

Figura A.2.2. Curvas de potencia del contraste de hipétesis para las razones de verosimilitudes
cuando ambos tests presentan resultados positivos.
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Curvas de la potencia de los contrastes de hipotesis

Figura A.2.3. Curvas de potencia del contraste de hipdtesis para las odds a posteriori cuando

ambos tests presentan resultados positivos.
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Curvas de la potencia de los contrastes de hipotesis
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Figura A.2.4. Curvas de potencia del contraste de hipotesis para los riesgos de error.
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Curvas de la potencia de los contrastes de hipdtesis

Figura A.2.5. Curvas de potencia del contraste de hipotesis para los estadisticos kappa de los

riesgos de error.
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