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Proélogo

Fxisten multitud de disciplinas cientificas en las que resulta de especial relevan-
cia conocer la probabilidad de ocurrencia de determinados sucesos en funcién
de 1a ocurrencia de otros. Asi por ejemplo en medicina o epidemiologia es
necesario conocer la probabilidad que tiene uno o un grupo de individuos de
padecer determinada enfermedad en funcién de la incidencia de un conjunto
de factores de riesgo. También en meteorologfa es interesante este hecho pues
su objeto de estudio es el de la probabilidad de que se desencadene un de-
terminado fenémeno meteorolégico a partir de la informacién obtenida de la
observacién de la atmésfera. Las ciencias actuariales también se sirven de la
prediccién de probabilidades de ocurrencia de sucesos como padecer un acci-
dente de trifico en términos de los valores de determinadas variables como la
edad del conductor, el tipo de via, etc., para fijar las primas de los seguros.
La técnica estadfstica que analiza situaciones como las descritas es el modelo
de regresién logistica, cuyo desarrollo sigue proporcionando resultados, sobre
todo en medicina, como los obtenidos en los tltimos afios por Pulkstenis y
Robinson (2002) o Paik (2000).

Un problema al que es muy sensible el modelo de regresion logfstica, y que
ya fue puesto de manifiesto en Ryan, (1997), es el de la multicolinealidad o
alta dependencia existente entre las covariables del modelo, que hace que no
se pueda encontrar solucién apropiada a la estimacién de los pardmetros del
mismo. Otro problema que se presenta en regresién logistica ests relacionado
con el principio de parsimonia tan requerido en estadistica, y consiste en la
necesidad de explicar la variable dependiente del modelo con el menor mimero
de regresores posible. Una propuesta de solucién a estos dos problemas serd
uno de los objetivos de esta tesis.

El anélisis en componentes principales (ACP), introducido por Hotelling, es
una técnica multivariante que sirve a estos dos problemas de manera admirable.
Para ello las componentes principales no son més que un conjunto de variables
incorreladas que se obtienen mediante combinaciones lineales de las originales
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y que, por el hecho de ser incorreladas, son capaces de evitar problemas como
el de la multicolinealidad. Por otro lado el ACP intenta explicar la variabilidad
existente en un problema que involucra a un conjunto de variables mediante
el menor nimero de componentes principales posible, con lo que sirve a la
reduccién de dimensién o criterio de parsimonia indicado anteriormente para
los problemas de regresién. Con esta intencion introdujo Massy en 1965 los
modelos de regresién en componentes principales para el caso lineal, y que
nosotros introducimos aqui para el caso de regresién logfstica mostrando las
similitudes y diferencias con aquél.

En otro orden de cosas, en los tltimos afios se han desarrollado numerosas
técnicas referentes a modelizar variables que evolucionan en el tiempo. Histéri-
camente tales situaciones han sido abordadas por modelos de series temporales
o modelos de prediccién lineal del tipo del filtro de Kalman-Bucy, modelos que,
por otro lado, necesitan de restricciones como estacionariedad o la expresién
del problema como un modelo en espacio de estados, restricciones muy difi-
ciles de asegurar en determinadas situaciones. Estudios recientes han obtenido
metodologias que abordan problemas funcionales dependientes del tiempo con
exigencias menos restrictivas que las planteadas anteriormente como es el caso
de los trabajos de Deville (1974), Besse (1988) o Saporta (1981) que utilizan
el desarrollo de Karhunen-Loéve, introducido por Karhunen en 1947, en apli-
caciones para las ciencias sociales. Este desarrollo permite expresar las trayec-
torias de un proceso estocdstico como una combinacién lineal de funciones
deterministicas con coeficientes dados por variables aleatorias incorreladas in-

dependientes del tiempo.

El desarrollo de los procesos estocésticos ha permitido la generalizacién de
las técnicas de reduccién de dimensién al campo funcional surgiendo el anali-
sis en componentes principales funcional (ACPF) y la aparicién de métodos
de prediccién lineal basados en las mismas como es el caso de los modelos de
prediccién en componentes principales (PCP) introducidos en Aguilera et al.
(1997). Otra generalizacién al campo funcional de técnicas multivariantes es
la del modelo de regresién lineal funcional que permite predecir una variable
en términos de la evolucién temporal de una magnitud relacionada con ella.
Cuando la variable respuesta es dicotémica el modelo lineal no es adecuado
para explicar dicha variable a partir de la evolucién temporal de otra. Para
resolver este problema introduciremos los modelos de regresién logistica fun-
cional que es la principal aportacién de esta memoria. Ademds de formular
el modelo, proponemos una forma de estimacién aproximada del mismo asf



Prélogo iii
como soluciones a los distintos problemas que surgen basadas en andlisis de
componentes principales funcional y que a continuacién se detallan.

Para la presentacién de los distintos aspectos de que es objeto la presente
memoria se ha dividido la misma en tres capitulos bien diferenciados: en el
primero se abordard el problema muiltiple, en el segundo el funcional y en
el tercero se presentard un estudio de simulacién con el que se ilustran los
problemas y las soluciones propuestas en los dos primeros.

Como se ha indicado, el primer capitulo aborda el aspecto muiltiple de los
modelos de regresién logistica en componentes principales y se divide en tres
partes. La primera trata de la formulacién del modelo de regresién logfsti-
ca, la estimacién del mismo mediante el método de méxima verosimilitud y
el planteamiento de los distintos contrastes tanto sobre los pardmetros como
de bondad de ajuste. Llegados a este punto se plantean los dos principales
problemas del modelo de regresién logistica: la separacién completa, que para
el caso muiltiple no presenta dificultades, y la multicolinealidad. En la segun-
da parte se presenta brevemente el andlisis de componentes principales desde
el punto de vista muestral, con la definicién y obtencién de las componentes
principales (cc. pp.) de una muestra de observaciones de un conjunto de va-
riables, y las principales propiedades de optimalidad referentes a la reduccién
de dimensién y de representacién de las variables originales. Finalmente se
propone el modelo de regresién logfstica en componentes principales, comen-
zando con su formulacién en términos de todas las componentes principales, el
cual proporciona las mismas estimaciones de la variable respuesta que el mo-
delo en términos de las variables originales. Finalizaremos esta tdltima parte
y este capftulo con la primera aportacién de esta tesis: la formulacién del
modelo de regresién logfstica en componentes principales. Una vez formulado
estimaremos los pardmetros del mismo y propondremos una estimacién (re-
construccién) de los pardmetros del modelo original a partir éstos, estimacion
que serd mas precisa que la obtenida con todas las variables en presencia de
multicolinealidad. También se proponen aqui distintos métodos de introduc-
cién de las cc. pp. en el modelo a la luz de las distintas investigaciones que
indican que no necesariamente las componentes que mas variabilidad acumulan

son las que mejor explican a la variable respuesta.

El segundo capitulo aborda el aspecto funcional de esta tesis y se divide a su
vez en cuatro secciones. En la primera se presentan las principales definiciones
relativas a datos funcionales: proceso estocéstico, trayectorias muestrales, fun-
ciones media y de covarianza, operador de covarianza, etc, asf como las princi-
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pales propiedades y exigencias: continuidad en media cuadrética y trayectorias

de cuadrado integrable. También se introduce la necesidad de utilizar méto-

dos aproximativos para la expresién de las trayectorias del proceso debido a

la imposibilidad de observarlas de manera continua y se repasan las dos que

se utilizaran en el tercer capitulo: aproximacién mfnimo-cuadritica e interpo-

lacién spline ctbica natural. Seguidamente en la segunda seccién proponemos

el modelo de regresién logistica funcional y una estimacién del mismo a partir
de la consideracién de que tanto las trayectorias como la funcién pardmetro
pertenezcan a un espacio de dimesién finita generado por una base. Dicha
estimacién serd poco precisa, como se vers en el tercer capitulo, debido a la
multicolinealidad lo que motivarfa la utilizacién de anélisis en componentes
principales como posible solucién. La tercera seccién esta dedicado al andlisis
en componentes principales funcional (ACPF). Después de repasar la teorfa
bésica sobre la definicién y estimacién muestral de las cc. pp., se desarrollan
los aspectos de estimacién aproximada de las cc. pp. en un espacio de di-
mensién finita a partir de observaciones discretas de las funciones muestrales.
En este caso el ACPF se reduce a un ACP muiltiple de cierta transformacion
de las coordenadas de las funciones muestrales respecto de una base de fun-
ciones (Ocafia et al. 2002). Finalmente la cuarta parte muestra la principal
aportacién de esta tesis: la formulacién y propuesta de estimacién del modelo
de regresién logfstica funcional. En primer lugar, considerando que las trayec-
torias muestrales pertenecen a un espacio de dimensién finita generado por una
base de funciones, el modelo funcional es reducido a uno muiltiple cuya matriz
de disefio involucra a la matriz de coeficientes de las trayectorias muestrales
con respecto a la base. En segundo lugar, para resolver el problema de mul-
ticolinealidad y reducir la dimensién del problema funcional, se formulan los
modelos de regresién logfstica funcional en componentes principales, haciendo
hincapié en la utilizacién de dos tipos de ACPF posibles asf como en los dos
métodos de introduccién de cc. pp. en el modelo.

El tercer y iltimo capitulo est4 dedicado a desarrollar cuatro estudios de
simulacién para ilustrar los modelos propuestos, la problemética que presentan
y las distintas soluciones que se aportan. Todos estos estudios han sido de-
sarrollados con el paquete S-plus. En primer lugar se desarrolla un primer
estudio de simulacién correspondiente al caso multiple. En él se simulan datos
de un modelo de regresién logistica miltiple, esto es, de las covariables (con
alta multicolinealidad) y de la variable respuesta, después de fijar unos pa-
rdmetros. Posteriormente se ajustan tanto el modelo logfstico en términos
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de las variables originalmente simuladas como de las cc. pp. con distinto
ntmero de componentes y con los distintos métodos de seleccién de las mismas.
Con los distintos modelos ajustados se reconstruyen los pardmetros originales
y se calculan medidas tanto de bondad de ajuste como de precisién de las
estimaciones de los pardmetros. Estos pasos se repiten una cantidad grande de
veces y se calculan medidas resumen de las mismas que ponen de manifiesto
que aquello que se obtuvo en el primer caso se verifica siempre bajo las mismas
condiciones. La segunda parte de este dltimo capftulo desarrolla tres ejemplos
mss de simulacién en este caso correspondientes al caso funcional: el primero
considerando la simulacién directa de las trayectorias en un espacio de splines,
el segundo aproximéndolas mediante interpolacién, a partir de observaciones
en instantes discretos, y el tercero utilizando aproximacién mfnimo cuadrética.
En los tres casos funcionales hemos seguido las mismas pautas, hemos simulado
las trayectorias explicativas, una funcién pardmetroy a partir de ah{ los valores
de la respuesta (siempre a través de aproximacion en espacios de dimensién
finita). Posteriormente se han ajustado los distintos modelos en términos de los
valores originales y en términos de las cc. pp., las cuales han sido obtenidas por
los dos tipos de ACPF considerados en el segundo capitulo, con la introduccién
de componentes segin los dos métodos propuestos (variabilidad y stepwise),
y se han reconstruido los pardmetros y calculado las medidas de bondad de
ajuste y precision. Finalmente se han repetido todas estas operaciones una
cantidad grande de veces para demostrar que aquello que ocurre en cada caso

se mantiene al repetirlo.

Resumiendo, las principales aportaciones de esta Tesis son: formulacién de
los modelos de regresién logfstica multiple en cc. pp. para resolver el proble-
ma de multicolinealidad en regresién logfstica y reducir la dimensién (tercera
parte del capitulo 1), formulacién, interpretacién y estimacion de los modelos
de regresién logistica funcional (segunda parte del capftulo 2), introduccién de
los modelos de regresioén logfstica funcional en componentes principales (cuarta
parte del capftulo 2) y desarrollo de estudios de simulacién para ilustrar la pre-
cisién de las estimaciones obtenidas con los modelos propuestos y seleccionar
criterios de introduccién de las cc. pp. en los distintos modelos.

No quisiera concluir este prélogo si mostrar mi m4s sincero agradecimiento
a todos aquellos que han ” sufrido” la elaboracién de este trabajo. En primer
lugar a la directora de esta tesis, la profesora Dra. Dia. Ana M. Aguilera
Del Pino, sin cuyos consejos tanto profesionales como personales no hubiera
salido adelante la misma, en segundo lugar al profesor Dr. D. Mariano J.
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Valderrama Bonnet pues él me abri6 las puertas al mundo de la investigacién
e hizo que mi interés por ella creciera, también a mis compaiieros y profesores
del Departamento de Estadistica e L.O. de la Universidad de Granada, ya que
de todos ellos hay un poquito en esta tesis. También quisiera agradecer a mi
familia la paciencia tenida en estos anos y muy especialmente a Helena por su
renuncia a tantas y tantas cosas para que este trabajo fuera posible.
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Capitulo 1

Regresién logistica miiltiple en
componentes principales

1.1 Introduccién

Con el modelo de regresién logfstica se pretende dar solucién al problema
de predecir una variable respuesta dicotémica en términos de un conjunto
de variables explicativas. Como en la mayorfa de modelos de regresién, en el
logfstico suele ocurrir con determinada frecuencia que las variables explicativas
presentan una alta dependencia, lo que se conoce como multicolinealidad, que
hace que no se obtengan estimaciones precisas de los pardmetros del modelo
con el consiguiente perjuicio para la interpretacién de los mismos. Ademds
también es comiin encontrarse con un nimero demasiado alto de variables
explicativas que hace que el modelo presente dificultades computacionales en
su ajuste.

En este capitulo abordamos la problemética expuesta anteriormente me-
diante 1a sustitucién de las variables explicativas del modelo de regresion logis-
tica por un nimero reducido de variables incorreladas (sus componentes princi-
pales) de manera que podamos dar una estimacién de los pardmetros de dicho
modelo a través de los que se obtienen al estimar el que denominaremos como
modelo de regresion logistica en componentes principales.

1.2 Regresién logistica miltiple

Con el modelo de regresién logfstica multiple pretendemos estudiar la relacién
existente entre una variable aleatoria de respuesta dicotémica (variable binaria

1
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que toma los valores 1y 0) y un conjunto de variables explicativas no aleatorias
que en nuestro caso consideraremos continuas. La regresién logistica ha sido
objeto de muchas aplicaciones en medicina y epidemiologia para explicar gene-
ralmente la probabilidad de padecer una determinada enfermedad en funcién

de ciertos factores de riesgo asociados.

1.2.1 Formulacién del modelo

Sea Y la variable respuesta que consideraremos dicotémica y X1, Xo, ..., Xp un
conjunto de variables explicativas no aleatorias, todas observables y continuas.
Fijados unos valores de estas tltimas, tratamos de explicar el valor que tomaria
Y. Como se demuestra en Ryan (1997), al ser la variable respuesta dicot6mica,
el modelo lineal no es adecuado de modo que utilizaremos el de regresién

logistica.
El modelo de regresién logistica multiple puede escribirse de la forma

Y=n(X)+e (1.1)
donde
T
o m(X)=(m1,mg,... ,Tn)
con
€xp {Zgzo ,le'ij} )
g = % R ¥ (1.2)
1+ exp {Z?:O ,Bj.’Eij}

oY = (Y1,Y2, - ,yn)T es el vector n X 1 de observaciones de la variable

respuesta (vector de unos y ceros).

e X = (z4); i=1,...,m; j=0,...,pes una matriz n X (p+ 1) que
contiene las observaciones de las variables explicativas, esto es, z;; repre-
senta la observacién i-ésima de la j-ésima variable explicativa, j # 0y
z;0 = 1 Vi. Dicha matriz se conoce como matriz de disefio y sus filas se

denotardn por z;.
e f= (ﬁo, By ﬁp)T vector de pardmetros fijo desconocido.

i . ,
e ¢ = (£1,€2,-+ ,En)  vector de errores que se considerardn variables

aleatorias independientes de media cero y varianza 7; (1 — ;).
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Observemos que las varianzas de los errores son distintas con lo que no
podemos utilizar el método de minimos cuadrados ordinarios para estimar el
modelo. Como alternativa podrfa usarse el método de mfnimos cuadrados
ponderados en el caso de disponer de observaciones repetidas de la variable
respuesta en cada combinacién de valores z; de las variables explicativas. El
método de estimacién més usualmente utilizado es el de méxima verosimilitud
basado en la distribucién de Bernouilli de cada una de las observaciones de
respuesta (Hosmer y Lemeshow, 1989), y; ~» B (7).

De manera andloga, podemos expresar (1.2) de la siguiente forma:

P

li:Zﬁjmij Z=]., ,n

=0

donde cada I; recibe el nombre de transformacién logit y corresponde al lo-
garitmo de la ventaja de respuesta Y = 1 para el valor observado z; de las
variables explicativas, cuya expresién es la siguiente:

Uy

lizln[ ],z’=1....,n.

1-— 5
De este modo, el modelo de regresién logistica puede verse como un mode-
lo lineal generalizado cuya funcién ligadura (link) es la transformacién logit
(ver por ejemplo McCullagh y Nelder, 1983). Asf, el modelo matricialmente

quedarfa
L=Xp0

con L = (Iy,... ,ln)T , v siendo X la matriz de disefio habitual, y 3 el vector
de pardmetros anteriormente definido.

1.2.2 Interpretacién de los parametros

En cualquier investigacién en la que se propone un modelo es necesario inter-
pretar los pardmetros del mismo de manera que se puedan obtener conclusiones
de la relacién entre las variables. Los coeficientes de las variables independien-
tes representan la razén de cambio de una funcién de la variable dependiente,
por cada unidad que cambia la independiente. Esto conlleva la necesidad
de saber qué funcién relaciona las variables dependiente e independientes, y
definir la unidad de cambio.
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En regresién logfstica la funcién que relaciona las variables, para el caso

univariante, es

7 (x)

z(x)=m[m]=ﬂo+ﬂlx

de manera que
Br=1l(z+1)—1(z)

por lo que representa el cambio en los logit para un cambio de una unidad en
la variable independiente x.

Es decir, cuando = aumenta en una unidad el logaritmo de la ventaja (de
Y =1 frente a Y = 0) aumenta aditivamente 3, unidades. La interpretacién
de este coeficiente depende de las unidades en que se mida la variable.

Como indican Hosmer y Lemeshow (1989) muchas veces un aumento de una
unidad en la variable z puede no tener sentido, dependiendo de las unidades
de medida, por lo que puede ser més interesante un cambio de ¢ unidades en

T, en cuyo Caso
cfy=1(x+c)—1(z).

En cualquier caso el cambio en el logaritmo de las ventajas no tiene una in-
terpretacién intuitiva en la practica. Por ello se trabaja con el cociente de
ventajas que proporciona una interpretacién interesante de las exponenciales
de los pardmetros del modelo de regresién logistica.

El cociente de las ventajas (odd ratio) de respuesta uno frente a respuesta
cero para dos valores de la variable explicativa que se diferencien en una unidad

es de la forma

m(z +1)
ah 1—7(z+ 1) B ePotBi(z+1) B
O(AI N 1) - 71'(112) T efotBi(@) =
1—m(z)

que quiere decir que al aumentar una unidad la variable z, la ventaja de re-

spuesta uno queda multiplicada por €.
Anélogamente, para un cambio de c unidades en z se obtiene que el cociente

de ventajas asociado es

0(Az = c) = exp(cf).
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En el caso del modelo de regresién logistica muiltiple, la exponencial de cada
coeficiente corresponde al cociente de ventajas de respuesta uno cuando incre-
mentamos en una unidad la variable asociada a ese coeficiente y mantenemos

fijas las demds. Es decir,
0(Az; = L 855 e 00 s @50 Bt van 5 Bp) = i j=1,...,p.

Esto significa que al aumentar en una unidad una de las variables y controlar
las demss, la ventaja de respuesta uno queda multiplicada por la exponencial
del coeficiente de la variable incrementada. Esto implica que si la exponencial
de un pardmetro es mayor que uno (o el pardmetro mayor que cero) la proba-
bilidad de respuesta uno aumenta cuando se incrementa la variable asociada
y se controlan las demds, mientras que si esta exponencial es menor que uno
(pardmetro menor que cero) la relacién es inversa.

1.2.3 Estimacién de parametros

El primer paso, como en todo modelo de regresion, es estimar los pardmetros
presentes en el modelo, esto es, encontrar el vector de pardmetros 3. Este pro-
blema, es conocido como estimacién del modelo y lo vamos a resolver utilizando
el método de maxima verosimilitud, método que consiste en encontrar el va-
lor de los pardmetros que maximiza la probabilidad de encontrar una muestra
como la observada, es decir, maximiza la funcién de verosimilitud.

Como hemos comentado en la formulacién del modelo, las observaciones de
la variable independiente se pueden ver como valores de n vv.aa. independien-
tes con distribucién de Bernouilli por lo que la probabilidad de la muestra, que
vendré dada por la funcién de verosimilitud, serd

L@) =] @ —m)'™*.

i=1

Maximizaremos, como es usual, la log-verosimilitud

£ -z @ = (win () +1m0-m)).

=1 i

Derivando esta expresiéon e igualando a cero obtenemos las ecuaciones de
verosimilitud que son de la forma

Z (yixij - ;r\ixij) = Ov VJ = 01 Y £ (13)

=1
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donde
R exp {Z?:o Zij /BJ}
T, = )
1+ exp {Z’,Lo a:ijﬁ,-}

es el estimador de méxima verosimilitud de m; y ﬁj el estimador de méxima

verosimilitud de ;.
Las ecuaciones de verosimilitud pueden escribirse equivalentemente en for-

(1.4)

ma matricial como

XT(Y -7(X))=0 (1.5)

donde (X)) = (T1,. .., 7).

En general se ha demostrado que las ecuaciones de verosimilitud tienen
solucién tnica salvo cuando existe lo que se conoce como separacién completa
de los datos que, en el caso univariante, consiste en que todas las observa-
ciones para las que la variable respuesta es cero tienen valores de la variable
explicativa menores que aquellos para los que la respuesta es uno. Asf, Albert
y Anderson (1984) y Santner y Duffy (1986) demuestran que para que existan
los estimadores méximo-verosimiles de los pardmetros tiene que darse cierto
solapamiento en los datos. Afortunadamente, en el caso que estamos tratando,
el de variables explicativas continuas, es dificil encontrar separacién comple-
ta en las observaciones por lo que consideraremos que existen los estimadores
méximo-verosimiles. Un estudio més detallado acerca de la separacién com-
pleta y la existencia de los estimadores de méxima verosimilitud se puede ver
en Ryan (1997). Recientemente, Christmann y Rousseeuw (2000) han desa-
rrollado algoritmos para medir la cantidad de solapamiento de un conjunto de
observaciones.

Observemos finalmente que las ecuaciones de verosimilitud no son lineales
en los pardmetros por lo que no se pueden resolver directamente sino que
debemos utilizar métodos iterativos para ello. El algoritmo més utilizado para
la resolucién de estas ecuaciones es el de Newton-Raphson. Veamos brevemente
en qué consiste la estimacién por méxima verosimilitud mediante este método.

Para obtener una expresién de la solucién del sistema (1.5) mediante el
método de Newton-Raphson (ver Apéndice) tendremos que calcular la matriz
jacobiana de XT (Y — 7 (X)) que estard dada por

J(B) = -X"WX
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donde
W = Diag(m (1 —71),...,Tn (1l — 7))

Asf que aplicando el método de Newton-Raphson, las estimaciones de los

pardmetros quedan

ﬁ(m+1) _ I’B(M) + (XTW(m)X) =1 XT (Y _ 7r(m) (X))
donde W™ = Diag (77 i (1 — ng))) , con ™ la aproximacién de 7; obteni-

(m)

(m)
By yeanyln

da en el paso m, y 7™ (X) = (

Como en todo método iterativo, hay que dar un criterio de parada que
indique cuéndo estamos lo suficientemente cerca de la verdadera solucién. En
regresién logistica este criterio suele tomarse de manera que el valor de la
funcién de verosimilitud en las estimaciones de los pardmetros en dos itera-
ciones consecutivas cambie en menos de una determinada cantidad. También
se suele considerar un cambio suficientemente pequeno en los pardmetros y en
las probabilidades estimadas en dos iteraciones consecutivas. La convergencia
del método de Newton-Raphson suele ser rdpida, de hecho esta convergencia
es de segundo orden. Ademss del criterio de parada, resulta interesante elegir
bien una aproximacién inicial de la solucién que haga que el método converja
de manera répida. Se ha demostrado que las soluciones que proporciona el
andlisis discriminante son un buen punto de partida para encontrar la solucién
rdpidamente (Ryan, 1997).

Como se aprecia, no podemos dar una expresion explicita de los estimadores
de los pardmetros sino una aproximacién de la estimacién de los mismos que

.oy

converge al verdadero valor.

Propiedades de los estimadores

Como hemos comentado previamente, no podemos dar una expresién concreta
del estimador de los pardmetros, con lo que no podemos obtener la distribucién
muestral del mismo de manera exacta. Lo que si podemos hacer, puesto que
los estimadores son méximo-verosfmiles, es dar las propiedades asintéticas de
los mismos (ver Rohatgi, 1984). Asf obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 1 Sea ﬁ el estimador mdximo-verostmil de B del modelo de regresion
logistica. Entonces,

(B-8) = Non[0,i(8)7]
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(conwergencia en distribucion), siendo i(8)™" la matriz de informacion de
Fisher cuya expresion para el modelo de regresion logistica es
62
)= B[~ 2L ®)] = -7(6) = X"WX.
B
La conclusién del teorema es que la sucesién de estimadores de maxima
verosimilitud, supuesto que se obtienen como raiz tnica de las ecuaciones de
verosimilitud (y son por tanto una sucesién consistente), tienen asintética-
mente distribucién Npy1 [8, (i B8) -
Segiin esto, podemos dar una estimacién de la matriz de varianzas-covarianzas
del estimador sin més que utilizar las estimaciones de m; en W. Es decir,

o ] - (7).

con W = Diag(7;(1—7;)). Ademés el estimador B es asintéticamente insesga-
do. Observemos que la matriz de covarianzas del estimador aproximado ﬁ(m)

es
cov [3™] = (XT’Vt7(m>X)'1

y se obtiene como un subproducto del método de Newton-Raphson.

Una vez obtenidos los estimadores de los pardmetros y sus propiedades serfa
bueno poder evaluar la bondad de dichos estimadores. La primera medida de
bondad de un estimador es que sea insesgado, lo cual hemos comprobado asin-
téticamente en el resultado anterior. Otra buena propiedad de los estimadores
méximo-verosimiles es que tienen varianza minima.

1.2.4 Inferencia

Una vez que se han estimado los pardmetros, el siguiente paso es hacer inferen-
cia sobre los mismos y contrastar la bondad del ajuste del modelo. En regresién
logistica existen diversas formas de hacer contrastes sobre los pardmetros, to-
das ellas basadas en contrastes asintéticos y vilidas para tamafos muestrales

suficientemente grandes.

Contrastes de bondad de ajuste

El contraste de bondad de ajuste pretende decidir si el modelo de regresién
logistica propuesto se ajusta bien a los datos. En la literatura podemos en-
contrar multitud de formas de contrastar la bondad del ajuste en regresién

Asssasabscssoacaascsasacesascasiscsascsacasanssanscsscaascnconsbonanonanacsanadbhaaaanada
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logistica algunas de las cuales se comparan en Hosmer et al. (1997). Nosotros
analizaremos aqui tres: test Chi-cuadrado de bondad de ajuste, estadistico de
Wilks de razén de verosimilitudes y test de bondad de ajuste de Hosmer y
Lemeshow. En todos los casos se pretende contrastar

exp {Z =0 wuﬁj}
1+ exp {Z o TPy }

e {Zj=o -’”ijﬁj}
1+ exp { 0o miiB; |

esto es, si la esperanza condicional E [Y/ X1 = i, ... , Xp = Tip] = Ely] = =
se puede expresar segin el modelo de regresion logistica.

Hy smy=

Hy:m #

Test chi-cuadrado de Pearson Se trata del test chi-cuadrado de bondad de
ajuste habitual. En nuestro modelo cada observacién de la variable respuesta
ha sido generada por una v.a. de Bernouilli B (m;) o equivalentemente una
multinomial M (1,7;,1 — 7;), con lo que el estadistico chi-cuadrado de bondad
de ajuste al modelo de regresién logistica se obtiene como la suma de los
estadisticos chi-cuadrado de bondad ajuste a cada una de las n multinomiales
bajo la hipétesis nula Hp. El test chi-cuadrado compara los valores observados
con los valores esperados bajo la hipétesis nula, esto es, los ajustados segin el
modelo que estemos utilizando, que en nuestro caso es el logistico. Asf, para
nuestro caso el estadistico chi-cuadrado de contraste quedarfa

E (y‘t - 71',

. 71', 1 — 7r,

donde 7; es la estimacién maximo-verosimil de 7; asumiendo el modelo, dada
por (1.4).

Bajo la hipétesis nula de que las probabilidades verifiquen el modelo, este
estadfstico se distribuye como una x%_, ;. Observemos que los grados de
libertad se obtienen como la diferencia entre el mimero de observaciones y el
nimero de pardmetros del modelo. Por lo tanto, se rechazard la hip6tesis nula
al nivel a cuando se verifique

2
XObs 2 Xn—-p—l;a ’

siendo x2_,_1,. €l cuantil de orden 1 — « de la distribucién x2_,_;.
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Este estadistico de contraste tiene un problema que consiste en que la
distribucién de cada estadistico chi-cuadrado es asintética y nosotros tenemos
una tnica observacién en cada uno, por lo que no resultarfa acertado. Para
evitar este problema, Hosmer & Lemeshow propusieron un test alternativo
agrupando las observaciones.

Test de Hosmer y Lemeshow Este test no es més que el test chi-cuadrado
que resulta después de agrupar convenientemente las observaciones de las va-
riables explicativas en intervalos.

Para realizar el test se agrupan las observaciones en g grupos o clases,
de modo que en cada clase estardn todos los individuos cuyas probabilidades
estimadas estén entre dos prefijadas. Se ha comprobado que la mejor opcién
de agrupamiento es la basada en los deciles de las probabilidades estimadas
obteniendo g = 10 grupos.

Una vez formados los grupos, se contabilizan en cada uno el mimero de
observaciones que caen en dicho grupo, el mimero de unos, y la media de las
probabilidades estimadas. Entonces el estadistico del contraste se obtiene de
nuevo como la suma de los estadisticos chi-cuadrado de bondad de ajuste a las
multinomiales asociadas a los distintos grupos

O = Y oy lop — o)

n, 7, (1 — 7y)

donde
e 7, es el nimero de observaciones en el grupo 7,
n.
® 0. =301 %
I G
o T =— i1 Wy
Ny

Este estadistico se distribuye de nuevo asint6ticamente y bajo la hipétesis
nula como x2_,.

Para utilizar el estadistico chi-cuadrado hay que exigir un mimero minimo
de observaciones en cada grupo, y que las frecuencias esperadas superen una
determinada cantidad. La regla usual es exigir que el 80% de los mismos tengan
frecuencias esperadas mayores que 5 y todas ellas mayores que 1.

idicissacascssnscabcaacacisaoaasrdsasasaannssasnaccacasasnciioobaaanaonaacoaaansasansaaaad
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Test de razén de verosimilitudes El test de razén de verosimilitudes
considera como estadistico el cociente entre el mdximo de la verosimilitud
bajo la hipétesis nula y el méximo de la verosimilitud en la poblacién. En este
sentido, el estadistico seria

A= SuP {Ln,}
sup {L}
Veamos en primer lugar la estimacién de los pardmetros sin asumir ningin
modelo, esto es, asumiendo que tenemos #,... ,Yn Observaciones indepen-

dientes de distribuciones B (7;) cada una. La verosimilitud de los datos serfa

L= ﬁwi" (1—m)'

i=1

de manera que tomando la log-verosimilitud

InL =Y [ylnm+ (1—y)n(l—m),

i=1

derivando e igualando a cero, se tiene
y,-—7ri=0, 2=—‘1, ,n

por lo que la estimacién de los pardmetros 7; coincidirfan con las observaciones.
Esto es lo que se conoce como modelo saturado, que no es mds que aquel
modelo que tiene tantos pardmetros como observaciones, con lo que los valores
ajustados coinciden con los observados. A partir de ahora denotaremos por
Ls al supremo de la verosimilitud bajo el modelo saturado y Ly al supremo
de la verosimilitud bajo el modelo logfstico de Hp.
Entonces, el cociente de verosimilitudes seré
oA ()
Ls Yi 1-y

i=1

que tiene distribucién desconocida. Esto se soluciona utilizando el estadistico
de Wilks que se resume en el siguiente resultado y que se puede ver en Rohatgi,
(1984).

Teorema 2 Dada Xi,... , X, una muestra aleatoria simple de una poblacién
con distribucion fo con @ € ©, y consideremos el contraste de hipdtesis

Hy : 6€6g

H 1 - 0 €0.
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con Oy y © espacios paramétricos. Sea el cociente de verosimilitudes

sup fo
_ 6€6¢

sup fo
)

entonces

—2InA B 2

n—00

con 1 la diferencia entre los tamafios de los espacios paramétricos.

La expresién del estadistico de Wilks de razén de verosimilitudes para el
contraste de bondad de ajuste al modelo de regresién logfstica es de la forma

2(M) = — o8 [ (% S 1—-%i\| H 2
G*(M) = —2h1A—2; [y,ln (%) +(1 y,)ln(l_,ﬁi)] Ko

Denotando por Ly y Ls a los supremos de las log-verosimilitudes del mo-
delo logfstico y del saturado respectivamente, este estadistico también se puede

expresar de la forma

G:(M) = —21n£"-‘- =2(Ls— L)
Ls

de manera que se tiene que el estadistico G? de Wilks se puede expresar como
el doble de la diferencia entre el méximo de la log-verosimilitud bajo el modelo
saturado y el méximo de la log-verosimilitud bajo el modelo logistico.

Al estadistico G2 (M) se le suele llamar deviance y juega un papel similar
a la suma de los cuadrados de los residuos del modelo de regresion lineal.

Medidas globales de bondad de ajuste

Como en todos los modelos de regresién, ademés de los contrastes de bondad
de ajuste resulta interesante analizar medidas que de algiin modo informen
sobre la bondad del ajuste mediante un dato numérico objetivo. Veamos ahora
algunas medidas, andlogas a las ampliamente conocidas en el modelo lineal,

para nuestro modelo de regresién logfstica.

¥ ¥ R ¥ ¥ )
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Coeficiente R? en regresién logistica En el caso de regresién lineal es
conocido que la bondad del ajuste se mide mediante el coeficiente de determi-
nacién que se definine a partir de los valores observados y los predichos por el

modelo de la siguiente forma:

Z?:l (yi — @)2 .
Z?:l (yi - ?)2

Para regresion logistica no se puede calcular R? del mismo modo ya que se ha
demostrado que asi calculado R? puede llegar a tomar valores pequenos cuan-
do el ajuste es casi perfecto (Ryan, 1997). En el caso lineal el coeficiente de
determinacién también se puede definir en términos de cocientes de verosimi-
litudes. De manera andloga para el modelo de regresién logistica definiremos
el coeficiente de determinacién a partir del cociente entre el méximo de la
verosimilitud bajo el modelo que sélo tiene el término constante (L) y el
méximo de la verosimilitud bajo el modelo con todos los pardmetros (L)

R*=1-

Definicién 1 Se define el coeficiente de determinacion para regresion logtstica

LO 2/71
R:=1-(— .
(LM)
El coeficiente R? calculado de esta manera serd menor que 1 ya que se

tiene que el méximo de la verosimilitud del modelo completo es un producto
de probabilidades. Por esta razén, el méximo valor que pueda tomar R?, en

de la forma

lugar de uno, serd

2/n
max RZ =1 — [7n7 - ,y)n(l—'r)]
siendo ~ el porcentaje de unos en el conjunto de datos. Este valor puede ser
préximo a cero cuando hay pocos datos con lo que se ha propuesto como medida
de 1a bondad del ajuste lo que se conoce como coeficiente de determinacién

corregido o ajustado, que se define como

2
E2 R

max R?’

Tasa de clasificaciones correctas La medida que més se utiliza en regre-
sién logistica para evaluar la bondad del ajuste es la tasa de clasificaciones
correctas (CCR). Para calcular la medida CCR se elige un punto de corte p.
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para las probabilidades, que usualmente es p. = 0.5 y se considera que un indi-
viduo est4 clasificado correctamente cuando su probabilidad estimada 7; > p.
e y; = 1 o bien 7; < p. e y; = 0, mientras que en caso contrario se considera
clasificado incorrectamente. Asi, la tasa de clasificaciones correctas se define
como el cociente entre el nimero de observaciones clasificadas correctamente
y el nimero total de observaciones muestrales.

Aunque usualmente se escoge como punto de corte 0.5, serfa mas adecuado
utilizar aquel punto de corte que maximice la tasa de clasificaciones correctas
(Hosmer y Lemeshow, 1989) o incluso tomar como punto de corte la proporcién

de unos en la muestra.

Contrastes sobre los parametros

Pretendemos obtener contrastes de significacién sobre los pardmetros del mode-
lo de regresi6n logfstica muiltiple considerado, esto es, asumimos que el modelo
elegido es el correcto e intentamos identificar las variables que son significativas.
Se trata por lo tanto de un contraste de la forma

Ho:ﬁ(l)zﬁ(2)="'=:3(l)=0
H1:Algﬁnﬂ(i)7é0‘v’i=l,...,l (1.6)

donde By; Bays - -+ » B son i < p + 1 pardmetros escogidos de entre los p+ 1

de que disponemos.

Dicho de otra manera, pretendemos contestar a la pregunta: ;las variables
X, X@ - Xq ayudan a la explicacién de la variable respuesta?. Este pro-
blema se puede solucionar de varias formas que se presentan a continuacion.

Contrastes de Wald Est4n basados en la distribucién normal asintética de
los estimadores de méxima verosimilitud. Recordemos que la distribucién asin-
t6tica del estimador méximo-verosfmil de los pardmetros del modelo logistico

era
B > Npwr (B, (XTWX) ™) .

Consideremos el vector de pardmetros (3 = (ﬁ(l), Bays- e s ﬂ(,))T, y su esti-
mador méximo verosfmil () cuyas componentes son los estimadores méaximo-

verosimiles B3y, B(g), - - - ;B de By Beays - - - , B¢y~ Entonces

By ~ Ni (ﬁ(o),COU(E(O))) ;

isisobononcssocotsososrtéoascsssasd>aassscacoascanscsdoacarnasossnascsaasancocaacanss
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siendo Cw(B(O)) la, matriz de covarianzas de 3(0) obtenida directamente como
una submatriz a partir de la del estimador de méxima verosimilitud completo

(X TwXx ) i A
Entonces

(B(O) - /8(0))T (COW(B(O)))—1 (E(O) - :8(0)) ek Xz2-

Si consideramos esta misma distribucién bajo la hipétesis nula impuesta,
el estadistico de contraste que se obtiene serd

. P -1
ﬁz(;) (000(5(0))) Bo)

donde 6;0(3(0)) es el estimador de Cov(ﬁ(o)) obtenido sustituyendo las proba-
bilidades poblacionales ; por sus estimadores de méxima verosimilitud bajo

el modelo, 7;.
Por lo tanto, se rechazars Hy con nivel de significacién a siempre que

=1 A~

,’éc([(')) (C/O\'U(E(o))) Bo) 2 Xisa-

Como caso particular podrfamos hacer el contraste para todos los pardme-
tros excepto el término independiente. También se pueden plantear contrastes
sobre cada uno de los pardmetros individuales del tipo

HO : ﬁ]=ﬂ21
H, : ,3_77&,62

Es conocido que el estimador méximo-verosimil de cada pardmetro tiene dis-
tribucién normal con media el pardmetro y con varianza el correspondiente
elemento diagonal de (X Twx ) i que denotaremos por S (E]) . Entonces,
bajo la hipétesis nula, se tiene

5.2 3 (#55(6),

.M—00

de ahi que el estadistico del contraste tenga, bajo Hy, distribucién

54

7=-1_—L B N[,
5()

A~ ~ —— —1 —~
siendo S (ﬂj) el correspondiente elemento diagonal de (X TwXx ) con W =
diag (7; (1 — 7)) -
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Por lo tanto se rechazard H, al nivel de significacién a siempre que
|Z I Z za/2-

El contraste anterior se podria efectuar a través de la distribucién chi-
cuadrado sin mds que considerar el cuadrado del estadistico Z. Tomando
,82- = 0 se obtienen los contrastes de Wald de significacién de cada uno de los
pardmetros individuales del modelo.

Contrastes condicionales de razén de verosimilitudes Constituyen un
método alternativo al test de Wald multivariante para el contraste de hipétesis
(1.6) que puede expresarse equivalentemente en la forma

H, : Modelo Mp se verifica

H; : Modelo Mp no se verifica asumiendo M,

donde M es el modelo logistico considerado, es decir el que tiene los p + 1

pardmetros y se asume como cierto, y Mp el modelo particular y anidado en

M obtenido después de haber hecho cero los [ pardmetros de la hipétesis nula.
El test de razén de verosimilitudes para este contraste es de la forma

Ly,
A= E,
Ly

siendo Ly, el supremo de la verosimilitud bajo M, definida por

By = H??('MP) (1 - Riatm) ™,

con Tiup) el estimador méximo-verosimil bajo My, y Ly el supremo de la
verosimilitud bajo M

Ly = Hﬂ'y’ (1 1 .

Entonces

LMP fI (ﬂ-i(MP) ) . (1 - %i(MP)) i
1-7; '

La distribucién de este estadistico es desconocida. Para poder realizar el
contraste acudimos de nuevo a la distribucién asintética del estadistico de
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Wilks de razén de verosimilitudes, denotado por G? (Mp/M), que es de la

forma

G (Mp/M) = —2InA
% 1—Tym H,
_ _22 [yz ( (MP)) 4 (1 = y,-) In (—1—_%>] nf’)w Xl2'

Observemos que los grados de libertad de la distribucién chi-cuadrado de este
estadistico bajo Hy se obtienen como la diferencia entre la dimensién del es-
pacio paramétrico, que asumiendo el modelo M es p+ 1, y la dimensién del
espacio paramétrico bajo la hipétesis nula, que es el mimero de pardmetros del
modelo Mp dado por p+1—1.

El estadistico anterior tiene la ventaja de poder descomponerse como sigue
en términos de los estadisticos de Wilks de razén de verosimilitudes para los
contrastes globales de bondad de ajuste de los modelos Mpy M :

G® (Mp/M) = ~2In 22 = 2(Lys — Luss),
M

siendo Ly y Lu, los maximos de las log-verosimilitudes de los modelos ge-
neral y particular respectivamente. Si llamamos Ls al méximo de la log-
verosimilitud del modelo saturado, se tiene que sumando y restando 2Ls

e (MP/M) = 2(Lm— »CM_p) —2Ls+2Lsg
= [~2(Lmp — Ls)] — [-2(Ly — Ls)]
= G*(Mp) - G*(M),

lo cual lleva a que el test de razén de verosimilitudes para contrastar dos
modelos anidados, uno resultado de hacer cero algunos pardmetros en el otro, es
la diferencia de los contrastes de razén de verosimilitudes de bondad de ajuste
de cada uno de los modelos y su distribucién asintética tiene como grados de
libertad la diferencia entre los grados de libertad de ambos estadisticos que
corresponde al nimero de pardmetros anulados.

El test de significacién de cada uno de los parametros individuales se puede
obtener directamente como un caso particular de contraste condicional de razén
de verosimilitudes del modelo que tiene todas las variables menos la asociada
al pardmetro que se anula, con respecto al modelo con todas las variables de

partida.
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Intervalos de confianza

Los intervalos de confianza que veremos estdn basados en la normalidad asin-
tética de los estimadores de méxima verosimilitud.

Intervalo de confianza para los pardmetros Para un pardmetro indivi-
dual, un intervalo de confianza asintético al nivel (1 — a) serfa

(Ej + Za/2 §<BJ)) .

Intervalo de confianza para las transformaciones logit De manera
ansloga se puede obtener el intervalo para una combinaci6n lineal de pardme-
tros a partir de la siguiente distribucién normal:

B ~ N [.’ETB,.’L‘? (XTWX)_1 a:,]

con I la fila i-ésima de X.
Entonces el intervalo de confianza para la transformacién logit l; = =73

(.7:;"1’,3\ + 2479 \/:vf (XTWX) - m,) .

Intervalo de confianza para probabilidades A partir del intervalo ante-
rior para las transformaciones logit, podemos obtener el siguiente intervalo de
confianza aproximado al nivel (1 — «) para cada una de las probabilidades

T = P {mzﬂlB} — eli
YT l4exp{zfB} 1+é€N’

sera

en la forma
expA exp B
l1+expA’l+expB)’
con
A= mzﬂﬁ - Za/z\/;g (XTWX)_l s,
y

B =aTB + zaj0\/ 2T (XTWX) ' ;.

2 eadsaidoacascssassascocscascasscahsccadboasascsscdacncasooassnscansacnsaassdsacacaann
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1.2.5 Seleccién de modelos

Hasta ahora hemos ajustado el modelo y hemos realizado los contrastes suponien-
do que las variables explicativas consideradas son las mejores a la hora de
predecir la respuesta. Pretendemos ahora seleccionar las variables que mejor
ayuden a explicar la respuesta. Los métodos més usuales que se utilizan en
regresién logistica estdn basados en los contrastes condicionales de razén de
verosimilitudes, siguiendo siempre el criterio de parsimonia para seleccionar el
modelo con menor niimero de pardmetros que se ajuste bien a los datos.

Meétodo backward o de eliminacién progresiva

Es un método que preténde obtener el mejor ajuste de regresién partiendo
del modelo que incluye a todas las variables disponibles. En primer lugar,
consideramos las p variables disponibles y ajustamos el modelo con todas las
variables. A continuacién se examinan todas las variables individualmente
para ver cual serfa la candidata a abandonar el modelo, mediante los contrastes
condicionales de razén de verosimilitudes Hp : 8; =05 =1,...,p. Elegimos
como candidata a ser eliminada, aquella que tenga p-valor méximo entre todos
los p-valores mayores que el nivel de significacién prefijado a. Si no hay ninguna
variable verificando esta condicién (todos los p-valores son menores o iguales
que ), el modelo con todas las variables es el més acertado y paramos el
método. En caso contrario, eliminamos dicha variable y reajustamos el modelo,
plantedndonos en el siguiente paso la eliminacién de cada una de las restantes
variables del modelo seleccionado en el paso anterior. Este procedimiento
continta hasta que encontremos que no hay ninguna variable candidata a salir
del modelo o bien el modelo resultante de la eliminacién no se ajusta bien
globalmente. En la Tabla 1.1 se muestra un cuadro resumen del algoritmo de
seleccién del método backward con M; el modelo que resulta de eliminar en
cada paso la j-ésima variable del modelo M que seré el que tenga las variables
que atin no se hayan eliminado en dicho paso.

Este método tiene el inconveniente del mimero de célculos que necesita.
Adems4s es irreversible, en el sentido de que una vez eliminada una variable,
ésta no vuelve a entrar jamés en el modelo; y podria ocurrir que una variable
recupere su poder explicativo en funcién de otras.
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Método forward o de introduccién progresiva

Es un método anslogo al anterior, pero en este caso pretende obtener el mejor
ajuste de regresi6n partiendo del modelo que incluye sélo al término indepen-
diente.

En primer lugar, consideramos las p variables disponibles y ajustamos el
modelo con sélo el término independiente. A continuacién se examinan todas
las variables candidatas a entrar en el modelo individualmente, ajustando todas
las regresiones Y/X;; (j =1,...,p) para ver cul serfa la candidata a entrar
en el modelo, mediante el contraste condicional de razén de verosimilitudes
que tiene en la hipétesis nula el modelo con sélo el término independiente y la
hipGtesis alternativa el modelo que afiade la variable correspondiente. Elegi-
mos como candidata a entrar, aquella que tenga el minimo p-valor de entre
todos los p-valores menores o iguales que un nivel de significacién elegido o
Si no hay ninguna variable que cumpla esta condicién el modelo con sélo el
término independiente explica mejor la variable respuesta que en presencia de
otras y paramos el método. En caso contrario, la inclufmos en el modelo y con-
trastamos en el siguiente paso la posibilidad de incluir cada una de las restantes
variables en el modelo seleccionado en el paso anterior. El procedimiento con-
tinta hasta que encontremos que no hay ninguna variable candidata a entrar
en el modelo. La Tabla 1.2 resume el algoritmo de ejecucién del método for-
ward donde M; es el modelo resultante de introducir la j-ésima variable en
el modelo M, en cada iteracién del algoritmo. Este método, al igual que el
anterior, necesita muchos célculos y es irreversible pero en este caso en el sen-
tido de que una vez que una variable entra en el modelo, ésta no vuelve a salir
jamés del mismo; y podrfa ocurrir que una variable pierda su poder explicativo
en funcién de otras.

Método stepwise

Este método aglutina a los dos anteriores, en el sentido de que en cada paso
empieza con un método forward, y una vez que se ha reajustado el modelo
con las variables que hay hasta ese momento, se examina la candidata a salir
del modelo antes de volver a probar cusl deberfa entrar. En este sentido, la
eleccién de los niveles de significacién deben ser elegidos cuidadosamente de
manera que la variable que entra en un paso no sea eliminada en el mismo
paso en la comprobacién backward. Por eso en general se suele escoger una
significacién para entrar menor que para salir.
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rEleccién de a (significacién maxima) J

i

[ Regresion Y/ (X;,. .., Xp) |e—| p=p-1 |
! 1

[ Céleulo G2 = G* (M;/M); j=1,...,p | | M= My |
! T

[ &=P{Gi>x}ii=L....p ] 1
! 7
. No

Oz = Y0EX {8y 3 f = 1500 4P} < @ R Aceptamos Hy : Mp,.x

| Si
Fin B

Tabla 1.1: Método Backward o de eliminacién progresiva

\ Eleccién de a (Significacién méxima) J

!
| Regresion Y/M, X;; j=1,...,p | — | p=p-1 |
! 1
[ Céleulo G2 = G* (M/M;); j=1,...,p | | M =M + Xunax |
! 3
aj=P{G32->x%:j=1,...,p} 1
! 1
Qmin =min{e;:j=1,...,p} > f)) Rechazo Hy: M
[
n Fin ]

Tabla 1.2: Método Forward o introduccién progresiva
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1.2.6 Validacién del modelo

Una vez estimados los pardmetros y contrastada la significacién de las cova-
riables, el siguiente paso es la validacién del modelo seleccionado, esto es, el
anslisis de los residuos para estudiar si se verifican las hip6tesis del modelo
e identificar posibles inconsistencias derivadas de la no verificacién de dichas
hip6tesis. La manera habitual de validar un modelo es mediante el anélisis de
los residuos, esto es, una medida de la diferencia entre valores observados y
ajustados. Estos residuos ponen de manifiesto falta de ajuste, mala eleccién
del modelo, etc. Adems4s los residuos también pueden detectar observaciones
extrafias que perjudiquen al modelo. Para el caso de regresién logistica se
puede elegir entre dos tipos de residuos: residuos de tipo Pearson y los residuos
de tipo deviance.

Residuos

En el caso lineal los residuos se definen como la diferencia entre el valor ob-
servado de la variable dependiente y el valor predicho por el modelo. Para el
caso de la regresién logistica los valores predichos se definen como

=%, i=1... ;1
de manera que si definimos el vector de valores predichos como
7(X) = Ry, 2y-+- 1 Tn)
se tiene que los valores predichos verifican
XT (Y -7 (X)) =0.

Ya estamos en condiciones de definir los residuos siguiendo la misma filosoffa
que en regresién lineal de modo que vendrén dados por

e=Y —7(X),
y uno de ellos en particular
e,-=y,~——’7Fi, ’i=1,... , .

Sin embargo los residuos que se suelen utilizar en regresién logistica no son
estos sino aquéllos cuya suma de cuadrados sea el estadfstico global de bondad
de ajuste del modelo (estadistico chi-cuadrado de Pearson o estadistico de
Wilks de razén de verosimilitudes) (ver por ejemplo Ryan, 1997).
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Residuos de Pearson
Definicién 2 Se definen los residuos de tipo Pearson como

Yi — T

A R T
T, (1 = 7Ti)

Se puede observar que la suma de los residuos al cuadrado coincide con el
estadistico chi-cuadrado de Pearson

(y; — 7i)
Z 71',1—;7,

=1

Residuos de la deviance

Definicién 3 Se definen los residuos de la deviance como

1 -5 1/2
d; = sign (y; — 7;) (2 [y,ln +(1—vy)ln = ,7;])

Cada residuo mide la desviacién entre la correspondiente componente de
la log-verosimilitud del modelo ajustado y la correpondiente componente de
la log-verosimilitud que resultaria si cada punto se ajustara perfectamente
(modelo saturado).

La suma de los cuadrados de los residuos de la deviance es el estadistico
G? de razén de verosimilitudes

o
i=1

Gréficos de los residuos

Ademss del cdlculo de los residuos, para la validacién del modelo son ttiles
algunos gréficos de los mismos que nos informen sobre las hipétesis del modelo.
En este sentido se ha propuesto un grafico de r2, = r2/(1 — hi;) frente a 7;
(ver Ryan (1997)) donde h; es el i-ésimo leverage, que en regresién logistica se
define como el i-ésimo elemento diagonal de

H=W"X (X"WX) 7 xR

siendo W = diag (7; (1 — 7;)) . El motivo de este gréfico es que 7% es aproxi-
madamente el cambio que se obtiene en el estadistico chi-cuadrado de Pearson
cuando se elimina la i-ésima observacién.
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Residuos estandarizados

A los residuos

T

1—hs

Tis =
se les llama residuos de Pearson estandarizados y bajo la hipStesis nula
HO : Ty = 0

tienen distribucién N(0,1). Por ello cada residuo de Pearson estandarizado es
utilizado como estadistico del contraste de significacién de su residuo asociado,
de modo que se rechazar4 la hipétesis nula de igualdad a cero de dicho residuo
cuando |7is| > Zaj2-

De igual manera, las cantidades

d;

iy = ——
1 — hy

reciben el nombre de residuos de la deviance estandarizados y bajo la hipétesis
nula

H():di=0

tienen distribucién asintética N (0,1), de modo que se utilizan como estadisti-
cos del contraste de significacién de los residuos de la deviance. Rechazar H,
implica que hay falta de ajuste en la i-ésima observacién, o lo que es igual, que
la i-ésima observacidén es un outlier.

Los residuos més utilizados y preferidos son los de la deviance ya que la
distribucién asintética se aproxima més rdpidamente a la normalidad que los
Pearson, aunque estos tltimos tiene la tipica forma de aproximacién de una
distribucién binomial a una normal.

La siguiente es otra modificacién que se ha propuesto de los residuos de la
deviance (ver Ryan, 1997) ya que tienen distribucién asintética normal incluso
con tamafios muestrales pequeiios: son los residuos de la deviance modificados

definidos como

1-2m;

& =d; + .
7 (1 — 7))

(]
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Medidas de influencia

Cuando en los modelos de regresién nos encontramos con puntos que se situan
lejos del resto suele ocurrir que este hecho influya de manera desordenada en
las estimaciones de los pardmetros del modelo. Lo ideal serd detectar dichos
puntos para eliminarlos y evitar asf dicha influencia desordenada sobre las
estimaciones de los pardmetros. Para detectar dichos puntos existen varias
medidas como leverages, definidos previamente, y distancias de Cook. Veamos
esta ultima medida para el modelo de regresién logistica.

Distancia de Cook

Podriamos adaptar el estadistico D de Cook del modelo lineal (ver Draper y
Smith, 1980) a regresién logistica cuya definicién serfa

1 By
D; = 2 = .

Una modificacién de este mismo estadistico es la siguiente (ver Ryan, 1997):

IS L /2
oo et ek L Ry ¥
p+1 l—hi.i

donde
- Yi — 7@

Ta) (1= 7)) V1 —hi

siendo 7 ;) el valor estimado al eliminar la observacién i-ésima.

1.3 Anadlisis en componentes principales

El an4lisis en componentes principales es una técnica multivariante que tiene
como objetivo reducir la dimensién de un problema mediante la construccién
de combinaciones lineales de la variables del mismo con varianza méxima e
incorreladas, de modo que la variabilidad de las variables es explicada por las
componentes principales de mayor varianza.

Los modelos de regresién en componentes principales (Massy, 1965) susti-
tuyen las variables explicativas de un problema de regresién por un subconjunto
6ptimo de sus componentes principales, persiguiendo un doble objetivo:
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e Reducir la dimensién del problema, explicando la respuesta con el menor
nimero posible de variables explicativas. Para ello sustituye el conjunto
original de covariables por un conjunto de predictores incorrelados, con
el consiguiente ahorro que se produce en la estimacién e interpretacién
de los modelos, asf como la eficacia en la eleccién del mejor modelo.

e Estimar con precisién los pardmetros del modelo evitando el problema
de la multicolinealidad entre las variables explicativas.

Veamos en primer lugar en qué consiste el ACP como técnica multivariante
para posteriormente aplicarlo al modelo de regresién logistica. Obviaremos el
caso tedrico para pasar directamente al aspecto muestral.

Obtencién de las componentes principales

Como hemos comentado previamente, pretendemos reducir la. dimensién de
un problema mediante combinaciones lineales de las variables originales de
dicho problema. El ACP va a utilizar determinadas combinaciones lineales
que cumplan ciertas condiciones de optimalidad.

Consideremos X, ... , X, vectores n-dimensionales que se pueden ver como
una muestra de n observaciones de un vector p-dimensional de covariables de
un modelo de regresién. Todas estas observaciones se pueden resumir en una
matriz de la forma

11 Ti2 -+ ZTyp
¥ To1 T2 -+ Ty
Tpi Tpz - Tnp
cuyas columnas corresponden a los vectores X;, j = 1,...,p. Las filas de la

matriz X se pueden ver como n vectores p-dimensionales
T :
{Il'i:(d?.,;l,l‘,;z,...,mip) ;z=1,...,n}

asociados a las observaciones de un conjunto de variables explicativas de un
modelo de regresion para cada individuo muestral. De cara a la obtencién de las
componentes principales (cc.pp.) consideraremos sin pérdida de generalidad
que las variables son centradas Y ;. , z;; =0, Vj =1,...,p. En otro caso se
trabaja con la matriz centrada X'* cuyas filas son z} = z; — 7.
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Las componentes principales son transformaciones lineales de las variables
originales de la forma

Z.=c1 Xy 4+ Xp = Xe= (c"zy, xa,... ,chn)T
con ¢ € RP, y sus componentes definidas en la forma
Tz = 1% + cTig + - -+ + CpTip-

Veamos los momentos muestrales asociados a las combinaciones lineales asi

construidas
e Media
T+ T4+ Tz,
T, = =CZx
n
con

e .- _ 1 ,
:1:=(:c1,...,.rp)Tya:j=ﬁz.'z,-j,]=1,...,p.

=1
e Cuasivarianza.
1

donde S es la matriz de varianzas-covarianzas muestrales.

e Cuasi-covarianza. Consideremos otra transformacion lineal de la mues-
tra Zy = (bTx1, b7y, ... ,b7z,) con media y cuasivarianza Zp = 'z y
S? = bT Sb respectivamente. La cuasi-covarianza seréd

1

p— [(cT:cl — cTE) (chcl — bTT) + -4 (cT:cn — cTE) (bTa:n — bTZE)]

=c'Sb

A continuacién se definen las componentes principales como las combina-
ciones lineales que tienen varianza mdxima, estdn normalizadas a la unidad y

son incorreladas.

Definicién 4 Dada una muestra de observaciones de p variables como la
definida anteriormente que resumiremos en la matriz X de dimensién n X p,



28 Regresion logistica miiltiple en cc. pp.

e se define la primera componente principal como la combinacion lineal
Zy, = XV, t.q. el vector de coeficientes V; se obtiene como solucion al
problema de méximos

max 178l = VISV,
{l:lTl=1}

e Dadas las j—1 primeras componentes principales, Z; = XV, ... ,Z;_; =
XV;_1, se define la j-ésima componente principal como Z; = XV; tal
que

max TSt =VvIsy; (1.7)

{z:sz=1,v,3"SI=o,Vk=1,... ,_1‘—1}

La condicién de normalizacién se exige para obtener unicidad en los pro-
blemas de méximos planteados, ya que si V; es tal que max {I"Sl} = VT SV,
entonces V; con r € R también hace méxima esa cantidad.

La definicién anterior proporciona un método recursivo para la obtencién
de las componentes principales. El siguiente teorema, cuya demostracién puede
verse en cualquier texto de andlisis de datos multivariantes (por ejemplo en
Basilevsky, 1999), proporciona las soluciones de los problemas de méximos
planteados.

Teorema 3 Los vectores V; soluciones del problema de mdzimos (1.7) que
definen a la componentes principales son las soluciones del problema de valores
propios

Sl= X\

donde S es la matriz de varainzas-covarianzas muestral de X. Ademds el valor
de dicho mdximo es

TSl = M.

De la obtencién de las componentes principales y del hecho de que la matriz
de covarianzas muestral sea semidefinida positiva, se tiene que los autovalores
(varianzas de las componentes principales) estdn ordenados aunque no de ma-
nera estricta: A\; > --- > A, > 0. Para los autovalores distintos (multiplicidad
uno) se tiene que los autovectores son tinicos salvo cambio de signo, sin embargo
los correspondientes a autovalores con multiplicidad mayor que uno no son
unicos (Basilevski, 1999) de modo que las cc.pp. asociadas tampoco lo son.
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Por otro lado, y también de la obtencién y definicién de las cc.pp., se tiene
que los autovectores asociados a los autovalores anteriores, son ortonormales
(Basilevski, 1999), lo que proporcionard las buenas propiedades que veremos

a continuacion.

Representacién en componentes principales

Una vez obtenidas las componentes principales, éstas se pueden expresar ma-
tricialmente en la forma

Z=Y
con
V11 V12 V1p
V= Vo1 V22 V2p
Up1 Up2 Upp

la, matriz ortogonal que tiene por columnas los p vectores propios de S que
reciben el nombre de vectores principales.

El ACP de una muestra de observaciones de un vector aleatorio permite la
expresién de las observaciones de cada una de las variables del vector en tér-
minos de las observaciones de un conjunto de variables incorreladas, asf como
la diagonalizacién de la matriz de varianzas-covarianzas. Ambas propiedades
se resumen en el siguiente resultado:

Teorema 4 Dada una matriz de observaciones de un conjunto de variables
X = (Xaq,... ,Xp) y su matriz de componentes principales Z = (2, ... , Zp),

1. La matriz de covarianzas se factoriza de la forma
S =VAVT,

con A = diag (Ay,...,Ap) y V la matriz que tiene por columnas a los

vectores principales.

2. Podemos reconstruir la matriz de observaciones de la forma

x =27
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y cada vector X;, mediante la siguiente representacion en términos de
las cc.pp Zx, k=1,...,p

P
Xj = Z Zk’Ujk
k=1

siendo vj, el correspondiente elemento de V.

Esta representacién de las trayectorias es 6ptima en el sentido de ser la que
minimiza el error cuadratico medio

1o e B
- i — Li5) .:1)"'7
nE(""J :I:]) J p

i=1
de entre todas las representaciones lineales mediante variables incorreladas de

la forma
- p
Xj= E QWi
k=1

Esta y otras propiedades de optimalidad del ACP se resumen en el siguiente
teorema y su demostracién puede verse en Basilevski (1999):

Teorema 5 Sean Xi,...,X, un conjunto de vv.aa. Entonces el ACP tiene
las siquientes propiedades de optimalidad:

1. Las componentes principales mazimizan la traza total (varianza univa-
riante) de las X; dada por tr(S) = >0, A

2. Las componentes principales mazimizan la varianza generalizada de las
X; dada por |S| =L A

3. Las componentes principales minimizan la entropia total, esto es, mazi-
mizan la informacion contenida en las variables definida por

i=1

4. Las componentes principales mazimizan la distancia euclidea.

5. Las componentes principales minimizan el error cuadrdtico medio.
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Al principio de la exposicién del tema, hacfamos referencia a dos obje-
tivos del ACP: la reduccién de dimensién y la obtencién de variables incorre-
ladas para resolver el problema de multicolinealidad en los modelos de regre-
sién. Hasta ahora lo que hemos conseguido son las variables incorreladas. La
propiedad que ahora introducimos nos resuelve el segundo objetivo del ACP:
la reduccién de dimensién.

Consideremos la factorizacién obtenida anteriormente de la matriz de varianzas-
covarianzas mediante ACP, entonces

tr(S) =tr ()

de manera que

Zp: Var [X;] = i Var(Z;] = 2”: i
=1 i=1 =1

con lo que la suma de las varianzas de las variables originales coincide con la
suma de los autovalores de su matriz de varianzas-covarianzas y con la suma
de las varianzas de las componentes principales obtenidas a partir de ellas.
Consideremos la cantidad
Aj .
- ' J= L 5o D
?:1 A" ’ ’
esta cantidad se puede ver como el tanto por uno del total de varianza de las
variables originales que es explicado por cada componente principal.
Ya que las cc.pp. son incorreladas, se tiene que considerando un nimero

reducido s de cc. pp., (s < p)

i Z,:l = 28: Var [Z,] = i Ai,
i=1 i=1 i=1

de manera que con las s primeras componentes principales se consigue explicar

Z‘?—l Ai )
== x 100
( . 1)‘i

Var

el siguiente porcentaje

b
del total de variabilidad presente en el experimento que estemos considerando.
En la medida en que ese porcentaje sea alto, asi de buena serd la explicacién
que se dé al problema que involucra a X', con las s primeras cc.pp.

A partir del teorema de representacién visto anteriormente y de esta propiedad
se obtiene el siguiente resultado de optimalidad:
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Teorema 6 La siguiente representacion aprozimada de las observaciones de
cada una de las variables de X mediante las s primeras componentes principales
extraidas de X es dptima en el sentido de minimizar el error cuadrdtico medio

s
X;ZZZkvjk §<P, §=1.:. 4P
k=1
Para terminar con las buenas propiedades que proporcionan las compo-
nentes principales no podemos olvidar la que permite invertir la matriz de
varianzas-covarianzas de una muestra de observaciones X. Asi, considerando
la matriz U = VA~'/2 donde V y A son las definidas anteriormente, entonces

ot =84,

Esta propiedad viene a resolver uno de los problemas planteados al principio de
la presente seccién: la multicolinealidad, esto es, la alta dependencia existente
en las observaciones de una muestra de variables X’ que hace que su matriz de
varianzas-covarianzas esté mal condicionada y por tanto que su inversa no exis-
ta. Inversa que por otro lado ser4d necesaria en la estimacién de determinados
modelos como es el caso de los de regresién lineal y logfstica muiltiples.

Interpretacién de las componentes principales

El problema de las componentes principales es que se trata de combinaciones
lineales artificiales de las variables originales, de modo que no son directa-
mente observables. Por ello de cara a las aplicaciones es fundamental su inter-
pretacion, para lo que resulta 1itil conocer la relacién lineal entre las compo-
nentes principales y las variables originales. Para ello estudiaremos la matriz
de correlaciones entre ambas.

Matricialmente, es claro que la matriz de covarianzas entre variables y
componentes principales se puede expresar de la forma

Cov[X, Z] = SV = VAVTY = VA,

de modo que la covarianza entre la j-ésima variable y la k-ésima componente
principal es

CO’U[X]-, Zk] = Ak’l)jk.

Esto implica que la correlacién viene dada. por

. 1/2
Corr(X;, Z;) = _MeUik (i’—c—) Vjk-

VSide  \Sij
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Otro problema relacionado con la puesta en préctica del andlisis en com-
ponentes principales es 1a seleccién del nimero 6ptimo de componentes princi-
pales necesarias para la reconstruccién de las variables originales. A pesar de
que han sido desarrollados diversos criterios tedricos de selecci6n, los mas ex-
tendidos en la préctica son los criterios empiricos basados en reglas puramente
intuitivas. Fl més usual es elegir un punto de corte (cut-off), usualmente entre
el 70 y 95%, y retener las s primeras componentes principales cuyo porcentaje
de varianza acumulada sea superior o igual a dicho punto de corte.

1.4 Modelo de regresién logistica en términos

de las componentes principales

Como han constatado numerosos autores en la literatura.,, (Hosmer & Lemeshow
(1989), Ryan (1997) ), el andlisis de regresién logfstica muiltiple presenta al-
gunos problemas derivados de la matriz de disefio, que hacen que los resulta-
dos obtenidos en dichos modelos sean inconsistentes. El primero y quizds més
grave es el problema de la multicolinealidad. Dicho problema consiste en que
las variables predictoras estén muy correlacionadas entre sf, lo cual es espera-
ble cuando se trata de investigar la relacién entre un conjunto de variables con
una variable respuesta, ya que si no todas, muchas de ellas son variables muy
cercanas en cuanto a dmbito de estudio. Este problema provoca que la matriz
de covarianzas esté mal condicionada y por tanto su inversién presente proble-
mas computacionales. En este sentido serfa interesante tener un conjunto de
variables ”auxiliares” incorreladas que permitieran estimar los pardmetros del
modelo evitando todos los problemas que provoca la multicolinealidad.

Un segundo problema a abordar en modelos de regresién consiste en el
tamafio del experimento. Cuando el nimero de variables a analizar es muy
grande, la seleccién de las mismas suele ser compleja, por lo que serfa in-
teresante reducir en lo posible el nimero de variables explicativas a utilizar
de manera que se consiguiera explicar la préctica totalidad de la variabilidad
presente en el modelo, con un conjunto reducido de regresores.

Como solucién para los dos problemas comentados anteriormente, pro-
ponemos a continuacién utilizar como regresores del modelo de regresién logis-
tica, las componentes principales de las variables explicativas. De este modo,
se evita la multicolinealidad ya que las componentes principales son incorre-
ladas y ademés se resuelve el problema de la dimensién al poder considerar un
ntimero reducido de componentes en lugar de todas las variables. En el capi-
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tulo tres se desarrollars un estudio de simulacién que evaluard la capacidad de
las cc. pp. para resolver de forma eficaz los problemas antes mencionados.

Consideremos que disponemos de un conjunto de posibles regresores o vari-

ables explicativas X1, Xa, .-, X, y la variable respuesta habitual Y. El modelo

de regresion logistica se expresaba de la forma
Y =n(X)+e

con las matrices, vectores e hipétesis habituales. Supondremos, sin pérdida de
generalidad, que la, matriz X de observaciones de las variables explicativas es

centrada en media, esto es, que Y i Zij =0, Vj=1,...,P.

Sea Z = XV la matriz de las componentes principales de X (scores) con V
la matriz que tiene por columnas los autovectores de XTX. Como se puede ver
en Basilevsky (1983), los autovectores de una matriz no varfan si multiplicamos
dicha matriz por un escalar, con lo que consideraremos los autovectores de la
matriz anterior en lugar de los de la matriz de covarianzas que se obtendrfa de

la anterior dividiendo por n — 1.
El modelo de regresién logistica en términos de las componentes principales

consiste en tomar como matriz de disefio del modelo
Z=XV

donde X es la matriz de disefio del modelo de regresién logistica muiltiple en
términos de las variables originales y V' es la siguiente matriz por cajas

V= 1 | Oixp
Opx1 | V
Esta matriz también es ortogonal ya que
VIV = LI U ETI N
Ops1 | VTV P
Ademés también diagonaliza a XTX ya que

0 n |0
yrxrxy = (e ) e ) = A
( Opx1 | VIXTXV Opx1 | A

Entonces el modelo de regresién logistica muiltiple, considerando como regre-

sores las componentes principales, es de la forma

Y =n(Z)+e¢ (1.8)

 F R F Y NN
asaatscdcéaiccacanascianacasoscanasthancncscsnnscansananananncaaaanana
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con
wwy=w4mﬂwwynqm4mf
Y
_ep{dr}
i (Z2) = —’—_d1+exp{z;-r7}’ R T,

siendo 2! la i-ésima fila de la matriz Z y v = ('yo, was ,'yp)T el vector de

pardmetros a estimar.
Como Z = XV, la i-ésima fila de esta matriz serd

T __ 0
g =ogV

con z7 lai-ésima fila de 1a matriz de disefio original. Por lo tanto, se tiene que

las probabilidades del modelo en términos de las cc. pp.

_exp{av} _ exp{aTVy}  ep{s{B} _ . _
") = oo (T} ~ Trep @V}~ Tremplalf} "

probabilidades del modelo en funcién

sin m4s que tomar 3 = V', por lo que las
funcién de las variables

de todas las componentes principales y del modelo en
originales son las mismas.

Equivalentemente, en su forma lin
modelo de regresién logistica en términos de las componentes principales se

eal para las transformaciones logit el

puede expresar COmo
L=2y=XVy=Xp,

siendo L = (l1,1a,.-- ,1,)T el vector cuyas componentes son las transforma-

ciones logit ; =In[m;/(1—m)], i=1,...,m.

Estimacién de parametros

Consideremos ahora las ecuaciones de verosimilitud del modelo en funcién de

las componentes principales

ZT(Y —7(2)) =0

con
exp {zI7} .

Ay | PPN
1+ exp{#7}

i (Z) =
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Entonces esas ecuaciones se pueden expresar de la forma
ZT (Y —-7(2)) = (XV)T Y -7(2))= VIXT(Y -7(Z)) =0

de manera que
ZT(Y —7(2)=0& VIXT (Y -7 (2)) =0 XT(Y-7(2)=0

que lleva a que en caso de solucién tinica, las probabilidades predichas por el
modelo de regresién logistica sobre las cc.pp. son las mismas que las predichas
por el modelo sobre las variables originales, lo que ademés es inmediato como
se desprende de la propiedad de invarianza de los estimadores de méxima
verosimilitud (Rohatgi, 1984).

Por otro lado, si estimamos el modelo de regresién logfstica miltiple en fun-
cién de todas las componentes principales, y obtenemos 4, entonces podemos
reconstruir el estimador de méxima verosimilitud del vector de pardmetros en
términos de las variables originales de la forma

~

b=V,

de modo que las probabilidades predichas se obtienen en la forma

exp{2/9} _ eXp{m’ﬁ} — Ry =1, M
1+exp{z]7} 1+ exp {m?ﬁ} , Y

! (Z) =

El estimador 7 conserva las propiedades asintéticas de los estimadores de
méxima verosimilitud ya estudiados para (. Es decir,

3 ~ N(7,Covfl)

n—0o0
siendo

Covl§] = (2TW2) ™" = (VIXTWXV) ™.

1.5 Modelo de regresién logistica en compoé
nentes principales

Hasta ahora hemos considerado el modelo de regresién habitual en funcién de
todas las componentes principales, en el que las nuevas observaciones de los
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ontinuacién que el modelo de regresién

regresores son ortogonales. Veamos a ¢
ar como regresores s6lo algunas de las

logistica en cc. pp- consiste en consider
cc. pp. y no todas.

Consideremos la matriz de disefio del modelo en términos de todas las com-

ponentes principales, la de autovectores y el vector de parametros del modelo

dispuestos en cajas de la forma

1 Z11 ccc Z1s | B1s41 CCC 0 Alp
7 - 1 2o -+ Z2s | R2s41l T Z2p
1 Znl " Zns | Amstl 7T Znp
= ( 29 | 20 ) = (XVilX Vi),

1 0 ... 0 0 wz 0

Vi1t Vis | Visy1 o Uip
v = 0 vg -+ Vs |Vast1 0 Uzp | T ( Vs ‘ Vin )
0 vp - Ups | Upst1 "7 Upp
T %
Y= (707’71,'"”Ysl’ys-}—lv"w’)/p) =(_;£§L)7T=p—s-
(r)

La expresién del vector de pardmetros (3 (correspondiente al modelo en

términos de las variables originales) se puede descomponer entonces en la forma

B=Vy=Vis¥e+ Vin e (1.9)

y a su vez se tiene

Y = (o7 =V
7(1‘) = (7s+1’ e ”Yp)T = ‘/(T)ﬂ'

Observemos que de estas consideraciones se tiene que el modelo de regresion

logistica en términos de todas las componentes principales se puede expresar
a partir de la transformacién logit de la forma

L=2v=ZsYst Z)Y(r)

nemos ahora eliminar aquellas componentes principales menos

Nos propo
ustamos el

explicativas tomando como regresores las s primeras cc. pp-- Si aj
modelo de regresién logfstica con unas pocas componentes principales (las que
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més variabilidad explican), las s primeras, obtenemos pardmetros estimados
distintos de las estimaciones de los primeros s pardmetros obtenidos con todas
las componentes principales. Aun asf, se aprecia que se puede obtener una
buena aproximacién de las probabilidades con una reduccién interesante de la
dimensién del problema como se podrs, apreciar en los ejemploa simuladoa que

se incluyen en el Capitulo 3.
Entonces, el modelo de regresién logfstica en componentes principales serd

Y =7 (Z) +ee

que se ha obtenido eliminando en el modelo (1.8) las componentes principales

asociadas a los r menores autovalores, esto es

. {ZiT(s>7<s>} .
,i=1...,n
1+ exp {Z,-TES)W’(s)}
siendo zggs) la i-ésima fila de la matriz Z), y 7(s) €l vector formado por los

primeros s parametros.
El vector L(s de transformaciones logit del modelo de regresién logfsti-
ca en términos de las s primeras componentes principales se puede escribir

Ti(s) =

equivalentemente en la forma
Ls) = Z(s)V(s)>

que, igual que en el caso de la regresién lineal en componentes principales, se
puede escribir en términos de las variables originales como

L) = Z(s)’Y(s) = XV(s)7(3) = X:B(s))
sin méds que definir el vector de pardmetros
:8(3) = ‘/(8)7(3),

que proporciona una reconstruccion aproximada del vector de pardmetros
poblacionales § en términos del vector de pardmetros de las s primeras cc.

Estimacién de parametros

Como hemos comentado previamente, es claro que el estimador de méxi-
ma verosimilitud ¥, obtenido resolviendo de forma aproximada mediante

Newton-Raphson las ecuaciones de verosimilitud

Z5 (Y = 7(Zy)) =0,

L\I — NM\&(s))) — V>
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no tiene como componentes a los estimadores de méxima verosimilitud de los
s + 1 primeros pardmetros del modelo con todas las componentes principales.

Es decir,
~ A~ ~ ~\T
Yoy # FosT1r+ -+ »7s)

con lo que las probabilidades estimadas ajustando el modelo con las s primeras
componentes son distintas de las probabilidades estimadas truncando el mo-
delo que contiene todas las componentes principales en la s-ésima componente

principal. Esto significa que
lis) = Zi(s)’Y(s) # Zzij7j7
. pars

lo que implica reajustar el modelo cada vez que se introduce o elimina una
componente principal a diferencia de lo que ocurre en el caso de la regresién

lineal en cc. pp..
No obstante, podemos dar una estimacién de los parémetros originales del

modelo a partir de 5 7Y(s) Que es mas precisa que los propios /6’ cuando las variables
originales estdn muy correladas, tomando

B = Vi)V (s)-

Finalmente las probabilidades predichas en términos de las s primeras

cc.pp. son de la forma

eXp{ z(a)’Y(s)} €xXp {"L‘ IB(S)} 1
1+ exp { z(s)’Y(s>} 1+exp {a] ﬂ(s)}

En lo que se refiere a las propiedades de los estimadores, vimos en el caso
de regresién lineal que al estimar los parametros del modelo utilizando los
estimadores de las componentes principales se perdian algunas de las buenas

propiedades de los mismos.
En el caso de la regresién logfstica el estimador de los pardmetros de las

variables originales a través de las componentes principales deja de ser asin-
t6ticamente insesgado ya que su esperanza asintética serd, ViV = Bsy # B-

Ti(s) =

1.6 Seleccién de componentes principales

Un aspecto esencial en la utilizacién de las componentes principales como
covariables en un modelo de regresion, y tratado ampliamente en el caso lineal,
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es 1a eleccién del método més idéneo para incluir componentes principales en
el modelo. Numerosos autores han tratado este problema en el caso de la
regresién lineal. Por ejemplo Aucott y Garthwaite (2000) consideran ideal la
introduccién de las componentes a partir de los tests condicionales de razén de
verosimilitudes en su trabajo de comparacién de distintos métodos de regresion
en presencia de multicolinealidad, Mansfield et al (1977), Hocking (1976) y
Gunst y Mason (1977) también han tratado diferentes métodos en el orden
de inclusién de las componentes siendo el anteriormente citado el mas popular
junto con el método de inclusién de las componentes en orden a su explicacién
de la variabilidad total de las covariables originales.

En los ejemplos con datos simulados analizados en el Capitulo 3 considera-
remos ambos métodos para el caso de la regresién logfstica lo cual no ha sido
analizado antes en la literatura estadistica. Llamaremos Método I a la inclusién
de las componentes en orden a su porcentaje de varianza explicada, y Método
II al de la inclusién en el orden que proporciona el método de seleccién stepwise
basado en contrastes condicionales de razén de verosimilitudes poniéndose de
manifiesto en todos los casos desarrollados la idoneidad del Método II.
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Capitulo 2

Regresion logistica funcional en
componentes principales

2.1 Introduccién

En las tltimas décadas y gracias al desarrollo de las nuevas tecnologfas ha
variado el enfoque que se daba a determinados fenémenos, pasando de un
tratamiento que histéricamente habfa sido multivariante a un tratamiento fun-
cional. Asi, habfa fenémenos que a pesar de su naturaleza funcional era nece-
sario darles un tratamiento multivariante por la falta de metodologfas eficaces
para el andlisis a partir de su naturaleza funcional. Tal es el caso de la evolu-
cién temporal de magnitudes como determinados fndices en un mercado de
valores en el 4mbito de la economia, o de las temperaturas y precipitaciones
en el de la meteorologfa, o del crecimiento de los jévenes en medicina, o del
agujero de la capa de ozono en fisica.

A pesar de no ser usual en la préictica tener observaciones de forma con-
tinua de magnitudes que tienen esta naturaleza, sino mas bien una serie de
observaciones en distintos instantes de tiempo, resulta necesario idear técni-
cas que tengan presente esta naturaleza continua para el anslisis de dichos
fenémenos. El desarrollo tecnolégico también ha posibilitado que podamos
disponer de cantidades ingentes de informacién que hay que sintetizar para
poder ser interpretada, por lo que también es necesario, ademds de examinar
la perspectiva funcional de determinados fen6menos, reducir su dimensién sin
perder demasiada informacién. Es por todo esto por lo que se han desarrolla-
do en los tltimos afios técnicas como el Andlisis en Componentes Principales
Funcional (ACPF) que sirve a este objetivo de manera adecuada. Desde el

41
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punto de vista metodolégico esta teorfa tiene su origen en el desarrollo de
Karhunen-Loéve (K-L) introducido en 1947 por Karhunen y que permite dar
una representacién ortogonal de las trayectorias de un proceso estocéstico en
términos de vv. aa. incorreladas y funciones deterministicas.

Ademas del Anslisis en Componentes Principales (ACP) existen otras téc-
nicas generalizables al campo funcional como es el modelo de regresién lineal.
Asi, cuando se dispone de una variable respuesta Y que queremos explicar a
partir de una magnitud que evoluciona en el tiempo y que se modeliza a partir
de un proceso estocéstico en tiempo continuo, surge el modelo de regresién
lineal funcional; tal es el caso de la situacién en la que se quieren explicar las
precipitaciones totales en un conjunto de estaciones meteorolégicas a partir
del patrén que presenta la evolucién de las temperaturas en dichas estaciones
(Ramsay y Silverman, 1997). Asi, dado un conjunto de observaciones fun-
cionales z (t),- .. ,Zn (t), que constituyen una muestra aleatoria simple de
un proceso estocéstico {X (t) :t € T}, y un conjunto de observaciones de la
variable respuesta ¥, ... ,¥, asociadas a cada una de dichas trayectorias, el
modelo de regresién lineal funcional se formula de la forma

yi=a+/x,-(t)ﬁ(t)dt+6,-, g2 1 s B
T

siendo el principal problema la estimacién de la funcién pardmetro B (t).

Para ajustar un modelo como el anterior se presentan varios problemas
empezando porque usualmente no se dispone de la expresién explicita de las
trayectorias {z; (t), i=1,...,n} sino de un conjunto de observaciones de
dichas trayectorias en un conjunto de nodos ti,... ,tim;, ¢ = 1,...,n; ¥
terminando por el método a utilizar para obtener la estimacién de la fun-
cién pardmetro. Para dicha estimacién no son adecuados los métodos usuales
del caso muiltiple: minimos cuadrados y méxima verosimilitud, como afirman
Ramsay y Silverman (1997).

El presente capftulo tiene dos objetivos fundamentales: el primero es ge-
neralizar el modelo anteriormente descrito al caso de una variable respuesta
dicotémica para la que, al igual que ocurre en el caso multivariante, no es
adecuado un modelo lineal, y es por ello por lo que proponemos, como extensién
del modelo de regresién logistica muiltiple, el modelo de regresién logistica
funcional que tendra como objetivo estimar una variable binaria a partir de
la evolucién de una variable continua en el tiempo. El segundo es introducir
los modelos de regresién logfstica funcional en componentes principales para
reducir 1a dimensién del problema y conseguir una estimacién precisa de la
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funcién pardmetro en presencia de multicolinealidad.

Este capitulo de divide en cinco secciones: la primera la compone esta
introduccién. La segunda introduce la teorfa bésica sobre Anilisis de Datos
Funcionales (ADF) asf como los métodos més usuales de aproximacién de
trayectorias de un proceso en tiempo continuo a partir de la informacién dis-
creta en un conjunto de nodos de observacién. En la seccién tres se formula el
modelo de regresién logfstica funcional como extensién del modelo de regresién
lineal funcional y el de regresién logfstica multiple y se presentan los problemas
que se plantean en la estimacién de la funcién pardmetro y algunas posibles
soluciones. La seccién cuarta proporciona un resumen del ACPF para una
muestra aleatoria simple de realizaciones de un proceso estocéstico, recordando
la obtencién de las componentes principales, la representacién de las funciones
muestrales en términos de las compoentes principales y la interpretaciéon de
éstas, y la aproximacién de las mismas. Por tdltimo, en la seccién cinco, se
propone el modelo de regresién logistica funcional en componentes principales
como solucién de los problemas de estimacién de la funcién pardmetro del
modelo original a causa de la dependencia existente en los datos funcionales

muestrales.

2.2 Anadlisis de datos funcionales y procesos

estocasticos

Como se ha indicado anteriormente, existen muchos campos de aplicacién
donde los datos observados son funciones en lugar de los vectores del andlisis
multivariante, funciones que se pueden ver como realizaciones de un proceso es-
tocéstico. Igual que cuando se analizan fenémenos desde la perspectiva multi-
variante la herramienta idénea para su tratamiento son las variables aleatorias,
los vectores aleatorios y familias numerables de variables aleatorias; cuando los
fenémenos a investigar pertenecen al campo funcional, las herramientas pro-
babilisticas que los representan son los procesos estocssticos que modelizan la
evolucién de una variable aleatoria en el tiempo. Veamos a continuacién, y de
forma resumida, algunas definiciones y resultados basicos referentes a procesos
estocésticos.
Consideremos un espacio probabilfstico (£2, A4, P).

Definicién 5 Dado (H,({,)y) un espacio de Hilbert separable cualgquiera se
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define una variable aleatoria sobre H como una funcién medible

X: Q — H
w — X(w),

o lo que es igual, tal que X! (B) € A, siendo B un conjunto Borel de H, esto
es, de la o-dlgebra de Borel generada por la topologia del espacio H.

Como hemos visto en la introduccién, el 4&mbito de esta memoria es el de los
procesos estocésticos, y dentro de este campo tienen especial interés aquéllos
cuyas funciones muestrales pertenecen al espacio de Hilbert de las funciones
de cuadrado integrable sobre un intervalo real T'. Por tanto, denotaremos por
L? (T al conjunto de las funciones reales de cuadrado integrable sobre T":

AT = {f:T—*R:/|f(t)|2dt<oo}.
T
Este espacio, con el producto escalar usual, definido como

(rg), = / £ (6)g () dt, Vf,g € I}(T), (2.1)

y la norma asociada a dicho producto escalar, tiene estructura de espacio de
Hilbert separable.

Una restriccién que se suele imponer a las variables aleatorias en el &mbito
de los procesos estocdsticos, es que tengan al menos momentos de segundo
orden finitos. Llamamos L? (€2) al conjunto de las variables aleatorias sobre §2
(en R o0 en H) con momentos de segundo orden finitos, esto es, tales que

E[I|X|? = /Q I1X @)[[2dP (w) < o0, VX € L* ().

con ||-|| 1a norma correspondiente al espacio de Hilbert en el que consideremos
la v. a. Este conjunto con las operaciones habituales de suma y producto por
escalares de variables aleatorias, tiene estructura de espacio vectorial. Con-
siderando sobre L? (2) el producto escalar

Dpe: FO@QxI*Q — R
(X,Y) — (X,Y)=E[XY]= [, X (@)Y (v)dP (w)

se le dota a dicho espacio de estructura de espacio de Hilbert separable con la
norma engendrada por dicho producto escalar.

Una vez introducidos los elementos probabilisticos necesarios, ya estamos
en condiciones de definir lo que es un proceso estocéstico.
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Definicién 6 Dado T C R un intervalo de la recta real, se define un proceso
estocdstico continuo como una familia (no numerable) de variables aleatorias
{X (t) : t € T} todas definidas sobre el mismo espacio probabilistico (,A,P).

Segiin sean las variables aleatorias (reales, complejas o hilbertianas), hablare-
mos de procesos estocésticos reales, complejos o en H, siendo los primeros los
que ocupardn nuestra atencién en lo que sigue. Por otro lado, si las variables
del proceso son de segundo orden, diremos que el proceso es de segundo orden.

Al igual que los principales elementos del anélisis multivariante son los
dos primeros momentos del vector de variables aleatorias de que es objeto,
en el caso funcional también resultan fundamentales dichos momentos debido
principalmente al gran nimero de problemas existentes en fisica e ingenierfa
en los que se requiere el conocimiento de tales momentos; y es por todo esto
por lo que en general se requiere que los procesos estocdsticos sean de segundo

orden.

Definicién 7 Sea {X (t) : t € T'} un proceso estocdstico real de seqgundo orden.

Entonces,

e se define su funcién media como

p: T — R
t — pu@®)=EX@®)]=[,X(tw)dPw).

e Se define su funcion de covarianza como

C: TxT — R
ts) — C(ts) =E[X#)—pn@)(X(s)—p(s))
X () — (0) (X (5,0) — p ()] 4P ).

La mayoria de las técnicas funcionales, y en particular la que es objeto
de esta tesis, imponen ciertas restricciones referentes a la continuidad de la
funcién de covarianza. Es por ello por lo que introducimos a continuacién el
concepto de continuidad en media cuadratica.

Definicién 8 Se dice que un proceso estocdstico real {X (t) :t € T} es con-
tinuo en media cuadrdtica si verifica que

lim 7 [(X (t+h)— X ()*] =0, VteT.
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La propiedad de continuidad en media cuadrética de un proceso permite
asegurar la continuidad de su funcién de covarainza como indican los siguientes
resultados cuyas demostraciones pueden verse en Todorovic (1992):

Proposicién 1 Un proceso estocdstico de sequndo orden {X (t):t €T} es
continuo en media cuadrdtica si y sélo si su funcion de covarianza es continua

en todo punto diagonal (t,t), Vt€T.

Proposicién 2 Si C (t,t) es continua para todo t € T, entonces es continua
enT xT.

De la definicién de proceso estocsstico se tiene que éste se puede ver desde
una doble perspectiva: dado un to € T fijo, X (to) es una variable aleatoria
con valores en R; y dado w € Q fijo, se tiene que X (w) es una funcién de
T en R conocida como trayectoria o funcién muestral, con lo que un proceso
estocéstico continuo puede verse como una variable aleatoria sobre un espacio
de funciones.

A pesar de las buenas propiedades que proporciona a su funcién de covari-
anza la continuidad en media cuadrética de un proceso, no ocurre igual con sus
trayectorias muestrales, ya que esta propiedad no es suficiente para establecer
la continuidad de las mismas, de hecho el proceso de Poisson homogéneo es
continuo en media cuadrética y sus trayectorias son discontinuas; no obstante
sf permite asegurar que las trayectorias son al menos de cuadrado integrable
como indica el siguiente resultado (ver Todorovic, 1992).

Proposicién 3 Si un proceso es continuo en media cuadrdtica, existe otro,
estocdsticamente equivalente a él, cuyas trayectorias son funciones de cuadrado

integrable.

Debido a estas buenas propiedades, a partir de ahora dado un fenémeno de
naturaleza continua modelizado por el proceso estocsstico real {X (t) : t € T},
el ambiente que consideraremos serd el dado por:

H, {X (t):t € T} es de segundo orden,
H, continuo en media cuadrética,

H; y con trayectorias que pertenecen al espacio L2 (T) de las funciones de
cuadrado integrable con la métrica usual en L? (T') definida por (2.1).
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Bajo estas hipétesis un proceso estocéstico continuo puede verse como una
funcién aleatoria definida sobre L? (T):

X: Q@ —- L*(T)
w — Xw): T — R
t - X(tw).

Definicién 9 (Operador de covarianza). Asociado a un proceso estocdstico
bajo las hipdtesis Hy, Hy y Hs, se define su operador de covarianza en la

forma

c: LX(T) — L*(T)
f — C(f)@®)= [ C(t,5) f(s)ds.

De la perspectiva de proceso estocsstico como variable aleatoria en L? (T))
podemos obtener una generalizacién al caso en que sus trayectorias pertenezcan
a un espacio de Hilbert cualquiera H con un producto escalar asociado , )y,
siendo entonces un proceso estocdstico una variable aleatoria Hilbertiana. En
este caso el operador de covarianza se define como sigue:

Definicién 10 Dado (H, {, ;) un espacio de Hilbert, y X una variable aleato-
ria sobre dicho espacio, se define su operador de covarianza Cy : H — H como
aquél que verifica que Yhy,hy € H

(Cor () ho) g = / (X (@) — Ea [X], ha) g (X (@) — Ext [X], ha)  dP ()

(2.2)
siendo Ey [X] el elemento de H que verifica
(B [X], by = [ (X @) h)ydP (W), Vhe H (23)
Q

con Q el espacio muestral sobre el que se define la variable aleatoria.

Igual que en el caso multivariante para el estudio de un fenémeno se toman
muestras aleatorias de los vectores que modelizan la situacién, dado un proce-
so estocéstico real {X (t) ,t € T'} bajo las condiciones vistas anteriormente en
el caso funcional, dispondremos de una muestra aleatoria simple de n realiza-
ciones del proceso (elementos de L? (T')) denotadas por z (t) , %2 (t) , - - - ,%n (£)-
A partir de esta muestra podemos definir los dos primeros momentos mues-
trales.
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Definicién 11 Se define la funcién media muestral como

2(0) =2 > @),

=1

y la covarianza muestral como

n

D (@i(s) =z (s) (2: (1) —F(t)) -

i=1

1
n—1

C (s,t) =

Estas funciones son estimadores insesgados, consistentes y que conver-
gen casi seguramente a sus correspondientes momentos poblacionales (Devi-
lle, 1973). La funcién de covarianza muestral verifica ademds las siguientes
propiedades:

1. Es definida no negativa, esto es, dados a,... ,am €ER y t1,... ,tn €T,
se tiene que

Z Z aklak,_,a (tk17tk2) > 0.

k=1 kp=1
2. Tiene simetria hermitica

C(s,t)=C(t,s), V(s,t) €T x T.
3. Verifica la desigualdad de Schwarz, esto es

G(s,1)] < [C(s,9)C )] L

4. Su norma, definida como

"@(s,t)” = (/T/T ’6’(3,t)‘2dsdt)1/2,

es finita por ser el proceso continuo en media cuadrética.

Definicién 12 Un elemento muy importante en el andlisis de datos funcionales
es el operador de covarianza muestral que se define como sigue:

ﬂﬂ@=£5®ﬂﬂ$®

Este operador verifica las siguientes propiedades:
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1. Es un operador acotado sobre L% (T'), esto es,

lew| <k,

siendo ||-|| la norma engendrada por el producto escalar usual en L? (T
definido en la ecuacién (2.1) y k una constante.

2. Es un operador autoadjunto:
(€(1),9)=(£.C(9)), Vhrg € L*(T).
3. Es un operador positivo:

[ew)| >0, vrer2@).

2.2.1 Aproximacién de trayectorias en espacios de di-

mension finita

Uno de los grandes problemas con que nos encontramos en la préctica, al
trabajar con datos funcionales, es el hecho de que usualmente no se dispone
de la expresién explicita de las trayectorias muestrales sino de una serie de
observaciones de cada una de ellas en un conjunto finito de instantes o nodos.
En la literatura podemos encontrar distintas estrategias para reconstruir de
forma aproximada las trayectorias muestrales de un proceso estocéstico a partir
de observaciones discretas. En los libros de Ramsay y Silverman (1997) y Val-
derrama et. al. (2000) se analizan algunas de estas estrategias que se reducen a
dos métodos diferentes dependiendo de que los datos observados se consideren
medidos con o sin error, utilizando en el primer caso una aproximaciéon minimo
cuadritica y un método de interpolacién en el segundo.

La primera estrategia consiste en considerar que las trayectorias a recons-
truir pertenecen a un espacio de dimensién finita generado por una base de
funciones y obtener los coeficientes de la expresién de tales trayectorias en
términos de los elementos bésicos, mediante el método de minimos cuadrados,
a partir de la informacién conocida en los nodos. De este tipo es el método de
proyeccién ortogonal propuesto en Aguilera et al. (1995).

La segunda consiste en obtener una funcién que coincida con el valor de
cada trayectoria en los nodos de observacién, utilizando alguno de los métodos
de interpolacién conocidos: Lagrange, Newton, Spline, etc. Aguilera et al.
(1996) utilizan interpolacién spline ctibica natural para la reconstruccion de las
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funciones muestrales de un proceso aplicdndola para estimar las componentes
principales y predecir y modelizar la cotizacién en bolsa del sector Bancos
(Aguilera et al., 1999) o el grado de ocupacién hotelera en Granada (Aguilera et
al., 1997). Por otro lado Ramsay y Silverman (1997) analizan ambas estrategias
en diversos estudios referidos a la evolucién de temperaturas en el tiempo o
de la estatura de un conjunto de nifios, asf como la evolucién del dngulo de
la cadera y de la rodilla al caminar. Todas estas estrategias terminan por
discretizar el problema funcional y tratarlo desde la perspectiva multivariante.

Al analizar una variable que evoluciona en el tiempo y se modeliza segin
un determinado proceso estocdstico {X (t) : t € T'}, es usual tomar una mues-
tra aleatoria simple de trayectorias de dicho proceso, z; (£),... ,Z,(t), y mis
concretamente un conjunto de observaciones de dichas trayectorias en un con-
junto de instantes t,... ,tim;, ¢ = 1,...,n, no necesariamente iguales para
cada trayectoria. Denotaremos por z; al vector que tiene las observaciones de
la trayectoria z; (t) en los nodos ty, ... ,tim,,

z; = (i (tio) .-+ ,Ts (timi))Ta

Dada una trayectoria muestral z (t) asociada a un proceso estocdstico
{X (t), t € T}, todas las estrategias desarrolladas hasta el momento para re-
construir su forma funcional a partir de datos discretos pasan por considerar
que dicha trayectoria pertenece a un espacio de dimensién finita E, generado
por una base de funciones, {¢, (£),...,#, (t)} de modo que su expresion es
de la forma

2(t) =Y 0y 1),

siendo diferente en cada caso (aproximacién minimo cuadrética e interpolacién)
la obtencién de los coeficientes a;.

Un aspecto a tener en cuenta, para la aproximacién de las trayectorias, es
la eleccién del espacio més apropiado generado por la base {qbl (£) 5=+ 19, ®)}
que dependerd de la naturaleza de las trayectorias. Algunas de las bases més
utilizadas son las siguientes:

Funciones indicadoras. Son muy adecuadas para procesos puntuales o
de recuento cuyas trayectorias permanecen constantes en intervalos aleatorios.
Dada una particién de T' = [T3, T3], definida por los nodos 77 = ag < a; <
... < a, = T3, las funciones bésicas serfan

¢; (t) = (aj —ajm0) V2L (1), j=1,...,p,
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donde I; (t) es la funcién indicadora del intervalo (a;_1,a;]. Observemos que
el espacio E, generado por esta base ortonormal de funciones es el de las
funciones constantes en los intervalos de la particién elegida en el intervalo de
observacion.

Funciones trigonométricas. Son muy utilizadas si se conoce que las
trayectorias son regulares (continuas y diferenciables casi seguramente), y sus
elementos estdn definidos de la forma

1

2 12 2yt
(1) = ij
¢; (t) (Tz—T1) sen<T2_T1),51j%pax

2 ¥ omjt
- (t - . .
¢]() (Tg—Tl) COS (Tg—Tl), S1 ] €s 1unpar

Estas funciones son muy ttiles para aproximar trayectorias muy estables en
las que no hay un comportamiento local fuerte y cuya curvatura es la mis-
ma aproximadamente en todo el intervalo considerado (Ramsay y Silverman,
1997). Por otro lado esta base es inadecuada si se sospecha que existe algin
grado de discontinuidad en las trayectorias a aproximar. Observemos que estas
funciones constituyen una base ortonormal de L? (T) de modo que el espacio
E, generado por las p primeras funciones trigonométricas es una aproximacién
de L2 (T) en el sentido de que la sucesién de proyecciones ortogonales de L? (T')
sobre E,, converge puntualmente a la identidad cuando p — oo (Riesz y Nagy,
1990).

Funciones polinémicas. Son funciones poco utilizadas porque a pesar de
su facilidad de célculo, presentan grandes oscilaciones y no demasiada suavi-
dad. Los elementos de las bases polinémicas son de la forma

¢ (1) =

¢J(t)=(t—0)37]=071’

con 6 un pardmetro a elegir. Al igual que las trigonométricas, estas funciones
no muestran un comportamiento local adecuado a menos que el grado sea
elevado, ademés los polinomios tienden a ajustarse bien en el centro de los
datos y bastante mal en las colas.

B-splines. Son funciones que generan los espacios de las funciones spline,
esto es, funciones polinémicas a trozos que se unen de manera suave. Dada
una particién del intervalo donde queremos aproximar las trayectorias 79 <
... < T4, un spline de grado  no es més que una funcién que en cada intervalo
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[Tk, Tk+1] €s un polinomio de grado r y que tiene derivada continua en los
extremos de dichos intervalos.

Las funciones B-spline de grado 7 son funciones generadoras del espacio de
los splines del mismo grado, y existe un método recursivo que permite obtener
las de grado r a partir de las de grado r — 1, después de ampliar la particién de
nodos original en la forma 7_3 < 7_3 < 7_1 < T < ... < Tg < Tgp1 < Tgy2 <
Tq+3, dado por

1 Tien S U< Ty :
B;1(t) = ol + , j=-1,0,1,... ,g+4
J’l() { 0 otro caso J 9

L—Tj2 Tjtr—2 — 1
B.,(t) = ——I—= B, (t + 2 B.i..1(t 24
B ( ) Tj+'r—-3 _ Tj—2 Jyr—1 ( ) Tj+q--2 - Tj_]_ J+1,r-1 ( ) ( )

r = 28,...5 J==10,..; ;44D

Las funciones spline tienen un mejor comportamiento local que las trigonométri-
cas y polinémicas de ahf su popularidad, siendo las més utilizadas generalmente
las de grado 3 que son adecuadas para el caso de trayectorias regulares. Adem4s
de la base de B-splines existen otras que generan el espacio de los splines, como
por ejemplo la de potencias truncadas (De Boor, 1978) aunque es comin uti-
lizar B-splines debido a que tienen soporte compacto, esto es, para los B-splines
de grado 3

Bj,4(t) =0 Vt¢ [Tj__z,’Tj+2], j=——1,0,... ,q+1

Una alternativa a los splines que explican muy acertadamente el compor-
tamiento local de las trayectorias son las bases de funciones wavelets utilizadas
por Ocafia et al. (1998).

Aproximacién minimo cuadrética en términos de bases de funciones

Para ilustrar el caso en el que los datos se suponen medidos con error, con-
sideremos una trayectoria z; (t) de un proceso estocéstico {X (t):t €T} y
supongamos que conocemos los valores de dicha trayectoria en un conjunto de
nodos tig, ti1, - - - 5 tim; € T. Entonces la informacién disponible para la aproxi-
macién vendrd dada por el vector

z; = (z; (tio) , @i (bi1) 5. - - 5 T (timi))T

Consideremos por otro lado ¢, (t),... , 9, (t) el conjunto de funciones bésicas
generadoras del espacio donde queremos aproximar dicha trayectoria, entonces
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los valores de tales funciones bésicas en los nodos de observacién se pueden
expresar matricialmente en la forma

¢y (tio) o (tin) -+ ¢p(t)
&; = b1 (ta) @y (b)) -+ @, (ta)

¢1 (timi) ¢2 (t'imi) e ¢p (t‘imi) (mi+1)xp
Al suponer que los datos son observados con error y que la trayectoria estd en
el espacio generado por la base, podemos suponer el siguiente modelo para las

observaciones:

P
7155 (t,;k) = Za,-jd)j (t,‘k) + Eigy k=0,...,m (25)
j=1
En forma matricial z; = ®;a; + €;.

Si ajustamos mediante minimos cuadrados este modelo suponiendo las res-
tricciones habituales sobre los errores €;; de ser centrados, independientes y
de varianza constante, se tiene que el vector de coeficientes estimado @; =
(@i, - - - ,E,-,,)T vendréa dado por

ZZ,- = (q);-rq)i)—l @fz,-

y por lo tanto la trayectoria aproximada serd
P
z;(t) = Zaij¢j (t)-
Jj=1

Un caso particular de esta situacién ocurre cuando se tienen los mismos no-
dos de observacién t, . .. ,t» para todas las trayectorias observadas, entonces
podemos resumir la informacién disponible en la matriz X" que tiene por filas
a los vectores z7,

zp (to) Z1(t1) -+ =1 (tm)
yo| ® (to) @2(t1) - z2(tm) ’
Tn (tO) Tn (tl) T (tm) nx(m+1)

y la matriz A que tiene por filas los vectores al de coeficientes de cada trayec-
toria respecto de las funciones base.

a;i; a2 -+ Qip

Qg1 Q22 --+ Q2
A= i

Ap1 Gnp2 - Qnp

nxp
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de manera que la expresién (2.5) para todas las trayectorias en los mismos
nodos de observacién quedaria matricialmente

XT = AT +¢

siendo ®; = ®, Vi =1,... ,n y € la matriz de elementos €;;

Em1 €m2 °°° Emn

Ajustando por minimos cuadrados este modelo, se tiene que los pardmetros
estimados para todas las trayectorias serfan

AT = (873) ' o7 AT (2.6)

En las aplicaciones que se presentardn en el Capitulo 3 de esta tesis se
llevara a cabo una aproximacién spline cibica de las trayectorias. Para ello se
fijars, una particién 79 < ... < 74 en el intervalo de observacién que permita
definir una base de B-splines ctibicos de dimensién (g + 3) suficientemente
menor que el mimero de valores observados de cada trayectoria.

Aproximacién mediante interpolacién spline ciibica

Cuando las observaciones que se hacen de las trayectorias se consideran obtenidas
sin error, la estrategia para aproximar cada trayectoria consiste en encontrar
una funcién que coincida con ella en los nodos de observacién, en otras pala-
bras, interpolar las trayectorias en dichos valores conocidos. Existen muchos
métodos de interpolacién siendo los mds populares, por su simplicidad, los
métodos de interpolacién polinémica entre los que podemos destacar las fér-
mulas de Lagrange y Newton o la utilizacién de polinomios ortogonales.

Sin embargo los polinomios no proporcionan un comportamiento local ade-
cuado y es por esto por lo que surge la interpolacién spline. Anteriormente
ya hemos definido el concepto de funcién spline sobre una particién fijada, asi
como la base de B-splines que las genera. A continuacién veamos cémo se
obtienen los coeficientes del spline ciibico de interpolacién de cada trayectoria
sobre los nodos de observacién.

Supongamos una funcién muestral z; (t) de un proceso estocéstico {X (t) : t € T'}
y, al igual que en el caso anterior, consideremos que conocemos los valores que

ascicacacssssodsosoconsacossssocad>ocancdsssocscasinascaaascacad>ransansnsascsoananda
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toma dicha trayectoria en un conjunto de nodos de observacién ty < ... < tp,,
de modo que tales valores han sido observados sin error. Entonces la funcién
spline cibica que interpola a dicha trayectoria en los nodos de observacién en
términos de la base de B-splines {B_14(t),Boa(t),... ,Bmt1,4(t)} es de la
forma

m+1

Z(t)= ) @;Bja(t)
j=-1
considerando la correspondiente ampliacién de los nodos de observacién vista
en la seccién anterior.
Imponiendo que esta funcién interpola a las trayectorias en los nodos de ob-
servacién se obtiene que los coeficientes son las soluciones del siguiente sistema
tridiagonal con m + 1 ecuaciones y m + 3 incégnitas:

m+1
Z; (tk) = ’Ii:i (tk) = Z EiijA (tk) y k= 0, P

j=—1

que matricialmente es de la forma

z; (to) B_1(t0) Bo(te) -+ Bm(to) a_y
zi(t)) | _| B-1(t) Bo(t1) -+ Bmii(t) ap
; (tm) B_y(tm) Bo(tm) -+ Bm+1(tm) / (nityximes) \ Omt

Para que este sistema tenga solucién tnica hay que imponer dos condiciones
adicionales, resultando distintos tipos de spline ciibicos de interpolacién depen-
diendo de las condiciones fijadas. Una de las més usuales consiste en imponer
que la segunda derivada en los extremos del intervalo de interpolacién sea nu-
la, considerando asi el llamado spline ciibico natural de interpolacién y dando
lugar al siguiente sistema:

$i=36
donde z; = (0,2; (o) , - . ,Ti (tm) ,0)7, @ = (@_1,@0,-- - ,8ms1)” ¥
B?, (t) BY(to) -+ B2 (to)
B_i(to) Bo(to) -+ Bmit(to)
B =
B_i(tm) Bo(tm) -+ Bmii(tm)
B? (tm) BY (tm) -+ By (tm)

(m+3) x(m+3)
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donde Bf-) (t) representa la derivada segunda del j-ésimo B-spline. Resolviendo
este sistema, que se demuestra que tiene solucién tnica (De Boor, 1978), se
tienen los coeficientes de la interpolacién en términos de la base de B-splines

a=Bz;,i=1,...,n.

Considerando ahora una muestra de trayectorias z; (t),... ,Z» (t) y que
disponemos de las observaciones de dichas trayectorias en el mismo conjunto
de nodos para todas tg, .. . ,tm, €l sistema anterior se convierte en la ecuacién

matricial siguiente
X; = ABT

siendo A a la matriz que tiene por filas los coeficientes de la interpolacién de
cada trayectoria

a_11 - Q(m+1),1
A= .

Aym = a(m+1),n nx (m+3)

X; la matriz de interpolacién, esto es, la que tiene por filas los valores de cada

trayectoria en los nodos y por primera y tltima columnas los ceros correspon-
dientes a la condicién de B-spline ctibico natural

0 I (to) see I (tm) 0

XI b—td .o ... .o

0 =z, (tO) T (tm) 0 nx(m+3)

y B la matriz de los valores de los B-splines en los nodos vista anteriormente.
Resolviendo el sistema, tendremos los coeficientes de la interpolacién de las
trayectorias en términos de la base de B-Splines:

A=X;(BY). (2.7)

2.3 Regresion logistica funcional

En el primer capitulo del presente trabajo abordamos el modelo de regresién
logistica muiltiple como respuesta al problema de predecir la probabilidad de
ocurrencia de un suceso en funcién de los valores que tomaran un conjunto de
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variables relacionadas con dicho suceso. A continuacién pretendemos generali-
zar esta situacién al caso en que la informacién disponible para predecir dicha
probabilidad tenga un caracter funcional, esto es, predecir la probabilidad de
que ocurra, un suceso en funcién de la evolucién en el tiempo de una magnitud
relacionada con dicho suceso.

2.3.1 Formulacién del modelo

Sea Y una variable aleatoria que representa la variable respuesta binaria objeto
de nuestro estudio, y sea {X () : t € T'} un proceso estocdstico que modeliza
la magnitud explicativa funcional relacionada con Y. Consideremos z () una
trayectoria cualquiera de dicho proceso, entonces podemos considerar que

Y/[X (t) =z ()] ~ B (x (2 (1))
donde B (m (z (t))) es una distribucién de Bernouilli de pardmetro
r@(®) = P{Y =1/X () =z(®)} = E[Y/{X (®) == (&) : t € T}

Consideremos z; (t) , . .. , Z, (t) una muestra de funciones o realizaciones mues-
trales del proceso estocéstico anterior que supondremos, sin pérdida de genera-
lidad, centradas; y sea y1, . . . ,Y» Una muestra aleatoria simple de observaciones
de la variable respuesta dicotémica asociadas a las n funciones muestrales. Tal
y como ocurre en el caso miiltivariante, el modelo lineal no es adecuado para
representar la relacién entre las observaciones de la variable dependiente bina-
ria y las trayectorias muestrales explicativas. De forma andloga a la genera-
lizacién del modelo lineal multiple al funcional (Ramsay y Silverman, 1997),
proponemos la siguiente formulacién del modelo logistico funcional:

Y=n(X(@)+e (2.8)
donde
Y = (yly- x5 ,yn)T
T (X (t)) = (7!'1, L ,Wn)T
g = (Biysss )T
con
exp{a+ [,z (t) B () dt}

(X (@) = Sn, (2.9)

Tltexplat iz @) p@d) T
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&i, (i=1,...,n) son los errores que se considerarsn centrados e independien-

tes, y con varianza ; (1 — 7;), y 8 (t) una funcién pardmetro a determinar.

De este modo
r=P{Y =1/X (&) =z (&)} = E[Y/X (t) =z:(8)] = By, i=1,...,n.

En términos de las transformaciones logit, el modelo (2.9) se puede expresar

de la forma

l,=h1[ e }=a+/:c,~(t),6(t)dt,i=1,...,n, (210)
1~ T

lo que permite que el modelo logfstico se vea como un modelo lineal generali-
zado funcional con la transformacién logit como funcién link.

Observemos que en el caso de considerar un producto escalar (, ) distinto del
usual en el espacio de las trayectorias, las combinaciones lineales generalizadas
de las variables del proceso explicativo serfan de la forma (z;, 8) y la expresién
(2.10) para las transformaciones logit se convertirfan en

li=a+(mi,ﬂ), ’L=1, , .

2.3.2 Estimacién aproximada de la funcién pardmetro

en un espacio de dimensién finita

Como afirman Ramsay y Silverman (1997) para la estimacién de la funcién
pardmetro B (t) en el caso lineal funcional, la estimacién de B (¢) con los
métodos usuales de maxima verosimilitud o mfnimos cuadrados ponderados
es imposible, ya que () contiene un conjunto no numerable de ”valores”, y
disponemos a lo sumo de un nimero finito de condiciones. Se han apuntado
diversas aproximaciones para la solucién de este problema en el caso lineal,
que pasan en la mayorfa de los casos por discretizar el modelo y convertirlo en
un modelo de regresién lineal muiiltiple.

En el caso del modelo logit de respuesta multinomial Cardot et al. (2001)
proponen utilizar un método de cuadratura para obtener la integral del modelo
(en términos de la transformacién logit) en la forma

/T zi () B (t)dt ~ Y wifB (tx) @i (t)

para un conjunto de nodos 1, ... ,tm.
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En la seccién previa hemos visto cémo podiamos aproximar las trayectorias
de un proceso a partir de sus valores observados en un conjunto discreto de
nodos de observacién. Nos proponemos a continuacién dar una respuesta a la
estimacién de la funcién pardmetro del modelo logistico funcional a partir de

aproximaciones como las vistas entonces.
En el epigrafe anterior hemos expresado las trayectorias muestrales en tér-
minos de una base ¢,,... , 9, que generaba un espacio de dimensi6n finita, en

la forma
P
zi(t) =Y ayd; (), i=1,...,n. (2.11)
=1
Supongamos ahora que la funcién pardmetro también se puede expresar de la

misma forma en términos de la misma base
p
Bt) = Bt (t), (2.12)
k=1

de modo que tendremos determinada la funcién pardmetro cuando conozcamos

los coeficientes de esta expresion, By, ... ; By
Consideremos la expresién del modelo logistico funcional en términos de

la transformacioén logit, y sustituyamos tanto las trayectorias como la funcién
pardmetro por sus aproximaciones en términos de las funciones bésicas

m[lj"m} = a+/Tm,-(t)ﬂ(t)dt
o+ /T (Z::aij¢j (t)) (2::,31&% (t)) dt

p P
SIS %) My RACLACL
=1 k=1 +
4 4
e imten @1
j=1 k=1

donde %;;, son los productos escalares entre las funciones bésicas dados por

'ngk:/’rqb](t)qbk(t)dta J1k=1a )y P-

Entonces el modelo logistico funcional se convierte en un modelo de regresién
logistica muiltiple con matriz de disefio dada por

X = (1| AD)
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y con pardmetros 3 = (a, Bivaew p)T; siendo ¥ la matriz que contiene los
productos escalares de las funciones bésicas y A la matriz que tiene por filas los
coeficientes de las expresiones de las trayectorias en términos de los elementos
bésicos. Esta tltima matriz se aproximard a partir de los datos discretos de las
trayectorias por alguno de los métodos vistos anteriormente, siendo su valor
aproximado

1

A=x% (27)"
en el caso de aproximacién minimo cuadrética, y
A=Xx;(B")"

en el de interpolacién spline cibica natural en términos de la base de B-splines.

La matriz de productos escalares ¥ se podrd obtener de manera mds o
menos ficil dependiendo de cémo sea la base de las expresiones (2.11) y (2.12).
Si ésta tiene elementos cuyos productos son integrables de forma sencilla, se
obtendr4 calculando tales integrales, en caso contrario habrfa que utilizar algin
método de cuadratura apropiado. En concreto, si utilizamos una base de B-
splines ciibicos como los vistos anteriormente, podemos emplear la férmula de
cuadratura de Gauss con cuatro nodos propuesta en Ocafia (1996).

En el caso en que la base a utilizar en la aproximacioén sea ortonormal, como
es el caso de la base de funciones trigonométricas o polinomios ortogonales, la
matriz ¥ es la identidad y el modelo logistico funcional se convierte en un
modelo logistico miltiple con matriz de disefio dada por (1 | A\), de modo que
la regresién logfstica funcional es equivalente a la regresién logistica multiple
sobre los coeficientes de las trayectorias en términos de las funciones bésicas.

Supongamos que hemos aproximado los valores de A y que hemos obtenido
la matriz de los productos escalares de los elementos bésicos, entonces el modelo
logistico funcional aproximado serfa, en términos de la transformacién logit,

L=Xg

donde L es el vector de las transformaciones logit

oo (o] f])

Ajustando por méxima verosimilitud este modelo logfstico, como vimos en el

o~ A~ —~ T
primer capftulo, se tendria una estimacién de 8 dada por 3 = (a, - ﬁp)
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y de ahi, una estimacién aproximada de la funcién pardmetro dada por /
o~ p —~~ | |
Bt = Zﬂjd’j (t)-
j=1

Recordemos que en el caso multivariante, la alta dependencia en las varia-
bles explicativas hacfa que los pardmetros del modelo logfstico no se estimaran
de manera precisa. Para resolver esta situacién asi como para reducir la dimen-
si6n del problema proponfamos la utilizacién de las componentes principales
de dichas variables explicativas. Este problema se ve ain mas acentuado por
la clara dependencia existente en la matriz de disefio X que procede de la ob-
servacién de una misma trayectoria en distintos nodos. Al igual que en el caso
multivariante, proponemos solucionar esta problemética utilizando anélisis en
componentes principales, en este caso funcional, consiguiendo de este modo,
ademss, reducir la dimensién del problema funcional utilizando un conjunto
finito de componentes principales en la estimacién de la funcién pardmetro en
lugar de los coeficientes de las trayectorias muestrales en términos de las fun-
ciones bésicas. Observemos que en el caso de la interpolacién spline cibica el
ndimero de coeficientes de cada trayectoria supera en dos al mimero de valores
observados, lo que pone de manifiesto la necesidad de reducir la dimensién.

2.3.3 Interpretacién de parametros

Al igual que en el caso muiiltiple, resultarfa interesante dar una interpretacién
de los parametros del modelo de regresién logistica funcional. Recordemos que
en el caso multiple la exponencial de cada pardmetro representaba. el cociente
de ventajas de respuesta Y = 1 frente a respuesta Y = 0 cuando aumen-
t4bamos en una unidad la correspondiente variable explicativa, permaneciendo
constantes el resto.

Consideremos ahora el modelo logistico (2.10) en términos de la transfor-

macién logit para una trayectoria muestral z (t)

@) | _,4 [z o
m[l_w(m(t))]_ + [c@pO@=at @00

Consideremos que aumentamos una cantidad K de forma constante el valor
de la trayectoria en el intervalo (to,%o + h) de la forma

z (t) = = (t) + Iaw=n (t) - K
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siendo

1 te (to,to+h)
Inini (1) = ,
= (8 { 0 té¢ (to,to+h)

entonces el cociente de ventajas para el incremento descrito serd
P{Y =1/X(t)=z(t) + Iap=n () - K}
1-P{Y =1/X(t) =2z (t) + Iap= (t) - K}

0 = 9[AX(t)=K/At=h]= P{Y =1/X(t) =< (?)}
[—PY =1/X[®) =2 ()}
_ exp {a + [z ()P (t)dt + Jr (IA(t)=h (8) - K) B(t) dt} (2.14)
exp {a < fT z () B (¢) dt} .
to+h

de manera que la exponencial de la integral en el intervalo (to,to + h) de la
funcién pardmetro multiplicada por K es el cociente de ventajas de respuesta
Y — 1 frente a Y = 0 cuando la trayectoria aumenta de manera constante una

cantidad K en dicho intervalo.
Si en lugar de un incremento constante consideramos un incremento lineal

de la forma

AX (t) =u-vt Vt € (to,to + h)
tendrfamos que

BIAX (£) = u+ vt/ At = h) = exp { /t T et ot) ) dt}

0
De manera ansloga podrfamos considerar un incremento mss general AX (t) =
g (t) pero serfa més dificil de precisar en la préctica en qué consiste un incre-

mento de esa forma.
Asumiendo que la funcién pardmetro pertenece al espacio engendrado por

las funciones bésicas, para un incremento constante en el intervalo (to,to + h)

se tiene -
0[AX (t)=K/At=h] = exp{ Kﬁ(t)dt}

t
P

= exp {/tto+ KZﬁj‘/’j (t) dt}

0

P to+h
= exp {K}:ﬁj/ ¢; (t)dt},
j=t 7t

0



0000000080000 00000000000000000000000°0000CR2000000000000000°

Andlisis en componentes principales funcional 63

y para un incremento lineal

t0+h

[AX (t) =u+vt/At=h] = exp{/t (u+vt)ﬂ(t)dt}

0

- exp{[o+ (u+vt)Zﬁj¢j (t)dt}

0

2.4 Andlisis en Componentes Principales Fun-
cional (ACPF)

Como se vio en el primer capitulo el an4lisis en componentes principales de un
vector aleatorio es una técnica multivariante de reduccién de dimensién que
tiene por objetivo explicar la variabilidad presente en una muestra aleatoria
simple de observaciones de dicho vector aleatorio mediante un conjunto reduci-
do de variables incorreladas (componentes principales). Con este fin se definen
las componentes principales como combinaciones lineales de las variables del
vector con varianza méxima, e incorreladas.

El ACP funcional generaliza el caso multivariante a situaciones en las que
la informacién muestral disponible es un conjunto de trayectorias muestrales
procedentes de un proceso estocéstico en tiempo continuo. Asf{, las compo-
nentes principales funcionales no serén més que combinaciones lineales gen-
eralizadas de las variables del proceso con varianza méxima e incorreladas.
Dichas componentes principales permitirdn una representacion ortogonal de
las trayectorias del proceso en términos de variables aleatorias incorreladas y
funciones deterministicas, conocido en el 4mbito probabilisitco como desarrollo
de Karhunen-Loéve.

Consideraremos sin pérdida de generalidad que el proceso es centrado, ya
que de no serlo se trabajarfa con el proceso centrado resultante de restar la
funcién media a cada variable de dicho proceso. Como consecuencia dada una
muestra aleatoria simple de trayectorias z; (t),... ,Z, (t), consideraremos a
partir de ahora que Z (t) = 0.

2.4.1 Teoria basica

Como hemos indicado previamente, a continuacién se definen las componentes
principales mediante combinaciones lineales generalizadas de la variables de

un proceso.
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Definicién 13 Dada una muestra de trayectorias {z1 (t),... ,=n (t)} de un
proceso estocdstico real {X (t),t € T} se define una ”combinacién lineal gene-
ralizada” de dichas variables con funcion peso f (t) € L* (T') como el vector &

de valores
§if=/m,~(t)f(t)dt, s Ly ens g¥ (2.15)
T

En el ambiente en que nos moveremos en adelante, las combinaciones line-
ales generalizadas que vamos a tratar partiran de una muestra aleatoria simple
de elementos de un proceso estocéstico real (como el definido) verificando las
hip6tesis vistas H; — Hs con lo que las componentes principales muestrales
seran vectores de observaciones de las correspondientes variables aleatorias
asociadas a sus componentes principales poblacionales.

Para la obtencién de las componentes principales, serd necesaria la obten-
cién de las distintas funciones peso f (t) que hagan que dichas componentes
principales verifiquen determinadas condiciones de optimalidad. Veamos a con-
tinuacién los momentos més importantes asociados a una combinacién lineal
asi definida.

Dadas dos combinaciones lineales generalizadas como las definidas ante-
riormente con funciones peso f (t) y g (t) € L* (T)

&g = (§1f’---’§nf)T?fif=/T1‘i(t)f(t)dt,i=1,---,n
€, = (Egree-r6ng) s Sig=/T:v,-(t)g(t)dt, i=1,...,n,

entonces los momentos de primer y segundo orden se obtienen como:

e Media
1y, - JECHCE (2.16)

z_l

e Varianza

Var [¢] ——-—ng [10épn@a=(ren), . @

e Covarianza

A >~ sty = JRICHOICLAXCAION
- <5(f),g>u. (2.18)
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Como vimos en el primer capitulo y hemos comentado al inicio de esta

seccién, las componentes principales no son cualesquiera combinaciones lineales

sino que deben tener varianza médxima, estar normalizadas y ser

generalizadas,

incorreladas.

Definicién 14 Dada una muestra aleatoria simple z1 (t),... 2, (t) de ele-
mentos de un proceso estocdstico real {X (t),t € T} werificando las hipdtesis
H 1 H37

e se define la primera componente principal & = (&11,- - - ,ﬁnl)T como la
combinacion lineal generalizada

b= @O @@ =10
i
tal que la funcion peso fi (t) es solucion del problema de optimizacion

max Var[¢)] = max (£,6(0) = (L),

{lIfll=1} {llflI=1}
e Suponiendo definidas las componentes €1y---,€j—1, S€ define la j-ésima
componente principal §; = (§1j, e ,En]-)T como la combinacion lineal

generalizada de las variables de la muestra, cuyos valores son
§ij :/-’Ei(t)fj ()t i= Ly.n0 M,
T

y tal que la funcion peso f; (t) es solucion del siguiente problema de

optimizacion:
max Var = max < ,5 >
{ufu=1;0w[el,ef]=o,z=1,...,j-1} &/] UAI=1:(C())=0, I=1,... i1} e u

= <fja5(fj))g-19)

Por la forma de definirse, las componentes principales se obtienen de ma-
nera secuencial mediante la solucién de los distintos problemas de méaximos
(2.19) que se resuelven de manera répida a partir del siguiente teorema cuya
demostracién puede verse por ejemplo en Aguilera (1993).

Teorema 7 Las funciones f; que solucionan el problema de mdzimos (2.19)

son las soluciones de la autoecuacion

C(f)=Xf (2.20)
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o equivalentemente
/T G(s,8) f(s)ds = Af (t), VEE€T. (2.21)
El valor de dicho mdximo se alcanza en
(£E(N) =A (2.22)

Una ecuacién como la (2.20) se conoce como problema de valores propios
funcional con ntcleo C (el operador de covarianza muestral en este caso). La
resolucién de dicha ecuacién es equivalente a la resolucién de la (2.21) que no es
més que una ecuacién integral de tipo Fredholm de segunda especie cuyo nicleo
es la covarianza muestral. Este tipo de ecuaciones integrales tienen en general
como solucién la trivial f (¢) = 0 (Todorovic, 1992), pero bajo determinadas
condiciones (micleo autoadjunto, acotado y positivo) existen soluciones distin-
tas de la trivial. Como consecuencia de las hipétesis de partida de continuidad
en media cuadrética del proceso considerado, la funcién de covarianza mues-
tral verifica tales condiciones por lo que existen soluciones no triviales para
este problema. Es mds, dado que el rango de dicho operador es n —1 podemos
asegurar la existencia de n — 1 soluciones no triviales distintas y ortonormales
fi(#),...,fa1(t), cada una asociada a valores propios A reales, positivos y
tales que A1 > ... > An—1 > 0. Los valores de los pardmetros para los que exis-
ten soluciones de esta ecuacién integral reciben el nombre de valores propios
o principales, y las soluciones propiamente dichas funciones propias o factores
principales.

A pesar de conocer la existencia de solucién de la ecuacién integral (2.21),
la obtencién de la misma es complicada, de hecho solucién analitica sélo existe
para determinados niicleos bien conocidos, convirtiendo la ecuacién integral en
una ecuacién diferencial. En la literatura se han aportado diversas soluciones
a este problema, la mayorfa de ellas aproximadas, asf en Aguilera et al. (1992)
se utiliza la férmula de cuadratura del trapecio para dar una solucién, o bien
el método de proyeccién ortogonal aproximando los factores principales en un
espacio de dimensién finita generado por una base ortonormal. Otra alterna-
tiva consiste en aproximar la solucién aprovechando la aproximacién de las
trayectorias mediante alguno de los métodos vistos en secciones previas: apro-
ximacién mfnimo cuadrética o interpolacién spline ciibica natural, alternativas
que han sido desarrolladas por numerosos autores (Ramsay y Silverman, 1997;
Aguilera et al., 1996) y que aplicaremos al final del presente capitulo y en los
ejemplos que se presentardn en el siguiente.
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La principal diferencia entre el ACP multivariante y el funcional es el
nimero de componentes principales muestrales que se pueden extraer. En
el caso multivariante dicho mimero era igual al mimero de variables originales
disponibles mientras que en el caso funcional serd, como hemos visto, el rango
del operador de covarianza muestral, esto es, n — 1.

Por otro lado en Deville (1973) se demuestra que las autofunciones y los
autovalores del operador de covarianza muestral son estimadores consistentes
de las correspondientes autofunciones y autovalores del operador de covarianza
del proceso del que se obtuvo la muestra, de trayectorias independientes.

Representacién en componentes principales.

Al igual que en el caso multivariante, podemos dar una representacién de la
covarianza en términos de sus autovalores y autofunciones debida a Mercer en
1902, y a partir de ella la correspondiente representacién de las trayectorias
del proceso en términos de las cc. pp. que puede verse en Todorovic (1992) y

que resumimos en el siguiente resultado:

Teorema 8 Consideremos una muestra de trayectorias 1 (t) ,... ,Zn (t) de
un proceso estocdstico real {X (t) : t € T} verificando las condiciones Hy — Hs.
Consideremos por otro lado las componentes principales {&1, - ,§n_1} que
se obtienen a partir de las funciones principales {fi(®),---, fa1(t)} cuyos
autovalores asociados son {Aq,. .- ,An_1}, soluciones de la ecuacion (2.21).
Entonces la funcién de covarianza muestral se puede expresar de la forma

E(s,t) =3 Nfi () 50),

=1
y proporciona la siguiente representacion en cc. pp. de las trayectorias mues-

trales:
n—1
zi(t) =Y &ifi®);i=1...,n
=1

Esta representacién de las trayectorias del proceso es 6ptima en el sentido
de que es la mejor aproximacién en media cuadrética de las trayectorias del
proceso por combinaciones lineales de variables escalares (Fukunaga, 1990).

Esto es, si consideramos otra representacion

T (t) = Z 95 (t) yij
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donde
yz-]-=<mi(t>,gj<t>>=/Txi(t>gj(t>dt, fr=Tamon 58

Y g1,--- ,9gs son funciones ortonormales que minimice

- 2 = 2
Sl () -3 O =3 [ (@) -7 @)
i=1 i=1 YT
entonces las variables y;; son las componentes principales y las funciones g; (t)
las autofunciones del operador covarianza muestral. Ademds el minimo error

cuadrético medio estard dado por

s
> .
j=1
Uno de los objetivos primordiales del ACPF muestral es explicar la vari-

abilidad presente en una muestra de trayectorias de un proceso estocéstico
mediante un nimero reducido de variables. En este sentido, serfa interesante
disponer de una medida que proporcionara dicha variabilidad. En el caso
»poblacional”, se define la variabilidad del proceso a través de la traza del o-
perador de covarianza (extensién natural de la traza de la matriz de varianzas-
covarianzas en el caso multivariante). Asf, en el caso muestral, la variabilidad
de la muestra de trayectorias se podrd medir mediante

V:/@@ﬂﬁ
T

de manera que aplicando la descomposicién del teorema de Mercer vista ante-

riormente
= . n—1
Vfi/C@Jﬁ#=§:M.
7 =

Por lo tanto la variabilidad de los datos funcionales coincide con la suma de
los valores propios (varianzas de las componentes principales) del operador de
covarianza muestral al igual que en el caso multivariante.

Como hemos dicho anteriormente, el principal objetivo del ACPF muestral
es reducir la dimensién del problema, esto es, aproximar las trayectorias mues-
trales mediante un nimero finito y reducido de componentes principales que
acumulen un alto porcentaje de la variabilidad presente en los datos. En este
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sentido, cada componente principal contiene un porcentaje de dicha variabili-
dad dado por

s
——;_—Jl— x 100
s
de manera que seleccionando las s primeras componentes principales, con-
seguimos la siguiente representacion aproximada de las funciones muestrales

20 (#) =&y (2)
j=1

cuya varianza acumulada en % es

s

(%’;‘—’ X 100) %
j=1 i

De este modo, cuanto mis se aproxime esta cantidad a 100 mejor sers la

aproximacién obtenida con las s primeras componentes principales.

Igual que ocurre en el caso multivariante, uno de los grandes problemas que
presenta el ACPF es la interpretacién de las componentes principales. Siguien-
do la idea del ACP en el caso multivariante, las componentes principales se
pueden interpretar a partir de la correlaci6n existente entre ellas y las variables
del proceso. En este sentido, y teniendo en cuenta que tanto las componentes
principales como las funciones muestrales son centradas, se tiene que la cova-
rianza entre la variable z (t) = (z1(t),... ,Tn (t))T y la j-ésima componente

principal es de la forma

n—1

= /T (;i—f ;-’Di (t) x (3)) fi(s)ds

- /T@(s,t) fi(s)ds = X;f; (t)

Covlz(t),&] = —5 D m)Ey

y por lo tanto la correlacién serd

Corr [2(8) ;] = Covlz(t),§] _ Nfit) _ TA_j_fj ®).

- \/Va,r [z (t)] Var [¢;] - \/5 (t,t) A C(t,1)

Aunque en la préctica se suele considerar la métrica usual en L2(T), a veces
es necesario realizar transformaciones de los datos que equivalen a cambiar
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de geometrfa en el espacio de las trayectorias. Para abordar este tema se
generaliza la definicién de componentes principales al caso de un espacio de
Hilbert cualquiera H con producto escalar G )
Consideremos una muestra aleatoria simple wy, . ..
proceso estocastico de segundo orden sobre un espacio de Hilbert (H,{,)g):
continuo en media cuadrética y cuyas trayectorias verifican que (wi, wi) gy <
o0, i =1,...,n. Sean dos combinaciones lineales generalizadas con funciones

peso hy, he € H, definidas mediante los vectores de la forma

, w,, de elementos de un

Chj=(wi,hj)H,i=1,...,n,j=1,2, (2.23)
entonces los momentos de primer y segundo orden se obtienen como:

e Media.
—C_hl - 0

e Varianza
Var [Chl] = (thH (h1)>H

siendo Cy €l operador de covarianza definido en (2.2).

e Covarianza

Cov [Cnys Chy] = (ha; Crr (h2)) g = (Car (Ba) yha) g -

Una vez definidos los elementos necesarios, veamos la definicién de las

componentes principales.

Definicién 15 Dada una muestra aleatoria simple ws, ... ,wn de elementos

de un proceso estocdstico sobre un espacio de Hilbert (H, ,)y) verificando las

hipdtesis Hi — Hs y que (wi, wi)y < 00, & =1,...,7 sobre dicho espacio,
y o T

se define la j-ésima componente principal ¢ = (Cago-- ,Cnj) como la com-

binacién lineal generalizada de las variables de la muestra, cuyos valores son

Cij = (w;, hj) g y tal que la funcidn peso h; es solucion del siguiente problema

de optimizacion:
max (h,Cyr (h)) g = (1, Crr (hi)) g
{IAll r=13(,Cx (R)=0, 1=1,... ~1}
Las funciones peso h; se obtienen también en este caso diagonalizando el

operador de covarianza. Es decir, como solucién del siguiente problema de

valores propios:
Cy (h) = Ah.
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2.4.2 Estimacién aproximada de las componentes prin-

cipales en un espacio de dimensién finita

Segtin se ha visto en las secciones anteriores, la obtencién de las componentes
principales pasa por la resolucién de una ecuacién integral de tipo Fredholm.
El hecho de conocer la existencia de solucién de una ecuacién de este tipo no
resuelve el problema de la obtencién de la misma, lo cual es posible sélo para
determinados niicleos bien conocidos. Ademés de todas estas dificultades, nos
encontramos con que usualmente la funcién covarianza muestral es descono-
cida, ya que no es usual disponer de la expresién explicita de las trayectorias
muestrales de las que proviene, sino de sus valores observados en un conjunto
finito de instantes de tiempo no necesariamente iguales para todas las fun-
ciones muestrales. Para resolver esta problemédtica se recurre a métodos de
aproximacién numérica que reconstruyen la naturaleza funcional de las trayec-
torias en un espacio de dimensién finita y reducen el problema funcional a
uno muiltiple. Un estudio pormenorizado de las técnicas desarrolladas por los
investigadores en los tltimos afios puede verse en Valderrama et al. (2000) o
Ramsay y Silvermann (1997).

El siguiente resultado muestra como el ACPF de un proceso estocdstico
cuyas trayectorias pertenecen a un espacio de dimension finita generado por
una base de funciones, es equivalente al ACP multivariante de sus coorde-
nadas respecto de una métrica concreta y equivalentemente al ACP de una
transformacién lineal de dichas coordenadas con respecto a la métrica usual.
La demostracién del mismo se puede encontrar en Aguilera et al. (2002).

Teorema 9 Consideremos X una variable aleatoria hilbertiana de segundo
orden sobre un espacio de Hilbert E generado por una base {¢1, b ,qbp} con
un producto escalar definido sobre (E, (,)g)- Entonces cualquier elemento de

X se expresard como
P
X )= Y;@)¢;.
j=1

Sea el operador
U: RF — E
n — U (n) = Z?:l "7j¢j

Consideremos en RP el producto escalar (, )y definido

(7717772)\11 = anlIan V”h, Ny € RP
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con U la matriz de productos escalares de los elementos bdsicos,

U= (<¢i’¢j>E)pxp’ 1’).7 = 17 ) D-

Bajo estas condictones se tiene que los siguientes ACP son equivalentes
1. ACP de UY2Y con respecto a (R?,(,))

U2y (w) = U2E[Y] + Zp:gj (w) Vj

i=1

siendo (,) el producto escalar usual en R? definido por (ny,72) = Mg, VN1,Ms €

R?, Vj, j=1,...,p los vectores propios de la matriz de covarianzas de

WL/2Y, y el vector aleatorio Y = (Y1,... ,Y,)T el de las coordenadas de

la variable aleatoria X respecto de la base.

9. El ACP del vector aleatorio Y con respecto a (R?, (,)g)
P
Y (w)=EY]+ Y & W) T2
j=1

siendo E[Y] la esperanza de Y en RP.

2. ACP de X con respecto a (E, {sig)

X (w)=U(E])+ Zgj (w) U (¥712))

Observemos que si {¢>1, T d)p} es una base ortonormal, entonces el pro-

ducto escalar {,)y =(,) y ¥ =1
Después del resultado anterior en el que se ve cémo un ACP funcional de un

proceso con trayectorias en un espacio de dimensién finita es equivalente a uno
muiltiple de sus coordenadas, ya estamos en condiciones de resolver la ecuacién

integral de tipo Fredholm (2.21) del problema de valores propios funcionales

que lleva a la obtencion de las componentes principales en el ambiente que nos

ocupa.
Consideremos un proceso estocastico real {X (t) : t € T} bajo las condi-

ciones consideradas a lo largo del presente capftulo (hip6tesis Hy — Hs) y sea
z1(t),... ,Zn (t) una muestra aleatoria simple de trayectorias. En lo que sigue
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consideraremos que dichas trayectorias muestrales se expresan en términos de
una base de funciones ¢, (¢),... ,$, () en la forma

zi(t)=) ay¢; (), i=1,...,m

j=1

con lo que la funcién de covarianza muestral quedard

n

Cs)= Y3 5 > auiound; (091 (5) (224)

=1k 1
Si aplicamos el teorema anterior para E/ = (1 (t),-.- ¢, (t)) C L*(T) con el
producto escalar usual en L2 (T), {,)g = (;), veremos c6mo las autofunciones
que definen a las componentes principales se expresan también en términos de

la base de funciones que estemos considerando
p
f] (t)=2fl]¢l (t), j=11"' y Py (2.25)
=1

con vector de coeficientes f; dado por una transformacién lineal de los autovec-
tores de un determinado ACP miltiple. El siguiente corolario demuestra este

hecho.

Corolario 1 Sea {X (t) :t € T} un proceso estocdstico centrado verificando
H, — Hs, y supongamos que las trayectorias de dicho proceso se pueden expre-
sar en términos de los elementos de una base {¢1(t),-- s p (t)} de la forma
(2.11). Consideremos una muestra aleatoria simple 1 (t) , ... ,Zn () de dicho
proceso tal que T (t) = 0 siendo A la matriz que tiene por filas los coeficientes
de cada trayectoria respecto de la base. Los siguientes ACP muestrales son
equivalentes en el sentido de que proporcionan las mismas componentes prin-

cipales:

1. ACP de AUY? con respecto a (R?,(,)),
AUY?2 =TGT

siendo G la matriz que tiene por columnas los autovectores G; de la ma-
triz de covarianzas de AUY? y T la matriz que tiene por columnas las

componentes principales de AW/2,
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9. ACP de A con respecto a (R?,(,)g)-
A=T(GTv/?) =TF"
con F = ¥12@

3. ACPdez:(t),...,%n (t) con respecto a la métrica usual de L2 (T) sobre
el espacio generado por las funciones bdsicas, (¢, (£),--- ,®, ®)).

$i(t)=z'§ijfj(t), i=1,...,n

donde las autofunciones f; (t) del operador de covarianza son de la forma
P
L@ =Uf) =Y fut(®
=1
con .7:;, = ‘P—l/zgj Yy

§ij = /T zi (t) f; () dt = /T (; aikdy (t)) (lz:; fiidy (t)) dt
= Z Z ik fij (/T o (t) ¢, (2) dt) = Zzaikﬁjiﬁk, = al UF;

k=1 I=1 k=1 I=1
T —-1/2 Twl/20 . ;
=az\If\Il /gj=ai‘1l/gj,1=1,...,n

donde aT es correspondiente fila de la matriz A y F; el vector asociado a
la correspondiente componente principal. En forma matricial, la matriz
que tiene por columnas las componentes principales serd

= AUF = AUY2@

2.5 Modelo de regresién logistica funcional en

términos de las componentes principales

En la Seccién 3 introdujimos el modelo de regresién logfstica funcional y pusi-
mos de manifiesto la problemstica de la estimacién de la funcién pardmetro
asf como las malas estimaciones que podrian obtenerse con la aproximacién
de las trayectorias en espacios de dimensién finita debido probablemente al
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mal condicionamiento (multicolinealidad) existente en la matriz de diseno del
modelo multiple resultante. Al igual que hicimos en el caso miiltiple, a contin-
uacién pretendemos disminuir los efectos de dicha multicolinealidad y reducir la
dimensién del problema, considerando como variables explicativas un conjunto
de componentes principales funcionales asociadas a las trayectorias muestrales
en lugar de las propias trayectorias.

Para definir el modelo de regresién logistica en términos de todas las compo-
nentes principales, consideraremos el conjunto de trayectorias explicativas de
dicho modelo z; (t),... ,Zx (t), que, como hemos visto a lo largo del presente
trabajo, son una muestra de trayectorias de un proceso estocdstico en tiempo
continuo verificando las hipétesis H; — H3, y asociadas a una muestra aleatoria
simple y1,. .. ,Yn de observaciones de la variable respuesta dicotémica.

En la Seccién 2.3 se propuso la estimacién del modelo funcional (2.10) en
base a un modelo multiple de matriz de disefio (1 | A¥) con transformacién

logit

P
T .
li=1n[1_m]=a+2 E aij VP, 1 =1,...,n

p
J=1 k=1

obteniendo asf una estimacién de la funcién pardmetro poco precisa (bajo
multicolinealidad) en la forma

B (t) = Z Bk¢k (t)

5 o \T
con (@,f,--- ,Bp> los pardmetros estimados de este modelo por méxima

verosimilitud.

En base a este modelo muiltiple se plantea una alternativa a dicha esti-
macién que consiste en considerar las componentes principales de AV como se
hizo en el caso multiple en la seccién 1.4, de modo que si llamamos Z = (2;)
a la matriz que tiene por columnas dichas componentes principales, el modelo

anterior quedarfa

p
l,-=ln[ i ]=a+Zz,-j'yj,z'=1,...,n (2.26)

y matricialmente
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con L = (l,... ,ln)T; y podremos dar una estimacién equivalente del vector
de coordenadas de 3 (t) mediante la estimaci6én de -y de la forma
P
B = kaj’y\j, k=1l,... 4P (2.27)
j=1

o en forma matricial

B=Vy
siendo V la matriz que tiene por columas los autovectores de la matriz de

covarianzas de AV.

Una vez dada esta solucién para la estimacién de los pardmetros del mo-
delo muiltiple considerado, podemos obtener una estimacién equivalente de la
funcién pardmetro del modelo funcional de la forma

P
B = B (t). (2.28)
k=1
Consideremos por otro lado la matriz de componentes principales de las
trayectorias originales z1 (t),... , s (),
511 512 Tt §1n—1
= € € 0 Eona

€n1 £n2 E'rm—-l
donde

fij‘—‘/xi(t)fj(t)dt, el =1, 0. =1
T

y f; (t), 3=1,... ,n—1 son las funciones propias del operador de covarianza
muestral de los datos funcionales.
El modelo logistico funcional (2.10) se puede expresar alternativamente de

la forma

ln[lirim_] = g /T 2 (£) B (2) dt
_ at /T (gei,-f,- (t))ﬂ(t)dt
_ a+§gijﬁfj(t)ﬂ<t)dt

n—1
= a+ ) &yp;pi=1,...,n (2.29)
j=1
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que es un modelo de regresién logistica muiltiple en términos de todas las
componentes principales con pardmetros o y

o= [ 5OBE @ =1, 1

Anélogamente, el modelo (2.29) en términos de las componentes principales
es equivalente a un modelo funcional con funcién pardmetro

B (t) = 2 fj (t) Pjs

de hecho,

=]
e
ot
ks
2
e
[

a+§¢i,-so,-=a+§(/Tmt)fj(t)dt) 0,
= a+/T:r,-(t) (T;ifj(t)cpj) dt=a+/T:1:i(t)ﬁ(t)dt

Efectivamente, si tomamos dicha funcién pardmetro,

b0 =Y 100> [p050u=3 ([ 10 566@) 0 =ts, =0

con &;; la delta de Kronecker. Asi, definiendo esta funcién pardmetro, se
obtiene la misma expresién para los pardmetros correspondientes al modelo
multiple en términos de las componentes principales que obtuvimos anterior-

mente.

En sentido inverso si p; = [ f; (t)B(t)dt, j = 1,...,p y asumimos que
la funcién parsmetro [ (t) pertenece al espacio generado por las autofunciones
es inmediato que

B(t) = Z (fi,B) fi (t) = Z‘ijj (t)-

Jj=1

En la préctica es usual considerar que las trayectorias i (t),... ,%n (t)
pertenecen a un espacio de dimensién finita generado por una base de fun-
ciones {¢; (t),-.. ,$, (t)} lo que nos lleva, como vimos anteriormente, a que
las autofunciones que definen a las cc. pp. son de la forma

fj (t) = kaj¢k (t)a ji=1...,p,
k=1
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con coeficientes fi; dados por los elementos del vector que se obtiene mediante
la transformacién lineal F; = ¥~%/2G; de los autovectores G; de la matriz de
covarianza de AUY/2, y a que las componentes principales sean las asociadas a
la matriz AV'/? dadas por

fzjzaT\Il‘}-J =CL,LT\III/2g]; ?:=1,... ,n, j=1,..- , D

En este caso la funcién pardmetro del modelo de regresién logistica funcional
(2.10) se podré estimar a partir de la estimacién de los pardmetros del modelo
muiltiple en términos de las cc. pp. en la forma

B(t) = ij ) ;= Zkaj¢k ) ;= Zﬁkqsk (t)

j=1 k=1

donde

p
:Bk = Z.fkj@ﬁ k = 17 » D,
=1

que en forma vectorial queda
B=Fp
- PR -~ o AT ; <

con p = (<p1,... ,gop) 5 P = (,Bl,... ,ﬂp) y F' la matriz que tiene los ele-
mentos fi;. De este modo se obtiene una estimacién de las coordenadas de la
funcién pardmetro en el espacio (¢, (t),... ,¢, (t)) equivalente a la obtenida
en la seccién 3.2 donde se proponia la estimacién de la funcién pardmetro
del modelo logistico funcional mediante la estimacién de sus coordenadas en
el espacio generado por la base {¢, (t),...,¢,(t)}. De este modo el modelo
funcional se reducia a un modelo miltiple de matriz de disefio (1 | AY).

De todo lo visto podemos concluir que existen dos formas alternativas y
equivalentes para la estimacién en componentes principales de las coordenadas
de la funcién pardmetro de un modelo de regresién logistica funcional en el es-

pacio donde se encuentran las trayectorias de dicho modelo y que est4 generado
por una base de funciones:

e La primera consiste en utilizar los autovectores de la matriz de covarian-
zas de la matriz de diseno del modelo miiltiple, AV, y los pardmetros
estimados del modelo logfstico muiltiple que tiene por covariables a las
componentes principales de A¥. A esta solucién la lamaremos ACP1 y
como veremos en los resultados que se muestran a continuacién, equiva-
le a un ACP funcional de una transformacién de los datos funcionales
originales con respecto a la métrica usual de L? (T').
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e La segunda consiste en utilizar los vectores F; que se obtienen mediante
la transformacién ¥~'/2G; de los autovectores de la matriz de covarianzas
de AU/? y los pardmetros estimados del modelo logfstico miltiple que
tiene por covariables a las componentes principales de AU/2 A esta
solucién la llamaremos ACP2 y como se vio en el Corolario 1, equivale al
ACP de los datos funcionales originales con respecto a la métrica usual
en L% (T).

En definitiva las dos alternativas consisten en sendos ACPF o bien de los
datos originales o bien de una transformacién de los mismos que, por otro
lado, podria ayudar a la interpretacién de las componentes principales asi
como evitar posibles componentes triviales. El siguiente teorema, debido a
Aguilera et al. (2002), nos permitird encontrar la transformacién de los datos
originales que lleva al ACP de AV.

Teorema 10 Bajo las condiciones del Teorema 9 y con Dpx, una matriz real
no singular, los siguientes ACP son equivalentes:

1. ACP de DY con respecto a (R?,(,))

DY (w) = DE[Y] + ZE,- (w) Vs
2. ACP deY con respecto a (R?, (,)x)
Y (w)=E[Y]+ Zgj (w) D7YV;

con K = DTD vy el producto escalar de la forma (ny,m5)x = nt Kn,,
Vi, 12 € R,

3. ACP de X con respecto a (E,(,))
X (w)=U(E[Y]) + Zgj (W) U (D71;)

donde el producto escalar (,), estd dado por
(fuo o)y, = (L(F), L(F2))g = 11 Koy Yo =9"m y fo ="y

siendo ¢ = (¢y, ... ’¢p)T’ L(f) = ¢"v2Dn, Vf = ¢"n y U(n) =
¢'n, Vn € RP.
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4. ACP de Lo X con respecto a (E,(,)g)

LX (w) = L(U (E[Y])) + Zﬁj (w) L (U (D7)

Observemos que en el caso de una base ortonormal el operador L es de la
forma L (f) = ¢" Dn.

Este teorema establece que llevar a cabo el ACP de una transformacién
de las coordenadas (DY) con respecto al producto escalar usual en R? es
equivalente a llevar a cabo el ACPF de una transformacién de los datos (Lo X)
con respecto al producto escalar usual en L? (T') .

Para el caso del ACPF muestral de un proceso estocéstico real con trayec-
torias en un subespacio de L? (T) generado por una base de funciones E =
(¢1(t),.-- 9, (t)) se tiene el siguiente corolario.

Corolario 2 Bajo las condiciones del Corolario 1 se tiene que los siguientes
ACP son equivalentes:

1. ACP de AV respecto a (R?,(,))
AU = 2VT

con Z = AVY la matriz que tiene por columnas a las componentes prin-
cipales de AV con la métrica usual, y V la matriz que tiene por columnas
a los autovectores de la matriz de covarianzas de AV.

2. ACP de A con respecto a (R?, (,) )
A=zyTy!

con K = IO = W2 y el producto escalar de la forma (1y,1M,), =
nTWn,, Vn,,n, € RP.

8. ACPdezy(t),...,Zn(t) con respecto a (E,(,),) definida anteriormente
D
zi(t) =3 zU (V) (1), i=1,...,n
j=1

con V; la j-ésima columna de V (j-ésimo vector propio de la matriz de
covarianzas de AV ).
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4. ACP de L(z)(t),...,L(zxs) (t) con respecto a (E,(,),)
P
L)) =Y LU T V))@®),i=1,...,n
=1

con L (z;) = ¢ Wal .

2.6 Modelo de regresién logistica funcional en

componentes principales

Una vez dada una estimacién de la funcién pardmetro del modelo de regresion
logistica funcional en base a dos tipos distintos de ACPF, vamos a eliminar
cc. pp. obteniendo asf dos clases de modelos de regresién logfstica funcional
en componentes principales. Al igual que en el caso multivariante, vamos a
considerar un mimero reducido de componentes principales eliminando de la
matriz I' o de la matriz Z una serie de columnas.

Modelo de regresién logistica funcional en componentes principales
mediante ACP1

Sea el modelo de regresién logfstica muiltiple (2.13) con matriz de disefio
(1 | A¥) obtenido del funcional (2.8) al considerar que tanto las trayectorias ex-
plicativas z; (t) , ... , 2, (t) como la funcién pardmetro (3 (t) pertenecen al espa-
cio de dimensién finita generado por la base de funciones {¢, (t),...,¢, (t)}.
Sea Z la matriz de componentes principales de A¥ y V la de los autovectores
correspondientes, entonces, de igual modo que vimos en el caso miltiple (Sec-
ci6n 1.4), podemos considerar la descomposicién de la matriz de cc. pp. de
la forma Z = (Z) | Z)), siendo Z = (1| 2) y Z) la submatriz formada
por las primeras columnas de Z. Bajo estas condiciones se define el modelo
de regresi6n logfstica funcional en componentes principales mediante ACP1,

como
Y =m(Ze) +e

donde Y = (v1,.-.-, ya)T es el vector de observaciones de la variable respuesta
dicotémica, y m (Zs)) el vector de componentes

exp {’70(3) + 221 Ziﬂj(s)} .

1)
_ =
1 +exp {70(3) + 2 Ziﬂj(s)}

Tis) = 1,...,n.
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Equivalentemente, en términos de la transformacién logit se tiene

) .
1 i(s -
li()s) =In [1 )1) jl =70(s)+zzij'7j(s), =) PPN/

Ti(s) j=1
que no es més que el truncamiento de la expresién (2.26) en los s primeros
términos o lo que es igual, el modelo logfstico muiltiple con matriz de diseno
Z(s)-
Supongamos que ajustamos este modelo y obtenemos los pardmetros es-
timados () = (”/1(3)7 X ,73(3)) , entonces a partir de la expresién (2.27)
podemos dar una estimacién de las coordenadas de la funcién pardmetro de la

forma
) . A
Br(s) = kaﬂj(s), k=1,...,p

que matricialmente queda
By = Vi Vio)

siendo vy; los elementos correspondientes de V5) que no es més que la subma-
triz formada por las primeras s columnas de V. De aqui, la, correspondiente
estimacién de la funcién pardmetro serfa

p
By ) =3 Bt ()
k=1

Modelo de regresién logistica funcional en componentes principales
mediante ACP2

De igual modo que en el caso de ACP1, llamemos ['(s) a la submatriz formada
por la primera columna de unos y posteriormente las s primeras columnas de
I con s < p. Entonces si lamamos

S {‘PO(s) + 2 ﬁu%m} -
= 53 o0 s

1+ exp {‘Po(s) =t 21-1 51_1@_7(8)}

-
Ti(s) =

el modelo de regresién logistica funcional en componentes principales segin

ACP2 se formula en la forma

Y = (T()) + &)
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donde Y es el vector de observaciones dicotémicas de la variable respuesta,
T

7 (T) = ”123)’ . ,7521)(3)) definido anteriormente y £(s) es el vector de e-

rrores ya habitual. En términos de la transformacién logit el modelo se expresa

de la forma
=) s
i) | _ o
lz(s) In [1 2) :| = (po(s) + Z gij‘Pj(s), 1= ]., .o G U (2.30)
1(8) j=1

obteniendo en este caso un modelo de regresién logistica mds reducido, con
menor nimero de pardmetros a estimar. Expresando las cc. pp. en términos

de las trayectorias originales se tiene

2 .
i(s) _
In [“‘—‘2) } = Po(s) +Z€ij%'(s)

1= =1

= Yot Z (/ z; (t) f; () dt) Pi(s)
= Qo) T /T z; (t) (g fi (t) <pj(s)) dt

_ (po(s)—{-/zl(t)ﬂ(s)(t)dt; i=1,...,n
tomando
(s) Z fJ (t) (P](s)

que permite dar la siguiente estimacién aproximada de la funcién pardmetro
en términos de los elementos de la base considerada

4

ﬂ(s) Z [i () @i = Z Z Bis) firdr (t) = Zﬂk(s)ff’k (t)

i=1 k=1
siendo P, el j-ésimo pardmetro estimado del modelo (2.30). En forma ma-
tricial, la expresién anterior quedard

By = FoPs)

con F{,) la submatriz formada por las primeras s columnas de F, §, el vector
de elementos <pj(s), J=Tise 58 Y ﬂ(s) el vector que tiene las coordenadas de
la funcién pardmetro estunadas por el modelo en términos de la base.



84 Regresion logistica funcional en cc. pp.

Al igual que en el caso de la utilizacién de todas las componentes princi-
pales, los coeficientes de la expansién de la funcién pardmetro, estimados a
partir de un mimero reducido de componentes principales, se obtendrdn mul-
tiplicando los estimados por estos tltimos modelos, por los correspondientes
coeficientes de la expresién de las autofunciones en términos de los elementos
bésicos.

Llegados a este punto debemos notar que las estimaciones que se obtienen
de ’)7(3) y @Mmedia.nte estos modelos son completamente diferentes de las que

se obtienen truncando en los primeros s términos el vector ¥ = (’7\1, e ,%)T
(pardmetros estimados obtenidas mediante el modelo (2.26)), por lo que la es-
timacién B(s) (t) de la funcién pardmetro asf obtenida es distinta de la obtenida
truncando la expresi6n (2.28).

Observemos también que si la base del espacio al que consideramos que
pertenecen tanto las trayectorias explicativas como la funcién pardmetro es
ortonormal, las dos alternativas presentadas aqui para la estimacién de dicha
funcién pardmetro coinciden.

2.7 Seleccién de componentes principales

Como ya se explicé en el caso miiltiple, la eleccién del niimero de componentes
principales a utilizar, es un aspecto muy tratado en la literatura. Aucott y
Garthwaite (2000), Mansfield et al. (1977), Hocking (1976), Gunst y Mason
(1977) son algunos de los autores que han tratado este aspecto en el caso
lineal y han dado diversas soluciones, siendo las més populares la eleccién de
las componentes en orden de variabilidad, o bien la eleccién en base a alguna
medida de correlacién con la variable a explicar o bien considerar aquéllas que
mejor explican la respuesta en el caso de modelos de regresién.

En el caso que nos ocupa, y como ya apuntamos en el modelo muiiltiple,
vamos a considerar el primero y el tltimo de los anteriores métodos. Esto nos
permitird comparar la reduccién de dimensién que se consigue con uno y con
otro y lo podremos comprobar en la seccién siguiente en la que se presentan
los ejemplos simulados. También entonces explicamos la importancia de la
eleccién del mimero 6ptimo de componentes a elegir, quedando patente que, a
efectos de la interpretacién de los pardmetros, serfa conveniente utilizar aquel
nimero de componentes que proporcionara pardmetros estimados préximos
a los reales. En el caso funcional la interpretacién de la funcién pardmetro
también es importante de modo que resulta interesante que dicha funcién se
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estime de la manera més exacta posible. Este hecho deberfa tenerse en cuenta
y tomar el nimero de componentes a utilizar en funcién del valor de alguna
medida de la proximidad entre la funcién estimada y la real.

Una medida de la distancia entre la funcién pardmetro del modelo y una
estimacién de la misma (por cualquiera de los métodos presentados en esta
memoria) es el error cuadratico medio integrado que se define, para T = T3, T3)
y una estimacién B (t) cualquiera de 3 (t)

EeMBI (B) = 7 L = /T (5 ~B)) a

que en términos de la base de funciones queda
= 1 P P 2
ECI(B(t) = T-T /T (; B¢; (t) — ;ﬂj@- (t)) dt
1 4 . ’
(B 6

B T;T1 (ﬁ“ﬁ)T‘I’(ﬁ_ﬁ)

siendo B = (ﬂl, 53 ,BP)T y E = (ﬁl, e ,ﬁp)T los coeficientes de la expansién
de las funciones pardmetros (real y estimada, independientemente del método
y nimero de cc. pp. utilizado para ello respectivamente) en términos de los
elementos de la base de funciones.
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Capitulo 3

Ejemplos simulados

En este capitulo se presentan distintos estudios con datos simulados que permi-
tirdn estudiar la precisién de los estimadores obtenidos mediante los modelos
en componentes principales propuestos en los capftulos 1 (caso muiltiple) y
2 (caso funcional). Uno de los objetivos fundamentales de este capitulo es
disefiar criterios de seleccién de las cc. pp. que lleven a una estimacion precisa
de los pardmetros reduciendo al méximo el mimero de componentes.

3.1 Simulacién del caso miiltiple

Para ilustrar el modelo de regresién logistica multiple en componentes prin-
cipales, hemos desarrollado un estudio de simulacién en el que pretendemos
poner de manifiesto las ventajas que con dicho modelo se obtienen, en presen-
cia de multicolinealidad en las variables explicativas, al estimar los pardmetros
del modelo y al reducir la dimensién del problema. En dicho estudio hemos
considerado una serie de modelos en los que, a partir de una cierta estructura
de dependencia conocida de las variables explicativas, se consigue dar una es-
timacién de los pardmetros que se aproxima bien a los reales. El método de
simulacién es similar en todos los casos, si bien se ha variado en cada uno de
ellos la estructura de dependencia y los pardmetros fijados. Antes de comenzar
la explicacién de nuestra simulacién destacaremos la importancia de la eleccién
adecuada de las variables explicativas y de los pardmetros que dardn lugar a
las probabilidades reales que determinan la distribucién binomial de la variable
respuesta, para que, computacionalmente, se obtengan estimaciones estables,
fruto de la ejecucién de los métodos iterativos necesarios para la obtencién de

tales estimaciones.
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Siguiendo los esquemas de simulacién de Pulkstenis y Robinson (2002) y
de Hosmer et al. (1997) en los que se analizan diversos estadisticos de bondad
de ajuste en el modelo de regresi6én logistica, se han seleccionado una serie
de modelos de regresién logistica y se ha repetido un mimero considerable de
veces la simulacién de cada uno de ellos. En cada modelo y en cada repeticién
del mismo se obtendran diversas medidas de la bondad de la estimacién de los
parametros y las probabilidades. A continuacién se exponen detalladamente
los pasos seguidos en la repeticién de cada uno de los modelos, asi como los re-
sultados obtenidos referentes a pardametros estimados, probabilidades, medidas
de bondad de ajuste, etc. Posteriormente se analizardn las medidas globales
de todas las repeticiones de cada uno de los modelos elegidos.

3.1.1 El proceso de simulacién

El primer paso de la simulacién consiste en obtener una muestra de las variables
explicativas y que presenten una estructura de dependencia conocida. Para
ello elegimos inicialmente un nimero de p variables y simulamos n valores de
manera independiente de cada una de las p variables utilizando la distribucién
Normal estdndar en el primer ejemplo y la chi-cuadrado en el segundo. Una vez
simuladas estas cantidades, que resumiremos en una matriz N de dimensién
n X p, buscamos otra A, de dimensién p X p, que proporcione la estructura de
dependencia en las covariables del modelo de regresién logistica mediante una
transformacién lineal de la anterior de la forma N A, y que también se obtiene
mediante simulacién. Si llamamos X = (1 | NA) a la matriz de disefio del
modelo, siendo 1 un vector n X 1 de unos, tendremos simulados los valores de
las variables explicativas. En cada uno de los casos que aqui se muestran se
han modificado tanto los tamanos de muestra n como el nimero de variables
p; asf como las distribuciones para la obtencién de las variables independientes
de N y de la matriz de la transformacién lineal A.

Siguiendo con la obtencién de los datos que nos llevan al ajuste del modelo
de regresién logistica, fijamos los pardmetros del modelo 8 = (ﬂo, [ - ,,Bp)T
obteniéndolos también a través de la simulacién de valores de alguna distribu-
ci6én adecuada. Tales pardmetros proporcionan las combinaciones lineales X 3
que nos llevan a calcular las probabilidades reales del modelo de regresién
logistica

o exp {z7 B} fe i .
i T a1’ TR L
1 + exp {z{ 8}

2dGAsccacoccatnostoncsncosoacstancoranadbacnbasacoannscobdbobharananannas
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siendo z7 la i-ésima fila de la matriz X. En este punto cabe sefialar la im-
portancia de la eleccién adecuada tanto de los valores de N como de Ay S,
para que las exponenciales que llevan a las 7; sean valores estables, esto es, no
demasiado grandes.

Finalmente, y como tltimo paso en la obtencién de los datos, simulamos
los valores de la respuesta dicotémica a partir de una distribucién de Bernouil-
li con el pardmetro dado, en cada uno de los m casos, por la probabilidad

correspondiente
yi~B(m),i=1,...,n.

Una vez simulados los datos pasamos al ajuste del modelo de regresién
logistica con estas variables, resultando en general, y como veremos posterior-
mente, pardmetros estimados B muy alejados de los reales (3, causa que, como
ya han apuntado Hosmer y Lemeshow (1989) en regresién logistica o Ryan
(1997) en regresion lineal y logistica, se puede deber a la gran dependencia
existente en las variables explicativas de la matriz X (multicolinealidad). Para
eludir este problema de estimacién, debido fundamentalmente a la necesidad
de invertir matrices mal condicionadas para la obtencién de los pardmetros
estimados, decidimos utilizar como regresores, en lugar de las variables origi-
nales, las componentes principales de las variables originales, Z = XV. De este
modo, y debido a que las componentes son ortogonales, se evitan los problemas
derivados de la multicolinealidad.

Pero la decisién de utilizar las componentes como regresores va més alld de
evitar problemas de multicolinealidad, con ello también es posible reducir la
dimensién del problema de regresién logistica utilizando, en lugar de todas, un
mimero reducido de componentes que expliquen un determinado porcentaje de
variabilidad.

Después de estimar los pardmetros del modelo en términos de las s primeras
componentes principales ‘/\(s), la reconstruccién de los originales sera

/B(s) = V’(a);y\(s) )

siendo s el mimero de componentes principales seleccionadas y V(s) la submatriz
que tiene las s primeras columnas de V.

Otro de los grandes problemas a tratar en este campo es la eleccién de
un criterio de parada al introducir componentes principales. Asf, Aucot et
al. (2000) consideran tres criterios: (1) introducir todas las componentes que
indique el método Stepwise con los test condicionales de razén de verosimili-
tudes, (2) elegir aquel mimero de componentes que minimice el error cuadrético
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medio de la prediccién, (3) o bien ir introduciendo componentes hasta que el
error anteriormente visto aumente sin importar lo que ocurra después.

En nuestro caso el problema m4s grave que presenta la multicolinealidad de
las variables originales es la deficiente estimacién de los pardmetros del modelo,
por lo tanto decidimos elegir una medida de la precisién de los pardmetros
estimados o reconstruidos con respecto a los reales; y tomamos como tal medida
el error cuadrético medio para los pardmetros estimados

1 &/ 2

BOMB = 227 (B - 85) (3.1)
siendo B(s) el vector de pardmetros estimados (reconstruidos) a partir de los
obtenidos con el modelo con s componentes principales; con lo que el consi-
guiente criterio de parada consistird en elegir el mimero de componentes (bien
en orden de variabilidad o bien en base al procedimiento stepwise) que mini-
mice esta cantidad. Como se pondrd de manifiesto en los ejemplos simulados,
generalmente ocurre que el error ECMB va disminuyendo hasta alcanzar un
minimo y después comienza a crecer, produciéndose como consecuencia un
empeoramiento en la estimacién de los pardmetros (.

No obstante, en una aplicacién con datos reales, no se conocen los paré-
metros reales, con lo que se deberfa elegir algiin otro criterio que no tuviese
en cuenta dichos pardmetros. En los distintos ejemplos de simulacién que
se presentan, se ha observado que generalmente el mfnimo en el ECMB va
asociado a un aumento considerable en el valor de la varianza de los pardmetros
estimados, definida como la suma de los elementos diagonales de la matriz de
covarianzas de los pardmetros

A [B@)] = V& (2 W9 Z@) " Via (3.2)

Ademss, en los casos en que no se produce dicho salto en la varianza, es usual
que el minimo del error ECMB se alcance en la tltima componente que entra en
el modelo. Es por todo esto por lo que aquel nimero de componentes anteriores
a un crecimiento significativo en la varianza de los pardmetros, también es un
criterio que se revela como adecuado en las aplicaciones con datos reales.
Finalmente un aspecto importante a tener en cuenta cuando hemos de
decidir el mimero de componentes principales a introducir en un modelo de
regresién, es el orden en que éstas se incluyen en el mismo ya que se ha de-
mostrado (ver Jackson, 1991) que las componentes mds explicativas no son
necesariamente las que mejor predicen la variable respuesta. En este sentido, y
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a efectos de comparacién, consideraremos para nuestro caso de regresién logis-
tica dos formas de introduccién de componentes: el que llamaremos Meétodo 1
que consiste en la introduccién de las componentes en orden de variabilidad,
y el Método II en el que la inclusién se realiza en el orden que proporciona el
método Stepwise basado en los contrastes condicionales de razén de verosimi-

litudes.

3.1.2 Ejemplo 1

A continuacién se presentan los resultados de un ejemplo como el expuesto an-
teriormente, en el que se considera una muestra de n = 100 valores de p = 10
variables explicativas. En este caso las variables de la matriz N provienen de
una distribucién Normal con media 0 y varianza 1, y la matriz de la trans-
formacién lineal se ha fijado con valores uniformes en el intervalo [0,1]. Para
comprobar que efectivamente existe gran dependencia entre las variables ex-
plicativas asf simuladas, calculamos la matriz de correlaciones de las 10 varia-

bles explicativas contenidas en la matriz NA

[ \
082 1

0.89 060 1

0.87 0.69 093 1

0.70 0.58 0.80 0.73 1

0.77 0.56 0.90 0.79 084 1

0.87 0.59 0.96 0.93 0.81 088 1

0.89 0.60 0.82 0.76 0.50 0.73 0.79 1

092 0.63 0.89 0.83 0.65 0.76 0.85 083 1
\0.79 0.63 0.89 0.81 0.89 0.87 0.86 0.74 0.73 1}

Corr (NA) =

en la que se puede apreciar la gran correlacién existente en la mayorfa de los
casos en los que se supera el 0.8 de correlacién siendo en casi todos superior a
0.5. Especial mencién requiere la tercera variable que tiene gran dependencia
con el resto.

Los parsmetros considerados, que llamaremos reales, aparecen en la Tabla
3.1 y proporcionan, a través de las combinaciones lineales con las filas de la
matriz de disefio X simulada, las probabilidades reales m;. A partir de estas
probabilidades se obtienen, como explicamos anteriormente, los valores de la
variable respuesta binaria proporcionando en este caso valores en los que el

porcentaje de unos es del 39%.
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Después de obtener los datos ajustamos el modelo de regresién logistica
muiltiple con las variables originales

yi=7ri+€i, Z=1, ,].OO

obteniendo como pardmetros estimados los de la Tabla 3.1, que difieren mucho
de los originales como apuntdbamos en la presentacién del proceso de simu-
lacién. Asf, encontramos grandes diferencias en los pardmetros 1, 5, 8 y 10
siendo en algunos casos incluso diferentes en el signo como en el caso de los
pardmetros 2, 3, 4, 6, 7, 8 y 10 con el consiguiente perjuicio para la inter-
pretacién de tales pardmetros como cocientes de ventajas. A pesar de ello, y
como se observa en la Tabla 3.3 (ultima fila) la tasa de clasificaciones correc-
tas es del 87%. Las otras medidas de bondad de ajuste como son el R? y R?
ajustado son, respectivamente, 0.53 y 0.72, mientras que el estadistico G? del
contraste de razén de verosimilitudes es 58.44 con un p-valor de 0.99. Todas
estas medidas indican que globalmente el modelo se ajusta bien, salvo por el
hecho de que los pardmetros se estiman bastante deficientemente. Esto signifi-
ca que el modelo es adecuado para hacer predicciones pero no para interpretar
sus parametros.

Con el objetivo de intentar estimar los pardmetros mejor y reducir de algin
modo la dimensién del problema, calculamos las componentes principales para
posteriormente tomar como variables explicativas tales componentes. Asi, la
varianza explicada por tales componentes se expresa en la Tabla 3.2 que pone
de manifiesto que con las tres primeras componentes se consigue explicar mds
del 93% del total de variabilidad, y con 6 casi alcanzamos el 99%.

Una vez obtenidas las componentes principales ya estamos en condiciones
de utilizarlas como covariables de nuestro modelo de regresién logistica. Con
el objetivo de reducir la dimensién de nuestro problema y de proporcionar una
estimacién de los pardmetros lo méds préxima posible a los reales, hemos ido
ajustando los modelos de regresién logistica con s componentes principales en
cada paso, '

Yi = Tis) + Eis); £ =1,...,100; s=1,2,...,10
donde

exp {23(13)7(3)}
1+ exp {z;{s)ﬂy(s)}

Ti(s) =
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23(13) es la i-ésima fila de la matriz de disefio de componentes principales for-
mada por las correspondientes s + 1 columnas de Z, y 7(,) €l vector de s +1
pardmetros; y hemos reconstruido los pardmetros originales en la forma

By = Vi V(s)

lo que proporciona una estimacién de los mismos en cada paso (Vis) es la matriz
con s columnas de la matriz de vectores propios y la primera columna y fila
con los valores (1,0,... ,0)).

En las Tablas 3.3 y 3.4 se muestran distintas medidas de bondad de ajuste
para los dos Métodos considerados de introduccién de componentes princi-
pales en el modelo (I y II). Las medidas presentadas en dichas tablas son las
siguientes:

e ECMP hace referencia al error cuadritico medio de las probabilidades
estimadas respecto de las reales, esto es,

1 .. 2
ECMP = — Ti(s) — T

= ; (i) — m3)
siendo 7(s) la i-ésima probabilidad estimada por el modelo con s com-
ponentes principales. Observando tales cantidades vemos que, a medida
que vamos introduciendo componentes principales, este error va dismi-
nuyendo quizés hasta que se introduce la iltima componente en orden
de variabilidad en que vuelve a crecer de 0.01 a 0.015. Por otro lado ob-
servando la misma cantidad con el Método II se aprecia c6mo este error
va disminuyendo continuamente. Estos valores indicarian que si tomdse-
mos el criterio propuesto por Aucot et al. (2000) deberfamos seleccionar
las nueve primeras componentes principales con el método I y las cuatro
que entran con el II, siendo muy relevante en este caso la reduccién de
dimensién que se consigue con el método II.

e CCR representa la tasa de clasificaciones correctas tomando como punto
de corte 0.5. Se aprecia que, salvo levisimas desviaciones, a medida que
se introducen componentes las tasas de clasificaciones correctas crecen
pasando del 66 al 87%. Comparando las cantidades de esta medida,
se puede ver que los dos métodos proporcionan casi iguales tasas de
clasificaciones correctas, sélo hay ligeras diferencias y no claramente a
favor de uno de los métodos. En el método II se alcanzan tasas de
clasificaciones correctas parecidas a las del Método I pero con un nimero

menor de cc. pp.
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e ECMB es el error cuadratico medio definido anteriormente en (3.1) y

se observa que en el Método I se alcanza el minimo cuando entra la
séptima componente principal con un valor de 0.52. No obstante ese
minimo es muy préximo a los ECMB asociados a s = 3,4,5,6,7,8 lo
que podrfa indicar que todos ellos podrian ser buenas elecciones como
se aprecia en la Tabla 3.5 que presenta los valores de los pardmetros
reconstruidos. Lo que sf est4 claro es que al introducir la tltima c.p.
este valor se dispara (40.70) llevando a una estimacién muy desviada de
los pardmetros. Habrfa que recordar que los pardmetros obtenidos con
todas las componentes principales son los mismos que los que se obtienen
con las variables originales, lo que vuelve a poner de manifiesto la mejora
que se consigue al utilizar componentes principales y quedarnos con un
ntimero inferior al total. Observando por otro lado los valores de esta
medida para el método II se aprecia que el minimo, 0.487, se obtiene
al entrar la componente nueve en el modelo (tercera en entrar segin
el Método II), lo que vuelve a indicar la reduccién de dimensién que
se consigue siendo mayor con el método II que con el I. Observemos
que al entrar la c.p. 3 el ECMB incrementa empeorando ligeramente la

estimacién de los pardmetros.

Otra medida que hemos considerado como indicativa de la proximidad
entre valores estimados y reales de los pardmetros es el méximo de las
diferencias en valor absoluto entre tales pardmetros

~

Mamj ,8](3) _/83'7 J= 0,... .p.

En las distintas simulaciones llevadas a cabo se ha observado que general-
mente el minimo valor de estos maximos suele coincidir con el mimero
de componentes en donde se alcanza el valor mis pequerno de ECMB
tanto en el método I como en el II; si bien cuando existe alguna difer-
encia, como es este caso, no suele haber gran variacién en el nimero de
componentes principales (+1) ni en el valor de este mdximo.

La siguiente medida que se presenta es la varianza de los pardmetros
estimados definida en (3.2) y que se utilizaria en los casos reales como
medida indicativa del niimero de componentes a elegir. Podemos ver que
tanto con el método I como con el II dicha varianza va aumentando a
medida que introducimos componentes en el modelo pasando de 0.06 a
158.95 en el primer caso y de 0.09 a 2.16 en el segundo. Segin se ha

haSdhoscadocacssosdoacadcossdccanaaacanodocsansdoanavsacannnoiarsanannananda
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indicado en secciones previas, un aumento demasiado grande en dicha
varianza, al introducir una variable, suele ser indicativo de que a partir de
ahf no se deberfan escoger mds componentes cComo ocurre en el método I,
en el que pasarfamos de 4.67 al introducir la novena componente a 158.95
cuando introducimos la dltima. Siobservamos los valores del ECMB en la
séptima componente, 0.52, y en la novena, 0.60, éstos son muy parecidos
con lo que, con el criterio de la varianza, la estimacién de los pardmetros
serfa muy parecida a la obtenida con el de minimo ECMB, al menos
como medida global. Cabe decir que con el método II no se observa una
diferencia tan grande como en el I con lo que seleccionarfamos todas las
componentes que entran segiin el método Stepwise.

Finalmente notar que en las simulaciones desarrolladas se ha observado
que cuando la estimacién de los pardmetros con las variables originales
no es muy exacta, éste hecho lo recoge bien el criterio de la varianza en
el método I con una diferencia considerable en el valor de la varianza con
respecto al resto, al introducir la dltima componente, y con el método
II o bien se aprecia dicha diferencia y coincide con el punto de minimo
ECMB, o muy préximo a él, o bien no se aprecia y deberfamos quedarnos
con todas las componentes que entran en el modelo segin el método 1II
coincidiendo también con el criterio de minimo ECMB.

e Las siguientes columnas indican el valor del estadistico G? de razén de
verosimilitudes del modelo correspondiente para contrastar lo adecuado
del modelo logistico y su correspondiente p-valor que indica en todos los
casos que el modelo logistico es acertado con p-valores préximos a uno a
partir de la segunda componente principal tanto en el método I como en

el II.

e Las tltimas columnas calculadas para cada modelo son los coeficientes de
determinacién comin y ajustado que se utilizan también como medida
de bondad de ajuste. Como se aprecia ambos coeficientes aumentan
al ir introduciendo componentes principales, como no podfa ser de otro
modo, y en ambos métodos; siendo mayores los valores del ajustado que

del comuin.

Para terminar con la exposicién de este ejemplo simulado en las Tablas 3.5
y 3.6 aparecen los valores de los pardmetros reconstruidos por cada modelo
y con cada método, junto a los valores reales, para hacer comparaciones y
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poner de manifiesto que el mimero de componentes principales elegido por los
distintos criterios es adecuado. En estas tablas se aprecia lo préxima que esté
la eleccién hecha a través del criterio del minimo ECMB con respecto a los
pardmetros reales y la eleccién hecha con el criterio del salto en la varianza.

Al igual que en el caso anterior se aprecia que de las cuatro componentes
que entran en el método II, cuando entra la novena (s = 3), que va asociada
al minimo ECMB, es cuando se obtienen mejores estimaciones y que éstas
parecen sensiblemente mejores que con el método L.

Repeticién de la situacién

El segundo paso del proceso de simulacién consiste en repetir la simulacién del
modelo anterior un nimero considerable de veces, de hecho nosotros hemos
considerado 200 repeticiones de este caso. Para ello se fijan los valores que
proporcionan la estructura de dependencia de las variables explicativas, con-
tenidos en la matriz A, y de los pardmetros que definen el modelo, 8, y se
simulan en cada repeticién unos nuevos valores de N y por tanto de X e Y, asf
como de las probabilidades reales; obteniendo en todas y cada una de dichas
repeticiones los mismos estadfsticos y medidas vistas en la seccién anterior.

Para analizar lo adecuado del modelo de regresién logfstica en componentes
principales miltiple debemos considerar una serie de medidas resumen de tales
estadisticos eligiendo el criterio més adecuado. Asf, considerando en cada
repeticién y con cada método de seleccién de componentes, el modelo con un
nimero de componentes principales tal que minimiza el ECMB, se calculan la
media, varianza, coeficiente de variacién, mediana y cuartiles de los estadisticos
utilizados, observando valores que se resumen en las Tablas 3.7 y 3.8. Veamos
detalladamente algunas de las cantidades que aparecen en dichas tablas y las
conclusiones que podemos obtener de ellas.

e En cuanto al nimero de componentes que entran al considerar como
modelo 6ptimo el de menor ECMB, se obtiene que en el método II tanto
la, media como la varianza de tal mimero son mucho menores que en
el Método I, lo que demuestra la diferencia en reduccién de dimensién
que se obtiene con el Método II respecto al I. Ademds observando los
coeficientes de variacién se tiene que son précticamente iguales lo que
indica que tales medias son igualmente adecuadas en ambos métodos.
Ademss el resto de medidas que son la mediana y los cuartiles también
indican gran reduccién de dimensi6én en el Método II y menor en el 1.
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e Cabe destacar el alto porcentaje de variabilidad que explican las compo-
nentes principales en las distintas repeticiones, de modo que utilizando
el punto de corte considerado se tiene un nimero de componentes en el
método I que supera el 98% en media de variabilidad explicada y que
en la mayorfa de las repeticiones se supera el 99%. Sin embargo con
el Método II varfa mucho de una repeticién a otra dependiendo de las
componentes que entran en el modelo. En el ejemplo considerado ante-
riormente las componentes que entran con el Método II son lal,2y9
siendo ésta tltima una de las que menos varaibilidad esplica. Esto pone
de manifiesto que no son necesariamente las cc. pp. més explicativas las
que mejor explican a la variable respuesta.

e En cuanto a las tasas de clasificaciones correctas se observa que en media
ambos métodos proporcionan valores similares en torno al 84% siendo li-
geramente superiores en el Método I asf como en términos de los cuartiles.

e Observando los valores de la media de los mfnimos ECMB se aprecia que
tales valores son parecidos (0.40 y 0.46) siendo las varianzas y coeficientes
de variacién muy similares. La mediana y los cuartiles también indican
tales similitudes y de igual magnitud, 0.03 aproximadamente.

e Con los Méximos correspondientes ocurre exactamente igual que con los
ECMB, sin embargo la suma de las varianzas de los pardmetros estima-
dos de los modelos elegidos son considerablemente mas pequenas con el
Método II (0.94) que con el I (4.62), como ilustran la media, mediana y
cuartiles. Es més, la varianza de esas cantidades es mucho menor tam-
bién en el método II que en el I lo que indica que tales medias son mas

representativas en el método Il que en el L.

e Finalmente el resto de medidas de bondad de ajuste como son el es-
tadistico G2, y los coeficientes de determinacién son muy similares en el
Método I y en el II con ligeras diferencias a favor del Meétodo 1.
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Parametros | Reales | Estimados
Bo -0.67 -0.81
B4 -0.95 -14.84
Bs -0.95 4.96
Bs -0.97 4.35
B4 1.40 -0.89
Bs 1.12 8.66
Be 0.61 -2.70
B~ -0.24 0.79
Bg -0.71 7.61
Bq 1.21 4.66
Bio 0.93 -5.48

Tabla 3.1: Caso miiltiple. Ejemplo 1. Pardmetros simulados y estimados con
el modelo de regresién logistica multiple en términos de las varaibles originales

Componente | Varianza | %Varianza aumulada
1 29.99 83.03
2 2.23 89.20
3 1.63 93.70
4 0.88 96.15
5 0.51 97.57
6 0.45 98.81
7 0.25 99.50
8 0.11 99.79
9 0.08 99.99
10 0.001 100.00

Tabla 3.2: Caso miltiple. Ejemplo 1. Variabilidad explicada por las distin-
tas componentes principales y porcentaje acumulado de variabilidad explicada
para cada una.
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s | ECMP | CCR | ECMB | Max Var G2 | pval | R? | R*(Aj)
1| 0.076 66 | 0.776 | 1.34 | 0.060 |112.35| 0.153 | 0.19 | 0.26
2 | 0.025 78 0.628 | 1.37 0.149 84.77 | 0.808 | 0.39 | 0.53
3| 0.017 79 0.594 | 141 0.214 82.05 | 0.844 | 0.40 | 0.55
4 | 0.012 80 0.567 | 1.42 0.339 79.84 | 0.868 | 0.42 | 0.57
5 | 0.013 78 0.567 | 1.28 0.490 79.42 | 0.859 | 0.42 | 0.57
6 | 0.012 78 0.563 | 1.26 | 0.687 79.40 | 0.842 | 0.42 | 0.57
7 | 0.010 80 | 0.519 | 147 1.003 78.51 | 0.841 | 0.42 | 0.58
8 | 0.010 82 0.541 | 1.32 2.098 74.28 | 0.899 | 0.45 | 0.61
9| 0.000| 8 | 0.603 | 1.56 | 4.672 | 61.43 | 0.991 | 0.51 | 0.70
10 | 0.015 87 | 40.70 | 13.89 | 158.949 | 58.44 | 0.995 | 0.53 | 0.72

Tabla 3.3: Caso multiple. Ejemplo 1. Medidas de bondad de ajuste para el
ejemplo simulado, con la introduccién de las cc. pp. en el modelo segin el
Método I: orden de variabilidad

s|cp| ECMP | CCR | ECMB | Max | Var | G* |p-val R? | R%(A))
1] 2 0.076 72 0.658 | 1.45 | 0.09 | 111.45 | 0.17 | 0.20 | 0.27
21 1 | 0.025 78 0.628 | 1.37 | 0.15 | 84.77 | 0.81 | 0.39 | 0.53
31 9 | 0025 85 0.487 | 1.56 | 1.75 | 72.74 | 0.96 | 0.46 | 0.62
4| 3 | 0.016 87 0.659 | 1.48 | 2.16 | 68.19 | 0.98 | 0.48 | 0.65

Tabla 3.4: Caso muiltiple. Ejemplo 1. Medidas de bondad de ajuste para el
ejemplo simulado, con la introduccién de las cc. pp. en el modelo segin el
Método II: orden que propociona el método Stepwise
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s 1 2 3 4 5 8 9 | Real
90(3) -0.43 | -0.51 | -0.49 | -0.43 | -0.42 | -0.42 | -0.40 | -0.40 | -0.66 | -0.67
gl(s) 0.07 | -0.32 | -0.34 | -0.38 | -0.31 | -0.30 | -0.40 | -1.24 | -1.91 | -0.95
Ez(s) 0.05 | -0.53 | -0.32 | -0.31 | -0.30 | -0.32 | -0.31 | 0.01 | -0.71 | -0.51
93(3) 0.09| 026| 0.20| 0.24| 0.25| 0.25| 0.49 | 0.01 | -2.53 | -0.97
g4(3) 0.07| 003| 001| 031 0.21| 020 0.33| 0.09| 2.32| 140
Es(s) 0.05| 0.44| 064 | 065 | 0.71| 0.73 0..62 -0.08| 1.63| 1.12
és(s) 0.07| 043 | 047| 032| 0.41| 037| 0.41| 0.53| 1.21| 0.61
97(3) 009 031 026| 042| 040 0.39| 0.05| 0.78 | -0.38 | -0.24
és(s) 0.06 | -0.24 | -0.39 | -0.64 | -0.71 | -0.72 | -0.83 | -1.25 | -0.07 | -0.71
,\’39(3) 0.05 | -0.11 | -0.20 | -0.21 | -0.08 | -0.05 | 0.09 | 1.04 | 2.38 | 1.21
,810(3) 007| 036| 048 | 031 | 0.19| 0.21| 0.33 | 1.05| 0.90| 0.93

Tabla 3.5: Caso miiltiple. Ejemplo 1. Pardmetros reconstruidos por el modelo
de regresién logfstica considerado, con los distintos nimeros de cc. pp. en el
modelo. Introduccién de las cc. pp. en el modelo segin el Método I: orden de

variabilidad.

s | 1 | 2 | 3 | 4 [Real
Bow | 053 | -0.51 [ -0.69 | -0.72 | -0.67
By | -0-32| -0.32 | -0.96 | -1.09 | -0.95
Baey | 045 | -0.53 | -1.24 | -1.06 | -0.51
Ba | 01| 0.26|-1.96 | -2.37 | -0.97
Bue | 0.05| 0.03| 1.94| 218 140
B | 029| 044| 1.80| 229| 112
B | 026| 0.43| 0.98| 112 061
B | 015| 031]-0.60 | -0.80 | -0.24
B | 0.24 | -0.24| 0.85 | 0.77 | 0.71
Bog | 014 | -0.11| 1.13| 118 121
B | 021| 0.36| 0.29 | 0.46 | 0.93

Tabla 3.6: Caso multiple. Ejemplo 1. Pardmetros reconstruidos por el modelo
de regresién logistica considerado, con los distintos mimeros de cc. pp. en el

modelo. Introduccién de las cc. pp. en el modelo segin el Método II: orden

proporcionado por el método Stepwise
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Estadisticos | Media | Varianza | CV | Me Q Q3
NeComp. 7.51 5.57 | 0.31 9.00| 6.00 9.00
Var. Acum. | 98.39 10.85 | 0.03 | 99.996 | 98.94 | 99.996
ECMP 1.69 0.45 | 0.40 1.59 | 1.22 2.01
CCR 85.25 10.85 | 0.04 | 85.00 | 83.00 | 87.00
ECMB 0.40 0.03 | 0.45 0.38 | 0.24 0.57
Max 1.21 0.12 | 0.28 1.26 | 0.92 1.48
Var 4.62 160.37 | 2.74 3.62| 0.89 4.69
G2 65.11 105.36 | 0.16 | 63.90 | 57.96 | 72.67
R? 0.50 0.003 | 0.10 0.51 | 0.47 0.54
R2(Aj) 068 | 0.005|0.10| 069| 063| 0.73

Tabla 3.7: Caso miltiple. Ejemplo 1. Medidas promedio de bondad de ajuste
para las 200 repeticiones del ejemplo simulado, con la introduccién de las cc.
pp. en el modelo segtin el Método I: orden de variabilidad.

Estadisticos | Media | Varianza | CV | Me (O Qs
N°Comp. 3.12 1.00| 0.32| 3.00| 2.00| 4.00
ECMP 223 236 069| 1.85| 135| 248
CCR 83.41 12.10 | 0.04 | 84.00 | 81.00 | 86.00
ECMB 0.46 0.04|043| 056 | 0.26 | 0.61
Max 1.26 0111026 1.39| 099 | 1.51
Var 0.94 0.731090| 0.40| 023 | 1.62
G2 72.33 106.41 | 0.14 | 72.12 | 64.92 | 78.93
R? 0.47 0.003 | 0.12| 0.47| 044 | 0.50
R2%(Aj) 0.63 0.006 | 0.12| 0.63| 0.58 | 0.68

Tabla 3.8: Caso multiple Ejemplo 1. Medidas promedio de bondad de ajuste
para las 200 repeticiones del ejemplo simulado, con la introduccién de las cc.
pp. en el modelo segin el Método II: orden proporcionado por el método

Stepwise.
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3.1.3 Ejemplo 2

Con la intencién de corrobarar lo visto en el ejemplo anterior, hemos desarro-
llado otro trabajo de simulacién en el que sélo presentaremos las conclusiones
obtenidas de las numerosas repeticiones del mismo y no asf del ejemplo par-
ticular.

La simulacién de los valores de las variables explicativas se ha obtenido
mediante la ya comentada transformacién lineal de valores independientes, en
este caso de la distribucién chi-cuadrado con un grado de libertad, consideran-
do n = 200 valores de p = 12 variables con dicha distribucién. La matriz A de
la transformacién es una matriz triangular superior de unos y los pardmetros
fijados para la simulacién de las probabilidades del modelo son

Bo |Bi |Ba |Bs |Ba |Ps
0.41 |-1.23|-0.22 | -0.50 | -1.83 | 1.79

136 187 138 ,69 ﬂw 1611 1312
-0.53 | 0.85 | -0.68 | 1.46 | -1.52 | 0.10 | 1.01

Una vez simulados los valores de las variables independientes y los pardmetros
del modelo, la obtencién de las probabilidades y de los valores dicotémicos de
la variable respuesta se obtienen como en el ejemplo anterior. Después de la
simulacién de todos los valores necesarios, ajustamos el modelo, estimamos los
pardmetros y obtenemos las medidas de bondad de ajuste y de la precisién de

los pardmetros estimados ya conocidos en términos de las cc. pp.

Repitiendo la simulacién y los ajustes antes mencionadas, en este caso 300
veces, obtenemos las medidas resumen de esta repeticién ya definidas y que se
muestran en las Tablas 3.9 y 3.10. De la observacién de las mismas se llega a

las siguentes conclusiones.

e En cuanto a la reduccién de dimensién que se consigue, vuelve a ser no-
table si comparamos los Método I y II ya que en el primero el mimero
de componentes promedio de los modelos 6ptimos es casi 8 y en el se-
gundo sélo 4. Ademss, estas dos medidas son igualemte representativas
a tenor de lo indicado por el coeficiente de variacién que presenta en los
dos métodos valores cercanos a 0.35.

e Observando los valores promedio de la tasa de clasificaciones correctas se
aprecia que los modelos predicen de manera adecuada llegando a ser las
tasas del 96.07% en el Método I (con 8 componentes de promedio) y de
95.77 (con 4) en el II. Ademés si examinamos las medidas de variabilidad
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Estadisticos | Media | Varianza | CV | Me Q Qs
N. cc. pp. 7.82 7.28 0.35 | 8.00 | 5.00 | 10.00
Var. Acum | 98.22 2.76 0.02 | 98.71 | 97.12 | 99.49
ECMP 001 | 1.23E-5 | 044 | 0.01 | 0.01 | 0.01
CCR 96.07 1.62 0.01 | 96.00 | 95.00 | 97.00
ECMB 0.85 0.07 0.32| 090 | 0.68 | 1.02
Max 1.75 0.13 021 1.76 | 1.57 | 1.95
Var 8.43 69.01 |099| 5.65 | 2.61 | 11.53
G? 42.68 | 12250 | 0.26 | 42.11 | 34.61 | 49.57
H* 022 | 2.94E-3 | 0.25| 0.22 | 0.18 | 0.26
R2(A)) 0.59 0.01 0.18 | 0.59 | 0.51 | 0.67

Tabla 3.9: Caso muiltiple. Ejemplo 2. Medidas de bondad de ajuste para las
300 repeticiones del ejemplo simulado, con la introduccién de las cc. pp. enel
modelo segiin el Método I: Orden de variabillidad

calculadas para estos promedios vemos que son bastante bajas con un
coeficiente de variacién de 0.01 para ambos casos.

e De las medidas de la precisién de las estimaciones podemos concluir que
suelen ser ligeramente mejores las obtenidas por el Método I como por
ejemplo para el ECMB que obtiene un promedio de 0.85 en el primer
caso y 1.02 en el segundo o para el Max con valores de 1.75 y 2.02
respectivamente. Sin embargo esta ganancia en precisién del Método I
necesita de demasiadas componentes (el doble). Cabe decir que de las
variabilidades de los promedios aqui indicados se concluye que lo aqui
observado es ténica general en cada una de las repeticiones ya que dichas
variabilidades son pequefias y similares.

e Finalmente las medidas de bondad de ajuste en este caso vuelven a no
indicar una preferencia por uno u otro Método, ya que son muy parecidas
en media y variabilidad como se desprende de R? con valores promedio
en ambos casos de 0.2 aproximadamente.
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Estadisticos | Media | Varianza | CV | Me Q Qs
N. cc. pp 3.92 2.25 0.38 | 4.00 | 3.00 | 5.00
ECMP 0.01 2.50E-5 | 0.47 | 0.00 | 0.01 | 0.01
CCR 95.77 1.91 0.01 | 96.00 | 95.00 | 96.63
ECMB 1.02 0.13 0.36 | 1.04 | 0.78 | 1.24

Max 2.02 028 |0.26| 198 | 1.70 | 2.29
Var 3.43 776 | 081 2.79 | 1.38 | 4.80
G? 4703 | 167.29 | 0.28 | 44.92 | 37.21 | 56.11
R? 0.20 | 3.76E-3 | 0.31| 0.20 | 0.16 | 0.24

R2(Aj) 054 | 002 |025| 0.56 | 0.47 | 0.63

Tabla 3.10: Caso muiltiple. Ejemplo 2. Medidas de bondad de ajuste para las
300 repeticiones del ejemplo simulado, con la introduccién de las cc. pp. en el
modelo segtin el Método II: Orden Stepwise

Conclusiones

De este estudio de simulacién podemos concluir que en aquellas medidas
de bondad de ajuste en las que hay alguna diferencia a favor del Método I,
tales diferencias son muy pequefias y no significativas con lo que podriamos
concluir que la bondad del ajuste del modelo seleccionado con los dos Métodos
es similar. Pero si nos centramos en la reduccién de dimensién del problema
y estimacién de los pardmetros, el Método II es claramente superior al I como
indica el nimero de cc.pp y la varianza de los pardmetros estimados y ademds
a gran distancia con lo que serfa éste el método més adecuado de introduccién
de componentes principales y la utilizacién de éstas una buena eleccién para el
ajuste de un modelo de regresién logistica con variables explicativas continuas
y con gran presencia de multicolinealidad.
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3.2 Simulacién del caso funcional

En el capftulo dos de la presente memoria introdujimos de manera teérica el
modelo de regresién logistica funcional y los problemas que podrian surgir en la
préactica en su estimacién, y propusimos una serie de soluciones a los mismos.
En el presente pretendemos poner de manifiesto, con datos simulados, toda esta
problemstica de estimacién, asi como lo adecuado de las distintas soluciones
aportadas.

Como se indicé en el capftulo tedrico, al trabajar con datos funcionales
el primer problema que se plantea en situaciones reales es la forma en que
se presenta la informacién muestral disponible para la estimacién y ajuste de
los modelos bajo estudio. Los datos funcionales, desde su perspectiva tedrica,
son observaciones de trayectorias o funciones muestrales, generalmente depen-
dientes del tiempo, de un proceso estocéstico. La imposibilidad practica de
hacer mediciones de manera continua de tales funciones hace que, como mucho,
dispongamos de observaciones puntuales en tantos instantes discretos como de-
seemos, 1o que hace necesario el desarrollo de técnicas eficaces que permitan
conocer de forma aproximada las funciones de las que se obtienen dichas ob-
servaciones. Como afirman Ramsay & Silverman (1997), conoceremos una
funcién cuando seamos capaces de calcular su valor en cualquier punto de su
dominio, de ahf que ante la imposibilidad de conocer la expresién analitica de
una funcién, serd suficiente con tener la posibilidad de evaluarla en cualquier
punto.. Analizaremos aquf las dos técnicas indicadas en los capitulos tedricos:
interpolacién spline cibica natural y aproximacién minimo-cuadrética.

Segtin hemos visto en el Capitulo 2, el ajuste de un modelo de regresién
logistica funcional se reduce a uno muiltiple cuya matriz de disefio se obtiene a
partir de las observaciones discretas de las trayectorias ”explicativas” (asf las
llamaremos puesto que se utilizan para explicar una variable respuesta binaria);
observaciones en las que encontraremos usualmente una gran dependencia por
la naturaleza de las mismas y la forma de obtenerlas con el cosiguiente perjuicio
para la estimacién del modelo. Al igual que en el caso muiltiple, hemos pro-
puesto, para resolver estos problemas, la utilizacién de anélisis en componentes
principales, en este caso funcional. En los ejemplos que siguen se ilustrard cémo
se mejora la estimacién del pardmetro funcional de nuestro modelo al utilzar
ACPF de las trayectorias explicativas.

A continuacién vamos a presentar una serie de ejemplos simulados para ilus-
trar tanto los problemas que surgen en los ajustes de los modelos de regresion
logfstica funcional, como lo adecuado de las distintas soluciones adoptadas.
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El primer ejemplo consiste en el ajuste de un modelo de regresién logisti-
ca funcional en el que las trayectorias explicativas proceden de un proceso
estocastico cuyas trayectorias son funciones spline ciibicas. Para ello simulare-
mos una serie de trayectorias y, a partir de ellas, sus correspondientes valores
de respuesta, fijando previamente una funcién pardmetro. En los ejemplos
segundo y tercero, en lugar de simular las trayectorias propiamente dichas,
simulamos los valores de un conjunto de trayectorias de un proceso estocéstico
conocido, en una particién de nodos de observacién; y a partir de los métodos
de interpolacién y aproximacién mfnimo cuadritica (ejemplos dos y tres re-
spectivamente) aproximamos las trayectorias explicativas. En cada uno de los
casos se obtienen los valores simulados de la respuesta a partir de una funcién
pardmetro previamente fijada. En los tres ejemplos repetiremos un mimero
grande de veces la simulacién de los valores de la respuesta, los ajustes de los
modelos de regresién logfstica y la estimacién de las funciones pardmetro; y
calcularemos determinadas medidas de bondad del ajuste y de la precisién de

las estimaciones.

3.2.1 Simulacién de los datos

A continuacién expondremos con detalle los pasos seguidos en cada ejemplo
de simulacién que en todos los casos sigue el mismo esquema, variando en
cada uno de ellos determinados aspectos que indicaremos en su momento.
Consideraremos en todos los casos que las trayectorias son regulares y pueden
aproximarse en el espacio generado por las funciones B-spline definidas a partir
de un conjunto de nodos Ty, ..., 7, mediante la espresi6n recursiva (2.4), y que
por tanto se pueden expresar de la forma

q+1
zi(t) =) aiB; (1)
j=-1
variando en cada ejemplo los nodos de definicién de las funciones bésicas (B-
splines) y el soporte de definicién del proceso.

El primer paso es la obtencién de una muestra aleatoria de trayectorias del
proceso que se considere en cada ejemplo z; (t) , ..., Zn (t), las cuales quedardn
completamente determinadas cuando se conozcan los coeficientes de la expre-
sién anterior para cada trayectoria, coeficientes que se pueden resumir en una
matriz de dimensién n x (g + 3)

A= (aij)i=1,...,n;j=—1,-~-,q+1 ’
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Los distintos ejemplos que se van a presentar muestran tres formas distintas
de obtener los coeficientes de la expresién anterior. Asi, en el primer ejemplo
se consideran los splines directamente mediante la simulacién de estos coefi-
cientes de manera aleatoria escogiendo valores de una transformacién mediante
valores uniformes en [0, 1] de la distribucién Normal esténdar. En el segundo
ejemplo se aborda la situacién en que la informacién disponible es un conjunto
de observaciones de una muestra de trayectorias del proceso en un conjunto
de instantes discretos y que se consideran medidas sin error, en los mismos
instantes de definicién de los B-spline, esto es, las trayectorias muestrales se
aproximan mediante interpolacién spline ctbica, natural. En el tercer ejemplo
se repite la situacién anterior, pero con la salvedad de que ahora las observa-
ciones se consideran tomadas con error, y ademés se dispone de observaciones
de las trayectorias en los nodos de definicién de los B-splines y en un conjunto
de nodos intermedios, por tanto podemos obtener los elementos de la. matriz
A mediante la aproximacién mfnimo cuadrética vista en la expresiéon (2.6).
Una vez simuladas las trayectorias explicativas, el siguiente paso es la si-
mulacién del modelo logfstico funcional, esto es, de los valores de la variable
respuesta a partir de las trayectorias del proceso. Para ello previamente hemos
de fijar la funcién pardmetro. En los casos que nos ocuparén, tales funciones
seran distintas funciones suaves (sinusoidales generalmente) y que se expre-
sarin también en términos de la base de funciones B-spline definida previa-

mente en la forma
q+1

Bt)=">_ B;B;(t).

j=-1
Al igual que en el caso de las trayectorias, la funcién pardmetro simulada se
tendrs cuando se conozcan sus coeficientes 3; de manera que, para fijar la fun-
ci6én pardmetro en los ejemplos que aquf presentamos, hemos obtenido dichos
coeficientes a partir de la interpolacién de los valores de las funciones en los
nodos de definicién de los spline.

Después de fijada la funcién pardmetro, ya podemos obtener los valores
de la variable respuesta yi, ...,y a partir de la simulacién de valores de n
distribuciones de Bernouilli cada una con probabilidad dada por

exp{a+f[m,r]:1;,(t)ﬁ(t dt}
1+exp{a+f[T T]w,(t)ﬁ(t)dt}

Para obtener estas probabilidades se fija en primer lugar un valor de o, y
posteriormente, para el cdlculo de la integral anterior, se aprovecha la expresién

T =
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en términos de la base de funciones de la forma
/ 2:(£) B(t)dt = aTUB, i=1,..n
[7'077"1]

con

‘I’(q+3)x(q+3) = ("pjk) ) ¢jk = / B; (t) By, (t) dt, j,k=-1,...,q+3

[To qu]

B = (Bovs---+Bers)

y aT la i-ésima fila de A. Las integrales de esta expresién se han obtenido
mediante la férmula de cuadratura de Gauss con cuatro nodos propuesta por
Ocana (1995).

Cabe aquf destacar, al igual que en el caso muiltiple, la importancia que
tiene en los ejemplos simulados la eleccién adecuada de la funcién pardmetro,
de las trayectorias explicativas y del pardmetro constante ¢, para que las ex-
ponenciales de la expresién anterior no crezcan o dismunuyan excesivamente y
nos lleven a valores de la variable respuesta que sean o bien todos cero o bien
todos uno, lo que harfa al modelo de regresién logistica inestable.

Una vez simulados los datos, estamos en condiciones de ajustar el modelo
de regresién logfstica funcional y analizar la precisién de la estimacién de la
funcién pardmetro asf como la ganancia en reduccién de dimensién obtenida
al utilizar las cc. pp. como variables explicativas. Tanto por la imposibilidad
de dar una estimacién directa de la funcién pardmetro del modelo como de
disponer de las trayectorias explicativas, en su expresién analitica, y poder
calcular la integral que involucra el modelo de regresién logfstica; es necesario
dar una aproximacién miiltiple al problema de regresién logfstica funcional.
Como se vio en el Capftulo 2, esta aproximacién pasa por el ajuste de un
modelo de regresién logfstica miiltiple cuya matriz de diseno es

(1]AY),

~ v ~ T
con 1 un vector n X 1 de unos. Si llamamos 8 = (ﬁ_l,ﬂ2, - ,,Bq+1) a los

pardmetros estimados por este modelo muiltiple, la estimacién de la funcién
parsmetro del correspondiente modelo funcional seré

q+1

B(t)="_ B;B;(t)

j=—1

Al ajustar este modelo miiltiple surgen determinados problemas como los
vistos en el primer capftulo debidos a la alta multicolinealidad existente en la
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matriz de disefio, y que se ve més acusada en este caso funcional por la for-
ma en que se obtiene ésta a partir de observaciones dependientes del tiempo.
Asimismo surgen otros problemas derivados de la aproximacién de las trayec-
torias en el espacio de dimensién finita que genera la base de B-splines, y que
comentaremos en cada caso posteriormente. Ademds de todo esto aparece el
problema de la dimensién que consiste en que en muchos casos para que la
aproximacién de las trayectorias sea adecuada es necesario que el mimero de
funciones bésicas que conforman la base sea elevado, con el consiguiente per-
juicio en el ajuste del modelo de regresién logfstica. Para dar respuesta a todos
estos probemas hemos propuesto la utilizacién de an4lisis en componentes prin-
cipales funcional, de manera que, en lugar de ajustar el modelo de regresién
logistica miltiple visto anteriormente, ajustarfamos el modelo que tiene como
valores de la variable respuesta binomial los simulados y como valores de las
variables explicativas los de las componentes principales.

Existen dos aspectos a tener en cuenta a la hora de utilizar componentes
principales como regresores de un modelo de regresién: por un lado el tipo
de andlisis de componentes principales a utilizar, y por otro el nimero de
componentes mds adecuado junto con el orden en que éstas se introducen en
el modelo. La respueta a la segunda cuestién ya fue amplimente tratada en el
caso muiltiple, llegando a lo que convinimos en denomiar Método I (entrada de
las componentesen el modelo en orden a su variabilidad) y Método II (entrada
mediante seleccién stepwise). En cuanto a la segunda cuestiéon debemos notar
que existe una doble alternativa: la utilizacién de las componentes principales
de la matriz de disefio del modelo miltiple sin la columna de unos (A¥), a lo
que llamaremos ACP1; o bien considerar el anélisis en componentes principales
funcional con respecto a la métrica usual en L? (T), que, como vimos en el
Capitulo 2, es equivalente a considerar las componentes principales de la matriz
AUY/2 y 3 1o que llamaremos ACP2. En cualquier caso, y como se demuestra
en Aguilera et al. (2002), el ACP1 puede verse también como el ACP funcional
de una transformacién adecuada de los datos respecto de la métrica usual en
L?(T). En los ejemplos que se presentardn posteriormente se han calculado
ambos tipos de ACP.

Teniendo todo esto en cuenta y siguiendo las pautas vistas en el caso muilti-
ple, ajustaremos los modelos de regresién logfstica con distinto ndmero de cc.
pp. segun los dos tipos de ACP y érdenes de introduccién y obtenemos los
pardmetros estimados ¥, y (s en cada caso. A partir de estas estimaciones
obtenemos tanto las estimaciones de las coordenadas de la funcién pardmetro
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como de la propia funcién pardmetro Bg)’ ﬁf:), ’,8\2) )y B?Z) (t). Para decidir
la, estimacién més adecuada en cada caso obtenemos las medidas propuestas
en los capitulos teéricos ECMB y ECMBI eligiendo como adecuada aquellas
estimaciones que minimicen estas cantidades.

Otras medidas también muy ttiles a la hora de decidir la estimacién mas
precisa posible de la funcién pardmetro y de la bondad del ajuste de los dis-
tintos modelos son las vistas en el caso muiiltiple: error cuadratico medio de las
probabilidades (ECMP), tasa de clasificaciones correctas con 0.5 como punto de
corte (CCR), méximo de las diferencias en valor absoluto entre los coeficientes
de la expresién (3.3) simulados y estimados (Max), varianza de las estima-
ciones de los pardmetros anteriores (Var), estadistico de bondad de ajuste G2
asf como su p-valor y R%. Todas estas medidas se obtendrén en los distintos
ejemplos y nos ayudarsn a la eleccién del mejor ajuste y mds preciso.

Finalmente indicar que en problemas con datos reales no se dispone de
la verdadera funcién pardmetro con lo que se debe escoger como mimero de
componentes aquel a partir del cual se produzca un incremento considerable
en la varianza de las estimaciones de los pardmetros desde el punto de vista

multiple como vimos en aquella ocasion.

3.2.2 Ejemplo 1: simulacién de un proceso cuyas trayec-
torias son funciones spline

Con este primer ejemplo pretendemos ilustrar el modelo de regresién logisti-
ca funcional con trayectorias explicativas pertenecientes a un espacio de di-
mensién finita en lugar de una aproximacién de las mismas. Asi, considera-
remos un proceso cuyas trayectorias son funciones spline ctibicas expresadas
en términos de la base de funciones B-spline cibicas definidas con los nodos
0,1,2,...,9,10; y una muestra aleatoria simple de las mismas de tamano 100.
Para ello simulamos 100 vectores aleatorios de dimensién 13 cada uno y co-
rrespondientes a los coeficientes de la expresién de los splines en términos de

los B-splines

p i |
()= a;B;(t), i=1,...,100

j=—1

FEn definitiva los valores simulados lo son de una matriz de dimensién 100 x 13

A= (aij)i=1,..,100;j=.-1,...,11
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Para la obtencién de esta matriz hemos seguido las mismas pautas del ejem-
plo muiltiple, esto es, hemos simulado 100 valores de una distribucién normal
de dimensién 13, con vector de medias nulo y la identidad como matriz de
varianzas-covarianzas. Posteriormente, y con objeto de que exista multicoline-
alidad, hemos simulado valores uniformes en el intervalo [0, 1] correspondientes
a cada uno de los elementos de una matriz de dimensién 13 x 13. El producto
de estas dos matrices dard lugar a los coeficientes de la matriz A.

Después de disponer de las trayectorias explicativas del proceso, fijamos
como funcién pardmetro del modelo logistico la interpolacién spline ciibica
natural de sen (z + m/4) sobre los nodos antes mencionados. Su expresién en
términos de la base de funciones B-spline es

B(t)= ) B;B;(t) (3.3)

j=—1
siendo tales coeficientes
B1 Bs B B4 Bs Be

-1.63 | -0.71 | 0.22 | 1.22 | 0.94 | -0.09

167 168 189 1810 1311 ﬂ12 1613
-1.04 | -1.04 | -0.08 | 0.95 | 1.12| 0.21 | -0.70

Una vez fijada la funcién pardmetro y simuladas las trayectorias, calculamos
las integrales

/ 2:(£) B(t) dt = aTUB, i = 1,..., 100 (3.4)
[0,10]

que nos llevardn a las probabilidades simuladas

exp{a+al¥8}
P = Y V. | :
= Fexp {a+ alVg3} ¢ 00 (3.5)

con @ = 0.5, y finalmente a los valores de la variable respuesta mediante la
distribucién de Bernouilli de dichas probabilidades

yi =B (m), i=1,..,100.

Una vez simulados tanto los valores de la variable respuesta como las trayec-
torias explicativas, ajustamos el modelo de regresién logistica funcional

yi =mi+€;, 1=1,...,100
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que, por la forma de considerar tanto las trayectorias como la funcién pardmetro,
sabemos que no es mas que un modelo de regresién logistica muiiltiple con ma-

triz de diseno
(1] AY)

siendo A la matriz de dimensién 100 x 13 simulada y 1 el vector 100 x 1 de unos.
El término independiente estimado es @ = 1.54 frente al real @ = 0.5 y el resto
de pardmetros estimados por este modelo aparecen en la pemiltima columna
de 1a Tabla 3.11 que, como podemos apreciar, difieren bastante de los reales a
pesar de que el modelo se ajusta globalmente bien (p = 0.9949). La magnitud
de esas diferencias se aprecia mucho més claramente si en lugar de comparar
coeficiente a coeficiente las comparamos globalmente mediante las respectivas
representaciones gréficas de las funciones pardmetro real y estimada que se
presentan en la Figura (3.1).

Con la doble intencién de mejorar la estimacién de la funcién pardmetro
y de reducir la dimensién del problema, al igual que hicimos en el caso multi-
ple, ajustamos los modelos de regresién logistica con 1, 2, ... componentes
principales mediante ambos anilisis (ACP1 y ACP2), introduciendo dichas
componentes en el modelo en orden de variabilidad y en el orden dado por el
método stepwise (Método I y Método II) respectivamente, y obtenemos tanto
las estimaciones que proporciona cada ajuste como las medidas de bondad de
ajuste més usuales y las de precisién de las estimaciones de los pardmetros
propuestas en esta memoria. Con objeto de que la observacién de las can-
tidades sea mds cémoda decidimos agrupar todas estas medidas en tablas al
final de la seccién. Observando estas medidas se aprecia que:

e Variabilidad acumulada: (V. Ac.). En la Tabla 3.12 se ve que al ajustar
los modelos con ACP1 se supera el 92% de variabilidad explicada con
las cinco primeras componentes principales y que con ocho se alcanza
practicamente el 99%. Estas mismas cantidades son alcanzadas respecti-
vamente con una y cinco componentes en el caso del ACP2 (Tabla 3.14),
con lo que parece que para reducir la dimesi6én resultarfa més eficaz el
ACP2 que el ACP1 ya que se consiguen mayores porcentajes de variabi-
lidad explicada con menor nimero de componentes.

e ECMP. Si nuestro objetivo es predecir correctamente las probabilidades
de respuesta de la variable dependiente, hemos de observar el error
cuadratico medio de las probabilidades estimadas; cantidad que presenta
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su menor valor (0.005) cuando introducimos la cuarta componente en
el modelo con ACP1 y Método I (Tabla 3.12), lo que indicaria ya una
reduccién de dimensién en cuanto a este objetivo, sin embargo con el
método II el minimo se alcanza con tres componentes al entrar la cuarta
en el método Stepwise (Tabla 3.15) con un valor de 0.014, valor que es
superior, lo que indicarfa un peor ajuste, pero por contra una mayor re-
duccién de la dimensién. En cuanto al ACP2 (Tablas 3.13 y 3.14), esta
medida se comporta de manera muy similar a como lo hacfa en el ACP1
tanto individualmente en cada método de entrada de componentes, en los
que se alcanzan minimos para los modelos con cinco y tres componentes
y valores de 0.016 y 0.009, como en la comparacién de dichos métodos.

CCR. La tasa de clasificaciones correctas, al igual que el ECMP, es una
medida de la capacidad predictiva del modelo, siendo en este ejemplo los
valores de dicha tasa generalmente altos rondando en todos los casos el
85% v el 90%, aunque en ningin método de entrada de variables ni tipo
de ACP se observa un comportamiente mejor a otro, en el sentido de

conseguir un claro incremento en dicha tasa.

ECMB. Con los valores del error cuadratico medio de los coeficientes es-
timados, ocurre algo parecido a lo que ocurrfa con el ECMP en el ACP1,
no asf en el ACP2. El valor mfnimo en el primero (0.263) se alcanza con
cuatro componentes en el Método I y con tres (0.288) en el II (valores
muy similares aunque ligeramente mas pequefio el primero pero también
ligera menor reduccién de dimensién) segin se puede ver en las Tablas
3.12 y 3.15. Sin embargo para el segundo (Tablas 3.13 y 3.14) esos mini-
mos se alcanzan con una y dos componentes principales y valores mucho
més altos de 0.755 y 0.697 para los Métodos I 'y II respectivamente. Este
hecho pone de manifiesto que esta medida es adecuada para decidir lo
precisas que son las estimaciones de los pardmetros y la reduccién de
dimensién que se consigue con ACP1, no asf con ACP2. De hecho en la
Figura ?? se observa mds claramente la mala estimacién de la funcién
pardmetro obtenida con el ACP2 y el criterio del minimo ECMB mien-
tras que la Figura 3.2 indica una estimacién mucho més precisa. Cabe
destacar en cuanto a esta medida se refiere, el aumento que experimenta
cuando introducimos las tltimas componentes en el modelo (Tabla 3.12),
llegando a tomar valores del orden de 10° y 107 lo que pone de manifiesto
lo mal que se estiman los pardmetros (en este caso los coeficientes de la
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expresién (3.3)) cuando se introducen muchas componentes; recordemos
que el modelo con todas las componentes principales como regresores pro-
porcionaba iguales pardmetros estimados que el modelo con las variables
originales en el caso multiple y por tanto igual ocurrird ahora.

Max. El méximo de las diferencias entre pardmetros simulados y esti-
mados en valor absoluto era una medida alternativa al ECMB en el caso
muiltiple y que generalmente se comportaba de manera similar a ésta. El
caso funcional también recoge su idoneidad para la decisién en el ACP1
y no asf en el ACP2 como se aprecia en las Tablas 3.12, 3.15, 3.14 y 3.13
de tal manera que en el ACP1 tanto con el Método I como con el II, se
ve que se alcanzan valores minimos de dichos méximos para los modelos
con 4 y 3 componentes respectivamente y con valores de 1.581 y 1.577;
valores que son muy similares como ocurria en el ECMB. Sin embargo
para el ACP2 los valores minimos se alcanzan para los modelos con una
sola componente principal y valores 1.756 en ambos casos.

ECMBI. Recordemos que esta medida era una alernativa al ECMB cuan-
do lo que realmente nos interesa es estimar de manera precisa la funcién
pardmetro del modelo de regresién logistica funcional y olvidarnos de
algiin modo del término independiente . En el caso de ACP1, el error
cuadrético integrado se comporta como el ECMB, alcanzando los valores
minimos para los modelos que tienen las 4 primeras cc. pp. con el méto-
do I y 3 en el método II con valores respectivamente de 0.272 y 0.564,
que se pueden ver en las Tablas 3.12 y 3.15. Sin embargo en el ACP2
(Tablas 3.14 y 3.13) el comportamiento de esta medida no es como en el
del ECMB, ya que ahora los valores més pequenos se alcanzan para los
modelos con cinco componentes en el Método I (1.313) y con tres en el
Método IT (1.544), en definitiva un comportamiento andlogo al que pro-
duce ECMB y ECMBI en el ACP1. Este hecho nos lleva a concluir que
ECMB y ECMBI se comportan de igual manera en cuanto a la reduccién
de dimensién estimando la funcién pardmetro al utilizar ACP1, y siendo
esta reducién mayor en el Método II que en el I aunque la precisién sea
ligeramente menor, lo que ademds se aprecia en la Figura 3.2. Sin em-
bargo cuando utilizamos ACP2 es el ECMBI la medida més adecuada a
pesar de producir peores resultados en cuanto a precisién (1.313 frente
a 0.272 en el Método I y 1.544 frente a 0.564 en el II), y como se puede
ver en la Figura 3.3, comparada con la 3.2 y en cuanto a reduccién de
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dimensién (5 frente a 4 componentes en el Método I y 3 frente a 3 en el
ID).

e Var. Recordemos del caso miiltiple que la varianza de las estimaciones
de los pardmetros (en este caso de los coeficientes de las expresiones en
términos de las funciones bésicas) era una alternativa al ECMB para
decidir el nimero de componentes mds adecuado para una estimacién
precisa de dichos pardmetros y una reduccién adecuada de la dimen-
si6n del problema, cuando no se conocfan los verdaderos pardmetros del
modelo; de tal manera que habfamos decidido que lo adecuado es elegir
aquel mimero de componentes anterior a un aumento significativo en los
valores de estas varianzas. De la observacién de los resultados de las
distintas alternativas consideradas de ajuste (ACP1 y Método I (Tabla
3.12), ACP1 y Método II (Tabla 3.15), ACP2 y Método I (Tabla 3.14) y
ACP2 y Método II (Tabla 3.13)) se tiene que en el Método II debemos
quedarnos con todas las componentes que entran en el modelo en ambos
tipos de ACP (igual resultado que con ECMB y ECMBI) ya que no se
produce un aumento significativo de esta varianza, y que con el Método
I, en ambos casos se produce un incremento de valor de la varianza al
introducir la séptima componente (de 3.228 a 9.626 en el ACP1 y de
6.216 a 14.45 en el ACP2) por lo que nos quedarfamos con el modelo
que tiene 6 componentes que a raiz de los correspondientes valores de
ECMB y ECMBI, proporciona estimaciones parecidas a la obtenidas con
los modelos que proporcionan dichas medidas como se aprecia ademds
en las Figuras 3.5 y 3.6.

e G? y p-val. Para terminar con las medidas, hemos calculado medidas
globales de bondad de ajuste para cada modelo en cada situacién ana-
lizada como son el estadfstico deviance y su p-valor asociado que indica
lo apropiado del ajuste del modelo logistico para los datos, y en todos
los casos se ve que los modelos son convenientes ya que proporcionan
p-valores préximos a la unidad incluso en modelos con muy pocas com-
ponentes principales.

De todo lo expuesto anteriormente podemos concluir que en este ejemplo
cuando ajustamos el modelo con los datos originales o bien con el modelo que
tiene todas las componentes principales, sea cual sea el tipo de ACP elegido,
se produce una estimacién muy mala de la funcién pardmetro. Al utilizar
componentes principales en un nimero menor del total se obtienen muy buenas
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mejoras: asf al utilizar ACP1 se obtiene una buena estimacién de la funcién
pardmetro tanto con el Método I con cuatro componentes en el modelo como
con el IT con tres, de lo cual informan tanto el ECMB como el ECMBI y se
puede ver en las Tablas 3.12 y 3.15 y en la Figura 3.2. Al utilizar ACP2 se
obtiene una estimacién poco acertada con ambos Métodos (I y II) siguiendo
el criterio del minimo ECMB (Tablas 3.14 y 3.13 y la Figura ??). Finalmente
al utilizar ACP2 con cinco componentes en el Método I y tres segin el II de
acuerdo al minimo ECMBI (Tablas 3.14 y 3.13 y la Figura 3.3) se obtiene
mejor estimacién que la anterior pero ligeramente peor que la primera. En
definitiva, parece mis adecuado utilizar ACP1 que ACP2 a la vista de las
respectivas gréaficas y en este caso darfa igual utilizar ECMB que ECMBI para
tomar la decisién del mimero més adecuado de componentes a utilizar, sin
embargo si se decide utilizar ACP2 es conveniente decidir sobre el niimero de
componentes a través del ECMBI. Finalmente hay que llamar la atencién sobre
las Figuras 3.5 Y 3.6 que representan las funciones pardmetro estimadas con 6
y 3 componentes en ACP1 y ACP2 respectivamente, valores que decidirfamos
a través de la varianza de los pardmetros estimados en un caso real y que no
difieren demasiado de los modelos 6ptimos ya comentados.

Repeticién de la situacién

Después de ilustrar con un ejemplo la simulacién de las trayectorias spline ciibi-
cas vamos a repetir esta situacién un mimero grande de veces con el objeto de
mostrar lo adecuado de la utilizacién de un ACPF a la hora de la estimacién
precisa de la funcién pardmetro de un modelo de regresién logfstica funcional.
Para ello consideramos las trayectorias simuladas en nuestro ejemplo asf como
la funcién pardmetro, y a partir de las transformaciones lineales (3.4) y de las
probabilidades obtenidas de ellas (3.5) simulamos 350 vectores de dimensi6n
100 de valores de variables respuesta dicotémica a partir de una distribucién
de Bernouilli con las probabilidades anteriormente referidas. Con cada uno de
estos vectores de respuesta y con la matriz de disefio (1 | A¥) ajustamos los
modelos en terminos de las componentes principles utilizando los dos tipos de
analisis en componentes principales: ACP1 y ACP2; asf como los dos métodos
de introduccién de componentes en el modelo: Método I y II. Seguidamente
reconstruimos los coeficientes de (3.3) como hemos visto anteriormente y cal-
culamos las medidas de bondad tanto del ajuste de cada modelo como de la
precisién de las estimaciones analizadas también en los casos anteriores.

Con objeto de dar medidas que resuman estas 350 repeticiones nos decidi-
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mos por considerar el promedio de las medidas que se obtienen del modelo 6p-
timo de cada repeticién (ECMB, ECMBL,...), siendo tal modelo 6ptimo el que
minimiza el ECMB. Asimismo repetimos dichos promedios, pero considerando
ahora como modelos 6ptimos los que minimizan en cada repeticion el ECM-
BI, con objeto de analizar si las diferencias detectadas en el caso anterior, en
cuanto a la mejor medida para la eleccién del modelo 6ptimo con ACP2, se
mantienen ahora. Resumiendo, consideramos en cada repeticién los posibles
modelos 6ptimos para cada una de las posibilidades: ACP1-Método I, ACP1-
Método II, ACP2-Método I y ACP2-Método IL; y calculamos en cada una de
dichas posibilidades el promedio de: el nimero de componentes que entran en el
modelo (N. cc. pp.), €l error cuadrético medio de las probabilidades (ECMP),
la tasa de clasificaciones correctas con 0.5 como punto de corte (CCR), el
error cuadrético medio integrado (ECMBI), el error cuadratico medio de los
coeficientes (ECMB), el méximo de las diferencias de cada coeficiente en valor
absoluto (Max), la varianza de las estimaciones de los coeficientes o pardmetros
(Var) y el estadfstico G*. Las medias de estas cantidades para las ocho situa-
ciones descritas se resumen en las tablas 3.16, 3.17, 3.18 y 3.19. Ademss del
promedio de las medidas citadas anteriormente hemos calculado (y se mues-
tran en dichas tablas) la varianza y el coeficiente de variacién como medidas
de dispersién asociadas al promedio antes citado con la intencién de ver la
representatividad de los promedios indicados.

Asimismo hemos calculado en cada una de las ocho situaciones expuestas, y
en cada repetici6n, la reconstruccién de los coeficientes estimados de (3.3) para
los modelos 6ptimos y como estimacién final de dichos coeficientes elegimos el
promedio de estas 350 estimaciones 6ptimas lo que nos permitird analizar el
método de inclusién de componentes principales més adecuado y el ACP id6neo
para la estimacién de la funcién pardmetro del modelo de regresién logistica
funcional. Los resultados de estos pardmetros promedio se muestran en la
Tabla 3.20 y en las Figuras 3.7, 3.8 y 3.9.

De las medidas calculadas podemos extraer las siguientes conclusiones:

e En primer lugar hay que observar que con ACP1 es equivalente utilizar
ECMB y ECMBI como medida de seleccién del modelo 6ptimo lo que se
aprecia en las Tablas 3.16 y 3.17 ya que proporcionan ambas préctica-
mente el mismo mimero medio de componentes principales 6ptimo 4.183
y 4.186 respectivamente para el Método I y 2.811 y 2.851 respectivamente
para el II; ademds ésto que ocurre con el promedio del niimero de compo-
nentes ocurre con el resto de medidas: varianza y coeficiente de variacion.
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Sin embargo con el ACP2 (Tablas 3.18 y 3.19) no ocurre igual ya que por
ejemplo el nimero promedio de componentes 6ptimo tomando el Méto-
do I es 1.146 si consideramos el ECMB y 4.914 si tomamos el ECMBI,
valor que se parece bastante a los 4.183 vistos con ACP1. Con el Método
II también se aprecian diferencias en el mimero de componentes éptimo
para ACP2 entre ECMB siendo éste 1.191, y ECMBI siendo 2.814 valor
parecido también a lo que ocurrfa para ECMB y ECMBI en el caso de
ACP1. Todo ésto viene a corroborar lo visto el en caso anterior; que para
ACP1 da igual la medida a utilizar para la seleccién del mejor modelo
en cuanto a estimacién de la funcién pardmetro, mientras que cuando se
utiliza ACP2 es més conveniente utilizar el ECMBIL.

Otro hecho que ponen de manifiesto las medidas resumen es la reduc-
cién de dimensién que se obtiene al utilizar componentes principales en
el modelo de regresién logfstica ya que como se ve en las Tablas 3.16 y
3.17 tanto para ECMB como para ECMBI y en las Tablas 3.18 y 3.19
para ECMBI, el modelo 6ptimo “medio” serd el que tiene unas cuatro
componentes en el mismo con el Método I y unas tres con el II, por lo
que este tiltimo método reduce més la dimensién del problema. Ademss
de tener presente este promedio, serfa conveniente examinar alguna me-
dida de dispersién asociada a dicho promedio para asegurarnos, de algin
modo, que es representativo de lo que ocurre en la muestra, y estas me-
didas vienen dadas por la varianza y el coeficiente de variacién, en los
que podemos ver valores pequeiios, especialmente de este tltimo, para
aquellos promedios que aparecen en las tablas 3.16 y 3.17.

En cuanto al resto de medidas cabe destacar las tasas de clasificaciones
correctas que se comportan como el ejemplo particular visto anterior-
mente al tomar valores promedios del 85% de clasificaciones correctas
en todos los casos, aunque en los casos en los que no es adecuado el
ECMB para la decisién (parte izquierda de las Tablas 3.18 y 3.19) tales
clasificaciones bajan a rondar el 80%.

En cuanto a la variabilidad acumulada por los modelos 6ptimos con el
Método I, se aprecia que también ocurre como en el caso particular, y
con ACP1 se obtienen unos promedios de variabilidad explicada de un
88% aproximadamente (Tabla 3.16), mientras que con el ACP2 se llega
hasta un promedio del 92%. Si vigilamos los coeficientes de variacién de
estas cantidades se tiene que son realmente bajos con valores que rondan
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Figura 3.1: Caso funcional. Ejemplo 1. Funciones simulada (Negro) y estimada
mediante la aproximacién muiltiple del modelo de regresién logistica funcional
(Rojo).

el 0.05, y el 0.01, lo que me indica que en la muestra las variabilidades
con estos métodos se comportan més o menos como se ve en el promedio.

e Finalmente quiero destacar la similitud existente en los graficos de las
funciones pardmetro estimadas a través de los promedios de los coefi-
cientes que se obtienen mediante las distintas posibilidades de ajuste
anteriormente definidas (Figuras 3.7, 3.8 y 3.9) y los presentados ante-
riormente, lo que vuelve a poner de manifiesto la reduccién de dimensién
que se consigue al utilizar ACP como regresores, y c6mo el ACP1 (Tabla
3.17) proporciona estimaciones ligeramente més precisas que el ACP2,
este dltimo tomando como medida para la eleccién el ECMBI, (Tabla
3.19) y en los dos casos prefiriendo el Método II al I si no por su pre-
cisién en las estimaciones, sf por la mayor reduccién de dimensién que
consigue. Por otro lado el la Figura 3.8 pone de manifiesto lo inadecua-
do de utilizar ECMB como criterio de seleccién de modelos éptimos con
ACP2.
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ACP1 ACP2
Met. I IT I II Variables
s 4 3 1 5 2 3 Originales | Reales

Q(s) 0.752 | 0.762 | 0.663 | 0.918 | 0.827 | 0.762 1.541 0.500
,B\l(s) -0.050 | -0.055 | 0.125 | 1.827 | 0.164 | -0.055 | 1.92E+4 | -1.638
ég(s) -0.490 | -0.542 | 0.134 | -1.675 | -0.283 | -0.542 | -3.01E+3 | -0.707
é3(s) -0.005 | -0.086 | 0.155 | 0.604 | 0.704 | -0.086 | 1.10E+3 | 0.217
@1(3) 1.282 | 1.275|0.118 | 1.892 | 0.823 | 1.275 | -5.04E+2 | 1.116
Qs(s) 1.006 | 1.127 | 0.155 | -0.151 | -0.574 | 1.127 | 1.75E+42 | 0.942
gC\(s) -0.052 | 0.144 | 0.137 | 0.682 | 1.062 | 0.144| -20.315 | -0.086
Q7(8) -0.797 | -0.662 | 0.147 | -0.294 | 0.247 | -0.662 | -51.957 | -1.038
gg(s) -0.860 | -0.851 | 0.173 | -1.921 | -1.405 | -0.851 | 1.07E+2 | -1.035
ég(s) -0.327 | -0.423 | 0.109 | -0.326 | -0.386 | -0.423 | -1.44E+2 | -0.080
510(3) 0.549 | 0.410 | 0.134 | 0.599 | 0.323 | 0.410 | 2.95E+2 | 0.945
én(s) 1.090 | 0977 | 0.154 | 1.587 | 1.064 | 0.977 | -6.39E+2 | 1.115
g12(s) 0.569 | 0.529 | 0.193 | 0.228 | 0.017 | 0.529 | 1.80E+3 | 0.209
Bisis) | 0043 | 0.041 | 0.076 | 0.209 | -0.671 | 0.041 | -1.19E+4 | -0.698

Tabla 3.11: Caso funcional. Ejemplo 1. Pardmetros reconstruidos de los mo-
delos 6ptimos con los distintos tipos de ACP, distintos Métodos de seleccién
de cc. pp. y distintos criterios de eleccién del modelo 6ptimo.
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s | V. Ac. | ECMP | CCR | ECMBI | ECMB Max Var G? | p-val
1| 64.25| 0.037 | 85 4.555 0.710 1.638 0.108 | 73.14 | 0.97
2 | 76.10| 0.029 | 89 4.299 0.689 1.641 0.166 | 71.69 | 0.98
3 | 8220 | 0013 | 87 1.485 0.393 1.622 0.618 | 62.96 | 1.00
4 87.50 | 0.005 86 0.272 0.263 1.581 1.242 | 58.52 | 1.00
5 | 92.53 | 0.010 89 1.297 0.373 1.611 1.986 | 56.14 | 1.00
6 | 9591 | 0.010 | 88 1.263 0.368 1.609 3.228 | 56.14 | 1.00
7 97.82 | 0.012 89 4.737 1.189 1.962 9.626 | 53.98 | 1.00
8 | 98.99 | 0.013 90 4.895 1.233 1.950 21.481 | 53.94 | 1.00
9 99.43 | 0.016 87 8.526 5.062 4.972 89.599 | 53.16 | 1.00
10| 99.82 | 0.017 90 23.417 14.780 6.548 2.0E+2 | 51.87 | 1.00
11| 100.0| 0.017 | 88 34.771 | 35.790 8.850 | 7.2E+2 | 51.31 | 1.00
12| 100.0| 0.022 | 8 | 4.4E+3 | 4.3E+5 | 1.87TE+3 | 7.5E+2 | 48.46 | 1.00
13| 100.0| 0.028 | 90 | 3.7E+5 | 3.8E+7 | 1.92E+4 | 8.1E+2 | 44.80 | 1.00

Tabla 3.12: Caso funcional. Ejemplo 1. Medidas de bondad de ajuste para
los modelos con distinto nimero de cc.pp. como regresores. Componentes

obtenidas con el ACPI1.

orden de variabilidad.

Introduccién de componentes segin el Método I:

s | ccpp | ECMP | CCR | ECMBI | ECMB | Max | Var | G® | p-val
1 1 0.036 87 4.565 0.755 | 1.756 | 0.110 | 72.94 | 0.97
5 ) 0.031 87 2.968 0.697 | 1.795 | 0.980 | 63.64 | 1.00
3 3 0.016 88 1.544 1.236 | 3.227 | 2.858 | 57.06 | 1.00

Tabla 3.13: Caso funcional. Ejemplo 1. Medidas de bondad de ajuste para
los modelos con distinto nimero de cc.pp. como regresores. Componentes
obtenidas con el ACP2. Introduccién de componentes segin el Método II:
orden que proporciona el método Stepwise.
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s | V.Ac. | ECMP | CCR | ECMBI | ECMB | Max Var G? | pval
1 |91.99 | 0.036 87 4.565 0.755 1.756 0.110 | 72.94 | 0.97
2 | 95.56 | 0.030 89 4.395 0.755 1.779 0.173 | 71.89 | 0.97
3| 96.90 | 0.016 85 2.626 0.976 2.741 0.931 |67.29 | 0.99
4 | 97.90| 0.015 85 2.555 1.060 2.908 1.577 | 67.07 | 0.99
5 | 98.80 | 0.009 87 1.313 1.298 3.459 3.774 |55.90 | 1.00
6 | 99.47 | 0.010 88 1.793 1.772 4.280 6.216 | 54.91 | 1.00
71 99.75 | 0.012 89 3.956 1.987 3.760 14.450 | 54.21 | 1.00
8 | 99.90 | 0.012 89 3.908 2.025 3.837 31.450 | 54.20 | 1.00
9| 9995 0.013 87 7.964 10.774 9.292 | 2.4E+2 | 53.42 | 1.00
10| 99.99 | 0.017 89 24.357 | 48.959 19.077 | 4.6E+2 | 51.59 | 1.00
11 | 100.0 | 0.017 38 34.628 | 46.064 9.618 1.4E+3 | 51.34 | 1.00
12 | 100.0 | 0.022 89 | 4.4E+43 | 4.3E+5 | 1.85E+43 | 2.4E+6 | 48.45 | 1.00
13 | 100.0 | 0.028 90 | 3.7E45 | 3.8E+7 | 1.92E+4 | 1.7TE+8 | 44.80 | 1.00

Tabla 3.14: Caso funcional. Ejemplo 1. Medidas de bondad de ajuste para
los modelos con distinto mimero de cc.pp. como regresores. Componentes
obtenidas con el ACP2. Introduccién de componentes segin el Método I:
orden de variabilidad.

s | cc.pp | ECMP | CCR | ECMBI | ECMB | Max | Var | G? | p-val
| 1 0.037 85 4.555 0.710 | 1.638 | 0.108 | 73.14 | 0.97
2 3 0.023 84 1.848 0.422 | 1.619 | 0.521 | 64.88 | 1.00
3 4 0.014 84 0.564 | 0.288 | 1.577 | 1.137 | 60.18 | 1.00

Tabla 3.15: Caso funcional. Ejemplo 1. Medidas de bondad de ajuste para
los modelos con distinto nimero de cc.pp. como regresores. Componentes
obtenidas con el ACP1. Introduccién de componentes segiin el Método II:
orden que proporciona el método Stepwise.
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ECMB ECMBI
Medidas | Media | Varianza CV | Media | Varianza Cv
N. cc. pp- | 4.183 | 0.918 0.229 | 4.186 0.834 0.218
V. Ac 88.092 | 19.477 | 0.050 | 88.165 | 18.395 0.049
ECMP 0.009 | 3.90E-5 | 0.661 0.009 | 3.92E-5 0.661
CCR 85.931 8.717 0.034 | 85.969 8.781 0.034
ECMBI 0.964 | 0.589 0.796 | 0.950 | 0.580 0.801
ECMB 0.338 | 6.68E-3 | 0.242 0.339 | 6.76E-3 0.242

Max 1.586 | 6.06E-4 | 0.016 1.585 | 6.25E-4 0.016
Var 0.005 | 7.65E-3 | 17.815 0.005 | 7.65E-3 | -17.641
G2 0.983 | 1.12E-3 | 0.034| 0.983 | 1.10E-3 0.034

Tabla 3.16: Caso funcional. Repeticién del Ejemplo 1. Promedios y varia-
bilidades de distintas medidas de bondad de ajuste obtenidas de los modelos
6ptimos. Componentes obtenidas con ACP1 e introducidas segiin el Método

L.

ECMB ECMBI
Medidas | Media | Varianza CV | Media | Varianza CcvV
N. cc.pp. | 2.811| 0.629 | 0.282 | 2.851 0.637 | 0.280
ECMP 0.019 | 9.56E-5 | 0.516 0.019 | 9.61E-5 | 0.526
CCR 84.771 | 10.498 0.038 | 84.846 | 10.526 0.038
ECMBI 1.624 0.995 0.614 1.618 0.992 0.615
ECMB 0.406 | 0.011 0.258 0.406 | 0.011 0.258

Max 1.596 | 8.45E-4 | 0.018 1.595 | 8.78E-4 | 0.019
Var 0.514 | 0.197 0.863 0.519 | 0.200 0.861
G2 0.975 | 2.622e-3 | 0.053 0.975 | 2.615e-3 | 0.052

Tabla 3.17: Caso funcional. Repeticién del Ejemplo 1. Promedios y varia-
bilidades de distintas medidas de bondad de ajuste obtenidas de los modelos
éptimos. Componentes obtenidas con ACP1 e introducidas segiin el Método

IL.
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ECMB ECMBI
Medidas | Media | Varianza CV | Media | Varianza Ccv
N. cc.pp- | 1.146 0.325 0.498 | 4.914 1.620 0.259
V. Ac. | 92.410 1.592 0.014 | 98.550 0.900 0.010
ECMP 0.037 | 1.420e-5 | 0.101 0.011 | 0.000 0.605
CCR 80.820 | 11.770 0.042 | 86.271 8.089 0.033
ECMBI 4.552 0.064 0.055 1.531 0.737 0.561
ECMB 0.752 | 1.45E-4 | 0.016 1.676 0.370 0.363

Max 1.741 | 3.77E-3 | 0.035 3.873 | 0.524 0.187
Var 0.000 | 0.000 0.000 | -0.141| 3.502 |-13.272
G2 0.823 | 0.026 0.195 0.981 | 0.001 0.038

Tabla 3.18: Caso funcional. Repeticién del Ejemplo 1. Promedios y varia-
bilidades de distintas medidas de bondad de ajuste obtenidas de los modelos
6ptimos. Componentes obtenidas con ACP2 e introducidas segin el Método
L

ECMB ECMBI
Medidas | Media | Varianza CV | Media | Varianza Cv
N.cc. pp.| 1.191| 0.190 |[0.365| 2.814| 0.633 | 0.283
ECMP 0.037 | 1.249e-5 | 0.096 0.018 | 8.502e-5 | 0.509
CCR 81.177 | 12.822 | 0.044 | 85.140 | 10.356 | 0.038
ECMBI 4295 | 0.392 | 0.146 2.025| 0.944 | 0.480
ECMB 0.738 | 1.35E-3 | 0.050 1450 | 0.214 | 0.319

Max 1.745 | 8.48E-4 | 0.017| 3.435| 0.5333 | 0.213
Var 0.037| 0.019 |3.747| 0.475| 0.208 | 0.961
G2 0.847 | 0.023 | 0.179 0.978 | 1.51E-3 | 0.040

Tabla 3.19: Caso funcional. Repeticién del Ejemplo 1. Promedios y varia-
bilidades de distintas medidas de bondad de ajuste obtenidas de los modelos
6ptimos. Componentes obtenidas con ACP2 e introducidas segin el Método

IL.
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ACP1 ACP2
ECMB ECMBI ECMB ECMBI

Met. I il I II I IT I II
Q) | 0.505 | 0.495 | 0.505 | 0.498 | 0.412 | 0.435 | 0.566 | 0.559
:\13\1(3) -0.045 | -0.036 | -0.046 | -0.036 | 0.110 | 0.113 | 2.241 | 1.803
82(5) -0.414 | -0.328 | -0.426 | -0.328 | 0.110 | 0.050 | -1.563 | -1.416
§3(8) 0.172 | 0.199 | 0.152 | 0.204 | 0.139 | 0.223 | 0.229 | 0.286
é4(s) 1.379 | 1.288 | 1.384 | 1.291 | 0.105 | 0.212 | 1.589 | 1.566
§5(S) 0.890 | 0.878 | 0.903 | 0.873 | 0.123 | 0.008 | 0.429 | 0.355
/ﬁ\e(s) -0.294 | -0.165 | -0.305 | -0.173 | 0.104 | 0.257 | -0.297 | -0.043
87(3) -1.035 | -0.833 | -1.039 | -0.847 | 0.119 | 0.137 | -0.684 | -0.521
ég(s) -0.901 | -0.727 | -0.886 | -0.739 | 0.139 | -0.108 | -0.866 | -0.883
Eg(s) -0.098 | -0.126 | -0.100 | -0.117 | 0.099 | 0.015 | 0.241 | 0.341
ém(s) 0.689 | 0.462 | 0.685 | 0.480 | 0.122 | 0.149 | 0.648 | 0.462
En(s) 1.009 | 0.751 | 1.022 | 0.762 | 0.139 | 0.283 | 1.021 | 0.686
g12(s) 0.499 | 0.383| 0.509 | 0.386 | 0.163 | 0.135 | 0.388 | 0.282
Bias) | 0-038 | 0.029 | 0.039 | 0.030 | 0.068 -0.054 | 1.101 | 0.826

Tabla 3.20: Caso funcional. Ejemplo 1. Pardmetros promedio de los recons-
truidos en cada modelo 6ptimo con los distintos tipos de ACP, Métodos de
seleccién de cc. pp. y criterios de eleccién del modelo 6ptimo.



126 Ejemplos simulados

1.0

y1
05

0.0

-0.5
I

-1.0

Figura 3.2: Caso funcional. Ejemplo 1. Funciones simulada (Negro) y esti-
madas utilizando cc. pp: modelo con 4 componentes introducidas segin el
Método I (Roja), y con 3 introducidas segtin el II (Azul). Minimos de ECMB
para ACP1.
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Figura 3.3: Caso funcional. Ejemplo 1. Funciones simulada (Negro) y esti-
madas utilizando cc. pp: modelo con 5 componentes introducidas segin el
Método I (Roja), y con 3 introducidas segiin el II (Azul). Minimos de ECMBI
para ACP2.
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Figura 3.4: Caso funcional. Ejemplo 1. Funciones simulada (Negro) y es-
timadas utilizando cc. pp: modelo con 1 componente introducida segin el
Método I (Roja), y con 3 introducidas segun el II (Azul). Minimos de ECMB
para ACP2.
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Figura 3.5: Caso funcional. Ejemplo 1. Funciones simulada (Negro) y es-
timadas utilizando cc. pp: modelo con 6 componentes introducidas segin
el Método I (Roja), y con 3 introducidas segun el II (Azul). Cambio en la
Varianza para ACP1.
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Figura 3.6: Caso funcional. Ejemplo 1. Funciones simulada (Negro) y es-
timadas utilizando cc. pp: modelo con 6 componentes introducidas segin
el Método I (Roja), y con 3 introducidas segin el II (Azul). Cambio en la
Varianza para ACP2.
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Figura 3.7: Caso funcional. Repeticién del Ejemplo 1. Optimos segiin ECMB
y ECMBI con ACP1. Funciones simulada (Negro) y promedio de las esti-
madas con los modelos 6ptimos. Introduccién segin el Método I (Roja), e
introduccién segin el Método II (Azul).
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Figura 3.8: Caso funcional. Repeticién del Ejemplo 1. Optimos segiin ECMB
con ACP2. Funciones simulada (Negro) y promedio de las estimadas con los
modelos 6ptimos. Introduccién segiin el Método I (Roja), e introduccién segin
el Método II (Azul).
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Figura 3.9: Caso funcional. Repeticién del Ejemplo 1. Optimos segiin ECMBI
con ACP2. Funciones simulada (Negro) y promedio de las estimadas con los
modelos 6ptimos. Introduccién segtin los Métodos I (Roja), y II (Azul).
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3.2.3 Ejemplo 2. Aproximacién de las trayectorias si-
muladas mediante interpolacién spline citibica

A continuacién planteamos una situacién muy usual en casos reales en los que
generalmente no es posible observar las trayectorias propiamente dichas del
proceso bajo estudio y el investigador ha de conformarse con las observacién
de las mismas en instantes puntuales concretos. Como se indic6 al inicio del
presente capitulo, en este caso el primer paso es la aproximacion de las trayec-
torias en un espacio de dimensién finita para llevar a cabo el ajuste del modelo
de regresién logifstica funcional, como hemos visto en el ejemplo anterior. Es-
ta aproximacién se puede llevar a cabo, como hemos resaltado en repetidas
ocasiones, desde una doble perspectiva: a partir de la interpolacién de las
trayectorias observadas en los nodos discretos si los datos son observados sin
error, o bien a partir de una aproximacién minimo cuadrética si los datos han
sido observados con error.

En el presente ejemplo vamos a abordar el problema de la interpolacién
de las trayectorias explicativas del modelo de regresién logistica funcional a
partir de sus observaciones en nodos discretos, utilizando interpolacién spline
ctibica, y para ello vamos a considerar la expresién de los spline de interpolacién
en términos de la base de B-splines que se obtienen a partir de los nodos
de observacién, de este modo aprovecharemos ademds dicha expresién para
la estimacién aproximada del modelo de regresién logistica funcional en un
espacio de dimesién finita, que en este caso volver4 a ser el de los spline ctibicos
sobre los nodos de observacién.

Como es conocido, cuando se pretende interpolar una funcién mediante
splines cubicos a partir de un conjunto de nodos discretos, es necesario im-
poner dos condiciones adicionales para que el problema de interpolacién tenga
solucién tinica (De Boor, 1978) siendo usual considerar que la segunda deriva-
da de la funcién que se interpola (que en nuestro caso sersn las trayectorias
del proceso que explica la variable respuesta) serd nula en los extremos de su
intervalo de definicién de dicha funcién. Este tipo de interpolacién se conoce
como interpolacién spline ciibica natural. En la préctica, y como veremos en
este ejemplo, el hecho de utilizar la solucién natural del problema de interpo-
lacién spline cibica hard que no exista solucién tunica para la estimacién de
los pardmetros de la aproximacién miltiple del modelo de regresién logistica
funcional, debido a que dos columnas de la matriz de disefo (las 1ltimas) son
combinacién lineal de las restantes. Esto hard necesario o bien la eleccién de
algtin otro tipo de interpolacién spline cibica, o bien la utilizacién de anélisis
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en componentes principales como medio de dar al menos una estimacién de
dichos pardmetros y, por tanto, del modelo de regresién logfstica funcional.

En primer lugar simularemos una muestra de trayectorias del siguiente
proceso considerado en el contexto de la estimacién funcional de trimed mean
por Fraiman y Muniz y (2001)

X(t) =2+ 2 +5E (3.6)

donde Z (t) es un proceso estocdstico Gausiano con funcién media nula y fun-
cién de covarainza dada por

Sl = (-;-)80“_3'

y E es una v.a. de Bernouilli de pardmetro p = 0.1. Para la simulacién de las
observaciones discretas del anterior proceso tomamos la siguiente particién del
intervalo [0, 12] con nodos desigualmente espaciados.

I ={0,1.1,2.5,3.7,5.1,7.3,8.5,9.6,12}
y calculamos los valores de la matriz cuadrada de dimensién 9

1 80|t;—t;|
Cz(cij);cij::(é‘) ,t,-,tjEH, 7 =0,... 48

A partir de esta matriz simulamos una muestra de tamafio 80 de una dis-
tribucién normal multivariante de dimensién 9 con vector de medias nulo y
matriz de varianzas-covarianzas C que denotaremos por (N;;). Seguidamente
simulamos una muestra aleatoria de tamaiio 80 de valores de la distribucién de
Bernouilli de probabilidad 0.1: E;, ¢ = 1,...,80. Finalmente, los valores de
las observaciones de las 80 trayectorias en los nodos anteriormente definidos
se recogen en la matriz X = (x;;) con valores

t.:
X1]=Xt(t1)=M]+ZJ+5En 1=1,... ,80, j=01"' '8, tJGH

Una vez simulados los valores correspondientes a las observaciones de las
trayectorias en los nodos antes definidos, el siguiente paso es la obtencién de
las trayectorias aproximadas interpolando los valores de cada una de las filas
de X. Asf, si denotamos por Z; (t) a la interpolacién spline ctibica de los valores
de la i-ésima fila de X, denotada por x7, dicha funcién serd de la forma

10
Z:i(t) =Y aiB;(t). (3.7)

j=—1



132 Ejemplos simulados

Para obtener los coeficientes de esta expresién imponemos que 7; (t;) = Xy,
t; €I, j=0,...,8y quelasegunda derivada de Z; (t) es nula en los extremos,
esto es, que z7(0) = Z¥(12) = 0, Vi de manera que dichos coeficientes se

obtienen como
a; =B 'z

donde B es la matriz 11 x 11 que tiene en cada una de sus primeras 9 filas
los valores de las funciones B-spline definidas con la particién II evaluadas en
cada uno de los nodos de observacién de Il y en las dos iltimas los valores
de sus segundas derivadas en el 0 y el 12 respectivamente, z; es el vector
:cf = (xz ,0, 0) y a; es el vector de coeficientes de dimensién 11 a determinar.

Repitiendo todo este proceso para cada una de las filas de la matriz X
tendremos la interpolacién de cada una de las trayectorias simuladas en los
nodos de observacién, esto es, los coeficientes de las mismas en términos de
los B-splines, que consideraremos por filas en una matriz de dimensién 80 x 11

que denotaremos por A y que tendr4 la forma
A=X(B7)" (38)

donde X = (X | 0 0) siendo 0 un vector de ceros de dimesién 80.

Llegados a este punto, ya estamos en una situacién como la descrita en el
Ejemplo 1 de esta secci6n, esto es, con los coeficientes de la expresién de las
trayectorias en términos de la base de funciones B-spline obtenidas a partir
de II, que utilizaremos para explicar a la variable respuesta dicotémica en el
modelo de regresién logistica funcional. En este caso la matriz de productos
escalares de los elementos bésicos ¥ tiene las integrales en el intervalo [0, 12] en
lugar del [0, 10]. Como entonces, fijamos una funcién pardmetro cos (z — m/4)
considerando su expresién en términos de la base de B-splines como en (3.3),
siendo ahora tales coeficientes

23 B1 B B3 By Bs
-0.25 | -0.994 | 4.04E-16 | 0.994 | 1.074 | 0.167

136 ﬁ7 138 189 1610 /311
-0.895 | -1.129 | -0.343 | 0.824 | 0.989 | 1.155

Los coeficientes 3 han sido obtenidos mediante interpolacién spline ciibica na-
tural de la funcién cos (z — 7/4) sobre los nodos de II. A partir de aqui, sim-
ulamos los valores de la variable respuesta igual que detallamos en el Ejemplo
1 y que no repetiremos aqui.
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Una vez que disponemos de todos los elementos necesarios, intentamos
estimar el modelo de regresién logfstica funcional mediante el ajuste del modelo
multiple equivalente (2.13), y observamos que las dos tltimas columnas de la
matriz AU son combinacién lineal del resto con lo que no existe solucién
tinica al problema de estimacién de los pardémetros del modelo de regresién
logistica multiple indicado. Este hecho estd motivado por la eleccién de la
interpolacién spline ciibica natural, que hace que las dos iltimas columnas de
X sean constantes (nulas) y como consecuencia que la matriz de diseno (sin la
columna de unos), que es de la forma

x (B)"

W’
no tenga rango completo.

Para evitar esta indeseable situacién vamos a cambiar la condicién que
define a la interpolacién spline ciibica natural considerando que las derivadas
segundas de las trayectorias en los extremos sean pricticamente cero en lugar
de ser exactamente cero y no todas iguales. En definitiva lo que hacemos es
obtener una nueva matriz de coeficientes de la expresién de las trayectorias
interpoladas en términos de la base de B-splines

A* == X* (B—I)T

siendo X* = (X | u; ug) y u1, ug, dos vectores de valores uniformes en el
intervalo [—0.01,0.01], y que hace que la matriz A*V sea de rango completo.

Si a continuacién consideramos la funcion pardmetro antes definida me-
diante los coeficientes de su expresién en términos de la base y a partir de
ella y la matriz de disefio calculamos las probailidades de (3.5) y seguidamente
simulamos valores de una variable con distribucién de Bernouilli con dichas
probabilidades, tendremos todos los elementos necesarios para el ajuste del
modelo logfstico muiltiple correspondiente y de rango completo. Ajustando
dicho modelo logistico obtenemos los siguientes pardmetros estimados:

a 131 :32 :33 :64 :35
0.229 | 120517.9 | -18087.03 | 7453.083 | -3404.639 | 1443.072
ﬂe :87 ﬁs :89 1310 :811
-698.5814 | -29.557 | 653.646 | -2129.526 | 6811.884 | -34395.72

De este modo obtenemos al menos una estimacién de los pardmetros de este
modelo aunque, como podemos ver, los pardmetros estimados difieren mucho



134 Ejemplos simulados

de los reales fijados previamente, hecho que, al igual que hemos visto en situa-
ciones anteriores, se puede deber a la alta multicolinealidad existente en los

datos.

Al igual que en el resto de ocasiones en las que la multicolinealidad no
permite una estimacién precisa de los pardmetros de un modelo de regre-
sién logistica, vamos a ajustar el modelo en términos de un mimero adecuado
de componentes principales de estas trayectorias aproximadas (las que pro-
porciona la matriz A*) y a partir de las estimaciones de los pardmetros asf
obtenidos obtendremos una estimacién m4s precisa de los coeficientes y a par-
tir de ellos de la funcién pardmetro.

Tal como se demostré en el Capftulo 2, podemos considerar dos tipos de
ACP y dos métodos para la introduccién de las componentes principales en
el modelo. Las Tablas 3.22, 3.23, 3.24 y 3.25 muestran las medidas resumen
que nos ayudan a encontrar el modelo 6ptimo en el sentido de proporcionar la
mejor estimacién de la funcién pardmetro. De la observacién de dichas tablas
se tiene que utilizando ACP1, los valores més pequenos de ECMB se obtienen
para el modelo que tiene 5 componentes con el Método I (0.243) y tres con el
II (0.253), mientras que los valores mds pequefios de ECMBI se tienen para
los modelos con cuatro y dos componentes respectivamente. Si por contra nos
decidimos por ACP2, los valores minimos de ECMB son 0.497 para el modelo
con 8 componentes y utilizando el Método I y 0.488 con 3 componentes y
utilizando el Método II; mientras los de ECMBI son 1.122 del modelo con 5
componentes en el orden dado por el Método I y 1.3