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Sea # una variedad diferenciabvle con dimensidn n. £s conocido

~que la existencia de una métrica de Riemann (en general indefinida

N

y con indice s, Oss«n) sobre M es equivalente a la existencia de une
Os(n)-eStructura sobre la misma. Ademas, cuando s =0, la paracompaci-
dad de la variedad garantiza dicha existencia. También el hecho de
existir una estructura casicompleja J sobre M, 1lo que cobliga a que
n= 2in, s equivalente a la existencia de una Gl(m,§)-estructura

sobre la misma. Adem&s, la integrabilidad de J (su torsidén es cero)

0 la integrabilidad de la 51(m,Cl-estructura es equivale
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2s5té definida a partir de una estructura compleja scbre la varie-

. S, . . ) : . “m : T
Una U {m)-astructura sobre M se llana una estructura casinermi-

tica y puesto que U {(m) = Cl(x,L)(10%7{2m) se tiene que, esencialmen—

Q

L __,S'_. ¥ . s - 5
te, una U~ (m)-estructura se pusde considerar como un hibrido de una

. - - . - . .,‘2;“ o s . ’
estructura casicompleja v una 07 {2m)-estructura verificindose una

‘bien conocida condicidn de compatipilidad. Las variedades que la ad-
miten serén llamadas variedades casihermiticas (en general indefini-
das y con indice 2s). El elemento geométrico esencial que aparece

P4

g S .
en toda U (m)-estructura v que enlaza las dos estructuras bdsicas

@]

existentes sobre la misma (estructura casicompleja y métrica) es una
2-forma diferenciable conocida con el nombre de forma fundamental o
- ) v . , \ S A

rorma de Kdhler. Por ctro lado, se dice que la U (m)-estructura es

integrable cuando 1o sea la correspondiente Gl (in,C)-estructura.

b



Las variedads #dhlerianas indefinidas son variedades diferen-

¢
[42]

ciables que admiten una U°(m)-estructura integrable y con forma fun-
damental cerrada. Cuandc s =0, la variedad se dird xdhleriana defini-
da o simplemente kAhleriana.

‘ El origen de las variedades ki#hlerianas hay que buscarlc en una
nota de Kdnler en 1933 (Hamb. Abh., 9, p. 173). Sin embargo fueron
los trabajos de Hodge ("The tneory and applications of harwmonic inte-—
grals', Cambridge Univ. Press, 1941) donde se inicia un estudio sis-
temmdtico de algunas variedades kdhlerianas. Co oncretamente, s conoci-
4o que £ no admite subvariedades kdhlerisnas compactas {(las subvarie-
dades xdnlerianas, por supuesto ao compactas, de ¢ son conocidas con
el nombre de variedades de Stein y juegan

n
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de varias variables complejas). Entonces, es natural plantearse el
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siguiente problema: ;cuandc una variedad compleja y compacta puede
ser embebida en PN(E)? Esto es, jcuédndo es una variedad proyectiva
algebraica de acuerdo con &l teorema clédsico de Chow?

Sea  una variedad compleja y compacta y sea g una forma cerra-

da sobre M, ¢ se dice entera si su clase de cohomologia pertenece a

la imagen de la aplicacidn natural
J¥: H*(M,Z2) —— H*(M,C)

En particular, si M es una variedad kihleriana compacta y F es
su forma fundamental, entonces, si F es entera se dice que M es una
variedad de Hodge. Tanto Pﬁ(m) como las variedades algebraicas pro-
yectivas compactas son variedades de Hodge. El reciproco fue conje-
turado por Hodge v resuelto por Kodaira en su celebrado teorema de

embebimiento: "Una variedad compleja y compacta es preoyectiva alge-

braica si y sélo si es una variedad de Hodge".



Este resultado junto con el Teorema de Yau-Aubin-Calabi, que
resuelve la famcsa conjetura de Calabi (ver "Premiére classe de
Chern et courbure de Ricci: vreuve de la conjeture de Calabi!" 3éai.
Palaiseau, 1978), constituye un buen ejenplo de la entidad propia
de la teoria de variedades kihierianas independiente de su caracter

nibrido como interseccidn de dos G-estructuras. (Una buena eXposl-

cibn del Teorema de Kodaira se puede ver en el libro de wells "Di-

)
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D
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ential Analysis on complex manifolds", 3pringer Verlag, 1950).
No obstante, fue Well en 1958, [30], el gue inicid un estudio
sistemdtico de la geometria kdhleriana. Desde esta fecha hasta el

presente han sido numerosos 1os autores gue se preocuparon por pro-

w

blemas en este campo. Una buena resera y abundante bibliografia,
aasta el afio 1370, puede encontrarse en {201, tomo II.

El principal propdésito de est trabajo es iniciar un estudio

®
]

’sistemético de las variedades kdhlerianas indefinidas. Estos espacios
se pueden mirar bajo dos puntos de vista:

(1) Como una extensidn del concepto de variedad kdhleriana. En
este sentido, veremos que muchos resultados conocidos en 1a Teoria
de variedades xdhlerianas se extien den, con un poco mas de trabajo,
al caso de variedades xdhlerianas indefinidas. Sin embargo el ingre-
diente de tener una métrica indefinida permite obtener un buen nime-
ro de resultados que dan diferencias esenciales con respectc sl casc
definido. Asi, por ejemplo, al calcular 1o0s espacios modelos {(varie-
dades kdhlerianas indefinidas completas, conexas, simplemente cone-
Xas y con curvatura seccional nolomorfa constante) ninguno de los

tres es compacto, aunque los de curvatura positiva ¥ negativa admi-
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ten refractos de derformnaciton conpactos. En el casc de curvaiura po-
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S1TILVE se tl"’:‘:ﬂ*‘7 adenas, Jdue 2l retracito de deroritacion es 1 corres-

pondiente joaelo definido con dimensidn apropiada y embepido de una

S manera totdlmente geodésica. Este resultado se extiende

()

n el capl-
tulo IV a gran cantidad de variesdades kdhlerianas indefinidas e in-

- cluso no kdherianas verificando una apropiada condicién de homogznei-
dad.

Ademds, en esta linea, se obtienen tambien resultados que no
tienen sentido en el caso definido, ejemplo de 1o cual es un crite-
rio para que sea constante la curvatura seccional holomorfa, =n el
que los vectores nulcs juegan un papel esencial.

(2) Como variedades gue scn complejas y riemannianas indefini-

Y

das a la vez. £s decir, como una versidn compleja de las variedades

de Riemann indefinic

v
N

<. #n este sentido, se obtienen versiones com-
plejas de resultados correspondientes a la Teoria de variedades de
Riemann indefinidas. Asi, por ejemplo, el criterio mencionado arri-
‘ba tiene un antecedente real para la curvatura seccional de una va-
riedad de Riemann indefinida en [12]. Pero ademés, y esto es esencial,
existen diferencias muy importantes con respecto al caso riemannianc
indefinido. Por ejemplo, un resultado de Kulkarni,[21], que mejora
considerablemente uno anterior de Wolf al evitar una incdmoda con-
dicidén de homogeneidad, no es ahora valido como se demostrarid median-
te un contraejemplo; ademds, se obtendrd el mejor resultado posible
en esta linea.

Antes de hacer un somero desglose del contenido de cada capitu-

O

lo, hay que destacar, por otre lado, la posible aplicacidn fisica

de esta teoria. Como es sabido, la fisica matemdtica utiliza dos
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importantes fuentes geométricas clasicas. De un lado, la geonetria
Lorentz del "espacio tiempo", de ctro la geometria simpléctica del

"espacio fase'", La geonetri

QO

kdnleriana indefinida podria conside-
rarse como sintesis de estas dos. En este sentido, por ejemplo, 1la
forma de Kdhler tendria el papel de la clésica forma simpléctica.

s més, parece natural generalizar

;,::
D
6]

te modo el '"espacioc fase',

(U

reemplazédndolo por una variedad de Kihler indefinide no llana, (ver
(197, p. 142).

El desarrollo de esta memoria es como sigue:

i se establecen algunos resultados que se usa-

ran

N

ok

trabajo, y, fundamentalinente, se dan los mode-—
los de este tipo de geometria. En primer lugar, se tiene una varie—

‘dad kdhleriana indefinida y liana, @2 (Ejemplo 3.1). Dado cgm+ (de

o
—

ecciona

forma andloga al espacio proyectivce complejo de curvatura

[¢]

aolomorfa ¢) se da una variedad kdhleriana indefinida con curvatura

seccional holomorfa c, a la que se le llama espacio proyectivo com-
. . n - s

plejo indefinido y se representa por PS(G) (2jemplo 3.2). Tambien se

define una variedad de Kihler indefinida de curvatura seccional holo-

morfa - ¢, esta se llams el espacio hiperbdlico complejo indefinido
N, - . - . -
y se representa por H_(T) (Ejemplo 3.3); naturalmente, llegado este

5
punto se establece el correspondiente teorema de clasificacién (Teo-
reiia 3.4) similar al resultado gue establiecieron (independientemente)
Havky e Igusa en el caso definido (ver (20}, Cap. IX, Teorema 7.9)

A continuacidn se estudian varios ejemplos mas. Las variedades

. . A g
de Grassmann complejas indefinidas, 551’22 (C), entre las cuales se
v 1

. - n s 2 =Yy - oy X : 2 . - 2 : s s rn
encuentra PS(@) (Ejemplo 5.2); la cuAdrica compleja indefinida QS(@)

(£jemplo 5.3, (1)) v una hipersuperficie compleja Einstein Q#(C€) de
JEeing N, , H s
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que tiene particularidacdes gue impiden gue tal espacio ten-

E

ga uno paralelc en ygeometria definida (£jemplo 5.3, (2)). Todos estos

ejemplos son variedades kdhlerianas indefinidas. Por contra, en 10S
Ejemplos 5.1 v 5.2 se exiniben =spacios més generales que las varie-—

dades de Kihler indefinidas (son variedades casi kdhlerianas indefi-
nidas de diversos tipcs) 1o cual da pie a pensar en su estudio siste-
matico.

El propdsito del capitulo II es doble. Por un lado se extienden
resultados, ya conocidos en geonetrie kdhleriana clasica, gue carac-
terizan cuando la curvatura seccional holomorfa de una variedad de
Kahler indefinida es constante. Por otro, se estudia el comportamien-
to de las diversas funciones curvatura (seccional holomorfa, seccioc-
nal totalmente real y biseccional totalmente real) asccladas a cada
unc de estos espacios.

-

~ 1 to se tiene 21 Teorema 5.1, que puede consi-

—
i

s

-

En sste [ ur

G

derarse como la v

]

reibn compleja de un resultado de Graves y Homizu,

u

(175], para el caso real (indefinido), andlogo al conocido criterio
de Cartan ,[8]. Tambien se incluyen Jgeneralizaciones a trabajos de
Chen y Ogiue, [10}, y Houh, [18], donde se establece la equivalencia
entre curvatura seccional totalmente real constante (repec. curvatu-
ra biseccional totalmente real constante) y curvatura seccional holo-
morfa constante. Concretamente, 1o0s Teoremas 7.2 y 8.1 combinados,
prueban que, para una Vafiedad kahleriana indefinida y conexa, 1,
con dimensiédn compleja n3z3, son equivalentes:

i) M tiene curvatura seccional holomoefa constante C.

i1) M tiene curvatura seccional totalmente real constante c/4.

iii) M tiene curvatura biseccional totalmente real constante c¢/2.



Ademas, se estudiz el conp. riamiento especial de la funcidn
curvatura seccional nolomeorfe de una variedad de K8hler indefinida.
Se parte de un lmportante resultado de Kulkarni, [27], Que estable-
ce condiciones para que la curvatura seccional de una variedad de
Riemann indefinida sea constante. En concreto, 41 demuestra que si
la funcidn curvatura seccional, K, de una variedad de Riemann inde-
finida conexa y con dimensidn ny3, eséé acotada bien superior o bien

inferiormente, entonces K es constante. El Contraejemplo 4.2 prueba

que este resultado no es ahora valido, siendo el

o §
=
)

gjor en esta di-
reccidn el siguiente

Teorema 9.3.- Sea i una variedad de {dhler indefinida, conexa, con

b

24 W ~ v T ey o - A S T [l P - o F11v A A~
CILMEeNS10Nn Compiaijad nyd & 1ndlce 250, Si 1la funcidn curvatura SelCCio-

nal holomorfa i de w estd acotada superior s inferiormente, entonces

notiene curvaturea seccional nolomorfa constante.

Se encuentra, por contra, (Teoramas 10.7 y 10.2) que las funcio-

nes curvatura seccional totalmente real y biseccional totalmente re-

al, se ajustan al comportamiento de la funcidn curvatura seccional

de

[a)
~
[
2

de una variedac ann inderinida, descrito en el Teorema de Kul-
karni. Es decir, imponiendo a cualquiera de ellas sdlo acotacidn por
un lado se logra inferir que sea constante (1o cual implica tambien
que la curvatura seccional holomorfa es constante).

Por Gltime, se da un criterio, tambien esnecifico de variedades

o

de Kdhler indefinidas, para que H sea constante. En concreto,

.

Teorema 11.71.- Sea ! una variedad de Kdhler indefinida, conexa, con

dimensidén compleja ny2 e indice 2s550. $i su tensor curvatura R verifice

o4 =
uuFuEn .

para todo vector nulo ungM, g, entonces M tiene curvatura seccio-
i

nal nelomorfs constante

1
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antecedente en geometria de

x5

ste resultado, que tiene

n
<

)

niemann indefinida, en [12], pone de manifiesto un contenido
geométrico mds que aceptable de 1los planos holomorfos degenera-
aos de T .

En el capltulo III, se nace une cilasificacidbn de las varie-

dades de Grassmann complejas indefinidas 52172 4({),definidas en

§u
r.._‘
e
[}
-
'._J
C
(V)
no

atendiendo al comportamiento de su funcidn cur-—
vatura ssccional nolomorfda H. &n el caso definido, Wong, en [ 347,
calcule el wédcime vy el winiao de 1z Funcidn H de una variedad de
Grassimann compieja: tales valores existen va que, en este caso,
H es una funcidn continua sobre un coniunto coipacto. Pero aqgui
se pierde tal propiedad.

Dada una variedad de Grassmany 0‘3:;2 (€), a los enteros 545
Spaly=8S,,0,-5, se ies llana nlweros caracteristicos. Ademds, se

~dice que S, (respeac. 52) Y ong-sy (respeac. ﬂ2—82) son nlOmeros com-—
plementarios. B5e definen entonces, las sigulentes cuatro familias

de variedades de Grassmann ccmplejas indefinidas:

acotada.

=t

% :oCon i
g

Q%@ tcon H oacotada inferiormente perc no superiormente
?@ - Con n oacotada superiorimente pero no inferiormente.

'Q@ . con

451, se tiene el sigulente teorema de clasificacidn

—
i

no acotada por ambos Lados.

Teorema 14.1.- 1) La familia

o

Cios proyectivos complejos indefinides. ii) En jé estan las va-

consiste exclusivamente en espa-—

riedades GST’°”(@), con algin ndmero caracteri

2 stico nulo y su
n. Ny ;

~ e 1 - T 3 - N k4 - - O (C/ S o .
COnMpaenen L L) sile gl SO lld». L1111} p DL Lc
onpienentario mayor gue 1, y soOlo ellas. iii }3 consiste tan
... 1 o . g p . S
s0lo en la variedad Golo (T iv) En 7 &stan las varledades{n W’HZ(J),
<, e 4 )

1 3

con nlmeros caracteristicos no nulos Y alguno mayor que 1, y sdlo Lllas.

~ VILI -




Para la ramilia %%3 YV ORucCHos casos de la familia(%?g, se ca-
racterizan las secciones holomorfas (no degeneradas) que alcanzan

10s valores extremos {(Teoremas 15 v o15.2)

v

no

El capitulo IV estd dedicaedo al estudio topoldgico de varieda-
1

92}
[eB
@
-
o

de er indefinidas. Este se hace atendiendo una dobple ver—

tiente, por un lado al tipo homotdpico, por otro al cllculo de
nimeros de Betti. En este primer puntc se define el concepto de
variedad homogénea indefinida (sobre R, C o [H) que incluye, como

casos particulares, a las variedades de banderas indefinidas sobre

R, € oH (Ejemplo 16.1), en particular 7ariedades kdhlerianas in-

._y 4

definidas (Ejemplo 5.2) y casi kidhlerianas indefinidas (Ejemplo 5.4).
También a otras variedades kihlerianas .ndefinidas, como son las da-

das en el Ejemplo 5.3.

ot

se lleya 4 propar gue ¢iertos esparios noinogéneos indefinidos
o ? { e

contienen una subvariedad totalmente gecdésica, definida positiva vy
tal que el correspondiente embebimientc es una equivalencia homotd—
pica {Teorema 17.1). &n el caso simétrico se t-.ene un resultado si-
milar al dado por Berger en [5 ], Corolario, p. 166.

Utilizando el teorema 17.1, la férmula de Kinnet y las técnicas
de Teoria de iorse de [6 ]y [23] , se cakulan explicitamente los nG-
imeros de Betti de una variedad de banderas complejas indefinidas
(Teorema 18.8).

Un resumen de los resultados de este trabajo se encuentra en

[21, [3] vy [24]. -

- IX -~
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CAPITULOD I

VARIEDADES DE KAHLER INDEFINIDAS, ESPACIOS MODELOS.

§1. Introduccidn.-

Sopre una variedad casi compleja, (M,J), se considera una métri-
ca de Riemann indefinida, g, que satisfaga g(Ju,Jv) =glu,v) para cua-
lesquiera u,Ve:TmM y todo me M. En este caso, se dird que (M,J,g), ©
simplemente M, es una variedad casi hermitica indefinida.

£l indice de g es constante en un éntorno de cada punto meil,
debido a que g varia diferenciablemente con (todas las variedades,
aplicaciones, campos de tensores, etc., se¢ considerardn de clase C¥):
asi, g tiene indice constante y par 2s, O<sgn, n::dimmh, en la com-
ponente conexa de m. Si M es conexé, lo anterior es valido en todo M.

En particular, si la conexidn de Riemann v de g cumple vJ =0,
se diré& que ¢ es una métrica kihleriana indefinida y M una variedad
kdhleriana indefinida. Adem&s, como en el caso definido positivo
(ver [20], Cap. IX, Teorema 2.5) J es integrable, es decir, M es coii-
pleja.

Sea R el tensor curvatura de g. Como en [20], Cap. IX, 57, R

verifica las siguientes propiedades:

(1.1) Ruv'es un endomorfismo de TmM antisimétrico relativo a g
(1.2) - Ry =Ry,
(1.3) Ruvw-+vau-+Rwuv==O



(1.4) R, .J=J.R..

para cualesquiera u,v,weT iy todo mel. En lo que sigue se represen-

taré g, Por ¢ y Ju por u*,

Un plano n en T ot s dice no degenerado si la restriccidn de
g a n es una métrica no degenerada. Si este es el caso, T M se des-
compone en suma directa de 1 y de su complemento ortogonal n , que
tambien es no degenerado. Ademds, 7 es no degenerado si v sbdlo si

tiene una base (u,v} que verifica
(1.5) A(mv)=QULUthv)*MuAH2#O

Cuando 1 es no degenerado, se dira de tipo (+,+), (-,-) o (+4,-}
segun que la réstriccién de g a n sea definida positiva, definida
negativa o indefinida respectivamente. $i un plano n tiene por base
{u,v} se representard por usv. |

La curvatura seccional de un plano no degenerado n= uav viene
dada por
g(RuVJ,u)

(1.6) K(n) =
alu,v)

Si n=Jn, se dice que 1 es un plano holomorfo, y, caso de ser
I no degenerado,’a K(n) se le llama curvatura seccional holomorfa
de n. Si 1 es perpendicular a Jy, se dice que 1 €$ un plano totalmen-
te real, y, caso de ser 1 no degenerade, a XK(n) se le llama curvatu-
ra seccional tctalmente real de .

Un plano holomorfo

=

es no degenerado si y sbélo si contiene
alglin vector no nule u, En este caso, si m=uau*, se representara

K(uau*) por H,.



Si Hu tiene el misimo valor para todo vector no nulo ueTmM y
todo meM, se diréd que M es una variecad de Kihler indefinida de
curvatura seccional holomorfa constante.

Si M es una variedad de Kdhler indefinida entonces, la curva-
tura biseccional totalmente real de un plano totalmente real no de-

generado UAV en TmM se define por

g(R V¥, ,v)
(1.7) B uu*

uv

i

tfu,v)

y, como en [20}, Nota 23, p. 372, se obtiene

(1.8) B =K K

L + K
uv -~ tav uv*

donde K,y Tepresenta a K{uav) y K a K(uav¥*). En lo sucesivo se

uv*
escribira Ru

;! P \
vz B0 lugar de Q(Ruvw’z"

§2. Sobre la curvatura seccional holomorfa.-

Sea M una variedad k&hleriana indefinida y meM; se define sobre

M un campo de tensores R° como sigue:

(2.1) ROV =(1/4){g(V,w)u-—g(u,w)vg+g(v*,w)uL—g(u*,w)v*-+

+2g(u, v )w*)
para cualesquiera u,v,weT M,

m

R? wverifica (1.1), (1.2), (1.3) v (1.4). Ademds, se tiene

Proposicidn 2.1.- (Comparese con (20], Cap. IX, Proposicidn 7.3)

Sea M una variedad de Kdhler indefinida y meM. Todos los planos

holomorfos no degenerados en TmM tienen la misma curvatura seccional

ceR si y sblo si R =cRe.

(OS]



Demostracidn. Supongase Huzzc para todo vector no nulo ueTmM, y
sea R' =R-cR®, que satisface (1.1), (1.2), (1.3) y (1.4); por lo

tanto

> > 1 —
(2.2) Roususy =

o
para todo vectior u no nulo. Sea ahora Cm el cono de luz de g en TmM,
esto es.

Cm5={VETmM / g(v,v) =01}.

Puesto que Cm se puede mirar como el conjunto de ceros de una fun-
cién polindmica, resulta que no tiene ningian punto interior. Asi,

su complemento es denso en T,

4, ¥, entonces, para cualquier VaCm se
puede elegir una sucesidn de vectores no nulos v 1 tal que v, }—>v.
Ademdis {vg}——-»v*. Como consecuencia de esto, utilizando (2.2) se

obtiene

- g 31 - )
(2.3) l\.vv i %y 8

Ahora, apiicando un argumento algebraico directamente relacio—
nado con las propiedades gque cumple R' (ver [20], Cap. IX, Proposi-

cibén 7.1) se obtiene R' = 0. EL reciproco es trivial.

De la Proposicién 2.1 se tiene la siguiente consecuencia, ana-
ioga al conocido Tecrema de Schur en su versidn compleja ([20], Cap.

IX, p. 168),

Corolario 2.2.- Si una variedad de Kidhler indefinida, M, conexa, con

dimensidn compleja n3y2, admite una funcidn y!: M ——R tal que

}le y(m) para todo vector no nulo usTmM, entonces y debe ser una

constante ceR; es decir, I tiene curvatura seccional holomorfa cons-

tante c.

% gu Ay i}%\
K\v V}‘J.r,"\
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i3. Ejemplos de variedades kdnlerianas indefinidas simplemente co-

nexdas y con curvatura seccional holomorfa constante.-

Se considera el cuerpo de los namercs complejos €. Como es usual,
a —— a representa la conjugacidn de € sobre R y C* el grupo multi-

plicativo € -{0}.

Ejemplo 3.1.- En t? se considera la forma hermitica bﬁ definida por

: s ,
(3.1) b (z,w) == § Zow, + [ Z.w,
n k=1 KTk J=s+1 g

o n .
,...,W_J. Sea € la variedad de

O z={z2,,... yow o= (1
donde 0O¢sgn, (z., yZ )y W= {w n s

s . . , s . . C s .
Riemann obtenida al considerar sobre € la métrica inducida por la
T

Entonces, . es una variedad de Kdhler indefinida

~3

(42}

parte real de L.
ie iadice 2s y con curvatura seccional holomorfa igual a cero.

Ejenplo 3.2.- Para cada Cem* {analogamente al espacio proyectivo

complejo de curvatura seccional holomorfa c) se define una variedad
kdhleriana indefinida de dimensidn (compleja) n, indice 2s y curva-

tura seccional holomorfa constante c.

n

i, ‘ - 1
E1 grupo de Lie £+ actua libremente sobre € *+ —-ks, donde

. J14+1 .53
= { 2,2)g0}.
kg {zeC / bn+1( ,2)<0}
;A : 12 A . +1
Esta actuacién, que viene dada por (a,z) ———> a.z, acl*, zeC" —-ks,

n+1

) . x .
induce un cociente C -ks,/$ al cual llamaremos espacio proyec-

. o e . . . n, ..
tivo complejo inderinido Pf(m). Es claro que si s =0, entonces P;(C;

J

es el espacio proyectivo complejo usual p(¢C). Ademés, PQ(C) estéa

embebido en Pn(m) cormo una subvariedad abierta; en efecto, la in-

n+1

clusidn de C - ks en Gn+7—{0} es compatible con la actuacidn de

H
Ul
§



. L. . K . [ Tl
de €* e induce un embebimiento de P;(w) en P(L).
Sea ahora

W21+

n+1
7 :’ u‘! s
(3.2) 854 {ze / rm(‘ z) =1},
El grupo de Lie 81 actua llbrmm@nta sobre 82n+1 e induce un cocien-
. LY f\ 1 Y ks '}
te difeomorfo de manera holomorfa con Ps($), asi P (C) =5 22* /q

¥y se tiene una proyeccidn

p : §2+1 .__._._.,Pl;(g/)’ dada por
(3.3}
p(z) = z.C* para todo zgsg§+1'
pe]

o ~ v + .
Sea Us(n+1) el grupo de automorfismos de ¢ ! que conservan
s e . L
bn+1 » (ver [33], p. 277), es decir
U (n+1) = {AeGl(n+1 m)/D 1mz hd)"b 1(Z,w), para cua-
. n+1
lesquiera z,weC + 1.
U (n+1) es un grupo de Lie y como b> . (z w\::tiiss v siendo
£ n+ e n+1
S . . - \ - o .. e .

- - — ) T _— - " lay - . - eg—
Gn+1 diag ( Is’ln~s+1‘ 2 LS, _g4q Matrices 1dentidad de Ordenes res
pectivos s, n-s+1, puede escribdirsse
(3.4) US(n+1) = (AsGl(n+1,C) / TRsS a=c®

e A\l 4 A y 7 N --'n+1 - n+1
- O . [ . . . N
81 5 =0, Gn'i :ln+1 y U'(n+1) es el grupo unitario usual Uln+1).
- .
S , . N N .
U (n+1) actida sobre PS (€) como sigue
\ $ . n,. n .
(3.5) U (n+s)XPS((L) P (C), (A,p(2))~~—wp(Az)

para todo ZGS§2+1, donde p es la proyeccidn dada en (3.3).

No es dificil ver que esta actmacidn es transitiva Yy que el sub-
grupo de isotropia H de U°(nf3) en el punto p(z ), con 2,=1(0,..,0,1),

viene dado por
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i
(3.6) H = i / o, HeU”(n)
—
- 1 de
O ie

Bsto es, H=U(n} x U(1) embebido en Ub(n+1). Asi,
fica con el espacio simétrico

% (n+1)

(3.7) U3 (n)xU(1)

(Comparese con [20], p. 275 vy [33], p. 378).
A partir de (3.4) se obtiene que el &lgebra

U°(n+1) estd dada por

: s _ ,ts .8 s _
(3.8) u (n+1)._{Aeg](n+um)/‘Aun+T+Gh+1A.50}

e tiene la siguiente descomposicidn.

192}

Loy . E‘ ’
uv{n+ty =u(n) +ul(1) +m

donde u(1) es el Algebra de Lie del grupo U(1) vy

(3.9} m = 17541 ///ajém

s+1"’an O

aq..,a a

S?
Este espacio vectorial m se identifica con e

a PQ(@‘ (dado por (3.7)) en el origen TOPZ(E). Po

PZ(@) se identi-

s

de Lie u {(n+1) de

1 espacio tangente

r otro lado m se

; e n o } ; e oA : :
identifica a €, tomando como representante de cada matriz A de m,

rn . , . . PR . -
el vector de € naturalmente obtenido de su (Qltima fila. Teniendo

en cuenta lo anterior, la representacidn adjunta

de U (n)xU(1)



viene dada por

(3.10) ad |- A=etlagS
0 le

Sobre m se considera el siguiente producto interno
(3.11) (A,B) = -} Traza A.B
para cualesquiera A,Be m. Un facil cédlculo prueba que este coincide
con Real bi (ver (3.1)).

Usando (3.10) y (3.11) se prueba que este producto interno es
invariante frente a la accién adjunta de H::Us(n)xU(1). Por lo tan-

to, si ceR _y se define

(3.12) B2(4,B) = (4/¢) Real brsl(A,B)

entonces, En 28 una forma bilineal simétrica, no degenerada e inva-

riante frente a la accidn adjunta de Us(n)xU(1) sobre m. Como conse-

cuencia (ver [20], Cap. X, Proposicién 3.1) existe una Unica métri-

ca de Riemann indefinida g invariante por Us(n+1), sobre Pz(m),

s,n’
que, en el origen, viene dada por

(3.13) g ==,:aj(u,v)

La estructura compleja, J, de PY(C) se define (teniendo en cuen—

ta la anterior identificacidn) mediante el siguiente automorrfrismo,

invariante frente a la accidn adjunta de U (n)xU(1), JO sobre m
(3-14) JQ(A> 1“«\1"" 1A

3e cumple en el origen (y por tanto en todo punto mePZ(&))

oy _ _ N s _
gs,n(Jou,Jov)o-gs,n(u,v)o, para todos u,v-POPS(C). Ademas, la co

nexidén de Riemann v de g5 , Ccoincide con la conexidn candnica (ver
H



[20], Cap. XI, Teorema 3.3} v cumple vJ =90. Asi, (Pi; (€), J, 9. r1>

es una variedad de Kdhler indefinida, de dimensidén n e indice 2s.

El ternsor curvatura R de v satisface

(3.15) (RypB,A) = =B ([[A,B],B],4)

@] n

para cualesquiera A,Bem .

\x

i Aem €5 un vector no nulo y H_ {A) la curvatura seccional
S,

(€3]

del plano nolomorfo engendradce por A, entonces de (3.15) se obtiene

y, mediante un calculo directc, resulta HS n(A):c. Asi, se prueba
3
SN . ' . o
que PS(Q) tiene curvatura seccional holomorra constante c.
De otra forma, 1o anterior puede contemplarse como sigue:

Consideremos la subvariedad

Sen+1, : oo n+t s . .
85 {(c/4) = {zel /Dn+1(é,2):=4/C}
de $2+1. Con 1la métrica inducida de la de ®2+1, S§2+1 (c/4) es una

variedad de Rismann indefinida, con curvatura seccional constante
c/4 (ver [ 331, p. B7) que recibe el nombre de esfera indefinida.
La aplicacibn

.o S§n+1 n(

: (c/4) — P

p
(3.17) “ 2n4
p'(z) =z.8%, para'ﬁ@do.z€szé

&), dada por

(c/4)

; X .. . - . . L n, .
es una submersidn, la "fibracidn de Hopf' indefinida de Ps(m) con
Ty .
Etfj(c/4). Entonces, como en [20], Cap. X,

Ejemplo 10.5, existe una Gnica métrica de kihler indefinida, de

.. 1
fibra z.8 para cada zeS

indice 2s, sobre PZ(@) de tal forma gue p' es una submersidn de

Riemann en el sentide de O'Neill, {26]. Como en [26], p. 465-466,

o




. T ‘. . ! . .
puede verse gue, con dicha métrica, P;(m) tiene curvatura secciona

holomorfa c. Es facil ver gqus la métrica

-

¥y la estructura compleja

dadas por (3.13) v (3.14) coinciden con las obtenidas de esta forma.

Ejemplo 3.3.- Para cada CaR+ se define una variedad de Kdhler inde-

finida de dimensidn n, indice 2s y curvatura seccional holomorfa cons-
tante -c.
' n+1 .

En C se considera

o - {ngn+4 /. -+1

S+ 1 (2, z)2 0 3.

~

Como en el Ejemplo 3.2 se obtiene un cociente mn Pé+1/’®*, al que

se le llama espacio hiperbdlico complejo indefinido y se representa

n o . .
por HS(E). Tamblen, sl consideramos

(3.18) oot (=c/4) = (ze€™ /b3 1 (z,2) = ~4/c)

que es una subvariedad de Riemann indefinida (llamada espacio hiper-

1

bdlico real indefinido) de &A+1,

con curvatura seccional constante
-c/4 (ver [33], p. 67), se obtiene una submersidn

2n+1

(3.197 D' o H2$+1

o
(-c/4) —— F_(E)

andloga a la dada en (3.17); concluyendo con la existencia sobre
n, . s , e . o . .
Hs(m) de una uUnica métrica de Kihler indefinida, de indice 2s, tal

. 2 "\ n - . .
gque p' es una submersion de Riemann y H (C) tiene curvatura seccional

2n+|

holomorfa constante -c. Ademds, como a?(p s

)(c/4) es difeomorfo con

..en+ \ ..
n25+1(—c/4), mediente
S5 ins sy (e/4) —— H3L Tl (<c/4),

)=(z 4 )

e, Z .. .-
-5+17 ' T+ ‘n-s+1? ’ n+1’z1’ '’ "n-s

(ver [33] Loma 2.4.6) resulta que H (C) es difeomorfo con Pg_s(m),

Y Su. metrlca se obtiene de la de este (ltimo cambiédndole el signo.



ct

Los Ejemplos 3.7, 3.2 y 3.3 son espacios '"modelos'" para este
po de geometria en el siguiente sentido

Teorema 3.4.- (CompArese con , Cap. IX, Teorema 7.9)

81 ceR, entonces toda variedad de Kdhler indefinida conexa,

simplemente conexa, completa, con dimensidn compleja n, indice 2s

y curvatura seccional holomorfa c¢ es isométrica de manera holomor-

n
() o c? se g

S: ~

n .
fa con P_(C), H n que sea c>0, ¢<0 o ¢ =0.

i

Tras haber probado 1a Proposicidn 2.7, la demostracidn de este
Teorema es, esencialmente, la misma que en el casc definido positive
y por elle se& omite. Ademds, tanbién como en este £aso, si se e
nan las hipdtesis topélogica: en el Teorema 3.4, se obtiene localmen-

te el mismo resuvitado,

54, Algunas propiedades topoldgicas de P

A diferencia de la geometria kihleriana (definida positiva) dor-
de el espacio modelo de curvatura seccional holomorfa constante posi-

tiva es compacto, PQ(&) no es compacto si s # 0. Por ejemplc, si se
5_ 2

considera S (11,b2,a Je ¢3 / -1z, |‘+§22[2+123§2:=1} y la recta col-
pleja r dada por Z, = 22::1, Zoy = Ay re€, es claro que r esté conte-
nida en 85, 10 cual prusba que 82 nc es compacto. Por otro lado, co-
ino p"1p(r) (siendo p la proyeccidn dada en (3.3)) es cerrado en Sg
resulta que p(r) es un subconjunto cerrado de P%(m). Si este fuera

compacto también 1o seria p(r), pero P}r P P —— p(r) es un homnzo-
morfismo y esto impide gque sea p{r) compacto. El anterior argumento

’ n .
es general; asi, P_(C), con s # 0, no es compacto.
)

2n+1

Considérese anora el espacio fibrado principal 52 (P (€) )

establecido en el Ejemplo 3.2 y la aplicacidn

6 32nﬂ L Sa(n—-s)+1

s A
e xC definida por



z
3 (7 ., _ (_S#1 n+1
5(51"“’Zs’és+1""zn+1)"‘ETE*"' I L )

g
donde q(z) = (1+ } lzj
J=1 .
(ver [33], Lema 2.4.6) y verifica et8g¢(

o

Esta aplicacidn g es un difeomorfismo

) =p(et®z) para todo beszn*1.

N

s .
x €7 se puede considerar como un fibrado sobre

PQ(C) con grupo estructural 51.

Con ello,

.2(n-s)+1_* »SQ(H“S)+1

Sea Jj : 8 x C° definida por
(s - (7 . (s
J(Zi""’zn~s+1)"(51"“’én~3+1’0”"’6)‘

Es claro que j es continua. Ademds, j es una equivalencia homotdpica.

Z{n-s)+1

2(n-s)+1 s 2 N 58
( ) "% g¥ —— 5 es la proyecclidon natu-

En efecto, si r : S

ral, es continua y cumple r.s Por otro lado,

.
'qz(n—s)+1‘

o -s ) +1 5 {15 ) S -
Fo 82(n / Xx€C° % {0,113 —-—»SQ(n g’+1:<m dada por F(z,w,t) = (z,tw)
es una homotopia entre j.»r v - .
s una homoto; tEre J.r oy 102(”‘S)+1~<m5
[w] £

Considérese ahora el sigulente diagrama conmutativo

w2 {n-sj+1 1 2(n-s 5 a2
3 (n-—-sj+1 J ba(ﬂ §)+4 v @S gg"4)12+1
(4.1) D ! D'
1 A i
ﬂ-"S » j n 2
P (€C) > PS((L)

donde J es la aplicacién inducida entre los cocilentes por j. Como,cla-
ramente, j es un embebimiento, también lo es 3y; asi, se puede identi-

ficar P"7°(C) con su imagen mediante J en Pg(m) y se tiene

Proposicién 4.1.- P'75(€) es un retracto de deformacidn de PL(C).

-

4 ~
Demostracién. Se puede representar Pn(ﬂ) por {[(z,w)]/ ZcSz\n 5)+1,

HS

weC®y, v definir P : Pi(@) (€) mediante ¥([(z,w)]) ={z].

La aplicacién # estéd bien definida, es continua y cumple .3 =1



Ty T - - J:"I . 'rrl Ny iy P or ~ - ",
Finalmente, sea F Rs(m)x[o,u;———q-Pg (C) dada por F{[{z,w)],T) =

= [(z,tw)], que es continua y cumple E({(z,w)j,o)=:5.F([(z,w)}),

~
— 1 =

~
FOI(z,w)],1) = [(z,w)]. Esto prueba que ¥ es una homotopia entre

Teniendo en cuenta la Proposicién 4.1, la caracteristica de

Euler de PQ(E), x (PL(L)), es n-s+1, resulta de ello de forma inme-
diata el sigudente

. -~ ’ ‘ . . , .
Corolario 4.2.- P?(@) y Pg,(m) son del mismo tipo de homotopia si

pel

, ) 1
y solo si x(PL(€)) = x(PL, ().

~

! N . ed - .

Nota 4.3.- E1 embebimiento j de P7°(¢) en PE(E) definido por (4.17)
también es isométrico y holomorfo. Dicho de otro modo, si se iden-
: : ﬂ-'S( - o4 DI’I“S, Y n -y o f4
tifica P (C) con J(r {€C)) en Ps(m), puede afirmarse que la me-

. o o ‘ . n-s, .
trica (definido positiva) y la estructura compleja de P ~(C), son
las restricciones de las correspondientes a Pz(m), dadas en(3.13)

y (3.14). Por Gltimo, P .(C) es un fibrado vectorial sobre Pn_S(C)

n s

con fibra tipo c>.

i5. Ejemplos de variedades de Kdhler indefinidas.-

gjemplo 5.1.- En este ejemplo se utilizan notacidn y definiciones de

[35].

(a) Sea (M,J,g) una variedad casi hermitica indefinida con

dim®M:=n. Si T es el fibrado tangente de M v ¢ el levantamiento

el , o ; . i 1 C
completo a Til de estructuras yeométricas de M, entonces (T, ] ,gc)

es una variedad casl hermitica indefinida de indice 2n (ver([35],Pro-

[~

posicidén 5.9). 81 v es la conexién de Riemann de g, entonces v° es
la conexidén de Riemann de gc (ver[35], Proposicibén 6.6.) y cumple
c.c < v 1C C . e . ..

v JT=(v])". Asl, (TM,J ,g ) es una variedad de X8hler indefinida

con indice 2s, O¢s¢n.



(b) 8i (M,g) es una variedad de Riemann indefinida de dimensidn
n e indice s, O<¢s«n, entonces la métrica de Sasaki, gD, sobre THM es
una métrica indefinida de indice 2s, [27]. Sea J' la estructura
casi compleja natural de Ti, dada por Dombrowski en [13]. Entonces
(T, J°', gD) es una variedad de tipo AK (esto es, su forma de Kdh-
ler .es cerrada) indefinida. Ademés, es kdhleriana si y solo si M es
localmente llana, [29].

(c) Supdngase una variedad de Kidhler indefinida (M,J,g) y sea
JH el levantamiento horizontal de J. Entonces (TN, JH, gD) es una
variedad hermitica indefinida, que es kdhleriana si y solo si M es

localmente llana (ver [35], p. 103).

o . ; N .
gjemplo 5.2.- Pado €7, se consideran enteros Sqs n n, tales

5o Mq0 Mo
que O<s1<n1, Osszgnz y ng+n, =n. Sea en Cn, la forma hermitica de

expresidn
(5.1)  bJ1’72(z,w) == 2.W.+ T oz.w. - Z W+ Z ..
SRR Jj=1 JJ j=s1+1 JJ j=n1+1 JJ j=n1+s2+1 I

y us1ts2 (n1+n2) el grupo de automorfismo de ¢ que conservan.bi1’i2.
. ’ 1772
Es claro, a partir de (5.1), que

S.+S, ATy s 78,355 A _ ~S4,:5
(5.2) U1 72 \n1+n2)-{A¢u1\n,®)/ f;GnT’nz.A--Gn1,n2}
17772 1772
. S.,5 . . . - _ . :
siendo G 1’ 2 =diag(-I_ ,I ,-I. ,I_ _. ). En particular, sl s, =
n,,ns $,' Ny -s, S," N,=S, 2

=n, =0 entonces Gs1’8:=Gi1 y (5.2) coincide con US1(n1) (ver (3.4)).

1° 1,
Si se representa por Vg, cualquier subespacio vectorial (métrico)

. . L s . . . n
de dimensidn n' e indice 2s' del espacio vectorial CS, entonces 1la

coleccidn de todos los subespacios V21 se identifica al cociente
' 1

S, +5 .

U=17°2 (n1+n2)

US1(n1) X Usz(nz)

(5.3)

- 14 -



y se llama variedad de Grasmann .compleja indefinida G 1155(¢) (ver

1,1’12
(331, p. 378); en particular .O un (€) es la variedad de Grassmann
n,, )
f
compleja usual Un1,;”(®) (ver {20], Cap. XI, Ejemplo 10.8).
S S . » I . . . 2 v .
Gn1’n2(@) €S un espacio simétrico y la descomposicidn canonica
H

2

del &lgebra de Lie uy~1%®

S+S

2(n +n ) de U 2(n1+n2) viene dada por

s
u 1+52(n1+n2)==us1(n1) +u52(n2) +m

donde

(5.4) m= |/ X (€)

X 0 gy X1,

Si se identifica cada elemento de m , dado por (5.4), con la

correspondiente matriz degﬁg “n (¢), la accidén adjunta de
2 1

U1 (n1) x US2 (n2) se escribe

B 1O S, Tx .S
(5.5) ad ~ ) X=CXG1 TBG)
o1l cC ’

Se define ahora un automorfismo J de m que, con la anterior

Jl
no N

~——

identificacidn, es el producto por la unidad imaginaria i =N\-1.

inmediato que J2:=-1m y que J es invariante por la accidn adjunta

(5.5). Esto prueba que J define una estructura casicompleja sobre

G 1’;2(&) También a partir de la forma de Killing, como en (3.11),
Ny 2

se puede definir una métrica sobre m que, conuﬁf <n (C) =m, se

2 1

escribe

(5.6) g(X,Y) = Real Traza G§1 'z GiQY

2
(compérese con [20], Qéﬁ:kXI, p. 287). Un cadlculo facil prueba que

-—

,

g es invariante por la accidn adjunta (5.5). Asi, teniendo en cuenta

[20], Cap. X, Proposicidn 3.7, existe una Unica métrica de Riemann

- 15 =

{"\ $iBLIBTECA
QR 2 wmr 1 "é\b‘



ndefinida, invariante por U517V

w

2 (n +n,), sobre g1

n
1
sobre pm estd dada por (5.6). Ademds, se tiene g(JX,JY) =g(X,Y), pa-

S5 (¢) tal que
M2

ra cualesquiera X,Ye m, v vJ =0 siendo v la conexidn de Riemann de
g. Con todo ello, Ggg:ig(m) es una variedad de Kdhler indefinida de
dimensidn compleja n.n, e indice 251(n2—52)+252(n1—s1).

S$1i R representa el tensor curvatura correspondiente, un teore-
ma conocido (ver [20}, Cap. XI, Teorema 3.2) establece que, sobre m,
R viene dado por

RyyZ=~[[ X,Y J,Z ]

——

para cualesquiera X,Y,Zem; es decir

1'% 6 7 g e

L 2Ry S t\_ S,\
(5.7) RXYZ~AGn’I {Gn¢Z~YG !

i X-2G
1 2

S2z+261 > o1 S2Y
2 1 2 1 2
En este punto, es conveniente describir ciertas isometrias ho-
lomorfa$, que surgen de una forma natural, entre variedades de Grass-
mann indefinidas v que serén utilizadas posteriormente en este trabajo.
Consideramos las matrices Dj’ j=1,2, de drdenes nj, dadas por

G I

y las aplicaciones lineales

. 1 S 7S rm Sr y S o] - t‘
o, ’IoGn1,ng (T) —————»lOan’n'] (c), ¢, (X) = "X
172 221
0, + T.651 52 (€) ——» T Gp17 212702 (0), 0,(X)="D, X D,
102 1:19 a
A partir de (5.6), (5.7) y la propiedad Dj Ggq—sj tDj =.-Gij ,
J J

se prueba que las aplicaciones da {5.8) son isometrias lineales com-

plejas y que conservan la curvatura; estq e€s, cumplen

9. (Z2)

J.o.=0¢..] y ‘93(11;(*{&:1{43(}() % (Y)

i
—
ON

i



para cualesquiera X,Y,ZeT G 1’2” (C). Entonces, por [20], Cap. VI,
"I 3

Teorema 7.4, (ver tambien [9], Teorema de Ambrose, Cartan y Hicks)

existen isometrias holomorfas

g+l n
1772 2'
(5.9)
S, 384 (o n,-s,,n,-s
GZ1°72 (L) —— G071 212 T2 (C)
U U
Yo RN R
- Y — — s S » S
tales que (dwq)o"¢1 y (dv,) = . Asi pues,\3n1’n2 (), 6, 52 b (C) y
1°7°2 A Ny, My
AL =S, , A, =S . s e 0,s _ S50 foy =
Unl,n; 2 "2 (C) son identificables. En particular, Gl,n ((E)--;;,n:1 (C) =
n,, . .
==P;(®), (ver (3.7)); es decir, la coleccidn de todas las rectas com-
plejas positivas V; en mi*“ coincide con el espacio complejo indefi-

nido de dimensidén n e indice 2s; por otro lado, C%’n (), tomando por

métrica la opuesta de (5.6), se identifica con Hs(ﬁ); esto es, la

n SN : Tae meet o . e et 1 N+
coleccion de todas las rectas compliejas negativas V, en € es el

1 S+
espacio hiperbdlico complizjo indefinido. Hay que hacer notar que
~0,S M, e e . . ) ]
{19 q(C)::PS(m) significa que ambos espacios tienen idénticos elemen-—
RS
+ ~ A N ] : . . "’S r _nO,l’l"“S ; n . ’
tos geometricos; sin embargo, 61 p('E)::U1 n (E)::Pn (C) segun
. 3 24 ] -3

- . L . . . 1
(5.9), v de aqui, al cambiar la métrica de signo, se obtiene ‘(@)

Ejemplo 5.3.- Sea (#M',J',g') una variedad de Kdéhler indefinida, (M,J)

una variedad compleja y f : M ——— ' una inmersidn compleja. Si
dfm(TmM) es un subespacio no degenerado de Tf(m)M', para todo meM,
entonces g = f#*g' es una métrica de Kdhler sobre M.

(1) La hipersuperficie compleja no degenerada de P2+1UC) obte-

2n+3 / 2 2 2 2
og - ~z1m..—zs+zs+1+..+zn+2_0}

por p (ver (3.3)) es una variedad de Kdhler indefinida de dimen-

nida mediante proyeccidn de N = {ze$

P e)

sidén n e indice 2s (su fibrado normal en es definido positivo)




Dicha variedad no tiene curvatura seccional holomorra constante, aun-

=

que es Einstein. Por analogia con [20], Cap. XI, Ejemplo 10.6, & este
espacio se llama la cuddrica compleja indefinida Q:(G).

Sea el grupo de Lie

~S ~ t 5 S
SU = o d ‘3\ L G =G . t =
(n+2) = {AeGl(n+2,R) / "A Gpo A Glip ¥ detA =1}

O<¢s¢<n , que, considerado como subgrupo de Us(n+2), actua sobre P2+1(C)
y déja invariante QE(C). Por ello, esta accidn se puede inducir en
Qg(m), resultando ser transitiva. E1 subgrupo de isotropia en un pun-
to de Qz(m)fes isomorfo a Sos(n)><80(2). Por lo tanto, Qg(m) es di-
feomorfo al espacio simétriéo

5

o

(5.10) 2
50

wnio

—~

~

+2)
x

10

~

o )

C
]

La descomposicidn candnica del Adlgebra de Lie sé&{n+2) de S0°(n+2)

viene dada por

so” (n+2) = so°(n) +so0(2) + m

donde

- a1 D,1

0 | =

~ay "bn

8yseeady ;
\ LI
Si se identifica cada elemento de m, dado por (5.11), con 1la

correspondiente submatriz 2 xn, (g) , a:=(a1,..,an), br:(bj,. ,bn),

la accidn adjunta de $0%(n) x S0(2) sobre m se expresa



[s¥]

B}o
{(5.12) ad

A

)es cualquier elemento de SO(2).

R(g) u)

\ 0

COsSe sensd
donde R(e) =

~ ~Senoe  cose
S5e definen sobre m el producto interno

\.b b

L

a a' . '
(5.13) 9( ( ), ( ) ) =(4/c){bi(a,a’)~+b2(b,b')}

donde bi es la métrica indefinida de mg (ver (16.1)), y el automor-

fismo

[ a -5
(5.14) J ( =
. b !

En definitiva, se na puesto m de la forma RQ-#R? para expresar g y
J cémodamente umediante (5.13) v (5. 14,.

Tanbo g como J son invariantes por la accidn adjunta (5.12)
porAello definen, respectivament e, una métrica de Riemann indefinida
Yy una estructura casi compleja, con las cuales el espacio simétrico
(5.10) es una variedad kdhleriana indefinida, isométrica de manera

' )
nolomorfa con Q;(m).

(2) La hipersuperficie compleja no dugen@rdaa de P§°:ﬁ(®) obte-
. o 4543 C o
N' = 4 == 3
nida de N tzeS,0 .5/ 2, Zgpp TEpZg a4t net 2250 5, =0) mediante la

proyeccidn (3.3), es una variedad kdhleriana indefinida de dimensidn
compleja 2s e indice 2s (su fibrado noerimal en P25+%@) es definido
negativo). Ademds, dicha variedad es Einstein vy su curvatura seccio-
nal holomorfa no es constante. Se representard por Qg(c).

Sea S0*(2s+2) el subgrupo de yS+1 (2s+2) dado por

' S+1 t _
(5.15) SO*(2s+2) = {AeU°T (2542) / AP A=P_ .}



donde P = s (ver [51, p. 113).
S+1 - : S -
L O
5+
- e e , H25+, . . . v e
Este grupo actua sobre 98+1(¢) y deja ianvariante a Qg(m), ya
, ' a o . vy 4s+3 ,t, o _
gque N' puede escribirse como N = {2¢8 / "z ¥ z =10}, donde
2s+2 S+1 ’
T

Z:=(Z1:~'-’ng+g)- Esta accidn inducida sobre Qg(m) es transitiva
vy el subgrupo de isotropia en un punto de Qg(@) es isomorfo a

S0*(2s) x S0(2) eimbebido en S0*(2s+2) como

e® 0o o o \
0 A 0 A A A
11 - 12 11 12 -
A,)1 A22
0 A21 0 A22

donde todas las submatrices Aj1 son cuadradas de orden s. Asi, Q§(¢)

es difeomorfo al espacio simétrico

« 0% (2542
(5.17) SO*(2s+2)
SO*(2s)x80(2)

El &lgebra de Lie so*(2s+2) de SO*(25+2) viene dada por

So*(254+2) = 11 %42 Xy, antihermitica de orden s+1
] LX12 EX11 X5 antisimétrica compleja de
orden s+1 :

Por tanto, se tiene la descomposicién candnic

so%(2s+2) = s0%(2s) +s0(2) +m

‘donde (

so*(2s) +so0(2) = { £s0%(2s), AeR

o N
i
L0
o
-t
i
B D
p2d
fa
O_.)
o
[
<
-
—
o
=

en virtud de (5.16), y




O
©

o
log

!
ol
O

|
o
@

a=(a,,..,a_)
(5.18) 1 = |/ 1 5 aybyet
b=(b,,..,b,)

O
i
o]
(@
o]

8i se identifica cada elemento dem, dado por (5.18), con la co-

rrespondiente matriz 1 x 2s (a,b), la accidn adjunta de S0¥(2s)xS0(2)

sobre m se expresa por

le __1is S tw= .S
(5.19) ad(A,e ) (a,b) =e (a,b) G28 j\st

para cualquier AcS0*(2s), e*%.50(2).

Se definen sobre m el productoc interno
(5.20)  3((a,b),(a",p') ) = (4/c) Real { bI(a,a') = bO(b,b') )
donde bg esté definido por (3.1), y el automorfismo
(5.21) J(a,p) = (ia,ib).

Tanto g como J son invariantes por la accidn adjunta (5.19) y
por ello definen, respectivamente, una métrica de Riemann indefinida
¥ una estructura casicompleja, con las cuales el espacio simétrico
(5.17) es isométrico de manera holomorfa con Qg(&),

Un célculo directo a partir de la ecuacidn que define Qﬁ(m),
demuestra que el endomorfismo de Weingarten asociado a un campo vec—
torial normal g, Ag, (ver [20], Cap. VII, p. 13}, a Qg(@) en P§i$1(®)
verifica Af

>

=—b2I, donde I es la transformacidén identidad y b2:=c/4.
Por tanto J' =A/b es una estructura caéicompleja sobre Qg(m) que
féﬁmple J.J'==J'.J v ademés, gﬁij;J'Y)::—g(X,Y), para cualesquiera
campos vectoriales X,Y tangentes a Qg{@)q Por ello podria hablarse
dé Qg(m) como de una variedad "antikdhijleriana" cuaterniénica (véase

M. A. Magid, "Indefinite Einstein nypersurfaces with A ==-b21% preprint).
Jgida, 5 ; ) J

I
n
JES
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Ejemplo 5.4.- Bste ejemplo generaliza al anterior Ejemplo 5.2 y

tiene su precedente en el caso definido positivo en [(11y 4]

Se considera el espacio homogéneo

S, +S8 .45, )
[S R ) 3(n1+n2+n3)

(5.22) M=
s Sn o, .S
8] 1(n1)xU e(nz)xb 3(n3)

donde los grupos unitarios que aqui aparecen se definen de forma

analoga que en (5.2). Tenemos también la descomposicién candnica del

élgebra de Lie us1+s2+53(n1+n2+n3), Yy, comno en (5.4), m resulta

s, ts S S, t= S
0 - G711 "X., G2 -G 1 "X,, G.3
n1 21 n2 1, 31 n3
D - _AS ts S
(5.23) X X21 0 ung ABQGn':J’ Xjke . xn, (C)
v 3 %
X31 X32 C

La accibn adjunta de US1(n1)XU52(n2)xUS3(n3) sobre m viene

dada por
B, 0 0
(5.24) ad [0 B, 0 W=
0 O B.
)
s. t t- S S, s t= .S
0 -By G)1 "X, B, G2 - B, G x31 53 G, 3
1 2 1 3
S, t= S S t-—; {= S .
B, }(21 Go1 "By G2 0 - B, an x32 B3 G 3
1 1 2 : 3
. s, t= .8 . S, t= S
B3 '<31.Gn1 BpCnl B3¥3pGnZ Bp6n? 0

3 5 NI
Asi se prueba que ad (U1 (ni)xu°2(nﬁ)xj S(ng)):nCnu y, en de-

finitiva, que @ es un espacio homogénso reductive en el sentido de

i
N
8%

|



(20], Cap. X, p. 190. Se define sobre m el producto interno
g(X,Y) = ~% Real Traza X.Y

para cualesquiera X,Yem, que, teniendo en cuenta (5.23), puede expre-

sarse por
. S, T= ~S
(5.25) g(X,Y) = Real Traza Grl1 Z54 ung Yo +
. s, t= .S
" - t - A, 2l -
+ Real Traza Gn} 31 bng Y31 +
+ Real TrazaGsz GSSY
n2 32 n3 32,

Esta forma bilineal simétrica no degenerada sobre 5, es invariante
por la accién adjunta (5.24) vy, por ello, da lugar a una Gnica mé-

S +S, +S

trica de Riemann indefinida sobre M, invariante por U 3(n +n . +n .,

2 J
que sobre m viene dada por (5.25). La conexidén de Riemann de g coin-
cide con la canénica (ver [20], Cap. X, p. 197).

Identificando el elemento X de m con la terna de matrices
(X21,X31,X32) puede definirse un automorfismno J de m mediante la mul-
tiplicacidén porV-7. De esta forma existe una dnica estructura casi-
compleja sobre M asociada a J que verifica g(JX,JY) =g(X,Y) para
cualesquiera X,Yem. Sea ahora v la conexidn de Riemann de g. Ocurre
que (VJXJ) JY:z(vxj) Y. Se dice por esto que M es una variedad hermi-
tica indefinida.

A continuacidn vamos a dar una familia de estructuras casi her-
miticas sobre ¥ a la cual pprtenece J que se pueden definir debido
a la forma que tienen lob vgctores de m. Los resultados que ahora

se enuncian son exten%;one- dnl caso definido obtenidos en [4].

Consideramos la SlUUIGHLe descomposicidn de m,

(5.26) m =m,, +n%1 + o

i
[AV)
w2
i



s, ts s
ond e ~
donde 0 Gnl X21 Gng 0
Moq = %91 0 0 /X21EWn2xn1(m)
0 0 0

Yy mqq,my, S€ definen de forma andloga. Como en (5.6), se tienen

. . .o ) . 2 a
gpllC&Clones lineales Jkl'”&l —>m tales que Jkl-— 1"k1' oea
J la aplicacidn lineal a21J21-+a31j31-+a32j32. Se verifica que

2 . . . .
J =-—1n731 ¥y solo si ak1:=i1. En este caso J es invariante por la

accidén adjunta (5.24) Y por lo tanto, define una estructura casi
. ‘-V ~ 3 . . » d
compleja sobre M. Sea ¢ 1a ramilia de estructuras casi complejas asi

obtenidas, entonces se verifica:

1) M con cualquier J de o y la métrica g, es una variedad casi

hermitica indefinida con dimensidn (compleja) Hyng4nnq4ngn, e indi-
ce 2, ) s, .(n,-s,).
A <11

ii) No existe en I ninguna estructura kihleriana.

iii) Las tnicas J de o que satisfacen (VXJ)X==O (de tipo NK)

5e obtienen para a21==a32=-a31=1 Y a21:=a32=-a31=-1.

iv) E1 resto de estructuras J de 3 sen hermiticas.



CAPITULO 1]
CURVATURA SECCIONAL DE UNA VARIEDAD DE KAHLER INDEFINIDA

§6. Una extensidn del criterio de Cartan a variedades de Kdhler in-

definidas.-

En [8], Cartan establecid un criterio, en el cual daba una con-
dicidn necesaria y suficiente para que la curvatura seccional de una
variedad de Riemann sea constante. Nomizu, en [25], ha dado su ver-
sidén compleja, para la curvatura seccional holomorfa de una varie-
dad kdhleriana. Mds reciente ha sido la extensidn de este criterio
al caso de una variedad de Riemann indefinida, dado por Graves y No-
mizu en [15]. En este epigrafe damos Jjustamente, su versidn conipleja
para variedades de Kdhler indefinidas.

Teorema 6.1.- Sea M una varnedad de Kihler indefinida, conexa, con

dimensidn compleja n»2. Entonces M tiene curvatura seccional holo-

morfa constante si y sélo si

(6.1)

R =0
<uvu*u

para cualesquiera vectores u,v,u¥* ortonormales tangentes a M en un
punto.
- Demostracidén. Si ¥ tiene curvatura seccional holomorfa constante,
R'es de la forma c.R°, con ceR y R° dado por (2,1). Entonces, resul-
té:inmediatamente (6.1).

Reciprocamente, supongamos ahora cierto (6.1). Sea uav cualquier

plano totalmente real no degenerado. Vamos a considerar dos casos:

TR0 DE T3
‘Q‘

BIRUInywr ¥

AL

Y~ R



1) Si uav es de tipo (+,+) o (-,-) se 2ligen ﬁ==h1+v)/q§ Yy
V= (u*=v*)/\2, Entonces, el plano uav es totalmente real no dege—
nerado; asi, R

aog+y = 0 de desarrollado da lugar a Hu==HV.
e

ii) Si uav es de tipo {+,-), se eligen a,beR~ {0} tales que
— = 1 N: rM: * *. A~ ~ =
a’-b” =1, y se pone ahora {f = au+bv y ¥ = bu*+av*. De Rewgegg =0y se

obtiene

2 2. 2 .02
(6.2) a H +Db"H = (a%+b ){Kuv'PBKuv*}

Pero, intercambiando los papeles de u y v en (6.2), resulta

2

2 , 2 .2
( I - & . + 3K
(6.3) a qv*'b hu (a“+b ){KuV ‘j(uv*}

Ahora bien, (6.2) y (6.3) implican H, =H,
Supongamos n23 y u,v dos vectores no nulos en TmM, meM. Puede
suceder:
(1) g(u,u) ==g(v,v), entonces alu,v) #0 (ver (1.5)) vy n=uav
és un plano no degenerado. Tambien, ei complemento ortogonal n'L de
1 en TmM, es no degenerado y TmM:zn +nl. Sea {X,y} una base ortonor-

mal de I,y

(6.4) X =T e+ Ny s y*::ty%«+ny%

donde t (repec. n) representa la componente en 1 (respec. la compo-

L ) .
nente en I ). Como g(X,x*) =g(y,y*) =0,se tiene

(6.5) nx*zx*'— ay ny*:y*,_gx
con a= =g (t,,,y) = -g{x*,y) =g06,y*) =gl ,,x) = 5.
1 2,2 . .
A31,‘4{nx*,ny*) =~ (1+27)% y esto implica que W=7, .An . es un

blano no eyenerado. Sea « el complemento ortogonal de w en n . Es

' oo K ) ) ) )
claro‘que w es 1lnvariante frente a la estructura compleja J de TmM,

, N ‘
y ademds, no degenerado. Como n»3 entonces dian >4 y es posible en-

N



. ) L
contrar un vector wew no nulco. Como uaw ¥ vaw son planos total-

mente reales no degenerados, se concluye HuzzHW:=H

(2) g(u,u) =g(v,v) y alguno de los planos uav, uAv* es no de-

generado; en este caso, un razonamiento como en (1) prueba que Hu-—
=HV.

(3) g(u,u) =g(v,v) y los planos uav, uav* son degenerados, es
decir, a(u,v) =a(u,v¥*) =0. Elegimos w= (v+v¥)/VY2 y el plano u= UAv;

~entonces, w es no degenerado y g(u,u) =g{w,w). Utilizando ahora el

]

apartado anterior se obtiene Hu::Hw’ Un argumento similar prueba

que HV:=HW, que junto a lo anterior implica que HuzzHV.

Finalmente, si n =2, se elige una base ortonormal {u,u¥,v,v¥}

de TmM (necesariamente g(u,u) =-g(v,v) =-=1 o bien g{u,u) =-g(v,v) =

1, pues en este caso M tiene indice 2; se supondrd, sin pérdida de
generalidad, esto Gltimo) y, como en el caso ii) se obtiene Hu==HV.
Por otro lado, . 6.3) i ica K = = . =

o, (6.2) o (6.3) implica Kov = Kpye ¥ Ho=4K,, También
se tiene Buv::‘Kuv’ donde B,y Tepresenta la curvatura biseccional
del plano totalmente real uav (ver (1.7) vy (1.8)). En resumen, si

se pone Hu==c, resulta

(6.6) Ruususu = Ryyryry =€
(6.7) Ruvvu = Ruysyey =~ /4
(6.8) Ruu*V*V’z_‘C/z

Asi, utilizando (6.6), (6.7), (6.8) conjuntamente con (1.1),
(1.2), (1.3) y (1.4), pueden conocerse todas las componentes de R
(no nulas) con respecte a la base ortonormal dada. Pero cR° (ver (2.1))

tiene las mismas componentes que R; es decir,



(6.9) R = CR®
UjUslqu, Ujusuguy,

para cuales quiera vectores uj tomados en la base ({(u,u*,v,v¥}. En-
tonces, (6.9) tambien es valida para vectores arbitrarios en TmM.

Ahora, utilizando la Proposicidén 2.1, resulta que Hu es el mismo

valor para cualquier vector no nulo usTmM.

Nota 6.2.- E1 Tecrema 6.1 se puede aplicar para obtener nuevas ca-
racterizaciones para que la curvatura seccional holomorfa de una va-
riedad de KZhler indefinida sea constante. Estas sontlos axiomas de
planos y los axiomas de esferas (indefinidas), que se pueden estable-

cer como en [14], [15],{22]y [25], donde se dan para el caso defini-

do positivo.

§7. Curvatura seccional totalmente real.-

Es conocida la equivalencia existente entre el hecho de que una
variedad kdhleriana tenga curvatura seccional holomorfa constante Y,
curvatura seccional totalmente real constante (ver [10]). En este
epigrafe se extiende este resultado al caso de una variedad de Kihler
indefinida. Es conveniente establecer primero el siguiente

Lema 7.1.- Sea i1 una variedad kdhleriana indefinida conexa. Si M tie-—

ne cuvatura seccional totalmente real constante o, entonces para cual-

quier base ortonormal {u,v} de un plano totalmente real uav de tipo

(+,-), en T M, meM, se cumple

(7.1) R

=0
uvv*u

(7.2) R +R

uu¥*uv 0

vVEUY
Demostracidn. Si w::(v+v*)/¢§, uaw es un plano totalmente real de ti-

no (+,-); asi, R - «, pero desarrollando se obtiene-

uwwu



+ R .
¢ UVV*u

Rpwwu =~
Con esto queda probado (7.1).
Sean a,beR ~{0} tales que a®-b%=1. 8i se toma u1£=au+bv y
v1==bu*+av*, entonces el plano UAv, es totalmente real de tipo

(+,~). Haciendo uso de (7.1), resulta

(7.3) R
u1v1v%*u1

que, desarrollado da lugar &

=0

ab R . }o=
{Ruu*uv'+“vv*uv} 0
lo cual prueba (7.2).

Teorema 7.2.- Sea M una variedad de Kdhler indefinida conexa, con

dimensidn compleja ns3. Entonces, M tiene curvatura seccional holo-

morfa constante ¢ si y sélo si tiene curvatura seccional totalmente

real constante c/4.

Demostracidén. Sea meM. Se va aprobar que Hu es igual a ¢ para cual-
quier vector no nulo ueTmM si y sdlo si KuV es igual a c¢/4 para
cualquier plano totalmente real no degenerado uav.

La condicién necesaria es consecuencia inmediata de la Propo-
sicidén 2.1. Reciprocamente, supdngase que Kuv==a, donde {u,v}! es una
base ortonormal de n=uav. Se consideran dos casos:

1) 8i n es de tipo (+,+) o (—,—),‘se eligen u1:=(u+v)/f§'y
v1==(u*—v*)/f§, con 1o que VAV, es tambien totalmente real del mis-

mo tipo que #. Asi,
(/-4) Q = Ku']v‘i lﬂ (1/4) {f’lu + nV - dl\u‘l - ZKUV*} ‘

Por lo tanto

(7.5).. H +H, =8



1i) 8i 1 es de tipo (+,-) se eligen a,beR - {0} tales que

2 4 . . T
a -b" =1y se definen ahora U, = au+bv, v2:=bu*+av*, con 1o que
&

-R =
HoVoVoly,

H

-a2b2(Hu-+dV)4-2&2b2Kuv~+(a4-+b44~4a2b2)Kuv*
—-(2ab3-rEaJD}(Ruu*u*v-+Ruv*v*v)
Pero, usando (7.2) én esta igualdad se obtiene de nuevo (7.3).

Por ser n»3, dadcs dos vectores no nulos u,v;TmM, tales que
uav es no degenerado, es posible encontrar waTmM, no nulo que sea
perpendicular a uav, Yy tal que uAaw y vAw sean planos totalmente rea-
les no degenerados. Teniendo en cuenta (7.5), se concluye H =H =
=Iﬁ,=¢4a . Finalmente, si ungw €s 1o nulo, es posible encontrar

VeTmM,tambien no nulo, en las anteriores condiciones, con lo cual

H,=4a. Asi, se completa la denostracidn,

58. Curvatura biseccional totaluente real.-

Sea M una variedad de xdhler indefinida. gi UAV €S un plano to-

talimente real no degenerado en T”m, se define su curvatura biseccio-
i

nal totalmente real Buv mediante (1.7). Es conocido (ver (1.8)) que

Buv es suma de dos curvaturas seccionales correspondientes a planos
totalmente reales no aegenerados. Este hecno, junto con el Teorema
7.2, sugilere el sidguiente teorema (extensidn de un resultado de Houn,
[18]), en el caso definido).

Teorema 8.1.- Sea M una variedad de Kihler indefinida, conexa, con

dimensién compleja n33. Entonces, M tiene curvatura seccional holo-

morfa constante ¢ si y sdlo si tiene curvatura biseccional totalmen—

te real constante c¢/2.




Demostracidn. La condicidn necesaria es consecuencia inmediata de
(1.8) y el Teoresma 7.2.

Reciprocamente, supongamos que i tlene curvatura bilseccional
totalmente real constante g. Sea n=uav un plano totalmente real no
degenerado en TmM, meM, donde {u,v} es una base ortonormal de 5. Se
consideran dos casos:

i) Si n es de tipo (+,+) o (-,-), se ponen u1==(u+v)/¢§'y v, =
= (u*~v*) /N2, con 1o cual el plano UJAV, es del mismo tipo que n. Se-
gun la hipdtesis, g =R

¥y #
u,lu.l V,] v

que, desarrcllado, da lugar a
1

(8.1)‘ 28 =fﬁf*Hv"4Kuv*

Cambiando v por v¥ en esta fdérmula, se obtiene

(8.2) | 2 =H +H -4K

Ahora, (8.1) y (6.2) implican

(8.3) Kuv::Kuv*:ZB/z y o H, +H, =4s.

ii) 8i n es de tipo (+,-) se eligen a,beR -{0} tales que a‘—bzzz

=1 y se definen u, = au+bv, vgzzbu*+av*. Entonces, U AV, €5 totalmen-

2

te real de tipo (+,-). Segin 1la hipbtesis, g =- que, desa-

EPEEAEAL
rrollado, da lugar a
4 . 4
0 a ' +b -1 b
(8.4) Hy +Hy = 4Ky * %2 B'+(—B—'* Y (Ryusyux * Ryyxyys)
[«

Por otro lado, si ahora se toman u3==au—bv, v3==bu*—av* y se consi-
dera UgAV4, que est& en la misma situacidn anterior, resulta

4 .4 : .
a ' '+b -1 a b
uv¥ " 2b2 B~ ) )(Ruu*vu*"+Rvu*vv*)

’(8.5) Hu-fHV==4K

De (8.4) y (8.5) se llega a



(8.6) HU.+H = 4K

A% uv*+28

Cambiando v por v¥ en esta fdbérmula, se obtiene

(8.7) | Hu+HV=4KuV+25

y, comparando (8.6) con (8.7), de nuevo resulta (8.3).
Asi, M tiene curvatura seccional totalmente real constante g/2.
Por ser ny3, el Teorema 7.2 implica que M tiene curvatura seccional

holomorfa constante 4.(g/2) =2g. Con lo cual queda probado el teorema.

59. Comportamiento especial de la funcidn curvatura seccional holo-

morfa de una variedad kdhleriana indefinida.-

Sea Muna variedad de Riemann indefinida, meM y Gg(TmM) la grass-

manniana de planos no degenerados en T M. La curvatura seccional en

" . . 2 - i\] P
el punto meM puede mirarse coimo una funcion K sobre Gg(Tmm) con va-

] N . 2
lores en R. $1 se pone GQ(M)::LJ Gg(TmM) entonces K es una funcidn
mell ’
sobre el fibrado Gg(M) (sobre M) que se llama la funcidn curvatura

seccional de .
e . . . . ... . H H )
Si i1 es una variedad de Kdhler indefinida y GQ(M)== G?(Tmﬂ)

Mgl
es el fibrado de grassmannianas de planos holomorfos no degenerados,

a la restriccidn de K a Gg

(1) se ie llama la funcidn curvatura seccio-
nal holomorfa de .

En [32] v [33], Wolf ha demostrade que el signo de la funcidn
curvatura seccional de una variedad de Riemann indefinida no es siem-
pre el mismo, salvo en el caso que esta sea constante. Por ello, no
cabe, en este tipo de geometria, hablar de una variedad de Riemann
indefinida curvada positiva o ﬁegativamente si no tiene curvatura

seccional constante. Sin duda, esto constituye una diferencia impor-

tante con el caso definido.



En concreto, é1 demuestra que entre las variedades isotrdpicas
con métrica indefinida, solamente las de curvatura seccional cons-
tante tienen su funcidn curvatura seccional acotada. Para variedades
de dimensidén 2 este hecho es obvio.

Kulkarni ha obtenido posteriormente, en [21], un resultado é&s
preciso, prescindiendo de la hipdtesis de homogeneidad. En efecto,

é1 ha demostrado el siguiente

Teorema 9.1-{Kulkarni, [21]). Sea ¥ una variedad de Riemann indefi-

nida, conexa y con dimensidn n33. Si la funcidn curvatura secciona:

K de i1 estd acotada bien superior o bien inferiormente, entonces il

tiene curvatura seccional constante.

En vista de esto, es natural plantearse el siguiente problema:
"Sea M una variedad de Kdhler indefinida, conexa, con dimensidn com-
pleja n»2 e indice 2s>0. Si la funcidn curvatura seccional holomorfa
H de M estad acotada superior o inferiormente, ¢tendrd M curvatura
seccional holomorfa constante?". A continuacidn se da un contraejem-
plo que pruepa que este problema tiene respuesta negativa.,
'

Contraejemplo 9.2.- Sea M la variedad de Grassmann indefinida §

-
“

=LA

(e

PO

Ny -

(ver Ejemplo 5.2). En este caso, los vectores del espacio tangente

v

en el origen a M se puede representar por matrices complejas 2x 2,

'\»».1
L.

“4
e b

y la métrica dada en (5.5} se esc

»e

hor

B
)
it

(9.1) g(A,B)==Rea1(—-a31b31-a41b41f+a32b32-+a42b42)
donde‘ a31 a32 b31 b32
A: y B:
A4 249 bay Py

La estructura compleja viene dada mediante multiplicacidn por i=Var,



Con esta métrica y estructura compleja, ® es una variedad de
Kdhler indefinida con dimensidn conpleja 4 & indice 4. A partir de
(5.7), se obtiene la siguiente expresidn para la curvatura seccional

rnolomorfa del plano holomorfo generado por un vector Xsmz'gfﬁ, no

nuio,
Traza (G; by A)2
(9.2) H, =4 -
A | 1t .2
(Traza(32 AA)

Ahora se establecen las siguientes afirmaciones:

1) Le funcidn curvatura seccional holomorfa H de M no estd aco-
tada superiormente. En efecto, se considera la sucesidn {An} en m,
donde An:xdiag (Vn,¥n+1), Entonces g(An,An) = 1 para todo n, y de

(9.2) se obtiene H, = a(n+ (a11)9).

n
2) 1: funcidn curvatura seccional holomorfa H de ™ esta acota-

da infer:-raente. En concreto vanmos a probar que HA>4, para todo Agm

£n efecto, si A= 531 321 es un vector no nulo de m, entonCes s TOH
41 342 \

sideran 2o0s siguientes vectures de @d, ::(631’343)' v::(v‘: T

25 en C° se define <u,v>=da, A, +a,,a

—-<Uu,u>  —=<v,u>

I e
Gy AA =
<UL, V> <V, V>
y con eli:,
| - i 2 2
(“I‘Jr*aza(}‘:12 tAA)‘:<u,u> 4+ <V,V> = 2<U,U><V,V>

(9.3)

Tyraza (G12 t"/i A)2 = <1,1,u1>2 + <v,v>2 - 2<U,V><V,u>.

Ahora, si se usa ladesigualdad de Schwarz y (9.3) en (9.2), facilmen
te se ob - ene HA>4,

El ¢ guiente resultado es, en virtud del Contraejemplo 9.2, el

™
REN

‘



nzjor posible en esta direccidn. Adeinds, en 241 queda patente una cla-
ra diferencia con respecto al caso definido.

Teorema 9.3.- Sea M una variedad de Kdhler indefinida, conexa, con

dimensién compleja n32 e indice 2s>0. 81 la funcidn curvatura seccio-

nal holomorfa H de M estéd acotada superior e inferiormente, M tiene

curvatura seccional holomorfa constante.

Deimostracidén. Si H no es constante, por el lema de Schur, existe un
punto meil de tal forma que H no toma el mismo valor sobre todos los
planos nolomorfos no degenarados de TmM. Sea I un plano totalmente
real de tipo (+,-) en TmM Y w=T1+10%, 531 {u,v} es una base ortonormal
de 1 y xelR - {1,-1}, entonces el vector Xu +V es no nulo y

4. 3. L2,
5. av ) x*ﬁu-+4xjmuv*u*u-6x K,

XUu+v
u+ (x2

(o]
- 2x‘1<Ll + 4XR H

+
V¥ v vv¥*u*y Ty
2

~1)

Por hipdtesis existen 815 8,eR tales que

- 6X2K -

2 2 4 3.
(9.5) 61(x -1)° ¢x Hu4~4x R _—

uv*u*y

L2, 2 2
= 2Ky AR ey HS 8, (X7 1)

Ademds, por continuidad se tiene

4 3 2 2
(9.6) xHu+%1% 6xX°K —b\%vf%R

v¥uxy uv* +H, =0

vyEu*y

si x=1 0 x=-11y esto implica

(3.7) Hu-+HV:=6KuV*-+2KuV
(9.38) 0

I) . ;’A =
“uv*ufufggvy*gﬁv -
81 se intercambia y con v* en (Y.7) y se combina esta férmula con la

nueva asi obtenida resulta




(9.9) Hu +H, = 8Kuv

(9.10)

I

uv = Suvx

Ahora, si se utilizan (9.8), (9.9) y (9.10) en (9.5) se tiene

2 2~s(x4'

2 2 2
1)1 - 8(x°— ws_
1).u 8(x 1)Ku + 4x(x=1)R

C - w <
(9.11) 8, (x"-1) uvrgg$So (¥7-1)

que implica

p 2 2 . 2 .
~ - ~ J - 5 K Y o . hand
(9.12) 61(Y 1)g(x +’1)Hu JAUV-T4XPUV*H*US§2§X 1) si {x>1

. 2 2 B L2 .
\jf13) 6o (XT=1) (X741 )H ) = BK | + 4Ry 5 €6, (x5=1) s | xf<

Pero, tambien por continuidad, se tiene

2, 0\ o . . _ .
(9.14) (x +1)nu"”Kuv‘+4XRuv*u*u"O si x=10x=-1,

de donde

(3.15) H. =H =41<w=4:<u

u v v¥*

9.16 R = =R = =0,
(9.16) uvrury = Ryyrpey = Ruyusy Rysyyuy =0

Supongamos nx3 y un plano totalmente real no degeneradce arbi-
trario n= uav, Jdonde {u,v; representa una base ortonormal de j. Se

va a probar que Hu:sz. Zn efecto, d

1]

acuerdo con (9.15) es sufi-
ciente establecer la igualdad anterior en 1los casos que ysea de ti-
po (+,+) o (-,-). Como ny3 25 posible encontrar un VeCtor w perpen-
dicular a n y tal que los planos UAW y VAW sean totalmente reales

de tipo (+,-). Asi, puede aplicarse (9.15) a estos dos plano y obte-
ner Hu:=Hw==HV. Si llamamos c¢ al valor HuzzHV, entonces HX=:C para
todo vector no nulo XsTmM. Para ver esto, dado el vector x se eligen
uy v tales que {X,xX¥*,u,u*,v,v¥} sea un sistema ortonormal de vecto-

1 H

! cws.hikntonces, los planos xau y uavy son totalmente reales no degene-
i i

: %
, P2




rados; asi, H_ =H =H =c.

Si n=2, se toma una base ortonormal {u,u*,v,v*¥} de TmM; enton-
©es, uav es totalmente real de tipo (+,-) y se le puede aplicar las
forimulas ($.15) y (9.16). Razonando como al final del Teorema 7.2,
se obtienen las férmulas (6.6),(6.7) y (6.8) y en consecuencia (6.9).
- Esto prueba que el tensor curvatura R de 4, en el punto m, es propor-
cional mediante una constante a R° (ver (2.1)). Ahora, la Proposicidn

2.1 concluye la demostracidn del teorema.

510. Comportamiento de las funciones curvatura seccional totalimente

real y biseccional totalimente real de una variedad de Kihler inde-

finida.-

m

sed i1 una variedad de Kdhler indefinida y J,(m) el fibrado de

Grassmann sobre i de planos totalmente reales no degenerados. La res-

2(m) es llamada la Funcidn curvatura seccicnal total-

'“J

triccidn de K a
nente real de . Analocgamente, la curvatura biseccional totalments
real se puede mirar como una funcidn sobre Gz(m) (ver (1.7)) que
representaremos por B.

En virtud de los Teoremas 7.2 ¥ &.1 cuando una de las funcioneas
curvatura seccional holomorfa, curvatura seccional totalmente real y
curvatura biseccional totalmente real es constante, lo son las ctras
dos, sin embargo, sus comportamientos son muy diferentes. En efecto,
el siguiente teorema demuestra gue sblamente las variedades kdhle-
rianas indefinidas con curvatura saccional totalmente real acotada
superior © inferiormente tienen curvatura seccional holomorfa cons-
tante. A continuacibn se da un teorema similar para la funcidn cur-
vatura biseccional totalmente real. Estos resultados ponen de mani-

fiesto qgue dichas funciones se compsirtan, formalmente, como la fun-



cidén curvatura seccional de una variedad de Riemann indefinida.
(Comparese el siguiente resultado con el Teorema de Kulkarni).

Teorema 10.7.- Sea M una variedad de Kidhler indefinida, conexa, con

dimensidn conmpleja n»3 e indice 2s5>0. Si la funcidn curvatura seccio-

nal totalmente real de il estd acotada superior o inferiormente, en-

tonces i tiene curvatura seccional holomorfa constante.

Demostracidn. -Se hard una prueba similar a la dada para el Teorema
9.3. En efecto, si H no es constante, por el Lema de Schur, existe
un punto meM tal que H no toma el mismo valor sobre todos los planos
holomorfos no degenerados. Por el Teorema 7.2, no todos los planos
toalmente reales en TmM tienen igual curvatura seccional.

Supongainos, por ejemplo, que Kuv<a, seR,para todo plano totalmente
real u v (el argumento es similar si se da la otra acotacidn). Sean

u,V,WeTmM tales que

g(u,u) =g(v,v)
(10.1) ' .
g(u,v) =glu,w) =glu,v*) =g(u,w*) =g(v,w*) =0

- g(wyw) B 1

]

Si se toma XeR - {1,-1; entonces el planc (Xu+W)AvV es totaliente

real no degenerado, y por lo tanto

€10.2)K _ 1<xu+w,v,v,xu+w
CIxu4w,v 5 _ ’
X7=1 ,

N

Desarrollando en (10.2) se obtiene

2 2 .

(10.3) | X Kuv-+2xRuvvw-Kvw<o(x 1) si |x|>i
2v - ’ 2_ : . ' . -

(10.4) X Kuv-+2xRuvvw-hvw;5(x 1) si lxl§1

y por continuidad



_—

]

——

e

\ r — 3 — —
(10.5) X Kuv-+2xRuvvu-Kvw.-0 S1 X=1 0 x=-1
que implica
(10.6) Kow =Ky ¥ Ry, =0

De igual forma, ocurre ¥ =K 3 o & i i K =
y g , Kuw Kvw que, junto a (10.6), implica Kav

Ko.o=K_ .
uw vw

&)

N este punto, la demostracidn se concluye de modo ana-

10go que en el Teorema 9.3. Asi, se llega a que K es constante sobre
:"‘T
V2
Teorema 10.2.- Sea ¥ una variedad de Kdhler indefinida, conexa, con

(THM). bsta contradiccién finaliza la prueba.
; .

dimensidn compleja n 33 e indice 2ss0. Si la funcidn B estd acotada

superior o inferiormente, entonces i tiene curvatura seccional holo-

siorfa constante.

La demostracidén se omite pues es similar a la del Teoerema 10.17.

5117. Un criterio,especifico de variedades de Kihler indefinidas, para

qde_la curvatura seccional hclomorfa sea constante., -

Sea it una variedad kdhleriana indefinida con curvatura seccional

o . L N
holomorfa constante ©. éntonces, seqin e Proposicidn 2.1 su tensor

de curvatura R satisface k= cR®, donde R° esta dado por (2.1), y esto
implica

(11.1) C

Ruu*u*u:
pfra todo vector nulo uETmM ¥ todo punto meid.

|

{; En este epigrafe se prueba el reciproco de este hecho. Esto po-

d%'de manifiesto un contenido yeométrico superior al que cabria espe-
N

[ . S .
par de los planos holomorfos nulcs (para 1os cuales no esta definida

/ v
éﬁa curvatura seccional). Hay que hacer notar que el miembro izquierdo

r

,ide (11.1) es el numerador del cociente que define hu cuando este tie-

~
. |
~
X%

sentido.

SN s g



£1 siguilente teorema se puede considerar como la versidén comple-
ja del criterio obtenido por Dajczer y Womizu, en [12], para que la
curvatura seccional de una variedad de Riemann indefinida sea cons-
tante.

Teoerema 11.1.- Sea i1 una variedad de Kahler indefinida, conexa, con

dimensidn compleja ny2 e indice 25>0. Si se verifica (11.1) entonces

i tiene curvatura seccional nolomorfa constante.

Deimostracidén. Teniendo en cuenta el Lema de 3Schur, es suficilente pro-
bar que H es constante en mei. Pero esto es consecuencia del siguien-
te

Lema 11.2.~ Bajo las mismas condiciones del Teorema 11.71, si {u,V} €S

una base ortonormal de un planoc n= uav totalmente real de tipo (+,-)

en T M, entonces

m
(11.2) H =HK

Denostracidén del Lema 11.2. Dado aelk, se considera el vector au+V,
que es no nulo si y sblo si a=1 o a=-1. Entonces, de (11.1) se
tiene

(11.3) R

i . 3 =Q sia=10a=~1
au4v, au*+v¥  au®+vE au+v Yo ’

y esto implica

I =
VVEL¥*Y

i

4 Y iQ +
IRAVALY TuvFg*y

0]

i = BK =
(11.4) Au-+HV—-JhuV

w

Ahora se eligen dos sucesiones {a_i}. {bn} de nOmeros reales ta-
L

ies que a1>?, b <=1, para todc n, ¥y liﬁtan==1, limb, =-1. pebido a
Rt o ' .

Nn—w N—-~>

la continuidad de la aplicacidn

%} , ,
X qu+v,xu*+v*,xu*+v*,xu+v

se tiene



(11.5) lim R . =
anu+v,anu*+v*,amu*+v*,ahu+v 0

Ne———> o

(11.6) lim R . ) _ =0
| bnu+v,bnu*+v*,bnu*+v*,bnu+v

e
‘Se considera ademis una sucesidn de nameros reales positivos

{6,) tal que lim ﬂl/(a;-—1):=0. Entonces, dado >0, por (11.5),
N

existe un nlmerc natural no(m) tal que

(11.7) | | R

h <’6
a_ u+v U¥+v¥* a u¥ev¥ g 1
n pA3UFHY p 8 UF+V » 8, UtV m

con tal que n>no(m), Yy esto implica

2 2, Ca0.2 a 2
(11.8) 6m<(c.n 1 )(an.1 )Hu 8(an-1 )Kuv* +4a (a -1 )Ruv*u*u<6m
Coio in—r= implica n—r«, resulta que lim ﬂ“/ (ag(m)—1):=0. Por esto
Jil— o
y al ser a§~1 >0, de (11.8) se obtiene
v — o ) -
(11.9) L
De modo anélogo, de (11.6) resuita
(11.10) 2H, = BK = 4Ry =0
Finalmente, de (11.4), (11.9) v (11.10)
Hy = H, = 4K, = 4K,
s It = QT

uvrury = Syyrury = By = Rpeypy =
lo cual prueba el Lema 11.2.
El Teorema 11.1 se sigué del lema, utilizando un argumento si-

milar al dado en la demostracidn del Teorema 6.1.
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GEOMETRIA D§ LAS VARIEDADZS DE GRASSMANM COMPLEJAS INDEFINIDAS.

§12. introduccién.—

En el Capitulo Il hemos estudiado las variedades de Kihler in-
definidas, desde el punto de vista de su curvatura (seccional holo-
morfa, seccional totalmente real y biseccional totalmente real). En

el Contraejemplo 9.2 se estudia 1la curvatura seccional holomorfa de

- .- . ~ o —\1 O .t N
la variedad de Grassinann G5’ 5(€). Ahora, se va a hacer un estudio
ey

S r - * .
1772(C) (ver Ejemplo 5.2). Concretamente, se clasi-

Jeneral para GS n
1z

fican las variedades de Grassiann complejas indefinidas (siempre se

supondra 51(n2—52)-+s (n1—51)>0) e cuatro ramilias, de acuerdo con

2

21 comportamiento de su {funcidn) curvatura seccional holomorfa.

I

Este estudio tiene su precedente, en el caso definido en [34

-

donde Wong calcula el méximo y el minimo de la funcidn curvatura
seccional holomorfa, H, de una variedad de Grassmann compleja; tales
valores siempre existen en el caso definido, pero para unavariedad de
Crassmann compleja indefinida esto no ocurre, como se pone de mani-
fiesto en el citado confraejemplo (se pierde la compacidad del do-
minio de definicidn de H).

Tambien, se caracterizan en muchos casos las secciones holomor-
fas de méxima o minima curvatura (cuando estas existan).

En orden a una mayor brevedad, en lo sucesivo, a los enteros

~ : S '] S ’
31,52,1'11--51 y ng—sz, correspondientes a Gn1 ng(@), se les llamara

1272
nameros caracteristicos de dicha grassmanniana. Ademds, se dirad que



S, (respec. 52) y n,-s, (respec. ng—sz) son nameros complementarios.

Se definen las cuatro siguientes familias de variedades de Grass-
mann complejas indefinidas:

%31 formada por todas las que tiénen 1 acotada.

52 formada por las que tienen H acotada inferiormente pero no
superiormente.

%}3 aquellas que tienen H acotada superiormente pero no inferior-
mente.

%h'las que tienen H no acotada por ambos lados.

813. Resultados previos.-

En primer lugar, de (5.7), se tiene que la curvatura seccional
nolomorfa correspondiente al plano holomorfo engendrado por Xem (ver

(5.4) ) no nulo, es
o S, tg .S~ 2
Traza.(Gn1 J(an X)

(13.1) H, =4 L 2
X s, t=s .S 2
(Traza 371 "X G2 ¥
4 s

(Comparese esta férmula con (7) de [34]).
A continuacidn se establecen dos lemas.

Lema 13.71.- La condicidn necesaria y suficiente para que la funcidn

. S S ’ . .

H, correspondiente a {21’22 (C), no esté acotada inferiormente es
Un_,n

1 2

gue todos sus nlmeros caracteristicos sean no nulos.

Demostracidén. Supongamos que todos 10s nfmeros caracteristicos sean
no nulos. Entonces, se elige una sucesidn {Xh} en m (ver (5.4)), de-

finida mediante




yn 0,...,0

0 0,...,0 O

(13.2)  x = 90,...,0
00,...,0/0,....0 0
00,...,0/0,...,0 0
VT 0,....010.....0 1

donde las submatrices de Xn tienen Ordenes S, XSy, 52><(n1—s1),

(n2—52)xs1 y (ng—sz):<(n1—s1), respectivamente. Un calculo direc-
to a partir de (13.1) prueba que Hy =4(-2n+1) y, en consecuencia,
n

H no estd acotada inferiormente.

Reciprocamente, si s, =00 n,-s, =0, entonces GS1==I ¢} GS1=
1 1 71 n, n1 n1
-In ; por lo tanto, si se pone A::ticﬁyzx, resulta que esta matriz
1 2
es hermitica de orden n, xn,, y por ello ocurre
’ — 2 T 2
(13.3) (Traza A)%s n. Traza &

1

En efecto,
n, n n
2
(TrazaA)Qz( ) AL Teny I AT zer Traza A°
j:—] JJ - J :

Entonces, utilizando (13.3) en (13.1), se obtiene Hz4/n1. De forma
similar resulta H>4/n2 cuando 52==O o} “2‘52==O' Asi, queda probado

el lema.

S.,S .
nl’ng (C) es mayor o

igual a 1, entonces H no estd acotada superiormente o es constante.

Lema 13.2.- Si algln nliero caracteristico de

Demostracidén. Debido a (5.9) puede suponerse n,-s.>1 o n,-s.>1, por

2 T2 17 71
ejenplo sea n2—52>1. Ahora, se consideran los siguientes casos:
a) 5i s1>0, nj—s1>0 v $,>0, entonces se toma la sucesidn {Xn}
. .

en m, donde



(13.4)  X_ =

vyn 0,...,0 O,...,0 0

00,...,0 O,...,0 yn+1

y las submatrices tienen 4rdenes como en el Lema 13.1.

b) Si $,0, n,-s,>0 y s,=0, entonces se elige en p la sucesidn

{Yn} dada por

Yyn O, ,0 | 0,...,0 0

v ¢ 0,...,0 . . .

(13.5) = D é,...,é 0
0 0,...,0 | O,...,0 Vari

y las submatrices de Yn ienen érdenes N, Xs, ¥ n2>:(n1—51).

c) &1 $,=0y n, =1, se toma la sucesidn {Z } en m, siendo

Vi O, .. ... ,

00,.....,0

i , 00,..... , 0
(13.6) 7 =

n vy 0O

0,...,0 O

0,...,0 Vn+1
y. las submatrices de Z, tienen ordenes S, XN, y (n2-s2) xn,.
d) si s,>1 y n,-s, =0, se elige una sucesidn {W,} en m como en

(12.6); pero en este caso, las submatrices de wn tienen drdenes

S, %S, Y (n2—82)x Sy -
En a), b), ¢) y d) resulta H, =H, =H, =H, =‘4(n2-+(n +1)2),
A Y 4 W
n n n n

directamente de (13.1).



e) 81 $,=0y n, =1, se obtiene V185 (€ )::P22 (C), que tiene

U1 .n
b 2 -~ 2
curvatura seccional holomorfa constante 4 (ver Ejemplo 3.2).

f) Por Gltimo, si s, =1y n -s, =0, entonces NE So.(¢) =
1 171 Y1,n
2
n . . o
=G1’ 2 72(C)=P_2 _(C), en virtud de (5.9), vy ocurre como en el
AL Mo=%,
caso e). Asi, acaba la demostracidn.
$14. E1 Teorema de clasificacidén.-
ZIn este epigrafe se establece el siguiente
Teorema 14.1.~ 1) La Eamilia%,1 consiste exclusivamente en espacios

proyectivos complejos indefinidos. ii) En %; stén las variedades

~
<

S R T s . .
1’r2 (C), con algln ntmerc caracteristico nulo y su complementario
fya0o

- . ’ « e . - ’ 1
mayor que 1, y sO0lo ellas. 1iii) ¥33 consiste tan sOlo en b2 ;(m)
iv) En f}4 estan las variedades 1’* (C) con todos sus numeros ca-

Mty
racteristicos no nulos y alguno mayor que 1, y sélo ellas.

Demostracidn. La afirmacidn i) es inmmediata a partir del Teorema 9.3.

.. S ‘
ii) Si C 1’n (C) pertenece a %}Q, por el Lema 13.1, alguno de sus
1’ <

nimeros caracterlsticos es nule. Si su complementario fuera igual a

s
1, entonces { 1’
7:M0

lo cual es una contradiccidén. Reciprocamente, supdngase que algin

2 (C) es un espacio proyectivo complejo indefinido,

nimero caracteristico es cero y su complementario mayor que 1, enton-
ces, segln el Lema 13.2, H no estéd acotada superiormente. Ademés, si
K no estuviera acotada inferiormente, por el Lema 13.1, todos 1los
nameros caracteristicos son no nulos, lo cual es imposible.

iii) Ssi G 1: 2((D) pertenece a %}3, como H esté& acotada superior-
mente, por el L;ma 13.2, todos sus nﬁmeros»caracteristicos son meno-

res o iguales a 1. Por otro lado, al no esta H acotada inferiormente,

del Lema 13.1, todos sus nmeros caracteristicos son no nulos; 1lo



qua, unido a lo anterior, implica que s =sA:=n1—s1==n2—52:=1.

/
2 - . Ty ~ s o - . R . - -~ 3
3010 resta probar que bz’ﬁ(m) pertenece realnente d‘aé. De acuerao

. . 1
con el Lema 13.1, la curvatura seccional nolomorfa de 62’;(6) no es-
- - 3
[ |
t& acotada inferiorimente. Adembs, si X = es un vector no nulo
_ ¢ d
de m, a partir de (13.1) resulta

(lal2=1c1®)2e(1d1%=1b1%)2=2]a]2|b]%=2|c|°|d| 2 +4Real AbcT

(13.7) ,HX =

(la]®~lc|®+]a]%=1p1®)

Es claro que (ad-bc)(ad-bc)z0, lo cual junto con (13.7) implica H <4.

) . ~S.,S

iv) Si Gn1’n2(®) pertenece a %}4, entonces, por el Lema 13.1,
1772

todos sus nlmeros caracteristicos son no nulos. $i todos fueran me-

. - ’ ~1 . ) .
nores o iguales a 1 se obtendria 02’;(6) 0 un espacio proyectivo
b
complejo indefinido. E1 reciproco es inmediato de los Lemas 13.1 y

13.2.

:15. Secciones holomorfas de maxima ¥ minima curvatura.-

1

£l siguiente teorema da una carecterizacidn completa para las

secciones holomorfas no degeneradas de maxima curvatura en %@'

1
2

za su maxima curvatura 4 si y sélo si es tangente a una subvariedad

(¢) alcan-

NP 1
Teorema 15.1.- Una seccidn holomorfa no degenerada en 62’
b

compleja totalmente geodésica que es isométrica de manera holomorfa

con Pf(w).

Demostracidn., De (13.7) se ve gue una seccidédn holomorfa no degenera-
a b

da &, engendrada por X = ,tiene curvatura maxima 4 si y sélo si
c d

ad=Dbc. Pero una tal matriz ¥, necesariamente ha de pertenecer a

alguno de los subespacios siguientes



a>\= /a,beC ’1))\= /a,bEC
Ad b & b
a ia ad a

) = | / a,bel d, = / a,peC
Db, AD C

con reC, |a]l #7. Todos estos subespacios son sistemas triples de Lie
en el sentido de [20], Cap. XI, p. 237; debido a ello, existe una

subvariedad compleja totalmente geodésica y completa, M, de G;’;(G)

tal que el espacio tangente en el origen de #, Tom, coincide con el

subespacio correspondiente de los dados arriba. Asi, dim_ M =4 e

R
indice i =2. wvediante un cdlculo directo se prueba que ax-r[ak,ax],...
, dx"+[dx’ dx] son subalgebras de u£(4) (ver (3.8)) isomorfas &u1(3).
- ar 1 1,. PN p

Entonces, M=U (3)/U (2)xU(1) es simplemente conexo, y se concluye

la demostracidn sin més que aplicar =1 Teorema 3.4.

De (13.3) se observa que la cota inferior para Gi1’i2 (C) se al-
1°°°2
canza si y sblo si Az:AIn para algin ieR, es decir, si y sdlo si es
‘ 1
posible elegir n, vectores del nismo mbddulo e independientes en el es-

. . n .
pacio vectorial CS2. Pero esto equivale a que sea Ny <Ny=8, O N, <S,.
2 _ )
Ahora, para una cierta subfamilia de ?%é, se van a caracterizar las
secciones holomorfas no degeneradas en las que H alcanza dicha cota

inferior. En efecto,

Teorema 15.2.—-§g_62’;($) se tiene Hy4 v una seccidn holomorfa no degene-

rada tiene curvatura seccional minima 4 si y sblo si es tangente a

una subvariedad compleja totalmente geodésica, que es isométrica de

2
1

(C).

manera holomorfa con Pn(€); PE(@)_Q P

Demostracidn. La curvatura de una seccidn holomorfa no degenerada



engendrada por X = L n , a partir de (13.1), es
b,,b,,...,b
172 n
a - - 2
4 %_1|-a3ak+-bjbkl
H — J’ e
X n n
(-1 fas1%+ ] Ib;1%)2
j=1 j=1 7

Entonces, HX>4 y HX=4 si y sblo si ajbk-akbj==0,'1<j,k<n. Pero esto

solo ocurre cuando X pertenece a uno de los siguientes subespacios

., . a
19 1 b l
P\= 2 ! / da.eC
! PR PR -
Ab.,Ab,,...,ADb
qx - 1 2 n / bjem
b1’ b2’ ! bn
(1)
. L A8, e, 8, ...,0. 204
ti = L n / a,beC
c1xb,...,b,...,cnxb

donde ck==0,1, 1<i,k«n y reC, |a]| # 1. Asi, la demostracidn se com-
pleta de forma similar al Teorema 15.1, teniendo en cuenta que, en
este caso, la subvariedad compleja totalmente geodésica tiene indice

0 (definida positiva), 2n (definida negativa) o 2.



TCPOLOGIA DE VARIEDADES DF KAHLER INDEFINIDAS,

516. Introducciédn.-

Sea G un subgrupo del grupo lineal general Gl(n,K), donde K=R,
C oH. 81 G es semisimple (ver 07], Cap. II,s6) y H es un subgrupo
cerrado suyo, la proyeccidn de la forma opuesta a la de Killing, -B,
correspondiente al algebra de Lie g de G, sobre G/H es una métrica
de Riemann, que es indefinida si G no es compacto, [20]. En estas con-
diciones, se dird que G/H es un espacio homogéneo indefinido. Con-—
sidérese el siguiente |

iy o ED 4 : l’n
Ejemplo 16.1.- Como en (3.1), sea brl la forina hermltica sobre K de-

finida por

Z.W. + z Z.W.
j=1 3 g=sq I

o~y D
s

(16.1) b (z,w) =~

=0

donde se supone que, en el caso K=R, la conjugacidén a—a es la
aplicacidén identidad en R.

Sean (n,,n,,...,n. ) vy (S.,S.,...,5.) listas de nGmeros enteros

1 c K 1 Z k

; I =0 LS - . j 3 e =3,
que cumplen Ny +0,+ +n. =1, U<SJ<HJ, Tg¢igk vy S, +S,+ +S) =S
; . . . . Jho.n n .
Por una bandera en €&l espacio vectorial Ks (KS representa K junto

con b;) se entendera una coleccidn de subespacios W.CW,C ...

k
i : i
en k" de tal forma que dim, W, = ¥ n. e indicelv.=<i.§ s. ,Siendo
S K 1 L] 1 . J
. J=1 J:1
c1:=dim[R K. 5e representarad por 1351’82’ Sy (K) el conjunto de todas
Sngang, ..., ny

- 8’0 -



‘las banderas correspondientes a las listas (nj,nz,...,nk),(s1,52,

""’Sk)'

Sea Us(n,K) el grupo de Lie de todos los automorfismos de K"
que conservan la forma nermitica (16.1). Formalmente,US(n,K) es da-
do por (3.4); no obstante, Us(n,m)::US(n) es el grupo unitario inde-
finido; Us(n,m)==os(n), el grupo ortogonal indefinido y US(n,H) =
=Sps(n) es el grupo simpléctico indefinido. (Ver [33], p. 377).

La variedad de banderas indefinida (definida si s =0)
S.y.0+,5

5n1 nk (X) se representa como un espacio homogéneo. En efecto,
EERERLLY
S
~ 1'15 v .. 4 E7A f
(1.0'2) }jnfl:..‘yiK(K} - = U (nai()s
1’ 'K U 1(n1,K)x...xU k(nk,K)

que es un espacio homogéneo indefinido en el sentido anteriormente

"

dicho. Ademés, si K=C y k=2, Ei g

1 (C) resulta ser la variedad
1

Sou
N A2

de Grassmann compleja indefinidé G§1’§2 (C), v si k=3, entonces
1°°°2
51555585

Sn. n-.n (C) es el espacio homogénec estudiado en el Ejemplo 5.4.
’]’ 2! 3

517. E1 Teorema de la equivalencia homotdpica.-

El siguilente resultado describe totalmente la topologia de
espacios homogéneos indefinidos. En el caso particular en que G/H
sea simétrico, Berger, en [5], Corolario p. 166, demostrd un resul-
tado similar al teorema siguiente. Jo obstante, la técnica que aqui
se utiliza para la demostracidn 23 muy diferente a la de dicho autor.

Se define u: Gl(n,K) ——— G1(n,K) por p(A):=tK para todo
AeGl(n,K), donde tA representa la matriz traspuesta de A vy A la ob-

‘tenida de A conjugando todos sus elementos.



Teorema 17.1.- Sea M =G/H un espacio homogéneo indefinido, donde G

€s un subgrupo de Gl(n,X) semisimple y pseudoalgebraico (ver (171,

P.450 o [11] o, 201) que es invariante por . y Hen las mismas hipdtesis

que G , Entonces, existe un espacio homogéneo ' =G'/H', con G'

compacto, que es una subvariedad totalmente geodésica embebida en M.

ademas, M y ' tienen el wisso tipo de nomotopia.

Demostracidn. Se considera G'=6MNU(n,K), que es un subgrupo com-
pacto de Gl(n,K). Como ¢ es un subgrupo de Gl(n,K) pseudoalgebréico
¢ invariante por . , seg(in (1771, Cap. IX, Lema 2.3, existe un en-
tero positivo q tal que G es homeomorfo al producto topoldgico de
G' vy Kq; en consecuencia, la aplicacidn de inclusidn j : G'—>G es
una equivalencia homotdpica.

Sean ahora H'=G'[H vy 3 P M'—— i el embebimiento inducido
por j. Como G' es compacto, la métrica inducida en M' mediante 3 es
definida positiva. Tanto ¥ como #M' son espacios homogéneos natural-
mente reductivos, en el sentido de [20], Cap. X, p. 202, en efecto,
si al &lgebra de Lie g de G se le dota de la forma opuesta a la de
Killing, -B, que es no degenerada por ser ¢ semisimple, resulta ser
esta invariante por ad(G) y su restriccidén al &lgebra de Lie 4 de H
es no degenerada, pues también se supone H semisimple. Asi, utili-
zando la conclusidn (2) del Teorema 3.5 en [20], Cap. X, se obtiene
que el espacio homogéneo es naturalinente reductivo con respecto a la
descomposicidn g=h+ 2, siendo

m={ Xeg / B(¥,Y) =0 para todo Yeh},
y la métrica, invariante por G, definida por -B. Andlogamente se

razona para i'.

~a3
i



Por otro lado, H' es totalimente geodésica en i1, Para ello, sea
a{t) =exp tX la geodésica en o' pasando por el origen o de ' en la
direccidén de Xem' (m' definido anteriorimente m). Como m'e m, resul-
ta que X tambien es un vector de m, ¥y segln [201, Cap. X, Corolario
2.5 (2), o(t) es la geodésica sobre u pasando por oeil en la direccibdn
de Xem.

Finalmente, se Qbserva que G es un fibrado principal sobre M
con ¢grupo estructural H, andlogamente G' sobre M' con grupo H'. Por
lo tanto, se pueden considerar las correspondientes sucesiones de
homotopla (vef [28],p. 377), que, teniendo en cuenta

ﬂﬁ.(G’H)gﬂl(M) | 1r2(G’,PI')§n£(I‘i')
¥ que la sucesidén de homotopia de una fibracién de Serre (fibracidn

debil, en el sentido de Spanier, [28], p. 375

~—

es funtorial, da lu-

gar a

L

o> “L(H') -—-—-—»-‘n'ql(G') — ‘H‘Z(I"’I') ———>n1_1(H') ———-»11'2'“1(@') —_—

|

. e—> TIZ(H) _— nQ(G) —_— ﬁg(H) —_ nz__T(.H) ——4112._1((3) — .

Ahora bien, j, es un isomorfismo, lo cual, por la exactitud de
las dos sucesiones, implica que j, tambien lo es. Como M y M' son
CW-complejos, por un resultado clésico de wWwhitehead (ver[31], Teore-

~
ina 1) se concluye que j : ' —— M es una equivalencia homotopica.

: - ) ‘ . ; Sy ees

Corolario 17.2.- Sea la variedad de banderas H=p 1" ’ik (K). En-
1 3 v v oy k —_

tonces iM' = 3. (K) xB. . ~ _. (K) es una subvariedad

— YS. .Sy Na=Sa, ..., =8,

totalmente geodésica embebida en M, definida positiva y con su mismo

tipo de homotopia.




Mota 17.3.- Si M={21"%2 (), entonces ' = G (C) x @ . ()
SRR S99 Ny=Sq:1575,
es una subvariedad totalmente geodésica embebida en 651’i2(¢), de-
11

finida positiva y con su mismo tipo de homotopia. La Proposicidn 4.1
queda como un caso particular de este hecho. Ademds, el Teorema 17.1
se aplica a muchos nias espacios que los comprendidos en el Ejemplo

o~ s L 3 : - . 1 ET N 3 n
16.17. A titulo de ejemplo, consuderese la hipersuperficie QS(G) de
1n+1
s (

) - = : ' S J1-S 5 Sk ; -
C) (ver Ejemplo 5.3, (1)). Entonces, ¢ (€) es una subvariedad

P
totalmente geodésica v compleja ewbebida en QZ(&). Ademés, tiene su
mismo tipo de homotopia. Findlmente, la hipersuperficie Qg(@) de
Pgij1(m) (ver Zjemplo 5.3, (2)) contiene a P°(C) como una subvarie-
dad compleja totalmente geodésica. Como antes, Qé(@) y PS(C) tienen
el mismo tipo de homotopia (ver tambien [5], Corolario p. 166).

518. Nameros de Betti de variedades de banderas complejas indefinidas.-

En este epigrafe se van a calcular explicitamente los nlmeros

de Betti de una variedad de banderas B§1""’SV

(C). Segln el Coro-
1o eeea) |

Y
-
~

lario 17.2, el problema se reduce al calculo de nlneros de Betti

—

del espacio producto Bsq,..,.s () % B, _g (€). Pero, en

'k 1780 TSy
virtud de la férmula de Kinnet (ver [281, Cap. 5, Sec. 3, Teorema 10),

para ello es suficiente calcular los nimeros de Betti de B S(@)
1,.00,k

y de [ (C), lo cual se va a hacer utilizando técnicas
Ny=Sq, ..., =S ‘

de Teoria de Morse elemental.

v

J

-~ ~

n primer lugar, como en [6], p. 33, se va a dar un embebimnien-

n(al) en un cierto espacio euclideo. En efec-
1 3 o v 2y k
to, dotando al A4lgebra de Lie u(n) de U(n) con el producto interno

to topoldgico de By,

(18.1) <X,Y> = - Traza X.Y

— 5’4 —_—



para cualesquiera X,Yeu(n), se convierte a ,(n) en un espacio eucli-
| deo. U{n) opera sobre uy(n) mediante la accidn adjunta ad(U(n)), es
decir ad(A)X=AXA ', AcU(n), Xeuln). Esta accidn deja invariante
al producto interno (18.1), por lo cual ad(U(n)) da una representa-
cidn de U(n) como ygrupo de trasformaciones ortogonales de u(n).

Sea V un espacio vectorial complejo de dimensidn n. Sobre V ac-
tuan U(n) y u(n); entonces, si Xeu(n) existe una descomposicidn or-
togonal de V en subespacios invariantes por X. Los elementos de U(n)
que dejan fijo X, mediante la accidn adjunta, son exactamente las
matrices unitarias que dejan invariantes dichos subespacios. Enton-
ces, elegida una base conveniente, el subgrupo de U(n) que deja a X
fijo es de la forina U(ni)x...xU(nk), con N, + ... +n =10, embebido

en U{n). Por ello, la Orbita a través de X, es decir
My ={ad(A)4 / AcUln)y,

25 la variedad de banderas Bn 1,1(-({:); ademnas, es claro gue todos
127"k

estos espacios aparecen de esta forma.

Sea I el subespacio de u(n) formado por las matrices diagonales,

es decir

(18.2) h = g = . / %ER, 1<jgn
ie
n

|

5u j<&, el hiperplano de h definido por B =0,-

Es flcil ver que existen %n(n-1) hiperplanos de este tipo en h. Sea

Se representard por n

w el complemento de J njz en h, entonces u consiste en '"casli todos"
J<g

1os puntos de h., Ademés, las Orbitas a través de cada ¥ew SOn varie-



dades de banderas de dimensidn méxima
Dado X e u(n), se considera la funcidn LX definida como el cua-
drado de la distancia a X en u(n) (segln (18.1)). Se va a tener en

cuenta el siguiente lema (ver [6], Lema 5.2)

Lema 18.1.- Sea m una érbita de U(n) en u(n) y sea Xew. Considerese

un punto critico Yel de la funcidn Ly: M ———— R. Entonces, un pun-

to Zeu(n) de la recta determinada por X e Y es un punto focal de mul-

tiplicidad v si y sdlo si diiify ~ dimd, = v.

Hota 18.2.- Este lema es un caso especial de un resultado mas gene-

ral, obtenido al resmplazar U(n) por un grupo de Lie conexo. Hay que

puntualizar que, en este lend,"punto focal' se entiende en el senti-

-

do de punto critico de la aplicacid

-

} "punto final" (ver [23], Cap. I,

o

s
(@)

).

Wota 18.3.- Como consecuencia inmediata del Lema 18.1, se tiene que
las funciones LX con Xew son funciones de Morse sobre las variedades
de banderas complejas. Como tales espacios tienen dimensidn (real)
par, el indice de L, en cualquier punto critico es par, y por lo tan-
to 1a homoloyla en dimensiones impares eé trivial. Aplicando ahora

el Corolario 17.2 y la fdérmula de Kinnet, resulta que este hecho tam-
bien es cierto para variedades de banderas complejas indefinidas.

A continuacién se calculan los nlmeros de Betti de R p (T
, NP %

Zn efecto este espacio se didentifica a la orbita My a través de Xeul(n)
de la forma

(18.3) x::dlag(lt1ln ’ltgln seeeadty I )

1 2 My

|
<
N



donde tst, T<igk vy tj ¢tn si J# .

Sea Yew y 1la funcidn de dMorse LY: My ———>R. Entonces, el si-

guiente resultado permite calcular los puntos criticos de Ly-

Teorema 18.4.~ Los puntos criticos de LY :MX ——> R son los puntos

de Mxr\h vy _se obtienen de X (ver (18.3)) haciendo todas las permuta-

ciones posibles entre los elementos que aparecen en su diagonal.

Demostracion. 8ea Z un punto critico de L :MX ——> R, entonces la

Y

recta determinada por Y y Z, YZ, es perpendicular a M, en Z. Como el

X
producto interno (18.1) verifica la propiedad

(18.4) <[Wy Wy ], Wa>=<[Wy, [W,,W,]>

.para cualesquiera wjeu(n), J=1,2,3, donde [w1,w2] representa el cor-
chete usual de matrices cuadradas. Y, ademds, el espacio tangente

a My en el punto Y es

(18.5) TYMY‘—'{[W,Y]/Weu(ﬂ)}

segln el Lema 5.3 de [6], resulta que la recta YZ tambien es perpen-
dicular a MY en Y. Ahora bien, MY tiene dimensidn maxima con lo que

TYMY es el complemento ortogonal de h en u(n), y, entonces, la rec-

ta YZ estd contenida en k, en particular Zeh.

Reciprocamente, si Zemxf\h entonces, por (18.2), se obtiene
[Z,W] =0 para todo Weh, y asi, cada recta que pase por Zy esté con-
tenida en h es perpendicular a MX en Z.

Observese que, por ser cada 6rbita compacta, la funcidn L, so-
bre My tiene alg(n punto critico, de manera que cualquier érbita
inerseca a h. Tambien hay que hacer notar que los puntos criticos

de Ly : My —> Ik son independientes de la eleccidén de Y en w.

A1}

w3
~
L]



Para finalizar la prueba del Teorema 18.4 se va a ver como, a

partir de X, se obtienen todos los puntos criticos. Cada érbita M.

viene dada por matrices de la forma AXA"1 con AegU(n) cualesquiera.

Si se pone A)(A'1=eeh,entonces

a ... i i
117 %\ Y 184 8197+ 089y
. . .lt,] 182 . .
(18.6) : : , _
. . ‘it, . .
. (nk
an,] y o n e ,ann ltK 16 an,] ’ ,ann

donde A = ( ajz). Esto implica que cada g

algin tj’ 1¢Jj<k. En efecto, trds algunos célculos a partir de la igual-

@ 1¢es¢<n, debe coincidir con

dad (18.6), se prueba que si eg#tj para todo j, 1<¢jgk, 1a fila ¢ de
‘la matriz A estaria Fformada exclusivamente por ceros, 1o cual contra-
dice que A sea regular. Por otra parte, como tj #tz si j#s y det X=
det 8, de nuevo (18.6) implica que s se obtiene de X permutando 10s
elementos de su diagonal principal.

w Reciprocamente, cualquier elemento de x4 que se obtenga a partir
~de X permutando los elementos de su diagonal principal pertenece a
la Orbita de X y es un punto critico de LY :MX > R. Asi, conclu-
ye la demostracidén del Teorema 18.4.

A'partir de ahora, en

X =diag (1t11n{""’1tklnk)

se supondrd, sin pérdida de generalidad, que ti>ty>.ou>ty>n. En esta

situacidn, si se toma

Y =diag (1In1,211ng



resulta que Yew y LY :MX —— R es una funcidén de Morse.

Sea Z un punto critico de Ly. Se representard por §(Z) el nl-
mero de veces que se produce un descenso en la permutacibn corres-—
pondiente a Z, entendiendo que existe un descenso entre 1los lugares
Jy &, j<p, si el elemento que aparece en el lugar (j,j) de la dia-
gonal de Z es mayor que el que aparece en el lugar (g,2). Por otro
lado, A(Z) serd el indice de L, en Z. Estos dos ndmeros se relacio-

nan en el siguiente

Teorema 18.5.- 81 Z es un punto critico de L, : M, —— R, se veri-

fica

A (Z) =25(2)
Demostracién. E1l teorema del indice para la funcidn Ly (ver [23],
Cap. I, Lema 6.9) afirma que a(Z) = Zv(Fj) donde Fj representa un
punto focal del segmento abierto comgrendido entre Yy Z, y v(Fj)
la multiplicidad de dicho punto focal. Puesto que tanto Z como Y

pertenecen a Ak, los puntos Fj tambien estdn en h. Ademds, seglin el

Lema 18.1, dinlMX-dimlﬁ? = “(Fj)‘ Esto prueba que los puntos Fj son
J

precisamente los que se obtienen intersecando el segmento abierto de

extremos Y y Z con los hiperplanos yJ<e, y asi v(Fj) es dos ve-

L
ces el nUmero de tales hiperplanos gue pasan por Fj‘
El segmento abierto determinado por Y y Z corta al hiperplano

I, j<g, si y sbdlo si existe un descenso entre los lugares j y ¢

JR/, (v 3
de Z..En efecto, sea

Z::dlag'(;e1,...,1en)

obtenido permutando los elementos de la diagonal de X; entonces dicno

segmento viene dado por
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diag i.(ae1+(1—a),a92+2(1—a),...,a6n+n(1—a))

donde O<oa<i. Entonces, corta a njz si y sdlo si

g = J

aej+-j(1~a)= aﬂg—%(T—a) es decir a = '
u—3-+ej—em
Por lo tanto, existe tal corte si y sblo si ej>e£. Con lo que queda
probado el Teorema 18.5.

Puesto que los numero de Betti en dimensioﬁes impares de las
variedades de banderas complejas son nulos, utilizando las desigual-
dades de Morse (ver [23], Cap. I, §5) se obtiene que el numero de
Betti de orden 2p de tales espacios es justamente el ntmero de pun-
tos criticos de L, que tienen indice 2p.

Como una primera aplicacién del desarrollo tedrico precedente,
se van a calcular los numero de Betti de variedades de Grassmann
Gn (C) (comparese con [16]). Tal espacio puede mirarse como la

n
ISR
drbita en u(n), n=n, +n,, a través de Xeu(n) de la forma

X =diag (it In ,it I )

1 1 2 n,
con t1>t2. Se considera Yew, como antes, de manera que

Ly : @ (C) ——> R sea una funcién de Morse. Si h(n,,n,,p) repre-
Y n,,n, 1772
senta el numero de puntos criticos Z de LY tales que §(Z) =p, auto-

maticamente se tiene
h(n1,n2,p)==0 si p<0O o p>nun,

(18.7)

(€)) =h(n,,n,,p)

B2p(Gn,‘,n2

Ademés,




Teorema 18.6.- Los nlmeros de Betti de (C) vienen dados por

172
432p+1(6n ’n(ﬂi))zo
1272
BQP(G“1’“2(M)=i><i 8oy, . (P
; 2<...<1n1 11’12"%"1n14
4
donde v. . . =Dp-n.n,-in. (n, +1) + i,
11,12,...,1“l 172 11 k£1 k
i, =1,2,...,n2+1; 12:=2,3,...,n2+2;...; in1==n1,n1+1,...,n y
P es un espacioc con un solo punto.
La caracteristica de Euler de G (C) por

n1 ,1’12

. n
X(QH,HQQ))=(H)
1

Demostracién. E1 nluero de puntos criticos Z de Ly que tienen n,

coordenadas t, en los lugares 11’12""’1n1 con i, i, ... 1n1

estid dado por

(18.8) h(o,n,,v. . . ) =38
2 i, ,ia, ..., d 2y, . . (p)
172 n1 11,12,...,1n1
Entonces, ggp(6n1,n;®)):=h(n1,n2,p) es la suma de los valores (18.8)
con los rangos de variacidn posibles para los indices i1,12,...,in

1
Finalmente, X(Gn n((l:)):: gh(n1,n2,p) y tras un facil calculo, se
172 p

concluye la demostracibn.
" Nota 18.7.- Como consecuencia de el teorema precedente, se puede
afirmar que 8, (G (C)) es el nlmero de veces que la suma
n R

1

. ' 5 .
j§1lk toma el valor n1n2-+2n1(n1+1) p.
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Considerese ahora el caso general By n () y sea
. 1:'-~sk

h(nw,...,nk,p) el nlmero de puntos criticos Z de LY sobre este es-

pacio con 6(Z) =p. Entonces

‘h(n seeesfy ,D) =0 si p<0 O p> ¥ n.n
1 Pk L
. its I E
(18.9)

sz(MH,...)néC)):k““1"”’”k’p)

Ademas, se tiene

Teorema 18.8.- Los nGmeros de Betti de M::Bn | n(03) vienen dados
1tk

por

62p+1(M)==O

B, (M) = ::::2>> 8 (P)
2p . : 2y . ‘

.1 R §

-8 s
11’1< "<l1,n1 1,1 1,n1 k—1,nk_1
oSt g,
i, < <i,
K-1,1 k~1,nk_1
donde Pes un espacio con un solo punto, y
¥, . . = p-n,(n +...+n, )-n (n_+...+n, ) -
1 P | yeeesdy 172 k 2°7°3 k
1,1 1,n1 K 1,nk_1 :
ki -1 -
- ""‘nk_an"an(n1+1) 2n2(n2+1)
, n,
1 i, .
- znk_1(nk_1+1)-+.{_ i, 5.4
J1~1 1
N2 M1
+ 7 i, s +.oo+ ] i, .
p=1 192 Seq=1 Ik
siendo los rangos de variacidén de indices los siguientes
M lind
R :\,,M_ i Z/



k
. - , v .
l1,r rq,r1+1,...,r1+ f_ n. ; 1<€r, <n

1 j=0 J 171
1 k
= ' T .
2,P2 rzfr2+1,...,r2+j23n. : 1<r25n24
lk""] ,I‘k~1 = rk___»] ,r\k—"] +1 s e o ,I’k_1+"l’lk ’ 1\<I‘k~1 ‘<'n}(_.1

y la caracteristica de Euler por

|
)((M) - ni!

Demostracién. Se va a hacer por induccidn sobre k. En efecto, es cla-
ro que el teorema es valido para k=2, pues en este caso, se reduce al
Teorema 18.6. Supdngase el resultado valido para k-1, y sea M=

=U(n) / U(n1)x...xU(n2). Entonces, el nimero de puntos criticos 2

de LY : M ——— R con 6(Z) =p tales que t1 aparece en los lugares

1 . con i <...<1 Ces i ual a
1,17 M ,n 1,1 1,n,’ g

1 1 n1
h(nz,...,nk,p-n1(n2+...+nk)-%n1(n1+1)+.Zy 11’3 ) =
31—1 1
. n,
2(p-n1(n2+...+nk)—%n1(n1+1)+ja=1i1’j1)(an,...,ném))

y usando la hipétesis de induccidn se concluye el teorema.

Corolario 18.9.- Sea M:zB1 (n 1(@), nz1, una variedad de banderas

. . s , . n . .
de dimensidn méxima en € . Entonces, para cada entero positivo p,

el 2p ésimo nlmero de Betti de M es igual al coeficiente de zP en

el siguiente polinomio

p(z)=:(1+z)(1+z+22)...(1+z+22+...+zn"1).



Para finalizar este epigrafe se da el siguiente

Ejemplo 18.10.-~ Sea M::B;’;’;(m). Segin el Corolario 17.2, M tiene

el tipo de homotopia de M, x,, siendo

M, = u(3) y M, = u(4)
U(1)xU(1)xU(1) U(2)xU(1)xU(1)

Para calcular 1los nmeros de Betti de M, se considera el polinomio

p(z) =1+ 224—2z2~+z3

y, segin el Corolario 18.9,
T _ ¥ _ . 1 - N _ . nr A 1y - W -
B, (M) = B (M) =13 By (M) = 34(111) =2; 8, (M, )= 33(111) = 35(111) 0.
A partir del Teorema 18.8 se calculan los de Mg,
i — q = M V] = 1] - . I = Ul =
BO(MQ)"BTO(NQ) =1; 82(“2)"58(“2)'“2’ 84(M2) ,36(“2) 3
sj(Mz):=o para j=1,3,5,7,9.
y, teniendo en cuenta la férmula de Kiinnet,
, — 3 — 1 MY Y — A MY — —
86(M)==B1O(M):=14; BB(M)::16; sj(M)==O para cualquier otro valor
de j. Por 0ltimo,

x (M) = x(D11 ).X(M2) =6.12=172,
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