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INTRODUCCTION

Es obligado, al tratar un problema de la teoria de sub-
variedades de una variedad de Riemann, hacer hencién especial
a ciertos resultados sobre las hipersuperficies reales de la
misma, mdxime cuando nuestro objetivo es plantear y resolver
un determinado problema en hipersuperficies.

De hecho, la teoria de hipersuperficies de una variedad
de Riemann no sdlo se puede considerar como directriz de la
teoria de subvariedades, sino que la propia Geometria Dife-
rencial moderna hoy lo es grqpias a los estudios clasicos
realizados en la teorla de h;Hersuperficies..Bastaria, a es-
te respecto, citar el llamado problema de Beltrami que es
fundamental para sentar la diferencia entre las geometrias
Euclideas y no Euclideas, impulsando ademas el desarrollo de
la propia Geometria de Riemann.

El Teorema Egregium de Gauss es otro de los resultados
obtenidos en hipersuperficies que ha sido de gran transcen-
dencia en el desarrollo de la Geometria Diferencial global
posterior. Igualmente, problemas relativos a higidez y embe-
bimientos isométricos se han resuelto primeramente en hiper-

superficies de R" y posteriormente se han tratado en subva-
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riedades de codimensidn superior en distintos espacios am-
biente. Este tratamiento, consitente en aumentar la codimen-
sidén, sigue siendo utilizado actualmente para resolver cier-
tos problemas de clasificacidén de subvariedades cuando son
conocidos en hipersuperfices.

Son muchos € importantegwios ejemplos dé hipersuperfi-
cies conocidos en geometria real; entre ellos son destaca-
bles las hipersuperficies de nivel definidas por una funcidn
diferenciable, cuyo estudio, aparte del interés geométrico,
tiene grandes aplicaciones en el andlisis y en la fisica.

Precisamente, E. Cartan, [C], realizd una serie de tra-
bajos sobre el estudio de la familia de hipersuperficies de
nivel definidas por una funcidn diferenciable sobre un espa-
cio de curvatura constante cuyo gradiente y laplaciano veri-
fican una determinada condicidn. Concretamente, prueba que
el estudio de dicha familia de hipersuperficies es equivalen-
te al estudio de una familia paralela de hipersuperficies
obtenida a partir de una hipersuperficie con curvaturas prin-
cipales constantes.

Los ‘trabajos de Cartan fueron precedidos por otros de
Levi-Civita y M.B. Segre. Levi-Civita, en 1937, demostré que
las Gnicas familias de superficies isoparamétricas, o super-
ficies de nivel del tipo anterior, de R3 son familias de pla-
nos paralelos, de esferas concéntricas o de cilindros de re-
volucidn coaxiales. Segre, un afio después, generalizd estos
resultados a hipersuperficies de nivel de Rn, obteniendo que
las Gnicas familias de hipersuperficies isoparamétricas de

n . . . 3
R tienen sus puntos situados a una distancia dada de una

frdr



variedad plana fija de dimensidn variable.

Cartan clasifica estas familias en el espacio no Eucli-
deo Hiperbdlico, obteniendo resultados andlogos a los de Se-
gre en R". Sin embargo, en el espacio no Euclideo esférico
observa que pueden existir varias soluciones para el proble-
ma de clasificacidn y, aunque obtiene algunos resultados par-
ciales muy interesantes, deja planteados varios problemas,
entre ellos determinar el namero de curvaturas principales
distintas que puede tener una hipersuperficie isoparamétrica

de Sn.

Los problemas planteados por Cartan permanecen abiertos
bastantes afios, y es hacia 1970 cuando una serie de autores
se interesan directamente por los mismos. Entre estos cabe
destacar a H.F. Milnzer, K. Nomizu, H. Ozeki, P.J. Ryan, R.
Takagi, T. Takahashi, M. Takeuchi. El1 principal objetivo de
los mismos es resolver el problema de clasificacidon de las
hipers@perficies isoparamétricas o hipersuperficies con cur-
vaturas principales constantes de la geometria esférica plan-
teado por Cartan. Es Minzer, [Mu1,Mu2], quien da una solucidn
satisfactoria del mismo probando que en s" 1las Gnicas fami-
lias de hipersuperficies isoparamétricas tienen 1, 2, 3, 4
6 6 curvaturas principales constantes y distintas. Ademas,
todas ellas estan definidas por un cierto bolinomio. Al estu-
dio de la homogeneidad de las mismas le dedican bastante
atencidn el resto de los autores (ver [TO], [TO1]}, [Ry1],
[T71], [ND).

Todos estos resultados, en 1la linea comenzada por Car-

tan dan origen a una amplia y variada serie de trabajos en



la teoria de subvariedades. la idea de generalizarlos a
subvariedades de codimensidon superior, como es el caso de

T. Otsuki , H. Reckziegel y L.P. Jorge-F. Mercuri,([Ot], [R],
[UM]), motiva un estudio importante del fibrado normal de

una subvariedad. Asi mismo, adquiere una gran importancia el
estudio de las subvariedades de curvatura media constante,
slendo destacables en este sentido los resultados de B. Smyth
[Sm], que dan un gran impulso a la teoria de subvariedades
minimales y al analisis armonico de la aplicacidn de Gauss.

El desarrollo de las geometrias compleja y cuaternidnica
durante el Gltimo cuarto de siglo y el hecho de que las es-
tructuras de las correspondientes variedades introducen so-
bre sus subvariedades nuevos elementos no contemplados en la
Geometria de Riemann, motiva un estudio amplio de dichas sub-
variedades que generalmente ha sido planteado en el caso de
codimensidon mayor que uno a partir de los ejemplos que pro-
porcionan los embebimientos estandar en los espacios modelo
de dichas geometrias.

La obtencion por H.B. Lawson, [L], de los primeros ejem-
plos de hipersuperficies reales en los espacios proyectivos
complejo, CP", y cuaternibdnico, QP™, los conocidos ecuadores
generalizados, que son, ademds, hipersuperficies isoparamé-
tricas, motivd el estudio de las hipersuperfices reales de
las geometrias Kaehleriana y cuaternidnica. Concretamente,
varios autores, mediante el uso de las fibraciones de Hopf
y la teoria de submersiones de O'Neill, se dedican a dar dis-
tintas caracterizaciones de dichos ejemplos en ambas geome-

trias. Recientemente, S. Montiel, [Mo], ha obtenido también



ejemplos de hipersuperficies reales isoparamétricas del es-
pacio Hiperbdloico complejo.

El problema de clasificacidén de las hipersuperficies
reales isoparamétricas de CPm seria abordado a partir de la
clasificacidn obtenida por R. Takagi ( [Tal], [Ta2], [Ta3]),
de las hipersuperficies reales homogéneas de CPm, siendo M.
Kimura, [K], quien resuelve este problema con toda la gene-
ralidad que le permite la propia lista de‘Takagi.

En cuanto a las hipersuperficiesgreales isoparamétricas
de QP el problema no habia sido tratado, quizas por no co-
nocer en este espacio resultados del tipo de los de Takagi.
El objetivo fundamental de 1;mbresente memoria es atacar el
problema de clasificacidén de las hipersuperficies reales iso-
paramétricas del espacio proyectivo cuaternidnico.

Teniendo en cuenta algunos de los razonamientos geomé-
tricos que Cartan hace en sus trabajos, se puede observar el
papel tan importante que juegan las variedades focales de
una familia isoparamétrica. Asi por ejemplo, el conocido re-
sultado de que las Unicas hipersuperficies totalmente umbi-
licales del espacio Euclideo son hiperplanos ¢ esferas se
puede razonar facilmente mediante técnicas de puntos focales.
De hecho, bajo ciertas condiciones, al conjunto de puntos
focales de una subvariedad se le puede dotar de estructura
de variedad diferenciable, como prueban T.E. Cecil-P.J. Ryan
en [CR1] y H. Reckziegel en [R], que da suficiente informa-
cidén sobre la misma.

Segln esto, cabe pensar en la teoria de puntos focales

como una forma adecuada de estudio que permita obtener sufi-



cientes ejemplos tanto de hipersuperficies reales isoparamé-
tricas como de otro tipo de subvariedades de QPm.

Ahora bien, en el desarrollo de la teoria de puntos fo-
cales en el espacio proyectivo cuaterniodonico, que en princi-
pio es aplicable a cualquier subvariedad real del mismo, se
observa que no siempre se obtiene una informacidn adecuada
sobre los conjuntos focales de estas subvariedades. Estoobli-
ga a restringir la familia de subvariedades de dicho espacio
a aquellas en las que la estructura cuaternidnica del espa-
cio ambiente sobre el fibrado normal de la subvariedad ten-
ga un determinado comportamiento. Asi, teniendo en cuenta que
el espacio proyectivo cuaternidnico es un espacio modelo de
las denominadas variedades Kaehlerianas cuaternidnicas, se
inicia esta memoria con un estudio de las subvariedades en
este tipo de espacios ambiente.

Es conocido que una variedad Kaehleriana cuaternidnica
no es mas que una variedad de Riemann 4m-dimensional y orien-
table, cuyo grupo de holonomia es un subgrupo de Sp(1)Sp(m)=
=Sp(1)x2250(m). La importancia de este tipo de variedades
radica en que Sp(71)Sp(m) es uno de los grupos Que aparecen
en la lista gque dan M. Berger, [Bg], y D.V. Alekseevskii,[A],
acerca de los posibles grupos de holonomia que puede admitir
una variedad de Riemann.

Las variedades Kaehlerianas cuaternidnicas han sido es-~
tudiadas por varios autores ( ver [Kr],[I1],[I2],[Mr],[Pe],
[S12]) tanto en su aspecto topoldgico como en el geométrico
y, en cuanto a este (ltimo, cabe destacar que toda variedad

Kaehleriana cuaternidnica 4m-dimensional, m>2, es una varie-



dad Einstein. De entre los e jemplos de variedades Kaehleria-
nas cuaternidnicas se resaltan los dados por J.A. Wolf, (W],
en la clasificacidn de espacios simétricos de tipo compacto,
asi como sus duales no compactos.

Fue S. Ishihara, [I2], quien dio una interpretacidén ten-
sorial del concepto de variedad Kaehleriana cuaternidnica
probando que sobre una variedad Kaehleriana cuaternidnica
existe un fibrado vectorial 3-dimensional, Q, con base local
de estructuras casi-Hermiticas, {J1,J2,J3}, en general no pa-
ralelas y verificando ciertas condiciones, que determinan la
estructura cuaternidnica de la variedad. A raiz de este tra-
bajo, numerosos autores estudian, atendiendo a un determina-
do comportamiento de la estructura cuaternidnica sobre los
fibrados tangente y normal, los distintos tipos de subvarie-
dades conocidos hasta ahora, esto es, las subvariedade§ cua-
ternidnicas ( [ch2], [G]), las subvariedades totalmenté rea-
les ([CH], [Fu1]), las subvariedades totalmente complejas
([Fu2]) y las CR-subvariedades cuaternidnicas ([BCU]).

En la linea de unificar todos estos tipos de subvarie-
dades de una variedad Kaehleriana cuaternidnica, en el Capi-
tulo I se hace un estudio de las subvariedades en estos espa-
cios ambiente dando, como generalizacidén del comportamiento
que tiene la estructura cuaternidnica sobre el fibrado tan-
gente de una hipersuperficie real, el concepto de subvarie-
dad genérica, concepto que engloba los distintos tipos de
subvariedades mencionados anteriormente y que, en clerto sen-
tido, es el mads general que se puede dar ateﬁdiendo al com-

portamiento de la estructura cuaternidénica sobre el fibrado



tangente de la subvariedad, tal como se pone de manifiesto
en §2.

En §3 de este Capiltulo se analizan, mediante el estudio
de los productos genéricos, las posibles inmersiones de sub-
variedades genéricas de una variedad Kaehleriana cuaternid-
nica que pueden ser dadas como una inmersidn producto. En es-
te sentido, se obtiene el Teorema I.3.8 que se puede inter-
pretar como una obstruccidn a la existencia de ciertos pro-
ductos Riemannianos atendiendo al signo de la curvatura es-
calar del espacio ambiente. Como consecuencia del mismo, es
de destacar, por ejemplo, que el producto Riemanniano del
espacio proyectivo complejo y del espacio proyectivo cuater-
nidnico no puede ser embebido en una variedad Kaehleriana
cuaternidnica con curvatura escalar no nula.

Finalmente, en §4 se estudia la segunda forma fundamen-
tal de una inmersidn en una variedad Kaehleriana cuaternid-
nica generalizando los resultados obtenido por B.Y. Chen,
[Ch2], que clasifica las subvariedades totalmente umbilica-

les de una variedad Kaehleriana cuaternidnica con curQétura
seccional cuaternidnica constante no nula, y los obtenidos
por J.S. Pak, [P], que calcula el modulo de la derivada de
la segunda forma fundamental de una hipersuperficie real en
una variedad Kaehleriana cuaterniodonica con curvatura seccio-
nal cuaternidnica constante. Concrétamente, motivados por

la existencia de variedades Kaehlerianas cuaternidnicas con
curvatura escalar no nula que no tienen‘curvatura seccional

cuaternidnica constante ( ver [W]), se estudian las subvarie-

dades totalmente umbilicales en este tipo de espacios obte-



niendo el siguiente resultado:

COROLARIO I1.4.5.~ Sea M una subvariedad n-dimensional total-
mente umbilical de una variedad Kaehleriana cuaterniénica M
con curvatura escalar no nula. Si n>3m, donde m es la dimen-

sidén cuaternidnica de M, entonces M es una subvariedad cua-

ternidnica y por tanto totalmente geodésica.

Ademas, teniendo en cuenta que para toda subvariedad
de una variedad Kaehleriana cuaternidnica de curvatura sec-
cional cuaternidnica constante no nula gue no sea ni cuater-
nidnica,ni totalmente real,ni totalmente compleja, el mddulo
de la segunda forma fundamental es siempre positivo, se ob-
tiene la expresidn del mismo para una subvariedad cualquiera
de una variedad Kaehleriana cuaternibnica de curvatura sec-
cional cuaternidnica constante M(c), dando la mejor cota de
éste para hipersuperficies reales y CR-subvariedades cuater-
nidnicas de M(c).

En el Capitulo II se obtdienen ejemplos de hipersuperfi-
cies reales del espacio proyectivo cuaternidnico. Esto se
consigue combinando adecuadamente el Eoncepto de punto focal
y de tubo sobre una subvariedad ( es conocido que un tubo
sobre una subvariedad viene a ser una generalizacidén del cla-
sico concepto de hipersuperficie paralela).

Asi, en §2, mediante la inmersidn dada por S. Tai, [T],
del espacio proyectivo cuaternidnico en un espacio Euclideo,
inmersidon de la que se conoce la expresion de sus geodésicas,
se desarrolla la teoria de puntos focales para dicho espacio,
observandose Gque para que la ~ segunda forma fundamen-

tal de un tubo sobre una subvariedad de QPm tenga un buen




comportamiento es necesario que la estructura cuaternidnica
de QP™ actdie andlogamente al caso de que ésta sea una subva-
riedad cuaternidnica & una hipersuperficie real 6 una subva-
riedad totalmente compleja de codimensidn minima. Aplicando
estos resultados, en §3 se obtienen los siguientes e jemplos
de hipersuperficies reales isoparamétricas de QPm.

a) Hiperesferas geodésicés, que son hipersuperficies
reales con dos curvaturas principales constantes y distintas,
que se describen como tubos a distancia r, O<r<%, sobre una
subvariedad cuaternidnica de dimensidn cuaternidnica 0 o m-1.

b) Tubos a distancia r, O<r<£, sobre una subvariedad
cuaternidnica de dimensidén cuaternidnica k, O<k<m-1, que son
hipersuperficies reales con tres curvaturas principales cons-
tantes y distintas.

¢c) Tubos a distancia r, O<r<£ 4 £<r<£, sobre el espacio
proyectivo complejo CPm, que son hipersuperficies reales con
cuatro curvaturas principales constantes y distintas.

También en este epigrafe se prueba que el tubo a distan-
cia % sobre CP™ es una CR-subvariedad cuaternidnica de codi-
mensidén 3 cuya segunda forma fundamental tiene ciertas pro-
piedades que la caracterizan.

El capitulo termina dando una descripcién detallada del
conjunto focal de este tipo de CR-subvariedades cuaternidni-
cas de QP".

Sea M una hipersuperficie real orientable de QPm con
campo de vectores normales unitario N. Si {41,J2,J3} es una
base local de Q, los campos de vectores U

=~J N,k=1,2,3 son

K K

tangentes a dicha hipersuperficie y generanuna distribuciodn

= 40 =



D' en M. En los ejemplos obtenidos en el Capitulo II se ob-
serva que D' es invariante por el endomorfismo de Weingarten

de la hipersuperficie; esto es, los vectores U k=1,2,3

K’
son principales. El Capitulo III se dedica, pues, a obtener
la clasificacidn de las hipersuperficies reales isoparamétri-
cas de QP" que verifican la condicidn anterior y a caracteri-
zar Ias hipersuperficies reales de QPm con dos curvaturas
principales distintas. Asi, en §2, utilizando de nuevo‘la
teoria de puntos focales, se prueba que no existen hipersu-
perficies reales isoparamétricas de QP™ con Uk’ k=1,2,3,
principales con curvaturas principales distintas dos a dos,
obteniéndose la siguiente clasificacién:
TEOREMA FUNDAMENTAL III.2.3.- Séa M una hipersuperficie real
isoparamétrica de oP™ tal que g(AD,D')=0. Sea s el nimero de
curvaturas principales distintas de M. Entonces se¢{2,3,4} y
ademas,

i) Si s=2, M es una parte abierta de una hiperesfera geodé-
sica.

1i) Si s=3, M es una parte abierta de un tubo de radio r,
O<r<%, sobre QPK, O<kc<m=-1. |
iii) Si s=4, M es una parte abierta de un tubo de radio r,
O<r<s & I

; P K m
a 4<r<%, sobre el espacio proyectivo complejo CP .

Finalmente, en §3 se caracterizan las hiperesferas geo-
désicas como las UGnicas hipersuperficies reales conexas de

m ) s < . -
QP, m>3, con dos curvaturas principales distintas.

Dada una hipersuperficie real del espacio proyectivo
cuaternidnico, se observa que existe una relacidn estrecha

entre su tensor de Ricci y la segunda forma fundamental de

- 94 =



la misma. Asi, teniendo en cuenta los resultados de los Capi-
tulos II y III, en el Capitulo IV se estudian las hipersuper-
ficies reales de QPm atendiendo a ciertos comportamientos
de su tensor de Riccl.

En esta linea, en [Pe] se estudiaron las hipersuﬁerfi—
cles reales de QPm para las cuales su tensor de Ricci veri-
fica la condicidn

3

(8) SX = aX + b | g(X,U)U
k=1

K’
conocidas como hipersuperficies reales pseudo-Einstein, y se
clasificaron en el caso particular de ser Uk principales con
la misma curvatura principal.
En esta memoria se introduce la condicidn,
3
(A) SX = aX + bk£1g(Ax’Uk)Uk'
denominando hipersuperficies reales casi-Einstein a aquellas
hipersuperficies reales de QQT cuyo tensor de Ricci verifica

(A). Nétese que esta condicidn generaliza la condicidén (B)

en el sentido de que cuando U

S k=1,2,3 sean principales con

la misma curvatura principal las dos coinciden.

En §1 se obtiene la clasificacidon de las hipersuperfi-
cClies reales casi-Einstein de QPm. Concretamente, se prueba:
TEOREMA IV.1.3.- Sea M una hipersuperficie real conexa y ca-
si-Einstein del espacio proyectivo cuaternidnico QPm. Enton-
ces M es una parte abierta de:

i) Una hiperesfera geodésica, o de

ii) Un tubo de radio r sobre QPk, O<k<m-1, O<r<% y ct92r=
Ak +2 g
Zm-dk-2’ €



ii1) Un tubo de radio r sobreel espacio proyectivo comple jo

m LA m 2, 1
cpP , O(I"(Z e} Z<r‘<§ con Ctg 2(‘—5:-:"

En §2 se obtiene,asl mismo, la clasificacidn de las
hipersuperficies reales pseudo-Einstein de QPm, completando
la obtenida en [Pe]. Esto es,

TEOREMA IV.2.4.- Sea M una hipersuperficie real conexa del
espacio proyectivo cuaternidnico QP™, m>3. Entonces, M es
pseudo-Einsteinsiy sélo si M es una parte abierta de

i) Una hiperesfera geodésica, 0 de
ii) Un tubo de radio r, O<r<%, sobre QPk, O<k<m-1, con

s 2. .. _4k+2
9 "= Zmiak-3-

Finalmente, como ninguna de las hipersuperficies reales
que aparecen en las clasificaciones anteriores es Einstein,
se concluye que no existen hipersuperficies reales Einstein

en el espacio proyectivo cuaternidnico.

Deseo hacer constar mi Tﬁs sincero agradecimiento a los
Directores de esta memoria, Prof. F. Garcia Santos y Prof.
J.D. Pérez Jiménez, por su constante ayuda y estimulo dufan—
te la elaboracidén de la misma, asi como al Prof. L. Esteban
Carrasco, Director del Departamento de Geometria Y Topologia
de la Facultad de Ciencias de la Universidad de Granada.

También desearia expresar mi agradecimiento al resto
de los profesores de este Departamento por sus comentarios

referentes a este trabajo.



CAPITULO I

SUBVARIEDADES REALES DE UNA VARIEDAD KAEHLERIANA

En este capitulo se dan los conceptos necesarios y nota-
ciones a seguir en el estudio de subvariedades de una varie-
dad Kaehleriana cuaternidnica, que seran utilizados a lo lar-
go de la presente memoria. También , atendiendo al comporta-
miento de la estructura cuaternidnica sobre el fibrado tan-
gente a la subvariedad, se engloban los distintos tipos de
subvariedades de una variedad Kaehleriana cuaternidnica, co-
nocidos hasta ahora, en el concepto de subvariedad genérica.
Estas inmersiones son, en cierto sentido, las mas generales
en este tipo de geometria. Finalmente, las inmersiones en una
variedad Kaehleriana cuaternidnica son estudiadas atendiendo
a su posible descomposicidn como una inmersidon producto y a
su segunda forma fundamental.-

§1. VARIEDADES KAEHLERIANAS CUATERNIONICAS. CONCEPTOS BASICOS.-

Sea Q el algebra de los cuaternios. Sobre Qm se conside-

ra el producto simpléctico usual definido por
m—
(I.1.71) «a,b»= 7§ a.b,

m i
para cualesquiera a=(a1,...,am), b=(b1,...,bm) en Q y siendo

a;, el conjugado cuaternidnico de a.

DEFINICION I.1.1,[I1]. Sea Sp(m) el grupo simpléctico ortogo-
nal de orden m, esto es, el conjunto de matrices cuaternidni-

cas qgue dejan invariante el producto (I.71.1). Entonces, se

dice que una variedad de Riemann (M,g) es una variedad Kaeh-
i
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leriana cuaternidnica si su grupo de holonomia es un subgrupo

de Sp(1)5p(m)=8p(1)xz Sp(m).

2
Ishihara en 1974, [I2], traduce esta definicidn a un

lenguaje tensorial probando que (M,g)(ﬂ

es una variedad Kaeh-
leriana cuaternidnica si sobre M existe un fibrado vectorial
V 3-dimensional de tensores de tipo (1.1) verificando que en

todo entorno coordenado U de M existe una base local de es-

tructuras casi-Hermiticas {J1,J2,J3} tal que,

(a) J = -J,J., = J

(1.1.2) 12 29 78 A
(b) Para toda seccidon cruzada ¢ de V,
otra seccién cruzada de V.
donde X es un campo de vectores diferenciable sobre M y v es
la diferenciacidn covariante asociada a la conexidén de Levi-
Civita de (M,g).
La condicidn (b) en (I.1.2) es equivalente a
{(b") Si {J1,J2,J3} es una base local de estruc-
turas casi-Hermiticas de v sobre un abierto coordenado U de

M, se verifica,

(1.1.3) Vi = -pJ.(x)Jk + pk(X)JJ

para todo campo de vectores X sobre M (XeTM), siendo (i, j,k)
una permutacidén ciclica de (1,2,3) y P11P51P3 1-formas loca-
les sobre U. e

De (I.1.2) se sigue facilmente que dimensidén de M es un
miGltiplo de 4, esto es, dimM=4m. A m se le llama dimensiodn

cuaternidnica de M. En la presente memoria se consideraran

siempre variedades Kaehlerianas cuaternidnicas de dimensidn

» @
(') Todos los objetos considerados en esta memoria seran C -
diferenciables. '
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cuaternidnica mayor o igual que dos.

De entre las propiedades mas importantes de una varie-
dad Kaehleriana cuaternidnica merecen ser destacadas las si-
guientes:

PROPOSICION I1.1.2,[I2]. Sea M una variedad kaehleriana cua-

ternidnica. Entonces M es una variedad Einstein, esto es,

(I.1.4) S(X,Y) = pg(X,Y),

para cualesquiera X,YeTM, donde por S se designa el tensor

de Ricci de M y 4mp es la curvatura escalar de M.

PROPOSICION I.1.3,[I2]. Sea M una variedad kaehleriana cua-

ternidnica y sea R su tensor de curvatura Riemanniano. Enton-

ces,
(I.1.9) [R(X,Y),Ji] = --CJ.(X,Y)Jk + Ck(x,Y)Jj
donde
_ _
(I.1.6) Ci(X,Y) = (dpi-rijpk)(X,Y)-arég(x,JiY),

para cualesquiera X,YeTM, donde (i, j,k) es una permutacidn

ciclica de (1,2,3).

Sea XeTM un campo de vectores unitario sobre M, se de-

SX Y IgXe A

Q(X) se le denomina seccidon cuaternionica generada por X.

signa por Q(X) el 4-plano generado por X,J1X,J

Dados X,YeTM unitarios, se dice que el plano n(X,Y) genera-

do por X e Y es cuaternidnico ( respectivamente, totalmente

real ) si Q(X)=Q(Y), ( respectivamente, si Q(X) es ortogonal
a Q(Y) ). La curvatura seccional de un plano cuaternidnico
( respectivamente, de un plano totalmente real ) se denomina

curvatura seccional cuaternidnica (respectivamente, curvatura

seccional totalmente real ) y se tiene la siguiente

- 16 -



PROPOSICION I.71.4,([I2]. Sea M una variedad Kaehleriana cua-

ternidnica. Entonces M tiene curvatura seccional cuaternidni-

ca constante ¢ si y sélo si su tensor curvatura de Riemann

viene dado por

3
(I.1.7) ﬁw;mz:%mvnzm-g(&zw+{(gukmzukx-
k=1
- g(J, X, 20, Y +29(X,J, Y14, 2) ),

para cualesquiera X,Y,ZeTM.

Finalmente, se hace mencion de una propiedad obtenida

en [PS2] acerca de la curvatura seccional,

PROPOSICION I1I.1.5,[PSU]. Sea M una variedad Kaehleriana cua-

terniénica’. Entonces
(I.1.8) ROGY,Y,X) 3 R(X.J. Y. J Y, X) =
. . g(X,X)g(Y,Y) k£-1 ] k H k ] =
- - 3
0 20 2
T Az tawz L 90GST

para cualesquiera X,YeTM ortogonales.

Para un estudio mas detgllado de las variedades Kaehle-
rianas cuaternidnicas asi como para la construccidn de los
espacios modelos de esta geometria, esto es, las variedades
Kaehlerianas cuaternidnicas de curvatura‘seCCional cuaternid-

nica constante ver [Bo], [I1],[I2], [Mr],[S11],[S12],[Pe].

§2. SUBVARIEDADES GENERICAS DE UNA VARIEDAD KAEHLERIANA CUA-

TERNIONICA. -

En este epigrafe se estudia el comportamiento de la es-
tructura cuaternidnica sobre el fibrado tangente de una sub-
variedad en una variedad Kaehleriana cuaternidnica. Atendien-
do al mismo, se definen las subvariedades genéricas de una
variedad Kaehleriana cuaternidénica y se dan algunas de las

- 17 -



propiedades verificadas por éstas.

Sea M una subvariedad(*) de una variedad Kaehleriana
cuaternidnica M. Se designan por TM y T°M los fibrados tan-
gente y normal a M respectivamente, y por v, vL, Ry RL la
derivacidn covariante en TM, la derivacidn covariante en TLM,
el tensor de curvatura de Riemann correspondiente a v y el
tensor de curvatura de Riemann correspondiente a VL, respec-

tivamente. Con estas notaciones, las fdérmulas de Gauss y Wein-

garten vienen dadas, respectivamente, por

<
<
1]

VXY + O(X,Y)
(I.2.1)

xE = ALK+ v,

para Cualesquiera X,YeTM, CETLM, siendo ¢ la segunda forma
fundamental de la inmersidn y AE el endomorfismo de Weingar-
ten correspondiente a ¢.

Ademds, las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci estan

dadas, respectivamente, por

(1.2.2) R(X,Y,Z,W) =R(X,Y,Z,W) +g(a(X,Z),0(Y,W)) -
-g(o(xX,w),o(Y,2)),

(1.2.3) (R(X,Y)Z) = (on)(v,Z) - (V\,o)(x,Z).

(1.2.4) R(X,Y,E,n) =R (X,Y,E,n) - g([ng,n 1x,Y),

para cualesquiera X,Y,Z,WeTM y &,neT M, donde

(I.2.51 (V,00(Y,2) =V, 0(Y,Z) - o(V,¥,Z) - 0a(Y,V,Z).

Es 16gico pensar en estudiar las subvariedades de una
variedad Kaehleriana cuaternidnica atendiendo al comporta-

miento de la estructura cuaternidonica sobre el fibrado tan-

(*) Para los resulitados generales acerca de subvariedades
ver [Ch1],[Ch3].
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gente de la subvariedad. En esta linea, numerosos autores
han definido y estudiado diversos tipos de subvariedades los
cuales quedan englobados en el concepto de subvariedad gené~

rica (ver por ejemplo, [Ch2],([CH],[Fu1],[Fu2],[BCU]} ).

DEFINICION I.2.2.- Sea M una subvariedad de una variedad Ka-

ehleriana cuaternidnica M. Se define el espacio tangente cua-

ternidénico a M en un punto xeM como el subespacio Dx de TXM

dado por

(I.2.6) Dx = Tfo1J1(TXM)r1J2(TxM)r7J (TXM).

3

Los espacios tangentes holomorfos a M en x, se definen

por
(1.2.7) D¢(x) = TXMIW¢(TXM),
donde ¢ es una secciodon cruzada de v.

Se dice que M es una subvariedad genérica de M si se ve-

rifican las siguientes condiciones

1.- D: x > D, define una distribucidon sobre
(1.2.8) M. -
2.~ D¢:x > D¢(x) define una distribucidn so-

bre M para alguna seccidn cruzada ¢ de V.

A la distribucidén D se le denomina distribucidn cuaternid-

nica y a la distribucion D¢ distribucidén holomorfa.

PROPOSICION I.2.3.- Sea M una-subvariedad genérica de una va-

riedad Kaehleriana cuaternidnica M. Entonces las distribucio-

nes cuaternidnica y holomorfa son siempre diferenciables.

Demostracidén.- Se considera la suma de Whitney TMOTM®
@TM8&TM, que es un fibrado vectorial diferenciable sobre M y

se define la aplicacidn diferenciable ¥ de TMBTM@TMOTM en



TReTIMeTH dada por w(X,Y,,Y,,Y3) = (X=J Y ,X-J,Y,,X=J3¥s). En-

3 3'3%"°
tonces, calculando la diferencial de ¢ en un puntoczdew~1(0,
0,0), se tiene qgue, por ser M genérica, el rango de ¢ en g
es constante. En consecuencia, mediante el uso del Teorema

de la funcidon implicita, se deduce que Kerv es una subvarie-

dad de TMBTM®TMETM y por tanto una variedad diferenciable.

Sea M, :TMOTMOTMOTM > TM la primera proyeccién da-

da por H1(X,Y1,Y2,Y3)=X. Entonces ny restringido al Kery es
inyectiva y como D=ﬂ1(KePW) se concluye que D es unadistri-

bucidn diferenciable sobre M,

Analogamente, se define Vo TMOTM > TM por w¢(x,Y)=
X-9Y, entonces, de forma andloga a lo anterior, se obtiene
que Kerv  es una subvariedad de TM®TM y como n%(Kerwm) =D¢,
donde n: es la proyeccidon de TMBTM en TM dada por n%(X,Y)=X,
se deduce Qque también D, es una distribucidon diferencia-
ble sobre M, lo que concluye la demostracién.

Como consecuencia de esta Proposicidn se obtiene facil-
mente que, en cierto sentido, las subvariedades genéricas

son las mas generales de las subvariedades de una variedad

Kaehleriana cuaternidnica. Concretamente, se tiene:

PROPOSICION I.2.4.- Toda subvariedad real M de una variedad

Kaehleriana cuaternidnica M es la clausura de la union de

algunas subvariedades abiertas de M que son genéricas en M,

De entre todas las subvariedades genéricas de una va-
riedad Kaehleriana cuaternidnica se van a destacar los si-

gulentes tipos:

DEFINICION I.2.5.- Sea M una subvariedad genérica de una va-
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riedad Kaehleriana cuaternidnica M. Se dice que M es una sub-

variedad

a) Cuaternionica de M si se verifica que D=TM,

b) Puramente real de M si se verifica que D=D®={O},

c) Puramente compleja de M si se verifica que D={01ly

D¢=TM,
d) g-genérica de M si se verifica que D=D,-
Se dice que una subvariedad genérica M es propia si no
es ni cuaternidnica ni puramente real ni puramente compleja.
Las subvariedades cuaternidnicas de una variedad Kaeh-
leriana han sido estudiadas por varios autores entre los que

se pueden destacar a B.Y. Chen y A. Gray ([Ch2],[G]). En es-

ta linea, merece ser destacado el siguiente resultado:

TEOREMA 1.2.6, [G].~- Toda subvariedad cuaternidnica de una

variedad Kaehleriana cuaternidnica es totalmente geodésica,

esto es, 0= 0.

Sin embargo, el resto démios distintos tipos de subva-
riedades descritos en la Definicidn I.2.5 han sido estudia-

dos, hasta ahora, en algunos casos particulares que a conti-

nuacidn se describen:

DEFINICION I1.2.7.- Sea M una subvariedad de una variedad Ka-
ehleriana cuaternidnica. Se dice que M es una subvariedad

(A) Totalmente real de M si M es puramente real y se

verifica que Jk(TM)C'T_M para todo k=1,2,3 ([CH]),

(B) Totalmente compleja de M si M es puramente comple-

ja y se verifica que existe una estructura casi-

Hermitica ¢eSecV tal que:



B.1.- 5x¢ = 0, para todo X de TM, y
B.2.- ¥(TM)c T M para todo veSec Q,w ortogonal a
o, ([Fu2].

(C) CR-subvariedad cuaternidnica de M si M es g-ge-

nérica y se verifica que Jk(D—)c:T-M, para todo

k=1,2,3,([BCU]).

A continuacidn se va a estudiar el comportamiento de la
estructura cuaternidnica sobre las distintas distribuciones
de una subvariedad genérica en una variedad Kaehleriana cua-
ternidnica.

En general, si M es una subvariedadde una variedad kaeh-

leriana cuaternidnica M, para todo XeTM, geT M, J X Y J € se

pueden descomponer en la forma:

C
x
]

K ka + FKX,

VR fkc,

(1.2.9) k=1,2,3

C
o
I}

donde por P Xy t & (respectivamente, por Fkx, ka) se desig-

K
nan las componentes tangenciales ( respectivamente,normales)

de J. % g 4 &, k=1,2;3.

Sea M una subvariedad genérica de una variedad Kaehle-
riana cuaternidnica M. Sin pérdida de generalidad se puede
suponer que la distribucidn holomorfa integrable es D1=DJ1-
Entonces, por la Proposicidén I.2.3 se tiene que si para todo

xeM, T'(x) designa al complemento ortogonal de D _ en D, (x),

r: x

> T'(x) define una distribucidn diferenciable sobre
M y ademds con las notaciones anteriores se tiene:
1

™ = DereDd;, y D =reDj.

Por otra parte, si para todo xeM, v designa el subespa-
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cio de T;M dado por
(1.2.10) b = TOMNG (TLMIN (T M)A Jo (T M),
se tiene qgue

(I.2.11) TM=FD & v,
L . i 2 L M.

donde por FDX se designa F1Dx + FZDx + F3Dx , para todo xe
Como consecuencia inmediata de (I.2.9) y de las defini-

ciones anteriores se tiene que:

LEMA I.2.8.- Sea M una subvariedad genérica de una variedad

Kaehleriana cuaternidnica M. Entonces,

1) gD, T(x)) =g(D (x),I(x)) =g(D,,Di(x))=g(D,,D) =0,
para todo xeM.

ii) PKD’ < D, k=1,2,3.
iii) P D1 Q_D1.

iv) t1(T M) 5;01(x), para todo xeM,

x

v) gl(fFD ,vx)= 0, para todo xeM,

vi) t1(T M) + t2(TXM) + t3(TXM) = Dx’ para todo xeM.

Ademas se tienen los siguientes resultados: o

LEMA 1.2.9.- Sea M una subvariedad genérica de una variedad

Kaehleriana cuaternidnica M. Entonces:

(1.2.12) g(G(ka,U),C) = g(JKO(X,U),E), k=1,2,3,
para todo Xep,fev M UeTM,
Demostracidon.- Por las definiciones de D y v, y tenien-

do en cuenta (I.71.3) y (I.2.1) se tiene:

~

X,g) =

g(o(ka,U),E) =g(VUka,£) =g(kaU )

=—g(VUX,Jk€) =g(Jk0(X,U),€),
para todo k=1,2,3, lo que prueba el lema.

LEMA 1.2.10.- Sea M una subvariedad genérica de una variedad
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Kaehleriana cuaternidnica. Entonces,

(I.2.13) olD,D) & F D
Demostracidn.- Del Lema 1.2.9 y teniendo en cuenta
(I.2.2), se deduce:

Y)Y, e) = g(Jd.Jd,al(X,Y), )=

2 128
= —glJU,d a(X,Y),8) = -glalJ, X, J,¥), ),

g(o(J1X,J

para cualesquiera X,YeD,gev . Luego glo(D,D),v)=0 y se con=

cluye la demostracidn.

§3. INTEGRABILIDAD DE LAS DISTRIBUCIONES DE UNA SUBVARIEDAD

GENERICA. PRODUCTOS GENERICOS.-

En este epigrafe se estudian condiciones sobre la inte-
grabilidad de las distribuciones de uné subvariedad genérica
de una variedad Kaehleriana cuaternidnica. Ademas, definien-
do el concepto de producto genérico se dan obstrucciones a
la existencia de inmersiones producto en una variedad Kaeh-
leriana cuaternidnica en funcion de la curvatura escalar de

la variedad ambiente.

LEMA I.3.1.- Sea M una subvariedad genérica de una variedad

Kaehleriana cuaternidnica M. Entonces las siguientes afirma-

ciones son equivalentes:

a) La distribucidn cuaternidnica es integrable.

b) La distribucidn cuaternidnica es integrable y sus hojas

son totalmente geodésicas en M,

c) olD,D) = {0}.
Demostracidon.- De la definicidén de D, se sigue,D es
integrable si y sdlo si Fk[x’Y] = 0 para cualesquiera X,YeD,

k=1,2,3. En consecuencia, si o(D,D)={0}, de (I.1.3) y (I.2.1)




se tiene:

«©
-
x
"X
P
s
1

g(J, (o, Y-v X),g) = glu,d ¥, ¢)

g(EYka,g):=g(o(x,JkY),a)-g(o(ka,Y),z)

0, k=1,2,3,
para cualesquiera X,YsD,EeTLM, lo cual demuestra que c¢) im-
plica a).

Del Teorema I1.2.5 se deduce facilmente que a) implica

b). Finalmente, b} implica c¢) es inmediato.

LEMA 1.3.2.- Sea M una subvariedad genérica de una variedad

Kaehleriana cuaterniénica M. Entonces D es integrable si y

s6lo si se verifica:

(I.3.1) VZPKW-—VWPKZ+AF ZW-—I\F WZ e D , k=1,2,3,
k k
para cualesquiera Z,weD .
Demostracién.- De la definicidén de D  se tiene que D

es integrable si y sdlo si g([Z,w],JkX)=O para todo XeD. En

consecuencia, de (I.1.3), (I.2.1) y (I.2.10), D es integra-

ble si y sbélo si

Y

0 X) =

K
g(VWJkZ,X)—g(VZJkW,X) = g(VWPkZ,X)—

gtlz,wl,u x) = g(vzw,ka)—g(vwz,J

w,X),

-g(VZPKW,X)+g(AF WZ,X)—g(A
k

FkZ
para todo k=1,2,3 y para cualesquiera Z,WeD y XeD, lo que

concluye la demostracidn.

Como consecuencia de este Lema se deduce de forma inme-

diata:

COROLARIO I.3.3.- Sea M una CR-subvariedad cuaternidnica de

1]
una variedad Kaehleriana cuaternidnica. Entonces D es siem-

pre integrable.




Nota.- E1 Corolario I.3.3 ha sido también probado en

De forma to
Lemas I.3.717 y I.

LEMA I.3.4.-

Sea

[BCU ].

talmente andloga a la demostracidn de 1los
3.2 puede probarse, ver [MPS2]

M una subvariedad genérica de una variedad

Kaehleriana cuat

crnidnica M. Entonces,

i} La distribuc

ién D, es integrable si y sbélo si se verifi-

s
(I.3.2) olX,JqY) = olY,d X) = pa(X)F,Y = p (X)F Y -
- p3(Y)F2X + pz(Y)F3X,

para cualesquiera X,YED1.
ii) La distribuclién D, es integrable si y sélo si se verifi-
ca:
(I.3.3) VZP1W - AF1WZ + AF1ZW ~ vWP1Z - p3(Z)P2w +

+ pz(Z)P3W + p3(W)P22 - pZ(W)P3Zc D,,
para cualesquiena Z;WED;.

DEFINICION I.3.39

riedad Kaehleria

ducto genérico g

con hojas totalm

En la lined

productos genéri
(I.2.1) y (1.2.1
resultado, ver

PROPOSICION I.3|

riedad Kaehleria

ina cuaternidnica M.

.- Sea M una subvariedad genérica de una va-
na cuaternidnica M. Se dice que M es un pro-
i las distribuciones Dy DL son integrables
ente geodésicas en M.

de poder obtener resultados acerca de los
mediante-la utilizacidén de (I.1

cos, .3),

0) se puede deducir facilmente el siguiente

MPS 2]

6.~ Sea M una subvariedad genérica de una va-

Entonces,

i) Si la distr

ibucidén D es integrable con hojas totalmen-

te geodésicas en

M, se verifica:

’
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(1.3.4) 9o, D7), F.D) = 0, k=1,2,3.

ii) Si la distribucidn Dy es integrable con hojas totalmen-

te geodésicas en M, se verifica:

9(o(D, D) F D) = O,
(I.3.9) L 1
(X)g(P

glo(X,Y),J,2) = py(X)g(P,Y,Z)-p Y,Z)

2 3

para cualesquiera X,YeD,y ZED;.

1ii) Si la distribucién D, es integrable con hojas totalmen-

te geodésicas en M, se verifica:

(1.3.6) glolX,Z),F W) = -D3(Z)g(PZW,X)+p2(Z)g(P3w,X)

g{o(D,D]),F D) = O

para cualesquiera XeD,, Z,WeD;.

COROLARIO I.3.7, [BCU].- Sea M una CR-subvariedad cuaternid-

nica de una variedad kaehleriana cuaternidnica M. Entonces

D es integrable con hojas totalmente geodésicas en M si y

sdlo si se verifica (I.3.4).

Obsérvese que la existencia de productos genéricos en
una variedad Kaehleriana cuaternidnica esta asegurada median-
. g p g _.h p+qg+h . '
te la inmersion de Q"xC xR en Q , Sin embargo, y aunque
aparentemente estas subvariedades serian las de mas facil es-
tudio pues sus distribuciones son integrables con hojas to-
talmente geodésicas, cuando el espacio ambiente es el espacio
proyectivo cuaternidnico, la no existencia de un embebimien-

to andlogo al de Segre, dificulta la obtencidn de ejemplos

en este espacio.

TEOREMA 1.3.8.- Sea M una subvariedad genérica con distribu-

cidn cuaternidnica no nula de una variedad Kaehleriana cua-

ternidnica M con curvatura escalar o. Entonces.
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i) Si M es un producto genérico con D # D,, entonces 0=0.

12|

ii) M es un producto genérico con D = D, entonces 030 y
. 2 _2hpo ‘ « . L w .
ademas [ oll™ > —7 donde h es la dimension cuaterniconica de

Dy p la dimensidén de D .

Demostracion.- De ser M un producto genérico se sigue
que Dy DL son integrables con hojas totalmente geodésicas en
M. Asi, de la ecuacidon de Gauss y del Lema I.3.1 se tiene,
(1.3.7) R(X,2,2,%) = |lo(x,2) 112,
para todo XeD y ZsDL.

Ahora bien, (I1.3.7) y la Proposicién I.1.5 implican que

0 2
(1.3.8) D = lo(Xx,2) |l
para todo XeD y ZeD unitarios.
Por otra parte, de la Proposicién 1.3.6 se deduce:

0

(1.3.9) g(o(D,D,),F D)

I
(@]

(1.3.10) g(o(D,D:),FkDL)

para todo k=1,2,3.

CASO I.- Si D#0D,, entonces de (I1.3.8) y (I.3.9) se obtiene

que 5%5 = 1i0(X,W)ll2 y 0(X,W)ev para cualesquiera Xep y WeT
unitarios. Ademas,de (I.1.3), (I.2.1) y como o(X,W)ev, se de-

duce,

O(X,J W) = J (X, W)y o(J X, W) = J (X, W)
para todo k=1,2,3 y para cualesquiera XeD y Wel unitarios.
En consecuencia,

o(X,W)

2, 2
SX W) = dode(d,

= SJ U, (I X, U W) = —a (X, W),

o(J X,J1W) =

de donde o(X,W)=0,para todo XeD y Wel unitarios, gue junto

con (I.3.8) prueba i).



CASO II.- Si D=1D_, entonces de (I1.3.8), >0. Para demostrar

2 2hpB
que [loll™ > ==

en cuenta (I.3.8).

N 2
basta aplicar la definicidn de ||oll™ y tener

Nota.- El Teorema 1.3.8 generaliza los resultados obtenidos

por M.Barros, B.Y. Chen y F. Urbano en [BCU] para CR-produc-
tos cuaternidnicos.

También hay que resaltar la importancia del apartado i)
del Teorema anterior, pues como consecuencia del mismo se ob-
tiene, por ejemplo, que el producto Riemanniano del espacio
proyectivo cuaternidnico y del espacio proyectivo complejo

no puede embeberse en el espacio proyectivo cuaternidnico.

Para concluir este epigrafe se resalta que la demostra-
cion del Teorema 1.3.8 permite refinar el caso i) del mismo
en el siguiente sentido:

COROLARIO I.3.9.- Sea M un producto genérico en una variedad

Kaehleriana cuaternidnica M. Si {0} # D y D#D, para algln

k=1,2,3, entonces p=0.

§4. SOBRE LA SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL DE UNA SUBVARIEDAD EN

UNA VARIEDAD KAEHLERIANA CUATERNIONICA. -

En este epigrafe se estudian las subvariedades totalmen-
te umbilicales de una variedad Kaehleriana cuaternidnica y se
calcula el médulo de la derivada de la segunda forma funda-
mental de una subvariedad en una variedad Kaehleriana cuater-
nidnica de curvatura seccional cuaternidnica constante, dan-
do una cota del mismo para CR-subvariedades cuaternidnicas e

hipersuperficies reales.

DEFINICION I.4.1.- Sea M una subvariedad n-dimensional de una
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variedad de Riemann M, se dice que M es una subvariedad tc-

talmente umbilical en M si se verifica que

o(X,Y) = g(X,Y)H,
para cualesquiera X,YeIM y donde por H se designa el vector
curvatura media de la inmersidn, esto es,
H = traza o.
Como consecuencia de (I.2.2) y (I.2.3), las ecuaciones
de Gauss y Codazzi de una subvariedad totalmente umbilical,

M, en una variedad de Riemann M vienen dadas, respectivamen-

te, por:

(1.4.1) R(X,Y,Z,W) = R(X,Y,Z,W) + az{g(X,Z)g(Y,w)-
- g(x,w)g(Y,z) 1,

(1.4.2) (ROX,¥)Z)" = g(¥,Z)0H = g(X,2) T H,

para cualesquiera X,Y,Z,WeTM, donde a=[|H]l.

Las subvariedades totalmente umbilicales de una varie-
dad Kaehleriana cuaternidnica M han sido clasificadas parael
caso particular de que M sea-una variedad Kaehleriana cuater-
nidnica con curvatura secciorfal cuaternidénica constante no
nula. Concretamente, B.Y. Chen probd el siguiente resultado:

TEOREMA I.4.2, [Ch2].- Sea M una subvariedad n-dimensional

(n>4) totalmente umbilical de una variedad Kaehleriana cua-

ternidnica M(c) de curvatura seccional cuaternidnica constan-

te c, c#0. Entonces M es una de las siguientes subvariedades:

i) Una subvariedad cuaternidnica, o bien

ii) Una subvariedad totalmente real y totalmente geodésica

de M(c), o bien

iii) Una subvariedad totalmente compleja y totalmente geodé-

sica de M(c), o bien



iv) Un espacio de curvatura constante inmerso en M(c) como

una subvariedad totalmente real con vector curvatura media

paralelo.

Para el caso general en que M sea una variedad Kaehle-
riana cuaternidnica se tienen los siguientes resultados:

LEMA I.4.3.- Sea M una subvariedad genérica totalmente umbi-

lical de una variedad Kaehleriana cuaternidnica M. Entonces:

i) La distribucidon ) es integrable con hojas totalmente

geodésicas en M,

ii) Si la distribucidn cuaternidnica es no nula se verifica

iii) v _H = 0O, para todo XeD.

Demostracidén.- De (I.1.3), de las formulas de Gauss y
Weingarten y de la Definicidén I.4.1 se deduce,
g(vztkg,X)=g(thkg,x)=g(vZJkg,x)—g(vkag,X)=

=-g(vzg,JKX)-g<vka;:x)=g(Agz,ka)+g(Afk£z,x)=o

para todo k=1,2,3 y para cualesquiera Xe], ZeD vy £eT M, que
junto con el apartado vi) del Lema I1.2.7 demuestra 1i).
ii) se sigue facilmente de i) y del Lema I.2.9.

Finalmente, de (I.1.5) y (I.4.2) se tiene,

O=§(J1X,J X,Jd.X,e)=R(J X, 8, X, %) ==R(J X, £, X, X)=

2 3 3

3X I 3%, 8)=-g(v H,¢),

2 3

=-R(X,J
para todo XeD unitario y £eT M, con lo cual se concluye la

demostracion.

TEOREMA 1.4.4.- Sea M una subvariedad genérica totalmente um-

bilical de una variedad Kaehleriana cuaternidnica M con tensor

de Ricci no nulo. Entonces D ={0} o bien D ={0}.
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Demostracidn.- Si se supone que D#{O}y D #{O}y si Xe D

ZD" son dos campos de vectores unitarios, de (I.1.5),(1.2.9)

y (I.4.2) se sigue,

(I.4.3) 0 = R(J X,Z,X,F 2) = ﬁ(x,sz,sz,x) =
= ﬁ(x,sz,sz,X) + ﬁ(x,sz,sz,X) =
= g(v;kZH,FKZ) + ﬁ(x,sz,sz,X),

y

(1.4.4) ﬁ(ka,z,z,ka) = ﬁ(ka,z,x,sz) =

= ﬁ(x,sz,sz,X) - ﬁ(x,sz,x,FKZ) =
= R(X,P,Z,P,Z,X) + g(v;kZH,FkZ)

para todo k=1,2,3. Asi, de (1.4.3) y (I.4.4), despejando

g(V;kZH,FkZ),se obtiene,

4. R -R =
(I.4.5) R(ka,z,z,JKX) R(X,P Z,sz,x) R(x,sz,sz,X)

k
para todo k=1,2,3. Sustituyendo en (I.4.5) X por J1X,J2x y

J3X se obtiene,

.4, R -R =
(1 6) R(JX,2Z,2,4 %) R(J{X, P Z,P 2,0 %)

| = —R(Jlx,sz,FKZ,JlX)
donde JS=JKJ1, k,1=1,2,3.

Fijando k y sumando en 1 (I.4.5) y (I.4.6) se sigue,

la Proposicion I.1.5, que

o 2 o _ 2 o -
o B HPKZH i S -HFKZH s ‘

y por ser 1=||PkZlI2 + Ilelez, k=1,2,3, se deduce

2
21lF, 2zl E%E = 0

de donde, como o # O, se obtiene F Z=0 para todo k=1,2,3 lo

cual es una contradiccién. Asi, D={0} o bien D ={0} y se con-

cluye la demostracidn.



COROLARIO I.4.5.- Sea M una subvariedad n-dimensional total-

mente umbilical de una variedad Kaehleriana cuaternidnica M

con curvatura escalar no nula. Si n>3m, donde m es la dimen-

sion cuaternidonica de M, entonces M es una subvariedad cua-

ternionica y por tanto totalmente geodésica.

Demostracién.- Por la Proposicidon I.2.4, M es la clausu-
ra de la.union de algunas subvariedades abiertas M, de M que
son genéricas en M. Ademds, cada Mi es totalmente umbilical
y como dimMi >3m, la distribucidn cuaternidnica de M; ha de
ser no nula. En consecuencia, por el Teorema I.4.4,Mimha de
ser una subvariedad cuaternidnica y por tanto totalmente geo-

désica. El resultado se sigue entonces por continuidad.

Como consecuencia del Corolario I.4.5 se obtiene el si-

guiente:

COROLARIO I.4.6.- No existen hipersuperficies reales total-

mente umbilicales en una variedad Kaehleriana cuaternidnica

con curvatura escalar no nula.

Nota.- El Corolario I.4.6 ha sido también obtenido por C.S.

Houh, [H1], por un camino diferente. No obstante los resulta-
dos aquil obtenidos, son mas generales ya que, por ejemplo,

el Corolario 1.4.5 prueba también la no existencia de subva-

riedades totalmente umbilicales de codimensidn dos en varie-

dades Kaehlerianas cuaternidnicas de dimensidon cuaternidnica

mayor que dos y con curvatura escalar no nula.

A continuacidn se pasa a estudiar el comportamiento de
la derivada de la segunda forma fundamental de una inmersidn

en una variedad Kaehleriana cuaternidnica de curvatura sec-
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cional cuaternidnica constante.

-

Sea M una subvariedad de una variedad Kaehleriana cua-
ternidonica, M(c), de curvatura seccional cuaternidnica cons-
tante ¢, y sea ¢ la segunda forma fundamental de la inmer-

sidén, se designa por v'g el tensor dado por
(1.4.7) v'o(X,Y,Z) = (Exo)(v,Z),

para cualesquiera X,Y,ZcTM,

Es facil ver de (I.1.7) que si M es una subvariedad pa-
ralela, esto es V'g=0, de una variedad Kaehleriana cuaternid-
nica, M(c), de curvatura seccional cuaternidnica constante
no nula, entonces M ha de ser o una subvariedad cuaternidni-
ca o0 una subvariedad totalmente real o una subvariedad total-
hente compleja. Este tipo de subvariedades han sido, recién-
temente,clasificadas por K. Tsukada, [Ts]. Una debilitacidn

de las mismas son las siguientes:

DEFINICION I.4.7.- Sea M una subvariedad de una variedad de

Riemann, M, se dice que M es ciclica paralela si se verifica

que V'o(X,X,X)=0 para todo XeTM. Esto es, si y sdlo si todas

las geodésicas de M tienen primera curvatura constante.

LEMA I.4.8.- Sea M una subvariedad de una variedad Kaehleria-

na cuaterniodnica con curvatura seccional cuaternidnica cons-

tante M(c). Entonces M es ciclica paralela si y sdlo si se

verifica:

3
(I.4.8) T'o(X,Y,Z)=5 S{g(X,P Y)F, Z+g(X,P Z)F Y},
a, Lo k' Tk k< Tk
para cqalesquiera X,Y,ZeTM,
Demostracidn.- Se supone que M es ciclica paralela. En-

tonces de la Definicidn I.4.7 se tiene
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Gy y 7 7'alX,Y,2) =0,
para cualesquiera X,Y,ZeTM y donde (j designa la suma cicli-
ca. En consecuencia, por la ecuacidn de Codazzi y (I.1.7)

se obtiene

ey

0=0'0(X,Y,Z)+9'a(Y,Z,X)+7'0(Z,X,Y) =
23070 (X,Y,Z)+(R(Y,X)Z) +(R(Z,x)Y) "=
=3V'0(X,Y,Z)+% ki{g(P
X)FKZ +-é(PKX,Y)FkZ—g(PKZ,Y)FkX +

K ZVF Y=g (P Y, Z)F X+

+29(Y,Pk

+29(Z,P X)F Y} = 3V0(X,Y,Z) +

3
T
ki1{3g(pkx,Z)FkY+ 3g(Y,P, Z)F X},

+

HIO

para cualesquiera X,Y,ZeTM, lo gue prueba (I.4.8).

El reciproco es evidente.

Sea por tanto, M una subvariedad de una variedad Kaehle-

riana cuaternidonica con curvatura seccional cuaternidnica

constante M(c). Sobre M se define el siguiente tensor simé-
trico: -

& 3
(1.4.9) T(X,Y,Z)=V"'0(X,Y,Z) =% [ {g(X,P Z)F Y +

2. k™' k

+ g(X,P Y)F 2},
para cualesquiera X,Y,ZeTM., Entonces del Lema I1.4.8 se tiene
que M es ciclica paralela si y s0lo si T=0. Ademas el mddulo

de 9'c viene dado por:

TEOREMA 1.4.9.- Sea M una subvariedad de una variedad Kaehle-

riana cuaternidnica de curvatura seccional cuaternidnica cons-

tante, M(c). Entonces,

2

2 + &
8k

X

2 2
e, WZIE P +

(I.4.10) llv'ollf = |7
.

1 e~ W
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2 23 p
6c -C v 7 2,p4 -
k=1 a=1
2 3 )
_%§ {5 ? g(PPZ ,Z 112+ E g((PkPl)zz v Z )},
K,1=1 g=1 ° e a=1 > e
k#1
para todo xeM, donde {21»---,Zp} es una base ortonormal del
subespacio ortogonal a D _en T M, D;
Demostracidén.- Sea {x1,...,x4q} una base de D , se supo-
ne que i,j,he{1,...,4q} son subindices de los elementos der
y que a,8,ve{?,..., p} lo son de los elementos de D;.

Designando por Tija el correspondiente valor de T sobre

los elementos de la base {X1,...,x4q,Z1,...,Zp} de TXM y por
2 .
T . = .. . i - .
ija g(TlJQ,TlJQ), y usando notaciones analogas para(Vo)lJOl
y (V'°)§ja’ entonces de (I1.4.9) y las definiciones de DX y
D; se deduce.
2 , (2
ijpn = (V9)ig
2
= (vl
(I.4.11) , J DR
2 .
T, = ! ) .
a6 (v 0)108
2
T . = ! .
2@ (v 0)081
& 3
5 = . . ~= T L PX
Ademas, de ser Tiju (v o)(xi,xJ,zQ) i kﬁ1g(xl’Pk J)szc
"se sigue
4q p > 4q p
(I.4.12) ) > .. = y S A B I
i,5=1 a=1 % 4 j=1 =1 1o
c 4q p 3
- 3 v (Y g(u'o(X,,X.,Z ),F . Z )g(X,,P X.)+
L L L ’ ’ ’ Tk
2i,i=1 a=1k=1 177 ek ' J
c 3
o4 T _
* 5 : g(xl’kaj)g(xi’Plx')g(FkZa’FlZa)
k,1=1
43 f 2 ¢ ? )
N { (v'o) .. - = g(v'of(J X.,X., 2 )V,F 2 )}
L L L A
i,j=1 a=1 Lje 2,4 AN
2
c 2 2 2
+ SeqUIF IS E 1S+ TR

- 36 -



Ahora bien, de (I.1.7), (I.2.3) y de ser o simétrico se

tiene: o
49 p
(1.4.13) Lol 9(Vlo(X ,J, X ,Z ),F Z ) =
J' o K
j=1a=1
g P
= & L{R(JKXJ:ZG,XJ,FKZ ) +g(9'0(Z ,JKXJ,XJ),FKZ)_
J=1G=1
2, P
=cqallF 17+ ¢+ [ glv c(zc,kaJ,xJ),sza),
a=1 j=1
ﬁq iq 2
y como, ¢ g(v'e(Z ’kaj’xj)’FkZ )='L g(v'e(Z ,JKXJ,JKXJ),
J=1 J:‘]
4a
Felol==0 9(¥'o(Z ,J X ,xj),szG), de (I.4.12) y (I1.4.13) se
j=1
sigue,
4q p > 4q p o
(1.4.14) D A O R I oY (vre)S L =
i,j=1 a=1 I j=1a= vl
4
7 P2 +§qz3 IF, 112,
i,j=1a=1 H° k=1
. 3
Ang T =y zZ .,z - = T
nalogamente, de ser . v O(ZG, - Y) i ki1{
g(zu'Pst)Fka+ g(za’szy)Fst}’ se tiene
p > p- > 3 P
(I.4.15) yoor = (o) - 7 ]
as 8,y =1 %By a8 sy =1 b k=1 B,y =1
2 3 -
' . T
g(Vv o(PkZB,ZB,Z VP Z. )+ ) . (A tB ),
k,1l="1
donde
5
Ay = . g(PkZB,PlZ )g(szy,FIZ),
BvY=1
(I1.4.16)
3

B,y =1
Por otra parte, de la ecuacidn de Codazzi y de (I.1.7)

se deduce,

(1.4.17) g(V'O(PkZB,ZB,ZY) B Z_ ) =

vk ¥

p —_—
v v z ,F.Z )=
! 9(V'0(Z P Z,,2.),F, Z V+R(P Z,,2 ,Z,,F Z )
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Ahora bilen, como

P
I glv'alZ

g,y =1

y' k8’

P

Z

Z

8

)’FKZY)+

HIO

3
5
L

1=1

(Akl

+B

k

l)

b g

6 es simétrico y P antisiméetrico se

verifica que
. g(v U(ZY’PkZB'ZB)’FkZY) = 0.
g8 =1
Segun esto, de (I1.4.15) y (I.4.17) se deduce, -
o P 3
(1.4.18) T = vl =5 T (A B ).
a, 8, y=1 %7 o .8,y =1 a8y k,1=1
En consecuencia, de (I.4.11),(I.4.14) y (I1.4.18) se ob-
tiene,
. 2 3 2 3
2 2 c 2, C
(I.4.19) e ollS = HTHS + =q § HF H5S+5 [ (A 4B ).
X X 2 Bas KX 8k,1=1 kl 7kl
Es facil ver de (I.1.2) y (I1.2.9) que,
3 3 _— > 3 P 5
(1.4.20) PAa .= PP HTHE S - P Sg(P, P Z ,Z )7,
k,l:" k1l K=1 K X K X k’lz"]B:‘l k 1 8 B
. k#1 .
donde por Pk se denota la componente de Pk en Dx‘

Por tanto, de (I.4.19) se sigue,

(I.4.21)

2
, 2 2- C
[l v OHX = HTHX t g
k=1
3 p 2
2 C
- Y (] gtP,P.Z ,Z ))&+ =
& L g ’
kK, l=1g=1 < 188 8
k#1l

De forma anadloga, de (I.1.2), (I.2.9) y (I1.4.16) puede

deducirse,

(1.4.22)

il

kplzs’FlPkZB)
3 p
- 5 DRECAN
k,l1=1 g=1
kK#1

(I.4.21) y (1.4.22) se obtiene (I.4.710) lo que
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concluye la demostracidn.

Para el caso particular de que M sea una CR-subvariedad
cuaternidnica, (ver Definicién I.2.7 ), como P Z=0, k=1,2,3

para todo ZeD , (I.4.10) queda en la forma

2
. 2 2 3¢
Ho'oll™ = ITI" + —5— ap,
donde g es la dimensidn cuaternidnica de p y p es la dimen-

sidén de D . Asi,se obtiene el siguiente resultado:

COROLARIO I1.4.10.- Sea M una CR-subvariedad cuaternidnica de

una variedad Kaehleriana cuaternidonica con curvatura seccio-

nal cuaternidnica constante M(c). Entonces

2
(I.4.23) o all® > 2%—-qp.

Ademds en (I1.4.23) sé da la igualdad si y sdlo si M es

ciclica paralela.

También como consecuencia del Teorema I1.4.9 se obtiene,

COROLARIO I.4.11.- Sea M una hipersuperficie real de una va-

riedad Kaehleriana cuaternidnica con curvatura seccional cua-

ternidnica constante, M(c). Entonces

2
3¢
2 Sim=1,

(1.4.24) e oll?

donde m es la dimensidén cuaternidnica de M(c).

Ademds en (I.4.24) se da la igualdad si y sdélo si M es

ciclica paralela.

Demostracién.- Es claro que si N es un vector normal a
M en un punto x de M, entonces D, es el complemento ortogo-
nal del subespacio generado por J

N, J,N y J,N en TXM._Por

3 1 2 3
! - ) —F =
tanto, traza P1P2P3 k£1 g(P1P2P3JkN,JkN) 1 y como
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& 2 2 4 = 9 2
T T = =
ST g((PE+PNYZ ,z = T §gPP.Z ,Z )" =
k=1 a=1 K K - % k,l='1 a=1 kil a a
k#1
3 3 >
r T N _
= L Lg((P P ) Z ,Z ) = O,
k,d=1 o=1 H~ L1 @7 e
kK#1

si se sustituye en (I.4.10) se obtiene,

2
v olf? = (7ie + 2 (m-m,

de donde se sigue el resultado.

Nota.- Obsérvese que en los Corolarios I.4.10 y I.4.11 se ob-

tiene la mejor cota para el mdédulo de V'c pues existen CR-sub-
variedades cuaternidnicas, por ejemplo las subvariedades cua-
ternidénicas, donde (I1.4.23) es alcanzado. Ademas, existen hi-
persuperficies reales del espacio proyectivo cuaternidnico,
por ejemplo la proyeccidén mediante la fibracidn de Hopf de

4m+3 2 2 4m+3
[q |

= { g=(q .,qm)eS / ol =cos r}, siendo S la

M y s
p,r 0

esfera unidad de Qm+1, donde (I1.4.24) es alcanzado.

Para concluir este Capitulo se resalta que los resulta-
dos obtenidos en esta seccidén acerca de modulo de Vv'oc para
una subvariedad de una variedad Kaehleriana cuaternidnica de
curvatura seccional cuaternidénica constante, M(c), extienden
los resultados obtenidos por J.S. Pak, [P], para hipersuper-
ficies reales de M(c) a cualquier subvariedad en estewtipo

i

de espacios. ambiente.
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Este capitulo, previa descripcidn de las distintas
formas de considerar el espacio proyectivo cuaterniéniéo y
mediante el desarrollo de la teoria de puntos focales en es-
te espacio, estd dedicado a la obtencidn de ejemplos de sub-
variedades reales del espacio proyectivo cuaternionico. Con-
cretamente, se dan'ejemplos de hipersuperficies reales iso-
paramétricas del mencionado espacio con dos, tres y cuatro
curvaturas principales. También se construye y se clasifica
un ejemplo de CR-subvariedad cuaternidnica de codimensidn
tres.

§1. EL ESPACIO PROYECTIVO CUATERNIONICO Y SU PRIMER EMBEBI-

MIENTO ESTANDAR. -

. 1
3 - {QEQm+1/ go(q,q)=1} la esfera unidad en Qm+,

4
Sea S e
donde
(II.1.1) go(p,q) = Real «p,qgq>» ,
. m+1 .
para cualesquiera p,qgeQ , siendo «,» como en (I.1.1).
Entonces el espacio proyectivo cuaternidnico 4m-dimen-
. , 4m+3
sional, QPm, se puede obtener de la esfera unidad S m me -
diante la identificacidn de x con ix, reQ, |r|=1. Por tanto,
am+3 . . . .
S puede ser considerado como un fibrado principal sobre

m .
QP con grupo estructural 83 y donde. por 1 se va a designar
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a su proyeccidn.

4
,X ) un punto de S m+3- A (x x )

Sea x=(x e X o' X

X

se les denomina coordenadas homogéneas del punto n(x)eQPm.

a4m+3 m+1

Claramente, el subespacio horizontal de TXS = { peQ /
go(p,x)=0} viene dado por,
(I1.1.2) T! = [ pea™ Vg wp, % =0 )
. . . 4m+3
y el subespacio vertical en x es el subespacio de TXS ge-

nerado por j.x, JZX y j3x, donde j., j2 y j3 designan las
unidades cuaternidnicas.
Lta distribucidn T' define una conexidén en el fibrado

3

m+3(QPm,S ), en la cual T; es el subespacio com-

principal 84
plementario de Sp{j1x,j2x,j3»}u Por consiguiente, la proyec-
cién T de 53

m . . . ,
a QP induce un isomorfismo (0,) de Tx en

X
TH(X)QPm tal que (H_,.:)x aplica el subespacio vertical Sp{j1x,
jzx,jsx} en el vector cero.

Si sobre QPm se considera el fibrado vectorial 3-dimen-

sional V de tensores de tipo (1,1) con base local de estruc-

turas casi-Hermiticas {J1,J2,J3} dada por
(II.1.3) JpX o= MO X, k=1,2,3,

y la métrica

(I1.1.4) g(Xx,Y) = g (X', Y"),

para cualesquiera X,YeTQPm, donde por ' se designa el co-
rrespondiente levantamiento horizontal, entonces se tiene gue
QP™ es una variedad Kaehleriana cuaternidnica con curvatura
seccional cuaternidnica constante e igual a 4. Ademéds la de-
rivacidn covariante asociada a la conexidn de Levi-Civita

viene dada por:



(I1.1.5) v Y = m (9., Y")

X V!

para cualesquiera x,YcTQPm, donde v' es la derivacidn cova-
riante sobre S4m+3.

Obsérvese que, de ser las fibras de la submersidn 1§ to-
talmente geodésicas, la geodésica y de QPm partiendo de p =

. : % . . m .
=I(x) en la direccion de un vector unitario XchQP viene da-

da por
(I1.1.6) y(t) = T (cos tx + sentX').

Otra forma de considerar el espacio proyectivo cuater-
nidnico es como un espacio simétrico de rango uno. Concreta-

. m . . * « el
mente, si sobre QP se considera la accion del grupo simplec-

tico ortogonal Sp(m+1), dada por
(I1.1.7) : P(I(x)) = NI(xP),
4m+3 ;
para todo PeSp(m+1) y para todo xe$S , €5 evidente que es-

ta accidn esta bien definida y es transitiva. Ademas, desig-
nando por O el punto de QPm de coordenadas homogéneas (1,0,.

..,0), el subgrupo de isotropia de Sp(m+1) en O es Sp(1)x

xSp(m), por lo que se tiene el difeomorfismo
m Sp{m+1)
. = ,
(11 Bl QP Sp(1)xSp(m)

del espacio proyectivo cuaternidnico sobre el espacio simé-

Sp(m+1)
Sp(1)xSp(m)

la métrica inducida en este espacio simétrico por (II.1.8)

trico de rango uno Puede verse facilmente que

es Sp(m+1)-invariante.

-
Estas dos formas de considerar el espacio proyectivo
cuaternidnico son, quizds, las mas conocidas y ha sido con

ellas con las que usualmente se ha trabajado la geometria
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diferencial de este espacio. No obstante, en 1.968, S. Tai,
[T], da una nueva interpretacidon del espacio proyectivo cua-

ternidnico que a continuacidn se describe.

Sea gl(m,Q) el conjunto de matrices cuadradas sobre Q
de orden m, gl(m,Q) puede ser considerado como un espacio

Euclideo 4m2—dimensional y su producto interno usual viene

dado por
(IT1.1.9) g(A,B) = % Real(traza AB*),
para 0ualesquieré A,Begl(m,Q), siendo B*=ét, donde  es el

conjugado cuaternidnico.
Designando por HM(m,Q) el espacio de todas las matrices

Hermiticas sobre Q de orden m, esto es,
(II.1.10) HM(m,Q) = { Aegl(m,Q)/ A¥ = A},

se tiene, de (II.1.9), que el producto interno usual sobre

HM(m,Q) es:

(II.1.11) g(A,B) = % traza(AB),
para cCualesquiera A,BeHM(m,Q).
. ; .. 4m+3
Ademas, la aplicacion ¢:S ——> HM(m+1,Q), dada por

V(x)=x*x induce una aplicacidn 7:QP" —— HM(m+1,Q), dada por,

(II1.1.12)  $(m(x))=x¥x= : S

Lxmxo mx1
donde (xo,.}.,xm) son las coordenadas homogéneas de IN(x).
De (II.1.4), (XL .d.40i, (TL.4.11) y (II.71.12) se sigue

que ¥ verifica:



(I1.1.13) G(QP™) = {AcHM(m+1,Q)/ A=A, trazaA=1},

(IT.1.14) : ¥ es un embebimiento isométrico y total so-

bre H1(m+1,Q)={AeHM(m+1,Q)/ traza A =1} .

A este embebimiento se le conoce como primer embebimien-

; m . .
to estandar de QP , el cual es equilivariante con respecto a

Sp(m+1) e invariante bajo la accidon de Sp(m+1) sobre HM(m+1,
,Q) dada por

1

(I1.1.19) P(A) = PAP™
para cualesquiera PeSp{m+1) y AeHM(m+1,Q). Es decir,
(I1.1.16) V(xP) = P(J(x)) e d(qQr™y,

para todo xeQP™ y PeSp(m+1}).
De (II.1.3), (II.1.13) y (II.1.14) se tiene que M=§ (QP™)
es una variedad Kaehleriana cuaternidnica, donde una base lo-

cal de la estructura cuaternidnica viene dada por:

(I1.1.17) J X = J (I-2R)X, k=1,2,3,

para todo XT,QP", siendo I la matriz identidad de HM(m+1,Q).
En lo que sigue se considerara identificado QPm a G(QPm).

Asi, si AeqQpP™ y A(t) es una curva diferenciable en oP™ con

A(O)=A y A'(0)=X, de ser A(t)° = A(t) se sigue que AX+XA=X y

como ladimensidon deX eHM(m+1,Q)/ XA+AX=X1} es 4m, se obtiene,

(II.1.18) TAQPm = {AeHM(m+1,Q)/ XA+AX=X}.

De forma analoga se puede concluir que,

(IT1.1.19) TQP™ = (ZeHM(m+1,Q)/ ZA=AZ).

Ademds, de (II.1.1), (II.1.18) y (II.1.19) puede verse

facilmente,



(I1.1.20) 3(X,Y) (XY+YX) (I = 2A),

(XZ-ZX)(I - 2A),

L1.21 it
(11 21) ZX

. <~ ..m ~ ~
para cualesquiera X,YETAQPm, ZsTAQP , donde por ¢ Yy A, se de-
signan la segunda forma fundaméntal y el endomorfismo de Wein-
garten‘correspondiente a Z, respectivamente,

Sea AcQP™, entonces de (II.1.10) y (II.1.11) se tiene

1 1 m
g(A-rrH—‘lI’A_mHI)_ 2({m+1)

- m - . 2
en consecuencia QP esta embebido en una hiperesfera de HM(m+

1

+1,Q) de radio r = (m/(2m+2))/2 y centro E%?I‘ Ademas, de (II.

'.1.20), si H es el vector curvatura media de QPm en HM(m+1,Q)

se sigue

(I11.1.22) o=

A (I - (m+1)A),

3 3N

de donde se obtiene que QP queda embebido en la hiperesfera
S(r) centrada en E%?I como una subvariedad minimal.

De (II.1.17) y (II.1.20) se sigue facilmente,

(II.1.23) B(JKY,JKX) = S(Y,X), k=1)2731

para cualesquiera x,YsTQPm;
Ademéds, de (II.1.20), g(d(X,X),3(X,X))=4 para todo Xuni-
tario en TQP". Asi, por linealidad y mediante la utilizaciédn

de la ecuacidon de Gauss, se sigue,

(11.1.24) g(8(X,¥),8(V,W)) = 2g(X,Y)g(V,w) +
+ g(X,v)g(Yy,w) + g(X,w)g(Y,V) +
3
+ Z{g(JkV,X)g(ka,Y)-+g(JkW,X)g(JKV,Y)},
k=1

para cualesquiera X,Y,V,WETQPm.

Es de resaltar también que de (II.1.23) puede deducirse:



(I1.1.25) Vs = 0,
esto es, la segunda forma fundamental & es paralela.
La inmersién de QP" en HM(m+1,Q) tiene la propiedad de

ser geodésica plana en el sentido de que toda geodésica de

m . .

QP es aplicada, localmente, sobre una subvariedad totalmente
geodésica 2-dimensional de HM(m+1,Q). En consecuencia, la geo-
désica y de QPm partiendo de AeQPm en la direccidn de unvec-

tor unitario XsTAQPm viene dada por:

(11.1.26) y(t) =A-+% sen2t X + 1:E%§33 5(X,X) .
Nota.- Para un estudio mas detallado de lo tratado en este
epigrafe pueden consultarse [Ch4], [Li], [S], [T].

§2. PUNTOS FOCALES DE UNA SUBVARIEDAD EN QPm.

En este epigrafe, considerando QP" identificado con
%(QPm), se estudia el conjunto de puntos focales de una sub-
variedad M del espacio proyectivo cuaternidnico.

Sea M una subvariedad n-dimensional embebida en QPm. En-
tonces, para todo (A,g) de TLM se considera F(A,¢) coﬁb el
punto de QP" alcanzado a distancia [le|l sobre la geodésica vy
de QPm pasando por A en la direccidén de £, esto es, F(A,g)=

=exp,llelle.

DEFINICION II.2.1.- Un punto B de QP™ se dice un punto focal

de multiplicad v>0 de (M,A), si B=F(A,g) para algun EeT;M y
el jacobiano de F tiene nulidad v en (A,g).
Es claro de (II.1.26) que si 5eT;M, y llegll=1, entonces,

1-cos2r -

o(g,8), r>0.

(11.2.1) F(A,rg) =A-+1 sen2rg + i >

2

Ademds, si r=0, se obtiene que F es la identidad en M,




por tanto, de ser las geodésicas de QPm periddicas de perio-
do n, y tomando -¢ en lugar de ¢ si fuera necesario, para

calcular (F_) basta considerar re(0,n/2].

% (A’rg)
Sea {X1,...,xn,g,n1,...,np}, p=4m-1-n, una base ortonor-
mal de T(A,rg)(T M), donde {x1,...,xn}( respectivamente, {n,,

-,np} ) es una base ortonormal de TAM ( respectivamente,

de Trg(U(T;M))’ siendo U(T;M) los vectores de médulo uno nor-

males a M en A ). Entonces, se tiene,

PROPOSICION I1.2.2.- Con las notaciones anteriores,

D) (P (p gy (Xy) = TICOSAT x4+ gsen2r G(X,€) -
. —% SQnZPAEXi + 99§%£:1k§19(Jk£,Xi)JKC—
._1:E%§E£ 5 A% .8, i=1,...,n.
ii) (F*)(A,rg)(g) = cos2r g + %sean alg,g).
iii) (F*)(A,rg)(nj) = % sen2r n; + 1:£%§2£ olg, nj), =1 0P,

donde por AE se designa al endomorfismo de Weingarten de M

m .
en QP correspondiente a .

Demostracidn.- Sea XeTAQPm unitario y sea a(t) la geodé-
sica de M que pasa por A en la direccidén de X. Si g(t) es el

desplazado paralelo en T M a lo largo de a(t) del vector g,

entonces, de (I.2.1), (II.1.23), (II.1.24) y (II.1.25) se tie-

ne,
_d 1 1-cos2r .
(F*)(A'PE)(X)-—a?(a(t)-+§sen2r5(t)-f———z——— olg(t),
_ 1 - 1-cos@r
yeE(t)) t=0 = X + ésenZP(—ACX—ko(X,C)) + i (
- - 1
9 - = Ko o X
AO(C,E)X + 26 Agx,g)) X 2sen2rAE +
-1 1-cos2r 3
+ =sen2ra(X,g) - —<9°%¢0 rox + 2 T g(J,£,X)J, € -
2 2 PR k



s _ l+4cos?Zr i - _
- o(ACX,g)} = > X +2 sen2r 9(X, ¢)
3
_IsenZ(‘ )(+E.Q_S..é‘_:1 [\:g(J E’X)J £ -
2 2 k k
k=1
1-coslr .
- ._..._Z_-.__ G(AEX'E)’

de donde se sigue 1).

Andlogamente, si n es un vector unitario en T __(U(T,M))
y a(t) una curva diferenciable en U(T;M) tal que o(0)=Ay
a'(0)=r g Entonces,
. d -
(Fod(argy (M = gg(Flaraten ] o =
= A + 1sen2rn-+1_coszr 3(n, &),
2 2 o
lo que prueba iii).
Finalmente, de (II.1.1), se obtiene,
_ d 1 1-cos2t ..
(F*)(A’PE)(E) = Fr (A +3sen2te + 7 ole,8)) 1 _.

= cos2r £+ sen2r G9(&,¢8).

DEFINICION II.2.3.~ Sea U(T M) el fibrado normal unitario a

M y O<r<n/2. Se considera la _aplicacion ¢P:U(T—M) >qP™,
dada por
(1I1.2.2) o (A, g) = F(A,rg).

A ¢P(U(T—M) se le llama tubo de radio r sobre M o tubo

sobre M a distancia r y en lo que sigue serd denotado por

¢P(M).

Obsérvese que, para valores suficientemente pequenos de
r, ¢ (M) es una hipersuperficie real de QP™. Ademds, en el
caso particular de que M sea una hipersuperficie real de QPm
y si o (M) es también una hipersuperficie real de QP™ se di-

ce que ¢r(M) es una hipersuperficie real paralela a M,

Sea M=OP(M) una hipersuperficie real de QPm obtenida
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como el tubo sobre M a distancia r. De la Proposicion II.2.2
y de ser M una hipersuperficie real se sigue que el espacio

tangente a M en un punto §=or(A,g) viene dado por,

(II1.2.3) TZM =_Sp{Xi/ Xi= (F*)(A,rg)xi’ i=1,...,n} +
—. _..= i =1,_ § =
+5p{nJ/ nJ (F‘“‘)(A,r‘g)nj"] p}
_ = 5 _1+cosZr 1 _
= Sp{Xi/ Xi_ > xi + 5 sen2r g(X.,¢£)
coszr-1 3
- - i s v
2seanAEx + > { Lg(JKg,Xi)Jkg +
k=1
+ o(ACXi,E)}, i=1,...,n} + Sp{”J / ”j =
= 1sen 2r +1(1—co 2r) ol ), j=1 }
=5 n. > S olék, n‘j yJ=, 000, P 1y
donde {xi}i=1,...,n’{nj}j=1, L son como en la Proposicion
I1.2.2.

Obsérvese también que del apartado ii) de la Proposi-

cidén I11.2.2 y de (II.1.24) se sigue que el vector normal uni-

tario a M en A es:

(II.2.4) N = cos2r £+ =sen2r g5(g,&).

A
Ademds, de (II.1.2) y (II1.1.12) se puede considerar que

. m+1 e "
E=z%*a+a*z, donde A=a%*a, a,zeQ y a,z verifican, aa¥*=zz*=

=1 y az*=za*=0. En consecuencia, de (II.1.17), (II.1.20),
(IT.2.1) y (II.2.4) se sigue,

= j, (I-2R)Ng = j, (I-2A-2sen2r -119%3356(5,g))

J Ik A

kNE

(cos2r g + 1sen2r6(c,£)) g

5 (I-2a*a-2sen2r(z¥*a+

Ik
+a*z)-(1-cos2r)(z*z-a%*a))(cos2r(z¥a+a*z)+
+sen2r(z*z—a*a))=jk(z*a—a*z)=jk(l—2A)€,

para todo k=1,2,3 y por tanto,se obtiene que

(II1.2.5) J Nz = J 8y k=1,2,3



Obsevando el comportamiento de la estructura cuaternio-
nica sobre el fibrado normal de las subvariedades cuaternid-
nicas, de las subvariedades totalmente complejas y de las hi-
persuperficies reales de QPm, se pasa a continuacidn a estu-
diar el rango de (F,) y el endomorfismo de Weingarten de M =
=¢F(M) en los casos siguientes,

i) Caso en el que Jkg, k=1,2,3 son normales a M,
ii) Caso en el que Jkg, k=1,2,3 son tangentes a M,
iii) Caso en el que J1£es normal a M vy JZE, J3£ son tangen-
tes a M,
Asi, designando por Kr el endomorfismo de Weingarten de

M y siendo X5} , {n como en la Proposi-

i=1,...,n j}j=1,...,p
cién 1I1.2.2 se tienen,

LEMA II.2.4.- Sea E£eU(T

AM), se supone que J,g, JyE ¥ J3€
son vectores normales a M., Entonces,

i) (F*)(A,rg)(xi) = 0 si y sdlo si r=n/2 0 X, es un auto~
vector de AE con autovalor ctgr, i=1,...,n.

iil (F*)(A,rg)(”j) = 0 si y s6lo si r=n/2, j=1,...,p.
L £ . .
iii) o “)(A,PE)(W) # 0 en cualquier otro caso

Demostracidén.- Por la Proposicidon I1.2.2 y por ser J, 8

J2€ N J3£ normales a M en A, se sigue

1+cos2r 1
(F*)(A,PE)(Xi)“'_—TT_— Xi-§sen2rA£xi +
1 - 1-cos2r. _1 B
+§sen2ro(xi,g)— ————2-———0(/\5)(1,&)--Zsean‘(ctgrxi

1 ~
_Asxi) +§(1—c052r)0(ctgr‘Xi-AEXi,C),
de donde se concluye 1).
Andlogamente, .
] 1 “
(F*)(A’rg)(nj)—zsenZP %—f§(1-cos2r)o(£,nj)
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de donde se concluye ii).

iii) se deduce facilmente de (I1I1.2.3), de i) y de 1i).

PROPOSICION II.2.5.- Sea ggU(T;M), se supone que J, ¢, Jog ¥

J35 son normales a M en A. Si_{x1,...,xn} es una base de au-

tovectores de AC ¢on curvaturas principales xi=ctgei, O<ei<

<w, i=1,2,...,n, entonces el endomorfismo ]r del tubo ¢P(M)

verifica,

i) a.(J g) = -2ctg2rJg , k=1,2,3,
ii) RP(RJ) = -ctg P}J, j=1,...,p-3,
iii) Rr(ii) = ctg(ei—r)ii, i=Tgeeagply
ggﬁgg{n1,...,np_3,J15,J25,J35} es una base ortonormal de
ru,
Demostracidén.- Sea B un punto de Qp™ y DeHM(m+1,Q). De

(I1.1.18) se deduce que,

(1I1.2.6) Dg = BD+DB-2BDB

es un vector tangente en B a QPm, que es la componente de O
m
T .
en BQP

Sea XeU(T M) tal que A

A EX=ctge>< y sea a(t) una curva di-

ferenciable en M tal que a(0)=A y a'(0)=X. Si &(t) es el des
plazamiento paralelo de & a lo largo de a(t) en T M, enton-

ces de (II.2.3), (I1.2.4) y dé la fdormula de Weingarten se

sigue,

% 4
r d

)

ot
o
—
o
—_
pars
—
Cael
—
—+
~—
~—

t=0 ¢r(A’£)

-~ 1
=(cos2r( - AEX+-0(X,€))-+ésen2r(—la(€’£)x +

-
'

+ 26(-A X'E))¢P(A,€)'

£
de donde,teniendo en cuenta (II.1.24) y las hipdtesis de la

Proposicidon,se sigue,



(11.2.7) - ]ri = ((-cos2rctge-sen2r)X + (cos2r -

T

- sen2rct99)°(x'5))or(A,E)°

De (II.1.2), (II.1.12) y por ser J15,J2g y J3g normales

se puede considerar

X.=a*x + x*a,
(IT.2.8)
E=2z%a+a%*z,
. +1 4m+ s
donde A=a*a y z,erm y aeS I3 verifican,
(11.2_9) » xx:‘::zz?’::aa‘k:‘ly xz‘k:zx‘k:ax‘k:xa*:za‘k:az‘k:O.

Por consiguiente, de (I1I.1.20), (II.2.1), (II.2.2),

(IT1.2.8) y (II.2.9) se tiene,

(IT1.2.10) ¢r(A,E)=a*a-+%sen2r(z*a+a*z)+
+ l,__g.gs—zr.\ (Z“,':Z_a'.'\‘a) s
(IT.2.11) -(cos2rctge + sen2r)X + (cos2r - sen2rctgo)
(3(X,£)) = -(cos2rctg® + sen2r) (x*a+a*x) +

+ (cos2r - sen2rctge)(x*z+z*x),

y de (II.2.7), se concluye que si P=(cos2rctge+sen2r) (x*a+

+a*x)+(sen2rctg®-cos2r)(x*z+z%*x), entonces,

(11.2.12) er = AP + PA - 2APA,
donde K=¢P(A,€).

De (II.2.9), (II.2.10) y (II.2.11) se tiene,

(1I1.1.13) Ap = (1+cos2r)i;ge+ sen2r .. .,
, 1-cosZ2rtsen2rctg® -
2 ’
(I1.1.14) PR = (1+c052r)i;ge+sen2r (ka4
i 1-cos2r+sen2rctg® <%z
2
(II.2.15) APA = O.



Asil, sumando (I1.2.13) y (II.2.14),

- g (1+cos2r)ctge +sen2r

(I1.2.16) A X = (a*x+x*a) +
r 2
" 1—;052rt§en2rct99 (z%x+x*z) =
=-ctgle -r)X,

lo que prueba 1ii).
Anidlogamente, de (II.1.23), (II.2.3), (I1.2.4) y de ser

Jkg,k=1,2,3, normales a M en A, se obtiene, .

(11.2.17) =1, (J &) = (cos2rd, g+ sen2r °(Jk5’5))¢r(A,€)=

= J r =1
(A, €) 2ct92erg, k=1,2,3,

= (cosZer£)¢
r
con lo cual se prueba 1i).

M, n ortogonal a Jkg, k=1,2,3, de

Por Gltimo, sea nsT;

(I1.2.4) se sigue,

= L= 1 = T
(11.2.18) _Ar(n)z(cOSZFn + 'ésenzr‘ O(ny E))¢P(A,€).

De (II.1.2), (II.1.12) y por ser J1§, ng y J35 ortogo-

nales a n, se puede considerar,

(11.2.19) n = w¥a + a¥*w

m+1 i i P
donde weQ y wz¥*=zw¥=wa*=aw*=0, Asl,

- - 1 o
_ _ % K & * W !
(I1.2.19) B (7)) = (cos2r(wa+ta*w) + 5sen2r(wz+z W))¢F(A,g)

y razonando como en la demostracidn de iii) se deduce’ique,
= KP(E) = ctgr n,

lo que concluye la demostracidn.

LEMA II.2.6.- Sea & un vector normal unitario a M en A, se

supone que in, JZE y J3£ son tangentes a M en A. Entonces,

iy (F,) (X) = 0 si y s6lo si r=n/2 o bien X es un

(A,rg)

autovector de AE con autovalor ctgr.

= B4 =



LEY & Fgl (Jog) = 0 si y sélo si r=1/2 0 bien J £ es

(A,rg)

autovector de AE con autovalor 2ctg2r, k=1,2,3.

Lkd) <F*)(A,rg)(nj) = 0 si y solo si r=n/2, j=1,...,p.

vl LF,] (W) # 0 en cualguier otro caso,

(A,rg)

donde X es un vector unitario en T,M ortogonal a ch, k=1,2,

A

3.
Demostracidén.- Por la Proposicidon II1.2.2 y por las hi-

potesis del Lema, se tiene,

1+cos2r 1 ~ 1
F = = - -
( *)(A,rg)x 5 X + 2sen2rc(x,§) 2seanAgx
1- 2r . 1
_ __E%E;ﬁ o(AEX,g) = 3 sen2r(ctgr*—AgX) + .
1 ; o
+ 2(1—0032r) glctgr X - Agx,g).
Asi, (F,) X=0 si y sb6lo si r=n/2 o bien A X=ctgrX,

(A,rE)

1o que prueba i).

Andlogamente, de (II.1.23) y la Proposicién II.2.2,

(F,) )(Jkg)= cosZerg— 1sen2r1\ J, £+

(A, rg 2 £k

1-cos2r . = B
+ — G(AEJKC,E), k=1,2,3,

de donde se concluye 1ii).
iii) y iv) son inmediatos a partir de la Proposicidn

I11.2.2.

PROPOSICION II.2.7.- Sea £ un vector normal unitario a M en

A, se supone que J1c, ng y JSC son vectores principales de

A con curvaturas principales 2ct92u1, 20t92u2 y 2ct92u3,

respectivamente, O<ukin/2, k=1,2,3. Entonces, si {X1,...,

xn_3,J1g,J25,J3g} es una baseortonormal de autovectores de

A5 con Agxi=Ctg@iXi' O<ei<n, i=1,...,n-3, se tiene,

a) Ar(xi) = ctg(ei—r)xi, i=1,...,n=-3.




b) Ar(Jkg) = 2ctg(2(pk—r))Jkg, k=1,2,3.
c) Ap(”J) = -Cctg rnj, j=1,...,p.
Demostracién.- <¢c) y a) se siguen de forma analoga a

los apartados ii) y iii) de la Proposicidén II.2.5.
Para probar b), se toma °k(t) una curva sobre M con

ak(O)=A y ag(O)=Jkg. Entonces, si g(t) es el desplazamiento

paralelo a lo largo de o, (t) en T™M, de (II.1.23), (II.2.3),

(II1.2.4) y la formula de Weingarten se tiene,

- == .4 '
(I1.2.20)  -A(J €)= (gp(N (ak<t),z(t)))|t=°)¢r(A £)

1 ~
)+—§sen2r(—A~

se, ) ke T

¢r‘ﬁ,g) ((-2ctg2y cos2r -
- 25en2r)Jk5)$r(A,£) =‘-2ctg(2(uk—r))Jkg’

con lo que se concluye la demostracidn.

LEMA II.2.8.- Sea & un vector normal unitario a M en A tal

que J1£5TAM N ng, JSCcTAM. Entonces,

1) (Fy)(a PE)(X) = 0 si y sb6lo si r=n/2 0 bien X es unau-

tovector de AC con autovalor ctgr, para todo XgU(TAM).

ii) (F*)(A,rg)(Jkg) = 0 si y sélo si r=n/2 o bien J ¢ €8s

un autovector de AC con autovalor 2ctgr, k=2, 3.

iii) (F*)(A,rg)(”) = 0 si y s0lo si r=s/2, para todo neUT M.

: r .
iv) ‘F*)(A,rg)(W) # 0 en cualquier otro caso.

Demostracidén.- Se sigue facilmente de .la Proposicidn
I1.2.2, teniendo en cuenta que J1§ es normal a M en A y que

Jkg son tangentes a M en A, k=2,3.

PROPOSICION II1.2.9.- Sea ¢ un vector normal unitario a M en




A tal que J155TAM N ng, J3g son autovectores de AC con au-

tovalores 2Ct92p2 N 2ct92u3, respectivamente, O<uk<ﬂ/2, k=

=2,3. Entonces, si {X1,...,xn_2,J25,J3c} es una base ortonor-

' .= . . i=1, ..
mal de autovectores'de /\E con Agxl ctge1 i O<61<n, )

,N-2, se tiene,

i) Rr(ii) = ctgle -r)X,, i=1,...,n=2.
1i) A (J,e) = 2ctg(2(y,-r))JLE,
iii) Kru—;z) = 2ctg(2(u3~r))T37;.
iv) A (JJE) = 2ctgard e. ]
v) A_(n) = -ctgr n,

para todo n unitario normal a M en A y ortogonal a ¢ y &

J1£.

Demostracidn.- De ser xi ortogonales a J1g, ng Y J3g
i=1,...,n-2 y por un razonamiento anadlogo al hecho en iii)
de la Proposicién‘II.Z,S, se sigue 1i).

ii) y 1ii) se siguen de igual forma que en el apartado
b) de la Proposicidn II.2.7. _

Finalmente, iv) y v) se demuestran como i) y ii) de la

Proposicidon I1.2.5.

§3. ESTRUCTURA DEL CONJUNTO FOCAL DE ALGUNAS SUBVARIEDADES

DE qP™. EJEMPLOS.-

En este epigrafe se estudia la estructura de los puntos
focales a una cierta distancia de algunas subvariedades to-
talmente geodésicas de QPm y de algunas CR-subvariedades

cuaternidnicas de este espacio.

§3A. PUNTOS FOCALES DE SUBVARIEDADES CUATERNIONICAS DEQPm.—

Sea QP" = {AeHM(n+1,Q)/ A2=A y traza A =1}, La inclu-
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sidén de HM(n+1,Q) en HM(m+1,Q), n<m, induce un embebimiento
i de QPn en QPm dado por
A 0
(ITI.3A.1) i(A) =
0" 0
el cual es totalmente geodésico y hace de QP" una subvarie-
dad cuaternidnica de QP".
2 . . - . m -
Sea M" una subvariedad cuaternidnica de QP de dimen-

sidén cuaternidnica n. Entonces de la Definicidn I.2.5 se tie-

ne,

(II.3A.2) J(TaM) = T, k=1,2,3.

A
Ademas, por el Teorema 1.2.6, M es una subvariedad to-
talmente geodésica de QPm y por consiguiente un abierto de

QP" embebido como en (II.3A.1) en QP™. Asi, para estudiar

. n
los puntos focales de M en QPm basta estudiar los de QP en

Qpr™.

En este sentido, de (II.3A.2) y del Lema II.2.4 se de-
duce, =
LEMA II.3A.1.- Sea M una subvariedad cuaternionica de dimen-

sidén cuaternidnica n del espacio proyectivo cuaternidnico

m
QP . Entonces (F*)(A,rg)

WET(A,PE)(U(T M)).

W =0 si y sblo si r=n/2 para todo

Por consiguiente, de la Proposicién II1.2.5 y del Lema

IT.3A.1, se obtiene,

PROPOSICION II.3A.2.- Sea M una subvariedad cuaternidnica

m ; . . T .
e QP de dimensidn cuaternidnica n. Entonces para O<ren/2,

Q

®P(M)=M es una hipersuperficie real de QP™ y el endomorfis-~

mo de Weingarten Kr de M verifica:
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- i _ ___(7:)

A (T 8) = -2ctger T,

Ar‘( nJ) = ’_Ctg r nj ’ »

= = n - e
r(X) = ctg(é—r)x,

para todo X tangente unitario a M y donde h1,---,n4(

m-n-1)"

J,8,J,8,J 81es una base ortonormal de T™M.
Como consecuencia de lo anterior se tiene,

COROLARIO II.3A.3.- Sea V una hipersuperficie real de QPm

que se queda sobre el tubo de radio r, O<r<s/2, de una sub-

variedad cuaternidnica M de QPm. Si NB es el vector normal

a V en BeV, entonces J1NB’ JZNB y J3NB son principales con

la misma curvatura principal u=-2ctglr.

Demostracidn.- Por quedar V sobre ¢ (M), se tiene que
B=o_(A,£) para algin AcM, CcU(T;M). Asi, de (II.2.4), Ny =
N¢r(A'£) salvo un signo, y teniendo en cuenta (II1.2.3) y
(I1.2.5), de la Proposicidon anterior se tiene,

= = _ 3 sen2r— T
AerNB = Aeri = Ar > ch =-sen2rctgar Jﬁ

= -2ct92erNB,

lo que prueba el corolario.

COROLARIO II.3A.4.- Sea M una subvariedad cuaternidnica de

Qpr™. Entonces,para O<r<n/2, el conjunto focal de ¢ (M) es

la unidén de M con el conjunto focal de M.

Demostracidn.- Por ser 0<r<n/2, ¢.(M) es una hipersu-
perficie real de QPm y por tanto, del Corolario II.3A.3, si
N es un campo de vectores normales a ¢r(M), JkN, k=1,2,3,

son principales con la misma curvatura principal -2ctg2r.

(*) La ~ sobre los campos de vectores designara lo mismo
que en §2 de este Capitulo.
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Por el Lema II.2.6 se obtienen puntos focales de ¢F(M) a

distancia =-r en la direccién de N y a distancia r
2 °r(A’£)

en la direccidn de =N (A £)" Ahora bien, los puntos focales
r\ C

-r, a lo largo de geodésicas en la di-

Nia e

de ¢P(M) a distancia
reccion de N¢ (A, €)" son puntos focales de M y los puntos
focales de ¢P?M) a lo largo de geodésicas en la direciéén de
—N¢P(A,€), son los puntos de M, con lo cual se concluye la
demostracién.

Estos resultados proporcionan los siguientes ejemplos

de hipersuperficies reales con curvaturas principales cons-

tantes:

EJEMPLO II.3A.5.- Se considera M={A}cQPm, una subvariedad
O-dimensional de QP™. Entonces, ¢ (M)=G(A,r) no es mis que
el conjunto de puntos a distancia r de A, esto es, la hiper-

esfera geodésica de centro A y radio r,en Qp™.

De la Proposicion II.3A.2, salvo la eleccidén del campo
de vectores normales a la hipersuperficie, se sigue que
G(A,r), O<r<n/2 es una hipersuperficie real de QP™ con dos
curvaturas principales constantes y distintas y=2ctg2r de

multiplicidad 3 y a=ctgr de multiplicidad 4m-4.
4m+3

De (II.1.11), se puede suponer A=a¥*a, aeS . Entonces,
per (II.1.19), se tiene ,
(I1.3A.3) UCT,M)=U(T,QP™) = {XeHM(m+1,Q) /X=x*a+a¥x,
«x,a®» = Ka,x>» =0, xesMt3 } =S4m+3,

y por tanto, si se aplica la definicidn de o Y (1I1.1.20),

se deduce que

(I1.3A.4) ., oA X) = A+



+ {x*a +a*x)(x¥*a +a*x)(I-2a*a) =
= a%a + (x*x-a*a) = x*x = YP(x).
a
Luego, ¢n/2((A}) = { x*XeHM(m+1,Q)/ «x,a>» = 0, xeS m+3}=
- - —H
= {x*xeHM(m, Q) / xeS4m L } = QP 1, y se concluye que QP™" =
¢n/2({A}). En consecuencia, G(x,r) es también el tubo adis-

. =1
tancia %—r sobre QPm embebido por (II.3A.1) en QP™ de for-
ma totalmente geodésica como una subvariedad cuaternidnica

de QPm.

EJEMPLO II.3A.6.- Sea M=QP", O<n<m-1, embebido segin (II.3A.
.1) en QPm. Entonces, de 1la Proposicién II.3A.2, ¢P(QPm),
O<r<n/2, es una hipersuperficie real de QPm con tres curva-
turas principales constantes y distintas, u=2ctg2r de multi-
plicidad 3, A,=ctgr de multiplicidad 4(m-n-1) y A,==tg r de
multiplicidad 4n.

De forma anadloga al Ejemplo II.3A.5 y aplicando la de-

finicidn de o se tiene,

(I1.3A.5) o (A Z) = A+15(Z,2) =A+2%(1-2A),

l\)l—k‘

n/2
para todo AsQPn, siendo Z un vector normal unitario a QPm

en A. Como dimU(T QPn)= 4(m-n-1), razonando de igual forma

A
que en (II.3A.3) y (II.3A.4) se deduce,

n m-n-1
¢n/2(QP ) = QP ,
n m-n-1 . .
y por tanto, ¢P(QP ) = L (QP ) . Esto es, si O<r<a/2,
==r
2 n
el tubo de radio r sobre QP se obtiene también como el tubo
. m m-n-1 . . .
de radio 5= " sobre QP , siendo , por tanto, este ulti-

mo una hipersuperficie real con tres curvaturas principales
constantes y distintas.

Una interpretacidn en la esfera unidad de los ejemplos
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anteriores es la siguiente:

. .. 4m+3
Se considera la hipersuperficie real M(p,r) de S m da-
da por,
4m+3
(IT.3A.6) M(p,r) —{q;(qo,q1,...,qm)es /
2 2
[ Hajll®=cos®ry,
i=0

con 1<p y 0O<r<n/2. Entonces, es facil probar que

(I1.3A.7) ¢P(opp“‘) = T(M(p,r)),

3

. . - 4m+ m
siendo I la proyeccion de Hopf de S m sobre QP .

§3B. CONJUNTO FOCAL DEL ESPACIO PRQYECTIVO COMPLEJO.-

- . m+1
Sea C el cuerpo de los numeros complejos. Sobre C se

considera el producto Hermitico usual,

m
(I1.38.1) <z,w>= ] z.w.,
j=1 44

), w={(w_,...,w )eCm+1 y aqui " denota el

donde z=(z ,
o) m

N 4
o]

. 5 m+1 . ‘
conjugado complejo. Es claro que C es un espacio Euclideo

con producto interno usual,

(II.3B.2) '51(z,w) = Real<z,w>,
para cualesquiera z,wch+1.

Si por 82m+1 se designa la esfera unidad en Cm+1, esto
es, g2l _ ¢ g™ 51(z,z)=1}, es conocido que el espécio

proyectivo complejo m-dimensional, CPm, puede obtenerse de

2m+1 . . o . . ke
S mediante la identificacidén de z con xz, xeC, [al=1.

Asi, 52m+1 es un fibrado principal de CPm con grupo es-

1 . . -
tructural S y donde por I, se va a designar a la proyeccilon

1

m+ 1 . ; .
de S2 * sobre cP™. Ademas, el subespacio horizontal en un

+1 .
punto zeszm viene dado por

(II.38.3) 1= wee™ N/ <z,w> = 01,
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. . +1 - .
y el subespacio vertical en Zeszm esta generado por J1Z,

siendo j1 la unidad imaginaria de C.

. . P 1 .
Se considera Qm+1 identificado con Cm+1x Cm+ en el si-
gulente sentido,

m+1 m+1 . . A .
(I1.3B.4) (z,,2,)¢eC x C se identifica con z,+j525

qe Qm+1,

donde j,,Jj,,Jj5 son las unidades cuaternidnicas, Jqdo=ise

. e . 3 . 4m+
Con esta identificacion, la accion de 83 sobre S 3
viene dada por,
Z p -ql [z
(I1.3B.5) (O,Q)(w) = _
q p | \w
para todo (z,w)eS4m+3 y (p,q)eS3. En consecuencia dicha ac-
cién es la dada por SU(2) = { Aegl(2,C)/ AR =I, det A=1}.
De la esfera unidad 82m+1 de Cm+1 en la esfera unidad
4 . . . ~ 4m+
de S et de Qm+1 se define la aplicacion J252m+1—————> g™ 3
dada por,
(II.3B.6) j(z) = (z,0),
. o " + .
para todo zes2m+1. Asi1, mediante J, 82m 1 es embebido en
4m+3 P . . @ '
S de forma totalmente geodésica y la fibracion 1 de la
esfera S4m+3 sobre QPm induce H1 de 82m+1 sobre CPm.

. . m
Consecuentemente, el espacio proyectivo complejo CP

. . . .~ 13 m
queda embebido en el espacio proyectivo cuaternionico QP

mediante j:CPm > QPm dada por,

(II1.3B.7) j(n1(z)) = (z,0),
2m+1 % . . . .
para todo zeS . Ademas j hace conmutativo el siguiente
diagrama: 52m+1 -1 S4m+3
n n
o
cP —L 5 qr



.. . m
Con la identificacidon (IL3B.4), si XeTQP ', X =1 ,.(a,b),

4m+3 i

con (a,b) en el subespacio horizontal de S Asi, de (II.

1.3) se sigue,

J1X = T[‘l.\_(_j_1a.,‘—_j_1b),
(I1.38B.8) JoX = M(~b,a),
JaX = n(=Jjqb,i52),

donde {J1,J2,J3} es una base local de la estructura c&gter—
niénica de QP".

El embebimiento (II.3B.7) ha sido estudiado por Funaba-
shi en [Fu2], donde se prueba que, mediante este embebimien-
to, el espacio proyectivo complejo queda isométricamente in-
merso en el espacio proyectivo cuaternidnico, QPm, de forma
totalmente compleja y totalmente geodésica (ver la Definicidn
1.2.7 ). Es decir, con las notaciones anteriores, se verifi-
ca,

J1(TCPm) = Tcp™,

(11.3B.9) JZ(TCPm) ='U3(TCPm) = 17 cP™,

donde P> ¥ P4 son como en (I.1.3).
Otra forma de obtener el espacio proyectivo complejoes
la siguiente:

Se considera el conjunto de las matrices Hermiticas com-
plejas HM(m+1,C) = {Aegl(m+1,C)/ Kt = A}, con el producto

interno

91(A,B) = %trazaAB

para cualesquiera A,B HM(m+1,C). Entonces de forma analoga

a §1 de este Capitulo puede verse, [T], que $1:CPm —_—
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HM({m+1,C) dado por,

(I1.38.10) %1(n1(z)) = th, Ze82m+1

es un embebimiento isométrico de CP" en HM(m+1,C) tal que,

(11.3B.11) V,(CP™) = {AeHM(m+1,C)/ A=A, traza A =1},
Yy
(I1.38.12) JX= jL.(I-2A)X,

1 1

para todo XeTACPm y donde I es la matriz identidad de HM(m+
+1,C).

Las propiedades de esta g;ﬁersién son andlogas a las des-
critas en s§1 de este Capitulo para el caso de QPm. Por con-
siguiente, se puede trabajar con el espacio proyectivo com-
plejoobien como obtenido de 52m+1 o bien como obtenido me-
‘diante (IT1.3B.11}).

Considerando CP™ obtenido por (I1.3B.11) y teniendo en

cuenta la identificacién (II1.3B.4), se sigue que el embebi-

miento j de cP™ en QP" viene dado por
g m
(II.3B:13) JCA) = (A,0) e QP .

Ademds de (II.1.14) y (II.3B.4) se tiene,

m

(11.3B8.14) QP {((A,B)/ A,Begl(m+1,C), A+j,BeQP"} =

{(A,B)/AeHM(m+1,C), Begl{(m+1,C),
Bt+B=O, A2-§B=A, AB+BA=B, traza(A+

+j28)=0}.

" . m
Por cualquiera de estas formas de considerar CP se

obtiene la siguiente

PROPOSICION II.3B.1.- Sea CP™ el espacio proyectivo comple-

jo .embebido mediante (II.3B.7) en QPm. Entonces, para 0O<r<n/4
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: < . . m
0o bien £<r<§, wr(CPm) es una hipersuperficie real de QP don-

de el endomorfismo de Weingarten ]r de QF(CPm) verifica,

EP(J1€) = —2cthrJ:E,

R (T 8) = 2ctgl2(z-r))J L, k=2,3,

ir(ﬁj) = -ctgr RJ, j=1,...,2m-2,

(X)) = ctg(g—r)ii, i=1,...,2m-2,
donde £eT CP" es unitario y EX4yen ey Xy 5idyE,JgE)(respecti-
vamente, {n1,...,n2m_2,£,J1§}) es una base ortonormal de

17cP™ (respectivamente, de T cP™).

Demostracidon.- Sea EeTLCPm unitario, de (II1.3B.9), J1£
es normal y JSE, J3E son tangentes. Ademas, como cP™ es em-
bebido en QP de forma totalmente geodésica, del Lema II.2.8
y de la definicidn de ¢r’ se deduce que, para 0<r<n/4 o bien
para £<P<£, el tubo de radio r sobre CP" es una hipersuper-
ficie real de QPm. Por tanto, si {X1,...,X2m_2,J2€,J3€} es
una base ortonormal de TCPm, Agxi = ctg% Xi y Ang5=ZCt92%‘ﬂ§
k=2,3, y el resultado se sigue entonces de la Proposicidn

IT.2.9.

EJEMPLO II.3B.2.- Considerando el espacio proyectivo comple-
. . . . s m
Jjo CPm inmerso en el espacio proyectivo cuaternionico QP de
forma totalmente compleja y totalmente geodésica se sigue

n . m n m , :
que para O<r<Z o bien, Z<r<§, ¢r(CP ) es una hipersuperfi-
cie real de QPm con cuatro curvaturas principales constantes
y distintas, w =2ctg2r de multiplicidad uno,'u2=—2t92r de
multiplicidad 2, A1=ctgr de multiplicidad 2(m=1) y A2=—tgr

de multiplicidad 2(m-1).

Ademds, de (II.2.3), (II.2.5) y de la Proposicién II.
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3B.1, se deduce, R

COROLARIO II.3B.2.- Sea M una hipersuperficie real de QPm

que queda sobre el tubo de radio r, O<r<£ [} £<r<%, sobre el

espacio proyectivo comple jo CPm. Entonces, si N es un campo

de vectores normales a M, J_N, J

1 Ny J

N son principales con

2 3
curvaturas principales 2ctg2r, -2tg2r y -2tg2r, respectiva-

mente.

Notese que del Lema II.2.8 y de la Definicidon II.2.1
se obtienen puntos focales del espacio proyectivo complejo

a distancia y que, ademas, ¢ﬂ/4(CPm)vno es una hipersuper-

Hl

ficie real de QPm. Cabe entonces preguntarse:

a) ¢ Es ¢ﬂ/4(CPm) una subvariedad de QPm?

b) En caso afirmativo, ¢De qué tipo de subvariedad se

trata?.

En lo que sigue se da solucidn a estas dos cuestiones.
Con este objetivo, se va a considerar el espacio proyectivo
complejo obtenido de la esfera unidad g™ 1 e M y el es-
pacio proyectivo cuaternidnico obtenido de la esfera unidad

S4m+3 de Qm+1'

Sea x un punto de cp™ y 2552m+1 tal que n1(z)=x. Si
yeU(T;CPm), de (II.3B.9) se tiene que y=J,a para algin vec-

tor tangente unitario a en TXCPm. Esto es, de (11.38.3),

(I1.3B.19%) a = (I *)Zw, <z,w>=0,

Por consiguiente, de (II.1.6), de la Definicidén II.2.3
y teniendo en cuenta la identificacidén (II1.3B.4) se deduce
que un punto AeQPm es un punto focal de (CPm,x) a distancia

m 5
Z s1,



i2 . /2
(I1.38.16) A = = H*(Z+J2W) =-§-n*(z,w).
para algun weCm+1 con <z,w> =0, |lzll=llwl].
Asi, si se toma,
(I1I1.3B.17) M* = {(z,w)sS4m+3/ Hzll=lwll, <z,w>=0},

de (I1.3B.16) se obtiene que ¢ﬂ/4(CPm) < n(M*), pero clara-
mente, todo punto de n(M*) es un punto focal de (CPn,x) para

. m
algun xeCPm. Por tanto, el conjunto de puntos focales de CP

a distancia en QPm es N(M¥*),

a
a

TEOREMA II.3B.3.- M* és invariante por la accidn de 53 sobre
4m+3

S

Demostracidn.- Por la identificacidén (II.3B.4), de (II.

38.1),(I1.3B.2) y la definicibén de M* se tiene que si '(p,qle

e y (z,w)eM*, entonces (p,q) ; =(pz-qw,qz+pw) verifica,
(I1.3B.18) HpZ—awH2 =g1(pz-aw,pz—aw)= 94(pz,p2) -
- 29, (3w,pz) + g (Gw,aw) = [plllzl1Z+ lal®llwil®=
= 1ol 2wl + falP Nz 1% =llaz+pull®,
y
(I1.38.19) <pz—aw,qz+5w >=<pz,qz> —<aw,5w >+<pz,qw> -

- - 2 - 2
- <qgw,qz> = pqallz{l® - apliwll® = 0,
lo gque prueba el teorema.

COROLARIO II1.3B.4.- N¥*¥ =qn(M¥*) es una subvariedad compacta

. . Lo m
del espacio proyectivo cuaternidnico, QP .

A continuacidn se pasa a ver qué tipo de subvariedad

es N* dentro de QP™.

TEOREMA II.3B.5.- Sea N* = (cP™). Entonces,

Yn/a

i) N* es una CR-subvariedad cuaternidnica (4m-3)-dimensio-
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nal de QPm.

. , . m
11) N*¥ es minimal en QP .

e
iRy

iii) Si D es la distribucidn cuaternidnica de N* y D es la

distribucidn complemento ortogonal de D en TN*, entonces,

a) o(D,D ) = {0},
6) o(D ,D) = (0}

c) Af ZX = X,
K

k=112,3!

para todo XeD, donde Z es un campo de vectores unitario de

D y o es la segunda forma fundamental de la inmersidon de N¥

en QP
Demostracidn.- Por ser M* una subvariedad 4m-dimensio-
4m+3 .k .
nal de S , del Teorema II.3B.3 se sigue que N¥* es una sub-

variedad (4m~-3)-dimensional de QPm. Sea (z,w)eM*, entonces

(a,b)cT(Z W)M* si y sélo si existe una curva o(t) diferencia-

b

ble sobre M¥, a(t)=(c1(t),02(t)) tal que (a1(0),02(0))=(z,w)
y (u%(O),aé(O))=(a,b). Por tanto, de (II.3B.17}),
(1I1.3B.20) oy () ll=lle, (), <o (t),ay(t)> = 0,

para todo t.

Diferenciando en (II1.3B.20), se sigue,

go(z,a) g (w,b),

0

(I1.3B.21) go(z,b) go(w,a),

go(j1z,b)-+go(j1w,a) = 0.
En consecuencia, si £¥=(w,z), g%=(-z,w) y €§=(-J1W,J1ZL

de (II.3B.21) y como go((w,z),(z,w))=go((—z,w),(z,w)) =

=go((—j1w,j1z),(z,w)), se sigue que &%, 55 y 55 son vectores

normales a M¥* en S4m+3. Claramente,{iﬁ}igvig} son ortonorma-
. o 4m+3

les, y por tanto, de ser la codimension de M* en S tres,
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se deduce,

(I1.3B.22) T M* = Sp (£%,6%

(z.w) 5.8%5 )

Por el Teorema II1.3B.3, M*¥ es invariante por la fibra-

cidon de Hopf. Luego, el espacio tangente a la fibra, esto es,

el espacio vertical del fibrado principal M*(N*,SS) en (z,w)

viene dado por,
(I1.38.23) V(z,w) = Sp{j1(z,w),j2(z,w),J3(z,w)} =

= Sp{(j1z,-j1w),(—w,z),(j1W,j1Z)},

y ademas el fibrado normal a N*¥ en In(z,w) es,

(I1.3B.24) T (Z’W)N* = Sp{M ed=g,, N, E5=¢,, M, £5=¢41.

Ahora bien, de (II1.3B.8) y (II.3B.24), se tiene,

J1§1=H*(‘j1w,—‘j1z)=—€3, J1€2=J253 z,
(11.3B.25) J2€1 = I,(-z,w) = Eos J252=_J1g3=-§1,
J3C1 = H*(—j1z,—J1w)= Z, J352=§3.

Como (—J1Z,—J1W) es ortogonal a V(z,w) y verifica las
ecuaciones dadas en (II.3B.21), se tiene que Z=n,(-j z,-j W)

€s un vector unitario tangente a N* en In(z,w).
|

De (II1.38.25), se deduce que si D, .

es el complemento ortogonal de Dn(z,w)

en N*, enton-

T
n(iz,w)
ces,

D : (z,w) — D define una distribucion

Z,w)
(II1.3B.26) cuaternidénica sobre N¥

m(

D e TN, k=1,2,3,

1o que prueba que N* es una CR-subvariedad cuaternidnica

(4m-3)-dimensional de QP" y se concluye 1i).

Como las fibras de la fibracidm T:M* > N* son total-

= T =




mente geodésicas, se tiene ( ver [On]),

" H
A£1(n*(a.b)) = H*(A(W,Z)(a,b)) ;
H
(I1.3B.27) Agz(n*(a,b)) = n*(Af_Z’w)(a,b)) ,
H
A (nm,(a,b)) = nm, (A% . . (a,b)) ,
53 * * (v—J1W,J_1Z)
para todo (a,b)gT(Z W)M*, donde por ( )H se designa el co-

rrespondiente levantamiento horizontal y A (respectivamente,

A* ) es el endomorfismo de Weingarten de N* en QPm (respec-

. 4
tivamente, de M* en S m+3).

Para probar 1iii) se procede como sigue,
1.- Si (a,b)z(—j1z,—j1w), entonces, de la férmula de

Weingarten, dada una curva diferenciable a(t) sobre M¥* a(t)=
(a1(t),02(t)), con condiciones, (a1(0),02(0))=(z,w) y (a%(O),

02(0))=(—j1z,—J1w) y designando por g:(t) el representante
de Eﬁ en a(t), k=1,2,3, se tiene,
“A"E?i\_(_,j—]zv_J1W)=(—j1wa.j1Z)EV

(11.3B.28) -A‘ES(—J1z,-J1w)=<J1zvi1W) € Viz,w)’

(z,w)’

-A% (—j1z,-j1w)=(—w,z) eV

£3 (z,w)

por tanto, de (II.3B.27) y (I1I.3B.28) se concluye,

(II.3B.29) A DL = A DL = A& D™ = {0},
o 2 3

de donde se deducen a) y b).

2.- Sea (a,bleT M=

(z,w)M™ (a,b) ortogonal a V (]

(z,w)

® SD{(jjz,j1W)}, un vector unitario. Se supone que alt) =
=(a1(t),a2(t)) es una curva diferenciable sobre M* tal que
(01(O),a2(0))=(2,w) y (a%(O),aé(O))=(a,b),si gﬁ(t)=(a2(t),

01(t)), entonces , de la formula de Weingarten, se sigue,

% = d v
(II38.30) _A(W,Z)(a’b) - (a—E(EZ’]{(t))(tzo) !



*

donde por ' se designa la componente en T(z W)M*. Asi,

(I1.3B.31) A

(W,Z)(a'b)= (b,a)-fgo((b,a),(—z,w))(—z,w)+

+ g ((b,a), (~jw, j z))(=jw,j2),

y de forma analoga,

(I1.3B.32) (A% Y"(a,b) = (a,b)-go((b,a),(—z,w))(-z,w)—
- g, ((bya), (=jyw, jyz))(jyz,~jwk
= (a,b) + Y,

donde ch(Z Wy Por consiguiente, de (II.3B.27) se concluye

y

que,
(II1.3B.33) Al X = X

para todo X en D.

De forma similar, se prueba,
(I1.3B.34) AS X = X, Ai X = X,
2 3
para todo XeD, con lo cual se concluye la demostracidn dec).

Finalmente, de (I.1.3), (I.2.1), (11.3B.25) y (II.3B.29)

se sigue,

g(AJ1ZJ2X,Y)=—g(J2X,VYJ1Z)=—g(X,VYJ32)=g(AJ3ZY,X)=
=g(AJ3ZX,Y)=Q(VXJ2J1Z,Y)=-Q(J2AJ1ZX,Y),
para cualesquiera X,YeD. Por consiguiente,
(II.3B.35) AJ1ZJ2 = —JZAJ1Z sobre D,
y analogamente,
(I1.38.36) AooJ, = =J_ A, A, J. = =J A,
J3Z 1 1 J3Z JZZ 3 3 JZZ
sobre D.
De (II.3B.29) , (II.3B.35) y (II.3B.36) se deduce que
trazaAJ1Z = traza %ZZ = traza AJ3Z = 0, lo que prueba ii) y



se concluye la demostracion del teorema.

Una interpretacion como espacio homogéneo de N¥* es la
dada en el siguiente,

TEOREMA II.3B.6.- N* es una CR-subvariedad cuaternidnica de

SU(m+1)
SU(2)xSU(m=1) °

QPrn difeomorfa a

Demostracidén.- Del Teorema II.3B.3 y de (II.3B.5) bas-

SU(m+1)
SU(m-1) °

objetivo, se considera la accidn de SU(m+1) sobre M* dada por

tara probar que M* es difeomorfa a Asi, con este

(I1.3B.36) P((z,w)) = (zP,wP),

para todo PeSU(m+1) y para todo (z,w)eM¥*,
De (II.3B.17) se sigue que dicha accidn estda bien defi-

nida y que es una accidén transitiva. Sea (zo,wo)eM*, con

: 1 : 1
ZO+J2WO = (/5,0,...,0) + J2(0,7§,

grupo de isotropila de SU(m+1) en (zo,wo) viene dado por,

0,...,0), entonces el sub-

(II.3B.27) H(z gy = {PeSU(m+1)/ zoP=zo, W0P=wb}=
o' o -
14| o
= {PeSU(m+1) / P = , P'e SU(mM=-1)}=
0 p'
= SU(m~-1}),

a SU(m+1)
SU(m-1) °

de donde se deduce que M* es difeomorfo
EJEMPLO 1II1.3B.7.- Se considera cP™ isométricamente inmerso
en QP de forma totalmente compleja y totalmente geodésica.
Por el Teorema I1.3B.5 se sigue que si M* = {(Z,W)eS4m+3/
Hlzll=llwll, <z,w>=0}, entonces N*=m(M¥) es una CR-subvarie-
dad cuaternibnica de QP", compacta, minimal y tal que que

la segunda forma fundamental ¢ de N* en QPm verifica que

6{(D,D”)={0}. Ademis, esta CR-subvariedad cuaternidnica es

el conjunto de puntos del espacio proyectivo cuaternidnico
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que estan a una d

m 5
de QP partiendo
mal a CPm.

Como consecu
II1.3B.2 todo tubo
n ki
-<r<s,es t

4 2

ciprocamente.

plejo,
Est
tubo de radio r s
y ademéas, si
ser considerado ¢
tores normales so
Sea stPm, z
3B.8B) se sigue qu
<z,w> =0,

Por tan

y teniendo en cue

gue un punto AsQPrr

si,

ST

(I1.38.38)

con <z,w> =0 para

2m+1

existe zeS ta

(II.3B.39)

Resumiendo,
m m g -
-<r<=
z 50 es tambien

vez un tubo sobre

COROLARIO II.3B.8

perficie real de

es la unidn de N*

istancia n/4 a lo largo de las geodésicas
’ i}
de los puntos de CP™ en una direccidn nor-

encia de esto, se obtiene gue en el Ejemplo

de radio r sobre el espacio proyectivo com-

.. . . m

ambién un tubo sobre N* de radio r-z y re-
™ n .

o] es, para todo r, Z<r<§’ se sigue que el

obre CPm es el tubo de radio %—r sobre N¥*,

m
<p<-

0 , €1 tubo de radio r sobre cp™ puede

m
omo un tubo de radio i’ sobre N* cuyos vec-
n los opuestos de los anteriores.

2m+1

¢S tal que m (z)=x. Si ygT;CPm, de (II.
e y=joa, an(TXCPm), esto es, a=(nm,,) w,
to, de (II.1.6), de la Definicidn I1I1.3.2

nta la identificacidn II.3B.4, se deduce

es un punto focal de (CPm,x) a distancia

—

A= T.(jow) = 1,(0,w),
2e82m+1. Ahora bien, dado w:82m+1, siempre
] que <z,w>=0. Asi se concluye que,
o (CP™) = cp™.
2
todo tubo de radio r sobre CP", O<r<£ é

un tubo de radio g—r sobre CP™ y es a su

la CR-subvariedad cuaternidnica N¥*,

.— Sea r>0, tal que ¢P(CPm) es una hipersu-

QPm. Entonces, el conjuntg focal de ¢P(CPm)

con el cunjunto focal de N¥*,
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Demostracién. -

n 6 ﬂ<r<TT
a .

<r<
r z 5

Por
vectores normales
con curvaturas pri
tivamente. Asi del
fbcales a distanci
focales a distanci
distancia g;r yr
cluye el corolario

5 m m
Si =<r<j3

g4z, &l

§3C. CONJUNTO FOC

Por el tema II.2.8, basta considerar 0O<

el Corolario II.3B.2, si N es un campo de

: ¢P(CPm), JkN, k=1,2,3, son principales

ncipales 2ctg2r, -2tg2r y -2tg2r, respec-

E m
si O<r<s

7 Se obtienen puntos

Lema 1I1.2.8,

a Ahora

A

-r yr. bien, los puntos

I
2
a %—r estan en N* y los puntos focales a
son puntos focales de N*, de donde se con-
en este caso.

corolario se demuestra de forma anadloga.

AL DE UNA CR-SUBVARIEDAD CUATERNIONICA

(4m-3)-DIMENS

IONAL TOTALMENTE GEODESICA MIXTA DE QP™.-

El ejemplo de
nido en §3B de est
subvariedades cuat
del espacio proyeg

En este sent]
variedad cuaternid

bano en [BCU]J,

€st

(ZI.3C.1}

que, por el Corolario I1.3.7, es equivalente a que D sea

tegrable con hojas

propiedades obteni

destacadas:

LEMA II,.3C.1.- Se

variedad Kaehleri

5 M una CR-subvariedad cuaternidnica de

ana cuaternidnica M.

m

CR-subvariedad cuaternidonica de QP obte-

e Capitulo, motiva el estudio de las CR-

ernidnicas totalmente geodésicas mixtas

tivo cuaternidnico.

do, y para el caso de que M sea una CR-sub-

nica de QP", M. Barros, B.Y. Chen y F. Ur-

udian la condicidn

g(O(D,DL),JkDL) = 0, k=1,2,3,

in-
totalmente geodésicas en M, Entre las

das por los anteriores autores merecen ser

una

¢eD, ZeD™ se tiene

Entonces para todo
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sl k'’
1
= - X
AJiZJJX Ay 2947
X £ X
Nyoz7d Ay 27
1 J
para todo i#j], JiszJk, i, j=1,2,3, donde por A se designa

el endomorfismo de

Weingarten de M,

LEMA II.3C.2.- Sea

M una CR-subvariedad cuaternidnica de una

variedad Kaehleriapa cuaternidnica M. Entonces, para todo X,
YeD, ZeD se tiene|
g(AJ ZJix,Y) = —g(JiAJ Zx,Y),
k K
g(AJ Zka'Y) = g(JkAJ Zx,Y),
3 K
para todo k#i, k,i=1,2,3

LEMA II.3C.3.- Sea

espacio proyectivo

M una CR-subvariedad cuaternidnica del

]
cuaternidnico. Si las hojas de D son to-

talmente geodésicas en M, entonces se tiene,
lo(x, 21 1% + 1Ia, xII% = 1, k=1,2,3,
J, Z
~"k
g(c(x’x)’JkAJkZW) = 0, k=1,2,3,

para cualesquiera

Los resultadg

enfocados a probar

XeD, Z,WeD unitarios.

s obtenidos en esta linea en [BCU], estan

la no existencia de CR-subvariedadea cua-

Lo R m
ternionicas curvadas negativamente en QP que puedan ser fo-

liadas por subvar

sicas, si bien,
CR-subvariedad cu
CIT.3C:1)+

Por el Teore

§38B es una CR-sub

tedades totalmente reales totalmente geodé-

en dicho trabajo no se da ningin ejemplo de

. . . m . . . . .
aternidnica de QP verificando la condicion

ma II.3B8.7, la subvariedad N¥* obtenida en

variedad cuaternidnica verificando (II1.3C.1).
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Resulta, por tanto
CR-subvariedades c

diciédn.

DEFINICION II.3C.4|

de QPm, se dice g

verifica,
(I1.3C.2)

Obsérvese que

(I1.3C.1) vy

TEOREMA II.3C.5.-

-3)-dimensional vy

(II.3¢.

de interés estudiar si existen muchas

. . : m 3 , .
Jaternidonicas de QP verificando dicha con-

- Sea M una CR-subvariedad cuaterniodnica

ue M es totalmente geodésica mixta si se

o(D,D ) {0}.

si dimM =4m-3, entonces las condiciones

b

2} son equivalentes.

Sea M una CR-subvariedad cuaternidnica (4m-

totalmente geodésica mixta del espacio pro-

yectivo cuaternidn

ico QPm. Entonces la segunda forma funda-

mental de M tiene

el mismo comportamiento que la segunda for-

ma fundamental de

la subvariedad N¥*.

Demostracidn

mente geodésica mi

(FL,3C.3)

(I1.3C.4) :

para cualesquiera

Como dim M

=Spi{Z}. Asi, de se

distribuciones D Jy

ortonormal de autpo

, 2} tal que,

(II1.3C.5)

4m-3, entonces dimp =1 y por tanto, D

- Por el Lema II.3C.3 y por ser M total-
xta se tiere,
I, X118 = 1, k=1,2,3,
o Z
K
(o(X,X),JKAJKZZ) = 0, k=1,2,3,

XeD, ZeD untitarios.

r o(D,D )=10},

.

A deja invariantes las
J1Z

; esto es, se puede escoger una base

vectores de A de la forma {X1,...,X4m_4

J1Z




Claramente D:Sp{x1,...,x4m_4), luego, teniendo en cuen-
ta (II.3C.4) y (IIL.3C.5), se deduce,
= = i=1,...,4m-4,
(1L.8C.6) a1g(o(xi,xi),J1Z) Q1Bi 0, i=1, , 4m
Si u1#0, de (II.3C.6), Bi=O para todo i=1,...,4m-4 y
por consiguiente HA\J in([2 =0, i=1,...,4m~-4, lo cual con-
1

tradice (II.3C.3)
(II.3C.7)
De forma ana
(I1.3C.8) A
Finalmente,
(I1.3C.9)
para todo XeD. An

(II1.3C.10)

para todo XeD.

La minimalid

= A Z.
JWZ
Para conclui
(LL.3C:7),; II.3C
3B.5.

Se pasa a co
sobre una CR-subv
totalmente geodés
nico qr".
PROPOSICION I1.3C

(4m-3)-dimensiona

;/ en consecuencia, a1=0 y por tanto,

1

Z = A Z = 0.

JZZ J3Z

de (II.3C.3), Bi=1 y por consiguiente,
2 _
AJ1ZX = X,

dlogamente a (II.3C.9) puede deducirse,

ad se sigue del Lema II.3C.2 y de ser O

r la demostracidn basta tener en cuenta

8), (II.3C.9), (II.3C.10) y el Teorema II.

ntinuacidn a estudiar los puntos focales
ariedad cuaternidnica (4m-3)-dimensional y

ica mixta del espacio proyectivo cuaternid-

.6.- Sea M una CR-subvariedad cuaternidnica

.. . m ¢
1 totalmente geodésica mixta de QP . Si O<
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n " .
AR & entonces ¢l tubo de radio r sobre M es una hipersuper-

R . m S :
ficie real de QP con cuatro curvaturas principales constan-

tes y distintas, p1=-2Ct92P de multiplicidad 2, u2=2t92r de

multiplicidad 1, A ,=ctg(z-r) de multiplicidad 2(m-1) y A =

=—tg(§-—r) de multiplicidad 2(m-1).

Demostracidn.- Sea AeM y ch(T;M). Por el Teorema II.
3C.5 se puede escoger en TAM una base de autovectores de AE'
{X1,...,x4m_4, Z} verificando, DA={Z} Y

A X, = X., i=1,...,2(m=-1),
g1 i
(IT.3C.11) A X, = X, j=2m-1,...,4(m=-1),
£ J
AZ =0
13

Entonces, de la Proposicidon II1.2.2, de (II.1.23), (II.

JZ+a_J,Z con a2+a2+a2= 1

3C.11) y como E=a1J1Z+a2 > 3J3 qtastag , se dedu-
ce que,
I = -
(1L.,3C,12) (¢r)*(A,£)(Xi) cos r(cosr ;enr)xi +
+ senr{(cosr -sen r)&(xi,g), i=1,...,2m=-2,
{I1.3C,13) (¢r)*(A,£)(xj) =cosr(cosr +sen r)xj +
+senr(cosr +sen r)B(XJ,E), j=2m-1, .,4m-4,
1 1
(II.3C.14) (ar)*(A’g)(Z) = 5(1+cos2r)Z + 5(cos2r 1
3
E 9(J, £,2)J.8) = cos2rZ.

k=1
Ademas, si Ny ¥y n, son dos vectores ortonormales en

M,

> i-

T;M tales que {&,n,,n,} forman una base ortonormal de T

entonces, n.=b._.J.Z+b..JZ+b.JZ, i=1,2, donde
1 1 373

i171 22 1
a1 a2 a3
.3C.1
(I1.3C.15) b, b5 b5 € SO(3),
I boq Py Dyj




Asi, por la Proposicidn 1I1.2.2 y por (II.1.23) se ten-

dra que,
1 .
: : L) = o3 . =1,2.
(I1.3C. 18] (¢r)*(A,g)(”1) 5 sen2rn., 1
En consecuencia, de ser O<r<£ yde (II1.3C.13), (II1.3C.14)
y (IT.3C.16) se obtiene que rango(e ), = 4m-1, por lo que

mr(M) es una hipersuperficie real de opP™.

Se estudia a continuacidn el comportamiento del endomor-

fismo de Weingarten Rr de ¢ (M), O<r<£.

Sea Zz@r(A,g); de lo anterior y de (II.2.4), el vector

normal a o (M) en A viene dado por,

(I1.3C.17) N; = cos2rg§g + %sean o(g,¢g),

por consiguiente, si se sigue la misma notacidn que en §2 de

este Capitulo, se tiene, por ser {X1,... } ortonormales

’X4m—4
a SpiJ,&,J,8,J58), y de forma analoga al apartado iii) de la

Proposicidn I1I1.2.5 que,

™ .
ctglz = riX,, i=1,...,2m-2,

> 1
I

X,
(11.3C.18) rt

.y
x|
I

m Z :
—tg(Z-P)XJ, j=2m-1,...,4m-4,

rJ
Ademéas, si a(t) es una curva diferenciable sobre M tal

que a(O)=A y a'(0)=Z, si se denota por g{(t) el desplazamien-
to paralelo de g en TLM a lo largo de o, entonces, de (II.1.
.23), (II.1.24), (II.2.5), (II.3C.11), (II.3C.14) y (II.3C.

.17) se sigue,

- _ i 7
(I1.3C.19) -AZ = (dt(N¢P(c(t),£(t)))lt=O)

Z))" =-2sen2rZ =

1
(ésenZP(—XS(E,E)

-2ctg2rZ.
Finalmente, si Bi(t)es una curva diferenciable en U(T;M)
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tal que Bi(O)=E y Bi(O):ni’ i=1,2, entonces, analogamente a

(I1.3C.19), se tiene,
(II.3C.20) -A_n. = cos2rn, = 2ctg2rn,, i=1,2.
ro 1 1 1

El resultado se sigue entonces de (II.3C.18), (II.3C.19)

y (11.3C.20).

De la demostracidon del Teorema II1.3C.6, se tiene que
z, 31 y 32 son principales. Asi,de (II1.2.5), como Spi{J ¢,

SNENNS N SplZ,n

5 }, se obtiene que el operador Kr del tu-

1= g
bo de radio r sobre M, or(M), O<r<£, verifica,

(I1.3C.21) g(h _(Sp{J N J3NZ}),DZ(P)) =0,

A7 oNA s
donde Dz(r) es el complemento ortogonal de Sp{J1NR,J2Nz,J3NK}

en TK(¢ (M)). En consecuencia, si se denota por Di(r) al es-

r

paclio generado por J1NK' JZNK y JBNK , la matriz del endomor-

fismo Kr de ¢ (M) en A viene dada por
D

ctg(g—r)
(2m-2-
i m
ctg(Z—r)

-tg(g-r)

(11.3C.22) A = . (2m=-2
r . -
—tg(Z—r)

2tg2r
-2ctgar
-2ctgar

-

respecto de una base de DZ(F)@Di(P)' Asi, de (II.3C.5), si

se toma como nueva base local de la estructura cuaternidnica

-

{J1,J ’JB}’ donde, a, a2 a3 J1 J1
bi4 Py P43 g = |3
b5y bopy Pp3 I3 | J3



De esta forma, los correspond1entes-ﬂ1Nz,-UZNZ y-U3NZ
son principales con curvaturas principales 2tg2r, -2ctg2r y

-2ctg2r, respectivamente, con lo que se concluye,

COROLARIO II.3C.7.- Sea M una CR-subvariedad cuaternidnica

. s .. R m
(4m-3)-dimensional totalmente geodésica mixta de QP . -Enton-

. . . m
ces, s1 O<r<£, ¢r(M) es una hipersuperficie real de QP con

cuatro curvaturas principales constantes y distintas, verifi-

cando que existe una base local de la estructura cuaternidnica,

{J%,J;,Jé}, de QPm, tal que, si N es un campo de vectores
2 ==

normales a ®P(M), los correspondientes J%N, JéN Y JéN son

principales con curvaturas principales 2tg2r, -2ctg2r y -2ctg2r,

respectivamente. Ademas, las curvaturas principales respecto

de una base ortonormal de campos de vectores de p(r) son x1=

=Ct9(£—r) y X2=—tg(£—r) ambas de multiplicidad 2m-2.

Nota.- Obsérvese de la Proposicidén II.3B.1 y de (II.3C.22)
gue las curvaturas principales de ¢p(CPm) son las mismas,
salvo la eleccidn del normal,” que las de ¢ _rn(M) para todo

r tal ﬂ<<“ ¢
aqule‘-z-.

TEOREMA II.3C.8.- Sea M una CR-subvariedad cuaternidnica

.. ; m
(4m-3)-dimensional totalmente geodésica mixta de QP y sea

vi : o . m
M una hipersuperficie real conexa y orientable de QP 1la

cual se gueda en el tubo de radio r, O<r<£, sobre M. Enton-

ces M se queda en el tubo de radio r‘=£—r sobre el espacio

; ; m
proyectivo complejo CP .

Demostracidn.- Por estar M sobre ¢ (M) para algin r,

O<r<£, entonces del Teorema II.3C.6 y del Corolario II.3C.7

se deduCe que M tiene curvaturas principales constantes y



ademas, si N es un campo de vectores normales a M se puede

L. m
escoger, localmente, la estrucura cuaternionica de QP de

forma que si N es un campo de vectores normales a M, existe

X JN,J

una base {X,,..., 4m—a4a'>1

ZN,J3N } ortonormal de autovec-

tores de TM tal que el endomorfismo de Weingarten A de M es-
ta dado, respecto de esta base, por,

m

A(ii) =‘ctg(4 r)ii, i=1,...,2m-2,

AMX ) = -tgla-r)X ., j=2m-1,...,4m-4,
(11.3C.23) 4 v

ANy = 2tg2rulR,

AJ N = -2ctg2erN, k=2, 3.

En consecuencia, del Lema II.2.6, si se considera el

tubo de radio r':%—r sobre M, ¢r.:M

> QPm , Se tiene que

L tiene rango constante sobre M e igual a 2m. Por tanto,

mediante el uso del Teorema de la funcidn inversa (ver [Bt])

para cada AeM existe un entorno coordenado U de A en M con

2,...,u4m_1 con origen en A tal que

4m-1
u

1
coordenadas locales u ,u

2m+1

¢ , es un embebimiento de la slice u

=0 sobre
r

m N . .
QP . Luego or,(P) es una subvariedad 2m-dimensional en un

entorno de @r.(A). Ademds la distribucién,

(I1.3C.24) TO = {XETAM / (®r.)*x = 0},

es integrable con hojas (2m-1)-dimensionales sobre M.

Por consiguiente, existe un entorno U en M, AeU, sufi-
cientemente pequerio tal que ¢r.(U)=V es una subvariedad 2m-
dimensional embebida en QPm.

Si V1 y V2 son los autoespacios correspondientes a los

autovectores ctgr'y -tgr', respectivamente, en A, entonces ,

de ser To integrable y del Lema II.2.6 se deduce,



para cualesquiera X,Yev1.

De esto, de (I.1.3), (1.2.1) y (II.3C.23) se sigue,

(LI .3C-258)

para cualesquiera X,ch1.
S1 se toma ahora el tubo de radio g—r' sobre M, enton-

ces, por un razonamiento analogo a la obtencidn de (II.3C.25)

se deduce,

g(Z,JKW) = 0, k=2,3,
(I1.3C.26)
pZ(Z) = p3(W) = 0,
para cualesquiera Z,Wevz.
De lo anterior, de ser din1v1=din1V2 y de las propieda-

des de la estructura cuaternidnica se tiene,

JkV_1 =_y2, k=2,3,
(I1.3C.27) J_]\/1 = V2,
J1V2 = V2

Ademas, de la ecuacidn de Codazzi, se sigue que

g((va)Z,Y) = g((vZA)X,Y),

para cualesquiera st1, X,stz, siendo vV la derivacidén cova-

riante de M, en consecuencia,
(11.3C.28) g(v
para cualesqulera X,chz, 1
Por otra parte, de (I.1.7) y (I.2.10) se deduce,

g((v MJILN, I N =g ((T | =A)J N, I N)

3



y mediante el uso de (II.1.3) y (II.3C.23) se concluye,

(I1.3C.29) P, (J5N) = (J3N) = 2tgar'.

P3
De la Proposicion II1.2.2 y de (II.3C.23) se tiene que

s m
- ,NA), entonces TZV es el subespacio de TZQP gene-

rado por 92 = Spi{X+ tgr' B(R,NA)/ieVZ} y por {JKNA,k=2,3}.

En consecuencia, de (II.1.24), si {Z1,...,22(m_1)} es una ba-
se ortonormal de v2, entonces,
(I1.3C.30) {21+tgr'6(21,ﬂy,...,22m_2+tgr'5(22m_2,NA),
JZNA,J3NA},
€s una base ortogonal de TKV'
Ahora bien, de (II.1.18), es facil deducir que para to-

do Xev_ ev,, X+tgr'6(X,N&eTRQPm. Por tanto, de (II.1.24) y

(II.3C.24) se sigue que,

(I1.3C.31) V. = Sp(Retgr (X, N,/ XeV ) ¢ Tgv,

y como, claramente, de (II.1.18) y (II.2.4), J1NA y cos2r'N,+
+ %sean‘S(NA,NA) se quedan en Tgv, se puede concluir,
(I1.3C.32) Tgv = 91 o) Sp{J1NA,cos2r'NA+%sen2r'8(NA,NA)}.

Razonando como en (II.2.5), es facil deducir de (II.3C.

.27), (IT.3C.30) y (II.3C.31) que,
J1(Tzv) = TKV’

(11.3C.33) I (TgV) = Tzv,
JH(TgV) = Tzv,

por lo que TKV es un subespacio totalmente complejo en el



sentido de Funabashi, [Fu2].
En lo que sigue se va a probar que V es una subvariedad

totalmente geodésica de QPm, para lo cual se designa por

- 1 -

£* = cos2rN_ +=sen2rd{(N,,N, ),

(I1.3C.34) Ae ATAL
X* = X + tgr'd(X,N,),

A
para todo Xev1®V2.
Con este objetivo y razonando de igual forma que en la

Proposicidn II.2.7, se deduce,
(I1.3C.35) Ak L =0,

donde por A* se denota el endomorfismo de Weingarten de V.
Sean Z,WEV2 y sea a(t) una curva diferenciable sobre M

tal que a(0)=A y a' (0)=W, entonces, de (I.2.1), (II.1.24) y

(11.3C.23), denotando por o* la segunda forma fundamental de

m .
V en QP , se tiene,

(II.3C.36) OF(ZF,WH) = (T W HT(Z,W) - tgrt g f 2
A

+ tgr'(6(§Z

= (U W+ (1+tg r')a(z,W)-2tgr'g(w,Z)NA—

—tgr'g(J1W,Z)J1N

W,NQ4—0(VZNA,W)) =
2

W,N,) -

+ tgr'a(V A

A

~tg°r g(w,2)8(N,,N,))

z

donde por se designa la componente en Tgv.

Como, por (II.3C.35), o*(Z* ,W*) no va en la direccidn de
£%, basta probar que tampoco va en la.direccidn de J1NA ni
en la direccidn de X*, con iev1.

Ahora bien, de (II.1.24), (II.3C.28) y (II.3C.36) se
tiene,

(II.3C.37) g(a¥(Z%,W¥),X*) = g(V_W,X) =0

para todo iev1, y



(II.3C.38) glo* (W, Z%),J N\ =g(v W - tgr'g(J w,2)J N,

,J1NA)=tgr'g(J1W,Z)—tgr'g(J1W,Z)=O.
En consecuencia, de (II.3C.37) y (II.3C.38) se sigue,
(I1.3C.39) o*(V,,V,) = {O}.

Se considera ahora ZeVé . Entonces, de (I.2.3), (II.2.1)

(IT.2.24), (II.3C.23) y (II.3C.26),se deduce,

(I1.3C.40) o (Z%,J,N ) = (F,0N, + 5(Z,J,8,)) 7=

= (p1(Z)J3NA + tgr'd,Z - E(JZZ,NA))

]
¥

2

y como si C=p1(Z)J NA+tgr'J22-8(JZZ,NA), se tiene que

3

(I1.3C.41) g(C,X¥)=tgr'g(J,Z,X)=tgr'g(J,Z,X)=0

para todo XeV1, y

(I1.3C.42) g(c,y N =0,

entonces, de (II.3C.40), (IT.3C.41) y (II.3C.42) se conclu-
ye que,

(11.3C.43) o*(V,,J. N3 = {0} ;

De forma anadloga a la obtencidon de (II.3C.43), se obtie-

ne,
(I1.3C.44) : o*(VZ,J3NA) = {0},

Finalmente, de (I.2.3), (II.1.23), (II.3C.23) y (II.3C."
.29), se sigue,
(I1.3C.45) 0¥ (I N, IoNL) = (F) § IoNA) =

3°A
= (p1(J3NA)J3NA) = 0
En consecuencia, de (I1.3C.39), (II.3C.43),(II.3C.44)

y (II1.3C.45), V es una subvariedad totalmente geodésica de



QP™ y por tanto, localmente simétrica. Asi, (V,J1) es una
variedad Kaehleriana inmersa de forma totalmente compleja y
totalmente geodésica en QPm, y por un resultado de rigidez
de Funabashi, [Fu2], V ha de ser un abierto de cp™.

Es claro entonces que U se queda sobre el tubo de radio
%—r sobre un espacio proyectivo complejo cP™. Ademds por

ser M conexa con curvaturas principales constantes, M se que-

w

il sobhe CPm, lo que concluye la de-

da en el tubo de radio

mostracion.
Como consecuencia inmediata de este Teorema se sigue,

COROLARIO II.3C.9.- Sea M una CR-subvariedad cuaternidnica

(4m-3)-dimensional conexa y totalmente geodésica mixta de

QPm. Entonces M se queda sobre N*, siendo N* la CR-subvarie-

dad cuaternidonica dada en §2B de este Capitulo.




CAPITULO TTI

Todos los ejemplos de hipersuperficies reales del espa-
cio proyectivo cuaternidnico obtenidos en el Capitulo II tie-
nen curvaturas principales constantes. En este capitulo se
prueba que éstos son los UGnicos ejemplos de hipersuperficies
reales con curvaturas principales constantes de QPm tales que
su endomorfismo de Weingarten deja invariante la distribucidn
cuaternidnica asociada a las mismas. También se da una carac-
terizacién de las hiperesferas geodésicas en este espacio.
Concretamente se prueba que, localmente, éstas son las ani-
cas hipersuperficies reales del espacio proyectivo cuaternié-
nico, de dimensidn cuaternidénica mayor o igual que tres, con

dos curvaturas principales distintas en cada punto.

§1. HIPERSUPERFICIES REALES DEL ESPACIO PROYECTIVO CUATERNIO-

NICO. FORMULAS BASICAS.-

*

Sea M una hipersuperficie real( ) del espacio proyecti-
vo cuaternidnico QPm y sea N un campo de vectores normales
unitario a M en QPm. Por Uk se designara a -JkN, k=1,é,3. Co-
mo para todo XeTM, F X va en la direccidn de N, k=1,243, en-

tonces (I1.2.9) se puede escribir en la forma,

(*) Las hipersuperficies reales estudiadas en esta memoria
seran siempre orientables.
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(ITI.1.1) JKX = ka + fk(X)N, k=1,2,3,

donde FKX = fk(X)N, k=1,2,3, esto es,

(ITI.1.2) F LX) = g(u,X), : k=1,2,3,

De (III.1.1), (III.1.2) y teniendo en cuenta que J,, J

y J5 son estructuras casi-Hermiticas, se deduce,

(III1.1.3) PeX = =X + f _(X)U,, k=1;2,3,
(II1.1.4) g(P.X,Y) + g(X,P Y) = 0, k=1,2,3,
(I11.1.5) g(P X,P Y) = g(X,Y)-f (X)Ff (¥), k=1,2,3,

para cualesquiera X,Ye¢TM.

Obsérvese también,de (III.41.2),que,

(II1.1.6) Fl (PX) =0, ’ k=1,2,3,

para todo XeTM, y que

(II1.1.7) P U, = O, k=1,2,3,

De (I.1.2), J,J,y ==Jd Jd, = J

192 oY 4 Por lo que utilizando

37
(IIT.1.1) e igualando las componentes tangenciales y norma-

les, se tiene,

P X=P P X = f (X)U, = =P P X+ f(X)Ug,

2 3 3 3 2
(I1I1.1.8) P2X=P3P1X-—f1(X)U3= —P1P3X-+f3(X)U1,
P3X=P1P2X--f2(x)u1 =—P2P1X-+f1(X)U2,
Y
(III1.1.9) fi(X) = fJ(PkX) = —fk(PjX),

para todo XeTM, siendo (i,j,k) una permutacidn ciclica de
(1,2,3).
Las férmulas de Gauss y Weingarten, en este caso, vie-

nen dadas por



v
5 va + g(AX,Y)N

VXN -AX

(III.1.10)

para cualesquiera X,Y eTM, donde por A se designa el endo-
morfismo de Weingarten de M.

Las ecuaciones de Gauss y Codazzi vienen dadas, respec-

tivamente, por

(III.1.11) R(X,Y,Z,W)

R{X,Y,Z,W) + g(aX,Z)g(AY,W) ~

g(AX,W)g(AY,Z),

(II1.1.12) (R(X,Y)Z)~

gHVXMY,Z)- gHVYMX,ZL
para cualesquiera X,Y,Z,WeTM, donde

v A = - .
(I1II.1.13) ( X )Y VXAY Ava.

Sustituyendo (I.1.7) en (III.1.11) y teniendo env§uenta

(IIT.1.1), se tiene,

3
(III.1.14) R(X,Y)Z = g(Y,Z)X - g(X,2)Y + Z{g(ka,z)ka-
k=1

- g(PkX,Z)PkY:tZQ(X,PkY)PkZ} + g(AY,Z)AX -

- g(AX,Z)AY,

para cualesquiera X,Y,ZeTM,
De (I.1.3), (III.1.10) y teniendo en cuenta la defini-

cion de Uk’ se tiene,

VU, = —VXJiN:=—JiVXN-kpj(X)JkN-pk(X)JJN=

JjAX - pj(X)Uk+ pk(X)UJ. =P AX - pJ.(X)Uk +

+pk(X)Uj-+fi(AX)N.

Asi, igualando componentes tangenciales en la expresion

anterior, se concluye,

(III1.1.15) v U, = -p. (X)U



para todo XeTM y donde (i, ]j,k) es una permutacidn ciclica de
(1,2,3).
Finalmente, de ser QP" de curvatura seccional cuaternié-

nica constante e igual a 4, de (I.1.7) y (III.1.12) se dedu-

ce, S

3
LOF, (X)P
k=1

+ 29(X,PkY)Uk},

(II1I1.1.16) (VXA)Y-(VYA)X

it

kY - fk(Y)PkX +

para cualesquiera X,YeTM,

§2. HIPERSUPERFICIES REALES ISOPARAMETRICAS DE QPm VERIFI-

CANDO g(AD,D')=0.-

Sea M una hipersuperficie real de QPm con campo de vec-
tores normales Ni si se designa por D' al subespacio genera-
do por Us, U2 y U3, y por D al complemento ortogonal de D'
en TM, claramente, se obtiene que D y D' son distribuciones
diferenciables sobre M.

En este epigrafe se clasifican las hipersuperficies rea-
les isoparamétricas,verificando que g(AD,D')=0, del espacio
proyectivo cuaternidnico.

Una caracterizacidon de la condicidn anterior viene dada

por,

LEMA I1II.2.1.- Sea M una hipersuperficie real de QP™. Enton-

ces g(M),D")=0 si y sblo si existe una base local de Q, {J%,

Jé,Jé}, tal que los correspondientes Ué=—JéN, k=1,2,3 son

principales.

Demostracidn.- Si se supone que existe una base local
{J%,J',Jé} de V tal que los correspondientes Uy, son princi-
pales, es claro gque por ser D' =Sp{U',Ué,Ué}, se verifica
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que g(AD,D")=0.

Reciprocamente, si g(AD,D')=0, entonces, AD & D y
AD'< D', y de ser A diagonalizable, existen X1,X2 y X3eD'
tales que X, X,y X5 son autovectores de A y ademas, D' =

Sp{x1,X2,X3}. Por tantc, existe PeS0O(3) tal que,

R u,
P X, = u,
Xy U,

segun esto, escogiendo como nueva base local de estructuras

casi-Hemiticas de V, {J%,J' Jé}, con

2 4
J1 J
P JZ = J
_J3 J3
se tiene que los correspondientes U'=-J'N, k=1,2,3 son prin-

k k

cipales y se concluye la demostracidn.

LEMA II1.2.2.- Sea M una hipersuperficie real de op™, Si U1,

U2 Y U3 son principales con curvaturas principales Gqs G5 Y

03, respectivamente, entonces

X(a,) = U.(a.)f,(x)-pj(Ui)(ai—a

Yf,o(X) +
i i i

K" Kk

+

P (Ug) (o =0 )F (XD,

donde (i, j,k) es una permutacidén ciclica de (1,2,3), XeTM,

Demostracidn.- Bajo las hipdtesis del lema, AU.=a.U

D I B

i=1,2,3. Asl de (III.1.15), se tiene

. W _ _ g _ _ .
( xA)Ui aniUi A in X(ui)Ui alpJ(X)Uk +

- UL =APAX,
+ uipk(x)Uj-+aiPiAx-+pj(X)ukUk p (X)aJUJ i

K

y de aqui,



g((v

A)Y,Ui)= g(Y’(VXA)Ui) X(oi)fi(Y)-

X

~a P (XIFL (V) + 0P OO (V) +a,g(PaX,Y) +

+pj(x)akfk(Y)_Gjp (X)fJ(Y)

K g(APiAx,Y) =

[t

X{a.)f . (Y) + (a
1 1

k—ai)pj(X)fk(Y)-+(ai—aj)pk(X)Fj(Y)—

1

GUAP.AX,Y) + a,g(PAX,Y),

i=1,2,3, para cualesquiera Y, XeTM, donde (i, j,k) es una per-
mutacidén ciclica de (1,2,3). En consecuencia, de lo anterior

y de (III.1.16) se deduce,

g((VXA)Ui,Ui) -g((v

- g((v A)X,Ui),

U,
i

y por tanto,
MX,U ) = U, (e )L (X)) +

+(ak—ui)pJ(Ui)fk(X) + (ai—aj)pk(Ui)fj(X),

con lo que concluye la demostracidn.

DEFINICION II1I1.2.3.- Sea M una hipersuperficie real de QPm,

se dice gque M es isoparamétrica si sus curvaturas principa-

les son constantes.

De ser las funciones curvatura principal continuas,no
s restriccidon a la hora de estudiar hipersuperficies rea-
les isoparamétricas, el considerarlas conexas. Asi, en todo
lo que sigue, las hipersuperficies reales consideradas en es-
te Capitulo seran siempre conexas.

Sea, por tanto, M una hipersuperficie real isopa;émétri—
ca de QPm; se va a suponer también que U1, U2 y U3 son prin-

cipales con curvaturas principales a,, 9, y ag, respectiva-

- 94 -



mente, esto es,

AU1 = 01U1,
(IT11.2.1) I\U2 = 02U2,
AU3 = 03U3.

A continuacidn se van a clasificar este tipo de hipersu-

perficies reales para lo cual se distinguen,

§2A. CASO EN EL QUE AL MENOS DOS DE LAS CURVATURAS PRINCIPA-

LES CORRESPONDIENTES A U1,U2 y U, SON IGUALES. -

3

En este caso, no hay restriccidn en suponer que a =a,,

y por tanto, de ser M isoparamétrica, se puede considerar

(II1.2A.1) @, =a, = 2ctglr,

para algin r , O<r<§.

Del Lema II.2.6, se sigue que ¢r:M >QPm tiene ran-
go constante g, y por el Teorema de la funcidn inversa ([Bt])
para cada punto AeM, existe un entorno U de A en M tal que

¢ (U)=V es una subvariedad g-dimensional embebida en QPm y

r

ademas, la distribucidn,

(IIT.2A.2) TO = {XeTM / (®r)*X=O}’

es integrable con hojas (4m-g-1)-dimensionales.

Considerando la aplicacién n : U > T V dada por

1 %
(III.2A.3) n(A) = cosZrNA + ésenZPO(NA,NA),
entonces n estd bien definida y ademasde (II.2.5),

(III.2A.4) J. n(A) = J_N k=1,2,3.

LEMA III.2A.1.- Con estas notaciones y bajo las condiciones

anteriores se tiene,




4m-1 si #-2tglr,

1) ___r‘ango nv': = —— 0'3
ii) rango n, = 4m-2 ii a3=-2t92r.
Demostracion,- Sea {x1,...,x4m_4,u1,u2,u3} una base or-

tonormal de autovectaqres de A, se supone gque AXi=YiXi, i=1,.

.,4m-4. Entonces, de (II.1.24), de las fdormulas de Gauss y

Weingarten y de (III.2A.3) se tiene,

(III.2A.5) n*(xi)= —cosZrAxi-+0052r5(xi,N)—

seanS(Axi,N)~-lsen2r~7i~

> BN, NjRE = =Y EesarRy -

1 o A
=sen2r2X. + cos2rd(X,,N) - sen2ry.d(X,,N) =
2 i i i i

—(Yic052r-+sen2r)xi-+(cosZr-—seanYi)G(xi,N),

Claramente, de (II.1.24) y (III.2A.5), QUny (X, n,(X))=

= 0 para todo i#j, i,j=1,...,4m-4. En consecuencia, n,(X

)

.,n*(x4m_4) son linealmente independientas salvo que algu-

no de ellos sea 0. Ahora bien, de (III.2A.5), n*(xi)=0 si y

sb6lo si,

(IITI.2A.6) Yi=—t92r y Yi=ct92r,

lo cual es una contradiccion. Por tanto n*(X1),...,n*(X4m_d
son linealmente independientes.
Andlogamente, de (II.1.24), de las fdérmulas de Gauss y

Weingarten, de (III.2.1) y (III1.2.4), se deduce,

(II1.2A.7) n*(Uk) =-c052rAUk-+c052r6(Uk,N)—
1 ~
—zsenZPKE(N,N)UK-seanc(AUk,N)—
= (—cosZruk— 25en2r)Uk, K=14:2+35
y, como antes, n, (U )=0 si y s6lo si a, =-2tg2r. Como o =a,=

=2ctglr, de (III.2A.5) y (III.2A.7) se concluye que rangon,=



4m-1 si y sdlo si o #-2tg2r y rangon,=4m-2 si y sdlo si %q

=-2tg2r, con lo que se concluye la demostraciodn.

LEMA TIII.2A.2.- En las condiciones del Lema anterior, si

rangon, = 4m-1, entonces a,=a, y M es un abierto de,

2

i) Una hiperesfera geodésica o de,

ii) Un tubo de radio r sobre QPK, Q<k<m-1,

Demostracidn.- De la'definicién de n, se observa que,
denotando porm‘i’P el tubo de radio r sobreV, entonces ¥ _(-n(A))
=A., Asi, n tiene inversa a la izquierda. Como rangon,=4m-1,

y ademas, n tiene inversa a la izquierda, necesariamente n
es un difeomorfismo sobre un subconjunto abierto n(U) de

U(T V). Por tanto, designando por U (T'V) la fibra de

n(B)

U(T v) {T V) es un abierto de Un

Un(s)

T V) y, por consiguiente, ha de contener una base de T; (A}
r

generada por elementos de la forma {n(A) / AeV}, esto es,

, se sigue que n(U)N (

(B)
Vv

(III.2A.8) T V = Sp{n(A) / AeU'&S U},

Sea {x1,...,x4m_4,u1,u2,u3} una base ortonormal en TAM

de autovectores de A. Entonces, de la Proposicidén I1I1.2.2,

(I1.4.5) y (III.2.1) se sigue:
(ITI.2A.9) gl(e ), x.,J
k=1,2,3, i=1

(II1.24.10)  g((o ),U;,J n(A)) = (3sen2ra, -cos2r)g(U,U,),

2 1 17k

1,k=1,2,3.
Por (I1I1.2A.8), (III.2A.9), (III.2A.10) y por ser a,=
bl 2ctgl2r, se tiene que TL V es invariante por J1,J2.

¢r(A)

Asi, por las propiedades de la estructura cuaternidnica, bha



de ser invariante porJ3,yde qu,zA,1o), se concluye que as=

=2¢t92r=a1=02.

Seglin lo anterior, U es una hipersuperficie real isopa-

ramétrica de QP" con U, Uy oy U3 principales con la misma

2

curvatura principal y ¢ (U)=V es una subvariedad cuaternid-

nica de QP™.
Sea AeU y B un punto arbitrario de la hoja TO gque pasa

por A. Por lo anterior, n(B)eU (T"V) por lo que B debe de

n(A)

estar a distancia r de ®P(A) a lo largo de una geodésica de

QPm normal a ¢P(U). Ademas, V determina un espacio pro-

To (A)
—(q/45

i - P m
yectivo cuaternionico QPm totalmente geodesico en QP .

Asi, la hoja TO es una subvariedad de la hiperesfera geodé-

m-(q/4)

sica de centro ¢P(A) y radio r en QP y como dim T, =

0
= 4m-g-1 igual a la dimensidn de la hiperesfera geodésica,
se sigue que TO ha de ser una subvariedad abierta suya. Lue-
go U queda sobre el tubo de radio r sobre V.

Por ser V una subvariedad cuaternidonica de QPm y, por
tanto, un abierto de QPk, 4k=q, U es uno de los Ejemplos II.

3A.5 6 I1.3A.6. La demostracidn del lema se concluye ahora

del hecho de ser M isoparamétrica.

LEMA TIII.2A.3.- Si rangon,=4m-2, entonces M se queda en un

. § : m
tubo de radio r sobre el espacio proyectivo complejo CP ,

O<r<d 4§

<r«<
4

I X
4 2

Demostracién.- Como rangon,=4m-2, del Lema III.2A.1,a,=
=-2tg2r, de donde r#%. Ademas, (III1.2.1) puede escribirse en
la forma:

AU

2Ct92r‘Uk, k=112v
(II1.2A.11)

Ay ~-2tg2ru

3’
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para O<r<£ 6 £<r<§.

Sean Yire e Y, las curvaturas principales distintas cd;
rrespondientes a autovectores de D. Se van a distinguir dos
casos,

A1. Que para todo te{1,...,p}, ytictgr.

Entonces, del Lema I1.2.6, se sigue que ¢P(U)=V es una
subvariedad (4m-3)-dimensional de QP™, y de (III.2A.3), (III.

.2A.4) y (III.ZA.11),{n(A),J1N,J2N} son ortogonales a V en

¢r(A,N). En consecuencia, T:r(A,N)V = Sb{n(A),J1n(A),J2n(A)},
para todo punto AeU, y de la Definicidn I.2.6 se deduce que

¢ (U) es una CR-subvariedad cuaternidnica (4m—3)-dimensional
de qr™.

Por un razonamiento andlogo al de la demostracidon de la
Proposicidn I11.2.7, se prueba que, ¢.(U) es totalmente geodé-
sica mixta. Asi, por el Corolario II.3C.9 ¢r(U) es una abier-
to de la CR-subvariedad cuaternidnica N* de §3Bdel Capitulo
II, y se concluye que U se queda en el tubo de radio r, sobre
N*. Luego, por el Teorema II.3C.8,U se queda en un tubo cons-

truido sobre CP". Esto, junto con el hecho de ser M isopara-

métrica, prueba el lema en este caso.

A2. Que exista algin te{1,...,p} tal que v =ctgr.

Sin perder generalidad, se puede suponer t=1. Sea Vtel
autoespacio correspondiente al autovalor Yo t=1,...,p. En-

tonces como TO es integrable, del Lema I1I.2.6 y (III.2A.11)

se sigue Qque para cualesquiera X,st1,

(I1I.2A.12) g([X,Y],U3) = g([X,U1],U3) =

= g({xX,u,],Uuy) = O,

2 3

y ademas, de (III.1.16),



3
(II1.2A.13) (ctgrI- M [x,v] =2 [ g(X,J YU,
k=1

donde por I se denota el automorfismo identidad de TM.'

De (III.1.15), (III.2A.12) y (III.2A.13), g(X,J3Y)=O y

p1(X)=p2(x)=O, para cualesquiera X,ch1. Esto es,
- &

(III.2A.14) J3V1—— V1.

(ITI.2A.15) p1(V1) = p2(V2) = {0}

Por otra parte, si en (III.1.16) se toma x,Ye{U1,U2,U3},

entonces,
9((VU1A)U2,U3) = g((VUZA)U1,U3),
g((vU1A)U3,U2) = 9((VU3A)U1,U2),
g((VU2A)U3,U1) = g((VUSA)UZ’U1)’

y utilizando (III.2A.711), se concluye,

(20t92r+2tg2r)g(vU U2,U3)=O,
(III.2A.16) 1

v =0 .

(2ctg2r+2tg2r)g( U2U1’U3) 0
Como 2ctg2r+2tg2r#0, de (III.2A.16), g(¥v U, ,U.)=g(U,,
- U203 3

e

v =
, U2U1) Oy de (III.1.15),

(I11.2A.17) p1(U1) = pz(Uz) = 2ctger.

Como del Lema III.2.2 se sigue,

0 = U3(2ct92r)=(2cthr+2thr)P2(U1),
(I1I1.2A.18)

0 = U3(2ct92r)=—(2ct92r+2t92r)p1(U2),
entonces,
(IIT1.2A.19) DZ(U1) = p1(U2) = 0.

Multiplicando escalarmente (III.2A.13) por Uk’ k=1,2,

se obtiene,
(1I1.2A.20) g([X,Y},u.) = 2ctg rg(X,J,Y), k=1,2,
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para cualesquiera.X,YeV1.

Ahora bien, de (I.1.16), (III.2A.15), (III.2A.17), (III.

L2A.19) y (III.2A.20),

(III.2A.21) 49 (X, Y= g (X, U, Y) (dpi+ijpk)(X,Y)
= —pi([x,Y]) = —20tgr20t92rg(x,JiY),

i=1,2, para cualesquiera x,YeV1 y donde (i, j,k) es una per-

mutacidn ciclica de (1,2,3). Con lo que,

1

C
<
In
A |-

\
(I1II.2A.22)

JSV c v

N
i
- |-

Sea XeV,, de (III.2A.22) debe existir un Zev,, t#1, tal

que g(x,JiZ)¢O, i=1,2. Asi, aplicando (III.?1.16) a X y a Z

se tiene,

(IT1.2A.23) (YtI— A)VXZ - (ctng-A)vZX =

e~ W

29(X,9, 20U, ,
k=1 k k

y multiplicando escalarmente (III.2A.23) por U1 se obtiene,
(III.2A.24) (Yt-ZCthP)g(VXZ,U1)—(ctgr—2cthr)g(U1,

y VX )= 29(X,J1Z).

z

De (ILI.71,18) v (I11.2A.24),

(I1II1.2A.25) (Yt—thg2r)g(X,J1Z)ctgr +

+(ctgr-20t92r)Ytg(X,J1Z)=29(X,J1Z),

y como g(X,J1Z)¢O, se concluye,

(III.2A.25) (Yt—2ct92r)ctgr+(ctgr-2cthP)Yt=2-
Asi, Y, =ctgr para algln t#1; como se esta suponiendo
Y1=ctgr, esto contradice el que las curvaturas 71,...,yp

sean distintas y se concluye la demostracidn.

- 101 -



De los Lemas III.2A.1, III.2A.2 y III.2A.3 se sigue,

TEOREMA III.2A.4.- Sea M una hipersuperficie real isoparamé-

trica deQPmconU1,U21LJ principales.Si‘lascurvaturas princi-

3

pales correspondientes a U1, U2 Yy U3 verifican que al menos

dos de ellas son iguales, entonces M es un abierto de,

i) Una hiperesfera geodésica, o de,

ii) Un tubo de radio r sobre QPK, O<k<m-1, O<r<£, o de,

iii) Un tubo de radio r, O<r<£ é £<r<£, sobre el espacio pro-

yectivo comple jo cp™.

§28. CASO EN EL QUE LAS TRES CURVATURAS PRINCIPALES CORRES-

PONDIENTES A U1, U, Y U, SEAN DISTINTAS DOS A DOS.-

2

3

Por ser M isoparamétrica, ayy Gy Y ag son constantes y
ai#aj para todo i#j, 1i,j=1,2,3.

Sean 71,...,yp las curvaturas principales distintas
correspondientes a autovectores en D. Se designan por V1,..
.,Vp locs correspondientes autoespacios en D. Entonces, de
(IIT.1.16) se sigue,

—

(111.28.1) (aiI—A)Vin - (YJI—A)VUiX = —JiX

i=1,2,3, para todo XeVJ y donde por I se designa el endomor-
fismo identidad de TM.
Como U_‘,U2 Y U3 son principales, de las fdrmulas de

Gauss y Weingarten se deduce que v,.,DS D. En consecuencia,

Dl
de (III.1.15) y (IIT.2B.1),
(I11.28.2) (aiI-A)(-pj(X)Uk-+pk(x)uj+ PiAX) -
= - = - =1 . s s
(YlI A)VU.X Jix, l [} 7p’

1

para todo XeD, y donde (i, j,k) es una permutacidn ciclica de
(1,2,3).
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Igualando en (III.2B.2) las componentes en D', se tiene

que (ak—ai)pj(x)uk+(ci-uj)pk(X)UJ = 0, luego,

(II1.2B.3) pk(X)=O, k=1,2,3,

para todo XeD.

Asi, de (III.1.15) y (III.2B.3),
(III.2B.4) VXUk = JKAX, k=1,2,3. XeD.
Del Lema III.2.2 ymediante uncalculo directo se deduce,

(III.2B.5) U.(a,) = (Gi—uj)pk(ui)’

donde (i, j,k) es una permutacidn ciclica de (1,2,3); en este
caso, de ser M isoparamétrica y aifaj para todo i#j, 1i,j=1,

2,3, se sigue,
(III.28.6) P, (U,)=0, ' K#i, k,i=1,2,3.
Segun las consideraciones anteriores se tiene,

LEMA III.2B.1.- Si J

vjs;vg para alguin k=1,2,3 y para algdn

k
j=1,...,p, entonces existe un-unico n#j, ne{1,...,p} tal que
c
JKVJ. S Vn
Demostracion.- Sea ><e:V‘j y se supone que para algin k=1,

2,3, ka tiene componente en Vn y Vm, n,m#j. Entonces basta-
rd probar que n=m.
Sean YeV , ?evm tales que g(X,J Y)#0 y g(X,JKV)éo. En-

tonces, aplicando (III.1.16) a X,Y y a X,Y se tiene,

3
- - — =oF &
(YnI A)VXY (aJI A)va if1g(x’JkY)Uk’
(I11.2B.7) 3
i Y -— -— - = ¥ \—
(v I-0)V.Y (aJI A) VX ii1g(x’JkY)Uk'

Ademas, si se multiplica escalarmente (III.2B8.7) por U
de (III.2B.4) teniendo en cuenta (III.2.1), se deduce,
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(Yn—ak)yj-+(Yj—ok)Yn = 2,
(I1I1.28B.8)

Yy, = 2.

(Ym--C!k)YJ + (YJ.—uk "

Restando las dos expresiones de (III.2B.8), se sigue

que (Yn—Ym)YJ'F(Yn—Ym)(Y.—a )=0. Luego si n#m,

] K =2YJ’ y Ssus-

%k

N

tituyendo en (III.2B.8), 2+2y.=0, lo cual es una contradic-

o

cidén. Consecuentemente, n=m y se concluye la demostracion.

TEOREMA III.2B.2.- No existen hipersuperficies reales isopa-

ramétricas de QPm tales que U1, U2 y U3 sean principales con

curvaturas principales distintas dos a dos.

Demostracidn.- Por ser ai constantes, se puede suponer
h . - s
= 1 < . <3 2 . i =1) ’ .
que @ 2ctg2rl, 0 r;<s, con rl¢rJ para todo i#j, 1, 2,3
Siguiendo la notacidén anterior, se distinguen dos casos,

B1. Que Y, =ctgr,, para algin t=1,...,p y para algun i=

1,2, 3.
Sin perder generalidad se supone t=1, i=1 y se conside-

m

ra el tubo de radio "4 sobre M, esto es, °r ‘M —— QP . En-
. 1

tonces, de la Proposicidn II.2.2 y de ser M isoparamétrica

¢r tiene rango constante g sobre M. Luego aplicando el Teo-

1 T
rema de la funcién inversa, ([Bt]), existe un entorno W, de

M tal que ¢ (W
"1
ademas, la distribucidn,

. . m
1) es una subvariedad g-dimensional de QP y

(II1I1.28.9) TV o {XeTM/ (6 ),X=01,
0 r1 *

es integrable con hojas (4m-q-1)-dimensionales en M,

Segin esto, del Lema II.2.6 y de ser v,=ctgr,, se sigue

(II1.2B.10) al{x,vy], u,) = g([X,Y],U3) = 0,

para cualesquiera X,Yev1.
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3
Como de (III.1.16), (Y1I-A)[X,Y]=2 ; g(X,J, YU
k=1

K enton-

ces por (III.2B.10), se tiene,
J2V1; V1,
(I1II.2B.11)

o
J3V1 V1.

Ahora bien, de (III1.2B.8) si J1V1 tuviera componente en

algin Vn, ne{1,...,pl, se tendria que, (Yn—01)Y14'(Y -a

g Y=

=2,resto es, como 0n1=2ct92r~_I y Y1=ctgr1, Yn=CtgP1=Y1. Luego,
(IITI.2B.12) J,V, =V

por el Lema II.3B.1 y por (III.2B.11), existen n,me{2,.

.,p} tales que JoVue Vo oy JaVae v,y como J VvV =Vy, se si-

gue,
JoVa = dpdgVy = dgVy eV,
por lo gque n=m. En consecuencia, existe ne{2,...p} tal que,
(ITI.2B.12) J2V1 _c:_Vn, J3V1QVn
Finalmente, de (III.2B.89 y (III.2B.13), se deduce,
(y -a_ )ctgr, + (ctgr_-a, )Yy =2,
(I11.2B.14) no& ! 1 2% 'n

(Yn—a3)ctgr1 +(ctgr1—a3)Yn= 2,

y como 02¢a3, si se restan las dos expresiones de (III.2B.14)

se sigue que Y _=ctgr, =Y lo que contradice el que YyreoosY

1° p

sean distintas y se concluye la demostracidn en este caso.
B2. Que thctgri, i=1,2,3 para todo te{1,...,pl.

En este caso, de (III.1.16) se deduce que para cuales-

quilera X,stt,,

3
(I1I1.2B.15) (v I-NM)[X,Y] = 2 § g(X,J_Y)U,.
t ey K K

Multiplicando escalarmente (III.2B.15) por U, k=1,2,3
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y teniendo en cuenta (III.2B.11),

(II1.2B.16) (2v, (v,-2ctg2r, )-2)g(X,4,¥Y)=0,  X,YeV,,

k=1,2,3. Como 2Yt(yt—2ctgrk)—2=0 si y so0lo si yt=ctgr‘k o]

=-tgr y como yt#ctgrk y se puede, también, suponer que

Yt K

Yti—tgrk, k=1,2,3 ( si no,se aplica el caso B1. al tubo de

radio g—rk), entonces, de (III.2B.16), se sigue,

(II1.2B.17) IV, & Vi, t=1,...,p, k=1,2,3,

y del Lema III.2B.1 y (III.2B.17) se tiene que existen n,m,

ge{2,...p} (no es restriccidén en suponer n=2, m=3, g=4), ta-
les que

IV, =Yy,
(I1I.2B.18) oV = Vg,

J3V1 e V4

Ademds, por las propiedades de la estructura cuaternio-

nica, también se verifica,
(I1I1.2B.19)

De (I.1.6), (III.1.15), (III.2B.3), (III.2B.16) y (III.

2B.18) se sigue

_ _"f - -
(III.28.20) 4g(X,J4Y) = =85 g(X,J,Y) = (dp +p,ap4) (X,Y) =

= —p1([X,Y]) = —g([X,Y],U1)p1(U ) =

1
—(Y1+Y2)g(X,J1Y)p1(U1),

para todo XEV1, YCV2. Asi, de (III.2B.18) y (III.2B.20) se

sigue,

(III.2B.21) p1(U1) =



Andlogamente, 4g(X,J2Y)=(dDZ+93Ap1)(X,Y)=-DZ([X,Y])=
=—g([X,Y],Uz)pz(U2)=-(Y1+Y3)p2(U2) para cualesquiera XeV,,

YeV de donde,

3 ’
(I11.2B.22) (U,) = —a
u B Pat¥2’ = Y +Y
3
Similarmente, de (I.1.6), (III.1.15), (III.2B.3), (III.
2B.6) y (II1I.2B.19), se sigue,
(I11.28.23) (U =end
1 1 Y3+Y4
y
(I11.28.24) P, (Uy) =mie,
Yot Yy

En consecuencia, de (III.2B.21), (III.2B.22), (III.ZB.

23) y (IT11.2B.24), se deduce,

Yoot Y, = Y3 t Ya
Yot Vg =Yyt Yy
de donde Y1=Y4, lo cual contradice que Y1,...,Yp sean distin-

tas y se concluye la demostracién.

De §2A y 2B se deduce el siguiente Teorema de clasifi-

cacion,

TEOREMA FUNDAMENTAL III.2.3.- Sea M una hipersuperficie real

isoparamétricade(Nﬂ1talque g(AD,D')=0. Sea s el nimero de curva-

turas principales distintas de M. Entonces se{2,3,4}y ademas,

i) 8i s=2, M es una parte abierta de una hiperesfera geodé—

sica.

ii) S1i s=3, M es una parte abierta de un tubo de radio r,

O<r<%, sobre QPK, O<k<m-1.

P : . 1 .
111) S1i s=4, M es una parte abierta de un tubo de radio r,

U ” m u - % " m
O<P<z 0 Z<r<§ sobre el espacio proyectivo complejo CP .
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Demostracidn.- Por ser g(AD,D')=0, entonces del Lema
ITII.2.1 existe una base local {J%,J',Jé} de Q tal que los co-
rrespondientes U!, Ué y Ué son principales. E1l teorema se si-
gue entonces de los Teoremas III.2A.4 |, II1I1.2B.2 y del estu-

dio sobre el nimero de curvaturas principales de los Ejemplos

IT.3A.5, II1I.3A.6 y II1.3B.2.

§3. HIPERSUPERFICIES REALES DEL ESPACIO PROYECTIVO CUATER-

NIONICO CON DOS CURVATURAS PRINCIPALES DISTINTAS.-

El objetivo fundamental de este epigrafe es determinar
las hipersuperficies reales conexas y orientables con dos
curvaturas principales distintas en cada punto del espacio

. - m
proyectivo cuaternionico QP , m>3.

PROPOSICION III.3.1.- Sea M una hipersuperficie real de QP™,

m>3 con dos curvaturas principales distintas, x» y u, €n cada

punto de M. Entonces existe unabase local {J),J),J5} de V tal

2'73 _—
que los correspondientes U!, Ué y Ué son principales con la
misma curvatura principal.

Demostracidn.- Sean Tx y Tu los autoespacios asociados

a x y a uw, respectivamente. De ser TM=TA®TU, se puede supo-

ner que,
(I11.3.1) U, = a, X + b V k=1,2,3,

donde xk y Vk son campos de vectores unitarios en Tx y Tu’

respectivamente, k=1,2,3.
En primer lugar, se va a hacer la demostracion para el

caso particular de que a,,b #0, k=1,2,3 sobre un abierto de

k’ 7k
M.

Bajo esta hipdtesis, sean Z={XeTx/g(x,x )=0, k=1,2,3 1}

k
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Y Q={VeTu/g(V,V )=0, k=1,2,3}; como m>3, o bien £ o bien &

K

ha de tener dimensidn mayor o igual que 2. Se supone, por
ejemplo, dim z >2 (si no es asi, se discutiria andlogamente
con Q). Entonces, si X,Y son dos campos de vectores ortonor-

males de I, por (III.1.16), se tiene,
3

(I11.3:.2) (A=A [X, Y]+ XOA)Y = Y(A)X =2 Jg(X,J, YU

]
k=1 k

y multiplicando escalarmente (III.3.2) por X e Y se sigue,

X(x)=Y(x1)=0. Luego (III.3.2) queda en la forma

3
(II1.3.3) (AI-A)[X,Y] = 2 [ g(X,d, YU, .
k=1

Haciendo el producto escalar de (III.3.3) por X4 x2 y
X3 se obtiene el siguiente sistema homogéneo de ecuaciones

lineales con variables g(X,JkY),

O=a1g(x,J1Y)+a2g(x1,xz)g(x,JZY)+a39(X1,X3)g(X,J3Y)

(II1.3.4) O=a1g(x1,x yg(Xx,J Y)+azg(x,J2Y)+a3g(XZ,X3)g(X,J3Y)

2 1

O=a1g(x1,x )g(X,J1Y)+a2g(X2,X3)g(X,J2Y)+a3g(X,J3Y)

2
el cual admite como Unica solucién la trivial si y sdlo si
x1, X,y x3 son linealmente independientes.

Se distinguen dos casos,

CASO I.- Caso en que X1, xz, x3 sean linealmente independien-

tes.

En este caso, de (III.3.4) se tiene g(X,JkY)=O, k=1,2,3

para cualesquiera X,YeL. Por tanto

(ITIX.3.95) ka € Tu ) Sp{X1,X2,X3},

k=1,2,3 para todo Xel.
Por otra parte, aplicando (III.1.6) a X,X , k=1,2,3 vy

siendo XeI unitario, se sigue,
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(AT-0) [X, X, ]+ X ()X =

1

X 2900 X XU,

I e~ W

{-f. (X
4 1

k=1,2,3, de donde multiplicando escalarmente por X, Xk(x)=0

k=1,2,3,y la expresidon anterior queda en la forma,

3
N _
= T (X ), X=29(X,,J X)U 0,

(ITI.3.6) (AI-A)[X,X i i
i=1

K )
para todo k=1,2,3.

Mediante un calculo directo, si se efectla el producto

escalar de (III.3.6) por xj’ j=1,2,3, se deduce facilmente,

O=a1g(J1X,x1)+azg(x1,X2)g(x1,J2X)+
+a39(x1,x3)g(J3X,X1),
(I1I11.3.7) O=a1g(x1,x2)g(J1X,X1)+a29(J2X,X1)+
+a3g(X2,X3)g(J3X,X1),
O=a1g(x1,x3)g(J1X,x1)+a29(x2,x3)g(J2x,x1)+
+a3g(J3x,x1),

Yy sistemas similares para X2 y X3.

Como x1,x2 y X, son linealmente independientes, (III.3.

3

7) admite sdlamente la solucidon trivial. Asi,

(II11.3.8) g(J, X, %) = 0, k,i=1,2,3,

K
y por tanto, O=g(ka,Ui)=aig(ka,xi)+big(ka,Vi)=big(JkX,Vi),

k=1,2,3. En consecuencia, de esto y (III.3.5) se sigue,
(IT1.3.9) J, I £ 9 , k=1,2,3.
fueran también linealmente independientes,

Si V.V, y V,

de forma analoga a la obtencidn de (III.3.9) se podria dedu-

cir que,
(1I1.3.10) J, @ < I , k=1,2,3.

Por consiguiente, de (III.3.9) y (III1.3.10), dimaQa +
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dimt seria par y como dimM=dim: + dim@ + 6, M no podria ser
. . m ;
una hipersuperficie real de QP . En consecuencia, v1, v2 y

v3 han de ser linealmente dependientes.

Por (III.3.9), al menos existen dos vectores ortonorma-
les V,W en @, asi, de (III.1.16) y analogamente a (III.3.3)

se obtiene,

3
(IIT1.3.711) (pI-A)[Vv,Ww] = 2 ] g(v,J

k=1 k

W)Uk.
Ahora, aplicando (AI-A) a (III.3.11) y teniendo en cuen-
ta que las UGnicas curvaturas principales de M son X y u, se

sigue,

0 =2
k

I~ W

1 gV, I W) (AT=M)U,,

esto es, de (I11.3.1) y lo anterior,

(III.3.12) O=b1g(V,J1W)V1+bzg(V,J2W)V2+b (V’JSW)VB'

39
Como por (IIT.3.9) V,W se pueden escoger en {J1X,J2X,

J3X}, Xel, entonces de (III.3.12) se deduce,

(II1.3.13) V, =V ,=V,=0,

lo que concluye la demostracidn en este caso.

CAS0O II. Caso en el que X1,X2 y X3 sean linealmente depen-

dientes.-

En este caso, si V1, V2 y V3 fueran linealmente indepen-
dientes se seguiria de forma anadloga al Caso I. En consecuen-
cia, se supone que v1, v2 y V3 son también linealmente depen-
dientes. Entonces, bajo estas hipotesis, (III.3.4) admite so-
lucidon distinta de la trivial y se tiene que para cualesquie-
ra X,Y ortonormales en I, g(x;JkY)#O para algin k=1,2,3; no
es restriccidén el considerar k=1.
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Aplicando (uI- A a (III.3.3) y teniendo en cuenta (III.

3.1), se tiene,
3

(I11.3.14) 0= ] a, 9(X,J YIX ,

: k=1
de donde,

: a_g(x,J,Y) a, g(X,Jd,Y)
(II1.3.15) X, = afg(x’ny) x2"§§§77?3%77x3 ,
_ g(X,J,Y) g(X,J,Y)

y tomando U, =U_+ ETYTjIVT U24‘§T773777 U3, de (IIT.3.1) y

(II1.3.15) se deduce facilmente,

(III1.3.16) AU, = w0y,

esto es, 01 es principal con curvatura principal u.
Segin esto, si se escoge una nueva base ortonormal de
D', {U1,U2,U3}, donde U1=(U1/|IU1H) y se designa por C la ma-

triz de SO(3) que da el cambio de base, entonces,

- . -~

J_1 J1
C J2 = J2
"] "L

es una nueva base local de V tal que los correspondientes

U&=—3 N, k=1,2,3 verifican,

K
u: = U,
(II1.3.17) Uy = agXy o+ baVvy,
Uz = agX3 + bgVg,

siendo U%, Vé, Vé campos de.vectores unitarios en Tu y Xé,
Xé campos de vectores unitarios en Tx‘
Para el casode que U, V), Vé'fueran linealmente inde-

pendientes, razonando como en el Caso I, se concluiria la de-

mostracidén. Se supone, por tanto, que U!, Vé y Vé son lineal-
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mente dependientes, entonces de ser g(U',U&)=O, k=2,3, se

sigue que si bk#O, k=2, 3, g(U',Vé)=O, k=2,3, y por tanto se

tiene que V3=YV2. Esto es, 0 bien UZETX’ 0 bien USCTA’ 0
bien Vé=YVé para alguna funcidn valuada real y sobre unabier-
to de M. Ademas, en caso de verificarse que Vé=YV', de (III.
3.17) se deduce que,
—?3 yul + Ul = a’X! - Eg?a'X' eT
Uz 2 3 33 é 22 A

y si U2=(—b3/b2)u2 + U3, entonces se tiene que U2 es princi-

v

pal con curvatura principal X.

Segun esto, siempre existe un campo de vectores U2 en

D' que esta en L
Escogiendo ahora una nueva base ortonormal de D', {U;,

Uy, uy } donde UY = (UZ/HUZH) y Uq=U' y designando por C

2 1?

la nueva matriz en SO(3) del cambio de base, se tiene que,

3, J
c 3, = |93
Ja Ja

~

es una nueva base local de V tal que los correspondientes

Uk=—JkN, k=1,2,3, verfican que Q%ETu \; U2eTA. Asil, la descom-

posicidén (III.3.1) puede escribirse en la forma

Uq =0 + U,
(IIT.3.18) U2 = U2 + 0,
U3 = aX' + bVv',

donde U2,X eTx y U1,V eTu son unitarios.

De forma andloga a la obtencidn de (III.3.3) y (III.3.
6) y teniendo en cuenta (III.3.18), puede deducirse,
3

(I11.3.19) (yI-N[x,¥Y]=2 ] g(X,JrYIuy,
k=1
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Y

(;11.3.20) (AI-0) [X, X" ] = =F(X)J1X = 29(J X, X" )UY,

[

para cualesquiera X,Y ortonormales en L.
Segln esto, si en (III.3.19) se multiplica escalarmente

por U}y en (III.3.20) por X', entonces se verifica,

(I1I11.3.21) Jris o &

5 J35 < 9,
o bien,
(I1I1.3.22) a=0.

En el caso de que (I11.3.21) sea cierto, dimq es tam-
bién mayor o igual que 2 y razonando como en (III.3.19) y

(II1.3.20) se tiene que, o bien

(I11.3.23) Jif o Q, Jje <o oz,
o bien,
(II1.3.24) b=0.

Ahora bien, dimM = dimz- + dimQ + din\Sp{Uq,Ué,aX',bV'}}
y por tanto, de (III.3.21), (III.3.22), (III.3.23) y (III.3.
.24) y de ser M una hipersuperficie rea;, ha de verificarse
que a=0 o bien b=0.

Se supone, por ejemplo que b=0 (andlogamente se discute

el caso b#0). Entonces, de (III1.3.18),

AU1 = UU11
(III.3.25) AU2 = XUZ,
AUy = AUy,

y, de (III.3.16) se deduce,

(I11.3.26) JZZQ Q, J3Z c 2, J1Q ol Z‘ .

ER

Asi, por las propiedades de la estructura cuaternidnica
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JyE = JiJ3E _Q?J1ﬂ <z,
lo cual contradice (III.3.26) y se prueba también la proposi-
cidn en este caso.

Finalmente, en el caso de que algin a, o algin b k=1,

k’
2,3 en (III.3.1) sea nulo, la demostracidén se sigue aplican-

do el Caso II.

Como consecuencia de esta Proposicidén se deduce,

TEOREMA FUNDAMENTAL III.3.2.- Sea M una hipersuperficie real

m . . o . .
de QP , m>3. Entonces M tiene dos curvaturas principales dis-

tintas si y sbélo si M es, localmente, un abierto de una hi-

peresfera geodésica.

Demostracidén.- Por la Proposicidén (III.3.1), M es una
hipersuperficie real con U1, U2 y U3 principales con la mis-
ma curvatura principal o, Asi, del Lema III.2.2 o es local-
mente constante y se puede suponer a=2ctglr, O<r<£;

Si se designa por A la -otra curvatura principal de M
y por V el conjunto de puntos donde A#¢a, claramente, V es

un abierto de M. Ademads, si se escoge el maximo rango de las

foliaciones ¢P y ¢

i , se sigue que existe un abierto U de
m—ir

2 H
V donde ¢r tiene rango constante q y por consiguiente, me-

diante el uso del Teorema de la funcidn inversa, ([Btf]Y,
¢P(U) es una subvariedad q—dimensiénal de QPm. Razonando en-
tonces como en los Lemas II.3A.1 y II.3A.2 se deduce que
rango n,=4m-1 sobre U y ¢ (U) es una subvariedad cuaternid-
nica de QPm. (Obsérvese que en los bLemas II.3A.1 y II.3A.2
sOlo se utiliza el que I tiene rango.constante sobre U).

En cohseCUencia, M es localmente un abierto de un tubo de
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radio r sobre el espacio
<m-1, con dos curvaturas
Ejemplo II.3A.5, M ha de

hiperesfera geodésica de

. P k
proyectivo cuaternionico QP , 0<k<
principales distintas. Asi, del
ser, localmente, un abierto de una

qp™ y se concluye la demostracidn.

El reciproco es evidente por el E jemplo II.3A.5.

Nota.- Obsérvese que, como en este Capitulo se estan conside-

. A m
rando todas las hipersuperficies reales de QP conexas, el

Teorema fundamental II1II1.3.2 puede ser expresado en forma glo-

bal.
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CAPITULDO [V

- — e o e e e e et S e S e e S e —— — —— e ——
=ttt

En este capitulo se clasifican las hipersuperficies rea-
les del espacio proyectivo cqg;erniénico atendiendo a un de-
terminado comportamiento de su tensor de Ricci. Mas concreta-
mente, previo estudio de las hipersuperficies reales casi-
Einstein y pseudo-Einstein de este espacio, se prueba la no

existencia de hipersuperficies reales Einstein del espacio

proyectivo cuaternidnico.

§1. HIPERSUPERFICIES REALéS CASI-EINSTEIN EN QPm.—

El objetivo fundamental de este epigrafe es aplicar los
resultados del Capitulo III a la obtencidon de hipersuperfi-
cies reales M en el espacio proyectivo cuaternidnico cuyo ten-

sor de Ricci verifica,

3

(A) SX = aX + bk§1 g(AX,Uk)Uk,

- para todo campo de vectores X tangente a M, siendo a y b cons-

tantes y donde S(X,Y)=g(SX,Y) para cualesquiera X,YeTM,
Con este fin, se considera M una hipersuperficie real

de Q™ y {E1,...,E4m_1} una Base ortonormal de TM. Por (III.

.1.174) el tensor de Ricci de M viene dado por,

am-1
(IV.1.1) S(X,Y)= | RIX,E;,E;,Y) = (4m-2)g(X,Y) +
i=1
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am-1 3 a 4m-1

+ : g(PkY,Ei)g(ka,Ei)+_Z (gCAX,Y)g(AE,,E, )=
i=1 k=1 i=1
3
—g(E., AX)g(E ., AY) )= (4m-2)g(X,Y)+3 [ g(P X,P Y) +
t * k=1

+ trazah g(Ax,Y)-g(AZX,Y),

para cualesquiera X,YeTM,
Teniendo en cuenta (III.1.2) y (III.1.5) se obtiene que

(IV.1.1) puede ser expresado en la forma,

3
(1v.1.2) SX = (4mi7)X - 3§ £, (X)U, + hax - %X,
k=1 :

para todo XeTM, donde h=trazaA,
DEFINICION IV.1.1.- Sea M una hipersuperficie real del espa-

; . Lo m i :
Clo proyectivo cuaternionico QP . Se dice que M es una hiper-

superficie real casi-Einstein si el tensor de Ricci de M ve-

rifica la condicidn (A).
Se tiene asi, el siguiente resultado acerca de las hi-

persuperficies reales casi-Einstein,

LEMA IV.1.2.- Sea M una hipersuperficie real casi-Einstein

m . ‘
de QP . Entonces existe una base local de la estructura cua-

ternidnica de QPm,{J%,Jé,Jé }, definida sobre un subconjunto

abierto U' de QPm tal que los correspondientes UQ=-J&N son

principales y al menos dos de ellos tienen la misma curvatu-

ra principal. Ademads sobre U' existen, como maximo, cuatro

curvaturas principales distintas.

Demostracion.- Por ser M casi-Einstein, M verifica la
condicidon (A), y por tanto, de (IV.1.2), se deduce que,

(IV.1.3) (A2 —ha)X + b

k

= (4m+7-a) X,

I e~=10)

g(Ax,Uk)U

1 k
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3
(IV.1.4)  (A°=hm)Z+b ] 9(AZ,U U, = (4m+d-a)Z,
k=1

para cualesquiera campos de vectores XeD y ZeD'.

Segin esto, multiplicando escalarmente (IV.1.3) por Z,
se obtiene,
A2

g(( (h-b)A)X,2Z)=0,

Yy por tanto, el endomorfismo T=A2—(h—b)ﬂ de TM verifica,
(IV.1.5) g(TD,D")=0.

Ahora bien, A es diagonalizable, en consecuencia T tam-

bién lo es y por (IV.1.5) se deduce,

(IvV.1.6) D = D

; D' < D'.
De (IVv.1.4),

TZ=(A%=(h=b)A)Z=(A°— hA)Z + DAZ =(4m+d—a)Z+

3
+ 0(AZ- [ g(AZ,U )V )=(4m+4-a)Z + b(AZ)",
K=1

W
para todo ZeD', donde por (AZ)' se designa la componente de
AZ en D. Asi, teniendo en cuenta (IV.1.6), de lo anterior se

—

deduce,
(IV.1.7) b(AZ)" = 0,

para todo ZeD'.

Se distinguen dos casos,
CASO I. b#0.- En este caso, por (IV.1.7), se deduce que,
g(AD,D")=0. En consecuencia, del Lema III.2.2 existe una ba-
se local de la estructura cuaternidnica, {J%,J',Jé} tal que
los correspondientes UQ=—JQN, k=1,2,3, son principales Yy,
por (IV.1.4) al menos dos de ellos tienen la misma curvatura

principal lo que, junto a (IV.1.3), concluye la demostracion

en este caso.
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CASO II. b=0.- En este caso, (IV.1.3) y (IV.1.4) pueden ser
expresados, respectivamente, en la forma,

(IV.1.8) (A2-hA)X

1l

(4m+7-a) X,

Y

(IV.1.9) (A%-hn)zZ

(4m+4-a)Z,

para cualesquiera XeD y ZeD'.

Asi, si se toma el endomorfismo T'=A2-hA de TM, entonces

por un razonamiento similar al anterior se deduce que

(Iv.1.10) T'D < D, T'D' < D'.
Sea {X%,...,Xém_1}una base ortonormal en TM de autovec-
tores de D. Por la definicidn de T°', {X%,...,Xam_1} es una

base ortonormal de autovectores de T' y como, de (IV.1.8),
(IV.1.9) y (IV.1.10), T' deja invariantes las distribuciones
Dy D' con distinto autovalor, entonces han de existir tres

campos de vectores X',Xé y Xé tales que,

(IV.1.11) T'X, = (4m+d-a)x, k=1,2,3,

(IV.1.12) Sp(X},X5, X3} = D'.

Segin esto, si se designa por C' la matriz de SO(3) que

cambia la base {U U3} a {X!,6 X! Xé}, entonces la nueva ba-

1’ 2!
se local de Q, {J%,J',Jé} definida sobre U' y dada por,

1)U21

J1 J.
c' J2 = o2
Ja J!
verifica que los correspondientes UQ=—J&N son principales y

ademas, de (IV.1.8) y (IV.1.9), se tiene que al menos dos de

ellos tienen la misma curvatura principal y en cada punto de
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U' existen como maximo 4 curvaturas principales distintas,

con lo que concluye la demostracidn.

TEOREMA IV.1.3.- Sea M una hipersuperficie real conexa y ca-

[——

- . . . . - . * . m
si-Einstein del espacio proyectiveo cuaternionico QP . Enton-

ces M es una parte abierta de,

i) Una hiperesfera geodésica, o de

.. . 2
i1) Un tubo de radio r sobre QPk, O<k <m-1, O<r<£ y ctgr =

4k+2

= Zm—dk-p’ 2.9¢

iii) Un tubo de radio r sobre el espacio proyectivo complejo

m T, m n 2 1

<r<_ ~<r <~ = —

cpP, O<r 72 © 375 con ctg 2r = e
Demostracidon.- Por el Lema IV.1.2, se puede suponer que

U1, U2 y,U3 son principales sobre un subconjunto abierto U
de M y que al menos dos de ellos tienen la misma curvatura

principal a,. Por tanto no es restriccidn el considerar,

AU_1=01U_1,
P A =
(IV.1.13) Uy, = Tyl
A =
Ug = Bgliy,

con 01=a2 sobre U.

Del Lema II1I.2.2 se tiene que

)pk(x) +

k

(Iv.1.14) X(ci)zui(ui)fi(x)-pj(X)(ai-u

+ pk(Ui)(ai—Gj)fj(x)v

para todo XeTM, siendo (i,j,k) una permutacidn ciclica de
(1,2,3). Se distinguen dos casos,

CASO I. Que Ugr Us y U3 sean principales con la misma curva-

tura principal.-

En este caso @ =0,=a,=a, y de (IV.1.4) o es localmente

rrory
TR
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constanteky por tanto de (IV.1.3) y (IV.1.4) como a y b son

constantes se deduce que U es una hipersuperficie real isopa-

ramétrica de QP" con Uy, Us oy U3 principales con la misma

curvatura principal. Luego de los Lemas III.2A.1 y III.2A.Z2

y teniendo en cuenta la conexidn de M se sigue que M ha de

ser un abierto de,

i) Una hiperesfera geodésica, o bien, de

ii1) Un tubo de radio r, O<r<£, sobre QPk, O<k<m-1, que por

(IV.1.3) y teniendo en cuenta el Ejemplo II.3A.6, ha de veri-
2 Ak+2

ficar, ctg'r=g——zr==, y se concluye la demostracién en este

caso.

CASO II. Se supone que 31#a3 en alg&n punto A de U,

Entonces de la continuidad de @,y ag, existe un entor-

no V de A en U tal que a1=a2#03 sobre V. Se supone, por tan-
to,

(IV.1.15) AUk = akuk’ k=1,2,3, 01=02¢03,

sobre V. De (IV.1.14) se obtiene,

(IV.1.16) Y(e, ) =0, k=1,2,3,

para todo YeD, y
U,te, 1

(IV.1.17) U1(a3)=_p2(u3)(q3—a1),

U2(o3)=p1(u3)(a1-03).

)=U1(a2)=U2(a y=0,

Ahora bien, de (IV.1.4), (A2—(h—b)A)Z=(4m+4-a)Z para

todo ZeD'i asi, teniendo en cuenta (IV.1.15), se obtiene,

(IV.1.18) af - (h-bla, = 4m+4-a,

(IV.1.19) a, + a_ = h-b.



Como a y b son constantes, si se deriva (IV.1.18) res-

pecto de U1 y UZ' de (IV.1.17), se deduce,

(IV.1.20) a U, (h) = 01U2(h) = 0.

IT.1.- Se supone en primer lugar que a1#0 en un punto
B de V; como antes, de la continuidad de @y, existe un entor-
de B en V que se seguiré designando por V tal que 01#0 sobre
V. Por consiguiente de (IV.1.20),

(h)=U,(h)=0,

2

de donde, si se deriva (IV.1.19) respecto de U1 y U2 se ob-

tiene,

(Iv.1.21) U,(a,) = Us(a,.)=0.

’

Asl, de (IV.1.17), p (U )=p,(U,)=0, luego, de (III.1.15)
1 1 2 3

y (IvV.1.15),
(IV.1.22) v U, = 0.

De las fdormulas de Gauss y Weingarten y de la definiciédn

del gradiente de una funcidn, se deduce facilmente que,
(IV.1.23) g(Vygradeg,Yy=g(v,grada,,X),

para cualesquiera X,YeTM,

Por tanto, de (IV.1.23) y teniendo en cuenta (I.1.3),

(IV.1.16) y (IVv.1.17),se sigue,
(IV.1.24) X(B)f3(Y)-+g(VXU3,Y)=Y(B)f3(X)+g(VYU3,X),

para cualesquiera X,YeTM, siendo B=U3(a3).

Tomando X=U, e Y=U, en (IV.1.24), entonces de (Iv.1.22)

se obtiene,

(IV.1.25) U, (8)Xf_(Y) = Y(B) + gl(v

3 3 )

vUs s
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y expresion andloga para X. En consecuencia, de (IV.1.23) y (IV.

.1.25%), se tiene,

(IV.1.26) eg(VxU3,Y) = BQ(VYUS,X)

——y

para cualesquiera X,YeTM,

De (IV.1.15) y (IV.1.26) se sigue, sg(J3Ax,Y)=eg(J3AY,

,X), luego,
(Iv.1.27) Bg((J3A-+AJ3)X,Y)=O,

para cualesquiera X,Ye D.

Usando la ecuacidén de Codazzi, (I.1.7), (III.1.15) y
(IV.1.15) se obtiene que,
g(X,J3Y)=R(X,J3Y,U3,N)=g(J3AX,Y)—g(J3AY,X)
para cualesquiera X,YeD. Por tanto, de la expresidn anterior
y (IV.1,27), se deduce que B=U3(c3)=0 lo que junto a (IV.1,

16) y (IV.1.21) prueba que a, es constante sobre V.

3

Asi, como,de (IV.1.4), a1a3=a—(4m+4), se concluye que

e, también es constante y por. consiguiente,de (IV.1.13), se
obtiene que V es una hipersuperficie real isoparamétrica de
QP™ con Uy, U, ¥y Ug principales donde dos de sus curvaturas
principales son distintas. Por consiguiente, teniendo en cuen-
ta la conexidn de M , del Teorema fundamental III.2.3 se con-
cluye que M es una parte abierta de un tubc de radio r, O«

<r<£ o £<r<£ sobre cP™ que, ademas, del Ejemplo II.3B.2 y de

(Iv.1.3), verifica que ctgzrza%— lo que concluye la demos-

1

tracion en este caso.
II.2.- Se supone que a,=0 sobre V, entonces a1=20t92£

y si se toma el tubo de radio sobre V, y si I es un abier-

™
4
to conexo de V donde ¢" tiene rango maximo, entonces por
z
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el Lema II.2.6 , de ser u1¢a3 sobre V ymediante el uso del
Teorema de la funcidn inversa, se deduce que existe un abier-
to I' contenido en ¢ tal que ¢"(z') es una subvariedad de
QPm. Entonces, definiendo n kco%o en (III.2A.3) y por un ra-
zonamiento similar al utilizado para probar el Lema II.3A.1
puede verse facilmente que de ser 03#-2t92£, rango n ,=4m-1,
y de forma andloga al Lema II.3A.2 se deduce que o Ta,=a,
lo cual es una contradiccidén y se concluye la demostracidn

del Teorema.

Del Teorema anterior, se sigue que en todas las hipersu-
perficies reales casi-Einstein del espacio proyectivo cuater-
nidnico b es necesariamente distinto de cero . Por tanto, se

tiene el siguiente,

COROLARIO IV.1.4.- No existen hipersuperficies reales Eins-

tein del espacio proyectivo cuaternidnico.

§2. HIPERSUPERFICIES REALES PSEUDO-EINSTEIN DE QPm.-

—

J.D. Pérez, en [Pe], estudia las hipersuperficies rea-
les, M, del espacio proyectivo cuaternidnico cuyo tensor de

Ricci verifica la siguiente condiciédn,

3
(B) SX = aX + b | g(x,u U
k=1

K’
para todo XeTM, en el caso pérticular de que U1, U2 y U3
sean principales con la misma curvatura principal, siendo a
y b funciones diferenciables sobre M,

En este epigrafe se obtiene la clasificacidon de este ti-
po de hipersuperficies reales de QP™ cuando en la condicidn
(B), a y b son constantes, completando asi, los resultados

obtenidos en [Pe].
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DEFINICION IV.2.1.- Sea M una hipersuperficie real del espa-
cio proyectivo cuaternidnico QPm. Se dice que M es una hiper-

superficie real pseudo-Einstein si el tensor de Ricci de M

verifica la condicidn (B) con a y b constantes sobre M,

En cuanto a las hipersuperficies reales pseudo-Einstein

m .
de QP se tiene,

LEMA IV.2.2.- Sea M una hipersuperficie real pseudo-Einstein

m ~
de QP , m>3. Entonces existe una base local de V, {J',Jé,Jé},

definida sobre un abierto U de M, tal que los correspondien-

tes Ug==J N, k=1,2,3, son principales y al menos dos de ellos

tienen la misma curvatura. principal. Ademads, en cada punto

de U existen a lo mas cuatro curvaturas principales distin-

tas.

Demostracidon.- Por verificar M la condicidon (B) y por
(IV.1.2) se deduce,

(Iv.2.1) (A°—hA)X = (4m+7-a)X,

(IV.2.2) (A°-hA)Z = (4m+d-(a+b))Z,

para cualesquiera XeD, ZeD'.
Sea T=A2—hA, claramente T es un endomorfismo de TM simé-

trico y ademas,

(Iv.2.3) TDe D , D' & D'.
Si {xj,...,x4m_1} es una base ortonormal en TM de auto-
vectores de A, de la definicidn de T, (X1,...,x4m_1} es tam-

bién una base de autovectores de T. Se distinguen dos casos:
CASO I. b#-+3. Entonces, de (IV.2.1), (Iv.2.2) y (IvV.2.3), T

deja invariantes las distribuciones D y D' con distintos au-
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tovalores, 4m+7-a y 4m+4-(a+b), respectivamente, esto es,

existen exactamente tres campos de vectores X1, x2 y x3 ta-
les que,

(IV.2.4) TX, = (4m+d-a)X, , _ k=1,2,3,
(IV.2:5) D' =

Sp{x1,x2,x3},

y el lema se sigue entonces como en el Caso II del Lema IV.
1 wis

CASO II. b=-3. Entonces, de (IV.2.1) y (IV.2.2),.U tiene a

lo mas dos curvaturas principales distintas, de donde, por

la Proposicidén III.3.1, por (IV.2.1) y (IV.2.2) se concluye

también la demostracidn en este caso.

Del Lema anterior, toda hipersuperficie real pseudo-Eins-
tein de QPm, m>3, verifica que, localmente, U1, U2 y U3 son
principales y, en el caso de que tengan la misma curvatura
principal, por el Lema III.1.2, ésta es localmente constante;
por tanto, la condicidn (B) con a y b constantes es equiva?
lente a la condicion (A), esto es, en este caso toda hipersu-
perficie real pseude-Einstein de QPm es una hipersuperficie
real casi-Einstein y reciprocamente. Asi, debido a la clasi-
ficacidén dada en §1 de este Capifulo de las hipersuperficies
reales casi-Einstein, el interés de las hipersuperficies rea-
les pseudo-Einstein se centra en saber cuales de ellas veri-
fican que U1, U2 y U3 son principales con al menos dos curva-

turas principales distintas.

A este respecto se tiene el siguiente,

LEMA IV.2.3.- Mo existen hipersuperficies reales pseudo-Eins-

tein de QP", m>3, donde al menos dos de las curvaturas prin-
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Cipales correspondientes a U1, U2 Yy U3 sean distintas sobre

un abierto U de M.

Demostracidn.- Se supone que existe una hipersuperficie
real M pseudo—Einstein verificando las condiciones del lema,
entonces del Lema IV.2.2 existe un abierto V contenido en U
tal que U1, U2 y U3 son principales y al menos dos de ellos

tienen la misma curvatura principal. Asi, se puede conside-

rar,
AUy = agUg,
(IV.2.6) MU, = eyl
A =
Ug = o5Y5,

a =
con 1 02¢03 sobre V.

Entonces de forma similar al Caso II del Teorema IV.1.3

L

3.,

Y

6 T<rc

se deduce que Ves un abierto del.tubode radio r, O«<rc vl

<§, sobre CPm, con ct922r=5%7.

Es claro, del Ejemplo II.3B.2, que los tubos donstrui-
dos sobre CP” no verifican la condicién (B) para ningunas
constantes a y b. En consecuencia, se llega a una contradic-

cidén y se concluye la demostracidén del lema.
Del Teorema IV.1.3 y del Lema IV.2.3 se deduce,

TEOREMA IV.2.4.- Sea M una hipersuperficie real conexa del

. . o5 m -
espacio proyectivo cuaternionico QP ', m>3. Entonces, M es

——

pseudo-Einstein si y sdlo si M es una parte abierta de

i) Una hiperesfera geodésica, o de

. k 2
ii) Un tubo de radio r, O<r<z, sobre QP , O<k<m-1 con ctg“rs=

27 -
_ 4k+2
TAm-4k-2 °
Nota.- Obsérvese que del Teorema IV.2.4 las Unicas hipersu-
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perficies reales pseudo-Einstein de QPm, m>3, tienen U1, U2
Y U3 principales con la misma curvatura principal.
"Notese también que el Corolario IV.1.4,que da la no

existencia de hipersuperficies reales Einstein en QP , puede

obtenerse también del Teorema IV.2.4 para m>3.
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