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INTRODUCCION

Los algoritmos de Newton y de Aitken-Neville
para la resolucidén del problema de interpolacidn polinomial

cldsico son bien conocidos.

La formula de Newton para el polinomio de gra
do no mayor que n que interpola a una funcién f en los pun

tos XgsXqs++-5X_€s una férmula recurrente, en el sentido de

que ese polinomio se calcula -afiadiéndole al de grado no ma-
yor que n-1 que interpola a f en un punto menos un nuevo
término que requiere el cdlculo de diferencias divididas.

Su ventaja sobre 1la férmula de Lagrange, por ejemplo, radi-
ca en el hecho de que se puede ir aumentando el ndmero de
puntos de interpolacidn sin gran coste y ademds es programa-

ble para cdlculos en computadora de manera muy simple.

Sin embargo, en los afios 1932 y 1934, respec-
tivamente, Aitken y Neville introducen unas nuevas férmulas
de interpolacién por recurrencia que evitan el cadlculo ex-
pligito de las diferencias divididas. Para ello construyen
el polinomio de interpolacidn citado a partir de otros dos
de grado no mayor que n-1 que interpolan a f en un dato
Menos. Dado que también su progrémabién en una computadora

es basStante simple, la idea ha sido bastante utilizada.

La diferencia entre ambos autores es que Ait-

ken, §ue fué quien primero publicé su trabajo [1], hace una



determinada eleccién de los dos conjuntos de puntos cuyos

polinomios de interpolacidn se utilizan: {XO"”xn»Z’xnw?}
y {xo,...,xn_z,xn}, mientras que Neville en [42] elige los
conjuntos {XO""?xn-l} Y {x],...,xn}. No hay ventaja de uno

sobre el otro: Gnicamente sucede que al reiterar el proceso
partiendo de polinomios de interpolacién de grado cero has-
ta llegar al de grado n se van utilizando conjuntos de da-

tos distintos para llegar al mismo conjunto final.

Todos estos métodos se hicieron exclusivamen-
te para polinomios. Posteriormente ha habido diversos inten-
tos de otros autores para utilizar esas ideas en otros espa-
cios, Sin embargo ha sido G. Mihlbach quién en los Gitimos
siFte afios ha realizado una serje de trabajos que amplian
fuertemente los resultados de Aitken y Neville a espacios

de Chebyshev.

Siguiendo en orden cronoldgico los trabajos
de G. MuUhlbach, en un primer artfculo [35] da unos resulta-
dos felativos a sistemas de Chebyshev y como corolario ob-
tiene un algoritmo de Aitken-Neville pgra sistemas comple-

t0s de Chebyshev sobre un conjunto G.

Posteriorm?nte establece una formylacidn ge-
neral del algoritmo de Aitken-Neville cl&sico aplicable
cuands uRg funcidn se interpola por medio de combinaciones
linsales de funciones tales que forman un sistema de Cheby-
shey de& Manera que alguno de sus subsistemas sea de nuevo

sisteila de Chebyshev.
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En [36] obtiene una férmula de interpolaciodn
de Newton generqlizada para sistemas de Chebyshev tales que
al menos uno de sus subsistemas también lo sea. Asi mismo,
obtiene las diferencias divididas asociadas a dicha férmula

de Newton.

Por otra parte en [41], adn sin publicar, se
extiende la férmula de Newton al caso del problema general
de interpolacidn lineal finita. '

En la presente memoria, de una parte preten-
demos extender los resultados de G. Muhlbach bajo una formu-
lacién netamante algebraica que evita el centrar la atencidn
en los sistemas de Chebyshev y en el caso de una variable.
Se consigue asi una formulacién general que deja las formu-
las utilizadas normalmente: Newtbﬁ;‘Lagfange, Aitken, Nevi-~

lle, como casos particulares.

As7T mismo, debido a esa formulacidn es posi-
ble la aplicacién de los resultados a 1a interpolacidn en’
varias variables sin excesivas dificultades. Concretamente,
al aplicar nuestros métodos a la interpolacidén multivaria-
da, queremos dar una manera alternativa unas veces Yy comple-
mehtaria otras, de una serie de trabajos [ 141, [18], [34],
[43] que se han venido realizando en los Gltimos afos en el
Departamento de “Ecuaciones Funcionales de la Facultad de

Ciencias de Granada.

A punto de finalizar esta memoria tuvimos no-

ticias de la obtencidén de algunos de los resultados de G.
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Mthlbach por C. Brezinski y T. Hgvie, separadamente, aungque
ellos siguen haciendo uso de la i#dea de sistema de Chebyshev
(completo 6 no, segin los casos), asi como el uso de algo-
ritmos de extrapolacidn. Nosotros en el capitulo V de la
presente memoria extendemos los resultados de Brezinski [6],
consiguizndo una interesante identi{dad para determinantes
que generaliza la de Sylvester [13] y l]egando a una expre-
sién de una férmula general andloga a la obtenida en el ca-
pitulo !l y que coincide con &ésta en los casos particulares

mi&s importantes.

A continuacién describimos el contenido de

cada capitulo de esta memoria.

En el capftula | establecemos las notaciones
que usaremos en toFa la memoria asi como algunos resultados
que nos serédn Gtiles en lo sucesiwo. Respﬁcto a las nptacio-
nes hemos seguido la idea de 6., Mublbach en [35]. También
recogemos en este capitulo algunps de los resultados mis sig
nificativos estahlecidos, en orden cronoldgico, por G. Muhl-

bach y que nosotros hemos generalizado en sucesivos capftulos.

En el capitulo Il, en una primera etapa, se
establece una férmula general de interpolacién por recurren-
cia bajo condiciones suFiclentys bastantgvsimples como son
la no anulacidén de ciertos determinantes. Tal férmula, con
las notaciones del capitulo | y las condiciones anteriores,

eF
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(0.1) Lef Ty T = | ”J)+
n+m e’ n, i '
i=1
s n+m
Z ¢,,...,¢
4 *n
+ Arak.Lhwkl— r )
i=1 k=n+s !
con s 2 2 y siendo los Xi la Gnica solucidn del sistema
Yo ‘s ' P
§ X, =1
i
i=r" "
(0.2) ; s ’
',;A L (ps LA )=L(¢ ., ), h=1 s-1
i;=1 ‘ s sk o ’

y los 3L la k-ésima diferencia dividida de f. Aqui L es una

forma lineal cualquiera, aunque en el caso mds habitual se-
rd& valor de la funcidn en ciertos puntos 6 derivadas parcia-

les en determinadas direcciones.

Es claro que una vez establecida la férmula
(0.1) nos preguntemos si existen condiciones,sufjcientes fa-
cilmente observables en la préctica, para que tal férmula
tenga sentido. La respuesta es afirmativa y se recoge en el

teorema 2.2 de este capitulo.

La Gltima parte del capitulo estd dedicada
al e81culo de las diferencias divididas a, de (0.1). Tales

diferencias divididas las obtendremos como solucidn de un
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sistema lineal. En primer ltugar, en las gondiciones del teo-

rema 2,1, habrd gye resolver un sistema de ecuaciones de

orden mxm e inclgnitas a,, con n+l < i < n+m. Para ello

tomamos uno cualquiera de los ‘% i y aplicamos el teorema
2

2.1 con s =1 (férmula de Newton generalizada) ya que los

a, son independientes de k y dependen tan sdlo de f, {¢j}9

j= W ey TR L <
J=L ? Y n+m
No obstante, a la vista de la férmula (0.1),

es claro que nos interesan las a,  con n+s < k < n+m por lo

que estamos resolviendo un sistema ''superabundante' ya que
se puede reducir a resolver otro sistema pero de orden
{m-s+1)x{m-s+1), Efectivamente ésto puede hacerse con fre-

cuencia y asi lo demostramos establecieq§o el teorema 2.4

de este capitulo.

Por Gltimo, damos un teorema relativo a la ob
tencién de las diferencias divididas como solucidén de un sis
tema de mAs ecuaciones que incbgnitas, bajo adecuadas condi-
ciones. Omitimos su demostracidn detallaﬂa por ser de anadlo-
ga formulacidn, salvo notaciones, a otro teotema dado por G.
Mihlbach en su Gltimo trabajo que conocemos, aidn no publi-
¢adé, al extender la formula de Newton al problema general
de ipterpolacién ligeal finita. Este teorema ya habla sido
demestradao por noesoiros cqgn anterioridad siguiendo las 17-

neas expuestas en f{ 36].

Concluimos el capitulo indicando posibles ex-

te:siOnes de la férmula (0,1) viendo que, en general, no son
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Gtiles en la practica.

En el capitulo Ill obtenemos los casos par-

ticulares mas interesantes de la férmula (0.1).

Si s = m+1, desaparece el doble sumatorioc y
se obtiene la férmula que llamamos de Aitken-Neville genera-
lizada. E1 nombre se justifica por que eligiendo los conjun-

tos {]i tales que

3

c:ar‘d((ﬁn,i f\(%’i+1) = n-1, i=1,0:.,m
b d
m+1 - ¥
card( igl %hi) = n + m
y con
| JEERE: T - = £ .ﬂ£n,j+1, i

n, i n, i+l n,j

5 i

se sigue la idea del algoritmo de Aitken original, mientras

que si fuera

L .n¢ £ L .Nn L., Yi#]

n, i n, i+l n;j n,j+1

segquimos la idea del algoritmo de Neville.

A partir de la férmula obtenida es inmediato,

or ejemplo, obtener el algoritmo de Aitken cldsico.

)

La férmula puede ser usada recurrentemente si
3és circunstancias lo permiten, obteniéndose un algoritmo
gié es, formalmente, andlogo al obtenido por C. Brezinski en

61,

aunque obtenido por caminos totalmente distintos a los
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que é1 utiliza.

Un algoritmo amdlogo se obtiene si seguimos

la idea de Neville, es degir si

£h’j E Ih_‘:j" a 1}1‘1’_] ¢ j>h’ h=2,3,...

Obsérvese que taltes algoritmos pueden ser per

fectamente llevados a cabo mediante una computadora.

Si s =1 obtenemos la férmula

n+m

q) "”¢ '¢ !",¢ ‘ ¢ ""¢
(0.3) P I£ I (k) = p | £ " lx) + g a,.ro 1£ " i(x)

+m n n
B ; e k=n+1

que llamamos formuyla de Newton ggnQraiizada pues permite el

paso de un probleﬁa con datos ‘% y espacio de interpola-

cidn {¢1,.,.,¢n} a otro con datos £

espacio de in r-
n+m 7 pae te

polacidn {¢1""’¢n+m}'
A partir de }a férmula (0.3) se puede tam-
bién deducir facilmente la fGrmula de Ajtken-Neville genera-

1iZzada anterior.

$Se discute gn esta parte del capiftulo el pa-
ralelismo entre la férmula (0.3) y la correspondiente formu-

la de Newton de interpolacidén polinomial en una variable.

Por Gltime, si s = m+! y n = 1 obtenemos co-
mo caso particular de interés de (ﬁ.i% una férmula de inter~-

polacidn de Lagrange.
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El capftulo IV lo dedicamos a extender los
resultados de los capftulos precedentes a la interpolacidn
en dos variables. Lo hacemos en varias etapas. En primer lu
gar establecemos la férmula de Aitken-Neville y la de New-
ton en dos variables vy hacemos uso de algunos resultados re-
cientes en la teorfa de interpolacidén multivariada, en par-

ticular del trabajo de Gasca & Maeztu [14].

Se estudia la interpolacidén lagrangiana en
seis datos arbitrarios de Rz, viendo casos de interpolacidn
tipo Aitken, tipo Neville e interqedios. Se generaliza al
caso de tener vn datos sobre una recta, n-1 sobre otra dis
tinta de la anterior, y asi sucesivamente hasta tener un soO-

lo dato sobre.la Gltima recta.

En los ejemplos que damos podemos observar
que nuestro método es algo laborioso debido a los determi-

nantes funcionales que aparecen en el cédlculo de los Ai(x,y),

aunque ello no resta interés a nuestro prdcedimiento.
Podria pensarse que cuando un problema se

sabe que tiene solucién Gnica porque podemos hacer una cons
truccién como la indicada en [ 14] con un conjunto de datos
asociado jue es el dado y un espacio de interpolacidn que
es el que nos interesa, la obtencién de la solucidn es mu-
cho mis rractica allf lo que, en principio, desplaza en in-
terés a la construccidn por recurrencia que nosostros hace-

M6s a partir de otros’ problemas mas simples.

Sin embargo ésto no quitarinterés a los re-
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sultados obtenidos en esta memoria porque ambos planteamien-

tos pueden complementarse.

Concretamente, si consideramos el gnterior
problema de interpolacién lagrangiana sobre seis puntos de
Rz no situados sobre una cénica y usando como espacio de in-

terpolacidn Pz(x,y), si no hay tres puntos alineados, median

te el proceso de construccién de la solucién dado por [ 14]

es imposible obtener 1la misma en Pz(x,y} sino en un subes-
pacio de P3(x,y), Sin embargo este problema de interpolacién
tiene solucidn Gnica en szx,y). Podemos pues aplicar nues-

tra férmula de Aitken-Nevilleigeneralizada copjugando ambos

mé'todos, con n = 5’ m = 1: g = -2,

Es decir, vemos cudndo la resolucién mis prég
tica del problema serfa medjante el procedimiento de [14] &
cudndo dicha construccidén es impo§ible para resolver el pro-
blema total pero posible y aconsejable para la resolucidn de
dos problemas mds simples que a su vez pyeden ser utilizados
para el planteamiento de una férmyla del tipo Aitken-Neville
generalizado y asi obtener la resolucidn del problema total
mediante un procedimiento simple que muestra cémo ambas téc-

ficas se pueden complementar.

Por dltimo, volvemos a usar, complementaria-
mente, ia téenica de [14] y 1a nuestrg en el estudio de ele-
mentps fTinitos clisicos en 13 bibliografia de (iarlet, Ra-
viart, Zienkiewicz, etc. En concreto se estudia uno con diez

datos Lagféhge-Hermit? Fobre los véstices e interior de un
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tridngulo y que tiene unisolvencia en Pa[x,y). Ademds, se

resuelve un caso concreto del mismo elemento finito.

El capitulo V recoge dos partes bien diferen-
ciadas. De un lado una generalizacidn de una identidad de
Sylvester para determinantes (ver [13]) y, de otro, la apli-
cacién de la misma a problemas de interpolacidn para obte-
ner una férmula del tipo (0.1) que en los <casos particula-
res.de Aitken, Neville y Newton coincide con la obtenida en

capitulos anteriores.

La idea de este capitulo surgid a rafz del
trabajo de C. Brezinski [6] en que obtiene el algoritmo de
Mihlbach-Neville-Aitken (algoritmo MNA) aplicando la iden-
tidad de Sylvester para determinantes. Posteriormente lo ge-
neraliza aplicando el E-algoritmo de extrapolacidn obtenido
por dicho autor y, simultdneamente, por T. HSvie [25]. No-
sotros pretendimos extender estos resultados para lo cual
fué necesario modificar la identidad de Sylvester obtenien-

do una nueva identidad mucho mds general.

La aplicacidén de la misma a nuestros proble-
mas de interpolacién ha dado como resultado la obtencidn
de una foérmula de interpolacidén muy general, andloga a la
(6.1) y que en los casos particulares interesantes, s= m+l
Yy s = 1 s7 coincide con ella, pero en general no ocurrira
851 como lo probamos con un contraejemplo. Ademds, con ella,
se hace innecesario el recurrir al E-algoritmo de extrapola-
cién, habiendo dejado el trabajo de C. Brezinski [6] como

YR caso particular de nuestra formulacidn.
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Por Gltimo se da un apéndice que muestra cd-
mo puede programarse en un ordenador la interpolacidn la-

grangiana en seis puntos cualesquiera de RZ, P]’PZ’PB’Pﬁ’

PP
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CAPITULO 1

PRELIMINARES, TERMINOLOGIA Y NOTACION
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CAPITULO |

PRELIMINARES, TERMINOLOGIA Y NOTACION

1.-INTRODUCCION

Sea W un espacio vectorial sobre un cuerpo K
conmutativo y de caracteristica cero, V un subespacio suyo
de dimensién n+m, n,m € N, y consideremos f € W y L], L2"'

=l i formas lineales sobre W.
n+m

Se llamard problema de interpolacidn general
P a un problema planteado en los siguientes términos:
HalTlar
(1.1) ¢ €V /L. (¢) =L . (f), i=1,2,...,n+m

Refiriéndonos al caso en que W y V sean espa-
cios vectoriales de funciones, el problema anterior serd de
interpolacidn lagrangiana si {Li}’ i=1,2,...,n+m son valores
de la funcidn en puntos distintos del conjunto de definicidn
de las funciones de W y diremos que es un problema de Hermi-
te si las Li corresponden a valores de la funcidn y/o valo-
res de ciertas derivadas de orden cualquiera en puntos da-

dos de aquel conjunto.

El resultado bisico en esta teoria es el cono

TEOREMA 1.1.- Sean $1509r0eesdb, im elementos

detlL (o)) # 0

’(:’) j;: 1 ,,2 2 o oy ”.+m
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Entonces {¢7,9,,. .,¢n+m} es una base de Vy

el problema P admite una dnica solucibn, ¥Y§ € W.

Nos serd Gtil,en lo sucesivo, tener en cuen-

ta también el siguiente resultado:

LEMA 1.1.- Sean LI’LZ""’L& n gormas Linea-
Les sobre W y $1s0preeesd, n elementos pentenecientes al es
pacio W, fales que

a2 LIRS 53 TSN Rl

Entonces, A4 Las formas Lineales L y L' son

tales que n
L = E AL
L4
L=1
R
{ [
L BéL&
L£=1
y se verdlfica
n ? .
L(‘b‘?) = L (¢L), =1 324 o485,

se tilenme L=L".

Demostracidn

En efecto, si

L(¢i)=L'(¢i), =02, wunyl
entonces

(L-L') (o) =0, i=1,2,...,r

que es un sistema homogéneo de r ecuaciones y r incbgnitas

ci = A.-B., i=1,2,...,r.
] }

Este sistema tiene solamente 13 solugién trivial ya que el
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y por lo tanto L=L"'.

Una aplicacidén directa de este lema es la si-
guiente:

Sea G un conjunto arbitrario de puntos de car
dinal r, al menos, y E el espacio vectorial de las funciones
con valores en K definidas sobre G. Un funcional lineal L so
bre E se dice que tiene soporte en Gr={x],x2,...,xr} C G, si

n
Lf = aif(xi) , Vf € E
i=1

Pues bien, si ¢],¢2,...,¢r son funciones de E tales que

(1.2) det(¢i(xj))i,j=1,2,..-,r |
¥ : r

LYFs= bif(xi)

=

—

es otro funcional lineal con soporte en Gr’ el hecho de que

L(¢i) = LI(¢E)’ Yi=t,2,...,r, implica que L=L"

El punto de arranque de nuestro trabajo es la
generalizaci6n de los resultados obtenidos por G. MUhlbach
en [351-141], asi como continuar la linea de investigacidn

abiefta en dichos trabajos.
Notaremos por
£n+m ={L;, i=1,2,...,n+m}

a un gonjunto de n+m formas lineales sobre el espacio W, que
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mientras no se diga lo contrario consideraremos ordenado se-

gin los subindices crecientes.

Sea {¢1’¢2""’¢n+m} una familia de elementos

de W linealmente independientes tales que
(b}’d)z""’q’n_}_m

det £ = det(Li(¢j))
n+m:

#0

i,j=1, ...,n+m

y llamemos V al espacio vectorial engendrado por {¢l’¢2""

"’¢ﬁ+m} que denotaremos también por

{¢1’¢2""’¢n+m}
Notemos, de forma parecida a Muhlbach,
¢,,¢2,--.,¢n+m

£

_n+m

(1.3) pf

al elemento de V gque es solucidn Gnica del problema

byabpreribnyn

(1.4) Li(pf )} = Li(f)’ i=1,2,...,n+m

n+m

para un cierto elemento f del espacio W, y lo llamaremos

elemento interpolador de f en V respecto al conjunto de da-

. . s &= £
tes de interpolacién : o

Sean

%1 co o i=1,2,0..,s, IS s< m+1
H

s Subconjuntos de n elementos cada uno de I% que conside

+m?

rarefics también ordenados como ‘% Supongamos que

+m

)
s
AT
o
Q.
[0}
g
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Anidlogamente a (1.3),

P ysdopseces?d
(1.6) pf L i
i€

n,i

indicard el elemento de {¢1,¢2,...,¢n} que resuelve el si-

guiente problema de interpolacidn:

¢1’¢2""’¢n
€1.7] Lr(pfi: ]) = Lr(f), VLI_ = £n
i

b

Denotamos por

¢ ’(p ’."’¢
(].8) [1 2£ n+m

n+m

f
K 1o k=132 3 5 o Jintm

al coeficiente de ¢k en el elemento (1.3), que llamaremos

k-ésima diferencia dividida generalizada de f respecto a

{¢1’¢2’°"’¢n+m} y i%+m. An3dlogamente se define

'¢1’¢2""7¢n

.F
s ok=T 2005 &R
. k
n, i

&

El error de interpolacidén de f lo notaremos,

seglin el problema, por

P 9P s enssd P T
rf 1 2 n+m | _ P 1 2 n+m
£ i

n+m R+

O

(1.9)
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Observacidén.- La diferencia dividida {(1.8) tal

como se ha definido aquf depende tanto de {¢1’¢2"°"¢n+m}

como de i%+m‘ Es el coeficiente de N al resolver el siste-
ma a que da origen el problema de interpolacidn planteado,
y depende de la totalidad del probliema en el sentido de que

incluso no tiene por qué existir

¢1’¢2""’¢k/f

L sley Ak

giolges s @ oy,

por ejemplo.
AsT la diferencia dividida clasica con cuatro

argumentos x,,x,,X.,,x, verifica
g 1, 2: 3! 4 e

1, x,xz,x3 f
[XIQXZ,X3QXA]f = Xl,XZ,X3,Xh 4

3

y es el coeficiente de x” en el polinomio de interpolacién

]

de f en x],xz,x3,x“, pero ya no es

1, x,xz,x3

[x],xz,x3]f

| RyaRg shgaXy

T 1, x,x"|f
[x,,x,,x,]f =
1 2°73 _x],xz,x3 3

Le qgue hemos pretendido con esta definicidén es extender la
¢18sica de manera que cuando las condiciones sean similares
a las que se producen en el caso de aquella el comportamien-

to sea también similar, en el sentido que ya precisaremos.

En el capitulo segundo se indicard la forma
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de calcular las diferencias divididas como solucidén de un

sistema lineal bajo ciertas condiciones.

2.-0RIGENES DEL PROBLEMA.

La bisqueda de construcciones de soluciones de
problemas de interpolacidén que sean simples de llevar a cabo
es una cuestidn cldsica, que ademds ha sido reforzada con el

desarrollo del An3lisis Numérico.

La conocida férmula de Newton para el polino-
mio de grado n que interpola a f en Xgs -+ sX €5 una formula
recurrente en el sentido de que ese polinomio se calcula afia
diéndole al de grado n-1 que interpola en un punto menos un
nuevo término. Su ventaja sobre otras construcciones radica
en el hecho de que se puede ir ampliando facilmente el nime-
ro de nodos de interpolacidon y ademds es programable para

cdlculos en computadora de manera simplisima.

Sin embargo hacia los afos 1930 dos autores
introducen unas nuevas férmulas de interpolacidn por recu-
rrencia que evitan el cdlculo explicito de diferencias di-
vididas: para ello construyen el polinomio de interpolacidn
¢citado a partir de otros dos de grado n-1 que interpolan en
un punto menos. Como su programacidn también es tremendamen
te simple su idea ha sido ampliamente utilizada aunque en de
finitiva no trae grandes ventajas ni inconvenientes sobre la
©tra: es simplemente, otra forma andloga de construccién.La
diferencia entre los dos autores es que el primero que cro-
nolégicamente publicd su trabajo, A.G. Aitken, hace una de-
terminada eleccién de los dos conjuntos de puntos cuyos po-
l'indmios de interpolacidn se utilizan:{xo,x1,...,xn_1} %

{XQ,:s;,xn_z,xn}, y el segundo, F.H. Neville elige



) L scién del g-
{x05X§3~ ":a. A’ ;‘ ?‘xq f . :r . r
ceso muestra una FTilosofia distinta en caga L350, pero sin
ventaja de uno sobre otro. La idea ha sido utilizade también

-’

lacidén y aceleracién de la convergen

e}

en algoritmos de extrap

cia de sucesiones y series.

o

in embargo esos autores hiciercn sus trabajos

o]
[

w

para polinomios. Tras varios intentos de otros autores ya en
fechas recientes para utilizar esas ideas en otros espacios,
G. Muhlbach ha reaiizado en estos Gltimos siete afios una se-

{41}, en los

=
(8
wt

g
(£]
£
8
o

rie de trabajos, algunos aln sin publi

que ha conseguido interesantes resultados que amplifan fuer-

L

temente los resultados de Aitken y Neville a espacios de Che
byshev. Por otra parte elabora una teoria para el cdlculo de

las consiguientes diferencias divididas generalizadas apli-

cables para construir una fdrmula de Newton generalizada.

C.Brezinski y T. H8vie han visto en otros ar-
ticulos cémo se puede llegar a algunos de los resultados de
Mihlbach a través de razonamientos rejacionados con algorit-

mos de extrapolacidn.

Vamos a exponer aqul brevemente los principa-
les resultados de MUhlbach que generalizamocs en los siguien-

tes ecapitulos de esta memoria.

En [ 35] se da una férmula general de un algo-
ritme de Aitken-Neville para interpolacidn de funciones por
combinaciones lincales de funciones formande un sistema de

Chebyshev.

Se demuestra gue si m,n € N vy {@?’¢2""’¢n}’

{$§,¢2....,¢n+m} son sistemas de Chebyshev sobre un conjunto
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G, entonces para cualquierA f: G - K, para cualquier subcon-

) - : C ° =
junto Gn+m {Xl’XZ""’Xn+m} G de cardinal n+m y cual

quier x € G se verifica una relacidn de recurrencia

m

IR T Orrueesd
(1.10) Ta X”*"‘ (x)=§ A (X) P 1 1)

XqseeenXo o — p+],..nm+n

Las funciones A , u=0,...,m, son independien

tes de f y verifican

m
(1.11) E A (x) =1, x € 6,
p=0
y si llamamos
aO,u = 1, para p1=0,...,m
¥
q)j""': ¢
o, o = r¢n+v . 1 " & , v=1,...,m
9 3 0y
u+] B u=0, > M
tenemos, Yx € G - {xz,...,xn+m_1}, que
(1.12) N(x) = det(av,u(X))v=O,..,,m # 0
=0 o o« n B

y para esas x Gnicamente vy p=0,...,m,

u
—i;ll~.det(av’c(x)), v=l,...,m

{1v33) AU(X) =
N (x) o=0,..,u=1,p+l, .. ,m
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“3

ara x € {xz,awp,xn+m_g}d

pueden ser elegidos arbitrariamente verificando

A (x) =1, vy si m@ 2, para k=2,...,m
(1.14) u=0
= = - { = 0 (u= f
u(xnd4<-1) 6 (u=0,..,k-2) vy Auixk; 0 {u=k,...,m)
Como consecuencia de este resuitado se obtie-
ne el siquiente corolario o algoritmo de Aitken-Neville para
sistemas completos de Chebyshev, es decir para sistemas

{¢1,...,¢n} tales que {¢1"“’¢i}’ i=1,2,...,n son también

sistemas de Chebyshev sobre G.

Si {¢l’¢2”"’¢n} es un sistema completo de
Chebyshev sobre G entonces para cualquier f: 6 > K y cual-~

quier conjunto Gn = {xi’XZ""’xn} C 6 de cardinal n y cual

quier x € G,
¢1,---,¢

n
pf X1,...,Xn (X)

se¢ puede calcular por recurrencia comenzandoc con

il
i
5]
.
=}

o} fx:)
pf rxl (x) = ———xl—om(x},
| 7 ¢1(Xj)

-

y usande
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b rseeesd Giguney B
pf | ““1( ) = ax).pf ] k]m -
1

X1 k+l 2,...,xk+

P iseess
+(1-A(x)).pf L -T

""’xk_}

donde la fun%ién Alx) verifica

¢ ""’¢'
1 k
ro (x)
k+1 Xqseees Xy
s X & G"{X
, 0]t it biseces ¢
1 1 k
A(x) =< ro klx) = ro (x)
k+1 x1,..., K k+1 XoseoesXp g
L € K arbitrario, x € {xz,...,xk}

y donde, llamando

se tiene

i) et y) - gty i) and )

F.
I
(rion®r-i+1) ™ Cigerbi-ier)

1<i,j,k<n ; 0<k-i+1 <j <n

AsT mismo, se da una relacidén de recurrencia
para diferencias divididas, que generalizaremos en esta memoC

ria posteriormente. La relacidn es la siguiente:

Sea n = 2 un nimero natural. Si {¢],...,¢n}

2°°°

,xk
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y {¢1,...,¢ _]} ( y, en el caso n> 2, también {¢E>¢“hf&

n

son sistemas de Chebyshev sobre un conjunto G, entonces pa
“1»

&

ra cualquier f: G = K y cualquier conjunto Gn=ix§,WSs,xn; G

de cardinal n se verifica la relacidn de recurrencia

[__¢"1:"':¢n_1 ¢ ¢)1’°9"¢n“’i 3{:‘&
Kyseoes X XyseoosX ‘J
(1.15) Preetal L ‘
X1, . ’Xn . oy
L ¢1’°'°’¢n_}¢ _ ¢];°"v¢n_ag@ |
Xypeees X n x1,,.,xn_3§ éj
donde
N

f

X eo e X
1° ' n

denota, para Mahlbach, el coeficiente de ¢n en la funcidn

%¢1+"'+&%¢n que interpola a f en XyseeosX , €5 decir la

n-ésima diferencia dividida.

Por otra parte, Muhlbach en [36] establece
una férmula general de interpolacidén de Newton y una rela-
cién de recurrencia para diferencias divididas aplicable
cuando una funcidn se interpola por medio de combinaciones
!ineales de funciones que forman un sistema de Chebyshev
tal Que al menos uno de sus subsistemas sea de nuevo siste-

ma38 de Chebyshev.

Cuando esta memoria estaba practicamente ter-

z w - . % & i 3
minada hemos tenido conocimiento de la extensidn por Mihlbach
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[41] de este Gltimo resultado al problema general de inter-

polacidén lineal finita.

El resultado establecido en [36] es el si-

guiente:

Sean m y n niimeros naturales tales que m<n.
Supongamos que {¢],¢2,...,¢n} es un sistema de Chebyshev so-
bre un conjunto G tal que su subsistema {¢1’¢2”"’¢m} es
también de Chebyshev sobre G. Entonces para cada funcion
f: G > K y cualquier subconjunto Gn = {x],xz,...,xn} C G de

cardinal n y cualquier x € G se verifica

b gseeesd PR
1 n 1 m
(1.16) PR e (x) = pf PR (x) +
1? i o 1 m
n
¢1""¢n f ¢1,--,¢
+ E .re
XqaeesXy k Xqs-esXy
k=m+1

Para la demostracidon de este teorema es necesario hacer uso
del lema 1.1 en la particularizacidn que hemos hecho anterior
mente.

La construccidn de las diferencias divididas
puede hacerse de forma mads general que (1.15) mediante el si

§uiente resultado [36]:

Sean 1, m, n enteros con 0<1 <m. <n. Suponga-
mo§ gue f¢],¢2,...,¢n} es un sistema de Chebyshev sobre un

conjynto G tal que tambi&n sus subsistemas {¢1,¢2,...,¢m} y

f¢35@23~:.,¢]} son sistemas de Chebyshev sobre G (si 1 =0,
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entonces solamente {¢1’¢2""’¢m} se supone que es un subsis
tema de Chebyshev de {¢1,¢2,...,¢n} sobre G). Para cualquier
f: G > K vy cualquier subconjunto Gn={x],x2,..°,xn} C G de car

dinal n, notemos por a el vector de orden (nh-m), de compo-

nentes

bypeanaty| T
a, = :

k Xy ouosX 4
1°? > n jm+k

Entonces a estd univocamente determinado como solucidn del

sistema de (m-1).{(n-m) ecuaciones

(1.17) C.a = b

siendo b el vector de orden (m-1).{(n-m)

b (¢1,""¢m f ¢1"”’ ¢m )
X1aizr s Xitm| 4] Xiseoro oo Xiam-1 |1+
i = 1,2,...,n=m, Jj = 1,2,...,m~]

vy C la matriz de orden (m-1).(n-m)x(n-m) cuya k-é&sima colum

na tk’ k = 1,2,...,n-m es
£ = ¢1""’ ¢m ¢m+k i ¢1"'°’ ®m P ek i}
K Xipgs o Xpay | 14] Xioer o Xiame1 | 14) |
i = 1,2,...;05M; j = 1,2,...,m-1.

La teoria de los espacios de Chebyshev ha si-
do muy desarrollada Gltimamente (véase, por ejemplo, Karliné
Studden [28]). Pero asi como en el caso de una variable G
suaie ser un intervalo de R, y existen abundantes ejemplos,

en Davis [10] puede verse que si G C Rk, k 2 2 tiene un pun-
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to interior (6 mds aln, lo que &1 llama punto de ramifica-
cidn) no existen sistemas de funciones continuas verifican-

do (1.2).

La utilizacidn de sistemas de Chebyshev por
Mihlbach en sus trabajos hace que la atencidn se desvie ha-
cia aquellos y se esté pensando siempre en ei caso de una
variable. Ademds, las demostraciones hacen uso continuado
de la definicidén de sistema de Chebyshev en el sentido de
que si {¢1’¢2""’¢n} es un sistema de Chebyshev sobre un
conjunto G de n puntos al menos, una combinacidn lineal no

idénticamente nula de ¢],¢2,...,¢n no puede tener mas de
n-1 ceros en G. Nosotros hemos partido, como mds facilmen-
te generalizable de la propiedad equivalente de que para
{xl,xz,...,xn} puntos cualesquiera de G se verifica

det (o, (x;)); .y 2,,..,n %0

Con ello las demostraciones pasan a tener un aspecto ente-

ramente algebraico en el que no influye el hecho de que los
elementos ¢i sean & no funciones, o que lo sean de una 6 va
Fias variables, y los resultados se muestran méds facilmente

“aplicables a casos que de la otra forma quedan semiocultos.

En el Gltimo trabajo de Muhlbach adn no pu-
blicado, sin embargo, ya se extiende el resultado (1.16) al
problema general de intefpolacién lineal finita. Nuestro
prop8sito en esta memoria es ver que las férmulas como la
(1.10) v (1.16) son simples casos particulares de una mis-
ma f@mi1ia>genera] de férmulas aplicable ademas al citado

problema g&neral.
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CAPIT HULO T 1

FORM ULA GENERAL DE INTERPOLACION POR RECURRENCIA
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CAPITULO 11

FORMULA GENERAL DE INTERPOLACION POR RECURRENCIA

1.- ESTABLECIMIENTO DE LA FORMULA

En el presente capitulo vamos a dar una expre
sién muy general de la forma de construir la solucién del
problema de interpolacidn P, que engloba como casos particu-
lares a las férmulas de Newton y Lagrange y la férmula de
recurrencia de Aitken-Neville establecidas por G. MuUhlbach
generalizando las cldsicas. No nos pararemos aqui a anali-
zar los casos particulares sino que solamente daremos dos
teoremas fundamentales en todo lo que sigue, dejando aque-
llos para extendernos sobre ellos en el capitulo siguiente.
Dichos teoremas proporcionan condiciones suficientes para
el establecimiento de la férmula general citada. La expre-
sién y demostraciones son netamente algebraicas, lo que per-
mite su aplicacidn a la interpolacidén en varias variables

sin excesivas dificultades.

Sea £n+m un conjunto de n+m formas linea-

les definidas sobre un espacio vectorial W sobre K, cuerpo
conmutativo de caracteristica cero, y V el subespacio vec-

torial engendrado por los elementos ¢ 1sbgreend Lo € W, vy

supongamos que se verifica la condicidn

q)]’¢2""3¢n+m

(2.1) det c = det{L; (6 )); iy, ... nem* O
n+m
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Sean

£ ., i=1,2,...,5 1S sSm+l,

s subconjuntos de formas lineales de ‘%+m’ verificando

1) card (Ln i) = n

?

(2‘2) ¢19¢2""’¢n
2) det L # 0, i=1,2,...,s
n,i
Con estas hipdtesis los problemas de interpo-
lacidn (1.1) y (1.7) tienen solucién dnica que de acuerdo

con (1.3) y (1.6) denotaremos

¥ q o b s s 0¥ 00

pf L
n+m
¥
¢ ’¢ d 4 ’¢
2
of 1 p n i
n,i

respectivamente.

Si s = 2, sea L una forma lineal sobre W ve-

rificando cue el determinante numérico

1 5 e o i 1
d)" "d)n d) 9 ’¢
Lo o o )snen s o "
n,l n,s
Rs3d. B Li0h  avens | wesms | amsss ¢ desme #0
¢ :°',¢ o
L(p(bn%-s 1 1£ @ ) (p¢n+s 1 Pro- ’¢n )
n,l £h5
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En estas condiciones se tiene:

TEOREMA 2.1.- Sea 4= 2., Bafo Las hipGtesis
(2.1), (2.2) y (2.3) anterndlores, se vernifica

%)

Ggreeesd G gpeeerd
(2.4} L(p TDC n+m ) =Z )\/{:.L(p Icc n ) "
n+m . n, A

g=1

A n+m

; Bpseeerty,
L=1 Rk=n+s ’

(S¢ & = m+l el dobLe sumatorio no aparece),
siendo Los A La Gnica s0lucibn del sistema de ornden sxs sdguiente:

e 4
E A, = 1
A
,L:‘
{2.5) g :
Byreeest,
AeeLlpgppl ok b= L,y helyee, 8015
=T 4
L =

@, es La k-8sima diferencia dividida de 4,

o R L {
R ih+m k

segdn ka hemos definido en el capltuko I, y por tanto no depende de L.

S¢ s =1, bajo Las hipotesis (2.1) y (2.2] se verd-
f4ica
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n+m - =

(\b 7"0143 ¢ r‘°')¢ ¢]’@ec$(§36%

{2.8] p 1£ b =p 7£ e ak“&ﬂnk £ nb
n+m n,1 —7] n,1 j

Demostracidn

Sea s> 2. Los dos miembros de (2.4) son for-
mas lineales sobre W aplicadas a f € W, que representaremos

(1), (2)

por L , respectivamente, y que pueden expresarse coO

° o ° ° {
mo combinaciones lineales de las correspondientes Liaf}g

i = 1,2,...,n+m.
En efecto, el primer miembro es la composi-
cién de una proyz2ccidn de W sobre V

n+m

« B
zi: Li(f).pi

i=1

donde P, verifica

con una forma ineal L sobre W. En total tendrfamos

n+m

f %'Ei: Li(f).L(pi)

=1
donde L(p,) = b € K.

Er el segundo miembro de (2.4), en el primer
sumatorio ocurre O mismo exactamente que en el primer miem
bro, ya que los . son nimeros que dependen solamente de L

y d& 1los ¢; vy node f. Y en el doble sumatorio, lo Gnico que
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depende de T es a la aplicacidn

k

S | f
i ¢1’ ’¢n+m
d L
k

n+m
es una forma lineal sobre W como es evidente, que ademids
puede expresarse

n+m

f —>ZE:: Ci'Li(f)

i=1

Debido a (2.1) y al lema 1.1, las formas li-
neales L(]), L(z) serdn la misma si al ser aplicadas a cada

una de las ¢]’¢2""’¢n+m se obtienen los mismos resultados.

Tomando f = ¢., j = 1,2,...,n+m, en (2.4)
por ser
¢1"'.,¢n+m

po . = ¢
J £n+m

el primer miembro verifica

; P15 eeesd
: 1 n+m

n+m

mientras que en el segundo hay que distinguir varios casos:

a) ST J = 1;2;6ss30, POF BelF
S st o |T]
(2.7) L kJ_ 6_“(
n+m

obtenemos en el segundo miembro
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S n+m

S
I_(i) 5w ) G rsoesd _!
% A_,L(p¢,t‘£ . )+Zg A8 L(re 1£ ”l):
v J h,i . J h,i

= ’ i=1 k=n+s =

S
= (§ Ai).L(«pJ.)

i=1

ya que 6jk = 0, pues aqui J <k, Vk.

De la primera ecuacidén de (2.5) se deduce que los valores de

ambos miembros coinciden.

b)) Si j = n+l,...,n+s-1, aplicando las segundas ecuacicnes

de (2.5) en el primer sumatorio del segundo miembro, se tie-

¢1"”’¢n :
)\i.L(p¢j L ) = L(¢j) » J = n+l,...,n+s-1

En cuanto al segundo sumatorio, sigue siendo nulo por la mis

ne

ma razén que en a). Por tanto también coinciden los valores

de los dos miembros.

¢) Por dGltimo, tomando j n+s,...,n+m, y teniendo en cuen-

ta (2.7), resulta

S

b ¢ 2
N
A .L(po. : )} & Pysecesd
Z i U A é A-L(rg YoM -

i=1
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3
T PPPETIN b ayeessd
] n ]’ n %,
= A . L(po. ; _i) +YA..L(¢.-p¢. 1) =
ZE: i i %,i | ?;T i J j % . ,

(z Aidotle;) = Lls ;)

i=1

Luego también en este caso coinciden los dos miembros.

Asi pues, por el lema 1.1 las formas linea-
les L(1) y L(z) coinciden, y la igualdad (2.4) es valida
Vi € W,

Para s = 1, basta repetir el razonamiento an-
terior teniendo en cuenta que en este caso no es necesario
considerar la condicidén (2.3) puesto que el determinante D,
se reduce a la unidad, y ademas el sistema (2.5) se reduce

a A] = 1. Asi pues, para L se cumplira

n+m
¢ ""’¢ J ¢ "",¢ 5 ¢‘l""’¢
L(P ]£ S ) = L(p IOC . ) o ak.L(d) k-pq) L .
n+m ’ n,l s n,1

y como ésto es cierto para toda L (en el caso anterior las

A, dependfan de L), resulta ya (2.6), con lo que el teorema
queda probado.

Observacién.- EIl sistema (2.5) tambié&n pue-

de escribirse de forma equivalente como
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4 s
A, =1
i
i=1
(2.8) < s
¢“l""’¢n h 1 2 r
= = vee,ys5=1
Ai.L(r(bn‘}'h £ . ) O’ 9 b 9
- n, i
i=1
9
El utilizar la forma lineal L en este teo-

rema se debe a que como no hemos dichg que los elementos ¢

sean funciones, sino elementos de un espacio vectorial cual-
quiera, en el calculo de las Ai del determinante que re-

sultarfa en lugar del (2.3) y en la misma formula (2.4) apa-
recerfan productos dificiles de justificar. Sin embargo, co-

mo veremos posteriormente, en el caso mis habitual seré

L(f) = f(x)

y la férmula (2.4) se convierte en

S
¢1""’¢n+mj ¢ i i g
8 B Jm - Z TN L n ) +
_ . - n, i
i=1
s  n+m
@I""’(j)n
5 Ai(x).ak.r¢ L (x)
i=1 k=n+s el o

Las formas lineales L vy Li mas usadas son,
evidentemente, valores de la funcidn en ciertos puntos y de-
rivadas parciales en determinadas direcciones. En resumen

pues; leos casos mas usuales serdn los de datos lagrangianos

& hefFmiticos.
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2.- CONDICIONES PRACTICAS SUFICIENTES PARA LA FORMULA

Veamos ahora un nuevo teorema que nos garan-

tiza hipbtesis suficientes para que se dé D, # 0, con lo

cual tendremos un resultado Gtil para la aplicacidén del teo-

rema 2.1, en el cual el hecho de que DL # 0 se tomaba como

hipdtesis.

TEOREMA 2.2.- Sean L y °Cn ; como en el teo-
s
nema 2.1 y & = 2. Supongamos que se verdifica

1) cahd(ﬁn’é N i%’£+7) = Hely, d21,8,549;8=1
2 T, . ]
) earnd( Y, n,é) = n+s-
P 1secesd "
V2,8 3) det| ! L el B
R0
£L=1"n, L

¢7,ooo- o,oo,¢n

4) det #0, £=1,2,...,8-1

("Cn,/;n'ﬁn,x;ﬂ)U{ L}

Bajo estas condiciones se vendfica que DL # 0.

Demostracidn

Supongamos que DL = 0. Restando de cada columna la siguiente

v desarrollando este determinante por la primera fila se tie-

ne ! S s
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0 oS o B g B . 1
9 1seest ] byseest S N
1 n 1 n )
L e ,L
L<p¢n+l £n,1 —jp‘j’n+1 £n’2 (P¢n+1 £n25
= 1
¢ H ’¢ ¢ 9 ’¢ ¢19 »¢ j
1 ¢S 1 n n }
L(P¢n+s_l l;,"] pd)n_*_s_] L’Z )9 » (P¢n+s_1 £,S j

n, i+1

r—qb vmmy B yseeerd
» e | 1 n
=(_1)S “dEt(L(Wn+jL £n ) n]‘ p¢n+j i ))i,_}gl,--n,S“E = Q.

Entonces existen constantes Cj’ no todas nulas, tales gue

s=1
¢1""’¢n ¢1""’¢n
C..L(P¢> " ~ p¢ . > =O; |=1i ,S‘E,
0 ML R SR I
es decir que
s~1 :
¢"".é¢ ¢""5¢
E 1 ''n 1 n i
L{ c..{pp .. i - pp . (- )} =0, i=1,...,s~1.
- J ek i;,iﬁ i L” i%,i+1
j=1 .
i#
?
Por ]é linealidad de la interpolacién, tenemos
2 :
{jd)]""q)n r¢1’='5¢n
L{p(cfi}n-w"'""Cs—1d>n+s-?"‘fé L ‘p(cl¢n+l+"+cs~1¢n+s~1) £, }=0
i Ny i n, i+l

i=1,2,...,s-1.
i
i

Llamgnos V¥ a la funcidn perteneciente a

{giqreresd 13 difinida por

n+s-
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Evidentemente es no nula por ser los Cj no
todos nulos y los ¢n+j linealmente independientes.
Entonces, para cada i=1,2, ,5=1 se tiene
D qseeest b Fgunnonth, |
L(p ]£ "l-py 1 ") =o0
n, i B e ]
Pysevest I N
L. (pd J A 1) =0,
J .y i J n, i+1
| €
VLJ £n’im£n,i+1
Tenemos, pues, una combinacidon lineal de
: i ;
91s955+--,¢_ nula para (£n,lﬂ£n,i+l)b {L}, luego por la hi

pbétesis (2.9),4) ha de ser idénticamente nula, y &sto para
todo i.
AsT pues se tendria
. JRRESE, 9 .5eeesrd
pV 1£ il p-¥ 1£ ni= 0, i=1, ,s-1,
n, i n, i+l
es decir,
..
G gseerd Gamennd, | Ggsee50
‘ 1 n 1 n 1 n
(2.?@} p £ =p £ = =p £ = al.¢]
n,1 n,2 n,s =T
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De (2.10) y de las (2.9),1) y 2) se deduce

que A o

S
E = = E euyu £ .
Lh( a}.cb]) Lh(\y) Lh( Cj-¢n+j)5 VLh i=1 n,i
j=1

I=1

es decir,

)‘01

Lh(a1®1+'"+an¢nacl¢ﬁ4l_"' Cs-l¢n+s—1

S
vi, €9, ¢

i=1"n,i

3

y asT llegamos a una contradiccidn puesto que por (2.9),3)

se tiene

0 ,'°’r¢ -
det 1s el # 0

U
i=1"n,i

y en cambio tenemos una combinacidn lineal no nula que se

S
J
anula VLh €i=l AR

Por tanto concluimos que DL # 0 y los Ai se

pueden obtener univocamente resolviendo el sistema (2.5).

Fl interés de este teorema es que con cierta
frecuencia sus hipotesis pueden ser facilmente contrastadas,

€on lo que aseguramos el cumplimiento del teorema 2.1.

Pongamos un ejemplo aclaratorio en funciones
de dos variables.
Sean n = 3 = m, s=4, y consideremos como for

m&§ !fneabes Li el valor de la funcidn en seis puntos,

(2.11) Li(f) =f(Pi), i=1,2,...,6
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donde los puntos Pi son puntos distintos del plano. Consi-

deremos el espacio vectorial V = %(x,y) engendrado por

2
L 8,.-%, ¥» X, BY, yz}

Los ''paquetes' de formas lineales pueden ser
los siguientes:

5,127 Thynkgakyl

£3’2 = {Ly, L,k

L =

3, 3 {LZ’L3’L5}

‘L3’l.§ ={L2,L3,L6}

Evidentemente estas £3 0 i=1,2,3,4, verifi-

2 ?

can las hipdtesis 1) y 2) de (2.9).

Es bien conocido en la teoria de interpola-
cidn en dos variables, lIsaacson & Keller [27], Berezin & Zhid
kov [3], Gasca & Maeztu [14], etc, que si consideramos los

puntos Pi de manera que PH’PS’ P6 estén situados en una rec-

ta r, PZ’ P en otra recta distinta r' cuya interseccibén con

3

F, si no es paralela a ella, no es ninguno de lJos Pi ante-

rleres, y P. un punto no situado en r ni en r' , el pro-

1
blema (2.11) admite una dnica solucidén en el espacio PZ(x,g),

fuego (2.1) se cumple, es decir que (2.9),3) se cumple.

" Considerando la forma lineal L como L(f)=L(P),
siempre que el punto P no pertenezca a r' puede asegu-

rarse que se cumple la hipdtesis 4) de (2.9) pues se tendrfa

b
det £ 0
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por no estar los tres puntos alineados.

AsT ' pues, se cumpliria D, # 0 y todas las
hipbtesis del teorema 2.1. Mediante la férmula (2.4) pode-
mos escribir, por tanto, el polinomio de interpolacidn de

grado dos de una funcidn dada en los puntos {Pi}’ i=1,...,6

mediante cuatro polinomios de grado uno que la interpolan

en cuatro conjuntos distintos de tres puntos cada uno.

Posteriormente veremos los casos mds intere-
santes de la férmula (2.4), que corresponden a s = m+!1 con
n cualquiera, s = m+l <con n = 1, aparte del caso s = 1 que
ya se ha sefialado en el mismo teorema, dando lugar a lo que

podemos llamar férmula de Newton generalizada.

3.- OBTENCION DE LAS DIFERENCIAS DIVIDIDAS

El objetivo de este apartado es la obtencidn
de las diferencias divididas por procedimientos 1o mids sim-

ples posible.

Las diferencias divididas

Bpsensd £

a, = ! n+m 3
n+m
que aparecen en (2.4) para k=n+s,...,n+m, si s. <m+1, podrian
ser calculadas re;olviendo el problema de interpolacidn P, -
pero nuestro objetivo es obtenerlas por procedimientos que
¢ hagan necesaria §Sa resolucidn, puesto que precisamente
las utilizamos en (2.4) para descomponer el problema ''"gran-

de' en otros mas !''pazqueifios''.
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En las condiciones del teorema 2.1 vamos a
recurrir a un sistema de mxm ecuaciones e incbgnitas,
a

.,a mientras que en las del teorema 2.2 es un

n+1’>°° n+m’
sistema de orden (m-s+1)x(m-s+1), interviniendo sdlo las

) g o A 55

S gque son las Qnicas que realmente interesan

a
n+m

a nuestros efectos.

En el primer caso, tomando uno cualquiera de

tos ¢% Py aplicando el teorema 2.1 con s = 1 (férmula de

Newton generalizada) se tiene

n+m
bqsensd bireesd Ggs.059
1 > n+m 12 n 1 n
(2.12) pf c, = pf e |t g a. (¢, -po L
n+m N, i T n,i

donde las a, son independientes de i. S6lo dependen de f,

k

y ‘%+m' De ahi que se tenga el siguiente

¢1,¢2,""¢

n+m

teorema.

TEOREMA 2.3.- Consdideremos La diferencia di-
vidida de ornden k de § nespecto a Los datos del problema
(1.1):

¢]}'°‘:¢n+m 6

n+m

Entences, con Las condiciones dadas en Los apartados ante-
niones para el teorema 2.1 tememos que Las difenencias di-
vididas (2.13), b = n+l,...,n+m, son La dnica so0lucibn del

sdstema Lineakl

n+m
: Pryoosd $1y0050
(2.74) a .L'(Cbk‘m {_ 7£ N ) = L(ﬁ)'L(P 7£ @ )r
f 7 ﬁ; n. A i J n. A
k=n+1 ’ ;



VL. € L —£n, , donde %%
%hl’ ';n,é

Demostracidn

es uno cualquiena de Los

Aplicando a (2.12) cada uno de los Lj € i%§m° L
se tiene
n+m
;«“'3)1,.-,4) ¢ ,--,d) ¢ ""’¢ N
n 1 n+m 1 n -
E eby@prebd £ |1 = Lylef g “Pf g .
k=n+1 N, Sk Aad 4
Dipeessd
= L,{f) - L, (pf 1£ n})
J J h, i §
con lo que teniendo en cuenta que
card( £n+m - ih,i) o
resulta un sistema de orden mxm. Supongamos que fuera
RN e £ i
det(Lj(¢k—p¢k %1 ; ) =0, Lj h+m n, i
k=n+1,...,n+m
Erntonces existirfan constantes dk’ k=n+1,...,n+m, no todas
nuias, tal que una combinacidn lineal de filas 6 columnas
del determinante anterior seria nula. Es decir tenemos
n+m
{2.15) Pqreeaty
d .L. - = & - ,
k J(¢k P‘bk £n ; ) O, VLJ %’ﬁm J%?ﬁ

k=n+1

Consideremos

la funcidén auxiliar

£ definida

n,i
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or
P n-+m

E bisevesd

k=n+1

Esta claro que & # 0, puesto que las dk no

son todas nulas y las éi'son linealmente independientes. Ade

mas se verifica,

E = S 3
h(8) P T
por (2.15).
Por otra parte, para todo Lh = i% s se verifica
n+m
Pyseecsd
r N 1 n S
L (&) = dy oLy (6, -poy L ) =0
k=n+1 .
ya que
JPIN
. 1 n
L (o) = L (poy £ . J), Vi, € .,cn,i,
Luego concluimos que Lh(E) =0, i=1,2,...,n+m y por la hi-

pétesis (2.1) tenemos que

dgseces P
det 1£ n+m £ 0

n+m

il
(&)

La Gnica posibilidad que nos queda es que debe ser ¢

lo cual contradice lo anterior. Por tanto debe ser
l’¢1,...,¢n
det(LJ.(cbk-pcbkL o )) # 0

n,i

Probado este teorema surge una observacidn
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inmediata. Puesto que en la férmula (2.4) solo nos hace fal-

las diferencias divididas a, con k comprendido

I6gico obtenerlas sélo a ellas y

ta conocer

entre n+s Yy n+m, parece

no desde n+1 hasta n+m, como ocurre con el teorema anterior.

Efectivamente, &sto puede hacerse con frecuen

cia, como se indica en el siguiente teorema:

TEOREMA 2.4.- Bajfo Las hipbtesis (2.9),2) y
(2.9),3), 64 8 <m+1, Las Appgrever@pam de La {6rmula (2.4)
pueden obtenense nesolviendo el sistema
n+m
¢]:’-';¢ ""-'4) —E
o 3 n+s-1 _ ] n+s-1
(2.16) oL 16 - e P b= LAg-rf " & o }
—n+A =len, L L£=1"pn, £
L.e L -~ UL .
4 ntm  L71 T, 4L

Demostracidn

En efecto, si se verifican (2.9),2) y (2.9),3)

por lg féormula de Newton (2.6) aplicada al problema con da-

tos U L . se tiene: 2
i=1 n,i
n+m
¢1""¢n+m B ¢1;"’®n+s-1 , ¢1§"’¢n+5w1

P £ =p :U]£ X + ak- (¢k‘P¢ U £ )

4 = i= i

n+m i il o o i=1 n, i
Enténces A pgreesd son la dnica solucidn del sistema

+S n+m



por

la misma
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(élé"’¢n+s-1
Y L

razén que en el

teorema 2.3.

Obsérvese que aqui habrfamos de calcular pre-

viamente

(2.18)

(2.19)

lo cual

embargo,

(2.19) puede hacerse aplicando la férmula (2.4)

alarga

L. ( W]
; W"Ls

IHC o

LJ(P‘C U

hay que tener en cuenta que el

1 s 5 1
1‘4;. oo ol | ) s
‘l’ 5 n ]’ 2
Lj (P¢n+,i L;_‘ g ), ’LJ (Pd’n_“[_ J'n .
b _J L 3
SR Ny Byoeread
LJ (P‘Pm}, £n i ) ’ ’L_j (p¢M+S'-l £n .

si
”—)
_
)

""¢n+s—11
L ), k=n+s,...,n+m
1 n,i

los cdlculos que pretendiamos simplificar.

cdlculo de (2.18) y

Sin
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En efecto, se tiene

¢]"'*,¢ _~ ° @19°“°3¢ j
LJ.(ptbk[ W 1}) - ugJ).Lj(pﬁbk[ : ”J)
i=1 n,i =7 . n,i )

donde los u§J) son solucidn del sistema

e S

ST

i=1

S

% (_j) ¢1,'-"¢n B .
Ui 'Lj(qun-i-h{j £n i ) —Lj(¢n+h}

i=1

(j)

; nos serviran para

Los mismos u

S

B gyt ;{:
S n+s-1 (.) ¢],...,¢
= J n

i=1

EJEMPLO 2.1

Sean n =1, m = s = 2 y las funciones
(IJ] =1, by = X, ¢3 =Y
y cOhsideremos las siguientes formas lineales

Lilf) = £(0,0), L,(f) = £(1,0), Ly(f) = £(0,1), L(f) =F(x,y)

Entonces se tiene:
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F 1, % ¥

prLi’LZ’L (x,y) = 2 (x,y).F(0,0) #3,(x,y).f(1,0) +

3
+a3(A1(x,y)‘y + AZ(X,Y)-Y)

Resolviendo en este caso el sistema (2.5},

que resulta ser

A] + Az = 1
Xz = X
se obtiene
11 = 1-x, Az = X.

Por lo tanto,

[C1, %, v
prL]’LZ’LB (X’Y) B (]-VX).f(O’O) 4 X.f(],()) it a3-Y

Para aplicar el teorema 2.4 tenemos que calcular

1— 1 % X 1 1
P)igo,o), (1,0’ {0,1)= u].p4:(0’0i](0’1)+“2.p4:(1’0) :Lo’])

con -
My + u, =1
u2=0
es decir Hy = My = 0. Resulta
1 s X

Py (0,0),(’,O) (0,1) = 1,0 =0

Anadlogamente,
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1, x 1
pf [(0,0),(1,0)J(0’]) == ].f(0,0)

con 1o que
a3(1-0) = f(0,1) - £(0,0)

es decir,

ag = f(o,1) - f(0,0)

Por el teorema 2.3 habria que resolver un sis

tema de orden 2x2, aunque en este caso tamhién sale muy sim

ple:
3

' 1 . ‘]
‘:g: ak.Lj(¢k~p¢k EO’O)] ) = Lj(f-pf [(0,0)])

k=2

que resulta ser

f{1,6) - £(0,0)

PN
23] @
N N
® °
O —h
+ 4
o1] W
(WS
-t o
il li

f(8,1). -~ £lo,0)

EJEMPLO 2,2

Sean n =3 =m, s = 2 y consideremos las fun

ciones ¢1=]; ¢2=X, ¢3=Y, ‘P[*:Xzs ¢5=XY, ¢6=Y2,Y

las formas lineales siguientes

= éiingl 3 L3(f) s 3F(O,O) ,

"ax 3y

Il

Ly (F) = £(0,0), L,(F)

it
]
It

Ly(F) = £(0,1), Lg(f) = £(1,0), L(F) = £(1,1)
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Sean °C3’] ={L1:L2,L3}, °C3’2 ={L]’L}+,L5}9 L(f) = f(X,Y)c
Entonces
9y s By utig |
pf 1,,c 2773 1 (x,y) = £(0,0)+x F . o RELE.0)
B 351 | X oy
P¢]’¢2’¢3——
pf ié (x,y) =f(0,0)+ x(f(1,0)-f(0,0)) +
5 2

+y(f(0,1)-f(0,0))

con los valores de A] Y% Az que resultan de plantear el sis-

tema (2.5), que en este caso es

AT + Az = 1
2
0 A1 +x.12— X
y por tanto Al = 1-x, Az = X.

La férmula (2.4) quedarfia

P iseees d d150559 d450,,9
pf 1£ b (x,y) = (1-x).pf l£ 273 (x,y)+x.pf[‘ ]£ £l LP (x,y)+
6 351 L 3,2

2
+ Xy + a6.(y -xy)

a
5
Aqui no se puede aplicar el teorema 2.4, Sin embargo se pue
3 OC N a
de recurrir al 2.3 tomando como i ‘%’1 6 (%,2.
Obsérvese que estamos siguiendo procedimien-
tos para el cdlculo de diferencias divididas totalmente si-

milares al caso de la interpolacidn polinomial en una varia-
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ble. AsT, estos procedimientos anteriores para construir
las diferencias divididas son los andlogos al que nos per-
mite construir las diferencias divididas de una variable

mediante el uso de polinomios de interpolacién méds simples

que el que se estd calculando: — n-1-
T, XyeoesX ?
. flx ) - pf Lfo,xi,e.,,xngimiixn)
(2.20) X x =
07 Xqre oo Xy 0 i
I, l (x - x.)
i=0 "

Con la notacidn (1.9) los sistemas de los

tearemas 2.3 y 2.4 podrian escribirse

n+m
O seeesd Th o yeenyd
(2.21) g ak.L.(an“‘f ") =L (rf 1£ ")
k=n+1 . L s | J Ryl
Y
n+m
Ggseees - G gseeesd -
(2.22) E a-L:(ro ‘@i, sl L (ef 13“,: daball §
— J i=1°h, i J i=17h, i
respectivamente,
En el caso particular m = 1, s = 1,
ih,] ={L1,.."Ln}’ -
¢‘l’¢2""?¢n
L (¢ Flq ¢ L
n+] o 23"v, n
a =
+1
! b g vlpn e e adly
L (ro )
n+1 n+t [ L_,L.,...,L

1?72 n
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que es la formula andloga a la (2.20), ya que en aguel caso

.l 1“1,,..,x”"‘“]
rf (x ) = f(x_ ) - pf (x )
Xgoe e a X n n XO""’XH']J n
Y
n-1
IS o W ﬂ
rx (x ) = (x - x.,)
on,. .,xn_1J n - n

Sin embargo también pueden ser construidas
las diferencias divididas por recurrencia sobre otras di-
ferencias divididas mads simples, como sucede en una varia-

ble con la formula recurrente

[ jf [X',..o,Xn_]]f"{X];---’xnlf
X 0w oo K = " T
LR

que con nuestra notacidn seria

[1,...,x"“ f] l‘x,...,xn‘i f]
K g vt 5y X n=1 3} = Lf I | |
r* e n-1 1
r'1,“.,xn‘f = ! n -
(2.23) on’ T T e
- XO = X
TEOREMA 2.5.- Sean .Ln’], £n,2""’£n,m+1 ta-

Les que:
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a) cand(<% ) = n, 4i=1, ym+1
m+ 1
b L’L:JI ‘En,i B °Cn+m

el »n >Caﬂd(lh,£ ﬂ£n’£+1)2w>0, 21, st

¢I""}¢n
d) det r F 0, £=1,...,m+l]
n, L

Entonces Las difernencias divididas

brpeeesd ]
a, = (j II P é] » R o= n+l, ..., nm

n+m
estdn unfvocamente determinadas como solucibn del sistema de

n.m ecuaciones y m Lncbgnitas siguiente

nfm C
¢},'°-r¢ ¢[2 ¢}:'-°t¢’ d)
(2.24) ap. (", of Tl ¥ O M I
n, 4+1 |4 -~ k]
=p+] ’ »
LRSI & RIS T bpsenest, |6
- £, s L. B =1, s M
n,£L+1 4 n, 4L '
371, .0um

Si ademds 1> 0 y para cada 4i=1,...,m se verfica que exis-

- AL,
;k,L %4,&0 n,L+1
aon
caad(g% 1 = &
4 O yseensd
det (1777 4,
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entonces el sistema anternior puede reducirse al subsiste-

ma de La misma formulacibn con L=1,...,m, f=r+l,...,n.

Este teorema habia sido demostrado por no-
sotros siguiendo las lineas del teorema 3.1 de [36], cen
las modificaciones necesarias. Sin embargo, cuando esta me-
moria estaba prac¢ticamente acabada, en el Gltimo trabajo
[41] que conocemos de MUhlbach, todavia no publicado, ®l1 ex-
tender la férmula de Newton al problema general de interpa-
lacidn finita su teorema 2 ya tiene esta misma formulacidn,
salvo notaciones, por lo que nos limitaremos a dar un esque-

ma de la demostracidn.

Esta consiste en plantear la férmula de New-

ton
n+m s
o ;"',q’ ‘y--~9¢ ) d) ’°'-)¢
1 n+m 1 n : 1 n
pf r = pf L 3 a, 6, “p L )
n+m n,i e~ n,i

e igualar los coeficientes de ¢j’ j=1,...,n en ambos miem-

¥

bros:
n+m ”
( 2 ¢1"",¢n+m f _ ¢1""l¢n f _ ¢1,--na¢n ¢k‘
Z! 5) £ j = £ ) j ak- £ 3 i
n+m n,li =nt1 n, i J

Escribiendo esta misma expresidon para c% i+ tendriamos:

s

n+m
Rt Oy st nlf N M PPN
(L-Zég . . = . = = £
+ J Y i+1 M & n, i+l ]
. e k=n+1 &

Restanda (2.25) y (2.26), tendremos:
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n+m B

O1serst |f cp],...,cbnf a (¢1,...,¢n 9 ¢1,.M,¢ni@k;}
i il . . Lo a

£n,l'+1 J £n,i. J e k Ih,i"'"' j 1 n, i gJ _E

que es precisamente el sistema (2.24). Como las diferencias

divididas a verifican este sistema, queda por ver dnica-

k
mente que é€ste no conduce a una indeterminacidn, es decir que

el rango de la matriz de coeficientes es precisamente m.

Se razona por reduccidn al absurdo: suponien-
do que tuviera rango menor que m existiria una combinacién
lineal nula de las columnas

n+m
(2.27F. . d .t, =0

k=n+1

can los dk no todos nulos,'donde tk indica la columna cu-

yos elementos son:

| N T G gseeesd, |0
(2.28) 8 EL 1Y, n "k o ]
n,i+1 j n,i j 9 o0 o g

Se construirfa la funcidn
n-+m
¥ = d t

k* "k

k=n+1

no nula, que por (2.27) y (2.28) verifica

=

£

n, i J £ J i=1,...,m

n, i+1

d}]s"';(pniw ¢.I,-..,¢n Yy

J=1,...,n
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3

por lo que i,
-
q)‘l""’d)n - r¢],""¢n
pYl = py r
., 4 n, i+l
Yy se concluirifa como en el teorema 2,2,
Si r> 0y se verifica la Gltima hipotesis

del teorema, el razonamiento se repite para j=r+1,...,n Y

se llega a que

¢ a-~',¢ (P 9 0 8 o ¢
} ]
p Vv £ ni _ pY 1£ R e {¢1"”"¢r}
n, i n, i+1

P iseasgd ]
- 1 'n

n, i+l

concluyendo igual que antes. Por tanto en el sistema en este

caso bastaria considerar las ecuaciones con j=r+1,...,n.

4.- CASOS PARTICULARES INTERESANTES

') El caso particular mds sencillo ser3 aquel en gue r=n-1

y, por lo tanto,

Vi

: o 0 y .
i n, i n, i+t

Y48 queé entonces quedard un sistema cuadrado mxm . Es el

corréspendiente a nuestro teorema 2.2
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2) Sim=1, s =2y r = n-1, se tiene
»
LT L BN LSRR f]
£ n £ In
n,2 n, 1 |
Pisenesd f L _
(2.29) e et =A==
n+1 S TREFL N 1 TR ®ﬁ+??
- L
%,2 n n, 1 n J

que es una generalizacién de (2.23).

5.-POSIBLES EXTENSIONES DE LA FORMULA((2.4)

Las circunstancias en que se ha planteado 1la
férmyla (2.4) podrian ampliarse en algin sentido, como por
ejemplo el considerar én su segundo miembro distintos con-

Jjuntos @n i'C W como bases de los espacios de interpolacién
H

correspondientes a los datos =% ; en lugar de considerar
>

siempre {¢],¢2,...,¢n}. Sin embafgo ello no proporciona ven-

tajas en general, como vamos a ver a continuacidn.

Sea W un espacio de funciones de una 6 va-
rias variables y L(f) = f(x) donde x es un punto en el
€Oohjunto de definicion de las funciones de W. Planteamos 1la

exlsténcia de férmulas del tipo



s
Piseensd ® .,
17 P ns
(2.30) pf| - T (x) = A, (x).pf E” (x) +
n+m - : n, i
i=1 ?
s n+m
%vij
+ Ai(x).ak.r¢ r ’iJ(X)
=1 k=n+s By
siendo % i s (1< s< m+1) subconjuntos de elementos de W

verificando

1) card(?n i) = card(£n l.) = p

3

(2.31) .
2) det [ N*! £ 0, i=1,...,s

Supondremos también que

Y : (SRR
(2.32) ' det ]£ REm Y 49
n+m

Al pedir en (2.30) que la férmula sea exacta
para ¢j’ j=1,2,...,n+m "el sistema que han de verificar las
A queda con mds ecuaciones que el (2.5), como puede verse
repitiendo los razonamientos de la demostracidn del teorema

2-‘: 7

(2.33) < :
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° . - - o Koy ]
sistema de s incbgnitas y n+s ecuaciones. El numero de

ecuaciones puede disminuir si alguno de los CICERIICIL ISP

pertenece a todos los ¢n ; s+ porgue entonces la correspon-

b 4

diente ecuacidn se transforma en

3

ZE{_Ai(x) = 1

i=1

que ya figuraba en (2.33). A pesar de ello dificilmente pue-
den salir sistemas que tengan solucidn, salvo en casos casi

triviales 6 que volvamos a pedir que
¢ . =90 ., Vl#j»
es decir (2,4)

Veamos un ejemplo.

EJEMPLO 2.3

Sean n =2, m=1, s = 2, Consideremos el es

pacio engendrado por {1,x,y} y los datos

Ly (F) = £(Py), Ly(F) = £(P,), L3(f) = f(Py)

Pi =1(x[,yi), i=1,2,3 puntos de RZ,
y sean
@2’1 =1{1,x} , ®2’2 = {1,y}
L= llplh b = (L)

Para que se cumpla la condicién (2.31),2) hemos de suponer:
a) P1 y Pz no tienen la misma abcisa,

p) P1 y P3 no tienen la misma ordenada.

y para que se cumpla (2.32}) supopdremos que los tres puntos
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no estan alineados.

.- E1 sistema (2.33) seria

f
AE + XZ = ]
1, x7] 1,y
} A%&DX"% ﬁ éxx,y)+A2px % . (x,y) = x
3 L= L cet
1, x| 1,y
Ayopyl p (x,y)+20,py ¢ lx,¥)=y
ﬁ 12,1( AR
L b ———d N il
ya que como
i Y9x7 I,y
pt ‘ e iyl =1 =p1 g, (x,y) ,
Lz,‘l_s’ L2,2
por ser ¢1 = 2, . N 4 la cuarta ecuacidn de (2.33) wvuel-

ve a coincidir con la primera.

Se tiene

]
X
©
~=<

=
x
~<

i
~<

1,x
p - lx,y)
%,1

|
r 1,y ] x1-x3- Xq=Xg
L
.

px | o (9] = x4= yqt vy
25t Y17Y3 ¥17¥3
i 1’)(——];, y]_YZ yi"‘/z

Py L‘E (x,y) = y;- DXy X
R LE Xy=¥g X17%

can jo que el sistema se reduce a
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A1 + Az = 1
X=X X, =X
1
D x4 +(x, - 13 Yt 3 y))\2 —_
Y]'YB yi_y3
Yi-y Y =Y
(yl- ! 2°x] Lot x)A.1 + Yoy =y
X =Xy X, =X

\

El determinante de la matriz ampliada es

1 1 1
Xye=X K= X
X Xq= 13 Y.+ ; 3¢y X
N(x,y)= 173 173 -
Y1:YZ yl—y2
y = .X]“l' . X y y
N Ry=%y
Y=y Y=Y X, =X X =X
1772 1
=(y~y1+ "Xy - z.x).(x1-x— : 3.y1+ ] 3.y)
X17%2 By iy Y17Y3 Y17Y3

Para que el rango de la matrTz ampliada no sea tres es nece-

sarie que N(x,y) = 0, lo cual ocurre si
(2,34) Y=y, i y2.x,— 1 Yz.x = 0
x]‘xz XI‘XZ
& si
(2.35) 8 Do SRR s
.35} Xq=X= o gt y = 0



s6Y =

Si se da (2.34) estamos sobre la recta que pasa por P] v P,
y que denominaremos ry» mientras que si es (2.35) se trata

de la recta que pasa por P1 Y P3 y que denominaremos r3; r,

serd la recta que pasa por P2 y P3.
Luego N(x,y)= 0 sobre las rectas ry Y g

6 (x,y) € r la matriz de coefi-

Si el punto (x,y) € r 5

1

cientes es de rango dos salvo que (x,y) = P]. Por tanto si

(x,y) € (r‘Urz) = {PT} existen Al, AZ dnicos. Ahora bien,

si (x,y) € r la solucidén es A] =1 vy Az = 0, mientras que

si (x,y) € r, es Ay = 0, Ay = 1.

Lo que ocurre es que por ejemplo en el primer

caso

F“l,x’y T, x
(2.36) pf t;‘% (x,y) = pf L 1<,y

En efecto, el primer miembro de (2.36) para

los puntos P, y P, es a+ Bx + yy tal que

i 2

a +Bx] +oyy, = f(P])
(2.37)
@ +BX, + YY, = f(PZ)

mientras que el segundo miembro es A + Bx tal que

A + Bx

: f(P1)

(2.38)

Il

A + Bx f(Pz)

2
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Como la ecuacidn paramétrica de r, es

\

basta multiplicar la primera ecuacidn de (2.37) por (1-t) y

]

(1-t)x1 +otx,

(l—t)y] + ty2

la segunda por t y sumarlas para obtener
a-t:B((l-t)xT+tx2) + y((]—t)y1%ty2) e (1-t)f(P1) 5 tf(Pz)
Repitiendo eiﬂproceso con (2.38) obtenemos
A+ B((1-t)x, + tx,) = (1-t)f(P,) + ef(P,)

Por tanto el valor de a+ Bx + yy vy el de A + Bx coinci-

diran en todos los puntos de la recta Fqe

AsT pues las posibles extensiones de la formu
la (2.4), en el sentido aquil indicado, carecen de interés en

la practica.
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CAPITHLO 111

CASOS PARTICULARES TM PORTANTES




CAPITULO 111

CASOS PARTICULARES tMPORTANTES

1.-INTRODUELCION

En el capitulo que nos ocupa vamos a estudiar
aqueltlos casos particulares mds importantes que aparecen en

la férmula (2.4).

En el caso mds frecuente, W es un espacio de
funciones de una 6 varias variables y L(f) = f(x). También
las Li suelen ser valores de la funcidon 6 de alguna de sus
derivadas en puntos Pi' Concretamente, supongamos que es
L(f) = f(x) donde x es un punto en el conjunto de defini-

cién de las funciones de W. Entonces (2.3) queQa de la forma

1 ek R e 5 1
s o Pisecerd
1 n 1 n
p¢n+1 L (X), ap¢n+1 L ( )
n, !l n,s
EoEs I L ol e A o
¢]’ ’¢n ¢‘l’ ’¢n
p¢n+s_1 L ; ( 3y "p¢n+s~l £ i (X)

y la férmula (2.4) quedaria

: ‘
(610 eent o v 9]
(3.2) pi . (x) =) xtpfl VT )
— m,i:

+ :
n-+m =1

¢"’.’¢n_l
+ Aibd.akJ¢ £‘3 _rx)

i=1 k=n+s
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siendo Al(x),..ﬁgks(x) la Gnica solucidén del sistema

e

S

% ‘Ai(x) = ]

) i=1 "
(3.3) s
Brreeend _
}\'- (X)qu)j i‘n : (X) = ¢J.(X), J=ﬂ+]§e-.,n+5“1
i=1 ’
L

En el resto de este capitulo, y mientras no se diga lo con-

trario, continuaremos en esta situacién.

B

‘ Una observacidn interesante es que nos vamos
@ encontrar con frecuencia con férmulas que nos dan la ex-
presidn del-polfnomio de interpolacibn, en principio salvo
en un conjunto de puntos en los que se anula una determina-
da funciéh.‘PSr ejémplo en dos variables, es posible que

Ileguemps a una expresién del tipo

- p,x,y)
(3'4) o e o p3(X,Y), V(X,Y) € RZ"B
py(x,y)
donde
2
B ={(x,y) €R" / Py(x,vy) = 0}
¥y D;(x,;), i=1,2,3 son polinomios. Sin embargo, tomando un

Punto cualquiera (i,;) € B, existe una sucesién de puntos
o 2
{(xn’yn)}n=0 en R°-B tal que
Pim  (x .y ) = (x,y)
N o
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Como para esa sucesidn se cumple (3.4)% por paso al limite

obtendremos

= p3(>?,§)

Es decir, que el valor del polinomio de interpolacion en
(;,;) se obtiene por paso al limite de su valer en los pun-
tos {xn,yn). Realmente, ésto se traduce en la practica en
situaciones en las que el paso al ITmite consiste en supri-
mir en el numerador y denominador un cierto factor, con lo
cual quéda directamente la expresidn del polinomio, v3lida

para todo (x,y) de Rz.

2.- FORMULA DE AITKEM~-NEVILLE GENERALIZADA

Sea s = m+i; como se ha dicho en el teorema
2.1 el doble sumatorio del segundo miembro de (2.4) desapa-

rece obteniéndose la formula

m+1
P \ bysecead
(3.5) pf C (x) =/ A (x).pf ¢
n+m —7 n,i
que puede llamarse fdérmula de Aitken-Neville generalizada, &
de MUhlbach-Aitken-Neville. La razén del nombre es que bajo

las hipbtesis del teorema 2.2 aparecen dos casos particula-

res que son generalizacidn directa de las ideas desarrolla-

das en los algoritmos de Aitken [ 1] y de Neville [42] cl&sicos.

Asi, eligiendo los conjuntos £ ., i=1,...,m+1

9 3

que verifiquen (2.9),1) vy {(2.9),2) con s = m+1 (obsérvese



= Pli=

que (2.9),3) es en este caso la hipétesis de partida (2.1))

y con
L . Nn¢ = £ . Nn< Vi)

n, i n, i+l n,Jj n, j+1’
seguimos la idea del algoritmo de Aitken original, mientras
que si fuera

L . Nn ¢ 4 £ .n £ Vi # ]

P n, i+1 n,j n, ji+1’
seguimos la del algoritmo de Neville.
En otras palabras, si es

ghi fﬁl%,i+1 = P, Vi=1,...,m

y sin perder generalidad supondremos

P B il iskayannygl }

11?722 n-1

entonces la férmula (3.5) proporciona el elemento de inter-
polacidén a partir de elementos de interpolacidn cuyos datos

son L],LZ;...,L y otro dato mds, con lo cual aparece la

n-1
idea del algoritmo de Aitken, expresada en éste solo para
el caso Li(f) = f(xi) y una variable. Este caso no fué tra

tado en los trabajos de Muhlbach.

Andlogamente, si

PO ) Y, i=1,...,m+1

Lo =1Lt T

n, i i+1?
éhtonces la férmula (3.5) nos proporciona el elemento de in-
terpolacidn segiin la idea de Neville, con la misma observa-

cion anterior. Es esta férmula concreta la que obtuvo Mihl-
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bach [35] con los L.(f) = f(x.) y una variable, pero genc-
ralizando respecto a Neville en el sentido de que era valida

en sistemas de Chebyshev.

Evidentemente otros casos intermedios entre
€stos quedan incluidos en la férmula anterior y tampoco eran

contemplados por MuUhlbach.

Como ejemplo vamos a obtener la fdormula del

algoritmo de interpolacidn de Aitken cl&sico.

Sean dos conjuntos S y T de puntos distintos,

siendo

S = {XO""’xn—Z’xn—l}
Y

T = {XO""’xn—Z’xn}
con

S-ﬂ T = {xo,x1,...,xn_2}

Es claro que
card{S) = card(T) = n

y

card(S N T) = n-1.
Sean { }={1 xn_]} ¢ = x". Aqui tene
ean ¢],¢23'-"¢n b s Xy oo oy Y n+l ! ¥
mos que es m = } con lo cual s = 2, luego el sistema (2.5)

queda en la forma

-
_ >\1(x) ' + Xy (x) =1

(3.6) n-1 . xn-2 xn—!

], Xy eesX oy »
(x)+x2(x).px "

i (x)=x"
XO,X],..,Xn_1 O,..,Xn_z, =

A1(x).px




-

La condicién (2.3) es aquf

n-1
.« X

1, X,... . M1,..,x , X 1
n
P x (x) # px (x)
[\)(O,)(1,...,Xn__.l LXO’."Xn‘Z’Xn ]

Esto se cumple salvo para x = XO’X1’°"’xn-2’ Ya que en ca-

SO contrario si fuera X % {XO’Xl"°"xn—2} un punto en dog

de se verifica la igualdad, la diferencia serfa un polino-

mio de grado n-1 que se anula en n puntos Xgosee X g%,

por lo que serfa el polinomio cero. Esto no es posible pues

sigrnificarta que

. n P
Interpola a x en R también; entonces

n-1
n n 1y XyouwaoR
X - px . = (x)
SR R N

serfa un polinomio de grado n, con coeficiente director uno,

nulo en Xg*Xy»++-»X, Y por tanto idénticamente nulo, lo que

€5 absurdo.
Si x = XO’X1""’xn—1’ naturalmente
n

T, x,..,x

pf (x) = f(x),
XO’XI’°”xn

6 dicho .de otra manera, basta tomar Al(x) y Az(x) cualesquie

ra tales que su suma Al(x) A, (x) =1,
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La solucidn del sistema (3.6) es

= 1,...,xn_2,xn—]—
x" | x X X (x)-x"
p 0?22 ph-2> n
Ao (x) = : .
L -2 -1 ‘ 1
1, oo, x" , x0T B 1,...,xn’
px" (x)-px" (x)
!XO’ ’xn_zyxn N XO, ,Xn~1
L | N
'— 1’ ’xn-]
pxn' X X (x)-x"
0k -1
Az(x) = - 5 P ,
" 1,...,xn ,xn n 1,...,x“’ i
pX (x)-px (x)
Xgseoes Xy gsX, Xgseos X

Para obtener una expresién de A] y AZ vélida

para cualquier x, y mds simple que la que tenemos, observa-
mos que el numerador de Az(x) es un polinomio de grado n en
X que se anula en XO’XI""’xn—1 luego se puede expresar co

mo

A(x—xOO(x—x])...(x-xn_l)

mientras que el denominador es un polinomio de grado n-1
'}
eh x que se anula é€n XgsXqseeesX o5 luego se expresa como

B(x—xa)(x-x1)...(x-xn_2)

Por tanto para x # XgaXqseees X o podemos es-

cribir

»

Az(x) = -kz(x-xn_

i
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Un razonamiento andlogo conduciria a que
x](x) = kl(x-xn)

Como se ha de verificar A](x) + Az(x) = 1,

se tendrd

K](g-xn) - ky(x=x__4) =1,

y para que ésto sea vdlido para todo x

k] - k2 = 0
—k1 xn +k2xn-1 L
es decir
- _ 1
k] = k2 =
X - X
n-1 n
Por tanto,
X = x_
A (x) =
X - X
n-1 n
Y
X _oq = X
A, (x) =
X - X
n-1 n

y nos queda la bien conocida férmula:

{‘l’x"',xn—]] ) {1,X,n.,xn_1‘l
1%, %D (x-x_)p 5 (A;wix-xn_l)p T j(x)

Obsérvese que la férmula sigue siendo vilida

8d los puntos x = xo,x],...,xn_2 que habfamos excluido en
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principio.

Volviendo a la férmula (3.5), si m = 1,

neral se obtiene

b5y
(3.7) pf[ 1£ n+1 ](x) =
n+1

[6.,...,¢
‘]’ ’n ¢1’0le’¢
L t. <%,1 :%x) = b (X)) pf [i (%’2 i](x) -

[0 yeee,d b
i e ' n _ ]9'--y¢n
Pt L . ](x) P 1 [ £, ](x)

r(bi%”""‘i)nj r-¢ ...(I)
- ‘l’ )
<p¢n+wL L (x) -¢n+,<x)).pf[ : ”]u)

J

vilida siempre que

Disenesd D seeesd
pd’n+1 ij ].,C n](x) # p¢’n+1 [ ]£ n](x)
n,l nsz

Esta fdérmula pyede ser usada de manera recu-
rrente si las circunstancias lo permiten. Por ejemplo, sean

N S A ...} una sucesidn de formas lineales sobre el
1772 n+1°’

8spacio W y {¢1,¢2,...,¢n+1,...} una sucesidn de elementos de

W vy sean
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= = 1
£1’J_ tLh.}t 45 d

- = £ 7 S = 2
£2,_j {L],LJ} 1’1 1,_] J

= = £ U L . =
3,-1 {L]’LZ’LJ—} 2,2 2,_} J 3

. = L Ul Z n+l
£n+1,J {L]’ ’Ln’L } n,n n,j’ 4 "
tales que

¢]7 ’¢h
(3.8) det P #0, VYh=1,2,..., j>h
h,J

Evidentemente, por construccidn se verifica

i) card(%’.) = h

2

5 L = - .
ii) card( h, j N i%,j+l) h-1, j=1,2,.

(3.9)

i’.i) £h,j - “Cn"]’h-]Uﬂch‘lyj’ h=2’3,’." J>h
Por otra parte la férmula (3.7) tambiédn puede expresarse
como

r—¢ ,..,Qb ‘l ¢ ’~')¢ r—(i) ,uo,¢

ERLE L I O Y RASLE SHYNIF AUl S

n+1 n,l 2
dénde ) r¢1""¢n

P L‘ % (x)
. n,I
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Notamos por

( 12 r-.d)‘l""’(ph
3512} “ioh, g ) =8 () -pe L L (x)

Aplicdndotle (3.10) con i%,j en lugar de i%+]

se tiene
r—d)‘]""’d)h
(3.13) rk,h,j(x)‘?k(X"WkL N Ch

[ $qsseaby o]
=¢k(X)-((1-vu(X))p¢k_11}‘1_1’:_: (x)+u(x)p¢{ ’%1 ](x))‘¢k(x)€1~u(X))+

¢"""¢h_1_; ¢“""¢h ‘l
1 (x)p, (x) = (u(x)ps (x)+(1-u(x))pp (x)) =
k& K #)1 % 1,h-1
L J

*Ph-1 ¢1 *+2Ph-
de)wk(X);w %]1 (x)%+ﬁ-u(X))wk(X) £11 . (x)) =

EM(x).rk’h_,,j(X) +(1'“(x))rk,h—1,h—l(x) =

= Fiho1 het O F G ry g ) = g O

deride u(x) viene dado por

J i

h,h-1

(3.14) pu{x) =
rh,h-],h'l(x) = rh’h_l’j(x)

Sustituyendo (3.14%) en (3.13) y operando se

tiene
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G5 ) = ehe1,5 9 et e O e O g G

k,h,j ()
(rh,h—i,hq(X))'(rh,h-i,J‘ x))
h<j, 1<k, k>h
Si notamos
P 15050
(3-16) Ph -f(x) = Pf[ ]£ h](x), h=?929'-° s J Z b
,J h j

también se tiene, como consecuencia de (3.10),
- [ P rreesdy [Gysnasby_
Gan ef | M = Gder | T g mape |V g
5, =1, =1 | -1,

Operando se tiene

(ph_ujf(x)) (o h=1,h-1 (x))=(py,_y 4_1F () (ry poq,;©0)

(3.18) p, .f(x)=
e (rhih—l,h—l(X))-(rh,h—l,j(x))

h=2,3,...., j = h.
Pyseeesd
Luego en resumen, pf [ 1£ n+]](x) puede

n+1

ser talculado por recurrencia mediante el algoritmo

L, (F)
Py, .fx) = oy %3, j =1
¥ L. ()

feg, (0 =6, G0 -
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. (Ph_l’jf(x))(rh’h_1’h_1(x))'(ph_],h_]f(x))(rh,h_l’j(x))

(rh,h—l,h-l(x))—(rh h-1,3 (X))

3

h>2, j>h

(rk,h-l,j(x))(rh,h-1,h'1(X))-(rk,h-1,h”](x))(rh,h—l,j(x))

(et he 0=y g 5 00)
iZh=2, k>h

Mediante este proceso seguimos Ja idea del

algoritmo de Aitken.

Si por el contrario hubiéramos hecho la si-

guiente eleccibn

£ . = {L.}, J =1

1,] j7r 4

L = U T B
2, £1,j—1 £1,j’ J 2

L .= £ . UL . -
3;_) 2’.1—;1 Z’J’ J 3
L =L Ul T =
ST R ETRe W R

en general se tendria

= UL j = =2,3,....
£3319> Lh,_j "Ch_l’j_] h"],_j b J h’ h )3’

Suponemos también que se verifica (3.8). Ademds por la cons-

truccidén hecha se verifica (3.9),i) y (3.9),ii).

Usando la misma notacidén (3.12) y repitiendo

el razenmamiento anterior teniendo en cuenta (3.19) con

rh,h-],j-l(x)

(x)-

(3.20) u(x)

“hoh=t, -1 (x)

"h,h-1,]
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it ) (x)) ( (x))
) - rk,h-l,j(X})(rh,h—1,j~l(X))_(rk,h—i,j~1 x)) (e pog
k,h,j ' _
(rh,h—l,j-l(x)) (rh,h-l,j(X))
j=h>2, k>h
iy )
(py_q Fx))(ry h_,’j_](X))-(ph_i,j_lf(X>)(rh’h_]’j(x)
(3.22)  p, JJ’(x)-
d (roh I,J—1(X)) (ry, h-1 J.(x))
i >h, h=2,3,.....
¢1””¢n+1
En este caso pf L (x) se puede cal
' : n+1
cular por recurrencia mediante el algoritmo
L.(f)
Py, 00 = ——,(x), j =
Litey)
L. (o,)
re g g (xd=ddxds =m0 g}, k> T, 21
N k 1
L.(s,)
J
- (ph_,’jf(X))(rh,h_1’j_1(x))-(ph_l’j_,f(X))(rh,h_l’j(x))
B -
(rh,h~i,j—1(X)) (rh,h-l,j(X))
j=h, h=2,3,...
) (rk,h‘l,j(x))(rh,h-1,j-1(x))-(rk,h“1,j-](x))(rh,h—isj(XB)
ey

(e, o1 =Py g 5 ()

j=h=2, k>h

De esta manera seguimos el proceso del algo-
ritmo de Neville.
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Por Gltimo, es claro que haciendo otras elzac-

ciones de 1los =% 1 obtendremos casos intermedios entre los
?

de Aitken y Neville aqui estudiados y que no detatllaremos.

3. = FORMULA DE NEWTON GENERALIZADA

Sea s = 1 con lo cual se tienevkl = 1, de-

sapareciendo la condicidn (2.3) como vimos en el capftulo

l'l. Entonces para todo x resulta la férmula
¢ 7""’¢ r.¢ ""’¢
(3.23) 28 B (SRS R AL [
n+m n
n+m
r‘¢],-c~)¢n
+ 3 ro, [. r (x)
k=n+1 .

que podemos Illamar, siguiendo a Muhlbach, férmula de Newton
generalizada ya que permite el paso de un problema con datos

%1 Yy espacio de interpolacién engendrado por {¢1y,..,¢n} a

Otro con datos i%+m y espacio de interpolacidn engendrado
por {¢1""’¢n+m}'

Es de resaltar que a partir de esta férmula

puede llegarse f3cilmente a la de Aitken-Neville tambi?n.En

efecto, sea

§qunesad

rb]""’¢n+m -
{(3.24) pf r (x) = pf ° (x) +
. n+m n,i
n+m
¢ x H
+ % 3 -ré, 1£ " H(x)
k=n+1 !
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Multipliquemos los dos miembros de (3.24) oor

(x) verificando (2.5) con s = m+1, es decir,

A](x),...,km+1

(3.3), que equivale a este otro

m+ 1
zg:xi(x) = 1
i=1

(3.25) 9

m+1

¢T’°°"¢n
Ai(x).r¢j r (x)=0, j=n+l,..,n+m
i=1 ' n,i

Y

Si sumamos en i las igualdades resultantes nos quedarfa

m+1 m+1
AR Pgywsend
(2oa G))epe |V T G - g O Y N R (Y
" n+m — n,i
n+m m+1
TP
- a, Ai(x).rcbk L (x)
k=n+1  i=1 st
que teniendo en cuenta (3.25) resulta ser
m+1
$isennsd E EFeRETTL.
pf ]£ n+m}(><) = Ai(X)-pfl 1£ " l(x)
n+m - L_ n, i
i=1 _
como querTamos.
Observacidn. - Una vez establecida la férmu-

la de Newton (3.23) surge la cuestidn de si se comportard &
no igual que la férmula de interpolacidn polinomial de New-

torn &p una variable en el siguiente sentido: Si

(E.Zéf'“En(x)=a0+a1(x-x0)+...+an(x-x0)...(x-xn_i)
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es el polinomio de interpolacidn de una funcién f de grado

no mayer que n en los puntos X i=0,%,..,,8 distintps,; &n

tonces eliminando por ejemplo el Gltimo sumando de (3.26) ob

tenemos el polinomio pn_l(x), y asi sucesgivamente se puede

reiterar el proceso.

Para ello consideremos el siguiente caso. Sea

m=1. Entonces (3.23) es:

q) ’---’4) ¢ ,...,(b -
(3.27) L I (O S L B (P
. n+1 n
P
+bn+1(¢n+l(x)_p¢n+1 ‘%

Si ahora en (3.27) pasamos de n a n+1 y supo-

nemos que se verifica

o] 5 i sy
1’ > n+2

n+2

ehtonces pademos establecer la fdrmula

¢ ’--nq) ¢ ""’¢
(3.28) pf | 1 M ) =pr | )+
n+2 n+1
Diseecsd
1 a+i _
+Cn+2(¢n+2(x)—p¢n+2 £ (x))=

n+1

Gy eeesd
=pF;7 If . (X)+bn+1 (¢n+1 (X)-

¢ ""’¢
1 lj(x» =

1
=3
3
+
5
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B ywenveby. g

+ & (¢ (x)-po (x)).
n+2 ‘' n+2 n+2 £n+1
Por otra parte, aplicando directamente (3.23)
con m = 2, se tiene
AR $y1senesd
2
(3.29) pf ]£ TS lx) = pf ]£ " lx) +
n+2 n
TR
+an+1(¢n+l(x)-p¢n+l %3 (x))+
va_ (6 o (x)- Pt )
2n+2 P e () Po L .
Comparando (3.28) vy (3.29) es claro que
cn+2=bn+2 debido a que son, en ambﬁg casosé el coeficiente
de ¢ (x) en la expresién de pf ] R (x) vy este
n+2 c%+2

elemento aparece una sola vez en estas expresiones. No obs-

tante serd b # a

— en general. Vedmoslo con el siguien

n+1’

te ejemplo.

o EJEMPLO 3.1

Consideremos las funciones

: 3 Flx)=x"'-x3

¢1=], .¢2=X, ¢3=X, ¢4=x Y - X
siendo las formas lineales
L (F) = £(2) , L,(F) = £(1)
L3(f) = f(-1), Ly (f) = f(-2)

y los €6Rjuntos de datos
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"Cz = {LysL,1, £3 = {L],LZ,LB} y 4 = {L],LZ,L3,LL*}

Con n = = m,

1,x, x , X 1,X 3 L 1%
(x)= .J(x +ag (x -px [jc% (x))+ah(x -px1_i§ :%X))

Es inmediato que

1, x
p fl r (x) = 8x - 8
2
2rl,x 3r1,x
pr£(x)=3x'—z, prL (x) = 7x - 6
2 2

Resolviendo el sistema (2.14) para obtener az vy a,, tenemos:

{ 6.a3 + 12.;31+ = 18
12.a3 + 12.ah = 48
de donde se obtiene a3 = 5/ a, = -1 vy por tanto

ri,x,xz,x37 3 2
PfL L J (x) = -x7+5x7-4,
4

Por otra parte, considerando ahora m=1, n=2,

tenemos

1x, x2 1, 2. o 1oX
(3.30) pf ’ 1(x)=pﬂ ’ (x)+b, (x"-px (x))
£ £ 3 L
3 2 2

Repitiendo el proceso para la obtencidn de (3.28), sean m=1,

n=3, con lo que
2 2

F],x,xz,x3 Fl,%.% | 3 M,x,x
(3.31) pr p (x) =pr f J(x) ey (x -pxzt e lx)=
A 3 3
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1,x l—1,x,x2

1,
=p (x)+b (xz-px o (x)) + ¢ (x3-px - lx) ).
L 3 L 4 %

Es inmediato que

3 1,x,x2 5
p X ‘£3 (x) = 2x +x-2

De (2.14), aplicada primero a ' (3.30) y luego a la primera igual

dad de (3.31), obtenemos by = 3, ¢, = 1.

Se observa que ¢, = a, Y b3 # ag. Ademds en

esta Gltima férmula, suprimiendo el sumando en ¢, obtenemos
. . 5 2

el polinomio de interpolacidn de f(x) en 1,x,x", cosa que no

ocurre haciendo 1o mismo con la primera f8rmula del ejemplo

(férmﬁla de Newton (3.23) con n =m = 2) .

Podemos decir que en una férmula como la (3.28)

eliminando el término en Cht2 se tiene el elemento de inter-

polacidén de f mediante las funciones {¢1""’¢h+1} y loz da-
tos i%+1, cosa que en general no ocurrird con la férmula
13.29].

En general, consideremos un conjunto de pro-

biemas escalonados cuyos datos son, respectivamente,

%1 = {Ll’LZ""’Ln}
§h+1= {ii’LZ""Ln+1}
lﬁn+m—{L],L2, ,Ln+m}

verificando que
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(I)]s---yq)i

L,
i

(3.32) det # 0, i=n,n+1,...,n+m

Si aplicamos la férmula de Newton (3.23), de
lo que hemos dicho antes resulta que no ser3 posible, en ge-

neral, que al ir eliminando los términos en a < w % 5@

n+m’ n+1

obtengamos el elemento de interpolacidn de f en el espacio

}, etc. Ello depende de quiénes son las ¢ -

{(p]"i)z""’q)n_’_m__-l
Por &so, sustituyamos {¢1""’¢n+m} por otra base equivalen-
te {F 2""’fn+m}

Fl""’fn+m
(3.33) pf ¢ = a]f1+a2f2+...+an+mfp+m

n+m

donde 1las f; las elegimos a ﬁartir de las ¢i iniciales de
manera que si eliminamos los términos en an+m’an+m-l’ etg,

obtengamos el elemento de interpolacidn de f con uno, dos,

etc, elementos menos que de partida.

Sean f1 = ¢1,...,fn = ¢n, y fn+1 una combina-

cién lineal de {¢],...,¢n} y de ¢n+1; andlogamente, sea Fn+2

una combinacidn lineal de {¢],...,¢n+]} y el elemento ¢n+2

Yy asi sucesivamente. Si las elegimos, concretamente verifi-
cando: - n
= —3 H g
F s ¢n+1+S Gpaby F EgiF,  q)=0 ¥i % n
T 1
n+1
Fn+2=¢n+2+§ a6 /L (F_,,)=0, Vi < n+i
< i i n+2
(3’3!‘}) : i=.1.-- YRS H :
: T n¥m-1 : :
= 4»"/ = i .< {1+ -
fn+m ¢n+m+,i=1 a9 / Li(Fn+m) 0, Vi n+m=1
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tales fn pueden construirse y estdn univocamente determina

+i

das. Por ejemplo en la primera igualdad (3.34) tendriamos
~
LyCopdq+ece y) =0
< A
] Ln(a1¢1+"'+¢n+1) = 0
6 sea -
i = =
a1L1(¢])+...+c%L](¢n) L](¢n+1)
£ °® o ® e & ® °
,G!Ln(¢1)+"'+anl"n(¢n) - -Ln(¢n+,;1)

e

sistema que tiene una (nica solucidn y que por las condicio-

nes anteriores lleva consigo el que

p]cn+1

Lo mismo.ocurrirfa con los demds.

Consideremos ahora el conjunto {f1,....,f R
n

Fostr o osfopnt en Tugar de {¢,,...,¢_ , }. Es evidente que
=
f]""’fn+m ¢1""¢n’Fn+3""fn+m
pf r =p T L q
n+m n+m

Ademas, al aplicar la formula de Newton ahora se tiene

f {-‘f]t s D’Fn :0 f "f‘t’ ° o ’fn+1 :O f f?’..asfn.{.m“i O
p'ﬂ*} £ s P ned £ 5000y o £
. L n+1 n+m-1

eas decir
(3.38) p }’."f”’f”+?""fn+m f1’-'»fn

P +a f +,..+a
n+m %, n+l n+1 i ko
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Aplicando Ln a (3.34), teniendo en cuenta

+1
que por (3.33)

Ln+1(fi) = 0, i=n+2,...,n+m

resulta
f]""fnj

Ln+l(f) = Ln-!-l(pf %1 ’P +an+an+l(fn+l)

es decir fl""fn
Larr (F)-Lpy (pF £ ])
(3.36) a .1 =
Ln+1(fn+1)

Hay que observar que

Ffl,...,fn
pr ] L ITL PUPELE § [PPPIS S
y coincide con f al aplicarle L1”"’Ln+1 por lo que
T 5 0 & g 7 R
. ]’ 9 n _ ], b n+‘l
.37 eV, ] . [ ; ]
n n+1

Aplicando ahora Ln+2 a (3.35), por (3.37) resulta

(F ""'fn+1

t

n+2

(7 nl

Ln+2 n+2

con lo que se repite el proceso de (3.36). En general se tie

ne (3.35) con Fonsnmnlp x
L'.(F)—L'.(pf[ T T

(3.38) a, =

Ly (F})
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para i=n+1,...,n+m, y si las hipdtesis (3.32) se verifican

desde n=1,

f1, "’fn+m
pf I =a1f_1+a2f2+...+an+mrn+m
n+m
L, (F)
con a, dada por'(3.38) para i = 2 vy gy & — ; resul -
L1(f1)

tando una férmula del mismo tipo exactamente que la bien
conocida férmula de Newton para interpolacién polinomial en

una variable.

L,- FORMULA DE INTERPOLACION DE LAGRANGE

Sean s = m+1, n= 1, «% . {Li} e PTTTTL

La condicidén (2.2),2) queda reducida a Li(¢1) # 0, i=1,..,m+l

y la (2.3) puede escribirse de una forma mds simple ya que
hemos de tener en cuenta lo siguiente:
<b]

Poy £ . (x) = by .0,(x)

con

Lylbyp e 0)= by L (e (x)) = L (¢,(x))
es decir
. =L1(¢2(x))

L 6, )

- 1
Andlogamente sucede :on los demds pé .| J(x), hasta el Gl
1,5 h

tim8; que puede expresarse
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¢1 1
p¢m+{j£ —FX) . bmm-¢1(x)

1,m+1
con
_— Los1 (Opaq (X))
mm
Lm+1(¢1(‘x))
Con todo ello la condicidén (3.1) puede escri-
birse:
hyldg) Lorr (&)
L. () L (¢.)
__]___...2_~¢](X)’u . m+ 1 2 4)]()()
p(x) = | L1ty L () ]
L, (¢ ) L., (¢ )
1Y " m+1 ¢1(x), , m+1 m+1 ] l(x)
Ly y) Lo,q(9)
Lo, L,0(e5) Loy (85) 5 ()
= L .has 0 memsms 020202mwesw AP : # 0
m+1
LyOmr)  LaWpe)e s by @) !k=]] Li(ey)

que por la condicidn (2.1) y teniendo en cuenta que es
m+ 1

a~1hk{¢‘> # 0 por (2.2),2), se reduce a ¢,(x) # 0.
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Peré ademés, lés ecuaciones del sistema (2.5) son:
m+1 .
Ry
i=1
{
m+1
)
A (x). .<}>!(x) = ¢j(x), j=2,...,m+1
=1 ;(“’1).
de donde
m+1
Xi(x).¢}(x)
( ).LI.(¢J.) =¢j(x), j=1,..,m+1
= Lyl gl
AsT pues Ai(x).¢](x) puede expresarse en la forma
G
L6, L,6,) . Los1 @)
L) L)) I m+1("’15
L, 6,) L,,) Loyp(6,)
..... gy K o ¢ ¢ e
Liley) L,(6,) : Loe1 @)
e Li@ ) L604) 0 oy
3.39 m+1 :
Lo Lk Loer ©0)
k() (x)=
L, (6,) L. (o)) me1 @ 1)
L Gy) Lley) L (o)
L6 ) Lo ) 1@ )
L () L6 ) Los1 @)
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1]

Supangamos que ¢](X) # 0, ¢¥x; al ir variando x obtendreno:
pues que Ai(x).¢](X) es una funcidén de V, por ser combinacié

lineal de Y NN segan (3.39}.

m+1°

Lo mismo sucede con

A (x) x (x)

L, (o)
es una funcidén de V, que podemos llamar ]i(X) y que verifi-

ca

L.(1.) =s68.., V¥i,j.

Luego realmente (2.4) puede escribirse tambiédn en la forma
m+1

@1,...,¢m+17
(3.40) pf p J(x)= Iy bxbaby ()
m+1

i=1
que es la férmula de Lagrange del elemento de interpolacién.
Recordemos, por ejemplo, que en el caso més

simple de interpolacidn polinomial & trigonométrica en una

variable, ¢](x) = 1, por lo que ¢](x) # 0, Vx.
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CAPIT ULO TV

APLICACIONES A LA INTERPOLACION EN VARTIAS VARTABLES




_99_

CAPITULO 1V

APLICACIONES A LA INTERPOLACION EN VARIAS VARIABLES

1.-REFERENCIAS A OTROS RESULTADOS UTILES RELACIONADOS CON
EL TEMA.

Puesto que los trabajos en que nos hemos ba-
sado para generalizarlos se referian a funciones de una va-
riable, y en muy contadas ocasiones y para un determinado re
sultado al problema general de interpolacién lineal finita,
el terreno en el que mds hemos avanzado con nuestra exposi-
cién es el de la interpolacidn en varias variables con da-
tos valores de la funcidn & de ciertas derivadas en unos
puntos dados. De ahi que en este capitulo profundicemos es-

pecialmente en ese campo.

En la aplicacidn de los resultados de los ca-
pitulos anteriores a la interpolacidn multivariada se parte
de unas hipdtesis previas, entre las que aparece que unos de
terminados problemas de interpolacidn tengan solucién dni-
ca, y entonces se encuentra una relacidn existente entre los
problemas simples y el problema m&s complejo. Por éso es in-
teresante ver algunas formas sencillas para comprobar aque-
llas Hipdtesis en muchos casos habituales y para ello vamos
2 hacer referencia sobre todo a los resultados recientes ob-

tenidos por Gasca & Maeztu [14], Maeztu [34] y Ramirez [43].

Por simplicidad lo haremos en Rz, Elegimos

P

2 .
urs €onjunto de rectas r. en R, cada una asociada a un po-
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linomio de grado uno en '"x" e "y' que también denominaremos

res siendo r, = 0 la ecuacidn de la recta. Para cada recta

r. consideremos un conjunto de rectas i j=0,...,m(i) ta-

les que las intersecciones de rij con r., j=0,...,m(i) son

puntos de R2 en los que se dan los datos de interpolacidn.
Las rectas r. y/é rij pueden aparecer repetidas, dando va-

lores de derivadas como datos de interpolacién.

Un dato derivada puede aparecer también por-
que r.. vy ik Se& corten en un punto de Fes 60 bien si existe

HJ

h <i tal que r,_ pasa por el punto de corte de r, con alguna

h
rij como veremos mds adelante en la definicidn 4.3,

En general, esta formulaciédn da lugar al pro-
blema de interpolacidn de Hermite, y en el caso mis simple
se reduce a la interpolacién de Lagrange. En cualquier caso

construimos productos de rectas re, rij para obtener un con-

Junto de palinomios engendrando un espacio vectorial en el

que el problema de interpolacidn es unisolvente.

Obsérvese que la libertad en 1a eleccidn de
las rectas ris rij puede dar lugar a distintos espacios de
interpolacién para un conjunto de datos dado. En la précti-
¢&, un problema de interpolacidn viene definido por sus da-
tos y por el correspondiente espacio de interpolacidn. En

tal situacidén se eligen las rectas ri,r basadas sobre los

ij
puntos de interpolacién dados, de manera que, si es posible,

el eSpacio obtenido a partir de ellas sea el dado,

El polinomio de interpolacién se construye

siguiendo la idea de 1la construccidén del polinomio de in-
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terpolacidn en la forma de Newton en una variable (difere
cias divididas). Esto es posible porque el procedimiento da

lugar a una base {wi} del espacio de interpolacidn para la
cual la matriz (Li(wj)) es triangular como en el caso de

la formula de Newton.

a) Definiciones y planteamiento del problema

DEFINICION 4.1.- E1 conjunto

(4.1) § m §Erg,Pod o brgaPydacanalr F i

donde o i=0,1,...,n son rectas de ecuacion
ri=a.x+b.y+c.= 0, lail + lbil # 0

¥ Fi’ i=0,1,...,n es un conjunto de rectas

(4.2) Fi = {riO’ri1""’rim(i)}

de ecuaciones

li
o
X
o+
o
~<
3
(9]

1l
o
)

4

o
e

(e

Fow ° % 5 9 . » o P
i i i i i i

. ’ : 2 . S
se dice que es un sistema de Hermite en R” si se verifica la

siguiente condicion:

Para i=0,1,...,n, j=0,1,...,m(i), la recta r, corta
2
a €ada r.. en un solo punto de R”, denotado por Pij'
i
Resaltemos que ni las rectas r. ni las rij

han de ser diferentes y que por ello los puntos Pij pueden
Fépetirse. Observemos también que la dnica condicidn para

que S sea un sistema es que para cada i la recta . no
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i e e ey
sea paralela a ninguna de las Figre »Tim(i)

Una recta s 6 r puede ser asociada con

iJ
cualquiera de sus ecuaciones y consecuentemente la coin-

cidencia de las rectas F., r., por ejemplo, es tomada como
J

que las ecuaciones r.o= 0, rj = 0 son equivalentes.
Notaremos por | al conjunto
(4.3) b ={(i,j) / i=0,1,...,n, j=0,1,...,m(i)}

ordenado como sigue

P< it

Q\

(i,]) < (i',j") =
i=i', j<j!

b

-

La notacién (i,j) < (i',j') equivale a (i,j)<<{(i',j') &
(E:) = Li%:47).

")9 ('bij’ai‘j)
Y

Seay/ o, Pi; los vectores (-bi,a

cuyas direcciones son, respectivamente, las de ri, rij

of _ _p af a, af
3p ' ax 3y
(4.4)
_._a_f__.z -bi' _a_£+ ai' g__i
3p. . J ax 3 ay

BEFINICION 4.2.~ Sea S un sistema de Hermite en RZ. Lla-

maremos base princ pal B(S) asociada a S al conjunto de poli-=
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nomios

b, L= _— i,

(4.5) wIJ o Fio1 i Tij-1 (i,j) € 1

en donde entenderemos que r_. = r. = 1. Notaremos por

1

B(S) al espacio vectorial de los polinomios engendrado por

B(S).

DEFINICION 4.3.- Definimos el conjunto de datos L(S) aso

ciado al sistema S como el conjunto de formas lineales Lii’

(i,j) € 1 definidas por

S+t1+t2 f
(4.6) Lij(f) = = N
\Bpij api 1 2 3
donde

s es el nimero de rectas entre {roy...,r, ]} gque coinci
P - !

den con re si i > 0; s=0, si i=0.

t, es el nimero de rectas entre {riO""’rij-1} que

contienen a Pij’ $i 3 > 0y t]=0, si j=0.

t, es el nimero de rectas entre {rO""’ri-1} que no

2
coinciden con r. pero que contienen a Pij’ si § > 0; t,=0
Si i=0.
Con estas formas lineales, construiremos un

problema de interpolacidn unisolvente en B(S). Ademas pode-

mos ver que si existen dos 6 mads rectas Fes Tpo k<i que

coinciden, entonces aparece un dato derivada en la direccidn
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Py Y que si las rectas r. , con k<j, pasan por Pip ¥ las

rectas r con k< i, no coinciden con r, pero pasan por aquel

k’

punto, entonces aparece un dato derivada en la direccion oo

DEFINICION L4.4.- Llamaremos problema de interpolacidn

P(S) asociado a § al siguiente problema:

Hallar p € B(S) tal que

= z,, i,j) €1
(4.7) Lij(p) Z;5 v(i,j)
donde {zi.}, (i,j) €1 es un conjunto de nimeros reales da-

dos arbitrariamente,

TEOREMA 4.1.- Si Lij y wij estan definidas

como anteriormente
(4.8) LU(IPU) £ 0 vy Lij(whk) =0, si (i,j)<{(h,k)

Corolario 1. Los elementos de B(S) son linealmente indepen-

dientes.

Corolario 2. El problema P(S) es unisolvente.

La demostracidn puede verse en [14] 6 en [34].
b) Construccién del polinomio de interpolacién.

Sea S el sistema considerado en la definicidn
4.1 y consideremos el problema asociado P(S). El hecho de

que la matriz (Lij(whk)) sea triangular nos permite obtener

€! polinomio de interpolacién de una manera simple por re-
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currencia.

Escribiendo p(x,y) como

(4.9) pix,y) =

TRkl Skl RIS T REELE |

i,J) € I

con el orden establecido en 1, y poniendo para (h,k) € 1|,

(4.10)

qhk= aij.ro...
)€ |

(i,j) =< (h,k)
de (4.8) obtenemos

Lij(p) = Lij(qhk)’ V@i, j) < (h,k)

Lo (P) = Ly (ay)

(4.11) p = qnm(n)

Claramente se tiene q00=a00=200=p(P00) y con
la ordenacibdn anterior, cuando 9K ha sido calculado, pasa-

mos a qhk+] si k<m(h) & a 9h110 si k = m(h). Se obtie-

ne, respectivamente,

r r . T

(4:12) Yhk+1 = Ihk™®hk+1"0" " Th-1"ho" " Thk
6
(8.13) 9h+10 = hk + a+10° "0
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y entonces las relaciones

Lhk+1(qhk+1) - Lhk+1(p) = Zhk+d

Lirto(9hs10) = Lhe1o(P) = Zpi0

conducen a

Zher 1 Lhket (Opk)

(4,14) T - : - —
hk+1 70" *Th-1"ho" " "hk
6
z - L (q
_ %h+10 h+10 '%hk)
(4.15) A i10=

Lh+10(r0"'rh)
Los denominadores de (4.14) & de (4.15) son no nulos por

(4.5) v (4.8) y faciles de calcular.
c) Un caso particular: interpolacidn de Lagrange.

Diremos que el sistema S de la definicién 4.1
es un sistema de Lagrange, si se verifica la siguiente con-
dicidn:

V(i,j) € | la interseccidn Pij de F, con r.., con
<
i+] # 0, no pertenece a ninguna de las rectas Fos==sTi-1s

LR LE TeL
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Es evidente que en este caso se tiene s=t_=
i

=t2=0 en la definicién 4.3, y por tanto cada Lij es de la

forma

dando lugar al problema de interpolacién de Lagrange para

los puntos Pij' Bajo estas circunstancias la obtencidn de

ag; & partir de (4.14) & de (4.15) es bastante sencilla.

d) Sistemas de orden N

Con frecuencia en la practica es interesante

que B(S) = PN(x,g), espacio de polinomios en ''x" e '"y' de

grado no mayor que N. Con la formulacidn que acabamos de ver

las relaciones

I

N-1i
N

m(i)

n

(L.16)

1]

son necesarias y suficientes para obtener como espacio de

interpolacidn PN(x,y).

A aquellos sistemas que verifican (4.16) 1los
llamaremos sistemas de orden N.
Las relaciones (4.16) nos ponen de manifiesto

una disposicidén de los datos como sigue:

N+1 de ellos sobre ro, N_en Fyse--,uno en ry.

Esto 'vale tanto para problemas de Lagrange

como de Hermite y e< ésta principalmente la situacidn que

aludiremos en los ejzmplos.
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Lo expuesto en esta seccidn ha sido genera-
lizado Gltimamente en [43], permitiendo la construccidn de
otros espacios, no necesariamente polinomiales, v la reso-
lucidon de problemas no resueltos en [34], pero para nues-

tros efectos es suficiente sequir las lineas de este Glti-

mo.

2.-EJEMPLOS DE APLICACION DE LA FORMULA GENERAL A LA [NTER-
POLACION DE LAGRANGE

Por simplicidad en la exposicidén v en los
cadlculos nos vamos a centrar en el caso de interpolacidn
en dos variables independientes x e y. De forma simiiar su

cederia en m3s de dos variables.

Una particularizacion de la férmula general
a la interpolacidén multivariada lagrangiana consiste en lo
siguiente: seguimos considerando un espacio W de funciones

Y un subespacio V de &1 de dimensién n+m, con n,m € N. Sea

2

G ={P } CR

n+m 1’P2"°"Pn+m

un conjunto de n+m puntos distintos en el dominio de defi-

nicién Q de las funciones de W. Consideremos m+1 subcon-

juntos de Gn+m que notaremos por Gn;i’ i=1,...,m+1 tales
qgue
i) card(Gn’iﬂGn’i+]) = n-1, i=1,...,m
(k.17) ii) card(Gn’s) = n
i) T;: T il
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Si identificamos a la forma lineal sobre W
f=>fp.)
con el punto P., podemos identificar a los conjuntos 1;+m’

£n g de capitulos anteriores con los conjuntos G
9

G .
+m’ n, i’

respectivamente, con lo cual entendemos por ejemplo que

(i) ,...,4) ¢ v"-,(b
det ] ntm - det L ’ AFmy
G &
n+m n+m
b P Y 9P )anass ¢ pamPq)
o (Py) 4, (Py) ... ¢ em(P2)
¢1(Pn+m) ¢2(Pn+m)°" "¢n+m(Pn+m)
Supongamos pues que s¢ tiene
biseeesd
(4.18) det ‘G i W
n+m
con ¢1’¢2’°"’¢n+m € W vy que
b4 > &
(4.19) det ]G : £ 0, Vi
0
§i s
D isPrsecece s ¢
n,i n,i+l

v f es una funcidén de W, entonces para todo P=(x,y) € G se
pueden aplicar los resultados de los capitulos anteriores

obteriéndose la formula
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m+1 .

Pt nid - \ 4)‘,.;.,43
(’*.20) pf 16. n+mj(x,y)= _ Ai (X,Y) .Pf IG' . J (X y)
n+m :g: n, i

i=1 .

como una particularizacién de (3.5) siendo los.Ai(x,y), i=1,

.,m+1 solucién del sistema (3.3).

Si los puntos son tales que

1
£

ne = G ng Bisgoenen
n

& n,2 Y i

n,lt

6 lo que es 1o mismo, que Gn NG son n-1 puntos fijos
td

i n,i+i
para i=1,2,...,m, la férmula puede llamarse férmula de in-

terpolacién de Aitken generalizada.

Si se verificara, que

Gn"fnan’z o {Pl’ 2"..’ ._1}
Gn,ZnGn,3 ) {'2? go-sra Pk
G, 176, 41 = {P +1”"’?H~.n_-'2}’ i=1,..,m

entonces la férmula puede ser 31amada.f6rmuia de'interpola-
cién de Neville generalizada, y en general la férmula (4.20)
podria ser llamada férmula de Muhlbach-Aitken-Neville para

Yarias variables.

En cuanto a la férmula de Newton se puede ex-

Presar como

[ S Gypenstd . ] »»wé
(4.21) p{ ]G nm](x,y)-p‘[ ] } x,y)+ a,.rp 18 {(x,v)
n+m n
k=n+1
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bajo las condiciones {(4.18), (4.19) con Gn ;= G .
" n

Como ejemplo vamos a ver la aplicacidn de la
formula (4.20) a la construccidn del polinomio de interpola-
cidén para seis datos lagrangianos no situados sobre una cé-
nica utilizando como espacio de interpolacidn el engendrado
por

{1, x, v, xz,xy o yz}

En el capitulo |l hemos visto, brevemente, un
ejemplo sencillo de la aplicacién del teorema 2.2 en donde
podiamos escribir la expresidn del polinomio de interpola-
cidén de grado dos de una funcién dada en seis puntos forman-
do un simplex generalizado mediante cuatro interpolaciones
con polinomios de grado uno que la interpolan en cuatro con-

juntos distintos de tres puntos cada uno.

En general, si tenemos n puntos sobre una

recta oo n-1 sobre otra recta Fi-1° de los cuales ninguno
estd en Mo n~-2 sobre otra recta, ninguno de ellos sobre

M ni sobre Fro-1 Y asi sucesivamente hasta r],(es decir te-

nemos un sistema de orden n-1), el problema de interpolacidn

lagrangiana correspondiente es unisolvente en Pn_7(x,y), to-

do ello de acuerdo con lo expuesto en la seccidn 1 de este

capitulo.

Si tomamos los puntos citados sobre las rec-

20 e s Y el de ros tenemos un problema unisolvente

en Pn_Z(X,y) y andlogamente con los de r,,...,r__,4

tas r

y cada uno

de los de L Podemos aplicar el teorema 2.2 para obtener la
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solu¢idén del problema en inl(x,g} a partir de ios

problemas en Pn_z(x,g), y asi sucesivamente, resultando u

algoritmo de Aitken-Neville para este problema; concreta-

n

itken.

mente con nuestra eleccicén tenemos un algoritmo de Ait

Para seis puntos, tomemos en (4.20) n=3 vy

m=3; asT llegamos a la férmula (tipo Aitken)

4

I 1, x, y,xz,xy,y2
(4.22) pf (x,y)= A (x,y).p
P],PZ,P3,P4,P5,96 : i

i=1

En la figura 4.1 puede verse cémo se puede

elegir los G3,i'

En esta primera posibilidad los dos puntos

munes a los G, . no estdn alineados con ningin otro. S |

3,

Puntos estédn situados como en la figura 4,2, hay posi

o

de renumerarlos y elegir los G como antes, pero tambiea

3,1

o

R
L |

n

10

[%2]
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es vdlida una eleccién como la indicada en la misma figura

Fig. 4.2

En esta segunda oportunidad se tiene un caso
intermedio entre los casos de Aitken y de Neville, ya que no

mantenemos fija la interseccidn de los G3 P
?

También se pueden elegir los G3 ; de manera
que den lugar al algoritmo de Neville, en cualquiera de los
casos anteriores. Asi, en el primero podria ser

- 63 1= {PgsPysPRY 5 Gy 5= (P,Py, Py}

G3,3={P2,P3,PL‘} s G3,h={P3’Ph’P5}

Y &n el segundo

G ]={P6’P]’P2} s G3,2={P1:P2:P3}

3,

63,3 [PasPgePpl o By p= {P4uPg, Pyl

3,3



otros tres no |
estarian en una
tendria solucié
el caso de tres
cerse cuando no
los seis dados.
cualesquiera de

con cada uno de

Aitken, siendo
cualquier otro

ta siguiente fi

=1 1h=

Si tres de los puntos estan alinea

0 pueden estar ya que si fuera asi

de

Por tanto con

cbnica y el problema interpola

n 6 no serfa dnica. S|

puntos alineados veamos ahora qué

] -
aos

existen tales tres puntos alinea entr

En este caso basta elegir como fijos dos

los puntos, ya que unidos sucesivamente

los restantes verificardn que el

T, x, vy

b

det 7é 0, j= 3;49596“'

P12PgsP;

AsT estarTamos en el caso del algoritmo de

igualmente posible obtener el de Neville

LV
Y

intermedio, como se muestra grificamente en

gura.
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Para el caso de un nidmero de puntos mayor
que seis, las posibilidades son ya muy numerosas, siendo
la mds simple la que hemos indicado anteriormente de n pun-

tos situados sobre una recta, n-1 en otra, etc.

EJEMPLO 4.1

Dados los puntos de R2

tPy=(0,1), Py=(0,2), P.=(1,0), P,=(1,1), Ps=(2,0), P,=(0,0)}

y la funcién f(x,y) = xz—y, queremos obtener el polinomio
que la interpola en dichos puntos siguiendo el proceso de

Neville generalizado en el espacio Pz(x,y).

Y

.Pz(o,z)

P1(0,1) ¢ * Pq(l,l)

P6(0,0) PB(I,O) PS(Z,O)

= {P1,P2,PB,P4,P5,P6}
{¢1,¢2,¢3} ={],X’y}

2
{¢1,...,¢6} = {1,x,y,x2,xy,y }

Los valores de la funcién sobre los puntos dados son

f(?1)=-1, Fipyl=-2, 'F(P3)=1, rip, )=0, f(P5)=4, f(P6)=0.
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Vamos a efectuar cuatro interpolaciones con polinomios de

grado uno en cuatro conjuntos distintos de tres puntos cada
uno. El polinomio de interpclacidn serd, por tanto, del tij-
po a + bx + cy sometidc a las condiciones de interpolacidn

a + bx, + cy, = F(Pj)

fol)
e
o
X
N
+
(@]
~
N
i

f(Pz)

i

a + bx, + cy £

y por tanto se tiene:

1, x, ¥ o, %y
pf (x,y) = x-y ; »pf| (x,y) = x-y
P},PZ,P4 éﬁz,P3,P&
T 1, x, vy 1 %,y
2 [(x,y)=3x-y-2 ; p¥f (x,y) = 2(x-
13,P4,P5J LPQ’PS’Ps

Teniendo en cuenta la observacidn del teorema 2.1 aplicamos
"

¢y
N Mo oy, ,0
. § IR
// ‘XE'(X:y)qubj 1G j 3_}(x’y>=O’ j=[+95960
i=1 3,1 ~J
\



o1, x, y_( » o1, x, v 5
re X,y) = x"-px (x,y) = x"-x
P ;
4 2.P3,P4~ PysPssPy
1, x, v 1, x, vy
2 : J 2 s s
FOu p wBy P (x,y) = x“-px? (x,y) = x?-3x+2
1, x, y] s of 15 % ¥ 5
Pl b pg e, [0Y) = xTeexT o () = xT-2xey
42" 5° 6J 4275276
Andlogamente, tendremos:
—19 X Y* l_], X, y—
05 b p..p (x,y) = xy > sl b b p (x,y)= xy-2x-y+2
1 2 3 2 3 l‘_j
F—], Xy Y— ~], X, Y_
re (x,y) = xy-y , r¢ (x,y) = xy-y
P P
5 P3sPysPs A ProPyePy
1, %,y 2 1, x, v 2
el ppp | (Xy)=yT-3y-2x42, rdel o p p. |(Xa¥)=yT-y+2x-2
1272y | 2v%3°74 |
r‘]: X:Y( ) 2 4)’_1: X:Y( ) 2
re X,¥) =y 7y 5 oo 5 5 [{X,y) = yo-y
: R 6 PyiPgiPg
El determinante asociado es
1 1 1 1
xz—x x2-x x2-3x+2 x2-2x+y
D(x,y) = =
Xy Xy=2x-y+2 = Xxy-y Xy=y
2 2
y2-3y-ZX+2 yz-y+2x-2 Y =y Y =y
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0 0 0 1
2
X=y X=y  =x=y+2 X =2x+y
y -2x+2 0 Xy-y
2
wly=2x%2.  2x~2 0 Yy -y

=—2(x+y-2)(x-1)(2x+Y‘2)

P1 B b
T W
73 .‘5 X
Pg ;K\ |
¥ Pxggen - SRR
x=1
Fig. 4.5

El conjunto G queda determinado al eliminar

de RZ las tres rectas indicadas en la figura 4.5, en donde

es D{x,y) = 0. Se tiene asft:
2

A](x,y)= vy Exy=-2y

2x+y-2
X ( = Y3*3y2+2xy2+2x2y-4xy+2y
2 X,Y)"

2(x-1) (2x+y=-2)
A ( )= 2x3—y3-6x2+4x+3y2-xy-xy2-2y+2x2y
3 X,Yil=

2{x~1) (x+y-2)
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x2+y2+2xy-3x-3y+2

Ak(x,y)=
xX+y=2

El polinomio de interpo]acién buscado es

1xyx,xy,y‘1' -
£l E X5y
o G J(x ) Ai(x,y).pFL-G J(x v),

siendo G, . = {P.,P, P

3,1 i i+1°° i+2 b 1=1,2,3,4,

{ Latyy
Sustituyendo las Ai(x,y) y los pr G3 ; (x,y) y simplifican-

do queda:
2 2
Tox,y,x",xy,y 2
pf G (x,y) = x“-y
6
EJEMPLO 4.2
Dada la funcién f(x,y) = xz—y y los puntos
{Pl’PZ""’P6} del ejemplo 4.1, vamos a hallar su polinomio

de interpolacién en Pz(x,y) mediante el procedimiento de

Newton. Tendrfamos
n =m-= 3
={P19P29°-"P6}= {(o:])’(0,2),(130),(1;])’(2,0),(0,0)}

¥ por ejemplo ={P.,P,, 3}= 140,%),(0,2),41,0)1

E! pelinomio de interpolacidén en la forma de Newton se es-

cribe:
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!-—?,X,Y:XZ,X\/,YZMJ r7,x,\/~] ;r S
pfl 6 (x,y)=pf| ” (x,y)+ A re .
! | k
L 6 B L3 g L 3 _

Inmediatamente se tiene:

1, x, y7
PFl ¢ X,y) = x-y
;|

Andlogamente,

l_l,x,y 2 1,x,y
PéLl o (x,y) = px g (x,
3 3

M, x,y
po (x,y)
I
1,x,y T, %:%
p¢6L 6, .](x,y) Zr .](x,

~
S~

il

X

-

I
©
x
<

_

o -

X

<
Py
x
<
N
I
o

=2 + 2x + 3y

<
-
il

1
o
<
o
w
W

Luego,
1,><,y,x2,><y,y2_l 2
p 6 _rx,y)=x-y+ab(x -x)+a5(xy—0)+
2
+a6(y +2-2x-3y)
ara determinar aq,as,a6 resolvemos el sistema lineal
6 P
F1,x,y7] Fl,x,y
S el @eRed o D =L (e ), i= k,5,6
PE Lol 3
siendo

L (F) = FULTL L (F) = f(2,0), L (F) = £(0,0)
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Operando se tiene

con lo que la solucidn es

a, = 1, a. = 0 = ag

Por tanto nos queda

r",x,y,xz,xy,'fz
2
PfL g o x,y) = xT-y
6

3.-UN EJEMPLO DE APLICACION DE LA FORMULA A UN PROBLEMA DE
INTERPOLACION DE HERMITE TIPICO EN LA TEORIA DE ELEMEN-
TOS FINITOS i

Pretendemos aplicar el método de Aitken-Nevi-
lle dado por la férmula (4.20) para resolver el problema ex-
presado en la figura 4.6 adjun:a (6 lo que es lo mismo, la
4.7). Es un problema de interpc acidn cldsico en la teorTa
de elementos finitos, como puecg verse en los trabajos de

Ciarlet [ 7], Raviart [8], etc, sobre elementos finitos.

Se conoce sobradanente que hay existencia vy
unicidad de solucién del probﬁema de interpolacidén que de-

termina en Ps(x,y).

A efectos de rotacitn indicaremos que, gra-

fleéamente, los datos de intefpolac'én que son tomados en

3
i
ol
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cada punto se representan por:
e valor de la funcidn en el punto.
© derivada de primer orden.

_~# derivada en la direccién indicada.

Consideremos pues, el problema esquematizado

-

en las figuras 4.6 & 4.7,

(0,1)

Para fijar ideas, supongamos que queremos bus

¢ar el polinomio p(x,y) € PS(x,y) que verifique los datos an
teriores mediante interpolaciones en PZ(x,g) eligiendo seis

datos para los que haya unisolvencia. Hay que observar que
en total tendremos que hacer m+1 interpolaciones en Pz(x,u}
donde n+m = 10, n= 6 y m+1 = 5, Para estar en condiciones

de poder aplicar el teorema 2.2 hay,pues, que elegir cinco
grupos de seis datos en la figura 4.7 tales que para todos

hayd unisolvencia en PZ(X,g), que dos grupos consecutivos

tengafl n-1 datos comunes (en nuestro caso Sserfan cinco) vy

qué&€ =ntre Jos cinco grupos abarquemos los diez datos de Ia
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figura
Una posible eleccidn de estos cinco grupos es:
“Cé,*} ={1’2,3;5:63]O}
£6,2 ={1>2:396’7,10}
£ =
6,3 {}’233:6’7;8 }
°C6’L* ={],2)3’6,7,9 }
£6,5 ={1,2,4,6,7,9 }
Evidentemente, su unién es el total de datos
y la interseccidén de los i% . i=1,2,...,5 es cinco datos.

Necesitamos, para poder aplicar los resultados relativos a
la férmula de Mihlbach-Aitken-Neville en dos variables, la

unisolvencia de estos datos en Pz(x,y). Teniendo en cuenta

lo dicho en la secci6n 1 de este capitulo, intentaremos ver

si para cada grupo se puede construir un sistema de orden

dos.
En efectgi esquemdticamente tenemos:
1°) L 4 =1(1,2,3,5,6,10}
: 10
i - %ro "1 2
= 1,2,3 5 ;
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£ ={1,2,3,6,7,10}
10
r P r
N 2
1,2,3 6 7
Fig. 4.9
37) = {F.8,%,6:7,81
%‘”o Fy "2
1,2,3 6,7 8
Fig. 4 .10
LIU
) £ 4‘{’23679}
r 9 r r
F\ l" \ 2
1,2,3 6 7
Fig. 4.11
5@
J ,3,4,6,7,91}

;
T\ {’ro 9 & ___M%&__
‘
1,3,4 6 7
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En los cinco casos estd garantizada, por tanto, la unisol-

vencia en P,{x,y).

Explicando un poco estos simbolismos, diremos
por ejemplo que en el caso 1°), es decir al tomar =% 1° los
s
datos son

), 20,0, 2f(0,0)}

{£(0,0),F(0,1),F(1,0),f(L,
3 ax Ay

1
3
Estd garantizada la unisolvencia de este pro-

blema en Pz(x,y),porque podemos construir un sistema de in-

terpolacidén como los indicados en la seccidn 1 de este capf-
tulo as7: la recta ro pasa por (0,0) y (0,1) y sobre ella se
toman los puntos (0,0), (0,0) (repetido) y (0,1). La recta ry

es la que pasa por los puntos (1,0) y (%, %) y sobre ella se
toman los puntos (1,0) vy (l, %). Por Gltimo rp es la misma r,

y sobre ella se toma el punto (0,0). Ast se consigue un sis-
tema de orden dos y los datos de interpolacién son los de la

figura 4.8 debido a la repiticidén de puntos y rectas.

En los otros casos los razonamientos son simi

lares.

Pretendemos ahora reiterar el proceso, ésto
es, §i cada polinomio de Pz(x,y) de los cinco anteriores po-
demes obtenerlo a partir de cuatro polinomios obtenidos en
?](x,g) con tres datos y después aplicar los resultados antes
establecidos para obtener el correspondiente polinomio en

?iix;gl que interpola a los seis datos.

En efecto, cada problema 1%,] a £6,S puede
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disociarse en otros cuatro, segin se expresa en los sigui

tes esguemas:

1°) £6,1 ={1,2,3,5,6,10}

3
10e
- 6
5
" Fig. 4.13
& 0 r] r0 r?
{1,2,6} = —e— ;3 {1,5,10} = > .
1,2 6 1,5 10
"o " I "
{1,6,10} = —w—e —: {1,3,10} = 0
1 6 10 1,3 10
2°) ‘L6 2 = {1,2,3,6,7,10}
3
10 °
2 «w g
1 7
Fig. 4.14
| r r r r
{1,2,10y > 9% .1 . (36,10} = \O L
1,2 i0 3,6 10
r ¥ r f‘“"1
{1,3,10} = I B - {3,672} = O% - “
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39) £6 3 ={}9293’6’718}

i 6
r r g r
{2,6,7} = —~J%—' + ’ - 11,6,8} = \E\P ceal
6,7 2 6,8 1
40) £6,ll ={],2’3’6:7’9}
3
2
<o 6
1 7
Fig. 4.16

r r r r
1,2 6 6,7 3

"o + 1

{2,6,7} = —=e— TN : 1 3:7.8F = \0 S e
6,7 2 3,9 P4
g) £6,5 ={1,3;4’6:7’9} 3
9
4
b <> 6
1 7

Fig.4.17
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. . ; )
(s [0 0 Ctsaer s YO 1
}’3 6 3’[‘ 6
r I r r]
13.6,7} = . | ; (3,4,9) = ;' 0 \
G 3 3,4 9

Explicando un poco también el primer esque-~
ma como ejemplo, consideremos el caso {1,2,6}; basta tomar

una recta o 9due pase por el punto (0,0) Yy sobre ella los

puntos (0,0), (0,0) y otra distinta r. que pase por e] pun-

1
to (1,0) con 1o que tenemos dos datos en una recta y otro
€n otra recta distinta, es decir, tenemos un sistema de or-

den uno y ests garantizada la unisolvencia en P,(x,y}. De

forma andloga se harfan los demas casos.

En resumen, el polinomio de interpolacién
del problema total que darfa lugar a la resolucidén de un
sistema de diez ecuaciones con diez incégnitas se obtiene
& partir de cinco problemas de interpolacidn con seis da-

tos en Pz(x,y) Y resolviendo un sistema lineal (el de las
Ai(x,y)) de cinco ecuaciones con cinco incégnitas. A su

Vez, cada uno de estos cinco problemas m3s simples pueden
résolverse a partir de cuatro problemas de interpolacién

€00 tres datos en P,(x,y) Yy resolviendo un sistema lineal
de cuatro eécuaciones con cuatro incégnitas.

Observacién.- Es 186gico preguntarse sji a su

¥ez todos los problemas Con tres datos pueden obtenerse a

partir de tres problemas con un solo dato y luego resolver
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un sistema lineal de tres ecuaciones con tres incégnitas.Lla
respuesta es negativa dado que por el proceso descrito en
la seccidn 1 de este capitulo es imposible resolver proble-

mas tan simples como aquel en que como dnico dato se da
af : . -
{g;(P)}, por ejemplo, y datos de este tipo aparecen al in-

tentar descomponer los problemas de interpolacidn con tres
datos en tres problemas con un dato. No obstante esta cues-
tién se resuelve en el trabajo de Ramirez [43] que genera-

liza a [34].

Como se ve el procedimiento resulta largo, pe

ro no presenta dificultad.

Veamos un ejemplo concreto:

Datos:

i of of of of
{f(0,0), '3“;(0,0)’ f(O,]), W(O"I)’ W(O,O),f(]’o)’ _3')?(1,0)7

a3 3 4 _ 9 - 1 1 N

(= 3§9f(1,0), (ax ay)f(o,l),f(§-, EJ} ={o0,0,-1,-3,0,1,3,3,3,0}
Liamando £10 =9{1,2,...,9,10} y considerando los anteriores
£ ., i=1,...,5 resultan cinco problemas cuya resolucidn es

6

muy simple, obteniéndose:

g |

2 2
T,X,Y,X s XY,Y
(4.23) pf r (x,y) = x" -y

-x+2x2+2xy-y2

—~~
X
~

~—
Il




(4.25)

(L.26)

(4.27)

-]30_

2
TRy yeX s XYsY

<%’3

pf

[
ToXayaX 3 XyyY
f

P
L )

1,x,y,x £

c%’s

» XY, Y
pf

2 2
(x,y) = -x+2x -y
2
(x,y) = —x+2x2+2xy-y
(x,y) = -x+y+2x2+xy—2y2

Las A](x,y),...,ks(x,y) de (3.3) son!'las soluciones del sis-

tema siguiente (teniendo en cuenta la observacidn del

rema 2.1):

(4.28)

[

siendo

teo~

5
E A (x,y) =1
i=1
<
5
Z Ai(x;y) (ﬁi = 0, i=1, s b
i=1
[ R
4 T rq’n+J’I: L. » n=6.
2 .
ToxX, ey 3 2
r (x,y) = x7-x"+ Fxy
2
1, %, 5553y 3
r (x;y) = W +x-2x = XY
6,2
1, x yzw
, l : (x,y) = x3+x-2x2
6,3 .
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. 2.
T oXywwesy
3 3 ? - ]
o, =X" "pX I (x,y)] = x3+x—2x2-xy
6,4
3 3[_1;)(5 ayzm 3
o 5 =X =pX r (x,y) = x7+x-2x"-xy
L Bs
— 2
] 9 : &
ay =x"y-px’y ’XI " i) = x3y- 3%V
6,1 3
2
" 2 _ 2 r—],x! 1\/ ( - 2 1
% =X y-pXTy c x,y) = xTy- gxy
6,2 E
" 2
_ 2 2 ‘,X, ’y T 2
or2 =X Y=pX VY (x,y) = x"y-xy
3 L
" has S
2 2 r-lyx’ syz- 2
%h=x Y=pX' Y £ (x,y) = XY
6,4
o [ 1%, y2 ]
% =x"y-px"y r (x,y) = x"y
R (N
- 2
. 2- 2 1,X, s Y _I( ) N 2- 1
o =xy“-pxy £ic Jx,y = xy“- gxy
é 2f_l,x,...,yz 2 1
or32=xy -pxy c (x,y) = xy"- §“XY
2 T, e,y 2
a}%=xy -pXy L (x,y) = xy
6,3
2

2
(x,y) = xy -xy

2
(x,y) = xy -xy
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2=
M1, x y
2 1) ] 3 2
%1=y3—py3 £ (xsy) =Yy Y + XY
L & ]
3 E‘.i’x, :‘/2~ 3 2
o=y =Py’ L (x,y) = y7-y™+ 3xy
6,2 B
3 r—1,x’ ’y2—~ 3 2
(%3=y'-py L (X,y) =Yy °Y
| 6:3 J
3 1 5 % L y2T
% =Y "PY c (x,y) = y -y +xy
6,4
3 ~I,x,...,y2~ 3 2
o=y~ ~PY e (x,y) = y +y-2y
L BE ]
Liamando o al determinante de coeficientes del

sistema (4.28) resulta ser

(x+2y-1)x3y3(1-X'y)

D—
3
Y
A (x,y)= §%~ (X+y-1)x3y3(x+2y-l)(1-x—y)= - (x+y-1)
Xz(x,y)= §%—-2(x+y-])x3y3(x+2y-l)(1—x-y) = -2(x+y-1)
A3(x,y)= §%—'x3y3(x+2y-1)(y—1+2x)(x+y-1) = 2x+y-1
Ak(x,y)= §%-x3y3(1~x—2y)(y+2x~1)(1—x-y) = 2x+y-1
A (x,y)= ~l—-x3y3(x+2y-1)(1—X~y)(x-y) = y-x
570777 3D /

Por lo tanto el polinomio de interpolacidn buscado serfa:
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5

ri,x,y,xz,xy,y27 3 3
plx,y) = ki(x,y)-pft r J(x,y) =x -y
: 6,i

i=1

También, a su vez, podrfamos haber calcula-

do los polinomios (4.23) a (4.27) y los aji’ T2y nwwpls

i=1,...,5, a través de los de grado uno mediante los esque-

mas que hemos visto,etc.

Utilizacidn de la férmula de Newton.

Si quisiéramos resolver el mismo problema
mediante la férmula de Newton (4.21), tomarfamos unos de los

cinco i% ; para los que habTa unisolvencia del problema ini-

b4
cial.

Sea éste (% g = {1,2,3,5,6,10}. Entonces ten-

drfamos, por ejemplo
10

r‘,’x"',xyz’y3 ]’x,",yz 1’x"'?y2
pfit £ (x,y)=pf I (x,y)+ / a .ro, 5 (x,y)
L 10 6,1 = , 1
Ya hemos calculado
2
| R 2 2
pf r (x,y) = x“-y°,
6,1

y por 9tra parte se tiene

- 2
ToXyennsy T I TR T 5. "3
J 6,1



1, %, 0o,y |
r¢8_- G|
1, x,.. ,yzj

Bt NN
,..,yZT

r¢10[1:x

Q”‘

Para determinar

10

siendo

Sustituyendo y operando,

gue da

~

0.a

1.a,+0.a

ak'Li(¢k-p¢k[
k=7

7
2

Luego nos queda

..‘]3[_*_

+O.a9+0.a
1 2
=3

8* 3%97 3

8

a

3

inmediatamente

+0.a8+0.a9+1.a10

10

io0

10

]

llegamos al

-3+2

)& a3 ] i _(9 _ _ 9, -

sistema:

-1

1

r-_1’x"' ’y2~
2
(x,y)=x2y—px2y Loy (x,y)= x"y- 3xy
L 3 _]
2 pf ¥a%ux o 2_ 1
(x,y)=xy"-pxy I3 (x,y)= xy"- gxy
T LR
2_
[T, X, enus ¥
s 9 b 2 2
(x,v)=y3—py3 7 (x,y)= y3'y + Xy,
6,1 B
los ak resolvemos el sistema lineal
1,x,..,y2 EaXy o syz_l
) = L.{f~pf )
‘%,1 : L i%,l
i=l+’79839
of e _ ii _
5";,"(011)_ 39 L (f) - Bx(i’O) 3
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1,x xy2 y37
3 3 % %y b 2 2 2
p(x,y)=pf r (x,y)= x2=y2+ (x> -x*+ Zxy)-(y>-y+ Zxy)=

= X~ =y

Esto se ha hecho basandose en la unisolvencia

en Pz(x,g) de los problemas cuyos datos corresponden a i%’],
""’£6,5'

Tambigén hay unisolvencia en PZ(&,y) por ejem-
plo, como puede verse por andlogos procedimientos, en los
casos de las figuras L. 18 ¥ 4,19 adjuntas. Tedos ellos tie-

nen un conjunto de datos contenido en el problema considera-

do anteriormente.

i) Sean los datos {1,2,3,6,8,10} que simbbélicamente los re-

sresentaremos por

3
Ir r r
2
10 8 e T 0 \\\kl -
2 6 1,2,3 6,8 10

it) Sean los datos {1,2,3,5,9,10} que simbSlicamente re-

presentaremos por

3
2 9
L ] = ro
10 r I
1 2
2
. B 1,2,3 5 10

Fig. 4.19
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No obstante hay casos muy tipicos en que no
hay unisolvencia en Pz(x,g) como el que simbolizamos en 1la

figura 4.20.

Fig. 4.20

En este caso no solo no se puede encontrar una descomposi-

cién del problema en un sistema de orden dos sino que cua-
. 2 4

lesquiera que sean los puntos de R” sobre los que estén da-

dos los datos el correspondiente determinante

2 2
Ty Xy YaX - 3 XY¥s ¥

det
p]aP2:P37PQ)P5;P6

es sjiempre nulo.

_ En resumen, hay unisolvencia asegurada en
a) Si cuatro datos son lagrangianos y dos hermiticos, siem-

pre que &stos no estén dados en la misma direccidn (hay

tres posibilidades distintas).

b) Si tres datos son lagrangianos y tres hermiticos, to-
dos ellos en los vértices del tridngulo y sin gue havya
dos datos hermiticos en la misma direccidn (hay dos po-

sibilidades distintas).

En todos los demds casos no existe ningin

sistema cuyo conjunto de datos asociado sea el que buscamos
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y cuyo espacio asociado sea Pz(x,g).

4L.-INTERPOLACION DE LAGRANGE Y HERMITE EN SEIS PUNTOS CUA-

LESQUIERA DE Rz. OTRO ENFOQUE DEL PROBLEMA,

En todo lo anteriormente visto nos hemos apo-
yado con frecuencia en los métodos de construccidén de la so-
lucién dados en [14], [34] y [43] y de los que hemos hecho
una breve descripcién en la seccibén 1 de este capitulo.Pero
resulta que cuando un problema se sabe que tiene solucién
Gnica porque se puede construir un sistema €cQn un conjunto
de datos asociado que es el dado y un espacio de interpola-
cién que es el que nos interesa tambiénm, la construccién
de la solucién es mucho mds practica alli y ésto desplaza
en interés a la cdnstruccién por recurrencia a partir de
otros problemas mas simples, y é€stos a partir de otros, etc,

gue es lo que se ha explicado en los ejemplos anteriores.

Ahora bien, ésto no quita interés a los re-
sultados obtenidos en esta memoria porque precisamente am-

bos Blanteamientos pueden complementarse.

Asi, vamos a ver, volviendo a los ejemplos
anteflores, cuidndo la resolucidén mds practica seria median-
te la Eonstruccidn de un sistema adecuado &6 cudndo dicha
€0Rstruccidn es imposible para resolver el problema total
psra p6Sible y aconsejable para la resolucidn de dos pro-
blemas més simples.que a su vez pueden ser utilizados pa-
ra @i planteamiento de una foérmula del tipo Aitken-Neville
y 857 obtener la resolucién del problema total por un pro-

cedimiente simple y préctico, que muestra cdmo ambas téc-
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nicas pueden complementarse sin dificultad.

Volvamos por ejemplo al problema de interpo-
; : 2 ;
lacidén lagrangiana sobre seis puntos de R” no situados en

una cénica y usando como espacio de interpolacidn Pz(xygﬁ.

Es bien conocido que:

a) Si hay cuatro & m&s puntos alineados el problema de in-

terpolacidn no tiene solucidn en general.

b) Si hay tres puntos en una recta y tres en otra, tampoco

hay solucidn en general.

¢) Si hay tres puntos en una recta, dos en otra distinta de
la anterior y uno en una tercera distinta de las otras dos,
ests demostrado [34] que el problema tiene solucidn en

Pz(x,y), Precisamente en este caso el problema estad comple-

tamente resuelto de una forma muy prédctica mediante el pro-

ceso de construccid6n de la solucidn descrito en la seccidn
1 anteriofr.

d} Si no hay tres puntos alineados, es decir tenemos dos en
una recta g, dos en otra recta r, vy los dos Gltimos en una
tercera recta r, mediante el proceso de construccidn de la

solucién anteriormente descrito no se puede obtener la mis-

ma en el espacio Pz(x,y) sino en un subespacio de Psfx,g).

Sin embargo, si los seis puntos no estén si-

tuados en una cénica el problema de interpolacién en szx,y§

tiepe solucidén dnica. Lo que ocurre es que no se puede uti-

lizar para resolverlo el procedimiento antes citado.
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Es ciaro que podemos aplicar, exhaustivamen-

te, las férmulas anteriores a los casos c¢) y d) pero el pro-

-

ceso a seguir es algo laborioso y puesto que el casp c) es-
t

[

resuelto de forma muy prédctica en [34] y el d) no lo es-

o
an

en Pz(x,g}, vamos a conjugar ambos métodos para el proble

ma planteado en dJ.

Efectivamente mediante el proceso descrito en
la seccidn 1 se puede obtener de forma simple el polinomio

de interpolacidn em los puntos P1, PZ’ P3, Ph % P5 en un su-
bespacio de P,{x,y)] y también en los puntos P}, Py P3, PQ y

P6 en el mismo subespacio. Por tanto, ahora estamos en con-
diciones de aplicar la férmula de Muhlbach-Aitken-Neville
con n = § = 1, s = 2 con lo que resolveremos el proble-~-

, m
ma d) en Pzix,y}f

Consideremos los seis puntos P1,P2,P3,P4,P5,P6

de R2 en las condiciones de d}.

Por no haber tres puntos alineados, P1 y Py
pueden unirse con otros dos sin que las correspondientes rec
tas sean paralelas al eje 0Y, por ejemplo. Sean P3 y Ph los

puntos que poseen esta propiedad. Vamos a aplicar Ja férmula
de Mthlbach-Aitken-Neville en estas condiciones (n=5, m=1,

s=2) a este problema, en donde consideramos gue los datos se

ran

)
i

CF(P,),F(P,) L F(Py), F(P,), F(PG))

Lo, = {F(P),F(P,),F(Py),F(Py),F(Pg)]
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donde como es 18gico hemos tomado

1}

Lf(f) F(Pi), i=1,2,..,6

Las dos interpolaciones con estos cinco da-
tos se pueden hacer de forma sencilla siguiendo la idea de
construccidén del polinomio de interpolacidén dada anterior-

mente [ 34].

En nuestra situacidédn consideremos Pi=(xi,yi),

r = P,pP. = (x-xl)(y3-y1)~(y-y1)(x3~x]), (x3—xl # 0)

{

ry = Po by = (x—xz)(yh-yz)-(y-yz)(xh-xz), (xh-x2 £ 0)

Y sean, por ejemplo

gg By s P = %%y

1
i
P
i
%
N

r = X‘Xh

10 11

Considerando el problema de interpolacidn en

los puntos PI’PZ’PB’P4’P5’ construimos }la base asociada, se-

gldn [34],

(14-29) B(S) - {1,rooaro,r0-rlo,ro-r]}= {¢]’¢2’¢33¢4’¢5}

Y entonces el problema tiene-salucién Gnica en el espacio

queé éngendra esta base B(S).
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Para el problema con los puntos PI’PZ’P3’PA’

Pé, la construccidn es exactamente la misma., Por tanto la so

fucién de ambos problemas se encuentra inmediatamente asi:

¢1""’¢5

: = 1 I 1 1 1

(4,3q9) pf Ls ] (xfy) a1+a2.r00+a3.r0+a4.r0.r10+a5.r0.r]
donde los coeficientes a}, i=1,...,5 se obtienen a partir

de (4.14) 6 (h.15).

Andlogamente se obtiene la solucidn del otro

problemd de interpolacidn
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¢1,.U,¢5
. - VB Y 1 i 1
(4.31) p c% , (x,y) ar+az.roo+a3*ro+ah.r0.r]0+a5,ro.r1
donde los a?, i=1,...,5 se obtienen de forma aniloga a los ag.
Para plantear ahora el problema total, comoc
el espacio va a ser PZ(x,y) y ¢1,¢2,...,¢5 son las anterio-

res, necesitamos determinar ¢6 de manera que los seis engen-

dren PZ(X,g).

Para ello desarrollemos los elementos de la

base (4.29)

B(S) ={1, X=X, (x-x])(y3-y1)-(y-y1)(x3*x]),
(X‘Xz)((x-x1)(Y3‘Y1)‘(Y'Y1)(x3~x])),

((x-x1)(y3-y1)-(y-y1)(x3-x1)).((x-xz)(yh-yz)-(y~y2)(xh—xz))}
El espacio que engendran es el mismo que el engendrado por
(4.32) {1, x, v, -xy(x3—x1)+x2(y3-y]), xz(y3-y1)(y4-y2)-

Xy (g mxy) (770 + (377 (o) 14y (=) (g o))

- . 2
que facilmente se ve gque junto con ¢6 = X engendran el es-

2
pacio P,(x,y) =1{1, x, y, x°, yz, xy}l.

La férmula de MuUhlbach-Aitken-Neville en es-

te ¢asé quedar’ia



(4.33)

donde

(4.3%)

(4.35)

{4.36)

en alglin punto (;,;) no perteneciente a ro ni a o

)
A (x,y) o=
i=1
< 2
d 4 s P
é Ai(x,y).pxz[ L > H(x,y)=x
_ 5, i
l-—
.
L = L 5

El determinante de coeficientes de (4.34) se-

4) ""’¢ ¢ b I 2 “"¢
pxz[ 1£ 5](&\/) - pxz[ ]£ : 5](x,y)
5,2 5,1

Si fuera

$areenn? $ 1o sde |
s 5 [(x,y) = px ]£ > {(x,y)
5,1 5,2

ambos

palinomios de interpolacidn serfan idénticos. En efecto,

tendrjamos como diferencia un potinomio perteneciente a B(S)

y nulo en los puntos P], Pos P3, PQ, (x,¥).

la situacién es la misma que con P,, P,, P3; Phs

si (x,9)&(r bry),

P o

5
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P], PZ’ P3, Pq, P6’ y existe un Gnico polinomio pertene-
ciente a B(S) nulo en Pis Py, P3, Py s (x,y), que es el nu-

lo, ya que el problema de interpolar en B(S) vy en esos
cinco puntos tendrfia solucién ldnica. Entonces, al ser idén-

ticos

r(j)\,...,d)_] f—d)‘,.__,(;)
(4.37) px? 1, Sl=exd Ty R
5,1 5,2

existirian Qs enns
5
E af'd)I(Pj) - ¢6(PJ.) =0, j=1,...,6
Ci=1

¢ ’¢ ""’(b
(4.38) det | ! 2£ 6] - p
; 6

as tales que

y por tanto

por lo que el problema de partida no tendrfa solucidn en ge-
neral. RecTprocamente, si se verifica (4.38) deshaciendo el
camino se tiene (4.37). Asi pues, si al hallar (4.30) y (4.31)
salen idé&nticos el problema no tiene solucidn en general, vy

si la tiene tendria infinitas. Mientras que si no se verifi-

ca (4.37), para todo (x,y) €& (ro U r,) se tiene (4.33).

Resolviendo el sistema (4.}4) los valores de

Aglx,y) oy Ay (x,y) son



m &=

K1 (X)Y) o -
¢ ""‘!¢ r¢ "",¢
pX ][5 ] 3 (x,y)-pxzi\ 1% 5 (x,y)
s , 1
[ P
xz-px 1% : 5 (x,y)
. }‘Z(x:y) = : T — YTy .

S Y I Bys 1 ons
px L > (x,y)~px ! 5 (x,y)
% 5 5

1

que sustituidos en (4.33) darfan la solycién del problema
total
4) ""7¢ -
1
pf | e ® ltx,y)

Veamos un ‘segundo ejemplo con seis datos tam-
bién pero apareciendo alguna derivada. $Sean por ejemplo cua-
tFo puntos sin que tres de ellos estén alineados. En dos de

ellos, P1 y P2, los datos de interpolacidn son el valor de

la funcidén y el de una cierta derivada direccional de pri-

mer orden, mientras que en P3 v Pb es simplemente el valor

dé 1a funcidn.
Supongamos ademd@s que ni P3 ni Py estan en
las rectas gque pasan por P1 (respectivamente por Pz) y tie-

nén la direccidén dada por la derivacidn en ese punto. Por

sjemplo la situacidén de la figura L.22
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Entonces puede verse facilmente que no es po-
sible construir un sistema de orden dos (para que el espacio

resultante sea Pz(x,y) ) cuyo conjunto de datos asociado sea

el dado. En cambio escogiendo solamente los datos correspon-

dientes a Pj, P2, P3 hay un sistema cuyos datos asociados

son ésos. Basta tomar

Ax+By+C , tal + IBl# 0

_‘
Il

A'x+B'y+C' , latl+ IB'l # 0

lil

i

Supongamos por ejemplo que B # 0. Entonces podemos tomar

ﬁ
f
=
il
x
i
X

i) Si B' # 0, elegimos

il

18 = T ATy

¥ entonces la base asodiada es
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(4.39) B(S) = {1

]

{1, X=Xy, Tgo (x-xz)ro, Fo "1}

0
El ¢spacio engendrado es el mismo que el que engendran
(4 40) {] 2 I 2 i 1 I 2
" » X, Yy, Ax"+Bxy, AA'x"+(AB'+A'B)xy+BBiy“}
ii) Si B' = 0, entonces A' # 0 y tomamos, por ejemplo
Fig ™ T4 T ¥y

siendo entonces la base asociada

(4.4%1) B(S) =1{1, X=Xy, Tgs (y—yz)ro, ro.r]}

El espacio engendrado es el mismo que el que engendran

(4.42) 1%, 9, By2+Axy, AA'x2+BA'xy}

Se ve facilmente que adjuntando a dicha base

la funcidn x2 el espacio engendrado es szx,y).

Lo mismo sucede si se toman los datos co-

rrespondientes a P], P2, Pq, resultando la misma base aso-

ciada y por tanto el mismo espacio de interpolacion.

Observacién.- Si se hubiera supuesto A # 0

en lugar de B, entonces con los mismos razonamlientos se lie-

ga a que adjuntando a la base formada la funcidén -y el es-

pacio engendrado es Pz(x,y).

Concretamente consideremos que la situacidn
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es la marcada en la figura 4.23.

Fig. 4.23

Entonces volviendo al planteamiento utilizado

en el teorema 2.2, tomando n=5, mél, s=2 y los datos

i of Bf
L 1= {f(r), -a-EI(P]),f(PZ), g-p—z(Pz),‘ Py}

81: 3 af
g g TR, 551(})1)3”"2)’ '552('32), f(P,)}

la férmula de Muhlbach-Aitken-Neville quedar’ia

2

q>1,...,¢>6'1 |
_ _ $1seeesd
, , , i

=1 o
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donde

i=1
(4.44) < 2
bisenesd
:2_ >xl.(x,y),px2 1£ > lix,y) =x?
: : 5,1

El determinante de coeficientes de (4.4h) es

andlogo a (4.35). Si fuera

¢ :'°°’¢ r‘p seeosd
px’ 1'£ % l(x,y) = prL ]J; ? ltx,y)

5,1 5,2

0 {» entonces serfan idén-

ticos y el problema total no tiene solucifpn, de forma ani-

en algln puato (x,y) fuera de r. 6 r

loga a como ocurria en el caso de la interpolacidn lagran-

giana.

Consideremos un caso cancretp como el que sim

bolizamos en la figura 4.24,

PL

Es evidente que el problema simbolizado en 1la
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figura 4.24 no puede representarse mediante un sistema de

orden dos.
Dados unos datos de interpolacién e% ;Y
£5 9 el método antes descrito [14] y |[34] para obtener la

solucidn consiste en encontrar unas funciones {¢i},?=l,..,5

que constituyan la base del sistema encontrado. En nuestro

caso,
o of of
Y
> _ y  of of
Unas fupciones {¢i}’ i=1,..,5 adecﬁadas son por ejemplo:
B(S) = {¢]1¢2:¢3’¢“’¢5}
= {1xoxay=y g oy ) (y=yg) s (y=yg) (x=x5) 3
Es inmediato comprobar que engendran un subes
pacio de Pz(x,y) y que adjuntandoles la funciédn ¢6 = x2 en-

gendran todo PZ(X,y).

Asi volvemos a estar, como en los casos an-

teriores, en condiciones de aplicar la férmula de Muhlbach-

Aitken~Neville con n =5, m=1, s = 2,

Veamos un ejemplo concreto,
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EJEMPLO 4.3
3(]’0)’

Sean los puntos P1(0,1), PZ(O,O), P

Pk(%’ %) y los datos asociados al problema de la figura

L,24;
of af 1 1
{f(o’])’ x(0’1),f(],0)9 'a—{/‘(‘lyo),f(o,o),f(g §‘)}

Supongamos que la funcidén a interpotar en Pz(x,g) es
Flx,y) = x> = y3

Sean
—5’m=]’
af 1 1 N
37150, f(3 3} =

af
W(O,i),f(l,,ﬂ),

-1, 0, 1, 0, 0}

= {
of af
i%,z ={f(0,1), 5;(0,1),f(1,0), ay(1,0),f(0,o)} =
={-1, 0, 1, 0, 0O}
Tomemos
Pg = .=V W "Tge ™ Py T K
& Rl M B R | St |
La base correspondiente es
2, xy}
B(s) ={ 1, x, y, v » XY
espacio

y 1a funcidn $ ¢ que hay que afiadir para obtener el

Pg(k,gi es ¢6=x2.
E1l sistema (4.44) correspandiente es:
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Inmediatamente se ohtiene

2[—1,X,Y"/2,XY* 3 7 7 2 7
pX r O,y) = =+ px + 5y - v™ - gxy
-1
2r1,x,y,y2,xy' .
px L {k:9) = % + vy - 9" = &y
5,2 '

Por otra parte se tiene

.
A (x,y) + A, (x,y)
{
) 2
1,X,y,Y »Xy 1,%,y,y ,xyj
Ay (x,y) . px 0 x,y)+h, (%, y) . px r
5,1 k.32

(x,y)=x2

3 BF“’X"Y’Y ,XY—]
pix-y 1— r J(x,y) = ai.1+aé.x+a§(y—1)+a&(y—i)y+

5,1
+aé(y-1)(x-f)

donde los a;, i=1,2,...,5 se obtienen a partir de (k4.14),

(4.15), siendo

al= -1, a

1

con lo aque

2
C1,x,7,¥ »xy
. 3 3 2
i )L 5.1 ](X’Y) = -2y’ gy o+ fx v Ly -
?

Andlogamente,
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2 _
T,x,y,y ,xy 2
r (x,y) = x + y -xy - 2y7 -
552

p(x>-y3)

Resolviendo el sistema anterior obtenemos

hx?+hy2+hxy-4y—hx
3{x + vy - xy - 1)

A (x,y)

7x+7yj7xy-hﬁz—h1?-3
I + ¥y =xy - 1)

Az(x,y) =

Operando se tiene

2 2
3 1%, Vel XY,y
)

<% (x,y) s x° -y

p(x3'Y

Andlogamente se podrfan estudiar otros ca-
sos.,
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¢ APITIT UlLog ¥

OTRA FORMA DE OBTENCION DE FORM ULAS‘ DE INTERYPOLACION
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CAPITULO V

OTRA FORMA DE OBTENGCION DE FORMULAS DE INTERPOLACION

1.-INTRODUCCION

Muy recientemente C, Brezinski [6] ha publi-
cado un articulo relativo a la construccidn de algoritmos
del tipo Aitken-Neville (algoritmo MNA) siguiendo un camino
distinto al de G. MUhlbach. Para su obtencidn aplica una
identidad de Sylvester para determinantes llegando al mismo
algoritmo de Aitken-Neville que Muhlbach en [35], salvo no-
taciones. Posteriormente lo generaliza usando el E-algorit-
mo de extrapolacién [5],[6]. No obstante en los razonamien-

tos se hace necesario suponer que las funciones ¢],¢2,....

gque intervienen formen un sistema de Chebyshev completo en

un cierto intervalo.

La identidad de Sylvester utilizada por Bre-
zinski consiste en lo siguientg: sea I Al un determinante

nxn de nGmeros reales 6 complejos

341 91231

a a .-
Lk o 21.722 2n

a 1 @2 -%n

~<



Entonces, si para
B =
Y
IBl =
se tiene:
{(5.1) Bl =

..]56_

14 ~12° 1p
S TR TN P AR T
’p ............
a a ....a
pl "p2 PP
h, k> p denotamos
1,2,...,p,h
1,2,...,p,k/
p+1p+1 bp+1p+2"‘bp+ln
p+2p+1 “p+2p+2°° " "p+2n
.b
np+1 np+2 nn

En particular, &1 utiliza

vaH;. al? ...... a!n_1 322 323..82n a.’z 05113....8.”1
A2 Rgevr Bopq i3 gyl dl Gy | Fpgeesedyy
=11 n-12""%n-1n-1 %02 %83 "%an] |%n-12.%0-13""n-1n

Mog |, Sug 22n-1

932 P33 ¥3n-1

= IAI ....................
a
n-12 "n-13 n-1n-1

21 922° *¥9p-1
31 93279341
nt a2 "Fhn-1
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obtenida de (5.1) para p = n-2 habiendo cambiado previa vy

adecuadamente el orden de filas y columnas en A.

Nosotros generalizamos aquf la identidad de
Sylvester para determinantes (5.1) Y Posterjormente la apli-
camos para generalizar y extender los resultados de Brezins-
ki [6]. En particular se lltega a una férmula general similar
a la (2.4) que coincide con ella en los casos de Newton y

Aitken-Neville,

2.-GENERALIZACION DE LA IDENTIDAD DE SYLVESTER PARA DETER-
MINANTES

Consideremos una matriz A de orden {n+m) x (n+m)
de elementos de un cuerpo conmutativo K de caracteristica ce

ro. Siguiendo las notaciones de Gantmacher [ 13] podemos es-

cribir
a'l‘l aiz_ ..... i ndn
i (LT R e
n+ml “n+m2° " ¥ntmn+m
Sean
(5.3) lj={rj1’rj2""’rjn+1}’ j=1,...,m

M subconjuntos de {1,2,...,n+m} de cardinal n+1 cada uno ta-
les que

(5.4) card(lj N ‘j+1) =n, j=1,..,,m-1
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siendo
N = 5 .
(5.5) I, lj+l {Cji’CJZ’ ,an}

Formemos el déeterminante |Bl cuyos elementos bij’ i,j=1,..,m
son

T 4 2 5,000y B, #+i
(5.6) b,. = A
ij rj1,rj2,. "’rjn’rjn+l
donde el segundo miembro indica, como es evidente de (5.2),
el determinante formado por las filas 1,...,n,n+i v las co-
de A.

lumnas rj1, rjz,....,rjn+1

Entonces vamos a demostrar el siguiente teorema:

TEOREMA 5.1.~ Bajo fas hipbGtesis anterniores

se Tlene
m-1
T 5 2 5:w0; n\
(5.7) Igl= c.lal, AL " .
, i=1 Jr*732°" """ in

dbnde ¢ es una constante que no depende de Zasaij de lal

Yy que toma Los valores cerno, uno 6 menos uno segin La {6rimu-—

La f m

{ 9, si .g] I, #{1,2,...,n+m}

I m m-1 J J
(5.8) IR g +g og.+/ p.

NI I

1 (-1 , si U 1, ={1,2,...,n+m}

=t :

donder o4, Oj Y 0 nepresentan far signaturas de clentas or-

denaciones que especificaremos en La demostracibn.

Demostracidn.

a) El determinante IBl es un po]inomio homogéneo en las



variables hk® ©on h,k= 1,2,...,n+m, y de grado (n+1)m en

ellas dado que cada elemento de !Bl es de grado n+1 y |BI

es de orden m.

Veamos que contiene como factor al polino-

mio |aAl que es de grado n+m en las mismas variables.

Si lal= 0 para algin valor de (aij)’ i,j=1,.

., n+m deberﬁ existir una combinacidn lineal nula de las
filas de lAl con coeficientes a., i=1,...,n+m no todos nu-
los.

Llamemas a, = (ail’afZ""’aIn+m)’ Se tendra
que
n+m
a..a. = 0
i i
i=1

Lonsideremas s = max'{ i / a, # 0}. Entonces se tiene que

despejando en el anterior sumatorio quedariTa

. ' s-1
%
(5.9) B =i ::nai

i=1 S

Pedemos distinguir dos casas:
i) s <n,.

La primera fila de |Bl es nula Rues esta formada por de-
terminantes cuyas filas son linealmente dépendientes. Luego

blj = 8, Vj

lo gue implica que IBl= 0,



=160~

i s 2 4.
Supongamos s = nte,
IBl . La fila n+l-ésima del determinante bej puede ser sus-

e > 0, Fijémonos en la fila e de

tituida por la suma de ella mds la primera multiplicada por

o o
1 = . n
~ =~ . la segunda por = —— ,.s05 ¥ la n-ésima por - — (ver
a a a
S 3 s

(5.9)). Con ello los valores de los determinantes bej no va

rfan. Si ahora sumamos a la fila e de !Bl la primera, se-
1

gunda,...,{e-1)-ésima multiplicadas por _ %+t 5 W S “h+e-1
% %

resultan ceros, luego I8l=0

Asi pues el polinomio | Bl contiene como fac-

tor a lAl, ya que lAl es irreducible.

b) Veamos que también contiene a los factores

1 , Z L,iams N .
& j=1,...,m-1

5 C iy w g s .
517752 jn
Vamos a hacer algunas hipdtesis intrascendentes con objeto

de fijar ideas, sin que ello suponga ninguna restriccidn.

( 1 - H‘, n+1\ phey B g n+1> ( 5o e V]

}1”12" 1n+) 21’r22"" 2n’ F2n+1 3127327 "3n+1
1 e h 5 < TERZ 5 n+2 vy N2

A ) /A 2
FypsTyges- M1+ YageTpgr o M2n+1 ik 32’”“’r3n+1

1 .,’n , n+3 2 5 , n+3 y Lypowsy BE
o S § r AN P r K
T2 7127 W0 T 2127227 *"2n* "2n+1 \31* 327777 3n+l

ooooo

Asi, sea

A

>

......
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Razonemos suponiendo que es el primer factor el que se anu-

la, es decir

1 ,2,...,

(5.10) A 0,

c]]’clz,-.-,c.ln

Andlogo razonamiento se harfia para los demds sin mds que to-

mar otras columnas de |BI . Supongamos, asi mismo, que las co

lumnas ¢ e | las prime-

fgr =

N o comunes entre 41 son

122" In 2

ras r s, I

1% Tppeees

De (5.10) se deduce que exjste una columna que es combinacidn

In-’
lineal de las demis. Para fijar ideas supongamos que es tam

bién la primera.

1% col.= -Bz.coLZ“-...*Bn.col,n°
Se tendria
a - a a
1c Ic 1r
1, 2 ,00e, n,. 0¥l S CROR I | R
# r r r r = a a
112 12°2°°°2 " 1n’ 1n+1 nc,,’ nc
11 In
=] 'P.:,i. a
n+1¢1] n+lc1n n+1r]n+]
Sumdndole a la primera columna la segunda por 82, la terce-
ra por 83,... y la n-ésima por Bn queda
a - a
) e PR P T
(-1)"(a +8,.3 +..,%B_ .38 S g e g -
n+1c]] 2 n+1c12 n n+1c1n k].D1
ncy, nCin Mins1

ltamsnde6 k] al paréntesis y D, al determinante.
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An3dlogamente en
7
/1, 2 ,..., n, n+l

A
K‘21’rzz"°"r2n’r2n+1

salvo una reordenacidén de columnas, podemos suponer que

r r c con lo que

5§=€1q2 Faa™Cgave= 2T pn~%ypn

ey %1c tr
1 5 2 sumes B 5 nEl 11 n 2n+1
A . . . . I e IR I
21, zzsaaay Zn? 2n+’ anc 8w anc
11 1n
ntle -2 49 e
In

Por la misma razén que antes resulta

a .a a
A PO P L T
n ot oL e ) el 1 2 Al N
(-1) (an+1c +BZ’an-Hc +"'+Bn'an+1c ) =k
11 12 Tn a ee@ a_ .
nC12 in ""2n+1
Y también,
P, 2 sassg N, HED
ALy r r =
11 ’r12’ s in? In+l
8 ...a a
CTHE T T
2(-1)"(a 8. .a 4B _.a ) =
n+2c 2°"n+2c n' n+2c a .. a
11 12 In nci, nc, SO
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P 52 500 B, w2 1 2 y00., B, pe2
A = A ‘ =k,.D

r213r22,...,r2n,r2n+1

Yy asi sucesivamente.

Con todo ello nos queda:

18l = ‘ = 0

....................

V-5"2 2 scan &
De la irreducibilidad dq A se
“11°C120 -9,

deduce que /Bl 10 contiene como factor,

Si hubié&ramos supuesto nulo el siguiente fac-

B e T iy wwn w el
A = 0,
c

tor

212 Cggan=3iy,

bastarfa repetir el razonamiento con las columnas segunda vy

tercera de | BI y asi sucesivamente.

Luego llegamos a la conclusidn que 1Bl con-

tiene como factor a

m-1

’ ! P 52 ,.asy B
5 Ce33Canpeenslas

Ty 1" "2 jn

c) RéSpec%o a la constante ¢ tenemos:

i) Si jyllj #11,2,...,n+m} entonces c=0, puesto que en
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el primer miembro de (5.7) no aparece ningin elemento de
una cierta columna de Al y no obstante didndole valores ar-
bitrarios a esa columna variarfa el valor del segundo miem-
bro de (5.7) porque sdlo apareceria en Ial ;1o cual es ab-

surdo.

m
i)y si UL, = {1,2,..cxnbm}, entonces < toma los valo-

res uno & menos uno, segin los casos.

El signo de ¢ depende: de los elementos

c. i ww . ; i |.; del orden en que son
i1’ ,an+1 que constituyen cada i g

tomados estos elementos para obtener

1,2,...,ﬂ,k 1 :2:"'9n,k
. ! = Al g : o o ’
j j1%gakrr 2T gnt i+
Yy del orden en que son tomados los elementos de lj N |j+1’

J=1,...,m-1 para obtener
/1
N
g
Para obtener el valon de c en funcidn de las

distintas situaciones que hemos indicado resulta aGtil consi-

derar la siguiente ordenacidon © de {1,2,...,n+m}:

1) Los n+l1 primeros elementos de 8 son los n+1 elementos

de !1 con una ordenacidn cualquiera: Cqyse «3Cop
2) El elemento de lugar n+j, Cn+j’ de © es aquel elemento
de ij que no pertenece a lj—1’ j=2,...,m
o= { ¢ }

PR c TR <
17 *“n+1’ Tn+2? > n+m



Cn+3 & 52, ete.

Supuesto un orden arbitrario en lj e | .M
dado en (5.3) v (5.5), sean:
2

Og: la signatura de la ordenacidn 0 respecto

a{1,2,...,n+m}.

J 6.,: la signatura de Ej respecto a la ordena-

(5.11 J . A
> ) cion de estos elementos ‘en 0,j=1,...,m
pj: la signatura de ljﬂij+] respecto a la or-
denacidn de estos elementos en 0,j=1,..,m-1
Asi pues si reordenamos los elementos de lj e
Ijﬁfj+] de tal forma que queden con el mismo orden con que
se encuentran en @, eptonces an (5.7) se dan los cambios de
; . - m m- i
signo: v\;——g. ZD-
. d J
Yr:‘T J:I
f=1}) ¢ ¥ (-1)

en el primer y segundo miembro, respectivamente,

Para convcer el valor de ¢ vamos a dar

unos valores a los aij de A y despejar en (5.7). Estos va-

lores han sido pensados de forma que resulte sencilla la
evaluacidn de los determinantes de (5.7). Asi pues, sea A

una matriz cuyas columnas scon las siguientes.
Las columnas cuya posicidn es C}’CZ""’Cn’ van a ser, res-

pectivamente
N
i

- S M \.n;mﬂs
CRA RO D
0 /(

QO -

ccccc
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La columna Consj? §2ls .. apm=1 tiene:
i) sus n primeros elementos iguales a cero si Cn+j & lj+1’
i . iend . E 1,0 &,
e iguales a los de la columna c’,(Sten o ¢, 1553 ¢%I”)’

en caso contrario.

ii) E1 resto de los elementos de Cn+j son cero salvo el que

ocupa la posicidén n+j que se toma igual a uno.
(La columna & e tendrad un uno en la Gltima posicidn y los
demds ceras).

Si notamos

b v m b

n+ln+l n+ln+m

con la eleccion de A gue hemos considerado se tiene:

L =
) bn+1n+1
2) bij = 0, si i > j, porque tiene la Gltima fila de ceros.
N &% . . &

3) bn+1+jn+1+j" 1.A ( ot ) sin mas que desarrollar por

TS A 1,2,...,n

la fila n+j, j=1,...,m-1. Ademds A ey s 35T 0 sy
j o+

es distinto de cero pues es up determinante que tiene por

columnas a

111 ... 1
011 1
0 01 1
0 00 1

en un determimado orden, por lo tanto su valor serd més 6 me

nNos uno.



-167-

Por tanto (5.7) queda como sigue:

m m-1
m-1 , m-1
g o, :
J-=] J ],2,---,1'1 =1 pj 1,2,...,!’1
(-1) SRR LY . = =T AL s - 8-
j=1 J g+ j=1 Jo g
Ahora bien,
%
lal= (-1)
luego nos queda m m-1
o, E 0
L h R = e
c = (-1) 7 J% 2
Observacidén.- Un caso importante es aquel en
que
1., = {1,2,...,n,n+j} s G55 5 5m

J
En €1 todas las signaturas antes resefadas en (5.11) son ce-
Fo por lo que la férmula (5.7) es la citada identidad de Syl

vester para determinantes

3.-APLICACION DE LA IDENTIDAD A PROBLEMAS DE INTERPOLACION

Consideremos el problema general de interpo-
lacidon fimita: dado un espacio vectorial E de dimensidn fi-
RBita t sobre un cuerpo K conmutativo y de caracterfistica

cero vy {Li}, i=1,...,t formas lineales sobre E y z. S K

i=1,2,..,t, hallar p € E tal gue

(5.12) Li(p) =z, ., i=1,2,..,¢t
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Sea {¢1’¢2""’¢t} una base de E y L una forma lineal cual-

quiera sobre E. Si

(5.73) det(Ll.(i)J.))i’j:h””t # 0

el problema (5.12) tiene una Gnica solucidn que se puede ex-

presar <como

con lo que

(5.14) L(p) = L: cxj.L(ch.)
J:

Determinamos los coeficientes uj a partir del sistema

(5.15) a L. (6.) =z, i=1,,.,,t.

Consideremos las matrices de orden t+1 siguientes

B ]
Ly )t (o)) L)
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L](¢]) ke Lt(¢]) L(s,)

L1l) el L, L(¢,)
L](¢t) - Lt(¢t) L(¢t)

0 i 0 1

—

Resolviendo e} sistema {5.04), (5.15) considerando como in-

cégnitas g

]”' ’at’ L(p)’

TR C I E o . L(é ¢) - tlp) =0

o, L](¢])+ -to L1(¢t) =z,
WEW e e
Se tiene que
(5.16) LEpY =-odd]
fa)

Consideremos ahora un espacjg vectorial E de

dimensidén n+m (n,m € N) sobre K, {¢l’¢2""’¢n+m} una ba-

se del mismo y £ } un conjunto de formas

nem T Thpolyoen L o
llneales linealmente independientes sobre E, es decir que

vVerifica

(5.17) det(Li(¢j));,j=1,,..,n+m B

Sea el problema de interpolacion sobre E, se-

gin nuestras notaciones,

¢]’c--’¢n+m i=1 ...,n+m,
{(5.18) L.{(pf L ) = z., ! L
' n+m
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y L una forma lineal cualquiera sobre Es

Notemos por Ji’ i=1,...,5, 1

unos subconjuntos de {1,2,...,ntm} que verifican

i) card(Ji) =n, i+1,...,8

. L oaet. e . %
ii) card(Jiﬁ Ji+1) =1, i=%,s-s8~1, LS 1)

s
iii) card( iL=11Ji) =n 4+ s » 1

En lo que sigue representaremos a Ji por

J, = {Jl,jz,...,Jn}
ordenado de forma natural j1<?j2<:.., <jn.
Sean £n . i=1,...,5, 1 =5 < m+1,

s subconjuntos de formas lineales de '%+m que representa-

remos por

AsT mismo notaremos por {z. ;2. ,...52Z; } los valores de las
I PR P Jn
formas lineales de Ln ; sobre el elemento f.

»

Supondremos en 1o que sigue que

Dgyeesad
1) det< ]ﬁ ”) £ 0, i=1,...,5
mn, i

(5.19) CETRERTE b
2) det # 0, i=1,..,s-1,(s>1)
(i% imi%,i+1)L}{L}
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Construimos las matrices

= _
LiG) oo L (¢1) L(q>,)

n+m

L1w2)... L w2> Ls,)

n+m

A = A

L, R (¢ ) L(¢ )

n+m n+m n+m n+m

L1(¢]) i ss B () L(¢])
L1(¢2) LTI (¢2) L(¢2)

n+m
A 8. 3 aienmmens Rts: e T oy s $® s R e
Ll(¢n+m) "'Ln+m(¢n+m) L(‘!)ri-!-m)
L 0 o 0 1 i
Vamos a aplicar a A y A' la generalizacidn de

la identidad de Sylvester (5.7) que hemos obtenido anterior-

mente y asT obtener una relacién entre

[ 500090
L(pf 1 P n+m_])
n+m |

4
[ B0 3 0o nh
L(pf | ! :
P -
n, i
También nos serd Gtil en lo sucesivo la cons-
truccién de los conjuntos li’ i=1,.,.,s de la manera siguien
te:

I = JiU {n+m+1}, i=1,...,s.
i
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Puesto que por construccidn de los Ji teanemos

s
card{{1,2,...,n+tm} - igiJi ) = n+m-(n+s-1) = m-s+i
entonces sea
y . s L = 1
(5.20) L1:2,.:.,n+m} =15 {ts+1"'°’tm+1‘
un conjunto que nos serd de utilidad mds adelante.
Llamemos ahora

ii =(Js U {tl}’ i=s+1,...,m+l

i

Por la construccidon hecha se tiene

i) card(li) = n+l, i=1,..,,m+l
ii) card(liﬂ ligg) = n, di=l,...,m
m+1
Pii) Igl li ={1,2,...,n+tm,n+m+1}

Al aplicar a A y A' (5.7) con los l. que aca-
bamos de formar tenemos que para ambas es la misma constan-

te ¢ # 0 y los mismos factores

I 2 pworm g 0 1 , 2 ,.0., 0
(5.21) A i ] =A' | # 0
j]’CjZ""’Ljn le’CjZ”"’cjn

pues (5.21) es del tipo (5.19),1) & (5.19),2). Podemos divi-

dir las dos identidades, pues |A'l # 0 por (5.17), y se tie-

ne

_131_ Fal

{5.22}

[ gl 7 l A
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Por (5.16)
¢ ""’¢
L(pf[i1£ L o ]
L n+m lard
luego (5.22) da
$ 10yt
(5.23) Lipf | 17, nem | _ 18l
n+m 1B

Los elementos de B y de B' son del tipq

]
p=3

bl
Y !
respectivamente, donde los elementos de lj

segln el indice creciente.

estan ordenados

en (5.23)

Entonces dividimos la columna jJ de B y de B!

por
1,2,...,n,n+m+1

I,
J

Al

que es distinto de cero porque

1,2,...,n,n+m+1 1.2,

At | = A

Entonces se tiene:

Para j=1,2,...,s, i=1,2,...,m



ij _
1,2, ,n,n+m+1> <1,2,. ,n,n+m+l
A A
I, _ L,
J J
y
1,2,.,.,n,n+§>
, B Py J
ij L J
Tay.20, ,h,n+m+1 ‘ <’1,2, ,n,n+m+1
A A
I, I,
o J
que son una expresion del tipo
Le, o
Y, L, 46,0 - Lip,)
J1'%2 i, e 2
L .
J1(<1>n) LJn(¢”) Lis )
Lj](¢n+.) Ljnwam,) Lo )
(5.24)
S T L
LJ1(¢]) LJz(‘?‘) Jr‘(qb,)
L i st evawos ey
](¢,2) LJ2(¢2) ,LJn(cpz)
L B Vsiania
J1(<t>n) LJ2(¢n) Lann)

Desarrollando el numerador por la Gltima columna y dividien~-

do por =21 denominador queda:
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¢],""¢n
Lo, pi) = Lipe ol o _ Y, i=1,...,m
R Jolyanuss
es decir,
i
iJ s i -
1,2, sN,n+m+1 1,2,:00,n,n+m+1
A Al
I i
J J
Spseensnd,
- L((bnrihi) - L(Mnﬂ £ )
n,jJ
Rara i = m+1, j=1,...,s, de (5.16) se deduce que

»2’\?-’" n+m+1>
A

bm+1j

1,2,...,n,n+m+1 . >N, n+m+1 n,j

A i

mientras que

< seeesn,n+m+1
i
bm+1j

1,2,...,n,n+m+1 esnN,n+m+1

Por otra parte, si s<m+1, J=s+1,...,m+1,

IRl enesll, 8¢ tigne



b, =
i _ ij
1,2, ...50,0+m¥l] 15250 oo o, ndm+]
i
i | 3 |
J J

que admite una expresibén andloga a (5.24) pero cambiando la

Gltima columna del numerador L(¢k) por una del tipo Lt.($k)’
J

con tj perteneciente al conjunto (5.20). (No debe estar en

el mismo sitio pero ésto no debe importar pues lo Gnico que
ello implica es un cambio de signo que es el mismo en Il y

en IB'1).

As? pues, para i=1,2,...,m, j=s+l,...,m+l

s , e
i} U
1,2,...,n,n+m+1 1,2,...,n,ntmt+1
At | A! |
J ]
B paeerat
n
N Lt.(¢n+|}_|‘t (p¢n+it L )
| J n,s
Para i = m+l, j= s+1,...,m+1, tenemos que
bm+1j
1,2, , n,n+m+1
A!
L,
J

serid de la forma
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Lj1(¢1) Ljn(¢1) Ltj(¢])
LJ](¢n) . Ljn(¢n) Ltj(¢n)
=z =~Z & -Z
I Jn tj
(5.25)
LJ1(¢]) ........ Ljn(¢1)
L, 8.0 socnmss .
J1(¢n) LJn(¢ )

y como el numerador se puede expresar de la forma

L, (0,) veea L, 0) L, (67) L. (o) L. b,) L, ()
Jq 1 d 1 tj 1 Jq 1 i 1 1:j 1
.......................... ot LTS TR A S
L ot L L cumg by -
J]wn) ; b)) tj@n) len) LJQ@”)Ltj@“
0 w 0 -z, =z, o A 0
j I In

tendremos en definitiva que

b H ¢‘9'°°’¢
£, t.
1,2,...,n,n+m+1 J j g n,s

Al |

J Somedy  J=St¥ . e s libd

Andlegamente, para i= m+1, j= s+1,..,,m+1,




por tener el determinante del numerador la Gltima fila de

ceros.

Siguiendo notaciones similares en cierto mo-

do a las de G. Muhlbach [35], 1lamemos

rn+i,n,j = P+ PO 4 £ J

y asi la relacién que buscamos entre

Y )
L(pf F 1£ n+m] )
+m __J

5
L

seria



(5.26)
o R
Lpf
n+m

L(r Lir L (r L
( +],n,1) { n+1,n,s) ’ ts+1 n+1,n,s) tm+l( n+1,n,s)
L L{r 5 i L r
(rn+2!n,1) ( n+2,n,s ts+1 n+2,n,s tm+1( n+2,n,s)
L(rn+m,n,l) n+m,n,s) ? Lts+](rn+m,n,s) Ltm+]( n+m,n,s)
baseeyd bareeyd I T $ayayd
1 1 1 | S
Liefl Ty T hante] T, TN BTN SO L | e G )
n,l n,s s+1 s+1 n,s m+1 m+1 n,s
n-+m )=f..
Lip L(r . L r L tr
(n+1,n,1) (n+1,n,s) ts_”( n+],n,s) tm+1( n+1,n,s)
L(r L(r 5 L 3 L r
(n+2,n,1) (n+2,n,s) ts+l( n+2,n,s) tm+1( n+2,n,s)
(r ) L(r | S L (r L (r )
n+m,n, 1 n+m,n,s ts+1 n+m,n,s tm+1 n+m,n,s
1 1 . 0 0
L

=6l | =
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para s<m+1. Si s=m+1, la férmula sigue siendo valida pero
las columnas en el numerador y denominador son del misuu ti-

po de las s primeras de (5.26).

Los casos particulares mas interesantes son

aquellos en que s= m+l y s = 1,
a) Si s = m+l, las elecciones mds usuales de los conjuntos
Ji son
J. =2 {1,208k ,mki=1}t 5 I=1,.:.mtl

que corresponde al algoritmo de Aitken, vy

J; = {i,i+1,...,i+n=-1} , i=1,...,m+1

que corresponde al algoritmo de Neville.

b) Si s = 1, desaparece la condicidén (5.19),2) sobre L vy en
(5$26) solo hay una columna, la primera, con la forma li-
neal L. Mo obstante en el denominador desaparece, desarro

llando por la dGlitima fila.

Luego tenemos en (5.26) el valor de L aplica-
do a un elemento de E igual al valor de L aplicado a otro
elemento de E. Como L es una forma lineal arbitraria, ambos
elementos de E son el mismo. Haciendo ahora una descomposi-

cién como la hecha en (5.25), es decir
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L(rn+1,_n,1) Lt (rn+1,n,1) : Lt (rn+i,n,l
2 m+ 1
L(rn+m,n,1) Lt (rn+m,n,1) Lt (rn+m,n,
2 m+ 1
[9 g5 v 05
L(pf 15 P 0 0
nsl
L{r ) L. {r L
n+l,n,1 t, n+],n,1) tm+l(rn+h,n,1)
+ L(rnfm,n,1) Lt (rn+m,n,l) Lt (rn+m,n,1)
- 2 m+1 ‘
. ¢ ,"”d) ¢ 2 ’¢
1 n 1 n
0 -z, +L, (p c ) 2o AL (p r )
2 2 n,1 m+1 m+1 n,l
obtenemos
¢4, s 9 1 Qis0059
pF 1 n+m | _ of 1£ n{ .
n+m 0 ;1
L, (r ) L ( )
n+l,n,1 t2 n+i,n,1 tm+1 n+1,n,1
L, ( ) L ( )
n+n,n,1 t, n+m,n, 1 tm+] n+m,n, 1
P qseesd P isees?
0 -z, +L (p 1£ ") -2, L (p ]£ -
2 2 n,l m+1 m+1 n,l
+{«]}m e T ™ SRUEE AR
L, §r o sl I 5 s L (r )
J £, n+l,n,1 tm+1 n+l,n,1
L, (r | JEE Pt . L (r )
tz n+2,n,1 tm+l n+2,n,1
L. BF . ad sassssamses bae L. (r )
t, n+m,n,1 tm+1 n+m,n, 1
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que es una férmula de Newton generalizada, como la dada por

G. MGhlbach en [36].

L Observacidén.- Una vez establecida la férmu-

la (5.26) se puede demostrar de forma muy sencilla. Sus dos

miembros son formas lineales sobre kKN*™M y la igualdad ser3

cierta si al aplicar dichas formas lineales a una base de

Rk los resultados coinciden. Pero por (5.17),
{L1(¢i)""’Ln+m(¢i)’ i=1,...,n+m}

es una base de K"TM,

Sustituyendo en el primer miembro de (5.26)

f por ¢j se tiene

[0 4000 st
1 n+m _
L(pqui C ) =10

n+m

En el segundo miembro hay que distinguir dos casos:

a}) Si j=1,2,...,n, la Gitima fila del numerador es

(L(¢J.),L(¢J-),---,L(cbj),O,‘-.,O)

pues

l_.(p ‘] ¥ iwgy ¢n
-z +Lt (p¢j r )= -Lt (¢.)+Lt
s+ s+i ! n,s s+i
L 3

.(¢j)=o

S+

Llamando D al determinante del denominador, el numerador se

expresa como
L(¢.).D
qsJ

por lo que el cociente es L(¢j).
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b} §i j= nth, h > 0, los ceros anteriores no aparecen di-
rectamente en la Gltima fila, pero sumdndole a ésta la h-ési

ma se obtiene nuevamente

(L(d)j):l-((bj),---,L((bj),oyv'-’o)

Por consiguiente la férmula (5.26) es vilida
bajo la dGnica condiciédn de que su denominador no se anule.
Sin embarge en nuestras condiciones podemos garantizar su

no anulacién.

Por otra parte, en el capftulo )|  estable-
ciamos en el teorema 2.2 la condicidon, adicional a las im-

puestas hasta ahora a los ‘% P de que

3

B 25 55 o gl _
det ]s 5| # 0
U £

iS1n, i

Surge de manera natural la pregunta de que si

la férmula (5.26) (y su particularizacién para s=1) cepincide
8 no con la férmula (2.4) (y su particulari<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>