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Capitulo 1

Multidimensional Scaling

1 Introduccion

El conjunto de técnicas estadisticas englobadas bajo el término Multidimensional Scaling
(MDS) constituye una parte del analisis exploratorio de datos que permite la obtencion
de estructuras multidimensionales a partir del analisis de datos de proximidad entre
objetos.

Dado un conjunto € formado por n objetos o estimulos se llama disimilaridad entre
dos de ellos. i v j. a una medida de proximidad para dicho par, 4;;. que representa
el grado de desemejanza entre esos objetos respecto de un conjunto de caracteristicas
cuantitativas o cualitativas, de forma que valores pequenos de ¢;; indiquen una gran se-
mejanza y cuanto mayores sean las diferencias, mayor sea el valor de la disimilaridad. En
general, una disimilaridad serd una funcién real, verificando las siguientes condiciones:

L 6> 8 Vi
2. 6“' = 50 \V/l
3. 61'):5]'1' Vl,]

4, 8o > 0.

IV

Existen gran cantidad de métodos que permiten obtener datos de disimilaridad en
MDS. entre ellos podemos citar:

o M¢todos de clasificacidn directa. Consisten en utilizar escalas del tipo muy disimilar-
poco disimilar para objetos que no pueden ser diferenciados por algin proced-
imiento cuantitativo. Una vez realizadas todas las clasificaciones, la disimilaridad
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entre dos objetos i y J sera, generalmente, la media de los valores que un grupo
de sujetos le haya atribuido.

Frecuencias de clasificacion. Supongamos que se cuenta con A" individuos para
realizar el analisis. Este método consiste en que los A individuos formen grupos
de objetos en funcién de la semejanza entre estos. Si V;; es el nimero de sujetos
que han incluido los objetos i y j en el mismo grupo, la disimilaridad vendra dada

por

siendo .V el nimero total de objetos que se estan considerando.

Sy =1-

M¢étodos cuantitativos. En el caso de que se trate con objetos que pueden ser ca-
racterizados mediante variables de tipo cuantitativo, se pueden utilizar diferentes
medidas, por ejemplo las distancias de Minkowski:

P 1/q
0 = [Z |20 = l'Ja!q} , 1<qg< o0
a=1

Los datos con los que se trabaja en MDS, relativos a objetos o estimulos e individuos
o sujetos, se pueden clasificar atendiendo a distintos criterios:

1. NIVEL DE MEDIDA. Los datos de partida en un estudio con MDS pueden consi-

derarse en cualquiera de los cuatro niveles de medida habituales:

— Nominal. Los objetos se clasifican solamente en grupos.

— Ordinal. Los objetos se organizan segin un orden de magnitud.

— Intervalo. Los objetos se sitian en una escala de forma que el tamario de
las diferencias entre estos queda reflejado por la escala, en la que no se
consideran ceros reales.

— Razén. Los objetos se sitian en una escala de forma que su posicion en
ésta representa el valor exacto del atributo que se mide.

2. NUMERO DE MODOS. Se denomina modo a cada conjunto de elementos subyacente

en los datos para el analisis con MDS. Si, por ejemplo, se consideran medidas de
juicios de disimilaridad entre pares de objetos emitidas por distintos sujetos, se
hablara de datos bimodales (los objetos y los individuos).
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3. NUMERO DE Vias. Se denomina via a cada indice en la medida entre objetos.

Dada una matriz. A = (4,;) .. de disimilaridades obtenidas entre n estimulos u
objetos de un conjunto, el problema que resuelven las técnicas MDS consiste fundamen-
talmente en la representacion de los n objetos analizados, como puntos en un espacio de

dimension p.

r11 Y12 ... Lip

To1 T2 --. I2p
¥=]" T o

Tnl Tp2 -+« Tup

de manera que la distancia entre el punto ¢ y el punto j. d;;, sea lo mas parecida posible

al valor observado de la disimilaridad, d;;.

En general, las técnicas de escalamiento y analisis dimensional se refieren a una
amplia variedad de estrategias de investigacién y procedimientos que proporcionan dis-
posiciones visuales que son muy titiles para presentar resultados analiticos. El elemento
comun entre ellas es la obtencién de representaciones de los datos cuantitativos y/o

geométricos, a partir de donde conseguir:

1. Reducciones de los datos. Es posible resumir un gran conjunto de variables con
un pequeno nimero de medidas compuestas.

9 Analisis de la dimensionalidad, comprobando las fuentes subyacentes de variacion

en un conjunto de datos.

3. Mediciones a partir de la representacién empirica de las dimensiones subyacentes (y
generalmente no observables), que pueden ser empleadas como variables analiticas

en otros procedimientos estadisticos.

2 Modelos en MDS

Son muchos los algoritmos que se han desarrollado para obtener la configuracion que
mejor se ajuste a las disimilaridades de partida. Estos algoritmos pueden clasificarse,
atendiendo a un enfoque confirmatorio o exploratorio, en dos grandes grupos: modelos
probabilisticos v modelos no probabilisticos respectivamente, distinguiendo en ambos
casos entre modelos métricos, si las consideraciones entre distancias y disimilaridades
son cuantitativas, y modelos no métricos, si son cualitativas.
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El método de estimacion empleado y las diferentes medidas de bondad de ajuste, son
los principales factores que determinan la existencia de los diferentes métodos de MDS
que se conocen en la actualidad. A continuacion daremos un breve repaso de las técnicas
que se han ido desarrollando para MDS desde su origen en 1936. La evolucién de estas
técnicas, tanto en el desarrollo de los algoritmos que los definen como en el tipo de datos
con que se trabaja, esta intimamente ligada a su implementacién computerizada ya que
sin el uso del ordenador, el desarrollo de MDS seria practicamente imposible debido a
la naturaleza iterativa de los algoritmos.

2.1 Método clasico de MDS

Las técnicas que constituyen MDS tuvieron su origen en el campo de la psicologia al
pretender definir la relacion entre la intensidad fisica de ciertos estimulos y su intensidad
subjetiva. No obstante, gracias a los trabajos de Torgerson (1952), que definieron el pro-
blema que soluciona MDS y proporcionaron la primera solucién métrica en un entorno
multidimensional, MDS dejé de tener el matiz tan particular antes descrito para pasar
a abordar problemas del analisis de datos y adquirir asi un caracter mas universal. Tor-
gerson evidencié como los métodos psicofisicos de MDS presuponian el conocimiento
de las dimensiones de las areas que estaban siendo investigadas, informacion de la cual
no se dispone en la mayoria de los casos, proporcionando resultados en términos de
dimensiones que, en muchas ocasiones, no eran relevantes. La técnica que él propuso
permite obtener soluciones en las cuales la dimensién, al igual que los valores de escala
de los estimulos, se determina a partir de los datos originales.

El método descrito por Torgerson, conocido como método clasico, es utilizado hoy
dfa por la mayoria de los métodos de MDS para la obtencion de una configuracion inicial.
Puede sintetizarse en los siguientes puntos:

Considérese que se dispone de una matriz de disimilaridades entre n objetos que
denotaremos por

A = (8i5), o -

El método clasico interpreta las disimilaridades como distancias euclideas, transfor-
mandolas si es necesario mediante un procedimiento de estimaciéon denominado método
de la constante aditiva, que proporciona nuevos valores, d; = J;; + ¢, siendo

¢ = max {d;j — dix — i;},
i
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la menor constante que garantiza el cumplimiento de la desigualdad triangular para
cualquier tripleta de estimulos del conjunto.

Una vez que se dispone de la matriz de distancias al cuadrado. que denotaremos por
D. se calcula la matriz de productos escalares asociada, B, mediante la expresion:

L
B = —;JDJ.

1 ; 2.z .
siendo J = [ — =11’ donde 1 es un vector de unos de dimensién apropiada.
n

A continuacién, el método de Torgerson calcula una matriz de coordenadas a partir
de la descomposicién en valores caracteristicos de la matriz B de productos escalares

B = UAL"

siendo A la matriz diagonal formada por las raices caracteristicas de B, y U, la ma-
triz de vectores caracteristicos correspondientes a cada una de las raices caracteristicas,

normalizados para tener longitud 1.

Obtenida la descomposicién, el siguiente paso es determinar la dimensién apropiada
para la representacién. Es claro que al menos un valor propio es 0, ya que Bl =
U/AU1 = 0. Luego, al menos habra solucién en dimensién n — 1, que vendra dada, por
construccion. en el sentido de los ejes principales

X = UAY2.

Si deseamos fijar la representacién en p dimensiones, con p < rango(B), el problema
tendra solucién. Dado que en la descomposicién espectral de la matriz B, las distancias
entre los puntos en el espacio euclideo (n — 1)-dimensional vienen dadas por:

n—1
d?j = Z /\a (l'ia — xja)Q 3
a=1

si los p primeros valores propios son suficientemente grandes, la contribucién del resto de
valores propios y por tanto del resto de dimensiones subyacentes sera insignificante, por
lo que el problema de representacién en un espacio de dimensién baja quedaria resuelto.

Exponemos a continuacién la demostracion de este resultado.
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Teorema 2.1 La matriz X = (.'p.\;/z, donde A\, es la matriz diagonal formada por las p
mayores raices caracteristicas de B, y U, la matriz de orden n x p de los vectores carac-
teristicos correspondientes a cada una de tales raices caracteristicas. define el minimo

de la medida

o=y (brs = bes)” =12 [(B = BY’]

ryg=l

siendo B la matriz de productos escalares asociada a la matriz de disimilaridades inicial
y B la matriz de productos escalares asociada a la estimacion realizada.

DEMOSTRACION:

Sean \; > A > -+ > A, > 0, los n valores propios reales de B (semidefinida
positiva), A,xn la matriz diagonal formada por esos valores propios y U,x, la matriz de
los correspondientes vectores propios normalizados.

Sea X una configuracién cualquiera del conjunto de todas las configuraciones en
dimension p, y sea Bpx, su matriz de productos escalares, con Mg ZAg =1

A A

los n valores propios de B,y A la matriz diagonal formada por esos valores propios.

Claramente, por la ortogonalidad de U, la matriz UtBU tiene los mismos valores
propios que B:
| U'BU — M |=|U'BU = AU'U |=| U* || B= I || U |=] B-A|.

& t "
Por otra parte, (UtBU) = U!BU, luego, en virtud del teorema de descomposicion

espectral de una matriz,
U'BU = GAG',
siendo G la matriz de vectores propios asociados a los valores X

Entonces:

U = tr|(B- B)*] =tr |(B - B2V = tr [UY(B - B =
= tr[UY(B-B)(B- B)U| = tx [UY(B - B)UU'(B - BU| =
= w[(UYB-BW) (U'(B~ ByU)| =



-~
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— w[(C'BU - U'BU) (U'BU ~ U*BU)| =
- u [(\ - Gf\c;*)z] .
Supuesta fija A. veamos que ¥ se minimiza sobre G cuando G = I:
b [(A\ _ G,\Gt)z] = o[22 - 260 [AGAGY] + 1 [(GAGYYY].
sot To que mintmtzar tr [( A — GAGY) ] sobre G, equivale & maximizar

tr [AGAG'| = 33 Al
=1 5=
Ahora bien. G es una matriz ortogonal, GG* = I, por lo que, si llamamos C' = GG,

se verifica:

Ci; = Z GiaGja Vi 5&]
Cii = Z Q?a =1,
=1
de donde se deduce que gfj <1 Vi, j. De modo que se obtiene la cota superior:

ZZ,\ gl <ZZ,\ i,

=1 g=1 =1 =1
para cualquier matriz ortogonal G. Ahora bien, la matriz identidad [ es ortogonal y

verifica que:
tr [ATALY] = 32 3" M

luego la expresién se maximiza para G = I, con lo que ¥ se minimiza para G = [. A
continuacién, se minimiza ¥ en funcién de A, quedando su expresién de la forma:
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o0

Puesto que la configuracion arbitraria. X. de que partimos tiene dimension p. su
matriz de productos escalares centrada, B = JX X!J, tendréa al menos p valores propios
no nulos v por tanto positivos. Es claro que U se minimiza respecto a .\. cuando

/A\._ )\l‘. IE=5 [P . P
Tl B, d=ptlipd e n

Por tanto Bp = Up,A U}, por lo que X puede tomarse igual a ["pf\lly/z. que es la
solucién del procedimiento clasico de MDS. Ademads, el minimo valor de ¥ es

min\I/:/\f,+1+---+)\i.

C.Q.D.

2.2 MDS no métrico. Algoritmo de Shepard-Kruskal

Una limitacién importante del modelo propuesto por Torgerson es la hipotesis sobre el
nivel de medida utilizado para la determinacién de los datos. Torgerson supone que los
datos estan medidos en una escala tipo intervalo, es decir, supone que el sujeto utiliza
una unidad de medida constante cuando realiza los juicios de disimilaridad entre objetos,

lo que, cuando menos, es altamente restrictivo.

En la década de los 60 aparecen los trabajos de Shepard (1962) y Kruskal (1964)
sobre las técnicas no métricas de MDS. La importancia del trabajo de Shepard reside
no sélo en la obtencién de configuraciones de objetos a partir de datos procedentes
de escalas ordinales, sino principalmente en la corriente investigadora que se origino
en torno a este tema. Fruto de esta labor de investigacion y de la aplicacién de su
técnica en campos de la ciencia tan diversos como la Arquitectura, la Zoologia, las
(iencias Politicas. etc., los procedimientos de MDS cobraron una amplia popularidad y
se difundieron rapidamente. El trabajo de Shepard puede definirse como la obtencion
de informacién métrica a partir de resultados no métricos determinando, en un nimero
minimo de dimensiones del espacio euclideo, la representacion de los objetos sometidos
a estudio. La configuracién obtenida ha de ser tal que las distancias entre los puntos
representados estén relacionadas monétonamente con las medidas de proximidad no

métricas dadas inicialmente.

Shepard realizé una aportacion brillantisima a las técnicas de MDS, pero su procedi-
miento presentaba ciertos inconvenientes, ya que requeria obtener la representacion de
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n objetos en n — 1 dimensiones para luego ir disminuyendo la dimensionalidad de la con-
figuracién. En esta misma linea destacan los trabajos de Kruskal, en los que se propone
una solucion al problema de MDS no métrico desde un punto de vista completamente
diferente al de Shepard. Kruskal determiné un procedimiento que permite obtener la
mejor representacion posible de n objetos en un espacio p-dimensional especificado por
el usuario antes de realizar el analisis, con p < n — 1. Mientras que Shepard aborda el
problema desde una perspectiva de trabajo similar a la definida por el analisis factorial,
Kruskal lo ve como un problema de optimizacién en el que es posible obtener la mejor
descripcion posible de los datos en un espacio de dimensién conocida. Para ello, Kruskal
toma como criterio de minimizacion el criterio de minimos cuadrados, definiendo una
funcién de pérdida dada por la suma de los cuadrados de las diferencias entre las distan-
cias obtenidas a partir de los puntos de la configuracion y transformaciones monétonas
de las proximidades de partida.

En las siguientes lineas describimos brevemente el método de Shepard-Kruskal:

Dada una ordenacién estrictamente mondtona de las disimilaridades obtenidas a
partir del andlisis de n objetos,

6i1vjl = 6i2,jz e Jih,jh’

con h = n(n — 1)/2, y dada una funcién monétona creciente f, el método de Shepard-
Kruskal consiste en encontrar una configuracién euclidea cuyas distancias, d;;, se ajusten
a las disimilaridades transformadas

di; = f(8:;)

denominadas disparidades, de manera que conservando la ordenacién original, se mini-
mice la funcién de pérdida,

> (dij — dij)?

._ i<
St === o

PIPIN:7

7=11=1
normalizada para evitar imprecisiones por la escala de medida utilizada.

De este modo, para cada funcién mondtona creciente se obtiene una expresion de la
medida de ajuste, que puede definirse del siguiente modo:
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Definicién 2.2 Se denomina f-STRESS asociado a la funcién f a la cantidad

> (dij — dij)?
Sp= e

i<j
de forma que 0 < Sf <ly Sf =0& d,‘j = f((s”) V(Z,])
Definicién 2.3 Se denomina STRESS al valor

S = mfinSf.

Esta medida de ajuste se puede interpretar como una medida de monotonia, que
obviamente disminuird a medida que aumente la dimensién de la configuracion euclidea
(en dimensién n — 2 es posible obtener una solucion MDS no métrica exacta).

Una vez definida la funcién de pérdida, el siguiente paso es su minimizacién. Shepard
y Kruskal definen un procedimiento iterativo basado en la minimizacién del STRESS
segun la funcién mondtona creciente f y la configuracion euclidea en dimensién p. Par-
tiendo de una configuracién inicial (arbitraria o no), cada punto se desplaza segin la
direccion del gradiente negativo del STRESS, repitiéndose el procedimiento hasta que
el valor de S se estabiliza en un minimo local. El ajuste de la funcién f, se lleva a cabo
aplicando técnicas de regresion.

2.3 Modelos de diferencias individuales

A finales de la década de los 60 e inicios de los 70 se desarrollé una nueva vertiente en
MDS enfocada a solucionar el problema de las diferencias individuales en los analisis.
Una de las principales limitaciones de los procedimientos MDS conocidos hasta esa fecha
era que el investigador tan solo podia analizar una unica matriz de datos de proximidad.
En el caso de que se dispusiera de mas informacion solo habia dos alternativas: Hacer
un analisis diferente para cada una de las matrices de datos, o promediar los datos y
realizar un analisis MDS general con la matriz promedio.

El primer procedimiento de diferencias individuales en MDS fue el procedimiento de
los Puntos de Vista de Tucker y Messick (1963). Obtenidos los juicios de similaridad
para cada sujeto, se calcula la matriz de correlaciones entre los juicios de cada individuo
con los restantes que participan en el andlisis. Esa matriz es analizada factorialmente,
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obteniéndose un espacio de representacion para los sujetos a partir del cual el investigador
interpreta las diferencias individuales. En la mayoria de los casos el investigador intenta
identificar clusteres de individuos, de modo que los individuos dentro de un clister
estén altamente correlados. Una vez que el investigador determina tales clisteres, el
procedimiento genera conjuntos de juicios hipotéticos para cada uno de ellos, que pueden
ser considerados como una media de los juicios hechos por los individuos .del clister
correspondiente en un analisis aislado.

En 1968, McGee define un nuevo procedimiento de diferencias individuales en el que
no se realiza ningun tipo de promedio de los datos. La solucién de McGee se centra
fundamentalmente en dos tipos de diferencias individuales conocidas actualmente como
diferencias en el estilo de respuesta y diferencias en el estilo perceptivo/cognitivo. El
procedimiento de McGee consiste en una técnica no métrica capaz de analizar varias
matrices de datos simultaneamente, que permite al usuario elegir entre una transfor-
macién mondtona separada para cada matriz o una tnica transformacién comin a todas
las matrices de datos. La propuesta de McGee define un mecanismo con el que se
puede controlar el grado de relacién entre las representaciones para cada individuo, te-
niendo como casos extremos la no relacion y la identidad. Este mecanismo esta bajo
el control del usuario, siendo el procedimiento incapaz de determinar el mejor grado
de relaciéon. Ademads, cuando se supone que tanto el estilo de respuesta como el es-
tilo perceptivo/cognitivo son idénticos para todos los individuos, la técnica de McGee es
equivalente a promediar todas las matrices de datos y realizar un inico MDS no métrico.

El siguiente paso y quizas el mas importante en el desarrollo de las diferencias indivi-
duales, fue el procedimiento dado por Carroll y Chang (1970). El modelo de estos autores
proporciona en primer lugar, un espacio de atributos comun que describe los objetos a-
nalizados por el grupo total de sujetos y, en segundo lugar, las diferentes apreciaciones
de los individuos respecto a las semejanzas entre los atributos. Las diferencias individua-
les se representan mediante una generalizacion del modelo euclideo con ponderaciones
de las dimensiones del espacio de atributos. Cada individuo tiene un vector de pesos,
cuyas componentes reflejan la importancia que el individuo da a cada uno de los ejes de
coordenadas.

El modelo propuesto por Carroll y Chang es conocido como INDSCAL (INdividual
Differences SCALing). En dicho modelo se parte de K matrices de disimilaridades;
Ay, A,, ..., Ak; una para cada sujeto, todas ellas entre n objetos en estudio. La métrica
natural asociada a los puntos del espacio comun subyacente de dimensién p, sera la
euclidea ponderada, denotandose por d;i,
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P 1/2
dijk = (Z Wal{ B = Ija)2> ;
a=1

la distancia entre el objeto : y el j para el individuo k.
Los datos, d;jk, observados, se relacionaran con las distancias, d;ji, a través de fun-
ciones monodtonas en la forma habitual

Je(din) = dijn
A partir de la definicién de la métrica euclidea ponderada, se obtiene la relacion

P P
2 , AT 1/2_ iz %
disk = Z WealLia — T54)* = Z (wka Tiq — Wih :c]a) .
a=1 a=1

que puede expresarse como:

d?jk = Zp: (y,(f) - y](:))z,

a=1

k 1/2 g i : o8
con y,(a) = wké Z;q, de donde se deduce una interpretacién conjunta de la configuracién, a

la vez que se ofrece la posibilidad de efectuar una descomposiciéon en productos escalares
andloga a la realizada en el método métrico clasico.

De este modo, la solucién ofrecida por INDSCAL abarca dos conceptos:

¢ Una matriz de configuracion, X,xp, que permite una representaciéon comun de los
n objetos (espacio comin de los objetos) en dimension p.

e Una matriz de pesos, Wk, cuyas filas constituyen una representacion euclidea de
las diferencias individuales entre los K sujetos (espacio de los sujetos) en dimensién

p.

Combinando X y W, para cada sujeto, k, se obtiene Y(¥) = (y,(: )) L due define la
nxp

representacién euclidea de los objetos para dicho individuo (espactio perceptivo del sujeto

k).

Muchos de los desarrollos que se han citado fueron resumidos en un unico trabajo de-
bido a Takane, Young y De Leeuw (1977) y Young, Takane y Lewyckyj (1978): ALSCAL.
ALSCAL es un algoritmo que, mediante minimos cuadraticos alternantes, permite desa-
rrollar Multidimensional Scaling y Multidimensional Unfolding. ALSCAL es un modelo
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que permite analizar datos mediante un modelo euclideo simple o ponderado que puede
ser: (a) nominal, ordinal, intervalo o razdn; (b) con observaciones faltantes; (c) simétrico
o asimétrico; (d) condicional o incondicional; (e) con o sin réplicas y (f) discreto o con-
tinuo. Asi pues, puede considerarse como el mas completo, ya que es el unico que permite
realizar analisis métricos y no métricos, siendo sus resultados métricos similares, e in-
cluso mejores, en el sentido de proximidad a la obtencion de minimos globales, a los
obtenidos por INDSCAL en el caso de diferencias individuales. En el caso de ajustar
modelos euclideos simples sus resultados son equivalentes a los del modelo de Kruskal.
Dada su flexibilidad, ademas de la rutina original de los autores en FORTRAN, este
algoritmo ha sido implementado en los paquetes estadisticos SAS y SPSS, de ahi que su
utilizacion se haya difundido pasando a ser el modelo més empleado.

ALSCAL utiliza como funcién de bondad de ajuste la funcion SSTRESS, definida
como un criterio de minimos cuadrados sobre los cuadrados de las distancias y las dis-
paridades

1
: (d:jzk - d?jk)2'

1

N n i-

SS(X,W,D*) ="
k=11=1 ;=1
El algoritmo ALSCAL se define mediante un proceso iterativo en el que cada itera-
cién esta constituida por dos etapas que van alternandose hasta obtener la convergencia

global del proceso:

1. Fase de representacion optima. Se obtienen las estimaciones por minimos cuadra-
dos y las observaciones representadas de manera 6ptima, D*, bajo la suposicion
de que la configuracién, X, y los pesos, W, son constantes. Es decir, se resuelve el
problema de minimos cuadrados condicionados que minimiza la funcién SSTRESS
bajo la suposicion de que X y W no son variables. Matematicamente el problema
se formula como

r%i_n[SS(D*/X, W)
2. Fase de estimacion del modelo. Engloba dos subfases de minimizacion separadas:

(a) Calculo de los pesos de la configuracion, supuestas constantes las disparidades
y la configuracién:

min[SS(W/D*, X)].



0000000000000 000C00000000000000000000000000000000C000000CKOCCKTS

14 YOLANDA ROMAN MONTOYA

(b) Estimacion de las coordenadas de la configuracion, suponiendo fijos los va-
lores de los pesos estimados en la etapa anterior, asi como las disparidades
calculadas en la fase de representacion éptima:

min[SS(X/W, D).

2.4 Modelos confirmatorios en MDS

A finales de los 70 e inicios de los 80, Ramsay introdujo el procedimiento de estimacién de
maxima verosimilitud en MDS. Estas técnicas permitieron a los modelos MDS pasar de
una orientacién simplemente descriptiva al campo de la inferencia estadistica. Asociada
a este cambio esta la introduccién de contrastes de hipétesis y las medidas descriptivas
AIC y BIC para determinar la convergencia del proceso, la dimensionalidad apropiada de
la representacion y el modelo de error que siguen los datos. Estas técnicas proporcionan
también regiones de confianza para el valor de las coordenadas que representan a los
estimulos en la configuracién asi como para los vectores que definen a los sujetos en
el caso ponderado. El origen de los modelos de maxima verosimilitud en MDS es la
naturaleza del error en los datos de entrada. Si el modelo de error considerado es una
representacion apropiada de la situacién empirica, los contrastes de significacién que se
obtendran podran ser significativos.

Son cinco los modelos de error propuestos hasta el momento, dos de ellos lo han sido
por Ramsay, dos por Takane y el iltimo por Zinnes y MacKay.

Los modelos de Ramsay y Takane son similares en su primera definicién. Difieren en
las suposiciones que hacen acerca de la influencia de los modelos sobre los datos. Ambos
suponen que el error sigue una distribucién normal (o lognormal), pero mientras que
Ramsay trabaja para el caso métrico suponiendo que el proceso de error introduce valores
de disimilaridad que siguen un determinado modelo, Takane (1980a, 1980b) presenta
sus resultados para el caso no meétrico, suponiendo que el proceso de error introduce
violaciones de la monotonia. Ramsay discute una amplia variedad de transformaciones
de los datos, concretamente transformaciones de potencias y splines monétonos, mientras
que Takane discute restricciones adicionales de las transformaciones de los datos, que le
permiten trabajar en cualquiera de los cuatro niveles de medida.

Expondremos a continuacion brevemente ambos modelos:



DIMENSIONALIDAD EN MDS 15

¢ Modelo de Ramsay:

Supongamos que se dispone de una configuraciéon de puntos, X, en un espacio
euclideo que representan un conjunto de objetos; y supongamos también que
conocemos las distancias euclideas, {d;;}, entre todos los pares de puntos de la
configuracion.

Supongamos que las disimilaridades, d;;, entre los objetos ¢ y 7 condicionadas a las
distancias, d;;, tienen funcién de densidad de probabilidad, p(é;;/d;;), independien-
temente V (¢, 7). Entonces, la funcién de verosimilitud asociada a la configuracién,
vendria dada por:

n n

L=3"3 " In[p(6i/dij)] .

1=1j=1

Las distancias pueden ser escritas en términos de las coordenadas de los puntos:

&i. = (@ — 25)"(=: — 25),

siendo z; la i-ésima fila de la matriz de coordenadas. Con lo que la verosimilitud
podria ser minimizada respecto a z; y respecto a cualquiera de los parametros
de la funcién de densidad de probabilidad, p, proporcionando las estimaciones de
maxima verosimilitud de las coordenadas, ;.

Dos distribuciones posibles para 6;;/d;; son la distribucién normal y la lognormal:

5,‘]' ~ N (d,‘j, 0’2)

In 5,']' ~ N (hl d,‘j, 0'2)

2

con varianza o constante.

En cualquier caso, en ocasiones, resulta conveniente aplicar una transformacion a
las disimilaridades antes de considerar la estructura de los errores, en concreto,
Ramsay sugiere una transformacién basada en splines monétonos.
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e Modelo de Takane:

Takane presenta un método de maxima verosimilitud para MDS no métrico. Dada
una configuracién de puntos, X, y las distancias entre dichos puntos, {d;;}, para
un modelo de error aditivo, se considera una variable, A;;, definida como

Xy = dy; + 845 eij ~ N(0,0%)

de manera que si A;; > A,,, se define la variable:

1 si (5,']' Z (5,.3
Yers - { 0 si (Si]' < 5,-3.

Con lo que, si se considera ®, la funcién de distribuciéon de una variable aleatoria

N(0,1),

di' i drs
P[Yijre = 1] = P[Mij = Ay 2 0] = @ <<T+TT) ~ hor
1) rs

la verosimilitud, suponiendo la independencia de los errores €;;, vendra dada por:

Yi TS —Yiirs
L = T®;77 (1 — By ) 0.
Al igual que con el procedimiento de Ramsay, escribiendo las distancias en términos
de las coordenadas, es posible maximizar la verosimilitud y obtener la configuracién
buscada.

Zinnes y Mackay dan una aproximacion diferente al introducir los errores proba-
bilisticos en las técnicas MDS. Suponen que la perturbacion de los datos se produce
durante el proceso de juicio de los sujetos, lo que implica que las disimilaridades siguen
una distribucién x? no centrada en torno a la verdadera distancia. Al igual que Ramsay
y Takane; Zinnes y Mackay suponen también que los datos son valores de disimilaridad
con un determinado modelo de error.

Si se considera cada estimulo representado por un vector aleatorio, X; = (X,~l N— X;p) g
cuyas componentes X; se suponen independientes, normalmente distribuidas con media,
p; y varianza, o2, dicha distribucién induce otra distribucién para la distancia euclidea
(Xi — X;)"(Xi — Xj). Suponiendo ademas que la disimilaridad observada es la distancia
euclidea, es decir,
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5 = [(Xi = X;)'(X: — X;)

y que la verdadera distancia entre los puntos 7 y 7 viene dada por

]1/2

2
di; = (pi — 1) (1 = 15,
di; . Ty : L
como (—2—_:—5— sigue una distribucién x? no centrada, es posible dar una aproximacién
g; (3 55

de las funciones de densidad de las disimilaridades.

Zinnes y Mackay maximizan la suma de los logaritmos de las funciones de densidad
aproximadas (una para cada disimilaridad) respecto a {u,} y {¢2}. Los valores {u,}
dan las coordenadas de los puntos de la configuracion.

2.5 Analisis Procrustiano General: GPA

Simultdneamente al desarrollo de las técnicas citadas, surge el problema de establecer
relaciones entre diversas representaciones de un mismo conjunto de elementos. Las situa-
ciones que pueden surgir son varias y a todas ellas da solucién el analisis procrustiano:

1. Si diversos investigadores recogen informacién de un mismo conjunto de datos y
analizan los resultados mediante diferentes técnicas de MDS o Anadlisis Multiva-
riante, se obtendran representaciones diferentes. Ante esta situacién, se plantea el
comprobar la equivalencia de los resultados.

2. Dadas K matrices de disimilaridades, en lugar de optar por un analisis MDS con
diferencias individuales conjunto de las K matrices, se puede proceder al analisis
individual de cada una de ellas para investigar a continuacién las relaciones en-
tre las configuraciones obtenidas. De este analisis se pueden concluir resultados
referentes a las diferencias entre una y otra fuente de informacién.

3. Un mismo conjunto de datos se puede analizar varias veces considerando distintos
niveles de medida de los datos y diferentes aproximaciones a las ligaduras. El
contraste de los resultados obtenidos permite determinar las diferencias entre uno
y otro analisis.

Los origenes del GPA se deben a Green (1952), Cliff (1966) y Schénemann (1966),
quienes resolvieron el problema de transformar mediante rotaciones y reflexiones una
representacion euclidea de tal modo que la suma de los cuadrados de las diferencias
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entre las distancias para cada par de puntos en las configuraciones que se comparan,
se minimice. Las soluciones de Green y Cliff sélo funcionan para matrices de rango
completo por columnas, mientras que Schonemann generalizé la solucién al caso en que
las matrices no cumplieran este requisito. Schénemann y Carroll (1970) investigaron
y resolvieron el problema de ajustar una configuracion a otra usando, ademas de las
transformaciones ortonormales ya citadas, traslaciones y reescalamiento uniforme.

Kristof y Wingersky (1971) extendieron las transformaciones ortonormales al caso de
trabajar con mas de dos configuraciones. Gower (1975) resolvié nuevamente el problema
de ajustar mds de dos configuraciones usando transformaciones ortonormales y dilata-
ciones centrales cuando las representaciones tienen la misma dimensionalidad (a Gower
se debe también el término GPA). En 1977, Ten Berge rectificé el método de determi-
nacion de dilataciones centrales desarrollado por Gower y mejoré el procedimiento de
calculo de transformaciones ortonormales. Posteriormente, y en colaboracién con Knol
(Ten Berge y Knol, 1984), extendieron el problema al caso en que las configuraciones con-
trastadas viniesen dadas en un numero diferente de dimensiones (aunque considerando
sblo transformaciones ortonormales). Este analisis fue completado por Peay (1988) re-
solviendo el problema de ajustar mas de dos configuraciones, en diferentes dimensiones,
incluyendo traslaciones y dilataciones centrales.

Los tltimos trabajos en GPA, que comentaremos en el siguiente capitulo, se deben
a Commandeur (1991), quien ha generalizado las técnicas GPA al caso de trabajar con
configuraciones que tienen un numero diferente de filas, es decir, configuraciones en
las que falta informacion sobre algin punto. Se encuentran antecedentes de este tema
en los trabajos de Everitt y Gower (1981), en lo que ellos denominaron método pro-
crustiano generalizado ponderado, aunque no trabajaron con dilataciones centrales ni
proporcionaron un tratamiento para las traslaciones. De Leeuw y Meulman (1986) han
trabajado también con configuraciones incompletas en el contexto del jacknife, investi-
gando como igualar una serie de configuraciones cuando cada configuracion carece de
informacién de un unico estimulo.



Capitulo 11

Situacion actual de las técnicas

MDS

En las cuatro primeras décadas de desarrollo de MDS, las lineas de investigacion giraron
en torno a la creaciéon de técnicas de minimizacién mas potentes y que permitieran
trabajar con cualquier tipo de datos. En la actualidad, la investigacion en MDS, si bien
sigue tratando los problemas de minimizacién (SMACOF y TUNNELING), se centra
mas propiamente en problemas concretos: trabajar con un gran nimero de datos (CDS),
incorporacién de las técnicas de graficos méviles en los analisis MDS (VISUALS/Pxpl y
ViSta MDS), comparacién de andlisis diferentes (PROCRUSTES), etc.

1 Nuevas técnicas de minimizacion. El algoritmo
SMACOF

El algoritmo SMACOF (Heiser y De Leeuw, 1980), basado en las técnicas de mini-
mizacion por mayorizacion iterativa, proporciona una estrategia de minimizacion consis-
tente en el recubrimiento de la superficie de la funcién objetivo por funciones auxiliares
mas simples (lineales o bilineales). Al aplicar la técnica de mayorizacién se aproxima
una funcién complicada por una funcién auxiliar mas simple que se denominara funcién
de mayorizacién. Esta funcion toca a la funcion implicada en la estimacion actual (punto
base) y estd localizada siempre por encima de ella. En el minimo de la funcién de ma-
yorizacion, el valor de la funcién original tiene que ser menor o igual al valor que toma
en el punto base, dado que la funcién de mayorizacién estd localizada encima de la
funcién original y este punto se convierte en el punto base de la siguiente funcién de
mayorizacion. Iterando el procedimiento, se obtienen mejores estimaciones que llevan a
un minimo local.

19
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Aplicando las técnicas de mayorizacién se obtiene un algoritmo convergente para
minimizar el STRESS con una razén de convergencia determinada.

Si ¢(z) es la funcién que se pretende minimizar, la idea central del método de ma-
yorizacion consiste en ir reemplazando iterativamente la funcion original, ¢(z), por una
funcién auxiliar, ¢(z,y), verificando las siguientes condiciones:

1. d(z,y) es mas facil de minimizar que ¢(z)
2. §(z) < $(,y), Va,y

3. ¢(y) = d(y,y).

A

Esta funcién, ¢(z,y), recibe el nombre de funcion de mayorizacion de ¢(z) y el
parametro que la define se denomina punto base.

Para hacer cumplir el tercer principio de la mayorizacién iterativa, la funciéon de
mayorizacion ha de elegirse de manera que exista su minimo sobre el dominio y que éste
sea unico; de este modo se puede definir la aplicacién

z* = arg min ¢(z,y)

que da origen a la cadena de desigualdades:

$(z*) < (z*,y) < by, y) = d(y) Va,v,

que proporciona una secuencia no creciente de valores de la funcién, convergente a un
punto estacionario de la funcién objetivo, que en la mayoria de los casos sera un minimo
local.

El algoritmo de mayorizacién queda entonces:

1. y ¢— yo; con yo un valor inicial.
2. Encontrar z* tal que (z*,y) = min, ¢(z,y).
3. Si ¢(y) — ¢(z*) < ¢, parar.

4, y +— z* y volver al paso 2.
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Si el proceso se para, la anulacion de la primera derivada de la funcién de mayoriza-
cién en su minimo, implica que la derivada de la funcién de mayorizacién de la funcién
objetivo, si existe en ese punto, se anule también. Esta propiedad se verifica debido a
la derivabilidad y continuidad con que se selecciona la funcién de mayorizacién y que
conlleva que el minorante y la funcién de mayorizacion tienen la misma derivada en
cualquier punto base.

1.1 Mayorizacion de la funcion STRESS

Como aplicacién del algoritmo SMACOF, expondremos en unas lineas el proceso de
mayorizacion de la funcién STRESS

S(X) = iwu (8;; — di; (X))*.

Desarrollando el cuadrado, esta funciéon puede ser reescrita como:

S(X) = zn:w,-j(d,-j—d,-j(X))zz

1<J
= Z w,-jd:."j - Z ’w,‘jd?j(X) -2 Z w,~j6,-jd,~j(X) =
i< i<y i<y

= 75 +7*(X) - 2p(X).

En todo momento se supondra que la matriz de pesos es irreducible, es decir, no
existe ninguna particiéon de los objetos en subconjuntos disjuntos tales que w;; = 0, si
los objetos ¢ y j estan en subconjuntos diferentes. En el caso de que la matriz de pesos
sea reducible, el problema puede ser descompuesto en pequefios problemas separados de
MDS para cada subconjunto. Sin pérdida de generalidad, se puede considerar que la
media de las columnas de la matriz de configuracion, X, vale 0, es decir, que el origen
de coordenadas se encuentra en el centroide de la configuracion.

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

| & — s I 3 — 35 112 (o —25) (0 — 95)s

en términos de la distancia euclidea se obtiene que

di () (Y] 2 (as = w5 (s = 115)
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y multiplicando el primer miembro por w;;d;;/w;;d;; resulta

wi;0i;di; (X)di; (V)

w,-jé,-j

2 (s — ) (e —w3),

con lo que reordenando los términos y cambiando de signo en ambos miembros de la
desigualdad se obtiene

wijaij

—w,~-6,--d,~~X S :z,'—:c"yi—y-.
3783 J( ) dU(Y)( J)( ])
Por tanto,

o Sid;;(Y) >0, se da la igualdad en el caso X = cY'.

e Si d;;(Y) =0, se sigue cumpliendo

—w,-jé,-jd.»j(X) S 0
déndose la igualdad cuando d;;(X) = 0.

Definiendo entonces

wi;j6ij/di; (V) si di(Y) #0
bii(Y) ={ 0 si dij(Y)=0

se verifica siempre que
—wij6ijdij(X) < =bi;(Y)(zi — 2;) (v — y5)
con la igualdad si X = ¢Y.

Sumando en ambos miembros de la desigualdad en ¢ < j resulta:
= p(X) = =Y wiibijdi;(X) < =3 bii(Y)(2i — 25) (i — y;) = —A(X,Y),  (IL1)
i<y i<y
lo que implica que —p(X') puede ser mayorizada por una funcién lineal —p(X,Y’) tal que

p(Y) =p(Y,Y)

resultando de esta manera un caso de mayorizacién lineal.
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Si se considera la expresion
> aij(ei — z)'(yi — y;) = tr (X'AY),
i<y
valida para cualquier matriz simétrica, A, con elementos fuera de la diagonal principal,

—a;j, y elementos diagonales, Za,-j, y combindndola con la parte derecha de (II.1) la
J#
funcién de mayorizacién, p(X,Y’), queda expresada como:

H(X,Y) = tr [X'B(Y)Y]

Dado que laigualdad en (II.1) se alcanza cuando X = Y, la expresién de mayorizacién
adopta la siguiente forma

—p(X) = =5 (X, X) = —tr [X'B(X)X] < — tr [X'B(Y)Y] = —p(X,Y).

Anélogamente, se obtiene una expresién matricial para n%(X). Si se toma D como
la matriz de las distancias al cuadrado d;;(X),

D® =1d +al’ —2XX', (11.2)
donde « es un vector con los elementos diagonales de X X'.

Entonces, como D) tiene todos sus elementos diagonales 0, resulta que n?(X) puede
escribirse como

n*(X) = —% tr(VD®) (IL.3)

siendo V una matriz simétrica con elementos no diagonales, —w;;, y elementos diago-

nales, Y w;;. El factor 1/2 se introduce debido a la simetria de D(®. Uniendo (I1.2) y
i#]

(I1.3), y usando el hecho de que 1 estd en el espacio anulador de V, resulta entonces que

*(X) = —% tr(VD®) = —-;— tr[V(la' + al’ —2XX')] =

= —% [tr(V1d') 4+ tr(Val' — 2tr(VXX')] = tr( X'V X).

dado que los dos primeros sumandos son nulos.
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Uniendo los resultados anteriores, se obtiene la expresion del STRESS en forma
matricial dada por

S} (X) =n}+tr (X'VX) - 2tr [X'B(X)X],

que es mayorizada por

SAX,Y) =n? +tr(X'VX) = 2tr [X'B(Y)Y]. (1L.4)

La funcién de mayorizacién (II.4) es una funcion cuadratica en X, con lo que igua-
lando a 0 su gradiente respecto X, se obtiene su minimo

VS (X,Y)=2VX —2B(Y)Y =0 (IL5)

Como antes se senalaba, la matriz V' tiene un 1 en su espacio anulador, por lo que
para obtener el minimo indicado es necesario el uso de una inversa generalizada, que,
por su unicidad, es la inversa de Moore-Penrose, que viene definida por

V- =(V+11)" —n7211,

El dltimo término, —n~211’, es irrelevante en SMACOF dado que V'~ es multiplicada
a la derecha por una matriz ortogonal a 1 y puesto que B(Y') también tiene un 1 en su
espacio anulador, se obtiene la férmula actualizada del algoritmo SMACOF, dada por
la expresion

X =V B(Y)Y. (IL6)

De Leeuw y Heiser (1980) denominaron a (II.6) Transformada de Guttman, en re-
conocimiento a Guttman (1968). El algoritmo de mayorizacién garantiza una serie no
creciente de valores de STRESS, de forma que cuando el algoritmo para, se verifica la
condicidn estacionaria

X =V B(X)X.

Dado que las distancias no se ven alteradas por una rotacién de la configuracién, X,
es conveniente, tras alcanzar la convergencia, rotar la configuracion a los ejes principales.
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2 Determinacion de minimos globales. Algoritmo
Tunneling

Una de las ventajas del algoritmo de mayorizacion en MDS métrico es la obtencién de
una sucesion decreciente de valores de STRESS. Sin embargo, el método de mayorizacién
sigue sin obtener el minimo global, por lo que pueden existir otras configuraciones con
un ajuste mejor. Se conocen diversos procedimientos de investigacion local, de hecho,
podria utilizarse cualquier técnica estandar de programacion no lineal, pero todos estos
procedimientos siguen sin facilitar el minimo global. Se presenta a continuacién un
resumen y una clasificacion de las técnicas de optimizacion global.

2.1 Clasificacion del campo de la optimizacion global

Atendiendo a la clasificacién de Torn y Zilinskas (1989), se establece en primer lugar
una distincion entre técnicas que tienen una cierta precision en la solucién, garantizada,
durante la busqueda del 6ptimo global y las que no pueden determinar tal precisiéon. Al
primer grupo pertenecen los métodos de recubrimiento, que excluyen subregiones que
no contienen el minimo global. El segundo grupo se divide a su vez en métodos direc-
tos (tales como la investigacion aleatoria, métodos clustering y métodos descendentes
generalizados) que utilizan tan solo la informacién local, y métodos indirectos, que se
basan en la construccion de un modelo sobre los conjuntos de nivel o la funcién objetivo
(aproximando los conjuntos de nivel a la funcién objetivo).

Queda asi la siguiente clasificacién de los Métodos de Optimizacion Global:

METODOS DE OPTIMIZACION GLOBAL

1. Métodos con precisién garantizada

e Métodos de recubrimiento
(a) Branch & Bound

(b) Programacién dindmica
2. Métodos con precisién no garantizada

e Métodos directos

(a) Busqueda aleatoria
i. Busqueda aleatoria pura
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ii. Singlestart
iii. Multistart
(b) Estrategias de intercambio de pares (LOPI)
i. LOPI1
ii. LOPI2
iii. LOPI3
iv. LOPI4
(c) Clustering
i. Multi-level-single-linkage
(d) Descenso generalizado
i. Busqueda Tabu
ii. Métodos penalti ( Tunneling)

e Métodos indirectos

a) Aproximacion por conjuntos de nivel
P p ]

El ejemplo mas simple que puede darse de los métodos de recubrimiento es
la enumeracién completa en problemas de combinatoria, como es el caso del scaling
unidimensional. A este grupo corresponden también las técnicas Branch & Bound, que
se basan en la divisién del espacio de parametros total en diversos subconjuntos en los
que son conocidos los limites inferior y superior que toma la funcién. Los subconjuntos
que se sabe que no contienen el minimo global se van excluyendo mientras que los
subconjuntos restantes vuelven a ser divididos, de manera que el proceso finaliza con el
minimo global dentro de algin subconjunto preciso. Recientes publicaciones acerca de
este tipo de métodos aparecen en Horst y Tuy (1990), quienes sélo usan andlisis convexo
y no necesitan por tanto de los requerimientos usuales de existencia de la primera y
segunda derivada de la funcién objetivo. Otro tipo de método de recubrimiento fue
utilizado por Hubert y Arabie (1986), quienes hicieron uso de la programacion dindmica
para scaling unidimensional con resultados satisfactorios. Estos métodos pueden ser
considerados como deterministicos, dado que tienen el éxito garantizado, aunque éste no
siempre se alcance en un tiempo finito.

Entre los métodos directos pueden destacarse los métodos de busqueda aleatoria,
entre los que destacan los métodos de busqueda aleatoria pura, singlestart y multistart.
En los tres casos se generan configuraciones aleatorias para las que se determinan los
valores de STRESS. En singlestart se empieza una busqueda local a partir de la configu-
racion aleatoria con menor STRESS, mientras que multistart lleva a cabo tales busquedas
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locales desde cada configuracion aleatoria obtenida. En la bisqueda puramente aleato-
ria no se realiza ninguna busqueda local. Los tres métodos consideran el menor valor
de STRESS como el minimo global. Estas estrategias (especialmente multistart) son
ampliamente utilizadas para investigar si una funcién presenta o no minimos locales.

Las estrategias LOPI, aplicadas al scaling unidimensional persiguen la obtencién del
minimo global intercambiando pares de elementos. Segun el criterio que se siga para
seleccionar estos pares, se definen diferentes procedimientos LOPI.

El cuarto tipo esta formado por los métodos clustering. Estos métodos refinan el
método multistart de manera que las busquedas locales que se llevan a cabo se realizan
s6lo una vez sobre configuraciones que conducen al mismo minimo local.

El quinto tipo esta formado por los métodos descendentes generalizados, donde
se modifica la funcion para garantizar un minimo menor. Dentro de este grupo hemos
de citar en el caso unidimensional la biusqueda tabi que es un procedimiento en dos
fases, una de busqueda local y otra de bisqueda global en la que se prohiben direcciones
de biusqueda con objeto de evitar volver a puntos estacionarios localizados en pasos
anteriores. Los métodos penalti modifican la propia funcién para prevenir la vuelta
a alguno de los minimos locales encontrado en alguna iteracién previa. Uno de tales
métodos penalti es el algoritmo tunneling, que alterna una busqueda local con un paso
tunneling con el objetivo de encontrar en el ultimo paso una solucién diferente de los
anteriores minimos locales, con el mismo valor de STRESS que el minimo local. Una
importante y atractiva caracteristica del algoritmo tunneling es que los sucesivos minimos
locales que se van obteniendo, proporcionan un valor de STRESS cada vez menor.

Los primeros modelos indirectos aspiran a una aprozimacion mediante los con-
Jjuntos de nivel, conjuntos éstos que se definen como aquella serie de configuraciones con
STRESS menor o igual que alguna constante:

L.= {X € R™*? tal que o(X) < c}

La idea consiste en encontrar un valor, ¢, y una solucién, X, para los que la medida
de volumen del conjunto L. sea 0, de manera que el STRESS tenga en esa configuracion
su minimo global. Nuevamente, Torn y Zilinskas observan que esta aproximacién no es
muy satisfactoria.
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2.2 Algoritmo tunneling

Entre todos los métodos de minimizacién global hemos de citar, por los recientes estudios
que se han hecho sobre él, el método Tunneling. Este método se basa en la obtencién
de una serie decreciente de minimos locales, alternando una busqueda local con un paso
tunneling en el que se obtiene una nueva configuracién con igual o menor STRESS
que la anterior pero distinta a ella. El iultimo paso se realiza minimizando la funcién
tunneling, que se modeliza de manera que se excluyan soluciones triviales o que hayan
sido obtenidas anteriormente.

El método Tunneling (Groenen, 1993) propuso una alternativa al problema actual
de los métodos iterativos actuales, cuyo objetivo principal es buscar métodos para salir
de un punto estacionario. Para ello hace uso de los llamados polos mdviles que permiten
eliminar la atraccién de puntos estacionarios no éptimos globalmente, a la vez que pro-
porciona una serie decreciente de minimos locales. El método tunneling viene definido
por un procedimiento iterativo en dos pasos:

1. Localizacién de un minimo local (fase de minimizacion local).

2. Determinacion de una nueva configuracién con el mismo STRESS que el minimo
local obtenido (fase tunneling).

El paso tunneling es la parte esencial del método. Se realiza minimizando una funcién
particular, 7(X), denominada funcidn tunneling, que presenta varias caracteristicas:

1. Toma el valor 0 en configuraciones con STRESS igual al del minimo local, X*;
ademas, el valor 0, ha de ser el menor valor que pueda tomar la funcién 7.

2. Es invariante ante rotaciones de la configuracién, X*.

3. En puntos cercanos a la configuracién minimo local, X*, 7(X) toma valores eleva-
dos.

De este modo, la funcién tunneling se define como:

7] = (5P~ B (1 + [ DOEY=D0D ||>2) ’

siendo S(X) el STRESS de la configuracién, X, y || D(X) ||?, la norma euclidea de la

matriz de distancias asociada a la configuracién.
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Esta funcién puede considerarse como una razén de dos funciones en X, con lo que la
minimizacién de 7(X) puede verse como un problema de programacién fraccional. Para
minimizar esta funcién, Dinkelbach (1967) propuso un algoritmo que fue utilizado por
Groenen (1990) con condiciones menos restrictivas: Mientras que el algoritmo de Dinkel-
bach supone que en cada iteracién ha de obtenerse el minimo absoluto sobre X de una
funcién auxiliar F'(q, X), Groenen y Heiser (1996) demostraron que tal algoritmo sigue
siendo convergente si se encuentra el minimo de una funcién que mayorice a F(q, X).

Si se reescribe la funcién tunneling como

7(X) = N(X) (1 +
con M(X) = N(X)(1+ P(X)), y definiendo
F(g,X) = M(X) — qP(X),

el algoritmo de Dinkelbach equivale a:

1. Inicializar ¢ «+— 7(Xo)

2. X* ¢— argmin F(q, X)

3. gt «— 7(XT).

4. Si g% < ¢, detener el algoritmo (con € una constante positiva pequera).

5. Fijar ¢ = q¢* y volver al paso 2.

En cualquier caso, aunque este procedimiento no garantizase la obtencién del minimo
global, en la préctica parecia quedarse bastante cerca de él; sin embargo, estudios poste-
riores demostraron que el procedimiento de mayorizacién empleado para la minimizacién
de la funcién tunneling no era correcto y, hasta el momento, no se ha producido ningiin
nuevo avance en esta linea.

3 Analisis de grandes conjuntos de datos: CDS

Cuando se consideran grandes conjuntos de datos se producen diversos problemas en
la interpretacion de los resultados de MDS, dado que ésta puede llegar a ser bastante
complicada. Una solucidn a este problema podria ser realizar un analisis clister sobre
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las coordenadas de los objetos tras el andlisis MDS; sin embargo, esta estrategia ignora
la informacién acerca del buen ajuste de las distancias con las disimilaridades entre los
objetos y de ahi que se trabaje sobre un método propuesto por Heiser y Groenen (1997)
conocido como SCALING CON DIFERENCIAS TIPO CLUSTERING: CDS (cluster
differences scaling) que realiza simultaneamente scaling de los clisteres y clustering de
los objetos, de manera que las distancias se ajusten a las disimilaridades tan bien como
sea posible. En su analisis, Heiser propone una descomposicién del STRESS en dos
sumandos: STRESS dentro de, y entre los componentes de los clusteres.

La caracteristica basica de CDS es que, en este caso, los elementos que son escalados
son los clisteres de objetos y no los propios objetos, lo que permite reducir el nimero de
objetos diferentes en la configuracién y proporciona una clasificacion de objetos similares.
Los objetos se asignan a uno de los K clusteres, que se representan en un espacio p-
dimensional por medio de la matriz de coordenadas, Xkx,, de modo que minimice el
STRESS. Si se define la matriz G, indicadora de los componentes de cada clister

bl

~_J 1 sielobjeto, 7, esta en el cluster, k
9% =1 0 en caso contrario

el STRESS puede escribirse como:

K
S(G,X)=)_ E SN gikgiwij (65 — dia(X))? (IL7)

: 1k=1l=1

n o n
=1 )=

donde
e J;; es la disimilaridad entre los objetos ¢ y 7,
e w;; es una ponderacién que se hace para cada par de objetos (¢, 7), que puede ser
binaria (cdédigos 0 y 1 para trabajar con datos faltantes) o continua (ponderacién

basada en la inversa del error estandar para medidas con réplicas), y

e dy; es la distancia euclidea entre el punto clister k£ y el punto cluster /.

La suma de cuadrados (II.7) puede ser descompuesta, al igual que en un analisis de la
varianza (ANOVA) en cuatro sumandos haciendo uso de la distancia de Sokal-Michener,
que indica la media de las disimilaridades entre los clisteres k y (:



)1 0000000000008 000000000000000000000000000000C000000C00CKO0CKFC0COFCCFTCT

DIMENSIONALIDAD EN MDS 31

n

Z Z gzkgjlwu 1]

T =1 4=I1
6kl—' n n

Gik G 1Wi
1=l j=1

Introduciendo la distancia de Sokal-Michener, sumando y restando, la descomposicién
queda del siguiente modo:
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Ahora bien, dado que la media de las desviaciones a la media es 0, resulta

En: ) f: igzkg]lwij (61']' = (Sk() ((SH = dkl(X)) =
1=l 9=1k=1.=1
K K n o n
= Z Z (Jkl dkl ) Z Zgzkgjlwz] (6 6kl)
k=1l=1 =1 1=1
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n n

K
=2 (Sk, - dk,(X)) 2D gikgnwibij —

k=1 I=1 =1 7=1

Queda entonces

SGX) = Y5
NN

n

23 gugiwydy =10,

i=1.3=1

Gikg;1 Wi (51‘3' — Skl)2 +

Gik ;i Wij (Skl - dkz(X)) ‘)

Partiendo en dos cada sumatoria, de manera que se considere aparte el caso en que

l =k, y teniendo en cuenta que dxx(X) = 0 se obtiene
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(IL8)

Cada uno de los sumandos obtenidos en la descomposicién tiene un significado con-

creto:

1. STRESS ENTRE PUNTOS EN LOS DISTINTOS CLUSTERES: Mide el STRESS
producido por las disimilaridades entre los objetos y la media de las disimilaridades

entre los clusteres a los que pertenecen.

2. STRESS ENTRE PUNTOS DENTRO DE UN CLUSTER: Mide la desviacién de

las disimilaridades de los objetos dentro de un
media de dicho cluster.

cluster respecto la disimilaridad

3. STRESS ENTRE CLUSTERES: Muestra la similitud entre las distancias y las

disimilaridades entre clisteres.
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4. STRESS PRODUCIDO POR EL PROPIO CLUSTER: Al considerar un tnico
clister necesariamente, el valor de la distancia es 0, pero las disimilaridades no
tienen que tomar este valor necesariamente, de ahi que se incluya un término final
que mida el STRESS dentro del cluster debido a las disimilaridades no nulas del
clister. El STRESS dentro del clister mide la desviacién a 0 de la distancia de
Sokal-Michener de un cluster.

La descomposicién (II.8) implica que el STRESS se puede minimizar en dos pasos:
e un paso de ajuste de scaling multidimensional y
e un paso de clustering.

Este algoritmo externo se resuelve de un modo alternante. Primero se obtiene una
configuracién sub-6ptima X para los clusteres fijos G. Entonces, se fija X y se bus-
can clisteres G sub-éptimos, volviendo a continuacién al primer paso hasta alcanzar la
convergencia.

El unico término de (II.8) dependiente de X es el STRESS entre clusteres. Clara-
mente, para G fijo, este término es equivalente a un problema MDS con ponderaciones
especiales, que puede ser minimizado por el algoritmo SMACOF ordinario. El STRESS
entre clisteres puede expresarse asi:
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donde la matriz B(X) tiene elementos no diagonales
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(— 3., gikgjlwij) Okl
by =

1=1 j=1

dri(X)

y elementos diagonales

-
bk =— > bu.

I=1,l#k
Anaélogamente, V' tiene elementos no diagonales

n

n
Ukl = Z Z Gikg;1Wi;

1=1 3=1

y elementos diagonales

X
Vkk=— ) Ukl

I=1,l#k

De acuerdo con el procedimiento SMACOF, la actualizacién, X*, dada por la trans-
formada de Guttman, vale

Xt =V B(X)X, (IL9)

siendo V™~ la inversa de Moore-Penrose de V. Si cada cluster tiene al menos un punto,
V tendra rango K — 1, dado que sus filas y columnas suman 0.

El segundo paso del algoritmo es formar los clisteres 6ptimos. Centrémonos sélo en
el clister que contiene al objeto 7, manteniendo fijos los otros clisteres. Escribiendo el

STRESS como

n n n K

K
S(G,X)= > gk DY gawi; (6 — du(X)? = S5 givir

i=1 k=1 j=14=1 1=1 k=1

o~

se puede ver que la mayor reduccién en el STRESS se obtiene cuando el objeto : se
asigna al cluster k£ de modo que

Yir = mlin{%'l}-
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Esto puede hacerse para un objeto cada vez, objeto tras objeto o mediante iteraciones
sobre todos los objetos hasta que no se produzcan cambios. Si no hay restricciones sobre
los conjuntos, es posible que aparezcan entonces clisteres sin objetos, lo que no es
deseable a la vista de (I1.8), que muestra que el STRESS se produce siempre que haya
dos o mas objetos en un clister. Por tanto, siempre sera necesario que cada clister
contenga al menos un objeto y que w;;d;; > 0.

Como el paso clustering es sélo uno de los dos pasos del algoritmo de minimos
cuadrados alternos, son posibles varias estrategias para detener el paso clustering:

e Si el objeto : cambia de un claster a otro, se continua entonces en el paso MDS; y
en el siguiente paso clustering, se continia moviendo los objetos a partir del objeto
i+ 1.

e Recorrer todos los objetos una vez y relocalizarlos en el cluster que produce el

menor STRESS.

e Se puede extender la segunda estrategia continuando el ciclo hasta que no se pro-
duzca ningin nuevo reordenamiento.

A las tres estrategias se les puede aplicar la restriccion de que cada cluster contenga
al menos un objeto, de manera que no se cambiara un objeto si es el ultimo de un cluster.
Sea cual sea la estrategia usada siempre hay que basar los cédlculos en la particion mas
reciente de los clisteres, de manera que si el objeto 7 se cambia del clister k£ al [, los
calculos para el objeto ¢ + 1 han de basarse en que el objeto ¢ esta en el cluster [, de
modo que pueda garantizarse la reduccién de STRESS.

La cantidad de reduccién en la funciéon de pérdida, STRESS, puede variar entre
los dos pasos. Por ejemplo, si el paso clustering no produce ninguna reordenacion, el
STRESS no cambia. Es de esperar que durante los primeros pasos clustering disminuya
mas el STRESS, por lo que parece bastante tutil tomar un criterio de convergencia débil
en el paso scaling si se producen grandes descensos del STRESS en el paso cluster.
Este criterio se puede ir haciéndose mas restrictivo a medida que las reducciones se van
haciendo menores.

4 Aplicacion de las técnicas con graficos moéviles a

MDS

La utilizacion de este tipo de graficos se ha extendido al campo de las técnicas de MDS
aplicandose a dos aspectos diferentes:
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o Analisis de estructuras en dimensiones superiores (Visuals/PXPL)

e Anailisis de sensibilidad de las soluciones MDS (ViSta MDS)

4.1 Andlisis de estructuras en dimensiones superlores. Téc-
nicas Visuals/PXPL

Las técnicas VISUALS/PXPL constituyen una potente herramienta computacional que
permite explorar y visualizar datos multivariantes representados en altas dimensiones.
El objetivo de estas técnicas es la creacion de hipdtesis sobre la estructura geométrica
de datos en altas dimensiones, aunque sélo seamos capaces de verlas en representaciones
tridimensionales a lo sumo.

Los algoritmos desarrollados producen, a partir de una configuraciéon de n puntos en
dimensién h, X, x4, una serie de graficos tridimensionales, V,, p = 1,2,..., obtenidos
a partir de las proyecciones ortogonales del espacio h-dimensional rotado convenien-
temente. Estas proyecciones, presentadas en rdpida sucesién, permiten ayudar a la
formulacién de hipdtesis sobre la estructura geométrica de la configuracion inicial, en
dimension h.

4.2 Anadlisis de sensibilidad de las soluciones MDS

Aunque ya son muchos los programas estadisticos que incorporan médulos para la rea-
lizacién de andlisis MDS, ninguno de ellos facilita, simultaneamente, la posibilidad de
llevar a cabo un analisis de la estabilidad de los parametros estimados en los modelos. El
programa ViSta-MDS ofrece esta alternativa al usuario presentando un nuevo entorno
de analisis MDS en el que también, al igual que en cualquier otro modelo, se puede
proceder a la visualizacién del espacio de estimulos.

El programa, desarrollado por McFarlane y Young, esta basado en lo que los autores
denominan graficos de expansién, que son graficos dinamicos, conectados algebraicamen-
te, de manera que:

1. Las configuraciones obtenidas son facilmente manipulables. Se puede proceder a
la traslacién y rotacién arbitraria de los puntos representados.

2. Cuando se lleva a cabo una manipulacién de los graficos, los resultados acerca del
nuevo ajuste se obtienen de manera instantanea.
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El proceso de estimacion de ViSta-MDS se basa en el algoritmo SMACOF-I, tomando
como funcién de pérdidas la funcién STRESS normalizada:

las coordenadas de los nuevos puntos tras cada iteraciéon, vienen dadas por:

R n n 25 n n 251
Tis = — Zlg d is ;Z d]
t= 1=1 j#4

ViSta-MDS es tnico en el sentido de que realiza el algoritmo descrito mientras per-
mite al usuario visualizar el movimiento de los puntos y los cambios en los valores de
STRESS. El usuario puede ver los caminos descritos por los puntos y determinar, a
la vista de los cambios producidos en la funcién de pérdidas, el numero de iteraciones
necesario para alcanzar la solucién éptima. El numero de iteraciones a realizar estd bajo
el control del usuario y es posible volver a la configuracion obtenida en un paso anterior
en cualquier momento del proceso.

5 Contraste de configuraciones. Técnicas GPA

El problema que resuelven los procedimientos GPA consiste en el calculo de las rota-
ciones, traslaciones, reflexiones y ponderaciones que hagan que los cuadrados de las
diferencias entre las distancias para cada par de puntos de dos representaciones diferen-
tes de un mismo conjunto de objetos, sea minima.

Los origenes de GPA se deben a Green (1952), Cliff (1966) y Schénemann (1966),
quienes resolvieron el problema de transformar mediante rotaciones y reflexiones una ma-
triz tal que la suma de los cuadrados de las diferencias entre las distancias entre pares
de puntos de las configuraciones que se comparan se minimice (ambas configuraciones
han de estar en la misma dimensién y tener el mismo nimero de puntos representados).
Mientras que las soluciones de Green y Cliff sélo funcionan para matrices de rango com-
pleto por columnas, Schénemann generalizé la solucién al caso en que las matrices no
cumplieran este requisito. En 1970, Schonemann y Carroll investigaron y resolvieron el
problema de ajustar una matriz a otra usando, ademas de las transformaciones ortonor-
males ya citadas, traslaciones y reescalamiento uniforme.



38 YOLANDA ROMAN MONTOYA

En la década de los 70, los estudios en torno a las técnicas GPA se centraron en
trabajar con mas de dos configuraciones que podian estar en diferentes dimensiones.

En 1991, Jacques Commandeur generalizo GPA al caso de trabajar con configura-
ciones en las que falta toda la informacion sobre algin punto en alguna de las configu-
raciones analizadas.

El punto de partida en GPA es el siguiente resultado:

Teorema 5.1 Dados p puntos en un espacio m-dimensional, la suma de los cuadrados
de las distancias entre esos n puntos es igual a n veces la suma de los cuadrados de las
distancias entre los n puntos y su centroide.

P

Y (z—zk) (z — zk) = Pi (i —2) (z;—2) = Pzp_:x;xj - p*Z'z.

i<k Jj=1
Que en versién matricial se formularia del siguiente modo:
Teorema 5.2 Dadas n configuraciones, X;, 7 =1,2,...,n, de orden (p x m), si se de-
finen las matrices, M;, diagonales, de orden (p X p) con 1 en la diagonal si la correspon-

diente fila de X; no es faltante, y 0 en otro caso (matrices simétricas e idempotentes);
entonces:

zn: (X;— 2Y Mi (X, - Z)—ZtrX XkMMk(Zn:M])_(Xj—Xk),

i<k Jj=1

De este modo, son dos las funciones de pérdida que pueden considerarse para realizar
un analisis GPA. Sean:

con

la matriz de centroides.

1,1 un vector de unos,
u; un vector de traslacién desconocido de orden m x 1,
s; un factor de escalamiento uniforme, y

R; una matriz desconocida de reflexién y rotacién de orden m x m.
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Considerados todos los vectores, u;, en una matriz Ui xn), los factores de escalamiento
uniforme en el vector s, «; y las matrices ortonormales en la matriz R(nmxm) ¥y aplicando
la primera parte de la igualdad del teorema, se define la Aprozimacion Centroide en
GPA, con la funcién de pérdida de minimos cuadrados:

J

f(U,s,R) = itr [s5(X; — 1)) R; — Z))'M; [s;(X; — 14))R; - Z], (11.10)

siendo

-1
n n
Z=|> M, > siM;(X; — 1u))R; | . (IL.11)
1=1 =1
Analogamente, si se usa el segundo criterio de minimizacién, se define la Aprozi-
macion Directa en GPA cuya funcion de pérdida se formula como:

g(U,s,R) = itr [X] == Xk]IMJ’Mk (Zn: Mj)_ [X] == Xk] y (1112)

i<k =1

con

X]' = SJ'(XJ' i lu")Rj.

J

En la literatura de GPA habitualmente se lleva a cabo la minimizacién de la funcién
de pérdida de la aproximacién directa. Sin embargo, en el caso de trabajar con datos
faltantes, resulta de mayor utilidad utilizar la funcién de pérdida que define la aproxi-
macion del centroide, dado que los vectores de traslacién y la configuracion centroide
pueden ser eliminados rapidamente en el proceso de minimizacion.

5.1 AnaAlisis de la variabilidad en GPA con datos faltantes

La aportacion de Commandeur a las técnicas GPA no consiste tan solo en la posibilidad
de trabajar con configuraciones en las que hay datos faltantes, sino que su método ofrece
diferentes descomposiciones de la variabilidad de los datos, que permiten el analisis de la
aportacion de cada dimensién, cada estimulo y cada configuracién a la solucién total. En
este apartado se describen en lineas generales las medidas de bondad de ajuste utilizadas
por Commandeur, asi como las descomposiciones mencionadas.
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Para simplificar los calculos, se considerara que las n configuraciones se han norma-
lizado, de manera que

zn:tl' (X;C]X]) =n.
3=1

En el contexto de GPA sin datos faltantes son dos las medidas de ajuste que se vienen
utilizando:

1. Coeficiente de Corrrelacion entre las configuraciones 6ptimamente transformadas
y la configuracién centroide,

r? (X POr ) ;
medida con la que se calcula la contribucién relativa de cada configuraciéon X; a
la solucién global GPA vy, a partir de donde se construye una medida global,
1y (%;,2)
- 7 )

1

n
J:
que es simétrica y no se ve alterada por diferencias en la escala de medida de ambas
configuraciones.

2. Cuadrado de la norma de la configuracion centroide. Esta configuracion verifica

0<tr(2'2) <1,

y por tanto puede ser utilizada como una medida del ajuste global. Ademas, si las
configuraciones X tienen sus columnas normalizadas a la unidad, se verifica:

7‘2 (Xj,Z) = S§; tr(Z’Z).

En el caso de trabajar con configuraciones con elementos faltantes, estas medidas no
son equivalentes y se considera mas apropiado utilizar como medida para el ajuste global
la dada por el cuadrado de la norma de la configuracién centroide, que desempenia un
papel equivalente al del coeficiente de correlacion de Pearson en el analisis de regresién,
aunque en GPA no se ha desarrollado ningun contraste estadistico que determine si la
proporcién de varianza explicada por el modelo GPA es o no significativa.
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A continuacién expondremos tres descomposiciones diferentes de la cuantificacion de
la dispersion de los datos en términos de la norma de la matriz centroide, Z. Estas
descomposiciones permitiran medir:

1. La contribucién de cada estimulo al ajuste total de la solucién.

2. La importancia relativa de cada configuracion individual a la prqurcién de la
suma de cuadrados explicada por el modelo GPA.

3. La contribucion relativa de cada dimension a la solucién total GPA.
Descomposiciéon de la suma total de cuadrados respecto a cada estimulo

1 n
La descomposicion se basa en la relacion entre n puntos, z;, y su centroide, z = — z Bt
n s
J=1

Y zizj=nz+) (z;— 2)(z; — 2).
j:l j=1
Usando el modelo GPA,

SJ'M]'(X_,' = luJ')le = M;Z4 M;E;; 3 =1,.::,0;

se llega a una descomposicion del tipo:

SStotaI = SSajuste + SSresidual-
Para llegar a ella, dado que se trabaja con n estimulos, se tiene Vj =1,...,n

diag (Zn: [SjM]' (XJ- - lu;) Rj] [Sij((Xj - 1u;) Rj]) =

=1
— diag (Z M]'Z(MjZ)’) + diag (Z (CJ‘E]') (CJ’EJ')’)
g=1 g=1
y sumando en todos los términos

n=ntrZZ'+ ) trE;C;E;

i=1
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Tabla II.1: Descomposicion de la suma de cuadrados total respecto de cada estimulo

[ EStl’mulo l % SSajuste I SSreg l SStotal |
1 ap b1 di
2 g2 ba2 dao
3 ass b33 d33
n Qnn bnn dnn
ntrZZ' | Y trE;C;E; n
i=1 =1

obteniéndose la tabla de analisis de la varianza II.1; descomposicién valida siempre y
cuando todas las configuraciones estén completas.
Los elementos que definen la tabla son:

e a;;, elemento diagonal de Y M;Z(M,Z')
J=1
o b;;, elemento diagonal de Y _(C;E;)(C;E;)’
i=1
e d;;, elemento diagonal de (stj(Xj - 1u;)Rj) (stj(Xj - 1u'~)RJ~),

: J
J=1

Descomposicion respecto a cada configuracién

El esquema de descomposicién aqui presentado tiene la ventaja de que si se trata con con-
figuraciones completas, la suma de cuadrados explicada por una configuracion coincide
con el cuadrado de la correlacién entre los elementos de X; éptimamente transformados

y los de Z.

En el caso de datos faltantes, las componentes de la descomposicién no son indepen-
dientes, por lo que hay que restar los términos de covarianza, tr(Z'C;E;), de la suma
total de cuadrados asociada a cada configuracion, sf tr XIC; X5 V5 =1,...,n:
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Tabla II.2: Contribucién relativa de cada configuracion

| Estimulo | % SSajuste |  SSres I S Stotal
1 S1 tI‘Z,CIXIRl tr Z{ClEl S% tI’X{Cle
2 S92 tr Z’Cng R2 tr ZéCQEz S% tr XéCng

n st Z'C XeRs | tZ CoE; | &t X0 X,

Z tr Z’CZ ZtrE;C,-EJ- n

J=1 g=1

S? tI‘X;CjXJ‘ — tr Z,CjEj = 3; tr Z’CijRj + tr E;CJE]

Sumando en j, resulta:

n=trZ'CZ+ ) trE;C;E;.

i=1

Los resultados de dicha descomposicion se recogen en la tabla I1.2

Contribucidén relativa de cada dimensién en GPA

Para cada dimensién, r = 1,..., p; se verifica la siguiente relacion:

dlag lz SJC X R K (SJ'CJ'X]'RJ'K)
j=1

n

= dlag + dxag [Z SJXJ'RJ'K s ZK), (SJ'XJ'RJ'A’ = ZK)

=1

Y, sumando en todas las dimensiones, r = 1,..., p; se obtiene:

n = tI‘Z,CZ + ZtrE;C’jEj

i=1

] |
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Tabla I1.3: Contribucidn relativa de cada dimensién en GPA

I Estimulo | % SSajuste | SSrea I SStota.l ]

1 €11 f11 gi11
2 €22 fa2 G2
3 €33 f33 933
p Epp Sop Gpp
P n
Z tr ZICZ tI‘E;CjEj n
r=1 j=1

siendo K y A los vectores y valores propios de Z'CZ,

Z'CZ = KAK'.

Llamando

e ¢;;, elemento diagonal de A

e fii, elemento diagonal de ) (s;X;R;K — ZK)'C;(s;X;R; K — ZK)

=1

® gii, elemento diagonal de ) (s;C;X;R;K)'(s;C; X, R, K)

i=1

se obtiene la tabla I1.3



Capitulo III

Determinacion de la
dimensionalidad en MDS

Todos los procedimientos descritos hasta aqui han sido desarrollados con el propdsito
de obtener mejores soluciones que las producidas por los algoritmos MDS clésicos. Tal
y como se ha indicado, se formulan nuevos algoritmos de minimizaciéon que permitan
obtener soluciones mas proximas al minimo global y se determinan procedimientos que
faciliten el analisis de soluciones en dimensiones superiores, aunque no puedan ser visua-
lizadas. Sin embargo, siguen vigentes problemas clasicos de MDS como es el problema
de determinacion de la dimensién apropiada para la representacion.

En este capitulo nos centraremos precisamente en ese aspecto. El concepto de di-
mensionalidad o nimero de dimensiones de la configuracion, se refiere al numero de
coordenadas con que representar los objetos analizados a partir de una determinada
medida de disimilaridad. Este valor no tiene que coincidir exactamente con el nimero
de caracteristicas relevantes en los objetos. Aunque una caracteristica o atributo tenga
efecto en la configuracion, es posible que no se refleje en un nuevo eje, debido a que
esté correlada con otra dimensién, o a que solo afecte a un subconjunto de estimulos,
etc., por lo que, si su presencia se puede hacer efectiva por otros medios, no hay por qué
mostrarla como una dimension adicional, es decir, el nimero de direcciones interpreta-
bles puede ser mayor que la dimensionalidad del espacio. Los procedimientos que se
siguen actualmente para la eleccion de la dimension de representacién pueden resumirse
en los siguientes puntos:

1. Andlisis de los cambios producidos en las medidas de bondad de ajuste al conside-
rar dimensionalidades diferentes (coeficiente de alienacion en MINISSA, STRESS
en POLYCON y KYST, correlaciones y/o varianzas explicadas en INDSCAL,

45
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SSTRESS en ALSCAL y error estandar y verosimilitud en MULTISCALE). En
general, (S)STRESS disminuira y las correlaciones aumentaran conforme vaya cre-
ciendo el nimero de dimensiones de la configuracién.

Si estos valores se representan sobre el eje de ordenadas frente al numero de di-
mensiones que se estan considerando en el eje de abcisas, en un gran numero de
casos aparecera un “codo” en la curva. El nimero de dimensiones correspondiente
al eje X de dicho codo, se corresponde con el nimero méximo de dimensiones a
considerar en dicha representacion.

Utilizacion de resultados obtenidos mediante las técnicas de MonteCarlo. Un grupo
de investigadores han generado espacios de estimulos usando conjuntos de datos
obtenidos a partir de tablas de nimeros aleatorios. Una vez analizados tales
datos, han determinado los valores de STRESS segin el nimero de datos de en-
trada. Como conclusién de estas investigaciones, se han dado una serie de valores
criticos que permiten determinar el nimero de dimensiones apropiado en funcién
del nimero de objetos que se esta analizando.

La idea subyacente del razonamiento empleado es que existe una configuracion
real de los datos en alguna dimension, p. Se supone que las proximidades se han
generado a partir de las distancias en la configuraciéon exacta pero con errores
aleatorios de algun tipo, e, que se incorporan al nivel controlado. Cuando las
proximidades son representadas en distintas dimensiones, la grafica de los puntos
de STRESS depende de p y de e. Asi, cada combinacién (p,e) se corresponde
con una apariencia particular de la grifica de puntos. Usando el método de Mon-
te Carlo se generan muchas configuraciones y se representan en cada escala, de
forma que las grificas de puntos se catalogan con arreglo al par (p,e). Dado un
conjunto de disimilaridades entre puntos y realizado un analisis MDS, se comparan
los resultados obtenidos con los dados por las técnicas de MonteCarlo, infiriendo
el valor de p y de e de manera que se obtenga una grafica lo mas parecida a los
datos que se poseen. Si la representacién de puntos es muy diferente de las salidas
del método de MonteCarlo, podria deberse a una convergencia incompleta o a
un minimo local de STRESS. Igualmente se observa que para grandes valores de
e, las diferencias son practicamente inapreciables para los puntos representados
en diferentes salidas de p, por lo que se puede concluir que no aporta ninguna
informacion nueva incrementar el nivel de error en los datos para determinar la
dimension de la representacion.
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3. Interpretabilidad. Dado el trabajo y la intuiciéon que requiere la interpretaciéon de
una dimension, es posible que las dimensiones que no puedan ser interpretadas no
existan. Tal y como sefialdbamos en la introduccion de este capitulo, en las repre-
sentaciones obtenidas mediante técnicas de MDS las dimensiones de representacion
no siempre coinciden con las dimensiones de interpretacion.

Un aspecto muy importante de MDS lo constituyen las direcciones en la configu-
racion obtenida, las cuales tienen unas interpretaciones muy interesantes. Dicho de
otro modo, las posiciones en la configuracion pueden asociarse con alguna carac-
teristica del elemento que es representado. De hecho, estudiar esas caracteristicas
es una de las razones del empleo de MDS. Una forma practica de descubrir esas
caracteristicas es simplemente observar la configuracion, recordando qué cosas se
conocen sobre los objetos. Sin embargo, este método es limitado por cuanto re-
quiere de un gran esfuerzo memoristico y una gran capacidad de representaciéon
mental, asi como limita las dimensiones en las que se puede trabajar al no imaginar
la mente humana mas de tres.

Para contrarrestar tales limitaciones, el método que normalmente se utiliza esta
basado en la regresion lineal. Supongamos que tenemos una variable asociada a
un elemento en cuestién, de forma que se sospecha que esa variable tiene alguna
relacién con la posiciéon de dicho elemento en la configuraciéon. Una forma de
poder confirmarlo es mediante regresion lineal multiple de esa variable sobre las
otras variables que constituyen cada coordenada del punto, o sea, si la variable es
V y si suponemos una configuracién tridimensional, fijandonos en el i-ésimo item,
tendremos por un lado el valor de V' asociado a éste, v;, y por otro, sus coordenadas
en la configuracién, (zi1, 2, Zi3). Se tratard pues de ajustar

v; = a+ bz + bazip + b3zis.

El coeficiente de correlaciéon multiple dara una medida de lo bien que se ajusta
el hiperplano a la variable. Asi pues, la idea de utilizar regresiéon para facilitar la
interpretabilidad de la configuracion consiste en que, una vez representada la nube
de puntos en una dimensién adecuada y en un espacio adecuado, de forma que
el valor asociado de la funcién de error haya resultado suficientemente pequefio
como para que dicha configuracion sea representativa, se consideran una serie de
* variables, V, que puedan suministrar alguna informacién en cuanto a la posicién
de los puntos en el espacio en que se representan, ya que como antes afirmabamos,
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el sistema de referencia en el que estos se representan, no es significativo en cuanto
a la interpretacion de los resultados. Al efectuar regresién de esas variables con las
coordenadas de los puntos, se elegirdn de entre ellas, las que resulten con mayor
coeficiente de correlacién, representando sus correspondientes rectas de regresion
en el espacio de la configuracién, e interpretando la posicién de los puntos, no
repecto al sistema de referencia, sino segin la posicién de éstos respecto de las
rectas representadas.

Este método no solo se usa en el sentido descrito (o sea, una vez obtenida la
dimensionalidad del problema, segin el valor de la funcién de error, se represen-
tan en el espacio obtenido, tanto los puntos, como las rectas de regresion antes
mencionadas), sino que ademds ayuda en muchas ocasiones a elegir igualmente la

-dimensionalidad del problema. Asi pues, una vez obtenidos los puntos, si al efec-

tuar regresion y calcular los cosenos directores de la recta con respecto a los ejes de
coordenadas, resulta que sélamente algunos de estos cosenos son suficientemente
grandes mientras que el resto no lo son, podriamos interpretar este hecho como
que, a pesar de que el valor de la funcién que mide el error (STRESS, SSTRESS,
etc.) en la dimensién dada es pequefio, no todas las dimensiones resultan sus-
ceptibles de ser interpretadas, por lo que se elegiria una nueva dimensionalidad
para el problema, de acuerdo con el nimero de cosenos directores suficientemente
grandes, volviendo por tanto a obtener las coordenadas de los puntos en esa nueva
dimensidn, asi como una nueva representacién de la recta de regresién en el subes-
pacio elegido.

En definitiva, una vez que se ha deducido lo més razonablemente posible la di-
mensionalidad del problema, se pasaria a estudiar las relaciones de los puntos
representados con respecto a esos nuevos ejes que se han obtenido. Légicamente,
la eleccién de las variables, V, se realizara con arreglo a los factores que interese
poner de manifiesto en el problema en cuestién y con arreglo a los cuales queramos
interpretar las posiciones de los puntos de la configuracién obtenida.

. Repeticion del andlisis. Junto a la interpretabilidad y el ajuste, la seleccién de la

dimensionalidad depende de la facilidad de uso, la estabilidad de la estructura y
la generalidad entre métodos alternativos de recoleccién de datos. Para analizar la
robustez de la dimensionalidad elegida, las lineas de accién empleadas son varias:

* Repetir el experimento completo y comprobar si el nuevo conjunto de datos
proporciona la misma solucién obtenida en el primer caso.
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e Dividir el conjunto de datos considerado en dos grupos o mds y examinar si las
soluciones obtenidas a partir de cada subgrupo de datos son o no equivalentes.

o Incluir estimulos repetidos en el conjunto original y analizarlos conjunta-
mente, considerandolos diferentes. La proximidad entre los puntos de la
representacion correspondientes a los estimulos repetidos, no solo propor-
ciona una medida del ruido de los datos, sino también una indicacién de la
dimensionalidad apropiada.

Ademas de la determinacion de la dimension, en la practica resulta conveniente
analizar soluciones MDS en diferentes dimensiones y comparar la informacion que aporta
cada una de ellas aunque, la forma en que cambia la interpretacion de una dimensién a
la siguiente puede ser complicada. En MDS es posible, por ejemplo, que en dos dimen-
siones no se obtenga una interpretacién de los resultados y sin embargo, exista una clara
interpretacion de la solucion si se considera la representacion en tres dimensiones. Esto
es debido a que la relacion entre las diferentes dimensionalidades es mas complicada
en este método que en otros. Por ejemplo, en Andlisis de componentes principales, la
configuraciéon en p — 1 dimensiones se puede obtener a partir de la configuracién en di-
mensién p sin mas que omitir la ultima coordenada, ocurriendo algo parecido en Analisis
factorial. En MDS, la cuestién es mas complicada. Omitir la segunda coordenada en una
configuracion bidimensional, es tanto como proyectar sobre el eje de abscisas los valores
obtenidos. En MDS, la configuracion unidimensional se puede obtener algunas veces de
forma aproximada, proyectando sobre alguna recta en el espacio bidimensional, aunque
en otros casos esto no es posible. En tres dimensiones, a partir de la configuracién
tridimiensional, s6lo en algunos casos se puede obtener la bidimensional proyectando
aquella sobre algin plano del espacio tridimensional.

Todo ello plantea la necesidad de desarrollar un procedimiento que, simultaneamente,
proporcione resultados en dimensiones consecutivas, estableciendo una relaciéon entre
las configuraciones que permita mantener en una dimension superior las propiedades
observadas en la representacion anterior. La determinacion de la dimension apropiada de
la configuracién vendra dada a partir del analisis global de las configuraciones estimadas,
en funcién del porcentaje de variabilidad global de los datos que es explicado por cada
una de las dimensiones consideradas.

En esta memoria se plantea una solucién similar a la considerada en el problema de
regresion mediante polinomios ortogonales: Definir configuraciones en dimensiones con-
secutivas que permitan ir almacenando los resultados obtenidos en las etapas anteriores.
Se presenta un algoritmo con el que, a partir de las medidas de disimilaridad entre n
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objetos, se determinan n — 1 configuraciones en dimensiones consecutivas, de manera
que dada una configuracién en dimensién p, al pasar a la configuracién en dimensién
p + 1 se pueden mantener las conclusiones obtenidas hasta el momento. Ademads, el
algoritmo proporciona una medida de la bondad del ajuste de cada configuracién en
funcién del numero de dimensiones consideradas. Es decir, permite medir la aportacién
que proporciona la nueva dimension a la configuraciéon que se estd estimando, por lo que
se tomara como dimensionalidad adecuada, aquella a partir de la cual se produzca un
descenso en la tendencia de la curva que representa el ajuste de cada configuracién en
términos del nimero de dimensiones.

Tras el estudio de los diferentes procedimientos empleados en MDS, se observa una
clara diferencia entre las soluciones proporcionadas por los métodos clasicos (Torgerson,
1952;. Gower, 1966) y las de los procedimientos basados en técnicas de minimos cuadra-
dos (KYST, de Kruskal, Young y Seery, 1973; SMACOF de Heiser y De Leeuw, 1977).
Las soluciones clasicas estan anidadas, siempre es posible obtener una representacién
p-dimensional para n puntos de manera que la configuracién calculada coincida con las
p primeras coordenadas de la solucién (p + 1)-dimensional siendo p cualquier valor en-
tre 1 y n — 1. La busqueda de esta propiedad en las soluciones MDS obtenidas por
métodos de minimos cuadrados queda justificada dentro del propio entorno de este tipo
de analisis, ya que los procedimientos minimo cuadraticos de MDS pueden considerarse,
a grandes rasgos, como una aplicacion no lineal de un conjunto de disimilaridades en
un conjunto de distancias definidas sobre un conjunto discreto de elementos que pode-
mos transformar en una proyeccion sobre diferentes dimensiones y considerar por tanto
una aproximacion simultdnea mediante diferentes configuraciones. Ademas, tal y como
hemos mencionado anteriormente, los modelos anidados no sélo permiten observar las
distintas caracteristicas que puedan presentar los datos sino que también ofrecen una
medida de la variabilidad de los datos explicada por cada una de las dimensiones con-
sideradas, con lo que el procedimiento de eleccion de la dimensién apropiada resulta
inmediato, eligiéndose aquella dimensién que en general explique un porcentaje apropia-
do de la variabilidad total existente en las proximidades analizadas.

El problema de obtener soluciones anidadas en los modelos de minimos cuadrados
para MDS métrico ya ha sido tratado por Heiser (1995) obteniendo soluciones anidadas

con el algoritmo SMACOF.



DIMENSIONALIDAD EN MDS 51

1 Modelo anidado para MDS métrico segiin el al-
goritmo SMACOF

En contraste con los modelos de MDS usuales, en los que hay que explicar el compor-
tamiento de K matrices de disimilaridades, {A, k = 1,2,..., K}, mediante una tinica
configuracién en dimensién predeterminada, la introduccién del anidamiento en las fun-
ciones de pérdida de MDS lleva implicita la idea de aproximar una tinica matriz de disi-
milaridades, A = (d;;), .., mediante varias matrices de distancias D(X,) = (d;;(X,))
siendo ¢ = 1,2,...,n — 1, la dimensionalidad de la configuracién.

nxn’

El estudio realizado por Heiser, asi como el desarrollo de nuestro modelo en secciones
posteriores, se centra en el analisis de las distancias euclideas definidas en términos
matriciales como:

di;(X) = [tr (X'E; X)]'?,

siendo E;; = (e; — e;)(e; — ¢;) de orden n X n, y €; la i-ésima columna de la matriz
identidad. Sin pérdida de generalidad, dado que las traslaciones no alteran las distancias,
se supondra que la configuraciéon esta centrada en el origen de coordenadas.

El problema de obtener un conjunto de configuraciones anidadas para MDS métrico
con minimos cuadrados para el algoritmo SMACOF, se formula como el problema de
obtener un conjunto de matrices

X ={X1,Xz,..., Xn-1}

verificando X, = XUy, siendo U, una matriz diagonal, de manera que el valor

S(0) = —= 3 1| A= D(X,) | (IIL1)

n—1 =

sea minimo, exigiendo que la configuracion esté normalizada por columnas

diag(X'X) =1

y que las matrices U, verifiquen la relacién,

U, = 8C,,
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siendo ® una matriz p X p diagonal que contiene las longitudes 6ptimas de los ejes de
representacién y las matrices Cy, ¢ = 1,2,...,n — 1, matrices diagonales tales que la
g-ésima matriz sea una matriz con g unos y p — q ceros en la diagonal.

Es decir, el algoritmo de Heiser origina un conjunto de configuraciones

X,=X9C,, ¢=1,2,...,n—1

con X un espacio comin (n — 1)-dimensional, ® una matriz (n — 1) x (n — 1) con las
4 q
ponderaciones individuales de las dimensiones, y C, = diag E €p |-
p=1

La obtencién de tales configuraciones se lleva a cabo minimizando la funcién objetivo
mediante técnicas de Mayorizacion Iterativa. La utilizacién de este procedimiento define
un proceso convergente que conduce al célculo de un minimo local de S(X). Si se denota
la funcién de mayorizacién en el punto X por M (X, X), resulta:

n-1
- n —

S(X) < MEXIX) + = 3 | X, - XaC, |1, (L2

- g=1
donde, en el segundo término de la funcién de mayorizacion, se ajusta la estructura
anidada a un conjunto de transformadas de Guttman, cada una de diferente dimensién
N = {Xl, Xoy... ,Xn_l}, siendo X, la transformada de Guttman; el mejor sucesor sin

restricciones de alguna estimacién previa X,. Dicha transformada viene dada por:

con
0 s1 d{j(L) =0
bij = ij
———— en otro caso.
di;(X,)

Puede observarse que la transformada de Guttman no se ve alterada ni por el cen-
trado de X, ni por posibles columnas de ceros que pudieran existir en esta configuracién.
Por otra parte, dado que la transformada de Guttman depende de anteriores estima-
ciones, X, = X®C,, el proceso de optimizacién sobre el espacio comun, X, y los pesos
dimensionales, ®, tiene que ser repetido hasta la convergencia. Al igual que en los mo-
delos con diferencias individuales, no hay necesidad de una rotacién explicita, T', de la
configuracién, dado que el proceso de minimos cuadrados delimitara una implicitamente.
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1.1 Convergencia del modelo anidado para MDS métrico

Para analizar la convergencia de su modelo, Heiser aplica la descomposicién de STRESS
dada por Gower (1984, 1986):

1 n-1

SGR) =l A1 ~=7 X 1| D(Xa) P

que permite expresar la suma de los cuadrados de las disimilaridades (Dispersién To-
tal) en una componente de pérdida por el ajuste y una componente de la dispersién
explicada. A partir de este resultado, se obtiene una descomposicién de la componente
de la dispersién explicada en n — 1 componentes, correspondientes a cada una de las
dimensiones, que reflejan la importancia relativa de cada eje en la solucién global.

~

1 n-1 o
TAlP = S(X)+—= 3 I D(X,) |I*=
q=1

1

n—

n—-1
= 5()‘()+2ntr[ IZCq] d2. (I11.3)
q=1
En su trabajo, Heiser aplica su modelo a dos situaciones diferentes. En la primera
analiza las distancias euclideas entre siete puntos en una configuracién bidimensional
centrada en el origen de coordenadas. Los puntos que la integran fueron determinados
generando valores aleatoriamente de dos distribuciones uniformes. En el segundo caso,
considera disimilaridades evaluadas sobre una escala ordinal para medir el grado de
desemejanza entre diferentes estados emocionales. Esta medicién fue llevada a cabo
por 30 individuos independientemente, considerandose en el analisis la matriz promedio
de las 30 matrices de disimilaridades obtenidas. Ademas se realizaron varios analisis,
tomando diferentes configuraciones inciales, generadas cada una de ellas, de manera
aleatoria. Obtiene las siguientes conclusiones:

1. Por una parte, establece un nuevo procedimiento para resolver el problema de
determinacion de la dimensionalidad correcta en la solucién MDS. Heiser propone
como criterio de seleccion, una vez analizadas las disimilaridades entre n objetos,
el siguiente:

Escoger la dimension de representacion, p, de tal modo que las iltimas
n — (p+ 1) componentes de la pérdida de ajuste sean casi iguales; esta
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“igualdad” indica que las nuevas dimensiones tienen poco o nada que
contribuir a una mejor aproximacién de las disimilaridades.

2. En segundo lugar, hace referencia a la persistencia del problema de los minimos
locales en MDS anidado. En este aspecto Heiser sefiala lo apropiado que resulta
tomar como configuracion incial la dada por los procedimientos clasicos de MDS.

Sefiala también que dado que es conocido que la seriedad del problema de los
minimos locales decrece conforme aumenta la dimensién de la configuracién, podria
ser posible mitigar éste ponderando adecuadamente las n — 1 componentes de
STRESS tal y como se ha definido en el analisis realizado,

S = —5 ¥ 1A= DX I,

n—1:=

por un factor q o ¢2.

2 Modelo anidado para las soluciones MDS no mé-
tricas

El modelo de Heiser fue disefiado para tratar datos métricos, minimizando las diferen-
cias entre las disimilaridades de partida y las distancias entre los puntos de la configu-
racion estimada en cada etapa del proceso de minimizacién. En contra del principio de
representacion optima de Fisher de que, para la representacion de los datos,

(a) el modelo deberia ajustarse a los datos tanto como fuese posible en sentido
minimo cuadratico, y

(b) las caracteristicas de las medidas que originan los datos deberian ser estric-
tamente preservadas,

el modelo de Heiser no considera transformaciones sobre la matriz de disimilaridades.

El objetivo de esta seccion es solucionar el problema de determinacién de la dimen-
sionalidad apropiada en los analisis de MDS para datos no métricos. Para ello se propone
la obtencién de soluciones anidadas en MDS no métrico, considerando transformaciones
monotonas sobre las disimilaridades de partida, es decir, considerando una transfor-
macion, t : A — D, que sea una funcién que mantenga las restricciones de medida y que
establezca una relaciéon minimo cuadratica entre las disparidades y las distancias.



DIMENSIONALIDAD EN MDS 55

El modelo, que se expone a continuacion, esta basado en la funcién de pérdida
SSTRESS, que sera minimizada siguiendo los criterios empleados en ALSCAL. La eleccién
de este algoritmo para el proceso de minimizacién queda justificada por las ventajas que
reporta frente al resto de modelos para MDS y que ya indicamos en el primer capitulo
de esta memoria.

2.1 Funcion de pérdida SSTRESS para el algoritmo anidado

‘Heiser define su modelo, en términos de la funcién STRESS, a partir de la aproximacion
de una inica matriz de disimilaridades al conjunto de matrices de distancias obtenidas a
partir de las configuraciones anidadas. En este caso, al permitir transformaciones de las
disimilaridades, la definicion de la funcién de pérdida varia considerablemente. Se define
la funcién SSTRESS para el modelo anidado como la aproximacion entre las distancias
obtenidas para cada configuracion y las disparidades, estimaciones mediante regresion
mondtona minimo cuadratica de las disimilaridades iniciales.

De este modo, la funcién de pérdida para el modelo anidado, vendra dada por:

SS(X) =

1 & A 2 2
— 2 | D*(X,) — D*(X,) II%,
g=1
siendo D? la matriz de disparidades, obtenidas mediante técnicas de regresién monétona
a partir de las distancias euclideas D?.

Dada la carencia de aditividad de la distancia euclidea al considerar dos dimensiones
consecutivas, ¢ y g+1, si £,41 denota la iltima columna de la matriz con las coordenadas
de la configuracion en dimension g + 1, X441, se tiene entonces

bl

1/2
dij(Xga1) = [d%(X,) + 241 Eijzo

a partir de donde, la reformulacién dada para SSTRESS quedaria

1 n-1 n i-1 . q . .
SS(X) = ;——1- E Z d,'jq = Z.’EPE,']‘:DP .
q=11=1 =1 p=1
Con lo que, dado un procedimiento ALSCAL unidimensional, el proceso de mini-
mizacién para el modelo no métrico anidado consistira en un esquema que circule a
través de las dimensiones, minimizando cada vez el cuadrado de las diferencias entre las
disparidades y las distancias, respecto al actual conjunto de coordenadas activo.
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2.2 Algoritmo para la obtenciéon de soluciones anidadas

El proceso de determinacién de las configuraciones anidadas comienza con el célculo de
una configuracion inicial. Debido a que por propia naturaleza presenta la propiedad de
anidamiento y dadas las buenas caracteristicas que presenta al ser considerada como
configuracién inicial para cualquier procedimiento de MDS, consideraremos la repre-
sentacién proporcionada por el algoritmo de Torgerson. A partir de ella se estiman las
disparidades correspondientes a cada una de las dimensiones mediante técnicas minimo

-cuadraticas de regresion mondtona y comienza entonces el procedimiento iterativo de

minimizacién de la funcién objetivo. En este proceso se diferencias dos etapas:

— estimacion de la configuracion, y

— estimacion de las disparidades;

que se van alternando hasta que no se produzca una mejora significativa en la funcién
de minimizacion.

Pasemos entonces a describir cada una de las etapas que definen el algoritmo:

Fase de inicializacién

Se calculan los valores iniciales de X directamente a partir de la matriz de disparidades,
A, utilizando la solucién algebrdica de Schonemann (Schénemann, 1972) que, aplicada
a una tnica matriz de disimilaridades, se reduce al procedimiento clasico de MDS (Tor-
gerson, 1952), por lo que la solucién inicial obtenida tiene la caracteristica deseada del
anidamiento (Heiser, 1995). El procedimiento de cdlculo puede resumirse del siguiente
modo:

Se define la matriz de productos escalares, P = (p;;), asi:
-1
2

siendo 4 ;, la media de las disimilaridades en la primera variable, §;, la media de las
disimilaridades en la segunda variable y § _, la media global de las disimilaridades.

pii = 5 (85— - 6%+ 62)

Atendiendo al teorema de Young y Householder (1938), se toma como solucién la
matriz, X, de vectores propios (truncada segin la dimensién) obtenida a partir de la
diagonalizacion de P y normalizada para que el cuadrado de la longitud de tales vectores
coincida con los valores propios asociados.
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Fase de representaciéon 6ptima

En esta etapa se calculan de manera éptima los cuadrados de las observaciones, A, para
obtener las disparidades, D. Estos valores han de ser tales que cumplan las restricciones
de medida seleccionadas y sean estimaciones por minimos cuadrados de los cuadrados
de las distancias D. En el desarrollo de esta etapa se distinguen tres fases:

1. Calculo del cuadrado de las distancias euclideas, D, usando la configuracion, X,
obtenida en la etapa anterior

q
d(X,) =Y (zia — 50)”.
a=1

2. Determinacion de las disparidades dptimamente escaladas, D*, a partir de las
distancias, D, las observaciones, A, y las restricciones de medidas relevantes. Dado
que la configuracion X se mantiene fija, la estimacion de las disparidades resulta
independiente de las caracteristicas de anidamiento de la solucién. Tan solo habra
que considerar las distintas dimensiones con las que trabajamos simultaneamente,
obteniéndose una estimacion diferente para cada una de ellas.

El procedimiento de estimacion de las disparidades sera el algoritmo de transfor-
maciéon monétona de minimos cuadrados de Kruskal para datos ordinales. Los
procedimientos no métricos de MDS pretenden conseguir que las distancias esti-
madas estén en el mismo orden que los datos de entrada. Para conseguir esto, se
precede a la estimacion de las disparidades, que son valores que si verifican dichas
restricciones de orden. Los pasos a dar son los siguientes:

(a) Se ordenan las distancias de acuerdo a las observaciones.

(b) Empezando por las primeras distancias, si aparece una secuencia de distan-
cias que no se ajusta al orden, se reemplazan esas distancias por su media
aritmética.

(c) Se repite el paso anterior hasta que todas las distancias formen una secuencia
que si se ajuste al orden.

3. Normalizacion. Con objeto de que no haya errores de imprecisién por la escala
de medida utilizada, se minimiza la expresiéon normalizada de SSTRESS para el
modelo anidado.
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Para ello se reajusta la longitud del vector de disparidades:

b, = D; (D;D,) (DLD;)™"
siendo

Dy, un vector columna con las n(n — 1)/2 disparidades estimadas para
la configuracién en dimensién gq.

D, un vector columna con las n(n—1)/2 distancias para la configuracién
en dimension gq.

Fase de terminacién

En esta etapa basta con determinar el valor de SSTRESS de la iteracién actual y com-
pararlo con el obtenido en la etapa anterior. Si la razén de mejora de SSTRESS es
suficientemente baja como para garantizar la finalizacién del proceso, se imprimen los
resultados y se detiene el estudio; si no lo es, se pasa a la etapa siguiente.

El algoritmo para la obtencion de soluciones anidadas en MDS no métrico puede con-
siderarse del tipo de minimos cuadrados alternantes (ALS). El conjunto de parametros
que se quiere estimar se divide en distintos grupos y se procede a la minimizacién de
la funcion de pérdida respecto de cada uno de ellos, considerando fijos el resto de los
mismos. La funcién de pérdida es una funcién acotada inferiormente por 0 y, dado que
en cada fase se produce una mejora de la funcién de pérdida, ya que nuestro esquema
de minimizacién es el mismo que el de ALSCAL cuya convergencia ya ha sido estudiada
(Takane et al. 1977), estamos en condiciones de asegurar la obtencién de un minimo
local de la funcion SSTRESS para el algoritmo anidado.

Ante esta argumentacion, faltaria demostrar la equivalencia entre el proceso de mi-
nimizacion del algoritmo ALSCAL y el de nuestro algoritmo. Dado que en los dos se
procede a la estimacién de los puntos determinando las coordenadas que los definen
una a una, podria parecer inicialmente que se realiza el mismo procedimiento en los dos
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casos, sin embargo esto no es asi. En ALSCAL, la determinacién de las coordenadas
se realiza una a una para cada punto. Una vez que se obtiene la posicién de un objeto
en la configuracion, se pasa a determinar la del siguiente item y asi hasta obtener la
representacion completa. En el modelo anidado esta estimacién se realiza dimensién
a dimensién. Determinada la solucién unidimensional, el proceso consiste en ir mini-
mizando la funcion de pérdidas seglin un esquema iterativo que va determinando las
diferentes configuraciones anidadas. En el modelo anidado, en cada etapa del proceso
se estiman las coordenadas que establecen la posicién de cada objeto en una dimensién
‘determinada, manteniendo las estimaciones realizadas para las dimensiones inferiores;
es decir, en cada etapa se determina una y solo una coordenada para cada objeto, la
que lo posiciona en una dimensién superior. Sin embargo, a pesar de las diferencias
entre ambos modelos, los resultados que se obtienen en el proceso de minimizacién son
equivalentes en el sentido de que ambos conducen a la obtencién de un minimo local de
la funcién de pérdidas, lo que se demuestra con el siguiente resultado:

Teorema 2.1 En el proceso de minimizacion de la funcion SSTRESS, segin el algo-
ritmo ALSCAL, se verifica:

ng}nSS(X) = m'_in [mjnSS(X)} = min [m,iDSS(X)] ;

J 7 1

siendo -
n i— " 2
SS(X) =2 X (& - dj)-
i=1 j=1
DEMOSTRACION:

El resultado que acabamos de enunciar, simplemente dice que, en el proceso de
minimizacion de la funciéon SSTRESS, no importa el orden que se siga al seleccionar las
variables que se van a estimar.

Para simplificar la notacién, consideraremos la funcién SSTRESS como una funcién
de un conjunto de m = n(n — 1)/2 variables, que reescribiremos asi

SS(X)zf(z)=f(zl,227'°'azm)-

Dadas las propiedades de continuidad y derivabilidad de la funcion SSTRESS, aco-
tada inferiormente por 0, sabemos que existe un minimo global (aunque no seamos
capaces de determinarlo),
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3z°=(z?,z3,...,zfn) t.q. f(2°) < f(z) Vze R™.

A partir de esta funcién en m variables, podemos definir m nuevas funciones univa-
riantes como:

9i(2) = f(a1,a2,...,2iy...y8m-1,am) t=1,2,...,m

con {aj,as,...,am-1,am} escalares.

Por las propiedades de continuidad y derivabilidad de f, las funciones g; también son
continuas y diferenciables, y acotadas inferiormente por 0, por lo que también se puede
determinar su minimo. Sea z° dicho minimo para una de estas funciones, entonces

g,-(a:o) = f(al,az,...,x?,...,am_l,am) & Flas 0ny. o esBigos s s iy Gim)

Vz,a1,82,...,2iy...,8m-1,8m € R

por lo que, en particular

0 0,0 0 0 0
f(al,ag,...,:c,-,...,am..l,am)Sf(zl,zz,...,z,-,...,zm_l,zm).
Ahora bien, 2° = (20, 22,...,22) era también un minimo, por lo que
0 _ 0 0 0
3 &g G55 00558, iGs f(al,...,z,-,...,am)—f(zl,,...,z,-,...,zm).

Para cada variable, z;, se determina un minimo, z?

¢, que es funcién del resto de
los pardmetros, 9 = h(ay,as,...,ai-1,8i41,--.,0an), independientemente del orden de

seleccién de las variables.

C.Q.D.

Fase de estimacién del modelo

En la fase de estimacién se determinan las coordenadas de los puntos que representan
a cada uno de los estimulos sometidos al andlisis. Para ello se aplican las técnicas de
minimos cuadrados, consiguiendo la estimaciéon de puntos coordenada a coordenada.
Tal y como ya se ha expuesto en la seccién anterior, el procedimiento se inicia con la
determinacion de las coordenadas correspondientes a la configuraciéon unidimensional.
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Una vez obtenida esta configuracion, y considerando los resultados de las iteraciones
anteriores, se procede a estimar las coordenadas de cada punto en cada nueva dimension.

El primer paso por tanto consiste en calcular la derivada de la funcién de pérdidas
respecto de una coordenada cualquiera. Para ello la descomponemos en una suma de
funciones auxiliares mas simples:

n-1 n i-1

1 n—1
ZZE ijq 2=n__—12;SSQ(X
q:

g=1 i=1 j=1

SS(X

n— 1
siendo
n -1

Y3 (&, - (X)),

n_lt—lj =1

SS,(X

la funcién SSTRESS correspondiente a la configuracion en dimensién q. Desarrollando
esta expresién en funcién del valor de la distancia euclidea, resulta:

SSy(X) = z"ji-l (d?m gijx,a—xja)z)z

a=1

i=1j=1 a=1l,a#s
= 3 (@ (X0) = (@i — 2:)7) " = T (X,). (11L.4)
7 >7
con
d 2
1]3( 9)_ ijq Z (‘T"ﬂ_x]'a)
a=1l;a#s
y

7'JS(X ) - atga(X ) (.‘L‘,‘_, - xj3)2

Derivando parcialmente respecto la coordenada del objeto, r, correspondiente a la
dimensiodn, s, se obtiene:
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dSS(X ) 1 %= 885,(X
0z,, n-—1 Z ax,,
Y dado que, cuando calculamos las coordenadas, consideramos todo el conjunto de
055,(X)
Oz,

en SS,(X) se trabaja en dimensién g, por lo que no tiene sentido considerar derivadas

configuraciones anidadas, se tiene que, cuando s > ¢, entonces = 0, dado que

parciales respecto a componentes en dimensiones superiores. Resulta por tanto:

9SS(X) 1 J05S5,(X 1 oSS, (x
0z, T m—=1 z:l 8:1:,, n -1 QZ_:, Bz” -
1 4SS, (X
T on-—1 Z 03:,,

(I1L5)

Teniendo en cuenta a su vez que

a’Yijs(Xq)
i -

67rjs(Xq)
0z,

a‘)’ira(Xq )
0y,

a’Yrrs(Xq)
Oz,

= _2(1'” - xja)

= 2(‘73:'.9 - xra)

se obtiene:

9SS5(X)
dr,s
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1 n—1 a r—1 r—1 n 1—1 n
= n—1 Z 8.’17 [ Z ’yz?js(XQ) + vajs(‘yq) + Z Z 722js(Xq) ‘s Z 72’2]‘3(Xq)
q=s 18 | 58 ,a=1 J=1 i=r+1j=1;j;ér i=r+1
1 n—1|r—1 n
= = > [Z 25— s ) 29055 ( Xy ) + 3 Mg — I,S)Q’yirs(Xq)J -
B g=s | =1 1=r+1
4 n—-1 n
= — Z Z'YrJ'S(Xq)(‘Tjs ~ Bps)
g=s j=1
e igualando a 0,
9SS(X) 4 nla
= ZZ7rs(X )(I‘s_xrs) =0
0x,s 1 2o R

se llega a una ecuacién de tercer grado que se resuelve por métodos iterativos.

Calculadas todas las coordenadas para una dimensién, pasamos a la dimensién si-
guiente manteniendo constantes las coordenadas anteriores. De este modo se obtiene

X ={Xi,...,X,_1} verificando X, =XC,,

con C, una matriz diagonal con los ¢ primeros elementos diagonales iguales a uno y los
restantes elementos nulos.

2.3 Convergencia del modelo anidado no métrico

Los ingredientes computacionales bésicos en nuestro programa son el método de minimos

cuadrados alternos, utilizado en la definicién de la funcién de pérdida, y el concepto de
escalamiento éptimo.

La funcién de pérdida utilizada, por construccién, toma el valor 0 en una, eleccion
concreta de los pardmetros, los correspondientes al minimo global. Por otra parte, el
algoritmo utilizado es de tipo ALS, lo que quiere decir que en cada iteracion se alternan
dos etapas de minimizacién: en la primera, se calculan las transformaciones optimas
para la determinacién de las disparidades a partir, de las disimilaridades de partida y
las distancias entre los puntos estimados y en la segunda, se calculan nuevos valores para

las coordenadas de los puntos que representan a los ob Jjetos analizados, manteniendo fijos
los valores de las disparidades obtenidas en la etapa anterior.

J:
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Alternar estas dos etapas, tal y como hemos demostrado en la fase de terminacion
del algoritmo, produce una sucesién decreciente de valores de la funcién de pérdida que
converge por estar acotada inferiormente por 0. Bajo suaves condiciones de regularidad,
se puede probar que los valores a los que converge la funcién coinciden con algin punto
estacionario de la funcién de pérdida (Takane et al., 1977).

Descomposiciéon de SSTRESS

En los procedimientos cldsicos de MDS se consigue una aproximacion a la matriz de

disimilaridades a partir de la matriz de productos escalares asociada a estos datos. La
descomposicién en componentes principales de esta segunda matriz proporciona una con-
figuracién en p dimensiones y ademas, los valores propios asociados a la descomposicion
proporcionan una medida de la importancia del eje en la representacion.

En los procedimientos de minimos cuadrados, incluido el modelo anidado, se realiza
una aproximacioén directa entre las disimilaridades observadas, d;;, y las distancias, d;;,
en una dimensién determinada o en un conjunto de dimensiones anidadas como es el caso
que nos ocupa. Si bien estos métodos no proporcionan informacién sobre la influencia
que cada dimensidn tiene en la configuracién estimada, Gower (1984, 1986) determiné
una descomposicion de la varianza de las funciones de pérdida STRESS y SSTRESS
que permitia establecer la proporcién de variabilidad explicada por la solucién y que
pasamos a resumir brevemente en las siguientes lineas.

Si consideramos el valor de SSTRESS para una unica dimension en términos de las
disimilaridades:
n 1—1
= ST - (X))
=1 5=

cuyas ecuaciones normales vienen dadas por

TX, =0,

con
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Definiendo la matriz de productos escalares asociada a la matriz de disimilaridades
(tras la estimacién de la constante aditiva, las disimilaridades se comportan como dis-
tancias)

1
B——EJAJ

1
con J =1 — —=11% y 1, un vector de unos.
n

Operando sobre las ecuaciones normales, TX, = 0, y teniendo en cuenta que por
construccion T'1 = 0, se tiene

TIX,=T (1 - %w) X, = 0.

De modo que
| g t Lo
T(I——ll)Xqu (1——11) =0,
n n
por lo que,
tr [T (I - %11‘) X, X! (1 _ 11t)] = tr [TIX,X¢J] = 0.
Y aplicando las propiedades de la traza

tr [TIX,X}J| = tr [JTJX,X}] = tr[TX,X}] =0,

que escrito en términos de sumatorias

n i—1 n i—1 n i—1
DD (8 —dii(o)*(X)* = 30D 65— DD diy(X
1=13=1 =1 j=1 1=13=1

y despejando apropiadamente

n -1 n t—1 n i1—1
EZJ EZ( (Xq)2+ZZd?](Xq), Vq=1,2,,n—1
i=1 7=1 i=1;5=1 1=1j5=1

se obtiene la descomposicion citada, a partir de la cual puede llevarse a cabo un analisis de
la variabilidad explicada por la solucién: la suma de los cuadrados de las disimilaridades
iniciales al cuadrado, se descompone como la suma de los cuadrados de las distancias al
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cuadrado entre los puntos de la configuracion ajustada mas la suma de los cuadrados de
los residuos.

Aplicando esta descomposicion al modelo anidado, sumando los resultados obtenidos
y ponderando por el nimero de configuraciones, resulta

1 n-1 n -1 ) ) n-1 n i-1 n-—ln11
SS(X)z"—l —12 —1(6ij—dij(X ) 1 =1 i=1 j=1 1 =1i=1j=1
g=11=1y= g=11=1j= g=11=1j=
n t—1 n-1 n i-1
SS() = 38 - 5 3 5 al
i=1 j=1 g=1 i=1 j=1
de donde
n n-1 n
(X). (I1L6)
i<] 9=1 1<y

Considerando la expresion del SSTRESS normalizado, la descomposicién para una
unica configuracion resultaria,

n 1 n i—1
2. G(X)) X3 di(X
i=1 j=1 1=1 j=1

l= =L 1 + n i—1
2. 2.5 2. 2.5
1 =1 =1

=1 j=

1—

De donde, la expresion para el modelo anidado:

1 n-1 Z d?J(X
1= Y= + SS(X).
n—1:25 2 5?1'

1<J

Dada la estructura del modelo utilizado en el algoritmo anidado, es necesario definir
una medida de la aportacion que cada dimensién proporciona a la solucion global dada
por el algoritmo. Dicha medida sera la norma de los vectores columna de la matriz de
configuracion:

A? =|| i ”2=$¢t‘$i i=1,2,...,n
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a partir de donde se reescribe la matriz de coordenadas con las columnas normalizadas

Ty

% T :
T —EH=——=—, 1=12,...,n
Fzill A
obteniendo una nueva configuracion anidada con vectores de longitud 1 junto con los
valores, A;, 1 = 1,2,...,n, que dan la medida de la importancia que cada dimensién

tiene en la representacion.

Para expresar la descomposicién (II1.6) en términos matriciales, se define Y;, ¢ =

n(n —1)

1,2,...,n — 1, de dimension x q formada, por columnas, por las diferencias

entre las coordenadas correspondientes a cada dimensién, (z;, — zj,). Con lo que la
suma de la potencia cuarta de las distancias euclideas vendra dada por

;d?j(xq) = tr [Y, Y} diag(Y,Y)] ,
1<

a partir de donde se obtiene la descomposiciéon de SSTRESS:

1 n—1 ;o ) .
A= — Y [V,Y,diag(Y,Y,)] A2 + SS(X),
q=1
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Capitulo IV

‘Analisis de los resultados obtenidos

en el modelo anidado para MDS no
meétrico

Procederemos a continuaciéon a hacer un analisis practico del modelo expuesto en el
capitulo anterior. Para ilustrar el método se ha procedido al analisis de las distancias
entre los vértices de un prisma recto octogonal, perturbadas mediante valores generados
aleatoriamente a partir de dos distribuciones uniformes de hasta el 25% de las distancias
originales. Se consideraron dos matrices de disimilaridades dado el elevado numero de
estimaciones que han de hacerse en el modelo. En las figuras IV.1 y IV.2 se presentan los
graficos correspondientes a las representaciones tridimensionales y bidimensionales del
prisma real a partir del cual se han generado las disimilaridades junto con los resultados
obtenidos tras el analisis de las disimilaridades con el modelo anidado.

Como configuracion inicial se tomo la descomposicion en valores propios de la matriz
de disimilaridades formada por los valores medios de las dos matrices de datos de las
que partimos, aplicando el procedimiento de MDS clasico que sabemos proporciona
configuraciones anidadas.

El modelo expuesto en el capitulo anterior ha sido implementado en Microsoft Visual
Basic, para realizar analisis de datos no métricos con réplicas de la matriz de disimilari-
dades y a partir de una matriz de configuracion inicial previamente calculada por algin
otro procedimiento. El analisis que se va a presentar a lo largo de este capitulo puede
resumirse en tres etapas:

1. Estudio de las iteraciones y resultados de SSTRESS del modelo anidado, imple-
mentado en Visual Basic, y comprobacién de la validez de los resultados obtenidos.

69
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Figura IV.1: Representaciones tridimensionales del prisma octogonal real y la repre-
sentacion obtenida mediante el modelo anidado no métrico

Figura IV.2: Representaciones bidimensionales del prisma octogonal real y la repre-
sentacion obtenida mediante el modelo anidado no métrico
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2. Contraste, mediante procedimientos Procrustes, de las soluciones anidadas pro-
porcionadas por el modelo.

3. Analisis, mediante técnicas jacknife, de la robustez del modelo.

1 Analisis de los valores de SSTRESS

Introducidos los datos de la configuracién inicial, el modelo anidado se detuvo, por no
producirse mejoras en la funcién de pérdida, tras cinco iteraciones del proceso en las que
se obtuvieron los valores de SSTRESS, recogidos en en la tabla IV.1, en la que también
aparecen los valores de SSTRESS en cada dimension.

Tabla IV.1: Resultados de las iteraciones del modelo anidado para MDS aplicado a las
distancias entre los vértices del prisma octogonal perturbadas aleatoriamente mediante
una distribucién uniforme.

Dimension | Iteracion Iteracion | Iteracion | Iteracion | Iteracion
1 2 3 4 5
1 0.53417548 | 0.4925273 | 0.4435906 | 0.4424229 | 0.4424229
2 0.45429975 | 0.3864509 | 0.3721599 | 0.3642555 | 0.3642555
3 0.47231827 | 0.3803263 | 0.2900237 | 0.2349138 | 0.2349138
4 0.47231827 | 0.3772338 | 0.2361008 | 0.1991127 | 0.1991127
5 0.47231827 | 0.2766900 | 0.2259733 | 0.1890265 | 0.1890265
6 0.47231827 | 0.2664758 | 0.2155534 | 0.1790373 | 0.1790373
7 0.47231827 | 0.2643473 | 0.2157866 | 0.1751975 | 0.1751975
8 0.47231827 | 0.2541766 | 0.2140329 | 0.1729739 | 0.1729739
9 0.47231827 | 0.2539152 | 0.2028727 | 0.1726374 | 0.172637
10 0.47231827 | 0.2539152 | 0.2028727 | 0.1726374 | 0.1726374
11 0.47231827 | 0.2539152 | 0.2028727 | 0.1726374 | 0.1726374
12 0.47231827 | 0.2539152 | 0.2028727 | 0.1726374 | 0.1726374
13 0.47231827 | 0.2539152 | 0.2028727 | 0.1726374 | 0.1726374
14 0.47231827 | 0.2539152 | 0.2028727 | 0.1726374 | 0.1726374
15 0.47231827 | 0.2539152 | 0.2028727 | 0.1726374 | 0.1726374
SSTRESS
anidado | 0.47524085 | 0.2983784 | 0.2418887 | 0.2116939 | 0.2116939
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Del analisis de los valores de la tabla se observa que, en la primera iteracién, los
valores de SSTRESS permanecen estables en todas las dimensiones en torno a 0.47; no
se produce una mejora significativa con respecto a la configuracién inicial. A partir de
la segunda iteracién se observa un descenso de 0.1 unidades en el valor de SSTRESS
alcanzado en las cuatro primeras dimensiones; en el resto de iteraciones del proceso, las
diferencias entre las tres primeras dimensiones son evidentes. Claramente, se mantienen
los resultados generales de cualquier analisis con MDS, conforme aumenta la dimensién
de representacién de la configuracion disminuye el valor de SSTRESS. En este caso, los
~valores se estabilizan a partir de una determinada dimension debido a que en el proceso
de anidamiento, forzamos la adiciéon de dimensiones que, en algunos casos, como es el
que nos ocupa, no aportan nuevas informaciones al analisis.

Se observan unos elevados valores de SSTRESS medio, resultado totalmente predeci-
ble ante las fuertes restricciones a las que se ve sometido el modelo. A partir de la
configuracion inicial hemos fijado las dimensiones de representacion, dadas por la des-
composicion en valores singulares de las matrices de disimilaridades, por lo que, en este
sentido, el modelo aqui definido podria considerarse equivalente a los modelos de dife-
rencias individuales con los que habitualmente se trabaja y en los que las dimensiones
de representacion no pueden ser rotadas.

En este primer analisis se procedié también al calculo de los mddulos dimensionales
y de los coeficientes de correlacion entre las distancias de la configuraciéon verdadera y
las distancias entre los vértices del prisma en cada una de las configuraciones anidadas.
Los resultados se resumen en la tabla IV.2. Los elevados valores de los coeficientes
de correlaciéon confirman la adecuacion del modelo para el ajuste de los datos. Se ob-
serva como estos valores se van incrementando, hasta llegar a la configuracién en cuatro
dimensiones; a partir de ahi se produce una oscilacién de los valores hasta que se esta-
bilizan. El motivo de esta oscilacion es la introduccion de factores de ruido al forzar la
adicién de las nuevas dimensiones, predeterminadas a partir de la configuracion inicial.
La determinacion de la dimensionalidad vendria dada a partir del analisis de la segunda
columna de la tabla IV.2, en donde se observa que la mayor parte de la variabilidad
viene explicada por las tres primeras dimensiones, resultado éste conforme con los val-
ores dimensionales de SSTRESS. En la dltima columna de la tabla IV.1, tal y como ya
hemos sefialado anteriormente, se observa que a partir de la cuarta dimension los valores
dimensionales de SSTRESS también se estabilizan, es decir, las nuevas dimensiones no
aportan nada nuevo al ajuste del modelo.
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Tabla IV.2: Analisis de los mdédulos dimensionales de las configuraciones anidadas y los
valores de los coeficientes de correlacién entre las distancias verdaderas y las estimadas

Dimensiéon Moédulos Correlacién distancias
dimensionales reales-estimadas

1 2399.927 0.606

2 462.9604 0.830

3 406.8931 0.841

4 123.3636 0.841

5 115.0268 0.843

6 46.2337 0.838

7 42.2378 0.789

8 26.9125 0.835

9 10.6472 0.824
10 0.0000 0.824
11 0.0000 0.824
12 0.0000 0.824
13 0.0000 0.824
14 0.0000 0.824
15 0.0000 0.824

2 Contraste de las soluciones anidadas. Analisis
Procrustiano General

El siguiente paso del anilisis es el estudio conjunto de las configuraciones estimadas. Para
ello haremos uso del modelo Matchals de Commandeur que ya comentamos extensamente
en el segundo capitulo de esta memoria.

En nuestro estudio hemos procedido a realizar dos analisis diferentes:

1. Andlisis procrustiano de las quince configuraciones obtenidas mediante el algoritmo
anidado.

2. Analisis procrustiano entre cada una de las configuraciones anidadas y la configu-
racion real del prisma.

A continuacién exponemos los resultados obtenidos en ambos analisis.
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2.1 Analisis procrustiano de las configuraciones anidadas

Entre las ventajas del modelo anidado esta el hecho de que permite el analisis conjunto de
las soluciones obtenidas. Las configuraciones derivadas del método estan dadas sobre los
mismos ejes de representacion, por lo que es posible contrastar qué informacién aporta
cada dimension.

Para ello se procede en esta seccion al analisis conjunto de las quince configuraciones

(si bien las dltimas cinco configuraciones coinciden como quedara reflejado en los re-

sultados). Tras someter las quince configuraciones anidadas al analisis procrustiano, se
obtiene que el 95.26% de la variabilidad de los datos es explicada por el modelo. A
continuacién estudiaremos la descomposicién de la variabilidad dada en términos de las
configuraciones y de las dimensiones de representacién. Los resultados se resumen en

las tablas IV.3 y IV 4.

En la tabla IV.3 se observa, analogamente a los resultados observados en la tabla
anterior, que la primera dimensién representa un 98.826% de variabilidad explicada, el
segundo eje de representacién, explica un 97.58% y el tercero un 87.28%, la proporcién
de variabilidad explicada por los ejes 40, 50 y 60 oscila en torno al 70%, la de los tres
siguientes, en torno al 50% y el resto de los ejes no aporta nada nuevo al analisis conjunto.

En lo referente al analisis de la variabilidad en términos de la contribucion relativa
de cada configuracién en la tabla IV.4 se observa como la mayor variabilidad explicada
se debe a las tres primeras configuraciones (con un 99.2% de variabilidad explicada), en
las siete siguientes configuraciones, la proporcién de variabilidad explicada se estabiliza
entre el 98% y el 99% y, en el resto de las configuraciones se va produciendo un ligero
descenso en estos porcentajes hasta llegar al 63.65%), resultados también conformes con
el hecho de que toda la informacién referente a la constitucion de la configuracion real
reside en las tres primeras configuraciones anidadas.

2.2 Andlisis procrustiano entre la configuraciéon real y las
diferentes configuraciones anidadas

En esta etapa del andlisis se procedié al contraste directo entre las configuraciones
anidadas y la configuracién real del prisma. Los resultados se resumen a continuacion.

En la tabla IV.5 se resumen las medidas de bondad de ajuste para cada uno de los
analisis. Se observa el elevado valor de tales medidas, todas en torno a 0.9, indicativas
del buen ajuste entre las configuraciones anidadas y la configuracion real. Los mayores
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Tabla IV.3: Contribucién relativa de cada dimensién en el estudio conjunto de las quince

configuraciones anidadas

Dimensién | Variabilidad explicada | Variabilidad | Variabilidad

por el ajuste residual total

1 9.1770 0.0316 9.2086

2 2.4640 0.2213 2.6853

3 2.1432 0.2998 2.4430

4 0.3837 0.1015 0.4852

5 0.0828 0.0351 0.1179

6 0.0253 0.0119 0.0372

] 0.0120 0.0093 0.0213

8 0.0007 0.0006 0.0013

9 0.0002 0.0002 0.0003

10 0.0000 0.0000 0.0000

11 0.0000 0.0000 0.0000

12 0.0000 0.0000 0.0000 -

13 0.0000 0.0000 0.0000

14 0.0000 0.0000 0.0000

15 0.0000 0.0000 0.0000

| Total l 14.2887 I 0.7113 15.0000 ‘
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Tabla IV.4: Contribucién relativa de cada configuracion en el estudio conjunto de las
quince configuraciones anidadas

Configuracién | Variabilidad explicada | Variabilidad | Variabilidad

por el ajuste residual total
1 0.9921 0.0098 1.0020
2 0.9921 0.0098 1.0020
2 0.9921 0.0098 1.0020
4 0.9921 0.0098 1.0020
5 0.9921 0.0098 1.0020
6 0.9921 0.0098 1.0020
7 0.9921 0.0098 1.0020
8 0.9935 0.0085 1.0020
9 0.9941 0.0080 1.0021
10 0.9944 0.0077 1.0021
11 0.9911 0.0109 1.0019
12 0.9843 0.0173 1.0016
13 0.9551 0.0450 1.0001
14 0.8053 0.1874 0.9927
15 0.6262 0.3576 0.9838

| Total | 14.2887 | 07113 | 15.0000 |
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Tabla IV.5: Medidas de bondad de aj

uste entre la configuracién real y las configuraciones

anidadas
Configuracién | Medida de bondad
anidada de ajuste

1 0.9944

2 0.9749
3 0.9398
4 0.9371

5 0.9353

6 0.9619

7 0.9312

8 0.9299

9 0.9289
10 0.9289
11 0.9289
12 0.9289
13 0.9289
14 0.9289
15 0.9289

valores de la correlacién se observan en las tres primeras configuraciones, tal y como era
de esperar. También cabe destacar la estabilizacién de los valores en el momento en que

las nuevas dimensiones no aportan ninguna nueva informacién, tal y como ocurria en los
resultados obtenidos en la seccién anterior.

En la tabla IV.6 se resumen los resultados correspondientes a la descomposicién
de la variabilidad de los datos en los quince contrastes con referencia a la informacién
aportada por cada dimensidn. Nuevamente, estos resultados muestran la diferencia
patente entre la proporcién de variabilidad explicada por las tres primeras dimensiones,
en torno siempre al 80%, y las restantes, con valores cercanos al 50%.

No se incluyen en la memoria las descomposiciones de la variabilidad correspondientes
as configuraciones y los datos dado que no aportan ningin resultado significativo.

En las descomposiciones de la variabilidad obtenidas, se observa que las configura-
ciones siempre juegan el mismo papel en términos de relevancia en el analisis. Es de

al
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especial interés fijarnos en los resultados de la descomposicién de la variabilidad respecto
a cada una de las dimensiones.

3 Analisis de la estabilidad del modelo

Para completar el analisis del modelo de soluciones anidadas, presentamos en esta seccién
un estudio sobre la estabilidad en las soluciones proporcionadas por el método.

Hay muchos tipos de estabilidad y, por lo tanto, hay muchas formas de analisis
de estabilidad o sensibilidad. Todas ellas tienen en comin que estudian el efecto de
una pequeiia perturbacion de los datos en la soluciéon. Un método es estable en una
aplicacion particular, si pequefios cambios en los datos producen sélo pequenios cambios
en la solucién.

En la mayoria de las aplicaciones de MDS, no se estudia la estabilidad de la solucién,
aunque siempre hay excepciones, como ocurre en el método de maxima verosimilitud
(ML) aplicado a MDS (Ramsay, 1982), en el que la teoria estdndar para la estimacién
maximo verosimil con grandes muestras puede ser aplicada para obtener informacién
acerca de la estabilidad estadistica. En cualquier caso, es cierto que las propiedades de
optimalidad de la estimaciéon ML, a menudo no se aplican directamente a las situaciones
MDS debido a aspectos no estandar de tales situaciones, que estan llenos de parametros
de incidencia, dependencias, pérdida por replicaciones, etc.

Si hay réplicas independientes en un analisis MDS, se puede obtener informacién
estadistica incluso sin suponer modelos de distribucién paramétricos o funciones de res-
puesta especificas, bastaria con usar técnicas de remuestreo como el bootstrap (Efron,

1982; Heiser y Meulman, 1983a, 1983b; Weinberg, Carroll y Cohen, 1984).

Si no hay réplicas, el problema puede ser un poco mas complicado. Se necesita
un modelo paramétrico para obtener informacion estadistica sobre la estabilidad, pero
muy a menudo, el conocimiento a priori requerido para hacer suposiciones necesarias
con alguna confianza no esta disponible. Hay también otras situaciones en las que la
idea del muestreo aleatorio no tiene mucho sentido y en las que estudiar la estabilidad
en el modo estadistico usual, no es consecuentemente interesante, de hecho, ni siquiera
estd definido. No obstante, todavia es posible, en tales casos, realizar otros tipos de
analisis de estabilidad. La idea de un pequefio cambio en los datos se puede definir de
distintos modos y los efectos de tales pequenas perturbaciones se pueden estudiar. Esta
posibilidad ya fue senalada en el contexto de MDS, por Kruskal yWish (1978).
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Tabla IV.6: Analisis de la variabilidad en términos de las dimensiones
Configuracién | Dimensiones | Variabilidad explicada | Variabilidad | Variabilidad
anidada por el ajuste residual total
[ 1 1 1.9888 0.0112 2.0000 j
2 1 1.6537 0.0093 1.6631

2 0.2961 0.0408 0.3369
3 1 1.3586 0.0071 1.3657
2 0.2830 0.0900 0.3731
3 0.2380 0.0232 0.2612
4 A 1.3282 0.0080 1.5362
2 0.2899 0.0720 0.3619
3 0.2377 0.0293 0.2670
4 0.0184 0.0166 0.0350
5 I 1.3320 0.0090 1.3409
2 0.2824 0.0702 0.3526
3 0.2328 0.0289 0.2618
4 0.0208 0.0190 0.0398
5 0.0026 0.0024 0.0050
6 1 1.1219 0.0254 1.1473
2 0.6497 0.0231 0.6728
3 0.0885 0.0194 0.1079
4 0.0550 0.0041 0.0592
5 0.0045 0.0037 0.0082
6 0.0042 0.0005 0.0047
7 1 1.3204 0.0099 1.3303
2 0.2804 0.0692 0.3495
3 0.2303 0.0293 0.2596
4 0.0230 0.0214 0.0443
5 0.0067 0.0063 0.0130
6 0.0015 0.0015 0.0030
7 0.0001 0.0001 0.0002
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Configuraciéon | Dimensiones | Variabilidad explicada | Variabilidad | Variabilidad

anidada por el ajuste residual total
8 1 1.3135 0.0103 1.3238
2 0.2838 0.0684 0.3522

3 0.2299 0.0309 0.2608

4 0.0231 0.0215 0.0446

5 0.0066 0.0063 0.0129

6 0.0020 0.0020 0.0040

7 0.0009 0.0008 0.0017

8 0.0000 0.0000 0.0001

9 1 1.3117 0.0107 1.3224
2 0.2834 0.0675 0.3508

3 0.2277 0.0311 0.2588

4 0.0250 0.0232 0.0482

5 0.0065 0.0062 0.0127

6 0.0020 0.0019 0.0039

7 0.0015 0.0014 0.0029

8 0.0000 0.0000 0.0002

9 0.0000 0.0000 0.0000

10 il 1.3117 0.0107 1.3224
2 0.2834 0.0675 0.3508

3 0.2277 0.0311 0.2588

4 0.0250 0.0232 - 0.0482

5 0.0065 0.0062 0.0127

6 0.0020 0.0019 0.0039

7 0.0015 0.0014 0.0029

8 0.0000 0.0000 0.0002

9 0.0000 0.0000 0.0000

10 0.0000 0.0000 0.0000

11 1 1.3117 0.0107 1.3224
2 0.2834 0.0675 0.3508

3 0.2277 0.0311 0.2588

4 0.0250 0.0232 0.0482

5 0.0065 0.0062 0.0127

6 0.0020 0.0019 0.0039

7 0.0015 0.0014 0.0029

8 0.0000 0.0000 0.0002

9 0.0000 0.0000 0.0000

10 0.0000 0.0000 0.0000

11 0.0000 0.0000 0.0000
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Una primera sugerencia y un modo bastante natural de analisis, es hacer un pequernio
cambio en una disimilaridad de un problema de MDS métrico. Utilizando el término
Jacknife en un sentido muy amplio, para una clase de técnicas que estudia la estabili-
dad borrando parte de los datos o varias partes de los datos en modos sistematicos, se
puede considerar una version discreta de estos procedimientos Jacknife (Gray y Schu-
cany, 1972 y Miller, 1974). El modelo propuesto por estos autores consiste en eliminar
una disimilaridad y tratarla como faltante, para a continuacién reanalizar los datos con
la disimilaridad omitida, y combinar las n(n —1)/2 soluciones diferentes obtenidas suce-
sivamente. Este mismo esquema puede aplicarse a MDS no métrico y puede resultar
bastante ttil. Sin embargo, cuando se analiza un gran nimero de objetos, habria que
realizar muchos analisis MDS y las perturbaciones por omitir una disimilaridad podrian
resultar insignificantes, con lo que los resultados no serian significativos.

En nuestro estudio consideraremos otra version analitica de Jacknife para investigar
el efecto de mayores perturbaciones en los datos, estudiada por De Leeuw y Meulman
en 1986. Los resultados que se obtendran careceran de aplicaciones inferenciales, siendo
validos tan solo desde el punto de vista del analisis de datos. El punto de inicio es
preguntarse qué ocurre en las soluciones MDS si se elimina toda la informacion corres-
pondiente a uno de los puntos que se consideran en el analisis. En lugar de analizar las
disimilaridades entre n estimulos una sola vez, se analizan n veces las disimilaridades
entre n — 1 estimulos, eliminando uno cada vez. La cuestion de estabilidad asociada
con este esquema es interesante por si misma, y los resultados de los n 4 1 analisis
pueden reunirse muy bien en un unico grafico. Claramente, esta técnica es aplicable
tanto para MDS métrico como para no métrico. Este método también se ha utilizado
para determinar la dimensionalidad correcta de la representacion.

De Leeuw y Meulman disefiaron este procedimiento de analisis para estudiar la es-
tabilidad de los distintos métodos de MDS, haciendo un contraste entre las técnicas en
términos de las medidas de bondad de ajuste empleadas para cada procedimiento. Los
procedimientos contrastados fueron los siguientes:

e Procedimiento cldsico de MDS de Torgerson y Gower, minimizando los cuadrados
de las diferencias entre los productos escalares.

e MDS métrico de Kruskal, tomando como funcién de pérdida la funciéon STRESS.

e MDS no métrico de Shepard-Kruskal, considerando también como funcion de
pérdida la funcién STRESS.
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e MDS no métrico de Takane, Young y de Leeuw, minimizando la suma de los
cuadrados de las diferencias entre las distancias al cuadrado, la funcién SSTRESS.

¢ MDS maximo-verosimil de Ramsay, en el que se considera como funcién de pérdida
la suma de los cuadrados sobre los logaritmos de las distancias.

Para minimizar la funcién STRESS utilizaron SMACOF, ALSCAL lo emplearon en
la minimizacién de la funcién SSTRESS y por dltimo, para el procedimiento de MDS
‘maximo-verosimil consideraron MULTISCALE, tomando en todos los casos como con-
figuracién inicial la proporcionada por los procedimientos clasicos de MDS. Tras su
analisis, estos autores concluyeron que las soluciones mas robustas frente a alteraciones
en la matriz de disimilaridades eran las proporcionadas por ALSCAL, mientras que las
que mas sensibles frente estas alteraciones fueron las proporcionadas por MULTISCALE.

3.1 Anadlisis de robustez del modelo para MDS no métrico
anidado

El procedimiento que hemos seguido en nuestro estudio fue descrito por estos autores
en los siguientes pasos:

1. Se determina la solucién dada por el modelo considerando toda la informacién de
que se dispone, Xj.

2. Se procede al cilculo de las n configuraciones, Xi, 1 = 1,...,n; obtenidas al
eliminar de la matriz de disimilaridades inicial la informacién referente a cada
punto, z;, : =1,...,n.

3. Se comparan las n configuraciones obtenidas en la etapa anterior mediante las
técnicas MATCHALS de Commandeur, obteniéndose nuevas configuraciones, Y;, 1 =
1,...,n; transformaciones ortogonales de las anteriores X;.

4. Se determina la configuracién centroide Y;, tras el proceso de comparacion de las
n configuraciones, X;.

De este modo, tras el proceso se dispone de n + 2 soluciones para cada una de las
dimensiones de analisis, entre las que se procede a realizar un estudio comparativo en lo
referente a la dispersién de los resultados.

La primera sentencia de estabilidad se obtiene comparando las Y;. Este paso puede
hacerse graficamente, dibujando todas las Y; como vértices de estrellas centradas en Yo.
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Junto a las comparaciones graficas, se puede determinar numéricamente la dispersién
de las configuraciones estimadas respecto de la configuracién verdadera; para ello basta
considerar la siguiente descomposicion:

n

[Yi=Xo =3 1 Yi-Yo+ Yo - Xo ||=

n
i=1 =1

n n n
=Y IY-%l+X 1 Yo-X |+ | Y- Yol Yo~ Xo ,
=1 1=1 t=1
y dado que el dltimo sumando, aplicando la definicién de la norma euclidea de matrices,
se hace 0, se obtiene una descomposicion de la variabilidad total de las configuraciones
estimadas respecto de la solucidn original en términos de la variabilidad del modelo de
analisis escogido y del error residual:
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Figura IV.3: Graficos de dispersién

84

POCOGO0C000000000000000000000000000000000000000000000000000(



DIMENSIONALIDAD EN MDS 85

Y NYi=Xll=> I Yi-Yo | +n| Yo—Xo .
=1 =1

Normalizando resultados,

|Y: - Yo ||
l—g +n”Y0—X0“

IYi-X| X IYi-Xol
=1 =1

es posible definir una medida, con valores en el intervalo [0, 1], indicativa del porcentaje
de variabilidad explicada por las nuevas configuraciones:

2 _ ?:1”Y2-Y0”=1_ n||Y0—X0||.
DY —Xo DY —Xo |
1=1 =1

Los resultados obtenidos en nuestro analiss se resumen en la tabla IV.7.

p

De los resultados de la tabla se deduce la fuerte estabilidad en cuanto a las soluciones
ofrecidas por el procedimiento descrito. Es de destacar la estabilizacion de los valores
del coeficiente p? a partir de la novena dimension, asi como el hecho de que la solucién
mas estable es la configuracion obtenida en tres dimensiones.
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Tabla IV.7: Medidas de dispersién en el anélisis de robustez del modelo anidado

Dimensién de p?
la configuracién
1 0.999953
2 0.9999267
3 0.9999275
4 0.9999254
) 0.9999257
6 0.9999234
7 0.9999197
8 0.9999191
9 0.9999169
10 0.9999169
11 0.9999169
12 0.9999169
13 0.9999169
14 0.9999169
15 0.9999169




PEOCCOROOGOCOCEOIINOOOEOIO0OILESOOEOCOOOCGOEESOIOOISOIOSESOETYSPOOGOOPOOPOOT

APENDICE A

Programas

1 Programa para la determinacion de configura-
ciones anidadas mediante MDS no métrico

VERSION 4.00

Begin VB.Form ALNESTS
BackColor =  &HOOCOEOFF&
Caption =  "MDS anidado no metrico"
ClientHeight = 4410
ClientLeft = 1770
ClientTop = 1515
ClientWidth = 6570
Height = 4815
Left = 1710
LinkTopic = "Forml"
ScaleHeight = 4410
ScaleWidth = 6570
Top = 1170
Width = 6690

Begin VB.TextBox ss_mejora

Height = 375
Left = 3000
TabIndex = 12

Top = 3720

87
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Width = 2175
End

Begin VB.TextBox ss_fin

Height = 375

Left = 3000

TabIndex = 10

Top = 3120

Width = 2175
End

Begin VB.CommandButton fin

Caption = "Fin"

Height = 495

Left = 5280

TabIndex = 8

Top = 3720

Width = 855
End

Begin VB.TextBox ss_ini

Height = 375

Left = 2880
TabIndex = 4

Top = 1920
Visible = 0 ’False
Width = 2295

End

Begin VB.CommandButton iteracion

Caption =  "Comenzar iteraciones'
Height = 375

Left = 1800

TabIndex = b5

Top = 2520

Visible = 0 'False

Width = 2415
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End

Begin VB.CommandButton inicio

BackColor =  &HOOCOFFFF&
Caption =  "Calculo del SSTRESS y las disparidades iniciales"
Height = 375
Left = 1080
TabIndex = 4
Top = 1320
Width = 3975
End

Begin VB.TextBox Text2

Height = 375

Left = 1920

TabIndex = 3

Top = 720

Width = 3975
End

Begin VB.TextBox Textl

Height = 375

Left = 1920

TabIndex E 2

Top = 120

Width = 3975
End

Begin VB.Label Label5

BackColor =  &HOOCOEOFF&
Caption = "Mejora del SSTRESS:"
Height = 375
Left = 960
TabIndex = 11
Top = 3720
Width = 1815
End
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Begin VB.Label Label4

BackColor =  &HOOCOEOFF&
Caption =  "SSTRESS final:"
Height = 375
Left = 960
TabIndex = 9
Top = 3120
Width = 1695
End

Begin VB.Label Label3

BackColor = &HOOCOEOFF&
Caption =  "SSTRESS inicial:"
Height = 375
Left = 960
TabIndex = 6
Top = 1920
Visible = 0 ’False
Width = 1455
End

Begin MSComDlg.CommonDialog CommonDialogl

Left = 5400
Top = 1320
_Version = 65536
_ExtentX = 847
_ExtentY = 847
_StockProps = 0

End

Begin VB.Label Label2

BackColor =  &HOOCOEOFF&

Caption = "Configuracion inicial:"
Height = 375

Left = 240

TabIndex = 1
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Top = 720
Width = 1575
End

Begin VB.Label Labell

BackColor =  &HOOCOEOFF&
Caption = "Disimilaridades:"
Height = 375

Left = 240

TabIndex = 0

Top = 120

Width = 1575

End
End

Attribute VB_Name = "ALNEST"
Attribute VB_Creatable = False
Attribute VB_Exposed = False

Option Base 1

’Definicion de constantes
Dim objetos As Integer
Dim nt As Integer

Dim SS As Double

'Matrices de datos iniciales
Dim A() As Double

Dim A_ant() As Double

Dim disim1() As Single

Dim disim2() As Single

Dim disim() As Single

’Matrices para el optimal scaling
’orden de las disimilaridades
Dim x() As Integer
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‘matriz de distancias

Dim

dist() As Single

'matriz de disparidades
Dim dispar() As Double

‘matriz de distancias en la estimacion

"de
Dim

los coeficientes de la ecuacion
d() As Double

’Coeficientes de la ecuacion cubica

Dim
Dim
Dim
Dim

¢oef As Double, coef_1 As Double, coef_2 As Double, coef_3 As Double
coefl As Double, coefi_1 As Double, coefl_2 As Double, coefi1_3 As Double
coef2 As Double, coef2_1 As Double, coef2_2 As Double, coef2_3 As Double
cubo As Double

Private Sub Text1_DblClick()
Dim Filtros As String
’Si ocurre un error ejecutar ManipularErrorAbrir
On Error GoTo ManipularErrorAbrir
’Generar un error cuando se pulse Cancelar
CommonDialogl.CancelError = True
'filtros
Filtros = "Ficheros de datos (*.dat)|*.dat|"
CommonDialogl.Filter = Filtros
’Filtro por defecto
CommonDialogl.FilterIndex = 1
’Visualizar la caja de dialogo
CommonDialogl.ShowOpen
’Commondialogl.filetitle contiene el nombre
’del fichero seleccionado
Textl.Text = CommonDialogl.FileTitle

SalirAbrir:
Exit Sub
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ManipularErrorAbrir:

If Err.Number = cdlCancel Then Exit Sub
MsgBox Err.Description

Resume SalirAbrir

End Sub

Private Sub Text2_DblClick()
Dim Filtros As String
’Si ocurre un error ejecutar ManipularErrorAbrir
On Error GoTo ManipularErrorAbrir
’Generar un error cuando se pulse Cancelar
CommonDialogl.CancelError = True
'filtros
Filtros = "Ficheros de datos (*.dat)|*.dat|"
CommonDialogl.Filter = Filtros
’Filtro por defecto
CommonDialogl.FilterIndex = 1
’Visualizar la caja de dilss{}logo
CommonDialogl.ShowOpen
’Commondialogl.filetitle contiene el nombre
’del fichero seleccionado
Text2.Text = CommonDialogl.FileTitle

SalirAbrir:
Exit Sub

ManipularErrorAbrir:
If Err.Number = cdlCancel Then Exit Sub
MsgBox Err.Description
Resume SalirAbrir

End Sub

Private Sub inicio_Click()

Dim c As Single, k As Integer
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Open Text2.Text For Input As #1
Do Until EOF(1)
Line Input #1, cb$
n=n+1
Loop
Close 1

objetos = n - 1
nt = objetos * (objetos - 1) / 2

'Lectura de la matriz con la configuracion inicial
ReDim A(objetos, objetos)
Opén Text2.Text For Input As #1
Line Input #1, b$
For i = 1 To objetos

For j = 1 To objetos - 1

Input #1, A(i, j)

Next
Next
Close 1

'Lectura de las matrices de disimilaridades
ReDim disimi(objetos, objetos), disim2(objetos, objetos)
For i = 1 To objetos
disimi(i, i) = 0
disim2(i, i) = 0
Next

Open Textl.Text For Input As #2

Line Input #2, b$
For 1 = 2 To objetos
For j=1Toi~=1
Input #2, disimi1(i, j)
’disim1(i, j) = disimi1(i, j) ~ 2
Next
Next
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Line Input #2, b$
For i = objetos + 2 To 2 * objetos
For j =1 To i - (1 + objetos)
Input #2, disim2(i - objetos, j)
Next
Next
Close 2

’Construccion del vector de disimilaridades como la media
’de las disimilaridades de las dos matrices de partida

ReDim disim(nt)
h =0
For i = 2 To objetos
For j =1 To i~ 1
h=h+1
disim(h) = (disimi(i, j) + disim2(i, j)) / 2
Next
Next

’REALIZACION DEL OPTIMAL SCALING

’Ordenacion del vector de disimilaridades
ReDim x(nt)
Dim ordeni As Integer

For j =1 To nt
x(j) = j
Next

For j =1 Tont -1
For i =1 Tont -1
If disim(i) >= disim(i + 1) Then
ordenl = x(i)
tempor = disim(i)
x(1) = x(4 + 1)
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disim(i) = disim(i + 1)
x(i + 1) = ordeni
disim(i + 1) = tempor
End If
Next i
Next j

Label3.Visible = True
ss_ini.Visible = True
iteracion.Visible = True

Call distancia(A)
Call optimal(dist, dispar)

Open "sstress.txt'" For Append As #2
Print #2, "SSTRESS inicial:"
Print #2, ""

Close 2

ss_ini.Text = sstress(dist, dispar)

End Sub

Private Sub iteracion_Click()
ReDim A_ant(objetos, objetos - 1)

ss0 = Val(ss_ini.Text)

’Comienzo del ciclo de iteraciones
iter = 0
Do

iter = iter + 1

For i = 1 To objetos
For j = 1 To objetos - 1
A_ant(i, j) = A(4, j)
Next j
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Next i

For s = 1 To objetos - 1
For r = 1 To objetos
’estimar coeficientes de la ecuacion cubica
Call coeficiente(r, s, dispar, A)
'resolver la ecuacion cubica
Call ecuacion(r, s, A, coef, coefl, coef2)
A(r, s) = cubo
Next r
Next s

Call distancia(A)
Call optimal(dist, dispar)

Open "sstress.txt" For Append As #2
Print #2, "ITERACION:", iter
Print #2, ""

Close 2

SS = sstress(dist, dispar)
dif = ss0 - SS

ss0 = SS

If dif < 0 Then GoTo finl

Loop Until SS < 0.001

GoTo fin2

’Escritura de los resultados finales
fini:

ss_fin.Text = ss0

Open "config.mia" For Output As #1

For i = 1 To objetos
For j = 1 To objetos - 2
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Write #1, A_ant(i, j) * 2,
Next j
Write #1, A_ant(i, objetos - 1) * 2
Next i
Close 1
ss_mejora.Text = dif
GoTo fin3

’Escritura de los resultados finales en caso
’de detencion de las iteraciones

fin2:
ss fin.Text = SS

Open "config.mia" For Output As #1
For 1 = 1 To objetos
For j = 1 To objetos - 2
Write #1, A(d, j) * 2,
Next j
Write #1, A(i, objetos - 1) * 2
Next i
Close 1
ss_mejora.Text = dif

£in3:
Close 2
End Sub

Public Sub distancia(A)
ReDim dist(nt, objetos - 1)

For dimension = 1 To objetos - 1
h=0
For i = 2 To objetos
For j=1Toi-1
h=h+1
For k = 1 To dimension
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dist(h, dimension) = dist(h, dimension) + _
Next k
Next j
Next i
Next dimension
End Sub

Public Sub optimal(dist, dispar)
ReDim dispar(nt, objetos - 1)

’Asociar las distancias a las disimilaridades ordenadas
For dimension = 1 To objetos - 1
For i = 1 To nt
dispar(i, dimension) = dist(x(i), dimension)
Next 1
Next dimension

’Obtencion de las disparidades. Regresion monotona por minimos cuadrados

For dimension = 1 To objetos - 1
For i = 2 To nt
iml =1 -1
’determinar si el orden es correcto
If dispar(i, dimension) > dispar(iml, dimension) Then
GoTo continuar
Else
Sum = dispar(i, dimension)
fn = 1
’determinar el n\’umero de elementos del bloque
For j =1 To iml
imj =1 - j
Sum = Sum + dispar(imj, dimension)
fn = fn + 1
dispt = Sum / fn
If j = iml Then GoTo escribir
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If dispt > dispar(imj - 1, dimension) Then GoTo escribir
Next j
End If
escribir: ’ajustar las disparidades a la media del bloque
For j = imj To 1
dispar(j, dimension) = dispt
Next j
continuar:
Next i

’Normalizacion de las disparidades
ssq = 0
spd = 0
For i = 1 To nt
ssq = ssq + dist(i, dimension) ~ 2
spd = spd + dispar(i, dimension) * dist(i, dimension)
Next i

ratio = ssq / spd

For j =1 To nt
dispar(j, dimension) = dispar(j, dimension) * ratio
Next j
Next dimension
End Sub

Public Function sstress(dist, dispar)

'Definicion de la funcion SSSTRESS
sstress = 0
Open '"sstress.txt" For Append As #2

For dimension = 1 To objetos - 1
sstress_d = 0
For i = 1 To nt

sstress_d = sstress_d + (dist(i,dimension) - dispar(i,dimension))

Next i

-
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’Normalizacion. Se normaliza con las disparidades

svdsq = 0
For i = 1 To nt
svdsq = sv4sq + dispar(i, dimension) " 2
Next i
Print #2, "dimension", dimension, "**x'" 6 sstress_d / svdsq
sstress = sstress + sstress_d / svédsq

Next dimension
sstress = sstress / (objetos - 1)
Print #2, "SSTRESS anidado:", sstress
Print #2, "ok sdkokok ko ok skokkokokokokok ok okok Kok Kok K Kok ok Kok ok kok !
Close 2
End Function

Public Sub coeficiente(r, s, dispar, A)

’definicion de la nueva matriz de disparidades.

’esta matriz va a ser una matriz en tres dimensiones
’la tercera dimension correpondera a la dimension de la
’configuracion

ReDim d(objetos, objetos, objetos - 1)
For dimension = 1 To objetos - 1
h=0
For i = 2 To objetos
For j=1Toi-1
h=h+1
d(i, j, dimension)
d(j, i, dimension)
Next j
Next 1
Next dimension

dispar(h, dimension)
d(i, j, dimension)

|
-

For dimension = 1 To objetos
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For i = 1 To objetos
d(i, i, dimension) = 0
Next i
Next dimension

’Definicion de los coeficientes de la ecuacion
’Coeficiente de x°3 = 1

’Coeficiente de x~2
coef2 = 0

For j=1Tor -1
coef2 = coef2 + A(j, s)
Next j

For j =r + 1 To objetos
coef2 = coef2 + A(j, s)
Next j

coef2 = -3 * coef2 / (objetos - 1)

’Coeficiente de x
coefi_1 =0
For dimension = s To objetos - 1
If dimension = 1 Then GoTo continua2:
For j = 1 To objetos
For h = 1 To dimension
If h=s Then h=h+ 1
coefl_1 = coefi_1 + (A(r, h) - A(j, h)) = 2
Next h
Next j
Next dimension

continua2:
coefi_2 =0
For dimension = s To objetos - 1
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For j=1Tor -1
coefl_2 = coef1_2 + d(r, j, dimension)
Next j
For j = r To objetos
coefl_2 = coef1_2 + d(r, j, dimension)
Next j
Next dimension

coef1_3 =0
For j=41 Tor =1

coef1_3 = coef1_3 + A(j, s) ~ 2
Next j
For j =r + 1 To objetos

coef1_3 = coef1_3 + A(j, s8) ~ 2
Next j
coef1_3 = 3 * (objetos - s) * coef1_3

coefl = (coefl_1 - coef1_2 + coef1_3) / ((objetos - 1) * (objetos - s))

’Termino independiente
coef_1 =0
For dimension = s To objetos - 1
If dimension = 1 Then GoTo continua3:
For j = 1 To objetos
coef_1_1 =0
For h = 1 To dimension
If h=s Then h=h +1
coef_1_1 = coef_1_1 + (A(r, h) - A(j, h)) ~ 2
Next h
coef_1 = coefl + coef_1_1 * A(j, s)
Next j
Next dimension

continua3:

coef_2 =0

For dimension = s To objetos - 1
For =1 Tor=1
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coef_2 = coef_2 + d(r, j, dimension) * A(j, s)
Next j
For j = r + 1 To objetos
coef_2 = coef_2 + d(r, j, dimension) * A(j, s)
Next j
Next dimension

coef_3 = 0
For j=1Tor -1
coef_3 = coef_3 + A(j, s) ~ 3
Next j
For j =r + 1 To objetos
coef_3 = coef_3 + A(j, s) ~ 3
Next j
coef_3 = coef_3 * (objetos - s)

coef = (-coef_1 + coef_2 - coef_3) / ((objetos - 1) * (objetos - s))
End Sub

Public Sub ecuacion(r, s, A, coef, coefl, coef2)
Dim p As Double, q As Double

coefl - coef2 / 3
(2 * (coef2 =~ 3) / 27) - (coefl * coef2 / 3) + coef

P
q

cubo = A(r, s) * 2
For k = 1 To 50

cubo = cubo - (cubo =~ 3 + p * cubo + q) / (3 * cubo ~ 2 + p)
Next k

cubo = cubo - coef2 / 3
End Sub

Private Sub fin_Click()
End
End Sub
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2 Programa para la determinacién de las medidas
que establecen la robustez del modelo

VERSION 4.00

Begin VB.Form Matchals

BackColor
Caption
ClientHeight
ClientLeft
ClientTop
ClientWidth
Height

Left
LinkTopic
ScaleHeight
ScaleWidth
Top

Width

&HOOFFFFCO&
"Parametros de ajuste del analisis Matchals"
3480

1920

1710

6615

3885

1860
"Form1"
3480

6615

1365

6735

Begin VB.CommandButton Command1

Caption
Height
Left
TabIndex
Top
Visible
Width
End

"Fin"

495

3720

-

2400

0 'False
1095

Begin VB.CommandButton Command3

Caption
Height
Left
TabIndex
Top
Width

"Calculo de los coeficientes de ajuste del modelo"
975

840

6

2160

2175
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End

Begin VB.TextBox fichero2

Height

Left

TabIndex

Top

Width
End

375
1560
5
960
4695

Begin VB.TextBox fichero3

Height

Left

TabIndex

Top

Width
End

375
1560
3
1560
4695

Begin VB.TextBox ficherol

Height

Left

TabIndex

Top

Width
End

375
1560
0
360
4695

Begin MSComDlg.CommonDialog CommonDialogl

Left

Top

_Version

_ExtentX

_ExtentY

_StockProps
End

Begin VB.Label f
BackColor

5880
2160
65536
847
847

0

&HOOFFFFCO0&
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Caption = "Configuracion media:"

Height = 375

Left = 120

TabIndex = 4

Top = 960

Width = 1215

End

Begin VB.Label Label2

BackColor =  &HOOFFFFC0&
Caption =  "Configuracion ALNEST:"
Height = 495
Left = 120
TabIndex = 2
Top = 1560
Width = 1215
End

Begin VB.Label Labell

BackColor =  &HOOFFFFC0&
Caption =  "Configuraciones tras el GPA:"
Height = 495
Left = 120
TabIndex = 1
Top = 240
Width = 1215
End

End

Attribute VB_Name = '"Matchals"
Attribute VB_Creatable = False
Attribute VB_Exposed = False

Option Base 1

Dim datos As Integer

Dim linea As Integer

Dim num1() As Single, num2() As Single, norm() As Single
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Dim singles() As Single, disp_modelo() As Single
Dim cen() As Single

Private Sub ficherol_DblClick()
’fichero donde se guardan las configuraciones
’obtenidas tras el jacknife

Dim Filtros As String

’Si ocurre un error ejecutar ManipularErrorAbrir
On Error GoTo ManipularErrorAbrir

’Generar un error cuando se pulse Cancelar
CommonDialogl.CancelError = True

'filtros

Filtros = "Ficheros de datos (*.jac)|*.jac|"
CommonDialogl.Filter = Filtros

’Filtro por defecto
CommonDialogl.FilterIndex = 1

’Visualizar la caja de di\ss{}logo
CommonDialogl.ShowOpen
’Commondialogl.filetitle contiene el nombre
’del fichero seleccionado

ficherol.Text = CommonDialogl.FileTitle

SalirAbrir:
Exit Sub

ManipularErrorAbrir:

If Err.Number = cdlCancel Then Exit Sub
MsgBox Err.Description

Resume SalirAbrir

End Sub -

Private Sub fichero2_DblClick()
’Fichero con la configuracion obtenida como la media
’de las configuraciones tras el GPA
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Dim Filtros As String

’Si ocurre un error ejecutar ManipularErrorAbrir
On Error GoTo ManipularErrorAbrir

’Generar un error cuando se pulse Cancelar
CommonDialogl.CancelError = True

'filtros

Filtros = "Ficheros de datos (*.jac)|*.jac|"
CommonDialogl.Filter = Filtros

’Filtro por defecto
CommonDialogl.FilterIndex = 1

’Visualizar la caja de di\ss{}logo
CommonDialogl.ShowOpen
’Commondialogl.filetitle contiene el nombre
’del fichero seleccionado

fichero2.Text = CommonDialogl.FileTitle

SalirAbrir:
Exit Sub

ManipularErrorAbrir:

If Err.Number = cdlCancel Then Exit Sub
MsgBox Err.Description

Resume SalirAbrir

End Sub
Private Sub fichero3_DblClick()

’Fichero con la configuracion alnest

Dim Filtros As String

’Si ocurre un error ejecutar ManipularErrorAbrir
On Error GoTo ManipularErrorAbrir

’Generar un error cuando se pulse Cancelar
CommonDialogl.CancelError = True

’filtros
Filtros = "Ficheros de datos (*.jac)|*.jac|"
CommonDialogl.Filter = Filtros
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’Filtro por defecto
CommonDialogl.FilterIndex = 1 .
’Visualizar la caja de di\ss{}logo
CommonDialogl.ShowOpen
’Commondialogl.filetitle contiene el nombre
’del fichero seleccionado

fichero3.Text = CommonDialogl.FileTitle

" SalirAbrir:

Exit Sub

ManipularErrorAbrir:

If Err.Number = cdlCancel Then Exit Sub
MsgBox Err.Description

Resume SalirAbrir

End Sub
Private Sub Command3_Click()

’Numerador de la dispersion por el modelo
Open ficherol.Text For Input As #1
Do Until EOF(1)
Line Input #1, a$
linea = linea + 1
Loop
Close 1

’n datos para cada una de las n configuraciones que se leen
datos = Sqr(linea)

’Se colocan los datos en una matriz tri-dimensional

ReDim Y(datos, datos - 1, datos)

Open ficherol.Text For Input As #1
For k = 1 To datos
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For i = 1 To datos
For j = 1 To datos - 1
Input #1, Y(i, j, k)
Next j
Next i
Next k
Close 1

’lectura de la matriz con la configuracion centroide
ReDim cen(datos, datos - 1)
Open fichero2.Text For Input As #2
For i = 1 To datos
For j = 1 To datos - 1
Input #2, cen(i, j)
Next j
Next i
Close 2

ReDim numi(datos - 1)

For q = 1 To datos - 1
numi(q) = 0
For k = 1 To datos
For 1 = 1 To datos
For j =1 To q
numi(q) = numi(q) + (Y(i, j, k) - cen(di, j)) ~ 2
Next j
Next 1
Next k
Next q

’Numerador de la dispersion por los residuos

ReDim num2(datos - 1)

ReDim cen(datos, datos - 1)

Open fichero2.Text For Input As #2
For i = 1 To datos
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For j = 1 To datos - 1
Input #2, cen(i, j)
Next j
Next i
Close 2

ReDim X(datos, datos - 1)
Open fichero3.Text For Input As #2
For i = 1 To datos

For j = 1 To datos - 1

Input #2, X(i, j)

Next j
Next i
Close 2

For q = 1 To datos - 1
num2(q) = 0
For i = 1 To datos
For j =1Toq
num2(q) = num2(q) + (cen(i, j) - X(i, j)) ~ 2
Next j
Next i
num2(q) = datos * num2(q)
Next q

’Factor de normalizacion

ReDim norm(datos - 1)
ReDim singles(datos - 1)
ReDim disp_modelo(datos - 1)
ReDim X(datos, datos - 1)
Open fichero3.Text For Input As #2
For i = 1 To datos

For j = 1 To datos - 1

Input #2, X(i, j)

Next j

Next i
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Close 2

ReDim Y(datos, datos - 1, datos)
Open ficherol.Text For Input As #1

For k =

1 To datos

For i = 1 To datos
For j = 1 To datos - 1
Input #1, Y(i, j, k)

Next j

Next 1i

Next k
Close 1

’factor de normalizacion

norm(q) = norm(q) + (Y(i, j, k) - X(i, j)) ~ 2

For q = 1 To datos - 1
norm(q) = 0
For k = 1 To datos
For i = 1 To datos
For j =1 To q
Next j
Next i
Next k
Next q
For q = 1 To datos - 1

singles(q) = 1 - num2(q) / norm(q)
disp_modelo(q) = 1 - numi(q) / norm(q)

Next q

Open "ajuste.dat" For Output As #1

Print #1, "dimension'", "
Print #1, "skkkkkkkkx" O

For q =

Print #1, q, disp_modelo(q), singles(q)

1 To datos - 1

Print #1, ""

modelo", "
*kdkokkokkokk! N

residuos "
ook ok ok ok ok kok !
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Next q
Close 1

Commandl.Visible = True
End Sub

Private Sub Commandi_Click()
End

"End Sub
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