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CAPITULO I

P

FUNDAMEDNTOS

1.,1.INTRODUCCION,.=

En este primer capitulo,no pretendemos dar
un estudio exhaustivo de todo lo existente sobre pro-
cesos de Galton-Watson y de hacimiento puro,por caer
fuera de los limites de este trabajojunicamente se de-
sea exponer,del modo mas homogeneo posible,aquellos re-
sultados que en los proximos capitulos - sobre estima-
cion de los parametros de los procesos mencionados =

nos seran de utilidad.

1.,2.PROCESOS DE NACIMIENTO PURO.-
1.,2.1.DEFINICION Y PROPIEDADES BASICAS.-

Sea X(t) un proceso de Markov de estados
0,1,2,+4..+ y con probabilidad de transicion Pij(t) es-

tacionaria,esto es,



Pij(t) = P\X(t-!-s):j / X(t):iﬁ

solo depende de t pero no de s.Dicho proceso sera lla-
mado de nacimiento y muerte si se verifican las condi-

ciones siguientes:

12) B; 5, (0) = Ay + o) vy 170
22a) Pi,i(h) = 1= (>\i+/-«i)h + o(h) sy 12,0
2a) Pi’i_l(h) =}~i.h + o(h) ,, iz 1

a . =0 ;
4e) By () =8

5§)}‘O=O 19 )\07/O 3 >\19/43'_70 -” i=1,250.e

en donde )‘i y }Ai son las proporciones infinitesimales
de nacimiento y muerte.

Si el intervalo ( O, t+h) se divide en los
intervalos (0,h) y (h,t+h),entonces se obtienen las
ecuaciones atrasadas de Kolmogorov que tienen el es-

tado inicial variable:
POj(t) = = )\O.POj(t) + AO'Plj(t)

sAP L L) ., il

iPis1,j s 370



..5_

con la condicion de contorno

PjGo) =85y

en donde P’indica derivada respecto del tiempo T
Cuando el intervalo (O.t+h) se divide en los
intervalos (0,t) ¥ (t,t+h) obtendremos las ecuaciones

adelantadas de Koliogorov con el estado final variable:
= -)‘oPio(t) +}A1Pil(t)

B (6) = Ny g (8) = (Aghp)By(0) ¢

+ rj%lPi,j+l(t) vy 1720 4, 371

en donde,en ambos caso0sS,S¢€ ha hecho tender h hacia O.
En particular,cuando}ki=0 W V i entonces la

muerte es imposible y el proceso sera llamado de naci-

miento puro.Finalmente,cuando }\j_:i.)\ u Vi ,entonces

el proceso sera llamado pProceso de nacimiento puro 1li-

neal de intensidad x ,de modo que las ecuaciones dife-

renciales adelantadas son ahora:

P;j(t) = - 3°>\.Pia.(t) L (j—l)o)\.gj_l(t),,jziu
P{,(t) = -1 A P.; (%)
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Cuya solucion eg:

Pi;(t) = PI\X(s-!-t) =5/ X(s)=i$ =

i1 . .
L;?"'J) ( e-/\t)lo (l - e-At)J-l”j i 1

eén otro caso

de modo qme X(tig)

Trametrog :

- At

~X(S$) es una binomial negativa de pa-

b= e X =1=X(s)

con lo cuagl:

E {X(t) / X(o>=q> - q.e)‘ t

v ﬂx(t) / X(o>=q'(] =q-ekt.< oAt 1)



dependencia de su edad,del individuo y de lo
que les ocurra al resto de los individuos.Si
ademas los individuos nunca mueren,entonces
tendremos un précééo de nacimiento puro 1i-
neal en donde el parametro X es llagado por
intensidad o tasa de nacimiegito o prporcion
de nacimientos por individuo.Para que el pro-
ceso tenga lugar,hace falta que el numéro
inicial de individuos presentes en el tiempo

cero sea X(0)=q7 1 puesto que AO= O.)\ =0,

Las pruebas y ampliacion de todo lo expuesto pue-
den encontrase en Tgutu(seccion 2e3.4.7.),Karlin(pgs.

189-206),Cox-Miller(seccion 4.3) 6 Parzen (cap.?).

1.2.2,TIEMPOS DE PRIMERA ESTANCIA Y TIEMPOS DE OCUPACION, -

Para un proceso de nacimiento y muerte de in-
tensidades Ai J M i »el movimiento de X(t)-ver Karlin
Pgs.190-191 -puede describirse asi:

El proceso esta en un estado i un tiempo
aleatorio que sigue una €xponencial de pa-
rametro ()\i+}ki)‘ +Cugndo sale de el,lo ha-

¢e al estado i+l con probabilidag A i()\if/*i)-l
¥y al i-1 con probabilidag /H‘i(}‘itfki)-l'

por lo cual su movimiento s analogo al de un recorri-



do aleatorio salvo que las transiciones ocurren en
tiempos al azar,

Con ello,cuandg se trate de un proceso de
nacimiento puro de intensid;é A sentonces el tiempo
Zi que el proceso gasta en el estado i o tiempo de es-
tancia en el estado i~tiempo transcurrido desde la lle-
gada al estado i hasta la llegada al estado i+l - es
una variable aleatoria que sigue una exponencial de
parametro A .1

Sea ahora Ta el tiempo en que el estado a
es ocupado por primera vez o tiempo de primera estancia
en aj;naturalmente que a debe de ser mayor que X(0)=q.

Claramente:

P( T 41%) = ka(t)7,a / X(0)=q(]

que a3l ser X(t) creciente no seria dificil de obtener
a partir de la funcion generatriz de X(t).Hagamoslo de
otro modo alternativoj;como Zi es el tiempo gastado en
el estado i,entonces:

Ta= Zq+Zq+l + ces e s +Za_1

Yy por lo tanto:

By - A L
a’ = A h=q h



= ]
V(Ta) = """‘0.2_— "-2
/\ h=q - h7,

Dichas cantidades son laboriosas en su calculo,pero de

un modo aproximado pueden usarse las expresiones:

E(Ta)ﬁi ~1-.1n -%- si a/q y q son grandes

q-1
E(T )~ ~i-.1n(a-1) + X. - o= L

\ N R

si a es grande y q es Féﬁud&m

en donde § 4 0,5772 es la constante de Fuler.Ademas:

2
Tr 1 Q"l 1
V(T )L —=-=— - =3- Z_ ~=x sli1 a es grande.
a 6 Xl- XL nol h§

Notese que V(Ta) es finita cuando aumente

el tamano de a.

Finalmente,como la funcion generatriz



entonces,cuando qg=1,la variable aleatoria

Ua= A.Ta - lna.

Lo

se distribuye,cuando a ---3>™ ,como una exponencial,
teniendo U, la densidad limite exp.( -x - e *) con

-0 L xK 00 ,(Ver Cox~Miller pgs. 160-161).

12.3.,LA8 LEYES LIMITES,-

Sea X(t) un proceso de nacimiento puro de
intensidad A‘; si X0=q entonces por lo dicho en la

seccion 2.l1.:

At

EC X(t) ) = q.e

Con ello:

Woe X)) ___
v EC X(t) )

es una martingala no negatiwa,de parametro continuo,
que converge C.s. & un limite W finito y positivo.Ade-
mas - ver Tautu pPgs.273~4 o Harris pgs.l04-147 - 1a
distribucion de W es una gamma de parametros (q,q) o

sea:



w

P(Wew / X(0)=q ) = ===teee | e7I% 4371 gy
“(a~1)1

con u% O.Finalmente,X(t) posee una distribucion condi-
cional con W como variable condicionantej;ello se vera

mas explicitamehte en el teorema 2.2.1l. del capitulo II.

1, 3,PROCESOS DE GALTON-WATSON,-
1. 3+1.DEFINICION Y PROPIEDADES BASICAS,.-

Se denominan por cadenas de ramificacion del
tipo Galton~-Watson - en adelante las denominaremos a-
breviadamente por procesos de Galton-Watson - a una ca-
dena de Markov ﬂXngaéli? cuyas probabilidades de tran-

sicion de un paso estan dadas por:

P(i,J)

P( X 4q=3 / X, =i ) =

POS 4 eeeens & §Z=j)

endonde Q,’ ceese g; son i variables aleatorias
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discretas e independientes con funcion de probabi-

lidad

Lo

\Pk . k=O,l,2,......S g pk7/0 - Zpk=l
La interpretacion de tal proceso es la clasi-
ca - y en estos términos hablaremos en todo lo que si-
gue - de que se dispone de un numero inicial X0 de in=-
dividuos,cada uno de los cuales,al morir,tiene un nu-
mero aleatorio ‘§ de hijos e independiente de los de-
mas.Dicho nimero aleatorio tiene la distribucion‘pk,kefN}

anterior,a la que llamaremos por distribucion del name-

ro de hijos , y pasa a formar parte de la primera ge-

neracion del proceso.Con ello,el niimero de individuos

al final de la primera generacion sera:

Xl= gl“' il’!' oe s e 00 'l‘gXo

en donde %:i es el numero de hijos del individuo nf-
mere i de la generacion O.De igual modo surgen la 22
generacion-a partir de los individuos de la 12 - de
tamafio X,,1la 32 de tamafio XB,etc.

Es muy importante,en este tipo de procesos,
el utilizar la funcion generatriz del numero de hijos:

04
k

£(s) = Z_ ppest ,, |sl|el
k=0
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en la que cléramente

£(1)=1 o (o) = p,

L

Supongamos que X,=lijentonces la funcion generatriz
fn(s) del tamafio de la poblacion en la generacion

n-esima es:
fo(s) = 8

f(s)

£1(s)

y en general:

00
Taa1(8) = = BOX =k )us® = £, 2(s) )=

£( £,(s) ) (1.1)

relaciones que aun pueden generalizarse mas mediante

la expresion:

fm+n(s) = £ ( fn(s) ) .y m,n€N

Finalmente,cuando Xo=q,entonces - por la
independencia de las variables aleatorias §'i - si

llamamos por

\Q n(s) =‘§§:P( X =k / X =q );sk
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entonces:

ke o(8)
\Pl(s)

]

s? =$ fo(s)iq

P

qf(s)jq
y en general:

[ERORIPAS AR NS NP

Supongamos en todo lo que sigue,y mientras

que no se diga lo contrario,que X0=1 Y que:

EC Xy / X,=1) = E($)

1
g

VO Xy / Xp=1) = V(S)

son finitos y existentes.Como E( Xn) = fé(l),por deri-

vacion de la (l.1) puede obtenerse que:

B( X ) =)An (1.2)

T.).A o Wm————See si )—kiél

n‘no—’ se ).A=l
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Con lo cual la varianza crece o decrece geométrica-
mente sq )k?].o }A< 1l , y linealmente s& r\:l , con
la edad n en generaciones;Lgdmedia y varianza cuando
X°=q es sencilla de obtener por la independencia en

la actuacion de los individuos,de modo que:

]

E( Xn / onq ) qe£( X, / Xo=l)

V(X / X=q) = q.V( X, /X=1)

Con rélacion a la clasificacion de los es-
tados,puede verse ficilmente que el estado k=0 es ab-
sorbente,mientras que los estados k # O son todos

transitorios si p; # l.Con ello,si p; # 1 :

lim. P ( X =k ) = 0 ,, V¥ x40
n -=%m

de modo que un proceso de Galton-Watson,en el limite,
no puede ser moderadamente grande,sino que es cero o
es infinito.

Todas las pruebas de esta seccion y de las
dos siguientes pueden verse en Tgutu ( pgs. 90-99 )y

Karlin ( pgs. 286-98 ) y Athreya-Ney ( cap. I ).
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1.5.2,LAS PROBABILIDADES Y LOS TIEMPOS DE EXTINCION,-

Se denomina por probabilidad de extincion

Lo

de un proceso de Galton-Watson a:
T=72 ( X, =0 para algun n70 )

es decir,la probabilidad de que la poblacion final-
mente se extinga.

Supongamos que p0=l;emtonces Xl=0 y el pro-
blema no tiene interes.Ademas,si Po=0 entonces nmnca
ocurriria la extincion y por tanto Tt =0,Por ello,en
adelante,nos limitaremos al caso de que 0< P,< 1.

Se ha definido It por:

%*
P( Xn=0 para algun n€ N ) =

=

i}

U (x-0
PO ML (x00)

y como P(Xn+l=o / Xn=O)=l,entonces:

g = lim, Pﬁ (X,=0) V. .....U(xnzo)? =
n==2

= lim. P ( X =0 ) = lim, fn(o)
n-=% s n==
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con lo que puede probarse el teorema siguiente:

Teorema 1.1. La probabilidad de extincion de un pro-

ceso de Galton-Watson Xn con X0=l y fun-
cion generatriz de hijos f(s),es la mas

pequeiia raiz no negativa TI de la ecuacion
f(s) = s

Ademas:
Si )'\5 1 entonces [T =1
Si )A? 1 entonces T 1

y como consecuencia:

Corolario.

a) lim. P ( X =k ) =0 ,, ¥ k21
n- o .

b) P ( lim, X =0 ) =1 - P( lim. X =) = T
n-= 0o n->p

con lo cual la sucesion ﬂ Xn} converge hacia infini-
to o hacia cero con probabilidades (1-1) y I res-
pectivamente,cuando n tiende hacia infinito.
Naturlamente que,cuando Xo=q s la probabili-
dad de extincion sera T(q.
Paralelamente a la probabilidad de extincion
W ,definimos por tiempo de extincion al tiempo de

primer paso por el estado O,es decir,al mas pequefio
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subindice s tal que XS=O°La distribucion de s sera:

P( S=O) =0

L

P(s=n) = fn(o) - fn_l(o) sy NEN

de modo que:

Teorema l.2.~

a) Si )«7 1 entonces E(s)= 8 ,

b) Si )A'f 1 entonces P(s »n) = 1~ fn(o) se
aproxima a cero al menos exponencialmen-
te,de modo que todos los momentos de s son

finitos.

o - x
c) Sl)A =1 entonces E(s) y F = § Fa)=x 9%

0o

gson finitas o infinitas ambas a la vez,

Podemos estar interesados en saber el numero
total de individuos que han existido hasta el tiempo

de extincion.Claramente:
V=Xo+Xl+ooooo +XS
sera dicho numero total.Si denominamos ahora por cj a
*

cj=P(V=j> vy JEN

y por ¢(z) a su funcion generagtriz,entonces:
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Teorema 1.3.- Si p,7 O,entonces c(z) es la Gnica raiz

de la ecuacion funcional:

c(z) 5ﬁz.fﬁ c(z)?

con 0< c(z) < 1 para O£ z £1.Ademas:

«l si)/x;‘ 1
P( V<Lm)=c(l)=
ﬂ‘si.)A7 1

Volviendo a la probabilidad de extincion,
recordemos que fn(o) converge hacia{l; veamos a con-
tinuacion tres teoremas que nos hablan de la intensi-

dad de tal convergencia:

Teorema 1l.4.- Si)Ql J p,7 O entonces 0L’ ()KL y:

£,(0)- 10 - ( = LS >.[f'<m]n+
J

+ oﬂ ( £7( 1) )2’1}

cuando n ---» & ,en donde '(j son no ne-
gativas y determinadas univocamente por

las ecuaciones:

*
Z— YioP(iaj) = fI(W)-Y- LR J € N
ieN J

con
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asi,en el caso fraccional lineal (ver seccion siguien-

X
te) X’i= (l-TT)2 para todo i €N .,

Tedrema le5Se~ Si)A< 1 entonces:

cuando n ----%»o&J ,con k finita o no se-

gun que la serie

= ,i.ln i .p.
ien* 1

sea convergente o divergente,

1 .
Teorema 1.6.~ Si /J\ =1 , Py #1y0 £ % entonces:

cuando n --=-=% a2,

13¢3.EL CASO FRACCIONAL LINEAL,-

Normalmente,las funciones generatrices de

distribucion de hijos tienen el problema de que el cal-
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culo de f (8) - o n-iterada de f(s) - es complicado;

hay sin embargo una funcion generatriz,que denomina-

remos en adelante por caso_fraccional lineal,eque,apar-

—

te de poder calcularse fhcilmente la £ (s), presenta

la ventaja de depender de dos

que la funcion generajriz del

tipo fraccional lineal cuando:

con b,c 70 y btc £1l.Con ello:

p= P ( Xy=k / X,=1)

po= P( X1= O / X0=l )

y por tamto:

= —— B ___
}K (1L -c¢ )2
T 1 +c
T = p—=- -8
l~-c¢

pardmetros.Asi,diremos

nfimero de hijos es del

~-DssS___
l- CQS
b.ck—l 9 k=l,2,oo-o
1L -Db ==c
l1-c¢
T
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con lo cual,si }A7l, =1 , < 1 entonces M<K 1,=1, o = 1.
Puede verse que la forma de fn(s) depende del

valor de la media}A .Asi,cuan@o)A # 1 ,entonces:

£(8) = 1 = —mm—mRlB)___ p ___b(n)es____
o 1 - c(n) 1 - c(n).s

en donde:

(1.4)

con lo cual las probabilidades de transicion de n pa-

808 desde el estado 1 son:

k-1

P( Xn =k ) B b(n).SC(n)7 ' k=l,2,.o..
(1.5)
P( X =0 ) =1 n _lﬁ:_E.-
I 11

De igual modo,cuand0)¢ =1,entonces b= (1-¢)? y T =1,

de modo que:
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£(g) = -S.2-(2¢ = 1)es__

l - C.S__~
s
1
T = -2C____
l-c¢

Ahora la n-iterada de f(s) es:

- L o -
£ (s) = - nec - (nc + c -1).s
1l -c¢c *+ nc - ncs

con lo cual las probabilidades de transicion de n pasos
son:
P( X =k ) =11~ c(n)? ° c(n)¥1
n_ B ¢ %9 k=l,2,ooooo
(1.6)
P( X,=0 ) = c(n)
en donde:
c(n) = —==-Bfoee (1.7)
1+ (n-1l)e

Como mas adelante necesitaremos la distri-

bucion de probabilidad de la variable aleatoria Xn coh-
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dicionada en que X 7 0,de las expresiones (1.5) y (1.6)

se deduce que :

P( X, =k / X 20 ) =} i-r*'é(n)}. e(m)*t |,

n

k=l’2,oooooo

en ambos casos(para)« distinto o igual a 1 ),en donde
c(n) toma los valores (l.4) o (1.7) segun que.)A sea
# 1 o =1.Con ello:

n_m
E(X. /X >0) = A = LTl
n/ *a? 1 - P(X,_=0) 1- 1T
si )A #1ly:
EC X, /X 70)=14% -529-___
- C

si )-A =l‘.

Finalmente,si s es el tiempo de extincion:

P( sen ) = Plqr, K@)
(o0 ) =p (p? -mcrn"f -0

cuando )\7 1 y:
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P(g=n) = °§l"°2 ,
{1 + (n-1)e .ﬁl + (n-2)c ?

si /A =1,

le 3.44ALGUNOS TEOREMAS LIMITES,~

Ya hemos visto mas arriba que X, tiende hacia
cero o infinito,cuando n tiende hacia infinito,con pro-
babilidad l.iCual es la naturaleza de esta divergencia?
Veamos de estudiar para ello el comportamiento limite
de Xno

Ya sabemos que por la propiedad de Markov:

E( Xn*k / Xn=ln' Xn_1=in_l,ooo-oc.’Xo=io)=

N
=E( Xn*k / Xn=ln)= lno)k

*

. -n
con lo cual, si Wn= Xn.)A entonces

]
=

E( wn+k / wo, wl, ® o 00 9 W )

n

Con ello se prueba que:
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’ n"Xn°)A y Fn es

la (@ =-algebra generada por Xo,Xl,....,

Teorema le7.- Si O -<)A < o0

X .entonces :1wﬁ,Fn;n=O,l,2,....$ es una
martingala.Ademas,cuando wnZ,O,existe una
variable aleatoria W tal que :

lim, W, = W c.s.
n-- 49

Con ello Xn(w) crece como ,,“.W(w),pero por
ahora no sabemos nada de W.,Desde luego puede ocurrir
que W= 0 en cuyo caso el teorema anterior no dice na-
da excepto que)kn es demasiado fuerte como factor nor-
malizador.De hecho,si )Af 1 entonces Xn=0,para grandes
n,con probabilidad 1,de modo que W es degenerada en
cerojde ahi que el teorema solo tenga pleno signifi-
cado cuando )A7 l.Aun en este caso podra ocurrir que
P(W=0)=1;sin embargo si U‘<-“’ podemos asegurar que
W no es degenerada.Mas adelante se dara un teorema al
respecto.

Veamos a continuacion algunos teoremas limiw
tes para cada uno de los posibles procesos de Galton-
Watson segun cual sea el valor de}A ;dichos teoremas
limites seran utilizados a menudo en el cap.lll y so-
lo reproducimos aqui aquellos que alli nos seran atiles.

Las pruebas para el teorema 1.7, y los teore-
masvpostermores,pueden encontrarse en Athreya-Ney(cap.I)

y en Thutu (pgs.105-8).
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loele1,TEOREMAS LIMITES EN EL CASO SUBCRITICO,-

Cuando r~<,l el proceso muere con probabili-
dad l.Para describir su comportamiento asintético,Ya-
glom ha introducido el artificio de condicionar Xn en

el suceso SXD?O(I JAsi:

Teorema 1,3.,~ (Teorema de Yaglom)

*
8i m< 1l,entonces para cada j€ N existe
/

lim,P( X.=j / X7 0 ) = b, con = b.=1.
n---%o0 % n J J

Ademas,la funcion generatriz b(s) =E;_“bj.sJ
es la Gnica funcion generatriz de probabi-
lidad con b(0)=0 que verifica la ecuacion

funcional:

bf2(e)] = papls) + (1-p)
Ademas,b” (1) es la constante k del teore-

ma l.5.Finalmente:

Z§.b;< R D Zgepgeln § < X

le3ele2.~ TEOREMAS LIMITES PARA EL CASO CRITICO.-

Cuando r~=1 no basta con considerar el pro-
ceso\ X, / X7 0 pues puede verse que diverge a in-

finito.Hace falta una apropiada normalizacion para que
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el proceso condicionado converja a un limite no degene-

rado.

En el teorema 1.6. ya vimos que si }A =1

L - (~%
y 7 < ® entonces,cuando n ----> 069

1- £,.(0) = P( X >0) % -

Con ello,como :

B( X, /X 70) = " l{o)
n

parece conveniente estudiar el proceso

------ / X 70

Asi, Spitzer y otros han probado que

€
Teorema 1.9.- Si ‘}«=1,pl #1y T < # ,entonces:

X
i L., 2 = X
n | E oy xsaro) -

T

para x 7,0,
Nétese que dicho teorema limite es valido
cualquiera que sea la funcion generatriz f(s) y que
su resultado no depende de f(s),cosa que no ocurria en

el caso }A( 1 ni ocurrird en el caso}*? 1.
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l.%5¢4.%.,TEOREMAS LIMITES EN EL CASO SUPERCRITICO,-

El teorema 1l.7. quedd pendiente de particula-

rizacidn al caso )*71.Asi P

T
Teorema 1.10.- S5i )1@1 y 7 £ ®® entonces:

a) lim. B( W_ - W )2 = 0
n==7 s '8

b) E(W) =1 ,, V(W= ———mn A

‘)$ (rk-l)

¢) P(W =0 ) = Wl = probabilidad de extin-

cidn.
1
Con ello,la condicién o < & es suficien-
te para que P( W=0) < 1,pero no hace falta algo tan fuer-
te como que V:H<uapara la no degeneracidn de Wjasi,el
teorema siguiente da una condicidn algo mas fuerte que

la existencia de la media.En toda esta seccibn se su-

pone que X =1, }N7l Y Py # l(\U Je

Teorema 1l.,11.-

a) Si E( X;1n Xl)-< &J  entonces E(W)=1.

b) Si E(Xlln Xl) = b9 entonces E(W)=0

o,equivalentemente, P(W=0)=1.,

Con ello,cuando E(X;1n Xl) = 00 ,entonces:
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o n L .
lo cual indica que‘)k no es una normalizacidn corres-
ta para que Xn converja a una ley limite no degenerada
en cero.Sin embargo,Seneta ha probado que siempre exis-

te una sucesién{(ﬁlital quéﬂcgl.Xn converge,en distri-
bucibn,a unlimite no degenerado.Asi:

Teorema l.12.- Sea QXn,n=O,l,2,.... 5 un proceso de
Galton-Watson con l»(}A < o0 Enton-
ces siempre existe una sucesibén de cons-

1

tantes C, con C, -———> 0y C, -C

ntl
----?}A cuando n ~---> oJ ,tal que

. . -1
la variable aleatoria wn= Cn .Xn con-
verge C.s. a una variable aleatoria W
con P(W70)=1-1t .,

Ademas,si \p(s) = E( ™) para
Re.s 7, 0,entonces QP(s) verifica la i-

gualdad:

‘(’<s>=f{‘€<—}§->§

Volviendo a la variable aleatoria W del teo-
rema 1,10.,veamos de especificar sus propiedades y dis-

tribucibn:

Teorema l.l3.- Si}x? ly iffk.pk.ln k < &) entonces:

X
n
-}A 5 ——====> W co.s.
cuando n =--=% &0 ,en donde W es una

variable aleatoria con un salto de mag-
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nitud [ en el origen y de densidad con-
tinua en (0,»0 ).Ademas,si \P (s):E(e—sw)

entonces tPﬂ(s) es la finica solucidn de

PEa

la ecuacidn funcional:

P (s) =f$‘P< -;— >c]

verificando la condicidn Y (0)=-1.

Como mas adelante nos hara falta la distri-~
bicidn limite de Xn /}¢ D sondicionada en el suceso
R Xn7 O<( es inmediata la extensibén del teorema ante-

rior en el siguiente:

Teorema l.13.big.- Si }A7 1 y > k.pp.ln k < entonces:

I .
_}:..I_l- / X7 0) ------ 2 Wieces.
cuando n —-—=» o> ,en donde W'es una

variable aleatoria de distribucidn

continua en (0,8 ) y tal que si
Y (s) =& (™)

entoncesQe (s) es la Gnica solucidn

de la ecuacidn funcional :

Y (pe)a-T) + @ .—.f\\l’ (8)(1-T) ur>

(
verificando que Y (o):-E(W'):-—(l—IT)-l.
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El cllculo de Qe(s) no suele ser sencillo,
pero en el caso fraccional lineal puede verse que la

distribucion de W’'es:

L

(l-Tl‘).exp.H -(I-W).w? vy w70

Lo que si puede calcularse explicitamente sin dificul-

tad son los momentos de Wj{asi,por derivacion:

E(Wy=(1-T)"L

VW 2)s —mmmmeme £20C1)
r.(r -1).(1-T)

1.4.EL PROCESO DE NACIMIENTO PURO LINEAL COMO UNO DE
GALTON-WATSON, ~

Sea X; un proceso de nacimiento puro lineal de
intensidad A , Y supongamos que es observgdo en los tiem-~
pos 042,2Z2,40...,kz=t ,en donde k es un entero,t el tiem-
po de iltima observacion y z un positivo dado.Sean Z“ las

observaciones en dichos tiempos,de modo que

Z = X +9 n=o,l,2,ooono,k-

entonces,dichas observaciones Zn forman un proceso de
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Galton-Watson con distribucion de hijos la geometrica:

- _ i-1
P(Zl=i /Zo=l)=e XZ.(l—e AZ) 9 i=l,2,.-o-

~t

P(Zl=0 / Zo=l)= 0

Con ello:

E(Zy / 2,=1)= exz
V(Z, /2,=1) =e>\z.(eAZ -1)

son la media y varianza de la distribucion de hijos.

(Harris,pg.10l).
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CAPITULO IT

ESTIMACION PARAMETRIéA”EN PROCESOS DE
NACIMIENTO PURO,

2.1, INTRODUCCION., -

Sea Xt un proceso de larkov em el cual para i=1,

2,3,00.0.. se tiene:

iXIh L+ o(h) 81 j=itl
B( Xyy, =5 / Xg=i ) =) 1 - iNn & o(n) o1 jei
o(h) en otro caso.

en donde X es un parametro desconocido y tal gue X‘>CLSu-
pongamos ademas que P(Xo=q)=l en donde q es un entero po-
sitivo fijado de antemano y conocido o no.A un tal proceso
es a lo que se le llamb en el capitulo I por proceso de na-
cimiento puro lineal,de modo que Xt suele ser denominado por
"tamafio de la poblacidén en el tiempo t".

Unproblema abordado por diversos autores ha sido
el de la estimacion de la intensidad A bajo diversaes esque-
mas de muestreo.la seccidén 2.2. se ocupa de resumir breve-

mente todo lo mas importante que hay dicho al respecto.Asi-
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mismo en la seccidn 2.3, se dan algunas ideas sobre la esti-
macidn de }\ .

Sin embargo,el problema de estimar la edad de un
proceso de nacimiento puro o éifﬁﬁmero inicial de individuos
de queparte el proceso,no ha sido alin tratado y son proble-
‘mas que asimismo abordamos en la seccidn 2.3.

Como quiera que las anteriores estimaciones pue-
den hacerse bajo diversos esquemas de muestreo,y ellos seran
citados a menudo en el texto,es conveniente que los llame-
mos brevemente de algln modo.Asi,denominaremos por esquema
de muestreo de tipos I,II,III,IV y V a los siguientes:

TIPO I : observaciones continuadas del proceso X en

el intervalo de tiempo~fijado de antemano-
Lot ].

TIPO II :observaciones continuadas del proceso des-
de el tiempo .0 hasta el tiempo T en que el
estado p - fijado ~ es alcanzado por piime-
ra vez.

TIPO III: observaciones equidistantes en los tiempos

0y2,2Zyeveses4ynz con z fijo y n un entero

tambien fijo( muestreo equidistante ).

TIPO IV : una Unica observacidn X, en un tiempo t
| fijado de antemano.
TIPO V i ubservacidén del tiempo T en que el estado
p es ocupado por primera vez.
Nétese que el muestreo de tipo IV es un caso par-

ticular del muestreo de tipo III cuando z=t y n=1.
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2+2+.RESULTADOS CONOCIDOS, -

2.2.1.ESTIMACION DE 1\ BAJO MUESTREO DE TIPO I.-

Este problema ha sido-abordado por diversos auto-
res,pero Keiding(1974) da un resumen dé todo lo conocido
-salvo en el caso del muestreo de tipo II - Yy aporta nue-
vas soluciones.lLas pruebas y referencias de todo 1o que
sigue pueden verse en dicho articulo.

Veamos primero algunos resultados generales a
los que haremos referencia posteriormente.Asi,son impor-
tantes los siguientes teoremas:

Teorema 2.2.1.- Condicionalmente en W, L es un proceso de

Poisson de tiempo homogeneo con X,=q e in-

tensidad qW )\ e >\ t ;con ello:

At

ECXg=q /W) =qW (e -1)

en donde W es la variable a la cual converge casi seguro,
cuando t tiende hacia infinito,la variable Xt/ E(Xt) co-
mo se indico en el capitulo anterior,y con Xt un proceso de

nacimiento de intensidad.x y onq.

Teorema 2.2.2.~ Sea *Xt,t2>05 un proceso de Poisson de in-

tensidad<yvke t (X? 0) vy X ,=q,y sea
"
St= ‘0 Xudu

Entonces,casi seguramente,cuando t ----> o9:



[
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i

En particular,psra el proceso de naxcimiento,po-

demos concluir que :

t
Lom At

| Xydu —mmsilend W/ X cus.

A continuacién veremos dos procedimientos de es-
timacién de A yuno en el proceso X, y el otro en el proce-

so condicional en W,

2.2.1.1.,INFERENCIA EN EL RPOCESO DE NACIMIENTO.-

La distribucidn de { X, »04u L5 s estd plénamente
determinada por Xt y los tiempos aleatorios Tq+l"'°"‘TX ’
en donde Ti=inf.‘ u / Xu=i ? es el tiempo en que el proce-
so salta al estado i.tintonces :

Teorema 2.2.%.~ La funcibén de verosimilitud esta dada por:
(X -a) { X-q  _
LA )=(xe-1) © L AT e Ast

en donde:

t
St=j Xudu [ ] a(X)=ao(a-l)ooo-oo(a"X'!‘l)
0

Ademas, (¥,8;) es minimal suficiente y el
estimador de mixima verosimilitud esta da-

do por :



Teorema &

2ede-

(a) La distribucién de S, cuando X, =x , tiene

por funcidén caracteristica:

E 1vSt <. = - ivqgt ___l_‘—__g _______ _
( e / t X ) e . ‘A E ‘

y densidad:

(A £)¥ e As=at) (3o~ A t)q_x.gx,q(s)

con gt+ Y3+ ... * Yx-q de igual densidad
que gx,q(s) en donde Y; son variables aleato-
rias independienges y uniformemente distribui-
das en el intervalo [O,t] ,y con qt £ s<0.
(b)La distribucidn de 8, , dado W y X;=x , es la
misma que bajo(a).
(¢)La distribucibén del minimal suficiente (Xt’st)

tiene por funcidn caracteristica :

o (M
\E ( eluXt L lvbt) -

B iv_ _ Jluy Jiut (1v~7\)t

y densidad:
(X—l)( )\t)X— -)\S (S)



con X——-q,q'!"l,ooo-o,qt ::Sé‘w.
R4S

Teorema 2.2.5.- Cuando t ----5 ¢ . /\-———? )\ casl seguro.

Teorema 2.2.6.~ Sea {Xt’t2'07 un proceso de Yoisson de in-
tensidad @NAEE t y X,=q.Entonces la distri-

bucidn de
(hey N ve” }‘t.sty_-{ e )\t/2(Xt—q—/\St),e-/\tSt>\>

converge débilmente,cuando t —--§>00 yhacia
la distribucidn de (A,qw) en donde A es

N(O,qW).

Teorema 2.2.7.- Cuando t ~--=-»®0 y q esta fijo:

2 N
.(A./A -1) es asintdticamente

1/
(a) (Asy)
(0,1)
)\t 1/2 AN
(b) (q.e ) O(A‘/A -1) converge débil-
mente hacia una distribucién de Student

con 2q grados de libertad.

Neorema 2.2.8.- Para un t fijo y q =—--% o0

(a) (A St)l/g. (X //\ -1) es asintdticamente
N(0,1).

(b) (q.e "\t)l/g.(/x />\ -1) es asintéticamente
N(O, 1/ (1- e—xt) Do

A

Ubservese el comportamiento del estimador )\ de %\.
Los resultados del teorema 2.2.7. pueden obtenerse a partir

de los teoremas 2.2.l. J 2.2.0.81 teorema 2.2.8. €s mas sen-—



cillo de obtener pues si X0=q,entonces Xt es la suma de g
procesos de nacimiento independientes y de igual intensi-
dad A »Y basta aplicar entonces el teorema central del li-
mite.

Observese que si en el teorema 2.2.7. (b) hace-
mos que q =-=--> X obtenemos una N(0,1),al igual que si en
el teorema 2.2.8.(b) hacemos t =----p 20 .10 cusl era 16-

gico de esperar.

2¢2.1.2.,~INFERENCIA CONDICIONAL.-

Veamos de aprovecharnos,para la estimacion de /\ ,
de lo indicado en el teorema 2.2.1. pero haciendo interve-

nir el limite w condicionante.

Teorema 2.2.9.- Sea {Zt{tZ&)y un proceso de Poissoﬁ con in-
tensidad exp.(}'\ J.-)\t) , ()\ ,}-\)€R2 y sea
‘ T
Rt=j Zudu.
o

Para estimar (%\,}A) la funcion de verosi-

militud la da:

1n L()\ ,))\) = (Zt"Q)/'\ + (t-Zt-Rt)A -

y el estadistico minimal suficiente es



- 45 -

(Zt,Rt).Ademas,excepto cuando Z.=q (y por
tanto tZt—Rt=O ),el estimador de méxima ve-
rosimilitud lo da la finica solucidn de 1las

ecuaciones de verosimilitud:

R =& -R. )= =83 Co el Lz€ __J_
tZt-Rt—b(tZt Rt)_

Lt
denominando a dicha solucidn por (A nﬂ e

Finalmente:
*
>\ 7 o<@ 2(tZt—Rt)7t(Zt-q)<:>

S 2(Ry=qt) < (Zy=q)

Con ello,si Zt es el proceso de Poisson condicio-
nal obtenido de un proceso de nacimiento Xt de intensidadA)()

y Xo=q condicionado al limite,casi Seguro, W:lim.Xt/E(Xt)zw,

At

entonces Zt tiene de intensmdad qu<a ,de modo que ha-

ciendo fu=ln.ﬁva),el teorema 2.2.9. se vuelve aplicable

a nuestro estudio.

Teorema 2.2.10.~ Supongamos que A?()en.el teorema 2.2.9.tn-

tonces,cuando t —----- > 00 :
K
(a) A ——— >\ casi seguro.
% ¥ -
(b) (A ,JA ) ———— > (A ,/A) en probabi-
lidad.

: /2 . * :
(c) ()\Rt) (A /A ~-1) es asintbtica-
mente N(?,l).<
| 1/2
(d) (e'\t) .(>\//\-l) es asintdti-

camente N(O, A e-)'\).



S1 se comparan los teoremas 2.2.5. § 2.2.6.con
el actual 2.2.10. se vera que cuando t ----% ™ ,las dis-
tribuciones asintdticas de A y A son idénticas,unas para
el proceso de nacimiento y la otra en el proceso de Poisson

condicionado.

2.2,2. ESTIMACION DE /\ BAJO MUESTREO DE TIPO II,.-

Sea &Xt,t)70? un proceso de nacimiento puro de
intensidad )\ que comienza con Xo=q individuos.Supongamos
que dicho proceso es observado continuamente hasta la apa-
ricién de k ~fijado de antemano - nuevos individuos;sea T
el tiempo en que aparece el imdividuo nimero (q+k).Denomi-
nemos por tl’t2""""tk a los tiempos de primera ocupa-
cibén de los estados (q+l),(g+2),.....,(gtk);con ello los
ti seran variables aleatorias que tomaran distintos valo-
res en cada realizacion del proceso.létese que en el muestreo
de tipo I el tiempo T estaba fijado de antemano,mientras que
ahora esta fijado kj;con ello,en un caso la variable aleato-
ria sera k mientras que en el otro lo sera el tiempo I,

kn estas condiciones,es conocido que las varia-

bles aleatorias

= tS‘!'l - ts 3K Szo,l,g,oo-o-’(k-l)

son independientes unas de otras y estan distribuidas co-

mo una exponencial de pardmetro (q+s))\,de modo que el lo-
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garitmo de la verosimilitud es:

~

-1 ,
in L == ln.i)\(q-!-s).e_/\(q"LS)'ds-.Ll?

|

s=0

W
=

¢M

ﬂ 1n/\ + In(qts) - /\(q+s)-ds+1>

en donde naturalmente dl=t1.Derivando respecto a A e igua-

lando a cero ( ver articulo de FMoran ) entonces

y k=1

-‘)-,jf-;\:@- -k AL - z; (q#s)ed_,q = O
S=
AN

) N — K (2.1.)

en donde el estimador tiene por denominador,de hecho,el

area bajo la curva en el grafo de Xt;con ello:

estimador que tiene la misma forma que el obtenido en 1la
seccibn anterior - ver teorema 2.2.%. - si bien sus dis-

tribuciones son légicamente distintas,pues en uno T es va-
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riable y en el otro lo es k.Vease el articulo de Moran pa-
- [ 4 -
ra una dascusidOn sobre la varianza de ambos estimadores.

Si en ambos lados de la expresion (2.1) tomamos

la inversa,entonces:

1 £
7= k- e = (ake)edgy

. . -1 . . .
es un estimador insesgado de X .Para ver su distribucidn,
como d,,; seguia una exponencial de parametro (q+s)A.,enton—

ces la variable aleatoria

2 X(q+s).ds+l

sigue una X° con 2 grados de libertad y por tanto”y‘'segui-
T4 ursc (2k:X)—l.X2 con 2k g.l.,de modo q%s su varianza se-
Tra (k.)\g)—l.Tambien,para grandes (q+k), A es un estimador
de X que estd distribuido aproximédamente como una normal

de varianza )\.k-l.

202¢3. LSTIMACIUN Dby )\ BAJO MUESTR&C D& TIPO III.-

Sea X; un proceso de nacimiento observado en los
tiempos 0,2,2Z4e40s00,02=F y s€a Zk=sz'Si Xg«tiene de in-
tensidad X ,es conocido que entonces el proceso Zk es uno

de Galton-Watson con distribucibén de hijos la geométrica,es-

to es
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- . r _ _ i-1
P( Zl=l / Zo::'.]. ) = € Azo(l- e AZ) si i=l’2""
P(zl=o / ZO=1)=O

y por tanto la media y varianza de (Zl/Zo=l) es

/A

e)\Z.( e)\Z —l)

oAz _

£( Zl / Zo=l )

1

]

v( z, £ Z,=1 )

Los dos teoremas siguientes - ver el articulo de
Keiding - dan los resultados apetecidos para el problema de

estimar X :

Teorema 2.2.11.~- La funcidén de verosimilitud es:

n X -1

o .
L(A)=] | . §

k=1 \*xz = X(kx-1)z

.(l-e-'AZ)XnZ— X,

eXp Zk::L (k—l)Z

y el estimador de maxima verosimilitud es:

~NS

A 1 ' S P

Nétese que en definitiva la fraccion puesta en-

tre paréntesis es el estimador de Harris para la mediaﬂA
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de un proceso de Yalton-Watson,o sea,el estimador de e‘\Z,

y puesto que z es conocido,despejando A obtenemos tambien

el estimador anterior,

Teorema 2.2.12,~ Cuando n ---% 0
o~

(a) A === ? A. casi seguro y ademas:

Az) — e}\z

1/2 %
(b) Z(XO S an) .(A —z\) es

asintbéticamente N(O, 1~ e~

(c) Yq.( e‘)\(n'!'1>Z - l).e>\Z ?l/Z.X -/\.z

converge débilmente hacia una distri-
bucibdn de Student con 2q grados de li-
bertad.
Fn particular, cuando z tiende hacia cero y n tien-
de hacia infinito de modo _que nz tienda hacia t,entonces se
prueba que no solox-w~4?k sino que tambien las distribucio-

nes asintbticas son asintdéticamente iguales.

2.2.4, ESTIMACION DE A BaJO MUESTR&O DE TIPO IV,.-

Ahora solo contamos con la Unica observacidn Xio
Fllo es un caso particular de la estimacion bajo el muestreo
de tipo III en que n=1 y z=t.La forma del estimador de X‘
surge por particularizacibén del teorema 2.2.10.,pero ahora

las distribuciones limites y la convergencia del teorema
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2.2.11. no nos valen,puesto que n no tiende hacia infinito
al ser n=1 fijo.La convergencia limite puede darse ahora a

partir de la convergencia casi segura ya citada :

Asi tenemos ahora el :

+
Teorema 2.2.1%.,— E1 estimador X de maxima verosimilitud de

A esta dado por :

+ X
- i —lo
A = { .11’1 X (202)
)
Ademss,cuando t ----3 0o ,entonces:

t()ﬁf—k ) ==-=>1nW
en donde W se distribuye seguh una gamma
(q,q) de modo que

E(ln W) =F(a) - 1n q

V(1n W) =4(q)
siendo 4’ la funcion digamma:

4’(x)= a Inl (x) / dax

Nétese que
PP (q) - 1In g< O pero 4’(q) - 1n q -=——-%» O cuan-
i
do q ---> 0o y ademas q.’f (q) === 1 cuando g -—= 00,

En particular :

4 @
At )

Finalmente,cuando g ----2 2 ,entonces

- e - 0,577
“
m /6~ 1,645

1]
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o+ ‘ :
vcg (A -X) es asintbticamente N( o,£§§ﬁa§éiﬁlg2lﬁj_ )

2.%.APORTACIONLS, -
2¢%.1.80 PROCESO DE NACIMIANTO LINgAL PURO Y EL PROCLESO
CONJUGADO, -

Sea ﬁXt,t770§ un proceso de nacimiento puro de
intensidad X jpara identificacidn indicaremos por Xélk) a
tal proceso,de modo que el superindice entre paréntesis in-
dica la intensidad del proceso,mientras gque el subindzce
indica el préametro tiempo.ts conocido que

-1 _
Prg,);l) (8) =% Xé+))c> =n / X;k)zm =(n )-(e'xt)?(l-e"\t)n m

n-m

para n7, m 71 y O en otro caso.
Sea ahora el proceso Y? ,tambien de nacimiento

puro,pero ahora de intensidad tj;en el :

n-1

LAY *4 HEN Yét):‘“? ( )‘e'“)‘P(l-e-‘C)\)n-m

n-m
Con ello:

Prg):r)l(t) - 288 (M)



Si ahora denominamos por procesc originsl al KS

¥y por progceso conjugado al Y? sconcluiremos en gme,probabi-

listicamente,es lo mismo hablar de un proceso de nacimiento
de intensidad X que comenzande con m individuos se encuentra
en el estado n despues de un tiempo t,que de un proceso de
nacimiento de intensidad t,que partiendo de m individuos se
encuentra en el estado n despues de un tiempo A #4110 ha si-
do asi por el papel simétrico que jueganfky‘t en ngg (t),

y nos habla de la existencia de un #nico proceso de nacimiem-
to de intensidad 1 y un Gnico pardmetro tiempo que seria el

produc{:o X ote

2.3.2.83TIMACION DEL TIEMPO z ENTRE OBSERVACIONES fQUIDIS—
TANTES .-

Sea Xg un proceso de nacimientoc de intensidad *
conocida del cual se hacen las siguientes observaciones:
XO’XZ’XEZ”""’an ypero en el cual no se sabe el inter-
valo z entre observaciones.Si ahora consideramos el proceso
conjugado Y7 de intensidad z al cual observamos en los tiem-
pos O, A,EZX ,.....,IIX ,e€l es probabilisticamente identico
al anteior,de modo que podemos hablar de un proceso de inten-
sidad z desconocida y que al abservarlo deAXen X da los ta-

mafios anteriores,o sea :

T\ = £ks
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Con ello,los teoremas 2.2.11. y 2.2.12. son apli-
cables aqui pero cambiando los papeles deAsfz.En particu-

lar

2e%.%o LHTIMACION DE X POR MUESTREO DE TIPO II,-

Bea ﬂXt,tZ«O§ un proceso de nacimiento puro de
intensidad X que es observado desde el tiempo O hasta un
tiempo T - que es variable aleatoria - en que el estado

(gqtk) es alcanzado por primera vez,en donde X0=q.Denomine—
mos por tl’tg"""tk=T a los tiempos de primera estancia

en los estados (g+1),(q+2)y¢e..,(g+k),con lo cual:

£ = qti
Ty

y sean di= ti%l - ti los tiempos entre nacimientos sucesi-
vos,en donde naturalmentevdo=tl.00n ello,por el proceso con-
Jjugado
) _ p(dr) _
Poir, qrrs1 (8= Poan qirsl (X 4, 20,1500, (o)
de modo que si en proceso original dr sigue una exponencial

de parametro (q-!-r))\ ,en el conjugado >\r - el tiempo hasta



la aparicidn del primer nacimiento desde el individuo (q4r)
en un proceso de nacimiento puro de intensidad dr -~ seguiri
una exponencial de pardmetro (q+r).dr.Esto es,la variable

aleatoria (,&r/ dr> tiene por densidad:

(q%r)dr.e

de modo que podria tentarnos la idea de obtener,por mues-
treo de Monte Carlo,el tiempo Ar que tarda el proceso de
nacimiento,de intensidad dr dada,en ir desde el estado (q+r)
al estado (qfrtl) y considerar el valor Xr obtenido como
una estimada de X .51 problema es que de hacerlo asi,enton-

ces (haciendo q=1 para simplificar ) :
)

P(kr =x)dx=& IP(dr=y).P(xr.:x / dr=y)dydx=
)

o8

)\rg. g y.e-y(;\r'} Xr).dy dx =
0

I

]

K ™

con lo cual
Q) I

de modo que la doble aleatorizacibn - la de dr y la de lr-
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d2 modo quz A seria la egstimada propuesta de X Para facili-
tar el cilculo de un estimador conjunto de /\ y de su distri=-

bucidn,es conveniente el considerar la variable:

1
i,
-l

que es un estimador insesgado de k ,pues en efecto:

Gy = ___QQ_ l_-_ = - -
LkBr) (Q"'I‘)-ﬁkd ) (atr). ")\ =

Como ademas todos las I tienen igual varianza:
V(y,) = (atr)2.v(a,) = -3¢
Jp/ = 1A% y r T

entonces un estimador conjunto de A seria:

k-1 st
Pl L
o Yo r=o (gr).d,

k

<)

que es insesgado y de varianza:

A
V(3§ ) = (At



Con ello:

V() = —optom —mmeem > 0
A"k
cuando k ---3> o¢ ,de modo que:
~l
§ m———— > )\ ycuando k---2#& ,en probabilidad

con lo que § es consistente deA-R

Como . sigue una exponencial de parémetro A ’
entonces ¥ sigue una gamma(k,klk) v,finalmente, ﬁw\ segui-
rd una gamma(k,k).Con ello todos los resultados actuales
obtenidos mediante el proceso paralelo,coinciden con lo
indicado en la seccion 2.2.2.Finalmente,para k grande,&*
seguiréd una normal de media 1 y varianza k—l,de donde se
deduce que un intervalo de confianza para X -en el caso de

grandes k - seréa:
L
)e__%__ ST —

con t, mirado en la N(O,1).

2.3 .4, E3TIMACION DE NY © POR MUESTREO DE TTPO IV,-

La expresidén (2.1) del teorema 2.2.13. nos daba
la estimacidn de la intensidad X de un proceso de nacimien-

to bajo el muestreo de tipo 1V,a saber:



T X
X = -%- o1ln ""E_"
X
o
asi como la convergencia cuando t —--->09,

Consideremos ahora el problema de estimar la
edad t de un proceso de nacimiento de intensidad X conoci-
da,cuando observado en el tiempo t da un tamafio Xt.ﬂllo es
equivalente a estimar la intensidad t de un proceso de na-
cimiento-el proceso conjugado-que en el tiempo X tiene el
tamario Xt;por el estimador anterior:

1 X

¢t = doin it (2.3.)

X
¢

que es tambien de maxima verosimilitud y le es aplicable
el mismo teorema 2.2.1%. con el consiguiente intercambio

de A y t.bkn efecto,como:

S > W c.s. cuando t ~----> &0

ln —--=- - A‘t -------- 2 1lnW c.s. cuando t ~==-3 &

)\(t"L- t) ——————- > 1oW c.s. cuando t —-—---%e (2,4)

en donde W es una gamma(q,q),con Xo=q como hipbtesis ini-
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cial,

De otro lado,cuando el objeto de nuestro estudio
sea estimar la edad t,como es el caso,sera usual el desco-
noeger Xo=q,de modo que no quedari otro remedio que supo-
ner Xo=q=l.En ese caso W seguira una gamma(l,l) y por tan-
to su densidad seri e“w.Consecuentemente,la densidad de

1nW sera:

o7

e oey

¥y por tanto:
P(ln Wew) = -e L1

Supongamos que se desea un intervalo para 1lnW;
tomando un errorX ,sean Ky K3 los dos errores de cola

y tales que «, 4-%2= % .Entonces:

w1
P(Ini< w)=a;==e® +1 D «\=1-¢
(2.5)

I
(0]

"2
P(lnW L wy)=1-8g = —e™° ~ 41 =K

Si finAlmente deseamos el intervalo de longitud
minima para un error dado & ,el valor i, que hay que tomar

lo da la tnica raiz positiva de la igualdad:

(o =oAPDIn(X -%) = (1-«)1n(1-&;)

de modo que ohtenido &, entonces ¥y =« -~ ¥( y findlmente Wy

y W, se obtendran de las igualdades (2.5),63 decir:

Wy = In( - In(1-«) )
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w,= 1In( -1n Kl)

intervalo que se traslada a t inmedidtamente por la (2.4)

y que solo vale,como hemos Venido suponiendo,para cuando

t es razondblemsrte grande y de un modo solo aproximado.
Veamos otro modo aGn de obtener idénticos resul-

tados.Ya se ha indicado repetidas veces gue un proceso de

nacimiento puede ponerse como uno de Galton-Watson consi-

derando el proceso:
Zk= sz ') k=0,l,2,..-..,n 9 nZ=t

S1 suponemos que XO=ZO=l,entonces:

-1
—*Z.(l_ e-AZ>1

P<Zl=i / ZO-':]..):e ,,i=l,2,ooooo

P(Zl=0 / Zo=1) =0

de modo que

A

B( 2, / 2 =1)=e Z=)«71 pues A7 0

con lo cual la funcidn generatriz de hijos es

y por tanto M (la probabilidad de extincibén) es O.Como
f(s) es del tipo fraccional lineal,si admitimos el esti-
mador de la edad n de un proceso de Galton-Watsom super-

critico(ver seccidn 3%3.1.1.1.) entonces:



..55..

P
de modo que n=t" si se hace z=1 ,y los estimadores son
coincidentes.Para ello no hace falta suponer que Xo=l;en
efecto,cuando Xo=qf>l,basta fijarnos en la estimacion de

n propuesta por nosotros en la seccidn 3.2.5.,a saber :

X (1-T) + T 7
P TRTIETY TR )
fio= mmmmte @t o PemlIn X/ X

1In
A

para gque de nuevo A=t" tomando z=1.

Volviendo al caso mas usual en que se desconoce
XO y por tanto se le supone igual a uno,los resultados de
Stigler para A se trasladan de inmediato a t+ (ver de nue-
vo la seccion %.l1.l1l.l.).En particular t+ es ol -consistente
para todo X7 O en el sentido de Feldman and Fox(1968);es

decir:

ademas,los resultados limites e intervalos de la seccion
anyes indicada siguen valiendo ashora y son coincidentes con
los ya expuestos mas arriba.Asi,el intervalo para n con e-

rror ¥ =¥ + X2 es

4 _ lo(=1n ®2)_ a4 - in(-1n(1-%() )

— ——— —— s o o — e e e e s ot e e s e e e e



que es el mismo citado antes.Asimismo se indica en dicha
seccién 3.1l.l.l.que,la probabilidad de cobertura de n de
dicho intervalo es (1-«) solo en el limite;la probabilidad
real es la cantidad P(n) que alli se especifica,cantidad
que converge rapidamente hacia (1-«) cuandg}x no esta prb-
ximo a l,esto es,cuando k no esta prdéximo a O.Ademas,cuan-~

do &£ =0,05 ,entonces
2(s) 7,0,95 ,, Vn

de modo que el valor nominal dado,es conservativo en todo
caso.,

Notemos findlmente que admitido el estimador de
Stigler fi anterior,y usando el proceso conjugado,llegare-
mos a un estimador de A que es obviamente el mismo dado por
el teorema 2.2.1%. La construccion y pruebas son las indi-

cadas arriba,intercambiando los papeles de X yt.

2e3.5,B3TIMACION Db A POR MUBSTREO DE TIPO V.-

Sea X ¢ un proceso de nacimianto puro de intensi-
dad X que comienza con Xo=q individuos.Supongamos que tal
proceso no se ha observado-por alguna razdém- hasta el mo-
mento en que el tamafio de la poblacidn llegd a k indivi-
duos,en donde k esta fijado de antemano.Sea T el tiempo de

primera entrada en el estado k,de modo que por tanto Xr=k.
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Si denominamos por L, a los tiempos de esfancia en los es-
tados i con i=q,(q+l),.....,(k-1),es conocido que las oy
son variables aleatorias,independientes unas de otras,de

densidad una exponencial de pérémetm;kiwde modo que :

T=T*T '!'.-0'00000 '-LT

q' “qtl k-1
y por tanto
T=E(T/ X,=q)=£( Ty * Tq-!-l Faeeens + T 1) =
k=1
R
N
-i-.ln -g- si K/q vy q son grandes.
~
- Yo, e o
A h-1 ©°

si K es grande y q es P@.L}U&EO.

siendo X?ﬁ 0,5772 la constante de Euler.Con ello T puede
ser una apropiada estimacidén de T cuando T sea desconocido.

En particular,cuando no conozcamos X habremos de suponer-

lo igual a l,con lo cual:

T = :g; L —==ao—=4a si k es grande.

Lo mas corriente sera desconocer X y conocer T,

de modo que cuando asi ocurra - por el proceso conjugado -



se tiene
Lo £ i
f=«1ln 3~ stay k/q son grandes
AN
A~
L S I A& L
h-1 B

Sl q es pequefio y k grande.

Pare dar intervalos de confianza para x (o para 1)
recuérdese que en la seccion 1.2.2. se indico que la varia-
ble aleatoria Xfﬂ -In k (con k fijo)tenia por distribucion
limite-cuando k ~=-=> 0 A—-L}na exp.(-x-e %) con =— QL X L+ ,

Al ipual que en 2.3.3%., A es consistente de k .
Fa
llotese que cuando q ¥y k/q son grandem,entonces A

tiene igual forma que el {2.2).

2.3.6, L3TTMACION DsL WUMsRO INICIAL D INDIVIDUOS.-
supongase un proceso de nacimiento Xg de inten-
sidad x que partiendo de un numero inicial de individuos
Xo=q desconocido,es observado en un tiempo n en el cual Xnmk.
Ahora se trata de abordar la estimacion del anterior tama-
no inicial q de individuos del proceso.
sea para ello un proceso Yq de igual intensidad
X que el anterior y tal que :

YO=1 ') YS=C_1 vy =X =k ,, m=nits
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es decir,un proceso que,partiendo de un solo individuo,al-
canza el estado q en un tiempo s desconocido,y en adelan-
te se comporta como el proceso original X pero en la nue-
va escala de tiempos 7 = §+‘s‘;Se vio en la seccion 2.3.4,

que una estimacidn de la edad m del proceso Y7 es:

de modo que una estimacidn de la edad s en la cual pasd por

el estado g sera

Para estimar q parece apropiado utilizar el tamaiio medio
B( Yé / Ym=k )

pero como m es desconocido,ello no es factible.Siguiendo
en la misma linea,podria utilizarse la expresion :

i A
8( Yy / Y4k )

lo cual da una forma excesivamente complicada para §;de
cualquier modo,cuando k sea suficientemente grande,la ex-

presidén puede aproximarse con la que finalmente proponemos:

As _ oln k-}m

=E(Y§)=e

TS

y por tanto
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s

~

A
pr— _-_-n._—_
q = X (2.6)

es el estimador que se propone.

Ubservese que:

5(X ) An
ﬂ;(q) = ———--xl;-lr—l—- = —QLQ —I-i-——- = q
e e
de modo que § es un estimador insesgado de q.Ademas:
.. Cehn
v(g) = q. KA

con lo cual la varianza es tanto mas grande cuanto mas nos
alejemos del comienzo del proceso y cuanto mayor sea g,co-
mo era logico de esperar.ror esta perdida de memoria- en
el sentido anteilior -del proceso con el tiempo y con g,y
por la escasez de los datos tomasdos,esta claro que pedir
la consistencia de q es excesivo;sin embargo la & -consis-
tencia si debe de ser accesible.Sea

y = _QZ%__- con A> 0,5
q

entonces k(y) = O y ademas:

cuando q ----> 00 para un tiempo fijo n.Con ello

Q_ZEQ ________ > O débidmente cuando q ---=%0Q y n
;3 ;
esta fijo.



de modo que q es X -consistente de a . (75(70,5.

. - ’
Ya se indicd que en los procesos de nacimiento

puros

§ = QeX ==m———m > W c.s. cuando m =———— > X

en donde W sigue una gamma(qg,1).
Para dar intervalos de confianza de q,habremos
de partir de los intervalos para m.Asi,en la seccidn 2eB.ls,

se indicd un intervalo (w2,wl) para A(ﬁrm),con lo cual:
Wy < *m—km <L L

Y por tanto un intervalo para m es:



ECY ) =ce o 8k __
S2 n

y como tambien :

[Em

lnﬁ ~1n &y 7

Wy

wo
por lo dicho en la seccidn 2.3.4.,entonces un intervalo

de confianza para q es

en donde &, -!-0(2 =X es el error del intervalo y 0(| se

determina como la raiz positiva mas chica de la igualdad :

(X -®)1n(X -¥) = (1-)1n( 1-&)

El estimador (2.6) puede obtenerse atn de otro
modo.Ya hemos indicado que el proceso X; observado en los
tiempos 0,2,2Z4.....,rzZ=n se convierte en uno 7, que es de
Galton-Watson de media de la funcidn generatriz de hijos
e XZ.Con ello tenemoOs un proceso Zk de Galton-Watson del
tipo fraccional lineal con :

Zo=q k2] Zr=k 9 }A=e 7 1 99 ]T::O

y por tanto podemos estimar g por la (3.17.bis) del prd-

ximo capitulo ( ver seccidn 3.2.5.2.) ; asi :
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n esz eXn

)A

que coincide con el anterior.De igual modo con los interva-

los de confianza y propiedades de §.



CAPITULO III

LSTIMACION PARAMETRICA EN LOS PROCESOS

DE  GALTON-WATSON, ~

En los Ultimos afios ha habido un gran creci-
miento en el niimero de trabajos publicados sobre las
propiedades de los procesos de ramificacion de Galton-
Watson y sus generalizaciones.La gran mayoria de dichos
trabajos estudian el comportamiento probabilistico de es-—
tos procesos y particularmente su crecimiento asintdtico
0 la extincion de la poblacion cuando la distribucion de
hijos esta totalmente especificada.Sin embargo,reciente-
mente,han merecido atencion varios problemas de estimacion
sobre los parametros de los procesos de Uglton-Watson,a
saber:estimacion de n(mero medio de hijos ( Harris ),es-
timacion de la probabilidad de extincion M ( Bailey y
Stigler ),estimacion de la edad del proceso basada en el
tamafio sctual de la poblacion y en la distribucion de hi-
jos ( Stigler ).Estes Gltimas cuestiones de estimacion
son las que reproducimos aqui - seccion 3.l. - o en el ca-

pitulo IV,segun que se trate de estimadores paramétricos

0 no paramétricos.



sin enbargo,la estimacion de X =q-nlmero ini-
cial de individuos de un proceso de Galton-wWatson- o la
estimacion de la edad n cuando Kozq,son problemas que no
han sido aun abordados.la seccion %.2. esta dedicada a 1la
obtencion de dichos estimadores,dandose ademas en ella
otro camino para la obtencion del estimador de la edad n
cuando Xo=l v proponiendose una nueva estimacion de la
probabilidad de extincion T que mas adelante-en el capi-

tulo IV-nos sera de utilidad.

3.1 RESULTADOS CONOCIDUS. -
%,1.1,u3 0 IMACION D& LA £DAD n Dr UN PROCESO DE GALTON-

WATSON =

Sean onl,Xl,X2,....... los tamanos de una po-
blacion,en generaciones sucesivas,que Suponemos sigue un
proceso de ramificacion de Galton-vwatson con funcion ge-

neratriz de hijos

oJ
f(S): 2 pk.sk con pk= P( J(:L:k. / onl)
k=0

Supongamos gue para algun n7 O observamos el
tamarno Xﬁ? O de la poblacion,pero desconocemos Ssu edad n,
en generaciones,en dicho momento.Se tratara pues de esti-
mar dicha edad n.Los procédimientos para ello han sido da-
dos por Stigler y son los que reproducimos a continuacion,

£1 problema esta pues planteado en el sentido de
hacer inferencias sobre el pardmetro n (pues como tal sera
tratado en adelante)conociendo el tTamaiio Xn y la funcion

generatriz f£(s) del nimero de hijos.
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(

Sea }x: & ( 1-) el numero medio de hijos para
un solo individuojentonces el problema de estimacion an-
terior sera dividido en tres apartados segun quejA sea
mayor,igual o menor que uno,es decir,los llamados proce-
gos supercritico,critico y subcritico.

Hay un tipo de distribucion de hijos que per-
mite simplificaciones matematicas de importancia en el
actual problema y que por ello sera la que consideremos
en adelante sin perdida,como se vera,de generalidad.
Ella es la funcion generatriz que en el capitulo I se de-

nogino por fraccional lineal , es decir:

en donde b,c?0 y b<l-c ; con ello ahora:

p= backt si k7,1

es evidehte que,en adelante, el problema de estimacion
sera planteado con la condicion de que X 7 O,pues en otro
caso el problema no surgira.
Notese que hasta ahora hemos venido suponiendo
que XO=1;ello es asi por dos posibles gituaciones:
a)Ponq“e realmente se tenga constancia de que Xo=l.

b)Porque no se sepa nada de cual fue el comienzo
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del proceso,de modo que no queda
Otra posibilidad que suponer XO=1.
Una generalizacion de los resultados que s:guen
se dan en las secciones 5.2;5. Y %3.2.6. para el caso en

que Xo=q conocido.

3,1,1,1.,ESTIMACION EN EL CASO SUPERCRITICO.-

Consideremos el problema de la estimacion de
n en el caso de que}A>14Para una funcion generatriz
f(s) cualquiera,sea fn(s) su n-esima iterada o funcion

generatriz de Xn;entonces:

(k) (O)

P(X =k/ X% 0)= =====-=Sm=—mmso=—e vy K=1,2,000s
( (l £,(0) )

en donde fék)(s) es la derivada k-esima de fn(s).Con ello
podriamos estimar n eligiendo fi que maximiza la anterior
probabilidad;el problema es que el calculo explicito de
fn(s) es generalmente dificil de obtener.Sin embargo,
cuando f(s) es la fraccional lineal*’(s) el problema se

simplifica bastante;asi,en el capitulo 1 ya vimos que:
k-1
P(X =k / X, 70 ) =t1- c(n)].c(n) 9sk=1,2,0000

en donde:
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=
i

probabilidad de extincion del proceso=

a0

1}
=
’_Jn
[
.
PRS-
’.—J
'—I
1
o’
|
(¢]
————

Con ello,por derivacion,obtenemos:

. wmla-mx e Gty

que es el estimador buscado.

Notese que estamos considerando a n como un
parametro continuo y no como un entero;sk se desea,el
valor final de la estimacion puede redondearse;entonces,
si bien las propiedades asintoticas de fi permanecen,otras
como la maxima verosimilitud valen solo aproximadamente.

El caso fraccional lineal,aparte de la ventaja
de tener dos parametros por determinar,nos ha proporcio-
nado el estimador fi de la edad.Solo falta ya el ver si
dicho estimador es apropiado en otras situaciones,.Desde
luego,pedir la consistencia de fi en el sentido de que
(ﬁ-nltienda hacia O para grandes n,es demasiado fuerte
en vista de la pobreza de los datos observados,sin embar-
go A posee otro tipo de consistencia.Para ver esto,re-
cordemos que cuamdo rer y Z k(lnk).p, < 20 ,enton-
ces,condicionalmente en Xn> 0, Xn.)«—n ----- » W casi
seguro cuando n tiene hacia infinito,en donde W es una

variable aleatoria de densidad continua en (0O, ¢ ).Con

ello:
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b

- -n\
L m10-T g el wlaemuf

ln /« | ln/H

cuando n =—--y 50 y en particular fi es - consistenmte
de n VK?’O en el sentido de Feldman and Fox de que fi
lo es cuando (A-n){ n~ converge hacia O, cuando n tiende
hacia infinito, débilmente.

Notese que ello nos ha valido para toda funcion
generatriz y no solo para el caso fraccional lineal.

Otra aplicacion de lo anterior es para el cal-
culo de intervalos de confianza para n.kEn efecto,si

K(u)= P( W<u) y
a)= (1-T0 K™ )
ay= (1=K (1-%)

con «, + ¥ =« ,entonces:

- ——————— ; ﬁ - e (5-2)

es un intervalo de confianza,al (1- & )% ,aproximado de n.
Ta dificultad esta en calcufiar K(u).Es conocido que si

n(s)= E( exp.(-sW) ) ,ella es la unica solucion de la

ecuacion funcional:
h()«s).(l- ) = fﬂ h(s).(1-T) + W} (3.3)

verificando que:
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h’(0)= - E(W)= - (1-1r)~t

Pero ello no es facil de resolver siempre.Cuando f(s) es
la fraccional lineal 4’(3) se prueba que W tiene la dis-
tribucion exponencial de densidad (l-lT)exp.{ -(l—Tr)u;
para uy O,de modo que en este caso el intervalo (%.2)
puede formarse con:

a;= = In(1-%()
a5= = 1n 0(2

La longitud de dicho intervalo es:

y por derivacion puede verse que L es minima si se toma

como la unica riz positiva de la ecuacion:
(X =¢)1In(K - %) = (1- %)1n(1-¥)

Una tabla de valores de x\,al Y as la da Stigler(1970)
para algunos valores de X .

Como el intervalo de confianza anterior solo
vale asintoticamente en n,es conveniente calcular las
probabilidades P(n) reafies de cobertura para algunos
valores de n.En el mismo articulo,Stigler presenta una
tabla de los valores minimos de n para que la probabili-
dad real P(n) coincida con (1-& )=0,95 al menos en dos
cifras decimales.,

Se prueba que P(n) converge bastante rapido a

(1-® )=0,95 cuando}A no esta demasiado cercano a uno.Ade-
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mas la probabilidad asignada de 6,95 es siempre conser-
vadora pues I'(n) 20 0,95 para todo n.

Cuando f(s) no es la fraccional lineal,enton-
ces K no sugle conocerse explicitamente,de modo que ha-
bra que evaluar K-l(x,) y K‘l(a&) por simulacion de Mon-
te Carlo o bien resolver numericamente la ecuacion (3%.3)
y usar luego la formula de inversion,

Lo que si puede hacerse es calcular cualquier
numero de momentos de W por diferenciacion en la (3.3);

asi:

B W )= (@a-m™*

(}A -1)(1-T)

y utilizar asi las desigualdades existentes al efecto

como la de Chebychev.

3,1.1.2, ESTIMACION EN EL CASO CRITICO.-

En las mismas condiciones expuestas antes,sea
ahora )~ =1y supongamos de nuevo que f(s) es la fraccio-

nal lineal con b= (l-c) para que asi la media sea real-

mente uno.Ahora:

P( X =k / X,70) =&1- C(n)(] o)t



!
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1

para k=1,2,..., ,en donde:

c(n) = —=-BS_____

l-c + nc

de modo que por derivaciom:
fie 228 ((X -1) = —mmml B--n (3.4)

con ¢ = Var.(Xl/ X,=1) ,de modo que fi es el estimador

de maxima verosimilitud de n.Ademas,como:

E( X,/ X 7 0)= {1- c(n)?’l= 14 I{-‘g--

entonces i es un estimador insesgado de n en el caso
fraccional lineal,

Veamos de la utilidad de A como estimador de
n cuando la funcion generatriz no ses la fraccional lineal

sino otra cualquiera.En primer lugar,como
- _lq -1
EC X, / X 70 )_\1 qbn(o)7

Yy es conocido que:

n~ﬁl-’fn(0)7 ------ Y 2/4t cuando n --—-3 X

entonces i es un estimador asintoticamente insesgado de

n en el sentido de que :

Eﬂ -I%—- / X9 07 ----- 7 1 cuando n --=3 o0

De otro lado,como:
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] X (
lim, P{ -=B57 x v o> = ex f - _gz_>
— n / n p. z [ K] Z‘?,O
n=—-y o3 4 a

entonces ( fi/n / X 70 ) converge a una exponencial de

parametro l,de modo que el intervalo :

con:

a)= -1n(1-«) ,, as= = In&y ,,¢ + X;= K

es un intervalo de confianza al (1-o )% para n en el

sentido de que :
PR ne S(ﬁﬁ ----%' 1- ¢ cuando n =----3%

Nofese que ahora la longitud del intervalo es proporcio-
nal al tamano de la poblacion.

£l mismo articulo de Stigler da algunas indica-
ciones acerca de la verdadera probabilidad P(n) de que

el intervalo S(fi) contenga realmente a n.

5¢lele?, ESTIMACION EN EL CASO SUBCRITICO,-

Ahora}«<.l y se prmeba que :

’\—]:Bionclo P ﬂank /an‘>O (I = bk ) kzl,?,ooooo

existen,y ademas =" by=1 de modo que no tiene sentido el
Kl

calculo de un intervalo de confianza para n.
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3.1.2. ESTIMACION D& LA PROBABILIDAD DE EXTINCION T, -

Sea un proceso de Galton-Watson con funcion ge-
neratriz de probabilidad g(s, & ) conocida en su forma,
pero no en el valor de sus parametros (@ es un vector
parametrico g-dimensional ).Se desea estimar la probabi-~
lidad de extincion T del proceso a partir de una muestra
aleatoria Xl’X2”"”Xn de variables aleatorias distri-
buidas segun la funcion geheratriz g(s, & ).Es conocido
que ' es la raiz no negatiwa mas chica de la ecuacion
g(s,® ) = s,pero el problima es que ¥ es desconocido.

Supongamos que & es una estimada de & ;en—-

tonces definimos:

T o= inf.{ s / g(s,b):s},, s2 0

I\

de modo que si ® es de maxima verosimilitud para ¥ yeNn-
tonces T lo es para It ,

En estas condiciones Stigler (1971) da el si—
guiente teorema en el cual %0 denota al verdadero valor
de @& =$‘b'(‘:---;. , 8“)7 y it es la probabilidad de ex-

tincion para cuando la distribucion del numero de hijos

es g(s, B ):

Teorema 3.,l.- Sea l| g(s,8) ) g el & una familia de

funciones generatrices de probabilidad de

espacio parametrico _(L<Rq.Supongamos que:

1)

A <
).-5-5 g(s, &% g 7t
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g( 0,80)> O
y que (3 /) s)e(s,8) es continua en s vy
en (Tr,so)

2)

3 a;= —-9(1-) g(Im,%) i=1,2,.4.44q
4% L Je=%.

3)Existe una estimada & de @ tal que cuando

el verdadero valor de 8 es 80 entonces:

AN
" n (&-8,) es asintoticamente N(O, T )

con a’s¥a»0 ,, a’=( al,....,aq)

Entonces,bajo todas estas condiciones:

VaVa
U_E (t - ) es asintaticamente normal

de media O y varianza 12,2’ a en donde

2
hel- [-a—ggcs,&,)] -

En particular,en el caso de que g(s,®& )=g(s,/\ )=

=exp.%>\ (s=1)],entonces se tendria la familia de Poisson y:

A 2
X‘:X LK) V(" //\) X}-Egl—'ﬂ:l?

En el caso de que g(s,g) sea la fraccional

lineal,entonces llamando:

Mn= ne de Xi gue son Cero.



n
== X
= B -
----- n
- n
v (n Mn)
n
l . Si Mn=n

los estimadores de maxima verosimilitud .de b,c y T son:

_famm)
nYn
A _ 1. v=1
c =1 Yn
~N Yn.Mn
.rr = min. -----------
n( Y -1)

en donde:

V_E ‘ (B, &) - (b,c)? esta asintoticamente dis-

tribuido segun una N(O,iif) con > = (Crij) y:
T = b(1-b=c) + b2,c(1-c)(1-b=c)7L

7 on= c(l-c)a.( 1--b-c:)_l

T 10= Tpy= =be(1-c), (1-b=c)?

de modo que cuando b‘?(i-c)2 :

bOCB.(l-c)g

por el teorema 3.l.
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En el proximo capitulo ya veremos de la conve-
niencia de no usar estos estimadores,sino unos no paramé-

tricos.

3 . 2 o APORTACIONES =
5e2¢1e EL PROCESO DE GALTON-WATSON FRACCIONAL LINEAL
Y SU PROCESO DE NACIMIENTO PURO ASOCIADO.-

Sea Xg un proceso de Gaton-Watson del tipo

fraccional lineal.Cuando onl;ijJ.ya sabemos que:

P (X=K/Xz=1,, X,90) =[, l-c(n)$oﬁ0(n)§K'—l
en donde

o(n) = Lozl _ nops E( X / X =1)

Yy T es como siempre la probabilidad de extincion.Susti-~

tuyendo:
K-1
- T -
P( X =K / X =1,X >0 ) = Lz} 1. _lr.l__r.r._
potlop
(%.5)

Como (1-T)/ ()AH-IT) < 1 por seI'}Avll,entonces podemos

convenir en llamar por:
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determinandose el producto jk.t de modo que tal igual-
dad se verifiguejen particular,si convenimos en quer\=l,

entonces t esta determinado univocamente por

n
L .6
Con esta nueva notacion,la (3.5) puede ponerse de un
nuevo modo:

-t -t K~1
P(X =K/ X =1,X 70 ) =¢e".(1 ~e )

Sea ahora un proceso Yq de nacimiento puro y

de intensidad )‘=l con YO=1; entonces:

P( YK / Y =1 ) = e t.(1- &7ty KL

con lo cual:

P( X =K / X =1,X % 0 )=P( Y, =K/ Y=1) (3.7)

Supongamos ahora el mismo proceso X ¢ del inicio
p 5

de la seccion con XO=1 tambien,pero ahora/u~= 1.Ahora:

PC X =K / X,=1,X,2 0 ) = ﬂl" C(n)} o(n)f1
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en donde:
ae L 2¢
c\n = - - = = = ———=N
(=) l-¢c + nc ’? T V(Xl / X 1) I="¢
con ello:
K-1
_ - - 2 __ 2
P( Xn_K / Xo_l, Xn7'0)~ e 1o =S

2 +ng

v
de nuevo,como 2/ (24ngy )< 1 ,podemos igualar dicha can-

At

tidad a e~ ¥y si hacemos A =l,entonces t viene dado uni-

vocamente por:
t = 1ln -5-2-=-—- (3.8)

y sustituyendo arriba:

-t -t K-1
P( X =K/ X =1, X70)=e"s(1l-e")

Sea ahora un proceso de nacimiento Y de inten-
P 7

sidad X =1 con Yo=l ;entonces:
P( Y =K / Y =1)= e ".( 1- o~ THK-1

de modo que de nuevo:

P( X =K / X =1, X 70 )= P( Y, =K,/ ¥ _=1) (3.9)
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Con ello,observando las igualdades (3.7) y (3.9)
se deduce que probabilisticamente es lo mismo hablar de
un proceso de Galton-wWatson del tipo fraccional lineal
que partiendo de X,=1 se eﬁcuenyra en el estado K en 1la
generacion n,que hablar de un proceso de naciméento de
intensidad }\=l,que partindo de ¥O=l se encuentra en el
estado K en un tiempo t relacionado con n por las expre-
siones (3.6) 6 (3.8) segun que se trate del caso super-
critico 6 critico.A dicho proceso Y7 sera al que llame-

mos proceso de nacimiento asociado al de Galton-Watson.

Se trata pues de un nuevo ejemplo de dos procesos que si
bien microscopicamente responden a leyes distintas,ma-
croscopicamente funcionan igual.Dicho proceso asociado
nos sera de gran utilidad en los problemas de estimacion
que siguen.

Notese que para el caso s@percritico:

o )\’c= Y S EC X, / X,=1,X_ 7 0)

1 - 1T

E(Yt)

V(Y,) = e Xt( o AL 1y o (PP -T)(pR 1) |
(1-m)2

V(X /X =1, X >0 )

de modo que en ambos procesos las medias y varianzas son
coincidentes como era de esperar.De igual modo,en el caso

critico:
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1l
B(Y,) = -8-3-80 o g X, / X =1,X ¥ 0)

T 1
= 2. fnf  nT
V(Yt)"' § . --2"' = V( Xn / onl,Xn> O)

5e242¢EL PROCESO PARALELO A UN PROCESO DE GALTON-WATSON, -

Sea Xg un proceso de Galton-Watson de funcion
generatriz de hijos f(s) y tal que comenzando con Xo=q
individuos,es observado en la generacion n en la cual
Xn=K.Sea Yﬁ un nuevo proceso de Galton-Watson con igual
funcion generatriz f(s) que el anterior y tal que comen-
Zzando con Y0=l individuos,pasa por el estado q en un tiem-
po t desconocido y observado el el tiempo m = n + t es
tal que Ym=Xn=K.Con ello el proceso YQ se comporta como
el proceso X; desde que alcanza el estado q con la pre-

via transformacion de la escala de tiempos.Graficamente:

0 t m tiempos 7
I = . I
1 q K tamanios Y,7

tiempos $

I-P-IO
HB

q K tamanog X <



- 82 -

Dicho proceso Y7 sera llamado en adelante

proceso paralelo del X; »J NOS sera asimismo de utili-

dad en las proximas secciones,

3.2.3.ESTIMACION DE LA EDAD n Y TA PROBABILIDAD
DE EXTINCION (T CUANDO X,=1 EN EL CASO
SUPERCRITICO, -

Sea Xgaun proceso de Galton-Watson del tipo
fraccional lineal con Xo=l y)*)l,que observado en la ge-
neracion n da Xn=K.Sea Y7 su proceso de nacimiento aso-
ciado de modo que Y =1,¥ =K de intensidad A'=l,en donde
t viene dado por la (3.6).Supongamos que en el proceso
original es desconocida la edad n o bien la probabilidad
de extincion M ,de modo que t sera desdonocida en el pro-
ceso Y? «Una estimacion de t bajo este tipo de muestreo

~muestreo de tipo 4 - la daba el estimador (2.2),es decir:

In Y ;
£ = ———-feu 1n K estima a t = 1n L2z 10

X 1-7r

estimador que ademas era de maxima verosimilitud.Con ello
n
K estimara a Qﬂ ~1) / (1- r) y despejando cada uno. de

los parametros:
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ln.iK(l-lrz_éJr?

ﬁ ——— - II-;-}:- - (5010)
n
A -
‘n‘ = -—E—:—fi" (Boll)
( K(1-T0) 4qr)l/m (3.12)

=

Los intervalos de confianza para n,lT‘é'/A
pueden darse a partir de los intervalos para el parame-
tro t ya estudiados en el capitulo 2.Para que ello sea
valido,habremos de comprobar que las leyes limites son
la misma en el ‘proceso Xg que en el proceso'Y? «£n

efecto,en el proceso de nacimiento Y? :

cuando n tiende hacia infinito,en dohde W sigue una
gamma(l,1),0 sea, W tiene de densidad e*" .De igual modo,

para el proceso de Galton-~Watson X§ :

cuando n tiende hacia infinito,en donde W’tiene por den~-

sidad (1-1) - epr -(l-TT)chomo se dijo en el capitulo 1.
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Con ello:

x, (1~ D)
I

cuando n tiende hacia infinito,en donde W tiene ya por
densidad e"W.Naturalmente,la convergencia no se altera
por restar [T en el denominador,de modo que las leyes
limites para X¢ e Y7 son coincidentes y los interva-
los propuestos arriba son validos.Notese que la validez
de los intervalos ha venido condicionada al caso fraccio-
nal lineal que es de la hipotesis de que se partio,

Observese que el estimador (3.10) de la edad
n del proceso de Galton-Watson es el mismo de Stigler
de la seccion 3%.l.l.l.,por lo cual le es aplicable el
estudio hecho entonces sobre su validez en cualquier
proceso-no necesariamente el caso fraccional lineal- y
sobre los intervalos de confianza.

El estimadorj; requiere un conocimiento previo
de n,K y [T .E1 conocer n y Xn=K es factible,pero el co-
nocer [ presupone el conocer la funcion generatriz f(s)
conociendose por tanto tambien la media )A y€n cuyo caso
pierde sentido el problema de la estimacion de dicha me-
dia.Podria forzarse la situacion e intentar que): nos
sirva como estimador no parametrico en el sentido de que
previamente habriamos de estimar Tt mediante el conocimien-
to de varias generaciones de Xjel problema es que todos

los estimadores de W contienen a)¢Vcomo incognita;y)A
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es precisamente el parametro a estimar.in definitiva,el
. N . .

estlmador')A no tiene validez salvo en la situacion que
se describe en la seccion 4.3%.2.

. . N .

£l estimador tt de IT presenta el mismo proble-
ma de depender de f\,pero ahora puede soslayarse por la
existencia de estimadores de}A que no dependen de T .Ln

el proximo capitmlo se hara un estudio de tal estimador.

3¢l 4 ESTTMACION DI LA EDAD n CUANDO Xo=1 LN EL CABU
CRITICO, -

Sea de nuevo Xg un proceso de Galton-watson

del tipo fraccional lineal con Xo=l pero ahora de media
la unidad;supongamos es observado en la generacion n de

modo que Xn=K°Sea Y? el proceso de nacimiento asociado

al Xg que con intensidad A =1 e Yo=l es observado en un
tiempo t - dado por la (3.3) - en el cual Y =K.Supongamos
que n oo}'son desconocidos;entonces t es tambien descono-
cido y habra de estimarsele por la expresion (2.2);con

ello

t = 1n Yt = 1ln K estima a t = 1n ;—4§-~-—

de modo que K estima a (2+n.vl)/2 y despejando cada uno
de los parametros,parecen aconsejables cada uno de los

estimadores siguientes
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~ K =1

1 = 2 =—ce— i (5013)
| T
: K-

7= 2 -Eoi-- (3.14)

em donde T era estimador de maxima verosimilitud de t.

'De nuevo N es el estimador de Stigler - seccion
3¢lel.2. = y su validez e intervalos fueron dados enton-
ces para cualquier Xg ,N0 necesariamente el caso fraccio-
nal lineal,

Aqui tambien puede verse que las leyes limites
para los procesos Xg e YQ son coincidentes,de modo que
pueden darse intervalos para n y ¢ a partir de los in-
tervalos para t estudiados en el capitulo anterior(véli—
do solo para el caso fracional lineal que es la hipotesis
mantenida hasta ahora).Para n,estos intervalos coinciden

con los dados en %.l.1l.2.
VAN
De nuevo,el estimador T pierde sentido pues
esta basado en el comocimiento de que la mediaJa es la

unidad y por las razones expuestas en la seccion anterior.,
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f

2,2.5, ESTIMACION DE n ,T y q CUANDO X =q EN EL

CASO  BUPERCRITICO,-

£l procedimiento usado en las secciones prece-
dentes 3.2.%. ¥ %.2.4. no puede aplicarse ahora entre
otras razones porgue en el proceso de Galton-Watson pue-
de suceder que Xn< g mientras que en el de nacimiento
'Yt7yq siempre,si Yo=q.Veamos de adaptar la situacion pa-
ra seguir aprovechandonos de lo anterior.

Sea Xg el proceso de Galton-Watson fraccional
lineal original de media}« vy probabilidad de extincion M
con X =q ¥ Xn=K,y sea Y7 el proceso paralelo al ante-
rior con YO=1,Ys=q,Ym=K,m=n+s,siendo s desconocido.Aho-
ra,para el proceso Yq ,ya si es aplicable lo dicho en
la seccion %.2.%. de modo que:

) A S

R
£ = 1n K estima a t = 1n -lt ------ =1ln ltqt--j———
1 - 1 - (T

1l problema es que el tiempo s,en que el proceso Y'q es—-
ta ocupando el estado qg,es desconocido.Ello puede solven-
tarse hagiendo notar que el proceso realimente comenzo

con q individuos y no con l,de modo que s parece logico
calcularlo come el tiempo medio que tardaria el proceso

en recorrer esos estados.Como:

£( Yg /757 0) = ~ﬂ -----




entonces el tiempo 5 tg) que 1( T/ Y2706 ) - q

e5:

e e e

1 -

de modo que despejando cada uno de los Parametros ob-

tenemos log estimadores que se proponen :

o et s vt et

4 - ___glli;ﬁ'_f_lt_- (3.15)
oy

Tt E Stk T T }7‘—-;‘“"“- (3016)
1 ¢+ -4z

n
g = _K; L -EI[}; . —i—:-gi-~ (3.17)
y y
~ .K;KL:JIQ_i_fE-__ L/n (%3.12 bis)
/e 9.(1-T) + 1

A . . . .
}A recibe los mismos comentarios hechos en 5.2.3%,

¢on respecto al estimador (3.12).
A
=l estimador T gsers estudiado en el capitulo
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P d . . N ~ ~N
proximo,mientras que los estimadores A y § se veran en

las dos subsecciones siguientes.,

3,2.5,1,E9TUDE0 DEL ESTIMADOR f.-

Veamos antes otra justificacion de la forma del
estimador fi propuesta mas arriba.Sean para ello el proce-
so original Xg con Xo=q y Xn=K y sea Y7 el proceso pa-
ralelo tal que:

Yo=l,,18=q,, ¥ =K,,m=mn4ts,, s desconocida
Entonces,las edades m y s pueden estimarse mediante la

(3.10) de Stigler,con lo cual:

S8

1n ( q(1-T) ¢ )

——— o t— G — - ——

ln})\

O3

de modo que un estimador apropiado de n seria:




en donde'f\es la media de la distribucion de hijos y T

la probabilidad de extincion.Notese que fi es el mis-

mo (3.15) anterior;ademas,cuando q=1 obtenemos el mismo

estimador (3.10) de Stigler para la edad de un proceso

de Galton-Watson que comenzo con un solo individuo.
Para estudiar las propiedades del estimador #

actual,notemos que:

On \ _Isg;:_rzzfggi‘_f%;f‘_‘__ﬁ

o all=m)p Z top
In
}v

Si ahora hacemos que n tienda hacia infinito,para un q
dado,entonces m tiende hacia infinito quedaddo s fijo y

por tanto como,condicionado en que K 70,se sabe que:

----- = m—mmm  em—————e——> W c,S, cuando m —--% ¥
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en donde W es 1o misma variable aleatoria de la secclion

5+1.1.1. de densidad continua en (0, % ),se tiene que :

-

1n \===—— :ggl:.r_rl _____ :g..s
A e —mmm——— . ge o _Z(1=T0) +Tp_
ln.}&
CeSe Cuando n =—=—==—-—- S 8 ,de modo que finalmente:
-Q%E -------- > O cuando n —----5 >
n

con lo cual fi esX -consistente de n para todo ® 7 O.
£l calculo de intervalos aproximados para n no
es ahora directamente accesible pues :

X
( _—%— / Xn7 OaaXO=q) _______ § W C.Se

cuando n =----- » o ,en donde @" es continua en (U, 9),pero

su densidad es suma de g densidades relacionadas con dis-

tribuciones gamma gque tienen uno de sus parametros distin-
tos,lo cual haria sumamente engorroso el calculo de tales

intervalos especlialmente para valores grandes de (.

Un intervalo muy conservador,para cuando m y s
sean grandes,consistiria en dar intervalos para m y s co-
mo en la seccion %.l.l.1. y combinarlos luego para obtener
un intervalo para n. |

La misma expresion anterior de i -n puede valer-—
nos para dar un intervalo de confianza para n doblemente
aproximado.Como en dicha expresion aparece el tiempo des-

conocido s,si convenimos,como antes,en que el valor mas




-~

apropiado pars s es :

entonces :

A e >, _l{_lk W(1-T )}

de modo que los mismnos intervalos para W y n vistos en la
seccion %.l1.1.1. = en la que Xo=l - nos valen ahora salvo
que fi csta dado por la (%.15) y no vor la (3.1U).asi pues,
la anchura de ambos intervalos es la misma,pero no el pun-

to pase A de cada intervalo.Como :

—

1n)A ) l?)A

entonces el punto base fn(q) del intervalo actual es infe-
rior al del intervalo de stigler como era logico que fue-
ra pues es de esperar gue el tamaillo K se alcance antes
partiendo de q individuos que partiendo de uno solo.

La doble aproximacion antes aludida se debe a
que por un lado n no es infinito,y vor otro se ha susti-
tuido s por sm estimscion,al no ser accesible un inter-

valo para el tiempo s.




Utro caumlno psrs lograr intervalos para n,con-
sistiria en dar @mn intervalo para t -segun la expresion
(2.4) de 2.3.4., - y luego trasladarlos a n por los miswuos
procedimientos descritos en %.2.5.,intervalo que dara sen-

siblemente 1ijzual al anterior.

bd

P 5.2, uUDLG Dl w3 i 1HADUR Ge=
2 g

antes de ver las propiedades de g,obtengamoslo
de otro modo.3ea para ello,en las mismas condiciones del
apartado anterior,Xg e Yq los procesos origihal y parale-

lo.rara el proceso Yﬂ una estimacion de la edad m era :

A _;13_&};.(1- M + TF\{

de modo que una estimacion del tiempo s s §=m - n.Con
ello,parece conveniente estimar q por el tamano medio

que alcanzara el proceso en dicho tiempo §,condicionado

a que comenzo con un solo individuo y a que en el tiempo
m este ocupando el estade K.Como m es desconocido,haprenos

de conformarnos con la siguiente estimacion :
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A 5( Yy )
§=8(Yy / 0LYs) = —=mmm S_Z.
P( Yy 0)

En el caso fraccional lineal,tendremos:

R BNy A LY 1.
T 5 Q-T2 o
I* ( )Aé -m)°
y como:
#
5 _ P _ EKQ-T) T
_ — 4

Fooop p

entonces,finalmente:

que es el mismo estimador (3.17) visto anteriormente.




Naturakmente,cuando G« 1 entonces haremos §=l.Notese

ademas que para el caso fraccional lineal:

(

fe)s

=i

) = E( Y, /¥ ,¥0)

Para estudiar las propiedades de §,sea f(s)

la funcion generatriz del numero de hijos,y sea:

X = P( Xn>O/XO=q>=1-fg (0)

Como estamos en el caso supercritico,entonces fT<1 ,de

modo que P(Xn=0) = fn(O)-< 1 jcon ello:

9L
X -1 ,, K -==" ? 1 ,, x-1 -—--2 0
cuando q ----> @ ,y por tanto:
E(Xn)
E( X / Xn7 0) = ======m =—==—-- > E(Xn)
X
KV(E) + (x=1).8°(X)
V(X / X,70) = mmmmmRimmmmgmmimenRe >
14
-------- > VX))
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cuando q =-—-——- 7, Ji'inalmente:
n
£(§) -———-% q t L S =)
1 -1 n
}.«
it 1 ’l‘n
| a- T R
; S-g--g-.} ______ y LIZ Fa DS
X «
q 9
——————— > 0 81?70
cuando q ——-% &,y COmO tambien:
n
-n-1 1 -1
R .(r O "'—'_'_""' oq
v [ =929y  —---- zgigal Jf ________ J o
Sl P a7 2 X
——————— > 0 si X7 0,5

al tender g hacia infinito,entonces g es & -consisten-

te de q para todo ®7 0,5.

Tambien como:

B( X, / Xg=0:X,7 0)= Q.




_9’7..

entonces:

- h__a 1

B - / X —q,Xn7 = e m—— i

- f4
1 fn(O)
1 0 1 - o 3, 1
q 1 "‘Tr }.o\n

gi q —-==-% & ,con lo cual g es asintoticamente inses=

gado en esé sentido.
En particular,cuando £(0)=P( X;=0 / XO=1)=O9
entonces {{ =0 y por tanto el estimador q se convierte

en el siguiente:

g = ---1-19-- (3.17 bis)

con lo cual:

o - S o
)A

e

de modo que en este caso,para toda f(s), § es centrado
-ya no asintoticamente- de q.
Cusndo m sea grande,entonces es posible dar

intervalos de confianza para q 8 partir de los inter-




- 98 -

valos de Stigler para m.Notese que como m=nis,entonces
m es grande cuando n 6 s logs.Supongamos calculado,por
los metodos de la seccion %.l.1l.l.,un intervalo para m

y sea este:

lrﬁ-al;ﬁ+az]

con ello,un intervalo para s seria:

=f - - . = h & -
[ s, =M a; -1 5 sy= 0 +oa, n.]

de modo que si denominamos por g(n) al estimador de q
cuando la observacion se hace en el tiempo n,entonces

un intervalo para g es:

[ o= ataray) 5 a0n- 2= ]

es decir:
Q1= Q(n+al)— --g;é'- - —--E——- ° Y —E;ZE___
P> 1 1-1 P 1
- JPP-ag
K 1 - M
q2= q(n-ae)"‘ '---ﬁ:a'é- - -I_:"";": o e ememndim 5:55----
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%5.2.6., ESTIIMACION DE n Y g CUANDO X =q EN £L
CASO CRITICO.-

Sea X§ un procesb de Galton-Watson del tipo
fraccional lineal con}r~=l y Xo=q y tal que observado
en el tiempo n da un tamaiio Xn=K.Sea Y7 el proceso para-
lelo con Y0=l, Ys=q ) Ym=K , m=nts.Para este proceso Y7
ya si es posible hablar del proceso dec nacimiento asocia-
do gque con intensidad A =1 parte de un solo individuo
vy en el tiempo t - cuyo valor es el indicado por la expre-
sion (%.8)-se encuentra ocupando el estado K.,Como t es
desconocido-por desconocerse I 6 q ~-podemos estimarlo

por lo indicado en la seccion 2.%.4., de modo que:

v 1 1
L L L
£ - 1n K estima a t= 1ln -a-é-@g:- = 1n -gi-ggé-i—éjc—-

y repitiendo el apgumento de la seccion %.2.5. anteraor,

s puede ser asimilado a la cantidad 2(q—lb/q}gcon 1o

cual:
he L
£=1n K estima a t= 1ln ---QSEE__;_QQ
de modo que si
“

K estima a = =  ——=—m———s—F
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entonces parecen aconsejables -despejando=-los estimadores
siguientes:
~ K -
A =2 ..._-_:;'g- ( 3 18 )‘
T
o K
L -
q’ = 2 ———I—l—g"-- ( 3 . 19 )
d_L
a K - 3

AN
C 2 .
en donde,de nuevo,el estimador ¢ no tiene senthddo pues-

to que al conocerse que }A.gl entonces se conoce la dis-

tribucion de hijos y por tanto debe de conocerse asimis=

. T
mo la varianza @ .

Los estimadores fi y § son estudiados a conti-

nuacion.
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3,200l e woPUDLIO Do s nAaDOR Al -

Veamos otro camino de obtener el mismo estima-~
dor fi anterior.de modo paralelo a lo hecho en la seccion
Z.2.5.1.,1las edades m y s pueden ser estimadas mediante

la expresion (3.4) de stigler :

B = 2.__E_;fl_ ) 8§ = 2. 9_:?;_
T o
de modo gue un estimador de n sera :
fi= f - 8 =2'§-:1l- _p 8z i _ o, Ko-a
o o s

que es el miswo (3.18) propuesto antes.Notese que cuando
q=1l,entonces i es el mismo estimador (3.4) dado entonces.
Al igusl que cuando q=1,puede verse que I es
asintoticamente insesgado.Para ello recuerdese que si £{s)
es la funcion generatriz del numero de hijos de un proce-
so de Galton-vatson critico que comienza con un solo indi-

viduo,entonces :

nil B fn(o)$ """" 7 7?; cuando n —~--> o

entonces,como :

i X, - 2 2 q
B X, /X7 0 ) = ==5< i —===m Qe _ 22
noon n.ot 1 - £3(0) n. g

v de 1la (3.21)puede deducirse,por desarrollo del binomlo

de Newton gue s¢€ obtiene,que :
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B( 2=/ X, 70 ) ===mmv 2 1 cuando n ———— 00

de modo que fi es asintoticamente insesgado en ese sentido.
A igual conclusion se llega mediante otro argu-

mento.sea el proceso paralelo Y7 en el cual Yo=l;en el

m.ﬂ 1 -f1 (0)7 ------- > -2 cuando m ----» oo
k3
o
(3.21bis)
y como &( Y./ Y 7 0 ) tiende a infinito con m,alguna vez

basara por q,no importando por tanto la condicion de oue

Yszq puesto que s no esta [ijado.Con ello

A2 I 2w Tm_ | 2.
a o n gt nm n.o-
se tiene que
2 2
sC B/ yp0y - BB Lo 2.
T {l (07‘]- n.g- -

Con ello,cuando n =~==-~3 oo »dejando fijo s,en-

tonces m/n —=-~- > 1lym————- » o y finalmente

de nuevo,con independencia de cual sea la funcion gene-

ratriz f(s).

Para dar intervalos de confianza,el metodo

mas conservador consiste en combinar los intervalos para
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my sy asi dar un intervalo para njello solo sera valido
cuando s sea grande Y para que los intervalos no sean tri-
viales hara falta que jambien n 1o sea.Cuando m sea gran-

de pero s sea chico,veamos de énsayar un intervalo apro-

ximado,
£s conocido que :
2
. 2 Ym -
lim. P —Se ==Lz /X Y O = e Xax

L ===po0 rt n n
o
(3.22)

de modo que si o, + 0(,_= X y

- 1n (1 -0(()

a3

- 1n O(.L

82
entonces (a2 ’ al) es un intervalo de confianza para

(21 )/ (mot)

con una confianza del (1-® )% cuando m =————- > &0 ,Como

por otro lado:

A _ 2. K=-a _ _2 L5 .om 20 _a
n VL n Uj' m n (rz n
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entonces,cuando n ~---» @ tambien m ~==-% 0 y por

tanto un intervalo de confianza para i / n es :

R . B
8o n ? 8y n i]

en el cual m aun es desconocido.A este intervalo-exac-
to para toda funcion generatriz con tal de que n === -~

podemos hacerle dos aproximaciones:

a)Cuando m sea grande Yy s chico,entonces m/n%1
Yy por consiguiente un intervalo para fi/n es ( ae,al) y

uno para n sera por tanto
( 8/a) 5 1/a,)

Notese que de nuevo obtenemos un intervalo de anchura
proporcional a fi en el que la constante de proporcio-
nalidad es la misma que en el intervalo para n cuando
Xo=l de la seccion 3.l.1.2.Lo unico que varia es el
estimador A distinto en cada caso.

b) Cuando n y s sean grandes,entonces como:
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y finalmente:

A N
. 1
..I_]‘.. - 8 < n < e - 8

3y 3o
de modo que estimando s-pgf el mismo argumento de seccio-

nes anteriores- por 2(q-l)/(7ﬂ- tenemos que:

2(K=q) _ _2(g=1)_ ., 2(Kzg) __ _ 2(g-1)_ __

8.1 0.‘3, U,L 82 V-'L 0.‘?.

es un intervalo de confianza doblemente aproximado-una
aproximacion porque n no es infinito y otra pdrgue s
tampoco esta exactamente determinado-de la edad n.BEste
intervalo es uno alternativo’al mas exigente que primero
se propuso,y posiblemente mas convenmehte,piensese en
efecto que el intervalo para m hacia previsiones para
las posibles variaciones de un proceso que comenzo con

1 solo individuo y que posteriormente paso por un es-
tado g dadojcomo quiera que realmente el proceso comenzo
ya con g individuos,entonces la anchura del intervalo
para m ha previsto en realidad mas de lo necesario en
dichas posibles variaciones del proceso,de modo que el
conservar tal anchura no es solo apropiado sino que a-
demas sepaposiblemente hasta estricto.Cuando g=1,dicho

intervalo coincide con el de sStigler.



5.2.602, ESTUDIO DpL E3TTHMADUR qe-

Veamos ahora tambien otro modo de obtener el
mismo estimador g de la (3.20),En las mismas condiciones

de la subseccion anterior,un estimador de m es:

de modo que un estimador del tiempo s - supuesta cono-

cida la edad n - sera:

§ =f ~n = -gZ(K—l) - n
g

Con ello,parece logico estimar g por el tamafio medio

15 Yg / Ym=K )

pero al ser desconocido m,habremos de conformarnos con

estimarlo por :

A o B = e — ——— l ————————

y suponiendo el caso fracciomal lineal

R (3.23)
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de modo que teniendo en cuenta el valor de 8§ :

que es el mismo estimador dado por la (%.20).Natural-~
mente que cuando §< 1 entonces se hara § =1,
Ademas,cuando s sea grande y para cualquier

funcion generatriz:

B § ) = B¢ Y /Y90 ) - _1_120:_ ~ 0.0 ong

= —=25—— ¥ E( T,/ 1,7 0)

Cuando se trate del caso fraccional lineal entonces:

£(§) = £8( Y, / Y30 )

exactamente ya,

Veamos una propiedad asintotica de §.Como:

- q
BC X, / X, 70) = =mmmmmmmeee o

1 - fg(o)

entonces:
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E( -9~ /% 90) = —mmnil - om0 > 1
q n q >
1- fn(o) q

cuando q ~----2 00 pues fn(o)z P( Y <0 / Y0=1)-< 1 si
la edad n se deja fija.Con ello § es asintoticamente in-
sesgado en ese sentido.De igual modo puede verse que q
es X - consistente para todo K mayor que O,5.

Para dar intervalos de confianza para q,su-
pongamos calculado un intervalo para m por el metodo de

la seccion %.1.1.2.; el era de la forma:

-~

A ~

m

ay '’ ay

entonces,un intervalo para s sera:

de modo que un intervalo para q sera:
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B Y, /Y > 0) 5 8T, /Y 50)

o sea,la estimacion de g cuando el tiempo s fuera sy ©

sE.Como:

2(K-12 2
-------- - 8Aoll

§)= —TmmmTmmommsmomoomes T e —————————— it

as a7

2(K~1 Q
-—gzajz- = aq.n 2K - 2 - gl.O'.n

SAS oo e o o e e e e S e TN S D S D S R (. 2 e (e

2 2

a1 4, 7

t
1
q_240e Pt 2 el
1= - =
2 2a2
T
=1 & K-1__ _ _azﬁi_
as )
K - 1 T
A - Il.
o= 1 4 ==-z-=- —=5=-
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con lo cual finalmente,un intervalo aproximado para q

es

en donde a; ¥ a, son los mismos de la seccion %.l.1.2.
Notese que los intervalos dados son doblemente aproxi-
mados en cuanto que f era asintoticamente insesgado de
m y en cuanto que Q] ¥ 9 lo son asimismo con respecto
a los verdaderos limites que se deberian de haber obteni~

doo



CAPITULO IV :

£S5 MIMACION HO PARAMETRICA EN PrOCmS0S

DE GALION-+ATBON,

4,1 . I8TrupUCCIUN . ~

rn este ultimo capitulo sbordaremos proolemss
de estimacion no paramétrica en los procesos de Galton-
Witson.ln una primera parte estudisremos los estimadores
clazicos de la media;& v la probabilidad de extincion 1T
junto con el mas reciente estimador de la edad n.:on ia
segunda parte se proponen dos nuevos estimadores de Il y
un nuevo estimador de n,10s canas se comparan,poer simu-
lacion,con los anteriores.iambien se proponem estimadores

no paramétricog del tamafio inicisal Ko de la poblacion.

4,2, RisULLADUE CONULCLDUS . -
4,2.,1, 55 0TAaCION Hu PagAamelinbCa Div bAa MLQIA/A_DS UN

PRUCHS0 DU GALLOH=daT JUN, ~

&1 estimador de la media}A es el mas antiguo

en su obtencionjasi,dadas varias generaciones sucesivas
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Xo’Xl’XE"""Xn ,el estimador

es de maxima vercsimilitud de}A .

Aun

A )
cuando)A es generalmente sesgado,el si-

guiente teorema-debido a Crump y Howe - indica que es

asintoticamente insesgado y que converge a}A con proba-

bilidad 1 :

Teorema 4.l.-

Si V( Xy / £ =1 ) £ o v en cualquiera

de las dos situaciones sisulentes

a) m fijo y n ———-=% 4O
b) n-m fijo y m ——=3 O
entonces:
. N s
1) p -——3 }N en probabilidad.

2) #(j) ey >

condicionando en ambos casos en la no
extincion del proceso,y siendo Am,xm+l,.o
ee.., 4, los tamanos generacionales cono-

cidos,

&1 primero de los resultados anteriores ya

habia sido probado por Harris con anterioridad.



4,2,2. 8310 TACLON HO FPAXAM®TRLCA D4 LA PRUBABLLIDAD Dg

sxirvcron .-

#n el capitulo 1IT - geccion %.1.2. -~ ya se
abordo el problema de la estimacion de Tr(probabilidad
de extincion) de un proceso de Galton-watson para el ca-
so de conocerse la forma de la funcion generatriz del
nGmero de hijos(estimacion paramétrica);supongamos aho-
ra que dicha fuhcion generatriz no es conocida ni en su
forma,ni en sus parametros,y btratemos de estimar la pro-
babilidad de emtincion 1l de tal proceso.

Denominemos por f(s) a la funcion generatriz
-desconocida- del nGmero de hijos del proceso de Galton-
watson en cuestion,de modo gue :

s = k
f(s)= 2 P8
K

en donde

pk J:)()(l=k / ;‘{O=l ) 99 k=o,l’2,olnono
y siendo X, la variable aleatoria "nGmero de hijos al
final de la vida de un individuo inicial".Tomemos n in-

dividuos;ellos al final de su vida daran lugar a Xl,XD,

[l

........,Xn hijos,de modo que Xi yy 1=1,2,4...,n sOn va-

riables aleatorias independientes e igualmente distribui-

das.Con el fin de estimarTl ,sean

pl{ = e oesmTmem e T e e 9’9 k=U,l,2,o.oo
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y notemos por

~ k
Z Dyes
K

=

N
W

N~/
It

a la funcion generatriz de probabilidad empirica.Como
ﬂ @kﬁ son estilimadores de maxima verosimilitud del %pkv
entonces fn es una estimada de maxima verosimilitud de f
e igual con cualguier funcion de fn con respecto a la
misma funcion de f,

sea f(K>(s) la derivada de orden k de f(s),
con f(o>= f.3imilarmente con fn(s).Veamos primero un teo-

(k)

omo
n

rema que nos da una serie de propiedades de f
estimador de f(k);las pruebas de este teorema y de los
siguientes pueden encontrarse en el articulo de Stigler

(1971).

Teorema 4.2.-

a)Para cualguier k7,U y cualquier U £s <sq,
en donde sy es cualguiler numero menor gue
uno,fgk)(s) es un estimador uniformemen-—
te fuertemente consistente de f(k)(s) en

el sentido de que

fék)(s) ------- b4 f(k>(s) vy CeS.

cuando n ---» & ,uniformemente para 0<%
& sﬁsl.Ademas,si f(]‘()(l-) < ,lo an-

terior vale para slzl tamblen.
b)Si O (po< l :Y po'oL EEEEE '!' pk_l<l,el’l—

tonces
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Bl .y N(0,1)

en distribucion,cuando n ---»20 ,para cual-

quier U< s< l.Ademas

n.V‘ﬁfn(s)% - £(s%) - Sf(s) 2 3

c)Si f(k)(s)K‘W ,entonces fgk)(s) es el esti-
mador insesgsdo uniformemente de minima va-
rianza.
Sea ahora el problema de estimar U .Para ello
usaremos el estimador de maxima verosimilitud,esto es,

la raiz no negativa mas chica de la ecuacion fn(s)zsoﬁea:

4 = inf.& s / f.(s)=s ,, S7/“>

Con ello,por el teorema 4.2.a), wes un estimador fuerte-
mente consistente de M .Notese que T no es insesgado de T
al no poder tomar valores mayores que l.Veamos el com-
portamiento asintotico de { :

Teorema 4.%,.~

a)si £°(1-) 71y p, 7 O,entonces:

~ s e 1
RIS DI > 50, 0)
en distribucion,cuando n -==-2Z 0 ,en don-
de

(1-£ () )2



- lle -

b)8i £7(1-) =1,p;< 1 y £°7(1-)<w0 ,enton-

ces:
p(7 - )2 30 > fhm |7 )
si x% O
p(n (1-§)< 0= 0 i x< G

en donde‘ﬁ es la funcion de distribucion

de la normal esbandar.

¢)3i £7(1-)< 1 ,entonces

P(+qr=1,para n suficientemente grande )
=1
.1 teorema 4.3. puede usarse para dar interva-
los de confianza aproximados para It .Por ejemplo,si £7(1-)7

7 1 y llamamos por

N2 ~2
R M
(1- £7(7) ¥°

entonces,por el teorema 4,2.,a),T.4.%3.a) y el teorema de

Slutsky,la variable aleatoria
]

\!n A

A (w -1

%n

esta asintdticamente dispribuida como una normal estan-

dar.Con ello
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es un intervalo de conflanza aproxliiu;do parahﬂ‘,al error
« ,en donde ty se mira en una (U,L1).

Utro parametro de gran interes ea el estudio
de los procesos de ramificacion suvercriticos es £7(1T).
Athreya-iley han probado gue si Xk es el tamaiio de la po-
blacion en la generacion k de un proceso de Galton-watson
con funcion generatriz de hijos f(s) y m=f"(1-)» 1l,enton-
ces la diferencia entre la funcion de distribucion de

k -k

Xk.m v su limite,es asintoticamente mas pequeno que/¢ R

para cualquier
C ... C

en donde & = -1n.f (W )/ln.n .asimismo,f’ (T ) tambien
determina la intensidad en qme la probabilidad de extin-
cion para la generacion k se aproxima ail.

3i proponemos el estimar f£°(T) por el estima-
dor de maxima verosimilitud f°( ¢¥),entonces por el teo-

rema 4.2.

£7( ) —~=-- 5 £7(T) c.s.

v la distribucion limite de fé( 7 ) ouede calcularse de
modo similar al teorema 4.3..5tigler(1971) presenta la
solucion para cuando f£’(1-)7 1.

Volviendo al estimador no paramétrico {t de i\,

supongamos que f(s) = exp.H,X(s-l)» ,es dectr,la familia

de Poisson.sntonces,si A7 1,v0r el teorema 4.5.
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“ T
~ - EZEA_)\_.(.T_!_:HEL_:_IT__
V(A /N TR

Si recordsmos ahora el estimador paramétrico
M . - . £ 13 A
tt de la seccion 3.l.2.,entonces la eficiencia de Tt re-
~ .
lativa a [V cuando el verdadero valor del parametro es A\

es

— —— e e s s van s ot o s e s

dando Stigler una tabla de e(,x) para diferentes valores
de *..El prueba que
e()&) ————— > 1 cuando /\\1' 1
e(>\) ----- > 0 cuando )\ ----- » @
" Cuando f(s) sea la fraccional lineal,entonces

por el teorema 4.3%.

Con ello la eficiencia

o(b,0) - V(T /bue)

v(n /b,c)
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puede calcularse para diferentas valores de b y ¢ (ver
articulo de Stigler).Puede probarse que para cualqguier

0<£c <1 fijo

e(b,c) --—--» 1 cuando b~L(l—c)2 o b (1-¢)

iin resumen,es preferible usar el estimador no
paramétrico?} a menos que la muestra sea chica O bien
que los calculos indiquen una eficiencia baja (como pa-
saba en la distribucion de Poisson con media grande);ha
de tenerse tambien en cuenta el peligro de que la funcion
generatriz verdadera no sea la propuesta,lo cual refuer-
za la eleccion del estimador no paramétrioo?;.

Observese que el estimador no paramétrico'ﬁ
de T anterior esta basado en el conocimiento de una mues-
tra aleatoria de la distribucionsjpkw de nijos,pero es
de preveer que ello no sea slempre posible.supongamos en-—
tonces que los unicos datos a nuestro alcance sean el ta-
mafio de la poblacion en varias generaclones sucesivas:

X oXppqoeereeererX, 7 que X, =1l.3ailey (1964 ,pg.04) da

la aproximacion :

= exp.l\ -2.()~\ -1) /O’lk]

1
obtenida por desarrollo en serie,en donde f\y‘v'son la

media y varianza de la distribucion de hijos ‘pk7 ,la
cual actua bien cuando Il es cercano a uno.Con ello Crump

y Howe (1972) proponen como posible estimador de TU :

5‘-}‘1 = exp. R —2.(}‘ -1) / 61—7 (4.1)



en donde
T = “":“:“-Z Xpopo( =mgm== - 4.2
n - m-1 7, Thel N o
T A

es un estimador de U‘y F~es el estimador de Harris de

la media}A:

/); . Aspil A (4.3)

Notese que para voder usar el estimador:aihaﬁ
ce falta el conocimiento de al menos 9 generaciones su-
cesivas del proceso.los mismos autores anteriores propo-
nen el estimador?ﬁ obtenido como la raiz no negativa mas

chica de la ecuacion :

s = exp.«}*(s—l) 7

para lo cual basta con el conocimiento de dos generacio=-
nes.®l sera el verdadero valor de M si la distribucion de
hijos es de Poisson de parametro}\ .

Notese asimismo que la estimacion de T ,en la
hipdtesis de muestreo anterior,es dificil por la escasa
informacion que intuitivamente se ve que dan los tamarnos

X RS S

m,‘oo n

ror simulacion de Monte Carlo para el caso frac-
cional lineal,Crump y Howe obtuvieron log siguientes re-

sultados(ver tambien secccion 4.2.%.) :



S
19)Los valores de Ty no dependen del verdade-

ro valor de Il ,sino unicamente del valor
de}* .i4sto es asi porque,para una distribu-
cion de Poisson, T esta compleiamente deter-
minado por}A.,y el estimador:%& se obtuvo a
partir de dicha distribucion.
A

22)La estimacion de Tt por Tf; mejora conforme el
numero de generacliones sucesivas observadas
aumenta.sllo era logico de esperar pues el
numero de observaclones es importante en la
estimacion de la variamza dada por la (4.2).
Finalmente,el estimador?i,aotua mejor cuan-
do U es grande y tiende a sehéstimar los pe-
quefios valores de M .sllo es tambien logico
porque la aproximacion (4.1) es valida para
grandes T y tiende a ser demasiado grande

para otros valores.

4,2.3, BSTIMACION NU PAxAMeTRICA DS LA sDAD n D UN PrO-

CrSU DE GALTON=-WATSON.-

ista cuestion es tratada por Crump y Howe,a
los cuales nos remitimos en las pruebas y conclusiones.
Sean XO=1,X1,X2,...... los tamainos de las ge-

neracioneg sucesivasgs de un proceso de Galton-¥Watson con
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distribucion de hijos Spk% que tilene por funcion genera-
triz f(s).3upongamos gque se han ohservado los tamafios
Xm”""’Xn y que deseamos estimar la edad n del proceso
en la ultima observacion.i&n adelante supondremos que la
media)A de la distribucion de hijos es mayor que l,pues
de otro modo la poblacion se extingue con probabilidad
uno,en cuyo caso el problema de estimacion lo mas seguro
es que no aparezca.

Notese que la hipotesis de que Xo=l no es con-
trastable y que esta intimamente ligada a la edad de la
poblacion.

Ya vimos en la seccibn 3.1.1.1. un estimador
parametrico de n para cuando solo se observa una genera-=
cion,es detir,cuando m=n.&l =2ra

ﬁo= ln.ﬁ (l-“ﬂ).Xn +TTw/ln}A (4.4.)

en donde [ era la probabilidad de extincion del proceso.
iste estimador era de maxima verosimilitud cuando f(s)
es del tipo fraccional lineal.

Notese que el conocimiento de generaciones
adicionales no permite mejorar la estimada.in efecto,co-
mo Xh (h=0,1,2,...) es una cadena de Markov,entonces la
densidad condicional conjunta de Xm+l"""Xn dada Xm no
envuelve a m y por tanto el estimador de maxima verosi-

militud de n es



&1l problema radica en que para poder usar el
estimador fij hace falta el conocimiento previo de/« vy .

De otro lado,ya sabemos que si glsz ,entonces

converge con probabilidad uno y en media cuadrada a una

variable aleatoria W cuando n ----7 ® ,en donde
£( W / la poblacion no se extingue):--jkﬁ:

Con ello,
N

B( X, /X7 OZ p/Q-T0

para grandes n.xes@lviendo esta ecuacion aproximada en n:

la__ilzlflzzn__ (4.5)

es un cstimador de n.A continuacion estudiaremos varios
estimadores no paramétricos de n formados reemplagzando
en las (&4.4) v (4.5) }A v IT por estadisticos que los es-
timen.

Como estimador de)A tomamos el (4.%) de Harris,
que es de maxima verosimilitud.Aungque ;: es generalmente
insesgado,el teorema 4.l. nos indica que es asintotica-
mente insesgado y que converge a )A con probabilidad uno

(condicionando en ambos casos en la no extincion).

La estimacion de T es mas dificil,por la poc a



informacion que dan,sobre dicho parsmetro,los tamarnos
Xm,....,Xn.Si observamos las (4.4) y (4.5),vemos que los
valores de It tienen relativamente pequefios efectos sobre
el estimador de la edad salvo cuando [[ esta cercano a uno.
A A

Asi,podemos usar los estimadores Wlo ﬂﬁ propuestos en la
seccion anterior.

ista claro que n no admite un estimador consis—
tente por la variabilidad de las primeras generaciones
del proceso,sin embargo,aun cuando los estimadores de n
sean necesariamente inconsistentes,el siguiente resulta-
do debil permanece

L .
Teorema 4.%.~ Suponzamos que £( X%' ) 0 para algun 57W)

y sea i un estimador de n obtenido de 1la

(4.4) o (4.5) reemplazando}* por Xn/ X, 1
AL

v T por cualguier estadistico [T no negati-

vo y tal que
P(RLL /%, 70) = 1

intonces lim.sup.(fi-n)<e0 con probabilidad
uno(condicionado el proceso en la no extin-

cion),con lo cual

B > O cuando n —--=-=9 ®
con probabilidad uno(condicionado en la no
extincion del proceso) para X7 0,10 cual

para X =1 es equivalente a que

B ¥ 1 cuando n =-—-=—» ©°

con probabilidad uno(condicionado en la no

extincion).



Notese que el no naramétrico es  -consisten-
te VK?O,oosa que ya fue probada en la seccion 3.1l.1.1.
para el ﬁo parametrico,

£l teorema vale puss para una amplia clase de
estimadores de.n',lo cual indica que la estimacion de T
no es particularmente importsnte.sl teorema esta enuncia-
do para el caso de solo dos generaciones,pero es presu-
niblemente cierto en general.

Crump y dowe abordan a continuacion el proble-
ma de comparar por simulacion de lionte Carlo los diversos
estimadores posibles de n.tllos estudian los tres siguien-

tes :

A = mmmtmmm e D
© In R
-A
A 1nﬂ(1-/ﬁ,)xn+ m(]
s A
In )A
A
A 1n ﬂ(l- X, + n&}
Op= =777 ATTTTTTTT

en donde el primero es un estimador paramétrico,mientras
que los dos sigulehtes son no paramétricos.rara la simu-
lacion tomaron como distribucion de hijos el caso frac-
cional lineal,seleccionado por dos razones.Frimero,por-
que la funcion generatriz fraccional lineal depende de

dos parametros,de modo que son posibles todas las combi-



naciones que se descen de'ﬂ‘y}A .sezundo, porque ﬁOes un
estimador de maxima verosimilitud cusndo la distribucion
de hijos es del tipo fraccional lineal,de modo que actua-
ra bastante bien para este tipo de distribucion.Con ello,
fijados los valores de los parametros b,c de la distribu-
cion fraccional lineal,la comparacion de la media cuadra-
da de error para ﬁo con la de los otros dos estimadores
no parametricos,indicara cuando los nuevos estimadores
actuaran razonablemente bilen.

Utros posibles estimadores,no parametricos,ra-

zonables de n serian :

ﬁLl—: _—--Ir—l_')i: —————
A

_1n H(l—TQ)Xn ‘]

n5= ——————— X ——————

Podemos obtener fig haciendoW =0 en #; o fi,,de modo que
este estimador es previsible gue acfuaravbieg cuando [T
sea cercano a cero.Como X ¥ (1-TT)Xn difieren bastante
para grandes IU ,es de esperar que ﬁ5 sobreestime a n cuan-~
do T no sea cercano a cero.lLos estimadores ﬁ4 y ﬁ5 se ob-
tienen quitando la correccion aditiva del eétimador‘ﬂ u-

sado en fi; ¥ iy respectivamente.Por ejemplo,fi, ¥ ﬁl es—



tan relacionados poT :

de modo que las diferencias entre ﬁl y ﬁ4 seran pequenas
excepto cuando I sea grande y)A cercano a uno.Un estudio
preliminar de Monte Carlo verificaron -indican los auto-
res - estas observaclones.
Volviendo a los estimadores ﬁo,ﬁl y ﬁg,Crump
y Howe han realizado 5.00U0 simulaciones para cada cuater-
na de valores de m,n,ﬂ'%p.,calculandose en cada una de
as A\
ellas las estimaciones Nl,ﬂi,ﬁo,ﬁl N ﬁg.ﬁn su articulo
presentan dos tablas con los valores promedios'y sus erro-
res estandar pars los estimadores de T y con las medias
cuadradas de error y errores estandar para los estimado-
res de n,en cada una de las situaciones estudiadas.
Las conclusiones para los estimadores de it ,
A A ‘
Ty ﬁi,ya fueron expuestas en la seccion anterior.las
conclusiones para los estimadores de la edad n se enu-
meran a continuacion :
a)En todos los casos el error cuadratico medio es
mas grande cuandO)A esta cercano a uno.
b)En todos los casos,el error cuadratico medio es
mas grande para valores de Il grandes que para
valores de W pequefios.
Con ello,todos los estimadores de la edad actuaran me-=

jor cuandO)« es grande y W es chico.



c)zn todos los casus,los errores cuadraticos medios
de los estimadores no aumentan apreciablemente cuan-
do n aumenta con (n-m) fijado.

d)bLos errores cuadratlcos medios de ﬁl 5 ﬁ2 disminu-
yen con el aumento del numero de generaclones CcO-
nocidas.

e )Cuando se conocen varias generaciones,ﬁl y ﬁ2 pue-
den comnetir con el estimador paramétrico ﬁo,si
bien ﬁl necesita de nas ceneraciones.3in embargo,
cuando}A es chico y Il grande,lo anterior no es
siempre cilerto.

Con todo ello,como la funcion ceneratriz de hijos es des-
conocida normalmente y PoT tanto no estara a nuestro al-
cance los verdaderos valores deffy}k,no es descabellado
el tomar ﬁl N ﬁ2 como unos estimadores apropiados.De he-
cho ﬁ2 tiene la ventaja de necesitar de solo dos genera-

ciones sucesivas del proceso para Ser catculado.

4,%, APORTACIONES. -
4,%,1,8STIMACION NO PARAMSTRICA DE LA PROBABILIDAD DE
AYTINCION W D& UN PROCLSO DE GALTON-WATSON. -

in la seccion 4.2.2. s€ propusieron dos esti-
A V Q. . 3 - -
madores ﬂ,y?&,de 1a probabilidad de extincion,para cuyo
caleulo hacian falta un minimo de tres y dos generacio-
nes sucesivas,respectivamente,del proceso,Xm,Xm+1,....

...,Xn=Xm+r,pero no las edades respectivas m,(m+l),...



«eeo,mir=n. sl comporcamiento de dichos estimadores fue
va estudiado entonces.
decordemos la expnresion (3.11) del cavitulo
anterior;ella nos proporciona un nuevo estimador no pa-
7’z i3 . .. A
ramétrico de M si se sustltuye}A porjM (el estimador de

la media de darris)i;asi :

n
X - AN
’«R - aT f si X =1 (4.6)
S x4 °

n

/N
+1 estimador Mg puede justificarse sun de otro

modo.Supongamos que se observa la variaple aleatoria
Xn
- ———— L 7 U
w ( n / [;n )

)A

para n grandej;entonces la verosimilitud seria:

I, = (l_n >.e—(1"n )-W

de modo que cuando w7,1 el estimador de maxima verosimi-

litud de W vara cuando n —--=-%»® es :

n

PN
que guarda un gran parecido con el Ty ,Cuando w< 1,la
maxima verosimilitud para valores deWentre O y 1 es TU =0.

A N
Naturalmente,cuando Mg sea menor que U O mayor que 1l,se

'A -
hara"n3igual a O o 1 respectivamente,
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Kecordemos shora el estimador mas general da-

do por la (%.16) em el capitulo III.Bustituyendo}; po?r\

Ty = =========Sgr=-====== si X =q (4.7)

AA
en donde‘“%-ﬂg cuando K =1 como era de esperar,

flotese que el estimador ﬁasolo vale para pro-
cesos que,comenzando cCON un numero cualquiera Xo de in-
dividuos,son observados en los tiempos m, (m+l),ee. ., (mér)=n
en donde la edad n debe ser conocilda,a diferencia de los
. A A . . .
estimadores T,y lfg que no requerian el conocimiento de la
edad n.xllo puede obviarse tomando Xm como tamano de par-

tida del proceso,con lo cual

/ﬁg = e ;]'?.‘:-I ------- (4.8)
T
xn - Kmif

es ya un estimador de T equlparable(en cuanto a los da-
tos que son necesarios para su calculo) con los'?,y<ﬁz.
Notese que dicho estimadorT@-solo es valido cuando se
conocen mas de dos generaciones sucesivas del proceso.

A
in todos los casos,cuando algun estimador T

de valores menores gque Cero o mayores que uno,se toma-

A e
rafl=0 o T =1 respectivamente.

Notese finadlmente gue cuando )*7 1 entonces’ﬂw
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n
N N g g A
estara entre U y 1 s1 An> q.}A ,de modo que cuando ello
no ocurra con el ultimo tamano Xn convendra tomar otro
n
. . ‘ A . .
intermedlo Ah tal que Ah7»q.fm .Cuando no haya ninguno,

tomar entonces el ultimo tamaiio Kn;cuando haya varios,

s s A
tomar el que tenga mayor subindice h.uve igual modo conT%,

4,%,2,00005 D30Ilabuims  wU PaiakMatRICC8. -
, - A .
151 estimador nypuede usarse alternativamente a
A D . : A
los n|y'ﬁtpara estimar la edad n,obteniendose entonces Ne -
<1 estimador § dado por la (%3.17) del capitulo
I1I,puede convertirse en uno no parametrico sustituyendo
A ) A A A
/mpor}A v W por cualguiera de los T, Ty o g
Los estimadores (5.12) ¥ (%3.12bis) de/« podrian
tener scntido cuando solo se conoclera una zeneracion Xn
. ~ . .
del proceso-y por tanto el estlmador/A de Harris no ten-
dria validez - y el numero de hijos de algunos individuos
de la peneracion (n-1),pues entonces Tr podria estimarse
no parametricamente como se describio en la seccion (4.2.2)0
La proxima ceccion se dedica a un estudio com-

parativo,por simulacion de lonte Carlo,de los estimadores

n,, Ty “S’ f,,fy ¥ n5,de 1og cuales el 12,42 y 52 ya fue
ron estudiados por Crump ¥ iowe en el articulo ya citado.
1 estudio de cual de los estimadores de W es

mas efectivo para estimar q y n - cuando Xo=q - sera fru-

to de un trabajo posterior.Asimismo queda abierta la com-



paracion del estimador de la media de ‘larris con los
estimadores —-cuando Ko=l y cuando X0=q - no parametri-

cos arriba pronuestos.

4,%.3.uo0Uul0 CulivaxalIV0 U LUB  DISUINTOUS  molibAvu-
©eS  HU PasaligrRICu3 bE T Y n .-

Jor razones ya expuestas en otra ocasion,se na
elegido el caso traceional lineal para realizsr el estudio
por simulacion de r.onte Carlo de los diversos estimadores
deTWy n.

r'ara cada pareja de valores deTTy)A de las indi-
cadas en las tablas I y 1l,se aan obtenido-por simulacion-
los tamafios poblacionales xm,xm+l,......,xn ( que en ade-
l-nte seran llamsdos pOT YO,Yl,....,Yr con r=n-m) para
los valores de n 7y m dados ssimismo en dichas tablas..lo
anterior sec nhizo en 1.0LUV ocssiones para cada cuaternalil ,
}A ,m,n.A partir de cads serie de valores de YO,Yl,.....
Yr se obtuvieron los Giversos ezstimadores propuestos.=l
criterio por nosotros sz.uido para la obtencion de tales

estimadores 1o sumarizsmos a continuacion.

Zn primer lugar deben de encontrarse dos valo-
res s y h,con s7h,de entre los C,1,....,r Tales que el

estimador de la media



sea mayor aque uno..llo debe de nacerse con la condicion
de que (s-h) sea maximo y,si hubiese varios,se escogera
el de mayor valor @&e s.Cuando tal pareja no exista,enton-

ces se hara

A ~ A
n‘=‘n3='n§=1
~ _ ~ - J_
= n5— ril

y se calcula ﬁo como mas adelante se indica.

CGuando existan dichos valores de s y n,calcular

AN A

entonces W, Tty ,[fg,ﬁo,ﬁl,ﬁB como se indica mas adelante,
a partir,cuando na lugar,del estimador}; anterior.ba unl-
ca salvedad es cuando (s-n)=l,en cuyo ¢aso debe de tenerse
la precaucion de que la pareja (s,h) que sé utilice para
el calculo de%%—no debe de ser la misma queé sirvio para el
calculo de)A no debe de ser la misma que sirvio para el cal-
culo de}« . i es asi,buscar otra pareja para‘ﬁr.

#1 calculo de los cestimadores de Wy n a8 Qque nos
hemos venido refiriendo s¢ regliza del modo siguiente:

Pa
a)Calculo de T :

a Y
A~ 1 — h A N2
T = ———z——- - S ( —g=—- -A)

=
0

exp.)\—2.(f/~ -1) /3‘17

en donde h es el mayor natural de entre los 0,1,24500¢+,T
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tal que

¥ 7A(h+m)

n7f
. . A

Si no existe un tal valor: de h,haceI“n3=O.

A
¢)Calculo de Ts:

en donde s y h son dos naturales de entre los 0,1,2,..
..., tales que
A (s-h)

syh , Ys‘7Yh

elegidos de modo que (s-h) sea maximo.Si hay varias de

tales parejas de valores de s y h,tomar la de mayor va-
lor de s.Cuando no existan tales valores,hacer s=r,h=0

y calcular{\[\g.Naturalmente,cuando /’1\155 0 se hara/ﬁj =0,

y cuando ?‘(5—7/ 1 se hara :(\\3,=l.

d)Calculo de los estimadores de la edad:

Hemos indicado tres:ﬁo,ﬁl,ﬁ5.Ellos se calculan

asi:
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en donde,en todos los casos,h es el mayor natural de entre

los 0,1,2,...,r Tal que:
A, (r+l)

Cuando no exista un tal valor de h,hacer ﬁx=r+l.
M . A A % ~ ~ ~N
Con todo ello,obtenidos los T, Ty, 2 lgs 1l sl
en los mil casos,se calcula para cada uno de ellos la me-
dia,error de la media y la raiz cuadrada del error cuadra-
tico medio,en donde entendemos por error cuadratico medio

del estimador x a la cantidad

o S o Tt ey — o — o —

siendo xl,x2,....,xp las p estimaciones del parametroX .
Fn las tablas I y II se indican los resultados
finales para los estimadores de M y n respectivamente.la
simulacion y calculos han sido realizados en un ordenador
UNIVAC 1108 a traves de una terminal DCT 2000 del Centro
de Calculo de la Universidad de Granada.
Observando la tabla I se llega a las sigulentes
conclusiones para los estimadores deT:
a) Los estimadores?ﬂ;y?@ sobreestiman los valores pequenos
de T y subestiman los valores grandes.
&l estimadorxagsiempre sobreestima a 1 ,tanto
mas cuanto menor sea}&.
b)Los estimadores<%,yﬂajactuan mejor para grandes vaslores
de ™ ,mientras que el,%glo hace peor,

Tos tres estimadores mejoran con el aumento

de la media r\.




c)3i m se deja fijo

se asumenta {(n-m)

- T, mejora,salvo Si}A es grande y [l pequeno,en cu-—

¥yOo ¢aso no

- %} mejora ps

varis.

ra valores pegquefios de}a

-’ﬂ§~mejur3 para valores pequefios de W ¥ de}w -

d)3i (n-m) se dsjas fiio

ge sumenta m:

S
-1, mejora algo cusndo ﬂ|w)k son peguelios

Ay
- T, practicamente no varia

—TM.@mge@ra Dara

lores pequefios ds U .

ores porT parejas:

- Ty &5 mejor mu@TT pars vszlores grandes de)ﬁ ySal-

vo cusnds £l numero 3

sneracliones observadas F I

4%}

G

bilos

e

My,
sraferi:le 21 estims=dor Mo

n Hel-Snos,e5 pr ferlale'ﬂ,.

A
DEQgUenic E}ﬂ sronie, S pr@farlmle‘ﬂj.

sr ooservacion d= la tabla 11,se

conciusiones psra los estimadores

cade ver Lenos con-—

f

“‘l‘

a n cusndoT €S pegueno.

z n,cuando I es chico,de um mo-—

nas conforme mebm$81)*

sctusn mejor cuando U es grande

pequefia ,mientras gue ﬁ@ no varia demssia—




do.
Ue otro lado,los tres estimadores nm,ﬁl,ﬁ5‘me—
joran susceptiblemente cuando)k.es grande respecto a cuan-—
do }nes pequeno.
c)5i m se dejs fijo v (n-m) se sumenta :
-ﬁo empeora debilmente cuando il es grande y mejora cuan-
do [T es peanueis.
-ﬁl mejora sensibiemente cuandolr\es pequeiio y tiens
noca variacion CUEH&@)A es grande.
—ﬁ5 enpeoras denilmente cuzando }res grande y suele mejo-
rar cuaﬁdm)» 2S DEgusno.

4)3i (n-m) se deja fijo y se sumenta W :

|
=
-
o
H
4}
o
M
* et
[8¢]
()]
£
EP
(@]
e}

ar saobretoio @uamdD}A es pequena.
e)Claramente,el estimador fm es siesmpre mejor gue los Hl T
fi. comoc ersz 4s esDersr &l S8 UR estimador parsmetrico.
~

_ors 21 caso =n cue I s2a Jssconocita y hava aue

e ~

usar los estimedcrss no pPersmgtiictos { gue sera lo ®m3S

ususl J,sl estimzdor El sctusz siszmore mejor que el ﬂ% cuan—
do f\@ﬁ scrente,y SOn desizuslies cuamﬁ@}& £g cercando a unc.

frente s los

=4

I - y - < o =% i -y % it &
Jon ello,sl sstimsdor fp Tlene S5C38S3 validez
- '

Y
que [y cusndo [T sTa Sr30-

=t

a
FaN
sobreestimacion de T perjudica No tablemente a i 7 el *Tf

de ¥ no ocurra gsl con ﬁ5 7 ﬁl,as 2xnlicaole poriue

siempre scobreestima a il .

4 i




- 133 -

pa3LA I :Valores obtenidos para los estimadores de T

TC =C.2 T =0.75
m,n bedia sede i?é?m?e Media £.i. ﬁ?%%m?e
Py
6,8 W, .42 .0389 45 51 .0363 .39
N ‘
Ty .43 o422 .48 .52 L0393 .45
A
T .62  .U324 .53 .76 .024% .24
6,10 T, .39 .0298 .35 .73 .0236 .24
A
IT} . 52 . Ua‘{'ﬂ'q' . 56 .62 .@54"0 - 56
T 45 0U269 .37 .77 .G215 | .22
10,12 T, .33 .0355 .38 .57 .0%64 W41
T, 43 0382 W44 50 L0402 o47
Ao 62 L0302 .52 .77 .0228 .23
10,14 q, .35 0271 .31 .70 L0225 .23
R, .33 L0339 .36 62 L0360 .38
?T; .57 0277 46 .77 L0231 .23

Y

£.®B,=frror fAstandar
C

#.,C.M,=ErTror Cuadratico Medio



PABLA I : Continuacion
, )A = 2
T =v.2 T =0.75
m,n Hedia E.8. Soi2.9€ Media &.d. salz de
P .
6,8 T, .29 .0308 .32 64 L0348 .36
N
Tty .24 0282 .28 62 L0313 W34
N\
s .69 LOW7 W55 .89 ,0138 .20
PaN
6,10 T, .40 .0263 .33 .76 0224 .22
A
Ty .23 L0274 .28 .57  .0326 .37
A
Ty .75 L0224 .59 .89 .0168- .22
10,12 1, .32 0308 .33 65 L0346 .36
N
n} .22 00269 02‘7 ¢6O 00512 .55
~
TTS' .88 00152 070 097 00056 C23
10,14 @, 43 o242 W33 .78  .0183 .19
R, .21 w0267 .27 50 .0%58 o4k
r’}r 88 L0153 .U ,95 L0100 .22
BJH.= Hrror Estandar
B,C.M.=Lrror Cuadratico lMedio
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pARLA II : Valores obtenidos para los estimadores de n.

m =0.2 T =0.75
m,n Media .. E?é?u?e Media £.£. %fé?mfe
6,8 ﬁo 6.79 L3056 3.29 7.14  .2678 2.8l
fiy 6.92 L5058 5.17 8.76 1.1190 1l1.22
ﬁ5 5.84  .459%  5.08 7.0%3  .5639  5.72
6,10 8.27 2667 3,18 8.99 .2650 2.84
iy &.70 .3785  4.0U 9.96 5066  5.07
ﬁ5 8.21 L3508 4.U3 10.14 8235  8.24
1,12 fi 10.0% L3891 4.%6 10.42 3754 4,07
fiy 11.45  .774%  7.76 1%3.55 1.3%3965 14.05
ﬁ5 8.60 L5934 6.84 11.61 2.0972 20.98
10,14 A 12.17 L4022 442 11.8% J038  4.58
ﬁl 12.89 L1913 5. 04 14.96 L7903 7.96
ﬁ5 11.04 4794 5.63 13.24  .8958 8.99

srror fstandar

b 0N
helle

E.C.M. “rror Cuadratico Medio

]



6,8

(o)
[
@

10,12

10,14
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TABLA If : Coantinuacion
S e
W =C.2 T =0.75
Media Eo. oogil®  Media g£.s8. S01% 0°
A, 7.11 1678 1.90 7.23 1753 1.91
A, 7.12 1798 2,00 T.3%  W2%29 2,42
ﬁ5 5.6% Jdaug 2,78 5.54 L1779 3,04
i, 9.35 .1638  1.76 9.12  .1867 2.06
i, 8.8l 1711 2,08 8.8%3  .2277 2.56
ﬁ5 7.28 1484 3,10 2.%7 2061l 3.74
A, 11.17 .1877  2.05 11.60  .1601 1.65
i, 10.76 2056 2.43 11.28  .2271 2.3%5
ﬁ5 7 .66 1719 4,67 7,50 1723 4.82
A, 13.42 1616 1.72 13,01 .1939 2.18
A, 12.81 L1678  2.06 12.43 2144 2.66
ﬁ5 9.6% .1625 4,77 9.25 .1920 5.12
E.Ee = frror Estandar

B3
.
Q
.
!

= Arror Cuadratico Medio
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