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Capitulo 1

Introduccién general

1.1 Ecuaciones de los semiconductores

Esta memoria tiene como objetivo el estudio de ecuaciones en derivadas par-
ciales (EDPs) no lineales que se pueden enmarcar en dos campos: la teoria
cinética y la teoria cineto-cuantica. El lazo de unién entre los diferentes
sistemas objeto de nuestro andlisis es su motivacién en la modelizacién en
teoria de semiconductores. En el estudio de los fenémenos de transporte
de carga a través de un semiconductor es necesario generalmente considerar
varias etapas de diversa naturaleza, en las cuales han de utilizarse distintas
aproximaciones para describir lo m4s fielmente su comportamiento. Por su-
puesto, estas consideraciones dependen en gran medida de los componentes
del semiconductor (arseniuro de galio, arseniuro de aluminio, silicio,...) y del
potencial externo aplicado.

En una de estas etapas los electrones atraviesan una barrera cuantica que
produce interacciones entre el campo generado por la carga del electrén y los
iones que vibran en torno a su posicién de equilibrio (ver Figura 1.1). Si la
barrera cudntica es suficientemente gruesa, es decir, si su anchura es similar
0 superior a la longitud media de onda asociada a los electrones, entonces
tenemos el llamado polardn, es decir, un electrén en un cristal ionizado. El
modelo matematico que habitualmente describe la evolucién del polarén es
el sistema de Schrédinger-Poisson

L, 0 h?
zha’gb = —%Azw + Vi,
AIV = - |¢|2,

cuya solucién es una funcién de ondas compleja 9 : [0,00) x R® — C y
un potencial autoconsistente real V' : [0,00) x R® — R que depende de 1,

5



6 §1. INTRODUCCION GENERAL

V = V[¢]. La constante £ es la constante de Planck y m es la masa de
la particula. En la siguiente Seccién daremos algunos datos més sobre este
sistema.

Figura 1.1: Seccién del semiconductor

Otra descripcién cineto-cudntica habitual para estudiar los fenémenos
dindmicos que ocurren en los semiconductores consiste en plantear el siste-
ma no a través de una funcién de ondas compleja ¥(t,z), como en el ca-
so de la ecuacién de Schrédinger, sino a través de una matriz de densidad
p[¥)(t, z,y) = (¢, z)(t,y) obteniendo la ecuacién de Von Newman. A par-
tir de la matriz de densidad y haciendo una transformacién de Fourier se
obtiene la llamada funcidn de Wigner

WY](t,z,€) =

1 h h :
I —_— —y-§
(27)3 ./R3 olY] (t’ T amT 2my) e dy,

que introduce una nueva variable de velocidad £. Al contrario que para la
funcién de ondas 9, la transformada de Wigner W[y es real, aunque en ge-
neral puede tomar valores negativos, por lo que no llega a alcanzar el rango
de funcién de densidad propiamente dicha. No obstante, permite describir el
sistema a través de una ecuacién de Liouville clasica, que retiene los efectos
cuanticos a través de un operador pseudo-diferencial construido sobre el po-
tencial V' que determina la dindmica del sistema. M4s concretamente, si
es solucién de la ecuacién de Schrodinger y W = W(y] es su transformada
de Wigner, entonces W verifica la ecuacién de Wigner (ver [82, 54]):

%—Vf L (- V)W +O[VIW =0,
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donde ©[V]W es el operador pseudo-diferencial definido por:
o t,z+5=n) - V(t,z— &
@[V]W(t7$7§) - (271')3 »/]R% /1:{2’ A

x W(t,z,&)e "¢~ d¢’ dn.

n)

De esta forma se obtiene una formulacién cineto-cudntica equivalente al sis-
tema de Schrodinger-Poisson. Se trata del sistema de Wigner-Poisson

ow
ot

AV =—n, nltz)= /R W(t,z,8) de.

La transformada de Wigner es muy ttil en el paso al limite semicldsico (véase
[51]), que consiste en hacer tender a cero una constante sin dimensiones que
hace un papel similar al de la constante de Planck k. La ventaja de W]
sobre la funcién de ondas % es que la segunda suele ser altamente oscilatoria
y magnitudes observables relevantes como la densidad de carga n = [¢|? o
la corriente j = (A/m)ZIm( V,¢) son funciones cuadraticas de la misma
mientras que en el formalismo de Wigner y en su correspondiente limite
semicldsico pasan a ser funciones lineales de la funcién de Wigner. Es decir, si
W (t, z,£) converge en algin sentido hacia una funcién de densidad f(¢, z, &),
se tiene

+(£- V)W +O[VIW =0,

n(t.a) = [wie. ) = [ Wt 2, €)ds,

limite semiclésico

n(t,r) ——  p(t,z) /ftx§d§

para la densidad, mientras que para la corriente se verifica

h
i(t,2) = = Im($(E,2) Vau(t,2)) / EW (¢, 1, €) dE,
limite semiclésico

j(t,l‘) - j(t7$) = /R:;é.f(taxaé—) d§

Ademas, en el limite semiclédsico el operador pseudo-diferencial se transforma
en un término convectivo

limite semiclasico

OIVIW (1, 7, ) e semiclas —%vxv-vgf.

En resumen, en el régimen semiclésico se obtiene la ecuacién de Vlasov para
la distribucién de densidad limite:

0 1
Ezf + (£-Vo)f - vaq)'vsf = 0,
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acoplada con la ecuacién de Poisson para el potencial:

AV (t,z) = —p(t,z) = — /R3 ft,z, &) dE.

A menudo las magnitudes m4s interesantes a estudiar en superredes se-
miconductoras son los observables fisicos como la corriente eléctrica y la
densidad de carga.

Por ello, y dado que en el limite semiclésico sabemos que estas funciones
- verifican ecuaciones clésicas de evolucién, es habitual debido a su simplicidad
utilizar estas mismas ecuaciones para su modelado. Se dice entonces que se
desprecian los efectos cudnticos y se trabaja con la funcién de densidad limite
f en lugar de la funcién de ondas original 1. Algunas de estas ecuaciones
cinéticas son la ecuacién de Vlasov, el sistema de Vlasov-Poisson con segundo
miembro de tipo Fokker-Planck, el sistema de Boltzmann-Poisson (véase [21,
35, 54]) o ecuaciones de tipo drift-diffusion.

El sistema de Vlasov-Poisson aparece cuando se considera que el campo
eléctrico —V;V es el generado por los propios electrones. Esta consideracién
de autoconsistencia serd una constante a lo largo de esta memoria y aportars
una de las mayores dificultades para el estudio matemético de todos los
modelos: en efecto, hace que las ecuaciones sean no locales y las convierte
en no lineales.

Para afladir un rozamiento viscoso de los electrones con su entorno se
suele introducir un segundo miembro de tipo Fokker-Planck a la ecuacién de
Vlasov,

Leplfl(t,2,6) < (Aef + dive(€ )) (2, 2,€).

En la Seccién 1.3 estudiaremos con algo mas de detalle este operador, aunque
referimos aqui a H. Risken [71] para un estudio completo de la ecuacién de
Fokker-Planck.

La ecuacién de Boltzmann surge bajo la hipétesis de que la densidad de
electrones es baja, de forma que las colisiones son poco habituales y se pueden
considerar como binarias. En este caso se introduce un segundo miembro de
tipo integral en la ecuacién de Vlasov. Como no es el tema que nos ocupa en
esta memoria, referimos a los trabajos de C. Cercignani [20], C. Cercignani,
R. Illner y M. Pulvirenti [21] o P. Markowich, C.A. Ringhofer y C. Schmeiser
[54] para un estudio m4s amplio sobre la ecuacién de Boltzmann.

A continuacién profundizaremos en los modelos mencionados en esta sec-
cion incluyendo datos de interés para su posterior desarrollo a lo largo de esta
memoria. En primer lugar nos dedicaremos a las descripciones cuénticas a
través de los modelos para el polarén y seguidamente dedicaremos una sec-
cién al estudio de los modelos cinéticos de Vlasov acoplados con la ecuacién



1.2. MODELOS PARA EL POLARON 9

-de Poisson y con operador de colisiones de tipo Fokker-Planck y a modelos
de tipo drift-diffusion.

1.2 Modelos para el polarén

En esta Seccién pretendemos desarrollar la notacién que se usaré a lo largo
de la memoria para estudiar el comportamiento de un electrén que atraviesa
un cristal idnico y realizar un breve estudio del modelo matemético que se
usa para el estudio de este fenémeno.

En primer lugar, observamos que, puesto que el tipo de particulas por-
tadoras de carga serdn electrones, tendremos que tener en cuenta los efectos
cuénticos que ocurren a nivel microscépico por medio de una funcién de on-
das compleja 9. Pero dado que el medio en que consideramos el transporte, el
cristal iénico, es relevante a una escala macroscépica, el modelo matemético
para describir de una forma completa este transporte de electrones a través
del cristal, serd una combinacién de procesos cuénticos y clasicos.

Para describir un primer modelo discreto simplificado para el polarén,
consideraremos un Unico electrén en movimiento a través de un cristal forma-
do por iones positivos y negativos. En la Figura 1.2 se muestra la disposicién
alternativa de iones sobre una malla que cubre todo el espacio R® generada
por la base {a1,a2,a3}, de manera que cada ion se encuentra rodeado por
otros seis de carga opuesta. '

n= ﬁl131+ m232 +m3a3

my, My, Mm; € 7

Figura 1.2: Cristal ionizado

Debido a su carga, se produce una interaccién electrostitica entre el
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electrén y los iones que componen la red cristalina. Esta interaccién se
produce a través del campo eléctrico de polarizacién creado por el electrén,
es decir, el electrén en su movimiento va polarizando los iones que encuen-
tra a su alrededor como consecuencia de la vibracién que sufren en torno a
sus posiciones de equilibrio. Pero ademaés este campo de polarizacién ejer-
ce una fuerza sobre el electrén que modifica su estado. Estas interacciones
reciprocas hacen que el conjunto formado por el electrén y la polarizacién
se consideren como un unico fenémeno mecano-cuantico al que conoce con
el nombre de polarén. Por lo tanto, el polarén quedard descrito en cuanto
se conozca la funcién de ondas ¢ asociada al electrén y el campo clésico de
polarizacién P. El modelo matemético que habitualmente se utiliza para
describir la evolucién del polarén es el sistema de Schrédinger-Poisson, es
decir, para la funcién de ondas ¥ asociada al electrén cuantico se propone la
ecuaciéon de Schrodinger
h2
w = —-—A9 + V7, (1.1)

con un potencial electrostatlco V asociado al campo de polarizacién (P =
—VV) que se considera producido por la densidad de carga —|¢|2 y que, por
tanto, vendra dado por la ecuacién de Poisson

AV =~ I"/)IQ

Evidentemente, esta deduccién es excesivamente simple y deja sin justificar
muchas cuestiones bdsicas. Nuestro trabajo en este contexto consiste en
deducir de forma rigurosa modelos matematicos que describan la evolucién
del polarén (para un cristal iénico con la estructura simplificada de la Figura
1.2) y posteriormente hacer un estudio mateméatico completo de los mismos.
A esta tarea dedicamos los Capitulos 5 y 6 de esta memoria. El concepto
de solucién que usaremos para la ecuacién de Schrodinger es el de solucién
integral: diremos que una funcién de ondas ¥ € L*®(0,00; L2(R3)) es una
solucién integral de la ecuacién de Schrodinger (1.1) si verifica la ecuacidn
integral de Schrodinger:

¥(t,2) = Ult)o(a) — [ Ut — ) V(s,2) (s, ) ds,

donde U(t) (véase [62]) es el propagador de la ecuacién libre de Schrédinger,
es decir, el grupo uniparamétrico de operadores generado por (ifi/2m)A,.
Con este concepto de solucién demostraremos que la continuidad es au-
tomatica y que aunque la regularidad de condicién inicial sea tan sélo L2
la solucién estd globalmente definida y gana algo de regularidad en cualquier
instante positivo ¢ > 0.
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Este modelo para el polarén ha sido estudiado no sélo desde la perspectiva
de su sino también porque es uno de los ejemplos matematicos mas simples
de interaccién entre una particula y un campo.

Hemos de destacar el método variacional de las integrales de camino pro-
puesto por R.P Feynman y A.R. Hibbs [28] para la resolucién del modelo
para el polarén. Pero el problema del polarén también ha sido tratado a lo
largo de la literatura en otros contextos.

El Hamiltoniano de Frohlich para el polarén ha sido muy estudiado como
modelo para la interaccién Coulombiana de uno o més electrones con los
fonones cuantizados del cristal i6nico. De esta manera B. Gerlach y H. Léwen
estudiaron en [33] algunas propiedades cualitativas del sistema del polarén,
demostrando en particular que no pueden existir transiciones de fase salvo en
el caso de potenciales de corto alcance. En la misma linea, E.H. Lieb y L.E.
Thomas estudiaron en [50] algunos regimenes asintéticos del Hamiltoniano
de Frohlich.

Por otro lado, el sistema de Schrodinger-Poisson se considera como una
aproximacion clésica a este problema en el marco del formalismo de Schrédin-
ger/Wigner. En esta direccién, en [44], R. Illner, F. Zweifel y H. Lange,
demuestran la existencia global de soluciones y la unicidad para los sistemas
de Wigner-Poisson y Schrédinger-Poisson, tanto para fuerzas repulsivas co-
mo atractivas, con datos iniciales regulares. Otra contribucién importante
podemos encontrarla en [51], donde P. L. Lions y T. Paul estudian propie-
dades generales de las medidas de Wigner y de la transformada de Wigner
de una funcién de ondas en L? independientes de la constante de Planck
h para establecer, entre otras cosas, el limite semiclasico de la ecuacién de
Schrodinger. También P. Gérard, P. Markowich, N. Mauser y F. Poupaud
hacen en [32] un estudio sobre limites de homogeneizacién de un sistema ge-
neral y lo aplican al caso particular de Wigner o de Schrodinger obteniendo
el limite semicldsico. Es destacable, por dltimo, el analisis llevado a cabo por
F. Castella en [18], quien demuestra la existencia y unicidad de solucién del
sistema de Schrodinger-Poisson para datos iniciales en el espacio natural de
definicién L2

Referimos de modo particular las contribuciones de E.H. Lieb, quien
probé en [49] la existencia de una tnica solucién en H?

Yt z) = e_i—e’l;id)L(él?),

del sistema de Schrédinger-Poisson tal que ¢; minimiza el funcional de
energia de Choquard

h2 1 2 |2 ,

2 m lz — z'|
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siendo el valor propio €7 el multiplicador de Lagrange y la funcién propia
é.(z) una solucién de la ecuacién estacionaria de Schrodinger

h2
€Ldr = —%Azm + Vior, (1.2)
lim ¢; = 0, (1.3)
|z| =00

acoplada con la ecuacién de Poisson

AVp = |é1]?, (1.4)
lim V;, = 0. (1.5)
|z| =00

Nétese que se han introducido aqui condiciones de decrecimiento en infinito
para poder obtener propiedades de integracién sobre las soluciones y, a la
vez, unicidad de las mismas. Estas soluciones estacionarias de Lieb volveran
a aparecer en el Capitulo 5 como minimos de la energia asociada al modelo
que presentamos para la evoluciéon del polarén.

1.3 Ecuaciones cinéticas

A un nivel clésico, utilizando simplemente las leyes de Newton, podemos
describir el movimiento de un conjunto de particulas en el espacio euclideo,
conociendo simplemente su distribucién inicial de posiciones y velocidades y
el campo de fuerzas que las gobierna. Si consideramos que la particula i con
masa m sigue una trayectoria z;(t) € RV, paracada 1 < i < k, y que el
conjunto estd sometido a un campo de fuerzas conservativo U generado por
un potencial ® (a lo largo de toda esta memoria el convenio sobre el signo del
potencial serd U = —V,®), aplicando la tercera Ley de Newton obtenemos
el siguiente sistema de ecuaciones:

25:(t) = wi(?), i=1,... .k
Lui(t) = LU, z:(t),w(t), i=1,...,k, (1.6)

(a nivel cldsico de descripcién, las velocidades se suelen denotar por v en
lugar de £). El inconveniente suele surgir del gran nimero de ecuaciones que
se tienen, ya que la cantidad de particulas a considerar suele ser del orden de
k ~ 10%. Para resolver este problema, en lugar de estudiar el movimiento
determinista de cada particula se suele considerar una funcién de distribucién
de particulas f = f(¢,z,v) > 0 de manera que

%/A/B f(t,z, v)dv dz
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sea una buena aproximacién del nimero esperado de particulas en el volumen
A C RY con velocidades en el conjunto B C RY en un instante ¢. Entonces,
aunque las posiciones y velocidades de cada particula no sean explicitamente
conocidas, se puede exigir formalmente que f sea constante a lo largo de la
hipotética trayectoria seguida por cada una de dichas particulas (puesto que
es lo que ocurriria en el caso determinista en que todas las trayectorias fuesen
conocidas, siendo f una Delta de Dirac sobre las trayectorias: f(t,z,v) =
mY . 8(z — x;(t)) x 6(v — vi(t))). Esta condicién se puede formular de la
forma

%(f(t, $i(t),vi(t))) =0, V {z;,v;}; solucién de (1.6).

Si suponemos pues cierta regularidad para la densidad f y el hecho de que k
sea tan grande que las trayectorias ocupen casi todo el espacio RV x RV, se
obtiene la conocida ecuacién de Vlasov:

8 1
il v Vaf = —V.2-V,f = 0. (1.7)

Evidentemente esta es una ecuacién lineal bastante simplificada puesto que
no tiene en cuenta los efectos que las particulas producen sobre el campo
~V;® ni las colisiones entre ellas mismas. Una aproximacién més completa
viene dada por la llamada ecuacién de Boltzmann (véase [21]), que introduce
las colisiones entre particulas afiadiendo un término de tipo integral en la
ecuacién que la convierte en no lineal. En esta memoria se consideraran
también estos efectos de colisién pero a través del operador de Fokker Planck,
que es de tipo diferencial y lineal, y puede ser descrito como

v 2 v 2
Lf) = vy (e BV, (5 1) = %(u Ao + divy(of)),

donde T es el tiempo de relajacion y \/u la velocidad térmica, que es una
medida experimental de la variacién media microscépica de la velocidad v y
tiene por tanto dimensiones de velocidad. Veamos brevemente una deduccién
elemental de este término y de las constantes que en él intervienen. Despre-
ciamos por el momento el efecto del potencial para centrarnos en el efecto
del rozamiento sobre las particulas. Si cada particula estd sometida a un
rozamiento (que supondremos por el momento uniforme) debido a la propia
friccién con el resto, regido por la Ley de Stokes (la fuerza de rozamiento es
proporcional a la velocidad y de sentido contrario), aplicando la tercera ley
de Newton se tendria

d
MoV = —0v;, v;(0) = v, i=1,...,k. (1.8)
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Definiendo 7 = 2, que tiene unidades de tiempo, obtenemos que las solucio-
nes vienen dadas por

vi(t) = vige™"/7,
por lo que v;(t) se aproxima a 0 y 7 resulta ser una medida del tiempo relativo
de relajacién de v;. Por ello se llama a 7 tiempo de relajacién.

Pero la ecuacién determinista (1.8) no es un modelo realista, ya que ni se
conocen con exactitud las velocidades iniciales v;, ni la ley de rozamiento es
exactamente la ley de Stokes. En realidad, la ecuacién (1.8) sélo es valida
si la masa de las particulas es tan grande que se puede despreciar el efecto
de las fluctuaciones de la temperatura sobre su velocidad. Por ello es usual
introducir fluctuaciones aleatorias y trabajar con los promedios de las mag-
nitudes. En este sentido, hacemos un paréntesis para introducir una de las
constantes fisicas relevantes en esta memoria: la velocidad térmica media.
Aunque la energia cinética media m < v? > no es directamente calculable
en funcién de las v;, al menos en dimensién uno tenemos

1 5 1

-m < vy >= kT,

2 : 2

donde k es la constante de Boltzmann, T la temperatura absoluta y el prome-
dio <-> estd tomado sobre todos los indices i = 1,...,k. De esta expresién
se deduce que, aunque las v; no sean totalmente conocidas, una buena apro-
ximacién de su velocidad media viene dada por la velocidad térmica media

vter=\/k7FT(=v<vi2>),

que es relevante cuando la masa m de las particulas (escalada con la constante
de Boltzmann) es pequeiia frente a la temperatura 7.

La modificacién de la que habldbamos respecto de la ecuacién determi-
nista (1.8) consiste en introducir una fluctuacién aleatoria o ruido en torno
a la fuerza de rozamiento:

%’Ui + %’Uz‘ = Gi(t).
Aqui G;(t) es una fuerza aleatoria de fluctuacién por unidad de masa (ge-
neralmente una Gaussiana) que normalmente se llama fuerza de Langevin.
Como el estudio de ecuaciones estocésticas no es el tema que nos ocupa en
esta memoria, solo mostraremos a grandes rasgos el proceso para llegar a la
ecuacion de Fokker-Planck. Primero consideramos de nuevo la funcién de
densidad asociada al conjunto de particulas omitiendo la dependencia res-
pecto de la variable espacial z, esto es f(¢,z,v) = f(¢t,v). Puesto que la
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probabilidad total ha de conservarse, se propone para f una ecuacién en
forma de ley de conservacién

0

a—‘: = div§,
donde S ha de ser interpretada como una densidad de corriente. Haciendo
el desarrollo de Kramers-Moyal (véase [71] para mds detalles) y haciendo

ciertas hipGtesis sobre la fuerza de Langevin se puede deducir finalmente que
S tiene la forma

s=tv,r+lys
T T

Recuperando por dltimo el efecto del potencial ¢ y la dependencia respecto
de x obtenemos la ecuacién lineal de Vlasov-Fokker-Planck
%f + vV, f — iVIQ -Vof = l(/,LA,,f + divv(vf)).
m T

Por ultimo, para concluir la presentacién del modelo que nos ocupars durante
los primeros capitulos de esta memoria, consideraremos que el potencial ®
estd generado por las propias particulas, es decir, est4 dado por la ecuacién de
Poisson a partir de la densidad de masa asociada a f. Ademés consideraremos
simultdneamente el caso descrito anteriormente en que el potencial es de tipo
atractivo y el caso en que el potencial es de tipo electrostdtico o repulsivo.
Asi, la ecuacién de acoplamiento de Poisson se escribe como

b ®=0p,  p(t3)= [ flt,z0)dy,

siendo ¢ la permitividad en el vacio y 6 serd +1 6 1 segin el potencial
sea repulsivo o atractivo respectivamente. Finalmente, p representard la
densidad (de carga o de masa respectivamente) asociada a la distribucién de
particulas f. El sistema acoplado resultante es no-lineal, recibe el nombre
de sistema de Vlasov-Poisson-Fokker-Planck (VPFP) y es el siguiente

0 q _
Ef + v- V:cf - EV::@ ) V'vf - L[f] (19)
~0h.® = bp,  p(ta)= [ f(ta0)dy,

donde se ha denotado por g la carga de las particulas.

Existe una considerable literatura matematica concerniente al estudio del
sistema de VPFP que pasamos a describir brevemente. En [27], P. Degond
analiza la ecuacién lineal de Vlasov-Fokker-Planck (VFP) demostrando exis-
tencia global de soluciones regulares en dimensién uno y dos y sélo local
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en dimensién tres. Ademds prueba que las soluciones convergen hacia la
solucién de Vlasov cuando el término de viscosidad del operador de Fokker-
Planck tiende a cero. En [81] H. D. Victory y B. P. O’Dwyer obtienen el
mismo tipo de resultados de existencia para el sistema de VPFP, constru-
yendo la solucién fundamental para el sistema linealizado de VFP para un
campo electromagnético dado. En [80] H. D. Victory demuestra la existencia
global de soluciones débiles de la ecuacién lineal de VFP en dimensién supe-
rior o igual a tres. F. Bouchut analiza en [6] el modelo repulsivo de VPFP en
tres dimensiones y prueba la existencia de soluciones regulares y unicidad en
L', mientras que en [7] analiza el efecto regularizante que el sistema de VPFP
tiene sobre el potencial y la funcién de densidad. Y. X. Zheng y A. Majda
en [83], estudian la existencia de solucién para el sistema de Vlasov-Poisson
con condiciones iniciales medidas y periddicas en la variable z € R.

Recientemente J. A. Carrillo y J. Soler demuestran en [15] la existencia
global de soluciones para el sistema VPFP hasta dimensién 4, con datos
iniciales L' N LP. Ademds muestran cémo estas soluciones convergen hacia
las soluciones de Vlasov-Poisson cuando el término de Fokker-Planck tiende
a cero. En [16], los mismos autores reducen la regularidad de la condicién
inicial hasta espacios de Morrey, mostrando existencia local de soluciones en
tres dimensiones y global cuando la masa inicial es suficientemente pequeiia.

Otros trabajos recientes de interés en los que se analizan diversas propie-
dades sobre cambios de escala y comportamiento asintético sobre este sistema,
son los realizados por A. Carpio [14], L.L. Bonilla, J.A. Carrillo y J. Soler
[4], K. Ono y W.A. Strauss [61], G. Rein y J. Weckler [70] o J.A. Carrillo, J.
Soler y J.L. Vézquez en [17].

1.3.1 Cambio de escala para VPFP

En el Capitulo 2 de esta memoria se pretende estudiar la estabilidad del
sistema de VPFP con respecto a dos pardmetros fisicos relevantes: la velo-
cidad térmica media, presentada anteriormente, y el recorrido libre térmico
medio que pasaremos a presentar inmediatamente. Para ello y para evitar
problemas con las escalas fisicas, pasamos a “adimensionalizar’el sistema
(1.9). Introducimos la masa del sistema M := [ [ f(0,z,v)dz dv, que se
conserva durante la evolucién temporal, y una medida de la velocidad media
macroscopica caracteristica del sistema:

1
Vg 1= M/RN /RNvf(O,:c,v)dvda:.
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A continuacién elegimos los valores caracteristicos para el tiempo T y para el
espacio R de manera que vy = %. Proponemos el siguiente cambio de escala

t=Tr1, z =Rz, v=,/ud,

donde /i es la velocidad térmica media. De esta forma conseguimos que

las nuevas variables independientes #, # y 9 no tengan dimensiones. Segui-

damente introducimos el cambio en la distribucién f y el potencial ® tal

que X X
f(t7x7v)=f0f(f,j>ﬁ)’ q)(t"r) ZQOQ(E’:’I})a

donde ®, es una medida de la variacién caracteristica del potencial sobre la

longitud tipica Ry f; es una densidad caracteristica por determinar. Impo-

nemos la condicién €,®y = fo4/pY R?, que nos permite obtener una ecuacién
escalada de Poisson de la forma

-

~Asb =05 pEd) = [ fG350)d0
Usando la regla de la cadena obtenemos, a partir de (1.9), la ecuacién adi-
mensionalizada:

;v . . qTfo R b . .
_f+\/_ Vif — m\>/—e_0 Vif = (A f+d1vv( f)) (1.10)
Si observamos el proceso desarrollado hasta ahora hemos introducido cinco
variables adicionales: v, R, T, ®y y fo, ¥ s6lo hemos impuesto dos condicio-
nes sobre ellas. Antes de introducir una tercera restriccién definiremos las
dos nuevas variables con las que pretendemos finalmente describir el sistema
de VPFP: la velocidad térmica media escalada

y el recorrido libre térmico medio escalado
p="YF
R ?

cociente entre el recorrido libre medio microscépico 7,/ y la longitud tipica
macroscopica R. Por lo tanto, ambas variables son adimensionales. Impo-
niendo la condicién de normalizacién &, = % el sistema resultante es el
siguiente:

of

e+ ol Vol + 5(V:8-V)f = 5

5 EL[f]’

—A;® = 0p, p(t,z) = /RN f(t, z,v)dv
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donde hemos omitido la notacién “”para simplificar la escritura y donde el
operador escalado de Fokker-Planck L|f] viene dado por

—|v 2 v 2
L[f] = div,(e 5V, (e

) =Af + div,(vf).

Nuestro trabajo consistird en estudiar la estabilidad de este sistema respecto
de las constantes a y # dependiendo del régimen que sigan cada una de ellas.
Este problema fue planteado en [65] por F. Poupaud y J. Soler, quienes
analizan el caso en que a es inversamente proporcional a 3 y esta segunda
converge a cero. Bajo este régimen asintGtico muestran que las soluciones de
VPFP convergen hacia una funcién cuya densidad de masa asociada verifica
una ecuacién parabdlica de tipo drift-diffusion. Nosotros estudiaremos este
sistema en el Capitulo siguiente suponiendo también que la velocidad térmica
B converge a cero pero considerando que el recorrido libre térmico tiene un
orden constante de magnitud respecto de 8.

1.3.2 Ecuaciones cinéticas estudiadas

En los Capitulos 3 y 4 de esta memoria trataremos otras ecuaciones clasicas
relacionadas directa o indirectamente con la Teoria de Semiconductores y,
en todo caso, con el anterior sistema de VPFP. En el cuadro de la pagina
siguiente mostramos el esquema de conexién entre los trabajos realizados.

El estudio del limite parabélico (A) fue analizado en [65). Nosotros reali-
zaremos en el siguiente Capitulo el estudio del limite hiperbélico o de campo-
alto (B) en dimensién 1, ya que las técnicas usadas sélo son aplicables en
este caso. En ese mismo Capitulo estudiamos el problema de valores iniciales
asociado a la ecuacién limite, que puede verse como la ecuacién cinética de
los gases sin presién y tiene interés por si misma dada su aplicacién directa
en Teoria de Semiconductores y la conexién que la vincula con otros sistemas
de la Mecénica de Fluidos y Teoria Cinética de Transporte.

La no unicidad de solucién para esta ecuacién con condiciones iniciales
débiles nos llevard a estudiar las propiedades de unicidad con respecto al
campo asociado U = —V,;¢. En dimensién uno mostramos la conexién (D),
es decir, que el campo verifica la ecuacién de Hopf-Burgers, la cual podemos
ver como una ley de conservacién no lineal. Demostraremos que la sucesién
de soluciones de VPFP converge hacia la tinica solucién cuyo campo asociado
es la tnica solucién de la ecuacién de Hopf-Burgers segiin el criterio de O.
Oleinik [60] o S.N. Kruzhkov [47].

Dado el interés general por la unicidad de soluciones haremos una gene-
ralizacién (E) de este estudio para leyes de conservacién més generales en el
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Capitulo 3, y en el caso particular de la ecuacién de Hopf-Burgers mostrare-
mos cémo el método de particulas es un método numérico que aproxima en
nuestro ambiente a la solucién dnica obtenida.

Finalmente, en el Capitulo 4 estudiamos el sistema de drift-diffusion ob-
tenido en (A) con el objeto de relacionar los limites parabélico e hiperbélico
del sistema de VPFP descritos a través del limite de viscosidad (C). El estu-
dio de este sistema se aplicard no sélo a la Teoria de Semiconductores que nos
ocupa, sino también a la dindmica de grandes poblaciones de cultivos bacte-
rioldgicos, ya que esta ecuacién en el caso atractivo es un caso particular del
modelo de Keller-Segel [46].

Vlasov-Poisson-Fokker-Planck

Y raw-Vo)f+ 5(Va®- Vo) f = §L[f]

Az =0p
a=1/8, =0 a=1, -0
Limite parabdlico Limite hiperbélico
| |
(A) (B)
! " !
Drift-diffusion Vliléﬂég‘idi% Gases sin presién
C)-
Zp—divy(p V.0 +eV,p) = 0, ( 2o —divz(pVa0) =0,
_Az¢ = ep _Az¢ = 9;0
, ft
(D) Dimensién 1
4
Hopf-Burgers para el
campo U = -V¢

3 19 —
U + 35U =0

(E) v
Unicidad para Leyes de
Conservacién unidimensionales
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Capitulo 2

Limite de campo alto para el
sistema de |

Vlasov-Poisson-Fokker-Planck

En este Capitulo pretendemos hacer un estudio sobre la estabilidad del siste-
ma de Vlasov-Poisson-Fokker-Planck (VPFP) con respecto a las dos constan-
tes fisicas introducidas en el primer Capitulo, el recorrido libre medio térmico
By la velocidad media térmica . Consideraremos el régimen en que 3 es muy
pequeiia y « se mantiene constante, obteniendo un limite hiperbélico para el
limite de la densidad. Veremos de forma rigurosa cémo se produce el paso al
limite y asimismo haremos un estudio de existencia y unicidad de soluciones
para la ecuacién limite en L'. Consideraremos no sélo el potencial repulsivo
de Coulomb que modela el fenémeno de conduccién en semiconductores, sino
también el caso atractivo, mostrando c6mo en este segundo caso se producen
explosiones en tiempo finito incluso para condiciones iniciales regulares. Por
ultimo, veremos que en dimensién 1 se puede definir un cierto concepto de
solucién débil cuya existencia serd global tanto en el caso repulsivo como en
el atractivo. Veremos que este concepto de solucién es equivalente al de so-
lucién entrépica para sistemas hiperbélicos de Leyes de Conservacién y en el
siguiente Capitulo estudiaremos ampliamente la unicidad de estas soluciones
asi como su aproximacién por €l método de particulas. Los contenidos de
este Capitulo han sido desarrollados a modo de articulo en [59].

2.1 Introduccién y principales resultados

Como hemos dicho, el sistema de VPFP describe el movimiento Browniano
de un sistema numeroso de particulas en un baifio térmico a través de su fun-

21
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cién de distribucién f : (¢,,v) € Ry x R¥ xRY — R... Si consideramos que
las particulas estan sometidas a la accién de un potencial autoconsistente ®

(atractivo 8 = —1 o repulsivo § = 1) como consecuencia de la adimensiona-
lizacién del Capitulo 1 podemos escribir nuestro sistema como:
of 1 «a
a5 Vo) f — =(Ve®-V,)f = =L(f), 2.1
5 Halv- V) = 5(V.8-V.)f = SL() (2.1)
A D =—-0p, plt,z)= /RN f(t,z,v)dv, (2.2)
f(O,I, 'U) = fO(xaU)a (23)
donde

L(f) = Vo (e35v,(F 5).

La teoria de existencia de soluciones clasicas y débiles de este sistema ha sido
ampliamente tratada y nosotros sélo referimos algunos resultados ya comen-
tados en la introduccién {27, 81, 80, 6, 7, 83, 15, 16] como bases bibliograficas.

Nuestro andlisis de estabilidad de las soluciones respecto de las constan-
tes fisicas o y B es un importante problema que conecta varias areas de
Mateméticas y Fisica y que, como anuncidbamos, es especialmente relevante
en la Teoria de Semiconductores. Si elegimos a = 1/, el limite del sistema
(2.1)-(2.3) cuando B tiende a cero es una ecuacién parabélica del tipo drift-
diffusion para la densidad limite p. Este caso ha sido estudiado recientemente
en [65] y en el cuarto Capitulo analizaremos mas extensamente la ecuacién
parabdlica limite. El limite hiperbdlico o de campo alto consiste en suponer
que la velocidad media térmica (escalada) « es una constante positiva y que
el recorrido libre medio térmico (escalado) 8 es muy pequefio. En este caso,
las técnicas utilizadas en [65] no son aplicables, puesto que serfa necesario
controlar la energia cinética, potencial y la entropia del sistema y en nuestro
caso la energia potencial es de orden 1/3. Ademds, en el caso atractivo, la
densidad limite explota en tiempo finito, lo que no es posible en el contexto
de un limite parabdlico en el que las soluciones suelen estar globalmente defi-
nidas. Resolveremos estos problemas al menos en dimensién uno conectando
nuestra ecuacion limite con un sistema hiperbélico de Leyes de Conservacién
y trasladando el concepto de solucién entrépica a nuestro campo limite, que
desarrollara ondas de choque a lo largo de su evolucién

Pasamos a estudiar el comportamiento asintético del sistema VPFP con
respecto al pardmetro ¢ = § suponiendo que o permanece normalizada a
1. Asi, podemos escribir el sistema VPFP en términos de la funcién de
distribucién f.(t,z,v) > 0 y del potencial ®, como sigue:

€ (% + (v-Vz)f€> — (V2% - V,)fe = L(f), (2.4)



2.1. INTRODUCCION Y PRINCIPALES RESULTADOS 23

L)Y A f. + divy(vf,) = div, (e-%v,, (e— f)) (2.5)
V@ = 0VIy * pe, Pe = RN fedv, (2-6)

fe(oaxa U) = fO,e(xav)1 (2‘7)

donde la sucesién fo(z,v) pertenece a L'(R*") y suponemos que converge
en este mismo espacio a una funcién fo(z,v). El nidcleo 'y es la solucién
fundamental de —A en RV que se define como

—'2'|.'L', si N=1
Tn(z) = —%ln|x| si N =2 (2.8)

A lo largo de este Capitulo trataremos con soluciones débiles del sistema
VPFP,. Diremos que el par (f, @) es solucién débil de (2.4)-(2.7) si se
verifican las siguiente propiedades

(i) fe € L™(0,00; L*(R?M))
(77) P = TN * pe (2.9)
(111)  fe|Va®e| € Li,,(0, 005 LY (R?)),

y para cada funcién test ¢ € C$°([0, 00) x R2V) se verifica la siguiente ecua-
cién

/0°° /Rzzv fe [e(g—f + (v Vo)) = (Vo - Vo) + Ay
—(v- Vu)¢]d(t, z,v) = _6/11sz foe(z,v) ¥(0,z,v) d(z,v). (2.10)

Presentamos en primer lugar los principales resultados probados en este
Capitulo.

Teorema 2.1 (Caso uno dimensional). Suponemos que para cada € > 0 se
verifica la siguiente propiedad

foe 20, [ (1+1el+ o) facd(@,0) < C < o,

stendo C una constante positiva independiente de €. Gracias a la cota de la
norma en L', podemos suponer también sin pérdida de generalidad gue

/Rfo,e dv = py en My(R) — débil,
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donde M (R) es el espacio de las medidas de Radon positivas. Entonces,
salvo subsucesion, las soluciones f. de VPFP, verifican para todo T > 0

Pe = fR fedv — p en D’([O, T] x R)’
Je = Jgv fedv = p0,® en D'([0,T] x R),

siendo (p, ®) solucidn del siguiente sistema:

Oip(t,z) — On(p0;®(t,z)) =0, t>0, z€R, (2.11)
®(t,z) = 60Ty *, p(t, ), (2.12)

con condicidn inicial p(0,z) = py. La densidad limite p es continua con
valores en el espacio de las medidas de Radon, p € C°(R*; ML (R)) y el
primer momento |z|p € L®([0,T}; ML(R)). EI producto pd,® ha de ser
entendido en el sentido débil que enunciaremos mds adelante en la Definicién
2.1. Ademds, en el caso gravitacional @ = —1, la solucion del sistema limite
es unica y, por lo tanto, toda la sucesién converge.

Como consecuencia directa del Teorema 2.1 tenemos el siguiente resultado
de existencia.

Teorema 2.2 (Eristencia de soluciones con condicion inicial en L'(R)).
Supongamos que py € M1 (R) (o L*(R)). Entonces eziste una solucién débil
p € CO(R*; ML (R)) de la ecuacidn (2.11) con condicién inicial py y ® dada
por (2.12), independientemente del cardcter atractivo o repulsivo del modelo.
Ademds, en el caso de fuerzas atractivas esta solucion serd la dnica solu-
cion entropica global en tiempo asociada con la ecuacion de Burgers-Hopf
verificada por el campo U = —8,®:

ou 09 U?
5 + a7 0 = 0, (2.13)
quedando la densidad calculada de forma distribucional como p=-0.U. La

misma conclusion sigue siendo cierta en el caso repulsivo sobre la clase de
soluciones que verifican p(t,z) < 1 para todo t > 0.

Consideramos ahora el sistema, limite:
Oip(t,z) — div,(pV.3(t, 1)) = 0, t>0, zeRY, (2.14)
U¥ —V,8(t,z) = —0V,Tx , p(t, 7). (2.15)

Los siguientes Teoremas nos dan los resultados anglogos de existencia y
unicidad para cualquier dimensién.
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Teorema 2.3 (Ezistencia de soluciones para fuerzas repulsivas).
En el caso de fuerzas repulsivas de Coulomb (6 = 1) se verifica que:

o Sipy € L'RY)NWE=(RYN), entonces eziste una tinica p € WL (R* x
RY) solucidn débil del sistema (2.14)-(2.15) con dato inicial py. Esta
solucion verifica

p(t,z) < % pare todo t > 0, (2.16)
lo que implica
llo(t, )Lo@vy = 0 cuando ¢t — oo. (2.17)
o Si
/RN (1+ |z| + [log po(2)]) po(z) dT < o0, (2.18)

entonces eciste una solucion débil (p,U) del sistema (2.14)-(2.15) con
dato inicial py verificando (2.17) y p € C(RT; LY{(RY) — débil).

Ademds la solucidn satisface (2.16)-(2.17) y bajo la hipdtesis adicional

po € L®(RYN) podemos demostrar que esta solucién débil es dnica en
L>(RT; LYRY) N Le(RY)).

Teorema 2.4 (Ezistencia de soluciones para fuerzas atractivas).
En el caso atractivo o gravitacional (§ = —1) tenemos:

o Sipy € LNRV)NWL®(RN), entonces existe una tdnica solucidn débil
(p,U) del sistema (2.14)-(2.15) con dato inicial py que verifica

p € W1’°°([0,T’] X RN),
U = L°°(O, TI; W1’°°(RN)N),
donde .
0<T <T*=

B ”p0||L°°(RN).

e Sipy € LY(R) N L*®(R) y su primer momento estd acotado, entonces
eziste una unica solucidn débil del problema (2.14)-(2.15) con condicidn
inicial po tal que p € L*(0,T'; L' NL*®(R)) y ® viene dada por (2.15).
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Como hemos dicho, el sistema (2.14)-(2.15) tiene dos significados fisicos
diferentes dependiendo del caricter repulsivo (6 = 1) o atractivo (§ = —1) de
las fuerzas. El primer caso modela el transporte de electrones en un semicon-
ductor o de un gas débilmente ionizado. Entonces el sistema obtenido es el
limite de campo alto. Este ya ha sido obtenido en el caso lineal en [63] a par-
tir de la ecuacién de Boltzmann de los semiconductores. En el caso atractivo
el sistema (2.14)-(2.15) es un modelo de colapso gravitacional, por lo tanto
estd muy ligado al sistema de particulas viscosas estudiado por Y. Brenier
y E. Grenier en [10]. Este sistema da lugar a la ecuaciones de gas sin pre-
si6n. Ha sido estudiado en diferentes contextos, observando principalmente
las propiedades de las soluciones del problema estacionario (p independiente
de t). En esta direccién hemos de mencionar el trabajo de H.A. Herrero, B.
Medina y J.J.L. Veldzquez [43], quienes prueban la explosién de las soluciones
en tiempo finito, y el trabajo de P. Constantin, A.J. Majda y E. Tabak [22]
como ejemplo de fluido en el que aparece la formacién de frentes. El proble-
ma de existencia y unicidad en una dimensién para el problema dependiente
del tiempo del sistema de gas sin presién ha sido también estudiado por F.
Bouchut y F. James en [8]. Su teoria también puede ser aplicada en nuestro
contexto para obtener el Teorema 2.2.

Un problema relacionado con el limite de campo alto de VPFP estudia-
do aqui es el limite asintGtico del sistema de Vlasov-Poisson con un fuerte
campo magnético estudiado por F. Golse y L. Saint-Raymond en [39] y en
la misma linea Y. Brenier en [9] analiza algunos limites destacados desde
Vlasov-Poisson hacia soluciones de la ecuacién de Euler en dimensién dos.
Otro anélisis asint6tico del mismo tipo de la ecuacién de Vlasov-Poisson o
Vlasov-Stokes con rozamiento ha sido realizado por P. E. Jabin en [45]. En
este caso, el limite es obtenido para toda dimensién pero usando un niicleo
de Poisson regularizado. En todos estos trabajos se asumen condiciones de
regularidad muy superiores a las exigidas en nuestro caso.

Pasamos a exponer un pequefio esquema de los argumentos utilizados
para probar los anteriores resultados. En el caso uno dimensional el sistema,
VPFP se escribe como:

6(atfe + 'Uaa:fe) - (aa:q)eav)fe = Owfe + av(vfe)- (2-19)
Si, de manera formal, multiplicamos por v e integramos sobre R, obtenemos

6(8tje + a'z:Q2,6) + azq)epe + je = O, (220)

donde gy (2, x)déf Jrv* fe(t,z,v)dv es el momento de orden k respecto de v,
y el primero de ellos, también llamado corriente, se nota de forma especial
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Je = q1,e. Del mismo modo, solamente integrando con respecto a v obtenemos
la llamada ecuacién de continuidad

atpe + azje = 0. (221)

Una vez que controlemos el primer y segundo momento de f. en alguna
norma, ya que en la ecuacién (2.20) aparecen multiplicados por ¢, podremos
pasar al limite cuando € tiende a cero en (2.20) y deducir que

lgré(az@epe +J) =0 enD.

Con ello identificamos el limite de je que, sustituido en (2.21), nos permitira
poner el limite en términos exclusivos de la densidad y del potencial. Para
ello, hemos de darle sentido a este producto limite lim(8,®.0.). En una
dimensidn esto serd posible ya que la hipétesis p. € L! implica que 8,®, € L*®
y nos permite hacer la siguiente definicién.

Definicién 2.1 Sea (1+|z|)g € M(R) y @ tales que 0, = —3sign*g, (que
no es mds que la ezpresion en convolucion para la solucion de la ecuacién de
Poisson —02,® = g). Entonces, para cada test n € Co(R) definimos

/(aég ynde & //SIgn (n( );n( )>dg( ) dg(z),

que es una extension natural del caso regular.

Para hacer esta definicién es esencial que N = 1, ya que la forma del nicleo
') implica que 0,9 esté acotada.

Con este argumento haremos el paso al limite, tanto en el caso atractivo
como en el repulsivo, hacia un par (p, ®) solucién del sistema (2.11)-(2.12).
Puesto que este sistema limite tendrd solucién global (en tiempo) en el caso
repulsivo pero sélo local en el caso atractivo, daremos un nuevo concepto
de solucién global relacionado con las soluciones entrépicas de (2.13) para el
campo —V,¢.

Este Capitulo se organiza como sigue: en la Seccién 2.2 deduciremos rigu-
rosamente las ecuaciones de continuidad asociadas al sistema VPFP,. Como
consecuencia, obtendremos la ecuacién limite en el caso uno dimensional, ya
que en dimensién mayor (como veremos en el Capitulo 4) se produce explo-
sién en tiempo finito. Nuestra dificultad estriba en que trabajamos sélo con
funciones en L'. La Seccién 2.3 est4 dedicada a probar existencia y unici-
dad de soluciones débiles para la ecuacién limite en varios pasos. Pasaremos
desde datos iniciales muy regulares hasta condiciones solamente en L!, ha-
ciendo distincién entre fuerzas repulsivas y atractivas. La existencia local en
tiempo de soluciones débiles en el caso atractivo motivara un nuevo concepto
de solucién basado en el de solucién entrépica para Leyes de Conservacién
aplicado al campo U.
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2.2 Ecuacion limite en una dimensiéon

Primero veamos las expresiones de las ecuaciones para los momentos indepen-
dientemente de la dimensién N > 1. Definimos los tres primeros momentos
de la funcién de distribucién como:

Je(t,2) = quelt,z) = /]RN vfe(t,z,v)dv,
Q.(t,z) = /RN v @ vf(t, z,v) dv,

@dusn(t2) = [, voufdt,z,v)dv.

Entonces, haciendo elecciones particulares de las funciones test en (2.10),
podemos deducir facilmente el resultado:

Lema 2.1 Las siguientes ecuaciones se verifican en el sentido de las distri-
buciones:

(i) La ley de conservacidn para la carga (masa):

Ope
ot

+ divgj. = 0. (2.22)
(it) La ecuacién de continuidad para la densidad de corriente:

€ (a]e + D“}zqze) + pevzée + JE = 0- (2.23)

Aqui Div, denota la divergencia matricial que no es mds que la diver-
gencia escalar usual aplicada una o una a las filas de la matriz (por
tanto Divy(matriz) = (vector)).

(i) La ecuacidén de continuidad para el momento de seqgundo orden:

0
€ <§Q2,e + Disz&e) + je & Vmée

+V,®, ®Je — 2pIn + 2Q2,e = 0, (224)

donde Div, es la divergencia usual tomada sobre las primeras compo-
nentes de g3 e In es la matriz identidad de orden N.
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El nicleo I'y en el caso uno dimensional (2.8) tiene ciertas propiedades espe-
ciales que hacen el paso al limite mds facil que en el caso N > 2, que merece
ser analizado aparte. A partir de la ecuacién (2.22) se sabe que la carga total
se conserva. Esto implica que

1 £t Mr@xry = Ifoellzrmxry < M, (2.25)

donde
M = sup || fo.ellz®e) < o0.
>0

Por lo tanto, se tienen las siguientes cotas para el campo:

182 (2, )Ly = —HSIgn * Pe(ts )| Loy

M

< et NMow = —IIfe(t,-,-)llLl(nv)S;- (2.26)

En dimensién uno la ecuacién (2.24) se escribe como
e(at‘h,e + a:z:%,e) + 2(3a:(1)e)je = 2pc + 2‘]2,5 =0

en el sentido distribucional. Eligiendo de nuevo funciones test adecuadas con
soporte en [0,T] x R podemos obtener facilmente la siguiente igualdad:

T
G/ng,e(T, z)dr — e/ng,e(O, z)dz + 2/0 /qu,e(t,:c) d(t, z)

=2 /0 ’ /R ped(t,z) — 2 /0 ’ /R (0:82)j. d(t, 7). (2.27)

Teniendo en cuanta la no negatividad del momento de orden 2, g, . junto con
(2.26) deducimos

T
lerllzsorixm < ¢ [ 0,2 dw + 270 + M [ [ lid(t,2). (2.28)

Usando ahora la desigualdad |v| = \/5 M <! (b + Mi) , obtenemos

b
lGellzrqoryxmy < 5TM + ||<Z2e||L1([0T |xR)- (2.29)
2 2b

Hacemos notar que usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz también po-
demos acotar el primer momento de la forma

lidiromaamn = [ (f] [ ohttz,v)dn]dr) a
g/ (/ \/v\/fe(t,x,v)\/fe(t,x,v)dv|dz> dt

< [ (lenett, MhwM?) bt < Mlgrdliomnmy  (230)
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Si ahora elegimos b = M/2 y sustituimos la estimacién (2.29) en (2.28)
obtendremos

TM3
llg2,ell 2 qo.ryxmy < G/R(h,e(oaﬂi) dx + 2TM + T (2.31)

Esta desigualdad nos da simultdneamente una cota para go . y, usando (2.29)
6 (2.30), una cota para j.. Por lo tanto, los dos primeros términos de la
ecuacién (2.23) son de orden ¢ y podemos concluir que

lim(0,®cpe +j) =0 enD.
€—0
Asi hemos probado el siguiente resultado.
Lema 2.2 Bajo las hipétesis del Teorema 2.1, la densidad de corriente j, y
el segundo momento gy estdn acotados en L?(0,T; L'(R)) y L*([0,T] x R)
respectivamente, uniformemente en €. Por lo tanto se verifica que
li_r)ré(az@epe +j) =0 (2.32)

en el sentido de las distribuciones.
Como ya anuncidbamos, para dar sentido a la ecuacién limite, hemos de
identificar el limite de la sucesién 8,%.p como 0,®p en el sentido de la

Definicién 2.1. Primero escribimos el término no lineal de la ecuacién de
continuidad de la siguiente forma débil:

/ooo /R % ®e(t, z)pe(t, T)n(t, ) d(t,z) =

~ [ [, bsign(z - (22 7 WD) o, )t ) dit 2,3, (23)

para todo n € C§°([0,00] x R). Dado que la carga total se conserva y que
la sucesién {po}es0 converge en L!, gracias a (2.25) deducimos que p, esté
acotada en L*°(0,00; L'(R)). Por lo tanto, segiin el Teorema de Banach-
Alaouglu, existe una subsucesién de {p.}es0 que converge como medida con
la topologia débil* en L*(0, co; M(R)) hacia una cierta medida p. Hemos
de hacer notar en este punto que, en general, el producto de dos medidas
Pe(t, y)pe(t, ) no converge al producto de los limites en la topologia débil*,
pero en nuestras condiciones, usando la ecuacién de continuidad (2.21) y el
hecho de que j. esté acotada en L?(0, T; L(R)), si se obtiene la convergencia
del producto. Veamos este resultado para cualquier dimensién.
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Lema 2.3 Sea T > 0 y sean {pc}e y {jc}e sendas sucesiones acotadas en
L0, T; LY(RY)) y L2(0,T; LY (RV)N) respectivamente, que verifican (2.22)
en el sentido de las distribuciones.

Entonces, salvo subsucesidn, p. — p en C(0,T; M(RN)—débil) y

pe(t, z)pe(t, y) — p(t,2)p(t,y) en C(0,T; M(R™) — débil).

Demostracién. Dado n € D(RV) se tiene

[ pteam@)dz = [ ilt,) - V() da.

Entonces, la funcién fgn pe(t, )1 dz estd uniformemente acotada en H*(0,T)
y, por lo tanto, usando el embebimiento compacto H!(0,T) — C([0,T)),
estd en un compacto de C(0,T). Puesto que D(RV) es separable y denso en
Co(R"N), la cota para p, nos da la convergencia (salvo posible subsucesién)
en C(0,T; M(RY)—débil*). Tomando entonces otra funcién test 4 € D(RY)
se tiene I ; L

lim | n(z)u(y)pe(t, z)pe(t z)\) &“xdy

€0 JR2N

= n(x)u(y)p(t, z)p(t,y) dil?‘dy, B

R2N

uniformemente en [0, T]. Dado que D(RY) x D(R") es denso en Cy(R?M) se
deduce finalmente la convergencia de p(t, z)p(t, y). O

Sin embargo, el paso al limite en (2.33) requiere de alguna precisién, ya
que

)(n(t7 $) - n(ta y))

4
es una funcién continua pero con soporte no acotado y, por lo tanto, no po-
demos pasar al limite usando dualidad entre funciones continuas con soporte
compacto y medidas de Radon. Para solventar este problema tomamos una
funcién de truncamiento pp € CP(R?) tal que

¥(t,z,y) = Osign(z — y

1 if |z +|y| < R

pr(T,y) = 0 si |z] + |y| > 2R
0< pr(z,y) <1 siR<|z]+|y| < 2R.
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Entonces escribimos (2.33) como sigue:

/Ooo /Rz ’Qb(t,l" y)pe(t, I)pe(t, y) dz dy dt
T
= /(; A2 /J'R(x, y)¢(t, z, y)pe(t, x)pe(t,y) dr dy dt

T
+ [ [0~ ur(e, )0t 5,900t 2)pclt, ) dudydt,  (2.34)

donde suponemos que el soporte de ¥ est4 en [0, T]. Puesto que la funcién test
(4 pr) si tiene soporte compacto, la primera integral del término de la derecha
de (2.34) converge a [ Yurp(z)p(y) para cada R > 0 fijo. Pasando ahora al
limite cuando R — oo obtenemos que [ ¢ugrp(z)p(y) converge a [ p(x)p(y)
que es la expresién débil para el producto 8,¢p dada en la Definicién 2.1.
Por lo tanto, sélo resta probar que el segundo término del miembro derecho
de (2.34) converge a 0 cuando R — oo uniformemente en ¢ > 0. Para ello
estimamos como sigue:

/()T ,/Rz ¢(t’ Z y)(l - HR(LII, y))pe(t, Ji)pe(t, y) dz dy dit

1 T
< Il [ [, Cal + lyDoet, z)c(t,v) do dydt

2 T
< ”w“L“(R?)‘é/(; /Rpe(t,y)/Rlwlpe(t,x)dxdydt.

Para acotar el primer momento de la densidad p, respecto de z, es decir
[ 1z|pe(t, z)dz, en [0, T] usamos la ecuacién de continuidad

d ) T
= | Izlpd(t,2) dz = /R Jelts @) .

Podemos pues deducir que

t . xT
/R|a:|pe(t,:c)da: = /R|xfpo,€(x)dx + /o /Rje(s,x)mdxds.

De donde, usando las hipétesis sobre la condicién inicial del Teorema 2.1,
inducimos la siguiente estimacién:

[ lelectt @iz < C + ljdlusommy = D).

Con todo ello cerramos la cadena de demostraciones para pasar al limite en
la ecuacién de continuidad (2.22) y obtener

Bip — 8,(8,® p) = O, (2.35)

en el sentido de la Definicién 2.1 con condicién inicial py. Por lo tanto, hemos
probado el Teorema 2.1.
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2.3 Existencia y unicidad de la ecuacién
limite

El proceso del paso al limite nos ha proporcionado al mismo tiempo un
resultado de existencia para la ecuacién limite. Sin embargo, es interesante
hacer un analisis especifico de las propiedades de la ecuacién limite por si
misma, sobre todo por su aplicacién directa en la Teoria de Semiconductores
que nos ocupa (ver también [63]) y por conexiones con otros sistemas de la
Mecénica de Fluidos y Teoria Cinética de Transporte. Consideramos pues el
sistema de transporte

% (t,z) — div(pV,®(t,z)) =0, t>0, z€R", (2.36)
®(t,z) = 6N *, p(t, T), (2.37)

p(0,2) = po(). (2.38)

Denotamos el campo autoconsistente como U = —V®. Entonces, el

sistema (2.36)-(2.37) se escribe como

%p+U-Vp+9p2 = 0, (2.39)

U = —6(VLy) * p, (2.40)

que tiene la forma de una ecuacién de transporte con un segundo miembro
del tipo 6 p?. Por ello estudiaremos la posible informacién que nos den las
curvas caracteristicas asociadas al campo U. La ecuacién de estas curvas
caracteristicas, que estd bien definida para campos U regulares, es

{%(t) = U(t,X(t), teR* (2.41)

X(s) =z, s €RT, z € RY fijos.

Si notamos como X (¢; s, z) a la solucién de (2.41) y en particular, para s = 0,
X(t) = X(t;0,z) obtendremos, al menos formalmente,

S(6lt X(1)) + 0, X(9) = 0.

Esta ecuacién ordinaria puede ser facilmente resuelta, obteniendo

_ po(x) te0,00), sif=1
p(t’X(t)) - 1+ Hpo(g;)t’ para { te [0, -Pot—ic))’ sif@=-—1.
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Sobre esta solucién explicita podemos observar la diferencia esencial entre
el caso electrostatico y el gravitacional ya que en el segundo caso el denomi-
nador puede anularse para tiempos finitos produciendo la explosién. Nuestro
primer objetivo es probar el primer punto del Teorema 2.3, es decir, la exis-
tencia y unicidad de solucidén en el caso repulsivo (6 = 1) con datos iniciales
regulares. Este resultado serd el primer paso para establecer la existencia de
solucién con datos iniciales solamente en L! y para ambos tipos de fuerzas,
repulsivas y atractivas.

2.3.1 Existencia de soluciones c-aproximadas

Tomamos una funcién U € L*=(0, oo; (W1*(RY))") dada y consideramos la
ecuacion de las caracteristicas (2.41) asociada a U. Gracias al teorema de
Cauchy-Lipschitz, sabemos que existe una solucién X (t;s,x) en el espacio
CHR* x Rt x RM).

Siguiendo las ideas formales que acabamos de escribir, parece obvio definir
el candidato a solucién de (2.36) como

_ _n(X(0:t,2))
") = T X Gt

(2.42)

que depende de U a través de las lineas caracteristicas. Ahora intentamos
cerrar el proceso recuperando de nuevo el campo U por convolucién, pero
lo haremos con un nicleo regularizado para ganar la regularidad necesaria,
para aplicar un resultado de punto fijo. Dado ¢ > 0 y una funcién no
negativa y simétrica ¢ € C®(RY) definimos la aprozimacién de la unidad
¢*(z) = &¢(%). El nicleo regularizado serd I, = I'y * ¢* y el campo final
vendrd dado por la funcién F,(U) definida como

FU)%Y — VTS, .

Vamos a aplicar un método iterativo (para ¢ fijo) para llegar a un punto fijo de
F¢, que correspondera con una solucién aproximada U, del problema (2.39)-
(2.40). Finalmente, probaremos que la sucesién de soluciones aproximadas
{U:}e>0 converge cuando ¢ — 0 hacia una solucién del problema original.
Precisemos el conjunto de ¥, funciones en el que F* est4 definida:

L. =4qU € L®R"; WH°(RM)M) : su :
{ ( ® ta) |02

sup |U| < M, 1<4,5 < N},
(t.z)

< M,
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donde la constante M, serd elegida méas adelante. Sobre el conjunto I,
consideramos la topologia del espacio de Banach L} (0, co; L*°(R¥)¥) dotado
de la norma

1Ulls. = [~ 801U Mz, dt, (2.43)

donde §, es una funcién no negativa que deduciremos mas adelante.
Primero, probaremos que F.(X.) C X, y, después, que el conjunto I, es

cerrado en Lj (0, 00; L=(RN)N). El paso final consiste en demostrar que F.

es una contraccion para poder aplicar el Teorema del punto fijo de Banach.

Lema 2.4 Eziste una constante M, > 0 tal que F.(Z,) C .

Demostracion. Sea U € L*®(R*; WL*°(RN)N). Entonces, se verifica la si-
guiente estimacién

|1FeU)(t Mre@yy = (VT * p) (¢, )| Loomr)
<NIVERlin@myllot, )llze@ny,

donde hemos usado la desigualdad de Young para estimar la convolucién.
Tomando C? = ||[VI%||L:1rv) ¥ usando la desigualdad

lo(t, Mze@yy < ool Loewr), (2.44)

que es consecuencia de la definicién (2.42), obtenemos que

| Fe(U) (2, )] Lo gy < CF [lo0l| oo -

Para estimar las derivadas razonamos agalogamente Definimos, para ca-

i — ||9VIx
da j entre 1 y N, la constante C? 55 il y usando de nuevo la

desigualdad de Young obtenemos

0
Lo (RN)

SCg”P( )||L°°(RN) C ”p0”L°°(RN)

0
‘gjn(m(t, )

L (RN)

Por lo tanto, eligiendo M, como el méximo de todas las constantes, es decir,
M. lpoll oo @y X méx;—o . n {CZ} concluimos que F,(U) € Z.. O

Hacemos notar que la regularizacién del nicleo I'y es necesaria, ya que
IVIN|lL:myy = { oViy = 00. Veamos a continuacién que el conjunto

> es cerrado.

9z; |IL1(RN)
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Lema 2.5 ¥, es cerrado en L (R*; L°(RN)N), para todo peso medible f,
no negativo y localmente acotado.

Demostracion. Sea {Up,}nen una sucesién de funciones contenida en T, que
converja hacia una funcién U € Ly (R*; L®(RY)¥). Veamos que U se queda.
dentro de ¥.. La convergencia en L; (R*; L*°(RY)¥) implica claramente
que, para casi todo t,

NUn = U)o @y = 0,

¥, por lo tanto, que |U| < M,. Ademds, usando esta convergencia uniforme
deducimos también que para cada j =1,..., N se tiene

0 a
—Un(t,z) - —U(t,x),
8a:j n( ) 81‘]' ( )
en el sentido de las distribuciones, para casi todo t. Como ademés estas

derivadas estdn uniformemente acotadas por M,, se verifica que

0 ; _
+—Un(t,2) — V(t,z), en L®RM)N — débil*
8.’Ej

para casi todo ¢. Por lo tanto, existen las derivadas débiles de U, coinciden
con las V7 y estdn acotadas por la misma constante M.. En resumen hemos
demostrado que U € T, y por lo tanto que ¥, es cerrado. O

En el tercer y dltimo Lema veremos que la aplicacién F. es una contrac-
cién con la norma del espacio Lj (R*; L=(RV)V) para una funcién peso 8.
concreta.

Lema 2.6 Seae > 0 fijo. Entonces la aplicacion F. es una contraccion sobre
el conjunto I con la norma (2.43) inducida del espacio L} (R*; L®(RN)¥)
y con B.(t) definida por

Be(t) = exp{—%ew}, (2.45)

donde la constante M, es la dada en el Lema 2.4 y C. > 0, al 1gual que M.,
depende ezclusivamente de la condicidn inicial py y de €.

Demostracidn. Sean U y V pertenecientes a ¥,. Notemos Xv, Xv, pv y
pv las soluciones de (2.41) (con el mismo dato inicial z € RY) y (2.42)
correspondientes a U y V, respectivamente. A partir de (2.41) deducimos
que

(Xv — Xv)(s;8,1) 0.

{ #(Xv = Xv)(t;5,2) = U, Xu(ts,2)) - V(t, Xv(t s, 2))
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Integrando entre s y ¢ observamos que
t
Xu(t) = Xv(®)| <|[ WU Xo(r)) = V(7 Xv(r)|dr

< / (1U(r, Xu(m)) = V (7, Xu ()| + [V (7, Xu(7)) = V (7, Xv(r))])dr

t
t t
< / U = V|| poogany (7) dir + ME/S Xy — Xv|(r))dr,

donde hemos escrito Xy (t), Xy () en lugar de Xv(¢;5,2) y Xu(¢; s, z) por
simplificar la notacién. Usando el Lema de Gronwall deducimos

t
X — X (t8,2) < 6 [ U = V]| i) (7) di (2.46)

Ahora analizamos la relacién entre py y py. Primero observamos que la
expresion que nos da estas densidades en funcién de las curvas caracteristicas

def _ po()
7 )= 1+ po(x)t

es una funcién Lipschitziana. De hecho, para todo t > 0 se verifica que

IV fllze@®ry < 1V ool Lo mn) = C:. Aplicando esta estimacién a la expresién
(2.42) y usando (2.46) hallamos

t
(o = v)(t,2)] < Cil(Xy = X0)(Ot,2)| < M [0 = V)(r, )i
Finalmente obtenemos

[(Fe(U) = E(V)) (¢, lzo@yy = (VTS #2 (pv — pv)) (@, ) || zoomey
< Cllpr — pv)(t, )o@y < C2CH|[(Xv — Xv)(0;¢, M Lo @)

t
< OO0 eMet /0 U = V)(s, Wl poogany ds.

Definimos en este punto la constante C. que interviene en la definicién de
B: como C. = C2C;. Consideramos la funcién auxiliar w(t) = C,eMet y
escribimos

IB.0) = BVl < [~ 8:0w(®) [ 10 = V)(s, )lpmumy dst

= [ 86 I = V(e amy s [ wlt) Bule)das.

Eligiendo . como en (2.45) obtenemos

%(S)/:ow(t)ﬁe(t) dt = % Vs € R
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¥, por lo tanto, hemos probado la contractividad de F.. O

Con estos tres Lemas deducimos el siguiente resultado:

Proposicién 2.1 Dado £ > 0 fijo, existe un par

U. € L™(0, 00; W2 (RN )V),
Pe € Loo(o’ o0, LOO(RN))?

que es la unica solucidn de

2o + U Vo + (p)? =0,
Us = —(VIY) * pe,

con condicidn inicial no negativa po € WH(RN). Ademds, p. queda dada en
funcion de las curvas caracteristicas asociadas a U, a través de la expresion

— pO(XE(O; t,.’L‘))
P = T (Kot )

(2.47)
y se tiene que p. > 0.

Demostracién. La demostracién es consecuencia inmediata de los Lemas 2.4,
2.5y 2.6 y del Teorema de Punto Fijo de Banach. O

En las siguientes Secciones analizaremos las condiciones necesarias y la
forma en que {U,}e>o converge hacia una solucién del problema, (2.39)-(2.40).

2.3.2 Estimaciones a prior:

En la seccién anterior hemos deducido las siguientes propiedades para las
funciones U, y p,:

U. € L0, 00; WH(RY)¥),
pe € L2(0, 00; L*(RY)),

que ademds satisfacen (2.39) y U, = —VI% # p. = —VIy * (¢ * pe). Como
consecuencia
divU*® = (, * p, (2.48)

¥, usando la desigualdad de Young, obtenemos

1O, Mzwmmy < 106 Mammy < loollimry.  (2:49)
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Podemos escribir de nuevo (2.39) de la siguiente forma:

G,
giPe + divUepe) + (pe)? = divU.p,.

Entonces, integrando por partes obtenemos

8t/ pe(t,z) d :‘/ (pe) (ta:dx+/ divU,(t, z)pe(t, z) dz.

Seguidamente, usando (2.49) deducimos

||Pe( Mrreyy < 2||pol] oo @yl pe (2, )”Ll(IRN)

Aplicando el Lema de Gronwall llegamos a la siguiente estimacién para cada
t€[0,T):

lpe(t, Mlr@ey < lipollzsg)eMPellzemm, (2.50)
Finalmente, de (2.44) y (2.50) obtenemos

1022, Moy < C, (2.51)

para todo t € [0,T] y p € [1,00], donde C es una constante positiva que sélo
depende de T' y po. Por lo tanto, hemos deducido el siguiente resultado.

Lema 2.7 La densidad de carga p, pertenece al espacio L=(0,T; LP(RV)) y
la cota (2.51) es independiente de ¢, para todo p € [1, o).

Necesitamos también estimar las cotas en L®(0,T; WY°(RV)¥) de la
familia de campos aproximados {U, }¢>o de forma uniforme en ¢, por lo que no
podemos usar la cota M. Con ello concluiremos algiin tipo de convergencia
fuerte de la sucesién {p}.-o y podremos pasar al limite en el término no
lineal. Presentamos uno de los resultados cldsicos del anélisis arménico,
consecuencia directa de la desigualdad de Young.

Lema 2.8 Sean T > 0 y r tales que

ez <r<oo siN>1
T =00 st N =1.

Entonces, existe una constante C(r,T), independiente de €, tal que para todo
te 0,7,
Ut Nrr@ry < C(r,T). (2.52)
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Demostracion. Primero notamos por x4 la funcién caracteristica asociada
a un conjunto medible A. Ahora partimos U, en dos trozos de la siguiente
forma

U€(t: *T) = ~VIy+* (Cs * pe(ta .’L‘))
= ~(Xz1<1VIN + Xjz|>1VEN) * (C * pe (8, 2)).

La clave estd en que, para N > 1, Xiz|>1 V'~ estd en L™ si y solamente si
N < r(N —1). Entonces, podemos usar esta descomposicién para estimar
U. en L™ de la forma

U, Nz mr)
< IVE Nz (e« llpe (2, -

en el caso N > 1. El caso N = 1 es mds simple ya que el nicleo VI; estd
acotado. Estimamos en este caso de la forma siguiente

I1Ue(t, M@ < IVT1llzomlloe(t, M-

Usando la estimacién uniforme para la densidad (2.51) concluimos la demos-
tracién. d

Lr®y) + VI |lLraisllee(t, ')||L1(RN),

Hacemos notar que el Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev de integra-
cion fraccional también permite deducir este resultado.
Para las derivadas de U, demostraremos el siguiente resultado.

Lema 2.9 Eriste una constante C(N) > 0, independiente de ¢, tal que para
cada 3 =1,...,N se verifica

a—ije(ta )

< CM[1 + loe(t, M)
L (RN)

+ “POHLw(RN)(l + log(l + ”aixjpe Lw(RN)))]. (2.53)

Demostracion. Para ser en cierta medida autoconsistentes daremos una de-
mostracién de este resultado, aunque el mismo tipo de técnica puede verse
en [27]. Para estimar las derivadas de U, necesitamos introducir algunas
funciones auxiliares. Dados dos niimeros reales positivos r y R tales que
0 < 2r < R < oo, consideramos las funciones 7,, Urr Y Vg en C*(R) con
valores en [0, 1] que verifican

sop(nr) C (—o0,2r], 7, =1, sobre [0,r]
sop(vg) C [R, o), vr =1, sobre [2R,o0)
sop(ur,r) C [r,2R], prr=1, sobre [2r, R,
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y tales que 7, + pr g + vg = 1. Podemos ademds suponer que sus derivadas
estdn acotadas de la forma

1
R’

donde C > 0 es una constante independiente de r y R. Ahora, usando estas
funciones, descomponemos %UE como sigue
)

’ 1 /
OIS Cn R < O

0 0
a—ije =~ (VTN * (G * pe)]

0
== l:(VFNnr) * 3z,

J

(Ge * pe)] - [%(VPN/#,R) * (Ce * pe)

_ {%(VI‘NVR) (= ps)] =A+B+0C,

donde 7, prr ¥ Vg estdn evaluadas en |z|. Usando en cada término A, By
C que el nicleo verifica [VI'y| = Cy/|z|¥~! obtenemos las siguientes cotas

Para A: |VI'nn.| < C(1/|2])V " Xjz1<2r-

Para B:
0 1 1 1 1
— (VI T < T N Hr T N—1 \ “Xr<|z|<2r =y z -
lax:’( N ,R) = ClxlN“ ,R + C|$|N_1 <T'X <|z|<2 + RXR<| [<2R>
Para C:
i(Vl“ <cC vp+C = <
oz, NVR)| & | R 'xIN,lRXR<|zl<2R_ RNXR<[::[-

Entonces, se verifican las siguientes estimaciones

0 0
lllo®yy < [IVENT (L1 [ICe * a—ﬂeHLco(RN) <Cr 5. ,
Zj Zj  lLeo®N)
0
IBllze@®yy < |5 (VI np,R) [1€e * Pell oo mm)y
< C(log(2R/r) + 1)||poll oo mry,
0
ICl Loy < a_(VFNVR) G * pell vy < 1/RY ||pellprmey-
i Lo(RN)
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Finalmente, obtenemos

0

a_ijE (t> )

< C[r

0
%jpﬁ:(u )

L(RN) °(RN)

+(1+ log(/r)llpoll =y + o o )HW)]

Eligiendo aqui r = 1/(1 + ”a‘ijpe (t, )lLe(®r)) y R = 2 concluimos la demos-
tracién del Lema. d

En el siguiente resultado deduciremos que 70; 22U, est4 acotada para cada
indice j entre 1 y N.

Lema 2.10 Eziste una constante C independiente de € tal que
IVU:(2, )ze@ry < C, (2.54)
1VPe(t, )l poemry < C (2.55)
para todo t € [0, 7).
Demostracidn. Si derivamos en (2.39) respecto de cada z; obtenemos

0 (0
3_ (atpe +U:-Vp, + (pe)2>

= 000y | vy (0P 4 90 L Ol O
= at(azj) + (U V)(5, ,) Tt h, ot

= 0.

Evaluando las derivadas a lo largo de las caracteristicas obtenemos

£ (Gen)-

de donde deducimos

Op. XoUu, 0
( ? B, +Ea '55”5)“’)(5)’

d
a”vpe(t, M zoo(mr)
< (lloe(t, Ml ooy + IVUe(, Yl zooem) )1V 06 ()l oo ey

lo que, combinado con (2.51) y (2.53), nos da

L1V 0e(t, Yoy < C(L+ Tog(L + Vet many) 1Vt Yse),
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cont € [0,T]y C dependiente sélo de T > 0, de la condicién inicial py y de la
dimensién N. Aplicamos ahora el criterio de comparacién entre las soluciones
de esta desigualdad diferencial y las funciones 2(t) = exp{ae®® — 1} — 1
soluciones de la ecuacién diferencial

{ 2'(t) = C{1 +log[1 + 2(t)]}(1 + 2(2))
2(0) = 20 = |]VPO||L°°(1R<N)

donde a =1+ log(1 + 2;). Deducimos entonces que
IV oe(t, )| Lomyy < exp{aeT —1} -1 = C..
Usando (2.53) y (2.51) hallamos facilmente
IVU(t, ) zeo@mry < Co,

lo que concluye la demostracidn. O

2.3.3 Paso al limite. Existencia de soluciones regulares

A partir del concepto de solucién débil se tiene que,

/ooo /RN {p‘s%{ + pUe -V, ¥ + pdivU, ¥ — (p€)2\11} (t, :L') d(t, ;1;)
- _ /R  po(@)¥(0,2) dz, (2.56)

para toda funcién test ¥ € C{°(]0,00) x RY). Pretendemos ver que la

sucesién p, converge hacia cierta funcién p uniformemente sobre compactos

como consecuencia de aplicar el Teorema de Ascoli a la sucesién {X.}..
Para cada ¢, s, £ >0y z € RV, el difeomorfismo X, verifica

X (t;8, Xc(s5t,2)) = z.

Entonces, derivando con respecto a s y evaluando en z = X,(t; s,y) tenemos

%(t;s,y) + Us(s,y) - VaXolt; 5,9) = 0. (2.57)

Del mismo modo, diferenciando respecto de z en (2.41) hallamos

0

aszs(t; 5,z) = Vi Xc(t;s,2) VU (t, Xe(t; 5, 1))- (2.58)
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Desde estas ecuaciones, usando las estimaciones de los Lemas 2.8 y 2.10,
deducimos para todot, s < Ty z € RV

< C(D),

g
‘aXs(t, S, .’L')

IV X (t;s,z)] < C(T)

0
'%Xe(t, S, 1)

Integrando (2.41) sobre [s, t], obtenemos

< C(T).

t

IXE(t; s, 1?) - xl < ‘/ ‘UE(Ta XE(T; S,.T)I dr ’

de donde deducimos la acotacién uniforme sobre compactos
|X(%s,2)] < R+ C(T),

para || < Ry R > 0. Estas estimaciones nos llevan a concluir que {X:}e
es una familia uniformemente equicontinua en (¢;s,z) y, por lo tanto, via
Teorema de Ascoli, podemos extraer una subsucesién (que notaremos igual-
mente {X,}. para simplificar) que converge uniformemente sobre compactos
hacia X.

Como consecuencia de esa convergencia de {X,}., del hecho que py sea
continua y de la expresién explicita (2.47) para p, concluimos

pe(t,z) =38 p(t,z) uniformemente sobre compactos,
e s en L (Rt x RM), para 1< p < oo,

loc

y la densidad limite p verifica (2.42).
Para pasar al limite en (2.56) hemos de probar que divU, — p. Sea K un
conjunto compacto de ([0,00) x RY) y sea p < 0o. Se tiene:

|divUe = pllzexy = (¢ * pe) — PllLe(x)
< 11Ge * (e = Ollzexy + 11(Ge * p) — pllzocx)s

y este ltimo término converge a cero. De la misma forma y descomponiendo
VI'y igual que en la demostracién del Lema 2.8, podemos deducir

U= -VIn*(G*p) — —VInxp en L] (R" xRY),

loc
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donde r satisface

N-1

X <r<oo siN>1
r =00 siN=1.

De esta forma podemos ademas recuperar la ecuacién de Poisson (2.40) para
las funciones limite. Entonces, tomando limite en (2.56) se tiene

/0°° /RN {P %—\f +pU- VZ\IJ} (t,z)d(t,z) = —/]RN po(z)¥(0, z) dz,

que no es mas que la versién distribucional de (2.36). Como también hemos
obtenido la ecuacién de Poisson

U= —-VIy=x.p,

hemos probado las afirmaciones de existencia asi como las propiedades de las
soluciones enunciadas en la primera parte del Teorema 2.3.

2.3.4 TUnicidad

Comenzamos el anilisis de la unicidad introduciendo el siguiente Lema sobre
de regularidad de soluciones.

Lema 2.11 (Calderon-Zygmund) Sea p € LP(RY), con 2 < p < o0, y sea
® =Ty x p, entonces .

I1D*®|1o@vy < Cplp|l Locrys

donde D? denota cualquier derivada parcial de segundo orden y C es una
constante universal positiva.

Demostracion. Para el caso en que sop(p) sea compacto la demostracién
puede encontrarse, por ejemplo, en el libro de D. Gilbarg y N.S. Trudinger
(34], Teorema 9.9. Este resultado afirma que

|1 D?*®||1owny < Clp, R)|ipllLemry,

siendo R el radio de una bola suficientemente grande como para que contenga
al soporte de p. Veamos que un razonamiento de homogeneidad nos lleva a
que la constante C(p, R) no depende realmente de R. Dada p con soporte en
la bola de centro 0 y radio R, tomamos pg(z) = p(r/R) para reducirnos al
caso en que el soporte estd en la bola unidad. Usando que ¢ = I'y * pg (o
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equivalentemente —A¢r = pg) obtenemos que ¢r(z) = R2¢(z/R), de donde
finalmente concluimos

1
ID*@lr@r) = x|l D* @Rl
C(p,1)

< _RNTHPRHLP(RN) = C(p, l)Hp”LP(RN)a

y por lo tanto C(p, R) = C(p). El resultado se extiende de forma inmediata
a cualquier p € LP(R") independientemente de su soporte. Por otro lado,

se puede comprobar también a partir de la constante obtenida en [34] que
C(p) < Cp. O

Ahora probaremos la unicidad para soluciones débiles pertenecientes al es-
pacio L*®(R*; L'(R) N L*(R)). El argumento que vamos a usar ha sido
desarrollado para el an4lisis de la ecuacién incompresible de Euler y también
ha sido aplicado por R. Robert en [72] para la ecuacién de Vlasov-Poisson.
Sean Uy y U, dos soluciones del problema (2.36)-(2.38) y sean ®;, ®, y
p1, p2 sus potenciales y densidades asociadas respectivamente. Escribiendo

p=pr—p 2=0-D, y U=-V®=U -1,
obtenemos la siguiente ecuacién para p:
0 . .
%" + div(pU) + div(pU,) = 0.
Tras multiplicar por ® e integrar sobre R¥ obtenemos
/ % 5dr— [ div(py V)0 div(pUs)® dz = 0
v B 202 /RN iv(n V®) x—/RN iv(pUsz)@ dz = 0.
Estudiamos separadamente estos tres términos. Para el primero obtenemos

.. [ (=A%) . 408 ,
/RN ~ @dz _/RN 0= ¥dr =2 [ |UPda. (2.59)

El segundo puede ser escrito como

|

P
)

L diviove)@az| = [ PV da| < [l ([, 1077)

donde, extrayendo [U I%(p'_l) de la integral obtenemos

1

] 2 (1-3)
L (V)@ da| < ClooplU ey ([, 0P ) 7. (260)
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Finalmente, el tercero puede ser estimado como
/RN div(plUy)®dz = /RN pVD, - VO dz = — /RN ABVS, - Vo dr

$ (2L m mom, o

B ®Y \ Oz; 0z;0z; Ox;  Oz; Ox; Ox;01;

) N 5p 928, 0%
RN

L 2
ij=1 gx—jaxiaxj a—xidz: T 9 /]RN A®,|U|*dz

4,j=1

S C||D2®2||Lp(RN) (/]RN IUIZP’ d.’r)" .

Entonces, usando el Lema 2.11 deducimos

(1-1

2 )
/R  div(pU2)® dz < C(po) p V]| emy ( /R U dm) . (261)

Puesto que las U; estdn acotadas en L™ y p € [2,00), combinando (2.59),
(2.60) y (2.61) se obtiene

%a <Cp o175, a(0) =0,
donde o = [ |U|*dz. A partir de esta desigualdad diferencial y comparando
con las soluciones exactas de la ecuacién asociada a la igualdad deducimos
la cota

a(t) < (Ct)P, Vp € [2,00),

donde C > 0 no depende de p. Usando la arbitrariedad de p deducimos que
a =0 en [0, 1] y repitiendo el argumento con dato inicial a(1) = 0, a(2) = 0,
etc, deducimos que oo = 0 en R*, o equivalentemente U; = U,. Con ello,
concluimos la demostracién de la unicidad.

2.3.5 Existencia de solucién con dato inicial en L!

En esta Seccién probaremos la existencia de solucién con dato inicial pg
verificando (2.18) y asi completaremos la demostracién del Teorema 2.3.

Demostracion del Teorema 2.3. Elegimos una sucesién que aproxime a la
condicién inicial, {p}}sen, tal que

s € CR(RY),
,03 — po €n LI(RN)a

logllzi®yy < lloollziwry,
P = 0.
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A partir de los resultados demostrados deducimos que, para cada n € N,
existe una dnica p" € L*(0, 00; L*(RY)) solucién clésica del problema

2" + div,(p"U™) = 0,
Uur = —VFN * pn, (262)
p"(t =0) = .

Puesto que p" viene dada en funcién de pf en la forma (2.42) observamos
que p"(t,.) y por lo tanto p"U™(¢,.) tienen soporte compacto. Entonces,
integrando sobre RY y aplicando el teorema de la divergencia deducimos la
ley de conservacién de la carga

16" lz@yy = 11052 @y-

Como consecuencia, p" permanece acotada en L*(0,00; M(RY)), donde
M(RY) es el espacio de las medidas de Radon. Por lo tanto, la sucesién
converge con la topologia débil* a una medida p en L*(0, co; M(RY)). Vea-
mos que esta p es solucién y que, de hecho, pertenece a L>(0, oo; L} (RY)).

Puesto que la solucién p” puede ser escrita explicitamente como en (2.42)
la estimacién de decrecimiento en infinito (2.16) también se verifica en este
contexto y entonces, para o > 0 tenemos que

p" estd acotada en L™(a, oo; L°(RY)).

Esto implica que p(t,-) es una funcién y no sélo una medida y por lo tanto
estd en L'(R"Y) para tiempos ¢ > a. La arbitrariedad de o nos permite
concluir que p € L*(0, co0; L' (RY)). Hacemos notar que este argumento no
se puede usar para acotar uniformemente p pues la cota usada explota cuando
o se aproxima a, cero.

Sea ahora ¥ una funcién test. Entonces, para cada n € N tenemos

/ /RN ( (t z) + p"(t, 2) U, z) - V, U, :z:)) dz dt

- / ™ (2) (0, z) d. (2.63)
Usando que UN = —VT'y * p", escribimos el segundo término de miembro de
la izquierda como

CN/ /Rw (t,2)p" (2, y)l le U (t,z) dy dz dt. (2.64)

De la antisimetria de niicleo I'y se deduce que (2.64) toma la forma,

Cn /ooo /Rw Pt z)p"(t y)(y ~— 2) - (V’”\Ij(t’zg :Z;‘Ij(t’ v) ) dy dz dt.
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Asi, la forma débil de la ecuacién (2.63) se escribe como

—/ o (2)¥(0,z) dz = /Ooo /RN p"(t,x)%\tz(t, z)dz dt (2.65)
o O e A )

Analizamos ahora el paso al limite en (2.65) segin la dimensién del espacio.

Caso uno dimensional

En dimensién uno ya hemos probado un resultado general de existencia en
el Teorema 2.2 que es consecuencia del proceso de paso al limite desde la
regularizacién de Fokker-Planck y que nos proporciona una solucién medida
a partir de datos iniciales débiles. Ahora podemos también tomar limite
directamente en (2.65) mostrando, al igual que en la Seccién 2.2, que el
producto p™(t, z)p"(t, y) converge débil* en C([0, T); M(R, xR, )) al producto
de los limites. Para ello bastard usar la ecuacién (2.62) para acotar el primer
momento de la densidad. Vedmoslo con mas detalle.
La funcién

V¥(t,z) — VU(t,y)
2|z -yl

Q(tvray) = (y - .’L‘) ‘

es continua para N = 1, por lo que intentaremos de nuevo pasar al limite
usando la dualidad entre las medidas de Radon y las funciones continuas con
soporte compacto. Puesto que el producto p"(t,z)p"(t,y) estd acotado en
L>(0,00; L'(R, x Ry)) sabemos que converge en M([0,T] x R, x R,) con
la topologia débil*. Veamos que converge al producto de los limites. Dada
n(z) € CP(R) se tiene

dt/ t:cdx—/p ta:U"(tx)gx()dz
- /R/R%p”(t,y)p"(t, o) (z) dy dz ¥ aft),

y por lo tanto [jal|zeer) < [|17']lzo®)ll0"]|7:®)- En consecuencia la familia
de aplicaciones

{tHA;n(:c)p"(t,a:)dx}n

es acotada y equicontinua y por lo tanto, gracias al Teorema de Ascoli, se
tiene que

/Rn(:z)p"(t, m)dx—)/Rn(x)p(t,a:)dx
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uniformemente en [0, 7). Tomando la funcién test u(t,y) € CP([0, ) x R)
obtenemos

/Ooo/R/Rn(x)ﬂ(t, y)(pn(t,x)pn(t, y) — p(t, z)p(t, y)) drdydt — 0.

Esta convergencia junto con la densidad del producto de espacios de funciones
test en el espacio C3 ([0, T] x R x R) nos permite concluir que p"(t, z)p" (¢, y)
converge a p(t,z)p(t,y) en C(0,T; M(R x R) — débil*).

No obstante, el paso al limite en (2.65) requiere de alguna precisién ya que
¢ no tiene soporte compacto, al igual que ocurria en la segunda seccién de
este Capitulo. Tomamos de nuevo una funcién de truncamiento ng € CE(R?)
tal que

1 if |z + |y <R
nr(z,y) = 0 si|z] + |y| > 2R
0<nr(z,y) <1 siR<|z|+|y| < 1.

Entonces podemos descomponer el dltimo término de (2.65) como sigue:
T
®(t,z,y)p"(t, x)p"(t, y) dz dy dt
/o /R/R (t.2,9)p"(t, 2)0" (t,y) dz dy
T
=/0 /R/Rmz(w,y)<1>(t,x,y)p"(t,z)p"(t,y) dz dy dt

* /OT /R /R(l = 1&(2,9))®(t, 7, y) " (¢, 2)" (¢, y) dz dy dt, (2.66)

donde T estd elegido para contener el soporte en tiempo de ®. Puesto
que P g si que tiene soporte compacto, la primera integral converge ha-
cia [ @nppp, para R > 0 fijo. Tomando el segundo limite R — oo obtenemos
S nr®pp — [ @pp. Por lo tanto, para concluir basta con probar que el se-
gundo término de la derecha de (2.66) converge a cero cuando R — oo,
uniformemente en n € N. Para ello, observamos que

/OT/R /R ®(t, z,y)(1 — nr(z,y))0"(t, )0 (¢, y) dz dy dt

1 /T
< . — n T
< @l (RN)R/O /R/R(M"‘ ly)p" (t, z)p"(t,y) dz dy dt

1 T
< A lum@ryz; [ [ £"0) [ lelo™(t2) do dya,

¥, por lo tanto, basta controlar el primer momento de la densidad en [0, T7.
Usamos la ecuacién de continuidad (2.62) para obtener

€T -

d n _ n ur
-CE/RMp (t,z)dz = /Rp (t,x)de.
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De aqui deducimos que

fleletoz)de = [ plai@)ae + [ [ 5o e

y puesto que en dimensién uno se tiene |U (2, *)||Lo@wn) < 1/2]|0™(2, )| 1 (r),
concluimos

T
[ lelet.z)dz < o) + Flimlae = C(D).

De esta forma finaliza la demostracién en una dimensién.

Demostracién independiente de N para § =1

La demostracién que sigue es independiente de la dimensién N e incluye el
caso uno dimensional, aunque ya hemos comentado las diferencias especiales
de este caso. Veamos algunas estimaciones para p™ en L2((0,T) x RV ) usando
solamente la cota L! de py, la del momento de orden 1 y las hipétesis de
entropia sobre la densidad inicial (2.18). Recordamos que este resultado no
puede ser obtenido por interpolacién entre L! y la cota L™ que es del tipo
1/t. Observamos que p™ verifica (2.36) en sentido clésico, por lo que podemos
multiplicar (2.62) por |z| y (1 + logp™) e integrar sobre R" vy, aplicando el
teorema de la divergencia, se obtienen las siguientes ecuaciones:

d n _ n z- U™t z)
E/RN lz|p"(t,z) dz = /RNp (¢, z) Z] dz,

% /RN (p"logp™) (¢, ) dz + /R (0", 7)) dz = 0.

Hacemos notar que en el caso atractivo el dltimo término del miembro de
la izquierda de la segunda ecuacién es negativo y el argumento que sigue no
puede ser extendido a este caso. Integrando ahora entre 0 y ¢, con t < T,
obtenemos

L, lalo(t,2) do

</ 1|8 (z dx+// n(r,2)|U(r,2)|dzdr,  (2.67)

‘[RN (P"logp")(t, z)dz + /Ot /;zN (0" (, x))z dr dr
= [l (510805 ) o (2.69)
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Dividimos U™ en dos partes U™ = UT + U%, de forma que se verifique:
{10216 iman < Gt i 2:69)
U2 (@, 2wy < 310" ) 2@y,

donde C) es la norma uniforme de VI'y en el exterior de una bola de un
determinado radio y 1/4 es la norma en L' del mismo niicleo en el interior de
esa misma bola. Por lo tanto, las constantes C; y 1/4 de las estimaciones de
Ul y U3 estdn muy relacionadas. De hecho, si hacemos la segunda de ellas
igual a un pardmetro d, la primera C) serd una constante que depende sélo
de N multiplicada por el factor 1/6(V-D.

Entonces, a partir de (2.67) podemos deducir

t
fo 121" (6.2 dz < Co + [P Yam@mll o™ (7, ey dr
t
+ [IU3(r Ylzsmy o (7, Y any dr

1 rt
< - & 2
< Cs; + 4/0 /sz(p (1,2))" dz dr, (2.70)

donde C3 depende sélo de py y T. Sumando (2.68) y dos veces (2.70) obte-
nemos

1 t
7 7 2

/IRN (p logp™ + 2|x|p")(t, z)dz + 5/0 /RN(p"(T,x)) drdr < Cy. (2.71)
Si escribimos p"|logp™| en la forma

p"[logp"™| = p"logp"x(m>1y — PMogp X (o<1

- p"logp™ — 2p"logp" x(pm <1}
— g no_ 9,m] 7 . — 90" n .
p“logp™ — 2p"logp X{e_1_2_1<p<1} 2p"logp x{pSe_LTl},

usando la siguiente desigualdad —s log(s) < /s para 0 < s < 1 obtenemos

p"lloge™| < ptloge™ + |a|o” + 27 F.

Por lo tanto, de esta desigualdad junto con (2.71) deducimos finalmente la
siguiente estimacion:

4 & 7t 1 rt 7 2
0< /RN (o"l10ge"| + |z16™) (t,z) dz + 5/0 /RN(p (t,2))2dzdt < Cs,
(2.72)
donde Cj se escribe como

Cs = /R L (27 + (T llpollor +212] + llogao(@)]) po(2)) do.
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Con estas propiedades estamos justo en las condiciones para aplicar el
Teorema de Dunford-Pettis y obtener convergencia débil en L!; no obstan-
te, estamos interesados en la estimacién en L?((0,7") x RY) que nos dars
convergencia débil es este espacio. Veamos que la sucesién U™ converge fuer-
temente en L2(0, T; L?(f2)), para cada 2 C RY compacto. Para ello usaremos
el siguiente resultado (véase [1], [75]).

Lema 2.12 Sean X,Y y Z tres espacios de Banach tales que las inclusiones
X C Z CY son continuas y tal que X — Z sea compacta. Se considera una
familia acotada de funciones F C LP(0,T;X) con 1 < p < co. Si se verifica
que

ot

entonces la familia F es fuertemente relativamente compacta en LP(0,T; Z).

%dg {6—f . fe€ .7-'} es acotada en L'(0,T;Y),

Probemos, en primer lugar, que la sucesién de campos U™ permanece acotada
en L?(0,T; H'(Q)") uniformemente en n.

Lema 2.13 Sea p" € L*(0,T; LY(RV)) N L2((0,T) x RY). Entonces, para
cada abierto acotado y regular Q C RN, U™ pertenece a (L*(0,T; HX(Q)))V
Y %U" pertenece a (L*(0,T; L1(Q)))N con1 < g < 1+ ﬁ para N > 2 y
1<g¢g<2para N=1.

Demostracion. Primero observamos que, gracias al Lema 2.11, una vez se
tiene que p” € L?((0,T) x RY)) se deduce que VU™ € (L?((0,T) x RV ))VxN,
Usando este hecho y la estimacién (2.69) concluimos que

102z < C,

con la constante C independiente de n. Con ello probamos la primera afir-
macién del Lema.
Usando las desigualdades de Sobolev podemos también deducir que

WU 20,1520 < C,

conp =ocopara N=1yp< 2+ 3% para N > 2. Eligiendo p > 2
estimamos

lon U1 oize) < C, (2.73)
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donde % =1+ %. Se verifica entonces que 1 < ¢ < 1+ g3 siN > 2y
1 <¢g<2si N=1. A partir de la ecuacién (2.62), mediante la convolucién
con el nucleo VI'y, deducimos

%U" = ~VIy * %pn = VIy * (div,p"U").
Para estimar este segundo miembro usamos la versién dual del Lema 2.11.

Sea 7 una funcién test con soporte en Q. Entonces
< VIn x (divyp"U™(t,.)) , n >= /Qp"U"(t, z), D’Ty * n(z) dz,
y, aplicando el Lema 2.11 a (I'y * ), obtenemos
|< VIy * (divep™U™ (2, ) , 0 >| < C'[|p" U™, lzae) 1l Loy

donde ¢’ es el exponente conjugado de g¢: % ql = 1. Con ello deducimos

+ 5
finalmente la estimacién de ZU, en (L*(0,T; LI(Q)))V. O

Ahora aplicamos el Lema 2.12 con X = H'(Q2), Z = L?(Q) e Y = L9(Q),
para cada Q € RY compacto, para obtener la compacidad relativa de U™ en
L*((0,T)x) y con ello la posibilidad de pasar al limite en (2.63) combinando
la convergencia fuerte de U” y la débil de p™ en L%([0,T] x Q).

También observamos que la propiedad de compacidad demostrada nos
permite recuperar la ecuacién de Poisson para las funciones limite p y U, lo
que concluye la demostracién de existencia en el caso repulsivo.

Continuidad de las soluciones

Veamos qué propiedades de compacidad poseen las soluciones débiles que
acabamos de construir. Aplicando el Lema 2.3 obtenemos que Pn — pen
C(0,T; M(RN)—débil*). Pero ademds, gracias a la estimacién (2.71), la
familia {pn(t,.) : n = 1,2,... ¢ > 0} estd en un subconjunto débilmente
compacto de L'(R"). Si, para cada g € L®(R"), usamos un argumento
clésico para aproximar uniformemente en ¢ y n la integral fgv on(t, z) g(z) dz
por integrales de la forma [pv pn(t, 2) 7(z) dz con n € Co(RY), concluimos la
continuidad de p(t,.) en L*(RY)-débil.

Soluciones débiles en el caso atractivo

Para analizar el caso atractivo podemos intentar aplicar el mismo tipo de
ideas usadas en el caso repulsivo, pero no obtendriamos mas que soluciones
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L locales en tiempo. Por otro lado, usando la regularizaciéon de Fokker-
Planck obtenemos directamente una solucién medida global sin necesidad de
controlar el momento inicial y la entropfa.

Todos los argumentos usados en las anteriores Secciones pueden ser di-
rectamente adaptados para analizar el caso atractivo con dos Unicas restric-
ciones: los resultados seran locales en tiempo y la Seccién 2.3.5 no puede ser
extendida a este caso. De hecho, parat € (0,7 con T =aT*y0<a <1

se tienen la cota .

l—-«

lo(t, Mlremy < ll ool Lo ()

que conecta con la primera parte del Teorema 2.4.

2.3.6 Conexidén con la ecuacién de Hopf-Burgers

En el caso uno dimensional, probaremos en esta seccién que la solucién (p, U)
de (2.11), (2.12) verifica que U es adem4s solucién de la ecuacién de Hopf-
Burgers. El problema (2.11), (2.12) junto a la Definicién 2.1 nos dars pues
una nueva formulacién para la ecuacién de Burgers. El problema consistirg en
identificar la solucién débil con la solucién entrépica. Esto serd siempre cierto
en el caso atractivo (f = —1) y en el caso repulsivo siempre que se verifique
la condicién adicional p(t,z) < 1/t. A lo largo de esta seccién definiremos
los diferentes conceptos de solucién involucrados y daremos respuesta a la
cuestién de la unicidad. En el siguiente capitulo analizaremos en un ambiente
mas general las cuestiones de unicidad, por lo que aquf s6lo damos un pequefio
resumen aplicado a este caso particular.

Primero mostramos que el sistema puede ser reformulado en términos del
campo U, conectando nuestro problema con la ecuacién de Hopf-Burgers.
Haciendo la convolucién con 6VI'y en (2.36) obtenemos la identidad

U 1.
= —95s1gn*8z(pU) = 0pU,

donde el producto ha de ser entendido en sentido de la Definicién 2.1, es
decir, para cada 7 € C§°(R) se tiene

fevmda = [ osign(@ - )3 (a(2) = n(s)) (s, do)olt,dy).

Vamos a intentar expresar este producto sélo en términos de U. Para ello
tomamos ahora una sucesién aproximante (p,)n>o regular que verifica

pn — pen C°(0,T; M(R)-débil*)
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y con ((1+ |z|)pr)aso acotada en L®(0,T; L*(R)). Tomamos también U, :=
6(1/2)sign * p,, para que la definicién del producto coincida con el producto
punto a punto. Se verifica que:

/Rz fsign(z — y)i (n(z) = n(y)) pnt, fv)pn (t y) d(z,y)

—9/ U2 xnx)d:r

La convergencia de p, implica que U, est3 acotado en L>(0, T; BV (R)) donde
BV (R) es el espacio de funciones de L(R) cuya derivada es una medida
finita. Usando el Teorema de Helly y la convergencia de p, obtenemos que
Uy converge en C°(0,T; LP(I)), para todo intervalo compacto I. Por lo tanto,
obtenemos

/R@an(z) dz — A—q@&n(x) dz.

2 . .
En resumen, hemos probado que pU = —9%= al menos en un sentido dis-
tribucional. Entonces, reencontrarmos como anuncidbamos, la ecuacién de
Hopf-Burgers

d 19 .,

&U + §5EU = 0, (2.74)
0

U(0,z) = U,. (2.76)

Las soluciones de este sistema han de ser entendidas en sentido débil. Una
condicién necesaria para tener soluciones clésicas de (2.74) y (2.76) es que
U sea una funcién monétona creciente, pero ni siquiera en este caso (que
corresponde con el repulsivo § = 1) se tiene unicidad de solucién. En en
caso atractivo § = —1, el campo es no creciente y por lo tanto desarrollars
ondas de choque incluso para condiciones iniciales muy regulares. El instante
critico antes del cual existen soluciones clasicas puede ser construido por el
método de las caracteristicas para datos regulares y viene dado por

1
minzem{azUo (.’L‘), 0} -

Por lo tanto, el concepto adecuado de solucién para la evolucién del campo
es el concepto de solucién entrépica introducido por S. N. Kruzhkov (véase

T = —
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[47]). Esta sera una solucién distribucional de (2.74), (2.76) que verifique
adem3s la desigualdad de entropia:

0

571(U) U) < 0, (2.77)

+ 0z -
para cada funcién convexa ny g(u) =u <4n(u) y una condicién de conti-
nuidad en L' en el instante 0. Realmente, Chen y Rascle [23] han probado
recientemente que la desigualdad de entropia implica continuidad fuerte en
tiempo en L', lo que hace esta condicién innecesaria. En nuestro caso uno
dimensional, si py € L'(R) o M(R), el dato inicial U, estd en L*(R). Con
esta condicién (véase [47], Teorema 5.1 en [37] y [23]), existe una tnica solu-
cién entrépica U € L*([0,T] x R) para todo T > 0. La densidad p quedaria
pues determinada por la derivada distribucional del campo entrépico U.
Entonces, la cuestién que de forma natural se nos presenta es si la solucién
obtenida previamente es la solucién entrépica. La respuesta estd, de hecho, en
el trabajo de O. Oleinik [60]. Para ella una solucién admisible es una solucién
distribucional de (2.74)-(2.76) que satisface la siguiente desigualdad:

3}

Ba:U < K(t, z), (2.78)
para una funcién continua K sobre (0,7] x R (no necesariamente continua
en t = 0 como nos muestra el ejemplo tipico K(¢,z) = 1/t). Ella prueba la
existencia y unicidad de solucién usando el método “vanishing viscosity” que
consiste en anadir un término viscoso del tipo vAU y luego hacer la constante
de viscosidad v tender a cero. Por lo tanto, su solucién coincide con la
entrépica, que también puede ser obtenida por este método. En el caso
atractivo, en vista de (2.75), tenemos K = 0. Resulta pues que la solucién
obtenida en el Teorema 2.2 es la tnica solucién admisible de Oleinik. La
misma suposicién p < K(¢,z) es necesaria para obtener este resultado en el
caso repulsivo, ya que esta condicién no ha sido deducida en nuestro andlisis
asintdtico del sistema VPFP.

La relacién entre soluciones admisibles de Oleinik y soluciones entrépicas
serd analizada en el siguiente Capitulo. Aqui sélo lo haremos en el caso
atractivo y para esta ecuacién. Para demostrar la desigualdad de entropia
(2.77) tomamos una aproximacién de la unidad 6,(z) = né(nz) conn € Ny
¢ una funcién positiva regular y normalizada. Escribiendo U, := U %, 6, y
haciendo la convolucién de (2.74) con §,, obtenemos

0 8 (U?
ov+ 2 (7 *5n) 0. (2.79)
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De aqui deducimos que la derivada temporal de U, es suficientemente regular
como para aplicar la regla de la cadena respecto a t o z. Para hacer aparecer
UZ en el segundo miembro procedemos como sigue. Primero observamos que

U +8)@) = [Ue-9)8a@)dy= [ U(w - )én(y)én()dyd
= [ U@ -9V~ 2)6.(0)38n(2)ydz
+ [ U@ = 9)U(z - y) = Ule ~ 2lén(y)én(2)dydz.
Entonces, usando la antisimetria del segundo término tenemos
(U )(2) = Un(a* + 5 [ [U(& ~ 9) ~ Ul — 26 (4)3n(z)dydz.
Tomando el resto
Ralt,2) i= 5 [ [U(z =) = Ule = 2)P6,(4)5a (2)dudz > 0,

e insertando esta expresién en (2.79) obtenemos

0 0 (U?
EUn + B:c( +Rn>

Multiplicando ahora por 7, (U,) (donde los subindices de 7 indican derivadas
respecto de u) obtenemos

o} 0 0

— = —_— < .

5 (Un) + . —q(Uyn) + (Rn T(Un)) = Ry Muu(Un) p Un <0, (2.80)
donde la no positividad del tdltimo término viene dada por (2.75) con § = —1

y la convexidad de n. Entonces, puesto que 2R, = (U? % 6, — (U * §,)?
converge a 0 en LP(Q2) para cada conjunto compacto €2, podemos tomar el
limite débil en (2.80) para obtener la propiedad de entropia (2.77).

Asi, cualquier solucién débil es una solucién entrépica y es tnica. Por lo
tanto, la sucesién de soluciones del sistema VPFP, converge hacia la tinica
solucién entrdpica de la ecuacién de Hopf-Burgers.

Los argumentos usados no pueden ser extendidos a dimensiones mayores
N > 1. De hecho, si N > 1 el campo inicial U estd sélo en el espacio
de Marcinkiewicz MN/(V=1(RN)N para una densidad po € L}(RY), y esto

no basta para definir soluciones entrépicas, ya que se necesita la propiedad
Uy € L.
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Veremos en el Capitulo siguiente que el argumento usado para demostrar
que cualquier solucién débil de nuestro sistema (2.74)-(2.76) es la tnica so-
lucién entrépica bajo la condicién (2.75) puede ser generalizado a ecuaciones
cuasi-lineales mds generales para obtener una clase mayor que la de Oleinik
sobre la cual haya unicidad. De hecho, sélo hard falta que la funcién K de
(2.78) esté en L} ([0,T] x R).
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Capitulo 3

Unicidad de soluciones débiles
en ecuaciones cuasi-lineales de
primer orden

En este Capitulo daremos un criterio para distinguir la solucién entrépica
de entre las soluciones débiles de ecuaciones cuasi-lineales de primer orden.
Este resultado de unicidad serd una generalizacién del criterio de Oleinik
referido al control del crecimiento de las soluciones débiles. Clarificaremos la
relacién entre el criterio de Oleinik y la condicién de entropia de Kruzhkov.
Por dltimo, daremos una aplicacién de este andlisis a la convergencia método
de particulas en Leyes de Conservacién. Los contenidos de este Capitulo han
sido desarrollados a modo de articulo en [58].

3.1 Introduccién y principales resultados

El problema de unicidad de soluciones débiles para el problema de Cauchy
en sistemas de Leyes de Conservacién es fisicamente relevante para lograr
discriminar “la solucién admisible” que tenga sentido en cada modelo con-
siderado, ya que en general, es posible construir una gran cantidad de solu-
ciones débiles. Por lo tanto, es necesario tener una buena teoria matemética
sobre “soluciones admisibles” (véase [76, 37]). Uno de los mayores avances en
este campo se debe al trabajo de S. N. Kruzhkov, quien probé la existencia
y unicidad de soluciones admisibles de ecuaciones cuasi-lineales de primer
orden en varias dimensiones [47]. En dimensién uno, que es la que nos ocupa
en este Capitulo, la ecuacién genérica se puede escribir como

o} 0
—a—tU + a—xf(t,a:,U) +g(t,z,U)=0, t>0,z€R, (3.1)

61
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donde f y g son funciones requlares dadas. La solucién admisible en el
sentido de Kruzhkov se llamard solucién entrépica. Sers una solucién débil
(que verifique (3.1) en el sentido de las distribuciones) y que satisfaga ademés
la desigualdad de entropia

%n(t,x,U) + 0 (t,z,U) +h(t,z,U)< 0, t>0,z€R (3.2)

%—q
para cualquier funcién n = (¢, z, u) convexa respecto a la tltima variable u
Y Gu = Nufus b = g+ fonu — gz — 4. La notacién g, (resp. gz, ...) denotars la
derivada de ¢ con respecto a z (resp. la derivada segunda de ¢ con respecto
azTyu,..). Estas ecuaciones han de ser completadas con un dato inicial:

U(0,z) = Up(z) € L°(R). (3.3)

En el trabajo de Kruzhkov [47] se demuestra que el problema (3.1)-(3.3)
esta bien planteado en la clase de funciones acotadas casi por doquier U €
L*((0,00) x R) continuas en el instante ¢t = 0 con la topologia de LY(Q)
para cada dominio @ C R acotado. Ademas esta solucién es continua en
el espacio de las distribuciones D"(R). En un trabajo reciente de G.-Q.
Chen y M. Rascle [23] se prueba que la condicién de entropia (3.2) implica
la continuidad en Lj,, en tiempo para el caso f(t,z,u) = f (w)yg=0
(aunque su resultado puede ser extendido al caso general). Este resultado ha
sido generalizado por A. Vasseur para el p-sistema (con v = 3) en [78] y para
Leyes escalares de Conservacién multidimensionales en [79]. La demostracién
de Vasseur estd basada en la formulacién cinética de Leyes de Conservacién
escalares y en un método de localizacién. Por todo ello, el ambiente para la
existencia y unicidad de soluciones entrépicas es la clase L®((0, c0) x R).

Por otro lado, O. Oleinik en su trabajo pionero [60] introdujo otro con-
cepto de solucién admisible que pasamos a presentar. A partir de ahora
supondremos que el flujo f es convexo con respecto a u (fu, > 0). Las so-
luciones admisibles de Oleinik siguen siendo soluciones débiles de (3.1)-(3.3)
en L*((0,00) x R) de las que se puede controlar el crecimiento respecto de
z de la siguiente forma:

-Z—Z(t, z) < K(t,z), t>0, z€R, (3.4)
en el sentido de las distribuciones, donde K es una funcién continua en
(0,00) x R (no necesariamente en ¢ = 0). Oleinik también probd que el
problema (3.1)-(3.4) est4 bien planteado en L*®((0, 00) x R).

En ambas teorias, la existencia de soluciones admisibles puede ser obte-
nida a través del método de viscosidad (“vanishing viscosity method”) que
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consiste en tomar el limite ¢ — 0 de las soluciones U, de la ecuacién pertur-
, . . 2
bada por un término viscoso (e 25 U)

oU. 0 o2
ot + a_:rf(taza UE) +g(t,$, UE) _6@

U:(0,z) = Up(z),

U€=07 t>0,.’l;€R

De hecho, ambos conceptos de solucién coinciden. Sin embargo, es in-
teresante obtener una relacién mads directa entre ambas. Otra cuestién re-
lacionada es si se puede relajar la hipétesis de continuidad que requiere K
en (3.4). Puesto que se conocen soluciones no admisibles que verifican (3.4)
para una medida K, la solucién 6ptima seria

K € L}..((0,00) x R). (3.5)

Hacemos notar que no se ha supuesto que K sea integrable en ¢t = 0
(piénsese en el caso anterior y mas habitual K = %)

En este Capitulo pretendemos responder a estas cuestiones, y nuestra mo-
tivacién principal estd en problemas asintéticos como el tratado en el anterior
capitulo, ya que si U se obtiene como limite de un sistema perturbado, en
ocasiones es més facil probar (3.4) con la hipétesis de regularidad (3.5) que
probar (3.2). El motivo es que las desigualdades son estables en el espacio
de distribuciones, pero no las no linealidades.

Respecto al problema de unicidad en sistemas le Leyes de Conservacién,
diversos autores han introducido varias clases de soluciones que incluyen
regularidad adicional y condiciones de entropia para encontrar la tnica so-
lucién de Leyes de Conservacién hiperbdlicas. Estas clases de soluciones son
estrictamente més pequefias que la introducida por J. Glimm en [36]).

El enfoque dado por C. Dafermos en [24] consiste en definir caracteristicas
generalizadas asociadas a soluciones de variacién acotada que son interpreta-
das en el sentido de Filippov. Estas caracteristicas permiten seguir la solucién
a través de ella misma y obtener algunos resultados de unicidad (véase [24]
y [25]).

Recientemente A. Bressan en [11] probé que el limite de soluciones apro-
ximadas obtenido por el esquema de Glimm es dnico. Este resultado lleva a
definir el semigrupo standard de Riemann generado por el sistema hiperbélico
que lleva el dato inicial a la tinica solucién obtenida por el esquema de Glimm.
Siguiendo este enfoque, en [12] se define una clase de funciones en la cual se
demuestra unicidad. Remitimos al lector a [12] para més detalles y referen-
cias.

Por 1ltimo, mencionamos de nuevo el resultado de A. Vasseur 78] para
el caso particular del p-sistema. Usa la formulacién cinética de este sistema
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para probar, como en el trabajo de G.-Q. Chen y M. Rascle [23], que no
se producen capas limite en el instante inicial y muestran que toda solucién
débil entrdpica es continua en tiempo.

El principal resultado de este capitulo es:

Teorema 3.5 Sea f :[0,00) x Rx R — R una funcién dos veces diferencia-
ble y convera respecto de su tltimo argumento y sea g : [0,00) x RxR — R
diferenciable. Entonces, una solucidn débil U € L®((0,00) x RY) de la ecua-
cidn cuasi-lineal (8.1) que satisface (8.4) y (3.5) es una solucién entrdpica,
- 0 sea, verifica (3.2) para cada n dos veces diferenciable y conveza respecto de
su dltimo argumento y con ¢, = NuSfu Y h = gy + fo My — @z — T

Nuestra técnica esta basada en una regularizacién conveniente de la solu-
cién. La solucién regularizada verificard una desigualdad de entropia aproxi-
mada que seré consecuencia de la desigualdad de Jensen y de la convexidad
de f y n. Tras pasar al limite en el pardmetro de regularizacién deduciremos
que una solucién débil que satisfaga (3.4) y (3.5) es una solucién entrépica.
La demostracién sers dada en la siguiente Seccién. La Seccién 3.3 estd de-
dicada a algunas puntualizaciones sobre unicidad y continuidad en tiempo.
Finalmente, en la Seccién 3.4 daremos una aplicacién del Teorema 3.5 a la
convergencia del método de particulas para resolver Leyes de Conservacién
escalares en el caso compresible.

3.2 La desigualdad de entropia

Consideramos una aproximacién usual de la unidad 8, definida como 6, (z) =
né(nz) para cada n € N y donde § € CP(R), § > 0, [d(y) dy = 1.
Definimos Uy, := U %, 6,. Entonces, una solucién débil de la ecuacién (3.1)
satisface

0 0
aUn + %(f(t,x,U) %2 0n) +9(t,2,U) %, 6, =0, t>0, z€R

Primero, observamos que U, es regular con respecto a z y que su derivada
distribucional con respecto al tiempo est4 localmente acotada en virtud de
la ecuacién anterior. Por lo tanto, U, € W;5>([0,00) x R) y todas las re-
glas de derivacién que vamos a usar en lo que sigue son correctas. Fl flujo

regularizado puede ser escrito como

(F(t,2,U) %2 6:) (1:2) = [ F(t,o =9, Ult, ~ ) 6a(y) dy

=/Rf(t,x, U(t,x—y))én(y)dy+/R/01fz(t,x—sy, Ut,z —y)) yon(y) dy

= [ #2062~ 1)) s@)dy + Za,
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donde €l resto a, es

1
an=-1AA.ﬁ@m—s%lﬂtx—%ﬂyéwﬁhdy

Entonces, podemos estimarlo como

|an(t, 2)] < [ fa(t U, )l oo Bz,

de donde deducimos que a, estd uniformemente acotada en L®() para cada
{2 compacto de [0,00) x R.

El punto clave de este estudio es el siguiente. La funcién f(t,z,u) es
convexa con respecto a u y la funcién § es no negativa con integral 1, por lo
que al aplicar la desigualdad de Jensen obtenemos

i ta Uz =2) swdy ~ £ (t,a, [ Utz - D)oy ay)
=) (t,z) > 0. (3.6)

Se tiene que f(t,z,U) %, 6, = f(t,z,U,) + R, + %an. Hacemos una descom-
posicion similar para g de la forma S,(t,z) = g(t,z,U) *, 6, — g(t,z,U,,).
Usando las propiedades de la convolucién observamos que

R, —0, S,—0 enLj,((0,00)xR) paratodol <p<oo. (3.7)

Veamos este paso con més detalle. Clasicamente, dado que 6, es una aproxi-
macion de la unidad, se tiene U, — U en LY ((0, 0c) X R) y, de la misma for-
ma, para cada funcién continua genérica F se tiene también F(¢t, z, U)*,6, —
F(t,z,U). Por lo tanto, salvo subsucesién, U, — U c.p.d. y, entonces, gra-
cias a la continuidad de F, F(t,z,U,) — F(t,z,U) c.p.d. Entonces, usando
el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue concluimos que la mis-
ma parcial de F'(t,z,Uy,) converge a F(t,z,U) en el espacio L%, ((0, c0) x R).
Puesto que el limite estd determinado independientemente de la parcial, un
argumento usual de topologia nos da la convergencia de toda la sucesién.
La solucidén regularizada satisface

9 9 1
Un + o ( f(t,2,Uy) + R+ ;an) + 9tz U) + Sa =0  (3.8)

en el sentido de las distribuciones. Dada n = (¢, z, ) una funcién convexa
respecto a u (a la que llamaremos entropia), definimos el flujo entrépico
asociado a la entropia 1 como

q(t, z, u) =/0u u(t, z,v) fult,z,v) dv.
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Definimos A = g my — 7; — ¢z + fz7.. Entonces, multiplicando (3.8) por
nu(t,z,Up) v usando la regla de la cadena obtenemos

0 0 1
52703 Un) + 5 (a6 2,Un) + mu(t,2,Un) (o + =) ) + (1,3, U]

== nnu(t,-’I?, Un) + (Rn + %an) 9 (t,(I), Un) . (39)

a7
oz
Resta sélo tomar limite n — oo en esta expresién. Gracias a la convergencia

de F(t,z,U,) hacia F(t,z,U) en L} ([0,00) x R) para funciones continuas
F'y usando (3.7) obtenemos ficilmente

0 0 1
an(t, z,Up) + e (q(t, z,Up) + nu(t, 2, Up) (Ry + ;an)) + h(t,z,Uy)

9 9
_> a (tix’ U) + a_xq(t’ x’ U) + h‘(t7l" U),

Spmu(t,z,U,) — 0, (3.10)

donde la convergencia se entiende en el sentido de las distribuciones en
(0,00) xR. Para obtener la convergencia del ltimo término de (3.9) usamos
la condicién (3.4). La distribucién K — -(%U es no negativa y por lo tanto es
una medida no negativa u (véase [74]). Tomando K,, = K *;0n, fin = p % 0p
tenemos 5

a_ nan'_ )y
8xU K

donde las sucesiones K, y u, estén uniformemente acotadas en LY(Q) para
cada € subconjunto compacto de (0,00) x R. Tenemos pues

0

%Uu(t, z, Un) = nuz(t, z, Un) + nuu(t’ z, Un)(Kn - Nn)a

acotada en L!(Q). Por lo tanto,

1 9 .
;an%nu(t,x, Un) —+0 enlL (Q) (311)

Ademss, las propiedades de convergencia descritas en (3.7) nos permiten
concluir que '

Rnnuz(t,2,U,) = 0 en LP(Q), 1 < p < 0. (3.12)

El andlisis del término restante 7y, (¢, z, U,) R, (K, — pn) requiere una aten-
cién especial. Escribimos

nuu(ta .'17, Un)Rn Kn = Uuu(t, x; Un)Rn K + nuu(t> x, Un)Rn(Kn - K)
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Salvo sucesién parcial, 1y, (¢, z, U,) R, K — 0 c.p.d. y est4 acotada por CK
sobre () para cierta constante C. Por lo tanto, el Teorema de la Convergencia
Dominada implica que esa parcial

Rnuu(t,z,U,) K — 0 en LY(Q),

y, dado que el limite es tnico, toda la sucesién converge. Tenemos K, —
K en L'(Q) y asi Ranyu(t, z,U,)(Kn — K) = 0 en L'(Q). Concluimos que

Rinuu(t, 2, U)K, — 0 en L}(Q). (3.13)

No es posible obtener la misma convergencia para la parte singular de la me-
dida pu, pero sin embargo (y este es otro punto clave de nuestra demostracién)
la desigualdad

Rnnuu(ta $7 Un),u/n Z 0

sigue siendo cierta gracias a (3.6), a la convexidad de 7 y al hecho de que
Un €8 no negativa. En realidad, el limite (no negativo) de este término nos
da la variacién de entropia. Asf, tomando limite cuando n — oo en (3.9) y
usando (3.10), (3.11), (3.12) y (3.13) obtenemos finalmente que U verifica la
desigualdad

o] 0
et - < )
atn(t,av, U) + 8xq(t,x,U) + h(t,z,U) <0 (3.14)

en sentido distribucional.

3.3 Unicidad y continuidad en tiempo

Partimos de que la desigualdad de entropia (3.14) se verifica. Siguiendo el
trabajo de Chen y Rascle {23] hacemos notar que

0 0
= ——= - —qt - h 1
v atn(t,:c, U) BzQ( ,z,U) (t,z,U) (3.15)
es en realidad una medida acotada sobre (0,T] x [~R, R], para cada T > 0
y R > 0. Por lo tanto, no existe explosién en t = 0. Vedmoslo brevemente.
Dada X, una funcién regular no negativa que sea igual a 1 sobre [a, T] x
[~R, R] y se anule fuera de [§,T+ §] x [-R— %, R+ £] con

/Rza

Exa(t,:v) dtdr < C,

a
+ ‘%XO‘ (t, :C)
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para cierta constante C > 0 independiente de . Usando ¥, como funcién
test en (3.15) obtenemos

<V, Xa >= / n(t, z, U(t, x)%xa(t, z) dr dt

+ [att.z, U(t,:c))—a%xa(t, z)dzdt — [ h(t,,U(t, ) xalt, ) da dt
y usando las propiedades de x, podemos estimar
<V, Xa > C,
donde C' > 0 es otra constante positiva independiente de a. Por lo tanto,
v([o,T) X [-R,R]) < < v, xo > C’

para cada a > 0. De ello deducimos, usando la regularidad de las medidas
sobre R?, que v((0,T] x [—-R, R]) < C’, lo cual prueba resultado buscado.

El segundo paso es dar una versién punto a punto en tiempo de la desi-
gualdad de entropia (3.14). Como ya hemos mencionado, la solucién U ha
de ser al menos continua en tiempo con valores en las distribuciones. Deno-
tamos por U(t) esta distribucién en el instante ¢. Para todo instante ¢, U ()
define una funcién de L*(R) y, modificdndola sobre un conjunto de medida
nula si fuese necesario, podemos suponer que U(t) se aplica punto a punto
respecto de z, U(t) : x +— U(¢,z). En particular, usando la regularizacién
anterior U, = U * d,, se tiene

¥t >0, Un(t,)) = U(t,") en L% (R). (3.16)

Consideramos ahora una funcién 7(t,z,u) convexa con respecto a u y con
soporte compacto en [0, 00) X R con la idea de que 7 tome la forma 5(¢, «, u) =
uPn(t,z). Entonces ¢ y h tienen también soporte compacto. Si integramos
(3.9) sobre (s,t) x R para cada 0 < s < ¢ obtenemos

t
/Rn(t, z,Uyp) dz — /Rn(s,x, Up) dx +/s /Rh(a,x, Uy,) dz do <&, (3.17)

donde €, — 0 gracias a la convergencia demostrada en la primera seccién.
Ahora, (3.16) permite pasar al limite en (3.17) para todo tiempo ¢ y s. Se
tiene

t
/R n(t, z,U) dz — /R n(s,z,U) dz + / /R h(o,z,U) dz do <0. (3.18)
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para todo t > s > 0. Esta desigualdad punto a punto nos permitira obtener
un resultado de continuidad para la topologia fuerte. De hecho, tomando
n(t,z,u) = up(t)y(z) con ¢,9 € D(R) y ¢(7) = 1 en [s,5 + €], se tiene
U(t) = U(s) cuando t — s en sentido distribucional. Puesto que ademds
estan uniformemente acotadas en L*°(R) también obtenemos

imU(t) = U(s) en L*(R) — débil*. (3.19)

Por otro lado, usando (3.18) vemos que la aplicacién t — [z n(t,z,U(¢, 7)) dz
tiene variacién acotada. Por lo tanto, gracias al Teorema de Helly, es continua
salvo eventualmente en un conjunto numerable de puntos en los que

< < - .
/Rn(s—}—,:r,U) d:v_/Rn(s,x,U) d:z:_/Rn(s ,z,U) dx

La notacién s+ (resp. s—) denota el limitet — s, t > s (resp. t — s, t < s).
Tomando ahora n(t, z,u) = uPn(t,z) con p > 1, obtenemos la convergencia de

las normas [[U(t)(|zs(e) =5 ||U(5)||zo(@) ¥, usando que existe la convergencia
débil se obtiene para todo s > 0 salvo un conjunto numerable, la continuidad

%1_1)151 U(t) = Ul(s)
en LP(2) con 1 < p < ooy, para todo s > 0 la continuidad superior
lim U(t) - U(s) (3.20)

t—s, t>s

en LP(£)), para todo dominio acotado §). Veamos que, de hecho, esto nos
lleva a la continuidad total en (0,00) en L} (R). En efecto, si partimos de
(3.18) y usamos el método de Kruzhkov (véase [47]) obtenemos que si U y
V son dos soluciones débiles dadas por el Teorema 3.5, para todo t > s > 0,

L@ U(t,2) - V(t,)| do

i
< /Rgo(:v) |U(s,z) —V(s,z)| dz —/ /Rh(a,:c, U,V) dz do,
donde ¢ es una funcién regular con soporte compacto y

h(t>$a u, ’U) = (,0(23) [(g - fz)(t7$,u) - (g - fz)(t,.'L',’U)] Sign(u - 'U)
+o(z) [f(t, z,u) — f(t,z,v)]sign(u — v).

Fijado #o y cualquier h < t,/2 elegimos t =t —hy V(t,z) = U(t + h, 1)
para obtener que para cada s < ty — h se verifica

[ #(@) [t = h,2) = Ulto, )| da

S/Rgo(x)lU(s,x)—U(s+h,:v)|dm—/:/Rh(a,x,U,V) dz do.
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Falta elegir un punto s de continuidad de U para obtener la continuidad
inferior de U para t — to con ¢ < ;5 que junto con la continuidad superior
(3.20) finalizar4 la demostracién. Resumimos este resultado en la siguiente
Proposicién.

Proposicién 3.2 Bajo las mismas hipdtesis del Teorema 3.5, una solucidn
débil U es fuertemente continua para tiempos positivos, es decir:

Vip >0, limU(t)=U(t) en L (R).
t—to

Por dltimo, hagamos algunas puntualizaciones. La continuidad fuerte en
tiempo no se obtiene en el instante ¢, = 0. Esto es debido a que en las
hipétesis (3.4) y (3.5) no hemos supuesto que K sea integrable en tiempo.
Si K € L'([0,T] x I) para cada intervalo acotado I de R, entonces la misma
demostracién nos da la continuidad en t; = 0 y llegamos a las condiciones de
unicidad de Kruzhkov.

Los resultados de Chen y Rascle [23] o Vasseur [79] son més fuertes en
el sentido de que prueban que toda solucién entrépica es continua en tiempo
y por lo tanto inica. No obstante, la demostracién de nuestro resultado es
mucho mas simple que las de [23, 79]. Ademds, los resultados de [23, 79]
estan descritos pata flujos independientes del tiempo.

3.4 Aproximacién por el método de
particulas

En esta Seccién veremos una aplicacién del Teorema 3.5 mostrando que el
método de particulas nos conduce a la Wnica solucién entropica de una Ley
de Conservacién escalar. Centramos nuestra atencién en el caso particular
obtenido en el anterior Capitulo f(t,z,U) = sU%y g(t,z,U) = 0, es decir,
la ecuacién de Hopf-Burgers:

oU 8 U?

5 t3, 5 =0 Ult=0="U (3.21)
En una primera aproximacién, consideraremos que la condicién inicial U es
suficientemente regular y, para aplicar la desigualdad (3.4) con K =0 (que es
el caso que obtuvimos con la perturbacién de Fokker-Planck), supondremos
que Uy es no creciente. Es conocido que existe una funcién U € L=((0,T) x
R), para todo T > 0, solucién de la ecuacién de Burgers (3.21), aunque
(véase [47]) para datos iniciales decrecientes no se mantiene regular a lo
largo de su evolucién desarrollando ondas de choque en tiempo finito. Para



3.4. APROXIMACION POR EL METODO DE PARTICULAS 71

aproximar esta solucién acotada y no continua por el método de particulas
consideraremos primero el siguiente sistema formalmente equivalente:

3/) 0 an

U=7Tx*,p, (3.23)
donde Y(z) := —isign(z) es el gradiente de la solucién fundamental T';
introducida en el capitulo anterior. Este sistema puede ser obtenido, al menos
formalmente, tomando p = —4Z y derivando en (3.21). De hecho, en los

dominios de regularidad de U podemos escribir

1. 1 z
U(t,z) = —5sign * p(t, z) = §/Rp(t, y) dy ~ /_oo p(t,y) dy.

Puesto que U es no creciente, obtenemos que py > 0 es un funcién de
densidad. Como vimos en el Capitulo 2, existe una solucién medida p €
C (0, 00; M*(R) — débil*) que es solucién clésica en los dominios de regula-
ridad. Ademads, gracias a (3.23), U verifica (3.4) para K = 0 y por lo tanto
es la Unica solucién entrépica de la ecuacién de Hopf-Burgers (3.21). Ahora
proponemos un método aproximado para construir la solucién: el método de
particulas.

3.4.1 El método de particulas

Introducimos el método de particulas considerando, para cada n € N, la
aproximacién usual de la condicién inicial py como combinacién lineal de
Deltas de Dirac,

pg(l‘) =j§nw?5(x—x?)7 w_;l n Z; =i—: Jr = [_n2’n2]nza

(3.24)
siendo U™ una aproximacién regular de U. Seguidamente, podemos definir
p" como la tnica solucién medida de

6pn a n ny
Bt + pys (" U™ =0, (3.25)
pr(t=0,-)= Po-

Mas precisamente, resolviendo la ecuacién de las caracteristicas

{ 4 Xn(t;s,2) = Un(t, X"(t; 5, 7)), (3.26)

X"(s;8,z) =z, sER, z€R,
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y usando la notacién X7(t) = X™(t;0,2}) podemos escribir p” como

ot z) = Z wy o(z — X7(t)).
jeJn
Resta pues relacionar U” con la medida p™. Recordamos que U = T * p, por
lo tanto, ésta parece ser la forma natural de conectarlos. Para obtener un
campo regular U y dar sentido a la ecuacién (3.26) primero aproximamos el
nicleo T. Tomamos de nuevo una aproximacién de la unidad ("(z) = n¢(nz)
para cada n € N con ¢ € C§°(R) normalizada. Definimos T™(z) = T * ("(z)
y
Ur(t,z) = (X" * p")(t,2) = Y wiT(z — X}(2)). - (3.27)
jeJn
El método de particulas queda pues dado por las ecuaciones (3.26) y (3.27).
La primera tarea es probar que el sistema (3.26)-(3.27) tiene una tnica so-
lucién y esto es una consecuencia directa del Teorema de Cauchy-Lipschitz
que podemos aplicar al “sistema equivalente”

{ 5 X7 (t) = Tiem wF TH(XP(t) — X2(2)),

X70) = x7,

Vi e Jn
Entonces, usando que ¥; wj < ooy las propiedades de regularidad de 1",
podemos deducir las condiciones necesarias sobre los coeficientes para tener
una solucién regular.

El problema es que en el limite el campo U no es Lipschitz, de hecho,
ni siquiera es continuo y por ello las curvas caracteristicas (en un sentido
cldsico) no estan definidas. Entonces, es preciso generalizar este concepto de

caracteristicas para que tenga sentido en nuestro limite.

3.4.2 Caracteristicas generalizadas de Filippov

Introducimos brevemente la notacién necesaria para definir las caracteristicas
generalizadas en el sentido de Filippov para nuestro caso (véase [30] 6 [64]
para més detalles). Dada una funcién medible V definida sobre R, definimos
las funciones minimo esencial y mdrimo esencial asociadas a V como

m[V(z) =sup {infes{V(y): |z —y| <r}},
T
MV](z) = inf {supes{V(y) : lo -9l <r}},
(donde “infyes”y “sup, es”denotan respectivamente el infimo y el supremo
esencial en la variable y). Es evidente que V serd continua en z si y sélo

si m(V)(z) = V(z) = M(V)(z). Con estas nociones podemos generalizar el
concepto de curva caracteristica (3.26) como sigue.
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Definicién 3.2 Dada V € L, ((0,00) x R), diremos que X(t) = X (t;s, 1)
es la caracteristica de Filippov asociada a V' que pasa por el punto z € R en
el instante s € R si es absolutamente continua respecto de t y verifica

m[V (¢, )](X (¢ s,2)) < %(t; s,z) < MV (,))(X(ts,2)), cpd. tER,
X(s;8,2) = .

Primero hacemos notar que para funciones continuas V esta definicién coin-
cide con el concepto clasico. Ademads, bajo ciertas hipétesis adicionales sobre
V' se verifican las siguientes propiedades (véanse las demostraciones en [30]

y [64])-
Teorema 3.6 Sea V una funcidon medible y B € L;, (R) tales que
(Vt,z) - V(ty)z-y) < Bl)(z-y)? (3.28)
para casi todot > s yparatodozr ey en R, y
[V(t,z)| < B(), (3.29)

para casi todo t > s y para todo x en R Entonces, para cada s € R y z € R,
eziste al menos una caracteristica de Filippov X (t; s, z) unicamente definida
para t > s. Ademds se tiene:

i) Eriste una funcién V =V c.p.d. tal que

X (0,2) = P16, X(0,5,5),

para todo z € R y para casi todo t > s.

it) para todos ,y € R yt > s se verifica

21X (t:5,7) — X(t:5,9)° < B 1X(t55,) — X(t:5,3)].

Como consecuencia, la aplicacidn (t,z) — X(t;s,) es uniformemente aco-
tada y Lipschitz sobre conjuntos compactos de [s,00] xR y tanto la cota como
la constante de Lipschitz dependen sélo de B.
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11) Para cada po € M(R), eriste una tnica medida p € Cy(0, 00; M(R)),
“solucion” de O;p + 0-(V p) = 0 con dato inicial py, dada por

p(t) = X(t;0,)(po),
que actia de la siguiente forma sobre funciones continuas
< ¢,p(t) >=< ¢(X(£;0,-)),p0 >, Yo € CY(R),

donde Cy(0, 00; M(R)) = C(0, 00; M(R) — débil *).
Veamos ahora el resultado de convergencia de esta Seccién.

3.4.3 Convergencia del método de particulas

Nuestro objetivo es demostrar que la sucesién U™ dada por el método de
particulas (3.27) converge fuertemente en L? (R) hacia la tdnica solucién
entrépica de (3.21) para todo p tal que 1 < p < co. Para ello, usaremos
las propiedades de las caracteristicas de Filippov asociadas a U y U™ v,
especialmente, el no crecimiento de U. Demostraremos el siguiente resultado.

Proposicién 3.3 Sea Uy € WHH(R) N H%(R) una condicidn inicial no cre-
ciente y U™ dada por la expresidn (3.27). Entonces, U" =3 U fuertemente
en Lj,.([0,00) x R) con 1 < p < oo, siendo U la tinica solucidn entrdpica de
(3.21). Ademds, la densidad aprozimada p* converge a p en MT*(R) unifor-

memente en intervalos acotados de tiempo, es decir,
p" = p en Cyu(0,T; M*(R)),
y el par (p,U) verifica (3.22)-(3.23).
Demostracién. En principio, a partir de (3.27) observamos que

@(t,x) =—"xp"(t,z) =— Y wi™(z - X7(t) <0,

z jeJn

Como consecuencia, se verifica la propiedad (3.28) tomando por ejemplo
B = 0. Ademss, usando la desigualdad de Young obtenemos

U™ 2)l < 3 wilT™ (2~ X7 (@) < T looll¢P iy Y w? <

JEJI™ jeJn

> wh

jeJr

o=
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Basandonos en resultados de cuadratura numérica (véase [68]) sabemos que
para cada py € L' N W12(R) se verifica

Sowi=Y" %po(:c;-‘) — /Rpg(:v),dz.

jeJn jeJn
Por lo tanto, U™ verifica (3.28) y (3.29) con B(t) = B = ||po||11®) para n
suficientemente grande. Entonces, las caracteristicas cldsicas asociadas a U™
son de hecho las caracteristicas de Filippov y, por lo tanto, podemos aplicar
el Teorema 3.6 para deducir que la sucesién X"(t;s,z) es uniformemente
equicontinua en (t,z). Aplicando pues el Teorema de Ascoli, salvo subsuce-
sion, X™ converge uniformemente sobre compactos de [s,00); x R, a alguna
funcién continua X.

Para obtener ahora la convergencia de la densidad usamos la parte 444)

del Teorema 3.6 para escribir p™ = X™(¢;0,-)(o7). De esta expresién y para
deducir la convergencia necesitamos que, para cada ¢ € CY(R), se verifique

< H(X"(t0,4)), 05 > = < H(X(0,)), 00 >

uniformemente en compactos de t. Observamos que, usando de nuevo la
convergencia de la cuadratura numérica, la sucesién p? converge a p en
M(R) — débil*. Por lo tanto, sélo necesitamos demostrar que ¢(X"(t;0, z))
converge hacia ¢(X (t;0,z)) uniformemente en ¢ y z, pero esto es consecuen-
cia directa de la convergencia de X™ y de que ¢ es uniformemente continua.
Con ello hemos probado que la sucesién p" converge en C,(0,T; M*(R))
hacia una medida  dada por 5 = X (¢;0, -)(po).

Para obtener la convergencia de U™ usamos la ecuacién acoplada en forma
de convolucién U™ = T” * p”. Enunciamos el resultado en el siguiente Lema:

Lema 3.14 Sea p" una sucesion que converge a p en Cy,(0,T; M*(R)) y tal
que

<|.’L‘|, pn(ta )) <C< o0, (330)

con C independiente de n y t. Entonces, las sucesiones Y™ x p® y T x p"
convergen a Y x p en LP([0,T] x Q) para cada Q CCR con 1 < p < 0.

Demostracion. Bastard probar el resultado para T * p” ya que YT" x p* =
T x (¢™ * p) y la sucesién (" * p" también converge a j en el espacio de las
medidas de Radon con la topologia débil*.

Primero identificamos el limite débil de T x p". Sea ¢ € D(R x R) y
xr € D(R) tal que xr(z) = 1 para |z|] < Ry |xr| < 1 en otro caso.
Entonces, usando la antisimetria de T obtenemos

/RQS(T*p")dx = —{p", T x¢)
= — (" xr(T*9)) + (0", (xr — 1)(T * ¢)).
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El primer término converge a (p, xr(T * ¢)). Usando la hipétesis (3.30)
acotamos el segundo término uniformemente en n de tal modo que

C %
[, Oca = (0 *9)) | € ZUT * By < Ja], p(8) >< 7.

Entonces, podemos tomar limite cuando R — oo y deducir que

[ fetemazdis = [ oteona=[" [ o0 dnar

Por un argumento sencillo de densidad deducimos que T * p" — YT % 5
débilmente en LP([0,T] x Q) para todo 1 < p < co. Si usamos ahora que
0z(T % p*) = —p" en el sentido de las distribuciones y la cota uniforme
1T % p" (¢, )l zo®) < [0 (2, *) |l mcw) Podemos deducir que

T x p" estd acotada en L*(0,T; BV (R) N L™(R)).

Entonces, para cada t € [0,7] fijo, la sucesién estd acotada en BV (R) y
por lo tanto, usando el Teorema de Helly, hallamos una subsucesién (que en
principio depende del instante t) que converge c.p.d. y, como consecuencia,
T % p"(t) converge fuertemente en LP(Q2) con 1 < p < co. Notemos que este
argumento no sirve para L* ya que para que la convergencia puntual unida
a la débil nos de convergencia fuerte necesitamos que p < co. Como este
limite ha de coincidir con el limite débil, que ya est4 fijado, toda la sucesién
converge independientemente del instante elegido . Usando finalmente la
cota uniforme en tiempo deducimos el resultado anunciado. O

El siguiente paso es probar que el par (g, U="7x p) es la solucién débil
de (3.22)-(3.23). Para ello, tomaremos limite en la ecuacién (3.25) en sentido
débil. Razonando como en el Capitulo 2, usando las propiedades de antisi-
metria de T (y por lo tanto de Y™ ya que (" es simétrica), caracterizamos
las soluciones débiles de (3.25) de la forma

0= [* (" Yat - (agw(0, ) 3.31)

n /0‘°° <<az¢(ta .’Z?) ; le/f(t, y) Tn(x - y)1 pn(ta y)>y’ pn(t’ y)>zdt’

para cada ¢ € D([0,00) x R). Para poder tomar limite razonamos como en
resultado de compacidad dado por el Lema 2.3, y deducimos que el producto
P"(t, z)p™(t,y) converge al producto de los limites, es decir,

p*(t,2)p"(t,y) = B(t,y)A(t,y) en Cu(0, T; M(R; x Ry)).
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Entonces, haciendo la siguiente descomposicién en funciones continuas

ublta) = Ot b)) Bebl EU): jj/‘ﬁ(t’ D (ja-y 217 (),

2
y usando la estimacién ||| - [/2T"(-) — | - |27 ()]l 5z concluimos que
- — Uz ta
&Y(t, z) — Ox(t, y) Tr(e—y) — Oa(t, x) — Ou(t, y)

uniformemente en R; x R,. Observamos que esta funcién continua no tie-
ne soporte compacto, pero podemos truncarla. Primero observamos que
Up € L'(R) implica que [ |z|po(z)dz < oo y multiplicando en (3.25) por
|z| e integrando deducimos (3.30). Por lo tanto, razonando como en la de-
mostracion del Teorema 2.1 podemos tomar limite en (3.31) y obtener la
misma expresion para el limite,

0= [ (5% )at ~ (o (0, ) (3.32)
e [P0 1, ) )

Ya hemos demostrado que (5, T) verifican (3.22)-(3.23) en el sentido de
las distribuciones, pero para usar la propiedad de unicidad y concluir nuestro
argumento tenemos que probar primero que U resuelve la ecuacién (3.21).
Aunque se puede adaptar la demostracién del Capitulo 2, damos una demos-
tracién rigurosa més adaptada a este ambiente. Para ello, tomamos un test
¥ € D([0,00) X R) y escribimos

//U—dt // —dt /Om(ﬁ,%('rw),)zdt

que estd bien definido aunque Y * 1 no tenga soporte compacto. Si usamos
ahora la igualdad (3.32), tras aproximar Y %4 por tests de soporte compacto,
podemos obtener

/oo/ U%dt=/U0(z ¥(0, z)dz

+ / LIUL: +¢(t y)T(x - ), 8¢, y))y,ﬁ(t, z)) dt, (3.33)

donde hemos usado que 6,;('1‘ * ) = —. Finalmente, vamos a escribir el
tltimo término de (3.33) en términos de U. Dado, que las manipulaciones
con p son muy complicadas puesto que sélo es una medida, tomamos una
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ultima aproximacién de ésta que pueda ser tratada. Sea p* una sucesién
en C(0,00; D(R)) que converja a g en C(0,T; M(R) — débil*) y con primer
momento acotado. Entonces, por una lado, observamos que la sucesién

= _/Ooo/R/R d}(t’x);w(t’y)r(ﬂr—y)ﬁh(t,y)ﬁh(t,x)dxdydt,

converge al segundo término de (3.33). Pero, por otro lado, deshaciendo la
simetrizacién y usando la ecuacién 9,(Y * p") = —5" en su formulacién débil
podemos escribir o como sigue

ah=—/°°/zp (Y * ") gt dz dt
=_// P (T *p") )(T*p)dxdt ——// (T*p)%lﬁdmdt

Usando ahora el Lema 3.14 deducimos el limite

© rl ~ 0P
h ~(U)?==dzdt
“ = /o /R 2 ) oz
Como ambos limites de @ han de ser iguales, deducimos finalmente, usando
(3.33), que

/ooo/Rﬁa dt—/Uo Ox)d:r—/ /2U2 O, dz dt,

que es la formulacién débil de (3.21). Asi, U es efectivamente la dnica solucién
de la ecuacién (3.21) y la aproximacién del método de particulas converge
en L}, (R) hacia ella. Con ello concluimos la demostracién de la Proposicién

3.3. O



Capitulo 4

Limite hidrodinamico de
sistemas de drift-diffusion que
modelan la dinamica de
grandes poblaciones

En este capitulo estudiaremos la estabilidad del sistema parabélico no lineal
de tipo drift-diffusion

+ divy(pU — eV.p) =0,
divU = 6p.

&P

respecto al pardmetro de viscosidad €. El signo 8 nos indicars el caricter
atractivo o repulsivo del campo U. En el caso repulsivo, el sistema ha sido
obtenido en [65] como limite hidrodindmico del sistema de Vlasov-Poisson-
Fokker-Planck y, por lo tanto, representa un cierto régimen de comporta-
miento para sistemas con muchas particulas que es a menudo utilizado en
Teoria de Semiconductores. En el caso atractivo este sistema es un caso par-
ticular del modelo de Keller-Segel que se utiliza para modelar el fenémeno
de agregacién en ciertos cultivos biol4gicos.

Daremos una demostracién rigurosa de las propiedades de compacidad de
las soluciones y de la convergencia cuando el pardmetro de viscosidad tiende
a cero. En el caso atractivo ademds analizaremos la pérdida de compacidad
debido a la explosién de las soluciones en tiempo finito dependiendo de su
masa inicial y de la dimensién espacial. Los contenidos de este Capftulo han
sido desarrollados a modo de articulo en [57].

79
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4.1 Introduccién

El sistema habitual para modelar la dindmica de un sistema numeroso de
particulas en un bafio térmico es el conocido sistema de Vlasov-Poisson-
Fokker-Planck. En términos de la velocidad térmica y del camino medio
térmico escalado, F. Poupaud y J. Soler en [65] analizaron un limite de campo
bajo, obteniendo un sistema limite parabélico que conserva un término de
viscosidad

%pe +dive(p. U: —eVep) =0, (¢,7) €[0,00) x RY, (4.1)

Ue ==V, —Az¢e=0p,, (t,z) € [0, 00) x RN, (4.2)
pe(0,) =po. T ERY, (4.3)

donde ¢ es la constante de viscosidad positiva y  es igual a 1 cuando consi-
deramos que el campo autoconsistente U es de tipo electrostitico y generado
por una densidad de carga p (que corresponde a fuerzas repulsivas) o 6 es
igual a —1 si consideramos el caso atractivo en el que el campo es debido a
una distribucién de masas.

El limite de campo alto del sistema de Vlasov-Poisson-Fokker-Planck se
corresponde con otro régimen de las constantes (velocidad térmica y camino
libre medio térmico) que ha sido analizado en el Capitulo 2 obteniendo las
ecuaciones concernientes a la dindmica de gases sin presién:

%p +dive(pU) =0, (t,z) €[0,00) x RV, (4.4)
U=-V.0, ~Dzp=6p, (t,z)€[0,00) xR
p(0,") =py, z€RY. (4.5)

Entonces, podemos considerar el sistema (4.1)-(4.3) como una perturbacién
de (4.4)-(4.5) en la cual ha sido introducido el término de viscosidad €A,
que produce un efecto de regularizacién sobre la densidad p. Por lo tanto,
intentaremos conectar estos dos diferentes regimenes demostrando que las
soluciones del primero convergen hacia soluciones del segundo cuando ¢ tiende
a 0, o, en otras palabras, que el segundo es estable bajo perturbaciones de
tipo viscoso.

De hecho, como veremos en la Seccién 4.3, en dimensién uno, el campo
U solucién de (4.4)-(4.5) resuelve la ecuacién de Hopf-Burgers y U. ser4 la
solucién aproximada dada por el método de viscosidad. Para justificar el
interés del limite € tendiendo a 0, que es el objetivo de este Capitulo, veamos
algunos fenémenos interesantes modelados por este sistema.

Ambos sistemas son limites hidrodindmicos del sistema de Vlasov-Poisson
Fokker-Planck y como consecuencia, modelan regimenes macroscépicos de
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sistemas con gran numero de particulas. Por otro lado, en el caso atracti-
vo, el sistema (4.1)-(4.3) es un caso particular del modelo de Keller-Segel
(ver [46]) que describe la agregacién producida en ciertos cultivos de amebas
debida a una sustancia quimioatractiva que algunos de los propios organis-
mos segregan cuando escasea el alimento. Cuando la dimensién es mayor o
igual que dos, esta agregacién puede producir una concentracién en torno al
agente quimiotactico segregado dependiendo de la masa total de la pobla-
cién (la norma L' de la densidad po ), produciendo cierto tipo de explosién
en un tiempo finito. Esta explosién ha sido extensamente analizada por
M. A. Herrero, E. Medina y J. J. L. Veldzquez en [41] y [42] en dimensién
N =2y N = 3 respectivamente, y por T. Nagai en [55], quien estudia la
explosién de soluciones con simetria radial en dominios acotados de cualquier
dimensién. Hacemos notar que nuestro sistema estd considerado en todo el
espacio Euclideo RY y esto contrasta con la mayoria de trabajos precedentes
concernientes a modelos quimiotacticos.

El segundo sistema en el caso atractivo es también un caso particular del
modelo de Keller-Segel, que sigue siendo un modelo quimiotéctico bajo ciertas
hipétesis sobre la concentracién de microorganismos p y la concentracién del
agente quimioatractivo U. Finalmente, referimos el trabajo de M. Rascle y
C. Ziti [67] para el estudio de estos dos modelos, especialmente el estudio de
la explosién en tiempo finito.

Para fuerzas repulsivas el sistema (4.1)-(4.3) ha sido usado en la modeli-
zacion de dispositivos electrénicos semiconductores cuando la longitud tipica
es suficientemente grande con respecto al tiempo de tuneleo que es, por ejem-
plo, el caso del silicio. Pero este sistema (4.1)-(4.3) deja de ser 1til cuando el
régimen del transporte es de tipo hiperbélico. Entonces, (4.4)-(4.5) aparece
como el modelo macroscépico natural para el transporte de la densidad de
electrones que es de cardcter mds hiperbdlico en este régimen.

El objetivo de este trabajo es estudiar el comportamiento del sistema
(4.1)-(4.3) cuando el pardmetro de viscosidad ¢ tiende a cero y recuperar
en el limite el sistema (4.4)-(4.5). Para ello, consideraremos una sucesién de
condiciones iniciales pg . regulares que converjan a py en un espacio apropiado
que més adelante determinaremos. Estudiaremos la sucesién asociada p,
de soluciones de (4.1)-(4.3) con dato inicial py.. Aplicaremos las técnicas
de compacidad usadas en el Capitulo 1 y en [65] en dimensién uno y en
dimensién superior cuando sea posible. Asi, en dimensién uno probaremos
usando las propiedades de antisimetria del nidcleo de Poisson y las cotas
uniformes para el campo, que se puede pasar al limite en el espacio de las
medidas de Radon con la topologia débil* y uniformemente en intervalos
acotados de tiempo. Este primer resultado serd demostrado suponiendo que
las condiciones iniciales convergen sélo en M(R) — débil* y tienen acotado
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el primer momento. En dimensién uno el caso atractivo y el repulsivo serin
tratados simultdneamente. Para dimensiones superiores, pasaremos al limite
usando una cota uniforme para [|p:(t,-)||Lo@ny con 1 < p < ooy t € [0,T).
En el caso de fuerzas electrostaticas repulsivas (# = 1) la cota sera global,
T* = oo, pero para fuerzas de tipo atractivo (§ = —1) sélo tendremos una
cota local en tiempo dependiente de la norma uniforme del dato inicial, 7* =
(supcso [P0l Loomry) ~F < 00

El Capitulo estd estructurado como sigue. En la Seccién 4.2 estudia-
remos las propiedades de compacidad de las soluciones p. dependiendo de
la dimensién del espacio y del cardcter atractivo o repulsivo de las fuerzas.
Analizaremos tanto resultados de existencia y regularidad dependientes de
¢ como propiedades uniformes en este pardmetro que nos permitan pasar al
limite. La Seccién 4.3 estd dedicada a tomar el limite riguroso cuando ¢
tiende a cero y demostrar el resultado principal de este Capitulo.

4.2 Existencia y propiedades de compacidad

En trabajos previos podemos encontrar resultados de existencia del sistema
(4.1)-(4.3), pero nosotros presentaremos aqui ciertas propiedades cualitativas
independientes de ¢ y algunas respuestas relacionadas con la posible explosién
de las soluciones en el caso atractivo. M4s concretamente, en esta Seccién
demostraremos el siguiente resultado:

Proposicién 4.4 Sea py. una sucesidn de datos iniciales no negativos que
cumpla

Joo @+ [2D P02 (@) + ol ) < C < o0,

para cierta constante C > 0 independiente de €. Entonces, eriste un par
(pe, Ue) solucién global de (4.1)-(4.8) que, ademds, en dimensidn 2 verifica:

p
—)2) = [lpe(t, )o@y < llpoelloe),

st <M5=HPO,E|]L1(R2) < 4e (p+ 1

para todo t > 0. Esta solucion satisface las siguientes propiedades uniformes
en e:

i)  Conservacidn de la masa: ||pc(t, M p1wvy = M: < C, t > 0.
i) Para N=1, /R ] 0e (£, 2)dz + [Us(t, )| oy < C, £ > 0.
1) Para N > 1,
l0e(t: Mm@y + Vet Mzwqumy + [ leloelt, 2)dz < C,
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globalmente en tiempo si0 =1y para 0 <t < T < T* s 6 = =15,
donde T* = (sgg ll20,e ]| Lo ®y)) ™"
£

4.2.1 Cotas uniformes y existencia

Primero observamos que el campo definido por (4.2) puede ser descrito de
forma equivalente en forma de convolucién U, (t,z) = 6 Ky *, p.(t,z), donde

x

(4.6)
y Cn es una constante positiva que sélo depende de la dimensién del espacio.

Definiremos T™* como el méximo instante de tiempo hasta el que espera-
mos que la cota uniforme exista, es decir

7 = { (5o lpoellim@r)) ™ st 6= -1
o0 si 60=1.

Ahora fijamos T < T* y € > 0 y consideramos, para cada nimero natural
n € Ny para cada j = 0,...,n la particién del intervalo [0,7]: t; = j%.
Entonces, consideramos el sistema linealizado de retraso en tiempo:

o .. . o
5p0e" = €8epy? —div(UMTIpRY), en [ti1, 1] xRY,  (4.7)

P2 (tj-1) = P97 (t50), J=1.m,
donde

U (t,7) = 0(Kn %5 C") %2 029 (t = T/n,2),  42°(t,7) = pos(@),

¥, para regularizar el campo U?, hemos introducido una aproximacién de la
unidad no negativa ("(z) = 1/nN((z/n) con ¢ € CPRY) y f¢ =1. Si
desarrollamos el segundo término de (4.7) podemos escribirlo de la forma

0 7, n,J— n,j 7,7 n 7.5 — 7,
apfﬂ + Ue 7 lvpe’J - EAzpe,J = _H(C * pe,J l)pe,J' (48)

Para estudiar la ecuacién linealizada (4.7), centramos la atencién en una
ecuacion parabdlica genérica del tipo

Op

57 7o VP —elop=—0f, plto,z) = po(2), (4.9)
con datos regulares a, f y po, y donde f es no negativa. Un resultado clésico
basado, por ejemplo, en la construccién de una solucién fundamental (véase
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por ejemplo [48]) nos da la existencia de una solucién regular uniformemente
acotada en cada intervalo de tiempo [0, 7], pero con una cota que a priori
depende fuertemente de € y del campo a. Para evitar esta dependencia usa-
mos el principio del maximo como sigue: definimos  como p(t, z) = p(t,z) —

”p0||L°°(RN sif=1yptz)= p(t, T) — (||p0”L°°(RN) + fto ”f( )||L°°(RN)d3)
si # = —1. En ambos casos obtenemos ficilmente que 5 verlﬁca

85,‘) +a-Vp—elp <0 y p(to, z) = po(x) — ||pol e wry < 0.

Ahora, usando la cota uniforme para p deducimos la siguiente COIldlClOIl de
decrecimiento en infinito

lim inf (e‘R2 sup {p(t,z) : t € [to, T}, |z| < R}) =0,

que nos permite concluir que 5(t,z) < 0 en [0,T] X RV (ver Teorema 10, §3
de [66]) o equivalentemente, que la solucién de (4.9) verifica

p(t,2) < llpolumry + [ 170 Mlzmiampds,  si6=—1, (410
p(t,2) < [Ipollzemny, sif=1. (4.11)

Usamos esta cota para la solucién de (4.8) con p igual a cada p?7, o = Umi-1
y f = —0(C" * p~1)p™I. Entonces, concluimos que existe una func1on
pl € C(tj-1,t5; L°(RY)) solucién de (4.8) que verifica
1027 (2, Mreo@vy < N2 Htj-1, I oo )

[ N2 s = T ey 10295, Mpmgunnds (412)
j—1
en el caso atractivo § = —1y

1027, Mlzee@ry < 110297 | oomary < [100e | oo eny (4.13)

en el caso repulsivo. Entonces, para el caso atractivo razonamos de la siguien-
te forma. Sea k = sup,,g [|0oel[z(ry), entonces probamos por induccién
sobre j que

; k
1027 (2, Mm@y € 757, V21 St <ty (4.14)
Para j = 0 tenemos

k
1022, Mreo@ny = llpoellzemyy <k < Ty
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Seguidamente suponemos que (4.14) es cierto hasta j — 1 y usando (4.12)
deducimos

. k t k .
.7 t . . < —_— 7,7 ," o d
1627 Mze@yy < 1—t, .k + A ey —T/n)k”p"' (8, )| oo (mvyds

k
< "

1027 (s, N zoomryds

Finalmente, el Lema de Gronwall nos proporciona la estimacién

. k ¢ k k
ot omsy € b [ .
10277 (2, Ml Loomry < r— exp{ o, 1= Skds} 1—tk

7

que demuestra (4.14). Ahora, definimos
Pt ) = p?’j(t’$)7 en [tj—btj]’

que es una funcién continua en [0, T]. Entonces, usando la formulacién débil
de (4.7) podemos escribir

/OT /RN (%% + Aot + U™ - V0b) o7 da it (4.15)

para todo 1 € D([0,T) x R¥). Para tomar el limite cuando n — oo en
(4.15) necesitaremos algunas cotas adicionales de p?. Primero, usando (4.14)
y el principio del méximo que acabamos de usar (Teorema 10, §3 de [66)),
deducimos que p7 > 0, entonces podemos estimar su norma L! integrando
en (4.7). De hecho, se tiene la conservacién de la masa

|02 (¢, ')”Ll(RN) = HP&EHU(RN) < M.

Esta estimacién, junto con la Ley de Conservacién lineal (4.7) nos lleva a que
O:p7 (t, -) estd acotada en W2 (RY) uniformemente con respecto aty n. Un
argumento clésico de densidad nos permite entonces asegurar que la sucesién
p: constituye un conjunto precompacto de C([0,T]; LP(RY) — débil*) para
todo 1 < p < oo, donde T' < T*. Entonces, salvo subsucesién, converge en
C([0,T]; L*(RY ) — débil*) y UP converge en L7,.([0,T] x R¥) cuando n — oo
(véase por ejemplo el Lema 3.14 del Capitulo 3).

Combinando la convergencia débil de p? y la fuerte de U™ podemos pasar
al limite débilmente en (4.7) para obtener la solucién de (4.1). Ademss,
podemos tomar el limite en (4.14) para el caso atractivo y en (4.13) para el
repulsivo y concluir que

k 1
para 6 = =1, ||p:(t,")l|omr) < T V0st<T"= 7
paraf =1, |lp.(t, )llzo@mv)y <kVOLL.
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De los resultados del Capitulo 2 sabemos que esta cota con la norma uniforme
es optima ya que en el limite ¢ — 0 es también éptima para soluciones del
sistema (4.4)-(4.5).

4.2.2 Soluciones globales para fuerzas atractivas en
dimension dos

Para £ > 0 fijo podemos hacer un pequefio estudio de la posible explosién de
las soluciones en el caso atractivo. En [42] se demuestra que, para N > 3,
existen soluciones radiales de (4.1)-(4.3) cuya norma L™ explota en tiempo
finito independientemente de la masa inicial. En el contexto de la dindmica de
un cultivo de amebas, podemos justificar esta propiedad a través del colapso
quimiotéctico, es decir, incluso si € > 0, el término convectivo div,(p; U;)
induce un movimiento hacia los puntos en que hay concentraciones de la
sustancia quimioatractiva que predomina sobre la difusién producida por
£A.p.. Hemos de hacer notar aqui el papel del pardmetro 6, ya que U. es,
salvo constante positiva, proporcional a la velocidad de agregacién hacia el
origen. En [55] se demuestra que en dominios acotados de R?, la solucién
explota en norma L% si y sélo si la masa total estd por encima de una
cierta masa critica que depende de la medida del dominio considerado y de
la constante €. Extenderemos este resultado en la medida de lo posible a
todo el espacio R?, pero controlando la explosién s6lo en norma LP.

Primero damos un resultado técnico del tipo de las desigualdades de So-
bolev.

Lema 4.15 Sea p una funcidn positiva de L' N L®*D(R?) con2<p < oo y
tal que Vp € L3®+D(R?). Entonces, se verifica la siguiente desigualdad

/]R2 PP+ (z) dz < C(p) ( /IR2 p(z) d:c) ( /}R |v(e®) @) dx) . (4.16)

para C(p) = (E2)2,

Demostracién. Comenzamos usando una desigualdad de Sobolev-Galiardo-
Niremberg (véase {13], Capitulo IX.3.) que nos asegura que para toda funcién
f de clase C! con soporte compacto en RY (N > 2) se verifica

[l Zavev-n @y < el FII IV FllLy@wy,

rle- I)N"'( N)

para toda o > 1. Entonces, eligiendo N = 2, el pardmetro a = 1 + y la

funcién f = p% obtenemos (4.16) para funciones suficientemente regulares
p- Un argumento usual de densidad nos permite concluir que la misma
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estimacion sigue siendo cierta bajo la regularidad exigida en la hipétesis del
Lema sobre la funcién p. (|

Ahora, multiplicamos (4.1) por p?~! para obtener

0 1

2€ _ +1
Bp_1 Rzp” T + /IVpe)| dz = /p” dz.

Entonces, usando (4.16) y la conservacién de la masa podemos deducir que

0 1

4e 2. o
at = - 2) dz. ,
5 77T Jee A0S (COIM = —) [ IV(o2)Pdo (417)

p

Aqui podemos observar que el control de la masa inicial nos permite igual-
mente el de la variacién de la norma L? de p.. De hecho, tenemos que si

p

M<d4e———
(p+1)?

el segundo término de (4.17) se vuelve negativo y concluimos que

llpe(t, )l e®e) < |lPoellLomey, VE > 0.

Ademas, integrando (4.17) entre 0 y ¢ podemos controlar el gradiente de p,
de la siguiente forma

2

t 2 2p
z ?drds < ’
Jy o 9662 dzds < g B —slieloen,

y con ello concluimos la demostracién de la Proposicién 4.4.

4.2.3 Cotas para el campo y los momentos

Para estimar el campo usamos la siguiente estimacién propia del analisis
armonico que ya ha aparecido varias veces en esta memoria

1t Mizee@ny < C(lloet, Yzr@ny + loe(ts Vlzr@m), 7> N,
¥y, en particular, en el caso de dimensién uno usamos una cota uniforme
1
NU(t, )z < zll0e(E, L wy,

independientemente del cardcter atractivo o repulsivo de las fuerzas.
Finalmente, queremos acotar el primer momento de la densidad p. para
evitar que la masa puede irse al infinito y, en consecuencia, tener propiedades
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de compacidad en L!. Para ello tomamos una funcién no negativa g €
C?(R"™) tal que g(z) > |z| para todo z y tal que se dé la igualdad para
|z| > 1 (notemos que esto implica que Vg y Ag estén acotadas). Entonces,
usando la ecuacién (4.1) deducimos

/RN 2| pe (¢, 2) dz < /RN 9(z)p:(t, 7) dz

= [ 9@pep(@)dr+ [ (U.(t,2) - Vg(a) - eAg(@))pelt,2) da.

Como consecuencia, se tiene que

L, 1ot 2)de < C( [ 12lpoeda + Ut llmqamlloet, Mzsam),

lo que nos proporciona una cota global en tiempo cuando U, esté acotada, lo
que sabemos que ocurre tanto en el caso de fuerzas repulsivas (§ = 1) como
en dimensién uno para los dos tipos de campo. De la misma forma, para
fuerzas atractivas (§ = —1) obtenemos en general una cota local en tiempo.

El siguiente paso es pasar al limite en (4.1)-(4.3) en sentido débil demos-
trando rigurosamente que cuando el término de viscosidad se hace pequefio
las soluciones tienden a una solucién del sistema (4.4)-(4.5).

4.3 Paso al limite
Comenzamos la Seccién presentando el principal resultado de este Capitulo.

Teorema 4.7 Sea py. tal que verifica las hipdtesis del Lema 4.4 y sea (pe, Ue)
la solucidn asociada del sistema (4.1)-(4.8) con condicidn inicial po.. En-
tonces, se tiene

pe = p, en C(0,T; (LP(RY)débil*) N (L' (RN )débil)), 1 < p < oo,
U= U, en LU0, T; (DN nC(Q)N), 1<¢q,p < oo,

para cada subconjunto compacto @ C RN y pare cada T > 0 en el caso de
fuerzas repulsivas (0 = 1) y para cada T < T* en el caso de fuerzas atractivas
(6 = —1). El limite (p,U) es la dnica solucién de (4.4)-(4.5). Ademds, en
el caso uno dimensional se tiene

pe = p, en C(0,T; M(R) — débil*),

para cada T > 0 independientemente de 6.
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Demostracién. Consideramos en primer lugar el sistema (4.1)-(4.3) en su
forma débil, es decir, para cada funcién test ¥ € D(]0,00) x RV) se tiene

/RN po,e(2)Y(0, z)dx = /Ooo /RN pe(%% +eAp+ U, - Vw)dx dt. (4.18)

Observamos que la cota L' basta para pasar al limite, débilmente como
medidas, en los tres primeros términos, pero no en el ultimo de ellos: el no
lineal. Esta seccién esté esencialmente destinada a pasar al limite en este
término. La idea serd usar las propiedades de antisimetria del nicleo (4.6)
en el caso uno dimensional como en el primer Capitulo y en los demds casos,
mostrar la convergencia fuerte del campo de forma local o global segin su
caracter atractivo o repulsivo.

El caso uno dimensional. En el caso uno dimensional podemos usar
las técnicas introducidas en el primer Capitulo o en [65] basadas en las pro-
piedades de antisimetria del nicleo. Usando la forma la expresién de U, como
convolucién del nicleo K; y la densidad, podemos reescribir el término no
lineal de (4.18) como sigue

/ /pe (t,2)Us(t x)aa b(t, ) dz dt (4.19)
2/ / R, 2Ec——yy| gﬁ:}(t z) = ?(t Y))pe(t, 7)pe (t, y) dy da dt,

Podemos observar aqui que la funcién

es continua y acotada y, por lo tanto, podemos pasar al limite usando la dua-
lidad con la medida p.(t, z)p.(t,y). El primer paso es probar que p, converge
a alguna medida p con la topologia débil* y uniformemente en tiempo. Para
ello, tomamos una funcién test ¢ € D(R) y observamos que

aldl() == [ pe(t,2)9(@)de < lpe(t, @ I9llz=c.
Slol(t) = [ pu(e6" + Ud)de < Cllaelt, Masce(@ + 0.6, o).

Usando el Lema 4.4, 7) y ii) concluimos que c,[#](-) es una familia de funcio-
nes de C'(0, o0) uniformemente equicontinua en e. Por lo tanto, via Teorema
de Ascoli, existe una subsucesién “dependiente de ¢” tal que a.[¢](-) conver-
ge a algin o[¢](:) en C(0,T) para cada T > 0. Usando ahora la separabilidad
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de D(R) podemos deducir que la subsucesién no depende realmente del test
seleccionado ¢. Por tdltimo, usando la densidad de las funciones test en el
espacio Cgo(R) concluimos que la funcién ¢ puede ser tomada sobre todo el
espacio Coo(R). Entonces, f-](¢) es en realidad un operador continuo sobre
el espacio Coo(R) para cada ¢ y puede ser identificado con una medida que
llamaremos p(t). De hecho, hemos probado que, salvo una subsucesién,

pe = p, en C(0,T; M(R) — débil*). (4.21)

- Nota 4.1 Usando las cotas uniformes del Lema 4.4, 1) para p. y U, ob-
servamos que c.[@)(-) (definida de forma andloga en dimension N) sigue
siendo una familia uniformemente € —equicontinua de C(0,00) (o0 C(0,T*) si
0 = —1), pero, ademds, a.[-](t) constituye una familia de operadores conti-
nuos sobre los espacios LP(RY) con 1 < p < 0o (no incluimos de momento
p = oo porque el argumento de densidad usado no funciona ya que D(RY)
no es denso en L®(RY)). Entonces, el mismo argumento basado en la sepa-
rabilidad y densidad de D(RN) nos permite concluir

pe = p, en C(0,T;LP(RY) — débil), (4.22)

para cada T >0si0=10para 0 <T <T* si § = —1. El mismo resultado
se mantiene cierto para p = 1 (con la convergencia débil) usando la cota
para el momento de primer orden y el Teorema de Egorov para poder aplicar
resultados de tipo Dunford-Pettis (véase [65]).

Usando ahora (4.21) podemos ficilmente concluir que
pe(t, 2)pe(t,y) = plt, 2)p(t,y), en C(0,T; M(R, x Ry) — débil").

Entonces, usando un argumento de truncamiento como en el primer Capitulo,
esta propiedad de convergencia junto con las estimaciones del momento de
primer orden dadas en el Lema 4.4 i) y en (4.19), podemos pasar al limite
en (4.18) obteniendo

/Rpo(a:)'g[)(O, z)dz = /Ooo /RN paa—zfdm dt

-y oy

6 [ Ly,
3 / ke, T g1 (s ) — 5, (69)) ol 2)p(t,y) dyda dt,

para toda funcién test 1 € D([0, c0) x R). Entonces, definiendo el producto
Up en sentido débil como en la Definicién 2.1 recuperamos el sistema, (4.4)-
(4.5).
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Nota 4.2 Las técnicas de antisimetria nos han permitido pasar al limite
en la densidad p. y dar sentido al producto pU. Pero podemos olvidar mo-
mentdneamente el papel de la densidad y centrarnos en el comportamiento
de del campo U,. Si hacemos en toda la ecuacién (4.1) la convolucion con
6K, obtenemos, al menos formalmente,

%Ue = "'az(eKN*z(pe UE))+€6.’L‘.’L'UE = —0 Pe Ue+€a‘m‘Ue = _Uea:z:Ue"'ea:c:cUe
que es la ecuacion de Hopf-Burgers. Como hemos tratado en el Capitulo 2,
el método de viscosidad ha sido usado para probar la existencia de soluciones
en cierta clase del espacio de las funciones acotadas. En esta clase se ha
demostrado unicidad de solucidn bajo el concepto de solucién entrdpica dado
por N. Kruzhkov en [{7] o el equivalente de solucién admisible dado por
O. Oleinik en [60]. Entonces, en este caso uno dimensional, el método de
antisimetria presentado aqui es equivalente al método cldsico de viscosidad.
Notamos que la ecuacion de Poisson OU = *p produce un campo acotado U
a partir de una medida p.

Caso general N > 2. Para pasar al limite en una dimensién arbitraria N
no podemos usar el mismo argumento ya que la funcién U(¢,z,y) pierde su
continuidad cuando N > 1. Entonces, usaremos las estimaciones uniformes
para obtener convergencia fuerte del campo U. A partir del Lema 4.4, ii7) y
las estimaciones del andlisis arménico sabemos que

U, estd uniformemente acotada en L™®(0,T; (WYP(RV))Y), 2 < p < o0,

(4.23)
Entonces, U,(t-) es relativamente compacta en LP(2) NC(Q)) para cada con-
junto compacto Q C RY y para cada t € [0, T]. Entonces, para todo t € [0, T
existe una subsucesién (que, a priori, depende de t) que converge a algiin U (t)
en LP(Q2) N C(2). Pero ahora, usando la ecuacién (4.3) y la convergencia de
pe (4.22) obtenemos la forma explicita del limite: U(¢,z) = Ky *, p(t, x), por
lo que deducimos que toda la sucesién converge y, por lo tanto, no depende
del instante t. Ademss, ||U,(t,-)||1»(n) para cada 1 < p < oo, converge para
cada t € [0,T] hacia ||U(2,-)||zr(n) ¥ estd uniformemente acotada. Entonces,

U.— U, en LY, T; PN NCQ)N), Vg,p: 1 < g,p< oo, (4.24)

con T' < T™ en el caso atractivo. La convergencia (4.22) y (4.24) basta para
tomar el limite en (4.18) y obtener el resultado anunciado. Finalmente, la
unicidad de las soluciones débiles del sistema (4.4)-(4.5) en LN L% mostrada
en el Capitulo 2, nos permite concluir que toda la sucesién converge y con
ello cerramos la demostracién. O
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Capitulo 5

Sobre la evolucion del polarén
en una aproximacion de campo
medio

En este Capitulo propondremos una teoria de campo medio para modelar la
evolucién de un electrén en un cristal ionizado bajo el formalismo cudntico de
Schrodinger. Tras deducir el modelo veremos como su formulacién variacio-
nal nos lleva a deducir las leyes de conservacién asociadas mas importantes.
Asimismo, se estudiard el buen planteamiento del problema tanto en el caso
regular H' como en el més débil L2. Por tltimo, demostraremos la existencia
de una solucién que minimiza la energfa, estudiaremos su estabilidad desde
varios puntos de vista y, para concluir, presentaremos un breve estudio del
limite semiclasico. Los contenidos de este Capitulo han sido desarrollados a
modo de articulo en [3].

5.1 Introduccién

Los fenémenos de transporte en sélidos tienen una gran aplicacién e impor-
tancia en los Semiconductores. Desde diversos campos (fisica, matemaética o
ingenieria) se ha mostrado el interés por estos modelos, motivados sobre todo
por su aplicacién en la miniaturizacién de dispositivos electrénicos. Ya que
las escalas relevantes son del orden de los nanémetros, los efectos cuanticos
son bastante considerables y han de ser tenidos en cuenta. Bajo estas circuns-
tancias, los portadores de carga (electrones generalmente) deben ser tratados
desde una perspectiva mecano cudntica. El problema general es bastante
complicado de describir a partir de principios basicos por lo que a menudo
se utilizan modelos simplificados para descripcién de estos fenémenos. Un
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ejemplo destacado bastante realista y simple nos lo da el movimiento de
un electrén en un cristal polarizado. El efecto de la interaccién atractiva
electrén-ion envuelve al electrén de tal forma que se convierte en un objeto
diferente: el polarén. En nuestro intento de establecer una teoria rigurosa
matematica para este sistema, estudiaremos en primer lugar la evolucién en
tiempo de un sélo electrén en un estado cudntico puro caracterizado por su
funcién de ondas (¢, z) que interacciona con un continuo de iones cargados,
que vendra descrito por un campo cldsico medio de polarizacién P(t, ).

El movimiento de los iones se considerarj, clasico y en el limite del continuo
se corresponderd con un campo de polarizacién clasico. En un enfoque més
realista se deberia tener también en cuenta la naturaleza cudntica de los iones.
En nuestro caso, la aproximacién de campo medio del vector de polarizacién
puede justificarse en el limite en el que los electrones interactiian fuertemente
con los iones.

Veamos un esquema de los principales resultados de este Capitulo. En
la Seccién 5.2 deduciremos el modelo para la evolucién de un electrén en
un cristal usando la aproximacién de campo medio. Consiste en acoplar la
ecuacion de Schrédinger con una ecuacién para el potencial en la que el efec-
to de las interacciones electromagnéticas entre el electrén y los fonones no
serd instantanea e incorporara un nuevo término de memoria a la ecuacién de
acoplamiento de Poisson. En la Seccién 5.3 estudiaremos el Funcional Accién
asociado al sistema, deducido en la Seccién 5.2, que posee una interpretacién
Lagrangiana. Por medio del Teorema de Noether identificaremos las cons-
tantes del movimiento tales como la masa, la energia, el momento lineal y
el momento angular. El método de los corchetes de Poisson no produce nin-
guna propiedad de conservacién adicional. La Seccién 5.4 esté dedicada al
estudio del buen planteamiento del sistema: existencia y unicidad de solucio-
nes. Primero probaremos el resultado de existencia en H?, que justificara la
buena definicién del funcional energia, y luego extenderemos este resultado
al contexto natural L?. En la Seccién 5.5 probaremos que la solucién de Lieb
es también el minimo absoluto del problema del polarén y su estabilidad en
el sentido de Liapunov. En la Seccién 5.6 analizaremos la estabilidad de la
solucién de minima energia bajo perturbaciones lineales.

A lo largo de este Capitulo consideramos el caso de una particula simple,
aunque podemos tratar con las dificultades propias el caso m4s general de un
conjunto de electrones. La idea clave serd que en el limite de acoplamiento
fuerte entre el electrén y el fonén el desplazamiento relativo de los iones puede
ser considerado como clésico, aunque el electrén conserve su comportamiento
cuantico.
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5.2 Derivacién de un modelo para el polarén

La derivacién del modelo para el polarén es conocida y se pueden encontrar
algunas variantes en la literatura existente, véanse por ejemplo [26] o [29].
Es un modelo simple a la vez que no trivial de la interaccién de una particula
con un campo. Supongamos que los iones oscilan en torno a su posicién de
equilibrio debido a la presencia de un electrén cargado que al mismo tiempo
se ve afectado por el potencial electrostatico creado por los iones. Esto
nos dard un sistema de ecuaciones en derivadas parciales para la funcién de
ondas del electrén ¥(t,z) y el potencial electrostatico V (t,z). Finalmente,
formularemos de nuevo nuestras ecuaciones en términos del campo vectorial
de polarizacién P.

Estudiaremos la dindmica de un cristal iénico. Sea L la red sobre R® con
respecto a la base (a1, ag, a3) descrita en la Figura 1.2, es decir

L = {n = mia; + maa; + maaz, con (my,my,ms) € Z%}.

Consideramos aqui este modelo simplificado para una mejor comprensién
del mismo, si bien podemos extender nuestra teoria a modelos con otras
estructuras. Asi, nos centramos en el caso de un cristal ciibico tridimensional
con dos tipos de iones cargados. En el equilibrio, los iones positivos con masa
M estdn en los nodos de la red n € L correspondientes a coordenadas que
verifican m; 4+ my + m3 par y los iones negativos con masa M_ estdn sobre
el resto de los nodos de la red L. Notaremos por n* o n~ a las posiciones
de un ion positivo o negativo respectivamente. Supondremos que cada ion
estd interaccionando sélo con los iones situados inmediatamente a su lado
en la red. Por lo tanto, cada ion interacciona con los 6 iones inmediatos
de carga opuesta. Esta interaccién serd eldstica y con una constante de
recuperacion uniforme k. Ademds, suponemos que existe un campo externo
que actua sobre los iones (a posteriori, el campo producido por el movimiento
del electrén).

El movimiento de los iones cargados positiva y negativamente con masas
M, y M_ en presencia de un campo externo queda descrito entonces por

M€ e = =k Y (En+ — Env 1) + €En+ (), (5.1)
i

M- e = =k Y (bn- — &n-11) — eba- (1), (5.2)

para cada nt,n~ € L, siendo e una constante positiva relacionada con la
carga del electrén (= —e). Aqui, &+ y &,- son los vectores de desplazamiento
dependientes del tiempo con respecto a la posicién de equilibrio nt y n~

?
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ocupadas respectivamente por un ion positivo y uno negativo. &,(t) es el
campo eléctrico en el punto n y [ recorre las 6 posibilidades indicadas [ €
{#£a;, i = 1,2,3}. Si tomamos el limite del continuo ay,as,a3 = 0y n — z,
siendo z cualquier punto del espacio, obtenemos

€4(69) =~ T (6(6.9) — £-(6,9)) + 7776 (0 2),
€'_(t,a) = ——z £-(t,2) = €4(t,2)) - 7= (t,),

donde

£+t x) = lim §un(t), &-(t,2) = Jlim £n-)(¢) ¥ a1, 05,05 — 0.

ntozx

Restando ambas ecuaciones deducimos

82(t, z) + Q2E(t,x) = —AeZE(t,x), (5.3)
donde M es la media arménicade My y M_, M~' = M7'+ MY, 0? = 6k/M
y el campo de desplazamiento £(t,z) estd definido por &(t,z) = £.(t,x) —
E_(t,z).

No daremos aqui la justificacién rigurosa de estos limites para simplificar
el razonamiento de la exposicién.

La polarizacién del cristal iénico (momento dipolar por unidad de volu-
men) es debida al desplazamiento relativo de las cargas eléctricas del cris-
tal (iones), representado por el campo £(t,z), y a la deformacién de los
propios iones, es decir, al desplazamiento de los electrones respecto de su
nicleo. Si despreciamos por el momento esta dGltima contribucién tendre-
mos P(t,z) = ep&(t, z), siendo p el niimero de iones por unidad de volumen.
Volveremos después sobre este punto.

El campo eléctrico producido por un electrén mecano cuéntico libre en
movimiento con densidad de carga p.(¢,z) = —ely(t,z)[> < 0, viene dado
por la ley de Gauss: £ = —VV, con el potencial Vz dado por la ecuacién de
Poisson AVe = e|y)(t, z)|2. Asi, £(t, ) queda expresado como

it 2, |
£t z) = 4er /R e (5.4)

Por lo tanto, en términos del campo de polarizacién, obtenemos

BP(t,z) + PP(t,z) = 47ruV/R [, z)|2d ! (5.5)

s |z — |
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donde p = M/(pe*). Complementamos esta ecuacién con la ecuacién de
Schrodinger para el electrén sometido a un potencial V(¢,z) = —eVp(t, z),
donde Vp(t, z) es el potencial electrostético producido por la polarizacién de
los iones P(¢,z). Usando la relacién VVp = P, que implica AVp = divP,
y tomando la divergencia en (5.5) obtenemos finalmente el siguiente sistema
acoplado de ecuaciones en derivadas parciales:

2
(62 +9?)Av = %W, (5.6)
2
iBO = — L A+ Vi, (5.7)
2m

Hasta ahora hemos despreciado la deformacién intrinseca de los iones, lo que
convierte al modelo en algo menos realista. Un andlisis méas detallado nos
muestra que este efecto puede ser incluido, véase [26], tomando

= 2 2
1_ E]\% =2 (_1_ — i)défQT, (5.8)
7 € €0 €
donde € y € son las constantes dieléctricas (medibles experimentalmente)
de baja y alta frecuencia, respectivamente. También hemos introducido la

constante dieléctrica efectiva €. Se tiene €y > €4 y por lo tanto € > 0.

Para concluir esta Seccién notamos que en el limite 22 — oo se recupera el
sistema de Schrodinger-Poisson (SP) ya que el nuevo término que contiene la
derivada segunda en tiempo queda dividido por ? y se anula en el limite. En
ese caso, a partir de la solucién de la primera ecuacién vemos que el potencial
V(t,z) que interviene en la ecuacién de Schrodinger se vuelve negativo, o sea,
corresponde al caso atractivo.

5.3 Formulacién variacional y leyes de
conservacion

Si escribimos las ecuaciones (5.6) y (5.7) en términos de P y v, éstas pueden
ser deducidas minimizando el Funcional Accién

S[w, v*, P = /IR+ /R L(t,7) de dt (5.9)

con respecto a %, su conjugada ¥* y a la polarizacién P. Aqui, la densidad
del Lagrangiano estd dada por

ran— Py
Lita) = S(1PP - QPP) + i dp — =-Vy' vy

: [¥(t, 2,
4Wle'P R [z — 2 dz'. (5.10)

[
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Usando el Teorema de Noether (véase [73]), es sencillo deducir las cantidades
conservadas. Estas son la energia total, los momentos lineal y angular totales
y la masa total, que pueden ser deducidas respectivamente de la invariancia
del funcional accién bajo:
e Traslaciones en tiempo ¥(t, r) — ¢¥(t+s, z) que implican la conservacién
de la energia total

_ M 2 21112
E = E/N (18P +Q2[PP)da
h2 \ e : [Y(t,z") .,
%/Ra VY Vyds— /Rs divP (/R e ) dz, (51)

s |z — |

que es suma de la energia de polarizacién, la energia cinética del electrén y
la energia de interaccién entre el electrén y los fonones.

e Traslaciones espaciales 9(t,z) — 9(¢,z — a) que producen la conserva-
cién del momento lineal, vector cuyas componentes cartesianas vienen dadas
por

P = /( uathiPH d)—t/))d:v (5.12)

que son aditivas en las contribuciones del fonén y del electrén.
¢ Rotaciones espaciales 9(t, z) — (¢, R~'x) que implican la conservacién
del momento angular que en coordenadas cartesianas se escribe como

3
L= / (Z 10, Pe(z A V); Py, + E.ib*(l‘ A V)ﬂﬁ) dz (5.13)
R3 k=1 1

y son también cantidades aditivas.
e Finalmente, transformaciones de fase (¢, z) — e**9(t, z) que producen
la conservacién de la carga (masa) total

N= /R _w(t, 2) Pz, (5.14)

que tipicamente se normaliza a 1.

El conjunto de las cantidades conservadas constituye un dlgebra cerrada
con el producto del corchete de Poisson (ver [73]), isomorfa al 4lgebra de Lie
asociada al producto directo del grupo Euclideo tridimensional y el grupo de
fase, E(3) ® U(1).

Como la energia total se conserva, podemos imaginar una situacién en la
que los fonones y el electrén oscilan los unos a expensas de los otros. Ilustra-
remos esta posibilidad en la Seccién 5.6 analizando la estabilidad lineal del
problema. En realidad, probaremos que se producen pequefias oscilaciones
armonicas si estamos muy cerca del minimo de la energia.
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5.4 [Existencia y unicidad de soluciones

Como hemos visto, el movimiento de un electrén que interacciona con los
fonones de una red cristalina puede ser descrito por el siguiente sistema de
Schrédinger-Poisson “con memoria” (SPM):

inly =gy V[ylg (5.15)
ot”  2m ° ’ '
$(0,z) = o(z), (5.16)
'lllm Y(t,z) =0, (5.17)
donde V = V[¢] verifica
2 292
(gtg + @AV = —y— [¥P, (5.18)

con z € R® ¢ > 0y donde Q es la pulsacién de los fonones. La carga total
puede ser normalizada

/Rs lv(t,z)|°de = 1 Vt>0.

Aunque hemos derivado el modelo para un potencial de Coulomb atracti-
vo, en esta Seccién extenderemos el andlisis de este modelo al caso repulsivo
introduciendo el pardmetro v, que toma el valor 1 en el caso repulsivo y
—1 en el atractivo. Las ecuaciones (5.15)-(5.18) seran entendidas en sentido
débil (distribucional). En lo sucesivo, no expresaremos la dependencia del
potencial respecto de la funcién de ondas V = V[¢] a menos que de lugar
a confusién. Resolviendo la ecuacién (5.18) con V(0,-) = 8,V(0,-) = 0,
obtenemos la siguiente expresién para el potencial V

V(t,z) = // sen(€(¢ |¢( )|2d "ds. (5.19)

l:r- 4

Recordamos ahora que la energia, en términos de ¥ y V, se escribe como

E(t) = h—2/ \Vou(t,z |2dx+/ V(t, ) |[v(t, z)|°ds

/ V.V (¢, z)[2dz — / IVoVilt, 2)|%dz.  (5.20)

262

292

Mostraremos que la energia est4 bien definida para ¢ en H'(R?). Llevaremos
a cabo dos teorias diferentes de existencia de soluciones del sistema (5.15)-
(5.18). Para ello, comenzamos con el concepto de solucién a considerar.
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Definicién 5.3 Una solucién “mild”del sistema de SPM serd un par (¥, V)
tal que y € C(0,T; X) (con X = H'(R®) o L*(R®)) para todo T > 0 y verifica
la siguiente ecuacion integral de Schrédinger:

U(t,z) = Ute(@) —i [ U- ) (VIlo)(s,2) s, (5.21)

donde V|| estd dado por (5.19) y U(t) es el propagador de la ecuacién libre
de Schridinger (véase [62]).

El primer resultado a probar sers la existencia de soluciones en H(R?).
Para la existencia y unicidad en L%(R®) necesitaremos usar las desigualdades
de Strichartz en espacio-tiempo dadas en (18], que nos permitirdn controlar
el término no lineal V[]. Para ello, usaremos una regularizacién en H! del
dato inicial y aplicaremos un argumento de punto fijo sobre (5.21). En ambos
casos, mostraremos que V[]y es localmente Lipschitziana, uniformemente
en tiempo y con ello deduciremos la existencia.

5.4.1 Existencia y unicidad en H(R?)

Estudiaremos separadamente el potencial dentro y fuera de una bola (de-
notados respectivamente por V; y V;). Primero, escribimos el potencial en
forma de convolucién como sigue:

V[] = ysen(Q) %, T 5 J9|%, (5.22)

donde I'(z) = e%“%ﬂﬁ es el nicleo asociado a —(e2§/€) A en R3. Nétese que
*¢ MO es exactamente una convolucién en t ya que el rango de integracién
no es todo R, pero la notaremos asi por simplicidad. Consideramos ahora
I'=T1+T3,conT; = xI'y 'y = (1—x)T, siendo x una funcién C*® que vale
x=1si|z| <1yx=0,si|z|> 2. Asi definimos la siguiente descomposicién
para V:

VY] = Vi[t] + Valy] & ysen(Qe) Ty #; 9] + vsen(Qt) % T #; |0[7.

Llamaremos potencial de corto alcance a V; y a Vs potencial de largo alcance.
Enunciamos ahora el principal resultado de esta Seccién.

Teorema 5.8 Sea ¢ € H'(R®). Entonces, el sistema de SPM tiene una
Unica solucidn global ¢ € C(0,00; H(R®)) y el funcional energia (5.20) estd
bien definido para todo t € [0, 00).

Antes de demostrar el Teorema necesitamos el siguiente resultado técnico.
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Lema 5.16 Sea T > 0 y u,v,w funciones en L>(0,T; H(R®)). Entonces,
existe una constante C tal que se verifica la siguiente desigualdad

“ ((sen(Qt) * T %z uv)w) (2, )|

HL(R®)
< OT ||| zoo(o,r;m: &3y 0] Loo 0,132 (®3)) | W ]| Loo 0,7 511 (RY)

para todo t € [0,T].
Demostracion. En primer lugar, probaremos las siguientes estimaciones:

” ((sen(Qt) *e I xg uv)w) t,-)

L2(R3)
SClT“U||Loo(O,T;L2(R3))”'U“Leo(o’T;Hl(]R3))”w||Loo(0,T;H1(R3)), (5.23)
H ((sen(Qt) *¢ T %y uv)w) (t,-) L2®S)

< CoT ||ullpeorm @y lvllceomm @) lwlleoremsy.  (5-24)

Para la primera de ellas usamos la desigualdad Minkowski y después la des-
composicién de I' para obtener

” ((sen(Qt) % T %, uv)w)(t,)

< [sen(Q2t)] . || (T ¢ wv)w(t, )

L2(R3) L2(]R3)
< |sen(Qt)] “(Fl *z uwv)w(t, ) L*(R?)
+|sen ()| *; H(FZ *z wv)w(t, ) L2®3)

Ahora, aplicamos la desigualdad de Holder con } = 1 + 1 para el primer

término y con 3 =1 + 3 para el segundo de manera que

H((sen(Qt) *; T %5 uv)w )(, )||L2(R3)

< lsen(§26)| e [T 2 w0) 2, ) 3ey o, )l csce)
+15en(Q8)] %, [|(C2 2 w) (1, ) Lzoqee) e t, llogey-

Aphcando aqui la desigualdad de Young con 1+ 1 = 1 + 2 y Hélder con

2 =1+ 1 deducimos,

[Ty g wv) (¢, )l sme) < [Tl 2oy lu(Es -)lles) ot ) Lss)

y para el segundo termmo aphcamos la desigualdad de Young con 1+ 3 1=
1 v de Holder con 3 = 1 + 1 obteniendo

(T2 %z wv) (¢, )| Lagey < T2l zamsyllwllzas) vl 2s)-
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Estimando el seno por 1 y usando las desigualdades de Sobolev H!(R®) C
L? N L%(R?) obtenemos por fin (5.23) con

C1 = max{||T1||z2@s), [|T2|zers)}-

Un razonamiento anédlogo usando las desigualdades de Minkowski, Young y
Hoélder nos proporcionard la estimacién (5.24) con la constante C, dada por
Cz = mé.x{”l_‘llle(Rs), ”FQHLoo(Rs)}.

Para las derivadas podemos escribir

Vz((sen(§2t) x; I %, uv)w) = (sen () %, I *, uv)Vow
+(sen () x; T x; (Vou)v)w + (sen(Q) % T x, w(Vov))w. (5.25)

Usando (5.23)-(5.24) para estimar la norma L? de (5.25) obtenemos

V2 ((sen () %, T' #; uv)w) = (sen(Qt) %, I #; uv) V|| r2(ge)
< CoT |[ull oo, @3y V] Lo 0,158 )y | VW oo 0.7 L2 %))
+C1T|[Vul oo 0,722 ®e)) 10| Loo 0,781 ®3)) 1@ ]| oo (0,73 2y
+CoT ||ul| Lo 0,111 ) | VOl Lo 0,722 o) 1wl oo 0,151 (R3))

lo que combinado con (5.23) 6 (5.24) nos permite estimar la norma en H! y
concluir la demostracién. O

Demostracion del Teorema 5.8. Usando la desigualdad triangular y el Lema
5.16 obtenemos

|(V[#1]ehr = V{ha]b2) (2, )l i mey
< 3Ctméx {||¢1||L°°(R+;H1(R3)), ||¢2||L°°(R+;H1(R3))} 11 — Yall Loomy ;22 (m3Y) -

Como consecuencia, la aplicacién (t,u) — (V[u]u)(t) es localmente Lips-
chitziana en u, uniformemente en ¢ en intervalos acotados [0,T). Usan-
do el Teorema 6.1.4 de [62], sabemos que existe una tnica solucién ¥ €
C(0, Trnaz; H'(R?)) tal que, o bien Typep = o 0 bien ||3(t, a1 ®s) explota
cuando ¢ — Tpe, por la izquierda. Entonces, probar que Tiq, = 00 equivale
a demostrar que ||%(t, -)|| g1 (gs) no puede explotar en tiempo finito. Para ello,
hemos de usar la conservacién de la energia por lo que tenemos que demos-
trar a la vez que el funcional (5.20) est4 bien definido. Veamos las siguientes
propiedades:

ov.,V
y

V() e L®[R?), WV,V(,-) e L*R®) 5

(t,-) € L*(R®).
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La norma L™ de V' (¢, ) puede ser estimada como en el Lema 5.16 usando la
desigualdades de tipo Young

1V (2, )|l 2o ms)
t
S/O sen(Q(t - s))| (I|F1||L2H¢(s,-)lli4 + [|T2|| Lo [l (s, -)Ilﬁz)d&

Hacemos notar aqui la necesidad de descomponer el niicleo I" ya que I'; €
PR < pe(l,3)yIy € LYR®) & g € (3,00]. Usando el embebimiento
H' € L? N L® y la conservacién de la masa obtenemos

t
IVt Ype@e < C t+C /0 15, M2 gy ds, (5.26)

para cierta constante positiva C. Esto implica que V(¢,-) € L*(R®) pa-
ra todo ¢ tal que 0 < t < T < Tpaz. Para los otros términos a estimar
escribimos:

V.V = y(sen(Qt) *; V.T *, |?])

ov,V
ot

Dado que ambos términos son andlogos (ya que tanto del correspondiente
al que incluye al seno como al coseno sélo usaremos el hecho de que estin

acotados) razonamos s6lo con el primero. De igual modo que en el Lema 5.16
estimamos

=7 Q(COS(Qt) *g vzr ¥z |7w[}2|)

[|(sen(Qt) *; VT 5 [9%)) (@, )l L2me)
< [sen(Qt)| % [[VoT1ll porsmey | 1912 (2, )| orarsy
+lsen ()| x¢ || ValallL2gsyll [ (2, )l gy, (5.27)

que es finito gracias a que ¢ € H'(R®) c L?(R®) N L%(R®). Recordamos
también el hecho fundamental de que VI'; € L?(R3) & p € [1,3/2) y VI, €
LY(R®) < ¢ € (3/2,00]. Por lo tanto, el funcional de energia estd bien
definido.

Nuestro objetivo es probar que V., en norma L? no explota en tiempo
finito (ya que la masa total se conserva). Esto es facil de demostrar en el
caso repulsivo pero veamos un argumento valido en los dos casos, atractivo

y repulsivo. Usando un argumento de interpolacién y de nuevo la inclusién
de Sobolev H(R®) C L®(R®) obtenemos

1Pt Ml zsrz@s) < ClYE, Nze@llE, )l s)-
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Entonces, usando (5.27) y la conservacién de la masa, observamos que
mdx { | VaV (¢, ey, 1VaVilts ) [Fae) )

(c:r +C / % (s, )| Ra)ds)z. (5.28)

Por otro lado, a partir de (5.20) escribimos
h2
V=t ) < BO)+|[ V)i,

€ 2
+@||Vzv(t,')”%2(ne3)+ QQQHV Ve(t, )22 (wey

lo que, combinado con (5.26) y (5.28), proporciona

IVt M) < CO+T)+ [ 11ls, ) ipaeyds

2
(CT+ / (s, |H1(R3)ds> .

Usando entonces la conservacién de la masa podemos deducir

9 s < C (1+T+T2+ 0+ T) [ 1906, Mingnds)
El Lema de Gronwall finalmente nos da
6, Msqasy < CQ+T +T2)eT
para todo 0 < T < Tpn4, ¥, POr lo tanto, Ty = 00. O

5.4.2 Existencia y unicidad en L?(R3)

Vamos a extender los resultados obtenidos al caso en que la condicién inicial
estd solamente en L?(R?). Para el sistema de Schrodinger-Poisson la teoria
L? ha sido recientemente estudiada por F. Castella en [18]. Nosotros vamos a
extender esos mismos resultados a nuestro modelo de Polarén. Comenzamos
con alguna notacién y definiciones necesarias.

Definicién 5.4 Dado T > 0 y p,q € [1,00], definimos los siguientes espa-
ctos:

L% 1900, T; LP(R3)),

L= Iy (R I (R)),

Lov € LR, ; (),

X2 13 A LP2 con la norma 1l xsr & 18llzg + ¥l Lo,
YiP'= def Lq L LY, con la norma

def .
[llvgr = inty, rgmy {01l g + 12l 20}
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Definicién 5.5 Diremos que un par (q,p) es admisible, y lo denotaremos en
la forma (q,p) € A, si se verifica que:

2 1 1

2<p<6 y -=3(_—->.

q 2 p

El siguiente resultado estd basado en las desigualdades de Strichartz y refe-
rimos el trabajo de T. Cazenave [19] para su demostracién.

Teorema 5.9 Sea T > 0 y (g,p) un par admisible. Entonces, se verifican
las siguientes propiedades:
(i) Eziste una constante positiva C(q) tal que

U®@)ellzze < Cla)llellr2ms),

para toda ¢ € L?(R?).
(i) Para cada (a,b) € A, eziste una constante C(a,q) tal que

/ Ut — 5) f(s)ds

b S C(a) q)”f”]ﬂ'v?'?
L% T

para toda f € L‘;I*P'.
(i4) En particular, eziste una constante C(q) que sdlo depende de q tal
que

” / Ut = s) f(s)ds

para todo f € Y77,

< C@fllyee,

4,
XT

Usando (#) podemos controlar la norma L?(R®) del primer término de
la ecuacién integral (5.21). Ahora, la aplicacién ¢ — V[]¢) ya no sera
Lipschitziana en L?(R?) pero lo serd en L%’ para cada T > 0 y algdn par
admisible (g,p) € A.

Teorema 5.10 (Eristencia y Unicidad de solucion del sistema SPM en L?).
Sea ¢ € L*(R®?), 0 €13/2,3[, p = 20/(c — 1) > 3, y q tal que (g,p) sea un
par admisible. Entonces, eriste una dnica funcion

Y € LZ N C(Ry; L*(R?))

solucidn del sistema de SPM (5.15)-(5.18) con condicidn inicial ¢. En este

caso, el término no lineal VYl estd en LLP + Ly para todo T > 0.
Ademds se verifica:



106  §5. APROXIMACION DE CAMPO MEDIO PARA EL POLARON

(i) Para todo t >0, ||9(t)||z2ms) = |l z2s)-

(i) Para todo (a,b) € A, se tiene ¢ € L

loc*

(i%) Si {@n}nen es una sucesidn de condiciones iniciales que convergen en
L*(R3) a ¢, entonces la correspondiente sucesién de soluciones {¥n}
del sistema de SPM cumplen:

Yp— Y en LY
n

loc

para todo par admisible (a,b).

Para demostrar este Teorema necesitaremos un resultado técnico que,
esencialmente, nos proporciona la propiedad de Lipschitzianidad en LaP,
Mostraremos que los potenciales V; y V, son Lipschitz y que su constan-
te de Lipschitz converge a 0 cuando T — 0.

Lema 5.17 Sean ¢ y ¥ dos soluciones del sistema de SPM con datos ini-
ciales ¢ y @, respectivamente. Sea M = max{||ellL2ws), || @ll2wey}, ¥ T, 0,
Y q dadas en el Teorema 5.10. Entonces se verifica:

(i) 1Al = Al oy < COMPT 4 = Pll1g.

(i) [Vl = Va[d]dll 2 < CMPT2[lp — | .

(iii) En particular, tenemos

VIl = Vgldllvgr < Co)MPmax{T?, T* 3} ||¢) — Pl|xa.

Demostracién. Recordamos que ||9(2, -)||2re) ¥ ()| L2(R3) SON constantes
a lo largo del tiempo y, como consecuencia, M es una cota superior para estas
cantidades. En primer lugar observamos por definicién de o que I'; € L7 (R3).

Usando la desigualdad de Hélder con ’% = 5= + 1, obtenemos

“ ((sen(Qt) *x¢ ') %, uv)w) (t,) L7 (&%)
< [lsen(€2) : Ty #g uv| oo (goy 1w (t, )l 17 ms)»

para todo u € L*(0,T; LP(R®)) y v,w € L*(0,T; L(R?)). Seguidamente
aplicamos la desigualdad de Minkowski para obtener

| ((sen(€2t) % Ty 2 ww)) 8, )|y g
< |sen(2t)] *; ||IT; *2 W[ 2o gy (W (Es )| Lo (re)-
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Aplicando ahora la desigualdad de Young con 1+ 5= = 1 + 2221 y tomando
C(p) = C(0) = ||IT'1|| 1o (r3) obtenemos

H( sen(§2t) *; 'y *, uv)w)(t, ) L¥' (R3)
C(p)lsen(t)] ¢ luvll p2zy oy 0, |z ey

y usando finalmente la desigualdad de Holder con 2=1 = 5 + 5 deducimos

| ((sen (@) % Ty %, wo)w) (¢, ) @)
< C(p)(Isen ()| *¢ [[u(t, M o@slv(t, ) 2@sy) lw(E, ) 2@y, (5-29)

También para todo u,v € L*(0,T; L*(R%)) y w € L*(0, T; L*(R®)) podemos
obtener de forma andloga

” ((sen(Qt) *¢ I %, uv)w) (t,*) 1 (&)
< C(p)(Isen(Qt)| 5t [[ult, Mlr2@e) v (E, )llze@s) 1w, -)l|o@e45-30)

Notemos que la definicién de p en funcién de o es esencial para aplicar las
desigualdades usadas. Una desigualdad adicional que usaremos es que, dada
cualquier f € LY (0,7) con 1 < ¢' < o0, se verifica de forma clara

Isen(€22) %: Fll e o,y < Tl Nl 0,7y (5.31)

Usando ahora la desigualdad triangular hacemos la siguiente descomposicién

(Vi) — Vl[QZ]J”Lp'(R%

< ||(sen(Qt) *t 'y g (¢ &)1/;)1?””'(1&3)
+|| (sen(Qt) *¢ [ %z 9 {/; )¢||Lp’(1m3)

+||(sen(Qt) *t ['1 %4 |¢‘| )(¢ = )|+ m3)s

donde “~”expresa el conjugado complejo. Por lo tanto, usando (5.29) y (5.30)
obtenemos las siguientes estimaciones:

VAl = V19| Lo g

< C’(p)(|sen(Qt)| ¢ |[Y - @Z||LP(R3)|ITZ||L2(R3)) 1Yl 2ms)
C(p)(Isen ()| ¢ 1]l — Bllzoieey ) 1l 22y

+C(p) (|sen ()] ¢ (19113 2s) ) I1¥ — Bl o @s).
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De (5.31) y de la cota para la masa M se obtiene
MY = Vil g < COMTIY = Gl 0.0

Aplicando por iltimo la desigualdad de Holder en tiempo con 7= ;- 3,
se verifica

Vil = Vildldll g < Co)MTC) g — G g0

Argumentos similares permiten demostrar (ii), puesto que

” ((sen(Qt) x; Ty %4 uv)w) (t,-) LGRS
< C(lsen(Q)| ¢ [lult, )zz@s)llv(, )l e@s)llw(t, sy,

para todo u,v,w € L*(0,T; L*(R?)), siendo C = ||Ts|| oo (r3)- O

Demostracién del Teorema 5.10. Primero probaremos la existencia de solu-
cion. Tomamos una sucesién de datos iniciales {, }.en que verifica

on € H(R?) Vn €N y o, = ¢ en L*(R®) cuando n — oo.

Sea ¥, (t) € H'(R®) la sucesién de soluciones correspondiente al dato inicial
©n, que tiene pleno sentido gracias al resultado de existencia demostrado en
H'. Sea M tal que ln(t)l|lL2®e) < M para todo t > 0y n € N. Queremos

mostrar que ¥, es una sucesién de Cauchy en el espacio L‘}’b para cada par
admisible (a,b) y para T suficientemente pequefio. A partir de la forma,
integral de la ecuacién de Schrédinger (5.21) y descomponiendo V como en
el Lema 5.16 obtenemos

Un(t) —¥n(t) = U(2) (¥m — ©n)
=i [[ Ut = ) (Albmltm = Viltnlt)(s)ds

=i [[U(t = 9)(Valtmltom — Vil ) (s)ds L o+ 6+ 1,

Entonces, estimamos la norma L%’ de o usando la parte (i) del Teorema 5.9
como

HO‘HL‘;:" < C(a)llom — OnllL2(r3)- (5.32)

Para estimar § usamos la parte (44):

18ll5 < C(@ DVAlmltm — Viltnltnll g
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donde (g, p) es el par admisible del enunciado. A partir de la estimacién (i)
del Lema 5.17 obtenemos

1Bllz20 < C(a,q,p)M*T*"4 o — ]l g0 (5.33)
Finalmente, usando el Teorema 5.9 (ii) y el Lema 5.17 (ii), tenemos
7ll20 < CNVal¥mltbm — Valtbnltbnll 12 < CMPT?||hm — thul] ooz (5.34)
Combinando (5.32), (5.33) y (5.34) llegamos a la siguiente desigualdad:
lem = ¥nllige < C(lom = @allizge) + T4 m = Yullzge (5:39)
+ Tt — Ul 02), (5.36)

valida para cualquier par admisible (a,b), donde C = C(a,p, q). Eligiendo
(a,0) = (¢,p) ¥ (a,b) = (c0,2) en (5.36) hallamos

_2
[Ym = Yallxge < C (lom — enllzams) + max{T>"%, T2} o ~ tul| s ) -
Entonces, tomando Ty < min{1, c~Y (2_%)} obtenemos
|9 — %IIX;; < O Dlem ~ ¢nllroes)- (5.37)

Finalmente, usando (5.36) y (5.37) y las inyecciones continuas de L¥F y L3?
en X+¥ deducimos

”wm - 1/)77,”[,‘;:05 < C(CL, b, q) ”<Pm - @nIILz(R‘?')'

Por tanto, hemos probado la existencia de una funcién de ondas limite v tal
que

Yo — ¥ en LY N L2 (5.38)

Puesto que la sucesién ¢, pertenece a C([0, To]; L*(R®)) y la norma L? se
conserva, la convergencia en L{,’%’z implica que

¥ € C([0, Tol; LA(R%)), |19t Mlrewey = ol 2@y < M. (5.39)

Iterando el proceso anterior con datos iniciales ¥(Tp), ¥ (2Tp), ..., podemos
cubrir toda la recta real y obtener (5.38) y (5.39) para todo T > 0 de
manera que

Yn =P en Linw v € C(Ry; L(RP)).
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Veamos que la funcién limite ¢ verifica la ecuacién de Schrédinger. Para
n € NyteR, tenemos

. 0 R?

Las propiedades de convergencia de v, en C(R,; L?(R?)) nos proporciona
Yn =, At — Ay en D'(Ry x R®), cuando n — oo. (5.41)

Ademss, el Lema 5.17 (ii) implica que

Valthn)thn — V[t en L};2. (5.42)

Por otro lado, la convergencia ¢, — % en L{® nos conduce a,

Vi[Wn]tn — Vi[yJw en LLY, (5.43)

donde se ha usado 5.17 (i). Puesto que todas las convergencias (5.40)-(5.43)
se mantienen al menos en D'(R; x R3), la ecuacién de Schrodinger

0 k2
ihsth = —o— D+ V()Y

se verifica en el sentido de las distribuciones. Esto concluye la primera parte
de la demostracién. Para probar unicidad tomamos dos soluciones Yy
en principio diferentes. Estimando de la misma forma que en la parte de
existencia podemos demostrar que

HT/) - J”X,%b < C(Q7 p)”i/)(O, ) - J(O’ ')HLz(R"’))

lo que implica que, si verifican la misma condicién inicial, han de ser iguales
en [0, Ty]. Iterando el argumento y usando la continuidad demostrada con-
cluimos que la unicidad es global. La dependencia continua respecto de los
datos iniciales también se puede demostrar facilmente aplicando las mismas
técnicas usadas para demostrar existencia. (|

5.5 Minimo estacionario. Estabilidad de Lia-
punov
En las secciones restantes centraremos nuestra atencién en el modelo atracti-

vo. Mostraremos que la solucién estacionaria de Lieb del sistema de Schrodin-
ger-Poisson es también un minimo para nuestro funcional de energia (5.11)
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y que es estable en el sentido de Liapunov. Obsérvese en primer lugar que
toda solucién estacionaria del sistema SP lo es también del sistema SPM,
entendiendo por solucién estacionaria aquella en que el potencial V es inde-
pendiente de ¢ y la funcién de ondas es de la forma (¢, z) = e~*t¢(x) para
cierto parametro real e.

Teorema 5.11 La energia asociada al sistema SPM formulado en H'(R®)
tiene un minimo dado por la solucién de Lieb 1p;. Ademds, el funcional de

energia es un funcional de Liapunov y por lo tanto ¢y es un minimo estable
del sistema SPM en H'(R?).

Demostracién. A partir de la definicién de la energia total (5.11) de nuestro
sistema observamos que el término & [ |8,P|* es positivo y, por lo tanto, es
evidente que

E[,P1> E¥ Bl 7|, ,_,

p e [ b(t, ) u
- . AL 40 nd Q2 2 .
m/R3|V7,/J|dx+47r/de1v’P(/R d' |dz+ £ [ 0?PPde

WERET

Minimizamos entonces el funcional auxiliar E y luego comprobamos que el
minimo coincide. Calculamos la primera componente de la ecuacién de Euler-
Lagrange por variacién de E respecto de P y obtenemos

DpE=-Ltvy [tz )|2d "+ uPP =0 (5.44)
4r Jrs |z — 7| ’

donde Dp denota la derivada de Fréchet respecto de P. A partir de la

ecuacién (5.44) deducimos la relacién divP = ~(e/€)[s)|2. Por lo tanto,
sustituyendo este valor, obtenemos que

R? 2 [, )%y (¢, =) ,
miny pE > rmnd,{2 / \Vy(t,z)|* dz— o ] d(z,z') 3,
(5.45)

que es justo el funcional de energia de Choquard. Como hemos anunciado en
la introduccién de esta memoria, este funcional tiene un infimo v, construido
por E. Lieb en [49]. Puesto que este valor minimo se alcanza en una solucién
estacionaria, que por lo tanto es solucién del sistema de SPM, el funcional
de energia asociado al sistema de SPM, toma también este valor y, dado que
estd por encima de F, éste es también su minimo.

Veamos que E es un funcional de Liapunov. Puesto que % es un minimo
de E en H'(R®), ello implica que E es definida positiva en un entorno de ;.
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Ademds, puesto que la energia se conserva, se tiene que la variacién total
respecto del tiempo es nula

d
S0, Pl®] =0,

para cada v solucién del sistema SPM y por lo tanto E es un funcional de
Liapunov. Con ello, concluimos la estabilidad de la solucién estacionaria de
Lieb. d

La solucién de Lieb posee algunas propiedades de simetria respecto de la
funcién de ondas, a saber: transformaciones de fase, traslaciones y rotaciones.
Esto significa que si llamamos al minimo como %;(z) con energia E; =
E[ty1), entonces ey, , ¢¥(z — a) y ¥r(R™'z) tienen la misma energia Ey,
independientemente de la fase a, el vector de traslacién a y la matriz de
rotacion R. Estas propiedades concuerdan con las propiedades de invariancia
del funcional Accién estudiado en la Seccién 5.3, y son vélidas para cualquier
funcién de ondas, sea 0 no el minimo. Esto significa que existen ciertas
variaciones en torno a ¥ que verifican

%=Z—f=%=0, Va,ay R,

lo que hace que la segunda variacién (y de hecho todos los érdenes) entorno a
la solucién de Lieb sean cero. Existen pues 1+3+3 = 7 formas nulas, corres-
pondientes a transformaciones de simetria del minimo que no corresponden
con verdaderas deformaciones. En lo que sigue identificaremos cualesquie-
ra dos soluciones que difieran en una transformacién de simetria del tipo
descrito como pertenecientes a una misma clase.

5.6 Estabilidad lineal para el polarén

Nos proponemos establecer la estabilidad lineal del polarén dependiente del
tiempo en torno a la solucién de Lieb. Recordamos el sistema acoplado de

ecuaciones
Q2e?
€

R(AV) + Q2 (AV) =

: h?
Zhat’d) = —%A’w + V’l/) .

1%,

Una solucién estacionaria, como acabamos de ver, es la solucién de Lieb

di(t,z) = e or(z),
V(t1x) = VL("I"))
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que verifica el problema no lineal de valores propios. Ello sugiere tomar una
linealizacién en torno a esta solucién y demostrar la estabilidad lineal de la
solucién de minima energia. Para ello, proponemos una solucién de la forma

Y(t,z) = ettt (¢L(a:) + n(t,x)) ,
Vit,z) = Vi(z) +&(t, ),
siendo 7(t, z) y £(t, ) fluctuaciones en torno a la solucién de Lieb. Suponien-

do que estas fluctuaciones son pequefias obtenemos el sistema linealizado de
ecuaciones

Q2 2
0}(06) +9°(A8) = 2——1Re(n)
2
thoym = —%An + (Vo —er)n+ ¢:€.

Descomponiendo la fluctuacién 7 en parte real e imaginaria, = Re(n) +
ilm(n), proponemos la siguiente forma para 7:

Re(n)(t,z) = oa(z)e™™ + a(x)e™, (5.46)
Im(n)(t,z) = Blz)e ™" + B(x)e™, (5.47)
£t z) = o(z)e™™ +5(x)e™, (5.48)
de manera que obtenemos el sistema
h2
—thwa = —%A,B + (VL - 6L)B
ﬁ2
+ihwp = —%Aa + (VL - GL)OZ + ¢ro
02e?
Q2 —wHhAo = 2—a¢r (5.49)

Eliminando o de (5.49) obtenemos la siguiente ecuacién para o,
R2w?Bla = Ba + 2L£¢LA‘1(¢La) (5.50)
02 —w?e ’
donde B es el operador

h2
B = —%-Az + (VL - EL),

que es definido positivo en un entorno de 0 como veremos de inmediato en
la Proposicién 5.5. Multiplicando (5.50) por & e integrando con respecto a
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obtenemos la siguiente ecuacién bicuadratica para w
RPw'(B e, a) — w?((Ba, o) + PO (B a, o))
2
+0*((Ba, @) + 2%(A‘1(¢La), éra)) = 0. (5.51)

El discriminante de esta ecuacion
h2e2Q)?

€

A = ({Bo,a) — B2Q0%(B la,a))? - 8 (A7 (¥10), Upa) (B e, a)

es estrictamente positivo, lo que nos dice que w? es real.
Veamos que, de hecho, w es real. Para ello basta ver que w? + w? vy w?w?
son positivas, siendo w? y w? las dos soluciones de la ecuacién cuadritica.

Primero calculamos

(Ba, o) + h2Q*(B~1a, a)

w? + wl = 7(6a,a) >0, (5.52)
y por otro lado
2 2 02 e 1
wiwy = h—zm(w% @) + 2= (A7 (¢re), $10)). (5.53)

En el siguiente resultado se demuestra finalmente que wiw? es positiva y que
B es definido positivo.

Proposicién 5.5 En un entorno de 0 se verifica

2
(Ba, ) + 2%(A‘1(¢La), dra) > 0.

Como consecuencia, B es definido positivo en el mismo entorno de 0.

Demostracidn. Consideramos una pequefia perturbacién 6(¢,z) € R de la
energia en torno a ¢r. Puesto que la energia de Lieb est4 dada por (5.45):

e [ [ )Py, )

87E Jre lz — 2|

h2
B(y) = 5 /R Ve Pdo- dzdz’ > E(¢y) = By,

podemos calcular la energia total de ¥ = ¢ + ¢:

_ P 2 e [ |¢1(2)Plgr(z) :
E(¢r+6) = %/1;3 |V.¢L]? dz — e /RG Py drdz
2

+2 s ((_;—mA¢L + VL¢L)5(.’E) - €L¢L6(Z‘)) dz
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hz 2 2 Sz 2
+__/ lvz‘5|2 dr — € . |¢L(x)| l (l‘)l dr dz'
2m Jrs 47E JRs |z — 2|
2 Y !
_é [ alei@en@)ie)
27E Jro |z — z!|
e /R 18(@)Pdz — o(6?), (5.54)
donde hemos sumado y restado la cantidad
_ 2
~2¢; /]R  61(z)Re(8(x))dz = ¢ /R 18()Pdz,
cuya doble expresién es consecuencia de la normalizacién ||¢||r2gs) = [|¢ +

6||z2(rs) = 1. Notemos que los dos primeros términos de (5.54) constituyen
la energfa asociada a la solucién de Lieb (Ey) y que el tercero es nulo puesto
que ¥, es una funcién propia solucién del problema de valores propios

h2
—2—A¢L +VidL = €erdr.
m

Por tanto, gracias al resultado de Lieb el resto de la expresién (5.54) ha de

ser estrictamente positivo, pero como los dltimos términos son de segundo
orden en ¢, para |d| suficientemente pequefio, ha de verificarse

I NS (Vi — e)6.8) + (ZEAY(6,5). 618) >0
(% +(L_€L)a>+<? (¢16),98) > 0.

Tomando § =Re(e) y § =Im(c) y sumando obtenemos finalmente

0 < (BRe(a),Re(a))+ 2%2(A‘1(¢LRe(a)), érRe(a))
+{(Blm(a), Im(a)) + 25 (A7 (¢1m(a), ¢11m(a)
= (Ba, o) + 2%_2(A_1(¢La), Pro),

que es el resultado deseado. O

La informacién obtenida en (5.52) y (5.53) nos permite concluir que w ha
de ser real. Entonces, a partir de las expresiones (5.46)-(5.48) deducimos el
siguiente resultado de estabilidad.

Teorema 5.12 La solucidn de minima energia del sistema SPM es lineal-
mente estable en H!.
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Capitulo 6

Modelo generalizado de campo
medio para el polarén

En este Capitulo generalizaremos el modelo propuesto en el Capitulo anterior,
también con un enfoque de campo medio, para estudiar el movimiento de
cargas a través de un cristal ionizado. Consideraremos el caso mas general
en que los iones interaccionen todos con todos de forma eldstica a través de
una una constante de elasticidad dependiente de la distancia entre ellos, lo
que daré lugar, en el limite del continuo, a un término no local de convolucién
con el nicleo de recuperacién. Tras la deduccién del modelo realizaremos un
estudio riguroso de existencia y unicidad, asi como su formulacién variacional.
Los contenidos de este Capitulo han sido desarrollados a modo de articulo
en [56].

6.1 Introduccion y comentarios

Al igual que en el Capitulo anterior, consideramos que el campo eléctrico
producido por el electrén que atraviesa el cristal, produce en este una pola-
rizacién local. Reciprocamente, el campo total de polarizacién ejercer una
fuerza sobre el electrén. La fuerza ejercida por el electrén es de tipo elec-
trostatico, por lo que repelera los iones negativos y atraera a los positivos.
Consideraremos que los iones se comportan como osciladores clasicos acopla-
dos, de tal manera que, no sélo interactiian dos a dos con sus inmediatos en
la red cristalina como en el caso estudiado en el anterior Capitulo, sino que
cada ion interactia con todos los demads iones de la red. Con la idea de bus-
car el maximo realismo, consideraremos que iones de igual carga se repelen
y los de distinta carga se atraen. Pero evidentemente la interaccién ha de
depender de la distancia entre los iones; para denotar esta dependencia intro-

117
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ducimos un nicleo de recuperacién K (r) que medir4 la constante elastica de
recuperacion entre iones a distancia 7. El resultado, como veremos, serj la
aparicion de un término de convolucién con este nicleo en la ecuacién para
el potencial, manteniendo el término de “memoria” que habiamos deducido
en el Capitulo 5.

Organizaremos este Capitulo como sigue. En la Seccién 6.2 daremos la
deduccién del modelo a partir de los principios bésicos expuestos y conside-
rando de nuevo que en el limite del continuo el movimiento de los iones se
correspondera con el campo clasico de polarizacién. Veremos brevemente co-
mo el modelo generaliza tanto al usual sistema de Schrodinger-Poisson (véase
por ejemplo [18]) como al deducido el Capitulo previo. Daremos también,
para completar el modelo, su formulacién variacional y deduciremos las can-
tidades conservadas asociadas usando el Teorema de Noether. En la Seccién
6.3 estudiaremos la existencia y unicidad de soluciones con condicién inicial
en H'. Mostraremos que el sistema est4 bien planteado bajo la suposicién
natural de que el niicleo de recuperacién es L' de forma que decrezca en infi-
nito. Asimismo mostraremos que la energia esta bien definida y se conserva
a lo largo de la evolucién temporal.

6.2 Un modelo generalizado para el polarén

Recordamos brevemente la notacién utilizada para mostrar la dindmica del
cristal de iones. Tomamos de nuevo una red L en R® con respecto de la base
(a1, a9, a3), dada por

L={neR® : n=ma, +meay+msaz con (my, mg, m3) € Z%}.
Dividimos los nodos de la red segin la siguiente descomposicién

L* = {n = (my, ma, m3) € L tales que m, + m, + mg sea par },
L~ =L\L",

de manera que los iones con carga positiva y con masa M., en el equilibrio,
estén colocados en los nodos de L* y los iones de carga negativa y masa
M_ sobre los nodos de L~. Por lo tanto, la red es tal que cada ion positivo
estd rodeado por 6 negativos y viceversa. Suponemos ahora que cada ion
interactia con todos los demds iones de L con interaccién eldstica y con una
constante de recuperacién K que sélo depende de la distancia a cada ion.
Como ya adelantdbamos, y parece natural, esta interaccién serd atractiva
entre iones de distinta carga y repulsiva entre iones de igual carga. Entonces,
la dindmica de los iones cargados negativa o positivamente, con cargas M_
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y M, respectivamente, en presencia de un campo eléctrico externo £ queda
descrita por las siguientes ecuaciones

Mig'ne = = 3 K(n* 1)+ - &)
leL-
+ 2 K(In" =) (& — &) + ear (1),
leL+
Mg = = 3 K(n* =) (- - &)
leLt+
+ 3 K(n™ =) (- — &) — eba-(2),
leL-

para cada nt € LT y n~ € L, donde (—e) es la carga de los electrones.
Como en el anterior Capitulo, las funciones &,+ y &,- son los vectores despla-
zamiento respecto de la posicién equilibrio, dependientes del tiempo, en los
nodos n* y n” respectivamente. En el equilibrio los nodos n* estdn ocupados
por iones positivos y los nodos n~ por iones negativos. £,(t) es de nuevo el
campo eléctrico externo ejercido sobre el punto n y K(d) es la constante de
recuperacién entre iones a distancia d > 0. Restando ambas ecuaciones y
tomando el limite del continuo: a;, az, a5 — 0 llegamos ahora a la siguiente
ecuacién

MZE(,3) + [ Klle ~ u)E(t v) dy = e€(t,2), (6.)

donde M~ = M;'+ M-y el campo de desplazamiento est4 definido como

f(t7 )= lim (&n"‘ (t) — &n- (t)) .

a1,a2,a3—0

En primer lugar, hacemos notar que en el caso de interacciones sélo de
corto alcance entre los iones (lo que en el limite del continuo equivaldria a
un nicleo K cercano a la Delta de Dirac) recuperamos, salvo constante, el
modelo obtenido en el Capitulo 5.

La polarizacién del cristal iénico es debida tanto a las vibraciones de los
iones con respecto de su posicién de equilibrio, representada por el vector
&(t,z), como a su propia deformacién. No obstante, despreciaremos esta
segunda causa para poder escribir de nuevo P(t,z) = ep&(t, z), siendo j el
numero de iones por unidad de volumen.

El campo producido por el electrén con densidad de carga —e|v(t, ) |2 < 0
estd dado por la ley de Gauss £ = —VV, mientras que el potencial elec-
trostdtico se obtiene a partir de la ecuacién de Poisson AV; = e |y(t, z)[%.
Asi, el campo eléctrico se escribe como

£(t2) = e V.(T v, o) = v, [, B2

-
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donde I'(z) = ﬁﬁ es la solucién fundamental de —A en el espacio euclideo

tridimensional R®. Finalmente, llamamos Vj(t, ) al potencial electrostatico
producido por la polarizacién de los iones P(t,z) (que satisface VVp = P).
Tomando divergencia en la ecuacién (6.1) obtenemos

TAVe(t,2) + [ Klle - s)AVr(t) dy= - lw(t, ),

donde la constante y viene dada por u = M/(pe?) y el nuevo niicleo es K =
- K/M que hemos modificado para simplificar la notacién. De nuevo, hemos de
complementar esta ecuacién con la ecuacién de Schrédinger para la funcién
de ondas del electrén con un potencial V (¢, z) = —uVp(t, ), donde p es otra
constante introducida para simplificar (notamos que estas simplificaciones no
son las misas que las del Capitulo anterior). Hemos obtenido finalmente el
siguiente sistema acoplado de ecuaciones en derivadas parciales:

—Vtx )+ [ Kz - y)V(ty)dy = Ve@)(t2),  (6.2)
6 K2
ihet) = —o =AY + V. (6.3)

Por lo tanto, el nuevo sistema de ecuaciones a estudiar como modelo para
aproximar al problema del polarén es (6.2)-(6.3). Analizaremos las hipGtesis
sobre la funcién de ondas inicial 4(0,z) = (z) y sobre el nicleo K para
el buen planteamiento del problema. A la funcién X la llamaremos nitcleo
clasico de interaccién eldstica o simplemente nticleo de recuperacién. De
momento hacemos notar que, por construccién, K es no negativo y tiene
simetria radial.

Veamos a continuacién cual es la formulacidn variacional asociada a este
sistema. Definimos el Funcional Accién:

8=Aw43£(¢,$,V)dxdt,

donde la densidad de Lagrangiana estd dada por
LB V) = Mo - I vy~ VigP + Swvie - Lo, vv) v,
r ¥ - at m 9 t 2 z 3

bajo la notacién V; = a%V. Efectivamente, minimizando el Funcional Accién
S o, equivalentemente, calculando las derivadas en el sentido de Fréchet
(respecto del potencial V' y del conjugado complejo de la funcién de ondas
) e igualando a cero, obtenemos el sistema (6.2)-(6.3).
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Usando de nuevo el Teorema de Noether (véase [38] 6 [73]) obtenemos,
para cada grupo uniparamétrico de transformaciones que deje invariante el
funcional accién S, una ley de conservacién asociada al sistema (6.2)-(6.3).

En realidad, la variacién respecto del modelo anterior no afecta a las
simetrias o invariancias del Funcional Accidn, por lo que las cantidades con-
servadas son las mismas: la energia, la carga, el momento lineal y el momento
angular. Desarrollemos un poco los resultados de conservacién que usaremos
mas adelante.

Gracias a la invariancia con respecto a traslaciones en tiempo T,9(t, z) =
¥(t + 7,x), se obtiene la conservacién de la energia total

—_h__ 2 2 l 2 ' ‘
B= g V¥ + [ VIE+5 [ VU + (K5 9V) VY. (6.4)

El primer término es la energia cinética del electrén, el segundo es la energia
de interaccién entre el electrén y la red y el dltimo es la energia debida a las
vibraciones de la red.

A partir de la invariancia de S respecto de transformaciones de fase T,,1) =
e'*9, deducimos la conservacién de la carga total,

N= /R ot 2) da, (6.5)

que consideraremos normalizada a 1.

Las otras cantidades conservadas, que no usaremos en nuestro estudio en
este Capitulo, son el momento angular y el momento escalar, que se obtienen
respectivamente gracias a la invariancia respecto de rotaciones espaciales y
traslaciones espaciales (ver detalles en Capitulo 5).

6.3 Buen planteamiento del modelo,
existencia y unicidad

Como acabamos de ver, el movimiento de un electrén que interacciona con los
fonones de un cristal iénico puede ser descrito por la ecuacién de Schrédinger

'ha—w = —h—ZA v+Vy, lm ¢(t,z)=0 (6.6)
? at - 2m z ) |zj— o0 ’ — Y .
$(0,2) = (),
con un potencial V' = V(¢) dado por la ecuacién
2
%V + K, V = Ve(3), ' l,im V(t,z) =0, (6.7)
2v0,)=v(,) =0, (6.8)

ot
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estando ambos sistemas planteados para todo z € R3 y ¢ > 0. La hipétesis
(6.8) no resta generalidad al planteamiento general pues, como veremos, po-
niendo otras condiciones de contorno genéricas pero con buenas propiedades
de regularidad, los resultados que mostraremos siguen siendo ciertos. Dire-
mos pues que V' € C(0,T; L*(R?)) es solucién de (6.7)-(6.8) si verifica.

Vit,a)= | (- 9) (Ve(®)(5,2) — K 0 V(s5,2)) d, (6.9)

para todo ¢ € [0,T]. La diferencia esencial con el sistema de SP o el de SPM
que podemos apreciar aqui, es que en este caso el potencial no estd dado
explicitamente en funcién de la funcién de ondas, sino sélo de forma implicita,
lo que supondrd una dificultad anadida para el estudio que pretendemos
realizar.

Comenzamos el estudio de la ecuacién (6.7). Para ello, y dado que la ex-
presion para V es sélo implicita, comenzaremos con un resultado puramente
técnico que nos simplificard la demostraciones posteriores de este Capitulo.

Proposicién 6.6 Sea K € L}(R®) y f € L*(0,T; L*(R®)), para algin p €
[1,00] y T > 0. Entonces, eriste una funcidon Z € C(0,T; LP(R®)) tnica
solucidn de la ecuacion

t
Z(t,z) = /0 (t = 5)(£(5,2) — K, Z(5,2)) ds, (6.10)
Yy una funcion creciente y finita C(t) tal que
@) 12wy < CO) [ 1705, aoiasy ds,

, 0
) [ 5520 ey < OO [ 156 losaey ds.

Por lo tanto, se verifica que

|1 Zllwieoor;Le@2)) < C(T) £ (8, )| w(o,r;Leme)) s,

para todo T < oo.

Demostracién. Observamos en primer lugar que, una vez que se haya probado
la existencia, la cota (i7) es una consecuencia directa de (i) usando

%(t,x) _ /Ot (f(s,il?) — K %5 Z(s,x)) ds
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y la hipétesis asumida sobre f. A continuacién fijamos un 7* > 0 tal que
T*%||K|lz < 1 y probamos existencia y unicidad en [0,T*] usando un argu-
mento de punto fijo. Definimos el operador

F:C0,T* L™(R?)) — C(0,T*; L*(R)),

dado por

F(Z)(t,z) = [ (- 5)(F(5,2) = K % Z(s,2)) ds

Observamos, en principio, que F' est4 bien definido puesto que K € L*(R3) y
f € L*(0,T; LP(R®)). Demostremos pues que F' es una contraccién sobre el
espacio de Banach C(0,T*; LP(R?)). Tomamos Z; y Z, en C(0,T*; LP(R®)),
entonces usando por este orden las desigualdades de Minkowski y Young
obtenemos

1F(Z1)(8,-) = F(Z2)(t, )|l ze e

t
< / (t = 8) 1K %5 (Z1 — Z2)|(s, ") | Locaeyds
T*2

||’C||L1(1R3)||Z1 Zy|| Lo (0,7 x®3)

para t € [0,7*]. Por lo tanto, F es contractiva y sabemos que tiene un
tinico punto fijo Zy € C(0,T*; LP(R?)) que ser4 la tnica solucién de (6.10) en
[0, T*]. Veamos ahora la propiedad (z) sobre este intervalo t € [0, T*] y, como
hemos mencionado, tendremos también demostrado (7). Usando de nuevo
las desigualdades de Minkowski y Young sobre (6.10) obtenemos

t
1Zo(t, Mlowey < /0 (& = ) F(s, Mizo@e) + T2 2 | Zoll oo o 20 () -

Por lo tanto, tenemos

| Zollze oz esy) < L1565, e,
( (R3)) 1— T*zllK:” (R3)

que, en particular, implica (7). Para extender el intervalo a [0, 2T*] definimos
un operador andlogo F sobre C(T*,2T*; L*(R%)) como

3Z0

F(2)(t,2) = Zo(T",2) + (t = T") ST +/ t—s)(f =K+ 2)(s,)ds,

que también estd bien definido gracias a las estimaciones hechas sobre Z,.
En este punto hacemos notar que si V'(0) o 8,V/(0) no fuesen nulas bastaria
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que estuviesen en L y aplicar la misma técnica de demostracién comenzando
con el operador de tipo F en lugar de F para obtener el mismo resultado. De
igual forma que analizamos F' podemos facilmente demostrar que F' es una
contraccién. Por lo tanto, existe una tnica solucién Z; € C(T*, 2T*; LP(R?)).
Definiendo Z como Z; sobre [0,T*] y como Z; en [T*,2T*] y usando las
propiedades de continuidad en el punto de conexién T* vemos que Z es la
tnica solucién de (6.10) en C(0, 27™*; LP(R3)). Para mostrar (i) en este nuevo
intervalo estimamos de la siguiente forma

1Z(t, ) o@sy < N1 Zo(T™, )| Lowey + T ”—Zo 1)

LP(R3)
t
+ [ = 5 (5, Msaeyds + T2 K| 1 2]z e 2o

Razonando de la misma forma y usando las estimaciones demostradas para
Zy obtenemos igualmente

t
12z amey < CT*, IKN) [ 155, lesces),

y por lo tanto (z) e (i7).

Iterando este argumento 7'/T* veces se deduce la existencia de una so-
lucién Z € C(0, T; LP(R?)) que es unica y verifica las estimaciones () e ()
enunciadas. O

La primera consecuencia de la Proposicién 6.6 es que para una funcién de
ondas v suficientemente regular y un nicleo de interaccién K en L! existe un
Unico potencial V' con buenas propiedades. M4s concretamente, usando las
estimaciones para el potencial electrostitico (de Poisson) Vg := —el *, (1¢)
demostradas por Illner, Zweifel y Lange en [44]:

Ve (¥, d)l|Lemre) < CllYl|2@ey o] m @),

obtenemos el siguiente resultado

Corolario 6.1 Dadas v y ¢ en el espacio L®(0,T; H 1(R?®)), entonces el
problema de Cauchy
2

gV T ¥V =Vew,6), lim V(ta)=0, (6.11)
0
EV(O’ ) = V(07 ) =

tiene una dnica solucidn V =V (¢, ¢) en C(0,T; L°(R?)) que verifica

IV (%, &)l oo (0,750 ®3Y)
< C(T |IKH @) 19Nl Lo o,z 2 ey |0l Lo 0,751 () - (6.12)
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Ademds, esta solucion es simétrica y bilineal con respecto a v y ¢, es decir,
para cada 9, ¢ € C(0,T; H}(R®)),

V(,0) =V(d,%), V(1 +92,8)=V(%1,0)+V(is,¢).
En particular, (6.7) tiene una inica solucidn dada por V(¢) := V (¢, ).

Antes de pasar al estudio de existencia y unicidad global de soluciones
del sistema (6.6)-(6.8) veamos algunas estimaciones adicionales sobre el po-
tencial, descomponiéndolo, al igual que en Capitulo anterior, en potencial
de corto y largo alcance. Usamos la misma descomposicién para el nticleo T’
dentro y fuera de una bola

0<xecCy

I'h= ]._‘C, I, = P(]. —X), donde { X(x) =1, |.’D| <1,

de manera que I' = I'; + I';. Definimos ahora el potencial de corto y largo
alcance (cuya existencia estard dada por la Proposicién 6.6).

Definicién 6.6 Dadas ¢ y ¢ en L=(0,T; H'(R?)), los potenciales de cor-
to y largo alcance Vi = Vi(¢,¢) y Vo = Va(¢, @) son respectivamente las
soluciones de

82
ﬁ‘/l + ’C *4 V1 = —Fl *p (1/)¢) (613)
32
éﬁvz + Kk, Vo = —Tyx, (v0) (6.14)

y verifican las condiciones iniciales (6.8). Ademds V; y V, son simétricas y
bilineales respecto de ¢ y ¢, y V, definida como

Vi, ¢) = Vi(v, ¢) + Va(8,¥),
es la solucidn de (6.11), para toda ¥, ¢ € C(0,T; H'(R®)).

Usaremos también algunas estimaciones para las derivadas del potencial
para poder demostrar el resultado final de existencia y unicidad.

Lema 6.18 Consideramos de nuevo ¢, ¢ € H'(R®) y Vi, V5 los potenciales
de corto y largo alcance. Entonces se verifica que:

(@) [IV2V1(¥, )| oo (0,752

< C(T, |VC||L1(R3))(||Vz¢||L2||¢||L3 + ||¢”L3||Vz¢||L2),
(42) IV2Va(®, )|l Leo(o,m;L4(r3Y)

< C(T, ||’C||L1(R3))(||Vz¢||L2||¢||L2 + ||¢||L2||Vz¢||L2),
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Demostracion. Usando la Proposicién 6.6, sabemos que las siguientes ecua-
ciones

62
GrU1 KU = —Tix V(gg),
62
é—tEUQ + K *z U2 = —F2 *g V('qus),

con datos iniciales (6.8), tienen una tnica solucién U; y U,. Derivando en
sentido distribucional en las ecuaciones (6.13)-(6.14), deducimos que, en rea-
lidad, U, y U, son las derivadas distribucionales de V; y Vs respectivamente
¥, por lo tanto, usando las siguientes estimaciones (consecuencia de aplicar
de nuevo las desigualdades de Young y Hélder),

IT1 o V(99)llzs < ITallo2 (| V222l @l e + 19112311 V2l 2),
IT2 s V(@)lize < [IT2llzeo (I Vatllzllg]lz2 + 191122l V222 ),

deducimos (7) y (i2). O

Ya estamos en condiciones de enunciar y demostrar el principal resultado
de este Capitulo.

Teorema 6.13 Sea ¢ la funcidn de ondas inicial en H 1(R®). Entonces,
eziste una unica solucion “mild” (1, V') del sistema (6.6)-(6.8) que verifica

P € C(0, 00; H(R?))
V € C(0, 00; L(R%)).

Ademds, es tinica en esta clase de funciones, el funcional energia (6.4) estd
bien definido y la energia se conserva a lo largo de la evolucidn temporal.

Demostracidn. En primer lugar demostraremos la existencia de una tnica
solucién en cierto intervalo maximal [0, Trn,,) (véase [62]) y posteriormente
demostraremos la existencia global en tiempo (esto es Tjnqz = 00) mostrando
de nuevo que no puede haber explosién de la norma || - ||z de % en tiempo
finito.

Parte 1. (Existencia local.) Demostraremos que existe un The; > 0 y un
par (¢, V) solucién del sistema que verifica

P € C(0, Trnaz; H'(R%)), V€ C(0, Tinae; L2 (R?)).

Para ello, usaremos el Teorema 6.1.4 del libro de A. Pazy [62]. Entonces, sélo
hemos de mostrar que el operador J() = V(1)) es localmente Lipschitziano
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en 7 pertenecientes a H*(R®) uniformemente sobre intervalos compactos de
tiempo.

A partir de ahora omitiremos el espacio R? en las normas I?(R%), H'(R?),
etc, para simplificar la notacién. Sean v, € H!, entonces tenemos

1) = J@)I7 = 1T (%) = (L2 + V2T (¢) = VoI ()72 =: a* + .

Para el primer término se tiene

a < (V@) = V(e)dllz +IV(8)(% — ¢)|lz2
< V@) = V(@)lzelldllze + V(B2 — ¢l 2

Entonces, usando (6.12) y la propiedad de bilinealidad mostrada en el Coro-
lario 6.1 concluimos

17 () = J(B)llze < CT, (1Kl 22 1811, 612 l19 — iz
Para estimar b procedemos como sigue
IVaV (@) = VoV (812 + V() Vetp — V($) Va2
1(VaV (@) = VoV () $llzz + V2V (9) (%~ 9) e
HI(V®) - V(@) Vatliz + [V (8) (Vo — V) ll2.

Descomponiendo V' en potencial de corto y largo alcance V; y V5 podemos
escribir

b < (V@) = V(@) oo llze + [ V2Va(w) — VaVa(d) a1l
HIVVi ()28 llY — Bllzs + |V Va(d)l el — ¢lle
HIV () = V(@)= IVatbllze + V()= Vetp — Va2

Finalmente, las estimaciones (z) y (i¢) del Lema 6.18, la bilinealidad, la desi-
gualdad triangular y la inclusién de Sobolev H' C L?N LS nos proporcionan

b < C(T, IKllzy, 11z, 111E) 1% = dllas.

Combinando ahora las estimaciones de a y b deducimos la propiedad de
Lipschitzianidad anunciada

17() = J (@)l < C(T, [IKlIze, (11, 181171 — &l o,

que concluye la demostracién de existencia y unicidad local de solucién.

b

IN A

Parte 2. (Existencia global.) Sabemos que Ty, < 00 si y sélo si la solucién
explota en norma H'! en tiempo finito. Por lo tanto, sélo hemos de demostrar
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que ||¢(2, -)|| 1 estd acotada sobre intervalos acotados de tiempo para concluir
que nuestra solucién local es, en realidad, global y tnica en C(0, oo; H'(R?)).
Recordamos en primer lugar que {|[4(t, -)|| L2rs) = ||¢ll22(re) y2 que la car-
ga total se conserva (6.5). Por lo tanto bastars con controlar el gradiente de
¥. Usaremos para ello la conservacién de la energia total y demostraremos
simultdneamente que la energfa estd bien definida y que ||¢(¢, ) ||z estd aco-
tada en intervalos compactos. Usando la desigualdad de Young obtenemos

Ve(@)(: Mz < ITallz2llo, Mz + (T2l sl (2, )22

Recordamos que I'y € L?(R?) @ p € [1,3) y I, € LY(R®) & ¢ € (3,0].
Entonces, usando la Proposicién 6.6, la conservacién de la carga y el embe-
bimiento H' C L? N L% obtenemos

£
V@)t e < O [ {1+ l1ts, i) ds. (6.15)
Andlogamente, para las derivadas, obtenemos

IVVe(@) (& ez < IVTllzersliv, Izs + VTl L2192, )12,

donde es esencial que VI'; € I*(R®) & p € [1,3/2) y VI, € LY(R?) &

g € (3/2,00]. Usando ahora que ||9||Z: < |[9lzell¢llzs < [[9llell¥llmn, 1a
conservacion de la masa y aplicando la Proposicién 6.6 deducimos

IVV@) &l SO0 [ (14106, )llm)ds,  (616)
IVViC) ()l < O) [ (1+ 105, M) ds.— (6.17)

Las cotas (6.15), (6.16) y (6.17) dan inmediatamente la buena definicién del
funcional de energia

R

Bt)=5- [

1
2 2 = 2 .
Vol + [ VIBE+5 [ IV +(C 5, YY) - V.

Entonces, usando la conservacién de la energia (6.4), podemos estimar como
sigue

h
s IVeE iz < EQ©) + V@), Mzl )l
1 1
+5 V(e liZe + SIKIL IVV (&, llze.

Finalmente, usando (6.15), (6.16) y (6.17) y la conservacién de la masa ob-
tenemos

It B < O +C) [ 19ls, Minds,
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lo que implica el resultado deseado, via el Lema de Gronwall. O

Nota Podemos extender el resultado de existencia y unicidad al sistema
con dato inicial en el espacio natural de definicién L?(R®). Es consecuencia
inmediata de las técnicas aplicadas en el Capitulo anterior a través de las
desigualdades de Strichartz en espacio y tiempo y de la Proposicién técnica
6.6. Podemos probar de igual modo que los potenciales de corto y largo
alcance satisfacen propiedades de Lipschitzianidad en los mismos espacios
L%(0,T; LP(R®)) del Capitulo 5, con (g,p) pares admisibles. También se
ganard cierta regularidad para la funcién de ondas ¢, resultando ¥(t,-) €
L?NL8(R®) para todo t > 0 bajo hipéStesis de acotacién de |z|y en L2. Puesto
que este resultado es una mera extension técnica no lo desarrollaremos en esta
memoria.
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