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Aproximado

Indica ‘estimador de’. Por ejemplo: 0 representa al estimador del
parametro genérico 0O .

Indica derivada respecto al tiempo. Por ejemplo: x es dx/d¢

Se aproxima, se distribuye o converge

Condicionamiento. Por ejemplo: v(x)x=x; equivale a expresar
v(xx)

Valor absoluto de x.

Norma euclidea del vector u

Error de tipo I asociado a la inferencia estadistica. (1I-e)
representa el nivel de confianza.

En la BST. Constante aparente de velocidad en el influjo de x; (o
relativa a una etapa v;).

En la BST. Constante aparente de velocidad en el eflujo de x; (o
relativa a una etapa v;).

Determinante asociado a una matriz cuadrada

Cofactor del elemento a;;

Numerador de Cramer para la k-ésima soluci6n de un sistema de
ecuaciones lineales {algebraicas).

Coeficiente canénico de primer grado

Gradiente canénico. Vector columna de componentes v
Autovalor (o valor propio) i-ésimo asociado a una matriz
cuadrada.

Espectro de la matriz cuadrada G

Matriz diagonal (genéricamente, obtenida por diagonalizacion)
Gradiente de la funcién f{x)

Parametro y vector de pardametros (genéricos)

Derivada y derivada parcial

Simbolo producto

Anillo de los polinomios de primer y segundo grado en espacio
doble logaritmico

Simbolo sumatoria.

Matriz de varianzas-covarianzas poblacional relativa al vector x.
Vector de variables canénicas con coordenadas &

En la BST diferencia entre los ordenes cinéticos aparentes
relativos al influjo y eflujo sobre y desde una variable x; cuando
su variacion se expresa en forma de sistema S.

Matriz de elementos a;
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Matrices relativas de coeficientes relativas al estado estacionario
de los sistemas S. La primera alude a las variables dependientes
y la segunda a las independientes.

Constante aparente de velocidad

Operador covarianza entre las variables x e y

Coeficiente de variacion muestral para la variable x.

Perturbacion aleatoria

Esperanza matematica (de la variable aleatoria x o del vector
aleatorio x)

Error cuadréatico medio

Estimacion o estimador de minimos cuadrados ordinarios
Ordenes cinéticos aparentes relativos a un influjo sobre la
variable x; en la BST

Coeficientes de primer grado del ajuste cuadratico

Coeficientes de segundo grado del ajuste cuadratico

Matrices de elementos gj;. La segunda alude a la etapa i-ésima.
Funcién que actia como orden cinético aparente en los modelos
de segundo grado (genérica o relativa a influjos)

Coeficiente agregado.

Estimador puntual del coeficiente g;

Ordenes cinéticos aparentes relativos a un eflujo desde la
variable x; en la BST

Accidn de masas generalizadas

Representacion de primer grado para un sistema GMA
Representacion de segundo grado para un sistema GMA
Coeficientes de primer grado del ajuste cuadratico (eflujo)
Coeficientes de segundo grado del ajuste cuadratico (eflujo)
Matriz de elementos 4. La segunda alude a la etapa i-ésima.
Funcién que actiia como orden cinético aparente en los modelos
de segundo grado (relativa a eflujos)

Constante de inhibicion

Constante de Michaelis-Menten

Constantes cinéticas

Vector columna de componentes /;

Logaritmo natural de la variable x; estandarizada por su valor
nominal x;.

Matriz de observaciones de /)

Matriz de ganancias logaritmicas respecto a las variables
Ganancia logaritmica de la variable de cencentracion
(dependiente) X; respecto a la variablc de concentracion
(independiente) X;.

Matriz de ganancias logaritmicas respecto a los flujos.

Ganancia logaritmica del flujo v; respecto a la variable de
concentracion (independiente) X;.
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€% 0,

(%)

inicial
v; U(t)

v{(x)
Vi |x=xg

V(x)

max

VPL1
VPL2
w = Inv(x)

WPL1
WpL2

Funcién de verosimilitud

Numero de variables independientes que constituyen un sistema.
Elemento de la posicion (i,j) de la matriz de incidencia.

Matriz de incidencia (con elementos m;))

Numero de variables dependientes que constituyen un sistema.
Numero de observaciones que constituyen una muestra
Distribucién normal de parametros py X.

Siglas de orden cinético aparente

Modelos basados en el formalismo de la ley potencial
desarrollando (en serie de Taylor) hasta los términos de primer
grado.

Modelos basados en el formalismo de la ley potencial
desarrollando (en serie de Taylor) hasta los términos de segundo
grado.

Varianza muestral de la variable x (denominador N)

Cuasivarianza muestral de la variable x (denominador: N-1)
Covarianza muestral entre las variables x e y

Matriz de varianzas y covarianzas muestral relativa al vector x
Se utiliza indistintamente para aludir a la variable tiempo o las
observaciones experimentales. Como superindice indica
trasposicion.

Valor inicial de la variable tiempo

Valor final de la variable tiempo

Perturbacién aleatoria del modelo lineal (vectorial vy
puntualmente)

Etapa de velocidad (en escala cartesiana) i-ésima como funcién
del vector de variables x.

Valor de v; condicionado a que el vector de variables x toma el
valor x;

Velocidad neta (como agregacion de etapas parciales) en escala
cartesiana y como funcion del vector de variables x.

Velocidad méxima (segun la formulacion de Michaelis-Menten)
Aproximacion potencial de primer grado en escala cartesiana
Aproximacidn potencial de segundo grado en escala cartesiana
Transformacion logaritmica de la variable velocidad de reaccion.
Velocidad neta en coordenadas logaritmicas (como agregacion
de etapas parciales)

Aproximacion potencial de primer grado en espacio logaritmico
Apreximacion potencial de segundo grado en espacio
logaritmico

Matriz de observaciones de w

observacion de w en el instante ¢
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X, =x;/x;,, Cada nodo se identifica con x (minuscula). X representa su
estandarizacion con el valor nominal
L Valor nominal (centro de aproximacion) del nodo x;

Convenios

e Los vectores y matrices se escriben siempre en negrita
e La explicacion de las tablas y figuras, se hace siempre en el texto. Aunque
siempre se acompaiia, a pie de figura o como cabecera de tabla, una indicacion
de lo presentado.
e Lanumeracion de las figuras, tablas y ecuaciones es como sigue:
[capitulo].[apartado].[nimero de ecuacidn, tabla o figura]
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Desde que Wilhelm Kiihne acufio en 1878 el término enzima, los espectaculares
avances en el campo de la Bioquimica, han llevado a detectar y purificar cientos
de estas moléculas que soportan gran parte de la responsabilidad de hacer que la
vida sea vida.

Durante mas de un siglo de investigacién, se ha puesto de manifiesto su
implicaciéon en pricticamente todos los procesos que suponen el trasiego de
materia y energia que deben realizar los organismos vivos. Asi mismo, se ha
evidenciado el efecto de millones de afios de evolucién —fuerza impulsora de la
optimizacion de estos procesos. Como resultado, los seres vivos aparecen
organizados a modo de una compleja red de reacciones catalizadas
enziméticamente, en donde tienen lugar sofisticados sistemas de control.

En este siglo de investigacion bioquimica, se ha conseguido desenmarafiar
esta red hasta el punto de poder identificar conjuntos de procesos con cierta
identidad funcional. Son lo que hoy conocemos como rutas metabdlicas.

Sin embargo, hasta ahora la investigacién se ha llevado a cabo desde un
punto de vista analitico, seglin el cual, el entramado metabélico se descompone
en partes que se puedan analizar de forma aislada. Tal proceder, ha conducido a
caracterizar el mecanismo de accién de multitud de enzimas. Desde luego, la fase
analitica (reduccionista) es una fase obligada, puesto que gracias a ella es posible
llegar a un nivel de entendimiento suficientemente vasto como para afrontar una
subsiguiente fase sintéiica (construccionista), que permita conocer de qué forma
se ensamblan los componentes para constituir e/ fodo.

Sin embargo, esta fase sintética no ha despuntado hasta finales de los afios
60. Los primeros trabajos se deben a Higgins (1959; 1965; 1963), quién asume
que la mayor parte del esfuerzo en el conocimiento de la célula se ha hecho en un
sentido descriptivo y desde un punto de vista estatico. Higgins (1963), propone la
dindmica celular como punto de partida para el estudio del conjunto de
fenémenos que tienen lugar a nivel celular y que son eminentemente dindmicos
(por ejemplo, la division celular, la absorcién y eliminacién controlada de
sustancias, etc.).

Para Higgins (1965), la dinamica celular puede tratarse en los mismos
términos que los usados en otras disciplinas cientificas para estudiar a los
sistemas dindmicos. Una de estas disciplinas, especialmente apropiada, es la
ingenieria electrénica y de sistemas de control. El fundamento dec la analogia,
reside en que la descripcion formal del sistema bajo estudio viene dada de la
misma forma: en términos de ecuaciones diferenciales. Por tanto, el lenguaje
(matematico) es el mismo, y a partir de €l se podran derivar aspectos que seran
comunes a todos los sistemas —con independencia de su naturaleza—, pues
formalmente, todos son sistemas dindmicos.
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La introduccion de conceptos tomados de la ingenieria electrénica ha sido
paulatina. En un principio, términos como control o retroinhibicion, tienen un
significado mas vago. En este sentido, Higgins (1965) destaca la necesidad de
establecer definiciones precisas, en el terreno de la bioquimica, de manera que
sea posible aplicar los conceptos acuflados en otras disciplinas al estudio de la
dindmica celular.

Sin embargo, la idea de desarrollar una disciplina que aborde la dindmica
celular, tal y como propone Higgins, no es (en los afios 60) totalmente nueva. A
finales de los afios 20 Ludwig von Bertalanffy escribia:

“Ya que el caricter fundamental de un objeto viviente es su organizacion,
el acostumbrado examen de las partes y procesos aislados no puede
darnos una explicacién completa de los fendmenos vitales. Este examen
no nos informa acerca de la coordinacién de partes y procesos”.

(véase Bertalanffy, 1978). Este principio se plasmo en lo que Bertalanffy
denominé una biologia organismica, preocupada por descubrir las leyes de los
sistemas biologicos y que fue el germen de una nueva corriente cientifica: La
Teoria General de Sistemas.

El concepto de Teoria General de Sistemas, fue formulado por Bertalanffy
tras la Segunda Guerra Mundial, para aludir al desarrollo de una teoria l6gico-
matematica en base a la cual sea posible la formulacion y derivacién de aquellos
principios generales aplicables a todos los sistemas. Desde luego, habria que
concretar ahora qué es lo que se entiende por sistema ——aigo que no de momento
no es tarea facil, ya que de acuerdo con Savageau (1976), puede que sea uno de
los términos que mas significados admite en el vocabulario cientifico. Baste aqui
con la acepcion dada por Klir (1972):

“[...] entenderemos como sistema a la disposicién de componentes
ligados por interacciones y que forman un todo.”

Muchos de los aspectos de la Teoria General de Sistemas son asumidos

por otros autores en un intento de descubrir y formular conceptos generales y

relaciones logicas peculiares de los sistemas vivientes. Un claro ejemplo se puede

encontrar en los simposios organizados desde 1966 a 1968 por la Unidn

Internacional de Ciencias Biologicas (véase la compilacion de Waddington,

1969). En estas sesiones toma cuerpo la identidad de sistema bioldgico como

sistema complejo. El significado de sistema complejo se puede establecer a partir

de la clasificacion sugerida por Levins (1969), quien propone dividir a los
sistemas complejos como:

e Sistemas agregados: en el que las propiedades del conjunto son el resultado
estadistico de las propiedades de las partes individuales. Las propiedades
individuales afectan a las propiedades del conjunto solo en tanto que son parte
de un promedio o de una varianza.

e Sistemas compuestos: en estos sistemas, el modo en que las diferentes partes
se ensamblan para formar el sistema determina las propiedades de éste, de
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modo que las propiedades sistémicas no son ya meras derivaciones estadisticas
de sus componentes.

* Sistemas en desarrollo: se trata de sistemas en los que los subsitemas
componentes se han desarrollado conjuntamente y ya no son siquiera
separables de una manera obvia; sistemas en los que resulta conceptualmente
dificil decidir cuales son los subsistemas componentes.

En esta clasificacion esta implicita la clara delimitacién del sistema, sin
embargo, de acuerdo con von Bertalanffy, los sistemas biologicos se caracterizan
por presentar un alto grado de interaccion con el medio en el que se encuentran,
es decir, son sistemas abiertos. Un problema esencial al estudiar un sistema
(complejo) abierto es su propia delimitacion, ya que la necesidad de mantener la
totalidad pugna con la de reducir su complejidad. Como apunta Savageau ( 1976),
el requerimiento de la totalidad induce a considerar el mayor numero posible de
elementos e interacciones para caracterizar al sistema, lo que puede hacer que,
una vez conseguida esta caracterizacion, el resultado sea inabordable desde un

punto de vista interpretativo. Esta idea es la misma que transmite Pattee (1969) al
afirmar:

“[...] desde luego necesitamos conocer el mecanismo de los procesos;

pero cuantos mas detalles aprendemos sobre ellos, menos razonable

parece cualquier teoria acerca del origen de la organizacion que integra
€s0S mecanismos”.

Savageau (1976) sugiere tres tipos de simplificaciones que ayudan a
delimitar el sistema mediante la reduccién de su complejidad:

* Simplificaciones espaciales: basadas en las restricciones espaciales o
topologicas, por ejemplo la especificidad del enzima por su sustrato o la
compartimentacion de procesos.

* Simplificaciones temporales: basadas en los niveles de actividad en el tiempo
sugeridos por Waddington y que van desde el nivel evolutivo, cuya escala
viene dada en millones de afios, al nivel bioquimico y biomolecular, cuya
escala viene dada en milésimas de segundo.

* Simplificaciones funcionales: basadas en el hecho de que ciertos procesos de
naturaleza reguladora tienen como resultado de su funcionamiento el
mantenimiento de ciertas constantes que, por no aportar informacion, pueden
ser eliminadas en la especificacion del sistema.

Estas simplificaciones estan basadas en una organizacion jerarquica que
parece ser inherente a los sistemas bioldgicos. De acuerdo con Pattee (1969), la
existencia de funciones dependientes del tiempo constituye la caracteristica
esencial de la organizacion jerarquica y una de las funciones generales de las
jerarquias es simplificar una situacion compleja, puesto que a los niveles de

organizacion de los sistemas jerarquicos, se asocian los niveles de descripcion,
(Mesarovic, 1970).
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A las simplificaciones consideradas por Savageau, habria que afiadir la
necesidad de una mas. Dado que a la complejidad ontoldgica, la inherente a los
sistemas reales, va intimamente ligada la complejidad semidtica, la de nuestra
descripcion, es necesario considerar una forma adicional de simplificacion:
aquella que permita hacer una representacion, a través de la formalizacion, del
sistema bajo estudio. Aqui es donde entra el concepto de modelo, algo que Levins
(1969) sittia muy bien al decir:

“[...] el tinico modo de comprender un sistema complejo es estudiar, a
cambio de lo anterior, alguna otra cosa. Y esa otra cosa es un modelo. «

Actualmente, las ideas aqui expresadas han sido objeto de un notable
desarrollo. Desde las propuestas de Higgins, se ha avanzado mucho en la
incorporacién de los principios propios de la ingenieria de los sistemas de control
electronico en el campo de la bioquimica. En este sentido, a principios de los
afios 70 comenz6 a despuntar una metodologia que, a lo largo de estos casi 30
afos, se ha consolidado en lo que hoy se conoce como la Teoria de los Sistemas
Bioquimicos (BST).

Las directrices de esta teoria son las mismas que indicaba Higgins. Pero
sobre todo, son las propias de la Teoria General de Sistemas, ya que se puede
considerar a la BST como una respuesta a la biologia organismica de Bertalanffy.

Los instrumentos de la BST nacen de la teoria de control de sistemas, pero
pronto cobran identidad propia. Tal identidad la da el formalismo de la ley
potencial, verdadera piedra angular de la BST.

De manera fundamental, el formalismo resuelve el problema de la
complejidad semidtica, y pone a disposicion del investigador una serie de
clementos que, en principio, van a permitir caracterizar de manera eficiente, la
forma en que operan los sistemas bioquimicos.

La motivacion de esta tesis, viene dada por la confianza de su autor en que
la BST va a constituir un elemento clave en la investigacion bioquimica del siglo
que viene.

A nivel tedrico, como disciplina, la BST se encuentra en un estadio bien
avanzado. Pues sus 30 afios de desarrollo ha demostrado ser una herramienta
apropiada para caracterizar y explicar la forma en que se da buena parte de la
dindmica celular de Higgins.

Sin embargo, desde el punto de vista empirico, creemos que atin le queda
un buen camino por recorrer. Y es que, hoy por hoy, la BST ha incorporado
eficientemente las herramientas propias de la ingenierfa de sistemas, pero no lo
ha hecho, en ningn sentido, con l!as herramientas propias de la Inferencia
Estadistica. Algo cuya justificacion sobra, si se habla de una disciplina orientada
a analizar a los sistemas vivientes.
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El trabajo presentado esta dividido en cuatro capitulos:

En el capitulo primero se hace una introduccién a la Teoria de los
Sistemas Bioquimicos. En ella, se define el formalismo de la ley potencial, tal y
como ha sido desarrollado en el marco de esta teoria, y se hace una revision de
sus aplicaciones.

En esta introduccion, se pone de manifiesto como el formalismo de la ley
potencial es considerado siempre desde un punto de vista puramente analitico, y
no se tiene en cuenta la aleatoriedad implicita en toda investi gacion experimental.

En base a esta tltima consideracion, en el resto del trabajo se contempla al
formalismo de segundo grado desde el punto de vista de la metodologia de las
superficies de respuesta.

Por metodologia de las superficies de respuesta (MSR), se entiende a un
conjunto de métodos y técnicas de investigacion secuencial, en los que se
combinan elementos de disefio experimental y de regresion (Box y Draper, 1987).

Una parte importante de esta metodologia es el analisis de los modelos
polinémicos de segundo grado. El formalismo de la ley potencial puede verse
como un modelo polinémico de primer grado (si consideramos la transformacién
de las variables implicadas), y por tanto, susceptible de ser ampliado a un modelo
de segundo grado. Este es el contenido del segundo capitulo. En él, se desarrolla
el formalismo de segundo grado y se presentan las aportaciones que este tipo de
formulacién puede representar en el contexto de la BST.

El desarrollo del formalismo de segundo grado, implica la necesidad de
disponer de herramientas apropiadas para su an4lisis y la subsiguiente ampliacién
de su campo de aplicacion. Con este objetivo se ha comenzado a desarrollar un
paquete de soffware que se ha denominado SPL2. El tercer capitulo esta dedicado
a la presentacion de este programa. En él, un punto adicional de interés, es la
introduccién de la programacion orientada a objetos y su aplicacion al estudio de
los sistemas bioquimicos.

Finalmente, en el cuarto capitulo se consideran los principios que, desde
un punto de vista estadistico, deberian estar presentes en la BST y mas
concretamente en relacion con el formalismo de la ley potencial. En este sentido,
el campo de investigacion es amplio, pues hasta ahora no ha sido considerado en
absoluto. Es por tanto necesario, establecer un punto de partida para el desarrollo
de la BST de acuerdo con una orientacién mas empirica y asumiendo que las
bases teoricas, hoy por hoy, estan suficientemente consolidadas.
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Introduccion a la Teoria de los Sistemas Bioquimicos



1.1. Introduccién

1.1. Introduccion

1.1.1 Perspectiva historica de la Teoria de los Sistemas Bioquimicos

La Teoria de los Sistemas Bioquimicos (BST) se comenzé a desarrollar a partir
de los trabajos de Michael A. Savageau! publicados en 1969. Inicialmente, se
trataba de caracterizar los sistemas multienzimaticos mediante un formalismo
que, evitando la complejidad matematica intrinseca de los modelos clasicos que
describen la cinética enzimatica, permitiera reflejar las principales pautas de
comportamiento no lineal que caracterizan a estos sistemas. No obstante, a
medida que se iban consolidando sus principios, el campo de aplicacion de esta
teoria se ha extendido a una diversidad de sistemas biol6gicos en consonancia
con las propuestas realizadas desde la Teoria General de Sistemas.

Los inicios de la BST se rigen por las analogias entre los procesos
metabdlicos y los sistemas de control electrénico o mecénico, tal y como sugeria
Higgins (1965), de manera que los principios metodolégicos de esta teoria son
tomados del consolidado campo de la ingenieria electrénica. Basicamente el
problema es el mismo si se contemplan los cambios en la concentracién de los
metabolitos intermediarios como sefiales bioldgicas susceptibles de transmitirse a
través de la compleja red metabolica (Savageau, 1971b).

Sin embargo, los mayores avances en la ingenieria de los sistemas de
control electrénico se basan en el comportamiento lineal de sus componentes, al
menos en un margen suficientemente amplio de variacién. Este comportamiento
lineal, ya sea intrinseco o mediante aproximaciones basadas en desarrollos en
serie de Taylor de primer grado, ha permitido utilizar técnicas matematicas
potentes (entiéndase algebra lineal, teoria de ecuaciones diferenciaies lineales,
etc.) para llevar a cabo el analisis, disefio y evaluacion de los sistemas de control.

De forma simultdnea a los primeros trabajos de Savageau, en el contexto
de la incipiente BST, otros autores tratan de aplicar los principios desarrollados
e el campe de la ingenieria a los sistemas de control metabélico (e.g. Walter,
1972). Sin embargo, la linealizacién de los procesos participantes no permite
tener en cuenta cuestiones importantes, como la saturacion enzimatica o la
interaccion entre efectores, que son propias de los sistemas bioquimicos. Por otra
parte, la caracterizacion del sistema mediante el uso de los modelos mecanicistas,
establecidos desde principios de siglo a partir de la formulacién de Henri-
Michaelis-Menten, da lugar a modelos excesivamente complejos cuando se trata
de representar a un sistema con cierto nimero de componentes.

' Departamento de Microbiologia e Inmunologia de la Escuela Médica de la Universidad de Michigan.
Ann Arbor. Michigan. USA.
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La observacion de la forma matematica de estos modelos mecanicistas
llevé a Savageau a considerar su simplificacion, via aproximacion lineal, pero
realizando previamente la transformacion logaritmica tanto de la funcién que
describe el proceso como de las variables que intervienen. El modelo resultante
da lugar, al expresarlo en coordenadas cartesianas, a un producto de funciones
potenciales que, en principio, son capaces de reflejar el comportamiento no lineal
propio de los sistemas enzimaticos (Savageau, 1969a,b).

Al procedimiento que lleva a la obtencion de este producto de funciones
potenciales se vendrd a denominar formalismo de la ley potenciall (Savageau,
1969b) y va a constituir la base sobre ia que se elabora la BST. Segtn este
formalismo, la variacién neta en el tiempo de una cantidad x;, perteneciente a un
sistema constituido por » cantidades xy,..., x,, viene dada por la diferencia entre
dos términos, uno que expresa su produccion y otro su consumo, de acuerdo con
la expresion:

% =oc,.11xf” —B,ij?‘f; i=1...,n (1.1.1)
Jj= Jj=

en donde x;,=dx;/dt y los demés elementos que aparecen en ella son
parametros que, obtenidos a partir del desarrollo en serie, dan cuenta de los
aspectos moleculares del sistema.

En el contexto de la BST, la expresion (1.1.1) constituye la forma
Jfundamental de representar un sistema complejo (Savageau & Voit, 1987). Esta
forma fundamental, resulta muy conveniente para describir el comportamiento
dinamico del sistema, ya que, como aproximacion, es mas exacta que la linesd,
capta las pautas de comportamiento no lineal en el rango en que es valida y
permite representar, de forma explicita, los valores correspondientes al estado
estacionario del sistema segin métodos propios del algebra lineal (Savageau,
1969Db). Por otra parte, si bien el sistema dinamico descrito por la expresién
(1.1.1) no tiene una soluciéon general analitica, la constancia de su estructura
permite realizar de forma eficiente la implementacion de métodos numéricos de
integracion (Savageau, 1970, 1976; Irvine & Savageau, 1990).

La inspiracion en los sistemas de control electrénico, sigue estando
presente al formalizar los criterios que sirven como base para caracterizar las
propiedades de conjunto de los sistemas bioquimicos. Estos criterios son: (1) la
sensibilidad paramétrica, definida como el cambio relativo en una magnitud del
sistema como consecuencia de un cambio producido en un parametro interno del
mismo (Savageau, 1971a), y (2) la ganancia logaritmica o amplificacién, que se
define como el cambic relativo en el vaior estacionario de alguna variable
sistémica como consecuencia de un cambio producido en una “sefial de entrada”
al mismo, esto es, un cambio en el ambiente en el que estd inmerso (Savageau,

' Power-law formalism en la literatura original.
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1971b). Ambas magnitudes son adimensionales y se calculan seglin expresiones
del tipo:

99/¢
26/0

en donde ¢ es la magnitud que cambia como consecuencia de la variacion
producida en otra magnitud 6. Como se vera, la consideracion de estos cambios
fraccionales va a ser fundamental en el analisis de los sistemas bioquimicos, pero
no solo desde el punto de vista de la BST, sino que otras corrientes, como la
Teoria del Control Metabélico (MCT) o la del F lujo Orientado (FOT), basaran su
desarrollo en coeficientes obtenidos mediante este tipo de expresiones. Es
conveniente puntualizar aqui, que estos cambios fraccionales se han venido
contemplando en disciplinas mas diversas, como la Sociologia (véase Aracil,
1986), o la Economia (e.g. Martin Pliego, 1987) y_que, como apunta Savageau
(1976; pag. 156) se relacionan con teorias mas generales relativas a la estabilidad
estructural de los sistemas dindmicos (véanse Thom, 1975 y Cruz, 1973).

La capacidad de expresar explicitamente la solucién de estado estacionario
del sistema dinamico representado por (1.1.1), es fundamental en el subsiguiente
desarrollo de la teoria, puesto que permite disponer de los criterios adecuados
para analizar las posibles estrategias de control que pueden tener lugar en los
sistemas multienzimaticos. Este analisis se realiza fundamentalmente, a partir de
abstracciones de los procesos de control, y mediante comparaciones entre los
disefios alternativos. La validez de los resultados obtenidos a partir de las
comparaciones depende del grado de homogeneidad en que estas se realicen. Para
garantizar esta homogeneidad, se introduce el concepto de equivalencia externa
entre sistemas: dos sistemas son externamente equivalentes si son
intercambiables en términos del efecto que ejercen en el organismo en el que
estan inmersos (Savageau, 1972; 1976). La equivalencia externa no requiere
necesariamente de la equivalencia interna, que se refiere a la identidad entre
todos los componentes de los sistemas en cuestion. Formalmente, la equivalencia
externa se establece sobre la base de los criterios presentados anteriormente: la
ganancia logaritmica y la sensibilidad paramétrica (Savageau, 1976).

La organizacién de todos estos conceptos y técnicas basados en el
formalismo de la ley potencial, lleva a considerar a este nuevo enfoque de los
sistemas bioquimicos como algo mas que un simple método de anélisis, esto es,
una incipiente teoria formal. Para Savageau (1972), tal teoria es necesaria para

cubrir la falta de criterios que permitan evaluar y comparar sistemas bioquimicos,
y debe

® proporcionar conceptos bien definidos utiles como criterios de comparacién

¢ suministrar técnicas matematicas precisas que permitan discriminar entre dos
sistemas en base a los criterios establecidos
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El principal desarrollo de la BST se hace desde un punto de vista abstracto: se
analizan formas alternativas de control de procesos bioquimicos genéricos y se
comparan bajo los principios desarrollados en la teoria (p.e. Savageau, 1972;
1974a,b; 1975; 1976). Sin embargo, al final de la década de los afios 80,
comienza a considerarse la proyeccion de la teoria a la representacion de sistemas
metabolicos concretos (Savageau y Voit, 1987a,b; Voit y Savageau, 1987;
Shiraishi y Savageau, 1992a-d; Ni y Savageau, 1996a,b; Torres et al., 1996;
Curto et al. 1997).

1.1.2 Convenios sobre la notacion

Durante el desarrollo de la BST la notacién utilizada ha sufrido pocos cambios,
aunque siempre es posible encontrar algunas variaciones. En este apartado, se va
a establecer dicha notacion al tiempo que se revisan algunos conceptos que,
aunque puedan aparecer intuitivamente claros, es preciso definir con el fin de
evitar posibles ambigiiedades.

Si bien algunos de estos conceptos son definidos explicitamente en el
marco de la BST, otros son asumidos de forma tacita, dada su conexion con otras
disciplinas (como la teoria del control electrénico, la de sistemas dindmicos, etc.).
Nos remitiremos en esas ocasiones a definiciones foraneas, intentando siempre
representar la filosofia en que dichos términos aparecen en la BST.

a) Flujos. Un sistema metabdlico lineal (o secuencial) viene dado como una
sucesion de reacciones enzimaticas en donde cada intermediario actua,
exclusivamente, como producto de una sola reaccion y como substrato de otra
(figura 1.1.1a). En un sistema de este tipo v; representa al flujo desde x; a x ;Y
v;; al flujo inverso. Cuando varios procesos inciden en un mismo tipo de
intermediario metabdlico, se dice que la ruta es ramificada. En el caso en que se
den reacciones paralelas entre dos pools! metabédlicos se utiliza un tercer
subindice para distinguirlas (figura 1.1.1b).

Cuando se dan varios substratos y productos en una misma reaccién, la
identificacion de la etapa se hace utilizando sistematicamente los subindices mas
bajos de los substratos y productos (Ni y Savageau, 1996).

Otra situacion que puede presentarse es que varias reacciones se agreguen
en un solo proceso. En tal caso se utiliza la notacion V, y V¥, para designar
respectivamente al proceso total de influjo y al de eflujo que tienen lugar respecto
a x;.

" El término pool es un anglicismo aceptado en la literaturz bioquimica en castellano. Se utiliza para
designar a un conjunto de metabolitos (normalmente de la misma especie) cuya agrupacion responde a
alguin criterio funcional o estructural.
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b) Variables. Conceptualmente, las variables independientes son contempladas
como aquellas que son determinadas por factores externos al sistema de interés!
(Savageau et al 1987b). Desde un punto de vista empirico, las variables
independientes son aquellas que pueden ser fijadas o modificadas
experimentalmente (Savageau, 1976).

v, v,
(n+1),1 2 .3 2 B N n,(n+2)
> [x > X, > X, > X,.,

n+l

4 V‘Py)
psi v(p+q),i

(b)

Figura 1.1.1.- Dos ejemplos de esquemas metabdlicos

Ademés de las variables dependienics e independientes, un tercer tipo de
variables es el que viene definido por relaciones funcionales entre las anteriores
(normalmente entre las dependientes). Estas variables se llamaran agregadas si
representan alguna magnitud de interés del sistema (Savageau, 1979a,b), o
auxiliares si su introduccion responde criterios técnicos orientados a representar
ciertas relaciones no lineales (recasting, véase Savageau y Voit, 1987)

En adelante se mantendrd la siguiente notacion respecto a los subindices:

XpseeesXysXpise X pim s Xprme1 o+ "xn+m+p
%, & R ~~ J [ Pl
n m p
Variables Variables Variables
dependientes independientes agregadas o auxiliares

" Queda por concretar si pueden estar afectadas por el funcionamiento del propio sistema.
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Describir el comportamiento del sistema significa predecir los valores de
las variables dependientes en funcién del conocimiento de las variables
independientes y de los parametros del sistema

¢) Pardmetros: los parametros (cantidades fijas) deben ser contemplados como
valores determinados fisica o genéticamente (Savageau et al 1987a). La
distincion entre parametros y variables debe ser siempre clara. Una determinada
cantidad puede, bajo ciertas circunstancias, ser considerada un pardmetro (valor
constante que caracteriza al sistema) y bajo otras una variable del sistema (lo que
supone un término mas en el desarrollo de Taylor, con todo lo que esto implica) o
una variable independiente, por ejemplo la temperatura en ciertas reacciones
fuertemente exotérmicas puede considerarse, de forma mas apropiada, una
variable dependiente (Sorribas y Savageau, 1989a).



1.2. Elformalismo de la ley potencial

1.2.1 Desarrollo

La observacion de que las leyes de velocidad de la mayoria de las reacciones

biologicas se expresan en términos de un cociente de polinomios es fundamental
en el desarrollo de la BST.

Savageau, basandose en los postulados y propiedades de la cinética de las
reacciones enzimaticas (véase Savageau, 1976; Segel, 1993) sugiere que la forma
general de la ley de velocidad, cuando esta se considera respecto a la
concentracion de un Unico reactivo x, viene dada por (Savageau, 1969a):

m m-1
po X" tax™ +. +a, x+a,
box" +bx" " +.. +b, x+b,

(1.2.1)

en donde x puede ser, indistintamente, un substrato, un producto o un efector de
la reaccion, y los coeficientes a; y b; son numeros reales.

De forma anéloga al tratamiento de las funciones de transferencia propias

de la ingenieria electronica, este cociente de polinomios puede ser expresado de
forma factorizada como

aolﬁ[(x+oc,.)
P = i:‘ . (1.2.2)
B[ [x+B,)

Asumiendo que la reaccion se lleva a cabo de forma unidireccional, en el sentido
de que v>0, la expresion anterior resulta al tomar logaritmos:

lnv:ln(oco/BO)+§m:ln(x+oc,.)—zn:ln(x+ﬁj). (1.2.3)

En consecuencia, la ley de velocidad, al venir dada como una razén de
funciones polinémicas, da lugar a una serie de segmentos lineales cuando es
representada en coordenadas logaritmicas respecto a los valores de la variable
independiente (Savageau,1969a; véase el apéndice A de Savageau, 1976).

En un intento de caracterizar de un modo general la forma de las leyes de
velocidad de las reacciones catalizadas enzimaticamente, Savageau propone el
uso de los diagramas de Bode, que tomados nuevamente de la ingenieria
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electrénica, utilizan la factorizacion y transformacion descritas para determinar
un conjunto de segmentos lineales que describen asintoticamente el
comportamiento de la funcioén (por ejemplo, véase el cap. 7 de Dorf, 1989). Si
bien este método ha tenido escasa difusion, el aspecto mas interesante que se
desprende de su consideracion, es el hecho de que las leyes de velocidad, al
representarlas en un espacio doble logaritmico (i.e.: In v(x) vs In x) se comportan
de forma lineal en tramos muy amplios de su recorrido. Esta observacion, es la
que condujo a Savageau a considerar las ventajas de una aproximacioén lineal a la

ley de velocidad en coordenadas logaritmicas mejor que cartesianas (Savageau,
1969b).

Conocida la forma de v(x), la aproximacion lineal de su logaritmo en un
punto x=x, se obtiene segln el polinomio de Taylor

alnv(z) (Inx —Inx,) (1.2.4)
nx

X=X,

T;(In v(x))xzx0 =Inv(x,) +

en donde
T (Inv(x))x=x0

representa al operador lineal de Taylor aplicado sobre la funcién Inv(x) y

utilizando como centro de aproximacion x=x, (véase Apostol, 1989). Definiendo
los términos

= M (1.2_5)
dlnx |,
Ino = lnv(xo)—M Inx,
nx X=X,
se obtiene:
Tl(ln v(x))x:x =lno+glnx, (1.2.6)

de manera que en coordenadas cartesianas, la ley de velocidad queda aproximada
segiin una funcién potencial de parametros o y g:

v(x) ~ax®. {(1.2.7)

Esta expresion es similar a la ley de velocidad que describe la cinética de
reacciones quimicas elementales (véase Savageau 1976, capitulo 2), por lo que a
fue denominada constante aparente de velocidad y g es el orden cinético

10
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aparente (Savageau, 1969b; véase también Savageau 1974; 1976; y Shiraishi y
Savageau, 1992a). Por ejemplo, la aproximacion a la ley de velocidad descrita
por la ecuacion de Michaelis-Menten

y = —maX (1.2.8)

en un punto x=x,, viene determinada por los parametros:

a=YF) .k (1.2.9)

- =
X5 K, +%g

Inv

|
|
|
|
1

ST S

In x

1.0

N4

0.0 0.5 10 1.5 2.0 25 3.0 35

X

Figura 1.2.1: Curva de saturacion hiperbdlica segin la formulacién clasica de
Michaelis-Menten (A) y su aproximacién potencial (B) en coordenadas logaritmicas
(representacion superior) y cartesianas (representacion inferior). Los parémetros
cinéticos utilizados son ¥, , =1y k, =08 . La aproximacién potencial se lleva a cabo

sobre el punto x; = £, , resultando o = 0.5590 y g =035.

m?

11
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La generalizacion al caso en que v es funcion de la concentracion de varios
metabolitos, es inmediata a partir del desarrollo en serie de Taylor para una
funcion de n variables. Asi, si v =v(x,...,x,), la aproximacion lineal a Inv en

términos de los Inx;, viene dada por

T, (In v(x))xzxo = Inv(x,) + im

= Olnx,

L lx=x,

(lnxi—lnxio) (1.2.10)

en donde x y xy representan, en notacién vectorial, al conjunto de variables
implicadas, x,,...,x,, y al centro de la aproximacion respectivamente.

Siguiendo un planteamiento andlogo ai descrito para una sola variable, la
expresion anterior se puede escribir

T, (lnv(x))x=x0 =Ino + igi Inx, , (1.2.11)

i=1

de modo que en coordenadas cartesianas se obtiene el producto de funciones
potenciales de acuerdo con la expresion:

veo]xf. (1.2.12)

1.2.2. Representacion de un sistema bioquimico

Si se hace uso de una funcidén potencial para aproximar, separadamente, las
velocidades de sintesis y de consumo de una sustancia x,, el proceso global

X =0 (X5 ees X, ) =% A% X ) (1.2.13)

queda descrito mediante la expresion

= [[=¥~p []a" (1.2.14)
j=1 Jj=1
en donde
o [Tx5 =v, (x)5....%,) (1.2.15)
=
12
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B Hx;li/ zV__,'(x]r"ﬁxrl) (1.2.16)
Jj=1

representan a los procesos de sintesis y de consumo de x; respectivamente. Los
parametros o y B tienen el mismo significado: son las constantes cinéticas
aparentes de cada proceso. Andlogamente, cada g; Y h; se interpreta como el
orden cinético aparente con respecto a la variable x; para la sintesis o el consumo
respectivamente.

En estos términos, la caracterizacion de un sistema dc 7 variables resulta
inmediata y viene dada por el sistema de ecuaciones diferenciales no lineales

; g O
=0 ] [x7 =B, [[x); i=L...n (1.2.17)
J=1 j=l

Es frecuente el caso en que la ley que rige el consumo de una substancia
coincide con la que rige la produccién de otra. En tal situacion se puede utilizar
indistintamente la notacion basada en los simbolos cy g o B y /4 para designar a

los pardmetros, aunque es mas utilizada la segunda alternativa (cf. Savageau,
1976).

13






1.3  Caracterizacion de los componentes del sistema

1.3.1. Descripcion de las propiedades locales

La caracterizacion de los elementos constituyentes del sistema se establece en
base a los principios del formalismo de la ley potencial (e.g. Savageau, 1976;
1985a,b). En consecuencia, hay dos tipos de parametros relevantes en la
descripcion de un proceso bioquimico: la constante aparente de velocidad o. (o
B) y el orden cinético aparente g (o h).

Si bien la constante aparente de velocidad (CAV) contempla normalmente
aspectos moleculares relacionados con la actividad enzimatica (Savageau, 1976;
Savageau y Sorribas, 1989), los drdenes cinéticos aparentes contemplan el efecto
de cada intermediario sobre el proceso en el que intervienen, y por extension,
sobre el proceso total .

En el contexto de la cinética quimica elemental, el orden cinético de una
reaccion con respecto a una especie viene dado por la potencia a la cual se eleva
la concentracién de dicha especie en la ecuacion de velocidad (e.g. Savageau,
1976). Normalmente, en una situacion in vitro, donde les estudios cinéticos se
llevan a cabo sobre un volumen tridimensional en el cual la solucién es
homogénea, los érdenes cinéticos son valores enteros positivos. Sin embargo, las
reacciones in vivo tienen lugar, sobre todo, en el seno de estructuras
macromoleculares como membranas o canales. En estos casos, en que la
dimensién espacial se ve reducida y el medio no es homogéneo, los érdenes
cinéticos pueden ser nimeros racionales con valores superiores al nimero de
moléculas que entra a formar parte de la reaccion (Shiraishi y Savageau, 1992a).

Los drdenes cinéticos aparentes (OCA) definidos en la BST se pueden
considerar 6rdenes cinéticos en el sentido habitual de la cinética elemental, solo
que no tienen por que tomar valores enteros positivos, pudiendo ser incluso
nimeros negativos, de modo que reflejarian la situacion iz vivo propuesta por
Shiraishi y Savageau (op. cit.). Por poner un ejemplo, en el fenémeno de
inhibicién competitiva descrito por el modelo (Segel, 1975).

Vmax xl
k'"(1+_* +x1

k,)

Y=

cuande la concentracion del substrato (x;) se aproxima al valor de &, y la de
inhibidor (x;) al valor de k;, los ordenes cinéticos aparentes respecto a cada una
de estas especies son, respectivamente:

15



Capitulo 1. Introduccién a la Teoria de los Sistemas Bioquimicos

Olnv 2z Olnv 1

dlnx, 3’ dlnx, 3’

1.3.2. Criterios para caracterizar las propiedades sistémicas

Por propiedad sistémica debe entenderse aquella propiedad de conjunto que solo
puede ser observada en el sistema intacto, y no mediante el estudio aislado de sus
partes (véase Bertalanffy, 1987; Savageau, 1976). Para Savageau, la
caracterizacion de las propiedades sistémicas debe hacerse en base a criterios que

cumplan, al menos de forma idealizada, los siguientes requisitos (Savageau,
1971a):

1. Deben ser criterios cuantitativos.

2. Deben ser pertinentes, en el sentido de que deben estar relacionados
directamente con la funcion del sistema bajo estudio.

3. Deben ser invariantes, es decir, deben representar una propiedad intrinseca del
sistema que relacione los cambios producidos en el seno del mismo, o de su
entorno, con los correspondientes cambios en el comportamiento de dicho
sistema. Pero tales relaciones no deben verse afectadas por la magnitud del
cambio o por la forma particular en que dicho cambio se ha producido.

En la BST se definen dos tipos de criterios sobre los que basar la
caracterizaciéon de las propiedades sistémicas: la ganancia logaritmica y la
sensibilidad paramétrica (Savageau, 1971a,b; 1972; 1974; 1976).

1.3.2.1.- Ganancia logaritmica. El coucepto de ganancia o amplificacion es un
término procedente de la teoria de circuitos (Bode, 1945), en base al cual se
define la influencia de sefiales externas sobre las variables del sistema. En el
contexto de los sistemas bioquimicos, la primera alusion a este concepto se debe
a Levine (1966), quien la define como el ccciente entre los niveles de las
variables de salida respecto a los de entrada cuando el sistema se encuentra en
estado estacionario. Savageau (1971b), que entiende que debe tratarse de un
coeficiente adimensional, define la ganancia logaritmica como la variacién
relativa que experimentan las variables de salida como respuesta a un cambio
porcentual en el nivel de las variables de entrada cuando el sistema se encuentra
en estado estacionario:

16
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i, )= Olnx, x, Ox,
ek dlnx, 0x, x,

1l

(1.3.1)

En este cociente x, representa a una variable de entrada o independiente
(k=n+1,...,n+m), x, es una variable interna (i=1,..,n) y debe verificarse la
condicién de estado estacionario: x;, =0 (i=1,...,n). De acuerdo con la literatura
original, se escribird con frecuencia L, para referirse de forma abreviada a
L(x;,x,) e indistintamente L o L, para referirse a la matriz de elementos Ly

De la definicion anterior se deduce la relacién:
Olnx, = L,0lnx, ,

que pone de manifiesto la dependencia lineal entre la variacién de la salida
respecto a la variacion de la entrada cuando las variables se representan en escala
logaritmica. Evidencias empiricas de esta relacién se pueden encontrar en
Savageau, 1976 y las referencias citadas.

La ganancia también se puede definir respecto a las variables de flujo, de
manera que el coeficiente

Olnyv,

Lovix) =217
k

(1.3.2)

expresa el cambio que sufre la etapa v; en su velocidad de reaccién como
consecuencia de un cambio porcentual de la variable externa x;, En adelante

designaremos L, a la matriz de elementos L(v;,x,),y reservaremos los simbolos

Ly L, para representar respectivamente a la matriz Ly y a sus elementos cuando
esta notacion no introduzca ambigiiedad.

Una ganancia logaritmica con un valor superior a 1 indica una
amplificacién de la sefial, mientras que si su magnitud es inferior a 1 supone una
atenuacion. Por otra parte, si la ganancia es positiva entonces el cambio que
experimenta la variable dependiente se da en el mismo sentido que la variacién
de la variable independiente, mientras que si es negativa, la respuesta se da en
sentido contrario (Savageau, 1972).

La influencia fotal del entorno sobre una variable dependiente del sistema,
ya sea de concentracion o de flujo, viene dada por la suma del valor absoluto de
las influencias de todas las variables (Shiraishi y Savageau, 1992c; Ni y
Savageau, 1996):

Z‘L(xi,x,( )|

k

17
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> Ly, x,)| (1.3.3)
k

1.3.2.2.- Sensibilidad paramétrica. El concepto de sensibilidad paramétrica,
tomado de la teoria de la sensibilidad (Savageau, 1972; 1974; 1976; Cruz, 1975),
surge ante la necesidad de establecer un criterio que permita evaluar la capacidad
de un sistema para amortiguar la concentracion del producto final frente a
cambios que se produzcan en el propio sistema (Savageau, 1971).

La sensibilidad de una variable dependiente del sistema, digamos
genéricamente &, frente a un cambio en un pardmetro del mismo, genéricamente
0, se define seglin la expresion (Savageau, 1971a):

_0lng 605
S(&0)=" £ (13.4)

La magnitud y el signo de este coeficiente se interpretan de forma analoga a
como se hizo con la ganancia logaritmica: valores absolutos superiores a 1
indican una amplificacion del cambio mientras que valores inferiores suponen su
amortiguacion; asi mismo, un valor positivo implica un paralelismo en el sentido
de los cambios mientras que un valor negativo supone una variaciéon de la
variable sistémica en sentido opuesto al cambio de! pardmetro (Savageau, 1972).

Estos cambios en los pardmetros internos del sistema se pueden deber a
diferentes causas, por ejemplo, cambios fisicos en el ambiente, mutaciones,
errores de traduccion o transcripcion, etc. (e.g. Savageau, 1974a; 1976). En este
sentido, una minimizacién de la sensibilidad paramétrica ha resultado ser un
criterio eficaz para basar la forma en que la evolucién selecciona un mecanismo
de control frente a disefios alternativos (Savageau, 1976).

Segln la expresion (1.3.4) , en el contexto de la BST, se pueden definir
cuatro tipos de coeficientes de sensibilidad:

o Sensibilidad de las concentraciones a las constantes de velocidad: S(x,a) y
S(x,P)

e Sensibilidad de las concentraciones a los 6rdenes cinéticos aparentes: S(x,g)
y S(x,h)

e Sensibilidad de los flujos a las constantes de velocidad: S(V,a) y S(V,B)

¢ Sensibilidad de los flujos a los ordenes cinéticos aparentes: S(V,g) y S(V,h)

La influencia total del conjunto de parametros 0, que definen el sistema
sobre una variable dependiente del mismc ;, viene dada por la suma del valor
absoluto de las influencias de todos los parametros (Shiraishi y Savageau,
1992b,c¢):
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DIS(E;-0,) (13.5)

k

El analisis de la sensibilidad no solo es 1til como criterio para caracterizar
las propiedades sistémicas, sino que también presenta un gran valor para
diagnosticar la validez del modelo. Desde un punto de vista experimental, el
estudio de la sensibilidad permite detectar qué valores deben ser estimados con
mas precaucion (Sorribas y Savageau, 1989c). Por otra parte, la sensibilidad
paramétrica sirve como base para comparar entre modelos alternativos obtenidos
segun diferentes estrategias de modelizacion: sera mas robusto aquel modelo que
presente sensibilidades de magnitud mas baja (Sorribas y Savageau, 1989c;
Shiraishi y Savageau, 1992c¢).
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1.4. Representaciones alternativas basadas en el
formalismo de la ley potencial

La jerarquia intrinseca de los sistemas naturales permite la posibilidad de aplicar
el formalismo de la ley potencial a diferentes niveles. La filosofia subyacente es
la idea de simplificacion temporal en el sentido dado por Waddington (1969),
Levins (1969) o Savageau (1976). Segln este principio, un cambio de nivel
jerarquico supone un cambio de la escala temporal, de modo que procesos que a
un determinado nivel presentan una dinidmica relevante, a un nivel superior
transcurren tan rapidos que su apariencia es la de mantenerse constantes por
permanecer en un estado estacionario o cuasi estacionario. La retencion en el
modelo de solo aquellos fenomenos que sean temporalmente dominantes, de
realizacion mas lenta, permite reducir la complejidad de descripcion del sistema
(Savageau, 1979a).

Sin embargo, ésta no es la tinica estrategia para simplificar la descripcién a
un nivel dado. Cuando diferentes procesos concurren en un punto comun, la
dindmica del conjunto se puede caracterizar bien a partir de la representacion
individual de cada etapa, o bien considerando al agregado constituido por todas
elias.

Savageau et al. reconocen, en principio, cuatro niveles de descripcion
donde los procesos que tienen lugar son susceptibles de ser representados
mediante el formalismo de la ley potencial:

~ a. Nivel de la cinética quimica elemental (Savageau, 1976; cap. 3).

b. Descripciéon de las reacciones catalizadas enzimaticamente (Savageau,
1969a.b; 1976).

c. Nivel de procesos fisiologicos (Savageau, 1979a,b; Irvine y Savageau,
1985c¢,d).

d. Nivel de la dindmica de poblaciones (Savageau & Voit, 1982a,b,c; Voit y
Savageau, 1986).

La necesidad de reducir la complejidad de descripcion; basandose en la
dimension temporal, es mas evidente en la medida en que se avanza desde el
nivel mas elemental al mas complejo. Pero el aumento de complejidad, también
permite llevar a cabo estrategias de agregacién que pueden ser muy relevantes a
la hora de disponer de un modelo eficiente, en el sentido de su tratabilidad
matematica y la capacidad de poder interpretarlo objetivamente.
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1.4.1. Agregacion de procesos elementales

Supongamos un sistema metabolico como el de la figura (1.4.1), constituido por n
variables dependientes y m independientes. Conforme a la notacién introducida
anteriormente, vj; representa al influjo sobre x; desde Xj, mientras que v; es el
eflujo desde x; sobre x;. En este esquema no se considera la posibilidad de que se
den varias reacciones paralelas en el mismo sentido entre dos metabolitos. Para
hacerlo, basta con incluir un subindice adicional que permita discriminar entre
estos procesos (véase Sorribas y Savageau, 1989c).

Xpel <Vins1) Vil X
\ / h
i
vV, i Vi
g, T v\ X

n+m - Vi(nim)

Figura 1.4.1

La aplicacion de las leyes de Kirchhoff permite establecer la expresién que
describe el cambio neto de cada x;:

n+m n+m

%, = Zyﬁvﬁ = Zy,.jv,.j ;  (=1,...,n) (1.4.1)
=1 j=1

en donde los elementos y ; representan al coeficiente estequiométrico de la

reaccion v; (c.f. con Savageau, 1976). Sin pérdida de la generalidad, podemos
simplificar la expresion anterior considerando a todos estos coeficientes unitarios,
de manera que expresaremos el cambio neto de x; como:

x; :Zvﬂ—Zvij; (i=1,...,n) (1.4.2)

Consideraremos que no hay ninguna restriccion sobre la forma de cada etapa v,
de modo que, en general, cada una de ellas se puede expresar como una funcién
de todas las variables de concentracion del sistema, es decir:

Vj,» = V(xla--~’xn+m)

Vij = v(x,,...,x,,+,,,)

(1.4.3)

[S]
o



1.4. Representaciones alternativas basadas en el formalismo de la ley potencial

coni=L...,ny j=l....n+m.

A partir de aqui, el formalismo de la ley potencial se puede aplicar de tres
formas alternativas en funcién de cémo se consideren los flujos netos sobre x;:

1. Sin agregacion. En este caso, no hay distincion entre flujos elementales y
flujos netos. Cada etapa individual vj; es considerada un flujo sobre x;, de modo
que la sustitucién de v por ¥ es trivial y solo supone un cambio de notacidn:

Influjos sobre x;, Eflujos desde x,
Vi =vy V.

-1 =V

V.

i,(n+m) = v(n+m)i V—i,(n+m) = v(n+m)i

La aplicacién del formalismo de la ley potencial sobre cada ¥ se hace segun el
esquema:

Influjos sobre x, Eflujos desde x;
n+m n+m h)
o 8ijk - ijk
AECH I E V=B [ [x
k=1 k=1
J=1l...,n+m Jj=L...,n+m

de forma que la variacién neta de x; viene dada por

n+m n+m n+m n+m

%= 3o, [T = Y8, [ [ (1.4.4)
J=l. k=l J=l k=l

para cada i=1,...,n. En la BST, se denomina a esta representacion accion de

masas generalizadas, abreviadamente GMA.. (Nota al pie: Generalised mass action en la
literatura original).

. Agregacion en docs procesos. Como se verd mas adelante, este nivel de

agregacion es el que mas ventajas ofrece a la hora de describir el
comportamiento del sistema. Se trata de agregar las etapas elementales hasta
obtener dos flujos netos para cada intermediario, un influjo V; y un eflujo V.,
de manera que la expresion (1.4.2) tome la forma:
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para cada i=I,...,n. Sin embargo, cuando concurren varios procesos sobre un
intermediario, la obtencién de esta forma no es tinica, dado que cada reaccion
elemental v; se puede agregar arbitrariamente a ¥; 0 a V.;. Sorribas y Savageau
(1989c), sefialan las siguientes restricciones en este sentido: (1) cada término
de la ecuacién (1.4.2) debe ser asignado a uno y solo uno de los flujos netos;
(2) a cada flujo neto se debe asignar al menos un término; y (3) los valores
resultantes de V; y V., deben ser positivos al referirlos al centro de la
aproximacion, es decir Vi(x; e Xmin)0)>0 Y Vi(x10, < X(m+n)0)>0. Cumpliendo
con estas tres restricciones, el numero de posibilidades para representar la
variacion de un intermediario x; sobre el que inciden £; procesos elementales es

2671 -1

de manera que al considerar el conjunto de las n variables dependientes, se
tiene un total de

N = fl(zkf-l ~1)
i=1

representaciones posibles del sistema (Sorribas y Savageau, 1989c).
Consideremos el caso en que para cada intermediario x;, todos los
influjos elementales se agregan juntos en ¥; y los eflujos en V.;. Mediante esta

estrategia, que observa las tres restricciones mencionadas, cada flujo neto
viene dado por:

by = Z"ﬁ
j=1
n+m

V=2
j=1

Por tratarse de sumas de funciones racionales, V; y V. apareceran también
como funciones racionales de las variables de concentracion (Voit y Savageau,
1987a; Sorribas y Savageau, 1989c). La representacion en términos del
formalismo de la ley potencial de estos flujos netos se hace segiin el esquema:

Influjo sobre x, Eflujo desde x,

n+m n+m

~ 8 A by
Vizo ][] V=B ]x
J=l J=1

de forma que la variacion neta de cada x; viene dada por
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n+m n+m

% =a,] ]2 - B,.foff (1.4.6)
J=l J=

para cada /=1,...,n. A los sistemas de ecuaciones diferenciales con esta
estructura se les conoce, en el ambiente de Ila BST, sistemas S.
Etimolégicamente, la denominacion se debe a que este tipo de representacion
es capaz de reflejar la saturabilidad y el sinergismo que caracteriza a los
sistemas complejos (Savageau, 1985a,b). En el apartado siguiente se analizar4
con detalle las posibilidades de anélisis que ofrecen los sistemas S.

3. Agregacion en un solo proceso. Este grado extremo de agregacion consiste en
reunir todos los términos de la ecuacién (1.4.2) en una sola expresion final:

Fe=2 =% (1.4.7)

De este modo, la dindmica de cada uno de los metabolitos intermediarios viene
expresada en términos de su produccion, si el balance neto resulta positivo, o

de su consumo, si el balance es negativo. La expresiéon en términos del
formalismo de la ley potencial sera

([ n+m

8ij s
a,.l lxj’ S1V;(X105+ -5 X (ipamyo) > 0
: j=1
-

5 n+m

hl" .
- Binjj SUV; (%1053 X nimyo) < 0
J=1

“

En la literatura original se denomina a estos sistemas Half systems (Savageau y

Voit, 1987d), y aunque alli no se hace de forma explicita, creemos coherente
llamarlos en adelante sistemas H.

1.4.2. Comparacion de las representaciones alternativas

Los sistemas S constituyen la forma de representacion implicita a lo largo de todo
el desarrollo de la BST. Salvo en ocasiones concretas en las que se ha aludido a
las representaciones alternativas con fines eminentemente comparativos, todo el

cuerpo de doctrina de la BST se elabera sobre la base de modelos dinamicos con
estructura de sistema S.
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El formalismo de la ley potencial, subyacente a los tres tipos de
representacion, proporciona una notacion sistematica en donde los parametros
ofrecen un gran valor interpretativo. Por otra parte, este formalismo no requiere
tener en consideracion suposiciones restrictivas acerca de los procesos que tienen
lugar, siendo inmediata la formalizacion del modelo. Sin embargo, las
posibilidades que ofrezca el modelo dindmico obtenido vienen dadas por el tipo
de agregacion que se haya considerado.

Si bien la complejidad de descripcion se reduce en la medida en que se
aumenta el grado de agregacion de los procesos elementales, la representacion en
forma de sistemas H es muy limitada a la hora de describir el comportamiento del
sistema. Esta limitacion viene dada por su incapacidad de reflejar la reversion del
flujo neto, y por tanto, la de caracterizar estados estacionarios no nulos (Savageau
y Voit, 1987d).

En el otro extremo del grado de agregacion aparece la forma GMA, que
permite caracterizar el comportamiento del sistema en torno a cualquier valor de
estado estacionario. Sin embargo, la complejidad del modelo restringe sus
posibilidades desde el punto de vista analitico, y en general, no se puede expresar
el comportamiento del sistema de una forma explicita (Savageau, 1990).

La representaciéon como sistema S sugiere una posiciéon intermedia en
cuanto al grado de complejidad de descripcion. Sin embargo, su capacidad para
caracterizar sistemas complejos, es mucho mayor de lo que cabria esperar de un
simple compromiso intermedio entre los dos casos anteriores. A continuacion se
enumeran las principales ventajas que ofrece este tipo de representacion, algunas
de las cuales serdn tratadas con detalle en apartados subsiguientes.

e Desde el punto de vista analitico, los sistemas S: permiten (1) estabiecer las
condiciones para la existencia de una solucién de estado estacionario
(Savageau, 19769b); (2) expresar explicitamente dicha solucién en caso de que
exista (Savageau, 1969b; Savageau et al. 1987b); y (3) establecer las
condiciones de estabilidad local del sistema (Savageau, 1976).

* Desde el punto de vista computacional, la estructura regular de los sistemas S
permite el desarrollo de algoritmos especificos que ganen en eficiencia
(Savageau, 1970; 1976). Por otra parte, el esfuerzo computacional necesario
para integrar numéricamente un sistema S es mucho menor que la de un
sistema GMA, que requiere de mas calculos en cada iteracion (Savageau,
1990).

¢ Como aproximacion, los sistemas S: (1) retienen las principales caracteristicas
no lineales del proceso al que representan (Savageau, 1969b; 1976); y (2) su
caiidad es mayor que en otras representaciones alternativas como la lineal o la
GMA (Savageau, 1969b; Voit & Savageau, 1987a) ;
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* Desde el punto de vista metodoldgico, los sistemas S: (1) permiten representar
diferentes niveles jerarquicos manteniendo una estructura matematica
constante (propiedad felescopica) (Savageau, 1979a,b; 1985a,b); (2) permiten,
a partir de su estructura matematica rigida, establecer las bases para realizar

comparaciones controladas entre disefios funcionales alternativos (Savageau,
1976).

Por otra parte, la principal limitacion de este tipo de representacién radica
en la calidad de la ley potencial como funcién de aproximacién (Savageau,
1990). Si bien su rango de validez es en general mejor que el del ajuste lineal,
hay ocasiones (por ejemplo en cinéticas sigmoidales) donde la eleccién del centro
de aproximacion puede dar lugar a modelos menos adecuados (Voit y Savageau,
1987a). No obstante, la agregacion de las reacciones individuales hasta conseguir
dos flujos netos, parece jugar a favor de una mejora en la calidad de la
aproximacion (véase Voit y Savageau, 1987a).

Como forma de mejorar la exactitud de los sistemas S, Savageau et al. -
(1987d) sugieren dos posibilidades. La primera es recurrir a la aproximacion por
tramos. Pero esta alternativa no es muy sugerente por introducir un grado de
complejidad que no se corresponde con la filosofia de la BST.

La otra alternativa es introducir variables y relaciones auxiliares que
permitan reproducir las no linealidades del sistema. Mediante este proceso,
denominado recasting en la literatura original, se pueden reconstruir de forma
exacta ecuaciones diferenciales de estructura compleja bajo el aspecto de
sistemas S. La idea es seguir un procedimiento analogo al que se realiza cuando
una ecuacion diferencial de orden 7 se expresa como un sistema de 7 ecuaciones
diferenciales de primer orden (Savageau, 1985a).
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1.5  Descripcion de los sistemas bioquimicos sobre la base
de los sistemas S

La formalizacién de los sistemas complejos como sistemas S es el elemento
fundamental de la BST. Si bien las bases de este tipo de representacion se han ido
estableciendo a lo largo del proceso de consolidacién de la teoria, su concepcion
esta implicita desde el propio desarrollo del formalismo de la ley potencial.

Las principales ventajas de ios sistemas S se han resumido en el apartado
anterior. Sin embargo, también se puso alli de manifiesto que bajo esta
denominacion se da una multiplicidad de representaciones posibles en funcién de
la estrategia de agregacion utilizada. A continuacién se presentan los criterios
bajo los cuales es posible dar unicidad a lo que constituye la representacion
candnica de los sistemas complejos en el contexto de la BST.

1.5.1. Estrategias de agregacion de flujos

Si bien dentro las directrices presentadas en el apartado anterior, es posible
utilizar un elevado niimero de criterios de agregacién que conduzcan a sistemas S
formalmente distintos, dos de ellos son destacables por su menor arbitrariedad.
La estrategia principal, que en cierta medida, siempre ha estado implicita desde la
concepcién y durante el desarrollo de la BST, es aquella que agrega por una parte
todos los influjos y por otra todos los eflujos relativos a un pool metabélico. Este
procedimiento es el mas natural y sistemético cuando, en el contexto de una
metodologia analitica, se contemplan leyes de velocidad irreversibles e
independientes! entre si. Sin embargo, cuando se tratan los procesos reversibles
propios de las rutas anfibdlicas, se presenta una disyuntiva: agregar aquellos
flujos que se dan en el mismo sentido, o bien agregar los flujos que, por estar
asociados a una misma enzima, muestran una dependencia intrinseca. Sorribas y
Savageau (1989c) denominan a la primera alternativa estrategia reversible yala
segunda estrategia irreversible. Estas dos formas de agregacion han sido
comparadas (Sorribas y Savageau, 1989c) en base a los siguientes criterios:

1. Exactitud en predecir los valores de concentracion del estado estacionario

2. Exactitud en predecir los valores de flujo en el estado estacionario

' En rigor, todas las etapas que forman parte de una cadena metabolica mantienen, de algiin modo, una
relacion de dependencia. Sin embargo, el sentido que se quiere dar aqui al hablar de reacciones
independientes, es que se trata de facetas o etapas conceptualmente diferentes, que responden a acciones
enzimaticas distintas, y como tales son reproducibles de forma aislada in vitro. Por reacciones
dependientes se entenderia entonces a aquellas que son llevadas a cabo por una misma accion enzimatica
de manera que el hecho de que se de una u otra viene dado en funcién del equilibrio termodinamico que
se mantenga entre especies implicadas.
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3. Exactitud en predecir la respuesta transitoria entre dos estados

4. Robustez de la representacion

Los tres primeros se establecen por comparacién con el modelo descrito
mediante la formulacion tradicional de Michaelis-Menten. Si bien las dos
estrategias son equivalentes en cuanto a la capacidad de predecir los valores del
estado estacionario, la estrategia reversible es superior a la irreversible en su
capacidad de representar los valores de las variables de flujo y de la respuesta
transitoria (Sorribas y Savageau, 1989c).

La robustez de la representacion se establece en base a la sensibilidad
paramétrica, resultando superior la estrategia reversible por dar lugar a
sensibilidades mas bajas (Sorribas y Savageau, 1989c; Shiraishi y Savageau,
1992b).

Tabla 1.5.1.- Agregacion segin la estrategia reversible respecto al esquema de la figura
1.5.1

Estrategia reversible
Ecuaciones de balance
X =(Viny; Vi) — (Vi1 T Vi) =Lye..sl
Estrategia de agregacion
R _ . R _ .
Vit = Wi Vi) Vo = +v) =1,...n
Sistema S
y it R
X, =V =V,

R R R R R i
RN SO - T -y B - B R_Wiy M5 K .
X =0 X2 X = Bl g X 15 Lyt

Flujo neto a través de ,;

VR —yR_pR

neta
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Ademds, solo la estrategia reversible es capaz de representar la reversion
del flujo que caracteriza a las rutas anfibdlicas.

En los esquemas de las tablas 1.5.1 y 1.5.2 se resumen las etapas de
formulacién y las expresiones a las que dan lugar. Aunque en apariencia, la
estrategia reversible de lugar a un mayor namero de parametros, no son todos
independientes (véase Voit y Savageau, 1987a), de manera que el numero de
parametros independientes es el mismo en las dos representaciones.

Vigs Vo 1
3 i—l,i > i+l 5 3

" xi—l “— xi < xi+1 —
Vii-1 Vitri

Figura 1.5.1.- Ruta anfibdlica

Tabla 1.5.2.- Agregacion seglin la estrategia irreversible respecto al esquema de la
figura 1.5.1

Estrategia irreversible
Ecuaciones de balance

X; = (vi—l,i +V ) (Vi + Vieri) i=1,...,n

Estrategia de agregacion

I _ . I _ -
Vi=i+vie)s Vo= (Vi1 Vi) i=1,...n
Sistema S
g oyl ol
X, =V -V
/ ! 7 V
TR W PR I Wi Hin .
X; =00 X =B x g =1,..,n

Flujo neto a través de ;

31




Capitulo 1. Introduccion a la Teoria de los Sistemas Bioquimicos

1.5.2. Agregacion de variables

En la BST, el formalismo de la ley potencial esta presente, no solo para
caracterizar las relaciones funcionales, sino que también es la forma de describir
medidas agregadas.

Un agregado definido por

X; = Za,.jxj =m+n+l,...p (1.5.1)
j=1

se describe segun el producto de funciones potenciales (Savageau, 1976; 1979a,b;
1985a,b)

- =kaxjf"" k=m+n+1,...p (1.5.2)
j=1

Como reconoce explicitamente Savageau (1979a), la representacion de una suma
lineal como productos de funciones potenciales parece bastante atipico, puesto
que lo habitual es operar en el sentido contrario y aproximar los productos
mediante sumas. Sin embargo, la eleccién apropiada de los coeficientes de (1.5.2)
permite realizar aproximaciones a (1.5.1) con una precision elevada (Savageau,
1979a; un ejemplo aparece propuesto en Savageau, 1976).

En resumen, la representacion canoénica de un sistema dindmico en el
contexto de la BST, viene dada mediante un sistema S obtenido de acuerdo con la
estrategia reversible. Cuando es pertinente la definicion de variables agregadas,
esta también se basa en el formalismo de la ley potencial, de manera que el
sistema es descrito por el conjunto de relaciones:

n+m n+m

=0, [ [x¥ -B,T]x); i=1,..,n (1.5.3a)
Jj=1 Jj=I1

5o =1 J[*7; =mtn+l,..p  (1.5.3b)
Jj=1

(OS]
[\



1000000000000 000000000000000000C0CO0CGOCFOCOCOFCOIIOOIOIOOROOYS
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1.6.3 Caracterizacion del estado estacionario

1.5.3.1.  Solucién explicita respecto a las variables de concentracién.
Considérese el sistema S de dimension #:

n+m n+m

=0, [[xf -8, [[x75 i=1L...,n (1.5.4)
J=1 Jj=

en donde, siguiendo los criterios establecidos anteriormente, las » primeras
variables (xj,...,x,) son las dependientes y las m restantes (x,+j,...,X,+m) Son las
variables independientes.

La condicién de estado estacionario para el sistema implica la anulacién de
todas las derivadas, y por lo tanto

n+m n+m

o, fo"’ =, H]xf-” (1.5.5)
J= J=

para i=1,...,n. Tomando logaritmos y definiendo los siguientes términos:

y; =Inx,
b, =In(B;/a;)
ay =8y~ hy

la expresion anterior da lugar al sistema de ecuaciones (algebraicas) lineales:

n+m

by=Y.a;y;; =luun (1.5.6)

j=1
(Savageau, 1969b). En notacién matricial este sistema viene dado por
b = Ay (1.5.7)

en donde b es el vector de elementos b; con dimension nx1; A es la matriz
nx(nt+m) de los coeficientes a;; € y es el vector de variables y; con dimension
(ntm)x1. Este sistema se puede expresar de forma mas conveniente
subdividiéndolo en funcidn de las variables dependientes e independientes:

ydcp\

ind

b=(Ay, Amd)[ (1.5.8)
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en donde los subindices “dep” e “ind” se utilizan para designar a las variables
dependientes e independientes respectivamente asi como a los coeficientes
relativos a las mismas. De la expresion anterior se deduce la ecuacion

Adep Yaep = —Aindyind +b

que permite expresar de forma explicita la solucién de estado estacionario del
sistema:
=1 =1
ydep = —Adep Aindyind + Adepb £ (159)

La condicién obvia para la existencia del estado estacionario es que la matriz
A ,» de dimension nxn, sea regular (cf. Savageau y Sorribas, 1989d). En el caso
en que rango(A ., )<n, la teoria de las ecuaciones lineales proporciona los

criterios para definir los subespacios de soluciones (véase Savageau 1969b,
1976).

La ecuacion (1.5.9) admite una representacion alternativa. Definiendo la
identidad

M=Ag, (1.5.10)
se tiene
MA,, =1
e (1.5.11)
MAind :_Lx

en donde I es la matriz identidad nxn, Ly es la matriz de ganancias logaritmicas
de dimension nxm, y M resulta ser la matriz cuadrada de elementos

M, = 8(x;,B,)=-S(x;,a,); ij=1,....n (1.5.12)

(Savageau, 1972; Savageau y Sorribas, 1989d). La ortogonalidad entre las
matrices M y Agep SUpONE que

Y o My =81 ikle.n (1.5.13)
j=i

en donde &, es la delta de Kronecker, igual a 1 cuando =k y a 0 cuando i#k.
Basandose en esta relacion de ortogonalidad, es posible deducir un conjunto de
expresiones que permite caracterizar las propiedades sistémicas a partir de las
variables externas y de los pardmetros cinéticos subyacentes (Savageau et al.
1987b,c; Savageau y Sorribas 1989d). Mas adelante se trataran estas relaciones.
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Como consecuencia de la (1.5.11), la solucion de estado estacionario se
puede expresar en funcién de las ganancias logaritmicas y de las sensibilidades
respecto a las constantes de velocidad:

Yaep = LixYing + Mb (1.5.14)

Segln esta ecuacion, el logaritmo de la solucién de estado estacionario se
divide en dos partes. La primera representa la dependencia lineal respecto a los
logaritmos de las variables independientes; y la segunda la dependencia lineal

respecto a los logaritmos de las constantes de velocidad (Savageau y Sorribas,
1989d).

Tabla 1.5.3.- Representacion esquematica de la caracterizacion del estado estacionario

Estado estacionario para las concentraciones

n+m n+m
& 8ij hy
{xi "ainxjj_BiI_Jl:xjj V; :lnxi
J= J=
U' < bi :ln(Bi/g‘i) iajzlr-'an

s _7
a; =8y — 1y

b= Ay ’
< ydep
U =N [b] = [Adep' ‘Aind ][ jl
yind
ydep = _A(;c:p Aindyind + A;;pb
I M =AG,
MAind = —Lx

Ydep = nymd +Mb ——— Y=VYes

Estado estacionario para los flujos

InV, =lna + Gy,
InV_=Inp +Hy,, <

35




Capitulo 1. Introduccién a la Teoria de los Sistemas Bioquimicos

1.5.3.2.  Solucién explicita respecto a las variables de flujo. Una vez
obtenido el valor de los niveles de concentracion en el estado estacionario

Ymt:{waxizo;i:lrwn}

la determinacion del flujo es inmediata al sustituir estos valores en cualquiera de
los dos miembros de la ecuacion (1.5.5) (Savageau y Sorribas, 1989d). En
términos de los influjos el resultado es

InV, = (lnoc,. + Zg,.jyj) +Zgijyjm 5 Bl (1.5.15)
J=n+l J=1

En forma matricial, la caracterizacion de los flujos en el estado estacionario es
inmediata a partir de la expresion del sistema S como:

x=V, -V

siendo V, y V_los vectores n-dimensionales que representan a los influjos y a los
eflujos respectivamente, y cuyo logaritmo viene dado por las expresiones
(Savageau y Sorribas, 1989d):

InV, =lna+Gy; InV_=Inp+Hy (1.5.16)

en donde In a y In  son vectores n-dimensionales constituidos por los logaritmos
de las constantes de velocidad, y G y H son las matrices de dimension nx(n+m)
constituidas por los drdenes cinéticos aparentes g;; y h; respectivamente.

1.5.4. Caracterizacion del comportamiento del sistema en el estado
estacionario

1.5.4.1.- Factores relacionande el comportamiento de las variables de
concentracion con los parametros cinéticos subyacentes. Tres son los tipos de
factores a considerar: la ganancia logaritmica, la sensibilidad a las constantes
cinéticas aparentes y la sensibilidad a los érdenes cinéticos aparentes.

a) Ganancia logaritmica. L.a ganancia o ampiificacion, se defini6 como el
porcentaje de cambio que sufre una variable dependiente como resultado del
incremento de un 1% en una variable independiente, mientras el resto de
variables independientes y parametros se mantiene constante (Savageau, 1971b).
La matriz nxm de ganancias viene dada por (Savageau y Sorribas, 1989d):
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L, =-MA,, (1.5.17)

en donde cada elemento de Ly es una funcién de los érdenes cinéticos que
responde a la definicion:

0y, i=1,...n
L(x,, =L, =—"; con 1.5.18
(x1 xk) ik ayk {k:n-{-],m’m ( )

de manera que se puede expresar la relacion entre la variacion de la variacién de
las variables dependientes respecto a las independientes como

OYaep =Ly 0Y,q - (1.5.19)

b) Sensibilidad a las constantes de velocidad. Cuando el sistema esta en estado
estacionario, la variacién de la concentracion de una variable dependiente como
respuesta a un cambio en una constante de velocidad, se obtiene a partir de

Olnx;,
S(x,,b.)= L, 1.5.20
(x;:b;) oinb, ( )
Dado que b, =In(B, /a ), se verifica
0y, oy, oy,
S(x,.b,) = In(B; fa ;) —2 5 B 52

olnB,/a,) OB,  dlno

J

Estos coeficientes ya se definieron como los elementos de la matriz M
verificandose por tanto:

>}

M; =8(x;,p;)=-S(x;,a,) (1.5.23)
Conceptualmente, M;; expresa el porcentaje de cambio en la concentracién de x;
como consecuencia de un 1% de incremento en el valor de la constante de

velocidad B; o de decremento en el valor de la constante o,. De forma compacta,
también se puede aludir a la matriz M como

M =S(x,B) = -S(x, ) (1.5.24)

(Savageau y Sorribas, 1989d).
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¢) Sensibilidad a los ordenes cinéticos. La variacion de la concentracion de una
variable dependiente x; como respuesta a la variacion porcentual de un orden
cinético aparente gy, se defini6 originalmente como (Savageau et al., 1987¢):

n+m

ZS( ’J’g’d) 'jyj+ZS( y>gk1) bj

)= 6lny,. J =n+l

(1.5.25)

n+m

Olng, ¥ I3, +Z M;b,

J=n+l

en donde ;,k=1,...,n y I=1,...,n+m. Esta expresion puede ser contemplada como
una media ponderada de las sensibilidades de los coeficientes L; y M;; respecto a
los 6rdenes cinéticos aparentes. Un resultado analogo se obtiene para los 4; sin
mas que sustituir g por 4 en la expresion anterior.

A menudo también se utiliza el coeficiente

olnL;
Olngy

. S(Ly.84) = (1.5.26)

que define la sensibilidad de las ganancias logaritmicas del sistema respecto a los
ordenes cinéticos. Cuando hay una Unica variable independiente (m=1) o cuando

todas las S(L,.j, gk,) son iguales, se verifica

S(Ly»8u)= S(i-8u) (1.527)

(Savageau et al., 1987b; véase también Savageau, 1972; 1976).

Una caracterizacion alternativa para la sensibilidad de los valores de
concentracion respecto a los 6rdenes cinéticos aparentes viene dada a partir de la
igualdad (Savageau y Sorribas, 1989d)

S(x;,hy,) _ S(x;,8u)

(1.5.28)
Iy Eu

verificandose también que:

S(x;,84)=YS(V;,8u)- (1.5.29)

Savageau y Sorribas (1987d) definen, por analogia con la matriz M, el tensor N,
con dimensién nxnx(n+m), que representa las sensibilidades de las
concentraciones respecto a los drdenes cinéticos:
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{N} = {S(x,h)/h} = -{S(x,2)/ g} (1.5.30)

Cada elemento N;; vendra dado como

N, :(S(xnhkl)J :_(S(xi’gkl)J (1.5.31)
' hy Eu

para ,k=1,...,n y [=1,....m+n. Se verifica (Savageau y Sorribas, 1989d):

{S(x,h)/h} =M ®y

{Sx,g)/g} =-M®y L=

1.5.4.2.- Factores relacionando el comportamiento de las variables de flujo
con los parametros cinéticos subyacentes. La caracterizacion del
comportamiento de las variables de flujo frente a cambios en el sistema o en el
entorno, se deduce a partir de célculos subsiguientes a la determinacion de las
concentraciones en el estado estacionario. Por consiguiente, los factores sobre los
que se basa esta caracterizacion se obtienen por diferenciacién directa de las

ecuaciones que describen el flujo en el estado estacionario (Savageau y Sorribas,
1989d):

{anm, =Ina + Gy, (1.5.33)

InV_,, =Inp +Hy,,,

a) Ganancie logaritmica. El efecto del cambio en una variable independiente
sobre una etapa del flujo se obtiene por diferenciacion directa de (1.5.33), de

manera la amplificacion de los influjos viene dada segun la expresion (Savageau
y Sorribas, 1589d):

L, =Gyq+G,g,L (1.5.34)

v dep™'x

en donde G,, y G

respectivamente, con ij=1,...,n y k=ntl,..,n+m, de manera que cada elemento
de L, viene dado por la expresion

4p S€ definen como las matrices de elementos gy y g

L(Vi,xk):gik+ig,.jL(x,,xk) (1.5.35)

j=1

con i=l,...n y k=ntl,...,n+m. Procediendo del mismo modo para los eflujos se
obtienen los elementos de la matriz L, .
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b) Sensibilidad a las constantes de velocidad. Diferenciando la ecuacion (1.5.33)
respecto a las constantes de velocidad se obtiene (Savageau y Sorribas, 1989d):

(S(V,.,ock) =By, + ZgijS(xj,OLk)
Jj=1

) ) i k=1,..n (1.5.36)
(I/iaBk) = Zg,,S(x,>Bk)
Jj=1

N

que, en forma matricial resulta

S(V,,a) =1+G, S(x,a)

(1.5.37)
S(V,,B) = Gy, S(x,B)

¢) Sensibilidad a los drdenes cinéticos aparentes. Finalmente, la sensibilidad de

los flujos a los 6rdenes cinéticos aparentes viene dada por (Savageau y Sorribas,
1989d):

I\S( g,g: J Sikyﬁigy(S(x;,gkp)J

J S(V"; | S’;‘ g ? (1.5.38)
i°>"kp < XM

( hkp j jz ( kp ]

para i, k=1,...,n ; p=1,...,n+m.

Igual que se hizo con la sensibilidad de las concentraciones respecto a los
Ordenes cinéticos, se pueden definir los tensores de dimensiones nxnx(n+m)

segun las expresiones:
SWV.,g,
{S(V+ ,8)/ g} :(ﬁ]

gkp

(1.5.40)

{S(V,,h)/h} =(S(’Z’hkp))

kp

con i, k=1,..n ; p=1,...nt+m. La expresion matricial de los coeficientes asi
definidos resulta (Savageau y Sorribas, 1989d):
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{S(v..0)/g} =1®y+Gy, ®{S(x.2)/ g}
{S(V,,h)/h} =G, ®{S(x,h)/h}

dep

(1.5.41)

Tabla 1.5.4.- Caracterizacién completa del estado estacionario (Savageau y Sorribas,
1989).

Variables de concentracion

Propiedad sistémica Componentes locales™ Representacion alternativa
Lx B _A;ilepAind N : _MAind
S(x,B) = A = M
S(x,a) = - Aéi,p = -M
{S(x,h) / h} = A, ®y = M®y
{S(x,2)/ g} = ~AL ®y = -MQ®y
Variables de flujo
Propiedad sistémica Componentes locales™ Representacion alternativa
L., - Gipg + GdepAd_:pAind N Ging + G gepli
S(V+>(X‘) = I+GdepA(;<:p = I+Gdep S(X’a)
S(V+:B) = Gdep Ac;e:p - Gdep S(X,B)
{S(V+7g)/g} - I®y+GdcpA;elp®y - I®y+GdeP®{S(x’g)/g}
{S(V,,h)/h} = Gy,An, ®Y = G ®{S(x,h)/h}

* tomado de Savageau y Sorribas (1989, tabla 1).
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Tabla 1.5.5a.- Relaciones derivadas de la ortogonalidad entre los operadores lineales M y Adep. Particién de efectos entre
parametros (Savageau y Sorribas, 1989).

Efectos sobre las variables de concentracion

Parametro Adicién Conectividad
Constantes de velocidad Z;[S(x,.,ocj)+S(xi,Bj)] =0 Z[S(x,,oaj)gjk +S(xi’Bj)hjk] ==0y
J= J=1
i=1,...,n Lk=1,...,n
) 2 S(x:,8; S(x;,h,) S(x;.85) S(x;.hy,)
Ordenes cinéticos [( - j [ g ” 0 Z[( = 8 T —— Py |=—0,y,
J=1 Ep hjp : =1 Ejp hjp
i=1,...,n; p=l,...,n+tm Lk=1,..,n; p=1,....n+tm

Efectos sobre las variables de flujo

Parametro Adicion Conectividad
Constantes de velocidad ZI[S(Vi’aj) +S(V,.,Bj)] =1 Z[S(V,.,ocj)gjk s S(Vi’Bj)hjk] =0
™ =
i=1,...,n Lk=1,...,n
. ) SWi,h,) z NS
Ordenes cinéticos Z[( L J +( ( . 2 ]:, =Yp [( LY )} 8k +(%—LJ h jk} =)
=1 Eip Jp J=1 Ep ip
Flyestty P2 Locotitm Lk=1,...,n; p=1,...n+tm

42



Tabla 1.5.5b.- Relaciones derivadas de la ortogonalidad entre los operadores lineales M y Adep- Distribucion de efectos

sobre las variables dependientes (Savageau y Sorribas, 1989).
Efectos sobre las variables de concentracion

Parametro Adicion Conectividad
Constantes de velocidad Z;[S(xj 20 ) +8(x;,B, )] =0 Z;[S(xj,ock)g,.j + S(xj,Bk)h,.j] = =3,
J= J=
k=1,...,n Lk=1,..,n
, 2 [ S(x;,84) S(x;,h,) R 8(x80) S(x;,h,)
Ordenes cinéticos ( Lo J+[ 2221 1=0 Z — g+ — by | =8y,
Jj=1 Ewp hkp Jj=1 Eip hkp
=1,...,n; p=1,...,n+m Lk=1,...n; p=1,...n+m
Efectos sobre las variables de flujo
Parametro Adicion Conectividad
Constantes de velocidad ZI[S(VJ 0 ) + S(Vf B )} =1 -
Jj=
k=1,...,n
; 21 SV;,84) SW;,h,)
Ordenes cinéticos Z [ L2k J +[ L 2= Vo L
Jj=1 gkp hkp
k=1,...n; p=l,...n+m

n
Za,.jL(xj,xk) =-a,
i

Variables independientes
=1,..,n; B=ntl,...ontm

-
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1.5.5. Estabilidad local.

La estabilidad de los sistemas no lineales es un aspecto dificil de caracterizar. Sin
embargo, cuando el sistema se encuentra en un estado estacionario, es posible
recurrir a técnicas de analisis lineal para examinar su comportamiento frente a
pequefias perturbaciones. Se hablara entonces del estudio de la estabilidad local

(Savageau, 1975; 1976).
En este apartado se va a presentar el método desarrollado por Savageau

(1975) para caracterizar las condiciones de estabilidad local en los sistemas S. El
método es valido siempre que ninguna variable tome un valor nulo en el estado
estacionario. Dado que la estabilidad es una propiedad de los sistemas
auténomos, el analisis se realiza sobre el sistema S descrito segin la formulacion

general
% =a,[x% -8,][x) (1.5.42)
j=1 j=1

Para simplificar la notacion, se escribird x,, para representar a los valores del
estado estacionario:

Xip = {xi |x; =0;i= 1.,...,n}

no debiendo confundir estos valores con los que especifican e! centro de la
aproximacion segin la ley potencial, de modo que definiremos:

_ d(x,0+&;)
xi T re———————
dt

La aproximacion lineal segun el desarrollo en serie de Taylor implica

d(x10+§ ) {a ngu +Z(a gyE_»ka 8ij~ jk)

dt
(1.5.43)

{BH b +Z(B,y T )ﬂ

Jj=1

en donde & , es la delta de Kronecker, igual a 1 cuando =k y a 0 cuando j#k. En
el estado estacionario se verifica la igualdad

n n s
o [ Tx% =8 ]x- (1.5.45)
J=1 J=1
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Por otra parte, también se cumple que

d(xy +&;)

L=t =g,. (1.5.46)

En consecuencia, podemos expresar

fgfens it {goness )
et ]

[lone i} {Elenniph)

=aii((g,-,—h,-j)§k i xﬁﬁ”'a’*)]. (1.5.47)
k=1

J=1

Definiendo

a, =g, ~h, (1.5.48)

la variacién porcentual de x; respecto al valor de estado estacionario se puede
expresar como sigue:

i k

g 5;
o ] [0 Zamuk

J

8ij— jl(
Z[axkukxkonx ]

(1.5.49)

Definiendo el factor

=q, []x £-) (1.5.50)

que resulta ser el cociente entre el influjo sobre x; en el estado estacionario
respecto al valor de dicha variable en tal estado, la variacion del indice u; queda

expresada en forma del sistema de ecuaciones diferenciales lineales (Savageau,
1975)

W, =F )y au, =1,.. 40 (1.5.51)
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en forma matricial

u=Au (1.5.52)
con A* la matriz nxn de elementos

a; = Fa, (1.5.53)

Las condiciones de estabilidad de este sistema vienen dadas por la
naturaleza de los valores propios del operador lineal A*, que son las raices de la
ecuacion caracteristica

(Fa,-») FRay, - Fa,
F.a EFEa. —\ $3 Fa
2: 21 (F, 2:2 ) ) 2:2" =10. (1.5.54)
F;1anl FnanZ (F"a"” —}\')

Resolviendo el determinante se obtiene el polinomio caracteristico P(A), que de
manera genérica expresaremos:

PA) =M +O A" + 9, A" 2+ 4+, A+, . (1.5.55)

Los ceros de este poiinomio, o valores propios de A*, determinan
completamente la solucién general del sistema de ecuaciones diferenciales
(1.5.52) (véase Anand, 1984; o Kreyszig, 1990).

No obstante, en la medida en que el orden del sistema aumenta, la
determinacion de todas las raices de P(A) se convierte en un problema que no es
trivial. Una solucién factible es utilizar técnicas numéricas que permitan
obtenerlas de una forma aproximada (una revision en profundidad de estas
técnicas se puede hacer en el texto de Gastinel, 1975). Sin embargo, a efectos de
caracterizar la estabilidad del sistema dindmico definido por (1.5.52), lo que
importa no es exactamente el valor de los ceros de P(A) sino su signo. Si la parte
real de los valores A; que verifican P(A;)=0 es negativa

Re(A;)<0, (1.5.56
la respuesta del sistema a una perturbacion serd situarlo en un nuevo estado
estacionario y se dira que el sistema es estable. Por el contrario, cuando los ccros

de P(A) tienen parte real positiva, la respuesta a una perturbacién puede ser un
incremento incontrolado o una oscilacion de amplitud creciente, resultando
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1.5. Descripcion de sistemas bioquimicos sobre la base de los sistemas S

entonces que el sistema es inestable (véase Anand, 1984; Dorf, 1989; o Kreyszig,
1990).

El criterio de Routh-Hurwitz (Routh, 1877; Hurwitz, 1895) es una
alternativa clasica en el campo de la ingenieria de los sistemas de control, que
permite comprobar la condicion (1.5.56). El método esta basado en la relacion
que se mantiene entre los coeficientes de una ecuacion algebraica de grado # si
las n raices tienen parte real negativa. Este criterio da lugar a condiciones
necesarias y suficientes para caracterizar la estabilidad del sistema en términos de
los coeficientes de P(A), sin necesidad de obtener explicitamente sus ceros
(Richards, 1979).

El interés del método es doble, ya que por una parte, supone una
simplificacién considerable del problema que incide en una reduccién del
esfuerzo computacional necesario para su implementacién. Por otra parte, como
los coeficientes de P(A) vienen dados a partir de los parametros cinéticos del
sistema S, el criterio de Routh permite establecer relaciones a partir de las cuales,
una propiedad sistémica, la estabilidad, queda determinada explicitamente por las

propiedades moleculares subyacentes del sistema bioquimico (véase Savageau,
1975, 1976).

En términos generales, las condiciones de estabilidad se establecen a partir
de la matriz de Routh, que tiene la forma (Anand, 1984):

S T
S T
— (1.5.57)
A ’ ey 6 0 0
A TR

n-4
A C31 €3

S

Las dos primeras filas estn formadas por los coeficientes del polinomio
caracteristico P(A); los de indice par en la primera y los de indice impar en la
segunda, segun la notacion seguida. Los coeficientes ¢;; del resto de las filas, se

calculan a partir de los que ocupan las dos filas superiores de acuerdo con el
siguiente esquema:

90 9y [0 0
¢1 ¢s ¢, ¢7
Ci3

b, b,

_[po ¢2]
10 9,

¢y = » Cpp =

¢,
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b, ¢, o 95
e S|, _ en S
Cyy=—"——"—"5 Cn=
i i
i ‘2
N )
C3 >
193

Segun el criterio de Routh, el nimero de raices positivas de P(A) coincide
con el nimero de cambios de signo en los coeficientes de la primera columna, por
tanto la condicion de estabilidad requiere que los valores

bosd1s €115 Copseensd,

tengan el mismo signo. Pueden darse casos particulares que dificulten la
aplicacion del método, por ejemplo cuando se anula un coeficiente que interviene
como denominador en el célculo de otro. Para estudiar este tipo de situaciones y
profundizar en el método véase cualquiera de las referencias citadas, como
Richards (1979), Anand (1984) o Dorf (1989).

1.6.6. Formulas computacionales

La integracion numérica del sistema

n+m n+m

%=, [[x¥ -B,][x7, (1.5.58)
J=1 Jj=1

se puede abordar directamente mediante alguno de los muchos métodos iterativos
desarrollados para la resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales (p.e.
véase Burden y Faires, 1985). Sin embargo, el elevado numero de
exponenciaciones que se deben realizar en cada iteracion resta eficiencia al
proceso y la solucion puede verse afectada por un error de redondeo considerable.
Sin embargo, definiendo (Savageau, 1970; 1976):

Y =lnx,
g =8; -9 (1.5.59)
hy =hy; =8,
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en donde ; es la delta de Kronecker (8;=1 si i=j y 8;=0 si i#j), el sistema
(1.5.58) es equivalente al sistema:

n+m n+m
Yy, =0a,; exp(Zg,.jyj) =, exp(Zhy.ij i=1,...,n. (1.5.60)
j=1 J=l

De este modo, las 2(n+m) exponenciaciones que supone evaluar cada ecuacién
del sistema original se reducen a dos.

Por otra parte, la constancia de la estructura matematica de los sistemas S,
permite la evaluacion sistemética de sus derivadas de orden superior sin un gran
coste desde el punto de vista computacional. Ademas, y a diferencia de lo que
ocurre cuando se trata con sistemas dindamicos cuya representacion formal es mas
compleja, la evaluacion de las derivadas puede hacerse de manera exacta, y no
mediante métodos aproximados. Esto implica que métodos de integracion
numeérica, como el método de Taylor, cobren mayor relevancia al tratar con
sistemas S que cuando son considerados como métodos de interés general. En
este sentido, Irvine y Savageau (1990) han optimizado la integracién numérica de
los sistemas S mediante métodos de Taylor, que resultan ser mas eficientes que

otros métodos habituales de prop6sito general (e.g. variaciones de los métodos de
Runge-Kutta).
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1.6  Aplicaciones de la teoria

En la BST se pueden distinguir de manera clara dos vertientes: una de tipo
teérico, bajo la cual se desarrollan los principios fundamentales de la teoria y que

se encuentra bien consolidada, y otra de tipo aplicado que se encuentra dando sus
primeros pasos.

1.6.1. Analisis de sistemas abstractos

En su inicio, el mayor desarrollo de la BST se ha dado al analizar procesos de
regulacion sobre sistemas abstractos, especialmente secuencias de reacciones
catalizadas enziméticamente y mecanismos de accién genética.

Metodologicamente, el analisis se puede desglosar en tres fases: (1) Se
proponen y formulan estrategias de control alternativas; (2) se establecen criterios
de efectividad funcional que permitan hacer una valoracién del sistema; y (3) se
comparan los sistemas propuestos en términos de los criterios establecidos y
sobre la base de los elementos definidos en la teoria (véase Savageau, 1976).

La comparacién entre patrones de control diferentes debe realizarse en
condiciones homogéneas. Esto supone que los sistemas bajo estudio deben ser
equivalentes en todos los aspectos, distinguiéndose solo en aquellos que
caracterizan el comportamiento de interés.

La homogeneidad entre dos sistemas se establece en base a dos criterios
(Savageau, 1972): equivalencia interna 'y equivalencia externa. Dos sistemas son
internamente equivalentes cuando se da la identidad entre los parametros de todas
las reacciones comunes. Sin embargo, la equivalencia interna no asegura que el
comportamiento de los sistemas sea idéntico a nivel global, ya que no se imponen
restricciones sobre los pardmetros implicados en las etapas que caracterizan el
mecanismo bajo estudio (Savageau, 1972; 1976). Por tanto, es preciso que los
sistemas sean intercainbiables en términos del efecto que ejercen sobre el
organismo en el que estan inmersos. A esta equivalencia global se denomina
equivalencia externa, y se establece sobre dos bases: la ganancia logaritmica y la
sensibilidad paramétrica. La equivalencia sobre la base de la ganancia logaritmica
supone que, dados dos sistemas A y B, se verifica, para una variable interna de

interés &,: L* (E..%,)=E°(E i»X; ) . De manera analoga, la equivalencia sobre la

base de la sensibilidad paramétrica supone S*(¢,,0,) = S?(&,,8,), siendo 0, el
parametro sobre la cual se establece.

En sentido estricto, la equivalencia externa no requiere de la equivalencia
interna, pero en lus casos en que se da, la equivalencia externa impone ciertas
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restricciones respecto a los pardmetros que caracterizan a cada sistema
(Savageau, 1972). '

Los criterios de equivalencia son la base de lo que se ha dado en llamar
método de las comparaciones matemdticamente controladas (Savageau, 1985b),
cuyas etapas se pueden resumir como sigue (cf. con Savageau, 1985b):

1. Formulacion del problema: establecimiento del modelo conceptual.

2. Formalizacion de las estrategias alternativas. Todos los disefios son iguales
salvo en aquellas etapas que caracterizan al proceso bajo estudio. Entre los
sistemas representados se mantiene la equivalencia interna.

3. Garantizar la equivalencia externa entre las alternativas.

4. Analisis formal.

1.6.2. Aspectos experimentales

En el ambito experimental, la aplicacion de los principios y métodos propuestos
por la BST tiene como principal dificultad la complejidad intrinseca de los
sistemas cuyo objetivo es estudiar. Aunque los principios formales estan bien
establecidos, es ineludible la identificacion de los componentes del sistema real y
la forma en que estos interaccionan, lo que supone la necesidad de manejar un
volumen de informacion importante. En este apartado se van a revisar las formas
en que se viene abordando este problema.

1.6.2.1.- Determinacién de parametros locaies. Voit ef al. (1991) consideran
ires aproximaciones para la determinacion de los valores de los parametros que
caracterizan al sistema.

a) Estimaciones a partir de datos cinéticos in vitro

b) Estimacioncs a partir de experimentos in situ relativos al estado
estacionario del sistema

c) Estimacion a partir de la dinamica del sistema

A continuacion se exponen brevemente los principios basicos de cada una de esta
aproximaciones, creyendo conveniente discriminar dos posibilidades relativas a
la primera de las alternativas.

a-1) Estimaciones a partir de datos cinéticos in vitro: Caracterizacior directa
de la ley individual de velocidad. En principio, la caracterizacion de la ley
individual de velocidad, en términos del formalismo de la ley potencial, se
concibe como un problema de regresion lineal (Savageau, 1971; 1972; 1988:; Voit
y Savageau, 1982a,b; Savageau y Voit, 1982; Voit, Savageau e Irvine 1991). Se
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trata del andlisis cinético de las etapas aisladas al estilo de como se hace para los
modelos mecanicistas.

a-2) Estimaciones a partir de datos cinéticos in vitro: Por derivacion parcial a
partir de un modelo de tipo mecanicista. Desde la formulacion del modelo
cinético de Henri-Michaelis-Menten en 1913, practicamente un siglo de
investigacion bioquimica ha dado como fruto un amplio repertorio de modelos de
indole mecanicista, cuyo objetivo es la caracterizacion de los procesos que tienen
lugar en el vasto entramado metabélico. La reunién de modelos de este tipo a
partir de la literatura, ha servido como patrén para la caracterizacion de procesos
metabolicos en el contexto de la BST.

Shiraishi y Savageau (1992a,b,c,d) han utilizado el modelo de Wright et
al. (1992) sobre el ciclo de los 4cidos tricarboxilicos en D. discoideum para
formular un modelo alternativo a partir del cual ponen de manifiesto posibles
deficiencias en la formulacion original.

Con datos tomados a partir de diferentes fuentes bibliograficas, Torres et
al. (1993) proponen un modelo para la produccion de 4cido citrico en el hongo A.
niger. Del mismo modo, Sabate et al. (1995) consideran la ruta de las pentosas
fosfato en hepatocitos de rata y Curto et al. (1995) la ruta ferementativa en S.
cerevisiage. Ni y Savageau, 1996,a,b,c han caracterizado el metabolismo del
eritrocito humano, presentado ademds una detallada informacién sobre los
mecanismos cinéticos considerados como referencia y la fuente de procedencia
(algo que se echa en falta en otros trabajos). Mas recientemente, Curto et al.
(1997) han caracterizado el metabolismo purinico humano. Estos autores han
considerado, ademas de las fuentes bibliograficas, otras vias de deduccién de los
parametros cinéticos.

b) Estimacion a partir de experimentos en estado estacionario in situ. Segin
Voit et al. (1991), cabria distinguir aqui dos tipos de ensayos. Un primer tipo es
aquel en que el sistema bajo observacion es perturbado mediante un cambio en la
variable de entrada y se mide seguidamente la respuesta, esto es, el cambio en los
valores de estado estacionario de flujos y concentraciones. Un segundo tipo de
ensayo, es aquel en el que se introduce un cambio en la actividad de un enzima
(por ejemplo por manipulacién genética).

Sorribas y Cascante (1992) y Sorribas et al. (1993) han considerado la
forma de dar una caracterizacion del sistema a partir de la respuesta transitoria
que tiene lugar tras una perturbacion.

Por otra parte, una cuestién que no debe quedar sin tratar, es la posibilidad
de determinar experimentalmente los niveles de metabolitos iz sifu asi como su
velocidad de variacion (sin que el hacerlo suponga la destruccion del sistema bajo
estudio). Sorribas et al. (1993) han considerado este aspecio y ponen de
manifiesto algunas técnicas que lo hacen posible. Por ¢jemplo, experimentos con
células permeabilizadas (en donde se puede modificar las condiciones del sistema
por variacion de las condiciones externas asi como determinar la velocidad de
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respuesta a esas variaciones) . La determinacion de la concentracién de
metabolitos in vivo puede hacerse mediante experimentos que involucran
espectroscopia de RMN (véanse las referencias citadas por estos autores).

¢) Estimacion a partir de datos dindmicos. El ajuste del sistema dinamico per se
se plantea inicialmente en Voit y Savageau (1982b), considerando el ajuste
mediante métodos numéricos no lineales (Gauss-Newton). Sin embargo, el
método puede implicar un buen grado de dificultad. En Voit et al. (1991) se
indican algunos de los problemas que aparecen, como son por ejemplo, la
redundancia de pardmetros o la elecciéon adecuada de las condiciones iniciales,
que inducen una pérdida de eficiencia en los métodos numéricos (c.f. Johnson,
1988, 1991; Sorribas et al., 1993, Torsella y Bin Razali, 1991).Bésicamente, el
proceso consiste en (Savageau y Voit, 1982b):

1. Calcular las pendientes x;(¢) a partir de los datos experimentales

2. Tabular los tripletes {tk s ) 2 (L )} para las n variables x; y las T
observaciones ¢, ...,

t X X, Xn

| x(t) | X @) xa(t) | xat) | o | | xk(t) | X8
| xi(2) | Xxi(0)| x2(t2) | x2() | o | oo | xu(td) | X u(t2)
IR eIl P AT

3. Ajustar el sistema de nxT ecuaciones algebraicas no lineales:

( n 14
( x () =0a, Hx(tl)}g'lj - B, Hx(tl)?lj

<

X, (7)) =0, ﬁx(l‘r)‘j’-’ - B, ﬁx(tr)j.”
j=1 j=1

L

%,() = o, [Tx)5 -B, [ Tx(t)"
J=1 Jj=1

n n
> nj hn'
X, (tr) =0, Hx(t'r)}g“/ -B. Hx(tr)j'/
j=1 j=1

En ocasiones es posible descomponer el sistema en subsistemas

wn
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1.6. Aplicaciones de la teoria

separables, de manera que se reduce el conjunto de pardmetros que deben ser
estimados simultaneamente.

1.6.2.1.- [Estimacion de propiedades sistémicas. Una vez obtenidos los
valores de los pardmetros que caracterizan las propiedades locales de los
componentes del sistema, la obtencion de las propiedades globales puede hacerse
de manera analitica. No obstante, los métodos que conducen a la obtencién de los
parametros locales, permiten en general, la obtencion de las propiedades globales.
Por ejemplo, mediante perturbacion del sistema se pueden obtener los valores de
las ganancias logaritmicas
_Inx; —Inx,

o bien de la sensibilidad de una propiedad &, a un parametro dado 0 s

=&, 0
S(gi’ek) g ét 2;10 ) kO
(t:iO ek - ekO

(Savageau, 1971a, 1972, 1976; Shiraishi y Savageau, 1982c¢).

1.6.3. Validacion del modelo

Durante el desarrollo de la BST se consideran basicamente tres formas de
validacion del modelo:

e Sobre la base de la sensibilidad paramétrica: sensibilidades muy elevadas
hacen sospechar de una especificacién incorrecta (Sorribas y Savageau,
1989a,c; Shiraishi y Savageau, 1992a-d).

< Sobre la base de la estabilidad local: la especificacion de un sistema inestable
pone de manifiesto la inconsistencia del modelo (Savageau, 1976; Shiraishi y
Savageau, 1992a-d). Ni y Savageau (1996a,c) han propuesto un criterio de
evaluacion y refinamiento del modelo basado en las condiciones de estabilidad
local relativas al estado estacionario.

e Seleccion del modelo 6ptimo (en términos del ntmero de variables y
parametros) en base al error cuadratico medio:

(x,' . )Ei)z
ECM, = LN
—P
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en donde p es el nimero de parametros y N es el nimero de observaciones
experimentales. La magnitud de la reduccion del error cuadratico medio al
introducir un nuevo parametro es indicativa de la importancia relativa de dicho
parametro (Savageau y Voit, 1982b).
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29 Introduccion

Cuando el modelo formal que se utiliza para describir un fenémeno fisico viene
dado como un polinomio de primer grado, como ocurre con el formalismo de la
ley potencial —aunque haya implicada una transformacién tanto de las variables

como de la respuesta observable—, parece inmediato preguntarse qué ocurre si se
utiliza un polinomio de grado superior.

En el contexto de la BST, los términos de segundo grado del formalismo

de la ley potencial fueron considerados inicialmente por Cascante ef al. (1991).

Las dos cuestiones mas relevantes puestas de manifiesto por estos autores han

sido:

1. mostrar cémo la incorporacién de los coeficientes de segundo orden de la
serie de Taylor permite discriminar entre modelos que parecen ser
equivalentes desde el punto de vista de la formulacién de primer grado.

2. mostrar cdmo los sistemas S que incluyen los términos de segundo orden
proporcionan mayor exactitud en el seguimiento de la respuesta dindmica.

Para Savageau (1996a,c) la consideracion de los tres primeros términos de
la serie es contemplada como un conflicto entre la mayor capacidad predictiva
pero a costa de una peor representacion.

Mas recientemente Salvador (1996) ha caracterizado el sinergismo
mediante los coeficientes correspondientes a la representacion de segundo grado.

En este capitulo se va a hacer una valoracién personal del formalismo de
segundo grado. En una primera parte se desarrollara su formulacién. A partir de
ella se contemplara la capacidad predictiva de este tipo de modelos en relacién a
los modelos clasicos, de tipo mecanicista. En apartados subsiguientes se pondra
de manifiesto la forma en que se puede aprovechar la informacion subyacente en
este tipo de modelos y como representan la extension natural del formalismo de
primer grado —tanto desde el punto de vista conceptual, como del metodolégico.
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2.2. El modelo potencial de segundo grado

2.2.1. Formulacioén
Dada una ley de velocidad v expresada como funcién de » variables:
v(X) = v(x;,...5X,), (2.2.1)

al considerar el vector y = In(x), con coordenadas y; = In(x;) para i=1,....n, y la
composiciéon w=voe?, se puede definir

w(y) =Ilnv(e’), (2.2.2)

de manera que el desarrollo en serie de Taylor hasta el segundo término para w
viene dado viene dado por la expresion:

T,(w(y),y,)=w, + ig,-(yj -y )+ % igjk(y,- =7, Ve —vi) 223)

Jj=1 J.k=1

en donde w = w(y,) es la evaluacion de w en el centro de aproximacion y=y, y

los coeficientes g; y g, representan a las derivadas de primer y segundo grado
respectivamente:

Olnv(x)
S (2.2.4)
Olnx; .
0% Inv(x)
= 225
B dlnx; dlnx, (22.5)

X=X,

En la serie, ademas de la evaluacion de la funcion en el centro de
aproximacion, w,, aparecen tres tipos de términos:

e los correspondientes a la aproximacion lineal: g, ( y,=y jo)
. r . r . 2
e |os correspondientes a los términos cuadraticos: g (y i jo)
e los correspondientes a los productos cruzados: gt ( Y=Y )( Py yko)
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Mientras que el primero de estos términos describe la tendencia lineal de
la ley de velocidad en el espacio doble logaritmico, los otros dos dan cuenta de
no linealidades relativas a dicho espacio. Estas no linealidades se caracterizan a
dos niveles. El primero es la curvatura en la direccion de cada variable (esto es,
en sentido marginal), que queda expresada mediante los términos cuadraticos del
modelo. Un ejemplo de este tipo de no linealidad es el fenémeno de saturacion
propio de la cinéticas enzimaticas. El otro nivel resulta de la interaccion de
segundo orden entre las variables, es decir, de la forma en que el nivel de una
variable determina la dependencia de la respuesta respecto al nivel de las demas,

resultando por tanto que los efectos no son aditivos segtin establece un modelo
puramente lineal.

Definiendo la variable

X.
==, (2.2.6)

xjo

que representa al logaritmo natural de la variacion —en tanto por uno— de la
variable j-ésima respecto a su valor nominal, los términos cuadraticos de la serie
se pueden expresar como:

2
g,—,-(y, - yfo) =8l (2.2.7)

gjk(yj —Yj, )(J’k _yko):gjkljlk' (2.2.8)

La agrupacién conveniente de los términos de la serie, permite definir una
funcién G, (/) que esta dada por la combinacién lineal de los /; en con respecto a

los coeficientes gy. Segln los términos que se consideren, se presentan las
siguientes posibilidades:
e considerando Gnicamente a los términos de tendencia:
G,(D=¢g
e considerando a los términos de tendencia y a los de saturacion:
. L
G,()=g,+38,,

e considerando a todos los términos del desarrollo (tendencia, saturacion e
interaccion):
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2.2. El modelo potencial de segundo grado.

G,()= g +78;l; +%Zgjklk ,
k=1

k#j

Cuando se conoce suficientemente el mecanismo subyacente al proceso
estudiado, es posible restringir el nimero de términos considerados limitando asi
los tipos de superficies posibles (véase Draper y Smith, 1981). Sin embargo, a
falta de fundamentos teéricos, el modelo cuadratico debe incluir a todos sus
parametros. Por tanto, la definiciéon de G () responderé en adelante a su forma
mas general, que es la dada por

G(D=g,+1D guls - (2.2.9)
k=1

Cada una de las # variables que intervienen en el modelo tendré asociada una de
estas funciones que, como veremos, permitirdin dar una mayor generalidad al
concepto de orden cinético aparente. Designaremos por I a la matriz

- ’

& 381 382 - 3 &in
r=| & 182 18n 7 & (2.2.10)
L 1 1
_gn 2 &81n 28w - Zgnn_

que determina la aplicacion lineal

G, (1) Fgl ey g, - 3 &in 1
Gz.(l/! _|& 382 38 - 1&. l_‘
_Gn(l)J __gn %—gln %an %gnn_J ‘ln‘

Basandose en la definicion de las Gj(l), y llamando wp;, a la funcién
representada por la serie (2.2.3), se puede expresar

wmm:%+iqm@ (2.2.11)

=

de manera que en coordenadas cartesianas se tiene
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Capitulo 2. Formalismo de la ley potencial de segundo grado.

&j +%é| gl
) (2.2.12)

n xj
VvpL2(X) =v0H -
J=IAE

Jo

Definiendo el indice X, = x, / x,,, la expresion anterior es equivalente a

vera(®) = vo [ [ X7 (2.2.13)
=1

2.2.1.1.-  Un ejemplo para el caso de dos variables. Para ganar en apreciacion
se detalla a continuacion la obtencion del modelo de segundo grado, a partir de
los términos del desarrollo en serie, para el caso de dos variables.

Supoéngase la funcion de velocidad

v =v(x;,X,)

cuya aproximacion se va a hacer en el punto (x,4,X,,) . Definiendo y, = In Xy el
desarrollo de Taylor hasta el segundo término para la funcién

w(,y,) =lnv(e”,e”*)

viene dado por

T, (W(J’pJ’z )s(J’waJ’m)) =w(Y19,¥2)
+g1(yi ‘yio)"‘gz(J’z _J’zo)
2 2
+2l;g11(J’1 _}’10) "'zL!gzz(J’z ‘yzo)
+g12()’1 —ylo)(yz _J’2o)-
En donde los coeficientes g, y g; son las derivadas de primer y segundo grado

respectivamente dadas por (2.2.4) y (2.2.5). Haciendo uso de la definicion de /, y
repartiendo el factor de interaccion entre las dos variables implicadas, se tiene

Tz(W(J’pJ’z)a(J’lmyzo)) = W(Y195Y20)
+(g, 2Bk +%81212)11 +(g2 *o sl +%g1211)12

lo que también se puede escribir como

Wpp, (1) = w, +(g1 +%gllll +§Lgl212)ll +(gz +%gzzlz +%g121,)12.
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2.2. El modelo potencial de segundo grado.

La representacion cartesiana es inmediata al tomar la exponencial de cada
miembro:

- gi+3(guh +&12h) s 82+3(81h +8200)
— 1 2
vpL2A(X)=V, (—] (—) , (2.2.14)

X10 %20
pudiendo escribir también
Lignh+g,l L(gioh+855l
VPLZ(X):V() X181+z(8n 11812 Z)X;:gz*z(glz 1+820) ’ (2.2.15)
0 equivalentemente

vpLa(X)=v, X1 X720 (2.2.16)

segun las definiciones de X; y G{() dadas anteriormente.

2.2.1.2.- La ley potencial de segundo grado como superficie cuadratica. La
aproximacion PL2 en coordenadas logaritmicas es una superficie cuadratica
definida como

wp, =T, (W(Y)a yo)
cuya expresién matricial es
Wp, =Wy +1'g+11'Gl (2.2.17)

siendo g el vector (gradiente de wy,,) constituido por los coeficientes de primer
orden:

g=(g,--8,) > (2.2.18)

y G la matriz simétrica (hessiana de wy, ,) formada por los coeficientes de
segundo orden:

S " 8
. : (2.2.19)

N A

gln g;:::
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Capitulo 2. Formalismo de la ley potencial de segundo grado.

A partir de g y de G se puede definir la matriz I' de (2.2.10) como la matriz
particionada

r=[g !G]. (2.2.20)

Como superficie cuadratica, wp, va a tener un nico punto singular en el
que se anula su gradiente. En principio, este punto puede ser un maximo (si wp,,
es una superficie convexa), un minimo (si se trata de una superficie concava) o un
punto de ensilladura o mini-max. La derivada de wy, respecto al vector de
variables / es inmediata y viene dada por

0 Wpp,
—==gtiG] 2.2.21
5; B ( )
y se anula en el punto / definido por
l[.=-G''g. (2.2.22)

En este punto, la magnitud de wpy , resulta ser
Weia, = Wo —+8'G g =1g'l,. (2.2.23)

Al representar con wp, a un proceso catalizado enzimaticamente, cabe
esperar que en / alcance un valor maximo, ya que la saturacion es una de las no
linealidades fundamentales que caracterizan a este tipo de mecanismos y ésta se
traduce en la existencia de un valor (asintdtico) maximo para la funcién que los
describe. La condiciéon de méximo para /; depende de que la hessiana G sea
definida negativa (de este modo la forma cuadrética inducida por G es siempre
I'Gl <0 para cualquier / no nulo y, por tanto, la superficie definida por wp, €s
convexa). Que G sea definida negativa se concluye al comprobar si todos sus
autovalores son negativos. Mas adelante, en el apartado 3 de este capitulo, se
profundizaré en el andlisis basado en el espectro de G. Baste considerar aqui, que
es posible caracterizar la naturaleza de G sin necesidad de calcular sus
autovalores. El criterio de Sylvester (véase Burgos, 1977) establece que G es
definida negativa si sus menores principales! A, verifican

(-D*A, >0 (2.2.24)

para k=1,...,n.

' El menor principal de orden &, A, es el determinante de la submatriz de G formada por los elementos
gij con iyj=1,.. .k Asi: A=gy, A, = g,,85 — g5> etC.
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2.2. El modelo potencial de segundo grado.

2.2.1.3.- Representacion de segundo grado de sistemas generales de orden
n. Siguiendo la notacién mas difundida en la BST, el comportamiento dinamico
de un sistema de orden n va a venir dado por un sistema de n ecuaciones
diferenciales, relativas a otras tantas variables de estado (o dependientes), y
donde pueden intervenir también m variables independientes (o de perturbacion).
La consideracion de mas de una etapa de velocidad hace necesario
introducir un nuevo subindice que las identifique. En adelante se seguira el
siguiente convenio respecto a los subindices. Cada coeficiente g, de los definidos
en (2.2.4) y en (2.2.5), presentara tres subindices: el primero identificara a la ley
de velocidad, el segundo a la variable base de la que G(/) es exponente, y el
tercero a la variable que aparece como factor en la expresion (2.2.9) que define a
G(J). Con el fin de utilizar siempre el mismo nimero de subindices, en el caso de
los coeficientes relatives a las derivadas primeras, el tercer subindice sera cero.

De este modo, la expresion general de segundo grado para la etapa i-ésima
vendra dada por

n+m

nem gle + k§l g"kllr
Vorg, = ,o]_[[ ) (2.2.25)
jO

A continuacion se especifica la expresion de segundo grado para sistemas
de orden n segin las dos representaciones fundamentales de la BST: la

representacion GMA (caso de no agregacion) y los sistemas S (agregacién en dos
procesos netos: influjo y efiujo).

a) Representacion de sistemas GMA. Basando la representacién en el uso de la
matriz de incidencia, la GMA no impone restricciones sobre los valores de my, de
manera que, genéricamente, la variacion del componente x; viene dada por

X, ~Zm,j v;(x), i=1,...n.  (2.2.26)

Cuando las etapas v(x) estan descritas en términos de la formulacién de segundo
grado, la representacion GMA, en su forma desarrollada, queda definida
mediante el sistema de ecuaciones diferenciales

n+m

i gjkot3 {EI & jkgly
Zmyvjon( ] (2.2.27)
X ko

con i=l,...,n, y que designaremos como GMAp;, en contraste con los GMApy |
que se corresponden con el formalismo de primer grado.
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Capitulo 2. Formalismo de la ley potencial de segundo grado.

b) Representacion de sistemas S. La representacion como sistema S supone la
agregacion de las etapas que afectan a cada uno de los nodos. Aunque la
agregacion se puede realizar seglin diferentes pautas o estrategias, la
representacion final siempre tiene la forma general (véase Sorribas y Savageau,
1989; Savageau, 1991a)

%=V, -V, i=l,..n (2.2.28)

en donde V; y V; representan, respectivamente, al influjo y al eflujo agregados
sobre x;. Si estos flujos agregados son descritos mediante modelos de segundo
grado, la representacion como sistema S viene dada, de forma general, por:

gg,'o""'z'él il
ci=l..,n, (2.2.29)

n
i Viol I
J=1

1 n
X, ] k2 Xtk
J
xjo

n X,

J

e

Jj=1 xjo

en donde se ha intentado mantener la notacién propia de la BST, de manera que

los coeficientes “A™ tienen el mismo significado respecto a V.; que el de los “g*
respecto a V.

De forma mas compacta, y segin los elementos introducidos
anteriormente, la (2.2.29) se puede escribir como:

n n
= vio [ JX7C —voo[[X 5 i=1,...,n (2.2.30)
J=1 J=1

siendo, por extension, Hy(/) la misma funcién que Gi(D) solo que relativa al eflujo
Vi

La expresion (2.2.30) es independiente de la estrategia de agregacion que
se haya podido considerar. Mas adelante, en el apartado 2.2.6, se tratard con

detalle la agregacion, como ley de composicién interna, para funciones de
segundo grado.

2.2.1.4.- Espacios I y I1. de aproximaciones polinémicas. Dado que el
formalismo de la ley potencial, en su forma genérica, supone la definicion de un
polinomio de primer grado en el espacio doble logaritmico para representar a un
proceso dado, parece natural concebir las aproximaciones wp; ; como elementos
del anillo IT de los polinomios. Como esta forma polindmica es relativa al
espacio doble logaritmico, distinguiremos al conjunto de los polinomios
desarrollados en dicho espacio como I, indicandose con n el grado de los
polinomios considerados. De este modo, se pueden establecer las relaciones

L L
wpr €11y wy, €115
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2.2. El modelo potencial de segundo grado.

Por otra parte, la existencia de las aproximaciones polinomicas a w viene
garantizada por su propia naturaleza. Por tratarse de la formalizacién de un
fenomeno fisico, es natural que las funciones de velocidad, o sus logaritmos, sean
(infinitamente) diferenciables y acotadas en todo rango de definicién de las
variables. Por tanto, las condiciones de convergencia que establece el teorema de

Taylor (véase p.e. Apostol, 1989) garantizan que la aproximacioén en I} es

mejor aproximacion a w que la aproximacion en Iy,

2.2.1.5.- Algunas consideraciones comparativas entre las aproximaciones
de primer y segundo grado. Ademés de la inciusion de un término adicional del
desarrollo en serie de Taylor, la formulacién PL2 introducida en este apartado
presenta dos novedades mas: 1) un cambio de escala en las variables de
concentracion, y 2) la consideracion de una constante aparente de velocidad
diferente, que surge como consecuencia de la anterior.

El cambio de escala de las variables viene dado al considerar sus valores
en términos relativos a su valor nominal. Se incluya o no el término de segundo
grado de la serie, esta normalizacion de las x; respecto a sus respectivos valores
nominales x;o, es un principio que ya estd implicito en el formalismo de la ley
potencial. Siguiendo la notacion original introducida por Savageau (véase por
ejemplo Savageau, 1969; 1970; 1976), la ley potenciai que describe una cinética
n-dimensional viene dada por:

n
- 8ij
7 oc,.l Ixj 2
J=1

cuyos parametros ya se han definido como

Vi _ Olnv,(x)

! = 8 U aln xj
H X0 Sl
J=1
Por tanto, es inmediato considerar

8ij
! L . Bl X5
0 TTx% =v,[ ] ;—f— . (2.2.31)
0

8ij j=1 Jj=1
leA :
170
J=1

sin que por ello se altere la filosofia de la formulacion. Sin embargo, las variables
implicadas son ahora los indices X, = x, /x,,, cada uno de los cuales constituye
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Capitulo 2. Formalismo de la ley potencial de segundo grado.

la variacién, expresada en tanto por uno, que representa x, respecto a su valor
nominal x;o. Este cambio de variables va a tener algunas consecuencias de interés.

(1)  Por una parte, las X; son adimensionales, por tanto, al considerarlas como
variables explicativas del modelo, hacen que éste sea insensible a los
cambios en las unidades de medida en que vienen expresadas las variables
originales.

(2)  Por otra parte, un cambio porcentual en la variable original x; se traduce en
un cambio en la misma proporcién en el indice X;, ya que si x, = kx, se

verifica que X, =k X, para cualquier constante k, de manera que las

variaciones relativas a x; se interpretan igualmente al aludir a X; . En este
sentido es interesante destacar la identidad

Olny, 0lny,
ol, Olnx;

(2.2.32)

ya que, segun las reglas elementales de derivacion, se verifica:

Olnv, X,  Olny,

8l, xg(liz,)0%;

(3)  Finalmente, la situacion X;=1 se presta a una interpretacién inmediata, ya
que indica que la variable en cuestion se mantiene exactamente en su valor
nominal.

Ademas de las consecuencias descritas, que son inherentes a la propia
naturaleza de las variables, la igualdad (2.2.31) pone de manifiesto como la
normalizacion de las variables descarga a la constante aparente de velocidad o
de la cantidad de parametros que en esta se aglutinan (estos son: el valor nominal
de la velocidad v, =v,(x,), los érdenes cinéticos aparentes g; y los valores
nominales xj); apareciendo de estos dos ultimos tipos, tantos parametros como
variables tenga el modelo). Asi, esta constante cobra un significado mucho mas
intuitivo, puesto que pasa a ser el valor de la velocidad cuando todas las variables
permanecen en su valor nominal (es decir, X=1y por tanto o, = v,;).

La consideraciéon de los indices X; como las variables del sistema,
introduce cierta heterogeneidad en la definicion de las ecuaciones diferenciales,
puesto que vienen dadas en términos de la variacion de las x;. Sin embargo, la
normalizacidn es inmediata si se asume como constante aparente de velocidad
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2.2. El modelo potencial de segundo grado.

=i (2.2.33)

ij0
xjo

lo que, por ejemplo, permite escribir el sistema (2.2.27) como

r n+m
X, = Z[mijv;jo HXkGf*(')J (2.2.34)
Jj=1 k=1
y al (2.2.30) como
X, =vi [ TX"C v [T x (2.2.35)
Jj=1 J=1

siempre para i=l,...,n.

Cuando el modelo considerado es el de segundo grado, la semejanza
estructural con el de primer grado es inmediata al escribir

vi=a, [ X7 (2.2.36)
j=1

en donde ahora o, =v,, y habida cuenta de que la normalizacién de variables
estd, como ya se ha dicho, implicita en la formulacion potencial original. Sin
embargo, es procedente puntualizar que la funcién G; (1), que intuitivamente
actia como un orden cinético aparente dependiente de la distancia al centro de
aproximacion, no se corresponde exactamente con este concepto si nos atenemos
a su definicion. El orden cinético aparente (OCA) de la variable x; con respecto a
la ley de velocidad v fue definido originalmente por Savageau (1969b) como

OCA(®v, x)) ZW’ (2.2.37)

Inx,

siendo inmediato comprobar que G; () coincide con este valor tan solo cuando

I=0. De hecho, es que no es correcto representar la aproximaciéon a v; como el
producto de una constante (o) por el valor de cada una de las variables elevadas
a la pendiente logaritmica en cada punto. Es decir, la expresion
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aiHthWi/amxj (2238)

J=1

no es valida como aproximacion a v; Debe tenerse en cuenta que si la pendiente,
en coordenadas logaritmicas, no se valora en x, entonces v;y (o a;) que representa
a la ordenada en el origen, deja de ser un parémetro adecuado para dar validez a
la aproximacion segin establece el teorema de Taylor.

Tabia 2.2.1.- Resumen esquemético de la equivalencia entre las representaciones PL1 y
PLZ.

Representacion PL1 P12
n
- _ &
Original vi(x)=q, ij 4
j=1
con
_ v 2y
= ST Blnx
[T 7 e
Jj=1
n " 120 n G ()
Alternativa C vi(x) = a’iHlejo e v (x) = aiHXj !
Jel Jj=1
con

. ) _ . _ 1 n
8o =85 X;=x;/xp5 @ =V (Xe); Gy()=gyo +3 X gyl
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2.3. Representacion de segundo grado de mecanismos
cinéticos con una variable de concentracion.

En este apartado se va a analizar la formulacion de segundo grado sobre
procesos irreversibles donde solo interviene una variable de concentracion. Las
leyes cinéticas mas habituales para describir estos mecanismos son las dadas por
la ecuacién de Michaelis-Menten y por la ecuacion de Hill. Desde el punto de
vista matematico, los dos tipos de leyes se pueden agrupar dentro de una misma
familia cuyos miembros se van a caracterizar en funcion del grado de
cooperatividad. Por tanto, se estudiaran las dos cinéticas de forma conjunta,
entendiendo que la primera es un caso particular de la segunda que se da cuando
no hay cooperatividad. :

Otro mecanismo de particular interés, y que implica a una sola variablc de
concentracion, es la inhibicién por sustrato. Cuando se da este fendmeno, las
curvas de saturacion pueden presentar un méximo efectivo (no asintético)
ofreciendo un perfil que servira de referenma para otras 31tua01ones que se
estudiardn mas adelante.

2.3.1. Formulacién del modelo PL2 para la ecuacion de Hill

En la notacion habitual, la ecuacion de Hill viene dada por la expresion

xn .

en donde w(x) representa la velocidad de consumo del sustrato x de la reaccién,
Vmax es la velocidad méxima, &, es la concentracion de sustrato semisaturante, y
n es el coeficiente de Hill. Definiendo y=In x y aplicando sobre esta expresién el
operador de Taylor de seguindo orden -

T.Z(lnv('ey), y(-)) ‘ 232)

se obtiene la formulacién PL2, que en coordenadas cartesianas viene dada por:

g,+21g2 in(x/xy)
x} (2.3.3)

Voo = Vo(—
Xo

én donde v, =v(x,) y lps coeﬁcientes g,y &, representan a las derivadas
logaritmicas primera y segunda respectivamente, que son: .

75



Capitulo 2. Formalismo de la ley potencial de segundo grado.

nk"
g =—2— - (2.3.4)
k. +%y
2 n_n
n“k "x
&> :_—ﬂ—ozz_ngl(l"gl)- (2.3.5)
(km"+x(')’

La reduccion del grado que da lugar a la representacion PL1 es inmediata, basta
con considerar g,=0 para obtener

&
¥
VL1 = Vo(;‘j : (2.3.6)

0

o bien, como es mas habitual expresar en el contexto de la BST:

Vi = OLE (2.3.7)
en donde
_ Ve
o= " . (2.3.8)

En la figura (2.3.1) se representan las funciones v, vy, v vp, €n coordenadas
cartesianas y logaritmicas.

=
”

VeLi

=
n

:
\

&
ol

Velocidad
In (Velocida(.i)

L
5
1

&
1

L
13

T T T T
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

xolkom In (xo/k.,)

Figura 2.3.1.- Representacion de la ecuacion de Hill (V) y de las aproximaciones PL1 y
PL2 en coordenadas cartesianas (izq.) y logaritmicas (dcha.). La velocidad esta
normalizada respecto a V. vy la concentracion respecto a k,,. El coeficiente de Hill
utilizado es n=2 v el centro de aproximacion es xg = 2k,,.
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2.3. Representacion PL2 de mecanismos cinéticos univariantes.

En términos de las aproximaciones PL1 y PL2 a la ecuacién de Hill, hay
tres valores de x de particular interés (Voit y Savageau, 1987): 1) el
correspondiente al punto de inflexion de la curva x,; 2) el valor critico X qQue
da lugar a un coeficiente g, unitario; y 3) el correspondiente a la concentracion
de sustrato semisaturante k,,. Los dos primeros vienen dados por las expresiones:

fi—1 I/n

x, = km( ) (2.3.9)
n+1

xc = k,(n—1)" (2.3.10)

Cuando »n=1 la cinética es hiperbolica y tanto x, como x, se anulan. Cuando
n>1, la cinética es sigmoidal y se verifica:

Xy < Xpg <X

En la medida en que aumenta la sigmoicidad x, —k,, de manera mon6tona. Sin
embargo, la posicién de x. respecto a k,, cambia de forma distinta al aumentar el
valor del coeficiente de Hill. Cuando »=2 se tiene x-=k,. A medida que aumenta
n, también lo hace x. hasta alcanzar el valor méximo x.= 1.32k, que
corresponde a un coeficiente #=4.69. Sin embargo, valores de » superiores al
indicado dan lugar a una reduccion de x. que se aproximara nuevamente a k,, de
forma asintética (véase el grafico superior de la figura (2.3.3)).

Como han puesto de manifiesto Voit y Savageau (1987), la calidad de la
aproximacion PL1 a la ecuacion de Hill depende del grado de sigmoicidad y de la
relacién del centro de aproximacion x, respecto a los puntos x, y %c . El andlisis
comparativo con la aproximacion lineal se resume en la tabla (2.3.1), de donde

puede concluirse que la aproximacion PL1 resulta menos apropiada cuando su
forma es convexa.

Los coeficientes g, y g, obtenidos al aproximar la ecuacién de Hill, van a ser
siempre g,>0y g,<0, por tanto, la funcion de segundo grado sera una parabola
convexa en el espacio doble logaritmico. Al igual que ocurre con la aproximacion
PL1, la calidad de la aproximacion PL2 depende de la sigmoicidad de la curva y
de la eleccion del centro de aproximacion. Mientras que la aproximaciéon PL1
sobrestima siempre los valores de v(x) al alejarse del centro x,, la PL2 se va a

caracterizar por presentar un vaior maximo a partir del cual normalmente se
subestimara a v(x). El punto x,, en el que se alcanza.dicho mAXimo.es -
1

UNIVE
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Capitulo 2. Formalismo de la ley potencial de segundo grado.

n n
kﬂ!,,fﬁ

(23.11)

X,, = X, €Xp .
nx,

El valor que de vy ,(x,) depende especialmente de !la magnitud de x,. Si
x, <X, entonces vp ,(x,) es extraordinariamente alto y la parabola original se
deforma en el entorno de x, mostrandose localmente concava. Se trata de la
misma deformacién que sufre PL1, ya que g, —0 y la funcién est4 dominada por
la magnitud del coeficiente g, —n. En la figura (fig 2.3.2-a ) se representan los
valores que toma vy ,(x,,), en funcién de la eleccion de x,, para distintos grados
de sigmoicidad. Cuando el centro de aproximacion es x,=k, , el maximo
alcanzado por v, , es independiente de los demas parametros del modelo!l.
Ademas, dicho méaximo es el minimo de los que se pueden alcanzar al variar x, .
En la (fig 2.3.2-b) aparecen los perfiles de funciones PL2 centradas en x,=%,,
para diferentes coeficientes de Hill. Se puede observar la constancia del maximo
que no alcanza el valor de V,,,, y la tendencia de v, , a adoptar la forma de una
campana de Gauss para valores elevados de n.

Tabia 2.3.1.- Comparacién cualitativa entre las aproximaciones PL1 y lineal'
segun los valores del coeficiente de Hill y del centro de aproximacién (resumido
a partir de Voit y Savageau, 1987).

Coeficiente | Relacién entre x, y Caricter Mejor aproximacion
de Hili los puntos criticos de PL1 global
n=1 - convexa PL1
Xy <y Xy & 5 céncava PL1/Lineal @
n>1 Xy € Xy LR concava Lineal
By =% lineal PL1=Lineal ®
s S K convexa PI.1

I Aproximacion del tipo v=ax+b
2 Depende de los parametros cinéticos
3 Las dos aproximaciones son idénticas (g1=1)

La representacion de los valores de g, y g, frente a x, de la figura (2.3.3)
permite apreciar la diferencia de magnitud entre estos coeficientes en funcion de
la relacion que mantenga con los puntos criticos. Mientras que g, presenta una

" A esta conclusion se puede llegar por otra via. Como g,=-n g,(1-g,), el producto g,(1-g,) se maximiza
cuando g,=0.5, io que ocurre, en las cinéticas del tipo considerado, cuando x,=ky;,.
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2.3. Representacion PL2 de mecanismos cinéticos univariantes.

variacién monoétonamente decreciente, g, presenta un maximo en x,=k,. Este
maximo no solo pone de manifiesto la mayor curvatura de v(x) en este punto, sino
que también permite acotar el error de aproximacion de v, , en el entorno de

x, . El error debido al truncamiento de la serie de Taylor tras el primer término en
la aproximacion vy, |, puede expresarse como (Apostol, 1989a):

E0)=[ -nw(e)di (2.3.12)

En donde la derivada segunda w"(e”) es el coeficiente g,. Normalmente, este
tipo de expresiones para el error no son de mucha utilidad practica, a no ser que
se disponga de cierta informacion sobre w”(e”). Cuando es posible acotar este
valor, se puede dar una estimacion de E,(y), de manera que si se conocen dos
valores my M que verifiquen

m< w'e’)< M (2.3.13)

E,(y) queda acotado por (Apostol, 1989a):

2 2
m(y;z):o)—sEl(y)sM%. (2.3.14)

En nuestro caso, la magnitud de g, es maxima cuando x,=k,,, y toma el valor

n
B, = — (2.3.15)

0<g, <— (2.3.16)

y, por tanto la magnitud del error de v, , en el entorno de x,, debido al
truncamiento de la serie, viene acotada por:

2
IEn(y)IS%(%yo)z. (2.3.17)

Esta expresion pone de manifiesto que para un intervalo ( y — y, ) fijo, el orden de

crecimiento del error por truncamiento de la serie es cuadratico respecto a la
sigmoicidad de la curva.
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=0 . 0
n=3
n=4 s
=3 N

1:3 n=2 | = 0.

!
i

=X )

(x

-
e

0.

() (b)

Figura 2.3.2.- (a) Variacién del maximo de vpp(x) segin el centro de aproximacion
normalizado por el valor de k, para diferentes valores del coeficiente de Hill. (b)
perfiles de las funciones vpr(x) centradas en xy=k, para diferentes valores del
coeficiente de Hill (se ha asumido ¥,,,,=1 en la ecuacion original).

Coeficientes g
N

6 g [ N 7/
-8 e L7
-10
0 0.5 1 1.5 2
X, K,

Figura 2.3.3.- Variacion de los coeficientes g, y g, en funcion del valor asumido para x
(normalizado con k,,). En la parte superior de la grafica aparecen representados los
valores x; y xc para una variacion decreciente de la sigmoicidad (los valores de las
abcisas se corresponden con el ¢je del grafico principal).

Este aumento del error en relacion con el coeficiente de Hill se puede apreciar en
los diagramas de contorno representados en la figura (2.3.4). Los contornos
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2.3. Representacion PL2 de mecanismos cinéticos univariantes.

corresponden a variaciones del 10% en el error relativo, calculado para v, , y
Vp, Te€spectivamente, como

Epl =P —V|/vy Eg. = Ve —V|/V. (2.3.18)

El aumento del error con la sigmoicidad es mas notable cuando la aproximacién
se realiza sobre valores de x, inferiores a k,. Los contornos permiten apreciar
como la validez de las dos aproximaciones es muy reducida cuando el centro de
aproximacion es un valor inferior a £,,. La eleccién de x, en la zona de saturacién
(representado como x, =3k, ) da lugar a intervalos de aproximaci6n mas amplios
para una tolerancia del error dada. Sin embargo, si la concentracion de sustrato in
Vivo €s, como proponen numerosos autores, proxima al valor de £, esta eleccion
de xo es poco adecuada (especialmente si la cinética es sigmoidal). Las
representacion con x, = k,, pone de manifiesto que v, , es convexa si n>2, por lo
que en seguida se supera el error del 100%. En cuanto a v, ,, la situacién es la
misma que la representada en la figura (2.3.2-b), en que el maximo de la parabola
es el mas reducido posible e inferior a V,,,. La aproximacion sobre x,=2k,
puede representar el compromiso entre las demds situaciones. VpL; €S cOncava y
para una tolerancia del 10% se puede admitir un intervalo de validez de
aproximadamente (%, —3k,,). Obsérvese que la superioridad de la aproximaciéon

PL2 sobre la PL1 es mas relevante cuando la cinética es hiperboélica o con una
sigmoicidad moderada.

2.3.2. Una funcion no monoténica: la cinética de inhibicion por
sustrato

Las causas mas frecuentes de la inhibicién por sustrato son la asociacion
incorrecta entre el enzima y el sustrato, dando lugar a complejos enzima-sustrato
improductivos, y la asociacién simultanea de dos moléculas de sustrato al centro
activo del enzima formando un complejo ternario también improductivo
(Westley, 1969). Si bien en el primer caso la cinética es de tipo hiperbolico,
similar a la observada en los fendmenos de inhibicion acompetitiva, en el
segundo, se tiene una curva de saturacién mas particular, caracterizada por
presentar un maximo tras el cual un aumento en la concentracién de sustrato
provoca una reduccion de la velocidad de reaccion. La ley de velocidad que

describe este proceso es una funcion de tipo 1:21 dada por (Westley, 1969;
Schulz, 1994):

' Funciones racionales en las que el numerador es un polinomio de primer grado respecto a la

concentracion de sustrato y el denominador es un polinomio de segundo grado respecto a la misma
variable.
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PL1
xo=0.2 k&,

x/lk

m

Figura 2.3.4.- Contornos para el error relativo de las aproximaciones vpp; (diagramas
de la izq.) y vpr2 (dcha.) segin la eleccidn de x respecto a &, en funcion de diferentes
valores del coeficiente de Hill.
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2.3. Representacion PL2 de mecanismos cinéticos univariantes.

o VmaX (23.19)
k,+x+kx

En donde k; representa a la constante de equilibrio relativa a la asociacion del
enzima con dos moléculas de sustrato y el resto de los parametros son los
habituales de la cinética michaeliana. Esta expresion indica que a bajas
concentraciones de sustrato la magnitud del término cuadratico no es relevante y
la cinética es de tipo hiperbélico. Cuando la concentracién de sustrato aumenta,
también lo hace la probabilidad de formarse complejos ternarios improductivos,
observandose el fendmeno de inhibicion. En estas condiciones, la aproximacion
de segundo grado es especialmente eficiente, ya que la inhibicién por sustrato
queda aproximada por la parte decreciente de la rama parabélica.

Los coeficientes de la aproximacion potencial vienen dados por:

k, —k,x*
S L 2.3.20
o /cm+x+k,x2 ( )
x(k, +4kk x+k,x*
g =- (b, + 4k ik +kpx) (2.3.21)

(k,, +x+k,x*)>

reduciéndose a los propios de la cinética hiperbélica en la medida en que k, se
aproxime a cero.

La maxima velocidad alcanzable se dara cuando la concentracién de
sustrato sea:

x, =k, 1k, . (2.3.22)

Si se toma x,, como centro de aproximacion, el coeficiente g, se anula y la

funcién de primer grado aparece como una recta horizontal. En este punto, la
magnitud del coeficiente g, es méaxima:

~3

Bt ot Tk Tk,

y el extremo de v coincide con el de v, ,. La coincidencia de las dos curvas en el
maximo proporciona una aproximacion PL2 optima para describir la cinética de
inhibicion por sustrato. El ajuste puramente estadistico de un modelo lineal (el
PL1) en el entorno de este punto, llevaria a suponer la falta de asociacion entre
las medidas de velocidad de reaccion y la concentracion de x. Para valores x < x,,

(2.3.23)
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el modelo PL1 consistiria en una curva céncava, con un OCA positivo, mientras
que para valores x > x,, seria una curva convexa, con un OCA negativo. En
consecuencia, el modelo PL1 no muy adecuado para describir el comportamiento
que caracteriza a la cinética de inhibicion por sustrato (figura 2.3.5).

0.5 0

Wy

<
o < . —
< =
© ‘B s /
13) =
O o 4
; 74
> g 25 7
5 Wiz
/
-3.5
3 2 1 0 1 2
In (xo/ky)

Figura 2.3.5.- Inhibicién de la velocidad de consumo del sustrato x por unién de dos
moléculas del mismo al centro activo del enzima: (izqda.) representacién cartesiana, y
(dcha.) representacion logaritmica. La velocidad estd estandarizada por Vi, y la
constante de inhibiciéon es relativa a k,: k=0.7k,; El centro utilizado para las
aproximaciones es xo=1.1k,, obteniéndose los parametros vy=0.373; g;=-0.052 y 2r=-
0.634. El valor de x¢ esta muy préximo al valor critico x,,=(k,/k;)* =1.192, en el que la
aproximacion vpy,| seria una recta paralela al eje de abcisas.

La inhibicion por sustrato puede ser un fendmeno poco frecuente, pero que
se da en condiciones fisiologicas (Hochachka y Somero, 1984). Habitualmente se
le describe asociado a mecanismos mas complejos de control, donde se dan
transiciones entre multiples estados estacionarios que son inducidas por sefiales
desestabilizadoras. Boiteux et al. (1980), han sugerido un mecanismo de control
del ciclo de sustrato que se da entre la fructosa bisfosfatasa (FBPasa, EC
3.1.3.11) y la fosfofructo kinasa (PFK, EC 2.7.1.11), en el que la inhibicién de la
FBPasa por su sustrato, la fructosa-1,6-bisfosfato (FBP), es fundamental para
evitar el reciclaje que lleva al consumo futil de energia en forma de ATP.
Hervagault y Canu (1987), en un estudio sobre el mismo ciclo, han presentado un
modelo matematico en el que describen la cinética de la FBPasa mediante la
ecuacion (2.3.19). Mas adelante, se elaborara un modelo basado en la
aproximacion PL2 sobre el mecanismo propuesto por Boiteux et al.

Al margen de su relevancia fisiologica, la cinética de inhibicién por

sustrato ofrece un modelo paradigmético de respuesta no monétona sobre el que
la aproximacion de primer grado no es satisfactoria. La deficiente
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2.3. Representacion PL2 de mecanismos cinéticos univariantes.

representatividad de esta aproximaciéon a tal tipo de situaciones ha sido
contemplada por Savageau (1991a), quien propone como alternativa mas
ventajosa la introduccién de variables adicionales segun un programa de

reformulacion (o recasting en la literatura original; véase Savageau y Voit,
1987d).
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2.4. Aproximacion de segundo grado a cinéticas
multireactivas

Cuando en las reacciones catalizadas enzimaticamente aparece implicada mas de
una variable de concentracionl, la complejidad matemética de las leyes clasicas
que las describen es muy variable. Puede tratarse de expresiones tan sencillas
como la obtenida a partir del producto de dos o mas ecuaciones simples de tipo
michaeliano, o bien tratarse de formulaciones extraordinariamente complejas,
como la ecuacién de la glutamina sintetasa, que contiene mas de 500 términos en
su forma mas sencilla (Savageau, 1976; véase también Segel, 1993, para una
revision exhaustiva). Pero aunque se limite el estudio a los casos que revistan una
complejidad moderada, como aquellos donde el nimero de parametros no sea
muy superior al de variables implicadas, la combinacién de diferentes valores
paramétricos genera tal variabilidad de perfiles cinéticos que resulta dificil
caracterizar, de un modo sistematico, las peculiaridades de las aproximaciones a
estos procesos basadas en el formalismo de la ley potencial.

2.4.1. Critica a la metodologia clasica de analisis de las cinéticas
multireactivas

La forma habitual de analizar las cinéticas multireactivas es observar el perfil de
saturacion que resulta al modificar, secuencialmente, cada una de las variables de
concentracion manteniendo fijos los niveles de las restantes. A partir de esta
metodologia cldsica de experimentacion, se han desarrollado recursos que
permiten, mediante la transformacion adecuada de las variables, determinar el
valor de los pardmetros implicados y discriminar entre mecanismos cinéticos
alternativos (véase Segel, 1982; 1993). Sin embargo, esta forma de proceder es
discutible desde, al menos, dos puntos de vista. (1) Desde un punto de vista
estadistico, no es una estrategia eficiente para estimar el valor de los parametros
inplicados en el modelo (esta es una cuestion que se aborda de forma habitual en
los textos sobre disefio experimental, p.e. véase Hicks, 1982; Box y Draper, 1987;
Box, Hunter y Hunter, 1988; o Pefia 1989b;). Ademas, manteniendo esta
perspectiva, la estimacién de pardmetros mediante transformaciones de las
variables puede, en muchas ocasiones, no ser correcta, debiendo siempre someter
a contraste el cumplimiento de las hipotesis que dan validez a las estimaciones.
Por otra parte, (2) desde un punto de vista analitico, este método cldsico no
proporciona una vision global de las propiedades de la superficie representativa

' Se mantiene aqui la perspectiva michaeliana, segun la cual la velocidad de reaccion es proporcional a la
concentracion de enzima, que queda recogida en el parametro ¥, y no es considerada, en principio,
como una variable de concentracion.
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del proceso. A continuacién se va a desarrollar este ultimo aspecto, dejando para
apartados posteriores las cuestiones estadisticas mencionadas.

Basicamente, el fallo de la metodologia clasica es que asume tacitamente
que el valor de una variable es independiente del valor de las demads variables
implicadas en el proceso. Para ganar en apreciacion, pongamos como ejemplo
dos mecanismos bien conocidos de inhibicién enzimatica: la inhibicién
competitiva y la acompetitiva. Consideremos sus formas mas simples, en donde
solo intervienen dos variables de concentracion, el sustrato y el inhibidor, que
representaremos respectivamente como x; y x,. Las leyes que describen estas
cinéticas son:

Vm X 1
v, = - (2.4.1)
k(1+52) +x,
k,
en el caso de la inhibicion competitiva, y
Vm xl
Vo = (2.4.2)

b+ (1+22)x,
k2

para la inhibicion acompetitiva (e.g. Segel, 1993). En la figura 2.4.1 se
representan las curvas de saturacion habituales cuando se estudian estos procesos.
En esta figura, las curvas de (a) y (b) se obtienen variando x, para tres niveles
prefijados de x,. Andlogamente, las curvas de (c) y (d) se obtienen variando %5
para tres niveles prefijados de x;. A la vista de estas representaciones la
diferencia entre un mecanismo y otro es poco evidente, y por ello se recurre a
transformaciones de las variables que ofrecen representaciones lineales, como las
de Dixon o las doble inversas, que permiten reconocer cada mecanismo y
determinar el valor de los parametros implicados (véase p.e. Westley, 1969;
Savageau, 1976; Segel, 1993; Cornish-Bowden, 1995). Esta semejanza entre las
curvas de saturacién induce a pensar que el comportamiento de las
aproximaciones potenciales va a ser el mismo en los dos casos, es decir, que la
calidad de la aproximacion sea la misma con independencia del mecanismo
molecular subyacente, del que solo dan cuenta los modelos con base mecanicista
descritos por (2.4.1) y (2.4.2).

Sin embargo, consideremos ahora una situacion mas realista en la que las
concentraciones de sustrato y de inhibidor no sean independientes, de manera que
la variacion de una de las especies esté asociada a la variacion de la otra. La
forma en que se da esta dependencia se puede ilustrar con el sencillo ejemplo
propuesto en la tabla 2.4.1. En €l se hace uso de la filosofia propia de la BST para
hacer explicita la relacion funcional mantenida entre la concentracion de dos
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2.4. Aproximacion de segundo grado a cinéticas multireactivas

intermediarios, x, y x,, que participan en un proceso donde el primero actiia
como precursor del segundo, quien a su vez actiia como retroinhibidor (esquema
a de la figura). Centrando la atencion sobre la concentracién de X, , Su variacién
queda descrita por la ecuacién diferencial (b). En un régimen de estado
estacionario, la concentracion de x, se puede expresar en términos de la
concentracion de su precursor x; tal y como indica (c), o de forma mas compacta

(d).

lnhibicion competitiva Inhibicion acompetitiva
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=

Figura 2.4.1.- Dos cinéticas clasicas de inhibicién. Cada representacién se ha obtenido
variando la concentracion de una de las especies para tres valores fijos de la otra. En (a)
y (b) se modifica el sustrato x; y se parametriza e! inhibidor x,. En (c¢) y (d) se hace al
contrario. Los perfiles se han obtenido valorando las ecuaciones (1) y (2) con Vye=1y
ki=k=1 (unidades arbitrarias). El efecto de asignar un valor unitario a todos los
parametros es el de estandarizar v con V. y las concentraciones x; y X con las
constantes k; y k; respectivamente.

Como caso particular, cuando la magnitud de /4,-g5; sea igual a la de gy,
la variacion del producto en funcion de la concentracion de sustrato se reduce a la
relacion lineal x, = ax,. Ademas, en la medida en que los valores de las dos
constantes cinéticas, o y P32, se aproximen, se tendra la situaciéon mas simple en
que x,~x,. Esta situacion es la examinada en la figura 2.4.2, en donde se
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Capitulo 2. Formalismo de la ley potencial de segundo grado.

presenta la superficie de saturacion correspondiente a los dos mecanismos de
inhibicion considerados junto a los perfiles que se obtienen al modificar
simultdneamente el sustrato y el inhibidor en la relacion uno a uno. En el caso de
la inhibicion competitiva, las curvas de nivel solo son cortadas una vez por la
diagonal dada por x,=x,. Esto da lugar a un perfil hiperbolico analogo al que
aparece cuando se modifica x; manteniendo fijo x, (figura 2.4.1). Sin embargo,
en el caso de la inhibicion acompetitiva aparece un nuevo comportamiento
cualitativo. La diagonal, producto de la relacién de proporcionalidad entre Xy

X, , corta dos veces a los contornos de nivel de la superficie, de manera que los

perfiles obtenidos se caracterizan por presentar un maximo que recuerda a la
cinética propia de los mecanismos de inhibicién por sustrato.

La similitud entre los perfiles de la inhibicion por sustrato y los obtenidos
para los casos de inhibicién acompetitiva al modificar de forma conjunta las dos
concentraciones, es mas evidente cuando se caracteriza el maximo condicionado
de la velocidad de reaccion como funcién de las constantes cinéticas. Cuando
como ahora, solo hay dos variables implicadas, la determinacion de este maximo
puede hacerse por derivacion directa de v(xl, Flx )), siendo x, = f(x,), y en
general, cuando la cinética implique a mas de dos variables, se trata de un
problema de obtencion de extremos condicionados (abordable mediante la técnica

de los multiplicadores de Lagrange; véase Apostol, 1989b). Si asumimos la
relacion x,=ax;, el extremo condicionado de v, se da en el punto:

x| =+kik,/a, x, = \Jakk, . (2.4.3)

Tabla 2.4.1.- Dependencia de la concentracién de inhibidor respecto a la de
sustrato en un mecanismo secuencial (siguiendo la metodologia cldsica de la
BST): la variacion de x, (inhibidor) segun la ruta (a) queda descrita por el
modelo (b). A partir de (b) se puede hacer explicita la forma en que varia x,

como funcién de x (c), de manera que, agrupando parametros, se obtiene una
funcién potencial de exponente positivo (d).

o
=5 % _GL)JCZ oy (a)
X, = oy xfixfn — B, xy% (b)
(821,52 > 05 85, <0)
/(g2 -1y ’ has
%, :(Bz/az)/(m z.)xl,,Z./(/22 £2) (c)

%, =axi; a0;¢>0 (d)
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2.4. Aproximacion de segundo grado a cinéticas multireactivas

Inhibicion competitiva . Inhibicién acompetitiva
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Figura 2.4.2.- Arriba aparecen las superficies de saturacién correspondientes a los
mecanismos de inhibicién competitiva (a) y acompetitiva (b). Los modelos son los
mismos que se describen en la figura 2.4.1. El trazo diagonal representa la variacién
x2=x1 que genera los perfiles representados en (c) y en (d).

Obsérvese que aqui k, equivale a la inversa de la de la constante ky
considerada al describir la cinética de inhibicién por sustrato (ecuacién 2.3.19).
Por tanto, cuando a=1, la caracterizacion del extremo de v segun las constantes
cinéticas que informan de la afinidad por el sustrato y de la fuerza de inhibicion
es la misma en los dos casos.

La existencia del méaximo condicionado y su localizaciéon tiene
implicaciones importantes referente a la calidad de las aproximaciones basadas
en el formalismo de la ley potencial. Como se ha puesto de manifiesto en el
apartado anterior, la representacion PL1 no es eficiente para describir el
funcionamiente de un sistema cuando este opera en el entorno de un méximo, ya
que su comportamiento es cualitativamente opuesto a uno y a otro lado de este
punto. En la figura 2.4.3 se representan los perfiles obtenidos sobre las
superficies v, y sus aproximaciones vpy 1, Y VpL2, cuando X1=x3.
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Capitulo 2. Formalismo de la ley potencial de segundo grado.
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Figura 2.4.3.- Perfiles obtenidos sobre las superficies v, vpy; ¥ vpro para los casos de
(2) inhibicién competitiva y (b) acompetitiva cuando se varian simultdneamente las dos
concentraciones implicadas segun la relacion x=x;=x,.
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Figura 2.4.4.- Error relativo de las aproximaciones de primer grado (a la izquierda) y de
segundo grado (a la derecha) respecto a los mecanismos de inhibicion competitiva
(arriba) y acompetitiva (abajo). En todos los casos el error relativo se calcula como
Er=[v-vpy|/v. Las lineas de contorno representan variaciones del 5%. Las
aproximaciones se hacen sobre las ecuaciones (2.4.1) y (2.4.2) respectivamente,
considerando V=1, kj=kr=1 y x19=x20=1.
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2.4. Aproximacion de segundo grado a cinéticas multireactivas

La presencia del extremo condicionado en el caso de la inhibicion
acompetitiva induce una pérdida en la calidad del modelo con relacién al caso de
la inhibicién competitiva, donde el perfil es siempre hiperbélico. Este efecto
puede observarse en los diagramas de contorno de la figura 2.4.4. La funcién
representada es el error relativo de aproximacion, dado por Er=[v-vp.|/v en donde
vpL representa alternativamente a las aproximaciones de primer o segundo grado.
El efecto del méaximo condicionado en la inhibicidn acompetitiva se pone de
manifiesto al comparar los diagramas (a) y (). Si se considera la direccion x;=x,,
la superficie de error relativo es mucho mas atenuada en (a), donde no hay
extremos condicionados, que en (c), donde si los hay. Por otra parte, la calidad de
la aproximacion de segundo grado es notablemente buena, adaptiandose
especialmente bien a los contornos caracteristicos de los extremos mencionados.

2.4.2. Caracterizacion de la superficie PL2 en las cinéticas
multireactivas

Como punto de partida, consideremos un simple proceso bisustrato de adicién
secuencial. El modelo clasico que lo describe viene dado por (Cleland, 1967):

v=Vm( ad J( 2 J (2.4.4)
x +k, X, +k,,

Un aspecto destacable de este modelo es que se puede expresar de forma
factorizada, es decir, admite la representacion genérica:
v(x) = v [ [ vi(x), (2.4.5)
i

y por tanto, al considerar los logaritmos de ambos miembros se tiene

w(X) = w, + Zw, (x;). (2.4.6)

Este hecho es importante al tratar con la aproximacion de segundo grado, ya que

siempre que el modelo mecanicista subyacente sea factorizable, cada coeficiente
&ip vendra dado por la derivada

ow,(x,)

Olnx;,

(2.4.7)

i0
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Capitulo 2. Formalismo de Ia ley potencial de segundo grado.

que solo depende de la variable x; a la que afecta como OCA. Como los
coeficientes de segundo grado son las derivadas de los de primer grado respecto
al logaritmo de la variable, cuando el modelo sea factorizable, los parametros g
correspondientes a los productos cruzados se anulardn, de manera que Ia
hessiana G serd siempre diagonal.

Es inmediato comprobar que la aproximacion de segundo grado al modelo
(2.4.4) queda determinada por el vector g y la matriz G dadas por:

i (kml/(kml +xlo)J

24.8

K2 /(ka +X5) ( )
~ G (l—255) 0 J

G= 2.4.9
( 0 — & (l_gzo) ( )

La estructura diagonal de G es muy conveniente para caracterizar a la
superficie wpr,. Por un lado, la no linealidad queda cuantificada por los
coeficientes cuadraticos, que ademas son solo funcién de la variable a la g
afectan. En consecuencia, a !a vista de la matriz G, es inmediato apreciar en la
direccion de qué variables se da mas o menos curvatura, y por tanto, en que
direccion el modelo de primer grado es mas o menos adecuado. Por otro lado, la

caracterizacion del extremo es también inmediata. Puesto que la condicion de
punto estacionario requiere que

uc

ag%:gu;ho (2.4.10)

se deduce que el extremo viene dado por el vector

lL,=-G'g. (2.4.11)

Como G es diagonal, su inversa también lo es,

G = diag(g,;l), (2.4.12)

y por tanto, las coordenadas de /, vienen dadas gen€ricamente por:

= = (2.4.13)

Ln cl caso particular de la ecuacién (2.4.4) estas coordenadas seran:
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2.4. Aproximacion de segundo grado a cinéticas multireactivas

jomt, (2.4.14)
1=g;

para i={1,2}, o bien, en términos de la escala original de las variables:

Xy +kmij

Xio

X = X5 exp( (2.4.15)

Esta ultima expresion coincide con la dada en el caso de una sola variable de

concentracion (ecuacion 2.3.11), y en general ocurrira asi siempre que el modelo
mecanicista subyacente a la aproximacion sea factorizable.

El conocimiento de la localizacién del extremo de wpr2 €S también
importante para valorar, en un contexto mas empirico, la calidad de la
aproximacion PL1, puesto que advierte la proximidad a la region de saturacion o

sobre la presencia de extremos condicionados, como era el caso del mecanismo
de inhibicién acompetitiva.

Cuando la matriz G no es diagonal las caracteristicas de la superficie wpj 5
son menos evidentes. La interaccion entre las variables implicadas impide
resumir la falta de linealidad en un coeficiente simple relativo a cada direccion.

Asi mismo, la expresion del méximo también se complica. En el caso birreactivo
I, viene dado por

820812 — 81082

] =| 8Euéxn _g122 (2.4.16)
¢ 10812 — 820811
g1&xn _g122

y en la medida en que aumenta el nimero de variabies, la expresion analitica de /,
comienza a hacerse intratable.

A modo de resumen, cuandc el modelo mecanicista es factorizable da
lugar a una matriz de coeficientes de segundo grado diagonal. Este hecho se
traduce en que los contornos de la superficie wpy , sean elipses concéntricas cuyos
ejes principales estaran dispuestos en la misma direccion que los constituidos por
las variables originales (figura 2.4.5). Como consecuencia, es inmediato
caracterizar las principales propiedades de la superficie, como son su curvatura y
la localizacion del extremo, que vendran dadas, en la direccién de las variables,
por los coeficientes g;; y los cocientes g;o/g;; respectivamente. El conocimiento de
estas propiedades permite hacer una valoracién inmediata sobre la calidad de las
aproximaciones de primer y segundo grado en cada direccion.
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Figura 2.4.5.- Contornos de la superficie (2.4.4) en el espacio log-log (izquierda) y de
su aproximacion de segundo grado (derecha). Se ha considerado x;¢/k,,;=1 Y X20/km2=10
y un rango de variacién de las variables suficientemente amplio para poder tener una
visién mas completa de las dos superficies, y el cuadrado central encierra un recinto mas
realista de la variaciéon de cada sustrato. En el caso de haber tomado x20'kmp=1, los
contornos serian circulares en vez de elipticos.
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2.4. Aproximacion de segundo grado a cinéticas multireactivas

Tabla 2.4.2.- Coeficientes de la aproximacién PL2 a los tres mecanismos mas cldsicos

de inhibicién enzimatica (cf. Segel, 1993).

a s s v e Vm X
Inhkibicién Competitiva: v =

kl(l+%)+x1

2

gC— kl(k2+x20) gC‘"
! ks + kleo +k1x20 a
k%
c — 172, (8] —
T e Thi 52
g5 =
Vm xl

Inhibicién Acompetitiva: v =

kikyx,, (k, +X, )

(ki + ey, +hyxy )’
klkzx20 (k, +x10)

(kik, +kyx, + kyxy ¥
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x
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B 2
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2
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2
(kyky + kyx, +3x) %, )

<1+;—2> (x, +ky)
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Capitulo 2. Formalismo de la ley potencial de segundo grado.

2.4.2.1.- Magnitud relativa entre los coeficientes de la aproximacion
cuadratica. Larelacion :

gi =—8&io(l— &) - (24.17)

que ya aparecia en la cinética michaeliana simple (monosustrato), parece ser
comun a muchos mecanismos. '

En la tabla 2.4.2 se presenta la expresion de los coeficientes propios de la
aproximacion cuadratica en términos de los parametros cinéticos de tres
mecanismos clasicos de inhibicion, la competitiva, la acompetitiva y la no
competitiva (segun Segel, 1993). Como puede comprobarse en la tabla 2.4.3, en
los tres casos se verifica la relacion (2.4.17) (téngase en cuenta que g50<0).
Ademas, en los dos primeros, los coeficientes correspondientes a los productos
cruzados también se pueden expresar en términos de los coeficientes de primer
grado. En el caso de la inhibicibn no competitiva, el modelo inicial es
factorizable y por tanto g,,=0.

Por otra parte, acotar g; en funcién de gy a partir de la relacion (2.4.17) es
facil cuando el propio gy esta acotado. En una cinética hiperbodlica clasica se
verifica

0<gi<l, (2.4.18)

de manera que el producto g;o(1-g;) esta acotado, en valor absoluto, por

1
0<gi(1-gio)| <, (2.4.19)

Tabla 2.4.3.- Relacion entre los coeficientes de primer y segundo grado en tres
mecanismos clasicos de inhibicién. En todos los casos g10>0 y £2¢<0.

Inhibicién competitiva Inhibicién acompetitiva Inhibicién no competitiva
gﬁ:"'glc(‘)(l_gl%) gh =—gio(1-g%) gl}Y :_glA(;(l_glA(;)
g = 8u(1+ gn) g =gl +83) 82 = &2 (1+ &)
812 =80 (1~ &) g2 = &8 g1 =0

Desde luego la relacion (2.4.17) no es siempre valida. Por ejemplo, en los
fendmenos de inhibicién por sustrato, ¢ en cinéticas de naturaleza alostérica, no
se verifica. Sin embargo, si parece ser bastante representativa de una gran
variedad de procesos que exhiben perfiles hiperbolicos, como son los
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2.4. Aproximacion de segundo grado a cinéticas multireactivas

mecanismos de adicion secuencial, ping-pong, etc. Esto sugiere la posibilidad de
considerar tal relacion, junto a la acotacion (2.4.19) que se deriva de ella, como
referencia para diagnosticar otras situaciones en las que el mecanismo subyacente
no sea conocido a priori.
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2.5. Analisis canénico de la ley potencial de segundo grado

En el apartado anterior se han expuesto las ventajas que se derivan del hecho de
que la matriz G sea diagonal para conocer las caracteristicas de la aproximacién
cuadratica al proceso bajo estudio. Sin embargo, una revisiéon de los mecanismos
propios de la cinética enzimatica (p.e. Segel, 1993) evidencia que los modelos
factorizables que originan este tipo de matrices son excepcionales.

En el contexto de la metodologia de las superficies de respuesta (MSR), se
desarrolla una técnica conocida como andlisis canénico (Box y Draper, 1986), .
que permite explotar .la informacién contenida en una superficie de segundo
grado cuando es esta la funcion utilizada para explicar el proceso en cuestién. El
punto de partida de este tipo de analisis es, precisamente, obtener una
representacion  del modelo en donde la matriz hessiana sea diagonal. A
continuacién se van a presentar los principios fundamentales del analisis
canonico, para aplicarlos seguidamente al estudio de los modelos PL2.

2.5.1. Principios basicos del analisis canénico de superficies de
respuesta

El analisis canonico tiene por objeto obtener una representacion estandarizada de
la ecuacion de segundo grado facilitando asi su estudio. Este analisis implica a
dos tipot de transformaciones que dan lugar a otras tantas formas canénicas (Box
y Draper, 1986). La primera transformacién consiste en rotar los ejes de manera
que se eliminen los términos correspondientes a los productos cruzados. La
representacion asi obtenida se denomina forma candnica A. En muchas
situaciones, esta forma canénica permite caracterizar suficientemente las
propiedades de la superficie estudiada. Sin embargo, en otras ocasiones, se gana
apreciacion realizando una traslacién que origina la eliminacién de los términos
de primer orden. Esta segunda transformacién conduce a la forma canénica B.

Considérese un modelo genérico de segundo grado relativo a una variable
respuesta y:

y=b,+x'b+x'Bx (2.5.1)

en donde x es el vector n-dimensional de variables explicativas, b, el términc
independiente, b el vector n-dimensional de coeficientes de primer grado b,y B la
matriz nxn de coeficientes de segundo grado b;. El conjunto constituido por los
valores propios de B—su espectro— suele designarse como
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Capitulo 2. Formalismo de la ley potencial de segundo grado.

O-(B) = {ll,...,kn} 3
siendo A, el valor que verifica la ecuacion caracteristica
det{B-2,1,]=0.

El hecho de que B sea una matriz real simétrica supone que los elementos
que constituyen su espectro serdn también valores reales (Bellman, 1965).
Supondremos en adelante, y salvo mencién expresa, la asignacion de subindices
tal que se verifique en o(B) la relacion de orden :

A=Ay = 2], (2.5.2)
El vector columna u; que satisface
Bu, =A,u, (2.5.3)

es el vector propio (0 autovector) asociado al valor propio (o autovalor) A,. Para
un autovalor dado no hay un unico autovector asociado. Es inmediato comprobar
en la expresion anterior que si u; es un autovector asociado a A, entonces ku;
también lo es, siendo £ un nimero real cualquiera. Para ganar en determinismo,
en adelante se tratara solo con los autovectores normalizados, que son aquellos
con norma unitaria:

Juill= (“5“:‘)1/2 =1 (2.5.4)

La normalizacion de cualquier vector es inmediata al dividir cada una de
sus componentes por su norma. Por otra parte, ia simetria de la matriz real B tiene
la importante consecuencia de que los vectores caracteristicos asociados con
raices caracteristicas distintas sean ortogonales (Bellman, 1965).

A partir de los n autovectores normalizados de B se puede definir la matriz

Uy, Uy U,
Uu u sww
21 22 2
Ue) & 2 - (2.5.5)
unl unZ unn

cuya columna j-ésima es, precisamente, el autovector u;. La matriz asi definida es
nrtonormal y por tanto, su inversa coincide con su traspuesta:

Uu'=Uu".
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2.5. Andlisis candnico de la ley potencial de segundo grado.

La matriz U permite diagonalizar B, ya que si se define la matriz diagonal de
autovalores

A= (2.5.6)

la ecuacion (2.5.3) se puede expresar, en forma matricial, como
BU =UA (2.5.7)
resultando inmediato, dada la ortogonalidad de U, escribir
U'BU=A. (2.5.8)

Haciendo uso de estos resultados, se puede operar sobre la ecuacion (2.5.1) como
sigue:

y=0b,+(b'U)U'x) + (x'U)U'BU(U'x) (2.5.9)
Definiendo
£E=U'x (2.5.10)
y=U'b

la ecuacion (2.5.1) se puede expresar

y=by+Ey +EAE (2.5.11)

que resulta ser la forma candnica A de la ecuacién cuadratica original (Box y
Draper, 1986). En esta representacién han desaparecido los productos cruzados
entre las variables explicativas, puesto que A es diagonal, de manera que el
modelo puede representarse como

y=by+ 31 E +AED. (25.12)

Las &;, que actuan como variables explicativas, son las variables candnicas, que
s¢ definen, segun indica (2.5.10), como una combinacién lineal de las variables

. . . ’
originales cuyos coeficientes son los componentes de cada autovector: & =M,X,

La recuperacion de las coordenadas originales a partir de las candnicas es
inmediata y viene dada por x = UE .
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Capitulo 2. Formalismo de la ley potencial de segundo grado.

La forma canénica A suministra la siguiente informacion (Box y Draper,

1986):

102

Cada valor vy, representa la pendiente la superficie en el origen relativa a la
direccion candnica &;.

El signo dei autovalor A; indica el tipo de curvatura en la direccién &, Si
todos los autovalores son negativos, la superficie tiene curvatura negativa y
su punto estacionario serd un maximo. Si por el contrario, todos los
autovalores son positivos, la curvatura también lo es, de modo que en el
punto estacionario la funcién alcanzard un minimo. En el caso de que
aparezcan autovalores con signo positivo y negativo, el punto estacionario
sera un punto de ensilladura y no un extremo.

La magnitud de cada autovalor es un indicador del menor o mayor grado de
atenuacion de la superficie en cada direccion canénica. Por ejemplo, si se
considera el diagrama de contorno relativo a una superficie bidimensional en
donde las curvas de nivel sean elipses concéntricas (i.e., todos los autovalores
son positivos o negativos), la longitud de cada eje principal de las elipses es

proporcional al valor
-1/2

L |

correspondiente. Por tanto, cuanto menor sea la magnitud de un autovalor,
mayor sera la atenuacion de la superficie en esa direccion (las curvas de nivel
estaran mas separadas). El caso degenerado en que se anule un autovalor da
lugar a una superficie en forma de “cresta” en la que el méximo no es un
punto sino toda una recta en la direccién del A=0. Box y Draper (1986),
puntualizan que en una situacion experimental, en donde los datos estan
sometidos a error, ningin autovalor va a ser exactamente cero, y debe
siempre contrastarse su magnitud con la de su error de estimacion asociado.

De la expresion (2.5.11) se obtiene de forma inmediata el gradiente de w, que
es el vector fila

Vy =y +2AE. (2.5.13)

Suponiendo A#0 para i=1,...n, la resolucion respecto a & de la
ecuacion V y=0 proporciona las coordenadas del punto estacionario de y:

Bk 2.5.14
&le 2}\" ( )

0, equivalentemente:
E,=-+A""y (2.5.15)
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Es inmediato comprobar que el valor de la funcién en el extremo viene dado
por

Ve =by+ELy (2.5.16)

Como la rotacion de la superficie original que conduce a la forma canénica
A, no modifica las distancias, la magnitud de las coordenadas &, indican su

posicion respecto al centro del experimento (xo=0). La distancia entre ambos
puntos viene dada por

D=e.|=(e.) " (2.5.17)

La forma candnica B reviste interés cuando el centro experimental est4
proximo al punto estacionario. Box y Draper (1986) admiten que esto es asi
cuanto D<1 con D dado por (2.5.16). La obtencién de esta forma se hace al

trasladar el centro al punto estacionario. Definiendo Ei =&, —&,, la superficie
queda representada por

y=y, +E'AE (2.5.18)

~

en donde E es el vector de componentes &; y los términos de primer grado han
desaparecido.

En el contexto de la MSR, una de las principales aplicaciones del analisis
canonico es detectar aquellas combinaciones de las variables de control que
permitan optimizar, segun alglin criterio preestablecido, la respuesta observada.
Esto suele implicar la exploracién de la superficie para localizar un punto
extremo, respecto al cual el comportamiento de la respuesta queda descrito de
manera simple mediante la forma candnica B (véase por ejemplo Box y Draper,
1986). En el ambito bioquimico, este tipo de enfoque puede ser valioso para el
ingeniero. Sin embargo, en el contexto que nos ocupa la utilidad del anélisis
candnico es bien distinta, pues no se trata de dirigir el proceso sino, mas bien, de
caracterizar la forma en que opera en el entorno de un valor preestablecido de las
variables implicadas (el valor nominal). Por tanto, la representacion canonica que
cobra especial interés es la forma canédnica A.
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Capitulo 2. Formalismo de la ley potcncial de segundo grado.

2.5.2. Analisis canoénico de las superficies wp,
Consideremos una etapa v; que depende de n variables de concentracion

v; =v;(x,...,x,) de manera que su aproximacion cuadratica en coordenadas
logaritmicas viene dada por

Wp, =W, +1'g+11'GI . (2.5.19)

Llamaremos A; al j-ésimo valor propio de G, de modo que el espectro de esta
matriz queda definido por

o(G)={A,....0,}. (2.5.20)

La matriz U que diagonaliza a G tendra como columna j-ésima al vector
u; = : (2.5.21)

que es el vector propio normalizado asociado al valor propio A;, de manera que
Gu; =% u,, con ”u j“ = 1. La ortogonalidad de U permite transformar G para
obtener la matriz diagonal A = diag(X,,...,A,):

A=U'GU, (2.5.22)
por tanto, al considerar
wp, = Wy +(g"U)(U' D) + L (I'U")U'GU(U'T) (2.5.23)
y definir
£=U"l (2.5.24)
y=U'g (2.5.25)

se obtiene la forma candnica A relativa a wpyo:

Wp, =Wy +E&'y +1EAL. (2.5.26)
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2.5. Anélisis canénico de la ley potencial de segundo grado.

2.5.3. Aplicaciones de la representacion canénica

A partir del modelo dado por (2.5.26), el estudio de la superficie puede realizarse
ahora de forma andloga a como se hizo en el caso de la ecuacién de Michaelis-
Menten para dos sustratos (apartado 2.4.2), solo que en vez de aludir a las
variables originales /, ahora se trata con unas variables canénicas un tanto mas
abstractas y que seran expresadas vectorialmente como &.

La descomposicion canénica de la superficie representada mediante el
formalismo de la ley potencial de segundo grado, pone de manifiesto las
propiedades fundamentales del proceso en términos de dos factores: la definicién
de las propias direcciones canénicas y el cambio cualitativo que se da en cada
una de ellas. Esta informacion puede ser relevante en diferentes aspectos que se
resumen a continuacion y que seran desarrollados en los apartados subsiguientes:

e Clasificar el tipo de respuesta.

¢ Poner de manifiesto la relevancia de ciertas combinaciones de las variables
originales en términos de su importancia sobre el proceso en el que
participan.

¢ Detectar las direcciones de mayor sensibilidad al cambio en términos del
conjunto del sistema, y no de cada una de las variables individuales.

e Establecer las condiciones de validez del formalismo de la ley potencial de
primer grado.

* Detectar posibles formas de acoplamiento entre procesos relacionados.

 Obtener representaciones simplificadas que facilitan el analisis de la forma en
que opera un proceso dado.

En la tabla 2.5.1 se propone una sencilla rutina implementada en
Mathematica® para obtener los elementos de la representacion canonica de un
modelo de segundo grado.

2.5.4. Variables canédnicas

Como ya se ha indicado, las variables candnicas se obtienen a partir de la
combinacion lineal U/, que supone una rotacién de los ejes sobre su origen de
referencia /y. De forma particular, cada variable canénica & viene dada por el
producto escalar entre el vector propio u; de la matriz hessiana G y I, es decir

E=ul = 5 ul,, (2.5.27)
j=1
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Capitulo 2. Formalismo de la ley potencial de segundo grado.

El efecto de esta rotacion es pasar a un sistema de referencia que estd orientado
segun las direcciones principales del cambio en wpp,. Direcciones que por otra
parte son ortogonales entre si, ya que la matriz G es simétrica.

Tabla 2.5.1.- Funcién para obtener los elementos del andlisis candnico con
Mathematica® (*)

Funcién : Canonico(yyg, 9, G)

Parametros de entrada: valor nominal de la respuesta wg, vector gradiente g
y matriz hessiana G

Salida: vectores A y y, matriz U, coordenadas del punto estacionario en términos de las
variables canénicas &, de disefio / y cartesianas x/x.

Implementacion:

Canonico[w_Real,g1d_List,G2d_List]:=
Module[{n=0},
n=Length[g1d];
Print["Analisis canonico"];
Print["Parametros de entrada: "J; Print["N=",n," wo=",N[w,10]];
Print["OCA-1: (g) "]; Print{MatrixForm[g1d]];
Print["OCA-2: (G) "]; Print[MatrixForm[G2d]]; Print[" "];
Array[L,{n,1}];
Array[U,{n,1}];
Array[gt{n,1}];
Array[Xs,{n,1}];
Array[Ri,{n,1}];
L:=Eigenvalues[G2d];
U:=Transpose[Eigenvectors[G2d]];
gt:=Transpose[U].g1d,;
Xs:=-gt/(2*L);
DO:=Sqrt[Xs.Xs];
Ri:=Sqrt[3*gt"2+L"2];

(*RESULTADOS*)
Print["Autovalores(G):"]; Print{MatrixForm[L]];
Print["Gradiente: gt=U'g "]; Print[MatrixForm[gt]];
Print["Autovects(G): U="]; Print[MatrixForm[U]];
Print["Estacionario Le="]; Print[MatrixForm[Xs]];
Print["Distancia Le-Origen: DO ="]; Print(MatrixForm[DQ]];
Print["Estacionario le="]; Print[MatrixForm[U.Xs]];
Print["Estacionario X/Xo: "; Print{MatrixForm[Exp[U.Xs]]];

]

*La version utilizada del programa es la 2.2.1. Algunas operaciones cambian segtn la version.

La formacidn de las variables canodnicas puede entenderse como sigue. Dada una
funcion respuesta w, su representacion mediante una funcién aproximativa de
segundo grado, wpp,, permite describir el cambio en w en términos de dos
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2.5. Analisis canonico de la ley potencial de segundo grado.

componentes: el lineal y el cuadratico. Las direcciones fundamentales de cambio
en la superficie cuadratica, vienen dadas por las direcciones de los ejes de los
elipsoides que determina dicha superficie, o dicho de otra manera, el patrén de
cambio representado por una superficie de segundo grado en cualquier direccién
puede expresarse como una combinacion lineal del cambio que tiene lugar en las
direcciones canonicas. Para ilustrar esta ultima idea considérese una superficie en
dos dimensiones cuya forma canoénica A viene dada por:

We2(81,82) = Wy + 7, +7,8, +5 (7‘12;12 +4,85 ) (2.5.28)
Si se considera una direccion arbitraria definida mediante &, = k&, para

cualquier constante k real, la respuesta en dicha direccion puede expresarse
como:

2
Wiz (61K E) =y + 0y +k72) &+ 100 + K20, )ET, (25.29)
de manera que los efectos en la direccion propuesta resultan ser una combinacién
lineal de los efectos relativos a las direcciones canénicas. Obsérvese que la

presencia de productos cruzados no permite este tipo de representacion. Al
restringir la respuesta a la direccion /, = k1, en términos del modelo

Wery (5 0) = wo + g1l + 851, + %(gnll2 +g22122)+ gkl (2.5.30)

se obtiene

Wwera (k1) = wy + g1 + k(230 + 1) +%(gn +k? 822)112 (2.5.31)

Figura 2.5.1.- Rotacién de los ejes que da lugar a la fcima candnica A.
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Capitulo 2. Formalismo de la ley potencial de segundo grado.

en donde el coeficiente que afecta a la variable /; estd determinado a partir de
coeficientes de primero y de segundo grado.

En consecuencia, mediante la rotacion del sistema de referencia original se
consigue caracterizar las direcciones principales o candnicas segin las cuales el
cambio viene descrito en términos de sus componentes principales (el
componente lineal y el cuadratico).

Si se contempla el metabolismo celular como la asociaci6n entre procesos
permanentemente sujetos a la fuerza evolutiva —y por tanto, producto de un
programa de optimizacion—, parece razonable conceder cierta importancia a la
informacion que subyace en la propia formacion de las variables candnicas. Sirva
de comparacion la interpretacion que con frecuencia se hace del valor de la £,
relativa a un proceso michaeliano. Seglin numerosos autores (p.e.: Cleland, 1967;
Savageau, 1976; Segel, 1993), este valor es representativo de la concentracion de
sustrato que se debe dar in vivo. El razonamiento es que cuando dicha
concentracion es superior a la k,, el proceso carece de potencial regulador por
operar en la region de saturacién, mientras que si es inferior, se estd
desperdiciando el potencial catalitico del enzima (cabe destacar aqui, que en el
caso de las cinéticas hiperbolicas, la variacion del nivel de sustrato en el entorno
de la k,, induce, precisamente, la variacion de la respuesta en la regién de mayor
no linealidad ; obsérvese que el coeficiente cuadritico alcanza aqui su méaximo:
8>=0.25 cf. con el apartado 2.3.1). Un razonamiento anélogo se podria extender a
la interpretacion de las variables canoénicas. Puesto que a nivel celular, hay una
gran interdependencia entre los intermediarios metabélicos, cada eje candnico
pone de manifiesto en qué direccion el proceso manifiesta una mayor o menor
sensibilidad al cambio y la forma —en términos ya cualitativos— en que este
tiene lugar.

2.5.4.1.- Analisis de las variables canénicas. Un aspecto sobre el que
conviene hacer énfasis aqui, y que constituye un principio esencial en este
trabajo, es que tan importante como definir el valor nominal sobre el que opera el
sistema, lo es el hecho de delimitar la region sobre la cual su descripcién se
considera suficientemente valida.

No debe olvidarse que la descripcion formal de cada proceso viene avalada
por la teoria matematica de la aproximacion, por tanto, las propiedades que se
asumen validas en una determinada region, pueden no serlo fuera de ella. Desde
un punto de vista experimental —en donde es fundamental la introduccién de
principios estadisticos—, la delimitacion del recorrido de las variables es
necesaria, puesto que se deben establecer los puntos en que se observa la
respuesta. Ademas, solo en la regién considerada tendrd fundamentc el método
inferencial. Si bien la perspectiva estadistica sera la asumida en el capitulo 3 de
este trabajo, aunque se mantenga un punto de vista puramente analitico, la
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delimitacion de la region bajo estudio permitira hacer mas concisas muchas de las
ideas que se van a exponer. Por tanto, se tratara en adelante con tres valores
fundamentales para cada una de las variables: los extremos de su rango (que
seran indicados con los superindices “-“y “+”) y el valor nominal (indicado con
el subindice 0). De este modo, para cada una de las /; se tendran los tres puntos

sl jo,l;} (obviamente con [ 0=0). Asi mismo los valores correspondientes

de las variables canénicas seran {&;,& ., }, debiendo observarse que

&; = minfut}
£V =0 (2.5.32)
EF = mlax{ufl}

El recorrido de cada una de las &; depende los coeficientes del autovector u; asi
como del rango admisible de variacion de cada variable original respecto a su
valor nominal. Sin pérdida de generalidad, asumiremos en adelante que las /; son
homogéneas en cuanto a su rango y también simétricas. Como la rotacién E=U?/
no altera la escala de las variables, la simetria respecto al origen de las /; induce la
simetria en las &;.

2.5.4.2.- Contribucion de las variables originales al eje canénico &;. Como se
ha visto, la normalizacion de los vectores propios de G supone imponer la
restriccion [|uj||=1. De este modo, cada uno de los coeficientes u; resulta ser el
coseno del angulo que forman las direcciones correspondientes a las variables
original /; y candnica &; segiin la rotacion definida por U (cf. Box y Draper, 1986).
Como consecuencia, se verificara la identidad &=(+)/; siempre y cuando sea
u;=(x)1. En contraste, un valor #;=0 supone que la /; no tiene ninguna relevancia
en la constitucion del eje que define a & por tratarse de dos direcciones
ortogonales. Por tanto, en la medida en que una de las coordenadas u; tenga
mayor magnitud que oira u; estard poniendo de manifiesto que la variable /;
contribuye en mayor medida a la formaciéon de & que la variable /. Esta
relevancia de cada una de las variables originales en cuanto a la formacion de un
determinado eje canénico, puede expresarse mas convenientemente si se tiene en
cuenta la restriccion

Yy =1, (2.5.33)

s . 2 g c
que sugiere interpretar a cada u; como la proporcion en que la variable /;

contribuye a la definicion de &;. Llamaremos a este valor contribucién de [;
respecto a ;.
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Analogamente, como también se verifica que

> uy =1 (2.5.34)
J

se puede interpretar cada u; como un indicador del reparto de la variable /; sobre
la direccion canonica &;. "

Obsérvese que el numero de variables originales a partir de las cuales se genere
una §&;, repercute directamente sobre sus valores extremos. Por ejemplo,
supongase que a la formacion de &; contribuyen por igual dos variables: /; y /. Si
se asume para todas las /; la restriccion -1</<1, entonces el recorrido de &; viene
dado por {-1.414, 1.414}. Sin embargo, si &; se forma por la contribucion
igualitaria de 5 variables, entonces sus valores extremos seran {-2.236, 2.236}.

2.5.4.3.- Agregados canénicos. Las variables canonicas se pueden representar
en la métrica original (cartesiana) de las variables. Dado que las /; son los
logaritmos naturales de los indices X;=x/x;y, la variable canénica

Jj=1
se puede expresar como:
exp(€,) =X}’ (2.5.37)
7=1

Esta representacion es esencialmente la misma que la sugerida por Savageau
(véase Savageau 1976; 1988; Savageau et al, 1987a) para caracterizar la
agregacion de variables. En la BST, una variable agregada viene a representar a
una variabie fundamental, como es por ejemplo la concentracion de cofactores.
En este contexto, la relacion X, = X, |\X,,...,X ) queda definida, en términos

del formalismo de la ley potencial, mediante la expresion

X, =7 J[x" (2.5.38)
J

(debe observarse que aqui el coeficiente y, no es el gradiente canonico definido
en este capitulo como v, ). La analogia entre las expresiones (2.5.36) y (2.5.37)
es evidente si se admite que la definicion del agregado X, viene dada por la
descomposicion de la respuesta en sus patrones fundamentales de cambio. Notese
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que en los agregados candnicos se tiene y,=1 y los Jy estan sujetos a la
restriccion impuesta por la normalizacion del autovector wj; i.e. | f;;|<1.

2.5.5. Clasificacion de la respuesta

La rotacion del sistema de referencia inducida por U lleva a una forma
desacoplada de la superficie de segundo grado (por haberse eliminado los
productos cruzados) que permite caracterizar la respuesta en términos de sus
efectos fundamentales. Estos efectos fundamentales constan de dos componentes:
uno lineal, dado en términos del vector y, y otro cuadratico que queda
determinado por los elementos de o(G). El vector y es el gradiente de wpp,
relativo al origen &p. Dado que este punto coincide con xy cuando se utiliza la
escala original (cartesiana) de las variables, las coordenadas de y pueden
interpretarse como drdenes cinéticos candnicos, puesto que indican la variacion
de w a partir de wy segun la direccién de las variables canénicas &. De manera
analoga, cada uno de los elementos de o(G) constituye una medida de la
curvatura que tiene la superficie en el origen y con respecto a una direccién
canonica determinada. Por tanto, la separacion de la linealidad queda resumida en
un solo coeficiente (relativo a un determinado eje canénico), y no en dos, como
ocurre al tratar con las variables originales, en donde se tienen los términcs
cuadraticos puros, que constituyen la diagonal de G, y los restantes que
corresponden a los productos cruzados.

La restriccion de la respuesta a la direccion canénica inducida por u; se
obtiene de manera inmediata, a partir de la forma can6nica A, al variar &
considerando el resto de las variables canénicas &=E;=0 (para j#i). Obsérvese
que ahora, al tratarse de los ejes canonicos, el hecho de modificar una variable
(candnica) manteniendo fijas las demas, no supone una pérdida de informacion,
como ocurria al proceder asi con las variables originales, puesto que como ya se
ha visto, los efectos en cualquier direccion pueden expresarse como combinacién
lineal de los efectos que tienen lugar en las direcciones canonicas. Por tanto, la
restriccion de

Wpy =W +Z(Yi§; +%}\‘iéi2)> (2.5.38)

i=1

a la direccion de u; viene dada por
w(E;) = wy +7,& + 1A E], (2.5.39)

y representa una direccion fundamental de cambio en wpp,, que queda
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caracterizada por el par de coeficientes (y,,A;).

De forma adicional, la localizacion del punto estacionario w, de wpy,,
puede resultar Gtil como complemento a los coeficientes anteriores. Supuesto
A#0, de la expresion (2.5.14) se deduce que la localizacion del punto estacionario
viene dada por

Eie = ey (2.5.40)

La valoracion de wpp, en este punto resulta wy,(&,)=w, +&'y.

En la tabla 2.5.2 se esquematizan distintas situaciones que pueden aparecer
al tratar con una superficie bidimensional. Para ganar en apreciacion, se considera
que la magnitud del cambio en una de las direcciones candnicas (digamos la de
&1) es muy superior al que se da en la otra direccion (&;), de manera que el
extremo de wpr, va a tener, al menos, un grado de libertad. En la figura (a) se
representa el caso en que la magnitud de los dos coeficientes canénicos relativos
a &; es también baja. Entonces, la superficie describe una situacioén estacionaria
en las dos direcciones. Consecuentemente, &;, no propcrciona informacion puesto
que su valor puede ser arbitrariamente grande o pequefio en funcién de la relacion
que mantengan A; y y;. En el supuesto en que la magnitud de uno de los
coeficientes sea muy superior a la del otro, la dircccion considerada estara
dominada por una pauta lineal, si es |A;|<<|y;| (figura b), o cuadrética, si se tiene
[AM1|>>1y1| (figura c). En el primer caso, el valor de la ccordenada &, no aporta
informacion, puesto que puede tomar un valor arbitrariamente alto, y el extremo

se localiza muy alejado de la regién definida por [F,l_, E_,f'] Sin embargo, si la
pauta dominante es la cuadrética, el extremo de la funcién se alcanza dentro de la
region de interés: & <&, <&, debiendo observarsc que la posicién relativa
entre &, y &, determina que la coordenada del gradiente y, sea positiva,
negativa o incluso nula, si &,,=&,,. También es conveniente observar que la
deteccidn de un extremo condicionado debe interpretarse con precaucion, ya que
puede deberse a la presencia de un extremo condicionado que realmente describe
cl proceso (cf. con el ejemplo expuesto anteriormente de la inhibicion
acompetitiva), o bien deberse a la falta de ajuste propia de los modelos de
segundo grado cuando, por ejemplo, esta proxima la region de saturacion (cf. con
los perfiles presentados en la cinética de Hill; figura 2.3.2).

Una situacion intermedia entre la (b) y la (c) es la representada en (d).
Aqui, la curvatura es considerable pero el extremo se alcanza fuera de la region
de interés, de manera que nos encontrariamos en una ladera de la superficie
representada en (c). Este tipo de comportzmiento es el propio de la region de
transicion en una cinética de saturacion, en donde se pasa, por ejemplo, de una
cinética de primer orden a otra de orden cero tal y como ocurre en el entorno de
la k,, al considerar una cinética hiperbdlica. En este caso, la distancia a &, es
representativa de la distancia a la region de saturacion.
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2.5. Analisis canénico de la ley potencial de segundo grado.

En los casos descritos se asume que la  superficie representada es
globalmente convexa, en correspondencia con la idea que habitualmente se tiene
de un proceso catalizado enzimaticamente. No obstante, en determinadas
circunstancias y segun se delimite la region de analisis, podrian darse situaciones
distintas, por ejemplo al considerar la agregacion de procesos o situaciones

reversibles, en cuyo caso, la extrapolacion de los principios expuestos resulta
inmediata.

Tabla 2.5.2.- Interpretacién esquemética de los coeficientes canénicos de una

superficie bidimensional en la direccién de uno de los ejes, &1, asumiendo la falta de
efecto en la otra direccion.

Pendiente” Curvatura®  Localizacién del Ejemplo
ly1l [A1] extremo &
E.ile
& 1 arbitrario (a)
E.>]e & gl_’E.);
T J ([j ] (b)
puede ser o)
arbitrariamente alto 1
ol g (c)
J/ T Eie e[él 61 ] (A1<0)
E1e > |E7,87 (d)
T t w2l (M1<0, y>0)

* Los signos “3” y “T indican una magnitud baja y alta respectivamente.

2.5.5.1. Importancia de cada direccion canénica sobre la respuesta. £n cada
una de las direcciones canonicas, la variaciéon que experimenta la respuesta wpy,
se puede cuantificar a partir de las diferencias entre su valor nominal wy y las

valoraciones W =w(&, )y W = w(&), que resultaran ser
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Capitulo 2. Formalismo de la ley potencial de segundo grado.

- 2
wé,-_ =Wy = Tt +_;_}\’i&>i

& (2.5.41)
Wy — Wy = Y& +7ME;
de manera que la magnitud de la suma cuadratica
2 2
Q§2, = (Wg;.— - WO) +(M)§f - wO\’
’ ’ ' (2.5.42)

2

2 2 2
=(rr gl ) + (e e

constituye una medida de la variacién que experimenta wpp, segin la direccién

del eje u; en el recorrido de &; (figura 2.5.2). Cuando se verifica & =—
entonces se puede expresar

19

O = 2{(%&7)2 +(“z'7t,~§?2 ﬂ (2.5.43)

Figura 2.5.2.- Variacién de w a lo largo del eje canonico &;

Conviene destacar que Q; es una medida del cambio en w, sin discriminar

cual es su naturaleza (cuadratica o lineal). Por otra parte, también conviene notar
que en su elaboracién se estan considerando realmente tres puntos, ya que
forzosamente Wyo =Wy = 0.

A partir de Q&ZV es inmediato definir un cuadrado medio cuya raiz cuadrada
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2.5. Analisis canonico de la ley potencial de segundo grado.

S, =40 |2 (2.5.44)

representa la variacion de wpr, segin la direccion del eje u;, en términos de sus
unidades originales. En caso de ser £ = —&;, entonces S, viene dado por

2
8, = gj\/yf (4287 (2.5.45)

El cociente entre S, y wy permite, en principio, elaborar un coeficiente de
variacion que represente en términos porcentuales la variabilidad de WpL2

respecto a wy en el segmento de exiremos (&;,&;). Sin embargo, wy puede tomar

valores absolutos inferiores a la unidad e incluso anularse, de manera que tal tipo
de coeficiente resulta inadecuado.

Una alternativa para valorar la importancia relativa entre dos variables
canoénicas, es considerar la relaciéon

0 /0: . (2.5.46)

También se puede considerar la proporcién de variacion debida a un eje respecto
a la variacién total

2
B, = Z (2.5.47)

i n
2.,
j=1

2.5.5.2.- Reduccién de las dimensiones canénicas de la respuesta. Cuando la
respuesta no varia apreciablemente en alguna de las direcciones canodnicas, es
posible representarla de forma simplificada en términos de aquellas que si tengan
un efecto relevante.

Esta reduccion de la dimensionalidad, que constituye una préctica habitual
en la MSR, puede ser de interés a ia hora de caracterizar un proceso y la forma en
que se integra con otros. De hecho, puede ocurrir que, en base a la forma en que
opera el sistema, algunas combinaciones canonicas estén indicando cual es la
direccion natural en que se modifica la actividad de una determinada etapa,
resultando que otro tipo de cambios es mas irrelevante.

Lo apropiado de la reduccion se puede poner de manifiesto en términos del

efecto de cada factor canonico, utilizando como criterio Qé, , 0 bien al observar el

error transmitido a los coeficientes originales cuando se considera la
transformacion inversa a la candnica a partir del modelo reducido.
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2.5.5.3- Recuperacién de coeficientes. Considérese un modelo expresado en
forma canonica A en donde las variables se numeran de manera que solo el efecto
de las r primeras se considera relevante sobre la respuesta, siendo las n+r
restantes despreciables. Entonces, la restriccion

Wois, = Wo + 2 (1,E; +3M,E?) (2.5.48)

i=1

es una representacion supuestamente adecuada para explicar wpr, reduciendo la
dimensionalidad de 7 a r coordenadas candnicas.

Obviamente, un criterio para valorar la calidad de la aproximacién es
considerar la magnitud de los factores omitidos, i.e.:

Wos = Weiz, = (V& +EME? ) (2.5.49)
i=r+l

Sin embargo, también puede ser de interés analizar la capacidad de
recuperacién del modelo original a partir de la forma restringida. De forma
general, si se define la matriz diagonal de restriccién R con dimension nxn y
elementos r; (=r;) tales que r=1 si el término i-ésimo se incluye en el modelo y
r~=0 en caso contrario, entonces es inmediato escribir el modelo restringido como

Weiag = Wo +E'RY +3E ARE - (25.50)
en donde se ha considerado Ay = RA.
Considerando la transformacién inversa a la que dio lugar al vector y, la
recuperacion de los coeficientes de g viene dada por:

g, = URy (2.5.51)

El error implicado g— g, = U(I, - R)g, se puede expresar en términos relativos

ER(g) =|(& - £, /2] (25.52)

para obtener:

i(l =7 Uy
ER(g,) =2 (2.5.53)

n
Z Uy
J=1

116



2.5. Andlisis canénico de la ley potencial de segundo grado.

De forma andloga se puede estudiar la calidad de la recuperaciéon de los
coeficientes de segundo grado. Considerando

Gy =UA U’ (2.5.54)
el error relativo para cada uno de los gij puede expresase como

n

Z(l —n Uy,
ER(g;) = =— (2.5.55)
Zujkuikxk
j=1

2.5.5.4.- Aplicacién del analisis canénico para valorar la calidad de la
aproximacién PL1. La caracterizacién de la respuesta que se obtiene de la
descomposicion canénica de un modelo de segundo grado, proporciona criterios
adecuados para valorar la idoneidad de la representacion mediante el formalismo
de primer grado.

Como se ha puesto de manifiesto, la descomposicion canénica supone
determinar cuéles son las direcciones del cambio Y, en términos cualitativos,
cémo se da dicho cambio seglin cada una de esas direcciones. Por tanto, la
calidad de la aproximacion del formalismo PL1, o dicho en otros términos, la
linealidad de la respuesta en el espacio log-log, puede caracterizarse en funcién
de la magnitud del autovalor A asociado a cada direccion.

Como ilustracion considérense las situaciones representadas en la tabla
2.5.2. Si bien el caso (a) resulta trivial por representar la falta de respuesta, en (b)
la respuesta es lineal en la direccién &, y una representacion de primer grado es
adecuada. Sin embargo, en una situacién como la representada en (c), el modelo
de primer grado no se adapta al comportamiento fundamental del proceso, que es
en esta direccion, de naturaleza puramente cuadratica. La situacion intermedia
entre las dos anteriores, representada en (d), supone una falta de linealidad cuya
caracterizacion es inmediata a partir de la magnitud del valor A asociado. Se
ganara mas en apreciacion al examinar los diagramas de contorno de la funcién
de error representados en la figura 2.4.4. Los contornos del error relativo del
formalismo de primer grado son mas elongados en el mecanismo de la inhibicién
competitiva que en el de la inhibicion acompetitiva. Obsérvese ademas, Ia
direccion en que se da en cada caso el aumento del error. Mas adelante se volvera
sobre esta idea al considerar la descomposicion candnica de los mecanismos de
inhibicion.

La agregacion de etapas individuales es un proceso fundamental para
obtener una representacion en forma de sistema S. La calidad de la representacion
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Capitulo 2. Formalismo de la ley potencial de segundo grado.

en sistemas S se ha puesto de manifiesto en relacién con casos concretos pero sin
un criterio que llegue mas alld de la mera evidencia a posteriori (véase Voit y
Savageau, 1987). El analisis canénico permite caracterizar de manera apropiada
la funcion que resulta de un proceso de agregacion, poniendo de manifiesto las

condiciones en que se da, o se deja de dar, una descripcion adecuada en términos
del formalismo de primer orden.

2.5.6. Ejemplos de analisis

2.5.6.1. Ejemplo 1: Analisis canénico del modelo de Inhibicién
acompetitiva. La inhibicién acompetitiva es un mecanismo atipico cuando se
trata de sistemas unireactivos, sin embargo, constituye un ejemplo sencillo de
adicion secuencial de dos ligandos enzimaticos en un orden obligado, resultando
ser un proceso frecuente en sistemas multireactivos (Segel, 1975).

La valoracion del modelo clasico de inhibicién acompetitiva

%
P mx; (2.5.56)
B4+

1+ ( kz) i

en los parametros

Vo=l k1=1; kp=1; x10=1; x50=1 (2.5.57)

conduce a una representacion estandarizada del proceso cuya aproximacion wpy ,
viene dada por wp, =w, +1'g+11'Gl, con

0333 ~0111 —0.056)
w, = —10986, g= , 3G = J (2.5.58)
~ 0333 ~0056 —0111

El especiro de 2G viene dado por c(%G): {~0.167, —0.056}, de manera que la
matriz de rotacion es

0.707 0707
( ] . (2.5.59)

0.707 -0.707

que diagonaliza a /2G dando lugar a:
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2.5. Analisis canodnico de la ley potencial de segundo grado.

A:(_O'167 0 j (2.5.60)

0 —-0.056

El gradiente de wpr, respecto al sistema de referencia canénico, que se obtiene
como y=Ulg, resulta

0
Y :(0.471)' (2.5.61)

Finalmente, dividiendo cada coordenada de y por la coordenada de 2
correspondiente, se obtiene, tras cambiar el signo, la localizacién del extremo de
la superficie:

0
£ = (4_240) . (2.5.62)

La rotacion inducida por U conduce a la formacion de las variables
canoénicas &;=0.7071(/;+l,) y £,=0.7071(/,-1;). Como ya se ha indicado, cada U;j
representa al coseno del dngulo que forma la direcciéon de la nueva variable &
respecto a la definida por la variable original /. Como cos(45°)=0.7071, la
direccion de la variable canonica &; es la bisectriz del primer cuadrante del
sistema de referencia definido por las direcciones de /; y /. Anéalogamente, la
direccion de &; es la definida por la bisectriz del cuarto cuadrante del sistema de
referencia original (figura 2.5.3). Por tanto, es inmediato deducir que la
participacion de cada variable es la misma en la definicién de cada uno de los
ejes candnicos (como proporcion 0.70712 supone el 50%). Del mismo modo,
resulta que cada variable tiene un reparto igualitario en cada una de las
direcciones candnicas.

Las direcciones obtenidas pueden ser interpretadas como sigue. Hay dos
pautas de comportamiento caracteristicas del proceso de inhibicién acompetitiva.
La primera, definida por &;, la proporciona la variacion en el mismo sentido del
sustrato y del inhibidor. La segunda, definida por &,, caracteriza la
descompensacion entre los niveles de sustrato e inhibidor.

Atendiendo a sus efectos, la pauta definida por &; es de naturaleza
puramente cuadrética: ;=0 y A;<0, con un punto estacionario que coincide con el
centro de aproximacion (tal y como se deduce si lo determinamos con la
expresion (2.4.3)). El perfil ofrecido por wpr, siguiendo la direccion de &; es
precisamente el aue se considerd en el apartado 2.4, donde se puso de manifiesto
la presencia de esie extremo condicionado.

En contraste, en la direccion de &, se da una pauta preferentemente lineal,
ya que la elipse es mas elongada en esta direccion. No obstante, aunque la
magnitud del coeficiente cuadrético es reducida, el valor de A, pone de manifiesto
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Capitulo 2. Formalismo de la ley potencial de segundo grado.

la curvatura propia de la saturacion del proceso, que se da en la medida en que
aumenta la concentracion de sustrato y se reduce la de inhibidor (cf. con la figura
2.5.3). Sin embargo, la region donde se da la cinética de orden cero no esta
préxima al centro de aproximacion, tal y como se deduce de la magnitud de la
coordenada &,,, que indica la localizacion del punto estacionario de la superficie
cuadratica en la direccion de &, (figura 2.5.4).

6.3 % Vm 11.7% Vim
2
1
12 fu] !
L)
-1 /
” /
-2 -1 0 1 2
11.7% Vm 78.7 % Vm

I

Figura 2.5.3.- Superficie obtenida a partir del mecanismo de inhibicién acompetitiva en
coordenadas logaritmicas (ecuacion (2.5.56) valorada segiin se indica en (2.5.57)).
Sobre el diagrama de contorno de la izquierda se ha representado el sistema de
referencia candnica. Los valores de los vértices indican el valor de v en términos
proporcionales a V4.

En términos de las coordenadas candnicas, el modelo puede reducirse a
~ 2
Wpia= Wy +7,8, + A& (2.5.63)

en donde queda representada de manera explicita la dependencia de tipo lineal
respecto a &, y de naturaleza cuadratica respecto a &;. A partir de este modelo, la
recuperacion de los érdenes cinéticos de primer orden es completa al considerar
10 =UnYs Y & = UpY,. Sin embargo, la omision del componente cuadratico

para &, da lugar a una matriz de coeficientes de segundo grado mas deficiente:

-0.0833 —0.0833)

1 — (25%) (50%)
2GR =|Z00833 - 0,0833 (2.5.64)
(50%) (25%) /
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en donde los porcentajes entre paréntesis indican el error relativo implicado.

La descomposicion canénica permite valorar la calidad de una
aproximacion de primer grado en funcién de los principios operativos del
sistema. Si el funcionamiento es tal que los aumentos en x; se correlacionan con
reducciones de x; (se sigue la direccion de &), la exactitud de la aproximacion
PL1 al proceso se mantendra en un intervalo mas amplio que si la dindmica del
sistema induce cambios de las dos variables en el mismo sentido (seglin la
direccion de &;) (cf. con la 2.4.4).

WrL2e

Figura 2.5.4.- Superficie wpp , de aproximacién al mecanismo de inhibicién competitiva
orientada seglin el sistema de referencia canénica. En el diagrama de contorno de la
izquierda se ha considerado un recinto de analisis mas extenso para proporcionar una
vision ampliada de la superficie. Los pardmetros son los indicados en (2.5.58).

Comparacién con la inhibicién competitiva. Utilizando los mismos valores
dados en (2) para evaluar el modelo clésico de inhibicion competitiva

Vm‘xl )

V=
X

A E Ry BV

I( k2) i

la formulacion wpy , resultante queda determinada por

L8 (0.667j LG [“O'“l “0‘056) (2.5.65)
Mo = TREEO0s B _o333) 2 T Lo0se —o11l) R0
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Capitulo 2. Formalismo de la ley potencial de segundo grado.

La matriz hessiana es la misma que la obtenida para el modelo de inhibicién
acompetitiva y, por tanto c(%G): {— 0.167, — 0.056}. Sin embargo, la relacién de

las direcciones canonicas con la forma en que varia la respuesta es diferente.
Considerando

(— 0.707 0.707)

; (2.5.66)
0.707 0.707

el producto U’g da lugar a :

) L_ 0.707 1) -
"= 02357 ) -3:07)

El aumento conjunto de los niveles de sustrato e inhibidor (direccion
€, =0.7071/, +0.7071/,) se traduce en una tendencia predominantemente lineal
(v, =0.236; 1, =0.056) que induce un aumento en el nivel de la respuesta. Sin
embargo, es en la descompensacion entre los niveles de sustrato e inhibidor
(direccion &, =-0.7071/, +0.7071/,) en donde se refleja el componente
cuadratico mayor. No obstante, en esta direccion la magnitud del gradiente es
mucho mas acusada que en la direccién equivalente relativa al caso de inhibicién
acompetitiva, de tal manera que la velocidad de reaccién es mucho mas sensible a

los aumentos en el nivel de sustrato que se vean acompafiados por reducciones en
el nivel de inhibidor.

Obsérvese que en el caso de la inhibicion acompetitiva las pautas lineal y
cuadratica se segregan de manera clara en las dos direcciones canénicas. Sin
embargo, en el mecanismo de inhibicion competitiva aparece una direccion
fundamental de cambio, la que define u;, segin la cual se da un gradiente de
magnitud considerable, pero que varia al separarse del origen debido a un
componente cuadratico importante. En términos cuantitativos, la variacién de

wpL, en cada direccion se puede caracterizar segun el valor de O?. Considerando
PL2 £

los extremos de /; como *1, entonces los extremos para &; y &, vienen dados por
+1.4142, de donde se obtiene

Qé =2.9207
Qé =0.2469
resultando que

o’ ’Q; =9.00

o también: q,. =90% frente a s =2 10% .
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1.6 % Vi 46.8 % Vm
2 2 /
7 |
12 o W, 2 éz 0
) / / / / / _1
<=2 -2
5 of o 1 2 =2 -1 0 : 2
10.6 % Vi 86.6 % Vi
% Vm I o Vm 5..1
(a) (b)

Figura 2.5.5.- Mecanismo de inhibicién competitiva. (a) Contornos obtenidos a partir
del modelo racional y (b) aproximacion de segundo grado orientada segin las
direcciones canonicas.

Por otra parte, las coordenadas del extremo en wpy 5 son ahora

- 2.1213 P
e | =2.1213) "

No se alcanza, como en e! caso anterior, ninglin extremo condicionado. Sin
embargo, el aumento de sustrato acompafiado de la retirada de inhibidor lleva
antes a la region de saturacién que en el caso anterior.

2.5.6.2.- Ejemplo 2. Control de la Fosfofructokinasa. El siguiente modelo
fue formulado por Ritcher y Betz (1976) para describir la regulacion de la
actividad PFK en base a la carga energética celular, que viene dada en funcién de
los niveles de ATP y de AMP:

—_— X3/ ki3 (353/1‘713“*1)3 X (2.5.69)
" e ke + 1) (ky +x,)
L((l;k”—:l)y+(x3/kl3+1)4 .
Xy /[ Kyp
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en donde las variables se han nombrado como sigue:
x, =[ATP]; x, =[AMP]; x; =[F6P]. (2.5.70)

El primer miembro de la ecuacion (2.5.69) esta basado en el modelo de Monod
sobre control alostérico. Representa la modulacion de la transformacion de F6P
(x3) en FBP por parte del ATP (x;), que actia como efector negativo, y del AMP
(x2), que interviene como efector positivo. El otro término representa la cinética
hiperbdlica relativa al papel del ATP como segundo sustrato de la reaccion. Los
valores asumidos para los parametros del modelo asi como para los valores
nominales de las concentraciones se han tomado de Spain (1985) y se presentan
en la tabla 2.5.3.

Tabla 2.5.3.- Valores asumidos para los pardmetros del

modelo de Ritcher y Betz'.
Concentraciones (Xg) Pardmetros
(mM) (mM, salvo L que es adimensional)
x10=1_5 k|=0.01; k12=0.01
L=250
X50=0.5

* Tomados de Spain (1985; pag. 240)

El modelo original no contempla de manera explicita la concentracion de
la PFK, que queda incluida en V.. En adelante se asumirén los valores de v
como fraccion de V,,,,, de manera que w=In v/V,,,,.

La representacion PL2 de la ecuacién (2.5.69) centrada en los valores
indicados en la tabla (2.5.3) queda definida por

e t 1 7t
Wp, = Wy +1 g+51 Gl

siendo
w,=-0.153575,
—-0.3283 -06104 0.5932 05783
g=| 03284 |, %G =| 05932 -05764 -05671|. (2.5.71)
0.3768 05783 -05671 -05705

Es destacable la magnitud de los coeficientes de segundo grado,
especialmente los correspondientes a las interacciones, que llegan a ser 6 veces
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2.5. Anilisis canonico de la ley potencial de segundo grado.

superiores a los lineales (notese que en 2.5.71 se indica Y gij)-
La resolucion de la ecuacion caracteristica )G —Al; =0 permite obtener
el espectro de 4G, que resulta

o(1G)={-1.7453, -0.0128, 0.0007}. (2.5.72)

Una primera impresién es que, practicamente, todo el componente no
lineal (en términos del espacio doble logaritmico) se da en una sola direccién
canonica, la asociada a A;. La matriz de rotaciéon U se construye a partir de los
autovectores asociados a 0'(%G), resultando:

-0.5896 05566 05853
U=| 05746 -02202 0.7882 |. (2.5.73)
05676 08011 —0.1900

Al considerar A =U'(1G)U y y=U'g se obtiene

—-1.7453 0 0.5961
A= —-0.0128 y y=| 0.0468 |. (2.5.74)
0 0.0007 —-0.0048

El examen de U permite observar como a la definicién del primer eje

canoénico contribuyen por igual las tres variables implicadas: u’ =333% (para
=1,2,3). El segundo eje esi localizado practicamente en el plano formado por 3
y /i (con mayor proyeccion sobre 3), y para el tercer eje se tiene una situacion
parecida, puesto que se localiza en el plano constituido por /; y /, (teniendo
mayor proyeccion sobre /). Sin embargo, al valorar la magnitud del cambio en
cada una de las tres direcciones obtenidas, segiin la magnitud de los coeficientes
de vy de A, es manifiesta la poca relevancia de las direcciones definidas por u, y
u3 en comparacion con la definida por u;. Este aspecto queda caracterizado de
manera mas concisa en términos de g:- En la tabla 2.5.4 se resumen los

elementos del analisis considerado. Obsérvese que el cambio segiin el primer eje
candnico representa el 99.98% del cambio total en wp, al considerar como
region de analisis la definida por -1</<1.

La constitucion del agregado candnico &;, en funcion del cual se explica el
99% de la variacion de la respuesta, indica que el papel que esta desempefiando el
ATP es como inhibidor, y no como sustrato (esto viene dado por la eleccion
realizada del centro de aproximacion). Por otra parte, un aumento en el nivel de
ATP (x1) queda compensado (en el sentido de mantener la velocidad constante)
con un aumento de la misma magnitud en AMP (x;) 0 en F6P (x3).
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Tabla 2.5.4.- Elementos del analisis candnico de la superficie wpy 2 relativa al modelo

de Ritcher y Betz.
Direccién direccion direccion
uj u2 u3
- & = £, = ;=
—-0.59], +0.571, + 0.571, 0.55/, —0.221, +0.80/, 0.58/, +0.79/, - 0.19/,
Y 0.5961 0.0468 -0.0048
A -1.7453 -0.0128 0.0007
&, 0.1708 1.8287 3.2326
ZJM,-,- 2 1.7318 1.5779 1.5635
Q2 56.9289 0.0129 0.0001
&
q§+ 99.98% 2.2102% 2.110%%

© Proporciona £* en base a considerar -1</;<1

La preponderancia de la primera variable canonica permite simplificar la
representacion del modelo a la expresion

Wea= Wo +7,&; + A, E2. (2.5.75)

El valor de q..ya da una idea de la exactitud de la misma. No obstante, lo

adecuado de esta representacion se puede juzgar, de manera adicional, al
considerar el error de recuperacion de los coeficientes a partir de las expresiones

g, =710 (2.5.76)

G, =2\uu!, (2.5.77)

que dan lugar a:

-0.3515 -0.6067 0.5913 0.5841
(7.1%) (0.60%) (0.30%) (1.00%)
g, =| 0.3425 |; :’ZGu = 0.5913 -0.5762 -0.5692 (2.5.78)
! (4.3%) ! (0.03%) (0.40%)
0.3383 0.5841 -0.5692 -0.5623
(10.2%) (1.40%)

(las anotaciones entre paréntesis indican el error relativo de recuperacion de cada
coeficiente respecto a los valores originales dados en 2.5.71).
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El interés del analisis canonico para caracterizar €l comportamiento de un
proceso complejo, se hace evidente si se repara en los tres modelos considerados.
El modelo mecanicista de Ritcher y Betz (2.5.69) sera el mas adecuado para
describir el funcionamiento de la PFK en términos de los tres efectores
considerados (ATP, AMP y F6P). Sin embargo, el elevado grado de complejidad
descriptiva que implica este modelo, lo hace inmanejable cuando se considera su
integracion con otros procesos. Una vez establecido un valor nominal xg, lo
adecuado de la aproximacion mediante un desarrollo en serie de Taylor viene
avalado por la teoria matematica de la aproximacién. El examen de los
coeficientes de la matriz hessiana del modelo wp;,, ponen de manifiesto el
elevado grado de interaccion entre las variables implicadas en el entorno del
valor nominal. Esto implica que el gradiente de la funcion de velocidad variara
notablemente en la medida en que las concentraciones de los intermediarios se
desvien del centro de aproximacion. No obstante, la expresion del modelo wpy
no proporciona una idea clara de la de forma que adopta la superficie, pues todos
los elementos de G vienen a tener la misma magnitud. La rotacion inducida por la

transformaciéon & = U’l, resumen toda la no linealidad del modelo en un solo
coeficiente (A;) y una direccion en el espacio de /. De forma adicional, en esta
direccion queda explicado todo el comportamiento de la respuesta, ya que la
componente lineal de importancia también se da en términos de &;. Por otra parte,
el hecho de ser A;>y; implica que el extremo de wpy, se va a localizar préximo al
centro de aproximacién; concretamente &,,=0.17 (figura 2.5.6). La naturaleza del
extremo debe ser interpretada con precaucion, pues debido a la fuerte curvatura
de la superficie aproximada, la rama parabolica descendente puede deberse a la
falta de ajuste del modelo cuadratico. Que esto es asi se deduce de la
consideracién de la superficie original (figura 2.5.7). En la figura 2.5.8 se
representan los contornos obtenidos al valorar el modelo de Ritcher y Betz y el
wpr (este ultimo orientado segln las direcciones canodnicas).

El problema es que en el interior del recinto de analisis que se ha
considerado se alcanza la saturacion del proceso. El modelo de segundo grado
caracteriza bien la curvatura hasta alcanzar la cinética de orden cero, puesto que
utiliza el maximo de la superficie cuadritica. Sin embargo, mas alla de estc
punto, la propia estructura del modelo cuadratico impone el cambio en el signo
del gradiente, de manera que lo que deberia ser una mesefa estacionaria queda
representado por una ladera descendente. No obstante, este problema viene
determinado, fundamentalmente, por el hecho de que toda la informacién que
lleva a la determinacion de ios parametros de wpp, procede de un tnico punto, el
valor nominal, y la derivada de la funcién original w en dicho punto. No se
considera la informacion que aportarian otros puntos, como bien pudieran ser los

extremos (l s nils ) Este aspecto seré tratado mas adelante, en el capitulo 3, donde

se volvera a considerar el modelo actual de la cinética de la PFK pero desde una
perspectiva mas propia del método estadistico.
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(-++) (+++)
Wpa=-4.355 -0.325
1={-0.040 (-0.026]
(--+) = ;)E:S)
-0370 '
0041} [-1.741]
(0o00)
X 0.154
Ly (-+-) [-0.154]
-0.527
(-0.170] {+%-~)
1,124
[-1.694]
[,
frma] (+--)
-1.079 [
[-1.5745} [iSj‘fﬁﬁ]
Variables de diserio == Iy =0 i =i
Variables originales ¥, =037 %, Ty = gy % =292 %,
X1 0.5518 1.50 4.0774
b 0.1104 0.30 0.8155
X3 0.1839 0.50 1.3591

Figura 2.5.7.- Recinto de andlisis del modelo y valoracién de las variables que

intervienen.
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2.5. Analisis canonico de la ley potencial de segundo grado.

Figura 2.5.8.- Proyecciones de la superficie wpy, sobre los planos definidos por cada
pareja de variables. Arriba en coordenadas logaritmicas y abajo en coordenadas
candnicas (el diagrama de contorno correspondiente a la proyeccion sobre el plano

formado por &, y &; se ha suprimido debido a que la cinética es estacionaria en esta
dimensidn).

2.5.6.3. Ejemplo 3: Comparacién entre las estrategias reversible e
irreversible. Analisis de la cinética de la fumarasa. En términos analiticos, la
obtencién de un modelo PL1 a partir de la formulacién mecanicista de una
cinética de caracter reversible, puede hacerse seglin dos criterios. Si convenimos
en expresar el modelo mecanicista como

PY (x) =Py (%)

HR= Pp (%)

(2.5.79)

en donde P(x) representa un polinomio respecto a las variables de concentracién
de manera que P (x) es el polinomio del denominador, y Py (x) y Py (x) son los

polinomios que permiten caracterizar la direcciéon del flujo neto respecto a un
intermediario dado, digamos x;. La justificacion de esta forma de expresar la ley
de velocidad puede verse en Savageau, 1969a ; 1972 o 1976.

Un primer criterio es desarrollar en serie de Taylor el logaritmo de v(x) tal
y como estd formulada en (+). El otro, es hacer dos aproximaciones: una sobre el
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influjo neto: considerando P (x)=0, y otra sobre el eflujo neto: tomando

P\ (x)=0. En el primer caso se obtiene una sola expresion, digamos vy ,(X), que
permite caracterizar el funcionamiento del proceso original en una tnica
direccion (la de influjo o la de eflujo). En el segundo caso, se obtienen dos

expresiones: vy (X) y vp,(X), cuya diferencia permite representar la inversién
del flujo. Estos dos criterios se corresponden con las estrategias reversible e
irreversible consideradas por Sorribas y Savageau (1989c¢).

En la BST han sido utilizadas las dos alternativas descritas de aplicacion
del formalismo de la ley potencial sobre un modelo mecanicista. Como ejemplos
puntuales sirvan los siguientes: (1) aproximacion a la cinética de la fumarasa en
el modelo sobre el metabolismo de Dictyostelium discoideum (Shiraishi y
Savageau, 1992a), en donde se utiliza la estrategia irreversible; y (2) la
aproximacion a la cinética de las transcetolasas I y II, o de la transaldolasa en. el
modelo sobre el metabolismo del eritrocito humano (Ni y Savageau, 1996a), en
donde se opta por la estrategia reversible.

En la revision sobre los aspectos fundamentales de la BST hecha en el
capitulo 1, ya se han visto los criterios bajo los cuales se considera superior la
estrategia reversible (seglin Sorribas y Savageau, 1989c). Un criterio adicional

para discriminar entre la calidad de las dos representaciones lo proporciona el
analisis canonico.

A continuacion se va a tratar este aspecto sobre la etapa de la fumarasa, de
acuerdo a la consideracién hecha por Shiraishi y Savageau ( 1992a) a partir del
modelo de Albe y Wright (1992). Segin estos autores, la transformacién
reversible de dcido fumdrico en acido malico en D. discoideum, viene dada por el
modelo michaeliano:
x5 (x; —x, /10)

v(x) = :
0.1+ % +0.1x,

(2.5.80)

en donde x| representa la concentracion de 4cido fumarico, x, la de acido malico
y x3 la de la propia enzima. Los valores nominales de las tres especies
considerados por Shiraishi y Savageau (op. cit.) son:

X =4.0x107%; x,, =2.2x107"; Hy =525, 7 (2.5.81)
La superficie de saturacién de este modelo se representa en la figura 2.5.8.

En base a los valores nominales considerados, la aplicacion del
formalismo de la ley potencial de primer orden segin la estrategia irreversible, da
lugar al modelo:

vpry = 821X X;%° X, (Shiraishi y Savageau, 1992a)  (2.5.82)
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(en donde la notacion utilizada es la propia de la BST, de manera que el valor
8.21 es el correspondiente al parametro o segun se define en esta teoria).
Obsérvese que la magnitud de los 6rdenes cinéticos aparentes es superior de lo
que cabria esperar de un proceso tipicamente micheliano. Por otra parte, la
concentracion de acido maélico actiia como inhibidor de su propia sintesis a partir
del fumdrico, siendo inviable la inversion del flujo a partir del modelo obtenido.

-15.07 6:12
2

/)

-2

2
0.8 I 18.86

Figura 2.5.8.- Representacion de la superficie generada por el modelo michaeliano para
la actividad de la fumarasa. Se ha considerado una traslacién de la respuesta para poder
representar los valores negativos en coordenadas logaritmicas.

La aplicacién del formalismo de segundo grado, seguin la linea considerada
en este trabajo, da lugar a los parametros:

1.9753 -1.4510 13748 0
w,=1.0493; g=| -1.3580 |; 1G =| 1.3748 -1.4167 0 (2.5.83)
1 0 0 0

Dada la linealidad de v(x) respecto a la concentracion de enzima, su
consideracién en el andlisis subsiguiente no aporta ninguna informacién, de
manera que se excluird esta variable pudiendo asi suprimir la fila y la columna de
ceros de la matriz hessiana.

El analisis canénico del modelo de segundo grado obtenido da lugar a los
siguientes elementos:
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(—2.3597). . (—2.8087 0 )
"=\ 04218)° " 0 -00589)°

~0.7115 —0.7027
U= ; (2.5.84)
07027 -0.7115

Como es de esperar, la mayor variacién de la respuesta se da en la
direccion del eje u;, que representa la descompensacion entre los niveles de los
dos intermediarios (obsérvese que la contribuciéon de las dos variables es la
misma). Al considerar un recinto de +1 en términos de las l;, se tiene:

- 0 — 10/
9y =99% y 9y =1%,

de donde se deduce que el cambio segin la direccién de u, (la variacién en el
mismo sentido de la concentracion de los dos intermediarios) no tiene un efecto
apreciable sobre la respuesta (figura 2.5.9).

[

£, W, O

o

-

Figura 2.5.9.- Contornos de la superficie wpr, segin la orientacién de los ejes
candnicos.

Del resultado obtenido, es inmediato caracterizar la actividad de la
fumarasa en los términos:

Wprp (§,) =1.0493 - 2.3597¢, — 2.8087¢> (2.5.85)

en donde se pone de manifiesto la reievancia del componente cuadrético. Esta
fuerte curvatura implica que el error de truncamiento del formalismo de primer
orden es considerable y, por tanto, que el gradiente de w (i.c., el vector de
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ordenes cinéticos aparentes) puede variar apreciablemente en el entorno del
centro de aproximacion.

Segun la estrategia reversible, la aproximacion de segundo grado al
influjo sobre el 4cido malico (x;—x,) da lugar a los pardmetros:

0.7531 -0.0930 0.0168 0
w, =1.8478; g* =| -0.1358 | ; 1G" =| 0.0168 -0.0587 0
1 0 0 0

mientras que la aproximacion al proceso inverso (x1¢=x2) resulta

: G =G,

] _ (-0.2469
wy =1.2499; g~ =
0.8642

La igualdad de las hessianas se traduce en que las mairices A y U van a ser las
mismas en los dos sentidos del flujo, resultando:

& ~0.0998 0 - (-0.9260 -0.3775
a 0 -0.0518)" | 03775 -0.9260

Por otra parte, los gradientes candnicos son

+ [—0.7486 __( 0.5549
" Tlooasss) T T T 207070
que al considerarlos junto a los elementos de U, ponen de manifiesto que x; actia

como efector positivo en wy, y como efector negativo en Wpp,, ocurriendo al
contrario al referirnos a x,. Sin embargo, el aspecto que mas interesa destacar es
la pérdida de curvatura en las dos representaciones relativas a la estrategia
reversibic (cf. la matriz A obtenida ahora con la relativa a la estrategia
irreversible).

Per tanto, un método de diagnéstico vélido para cuantificar la posible
superioridad de una estrategia de agregacion concreta, lo proporciona el analisis
canonico de las representaciones de segundo grado de los modelos alternativos.
En la misma linea del andlisis mostrado para la cinética de la fumarasa, se ha
realizado para la transaldolasa y las transcetolasas I y II del modelo sobre el
metabolismo del eritrocito humano realizado por Ni y Savageau. Ei resultado ha
sido el mismo: la estrategia irreversible da iugar a2 modelos con un componente
cuadratico de mayor magnitud que la estrategia reversible.
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2.6. Cambio de aproximacién por reduccién del grado

Si bien un modelo de segundo grado va a permitir una descripcion mas fiel del
sistema bajo estudio, su mayor complejidad puede suponer un inconveniente al
no ser posible aplicar muchos de los criterios y técnicas desarrolladas en el
contexto de la BST. Sin embargo, la formulacién PL2 puede constituir un soporte
muy adecuado para el refinamiento de un modelo de primer grado o para
formular modelos de este tipo alternativos sin suponer un coste experimental
afiadido. La idea principal que se pretende desarrollar en este apartado es que la
superioridad, en cuanto a exactitud de aproximacion, de la formulacién PL2
respecto a la PL1, permite determinar con mayor precision cual es el valor
nominal en el que opera el sistema, de forma que sea posible obtener
representaciones PL1, mediante lo que se podria definir como una modulacién de
pardmetros, a partir de un modelo PL2.

Para facilitar el analisis, supéngase una simple ley de velocidad
dependiente de una sola variable de concentracién: v= v(x). La aproximacion de
segundo grado a v en el punto x=x; da lugar a los pardmetros:

_ Olnv(x)
gl(xo)—“alnx .
2.6.1
. 0% Inv(x) 26.1)
S d(Inx)>

x=x

en donde se expresa de forma explicita que los coeficientes g son relativos al
punto xp, y se eliminan los subindices innecesarios para simplificar la notacidn,
llamando g; y g, a las derivadas de primer y segundo grado respectivamente. En
estas condiciones, la aproximacion PL2 viene dada por:

j 8 (x0)+%g2(x0)ln(x/xo)

Ve = V(X) (i

X9

(2.6.2)

La reduccion del grado en el punto x,, para obtener un modelo PL1, es
inmediata, ya que el logaritmo del exponente se anula y por tanto

Vpy, = v(Xp) X&) (2.6.3)

en donde sc indica con el subindice PL1, la eleccién de x, como centro de
aproximaci¢n y X=x/x,. En este caso, el modelo de segundo grado no aporta nada
nuevo a un ajuste directo de primer grado. Sin embargo, la situacién toma mayor
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interés cuando se elige un valor nominal x. diferente a xo. Entonces, si la
distancia entre estos dos puntos no es demasiado grande, vp;, puede servir como
soporte adecuado para obtener un desarrollo en serie de Taylor de primer grado
en escala doble logaritmica, segun queda expresado con:

d wpp, (x)

oy (Inx-Inx.). (2.6.4)

I, (WpLz0 (x)7xc) = Wpp,, (X)) +

x=x,

La evaluacion del modelo cuadratico en x., que constituye el primer
término de la serie, viene dada por

Wpra, (X.) = w(xg) + [g1 (%) + 38, (%) In(x, / x, )] In(x, /x,) (2.6.5)
y su tangente en dicho punto sera

0 WpLa, (x) g

_— = g, (xy)+ 2, (xg) In(x, / x,). (2.6.6)
Olnx

Este valor constituye el orden cinéticc aparente del modelo PL1 como

aproximacién del PL2, de manera que vpr; Gueda finalmente representado como

VoL, = Vppy (X )Xgn(Xo)+gz(xo)|n(xc/xo) (2.6.7)
c 0 G o

en donde se hace explicito que esta referido al centro de aproximacion x¢, y por
tanto, ahora X =x/x,.

A modo de ilustracion, considérese una ley cinética que presente un punto
extremo, por ejemplo un mecanismo de inhibiciéon por sustrato o perfiles de
procesos ping-pong o de inhibicidn clasica de tipo acompetitivo o no competitivo
(cf. con los apartados 2.3 o 2.4). En estas situaciones, la aproximacion PL2
centrada en el punto de extremo de la ley de velocidad, es muy eficiente. Sin
embargo, las aproximaciones de tipo PL1 son cualitativamente opuestas a uno u
otro lado de dicho punto. En la figura 2.6.1 se ha representado una cinética de
inhibicion por sustrato aproximada mediante una funcion PL2 en el valor que
genera el méximo:

xo =k /k; (2.6.8)

(véase el apartado 2.3.2). A ambos lados de este punto se han obtenido dos
modelos PL1 utilizando como centros de aproximacion x, y x., que

corresponden a una variacion del 20% respecto a xo. El aspecto mas notable es la
diferencia cualitativa que existe entre los dos modelos de primer grado ain
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cuando los centros de aproximacion son relativamente cercanos. En esta
situacién, el modelo de segundo grado es mucho mas robusto, pues mantiene su
exactitud en un rango notablemente mas amplio que el correspondiente a las
aproximaciones de primer grado, captando ademds el comportamiento que
caracteriza al proceso. Esta superioridad es muy sugerente ante una situacion
experimental, donde la forma de la ley de velocidad v=v(x) es desconocida. En
estas condiciones, se puede utilizar la aproximacion de segundo grado como
soporte para obtener modelos de primer grado, tal y como se hace, en un contexto
puramente analitico, a partir del modelo mecanicista v. La calidad de la
aproximacion asi obtenida dependera, sobre todo, de la distancia entre el centro
de aproximacion PL2 y el punto elegido para desarrollar la PL1. Si esta distancia
no es muy grande, las aproximaciones de primer grado que se obtienen sobre el
modelo de segundo grado vp;, son practicamente idénticas a las que se obtienen
directamente a partir de la funcion original v. En la tabla 2.6.1 se presentan los
parametros que caracterizan a los modelos representados en la figura 2.6.1. La
pequeiia variacion entre las velocidades v y vpr, en los puntos Xe, Y %, da lugar

a constantes cinéticas aparentes practicamente idénticas en los modelos de primer
grado resultantes al aproximar sobre v y sobre vpr,. La diferencia entre los
ordenes cinéticos aparentes, relativos a la aproximaciones alternativas, tampoco
es significativa (la tasa de variacion no supera en ninguno de los casos al 1.5%).

-3.4 - 0.05
0.04
=3.6f wy, T Wi
\ o 8 z/ 0.03
Inv _-3.8 P %

-1.5 -1 -0.5 0O 0.5 1

Figura 2.6.1.- Cinética de inhibicién por sustrato y aproximacion de segundo grado
PL2 que permite obtener las dos aproximacicnes de primer grado representadas como
PL1, y PLI,, en diferentes centros de aproximacién. En la representacion de la
izquierda se utilizan coordenadas logaritmicas y a la derecha aparecen los mismos
modelos segun su representacion cartesiana. La cinética original utilizada asi como los
valores de los pardmetros de cada modelo se presentan en la tabla subsiguiente.
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Tabla 2.6.1.- Descripcién del modelo original utilizado y

de la aproximacion vpy . Modelos alternativos vpy ;.

Modelo original:

v:x/(km

+x+k,.x2)

ky,=10; ;=30 (unidades arbitrarias)

Aproximacién PL2:

Vpro, = 0.02805(

—0.972In(x/0.58)
X
0.58

21=0; g9=-0.972

Valoracion de la funcién original y la PL2 en los puntos nominales

Xc1 = 046188 | x0=0.57735 | xcp = 0.69282
v 0.027392 0.028050 0.027610
VPL2 0.027387 0.028050 0.027610

Modelos PL1 resultantes (segtin los parametros de la BST)

Aproximacién Parametros PL1
sobre: basada en: o g

Xcl v 0.032388 0.213499
0.032382 0.216982

VL2
xc2 v 0.032646 -0.175349
B 0.032382 -0.177206

PL2

La cinética presentada puede parecer un caso extremo, ya que la
aproximacion de segundo grado se comporta especialmente bien cuando se
desarrolla sobre un mdaximo. Sin embargo, el ejemplo es ilustrativo de la
importancia que tiene una elecciéon adecuada del centro de aproximacion, asi
como de la capacidad de los modelos cuadraticos para servir como soporte para el
desarrolio de modelos de primer grado.

La eleccion del centro de aproximacion suele hacerse de forma previa a la
formulaciéon del modelo. De hecho, es una practica muy frecuente recurrir a
diferentes fuentes bibliograficas para obtener datos relativos a parametros
cinéticos y concentraciones de intermediarios, que seran considerados de forma
conjunta al formular el modelo. Este proceder es justificable si se considera el
coste experimenta! que puede suponer obtener ¢l conjunto de datos necesarios a
partir de un experimento programado. Pero en contrapartida, hay que tener
presente las muy probables deficiencias en cuanto a homogeneidad experimental
se refiere (véase Box et al., 1988, donde se previene sobre los peligros de ajustar
modelos a datos ya existentes). Como consecuencia, cabe esperar que los valores
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utilizados para formular el modelo, procedentes de diferentes fuentes, no sean los
mismos que los que se obtendrian de forma conjunta y haciendo uso de técnicas
de disefio experimental.

Este argumento puede ser suficiente para justificar la necesidad de un
refinamiento del modelo a posteriori. Sin embargo, no es el tnico. De un
experimento bien disefiado se pueden esperar buenas estimaciones de los valores
buscados, pero téngase presente, que estos valores estarAn sujetos a error
experimental, de manera que, en el mejor de los casos, lo que puede darse es un
intervalo mas o menos estrecho que contendra al valor buscado con una cierta
probabilidad. En este sentido, también puede revestir interés aprovechar la
superioridad del modelo de segundo grado para refinar el correspondiente modelo
de primer grado.

A centinuacion se presenta un ejemplo que permite contrastar esta idea. En
la figura 2.6.2 se representa un sencillo modelo secuencial constituido por dos
variables dependientes, una independiente y tres etapas de velocidad. La primera
y la tltima de estas etapas son cinéticas hiperbélicas. En la segunda se ha
introducido cierta complejidad con el fin de diversificar el modelo, tratdndose de
una cinética sigmoidal en donde el producto actia como inhibidor.

V_3

N
&

Figura 2.6.2.- Esquema metabolico secuencial con retroinhibicién por producto final.
Los modelos y pardmetros de los que se ha derivado la aproximacion potencial son los
siguientes: vi y v.» son cinéticas unireactivas de tipo hiperbolico con kn=3 en los dos
casos. La etapa v3; es una cinética de inhibicién competitiva alostérica dada por (Segel,

1993) gy e T AR

L+(+a+y)"
en donde se ha utilizado n=2.5, o = x,/0.10, y = x, /0.15 y L=1000. En los tres casos la
velocidad maxima asumida es 1 y la eleccion de las unidades es arbitraria.

Si se asumen los valores nominales x¢=1.5, x50=1.1 y x3,=3.0 (unidades
arbitrarias), los modelos PL1 y PL2 obtenidos son, respectivamente, los
siguientes!:

%, = 0500 X3°% — 0.466.X,%% Xx; 0%
%, = 0466.X%° X0 — 0268 X, 7

PLI: (2.6.9)

' Los modelos PL1 de este apartado se expresan utilizando la notacion de los PL2 y no la estindar de la
BST. Los resultados se presentan con tres cifras decimales, sin embargo, los calculos se han realizado
siempre con aritmética de doble precision.
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- -0. 0.800-0.294/,—0.095/, —0.098-0.095/,—0.096/.
X, = 0500 X5°7012% _ 0466.X, 0% x; 0096k
PL2; ’

s = = —-0.098-0.095/,-0.096/ 0.732-0.09
x2 — 0‘466X10.800 0.294/, 0.09512 X20098 0.095/, h 0.268 Xz 0 8[2

(2.6.10)

en donde X;=x,/1.500; X,=x,/1.100 y X3=x3/3.000 y /=Ln X; para i=1,2,3.

La estimacion de las concentraciones de X1y x en el estado estacionario
cambian en funcién del modelo utilizado. En la tabla 2.6.2 s€ resumen estos
valores, que se han obtenido algebraicamente para el modelo PL1 (véase el
capitulo 1) y por simulacién mediante el programa SPL2 para el modelo PI.2
(utilizando en este caso, los puntos x;y como condiciones iniciales). El modelo
PL1 subestima el punto de estado estacionario respecto a la aproximacion dada
por el PL2, que da valores superiores en un 47% y un 13% para x; y x,
respectivamente.

Por reduccién del grado en el punto de estado estacionario a partir de la
aproximacion PL2, se obtiene el modelo PL1’ siguiente:

X = 0500 X3 — 0.500.%02 x; 0% ,
PLI: (2.6.11)

Xy = 050077 X503 — 0500 x25%

en donde ahora X;=x,/2.682, X,=x,/2.529 y X3=x3/3.000. Como era de esperar, el
estado estacionario pronosticado por el modelo PL1’ es exactamente el mismo

que el pronosticado por el PL2, ya que la nueva aproximacion est4 centrada en
€se punto.

Tabla 2.6.2.- Valores de estado estacionario para los modeles dados en
(2.6.9) a (2.6.11). La variable independiente x;3 es siempre x3=3 (=x30).

Modelo
Variable PL1® PL2 ® PL1’ @
X, 1.81887 2.68208 2.68208
X, 2.57566 2.92941 2.92941

(1) Valores obtenidos algebraicamente

(2) Valores obtenidos mediante simulacion (SPL2) utilizando como condiciones iniciales los
valores nominales de las variables.

Un analisis mas detallado del ejemplo propuesto, permite apreciar como la
superior capacidad predictiva del modelo de segundo grado no se limita a la
mayor exactitud en la caracterizacion de los niveles de estado estacionario. Las
diferencias en los valores paramétricos de los dos modelos de primer grado PL1 y
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PL1" origina que dichos modelos no sean equivalentes. Segin el PL1, donde el
nivel estacionario de x, es mas bajo, la etapa v, estd menos saturada que en la
situacion descrita por el PL1’, tal y como se deduce de la magnitud del orden
cinético aparente g, (= /;;) para cada caso. Asi, un valor £21=0.800 en el primer
modelo, supone que el proceso v;, es mas sensible a las variaciones de X| que en
el segundo, en donde g5;=0.273. Por tanto, la capacidad de respuesta a los
cambios externos también es diferente en ambas situaciones. Esto se pone de
manifiesto al evaluar, por ejemplo, la ganancia logaritmica L3 en cada caso. En
el modelo PL1, la capacidad de respuesta a la variacion de X3 €s mayor que en el
PL1’, y un aumento del 10% en x; induce un aumento de tan solo el 7% en x;.
Sin embargo, segiin el modelo PL1’, el mismo aumento en x3 induce una
amplificacion en x; de aproximadamente un 32% sobre su valor estacionario. En
la tabla ** se resumen las ganancias logaritmicas obtenidas segun cada uno de los
modelos considerados. Puede comprobarse que las ganancias estimadas por
simulacion del modelo de segundo grado coinciden con las (calculadas
algebraicamente) a partir del modelo PL1’ obtenido por reduccion del grado.
Estos valores son notablemente distintos a las ganancias obtenidas a partir de la
aproximacioén de primer grado original PL1.

Tabla 2.6.3.- Ganancias logaritmicas de los modelos dados en (2.6.9) a
(2.6.11). (L es la ganancia logaritmica de x; respecto a x; y x3=x3p=3).

Modelo
Variable PL1 ® PL2 @ PLI’®
Liz 0.70861 3.29888 3.16912
L3 0.68362 0.92612 0.92694

(1) Valores obtenidos algebraicamente

(2) Valores obtenidos mediante simulacion (SPL2) utilizando como condiciones iniciales los
valores nominales de las variables.

Para finalizar este apartado, se formalizara la reduccion del modelo de
segundo grado siguiendo la notacion matricial.

Cada una de las etapas de velocidad v, viene descrita, segin la
formulacion PL2 en coordenadas logaritmicas, por la expresion:

Wep =W +1'g, + %ltGil- (2.6.12)
De la igualdad
O 8y, (2.6.13)
ol, 0 Inx,
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se deduce que la derivada parcial de w; respecto a /; es el orden cinético aparente
de la variable j-ésima respecto a la ley de velocidad v;. Dado que la derivada

(matricial) de la forma cuadrética 1°G,/ es (c.f. Pefia, 1989b):

o(1'G 1)

=2G,l, (2.6.14)
Y,

la expresion matricial para los OCA relativos al vector / y la aproximacién PL2
de la etapa v; viene dada por:

0 Wera,

ol

=g, +G, (2.6.15)

que constituye un vector con la misma dimension que / y que denominaremos g,
A partir del vector I';, definido en el apartado 2.2, y de g es inmediato expresar
g.,yaque

g.=1;~g.. (2.6.16)

Cada una de las coordenadas de g, al ser evaluadas en el punto x=x.,
representan una aproximacion lineal al orden cinético aparente de la etapa v{(x)
con respecto a la variable x; en dicho punto. Denominaremos g;(x.) acada una
de estas coordenadas que quedan definidas por:

n+m

By(x,) =80+ ) 8l - (2.6.17)
k=1

siendo [, =1In(x,, / x,,).

De este modo, la representacion de una etapa v; mediante un modelo de
primer grado obtenido por reducciéon de uno de segundo grado en el punto x
queda definida por:

Vpy; (X) = VPLZi(xc)HXfﬁ(xc) (2.6.18)

J=1

endonde X, =x,/x,, .
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2.7. Formulacion respecto a centros de aproximacién
alternativos

El punto elegido como centro de aproximacion para el desarrollo en serie segin
el formalismo de la ley potencial, es el determinante de las propiedades que sera
capaz de reproducir el modelo, ya sea este de primero o de segundo grado. Este
aspecto es especialmente relevante cuando la aproximacion se hace de forma
analitica, a partir de los modelos cléasicos de tipo mecanicista, puesto que la
eleccion de un determinado punto puede condicionar un ajuste especialmente
bueno en un amplio recorrido de las variables pero, sin embargo, resultar que el
sistema opera basicamente en el entorno de un valor nominal diferente. Es
entonces particularmente interesante el hecho de poder formular el modelo de

acuerdo a un centro de aproximacion pero hacerlo operativo respecto a un punto
diferente.

Supéngase un modelo en donde la etapa v; viene descrita, en términos de la
formulacién PL2, por la expresion:

v, (x) = v, X Sot38mh 2.7.1)

siendo X;=x/xg y xo el valor méas adecuado para llevar a cabo el ajuste. Sin
embargo, se desea referir el sistema a un valor x, , diferente al x, preestablecido,
pero manteniendo la calidad del ajuste conseguida al utilizar este tltimo valor
como centro de aproximacién. Esto se puede conseguir introduciendo la variable
auxiliar

X, =20 2.7.2)

X9

que actuarda a modo de variable independiente, es decir, sin una ecuacién
diferencial asociada y, por tanto, con un valor siempre constante, de manera que
X, = X[X,, siendo

X
X| = P ; (2.7.3)
Xy
En consecuencia, v(x) se podra expresar
&0t 3(&11li+8i12h) v &0+ (&inli+8innh)
vi(x)=v,, X{7"? b el , (2.7.4)

con v;o=v{(xo), /{ =In(x, /x;) y I, =In(x] / x,) . El aparente aumento del nimero
de pardmetros no es tal, ya que g,. =g, Y g = & parak=0,1,2, con lo que
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G, (l],4,) = G, (I, ). (2.7.5)

A modo de ilustracion se presenta el siguiente ejemplo. Una cinética
sigmoidal se aproxima globalmente mal cuando se utiliza como centro un valor
inferior al punto critico x.=k,(n-1)1/» {cf. con el apartado 2.3). Sin embargo, la
eleccion de un valor xq superior a x. da lugar a aproximaciones cualitativamente
muy superiores a la hora de caracterizar la cinética de saturacion, y que siguen
siendo adecuadas para caracterizar el proceso a bajas concentraciones de sustrato.
En la figura 2.7.1 se representa tal situacion. La elecciéon de un valor nominal
inferior al de x., xo=0.6k,,, da lugar a una aproximacion localmente convexa que
resulta inadecuada para describir la saturacion del proceso. Por el contrario, el
modelo desarrollado sobre el punto x;=1.6k,, es preferible aun cuando el error en
el punto anterior 0.6k, sea relativamente mayor. Sin embargo, el acoplamiento de
esta etapa con las otras reacciones que componen el sistema, puede imponer, a
efectos de homogeneidad de las variables, que el valor nominal al que este
referida la etapa v; sea xp=0.6. Esto se puede hacer introduciendo en el modelo
original, dado por

VpL2 (xp=16k,) = 0-8038 X 10 S87-0.7098% (2.7.6)

con X;=x/1.6 y /; su logaritmo, la variable auxiliar

0.6
=—, 2 0.7
Ry (2.7.7)
obteniendo asi el modelo
VoL, = 08038 X7 0.587-0.7098/;-0.7098¢, Xg.szn-o.70981;-0.709312 2.7.8)

que da lugar a un perfil de saturacion para x idéntico al anterior y tiene a esta
variable referida al valor nominal 0.6, i.e.:

El coste que supone este procedimiento es el de la inclusion de la variable
auxiliar X y el de un nuevo término en la funciéon G(/) que actia de OCA para x.
Sin embargo, el nimero de pardmetros independientes implicados es el mismo

que antes: vo, g10 Y £11-
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VPL2 (x,=0.6k,,)

-

v(x)
=

VPL2 (x=1.6k,,)

o o o o
[ = L T = R N (N I

PO

0 0.5 il 1.5 2 2.5 4
x/k,

Figura 2.7.1.- Dos aproximaciones PL2 alternativas sobre una cinética sigmoidal v(x)
con parametros k,=1, Vy,a=1 y n=3. La aproximacién que utiliza como valor nominal
x0=0.6k,, es globalmente inferior a la que utiliza como valor nominal xy=1.6k,,. Los
modelos PL2 son, desarrollados respecto a x:

VoLs b = 0.1 776(x / 0'6)2.4671—0.6574 In(x/0.6) y VoLs e - 08038(x / 1.6)0.5887—0.7098ln()r/l.G)

Cuando se trata de aproximaciones de primer grado, el problema se
simplifica, ya que la variable auxiliar introducida puede ser asimilada por el valor
de vp y la constante introducida en el OCA la asimila el parametro g
correspondiente. De hecho, cuando se utiliza la notacion desarrollada en la BST,
el problema es trivial, ya que se puede utilizar un valor nominal para una variable
en una etapa dada y especificar otro distinto para esa variable al participar en otra
etapa diferente. Por tanto, es preciso hacer énfasis en que la necesidad de referir
una ley de velocidad a un valor nominal diferente al que se ha utilizado como
centro de aproximacion, viene dada por el hecho de expresar el sistema utilizando
las variables como indices, i.e. X;/=x,/x;, de manera que es preciso que los valores
Xjo sean unicos para cada x;. De no ser asi, cabrian dos alternativas que son poco
sugerentes al representar sistemas de segundo grado. Una es utilizar una

definicion de constante aparente de velocidad del mismo modo que se hace en la
BST, esto es:

pero el inconveniente es que utilizar como OCAs las funciones G, propias de la

formulacion PL2, supone que la CAV sera variable y dependiente de los valores
actuales de x;, no solo de los nominales. La otra alternativa es considerar indices
diferentes para cada valor nominal alternativo, lo que resulta incuestionable por
razones covias.
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2.8. Agregacion en II}

Con anterioridad ya se ha descrito la importancia que reviste la agregacion de
etapas de velocidad por tratarse de un procedimiento fundamental en la
consecucion de la estructura de sistema S por parte de un sistema en que cada
proceso viene definido por su propia ley (marginal) de velocidad (véase por
ejemplo Savageau et al., 1987; Voit y Savageau, 1987; Sorribas y Savageau,
1989). De forma totalmente analoga a como se contempla la agregacion de etapas
definidas mediante leyes PL1, se puede plantear la agregacién de etapas definidas
mediante leyes PL2 como una ley de composicién interna en el espacio de las

formulaciones de segundo grado H;

Con el fin de mantener el mayor grado de generalidad posible, se va a
considerar la estrategia reversible de agregacion segun la definicién dada en el
capitulo 1 y que estd basada en la naturaleza de las entradas m;; de la matriz de
incidencia relativa al sistema bajo estudio. De este modo, se definen las funciones
agregadas respecto al nodo x; como

rV+,. = Zm,.jvj sim; >0
1 i=l,...,n  (2.8.1)
V., = Zm,.jvj sim, <0

tratandose en el primer caso de la agregacion de influjos y en el segundo de la
agregacion de eflujos. En uno u otro caso, la metodologia que conduce a la ley
agregada es la misma y por tanto se tratard en adelante el caso genérico

W®=2%W® (2.8.2)

en que todos los m; son o bien positivos (y entonces V,x)=V,(x)) o bien
negativos (y entonces ¥, (x}=V_,(x)). Con el fin de simplificar la notacién en la
medida de lo posible, se obviaran en adelante estos factores m;; asumiendo que
son valores unitarios (en caso contrario basta con considerar cada v; como su
producto por el correspondiente m;;) y positivos. En consecuencia, el problema es

definir los pardmetros que caracterizan a la funcién V4, dada genéricamente por
la expresion:
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Volx) = ivi (x) (2.8.3)

en términos de los parametros implicados en las etapas parciales v,(x), siendo

cada una de ellas una funcién de tipo PL2 relativa a un centro de aproximacién

— x ()
X =X, , 1.6

v, €I, /v, (x) = v, [ [ X% (2.8.4)
j=1
siendo
=y,
0 — X5
_10

19 = (lnX(') e X0

G (1) = gjo+— Z g In(x, f i)

El superindice entre paréntesis de las variables que representan a los nodos
(x 6 X) indica la etapa respecto a la cual se ha detinido el centro de aproximacién
Xo. De este modo no se impone la restriccion de que todas las etapas se
desarrollen sobre un mismo punto x. Como consecuencia, la agregacién

vie...oy, >V,

requiere de la declaracion explicita de un punto X(A) que serd e! centro de
aproximacion relativo al proceso agregado.

Una vez asumido xo ! | la expresion de ¥ se puede obtener por desarrollo

en serie de Taylor en el espacio doble logaritmico de la funcién
W,(x)=InV, (x):

oW, (x) Qz_W_A(x)

21 (2.8.6)

W, (x)=W,(x 0)+Z h 2=Z alol, '’
* dsf iy

i

Sin embargo, igual que ocurre con la obtencion de la expresion agregada a
partir de leyes potenciales de primer grado, la agregacién en IT; permite obtener
los componentes de la formulacion de segundo grado de forma sistematica a
partir de los componentes de la formulacidn de primer grado. Asi pues, se trata de
obtener una expresion que permita definir la constante de velocidad y los
coeficientes de primer y segundo grado de los 6rdenes cinéticos aparentes de la
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funcion agregada en términos de los parametros de las funciones constituyentes.

Llamaremos a la constante ¥, para indicar ¥,, =V ,(x{"). Los coeficientes g
relativos a los 6rdenes cinéticos tendrén tres subindices: el primero ser4 el alusivo
a la etapa de velocidad (i para sefialar etapas parciales y 4 para sefialar a la ley
agregada); el segundo indicara cuél es la primera variable de derivacion; y el
tercero sera igual a cero, si se trata de un coeficiente de primer grado, o bien,

indicard cudl es la segunda variable de derivacion, si se trata de un coeficiente de
segundo grado.

Primero. La obtencién de V,, es inmediata a partir de la valoracién en

xf)”) de cada una de las etapas que intervienen en la agregacion:

Pan= 3 w0y, - (2.8.7)
i=1

Segundo. Los coeficientes correspondientes a los érdenes cinéticos de

primer grado para la ley agregada se ajustan a la definicién

_ OlnV, (x)

o= 2.8.8
8 40 ™ x, ( )

—(4)
Xj=xjg

La derivacion respecto a In x; es igual que si se hace respecto a In xj/x;o, por tanto,
se puede expresar

_on(Pvm) 1 sfavm —
Bato olnl, Z i 251 IR
x=x§)’4) Zvi(xo ) é xzng)
i=1
Como se verifica
P, xi0) 80) (2.8.10)
ol e o1, o)
se deduce que
0v;(x) n [ S 0
Y, =v,(xg )Lg,-,»o+2g,-,klk (2.8.11)
I Ix=x{M k=1 x=x{*)
de manera que finalmente se obtiene
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£ n+m i
Zvi (XgA) ) (gijo + Z gijkll?))
i=1 k=1

2

4
Zvi (Xg )
i=1

x=x(?)

40 = - (2.8.12)

siendo esta la relacién que permite determinar cul es el coeficiente de primer
grado respecto a la variable x; de la ley agregada V4, en términos de los valores de

las etapas individuales en x=x{" y de sus parametros componentes.

La expresion obtenida es esencialmente la misma que la dada por Voit y
Savageau (1987) para la agregacion de formulaciones PL1. En los dos casos se
trata de un promedio ponderado de los 6rdenes cinéticos aparentes, relativos a la
variable considerada, de cada una de las etapas individuales, siendo el factor de
ponderacion el valor de dicha etapa en el centro de aproximacion.

Sin embargo, la estructura de la formulacion PL2 permite centrar la
aproximacion a la ley agregada en un punto que no es necesariamente el mismo
que el considerado para todas y cada una de las aproximaciones individuales (que
también pueden ser diferentes ahora). Esto es posible al tratar, para cada etapa,
con una aproximacion lineal al orden cinético aparente considerado respecto al

punto en el que se centra la agregacion xg"). Esta aproximacion ya se ha
presentado en el apartado 2.6 y viene dada por la funcién

n+m

gU(XS”))=(gyo * Zgijkllgi)J ; (2.8.13)
k=1 x=x{)

de manera que al valorar cada /; como
L =In(x{y /x) (2.8.14)

se obtiene una estimacion lineal del orden cinético aparente correspondiente a la
formulacion PL1. En estos términos, la expresion (2.8.12) se puede escribir como

> g, (v, ()
RACS

(2.8.15)

40 =

haciendo asi mas explicita la analogia con la dada por Voit y Savageau (1987)
(véase tamibién Ni y Savageau, 1996).
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Tercero. Finalmente, queda por tratar la obtencion de los coeficientes de

segundo grado para la ley agregada. Definiendo genéricamente este coeficiente
como:

2 V a (X)
g,,,-k=a InV,(x) :M (2.8.16)
01,01, e o1, -
se tiene
8 [ N : 01y |
ol Zvi(x)gij(xi Zvi(x)_zvi(x)gij(x)aT _ vi(x)
gy = kLA i A LK R PR C)

Z’:vi (x) :

i=l x=x{

Es inmediato comprobar que las derivadas implicadas en esta expresién vienen
dadas por:

Z [Zv (x)g,,-(x>} = >0, (2, (024 0+ 2,4
k Li=l i=1
(2.8.18)

k i=l

i=1
de manera que finalmente se obtiene

S, )2, (3924 )+ £,4)

=l R
Zvi (x)
i=I

gk =

*l ~ 8 408 ko (2.8.19)

x=x{
que es la expresion que permite determinar el valor del coeficiente de segundo

grado respecto a las variables x; y x; de la ley agregada V4 en términos de los
parametros implicados en las etapas individuales.

En caso de coincidir el punto de aproximacion de las leyes individuales, y

estos con el de la ley agregada, la expresion de los coeficientes cuadraticos se
reduce a
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(Zr:vi (X)(gijogiko + 8k )) - (ivi(x)gijo )(ivi(x)giko )

i<l - (2.8.20)

Zr:vi(x) ‘

|
| |
X—Xg)

ik =

En consecuencia, la expresion PL2 completa de ¥, en su forma matricial,
relativa al espacio doble logaritmico se puede escribir como

Wyl = Wc()A) +1(A)lg(A) +%lth(A)1m (2.8.21)

en donde
wi? =InV(x{) (2.8.22)

es el logaritmo natural de la valoracion de V4 en el centro de aproximacion. El
vector

n+m,0

19 = (InGx, /x50, s IR/ %$00)) (2.8.23)

es el vector de variables expresadas como indices respecto a xf{') y, finalmente el

vector

4 4 4 ¥
g =(g0, - 2iho) (2.8.24)
(en donde ¢ indica siempre transposicion) y la matriz simétrica

gy - gl
GY = . : (2.8.25)

(4) (4)

gl,n+m gn+m,n+m

representan a los coeficientes de primer y segundo grado respectivamente,
relativos a x{*.

En la tabla siguiente (tabla 2.8.1) se resumen estos resultados.
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Tabla 2.8.1.- Resumen de las férmulas de agregacion

Etapas parciales v; Etapa agregada V4
(i=1,...,r)
Centro de
_— x® x4
aproximacion 0 0
Valor nominal N
vi(xy))

r
y
Vao :ZV,'(XE) )
i=1

Coeficientes de &ijo s Vi (08, ()
1* grado a0 =
j=1,...,n+m 2.vi(®)
i=1 x=x{?
Coeficientes de ik ZI Vi (x)(gij (x)g; (x)+ &k )
20 grado ik = = — & 4j0 8 axo
j,k=1,...,n+m ,-Z=,:Vi(X) x=x{h)
SR gij(x) =8gjjo T Zgg,'k In(x, /xl(c’g)
k=1
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2.9. Consideraciones sobre la reformulacién de los modelos
generales de segundo grado a modelos de primer grado

2.9.1. Introduccion. Reformulacion de ecuaciones diferenciales como
sistemas S

La representacion de un sistema dindmico en los términos de un sistema S
proporciona un considerable nimero de ventajas, especialmente la eficiencia
computacional (Irvine y Savageau, 1990) y la posibilidad de caracterizar la
solucion estacionaria de manera explicita (e.g. Savageau, 1969b; 1976). Sin
embargo, el mayor inconveniente que puede presentar este tipo de representacién
es su exactitud, ya que desde su origen, los sistemas S se contemplan como una
aproximacion a la dindmica del sistema, y como tal, solo resulta apropiada en el
entorno de un punto operativo, o valor nominal, de las variables de estado.

No obstante, los sistemas S pueden ser contemplados desde otra
perspectiva. Puesto que ciertas no linealidades se pueden describir por medio de
ecuaciones diferenciales lineales, ya sea mediante la transformacién adecuada de
las variables o bien mediante la introduccién de variables auxiliares, por
extension, parece natural asumir que el mismo principio sea aplicable a los
sistemas S. Cuando esto ocurre, es posible representar de manera exacta (en
contraste con la idea de funcién de aproximacién) el comportamiento del sistema
dindmico original. Denominaremos reformulacién! al procedimiento mediante el
cual se obtiene una representacion, normalmente como sistema S, de un sistema
dindmico dado. Cabe matizar que a partir de un problema concreto, el
procedimiento de reformulacion no es tnico, y estrategias alternativas pueden
llevar a representaciones distintas (véase Savageau, 1988).

Las bases de la reformulacion vienen dadas por los resultados sobre
diferenciacion de funciones compuestas (Savageau y Voit, 1987). Concretamente,
la representacion alternativa se consigue mediante la aplicacion, normalmente de
forma iterativa, de tres tipos de procedimientos basicos (véase Savageau y Voit,
1987):

1. Cambio de origen adecuado para evitar que las variables puedan tomar

valores negativos.

2. Descomposicion de funciones compuestas.

3. Reduccion de sumas de productos de funciones potenciales a una

funcién potencial.

Normalmente, el proceso supone la definiciéon de variables auxiliares y,
para cada una de ellas, una nueva ecuacion diferencial. De este modo, la

' Recasting en la presentacion original (Savageau y Voit, 1987).
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dinamica de un sistema originalmente n-dimensional se contempla como la
evolucion de una cantidad n-dimensional en un espacio de dimensién mayor,
digamos (nt+k)-dimensional. Se trata de un procedimiento comparable a la
representacion de una ecuacion diferencial de orden superior mediante un sistema
de ecuaciones diferenciales de primer orden (Savageau y Voit, 1987).

Savageau y Voit han contemplando un buen niimero de posibilidades de
reformulacién, entre las que se incluyen modelos bien conocidos como el de
Lotka-Volterra (Voit y Savageau, 1986), casos derivados de las ecuaciones de
Bessel, van der Pol, Duffing, etc., sistemas binarios y ecuaciones diferenciales
implicitas (Savageau y Voit, 1987, apéndices A-C).

Por otra parte, la misma estrategia de reformulacion es aplicable a los
sistemas de ecuaciones algebraicas no lineales. Savageau (1993), ha desarrollado
un método para la localizacion de las raices de sistemas de ecuaciones
(algebraicas) no lineales basada en la metodologia de los sistemas S.

En el apartado siguiente se van a introducir una forma posible de
reformulacion que hace posible la representacién de sistemas generales de
segundo grado (PL2) como sistemas generales de primer grado (PL1).

2.9.2. Consideraciones sobre la reformulacion de sistemas PL2

En un primer apartado, se va considerar una forma de reproducir las funciones
descritas mediante formulaciones de segundo grado (vpr) en términos de
modelos de primer grado (vpr;). Sobre esta idea se examinara la estrategia de

reformulacion respecto a modelos generales segin se describen conforme a la
representacion GMA.

2.9.2.1.- Expresién v, de una funcién v,,. En el espacio original de las

variables, una etapa, digamos v,(x), descrita segin el formalismo de la ley
potencial de segundo grado, se ha venido expresando como

n+m

Gyl
Vea , (X) = v, [ [ X2 (2.9.1)
k=1

Recordemos que las identidades de los elementos que intervienen son

vfozvj(XO)’ Xk:xk/xkOa lkzlnXk Yy
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n+m

Gu()=8guo+3D 8ugly s (2.9.2)

g=1

para k=1,...,n+m. Teniendo en cuenta la forma de los Gi(l), cada una de las
funciones potenciales que intervienen en (2.9.1) se pueden escribir como

ntm
XkG_,'k(l) _ ijkoHing./kqlq . (293)

g=1

Si se considera ahora la definicion de las (n+m)2 variables

l,
Xe = X7, (2.9.4)

se puede sustituir cada una de las exponenciales compuestas de (2.9.3) por una
nueva variable, obteniéndose

ntm
Xij,,(l) = X w0 HXI?(?;‘I (2.9.3)

9=l

De este modo, la etapa (2.9.1) puede expresarse como el producto de funciones
potenciales

n+m n+m

v, (@)= v, [ [XEF[ [ X% . 2.9.6)
k=1

g=1
que se ajusta al formalismo de primer grado. Formalmente, lo que se ha
conseguido es representar el campo escalar v, , , correspondiente al polinomio
J
definido en IT; y que toma valores en R, para aplicarlos sobre R*, mediante
una funcion relativa al espacio HlL que toma valores en R wp Y los aplica sobre

(n+
R".

2.9.2.2.- Reformulacion de sistemas GMAp;, en sistemas GNMApL;.
Consideremos ahora a cada funcién v, , como la funcién que describe a la etapa
/

J-¢sima en el conjunto de un sistema dindmico de orden n. En su forma mas
general, la descripcion formal del sistema viene dada segin

%, = Zm’.jvpu/_ (x), =l,....n, (2.9.7)
j=1
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siendo m; el elemento adecuado de la matriz de incidencia a partir de la cual se

define la estructura del sistema. No se imponen restricciones de tipo estructural,
de manera que la expresion (2.9.7) es conforme con la representacion GMA.

La notacion subsiguiente se simplifica si se consideran las derivadas en el
tiempo respecto a las variables X i> en lugar de hacerlo segtn las x; tal y como se
trat6 en el apartado 2.2. Para ello basta con introducir un cambio de escala en la

constante de velocidad de cada etapa en los términos del nodo sobre o desde el
que incide. Definiendo

V.
My et (2.9.8)

i0

el sistema (2.9.7) es equivalente al descrito por

X,.=Z[m,-,v,;~oHXf-’*“’} i=L..n(29.9)
j=1 k=1

Segun lo expuesto en 2.9.2.1, la expresion anterior es equivalente a la

n+m

b n+m 1
Xizz[myv;jonx,ffwnx,gf;;"} =l,...n, (2.9.10)
Jj=1 x=l q=1

: ; ; I :
al introducir las (n+m)?2 variables X k(¢) = X' . Se debe ahora considerar la forma
en que se da la variacion de cada una de esta variables auxiliares.

Conforme a la notacién habitual, al llamar Zk(q) =hX

k() Tesulta
inmediato que

Ly =Ud, - (2:9.11)
De aqui se sigue que la derivada respecto al tiempo de Iy vendra dada, en
términos de /, y de / 4> POr
[k(q) =11, +&d, (2.9.12)

Equivalentemente, se puede escribir

4
k(ﬁl)—X

~(q)

I Ky (2.9.13)
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Igualando la (2.9.12) y la (2.9.13) se obtiene

. 1 . 1 -
Xy = Xk(q{lk YXq +1, 7Xk : (2.9.14)
q

k

Las derivadas del miembro derecho son las correspondientes a la propia
definicion del sistema dindmico (2.9.10). Por otra parte, la aparicién de los
términos /, y I, requiere considerar un nuevo cambio de variable, que puede
expresarse como

X =1, (2.9.15)

y cuya variacion dindmica vendra dada por

. 1 .
Xpn=—2X,. 2.9.16
= ( )

Consecuentemente, el sistema GMAp, puede expresarse como un sistema

GMApL; a partir de las siguientes consideraciones relativas a los elementos que
participan:

Variables:
* Se mantienen las n+m ecuaciones originales que representan los nodos
del sistema.
. : I
e Se introducen (n+m)?2 variables X kg = Xi (kg=1,...,ntm)
* Se introducen # variables X w =k

Parametros:

* No se introduce ningun pardmetro adicional, salvo el cambio (2.9.9),
que resulta conveniente pero no necesario.

Ecuaciones:

¢ Se mantienen las » ecuaciones diferenciales originales que definen el
sistema pero expresadas en los términos del formalismo de primer
grado (segun se indica en el apartado 2.9.2.1).

e Se introducen (nt+m)? expresiones adicionales que dan cuenta de la
variacion de las nuevas variables (X k() Tequeridas en el punto

anterior.
* Se introducen n expresiones adicionales que dan cuenta de la variacién

!

de las nuevas variables (X ;) requeri SL-PURLO-ARLELIOL s

UNIV!
Ul

2 Tl e <R S
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((a) n ecuaciones

r n+m g n+m lg
— ! ko 26 jkq
i=l...n Xi - Zmij VUOHXk] HXk(q)
Jj=1 k=1 g=1
(b) (n+m)* ecuaciones { [ q 1 ]
: kg=l,...(n+m) X =X XX, X, +X Xk Xy

(¢) necuaciones P
k=l..,n {X(k) =k g Xk

2.9.2.3.- Valoraciéon del criterio de reformulacién considerado. La
ampliacion del sistema original con n+(n+m)2 nuevas ecuaciones parece un coste
excesivo para representar un sistema GMAp; , como un GMAp; —habida cuenta
de que si lo que se persigue es la representacion como sistema S, atin se deben
introducir nuevas variables con su correspondiente ecuacién diferencial (c.f.
Savageau y Voit, 1987)— No obstante, debe notarse la extraordinaria
redundancia implicada en el procedimiento considerado. Parece claro que una

etapa obligada de reformulacién es la consideracion de las variables X k(9)

conforme a la (2.9.4). Sin embargo, puesto que / kg) = Iq( x - 1a diferencia entre las
ecuaciones X,y X ., es unicamente el valor actual de la respectiva variable
que actua a modo de factor de proporcionalidad. Esto puede leerse como el
aumento en una unidad del orden cinético aparente correspondiente a cada

s 5 s 5 _ 4
variable. Por tanto, conocida digamos X, , se tiene X, = XXk X g -

Por otra parte, aunque el sistema original tenga la estructura de sistema S
(de segundo grado), el sistema reformulado nunca va a tenerla de forma
inmediata, puesto que cada una de las X k() Viene dada en términos de la suma

de dos de las ecuaciones diferenciales originales: X, y X .
Finalmente, las X ,, vuelven a ser una variacion sobre el mismo tema, ya

que cada una de estas ecuaciones se deduce de reducir en una unidad el valor del
exponente de la variable X, en la ecuacion original X, .



2.10. Estudio de un modelo tedrico mediante el formalismo de
segundo grado

El objetivo de este apartado es ilustrar algunos de los principios expuestos en
apartados precedentes, al tiempo que se pone de manifiesto la capacidad del
formalismo potencial de segundo grado para representar situaciones donde el
formalismo de primer grado resulta insuficiente.

El sistema considerado es el ciclo de sustrato constituido por las enzimas
fosfofructokinasa (PFK) y fructosa-1,6-bisfosfatasa (FBPasa). La aplicacién del
formalismo PL2 se va a hacer sobre las consideraciones que, desde un punto de
vista puramente tedrico, han realizado Boiteux er al. (1980). En un primer
apartado (2.10.1) se haré una breve introduccién a lo que el bioquimico entiende
por ciclo de sustrato. En el apartado siguiente (2.10.2) se presentars el
mecanismo de control propuesto por Boiteux et al, que servira de base para el
desarrollo de un modelo PL2 en los apartados subsiguientes. La formulacién
obtenida deberd ser adecuada para representar el modelo teérico de Boiteux et al.

2.10.1. Ciclo de sustrato de la PFK-FBPasa

La capacidad de controlar el funcionamiento de un proceso de naturaleza
reversible (p.e. una ruta anfibélica) es maxima si la energia libre asociada al
mismo es negativa tanto en un sentido (digamos el catabélico) como en el otro (el
anabolico) (Koshland, 1984). Esto permite la accion, a nivel cinético, de sefiales
reguladoras que actiien como inductoras de uno de los procesos al tiempo que
desactivan el otro. Sin embargo, a falta de un mecanismo de regulacion adecuado,
siempre es termodinamicamente posible que los dos mecanismos antagénicos
operen simultdneamente para constituir un ciclo improductivo. Estos ciclos son
conocidos como ciclos de sustrato o ciclos futiles (figura 2.10.1).

Existe un niimero relativamente elevado de reacciones que potencialmente
pueden constituir ciclos de sustrato, sin embargo, hay evidencia experimental de
muy pocos de ellos; su deteccion no es ficil y requiere del uso de is6topos
radioactivos (Clarck ef al., 1973; Bloxham et al., 1973; Hue y Hers, 1974; Katz y
Rognstad, 1978). Desde su descubrimiento en los afios cincuenta, el papel de
estos ciclos es controvertido. Los mas estudiados son los implicados en el
metabolismo glucidico (véase p.e. Katz y Rognstad, 1976) que, segtn parece,
pueden estar relacionados con la termogénesis (Clarck et al., 1973; Newsholme y
Start, 1973) 'y la amplificacion del control respecto a efectores de naturaleza
alostérica (Newsholme y Start, 1973: Koshland, 1984). Sin embargo, la evidencia
experimental no es concluyente. Hay ciclos cuya actividad no ha sido observada
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in vivo y es mas que probable la existencia de mecanismos de control dirigidos a
evitar el reciclaje.

A
1
Xoe=—= X Xy e X
E2
Xg Xs

Figura 2.10.1.- Esquema general de un ciclo de sustrato en una ruta anfibélica A-B. El
enzima E; cataliza la formacién de x; a partir de x; de acuerdo con el funcionamiento
del proceso general en el sentido definido por A. El enzima E, cataliza la etapa
contraria, que es acorde con el sentido del proceso definido por B. El ciclo entre El y
E2 conduce a un consumo fiitil de x3 y x5 al mismo tiempo que reduce el flujo neto entre
los extremos de la ruta x, y xp.

Boiteux, Hess y Sel’kov (1980) han propuesto un modelo tedrico que
explica como el acoplamiento entre sefiales desestabilizadoras puede actuar como
conmutador, entre el proceso catabdlico y el anabélico, de un modo que evita
eficientemente el reciclaje. El sistema estudiado es uno de los ciclos que aparecen
en el metabolismo de los carbohidratos, el constituido por la fosfofructokinasal
(PFK) y la fructosa-1,6-bisfosfatasa? (FBPasa) (figura 2.10.2). La PFK cataliza la
fosforilacion de una molécula de fructosa-6-fosfato (F6P) en la posicion 1 a partir
de una molécula de ATP, transforméandola en fructosa-1,6-bisfosfato (FBP) con
la consiguiente liberacion de ADP. Por su parte, la FBPasa lleva a cabo la
eliminacién hidrolitica de este grupo fosfato de la posicién 1 de la FBP para dar
lugar a F6P. La actividad simultanea de !a PFK y de la FBPasa acttia como una
ATPasa improductiva, cuyo resultado final es la disipacion de energia y la
reduccion del flujo neto a través de toda la ruta, ya sea en su sentido glucolitico o
en el gluconeogénico.

Por tanto, es evidente que la eficiencia del metabolismo glucidico requiere
de un sistema de control que actiie a modo de conmutador entre los procesos
glucolitico y gluconeogénico. El modelo propuesto por Boiteux et al. explica
como este tipo de regulacion se puede conseguir (sin coste energético adicional) a
partir de la activacién por producto de la PFK y la inhibiciéi por sustrato de la
FBPasa. La ocurrencia de estos mecanismos es bien conocida, véase por ejemplo

LEC2.7.1.11
2EC3.1.3.11
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Bloxham y Lardy (1973) o Newsholme y Start (1973) asi como las referencias
citadas por Boiteux et al. (1980).

ATP ADP
PFK

F6P FBP

Figura 2.10.2.- Ciclo de sustrato constituido por la PFK y la FBPasa. Las dos etapas

tienen variaciones de energia libre (AGY) negativas (3.4 y -4.0 Kcal/mol
respectivamente; Lehninger, 1980)

2.10.2. Modelo de regulacién de Boiteux, Hess y Sel’kov

El modelo propuesto en 1980 por estos autores! es un modelo puramente tedrico,
basado en evidencias experimentales Y que surge a partir del anélisis grafico de
los perfiles de saturacion de las etapas implicadas en la produccién y consumo de
la F6P y de la FBP. En Ia pagina siguiente se han reproducido las
representaciones fundamentales necesarias para hacer aqui una presentacion
concisa del mismo.

La representacion fundamental es aquella que muestra la dependencia de
las etapas que inciden “sobre” y “desde” la FBP como funcién de la
concentracion de esta Gltima.

En una primera aproximacién esquematica (1), se analiza la relacién que
mantienen las dos etapas responsables del ciclo: la PFK y la FBPasa. Este tipo de
representacion permite obtener, por sustraccion, la velocidad neta, que sera
positiva cuando el flujo transcurra en el sentido glucolitico y negativa cuando lo
haga en el sentido giuconeogénico. En principio, pueden darse dos estados
estacionarios donde se igualan las velocidades de la PFK y de la FBPasa
(indicados como 1 y 2 en esta figura). Uno de estos estados (el 1) tiene lugar a
muy baja actividad de las enzimas del ciclo mientras que el otro (el 2) se
corresponde con actividades altas tanto de la PFK como de la FBPasa, resultando
un estado peligroso para el metabolismo energético de la célula.

La relacion de la FBP con la parte baja de la glucdlisis se representa en
(2). El aspecto fundamental de esta relacion es el sentido glucolitico del flujo

U Current Topics in Cellular Regulation, 17, pégs. 171-203 (1980).
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2.10. Estudio de un modelo teodrico

cuando los niveles de FBP son altos y su sentido gluconeogénico cuando son
bajos.

La representacion conjunta de las cuatro etapas mencionadas permite
obtener una imagen de la forma en que estos interaccionan para generar el
comportamiento global de la ruta (3).

A niveles intermedios de F6P, la interseccion entre los flujos netos
correspondientes al balance vppk-Vrppasa ¥ al de la interaccion con la parte baja de
la glucolisis, pueden dar lugar a tres estados estacionarios alternativos (indicados
como Sy, S2 y 83). Los estados Sy y S3 representan a los estados estacionarios
propios de los regimenes gluconeogénico y glucolitico respectivamente. El
primero se corresponde con un nivel bajo de FBP mientras que el segundo lo
hace con un nivel alto. El estado S, que se da a una concentracidn intermedia de
FBP, representa una situacion en la que hay una alta tasa de reciclaje por parte
del sistema PFK-FBPasa. Sin embargo, al contrario que los estados S y 83, este
estado intermedio es inestable; pequeiias alteraciones del mismo provocan que el
sistema lo abandone para situarse, de forma estable, en el estado S
(gluconeogénico) o el S, (glucolitico) seglin sea el sentido de la alteracién. Los
signos (+) y (-) de la figura indican el signo de la derivada respecto a la variacion
del nivel de FBP. La inestabilidad de S, se hace patente al comprobar que para
desviaciones S,-3 se favorece la progresiva reduccion de FBP hasta alcanzar el
estado §; (la derivada es negativa), mientras que para desviaciones S,+ el
sistema favorece el aumento de FBP hasta alcanzar S; (la derivada es positiva).
Sin embargo, una desviacion de S; en el sentido S1-8 se compensa aumentando el
nivel de FBP (derivada positiva) mientras que la desviacién en el sentido S0 se
compensa con una reduccion del mismo (derivada negativa) de manera que, en
cualquiera de los dos casos, tras una pequefia perturbacion +5, se retorna al
estado Sy que resulta ser estable. Un razonamiento analogo permite comprobar la
estabilidad de S;.

Las variaciones en el nivel de F6P inciden sobre la localizacién de los
estados estacionarios alternativos (4). El aumento en el nivel de F6P induce una
mayor actividad de la PFK de manera que la curva de saturacién correspondiente
a esta etapa se desplaza en sentido ascendente (la velocidad es mayor para
cualquier valor prefijado de FBP) provocando la transicién de la velocidad neta
VPFK-VFBPasa d€sde la posicion indicada por b a la indicada por c. La reduccién de
F6P tiene el efecto contrario; la actividad de la PFK disminuye y la velocidad
neta se desplaza desde la posicién b a la a.

El desplazamiento de la curva vppg-vpppas, originado por la variacion en el
aporte de F6P da lugar a la aparicion de estados estacionarios hibridos inestables.
El incremento del nivel de F6P por encima de un valor critico F6P,, hace
desaparecer los estados hibridos y solo va a ser factible el estado esiacionario
estable S3 correspondiente al régimen glucolitico. De manera andaloga, la
reduccion de F6P por debajo de un nivel critico F6P, solo hace factible al estado
estacionario  estable S} correspondiente al régimen gluconeogénico,
desapareciendo los estados hibridos transitorios.
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La forma en que incide la variacion de F6P en la aparicion y localizacion
de los estados estacionarios alternativos, genera una relacion de histeresis entre la
variacion de la sefial de entrada al sistema (el nivel de F6P) y el estado
estacionario del flujo neto vprk-Vrppasa (4 ¥ 5).

En la figura 6 aparece el comportamiento dindmico del sistema en
términos de la variacion de F6P, la de FBP y la tasa de reciclaje p, que esta
definida como:

_ {VFBPasa /Vepk 1 Veppasa > Vprk

Vpek / Vippasa  S1 Vepasa < VprK

Por encima de cierta concentracién critica de la F6P, el nivel de FBP se mantiene
estable en el estado estacionario propio del proceso glucolitico. La elevada
concentracion de FBP en este estado mantiene activada a la PFK y fuertemente
inhibida a la FBPasa, evitando asi el reciclaje. Aunque la concentracién de F6P
varie, la FBP permanece en este estado hasta que la F6P descienda por debajo de
un punto critico. En ese momento el sistema experimenta una rapida transicion
para invertir el sentido de la flujo a través de la ruta. El nivel de FBP cae
estrepitosamente hasta alcanzar el estado estacionario caracteristico del régimen
gluconeogénico, que resulta ser insuficiente para ejercer la accion activadora
sobre la PFK e inhibidora sobre la FBPasa, impidiéndose asi nuevamente el
reciclaje. Es durante la transicién de un estado a otro cuando la PFK y la FBPasa
desarrollan su actividad de forma simultinea dando lugar al reciclaje. Sin
embargo, el acoplamiento entre las sefiales que inestabilizan los estados hibridos
intermedios impide que la peligrosa situacion de reciclaje sea mantenida.

2.10.3. Modelo PL2 del ciclo de la PFK-FBPasa

Se considerara ahora la formulacion del modelo tedrico propuesto por Boiteux et
al. segun la metodologia PL2. Conviene sefialar que no se trata de discutir las
validez bioldgica del modelo conceptual de estos autores, o de las suposiciones
sobre las que se elabora, sino de ilustrar como la formulacion de segundo grado
puede resultar muy eficiente para describir un sistema tan particular, en el que el
régimen de funcionamiento es capaz de conmutar entre dos estados alternativos
bien distintos.

Las principales caracteristicas del modelo teérico que deben quedar
reflejadas en la aproximacion PL2 son las siguientes:

e El modelo debe ser capaz de representar el estado inducido por

concentraciones bajas de FBP, en el que la PFK esta inactiva y domina la
actividad de la FBPasa, y también la situacion opuesta, en la que el nive! de
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2.10. Estudio de un modelo teorico

FBP es suficientemente elevado como para activar a la PFK y bloquear la
actividad de la FBPasa invirtiendo asi el sentido de la ruta.

e El modelo debe permitir que el sistema descrito alcance de forma estable los
estados estacionarios propios de los regimenes glucolitico y gluconeogeénico
manteniendo la inestabilidad de los estados hibridos intermedios.

e Finalmente, el modelo debe ser capaz de reproducir la curva caracteristica de
entrada, que muestra la dependencia de la actividad del ciclo (expresada como
la velocidad neta vppk-Vrppasa) para valores constantes de F6P o cuando la

concentracion de esta especie varia lentamente.

En la figura 2.10.3 se esquematiza el sistema y se introduce la notacion
que se va a seguir en adelante. La forma de proceder va a ser la siguiente: 1) se
establece un modelo inicial de tipo mecanicista para las etapas de la PFK y de la
FBP. Los valores asignados a los parametros se escogen ad hoc de manera que
las curvas de saturacién relativas a cada etapa sean similares a las propuestas por
Boiteux et al. (las unidades de las variables y parametros son siempre arbitrarias
y en la eleccion inicial de valores se ha intentado conseguir la mayor simplicidad
numérica); 2) A partir de los modelos mecanicistas formulados, se obtiene
(analiticamente) la aproximacion PL2 para cada etapa; 3) Tomando como
referencia el perfil PL2 que describe la cinética del ciclo respecto a los niveles de
F6P y de FBP, se elabora la aproximacion que describe la interaccion de la FBP
con la parte baja de la glucolisis; y 4) finalmente se analiza el comportamiento

dinamico del sistema formulado.

®
Vi Vi A: Yu
x3 «— = - xl — - x2 e Xy
s 1) 42
| ®

Figura 2.10.3.- Ciclo de la PFK-FBPasz. La notacién utilizada para los nodos es la
siguiente: x| es la F6P, x, la FBP, x3 representa el pool de hexosas monofosfato y x4 a
los intermediarios glucoliticos de la parte mas avanzada de la ruta. En cuanto a las
reacciones: vy es la etapa de la PFK, vy la etapa de la FBPasa y vi3-v31 ¥ V24-V42
representan las etapas que conectan a la F6P y a ]a FBP con los pools metabolicos de las
fases temprana y tardia de la glucdlisis respectivamente. En el interior del recuadro se

delimita el subsistema de intereés.
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Capitulo 2. Formalismo de la ley potencial de segundo grado.

2.10.3.1. Formulacién del modelo. Se consideraran cuatro etapas
fundamentales.

a) Etapa de la PFK (vi5): Del mismo modo que en el trabajo original de Boiteux
et al. solo se va a considerar aqui la influencia de la F6P y de la FBP sobre la
cinética de la PFK, obviando la accién de otros efectores bien conocidos de este
enzima como son el ATP, AMP, citrato, etc. cuya consideracion solo llevaria a un
aumento innecesario de la complejidad del modelo.

La caracterizacion inicial de esta etapa, que servird como base para la
aproximacion PL2, consiste en una cinética moderadamente sigmoidal tanto para
la saturacién marginal por sustrato como para la saturacidn marginal por

activador (coeficientes de Hill nj=n,=2 para la F6P y FBP respectivamente). La
ley de velocidad considerada es

o)
Vv :4 L 2 2101
. (1+ x2 0490+ x2 210.1)

La aproximacion PL2 se elabora sobre el centro x;o=1 y x20=0.750, cuya eleccién

se ha hecho al considerar x;j= km; (=1.000) y x;9 ligeramente superior a km,
(=0.700). El modelo PL2 resultante es:

Vv, = 1.069X11.000—0.50011 Xz().930—0.49812 (2102)

en donde X, =x,/1000, X,=x,/0.750 y, como siempre, /; y /, son sus
respectivos logaritmos naturales.

b) Etapa de la FBPasa (v;)): El modelo racional que describe esta etapa es el
propio de una cinética de inhibicién por sustrato clasica. Este tipo de cinética
también ha sido considerado por Hervagault y Canu (1987) en un modelo sobre el
ciclo de la PFK-FBPasa (en €l la unica sefial desestabilizadora es la inhibicién de
la FBPasa por la FBP). El modelo considerado aqui es el siguiente:

B 2%,
0.050+x, +x2

(2.10.3)

Vau

en donde el valor asignado a los parametros (k,=0.050 y k=1.000) se ha elegido
de manera que el acoplamiento con el perfil de la PFK permita reproducir la
representacion original de Boiteux et al. Concretamente se ha intentado que: 1) la
magnitud de las velocidades maximas alcanzables por ambas etapas sean
similares; y 2) que la zona de maxima actividad de la FBPasa coincida con la
zona inicial de falta de respuesta de la PFK, sincronizando, en términos del nivel
de FBP, la activacion de la PFK con la inhibicién de FBPasa.
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2.10. Estudio de un modelo tedrico

Como ya se ha dicho, la aproximacion de segundo grado a este tipo de
cinética es especialmente eficiente si se considera como centro el valor

xp =k Ik, , (2.10.4)

que en este caso es x,3' =0.224. En consecuencia el modelo PL2 obtenido es:
v, = 13820, 1% (2.10.5)

Se ha escrito X, para indicar que la construccion de la variable X, es diferente a
la relativa a la etapa v;,, concretamente:

X, =x,/0224. (2.10.6)

Para hacer homogénea la definicién de X; respecto a las dos etapas, es necesaria
la introduccién de una variable técnica, tal y como se expuso en el apartado 2.7.
Llamaremos X5 a esta nueva variable, que queda definida como

X;=0.750/0.224 (2.10.7)

y cuya consideracion permite expresar
v21 - 1.3820X2—0.154512—0.154515 X5—0.154512-0.154515 , (2.10.8)

siendo ahora X, =x,/0.750 y I, su logaritmo. Como /s=InX, es un factor

constante, se puede sustituir el término -0.1545/s por su valor (-0.1867), para
expresar finalmente

v, = 1.3 820X2—0‘l867_0'1545[2 X5—0.1867—0.154512 ) (2109)

En la figura 2.10.4 se representan los perfiles PL2 para las etapas vi; y vy; y su
balance neto

Ve = Ve — VEBpasa (2.10.10)

(cf. con la representacion original de Boiteux et al.; figura 1 del esquema).
Mediante la aproximacion potencial solo es posible representar uno de los puntos
de equilibrio entre la actividad de las dos etapas; el correspondiente a la alta tasa
de reciclaje. El puito estacionario correspondiente a la tasa de reciclaje baja (muy
cercano al origen) solo puede aparecer si se introduce un término aditivo en la ley
de velocidad de la PFK. Sin embargo, las relaciones aditivas entre las variables
desaparecen siempre al aplicar el formalismo de la ley potencial, que solo
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Capitulo 2. Formalismo de la ley potencial de segundo grado.

considera sus productos. No obstante, la existencia de este punto no es relevante
en ningun momento y su ausencia no condiciona el comportamiento del sistema.

1.5

X

Xy

X =0
-0.5 v
=
15
0 0.5 1 15 2 25 3
X X

Figura 2.10.4.- Perfiles de saturacion de las etapas de la PFK (v)) y de la FBPasa (vi2)
respecto a la FBP (x2) segin los modelos PL2. El nivel x; de F6P se manticne constante
en el valor xjg=1. Vc representa el flujo neto a través del ciclo, que viene dado por la
diferencia Ve=vppK-Vrppasa. La escala de la abcisa est4 estandarizada con x70=0.750.

¢) Interaccion de le FBP con la parte baja de la glucélisis (vy4 Y v42): En el
modelo de Boiteux et al. la interaccion de la FBP con la parte baja de la glucolisis
exhibe un perfil cuasi lineal que queda bien aproximado mediante la diferencia de

un par de ecuaciones potenciales de primer grado. La primera, que representa al
consumo glucolitico de FBP, viene dada por

vy, = 0.5490.X,%°% (2.10.11)
y la segunda, que representa la produccion gluconeogénica de FBP, por
By =UROG0I PR, (2.10.12)

siendo en los dos casos X, =x,/0.750. Los valores de los parametros
implicados en los dos casos se han seleccionado de manera que el balance neto

Vo =Vy — vy (2.10.13)

ofrezca un perfil similar al sugerido por Boiteux et al. (figura 2.10.5).
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2.10. Estudio de un modelo tedrico

0 0.5 1 15 2 25 3
Xy 1 Kyg

Figura 2.10.5.- Perfil PL2 de las etapas vp4 y v42 y de su balance neto V. En las dos

etapas se ha considerado x20=0.75, que es el valor utilizado para estandarizar la escala
del eje de abcisas.

0 0.5 i 1.5 2 25 3

Xy 1 %50

Figura 2.10.6.- Interaccién entre el flujo neto a través del ciclo PFK-FBPasa y las

etapas que conectan a la FBP con la parte baja de la glucolisis. Sy, S, y S3 representan
los tres estados estacionarios posibles.
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Capitulo 2. Formalismo de la ley potencial de segundo grado.

2.10.3.2.-  Valoracion y analisis del modelo. La interaccion entre las
velocidades netas V¢ y Vi (definidas por 2.10.10 y 2.10.13 respectivamente) da
lugar a la aparicion de los tres estados estacionarios descritos por Boiteux et al.
(figura 2.10.6; cf. con la figura 3 de la reproduccion de trabajo de estos autores).
La notacion seguida aqui es la misma que la utilizada por estos autores. S} y S3
representan a los estados estacionarios estables correspondientes a los regimenes
gluconeogénico y glucolitico respectivamente. S, es el estado intermedio que
puede localizarse arbitrariamente cerca del origen de ordenadas, segiin sea el
nivel de F6P, dando lugar a una tasa de reciclaje elevada. Sin embargo, igual que
en el modelo original S, es inestable. En todos los casos, las condiciones de
estabilidad se pueden deducir del modo sugerido por Boiteux et al. a partir del
signo de la derivada de x; en el entorno de cada estado estacionario.

El aumento en el nivel de F6P da lugar a un desplazamiento progresivo en
sentido ascendente de la curva V¢ respecto a la V. Esto ocasiona la pérdida final
de las intersecciones S; y S; quedando S3 como el tnico estado estacionario
factible. La reduccion del nivel de F6P tiene el efecto contrario. La curva V¢ se
desplaza progresivamente en sentido descendente respecto a la ¥ hasta que la
Unica interseccion factible sea la S;.

Sin embargo, la pérdida de uno de los estados estacionarios estables
requiere que la magnitud del cambio en el nivel de F6P sobrepase cierto valor
umbral. Cuando los cambios en la F6P son inferiores a este umbral, la posicién
del punto estacionario varia muy poco y el sistema no modifica su régimen de
funcionamiento. Esta falta de respuesta ante la variacion en un rango limitado de
la sefial de entrada (la concentraciéon de F6P) da lugar a un fendmeno de
histeresis, que induce que el sistema permanezca de forma estable en uno de los
estados estacionarios o que conmute al otro estado estable alternativo en funcién
de la magnitud de la sefial de entrada.

La simulacién del comportamiento dindmico del sistema cuando se
controla la variacion de F6P permite apreciar el comportamiento descrito (figura
2.10.7 y tabla 2.10.1). En el estado inicial la concentracion de F6P es
suficientemente alta como para situar al sistema en el estado estacionario propio
del régimen glucolitico. El aumento progresivo de F6P no altera sensiblemente
este estado, la PFK se mantiene desarrollando su maxima actividad y la FBPasa
esta practicamente inhibida. En esta situacion el nivel de reciclaje es
practicamente despreciable. La reduccion de F6P tampoco modifica el estado del
sistema si esta disminucion no sobrepasa un valor umbral. Sin embargo, cuando
esto ocurre, hay una transicion rdpida al estado estacionario propio del régimen
gluconeogénico. Ahora el nivel de FBP es demasiado bajo tanto para activar a la
PFK como para inhibir a la FBPasa, de manera que toda la actividad la desarrolla
esta ultima manteniendo un régimen en el que se evita el reciclaje. El tnico
momento en que se da una tasa de reciclaje alta es durante la transicién de un
estado a otro.
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2.10. Estudio de un modelo tedrico

Tabla 2.10.1.- Valores relevantes de las variables respecto a la simulacién
(unidades arbitrarias).

Valor x, (F6P) x; (FBP)
Centro de aproximacion (x;,,) 1 0.75
Inicial (x;,) 1.35 0.75
Maximo alcanzado 2.63 2.66
(estado glucolitico)
Minimo alcanzado 0.07 0.19

(estado gluconeogénico)

La variacion de F6P sigue una funcién sinusoidal con periodo 7=2 y amplitud
A=1.28 (la amplitud se obtiene por variacion del +95% respecto al valor
inicial; i.e.: 1.35(120.95)

La dependencia de la variacion de la FBP respecto al nivel de F6P se
representa en la figura 2.10.8. Segun el modelo obtenido, la transicidon desde el
estado glucolitico al gluconeogénico es mas suave que la transicién en el sentido
inverso. Ocurre asi por que la variacion de la posicion relativa de la curva V¢
respecto a la Vg, inducida por la variacién del nivel de F6P, permite que el punto
S3 se pueda desplazar mas que el S;, que permanece practicamente constante
hasta que se pierde al conmutar el estado. En la figura 2.10.9 se representa la
curva caracteristica de entrada, que muestra la histeresis de la actividad del ciclo
frente a variaciones lentas de la F6P. También se puede apreciar aqui como el
rango de variacion permitido para el estado estacionario glucolitico es mayor que
para el gluconeogénico.

En cada estado del sistema, la aproximacion lineal a los 6rdenes cinéticos
aparentes (introducida en el apartado 2.7) permite conocer una estimacion de la
sensibilidad de cada una de las velocidades de reaccion ante las variaciones de las
variables de concentracién implicadas. En la figura 2.10.10 se resume la
valoracion de estas aproximaciones para las etapas que constituyen el ciclo. En
ella se puede apreciar como la etapa favorable a cada estado estd saturada (el
correspondiente g ~0) ientras que la etapa responsable del flujo en el sentido
inverso al dominante es especialmente sensible a los cambios de concentracion
(el correspundiente g es maximo en valor absoluto).
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Figura 2.10.7.- Comportamiento dindmico del ciclo PFK-FBPasa segun la variacion
periddica de F6P. La escalas de tiempo (f), concentracién y velocidad son
adimensionales. 7 representa el periodo de oscilacion de la F6P.
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1.2
1 < 1
o
% 0.8
0.5 y
06
0 = 04 "
dFBP/J1t 7 e I \
= 0w Iestada Tsiad
=05 gluconcogéni¢o / . =
) | — lucolitico
1 02 \‘\V T <« &
-1.5 -0.4
0 025 05 075 1 125 15 1.75 2 -1 -0.5 0 0.5 1
uT F6P

Figura 2.10.8.- Variacién de la concentracion FBP en funcion del nivel de F6P. Los
valores de dFBP/dt se aproximan  mediante  diferencias  finitas
dFBP/dt ~ (FBP,,, —FBP,)/ At, siendo At =0.005. En la representacion estos valores
se han estandarizado dividiéndolos por su maximo ( 97.30). La concentracién de F6P
también se ha estandarizado segin la expresion: (F6P, — F6P, )/ 4, en donde F6P, es el

valor inicial y 4 es la amplitud de la oscilacion.
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Figura 2.10.9.- Histeresis en el ciclo PFK-FBPasa al considerar a la F6P como sefial de
entrada. A la derecha aparece la curva caracteristica de entrada correspondiente a la
actividad global del ciclo. A la izquierda se descompone esta curva en la actividad PFK
y la FBPasa.

El valor negativo del corden cinético aparente estimado para la PFK
respecto a la FBP (g, ,) es debido, obviamente, a una falta de ajuste del modelo
cuadratico. A partir del punto de saturacion en el que g,,,=0 (que corresponde a
un nivel de FBP x,=1.8985 inferior al del estado estacionario definido por S3 =
2.6631) la estructura parabolica del modelo deja de ser adecuada. Lo que deberia
ser una falta de respuesta, caracterizada por un coeficiente g,, nulo, se
representa con una variacion en sentido negativo de la misma debido a que
g1,,<0. Por tanto, y siempre limitdindonos a interpretar nuestro modelo, en el
régimen glucolitico la actividad de la PFK debe de estar saturada tanto por su

sustrato como por su activador, desarrollando asi una actividad maxima. Esta
falta de respuesta de la PFK a un mayor aumento del nivel de F6P confiere
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estabilidad al estado estacionario S; y permite que las fluctuaciones en el nivel de
FBP sean amortiguadas por la actividad de la etapa v,4 que retira el exceso de este
intermediario en sentido glucolitico.
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0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 175 2
T
Etapa: PFK FBPasa
Nodo: F6P (gy5,) FBP (Z),,) FBP (g,,;)
Sy o 1.0000 0.9300 0.0000
Max - 3.6955 23144 0.0559
Min B 0.0321 -0.2349 -0.7356

Figura 2.10.10.- Aproximacién lineal a los 6rdenes cinéticos aparentes (OCA)
instantdneos mediante la valoracién de la funcién

gijk ()= ipo + Z 8ijirl

en cada iteracion de la simulacion. Los perfiles son: (1) 25,0 @ B Oy® 2, (0)-

Por otra parte, en este estado la FBPasa es mas sensible que nunca a los
cambios en la concentracion de su sustrato. De este modo, cuando el nivel de la
FBP comienza a disminuir, la actividad fosfatasa contribuye de manera creciente
a su retirada favoreciendo asi a la transicion rapida al estado gluconeogénico.

Una vez alcanzado el régimen gluconeogénico, la FBPasa se encuentra
desarrollando su maxima actividlad en lo que podria llamarse una
“pseudosaturacion” respecto a su sustrato. La magnitud del orden cinético
aparente en este estado es practicamente nula, llegando incluso a tomar valores
positivos. Esto es debido a que el nivel de FBP en el estado estacionario
gluconeogénico es ligeramente inferior al valor del punto critico en que la

actividad de la FBPasa alcanza su maximo (S, <x,}'), induciendo asi que

¥212>0. En este estado la PFK no desarrolla practicamente actividad, pero sin
embargo, es muy sensible a los cambios en la concentracion tanto de su activador
como de su sustrato, de manera que contribuira a la transicion réapida al estado
glucolitico cuando los niveles de estos comiencen a aumentar.
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El' comportamiento descrito por Boiteux ef al. cuando se simula el
funcionamiento auténomo del sistema también se puede reproducir con el modelo
obtenido (figura 2.10.11). Independientemente de cuales sean las condiciones
iniciales, el sistema oscila hasta alcanzar siempre un mismo estado estacionario.
En este estado se da un 100% de reciclaje (figura 2.10.11-b). Sin embargo no es
un estado estable y cualquier perturbacion induce la transicion hacia el régimen
glucolitico o gluconeogénico. ~
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Figura 2.10.11.- (a) Comportamiento autocatalitico del sistema auténomo (el indicado
en el recuadro) a partir del estado de reposo (las condiciones iniciales han sido x1=0.01
y x2=0.01). En la evolucién de x, se puede observar el paso por un estado estacionario
que no se estabiliza (véase Nicolis y Prigogine, 1997). (b) El estado estacionario
alcanzado(x;=0.7568; x,=1.0005 indicado por el circulo) es un estado inestable en el

que se da el 100% de reciclaje (comportamiento conforme con el propuesto por Boiteux
et al., 1980).

2.10.3.3.-  Consideraciones sobre la aproximaciéon de primer grado. Es
indiscutible que el modelo PL2 construido aqui sobre los supuestos tedricos de
Boiteux et al. tiene mas caracter de boceto que de modelo formal. Los valores
paramétricos considerados son aproximaciones que, grosso modo, permiten
reproducir los perfiles de saturacion presentados por estos autores. Sin embargo,
esta aproximacidn resulta suficientemente ilustrativa para demostrar cémo la
formulacién de segundo grado puede ser una herramienta muy adccuada para
representar, en ei contexto de la BST, sistemas que dificilmente son reproducibles
de forma directa mediante modelos mas simples. La reproduccién del sistema
propuesto mediante aproximaciones de primer grado requiere de las siguientes
consideraciones.

Para aproximar de forma eficiente el estado S; (gluconeogénico), la
aproximacion a la cinética de la PFK mediante el formalismo (clasico) de la ley
potencial deberia desarroilarse sobre la region inicial de la sigmoide que describe
su saturacion. De ser asi, el orden cinético aparente g, , serd mayor que la unidad
y, por tanto, la curva resultante serd concava. Respecto a la cinética de la FBPasa,
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la proximidad del punto de maxima actividad permite elegir entre tres alternativas
cualitativamente distintas segin que el centro de aproximacion (digamos x,() sea

menor, igual o mayor que el punto x,2' (definido por la expresion 4). De estas
alternativas las dos primeras son las menos convenientes. Si se considera
X, < X3, €l orden cinético g; » sera positivo y el tramo inicial de la cinética de

la fosfatasa se aproxima muy bien. Sin embargo, no se puede describir la
inhibicién por sustrato y, por tanto, el estado glucolitico es inalcanzable. Algo
parecido ocurre si se considera x,, = x,3 . En esta situacion la actividad de la
FBPasa es constante e insensible a las variaciones en el nivel de su sustrato

(£21,270; recuérdese que este punto es el dptimo para la aproximacion de segundo
grado). Asi pues, la Gnica manera de describir la inhibicién de la FBPasa por la

FBP es elegir x,, > x32', obteniendo asi un valor g;;,<0. La combinacién entre
esta aproximacion a la FBPasa y la concava a la PFK permite describir de forma
adecuada el estado estacionario gluconeogénico. Sin embargo, la descripcion del
estado glucolitico S3 serd en general inadecuada (figura 2.10.12-a).

De forma alternativa, la eleccion de un punto de aproximacion a la cinética
de la PFK cercano a su region de saturacion permite representar adecuadamente
el estado glucolitico S;. Sin embargo, si se mantiene el modelo mecanicista
subyacente (el establecido en las expresiones 2.10.1 y 2.10.3) la mejora es a costa

de perder la capacidad de representar el estado estable gluconeogénico S; (figura
2.10.12-b).

Ve=v,,—v
V VC =V =V Vv G 24 42

53
(inestable)

X5
Sl (estable)

() (b)

S
(esta?)lc)

s] (inestable)

Figura 2.10.12.- Las dos situaciones mas comunes al describir el modelo de Boiteux et
al. mediante aproximaciones potenciales de primer grado. Las flechas indican el sentido
en que varia la FBP debido a cada proceso (i.e. el signo de su derivada). En las dos
representaciones la aproximacion a la FBPasa tiene, para la FBP, un orden cinético
negativo (g21,2<0). En (a) la aproximacién a la PFK es concava respecto a la variacion
de FBP (g12.2>1) y en (b) convexa (0<gy;2<1).

176



0000000000000 000000000000000O0C0CGCGOOGIOIONOOIOIONINOGNOTS

2.11. Formulas computacionales para la representacion de
segundo grado.

En este apartado se va a considerar la forma en que se puede ganar eficiencia
computacional en lo referente a la integracion numérica de los sistemas de
segundo grado. La idea a desarrollar es que, bésicamente, la estructura
matematica de los sistemas descritos segun la formulacién PL2 hace que sean

factibles consideraciones analogas a las hechas, en el desarrollo de la BST, para
los sistemas PL1.

2.11.1. Implementacion de las ecuaciones de segundo grado

De forma general, un sistema descrito mediante la formulacién PL2, queda
definido por la expresion:

r

X
!

n+m
m; (v jOHX,ff*"’) (2.11.1)
k=1

j=I

en donde la notacion es la ya introducida: my; es el elemento que ocupa la fila i y

la columna ; de la matriz de incidencia con dimensiones (ntm)xr; Xi=xi Xios Y
G() es la funcidon
n+m
Gu(D)=guo +2lzgjkq , (2.11.2)

=1

con [,=In(x, /x40).

El sistema diferencial (2.11.1) es susceptible de ser resuelto
numéricamente en la forma en que aparece formulado. Sin embargo, igual que
ocurre cuando la representacion viene dada en la forma PL1, su integracion
directa no es eficiente; cada iteracion implica la evaluacién de un niimero elevado
de exponenciaciones que, ademas de requerir un mayor tiempo de computo,
inducen una pérdida de precision en los resultados al facilitar la propagacién de
los errores de redondeo. De forma afiadida, las representaciones de segundo
grado implican a un elevado numero de funciones logaritmicas cuya evaluacion
agrava aun mas el problema. Por tanto, se hace necesario considerar el desarrollo
de una estrategia que permita ganar eficiencia computacional.

177



Capitulo 2. Formalismo de la ley potencial de segundo grado.

En el caso de los sistemas PL1, las exponenciaciones se evitan mediante

una transformacion conveniente de las variables. Definiendo (Savageau, 1970;
1976):

Y; :lnxi
g,.'j =g; —8 (2.11.3)
hij =h,.j—8,.j

(en donde g;; y h;; representan a los OCA propios de la BST y d; es la delta de
Kronecker; 6,1 si i=j y ;=0 si i#j), las ecuaciones dindmicas

n+m n+m
=, [ [x¥ -B,[[x¥, (2.11.4)
Jj=1 J=1

se transforman en

yl_:ociexp[Zg;ij—Biexp(Zh,;-yJ =L.sn  (Z1L3)
j=l J=1

de manera que las 2(n+m) exponenciaciones por ecuacidn, se reducen a 2.
Aunque el desarrollo original se hace sobre sistemas S, es inmediata su extensién

a los sistemas representados seglin la estrategia GMA. Haciendo uso de los
elementos de la matriz de incidencia se puede escribir:

r n+m
V= ma exp(kzlgjkyk). (2.11.6)

J=1

Para el caso de los sistemas PL2 es posible plantear una transformacién
analoga a la anterior. De la definicion

j =it Ixg) oy 2.11.7)
dt
se deduce que
I, =dln(x,)/dt =y, (2.11.8)

en donde sigue siendo y; =In x;. Multiplicando cada miembro de (2.11.1) por x;y /
X; 56 tierie:

J=1

. ¥ n+m G;k 0
xi() li = Zm{/(vj()HXk j ) (2119)
k=1
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2.11. Férmulas computacionales.

siendo
G}k(l):ij(Z)—S,.k, (2.11.10)

de manera que

i = Lim,.j[vjo exp(nfe}k(z) zk” .11.11)
k=1

Xio j=1

de donde es inmediato escribir:

i :LZm,.j exp(w;o +1'g, +11'G,l). 2.11.12)

Xio j=1
siendo g el vector columna con dimensién (n+m) definido como

n+m

2 =8 ~8,) (2.11.13)
(8, es siempre la delta de Kronecker).

La recuperacion de las variables de concentracién x(f), en su escala
original y respecto a un instante ¢, es inmediata a partir de los valores obtenidos
para I(?):

x; (1) =x,0expl,(t); i=1,...,n. (2.11.14)

2.11.2. Resolucién numérica por el método de Taylor

Un procedimientc para obtener numéricamente la solucién de (2.11.1), es
expandir /(¢) en una serie de Taylor con centro en el valor inicial {(#) y después
evaluar la serie en f, =1, + At a fin de obtener /(¢;). Repitiendo este proceso es
posible obtener /1), I(t3), etc., constituyendo asi el método de Taylor de orden P
cuando se utilizan los P primeros términos de la serie (p.e. Burden y Faires, 1985;
Allen, 1988). Sin embargo, aunque estos métodos tienen la propiedad deseable de
presentar un error de truncamiento local de orden grande (es decir, la adicion de
un nuevo término a la serie reduce considerablemente ¢l error), tienen el grave
inconveiiiente de requerir el céalculo y la evaluacion de las P primeras derivadas
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de la funcion original. En general, esto puede ser complicado y muy costoso
desde el punto de vista computacional, por lo que estos métodos no son muy
utilizados en la practica.

No obstante, cuando la estructura del problema permite la evaluacion
eficiente de las derivadas, la resolucién numérica mediante series de Taylor
puede resultar muy conveniente. Para Irvine y Savageau (1990), este es el caso de
los sistemas basados en el formalismo de la ley potencial, ya que la regularidad
estructural inducida por este formalismo permite que la obtencién y evaluacion
de las derivadas de orden superior pueda hacerse de manera eficiente y con
independencia de la naturaleza del problema.

Esta regularidad estructural de los sistemas PL1 se mantiene para los PL2,
y por tanto, la filosofia anterior sigue siendo valida. Por ello, el objetivo de este
apartado va a ser adaptar a la formulacion PL2 las férmulas de recurrencia
desarrolladas por estos autores (op. cit.) para resolver (eficientemente) problemas
de valor inicial basados en la formulacién PL1 mediante series de Taylor. Igual
que en ocasiones anteriores, €l enfoque que se va a seguir es hacer uso de la
matriz de incidencia para definir las etapas que inciden sobre y desde cada nodo
(de manera mas acorde a la representacion GMA).

Seglin lo expuesto en el apartado anterior, el método de Taylor de orden P
respecto a [, puede escribirse

P
L(t+h)y=1()+ ) LIP (1) h? (2.11.15)
p=1

para g=1,...,ny siendo ¢ la variable tiempo, % sus incrementos y, como siempre,
l,=In(x, /x,), (2.11.16)

representando mediante / (5") a su derivada k-ésima respecto a ¢:

19 :%. (2.11.17)
En lo que sigue sera util escribir

&y = Vi B, (2.11.18)
y tener presentes las definiciones:

Bup = 0 — 8, (2.11.19)
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n+m

Gy(D)=gpo+1D gul;- (2.11.20)
k=1

La derivada primera de / respecto a ¢ es
=,

cuyas componentes vienen dadas por

r n+m n+m
1(51) :Zl:mqi o, exp,iz;(gyo+%kz;gyklk)lj:l (2.11.21)
i= Jj= =

para g=1,...,n. Definiendo

n+m
AV =q, exp[ZGij(l) lj) (2.11.22)
=
la ecuacién (5) queda
M _\ )
I = ;mq,. 45 (2.11.23)

La derivada segunda de / respecto a ¢ se obtiene derivando (2.11.23):

i=1

1 = Z{mqi a, diexp( 3G, (1) l’ﬂ (2.11.24)
t T\G

que resulta

r G (’ n+m . .
)7 = Z{m o Z{ %Zgi,-klé”)lj +G; (l)l,‘-"}}- (2.11.25)
i=l J=ILN k=l

Esta expresion se puede simplificar definiendo

n+m

)
G (1) = (%Zg,,kl/ﬁ" J (2.11.26)
k=1
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o0 =Y G, +G,L"). (2.11.27)
Jj=1

de manera que:

1D =N m 400 (2.11.28)
i=l

Teniendo en cuenta que

Q,-"”(l)=%Q,-"’"’(1) (2.11.29)

(para p=2,3,...), es inmediato comprobar que QO (I) se obtiene de forma
recurrente a partir de la expresion general:

q=0

Qi(p) )= Zp:(cv,q %G;P-q) () l}l] (2.11.30)
j=I1

siendo C,, , el nimero combinatorio

p p!
e = j:—. (2.11.31)
" o\g) qip-9)
Considerando finalmente
-2)!
(p=2) (2.11.32)

" (g—Di(p-q-D)!

que son los coeficientes del tridngulo de Pascal, se obtienen las formulas de
recurrencia que llevan a cualquier l;p -

p-1
AP =3 . 4FHgh (2.11.33)
k=1
» _\ (»)
lqp - quiAqip
=

Estas formulas de recurrencia, resumidas en la tabla 2.11.1, son totalmente
analogas a las desarrolladas por Irvine y Savageau (1990) y, por tanto, a aquellas
utilizadas tradicionalmente para generar los coeficientes de Taylor.
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2.11. Formulas computacionales.

Tabla 2.11.1.- Férmulas de recurrencia para la implementacién del método de Taylor
sobre sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias con estructura PL2.

Método de Taylor de orden P:

P
L+ =1+ LIP @) P ;5 g=1,..n
p=I

Derivada de orden p para /,:

qi“qi

-

(p) _ (2]

lq = Zm A
i=1

con:

o, exp(z G; (D) 11) sip=1

J=l

p-1

(p=k) (k) :
ZFpkAqi o) sip>1
k=1

n+m

p [
0P (1) = ZOLCP"I Z;Gij(_p—q) (l)qu] para p>1
= -

_ (p-2)!
" (g-Dp-g-D!

S0t i S gul i p=0
G» () = k=1
if

n+m

H ) i
5Zgil.k1,f" si p>0
k=1

8ijo = 8ijo _Sij » Oy = viO/xq
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2.12. Aportaciones del formalismo de segundo grado a la

caracterizacion del estado estacionario sobre la base de
los sistemas S

En el apartado 2.9 se ha puesto de manifiesto el elevado coste que puede resultar
una estrategia de reformulacién encaminada a expresar modelos de segundo
grado como modelos de primero. La elevada redundancia de variables y
ecuaciones hace que los modelos “reformulados” resulten de poco interés desde

un punto de vista practico. En este sentido, los modelos definidos en I1%
cumplen muchc mejor con el principio de parsimonia y, sobre todo, pueden
proporcionar valiosa informacién acerca de la forma en que opera el sistema bajo
estudio (tal y como se ha puesto de manifiesto al tratar el anélisis canénico en el
apartado 2.5). Por otra parte, también se ha visto como los modelos de segundo
grado pueden servir como funcién soporte a partir de la cual se pueden mejorar
las formulaciones de primer grado. En este apartado se va a presentar otra
aportacion de la formulacién de segundo grado que se ajusta a estos principios.

El objetivo es aprovechar la informacién contenida en los modelos PL2

para refinar la solucion de estado estacionario obtenida a partir de los sistemas S
de primer grado.

2.12.1. Introduccién. Condicién de estado estacionario en términos
de las variables /;

Supongamos, como se hace siempre, que el vector de variables / se ha definido de

manera que las primeras » componentes son las variables dependientes y las m
restantes las independientes del sistema, de forma que:

1=t | 1,y (2.12.1)

con /; =x;/x;, . La condicion x, =0 (para i=1,...,n) supone que

Wori () = wpp, (1) (2.12.2)
y por tanto
ldcp = _Ac-inAindlind + A;ilepWZ) (2123)
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siendo wy el vector columna de coordenadas wy =w, —w, (i=I,...,n). Es

inmediato comprobar que la matriz L, de ganancias logaritmicas —definidas en
como

Olnx,
Ly (2.12.4)
Olnx;
(p.e. Savageau, 1976)— se puede expresar referida a las /;:
ol
L(x;,x;))=—+ 2125
(x;,%;) a1 ( )

por tanto, la ganancia en términos de las variables x es la misma que si se expresa
en términos de los indices X.

2.12.2. Determinacion del estado estacionario sobre la base del
modelo de segundo grado

Segun la representacion de primer grado, en el estado estacionario se verifica,
para cada una de las ecuaciones del sistema, la igualdad:

(gi ——hi)t ls = WZ)-

1

(2.12.6)

en donde / indica de manera explicita que el sistema se encuentra en este estado.

Sin embargo, al considerar la representacion de segundo grado, la condicién de
estado estacionario supone, para cada ecuacion:

Wy, +g.l +11G I, =W, +hil +1I/H I (2.12.7)
De aqui es inmediato considerar la agrupacion de términos:
(g —h,) 1, +10(G, —H,)I, = w, . (2.12.8)

Definiendo el vector columna n-dimensional C(/), cuyas componentes
vienen dadas por las formas cuadraticas implicadas en cada ecuacion,

C,()=11'(G,-H,)I (2.12.9)

i

se puede escribir:
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2.12. Aportaciones del formalismo PL2 al estado estacionario. ..

ldcp = _Ad-:pAindlind i A;elpw:) - Ad—;pC(l) (21210)

Obviamente, esta expresion no proporciona una solucién para el vector de
variables dependientes L4p > Pues este aparece en los dos miembros de la igualdad

(en el miembro de la derecha constituye las 7 primeras coordenadas de /). Sin

embargo, a partir de aqui es posible plantear un método iterativo para aproximar
la solucién del modelo de segundo grado.

Comencemos por estudiar la estructura de Ad"e'pC(l). Si convenimos en

llamar a;."') a los elementos de la matriz cuadrada Ad_:p, el producto A;e’pC(I)
resulta ser:

Zlal(;” [lt(Gj _Hj)l]
e
Ay, C) = ! s (2.12.11)
| Selie,-m)i]
Za,y. I'(G,-H,)I
de donde se sigue que:
| $airie,m,)
J=1 E
Ay, C() = % : . (2.12.12)
1’[24,;"((;" -H,)|I
J=1 J
Definiendo las # matrices cuadradas (nxn)
F, :{;Za;“(c, —H,.)J; i=1,...,n (2.12.13)
J=1
la (2.12.12) resulta
AL, CH=1'®{F}®! (2.12.14)

en donde {F} representa a un tensor con dimensiones nxnxn, y I'Q{F1®I

viene a ser una extension tensorial del conjunto de formas cuadraticas / ‘F.l (para
=10 s )
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Por tanto, la expresion 2.12.10 se puede escribir

Liy = ~Ag Apalig + Azt W —1' @ {F}® 1. (2.12.15)

i dep

Si llamamos lj;p a la solucion del sistema S de primer grado, en donde el

superindice “L” indica que se obtiene por resolucién de un sistema de ecuaciones
(algebraicas) lineales, i.e.:

I;;P = —A(—icipAindlind + A;;pwz)’ (21216)

y lgip a la solucién que se obtendria en caso de poder resolver el sistema
cuadratico (de ahi la “C”), entonces, segun la expresion 2.12.15, se verifica:

5 !
18, =1t —(I°)f ® eI (2.12.17)
siendo € = (ldccp f L. )t, o cuando sea el caso I" = (ldLep ‘ Lo )t. En términos de

cada una de las variables componentes de /,,,, la igualdad anterior resulta:

1€ =1 —(I°Y I, i=1,...m (2.12.18)

A partir de aqui, ldCep se puede aproximar de modo iterativo segun el

C

siguiente criterio. Una primera aproximacion a / aep®

digamos &

dep» 1@ constituye la

solucién lineal ldLep. Por tanto, se puede considerar el valor resultante de utilizar

/ dLep para valorar las formas » cuadraticas /'F,/, de manera que
S =1t (1 oL, (2.12.19)

El vector ldce‘p obtenido, sirve como entrada para la siguiente iteracién, que

resultara
C il c ¥ c
18 =ik —(1°) o F®I© (2.12.20)
repitiendo este proceso, segun el esquema general

1S =1t~ (1% ) ® (Fy @1 (2.12.21)

dep dep
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. . e . C L
para k=1,2,... K, en base a haber considerado inicialmente Ligy = Lgep

es posible
aproximar ldc,:p con la exactitud deseada. Un criterio posible de paro es iterar

hasta que

7Sk _ 7Cka|
ﬁldep - ldcp |

TyCe |
!:’ldep:[

gl =1 (2.12.22)

sea menor que alguna tolerancia prescrita £>0.

Por otra parte, la diferencia entre los valores de estado estacionario
correspondientes a la representacion de primer y segundo grado, se puede
expresar en términos de cada una de las variables:

E =l;,-I, (2.12.23)

o bien mediante la norma euclidea
e (_ | —"(' L c")Z
[E = \/Z =) (2.12.24)

Lo que siempre puede darse en términos relativos al referirlo, por ejemplo, a
L
“ldep

. En la tabla 2.12.1 se resume el algoritmo presentado.

2.12.2.1.- Justificacién del método. La filosofia del método no es otra que la de
resolver sucesivamente sistemas de ecuaciones lineales sobre los que se va
modificando el término independiente.

En cada iteracién se obtiene un vector de componentes

C, (%)= 1 (=Y (G, - |, )it (2.12.25)
a partir del cual se puede obtener

wli = wlo _ c(ge1) (2.12.26)

siendo wE)O] =w; vy, tal y como ya se ha definido, /' es el vector cuyas n

primeras coordenadas proceden dc la resolucion del sistema lineal.
En el paso siguiente se trata de resolver el sistema lineal

Liep = ~AgepAinaling + AgyW} (21227
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de manera que en cada etapa se modifica el vector de términos independientes
dado por A;;pw%"] y se vuelve a determinar la solucion del sistema de ecuaciones
lineales.

En principio, la tnica condicion para que el método sea aplicable, es que
A 4, 1O sea una matriz singular. Queda por caracterizar las condiciones en que se

garantiza la convergencia del algoritmo asi como el orden de la misma.

Tabla 2.12.1.- Algoritmo de obtencion del estado estacionario en un sistema S de
segundo orden.

ENTRADA:

Sistema S de segundo grado, en donde, para cada nodo xj, se considera :
Wpiy, = Wo, 8l +31'G,l  (log. del influjo)
Wera, = Wo, +hil+ JI'H I (log. del eflujo)

con: l=({“EF’_J ml o {gi:(g’f"); G, =(eu) para i=1,....n; jk=1,....n+m
Lia h; :(hij()) H, = (gijk)

mx1

CONDICIONES Y CALCULOS INICIALES:

FUADOS:  A) [, (perturbacion del sistema)
B) el nimero méaximo de iteraciones : K>1 (entero positivo)
C) la toleran<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>