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INTRODUCC [ON .- !

, i
Supongamos que € es una categoriay G'e G »G

una sucesion exacta corta de objetos grupo en € . Es un hecho bien conocido que para

cada objeto X de € la sucesion de grupos :

(1) 1 — Hom (X,G") e HomG:(X,G)——E)—'—-’HomQ:(X,G”)

es exacta y que en general el morfismo de grupos p, no es un epimorfismo. Se plantea
entonces el medir la desviacion de la exactitud del funtor HomC(X, - ), para lo cual se

tratara de extender la sucesion (1) . Siempre es posible extender esta sucesion afadien-

do el conlcleo de p,
c

] — HomQ(X,G') — Homm(X,G)&Homm(X,G") P, Coker (py) —=1

esto resolveria el problema, pero equivaldria a conocer Pe to cual no sera posible
en general. Por lo tanto la sclucion estara en ir afadiendo morfismos.a conjuntos que
dependan solamente de los datos iniciales G' ,G,G'" y p péro no de p* .

Asi el siguiente morfismo no puede ser en general sobre y una solucidon serfa ir afia-
diendo morfismos a la sucesion (|) , de forma que cada morfismo mida la exactitud del ante—
rior, esto es que la sucesion prolongada siga siendo exacta. Se intenta ademas dar una
definicidon axiomatica de los puntos a afadir de tal forma que dependan funtorialmente‘ , Si
es posible, de los datos iniciales; el cuarto puntode X y G' , el quintode Xy G, el sexto
de X y G'"' vy asi sucesivamente.

Este es el problema tedrico planteado por Grothendieck a principios de la decada
de los 50 , dio origen a la cohomologia no abeliana. Suresolucion sera el principal obje-

tivo de este trabajo.

Si la categoria C es abeliana, la exactitud de!l funtor HomC(X, -:‘) puede
ser medida por el funtor valuado en grupos H](X, -) = Ext] [X, —] ( clases de isomorfismo
de extensiones ), obteniendose el morfismo de conexidon ’()O:Homq:(X,G") —H (X,5")
levantando por pullback la extension G'€——G —»G'' via los elementos de Homq:gX,G").
De forma analoga, |la desviacion de la exactitud del funtor H](X, - ) puede ser medida por
el funtor tambien valuado en grupos HZ(X, -) = Extz[)(, —] y asi sucesivamente obtenemos
asociada a la sucesion exacta corta en € una sucesion exacta larga de grupos:

1
1 — Hom(X,6") — Hom_(X,G) — Hom _(X,G'") —> H(X,6") —> H(X,5)

1
HUX,6'") —— 1™ (X, 6" HM* N, 6) —e R X, Gt —.
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ltamada sucesion exacta larga de cohomologia, donde Hn(X, ~ ) =Ext" [X, —] esta dado

mediante clases de Yoneda de n-extensiones.

Las teorias generales de cohomologia, desarro!ladas después del tr‘abajé de
Grothendieck : "'Sur quelques points d'algebre homologique " ( Tohoku Math. J. 9 ,1957 ),
permiten resolver este problema , para un amplio margen de categorias, cuando la su.;cesibn
exacta corta sea de objetos grupo abelianos. Asi por ejemplo si la categoria € es triplea-
ble sobre una categoria IB que tiene Iimites inversos finitos y G es el cotriple,inducido
por la adjuncion C '“-U_.IB ; utilizando las tecnicas de Barr y Beck para la cohomoiogia

del cotriple, si G' e L G P

- G'' es una sucesion exacta corta de objetos grupo
abelianos en C, el primer grupo de cohomologia del cotriple de X con coeficientes en'G',

HG(X,G‘), sera el que nos mida la desviacion de la exactitud del funtor Homq:(x, - ).

Obteniendose , al igual que en el caso anterior, una sucesidon exacta Iarga de grupog

,D
1—»Horn (X, G)—>Hom (X, G)——»Hom (X, G")—*H(XG) H (X G),

G(><,G") _”, q’;*?x G') —* ;;”(x G) —»

llamada la sucesion larga para la cohomologia del cotriple . J. Duskin [25:\ en 1975 da
una interpretacion simplicial de estos grupos de cohomologia del cotriple H;;(X,G) en
terminos de n-torsores (U-escindidos ) de X sobre los complejos de Eilenberg-Maclane
K(G,n). Es aqui donde aparecen por primera vez ciertos hipergrupoides K(G,n) como sis-

temas de coeficientes.

¢

Notemos tambien que si € es un topo ( que posee objeto de nimeros na -

turales) , entonces la categoria de grupos abelianos internos en € , Ab(C), es abeliana y

el funtor de olvido U : Ab{(C) —> C es monadico, si denotamos F:C —Ab(TC) el funtor
adjunto a la izquierda a U . Entonces dada una sucesion exacta corta de objetos grupo
abelianos en € y tomando X=T ( el objeto terminal de € ) se tiene que el funtor qu@(x,—)
es el funtor de secciones globales [? y es bien conocido que la exactitud de este funtor
puede ser medida por los funtores valuados en grupos Extn [Zq;’ —] , donde Zq; =F(n ).
Obteniendose tambien en este caso una solucion completa del problema. Sutituyendo a €

por la coma categoria €/X , tendriamos una solucién al problema para cualguier obijeto X.

En 1977, P. Glenn en su tesis [31] engloba todas las soluciones (abe-
|
lianas ) mencionadas hasta ahora de la siguiente forma: Si € es una categoria exacta de
Barr con objeto terminal T, se asocia a cada sucesion exacta de objetos grupo abelianos

i N ;
enC: G'«—G —p—wG" y para cada X de € una sucesion exacta larga de grupos en la



co-omologia
i 1 1
1 —~—»Hom¢(><,G')——|5——fHomq:(X,G)p—‘-rHomq:(X,G")EL,-H (X,G") —H (X,3) . ..

n+l

2
HU(X, 6" ™ (X6 —— H™ (X, G) — .

p . p n .
que extiende la sucesion (1), donde los conjuntos de cohomologia H (X,G) estan dados en
terminos de n-torsores de X sobre los complejos de Eilenberg-MaclLane K(G,n). Aparecien-
do de nuevo estos hipergrupoides como sistemas de coef icientes idoneos para su cohomolo-

gia abeliana.

Es de remarcar que en todas la soluciones ofrecidas hasta ahora hay una °
fuerte dependencia del caracter abeliano de'los objetos grupo. A la vistade lo que antecede,
la pregunta que surge es la siguiente:

¢ Que ocurre cuando estos objetos grupo no sean abelianos ? :
Fueron los trabajos de Grothendieck ( recogidos por Giraud [30] )y Frenkel [29] los que
i
primeramente aproximaron una solucion y en ellos se pone de manifiesto que ‘esta estara
estrictamente ligada al concepto de ' fiber bundle " . Siguiendo las ideas de estos auto-
res ( quienes extendieron la sucesion (1) con tres conjuntos mas cuando los objetos grupo
no son abelianos), pero traduciendo sus ideas a un lenguage comn y tratando en la medida
de lo posible imitar los metodos abelianos de Glenn, se pueden reformular sus ideas para
extender la sucesion (1) tres puntos mas como sigue:

H emos de definir en primer lugar el "conjunto'" de cohomologia H1(X,G). y el
morfismo de conexion 90: Hom(t(X,G") — H1(><,G') § suponiendo que € es una catégoria
exacta de Barr con objeto terminal 1.

Observamos entonces que la definicion de Hl(X,G') dada por Grothendieck en un topo

( para X=1 )en términos de clases de isomorfismo de espacios principales y homog’faneos"
del topo, sobre los que actua el grupo G'. y la dada por Frenkel en términos de clases de
""homotopia de cociclos " pueden ser identificados en este contexto de una calegoria ?xacta
de Barr, utilizando clases de isomorfismos de 1-torsores de X sobre el "grupoide" ’K(G, 1).
Tomaremos entonces H1(X,G') = TORS1 [X,K(G', 1):[ el conjunto de clases de isomor-
fismos de 1-torsores de X sobre G' . En este caso, la estructura de grupo del objeto G'
NO induce de forma natural una estructura de grupo en H1(X,G') pero si una de conjunto
punteado, verificandose ademas que H1(><, -) = TORS1 [X, -—l es un funtor de la cat&egor‘ia

de grupos internos en € , Gp(C€), en la categoria de conjuntos punteados.

El 1-torsor de G'' sobre K(G',1)



'] —/———=G6 —G"
Jer |
Gl
donde G'J G denota el objeto grupo producto semidirecto de G' y G, considerando la accion

de G sobre G' por conjugacidn, nos permite definir ( levantando por puliback via los ele-

1
mentos en Hom (X,G'") Jun morfismo de conexion " 90: Hom (X,G'") —H (X,G")

C
de forma que la sucesion :

C

i 2
1) 1 — Hom_(X,G") —%» Hom _(X,G) ~P*+Hom (X,6") —20 1Y (x,6"
C C C
e b, 1 |
——H (X,6) —=H (X,G")

es una sucesion exacta de conjuntos punteados; donde ademas en los tres primeros terminos

es de grupos.

Al intentar extender la sucesion exacta (11) , el primer problema qf_:e sur-
ge seri el de definir el conjunto de cohomologia HZ(X,G') : |
;Cuales seran los sistemas de coeficientes idoneos para definir los conjuntos de céhomo—
togia en dimension dos ?

Podria pensarse en " K(G',2)" pero este'complejo simplicial'" no es un 2—hiper§rupoi—
de ( a menos que G' sea abeliano), por lo que no podemes definir HZ(X,G') como clases de
Yoneda de 2-torsores sobre K(G',2). Ni siquiera en el caso de ser G' abeliano, pod‘riamos
definir el segundo morfismo de conexion ( con esta definicion de H2(X,G') ) a menos que G'
sea central en G .y en este caso , todavia tendriamos problemas en definir H2 para Gy G'..

Existen algunos candidatos de conjuntos H2 que permiten extender la sucesién (I1)
tres puntos mas; por ejemplo los dados por Dedecker [19] para haces de un espacio topolo-
gico paracompacto, los dados por Giraud [30] para ''general topoi ' y los dados por Duskin
( en cartas enviadas a Johnstone en 1976 ) para un topo.

Comentaremos a continuacion estas aproximaciones brevemente:

Aproximacion de Dedecker ( mediante cohomologia de Céch ) .-

La aproximacion de Dedecker para para € |la categoria de haces sobre un espaw‘cio
topolodgico para compacto X, se basa en la idea de que hay que introducir ademas de la
sucesion exacta corta G'e—»G —»G'' (en este caso) de haces de grupos unos ' sistemas
de coeficientes " para la 2-cohomologia , esta idea ha sido basica en los trabajos de
Dedecker. Tales sistemas de coeficientes vienen a ser una traduccion a la categoria de
haces del concepto de mddulo cruzado. Asi un sistema de coeficientes para la 2-cohomolo-

gia es una terna @ = (H,N, (9), donde H y N son haces de grupos, N '"actua" sobre H
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y f£:H —>N esun morfismo de haces de grupos verificando:
i) e h)=ne(h)n
i) s hpen!
para elementos neN , h,h'e H en la misma fibra.
Estos sistemas de coeficientes, con la definicion natural de morfismos entre ello; ,
forman una categoria C2 . Dedecker define entonces los conjuntos de cohomologia
HZ(X, @ ) ( ala manera de Cé€ch, usando recubrimientos de X ) mediante clases de equiva-

lencia de ""2-cociclos' sobre @ . Estos conjuntos ya no seran conjuntos punteados sino

que en ellos existiran dos tipos de elementos distinguidos a los que Dedecker Ilama elemen-

tos "

neutros' y elementos '"nutos' , verificandose que HZ(X, - ) es funtorial respecto
a morfismos de sistemas de coeficientes.

Para extender la sucesion (1) se necesitara entonces un sistema de coeficientes
§: (G',N, ¢ ) de forma que @' = (G',N', ¢/G') sea tambien un sistema de coeficientes.
Utilizando tecnicas muy particulares de la categoria de haces sobre un espacio topologico
paracompacto, Dedecker define el segundo morfismo de conexion y extiende la sucesion

(11) dos puntos mas:

1
| — HomC(X,G') ——yHomC(X,G) ——HomC(X,G”) —_—H (X,G') — H1(X,G) —

— H'(X,6") — HAX, §') — Hz(x,ii)
donde 1a exactitud en los Ultimos puntos esta dada a partir de los elementos neutros vy
nulos .

La idea basica que ha dominado nuestra investigacion en cohomologia no abeliania ha
sido la de obtener los conjuntos H2 ( y en general los Hn) en términos simpliciales, toman-
do como coeficientes 2-hipergrupoides ( n-hipergrupoides ) . Asi despuées de un detallado
estudio de los 2-cociclos de Dedecker y sus sistemas de coeficientes, logramos aso;iar
a cada sistema de coeficientes @ un 2-hipergrupoide Gé" ( estableciendo un funtor
desde la categoria C2 a la categoria de 2-hipergrupoides en € ,2-HPGPD(C) ) de forma
que los 2-cociclos de Dedecker desc_ie un recubrimiento U de X en ;QE correspondan a aplica-
ciones simpliciales desde el complejo simplicial asociado a U al 2-hipergrupoide G §
( 2-cociclos simpliciales ). Fue posteriormente cuando conoci las ideas de Duskin, quien
obtenia este 2-hipergrupoide G@"utilizando un funtor clasificador W , que generaliza al

clasicamente conocido en la categoria de grupos simpliciales [1 1] , [44}.

Aproximacion de Giraud .-

Supongamos que € es un '"general topoi "' y X el objeto terminal T en (IZ3 .
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La aproximacion de Giraud esta basada en la siguiente observacion de Grothendieck :
" La obstruccion al levantamiento de un G-torsor por un G-torsor ya esta encontrada''.
Considérese para cada G''-torsor &, (i.e. 1-torsor de T sobre K(G'',1))

ExE S E —1

o(l—*’

G‘\
la siguiente categoria fibrada; Para cada objeto Y de €, sea R (Y) ( RE(Y) ) la cate-
goria cuyos objetos son los levantamientos locales" del torsor ¢x,, i.e. diagramas con-

tati
mutativos ] ExF — F v

AN N\ N\
G ExE T/ E ———»1

N A

aul|

2

donde {3. es un torsor en TORS1(Y,K(G, 1) ) ( notemos que esto es equivalente a dar el
par (B., ¢ ) donde ¥ es un isomorfismo de los torsores,de Y, P, (B.) v TD(T , este
Gltimo esta obtenido al levantar por pullback e! G''-torsor (X, via el morfismo Y —ﬁ‘v‘ﬂ ).
Con la definicion natural de morfismo, R (Y) viene a ser un grupoide para cada objeto Y vy
R (-) un "seudo funtor'" sobre € ( para cada morfismo f:Y —sY' R (f) se obtendra
mediante levantamientos por pullback via f ) .

Se tiene entonces que R es "trivial" si R(M)# O i.e. si existe un levantamien-
to global , asi X, —> R define la obstruccion .

La version axiomatica de tales categorias fibradas es llamada por Giraud "gerbe".

Para recobrar algin lazo de union con los grupos de partida Giraud tiene que introducir
la nocion de !"lien'" que desempefiara la funcion que tenian los grupos de coeficientes‘.

Cada ""gerbe' esta asociado a un "lien" as! Giraud define HZ(G') como el conjunto de

clases de equivalencia (mediante morfismos '"cartesianos' ) de ""gerbes' cuyo "lien"  es el

grupo G' . EI conjunto resultante no es funtorial (ni en grupos ni en '"liens" ), en el
mejor de los casos se puede obtener asociado a un morfismo de ''liens' o de grupos una

2 . . \ .
""correspondencia' entre los conjuntos H . Para un epimorfismo esta correspondencia si

es funtorial, obteniendose una ''sucesion exacta'

H(G) — H (G Olp) —0 HAG") ——HAG")

donde Of(p) es el conjunto de (gerbes) "levantamientos locales'" de G" -torsores; desa—

fortunadamente estos '

'gerbes' no tienen por que tener a G' como '"'lien" asociado, vy
——C0O denota solamente una correspondencia entre conjuntos.

2
Giraud prueba que si G' es central en G entonces O{p) coincide con H (G') y en



general para cualquier grupo abeliano A , H2(A) coincide con el conjunto
de clases de Yoneda de 2-torsores (de 1) sobre K(A,2).

Aproximacion de Duskin .-

En la teoria de Giraud, se considera para cada G''-torsor ., el
""gerbe' de los "levantamientos locales" de ., Ry, La axiomatizacion de esta n;)cibn
en terminos de categorias fibradas requiere una complicada maquinaria , por lo que é‘sta
aproximacion encierra muchas dificultades.
La aproximacion de Duskin esti basada en la obserbacion de que en lugar de consi-

derar el '"gerbe" RD( » hay objetos mucho mas simples en el topo que pueden ser consi-

derados: Dado un G''-torsor X, , levantando por pullback este torsor via el epimor-
fismo p:G —=G'', obtenemos un grupoide p¥*(x.) junto con un epimorfismo ( proyeccion)
a K(G,1)

p¥ (o) P ——=¢€

/TI

Gll _—)'n

Este grupoide es conexo ( i.e. el morfismo Eo—ar ExE es un epimorfismo ) e '"interna-

mente no vacio " ( i.e. E —> 1 es un epimorfismo ) ademas el grupo de endomorfismos
del grupoide p*(o(.) es isomorfo a ExG' . E , verificandose que este grupoide; es
"esencialmente equivalente "' al grupoide K(G',1). |
A partir de estos grupoides se obtiene con la apropiada definicion de marfismo
una categoria, Duskin propone al conjunto de componentes conexas de esta categoria ,
Hé (1,G"), como candidato idéneo para continuar la sucesion. Con el morfismo de conexion
[r)1:H1 (n,Gg" —)Hé(ﬂ ,G") dado por [cx] — [p'(o(.)] . Ademas en el caso en el caso
en que G actue sobre G' por automorfismos interiores de G' ( este es el caso por ejem-
plo si G' es central en G ) entonces Hé(ﬂ ,G') coincide con el conjunto de clases de Yoneda
de 2-torsores sobre K(G)2).
Para comparar con las otras teorias Duskin necesita tener un ' sistema de cogficientes"
!
y definir via este el conjunto de cohomologia Hé(ﬂ yG') , por lo que influenciado pé)r‘ el
exito de su alumno P. Glenn, quien toma 2-hipergrupoides como sistemas de coeficientes
en el caso abeliano, trata de identificar el conjunto de cohomologia Hé(ﬂ ,G') conlw el
conjunto de clases de Yoneda de 2-torsores sobre algin 2-hipergrupoide y definir tambien

en estos terminos los siguientes conjuntos de cohomologia en dimension dos. Es aqui donde

- . 2 ‘
entran en juego por primera vez el funtor W vy los 2-hipergrupoides |£_tG (G") vy
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Int” (G) obtenidos aplicando una generalizacion a la categoria de complejos simpliciales

¥

en Gp(C) del funtor clasificador W , a los grupoides en Gp ; G':] Int{G) —/———= Int{G)

y G jlnt(G) 2 Int(G) , obtenidos a partir de los mbédulos cruzados £/G":G' —Int(G)

e : G —>Int(G) respectivamente , donde ¢ es el morfismo canbnico .

Notemos que a partir de esta dimensidén no existen en la bibliografia candidatos

para definir los siguientes conjuntos de cohomologia no abeliana.

El caso algebraico. -

E! problema de medir la exactitud del funtor Homq:(x, - ), cuando la categoria
T es 'algebraica'" y en ella tiene sentido definir sucesiones exactas cortas, tiene un
enunciado diferente.

Por ejemplo si C es la categoria de grupos ,Gp, es bien conocido que Iog obje-
tos grupo en Gp son los grupos abelianos, por tanto dar una sucesion exacta corta de
objetos grupo en Gp es equivalente a dar una sucesion exacta corta de grupos abeliahos
y asi ta solucion abeliana valdria en este caso. Se toma entonces un grupo X y una suce-
sion exacta corta de X-grupos G"—i—>G LYY , teniendose entonces una sucesion

exacta de conjuntos punteados

(1) 1 —>Der (X,6" —*, Der(X,8) ~P*_, Der(X,G")
donde Der(X,-) es el funtor derivaciones. El principal objetivo de la cohomologia no abe-
liana en grupos sera extender , de forma apropiada, la sucesion (I1).

los trabajos mas relevantes en este sentido son los de Dedecer‘[1 8] , [20:, aﬂ,! [24],
Lavendhomme y Roisin [37] al [40] y Aznar[lJ , los cuales abordan el problema no s;)Io
para la categoria de grupos sino para un amplio margen de estas categorias algebraiéas.
Todos estos trabajos estan basados en la siguiente idea de Dedecker :

" Para extender la sucesion (I11) tres puntos mds , necesitaremos dar una categoria
de coeficientes (:1 en la que tengan sentido definir sucesiones exactas cortas, junto con
un funtor de olvido C] — Gp que sea''exacto" ( preserve sucesiones exactas c’or‘tas).
Analogamente para extender la sucesidn de seis puntos resultante, otros tres punto; mas,
se necesitara otra categoria de coeficientes Cz en la que tambien se puedan definir
sucesiones exactas cortas, junto con un funtor de olvido"exacto" Cz-—? C] y asi
sucesivamente "

Como categoria de coeficientes C1 Dedecker , en el caso de ser €C=Gp, vy
Aznar , en categorias de interés , toman la categoria de "modulos cruzados' , definiendo

una sucesion exacta corta de mbddulos cruzados como un diagrama :



e

G'« >

C‘; Gll
~
H 4 LA
donde la sucesion G'«—» G —G'' es exacta de grupos y H'' es el grupo cociente

de H por Img(¢') que es un subgrupo normal .
Dada entonces una sucesion exacta corta de modulos cruzados

y un morfismo ‘P: X —H se obtiene una sucesion ' exacta "

' 1" 1 !
(V) 1 —>He(X, §) ———— HyX, §) — Ho X0 ) Ho(X, &)

1 1 "
H (X, — H (X,
%0 8 SN

! R 4
donde H??(X,é) es el conjunto:de morfismos de grupos f:X — G:] H tales que compues-

.2 f . . ) .
tos con la proyeccion de G jH en H den el morfismo ¥ , o equivalentemente el conjun-

5

to de derivaciones de X en G' considerando la accion de X sobre G' inducida por la acciéon

de H via el morfismo (P ( analogamente para H(‘)P(X’ @) y HC;/,V(X, $) ) y los conjuntos

H'  vienen dados en teminos de clases de equivalencia de '"cociclos'. Notemos que enel
caso de tener una sucesion exacta de X-grupos G'é&——»G —=»G'', tomando como suce-

sidon exacta corta de modulos cruzados a

G &—> G > G"'

\?l | [e

x —__»Hll

donde el moédulo cruzado (’:G — X es el obtenido levantando por pullback el mbdulo cru-
zado de los automorfismos de G, G —s Aut(G), via e! morfismo X —Aut(G) inducido

por la accion de X sobre G, la sucesion (1V) para f = id>< extiende a la sucesion (II1).

Para seguir extendiendo la sucesion (1V) otros tres puntos mas , Dedecker y
Lavendhomme [24], [3'7] ,[38] y tratan de tomar como siguiente categoria de coeficientes C2
la categoria de '"2-categorias' en grupos ( que coincide como vemos en 2.2 , con la catego-
ria de '"2-grupoides' en grupos ). Aunque esta idea es correcta, la complejidad de éu

definicion de 2-cociclo hace practicamente inviable su solucién .

La solucion al problema que aqui damos, engloba a las anteriores ( tanto en

el caso general como en el algebraico ) y esta dada en el contexto de una categoria exacta

de Barr .
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Nuestra idea primitiva estaba mas en la linea de los trabajos de Dedecker vy se
basaba en |a observacion de que la categoria de modulos cruzados en Gp es equivalente
a la categoria de grupoides en Gp, por tanto el concepto de sucesion exacta de médula;s
cruzados tiene un analogo en la categoria de grupoides en Gp .

A partir de €sta el profesor Aznar y yo logramos axiomatizar el concepto de
sucesion exacta corta de grupoides en una categoria exacta de Barr ( ver 1.1), asf la
categoria de grupoides en € ,GPD(C), se nos muestra idonea como categoria de coeficientes,
definiendose los conjuntos H1 como clases de equivalencia de 1-torsores . Obteniendose
ademas, asociada a cada sucesion exacta corta de grupoides GIC—i—> G. —B-—»G'.' (junto

con un morfismo $:X — G ) una sucesidon'exacta" de seis puntos
o

o , 0 o . T .

(V) 1 ——’H([P)(X,G.) —_— H(LP)(X,G.) — H(potp)(x'G') H(‘P)(X’G')
1 1 "
H(LP)(X,G.) H(pokp(X,G. )

que extiende a- la sucesion (l) cuando la sucesion exacta corta de grupoides proviene
de una sucesion exacta corta de objetos grupo en € y coincide con la sucesion (1V) ¢éuando

C sea la categoria de grupos ( o una categoria de interées ).

Pensamos entonces que la segunda categoria de coeficientes pc;drfa
ser la de 2-hipergrupoides en € , 2-HPGPD(C) , ( estudiada en 1.2 ), ya que se dispone
de un funtor de olvido W:2-HPGPD(C) —— GPD(C) vy un candidato para los conjuntos H2
con coeficientes en 2-hipergrupoides ( clases de Yoneda de 2-torsores). Nuestr‘és
esfuerzos se dedicaron entonces a buscar una apropiada definicion de sucesion exacia
corta de 2-hipergrupoides, de forma-que e! funtor de olvido U fuese exacto.

Tras un periodo sin exito, mi visita al departamento de matematicas de S.U.N.Y. en
Buffalo, me permitio conocer las ideas de profesor Duskin y su generalizacion a la cate-
goria de complejos simpliciales dobles del clasico funtor w (ver 0.3), compr‘obar;ldo que
este funtor establece una equivalencia entre las categorias de 2-grupoides en C ,"ZJCPD(C),
y la de 2-hipergrupoides filtrados en € ,2-FHPGPD(C) , (ver 1,3). Asi comenza;nos a
estudiar en profundidad estas categorias ( y sus generalizaciones a dimensiones sup;eriores ,
ver 1.3 ) descrbriendo lo que hemos Ilamado " complejo de Moore" de un 2—grup(;ide
(ver 2.2) que nos permitid definir el concepto de grupoide cruzado ( generalizado ,": ver
2.2) observando que las categorias GPD(Gp(T)) y 2-GPD(CT) tienen muchas propieéiades
en comUn; por ejemplo, sera equivalente dar un 2-grupoide o su complejo de Moor‘e“que es
un grupoide cruzado. Asi ( cuando en la categoria Gp(C) tenga sentido el centro de un

objeto, ver 0.1) podemos definir para cada grupoide G. el grupoide de sus automorfismos



interiores, INT(G.), (ver 2.1) teniendose el grupoide cruzado generalizado

@ = (G.,INT(G.), £. ) de los automorfismos interiores, que nos define un 2—grupo}de
INT(G.).. vy este via el funtor W un 2-hipergrupoide filtrado , WUINT(G.)..), ( si-
G. = K(G,1) para G un objeto grupo en € entonces W(INT(G,)) = Ilt2 (G ) definido por Duskin).

Obtenemos de esta forma, a partir de la sucesion exacta corta de grupoides Ljna

sucesion exacta corta de 2-grupoides N!, &—— INT(G.).——> N!! , donde N!. es’ el
2-grupoide asociado al grupoide cruzado generalizado @' = (G! ,INT(G.), /G!) vy N
es el 2-grupoide cociente (ver 3.1), aplicando ahora el funtor W obtenemos una sucesion
(exacta corta ) de 2-hipergrupoides filtrados W(N!,) < W(INT(G.)..) —» W(N!!)
que nos permite definir lo sistemas de coeficientes para los conjuntos H2 (ver 3.1) y exten—
der la sucesion (V) tres puntos mas , obteniendose asi{ una sucesion "exacta'' de nueve
terminos en cohomologia no abeliana ( ver 4.1) . Notemos que si la sucesion exacta corta
de grupoides fuese la asociada a una sucesion exacta corta de objetos grupo en € ,

— 2
G'<— G —»G'", entonces se tiene que W(N!.) = l_n_tG(G') definido por Duskin .

Ahora bien, si aplicamos este razonamiento a la categoria GPD(C) , asociada a
la sucesion exacta corta ( de grupoides en GPD(C) ): N!, &—— INT(G,),, —» Nl‘,i
obtendremos una sucesidn exacta corta de 2-grupoides en GPD(CT) ( que ademas seran
3-grupoides en €) : Z'&~——+2Z —=»2Z'' , donde Z es el 2-grupoide de los automorfis—
mos interiores de INT(G,).. ( en este caso "trivial" por ser INT(G.).. un grupoide abeliano
en GPD(T) ).

Aplicando entonces el funtor W obtenemos una sucesién ( exacta cogrta)
de 2-hipergrupoides en GPD(T) : W (Z') <« W(Z) —*W(Z") vy si lo aplicamos de
nuevo, una sucesion (exacta corta) de 3~hipergrupoides filtrados en C: WZ(Z')C—*V—VZ(Z)—'WZ(Z")
gue nos daran los sistemas de coeficientes para los conjuntos de cohomologia en dimeénsion
tres , H™, asi repitiendo este proceso obtendriamos los n-hipergrupoides filtrados sistemas
de coeficientes.para la cohomologia en dimensiéon n .
Sin embargo, analizando la sucesion exacta corta de 2-grupoides

NI e INT(G.),, —» N!! observamos que N!. es "central' en INT(G.)..( en el sentido
de que el grupo de endomorfismos de N!. es central en INT(G.).. ,esto es la accion de
INT(G.).. sobre Ni.. es 'casi trivial" ). Este hecho facilita en gran medida la obtencion
de los 3-hipergrupoides que seran los sistemas de coeficientes, los cuales definimog axio-
maticamente sin utilizar los 2-grupoides en GPD(C) Z',Z y Z". Esta definicion se gere-

SZ'.,n),

raliza a dimensiones superiores , sugiendo asi los n-hipergrupoides filtrados KINT(G
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KinT ) ZCm Y K6

. - . , n L4 .
definir los conjuntos de cohomologia H en terminos de clases de Yoneda de n-torsores

(Z(G)/2Z2!,n) (ver 3.1), que pueden ser utilizados para

(ver 1.4 , 1.5 , 3.1 y 3.2 donde hemos estudiado detenidamente estos conjuntos ).
En estos conjuntos de cohomologia no abeliana existen dos tipos de elementos distinguidos ,
los elementos ' neutros'y los elementos"nulos " (ver 3.1) que nos permiten establecer

los terminos de la exactitud en la sucesion de cohomologla.

De esta forma obtenemos a partir de la sucesion exacta corta de grupoides,
los n-hipergrupoides que nos serviradn como sistemas de coeficientes para definir los con-
juntos de n-cohomologia. Para esto hemos tenido que imponerle a nuestra categoria exacta
que se puedan definir el objeto centro de un objeto grupo, podemos no obstante suprimir
esta condicion siempre que ademas de la sucesion exacta corta de grupoides tengamos como
dato inicial un grupoide generalizado _@ = (G,,N., (7 ) verificando ciertas condiciones
(ver 3.1) .

E! tercer morfismo de conexion se obtiene comparando la sucesion de nueve
terminos asociada a ka sucesidon exacta corta de grupoides en € y la sucesidon de nueve ter-
minos asociada a la sucesion exacta corta de 2-grupoides ( grupoides en GPD(C) ), por
medio del funtor W . Los morfismos de conexion en dimensiones superiores se obtienen
utilizando medios muy similaras a los dados por Glenn [32] para el caso abeliano.

i

Obtenemos asi una sucesion exacta larga en cohomologla no abeliana ( ver 4.2)

que engloba los casos abelianos y las soluciones parciales mencionadas anteriormente ( ver

capitulo 52 ) .,

Notemos por (Gltimo que los terminos en que esta expresada la exactitud de
la sucesion en cohomologia podrian ser enriquecidos mediante una apropiada teoria de
" obstruccion' en dimensiones superiores que generalice a la dada en los casos algebrai-
cos por A.M. Cegarra, A.R.Garzbn y yo mismo en [12] , [131 y [14] ., y de esta forma

dotar, al igual que Dedecker [20] y Aznar [1] , a los conjuntos de cohomologia de estructu-

ra ( de pulpos, arafas, etc. )
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CAPITULO 0.- PRELIMINARES

(0.1) LACATEGORIA BASE C€.-

Nuestro primer objetivo va a ser el escoger una categoriabase ,a la que denotare-
mos a partir de ahora por €/ suficientemente buena' como para que podamos desarrollar
en efla la teoria de cohomologia de torsores y suficientemente "genérica' como para
gque se engloben los casos en los que ya se han desarrollado teorias de cohomologia.

El contexto idoneo para desarrollar la teoria de cohomologia de torsores sera el de-

una categoria exacta de Barr [3] .Recodermos ahora alguna terminologia:

Denotaremos por Homm( X,Y ) o simplemente Hom ( X,Y ),cuando no existe duda en ! a
categoria en la que estamos ,al conjunto de morfismos en € del objeto X al objeto Y de
T . Dados morfismos f: X—Y y g: Y= Z denoteremos por g f a la composicion

X——fY—g_,Z. Sea f: X—3 Y un morfismo en € ,el ''par _nlcleo " de f ( si existe ) es

el objeto pullback:
pr
Xx X o

5X
v

. f

P 1, f l
X v

D

junto con el par de morfismos {(pr , pr‘1) . Un par de morfismos p q: XY se llama
o

un "par de equivalencia " si para cada objeto Z en € ,la aplicacion

<g »q,> :Hom (2, X)C&— Hom (Z,Y ) x Hom (Z,Y ) (donde R denota la aplica-
cion Hom ( Z,p ) : Hom (Z,X ) —— Hom ( Z,VY) que asocia a cada morfismo f: Z—3 X,

el morfismo composicion pf :Z —Y ,y <R q’> denota la aplicacion que asocia
a cada f: Z —3 X el par de morfismos (pf , gf ) )} es inyectiva y su imagendefine una

relacion de equivalencia en Hom( Z,Y ) . Se verifica que cada par nlcieo es un par

de equivalencia ,sin embargo el reciproco no ‘tiene porque ser cierto. Un par de equiva-

lencia se dice " efectivo ' si es el par nlicleo de algin morfismo.

Un " epimorfismo regular ' es un morfismo que es coigualador de algln par de morfismos,

denotaremos '"'—n'" a los epimorfismos regulares. En este trabajo nos interesan sola-
mente aquellos epimorfismos que son regulares por lo tanto siempre que se diga epimor-

fismo se entendera epimorfismo regular.

Una categoria se Ilamd' regular " si tiene limites finitos,coigualadores de pares nucleos

¥



(0.1.2)
(0.1.3)
(0.1.4)
(0.1.5)

y cada epimorfismo regular es estable (i.e. epimorfismos regulares son preservados

por pullback ). {

Una categoriz se llama ""exacta'' en el sentido de Barr si es regular y cada par de

equivalencia es efectivo. Algunos ejemplos de categorias exactas son: La categoria de
conjuntos (Set), la categoria de grupos (Gp), las categorias de interéed[1 ], variedades
de Mal'cev [46]y en general cualquier categoria monadica sobre conjuntos. Cualqguier
categoria abeliana, cualquier categoria de haces en conjuntos, cualquier categoria de
funtores desde una categoria pequefia en conjuntos y en general cualquier topo .

Por tanto, tomando como categoria base a una categoria exacta de Barr estar‘emo;s en
un contexto idoneo y ademas cubriremoscomo ejemplos las categorias mas usuales en las
que se han desarrollado teorias de cahomologia. Apartir de ahora € denotara a una ca-
tegoria exacta de Barr en la que supondremos existe un objeto terminal, que denotalremos
por 1.

En € se verificaran entre otras las siguientes propiedades:

Cada morfismo se descompone de forma Unica salvo isomorfismo como un epimorfismo
seqguido de un monomorfismo.

La composicion de epimorfismos es un epimorfismo.

Si la composicion gp es un epimorfismo entonces tambien lo es q.

Cada morfismo que sea monomorfismo y epimorfismo es un isomorfismo.

Para cualguier objeto X de € la coma categoria €/X, cuyos objetos son morfismos
T—X en € y cuyos morfismos son diagramas conmutativos T — T' en C : €S

tambien exacta de Barr// \‘X/

Un diagrama en €

se dira "exacto'" o "' sucesidon exacta en el sentido de Barr' si (f ,f1) es el par nucleo de
o

'

pyp es el coigualador de (f ,f1).
o)

ELEMENTOS

i

Aunque gran parte de la importancia de la teoria de categorias radica en la abstqaccibn,
evitandose el uso de argumentos en los que se utilicen elementos, algunos autores han
Ll
reintroducido ciertas generalizaciones del concepto de elemento en categorias, de forma

que algunos razonamientos categoricos pueden hacerse paraletamente a otros que son
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familiares en la categoria de conjuntos. A continuacion introduciremos algunas de estas
generalizaciones del concepto de elemento.

Elementos de Yoneda.

Sean Xy T objetos en €, un ' elemento genérico ' o " elemento de Yoneda "' de X,

definido en T o variable en T es un morfismo x:T——X en €. Denotaremos por x eTX o)
simplemente x € X a un elemento generico de X (definido en T).

Notemos que si x eTX y f:X —Y es un morfismo en €, entonces el morfismo composi-
cion fx sera un elemento de Y definido en T. Asi cada morfismo "f'' en € puede ser con-
siderado como una aplicacion desde los elementos de X (definidos en T) a tos de VY (defi-
nidos en T). A menudo denotaremos por f(x) al elemento fx de Y. Reciprocamente: ;cuan-
do sera suficiente dar una aplicacion desde los elementos de Yoneda de X a los de Y,
para tener definido un morfismo de X a Y?. La respuesta a esta pregunta se obtiene como
un corolario inmediato de la siguiente proposicion (ver[34] ),

Proposicién (Lema de Yoneda).

Sea t una transformacion natural del funtor Homq:(x,-) en un funtor F:C — Set.

Entonces 1 41 (idx) define una correspondencia biyectiva entre el conjunto

X

[ Hom(L(X,—-),F] de transformaciones naturales de Hom (X,-) a F y el conjunto F(A) //

C

Como corolario, tomando F=Hom _(X',-) © F=Hom¢(-,>(’) para X' un objeto de €T, obte-

C

nemos biyecciones de Homq:(X‘,X) conl Homq:(x,—),Hom(I

( Hornq:(—,X),Homq:(—,X‘) } . Usando tambien esta proposicion podremos tambien asegurar
;

que un objeto de € es un limite, cuando lo hayamos comprobado consus elementos de

(X',=) 1y de Hom¢p<,><') con

Yoneda.

Elementos de Barr,

Un " elemento de Barr ' de un objeto X de € es un elemento de F(X), para F:T —Set

cualguier funtor que preserve limites inversos y coigualadores.

Como consecuencia de la siguiente proposicion (Metateorema de Barr{3] ) tendremos
que para comprobar una propiedad de un diagrama en € (que solo envuelva limites inver-
sos y coigualadores), bastara con probarla con los elementos de Barr.

Proposicion (Metateorema de Barr).

Cada diagrama pequefio, que mediante argumentos de caza de diagramas sea valido
en Set, es valido en €. Suponiendo que en el diagrama solo aparecen limites inversos

finitos y coigualadores de pares de morfismos f,g:X —Y tales que para todo objeto T



de € <f,,g.>:Hom (T, X) —s Homa(T,Y)xHomq:(T,Y) tiene por imagen una relacion de

T,/

En lo que sigue llamaremos

a

equivalencia en Hom

C

11 1"

elementos " indistintamente a los elementos de Yoneda o
Barr.

).1.10) Categorias internas en €.

" " C, en € consiste de:

Upra ' categoria interna

(i) Un par de objetos Co y C1 de € (llamados objeto de objetos y objeto de morfismos o
So

‘/d’\

(ii) Cuatro morfismos en €; C,: C éC —; C _—’ C , donde C]é C‘| es el objeto

&

pullback de C] _— C ‘__C

flechas respectivamente).

(ii1) Verificando que los siguientes diagramas conmutan

pr pry
C1 —— 0— C16C1 _— C1
do m d1
Ce—h c, _% ¢
o o

(asociatividad) C1 6C1 X C1 —w—) C]é Cl
O

o o)
xid i lm
m

o
(s.d_,id) (id, s dy)
. o-o! N . 120
(unidades) C1 N C]é C1 ¢ C1
o
B
id id
C

A los elementos de Co los llamaremos objetos de la categoria interna C, y a los de C1
morfismos o flechas, a los elementos en la imagen de SO:CO—)C1 los llamaremos identi-
dades o unidades , a los morfismos dO y d] morfismos dominio y codominio respectiya—
mente. A los morfismos "f'" de C, los representaremos por una fleccha J

d () ——d, ()

Dado un elemento arbitrario (f,g) de C1é , que llamaremos par componible, denotaremos

m(f,g)=fg y lo repr‘esentaremos

g
d () /\» d ()=d_(g) — > d ()

~_ s
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Notemos que aunque la composicion de morfismos en la categoria @ ,X-—E?Y—clyz, la es-
tamos denotando qp, la conposicion o multiplicacion de morfismos en una categoria in‘ter—
na C,la estamos denotando sin invertir el orden. Aunque esta notacion pueda inducir a
confusiones ,la hemos adoptado para recarcar la similitud entrecategorias internas en

€ y monoides internos en €, notemos tambien que esta notaci on ha sido utilizada por
varios autores como son MaclLane, Glenn, etc...

A menudo representaremos a una categoria interna C, en € solamente por un diagrama
Cao: C,—3C

sin hacer mencion explicita del morfismo multiplicacin m : C1 X C(5 —_— C1

Unfu ntor interno | : C,—— C/, entre categorias internas en € consta de un par de
morfismos en C, Fo : CO' —_ C'o , F1 : C1 e C1' haciendo conmutativo el dia-
grama

C =

1 %

F F

! S C!

G 0
y verificando que F1 (fg) = F1(f ) F]( g).
Adelantando resultados diremos que un grupoide interno en € s'era una categoria intermna
en la que toda flecha es invertible.
E jemplos

1)

-Cualqguier categoria pequefia es una categoria interna en Set.
-Si M es un objeto monoide en @ entonces M —— 1l es una categoria internaen €,

. . '
asi mismo si Me——s X es un objeto monoide en €/ X se considera como una categoria

interna en € .

Categoriad'cartesianas cerradas' .lLa categoria interna " Full " .

En § 2.1, definiremos el grupoide de Automorfismos .Como veremos para definir el
grupoide de automorfismos necesitaremos que la categoria € sea ademas ' Cartesiana
"

cerrada

La categoria € es '"cartesiana cerrada'' si para cada objeto X de @ , el funtor
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(-)x X: © — C tiene una adjunto derecha " funtor exponencial "' ( )>< : € —C.

Notemos que si T es cartesiana cerrada ,tambien lo sera cualquiera coma categor}'a

@/X ,para todo X . Intuitivamente decirhue € es cartesiana cerrada significa que pa-
ra cada par de objetos X e Y en Q€ existe un objeto de @ ,denotado por XY,cuyos

elementos pueden ser representados por morfismos f: Y — X.

la siguiente definicion nos dara un ejemplo de categoria interna en € ,cuando @ sea car-

tesiana cerrada.

2.1.12) Definicion (La categoria Full )
Supongamos que € es cartesiana cerrada,sead: E — X un morfismo en € , denote
mos por pr ., pr: X x X —— X a los morfismos proyeccion y por pr(E) , pr"{(E) a
o)

los objetos pullback

pr*;(E) _ E pr‘; () ———— E
l 1 d y 1 l d
pr pr‘1
Xx X —— X XXX — X

respectivamente.Considerando a pr (E) —— XxXvya pr:(E) — 3 X x X como
objetos en la categoria ( tamb|en cartesiana cerrada ) T/XxX ,definimos Full(E) como el
objeto en €/ XxX , pro(E) (EZ____, X x X. Utilizando la adjuncion

(=) x pr (E) — )pr‘1 (E) tenemos que dar un elemento t de Full(E) (en @/ XxX)

1
definidoen T &i)—) X x X, i.e. un diagrama conmutativo

T —————, Full (E)

(x,y)\ /

X x X

] . * .
es equivalente a dar un morfismo t' : T x E ——— pr(E) haciendo conmutar el cuadra-
Y o '

do de la izquierda en el siguiente diagrama

Tx E —-——t———) prg(E) —_ sy E
Y
- (x,y) ) pr,
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notemos que se tiene un isomorfismo

TxE &X' 7 « pr‘*(E) _  pME) —— —E
y XX, ] 1

r
P

Ty e X

Ahora bien dar el morfismo t' es equivalente a dar un morfismo T T ; E —T § E

haciendo conmutar el triangulo

Si denotamos por d ,d]: Full{E) ——— X a los morfismos composicion
o)

Full{E)—X x X é:-&;x tenemos entonces que dar un'elemento de Full(E) , t: T—Full(E),
)
1

con dt=x vy d]'t= y es equivalente a dar un morfismo t : T x E —»T x E haciendo
. o . \% X

conmutar el tr‘i‘én'gulo“rallado del siguiente diagrama:

Full{E)
A

TxE

E
X g——
N— /
t \

Tx E
Yy

El morfismo idi E ———3 E induce un morfismo que denotaremos S: X—Full (E) ve-

rificando quedo S, = d| s, = id Ful l(E)
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Definanos una multiplicacion entre elementos de Full(E): seant, t': T ———— Full(E)
dos elementos de Full(E) tales que d t= x, d}t = d6 t'=y vy d]t' - 7z sean t:TxE — T
o y X
y e T ; E —— T x E jos morfismos asociados entonces la composicion
Yy

t t' define un elemento t t' de Full(E)

De esta forma se define un morfismo en € m: FullE) X Full(E) m—— X

, X
verificandose que L/}-\

FullE),= FullE) x Full(E) —"— Full (E) —o—y X

es un categoria interna en € . %

0.1.13) Categorias donde tiene sentido definir el centro de un objeto grupo.

Dado un objeto grupo A en @ no tiene porque existir un objeto en € cuyos elementos sean
aquellos z € A que comnmutan con cualquier otro elemento de A,i.e. za=az Vae A.

Sarr en [4] da 'a siguiente definicion :una categoria B es una Z-categoria si sa{tis—
face Iasysiguientes condiciones:

(Z1) (B es punteada (tiene objeto cero )

(Z2) B tiene colimites finitos (I imites proyectivos)

(Z3) Las inyecciones canonicas ><1 iid_,:') x'x >§ M )(2

son colectivamente épicas para cada >(1 , XZ en (B.Donde hemos denotado por " ' al

morfismo cerode X en X , i -0,1.
{

(Z24) Cada morfismo fi X ~——a Y en IB factoriza como X » YO » Y donde
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X — Y0 es un coigualador e YO——_;Y es monica.

(25) Si X esunobjetoen IBy {Xi} es una familia dirigida de subobjetos de X ,en-
tonces <:olim)§I existe y es un subobjeto de X.

(Z6) Para cada X' en IB el funtor Xx~ conmuta con aquellos limites inductivos menc io~

nados en (Z4) y (Z5).Esto significa que si f:X —Y €s un morfismo con factorizacion

X 5 Yo s Y como en (Z4) ,entonces X'x X ——s X'x YO es tambien

un coigulador y Xx Yo—-—v XxY sigue siendo monica.Analogamente si { XI } es una
familia de subobjetos de X ,entonces colim(X'xXi) —— X'xcolim X' es un isomorfismo
natural.

Y posteriormente prueba que si IB es una Z-categoria entonces se puede definir el objeto
centro de cualquier objeto de [B.

Si tomamos la categoria Gp ( € ) de objetos grupos en @ (recordemos que € es una ca-
tegoria exacta de Barr),esta verifica los axiomas (Z1) (Z2) (Z3)(Z4) Y (Z6) y puede no
verificar el axioma (Z25) .

Si Gp( @ ) verifica el axioma (Z5) podemos hab lar de centro de un objeto grupo en € .
Sin embargo no es necesario imponer a Gp (€ ) el axioma (Z5) para que podamos hablar
de centro de su objeto grupo en € ,por ejemplo:si € es ura variedad de Mal'cev,todo ob-
jeto grupo de @ es abeliano y por tanto el centro de un objeto grupo en € es &l mismo .
Asi aunque € no satisfaga los axiomas ' Z' tiene trivialmente sentido hablar del centro-
de un objeto grupo en C .

Otro ejempio en el que se puede definir el centro de un objeto grupo en € y no tiene por-
que verificarse los axiomas " Z ' en Gp( @ ),es cuando @ sea cartesiana cerrada.Vea-
mos como se define en este caso el centro de un objeto grupo A en C ; denotemos por
m:A x A —— A el morfismo multiplicacion de A y por t: A x A —— A x A el morfis-
mo transposicion (t(a,b)=(b,a)) .Utilizando la adjuncion -x A —( )A ,el par de morfis-

A
mos m,mt:A x A — A inducen dos morfismos u,v:A—A | entonces el centrode A,

Z(A) se define como el igualador de u,v.

2(A) = Equlu,v Gy A =3 AN

Notemos que u y v estan definidas (utilizando elementos) por

U:atr— miag,=): A——y A
b t——— m(a,b)= a.b

viate—am(-,a) : A —m A
b t—— mi(b,a)=b.a
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Por tanto cuando hablemos del centro de un objeto grupo en € ( y posteriormente del cen-
tro de un grupoide en € ) supondremos que la categoria Gp(QT ) verifica(Z5) o bien que

C es cartesiana cerrada o0 bien que es trivial la definicion de centro en Gp(C€ ) .

Notemos que todos los egmplos de categorias exactas de Barr que mencionamos en la pagi-

na 14 satisfacen una de estas tres condiciones.

OBJETOS SIMPLICIALES Y HOMOTOPIAS

En esta seccion recordarenps algunas definiciones y propiedades relativas a los ob-
jetos simpliciales en €, para obtener informaciéon adicional sobre el tema el lector pue-

de dirigirse a Cartan [ 111 ,Moore [45] ,May [44] ,Curtis [16] ,0 Dusk int [25]

Objetos simplicia les.

Sea /A la categoria cuyos objetos son conjuntos no vacios finitos totalmente ordena-
dos [n] ={0,1,2,...,n }y cuyos morfi smos son las aplicaciones no decrecientes .

Entre todas las aplicaciones no decrecientes se encuentran las siguientes:

‘Gi : [nl———[n + 1 ] definida para i=0........ n+l por
' 0=j = i-1

8-()) = {J. Se =

i j# i= ] = n

y Oi : [n41] —— [n] pPara i=0,..uevvnn.. ,n definida por
S ] o= j=i

o =
; (9 {3-1 i+l j sl

Se verifica que cualquier otro morfismo en /A se obtiene como composicion de morfis-

mos 3 y 0j. .Asipodemos representar la categoria /A como
So
m
= T
A = [l = [ nel]
(-]
f
Un " objeto simplicial " 6 " complejo simplicial " en @ es por definicion

. o
un funtor contravariante defd enC ,0 bien un funtor X, A p__-——) C.Denotare-

/N ©°P ) .
mos porSimpl{C )= € A la categoria de objetos simpliciales y morfismos de obje-

tos simpliciales ,que corresponderan a las transformaciones naturales entre funtores

de A% en €. Den otaremos porSimpl( X., Y.) © simplimente ( X,Y, ) al conju-

to de morfismos simpliciales de X, a Y
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o
Si X, A LY ) es un objeto simplicial,denotaremos:

X, [n]= Xn, X, ( Si)=di y X_(oi) = s,

llamaremos a X objeto de simplices de dimension n ( 6 n-simplices), operadores ca-
n
ras a los mismos morfismos d. y degeneracion a loss . Asi un objeto simplicial
i i

X, en @ sera representado por un diagrama en €.

I S... m S
m m /——\
Xo=ooo XS NK L. X, T x4
‘ n+1d“——; n 2 —— % — ] I E— o
net _3;__—’ i
De las propiedades que satisfacen las aplicaciones S. vy o, se deducen las siguientes
I |

ecuaciones que llamaremos " identidades simpliciales '':

dl dJ = dj—1 dl 0 £ | == j o= n+1
S . S. = S S.
i IEA o= i = j = n-1
Si.1 9
d . = J <<
I J
id b= j ’ ':J+]
d
Sj =1 i >J+]

En lo que sigue un objeto simplicial X,en T sera un diagrama (0.2.1) cuyos morfismos
satisfacen las identidades simpliciales (G:2.2) .Dualmente se pueden definir co-comple-
jos simpliciales. j
Dado un objeto X de C ,e! funtor constante de AP en € que lleva todo conjunto fi-
nito [n] en X vy toda aplicacion en /AOD en id>< sera denotado K ( X ,0).

Un morfismo de objetos simpliciales f: X,———Y, (i.e. una transformacion natural
de X, a Y,) corresponderd a una familia f = {fn: X — Yn y 04&n } de
mor fismos en € que conmutan con los operadores caras y degeneraciones.

FPor otra parte,si denotamos por /A\J‘ﬁ‘a la categaria A junto con el conjunto va-

. cmmo ) . . . op
cio ,Hamaremos '"¢émplejo simplicial aumentando en € ' a un funtor de@Vi#)) en (]Z’. un,

complejo simplicial aumentado en ¢ consiste de un complejo simplicial X, junto con un

morfismo d ¢+ X ——m X . talque dd =4d d'l y lo representaremos por
o - oo o

O
X oo X s X X T Ty x b X
¢ n = -1 1 —3— o -1

(<]
diremos que el complejo simplicial X, 6 esta aumentado por X_] .
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Normalmente en los diagramas (0.2.1) y (0.2.3) que representan objetos simpliciales,

no escribiremos los operadores degeneracion S . .
|

Ur'morfismo de complejos simpliciales aumentados' sera un diagrama conmutativo

X
-»

d

<

|
—_
~
|
—

Un morfismo de complejos simpliciales aumentados por un mismo objeto X sera un dia-

grama conmutativo

Xt v,
(N % |
o]
X o]

Es conveniente observar que la categoria de objetos simpliciales en € aumentadas por
un objeto X es equivalente a la categoria de objetos simpliciales en la coma cateéo—
ria C/X.

Homotopias.

Sean f, ,g, :X;{—Y, dos morfismos simpliciales ,una homotopia h,: f—— 9, de f,

a g es un sistema de morfismos {h,n : X — Y , 0=i = n }
e i n n+1
X [e———— s X
' 2 x] > 0
t £ h, 0 |
elh gl n+ ° "lo
Y,
. 2 Y —p Y
1 — o

satisfaciendo las identidades de homotopia

- d h" =f d h' = g
o o n I N+ o n
.- d h = h" 4 P
o j=1 i
n n
iz h
0.2.4) dj+l hj+1 dj+1 i
-1
d. h - W4 P> e
] j j i—1
.- s hn—1 = hr,] s i == ]
[ j+1 i
-1
s h" = R s ) = j
I j i+).
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Nornalmente omitiremos e! super-indice para simplificar la notacion .

Notemos que la relacion de homotopia en Simpl( X, Y.) no es en general una relacion
de equivalencia .Si denotamos por R a la menor relacion de equivatencia en Simpl( X.Y,)
que contiene a la relacion de homotopia ,denotaremos por Simpl [X, Y} (o simplemenie

[ X,, Y,]) al conjunto cociente de Simpl( X,» Y,) por la relacion de equivalencia R.

Notemos tambien que la relacion de homotopia es compatible con la composicion de mor-

fismos simpliciales , i.e. si h, : f— g, esunahomotopia y a,, b, son morfismos
simpliciales f,
v 3 A . \
X, ——— X, s Y, —— Y]
9.
se define el producto de " convolucion”h * a,: fa,—s g,a, y
b. * h. : b. f’ b.gl
por(h, ¥ a,) =h a y (b,%h,). = b _h
*j i n i n+1 7§ ‘
obteniendose homotopias de f,a, a g, a, yde by, a b g, respectivamente.

Trunc aciones esqueletos y coesqueletos .Nicleos simpliciales y "horns .

Sea/Anla subcategoria plena de /A cuyos objetos son los conjuntos finitos totalmente or-

. . O L.
denados,de cardinal menor o igual que n . Los funtores de A P en € son por definicion
n

los objetos simpliciales truncados a nivel n" en € .Un objeto simplicial truncado

a nivel n en € sera por tanto equivalente a un diagrama en C

- X T X ... X 3> X
tr, n ’ n-1 1 o}

satisfaciendo las identidades simpliciales (0.2.2).

n . , . . ..
Dentaremos por Tr simpl( € ) a la categoria de los objetos simpliciales en € trunca-

dos a nivel n ,con los correspondientes morfismos simpliciales truncados.

La inclusion /An;-) A\ induce un funtor.

n n ,
tr : Simpli(C) —— Tr  simpl (@) al que llamaremos " funtor truncacion'

14

este funtor consiste en olvidar de cada complejo simplicial la parte en dimensiones,{ma—
yores que n (si X esta representado por el diagrama (0.2.1) entonces tr X,) eséaré
representado por (0.2.5) ) . |

Puesto que la categoria @ tiene colimites finitos entonces el funtor trn tiene un ad-

. n no. . : '
junto izquierda sk : Tr simpl (€ ) — Simpl ( € ) liamado " funtor n-esqueleto '

y un adjunto derecha cosk i Tr simpl! ( € ) —— Simp! ( € ) llamado'' funtor n-coes-

queleto " (ver [32] ) .
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n
Los endofuntores SK' = (sk') (t rn) y COSK = (cosk') (tr ) : Simpl( € )~ Simpl( T )
del triple y cotriple inducidos son tambien |lamados funtores n—-esqueleto y n-coesquele-

to respectivamente.

n n
COSK GSimpl (C )OSK

n n n
cosk tr sk

T simpl (€ )

n . T ‘
El funtor cosk puede describirse usando el concepto de "' nicleo simplicial " .Sea X
un objeto simplicial en € ,el nicleo simplicial ded ,...,d : X 1\—) X 9 o
o n n- n—

n-esimo nlcleo simplicial de X es un objeto de € al que denotaremos por An( X Jjun-

to con morfismos p ,....,p : A (X)) — X satisfaciendo que dp. = d, p,
o n n n-1 i 1
para i<j y que tiene la siguiente propiedad universal:
Para cada familia de morfismos X ,.... %X : T — X tales que d, x. =d, X,
o] n n-1 i -1
i<j, existe un Unico morfismo x= <x ,....,x > : T—s A ( X') tal que pi x=><i.
o n n

Como consecuencia un elemento x en A ( X.) sera representado como una (n+1)-upla
n

Xx=(x ,....,x ) de elementos x_en X tales que d. x_=d. , x, para i<C],siendo
o n i n-1 i -1
DX yeuveyX )=x_.
i o n i
Para cada j comprendido entre 0y n-1 la familia de morfismos ( O:n" c ey o:”, ‘xoj )
J
definidos por
s. . d. i <j
J-1 i
[>T
ij id i=7], i= j+1
S, d. j+ 1l < i=n
i i-1
inducen,via la propiedad universal deA ( X,) morfismos Gnicos s : Xn1—-» An( X,)
n j ~ :

satisfaciendo las identidades simpliciales(junto con los morfismos p,) ,estos morfismos
t

estaran dados por

si{x)= (s, . d(),...,s. .d. (x),x,x,sd. (x),...sd (x) ) para cualquier elemento
] -1 o j-1 -1 J j+2 i n=1
x de X
n-1
Elcomplejo simplicial truncado a nivel l"\/_sn\
- T
X, = O (x) == X e X %o
tr n P n-1 1

satisface la siguiente propiedad universal:

n n
Sea T,e Simpl (T ) entonces cada morfismo simplicial truncado f: tr ( T)—> tr*(()()

, ] .. n+1
puede ser extendido de forma Unica a un morfismo simplicial truncado f:tr (T) — X,

tr
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(notemos que f' : T — A ( X,) esta definido por' f' (1) =(f .d (t),...,f _d (1)) para
n n n n n-1n

cualguier elemento tde T ).
n

n n .
El funtor cosk : tr simpl(C) — Simpl ( € ) se obtiene asociando a cada complejo §im-
plicial truncado el complejo simplicial obtenido por sucesivas iteraciones de nlicleos

simpliciales a partir de la dimensién n+1.

St Xp—a___, X__1 es un complejo simplicial aumentado ,interpretaremos el nicleo

1
simplicial de do : Xo———» X , como su par niicleo y escribiremos COSK X,) =cosk (K ::XO)
donde K=/ Xo es el par nlicleoded : X — X .

o o - ‘
La unidad de la adjuncion trn - coskr‘l , D2 id — COSKn viene dada para ca-

da complejo simplicial X, por D, : X,— COSKn (X,)conD, = idx 0o =i=n,
i i
D X — A ( X,) es el Unico morfismo inducido por d ,...d T X —— X
n+1 n+1 n+1 . o rn+1 n+1 n
asi D (x)=(d x),...... »d (X)) para todo X en X ,inductivamente para
n+1 o n+1 n+1
m >n+l Dm : Xm—> (cosk" (X,)) es el Unico morfismo inducido por
m
D -.d,..... ,D d: X — (cosk" (X)) por tanto
m1 o m-1 m m * m-1 '!
D (x) = (D d (x),..... ,D d (x)) paratodox en X .
m m-1 "o m-1 m m

Cuando queramos expresar que un complejo simplicial X, consiste en nicleos simplicia-

n
les en dimensiones mayores que n escribiremos X =COSK (X ) .
L L ]

Notemos que si X, = cosk” (x Jyun (n+ 1) -simplice ¢&X . sera una (n+2)-upla
g n
= (0 x 4o, X 1, con x. € X verificando d x_. = d. X, i<
o] n+1 i n i ] -1 i
Un ( n+2)-simplice z € X serd una (n+ 3) -uplaz = ( &, ........ , £ )
n+2 o n+2

donde cada £. € X - por tanto z tendra una expresion matricial.
i n+

X X X X ]
1 oo ol o2 on
T T o
x X X
o711 712 In |
e xR T R
i 20'1 21022 "_ 2n
I. e === .
z = l . I .
| I| . ll. ) .
! I ¢ ' - =
X IIX ’_X 1
[ "na n1 1 n2 | Conn
i | lll ) |
Fx i! ! A
] nﬂlo nHI‘\l ny) 2 N+ T
— — - — e = Lo o
verificandose que x _, = x i <j (Esta propiedad se ha reflejado en la matriz <z me-

ji ij-1
diante los rectangulos punteados ,siendo iguales los elementos dentro de dos rectangu-—

los con el mismo numero de elementos.).
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Es facil de comprobar que cada fila ( columna ) de la matriz z queda totalmente determi-
nada por las restantes filas (columnas ).
Notemos que puesto que T tiene colimites finitos,un proceso dual puede ser utilizado

para definir conlcleos simpliciales de los correspondientes sistemas de operadores de-

Lo

T o .. n . . L.
.("S—“\' X ,obteniendose e! funtor sk por iteraciones sucesivas

generacion X
n-1 o n-2

4 - . . . 3 4 O
de conlicleos simpliciales a partir de la dimension n+1 .Notemos que SK ( X,) es el com-

. . .. . . . .. o, .\
plejo simplicial constante K ( X ,0),en este caso la counidad de la adjuncion SK ( X,) =X,
, n .
viene dada por los operadores degeneracion ( g: X —» X ,0 =s ,0 =id ).
n o n n o] o) Xo

Analogamente a la definicion de nicleo simplicial definiremos los objetos de "open i-horns''.

Sea X,un objeto simplicial en C,se define el objeto de open i-horn en dimension’n’de X,,

i
como un objeto de € al que denotaremos por A (X,), junto con morfismos
. n
i :
ap A (X)) — X talesd_pk=pk1d_para j<k vy
. j -17]

j, k #i, que satisface la siguiente propiedad universal: Para cada familia de morfismos

P y...P. ' P. 9 ..
0 =1 141 n n n-1

X o peeesX, 3=3X. geee,Xx T — 5 X j =k ,]ki%i
i-1 i+1 n n-1 g ’

tales qued_x, =d
o J

k= %=1

;. . [
existe un Unico morfismo x= <X ,,...,X. T TRRRRE. >: T —— /A (X)) tal que
o) - i+ n n d
I ,

p. x = x. .Como consecuencia un elemento xde A ( X,) sera represtalo como una
J J n
n-upla x= (X ,...,X% -, X ce s X con x, en X verifi-cando d, x, = d X,

P ( o’ B R PP ! n) k n-1 ik k-1
i<k, k,j#&i.

Si A (X)) es el nicleo simplicial de X,en dimension n ,los morfismos p_:An(X) —-—)Xn
n j .

j#i inducen un Unico morfismo Hn (i) :An (X)) — A (X))
n

(H (D(x ,000yx ) = (X y00ea,X. _y=3X 4...3X_)) .Asipara cada objeto simplicial
n o n o) -1 1+1 n

X ,tenemos, en cada dimension,un diagrama conmutativo

X
n
D/ &(i)
n n
A (X)—H = (X)
n n n
donde D es el Unico morfismo inducidopord ,...,d : X —— , X
n o n n-1 :
(D (x)=(d (x),. ..,d (x))) y K(i) elinducidopord ,...d. _,d _...d :X_,X
n o) n n o) i-1" i+1 n n n-
(K )= (x),...,d.(),-,d. (x),...,d (x))).
n o i i+1 n

Un objeto simplicial X,: se dira asferical en dimension'n'si D es un epimorfismo,de
_— n

Kan en dimension "n"si K (i) es un epimorfismo para todo i. X, se dira asferical

E— n

(de Kan) si lo es en todas dimensiones mayores que cero.Si X, estd aumentado por X !
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diremos que es asferical si es]asfer*ical en todas dimensiones mayor‘es o iguales que cero,
entendiendo por asferical en dimension cero que do ' Xg — X_] es el coigualador de
dO’ d1 : X1 —————— XO'

Notemos que todo complejo asferical es de Kan.En algunas categorfas como son grupos,
categorias de interes 6 mas generalmente,variedades de Mal'cev se verifica que todo
complejo simplicial es de Kan (verlsl) .

Objetos simpliciales contractibles y objetos simpliciales escindidos.E| funtor dec.

Sea X,—La X_1 unobjeto simplicial aumentado sobre X_,,se dice que X_es contrac-
tible ' (sobre X_ ;) si el morfismo simplicial inducido d, :X,— K( X_;,0) es una e-
quivalencia homotgica ( i.e. existe un morfismo simplicial s,: k ( X_y,0) — X, tal que d,sy
s,d, son homotdpicas a las identidades correspondientes ).

Un complejo simplicial aumentado X.-—dO—» X_1 (analogamente para complejos simpliciales)

se dice "

escindido " si existe una familia de morfismos {Sn+1 X, Xn+1',n+,1>/o}

satisfaciendo todas las identidades simpliciales.La familia {s 1} se llama ''contraccion'
n+ ‘
y se verifica que un complejo simplicial aumentado es contractible si y solo si es escindido.

Denotaremos por Coher AugSimp! ( € ) a la categoria cuyos objetos son pares

(X,—— X1, {Spy1 s N1 = o)) formados por un complejo sim=plicial aumentado y
escindido X,/ X_1 ,junto con una contraccion fijada {Sh+1 , n+1 >0} y cuyos mor-
fismos son los morfismos de complejos simpliciales aumentados,que respetan las con-
tracciones.
Si A* la subcategoria de A cuyos objetos son los de A pero considerados como conjun-
tos punteados con elemento distinguido el Gltimo elemento de cada conjunto (([ n]l, n))
y cuyos morfismos son los morfismos en A que sean morfismos de conjuntos punteados .

, . noP
Entonces la categoria CoherAugSimp!l (€)= C

op AOP

La inclusibnﬁ%ﬂﬁinduce un funtor al que denotaremos dec: €~ —— C°* ,si X es
un complejo simplicial,el complejo simplicial aumentado que se obtiene olvidado el Gltimo
operador cara de X, junto con la contraccion dada por el Ultimo operador degeneracion

en cada dimension sera dec ( X,)

Sa S, ,f’
. Sv\q » /_\ S.
dec (X)) =. .. X —Fa X=1... X2 :::5:223 Xy —o_,
do — -}
ASP ACP . .
Este funtor tiene un adjunto izquierda + : C ¥ — C que consiste en olvidar

op
la contraccion y la aumentacion de cada objeto en € —*  .Denotaremos por DEC\( -)
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al funtor composicion +edec,que consiste en olvidar de cada complejo simplicial X, el
GTtimo operador cara y degeneracion asi como el objeto X, -La unidad da la adjuncion

DEC ( X,)——— X, esta dada en cada dimension por el Gltimo operador cara

2.2.7) /g—m\ ;
T

dn d,
DEC (X.) oo . >ﬂ,‘+1 do Xn ..... X9 __do__._,’ X1
dneq L/S_'n'\q'\ dz S d
X % X X —d X
' *a 3 n-1 1 T o
4]

Notemos que el funtor dec: Simpl (T ) —— CoherAugSimpl ( T ) es tripleable y que !a

" resoluciéon estandar " de un complejo X, »dada por el cotriple DEC es

} 3 2 M i ‘
0.2.8) I(X):. .. DEC (X.) —— DEC (X.)-:; DEC ( X.) —» X, que sera un

T

"complejo simplicial doble " aumentado ( i.e. un complejo simplicial aumentado en la ca-

tegoria de complejos simpliciales en € ) ,el cual es de la forma

%E x><4_<*4_,><3
Ixg:_: &—j?;x3 —
I
N == 0 _d—z;xz——-.x]
A
Xy == — X

Donde en la columna i-ésima aparece DEC' ( X))y enla fila i-ésima ( dec' ()(‘:D))Op (el

complejo simplicial X?p se obtiene invirtiendo la numeraci on de los operadores ca>r‘as

y degener‘aciones,xgp: >§.] ,di°p : X:p—h, Xg?_1 es dn—i }.Denotaremos por DECC‘,)p

al funtor definido por DEC®P ( X,) = DEC (vxo.p )Qp ,que consiste en olvidar del complejo
X. los primeros operadores caras y degeneraciones en cada dimensi-on asi como el objeto
XO . Este funtor sera la composicion + » dec®”, donde dec®® viene dado por la inclusion
/ZKQ_'A,COH /A* la subcategoria de A\ cuyos objetos son los objetos de /N considerados

como conjuntoscon punto,siendo el cero el elemento distinguido de cada conjunto y los mor-

fismos las aplicaciones de /A gue sean de conjuntos con punto.
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Fibraciones exactas

Un morfismo simplicial f, : X_-——;Y. se dice que es una ' fibracion exacta " en dimen-

sion n si el cuadrado

K_ (i) i
n ;
X A, (X)
f
N
KL 1) :
Y A (Y)
n n b
es un pullback para cada i = o,...,n. Se dird que f, es una fibracion exacta si lo es

en todas dimensiones n=>o .

Si  f, es una fibracion exacta entonces se verifica:
(a) Y, es de Kan —> X, es de Kan

(b) Y, es asferical => X_, es asferical

(¢) Y. = cosk” (v,) => X, cosk” (X))
(@ Y ZEATCY) =X AL (%)

(0.3) OBJETOS SIMPLICIALES DOBLES Y EL FUNTOR CLASIFICADOR W. ‘

En un estudio produndo de los metodos utilizados por Frenckel,Dedecker,Grothedieck

y otros [2] [19] [30],par‘a la obtenci én de una sucesion. exacta de nueve puntos,de con-
junto s con elementos distinguidos ,asociada a una sucesion exacta corta de grupos no a-
belianos y mientras tratadbamos de unificar estos metodos y los utilizados en el cas’o
abeliano por Glenn [32],desarrollando una teoria de cohomolog Ta en un topo ® en una ca-
tegoria exacta de Barr C ;vali-da tanto para el caso abeliano como para el no abeliano.

Se pone de manifiesto la importancia que tiene para la obtencion de los " 2-hipergrupoides’
{sistemas de conficientes) asi como para definir el seqgundo morfismo de conexion,la categoria

de lfos  complejos s'ir‘npliciales en grupos ( internos en € ) y principalmente su relacion

con lacategoria subyacentede losobjétos simpliciales (en € ),via un funtor c.lasifica-
dor W que asocia a cada grupo simplicial G.. un complejo simplicial VV ( G,,) quetie-
ne la propiedad de que cada clase de isomorfismos de " principal bundle ' sobre G, con
base B, corresponden biyectivamente a una clase de homotopia de morfismos simplici-

ales de B en W ( G, .

La observacion de que cada grupo simplcial
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//A//‘—\\L/—\

N B —
puede ser considerado como un complejo simplicial doble,i.e. un compiejo simplicial en
Simp!( C)
1:3.1) e —
o I (31)EK(GZ,1)E£ K(G1,1)::; K(G 1)
= 2

@

S A——— YR

== @Z i
R T

donde los objetos simpliciales K ( Gi,1 ) son los conocidos complejos de Eilenberg;—MacIane
del grupo Gi [32] , junto con un estudio detalltado del funtor "Dec " y las situaciones de
adjuncion que origina,han permitido a Duskin la generalizacion del clasico funtor W de sde
la categoria de grupos simpliciales a la categoria de complejos simpliciales (ver [111]

a un funtor al que también denotaremos VV de la categoria de complejos simplicialesi dobles
en € a la de complejos simplciales en € .Este nuevo funtor V_V al igual que ocurre con el
clasico,nos permitira definir los "2-hipergruppides " (y en general los " n—hiper‘gfr‘upoides")
sistemas de coeficientes para nuestra teoria de cohomologia asi como los mor‘fismo; de
conexion. ' i

En estos momentos,no existe ninguna b:ibliografia a la que pueda remitir al lector intere-
sado en-las propiedades generales,as{ como en una mas detallada construccion de este ,

" nuevo funtor clasificador W"

llamemosle
Este apartado 0.3 esta basado en aigunas conversaciones particulares con el profesor
Duskin y en el solo se pretende dar una definicion esquematica de este funtor VV
Nosotros estamos especialmente interesados en la restricci-én de este funtor _W i‘a la
categoria de " 2- gpupoides ' caso que estudiaremos con mas detalle en las secciones
1.3y 2.2 de!l presente trabajo.

0.3.2) Definicion (Complejos simpliciales dobles).

Un complejo simplicial doble en @ es por definicion un complejo simplicial en Simpl(€ ).

Denotaremos por X,,a los complejos simpliciales dobles
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(1] .l'

* X

———
X _
—_—
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E jemplos
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x-z_*"‘ xcl —_— xoO
R . %0
» L4 - X31—/—l) '

—
:
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o
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e
e e

An

D,
—_— _=9 5
13 = X = x“_—‘) = Xy
®

-—
— "
>>Sn
.'.I_
a_
'\_T,/
o~
§
NS
o

).3.4) Sea X, un objeto simplicial en € entonces mediante aplicaciones reiterativas del fun-

tor DEC a X, obtenemos el complejo simplicial doble (0.2.8)

DOX)e .. pEC® (X,) —/— pEC?

(X,) —/—DEC (X))

0.3.5) Si G, es un grupo simplicial entonces G, tiene asociado un complejo simplicial doble al

que notamos iguali

G, =.... K(Gz,1)-

0.3.6) Si denotamos por Xo = CAT

funtores entre dos categorias pequefias vy X

—_—

= K (Gy,1) L K(G,1)
> (o]

la categoria de categorias pequefias , X1 el conjunto de

2

el conjunto de transformaciones naturales

entre funtores de )(1 se tiene un diagrama conmutativo
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donde Di’di son las aplicaciones '"origen " y "final " v Sp ¢ XO—-r Xy asociaa ca-
{

da categoria el funtor identidad, So ¢ ><1 ——> X_, asocia a cada funtor la tr‘ansformacién

2

natural identidady s :X, —— X, a cada categoria la transformacion natural identi-

dad del funtor identidad.Este diagrama simplicial doble truncado puede completarse a un

complejo simplicial doble

. K——\ :
D .

”.......szxz —_—’*6;__—; X,1><X1

. % %o

E QHJ& S d' d,

= e”'gi\\\

P .X2X‘X2 3 ) 5 — x_1

X] ° °

: d

d.Ua}s., NI R
e WX T X —_— xo' ;

domde XixXjy , Xox X, XoxXs ,son los conjuntos de pares componibles,d ,d, :X;xX1 —X
1)201 25((0 2 252] 2 o 2 1*’)( 1
(0]
XA X ) . .0
do,d2. xz&xz _— X2 y Do’DZ : X2>><(X2 — X, son las respectivas proyeccio
nes,dy : XyxXy—>X; esta dada por la ]composicic')n de funtores d1:X X ><2 ——>‘X2
Xo 2% ‘

S0 i . o
por la composi¢ion horizontal de transformaciones naturales y D1 : )(2>;< X2 —->><2 por
o

la composicion vertical de transformaciones naturales,los " objetos en dimensiones supe-

riores seran nlcleos simpliciales.

Este es un importante ejemglo de cumpiejc simplicial doble que ademas es una "' 2-cate-
goria "

La construccion de V_une Duskin tiene en mente esta basada en varias observaciones so-
bre categorias monadicas y sus teorias de cohomologia asociadas,en el caso de queufexis—
tan ciertas adjunciones.E squematicemos aqui estas propiedades;si U:lE —IB es un "fiumor
con un adjunto izquierda F,entonces el cotriple G: |[E—IE definido por la ad"jun-—

cion F —} U puede ser iterado para producir,para cada objeto X de IE ,un com-
plejo simplicial aumentado & ( X) —» X elcual viene a ser una resolucion ("proyectiva'')

estandar de X. Si G es un objeto de IE que tiene una estructura algebraica definida por

limites inversos,Hom E ( X, G) esunconjunto con el mismo tipo de estructura algebréica/
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aplicando entonces Hom £ ( -,G ) termino a iérmino a la resolucion estandar de X
obtenemos un co-complejo simplicial aumentado en conjuntos que tiene el mismo tipo,

de estructura algebriica que G. %

Por ejemplo si G es un objeto grupo abeliano en IE , el cocomplejo

Hom E (X,G6) =————> Hom E ( G (X)), G) puede ser usado para definir ,
usando sumas alternadas un complejo de cadenas y asi de la manera usual subgrupos Zn(x, G
de n-cociclos normalizados y los grupos de cohomologia H%(X‘,G) de X con coeficientes en G.
Si la categoria IE tiene productos,entonces log grupos Zn ( X ,G) son siempre re-
presentables en la categoria de objetos simpliciales en IE mediante morfismos simpli-
ciales de G,( X ) a los conocidos complejos de Eilenberg-Maclane K ( G,n) { ver

[25] ) y los grupos de cohomologia Hg( X ,G ) corresponden a clases de homotopia. de estos
morfismos simpliciales de G, (X ) en K (G:, n).Ademas si U es monadico,cada unc de
estos grupos puede representarse por los K ( G,n )-torsores de X ( ver[ZS] ) . En
dimension wno,estos son los " principal G -bundles ' en IE de X (relativos al) if.e.

objetos E L)X en IE/ X sobre los cuales el grupo G opera principal y transiti-

- S
Ulp)

. . que .
El caso que es especialmente interesante es aquel en' el funtor Utiene ,ademas de F ,un

vamente y los cuales escinden al aplicar e! funtor U (i.e. =~ U { E) a Uex ).

adjunto a la derecha V: B — |E.

En este caso,el cotriple G tiene un adjunto derecha (triple) W : IE — IE

el cual puede usarse para producir mediante aplicaciones sucesivas,para cada ob jeto

G de M, un co-complejo aumentado G —— W, ( G ) el cualviene a seruna resolu-

cion ( ' inyectiva ") estandar de G . Si G tiene una estructura algebréaica definida

por limites inversos los cuales existen en |E el co-complejo G ——— W, (G ) tiene

la misma estructura.Por la adjuncion,para cada X vy cada G los complelos en conjuntos

Hom E (6,(X),G ) yHom ( X W, (G)) son isomorfos y ignenla misma aumenta-

TE

cion Hom & ( X, G) para cualquiera que sea la estructura algebraica de G . Este

hecho tiene numerosas consecuencias:por ejemplo ,si G es un objeto grupo abeliano

en IE y [Etiene !imites finitos entonces el funtor valuado en grupos abelianos zZ" (X,G)
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es representable siempre por unobjeto grupo abeliano de IE . Ademas si designamos por

W (G) al objeto grupo abeliano de |E que representa e! grupo de los 1~ cociclos

21 (X, 6) = Hom (X, W(G)) se tiene entonces un funtor Vv: Grab ( IE)— Grab ( IE)

verificandose que el grupo de los n-cociclos de X sobre G es representable por‘TN n(G )
z" (X,6) = Hom (Xx,w" (G))

o E j
Ademas se verificaque W ( G ) tiene una estructura de ' grupoide " interno en IE
teniendose una equivalencia de grupoides

TORS' ( X,G) = Hom = (X, W(G))
de tal forma que clases de isomorfismos de G-torsores de X corresponden a clases
de "homotopia" de morfismos de X en W(G), exactamente igual que en el caso topo|6gico
(ver‘[1 ).
Las construcciones anteriores, al menos en dimensiones bajas, no dependen de queﬁ el
"sistema de coeficientes' sea un grupo abeliano, por ejemplo si G es un grupo no abg:liano,
es facil definir un conjunto de 1-cociclos sobre el cual el grupo de O-cocadenas opera
para producir un conjunto punteado H1(X,G) y la interpretacion citada anteriormente es
cierta tambien para este conjunto; es decir H1(X,G) corresponde a clases de isomor*‘fismos
de "principal fiber bundles'' U-escindidos. En este caso el complejo W(G) es solo un objeto
de [E, no obstante la equivalencia entre "G-torsores' de X y morfismos de X a W(G) sigue
siendo cierta.
Analogamente, estas construcciones pueden hacerse para objetos ''grupoides' en E e

incluso para categorias internas, pudiendo ser generalizadas a dimensiones superiores

por ejemplo para categorias multiples o grupoides multiples.

Op
Aplicaremos ahora las observaciones anteriores a la categoria IE=Simpl(C) = (I/L;x y
B = CoherAugSimp!(CT) = G&p, donde el funtor de olvido U es el funtor dec, su adjunto por
la izquierda es F= + . La categoria @ P es siempre monadica sobre @ O'p, puesto que

dar un algebra sobre el "triple " en (Ebop definido por el par adjunto + — dec es precisa-

mente suministrar el operador olvidado d en cada dimensidon, Ademas como C tieng pro-
" noP NG
ductos finitos, el funtor dec tiene un adjunto derecha V: € *—— Q@ , pudiendose por

lo tanto aplicar lo dicho anteriormente a la situacion

DEC Q{’gop W
+ decl]V'
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A op

Un objeto grupo G, en @ es un grupo simplicial y un 1-cociclo para el "cotriple"

DEC (en su forma no homogénea ) es un "twisting functor ' .La construccion de un .torsor

sobre G, a partir de un 1-cociclo es precisamente la construccion de un "twisted cartesian
praduct "' a partir de una " twisted function' ( ver ’[‘11] )Yy W y W son los mis-

mos funtores definidos por Eilenberg-Maclane y Cartan ( ver [1 1] ) cuando € es'la

categoria de conjuntos. Utilizando entonces la propiedad universal que caracteriza a W
n °P

de cualquier es%ructur‘a algebraica G,, en € i.e.

Z (DEC,(X), G, ) = Hom ( X, W (G))

caop °

Es posible generalizar la definicion clasica de W de un grupo simplicial en conjuntos

op
primero a una categoria interna en Set& ,posteriormente a un complejo simplicial doble

en conjuntos y por Ultimo a un complejo simplicial doble en € . Obteniéndose la siguiente

definicion del funtor W :  Simpl ( Simp! ( €) ) — Simp! (C ).
Sea X,, un complejo simplicial doble ( ver (0.3.3)) , W ( X,,) viene dado como sigue:
W ( X”)o = xoo » W(X)1 eselobjeto pullback

0.3.7)

W (X)) —— X0

d
D ° |
1
X, K — X
ol 00
sus elementos seranpares (x o1’ X1o ) € XO] X ><1o verificando que D1( X o1 =d{ X 10

W (X )y es el objeto pullback que aparece en el angulo superior izquierdo dei siguiente
diagrama en el que todos los cuadrados son pullback

10.3.8)

VV ( X.)z —t ‘1)%0

do
v 4
D
%oz —E— %

sus elementos seran ternas ( xg2 4 X717 X926 ) e onx X1 1% x20 verificando que
DZ(XOZ) = do(X1]) ,D](x]])z dO(XZO)'
En general W( X)), es el objeto pullback que aparece en el angulo superior izquierdo del

siguiente diagrama,en el que todos los cuadrados son pullback
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W (x et -  ——————————) x
wn no
Dl
- - X —_—— X
i n-1,n n-1,0
- D
a : X n—Z‘
T N2n=2
1 ! D _, 4
n-
> XA x1n—2
do
v D 4
n
Xon T Koy
sus elementos seran (n+1 )=uplas ( X ;X geee yXoge o o 3X , X e TT X, .
on  In-1 3 n-11" " no IJ

verificandose que D{x;;) = d (xj,1,j-1 coni+j=n .

i+j=n

)
Los operadores caras di W ( X;)n_—"‘\? W ( X")n_] vienen dados por :

dgrdl = W( X)) —— WX,

do (%11%10) = Dolxo1)

di(xg1:%10 ) = df x1o)

dydi,dy = W( XDy — W (X)),

do Xg, 1%11:%20) = (D32, Dolx17) )
Ao, 1x11%20) = (D1 (x) » dylxgq))
dy ( X211 yx99) = (dq (xq7) , dy (x94,))
dordi,dg,dz: W X3 = W ( X,),
dor ( X53:%12, %21, %35) = ( Dylx3) ’Do(x12) yDolxn) )

d1 (x03,%12%97:%30) = D(xg3) 4 D,(x12) ,d,( x3) )
dy (x53,%12:%21:%30) = ( Dalxo3)y dylxgq) 4 dalx,))
dy ( xg31X12:%911%30) = (dy (x12) ,dg (xq) ,d3(x3,))

1))

en general dg. . . .dy: W (X), —> W (X”)n_1

do( XontX1n=11X2n-9, . « - ,xno) = (Do(xon)’Db (x1r12|' . ’Do (xn_]

d'l (xon,xh_] yeeeaXno ) = (D7 Uxgp),y . ..,U](xn_z,z),d] (Xpo ) )

d, (Xom 1X1po1r e 9Xno ) = (Dg (xgn)yovvyDg ( xn23,30d1(xn1,0)dp ( xy o))
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di(xon""’xno):(Di (xno)1""'Di(xn—1,i+1) ,d] nde i1 ,di(xno))

dn(Xon,...,xno)=(d1(X]n_]) ,d—z(xzn_z), ..... '__dn(xno) )

Las operaciones degeneracion s, s W OX) 1 > W ( X)) vienen dados por:
n— n

st W (X ) —s W( X)
o .lo .l“

s (x)=(S,(x),s (x))
O o

S,S:W(X)*’W(X)
o 1 " 2
o ( ><o1'xlo) - (SO ( ><01) ’So(x1o) ’So( x]o))
°) (xo1'i1o) - (S1 (xo'l) ’SQ_( xo1) 'S4 (x1o))
sos]sz:W (X_)2 R ——" T X")3
% (XOZ’XH'XZO) - (So (x021So (XH)’SO(XZO)’S (XZO))
5, (xozxn,xzo ) = (S] (XOZ)’ 51(xﬂ) ) S, ( XH) ) s, (XZO))
Sy (XepXq1%ge ) = (Sp Uxgp)vsy Ux ) s Uxgp)hsy (g )
En general s ,...,s W (X)) —> W( X))
o n-1 “ n-1 *'n
S (xon—l’x‘1n—2’ . n-—],o) = (SO ( xon—l)'So(x1n—2) ,...,SO ( xn—1,o)’so(xh—1,o))
° ( Xon-1""1n=2’ .’xn—l,o )= 51 ( >(on—l)'”“’sl( xn—2,1)’So(xn—2,1)'sl(xn—l,o))
S X1 one2 %1, 0 SO Sy 3 e g desy (X o Jesy Iy )
s, s eea,xX ) =(S(x Yo .S K L ),s(x L ),s bk L ), e ,s.(x ))
i on-1 n-1 i on-1 i n=i,i 0o n-i,i 1 n-i,i-1 i n-1,0
Sn—1(xon—1""’xn—1): ( Sn_ﬂxon_?,so(xonq),s] (x1n_2),...,sn_1(x n—],o))'

E! morfismo simplicial W(f_): V_V( X,,)— V_V( Y,,) ,paraf: X —Y,, unmorfismo sim-
plicial doble cualquiera,sera el Unico inducido por f, utilizando las propiedades unive r-
sales de los objetos pullback que definen V_V v,) .

Si definimos VV P ( X,,) como el objeto simplicial que tiene en dimension n al objeto
pullback que aparece en el angulo superior izquierdo del siguiente diagrama,en el que

todos los cuadrados son pullback
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P X,) e - —
n s . no
dn
D
- (SN ¢
xn—H “n-1 o
. D :
n-2

, o |
X — X
on on-1

cuyos elementos seran ( n+1)-uplas de elementos
(x ,x
on’ "1n~1

D = d X . . ..
o) xij i+1 i#1 j=1 .Con operadores caras y degeneracion analoges a los defini-

op

e e ey X , X ) EX x X X vaee X X x X  verificando que
no on tn— no

n-1,1 1 n-1 1

dos para W obtenemos un funtor W Simpl( Simpl (€ )) — Simpl( C)

con las mismas propiedades que el funtor W,

E jemplos

).3.11) Si X.es el objeto simplicial doble constante K ( X,,0),para X un objeto simplicial

.3.12)

en €, entonces VV (X.) = X,-
Si G, es un grupo simplicial en © (i.e. G, es un objeto simplicial en Gp ( € ) ) enton
ces al aplicar el funtor _W clasico a G, obtenemos el mismo objeto simplicial que si a-
plican este nuevo funtor —V;l al complejo simplicial doble

IQ K—\
Golteennnn K(Gn,1) e —1 K(Gn 1,1). .. .K(G1,1) p————— K(GO,H.
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CAPTITULO 1.~ HIPERGRUPOIDES Y. TORSORES .-

(1.1) GRUPOIDES Y SUCESIONES EXACTAS CORTAS DE GRUPOIDES .-

s
|.1.1) Definicibon (Grupoide 12 definicion ) /df\
o
Un grupoide en € es una categoria interna G, = G1x G1 i * G‘I — Go
S 4

en € en la que toda flecha es invertible (ver ( 0.1.10)) .Esto es;para cada elemento f
de G] existe un Unico elemento =1 de G1 verificando:

m(f, = ¢V 2 sdf
o 0O

m(t)f) = f=1f =s5d.f
o 1
1.1.2) Definicion (Grupoide 22 definicion)
Un grupoide en € es un objeto simplicial G, en @ verificando el axioma GPD siguiente:
Ax. GPD :paratodom » 1 y todo i=o,..... ,m el morfismo canonico
K (i) 6 — N\ ¢ G, } es un isomorfismo.
m m m

Es facil de comprobar que las definicones de grupoide (1.1.1y2) son equivalentes (ver[32] ).
Por otra parte si un objeto simplicial G, satisface el axioma GPD entonces,param > 2,

se t iene que los morfismos

G
m
D / K ()
m m
H ()
m i
A (G) : 2\ (G,)

son todos isomorfismos (ver [32] ).

A partir de ahora denotaremos por G, a un grupoide en € y lo representaremos indistin-

tamente mediante el objeto simplicial truncado /:f\
) P G = G, === ¢

4 ] da o

(sobre entendiendo el morfismo multiplicacion m: G]xG1 ——> G, ) 6 mediante el objeto

1

G £s4, ,id)
simplicial m s,

Gooo o A(G) Tmmmm A (6. AL(G,) = orC T G == G,
) .

.1.3) Definicion (morfismo de grupoides)
Un morfismo o funtor de grupoides f.: G. — G es un morfismo simplicial,d equiva-

lentemente un morfismo simplicial truncado
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/\
G] _— GO
G G' ‘
1 0
verificando: fileg) = F,(g)f(a) vy  f(97 =1 (g

para cada par componible (g,g') en G1xGy .

S

Denotaremos por GPD ( € ) la categoria de grupoides internos en € y morfismos de gru-

poides.Notemos que si € es exacta de Barr tambien lo sera GPD ( C ).

1.1.4) Definicion ( Grupo de endomorfismos de un grupoide )

.5)

Sea G un grupoide,una flecha g € G] se llamara un endomorfismo si d,g :d1g .

Sea E el " subobjeto " de G de todos los endomorfismos de G,i.e. E = Equ(dod'l:G] '-—)GO)
entonces End (G)) =E W G, esun grupo en la coma categoria @€ / Go al
que llamaremos grupo de endomorfismos del grupoide G, .

Definicion ( Grupoide Abeliano)

Ur*fgr‘upoide G, se dice abeliano si su grupo de endomorfismos es ungrupo abeliano en
c/ G(-)Si € es la categoria de grupos (o0 mas generalmente cualquier variedad de Mal'cev)
es un hecho conocido que todo grupo interno en € es abeliano. Esto tambien es cierto para

grupoides en €, es decir: todo grupoide en € es abeliano (ver[Z] ).

1.1.5) Definicion ( Centro de un grupoide )

.7)

Si € verifica que en la categoria Gp(C€) existen los objetos centro y G, es un grupoide en

€, definimos el centro de G, , Z(G,), como el objeto grupo abeliano en @/GO centro de su
grupo de endomorfismos: Z(G,)=Z(End(G,))

E jemplos.

Sea X un objeto en €, el objeto simplicial constante K(X,0), satisface triviaimente el
axioma GPD. Asi la categoria € puede considerarse como una subcategoria plena de GPD(T)
mediante el funtor € — GPD(C) que asocia a cada objeto X de € el complejo simplicial
constante K(X,0) y a cada morfismo f:X — Y el correspondiente morfismo simplicial cons-
tante definido por f.

Sea f:X —>Y un morfismoen C vy X.:cosko(f:x—-vY). Trivialmente X, satisface el axioma
GPD, asi X, sera un grupoide.

Sea A un objeto grupo en € ( no necesariamente abeliano), denotaremos por K(A,1) (comple-

1

jo de Eilenberg-Maclane) al grupoide
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m S0

KA, 1)t AXA A ———— 1

donde s :M1— A es el morfismo constante al elemento neutro de A y ""m" es el morfismo
o

multiplicacion del grupo A. Como consecuencia, podemos considerar la categoria de
grupos internos en € como ia subcategoria plena de GPD(C) de los grupoides G, con
objeto de objetos G =1.

o
Para cada objeto X en €, consideraremos a los objetos grupo E‘ix en C/X como

d
grupoides , cond=d =dy s =s. //
o 1 o

Sea G, un grupoide en € vy G1 ..M)_, G xG
o

K/'f:’f1 >

la descomposicion en épica-monica de (do,d1 y, con f ,f1 las composiciones
o
r , . . .
K~— G xG :p-itG . Utitizando ta multiplicacion en G] y la existencia de inversos se
o o pr o
prueba que el par (fo,f1) es un par nlcleo,existira por tanto su coigualador que coincidira

) d ~
con el coigualador de (do’d1)’ lo denotaremos por Cof:qu(do,d1)= GO—Q—» \ g(G_)
h

y lo llamaremos objeto de componentes conexas del grupoide G,. Se verifica entonces

d ~ - . .
que G, —O—»lg(G.) es asferical en todas dimensiones distintas de dos.

11) Definicion (Grupoides conexos)

.12)

Un grupoide G, se dice conexo si su objeto de componentes conexas TTO(G,) es el ob-
jeto terminal T de € ; equivalentemente, . G, sera conexo si dados dos objetos cualesqiera
X,y € GO de G, existe una flecha ge G1 tal que d,(g) =x vy d1(g) =y.

Daremos ahora la definicion de ''equivalencia esencial'' que es una version interna del
concepto de funtor fiel, denso y esencialmente epico.

Definicion (Equivalencia esencial )
Un morfismo de grupoides f : G, — G! se dice que es una equivalencia esencial,

si satisface:

f
(a) f, es denso vy fiel , esto es elcuadrado G1 —J___a, C'1
(d,d) (d ,d?
o 1 o 1
foxf
0" o
GxG — G'xG'
es un pullback . o o o ©

(b) f, es un epimorfismo esencial, es decir el morfismo composicion d]pr*

G g G —L21 %
o} Ol

pr d

1

— G]' — G}

®
o

J

Q
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esun epimorfismo. ,
f

Una equivalencia esencial f': G— G la lamaremos "equivalencia esencial fuerte"

si se satisface la siguiente condicion (b') en vez de (b):
(b') f, es un epimorfismo.

Notemos que si se verifica la condicion (a) entonces (b') es cierta si y solosi f es un
o

epimorfismo.

.1.13) El grupoide asociado a una categoria interna.

Mediante un procedimiento analogo al que asocia a un monoide su grupo de unidades,

vamos a asociar a una categoria C, interna en € un grupoide, " el grupoide de los iso-

morfismos de C"'.

d

d
Denotemos C1( th1 y C] X C los objetos pullback de C1 ———Q——>CO~——1— C]
o

{To)
d d
y Cj —1 Co 0 C1 respectivamente. Tenemos morfismos:

1

(a) composicion m:Cl(f(o\C] ——ﬁC]

b) t icic : f,g) = (g,f) ).
(b) transposicion t Chg)(”C]  —— CHf(o)Cl (tf,g) = (g,))

Consideremos los objetos pullback

A PO, c B —P11 C_ D B
pro lso pr‘o } So \ a l Pfo
c.xc-Sac cxc—o ¢ | ~ S
1)1 1 iGN 1 ~

>~ lpw

A_Po,c xc._Po ,c
1fo) 1 1

Los elementos de D seran pares (g, g') € C1xC1 tales que do(g) =d1(g') ) d](g) =d,o(g'),
m(g,g')zsodo(g) y m(g' ,g):sod1(g) . Es facil de comprobar que el morfismo diagonal‘
D— C1 ((g,9") g ) es un monomorfismo, si denotamos por G1 al subobjeto de C1
imagen de este morfismo, los elementos de G1 seran aquellos en C] gue son isomorfismos

(i.e. aquellas flechas de C, que tienen inverso ), claramente el morfismo s :C ‘—-’C]
o o A

factoriza por G1 y la composicion de elementos en G] es un elemento de G _, asi

m g °N

G, : G] X G] —_— G1 _d?_.__,’ C es un grupoide al que llamaremos grupoide de
C O
o
isomorfismos de C. . Notemos que la inclusion 61 —> C1 induce un funtor inclusion
G, —> C, .

Subgrupoides normales, niuclcos , conlicleos y cocientes .

.1.14) Definicion (Subgrupoides vy subgr‘upoideslnor*males)

¥

Un subgrupoide de un grupoide G, sera un morfismo de grupoides i : G! < G, donde



i e i1 son monomorfismos.
o

Desde este momento, consideraremos los monomorfismos como inclusiones respecto de

los elementos.

Un subgrupoide i:G'—=G se dira subgrupoide normal si verifica las condiciones i
siguientes:

(a) io:id:Go — Go (i.e. G tiene todas las identidades)

(b) Para todo endomorfismo b ¢ G'] (do(b)=d1(b) ) y toda flecha ge G1 tal que do(b):%(g),
el elemento g_1bg pertenece a G'1.
Estogeneraliza el concepto de subgrupo normal de un grupo, de forma que si A' es
un subgrupo normal de un objeto grupo A de C, entonces A' es un subgrupo norma! de A
sii K(A",1) es un subgrupoide normal de K(A,1).

FPor otra parte, si G) == G, es un subgrupoide normal de G, entonces el grupo de endo-
morfismos de G, es un subgrupo normal del grupo en €/G,, de los endomorfismos de G, .
Tambien se verifica que todo grupoide es un subgrupoide normal de si mismo. Esta defi-
nicion generaliza la dada por Higgins [33] en la categoria de conjuntos.

.15) Definicion (Nucleos)

Dado un morfismo de grupoides f :6,—— H_ definimos el nicleo de f, ,(Ker(f,) ),como
el objeto pullback en GPD(C)

Ker(f) — K(HO,O)

L .

v
G, ——— H,

donde o’_:K(HO,O) —> H_ es el morfismo conodnico de SKO(H_) = K(HO,O) en H (inducido
por los operadores degeneracién).
.16) Proposicion. ( Todo niclo es un subgrupoide normal )

Sea f :G,—H_ un morfismo de grupoides, entonces Ker(f,) <= G, es un subgrupoide
normal de G,. Ademas se tienen los siguientes isomorfismos :

= = f.).
Ker‘(f.)] Equ(f,(,sodof]) Equ(f1 'Sodl 1)

Demostracion.— Por definicion de Ker(f,), los cuadrados
Ker(f) — H Ker(f ), ———— H
o _© 1 o
l ” id j l o =s
‘ . o o
G —o _, H G 1 y H
o o 1 1

son pullback en €, asi Ker(f,)oz Go y un elemento en Ker‘(f_)1 sera un par (g,x) e G xHO

1
tal que fi(g)= so(x). Ahora f1 (g) = so(x) = dofl(g) = doso(x) = x = dofl(g) = fodo(g) .
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Asi los elementos de Ker(f,)1 soy{)ares (g,fodo(g) ) tales que f]

cion Ker(f )1——) G] es claramente monica y su imagen es Equ(f] ,s d f]). Por otra
o o

parte el morfismo () :G} —_— G1 que asocia a cada flecha de G, su inversa nos

(g =s f d(g), la proyec-
00 0

da un isomorfismo Equ(f_,s d f.) £ Equ(f_,s d.f)./
1" ool 1" 011

Consideraremos siempre Ker(f, ) &> G, , asi los elementos de Ker‘(f_)1 seran aquellas

o1

satisface esta condicion, ademas Ker(f,) , es cerrado para la multiplicacion ""m'" de G,
s

flechas g e G1 tales que f1(g)=sod f (g). Claramente para todo x ¢ G , la unidad so(x) ¢ G]
o

siendo A/dJ)\
Ker(f,)=Ker‘(f,)%Ker(f,)] ., Ker(f,), T}—%;». G,
(o]

A continuacion probaremos que todo subgrupoide normal es e! nicleo de algin mor-
fismo de grupoides, para esto construiremos seguidamente los grupoides cocientes.
Sea i G« G un subgrupoide normal de G, , denotemos por G! é éG' al objeto
pullback cuyos elementos son ternas (a,g,a') e G‘]XG,'XG‘] tales que d1(a) = do(g) y

d1(g) =d (a)
o

a g !
‘/\). /”_\’./\)-

Defini p,p, :G! ! : p ,a') = ! p.(a,g,a") = g.
efinimos 5,5 G1 éOG1 6061 ————>G1 por po(a,g a') = aga' vy p1(a g,a') =g
=ea (Bo P17 ) |
' 1 o1Pq
%8G 6061 — 66, g

o

\ %( 1ﬂ]7
(e}
H

la descomposicion en épica-monica del morfismo ¢ p ,B]), donde llo, T, son tas compo-
o

siciones de la inclusion H <——>Glx 61 con las proyecciones de G1><G en G]. Entonces

el par (T ,T'|_|) es un par de equivalencia y por tanto existe el coigualador de (7 ,‘l"])
o 0
que coincidira con el coigualador de (5 ,61 },denotemos por p]:G1°—» G'1' a este coigua-
o
— T

p] . '
1(’2 16 1 T; S, » G

O

lador

Por otra parte, como vimos anteriormente, tambien existe el coigualador de

d ,d, :G' —=% G , al que denotabamos por T (G!) , ltamemos G"' =11 (G!) y p :G —» G"
o 1 1 o o °* 19) o ° 0o o

O
a la proyeccion candnica. tenemos entonces un diagrama ]

> G, —FPl 6!
1 1
Il‘.
ll\
d S dld|‘5
0 or 1,0
P ¥
G —ﬂ-—\,\,G“



los morfismos p d ,pod]:G1 e G]' coigualan a (5 ,51) , por tanto existen morfismos
[oJNe] (e} :
Unicos, que tambien denotaremos por d ,d_:G'"' —— G'" talesquedp. . =p d yd p.=p d,,
o 1 1 o) o 1 oo 171 o1

por otra parte el morfismo p1s G — G1" coiguala a do,d1:G'1 —> G vy asi existe un
o o o

morfismo Unico s :G'"" —3 G'"' talque p.s =s p , es facil de comprobar que el diagra-
— S5 =0 © 1 1o oo
ma G ' :do—‘—‘ G“ es un objeto simplicial truncado, siendo P = (p ,p ) un mor-

fismo S|mpl|csél truncado. Definamos ahora un morfismo multiplicacion m G"é"G" — G"
de forma que el objeto simplicial anterior junto coq/esta multiplicacion sea un gr‘uponde G,
y el morfismo p, sea un morfismo de grupoides.

Consideremos el diagrama
q

' 1 ' 1 —-———O——> 14 vy
(G 6 : 6061) éO(G] 6061 éoG])_—a]—a G] éOG ——-_1—]--—» G é'oG1
/
G! x G, x G Po m,/i P mAi”
16,18 > 21

1 7G1
_o By // /

A

] 1 p "
QQ%Qg ° > G J
S

'7 GI‘

donde los elementos de ((31' é G1 é G 1 é 1606 ) seran de la forma

r_P
Y

_o
o A
O
OO0
[oN

1 L] 1 E 1 1 1 1 .
( (f:i],g,az),(a1 ,g ,a2) ) (G1xG1xG1)x(G1fo<G ) tales que
d]a]zdog ) d1g=doa2 , d]a2=doa1 ) d1a1-dog ,

q 9 g a i
‘/—J\; /N,/—\J ,/’KJ

RS |

l H . 1 1 1 t H e} H .
y los morfismos q_»q, (G1 éo G] 6061)60(61 X G1 6061) —‘761 é(,G1 vienen dados por
al(a;9a),(a),g'a)) ) = (a,9a,,a, 9'a)) , a,((a,9,a,),(a},g',a}) ) = (g,9")

1 1 1 2 17772

Entonces p]xp G]é G — G"ég G" es el coigualador de (g ,q]) y la compdsicibn
o

p1rn : G] é G1——> 61 —» G]" coiguala al par (q ,q ) por lo que existe un Unico morﬁismo
al queambien denotaremos m: G”é G!'—— G" tal que m(p xp]) = pym
q pP1Xp
mwe G)@‘G G)ﬁ——LAC — 1P LG X G
& 16 18616 > 18570 1 G
(o} [e} ay O 0O
]
J/ m ' m
¥
G] 5y G,["
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Con elementos m: G”é G!' —— G'}' viene definido como sigue: Dados (g,g) ¢ G”é G"

(2] 1"

con g,g‘gG] tales que p](g) g v p1(g) , m(g,3')=35q = 1(gag) donde "a

es qualquier elemento de G1‘ tal que d a = dlg y d1a =d g (notemos que este elemento
o o

existe por ser pod1g = d1§ =dd=pdg vy que para qualquier otro a'e G1' conda = di a'
o 0o i

se tiene que p1(gag') = pm(ga'g') ). La conmutatividad m(p1 ,p]) =p,m nos dice que

D1(g g') = p1(g)p1(g'), por otra parte para cada elemento g en GY, si g eG1 es tal que

1
- - =1 -1 , L. . . .
D](g) =g, entonces g = p](g ). Las demas condiciones de grupoide son de inmediata

comprobacion.

.17) Definicion (Grupoide cociente)

Sea i :G'— G, un subgrupoide normal de G,, el grupoide G!' construido anterior-
mente se llamara grupoide cociente de G, por el subgrupoide normal G! y al morfismo
de grupoides p :G —» G'' lo llamaremos projeccion (candnica).

Notemos que si A' &~ A es un subgrupo normal del objeto grupo A en €, e! grupoide
cociente de K(A,1) por K(A',1) es K(A/A',1). Ademas si C es la categoria de cqnjuntos
la definicion de grupoide cociente que aqui hemos dado, coincide con la dada por Higgins [3 3].

.18) Proposicidon (Todo grupoide normal es un nucleo)

Sea i G, &— G, un subgrupoide normal de G,, G!' el grupoide cociente y p :G.-——> G."

la proyeccion. Entonces Ker (p.) G .

Demostracion. - Por la proposicion (1.1.16) bastara con que probemos que i]:G]"——»G1

es el igualador de (p1 ,s d p1:G1 ——)G"). Sea ac G‘] , entonces (sodoa,sodoa,a) es

un elemento en G/ é 1(>§ G' y por tanto p Sed a) rf(a) Reciprocamente; si ge G] ?veri—

1 1
un elemento de G‘é 1éG‘ y g—a(s d g) '=aa' = g ¢ G']//

fica que p.(g) =p (s d g) entonces deben existir a,a'e G'1 tales que (a,soqog,a') sea

.19) Proposicion (Pr‘opnedad umversal del grupoide cociente).
Sea i,:G!¢5 G, un subgrupoide normal de G, vy ] :G,—»G'' la proyeccion al grupoide
cociente G, de G, por G). Entonces, para todo morfismo de grupoides f:G,— H" tal
que G, sea un subgrupoide de Ker(f ), existe un Unico morfismo de grupoides f.':G;"—-» H,

tal que f, = f.'p.

H
I o
i ~
G'¢et 5 G —23% G
5 f
j'\)Kcr(f)

Demostracion.~ Consideremos el siguiente diagrama :




Gl x G x G - - ,
16, 18,71 5y RN
~

§F§§t> G ,/j]//z" g
1 1 W 1
3 I{/J H

G

Fo O ¥, fr
" "o,
p ~

Ker(f) — 00— G"
1 —> o

la conmutatividad del triangulo: G‘] ;”._> Ker(f )1

~
dy dg lld1
do\
“ G

(o]

implica que fo coiguala a d ,d]:G‘1 —> G por tanto existe un Gnico morfismo f' :G'' —» H
o) o o o,

tal que f' =f . Por otra parte, para todo elemento (a a') en G! G G! se
4 opo o P ' P (a,9, 160 160 1

o]

tiene que f (aga') =f_(a)f (g)f.(a") = (por a,a'€ Ker(f),) =s d_f.(a)f (gds d f (a") =
1 1 1 1 1 o 11 1 o000 .
= f1(9) asi f’l coiguala a (50,51), exis tira por tanto un (nico morfismo f'1:G" —_— |—|1

tal que f, = f! Por Gltimo es facil de comprobar que (f ,f1) es un morfismo sim-
o

1 1M

plicial truncado, que verifica las condiciones de la definicidn (1.1.3) induciendo por tanto

P

un Gnico morfismo f:G' —H, tal que f,= fp //

Dado un grupoide G, existen unos subgrupoides normales suyos especiales, aquellos
contenidos en el grupo de endomorfismos de G, , los grupoides cocientes de G, por Eestos
subgrupoides contenidos en End(G,) tienen como objeto de objetos el mismo que G, .f( Go) )
esto hace que el estudio de estos cocientes sea muy similar al estudio de grupos clacien-
tes. Mds precisamente, una de las propiedades técnicas que hacen posible el obtener
la sucesion exacta larga en cohomologia abeliana es que una sucesion de objetos grupo
Al e~ A —» A'"' con A'es A un subgrupo normal y A'' el grupo cociente, es équiva—
lente a una sucesion exacta en el sentido de Barr A'xA A —» A'"' | en términos de
grupoides; la sucesion K(A',1) ee—5 K({A,1) —» K(A'',1) es equivalente a la sucesion
exacta end sentido de Barr en GPD(C) , K{A'xA,1) T K(A,1) — K(A',1) .

Con grupoides en general, no se tiene la equivalencia entre sucesiones

.1.20) G, &~~——> G, —» G
con G, «—=G, un subgrupoide normal y G, —» G!' la proyeccion al cociente, y sucesiones
exactas en el sentido de Barr en la categoria GPD(C). Sin embargo si G, esta 'conte-
nido en End(G,) esta equivalencia es facil de obtener ,.como veremos seguidamente. Asi
siguiendo los razonamientos abelianos, asociaremos a una sucecion (1.1.20) con

G, (» End(G,) una "sucesion exacta larga'' en la cohomologia. Probaremos que todo gru-

poide cociente de G, es esencialmente equivalente a otro cociente de G. que tiene:el mismo
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objeto de objetos que G,( esto es a un cociente de G, por un subgrupoide normal contenido
en End(G,)).

Sea i,:G, ¢ G, un subgrupoide normal de G, conténido en End(G,) (i.e. doa = 'd1a
para toda flechs ae (3',I ). Denotemos d= doz d1:G'] —»GO y consideremos el objeto

b : ! : G ‘
pullback 616061 —_> 1

) I |
o

G' I > G
1 )

definimos f ,f : G' x G, —— G, por f (a,g)=ag y f (a,g) =g, se verifica que el
S i e it | o ]
par (fo'fl) es un par de equivalencia, que define en G1 la misma relacion de equivalencia

que el par (p ,p,) pues para todo elemento (a,g,a') en G} x G.x G!
o 1 16 16 M

ac.’__—g_;.ga

-1 -1 , _ -
se tiene aga'=a(ga'g )Jg=bg conb=aga'g e G‘1 asi las imagenes de ¢ po,p1) y

O O

<fo’f1> en G]xG1 coinciden. Por tanto el coigualador de (50,51) y el de (fo’fl)
coinciden, por otra parte el coigualador de (d,d) es id:Go———> GO. Asi el grupoide co-
ciente sera Gl": G" = Go

Por otra parte, la sucesion 16 G ——1—» G" es exacta en € , ademas

si consideramos el objeto simplicial truncado

/—SO\
G!x G—— do—>
16 21— S$—> S,
con di(a,g) = dig izo,1 vy sn(x) = (so(x),so(x) ) junto con el morfismo multiplicacion

-1
(G‘1 6061) éO(G{ éoG]) —_— G1' éOG] definido por m( (a,g),(a',qg') ) = (aga'g ;gg')

tenemos un grupoide al que denotaremos G'§ G ( grupoide producto semidirecto de G}
[ L[]

por G, ), de forma que los morfismos fo y f] inducen morfismos simpliciales
f‘o ,f,] :G'Y G,——> G, , siendo la sucesion
f
G!q6 =° 2 G G— > GL!

l

. f :
G x G Z.° G G Gl f?

x 1_f1-_’ 1
i W lL
G —/——— G
o
exacta en la categoria GPD(T). Esta sucesion (1.1.21) determina univocamente a la

sucesion (1.1.20) ( G! sera el grupoide Ker‘(f,1) ) por lo que tenemos una equivalecia

entre las sucesiones (1.1.20) v (1.1.21).

Si el grupoideG, es el grupo de endomorfismos de G,, G. = End(G,), entonces es facil
11
de comprobar que el grupoide cociente de G, por su grupo de endomorfismos es el grupoide
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o
trivial COSK (G,) = G G GC=—/—=6 G —/— G
rivia (G.) oWZ(Q)ngG,) o oT\gG.) o o
fo D o
siendo exacta la sucesion  End(G)1G, : —~ G, ———» COSK (G,) en GPD(C).

1
Proposicion.
Todo grupoide cociente G,' de un grupoide G, es fuertemente esencialmente equiva-

E-2
lente a un grupoide cociente G.# de G, con el mismo objeto de objetos que G, ( Go= Go ).

Demostracion.-  Sea i :G,“>G, un subgrupoide normal de G, y p : G,—»G!' la proyec~
cion al grupoide cociente, consideremos el subgrupoide normal de G! , End(G!), este
grupoide es tambien un subgrupoide normal de G, que claramente esta contenido en End(G,).

E-4
Sea G, el cociente de G, por End(G!), entonces G¥ = Go y tenemos un diagrama
o

End(G) <«— 5 G, LN (Is.ﬂ
| H
SRS > 6, —*» G

Por la propiedad universal del grupoide cociente {proposicion (1.1.19) ) el morfismo

Id - . - w
P, :G,— G." induce un unico morfismo de grupoides ¥:G,——> G

/G'] —_ > G] LS B G1"
Ed
‘ / p| q, /_6
End(G') & G1 G] A
G / G -7 3/o_ po
o o
Veamos que K_es una equivalencia esencial fuerte: Puesto que 30: po , la condicion

(b') de la definicion de equivalencia esencial fuerte (1.1.12) se satisface trivialmente.

*
Para probar que el cuadrado G1 _75__> G!
i
<do,d1~7 l l (do,d1)

X
GxG ™o gixGy
o O

es un pullback ( condicion (a) de (1.1.12) ), Bastara con ver que si g y g' son dos
elementos de G1 tales que d.g = dig' y p1(g) = p](g') entonces p'1(g) = p'1(g‘), es decir;
i

11

si las clases en G1 de dos flechas en G] con el mismo dominio y codominio coinciden,

entonces tambien coinciden sus clases en Gr.
Ahora bien p](g) = p](g') => existen a,a'eG‘1 tales que g' =aga', pero
- 1 ,
di(g) :dl.(g‘) —> a,a' ¢ End(G') =5 g'=(aga'g )g=bg conb=aga'g e End(G") =
\ 1 —_ 1
p1(g ) = pl(g) //
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Sucesiones exactas cortas y extensiones de grupoides .

Definicion (sucesion exacta corta de grupoides).

, ) i )
Una sucesion de grupoides G! &—— G, B G

se dird que es exacta corta si

i,:G, > G, es un subgrupoide normal y P : G,— G]' es la proyeccion al grupoide cociente.
Claramente si A'es A-—5 A" es una sucesidon exacta de objetos grupo en €, entonces

la sucesion de grupoides inducida K(A',1)<— K(A,1) —»K(A'',1) es exacta corta, sien—

do tambien cierto el reciproco.

.1.25) Proposicion.

.1.26)

Sea G, “—>G,—> G!' una sucesion exacta corta de grupoides. Entonces

TTeh=6 y M (@xTiGY.
o] (o] o]

(@)

Demostracion.- Por definicion tenemos que G'o‘ = (G)) . Probemos que 17 (G)) ;ﬂéG,"),
o o

sea q':G:)'——»ﬁo(Gl') el coigualador de d ,d1:G'1' ——> G'"'; probemos que la composicion
o o

q'p =q:G —» T (G!") es el coigualador de d ,d.:G.,—> G . Claramented q=d_q,
o o o °* o 1 1 o) o) 1

sea f:Go—>X un morfismo cualquiera tal que fd = fd1
. o
G' < I“ G p] LG
1 - TR
\ vl
Q GII
10
q|
J
e i
0

_ - = . P . feg fip = f |
fdo fd1 = fdol1 1’d1|1 —> existe un Unico morfismo Go —— X tal que Py

por otra parte f' coigualaa d ,d :G!'—G"'' puestoque f'dp_ =f'pd =fd =fd. =
o 1 71 o o) o}

1 o) o 1
f';)'od1 = f'd1p1 y p, esun epimorfismo. Asi existe un Unico f_:f\TO( ') — X tal que
f' =T q' por tanto existe un Gnico morfismo ¥ tal que f = f'po = F q'po.// |

Sea G, ~—G, —» G!' una sucesion exacta corta de grupoides, como vimos en la
proposicion (1.1.23) la sucesion anterior induce una sucesion tambien exacta corta de

grupoides End(G!) «—— G, —» G:’ y un diagrama conmutativo

End(G) ¢—> G, ———> GF

] | | =

G, «———>» G, —» G
con ¥, una equivalencia esencia! fuerte. Se verifica que los grupos de endomorfismos
de la sucesion superior del diagrama anterior (1.1.26) son End(G,), End(G)) y End(GQ/End@G))

. . ., # .
respectivamente, es decir la sucesion exacta corta End(G)) e G, —> G, induce una
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(1.2)

1.2.1)

sucesion exacta corta de objetos grupo en @/Go , End(G)) & End(G)) —» End(G)..
FPor otra parte, el hecho de ser ¥, una equivalencia esencial fuerte implica que el cuadra-
do  End(G)/End(G!) £ End(G]) ——= End(G)')
l d J d
G —» G"
o o
es un pullback, donde el morfismo de End(Gf) en End(G.') es el inducido por ¥, .
Definicion. (Extensiones de grupoides )
Una extension E de un grupoide G, por otro H, es una sucesion exacta corta de gru-
poides E =G, ~—E —>H,_ .
Un morfismo de extensiones [':E ~——E' e;s un diagrama conmutativo en GPD(T)
E=- G “— E, —>> H,
SN
E'= G,“—— E!| ——» H,
Denotaremos por Ext(G,,H ) la categoria de extensiones de G, por H,y morfismos
de extensiones.
La siguiente proposicion se demuestra utilizando elementos , de forma totalmente a»naloga
a la correspondiente proposicion para extensiones de grupos. |
Proposicion.
Para dos grupoides cualquiera G, vy H, la categoria Ext(G,,H,) es un grupoide(i.e.

todo morfismo de extensiones de G, porH, esun isomorfismo).//

HIPERGRUPOIDES. -

Como veiamos en el apartado anterior (definicion (1.1.2) ) un grupoide G, es un objeto

simplicial verificando el axioma GPD, i.e. en dimensiones m>1 los objetos G son
m

. . . t . . .

isomorfos a fos objetos de ' open i-horns'" /A (G,) para todo 0g iKkm oy m >1. El siguien-
m g

te axioma es una generalizasidn del axioma GPD.

Axioma n-HPGPD (n)0)

Un objeto simplicial G, satisface el axioma n-HPGPD si y solo si los morfismos
i
K (i):G —> (G)
NORY AL,
son isomorfismos para todo m>n y todo 0 {ig¢m.
Los objetos simpliciales que satisfacen este axioma juegan un papel importante en coho-
mologia no abeliana , seran los sistemas de coeficientes que permitiran definir los con-

juntos de cohomologia en dimensiones superiores.
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Definicion ( n-hipergrupoide ). /

Un objeto simplicial satisfaciendo el axioma n-HPGPD se llamara hipergrupoide de
dimension '"'n"' o n-hipergrupoide.

Un morfismo de n-hipergrupoides sera un morfismo simpiicial entre ellos. Denotafemos
por n-HPGPD(E€) a la categoria de n-hipergrupoides { en € ) y morfismos de n-hiper-
grupoides. :'f

Notemos que el axioma 1-HPGPD es precisamente el axioma GPD, por tanto un hiper‘—
grupoide de dimension uno sera un grupoide. Por otra parte , se tiene que el axioma
n~HPGPD implica el m-HPGPD para todo m) n por o que todo n-hipergrupoide es
un m-hipergrupoide para m >n.

Notemos tambien que al igual que en dimension uno, si G, es un n-hipergrupoide, todos

los morfismos en el diagrama conmutativo

i
A )~ Ng)
m m
. . m n+1
son isomorfismos, para myn+1, por tanto G, = COSK " «(G,).
El lector interesado en conocer mas detalladamente algunos hechos basicos sobre
n-hipergrupoides, que aqui solo mencionaremos sin demostraciones explicitas, puede
i
dirigirse a [32) .
E jemplos:
; n-1 . .
Sea X, un objeto simplicial tal que X, 6= COSK (X.) . Entonces X.es un nhipergrupoide.
Sea A un objeto grupo abeliano en @, definimos el objeto simplicial K(A,n) ( complejo

de Eilenber- MaclLane [32] ) paran} 1, como sigue:

m 0 mg¢ n=1
K({(A,n) =( A m-=n
m 1
n=+
A m = n+l

los operadores caras y degeneracion en dimensiones menores que n-1 son las identidades,

d.:A—— T son los Unicos morfismos que existen , 0¢ i\( n, s.:M—s A es el morfismo
i i

. n+1 ] . . n+1 i
cero de A, 0gi¢n-1, d: A ——> A las projecciones para Oslgn y dn fA ——3 A es
i + :
n
la suma alternada d (a ,a., ... ,a)=Aa, ... ,a)=a +a - ... +#(=1)a ,
i n+l o 1 n n &) n- o0
n+ . .. ) ) i
s.: A—— A esta definido por s_(a) =(0, ... ,0,a,a,0, ... ,0) donde '"a'"l'aparece
{

|
1
en los lugares "i'" e "i+1" , 0¢ i¢n y K(A,n) = cosk ™ (K(A,n) ).

Claramente K(A,n) es un n-hipergrupoide. Notemos que si A no es abeliano, es imposible
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2(K(A,r\)) es isomorfo a A ! ) (K(A,n)) para 0i{ n+2.

comprobar que K(A,n) =A
n+2 n+

n+

Si X es un espacio topologico y denotamos por X, el complejo singular de X, X, €esun
conjunto simplicial (i.e. un complejo simplicial en conjuntos) de Kan . Se verifica enton-
ces que la relacion de ""homotopia'en el conjunto de n-simplices X : x~y sii existe un

n

{n+1)-simplice z e Xn tal que d.(z) = s, d.(x) para Ogign-1, dn(Z) =x y d (2)=vy
| - |

+1 1
( esto implica que d,(x) = d (y) paratodo i), es una relacion de equivalencia. Si defini-
i [

n+1

mos G, por: G =X para O\(m$n—1 , G el conjunto cociente de X por la relacion de
m m n n
homotopia , di()—() =d,x (para X laclaseen G del n-simplicexe X ), G 3 Imagen de
i n n n+

la aplicacion composicidn X — A (X)) — A (d,... ,d:G —-G vy
] n+1 n+1 n+l o n n n-1
G, = COSK (G,). Se verifica que G, es un n-hipergrupoide llamado n-hipergrupoide

fundamental de X, este n-hipergrupocide tiene los mismos grupos de homotopia que el es-

pacio topologico X en dimensiones menoresque n+1. Se dice entonces que los n-hipergru-
poides son suficientes para calcutar los grupos de homotopia hasta dimension n de cual-

quier espacio topologico. ( ver f_32] ).

Operaciones corchete, hiperunidades e hiperasociatividades.

Sea G, un n-hipergrupoide, entonces en el triangulo conmutativo

Gn+1
K 1(r1+1)
n+
D
m
n+1
AnH(G') H (n”)AnH(G‘)
n+1
Kn 1(n+1) es un isomorfismo por tanto D . es un monomorfismo. partir de ahora
+ n+
interpretaremos los elementos de G . como elementos en la imagen de Dn . asi un ele-
N+ +
mento Z€G serauna (Ne2)-upla Z =(X ,X_., .. ,X )€ VAN (G,) (x,=d.(z)),
n+1 o 1 n+1 n+1 ° i i

donde cada elemento x, esta determinado univocamente por los {(n+1)-elementos restantes.
i
En particular el elemento x . esta determinado por los elementos x , ... ,x , deno-
N+ o n
taremos x = [x ) eee 4 X ] . Tenemos asi definido un morfismo en C que |lamaremos
n+ o) n

operacién corchete

[ ] ’AZ:11(G-) — G, ;7

-1
. 1
por la composicionA. ::1(G,) Kn”(nﬂ) ~G d

1

Para cada 0gi¢n tenemos operadores degeneracion Si:Gn——}» An”(G.) defilnidos

por SI(X) =(Si—1do(X)’ 'Si—ld o1

, asi para todo x¢G ;s (x) € G
N | N

1(X)’X'X’Sidi (x), ... ,sidn(x)) . Ahora bien,

s. debe factorizar por G implica :
1 n

+1

+1
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s.d (x) = [s. . d(x), ... ,s. (x),x,x,sd _(x), ... ,sd (x)} O\<i(n-;\
in i-1 o i-1 i+ i n=1

X = [Sn—1do(X)’ e, Sn—1dn—1(X)’ x )

Las identidades anteriores (1.2.6) son llamadas usualmente hiper unidades

Por otra parte, tambien identificaremos a G con A\ 2(G.) asi un elemento de
. n n+

+2
G sera representado por una matriz
n+2
Xoo  To1 o2 o X ann
'XT.o xn x12 e X1n+1
x20 x21 x22 e e x2n+]
o a1 T2 T T T T
2o 21 22 T T T Thame
con xiJ,:x_, . yi{j , donde cada elemento en cada fila esta determinado por los (n+1,)
ij- ;

elementos restantes; en particular = [ X, 5 eee o X, ] y cada fila esta determinada
10 1N

X.
in+]
(univocamente ) por las (n+2) filas restantes; en particular en la Gitima fila se tiene que

=X =1 x cee = s e g X implic
xn+2i in+l [ io’ Xin-J 4 xn+2n+1 [xn+20 ’ n+2n] piica

[[xoo’ ’xbn]’[xlo’ ,x]n_], ’[xno' ’xnn‘)] = [xon,xm, ’xnn;]'

Esta propiedad de la operacion corchete se suele [lamar propiedad de hiper asociati-

vidad
4 . . - n+] -~ ~ i . - .
Por Gltimo, los isomorfismos [\ (G)= G [\ (G,) para 0gig¢ n implican
n+1 * n+1 +1 . NN ‘
I oo,
que para todo elemento (X , ... ,X. ,=yX. .4 «e0 X JEN (G.) existe un unico
o] i—-1 i+1 n+1 n+ ¢
elemento.x € G tal que
n
[xo, cee X XGX ,xn—]=xn+]

A esta pnpiedad de la operacion corchete la [lamaremos existencia de hiper inversos .
5

I

Proposicion ( Definicion alternativa de n-hipergrupoide)

Un objeto simplicial truncado

~ ‘-ﬁ_—'\\ —
= RN €] R € B4 €
*tr n— "n-1 ] )
, n
junto con un morfismo (operacion corchete ) 03 :A'n+1<G'lr~) _— Gn satisfaciendo:
(a) di([xo,...,xn])=dn(xi) 0¢ign

(b} Hiper unidades. (1.2.6)
(c) Hiper asociatividad.(1.2.7)
(d) Existencia de hiperinversos.(1.2.8)

Determina de forma Unica un n-hipergrupoide G, con truncacion G't y operacion
r
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corchete el morfismo dado.

Demostracion.- Las condiciones (a) y (b) implican que
$n 3n-
.'...‘- ."S.". So
n+] j/zzég::F\ éﬁ::%§::>>3 G k’E“\ G
= A n+1 tr do n dy n-1 - 7 7 17 4,
1 1 .
con d An+ ) — G las proyecciones para i=o...n , d :An+ G ) -G
n+1 tr n 1 n+1 n+1 " tr
n L
el mor‘fnsmo dado, d s (1 ,vy s, G —-»A K G . ) dadas por la composicion
+ ‘tr
H ] 1 ,
G —-—)A ) ne1(nt1) ;_A,rH (G ), es un objeto simplicial truncado.
n+1 tr n+1 *tr

1 1 i
Entonces G, = Coskn* (G' ), lacondicion (c) implica que Am (G )'5/\| (G )
str . n+l * n+1 °tr
parai=0...n y lacondicion (d) implica que ) m(G') ’Ej\I (G) paramyn+l vy Ogigm.ﬂ
m

n+1
Notemos que para A un objeto grupo en €, el morfismo suma alternada desde A

en A, no verifica la condicion (d) (hiper asociatividad ) de la proposicion (1.2.9) a menos
que A sea abeliano.

Nota.- En algunas categorias como por ejemplo grupos, categorias de interés o en ge-
neral variedades de Mal'cev, la operacion corchete de un n-hipergrupoide G, viene uni-
vocamente determinada por las operaciones existentes en Gn . Asi por ejemplo si € es

una variedad de Mal'cev y G, es un n-hipergrupoide en €, se verifica que

n-1 n-
[xo, ,xn]: F’(xn, [xo, ,xn_]'] '[Sn—ldnxo’ ’Sn—1dnxn—-1]

’ n-1 ’
donde "P'" denota la operacion de Mal'cev en Gn y el corchete [ ] esta dado por

recurrencia como sigue:

1
, =P s '
[xo xl] (x] xo sod1xo)

2 1
[xo,><1,x2] =P(x2, [xo,x]] ,[s1d2x ,S dzx]] )

}%—é : ;H—Z)

n-1
[Xo'x1’ ’xn—1] :P(xn—V [xo’ X2 '[Sn—Zdn-Zxo’ 'Sn—Zdn—1%n~l]

Es logico pensar (despues de estudiar algunos casos particulares) que un objeto sim-
plicial truncado a nivel n , G'tr’ determina un n~hipergrupoide si y solo si la exprecion
formal que define a [ ]n determina un morfismo de la categoria €. Esto supone poder
demostrar gue si [ ]n es un morfismo entonces se verifican las condiciones (a), (b),

(c) y (d) dadas en la proposicion (1.2.9:) . No hay ningin problema en probar (a) y (b),

P . . . n .
~ademas para n=1 ,2 tambien se verifican (c) y (d) siempre que [] sea morfismo.

FPara n)2 arbitrario, el problema continua abierto, notemos que si € es una variedad
de Qgrupos (donde la operacion ternaria de Mal'eev puede definirse como P(x,y,z)=x-y+z)

o C es la variedad de Algebras de Boole, entonas si es posible establecer este resultado
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para todo n . Por tanto donde la conjetura esta por resolver seria para Algebras de
Heyting y para cuasigrupos ( que son los otros ejemplos usuales de variedades de Mal'cev)

ver [2] .

Hipergrupoides asociados a un n-hipergrupoide.

Sea G, un n-hipergrupoide con n3)1 y m un entero positivo menor que n, consideremos

el objeto simplicial truncado

S
Teen N
€ Dg Do
G' = G == G . ¢ ) G'
*tr m  Dm m-1 1 D, o
dadopor G'=G , G'={xeG / d®=s dd  (x) ,0¢ig¢n-m=-1 }, para
o n-m k n-m+k i n-m-1"1 n-m

k {m . Los operadores caras D : G' —— G' vienen dados por rectriccion de los
i

k+1 k
operadores caras d .y los degeneracion S.:G' — G! por restriccion de los
N-m+i ik k+1 ’
operadores degeneracion s =G — G . La operacidon corchete del
Nn-m+i n-m+k n-m+k+1
n-hipergrupoide G, induce una operacion corchete en G' por la formula
m
[x,...,x]'=[s dx , ... ,s d x,x,...,x]
o) m n-m-1 0 o n-m-1 n-m-1"0 o m

de forma que G"t junto con esta operacion corchete determinan un m-hipergrupoide G,
r

que llamaremos m-hipergrupoide asociado al n-hipergrupoide G, ( ver [32] ).

Notemos que para kym , G' = { xe G / d.(x)=s d.d (x),Oéign—m—]Jusualrnente
k n-m+k i n-m-1 1 n-m ;

consideraremos este isomorfismo como una igualdad.
Claramente para cualquier m< n, cada morfismo de n-hipergrupoides f, :G, —H, indu-
ce un morfismo entre los m-hipergrupoides asociados f1:G —> H! con f;( dado por res-

triccion de f Ko E sta construccion nos determina un funtor
Nn—-m+

n-HPGPD(C) — s m-HPGPD(CT)

E jemplos.

Tendra un especial interés el 1-hipergrupoide (grupoide) asociado a un n-hipergrupoide

G,, que viene dado por:

GL=G ., G\={xeG /d(x)=s _dd (x),0¢i¢n-2 }, D(xd=d () yD (x)=d (x)
o n-1 1 n i n-2 i n-1 N o n-1 1 n
para todo elemento x € G'] . El corchete de G, esta dado por
[xo,x1] - [Sn-Zdoxo7 'Sn—Zdn—-Zxo’xo’x1 ]
! fi ipli ic = R vt
y el morfismo multiplicacion por XYy [[x sodox] y]

Si A es un objeto grupo abeliano en €, el m-hipergrupoide asociado a K(A,n) ynN)ym,

cs K(A,m).
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n—Hipergrupoides filtrados .

{.2.15) Definicion ( Filtraciones ).

Sea G, un n-hipergrupoide, una m-filtracion (m¢ n) de G, es una cadena de morfismos

simpliciales moénicos
m- 2 ol 1 Gl

c’a
Ghe——sa) . . . 6 % L, .o,
verificando: (i) Gl: es un (n-k)-hipergrupoide con Gk, =G parai=0...n-k y k{ m.
i i
k
(ii) O'i = id para i=0...n-k y kgm.
1
1 (04
G cn_, G
in qn
2 o
G- Cn=1, g G
“3)4 H -1 n-1
Gn—2 Gn—-Z Gn—2
cm! G G G
Jn-m+2 " Jn-m+2 n—-m+2 n=-m+2
o ] [y
m nrme |
G [@Rallun gy e} . G G G
H}}—mﬂ Hrj—mﬂ Hr}—mﬂ lln—m1-1 n-m+1
G G e G U
n-m n-m n—-m n-m n-m
G —_— G . ° M G ———] G G
o o o o o

Diremos que un n-hipergrupocide es m-filtrado si tiene una m-fiftracion. A un n-hiper-

grupoide n-filtrado lo llamaremos n-hipergrupoide filtrado y a su n-filtracion la {lama-

remos filtracion .

Notemos que dar una 1-filtracion (analogamente m-filtracion) de un n—hiper‘grupofide G,
consiste en darle una estructura de (n-1)hipergrupoide a fa (n-1)-truncacion de G, que
sea comp-atible con la estructura de n-hipergrupcide de G, ( la compatibilidad esta dada
por la existencia dd morfismo simplicial 0], ). Si la categoria @ es grupos o enigeneral

una variedad de Mal'cev, como ya dijimos anteriormente , existe en cada objeto simplicial
truncado una Unica estructura '"posible' de hipergrupoide ( ver‘[Z} ). Por tanto si G,

es un n-hipergrupoide en € (= Gupos, variedad de Mal'cev ... ) solo existe una posible
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1-filtracion ( m-filtracion) de G, . Sin embargo si € es cualquier categoria exacta dé Barr
pueden existir distintas 1-filtraciones {m-filtraciones ) de un n-hipergrupoide en C.
Si G,= K(A,n}, para A un objeto grupo abeliano en € , entonces G, es tanbien un
n-hipergrupoide en Gp{C) y por tanto existe solo una posible 1-filtracion de K(A,n).
Cuando hablemos de un n-hipergrupoide m-filtrado G,, estaremos dando implicitamente
una m-filtracion de G,. Un morfismo simplicial f :G— H, entre n-hipergrupoides m-fil-

trados se llamara morfismo simplicial m-filtrado sii f, induce un diagrama conmutativo:

m 2 ]
:n J.‘.___» G.m—] ... G?%‘-_ GJ o 9% G,
-1 2
lf/G‘m l t/QT J/f/G, l /G lf.
m A m-1 2 2 1 *61
HY = 1l L R e syl Ly

i.e. f, serestringe a las filtraciones. Un morfismo simplicial n-filtrado entre n-hiper-

grupoides filtrado se llamaria simplemente filtr‘adro . ”
Denotaremos por (m)- F HPGPD(C) a la categoria cuyos objetos son los n-hiper-

grupoides m-filtrados (i.e. cada objeto sera un n-hipergrupoide junto con una m-filtra-

cion fijada ) y los morfismos morfismos simpliciales m-filtrados. Sim=n a la categoria

(N)-FHPGPD(C) la denotaremos n-FHPGPD(C). |
Notemos que el funtor de olvido U :(rr%)—FHPGPD(@) ——> n-HPGPD(C) que asocia

a cada n-Hipergrupoide m-filtrado G, el n-hipergrupoide G, olvidando la m-filtracion

no es en general una inclucion. Sin embargo si € es una variedad de Mal'cev U es

una inclusion. Como veremos en capitulos posteriores los n-hipergrupoide m-filtrados

tienen propiedades que facilitan el estudio de "torsores' y '"cociclos" sobre ellos por

lo que seria interesante el estudio de funtores adjuntos del funtor U.

Ejemplos.-

.2.16) Si A es un objeto grupo abeliano en T, K(A,n) es un n-hipergrupoide filtrado con la

Gnica filtracion posible: K(M,0) == K(1,0) . . . . K(7,0) — K(A,n) .

En general, si G, es un n-hipergrupoide en Gp(€) con todos los objetos grupo Gi
abelianos. Entonces G, es filtrado en Gp(C), con las (nicas estructuras posibles de
m-hipergrupoides en las m-truncaciones de G, . Verificandose ademas que todo morfismo

de n-hipergrupoides en Gp(T) , f,r G,—H, con Gi y Hi abelianos es filtrado.
.2.17) Sea G, un k-hipergrupoide K 0 entonces paran > K, G, puede considerarse icomo
un n-hipergrupoide ( n - kK )-filtrado,con filtracion G==0, ... G=G, .

Notemos que los n-hipergrupoides filtrados desempefian un pape! esencial en la construccion
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de los conjuntos de cohomologia en dimension  n.

Adelantando algunos resultados ,diremos que una de las propiedades principales de un
n-hipergrupoide filtrado ( 1-filtrado es suficiente ) es la posibilidad de definir el

" (n-1) - hipergrupoide fibra " de un n-torsor sobre él, pudiéndose como consecuencia
adoptar metodos analogos a los abelianos para la construccion de los morfismos de
conexion.Por otra parte ,los n-hipergrupoides filtrados son aquellos obtenidos mediante
aplicaciones reiteradas del funtor VV a n-grupoides.Ademas en categorias como Grupos,
la categoria de n-hipergrupoides filtrados es equivalente a la categoria de T-hiper -

grupoides y a la de complejos cruzados ( ver[s] ,[9], [] O-])

(1.3) n-HIPERGRUPOIDES DOBLES Y n-HIPERGRUPOIDES EN CATEGORIAS DE
m-HIPERGRUPOIDES .

Grupoides dobles.

.3.1) Definicion ( Grupoide Doble).
Un grupoide doble G,,en € es por definicion un objeto grupoide en la categoria GPD( C ). La
categoria GPD(GPD(C)) sera entonces la categoria de los grupoides dobles en C .

Representaremos a un grupoide doble G, en € por un diagrama
m, Do 5"
= —_
Gee qu Gﬂ G.] - 5. G-o
G \
0
(en el que a menudo no escribiremos el morfismo multiplicaci n m , suponiendola implicita-

mente ),donde C—}1x G,1 tiene la estructura de grupoide inducida por la de Gy m, es
(2]
un morfismo de grupoides.Puesto que los productos fibrados en GPD ( € ) se obtienen ha-

ciendo productos fibrados en cada dimension en la categoria base € ,tenemos que

G = . . .G —r
.%Gq ( 1 GH)x (G”x G”) e —— an GH = de GO]
Xel G G xG G G
ol 1oG lo o 0

. . . @ .
asi el morfismo m, en dimensiones cero y uno seran morfismos en €
: G — G : G,, —m— G
Mot G Gy ol M G "
G G
w lo

Puesto que m, satisface las condiciones de morfismo de grupoide (Definicion (1.1.3)) se

verifica que mg /"g"\
G : G xG ———— G ———= G
O ol o ol D, fo o]
G
@ S.
: G, —n Do
G Cpx Gy I G, = 6,

lo
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son grupoides en € ; por tanto ,representaremos también a un grupoide doble G,, por un

diagrama en C .

G, . x G ~1 N =3 G
”G N 1 D, 1o
lo
d [ld] s Se dlld]ls
oY Yo /—\ ol |10
m
o] Do
3 G 3
Go1x Go1 7 ol D ’ Goo
G 1
0o
donde cada fila y columna es un grupoide en € y los morfismos 'd" , "D s,y G

son morfismos de grupoides.

Debido a la complejidad de! diagrama (1.3.2),cuando representemos un grupoide doble en
€ ,en el diagrama (13.2) no escribiremos los morfismos multiplicacion,y muchas veces
olvidaremos también los morfismos degeneracion.

Llamaremos grupoide de objetos 6 de O-celdas a G'o y grupoide de flechas 0 1-celdas
a G,] . Representaremos por puntos a los elementos de Goo , por flechas horizontales

do (g)e g\p-d1 (g) alos elementos g € G] , por flechas verticales
o

D,( )

L4

E
Dy ()

a los elementos = f ¢ 601 y por cuadrados (retlenos )
D, (o)
Dod,(®) = d D (¢) ===+ diD, (x) = D, d(a)

do(a) d1(a)
D1do (a) = do O, (a) s—— D) = Dy dy(a)
D](“)
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a los elementos q € GH .

Notemos que podemos multiplicar dos flechas horizontales

, f
o) flechas verticales 1

If.

pero no podremos multiplicar flechas verticales con horjzontales ni horizontales con

verticales.

En GH tenemos dos multiplicaciones ( m1 y m'1 ) ;una que representaremos horizontl-

mente y que correspondera a la multiplicacion m'1: G” X G” _— GH
G

ol
(representada verticalmente en el diagrama (1.3.2)y que denotaremos m‘]( a,a')=a,a'

D (a) D, (aY) o 0, () Do ()
L] L4 @ 1 . —— §
do(o‘)l N 0 ldl(o") — do(o‘) l a. o' l dl(o")
B B T "o, (a) 0, (a0

Notemos que por ser Do y D; morfismos de grupoides se tiene que Do( a.a') =Do(a). DO( a')
y D]( as a')= D1(C!)-D1( a') .
Y otra multiplicacion que representaremos verticalmente,que corresponde a la multiplica-

cion m, G,,x G, —> G_. (representada horizontalmente en el diagrama (1.3.2))

y que denotaremts m, (B, B')= Bx B'
0 (B) 0 (B)
C—_ N 9 > .
d (8) . ¢ (8) 7} d, (B)d, (8Y) - dy(B)d, (8"

-
y
-
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Notemos que por ser do y d1 morfismos de grupoides se tiene que ;

dy (8x8') = dy (8)d(8") vy di(B8x8")=dj(8)dy(8").

Denotaremos por a_l al inverso del elemento aeG” para la multiplicacion m'1= "
y por -8 al inversode B8 € GH para la multiplicacion m1= x " ;
Por otra parte el morfismo simplicial m, : qu Gy — G.1 en dimension dos
Gio
‘. -
estadadopor‘nb. (Gﬂg G]? x G”xGH) —_— GHE;GH
ol G,x G ol ol
o o
GOO

m, ((a, @), (8,8))= (ax8,a x8")
l a 71 a'i ; Mo Y ’
K J e | | J.‘“‘B,l

El hecho de ser m, un morfismo de grupoides implica que el diagrama

a'x B’ 1

mz:m]xm]
(G x Gy x (Gx G) - GHXGGH
ol G, xG ol ol
1o lo
(0]
xml] m'.l
G..xG ™ G
1P > P
lo

es conmutativo por tanto se verifica la siguiente ley de compatibilidad - entre las mul-

tiplicaciones en G”:

Para todo((u,a'),(B,B'))e(GxGﬁ x (G .xG,)

T B 11
1 G G1
o Gl&‘ o o
G
O
(axB)e (a' x B') = (a.a") x (B « B"

l axe-l a'xB"l\

yo

g
Blsl\

e ———
Q

[P v

L B.B' l

-

. . / l(ax Ba( @'x B')=fre )8 « B)
J a.a' J’ ’ —
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Reciprocamente un morfismo simpticial truncado

™
G* Gy °h

lo

(dxdy) (dxch) d, !

m
G RS ©
G X Gy G

a

verificando la ley de compatibilidad ( 1.3.3) induce un morfismo de grupoides

m, : G_]x G.] — G.1 Tenemos asi
G,

J%o
.3.4) Proposicidon
Un diagrama simplicial ( 1.3.2) de grupoides y morfismos de grupoides,determinan un

{nico grupoide doble G,. siy solosi las multiplicaciones horizontal y vertical en Gn

satisfacen la ley de compatibilidad ( 1.3.3).//

Asi un grupoide doble G,, quedara univocamente determinado por cuatro grupoides

G-o’ G.1 , Go.’ G‘. verificando ciertas condiciones de compatibilidad .Estas condiciones

son totalmente simétricas,de forma que el objeto simplicial truncado

junto con el morfismo multiplicacidn m', : G.x G1.—-——) G

-

1 definido por m'y y m'] )
O
determinan un grupoide doble al que llamaremos _grupoide doble transpuesto de Gee y lo

denotaremos por G!, . Esta relacién nos define un endofuntor " T " de la categoria

de grupoides dobles GPD (GPD (€ )) ( T : G, —— G&..).

2-grupoides
Los grupoides dobles que desempefiaran un papel importamte en cohomologia no abeliana,

seran aquellos G,, en los que el grupoide horizontal en dimension cero G,, es constante
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|
(i.e. los objetos Gy son todos iguales para todo k vy los morfismos caras y degene-
racion son todos identidades ).
.3.5) Definicion ( 2-grupoide )
Un grupoide doble G,, en el que el grupoide horizontal en dimension cero Go- es cons-

tante sera llamado 2-grupoide. i

Representaremos a un 2-grupoide G" por un diagrama simplicial truncado

Llamarenos O-celdas a los elementos de Go y1-celdas a los de G; y 2-celdas a los de
G2 .Representaremos por puntos a las O-celdas,por flechas horizontales a las 1-celdas
or diagramas
y p g DO(D()
m
] a L]
d) _Y* 3 dx)

D](°<)

a las Z~celdas.Si los objetos de GO fuesen categorias,los de G] funtores y los de; Gi2
transformaciones naturales,las dos multiplicacicnzs en (32 corresponderian a las cla-
sicas composiciones horizontal y vertical de transformaciones naturales de modo que la
ley de compatibilidad (1.3.3) corresponde. a las "Leyes de oro de Godement "-.
Denotaremos por 2GPD(C ) la correspondiente subcategoria plera de GPD{(GPD( ED))
cuyos objetos son los 2-grupoides en C.

Notemos por otro lado,que la definicion dada de 2-grupoide tiene claramente una duali-

’ > - - - 0
zacion :un "' 2-grupoide " es un grupoide doble G, en el gue el grupoide vertical en

dimension cero G (grupoide de objetos ) es un objeto simplicial constante.La restriccion
(] i

del funtor transposicion T " nos dara un isomorfismo entre la categoria de 2-grupoides
en € y su dual ta de Z:gr‘upoides.

Recordemos que la categoria € puede ser considerada como una subcategoria plena de
GPD( € ) mediante el funtor (inclusién) K (-,0) : € —> GPD( C ) gue asocia a

cada objeto X de € el complejo simplicial constante K ( X,0) . Tomando como cate-~

goria base a GPD ( € ) ,tenemos que para cada grupoide G, el grupoide doble constante

K(G,0)=... G, G G, es un 2-grupoide,asi la categoria GPD( C ) se

puede considerar como una subcategoria plena de 2-GPD( € ) mediante el funtor (inclusion)



-67-

K (-,00:GPD(C) 2 -GPD (€) .

Asi mismo ,vimos que la categoria de grupos internos en €, Gp( € ),se podia considerar
como una subcategoria plena de GPD ( € ) mediante el funtor “
K{(-,1) : Gp(C) —— GPD ( € ) que asocia a cada objeto grupo A el grupoide
K (A1), Para GPD(T) ; la categoria de grupos internos en GPD ( C ),Gp(GPD(T ),
que es equivalente de forma natural ( ver [41 ] ) a la categoria dec grupoides en Gp(C )

( Gp (GPD (C) = GPD (Gp (€ ))) puede considerarse como una subcategoria plena de
la categoria de 2:grupoides mediante el funtor que asocia a cada grupoide G, en Gp(C)

el grupoide doble ( 25grupoide) K (G,1)= G, :/r-\_—*, T, donde I, =K ( 1.,0)y

los grupoides horizontales son K ( G,,1) y K (Gy, 1) en dimensiones cero y uno respec-
tivamente.

Considerar emos no obstante a la categoria de grupoides en Gp( € ) como una subcategoria
plena de 2-GPD( C) mediante el funtor composicion

TK(-,1) =K (-,D': GPD (Gp(C)) ——— 2GPD(C ) que asocia a cada grupoide G,

eltranspuesto de K (G, , 1) i.e.

T~
K (6,1 =K (6,1) ==/ K(G,1)
m
Gy do ., G
- o]
d
T n

Notemos que si A es un objeto grupo en € . Aunque todo objeto del grupoide K(A,1)
es un objeto grupo en € ,el morfismo multiplicacion de K ( A,{ ) no es un morfismo de
grupos internos en € a menos que A sea abeliano por tanto K ( A, 1) no es un grupoide

en Gp (C) si A noes abeliano. Asi el objeto simplicial doble truncado

! ||

1 s ——
junto con las multiplicaciones trivial en 1. ,y la multiplicacion de A no determinaran un

2 - grupoide a menos que A sea abeliano.
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A continuacion veremos que algunas de las propiedades mds significativas de los grupoides
en la categoria de grupos internos en € ,como son :

(i) La multiplicacion de un grupoide G, en Gp( € ) queda determinada de forma Grica
por la multiplicacion del objeto grupo GT .

(ii) Todo grupoide en Gp(C€ ) es abeliano.

(iii ) Toda categoria interna en Gp ( € ) es un grupoide.

(iv) Un objeto simplicial truncado Gy =—/—= G, en Gp( € ) determina un grupoide
(necesariamente Unico ) con truncacién la dadg si y solo si ios elementos de Ker(do) y
los del Ker(dy) conmutan.
Son también ciertas en la categoria 2GPD ( C ) .
Obtendremos dichas propiedades como corolarios inmediatos de las proposiciones siguientes.

.3.6) Propcsicion

Sea G,,un 2-grupoide en € .Entonces la multiplicacion vertical ' x " en G, estd de-
terminada de forma Unica por la multiplicacion horizontal '"." en G.

Desmostracion. -

Sea m

G S
el morfismo simplicial truncado "en
X
& x & ¥
Gy,
d,P% ’drr“-'” “p )
Go Co

debe de inducir un morfismo de grupoides {(considerando a GZ X Gy =/ GO con la

G
1
multiplicacion inducida por la de G, ,i.e. (o, 8 e(a'yg') = (a.a'y, B.R"'")), Paraca-
da par (g, o' ) € G2 x Gy setiene .
G
o xa' = (a.( S D). 5D (a) )) x((S D (a).SD10) ). at)

-1 -1 ,
=((aSy Dy (@) " ).5yDq(a)) x ( (SOD](a).SOD](a) Ja ') =
=(Ley de compatibilidad (1.3.3))=



—69-

-1 -1 ,
=((G-SOD1(°‘) yx: ( SOD](G).SOD](G) ) ) SOD1(0) x a') =

= ( Ley de compatibilidad ( 1.3.3)) =
= (2xS,D (0 ) « (S D ()71 x 5Dy (a)! ). SO la)x at)=

“'SD1(°‘)_1. @' asi axa' = a.3S D (C!)—1.01',
o) o 1

i

Pictoricamente

E’/’M \/ \/

0, (a}

D (@) o, (o)t D ( a)
‘/\ /—’”\* ./_\
\JLX__-/,' . .\_,_/'. ' Qh_'_/‘

D (@) D, ( o)l D, ( o)

Analogamente ,se tiene

Dl(a'
. -1
Do(cx) Dl( a ) D ( a)
_ - lLa' N . " . Uu ¢
= —_—
=
0, ( a) 0,( a) 0 (a)
por o que se deduce de forma analoga la igualdad a x a' = a'. S, O (a) ! . a
Asi tenemos
' -1 , , -1
.3.7)  axa' = a-SOD](a).a = a .SOD1(cx) .a.//

Al igual que en la categoria GPD( T ) ,el " grupo de endomorfismos " de un 2~grupoide G,.
sera el objeto en GPD(C ) igualador de Dy/Dq: Gy ——> G, .Si denotamos por

E =Equ (Dgy,Dy: Gy ———> Gy )} entonces



1.3.8)

1.3.9)

~70-
SO

D :D]

End(G,) = E —20 G,

Y R S IERE

G
o o
sera un objeto grupo en la coma categoria GPD ( C )/ G o donde el objeto grupo
. S
E —S G1 en C/ G1 es el grupo de endomorfismos del grupoide ?__.5_0\
= G N 0
G I. 2 ——— G]
Oy

De la proposicion (1.3.6) anterior deducimos de forma inmediata {os siguientes coro-

larios

Corolario

Todo 2-grupoide G,, en € es abeliano,i.e. el grupo de endomorfismos End(G“)

es un grupo abeliano en GPD( €) / G'o /

Corolario

Sea C,, una categoria interna en GPD(Q®)

c = C 17 —De = CZ 0 C]
(Y] [} [ Xe) ——_,D
1
0y
d0 d1 s, do d1 sO i
Co o

con la cdtegorig horizontal en dimension cero C ' -constante (i.e. las columnas
Oe
seran grupoides en € vy las filas categorias internas en € verificindose eh Cy la ley
e . . . £ ~
de compatibilidad (1.3.3) respecto de las multiplicaciones del grupoide Cp == Co
‘£ . A - .
y de la categoria interna C2 ————{ C1 ).Entonces C,es un 2-grupoide (i.e. toda ?-celda

es invertible respecto de la multiplicacibon wertical " x'" ) .

Demostracion.- Al igual que probamos en la proposicion (1.3.6) se verifica que la mul-

tiplicacion wvertical "x'" de la categoria interna Cop =—/m/m C1 queda determinada

por la multiplicacion horizontal *+"del grupoide C2
-1

t o ¢ —_ ot —1
axa~aSoD](a).a —a.SOD](a).Ot

—— CD por la formula

-1
Si consideramos para cada 2-celda a € G ,la2-celda S (a)ea - Sy Dyla)

se tiene que :

s

ax (D (adia . SDu(a))(ausdy(a) )x(SyD( a).a
{(Ley de compatibilidad ( 1.3.3)) =

-1
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. -1 -1
= (xS D) )e(sd@®x(x SDKX)))=X(x SD &) )= SD (x) . i
o 1 o1l o o o o o o .
y analogamente
-1 -1
(SD X)X .SD @) xX =(SD ). .SD®)x(sd @.X ) =
o 1 o) o 1 oo oo
=(SD,@.x )xsd®)(SD)xx)=(SD . ')eX =S D_(x).
o1 o0 o o0 o 1 o 1
Asi =95 D](0<).o( 1. S D (X) es el inverso de & para el producto "x'" , por tanto
o o o
toda 1-celda X es invertible para el producto '"'x" siendo entonces Cz"————»‘—‘C1 un
grupoide y consecuentemente C,, un 2-grupoide. //
.3.10) Proposicion. S,
Sea G e G,1 :%.:: G un complejo simplicial truncado en GPD(C). Entonces exis—
oo 1 .O

te un 2-grupoide G“ con truncacion la dada si y solo si para cada par de elementos

%, eG,_talesque: D () =sd (&) =s d (&) =D («)
2 i o1 o1 o
D (o)
o
@
\'Uf‘/"
D (o)
i
se verifica que o.d =o'.x  (donde hemos denotado '".——." a la identidad sod](Q() =
s d (d)). |
o ©
Demostracion. - Si existe el 2-grupoide G,, con truncacion G"tr , entonces tenemos
una multiplicacion vertical ! G2 X GZ—’ G2 que por la proposicion (1.3.6), viene
1 ¥

1.ch' = cL'.SOD1(01)—,1 o« . Si oy o' verifican
-1
() = s d (') =D (&) se tiene entonces: dxd' =d.S (s d () « &' =
o1 o o o |1

dada por la formula : ox o :o(.SOD](oL)"

que D () =s d
] o1

-1
", o ol = ol
OLSO(SOd]( )) (oL = ot.X =&
Reciprocamente; utilizando las proposiciones (1.3.4) y (1.3.6) tendremos solamente

que probar que las multiplicaciones '".' de! grupoide G.] y x': G2 é G2 _— G2
]

-1
definida por olxol =6.S D1(0() .o verifican la ley de compatibilidad (1.3.3).
o
Sea: ((d,a),(@,@)) e (G2 éOGZ) x (GZ/.éOGZ)

T ©6%

entonces  (atvo) x (o) = (L o).5 D (o)™ (pop) ~e(at’.S D (a) (S D@ p)p
) = o(s D (07 p (.S D ()7, (A'1= (xp) .(u'>]< a) . "
(*) Notemos que e! par ( (dJ.SOD](dJ) ),(SOD1(O() (5) esta en las condiciones del enun-

ciado de esta proposicion por lo que se tiene esta igualdad . //
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.3.11) Sub2-grupoides normales y 2-grupoides cocientes.

Aplicando los resultados obtenidos en la seccion (1.1) a la categoria GPD(C) tenemos

que un sub2grupoide de un 2-grupoide G,, sera un diagrama en GPD(C)

Ve

El subZgrupoide i : G, G, sera normal si y solo si el plano G]" G'2:‘,G

I

G, : G —961

oo 72

en el diagrama (1.3.12) reprsenta un subgrupoide normal. EI grupoide en GPD(C) cociente
de G,, por el sub2-grupoide G|, es de nuevo un 2grupoide G}, y viene dado por:

G! G, ——> G

2
G Gl
1 1
G G
\N / ‘“f / ©
G G
0
donde el grupoide G'1‘ — Go es el coigualador de DO,D G.']——’ G i.e. el grupoide
de componentes conexas de G,, . El grupoide G{.': G'2' s 4 G'1‘ es eI grupoide cociente
de G1 por el subgrupoide normal G'1'(——> G]. y el grupoide G.“ G']'_::‘; Go es el

grupoide de componentes cone xas del 2-grupoide G|,
Notemos por otra parte que elnucleo de un morfismo f, : G,— H,, de 2-grupoides ,

no tiene porque ser de nuevo un 2-grupoide. Sin embargo si el morfismo f, tiene la iden-

tidad en dimension cero i.e. fo =id: Ga___._.. GO =HO el nicleo de f,, , Ker (f ) vuelve a

ser un 2-grupoide, que viene dado por:

Ker(f,,) = Ker(f, ): . . Ker(f, ) Ker(f ) > G, — > H
. 11 \ / 2 ‘// 2
\G.o : ‘ . \H \ G] + Jl
‘ G G
o
\ P/ \n/
G G
o
.3.13) Nota ( n—grupoides ) .— La nocidon de grupoide doble puede ser generalizada en el

siguiente sentido : Un grupoide triple ( cuadruple, ... ) sera un grupoide en la categoria
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de grupoides dobles (triples, ...). Lo mismo ocurre con el concepto de 2-grupoide
que se podra generalizar a 3-grupoide ( 4-grupoide , ...), asi por ejemplo un 3-grupoide
sera un 2-grupoide en la categoria de grupoides tal que el grupoide (en GPD(C) ) en dime-

sion cero es constante. Un 3-grupoide sera representado en GPD(C) por un diagrama:

6. 2o__.g
2 21 1
D||D
1 Do D]
G G

‘o ‘o

donde cada objeto es un grupoide y cada fila o columna representa a un 2-grupoide en C,

a este 3-grupoide lo representaremos , en la categoria € , por un diagrama:

G :;b—_zG
3 s 2

© ojdl“ 51 gl
do C\) G' i G
(] (o]
/ h /
GO GO

donde cada arista representa un grupoide y cada cara a un 2-grupoide. los elementos de

G, ( 3-celdas) se pueden representar por diagramas h !
’ o) = e |

pudiendose multiplicar estos elementos de tres formas distintas: e
f . s
N = H‘ ITH . ] h. h . ]
I Iy LT [RECR
— T — S'S‘
9 >
£ £
h '
cdl e R e Y T

>

o . e 5 ’,
F " FI
) oLﬂ -4, ﬂ(s _h JJ( .k * > oLﬂ LN Hb’
9 2

.3.14) Estas tres multiplicaciones verifican una ley de compatibilidad que nos diria que todas las

“t

14

formas posibles de multiplicar los elementos en el siguiente diagrama, coinciden

3

£
o(ou g U(;oft'» U“KO o(“ ~bs Up, h, U;‘
I R ot Sl
3 s
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Verificandose , tambien para 3-grupoides que la multiplicacion "." determina de forha

Unica las otras dos multiplicaciones. .

n-hipergrupoides dobles , (n, 1)-hipergrupoides y demas generalizaciones.

Asi como son de interes los grupoides en GPD(Q), tambien lo seri los n-hipergrupoides
en GPD(CT), ya que nos permitiran definir el 32 morfismo de conexibn para la cohomologia
no abeliana.

.3.15) Definicion ( n-hipergrupoide doble).
Un n-hipergrupoide en GPD(C) 'se llamara n-hipergrupoide doble. A un n-hipergru-

poide doble G,  lo representaremos por un diagrama

m'\—l S
316 G.: . . .G@G . s
aw .n Du -n_-‘ . . .1—T) .o
en la categoria GPD(C) & por un diagrama 5
D
347 G . . . 6. =2 . . 6 =5 6,

= W

on © ’Gon—1 G D G

(en los queamenudo omitiremos los operadores degener‘acuon), Junto con un morfismo de

grupoides (operacion corchete)

n+1 {]
AN (61)‘—]'—’61n

n+1

(do)| |(ap) 4| 9 ‘

/\ ( C;Oo) - Gon

verificando las condiciones de la proposicion (1.2.2) donde la estructura de grupoide en
1 . 4
n /\ ( Go ) es la inducida por la de G,, -La condicion de ser
n . !

n+1(G1) +1

la operacion corchete un morfismo de grupoides nos dice :

Nn+1

[>b"°"’h]1 fyo,...,yn]1 = fxoyo], ...,myn], p]aratodo
. (84 N+
(Cogs oo o) s Oy vy € AT 06, ) x AT (6,0 f
rl
Am1(G°')

Esta propiedad es la generalizacitn de la ley de compatibilidad (1.3.3) de los grupoides
dobles.
Podemos generalizar la proposicion (1.3.4) a n-hipergrupoides dobles,en el sigliente

sentido:
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1.3.18) Proposicion

Un diagrama (1.3.17) de grupoides verticales y morfismos de grupoides (horizontales),
n-hipergrupoides (hori:zontales) y morfismos de n-hipergrupoides (verticales) determi-
nan un Gnico n-hipergrupoide doble G,. si el corchete y la multiplicacion en Gy satis-

facen la siguiente ley de compatibilidad (generalizada ) :

1.3.19) [’b" .. ,m]]. [yo, R ’Yn]] = [xdyo, R ’xriyn] , para todo
(( ), D eaA™ (o) xn ™ (e )./
LT N N A €N, ) XA 1)
n+1
A\ n+l (G, )

Denotaremos por n-HPGPD ( GPD( € ) ) a la categoria de n-hipergrupoides dobles.
1.3.20) Definicion ( (n, 1)-hipergrupoide).
Un hipergrupoide doble G,, en el que el n—hiper‘grupoide en dimensidbn cero Go- es cons-

tante se ltamara un (n, 1)—hiper‘ngoide,y ser a representado por un diagrama

1.3.21)

: e ——
G.. ﬁm JGM—] ....... En —_ EO
G .o G —77= G

OLI
O
o]

o i
Denotaremos por (n, 1) HPGPD(C) la subcategoria plena de la categoria nHPGPD(GPD(CT)) de
los (n, 1) -hipergrupoides.Notemos que un (1, 1)-hipergrupoide es lo que hemos Ilamado

un 2-grupoide.

La categoria de n-hipergrupoides en la categoria de grupos internos en € ,nHPGPD(Gp(T ),
puede ser considerada como una subcategoria plena de (n, 1)-HPGPD( € ) mediante el

funtor inclusion.  nHPGPD(Gp(C )) &—— (n,1)-HPGPD( € ) que asocia a cada

n-hipergrupoide G, en Gp( C ) el (n,1)-hipergrupoide

I ——
K(Gn,1)_'.:;. K(Gn 1)...K(G1,1)__,K(GO,1).

-1’
En particular,si A es un objeto grupo (abeliano en € el n-hipergrupoide K( A in) defi-
ne un ( n, 1)-hipergrupoide el K ( K(A ,1),n).

Como vimos anteriormente la proposicion (1.3.6) generalizaba el hecho de que lajopera-
cion multiplicacion de un grupoide G, en la categoria de grupos queda totalmente determi-
nada por la operaci-oh multiplicacién del grupo G; . Este resultado de la categoria de gru-
pos,no es solamente cierto para grupoides,sino gque se generaliza a n-hipergrupoides como

también dijimos anteriormente en (1.2.10).Verificandose que para un n-hipergrupoide G,

en grupos el corchete en G viene dado univocamente por la formula
n
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n-1

-1 n-1
[xo, .o ”%] = - ( [xo . e e ,xn_]] ) [s,|_‘__1dn><o e .,sn_1dnxn_1]‘
n-1 , i
donde [ ] esta dado recurrentemente por :
1 -1
[)b’x‘]] = X'| XO . Sod]xo
n-1 n-2 . -1 n-2

[xo,...,x‘_]_1 ] X ( [)(O,...,>$1-—2J ) [Sn—Zdn—1(xo)’""Sn—zdn—1(xn—1)]

este hecho que se puede ver demostrado en [2] se generaliza a la categoria de
(n,1)-hipergrupoides con una demostracién totalmente analoga a la dada en ta proposi-
cion (1.3.6).Asi tenemos

.3.22) Proposicion
Sea G un (n,1)-hipergrupoide.Entonces la operacion corchete definida en Gipy g-ueda
determinada univocamente por la operaci-on multiplicacion del grupoide G’n . //
La proposicion (1.3.10) ,al igual que en grupos ,admite también una generalizacion a
la categoria de (n, 1)-hipergrupoides.Siendo las condiciones sobre un objeto simplicial
truncado de un (n, 1)-hipergrupoide anilogas a las dadas por Conduché [1 S]en la catego-
ria de grupos.
Sera tambien' interesante el estudio de n-hipergrupnides en la categoria de m-hipergrupoides
en particular - los grupoides en m-hipergrupoides.Este estudio nos permitira dar una de—
finicion de ios morfismos de conexidn para cohomologia no abeliana en dimensiones
superiores.Un grupoide en |la categoria de m-hipergrupoides G“ sera representado por

un diagrama
e e

G = G_]——> G.O! Gm1:s—‘Gmo
(Ql e~
Gm 1,1 Gn

" =

-1,0

@ -

1

/\‘O ..
Y
)

o

/_\
rooom——
'
premma—— {

o®
®
8

1

donde cada fila representa un grupoide y cada columna un m-hipergrupoide.Sera de un
especial interés aquellos grupoides en m-HPGPD( ¢ ) , G,,s tales que los m-hipergrupoides
Gy QO tienen la misma (m-1)truncaci-dn siendo los grupoides G,, constantes para

o¢i¢m-1.A estos grupoides los llamaremos (1,m)-grupoides y seran representados por

~
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un diagrama.

G.: G

.0 o] °O :

Denotaremos por (1,m)-GPD( € ) a la subcategoria plena de GPD(m-HPGPD( € ) ) de [os
(1,m)-grupoides.

El funtor W restringido a la categor-ia de los grupoides dobles.la eguivalencia entre

las categorias de2-grupoides vy 2-hipergrupoides filtrados.

Los resultados que diremos a continu-acion fueron obtenidos en colaboracion con el pro-

fesor Duskin y su estudiante Gary Nan Tie quien esfa especialmente interesado en las
equivalencias entre las categorias de n-hipergrupoides filtrados,n-grupoides, T-n-hipergupoide:
etc...Algunos de estos resultados formaran parte de la futura tesis de Gary por Io“ﬁque
solamente esquematizaremos algunas de las demostraciones.

En el apartado (0.3) definfamos un funtor \TV Simpl(Simpl( € ) ———> Simpl( € )

veamos ahora que ocurre cuando aplicamos este funtor W a un grupoide doble G,,

. L G-I]XGH G]OXG‘IO
Go1 Goo
...... G, xG,, —————— G DO -5 G
n MM -—-——— N 5 — lo
lo 1
dO d.l do d1
D
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% d
- _— [¢]
W( G = . .. —d— A
( G,) Go1x an Gloj_, Go]x G10 , Goo
G G ° g G !
o ™

Graficamente,representaremos a los elementos de G

X =

como puntos,a los elementos
(0 0]
(g.,ga.) e W (

ol “lo G")l :GO1XG10 por
G i
@ g '
ol
910
cond (x)=D (g ,)
O =
o “ol r 9 ( x) d ( gL )
A los elementos z = ( 901, (1”, 910) E W ( G..) 2 =
= ( Glox Go1) X G” x (G10 X 613 = Go] ><G]1 XG10 los representaremos por
G G G C G G
fo ] ol lo w fee) oo
D
go] 0( all) .
a
dO(C'.ll i d‘(all)
D1(a : 910
Un elemento £ & VV(G )., = G . xG ., xG_ . xG, xG estara representado por:
'3 1 N n n lo
G G G G
lo ol fo%)
gol X
—
a
= ]
—_—
s | v, |
R 0 § S G

con d, (¢) = (901’ L DO(Y ))

d1 (¢) = (g P X B .., D (y

ol
d2 (g) = (901,d0(<1]

d3 (g) =

verificandose

1),8 Y
(dCar)v vy o g)

que § queda totalmente determinado por tres elementos cualesquiera del
— - 3 —
conjunto {do(i),d](i)ydz(ﬁ) 1%(5)} asi W(G“3: Ai ( W(G,)). En general
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-para n >3, W ( G ) seraunproducto fibrado de nicleos simpliciales,puesto que
e’n ,
colimites conmutan con colimites ,es facil de ver que W ( G,) TN (W G)).
n n ae
Verificandose por tanto que W ( G,,) es un 2-hipergrupoide en © .Notemos que la ope -

s 3 = - . .
racion corchete [] : [\3 (W(G,)) ——s W( G")2 viene definida por :

' 10 ' ' ] ' ’ ' = ’ ’
[(901 OL11 O(Yll)) (gol alle“ Dl(Yll) 910) (gol do( 0Lll) B 11 Yll 910)] (dl(all) Y11 glo)

P lqui
ara cuaiquiera 901 € Go] ! o111’811”11 € GH Y gIo € G1o tales que entren en el
siguiente diagrama: .

Por tanto la imagen del funtor W restringi do a la subcategoria plena GPDGPD( C ) de
Simpl(Simpl( € ) ) esta contenida en la subcategoria plena 2-Hpgpd( @ ) de Simpl( T ).
Denotaremos tambiéen por W GPD(GPD(C ) ) —— 2-HPGPD( C ) al funtor obte-
nido por restriccion del funtor W :Simpl (Simpl (€ )) —— Simpl (C ) .

Supongamos ahora que G,, es un 2-grupoide

...... G, x G G, —/—3 G
G
|
G G G G
o (o} o o i

Entonces W (G,) seraun 2—hipergrupoide_\’\l (G, ):. . . A g@zx Gl ESG.;_LGO

o
Donde los elementos de x= (q, @) € Gpx G1 = W(G,, )2 seran representados por
Go
Do(a) g
. JJG . — 5.
v

Dy ()



-8p-

1]
o
o)

con 4, (a, 9
d.| (a,9) = D (a)g

d2 (a,g) =

t
(o]

Un elemento & € W( G")3 sera representado por

U

Siendo d(g) = (¢ ,D (v))
o] o]
d1(£) = (axB,D] (v)g)
dz(E): (Bevy,g )

d3(5)= (Y) g)

y como consecuencia [(a,Do( v) ; (ax B, D1(Y) g ), (B.y ,g)] =(y, 9.

El morfismo (canonico ) de 2-grupoides =

JA

induce un morfismo simplicial:

- . omv—— B ——
W(K(G.c’,O))—G.o....G1xG1 — G/ G,
_ G,
0= W (q) 6’2=Soxid‘l ¢ =idi ¥, =id
W(G )i .G x6 === 6 ———= G
GO
] ___9_—._. 1
O, e o —2 Il v —9
2 -
g

_ ) & -
por lo que W(G,, ) esun 2-hipergrupoide filtrado con filtracion G.OC——' W(G,,) .Note-

mos que el grupoide G2 /—:\: G1 es el 1-grupoide asociado segun la definicion (1.2.11)

del 2-hipegrupoide W ( G,.)

Asf , por restriccion del funtor W obtenemos un funtor al que tambien denotaremos W

W : 2-Gpd(C) ——> 2-FHPGP (C)

. . . /'—\
.3.23) Notemos que si aplicamos este funtor al 2-grupoide g (K (AL,1) )= A —=

|
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para A un objeto grupo abeliano en € ,obtenemos

WK (K (A,1) ,1) )= K(A2)= A

= 7“ :n.

Reciprocamente ,sea G.'Q‘—» G, un 2-hipergrupoide filtrado

Consideremos el grupoide asociado al 2-hipergrupoide G, segln la definicion (1.2.11),que

sera 5251
= D=4/ G
G, xG,' — G! —
NS —_—
— t
1 D_=d/G,

' . _ S
donde los elementos de 62 seran aquellos o € G talesque d, o = Sododl a ge tiene en-

tonces un diagrama simplicial truncado doble

S
e}
/E]\
G'2 /3 G1
Q
dO j l’ dl do
GO — GO

donde do,d1:G'2 —_ Go son las composiciones GZ —Sh—) G1 Jaﬁ Gy Yy

d
(32 —1 G1 — 1, G_o respectivamente restringidos a G'

2
E! morfismo 5'2 : q6061 —_— G2 junto con la operacion corchete en 62 nos de-
finen un morfismo multiplicacion ' . " :C‘Q' >(<J G'2 —_— G'2 dado por
(]
asa'=[a 1,(:' , 0’2(d1(a)’1 ,d](et)-m')]dondecxt"1 es el inverso de o en
i K_'\ . _1
el grupoide G'2 _ G1 que viene dado por a = | s]d1( a) ,a, Sod1( a)l

verifi—-candose que el diagrama simplicial doble truncado (1.3.28) junto con los morfismos

. . . . /._\ |/_\ (] /—\
multiplicacion; de los grupoides G1 ES—— o ' G 2——-—_; G'l y G 9 _— Go
definen un Unico 2-grupoide G,.Por otra parte los morfismos

G, —mm G'

-1
5 ) : a*——‘>[sodo(0) y @, 0,(d (a),d(a) .d(a) ]
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1

G2 _ G1 : o —> d]( a)
nos daran un Gnico morfismo G, ——> G4 x G; que es un.isomorfismo. Se tiene por-
2 2 1
. Go
tanto el teorema siguiente:

.3.25) Teorema _

El funtor W induce una equivalencia entre las categorias 2GPD(C) — ZFHPGPD(CE)).//

Veamos que ocurre en la siguiente dimension:

S ,
Sea 4 . G, —=>——=o6. T—"Iog
e 12 _‘T—) n D, To
d, [d\ C\OHC\‘ EREES
G G G
e} o O

un (2,1)-hipergrupoide en C. Si consideramos a G“ como un complejo simplicial doble

sobre € y le aplicamos el funtor W obtenemos el siguiente objeto simplicial:

— . da d do
WigG,)=..... G o* G % G, "::.‘:r‘j G,y X (51()——5|—>“'> G, “—‘*‘_d_> G,
] Go v ‘
donde:
do’d1 ,d2= q1x G10 -_— 610 estan definidos por
To
do (X xge) = Bbxyy)

R N e T TN

dy (X %0) = %4,
(312’l G”" 610 denota el objeto puliback cuyos elementos son ternas

H b €
(x10%0%)) € Gy

d1didfy ¢ CGppx Gy

xanG]O tales que d1x =dox =d0x1o

12 N

1 XG1o GHGX G1o

o]

estan definidas por

i) = (D) Dyl

d](xm,xn,xb) = (D1(x12) , x1o) ]

d2(x12,x”,x10) =(Dz(x12)xn, D1(><]”) x1o)

Iy OxppXqppe ) == Oxgy o Dy 0 |
w( G,,)

= 5 * E
oA G13 » G12x 611 Glo donde sus elementos seran

°© 1 3 xG_x* xG., * G
(X150 X4y ’212 SR GG G * Gy

12 2 N lo
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2 o 1 ~ A3
! °© ’ ] ' ’ [ ’ 2] = G
tales que (x12 DY X101 X101 0o ) € G13 /\3( . )

O ] 2 = = = . t
d1 ['j 12 x12 x1 2-] do y12 dO ><n dO ><1O Podemos entonces con cada elemento
de W ( G,)4 rellenar una matriz

D
£ DoY 1z 011
A Diviy Dy x4
12 1 o
1 -
{xo AR =1 X
1
12 712 T2 12 Dz(yu) x]1 o
12 DLy Xy Py )
1 12 lo

que representa un elemento(olvidando la fila correspondiente ) de cualquiera de los '
objetos de "open horn'" en dimension 4 verificandose por tanto que W (G.) esun 7
3-hipergupoide. Tenemos por tanto que el funtor ;V restringido a la categoria de (2, 1)—
hipergrupoides tiene su imagen en |a de 3-hipergrupoides
W : (2,1)-HPGPD(T) ——> 3-HPGPD( € ).

En general podemos demostrar que -V—V de asalquier ( n,1)-hipergrupoide en € e; un
(n+1)-hipergrupocide en C ; W :(n,1)-HPGPD (€ ) —————> ( n+1) HPGPD(®) .‘
Notemos que si G,, fiese un (2, 1)-hipergrupoide filtrado entonces G,, seria la imagen
mediante W de un 2-grupoide en GPD( € ) que seria ademas un 3-grupoide y W (G,.)
seria un 3-hipergrupoide filtrado.En general se verifica el siguiente teorema {que no
demostraremos) .

3.26) Teorema
El funtor W establece una equivalencia natural entre las categorias de n-grupoides y
n-hipergrupoides filtrados en C /I

.3.27) Si A es un objeto grupo abeliano enC y G, = K (K(A,1) ,n) entonces VV (G,) = K(A,n+1).
Por otra parte A también define un n-grupoide que serd K (K (. . . (K(A,1),1). . 1,

por ejemplo si n=3 seria:

KK(K(A,1),1)1) = AT —
A/
m 1
vy
" 1.
yd e

=1
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entonces WK (K (K(A,1),1),1) =K (K (A,1),2) y W2K(K(K(A,1),1),1) = K(A,3) |

en general an_](K (. . . (KA. . . D)) =K (A,n) .

Veamos ahora como actua el funtor W sobre la categoria de los (1,n)- grupoides.

Recordemos que habiamos llamado (1,n)-gwpoide a un grupoide G, : G.1 — QO
en la categoria de n-hipergrupoides verificando que los grupoides G“ son constantes

para 1= Oy.ue... »n-1 y que lo representabamos por un diagrama:
An+1 (G .) j\_ n+1
n+1 o1 n+1 (G, o)
s, 0,
— N T
D, >
G.= -~ G
no
D‘ . .
Anj: d, s,
G .

Si aplicamos W al ( 1,n)-grupoide ’G" obtenemos el objeto simplicial en €+

- n+1 . I dn N d,
W = e e e e Z \ ML © A ¢ G
( G..) Gn]g n-ﬂ ( G. O) c\o 3 Gm 3 Gn—] ] —do—)
1 i
donde los elementos de ' © G x A™ (G ) serande la forma
nG n+l *0
) n 1
) ’ ) e e e e o y y - l i

(><rﬂ (D'l( xrﬂ) X X o r)% € Gn+1 XAn+1 (G,,)y los morfismos

1
d : G X Am (G ) — . G esta dados por :

n! S N+ *0 e}
Jm 1
n
do( X4 (D]( xn1) XX m,-—)) = Dy xn1)
1 n _ . :
di(xn'l ,(01(Xn1) .xn]), ceesXing s =) =Ry o(l]g n
n

9y X (DI ) xh e Xy = 0= [0 (x ) by oee g 0

Los elementos de W ( G,,) _ seran de la forma:

e



o 1 n
D1(><n),D1(xn1) ......... D1(an)'—
£ = ((y "0, ), DA% ), x® . U
nl nl nl nl i Nl
D.(x ) x1o ........... x1n )=
1""h1” T ,
D ( X ), X o y =

€ ] :
(6 xG ) x N (6 x A (G )

n+2 *0
m —
Cada elemento £ en W ( G")n+2 determina de forma Gnica una matriz.
1
7 y D (x% ) D(x_) ..... D(x!) -
nl o ni o nl o nl
o 1 1
D, (x .. Di(x. ..... -
Y2 1O D, x ) D, (x3)
1
X D o) xOO ..... xm -
n! 1( x
. . nl .
. . ey "
£ x D (xn_]) xn— ° L. xn_ n -
n« nl 1 'nl
1 1 ro nn
LaX 5eeey N X e -
ALUSLA g Dy O X X

En la que cualquiera de las filas estd determinada por las restantes,asi si olvidamos la

fila i-esima la matriz (& ,....... I , £ ) representa un ele-
o] i1 i+1 2

mento de l\rl‘\+2 ( W(G,.)).Tenemos entonces que W( G,,) es un (n+1)-hipergrupoide

con operacion corchete [ & ,....... , E : ]=¢ 5 - Ademas , si consideramos el
o n N+

morfismo simplicial doble o,; K (G ,0) &< G,, y le aplicamos W obtenemos

—_ *0
W q) = , . . -
Qo “————=> W (G,,) que serauna 1-filtraciobnde W ( G,)
Asi el funtor W restringido a la categoria de (1,n)-grupoides tiene su imagen en la

categoria de (n+1)-hipergrupoides , 1-filtrados i.e.

W : (,mGPD(C) ——————)(:’H}—FHPGPD(C).

El siguiente teorema nos prueba que este funtor es una equivalencia de categorias.

.3.28) Teorema

El funtor W induce una equivalencia natural w :(1,n)GPD(C ) —> (;m)FHPGPD( c)
entre las categorias de (1,n)-grupocides en € y de (n+1)-hipergrupoides en € 1-filtrados.

Demostracion. Calculamos el funtor inverso salvo isomorfismo
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1
‘*’=(n1+ )-FHGPD (€ ) ——— (1,n )-GPD (C ) .Sea G| N G un (n+1)-hipergrupoide
1-filtrado :
o1 -
Glo-r N (G Gy G, IR G
, 1 %i %
mn
G + ... e e e e e e e
e =5, G ——5

E ste induce un diagrama simplicial doble truncado.
S':a:s'\'\
Dlzdﬂ /G:\ﬂ O
G' - O
r1 D, - d.. /G n

. Rey :
do lC\“ doJ: ld‘\

Gn—] .Gn—-1
G _— G
S . (o] (o]
LT~
donde G‘ml ___D___; Gn es el 1-grupoide asociado segin la definicion (1.2.11) al
{(n+1)-hipergrupoide G,y los morfismos d; : G‘n 1——> Gn son las composiciones
+

di DO = di D1 o< i¢ n. Ademas la operacion corchete de G, junto con el morfismo o,

induce una estructura de n-hipergrupocide en

1 —
G' I3 G L...0, === G_
con la operacion corchete definida por [ Xopooe ,xn'] = [xo, e X °n+1(Do(xo)’ ey Dol m),-—)],

Obteniéndose asi un (1,n)-grupoide  ¥(G,), se verifica que VV-( ¥ (G, ) ) es isomorfe a G,
como hipergrupoide filtrado.Por otra parte si G, es un (1,n)-grupoide el 1-grupoide a-
sociado al (n+1)-hipergrupoide \N( G,) es isomorfo a Gn] pE—— Gno teniendose’un iso -~
rorfismo de (n, 1)-grupoides YW ( G.)E G, ./

-3.29) Como ejemplo podemos observar que para cualquier objeto grupo abeliano A en €,
se tiene que VV del ( 1,n)-grupoide K(K(A,n),1) es K(A,n+1).Notemos por otra parte
que si un (1,n)-grupoide G,, tiene a un n-hipergrupoide filtrado como n-hipergrupoide de
objetos (i.e. G‘o es filtrado 1 entonces W( G“;) es un (n+1)-hipergrupoide filtrado

(obteniendose de esta forma otro método para demostrar el teorema (1.3.26)).

(1.4) TORSORES .-

En'este capitulo estudiaremos los torsores sobre n-hipergrupoides,a partir de los cuales
definiremos en el cap itulo 3 los conjuntos de cohomologia.

Acciones de grupoides (1) .
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Daremos aquf una primera extension del concepto de accion de un grupo sobre un conjun-

to.

Recordemos que una accion (derecha) de un grupo A sobre un conjunto E es una apli-

.. a . .
cacion f :ExA —— E , PT(x,a) = x° que satisface los axiomas:

X]ZX

(xa)P = xab

Si consideramos el conjunto simplicial E, definido por Eo=E, Ej=ExA dodl ExA— E

d(x.a)=a dy (x ,a) = x° y Sof E
o

E xA solx) = (x,1)y E = cosk'(E,) , la

proyeccion ExA —— A junto con el morfismo trivial E —— 1 definen un morfismo

simplicial a, E, — K(A ,1) que es fibracion exacta en dimensiones n } 1.Reci-

procamente , si a: E ——> K( A,1) es una fibracion exactalen conjuntos) para
dimensiones > 1,entonces la aplicacion composicion:

E xA= E —EL—) E  nos define wuna accionde A sobre E
o) 1 o) o

Definicion {(accion )

i
Se define una accion de un grupoide G, como un morfismo simplicial o: E,——> G, que

es fibracion exacta en dimensiones mayores o iguales a uno.

Si  a, es una accion de G, ,considerando el morfismo composicion
dy i
P:Eo4 Gy # Ej —> E,donde E;G) es el objeto pullback E2G; ————> E

l |

do o
G —2 G,

tenemos una " accion" de Gy sobre Eo .Si denotamos por xg = \P( x,g) tenemos entonces:
i) ag x)(:)dog , ao(xg) = d1g
i) xS0%t

f t

x

B
i

, ~ i .
Ademas puesto que Gm = ./\. ( G,) para todo ogi ¢m ytodom>1 entonces
m

i , ’” .’ »
Em = Am (E,) paratodo o ¢i¢ m y m>1 asi E, sera tanbién un grupoide.
Si identificamos Eq con Eot Gy via el isomorfismo

b

Eo* G‘ - EO

E1‘

/4

G, ——G
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. . ol ’ _1
tenemos que la multiplicacion de £, esta dada por (x,g9):( x,d) = (x,gg' ) .
Denotaremos por OPER(E ( G, ) (6 solamente OPER( G, ) ,cuando esté suficientemente
claro en la categoria base en que estamos ),a la categoria cuyos objetos son las accio -

nes de G,y cuyos morfismos son los morfismos simpliciales G, —invariantes i.e.

f
diagramas commutativos E.— E,

N

Si X esun objeto de € denotaremos por OPER (G.) a la categoria cuyos objetos

C/X

son las acciones a:E —> G, de G,,con E, aumentado sobre Xy los morfismos son

los morfismos de complejos simplicialés aumentados sobre X G -invariantes:

N
RN

Dado un morfismo de grupoides f : G, ——=H, ,mediante pullback via f se obtiene un funtor

1 OPER _(H,) ———> OPER_(G,)

f*(E,) —E, FE) — g

£ (a) l l 0, f% Hf/"lﬂ
G, ——f—.————»H_ J ‘::(%;SEO“—II__‘;&EO

Este funtor tiene un adjunto izquierda f! — f *

f! :OPERG:(G,) _— OPER@(H.)
que viene definido como sigue: Sea d,: E.—* G, una accion de G, , consideremos el com-
plejo simplicial doble ~ [*P(H): . . . DECODZ(H_).___':DECOD(H.)—»H. levan-
tando este complejo por pullback via el morfismo simplicial composicion f, «&: E.-—L G, —H,

obtenemos un diagrama de complejos simpliciales dobles:

; 2
FaX(FPHN . . ... DECPT(H) E, = DECP(HMWE — E,
| i 1 e
0Py = . L DECODZ(H,) DEC®P(H,) ———> H,

donde "&' denota producto fibrado en Simpl{(C) . Tenemos entonces que cada uno de los
(i+1)
o .
complejos simpliciales DEC P (H,) esta aumentado por Hi y cada uno de los
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(i+1)
complejos DECOp

(H,)« E, estd aumentado por Ei' :<:oequ(Do,D1.Gi+~2 E1 — G 4 E)
por lo que el diagrama anterior (1.4.4) puede completarse a un diagrama en Simp!i(C)
3 2
4.5) Co. "/DECOp E, ==—=% 0eCc”®H,) E-—-—->DEC PHIE—> E
003 —> 0532
DECP (H, = = DEC® (H) =¥ DEC F(H )
iL/ _j
| B N | e e o e | —> t
.. '/’EZ—'—__—._7'E1 ) E
/a‘ M| - 0(0 /
PR z P -~
H r H - H<&
2 — 1 > o
Si escribimos el diagrama (1.4.5) en la categoria € tenemos
4.6 e e >H > >
) /H§E1 /Hz = =
e |
H:,; 3 —‘,H2 dol > Hl bl
' D, D, QJ/ lD\
4 d, v ‘lf df |d, , l
H>E > H>E —> E
2 o / 1 o | o)
- d, *:: doJ fou‘
2 d, > 1 ' Ho
N
4
po— e f—— >,
R e e
Pl d\ 1
V4 ' -~ o
Vs (-]
H > H
1 > O
se verifica entonces que ' :E! ——H

. es una accion de H
fl{:E—G) = («':E!—H)

. » se define ‘
( Si el lector desea estudiar esta construccion mas:deta-
lladamente puede dirigirse a [32]

).
.4.7) La unidad de la adjuncion id ——— £ viene dada como sigue:sea
o E,———G, wunaaccion y o' = E! —>H, laaccion f! (o) entonces na:E,—"f‘(E.‘)
viene definida por: n, ¢ Eo ——-——)GO * E' es el Gnico morfismo inducido por la
(-]
pareja ( ag,0).
€ o
0T F ~ - ‘
a =
© Go * B ——————> E
¢
aO
G H
e}
donde 0:E, — E'

o]

, s
esta definido por la composicion qs: Eq—— HixE SD_)E‘



conelementos o(x)=q ( sf a (x), x). n ‘Ey= Gy x E_ ) —> E\=HxE'
o oo © @, ! 1o o A H
[e]
es el Gnico morfismo inducido por la pareja ( f1,n ) o
*o
Pr
G1 X EO 1 —_ EO
Go
Non \n
N\ 1 ao
Pr NH XE' e F!
e} 1 o} o
H l .
f i o} oy
G 'H1 a H !
1 70
d,
con elementos na(g,x)=(f](g),na (x)).

1
Notemos que si a,( a,') son acciones,la estructura de grupoide de G, ( H,) inducen

una estructura de grupoide en E,( E!).Asi ,por ser f, un morfismo de grupoides se tiene
que ( L l) definen un morfismo de grupoides na.: E, —— £ E')
.4.8) La cougidad de la adjuncion ¢ : f! f* ——>id viene dada por : Sea B :F, —— H,
una accion de H, y sea o,: E,~—> G, la accidon de G, dada por  f! f( B, ) entonces
£ 8 :E,—/> F - definida como sigue; EB By — Fo es el Unico morfismo inducido

[
por g:Hq« Go —_—_— Fo en el diagr‘ama0

Hl-F;r’ ~.6 7 o 0
Hl/ H o« o G/
-2 o/ 0
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que coigualaaDdD1 : Hy% Gy ——— Hy« G .
El morfismo EB l:f-_1 = Hjy qOFO — E; = H, ﬁ'o EO esta dado por EB fg,x) =( g‘,EB:),
asi 58 es el Unico morfismo simplicial definido por el morfismo simplicial tr‘uncado(«‘;B , EB )

[o] 1
Notemos que si f : G — H‘ » bt H—— K, son morfismos de grupoides,entonces

- LY
fn y (h f) son dos funtores isomorfos pero no iguales,lo mismo ocurre con
R ft y (b f)!

Acciones prinicipales y 1-torsores.

Recordemos que una accion de un grupo A sobre un conjunto E ,T:AxE —>E ,es prin-
cipal  sii ‘X,_= b == a=b esto es equivalente a decir que el par de morfismos
do=pr‘] yd1= Y .AxE —> E , inducenun monomorfismo. (do,d1>:AxE —— ExE .Asi la
accion P es principal si el par de morfismos (do’d1) es un par nicieo ,siendo también
cierto el reciproco.

.4.9) Definicion(accion principal) .
Una accion & :E,——> G, de G se dice principal si el par de morfismos (do,d1 :E1-—* EO)
es un par nucleo.

.4.10) Definicion(1-torscr ). '
Una accion principal . oE —> G, con Eo —» X= coequ’ (-"do, d]:E1——* EQ
se llamara un 1-torsor de X sobre G,.
Los siguientes dos lemas seran de demostracion inmediata,e! primero de ellos nos idar‘é
una defincion alternativa de 1-torsor que se podréa generalizar facilmente a dimensiones
superiores ( ver [32] ).

.4.11) Lema .(Definicion alternativa de 1-torsor).
Sea E.——> X un objeto simplicial aumentado y G, un grupoide.Un morfismo simpiicial
a,:BE, ——— G, es un I-torsor de X sobre G, siy solosi se verifica:
(a) E, es asferical (en dimension cero = Eo, —>> X es un epimorfismo ).
(b) E,=COSK®° (E,) .
(c) @, es una fibracion exacta.

.4.12) Lema_
Sea E,—>X un complejo simplicial aumentado sobre X con E,= COSR)( EJy G, un
grupoide.Un morfismo simplicial a :E —— G, es un l-torsor de X sobre G, SI y
solo si EO —> X es un epimorfismo y el cuadrado = ———d°——> Eo

LT
1 (o]

es un pullback.
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Sea G, un grupoide,un primer ejemplo de 1-torsor sobre G, es el dado por el morfis-

mo canonico

que sera un l-torsor de GO sobre G, la accion de G, sobre DEC(G,) viene dada por
la multiplicacion a la derecha i.e. g‘9 = g'g .Este torsor verifica que DEC ( G,) |
es un complejo simplicial escindido.

.4.13) Definicion (torsor escindido).
Un torsor a:E,——> G, sobre G, se dice escindido si E, es escindido,como co’mplejo
simplicial aumentado.

.4.14) Lema (Caracterizacidn de los 1-torsores escindidos).
Sioa E.—>G' es un 1-torsor de X sobre G, escindido,entonces «, factoriza por
DEC ( G,) — G, .Reciprocamente cada torsor escindido de X sobre G, se obtiene
(salvo isomorfismos ) levantado por puliback el objeto simplicial DEC ( G,) via un

morfismo de X a GO .

Demostracion.- Sea a, : E, ——G, un 1-torsor escindido de X sobre G, ,con

una contraccion ,Definimos un morfismo de complejos simpliciales aumentados f:E, —> DEC(G)

por f_1 X ——— G0 la composicion X Se & Eo LN Go y

f = : —_—
N o(n+1 Sn+1 E:r'n Gn+1

s 3
/go\ 0
7 1_ > o] 7
f P - ,
] 5, e
G.x G ol { AR
127 ¥ —F—=0c % > G B
G 2 1 o
(o] o Qo
d2 ' \u
G > G
1 > O
d d
Notemos que puesto que los cuadrados E1—0-——> Eo y Gz-———-ﬂ—-)G]
1 1 1 %o d l d
2 |
S5, %
dg d
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son pullbacks entonces el cuadrado E1 —A——* E
o
% fo

G _do_;..(;

es un pullback y aplicando el lema de Grothendiel ( ver [3] ) al diagrama de sucesiones

exactas E1 _____; E——m X

I R

Gp—MmM 3G, ————— G

2 1 o

se tiene que el cuadrado de la derecha en el diagrama anterior es un pullback ,asi

queda terminada la demostr‘acibn.//

(G,) delos
€/ X
1-torsores de X sobre G, vy por TORS! [ X ,G_-) el correspondiente conjunto de

Denotaremos por TORS! ( X,G,) la subcategoria plena de OPER

componentes conexas de TORS 1( X ,G.) .Notemos que un morfismo de torsores se-

ra un diagrama conmutativo.

.4.15) G
"‘/ \0"
f.

Cuando este suficientemente claro en el contexto ,denotaremos a un torsor a:E,—>G
de X sobre G, por '"a'' y aun morfismo de torsores (1.4.15) por f,: E,—E,.
Se verifica que cada morfismo de torsores es un isomorfismo (ver [32] ) asi la ca-
tegoria TORS ' ( X,G,) es un grupoide.Representaremos por La,] & [ o :BE,— G ]
la clase del torsor a, € TORS 1 (x, G,) en el conjunto TOSR 1[X , G.]

Notemos que [ a, ]=1[ 8, ] sii existe un morfismo de torsores de « a B

Cada morfismo en € , b: X —> Y ,induce via pullback un funtor
.4.16)  TORS' (b,G,): TORS' (Vv ,5,) ——>TORS' (X, G,)

verificandose que TORS! (b b' ,G) = Tors! (b', G,) Tors* (b, G,) .

Por otra parte,dado un morfismo de grupoides f: G,—— H, ,el funtor

f1 . OF’ER(‘:/x (G,) ———————» OPER (H,) lleva torsores en torsores,induciendo

C/ X
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por tanto un funtor

TORS](X,f.) =1 TORS1(X,G.) _— TORST(X,H.)

1

—
P H
OPER_ , (G,) *f*—o ER G, (M)

1 ~ ] 1
verificandose que: TORS (X,h f ) Z TORS (X,h,) TORS (X,f) .
Notemos por otra parte que f, lleva torsores escindidos en torsores escindidos. Ade-

mas el cuadrado :
TORS [X,f.]

TORS' X:G,] 5TORS' [X,H])
TORS'[b,G) l - TORS][b,HJ
1
TORS' Lv,G.) TORS [¥,f.] TORS' [y,H1

es conmutativo para cada morfismo b:Y—3X en € y cada morfismo de torsores f‘:‘G.—> H, .

Donde TORS1[_b,G,] y TORSW_X,f.] denota a las aplicaciones inducidas por los funtores

TORS](b,G,) y TORS](X,f,) respectivamente ( analogamente para Y yH,), ver [3é2j.
Sea d.:E,—"G, un 1-torsor y f: G,—H, un morfismo de grupoides, denotemos

ot E; —>H_ al 1-torsor f (&) . La unidad de la adjuncion f!— f nos dara un morfismo

E. ————-——-> £(
S
si componemos este morfismo '\t con el morfismo proyeccion pr: f (E])—E! , obtenemos

pr,. = a,

" G,- invariante"

E')

un morfismo "equivariante" ( "equivariant'") de torsores : E, > E!
o !
G, > H,
Lema ( Propiedad universal del morfismo "a'' ) .

Sea x: E— G, un 1-torsor , f:G,—> H, un morfismo de grupoides y ot'.:El —> H,
el 1~torsor f*(d,). Entonces el morfismo a_=prn Y[«:E.—> E! es universal respecto a
morfismos " equivariantes" de E. a torsores en TORS (X,H.) , i.e. dado un 1-torsor

(A:F, —H, en TORS1(X,H‘) y un diagrama conmutativo de morfismos simpliciales

( morfismo "equivariante" ) E————aF

- .. .
&.J lrs.
G..___f.'_’ H.

existe un Gnico morfismo de torsores u: E!—sF haciendo conmutativo el diagrama

E_.‘a_’__) E!
(4 p -
P
U £ U

R
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Demostracion. - Dado un morfismo equivariante u,: E—F con ()E —H_ un torsor

1 ™
en TORS (X,H,), puesto que f (F, ) se ha construido mediante pullback, existe un Unico

t ]
morfismo simplicial G-invariante u! :E,—>f (F ) haciendo conmutar el diagrama:

. ) x . ;o . =
Ahora, por la adjuncion f!—f |, u', induce un Unico morfismo de torsores u, E" -—F

E.—Ya L (F)
fHE)=E, = F,

que verifica las condiciones del Lema.// i

El siguiente teorema (1.4.20) es un caso particular del teorema 5.9 de Duskin[2’71, que
afirma entre otras cosas que una equivalencia esencial de grupoides induce ena equiva-
lencia entre las categorias de torsores sobre ellos. Daremos aqui la demostracién com-
pleta de este teorema (1.4.20) pues es interesante el observar como estid dada esta
equivalencia entre las categorias de torsores ( La utilizaremos para definir el segundo
morfismo de conexion en la sucesion exacta de cohomologia en el caso general ).

.4.21) Teorema.

Sea f:G—H,  una equivalencia esencial fuerte de grupoides. Para cada objeto X de T,

el funtor £ OPERG/X(H.)—bOPERq: ><(G ) lleva torsores en torsores, siendo

TORS (X,6,)) =——= TORS(X H )
f
una equivalencia de categorias.

Demostracion.- Sea &: E—>H_ un torsor de X sobre H,, por ser f:G,—>H, una

equivalencia esencial fuerte se tiene que 17 (G.) £ ﬁo(H_) por lo que X :/IVIO(E.)’EﬁO(f‘(E.))

G, ¥ E, >E
/ |1
4 4

G Q‘Eo ll

1

\

/
/EO
/

i

) Ti(H,
(8]

4

\\

N

—~

H(

|
|

v
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o

por tanto el morfismo GO X Eo——> X es un epimorfismo. Para probar que f‘(d_):f (E) —G,
es un torsor de X sobre G, obastar'a con que probemos que los morfismos
(d ,d.:G X E.—G X E ) sonun par nicleo lo cual quedara probado si vemos qﬁe

o 1 1 Hy1 oH, o
el morfismo «d ,d. >: G E.— (G X E)x (G X E )} es un monomorfismo, donde

o 1 1 F‘-l1 1 oH, o oH o

d(g,x ,x,))=(d(@,x.) ,i=0,1y flg) =o_(x ,x,). ¥

i o 1 o i 1 170 1

Ahora si di( g,(xo,x1) ) = di(g ,(yo,y1) ), i=0,1vy f1(9) = 0(1(x0,x1

Entonces ( X =Y. d.(g) = di(g') i=0,1) = (d(g)= di(g') , f](g) = f,(g'> ) =

(por ser f_una equivalencia esencial ) = g=g',

Vo flg) =dly Ly).

Por tanto fk(E.) = COSKO(f‘(E,) ) vy es aumentado por X, asi f*(Ol.) es un “orsor de X
sobre G, . La unidad y counidad de la adjuncion f4 f* nos daran morfismos de torsores
y por tanto isomorfismos : rlu:. E— f".f*(E_) y Ef‘
cualesquiera X:E—G vy (;.:F‘—> H, //

*
:f f(F, ) — F, , para torsores
S :

Acciones de n-hipergrupoides y n-torsores.

Definicion ( Accion de un hipergrupoide).
Una accion de un n-hipergrupoide G, es un morfismo simplicial 0(.:E.-—>G' que es fi-
bracion exacta en dimensioes mayores o iguales a n.

Un morfismo equivariante entre acciones de n-hipergrupoides es un diagrama con-

mutativo de morfismos simpliciales: E—>E!

Un morfismo G.-invariante para dos acciones del n-hipergrupoide G, es un diagrama

. . . .. 1.
comnutativo de morfismos simpliciales E——E!

Sore

Dada 0(_:E.—> G. una accion del n-hipergrupoide G,, puesto ' que los cuadrados,

Ko (1) i :
uml \
= i
Gm K (i) . ,Am(G')

son pullback y los morfismos Km(i) : Gm—rg—*A:n(G.) son isomorfismos O¢i¢m, m ¥n ,
se tiene que los morfismos Km(i) :Em—> /\r;(E,) son isomorfismospara m »>n y 0gil¢m.
por tanto E, es un n-hipergrupoide, con la estructura inducida por la de G, .
Asociados a los n-hipergrupoides G, y E_ tenemos (seglin (1.2.11)) 1—grupoides‘;G,' y E}
de forma que el morfismo simplicial A :E — G, induce un morfismo simplicial o("i E'"‘:‘—* G! .

Recordemos que G= G'1:‘,Gg=G con G'1 ={xe Gn/di(X) =s (x), O¢ign-2 }

n-1 n-2

[ VTR = ' =
y analogamente E! = E]———*EO En—] con E1 {X‘En/di(X) S,\_2 1

el morfismo inducido o' : E!—> G! esta dado por: oL'o =& 4 v oL.‘1 la resviccion a

didn—-1

dd (), 0gign-2 ),
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E! del morfismo o
1 n

.4.23) Proposicion .
Sea o(.:E_—" G. una accion del n-hipergrupoide G.. Entonces el morfismo simplicial

inducido entre los 1-grupoides asociados, o't E,—> G/, es una accion del grupoide G.‘ .

Demostracion.- En dimension n tenemos un diagrama:
& an
dn c\Y\-\
En e > En 1
d| \;; n /
S RN I
dn . n-t °
3 _d.
J o oSNy
G sz iy n-\
n do
\ ] //"'
N\ (G,)
. n
donde el cuadrado En——'ﬂ\n(E.)
Vo
N
G_ N(G,)

es un pulback, por tanto un elemento de En sera una (n+1)-upla x = (g,(xo, eee ,x'n_1 ,=))
con di(g) = o(n—l(xi) , 0gign-1. Este elemento x¢€ En estari en E'] si x. = di(X) =

s .dd . (x)=s ,d(x ), O¢i¢n-2 asi los elementos en E' seran de la forma
n-27i n-1 n-2 1 n-1 N 1
)

X = (9’(Sn—2do(xn—1 , e ’Sn—Zdn—Z(xn—1)’xn—1 ,=Ncon di(g) = Sn—ZdiOfw—l(an) , para
i=0....n- = & I t
i=0 n-2y dn—l(xn—l) o(n_1(xn_1) por tanto el elemento geGn sera un elemento
de G‘1 , asi el cuadrado
E! _%;1_, E'=E
1 o . n-1
] 1 =d
& 11 ldo n—1

Ve 3 G =
G1 Go Gn—1

es un pullback y por tanto a',: E! —» G, es una accion de G! //
.4.24) Definicion ( Accidn principal ). ]
Una accidon o : E,—> G, de un n-hipergrupoide se dice principal si E_ = COSKn;—1(E.).
.4.25) EIl primer ejemplo de accion principal de un n-hipergrupoide G, es el dado por el mor-
fismo simplicial candnico DEC(G)) —G,.
Notemos que si «:E —> G, es una accion pincipal, E = COSKn—1(E.) = E'!= COSKO(E_')=

= cosk®( D E —)An 1(E.) ) , por tanto la accidn del grupoide G! inducida

n-1""n=1
oL): E'_ —> G. es tambien principal.
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.4.26) Definicion (Torsor n-dimensional ).

L4.27)

.4.28)

Sea G, un n-hipergrupoide. Una accion principal o E.——> G, de G, es un torsor
n-dimensional ( o n-torsor ) de un objeto X de €, sobre G, st E_es un complejo simpli-

cial aumentado sobre X y asferical.

La condicion de asfericidad en dimensidn cero nos dice que el morfismo aumentacion

do:EO—'—»X es un epimorfismo.

n .
Denotaremos por TORS (X,G,) alacategoria de los n-torsores de X sobre Gy mor-

fismos de n-torsores, donde un morfismo de torsores es un diagrama conmutativo de mor-

E.ﬁf'—% E!

Ve

X
n rd
Denotaremos por TORS (X,G) al conjunto de componentes conexas de la categoria

fismos simpliciales:

TORSn(X,G.). Dos torsores «&: E,—G vy «:E/—G, en TORSn(X,G,)estar‘én en la

. n . . .
misma clase en TORS (X,GJ si se pueden conectar mediante una cadena de morfismos

de torsores

1
E./E'(\ E.Z.

-1
Notemos que si E = cosk” (E,), para probar que un morfismo simplicial E—> G,

es una accion del n-hipergrupoide G, , bastara con ver que el cuadrado

A
En K (i) /An(E')
n
i
Gn K (i) r'l\n(G')
n
es un pullback, paratodoi=o ... n.

Cuando todos los datos que determinan un n-torsor :E =G, de X sobre G,se deduz-

can claramente del contexto, denotaremos al n-torsor por oLy a un morfismo de n-tor-

sores de X sobre G,

— E
[ f .
\ X/
por f:E—>E'.
Definicion ( El 1-torsor asociado a un n-torsor ).

-1
Sea o«:E = G, un n-torsor de X sobre G, , por ser E.=COSKn (E,), podemos congi-

derar a E, como un n-hipergrupoide. Sean E! , G) los 1-grupoides asociados a E, vy G,
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respectivamente y sea &,:E!——>G. la accion de G! inducida por «,.:E—— G,

) s E ITT—=——— R ) . 51:’45—7,——»x
™ ANED
o N Py bt
. 1 N Gl
/ . / 1\
G T/ G —————/—=G6G . . . GG
. n - . n-1——"", n-2 1 o

que sera un l-torsor de An 1(E') sobre G al que llamaremos 1-torsor asociado al
n-torsor & . Notemos que oL'1:E'] —>G'1 esta definido por:

. 4.29) L' (x,y) = (s _d(x), ... (x), x5y )
1 n n-2 o 2

'Sn—Zdn—
.4.30) Definicion ( n-torsores casi escindidos ).
Un n-torsor o: E,.—G, de X sobre G, se dice casi escindido si su I-torsor aso-
ciado es escindido. |
Dado un morfismo en € , b:X — Y , mediante pullback via b obtenemos un funtor
L4.31) TORSn(b,G ) = b*: TORSn(Y,G.) —_— TORSn(X,G,)
para cada n-hipergrupoide G, verificando que TORSn(b b',G,) = TORSn(b,G.) TORSn(b',G.)
para morfismos X——b—> Y—b‘-) Z , ver [32] .
Por otra parte para cada morfismo de n-hipergrupoides f : G, —H, se tiene un funtor
.4.32) TORS™(X,£) = fu: TORS"(X,G,) ——>TORS"(X,H,)
verificandose que TORS'(X,f f' )2 TORS™(X,f) TORS (X,f' ), ver \32].

Ademas el cuadrado:de aplicaciones de conjuntos:

n
-
.4.33) TORS" (X, G) ORS IX.f) | rors” X, H.)
TORS (b, G TORS " [b,H ]

Tors"IY,+, ]

TORS" {v,G] > TORS" [ Y,H.]
inducido por los funtores TORS"(X,f,), TORS"(Y,f), TORS (b,G,) y TORS (b,H,) es
conmutativo, ver {_32__\ . ’
.4.34) Nota.- En esta nota esquematizaremos la definicion del funtor &:TORSn(X,f.). El
fector interesado en una verificacion exhaustiva de los hedos que a continuacion mencio-
naremos puede dirigirse a [32.] .
Sea X: E.—") G, un n—torsor de X sobre G, , un morfismo de n-hipergrupoides f. :G.—+ H,

induce un morfismo f!:G! — H! entre los 1-grupoides asociados a G, y H_, respectiva-

i 1
mente. Denotemos K = j(E.),entonces el 1-torsor asociado a o, (W :E!=>G)e TORS(K,G,)
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~ ~t
Sea «:E —H, el l-torsor f(d), tenemos entonces

diagramas j
~ o
| e 3. 1 ) 1
& YO ST —
\ E [+ 3 G ‘
,. n N Hn
& l — 6 [ e H' :
N\ W 0 N
D E -1 « Gn—1 Hn—1
:n aa =
K . ll K L
\ g oo \ fon %o
E —m>G i E - H
l_P—Z n-2 n-2 n-2
! ll l[ £, vy
n-3y n-3
En—3 _-1'-‘-’—->Gn—3 En—-3 Hn—3

Recordemos que ’E’1 viene dado por el coigualador de Do’D1 en el siguiente diagrama
HI }_ H’
/ 2 / ]
™ ' ' a” 1
E A G1~H2 En-— G]
D
H| k = Hl
1 o
E *H' <7 — —~¢g
n~1 1 ——————> "n-1
q lD
E > K
1
Los morfismos simpliciales si:En 2—> E - i=o . n-2 , inducen (por composicion)
— n—
morfismos "'s ' :
i
E i E > E *c 9, E
n-2 ——>"n-1 — > -1 1 1
\S:/
|
~ ~s ~ —_— > P
satisfaciendose que E = E _=E s > e o, F E ——SE—>X
otr 1 n-1 /n?f n-3 1 o
~ ~ n—1
es un objeto simplicial truncado aumentado por X y asferical, y que OL.U_:E. l:—"’ tr (H,)
definido por ;Zi =f o, i=0...n-2 vy & 1= 5’(1 es un morfismo simplicial trun-
| ] n-—
cado. Consideremos ahora el diagrama: 4. pr
n-i
S —_— » V! S ——— __7: E
1 > En 1.G1K 2 apr g n-2
q\ll‘D‘ D,L LD, da-, Pr R ”
S T==—=—=7r E * H - _-_-3 E
° 3 ’ n- 1 dg pr n-2
N .
. da P -1 -2
o~ //" " q°:f A'n-ln /gh_r;
E = ————————"FE A =
n g > n-t
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donde los objetos S vy S1 son los correspondientes nlleos simpliciales . Entonces el
e}

~

coigualador del par (DO’D]S] —S ) ,S5 —» En’ es justamente el nicleo simplicial
o o
de E =3 FE . Definimos 1: S —> H por:
n-1 n-2 e n
.{((y yx);-..,(y ,X)):
o © n n

dode el elemento z ¢ H esta dado por la equacion
n

= s _od (x v ’Sn—Zdn(xn—Z)’ [xo, ceeaX of n(yo, e ,yn)] ,z ]
Entonces 1 coiguala a DO,D1:S1 — SO por lo que induce un Unico morfismo 0~(;.1:En—> Hn
siendo En RRETIE En 1_t En—2 . E] _________:Eo———» X

l Z(n 1En—1 l &n—‘L: Fae®ny l%t fia, l &0: AL

Hnﬂ" Hn—l. = Hn—2 H1: Ho

~ ~
un morfismo simplicial truncado que se extiende a un morfismo simplicial 0(..: E—H

~

que es un torsor de X sobre H . Se define entonces f (&) = of.

Puesto que en dimension uno el funtor f, lleva torsores escindidos en torsores escin-

didos, en dimension n el funtor f, llevara torsores casi escindidos en torsores casi

escindidos.
Notemos por otra parte, que si f: G, —H, esuna fibracion exacta en dimensiones

. n . . .
mayores o iguales a n-1, entonces el funtor TORS (X,f,) se obtiene ""salvo isomorfismo"

por composicion (i.e. f (&) = f, «, )

Sea o(.:E.—b G, uh n-torsor de X , f. :G,—>rH, un morfismo de n-hipergrupoides vy
o(':E.—bH. el torsor f‘(c(.). El morifismo de 1-torsores a : E! —> E" dado por el
lema (1.4.19) induce un morfismo equivariante ( al que tambien denotamos por 'a!' ):

E —2 L. F

L ] L]
d.l . J'o(.
G, ———— H,
~ A/ N
donde “a% =id param=0 ...n-2,%"'" = a :E'=E —s E'= y en dimensiones
m n-1 o o n-} o n 1 . ]
superiores los morfismos inducidos, utilizando que E = COSK (E ) y E =COSK (E,),
ver (32] . Notemos que la propiedad universal que verificaba este morfismo en dimension
uno (lema (1.4.19) ) no es,en general,cierta un dimensiones superiores.
E studiaremos ahora que ocurre con los n-torsores sohre un m-hipergrupoide con n> m.
Lema .-

Sea E, un objeto simplicial asferical y G, un n-hipergrupoide. Entonces todo mpr‘fis—

-1
mo simplicial f: E—> G, factorizaatraves del morfismo canonico D, :E.—*COSKn (E.)
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de forma Unica: E ‘ G

Demostracion.- Sea
E: . . . M I e L _— ——
] En+1‘>'En T E E E
\7 n-1"">"n-2 1 o
f f f XA (B f f f R
. n+1 in g - N n-1 n-2 1 o
V' N >
G . - - L (S > e e s e '—’ ----- . - . _»
¢ Gn+ 1 — Gn i Gn— 1 > Gn—2 G1 Go

denotemos por p ,p1: K —»En el par nicleo del morfismo D :E —— Ar\(E') , veamos
o n n
que el morfismo fn coiguala al par (p ,p1): Sea (x,y)€ K, probemos que fn(x) = fn(y),
O
por (x,y) ser un elemento de K (d.(x) = d.(y) ) se tiene que
i |

(s .d(x), ...,s 1dn 1(x),x,y)&Am‘l(E.) , existe por tanto un elemento z¢ E

n-1 o n- n+1

tal que d(z)=s _d(x), i=0...n=-1, d (2) = x , d (z) =y (por ser E,asferical en
i n-1 1 n n+1

dimension n+1 ) . Entonces f (y) =fd (2)=d (z) = |f d(z), ... ,vf d (2)] =
n n n+l n+1 N+l n o nn

= [s df(x), ... ,s .d _f(x),f (x):l = (hiper unidad ) = f (x) .
n-1 on n-1 n-1n n n

Existe por tanto un morfismo Gnico f' haciendo conmutar el triangulo rallado del si-
n

guiente diagrama: pO D
K 3 E ——0>A L E)
1
n e n
L&
G

n

con elementos, el morfismo fr'w esta definido por f‘(yo, cee Yy ) =f (x) con x cualquier
n n n :

elemento de En verificando que di(X) =V Claramente (fo, . ’fn—1 ’f;) es un r;worfismo
simplicial truncado. Notemos ademas que dado cualquier elemento (zo, cee ’Zn+1) en
COSKn_](E.)n+] , Si X€ En+1 es un elemento tal que (dodi(X)’ - 'dndi(X) ) = z, entonces
por ser [fndo(x), - ,fndn(x)] = fndn+'l(X) se tiene que [ f;‘(zo), cee f'n(zn)] = f;\(zn”),
asi e! morfismo simplicial truncado (fo, e ’fn—l 'fr’w) se extiende a un morfismo simpli-
cial f::COSKn—1(E_) —> G, verificando claramente las condiciones del Iema.//
Proposicion.

Sea G, un n-hipergrupoide, entonces se tiene una biyeccion natural

ToRs" [ X,6) % Tors™ [ X,G.)

para todom >n vy todo objeto X de € .
Demostracion.- Claramente cada n-torsor de X sobre G, puede ser considerado como

un m-torsor de X sobre G_para myn y ademas si dos n-torsores dan el mismo elemento

en TORSn[X,G_] , tambien daran el mismo elemento en TORSm[X,G.] por tanto tenemos
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una inclusion TORSn[X,G.] < 5 TORS" [X,6,1 . Probemos entonces que en |a
-1

clase de cualquier m-torsor o :E —> G_ existe un n-torsor, sea d::COSKn (E,) — G,

el morfismoatraves del que factoriza o, segin el lema (1.4.38).

-1 -1
El morfismeidentidad de COSK" (E,) es un n-torsor de X sobre cosk” (E,), sea

B,:F, — G, el n-torsor imagen de esta identidad por el funtor TORSn(X,oL,') . Tenemos
-1
entonces un diagrama conmutativo (ver(1.4.37)) : COSK' (E,) —e , F
ic‘“ e
cosk™E) %5,
y por tanto un morfismo de m-torsores COSK E.

1
donde hemos considerado a (. como un m-torsor, y por tanto L, y (3 estan en la
i

misma clase en TORSm[ X,G,] //

A continuacion veremos un lema técnico que nos sera de utilidad posteriormente.
.4.40) Sea X unobjetoen €, denotaremos por RE(X) a la subcategoria plena de C/X que
tiene por objetos los epimorfismos ( regulares ) con codominio X. Un morfismo en RE(X)

f

sera por tanto un diagrama conmutativo g —— E'

p\ /p'

X
a este morfismo lo representaremos fip—p' . Dado un objeto p:E =X en RE(X) y
un 2-hipergrupocide G, , denotaremos por TORS (p,G ) la subcategoria plena de TORS(X G)
cuyos objetos son aquellos 2-torsores de X sobre G, que tienen al morfismo p como
aumentacion. E! correspondiente conjunto de comp onentes conexas sera denotado por
TORSZLp,G.:] . Dado un morfisme fip— p' en RE(X), por pullback via f obtenemos
un funtor  7: TORS® p,G, —»TORS? p,G.

fEH: . . . . ) —]/—=2 ) —=E — P X
i 2 ] E— ]

| J\z(f (ED) K
\ 4 y
£l - = > E — g P X

2 >, 1 1T 74, °

\\ | /l J//"

| 2( E.) K!

\é' GZ i Gl—:tGo
ll /’

f’(EH) sera el objeto pullback de E' > K « K donde K y K' son los cbjetos
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pares nicleos de p y p' respectivamente, fx(E'z) es el nGcleo simplicial de los morfismos

f*(E'1)—-> K—3E,, verificandose que el cuadrado f"(E'z) ———»/\Zl(f’(E,')

| |

i
E! —— E!
5 A LED |
es un pullback para i= 0,i,2. Asi f’(E,‘)—76. es un 2-torsor sobre G, con aumenta-—

ci-én el morfismop .
Los funtores ( g ;)" y f*g* , para morfismos fip—»p' y g:p'—p'' , coinciden -

salvo isomorfismo, tenemos definido un funtor TORSZ[_—,G,] : RE(X) —> Set
p—»TORS [p,G.]
f——— ¥

Lema.
Para cada objeto X de € y cada 2-hipergrupoide G, se tiene una biyeccion canonica

Tors® [x.6] = lip TORSZ[—,G,]
ER(X)

Demostracion.- Para cada epimorfismo p € RE(X) tenemos la inclusion

2 2
TORS [p,G.]C&,TORS [X,G,] . Ademassi f:p—p' es un morfismo en RE(X) se tiene

un diagrama conmutativo :

TORSZ[_p',G.] %‘

» 2 :
f I o TORS™ [X,G.] |
y por tanto tenemos una aplicacion g : lim TOR52 [— ,G.]—a TOR52 [X,G.].

ER(X)

Veamos que es sobreyectiva: Si «,:E,—» G, es un torsor de X sobre G, entonces

TOF{S2 [p ,G,]

p = dO:EO—>X es un objeto de la categoria RE(X) y la clase del torsor <, en
2
TORS [p,G.] se aplica por 6, en la clase de &, en TOR52 [X,G.J.

Veamos ahora que 6 es inyectiva: Para probar esto bastara con ver que si

fo
E.L.—— E!
G.

2
es un morfismo de torsores, entonces las clasede &, y ' en lim TORS [—,G,]

coinciden. Ahora bién, el morfismo f :E—» E:) nos da un morfismo en RE(X)
o

E o g

O (o]

p;dx /zdo
X

2
de manera que la clase de &, y fZ(‘X.') en TORS [p,G,] coinciden y asi coincidiran

las clases de &,y X! en lim TORSZ[—,G.].// ‘
—_—
ER(X)
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Para cada morfismo de 2-hipergrupoides y cada p e RE(X), el funtor

2 .
(X,Q) —— TORSZ(X,H.) induce por restriccion un funtof

f, = TORSZ(X, f): TORS
i, - TORS%(p,: TORS (p,G) — TORS?(p, H). !
El lema (1.4.19)( propiedad universal del morfismo "'a," ) se generaliza en el siguiente

sentido:

4.42) Lema.-

Sea p:E-—»X un objeto de RE(X) y f.:G.—rH. un morfismo de 2-hipergrupoides. Enton-

ces , para cada torsor &,:E,—> G, en TORSz(p,G.), si denotamos por a’.:’g,——rH,‘al
torsor f, (), el morfismo candnico equivariante (1.4.37)

E —2 , F

| Io%.

G, ————— H.

satisface la siguiente propiedad universal: Para cada morfismo simplicial equivariante
bl
EO _——_—-—-) F.
.| .
f.
G, —— H,

con B.:F,—»H, un 2-torsor en TORSZ(p,H.) existe un Unico morfismo de torsores en
2 — -
TORS (p,H,) b: E,—>F, tal que b, =b. a,

a’
E. 2

77 — E.
'X'l X{Z{? J;{
;. L

Demostracion. - La demostracion de esta proposicion se deduce de inmediato del lema

. .2
(1.4.19) y del hecho de que todos los 1-torsores asociados a 2-torsores en TORS p,G.)

son 1-torsores :del el mismo objeto ( el objeto par nicleo del epimorfismo p)//

(1.5 TORSORES SOBRE HIPERGRUPOIDES FILTRADOS Y TORSORES EN CATEGORIAS

DE HIPERGRUPOIDES .-

La idea basica con la que comencé mi investigacion en cohomologia no abeliana fué la
de obtener asociada a una sucesidon exacta corta de objetos grupos , no necesariamente
abelianos, en € ( y posteriormente grupoides ) una ' sucecidon exacta larga ' en la coho-

!

mologia. Donde los conjuntos de cohomologia vendrian dados por torsores sobre hiper-

grupoides.

Cuando la sucesion exacta corta es de grupos abelianos, Duskin y Glenn en [32]
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consiguen interpretar los grupos de cohomologia en términos de torsores, dando la suce-
sion exacta larga en cohomologia (abeliana) con esta interpretacion.

Una de las principales propiedades tecnicas que hacen posible la obtencion del segundo
morfismo de conexion de la sucesion exacta larga en este caso abeliano ( y posteriormen—
te los restantes ) es que para cada objeto grupo abeliano A en € es equivalente dar un
2-torsor sobre K(A,2) a dar un 1-torsor en la categoria GPD(C) sobre el 2-grupoide
K(K(A,1),1). ( En general dar un n-torsor sobre K(A,n) es equivalente a dar un 1-torsor
en la categoria de (n-1)-hipergrupoides sobre el grupoide K(K(A,n-1),1) ver [32] ).
La nocion basica que permite probar esta equivalencia es la de grupcide fibra de un 2-tor-
sor abeliano { en general la de n-hipergrupoide fibra de un (n+1)-torsor abeliano ).

Cuando sustituimos el 2-hipergrupoide K(A,2) por un 2-hipergrupoide cualquiera G,,

no se tiene un concepto andlogo al de "fibra" de un 2-torsor sobre G, , siendo imposible

el " relacionar "' en este sentido los 2-torsores sobre G, con alglin tipo de 1-torsores en

la categoria GPD(C). A continuacion veremos que si el 2-grupoide G, es filtrado,! se
puede definir el grupoide fibra de un 2-torsor sobre G, y utilizando el teorema (1\'3.3.25)
probaremos que dar un 2-torsor sobre G, es equivalente a dar un 1-torsor en GPD(C) .

siendo este resultado generalizable a dimensiones superiores.

Fibras de torsores sobre n-hipergrupoides 1-filtrados.

Definicion ( Fibra de un torsor ).
, 1. o
Sea G, un n-hipergrupoide con una 1-filtracién G, —— G, y sea a:E—G, un
n-torsor de un objeto X sobre G, . Definimos la fibra de o, como el objeto pullba!«ck en

Simpl(T)

G(E,) — E,

1 1&.

o
G1. - G.

Si dibujamos el diagrama anterior en la categoria € , obtenemos el siguiente diagrama:

G(E,)n____. En__.[____.. En-—2 . . E1 FOMECNCN ¢ EO
G =I=/——3 G = G . G, == G
Fn n-1 n-2 1 o)
o B Bae il "5,
d\uj d’\:\l d‘\l Q\ io j
G =~ -~ 3G =336 G, —— 3G
n n—1 n-2 o

Propoesicion .-

G (E,) es un (n-1)- hipergrupoide.



Demostracion.- G (E')n es el objeto pullback GE,) — En
[d
n
i 1A v Y
N'GHr6 —2 5 G
n n n
Por ser «, fibracion exacta, tenemos que el cuadrado En K0 A;(E.)
n
«, }
G ————N' (G
n Kn(|) n *
es un pullback y por tanto lo sera el cuadrado
G(E.) — E — N (€)
l N n jn hd
A6 n, G —A'G)
n. n n n

i
I

pero ./\,in(Gj) = [\:_](G_) por tener Gj y G, la misma (n-1)-truncacion ademas Kn(i)O’n = id
asi se tiene un isomorfismo G(E')n =./\in(E.) =/\:1(G(E.)).

El mismo razonamiento es valido en dimensiones superiores, Yy por tanto G(E.) es un
(n-1) -hipergrupoide. EI| morfismo corchete en G(E.) estara definido como sigue:

[xo,...,xn_]= X @Otn(xo,...,x):(}’(ot (x )y vo.o 00 (x ) )

{

] 1
(= o (x)= [oL x )y vuv ol x ) ] con [ 1 el corchete del hipergru-
n-1n n-1 o n-1""n-1
poide G]) // ]
.5.3) Nota.- Si la categoriabase T es grupos (o una variedad de Mal'cev ) , cada n-hiper—
grupoide 1-filtrado G, tiene solo una Unica 1-filtracion por lo que la definicion de fibra
de un torsor sobre G, dependera solamente de G, . Esto ocurre tambien cuando el

n-hipergrupoide sea K(A,n) para A un objeto grupo abeliano en C, por existir una Unica

fitracion de K(A,n) aunque la categoria € no sea grupos ( o una variedada de Mal'cev).

.5.4) Nota.- Si G, es un n-hipergrupoide con una m-filtracion ( m¢n )
m -
o <&, g7 L GI ol y 6,

y *:E,—>G, es un n-torsor sobre G , se podrian definir fibras sucesivas del torsor

mediante los objetos pullback en Simpl(T)

GIME) —G " E) . . . GE) ——E
me~ ooMm m-1 l1 0-1_ i
G,——— G, G,—— G,

i : ; .
No obstante los objetos simpliciales G (E.) no serian en general hipergrupoides
para i £1.

1-Torsores en GPD(T). Los conjuntos iHl](XlG..) .

Tendran un especial interés para nosotros los 1-torsores en la categoria GPD(Q)



.5.5)

.5.6)

-108-

sobre 2-grupoides, en particular aquellos torsores de grupoides " triviales'.

5

Sea p:E — X un objeto en RE(X) vy E.:cosko(p) el grupoide trivial inducido por p,

sea %,:E . —> G,, un 1-torsor en GPD(C) de E, sobre un 2-grupoide G,,. Por ser

una fibracion exacta, se tiene que E,.. es un 2-grupoide "trivial"” (£ =E 1) , por ser
oo o

o . . . .
E..=COSK (E,,) y la aumentacion E, —— E_ un epimorfismo, se tiene que E s E

asi el 1-torsor OL,,ser‘é representado por un diagrama simplicial doble

X

G

B, E]0~—————»ExE
A
11
]

4E lA E —— I

o

G

X
donde Ol].: E1.—-—-> G], ( plano horizontal superior en el diagrama (1.5.5) )
es un l-torsorde E x E en € . Denotaremos por TORS](E.,G“) a la categoria de
I-torsores en GPD((E)T:!e E. sobre G,,.

Denotaremos por  Tors (E,,G,,) a lacategoria cuyos objetos seran los 1-torsores

de E, sobre G, y cuyos morfismos seran morfismos simpliciales dobles G, -invariantes
fl'
E‘. E'..
C..
tales que el endomorfismo f 1:E — E, inducido en la aumentasion por f, es un morfis-

mo (ino necesariamente la identidad ) de complejos simpliciales aumentados por X i.e.

el diagrama ;

> EL

es conmutativo. Notemos que esta categoria no es en general un grupoide y que €ontiene
a TORS1(E.,G_.) como una subcategoria densa. Al correspondiente conjunto de ¢ompo-
nentes conexas de M1(E. yG,,) lo denotaremos por Io_r‘s_1[_E.,G“1 . Dado un morfis-
mo de 2-grupoides f, :G, — H,,» con una construccion analoga a la del funtor
TORS1(E_ f.) =1, TORS1(E. ,G,,) — TORS](E_,H"), obtenemos un funtor
T_OL‘§1(E.,f_.) =f,: '_r_o__rs1(E_,G,,) _ ~lﬂ‘_s_l(f:'..,H“) que sera (al igual que el funtor

1 « .
TORS (E,f, ))una restriccion del funtor f! adjunto izquierda del funtor 7
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f!
OPER (G,,) ———— OPER (H,,)

GPD(®) v GPD(C)

verificandose ademasqe para cualquier morfismo h:p —> p' en RE(X) el cuadrado
1 f. 1
Tors [cosk?p'),G,:_[ —————— Tors {cosl?(p‘),H“]

] ‘

Tors' [cosko(p),G“] — Tors' [cosko(p),H_.]

de las aplicaciones inducida en conjuntos es conmutativo.
. . 1
.5.7) Definicion(Los conjuntos H )
Para cada objeto X y cada 2-grupoide G, definimos e! conjunto

1
H-H1(X,G. )= i Tors (cosko(p),G _}
- _) — o8
pe RE(X)

para cada morfismo de 2-grupoides f": G"—§H“, denotaremos por
fa= H](X,fu): PH”(X,G ) —> H-H](X,H”) a la aplicacion inducida por los funtoreé
Tc>£1(cosko(p),f") , para pé€ RE(X).

El siguiente lema generalizara el apartado (a) del teorema(5.3.1) de Glenn {32],
permitiendonos comparar 2-torsores en € sobre 2-hipergrupoides filtrados y 1-torsores
en GPD(C) sobre 2-grupoides.

.5.8) Lema .-

Para cada epimorfismo regular p:E —3»X en RE(X) y cada 2-grupoide G,,, el funtor
W: 2-GPD(€) ———> 2-FHPGPD(C)
induce una biyeccion natural entre los conjuntos_
Tors' [ cosk®(p), G, ]~ TORS [p, (G, |

Demostracion.- Sea o :E, — G,, un l-torsor de cosko(p) sobre G,,

3 E. ——» E xE

OL/EH Ao To X
1
S, SN
J’J’ ’}
o oo = jl E —/m———— E
G‘/ G 4’ l
o o
~ X
Aplicando el funtor W obtenemos un diagrama en €
WED: . . . E, xE =—==3 £ == E —F x
o

lo
m ol
W(“*)l 11 Mo l 0‘101 oéol
. vessm— S
WG): . . . G,x 6, == 6, —/=36_
(o]
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veamos que W(O(“) es un 2-torsor . Puesto que el morfismo E1 —»> E XE es un
o X
epimorfismo, W(E, ) es aferical en dimension uno y esta aumentado por p:E —» X.

_ 1 - _
Veamos que W(E ) = COSK (W(E,,) ) , para lo cual puesto que W(E..) es un 2-hipergru-

poide, bastara con probar que EH é E1 = Az(W(E“) ). Tenemos que E1 = COSKO(E1.)
(o] []
t = i X e
entonces E” EioEiEElo asi los elementos de EHE Elo seran ternas
X

( (xo,x1),x2 ) € (E1OXE10)XE10) tales que do(xo) = do(x1), d1(xo) = d1(x1) = do(xz) ; enton-

ces el morfismo E__ X E ———>A2(VV(E“)) que asocia a cada ((Xo’xl)’XZ) el elemento

1MTE " lo
(x yx-x,,x_) 'es un isomorfismo.
o o 1772
Por Gltimo, puesto que el cuadrado E”:—", E]o
i % |
62 R —— G1
. , X XE !
es un pullback, tanbien lo seri el cuadrado E” g E]o__—) E1o £S5,

verificandose por tanto que W(x.) es fibracion exacta, asi W(,.) sera un elemento de
TORSZ(D,W(G")) : |
Reciprocamente; sea o(.: E, — VV(G”) un 2-torsor sobre VV(G“) que tiene a

p:E —»X como aumentacion. Recordemos que W (G") es un 2-hipergrupoide filtrado
con filtracion G.bL—» W (G,,), considerando entonces a E, como un 2-hipergrupoide
filtrado, con filtracién la dada por el grupoide fibra : G(E,) &—> E. |

l |

G, Wg,)
existira por el teorema (1.3.25) un 2-grupoide E,. con E1.=G(E.) y un morfismo simpli-

cial doble K, E,— G,, tal que WE )= E y VV(OL_.)=0(

. Este 2-grupoide E"

y este morfismo ® entan dados por:

E . . . H—__l E1—")')EXE

d.. [ X x
X o ‘/d]

L e . |

q J

/E = E =——— E
o /

(o] (o] X

donde el plano horizontal superior representa el 1-torsor asociado al torsor X,. Asi

X, es un l-torsor en GPD(T) de COSKO(E.) sobre \/—'V(G“), teniendose una equivalencia
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’, 1 W 2 vy . .
de categorias Tors (cosko(p) ,G,)——— TORS (p,W(G,,)) que nos induce la biyec-
, 1 W 2. =
cion "natural'" deseada: Tors [cosko(p),G“l-—-> TORS {p,W(G_.)}.
Con la naturalidad de esta biyeccion queremos decir:

i .~ Para cualquier morfismo fip —s p' en RE(X) se tiene un diagrama conmutativo

Tors] [cosko(p'), G"]__\;’\—l—__, TORSZ[p' , W(G“)]

7l |

Tor‘s1 [cosko(p),G"J _'W_—"_’ TORSZ[p,W (G,,) }

donde las aplicaciones fxson obtenidas mediante pullback via el morfismo simplicial

f: cosko(p) —> cosko(p') inducido por fip——— p' . La conmutatividad de este diagrama
se deduce de inmediato puesto que tanto el funtor W como fx’estan definidos usando
colimites y colimites conmutan con colimites.

ii .- Para cualquier morfismo .f, : G,— H,, de 2-grupoides y cualquier epimorfismo
p € RE(X) se tiene un cuadrado conmutativo

Tor‘s1 [cosko(p) ,G.. ] T TORS2 [p, W(G_.)_]

- B

Tor‘s1 Leosk®(p), H.. ]_—W_'_"’ TORSz[p JWH ) ]

notemos que la conmutatividad de este diagrama es una consecuencia inmediata del

lema (1.4.42). )/
A partir del iema (1.5.8) anterior y de! lema (1.4.41) deducimos el siguiente teorema,
que nos sera de gran utilidad para definir los morfismos de conexién de cohomolog;fa.
.5.9) Teorema ( de comparacion entre l-torsores sobre 2-grupoides y 2-torsores sobre
2-hipergrupoides filtrados)

Para cada 2-grupoide G,, Y cada objeto X de @, el funtor W induce una biyeccion

natural 1 W 2
M (X,G,,) <= ?frj Tors“(x,W(G,,))
( Notemos que por el teorema (1.3.25) , todo 2-hipergrupoide filtrado es isomorfo a

W de algln 2-grupoide ).

n-Torsores en GPD(C). Los conjuntos }Hin(XJGL,).

Estudiaremos en primer lugar los 2-torsores en GPD(C) sobre (2, 1)-hipergrupoides.

D De
Sea G, . . . 6 =B—=F G G,

alle Al T e
GO_—_ GO——_ GO

un (2, 1)-hipergrupoide en €. Considerando a G, como un 2-hipergrupoide en GPD(T),

i
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tendra asociado segun (1.2.11) un grupoide G) en GPD(C) que sera ademas un 2-grupoi-

. 1 - L] ___D_'__a ] C——___)
de en C; G!, ﬁm 5 donde G12 G

I Se P

o o) G
- o
es un subgrupoide cuyas flechas son aquellios elementos x de G12 tales que Do(x)=SODOD1(x)
y los morfismos D ,D_ :G'——>»G y S :G——>G' _se obtienen por restriccidn
o 1 12 1M o 1N 12
de los morfismos D1 ,DZ:G1—2———>GH y S] :GH———QG12 respectivamente.

Supongamos ahora un epimorfismo p:E —+X en € y un 2-torsor en GPD(C) del gru-

poide trivial cosko(p) sobre G,,

(donde A 02 y A12 denotan nlcleos simpliciales ) . El 1-torsor asociado a O(..ser‘é

! . . . i — S 2
2 aNp &1 E1OE3EE1O

1
2P > T 11
14
[ AN E
G

Y
@

G
o o
puesto que el cuadrado horizontal inferior es un pullback tenemos que /\' 9 = Eol y por
o
tanto E, =E X E . Asi, sidenotamos por E a E_, el 2-torsor Xessera repre-
1o oo E oo o oo

sentado por un diagrama

S ® E LE————>»EXE
ob-/ O";/ 1 ~n 11 o‘(?/ lo X
Gt . . . . H—=C 7 % G [

vy . W q
EQEX ExE > F »» E
/o o o"/ol:o o
G= ed g4 Kos ‘lp
o
° X

Aplicando el funtor W a E,.obtenemos un complejo simplicial

_ v‘ . d,
; . ... E® - » , —_— 3 X | ————
WIE.): Esb * Ey E%‘Eo>é511é51o—m——> Eog B,
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donde:
- Los elementos de E X E son pares (x ,x. )& E xE tales que q(x ) =qd (x_ },
oE 1o o lo o lo o o lo
d ,dE xXE — E estan definidas por; d (x ,x, ) =x
o oE 1o o o o lo o

d1(xo,x]o)=d1(x1o)

- lLos elementos de E X E._ X E son ternas (x ,x..,x. ) € E xE_._xE tales que
1 11" 1o o 11 To

oE 11E o
q(xo) =quDO(><”)=qd D (XH) y d1D (XH) d ( 10) .
d ,d, ,d.:E x E xE ———> E x E estan definidos por;
1772 o 11 E og lo
4o X117%0) = (xo’Do("n) )
9y BerXqpXgg) = s B0 0 )
d (x o 11" %10 ) = (d D (x ),xm) 1
o
_ : v, |
Los elementos de E ‘A'IZ ”* E]o seran aquellos (xo,(x”,xrn,x”) Yi x1o) de
o ,
= = ) d
producto EOXA12 » Elo tales que q(xo) qdoDo(x”), d1(><2]2) do(y”) cada
uno de estos elementos determina univocamente una matriz
o
%o aR Doy :
1
o 2"11 Dy x40,
o 1171 1o
d D ( ) y X

12 N 1o :

gue representa un elemento del nicleo simplicial A(3V_V-(E..) ) y reciprocamente, de este
—_ 2 _

modo tenemos que W(E,,) = COSK (W (E..) ).

Por otra parte el morfismo o.induce un morfismo

W ee) . . o * P X z __—)
W (Ee.) E0A12 E'H* Eo—)Eo E 11 E E To Eo
= WS
o= W 3 o2 "fop" %o

WGw: . . G xGYvg —/—/———3gV «x 6 /36, —36_

12 N lo ——3 HG lo—m—m>

con: &« =o E—>GC
0o o0 o o

= X E s———— — X
1 Eo EE10 G10 (xo’XTO) 10(xlo)

= —_— >4
<2 “EoeEnefis G116 810 Doy Xy () o 0 )

o !
o3 = EJAlz'EH"EIO > G GGy, f
1 2 o 1 2
b ’ H ? b 7“ 1
4 o 12759277920 Yy 1% 0) (00 g 50X ) % vy D e (kg )
Probemos ahora que®e es fibracion exacta en dimensiones>/ 3 -, para lo cual, por ser

_ 2 _
W(E ) = COSK (W(E,,)) bastara que probemos que los cuadrados:
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K3(i) -
Egd * E X E "As (W(E.))
3 v 4
K0 o
G * G+ G, . > j\3 (W(G,))

i
son pullback para 0gi¢ 3 .Veamos por ejemplo que el cuadrado anterior es pullback para

i=o ( los deméas casos se probarian de forma analoga ) .

Un elemento de Ag( W(E,,)) viene dado por una matriz:

o 1
I "5 M D,y %6
z = X x2 X
= o 11711 To
dD &)y x
1 o N 1 lo
, ] 1 2 ] ..
© equivalentemente por z=(x_,( - ,x _,x".), vy _,x ) con las necesarias condiciones
lo 1 1" N 1o

s . o, -
de compatibilidad, si tomamos un elemento ( 9o ,g” =P ) enA.3 (W(G,) ) tal que
u = 0 y ) =u = d :
(2) K3( ) ( 99179794, ) tenemos que 9= % (y”) Y 9,4 10( D1(y”x10) y que
Ay (x'yy) = Dylg )y or,( x12l)\\D2(

912) asi por ser 0(“un 2-torsor el cuadrado

A Kz(O) o
12 DR |
u 1
12
K, (0) o
2 =
G12 ’AZ ( G1.) |
es un pullback y por tanto los elementos  ( —,x';] ,x121 ) € A; (E_) vy 9126 G]2 de-
. , ; 1 2
t H ] 2 = [~
ermina un Unico elemento ( xon X ,2x y )€ A]Z tal que 0L12(>0H P % ) 9,, veri
., , (@ 1 -~ *
ficandose ademas que W =(( PRL RTINS ),y1,I ,xb) es un elemento en E(;‘A12 E” E10

o]

tal que 0(3 ) = ( 959y ,910) .Ademas puesto que x » esta determinado de forma

Unica por 9, Y (—,xH , xzn) se tiene quellesta determinado de forma Gnica por @12,9,” ,g,lo)

K3(Q) o, =
y z con lo que el cuadrado EE)%; Eﬁ‘ E 3 ;A3 (W(E.))
<3
K3(0) o, =
v 2 o W I(G
% O =AW (e

es un pullback.

Veamos por Ultimo que el coigualador de d,d : onEk;-—-—>Eo es la composicion EO-q—»E __E;x

E
Sea fiEg—>T un morfismo que couguala a 4,,d onE1o—>Eo ,consideremos el
- . E
siguiente diagram®a
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5 X
s
rd
”~
pr
donde t{ X,y ) =(x,s5y) y t'es la composicion EOXEE—)§ E1—-» ExE .Si f coiguala
o

’, x »
a do y di tambien coiguala a pr_sPry on E,— Eo y por tanto existe una tnicaf': E~—T
E

tal que f'q=f , ahora f' coiguala a ﬂ', ,'l"?, : EXXE —E puesto que coiguala a Tf,t‘, 'ill‘t'

y t'es épica ,asi existe un Gnico morfismo f: ~ X——T tal que f '=fp y por consiguiente

i

f=fpq . ’
Denotaremos entonces,para cada (2, 1)—Hipergrupoides Gs.y para cada epimorfismo p:E—X,

por Tors2 (cosk®( p) , G,) la categoria cuyos objetos son 2-torsores en GPD(C ) de
—_ |

o . . . .. ; .
cosk ~ (p) sobre G..y cuyos morfismos son morfismos simpliciales dobles G,.—mvarlqantes

£ t—EL,
XA

tales que el endomorfismo simplicial f__|: cosk® (p)—)cosk0 ( p ) inducido por la 'aL;mer.h-

tacion pa  f, es un morfismo ( no necesariamente la identidad ) de complejos simplfciales
aumentados.Notemos( al igual que en dimension 1 ) que esta categoria contiene a TOI%Z(cosl?(p),Q)
como una subcategoria densa. Denotaremos por Ms_z[ cosk®( p) , G..]al conjunto de
componentes conexas de la categoria To~r~s2 (cosk® ( p) , G..) . Los razonamientos anteriores

prueban el lema siguiente:

.5.10) Lema
Sea G,un( 2,1)-hipergrupoide y p:E~—33X un epimorfismo.Entonces el funtor W induce una

aplicacion ""natural' ; VV)‘ Tors?2 ( COSkO(p),Q:) -—-’TORS3 [ X, VV( G..)].

f
Donde por natural entendemos que si: E—£'

D\5 ip/

X

es un morfismo en RE(X) entonces tenemos un diagrama commutativo:
Tgcsz [ cosk®(p") , G} Vvi‘
|

ar -
Tars? [ condlp) , G}—— Tors3( x,w(e. .
W

//
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1.5.11) Definicion (Los conjuntos M2 )
Para cada objeto X y cada (2, 1)-hipergrupoide G,,definimos

H2( X,G.) =lim Tors! [Cosko (p) , G]
p€ REX
Para cada morfismo de (2, 1)~hipergrupoides) f,: G, ——>H,|os funtores :

To_r's_2 (cosk®( p) ,f,) : T_ﬁz ( cosk®(p) ; G.) —-—: TLF‘S_Z ( cosk® (p) , H.,) inducen
para cada objeto X una aplicacibn H-H2 (X,6) M H2 ( X, H,)

1.5.12) Usando el lema(1.5.10),el funtor W induce un morfismo ' ..Q.: H-H20<,G.,\—)TORS3(X,\X7(G-:)]-
verificandose que para todo morfismo de (2, 1)-hipergrupoides f,: G;——H,, el cuadrado:

H2(X,G,) —t——> H2(X,H_)

ﬂG.. D'H

Tors3 [ x,W( G, |2~ Tors3 [x ,W( H,)]
es conmutativo.
1.5.13) Nota.
;Establece la aplicacion ﬂ: HH2 ( X,G,,)_>TORS3[ X, W ( G.,)-_\ una biyeccibn na-
tural,al igual que ocurre en el caso en que G,sea un 2-grupoide? .
La respuesta a esta pregunta es,en estos momentos,desconocida por nosotros.Por ejempla ¢

si A es un objeto grupo abeliano en C y G,, es el (2,1)-hipergrupoide K( K(A,1),2 ):

G.= K(K(A,1),2) = A"/ 1———=31

H
-

Entonces W (G.) = K(A,3) que es un 3-hipergrupoide filtrado.

Para responder a la pregunta : ; esR:HHZ(X K (K(A,1),2)) ——)TORS3 [ X,N(A,3)}

una biyeccidon ? , deberiamos primero responder a : ;Dado un 3-torsor «, E— K(A,3)

de X ,existe un 3-torsor R.":E'— 3 K(A,3) de X en la misma clase dex con G(E]) isomorfo

a VV de un 2-grupoide? .La respuesta,para nosotros,es aun desconocida.
1.5.14) Si G,.es un (n, 1)~hipergrupoide y X es un objeto de C, para cada epimorfismo

p:E—»» X € RE(X) ,definimos la categoria T_o_r‘_sn(cosko(p) ,G,) cuyos objetos seran n-torsore

en GPD(C ) de cosko(p) sobre G,, y cuyos morfismos son morfismos simpliciales dobles

G,-invariantes: E———— E.,

tales que los endomorfismos f K cosk®(p) —— cosk®(p) inducidasen la aumentacion por

f.. es un ' morfismo simplicial de complejos simpliciales aumentados por X.

La categoria TORSM(cosk®(p),G,) es una subcategorialdensa) de Tord{cos @ ,G) Detinimos
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n
los conjuntos HH( X,G, )= lim Tors" {cosko (p), G.,) donde Tors" [cosko(p), G._] denota
e RE(X
el conjunto de componentes con(ex)as de Tors" { cosk® (p),G).
Se verifica que el funtor W induce un morfismo natural

1.5.15)(): W"(X,6,) ———TORS™ ' [x,w (c)].

n+1 [
Este resultado se obtiene generalizando el lema (1.5.8) a dimension ''n''.No daremos aqui
su’ demostracion pues no es imprescindible para alcanzar los objetivos planteados en

este trabajo .

1-torsores en n-HPGPD(C) sobre (1,n)-grupoides.

Como corolario del teorema(1.3.28) obtenemos la siguiente proposicion:

.5.16)Proposicion. /‘\

Sea X

X

X X

Un obJeto simplicial aumentado truncado asferical y G,un (1,n)-grupoide en C .Se tiene

——

entonces una equivalencia de categorias inducida por el funtor W .

- R _ .
W Tors! (cosk” ()(:‘t ), G,) —> TORSnH( Xee. W( G,) ) . Donde la . categdria
1 -1 r n-1
Tors (cosk ' ( x’tr)' G,) tiene por objetos los I-torsores en n-HPGPD(C) de cosk (X__k)

Y

sobre G, y morfismos los morfismos G,, —invariantes: E. —-—7E

W

-1
tales que el endomorfismo f 1:coskn (X.t) —>cosk (X ) es un morflsmo simplicial

de complejos simpliciales aumentados sobre X . La categoria TORS" (X‘tr,W( G, ) )es
1 s ,
la subcategoria plena de TORs™ " ¢ X, W(G,) ) de los torsores que tienen por n-2 trun-

cacion X

r

Demostracion.

-1 ,
Sead : E — G, un l-torsor de cosk ' ( X,;) sobre'G_ en la categoria n-HPGPD(Q) :

E oo v v ... E —————= E D(X)
0:/ / ,n1 / n ey
G. ... . G —t 1G(D

x

< =
x
7

,‘n—T ': N ' 1
VAR 7 :

GQr
AN
X
b
N
Xe— X ""-
X <X

—
—
oX%
-
o]
<—
o]

0]
x
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Aplicando el funtor W obtenemos:

= 1 . >
WE) : ... E xAm (E ) = S E T3 X X1_-——-.—>___> X —— = ¥
° Nl a5y *0 ro -1 o
- E
J W) no l J l [
WG GlAM(G) G > G G
T e x/An {o ) s > s e .- e e
- nl " -0 o Tl “ o *
G -,
o rl
Utilizandoque E . = E x E ,tenemos que los elementos de £ xA (E ) seran aquellos
n! oA (X )10 nl n+ <0
"y ]
(X,(XO,X]- - e Xy =) & me[\‘m1 (E'o) tales que di(x)zdi(xo) y0 £1 ¢ n ,en este
caso (x,x] P [ Xgr o - o ,an ) determina un elemento genérico del nlcleo sim-

plicial Ap(E.o) = A W(E.) ) por lo que W (E) = COSK™ (W(E_) ).Ademas W(E,) es
asferical puesto que el morfismo Em-—» An(x.tg es epico y X_tgs asferical,tambien es

aumentado sobre X .Tenemos entonces que probar que los cuadrados:

E xA™ & ) A ED
nl n+1 *0

1 0
E_ l
l i i
Gmx/\rhq G,) ———— A_,(G)
G
o

son pullback i=o0,...,n+1 para lo cual bastara con probarlo para i=n+1 (por ger E.o ¥ G,

n-hipergrupoides ).Ahora por ser X_un 1-torsor tenemos que el cuadrado:

E,—— &
ni no

| |

G—™™>G
Nl o

es un pullback y por tanto lo sera el cuadrado:
1
Ex AT (E )
gl ml  eo0
E
| l/
l rH+ n+
G xA (G, NG

G

o

— -1 1 -
Asi W de un torsor en Tors1(coskn (X t) ,G,,) es un torsor en Tors ' (X.( MG ).
otv

Reciprocamente sea & :E,——> W ( G,) un (n+1)-torsor con (n-1)-truncacion Xoge!

B e e e e e E ST F o a X I xl——gx —> X
0(1 rl+'| in in l lo

— 1

W(G): . o v e n . G1xAn+1(GO)—*'_:,Gn_———"‘_‘"------ JUREII G, =——%0,

Considerando a E, como un n-hipergrupoide 1-filtrado,con filtracion G(E,)~— E,,y



aplicando el teorema (1.3.28) existe un (1,n)-grupoide E.. tal que w (E.J % E, ademas el

morfismo « inducira un morfismo o entre E = W(E,) y w(w (G))ZG,:

n-1

n-2

Notemos que :

o, .= =
es el 1-torsor asociado al (n+1)-torsor & .Asi la composicion E, — ¥(W(G,)) —> G,,

n-1
es un 1-torsor de cosk (X-tz sobre G,,. Tenemos por tanto un par de funtores :
72,4
n+1

Tojq( coskn_1(x.t2 G — :}/‘ > TORS ~ ( X.t; W ( G,) ) que establece clara-
mente una equivalencia de categorias.
Como consecuencia inmediata de esta proposicion tenemos el siguiente corolario, gue
generalizara el teorema (5.3.1) de Glenn [32] .

1.5.17) Corolario.

Para cada objeto simplicial truncado asferical X .

= — X
tr —Xm]_: Xn...Xo—é-) y

aumentado sobre X y para cada (1,n)-grupoide G,el funtor W induce una biyeccion

[:X.tr ,W(G")] //

n+1

" -1
natural: W™ Tors! [cpskn (x't) , G_._] >~ TORS
" r
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CAPITULO 2 .- GRUPOIDES CRUZADOS

Recordemos que un modulo cruzado en la categoria de grupos Gp es una terna (H,G,€)

donde €:H —— G es un morfismo de grupos,G actla sobre H (i.e. se tiene un morfis—
-1

mo de grupos Y:G — Aut (H) ) v se verifican los axiomas: (1) (%) = g P(x) g

€(x) -1
y =

XYy X

(1)
para todo g e G ,x,y &€ H.Donde g>< denota el elemento de H obtenido haciendo actuar
g sobrex (i.e. x= Y(g)(x)).

; f
Un_morfismo de modulos cruzados es un diagrama conmutativo: H ——> H'

eL K le‘

GC—>G!

donde f es un morfismo de G-grupos (considerando a H' con la estructura de t G-grupo

3(9)
inducida pord®) i.e. f(gx) = f(x).

‘
Si denotamos por MC(Gp) a la categoria de modulos cruzados en grupos,se tiene una e—
quivalencia de categorias [1] MC(Gp) ¥ GPD(GP).

La categoria de moddulos cruzados, juega un papel importante para la obtencion de sucesio-

nes de 6-puntos en cohomologia no abeliana en categorias de grupos [29] o0 mas general-

mente en categorias de interes {1 ] y en categorias de haces sobre un espacio topologico [1 9]
Un primer ejemplo de modulo  cruzado se obtiene tomando H como un subgrupo normal
de G, P:H——> G como la inclusidn y la accion de G sobre H por conjugacion ?x:gxg_.1
Observese que los axiomas |, !l de moddulo cruzado generalizan las propiedades que tiene
la inclusion de un subgrupo normal en el grupo.Estudiando las "inclusiones" i,:HeG, en
GPD(C) de un subgrupoide normal H, en el grupoide G,observamos:

i.-Por conjugacion se tiene un morfismo en € "accibn"*:G]x End(H,) — End(H)

-1
definido por Yi{g,e) = Te =geg : %

G
e
~ 9
‘\ \./—\ O
-~ \__‘/
g-

(¢]

. s ) 9 g -
vericandose: &d (Ye) =d, (%) =d,(%e ) =d,g

g
=) sod1g = sodog
odoe e =
1 [}
89, g (%)

(=)

e

1
- (ee') = ge d e
"i: HE—— G, verifica:
1

ii.— La " inclusion

e) = gi] (e) g

ee' e-l

i
1l



-121-

Generalizaremos las propiedades en (i) definiendo acciones de un grupoide sobre otro vy
las propiedades en (ii ) ,definiendo "grupoides cruzados generalizados ".

Otrose jemplosimportantesde moduloscruzados en la categorfa de grupos son los dados por
los morfismos canonicos: f:H — Aut (H) que envian cada elemento del grupo

H en el automorfismo interior definido por él.

Cuando la categoria C sea cartesiana cerrada definiremos,para cada grupoide H, en C,
su gupoide de automorfismos AUT(H,) y veremos que dar una "accién ' de G, sobre H,
sera equivalente a dar un morfismo de grupoides de G, en AUT(H,) .La"accion" de H,
sobre si mismo por conjugacidn ,inducira un morfismo camhico F, H,— AUT(H,) .E!I
morfismo id:AUT(H ) — AUT(H,) inducira una accion de AUT(H )sobre H,generali-
zando también las propiedades de esta "accion' respecto del morfismo G obtendremos
el concepto de "'grupoide cruzado generalizado'" . Este concepto juega, como veremos
posteriormente,un papel importante en la obtencion de la sucesion exacta larga paﬁé la

cohomologia no abeliana.

(2.1) ACCIONES EN GPD.LOS GRUPOIDES DE AUTOMORF ISMOS Y AUTOMORF ISMOS

INTERIORES DE UN GRUPOIDE .-

Para establecer el concepto de grupoide de automorfismos,es necesario que la cat‘égorfa
exacta € sea cartesiana cerrada.Para definir el grupoide de automorfismos interiores
necesitaremos que se pueda establecer el concepto de centro de un objeto grupo en C,
por tanto exigiremos que la categoria C estée en las condiciones dadas en (0.1.13) .
Sin embargo para definir el concepto de " accion " no habra que imponer nuevas condi-
ciones a la categoria € .
1.1)  Definicion ( Accidn de un grupoide sobre un objeto grupo)
Sea G, un grupoide en € y E =E :‘_Z:GO un objeto grupo en ¢/Go. Una accién

de G, sobre E, es un morfismo en € :

‘V:G1éE——>E i (g,e) — \V(g,e)=ge
o
donde G_ X E es el objeto pullback: G X E —m—> E
1 G, 1 G,
I 4 |
G, —m > G

1 [} t

verificando: (A1) E! cuadrado G] E

X E
Go N
pr‘ol ld
d
G G

e 2



'1.2)

(,9\‘ O i
es conmutativo, i.e. d(ge) = do(g) \i!m.e . 'j
(A2) Para todo (g'g)€ G1 X G1 y (e,e') ¢ E é(. G] tales que d(e):d(e')zd](g)

© o

se verifica:

D (s d(g)=sd (g

o 1 o o
i) Sod(e)e = e
iii) (g‘g)e = g'(ge)

iv) ee') = % e
Definicion ( Accion de un grupoide sobre otro grupoide ) .

Un grupoide G, actua sobre otro grupoide H, si actua sobre su grupo de endomborfis—
mos ( End(H,) ) .

Notemos que si G, actua sobre H, entonces GO=Ho . Esta condicion restrictiva podria
quitarse, generalizando de forma apropiada la definicion (2.1.1). Sin embargo todas las
acciones que utilizaremos en este trabajo verificaran esta condicion por lo que no hemos
considerado de interées dar una definicion mas general de acciéon en estos momentos.

Notemos también que todo grupoide actua " por conjugacion't sobre todo subgrupoide
normal suyo y en particular sobre &l mismo . Por otra parte,si A y B son objetos grupos
en €, dar una accidon de grupos de A sobre B es equivalente a dar una accion de K(A, 1)
sobre K(B, 1).

Los grupoides de automorfismos y automorfismos interiores.

Cuando hablemos del grupoide de automorfismos supondremos € cartesiana cerrada y
cuando hablemos de! grupoide de automorfismos interiores supondremos € en las condi-

ciones dadas en((0.1.13).
Sea E =E +Go un ob jeto grupo en CE/GO, recordemos que la categoria ‘
Full(E,), (ver (0.1.12)) esta dada por : £ So
pr. (E) é‘_-—dc’\
1 ———— G
-—a——ﬁ o

FUllE.), = Full€) = pr (E)

4
M

donde pr ,pr1:GoxG ——> G son las proyecciones canonicas. Recordemos ademas
o o o
que dar una flecha de Full(E,), f: T —> Full(E,) con dof =x, d1f =y es equivalente

a dar un morfismo F:T);E "—>T§E haciendo conmutativo el triangulo rallado del siguien-

te diagrama: Full(E )

/7’
f
ad dQ“d s
(o}

P
T —%—— G
O

él A
T x E == E
X % =

s ;
Txe -~ ‘

<
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Ahora, la estructura de grupo de E, induce estructuras de grupos en €/T en los obje-

tos pullback T;((E — E y T§E—+E
‘l': ld') s I" 1d,)s
] X ¢ y
T ——0G T ———G
o o

Denotemos por Fullgr(E.). a la subcategorfadensade : Full (E,), que tiene por obje-
tos todos los de Full(E,), (Full (E,) =G )y por flechas f: T —3Full (E,), cony
* gr o o gr *1 !

dof =X, d]f =y aquellas flechas de Full(E,), que vienen inducidas por morfismos de

grupos en C/T: T§ E——>T xE
\ / ’
T
Categoricamente el objeto Fullgr(E,)] viene definido como sigue: Con sideremos los
*
objetos pullback ; E (><3E —> E y pr(E)—E vy pr":(E éE) —>E é E
o
I A L /°
d Pry pr,
E——G G xG —» G GoXGy — 5 G
o o o o o
pr";(E xGE) or
y denotemos por D ,D_ a los morfismos composicion pr"(E) —=2 5 G xG +B—Q-\G
o 1 o OT o)
. pry (E x E) !
respectivamente. La adjuncion —xpr (E x E) —§ () o de endofuntores en
17 G » ;
o . pri(E x E)
en (E/GoxGo, nos da una biyeccion entre morfismos f: T — pro(E) ' con

Dof =X 4 D1f =y y morfismos Ff:T ;/( (E (><3E) —y T >><<E que hacen conmutar el trian-
0\
gulo rallado del siguiente diagrama: N
pr (E x E)
»* 1 G0
pr (E)
o

f 7
L7 DUD
’ 1 (o]
Ve

Ve X
T T——=q,
N
VS /
N
T>)§ E > E
LN /
Tx(E xE)
y G
P ¥
N g ; B pri(E) ‘ pr‘1(E éE) .
Definimos y/:pr (E) ————— pr (E) 0 como sigue ;
o - o
Sea f: T — Df::)(E) con dof = X, d1f= y y f:T § E—T X E elicorres-
pondiente morfismo inducido por f , entonces * /
N prq(E X E)
¥ @w, FH: T ——s pro(E) o
. id f
estan inducidos por las composiciones = T ; (E éE) —T 3 TxE —>TxE
o} Y X
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y T (Eég)ﬂ_,Tx(ExE)

X

el morfismo

idxm

T x E respectivamente, donde
X

"m" es el morfismo multiplicacion del objeto grupo E, Entonces

Full (E,), = Equ(¥, }) ——Full(E,)
gr 1

Claramente el morfismo SO:GO———> Full(E,) factoriza por Fullgr\(E_)1 y por restriccion,

b,
el morfismo multiplicacion de la categoria interna FuII(E.)_ induce un morfismo multipli-

cacion en Full r(E‘I-'
Definicion ( El grupoide de automorfismos ) .

En las condiciones anteriores, se define el grupoide de automorfismos del objeto grupo

LN
E.=E ——>Go en CZ/GO como el grupoide de isomorfismos de la categoria interna en @
FuIIgP(E,). (ver (171.13) )" . Denotaremos a este grupoide por AUT(E,) = ALJT(E')1 7:_> Go

Notemos que dar una flecha f: T -——>AUT(E.)1 del grupoide AUT(E ) con dof =X,

f
d]f =y es equivalente a dar un isomorfismo de grupos en /T : T ;E*ﬂ' xE.

%

Si Go = 1. ,el objeto terminal en €, entonces AUT(E,), = K(Aut(E),1).

Sea G,

un grupoide en € definimos el grupoide de automorfismos de G, comov‘el

grupoide de automorfismos del objeto grupo End(G,) i.e. AUT(G,) = AUT(End(G,) )
Proposicion ( Definicion alternativa de accion de un grupoide sobre otro ).

Dar una accion de un grupoide G, en otro H, es equivalente a dar un morfismo de

grupoides *.:.G.———y AUT(H,) con \’(o =id . i
Demostracion .- Denotemos por di R so ,d' y s , los operadores cara vy degenerﬁc;on
de G, y H, respectivamente vy ‘End(H,) = E __"—_':“._,Go al grupo de endomorfismos
del grupoide H, ( hemos supuesto que Goz HO ).

Sea Y:G, —— AUT(H,) un morfismo de gr‘up*oides con "\’o = idG , el morfismo
'\|”1 induce (porla adjuncion - x pr*r(E) —_ )prl(E) ) un mor‘fisn?o

¢1 : G] é E — G1 é( E haciendo conmutar el triangulo raliado del siguiente diagrama
o
AUT(H,)]

pr .

3
Sea \f’ : G'I é E —— E el morfismo composicion G1§ E —G é E ———-#E
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Se verifica entonces :

(A1) el cuadrado Gld E——>E
1

pr*l dy ld‘
G1—————rG

es conmutativo.

(A2) Denotemos ‘e =f(g,e) para cada elemento (g,e)eG E .Entonces , por ser
1 d,
\\/1 morfismo de grupos en (IZ/G1

"1’1(9,S‘d (@) = (g,s'd (g))

¥ (g,ee ) = '*' (g,e)“\’ (g,e")

asi se veriflca,

se tiene ;

i) %s'd, (g)) = s'd _(9)
iv) See') = Fe e * “ pr’r](E)
Por otra parte, la naturalidad de la adjuncion - x pr‘1(E) — () implica que
el cuadrado rallado en el diagrama
AUT(H,)

d xid 'Ié

es conmutativo, asi \\’1(sod'(e), e) = (sod'(e),e) y por tanto se verifica;
(s d'(e))
th ) (o] e = e

Ademas puesto que Y, es un morfismo de grupoides se tiene que para todo g,g':T—-)G]

#
pR(E)
\1’1(9 g'),"f’1(g),'\1’1 (g") :T —*AUT(H,)] inducen ( utilizando la adjuncion - xpr’y‘(E)—i( ) )

tales que d1(g) =d°(g') se tiene que \\’1(99' ) =\\’1(g) “f](g‘). Los morfismos

morfismos; Y](g g') ,\i’l(g) y Aﬁ(g') haciendo conmutar el triangulo

: “V(g')

T d((g‘) E - Tdo(g')x=d1(g)E
_ -\Y](g) i
'\Vl(g g')

T E
do)fg)
Asi se verifica: iii ) (99 )e = g(g e) .

Por tanto el morfismo P : (3»1 é E —> E nos define una accion de G, sbre H,
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i

Reciprocamente; sea Y :G C{( E —E (¥(g,e) = %) una accion de G,sobre H, ,
definimos '\Y G]é E— G]é E- por Y (g e) = (g, ge) ; por (A1) i) (g, Je) es un elemen-
to en G]é £ . Los aX|omas(A2) i,iv) |mp||can que “{’1 es un isomorfismo de grupos

o

y por tanto ?1 induce un morfismoen € ," Y :G1 —— AUT(H,) ,tal que 50“1’1 = d1
d

y cT]\V1 =d - El axioma (A2) ii ) implica que \\’150 = go y el (A2)iii ) implica que
el morfismo simplicial truncado (Yr id ) define un morfismo de grupoides P
N:6,— AUTH,). //
Nota.- La accion de un grupoide G, sobre si mismo por conjugacion define,por la
proposicion (2.1.5) anterior,un morfismo de grupoides
€: G, /> AUT(G,)

Por otra parte el morfismo de grupoides id:AUT(G,) —> AUT(G,) define una accion
del grupoide de automorfismos de G, ., AUT(G,) , sobre G, verificandose: :

Si denotamos, para cada flecha f € AUT(G )1 y cada endomorfismo eeEnd(é.)

con d(e)= d1(f) , f(e) al endomorfismo fe y por ege AUT(G.),| al elemento imagen median~

te 91 de gEG1 , entonces la conmutativvidad del cuadrado rallado en el siguiente dia-

grama AUT(G,),
27 s
6, —s AUT(G) =533 G
I] ] 1 \ /[O
)aEnd(G,)"—hf\UT(deEnd(G,) —End(G,)
Wi
] ]J;End(G,)—-’AUT(G,?éc[):nd(G.)
implica que ‘(g)e./:“g e 9_1 ( axioma |1 de modulo cruzado) y l:')(f(e»e‘ = f(e) e' f(e)—=]

f(e 'f—1(e') e—1) = (f (e) f_1)(e‘) ( axioma | de modulo cruzado )
Lema .-

Para cada grupoide G, , el grupoide nlcleo del morfismo candnico Q:G, —> AUT(G,)
es el centro del grupoide G, . §
Demostracion.- Por la nota (2.1.6) anterior tenemos Que para cualquier flecha g GG1

i
© actua sobre cualgier endomorfismo de G, por conjugacion, asi si € es una;identi-
g

dad en AUT(G,) ha de verificarse que para todo endomorfismo eeG1 con d(e) =d1(g)
C(e)=e &) ge g—1= e & g es un elemento del centro de G, . El reciproco es inme-
g
diato.

Definicion ( El grupoide de automorfismos interiores ) .

Dado un grupoide G, , se define el grupoide de automorfismos interiores de G,
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T
INT(G.) = |NT(C—3,)1 —3 G

como el grupoide cociente de G, por el subgrupoide normal suyo Z(G,)&—>G, (centro de

G,) . Si € es cartesiana cerrada el grupoide INT(G,) sera el grupoide imagen del mor-

fismo candnico P. :G,——> AUT(G,),.inducido por la accion de G, sobre si mismo por-fcon—

jugacion: Z2(G,) =G, > AUT(G,), .
M NTG) T

E jemplos.~

Si A es un objeto grupo de € entonces AUT(K(A,1)) = K(Aut(A),1) e INT(K(A,1)) =
K(Int(A), 1) .

Si G, es un grupoide abeliano, entonces la accion de G sobre si mismo por conjugacion
es trivial y por tanto Z(G,) = End(G,) ,asi INT(G,) = COSKO(G.) , considerandé a
G, aumentado por TTO(G,) .
Nota.- Denotaremos tambien por e, :G,—> INT(G,) al morfismo proyeccion y por
@ge INT(G,)1 al elemento imagen de la flecha g E-G1 . Para dos flechas g,g' ¢ G1 se
tendra Pg = Pg' si existe un endomorfismo z en el centro de G, verificando que g' = zg .
Podemos entonces definir una accion de INT(G,) sobre G, dada por Qge =% - ge g_]
(en el caso de existir AUT(G ) esta accion viene inducida por la "inclusion" i
INT(G,) —> AUT(G,), ) verificandose trivialmente: (1) Qg'e = ge g_1

(1€ %)= ©.€.¢ 7,
g e g

GRUPOIDES CRUZADOS Y GRUPOIDES CRUZADOS GENERALIZADOS.-

Definicion ( Grupoide cruzado )
Un grupoide cruzado o mddulo cruzado en GPD(C) es una terna (E_,G,, €, ) donde:
s
G id C , E-= jet c/G , | ide G
. €S un grupoide en .=E —a G0 es un objeto grupo en €/ o el grupoide G,

actua sobre E vy €, :E—> G, es un morfismo de grupoides con € =id
) ©,=-¢ ° G,

verificando los siguientes axiomas:

(XG 1) ©(%)=g®€e) g
(XG11) e(e)e' —ee e

Para todo g € G] y e,e' € E tales que d](g) =d(e) = d(e") .. ( hemos denotado e

al elemento de E obtenido haciendo actuar g EG1 sobre e« E , ademas hemos consi-

derado al objeto grupo E. en (E/Go como un grupoide en € ). ;
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A un grupoide cruzado (E,,G,, ®) lo denotaremos tambien por el morfismo de grupoi-
des €:E G, , suponiendo implicitamente dadas las demas condiciones de grupojde
cruzado. |
Ejemplos:

.2.2) Si G, es un grupoide y E > G, es un subgrupoide normal de G,contenido en el grupo
de endomorfismos de G,, considerando la accion de G, sobre E_, por conjugacion se ?iene
que la inclusion E,~— G, es un grupoide cruzado.

.2.3) Sea E, un objeto grupo en la coma categoria C/X , para X un objeto cualquiera de € ,
entonces los morfismos canbdnicos ©,: E ,— INT(E,) vy €: E —s AUT(E,), ( suponiendo
que T estd en las condiciones apropiadas para que exi stan INT(E,) vy AUT(E,), respec-
tivamente ) con las acciones "candnicas de INT(E,) y AUT(E,).sobre E, seran gnupoides
cruzados . Los llamaremos grupoide cruzado de los automorfismos interiores de E. y
grupoide cruzado de los automorfismos de E, respectivamente.

.2.4) Si P:H — G es un mddulo cruzado en la categoria GP(¢) entonces el morfismo
de grupoides inducido £: K(H,1) — K(G,1) junto con la accién de K(G, 1) sobre K(H, 1)
sera un grupoide cruzado . En particular si A es un objeto grupo abeliano en € e_;l mor-—
fismo A —~—T induce un grupoide cruzado (trivial) K(A,1) — K(1,0) . “

.2.5) El concepto de grupoide cruzado en € generaliza el de '" complejo cruzade de dimension
dos ' en la categoria de conjuntos ( ver {10.] ). Recordemos que un complejo cruzado

d d 4

€. en conjuntos es una sucesion . .. Cn——-’—) Cn joro C2'--——‘»C1 __.,1 C

\
satisfaciendo los siguientes axiomas: «
de
C1 A C es un grupoide !
| O

-~  para n)/ 2 Cn es una familia de grupos {Cn(x) , X QCO-X siendo los grupos ;’Cn(p)

abelianos para n ) 3,
- el grupoide C1=; C0 actua sobre cada Cn (n% 2) por una accion denotada
(a,x)b—sax para aeC_, , xeC (d (a)) y % e C (d (a) ), 4
1 n 1 n o ;
- la aplicacion d:Cn—-—> Cn . (n» 2) es un morfismo de grupos sobre Co que preserva

la accion de C1 , donde C1 actua sobre los grupos C1(x)={ ac C1/do(a) = d](a) = X }

por conjugacion,

- dd=O:Cn——‘»Cn__2 y,N>3 vy dod=d1d:C2—> C1 y

- si ceC2 , d(c) actua trivialmente sobre Cn para n >/3 y actua por conjugaci‘t’)n sobre
. d(c) -1

C2 , 1.e X=CXC

Un complejo cruzado se dice de dimension dos si Cn =Qparan??2. 1

Notemos que estos complejos cruzados fueron utilizados para dar una interpretacion de
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de los grupos de cohomologia de un grupo G con coeficientes en un G-modulo A, ver [8]

Un morfismo de grupoides cruzados es un diagrama conmutativo en Simp!(C)

(€.,6.0): E~—— 15 E G
AU A . . ’ o - 5 = 1
Pl l& lx. E|£1___\_,_s./ll '
\ X 1 d
(E},G!,€): E!——G!
iy \H\Go
a< =%
(o]

con ¥ = O y donde ©, conserva la accion de G, sobre E', inducida por X., esto es:
o) o

LR®)
g
91(ge)= ! (9'1(e)
para todo g eG1 y e cE tales que d1(g) =d (e) . Denotaremos por XGPD(C) a.la ca-
tegoria de grupoides cruzados en € y morfismos de grupoides cruzados.
'.2.6) Definicion { Grupoide cruzado generalizado ).

Un grupoide cruzado generalizado ( en € ) es una terna (H,,G,_, €) donde :

G, y H, son grupoides, G, actua sobreH, vy €:H —G, es un morfismo de grupoides

_ . i N
con Po = ldGo : Tf > lGli
Go =G,

verificando los siguientes axiomas:
-1
e(ge)=g ) g .
Ch)
e

(GXG 1)

1

(GXG I1) = heh

Para todo e eEnd(H ), heH1 y g (;.G1 tales que d(e)= d1(h) y d(e) = d1(g).
Notemos que si (H,,G,, €,) es un grupoide cruzado generalizado, entonces

(End(H,),G,, P./End(H.) ) es un grupoide cruzado,l)lamado grupoide cruzado asociado a (H,.G,f).

Ejemplos:

1.2.7) Todo grupoide cruzado es un grupoide cruzado generalizado. *

2.2.8) Si i:H~>G, esun subgrupoide normal de G,, entonces (H,,G,,i,) es un grupoide
cruzado generalizado. Con la accion de G, sobre H, dada por conjugacion.

.2.9) Sea G, un grupoide entonces los morfismos candnicos G, —'; INT(G,) vy

0 P .. . .
G,— AUT(G, ).( suponiendo que C esta en las condiciones apropiadas para que exis-—

tan INT(G,) y AUT(G,) respectivamente ) con las acciones ''canonicas de INT(G,) vy
AUT(G, )_ sobre G, nos daran grupoides cruzados generalizados, a los que llamaremos

grupoides.cruzados generalizados de los automorfismos interiores vy de los automorfismos

de G, respectivamente.
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Denotaremos a un grupoide cruzado generalizado ( H,,G,, ©,) tambien por el morfismo

, if

e :H,—— G, suponiendo implicitamente dados los demas datos .
Un morfismo de grupoides gruzados generalizados sera un diagrama conmutativo en

Simpl(C): (H,,G.,e): H.L}G,; o _H —~P———‘s G

R N R G-’/“‘

(H.yG.yp.'): HL\"—) G'.

e,
G’ @'o“vo
o
tal que  PAEnd((H,),G,,8/End(H,) ) i (End(H,),G., &/End(H.) ) ——s (EndH), 6!, YEndH))
es un morfismo de grupoides cruzados . Denotaremos por GXGPD(C) a !a categoria de
los grupoides cruzados generalizados y morfismos de grupoides cruzados generaliiados.
Es bien conocido, que si (H,G,) es un mddulo cruzado en Gp entonces el grupo
Ker(€) es un grupo abeliano contenido en el centro del grupo H , verificandose agemés
que la accion de G sobre H deja invariante al Ker(€) . El siguiente lema generali%a este
resultado .
.2.10) Lema .~
Sea (H,,G,,f) un grupoide cruzado generalizado. Entonces el grupoide Ker(f,) es
un objeto grupo abeliano en (E/GO cuyas flechas seran centrales en H, ( si existe el
centro de H, ,; Ker(f,) seraun subgrupo de Z(H,) ). Ademas la accion de G, sobre H
de.jar‘é invariante a Ker(P ) .
Demostracion. - Consideremos el diagrama

Ker( f’,)1L

e *
H — G

Il

C =—oeo G

una flecha ae H1 estari en Ker( (".)1 sii P(a) = sodo(a) entonces di(a)=di!°(a) = disodo(a) =
= do(a) , 120,11 = d](a) = do(a) =2 Ker(f,) €&, End(H,) . Por otra parte par"% cada
Pa) '

ae Ker“((’.)1 y cada h & End(H.) con d(h) = d(a) se tiene que heaha | bero
P(‘a) = Sodo(a) = P(a)h _ Sodo(a)

\ 4

PR -1 ‘
h=h ast h=aha => aes central en H .

1
® %a) - g®(a) g“1 =g sod(a) 9—1 = sodo(g) =  ZacKerl Q)1, asi Ker(() queda inva-

riante por la accion de G, sobre H, ./

Por Gltimo, para cada a € Ker(P), y cada ge¢ G'I con d(a) = d1(g) tenemos que

Supongamos G, un grupoide en la categoria Gp de grupos vy consuder‘emos el grupo

3 A ::

Ker(do) que sera un subgrupo normal de G1: Ker(d )L—>G1 —d—.> . ;
Para cada elemento x €G, v cada ge Ker(do) se verifica que so(x).g-séx)_]?_ Ker‘(dc)
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donde '"".'" denota multiplicacion de! grupo G1, asi Go actua por conjugacion via r

SO:G — G1 sobre el grupo Ker(do) verificandose que €= d]/Ker‘(do):Ker‘(do) -—L>G1
o

es un modulo cruzado en Gp. Definimos mediante este procedimiento un funtor

F : GPD(Gp) — > MC(Gp)

1

que asocia a cada grupoide G, el modulo cruzado (Ker‘(do),Go,d]/Ker(dO) ). Recipf‘oca_
mente, dado un modulo cruzado en Gp ,(H,G,f), sea H{G el grupo producto semidirecto
deH y G ( recordemos que H{4 G es el conjunto producto cartesiano HxG con la estruc-
tura de grupo dada por (h,g).(h',g') = (h.gh‘,g.g') ), definimos morfismos de grupos
do,d1': H1IG —™ G por do(h,g) =g vy dl(h,g) =@ (h).g . Entonces el complejo sjlmpli—

cial truncado So

H1Gij——g: G
1
con so(g) =(1,9), junto con el morfismo de grupos m:(H1 G-)%<3 (H1G) —> H1G definido
por m( (h,g),(h',®(M).q)) = (h‘.h--1 ,g ) define un grupoide G, en Gp. Obteniendose de
este modo un funtor
F': MC(Gp) — GPD(Gp)

de forma que los funtores F y F' establecen una equivalencia entre las categorias de .-
grupoides en Gp y modulos cruzados en Gp (ver [1 1 ).

El objetivo de los dos apartados siguientes sera extender este resultado de la catego-

ria de grupos a la categoria de grupoides en C.

Productos semidirectos en la categoria GPD(CT).

Definicion ( Producto semidirecto de un objeto grupo y un grupoide)
s
Sea G, un grupoide y E =E ——-)"d G un objeto grupo en ¢/Go sobre el que actua G_ .
o

Se define el producto semidirectode E,y G, , E.1G,, como sigue:

(E_JG.)O = Go , (EAG,), esel objetopullback (EJIG,)——> G

1 1

o
( para simplificar notaciéon , denotaremos (E.’l G,)1 = E 1 G] )} los elementos de 'E 4 G]

1

seran pares (e,g)€ ExG tales que d(e) = do(g), do,d1:E’]G1""—> Go estan dados por
d,
las composiciones E']G1 L G1 __al_)’ GO y SO:GO _ E:IG1 sera el (JkniCO mor-—
fismo inducidopors :G —=> G, vy s: G —aE, i.e. s (x) =(s(x),s (x)).
o o 1 o o o
Claramente E 1 G,: E'JG1::> Go es un complejo simplicial truncado. La multiplica-
cionde E 1 G, viene definida por: m:(EﬂG])é( (E‘JG]) —_ (EJG1) .
P
' '
m( (e,g),(e',g") ) = (e %', gg') Q= @ g
g g gg = 8

i



-132-
-1 )
El elemento inverso de (e,g)€ E'lG1 serd (9 (e_1), 9—1) . §
.2.12) Nota.- Es facil de comprobar que el grupo de endomorfismos del grupoide E ,1G,
es el grupo en (C/Go "' producto semidirecto E{ End(G,) N ‘i
Por otra parte si H y G son objetos grupos en €, con G actuando sobre H, el grupoide
producto semidirecto K(H,1)1K(G,1) serd K(H{G,1).
El primer ejemplo de grupoide producto semidirecto es el de un subgrupoide £, G,
normal de G, contenido en End(G,) y lo desarrollamos en pg 50 ).

La equivalencia entre |las categorias XGPD(C) y 2-GPD(C).

Sea G,, un 2-grupoidey E, = Ker(Do) : 5
]
E, = Ker(Do) — G‘1 — G,

S Do ©
: A/I;\ B
= ;—) ——
Ker*(Do)] E 62 ____6__>G1
d ©
e e[l
s !

e —————3¢
o o
una 2-celda 0(6(32 sera un elemento de Ker(Do)1 =E sii Do°< = sod00( , entonces diO( =

=dD A =dsdX=do ,i=0,1 ypor tanto Ker (D ) es un objeto grupo en €/G .
i o i oo o} o o

Por otra parte el morfismo degeneracion S : G, ———= G, . induce una accion (por con-
o

1
jugacion del grupoide G’o sobre E, que esta dada por
Y% = 5 (g)-%-S (g
(o] o] 1
g _ g g _
d (@ —=d (@=de) _ ¥ | d() \y S @l . Y S (@ N .=

D, () g D, () g
9&41/ .

Ny

ng(“)g"]'

para todo g e G1 y Xe€E tales que d1(g) =d(®) . Claramente se verifica que

D1( ) = g D1(O<) g_] . Veamos que tambien se tiene que D](‘X)o(' - ol o oL—xque

sera equivalente a probar que SOD](O()- oL'-SOD,i(Di)_-1 ~ ol oo , para toéo o, e E
tales que d(®) =d (W) : Por la proposicién (1.3.10), puesto que

D, ( 5001(00‘.1 *) =s d(e) = s dlo') =D (') ,itenemos que (soolw)'.]oo.oc = &-(soo1<oz)‘.‘oc)

y por tanto despejando obtendremos la igualdad deseada o = A4 i

Asi la terna (E,=Ker‘(Do),G.o, D]/Ker‘(Do) ) es un grupoide cruzado . Ademas cada
morfismo de 2-grupoides inducira de forma natural un morfismo de grupoides cruzados.

Tenemos asi definido un funtor :

F : 2-GPD(C) —— XGPD(T)
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So

¥ pa N\

L
que asocia a cada 2-grupoide G,,:G.] -_D_i G‘o el grupoide cruzado
1

F{G,) = (Ker‘(Do),G.o, D1/KeP(DO) ) y a cada morfismo de 2-grupoides f, :G,;/—G/, el
morfismo de grupoides cruzados F(f,,) = (f.1/Ker‘(Do), f'o ).
Reciprocamente; sea (E,,G,, %) un grupoide cruzado y sea E.1G, el grupoide produc-

to semidirecto de E, por G, . Definimos morfismos DO,D1‘- E1G,—> G1 por , Do=pr‘ )

1

D1(e,g) =P)gy SO:G —_ E']G1 por So(g) = (sdo(g) ,g) tenemos entonces un diagra-

1

ma simplicial doble trncado So

7,
.2.13) E4G, 1—>G1

Ademas se verifica:
. LIS | _ g 1 "y Y _ t 1
-) DO((e,g) (e',g")) = Do(e e'ygg')=gg' = Do(e,g) Do(e yg")

-) D1( (é,9)(e',g") ) =D (e Ze',gg) = Ple %e") g g' =P(e) (gf(e") 9_1) 99'=Dyfe,9) D1(e',g')

1 1

-) So(g g') = (sdo(g g'),gg') = (sdo(g) sdo(g‘),g g') = So(g) So(g') . ?

Por tanto D ,D1 y So seran morfismos de grupoides, ademas se tiene
o

P(e-]
(e, Ple)™h) (e‘,sod(e') ) = (e (e )e‘, ]

Ple™)) = (e'e, Ple™)) = (e',5_d(e") (e, Ple™))

asi estaremos en las condiciones de la proposicion (1.3.10), por tanto existira un 2-gru-

L/\

poide G,, = E.’] G, /=% G, con truncacidn.  .dada por el diagrama (2.2.13). La multipli-

cacion vertical de este grupoide viene dada por:

1

(e,9x(e", () g) = (e59) (sd, (a),g” e) ) (e, Ple) g) = (e'e,q)

Por otra parte, cada morfismo de grupoides cruzados

\_‘=(e.,~6.) : (E.yG', 6.) —‘—>(E'-vG.' ’ e )

induce un morfismo truncado de complejos simpliciales dobles

—_—

—_—e
G&EQG1 D,xl G.'I

E'1G! D‘O‘—’\-GI/
16, l SO
'

4$=20.G G

=7 v BT

G' —_— G'
o] (o]

donde (31x‘6])(e,g) =(01(e),‘61(g)) verifica :
(e]x “61)( (e,g) (e',g") ) = (e]x "51)(e ge'?g g') = ( O](e e, '51(9 g )=

]
- (o ‘(g)ofew, % (@) 4,00 - (&x L )e,g) (©x T e 0"

para cada elemento ((e,g),(e',g")) € (E 1(31) é (E1 G1) . Por lo que el morfismo
1
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simplicial doble truncado inducido por M se extiende a un morfismo de 2-grupoides .
Tenemos definido de esta forma un funtor
F': XGPD(€) —— 2-GPD(CT)

'.2.14) Teorema .-

Los funtores 2-GPD(C) -4?—* XGPD(T) establecen una equivalencia ‘entre
las categorias de 2-grupoides y grupoides cruzados en C. ’
Demostracion.- Sea (E,,G,, ©) un grupoide cruzado y G,.:E1G6,=—30G, el 2-grupoi-

de asociado por el funtor F', entonces Ker(Do) 4 E. vy la accion de G, sobre Ker(Do)

por conjugacion via SO viene dada por
1

g - g
(e,sod1(g)) = So(g).(e,sod1(g)).So(g) ( e,sodo(g) )

por tanto tenemos un isomorfismo de grupoides cruzados (E,,G,,f) < (Ker‘(DO),G. ,Dl/Ker‘(Do))

inducido por el isomorfismo Ker(D ) 2 E, .
O .
Do

Reciprocamente; sea G._:G_]TL G.0 un 2-grupoide y (Ker‘(Do,G.o, D1/Ker(D§) ) el
I

grupoide cruzado a G,, por el funtor F, entonces el par de morfismos

. -1
D:G,—— G, y uG——Ker(D )ju: &t ——> S D («)
o 2 1 2 o o o

inducen un Gnico morfismo Y: GZ———> Ker‘(Do)’]G1 haciendo conmutar los triangulos
rallados en el siguiente diagrama

GZ D

~ 0
~
Yo\
Ker(Do)’.] G —-—9G1
y l ldo
d

Ker(D ) —— G
o )

que es trivialmente un isomorfismo. Ademas Y induce un isomorfismo de grupoides

Y.6.. — Ker(D ) 71 G, puesto que para cualquiera dos 2-celdas o.d'e G_ tales
.G, o 16 L&y
que Do(oL') = D1( oK) tenemos : ‘

1 1

Y Yo - (oS D () ,D () (.S D () ',D (at'))
O O o O o0 (o]
= (. a.S D (o.o)", D (aa)) =Y (cta)
O O o

y asi un isomorfismo de 2-grupoides

Ker(DO) ﬂG] PRS— ¢

I

G
o

G > G

=
“ /G° W= /
6, =g, /




1,2.15)
.2.16)
1.2.17)
.2.18)

-135-

Corolario .-

Las categorias de modulos cruzados y grupoides en la categoria de grupos son equivalentes.//

Nota.- A partir de ahora representaremos a un 2-hipergrupoide G, por

&N
G - E.1Q:G.: EGGQG

: 1)

o o ‘
y llamaremos ' Complejo de Moore de G.. ' al grupoide cruzado f°.: E.-—-«)G' asociado

a G, . El teorema (2.2.14) anterior prueba que es equivalente dar un 2-grupoide G, a

dar su complejo de Moore .

Nota.- Dado un 2-grupoide G,, con P‘:E.—> G, su complejo de Moore, el grupo abeliano
en GPD(C)/G, de sus endomorfismos sera:

End(G..) = Ker(£)1G,—2° 3G, = Ker(f,) 1 G, —RC=Re 5

I

Go _— GO
Nota.- Sea G, un grupoide en G y [ :End(G,) — AUT(G,) , B :End(G,) ——=INT(G)
los grupoides cruzados asociados a los grupoides cruzados de automorfismos y automor-
fismos interiores de G, ( suponiendo que estos existan ) . Asociados a estos grupoides
cruzados tenemos los 2-grupoides
AUT(G,),, = End(G,)q AUT(G,), ———— AUT(G.),
INT(G.),, = End(G,)]INT(G,) ———=INT(G,)

Estudiemos mas detalladamente el 2-grupoide INT(G,) ; Puesto que el grupoide YINT(G.)
se obtiene como un cociente de G, ( INT(G) = G,/Z(G,) ) se tiene que T/IO(INT(G,)) _;ﬂo(G')'
denotemos por R =TTO(G,). se verifica entonces que el grupoide coigualador.de los mor-
fismos simpliciales Do’DI: End(G,) 4.INT(G,) —> INT(G,) es el grupoide trivial
cosk®(G,) = cosko(Go —» R)

End(G.),1 INT(G.), 20— INT(G,,— G

IS (I

[0}
G _ G

O (o] O

:

Enhtonces para cualquiera dos flechas € (°g, € INT(G,)] con di(f’g) = di( 99,) i=0,1
g

G |
(o]

( notemos que di( f’g) = di(g) ) existe una 2-celda K& (g'g-1, 99) tal que DO(O() =ef% y

D1(°() = f,. La propiedad del grupoide cruzado End(G,) £, INT(G,) que implica
g

que Coequ(Do,Dl) = COSK?(G,) es que el morfismo € :End(G,) —> INT(G,) induce un

b



'.2.19)

.2.20)

.2.21)

2.22)

-136-

epimorfismo  End(G,) —» End(INT(G,) ) (notemos que End(INT(G,) ) es el grupo cociente
en GZ/GO de End(G,) sobre 2(G,) ).

Generalizando esta propiedad del grupoide cruzado f: End(G,) —>INT(G,) tenemos:
Definicion ( Grupoides cruzados conexos ). i

Un grupoide cruzado €:E — G, se dice conexo si el morfismo inducido por P-

E,~— End(G,) es un epimorfismo .

Analogamente un grupoide cruzado generalizado P.:H.——-» G, se dice conexo si su gru--
poide cruzado asociado E/End(H.) : End(H,) ——G, es conexo .

El siguiente lema es de demostracion inmediata;
Lema.-

D
Sea G, "CQG G, un 2-grupoide con complejo de Moore P'E — G, . Entonces

si P:E . G, es conexo,: el grupoide coigualador de D D :E,1G, —>G, es COosK G G,) =
~cosk® G—»ﬁ(G))/ |

El siguiente lema(2.2.21) generalizari el siguiente resultado de la categoria de grupos:
Sea G : G1:> G0 un grupoide en Gp , { =d]/ker‘(do):Ker(do) —_— GO su complejo
de Moore y Goﬁ TTO(G,) el coigualador de dd’d'l . Entonces el grupo Ker( €) es un
’NO(G,) modulo, siendo el morfismo cero Z —”-TTO(G,) un moédulo cruzado. '

Sea G,,: E1G6,=—= G, un 2-grupoide en T, con £.E~— G, su complejo de Moore vy H_
el grupoide de componentes conexas de G,, . entonces H, actua sobre el abjeto gr‘u;)o :

abeliano Ker(f) en (IZ/Go y el morfismo "trivial" Ker(f) —> H, es un grupoide cruzado.

Demostracion. - Usando el lema (2.2.10) el grupoide G, actua sobre Ker(f,) (por res-
triccion de la accion de G, sobre E,) . Sea cher‘(ﬁ’)] ,geG1 y eeE tales que
d(z} = d](g) y dle) = do(g) ,entonces:

(Fle) g)z = Fle) ( gz ) =e( gz ) e—] = gz ( por ser Ker(f) central en E.)

Asi la accion de G, sobre Ker(f,) induce una accibén de H, sobre Ker (€) que estara

dada por: (eg) (Pg) . —Q_ la "clase' del elemento € en H
z = Z siendo g g o1

El resto de la demostraciéon se deduce de inmediato del hecho de ser Ker(€) central

en E,.//

Sub2-grupoides normales y 2-grupoides cocientes .

Estudiaremos de nuevo los sub2-grupoides normales y los 2-grupoides cocientes,

siendo este apartado complementario del que desarrollamos en (1.3.11) .
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D\
Sea H, :E4G6 T G,
Lol o
G :E_']G..h*D"—_’,_G,

un sub2-grupoide normal, tenemos entonces un diagrama con los complejos de Moore -
asociados : B w7 =R ;
I
E, — G, |
verificandose que el objeto grupo EY es un subgrupo normal de E_en C/ GO y que la
accion de G, sobre E! es la restriccion de la accion de G, sobre E, . Reciprocamente;
dado un grupoide cruzado Q:E.—-—»G_ y un objeto subgrupo normal E'de E_en &/ GO ta;‘I que
la accion de G, sobre E, deje invariante a E. entonces E/E.':E'. — G, es un grupoide
cruzado y el 2-grupoide que define es un sub2-grupoide del que define Q:E.——) G, . |
Ademas si G!' es el grupoide coigualador de Do'D1 E'1G,—G, y E'! es el objeto grLjpo
en (IZ/GO cociente de E, por £, , entonces la accion de G, sobre E, induce una accion de
G'' sobre E)' y el morfismo € induce un morfismo _P_ :E) —— G,' que nos determina
un grupoide cruzado verificandose que el 2-grupoide asociado a ?, es el cociente de

2-grupoide asociado a P. por el sub2-grupoide normal asociado a F.)/E',

E, e—n— 3 &, — E}

E".]G,‘ —_— E’le —_— ' G“\'
N
O\\gv/ o \‘G/ o

.2.23)El funtor W : 2-GPD(C) ——*2-FHPGPD(CT).

En este apartado estudiaremos de nuevo,despues de la interpretacion que nos da el teo-
rema (2.2.14) de cada 2-grupoide , el funtor W : 2-GPD(C) — 2-FHPGPD(C)

Sea G, ,= E1 G,=—= G, un 2-grupoide y f‘:’:E,—rG_ su complejo de Moore . El 2-grupoi-
de filtrado W(G,,) sera:

O d.
G, : . :”“:» e ————
* 16 G G d o

\ \
1 s‘ I
_ el —a— &
we) s ... Bl x G 1?&% p— € |
0 d)_ dl © §

donde los elementos de W(G ). = E x G. x G. seran ternas (e,g ,g9.) € ExG xG, takes que
2 Go 'lGo ] o ~1 17



gO . [oF} * i

(g)=d (g,)

dle) =d (g), d
oo 1 7o o 1

( notemos que podemos multiplicar g can g1 y P(e) con go pero no tiene sentido mul-
o

tiplicar e con g ) . Los operadores caras di = >(<5 G] (§ G1——>G] vienen dados por:

d ) ° ° ‘
0 19,7917 79, !

= P ¥
d](e,go,g1) (e) 9.9 i

d2 (eygoyg.‘) = 91
ic : . ) = 1y 9 d
y los degeneracion por : s, (31-——-—) E éoG,l é G1 So(g) (sdo(g) 9:s 1(g) )

© s](g) = (sdo(g), sodo(g),g )

La operacion corchete [ ] : /\g(W(GJ ) ——— W(G,,)2 esta definida por :
-1 -1

| a_ % - Gy A -1 5,90, -1 -1
[(60,90,91),(91,90,92),(%, (’(eo)gog.l,gl e« (e0e2e1))92)]—( (<=:1e2eo),g1,g1 e( (eoé2e1)g2)

El teorema (1.3.25) nos dice que todo 2-hipergrupoide filtrado es isomorfo a uno de esta

forma. Dado entonces un 2-hipergrupoide filtrado G, al que representaremos a partir de

ahora por un diagrama G,= . . . E X G‘I & G1 -——f¥G1———iGO , llamaremos
(o] fe) !
complejo de Moore de G, a E ——e—-—>G1——>’ Go el complejo de Moore del 2-grupoide

G.. tal que W(G,,) 2 G,.

.2.24) Sea A un objeto grupo abeliano en €. E| 2-hipergrupoide filtrado K(A,2) se obti:ene
a partir del 2-grupoide K(K(A,1),1) cuyo complejo de Moore es el grupoide cr‘uzac?zo trivial
K(A,1) — K(T,0). |

.2.25) Sea G, un grupoide y End(G,)“~— G, el grupoide cruzado de sus endomorfismos donde
G, actua por conjugacion sobre End(G,) . Sea G,,: End(G,)4G =G, . el 2-grupoide
definido por este grupoide cruzado , entonces W(G,,) es el 2-hipergrupoide filtrado

G, <— cosk ' (G,) .

(2.3) EXTENSIONES DE GRUPOIDES Y TORSORES SOBRE LOS GRUPOIDES DE

AUTOMORF ISMOS. -

Dedicaremos esta seccion a dar una generalizacion para la categoria de grupoides del
siguiente resultado de !a categoria de grupos:
Sean A y B dos grupos, se tiene entonces un isomorfismo de grupos
Ext(B,A) & TORS (A,K(Aut(B),1))
Este importante resultado fué el origen de las interpretaciones de los grupos de cqhomolo—
gia abeliana en términos de torsores ( los torsores se originan al '"torcer"extensiones ) .

Dos son los hechos principales que dan lugar a este resultado :
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(12) Dar una extension de grupos B<—>E —»* A es equivalente a dar una suce-

sion exacta en el sentido de Barr B1E T3 E — A en la categoria de grupos.

(22) Sea G,: 612 GO un grupoide en la categoria de grupos con f:B —- GO su

complejo de Moore entonces el morfismo de grupos Y: Go——> Aut(B) dado por la accion

de Go sobre B , induce una fibracion exacta
B1G_ %G =

O
B1Aut(B) —/—— Aut(B)

(i.e. todo grupoide G, con Ker‘(do) = B se obtiene levantando por pullback el grupoide de
los automorfismos de B via un morfismo de Go en Aut(B)).

El primero de estos hechos admite, como vimos en (1.1) pg 50 , la siguiente generali-
zasion a la categoria da grupoides en C : ‘

Lema.-

Sea G, un grupoide en Ty E,=E —>GO un ob jeto grupo en (IZ/GO. Entonces dar una

extension del grupoide E, por el grupoide G, E : E_.‘——> F —> G, es equivalente a

dar una sucesion exacta en el sentido de Barr EAF " F,—> G, en la categoria GPD(C) ,.//

Por otra parte el resultado (22) se generaliza a GPD(C) en el siguiente sentido:

Lema.-

Sea G,, un 2-grupoide con complejo de Moore (".:E._" G, - tntonces el morfismo de

grupoides G, L AUT(E,) dado por la accion de G, sobre E,, induce una fibracion exacta
1
G..: EAG =3 G,
V{, l l'.clx‘k l/ W

AUT(E),: EJAUT(E), T/ AUTI(E,),

en la categoria GPD(C) . ( Hemos supuesto implicitamente, al igual que siempre que ha-

blemos del grupoide AUT, que la categoria € es cartesiana cerrada ).

Demostracion .- En el siguiente diagrama que representa un morfismo simplicial doble
truncado
;dxq’i/E’lG] ; G1 i
G
E’]AUT(E)1 > AUT(E)1 l
Vv
Go Go
/ v~
G G
o o

los cuadrados horizontales son trivialmente pullback. Ademas este morfismo se extiende

¥

ctaramente a un morfismo simplicial doble G —> AUT(E). que sera por tanto una fi-

bracién exacta .
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A partir de los dos lemas anteriores deducimos el siguiente teorema :
.3.3) Teorema .-
Sea G, un grupoide en € (cartesiana cerrada) vy E. un objeto grupo en €/G . Entonces
o

1
los grupoides Ext(E,,G,) y TORS (G,,AUT(E)..) son isomorfos.

Demostracion.- La demostracion se deduce de inmediato de los lemas (2.3.1) y(2.3.2),

observando que dada una extension E : E——> F, —>*(G, de E, por G, , en la suce-
sidn exacta E4 F =——F,—> G, el complejo de Moore de! 2-grupoide E1F, == F,

esta dado por la inclusion E“~——F . //
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CAPITULO 3.- LOS CONJUNTOS H' DE COHOMOLOGIA

i

(3.1) LOS CONJUNTOS H" v LOS HIPERGRUPOIDES SISTEMAS DE COEFICIENTES

1.1 Los conjuntos de cohomologia.

Para cada objeto X y cada n-hipergrupoide G, en € , tomaremos como conjunto de

. . . . . i
cohomologia de dimension n de X con coeficientes en G, :

H'(X,6,) = Tors"[ x,6] ‘
para todo entero n>0 . Si G, es un grupoide, denotaremos por
H°(X,G,) = Hom (X, G.)

Puesto que para todo morfismo f:Y —3 X en € y todo morfismo de n-hipergrupoides
g,:G,—* H, el cuadrado
Tors" [x,G,] >ToRs" [x,H.]
Tors"[f,6]- £* ToRS" [f,H]= £ *
Tors"[v,q.]= g,

TorRS"[X,5.]= g «

Tors"[v,c] > Tors" [Y,H,]
es conmutativo, tenemos asi definido un bi-funtor
H'( -,=) : Cxn-HPGPD(C) ——— Set
al que llamaremos funtor de cohomologia en dimensiéon n > 0.
Notemos que la proposicion (1.4.39) muestra que para cualquier n-hipergrupoide G, vy

cualquier m)>n se tiene una biyeccion natural

H(X,G,) ¥ H™(X,6.)
para todo objeto X .

i

Los sistemas de coeficientes.

El objetivo de este trabajo, como ya dijimos en la introduccion, consiste en asoéiar
a una sucesion exacta corta de grupoides una sucesion "exacta larga" en la cohomologia.
Necesitaremos por lo tanto asociar a cada sucesion exacta corta de grupoides, pafa cada
n >1, unos n-hipergrupoides ( sistemas de coeficientes) que nos permitan definir fos con-
juntos H" de cohomologia. 7

Sea G < G,— G,' una sucesidn exacta corta de grupoides, consideremos el
grupoide cruzado de los automorfismos interiores de G,( siponiendo que este tenga sentido):

G,: ¢+ - ¢ C, —/————— G
1T T > %
‘)

INT(G,) : -« INT(G,)

1 ’Go

Puesto que G! “—G, es un subgrupoide normal de G, , la accion de INT(G,) sobre G,

deja invariante a G! por lo que P./G: : G —= INT(G,) es tambien un grupoide cruzado



~142-

generalizado, verificandose ademas que la inclusion G! €5 G

. induce un morfismo de gru-
poides cruzados generalizados:

E'. —;;E;———v‘ IN.TIG) |
G, ———PL——> INT(G,)

s
Denotaremos en lo que sigue E.:E =G

al grupo de endomorfismos de G, y
analogamente E' , E!' a los grupos de endomorfismos de Gy G.' respectivamente.
Asociados a los grupoides cruzados generalizados f:G,— INT(G,) y £/G!:G!—>INT(G,)
tenemos los grupoides cruzados €, /E :E—INT(G,) y B/E):E! - INT(G,) . Denotaremos

A/_\ ¢ 5 o
N, =INT(G),,= E,1INT(G,) ———=3 INT(G,) = E 4 lNT(G,)] /== INT(G,)

) H)

G
o o
y N,=E!1INT(G,) == INT(G,) a los 2-grupoides asociados segin el teorema (2.2.14)

a los grupoides cruzados £/E,:E,— INT(G,)

y B/E,: E! = INT(G,) respectivamente.
Puesto que E, es un subgrupo normal de E,, se tiene (2.2.22) que la inclusidn

T 7> INT(G.

H

E, ——— INT(G.)

induce un morfismo de 2-grupoides N! ¢ N,,, verificando que N/ &= N es un sub2 gru

poide normal de N Denotemos por N

, al 2-grupoide cociente de N
viene dado (ver (2.2.22) )por N!'= E/E!{ N,—=% N:

. por N! , este

N|’. .

> No- »>

. ZI

> N
E'1 INT(G.) L——"—‘*
G G
)
\ A4 /
G
B o
donde N, es el grupoide coigualador de D D B INT(G,) — INT(G ) vy E/E|] denota

1~ EJINT(G) —> E/E'1
u INTe. )‘/ ?/
G WA /
el objeto grupo cociente de E por E! en C/G

Tenemos por tanto que la suceciéon N!

——> N,,—*N!) esuna sucesidon exacta cortade
-2-grupoides en C .

Aplicando el funtor W

a la sucesion anterior, obtenemos una su-
cesion (exacta corta) -de 2-hipergrupoides filtrados

WNL) “— = WN,D »  W(NL)
.e . IL
E'é lNT(G.)I X INT(G) ~— E X IN(G, ), INT(G,)1—»E/E'(>§ Kz] X N]
(6} o o o o)
1l Ik
II\‘jL']l'(G )1 —_ INT(G, ).|

—_—— G
(o] [0}
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que nos da los 2-hipergrupoidessistemas de coeficientes para los conjuntos de cohomolo-

de dimension dos , H

gia
Nota. - Mientras que los 2-hipergrupoides filtrados W(N') vy W_(N") aparecen cqmo
Unicos candidatos a sistemas de coeficientes para los dos primeros conjuntos de cohomo-
logia en dimension dos (de la sucesidn exacta larga), no ocurre asi con W(N!!)

Si seguimos los metodos clasicos (ver [] 8]) para extender la sucesién exacta de seis
puntos en la cohomologia, asociada a una sucesion exacta de grupos (en conjuntos ) |

G'—— G —»G'"", a una sucesion exacta de nueve puntos. Mientras que los 2-hipergru-

poides que corresponderfan a los sistemas de coeficientes utilizados en este caso para
definir los dos primeros conjuntos de cohomolo ia en dimensidn dos, se obtienen apli-
g

cando el funtor W clasico [1 11 a los grupos simpliciales G'4Int(G) ==} Int(G) v

G1Int{G) =3 Int(G). El tercer 2-hipergrupoide corresponderia al obtenido al aplicar este

funtor W al grupo simplicial G4 Int(G") —=3 Int(G'!) teniendose asi tambien una

sucesion de 2-hipergrupoides en Set:

G'xl nt(G)Z;—x GxIn 't(G)Z —_— G"XxInt(G')

i | Il

Int(G) —m—— lnt(.G) —> Irjt(G")
N m n

Generalizando este método a nuestro caso, surge la alternativa de elegir como 2-hiper-
grupoide sistema de coeficientes para el tercer conjunto de cohomologia en dimension dos
al 2-hipergrupoide filtrado W(N:,') construido anteriormente o al 2-hipergrupoide tambien

filtrado ~ W(INT(G!", )= E'x, INT(G™), %, INT(G') == INT(G"") =—= G}, '
] [¢]

Notemos que el morfismo de grupoides INT(G,) —* INT(GY'") inducido por el morfismo
G,—» G'' coiguala a Do'D'I B INT(G,) — INT(G,) por lo que inducira un Unico mor-

fismo de grupoides N_—HNT(G'.') haciendo conmutar el triangulo rallado del siguiente

diagrama:
D _ :
EL4INT(G,) —/—/————= INT(G,) ———> N,

D1 l \\\/ 7
INT(GI) ©

este morfismo junto con el morfismo proyeccion B/E! = E!' (recordemos que el cuadrado

E/E ————— E"

| l

G —» G
o] o
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es un pullback ) inducen un morfismo de 2-hipergrupoides filtrados

E/E' x N, x N. ——5 E'" x INT(G"). x. INT(G")
G 16 1 G" 1" 1
(o] O o] ll/ (o]
Il |
N > INT(G'),
I} 1y |
G > G"
(e} o]

y este una aplicacion H2(X, W(N.'.') ) ——> HZ(X,V_V( INT(G!")..) . Es un problema
abierto para nosotros comprobar si esta aplicacion es o no una biyeccion.

Mientras a la hora de obtener una sucesion de nueve términos podemos tomar (al igual
que ocurre en grupos ) el 2-hipergrupoide W(N.') o WUINT(G!")..), siendo ambos validos.
Cuando tratamos de extender la sucesion otros tres puntos mas, nos parecid mas natural
en esta dimension tomar a W(N!!) como 2-hipergrupoide sistema de coeficientes. Sin em-
bargo, "intuitivamente" W(INT(G,")..) podria tambien ser valido, obteniendose ”otr“a"
extension de la sucesidon de seis puntos en cohomologfa que asociaremos a la sucesi“én
exacta corta de grupoides.

Una disyuncion analoga aparecera en la siguiente dimension por lo que estudiaremos
primeramente los dos primeros 3-hipergrupoides sistemas de coeficientes y despuéiis el

I
tercero. i

Apliquemos el proceso anterior a la sucesion exacta corta de 2-grupoides
N, N,—>» N,. . Calculemos en primer lugar el grupoide en GPD(C) de los aLJtomor—
fismos interiores de N,,. Puesto que todo 2-grupoide es un grupoide abeliano en ‘GPD((E)
(corolario (1.3.8) ) en particular lo sera N,, y asi (ver (2.1.10)) el grupoide en GPD(C)
INT(N,,) sera trivial, es decir INT(N,,) = COSKO(N,,) , donde N,,se considera éomo
grupoide en GPD(C) aumentado por su grupoide de componentes conexas. Por el lema
(2.2.20), ya que ﬂ/E.:E,—'—*lNT(G,) es un grupoide cruzado conexo se tiene que el gru-
poide de componentes conexas de N,, es COSKO( INT(G,) ) = COSKO(G,), considerando a G,
aumentado por R=ﬁO(G.) . Asi INT(N.,) sera de nuevo un 2-grupoide:

INT(N,,): INT(G.)‘ .

>

INT(G,), Do =prg INT(G.), —>G X G

oﬁGo D, =pr oR o
Il o j I
G G —_———————— G :
o o o
Denotaremos a partir de ahora a INT(G.)] S % G INT(G.)] por IN(G,)1 » INT(G,)1 , SUS
oR o

elementos seran pares ( E’g , P, )€ INT(G )1 *» INT(G )1 con g,qg'e€ G] tales que
g
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d (g) =d (g') i=0,1 . Las multiplicaciones horizontal y vertical en INT(G.)] ¥ INT(G.)]
{ i

vienen dadas respectivamente por:

A A N A A , e ) y

o o] 1 91 o 1 gog]

3 ’ = ' " )

Consideremos ahora el grupoide gruzado generalizado de los automorfismos interiores

de N.,: No.o: . . . . E 1 INT(G.)1 T2 INT(G.)
b~ 6~ /
INT(ND = . L . INT(G.)1¥-INT(G,)1 :LINT(G.)1
/GO /Go
G G
o [e]

( (1 : :E 1 INT(G.)1——> INT(G.)1 ¥ INT(G.)1 esta’definido por ﬁ 1(e, (’g) = ( €e;;’ Fg Y ).
Este grupoide cruzado generalizado tiene un grupoide cruzado asociado (en GPD(C) ) que
viene dado por €./ End(N..) : End(N,,) ——— COSK (N..) = INT(N..) . Recordemos

que End(N..) = Z(G.) 4 INT(G.) = INT(G.) , donde Z(G.)= ZSGO es el objeto
grupo abeliano en QZ/GO centro de G, y que la accion de INT(G.) sobre E, in-
duce una accibdn de COSKO(G.) sobre Z(G.) (lema(2.2.21)) lo que significa que para

cualquiera dos elementos g,g' 561 tales que di(g) = di(g') i=0,1 y cualquier z € Z

con d(z) = d1(g) = d1(g‘) se tiene que:

()9 -1 ' |—1 Fg'
z =gzg =g'zg = z

en este sentido diremos que la accion de INT(G,) sobre Z(G,) es '" casi trivial "
Entonces el grupoide cruzado en GPD(C),f./7End(N.)) : End(N..)———rCOSKO(N..) viene

dado por:

Z 1 INT(G), P Pr=Pr INT(G.),
G— =
INT(G.), % INT(G.), — INT.(G.)]' u
\ B
l l / o L / Co
y
G G
] O o
donde (011(2’ €g ) = ( 629 , Fg) = (’g ) (Q) y la aCMN..) sobir‘e End(N..)

esta dada por la accion del grupoide trivial INT(G.)1¥~INT(G,)] p— INT(G,)] sobre el

/__\
objeto grupo Z ] INT(G.)1“> INT(G.)1 definida por:

Ce . e,) , 2z
g g g
<2v€g.>=(gzv(’g>:(gz,(’g) GO
g
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donde z denota la accion por conjugacion de g sobre z , notemos que por definicion

; 69 g
se tiene que z = "2z

Utilizando ahora el teorema (2.2.14), el grupoide cruzado (C./End(N.):End(N..) -—)COSKO(N.,)

define un 2-grupoide en GPD(C) al que denotaremos por Z vy que estara dado por:

T
Z = End(N.,) ]1COSK°(N.) ‘—DT‘—; CosK®(N..) .

‘ H
El grupoide doble producto semidirecto en GPD(T) de End(N,.) vy COSKO(N..) sera:

End(N..)JCOSK°(N..) = ZJINT(G.) # INT(G.), ———=—> INT(G.) % INT(C.),

[

G G

o )
donde los elementos de Z ] lNT(C;,)1-1HN'['(G.)1 seran ternas (z, fg , (g, ) de elementos

en ZxINT(G )1><INT(G )] tales que d(z) = do(g) = do(g‘) y d](g) =d_(g") , las multipli-

1
casiones horizontal y vertical en Z 4 INT(G.)1 X lNT(G.)] estan dadas respectivamente por:

96
( ’ ’ ) M ( -'; 3 = O y ’ ) = ', ’
2 G o ‘ eg €y )=tz 2 Fg g, fag (z 2 eg g fo' g! :
0 o} 1 1 1 o1 1 o1
z g z' g
e
\\/J
go 91 z
26y )Gl g)=tz2 ¢ g S ———
g g g 9 g g Z.O g
Z sera por tanto un 3-grupoide en € al que representaremos por:
1.3)  Z = 2(G.) ] COSK°(N..) FTB o Cosk(N..) en la categoria 2-GPD(C) .
o 1
.4 = G. INT(G. CINT(G, > INT(G. INT(G,
) Z 2(G.) 4 (G.) COSXKO(G.) (G.) DO= D1= o (G )COST(O(G.) (G,))
o || - e
INT(G.) INT(G.)
en la categoria GPD(C)
.1.5) Z = yT(G.)ﬁk INT(G.)1 D0=D1 =p:;INT(G.)1* INT(G.)]
"
|NT(G.)1"/ INT(G ),
¢V J(
/ G G
O L O
/ ‘ //
G <
o o

en la categoria T .
Notemos que Z es un objeto grupo abeliano en 2—GF’D((IZ)/COSKO(N..) » Y un 3-gru-

poide en C .
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Las tres multiplicaciones en Z ] INT(G.),| *INT(G,)] estan dadas por :

1.6)  Ladel grupoide 2 INT(G.) % INT(G.) ——=3G
[0}

9o g I
(z, p , £,) (', , o) =( . , e, ) = ! L)
Tlgr ) G Gt o CERNCE ‘a " fog
y4 z!
g O g
O '/’_\Lb
<_‘;'b‘ 5
o 1

.1.7)  La del grupoide ( grupo abeliano en €/ lNT(G.)]*’INT(G.)] )
D = =
Z 3 INT(G.) ¥ INT(G.) —=2 D) = pr

> INT(G.)]*INT(G.)]

Z
(Z’Fg'Fg‘)X(Z’Fg’Fg')z(ZZ’Fg’ ' g‘@

/’——\
.1.8) La del grupoide Z 1 INT(G.)1 * INT(G.)1”——’—,INT(G.)1

(z,€gv eg‘) (z', eg,, (g,,)=(zz', (9, eg”) Q\C—g\,‘\‘

Verificandose la ley de compatibilidad (1.3.14) .

Al igual que en la dimension anterior, puesto que N!.<——N,, es un sub2-grupoide -
normal, la accion de INT(N..) = COSKO(N,,) sobre N,.deja invariante a N!, siendo por
tanto €./N!, :N,',—rCOSKO(N..) un grupoide cruzado generalizado en GPD(T ).

i
En este caso el grupo en GPD(C )/INT(G.) de los endomorfismos del 2-grupoide N'..
——————..  —

viene dado por: End(N%.,) = Z, 3 INT(G,) ——=INT(G,) , donde 2! = Z(G.':G.)=Z';—-K30
es el el objeto grupo abeliano en Gl/GO nltcleo del morfismo de grupoides (’./G.':G.';—> INT(G.),

los elementos de Z' seran aquellos z'e End(G!)=E' tales que para todo eeEnd(G,)=E
-1

con dle) = d(z') se verifica: ‘z'ze 2'e !

V4 Por este motivo llamaremos a zZ',

"' Centralizador de G'. en G." , claramente se tiene un monomorfismo ( inclusidn respec—

to a los elementos) Z'&—— Z(G,) , verificandose ademas que Z' es un objeto sbgrupo

de Z2(G,) .
El grupoide cruzado en GPD(C) asociado al grupoide cruzado generalizado

CINL: N, —— COSKO(N..) sera:

£../End(N..) : End(N!,) — COSK°(N..) = Z!JINT(G.) —2 INT(G.,) X GINT(G.)

U CfLSKO,(

INT(G.) INT(G,)

este tiene asociado ( usando el teorema (2.2.14) ) un 2-grupoide en GPD(C) al que deno-

Do
taremos por  Z': End(N..) ] COSKO(N..)_D.__ZCOSKO(N..) y representaremos por:
1 P
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— T

1.9 Z' = 2:4COSKN.) —20 =01 =P" 65k N.)  en 1a categoria 2-GPD(T) , por

12 ! INT(G. INT(G.
.1.10) Z 2'] ]NT(G.)COEKO(G.)INT(G.) DO= D1 —or NT(G )CogKO(G.) (G.)
/) oo
INT(G.) INT(G.) i
en la categoria GPD(T),
) 2 - ZLINTE)EINTE), Po=DIZPG,  NT(G.) #INTG.),
|NT(G.)] INT(G.)T JJ
o )
/ | l /
G G
) o

Not-emos que tambien Z' es un objeto grupo abeliano en 2-GPD(T), COSK (G.) y un
3-grupoide en €, donde las tres multiplicaciones en Z'] IN‘I'(G.)I * lNT(G.)1 estan iaadas
por restriccién de las multiplicaciones en Z 4 INT(G.)1 )t‘INT(G.)1 del 3-grupoide Z

Notemos que la inclusion 2, <—-Z(G,) induce una inclusion de 3-grupoides en C,
Z'——>Z , verificandose que Z'. es un subgrupoide ( subgrupo en la coma categoria
Z—GPD((I)/COSKO(N.,) ) normal de Z . Podemos entonces hacer el grupoide cociente
en 2-GPD(C) ( grupo cociente en 2—GPD(C)/COSKO(N..) ) de Z por Z', obtenic?ndose
asi un grupoide Z'' en 2-GPD(C) ( grupo en 2-GPD(C),COSK(N..) ) y una suce‘sién

exacta corta de grupos en 2-GPD(T), COSK “(N..)

AR > Z —> Z"
Z' 4 COSK(N..) &—— 2(G ){ CO3K’(N..) —» 2(G,), 2! 4 COSKIN..)

s

COSK®(N..)
Notemos que para definir el 2-grupoide producto semidirecto Z2(G.)/Z! 4 COSK?(N..)

necesitamos una accion de COSKO(N..) sobre el objeto gruo en €/G ,Z(G.)/ 2!,y para
O

tener esta accion necesitaremos una de INT(G,) sobre Z(G.)/Z! . Si denotamos por z
a laclase de z ¢ Z(G.) en el cociente Z(G.)/Z!, la accion " casi trivial " por conjugacion
de G, sobre Z(G,) induce una accion tambien "casi trivial "' de G, sobre Z(G.)/Z! que

estara definida por: _—

- -1
97 - 9, - gzg
. - I PO
notemos que si z'¢€ Z' , ze¢Z con d(z) =d(z') entonces ;gz'zg =(gz'g )gzg
-1 ' . , s :
con gz'g € Z2' = g(Z'Z) = 9 en Z(G.)/Z) asi la accion esta bien definida .

El 3-grupoide Z" estara entonces dado por :
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D D)D

Z'" = 2,2" ] INT(G.)]ﬁ‘INT(G.)] — INT{(G. ) ¥INT(G. >
/‘& /
INT(G.)] INT(G)
v

LI/GO E; /

o
donde las tres multiplicaciones en Z,2']] INT(G.)1 #INT(G.)] estan dadas por:

- - 1
112 @ ) (2, ¢, p‘)z(zgoz g g )

9 g g

1 o~ 1 9091

(z,¢ , (g,)x(z", (g, e.,)=C0zz", gg y €., )

4 (z, eg, (g‘) (z', ¢, (g”)zu—;-, e . e.)

g g .
Consideremos ahora el funtor W : 2-GPD(GPD(EC) ) —> 2-FHPGPD(GPD(C) ) vy

apliquemoslo a la sucesion (exacta de 3-grupoides ) Z'“——>Z »Z'' . Comenzaremos

aplicandoseloa Z , W(Z) sera el 2-hipergrupoide filtrado en GPD(T)

COSKO(N.): . . . INT(GIINT(GHINT(G) —ZINT(QHXNT(GQ). % INT(Q)
. 1—> 1 1 ] 1
_ / R / X /
W(Z): ... ZxINT@¥INT(GMINTG SINT(GMHINT(G) ZINT(@),
Y VY Vv v
/ Go L / Go : Go
V(‘ / /
G G G
(@] 2 o]

donde la muitiplicacion del grupoide Z é INT(G,)#INT(G.)]¥-INT(G.)1 - Go ‘esta
° ,

dada por: g.
= RN o (et € g fo )= (2 lz" 9 9. Fg g'" fg.gt :
o 1 2 o 1 2 1 272
donde giz' indica cualquiera de los elementos g , 1=0,1,2, actuando sobre 2z', notemos
que 9021 — 91 - 92

0= N —= ,,~
RS

y el corchete del 2-hipergrupoide

Z ()3( lNT(G,%* INT(G}*INT(G)‘ ———-——»INT(G}#INT(G):”__,INT(G)

(o) —_— ( egoy €9])
? H , ) . _é ] )

(2 €go €91 692 ( ego €92
—— e, )

esta dado por : |(z , , ), (z , y 002, , , o=
B [ o ego la,” Cay” f]go Cay’ 9y’ %2 (90 Cay ()92}

:( Z z H 9
2 g ' 0g eg>
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z, R\ m
S e,
z, \V‘
Notemos ademas que W(Z) es un (2, 1)-hipergrupoide en €. Si consideramos ahora el

funtor W : (2,1)-HPGPD(C) —— 3-HPGPD(T) v se lo aplicamos a W(Z) obtenemos el

siguiente 3-hipergrupoide filtrado :

INT(G.) : . . . INT(Q)x INT(G) =3 INT(G,), ————=3 G_
0 I I
COSK (INT@G.) : ... A Ay ———— INT(G), —/——=
|3 2 —_—— H 1 O
. = | —
wz)y: . . . .ZGA3—>A2 INT(G.), ——— G_
0]
donde hemos denotado por Ai a COSK1(INT(G,) )i y 121, y Zé A3 al objeto pullback
Zx A —m s A ©
c "3 3
’ l
3
} . a3
Z —-> G
o]

ademas hemos utilizado isomorfismos como:

INT(G.), ¥ g INTG, X INT(G.), = A

oR "o o 2

d.
Los operadores caras d,:Zé A3—-———>A2 seran las composiciones Z xA3——p—:A3—'>A2
, _

209
y la operacion corchete en Z x A3
G

o
Un elemento  ( To' ?] , ?2’ {3,—) EAZ( WZ(Z) } estad dado por una matriz

viene dada como sigue:

‘fo zo Xo 1 %2 x3
1 ] 1
LET I B S T
- 1 " "
¥ S B I B Bk
1 " "n
73 23 %9 %2 %2 Xy
donde cada fila sera un elemento de 2Z é A3 asi por ejemplo
o
go 91 92
9, 9’ 9
(Z s X ,X],Xz) = ( Zz ’ ? ' [0 )
o] 9.‘ 91 92
! 1 ! "
92 92 92

verificando que d(z ) =d (g ) . Entonces:
o o ~o

-1
= 90 -1 =1 ' n o m
[To’ 510 Ty 73] = U gy 2y g gy )
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2 g !

t = = (o]
notemos que do( To) d (x ) € y que (

S o 232_22120 ) denota al elemento g
( o equivalentemente a Pg- ) actuando sobre el producto alternado de los elementos
o
) 1 b Z .
‘3170705, € |
Analogamente , para los 3-grupoides Z' y Z'' obtenemos 3-hipergrupoides fil@‘f*ados
Wz ... ! INT :
wW(Z") Z 6A3————+’ AZ —————= IN (G.)1__-_——;GO
o 7
wzw ... 22 — ———— INT(G.), TG
(Z") 12z éoA 3 ___,Az ( ] ———>G,

con filtraciones:

INT(G.) S——>COSK (INT(G.) ) &— W(Z"),
INT(G.) &——— COSK ' (INT(G.) ) > (Z"")
Analizando a los 3-hipergrupoides filtrados W(Z) ,W(Z') y W(Z") observamos que
guedan determinados por:
()  Un grupoide (INT(G.)) .

() Un objeto grupo abeliano en (E/Go (2(G.), 2. y Z(G.)/Z! respectivamente).

()  Upa accién "casi trivial "' del grupoide sobre el grupo abeliano .
A - . . ‘
estos 3-hipergrupoides los denotaremos por KINT(G.)(Z(G')’ 3), KINT(G,)(Z"3)
' . v 1\~ N I ..
y K lNT(G.)(Z(G')/Z"3) respectivamente.. La sucesion Z > Z » Z'' inducira
una sucesion (' exacta de 3-hipergrupoides " ):
K L3 Y¥—mm— K ; oy
INT(6.) %Y INT(G.) (63— NG, §2(6 23
! < : >»> !
Z A > Z A 3 2,2 éA 3

i 1l I
Ll Il l

INT(G.)1 INT(G.)] —_ INT(G.)1
| I i
(e} o o

que nos daran los 3-hipergrupoides sistemas de coeficientes.

Podemos ahora repetir el proceso conla sucesion exacta corta de 3-grupoides
i
Z2'“——>Z—>Z" obteniendo de este modo los 4-hipergrupoides filtrados sistemas de

coeficientes y asi sucesivamente los n~hipergrupoides filtrados sistemas de coeficientes.

Estudiando a los 3-hipergrupoides K (2:,3) , K (Z2(3),3) y

INT(G.) INT(G) K,NT(G)(Z(G)/Z.',z.)

observamos que son facilmente generalizables a dimensiones n >3 . Asi por ejemplo defi-

nimos KINT(G.)(Z(G')’n)’ n>3, como el n-hipergrupoide filtrado siguiente:
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INT(G.): . . . . INT(G) x INT(G) —3 INT(G.) >

G j——C
,1 : '1° “ ”
COSK (INT®): ... An—a‘—"ﬂn_] . e . AZ —_— INT(G.)1 ———.)Go

cosk (INT(@): ... A ———h A, ————== INT(6), T—36_
. . -

] gl | I I

KINT(G)(Z(G)'n):”' Z éAn_ﬁE 41_1 ' AZ % IN'I'(G.)1 .____,.GO

1
donde A =COSK (INT(G.)),i>1, Z éAn es el objeto pullback: Z
i !
[e]

5O 4,
o
n
o
Z
los operadores caras d.:Z & A ——A ] estan dados por las composiciones .
| n n-— i
Z A —‘—>Pr A —d*—,» AO y los degeneracion s: A Zx A
G 4 -1 A —— 254,
Unicos morfismos inducidos por las parejas de morfismos Si:‘An ]—)A y Sd(;";'A‘ zZ.
- n T

Por Ultimo el corchete de K (Z(G.),n) esta dado por:

INT(G,) < 2™ €Y ;
T A, 20, (5 e d (Fr))
n [0} n O n .

[EXR AN ,7n)] =

donde (}o, cee Tn) £ An+1 y A(zn’ - ,ZO) denota el producto alternado de fos
elementos z, (que estan todos en la misma fibrai.e. d(zi) = d(zj) yi,j=0...n ).

Analogamente definimos K (Z!,n) y K (2(Q),Z2},n) . E stos n-hipergru-

INT(Q) INT(Q)
poides filtrados no solo para el grupoide INT(G.) y los objetos grupo Z!,Z(G) y Z(G.)/Z.
sino que podran ser definidos para cualquier pareja (N,,A.) formada por un grupoide N,
y un objeto grupo abeliano en (E/No, A., sobre el que actue ' casi trivialmente el gru-

poide N., mas detalladamente:

Definicion ( Los n-hipergrupoides filtrados K_(A.,n) ) .
Sefinicion { Los n N
Sea N,= N1_’_, un grupoide en C , A = A"‘T‘ Ny un objeto grupo abeliano en €/N
o o

y una accion ''casi trivial'" de N, sobre A,i.e. paratodo a€ A, n,n' € N1 cor;

d(a) = d1(n) = dl(n‘) y do(n) = do(n') se verifica que "a = |a , equivalentemen’jte ;

la accion de N, sobre A, induce una accidn de COSKO(N.) = cosk](No—»ﬂ;)(N) ) sobre A,
(el motivo por el cual hemos |lamado a estas acciones casitriviales es porque el ;"grupo

de endomorfismos de N, actua trivialmente sobre A, ). En estas condiciones, definimos

el n-hipergrupoide filtrado KN(A.,n) , n>2, por:

k!
A

— —_—>
KN.(A.,n)—. .o AKJAH I AZ—E;’N]:T\JO

n
[0}
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1
donde Ai: COSK (N,). , i22,Ax A esel objeto pullback: A x
i n

No OA n——4n

T

A—————> N
. O

los oper‘adores caras d A X’\bA ——>A 1est'an dados por las comrosiciones

A Kj An A —'—yﬂ 1 y los degeneracion estan inducidos por los mor‘fism&*‘os
s, OAﬁ—r-_,An y sdo : An—f——’A . Por (Oltimo la operacion corchete esété
definida por: on—1( 70)—1
[(ao, P ota, }-n)]:( Ala_, ... ha),(d (3 ), .oy d (F)))
para (TO, ,\{n) € Anﬂ La filtracion esta dada por :
NE—>COSK'(NJ= . . . =COSK (NJE— K (A.n)
.16) Nota.- Si el grupoide N,= K(1,0) entonces Kn(A ,n) = K(A,n).. Asi si la sucesion

exacta corta de grupoides de partida fuese K(A',1)e——>K(A,1) ——» K(A'",1)

para A',Ay A'" objetos grupos abelianos en €, entonces INT(K(A,1)) = K(1,0) ;{y los
n-hipergrupoides sistemas de coeficientes seran K(A,n) ,K(A',n) y K(A'"',n) . ‘
.1.17) Nota.- Si el grupoide N, y el objeto grupo abeliano A, estan en las condici ones de
la definicidn (3.1.15), tambien lo estaran COSKO(N.) y A, . Podemos entonces définir'

tambien los n-hipergrupoides (Aj' ,n) , ademas el morfismo canodnico N, — COSK (N.)

COSKO

induce un morfismo simplicial KN(A.,n) — 5K o((A.,n) . Este morfismo smplncua!

COSK™N.)
define para cada objeto X en € una aplicacion

o€

TORS" [X,KN.(A.,n)] _— TORSn[X,KCOSKo(N')(A,,n)}
Es una cuestion abierta para nosotros si esta aplicacion es una biyeccion, posteriormen-

te veremos que la respuesta es afirmativa en el caso de ser NO el objeto terminal TI en C.

.1.18) Nota.- Si (H., N,,f) es un grupoide generalizado conexo y denotamos por A.= AN

al objeto grupo abeliano en C/No, Ker(f£), entonces la pareja (N,, A.) estaré si%mpre

en las condiciones de la definicion (3.1.15) pudiendose definir entonces los n—hipe‘f‘gr‘upoi—

des filtrados KN.(A.,n). Sin embargo si el grupoide cruzado generalizado no es cq:jnexo,

la accion de N, sobre A, no tiene porque ser casi trivial . Podemos generalizar Ho obs—

tante la definicidon de los n-hipergrupoides KN.(A.,n) de la siguiente forma:

Sea H. el grupoide coigualador de DO,D1:End(H.) IN.—> N, y p:N.—»H.

el morfismo candnico. Para n )3, definimos

= . . 3
N, B AR B n—=4, Ay == N{=—=3N
donde A . = COSK1(N.)_ y P22, A Kl A o el objeto pullback A x An—yAn
i i
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los operadores caras y degeneraciones se obtienen como en la definicion (3.1.15) y la

operacion corchete estia dado por : .
n_ —

) (pydg (3,) ) ) .
[(ao,30>, SRNCINS R Ala, o3 )@ (1), e ,d (7))
1.19) Nota.- Al igual que en dimension dos, los 3-hipergrupoides sistemas de coeficientes

para definir los dos primeros conjuntos de cohomologia en dimension tres,estan pe}jfec—
. = =2

tamente determinados , seran WZ(Z') = KINT(G.)(Zl"3) y W (Z)zKINT(G‘)(Z(G)J).-

Como tercer 3-hipergrupoide sistema de coeficientes hemos elegido a WZ(Z")=K

2GrZ, 3)
INT(GS
pero existe otro candidato con el que la sucesion de once términos puede extenderse a
doce. Este viene dado como sigue:
Recordemos que habiamos elegido a W(N!!) como tercer 2-hipergrupoide sistema de

coeficientes, donde N!! es el 2-grupoide cociente de N., por N.., el complejo de Mcore

de N!! esta dado por —f_, :E/E! — N. donde F es el morfismo inducido por la com-

posicion E—F/E-» INT(G,) —» N, , la accion de N, sobre EJE! esta dada por:
A 5 — . 3 _ o
9¢ = fge = 9 donde €g y e denotan elementos de N] y E/E' respectivamente.

El objeto grupo abeliano Ker( @) es el cociente Z(G.)/Z!=Z, Zr—\—> GO. Se verifica que
el coigualador de D ,D E/EN] f_\l———s‘ﬁ coincide con COSKO(N.) = COSKO(G.)

( ﬂ'o(ﬁ) = ﬂ(lNT G )) = TT(G ) ) asi por el lema (2.2.21) N, actua casi trivialmente
sobre Z(G,)/Z,. Podemos entonces definir el 3- -hipergrupoide K- (Z(G.)/Z y3) obtenien-
dose una sucesion de 3-hipergrupoides filtrados

K JJE———— K (2(G.),3) ——» KN(Z(G.)/Z.',Ci)

(Z4
INT(G,) ™"’ INT(G.)

Nos ha parecido, al igual que en dimension dos, mas natural tomar como tercer 3-hiper-
grupoide sistema de coeficientes a KINT(G.)(Z(G')/ Z!,3) en vez de KN.(Z(G.)/ Z!,3). Sin
embargo parece "intuitivamente' posible el extender la sucesidbn en cohomologia utilizando
KKJEZ(G')/ Z2.,3) y en gencral Kﬁ.(Z(G.)/ Zi,n) .

1.20) Nota.- Como hemos podido observar, los n-hipergrupoides sistemas de coeficientes que
utilizaremos para asociar a una sucesion exacta corta de grupoides Gl!&— G,——» G’
una sucesion "exacta larga' en la cohomologia depende solamente de los grupoides G., G,

y G.' siendo necesario ( para definir el grupoide INT(G.) ) que en la categoria base €
podamos definir el objeto centro de un grupo interno. ;

Analizando detenidamente el papel que juega el grupoide de automorfismos interiores
de G.en las construcciones anteriores observamos :

12 INT(G.) permite definir un grupoide cruzado generalizado € :G,——=>INT(G,)

verificandose que la accidon de INT(G,) deja invariante a G! siendo €/G:G——=INT(G,)
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tambien un grupoide cruzado generalizado. Esto nos ha permitido definir los 2~hipergru-
poides sistemas de coeficientes. i
2° EI grupoide cruzado generalizado ¢: G,~—>INT(G,) es conexo, asl la accibn
inducida de INT(G,) sobre el grupo abeliano Ker(g ) = Z(G,) es casi trivial. Ademas puesto
que la accion de INT(G,) sobre G! estid dada por restriccion de la accién sobre G,, tam-
bien [INT(G,) actua casi trivialmente sobre Z! =Ker(G/G!). Verificandose tambien que
la accion de INT(G.) sobre Z(G.) induce una accion casi trivial de INT(G,) sobre Z(G)/Z..
Esto nos ha permitido definir los n-hipergrupoides sistemas de coeficientes endimensiones
n>2.
Resumiendo; las dos propiedades esenciales son:
=) € :G—INT(G) es un grupoide cruzado generalizado conexo.
-)  La accion de INT(G.) se restringe a G! de forma que ¢,/G! : G! ——=> INT(G,) es
tambien un grupoide cruzado generalizado .
Supongamos entonces que ademas de !a sucesidon exacta corta de grupoides G!&~> G,—»G!'
tenemos un grupoide cruzado generalizado (G, ,N., ¢ ) verificando: |
a) (G.,N., ¢.) es conexo.
b) La accion de N, sobre G, deja a E!=End(G!) invariante verificandose que (Gi,N,,e/G))

es tambien un grupoide cruzado grneralizado.

61 < > S 7 Gy |

[ %N;/cH [ |

G, G —>G" |
\G/ o] o]

o
Seguiremos denotando E.= End(G,), E\=End(G)) y E' = End(GY) . Los grupoides cru-

zados (EL,N., &/E.) vy (E.,N., . /E.) asociados a (G!,N., ¢/G!) y (G.,N., f. )res-
pectivamente, definen (Teorema (2.2.14) ) dos 2-grupoides a los que denotaremos” N',,

y N.., el morfismo de grupoides cruzados E.————>N,

(./E. ”
L __G/E. N ﬂ

induce un morfismo de 2-grupoides N, ———>N, verificandose ( por ser E! un objeto sub-

B

grupo normal de E,) que N/,es un sub2-grupoide normal de N,,. Sea N!! el 2-grupoide

cociente de N,,por N,, tenemos asi una sucesion exacta de 2-grupoides: N_‘F—PN,;‘,——» N!!

E'J N, < > EIN, —> E/E'{ N
111\N1“4 H__L N1¢/il‘
G°\‘};/G° W= o

o] o
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i
donde N. es el grupoide coigualador de D ,D]:E',:] N,——>N, y la accidn de N, sobre
o

E./E., viene inducida por la de N, sobre E, .
Aplicando el funtor W a la sucesion de 2-grupoides anterior, obtenemos una sucesion

(exacta cortade 2-hipergrupoides filtrados :

W(NL,) < —> W(N,) ——————» W(NLD
[} C___,“) ) _N- NI
EéN1éN1 E(x;N,Ix N]——-—»E/E éN1

K

1

- _

U 1Il* 9

G

P
G «—
O —— zZi

o o o

Denotemos por Z! :Z ':—_\.,GO y Z2;7 :Go a los objetos grupos abelianos en @'/Go
Ker(@ /G)) y Ker(g) respectivamente . Puesto que G! es un subgrupoide normal ;gje G.
se tiene que Z! es un objeto subgrupo de Z,(normal) . Por otra parte, por ser el gsrupoide
cruzado generalizado (G,,N., ¢) conexo, se tiene que la accion de N sobre Z,es "casi
tirvial” y (o mismo ocurre con (a accion de N, sobre Z! por ser esta una restriccidn de

la anterior, verificandose ademas que la accion de N_ sobre Z, induce una accion de N.
sobre el cociente Z.,/Z! siendo esta tambien casi trivial. Podemos entonces definir los
n-hipergrupoides filtrados KN.(Z.',n) ,KN.(Z.,n) y KN,(Z'/Z"’n)’ n>3.

Asociaremos por lo tanto una sucesion exacta larga en cohomologia a una sucesion

exacta corta de grupoides G! < > G, » G.' en €, junto con un grupoide cruzado
generalizado (G.,N,, ¢.) verificando las condiciones (a) y (b) anteriores.

Si el grupoide cruzado generalizado no verificase (a) (i.e. no fuese conexo ), podriamos
asociar a la sucesion exacta corta de grupoides junto con el grupoide cruzado generalizado

una sucesion exacta en cohomologia de nueve puntos pudiendose extenderse a infinitos

puntos utilizando los n-hipergrupoides filtrados K(G,,N.,({)(Z:’n) , K((G.,N.,ﬁ)(z"n)
y K(G N e)(Z./Z.',n) definidos en (3.1.18), con lo que la condicion (a) puede ser supri-
mida.

Si en la categoria € tiene sentido el centro de un objeto grupo ( y por tanto INT(G.) )
podemos tomar como grupoide cruzado generalizado a (G., INT(G.), e. ), dependiendo
los sistemas de coeficientes solamente de los grupoides G.,G., y G'' .

A partir de ahora mantendremos las notaciones adoptadas en esta nota (3.1.20) .

El caso de objetos grupo .

Sea Ale—ny A — A" una sucesion exacta corta de objetos grupos en € , no

necesariamente abelianos vy €:A —3> N un modulo cruzado en Gp(C) ( comaipor



ejemplo el modulo cruzado de los automorfismos interiores de A P A —Int(A), siempre
que tenga sentido ) verificando que g/A' : A'——> N es tambien un modulo cruzado
»

entonces la sucesion exacta corta de 2-grupoides N/&—> N ,——» N!! estd dada por;

A'JN e AIN —— s A" N

J

T

I i

n \n/

notemos que el plano horizontal superior representa una sucesion exacta corta de grupoi-

des en Gp(C) y que los 2-hipergrupoides filtrados W(NL) . W(NL.) y W(N.)) se obtienen

aplicandole el funtor W clasico a esta sucesion de grupoides en Gp(CT):

W(N!,) < > W(N..) —————> W(NLD

0 i i

—x

S S

estudiando el trabajo de Dedecker[19_] en el que asocia a una sucesion exacta corta de
grupos internos en la categoria de haces sobre un espacio topologico paracompacto, jun-
to con un ''sistema de coeficientes "' una sucesion ''exacta ' en la cohomologia de Céch
y mientras tratabamos de dar una interpretacion simplicial de sus conjuntos de coh?molo—
gia en dimension dos en téminos de'cociclos’ sobre 2-hipergrupoides, aparecieroh como
traduccion simplicial de los sistemas de coeficientes de Dedecker los 2—hipergrupo_fdes
filtrados anteriores. Fué posteriormente cuando el profesor Duskin me hizo notar que
estos que estos 2-hipergrupoides se podian obtener utilizando e! funtor W clasico oy
esta fue la idea basica que nos permitio , después de un detallado estudio de la caéegor fa
de 2-grupoides ( el cual queda reflejado en el capitulo 2 ), construir los 2—hiper~grllt1poides
filtrados sistemas de coeficientes en el caso general. ‘

Sean Z'y Z los obetos grupos abelianos en €, Ker(f/A') y Ker(¢) denotaremos

por KN(Z,n) al n-hipregrupoide K (Z,n) (analogamente para Z2'y Z/2'). La

siguente proposicidn muestra que es indistinto tomar como sistemas de coeficientes los
n-hipergrupoides KN$Z‘,n) , KN(Z,n) y KN(Z/Z',n) o los n-hipergrupoides K(Z',n)
K(Z,n) y K(Z/2Z',n) dando una respuesta parcial a la pregunta planteada en (3.1 .’1’7).

La demostracion de esta proposicion sera inmediata cuando se tenga una interpretacion
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de los conjuntos de cohomologia ( abelianos) en términos de clases de homotopia de ,

(B} 1
.

cociclos Por este motivo no hemos considerado de interes dar una demostracion direc-

ta de esta proposicion .

.1.22) Proposicion.-

En las condiciones anteriores, e! morfismo simplicial (Z,n) ——K(Z,n) inducido

KN
o

por el morfismo canonico K(N,1) ——— K(1,0)=COSK (K(N, 1)) , es una equivalencia

homotopica y por tanto define una biyeccidon natural

TORS”[X,KN(z,n)]H ToRs" [x,K(z,n)]

para cada objeto X de € (analogamente para Z2' y Z/2' ).

Si el objeto grupo A es abeliano y tomamos como N = Int(A) = T , entonces los 2—9r‘u-—
poides Ni, ,N., y NiI son K(K(A',1),1IK(K(A,1),1)y K(K(A",1,1) aplicando el funvtor
W obtenemos los usuales 2-hipergrupoides sistemas de coeficientes abelianos K(A!,2) ,
K(A,2) vy K(A'",2), yendimension n sera los n-hipergrupoides K(A',n) , K(A,p) y

K(A'"',n) que son los hipergrupoides sistemas de coeficientes abelianos usuales (ve}r[32] )

.1.23) El caso en que la categoria base € es una variedad de Mal'cev.

En una variedad de Mal'cev se verifica (al igual que en grupos o en categorias de Interes)
que todo grupoide interno es abeliano (ver [ 2] ) asi si € es una variedad de Mal'cev vy
G, G—» G!' es una sucesion exacta corta de grupoides en € , entonces G, es abe-
tiano y por tanto End(G,) = 2(G,) . Si tomamos como grupoide cruzado gener‘alizado el

de los automorfismos interiores de G,

O
T(G.) = J= .. e— 4 —_— - .
INT(G.) = COSK"(G.) G, % G, x G G x 6 ==3G—R -1T G

la accidon de INT(G,) sobre E, es casitrivial, podemos asi hablar tambien de KCOSKC(G;

y analogamente para E. y E/E! siendo en este caso los n-hipergrupoides sistemas de

(E.2)

coeficientes paran >2 :

Keosk®6.) ) —— KipgoigEm — K

COSKO(G)(E‘/E.’n)

1
ExGx e 5 Exex ™ G — E/E'X G x .”.*..Fé G
G orR 'R o G

/o) o
(e} l l o\L l ol l
Gx."..x6G Gx .. xG G, % ”ﬁe
oR R o oR R o o o
Gox GC = Gox Go Gox GO
W 1) 4y
GO GO GO

Notemos que en este caso DO= D]: Elj COSKO(G.)'—’COSKO(G.) asi N, = COSKQ(G,) .
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Elementos neutros y elementos nulos

Supondremos en todo este apartado : X un objeto de €, Gl&——G,—>G!' una sucesion

!

exacta corta de grupoides en C y (G,,N., € ) un grupoide cruzado generalizado verificando
las condiciones:

(a) (G.,N., ¢.) es conexo .

(b) La accion de N, sobre G, deja invariante a E! = End(G!.) verificandose que

{(G!,N.,f/G! ) es tambien un grupoide cruzado generalizado .

Seguiremos tambien las notaciones establecidas en (3.1.20) , asi N)& N~ N.! sera
la sucesion exacta de 2-grupoides asociada y KN.(Z.',n), KNSZ., n , KN.(Z./Z.’,n) los
n-hipergrupoides sistemas de coeficientes n > 2.

Los conjuntos de cohomologia con coeficientes en estos hipergrupoides no tienen en
general estructura de grupo, como ocurre en el caso abeliano. Necesitaremos por tanto,
para establecer los terminos de ta exactitud en la sucesion de cohomologia, distinguir
ciertos elementos en los conjuntos de cohomologia, a los que llamaremos elementos neutros

y elementos nulos.

Elementos neutro v nulos en dimension cero.

E! operador degeneracion SO:GO———rG1 induce una aplicacion
o)
s : Hom (X,G,) —>Hom_ (X,G ) =H(X,G,)
Oy q: (I: 1
Definicion (Elementos neutros en dimension cero, elemento nulo ).

A los elementos en la imagen de la aplicacion So* : Homq:(X,Go)'——F‘ HO(X,G.};})
los lfamaremos elementos neutros de HO(X,G ). |
Supongamos un morfismo ¥ :X —» GO en €, denotaremos por
H (X,6.) = {FeHom (X,6.) 7 d f= ¢}
este conjunto esta contenido en HO(X,G,) y en &l existe solamente un elemento neutro
sol{) al que flamaremos ' elemento nulo " de HO(X,G.) .
Consideraremos a partir de ahora a HO(X,G.) como un conjunto con elemento§ distin-
guidos y a H?F (X,G,)} como un conjunto punteado. Analogamente para los grupoidgs G!,
G'.' y en general para cualquier grupoide. Notemos que un morfismo de gr‘upoide.s preserva

a los elementos neutros.

Elementos neutros vy nulos en dimension uno .

Dado un morfismo f:X ——>G levantando por pullback el 1-torsor escindido de‘ G
o o

DEC(G,)—>G, , via f, obtenemos un 1-torsor escindido de X sobre G,
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fDEC@) ) . . . G.xG) F(G,) —» X
]GO 1 y ? ]
l l f
l dQ > d
DEC(G.): .. G, x G > G 9 » G
1(30 ] d] 1 o)
\lr da | d l
G. : . .. G — G
1 — 7o :
] 1
tenemos asi definida una aplicacion \P :Homq:(X,Go) ————>TORS [X,G,] =H (X,G,)

= > [oECce.) )]
Notemos que, considerando a DEC(G.) = COSKO(DEC(G.) ) como un grupoide se tiene ura
biyeccibn Hom(t(x,Go) = TORS] [X,DEC(G.)] = H](X,DEC(G.) ) entonces Y puede ser
considerado desde H1(X,DEC(G.) ).
1.25) Definicion (Elementos neutros y nulos en dimensidn uno) .
Llamaremos elementos neutros en H1(X,G.) a aquellos en la imagen de la aplicacion
Vi H (X,DEC(G,)) - Hom (X6 ) ——>H'(X,G.)

1
Si Y:X —G  es un morfismo en € denotaremos por Hy (X,G.) al conjunto punteado
o

1 .
(H (X,G.),[HV(‘P)] )y llamaremos elemento nulo al elemento distinguido entre los elemen-

tos neutros [U/((-F)] = [“‘P’(DEC(G.)—-rG.)}

Esta definicion se generaliza para cualquier grupoide. Ademds si h,:H.—G. es
un morfismo de grupoides, entonces el cuadrado DEE(H.) DECHh) DlEC(G.)E
H. h. > G.

1 ;
es conmutativo y por tanto lo es el cuadrado H (X,DEC(H.)) ——————> H](X,DEC(G.))

DEC(h.),
Y| |

h.x 1

HY (X, H. ) —>H (X,G.)

verificandose por tanto que los elementos neutros se conservan por morfismos de grupoides.

Elementos nulos vy neutros en dimension dos .

Dado un 1-torsor 0G:E.——N., levantando por pullback el 1-torsor escindido en GPD(T)

de N. sobre N.,, DEC(N.) ——>N.., via . obtenemos un l-torsor escindido de E.sobre

N..: of(DECIND): . . . x*((anﬁj (EIN)) ———olEIN) ——— > £,
| ) J [
DECINJ): . . . (EIN. x (E]N.) _—.‘D:"_—; EAN,—> N,
Dzl N B J,Dl
No:t . .. £ N. > N,

Obtenemos asi,para cada torsor (X, de X sobre N.,un torsor escindido en GPD(T) de

1
E. sobre N... Este torsor (tomando clases ) nos determina un elemento de I (X,N..),
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1 1
recordemos que M (X,N.J) = I|im Tors [cosko(p),N,‘.] (definicion (1.5.7) ). Verifi-

—>

peRE(X)
candose ademas que si X,y Q son dos 1-torsores de X sobre N, que estan en la:misma
clase en TORS] [X ,N,] los 1-torsores escindidos YDEC(N..)) Yy QY(DEC(N..) )
estan en la misma clase en H (X,N..) . Tenemos por tanto definida una aplicacion
0 H (X,N.) ———— ' (X,N..)
Utilizando ahora el teorema (1.5.9) tenemos que el funtor W induce una biyeccién na-
wral (XN %TORSZ [x, W(NL) = H2(X, (N ), denotaremos ¥ ala

composicion:
Por N — 9 oG NL) —2 s A RN
Notemos que esta aplicacion se obtiene tambien como la aplicacion inducida por el morfismo
simplicial O7: N——>W(N..) ( filtracion del hipergrupoide W(N,J) )
g=o, HT OGN = HAOG N ———> HEAXG TN )
donde hemos considerado a N, como un 2-hipergrupoide .
1.26) Definicion (Elementos neutros en dimension dos) .
A los elementos en la imagen de la aplicacion O;:@p: H](X,N.)-—>H2(X,W(N..1) )
los Ilamaremos elementos neutros de HZ(X,W(N..) ).

Esta definicion sera valida para cualquier 2-grupoide H, = J,IH, =3 H. . Puesto que

cada morfismo de 2-grupoides f,.:H..—> N.,induce un morfismo simplicial filtrado

1 fooa
H. ; — N, y este un diagrama conmutativo H (X,H.) X ,N.)
‘o
o’ i q}H.. Lp
Y W(f..) —
W) —), FinG) H20¢, WH. ) —LEdes | 200 T,

tenemos que los elementos neutros se conservaran por morfismos de 2-grupocides.
Definamos ahora los elementos nulos.
Consideremos la accion de G. sobre su grupo de endomorfismos E, por conjugacion,
entonces el morfismo inclusién E.~~—>G, determina un grupoide cruzado , denotaremos

e,
por G, = E.]G.=2G. al! 2-grupoide asociado a este grupoide cruzado. EI| morfismo de

grupoides cruzados: EC—> G,
4 |
lé f/E. ¢
induce un morfismo de 2-grupoides : G..: E.] G.—/——= G.
el o le
N.; E.JN.—/3N.
Aplicando ahora el funtor W  al diagrama anterior, obtcnemos un morfismo de 2-hiperqgru--

— 1
poides filtrados W(F W(G..) ——— W(N..), pero W(G,,) T COSK (G.) asi:
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W(G..) = COSK](G.) = . . . E éG x G > G G
16 1 — o
o o} O
Wie | 1 ”
WN.D) = . ) X i Ex Nox N, *—~———>_____.’,N]-—"-—_> G g
G. G i
O o]

este morfismo induce una aplicacion:

H2(X,COSK ' (G,) ) ———> HZ(X,TI(N..) )
Lema.-

FPara cada objeto X y cada grupoide G, en €, si denotamos por R =TTO(G.), entonces
se tiene una biyeccion natural

)

¢+ Hom (X,R) —=—H’(x,cosk’(G.))

, - 1 .
Demostracion .- Claramente el objeto simplicial aumentado COSK (G.)—»R es asferical

siendo id:COSK1(G.) — COSKl(G.) un 2-torsor de R sobre COSK](G.). Definimos, para
cada mofismo f:X—> R , €(f) como la clase del torsor que se obtiene al levantar por
pullback el torsor id:COSK1(G.)—>COSK](G.) via f, i.e. €(f) = [f*(id)] . Notemos
por otra parte que cada torsor X,: E~» COSK](G.) de X induce un morfismo f= <><_]:><—>R
y que dos torsores en la misma clase en TOR52 [X,COSK1(G.)] inducen e}l mismo mor-
fismo en las aumentaciones. Verificandose por tanto que € es una biyeccion.
Denotemos por V a la aplicacion composicion :
2 1

7+ Hom (X,R) —5—> H(X,COSK ' (6.) ) ——— HZ(x, N )

Definicion ( Elementos nulos en dimension dos ) . i

2 —
Llamaremos elementos nulos de H (X,W(N..,) ) a los elementos en la imagen de la aplica-
cion 1 Hom (X, R) ——>H (X, T(N.L) ) .

. ) 2 _
Esta definicion puede generalizarse a cualquier conjunto H™(X,W(H.,) ) para Y., el

2-grupoide asociado a un grupoide cruzado generalizado CP.:K.——> H, . Verificandose,
gue un morfismo de grupoides cruzados generalizados T H.
¢, le

G—*N,

1 —
induce un cuadrado conmutativo: COSK (K,) —> W(H..)

! l

COSK](G.) —— W(N..)

e 2 il
y ¢ste otro cuadrado conmutativo: HZ(X,COSK1(K.)) —> H X, W(H.) )

l l

H%(x,cosk ' (G.) ) — HOOGT (L))

con lo que se tiene que los elementos nulos se conservan por morfismos de grupoides cru-
zados generalizados.

Observemos que en dimensiones cero y uno , solamente hay un elemento nulo en cada



conjunto de cohomologia, que es ademas un elemento neutro distinguido ( para definirlo
necesitabamos tener un morfimo L(’ :X——)GO) . No ocurre esto en dimension dos, esfo es
existen elementos nulos (en general ) que no tienen porque ser neutros,

\eamos ahora una Condicibn sobre el grupoide cruzado generalizado que nos implica
que todo elemento nulo es neutro.

1
El morfismo de grupoides K:G,——>N.induce un morfismo simplicialfiltrado: G.—=> COSK (G,)

el I

y este un diagrama conmutativo: Hz(X,G.): H1(><,G.) ~9&—-{2(><,COSK](G.)) N.—> W(N..)
l l/ \Hlomq:(X,R)
¥, — ey
HEOGND)= HE (0N —25 120 N

1 .
Entonces si la composicion H (X,G.)—)HZ(X,COSK(G.) ) = Homa\(X,R) , que 'asocia

a cada elemento [0(] en H](X,G.) el morfismo o(_1:>( —>R inducido en Iaé aumentaciones,
es sobre, todo elemento nulo es neutro.  Notemos que si R es el objeto terminal T enton-
ces solamente hay un elemento nulo que sera neutro { si existe alglin elemento neutro).

Como los 2-hipergrupoides N!, y N.. provienen de los grupoides cruzados genera-
lizados (/G.:G!l—— N, y £€.:G6,—»N, tenemos definidos los elementos nulos en
HZ(X,W(NI.) )y HZ(X,W(N..) ), para definirlos en HZ(X,W(Nl'.) ), consideremos el gru-
poide G¥ cociente de G. por el subgrupoide normal E} = End(G!, ) . Tenemos entonces un
diagrama

4

Eil e ——=6——»G
]

idx, ¢.
v

zz=
|
|
|

ELJN.—/—/—3N——> N

donde la sucesion superior es exacta en el sentido de Barr en la categoria GPD(C), el
morfismo composicion G, —C—> N, ——»N induce un morfismo ?(?—-—?N haciendoﬂ:conmutar
e! cuadrado de la derecha en el anteriordiagrama. Ademas la accion de N, sobre E,induce
una accion de N. sobre el grupo de endomorfismo de G*.t (End(G%*) = E/E! ) siendo

_(T:Gj,t—i' N. un grupoide cruzado generaiizado verificandose que N!] es el 2—gr‘f'1poide
asociado al grupoide cruzado ?/( E/E)): E/E! ——>N. ( asociado a ?,_:G#——P_N-. )

asi definiremos los elementos nulos de HZ(X,\/—'V(N'.'.) ) como aquellos en la imagen' del
morfismo  Hom (X,R) = H(X,C0S°(G.) ) —— H(X, NI ) .

Notemos por otra parte que los elementos nulos en dimension dos jugaran un papelimpor-

tante para la exactitud de la sucesion de cohomologia , solamente en el punto del centro

— 2
HZ(X,W(N..) ) por lo que no es necesario definirlos en H (X, W(N!!) ) .

La siguiente proposicion nos relaciona los elementos neutros en dimension dos con los
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2-torsores clasicamente distinguidos, los casi escindidos .

Proposicion. -
Si TeHz(X,W(N..) ) es un elemento neutro entonces existe un torsor casi escindido
- 2 — i
X.: E.—WN..) de X tal que suclase en H (X, W(N.) ) es F ,i [x]=7

Demostracion .- Recordemos que los elementos neutros son aquellios en la imagen de

la aplicacion g; :Hl(X,N.): HZ(X,N.) '—*Hz(X,V—V(N..) ) inducida por la inclusibn
T NS W(N..) que da la filtracion del 2-hipergrupoide W(N,.). Claramente todo 1-tor-
sor sobre N. , considerado como un 2-torsor es casi escindido ( puesto que el 1-grupoide
asociado a N, considerado este como 2-hipergrupoide es K(N] ,0)) Por tanto puesto que
_@ lleva torsores casi escindidos en casiescindidos tenemos que en la clase de todo efe-
mento neutro hay un torsor casi escindido //
Dos preguntas surgen despues de esla proposicion (3.1.29):

12, Es cierto el reciproco de (3.1.29) ? es decir ¢ es la clase de cualquier
torsor casi escindido un elemento neutro? .

28 , Existe , para cada elemento nulo un torsor casi escindido cuya clase sea
dicho elemento nulo ? {

Las respuestas a estas preguntas es desconocida para nosotros, sin embargo parece

intuitivamente que ambas son negativas en general, : | i

Elementos neutros y nulos en dimensiones n J» 3.

Definamos primero los elementos neutros y nulos en dimension tres y generalicemos
luego a dimensiones superiores.
. . . o
Recordemos que a partir del grupoide cruzado generalizado N..—> [NT(N..)=COSK (N..)

definiamos un 3-grupoide Z Zl:] N¥N ————> N %N

- D =D =pr 1

N] \[\[ N]
G G
o o
G G
o o
donde N ¥N_ denota el objeto par nicleo del morfismo N ——=G X G ix+—(d (x),d (x) )
1 1 1 oTT(N) o o 1

O,
y Z =Ker( f :G.—> N.),a partir de Z obteniamos KN(Z ,3) =W (2) .
Tenemos entonces, al igual que en el caso anterior, asociado al grupoide cruzado ge-

neralizado N,—— INT(N..) morfismos simpliciales dobles:
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COSKP(ND=INTINL) = . . . NAN SN = NN =3 N
W(Z): . . . LZXNxNxN 2 NaN > N
‘z) G T o1 T 5 1 o
o
H G G G
/ o / o / 0
{V‘J - N J 4
G G G
o o o
cosk'MN.L): .. A — EéN]jN]
> o
W(Z) . . . Z xN¥N¥N 2 NaN —> N
SRR 7 ]
o 2% |
/GO GO %o
/ V\L/ u/
G G G
o o o
notemos que un elemento generico del nlcleo simplicial de E x N1 ——3N. al que hemos
-1 =1
denotado por A serd z =((e n),(e.,n), (e, f(e )n) ) verificando que e _e e es
o) 1 2 o) 1o 2
un endomorfismo de G, que estid en Z, ademas ?’1(e,n) =(n, fle)n) vy
14
?2(2) = { e]eo e2 ,n1 (’(eo)n, G(ezeo)n) € 2 éf\VNf*N] .

Los morfismos @,y 7 definen para cada e%imor‘fismo regular p:E —»X en RE(X) apli-
caciones:
2 o o 2 o —
Uy H(cosk (p),COSK™(N,,) ) ———— H (cosk (p), W(Z))
1 _
%1 H(cosk’(p),COSK (N..) ) ————— H¥(cosk®(p), T(Z) )
que definen los elementos neutros y nulos en Hz(cosko(p), W(Z)) . Ahora bien en este

caso se tienen biyecciones canonicas:

H2(cosk®(p), COSK  (N..) ) 2 Hom _ (cosk (p), COSK(N.) )
Simpl{(T)

H2 (cosk®(p), COSK®(N..) ) £ Hom_. (cosk (p), COSK (N.) )
Simpl(T)

. . 1 . .
ademas el morfismo canonico COSK (N.,) —> COSKO(N..) induce un diagrama conmu-

Lativo: H2(cosk®(p), COSK | (N..) ) ——s H2(cosk®(p), COSK (N..) )

0 o,
HomSimpI((C)(COSk {(p),COSK (N.))

2 o —
por lo que tenemos que los elementos nulos y neutros en H (cosk (p), W(Z) ) coinciden
para cada epimorfismo regular p en RE(X). Consideremos ahora las clases de dichos
— 2 _
elementos en M (X,W(Z) ) tenemos entonces unos elementos distinguidos en H (X, W(Z) )

a los que llamaremos tambien neutros. Utilizando ahora la aplicacion inducida por el

funtor W : JL - H"HZ(X, W(z)) — H3(X, WZ(Z) ) (ver (1.5.12))
Los elementos neutros de H+{2(><,V_V(Z) ) determinan via JfL unos elementos distinguidos
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en HO(X.W(Z) ) = H3(><,KN(Z.,3) )

coinciden) en H3(><,KN(Z.,3)) .

que seran los elementos neutros o nulos (en este caso

Vamos ahora a repetir los razonamientos anteriores, pero simplificandolos, de for-

ma que no tengamos que hacer uso del 3~grupoide Z vy asi podamos generalizar la defini-

cion de los elementos neutros (

Aplicando Walo morfismos simpliciales dobles

nulos) a dimensiones superiores.

0..: COSK(N..) —> W(2Z)

y
\{,,:COSK1(N..) ——> W(Z) obtenemos morfismos simpliciales :
] — 0

COSK (N.) = W(COSK (N..)) A3 2 s N, :GO

W(o) = o I H
—2

KN(Z,3):W(Z): ZGOA3 AZ :S)N GO
CoskZ(W(N ))=WCOSK (N ) ) - . K ———_——————3E6N]x N, =3 N,
—_ (0]
AR l 2 d)sl l l

donde hemos denotado por K el nlicleo simplicial

K sera: :

z=(le ,n ,n),(e,n ,n')(
o o 1 o 1

1 & e(eo)“o”1
No (6—16—1

R a4 3 o 2
d)3(z):( °e3(eoe;e1),( N ,n V) € Z x

con fa condicion de ser e])

1 Go

MNotemos que los morfismos U vy @ podrian

sidad de aplicar W a los morfismos simpliciales dobles

e ), (e

n—] (r‘o(—l
, 1? eoe

un elemento de Z

A3(W , un elemento genérico de
-1

oo e e ) )
n1f 6062 e] n]

21
asi

4,

haberse obtenido directamente sin nece-

.y T

E stos morfismos simpliciales inducen ,para cada objeto X de € aplicaciones

o5 1Ho(X,COSK ' (NL) )= H

B, : H7(X, COSKA((NL) ) ——rH3(><,KN(Z.,3)

HAX . COSK(N.) =Hom O, TT_(N.) ) ———> H3(><,KN(Z.,3) )

)

Definicion ( elementos neutros v nulos en dimension 3 ).

los elementos en la imagen de

jb elementos nulos de H3(>< K (Z 3 ).
Puesto que el grupoide cruzado

es un epimorfismo vy por tanto el morfismo [ é

COSKZ(W (NL) )

fismo asi

¢ s COSKMNG) ) ——> COSKZMWIND ) os un 3o

podemos entonces definir una aplicacion:

g/:Hom(X,TTO(N.) ) 2

G /EiE——> N,

—_— H3(><,COSK (WN..) ) 5

Uy se llamaran elementos neutros y los de la |magen de

. !
es conexo ﬁ/E,: E—> End(N.)

x N —_— —7A eSS un epimor-

1
es asfemcal y por tanto el morfismo

torsor de ﬂ‘O(N ) sobre COSP&N ).

W(N..)) )]

*(. 2

—|f
f [ 'deosk
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_ 2
Ademas si N.:E.——*’COSKZ(W(N‘.) ) es un 3-torsor de X sobre COSK (W (N..) )
existe un morfismo de torsores E.——> (ldCOSK (TN )) por tanto ¥ es sobré: por
otra parte como todos los 3-tors ores en la misma clase en H3(X COSK (W('\I J) ) inducen
el mismo morfismo en las aumentaciones ( X vy TTO(N ) respectivamente ) tenemos que @
, 2, - 1 —
es tambien una biyeccion. Por Gltimo el morfismo candonico COSK (W(N.)) — COSK(W(NL))-
3 — 3 1
COSK1(N.) induce un diagrama conmutativo: H (X,COSPZ(W(N.,) )) > H(X,COSK(N.))
Hom(X, TT (N.) )
o

asi como consecuencia inmediata tenemos :

.31) Lema .-

3
Los elementos neutros y nulos en H (X,KN(Z. ,3) ) coinciden y son aquellos en la imagen

de la aplicacion @ O :H3(X,COSK](N.))= Hom(X,ﬁo(N.) ) —> H3(X,KN(Z.,3) ) . //

La siguiente proposicion establece la congruencia de la definicion (3.1.30) coim los
razonamientos hechos anteriormente,
Proposi cion. -

Un elemento \f & H, (X,KNSZ.,\?) ) es un elemento neutro si y solo si existe un epi-
morfismo p:E—»X en RE(X) y un 2-torsor . :E.—>W(Z) en GPD(T) de cosy;ko(p)
sobre W(Z) que determina un elemento neutro en H2(cosko(p),W(Z) ) tal que
n ([[O(..]}): %’ (donde [[ ]] denota clase en H-HZ(X,W(Z) ) ).

Demostracion. - Sea & E—>W(Z) un 2-torsor en GPD(C) de cosko(p) , pafa peRE(X)

b
2 o) —
que determine un elemento neutro en H (cosk (p),W(Z) ). denotemos por
o o ) .
X, : cosk (p) —>COSK (N.) el morfismo simplicia! inducido por (X.. entre las aumentaciones

de E..y de W (Z) respectivamente , Yy por X :X—)'ﬂ;(N.) el inducido por.,en las

-1

aumentaciones respectivas. Consideremos ahora el morfismo pr‘oyecci'on‘
¥ o o
(COSK (N ) )= k : ... G X X I t— X X————»
D(J (N )=cosk (p") o TTO(N.)GO ’H’O(N.) Tg( J X
- | J | =
COSK°(N,) : G, G, —>Tn.)

Co aN) G0

y llamemos ¢X!, al 2-torsor de cosko(p') sobre W(Z) imagen via el morfismo

TORS  (cosk®(p"), OF. ):TORSZ(cosko(p'),COSKO(N..))——>TOR52(cosk°(p'),W(25 )
del 2-torsor obtenido al levantar por pullback via pr s id:COSKo(N..) ————-)COSKO(N..) .
entonces los elementos [[D(]] y [[D(']] coinciden en }H{Z(X,W(Z) ). Ademas ﬁ_ﬂo('ﬂ A

-1
sera un elemento neutro.

3
Reciprocamente , sea & un elemento neutro en H (X.KN(Z.,3) )y f:X ————)ﬂO(N )
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un morfismo tal que

%,
f a, (f(id
G = Gl gk = T
“ ]
FYCOSK' (N ): . . . A4 x X T——3BN X T3 Go X x —E—> x
( (N.)) 2 )T =" v = Conn
| T L
i
COSK NJ = . . . 4, 2N, =, G, > TT(N.)
tenemos entonces un morfismo simplicial
o o) p'
f )= 1 F X X G x
(COSK™(N,) )= cosk (p') GO T?O(N)Go TTO(N.)X — OTTO(N.g< ——» X
f. l f . =pr f =pr J/f
1 e}
o .
COSK (N.) : . . . Goﬂ(N) ———— TZ(N.).,
levantando por pullback el 2-torsor en GPD((L) id:COSK°(N,.) —> COSK(N..) via f.
o, , o ¥, ..
obtenemos un 2 tozr‘sor‘ de cosk (p') sobre COSK (N..), f? (ldCOSKO(N. )) verificandose
0 ' ¥
que  {L[[TORS (cosk’(p"), .. ) (19 6O ]] £/
Asi por el lema (3.1.31) i

definiremos solamente elementos neutros en dimensiones
mayores que dos { seran suficientes para establecer la exactitud )
tenemos:

De una forma global
1.33) Definicion (Elementos neutros en dimensiones
Para cada entero n

2 3).
3 el morfismo simplicial
]
COSK (N.) : .

An————> ce AZ—:_;N pr——
K (Z.,n) ”

| O
N . . .2 éoA —_— ... A.Z > 1 Go
dado por la 1-filtracion de K_{Z.,n) induce unaraplicacibn
T, : H (X,COSK (N.) ) = Hom<><,TTO(N.) ) ———> H (X,K_(Z.,n))

Los elementos en la imagen de Uy seran llamados elementos neutros de H (X KN(Z n)

n
Notemos que esta definicion es valida para cualquier n-hipergrupoide filtrado de 1a for-
ma KH(A.,n) . Ademas si

f.:KN(Z. ,n) ——)KH(A ,n) es un morfismo simplicial filtrado
entonces tenemos un diagrama conmutativo
1 1
C N K (H
OSK N —7egsk iy 2 COFK D)
4
K (Zn) E K (AL,
N, i3] — H, N
que induce el siguiente diagrama conmutativo
1
Hom(X, TT(N.) )=H"(X,COSK ' (N.) ) ——%—» H"(X,COSK ' (H.) )=Hom(X,TT (H
% | ke
HYOG K (Z0,0)) i
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Asl los elementos neutros se conservan por morfismos de n-hipergrupoides filtrados.

n
Claramente en la clase de cada elemento neutro en H (X,KN(Z,,n ) ) hay un torsor

asi escindido, ademas como éen la clase de todo torsor casi escindido existe uno obtenido

levantando por pullback el torsor id via un morfismo f:X —T1 (N,) tenemos:
o

COSK1(N,)

.1.34) Proposicidon ( Caracterizacion de los elementos neutros ) .

(3.2)

n ,
Un elemento TeH (X,KN(Z.,n) ) es neutro si y solo si existe un torsor casi esc¢indido

cuya clase sea ‘f .

N otemos por Gltimo que si N_ es un grupoide conexo (ﬂO(N.) = T ) entonces existe
solamente un morfismo en Hom(X,TT O(N_) ) y por tanto solo un elemento neutro en
"

H X’KN(Z" n) ). Si por ejemplo KN(Z_,n) =K(Z ,n) para Z un objeto grupo abeliano

.. n
en € el Unico elemento neutro de H (X,K(Z,n) ) es el elemento ""neutro " del grupc

HY X, K(Z ) ).

n-COCICLOS .

Las primeras interpretaciones simpliciales que se obtienen de los conjuntos de cqhomo—
fogia abeliana e incluso no abeliana son en términos de "cociclos' . Asi por ejemplo como
ya dijimos en (0.3), si € es una categoria monadica sobre Set con cotriple G : C— C
los conjuntos ( en este caso grupos ) de cohomologia del cotriple de X con coeficientes en
un objeto grupo abeliano A de C, H(;(X,A), pueden ser interpretados como clases de
homotopia de morfismos simpliciales ( cociclos ) de la resolucidbn estandar de X en el
n-hipergrupocide K(A,n)

Hg(X,A) % [ 6.0X) , K(A,M]

Se verifica por otra parte, que la resolucidn estandar de X ( & (X) —»X ) puede ser
sustituida por complejos simpliciales asfericales aumentados sobre X , E_ - X, flamados
hiperrecubrimientos de X . De forma que si denotamos por HC(X) la categoria que tiene
por objetos dichos complejos simpliciales aumentados sobre X y por morfismos los de
complejos simpliciales aumentados, entonces (ver [12} )

N ~ . i
Hg (X A) % Jig [E. k(A,n)]
E€HC(X)

Los morfismos simpliciales de E & HC(X) en K(A,n) se llaman n-cociclos (abelianos )
de X con coeficientes en K(A,n). Estos conjuntos de cohomologia han sido tambicn in-
terpretados en téerminos de torsores ( ver [25] ) asi:

n v n ~ n
Hg (X54) = TORS [X KA, n] ¥ H (X,K(A,n)).

Por lo que, olvidando el cotriple, tenemos interpretados los conjuntos de cohomo‘logfa
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en teminos de cociclos: Hn(X,K(A,n) Y= lim [E , K(A,n)]
—_— °
E€HC(X)

Veremos en este apartado que este resultado sigue siendo valido aunque la categoria €
no sea monadica sobre Set . Estudiaremos ademas que ocurre cuando sustituimos el
n-hipergrupoide K(A,n) por un n-hipergrupoide cualquiera G, ;conectando de este modo
con las definiciones mas clasicas de los conjuntos de cohomologia no abeliana en dimen-

siones inferiores, que fueron dados en termino de cociclos [1] ,119] ,[29] .

Hiperrecubrimientos y cociclos.

.2.1) Definicion ( Hiperrecubrimiento ).

Sea X un objeto de €. Un hiperrecubrimiento de X es por definicion un objeto ‘sirn—
plicial aumentado sobre X, E_—‘*X, que es asferical en todas dimensiones (i.e. Ios? mor—
fismos canonicos Dn:En—$ An(E‘) n>0 y el morfismo aumentacion EO———> X son épicos).
Denotaremos HC(X) la subcategoria plena de Simpl(C/X) de los hiperr‘ecubr‘imientoé de X.

Diremos que un hiperrecubrimiento £ —» X de X es un n-hiperrecubrimiento si

-1
E, :COSKn (E‘) . Denotaremos n-HC(X) la subcategoria plena de HC(X) de los n-hiper-

recubrimientos de X . Un 1-hiperrecubrimiento de X ser llamado recubrimiento .

.2.2) Definicion ( n-Cociclo).
Sea X un objeto y G, un n-hipergrupoide en €. un n-cociclo de X con coeficientes en
G, (o sobre G,) es un morfismo simplicial f: E—~*G, con E, un hiperrecubrimiedto de

i

Denotaremos por

H'x,6) = lim, [—, 6]
HC(X)
v -
a los elementos de H (X,G,) los representaremos por foog,, -n. donde f, , 9.,
son n-cociclos de X sobre G, cuyas clases en Hn(X,G,) son E ,d , ... respectivamente.

.2.3) Definicién (El 1-cociclo asociado ).
f‘:E.——*»G. un n-cociclo de X sobre el n-hipergrupoide G, con E. un n-hiperrecubri-
miento. Entonces E':COSKn_l(E_) puede ser considerado como unn-hipergrupoide, e!
morfismo simplicial inducido por f, entre los grupoides asociados a E, v G, segin (1.2.11),
fl :E!=—> G! es un l-cociclo de O _](E') sobre G, al que llamaremos 1-cocitlo aso-

8}

ciado al n-cociclo f. ( Notemos que E!, :cosko(D 1:E — A 1(E.)) sera un recu-
[g] n-— M-

1

brimiento de A (€,) ).
n-1
l.os siguientes dos lemas son lemas técnicos que nos facilitaran ¢l estudio de morfismos

simpliciales con codominio un hipergrupoide y de las homotopias entre ellos.
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Sea E, un objeto simplicial y G, un n-hipergrupoide en €. Un morfismo simplicial
truncado f‘tr= ( fn, - ,fo):tr‘n(E.) —_— trn(G_) tiene una extension , necesariamente
Unica, a un morfismo simplicial f :E;77> G siysolo si

fd(x),...,fd(x)jl = fd (%)
n o nn n n+l

para todo objeto x en E . Si E, es un hiperrecubrimiento de X , a la condicion an-
N+

terior la flamaremos condicion de cociclo . ;

Demostracion.- Si f . se extiende a un morfismo simplicial f: E—> G , puesto que
L] P . L] Py .
el diagrama n+1
E > E
n+1 K (n+1) A n+1( 2
n+1
f l fdx xf d
n+1 n o nn
P~ n%]
G > G
n+1 K (n+1) '/\n+1( ’)
N+
dk - %
G
n
es conmutativo, tenemos que para todo elemento x en E e
n
T f
f = ce. = =|f y ey .
n+1 n+1(X) 1'dofrw](X)’ ’dnan(X)] fndn+1(X) [ndo(X) fndn(X)] .

R eciprocamente, si f‘t satisface la condicion en el enunciado del lema, definimos
r ;

f G por f
n

£ — (x) =y eG
n+1 n+l n+1 n

: : el (nico elemento verificando que d,(vy)zf d.(x),
+ + [ n i

0¢i&n+l. Claramente (f ],f . ... ,f ) nos define un morfismo simplicial truncado de
n+l’ n o

n+1 n+1 3 . . .
tr (E,) en tr (G,) que se extiende a un morfismo simplicial f:E —=G por ser

G, - cosk™ (G, -y

.2.5 Lema.-

Sea f, ,g.:E.——*G. dos morfismos simpliciales, con G, un n-hipergrupoide . Una homo-

k
topia t da h,  =(h :E—
opia truncada “r ( B Gk+1

necesariamente Unica, a una homotopia h: f — g si y solo si se satisface la condicion
. . .

;04 i ¢ k¢n=1):f t—_—>g . tiene una extension,
° e tr otr

siguiente:
Condicion de homotopia. - Sean z1 ,22, ve. ,2 :E—=>G morfismos definidc;s por:
n n mn
-1 -1 -1
[f,z,h”d,...,h”d J - hTd
n 1 o 1 o n-1 o n
n-1 - -1 -1
h d y £ y hn o o . hn = n
[0 o' %10% Ny gy i dn—1] = h,d
hr\—l, n—1d n-1
e e, , Z , 2 =
[ n-2 o n-2 n-2" "n-1 n] n-1n

(Notemos que para cada x€E 2](><) es el Unico elemento de 'Gn tal que
N

- 2 - ,
[f (x),z (x),hn 1d (x), . .. ,hn (x)] = h'd (x) v analogamente para los demas z.).
n 1 0 1 o o n |
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n-1 n-1
Entonces [h d, ..., ,h d , Z ] = g
n-1 o n-1 n-1" n n
Demostracion.- Sih se extiende a una homotopia h.: f.—*g. entonces
-1 -1 n-1
[ £ .d N T ]: h' g
n 1o o 1 o) n-1 o n
— - n n n-=1 n-1 n-1
h h d., . ,h ' d = h_  d
_ do’d1ho’d2 o’hl 2 1 n—]] 1 Tn
~ n-1: n-1 n n n-1
d:, dh = h d
_hn—Z o n-2 n-2" n-1'n-2""n n—il -1"n
— n-1 -1
', o d.dh = g
n-1 o n-1 n-1"n n-1 n
asi z. = d,?{j ]: E—G verifican la condicion del enunciado.
i i n n
Reciprocamente; definimos hfw:E — Gn . como los Unicos morfismos verificando:
i +
-1 -1
Dh = (f,z,h 'd,....,"h " "d)
n o n 1 o 1 o n
n -1 ] n-1
h = y y y ~? !h d
Dn : (h d z1 z, h d.2 : n)
n n-1 n-1 n-1
h = h Yy e s e ’ ) )h
Dn n-1 ( n—2do n-2 n-2 Zn-1 Zn n—]dn)
-1 -1
Dh =(h" " d, ..., h"d 2.9 )
nn n-1 o0 n-1 n-1""n "n
donde D'E ——A 1(G,) es el morfismo canonico que a cada x ¢ En le hace corresponder
nn N+
d(x),...,d (x) ), e inductivamente:
o) n+1
-1 -1
A" o= (f .y " d, . T Y hE —— G
o m -1 o ] o m m m+1
m m-1 m-1 m-1
h. =(h d,y.,v., d, ... ,h d tE —— s G
_— oY1 Yy 9, 9 R m+ ]
m m-1 m-1 m-1
=(h d., . ... ,h , ) , : E—
h'm—l ( m-2 o’ ""m-2 "m-2 ym—] ym hm—1dm) Em Gm~»—1
-1 -1
hm:(hm d,...,hm d Y ,9 ):iE —ms G
m m-1 "o m=-1"m=-1"m" "m m m

param)» n , donde los morfismos y :E ——— G estan definidos por:
i m

m
-1 -1
y. = (df ,dh d, ..., dn" g )
1 om 1 o 1 1 o m
m-—1 m-1 m-1 m-1
= d d ] ) ’ H h
vy = (dh odihy  dyrdhy d, dhy 4
m-1 m-1 m-1 m-1
= (d h e y ,
ym—1 ( m-2 m—3do’ m-2 rn—3dm-—2 m-1 m-2 dm—1 dm—1hm—1dm)
m-1 m-1 m-1
- (d d, ..., ,
ym ( m—1hm—2 o) dm—] m-2 m-1 dmhm—'ldm )

m , )
Estos morfismos h_ satisfacen las identidades de homotopia (0.2.4) por lo que definen
i

una homotopia h:f—g, //
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.2.6) Nota.- Siescribimos las condiciones de los lemas (3.2.4) y (3.2.5) paran=1 y E, un

recubrimiento de X obtenemos las clasicas condiciones de 1-cociclo y de homotopia entre

l-cociclos:

oX o
I,
—

- ) Un morfismo simplicial truncado: E XE ___,’ E ————p—~»-><
fol
] G
1 o)

determina un l-cociclo de X sobre G, si y solo si se verifica:
f](y,z) = f1(><,y) f](x,z)
para todo x,y,z ¢ EO tales que p(x) = ply) = p(z) .
-) Dos 1-cociclos f,, g:E;-— G, desde un recubrimiento E, de X son homotopicos
si y solo si existe un morfismo hZ:E———)G]
E X E == & ———»X
l hg /

G —> G
o]

verificando : |)d h =
o
i) d ho =
1 o go
o, -1 o)
i) g, (x,y) =h (x) f (x,y)h (y)
1 o 1 o)
para todo x,y €E  tales que p(x) =ply), donde yustaposicion denota la multiplicacion del
o
grupoide.
Claramente se verifica que la relacion de homotopia entre 1-cociclos desde un mismo

recubrimiento es de equivalencia.

.2.7) Nota.- Si escribimos ahora las condiciones de los lemas (3.2.4) y (3.2.5) para G _=K(A,n)

con A un objeto grupo abeliano en € y E_ un hiperrecubrimiento de X, obtenomos las

condiciones de cociclo abeliano y de homotopia entre cociclos abelianos:

-) Un morfismo f :E —— A tal que f S =0,0¢i<n, determina un n-cociclo
n o n n

fiE—>K(A,n) de X sobre A siy solo si

> (—1)r‘_ifndi = 0
i=0
donde hemos denotado por ''+'" la operacion '"suma' de! objeto grupo abeliano A vy
por "0" el morfismo composicion En——> n ——S*rA con s el morfismo cero de A.
-) Dos n-cociclos f g E— K(A,n) son homotopicos si y solo si existen mor-
fismos i E ——3 A , 0¢i¢<n-1:E T— 3 E o E TTTTTE —» X

j n-1 n-1 1 — "o




2.8)

.2.9)

-1
verificando: i) hr? s =0,i4dn-1, j<&n=-2.

! J
n-1 n e 1
. B I — i hn—-
i) fn 9. ) - EO (-1) ; di
J: =

Observemos que tambien la relaccidn de homotopia entre cociclos desde el mismo hiper-

recubrimiento sobre K(A,n) es de equivalencia.

Notemos tambien que si h.:f.—»g, es una homotopia entre cociclos f.,g.: E,—— K(A,n),

tomando h = n:: (—1)i hin—1 , obtenemos una homotopia . f.—qg. con T\?—]: o ,
i=

04i ¢n-2 vy ?1::: =h . Por tanto dos n-cociclos abelianos f., g.:E.—> K(A,n) seran
homotopicos si y solo si existe un morfismo e En_r————;o A tal que:

i hs. =0 ,0£j4n-2.

J i n-i —

ii") fn-—gn = g (-1) hdI

Nota.- Puesto que si E. es un hiperrecubrimiento de X, entonces COSKn_‘(E.) es

un n-hiperrecubrimiento, utilizando los lemas (1.4.38) y (3.2.5) se demuestra de inme-

diato que los n-hiperrecubrimientcs son suficientes para calcular los conjuntos Hn(X,G.)

e HY(X,G.) = lim [- ,G.]
_
n-HC(X)

para cualquier objeto X y cualquier n-hipergrupoide G. en C .

Cociclos sobre hipergrupoides filtrados.

Como hemos dicho en las notas (3.2.6) y (3.2.7), la relacion de homotopia entre cociclos
desde el mismo hiperrecubrimiento E. sobre un n-hipergrupoide es de equivalencia si el
n-hipergrupoide es un grupoide ( n = 1) o es de la forma K(A,n) para A un objeto grupo
abeliano en C. Sin embargo no podemos asegurar ( por ahora ) que esto sea cierto
para cualquier n y cualquier n-hipergrupoide. Seguidamente iremos estudiando casos
particulares en los que este resuitado sigue siendo cierto. Comenzaremos por estudiar
los cociclos sobre 2-hipergrupoides filtrados.

Nota.- Sea G, un 2-hipergrupoide filtrado, después de los teoremas (1.3.25) vy (2.2.14)

o !
podemos escribir a G, como

= [raessmtm——"< e ——
G. EéOG]éoGl_-—:;G]—-——r o
con (. :E,—>G, el complejo de Moore de G. . Ademas denotaremos G.. al 2-grupoide
tal que W(G)Z G,

Sea f.:E.—> G. un 2-cociclo, desde el 2-hiperrecubrimiento £, de X :
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E: . . . A(E)E mF]]/—/—F g ———=¢€ > X
2 2 i 0
f
. f
f l, f2 1 o)
G: . . .ExG x 6, mF/—/—2 6, —/———3G
16, 1 1 o
o o . .
- -~ r
denotemos por f a la composicion: f: E2—2———>E x G x G _po__) E . Entonces
-~A ° ° ()
f2(xo,x1‘,x2) = f(xo,x] ,x2), f1(xo),f](x2) ) , por lo que denotaremos a f2=(f ,f1do,f/j2).

Las condiciones simpliciales sobre f_ , y la condicion de cociclo(3.2.5) nos dicen:

2
ccn ()(f (xo,x1 ,x2) ) - fl(xo)'fZ(XZ) = f1(x])

F(x )]

o O A -1 - “ oA
(CC2) ( f(xo’y'l’YZ) f(xl,y1,22)f(xo,x1,x2) ) = f(xz,yz,zz)
para todo elemento
X X, X
o 1 2
X Y, ¥
o "1 72
- c A (E,) =E
7 x] y1 22 3 3
X2 Yo %

{ recordar la definicién de los operadores caras y de la operacion corchete de W(G..)
ver para ello (2.2.23) ). Por tanto dar un 2-cociclo f.: E—~ G, es equivalente a dar

1 1
un morfismo simplicial truncado (f1 ,fo)'. tr (E,) ——tr (G.) junto con un morfismo

G :E2~——>E verificando fas condiciones (CC1) y (CC2) . Notemos que en la condi-

cion (CC1) esta implicito que dF (x yX.,x.)=d f (x ) paratodo(x ,x. ,x.) €E
o) 2 ol o o) 2

1 1 2

Supongamos ahora f,, g.: E—> G. dos 2-cociclos vy h,:f——>g. una homotopia

E,———————= E 5 Eo"—_”x
f g h f g
2172 hy 1 o
ExG xG 2 G = G
RS e o
o (o] O - h or
Denotemos por h, ,i =0,1, las composiciones hi:Er“—J-—>E8§ G1 &s G]—-Q——?E )
| 20 20
utilizando las identidades homotopicas , la expresion de los morfismos h ,h]:E1—>E X G’I %(\G]
o 2,
o}
mediante sus componentes sera: h = (Ll:; , f.o o hd, )
o) "o 1 o 1

hy =Chywhdirg) )

verificandose :

~ d - A - - ” .
(CH ) ((ho) f1 h.d; ((h1) hodo g, ( identidad homotopica)

. 1 :
ho%(xoy_ o __1\/\ “ f-] (xo),_,\ _‘]v\ A =l “
(CH2) ( h](x1) ho(x1) f(xo,x] ,><2) (ho(xz) h1(>g2)) ho(xo) hl(xo) )= g (xo,x1 ,x2)

tod y , .
para todo (><o X, x2) G;EZ
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Asi dar una homotopia h.:f. —>g. es equivalente a dar morfismos i
i) hiE———>G. condh =f y dh =g
o o 1 oo o 1o

i) h ,h:E—>E
o 1 1

verificando las condiciones (CH 1) y (CH 2) que llamaremos condiciones de homotopia.

1

.2.10) Lema.-
Sean f.,g.:E —> G, dos 2-cociclos sobre el 2-hipergrupoide filtrado G,y h.: f.-=>g.

una homotopia entre ellos. Entonces existe otra homotopia H.: f~—g, tal que el morfismo

[ pr H  E—ExG xG — E es igual a la composicionsd f (E—G—GC— E .
0 o o 1 1 i o1 1 1 o)
o (o)
Demostracion.- La homotopia H.:f—+g, esta dada por:
H =h :E —>G
o o o] 1
- A A =1 A
H =sdf,; H. = h h, :E,—— E
o) ol 1 o) 1 ]

que verifican triviaimente {as condiciones de homotopia . //

~—A

Notemos que si h,:f—>g es una homotopia con ho = sd f1 las condiciones de homo-
o)

topia (CH1) y (CH 2) quedan:
(HC1)  f, (hd) = ¢HR) (hd) g
hd (x )] fo(x )

00 o - -1 1 0 “A oA,
( h.|(><1) f(xo,x yX,) h (xz)) h1(xo)) = g\x0,><1,><2)

172 1

(HC2")
.2.11) Proposicion.-
Sea G. un 2-hipergrupoide filtrado. Entonces para cada 2-hiperrecubrimiento

{(recubrimiento ) E. , la relacion de homotopia en Simpl(E.,G.) es de equivalencia.

Demostracion.-

Propiedad simetrica .- Sea h.: f.—g. una homotopia entre los 2-cociclos

f.,g.:E—~ G, supongamos que -F;o = sdof1 ( lema(3.2.10) ). Los morfismos:

-1 -1
H =h £—— = h
_0 o o G1 ( HO(X) o(X) )y (hodo)_] : Hod |
H ,H :E——>E definidospor; H =sdf y H_ = (h. ) = (R
o 1 1 o) o1l 1 1 1

definen una homotopia H,:g—f, , que Ilamaremos homotopia inversa de h. .

Propiedad transitiva.- Sean h,:f.—>g, y t, :g—>q, dos homotopias entre cociclos
f.,g.,9.:E~——G., supondremos h = sd f yT = sd g.. entonces los morfismos:
O(h d()O 1 o] (o] ] o
h .t :Eo—ﬁ" G,l y sd f ;\/P; °©9%t.): E~—>E definen una homotopia
o o o

a ta que denotaremos h,-t. :f—>q. y llamaremos homotopia producto de h, y t.

Propiedad simetrica.— es inmediata. // !
En el conjunto de homotopias entre cociclos desde un 2-hiperrecubrimiento E. a un

2-hipergrupoide filtrado G, . podemos distinguir dos clases :
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-) La clase C de todas las homotopias h, que verifican que h :E —5 G
0 o o

1
factorizanpors : G —> G
o

o] 1
A ~A i
-) La clase C:] de todas las homotopias h. verificando que ho ,h1:E1———7E

factorizan por s:G —— E .
o

2) Sif,, g.:E—>G. son dos cociclos homotopicos mediante una homotopia en ¢ ,

. ces {
podemos entonces ( lema (5.2.10) ) encontrar una homotopia h,: f,—>g. verificando que

ho:Eo-——? G1 factoriza por S.O:GO-——)G1 (= fo= 9, )y T;o :51——7E factoriza por

s:G—>E las condiciones de homotoia quedaran entonces:
o)

(CH1) fo= €hpg

- . F.(x)
(CH2) h.(x )1 Fix ,x
11 o

Vo’ - “\ -
1,><2) (hI(XZ))h1(xo) = g(xo,x1,x2)

En este caso los 1-cociclos asociados a f, y g. estan dados por:

E! =3 E'=E. ———> E xE
R o 1 0 X ©O
P
7~
11 lg' h' .7 f
1119 o - 1 % |
k’ N
ExG1 ,G1
GO

con fllx ,x ) =f (s d (x),x ,x) para (x ,x )eE' (ie d(x)=4d(x)i=0,1,21) vy
1 o 1 2 oo o o 1 o 1 1 i o i

g'(x ,x )=g(x ,x ,x.). Noremos que d ,d :E x G, ———> G. estan dados por

170 X TG Xy o’ & :

i 1
o
d (e,g) = ¢le) g, d1(e,g) =g y que la multiplicacion esta dada por
o]

(e,9)-(e', e 'g) = (ee', €(e) 'g )

Entonces el morfismo h' ={(h
o

1

tE, /> E x G
9y ) B, &
. . .. . o ,

Asi si f. y g.son homotopicos mediante una homotopia en C

nos da una homotopia
h: fl—sg" los T-co-
ciclos asociados f! y g! son tambien homotépicos .

Por otra parte, para cada 2-cociclo f.: E—~—> G, denotaremos por E. el objeto pull-

back en Simpl(T):

N

- . .. E2 gE]:‘,EO———ﬂ»X
o s =\ 7
E.: ool E > E ———1+—% E X
2 = 1 o
f o G.: .. G1x G1 —= G1:::G
GO N / \J/ ©
G,: ... ExGxG G, T _————
G 1G 1 > 7o

= o . .. .
donde  G—= G, eslafiltracion de G.. los elementos de E_ seran aquellos (x ,x_,x.)

1 o 12

oA 1 “
en E2 tales que f (x VX, ,x2) = sf](x ) , ademas E, = COSK (E.) , sin embargo E
o

. No es
en general un hiperrecubrimiento de X ya que no tiene por que ser asferical en dimensioén

A
dos . Este objeto simplicial E, al que ilamaremos fibra del cociclo f. es un analogo a la
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A N
fibra de un torsor ( si f, es un torsor entonces E,= G(E.) ), sin embargo en general E,

no es un grupoide.

Si h.:if~>g., es una homotopia en @1 entonces las fibras de los cociclos f. y g.
coinciden, ademas h. induce una homotopia h, :f.—>g. entre los morfismos simpligiales
inducidos por f, y g, enla fibra .

E1 siguiente lema nos dice que las clases (CO y (C]"gener‘an" el conjunto de homo-
topias entre cociclos en Simpl(E., G.) , para E.un 2-hiperrecubrimiento y G,un 2-hiper-
grupoide filtrado .

.2.14) Lema.-
Sea G. un Z-hipergrupoide filtrado,E. un 2-hiperrecubrimiento y f, ,g.:E, —> G. dos
2-cociclos. Entonces cada homotopia h, f—} g. con T“o = Sdof1 se descompone como

un producto de homotopias h, = h!-h" con h! en laclase (C1 y h! enlaclase (CO

Demostracion.- Dados f,,g,:E.—> G, y h,:f.—g, defin(imoz> q.:E, —>G. por:
"1 wN l'bd -
q =f , g, =hd)g (hd) , q = g
o o 1 oo 1 ol
Es inmediato de comprobar que ( 9579 ,G ) verifican las condiciones de cociclo (CC1) y
(CC2) . h'.:f. —»q. esti definida por:
A A I
h! = sf 'E—>G,, h' =sdf, |, ''=h
o o o 1 o ol 1 1
y h! :q.,—g. estd dada por:
AN [
h" ' =h 'E——> G ) "' = sd q, = h"
o o o 1 o o1 1
2.15) Nota.- En esta nota estudiaremos los n-cociclos sobre n-hipergrupoides de la forma
K (A.,n) .,
GA-n

Sea G, un grupoide que actua casitrivialmente sobre un objeto grupo abeliano

s
A=A 3G C :
. =5, en /GO y sea

E.: . . . E —_ —_— N
n T JFE E FE E———>X
n-1 2 1 o
f f f
n n-1 l fZ‘l f1 l fol
K _(Ayn): . o . A ... : ——
GE " ();(An Ar\—1 AZ Gy > G,
o
un n-cociclo de X sobre KG(A.,n). Puesto que A , €s el nlcleo simplicial , el morfismo
fZZEZ—_’AZ queda determinado por f1 , f2 = ( f1do'f1d1 ,f1d2) e inductivamente el mor-
fismo fI:Ei ‘_’Ai ,2<£ 1< n-1, queda determinado por la formula i
fo=Cf d,f d.,...,f. d ). Por dltimo el morfismof :E ———> A x A queda
i i-1 o i-11 i-1 i n n

G n
, f o r
determinado por su componente en A i.e. por la composicion f:E —D 3 A ébA 23——9 A
- n
T

Asi f, queda totalmente determinado por una terna (f o f ) verificando las condiciones
e}

]1
de cociclo que en este caso quedaran :
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1
(nCC1) (f] ,f ) tr‘1(E.) ——tr (K_(A.,n) ) es un morfismo simplicial truncado.
o

n G.
(nCC2) A (fd ), fd y +.. ,fd ) = sfd
n n-1 o oo
Donde hemos denotado por A ( (f dnz", f’fn y e ,fgio) al producto alternado
en A de los elementos en el parentesis . , notemos que en la condicion (NCC2) esta inpli-
cito que d? = fdn : E —e———>A
o o0 N n f
7 1d
° f
o o

Para estudiar ahora homotopfas ent re cociclos sobre K (A.,n) estudiaremos primero
las homotopias entre cociclos sobre COSKl(G.), considerandolo como un 2-hipergrupoide
filtrado . Veamos que para dar una homotopia entre dos cociclos f.,g.:E.—/ COSK1(§.)
es suficiente con dar un morfismo h :E ——» G1 verificando que doho = fo y d1hzo =g :
A partir de hO definimos (por ejemplo ) h10,h11:E1——>A2 por ; )

1 i

1
= f = ) y i
ho ( )’ f1 (hod1)' hod1 ) y h] (hodo f] (hod1) 9, ) i

tenemos asi definida una homotopifa truncada que claramente satisface las condiciones en

el lema (3.2.5) .

Supongamos ahora f,,g,: E, —— KG(A.,n) dos n-cociclos y h,: f,—g. una homoto-

. . 1
pia entre ellos . Los morfismos f. y g. determinan morfismos f—;# , gf*:E.—>COSK (G.)

f
dados por: ftﬁ::f y gﬁf:g ,m=0,1, ... ,n—1yf#: pr.f ,g#:pr‘g:E N AXA, , p
m m m m n In n 17n n“"gn ‘GO
(entonces f :(f,f*) Yy g =(§‘,g#)). :
n n n n :
. . , * Mt g *m  m
La homotopia h,: f.—»g, determina una hgmf)topla h, : f.—g.dadapor:h_ =h_
—_ | |
- h.
0£i€m< n=t y\ﬁi = pr1h'_q 1:E 1—'—,»A6An—£]——->A . Teniendo en-
i n-

” . Q 4
cuenta la definicion del corchete en KG(A.,n) ta condicion de homotopia dada en el

lema (3.2.5) se traduce en : ; (fidz—-])w
A(hd ,hd _,...,hd,7 ,f) = (hd)
o n-1 o n-2 o 1 1 n
n—
(f.d )
A(hd _h.d hd 22, hd ) = % (hd)
17n=1""1"n=2" """ 2 "2 "% oo 17N
n-1
AZE 0 h d ., ... h a) = WA m 4
n n=1" n-1n-1 n-2 o n-1 n

donde hemos denotado a los morfismos z:E 3 A x A por z. =(%., %) despe-
o . oz )

GO n | |
jando en las ecuaciones anteriores los morfismos E\ Y sustituyendolos en la ecuacion
i
(h dM
— A A 0 0 A
A( z ,h d ee. ,h d ) = (g)

n n-1 n-1"' n-1 o

obtenemos la siguiente ecuacion :
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(h d™) i (f1d —1) n-1 ( 1)n+1 n-1 n-1 ( ])i+j+]
= 0 0, - - “A -
(nCH ) f (g ) = (|. O|( hjdn) ) l_ 0’ g (hjdg
J: J: |= i

Llamaremos a esta ecuacion condicién de homotopia entre cociclos sobre KG(A ,n)

observese que si el hipergrupoide es K(A ,n) para A un objeto grupo abeliano en (E,; esta
condicion es la dada en la nota (3.2.7) (ii) . Al igual que en el caso abeliano (nota(3,2,7) ),

a partir de una homotopia h :f — g, sustituyendo los morfismos h. :E ]‘7 A por
e o . | n-—

,?1 :E —— A con T‘w = A(E y een ,Tw\ ) , obtenemos una homo-
2 n—1 n o

topiade f a g (recordar que A es un objeto grupo abeliano ). Como consecuencia

1 1
sdh" ', ... sdh"”
O O O n-—

inmediata obtenemos :

Proposicion .-

Dados dos cociclos f ,g: E,—K (A‘,n) existe una homotopia h:f >g siy solosi

G
existen morfismos:
h:E ——> G, vy ﬂ :E —_— > A
o o ] n-1
verificando:

(nCH 1') dh = f , d.h = f
o o o 1 o o
(h dn) (F.dnT
- 00 ,un-1 1 o - - -
(nCH 21 ¥ (67) = A (hd ), hd hd )

n-1’ "o ) .:
Puesto que las condiciones simplificadas de homotopfa (nCH 1') y (nCH 2') dadas

per la proposicion (3.2.16) anterior son totalmente simetricas, podremos"componerj" ho-

motopias as{ como obtener homotopias "inversas', de forma que la relacion de homotopia

entre cociclos desde un n-hiperrecubrimiento sobre un n-hipergrupoide de la formal KG(A_,n)

es de equivalencia.

Nota.- Si sustituimos el n-hipergrupoide filtrado KG(A.,n) por cualquier n-hipergrupoide

filtrado , el resultado anterior sigue siendo cierto, es decir:

" Para cualquier hiperrecubrimiento E,., la relacion de homotopia en Simpl(E,,G,)
es de equivalencia siempre que G, sea un n-hipergrupoide filtrado '

FPara demostrar esta afirmacion ( siguiendo los pasos anteriores ) tendriamos que
estudiar detenidamente {a equivalencia entre las categorias de n-grupoides y n-hipérgrupoi-
des filtrados , con el fin de de escribir ( al igual que hicimos en dimension dos ) cada
n-hipergrupoide filtrado en funcidon de su " complejo de Moore ''.

Sin embargo para n-hipergrupoides cualquiera, este resultado parece muy;compli—
cado de demostrar.

Al igual que ocurre en dimensibn dos, en el conjunto de homotopias entre cociclos
desde un n-hiperrecubrimiento E. sobre un n-hipergrupoide filtrado de la forma KG(A' ,n)

podemos diferenciar dos clases:
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-) Laclase © de aquellas homotopias h, verificando que los morfismos
o

h"E — 5K _(A.,n)
m G.

, 0€i<md<n-1, factorizan g traves de los operadores degene-—
i

m+1

P& : K (A, K _(A,, .
racion s G.( n)m-————> G.( n)m”

-) La clase ((21 de las homotopias h. que verifican que los morfismos

F_:pr‘h?— :E 1—) A x An ————> A factorizan por s :Go—ﬁ A
i n—-
G'o
.2.18) Si f.,g. :E.——)KG(A.,n) son dos cociclos desde un n-hiperrecubrimiento de X vy h.:f,—>g,
es una homotopia entre ellos en la clase € . Entonces hO =sf =z f =g y
: 1 o o 0 0 o) o |
(ho :sof1 , h] = s1f1) = f1: 9, Asi los morfismos f¥ ,g¥: E.—> COSK (G.)

inducidos por f, y g, respectivamente, coinciden ( f:*= gf’ ). En este caso, puesto que
on on . n . ] .

dhd = dhd , setieneque h d actua trivialmente sobre‘g vy por tanto la condi-

00O 1 oo oo

cion de homotopia (NCH 2' ) ( suponiendo h, una homotopia "simplificada'' ) queda:

- _A—] (f dn—] =Y -A -
f.3 = A ( 1o )(hd),hd s« .« . ,hd )
n n-1 o)

Consideremos ahora los 1-cociclos asociados a f, y g,

E!: e e . E' = E X E >E' = —» .
1 n-1 An—1(E') n-1 T .o En—1 An—l(E )
f' 1 fl 1 L - - -
9 1 l l 91 _ /ho l -1 fn—]
K _(A,n): ... . «z - Pr >
XA A éAn—l AN
o
Si x e E! (d{x)=s _dd (x) , 0¢i £€n-2 ), entonces
1 i S n=2"1 n-1
B B (211 ) ,\ L
f(x) glx) = A( (hd (x)),hd (), « « .,hd (X)) = hd (x)hd (x)
n n-1 o) n n-1
-1 - —
puesto que f1d2 (x) actua trivialmente sobre hdn(x) y hd (x) es trivial para i=0,...,n-2.

Asi hl:f!—sg! | h(‘) =(h ,s’ofn_1) define una homotopia entre losl-codclos asociados a f.

Yy 9.-
FPor otra parte, si h.:f.—g, es una homotopia en CCZ1, entonces la condicion (nCH 2')
de homotopia quedaria: on
Piaq (h°d")

[Vl QO QO va
f = g

El siguiente lema nos muestra que las clases C y (C1 "generan el conjuntd de

: o

homotopias entre cociclos en SimpI(E.,KG(A.,n ).

.2.19) Lema.-

Cada homotopia h.:f,—» g, entre cociclos f.,qg.:E. —’KG.(A' ,n) , con los morfismos T\}
factorizando por s : Go—-yA para 0 €i &¢n-2 , se descompone como un " producto "'

h, = hli-h!' con h! en (CO y h!' en (C1

Demostracion .- Supongamos h,: f.—»g, una homotopia en las condiciones del
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enunciado, entonces se verifican las condiciones (nCH 1') y (nCH 2').(hodn)

El morfismo simplicial truncado (fo’f]) junto con el morfismo © o\g, verifican
las condiciones de n-cociclo (nCC1) y (nCC2) por tanto definen un n-cociclo al que:deno-
tamos q,: E,—)KGEA.,n) verificando que e q%:E.—i'COSK](G.) . El morfismo

n . .
h =prh 1:E 1—->A nos determina una homotopia h! : f,—q, en € vy el morfismo
n-— n— o i

he: EO—>G1 nos determina una homotopia h'': q.—g. en @1 , siendo h,=h!.hl' .
o

La relacion entre cociclos y torsores .

En este apartado estudiaremos la relacion existente entre los conjuntos de cohomolo-
. n - Mn
gia H y los conjuntos H
Teorema ( de factorizacion de n-cociclos por n-torsores ) .
Sea X unobjetode © y G, un n-hipergrupoide. entonces para cada n-cociclo f. :E,—G.

f _f
de X sobre G, existe un n-torsor .:E,—> G, de X sobre G. y un morfismo simplicial

a.: E.—=E. en HC(X) G.-invariante (i.e. el siguiente triangulo conmuta)

e a. N E.f
f. \ ‘4
G.

verificando la siguiente propiedad universal: Si @ FE —> G. es un n-torsor de X sobre

G. y b.:E.—F. es un morfismo simplicial en HC{X) G,-invariante ( f, = @ b. ) entonces

existe un: morfismo de torsores b. : E.——F, haciendo conmutativo e} diagrama
. f
E. 2 SE.
b. / ;
f. ] ! |
G
, -1
Demostracion.- Por el lema (1.4.38) podemos suponer E.:COSKn (E.) . Si considera-

mos a E. como un n-hipergrupoide y a f, : E.—> G, como un morfismo de n-hipergrupoi-
des, tenemos un funtor

fo= TORS'(X,f) :TORS"(X,E.) —>TORS"(X,G.)
por ser E. un n-hiperrecubrimiento, id:E.—>E, es un n-torsor de X sobre E. y asi

f
X, = f”(idE ) es un n—torsor de X sobre G, teniendose ( ver (1.4.37)) un diagr‘amia conmu-

tativo:
ativo £ a %E.f
f
id .
f.
E. %G-

f . L
En este caso eln-torsor X, puede obtenerse como sigue (recordar la definicidn
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del funtor f ) :
Sea fl:E.—>G, el 1-cociclo asociado a f, ;
E'

E!: . . ‘ ) '
/ ,// N\ \ |
B . . . En__:__j En—1 7 — En—2 51—_350—,——»X

A (E.
1, 1,

/‘: | | /1\\‘ : > G oo G, /206G

G.: . . .
Gn ? n-1

. "Sn—Zdn—Z(xo) X s x])

Entonces el objeto

I
—
—_
0
—
~—

E  ——>G y f'ix )
n-1 n-1 n-1 1

tales que d (x ) = d.(x_)
i o i1

recordemos que f' =f ) X
o o 1
i=0

para todo x ,x, € E
o 1 n-1

simplicial Ef esta dado por ;
f f Y
E =E ,m=0,...n-2, E =coequ (E!'!x &' ———FFE X G' ) donde
m m n-1 1 i 1 ) n-1 G, 1
los elementos de E'1 )én_lGH son ternas (xo,xﬂ,g) = En—1XEn—1XG'1 tales que
d(x )=d(x),i=0...ny f (x)=d (g, loselementos de E' x G' son pares
i o i 1 n-1 1 n-1 0 Gn-.] 1
(x,g) tales que fn 1(x) =d _,(g), los morfismos SD y ¢ estan definidos por '
n- !

. yn=1

‘P(x X, ,9) =(x , f'(x ,x.)g) ( donde f'(x ,x.) g denota la multiplicaciéon en G' )
o 1 o o 1 170 1

estan dados por di( (x,9)) = di(X)

Los operadores caras d.: E _ Ef =
i n=1 n-2 n-2
I s . _ f - f -
y los degeneraciéon s, En—2 En—Z‘) En—1 por si(y) ( Si(y) » S 4 n—2(y) ) )
En dimensiones superiores Ef = COSK

¢( xo,x],g)z (x1 y 9) .

1(Ef):

(hemos denotado por (——) clases en En—]
E1' x G'
Gn—]
‘Pub
E
n—

E . L. E : J'. i
n n - n-1 >
N\ ~N
an_1 /
E

N g LY

X E.: . .. YE'=A(E) : *
s n n > - n-1
f
/‘X.f n
G.: . . .

. f _f

El morfismo X.:E,—> G,

X '
En—1 Gn_1G] f
y X An(Ef ) ——G viene definido por
n n

f

/
f
s o ! , ,
- . > 1/ 0.

n
. f
esta dado por X =°f m=0,1 ...
m m
dﬂ

r
PT_. G'1 — G , aue coiguala a
n—

inducido por la composicion

. -
(P, ¢) ie. ¢ _((9))=d (9
f —_— —
<><n((xo’go)' 1(xn19n)) = g



el Unico elemento de G verificando:
n

[sn_zdn(go), ’Sn—Zdn(gn—Z)' [go, ,gn_1,fn(xo, ,xn)], g:] = g

Por ejemplo :

f
-) Si G, esun grupoide entonces X _((x ,g ),{x ,9))-qg f(x ,x)q
_ 1 o "o 171 o 1 o 1} 1
-) Si G,=K(A,n) para A un objeto grupo abeliano en €
- n

f  —~—~— n+i
()(n((xo,go), ,(xn,gn) ) = fn(xo, ,xn) + g (-1 g.

i
=0
-) Si G. es un n-hipergrupoide filtrado de la folr‘ma KN (Z., n)

&f((x G )y e X g)) = T Xy e x ) A, ey g)
(o] O nn O n N O

. ,
donde X denota la composicion Efn —> 7 X An——72
o
:_———__fG] —_,Go es un 2-hipergru-

-} Por (ltimosi G. = ExG.xG
GO1GO1

f , f
poide filtrado . Entonces E. sera el coigualadorde E! x E —/—/———ZFE, xE--»E

1 1G, ¢ 1 G 1
donde los elementos de E1 ><G E son pares (x,e) & E1XE tales que. d(e) = dof](x)‘ y

0
los de E' X E: sonternas (x ,x

,e) e E xE x E tales que d.(x,)=d.(x ) ,i=0,1,2 vy
1 Go o 1 1 1 i1 i o
d{e) = dof1(x1) , los morfismos ¥ vy ¢ estan definidos por:

Y (x_ox e ) = (xo,?(sodo(xo),xo,x])e)

¢(xo,x],e ) = (x],e )

El morfismo X,:E.—— G, estd dado por :
f f, —— -1
X, =f, s X ((xe)) = C(e) fL60y

(o]

fo(x )
f -1 1 o —1 -1
0(2 ( (xo,eo),(x1 ,e1),(x2,e2) ) = ( e, Fx_»x, ,x2) (e)) e, ((eo) f1(xo)' Q(ez) fi(x) )

f
En general se tiene que el 1-torsor asociado a X. es f;( idE' ) ,esto es,el 1-torsor

f f!
asociado a X. es el 1-torsor por el que se factoriza el 1-cociclo asociado a f,( (D(.)'=O<(. ) ).

f ,
El morfismo a,:E.——+E. esta definido por:

a =idtE == E ,0¢&m¢n-2,
¢ m m m _
a E ——>E por a (x) =(x,s f (x) ) y en dimensiones superiores los in-
n-1 n-1 n-1 n-1 -1 n-1 n-1
ducidos utilizando que E, = COSK €fy .

Comprobemos ahora la propiedad universal: supongamos @.:F. ——=G, un n-torsor vy

un morfismo b,:E.—>F, en HC(X) G.-invariante

En . S E ] T E 2....E1_——:_.—’E:)———»x
n— Nn— C
N sl LA
7 N ) T n—]
F/ ‘\F", — F F.—— X
L/ ! 4,/
v :
G j — G 7 G ... —3G
n —> n-1 ¥ n-2 1 o




.2.21)

.2.22)

-185-

- f _ _ 5’
definimos entonces b,:E.—— F, por : b = bm ,0&mg¢n-2 ,b 1( (x,9)) =b (x)g
s m n-
el Unico elemento de F ! verificando:
n_

: 9, _ 9y _ .
61(bn_1(x),b x)) =B (s _db (x),b —1(X)’bn— (x)7)=g

...,s d b )
n-1 n “n2% 1 *n2%-2"n-1 n 1

( recuerdese que b 1(x)g sera el elemento de F : obtenido al hacer actuar g segin la
n—- A

accion del 1-torsor asociado a {3, sobre el elemento b 1(x). Claramente (b o ,50)
n- n-

es un morfismo simplicial truncado que se extiende de forma (nica a un morfismo simplicial

b.: E.—F, de complejos aumentados. Ademas se verifica :
"y Ty 9, _ gy _
B, bn_1( (x,9) )= ﬁn_1( bn_1(x) ) = ﬁn_1pr‘1(bn_‘(x),bn_](x) ) =
' g _ _ f o
dn ﬁ]( bn_](x) ,bn_,‘(x) ) = dn(g) = D<n_1( (x,9) )
~ _ Sn_1fn-1(x)
y paracada x € E yb a (xX)=b ((x,s f (xX)))=b _(x) =b _(x)
n-1 n-1 n-1 n-1 n-1n-1 n-1 1 n-1

Este teorema(3.2.20) anterior nos dar una interpretacion de los contuntos Hn
en téerminos de torsores asi:

Sea G. un n-hipergrupoide cualquiera, X un objeto en € y "R'" la relacion de
equivalencia en TORSn(X,G.) generada por la relacion binaria; o, X! sii existe un

hiperrecubrimiento T. de X vy un diagrama en Simpl(T)

T,
f f!
E E.
o, Af
G.
que conmute salvo homotopia. Entonces se tiene;

Corolario .-

En las condiciones anteriores se tiene una biyeccion natural
n
TOSR (X,G.)
IIRH

HY(X,6.) =

Notemos que para establecer la relacion de equivalencia ""R" hemos de salirnos del
conjunto TORSn(X,G.) . Las siguientes proposiciones estan dedicadas a estudiar que
ocurre con los torsoresa traves de los que factorizan cociclos homotopicos sobre algunos
tipos de n-hipergrupoides ( grupoides, 2-hipergrupoides filtados ,etc. ) dandose al final
mejores versiones del corolario (3.2.21) en estos casos particulares .

Proposicion.-

f_f
Sean f,,f! :E.—>G, dos 1-cociclos de X sobre el grupoide G, y o :E,—G,,
fl fl
. :E. ——>G, los 1-torsores dados por el teorema(3.2.20),a traves de los cuales facto-
.. f f!
rizan f. y f. respectivamente. Entonces si f, y g. son cociclos homotopicos ™. y X,

NS
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son torsores isomorfos.

-1
Demostracion.— Supongamos h.:f,~—fl una homotopia (entonces f'1=(hodo) f1 (hodl) )
o o
f f!
E y E seran los objetos coigualadores de:
o o
f v f
51( )G1 — ¢ (x) G, — 3 »E
Go o Go 0
|
it ot
{ (o]
(£ y (f ) q' !
E.'x' G —"——=E X'G. — 3 =€
1G, ! ¢’ oGO 1 o
() ) (f)
donde E_ x G_. denota el objeto pullback E.x G, —— G
187 16,71 1
o o
! :

dyf

E,————>G
o

y analogamente para el resto de los objetos pullback que aparecen en el diagrama. Los mor-

fismos Y y ¢ estdn dados por: W(xo,x )=(x fB(x 1% )g) vy (f)(xo,x1,g)= (‘xl,g)
fl

y analogamente ‘P'y (}5' . Definimos entonces t : E (x G1——>E()C<;)G1 por
©Go

o, .~1 .
t (x,9) = (x, ho(x) g) , se verifica entonces que q't c0|guala a ¥ y¢ porloque
t
se tiene un Unico t :E ——>E tal que t g=q't .
o o o o

Consideremos el diagrama

recordemos que p( (x,g) ) =px) v p' ((x,g) ) =p(x) por tanto E —> E
f'
es un triangulo conmutativo. Asi to induce un morfismo simplicial t,:E, —> E,

Por otra parte:

X () = (0 '87) = 4.0 gy =d (@) =X (GT9)
o o o o 1 o 1 o

f! f' ——0o——_1— o} -1
(><1t1 ((xo,go),(xT,gI)) = O<] ((xo,ho(xo) go) .(xY,ho(x]) 91)) =

-1, 0 , o] -1 -1 f ,
- 9% ho(xo) f'I (xo,x1) ho(x'l) 9 7 9 f1(xo’x1) 94 _0(1( (xo,go),(x1,g1) )

por tanto t, es un morfismo de torsores y asi un isomorfismo . //
No podemos aseqgurar que el resultado anterior sea cierto para n-hiperqgrupai-

des cualesquiera ( ni siquiera para hipergrupoides filtrados ). Estudiaremos a continuacion
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que ocurre cuando G, es un 2-hipergrupoide filtrado, para esto necesitamos la siguiente
definicion:
.2.23) Definicion ( Torsores homotbpicamente equivalentes) .
Dos n-torsores :E.,—G, y B:F — G, de X sobre G. se dicen homotbpicamente(equi—
valentes sii existe un isomorfismo de complejos simpliciales aumentados ¥ :E,—F,

%

tal que los triangulos : Y

conmuten salvo homotopia i.e. existen homotopias h,: F3 Y— Ny h XY — r3., ‘donde
hemos denotado q/.':F. — E. al morfismo simplicial inverso de k.P, .
.2.24) Proposicion.-
sea G, un 2-hipergrupoide filtrado, f.,g.:E.—=G, dos 2-cociclos de X yo(f:ES—»G. ,
O(? £9 —5G. los 2-torsoresatraves de los que factorizan f, y g, respectivamente ésegﬁn
el teorema (3.2.20) ). Entonces si f. y g. son homotbpicos, o<f y o(? son homo-

topicamente equivalentes .

———

Demostracion.- Supongamos G, =E x G, x G

| G1_—;G (con @:E.—»G.
GO 1GO (o}

su comple jo de Moore ) probaremos:

. f
(i) Si existe una homotopia h.:f, —»g. en la clase CO , entonces X. vy (X? son

isomorfos .
(ii) Si existe una homotopia h.:f,—sg. en (C] entonces O(f. y x? son homotopi-
camente equivalentes.

Usando entonces que la relacion de homotopia en Simpl(E, ,G.) es de equivalencia y los
lemas (3.2.10) y (3.2.14); si f. y g. son homotdpicos, podemos encontrar una homotopfa
h.: f. —+g. que sea "producto de una homotopia en (CO por otra en G:].asf usando (i) e (ii)
tendremos probado el lema .

(i)  Si h.:f. —»g. es una homotopia en (Co (hz = Sofo ) podemos suponer

1 1 -
h =(sfd  f ,sfd)h =(h,sfd,g): E.———>ExG.x G verificandose:
o o o oo 1 1 o o o ]

1 1 Go 1 Gy !

(CH1) fl o= e(h)g

(CH2) hix.) fix ,x
1 o

L)
1,><2) (h(XZ)) h(xo) = g(xo,x1,x2)

Esta homotopia induce (ver (3.2.12) ) una homotopia h! :f! —sg' entre los 1-cociclos

asociados a f. y g, respectivamente. Aplicando ahora la proposicion (3.2.22) tendremos
1 [}
un isomorfismo t! :E.—-»E? entre los 1-torsores por los que factorizan f! y g' respec-
fV
tivamente, recordemos que t' : E —’Eg
o o o

- - _1
est3 definido por : t'((x,e)) = (x,h(x) e)
o ‘
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f! f '
Puesto que E =E_ vy Eg = Eg si llamamos t_=t' ,
o 1 o) ] 1 fo

el morfismo simplicial

truncado ( t1 ; idE ) define un morfismo simplicial t.: E. ——>Eg.’ de complejos aumentados,

(o]

donde t2:Ef — g3 esta dado por :

2 2

ty(Ox v )olxphe) Bge )) = (it (x ve ) ot Beve ) Goe) )

170 0o "1 2

i
Ya gue t] es un isomorfismo , tambien lo es t., veamos que es un isomorfismo:de
t.

f
torsores , para lo cual hemos de comprobar que el triangulo E, ———— E

conmuta. Por ser t! un isomorfismo de 1-torsores , bastara que veamos que X

1]

t

:E1 x E —FE (g)E por t(x,e) = (x,

coi

elementos t] esta dado por :

SO

oaf\ /

9, f
22 /Xz’
e
2

9 R
D(2t2((xo,eo),(x1,e1),(x2,e2)) = O<2((
N ” 91(X0) “ -1 e~ 1 - RN
( e, h(x1) g(xo,x1 ,xz) ( h(xz) e2) h(xo) e F(eo) C(h(xo))gl(xo)f(ez) G(h(xz))g](xz) ) =

X h(xo)" eo),(x] ,h(x] )—e (x , xz)

( condiciones de homotopia ) =
. F o) -1

o -1
(e1 f(xo,x1,x2) (ez)eo , (’(eo) f1(x0) ) (’(ez) f1(x2) )= ((x ,g 1 g_l) (x 92))

(ii) Supongamos ahora que h.:f.—»g, es una homotopia en (C1 , entonces

2?0 = sf d0 y las condiciones de homotopia quedaran :
o

1
(hd(x))‘1v‘

(CH1) f (hod1) = (hodo) 9,

CH 2) co o (Flx i, ix)) ) = E‘(xo,x x. ) .

1 1772

f
Recordemos que E1 y E? son los coigualadores

¢ f
E;(J)E ———*_______,519)5 d » £
Go ¢ G, l
! [
1t It
@) "P' “’ ‘ v1
e e e 9 I -
1Go $' 1Go 1

donde la notacion para los objetos pullback es analoga a la que utilizamos en (i) . Definimos

(f) (K do(x) )]

(e)) , se verifica entonces que q't
G 1 :
o}
. . . f 9 ] :
igualan a v y CP por lo que existe un Unico t1:E1————>E1 tal que q't = t1q .. Con

o -1
(6o = (x Chgdad™ Dy

claramente (t1 ,idE ) es un morfismo simplicial truncado que induce un morfismo simpli-

(o}

cial t,: E.——rE? que sera un isomorfismo, por serlo t ( notemos que el morfismo inver-

o
de t1 asocia a cada (x,e) &€ E1((>3?) E el elemento (x , (hOdO(X) )(e) ) € E (I) E .

o G
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Consideremos el triangulo Ef L —> E?
of \ %
G.
en dimensidén uno tenemos que: iy (Hd (x)_1 )
g — g (hed_(x)"") o o -1
0(1t1((x,e))=0( (x, ©0° (e))= ¢« (e) ) 91(x):

1

1

= (R80T e (h% () 9.0 = (h%d 60) e F 00 (h2d. () = (h°d (T & ((x,e)) (o)
o o0 o o 1 oo 1 o 1 oo 1 o1

y (j\gdimension dos : . (hzdo(xo)_1) (hzdo(xﬁh (hzdo(’bﬂ)
X t2((xo,eo),(x1,e1),(x2,e2))= x ((xo, (eo),(x1, (e])),(xz, : (e2)):
(h°d (x )7 (0. ) r%d (x0T (h%d (x )T
_ oo (6—1)6()( < %) 10 oo 2 (e) 00 © (e ) =
5 1 0’71’72 2 o :
(h°d (x D (hod (x )1 (hod (x )7TF (x ) (h%d (x )7
0o o -1 o0 o -~ 00 O 1 o o000 O
= (e, ) (f (x ,x.,%x.)) (e.) (e )=
1 o 172 1 2 o)
(h'd ()DL fL0x) (hod (x )7
= ( e] f(xo,x],xz) (e2) eo)= ( X ((xo,eo),(x1,e1),(x2,ez)).
Resumiendo tenemos que :
O dRC=f =X, dh%2g = 9 =t &8
o o0 o o 1 o 0 e} o o

O &%t =)t 04

11 oo 1 o 1 R
(tho(xo,eo) ) ;
o)) = (BTG e )y (e 6re,))

O B

5 t2 ( (xo,eo),(x ,e]),(x

1 2

o f , f . f
por tanto h :EO=E ——»G1 induce una homotopia h! : &, —-—>0(g t. y asi X, vy O(?
o o

son homotopicamente equivalentes /
Por Ultimo estudiaremos que ocurre con los torsoresa traves de los que factorizan
dos n-cociclos sobre un n-hipergrupoide del tipo KG(A.,n ) que sean homotopicos.

.2.25) P roposicibn .-

«_S
Sea G. un grupoide, A .= A = G un objeto grupo abeliano en C/G sobre el que
o 0 ‘
actua casi trivialmente el grupoide G. , f.,g.:E.—> KG(A.,n) dos n-cociclos de' X
f f :
sobre KG(A.,n) y sean X.: E, —-—-rKG(A.,n) ) D(? :E9 ——»KG(A,,n) los n-torsores
a traves de los que factorizan f. y g. seglme! teorema (3.2.20). Entonces si f. y g. son
f

homotopicos entonces X. vy (Xg.; son homotopicamente equivalentes .

Demostracion.~ Podemos suponer por el lema (1.4.38) que E. es un n-hiperrecubrimiento

-1
(E.=COSK" (E.) ), demostraremos :

L f “
(i) Si h.:f.—g. es una homotopia en (Co entonces X, y 0&% son torsores

isomorfos .
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(i) Si h.:f.—s g, es una homotopia en @] entonces O(f y Oﬂ? son homotopica-
mente equivalentes.

A partir de (i) e (ii), usando la proposicion (3.2.16) y el lema (3.2.19 ) se tiene
demostrada esta proposicion .

(1) Si h,:f, g. es una homotopia en (CO entonces los 1-cociclos f. vy g! asocia-

dos a f. y g, son homotbpicos ( ver (3.2.18) ) y por tanto existe un isomorfismo de 1=-tor-
1 1

sores t.: X, —> us.;

f
que induce un isomorfismo de n-torsores t,: E. —»E% .
(ii) Sea h.:f. —s g. una homotopia en (C1 , entonces las condiciones de homotopia
se reducen a :

(nCH1Y) dh =f , dh =g
oo )

1 o o'
(hg dg)
(nCH2") f = g
Recordemos que E; 1Y Eg—l son los coigualadores:
Y
£ B g —% E_ 1(§)A ——Q—»E: 1
GO ¢ GO )
| |
it t
v v n-1
[ 1
e @A —¢ P E9
Go (?) n-1G n- N
los elementos de En lé A  seran pares (x,a)& En 1xA tales que d(a)zfodz— (x) vy
o
los morfismos ¥’y ¢ estan definidos por:
Wix ,x,,8) =(x , Fls_ d(x), urys d (x)x ;x)a)
o 1 o) n-1 0 o n-1 n-1 o o 1
’ ] = ' . 1
¢(xo x,0a) = (x,,a) . " (;hZc{:(x)
( analogamente {'y ¢' ). Definimos t: E X A——>E 2 A por t(x,a) = (x, : (a) ),
n-1Ge n-1Gg ‘

entonces el morfismo camposicion g't coiguala a W y gﬁ por tanto existe un Unico morfis—

f
mo t E — Eg tal que q't=t E ste morfismo junto con los morfismos

q .
n-1 n-1 n-1 n-1 ;
identidades en Ei i=0,1, ... ,n-2 determinan un morfismo simplicial t.:E.,—> ES,; que

” - - - - rd - O -
sera un isomorfismo. Verificandose ademas que el morfismo h :E —-—»G1 determina una
o o

f
homotopia de 0(5.’ t. en (X, /

Notemos que si el grupoide G, tiene a Gozﬂ y h.:f.—» g, es una homotopia en C],
el isomorfismo t.:E.f——>Eg.J dado por la proposicion (3.2.25) (ii) anterior es un isomor-
fismo de torsores, teniendose entonces los corolarios siguientes:

.2.26) Corolario.-
Si G. es un grupoide con Goz M y A un objeto grupo abeliano en €. Entonces si
f., g,:E.—?KG(A.,n) ( donde G,actua trivialmente sobre A ) son dos n-cociclos ,n > 2,

.. f . ,
homotopicos, los n-torsores (X, vy o2 a traves de los que factorizan f. y g, ( segin el
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teorema (3.2.20) ) son isomorfos . En particular este resultado es cierto para los n-hi-

pergrupoides de la forma K(A,n) . |

Las proposiciones anteriores nos permiten dar una interpretacion de los conjur;\tos
(X,G.) en téerminos de'clases de homomotopia'de torsores de X sobre G., cuando. G,
sea; un grupoide, un2-hipergrupoide filtrado o un n-hipergrupoide de ia forma K(G(A,,n) ,
en el siguiente sentido : .
Sea G. un n-hipergrupoide verificando que para cualquier objeto simplicial E.,
la relacion de homotopia en Simpl ( E., G.) sea una relacion de equivalencia { por ejemplo;
G. un grupoide , G, un 2-hipergrupoide filtrado, G. un n-hipergrupoide de la forma KG(A.,n)

o en general cualquier n-hipergrupoide filtrado ) . Denotaremos por Htor‘srb(,G.) ala-

categoria que tiene por objetos a los n-torsores de X sobre G,y por morfismos
f.

E.o(\‘ G.A:E

conmutativos salvo homotopia ( i.e. &, y O(,'f. son homotopicos ) con f, un morfismo de
complejos simpliciales aumentados sobre X . Al conjunto de componentes conexas ae
Htor‘sn(X,G.) lodenotaremos por Htors' [X,G.] . La categoria TORSn(X,G.) es una
subcategoria densa de Htor‘sn(X,G.) .

Si G. es un n-hipergrupoide de la forma KG(A.,n) con Go = T wutilizando el corolario

f.
(3.2.26) tenemos que dado un morfismo de torsores en Htor‘sn(X,G.) E.——— E!

oN—'/

considerando a O(' : E.—> G, como un n-cociclo, existe un isomortismo de torsores

' f
sobre G, E. -————; E.

\ /&oc‘f

Por otro lado, puesto que el cociclo &!f. factorizaa traves del ¢x. , utilizando la propiedad

. ox'f . . ox'f b.
universal de &, existe un morfismo de torsores E. —mmM—— > E!
u‘f\ ‘A
o, )
G.
. P .. n
Deducimos asl que en estas condiciones las clases de un torsor en Htors [X,G.] y on

U o . . . . .
TORS [X,G.] coinciden . Este resultado sera tambien cierto para G. un grupoide (bastara
con utilizar la proposicion (3.2.22). Tenemos asi:

3.2.27) Proposicion.-

Si G, es un grupoide, o un n-hipergrupoide de la forma KG(A.,n) con GO.‘:TI (en
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. . .. n n
particular K(A,n) ) . EIl funtor inclusion TORS (X,G.)&—Htors (X,G.) induce una
biyeccion natural en los conjuntos de componentes conexas

HY(X,G.) = TORS" [X,G.:l“:"Htorsn [x , G.] ]

Como corolario inmediato de (3.2.20 ,25,26 y 27 ) obtenemos el siguiente teorema:
3.2.28)Teorema.-
Sea G,un n-hipergrupoide en las condiciones de la proposicion (3.2.27) anterior.

Entonces se tienen las siguientes biyecciones naturales:

AN(X,G.) = lim [E.,G.] 2 Hiors' [x,e.] Y TORSn[x,G.]:Hn(X,G.) //
E.<HC(X) .

Para G, un 2-hipergrupoide filtrado cualquiera, no podemos asegurar ( en estos
momentos ) : que se tenga una biyeccidon entre los conjuntos Htor‘ézi?(,G.-) y TORSQ[X,.G:\,
sin embargo como corolario inmediato de (3.2.24) deducimos :

3.2.29) Teorema .-

Si G, es un 2-hipergrupoide filtrado, entonces para cada objeto X de C, se tiene

una biyeccion natural:

B 2
Y2 (X,G,) = lim [E.,G,] = Htors [X,G_J .
—_—

E,eHC(X) //
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CAPITULO 4 .- LA SUCESION EXACTA LARGA EN COHOMOLOGIA

NO ABELIANA.

i. .
En todo este capitulo supondremos que X es un objeto en €, Gle—— G, ——?—»G‘.' es

una sucesion exacta corta de grupoides en €y (G.,N.,£) es un grupoide cruzado gene-

ralizado y conexo tal que (G ,N., ./G!) es tambien un grupoide cruzadogeneralizado:

<Ll

Denotaremos por G#f al grupoide cociente de G. por el subgrupoide normal E!. de los en-

domorfismos de G. . Conservaremos ademas las notaciones utilizadas en la nota (3.1.20),
asi : N!, ¢— » N.. » N'!
i 2 0,

Z|

1 :
Q ! !
/o " /

G G G
o o o

sera la sucesion exacta corta de 2-grupoides asociada a los datos anteriores vy

KN(Z'. ,A) ——— KN(Z.,n) S KN(Z./Z.',n)

n >3, las corespondientes sucesiones de los hipergrupoides sistemas de coeficientes (re-
cordemos que Z. y Z! son los grupoides , grupos en €/G , nicleos de los morfismos
o

de grupoides (:G.—)N. y ()./G.' : G! —N. respectivamente ) .

(4.1) LA SUCESION EXACTA DE NUEVE TERMINOS.-

de nueve terminos en ta cohomo-

logia a la sucesion exacta corta de grupoides junto con el grupoide cruzado generalizado.

" LA

En esta seccion asociaremos una "' sucesion exacta

Distinguiremos en toda la seccion dos casos :

CASO A (G =G") .-. Eneste caso A supondremos que los grupoides G, y G.' tienen

—_— ) o

el mismo objeto de objetos, i.e. Go =G'" vy que el morfismo pO es la identidada ,pO:idG
o

(o]
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Si esto ocurre, entonces d :d] :G'1 —_— G y por tanto G, es un objeto grupo enC,;G
o 0 o

contenido en E.= End(G.).

La sucesion G, = ' G1 P, G,' induce una sucesion en conjuntos:
i p
H , .1 C;, x’ _II»H X’Gll
omc(x 61 ) Homc( Gl) omC( )
o equivalentemente : ‘
HO(X,G! ) « L H2(X,G,) = »HO(X, G L

Por ser i. y p. morfismos simpliciales, claramente se verifica que i,y p, llevan
elementos neutros en elementos neutros ( recordar la definicion (3.1.24) ) , por tanto la

sucesion (4.1.1) anterior es una sucesion de " conjuntos con elementos distinguidos .

‘Ademas si f :X——)G] es un morfismo tal que p1f X —-bG'l‘ es un elemento neutro en HO(X,G:'),

P1

esto es existe f : X —>G  talque pf=sf : G'< . »G — G'!
o 1 o 1 1 1
) I =
f
G —/——m==G
/ ©
X T
entonces f = d0p1f y por tanto f iguala al par de morfismos (p] yS dop1) : ,
o !
P1 »
G' = , < > > [N}
1T (Pyrs,dpy) % > G
LT~ f sodop1=Sodo
f =~ -~
T X
existe por tanto f':X ——,»G:I tal que L(f‘} = if'=f . Asila sucesion (4.1.1) es una

sucesion exacta de " conjuntos con elementos distinguidos " .  "

En este caso A extenderemos esta sucesion (4.1.1) en primer lugar a una de nueve
terminos y después en la siguiente seccion a una targa.

CASO B ( caso general ).- El caso B sera el caso general, en él no impondre-
mos ninguna condicidon a la sucesidn exacta corta de grupoides. Sin embargo, necesitare-
mos ''puntear' los conjuntos de cohomologia en dimensidn cero, escogeremos entonces un
elemento neutro al que llamaremos elementd'nulo " . Para esto necesitaremos ademas de
los datos anteriores fijar un morfismo ¢ :X ———»GO , que debera ser dado como dato, la
sucesion (4.1.1) induce ( por restriccidon ) una sucesibn:

He(X,G! ) < - > Hy(X,G.) —Pe— H%x,G")

o)
(o) ‘
donde, recordemos que H(.;(X,G’ ) = {f:X -—-—)G; / dof = ‘f)} y analogamente para G,

y GV . Esta sucesidon es claramente de conjuntos punteados y ademas es exacla en el
. . . . . O .
sentido de que i, es inyectiva y cualquier elemento de H(p(X,G.) que se aplique por p, en

el elemento nulo (s p QP ) en H° (X,G!') estaen laimagen de i,
o o p
)
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En este caso B , extenderemos la sucesion (4.1.2) primero a una de nueve puntos y
luego a una larga .

Los morfismos de conexidon 90 y 91

CASOA (G =G") .
E— o o
Definamos ahora el primer morfismo de conexidn
1
3 H (X,61' ) ————> H (X,G!)

Consideremos el 1-torsor de G sobre G., DEC(G,) —> G., y levantemoslo por pullback
o

via el morfismo i :G! ——G.,:
f
1.3) iY(DECG) ). . . 6136'1 —2 G Pl g
f
pr. l d d
G : . . . . — G o
l o
m . do
DEC(G,): . . . G, X G 26, ———— G
1 G 1 o
Pro
/ / % ,‘
G.: . . . . . > G
)
d
o
Los morfismos fo, : G1>é G' ——)G estan dados por: fo(g,a) =g , f1(g,a) =ga.

Puesto que G' ¢ E.:End(G.) tenemos que *(DEC(G.) ) = COSKO(G*(DEC (G.))) y que
el coigualador de (fo'fl) es el epimorfismo p1:G] —_ G'1' ( ver pg ) por lo tanto
el morfismo proyeccion pr: i*(DEC(G.) ) —G! es un 1-torsor de G'T‘ sobre G!

Para cada f: X ——,»G'1' en HO(X,G',') definimos

1
2(f) = TORS [f,eg] [pr‘,: i"(DEC(G.))——-——>G!]
es decir como la clse en H (X,G!) del 1-torsor de X sobre G! obtenido levantando por

pullback el 1-torsor pr : i¥(DEC(G,) ) —— G! via el morfismo f :

TORS' (f,G! )(HDEC(G.) ) ): . . . (G1G Gy)x X Gy XX ———> X
pr. l l lf
v f
i"DECG.) ) . .. G, é G —;’——: G, __21__,,6'1'
1
pr. lpm ld1
v —
G . . . ) G! do=h g
1 e}
.4) Nota.- Si consideramos a i*(DEC(G.) ) como un grupoide se verifica que

r

Homy, (X,G]) = TORS' [x, ?(DEC(G.) )} , puesto que *DEC(G.) ) = COSK°(*(DEC(G.) ) )

asi el morfismo de conexion coincide con la composicion :
(0]

1 1
HO(X,G'.')zHom(E(X,G"1)‘£TORS] {X,i'(DEC(G.) )] — P s TORS [x,e:] =H (X,G! )
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Notemos que si f:X —>G']' es un morfismo que se factoriza: X

1
o~
5o
Co
i.e. f es un elemento neutro en HO(X,G'.') , levantando el torsor pr. :i"(DEC(G.)) — G!
por pullback via f :
PGMDECG) ) ) L L L Gix Gl X X TG X —————»X
o
| | | |
K. ' ' —_———— ' dozd]
s (i"(DEC(G.)))=DEC(G)): ... G'x G G!' —=2© 1 .G
1G, 1 —————> 0
| |
o
¥ 4 v fo
i(DEC(G.)): . . . . X —_— Y ¢
i"(D (G.)) G1 5 G1 G] G1
° f
1 ]
Y _
G! : . . . G! do=dh g
1 o]

obtenemos un 1-torsor de X sobre G! que factoriza por DEC(G! ),y es un elemento neutro
de Hl(X,G', ) . Asi 90 lleva elementos neutros de HO(X,G!‘ ) en elementos neutros de
H](X,Gl) siendo por tanto 90 un "morfismo de conjuntos con efemen—
tos distinguidos ' . ‘
Definamos ahora el segundo morfismo de conexibn
9,: H'(X, 61 ) ———» HAX, TN )
Puesto que G! es un subgrupoide normal de G, yconsiderando la accion de G, sobre
G! por conjugacion, tenemos que i,:G! G. es un grupoide cruzado y

End(G!) =G ", G,

| (/G I

End(G!) =G! ————N,
es un morfismo de grupoides cruzados que induce un morfismo de 2-grupoides:
G..: .+ 6yl m=——=6,—PL_.aqr
‘/F.. ide H /
Nl.: . . . G ]N1 Z N

1 LGL -

| =t —

[0} O

Notemos que D ,D1: G'1 ] G]—> G] estan definidas por: Do(a,g):g , D1(a,g) =ag
o ‘

asi el coigualador de Do’D1 es p1:G1 ——»6'1' . Ademas G_ = COSKO(G..) y el morfismo

€..:G..—>N!. es un 1-torsor en GPD(C) de G!' sobre N, .

SiX;:E, —— G\' es un 1-torsor de X sobre G'' , (X. puede ser considerado como un
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morfismo en GPD(C). Podemos entonces levantar el torsor ¢.. por pullback via &, vy

obtenemos un 1-torsor en GPD(C) de E.=COSKO(E.) sobre N!, :

xXG.): . . . . (Gr]6)xE. T 3G.xE———E
prl l | l‘x
G.: . . . . olc > G, — G!'
J ! le
NL: ... . GU]N. ZN.

Aplicando ahora el funtor W al morfismo simplicial doble composicién pr F : O(,X(G..)-—» N..

obtenemos un morfismo simplicial :

WG ) ... A GX E—————2E —»X
2 1G" o
W(NL): .o ‘ S ——
(N..) G1>C<5N1)C(5N1 N1—'—“__'Go
o o
que sera ( ver la demostracion del teorema(1.5.9) ) un 2-torsor de X sobre W(N!,) . Ademas
si X:EL\—=>G)' es un 1-torsor de X sobre G!' isomorfo a X:E,—G''; E. =g
PANRLS
G"
¢ == |
tenemos entonces un isomorfismo de 1-torsores sobre N!.: o<, (G..) — X.(G,,)
\‘N:.

y por tanto un isomorfismo de 2-torsores de X sobre WINL): W(XG..) ) —»

=
L
o

definimos entonces:

91 [D(] = [V_V(D(f*(G..) ) —— W(N!.)] E HZ(X,W(NI.) )
Veamos ahora que ocurre al aplicar 91 a un elemento neutro en H1(X,Gl'). Recor-
demos que dar un elemento neutro en H (X,G'') es equivalente a dar un morfismo f:X ———>GO,
el elemento neutro dado por f sera la clase del 1-torsor de X sobre G!' obtenido al levan-
tar por pullback el torsor DEC(G.') ——G!'" via f . Para ver que ocurre al aplicar
91 a un elemento neutro, estudiaremos primero que ocurre al levantar por pullbaék el

torsor (.:G..—>N!. de G!' sobre N!. via el morfismo canonico d :DEC(G!') —G!' vy

luego aplicar el funtor W

dG.y s ... G

_~ ‘/1506'1 1s /63'6061 TV’G{'ES'{
G..: . . . . . G‘1:]G1 JI G1 u G'1' P Jlm
1 2 S;
A / . / * ,/d1 J
o] o]

G
o



Aplicando w obtenenmos
W(d"G..)) :

GII

G! X
1G,

1G,

XG1_:_:;
O

GH‘XG G 3 ']' >GO
verificandose que W(d %G.) ) = COSK (Wd™G..))) por tanto, considerando a W(d*(G..) )
como un 2-hipergrupoide tenemos que H (X,W(d*(G..) )} 2 Homq:(X,Go ) siendo el cuadrado
Hom 1 (X,G ) - H'(X,61)
= l l 2,
H2 (X, (A (G.))) ——————r HE(X, TN )
conmutativo, donde el morfismo H2Z(X,W(d*
por la composicion  W(d*(G..

(G.))) —— H2(X,WINL) )
)) —— W(G..) — W(NL)

es el inducido
Por otra parte el diagrama conmutativo de morfismos de 2-grupoides

G'X G
1G 1
/

s &6
G']G

induce , al aplicar W , undiarama conmutativo de morfismos de 2-hipergrupoides
]
COSK (G)) :

'x G'X G 2 G G
GolGol 1 o
W(d*G,.) ): G"XG' G {1————:::G"Xzf?p
!" 1G, 1 1601
W(G..):

>
Gll
1G5 1 1
A/ Y
DE G'X G.XG G
1G, 1G, 1 >
y este un diagrama conmutativo de aplicaciones entre conjuntos:

o
H2(x,cosk ' (G1))
= ) . \}) )
Homq:(x,G ) l H™(X, WINL) )
TS (X, WG, ) )
asi el cuadrado: :
Hom (X,G ) — H (X,G!")
a o
Iy 2
1 ¥ 2. =
H™(X,COSK (G!)) ————— H (X, W(N!))
es conmutativo y por tanto 0
H2 (X, WINLL) )

1
lleva elementos neutros de H (X,G!') en néutros de



Hemos conseguido asi (en este caso A ) una sucesidon de morfismos de " conjuntos con

elementos distinguidos:
.1.6) HO(X,6!) e—* & H(X,G) —P— 1y

/90

1
H(x,61)— H(x,6.) —P— 1 (x, 60

°(

X,G.")

9'
H2OGWIND) Tt 206N ) —Po 2 TN )

que extiende la sucesion (4.1.1) .

CASO B (caso general ) .-

En este caso, el primer morfismo de conexidn Do asociara a cada morfismo f:X —=G"'
o) 1 ,
en H - (X,G.') laclase de un 1-torsor en H (X,G' ) de forma que al elemento nulo {(p ¥ so)
p o

: 1
en Hgo (X,G.') le asociara la clase del 1-torsor escindido en H (X,G! ) construido a
o

partir de! morfismo Lf :X —>G . Asi este primer morfismo de conexion ira desde el
)

1

conjunto punteado H; LP()(,Gl') al conjunto tambien punteado Hq,(X,G'. )} ( recordemos que
] O

H({,(X,G_' ) es el conjunto H (X,G! ) con elemento distinguido la clase del 1-torsor escindido

asociadoa Y ).
Definamos entonces :

2+ HY (X,6!) — H (.61
o P ¢

Si al igual que en el caso A levantamos el 1-torsor DEC(G.) —s G, por pullback dia el

morfismo i.:G! —» G. obtenemos:

f
*DECG)): . . . G.X G © s ___P __,¢C
160 1 > 1
/ / , f1 /
G!: . . . . G > G
1 l o)
- m d
i DEC(G.) : . ! . .G XG >G, —— 0@ .G
/ /160 ! 7o / 1 ° i
G.: . . . . G — G
1 o

conf ,f :G X G! —— G, definidos por: f (g,a) =g , f (g,a) = ga Claramente el
0" 171G, 1 1 o 1

par (f ,f]) es un par de equivalencia y por tanto un par nicleo, pero en este caso su coi—
o

1

gualador no tiene porque ser p :G1 ———>>G'1’ . Denotemos coequ(fo,f1): p:G]——-;C
( dos elementos gy g' en G1 daran el mismo elemento en C si existe un ae'_G‘1 tal que

g' = ga , esto es equivalente ,por ser G! un subgrupoide normal , a que existan un endo-

merfismo e € E' y una flecha a eG'1 tales que ega=g' ).

Tenemos asi un 1-torsor i*(DEC(G.))—*G! de C sobre G! . Por otra parte ,
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los morfismos p]:G %»G{' y d :G1-—>G coigualana f vy f1 por lo que existen
o) o o

1

morfismos p y d haciendo conmutar los siguientes triangulos :

d d
G <20 G ] > G
0w _ il -7 1
\\\ p ’//
d - -
c - qQ
y tambien el cuadrado: C ——i-——> G'1‘
dl ld
o
G —__DQ_»GH
o o)

ademas si g y g' son dos elementos en G] cond (g) =d (g") y tales que p](g) = pT(g')
o o
en G'1' entonces tambien p(g) = p(g') por tanto el cuadrado anterior es un pullback.
o
Supongamos entonces que f:X ———>G']' es un elemento en H  (X,G!' ) ( entonces

dof =p (-P ) existe por tanto un morfismo f :X ——>C tal que df = ¥ v q? =f:
o

fFYOMDEC(G) ) ) : . . . G, Gy XIIIIl: ’G’-;X————— - X

, o 1FT T T T ! ‘
|
f 1
; fo !
i*DEC(G.)): . . . G.x G —> > C > G

l

G.

o f

o
O —— X <---
G)(———— 04——-
_.CL
_6
K

G ——_0—>G"

—_
A'2

1
Definimos 2 (f) como la clase en H(P(X,G.' ) del 1-torsor de X sobre G! obtenido al
o
levantar por pullback viaf el 1-torsor i*(DEC(G.)) ——>G! de C sobre G!':
— - ]
21 =Tors'[F,ar | [*oec(©.)) — 6] [ #*oeECcEG.)) )—G! € HylX,61) .

. o . ..
Notemos que si f es el elemento nulo en H™ (X,G!') estoes f es la composicion

po _
X ——i-» G —EQ—» G" —S—O—r G’l' entonces el morfismo f esta dado por la composicion
o o]
f:X Wﬁ GO 0, G] P +»C , si levantamos entonces el 1-torsor (*(DEC(G.)) — G
por pullback via la composicion GO S0 G1 —p»C obtenemos el 1-torsor de GO sobre
G :
(s p)‘(i”(DEC(G.) ))EDEC(G! ) : ... G' x G‘ - € D o
o 1 Go ? 1 fo}
J 1 l e
"(DECG) ) : . . . G]’é G, —=———3G, —C
1 " P
G!: . . . G! > G
1 o

¥
por loque 9 (s p (.P) = [‘P (DEC(G!) )——)GlJ que es el elemento nulo en H;(X,Gl) ,
o oo

¢ . . b
asi Do es un morfismo de conjuntos punteados .
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Definamos ahora el siguiente morfismo de conexion 9] . Para definir el morfismo
de conexidn anterior 2  vimos que era imprescindible tener como dato extra el morfismo
o i

(P :X —>G , sin embargo para definir 91 no utilizaremos para nada este morfismo. Defi-
o ,

niremos

D] :H; (X,G' ) ———> HA(X, WNL))
aunque no utilizaremosoque H (X,G!' ) es un conjunto punteado, notemos no obtante
que el morfismo ¢ :X — G c?eter‘mina un elemento "nulo" en HZ(X,W(N.'.) ) con fo que

o
. 2, = . . e s
si denotamos por  Hy(X,W(N.,) ) el correspondiente conjunto punteado, se verificara que

91 [tfeva el etemento nulo en H1 (X,G!") en el elemento nulo distinguido en Hj(Xf,V_V(N.'.) )
pero este hecho no tendra importaoncia a la hora de determinar la exactitud de la sucesion
que vamos a obtener en la cohomologia . Por este motivo, no distinguiremos elementos
"nulos" especiales en dimensiones superiores a uno.

Consideremos ( analogamente a como hicimos en el caso A ) el grupoide cruzado

E! =End(G!) —— G, donde G. actua sobre E! por conjugacion . el morfismo £ :G, —N.

induce un morfismo de grupoides cruzados : E! —— G.

f.
gr (/B rJ\]

y este un morfismo de 2-grupoides:

G

Do , by #
VG..: . ./E‘]G] - /61____1__.-961
. idxp 1 F
N..: ) . ) E']N1 i ;N1 J
[ G G G
/ o} l / o o}
G
o (]

En este caso, sin embargo el coigualador de DO,D1:EI:]G. — G. no es el gr‘upbide G!l'
sino el cociente de G. sobre E! al que hemos denotado por G't' .. Como vimos en la propo-
sicion (1.1.23) existe un morfismo de grupoides f.: ¥ —av que es una equivalencia
esencial fuerte el cual por el teor‘éma (1.4.21) induce una equivalencia de categorfés:
TORS ' (X,G™) :#’,—* TORS ' (X,G!" )
y por tanto una biyeccion: H](X,Gir) EY H](X,G'.' ).
Por otra parte, la sucesion exacta corta de grupoides E!e——» G, —»G# junto
con el grupoide cruzado generalizado €, :G, —» N, estan en las condiciones del caso A
por lo que tenemos definido un morfismo de conexion :
+

2, H(x, 6™ o AW )



.9)

-202-

Entonces el morfismo de conexion ¢. se obtiene como la composicion:

¥ #
] 1 Qr, 1 ¥ 91 2 —
H  (X,GV)=H(X,G!") = H (X,G)) > H (X, WINLL) )
PP
mds explicitamente : Sea (X.:E.—G!' un 1-torsor de X sobre G!' si levantamos este

torsor por pullback via §, obtenemos un torsor de X sobre G. ( ver teorema (1.4.21))
& ¥
J(x): §(E) — G.:H; , levantaremos ahora e! 1-torsor P :G..—>=N!, en GPD(T) de
# ! . ¥
G. sobre N.. por puliback via ¥ ()

(S fe): . . . E]exE ——=6.xE.—>YE.) ——E.
A 3
or J l l ¥l l u.l
p¥ # _J
G : . . . EoG. —2 6. ——=» G ———aGU
P..l l lP. )

N . L . ENIN N. |

y aplicamos ahora el funtor W al diagrama : E! ] G.x E.T—/—3G, x E,

y obtenemos un 2-torsor de X sobre W(Nl,) :

vl 3 ¥
X, .e Ve ! X X —_— X —— X
W( (5(x) ) (G..)) E éo(G1 G?El)(GO>§‘,,E )(G1 G&E1) — G] G"El "GOG"E —X
l Go o l lo
W ) L. L o ! X -
(G..) EéG]GG1 'Gl__—’Go
l ) | |
WNLY: . . L. ' X — 4 —
(N) E X N1(>§ON1 ‘5N1————’GO

o
Notemos que W( (J"(O\.) )*(G..) ) = cosKM W (M) Y¥(G.))) puesto que un elemento
en AZ( W( (6’*(0(.) )’(G..) ) ) viene dado por una terna ( (go,xo),(g1 ,x1),(92 ,x2) ) de ele-
X = i= €
mentos en G,| G1"E1 ( = p](gi) 0(1(xi) , i=0,1,2 ) tal que (go,g1 ,92) AZ(:‘G') y
(x % ,x2) € E2 = AZ(E.) asi aplicando la condicion de cociclo de &, tenemos:
)
D<](Xo)-0<1(><2) = 0<1(x1) = p1(9092) = p1(g]) y puesto que di(9092) = di(g]) , i=0,1,

entonces g 929;1 =e € E' asiel elemento de AZ(W( (B/’(N.) )*(G..) ) ) viene determi-
o

y r ’ ’ 6 ' a X X
nado por (e (go xo) (g2 x2) ) E 5 (G1 G"E1)(G " € )(G] G"E1 ) ( notemos
o 1 OGg o 1 3

1
ademas que por ser E2 =A 2(E.) = AZ(E') , el elemento (xo,—,xz) determina un'Unico

elemento(xo,x1,x2) en EZ) .

La clase del 2-torsor W( (X*(O(.) )‘(G..) ) ————> W(N!) en HZ(X,W(NL) ) es por
definicibdn 2, [rx.]

Si la sucesion exacta corta de grupoides estuviese en las condiciones del CASO A
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entonces GTF: G:'y el morfismo 91 definido aqui coincide con el definido en el caso A.

Por otra parte, si X.:E.——=>G!' es un l-torsor escindido de X sobre G!' enton-
¥
(

- Eid ul Y .
ces Y. (X)) es un l-torsor escindido de X sobre G, vy por tanto o, (OC)] sera un

2 —_ 1
elemento nulo en H (X, W(N'.) ), asi 91 leva elementos neutros de H_ (X,Gl') enele-

2, = Po'f
mentos nulos en H (X,W (N',) ) .

:
Nota.- Este morfismo de conexion 91 lo obtuvimos en el caso de tener una sucesion
exacta corta de grupos ( noabelianos ) y cuando alin no conociamos el funtor W de una
forma mas intuitiva ( aunque de dificil generalizacion ), si transladamos los razonamientos
que haciamos en ese caso al caso de grupoides obtenemos la siguiente version "intuitiva"
del morfismo de conexion 91 :

Dado un 1-torsor X.:E.—G!' de X sobre G!' si lo levantamos por pullback via

el morfismo de grupoides p,: G, —> G!' obtenemos un objeto simplicial aumentado sobre X

sobre el que opera principalmente el grupoide G. :

} . . X . I —— X G X X
\ pE.) . G'|>(<5 G](G"XlG“)EZ ; G]G“E1—' A "Eo——’
p wy o 16171 / ’o / o
G.: . . GX ] - 7
: 16061 > G1 l Go
J
p, E.:. . E2 §E1:—___—;Eo——~r><
% / /
1", " " —_— 1 —p "
G'": . . . . 1>(<5"G1 2 G ____.___,Go
o
El morfismo simplicial p*(o(.) :p‘f (E.) G. no es un torsor de X , ni siquiera verifica

que pf(E.) sea un hiperrecubrimiento de X (no es asferical en dimension dos ) , pero si

tomamos  COSK{P¥(E.) ): ... Az(p"(E.) ) ==6 X,E,7—=6_%,E —X
1

? oGy o
si obtenemos un hiperrecubrimiento de X ( en particular un 2-hiperrecubrimiento), notemos

que COSK1(D"(E.) ) = W( ((.,(ol.) )’(G..) ) ) , ademas se verifica que para cualquier elemen-

to  ((g ,x ),(g.,%x.),(g.,x.)) en A (p*(E.)) el producto g g de elementos en
o o 11 22 2 o

29
G1 es un elemento en E' verificandose que el morfismo
B: Az(p*(t—:.))——+5' '

. -1 . . T
definido por Q ( (go,xo),(g1 ,x1),(92,x2) ) = 9,9,9, , junto con el morfismo S|mp||CIa|

turncado proyeccion :
X o X B ————
G1 G']' E'I Go GL)' o X

prl pr l
G, — G, .

satisfacen las condiciones de cociclo (CC1) y (CC2) (ver nota (3.2.9) ). Tenemos,asi un
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y por composicion

B COSK1(p*(E.) ) ——— W(G..) de X sobre W(G..)
un 2—-cociclo de X sobre W(N!.)
G X E —»X

2-cociclo .
TG0 Y Fne)
——— X —_—
. :;G1G"El —_— G"

l

con el morfismo W (G
cosk'( #(E.) ) : 8, (E))
8. 1 or
W(G..) E‘éoG]XGOG] G, G,
We) l F.l i
E'S N]G == N, G
- )y €lg,)) Este 2-cociclo

(N..)
donde (—”2( (g ,x ),(91,x1),(92,><2)) (g 9,9, , €

o o
resulta ser un 2-torsor de X sobre W(N!.) de forma que
91[uj - [@J :
asi como de los 2-hipergrupoides sis-

sin utilizar la gran

=i

La definicion de este morfismo de conexidbn 2

temas de coeficientes, fueron obtenidos de esta foram "intuitiva
obtenemos una sucesion de " morfismos

que nos proporciona el funtor W
y o0

" Herramienta

Con los morfismos de conexion 9
(X,G.")

de conjuntos conelementos distinguidos
e HO(X,6.) —— Pty 1O
P.Y

O \ -
ka(va. )
Do
1
Py ~H' (X,G!")

L)
1 iy 1
Hp(X,G!) r Hyp (X,G.)
¢ ¢ P
/ ©
I H%xwodn-——i———»HzonguH

2 —
HT (X, WINLL) )
En el siguiente lema veremos como calcular 9] de los elementos en ia imagen de
(X,G)") y nos sera de utilidad cuando provemos la "exactitud "

P HI{,(X,G.) —>H1
Potp

11) anterior .

de la sucesion (
Py H

.1.12) Lema .-
1
triangulo He (X,G.)
po(-P
//a 6.
o o

El
6, .
H7(X, W(N)
8+ es el morfismo inducido por la composicion G, ——> N.“—>W(N!.)

: B ——> Gl el

. Donde
sealX;: F, ——G, un 1-torsor de X sobre G. y sea,
i F. __.____a__ﬁ, !

lzxi

Demostracion. -
, tenemos entonces un diagrama conmutativo
«|
G p- Gll

torsor p‘(o(.)

es conmutativo

(ver (1.4.37) ) , consideremos entonces
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x! (G .. E;] G.x, F S G.x F £
J 1 G
G.: . . . EJG. > G, . G

e. | | |
NL: . . . EJN.

tenemos que 91 [{X':l = [W((X:‘(G..) ) ——’W(N!.)] (ver nota (4.1.10) ). Si levanta-
mos el 1-torsor {,:G,,—= N!., por Pullback via el morfismo composicion X, a.= p.oX. vy

luego aplicamos W obtenemos un diagrama conmutativo:

W( (x.a ) (G.. $G..)) Wit (G..))
pero p*(G,.) = DEC(G..) asi tenemos un diagrama conmutativo: i
< K(F, ,0 : . F. F.
/ / ’ a L 50\ /
ADECG.) ): . . . (E}G)X(E!]G)x kR ——=E!]GxF —> F, X.
G. ! ! l
K(G.,00: . l L G. l 6. =—=—=o.
\ - / /S,, . /
DECG.) = . . . (E]eax Ele) m——=Ee{6. —G.
4 l l d P. i
Ge:t . .. Er]G. G, — G
l ! !
NL: . Er N > N.

donde los morfismos s : K(G.,0) —— DEC(G..) vy s :K(E.,0) —>XDEC(G..) estan inducidos

por la escicion S : G.-———)EI]G. . Asi aplicando tenemos :
o

F. —W(E)—" W(XDEC(G..) y por tanto —_— W((X.'*(G..) )

W

-
g N
Ws) G, — % > WL

G. ————— W(DEC(G..) )
considerando entonces a la composicién F, TN G. 9—"W(Nl.) como un 2-cociclo de
X sobre W(N..) y aplicando el teorema (3.2.20) , teniendo en cuenta que el 2-torsor a
través del que se factoriza este cociclo es la imagen por el funtor 9,, de X,, se tiene
demostrado el lema .

En las dos proposiciones siguientes estudiaremos la "naturalidad"de los morfismos de

conexion .

1.13) Proposicion (naturalidad de los morfismos de conexién en la primera variable')..

Para cualquier morfismo f: Y ——X en C se tienen diagramas conmutativos:
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o Do 1 1 , & 2. =
H (X,G)') —— H, , (X,G!) H (X,G\") ——— H (X, W(N.) )
(p P) (Y) (pot{?)
¥
Fll F‘l ‘F.’l {l
o 1 n ' 9,
(y,G.") H fY,G.') (Y,G!') ———>H (Y W(NL) )
(p«p f) (f4 DW)
Demostracion.- La conmutatividad de los cuadrados anteriores se deduce del hechode
que tanto los morfismos de conexion ¢. , i=0,1, y las aplicaciones f estan definidos
i

mediante colimites y colimites conmutan con colimites.
Proposicion ( naturalidad de los morfismos de conexion en la segunda variable ) .
Los morfismos de conexion ai ,i=0,1 ( y por tanto las sucesiones (4.1.6) y (4.1.11)),

son naturales en la segunda variable en el siguiente sentido :

Dada una sucesion exacta corta de grupoides H.<—— H.,—>»H!' junto c;on un
grupoide cruzado generalizado 6 : H., —M. (y un morfismo LF:X -——760 si la sucesion
de grupoides esta en el caso general B ) verificando que (H.,M.,©0 ) es conexo y que
g /H! :H. ——> M. es tambien un grupoide cruzado generalizado y dados un diagrama con-
mutativo de morfismos de grupoides

G ¥— G. > Gl

R

H. < — H. »H!

e.

y un morfismo de grupoides cruzados generatizados G, ———> N,

|, I

H. ———— M,

el cual induce el siguiente diagrama conmutativo de morfismos de 2-grupoides

L S N, SN
| f.o] f'.'.J
My, = M.. o

donde M!.. y M.. son los 2-grupoides asociados a los grupoides cruzados

€ JEnd(H)):End(H!) — M. y 8/End(H.): End(H.) —> M. respectivamente y M'\ es

el 2-grupoide cociente de M.. por ML, . Entonces los cuadrados
H?poum(x'c"' ) B b (X, (]pCP)(x 61 ) — 2 12, WONL) )
oy l (a) o fu J (b) L

(p Hglx M) — % Hm(x,H:) |—i1o1c qg)x ) — 2 W2 (kML) )

son conmutativos .

d
Demostracion.- Haremos la demostracion suponiendo que ambas sucesiones exactas
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cortas de grupoides estan en el caso A. Los demas casos se demostrarian de forma analoga.

La conmutatividad del cuadrado (a) se deduce inmediatamente de la conmutatividad del

siguiente diagrama: ¥
PDEC(G.) —PECUD ey
/ 1 £ /
G l > H!
DEC(G.) DEC(F.) > DEC(H.)
i i
/ f, /
G. > H.

Asi mismo la conmutatividad del cuadrado (b) se deduce de ia conmutatividad de! dia-

grama

c.lc G. > Gl
ixf. | t/ | S
HLJH, = H, - H
1k
GLIN. —N.
HL M. ol

y de que el funtor W estd definido utilizando colimites ( y colimites conmutan co colimites) .
La exactitud.
.1.15) Teorema ( La exactitud CASO A GozGc')' ).
La sucesion (4.1.6)

HO(X,G! ) —* 5 H%X,6.) —P2= > HOX,G!)

2
] ' i' 1 Px 1 "
H (X,G6!) —F—>» H (X,6.) ——~—— H (X,G!")
)
2, = e 2., = P, 2,0 =
HYOGWING) ) ——————— H (X, WINL) ) —2—— H (X, WINLL ) )
de conjuntos con elementos distinguidos y morfismos entre ellos, es exacta en el siguiente
sentido: i
(i)  Un elemento esta en la imagen de cualquiera de los morfismos i, sii
su imagen por el morfismo p, es un elemento neutro .
(ii)  Un elemento esta en la imagen de cualquiera de los morfismos Py Sii
su imagen por el correspondiente morfismo de conexion (9 6 91 ) es un elemento neutro.
o
(iii)  Un elemento esta en la imagen de @ sii su imagen por iy, es un elemento
(o]
neutro y estara en la imagen de a1 sii su imagen por iy es un elemento nulo .

Demostracion. -
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e
Ho(X,6.) —Pt  _1o%x,6v) -2 LR (X.G6l)
f € lmglp,) & Do(f) = neutro

=) Supongamos un morfismo f :X —» 61 y probemos que o (p1f ) es un elemento neutro.

consideremos el diagrama:

#,. ¥ . ' '
(*(DECG) )Y: . .. . G1>é Gx G1%<>( .____,61)%)( —_— X
| K |
! |
¥ . ) ) ——py 1
DEC(G(DEC(G.) ): . . . G,IEG1gG1 ._.____.616(31 -——~———>G1
l o o) o
! 3 ! L
i *(DEC(G.) ): . . . G,% 6 G, ———pl—._>e']'
f
\ ° \ o | \ \
DEC(GY: . . l Gl x G O
/ / o l/
Gs: . G! > G
1 d =d o

, 1
Bo(p1f) sera la clase en H (X,G!) del torsor: f¥(* (DEC(G.)) ) ——— G!

e

DEC(GY)

1
que factoriza por DEC(G!) y por tanto sera un elemento neutro en H (X,G.) (ver (1.4.14).

&) Supongamos f :X—)GH' tal que Bo(f) es un elemento neutro entonces f*(i*(DEC(G.) ))

es un objeto simplicial escindido, ast existe s:X -—)G]>; X tal que prT S = id>< .
Sea f'= pr.s: : X ——>G1 , claramente f = p,'f' € Img( p,) .

1
HOx, 6w ) —20 & Wix,61) — = 1l(x,6.)

Té Img( 90) & W(Y) =neutro .

=) Sea f: X ——)Gll' un morfismo , veamos que i"(ao(f) ) es un elemento neutro. Con-
sideremos el siguiente diagrama conmutativo:
¥ . x
. . . . ! kg * —_——
(i* (DEC(G.) ) ) G, 6061 x X F G x X X
o 1 | I
it(D J): ... X G' —» —_— .o
i *(DEC(G.) ) G]GG] ﬁ)G] G1
o
l l \ ld‘ d
o
TS N '] < — GO
N 1] d
i.f DEC(G): . . f /616 G, /= G, _ G,
/ _Pr o ” /1
G.: . . . . G
1 —>
La conmutatividad del cuadrado : f*(i*(DEC(G.) ) ) ————— G

| I

DEC(G.) > G,
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¥
implica !'a conmutatividad del cuadrado : ' (i* (DEC(G.) )) ——»(dof) (DEC(G.) )
Gl < - > G,

donde el morfismo £~ (i* (DEC(G.) ) ) ——— (dof)*(DEC(G.) ) esta inducido por el morfis-

mo proyeccion F(i*(DEC(G.) ) ) —— DEC(G.) , asi por el lema (1.4.19) tenemos que
P, l:f*(i *(DEC(G.) ) ) ——PG'.] = [(dof ),(DEC(G.) ) — G.} que es un elemento neutro

en H1(><,G.) .
1
<) Sea X.: F. — G' un 1-torsor tal que i,[(x.] es un elemento neutro en H (X,G.),

entonces por (1.4.14) existe un morfismo G-invariante i,(F,)—>DEC(G.) . Utilizando

i
ahora la adjuncion OPER(G) ‘_|_'—! OPER(G,) el morfismo b induce un morfismo
i w
Gl.-invariante: a
Fo-- === - - > i'(DEC(G.) )
iy (F.) - - DEC(G.)
Ahora, puesto que la composicion &X.=pr, 8, : F, -ﬁ—> i*(DEC(G.) ) ~22 5 G'  es un
1-torsor vy tambien lo es pn: i’(DEC(G.) ) —> G, Q es un torsor de X sobre G :
/T F —X
o [}
lp‘l l@o | 9-1
v
DEC(G ) ). G] _— G{l'
2 w o\,
. . . G
o

Por otra parte, por ser las dos sucesiones que aparecen en el siguiente diagrama exac-
tas en el sentido de Barr y ser el cuadrado de ta izquierda un pullback ,
. . F R F —_—a»X
i@ l"* lﬁa 191

| —_— "
—_—
DECG)) G'IGG G1 G'I

aplicando el lema de GrothendiecK ( [3] ) el cuadrado de |la derecha sera giambier\
un pullback y por tanto F. 2 @_"1(;’(DEC(G.) ) ) verificandose entonces que [0(.]; ao( (3_1)
H (X, 60 — =5 1'(x,6.) —P2eH'(x,61)
\{ € Imgliy) <=2 p,(¥) = neutro
=) Sea X,:F, —> G, un 1-torsor de X sobre G'.. Puesto que la composicidn p, i.
factoriza a través del complejo simplicial constante K (G(‘)',O) tambien factoriza a t;*avés

de DEC(GY): oGle" g, —P- Lgv

K(G‘o' ,0) DEC(GY)
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asi el cuadrado F. DEC(GY )

<. | _ |

p. 1.

G| G‘l
es conmutativo donde el morfismo F.-——> DEC(GY') esta dado por la composicion

F.: F ————>F —9 X
1 o)

l lomdf, l“-]do }‘(—1

K(G" ,0): « e G'"'' m—/——— G" ———=G"'
o o ) o
l l <s ,S 5 l S, l

DEC(GY): . . . G']"é“G']' "_—__,_’G'{ ——-——*GO

1
asi ( p,i.)'lio(,}: [o(;]r (DEC(G" ))] que es un elemento neutro en H (X,GV ) .

Supongamos ahora ,:F. —> G, un 1-torsor de X sobre G, tal que Pe [o(] es un

b
elemento neutro. Existe entonces (1.4.14 ) un morfismo G''-invariante p'(F,) ——— DEC(GY),

N
.

p!
utilizando la adjuncion OPERI(G.) ‘_pT'i OPER(GY ) , b induce un morfismo Gi-inva-
riante: B. * "
Fp -—==-= > p¥*(DEC(GY) )
R (F.) — DEC(GY)

y puesto que la composicion X,=pr, 3.: R ——>p* (DEC(G') ) ——> G. esun torsor vy
pr,: p¥ (DEC(GY) ——> G. es una fibracion exacta entonces {3.: F. — p¥ (DEC(GY) ) es un

torsor de X . Por otra parte, el morfismo f.:G, ——>p*(DEC(GY) ) :
= d1

"nx _— "
G G1 T G]

G G
o
1]
l an Gn -—T_*G"]
7 G
o
definido por f =s :G —s G"' y G —G''X G i f.ia——f (a) =(s d (a),a)
o o o 1 IGO 1 1 0 0
es una equivalencia esencial, puesto que :
f
(1.1.12)(a) El cuadrado G,l' —_1 s G',"é G1
o
(d ,d}l l idxp,
JexSo
G xG —_— G!'"x G''

1

es un pullback vy
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G_x.,(G1 X G) —LG'{ X G MG']'

(1.1.12)(b) el morfismo composiciébn n : oG'1' ; 8.0
| -
o

G e -G

. - 0
es un epimorfismo . 4

Asi (por el teorema (5.9) de Duskin [27] ver (1.4.21) ), f.induce una equivalen-

'd 1 - » N
cia de categorias f,: TORS1(X,G'.) ——> TORS (X,p¥(DEC(G!) )) . Existira por
tanto un 1-torsor oL :F, —> G\ de X sobre G\ tal que f,(x\) = B. y consecuente-

mente : i () =(pr,f)(xX.)=pr (f,(x.)) = pr,(B) = pr.B. = X, , donde

pr.: p¥(DEC(GY) ) —> G. es el morfismo proyeccion. Notemos que pr(f) = pr. . por
ser pr. una fibracion exacta. Concluimos entonces que:

[(X.]: i [(x‘.J € Imgli,)

H' (X, 6. — B 1,60 — 21, 12, N )
S € lmglp) &= 91( ?’) = neutro
=) Por el lema (4.1.12) el cuadrado : H'(X,G.) —— P+ H'(x,6u) |
P*l ' N\ 191
OGN — B 20X, TN )

es conmutativo y por tanto si ?’e Img(py) entonces ?)](‘f) es un elemento neutro ( re-
2 -
cordar que los elementos neutros en H (X,W(N.,) ) son aquellos en la imagen de Uy ).

un lT-torsor de X sobre G)', consideremos el diagrama

&) Sea (X,:F, G
xXc.): ... GL]G.x F —/———3 G.x . ————F.
l | lpn lm.
Gou:t . . . G!] G. 3 G, — G
e.| | |
NL: . . . G.{N. = N.

F , tenemos que G.x F. es un grupoide y la proyeccion

puesto que pX(F,) < G.x
x. .
Si demostramos que TORS1 [X,G.x”‘f:.]#: )

o,

X
pr.: G.x FF —> G, es una fibracion exacta .
<.
entonces para @ T. —G,x F. un torsor de X sobre G.x F, se tiene que la composicion
o< o<,

pr. .: T. —» G. es un torsor de X sbre G,verificandose que el cuadrado

H. -—Q————» G.x F, —F.
o,
pn@.l lN.
G. p. > G|.| [

es conmutativo y asi R, [pr‘, @] = [o(,] por lo tanto [(X:, sera un elemento en Imglp, ) .

Demostremos entonces que si 91 X.| es un elemento neutro, se verifica que

1
TORS [X,G.x F. ] # ¢ . Notemos que el grupoide G.:( F. es el grupoide fibra del
N. L]

2-torsor W (xX*(G..) ) — > W(NL,) de X sobre W(N!.) y que para demstrar que
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TORS1 [X, G.x F.] # ¢ bastara con probar que existe un 2-torsor X' :F! —?W(Nl,)
de X enla clabs(t.e de W(C(G.)) ——W(NL,) es decir con [D('_] = 9] [(X] ver‘ificanéo que
TORS' [x.6En] + 4.

Por ser 91 [D(} un elemento neutro en HZ(X,W(N'..) ) existe un 1-torsor
7.: T.—— N. de X tal que Ou(v.) = 9] [0(1 . Sea (1)=&l :E.— W(NL),
considerando a ¥l. como un 2-torsor, su fibra es T. y por tanto existe un morfismo de
grupoides F. — G(F!) vy asi una aplicacion TORS1 [X,T.] —»TORS1 [X,G.(F.')}.
Ahora bien, id:7. ——> T. es un torsor de X sobre T.entonces TORS] [X,T.] * QS
implica que TORS] [X,‘G,(F.')] = 0 y como consecuencia "I"ORS1 [X,G,g( F.] /) \.

Hx, e —1 HAOGTINT ) ) —— e WX, TN )

?6 |mg(?1) — i,(?)=nulo

=) Sea ,:F. —>G.' un torsor de X , veamos que iy 91 [o(} es un elemento nulo.
Consideremos el diagrama:
oGy ... G‘.:]G.é(( = $GxF ———F
l ' l lb(.
e 3 6. ——— G
GIIN. =X > N.\
I
| - . &le. — °
e
E.IN. — N
donde H.. es el 2-grupoide asociado al grupoide cruzado End(G,)=E,—— G, Elgsiguien—
te diagrama conmutativo de morfismos de 2-grupoides : G,&———— H..
e.] Je.
NLE— > N..
induce un cuadrado conmutativo: HZ(X,W(G..) ) — 2 HZ(X,V_V(H..) )
A e}
H2 (X, WNL) ) L HE (X, W) ) |
Notemos ahora aue i,0[x]= iy gfte.) £% 6. )= i, [O{(G..)ere..} por otra pdrte
W(H..) = COSK (G.) y asi todo elemento en la imagen de ¢, (en particular i,'a] [0(.} )
es un elemento nulo .
) Sea ?e HZ(X,W(NL.) ) tal que i,(}') sea un elemento nulo de HZ(X,W(N..) ),

tomemos un 2-torsor X, :F, —>W(N..) verificando que [D(.]:? y que X,= W(X.3) para

..t o= N!, un 1-torsor en GPD(Q) tal que se tenga un diagrama conmutativo:
[o%¢
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" S
G(F ) pokors OF ) ————=G(F) —»COSKE(F. )
! l
GL] N. é\ ’
L E.]G. I G, !
<

]
- N./e.

E.]N.

( podemos encontrar este 2-torsor (X, por ser iy () un elemento neutro y por el teore-

a (1.5.9) ) Notemos que ¢! :H.—N., es una fibracion exacta y que el cuadrado

B..

conmutativo F.—— H.,

. e

NI, —=—» N,

induce un morfismo N,, -invariante ( utilizando (1.4.19) ) : |,(F ) -——'——» H..
i!

Utilizando ahora la adjuncion OPER(N!,) -i_,OF’ER(N..) el morfismo F induce un

morfismo N, -invariante (.. :

AL y
F.—— === - —>i'(H.)2G
i*([:.,) B— - H'- i
haciendo por tanto conmutar el triang lo F.. ————ﬁ————> G..

u\/

Por ser ..y f.. fibraciones exactas, tambien lo sera @..y asi #: K. —— G..sera un
1-torsor de COSKO(F. ) sobre G.,, pero como G,,= COSKO(G..) aplicando el lema de

Grothendiech (3] ) al diagrama

—_— (o)
G(R ) pgko(r OF ) m——= G(R) ——>COSK"(F )
J . lP’"' 153-1.
E! j G. > G. G!'

en el que ambas sucesiones son exactas y el cuadrado de la izquierda es un puliback en

Simpl(C), tenemos que el cuadrado de la derecha sera tambien un pullback vy asfi

Fo= B

_1,
Si (3 1:COSKQ(F.) ——>GY' fuese un l-torsor de X sobre G!' la demostracion

habria concluido pues claramente se tendria ’()] [{3' = |D<| Si ﬁ‘ . Nno es un
1-torsor de X, puesto que siempre es un l-cociclo, factorizamos a ﬁ ! . por el 1-torsor
de X sobre G.'siguiendo el teorema (3.2.20) si denotamos a este torsor por .- G.'

¥
tenemos un morfismo G, -invariante entre Qy(G..) y @ 1(G..) que induce un morfismo

de 2-torsores : W(YZ (G..)) —————> W(F.,) =

W('Z\A /

W(N'.)
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verificandose entonces que @] [\7] = [Ok] .
Por Gitimo , la exactitud en: H (X, W(N'.)) LHZ(X,W(N..) ) Pe, (X,W(Nll) )
se deduce de las anteriores de la siguiente forma ; Sea Je HZ(X,V_V(N“) )y
o, F,—>N,, un 1-torsor en GPD(C) de cosko(p) y p€ RE(X), sobre N_ tal que
wd,, ) = q W(F, ) =F, —> W(N_) seaun representante de / ( ver teorema(l. .‘:’5.9)).
Para el objeto cosko(p) en GPD(C), puesto que la sucesién N! <> N, —N!' ‘es
una sucesion exacta corta de grupoides en GPD(C) tenemos una sucesion |
TORS' [cosk°(p),N;,] =, T0RS' [cosko(p),N,.] 2% TORS' [cosk(p) N;;]
que podemos probar de una forma totalmente analoga a la que utilizamos para probar la
exactitud en H1(X,G_) ( aunque la sucesion N, ~—N_  —»N'' no esté en las condiciones
del caso A ) que es exacta . Asi [O(,,]e Img(ix) ~ P, [cx“] es un elemento neut;o en
TORS1 cosko(p),N'._'] y puesto que al aplicar el funtor W a un 1-torsor en
TORS1(cosko(p),N:'_ ) cuya clase sea un elemento neutro en TORS] Cosko(p),N:L] obte—
nemos un 2-torsor en TORSZ(X,W(N:: ) ) cuya clase es un elemento neutro en HZ(X,W(NP,) ),
la exactitud anterior implica que 7 = [d’]elmg(ix) = p*(?) es un elemento neutro en
R0 N ) )
4.1.16) Teorema ( La exactitud CASO B , caso general ) .

La sucesion (4.1.11)

HY (X,GL ) — " 1o (X,6.) —P = 1° (X5l
¢ ¢ ¢

90 pO
Hp(x,60) — 1 b6 —22u W' (x,0)
? P

HE O ING) ) S o 120, NG ) —P s AN ) )

de conjuntos con elementos distinguidos y morfismos entre ellos es exacta en el siguiente

sentido :

(i)  Un elemento esta en la imagen de cualquiera de los morfismos iy sii su imagen
por el correspondiente morfismo p, es un elemento neutro. 3
(i1)  Un elemento esta en la imagen de cualquiera de los morfismos p, sii su imagen

por el correspondiente morfismo de conexidon (2 6 . ) es un elemento neutro
o ,

1

(ii7)  Un elemento esta en la imagen de ’()O ( 91 ) sii su imagen por i, es el

elemento nulo en Hl?(X,G,' ) ( es un elemento nulo en HZ(X,W(N.'.) ) )

Demostracidn - La demostracion de este teorema es totalmente analoga o la del

teorema (4.1.15) anterior. Notemos que en el Unico punto donde el enunciado de la exacti-

tud varia de la del teorema (4.1.15) es en:

HO 6,60 ) — 25 Wlx,61) — HY(X,G.)

Po
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ahora, si f: X — G" es un elemento en H° (X,GV ) vy f: X ———>C es el mor-
0

fismo inducido por f ( recordemos que C = coec?g (fo,f]:G1 éOG]' —»G] ) vy que el
cuadrado: C S G]"
dl l d
G, P G

1
es un pullback }, el elemento neutro i,'c)o(f) es la clase en H (X,G.) del torsor
- - ¥
(df )’(DEC(G.)) —> G., perocomo df =P dicho elemento neutro es LP (DEC(G.)) — G.

1
que es el elemento nulo en HL?(X,G.) i

LA SUCESION EXACTA LARGA . -

Extenderemos en este apartado las sucesiones exactas (4.1.6) y (4.1.11) al infinito.
Puesto que los tres Ultimos puntos de ambas sucesiones coinciden, no necesitaremos dis-
tinguir aqui entre los casos A y B,

Los morfismos de conexion en dimensiones superiores .

Definiremos ahora el morfismo de conexion ¥

2 W ' 3 1
Dz. HOOGWINL) ) ————HOGK(28,3))

Como hemos dicho en repetidas ocasiones, |la sucesion N!,& N.. » N!! es una

sucesion exacta corta de grupoides en GPD(C) y el morfismo canonico
Goet Noe —— INT(N..) = COSKO(N..) nos determina , al igual que su restriccion a Nl,;, dos

grupcides cruzados generalizados. Los 2-grupoides en GPD(C) asociados a los grupoides

grupoides cruzados f..:End(N!.) — cosk’(N..) y . @g:EndN.) — COSKO(NL.)
seran Z' y 2Z , siendo WZ(Z')= KNEZ'. ,3)  y W2(2)= KNSZ.,3) .

Aplicando ahora los resultados obtenidos en (4.1 ) a la sucesién N!, = N,, —'N!'!
junto con el grupoide cruzado generalizado € N..——-’COSKO(N..), obtenemos para cada
epimorfismo regular p : E —» X un morfismo de conexion '

2" . TORS' [cosk®(p),NLL] —— TORS? [cosko(p),V—V(Z‘)]
que se construye utilizando pullback y el funtor W, Utitizando el mismo metodo, po-
demos definir un morfismo de "conexidn"

’_a—lp :T_or*_&‘_,_:I [cosko(p),Nl!J —_— T_ori2 [cosko(p),.V—V_(Z'il
( recordar que las categorias Tors tienen por objetos los torsores y por morfismos los
morfismos simpliciales dobles ''invariantes' respecto del hipergrupoide sistema de coefi~

cientes que inducen un endomorfismo, no necesariamente la identidad,de complejossimplicia-

les aumentados en la aumentacion ) .
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Puesto que la definicion de 5? esta dada mediante colimites, este sera natural

en la primera variable, en el siguiente sentido: Para cada morfismo fip —=p en RE(X)

el cuadrado - p

9

Tﬁ] [cosko(p'),N_’,'] ]'g‘_gz [cosko(p'),W(Z')]

fwl — b Lf;

1 9 2 _
Tors [cosko(p),N','_:I Tors [cosko(p), W(Z')]
es conmutativo. Consecuentemente, estos morfismos 75p inducen un Onico morfismo
= 1 — 2 —
D, OGN = TimTorSkosk®(p) 1| —— tigTofEosk (), W(Z1) | = ME(X, W(Z")
peRE(X) pe RE(X)

definimos entonces el morfismo DZ como la composicion

HEOGTINGD ) 2 OGN 21

HZ(X,W(Z‘)
N

ToRs3 [x,Wz(z')]

|

3 !
HT(X, K (2153))

1

2 = 1
donde el isomorfismo @ s HT(X,WINLLY) ) ——— H (X,N}!) esta dado por el teorema(1.5.9)
y el morfismo L lo definimos en (1.5.12) . Notemos que la naturalidad de los morfismos

r()p

implican la naturalidad de 9

1 2
Calculemos ahora explicitamente este morfismo de conexion 92 : Sea
o, : F. — W(N!!) un 2-torsor de X sobre W(N!') y denotemos por X  al morfismo
- x — —
composicion X : FZ -2 E/E|6 N'l>(<3 N1 —pz—’ E/E' . Recordemos que las condi-
o

ciones de cociclo para o<, son :

(CC1) g (x (xo,x1,x2))-0<1(xo)-0<1(x2) = D<1(x1)
(><1(x0)'1 . . _
(CCZ) (D< (xo,y1,y2) . D((ley1’22)-o((xo)x]yx2) ) ZN(Xzsyzvzz)

para todo elemento

o 1 2
x Y Yy
o} 1 2
¢ = e A (F)=F
><1 y1 22 3
o Yo %2
(ver nota(3.2.9)) . Sea F, el objeto pullbacken Simpl(T)
E . . . F —]//Mm/m = F F —X
/ / 2 1 o
WN..) J E | A . 'A’l
el ¢ . . . X _.—..__.;
G N1G ¢ 173 o
F = F ——||—%F —m=X
1"y . °
W(NL) - . . . E/EéNéN N1 ___.__,Go
o o
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Los elementos de F.. seran pares de ternas ( (e,n ,n1),(x y X
o o

2

€(E X x

o 1G, 2

talesque X (x )=n , X _.(x.)=n y e = &(x ,X.,X%.) ; donde R,izO,W,y
1 o o) 1 2 ] o 12 i

e seran los elementos imagenes por los morfismos N_—=» N

. ]yEHE/E‘ de n, y e.

s |

Los morfismos d.: EZ —+E1 estan dados por :
i

d ((e,n ,n),(x ,x_,x))= (n ,x)
o o 1 o 2 o o

1

dl((e,no,n1),(xo,x1,x2))= ( ¢(e) NNy X )

d2( (e,no,nl),(xo,xwxz) ) = (n1,x2 ),

t -¢(8)nn, =0 (X o< - |
notemos que P (e) N ¢ (e) NN ¢ (X (xo'xl’XZ)) 1(xo) 0(1(x2) D(](x1)
por la condicion de cociclo (CC1). Un elemento genérico ?’ de A 3(F. ) sera de
la forma

n_1 n—1
-1 o, -1 -1 -1 o -1+
= AL ’ IARIE) ’ ’ ’ ’ Ny y t
T ((eo n n1) (e1 n n2) (e2 €(eo) o, ¢( (eoezel))nz) (e3 NN, e (eo e2e1)n2)‘ )
#t
S ,
SRS S
donde E = e N (F)=F
X y z 3 3
1 1 2
]
oo Y2 % B

t' f i M e = X e = % y y 5 e = o f ’ y e = 0( y y
satis ac_lendc; 1 e D((xo,x1,x2) , e1 o<(xo 2 y2) e, o((x,| Y, 22) e3 ; (xz 222)
y e M(e' e e) € 2 . Ahora, puesto que

3 o 2 1 N .

r-'f] L (x )

Ol ele) = X ) O Rk g ox ) S TR (x Lyly))

‘3 o %2 %17 T T WYy %o X172 X102, o' Y17Y2
n)
-1 4

es un elemento trivial en E/E’, tenemos que e3 o(eo e2 e1 ) es un elemento en E'
y por tanto en Z2' . .

Definimos entonces E : A3(E.) —>2Z' por ﬁ(t): o(e3) e_1e_21e1 , veamos
gue este morfismo verifica la condicion (3-CC2) de cociclo ( ver (3.2.15)): Un elgmen—
to en COSKz(i?. )4 estara dado por una matriz:

Eo (eo,no,n1) (e1,no,n2) (ez,t,#) (e3,4r,x') s
by (e inginy) (el n_snt) (e, wow) (ehyem) T,
I t " n "
hZ (e1',no,n2) —1 (el,no,nz) (ez,t,l) (63,*,*) T2
t - (e,, fle )n n r1_-1 ( no( -1 —1. ’n) (e ) (e" . x, %) (" ) T
3 -2v o o 1» 1 e eo QZL] n2 02,1, x e2, y 03,11, 3
n—'l
-1 o -1 - ' ) n a) (e™ ) ?
l:4 (e3,n.‘,n1 & (eoe2e1)n2) (e3,*,' (e3,*,' ey * 4

donde "« ' denota a los corespondientes elementos de N determinados por los dqs

1
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.
elementos de cada fila y ( \(O, 7], ‘{2, }'3, '}’ ) es un elemento de F4: COSK (F.)4

e .
o
N “ 1% “ R
El producto alternado °© (@(? ))-@( 33) -?( ?2)'§( ?1) . p( ?o) =
= (nn)(e"') no(e—1e"_1e )(e 1e ) e )non](e"‘ 1) r‘o(e”) (e—1e"—]e' )(e'—]e‘e )no(e'f_])
33 2 2 2 3 3 1 1 1 20 3
n
o -1 4
(63) (eo e, eo) = s do(no)

( para probar la Gltima igualdad bastara con utilizar que la accidon de N. sobre Z' es casi

trivial y que Z! es un objeto grupo abeliano ). Asi @ verifica la condicion de cociclo
(3-CC2) i podemos entonces definir ﬁ COSK (F) —_ K (Z.,3 ) por :
COSKA(F ) : AR == F, ==

3 L6 162

KNEZi,3): .. .z'é0A3 E /A

TH

—=F -F —=»X
o ©

R

1 ’

-—

Z

2 o

poﬁ

= :—: N X —_—
po o(o Fo Fo-—)Go ﬁ] —Pr F FNN N p2

1N 2

pz( (e,no,n1),(xo,x1,x2) ) = ( N, € (e) NNy n1) y @3= ( {5 ) @'3):A3(?.-) —:Z'é& A

o 3

con p3 : 3(F. ) —*A el Unico morfizsmo inducidoc por ﬁz
Por otra parte se tiene que COSK (F,) es asferical y que un elemento ?’é A (F.)

queda totalmente determinado por (3 (%) junto cualesquiera tres elementos del con-

junto { do( \f ),d1( 3 ),dz( 7 ),d3( T )] y por tanto p, es un 3-torsor de X sobre

KN.(ZI ,3), siendo
9, [(x.] B [@]

Notemos que si .: F. —* W(N‘.‘.) es un torsor que determina un elemento nulo K = [D(.:l
en HZ(X,W(NL') ), entonces el 1-torsor en GPD(T) de COSK®(F.) sobre N!! asociado

a . (usando el teorema(1.5.9) ) es escindido y por tanto se aplica mediante

e, 10 : T_OE‘_§1 [COSKO(F.),N'.'.] — > Tors [COSKO(F.),V_V(Z')]

en un elemento neutro y la clase de este elemento neutro en B (X, W(Z"')) se aplica median-

3 . :
te 1l  enun elemento ''meutro = nulo ' en H (X,K (Z!,3)) , asi ), 5 aplica elemen-

tos nulos en elementos nulos=neutros .
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A continuacién definiremos los morfismos de conexion

4.2.2) 2 HYOXGK (2720 ) H™ K (28, ne1)
n N, N

para n > 2:

Si consideramos la accion casi trivial de N, sobre el grupo abeliano Z, X Z. en

Go

C/G , inducida por las acciones de N,sobre Z. y Z. , podemos definir tambien los n-hiper-
o

grupoides K (Z:X Z,,n ). Ademas los morfismos de objetos grupos en €/G_

N. Gg
u,v:2! é Z. Z. definidos por u(z',z2) =2z y v(z',z) =2'2 , inducen morfismos de
o
n-hipergrupoides u,,V, : KN(Z'. é Ze, N) —> KN(Z.,n) verificandose que la sucesion
- O o
en n-HPGPD(CT)
u.
4.2. K 1)( ’ o) —_— . o' ’
4.2.3) NfZ Goz' n) —_— KNEZ n) KNEZ/Z n)
u x id
VX 2.X —> Z. » Z. X
ZGO GAn - ﬁZéAn 2/ An
o v x id o) o

U1 111 ll1 |

es exacta en el sentido de Barr y que

U
i . . :x .y . .t K ) b
4.2.4) KNEZ Go Z.,n) - ~ KN§Z n) ———» N(Z/Z n)
lpr ) 1pr
, 1
KN.(Z' , N) do=d1=pr > COSK (N.)

es un 1-torsor de KN(Z./ZI ,n) en n-HPGPD(CT) .

do =d1 =pr

1
Notemos que KN(ZZ ,n ) COSK (N.) es un (1,n)-grupoide en € tal que

— 1
W ( KN(Zl ,n) —=> COSK (N,)) = KN(Zl ,n+1 ) (ver (1.3.28)). )
Sea &,: F —— KN(Z./ Z! ,n) un n-torsor de X, considerandoa F, = COSKﬁ_1(E )

como un n-hipergrupoide , si levantamos por pullback el 1-torsor (4.2.4) via (X, obtenemos

un 1-torsor en n-HPGPD(C) de F,
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(4,2.5)

K (ZixZ,n) x F, ——————= K (Z,,n) x K F.
N, . N. X.
[o] K,
J ! |
. . .y —— s K 2.,
KN.(Z C>;<OZ n) KNSZ n) NEZ /Z.,n)
! L
K\ (28 ym) T2 COSK (N.)
Aplicando el funtor W a este torsor obtenemos ( ver proposicion (1.5.16) ) un (n+1)-torsor
— -1
@.: F. — KN(Z'. ,n+1) de X sobre KN (Z! ,n+1) que tiene por {n-1) —truncacién tr (F.),
definimos :
0, [+
Calculemos explicitamente este morfismo de conexion d : Sea (X,:F. — KN(Z./ 2',n)
- o *
un n-torsor y denotemos por ™ la composicion :Fn Nz, é An ——p—r*Z/Z‘ .
o
Entonces X (x ,x,...,x):(\o/z(x XegeoayX ), X (x), ... , X (x)) , lacon-
n o 1 N o 1 n n-1 o n-1"n
dicion (nCC2) de cociclo nos dice que
(x d"13)) . .
- R . .. =
A ( (?n”),()((?n) y , (><(To)) sO(OdnH(\{O)
para cualquier elemento ( ?n+'| , ‘;’n, e e e, ‘{O) en Fn+1
consideremos el 1-torsor en € :
= = oo =
FnF Fn ————— d Fn e I:n
N ! !
y uxid v \;(x"‘
21 Z % > 7 '
‘ éoxAn vxid ZGAn /Z%SOAn
pr l, y pr
o d_=dy=pr
. ! o~
28 4, A,

o}
levantandolo por buiflback via el morfismo (X obtenemos un 1-torsor de F que sera
n n

el 1-torsor asociado al (n+1)torsor (3. , que estara dado por ;

E . =4 —_— Y —— .
Foe. Arm(':') 3 F — Fo, - - . F ===%F —>X
NfE 2T
p. pnr\l @nl n JF’n-« =0y n pﬂ:““ @o’ X

!, ) . . . 'X A - N, —/—=
KNSZ' n+1) z GoAnH * ;An 'An—-l 1 ——*Go
donde un elemento genérico en En esta dado por un par (z ,(x ,x] y e ,xn) e Z x Fn tal
que &(x s cee,Xx )=z g 22" , el morfismo @ esta dado por

o n n §

B (z ,{¢ , vu. ,x ) )=(Q (X )y ven, @ (x )). Un elemento generico en A (F))
n o n n-1"o0 n-1"n T n+
sera ((zo, ?o),(z1,71), ’(Zn+1’ ‘{n”)) con(zi,}'i) en Fn y(?o,}’1, ,}7””)
en F = A (F,) , la condicion de cociclo para nos dice que

n+1 n+1

X d" (7))
A ( 1 o ?o(z

)o2 , ...,z ) & Z' puesto que suclase en Z2/2Z' es trivial.
n+1 n o
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Asfﬁ @nﬂ (g, ﬁr'wﬂ con ( x d }' )
@((ZO, 3’0) y e e ey (Zn+1’ Zn+1) ) = A (zn”),zn, ,zo)
y @ s A (F.) — A el Gnico morfismo inducido por 3
n+1 N+ Nn+1 n

Notemos que cada elemento ?6 n+1(E' ) queda totalmente determinado por el elemen-
to Q (‘?' ) de Z' y n componentes cualesquiera de la (n+1) -upla que define a ? , asi
p. es un (n+1)-torsor .
Naturalidad .-
Si f:¥Y —=X es un morfismo en €, puesto gque tanto en la definicion de los morfis-
mos f” como en la definicion del morfismo de conexion ’()n solo se utilizan colimites, se

tiene que los cuadrados

)

n

n ' +1 [
H (X,KN(Z./Z.,n) ) (X,KNEZ,,nH))

Hn
f"J f’l
n e, n+1
H (Y,KN(Z./Z‘.,n)) 0 H (Y,KN(Z',,n+1))

conmutan para todo n > 2 .

Por otra parte, dado un diagrama conmutativo de sucesiones exactas corta de grupoides
G, &——F— G. —— G
S
H,. ~——— H, ———H

junto con un morfismo de grupoides cruzados generalizados G, —> N,

4o, e

H. - M.
en las condiciones de la proposicionl4.1.14), se tiene para cada n >2 un diagrama conmu-

tativo en n-HPGPD(CT)

(Z'x Z.,n) > K (Z.,n) ————=K (2./2!,n)
G N. N. ;

_ / | o B - | B _/

T_{ n) KM.(Z.,n ) l KMEZ./Z.,n)
o
l n) _‘J_ > COSK (N,)
o /
KM(Z' > COSK "(M.)

donde Z!=Ker (8./H.), Z.=Ker(0,) vy los planos verticales se obtienen como en

(4.2.4) , que induce un cuadrado conmutativo:

Hn(X,KN(Z./Zl,n)) 9” ;Hn“(X,KN(Z‘.,nH) )

l ] l

HOG K (Z/ZE ) n__, H””(x,KM(’z‘:,n+1 ))
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Notemos que la naturalidad de los morfismos de conexion ) implica que los triangulos
n

Hom _ (X, TT (N.))
C o

/ N

H”(x,KN(z./z: ) ©n n+l

> H (X ,KNEZ'.,n+1) ) :
son conmutativos y asi los morfismos On llevan elementos neutros en elementos neutros.
Estos morfismos estan definidos de forma totalmente analoga a los dados por Gler}n
en el caso abeliano , coincidiendo con ellos si la sucesion exacta corta de grupoides es la
asociada a una sucesion exacta corta de objetos grupos abelianos y el grupoide cruzado
generalizado es el de los automorfismos interiores .
La exactitud .-
4.2.7) Teorema ( La sucesion exacta larga) .
Las sucesiones exactas (4.1.6) y (4.1.11) se extienden a sucesiones exactas largas

(X, G\)

o] o)

HY (X,6!) —— H° (X,6.) ——>H

() (@) (R4
/
1 1

L] 1 "
H (X,G!) ———>H((P)(X,G.) —————»H(poq) )(X,G. )

«)
Da
H2OGWING) ) s M2 WNGD ) ——— 2O NI )
9
H3OG K (20 ,m) ) s H3OG K (Z0,n) ) ——— KKK (2280 )
b N. » 3 ] N. %] . . i ’ N‘ . . ¥

n . S n n .
H (X,KNEZ.,n)) —>H (>;,KNfz.,n)) —_—H (x,KNfZ./Z.,n))

H””(x,KN<z:,n+1> Pt

donde la exactitud a partir de H2(X,V_V(N'.'.) ) esta dada en términos de elementos neutros .

Demostracion .- Prbemos la exactitud
HAOG, WD ) —22 o 20, N ) 22——»H3(><,KN(Z'.,3))
Felmglp) < (%) = neutro
=) Sea x.:F., —> N.. un l-torsor en GPD(C) de cosko(p) , pE€RE(X), tal que
W(e,.) =X, : W(F..) =F. —> W(N.,.) sea un elemento representante de ?’ . Puesto que

el diagrama

TORS1 [cosko(p),N.,:] —_— TORS‘I [cosko(p),N'.l] LTORSZ[coskO(p)‘,W(Z')]

! l b

IH{1(>(,N..) H1(><,N'.‘.) (X, W(Z' )
) | |2
H2(X, WONL) ) - HAG AN ) HO(X, K (22,3))
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es conmutativo y _Q_] lleva elementos neutros de TOR52 [cosko(p),W(Z')] en elementos
neutros de H3(x,KN(Z'. ,3) ) tenemos que 92 px( ¢) es un elemento neutro .

&) Sea ?’ £ HZ(X,-V\—I(N.'.'.) ) tal que 92(‘?) es un elemento neutro . Podemos entonces
elegir un 1-torsor en GPD(C) o,: F,,—N!'! de cosko(p) , pERE(X) , tal que ; W(.)
sea un representante de T, 2 1( [CX..]) sea un elemento neutro en TOR52 [cosko(p),W(Z')]
y JL( ﬂ91( [0(..])] ) = 92( 7). Aplicando entonces el teorema (4.1.16) de la
exactitud en dimensiones inferiores , existe un 1-torsor en GPD(C) X).:F,' — N'. de

cosk’(p) tal que p'( [O(‘,,]) = [(X..] y asi  p,( [W(o(,‘,)] ) = 7

La demostracion de la exactitud en los restantes puntos es totalmente analoga

a la dada en el caso abeliano por Glenn en [32] .



-224-

CAPITULO 5 .- EJEMPLOS .-

Como dijimos en la introduccion, el problema que da lugar a la cohomologiano
abeliana es el de medir la exactitud del funtor Homc(x, -) , para X un objeto cualquiera

de €, extendiendo (de la manera apropiada ) la sucesion exacta de grupos

! —— Hom_(X,G') —————> Hom_(X,G) ——— Hom _(X,G"")

c’ C C
asociada a una sucesion exacta corta de objetos grupo G' ¢ G —» G'' en C.
Hemos tomado € una categoria exacta de Barr con objeto terminal T para asi
englobar tanto las teorias mas importantes de cohomologia abeliana ( en los casos a|gebraico
y topologico ), como las principales "aproximaciones'' dadas en el caso no abeliano.
Dedicaremos este capitulo a particularizar nuestra solucibn comparando asi con las

soluciones ya conocidas.

(5.1) EL CASO ABELIANO .-

b

Dada una sucesion de objetos grupo abeliano en € ( categoria exacta de Barr con

objeto terminal 1) : A' ¢ > A » A" . P. Gtlenn en su tesis [31] . obtiene ,
para cada objeto X de €, una sucesidon exacta larga en cohomologia abeliana: .

1 —> Hom (X, A) —— Hom (X, A) ——Hom (X,A") ——> H (X,A) — H(X, A)

> HTOGAT — HYXGA) —— HY(XG A) — HO(X AT —
que es exacta de grupos abelianos. donde los grupos: de cohomologia Hn(X,A) E(analo—
gamente para A' y A" ) estan dados por clases de Yoneda de n-torsores de X los complejos
de Eilenberg-Maclane K(A,n) , n 1, asfi
HY(X,A) = TORS" [x, K(A,n)] = H(X,K(A,n) ).

Consideremos la sucesion exacta corta de grupoides K(A',1) e K(A,1) —»K(A', 1),
asociada a la sucesion de objetos grupo A'«—» A ——» A" ( que esta en el caso A ver
(4.1) pg193) . Puesto que el grupoide K(A, 1) es abeliano se tiene que Z(K(A,1) =
= End(K(A,1) ) = K(A,1) vy por tanto INT(K(A,1)) = K(Int(A),1) = K(1,0) , asi el grupoi-
de cruzado de los automorfismos interiores de K(A, 1) estd dado por el morfismo "cero "
K(A,1) — K(1,0) , con la accion “trivial" de K(1,1) sobre K(A,1). Este grupoide
cruzado es claramente conexo y asi podemos aplicar el teorema (4.2.7), obteniendo una
sucesion exacta larga en la cohomologia. Veamos quienes seran los n-hiper