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INTRODUCCTION



El tema objeto de esta memoria se encuadra dentro de una
sugestiva linea de investigacién de amplio desarrollo en los dlti-
mos afios y que constituye una parcela con entidad propia dentro
de la Geometria de los espacios de Banach. El punto de partida de
esta lfnea puede situarse en dos trabajos de Cunningham [13,14]
en los que se introducen y estudian los conceptos de L-sumando
y M-sumando, si bien la teoria no se consolida hasta la apari-
cién en 1972 de dos importantes trabajos de Alfsen y Effros [1,2]
en los que aparece por primera vez uno de los mids fructiferos con-
ceptos en este campo de ideas, a saber, el de M-ideal (ver, por
ejemplo [5,21,34]),Sucesivaé.ampliaciones de los anteriores con-
ceptos son los Lp—sumandos de Behrends E3,4,6] y los semi-L—suman-—
dos y semi~-M-ideales de Lima [?2,24,36,37,38]. Algunas patologias
de comportamiento de los conceptos hasta ahora nombrados invitan
a la consideracién de un ambiente mis general en el que dichas
patologias encuentren una explicacién coherente. Este ambiente
general se consigue mediante la introduccién del concepto de
semisumando y sus sucesivas predualizaciones. Un tratamiento sis-
temdtico de estas ideas se inicia en la tesis de R. Payé [29,36]
existiendo otros precedentes en los trabajos de Evans [ié] y
Volkmann [}5].

Para poder entrar en el contenido y objetivos de la pre-

sente memoria necesitamos centrar el concepto fundamental de



semisumando, previamente mencionado.
A partir de este momento X denotard un espacio normado
real o complejo. Por semiproyeccidén en X entenderemos una aplica-

cién m de X en X verificando:

m(x+ mly)) w(x)+n(y) (x,y & X)

n(xx) = An(x) (X escalar, xeX)

Una semiproyeccién m se llama absoluta si la norma de
cada vector x depende Unicamente de las normas de w(x) y x-w(x),
en cuyo caso existe una norma absoluta l~| en R? (dnica si 7 es

no trivial) verificando:
lzl| = [()| ne ||, ]| z-nx)]| )| Veex

y decimos que T es una semi—l-l—proyeccidn cuando queremos enfa-
tizar dicha norma absoluta.

La imagen de T por una semiproyeccién (resp. proyeccidn)
absoluta recibe el nombre de semiswmando (resp. sumando) de X.
Los términos semi-l-l—sumando y |-l-sumando se explican por si
solos.

Los semi-L-sumandos de Lima son los semi-l-l—sumandos
con |

|(r,s)| = L(r,s) = |r|+|s| ((r,s)eR?).

Los LP-sumandos de Behrends son los |-|-sumandos con

|(r,s)]| = P(r,s) = (|r|P+ Islp)l/p (1sp<=).
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Y los M-sumandos a los que a veces se llamaré Lm—sumandos son los
l-l—sumandos con
|(r,8)| = M(r,s) = L¥(r,s) = Mdx{|r|, |s|}

Para abarcar el concepto cldsico de M-ideal Y su poste-
rior generalizacidn, el de semi-M-ideal, es necesario "predualizar"
el concepto de semisumando como sigue:

Un semiideal (resp. ideal) de X es por definicién un su-
bespacio cerrado M de X cuyo polar M° es un semisumando (resp.
sumando) del espacio dual X'. M4s concretamente, se dice que M
es un semi—l-l—ideal de X si M° es un semi—l-l*—sumando de X' don-
de I-l*, la norma conjugada de |-|, viene dada por

|(2,5)|" = Mazl|rb + sal: |(a,b)] < 1),

En particular, reencontramos el concepto clisico de semi-M-ideal:
subespacio cerrado cuyo polar es un semi-I-sumando del dual.

Predualizando, andlogamente, ahora el concepto de semii-
deal obtenemos el de semiidealoide. Concretamente, un
senﬁ—[-l—idealaide de X es un subespacio cerrado M de X tal que
M° es un semi—l-l*—ideal de X'.

Para X completo es f&cilmente deducible de resultados
conocidos [18,22,29,351 gue todo semi—Lp—idealoide (Ispsw) es
semi-L-sumando (p=1), IP-sumando (I1<p<=®) o M-ideal (p==) con
lo que en el caso completo, que es el tratado usualmente en la

literatura, el concepto de semiidealoide no tiene precedente cla-

sico. Por nuestra parte creemos que el concepto de semiidealoide
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es el mids sugestivo de los que se tratan en la memoria debido a
las dos razones siguientes:

- En nuestra situacién general hemos demostrado la exis-~
tencia de espacios de Banach con semiidealoides propios (es decir,
que no son ni semisumandos ni semiideales).

~ Existen espacios normados (necesariamente no completos)
con semi-J-idealoides propios.

El lector podria esperar ahora la predualizacién del
concepto de semiidealoide que condujera a un cuarto concepto, in-
cluso podria esperarse una sucesién infinita de conceptos obte-
nidos por sucesivas predualizaciones del concepto inicial de
semisumando. Esto forzaria a esta memoria a tener infinitos capi-
tulos y, en consecuencia, a ver indefinidamente aplazada su pre-
sentacién. Afortunadamente, la predualizacién del concepto de
semiidealoide no da lugar a un concepto nuevo puesto que hemos

demostrado :

TEOREMA A: EL polar de un subespacio cerrado M de X es un semii-

dealoide de X' si y sbélo st M es un semiideal de X.

El resultado anterior aparece como teorema final de esta
memoria y es, en nuestra opinién, uno de los mis importantes de
la misma.

En vista del teorema anterior son sélo tres los conceptos
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a tener en cuenta: semisumando, semiideal y semiidealoide. A ellos
dedicamos, respectivamente, los capitulos I, II ¥y III de la memo-
ria. Antes de entrar en la exposicién detallada del contenido de
cada capitulo destacaremos, con el fin de clarificar la relacidn
entre los tres conceptos antes mencionados, el siguiente resulta-

do que hemos obtenido:

TEOREMA B: Los sumandos de X son los subespacios de X que son
simultdneamente semisumandos y semiideales de X. En consecuencia
los ideales de X son los subespacios de X que son simultdneamente

semiideales y semiidealoides.

Como consecuencia de los teoremas A y B se obtiene que
todo ideal débil * cerrado en un espacio dual es sumando. Ello -
resuelve el problema 9.3 de [?é] y justifica el que no se haya
introducido el concepto de idealoide que coincide con el de ideal.

Los teoremas A y B que se han expuesto anticipadamente
con objeto de proporcionar al lecto; una visién global clara del
contenido de la memoria han necesitado para su demostracién de un
minucioso estudio de cada unc de los conceptos que involucran,
incluyendo el andlisis de la influencia que la norma absoluta con-
creta I-I tiene sobre el concepto correspondiente. Dicho andlisis
fue iniciado en [29] (ver tembién [30,35]) y en esta memoria se

concluye totalmente mediante potentes técnicas de renormacidn.



Pasamos a comentar el contenido del primer capitulo dedi-
cado al estudio de los semisumandos. Un semisumando se dice
propio cuando no es sumando.

Es conocido [29,35] gue, dada una norma absoluta l | R
una condicidén necesaria para la existencia de semi—lol—sumandos
propios es que (1,0) sea un vértice de la bola unidad de (122,|-|)
(norma absoluta de tipo 1). Probamos que esta condicién es también

suficiente. Mds concretamente se tiene:

TEOREMA C: Sean X un espacio normable, w una semiproyeccidn en X
Yy |-| una norma absoluta de tipo 1. Son equivalentes las siguien—
tes afirmaciones:
1) w es una semi—l-l—proyeccidn para alguna norma en X
generadora de su topologia.
i17) 7w es una semi-L-proyeccidén para alguna norma en X

generadora de su topologia.

La existencia de semi—|-|—sumandos propios para cada nor-
ma absoluta |-| de tipo 1 se obtiene del teorema anterior y de la
existencia de semi-L-sumandos propios.

En aras de una mayor claridad en la exposicién, en el
comentario de los resultados del segundo y tercer capitulo supon-
dremos que el espacio ambiente X es un espacio de Banach.

El segundo capitulo se dedica . al estudio de semiideales
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e ideales. Convendremos que un semiidéal es propio cqando no es
ideal, mientras que un ideal es propio cuando no es un sumando.

Es conocido [29,30] que, dada una norma absoluta J-|,
una condicién necesaria para la existencia de semi—l'l-ideales
o de I'I-ideales propios es que (0,1) no sea un punto extremo de
la bola unidad de (R? ,I-l) (norma absoluta de cotipo ). Proba-
mos que esta condicién es también suficiente. Esto es consecuencia

del siguiente teorema:

TEOREMA D: Sea X un espacio normable completo, M un subespacio
cerrado de X y I-I una norma absoluta de cotipo «. Son equivalen-—
tes las siguientes afirmaciones:
1) M es semi-l'|—ideal (resp. I-l—ideal) propio para
alguna norma en X genmeradora de su topologta.
i1) M es semi-M-ideal (resp. M-ideal) propio para alguna

norma en X generadora de su topologia.

La existencia de semi—l-l-ideales y de |'|—ideales pro-
pios para cada norma absoluta I‘I de cotipo « se sigue del teore-
ma anterior y de la existencia de semi-M-ideales y de M-ideales
propios.

En el tercer capitulo comenzamos demostrando que todo
semisumando es un semiidealoide, resolviendo asi un problema plan-

teado en [29] .
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En [29] se conoce que una condicién necesaria para la
existencia de semi—l-‘—idealoides que no sean éemi—l-l—sumandos
ni semi—‘-l—ideales (a los que llamaremos propios) es qugﬁl-l sea
de tipo 1 y cotipo «. Esto descarta, como ya hemos comentado, la
existencia de semi—Lp—idealoides propios con lo que el concepto
de semiidealoide propio es un concepto sin precedentes clésicos.
Asi, se nos plantea aqui un problema de existencia cuyo andlogo
en los capitulos anteriores se tenia resuelto de antemano. De
hecho hemos probado que la anterior condicién sobre la norma abso-
luta |-| es también suficiente para la existencia de semi—|~|-idea—
loides propios. La demostracién de este resultado precisa estable-
cer en una primera etapa la existencia de semiidealoides propios
para toda una gama de normas absolutas, a saber, las normas hexa-

gonales |.IY (0 <y < 1) definidas por
l(r,s)IY = Max{|s]|, 2| +v|s]|}.

Estas normas hexagonales juegan en este capitulo el papel
codificador andlogo al desempefiado por las normas L[ y M en el
primer y segundo capitulo, respectivamente.

Una vez establecida la existencia de semiidealoides pro-
pios para el caso particular de las normas hexagonales el teorema
de existencia de semi—l-l—idealoides propios para cada norma abso-
luta |-| de tipo 1 y cotipo = es consecuencia del siguiente resul-

tado:
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TEOREMA E: Sea X un espacio normable completo y M un subespacio
cerrado de X. A cada norma absoluta |-| de tipo 1y cotipo
puede asociarse un numero y con 0<y<1 tal que las sigutentes
afirmaciones son equivalentes:
1) M es semi—l-l—idealoide propio para alguna norma en
X generadora de su topologia.
it) M es semi-i-|y—idealoide propio para alguna norma

en X generadora de su topologia.

La presente memoria incluye otros resultados-interesantes

Yy no resistimos la tentacién de enunciar algunos de ellos en esta

introduccidn.
Asi, por ejemplo, hemos demostrado que todo semi—|-|—su—
mando, semi—l'l—ideal o] semi—l-l—idealoide completo Mde X es un

subespacio proximinal de X. MA&s concretamente, si para cadax en
X,E}d(x) denota el conjunto de puntos de M que materializan la

distancia de x a M, se tiene que PM(x)es no vacio y que
fmeM: ||m|| <k||z+ 4|y CP () - P () mem: |m|| <kl| =+ u}

donde K es una constante que s6lo depende de la norma absoluta |-|.

Esto extiende un resultado de semi--M-ideales ([?4], Teorema 1.2).
El hecho de que los semisumandos, semiideales y semiidea-

loides tengan ésta y otras propiedades comunes sugiere la conve-

niencia de considerar un concepto unificador definido de manera
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natural en el que todas las coincidencias tengan una explicacién
satisfactoria. En esta linea estamos trabajando intensamente ha-
biendo conseguido hasta el momento resultados muy prometedores.
Terminamos este resumen de la memoria citando un resulta-
do que hemos conseguido que afirma que todo espacio de Banach gque
sea semisumando de su bidual es necesariamente semi-[-sumando.
Esto extiende el correspondiente resultado para sumandos debido
a Godefroy ([20], Teorema 6). Para el caso de que X sea semiideal
o semiidealoide de su bidual hemos demostrado que entonces es un
semi-l-IY—ideal o semi—|-|Y-idealoide para algin y tal que

0 < vy < 1(obsérvese que I"():MY “|1:L).

Es sabido que Zl es un L-sumando de su bidual y que ¢
es un M-ideal de su bidual. Incluéo se sabe que si un espacio de
Banach X es semi-M-ideal de su bidual X", entonces X es, de hecho
un M-ideal de X"([24], Proposicién 1.5).

Nuestros resultados anteriormente citados hacen especial-
mente deseable la resolucién de los siguientes problemas:

1) ¢Existe un espacio de Banach que sea semi-L~sumando
propio de su bidual?

2) Para cada y con 0 <y <1 éexiste un espacio de Banach
que sea I-Iy—ideal (resp. semi-l-‘Y—ideal propio, semi—l-lY—idea—

loide) propio de su bidual?
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CAPITULO I

SEMISUMANDGOS



Comenzamos introduciendo los conceptos y resultados basicos
de la Teoria General de Rango Numérico gque utilizaremos constante-
mente en la presente memoria. Dicha teoria, salvo escasas excep-
ciones (ver [é],{12],[25] y [28] ), s6lo se ha estudiado en el
caso de dlgebras asociativas unitales, siendo, en este tema,
referencias obligadas [10] Yy [11]. Recientemente, las técnicas
de rango numérico han demostrado ser de gran utilidad en el
estudio de las &lgebras normadas no asociativas (ver [9],[26])
[27], [32], [33] v [39] ).

En lo que sigue X denotard un espacio normado sobre
K, el cuerpo de los nimeros reales o complejos indistintamen-
te, salvo especificacién en contrario. X', X" denotarédn los
espacios de Banach dual y bidual de X, respectivamente. Nota-

remos

B(x)={zex: ||z| <1}

S(x)={zex: ||z|=1}
1 DEFINICION: Sea X un espacio normado, x €S(X) y x'€ X'. Dire-
mos que x' es un estado relativo a & si verifica:

2'(x)=1 y |z =12

Notaremos D(X,x) al conjunto de los estados de X relativos a x.
Para cada x en S(X), D(X,x) es una parte no vacia por

el teorema de Hahn-Banach, convexa y débil-*-compacta de X'



por el teorema de Banach-Alaoglu.

2 DEFINICION: Dado x€S(X), diremos que x es un vértice de B(X)
si D(X,x) separa los puntos de X. Diremos que X es un punto

suave de B(X) si D(X,x) tiene un solo elemento.

3 DEFINICION: Llamaremos espacio de rango numérico a un par
(X,u) donde X es un espacio normado y u €S5(X). Al elemento u
se le llama elemento distinguido del espacio de rango numérico.

Si (X,u) es un espacio de rango numérico, el convexo’
compacto D(X,u) se llamard espacio de estados de dicho espacio
de rango numérico, se denotard por D(X) y sus elementos se lla-
mardn estados de X.

Para cada x en X, el conjunto:
ViX,x) = {x'(x): x'€D(X)}

se llamard rango numérico del elemento x y, cuando X se sobre-

entienda, se notard V(x).

Para cada x en X, V(x) es un subconjunto no vacio,

convexo y compacto de K. Ademds, se verifica:
Viz + y)V(ix) + V(y) (z,y€X)

Vixe + pu) = AV(z) +u (x€X; r\,uek)



4 DEFINICION: Si (X,u) es un espacio de rango numérico Yy x€X,

definimos:
v(x) = Mdx{|r|: reV(z)}

El nimero v(x) se llama radio numérico del elemento zx. La fun-
cién radio numérico, x + v(x) de X en R es una seminorma en X

que, ademds, es continua pues, evidentemente:

v(z) s ||z|| (zex)

5 DEFINICION: Si (X,u) es un espacio de rango numérico, se de-

fine su 7ndice numérico,n(X), mediante:
n(X) = Infl{v(x): x€S(X)}

O, equivalentemente, n(X) es el mayor de los reales no negativos

K tales que: K”x” sv(x) (xeX).

6 PROPOSICION: Sea (X,u) un espacio de rango numérico.
1) La funcidn radio numérico es una norma si y sdlo
ST u es un vértice de B(X).
i2) 0sn(X)s1 y n(X)>0 si y sdlo si la funcidn radio

numérico es una norma en X equivalente a la inieial.

DEMOSTRACION: %) v(z)=0 si y sSlo si x'(x) = 0 Vx'eD(X,u).
Luego v(.) es una norma si y sélo si D(X,u) separa puntos de X

0, lo que es lo mismo, si y sélo si u es un vértice de B(X).



1%7) Evidente.

Acabamos esta introduccién de rango numérico con un
teorema que es una de las mis importantes herramientas de la
teoria general de rango numérico ya que nos va a permitir calcu-
lar el m&ximo de la parte real de V(x) sin mé&s que conocer la
norma en algin entorno de U en el subespacio engendrado por u y
x. Esto nos permite conocer MdxRe [zV(x)] para z € K con Izl =1,
lo que, por ser V(x) convexo y compacto, equivale al conocimien-
to de V(x). Esta afirmacién es trivial en el caso X =R, en el

caso complejo la demostracién puede verse en [7].

7 TEOREMA: ([29] , Teorema 3.6). Sea (X,u) un espacto de rango

numérico y x €X. Se verifica:

Mdx Re V(x) :,Al;im-ll—&%-l-l_—l = Inf{-u—uiam”:—z: a>0}

a0
8 DEFINICION: Una norma, |.|, en R® se llamard absoluta si ve-
rifica:
i) (e8| = |(|e],|s|)] Yz, s) e R?
ii) |(1,0)| = |(0,1)] = 1.

Como ejemplos de normas absolutas en R? destacaremos las normas

clasicas, dadas por:



L(r,s) = || + |s| ; (r,s) €R?

para p> 1, Pir,s) = (|22 + |s|P)2P; (r,8) e R?

M(r,s) = Méx{|r|,|s|}; (r,s)eR?

9 LEMA: ([11], Lemas 21.1 y 21.2). Sea |.| una norma absoluta en

2

R, se verifica:

i) Maz{|z|, |s|ys |(r,e)] s |r| + |s| Y e)er?
17) 87 r,s,u,VER Yy |r| < lul, |s] s Ivl, entonces:
I(r,s)l < | u,v) I Ademds, si las dos desigualdades de partida -

son estrictas, se concluye la desigualdad estricta.

10 DEFINICION: Sea I.I una norma absoluta y considerémos:chomo
espacio normado con dicha norma absoluta. Al indice numérico del
espacio de rango numérico formado por este espacio normado y el
punto (1,0) se le llamar& indice de la norma absoluta I.I y se

le notar4i por n(l.l).

En la proposicién que sigue llamaremos Y al espacio de

rango numérico descrito en la definicidén anterior.

11 PROPOSICION: ([29], Proposicién 4.8). Sea |.| una norma abso-

luta en R% si K = me,l(l,ti_l-l

, Se tiene:
+
t=>0



i) (Y, (r,s)) = [r - K|s|, » + K|s|] ((r,s)€R?)

12)v(Y, (r,8))

vl + x|s| ((r,s)€e R?)

i) n(|.]) =k y |r| + | )]s]| s |(r,80] ((r,s1€R2)
Para una norma en:Rz, cualquier punto de su esfera es
un vértice o un punto suave. Un vértice es, necesariamente, pun-
to extremo de la bola unidad ([29], Proposicién 1.5) pero un
punto suave puede ser, o no, un punto extremo.
En [29] se clasifican las normas absolutas atendiendo
a la situacién de (1,0) y (0,1) con respecto a las tres posibi;
lidades anteriores. La clasificacién,que ha demostrado ser muy
Gtil en el estudio de semisumandos y conceptos relacionados, es

la siguiente

12 DEFINICION: Diremos que una norma absoluta, I.l, es de tipo
I, 2 6 » seglin que el punto (I1,0) sea un vértice, un punto suave

que sea punto extremo ¢ un punto no extremo, respectivamente,

de B(R?, .I). Nétese que, en vista de la proposicién 11, una
norma absoluta es de tipo I si y sélo si n( .I) >0.
Andlogamente se define el cotipo de ].I con arreglo a

su comportamiento en el punto (0,1). Evidentemente, el cotipo
. R .
de una norma, |.|, es igual al tipo de su revertida, l.l , defi-~

nida por:



|(r,8)|% = |(s,2)]| ((r,s)€R?).

13 EJEMPLOS: Las normas cldsicas coinciden con sus revertidas y
tienen, por tanto, tipo igual al cotipo. L es de tipo 1 (de hecho
L es la udnica norma absoluta con indice uno); Lp es de tipo 2

para 1<p y M es de tipo =,

Dada una norma absoluta, l'l, en R? obtenemos dos nue-
vas normas absolutas, la norma dual y la norma conjugada , respec-

tivamente, como sigue

I(r,s)l':de{lar+bs|: |(a,b)| = 1} ((r,s)ER?)
l(r,80]" = |(e,e)|" = (|r,e)|F) ((r,8)eR?)
r o * %
Evidentemente, (l'l ) = I'I = (||

La siguiente proposicién nos da la relacién entre el

cotipo de una norma absoluta y el tipo de su norma conjugada.

14 PROPOSICION: ([;9], Proposicién 5.6). Sea |-| una norma abso-
*
luta en R*. Si p es el tipo de I‘ y q el cotipo de ||, se

. pe . 1 1
verifica, con las convenciones usuales, que 5 + 2 = 1.

El lector avezado habrd comprobado ya que nuestras nor-

mas absolutas de tipo ® se corresponden con las normas absolutas



de tipo 3 en [29]. Este cambio de terminologfa que pudiera pare-
cer caprichoso, y probablemente lo sea, queda justificado por la
anterior proposicién. De haber mantenido la terminologia origi-
nal, el enunciado de la proposicién anterior serfa que p + g=4
con lo que quedarfamos desasistidos de cualquier razdén de tipo
moral para llamar a I’l* la norma conjugada de |-|, mds bien
habria que llamar a I-l* la norma "tetracomplementaria" de |-|.

Se comprenderi fAcilmente que el evitar tan terrible cacofonia

justifica un simple cambio de notacién.

Pasamos ya a presentar los conceptos fundamentales que

seran objeto de estudio en esta memoria.

15 DEFINICION: Sea X un espacio normado, se llamar& semiproyeccidn
en X a una aplicacién 7 de X en X que verifica:
i) w(x + m(y)) = w(x) + w(y); \v'x,yeX

i1) w(a) = An(z); Yz ex,Wh ex

Haciendo X=0 en 2%), w(0) = 0 y, haciendo x = 0 en %),
m(n(y)) = n(y) (ye&X), con lo cual 7 es idempotente. Una semi-
proyeccién lineal se llamar& proyeccion. Obsérvese gue una

proyeccidén no es otra cosa que una aplicacién lineal idempotente.

16 DEFINICION: Sea l-l una norma absoluta en R® y 7 una semi-

proyeccién en X. Diremos que T es una semi-l-leproyeccidn si




verifica:
l=ll = [l nte) ||, | 2= nez) || )] (zex)

Si 7 es lineal, diremos que es una |-|—pr0yeccidﬁ. Diremos que =
es una semiproyeccidn (resp. proyeccicn) absoluta, si existe una
norma absoluta, l-l, tal que 7 es una semi—l-l-proyeccién (resp.

l-l-proyeccién).

Las aplicaciones 171(.7:) Txy 'no(x) = 0 (x€X) son, evi-
dentemente, l-l—proyecciones para cualquier norma absoluta I.I.
Cuando se hable de una semiproyeccién absoluta 7, se entenders
que T £ T,y T £ .

Descartados los casos triviales anteriores, si 7 es una
semiproyeccién absoluta, entonces es una semi—l-l—proyeccién

para una dUnica norma absoluta l-l. En efecto:

Sean x en(X), y €Ker(w) con “x“ = ”y“ = 1. Entonces
o + eyll = |(|a],|8])] = |(0,8)] VYa,gemr
17 DEFINICION: Llamaremos semi-|- |-sumando (resp. |.|-sumando)

de X a la imagen de X por una semi—l-l-proyeccién (resp. I-I—pro—
yeccidén). En general, la imagen de X por una semiproyeccién (resp.
proyeccién) absoluta recibiri el nombre de semisumando (resp. sumando)
de X. Evidentemente, si 7 es una |°|—proyeccién en X, I-m es

una I-IRLproyeccién en X, con lo que (I-m)(X) = Ker(w) es un




|-|BLsumando.

Nuestro primer objetivo serd establecer las propiedades
de aproximacién de los semisumandos para lo cual:concretamos la

notacién a seguir y recordamos algunos conceptos conocidos.

18 DEFINICION: Si M es un subespacio de X, para x en X, seré
r. = Inf{“ x-m” : m&M}. Notamos PM(x) al conjunto de puntos

de M que materializan la distancia de x a M, es decir
Py(x) = {meM: | = - mi| =r_}.

Se dird que M es un subespacio proximinal de X si, para x en X,
PM(x) es no vacfo. Se dir4 que M es un subespacio de Chebyshev -
de X si, para cada x en X, PM(x) se reduce a un punto. Evidente-
mente, si M es un subespacio proximinal de X, M es un subespacio
cerrado y r. = Hx+M|| (x €X).

Por otro lado, para m, en M y r 2 0 notaremos

0

By(m,,r) = {mE€M: Hm-moug r}

El préximo lema, que nos serd de gran utilidad a lo lar-
go de toda la memoria, se utilizard para demostrar el teorema de

aproximacién de los semisumandos. Es éste el primer resultado

novedoso que aparece en lo expuesto hasta ahora.

19 LEMA: Sea |+ | una norma absoluta en R?, entonces:

-10-



*
n(|-|") = maxipzo: |(8,1)]| = 1}

_DEMOSTRACION: Cada elemento (a,b) de CRZ,I'I) se puede identifi-

*
car con el funcional lineal continuo en CR2,|°| )
(r,8) ~br + as ; (r,s) ER®

Con esta identificacién en mente, se tiene que, en el espacio de

Banach (R? ,|°|*),
D((1,0)) = {(8,1): |(8,1)] = 1}

Sea o = Mdx{Bz0: I(B,l)l = 1}, por la proposicién 11
* *
n(|-|)evi0,1)), luego (n(|.|"),1)&D((1,0)) con lo cual
*
n(l‘l ) <a.Por otro lado es claro que (a,1)€D((1,0)) y, nueva-

*
mente, por la proposicién 11: asv((0,1)) = n(l'l )

Pasamos ya a describir PM(x) con £ en X y M semisumando
de X. Este resultado, hasta ahora desconocido, nos dard todas
las propiedades de aproximacién de los semisumandos conocidas
anteriormente y nos dard una nueva demostracién del hecho cono- -
cido de que dos semiproyecciones absolutas con la misma imagen

deben coincidir.

20 TEOREMA: Sea T una semi—l- I—proyeacidn en X y sea M = n(X).

Entonces, para x en X, se tiene

*
PM(x) = BM(n(:c),n(l-l )rx).

-11-



DEMOSTRACION: Para m en M, se tiene, por ser T semi-l . I-proyeccién:

le-m|| =l ntz)-ml|, || 2= nz)|| )] 2 || = ()|
Luego || z- m(z) || =7,
Sea xéM y sea m en M tal que ”x—m“ =r, = “x-n(:n) “ >0
serd, igual que antes, Hx-'rr(x) ” = |(“ Tr(x)—m” ,[Ix-n(x) ” )!
luego 1 = |( mx) - m ,1)|, y por el lema anterior esto equiva-
z-1(x) . .
lea || -m|sacl:] )lz-n@]|| =ncl-| e

21 COROLARIO: ([29], Proposiciones 7.8 y 7.9). Sea M un
semi~|+ |-sumando de X. Entonces, M es un subespacio proximinal
de X y, en particular, M es cerrado. Ademds, M es un subespacio

de Chebyshev de X si y sdlo si l | es de cotipo distinto de .

DEMOSTRACION: La primera parte se sigue directamente del teorema
anterior. M serd un subespacio de Chebyshev de X si y sSlo si

* *
n(l-| ) = 0 lo que equivale, por la proposicién 11, a que I‘I

tenga tipo distinto de I, lo que a su vez equivale, por la

proposicién 14, a que II tenga cotipo distinto de .

22 COROLARIO: ([29], Teorema 11.1). ST M es un semisumando de X,

existe una unica semiproyeccidn absoluta en X con imagen M.

DEMOSTRACION: Si LEI AP son semiproyecciones absolutas en X con

NZ(X) = TTZ(X) = M, para & en X, por el teorema anterior, el
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conjunto de puntos que materializan la distancia de x a M es una
bola en M y tanto ﬂl(x) como ﬂz(x) han de ser el centro de dicha

bola con lo que ﬂl(x) = ﬂz(x).

El corolario anterior fue primeramente demostrado para
L-sumandos por Cunningham ([;3], Lema 2.1). Behrends lo demuestra
posteriormente para Lp-sumandos ([3], Lema 2.1). En el trabajo de
Lima ([22], Teorema 5.6), estd implicito que dos semi-[-proyeccio-
nes en un espacio de Banach con la misma imagen deben coincidir.
Finalmente, el resultado a nivel general es establecido por R. Payé

en el trabajo resefiado.

Los resultados gue vamos a obtener a continuacién se pue-

den vertebrar en torno al siguiente enunciado.

23 TEOREMA: Sea I-I una norma absoluta en R* . Son equivalentes:
i) |+| no es de tipo 1.

1) Toda semi—|-|—proyeccidn es lineal.

De la anterior equivalencia, la implicacién de €) a i)
fue resuelta por R. Payd en ([29], Teorema 10.6). Recientemente,
P. Volkmann, usando una definicidén de semi—|-|—proyeccién equiva-
lente a la nuestra, ha dado una nueva demostracidén del hecho de

que toda semi—l-‘—proyeccién con |-| de tipo distinto de 1 es
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lineal ([35]). Este resultado implica, en particular, que todo

semi-Lp—sumando (I <p) es un IP-sumando y que los semi-M-sumandos

son M-sumandos. Este dltimo resultado se encuentra implicito en

([17], Teorema) .

La existencia de semi-[-proyecciones que no son L-proyec-
ciones muestra que la hipdtesis de que el tipo de I-l no sea 1 no
se puede suprimir en la anterior implicacién. El ejemplo mds sen-

cillo de semi-L-proyeccidn no lineal es el siguiente:
En R? con la norma del maximo,
| (x,y,2) || = Max{|x|, |y, |2|} (z,y,2) €eR3

3 » R? gefinida por

la aplicacién m R
m(x,y,z) = é(de{x,y,z} + Min{x,y,2})(1,1,1)

es una semi-L-proyeccién no lineal.

En [29] la herramienta utilizada para la demostracién de
7) implica 7ZZ) fue la seminorma que definimos a continuacidn y que

jugard un papel preponderante en la presente memoria.

24 DEFINICION: Sea M un subespacio no cero de X. Para x en X,

definimos:
oy (®) = Sup{|u'(x)|: w'eD(X,u), ueSM)}

Si, para u €S(M) y x €X, notamos v(u,x) al radio numérico de x en
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el espacio de rango numérico (X,u); se tiene
pM(:x:) = Sup{v(u,x): ue€sS(M)}

Asi, p

y €S una seminorma en X, continua ya que pM(:z:) < ”x“ (xeX).

Se define el 7ndice de M en X, n(X,M), mediante

n(X,M) = Ma’x{KG]RS : K||x||§ pM(x) Vxe){}

Claramente 0O sn(X,M)s1.

El teorema que sigue nos describe pM cuando M es un semi-

sumando de X.

25 TEOREMA: ([29] , Lema 10.5). Sea w una semi-‘- |-proyeccio‘n en X

y M = n(X). Entonces,

py(@ = |l wt@ ||+ nel-Pllz-nt)|| = || nta) || + n(l- ||| z+M|| (xex)

Para enunciar los corolarios a este teorema como conviene
a nuestros propdsitos necesitamos el siguiente lema sobre normas

absolutas que serd de gran importancia en toda la memoria.

26 LEMA: Sea | | una norma absoluta en R?. Existe una unica norma

+ e e .
absoluta, || , verificando que si r,sz(, entonces

l(r + n(]-|)s,s)|" = |(r,s)]
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DEMOSTRACION: Definamos ¢: [0,1] + R, mediante

. 1
(1= (1+n(|-[))t,t)], st 05t sy

1

t, st 1+—n(T.—17§t§1.

% es, evidentemente, continua y se comprueba ficilmente que es con-

. 1 1 . . ..
vexa. Teniendo en cuenta que 3 ém y la proposicién 11, Z77)

o(t) =

se obtiene que
Mix{l-t,t}se(t)s1 (t€[0,1])

Por ([6], Lema 21.3), existe una tdnica norma absoluta, |-I+, tal

que &(t) = |(1-t,t)l+ (te[O,i]). Mds concretamente,
|(r,e)|* = (|r] + ISIWT-Z,—H%L'—ST) si (r,s) £ (0,0) y |(0,0)]*= 0.
Veamos que I-|+ asi definida es la que vamos buscando. En efecto,

. > , 8 1
si r,820, se tiene T Al 75 51 T Y, por tanto

l(r+n'(‘|-r|)s,s) [+;~ {p+ (1 +n[-]- |))s_)|(1_— (1+n(] 1)) 2

rH(1+n(|-|))e* P+ (1+nl]"

= |(r,8)].
+
Veamos ahora que |-| es la dnica norma absoluta que verifica la
anterior igualdad.
Sea |'|0 una norma absoluta tal que si r,sz (0 se tenga
I(r,s)l = |(r + n(l-l)s,s)|0

~16-
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Sea Y(t) = l(l-t,t)lo. Para tE[O,ll, siOst gmnl-[-.—p, es

1 1.
v(t) = [(1~ (1+n(|.]))t,t)| . Luego Yy < TR Y

, se tiene

Dol

¥(1) = 1, como ¥ es convexa y debe ser t <V¥(t) para t 2

IA

t 1. Con lo cual ¥(t)=o(t)

que ha de ser ¥(t) = t para jj:;%TTTj

'te[O,l] Yy
ot) = [(1-t,t)|" Veelo,1].

+
-| era la unica norma absoluta tal que

27 DEFINICION: Sea I-‘ una norma absoluta en R?. A la norma abso-
+ .
luta, I'l , descrita en el lema anterior se le llamard la norma

absoluta asociada a l-l.
Pasamos ya a enunciar los corolarios al teorema 25.

28 COROLARIO: Si M es un semi-|.|-sumando de X, se verifica:

pM(x)—n(|-|)||x+M||g 0 y =l = 1 (z), || x+M||)|? (xex)

M\

4
|

DEMOSTRACION: Teorema 25 y lema 26.

29 COROLARIO: Si M es semi—l- |—sumando de X, se tiene

n(x,M) = n(|-]).

DEMOSTRACION: Sea 7 la semi-l-[—proyeccién de X sobre M, entonces,

para x* en X,

-17-



nl|- D lz|| sncl- || mz) || + ne|- ||| x= ntz) || =
sllw) |l + ncl-Dlle-a@i|] = o).

Luego n(l- |) sn(X,M).
Sea, ahora, x €Ker(w) con le“ = 1 , entonces, por el teorema 25,

es pM(x) = n(|-]), con 1o cual n(x,mM sn(l-]).

Para un espacio normado X, notaremos por ¥ la inyeccién

candnica de X en su espacio bidual, X", es decir

<JX(:c),x' >z x'(x); x'€X', x€X.

30 TEOREMA: S X es un espacio de Banach, se verifica que
n(X",JX(X)) = 1. En particular, st JX(X) es semisumando de X",

JX(X) es semi~L-sumando de X".

DEMOSTRACION: Sea x €S(X) y x'e€D(X,x), entonces, evidentemente

JX’,(x’)éD(X",JX(x)), con lo que para x” en X" se tiene

| <J, (x'),z"> | = |z"(x (x").

') I <p
JX(X)
Por el teorema de Bishop-Phelps (ver [19] , Pdgina 179), obtenemos

Ix"(x')lépJX(X)(x") Vazres').
Luego || z"|| S0y (1) (@") y n(X",d,(X)) = 1.

Si JX(X) es semi-l- I—sumando de X", se verifica por el corotario
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anterior que n(|-|) = 1y, por la proposicién 11 y el lema 9, es

-1 = 2.

Godefroy en ([26], Tecorema 6) demuestra que si X es un
espacio de Banach tal que JX(X) es un sumando de X", entonces
JX(X) es un L-sumando de X".

Vamos ya a acabar la demostrécién del teorema 23 para lo
cual demostraremos que, si T es una semi—‘-ll-proyeccién en Xy
l-|2 es otra norma absoluta de tipo 1, se puede renormar X equi-

valentemente de forma que 7 pase a ser una semi—l-l -proyeccidn

2

en la renormacién.

En primer lugar, haremos notar que si |-| es de tipo

1
distinto de 1, entonces T es lineal y lo que se pretende demostrar

es evidente (incluso sin ser ‘-12 de tipo 1) sin méds que definir

en X la norma
llelll = [l me |l [ 2-me) [ V],  (mex).

Por ello nos limitaremos a considerar el caso en que |-|1 es de

tipo 1.
En segundo lugar, la hipdtesis de que |-|2 sea de tipo I
viene obligada por el hecho de que si 7 no es lineal, T no puede

ser semi—|.l —~-proyeccién para ninguna norma (equivalente o no) en

2

X ya que en caso contrario serfia m lineal en contra de lo supuesto.
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31 TEOREMA: Sean i-ll Y |-[2 dos normas absolutas de tipo 1. Sea
T una semi—|-|1—proyeccidn en X con w(X) = M y se define
n(|-|,) .
|| = |(pM(x),m||x+M“ )|2 (x€X).
Entonces |H-|H es una norma en X equivalente a la inicial y w es

una semi-|- |2-proyecc7ldn en (x,]||- |-

DEMOSTRACION: Notaremos, por comodidad, n, = n( | ll) yn

1 2

Se comprueba fécilmente que |”-|” es una norma en X. Veamos

que es equivalente a la inicial. Para x en X, se tiene
_n1 n1
=l = py (%) + n—2|| x+M||s(1+ E;) |||

Por otra parte, aplicando el corolario 29:
ny llzll < 0y 5 [ll=]Il.

Luego l”~[” es una norma equivalente en X. Veamos que 7 es una
semi-l-lz—proyeccién en (X,I”‘I”). Por el teorema 25, para x &€X,

tenemos
n1 ‘ +

el = [l v || + n || <+l n—zllx+Ml| )3

Y por el lema 26, se obtiene
ny

(*) ll=lll = [l ned ], n—2||x+Ml| I,

Sustituyendo x por w(x) y por x- w(x), obtenemos
n
llr@ = @l v lle-n)|l| = n—;lllil

lo gue sustituido en (*) nos da

-20-~
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l=lll = Lelllme lll, = ) (11,

como se queria demostrar.

32 COROLARIO: ([29], Teorema 10.12). Sea |-| una norma absoluta de
tipo 1 y ™ una semi-l-l-proyeccidn en X con imagen M. Entonces, p,

es una norma equivalente en X y m es una semi-L-proyeccion en (X,pM).

DEMOSTRACION: Tomando l'll :‘-l y |-|2::L en el teorema anterior

tenemos n2:-1 y la expresién (*) junto con el teorema 25 nos da

Well| = || =) I +n1||x+MH = pM(x) (x €X).

33 COROLARIO: Sea m una semi-L-proyeccidn en X con imagen My l'1

una norma absoluta de tipo 1. Definiendo
lelll = Tllellugrrmpll = mll 17 =
= o] we) || ,ml_—pllxmll )| (zex)

se obtiene que |H-|H es una norma equivalente en X y w es una

semi-l-l—proyeccién en X.

DEMOSTRACION: Tomando I-|1::L y |-|2:'|°| tenemos n1::1 y el resul-
tado se sigue del teorema anterior y del teorema 25. Para la segunda

igualdad basta tener en cuenta la expresién (*).

Puesto que existen semi-L-proyecciones no lineales, el
corolario anterior nos asegura la existencia, para cualquier norma
absoluta, l-l, de tipo 1, de semi—|°l-proyecciones no lineales.

Con ello se concluye la demostracién del teorema 23.
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34 NOTA: Si |-|1 Yy |-|2 son dos normas absolutas de tipo I y w una
semi—l-ll—proyeccién en X con imagen M, entonces, por el teorema

anterior, T es una semi—l-lz-proyeccién en (X,l”-l”) siendo
ni
H=lll = [l m |l s =l zenmll )], (zex)
2

Podemos aplicar otra vez el teorema para obtener una nueva norma,
””-|”|, para la cual 7 vuelve a ser una semi—|'|1—proyecci6n. Ob-

sérvese cdmo esta nueva norma vuelve a ser la de partida:

n
i< lil = Tl ll, 2llzenll]; =
1
= [l |l e-n 0], = flell

Donde, en la dltima igualdad, se ha usado que 7 es una
semi-l-ll—proyeccién en (X,”'||)- En particular, los procesos de
renormacién descritos en los corolarios 32 y 33 son uno inverso

del otro.

Conseguido el objetivo fundamental del capitulo, pasamos
ahora, para terminarlo, a analizar la interrelacién de nuestros=
semisumandos con una propiedad de interseccién de bolas que ha
sido introducida por Yost en [36] Yy [37] y que definimos a conti-
nuacidén.

En lo que sigue, para x en X y rz (0, seré

B(x,r) = {yeX: ”y—xll < r}.
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35 DEFINICION: Sea X un espacio normado y M un subespacio cerrado
de X, diremos que M verifica la propiedad de la bola y media si
las condiciones m €M, B(x,r'l)ﬂM #dv |l x-ml| < r, 41‘2 implican
que Mf\B(x,rl)r\B(m,PZ) £ 4.

Si en la anterior definicién se sustituye H x—m“ < rl«)-rz
por || xz-m|| s r +r,, se dice que M tiene la propiedad de la bola

y media fuerte.

36 PROPOSICION: Sea Il una norma absoluta en R?; entonces

*
n(|-|)+n(|-l ) =1 siy sdlo et existe y con 0 sysl tal que

l(r,s)]| = de{lsl,lr|+yils|}; (r,s) € R?
DEMOSTRACION: Para abreviar, notaremos 7 = n(|- |) y n* = n(l- l*).
Supongamos que l(r,s)‘ = Ma’x{lsl,[rl +y|s|} con 0 sysl. Por la
proposicién 11, se tiene
n = Zim_'(lzl‘;)l—l - 1im 1+yt-1 _ v
t+07 t»0t °
Para Bz (0 se tiene l(B,l)l = Mdx{1,B8+ vy} luego l(B,.l)l - 1sivy

s6lo si B<1-+vy con lo que, por el lema 19, es n* = 1-vy.
Sea, ahora, n-}n* = 1. Por el lema 9 y la proposicién i1,

se verifica
Mixi|s|, |r| +nls|ys |(r,e)|  ((r,s) €R?)

Sea lr‘ én*lsl, entonces, por el lema 19, se tiene

-23-



ls| s|(r,s)| = |(|2],]s])] s|s||m*, 00| = |s]
si |r|zn*|s|, se verifica, otra vez por el lema 19, que
l(r,s)| = |(|z],|s])] = | (|| -n*ls|,00 «+ (n*]s], |s])] =
sle|-n*|s| + |s| = |z| +nls].
Esto junto con lo anteriormente demostrado nos da
|(r,8)| = Max{|s|, |r| +n|s|} ((r,s)er?)

Y la proposicién queda demostrada.

Las normas absolutas que aparecen en la proposicién ante-
rior verifican que su bola unidad es un hexdgono (salvo las normas
del m&ximo y de la suma que son los dos casos extremos) y, aunque
esta propiedad también la verifican las normas revertidas de las
anteriores, destacamos sélo las normas presentadas, en la siguien-

te definicidn.
37 DEFINICION: Sea l-l una norma absoluta en R?, diremos que l-[
es una norma hexagonal si verifica cualquiera de las afirmaciones

equivalentes de la anterior proposicién.

38 TEOREMA: Sea X un espacio normado y M un semi-l-l-sumando de X.

Entonces, son equivalentes:
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i) M tiene la propiedad de la bola y media fuerte.
i7) M tiene la propiedad de la bola y media.

111) ll es una norma hexagonal.

DEMOSTRACION: Sea T la semi—|-|-proyeccién en X con imagen M, y

*
notemos n = n(Ll) y n* = n(Ll ).
1)=p11) Es evidente.
{1)=31i%) Sean t>0, O<ex1y sea z€X tal que || z-m(x) IE
”xll:.1+-t- € , con lo que B(x,t)JN\M # ¢; por la propiedad de la
bola y media, existe m en M tal que Ihn” £1 vy l|x-—m||$:t. Enton-
ces anPk/x) y, aplicando el teorema 20, tenemos: |ln(x)-m||$ n*t

de donde || m(z)|| = ||ml] + I w(x)-m|| s 1+n%t y
1et-exlzl| = |l m) ||, | @=mie) || )] s [(2enre,2)) s | (21,80 ] +n2e

De donde se obtiene 1+t £ l(l,t)|+-n*t, con lo que

1 g‘_zq:m+J___l_(1’t) it R

t>0 ¢
De la proposicién 11 y del lema 19, se obtiene n+n*s I(n*,l)l = 1.
De las dos desigualdades obtenidas se concluye que l-l es una nor-
ma hexagonal.
i11)=>i) sea |(r,s)| = Mdxz{|s|,|r| +v|s|}; (r,e)eR® con 0sys1.
Para ver que M tiene la propiedad de la bola y media fuerte basta-
r4 demostrar que si “x|l§1-+r0 y B(x,ro)f\M £ &4, entonces
MNB(x,r )\B(0,1) # §. si H nﬂr)” < 1, entonces

ﬂ(x)EM('\B(:L‘,PO)ﬂB(O,Z) ya que, por el teorema 20 y ser
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Mf\B(m,z'O) £0, es ||x-n(x)| = | = + M| = r,. Supongamos, pues,

m(x)

que || w(x)|| > 1, sea y = T Entonces

w(x)

1
W‘E-n-“ = II 'ﬂ'(x)” |1—Tr-‘n_—z;)-n'| = ” TT(.'E)“ - 1.

I &(x)-y|| = || w(z) -
Por otro lado
Nzl = [l me) ||, || @-wee) || )| = Mzl ]| 2= wezd ||, || () || #v]| 2= mez) || 3
tuego [|z-yl| = [l nte) -yl , | =-n@| )] =

= Maxl{||z-mx) || || w(x)|| =2+ v||z-n(z) |} s

sMaz{llz-n2) ||, [|le]| - 2352,

Con lo que yEMﬂB(x,ro)/\B(O,l) y la demostracién queda conclui-

da.
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CAPITULO I

SEMIIDEALES



Si X es un espacio normado y M un subespacio de X, se nota-

réa Mo al anulador de M, es decir
M = {x'eX': x'(m) =0 Vme M}

En [1] se introducen los M-ideales de un espacio de Banach
como aquellos subespacios cuyo anulador es un L-sumando del dual.
De la misma forma, en [22], Lima introduce los semi~M-ideales de
un espacio de Banach como aquellos subespacios cerrados cuyo
anulador es un semi-I-sumando del dual. En [29], Rafael Payd intro-
duce el concepto de semiideal, que damos a continuacién, que en-

globa y generaliza los M-ideales y semi-M-ideales.

1 DEFINICION: Sea M un subespacio cerrado de X y I-I una norma

~tdeal)

absoluta. Diremos que M es un semi-l-l-ideal (resp. |-
(o) * *

de X si M es un semi—l-l ~sumando (resp. I-I -sumando) de X'.

Diremos que M es un semiideal (resp. ideal) si es un semi—[-l—ideal

(resp. |-|—ideal) para alguna norma absoluta, I-I.

Todo semiideal es semi—[-l—ideal para una Unica norma abso-

luta, l- , en virtud del corolario I.22.

Sean EF y F espacios normados, I-I una norma absoluta, y

consideremos en FX F la norma:

@ | |l = =l lglD] @y erxm
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y en E!'x F' la norma
*
) || (z',y') | :I(Ily'||,||x'||)| ((x',y')€E'xF')
Pues bien, la expresién
<(x',y'),(x,y) >= x'(x) +y'(y)

permite identificar totalmente el espacio dual de ExF con el es-
pacio E'x F',
La afirmacidén anterior, cuya prueba no ofrece dificultad,

fue establecida en [29] en la siguiente versién equivalente a la

dada.

2 PROPOSICION: ([29], Corolario 8.4). Sea |-[ una norma absoluta.
*

ST M es un [-|-sumando de X, M° es un |-| -sumando de X'.

El anterior resultado muestra que los ideales, y por tanto
los semiideales, son una generalizaciéh de los sumandos. Sin embar-
go un semi—l-l—sumando no tiene por qué ser un semi—l-l—ideal como
se pone de manifiesto a continuacién.

Sea X un espacio de Banach con un semi-L-sumando, M, que
no sea L-sumando. Si M fuese semi-L-ideal de X, M° seria semi-M-su-
mando de X' y, por el teorema I.23, M° serfa un M-sumando de X'
con lo cual M seria L-ideal de X y, por ([15], Teorema 1), M seria

un L-sumando de X en contra de lo supuesto.
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Por tanto los semisumandos Y los semiideales son dos gene-
ralizaciones diferentes de los sumandos. Nuestro primer objetivo
en este capftulo sers clarificar la relacién entre los conceptos
de sumando, ideal y semiideal que quedard establecida en el coro-

lario 5. Empezaremos recordando los precedentes al respecto.

3 TEOREMA: ([29], corolario 10.7 y Teorema 10.8). Sea |- | una nor-

ma absoluta. Si M es semi-

-I—ideal de X y |-l es de cotipo dis-
tinto de =, M es |-|-ideaZ de X. Si, ademds, M es completo, enton-—

ces M es |- |-sumando de x.

En R3 con la norma de ia suma, es decir
I zg,2) || = =]+ |y|+ |2] 5 (2,y,2) € &3

el subespacio M = {(x,y,2)€ R®: z+y+2=0} es un semi-M-ideal
que no es M-ideal lo que muestra que, en el teorema anterior, la

hipétesis de que el cotipo de I-l no sea » no se puede suprimir.

La hipétesis de complitud en la dltima parte del teore-
ma anterior es esencial, para cualquier norma absoluta ,l.l exis-

te un |.|—ideal qgue no es l.l—sumando. En efecto:

2
Sea X un espacio normado y M un L[ -ideal de X que no

sea Lz—sumando ([29], pégina 90). Sea X la completacién de X
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y-ﬁrel cierre de M en X . Aplicando el teorema 3, M es un L2-su-

mando de X ; sea 7 la L2—proyecci6n en X con n(X) = ﬁ'y defina~

mos
Wl = [lnez) |, |a-n) || )]| (sex)

Obviamente l”.!” €s una norma equivalente en i y Mes un.I.I—su—
mando de (g,”l.“l) con lo que M° = (1)° es I.I*—sumando de
x D = (g',“l.]”) luego M es |.|-ideal de x, I

Si M fuese I.l—sumando de (X,|H.l

), M seria invariante por w
y tendriamos que M esxanZ—sumando de (X,” .”) contra lo supues-

to.

Hasta aquif queda expuesta la situacién tal como se co-
nocia en [29] . A continuacién probamos que la condicién sufi-
ciente sobre la norma [.[ dada en el teorema anterior es de
hecho necesaria. Ello se consigue mediante el siguiente teorema

de renormacidén.

4 TEOREMA: Sea X un espacio normado y M un semi-M-ideal de X .

Sea l | una norma absoluta de cotipo « . Definimos

*
e lll = [l D=1l Nwenll )] @en
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Entonces H| IH es una norma en X equivalente a la inicial y M es

un semi~|-|-ideal de (x,|||- |||). Ademds, M es un |- |-ideal de
(X,l”-l”) 8t y 80lo st M es un M-ideal de (X,”'||) y Mes un
|- |~sumando de (x, |||+ |||} si y sdlo i M es un M-sumando de (X, I -1D

DEMOSTRACION: En primer lugar si |-l es de cotipo «, por la propo-
* *
sicién I.14 es I-I ~de tipo 1 y asf n(l-l ) > 0. Notemos

n*::n(|°l*). Consideremos el espacio Y = X x X/M con la norma
Iy rmll = |mrllall, [y +ull )] yen

La aplicacién ¢; XY definida por %(x) = (x,x+ M) es lineal e in-
yectiva, en particular “I-“l es una norma en X que hace isométri-

ca a 9. Por otro lado, se tiene
n*z]| s [ |l=|], 2+ ml] )| = fllell] s lzll | n#, )] = ||]|

Donde, en la dltima igualdad, se ha utilizado el lema I.19.
con 1o cual |||-||| es una norma equivalente a ||-||.

Vamos ahora a calcular la norma dual de |||-||| en términos
de la norma dual de ||-]|.

Si identificamos Y' con X' xM°, se tiene, por la proposi-

cién 2, que la norma dual en Y' viene dada por
Izl = [l Rl = 0] =rexr, vien)

Consideremos ahora ¢ como una biyeccién lineal isométrica
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de (X, ||| l) sobre #(x). Entonces ¢° es una biyeccién lineal iso-
métrica de ¢(X)' sobre (X',|||-]||). Sea x'€ X’ y definamos

&' (z,z+M) =2'(x) (zeX). Es claro que #'e 6(X)' y ot (3') =",
tuego |||lz'||| = || #'|| . Si tenemos en cuenta la identificacién
usual de &(X)' con Y'/e(X)%= (X' xM°)/0(X)°, #' se identifica con
(x',0) +¢(X)® con lo cual, |[lz'||| = || (x*,0) +o(x)°]|] .

Por otro lado se obtiene fécilmente que
o _ ' ' ' 0
o(X)" = {(w',-w'): w'eM’}

Si m es la semi-L-proyeccién de (X’,IL ”) sobre Mo, para x' en

X', tenemos
W[l = || (zr,00 + 0x)°| =
= Inf{|| (=" +w',-w") || : w'e MO} =
= (| (o]l &l et vwr || )] wre wey -
= Inf{| (]| w']| ;nl,;(ll (') +u'l + || 2" —w@) || )] wren®y
Sin mds que tomar w'=-n(x'), se obtiene
@ e lll s fell ntz || 5l = vt || ]
Por otra parte, para w'€M°, aplicando el lema I.26 a |-|" se tiene
(ol 5l mte ) sorl] o Ll et - ][] =
=l ll + lateswll + o=t | &l nt@ vwrll + Ll 2= ntan | ]
2 [l n@)ll + o=tz || Sl 2 = nzn | )| =

=l mz ]l et -] )]
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Tomando Infimos, con w'e M°, junto con (1), nos da

@ el = [l wtz )| 5l e - n@)]| )] @re xr)
Sustituyendo en (2) x' por w(x') y por x'- n(x'), respectivamente,
se obtiene [z ||| = | (|lntz®)|ll, llz' - vtz |||)]* . con 1o cual =
es una semi-|-| -proyeccisn en (x',|||-||l) v, por tanto, M es un
semi-|-|-ideal dae (¥, |||-|||)-

Ya que la semiproyeccién absoluta sobre M° no cambia en el
proceso de renormacién anterior, M es |-|-ideal de (X, ]||-|||) si
y sélo si M es M-ideal de (X, ||-]|) .

Supongamos que M es M-sumando de (X, ||*||) y sea P 1a

M-proyeccién en X con P(X) =M. Para x en X se tiene
lllll = Fn*ll=ll, | =+ mll )] =
= |(nazt|| Pl ||, |z ||}, | x+ || )] =
= Max{|(n*|| Px) ||, ||z l) 2, | n*)| ]|, ||+ |3 =
Max{ | (n*|| ) || , ||z + M| )], ||+ M) | (n*,2)]} =
= |n*]| P, || x+n|| )|

Donde en la dltima igualdad se ha usado el lema I.19. Sustituyen-
do x por P(x) y por x-P(x) en la anterior igualdad, la demostra-
cién queda concluida.

Supongamos que M es I-l-sumando de (X,I“-l“) y sea P la
I-l—proyeccién en (X,l“-'“) con imagen M. Entonces, por ([29],

t * .
Proposicién 8.2), I-P es una l-l -proyeccién en (X',”|-|“)
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con imagen M°. Si 7 es 1la semi-L-proyeccién en (X’,“-”) con
*
imagen Mo, se tiene por lo demostrado que 7 es una semi—l-l -pro-
t
yeccidn en (X’,l”-l”) asi, por el corolario I.22, es I-P =1 con

lo cual 7 es lineal y es una L-proyeccién en (X’,lLII) ; luego

P es una M-proyeccién en (X,ILII) Yy M es un M-sumando de (X,“'II).

El teorema anterior permite, para cada norma absoluta de

cotipo «, I- ¢+ construir semi—l-l—ideales que no son I-I—ideales
y l~l—idea1es completos que no son l-l-sumandos, bastard para
ello renormar un espacio normado con un semi-M-ideal que no sea’

M-ideal y un espacio de Banach con un M-ideal que no sea M-suman-

do. Se tiene por tanto:

5 COROLARIO: Sea I? una norma absoluta. Las siguientes afirmacio-

nes son equivalentes:

1) Todo semi-|-|-ideal es un - |-ideat.
12) Todo semi-|-|-ideal completo es un |- |-sumando.
141) Todo |- |-ideal completo es un |* |-sumando.

iv) El cotipo de I-l es distinto de .
Clarificada la relacién entre los conceptos de sumando,

ideal y semiideal pasamos a un segundo objetivo de este capitulo;

consistente en la "codificacién" de los semiideales. Descartado
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el caso patolégico de un ideal para una norma de cotipo I 6 2 que
no es sumando por no ser completo, para el que pueden usarse argu-
mentos standard de completacién, sélo podemos tener ideales y
semiideales "propios" (que no sean sumandos) para normas de coti-
po «. Los ejemplos de que hasta ahora disponemos proceden de la
renormacién de espacios con semi-M-ideales. De hecho vamos a pro-
bar que todos se obtienen por este procedimiento, es decir, si
X es un espacio con un semi—|-|—idea1 My |-| tiene cotipo = pue-
de renormarse equivalentemente X de forma que M sea un semi-M-ideal.
Obsérvese el paralelismo existente con los resultados del
capitulo I. Alli sdélo hébia semisumandos no sumandos para normas
de tipo 1 y todos ellos se obtenfan renormando espacios con
semi-L-sumandos quedando los semi-L-sumandos como "prototipo" de
semisumandos. Ahora el prototipo de semiideal seri el semi-M-ideal.
Asi pues sea X un espacio normado, I-I una norma absoluta
de cotipo « y M un semi—l-l-ideal de X. Pretendemos renormar X
para convertir M en un semi-M-ideal., ahora bien, puesto que M° es
un semi—l-l*-sumando de X'y I-I* tiene tipo I, el corolario I.32
nos asegura que pMO es una norma equivalente en X' para la cual

M° es un semi-L-sumando. El dnico problema (y no ficil) que queda

r resolver es que p,,0 sea una norma dual en el siguiente sentido:
M

6 DEFINICION: Dado un espacio normado X, una norma, l”-|“ , €n

X' se llamar& una norma dual en X' si existe una norma, I”-I“, en
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X equivalente a la inicial tal que (X',I”'I”) es el dual de

o M- 11

7 LEMA: Sea | | una norma absoluta, X un espacio normado y w una
*
semi—l- |—pr'oyecc7lo’n en X', 57 {yo’L} ¥ x'+y' con yo't,y'e Ker(m),

x'e n(X'), I|y&|l§ 1, entonces, se verifica
Nzl #ncl- DIy lfs el
DEMOSTRACION: Para t >0 la red {t| z'|| y!+x'} converge a
tllz'|| (' +y") + =" en la topologfa a&bil *.
lellz gy sl = Ll el gzl o] s =]l (28]

Teniendo en cuenta la semicontinuidad inferior de la norma para

la topologia débil *, se tiene

Felle'll ersysarll = | asella e+t fly'll s lletll [ez,80]

Por otro lado, teniendo en cuenta la proposicién I.11

etz esllz gl = [caeellz ol loell= Nyl )] 2
2@t ol || +enc]- Dl )l [y

Con lo cual se obtiene (si x'=( el resultado es claro)

14-t||x'l|+—tn(|-[)|ly'” < |(1,¢)| 1uego

larll +ncl- g < L2221

Basta ya tener en cuenta la proposicién I.11 para acabar la demos-

tracidn.
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8 TEOREMA: Sea | l una norma absoluta de cotipo =y sea M un
semi-|- |-ideal de X, entonces PO €s una norma dual en X'. En con-
secuencia, existe una norma equivalente, IH |||, en X para la cual

M es semi-M-ideal . Se tiene ademds
*
llzll = Fencl- 1 ll=lll, e+ Ml (zex)

y, como consecuencia, ||z+M|| = =+ M||| (zex).

DEMOSTRACION: M° es semi—l-I*—sumando de X' y, por la proposicién
I.14, l-l* es de tipo 1, con lo que por el corolario I.32, pMo es
una norma equivalenteJen X'y M° es un semi-I-sumando de (X',pMo).
Asi pues para ver que pMo es una norma dual, bastarid demostrar
que la bola unidad para pMo es débil * cerrada (ver [19], pdgina
105). Sea w la.semiproyeccién absoluta de X' sobre M°. sea
o(zo'L)§1. Sea z&:x&+yé con xo'teMo, yo"eKer(n).

* v
ot
{Za} z' con p

Si notamos n*::n(l'l*), por el teorema I.25 es

oy (2l) = =2l +n*ll y
con lo que se tiene I|x&|l§ 1, Ily&||§ i% . Asi pues podemos acu-
mular en la topologia débil * la red (x&,y&,llxé'l,llyéll) con lo

que, considerando una conveniente subred, se obtiene

e ¥ ey, ey, dleglh e, iyl > 2

Siendo a,b20; x/,x'€ M? y'e Ker(w). Se verifica:

z) z'zx!+x"+y'!

0

-37-



i7) a+n*b s1 ya que || xé” +n*| yo'LH =Py0(z7) 5 1
177) || xo'” £ a . En efecto: dado €>0 3 @, tal que si

a2 aO se tiene llx&llé a+ e, por la semicontinuidad inferior de
la norma para la topologfa débil * se tiene llxé|l§ a+e .
iv) || x'” +n*|| y'” s n*b. En efecto: dado € >0 I a, tal
yl
que si azao se tiene ” y&“ < b+e, luego ll?)Taé” <ly

yl

{b +a€} z_;;* bi'e+by+'e . Por el lema anterior:
33_’8 +n* y+'€ sn* luego “xr“ +n*“y'||§n*(b+s)

Teniendo en cuenta <), 4%}, ©€2Z), iv) y el teorema I.25, deducimos
oyo(2') = lajrarll +ntllyll s Hagll + larll +n*lly'll s asn*ps1

Yy la demostracién queda concluida.

Si ”l-”l es la norma en X cuya norma dual es Py se tiene
que M es un semi-M-ideal de (X,|H'|“). Teniendo en cuenta ahora
la norma dual obtenida para la norma definida en el teorema 4 y

la nota I.34 resulta que
lzll = [allllll, e+ MlD] (@ex

De aqui se obtiene que para x en X y m en M:
[z=mll = [n*]llz-mlll, l[l+ ]|

con lo que tomando infimos con me M,
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le+ull = lllz+ulll |4, 22] = |ljz ]

Donde, en la dltima igualdad, se ha usado el lema I.19.

9 NOTA: Obsérvese cémo los procesos de renormacién descritos en
los teoremas 4 y 8 se obtienen sin mds que aplicar las renormacio-
nes descritas en los corolarios I.32 y I.33 a un espacio dual con
un semisumando débil * cerrado y demostrar que las normas obte-
nidas son normas duales. En el teorema 4 se tiene la ventaja de
contar con una descripcién explicita de la norma predual mientras
que en el teorema 8 la renormacién viene dada en forma implicita.
No obstante, obtendremos mis adelante una formulacién explicita

de esta renormacidn.

Para mostrar la potencia de las técnicas utilizadas ante-
riormente, demostramos a continuacién algunos resultados sobre
semisumandos en espacios duales. Necesitaremos el siguiente ana-

logo del lema 7.

10 LEMA: Sea |-| una norma absoluta, X un espacio normado y w una

. . . . w*
semz—l-l-proyecczon en X'. 87 {z'} > =x'+y' con x',x'€n(X'),
a o

y'e Ker(w) y ||x&l|§ 1, entonces l[y’l|-+n(|-|R)||x’H < n(l-IR).

DEMOSTRACION: Andloga a la del lema 7 considerando, para © >0, la

red {tlly'||xé+-y’}.

~39-



Del anterior lema se‘deduce que si M es semi—!-l—sumando
de X'y I'I no es de cotipo 1, entonces n(|-lR)::0 y MNAB(X') es
débil * cerrado. En particular, si X es un espacio de Banach, M es
débil * cerrado por el teorema de Krein-Smulyan con lo que obtene-
mos el teorema 9.5 de [29] que es la implicacidén de 7) a %) en el

siguiente corolario.

11 COROLARIO: Sea i-l una norma absoluta. Las siguientes afirmacto-
nes son equivalentes:

) l-l es de cotipo 2 & «.

i1) Todo semi-|-|-sumando en el dual de un espacio de

Banach es débil * cerrado.

DEMOSTRACION: Sea |-| una norma absoluta de cotipo I, entonces por
la proposicién I.14, I-l* tiene tipo = con lo que I-l' tiene coti-
po « por lo que es posible encontrar un espacio de Banach X con un
l-l'—ideal M que né es I’li—sumando {(corolario 5), luego M° es
i"R—sumando de X', asi si 7 es la proyeccién absoluta en X' con
imagen Mo, Ker(m) es un |-|—sumando de X' que no es débil * cerrado
ya que, si lo fuera, 7 serfa débil * continua ([31], Lema 4.9) con

L
lo que M serfia un l-l -sumando, por ([29], Proposicién 8.2), en

contra de lo supuesto.

Como otra aplicacidén del lemav10, damos una nueva demostra-
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cién de.la segunda parte del teorema I.30:
Sea T una semi-‘-|-proyeccién en X" con imagen JX(X) y sea
z"e Ker(m) con ||x"” = 1. Existe una red {xa} de elementos de B(X)
w* . R
tal que {Jx(x )} ¥+ zx". Por el lema 10 se tiene I én('-! ), luego
= o

n(]- |

- I

=1y, por la proposicién I.11 y el lema 1.9, se tiene

=L= l-l con lo que W es una semi-L-proyeccidn.

El resto del presente capitulo se dedica a analizar dife-
rentes propiedades de los semiideales en claro paralelismo con las
obtenidas en el capitulo anterior para semisumandos. La herramienta
fundamental para ello serédn los teoremas de renormacién obtenidos
anteriormente.

Comenzamos analizando las propiedades de aproximacién de
los semiideales. Para un semisumando M de un espacio normado X el
conjunto PM(x) de mejor aproximacidén de un xr€ X desde M era una bola
cerrada. Para semiideales se consigue la siguiente informacién algo

mds débil:

12 TEOREMA: Sea M semi-|- |-ideal completo de X, entonces M es un

subespacio proximinal de X. Ademds, para x en X se verifica

B (0,2n(]- | )| = + ]| )€ By (z) - B (z) < B (0,2n(]- BIERD

DEMOSTRACION: Supongamos, en primer lugar que X es un espacio de

Banach. Por el teorema 3 y el teorema I.20 podemos suponer que l-l
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es de cotipo =, Por el teorema 8, existe una norma, l”-l”, equiva-

lente en X tal que M es semi-M-ideal de (X,”l-l”) y ademis

*
el = Lol oMl Mz mlllo} v fzemll = lllz+ull] @ex)
Sean xé My me M tal que ” x-m” = “ x+ M|| , se tiene que

*
le=ml = lz+mll =llzenlll = {oacl- [ la=nil, Nlznll)] =

* -
= Mlle il | encl- | ezl o))

Lo que equivale por el lema I.19 a que |||z-m||| = |||z + ][] o 1o que
es 1o mismo |||z -m||| = |||z +¥||| . Hemos demostrado asf que el conjun-
to de puntos que materializan la distancia de & a M en x| 1)
coincide con el conjunto de puntos que materializan la distancia de

x a Men (X,“|-|H), considerando que para m en M es

*
[l ]l =] 1) Il

, se sigue de ([24], Teorema 1.2) que

B;;nt(O,Zn(l- 19| =+ M) Jc Py(x) = P, (z)C B, (0,2n(|- 1)) =+ ||

Por dltimo, si X no es completo, basta considerar la completacidn
de X, X, y, por ser M completo, M ser& semi—l'l-ideal de X y apli-

cando lo ya demostrado se obtiene el resultado.

Nuestro préximo objetivo es obtener para semiideales com-
pletos la misma férmula obtenida para semisumandos en el corolario
I.28. Recuérdese que dicha férmula fue muy Gtil en el estudio de
los semisumandos, por lo que no seri extrafio que de la misma se

deduzcan importantes consecuencias para los semiideales. Necesitaremos
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la siguiente generalizacién del teorema I.7:

13 TEOREMA: ([29], Teorema 3.9). Sea (X,u) un espacio de rango nu-
mérico, §>0 y f: [0,6] + X una funcidn derivable por la derecha en
cero con f(0)=u. Entonces la funcidén a + || f(a)|| de [0,6] en R
es derivable por la derecha en cero con derivada igual a

Mdx Re V(f'(0)).

14 LEMA: Sea |~| una norma absoluta de cotipo = y M un semi-|-|-ideal

de (X,”'||0). Sea IL H la norma equivalente en Xpara la cual M es

1

semi-M~ideal. Entonces se verifica:

*
or (z) = n(] | 9pl @ ant|- D] w+ul] @en
donde para 1=0,1, péi) denota la seminorma definida en I.24 en el

espacto normado (X, || Hi)'

DEMOSTRACION: Obsérvese que no se utilizan subindices para la norma
cociente, pues las dos posibles normas cocientes a considerar son
iguales seglin el teorema 8.
*
Sea me M con “m“0:1 y, por tanto, ”n(ll )m“ 1:1.
Notaremos VO (resp. VZ) a los rangos numéricos en el espacio de rango
3 *
numérico (X,H'||0,m) (resp. (X,“-lll,n(|-| Jm)).

Seglin el teorema 8, para x€ X y o >0, se tiene

@ |meaall ;= (el [ meazl| pallzeul )]
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Consideremos la aplicacién f: [0,1] > (K2 -|) definida por
£ = (]| || meazll alleen] )

Se tiene que f(0)=(1,0) y, por el teorema I.7, f es diferenciable

en cero con
£100) = (udx Fe v, (n(|- | Dz), || =] )

Para r 20 notemos E(0,r) = { e K : l)\] sr}. Podemos aplicar el teore-

ma anterior a f y, en vista de (1) y del teorema I.7, obtenemos
*
Mdx Re V,(x) = Mdz Re(V (n(|-| Ja) + E(O,n(]- )| x+H]| ))

donde, en la dltima igualdad, hemos aplicado la proposicién I.11.

Cambiando x por zx con ze K y Izl =1, se tiene
Mdx Re[zVO(x)] = Mdx Re[z(VJ(n(|- |*)x) +E(0,n(|- |)” x+M|| )):]
Con lo cual (ver comentario anterior al teorema I.7)
*
Vo(x) = nl|- [ v (@) +EC0,n(]- )] =+ m|| )
* *
luego v, (m,z) = n(|*| )vl(n([-| )m,x)+n(|-l)l|x+M”

Tomando supremos con m en M y ”m”O: 1 vy teniendo en cuenta que

*
la aplicacién m - n(l-l Jm es una biyeccién de la esfera de M para
”-I'O sobre la esfera de M para |L ”1 se obtiene la fSrmula bus-

cada.

15 LEMA: Sea M un semi-M-ideal completo de X. Entonces

lz|| = de{pM(x),“ x+M|} (zeX)
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DEMOSTRACION: Podemos suponer gue Hx” =1 ; supongamos ademis que
H x+M|| < 1 y deberemos probar que pM(x) =1.
Si existiese un x'e D(X,x)N MO, considerando a x' como

elemento de (X/M)' se tendria:
1=x'(x) =a'(z+M) s || z+m| <12

luego D(X,x)N M°=¢. sea 1 la semi-L-proyeccién en X' con imagen

MO, entonces para x'e D(X,x) se tiene

A

1= x'(x) = nlx')(x)+ (x' = nlx'))(x)s |nlx') ()| +]|(x' - wlx'))(z)]

sl wext)|| + ”x'—n(:r:')“ =\t =2

Con lo cual w(x')(x) = “ v(x')” y, por ser D(X,x)n M°=¢, ha de
ser w(x') =0, luego D(X,x)C Ker(T).

Sea x'e D(X,x) entonces “ x'+M°H = H x'-n(x')” = H x'“ =

i
~
.

st fy=et ety se siene || £yl = ll= Il = ll=7 2]l =1, por o
teorema de Bishop-Phelps aplicado a M' (ver [19], pdgina 179) dado
€ >0 existe me S(M) y g€ D(M,m) tal que H fO_gall < g. Por ([36],
Corolario 1.4) existe una aplicacidén ¥: M' > E'! tal que para cada
feM', ¥(f) es la tnica extensién Hahn-Banach de f a FE. Ademés

verifica que:

lver)-vig| s 2l F-gll  (figeu?)

Es claro que ‘P(fo):x’ y gue \P(go)e D(X,m) con lo que

Hx'—‘l‘(go)ll < 2¢ . Ademis

oy@ 2 |¥(g,) ()| 2 |e' ()| - |¥(g ) (x) -2 (x)| 2 1- 2¢ con 1o cual

pM(x) =1.

-45~



16 TEOREMA: Sea M un semi-|-|-ideal completo de X. Se verifica:

pM(x)—n(l.l)Hx+MHzO vy |zl = |(pM(x),Hx+MH)|+ (xeX).

DEMOSTRACION: Por el teorema 3 y el corolario I.28, podemos supo-

ner que |-| es de cotipo © en cuyo caso el lema 14 nos da

py () = n(]- |)||z+M|| 2 0 . Por el teorema 8, existe una norma equi-
valente, |||-]|l, en X tal que M es semi-M-ideal de (X, |||~ |||} ¥

lzll = e 1 il Nl =+ aall 0]

(1)

Si notamos pM a la seminorma de la definicién I.24 para

HI'HI, por el lema 14 la igualdad a demostrar es

=l = Lencl-1pl @ ancl- Dl zeull Nzmll )17
el e @, eml ).
. * _ * (1)
Es decir, I(n(l.l )|||x|||,||x+M|| )| = I(n(|-| )Py (z), || :c+M|| )|
Si ”l:cl“ :p’;Z)(x) no hay nada que demostrar. Si Hlxm ;éplgl)(:z:),
por el lema anterior es I“x“|:||ah+M||> pél)(x). En este caso
Lne]- |5 )l =+ Ml )| = || 2+ 4| por el lema 1.10.

Por otro lado

Hzenll < [oncl 10 @, wwll )] s Tencl [l emll Lz e ull )] =
= ||x-+M||.

Donde, de nuevo, se ha aplicado el lema I.19 y el teorema queda

demostrado.
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Como primera aplicacién del teorema anterior obtenemos

la prometida expresién explfcita de la renormacién dada por el teo-

rema 8:
17 COROLARIO: Sea M un semi-|-|-ideal completo de X con || de co-
tipo «. Sea IH-IH la norma equivalente en X para la que M es

semi-M-ideal dada por el teorema 8. Se verifica:

HIxHI = Ma’x{m?—'—*j(pM(:{:)—n(l- |)||x+MH ),”x+MH} (xe X)

DEMOSTRACION: Si DLZ) es la seminorma definida en I.24 para l“-l“,
por ser M semi-M-ideal completo de (X,l“'l“), por el lema 15, ée

tiene
lzll = aztot ), e+l @en.

Teniendo en cuenta que- |Hx+MH| = “ .:c+MH , el resultado se sigue

del lema 14.

Como secunda consecuencia importante del teorema 16 obte-
nemos ahora informacién sobre n(X,M) en el caso de que M sea un

semiideal de X. Necesitamos para ello el siguiente lema elemental:

18 LEMA: Sea |-| una norma absoluta. Se verifica que:
(] % = ncl- 1)+ nc] 15,

. . . +
Como consecuencia, |-| es hexagonal si y sdlo st I-I =M.
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DEMOSTRACION: Sea Bzn(|-|), entonces |(8,1)|" = [(8-n(]|-]), 1)}

con lo que, por el lema I.19 aplicado a l- (8,1)|+:-1 si y sélo

14

*
si B én(|'|)-+n(|-| ) de donde se sigue el resultado aplicando el

lema I.19 a I-|+.

19 COROLARIO: 5% M es un semi-|- |-ideal completo de X, entonces se
tiene: n(|' l) <n(X,M) gn(l- l) + n(l- |*)-

DEMOSTRACION: Aplicando el teorema 16, para x €X, se tiene:

(|- Dllzll = Lol 1oyt nt |- D] 2+ mll M gpM(x)l(n(l-l),z)l*: 0y ()

De donde n(|-|) sn(X,M).

Notemos pM(x+M):Inf{pM(x+m): meM} (xeX).

De n(X,M)H x+m|l < pM(:c+m) se deduce, tomando infimos
en m: (1) n(X,M)H.r+MH < pM(x+M).

Por otro lado, de la fdérmula
|+ m] :IMMM+mL“x+MH)V
se deduce, de la misma forma:
|| z + M| :|®MM+MLHx+M”)V
y el lema I.19 nos da
u)pMm+M)gmﬂw+UHx+Mn:(nd¢)+ndw*nnx+Mu

donde la dltima igualdad procede del lema anterior. Enlazando (1)

y (2), obtenemos: n(X,M)§71(L|)-+n(|-|*).
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20 COROLARIO: Si X es un espacio de Banach tal que JX(X) es

semi-|. |-ideal de X", entonces I-I es una norma hexagonal.

DEMOSTRACION: Por el teorema I.30, se tiene n(X",JX(X)) =1 con lo
4
gue, por el corolario anterior, es n(|-|)-+n(|-| )21, vy basta apli-

car el lema 18.

La cota inferior que aparece en el corolario 19 es Sptima
ya que para cada norma absoluta, |-|, si M es l-l—sumando (por tan-
to semi—l-l—ideal) de X se tiene que n(X,M)::n(|-|) por el corolario

I.29. Veamos que la cota superior también es Sptima.

21 PROPOSICION: Para cada norma absoluta I-[, eriste un espacio de

Banach X y un |*|-ideal, M, de X tal que n(X,M)::n(|-|)-+n(|-l*).

DEMOSTRACION: Si n(|-|*):'0 la desigualdad del corolarib 19 degene-
ra en n(X,M):n(|'I). Sean, pues, n*:n(|~|*) >0y n:n(l-').‘

En ([23], Teorema 3) aparece una gama de espacios de Ba-
nach Y tal que JY(Y) es M-ideal de Y". El ejemplo m&s sencillo de
esta gama es considerar Y como el espacio de Banach de las sucesio-
nes convergentes a cero. Por el teorema I.30, es n(Y",JY(Y)):.Z.

Sea X=Y" vy M:JY(Y). Si definimos
llzlll = [e*llzll, | =+ ml] )] (zexs

por el teorema 4, “l-”l €s una norma equivalente en.X y M es un
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|-|-ideal de (X,”l'“l). Denotemos QLO) y nO(X,M) la seminorma y el
indice de la definicién I.24 para IH-IH. Por el lema 14, se tiene

(0)

oy (@) = n*pM(:c)+n”3:+M|| (x€X).

por ser n(X,M) =1, obtenemos

(0)

py () = n*||z|| +nl| z+ M| (zex)

Se tiene entonces, usando la desigualdad triangular y el hecho de

que n+n*s1ly |[(n*,1)| =1, que:

=il = Tn*llzll, | e+ mll 2 s [ n*|| o v ml| e ml] )]+ 22 [|e]] - [ 2+ e} )=
= fzrull #nr(|lz|l- | =z+ull )=
*
sllzemll + cllell- lz+mll) =
 * " 95(40)(30)
= mrmllell s smmlle s ol = 2o

lo que demuestra que nO(X,M)z71+n*. En vista del corolario 19

deberd ser nO(X,M):71+n* como queriamos.

Al introducir el concepto de semiideal se puso de manifies-
to gque un semisumando no tenia por qué ser semiideal. De hecho,
vamos a probar que un semisumando, que no sea sumando, nunca puede

ser semiideal.
22 PROPOSICION: Sea X un espacio normado y M un semi-l- |—sumando de

X. Sea Y un subespacio cerrado de X tal que Y estd contenido en M.

Entonces, M/Y es semi-|+|-sumando de X/Y.
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DEMOSTRACION: Sea 7 la semi—l . l—proyeccién en X con imagen M. Defi-
nimos r1\r': X/Y -~ X/Y , como r‘I\TJ(.'E+.Y):TT(x)+_Y (r€X).

Six-y€EY, se tiene n{x-y)=zx-y ya que YCM y
mx)-m(y)=nlx-n(y)) =n(y+nlx-y)-nly)) =x-y€&€Y

'\J ]
Asi pues 7 estd bien definida y, evidentemente, es una semiproyec-

cién en X/Y con imagen M/Y. Sea x€ X, se tiene
| z+7|| = Infl]|z+yl - yer) =
= Inf{]| (|| m(x) +yll ;|| 2= mx)] Meyery=|(| nx)+ || ,||z-mnex)] )|

con lo cual: | z+y|| = |(|| rT\r'(ac+Y)|| =) )],

Sustituyendo, en la anterior igualdad, x por x - T(x) se obtiene
|| w+ YTz Y)H = |z-mn(z) +Y“ = || z-1(x) ”

y la demostracién queda concluida.

23 COROLARIO: Sea X un espacio normado y M semi-|-|-ideal de X. Sea

XZ un subespacio de X que contiene a M. Entonces M es serml—|- I—ideal

de Xl'

DEMOSTRACION: En la identificacién usual de Xl’ con X’/X? el anula-

*
dor de M en X, es MO/X§. como M° es semi-l-l -sumando de X', por la

*
proposicién anterior MO/X§ es semi—l-l -sumando de X'/X? con lo que

M es semi—l . |—ideal de XJ.
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24 TEOREMA: Sea X un espacio normado y M un subespacto completo
de X que sea, a la vez, semisumando y semiideal de X, entonces M

es sumando de X.

DEMOSTRACION: Supongamos que M es semi—l-lo—sumando Yy

semi-l-ll-ideal de X. Veamos, en primer lugar, que |-|1: I.lO'

Sea x0¢M y sea XZ:]K:D0+M; es evidente que M es
semi—l-lo—sumando de X] y, por ser M un hiperplanoc de X]' M es un
|-|O—sumando de XZ' luego un semi—|-|o—ideal de XZ' Por otra parte,
seglin el corolario anterior M es un semi-|-|1—ideal de Xl’ asi que
|.|O:|.ll'

Sea pues, M semi—l'l—sumando Y semi—l-l—ideal de
(X, °||0) . Podemos suponer que l-l es de cotipo « ya que si no

el resultado se sigue del teorema 3. A continuacidén utilizaremos
la misma notacidén que en el lema 14.

Sea T la semi—l-l—proyeccién en (X,|L ”0) con imagen M,
por el teorema I.25, se tiene

or (@) = |l atz)|| jrn(]-Dllzeul] (@ex)

Por otro lado, por ser M semi—|-|—ideal de (X,”-l|0) con |-| de

cotipo =, se sigue del lema 14 que

0l () = n(| | el @) en|- ) s et (@ex)

con lo cual || n(x)|| 0:n(|-| )pl‘(;)(x) (x€X) y

(1)

Ker(w) = {xeX: Py (x) = 0}. Luego Ker(m) es un subespacio de X y

m es lineal.
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En el teorema anterior, la hipStesis de que M sea comple-
to se puede suprimir como veremos m&s adelante.
Para finalizar detectamos los semiideales que verifican

la propiedad de la bola y media.

25 TEOREMA: Sea X un espactio normado y M un semi-|-|-ideal comple-
to de X. Entonces M posee la propiedad de la bola y media si y sdlo

st |°| es una norma hexagonal.

DEMOSTRACION: En ([}7], Teorema 3) Yost demuestra que si Y es un
espacio de Banach y ¥ es un subespacio cerrado de Y, entonces N
posee la propiedad de la bola y media en Y si y sélo si w° posee
la propiedad de la bola y media en Y'. Analizando la demostracién,
se comprueba que el resultado es cierto si Y es un espacio normado
y ¥ es un subespacio completo de Y.

*
l -sumando de X', por el teorema I.38,

0
Como M~ es semi—l-
o . *
M" tieme la proiedad de la bola y media si y sélo si I'[ €S una
norma hexagonal lo que a su vez equivale a que l-! sea una norma

hexagonal, lo que finaliza la demostracién sin mé&s que tener en

cuenta el resultado de Yost citado.
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CAPITULO IT1

SEMIIDEALOIDES



El concepto de semiideal es una "predualizacién" del de
semisumando en el sentido de que M es un semiideal de X cuando M°
es un semisumando de X'. De la misma forma, en la siguiente defi-
nicién predualizamos el concepto de semiideal, obteniendo un nue-
vo tipo de subespacios para los que no hay precedentes cl&sicos

por razones que mids adelante se comprenderén.

1 DEFINICION: Sea |-| una norma absoluta y M un subespacio cerra-
do de un espacio normado, X. Diremos que M es un semi-[-l-idealoide
de X si M° es un semi—l-l*—ideal de X'. Diremos que M es un
semiidealoide de X si es un semi—l-l—idealoide para alguna norma
absoluta, l-|; norma absoluta que es unica.

Evidentemente, por la proposicién II.2, todo ideal (por
tanto todo sumando) es un semiidealoide.

En [59] (ver comentario que sigue al Corolario 8.4) que-

dé planteado el problema de si dado un semi-l-l-sumando M de X

00
puede asegurarse que M es un semi-l-'-sumando de X". Equivalen-
temente se preguntaba alli si todo semi—l-l—sumando es un
semi—l-l-idealoide. Resolveremos afirmativamente este problema

haciendo uso de la tnica respuesta afirmativa conocida hasta la
fecha, dada por Lima ([22], Teorema 6.14). El siguiente lema no
es mis que la adaptacidén a espacios normados cualesquiera del

teorema de Lima.

-54-



2 LEMA: Sea M un semi-L-sumando de un espacio normado X, entonces

MOO

es un semi-L-sumando de X". Ademds, si P es la semi-L-proyec-
o 2 (o]0} . . .
cion de X" sobre M~ y w la semi-L-proyeccion de X sobre M, se

verifica que PUX = J,m.

X

DEMOSTRACION: Si X es un espacio de Banach, el resultado es el
teorema 6.14 de [22] .
Si X no es completo, por ([36], Teorema 1.3) se tiene

| wtz) -y < || z-yl| (z,yex)
con lo cual podemos extender m a la completacién, X, de X. La
extensién de © seri una semi-L-proyeccién en X con imagen M (cierre
o . . —,00 _, 00
de M en X). Asi, por el teorema de Lima citado, (M) =M es un
semi-L-sumando de (X)"=X".

Finalmente, para x en X, por el teorema I.20, se tiene

| Jy(x)-dym@)|| = [|e-n@)|| = |z+Ml| = || 7y0z) + 4% .

Como PJX(x) es el tdnico punto de M°° que materializa la distancia

de JX(x) a M°°, se obtiene que PJX(x)::JXn(X).

3 LEMA: Sean X, Y, Z espacios normados y sean S: X » Yy T: Y > 2
aplicaciones lineales y continuas. Supongamos que la aplicacidn
x> (S(x),T(x)) de X en Yx2Z es isométrica cuando en Y xZ se con-

sidera la norma || (y,2)|| = |(llyll,|lzl|)|, siendo |-| una norma

absoluta. Entoneces || z"|| = (|| §%(x) |, |l 7% () | )] (x"exm).
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DEMOSTRACION: Por la proposicién II.2 se tiene que
” (z",y") ” - l(“ ynll , “ zn” )I ((y",z")E_Y”xZ")

Consideremos &: X + Y x Z dada por &(x) = (S(x),T(x)). Es de compro-
bacién inmediata que <I>tt(3:") = (Stt(x"),Ttt(x")) (x"€&X"). Ya que
® es isométrica, Ott es isométrica y la demostracién queda con-

cluida.

4 TEOREMA: Sea M un semi-l- |—sumando de X, entonces M es un
semi-| - I-idealoide de X. Ademds, si w es la semiproyeccidn abso-
luta de X sobre M y P la semiproyeccion absoluta de X" sobre M°°,

se verifica PJX = JXw.

DEMOSTRACION: Por el teorema I.23 y los comentarios hechos ante-
riormente, podemos suponer gque I-I es de tipo I. Por el corolario
I.32 Py ©S una norma equivalente en X y M es un semi-L-sumando de
(X,pM) ¥, por el lema 2, se tiene que M°° es semi-L-sumando de
(X",p;). Teniendo en cuenta el corolario I.33 se obtiene que M°°

es semi—l-l—sumando de (X",l”-|“), siendo
="l = I(p;(x”),mz_—pp;(x"+Moo))|+ (x"eX").

Por el teorema I.25 es pM(:z:+M) :n(l- l)“ x+M|| , con lo cual

D;(x”+Moo) =nl]- )| 2"+ M°°|

, asi pues
="l = |(p;(x,,)’|| oo |F (e xm).

Por otro lado, por el corolario I1.28, se tiene
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“.’EH = I(pM(:c),Hx+M|| )|+ (x &X).
Por el lema anterior, se tiene
e |(o,:;(x"),llx"+M°°|l " zrexm

de donde le"ll.:IHx"|” (x"€ X") y M°° es semi—l-‘—sumando de
x| 1b
. . . tt ’ .

Finalmente, si 7 es lineal es P=1 por ([29]|, Proposi-
cién 8.2) y, evidentemente, PJX;:JXn. Si m no es lineal basta te-
ner en cuenta la demostracién anterior y el lema 2 para concluir
que PJX:JXTT-
El teorema anterior permite demostrar, como ya anunciamos,

el teorema II.24 sin suponer que M sea completo.

5 TEOREMA: Sea X un espacto normado y M un subespacio suyo que
sea a la vez un semisumando y un semiideal, entonces M es un su-

mando de X.

DEMOSTRACION: Al igual que en el teorema II.24, M es semi—l-l—su—

mando y semi-l-l—ideal de X para una misma norma absoluta,l-l. Por
. 00 . . .

el teorema anterior M ~ es sem1-|-|-sumando Y seml—l-‘-ldeal de

X". Por el teorema II.24 M°° es I-I—sumando de X" y, ademds, si P

es la proyeccidén absoluta de X" sobre M°° y m la semiproyeccidn
absoluta de X sobre M se verifica EU&;:JXn lo que fuerza la li-

nealidad de 7 y el teorema queda demostrado.
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La predualizacién del teorema anterior da lugar a la si-

guiente consecuencia:

6 COROLARIO: Sea X un espacio normado y M un subespacio suyo que

sea a la vez semisumando y semiidealoide, entonces M es ideal de X.

Segin acabamos de demostrar los semisumandos y los idea-

les son semiidealoides. Veamos que, con ciertas hipétesis sobre

la norma absoluta . |-|, todo semi—l-l—idealoide es un I-l—ideal
o un semi—l-l—sumando.

7 TEOREMA: Sea |-| una norma absoluta de tipo distinto de 1. 5i
M es un semi—|-|~idealoide de X, entonces M es un I-I-ideal de X.

*
DEMOSTRACION: Por la proposicién I.14, i-l es de cotipo distinto

*
de . Como M° es semi—l-l -ideal de X', por el teorema II.3, M°
*
es |-I -sumando de X' y, por tanto, M es |~|—ideal de X.
8 TEOREMA: ([?Q], Teorema 8.7). Sea |*| una norma absoluta de co-

tipo distinto de « y M un subespacio completo de X. Si M es

semi-|- |-idealoide de X, entonces M es semi-l-l—sumando de X.

9 NOTA: Las hipétesis de los teoremas 7 y 8 son esenciales. Si

l-‘ es una norma absoluta de tipo 1, por el teorema I.23 existe
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un espacio de Banach, X, con un semi—l-'—sumando, M, (por tanto
un semi—l-l-idealoide por el teorema 4) que no es l-l-sumando con

lo que M no puede ser ideal por el teorema 5. De la misma manera,

si |-‘ es una norma absoluta de cotipo =, por el corolario II.5
existe un espacio de Banach, X, con un l-l—ideal, M, (por tanto
un semi—‘-‘-idealoide) que no es I-‘—sumando con lo que M no puede

ser semisumando de X por el teorema 5.

Particularizando los tecoremas anteriores a las normas
cldsicas obtenemos que el concepto de semiidealoide completo para

dichas normas se reduce a conceptos anteriores:

10 COROLARIO:
i) Todo semi-L-idealoide completo es un semi-L-sumando.
([22] , Teorema 6.14).
ii) Para 1<p <= todo semi-IF-idealoide (resp. SQmi-Lp-
idealoide completo) es un [P-ideal (resp. P-sumando) . |

i1i1) Todo semi-M-idealoide es un M-ideal.

A diferencia de los capitulos anteriores en los gue los
semi-I-sumandos eran el prototipo de semisumandos y los sémi-M—idea—
les el prototipo de semiideales, nos encontramos ahora e% virtud
del corolario anterior que no hay precedente en las norma§ cldsi-

cas para los semiidealoides. Los semi—l-l—idealoides que sirvan
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de modelo a los semiidealoides deben ser tales que l-! tenga tipo

1 y cotipo ». Las normas absolutas que verifican esto m&s senci-

llas son las normas hexagonales, aparecidas en sesiones anteriores.
El objetivo fundamental de este capitulo es demostrar

que para cada norma absoluta l-l de tipo I y cotipo « existe un

semi—l-l—idealoide que no es semi-l-l-sumando ni I'l—ideal (poxr
tanto tampoco semi—l-l—ideal), es decir, lo que podemos llamar un
semi—l-|—idealoidez"propio". Empezaremos resolviendo este proble-

ma para el caso de una norma hexagonal y después el caso general
se resolverd mediante un teorma de renormacidn.
En lo que sigue, para 0svys1, |°|Y denotard la norma

hexagonal dada por:
| (r,s) IY: Mdx{|s|, |»| +vls|} ((r,s)emr?)

*
Recuérdese que n(l-lY):'Y y que I-lyz:|-|1_Y
Pretendemos, segin se ha dicho, construir, para 0 <y <1 un
semi—l-lY—idealoide propio. Ello se conseguird por un proceso de
"apareamiento" de un semi—l-IY—sumando con un |-|Y—ideal. De mane-
ra mds general, vamos a obtener un procedimiento para "aparear"

semi—|-ly-idealoides. Ello revierte en el bidual en "aparear"

semi—|-|Y—sumandos y por ahi vamos a empezar.

11 TEOREMA: Sean X e Y dos espacios normados y sean M y N subespa-

cios cerrados de X e Y respectivamente. Sea y € [0,1:[ y consideremos
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en XxY la norma dada por
Il = el v ull Ly mll, lellovlly ol lylley]] 2+ M)

Pues bien, MxN es un semi-l- IY—sumando de XxY st y sélo si M y
N son semi-|- IY-sumandos de X e Y respectivamente. Ademds, si Ty
y my son semi-| - IY—proyecciones eon nM(X) =My nN(X) =N, la

semi—l- IY—proyeccio'n en XxY con imagen Mx N es :

T(x,y) = (nM(x),nN(y)) ((x,y) €EXxY).

DEMOSTRACION: Sean M y N semi—|'|Y—sumandos de X e Y respectiva-

mente. Definimos 71 de X x Y en X x Y mediante
m(x,y) = (nM(x),nN(y)) ((x,y) EXxY).

Evidentemente, 7 es una semiproyeccién en X x ¥ con imagen M x N.
Veamos que 7 es semi—l . IY-proyeccién. Sean meM, nelN, ue Ker(nM) ,
17EK6P(WN). Teniendo en cuenta la definicién de la norma en X x Y

y el teorema I.20, se obtiene

[ tmyn) || = mazet [Im]], [|2]] 3
Il ol = flull + lo]]
Ftmeseyn s ) || = wgwtlull+[o1], ||+ mll +vlloll, | o nl] +flull3

Por otro lado

Lm0 1] = st lull+ o], mgt (lmll, [l ]yl o o] 3

Por ser Ty Y Ty semi—l-lY—proyecciones se tiene
[l mll = Mawt|lull, {Imf + v]el|
Fo+nll = mizt|lo|l, [I]l «vIlo]3
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Luego

|| (u+m,v+n)|| =

Mz |[ul+ ol Mt L]l llml #yllull yevlloll gz cllo Nl Hln e vllol] eyl =

"

mz{ [[ull+ o |] limlbevllall+vllo Nl lnllexllullevlivlly =

= | mymd || L || (00| )|Y

v la demostracidn queda concluida.

Sea ahora Mx QN semi-l . IY—sumando de XxY y n la semipro-
yeccidn absoluta en X x Y con imagen M x N. Para x en X sea
m(x,0) = (m0,n0) EMx N, si demostramos que n,= 0, entonces, ya que
la norma definida en X xY restringida a X da la norma de X, se
tiene que 1 restringida a X es una semi—!-IY—proyeccién en X con
imagen M. Andlogo razonamiento con Y y N acabaria la demostracidn.

Es de comprobacién inmediata que

| (x,0) +Mx || = || z+M|| con 1o cual
Py g (®:0)) = {(mn)euxt: || (w-m-n)|| = ||=+nulh =
= {(myn) €EMxN: de_{” x+M” ,“ c-m| , ||n||+y|| x+M||} = ” x-)-M“} =
o tmm €t ||zen| = || zeu] |0l € (1) || zeu]] } =

= Py(x) xBy(0,(1-v) | =+ || ).
Por otra parte el teorema I.20 nos dice que

P ((x,0)) = B

T MXN((mO,nO),(J—Y)Hx+M“) =

= BM(mO,(l—y)||x+M” ) xBN(nO,(J-y)Hx+M” ).

-62-



Donde en la iultima igualdad se ha usado que la norma de X x Y res-
tringida a Mx N es la norma del mdximo. Comparando esta igualdad
con la anterior se obtiene ng= 0.

12 TEOREMA: Sean X e Y espacios normados, y un mimero real con
Osys<l . Sean My N semi-—|~ |Y—idealoides de X e Y respectivamen—

te. Definiendo en Xx Y la norma

I el = Mzt z+mll « Ny il ll2ll oy by 0l Nyl + 41l 2+ b

se obtiene que Mx N es un semi-|-| -idealoide de X x Y. Ademds,
Y
MxN es semisumando (resp. ideal) de XxY si y sdlo st My N son

semisumandos (resp. ideales) de X e Y, respectivamente.

DEMOSTRACION: Usando y abusando de la proposicién II.2, se obtie-

ne que, para (x",y")€X"x Y", es
| czm,ym) || = w (] o ™|+ [ ymew ] ||+ vlly P U]y ||+ v llmP ||y

con lo que,por el teorema anterior, M°°x ¥°° es semi-| . |Y-sumando
y MxN es semi—l . IY—idealoide de X xY.

Aplicando el teorema anterior obtenemos que M xN es
semi—| - IY—sumando de X X.Yv siy sélo si My N son semi—l . IY—suman—
dos de X e Y respectivamente.

Supongamos ahora que M y N son ideales y denotemos por
TTMO la proyeccién absoluta en X' con imagen M° Y por mgo la
proyeccién absoluta en Y' con imagen No. Por ([29] ; Proposicidn

8.2) I- o es la proyeccién absoluta en X” con imagen M°° y

M
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t
I- TyO es la proyeccién absoluta en Y"” con imagen ¥°°. por el
teorema anterior, si P es la proyeccién absoluta de X" x Y" sobre

00 00 .
M " xN 7, se tiene

P(xll,y") - (xll_ ,n.lttlo(xll),yll_ H;O(yll)) ((x"’y") EX" X _Y")

con lo que P es débil * continua y, otra vez por ([29], Proposi-
cidén 8.2),MO'><1VO es sumando de X' xY' y, asf, Mx N es ideal de
XxY.
Si MxN es ideal de XxY y 7 es la proyeccién absoluta
' ' o o . t
de X'xY' sobre M x N, por ([?9], Proposicién 8.2) I-1n es la

oo

proyeccién absoluta de X" x Y" sobre M°° x N°° con 1o que, por la

proposicién anterior, es
(I~ TTt) (x",y") = (nMoo(x"),'rrNoo(y")) ((x",y") ex"xy")

Asi Y00 Y Tmyoo son débil * continuas y, por ([29], Proposicién

8.2), M° y ¥° son sumandos por lo que M y N son ideales.

13 COROLARIO: Para cada y con 0 <vy<1 existe un espacio de Banach,
X, y un subespacio suyo, M, que es semi—|-|Y—idealoide de X y no

es nt semisumando ni semiideal de X.

DEMOSTRACION: Como para Y con O<y<1, |'| es de tipo 1 y cotipo
Y
@, por el teorema I.23 existe un espacio de Banach XZ con un

semi—l-IY—sumando, MZ' que no es |-IY—sumando, con lo que no

puede ser ideal por el teorema 5. Por el corolario II.5 existe
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un espacio de Banach 'YZ con un [I y -ideal , NZ  que no es
Il Y-—sumando con lo que no puede ser semisumando por el
teorema 5 . Definiendo en Xl xYJ la norma del teorema ante-

rior se obtiene que M_xVN, es un semi - Il Y—idealoide de

1 1

XJXYZ que no es semisumando ni semiideal de XJXYJ.

Podemos ahora justificar la necesidad de la hipéte-

sis de complitud en la primera parte del corolario 10 :

Existe un espacio normado X y un semi- L - idealoide
(no completo) M de X que no es semi-TL - sumando ni L -ideal.

En efecto :

Sea XZ un espacio normado y M1 un L - ideal de X1
que no sea L-sumando (véase el comentario que sigue al teo-

rema II.3) y sea Y, un espacio normado con un semi- L - su-

1

mando Nl que no sea L - sumando . Basta, entonces, aplicar el

teorema 12 con vy = 1 vy tomar

:XZX'YJ v M:MJXNZ.

Vamos ahora en busca del proceso de renormacién

que nos permita establecer la tesis del corolario anterior

-65-



para cualguier norma absoluta de tipo I y cotipo « . Preci-
samos para ello el siguiente teorema, de interés en si

mismo .

Conviene concretar la siguiente notacién:

Como quiera que un mismo subespacio M de X podrd ser
considerado como subespacio de otros espacios normados , escri-
biremos , cuando sea preciso ,

p(X’M) en lugar de pﬂ4>para in-

dicar el superespacio X al que nos referimos.

Sea (X,u) wun espacio de rango numérico, ¥ , M sub-

espacios de X con u EM CY . Se tiene evidentemente
V(Y,y) = V(X,y), Yyevr

de donde pasando a radios numéricos y tomando supremos con U

moviéndose en S(M) obtenemos:

Py, =Py s Vyer .

14 TEOREMA: Sea M un semi- |.| - idealoide completo de X. Se

verifica que:

) Py (%) = 0400(d,(x)) (z €X).
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1) |lzll = (o, (), || =+ M| I (zex).

141) pM(x)-n(l' )| =+ M 2 0.

DEMOSTRACION: %) Sean m €S(M) y x €X arbitrarios. Se tiene eviden-
temente v(m,x)::v(JX(m),JX(x)).

Notando m a la semi—|-|~proyeccién de X" sobre M°° tene-
mos, en virtud de ([29], Corolario 10.2) que:

v(d,(m),J (@) =v(Jy(m) 7y (2)) +n |- D] Iy () + M°°||

Ccuando m recorre S(M), JX(m) recorre S(JX(M)) con lo gue tomando
supremos obtenemos:

_ _ 00
py(®) = p(X,,’JX(M))(JX(:L')) = p(X,,’JX(M))(nJX(X))+n(|- | Iy () + M |

o lo que es lo mismo

0y (®) = D(Moo,JX(M))(nJX(x)) enl|- [ gy ) + M|

Ahora bien, aplicando el teorema I.30 al espacio de Banach ¥ y

: . ‘e , 00
teniendo en cuenta la identificacién natural de M con M" tenemos:

p(Moo’JX(M)) (nd () = || ny () I
con lo que, finalmente:
oy (@) = | @ || +n(]- Dl (@) + 1% = py00(dy(x))

donde, en la idltima igualdad se ha aplicado el teorema I.25.
1) y 111) Aplicando el corolario I.28, tenemos:

Ilfﬂl:ImMmﬂxU,Hx"+Mm“)y+prmﬂfU;n(Ll)Hm"+Mm“
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con lo que basta tomar x”:JX(x) con re X y tener en cuenta 7) y

que ” JX(x)+MOO” = “ x+M“ .

15 LEMA: Sea || una norma absoluta de tipo 1 y M un semi-|- I-idea-
lotde completo de X. Entonces oy 8 una norma equivalente en X y
notando pl'é, a su norma bidual se tiene:

; n n n n n
Z) pMoo(x )épM(x ) (x"eXx")
i1) ST x"e X" y pMoo(x") < pl'é(.’L‘"), entonces

oi(z) s (n(|- ) e n]-| )| &+ 40 .

DEMOSTRACION: Dado que M°° es un semi—l : |-sumando de X" y ||
tiene tipo 1, el corolario I.32 nos dice que pMoo es una norma
equivalente en X”. Ello, junto con la primera parte del teorema
anterior, implica que pM es una norma equivalente en X.

1) Podemos suponer que pA’;(:J:") = 1. La bola unidad cerrada
de (X, pM) (tratada por JX) es débil * densa en la bola unidad ce-
rrada de (X"’OI{;)' por tanto existe una red {.’Ea} en X tal que
pM(xa) £ 1 para todo o y {JX(xa)} converge a x” en la topologia
débil * de X". Aplicando la primera parte del teorema anterior tene-
mos pMoo(JX(xa)) £ 1 para todo a. Finalmente py00 €s una norma dual
en X" (teorema II.8) luego su bola unidad es débil * cerrada y
concluimos que pMoo(x") £1= pl"}(x") .

77) Por la segunda parte del teorema anterior, tenemos:

|=|| = | (o), || z+ml[ )]* (zex)
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Aplicando el lema 3:
H xn“ - I(Q['é(x"):“ .'L‘"+MOOH )|+ (z"eX").

00 . .
Por otra parte, por ser M sem1—l-|—sumando de X" el corolario

I.28 nos da

“ x"“ - l(pMOO(x")s ” .’L'"+MOO” )|+ (z" e X")
Asi pues:
[oman), || =7+ M0l )]* = | (00, [ ="+ M°1| )|

Supongamos entonces que p,o00(x") <p!(x") con lo que deberd ser
M q

M
‘lx"4-MO°||> 0. Notando

p&(x") pMpo(x")

Yr=—m——-----—— 'y §=-~—————— tenemos:
[+ 1] [EE |

0ss<ry l(s,l)l+: |(r,1)|+. Entonces de
ls, )1 = | Str, 10+ (1-2)00,1)|" 5
r r
Sl |+ 1-2) 0,0 =
r r
g;l(s,z)|*+(1-§)|(s,1)|* = |s,0|*

deducimos |(s,1)|+::1 luego I(r,1)|+:-1. El lema I.19 nos da:

OOH

r’én(|'l+*) esto es p&(x") én(|-|+*)||x"4-M y basta aplicar

el lema II.18.
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16 TEOREMA: Sean I-Ii y |-| normas absolutas de tipo 1, ni::n(l-li)

* *
nzzn(|-li), n=n(|"|) y n*=n(|-| ). Supongamos que

n;f{,_( n*

n.>n

7
Sea M un semi-l- Ii—idealoide completo de X y definamos

‘ . +
eI :|®MML52Hx+MH)| (z€X).

Entonces HI ”I es una norma equivalente en X y M es un semi—[- l—idea-
loide de (X, ||| |||). Ademds, si M es semi- |- |7l.-swnando (resp.
I-Ii—ideal) de (X,]|-||) entonces M es un semi-|+ |-sumando (resp.

|- |~ideatyde (x, ||| |||-

DEMOSTRACION: Por el lema anterior pM es una norma equivalente en
X de donde, fédcilmente, también lo es Hl Hl .

Puesto que MOo es un semi—l-li—sumando de X", definiendo
i 00 +
qlz") = l(pMoo(x"),E—“ x"+ M H )| (x"eX")

se obtiene una norma equivalente en X" tal que M°° es un
semi—l . l—sumando de (X",q) (teorema I.30). Vamos a probar que q
es la norma bidual de l“ “l . Dicha norma bidual, en virtud del

lema 3 viene dada por:
n.
mxnm - l(p[&(xu),n_'_’/ll .’L'"+MOO” )|+ (x" € X").
El lema anterior nos da pMoo(x") g pl’é(:r") (x"€ X"), luego

qlz") < ”lxn“l (z"€EX").
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Ademds, es claro que si p oo(x")::p&(x") la anterior desigualdad

M

es una igualdad. Si, por el contrario, es pMoo(x")'<p&(x") el lema

anterior nos dice que: p&(x") §(ni-+n£)||x"+-Mooll y usando la

hipStesis sobre los indices de l-li y l—l tenemos
n;f nt g
n.+n¥zn.(1+=)sn.(1+=—)=—(n+n*
R A n; 1 n n

con lo que

n.
p&(x") s i—’(n +n4) || 2"+ M°°||

vy llegamos finalmente a:
n. n. +
||| < | (Z(n+n* a + M0 X z"+ M%) )|" =
n n

n. n.
= Zla+ 60| [nent, 0|7 = 2 2"+ 6°°| 5 qlm).
n n

Asi pues, en cualquier caso, |||z”l||=¢q(x") y q es la norma bidual
ge |||l . Puesto que M°° es semi-|-|-sumando ge (x",q) = (x",|||- ||
hemos probado que M es semi-|-|-idealoide de (X, |||*|l|)-

Si M era de hecho semi-|-|.-sumando de (¥,[|-][) el teo-
rema I.30 nos da directamente que M es semi-|-|-sumando de
x|l {110

Finalmente, supongamos que M es l-li—ideal ae X, || 1|V .
Entonces M° es I-l;-sumando de X' y M es |-| -sumando de X" con

|-|i—proyeccién 7 débil- * continua. Otra vez el teorema I.30 y la
igualdad ”lx"”l =q(x") (x"€X") nos dice que T es | I—proyeccién

en (X",Hl-“l) con w(X") =M°®. La @ébil * continuidad de T nos
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asegura que M° es l'l*-sumando de (X’,lH-IH) esto es que M es

|:I-ideal de (X,|“'|“)'

17 NOTA: Supongamos que en el teorema anterior se tiene de hecho

ni

7 _nt* . .

el Entonces el mismo teorema puede aplicarse a (X,‘”-I”)
z

intercambiando l'li con |-|. La nueva norma que se obtiene en X

no es otra que la inicial Il'“. Para convencerse de ello basta
tener en cuenta la expresién de la norma bidual de ”I'l” y aplicar

la nota I.34 a X".

18 COROLARIO: Sea |-| una norma absoluta de tipo 1 y cotipo .
Existe un espacio de Banach X y un semi—l-]—idealoide M de X que

no es semisumando ni semiideal de X.

DEMOSTRACION: Pongamos n=n(|-]), n*=n(|-|)y sea Y= =T—3; néte-
se que 0 <y<1. Por el corolario 13 existe un espacio de Banach
(X,l% ”) y un semi—l-lY—idealoide M de X que no es semisumando
ni semiideal de X. Aplicando el teorema anterior con |-Li: |¥l

Y

convertimos M en un Semi—l-‘—idealoide del espacio de Banach
ni*
1_1-vy _n*

(X,|”-|”). Notemos que en este caso — = ke con lo que la

7
nota anterior es aplicable. Si M fuese semisumando de (X,|H-|H)
seria semi-l-l—sumando y el teorema 16 aplicado a (X,I“-“l) inter-

cambiando |-|. con I'I nos daria que M es semi-l'lY—sumando de
7

(X,IL “) (nota 17) contra lo supuesto. Si M fuese semiideal de
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(X,|”-|“) seria ideal (corolario 6), luego |-|—ideal y el mismo
razonamiento anterior nos darfa que M es ‘-IY—ideal de (X,“"l),

una contradiccién.

El teorema anterior nos ha permitido obtener semi—l-‘—idea—
loides propios para cada norma absoluta, |-|, de tipo 1 y cotipo
= renormando un espacio de Banach con un semiidealoide propio pa-
ra una norma hexagonal. Si aplicamos la renormacién en el otro

sentido obtenemos una codificacién de los semiidealoides.

19 COROLARIO: Sea l-l una norma absoluta de tipo 1 y sean n::n(l-l),
*
nt=n(||) y y::zjgﬁ;. Si M es semi-|-|-idealoide completo de X

y definimos

x|l = Mdmio, (), (n+n*)]] z+M||} (zex).
Entonces, ||| ||| es una norma equivalente en X y M es un
semi-| . |Y—idealo7jde de (x,||-|l|). Ademds, M es semisumando de
x, Il ll) si y s6lo si M es semisumando de (X,||-||) y M es ideal

de (X,IH'IH) st y sdlo si M es ideal de x, |- 11)-

DEMOSTRACION: Para la primera parte basta tener en cuenta el
teorema 16 con I-‘i:'l-l, I-Lyzl-l y que, por el lema II.18 es

+
I-lerM. La segunda parte se concluye, teniendo en cuenta la nota

17, razonando como en el corolario anterior.
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Una vez demostrada la existencia de semi-l-l—idealoides
propios para cada norma absoluta, l-l, de tipo 1 y de cotipo = Y
codificados éstos tomando como prototipo los semiidealoides para
normas hexagonales, volvemos a la férmula establecida en el teore-
ma 1.4, 72), comin a las tres "generaciones" y de la que, al iqual

que en el caso de semiideales, se obtiene

20 COROLARIO: Si M es un semi-|. |-idealoide completo de X, se

*
verifica que n(|- |) sn(X,M) sn(|- |) +n([°| ). En particular, si
X es un espacio de Banach tal que JX(X) es semi—|-|-idealoide de

X" se tiene que I-l es una norma hexagonal.

Se conocen espacios de Banach X tales que JX(X) es L-su-~
mando de X" (basta considerar XE:ZJ) asi como espacios de Banach
X tales que JX(X) es un M-ideal de X" ([?3], Teorema 3). De hecho
se sabe que si JX(X) es semi-M-ideal de X", entonces es M-ideal
([?4], Proposicién 1.5). A la vista de los ejemplos anteriores,
de la segunda parte del corolario 20, del corolario II1.20 y del
teorema I.30 seria interesante resolver la siguiente cuestién

abierta:
21 PROBLEMAS:

1) {Existe un espacio de Banach X tal que JX(X) es un

semi-L-sumando pero no un L-sumando de X"?
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11) ¢(Existe un espacio de Banach X tal que JX(X) es un
semi-l-ly-ideal de X" econ 0<y<1 ?
117) ¢(Existe un espacio de Banach X tal que JX(X) es un

semi—'-lY—ideaZoide propto de X", con 0 <y<1 ?

Terminamos este capfitulo discutiendo las propiedades de
aproximacién de los semiidealoides. Ello se conseguird por un pro-
cedimiento de localizacién que reduce el problema a los ideales

para los que ya se resolvis en el capitulo IT.

22 LEMA: Sea M un semi-l-l—idealoide de codimensidn uno en X, en-

tonces M es un |.|-ideal de x.

DEMOSTRACION: M°° es semi—l-[—sumando de codimensién uno en X"
fo) *
con lo que M°° es I-l-sumando de X" y M°°° es l-l -sumando de X',

. . . . o] R .
Ahora bien, si M es de codimensién uno en X, M es de dimensidn

uno por lo que se tiene

w*
M =g =dy, ()

00
X' /

(M ,(XT)

JX
1%
asi pues, ¥° es un l-l -sumando de X' y M un I-I-ideal de X.

23 TEOREMA: 57 M es un semi-|- |-idealoide completo de X, M es un

subespacio proximinal de X Y, para x en X, se verifica

B 0,on(]- )| we ]| ) CPy(w) - P () B, (0,2n( |- | ) || o+ u]) )
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) 00
DEMOSTRACION: Sea x¢M y sea Y- XKx+ M, entonces M CYOO y la
. , " 00 N 00
seml-l-l—proyec016n de X" sobre M = restringida a Y = es una
. , 00 , 00 .
sem1—|-l-proyecc16n en Y con imagen M ~. Teniendo en cuenta que

YOO

es isométrico a Y”, resulta que M es un semi—|-|—idea10ide de
Y; por el lema anterior se tiene que M es un |-I—ideal de Y con

lo que, por el teorema II.12, M es un subespacio proximinal de Y

por lo que EM(x) es no vacio y, ademds, se verifica

B;;nt(O,Zn(l' l*) I x+ M|| )CPM(.‘L‘) —PM(x)CBM(0,2n(|' |*) ” z+ml| ).
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CAPITULDO IV

EL TEOREMA FINAL



En los capitulos anteriores, a partir de los semisumandos
(primera generacién) y en dos predualizaciones consecutivas se
obtuvieron los conceptos de semiideal (segunda generacién) y de
semiidealoide (tercera generacién). Aparentemente el proceso ini-
ciado podria continuarse indefinidamente. Es un hecho sorprenden—
te (y creemos que serd gratificante para el lector) que dicho pro-
ceso acaba con los semiidealoides. Sugestivamente, vamos a probar

a continuacidén que la cuarta generacién coincide con la segunda.

una norma absoluta. M es un semi—l-l—ideal de

1 TEOREMA: Sea
*
X st y sdlo si M° es un semi~|.| -idealoide de X'.

DEMOSTRACION: Si M es un semi—|-|—ideal de X, entonces, por de-

*
finicién, M° es un”semi—l-l -sumando de X' y por el teorema IIT.4
o) . * . '
M" es un seml—l-l -idealoide de X'.
0o *
Reciprocamente, supongamos que M es un semi-l-l —idea-

loide de X', esto es que M°° es un semi-l-l-ideal de X". si el
cotipo de I-I no es =, aplicando el teorema II.3 tenemos que M°°
es un I-]—sumando de X". Si M es completo podemos aplicar el teo-
rema 8.7 de [?9] y obtener que ¥ es I-I—sumando de X luego
semi—l-l—ideal de X. Si M no es completo obtenemos por el mismo

teorema que M (cierre de M en la completacién X de X) es un
- o 0 1 ' 31
-l-sumando de X, luego M (=M") es un I-J -sumando de X' (=X')

y M es un I-l—ideal (luego semi—|-l—ideal) de X.
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Supongamos por tanto que el cotipo de ll no es «,
Por el teorema II.8 existe una norma, ”| . I“ » equivalente

en X" tal que M°° es semi-M-ideal de (x", “l |H) y adem&s
@ =l =[] Ml N =« 200 )] (zrexm.

Definamos q(x) = ”lJX(.’n) Hl (xeX) con lo que q es una norma equi-

valente en X, verificando
@ |zl = |nc]-]Pq@), | z+m|| )| (xex).

*
Por tanto la aplicacién gz -+ (n(|-| Jx,x+M) es una isometria li-

neal de (X,||-||) en XxX/M con 1a norma
| gy +m)|| = |(qz), || y+u]| )] (x,yex).
Por el lema III.3, se tiene
@) Nzl = ||| gz, | 2«40 )] " exm).

De (1) vy el lema I.19 se tiene ” x"” < ”lx"l” con lo que
||x|| sq(xz) (x€X) 'y, por tanto, “ :r:"” g qlz") (x"e€X"). Veamos

que I”x"”l:q(x"). De (1) y (3) se obtiene
[l UMl a7+ w010 | = Jenc]- [ aqam, || o+ 0] |

si z"e M°°® se obtiene |||3:"”| =q(x") de la anterior expresién. Sea

pues ” x”+Mo°” > 0 y notemos

* *
P:n(|.| )“lx"”l s:n(l.l 2q(x") . Podemos suponer, sin pérdi-
[+ % IEZET |
da de generalidad que r £s, entonces se tiene I(I',Z) I = |(s,1)|
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de donde se deduce
|(r,2)] = | g(s,z)é-(z-g)(o,z)l S
<Z|(s, 1]+ (2-2)](0,2)|5
8 8
<I|(p,1)| + (1-5)|(r, 1] = [ (r,1)]
8 S

luego l(s,1)|:1 con lo que el lema I.19 nos da

larlll = o7+ 60Nl v atems = ||+ %)) 1vego [lla"lll < [l =]
y q(x") éllx"“ que junto con lo anteriormente demostrado nos
da H x"” =q(z") = ”lx”“l Luego q(x") = l“:c"”l (x"€eX") vy, por

tanto, M°° es semi-M-ideal de (X",q). Aplicando la parte 1) del
corolario III.10 a M° obtenemos que M° es semi-L-sumando de
(X',q), luego M es semi-M-ideal de (X,q).

De (2) se deduce
lzenll = |l qtzem), || 2+l )]

Y, por el lema I.19, se tiene qlx+M) < “ x+M“ Yy, por ser

x|l sq(x) , es qlx+M) = I x+M|| . Luego, otra vez de (2), se tiene
=l = [ el qte) qtz+m)| (zex)

Por el teorema II.4, M es semi—l~l—ideal de (X, ” “) .

*
2 COROLARIO: M es un |-|-ideal de X si y sdlo si M es un ll -ideal

de X'.

*
DEMOSTRACION: Si M es l l—ideal de X entonces M es ‘l -sumando,
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y por tanto I-I*—ideal de X'.

Reciprocamente, si M° es |-|*—ideal de X' entonces M°
es semi—l-l*-idealoide de X' y por el teorema anterior M es
semi—l-l—ideal de X. Pero entonces, M° es a la vez |°|:ideal y
semi—l-l*—sumando de X'; por el teorema III.5 M° es |-|*-sumando
de X" y Mes I-I-ideal de X.

4

Alfsen y Effros ([2], Section 7. Problem 2) preguntaban
si todo M-ideal débil * cerrado de un espacio de Banach dual es
un M-sumando. Este problema fue resuelto afirmativamente por
Evans ([17], Corollary) y Lima ([22], Theorem 6.16) dio una nueva
demostracién. En [29] R. Pay4 demuestra que todo |-|—ideal débil
* cerrado es |'|—sumando envel caso de que l-l tenga tipo distin-
to de I o cotipo distinto de «, dejando planteado el problema ge-
neral ([29], Problema 9.3). El corolario 2 puede enunciarse equi-
valentemente afirmando que todo idealkdébil * cerrado de un espa-
cio dual es un sumando, resolviendo el problema a plena generali-
dad e incluso en ausencia de hipétesis de complitud. El teorema 1
debe entenderse como la versién no lineal de este resultado, pues
puede enunciarse equivalentemente diéiendo que todo semiidealocide
débil * cerrado de un espacio dual es un semisumando. Obsérvese
también que el hecho de que un ideal débil * cerrado en un dual

sea automdticamente un sumando hace que el concepto de "idealoide"
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no tenga contenido, de ahi que no se introdujera en el capitulo

ITI, los idealoides no son otra cosa que ideales.
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