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Introduction

In this manuscript it is studied a suitable class of non linear elliptic and parabolic
problems with quadratic growth in the gradient. This sort of problems arises naturally
in the classic Calculus of Variations. For example, if we consider the following func-

tional
1
I0) =5 [ awveP = [ pv.

where a is a sufficient smooth, elliptic and bounded function (i.e., there exist constants
0 < o < B such that at§]? < a(s)& - & and |a(s)| < B for all s € R) and f € L*(Q), the
Euler-Lagrange equation associated is

—div(a(v)Vv) + %a’(v)]Vv]Z =f.

The study of critical points of the functional J is corresponded with the study of the
existence of solution for a quasilinear problem with quadratic growth in the gradient.
As we can observe in the previous equation the lower order term La'(v)|Vv|? contains
the gradient with quadratic dependence.

Following the terminology of Kazdan and Kramer [57], we say that the quadratic
growth in Vu of the non linear differential operator in the previous equation is natu-
ral. There are several reasons (additionals to those in Calculus of Variations) that can
explain this expression. In first place, the class of equations with quadratic growth in
the gradient is invariant to non-linear changes of variable v = F (u) (F € C"). This is in
stark contrast to what occurs for the semilinear equation —Au = f(x,u) and we again
think that equations with quadratic growth constitute the right framework, both from
the viewpoint of applications as well as from the purely mathematical. On the other
hand, we must remember the non existence result by Serrin, specifically Theorem 1
of Chapter III.16 in [88], when the growth in Vu is faster than quadratic at infinity.
Specifically, he proved that given any smooth domain there are smooth data for which
the Dirichlet problem has no solution.

Regarding the literature there are several papers about the existence and non exis-
tence of solutions for the elliptic model problem

—Au+gw)|Vul* = f inQ, |
u=0 onoQ, M
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where Q is an open and bounded subset of RN (N > 3), g: R — R is a function and
f belongs to a suitable Lebesgue space. It has been systematically studied by Ben-
soussan, Boccardo and Murat [20], Boccardo, Murat and Puel [32] and Boccardo and
Gallouét [28] with datum f in a given Lebesgue space when the function g is contin-
uous in R. In [20] they impose the sign condition g(s)s > 0, for every s € R. Thanks
to the presence of the lower order term with quadratic dependence with respect to the
gradient, the sign condition and that g # 0, the Dirichlet problem (1) is allowed to have
finite energy weak solutions (see [28]), even if f belongs only to L'(Q). This result
(regularizing effect of g) is somewhat surprising because it is not true in the linear
case (for example if g(x,s) = 0). On the other hand, in [32, 34] the authors consider
the Dirichlet boundary value problem for an equation with a more general quadratic
term g(x,u, Vu) (instead of the term g(u)|Vu/?). In that case, they require (see (2.10) in
[32] and (3.10) in [34]) a more general “one-side condition” than the sign condition.
However, we point out that in the case g(x,u, Vu) = g(u)|Vu|? this one-side hypothe-
sis is equivalent to the sign condition. Porretta and Segura de Ledn [83] (see also the
work by Boccardo, Segura de Le6n and Trombetti [35]), have not assumed the sign
condition and they have proved the existence of solution of (1) provided by a certain
asymptotic condition about g. On the other hand, Ferone and Murat [47] and Grenon
and Trombetti [55] proved the existence of solution of (1) without assuming neither
the sign condition nor the asymptotic condition at infinity, but requiring that the da-
ta f(x) has small enough L> (Q)-norm. Some extensions to systems of elliptic partial
differential equations are discussed by Alaa and Mounir [3], Bensoussan and Boccar-
do [19] and Landes [62]. The case of unbounded domains € is treated by Dall’ Aglio,
Giachetti and Puel [41]. Abdellaoui, Dall’ Aglio and Peral [1] study the case g < 0 and
decreasing.

Respect to the parabolic case, if we denote Q x (0,7) by Q, the corresponding
quasilinear problem with quadratic gradient is the following.

w— Au+g()|Vul’ = f inQ,
u(x,0) = uo(x) in Q, 2
u(x,t) =0 on dQ x (0,T).

Again, the problem (2) was largely studied if g is bounded and continuous on R
and many results concerning existence, nonexistence and regularity of the solution
have been obtained depending on the regularity of the data and on the growth of g at
infinity. We remark the works by Blanchard and Porretta [22], Boccardo, Murat and
Puel [33], Dall’ Aglio and Orsina [42] and Porretta [81] and references therein.

In the case that f € L*>((0,T);W~12(Q)) and uy € L*(Q), the problem (2) was
studied in [33], where the authors proved the existence of a weak solution in the dis-
tributional sense in Q. In [42] the authors studied the case in which f only belongs to
L'(Q) and ug = 0 if there exists Y > 0 such that g(x,1,s,&)sign(s) > v|§|? for all s € R.
Thanks to that assumption the solution belongs to L*(0,T; H} (Q)) (an extension to the
case if ug belongs to L' (Q) was given in [81]), so that the extra term g(x,t,s,E) may
actually improve the standard regularity for the initial boundary value problems in L'
without lower order terms. See also [4] (and the preceding work [5]) for the case in
which a nonlinear term is considered in the right hand side.



Introduction \Y

The principal novelty of this manuscript is the study of the quasilinear elliptic
and parabolic problems with natural growth in the gradient and a non linearity with a
singularity at 0. It can be observed in the previous example of Calculus of Variations if
we consider functions with unbounded derivative in zero. For example, if we consider
now the functional J with a(v) = 1+ |v|'Vand f € LY(Q), ¢ > §,y€ (0,1). A purely
formal computation shows that the Euler-Lagrange equation associated should be
Y u |V u|2

1—
—di I—y I
div((1+|u|"")Vu) + 2 [

= f.

Observe that it is a non linear elliptic equation with quadratic growth in the gradient
and singular at u = 0.

The case of a singular function g appears if some applications are described by
equations. For instance, we can mention the study of growth patterns in clusters and
fronts of solidification (see the work by Kardar, Parisi y Zhang [56] (growth of tumors,
Berestychi, Kamin y Sivashinsky [21] for the sutdy of flame propagation ) and the
study of groundwater flow in a water-absorbing fissurized porous rock was dealt by
Barenblatt, Bertsch, Chertock y Protokishin [17].

Therefore, it is natural to consider more general singular problems with variational
structure or not. This type of problems has been studied very little in the current liter-
ature in a natural way we will study it in the present manuscript, both in elliptic and
parabolic case. A simple model is g(s) = siy, is that to say

—put Y ”'2 —f inQ
B ’ 3)
u=0 ondQ.
Concretely, we look for a ditributional solution for the problem (3), i.e. a function
\V4 2
ue Wol’l(Q) that verifies u > 0 almost everywhere in €, such that [Vul® isin L'(Q)

and )
/vu-v¢+ 'V'¢ /fcp, Y0 < ¢ € C(Q).
Q

If moreover u € H(} (Q), we say that u is a finite energy solution for problem (3). We
will determine the optimal range of y > 0 for which solutions exist.

Also we consider the parabolic version of these problems. Is that to say, we study
the problem

[Vul® .
—Au+ =f inQ,
u(x,0) = up(x) in Q, “)
u(x,t) =0 on dQ x (0,7T)

with f and ug in a suitable space of measurables functions.
A solution for (4) is a function u € L*(0,T;H} (Q)) NC([0,T]; L' (Q)), such that
[Vul |2

u>0a.e.inQ, € L'(Q) and u(x,0) = up a.e. in Q and that satisfies

_/Quocp(O)—/OT<(p,,u>—|—/QVuV(P+/Q|VML;‘2(P:/Qf(P,
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for every @ € L?(0,T; H} (Q)) NL™(Q) with ¢, € L*(0,T; H~(Q)) and (T) = 0.

To study the problems (3) and (4) (or their more general versions) we divide the
manuscript in several Chapters. In Chapter 1 we introduce the notation and we enu-
merate some basic properties of the boundary value problems. We make a review on
some preliminary tools and basic results of the spaces of functions with values in a
Banach space that is one of the most important tool to deal with evolution problems.
Moreover, we analyze some fundamental aspects of the boundary value problems such
as the comparison principle and uniqueness (we extend to the evolutive case the com-
parison pronciple proved by Arcoya and Segura de Ledn [13]), regularity and a priori
estimates.

Chapter 2 is dedicated to the study of singular elliptic problems. This study was
initiated in [12], where we proved the existence of solution for the problem (3) for
0 <7y <1 and with datum f verifying

def

me(f) =essinf{f(x) :x €} >0, YoCCQ. 5)

Later we improve the existence of solution in [6] for the problem (3) in the case that g
also can change of sign and f belongs to a better space. Moreover, the corresponding
obstacle problem (variational inequality) has been dealt in [9]. Finally in [8] we have
proved a necessary and sufficient condition about 7y for the existence of solution.

2N

Theorem 1. Problem (3) has a finite energy solution for every f € L1(Q) (q > ),

satisfying (5) if and only if v < 2.

This result is consequence of Theorems 2.1.1 and 2.4.1 of Chapter 2 where we
consider also more general operators and non linearities g. We remark that such non
linearities can change of sign. Moreover, we prove the existence of distributional solu-
tion for datums f belonging to L' (Q).

The idea to prove Theorem 1 consists in approximating the non linearity g(s) = le
by non linearities g, continuous in R, such that non singular problems obtained for g,
fall into the framework in [34] and, therefore they have finite energy solution u,, for
every n € N. We will prove that their solutions u, converge to a positive solution of
(1). As f € L1(Q) it is easy to prove ([34]) that exist a priori estimates of the solutions
u, in H} (Q). Observe, that due to singularity of g, g(u,(x)) and g, (u,(x)) blow up
as up(x) is converging to zero. This is the reason why it is not possible to apply the
ideas of [20, 32, 34] to show the strong convergence of Vu, in L? (Q) (and thus the
strong convergence of the approximated solutions u,, in H(} (Q) to a solution of (3)).
The keypoint to overcome this difficulty consists in proving that u,, are uniformly away
from zero in every compact set in £ (we will call it as the uniform strong maximum
pronciple following the terminology of Vazquez [93]). This principle allows us to
prove that the sequence of approximated solutions converges locally to a solution of
(3). The non existence of solution is based in a very simple argument that consists in
choosing a convenient test function and using the characterization of the first positive
eigenvalue A (f) of the problem of eigenvalues with weight f(x)

—Au=Af(x)u inQ,
u=0 indQ.
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In sight of the non existence result and of the used technique for the existence, the
natural question that arises is to know what occurs with the sequence of approximated
solutions in the case y > 2. In that sense, we prove that if 'y > 2 the solutions v,, of the
following approximated problems

\an\2
(va+2)

n

va=0 onoQ,

—Av, + =f inQ,

converge to zero.

At the same time that we carried out our study about the problem (3), other authors
have realized several works of a parallel and independent form. Giachetti and Murat
[49] study a slightly different singular problem. Namely, if (40} denotes the charac-
teristic function of the set {x € Q: u(x) >0},0< f e L*(Q),u € Rand A,y > 0, the
differential equation

—div (M (x u)Vu)—H»u—i—,uMX =fenQ

’ Y >0}
is considered. The given results about existence of nonnegative solutions in HJ (Q)
depend on 7. Indeed, existence is proved for every u € R if Y < 1, while the case y > 1
requires that g < 0. Thus, if Y > 1 we have that the term with quadratic dependence in
Vu is negative (i.e., in some sense, the “opposite assumption” with respect to the sign
condition). In this direction, result for similar equations can be also found in [51] and
[84].

Otherwise, in an interesting work [24], Boccardo manages to eliminate the require-
ment of the condition (5). Concretely, he deals the following problem

|Vul®

—0Au+ =f inQ,

u=0 ondQ.

uY

(6)

He obtains the existence of positive solutions for the problem (6) if 0 < f € LI(Q)
(g >2N/(N+2)) with f # 0 and

m y<land >0
= y=1and ot > 2.

From our point of view, we study the used technique in [24] and using also those
in [8] we prove the following small improvement of this result.

Theorem 2. Let 0 < f € L1(Q) for some q > NZTI:]z with f % 0 in Q and assume that
o > 1 holds. Then for y= 1 there exists weak solution u € H}(Q) of the Dirichlet

problem (6).

In this case (Y = 1), in [24] the author proves that the limit of the approximated
sequence is strictly positive if oo > 1 and to deduce that such limit is the solution of
our problem (6) it is required that o > 2. We establish that u,, are uniformly away from
zero in every compact set in Q assuming only that o > 1. This improvement allows us
to prove the convergence of the approximated solutions to a solution of (6).
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In Chapter 3 of the manuscript we study the existence of solution for quasilinear
parabolic problems with a singular lower order term with natural growth in the gradi-
ent. We consider the problem (4) with datum f being L'-integrable in (0,7') and with
values in L7(Q) for some r,g. We will assume about the initial datum uy € L (Q) that
verifies (5). Specifically, our existence result for the model problem is the following.

1 2
Theorem 3. Let f € L"(0,T;L7(Q)) with — + No <lLg>1r>1,uy€L”(Q)and
r q

f and ug satisfying (5). Then if ¥ < 2 the problem (4) admits a solution in the space
L*(0,T;H}(Q))NL=(Q).

This theorem will be consequence of Theorem 3.1.1 of Chapter 3 where we con-
sider more generals operators and non linearities g. Moreover, such non linearities can
change of sign.

The proof is based on an approximation and compactness argument where the
key role is again played by a uniform local estimate from below of the approximat-
ing sequence of solutions that we will deduce thanks to a result of Leoni and Pellac-
ci [66]. Specifically the approximation of g(s) = S% by continuous functions g, and
these non singular problems obtained for g, fall into the framework studied by J.L.
Lions [72]. So, we can deduce the existence of solution u,,. We need estimates of u,, in
L%(0,T;H}(Q)) that we obtain of [72] and in L*(Q) by Aronson and Serrin [15]. In
order to pass to the limit and to obtain that u,, converges to a solution u of (4), we use a
compactness argument of Aubin and Simon [89] and the uniform local estimate from
below.

Furthermore, thanks to the comparison principle, that we prove in Chapter 1, for
the problem (4) with 0 <y < 1 (see Theorem 1.3.16) we study the large time behavior
of the solutions of problem (4) as ¢ goes to infinity. We establish a stability result
of parabolic solutions of the problem (4) toward the stationary solution of the same
problem (see Theorem 3.3.1) using some techniques that Leonori and Petitta have
introduced in [80].

We will study in Chapter 4 the existence of continua of solutions for quasilinear
problems with quadratic gradient. Concretely, let 0 < p < %—f% and 0 < fy € L¥ (Q).
We study [11] the boundary value problem

(N

—Au+g(u)|Vu)® =M + fo(x) inQ,
u=20 on 0,

for a suitable non negative continuous function g : (0,4c0) — [0,+c0). We say that
u € H}(Q) is a positive solution for (7) if u > 0 a.e. x € Q, g(u)|Vu|* € L' (Q) and

[ vavo+ [ swivaPo=n [ wo+ [ fio. voeH@NLQ). ®
Q Q Q Q

Observe that, in our case, the right hand side of the equation in (7) is linear if
and only if p = 1. This case has been studied by Abdellaoui, Peral and Primo [2]
for g = 1. They prove existence of a positive solution for every A € [0, +-c0) provided
that fy 2 0. Compare this result with the semilinear case (g = 0) where existence of
positive solution requires A to be smaller than the first eigenvalue u; of the Laplacian
operator with zero Dirichlet boundary conditions. In this way, the authors stressed that
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the quadratic term in the gradient produces a strong regularizing effect and break down
any resonance effect of the linear zero-order term.

To our knowledge, the case in which the (non-variational) differential operator is
confronted with a nonlinear right hand side has been less studied [78, 86]. See also the
works by Arcoya and Boccardo [7], Canino [38] and the references therein for the case
of variational differential operators. If fy = 0, g is continuous in [0, +) and p > 1, it
is shown by Orsina and Puel [78] that the behavior of g at infinity has also an effect
on the positive solution set. Specifically, the authors use a suitable change of variable
which reduces the quasilinear equation to a semilinear one and thus they prove that if
g € L' (0,+o0) then there exists positive solution for every A > 0, while if g(t)t > g > p
for t >> 1, then there exists positive solution for A > 0 large enough and no positive
solution if A > 0 is sufficiently small.

One of the our main purposes is to provide a common framework (based on topo-
logical methods) which handles the previous results and helps us to understand the
true role of the different hypotheses imposed on the behavior of the non linearity g,
revealing the different effects that take place in the solution set according as p = 1 or
p#1, fo=0or fy £ 0. As a particular case of our results we will show that even in
the case p = 1, the behavior of g at infinity has a role in the solution set, for example,
no “strong regularizing effect” is obtained for functions g which are sufficiently small
at infinity although some differences with respect to the semilinear case are shown.
This is not the case if p < 1 since the positive solution set for g # 0 behaves like in the
semilinear case g = 0. Finally, if p > 1 and fj # 0, the behavior of g at infinity is again
determinant to have some kind of “regularizing effect”.

Furthermore, another of the our goals is to extend the above results to handle,
in addition to the case of continuous functions g on [0,+c), the case of functions
g (0,400) — [0,+0o0) which may be singular at zero. Specifically, to unify both cases:
the continuous and the singular ones, we assume the following hypothesis:

(G) Either the function g > 0 is continuous in [0,+e) or g > 0 is continuous in
(0,4-e0), decreasing and integrable in a neighborhood of zero with the property
limg_, g(s) = +oo.

In this way, we can consider the operator K : R x H} (Q) — H{ (Q) by defining, for
every A € R and for every w € H} (Q), K(A,w) as the unique solution u in H} () of
the problem

—Au+g(u)|Vul> =AW () + folx) inQ,
u=20 on 0Q.

Indeed, in the case that g is singular at zero with 0 £ fy € L?V /(N +2)(Q) the existence
is due to [24] and the uniqueness to [13]. Moreover, if g is continuous at zero, the
existence and uniqueness results remain also true in the case fy = 0. With this notation,
(7) can be rewritten as a fixed point problem, namely,

u= Kl(u)a

with K (u) = K(A,u).
Compare this approach with this one in the recent work by Ruiz and Suérez [86],
for g = 1 and a logistic nonlinearity, where the authors cleverly combine regularity in
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C'(Q) with the properties of the inverse (—A)~! of the Laplacian operator in C() in
order to use bifurcation techniques. Unfortunately, this idea does not work in the case
g singular at zero by the lack of regularity.

We will prove the compactness of K which allows us to apply the Leray-Schauder
degree techniques to study the existence of “continua of solutions” of (7), i.e. connect-
ed and closed subsets in the solution set

{(Mu) ERXHNQ) : u= Ky (u)}.

It has been remarked that, following the original work by Leray and Schauder [70],
the computation of the degree of the operators Kj will be carried out by constructing
suitable homotopies with a linear operator (the Laplacian one), reducing in this way
the study of the quasilinear problem (7) to a linear one.

It is in this unified functional framework that we work and we obtain our results
that we present here for a simple nonlinearity f(A,x,s) = As? and g(x,s) independent
on x € £, although most of them hold true for a suitable perturbation of them. To be
more specific, in the case p = 1 we give sufficient conditions on g to have, as in the
semilinear case, existence of solution for a bounded interval of values of the parameter
A. Roughly speaking, those conditions are related to how far from zero we can take g
in order to remain true the “semilinear type” result. On the other hand, we also prove
a regularizing effect, that is, existence of solution in an unbounded interval of values
for the parameter A provided that g is sufficiently far from zero.

Theorem 4. Assume p=1,0% fo € L¥ (Q) and suppose that condition (G) holds.

1. (No regularizing effect) If there are sy,dy > 0 such that

N

—m o 2
o el e)d g — 8o, Vs> s, ©)

then there exist N*, A, > 0 such that (7) has no solution for A > \* and admits a
positive solution for every A € [0, A).

2. (Regularizing effect) If there exist s1,c > 0, and Yy < 1 such that

g(s) =5, Vs>, (10)
S

then (7) admits a positive solution for every A € [0, o).
Observe that there is a gap between both conditions (9) and (10) since, for instance,
the function g(s) = % with ¢ > 1 satisfies neither (9) nor (10).
s

In the case 0 < p < 1 we show that the behavior of g at infinity has no influence in
the solution set and we have always existence of solution for every A € (0, +o0).

Theorem 5. [f0<p<1,0< fy € L (Q)and hypothesis (G) is satisfied, then (7)
admits a positive solution for every A € (0,+oo).

With respect to the case p > 1, we have the following result.

Theorem 6. Consider p > 1, 0 5 fo € LJ\%(Q) and assume that hypothesis (G) is
satisfied.
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1) If condition (10) holds with 0 <7y < 2 — p, then problem (7) admits a positive
solution for every A € [0, +o0).

ii) If there are sy,8¢ > 0 such that
sp

_— >
f(;'efrjg(t)dtdr _8(), VS>S(), (11)

then there exist M*, A, > 0 such that (7) admits a positive solution for every
A € [0,\,) and admits no solution for A > A*.

If g is continuous in zero, we can handle the case fy =0 and to obtain the following
result.

Theorem 7. Assume fo = 0 and suppose that g > 0 is continuous in the interval
[0, +eo).

1. (No regularizing effect) If p = 1 and (9) holds then there exist \*, A, > u; such
that (7) has no solution for A > A* and admits a positive solution for every

AE (,ul,?L*).

2. (Regularizing effect) If p = 1 and (10) holds then (7) admits a positive solution
if and only if A > u.

3. If0 < p < 1, then (7) admits a positive solution for every A € (0,+oo).
4. If p > 1 and there is a continuous non positive function h € L' (0, +oo) such that

g(s) > h(s) +§, Vs> 1, (12)

then there exists \* > 0 such that (7) has no solution for A > \*.

We remark that cases (1)-(3) of the above result are new, while (4) is a slight
improvement of [78] where it is required g(s) > ¢/s for large s, with g > p.



XII Ph. D. Thesis




Introduccion

En esta memoria se estudian una cierta clase de problemas elipticos y parabdlicos
no lineales con crecimiento cuadrético en el gradiente. Este tipo de problemas aparece
de forma natural en el Célculo de Variaciones cldsico. Por ejemplo, si consideramos el

siguiente funcional
1
1) =5 [ awveP= [ g,
2Jo Q

donde a es un funcién suficientemente regular, eliptica y acotada (es decir, existen
constantes 0 < o < B tales que at|€|> < a(s)E &y |a(s)| < B para todo s € R) y el dato
f € L*(Q), la ecuacién de Euler-Lagrange asociada al funcional es

—div(a(v)Vv) + %a’(v)]Vv]2 =f.

El estudio de los puntos criticos del funcional J se corresponde con el estudio de
la existencia de solucién para un problema casilineal con crecimiento cuadratico en el
gradiente. Como podemos observar en la ecuacién anterior el término de orden inferior
3d (v)|Vv|?, al que nos referiremos como lower order term, contiene el gradiente con
dependencia cuadritica.

Siguiendo la terminologia de Kazdan y Kramer en [57], decimos que el crecimien-
to cuadrdtico en Vu del operador diferencial no lineal en la ecuacién anterior es nat-
ural. Varias razones (adicionales a la del Cdalculo de Variaciones) se pueden dar para
el uso de este término. En primer lugar, la clase de las ecuaciones con crecimiento
cuadratico en el gradiente es invariante por cambios de variable no lineales v = F(u),
(F € Ch). Esto estd en claro contraste con lo que ocurre para las ecuaciones semilin-
eales —Au = f(x,u) y nos hace pensar de nuevo que las ecuaciones con crecimiento
cuadrdtico constituyen un marco adecuado tanto desde el punto de vista de las aplica-
ciones, como desde el puramente matematico. Por otro lado, Serrin demuestra, véase el
Teorema 1 del Capitulo 3.16 en [88], que no existe solucién cuando el crecimiento en
Vu es mas rapido que el cuadrético en el infinito. Concretamente, demostr6 que dado
cualquier dominio suave existen datos suaves para los cuales el problema de Dirichlet
no tiene solucion.

Respecto a la literatura hay diversos trabajos dedicados a la existencia y no exis-
tencia de soluciones refiriéndonos al problema modelo casilineal eliptico

—Au+gu)|Vul> =f enQ,

1
u=0 enodQ, M

XIII
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donde Q es un conjunto abierto y acotado de RY (N > 3), g : R — R es una funcién y f
pertenece a un cierto espacio de Lebesgue. Ha sido exhaustivamente estudiado desde
los pioneros trabajos de Bensoussan, Boccardo y Murat [20], Boccardo, Murat y Puel
[32] y Boccardo, Gallouét [28] con dato f en ciertos espacios de Lebesgue cuando la
funcion g es continua en R. En [20] imponen la condicién de signo g(s)s > 0 para cada
s € R. Gracias a la presencia del lower order term con dependencia cuadratica respec-
to del gradiente y a la condicion de signo y que g # 0, el problema de Dirichlet (1)
puede tener soluciones de energia finita (véase [28]), incluso si el dato sélo pertenece
a L'(Q). Este resultado (efecto regularizante de g) es sorprendente ya que no es ver-
dad en el caso lineal (por ejemplo si g(s) = 0). Por otro lado, en [32, 34] los autores
consideran el problema de Dirichlet para una ecuacién con un término cuadratico mas
general g(x,u, Vu) (en lugar del término g(u)|Vu|?). Imponen (véase (2.10) en [32] y
(3.10) en [34]) una condicién més general que la condicidén de signo. Sin embargo,
seflalamos que en el caso simple g(x,u,Vu) = g(u)|Vu|?, dicha hipétesis no es mds
que la condicién de signo. Porretta y Segura de Ledn en [83] (ver también el trabajo
de Boccardo, Segura de Le6n y Trombetti [35]), no imponen la condicidn de signo y
prueban la existencia de solucién de (1) bajo una cierta condicién asintética sobre g.
La existencia de solucion para el problema (1) sin imponer ni la condicién de signo
ni la condicién asintética en infinito, pero requiriendo que el dato f(x) sea suficien-
temente pequefio respecto a su norma en L> (Q) fue estudiada por Ferone y Murat en
[47] y por Grenon y Trombetti en [55]. Algunas extensiones a sistemas de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales elipticas fueron discutidas por Alaa y Mounir [3],
Bensoussan y Boccardo [19] y Landes [62]. De otra parte, Dall’ Aglio, Giachetti y Puel
realizan el estudio en dominios no acotados €2 en [41]. Abdellaoui, Dall’ Aglio y Peral
estudian el caso de g < 0y decreciente en [1].

Respecto al caso parabdlico, denotando Q x (0,7) por Q, el problema casilineal
con gradiente cuadratico correspondiente seria el siguiente.

t—Du+g(u)|Vul> = fen Q,
u(x,0) = uo(x) en &, 2)
u(x,t)=0 en dQ x (0,7T).

De nuevo, el problema (2) ha sido extensamente estudiado si g estd acotada y es
continua en R y se han obtenido resultados tanto de existencia como de no existencia
y regularidad de la solucién dependiendo de la regularidad del dato y del crecimiento
de g en infinito. Destacamos en este marco los trabajos de Blanchard y Porretta [22],
Boccardo, Murat y Puel [33], Dall’Aglio y Orsina [42] y Porretta [81] asi como las
referencias citadas en cada uno de ellos.

En el caso que f € L2((0,T);W~12(Q)) y up € L*(Q), el problema (2) fue es-
tudiado en [33], donde probaron la existencia de solucién débil en el sentido de las
distribuciones en Q. En [42] los autores estudiaron el caso en que f sélo pertenece
a L'(Q) y up = 0 bajo la siguiente condicién extra sobre g: existe y > 0 tal que
g(x,t,5,E)sign(s) > v||? paratodo s € R. Gracias a dicha hipétesis la solucién pertenece
a L?(0,T;H}(Q)) (en [81] el autor ha tratado una extensién al caso en el que ug
pertenece a L'(Q)). Asi, la introduccién de los lower order terms g(x,t,s,E) en la
ecuacioén mejora sustancialmente los resultados de regularidad obtenidos. Véase [4] (y
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el trabajo precedente [5]) para el caso en el que se considera un término no lineal a la
derecha.

La principal novedad de esta memoria es el estudio de los problemas elipticos y
parabdlicos casilineales con crecimiento natural en el gradiente y una no linealidad
con singularidad en 0. En el ejemplo anterior del Calculo de Variaciones esto se cor-
responde a considerar funciones con derivada no acotada en cero. Por ejemplo, si con-
sideramos ahora el funcional J cona(v) = 1+ v|' "y f € L1(Q), ¢ > ¥, y€ (0,1). Un
célculo puramente formal muestra que la ecuacion de Euler-Lagrange asociada deberia
ser

. 1- 1=y u 2
—div ((1+ |uf Y)vu)+7|u‘l+y|w|
Observamos que se trata de una ecuacidn eliptica no lineal con crecimiento cuadritico
en el gradiente y singular en u = 0.

El caso de una funcién g singular aparece también en un gran nimero de aplica-
ciones. Por ejemplo, podemos citar el estudio de patrones de crecimiento en agrupa-
ciones (clusters) y de frentes de solidificacion (véanse el trabajo [56] de Kardar, Parisi
y Zhang (crecimiento de tumores), el realizado por Berestychi, Kamin y Sivashinsky
[21] (frentes de llamas) y el trabajo de Barenblatt, Bertsch, Chertock y Protokishin
[17] para el estudio del flujo de absorcion de agua en una roca porosa).

Por lo tanto, es natural considerar problemas singulares mas generales con o sin
estructura variacional. Este tipo de problemas singulares ha sido poco estudiado en la
literatura actual y de una manera natural lo abordaremos en la presente memoria, tanto
en el caso eliptico como en el parabdlico. Un modelo simple puede ser

= f.

v 2
uY

u=0 endQ.

3)

Es decir, g(s) = Siy Concretamente, buscamos una solucion distribucional del proble-

ma (3), es decir una funcién u € WO1 ! () que verifica u > 0 en casi todo punto en £,

[Vul?
u

estaien L'(Q)y

tal que

Vul? .
[ vu-vo+ [ Sfho= [ o vo<oecr@.

Si ademads u € H(} (Q), decimos que u es una solucién de energia finita para el problema
(3). Determinaremos el rango 6ptimo de Yy > 0O para el cual existe solucion.

También consideramos la versioén parabdlica de estos problemas. Es decir, estudi-
amos el problema

|Vul®
Uy — Au+ =f enQ,
u¥
u(x,0) = up(x) en Q, “)
u(x,t) =0 en dQ x (0,7)

con f y up en un cierto espacio de funciones medibles. Una solucién de (4) es una

\V/ 2
funcién u € L?(0,T; H} (Q))NC([0,T]; L' (Q)), tal que u > 0 a.e. en Q, | L;‘ eL'(Q)
u
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y u(x,0) = up a.e. en Q el cual satisface

_/Quocp(O)—/OT<<P~M>+/QWV(P+/Q|V;;‘2<P=/Qf‘9a

para cualquier ¢ € L?(0,T; H} (Q)) NL™(Q) con ¢, € L2(0,T;H1(Q)) y ¢(T) = 0.

Para llevar a cabo el estudio de los problemas (3) y (4) (o sus versiones mds gen-
erales) dividimos la memoria en varios Capitulos. En el Capitulo 1 introducimos la
notacién detallando algunas propiedades bésicas a la hora de estudiar los problemas
de contorno. Recordamos algunas caracteristicas de los espacios de funciones con val-
ores en un espacio de Banach, ya que los problemas de evolucién estardn planteados
en este marco funcional. Ademds, analizamos algunos aspectos fundamentales de los
problemas de contorno como son el principio de comparacién y unicidad (extendemos
al caso evolutivo el principio de comparacién probado por Arcoya y Segura de Ledn
[13]), regularidad y estimaciones a priori.

El Capitulo 2 se dedica al estudio de los problemas elipticos singulares. Dicho
estudio fue iniciado en [12], donde probamos la existencia de solucién del problema
(3) para0 < y<1yconeldato f verificando

def

me(f) =essinf{f(x) :x €@} >0, YoCCQ. ®)

Posteriormente ampliamos la existencia de solucion en [6] para el problema (3) en el
caso en el que g pueda cambiar de signo abarcando el resultado anterior y mejorando
el espacio al que pertenece el dato. Ademds, el problema de obsticulo (desigualdad
variacional) correpondiente a dicho problema ha sido tratado en [9]. Seguidamente en
[8] hemos probado una condicién necesaria y suficiente sobre 7y para la existencia de
solucion.

Teorema 1. El problema (3) tiene una solucion de energia finita para cada f € L1(Q)
(g > 1\%2) satisfaciendo (5) siy solo siy < 2.

Este resultado es consecuencia de los Teoremas 2.1.1 y 2.4.1 del Capitulo 2 donde
también consideramos operadores y no linealidades g mds generales. Remarcamos
que dichas no linealidades pueden cambiar de signo. Ademads, probamos que existe
solucién distribucional para datos f perteneciendo a L' (Q).

La idea para probar el Teorema 1 consiste en aproximar el lower order term, conc-

1
retamente la no linealidad g(s) = ~ porno linealidades g, continuas en R, de forma
§

que los problemas no singulares obtenidos para g, caigan en el marco estudiado por
[34] y, por tanto, posean solucién u, de energia finita para cada n € N. Probaremos
que u, converge a una solucién positiva de (1). Dado que f € LI(Q) se puede probar
([34]) que existen estimaciones a priori en H(}(Q) de las soluciones u,. Observemos
que debido a la singularidad de g, g(u,(x)) y gn(u,(x)) divergen cuando u,(x) con-
verge a cero. Esta es la razén por la que no es suficiente con aplicar las ideas de
[20, 32, 34] para mostrar la convergencia fuerte de Vu, en L?(Q) (y de este modo la
convergencia de las soluciones aproximadas u, en H(} (Q) a una solucién de (3)). La
clave para evitar esta dificultad consiste en probar que u, estdn “lejos de cero” en cada
abierto compactamente contenido en € (lo llamaremos el principio del maximo fuerte
uniforme siguiendo la nomenclatura de Vazquez [93]). Este principio permite deducir
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que la sucesion de soluciones aproximadas converge localmente a una solucién de (3).
La no existencia de solucién se basa en un argumento muy simple consistente en ele-
gir una funcién test conveniente y usar la caracterizacion del primer autovalor positivo
A1(f) del problema de autovalores con peso f(x)

—Au=Af(x)u enQ,
u=0 endQ.
A la vista del resultado de no existencia y de la técnica usada para la existencia, la
pregunta natural que surge es saber lo que ocurre con la sucesion de soluciones aprox-
imadas en el caso Y > 2. En ese sentido, probamos que si Y > 2 las soluciones v;, de los
siguientes problemas aproximados

\V/ 2
—Av, + [V 7=/ enQ,

(vn—i-%)

va=0 enodQ,

convergen a cero.

A la vez que realizdbamos nuestro estudio de (3), otros autores han llevado a cabo
varios trabajos de una forma paralela e independiente. Giachetti y Murat [49] estudian
un problema singular ligeramente diferente. Si (40} denota la funcién caracteristica
del conjunto {x € Q :u(x) >0}, 0 < f € L*(Q), u€ Ry A7y> 0, consideran la
ecuacion diferencial

div (M (x,0)Via) + -t —fenQ
—div (M (x,u)Vu) + u+,u7x{u>0}—fen .

Sus resultados sobre la existencia de soluciones no negativas en Hj (Q) dependen de Y.
De hecho, se prueba la existencia para cada u € R si y < 1, mientras que el casoy > 1
requiere que u < 0. De este modo, si y > 1 el término con dependencia cuadritica
en Vu es negativo (es decir, en algiin sentido la hipdtesis “contraria” a la condicién
de signo). En este ambiente, varios autores han obtenido resultados para ecuaciones
similares, concretamente Giarrusso y Porru [51] y Porru y Vitolo [84].

De otra parte, en un interesante trabajo [24], Boccardo ha conseguido eliminar el
requerimiento de la condicién (5). Concretamente, ha tratado el siguiente problema

2
—O0Au + [Vul

=f enQ,
u=0 enodQ.

u¥

(6)
Obtiene la existencia de soluciones positivas del problema (6) si el dato 0 < f € L1(Q)
(q>2N/(N+2))con f#0y

m y<lya>0

n y=1lyoa>2.

Por nuestra parte, el estudio de la técnica usada en [24] ademds de las usadas en [8]
nos lleva a la siguiente pequefia mejora de este resultado.
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Teorema 2. Sea 0 < f € L1(Q) conq > Nz—fz y f#0 en Q y suponemos que o > 1.

Entonces paray =1 existe solucion débil u € Hg (Q) del problema de Dirichlet (6).

En este caso (Y = 1), en [24] el autor prueba que el limite de la sucesién aproxi-
mante es estrictamente positivo si o > 1 y para deducir que dicho limite es la solucién
del problema (6) necesita imponer que o, > 2. Nosotros establecemos que u, estn uni-
formemente lejos de cero en cada abierto compactamente contenido en £ imponiendo
s6lo que o > 1. Esta mejora nos permite probar la convergencia de las soluciones
aproximadas a una solucién de (6).

En el Capitulo 3 de la memoria estudiamos la existencia de solucién de proble-
mas casilineales parabdlicos que presentan un lower order term singular con crec-
imiento natural en el gradiente. Consideramos el problema (4) con el dato f siendo
L’-integrable en (0,7) y con valores en L9(Q) para ciertos r,q. Sobre el dato inicial
up € L(Q) impondremos (5). Especificamente, nuestro resultado de existencia para
el problema modelo es el siguiente.

1 2
Teorema 3. Sea f € L"(0,T;L1(Q)) con — + Na < Lg>1,r>1,u € L*(Q)
r q

y f v ug satisfacen (5). Entonces si Y < 2 el problema (4) admite una solucion en
L*(0,T;HY(Q))NL=(Q).

Como antes en el Capitulo 2, este teorema serd consecuencia del Teorema 3.1.1 del
Capitulo 3 donde consideramos operadores y no linealidades g mas generales. Ademas,
dichas no linealidades pueden cambiar de signo.

La prueba esta basada en un argumento de aproximacién y compacidad en el que,
de nuevo, la clave es una estimacion local inferior uniforme de la sucesién de solu-
ciones aproximadas y que deduciremos gracias a un resultado de Leoni y Pellacci
[66]. Especificamente la aproximacion de g(s) = siy por las funciones continuas g, nos
lleva ahora a problemas parabdlicos no singulares que caen en el marco clasico estudi-
ado por J.L. Lions [72] y podemos deducir la existencia de solucién u,,. Necesitamos
estimaciones de u, en L*(0,T;H}(Q)) que obtenemos de [72] y en L™(Q) debidas a
Aronson y Serrin [15] . Para pasar al limite, y obtener que u, converge a una solucién
u de (4), usamos un argumento de compacidad de Aubin y Simon [89] y la estimacién
local inferior uniforme.

Ademads, gracias al principio de comparacién que hemos probado en el Capitulo 1
para el problema (4) con 0 <y < 1 (véase el Teorema 1.3.16) estudiamos el compor-
tamiento asintético de las soluciones del problema (4) cuando la variable temporal ¢
tiende a infinito. Es decir, establecemos un resultado de estabilidad de las soluciones
del problema parabdlico (4) a la solucién estacionaria del mismo problema (véase el
Teorema 3.3.1). Para ello adaptamos algunas técnicas introducidas por Leonori y Pe-
titta [80].

Dedicamos el Capitulo 4 de la memoria a estudiar la existencia de continuos de
soluciones para problemas casilineales con gradiente cuadritico. Concretamente, sea
Q un subconjunto abierto y acotado de RY (N >3),0< p < %—3 yO0<foe L (Q).
Estudiamos [11] el problema de contorno

{—Au+g(u)Vu|2 =M’ + fo(x) enQ, o

u=0 en 0Q,
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para una conveniente funcién no negativa g : (0, 4oc0) — [0, +-o0).
Decimos que u € H}(Q) es una solucién del problema (7) si u > 0 a.e. x € Q,
g()|Vul> € L'(Q) y

/VuV(p+/g(u)|Vu|2(p:7u/ u”(p—l—/fo(p, Vo € HL(Q)NL™(Q). ()
Q Q Q Q

Observamos que, en nuestro caso, el término de la derecha de la ecuacién del prob-
lema (7) es lineal si y solo si p = 1. Abdellaoui, Peral y Primo en [2] estudiaron este
caso para g = 1. Probaron la existencia de una solucién positiva para cada A € [0, +o0)
si fo 2 0. Notamos que en el caso semilineal (g = 0) se tiene el resultado de existen-
cia de solucién positiva si A es més pequefio que el primer autovalor u; del operador
Laplaciano con condiciones de Dirichlet en la frontera. En este sentido, los autores
remarcan que el término cuadrético en el gradiente produce un efecto fuertemente reg-
ularizante y rompe cualquier efecto de resonancia que pudiera tener el término lineal
de orden cero.

A nuestro parecer, el caso en el que el operador diferencial (no-variacional) tiene
un término no lineal a la derecha ha sido menos estudiado [78, 86]. Véanse también
los trabajos de Arcoya y Boccardo [7], Canino [38] y las referencias contenidas para
el caso de operadores diferenciales variacionales. Si fy =0, g es continua en [0, +o0) y
p > 1, Orsina y Puel [78] mostraron que el comportamiento de g en infinito tiene tam-
bién efecto sobre el conjunto de soluciones positivas. Especificamente, los autores usan
un cierto cambio de variable el cual reduce la ecuacidn casilineal a una semilineal y
prueban que si g € L' (0, +o0) entonces existe solucién positiva para cada A € (0, +oo),
mientras que si g(¢)t > g > p parat >> 1, entonces existe solucion positiva para A > 0
suficientemente grande, y no existe solucion positiva si A > 0 es suficientemente pe-
queiio.

Uno de los principales objetivos es proporcionar un marco comun (basado en méto-
dos topoldgicos) a los resultados previos y entender el verdadero juego de las diferentes
hipétesis que imponemos a la no linealidad g, analizando los diferentes efectos que
se producen en el conjunto de las soluciones positivas cuando consideramos p =1 o
p#1, f=00 fy 2 0. Como un caso particular de nuestros resultados mostraremos que
incluso en el caso p = 1, el comportamiento de g en infinito juega un papel destacado
en el conjunto de las soluciones, por ejemplo, no obtenemos un “efecto fuertemente
regularizante” para funciones g las cuales son suficientemente pequefias en infinito
aunque mostramos algunas diferencias respecto al caso semilineal. Esto no es el caso
de p < 1 puesto que el conjunto de soluciones positivas para g # 0 se comporta como
en el caso semilineal g = 0. Finalmente, si p > 1y fy # 0, el comportamiento de g en
infinito es de nuevo determinante para tener algin tipo de “efecto regularizante”.

Asimismo, otro de nuestros objetivos es extender los resultados previos, abarcando
ademds de funciones g continuas en [0,+o0), el caso g : (0,4e) — [0,+0c0) tal que
las funciones g puedan tener una singularidad en cero. Concretamente, para unificar
ambos casos: el continuo y el singular, imponemos la siguiente hipdtesis:

(G) La funcién g > 0 es continua en [0, +) 0 g > 0 es continua en (0, +oo), decre-
ciente e integrable en un entorno de cero con lim,_,g g(s) = +oe.

De esta manera, podemos considerar el operador K : R x H} (Q) — H{ (Q) definien-
do, para cada A € R y para cada w € H}(Q), K(A,w) como la tnica solucién u en
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H}(Q) del problema

—Au+g(u)|Vul> = XM w (x)” + fo(x) enQ,
u=0 en 0Q.

De hecho, en el caso en el que g es singular en cero con 0 5 fo € LV /N+2)(Q) 1a
existencia se debe a [24] y la unicidad a [13]. Ademds, si g es continua en cero, la
existencia y la unicidad siguen siendo ciertas con fy = 0. Con esta notacién, podemos
reescribir (7) como un problema de punto fijo, es decir,

u= K (u),

con Kj (u) = K(A,u).

En el trabajo reciente de Ruiz y Sudrez [86], para g = 1 y una no linealidad logisti-
ca, los autores combinan ingeniosamente la regularidad en C'(Q) con las propiedades
de (—A)~! en X = C(Q) para usar técnicas de bifurcacién. Desafortunadamente, esta
idea no funciona para el caso g singular en cero por la pérdida de regularidad.

Probaremos la compacidad del operador K lo cual nos permite usar las técnicas de
grado de Leray-Schauder para estudiar la existencia de “continuo de soluciones” del
problema (7), es decir subconjuntos conexos y cerrados del conjunto de soluciones

{(Mu) ERXH(Q) : u=Ky(u)}.

Remarcamos que el cdlculo del grado, siguiendo el trabajo original de Leray y Schaud-
er [70], para operadores K) lo realizaremos construyendo ciertas homotopias con un
operador lineal (el Laplaciano), reduciendo asi el estudio del problema casilineal (7)
al caso lineal.

Este es el marco funcional en el que trabajamos y presentamos nuestros resultados
para una no linealidad simple f(A,x,s) = As” y g(x,s) independiente de x € Q, aunque
la mayoria de ellos son ciertos para funciones mas generales como pondremos de man-
ifiesto. Concretamente, en el caso p = 1 damos condiciones suficientes sobre g para
obtener, como en el caso semilineal, existencia de solucién para un intervalo acotado
del pardmetro A. Hablando formalmente, dichas condiciones nos ponen de manifiesto
como de lejos debemos tomar g para que siga siendo cierto el resultado del “caso semi-
lineal”. Por otro lado, también probamos un efecto regularizante, es decir, existencia
de solucién para un intervalo no acotado de valores del pardmetro A suponiendo que g
estd suficientemente lejos de cero.

Teorema 4. Supongamos que p=1,0=5 fy € L¥i (Q) y que se verifica la condicion
(G).

1. (Sin efecto regularizante) Si tenemos s,y > 0 tal que

s
_— >

[Felsigy = 8o, Vs > so, ©)
entonces existe M*, N, > 0 tal que (7) no tiene solucion para A > \* y admite
solucion positiva para cada h € [0, \.).
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2. (Efecto regularizante) Si existen sy,c >0, yy < 1 tal que
g(s)237 VSZSM (10)

entonces (7) admite una solucion positiva para cada A € [0, +eo).

Observamos que existe un hueco entre las condiciones (9) y (10) ya que, por ejem-

plo, la funcién g(s) = i 1 con ¢ > 1 no verifica (9) ni (10).
s

En el caso 0 < p < 1 mostramos que el comportamiento de g en infinito no influye
en el conjunto de soluciones y tenemos existencia de solucién para cada A € (0, 4-o0).

Teorema 5. Si0<p<1,0< fy e Lva (Q)y se verifica la hipdtesis (G), entonces (7)
admite una solucion positiva para cada ) € (0,+o0).

Con respecto al caso p > 1, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 6. Consideramos p > 1,05 fo € L (Q) y supongamos que se verifica la
condicion (G).

1) Si se satisface la hipotesis (10) con 0 <y < 2 — p, entonces el problema (7)
admite una solucion positiva para cada A € [0, +o0).
i) Si tenemos sg, 00 > 0 tal que
P

WZSO, VS>S(), (11)

entonces existe ", A, > 0 tal que (7) admite una solucion positiva para cada
A € [0,Ay) y no admite solucion para A > \*.

Si g es continua en cero, podemos abarcar el caso fy = 0 y obtener el siguiente
resultado.

Teorema 7. Supongamos que fo =0y que g > 0 es continua en el intervalo [0,+oo).

1. (Sin efecto regularizante) Si p = 1y se verifica (9) entonces existe \*, A, > u;
tal que (7) no tiene solucion para A > N* y admite una solucion positiva para

cada h € (u1,\y).

2. (Efecto regularizante) Si p = 1y se verifica (10) entonces (7) admite una solu-
cion positiva si y solamente si A > .

3. 8i0 < p <1, entonces (7) admite una solucion positiva para cada \ € (0,+o0).

4. Si p > 1y hay una funcién continua no positiva h € L' (0, +o0) tal que

g(s)zh(s)+§, Vs> 1, (12)

entonces existe N* > 0 tal que (7) no tiene solucion para A > L\*.

Remarcamos que los casos (1)-(3) del resultado anterior son nuevos, mientras que
(4) es una pequeiia mejora de [78] donde se requiere que g(s) > g/s para s grande, con

q>p-
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Capitulo

Conceptos y resultados preliminares

A lo largo del presente capitulo introducimos la notacién que usaremos en esta
memoria, detallamos algunas propiedades bésicas a la hora de estudiar los problemas
de contorno. Ademads, realizamos un breve repaso histérico de resultados y desarrol-
lamos algunos aspectos fundamentales de dichos problemas.

1.1. Notacion y herramientas basicas

Sea Q un subconjunto abierto y acotado de RY, cuya frontera denotamos por 0.
Para cualquier 1 < p < oo, denotamos por L”(Q2) el espacio de las funciones medibles
Lebesgue (de hecho, clases de equivalencia, puesto que las funciones iguales en casi
todo punto se identifican) u : Q — R tal que, si p < o

1
P
el =, u? ax) " <=

o la cual es esencialmente acotada (con respecto a la medida de Lebesgue) si p = oo

|| =() = inf {C: |u(x)| < Cae.enQ}.

ou . . o .
Para u € L?(Q) denotamos por =— 0 u,, su derivada parcial en la direccién x; definida

ox;

1
en el sentido de las distribuciones, que es

<ux;u(p> = _/ U@y, dx, V(p € C?(Q%
Q

y denotamos por Vu = (uy,, ..., uy, ) el gradiente de u.
Definimos el espacio de Sobolev W' (Q) con 1 < p < e como el espacio de las
funciones u € LP(Q) tal que Vu € (L”(Q))", dotado con la norma usual

[ullwir) = [lullr@) + | Vullr@),

mientras que Wol ?(Q) indicar la clausura de C°(Q) respecto a dicha norma.
Recordemos que, para 1 < p < oo, el espacio dual de L”(Q) se puede identificar con

1
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Ll’/(Q), donde p’ = P I es el exponente conjugado de Holder de p.

Para cada 0 < p < oo, introducimos el espacio de Marcinkiewicz M? () (o espacio de
Lebesgue débil) de las funciones medibles v : Q — R tales que existe ¢ > 0, con

meas{x : [v(x)] > k} < k% Yk > 0. (1.1.1)

El espacio M?(Q) es un espacio de Banach, y se le dota con la pseudo-norma

HVH[I\;P(Q) =inf {¢>0: (1.1.1) se verifica} .

Puesto que Q es acotado, para p > 1 tenemos los siguientes embebimientos continuos
LP(Q) — MP(Q) — LP~¥(Q), (1.1.2)

para cada € € (0,p—1].

A menudo usaremos la version local de estos espacios; para cualquier p > 1, decimos
que u € LY (Q) siu € LP(w), para todo ® abierto compactamente contenido en €, es
decir, ® CC Q. Observemos que a L (Q) no se le puede dotar de una cierta norma
para obtener un espacio de Banach. Podemos definir de la misma forma espacios de
Sobolev y Marcinkiewicz locales.

En lo que sigue, abusando de la notacién, decimos que una sucesion u, converge a u en
Lr (Q) (o Wlé’cp(Q)) si u, converge a u en L” (®) (o W' (®)) para cualquier ® CC Q.
Para las funciones en el espacio de Sobolev W17 (Q) usaremos a menudo el teorema de
Sobolev el cual dice que, si p < N, W!'P(Q) estd continuamente embebido en L” (Q)
con p* = NN—fp; si p =N, WHP(Q) estd continuamente embebido en L9(Q) para cada
g < oo, mientras que, si p > N, W!?(Q) estd continuamente embebido en C(Q). Tam-
bién recordamos el reorema de Rellich el cual asegura que, si p < N, el embebimiento
de WP (Q) en L9(Q) es compacto para cada 1 < g < p*, y la desigualdad de Poincaré,

que establece la existencia de una constante C(p,N,Q) > 0 tal que
lullir) < ClIVullw@yy s VueWy " (@)

Esto en particular implica que ||Vul|z»(q) es equivalente a la norma [|ul|y1,q) para

toda u € Wol’p (). Ademas, la desigualdad de Poincaré combinada con el teorema de
Sobolev implica la llamada desigualdad de Sobolev-Poincaré

lull (@) < 8lIVallLr(@

donde 8 = §(N, p) es la constante de Sobolev que viene dada por

S = Sllp{HMHLP*(Q) : ||M||Hé(9) = 1}

Usaremos a menudo las principales propiedades de los espacios de Lebesgue y
Sobolev las cuales las podemos encontrar, por ejemplo, en [37]. Entre ellas, recorde-
mos algunas herramientas que juegan un papel crucial en los métodos que usamos.
Recordamos que Q denota siempre un subconjunto acotado de RY.

» Desigualdad de Young.

Paral < p <o, p' = % tenemos:

/

a’  bP

ab< —+— Va,b>0.
p P
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= Desigualdad de Holder.

Paral < p <o, p' = %, tenemos, para cada f € L’(Q) y cada g € L (Q):

’ INZE ( /. |fr"dx)'l’ ( /. |g|”’dx>‘:'.

s Sean 1 < p <oy {f,} CLP(Q),{gn} C LV (Q) tal que f, converge fuertemente
a fen LP(Q) y g, converge débilmente a g en L” (Q). Entonces

lim;, e / Jugndx = / fgdx.
Q Q

Podemos llegar a la misma conclusién si p = 1, p’ = o y la convergencia débil
de g, la reemplazamos por la convergencia débil-x en L*(Q). Ademds, para
1 < p < oo, si f, converge a cero en L (L), y g, estd acotada en L” (), tenemos
también

lim,, e / Jngndx =0.
Q

= Si{f,} converge a f en medida y suponemos que
>0, g>1: ||fn||Lq(Q) <C Vn.
Entonces

fu— f fuertemente en L°(Q), paracada 1 <s <gq.

= Lema de Fatou.

Seal < p <oo,y{f,} C LP(Q) una sucesion tal que

fn— fae.enQ,

fu > h(x) con h(x) € L'(Q),
entonces

/ fdx < lim inf,_.e / fud.
Q Q

= Teorema generalizado de Lebesgue.

Seal < p <oo,y{f,} CLP(Q) una sucesion tal que

fn— fae.enQ,

| fu] < gn con g, convergente fuertemente en L”(Q).

Entonces f € LP(Q) y f, converge fuertemente a f en L”(Q).
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= Sean {f,} CLY(Q)y f € LY(Q) tal que

fa=20, fu—faeenQ,

1My / fodx = / fdx.
Q Q

Entonces f, converge fuertemente a f en L' (Q).

s Teorema de Vitali.

Sean 1 < p < oo,y {f,} C LP(Q) una sucesion tal que

fn— fae.enQ,

(1.1.3)
1immcas(E>—>O/E“ ‘fn‘pdx = 0

Entonces f pertenece a LP(Q) y f,, converge fuertemente a f en LP(Q).

= Teorema de Egorov.
Sean {f,} C L1(Q), {g.} C L™(Q) sucesiones tal que

fu — f débilmente en L' (Q),

gn — g débil-x en L™ (Q) y a.e. en Q.

Entonces

limn_,w/fngndx:/fgdx.
Q Q

Observacion 1.1.1. Nos referiremos a la propiedad (1.1.3) como la equiintegrabili-
dad de la sucesion {|fn|”}. Recordamos que el teorema de Dunford-Pettis asegura que
la sucesion {f,} C L'(Q) es débilmente convergente en L'(Q) si y sélo si es equiinte-
grable.

Usaremos a menudo el siguiente resultado debido a G. Stampacchia.

Teorema 1.1.2. Sea G : R — R una funcién Lipschitziana tal que G(0) = 0. Entonces
para cada u € Wol’p(Q) tenemos que G(u) € Wol’p(Q) vy VG(u) = G'(u)Vu en casi todo
punto en L.

Demostracion. Ver [91]. ]

Una consecuencia importante del resultado anterior es que, para cada ¢ € R tene-
mos
Vu=0ae.enF, = {x€Q:u(x)=c}. (1.1.4)

Ademads, podemos considerar la composicién de funciones en W, ?(Q) con algunas
funciones auxiliares de variable real. Una de las mas usadas en esta memoria es la
funcién truncadura.
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Definicion 1.1.3. Para k > 0, usaremos los simbolos Ty, y Gy para denotar a las fun-
ciones reales dadas por

k, s>k,
Ti(s) == s, —k<s<k, y  Gi(s):=s5—Ti(s), seR.
—k, s< —k,
ka@,,, Gi(s)
\
!
\
!
-k K ° T 14 s
J "

Figura 1.1: Representacién de Ty (s) y Gy(s).

De este modo, si u € Wol"p(Q), tenemos que T;(u) € WOI”’(Q). Demos otro ejemplo
de cémo usaremos (1.1.4) en lo sucesivo. Sean u, {u, } C Wo1 ?(Q) tal que

U, — ua.e.enfd,

y asumimos que la funcién truncadura T;(u) pertenece a Wo1 ?(Q) para cada j > 0.
Entonces tenemos

IVT; ()X {ju,|>jy — O fuertemente en L”(Q) cuando n — oo.

De hecho, por (1.1.4) sabemos que VTj(u) = 0 en casi todo punto en {|u| > j}, lo cual

junto con la convergencia en casi todo punto de u, implica que Xy, |> 3|V T;(u)| con-

verge en casi todo punto a cero en €. El teorema de Lebesgue prueba dicha propiedad.
Ademads, denotamos por u* = méx {u,0} y u~ = min{u,0}.

st

Figura 1.2: Representacién de u™ y u~.

Notamos por @y (s) = se™' A >0 (como en [32]); en lo que sigue usaremos que
para cada a, b > 0 tenemos

(1.1.5)

N

a@)(s) = bloa(s)] >
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sid> %. Denotamos por €(n) cualquier cantidad que tiende a 0 cuando n diverge y
por €(v,n) cualquier cantidad positiva tal que

limy_o.lim sup,_, , ..|e(v,n)| = 0.

Definicion 1.1.4. Sea f: R — [0, +o0). Diremos que f verifica la condicion de Keller-
Osserman si'y solo si existe una funcion h: R — [0, +eo) creciente y continua tal que

d
/7’6 < doo, Va >0, (1.1.6)

verificando
flu) > h(u), Yu>D0.

Dicha condicién fue introducida en [58, 79] para el estudio del problema

Au = k(x)uP, in Q

lim dist()f,BQ)—»Ou(x) = oo,
donde k € L*(Q)y p > 1.

Observaciones 1.1.5. 1. De hecho, en [58], la condicién era més restrictiva ya que
en lugar de (1.1.6), se imponia

2. Por otra parte, en un trabajo de Marcus y Veron [74] aparece en lugar de la
condicién de Keller de la nota anterior, una condicién equivalente a la impuesta
en (1.1.6), a saber:

1.2. Espacios de funciones con valores en un espacio de Ba-
nach

Ahora recordamos algunas caracteristicas de los espacios de funciones con valores
en un espacio de Banach, ya que son las herramientas mds importantes para tratar con
los problemas de evolucion.

Dado un espacio de Banach real V, denotaremos por C*(R;V) el espacio de las
funciones u : R — V que son infinitas veces diferenciables (de acuerdo a la definicion
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de diferenciabilidad de Fréchet en un espacio de Banach) y por C:*(R; V) el espacio de
las funciones en C*(R;V) que tienen soporte compacto. Para a,b € R, C([a,b];V)
serd el espacio de las restricciones al intervalo [a,b] de funciones de C°(R;V), y
C(la,b];V) el espacio de todas las funciones continuas de [a,b] en V.

Decimos que u : [a,b] — V es medible Lebesgue si existe una sucesién {u,} de
Ky

funciones paso (es decir u,, = Z a?xA;z para un nimero finito k,, de subconjuntos Borel
=~

J
A’ C [a,b] y con a’j € V) convergiendo a u en casi todo punto respecto a la medida de

Lebesgue en [a, b].
Entonces, para 1 < p < e, LP(a,b;V) es el espacio de las funciones medibles

u:la,b] —V tal que
b 1
P
lelisaay = [ ol )" <=
a

mientras L= (a,b; V) es el espacio de las funciones medibles tal que:

]l = (a vy = sup [Jully < ee.

[a,b

Por supuesto que ambos espacios se entienden como cocientes, como es usual, con
respecto a la equivalencia en casi todo punto. Se pueden encontrar estas propiedades
en [43].

Recordemos que, para 1 < p < oo, L?(a,b;V) es un espacio de Banach, ademas si
para 1 < p <oy V/, el espacio dual de V, es separable, entonces el espacio dual de
L?(a,b;V) se puede identificar con L¥ (a,b;V").

En lo que concierne a esta memoria V serd principalmente el espacio de Lebesgue
LP(Q) o el espacio de Sobolev WOI”’(Q), con 1 < p < ey Q es un conjunto abierto de
RY. Como en este caso V es separable tenemos que L (a,b; LF(Q)) = LP((a,b) x Q),
el espacio ordinario de Lebesgue definido en (a,b) x Q 'y Lp(a,b;WO1 ?(Q)) consta
de todas las funciones u : [a,b] x Q — R las cuales pertenecen a L?((a,b) x Q) y
tal que Vi = (ity,, ..., 1y, ) pertenece a (L ((a,b) x ))" (a menudo, por simplicidad,
notaremos este espacio por L?((a,b) x Q)); ademas,

b 1
P
(/ /|wy!’dxdt>
a JQ

define una norma equivalente por la desigualdad de Poincaré.

Dada una funcién en L”(a,b; V) se puede definir una derivada en el tiempo de u en
el espacio de las distribuciones vector valuadas D’(a,b;V) el cual es el espacio de las
funciones continuas lineales de C°(a,b) en V (véase [87]). De hecho, la definicion es
la siguiente:

b
<u,,\|;>:_/ wy, dt, ¥V yeCi(a,b),

donde la igualdad se entiende en V. Si u € C!(a,b; V) esta deficnicién coincide clara-
mente con la derivada de Fréchet de u. En lo sucesivo, cuando decimos que u; pertenece
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al espacio L4(a,b; V) (V siendo un espacio de Banach) significa que existe una funcién
2 € L9(a,b;V)ND'(a,b;V) tal que:

b
ww) = [ wwidt= (@), ¥ weC(ab).

Recordamos el siguiente resultado cldsico de embebimiento.
Teorema 1.2.1. Sea H un espacio de Hilbert tal que:
Ve H=V'.

denso

Sea u € LP(a,b;V) tal que u,, definida en el sentido distribucional, pertence al espacio
Lp'(a7 b;V'). Entonces u pertenece a C([a,b|; H).

Demostracion. [43], Capitulo XVIII, Seccién 2, Teorema 1. OJ

Este resulatdo nos permite deducir, para funciones u y v con estas propiedades, la
férmula de integracién por partes:

b b
/a (v, up) dt+/a (w,ve) di = (u(b),v(b)) — (u(a),v(a)), (1.2.1)

donde (,-) es la dualidad entre V 'y V' y (-,-) el producto escalar en H. Notamos que
(1.2.1) tiene sentido gracias al Teorema 1.2.1. Su prueba se basa en que C;°(a,b; V) es
denso en el espacio de las funciones u € L?(a,b;V) tal que u, € L” (a,b;V') dotado de
lanorma |ul| = [Jul|zr(a,pv) + ||l (ap;v7)-Junto a que (1.2.1) es cierto para funciones
u,v € C2(a,b;V) por la teoria de integracion y derivacion en espacios de Banach.
Notamos sin embargo que en este contexto (1.2.1) estd sujeto a la verificacién de las
hipétesis del Teorema 1.2.1; si, por ejemplo, V = WO1 P (Q), entonces
Wo (@) = IX(Q) > W7(Q)
denso

. 2N .
solamente si p > oo

que solo es técnica.
Introducimos la regularizacién en el tiempo de las funciones u que pertenecen a
L*(0,T;H}(Q)) (véase [61]): dado v > 0, definimos

por simplicidad trabajaremos a menudo bajo esta restriccion,

t
uy(x,t) = V/ i(x,5)e" ds+ eV ug, (1.2.2)

donde ii(x,s) es la extension cero de u para s ¢ [0,T]. De ahora en adelante, la le-
tra v la usaremos sélo en este sentido. Recordamos que u, converge a u fuertemente
en L*(0,7T;H(Q)) cuando v tiende a infinito, y [Juy||ra(q) < |/u|ra(q) para cada g €
[1,+eo]; ademas,

uy(x,0) =upparar =0y (uy); =v(u—uy),

en el sentido de las distribuciones (véase [61] para la prueba de estas propiedades).
Observamos que, si u € L*(Q), entonces por la dltima propiedad la derivada de uy
respecto al tiempo pertenece a L=(Q) C L*(0,T;H~'(Q)), y por lo tanto

/T<(uv)t,(])> :V/(u—uv)(]), Vo € L2(0,T; HL(Q)). (1.2.3)
0 0

La siguiente generalizacion de la férmula de integracién por partes se puede en-
contrar en [46] (véase también [39]).
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Lema 1.2.2. Sea f : R — R una funcién continua C' a trozos tal que f(0) =0y
1 es cero lejos de un conjunto compacto de R; notamos F(s) = [y f(r)dr. Si ademds
u€L?(0,T,H}(Q)) es tal que u, € L*(0,T; H~1(Q))+LY(Q) y si y € C*(Q), entonces

tenemos
/ up, f(u)y) dt = / F(u ) dx
(1.2.4)

/ F(u 0) dx— / y; F(u) dxdt.

Observamos que gracias a que u, pertenece al espacio L>(0,T; H~'(Q)) +L'(Q)
existenn; € L*(0,T;H1(Q)) ym2 € L'(Q) tal que u; = 11 +15. Obviamente 1; y M2
no estdn determinados tnicamente puesto que la integracién por partes es independen-
diente de u; ya que (-,-) indica la dualidad entre H 1 (Q) + L1 (Q) y H} (Q) N L=(Q).

Recordemos que, por un resultado en [81], una funcién z € L*(0,T;H'(Q)) tal
que z; € L*(0,T; H~1(Q)) + L' (Q) pertenece a C([0,T]; L' ()); con lo que todos los
términos de (1.2.4) tienen sentido.

1.3. Resultados previos

En el estudio de los problemas de contorno hay tres aspectos fundamentales que
analizaremos en las siguientes subsecciones: regularidad, estimaciones a priori y prin-
cipio de comparacién y unicidad.

1.3.1. Regularidad de las soluciones

Analizamos en esta subseccion de la memoria un aspecto fundamental de la teoria
de los problemas de contorno, la regularidad de sus soluciones.
Para ello, consideramos el problema

{—div (M (x,u)Vu) + g(x,u)|Vul* = f en Q, (1.3.1)

u=0 endQ,

donde M(x,s) es una matriz simétrica cuyos coeficientes m;; : Q x R — R son fun-
ciones de Carathéodory tal que existen constantes 0 < o < 3 satisfaciendo

alE> <M(x,s)E-Ey |M(x,s)| <P, aexecQ V(s,&)eRxRY, (1.3.2)
Ademds, suponemos que g satisface la condicién de signo
g(x,5)s > 0. (1.3.3)
Nuestra nocién de solucién serd la siguiente.

Definicion 1.3.1. Una supersolucion (resp. subsolucion) para dicho problema es una
- 1,1
funcién u € W, () tal que

1) u > 0 en casi todo punto de Q,

2) g(x,u)|Vu|* pertenece a L}, (Q),
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3) paracada 0 < ¢ € C(Q), se verifica

(LVWV¢+1;@mnw#¢ény¢

Una funcién u € Wo1 ! (Q) es una solucion distribucional para el problema descrito si
g(x,u)|Vu|? pertenece a L'(Q), y u es a la vez una supersolucién y una subsolucién
para dicho problema.

Si ademds u € H(} (Q), decimos que u es una solucion de energia finita para tal proble-
ma. En este caso, tenemos

/Vu-V\|I+/g(x,u)|Vu|21|I:/fl|l, Yy € H) (Q)NL7(Q). (1.3.4)
Q Q Q

Observacion 1.3.2. En el caso no auténomo, el concepto de solucion es similar. Conc-
retamente, si ademds f(x,u) € L' (Q) y se verifica

[ vuevys [ gtenVaPy= | v, vy e HI@NL7(@).
Q Q Q

Recordemos algunos resultados cldsicos sobre la regularidad debidos a Stampacchia.
En primer lugar, recordamos el lema de Stampacchia [91, Lemma 5.1].

Lema 1.3.3 ([91]). Sea 1(j,p) :[0,4o) x [0,Ry) — R una funcion tal que t(-,p)
es no-creciente y t(j,-) es no-decreciente. Ademads, supongamos que existen Ko > 0,
u>1,yC,v,y> 0 satisfaciendo

. t(k,R)*
P =GRy

Entonces para cada § € (0,1), existe d > 0 tal que:

Vj>k>Ky,V0<p<R<Ry.

tW(Ko+d,(1—8)Ry) =0,

donde d¥ = 2<V+Y)ﬁ€%

El lema anterior serd la herramienta principal para probar estimaciones en L™ me-
diante el método de Stampacchia:

Teorema 1.3.4. Sea f € L(Q), con g > 5. Si u € H}(Q) es una subsolucién de
—Au=f, x€Q,

i.e., si verifica
—Au < fa X € Q,

entonces u € L*(Q), con

2*
1]l oo < 82| ]|l 21121

siendo S la constante de inmersion de Sobolev y y=2* { (2£>, — ﬂ .
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Demostracion. Tomamos G (u) como funcidn test,

/|VGk(u) 2 < /ka /fX{\u\>k}Gk(”)
Q Q
< NG 2 L xg i | 2y = |G (ue
1
(2*)’ @
(Holdery g > (2*)") < ||Gi(u /fq {Jul >k}
1
= [G()ll2- [ fllg [{ el > K}| T 7.

De otra parte, por la inmersién de Sobolev (con 8 la constante de Sobolev),

[Gu(w) B <8 [ IVGi(w)P.

y asi deducimos
1

1
@ a

@y

/f X{|u\>k}

Gk () 2 < 82 £llq [{lul > k} (1.3.5)
Observemos ahora que si 2 > k > 0 entonces
{lu| > h} C {|u| >k} (1.3.6)
y
|Gr(u)| = |u| —k>h—k, Vxe&{|ul>h}. (1.3.7)
Por lo tanto, usando (1.3.7), (1.3.6) y (1.3.5) (en ese orden), obtenemos que
1/2* 1/2*
I Y RS I Y Ol
u|>h u|>h
1/2*
< | [1awr ) =1Gwl:
u|>h
_1
< 8 flly Hlul > k}|e7 s
es decir,
SalNA
0 > R < e i > 7 73
Notemos que
=2" S >l<=g> al
= ey g 7
Se concluye aplicando a la funcién t(k,p) = |{|u| > k}| al Lema 1.3.3 de Stam-

pacchia.

O]
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Andlogamente se puede probar el siguiente resultado.
Lema 1.3.5. Sea u € H} (Q) una solucion de
—Au+g(u)|Vul)? = M? en Q.
Entonces u € L”(Q) y ademds existen o.,3 > 0 de manera que
B
@ < ol g (138)

Demostracion. Tomamos Gy (u) como funcidn test para obtener, razonando como en
el Teorema 1.3.4, que si u € L1(Q) entonces

L _p
[

(h—R){Jul > WYY < Al g | {u] > k)
Podemos usar ahora el lema de Stampacchia 1.3.10 para asegurar que
i) siu€LI(Q)cong > p, entonces u € L*(Q) y

2*(2*7172*5)

2% .
* 2*—2-2*2 ¥ 2% P
P < (Al ) 1QP T T

[

i) SiueL1(Q)cong= %p, entonces u € L'(Q) para cada t € [1,0).

iii) Si ue l.ﬂ(Q) con g < § p, entonces u € L'(Q) con t = (2_23)% —dyd>0
arbitrariamente pequefio.
Si2* > % p se concluye, a partir del item i) con g = 2*.
Enel caso 2* = %p usamos el item ii) con ¢ = 2*, lo que nos proporciona g > %p

de manera que usando el item i) con g = g se tiene de nuevo que u € L*(Q).
Ahora bien, si 2* < % p podemos tomar

2"qo
q1 = * *
(2—2%)q0+2p

—81 >2*qu,

y gracias al item iii) se tiene que u € L9 (Q) y podemos volver a argumentar como
antes: si g1 > % p se concluye gracias a los items i) y/o ii) . Por otra parte si g; < % )4
aplicamos el item iii) y obtenemos que u € L% () con

qr = 21
(2—2%)q1 +2*p

—52>q1.

Ahora podemos volver a razonar con g = g, y en general, razonando de manera induc-
tiva, concluiriamos en un nimero finito de pasos. En efecto, en otro caso, tendriamos
la sucesién dada por

qo=2"
_ T4
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conlimd, =0,2* <g, < % p no-decreciente, y por tanto convergente a g € (2%, % P
con
2%q

(2—2%)q+2p’
es decir 2* = (2 —2%)g+2*p, y teniendo en cuenta que (2 —2*) <0y g < 2* se tiene
que 2*(1 —2+42%) < 2*p, es decir 2* — 1 < p, lo cual es una contradiccién.

Usando el item i) del Lema 1.3.10 con ¢ > {2*, %p} y razonando como en el
Teorema 1.3.4 deducimos

q:

2% (2% —1-2* ”)

2%
* 2%—2-2*P *
ol gy < (SNl ) I 2027

En particular ||ul|;=q) < C Hu|| - Ahora bien, puesto que g > 27,
* _2*
]u||Lq /uq—/u ul > )H”sz(g)'
Por tanto ,
o p(1-3)
lullzm@) < Cllull 2 g lll=0
De donde finalmente se obtiene que
2p
1- pq 2p E3
letll =@y < Crllull s —Clllul\q”“”z-

Se concluye (1.3.8) observando que, g > 2*y p < 1 garantizan que 0 < 1 — p(1 — z)
O

Demostremos ahora un resultado de regularidad que nos serd de gran utilidad. Su
prueba estd contenida basicamente en [60] pero para comodidad del lector presentamos
aqui la prueba para el caso especifico que necesitamos.

Teorema 1.3.6. Sea f € L1(Q) (¢ > N/2) verificando (5). Suponemos que se satisfa-
cen (1.3.3) y (1.3.2). Asumimos que 0 < u € H} (Q) NL=(Q), g(x,u)|Vul*> € L'(Q) es
solucion de la ecuacion del problema (1.3.1) Entonces u € C(Q).

Demostracion. Gracias al Teorema 1.3.4 tenemos que u € L= (). Consideramos una
funcién € C*(Q) con 0 < {(x) < 1, para cada x € Q y soporte compacto en una bola
By deradiop >0,y seaA;, = {x € ByNQ:u(x) > k}. Siguiendo la idea de la prueba
del Teorema 1.1 del Capitulo 4 en [60], tomamos ¢ = G;(u){* como funcién test en
(1.3.4) para deducir gracias a (1.3.2) y la desigualdad de Holder que

@[, PE < Il lllo HAkp 428 [ VlIVEIEGu(w)

Usando de nuevo la desigualdad de Young llegamos a que

2 q _1
[, rvupe < 2o gy R o),
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En particular, si para ¢ € (0,1) escogemos ( tal que es constante igual a 1 en la bola
concéntrica By_qp (a Bp) de radio p—op y |V{| < Gip, obtenemos

J

1
donde Y= max { M, 407%0)1‘(, } con Wy denotando la medida de la bola unidad

por RV,
Esto quiere decir que para & > 0 suficientemente pequefio y cada M > ||ul|;=(q),

1 . _1
IVl < Y<1 peyeT r,?f‘x(u—k)Z) {Akp} ',
o°p q P

k,p—op

la funcién u pertenece a la clase B, (Q,M,Y,d, ziq) con 2g > N (véase [60], pag. 81).
Aplicando el Teorema 6.1 de [60] deducimos que u es Holder continua en Q. O

1.3.2. [Estimaciones locales a priori

Dedicamos este epigrafe a calcular una estimacién a priori uniforme en L™ que
serd fundamental para probar la existencia de solucién de problemas elipticos casilin-
eales con lower order terms teniendo dependencia cuadratica en el gradiente y con una
sigularidad en u# = 0. Dicha estimacién la probamos usando un resultado de [65] (ver
también [30, 48]). Concretamente, estudiamos la ecuacion

—div(M (x,u)Vu)+ P(x) - Vu+ f(x)b(u) =0, en Q, (1.3.9)

donde M(x,s) = (m;j(x,s)), i,j = 1,...,N es una matriz simétrica cuyos coeficientes
m;; : Q x R — R son funciones de Carathéodory tales que existen constantes verifi-
cando 0 < o < By (1.3.2). P(x) es un campo vectorial acotado y f € L;- (Q) satisface

(5). También suponemos que b : [0, 4-c0) — [0, 4-c0) es una funcién continua no nega-
tiva tal que

b(s) es creciente y satisface la condicién de Keller-Osserman (1.1.6),

b(s)/s es no-decreciente para s grande . (1.3.10)

Entonces las subsoluciones de la ecuacién (1.3.9) estan uniformemente acotadas
superiormente en ® CC Q. Caben citar [16, 73, 74, 94] para la literatura “clasica” de
estimaciones en L™ para large solutions y para estimaciones locales [30, 36, 48, 65,
92].

Teorema 1.3.7. Supongamos que M(x,s) satisface (1.3.2), b(s) verifica (1.3.10) y
asumimos que f € L. (Q) verifica (5). Entonces, para cada ® CC Q existe Cy > 0
tal que cualquier subsolucicn distribucional u € H) (Q) de (1.3.9) conu™* € L2 .(Q) y
b(u") € LL .(Q) satisface

u(x) <Cp, Vxeo.
Para probar este teorema, hacemos uso del siguiente lema.

Lema 1.3.8 (Lema 3.3 de [66]). Sea b : [0,4c) — [0,+4c0) una funcién continua, sat-

. . ..y N .
isfaciendo la condicioén (1.1.6), tal que — es no-decreciente para s grande. Entonces,
s
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para cualquier C > 0 yy > 0, existe una constante positival" y una funcion diferencia-
ble ¢ : [0,1] — [0,1] (T y ¢ dependediendo sélo de b, C y ), con ¢(0) = ¢'(0) =0,
¢(1) =1y o(s) > 0 para cada s > 0, satisfaciendo

/ 2
tY+1 (p(p((zcc)) < éﬂb(l‘) (p(fc) +T, VT e (O, 1], Vvt > 0.

Observaciones 1.3.9. 1. En el Lema 3.3 de [66] se impone que b(s) es creciente,

b
b(0) =0, y la funcién ﬂ es no-decreciente en R™. Sin embargo, es fécil ver

s
que se puede rehacer la prueba (ver también [65]) usando la hipStesis més débil
del Lema 1.3.8.

2. Ademas, en [65], la condicion (1.1.6) es reemplazada por:

T ds
—— < +oo.
\/sb(s)
Notamos que, como una consecuencia de la monotonia de b(s) para s grande, la

hipétesis anterior es equivalente a (1.1.6).

Un resultado muy util cuya prueba puede verse en el Lema 4.1 de [90] es el sigu-
iente.

Lema 1.3.10. Sea ¢ : [0,+o[— R una funcion real no negativa y no-decreciente tal
que para algunas constantes positivas C, ., 3 tenemos

o(k)P, h >k >0.

Entonces

i) Si B > 1 entonces ¢(d) =0 con d* = C(p(O)B*12“B/(B*1).

o en h
ii) Si B =1 entonces ¢(h) < @(0)exp (1 — W).
2T CTH 4215 g(1)
iii) Si B < 1 entonces @(h) < = yh>1.
hi-B

Prueba del Teorema 1.3.7. Supongamos que u" € L (Q) y se verifica ademds que

loc

b(u*) € L (Q). Denotamos ® CC @' CC Q y una funcién cut-off 1(x) satisfaciendo
0<n<ly
I, x€o,
mw—{o,er@C (1.3.11)

Notamos po = ||P(x)||(z=(q), fijamos 6 y C tal que

2 oall pic
VN 12+ (0 [E(x+16] EJF% <mw(f),
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y fijamos ko tal que m < © para cada s > k. Consideramos también la funcién (p

dada por el Lema 1.3.8 con Y= 1 y esta constante C. Observamos que si & = \/¢(n),
entonces uE? =up(n) € H} (Q) y

2
o &Vu+28uVE, ifg(x) >
V(ug) = { 0. i E(x) — (1.3.12)
a.e. in Q. Como f(x)Gy(u")b(ut) € L. (Q), entonces v = Gy (u")E? se puede tomar
como funcidn test. Usando esta funcién test ademads de (1.3.2), (5) y la desigualdad de
Young deducimos que

o /|VGk )€ + my (f) /b )G (u™)g?
< 2B [ [VEIVGu ) Gulu o [ VGGl )&
< ¢ varyre / VER(Ge(u")?
[ wauPe + 7 [ (Guutye
< 2 [ vawnre o [ wer )y
+’% y b(”mb( ) Gr(u)E2.
Equivalentemente,

8 | VG R +ma(r) [ b0 )Gl E?

<[+ [ 1veruty + 22 [ bt )e

Aplicando el Lema 1.3.8 con y = 1, junto a la monotonia de b(s) obtenemos

Bz

>
>a 16} meas {x € @ : u(x) >k},

o
¢ [ WG E < TIvni ) 5
para cada k > ko(mqy (f), po). Deducimos por la desigualdad de Sobolev que
(/\Gk \2*> < Cp meas {x € ® : u(x) >k},

donde Cy = Szl“HVnHiw(Q) {% + %}. Por lo tanto, usando que Gi(s) > j— k para
s > j > k deducimos que

C
(j—k)? meas {x € 0 : u(x) > j}& < go meas {x € ® : u(x) > k}. (1.3.13)
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Ahora para ® CC Q fijado, consideramos R = dist (®,0Q)/2, asi como el conjunto
o, ={xeQ:dist(x,0) <r} CCQ

y la funcion
t(k,r) = meas {x € ®, : u(x) > k},

para cada r € (0,R] y k > 0. Tomando ® = ®, y ® = mg en (1.3.13) y escogiendo M

tal que ||[VN||1=(q) < 55> obtenemos
_ TN T(k,R
(=R < er s
para algiin ¢; > 0 y la prueba la concluimos aplicando el Lema 1.3.3.
O
Observaciones 1.3.11. 1. Notamos explicitamente que en la prueba anterior la

constante I" obtenida aplicando el Lema 1.3.8 depende de mg (f). En partic-
ular, como myy (f) < me(f) para ® CC o', simg(f) tiende a cero, entonces esta
constante I" y por lo tanto la estimacién a priori C dada por el Teorema 1.3.7
diverge positivamente.

2. Afiadiendo una condicién a b(s) para valores negativos de s y usando ideas si-
milares a las usadas en la prueba anterior, es posible dar estimaciones a priori
para la norma L™ de la solucién en cada subconjunto compacto ® de Q. Conc-
retamente, si, ademds de las hipétesis del Teorema 1.3.7, fortalecemos (1.3.10)
imponiendo que

b(s) es creciente y satisface (1.1.6), b(s) /s es no-decreciente,
para s suficientemente grande y para cada ® CC  existe mg, > 0 tal que:
Vs €R, B(x,s)signs > meb(|s|) >0 ae.x€ o,
(1.3.14)
entonces para cada ® CC Q existe Cg > 0 tal que

lu(x)] <Cop, Yxeo.

1.3.3. Principio de comparacion para algunos tipos de operadores y uni-
cidad de solucion

Estamos interesados en esta subseccién en probar un principio de comparacién
para problemas parabdlicos casilineales con crecimiento natural en el gradiente, el
cual es nuevo en el caso evolutivo. Basicamente, este resultado estd inspirado en las
ideas en el marco eliptico de [13] para el siguiente problema de Dirichlet

—div(a(u)Vu) +Bw)|Vul*> = f(x,u) enQ;
(1.3.15)
u = 0 en 0Q.

Las funciones o y B son reales y continuas definidas en un intervalo I =]0,b[ (no se
excluye el valor b = +o0), mientras que f: Q x I — R esuna funcién de Carathéodory.



18 Capitulo 1. Conceptos y resultados preliminares

Asumen que [ es no negativa, y o es positiva. Remarcamos que o y B podrian ser
singulares en los extremos del intervalo.
Ademads, asumen las siguientes hipdtesis.

(H1) La funcién ¢ — o(z)e """ es integrable en un entorno a la derecha de cero.

(H2) La funcién s — f(x,s) e "*) es decreceinte a.e. x € Q.

El principio de comparacién para subsoluciones y supersoluciones que toman valores
en el intervalo I que demuestran es el siguiente.

Teorema 1.3.12. Supongamos que se verifican (HI)y (H2). Sean u,uu € H'(Q) respec-
tivamente una subsolucion y una supersolucion del problema (1.3.15) para las cuales
existe & €]0,b] tal que

e OBW|VTy(u)| € L(Q),
(1.3.16)
8(T5(u))|VTs(u)Pe ) € LY(Q),  flx,0)e o) e L'(Q).

Siu < i en 0Q (en el sentido que (u—1u)" € H} (Q)), entonces u<i.

Nos centramos ahora en el principio de comparacién para el caso evolutivo. Co-
mo consecuencia obtenemos ciertos resultados de unicidad que enunciamos posterior-
mente y un resultado de estabilidad cuando ¢ tiende a infinito, el cual lo probamos en
el Capitulo 3 dedicado a los problemas parabdlicos de contorno.

Consideramos el problema

u; — 0Au+g(u)|Vul* = f(x,1) enQ,

u(x,0) = up(x) en Q, (1.3.17)

u(x,t) =0 en 0Q x (0,7),
con f € L'(Q) una funcién no negativa, uyp € L'(Q), y g una funcién continua en I
donde I =]0,5] (el valor b = +e0 no estd excluido). Suponemos también que g es no
negativa pudiendo ser singular en los extremos del intervalo.

Notamos a continuacién lo que entendemos por subsolucidn, supersolucién y solu-
cién del problema (1.3.17).

Definicién 1.3.13. Decimos que z € L*(0,T;H' (Q)) tal que z; pertenece al espacio
L*(0,T;H'(Q)) + L'(Q) es una subsolucién (respectivamente, supersolucién) del
problema (1.3.17) si g(z)|Vz|*> € L' (Q), y se verifica

/OT@’W”“Q/ Vet | g@)VePu < Q/ Flnw,

para cadaw € L*(0,T;H}(Q)) N L=(Q), con w > 0.
Se dice que z es una solucion cuando es a la vez subsolucion y supersolucion.
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Observamos que formalmente, de la ecuacion en (1.3.17) se espera que la derivada
de u pertenezca al espacio L>(0,T;H~'(Q)) + L' (Q). Para salvar esta cuestion técnica
hacemos uso del Lema 1.2.2.

Fijamos un punto a € I, y definimos dos funciones auxiliares:

Asumimos la siguiente hipétesis.

t—e %0 eg integrable en un entorno de cero. (1.3.18)

Observacion 1.3.14. Seiialamos un hecho importante respecto al problema modelo
(4). Observamos que

e Ols) & e_é(sliylaliy) siy# 1,
(%) @ siy=1.

Por lo tanto, la funcion es integrable en cada intervalo que contiene al 0 si 'y solo si
a>0y0<y<loa>1yy=1.

El siguiente resultado se prueba de la misma forma que la Proposicién 2.2. de [13].

Proposicion 1.3.15. Sea u una subsolucion (respectivamente una supersolucion) de
(1.3.17) satisfaciendo (1.3.16) entonces la desigualdad

T ()
/ <u”€7c(u)w>+a/eic(u)vu'vw < /f(x,t)e"’(”)w
0
o

Q
se verifica para cada w € L*(0,T;H}(Q)) NL=(Q), con w > 0.
Especificamente, el principio de comparacién que probamos es el siguiente.

Teorema 1.3.16. Asumimos que la condicion (1.3.18) se satisface. Sea f € L' (Q) una
funcion no negativa, u 'y v respectivamente una subsolucion y una supersolucion del
problema (1.3.17) satisfaciendo (1.3.16) con datos iniciales uy,vy € L (Q) tales que
up(x) <vo(x) a.e.en Q. Siu<vendQx (0,T) paratodot € [0,T] (en el sentido que
(u—v)* € L*(0,T;H}(Q))) entonces

u(x,t) <v(x,t) a.e.enQ, Vtel[0,T].

Demostracion. Gracias a (1.3.16) deducimos que ®(u) € L*(0, T;H (Q)) (andloga-
mente ®(v) € L*(0,T; H'(Q))). Asf que, [®(u) —o(v)]" € L2(0,T; HL (Q)) puesto que
u<vendQy® es creciente. Por lo tanto T; [®(u) —®(v)]* € L*(0, T; H(} (Q))NL=(Q).
Aplicando la Proposicion 1.3.15 a la subsolucién u, con w = Ti [0 () — ®(v)] T, obte-
nemos que
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(1.3.19)
< | f0e i) - o))
De manera andloga tenemos para la supersolucién v que
[ @0, B0 0w +a [ OV TiaG) o]
’ ¢ (1.3.20)

> /Qf(x,t)e_c(v) Ti[®(u) —o(v)] "

Usando que ug < vp, y el Lema 1.2.2 obtenemos
T

AQmw»nmmo—mwwv—A<mw»n@w»4MWV>

_/ ())e, Telo () /m ®(v)*(T),

donde O (s) :/0 Ty (r)dr.

Por lo tanto, si restamos (1.3.20) de (1.3.19), y usamos la igualdad anterior deducimos
/ OO () — o) (T) + / (V= o0V VI o () - o ()"
Q Q

< [ e —e O Tmw) o))"
0

Observando que la funcién @ es creciente (@' (s) = e 96) > 0)y f >0, se sigue que
Foen)(e™ M —e ") Lo (u) —o((v)]T <0

a.e. x € Q. Consecuentemente, tenemos que

| @) ~o() ()

+ Oc/ (efc(u)Vu - eiG(V)Vv) VTi[®(u) —®(v)]" <0,
Q

es decir,

[ @) -om) (1) +a | Ve -ow)] ' <o

Q
Por lo tanto, por la definicién de ®(s) obtenemos que
[@®(u) —o(v)]" (T) =0, Vk>D0.

Como T es arbitrario, concluimos que

u(x,t) <v(x,t)ae.enQ, Vrel0,T].
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Unicidad de solucién para problemas con creciemiento cuadratico

Enunciamos ahora los resultados de unicidad, para los problemas casilineales, que
tenemos gracias al principio de comparacion (Proposiciéon 1.3.15) probado en esta
subseccion.

Teorema 1.3.17. El problema (1.3.17) tiene como mucho una solucion satisfaciendo
(1.3.16).

Gracias a la Observacion 1.3.14, tenemos el siguiente resultado para el problema
modelo.

Corolario 1.3.18. El problema (4) tiene como mucho una solucion si
m obieny<lya>0,

= 0 bieny > 1 verificando (1.3.16).
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Capitulo

Problemas elipticos con dependencia
singular en la solucion y crecimiento
cuadratico en su gradiente

A lo largo del presente capitulo estudiamos tanto la existencia, como la no exis-
tencia de solucién para un problema de Dirichlet que involucra operadores en forma
de divergencia con lower order term. Dicho término de orden inferior juega el papel
de término perturbativo. El problema que consideramos es (1.3.1) donde Q es un sub-
conjunto abierto y acotado de RY, N > 3, M(x,s) = (m;;(x,s)), i,j = 1,...,N es una
matriz simétrica cuyos coeficientes m;; : X R — R son funciones de Carathéodory
y satisface (1.3.2).

El dato f € Ly (Q) y suponemos que satisface (5). Notemos que (5) implica que
f>0enQyque fZ0Oen Q.

Para estudiar la existencia de solucién imponemos en el lower order term que la

no linealidad g : Q x (0,+e0) — IR sea una funcién de Carathéodory verificando

—u<sg(x,s) <h(s), Vs>0,ae xcQ, (2.0.1)

para algin u > 0 con o > y, donde A : (0,4c0) — [0, +o0) es una funcién continua, no
negativa tal que

1
limH0+/ Vh(t)dt < oo,

)
h(s) es decreciente cerca de cero,
h(s) # 0 en un entorno de cero.

(2.0.2)

Respecto a la prueba de nuestro resultado de existencia, cabe destacar que, debido a
que el lower order term g(x,u)|Vu|? es (posiblemente) singular cuando la solucién estd
cerca de 0, aproximaremos la funcién g(x, s) por funciones no singluares g, (x,s) de tal
manera que los problemas aproximados correspondientes tengan soluciones de energia
finita u, para cada n en N. La principal dificultad de la prueba del Teorema 2.1.1
reside asi en una cierta estimacion inferior local uniforme de estas soluciones. Para
obtenerla, usamos la condicién (2.0.1) para probar que si ® CC € entonces cualquier

23
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supersolucion z > 0 de la ecuacién
—div (M(x,2)Vz) +h(z)|[Vz* = f enQ

estd acotada superiormente por alguna constante positiva

VoCcCQ Fep>0: z(x) >ce>0, ae.xco.

Lo probamos en la Proposicién 2.1.3 de la Subseccién 2.1.1. usando un cambio de
variable que reduce la cuestion a probar la estimacién local en L™ para soluciones
de problemas semilineales que hemos estudiado en el Teorema 1.3.7 de la Subsec-
ci6én 1.3.3.

La Subseccion 2.1.2. establece cual es el problema aproximado y las propiedades
de las soluciones aproximadas. Ademads, probaremos el Teorema 2.1.1, es decir que
dicha sucesidén de soluciones converge a una solucién del problema (1.3.1).

La Subseccidn 2.1.3. la dedicamos a extender el resultado de existencia para datos
en espacios mds generales. Combinando las ideas de arriba con las de [82] (ver también
[64]), abarcamos el caso del dato f en L'(Q), probando la existencia de soluciones
distribucionales u de (1.3.1), con u en Wol’q(Q) para cada ¢ < ;.

En la Seccién 2.2. generalizamos el Teorema 2.1.1 para operadores diferenciales
mads generales cuya parte principal no tiene forma de divergencia y dato f en L7(Q)
con g > % El problema que consideramos es el siguiente

2 N au

2
Za,, Joag, )T EHO T O H sVl =f enQ

i,j=1
u=0 enodQ,

donde los coeficientes a;;(x) satisfacen la condicién de elipticidad

0<algf < Z aij(x)gic; <Blg*, VgeRN, (2.0.4)
i,j=1

para algunos 0 < o < B.

Usando las estimaciones necesarias (que tenemos en los resultados previos) pode-
mos probar un resultado de existencia para otro tipo de ecuaciones no lineales como
podemos ver en la Seccion 2.3. En la Seccién 2.4. probamos resultados de no existen-
cia de soluciones positivas para el problema (1.3.1) con dato f en L7(Q) para algiin
q> %, con f >0y f 0. En contraste con los anteriores resultados de existencia,
suponemos que la no linealidad g(x,s) esta por encima de una funcién A(s) cuya raiz
cuadrada no es integrable en (0, 1). Especificamente, asumimos que

0<h(s) <g(x,s), aexeQ, Vs>D0, (2.0.5)

donde 4 : (0,+00) — [0, +o0) es una funcién continua no negativa tal que

1
lim ;- h(s) = +eo, 1im, o / V@) di = +oo, (2.0.6)

S
lim 5o+ /A(s) e/l = hy > 0. 2.0.7)
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La Seccién 2.5. estd dedicada al papel de la elipticidad en algunos resultados de la
existencia de solucién cuando no se impone la hipétesis (5). Recientemente, en [24] se
ha obtenido la existencia de solucién suponiendo unicamente que f > 0y f Z 0 pero
dicho resultado depende de la constante de elipticidad. Por nuestra parte introducimos
una pequefia mejora que amplia el rango de dicha constante. Ademas, extendemos
el resultado con una no linealidad que pueda ser negativa o cambiar de signo como
podemos observar en la Subseccién 2.5.1.

Hemos elegido presentar los resultados y realizar las pruebas en el caso N > 3.
Sin embargo, todos los resultados (menos el Teorema 2.1.1) son ciertos en el caso

N =2 (con pruebas mas féciles). Ademads, si N = 2 (lo cual implica que 1\%:’2 =1),el

Teorema 2.1.1 es cierto si reemplazamos la hipdtesis f € L¥# (Q) por f € L™(Q),y
asumimos que m > 1.

2.1. Existencia de solucion

El objetivo de esta seccion serd probar la existencia de soluciones de energia finita
de (1.3.1). Nuestro resultado de existencia (que se obtiene combinando las ideas de [6]
y [8])) de soluciones de energia finita es el siguiente.

Teorema 2.1.1. Sea f en Lva (Q) verificando (5), y supongamos que se verifican las
hipotesis (1.3.2), (2.0.1), (2.0.2) y o > u. Entonces existe una solucion de energia finita
u para el problema (1.3.1). Ademds, ug(x,u)|Vul> € L'(Q).

Observacion 2.1.2. Cabe destacar que el Teorema 2.1.1 engloba varios resultados
que hemos ido obteniendo a lo largo de la investigacion desarrollada sobre los prob-
lemas singulares con gradiente cuadrdtico. Concretamente, en [12] probamos la ex-
istencia de solucion del problema (3) para 0 <y <1y con el dato f verificando (5).
Posteriormente ampliamos la existencia de solucion en [6] para el problema (3) en
el caso en el que g estd entre una hipérbola positiva y una hipérbola negativa, es de-
cir g puede cambiar de signo, donde abarcamos el resultado anterior y mejoramos
el espacio al que pertenece el dato. También, estudiamos el problema de obstdculo
(desigualdad variacional) correpondiente a dicho problema en [9, 10].

Notamos que ug(x,u)|Vul> € L'(Q) implica que la solucién u se puede tomar
como funcioén test (yaque f € H -1 (Q)) en la formulacién débil de (1.3.1) (ver (1.3.4)).

La idea para demostrar el Teorema 2.1.1 consiste en aproximar la no linealidad
g(s) por no linealidades g, continuas en R, de forma que los problemas no singulares
obtenidos para g, caigan en el marco estudiado por [34] y, por tanto, posean solucion
u, de energia finita para cada n € N. Probaremos que u, converge a una solucién positi-
vade (1.3.1). La clave para evitar esta dificultad consiste en probar que u, estan “lejos
de cero” en cada abierto compactamente contenido en €, el cual llamamos principio
del maximo uniforme fuerte (siguiendo la terminologia de [93]). Asi, en la Subsec-
cién 2.1.1 probamos el principio del mdximo uniforme fuerte y en la Subseccién 2.1.2
aproximamos nuestro problema, probamos las estimaciones necesarias y pasamos al
limite usando dicho principio.
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2.1.1. Principio del maximo fuerte uniforme

En este epigrafe probamos que cualquier supersolucién de
—div (M(x,2)Vz) + h(z)|VZ)* = f enQ, (2.1.1)

estd acotada inferiormente en cada abierto compactamente contenido en Q. Como ver-
emos en la prueba, es natural imponer la hipétesis (2.0.2). Este resultado serd crucial
para probar la existencia de solucién para el problema (1.3.1).

Proposicion 2.1.3. Supongamos que f € L;(Q) verifica (5) y h satisface (2.0.2).
Sea  un subconjunto abierto compactamente contenido en Q. Entonces existe una
constante cq > 0 tal que para cada supersolucién 0 < z € H! (Q)NC(Q) de la ecuacién
(2.1.1) se cumple que

7> ¢y €naQ.

Demostracion. Sea z > 0 una supersolucion de (2.1.1). Vamos a considerar un cierto
cambio de variable. Cambiando en (2.0.1) A(s) por A(s)+ o/s podemos suponer sin
pérdida de generalidad que 4 no es integrable en cero. Definimos, para s > 0, la funcién
no-decreciente

H(s) = /l “h(e)dt, 2.1.2)

y la funcién no-creciente
H()

w(s) = /Sle‘adt.

Observando que
lim o+ Y(s) = +oo, lm o0 W($)= Yoo € [—00,0),

podemos definir
def

v=y(2).

Como z es continua y estrictamente positiva en £, tenemos que z estd acotada lejos
de cero (con la cota dependiendo de z) en cada conjunto abierto ® compactamente
contenido en Q. Consecuentemente, por la regla de la cadena, tenemos

Vv=—e 5 VzeX(0), YoccCQ, 2.13)

(Q).
Sea 0 < ¢ € C*(Q), y tomamos (siguiendo las ideas de [24]) e*#q) como funcién
test en (2.1.1) para deducir que

y de este modo v € H!(®) para cada ® CC Q, es decir, v € H|!

loc

h(z) _na _HG)
/QM(x,z)Vz-VzS)e o ¢+/QM(x,z)Vz-V¢e o

+ [ rIvePe o= [ re o,

Usando (1.3.2) junto con (2.1.3) obtenemos,

H(z)

- [ My Vo = [ retoz [ (e < 1) po.
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Si definimos M (x,s) = M (x,y~'(s)) y

Hy~ ()

b(s)=e~ o« —1paracadas € (Yo, +), (2.1.4)
entonces v es subsolucién de

—div (M (x,v)Vv) + f(x)b(v) =0 en Q.
Si pudiésemos aplicar el Teorema 1.3.7 tendriamos que para cada ® CC L, existe
Cw > 0 tal que
v<Cqm eno.

Por lo tanto, deshaciendo el cambio, concluimos que
Zzllfil(Cm):Cw>0 en M.

Veamos que las funciones M(x,s), b(s) y f(x) verifican las hipétesis del Teore-
ma 1.3.7. En primer lugar, M(x,s) verifica (1.3.2) y f(x) satisface (5). Se observa

b(s . .
que Q es no-decreciente para s > 0 grande; de hecho, esto es equivalente a probar
g _H®
e” o« — )
que Y (1) = W es no-creciente en un entorno de ¢+ = 0. Par mostrar esto, sea

wo € (0,1) tal que h(t) es no-creciente en (0, wo], y, notamos que

H()

PO (1) = " () — (e 1) =

> /w:) Wewdszh(t)Ml — M,

donde

0] 1 /! _H)
M, = / e eds and M= —/ h(s)e™ o ds.
wo A Jw

Rl

De este modo, si ¢ pertenece al intervalo (0,2~ (min{wg,M>/M;})) el término de la
derecha de la desigualdad anterior es positivo, y por lo tanto Y(¢) es no-creciente en
este intervalo.

Suponemos que puesto que fol /h(s)ds < 4oy h es no-creciente en un entorno de
cero, entonces la funcién b(s) satisface la condicién conocida como Keller-Osserman
(1.1.6). Consecuentemente, para concluir la prueba basta mostrar (1.1.6) o, equivalen-

temente, que
too dt
W) < e
Hy (s
©o2flea ds

Usando el cambio T = y~!(s), obtenemos

/+°° dt B /+°° dt
—1s - B B :
to /2_]8 e H(W(x () ds 1o \/2 fq‘llill((t())) e_2¥d1
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Ahora aplicamos el cambio w = y~!(¢) para deducir que

/ \/Zfo—) / \/wao 2[Hn)~H ()| gg

con 0 <wp =Wy (to) < 1=y"1(0) ya que W es decreciente, y escogemos fy >> 1 tal
que h es decreciente en (0, wo).

Como #4 satisface (2.0.2), concluimos la prueba si mostramos que existe una cons-
tante positiva cg tal que

h(w) / " HO)HO) gt > 00> 0, Yw € (0, w). (2.1.5)

w

De hecho, la tnica dificultad estd cerca de cero. Para verlo, usamos que / (por lo tanto
h) es decreciente en (0, wo|, para obtener

h(w)/Wo 2[H(w)—H(7)] dt > Woh(T)eé[H(w)_H(r)] dr
aeaH(W) wo 2 2y
= - _z —aH®
[ Sh@e 0
B R T L.
2 w 2 eaH(w) 27

Usando la desigualdad de arriba y que lim uﬁoeéH ) = 0, podemos elegir w € (0,wo)
tal que

wo
h(w)/ 2[H (w)—H(7)] d’tz%,

para 0 < w < w. De este modo obtenemos la existencia de cy tal que se verifica (2.1.5).
O

2.1.2. Problema aproximado y prueba del resultado de existencia

La prueba del Teorema 2.1.1 se basa en la aproximacioén del dato f € LA (Q) por
una truncadura f,, = T,(f) y g por una cierta sucesion de funciones de Carathéodory
gn (para n € N). Concretamente, definimos

1
s> —
y 1g(x,s) v
gn(X,5) = )5 <1 (2.1.6)
nh <n> h(s)g(x,s) 0<s< o
0 s <0.

Gracias a que / es decreciente cerca de cero, observamos que existe ng € N, tal que

lim nHJroogn(xas) = g(x, S) )

(2.1.7)
gn(x7s) S h(s) ,v”l Z nO?

a.e. x € Qy paratodo s > 0.
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Figura 2.1: Ejemplo de no linealidad singular g, y de su
aproximacion gj.

Por (2.0.1), tenemos también que
gn(x,8)s+u>0 aexcQ, VscRT,

para cada n € N. Por lo tanto,

€I

+ulE* >0, (2.1.8)
I+ 5182

sgn(x,)

ae.x€Q,scR,ECRY,

Gracias a que para n fijado las funciones f,(x) (x € Q) y 1&“2'2 (€ € RY) estdn
acotadas, podemos deducir (como una aplicacién del teorema de Schauder), que el

problema

\V/ 2
| lun‘ :fn €n Q?
14 1V, |2 (2.1.9)

u, =0 enadQ,

—div (M (x,u,)Vuy) + gn(x,u,)

tiene una solucién u, que pertenece a H(} (Q) (véase [69]) y a L= (Q) (véase [91]).
Probamos ahora algunas propiedades de la sucesién u, que necesitaremos mas
adelante.

Lema 2.1.4. Asumimos que 0 # f € L%(Q) satisface f > 0 y que M(x,s) verifica
(1.3.2). Si, para cada n € N, la funcion u, € H}(Q) es una solucién del problema
(2.1.9), entonces:
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1. La sucesion {u,} estd acotada en H} (Q) y el término

\Vunlz

— < estd acotado en L'(Q).
1 + P |Vun ‘2

ungn(xa un)

2. Las funciones u, son continuas en Q y u,(x) > 0 para cadax € Q y cadan € N.

Demostracion. 1. Tomando u, como funcidn test en (2.1.9) tenemos que

/sz ( ) /SZ ( ) +| n|u2 / 5
X, U Uy, VU X, U u
n n n 8n n 1 ‘V n|2 nlUp-

Usando la condicién de elipticidad (1.3.2), las desigualdades de Holder y Sobolev y
afiadiendo u|Vu,|* obtenemos que

/Q(OL—,u)Vu,,-Vun—F/Q

<8I, g g [IVetnllz2@)

Gracias a que se satisface (2.1.8) y a que o > u, podemos concluir que las sucesiones

|Vun|2

X, Up JUpyg——————

+H’V”n|2]

Un Y Ungn(x,uy) estdn acotadas, respectivamente, en Hj (Q) y en L!(Q).

2. Tomamos u;, o min(u,,0) como funcidn test en (2.1.9), asi, por (1.3.2),

(@) [ Vi, P+ [ < [ oy

Usando que f, > 0y (2.1.8), obtenemos

@ [ [V P < [ fuwy <0

De este modo, como o > u, u,, =0y por lo tanto u, > 0. Ademds, como u, € L*(Q)

nl2

2

gnxun

|V, |?
1+ 1 v, |2
Por lo tanto u, pertenece al espacio de las funciones Holder continuas en Q (véase
[60], Teorema 1.1 del Capitulo 4).
Probemos que u, > 0 en Q. Sea k, > 0 tal que g,(x,s) < ks, para s € [0, ||ty |]oo]-

De este modo la funcién no negativa u,, satisface en el sentido de las distribuciones
en Q

—div (M (x,u,)Vu,) = fru — gu(x,u,) eL”(Q).

\v/ 2
—div (M (x,u,)Vuy,) + nkyu, > —div(M(x,un)Vun)ngn(x,un)i‘ ]Té B
nlYHn

= fu.

Notando que f; es no negativa y no idénticamente cero (puesto que f # 0), por el
principio del maximo (véase [54]) deducimos que u,, > 0 en Q. ]
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k,s

Figura 2.2: Representacién de la aproximacién g, por de-
bajo de una conveniente recta, es decir, g,(x,s) < kys, para
5 € [0, ||un||o)-

Prueba del Teorema 2.1.1. Probamos que, pasando a una subsucesion, la sucesion {u,, }
de soluciones de energia finita de (2.1.9) converge a una solucién de energia finita de
(1.3.1).

Por 1. del Lema 2.1.4, obtenemos

[[tnl 73 ) < Cry /Qungn(x,un) <G, (2.1.10)

De este modo, pasando a una subsucesion, podemos asumir que u, converge a algin
u € H}(Q) débilmente en H{ (Q) y, por el teorema de Rellich, fuertemente en L?(Q) y
a.e. en Q.

Escogiendo, para ¢ € C°(Q) con ¢ > 0, %Tg(un)q) como funcién test en (2.1.9) y
teniendo en cuenta que f,, < f en Q deducimos que

V> Te(up)
Jyortm s < [ [ Fwlvel < [+ [ V90l

Gracias a la Proposicion 2.1.3 podemos tomar limite cuando € tiende a cero (ya que g,
estd acotada inferiormente en el supp ¢ que estd contenido compactamente en cualquier
compacto de ), y usamos que, por el Lema 2.1.4, u, > 0 en  obtenemos

|V, |? / |V, |? / /
X, Upy) —————O0 = X, Upy) —————0 < + Vu,||Vo|.
/gg”( n>1+%\Vun|2¢ {u,,>0}g”( ”)1+%yvun|2¢ oI T JoViallVel
(2.1.11)
Acabaremos la demostracion probando los siguientes pasos:

Paso 1. Para cada k > 0, Gy(u,) — Gy (u) fuertemente en Hj (Q).
Paso 2. u, converge fuertemente en H! (Q).
Paso 3. Pasamos al limite en (2.1.9).
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Paso 1. Tomamos Gy (u,) como funcién test en (2.1.9) . Usando (1.3.2), teniendo en
cuenta (2.1.8) y las desigualdades de Holder y Sobolev, tenemos

s? w \ R
_ VGi(u,)|* < = N+2 .
(o M)/9| k) o </{un>k}f 2 )

El dltimo término de la desigualdad anterior es arbitrariamente pequefio si k es sufi-
cientemente grande. Por lo tanto, como o > u, |VGy(u,)|* es equiintegrable. Ademds,
como

|V, |?

—div(M(x,u,)Vu,) = fr — gn(x,uy) —————,
(M(x,un)Vun) = fo — gn( n)l—l—%\VunP

y el término de la derecha estd acotado en L/, .(Q) gracias al Lema 2.1.4-2, podemos
aplicar el Lema 1 de [26] (véase también [31]) para deducir que, pasando a subsuce-
siones (no renombradas), Vu, converge a Vu a.e. en Q. Asi, usando el teorema de
Vitali

Gr(un) — Gi(u) en H(Q).

Paso 2. Probamos ahora que la sucesién u, converge fuertemente en H/! (Q). Nos
queda probar que

hm,,%m/QW(Tk(un)—Tk(u))\%p =0, V0eC7(Q)con ¢>0.  (2.1.12)

Sea u, una solucién de (2.1.9) con n > ng (ng dado por (2.1.7)). Por el Lema 2.1.4,
u, > 0en Qy es continua. En particular 4(u,)|Vu,|* € L] .(Q). De este modo, de las
desigualdades g,(x,s) < h(s) para cada s > 0y f, > f| obtenemos que u, es super-
solucién para

—div (M (x,2)Vz) +h(z)|Vz)* = fi enQ.

Por lo tanto, por la Proposicién 2.1.3 (con f = f1 y z=u, € H}(Q)NC(Q)
(Lema 2.1.4-2)) para cualquier ® CC € obtenemos la existencia de una constante
positiva cg tal que u,, > cg, en ®. Tomando £ > 0y mg > max{no, o }, deducimos, por
la definicién de g,, que para todo n > mqg

|gn (2, un(x))] = |g(x,un(x))] < cr(®) d:efméx{‘u, max h(s)} , (2.1.13)

Cwy SE[cwk]

para cada x € o tal que u,(x) < k. Razonando como en [29], consideramos la funcién
@).(s) definida en (1.1.5) y tomando @ (7 (u,) — T (1) )¢ como funcién test en (2.1.9)
tenemos que

M) Vit ¥ (T ) = Te0) 6 (T ) — Tia))0
+ [ M) Vit Vo0 (Tels) — Ti )

u 2
) 8~ Th0)0 = [ (i)~ Th )0
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Puesto que Tj(u,) — Ti(u) débilmente en H}(Q) y fuertemente en L*(Q), notamos
que

50 Thla) = Tu(w)0 — [ M(x.0) V- V0 (Til1t) ~Tila)) = ().

Ademas, escogiendo wy CC £ con supp ¢ C ®y, deducimos, de la definicion (2.1.13)
Y @a(k — Tic(u)), que

V|
n\A,Un T n T
/g x )1+%\Vun|2%( k(un) — Ti(u))
|V, |?
= 0 (2, 1) —— @y (Ti () — T
(i) ® (G )1+%|vun\2q”“( (1) = Tie(u))0

\%
+/{un<k} gn(x, ”n)W(PK(Tk(un) —Ti(u)0
> —cx(00) [ [V7:n) Pl (Ti(un) — Te(w)o
uf Vel TG0

De este modo

/QM(% ) Vit - V (Tie(un) — Tie (1) )93 (Tic(un) — Tie(u) )

(o) | [V Plon (i)~ B@)lo <€)t | [V Por(k— ()0

Un
(2.1.14)
Teniendo en cuenta que

M Ct0) Vit V(T 1) = Tea)) 0, () = )

= [ M) Vit V()05 (k= T0) 0,201 = (),

y afiadiendo

—/QM(x,un)VTk(u)-V(Tk(un)—Tk(u))tp’x(Tk(un) —Ti(u))0 = &(n)

a ambos lados de (2.1.14) y como

[ VT Pl (Telun) = T
<2 [ [9(Tu() = T2(u) Plon () ~ Tu(w)fo
+2 [ [V730) Plow (Ti ) = T()) o
Q

= 2/Q |V (Ti(ttn) — T () |0 (Tic(utn) — T (w)) |0 +&(n),
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llegamos a, usando también (1.3.2) (omitimos el argumento 7 (u,) — Ty (u) para @)y

?)-
L1V Ti) = TP g}, — 2cu(@p)lgnl o
<el)bu [ Vo k=Tiw)o
=) [ VG Ponk— w0,

Escogiendo A tal que se verifica (1.1.5) con a = o0 y b = 2¢,(®y), y gracias a que
esta dltima integral tiende a cero (Gy(u,) — Gi(u) y ademds Gr(u) = 0 en {u < k})
obtenemos (2.1.12).

Combinando esta convergencia y el Paso 1 deducimos que

Uy, — U en H. .(Q).

Paso 3. Observemos que, aplicando el lema de Fatou en (2.1.10) y (2.1.11), deducimos
que

[uswlvul <c: y [ grwvapo < | 7.
Q Q Q
respectivamente. Por lo tanto, para concluir la prueba falta probar que u es una solucion

distribucional del problema (1.3.1). Comenzamos pasando al limite en n en la ecuacién
que satisface u,, es decir, en

]Vun|2

[ M)V V0 + [ g0 ol | o veecz@).

La convergencia débil de u, a u y la convergencia débil-+ de M (x,u,) a M(x,u) en
L=(Q) implica que

M ey oo / M(x,u,) Vi, Vo = / Mxu)VuVo, YoeC™(Q).  (2.1.15)
Q Q

Por otro lado, si fijamos ® CC €, entonces, por la definicién (2.1.13),

o000 = (@) < mx { £, max 1) |

Cw SE[ce,k]

para cada x € o tal que u,(x) < k. Consecuentemente, si E CC ® tenemos que

P
e G, o

<[ ) et
XUy | ————— X, Uy) | ————
 JEN{u,<k} Sty + 1 Vun 2 JEnfuzk St 43 Vit |?

2 ‘V”nlz
<al@ [ VR@)E+ [ felxm)
En{u,<k}

_— 2.1.16
{MnZk} 1 + %‘Vun‘z ( )
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Fijamos € > 0. Observamos que si, para k > 1, usamos 71(Gy—_1(u,)) como funcion
test en (2.1.9) y usando que algunos términos son positivos, deducimos que

fo el e < [ e[
n\X, Un > n >
(1y>k} & 1+ 4vu, |2 = Juzi-1y {up>k—1}

De este modo, como el término de la derecha tiende a 0 uniformemente en n cuando k
diverge, obtenemos la existencia de ko > 1 tal que

|V, |? €
, ——— < =, Vk>ky VneN.
/{unzk} ‘gn(x ”n)| 1 —I—%|Vun|2 =9 = ko, Vn

Ademds, como Ti(u,) converge fuertemente en H. (Q), existe ng, 8 tal que para cada
E CC Q con meas (E) < d; tenemos

€
VTi(up) > < ——, Vn>ne.
/Em{un<k} | k( >’ 2Ck(0)) ‘

En conclusién, por (2.1.16), tomando k > ko vemos que meas (E) < Jg implica que

IVun( )
X, U <eg, Vn>ne,
/|gn n 1+ |Vun( )|2 = €

. .. A% .. .
es decir, la sucesion g, (x, u,) ]+‘ . Iué‘u 7 es equiintegrable. Esto, junto con su convergen-
n n

cia a.e. a g(x,u)|Vu|?, implica, gracias al teorema de Vitali, que

|Vu,,|2
1+ 1|V, 2

lim n%+w/ggn(x7un) o= /Qg(xvu)|vu|2¢’ vq) € CZO(Q‘)

Por lo tanto, usando el limite anterior, (2.1.15) y puesto que f, tiende a f fuerte-
mente en L' (Q) concluimos que

/M(x,u)VuV¢ +/g<x,u)\vu\2¢ :/f¢, Vo € C(Q).
Q Q Q

2.1.3. Existencia de solucién para dato en L' (Q)

El objetivo de esta subseccion serd extender el resultado de existencia Teore-
ma 2.1.1 para datos f en espacios més generales. Concretamente, probamos la ex-
istencia de soluciones distribucionales si f € L'(Q). El resultado que probamos es el
siguiente.

Teorema 2.1.5. Sea f € L'(Q) satisfaciendo (5) y supongamos que se verifican (1.3.2),

0<g(x,s) <h(s), forae xecQ, Vs>0, (2.1.17)

y (2.0.2). Entonces existe una solucion distribucional u de (1.3.1), con u en Wol’q(Q),
para todo g < 3. Si, ademds, existe so > 0 y u > 0 tal que

glx,s)>u aexeQ, Vs>, (2.1.18)

entonces u € H} (Q) (es decir, es una solucion de energia finita).
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Para probar dicho resultado seguimos un esquema parecido a la subseccién ante-
rior. En este caso, aprovechando el Teorema 2.1.1, aproximamos el problema (1.3.1)
por

- M . \V4 " n A\ n2: n Q,
{ div (M (x, 1) Vitn) + 8 (x, 1) [Vitn|* = f,, en (2.1.19)

u, =0 endQ,

donde f, = T,,(f).
Notamos que la existencia de una solucién de energfa finita u, € H} (Q) NC(Q) no
negativa tal que g(x, u,)|Vu,|* € L' (Q) se sigue del Teorema 2.1.1 y del Teorema 1.3.1.

Lema 2.1.6. Si f € L'(Q) verifica (5), g(x,s) satisface (2.1.17) (con h(s) verificando
(2.0.2)), y u, es una solucion de (2.1.19), entonces

(i) uy estd acotada en MF=2 (Q) y |Vuy| estd acotado en MFT (Q);

(ii) pasando a subsucesiones, u, es débilmente convergente a u en WO]""(Q) para
cadaq € [1,1%5);
(iii) para cualquier k > 0 y para cualquier ® CC L,

Ti(uy) — Ti(u) en H'(w).
Proof. (i) Tomando 7} (u,) como funcién test en (2.1.19) y usando (1.3.2), tenemos

OC/QWTk(”n)‘Z +/Qg(xa”n)Tk(”n)|V”n|2 < k”fn”Ll(Q)~

Puesto que 0 < f,, < f'y g(x,u,) > 0, obtenemos

o [ VL) KISl (2.1.20)

Estimaciones estdndar (véase [18, Lemas 4.1 and 4.2]) implican que u, estd acotada
en Mz (Q) y que |Vu,| estd acotado en MF=T (Q).

(i) Seal <g< % Por el caso anterior y el embebimiento (1.1.2), deducimos que
u, estd acotada en WO] “4(Q) y de este modo, pasando a una subsucesion si es necesario,

existe u tal que u,, — u débilmente en WO1 Q).
(iii) Nuestro objetivo es mostrar que

fim n~+°°/9 V(Te(un) — Te@)Po=0,  YoeC™(Q), o> 0.

Adaptamos a nuestro caso una técnica introducida en [64] (véase también [82])
para obtener la convergencia fuerte de las truncaduras. Escogemos @) (w,)® como fun-
cién test en (2.1.19) donde @, () ha sido definido en (1.1.5) y

win = Doglun — Ti () + Tic(un) — T (u)], 0<k<l.
De este modo tenemos

/M(x,un)Vun'an(p&(wn)(l)—i—/M(x,un)Vun-V(I)(p;b(wn)
Q Q
2.1.21)

+ [ gle) Vi Poa()o = [ fiden(wn).
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Observando que VT (u,) =0siu, > ky Vw, =0 siu, > 2k+1 =X (recordemos que
[ > k), tenemos

/M(x, un)Vun'an(p&(wn)(])
Q
= [ Mx0,) VT3 1) - ¥ (T 1) = T0)) 5 092)0

+ /{ gy M5 0) V() VT (Gl) k= T3 1)) 6 ()0

Ademads, usando que

VTg{(un) -V(Gl(un) — Tk(u)) = VTg{(un) . VGl(un) - VTg{(un>VTk(u)
> =VTx(up) - VTi(u),

llegamos a
/ M (x,14)V T () - V (G () — T (1) )95 ()0
{un>k}7G1(un)+k—Tk(u)<2k}
> — M s Up VT n VT A n u )
N {Gz(un)+k—Tk(u)§2k}| (s en )V Tt dulont )([)X{ =

y de este modo, como la anterior integral converge a cero cuando n diverge,

/ M(x7 un)vun : an(p;u(W”)(l)
Q
(2.1.22)

Z/QM(xvun)VTk(Mn)'V(Tk(un)—Tk(u))(P'x(an +e(n).

Por otro lado, puesto que G;(uy,) +k — Ti.(u) > 0,

[ gtV Porwn)o = [ o) VuaPgr om0
Q

{u, <k}
Si0 < u, € H}(Q)NC(Q) es una solucién de energfa finita de
—div (M (x,u,)Vity) + g(x,u,) |Vt |* = f,  en Q,

entonces, usando que g(x,s) < h(s), f, > f1 y h(uy)|Vu,|* € LL_(Q), tenemos que u,,
es una supersolucién de

—div (M(x,2)Vz) + h(z)|Vz|* = fi en Q.

Consecuentemente, si ® CC Qy ¢ (definida en (2.1.13), con f = f1), deducimos que
U, > cqu en o. Por lo tanto,

8(x,un(x)) < cr(0) = H[léXk]h(S),
SE€|Cw,

para cada x € o tal que u,(x) <k.
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Con lo que, aplicado a un subconjunto Wy CC £ con supp ¢ C ®y, deducimos que
8(x,un(x)) < cx(wy) para cada x € ® con u,(x) < k. Entonces, obtenemos

[ st Vi P T ~ T

{u,,gk}

< u(ws) [ 1VTL(un) Plon (i) ~ Ti(w)[o

< 261(04) | 1V(Telun) = Ta) Pl (Tulur) — Tu(u) 1o

+20u(00) [ VT30 Pl (Te(ur) = Ti(w)[o.

Notemos que la dltima integral tiende a O cuando n diverge ya que @ (Tx(u,) — Ti(u))
converge a cero en la topologia débil-+ de L™(Q) y Ty (u) € H} (Q). Asf, usando ademds
(2.1.21) y (2.1.22) tenemos

/QM(x, Un) Vi (tn) - V(Tic(ttn) — T () )9 (W) O
(o) /Q IV (Te(ttn) — Tiue)) g (w) [0

< /anq)(Px(Wn) */QM(xa”n)vuﬂ'vq)(pl(Wn) +8(n)v

y afladiendo a ambos lados de la anterior desigualdad

—/QM(x, un)VTi() -V (Tic(un) — Tic(1)) 93, (Wn) 9 = &(n),

llegamos gracias a (1.3.2),

[ 1V (T 02) = Ti ) P[0} 0) — 2 (00) [ w2 0
< [ 00n () = [ MCx0,) Vi, Vo (w,) + (o).

Escogiendo A tal que ¢y, satisfaga (1.1.5) con a = oty b = 2¢(®y), obtenemos

2 |1V (i)~ 1) Po

< [ wntmn) — [ M(x0)Vu,-Vogunn) + ()

Ademds, w, converge a.e. (y débil-x en L*(Q)) a w = Tox(G;(u)) y de este modo,
recordando que Vu,, — Vu débilmente en (LY(Q))N, g < N/(N —1),

lim oo /Q F005 () — /Q M(x,tty) Vit - YOGy, ()

= [ ro@(w) = [ M(x.u)Vu-Vogu(w).
Q Q
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Consecuentemente, usando (1.3.2)

o |1V~ Tw)Po < [ fogntw) — [ Mxu)Vu- Voo w) + e

<ou2k) [ (F+BIVulIVo]) +e(n).
{u=1}
Puesto que la dltima integral tiende a cero cuando / diverge, (iii) estd probado. O

Estamos ya en disposicion de probar el resultado de existencia de solucién cuando
el dato pertenece al espacio de Lebesgue L' (Q).

Prueba del Teorema 2.1.5. Comenzamos probando la primera parte del teorema, es
decir que existe una solucién u € WO1 “(Q), para cada g < %, del problema (1.3.1).
De los resultados de [31] deducimos que Vu, — Vu a.e., y del Lema 2.1.6 las es-
timaciones de u, y |Vu,| en M%(Q) y M%(Q) respectivamente. De este modo

u, — u fuertemente en WO1 “(Q), para cada g < % Argumentando como en la prue-

ba del Teorema 2.1.1, podemos mostrar que, escogiendo éTg(un) como funcidn test en
(2.1.19) y aplicando el lema de Fatou, tenemos que g(x,u)|Vu|* € L' (Q).

Para probar que para todo ® CC Q, {g(x,u,)|Vu,|?} converge fuertemente en
L'(®) a g(x,u)|Vu|?, es suficiente mostrar la equiintegrabilidad local uniforme de tal
sucesion. Para ello, escogemos 71 (Gy—1(uy)) (k > 1) como funcion test en la ecuacién
(2.1.19) y, usando la positividad del primer término (gracias a (1.3.2)), y puesto que
Jfa < f, deducimos que

/ g(x,u,)| V| g/ f. (2.1.23)
{u,,Zk} {ank_l}

Por un argumento similar al usado en el Paso 3 de la prueba del Teorema 2.1.1,
probamos la equiintegrabilidad. De hecho, sea E C ® CC € un conjunto medible.
Por (2.1.13) y (2.1.23), tenemos, Vk > 1,

[tV = [ g,) Vi
E En{u,<k}

wf sVl <o) [ VTP
En{u,>k} En{u,<k}

# [ gl VP < ) [ VTw)P + 7
{un>k} E {un>k—1}
Puesto que meas ({x € Q : u, > k— 1}) tiende a cero (uniformemente con respec-
to a n) cuando k tiende a 4o (por la acotacién de {u,} en el espacio MY/ N-2)(Q)
gracias al Lema 2.1.6-(ii)), obtenemos que la ultima integral de las desigualdades
anteriores tiende a cero cuando k diverge positivamente. Esto, y la equiintegrabili-
dad local de |VT;(u,)|*> (el Lema 2.1.6-(iii)), muestran la equiintegrabilidad local de
{g(x,un) [V |*}.

Usando ademds que Vu, — Vu a.e., concluimos por el teorema de Vitali que

g(x,u,) |Vt |* — g(x,u)|[Vu|? en L'(w), Yo cC Q. (2.1.24)
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Ahora, usando (2.1.24) y la convergencia fuerte de Vu, a Vu en (L9(Q))V, para cada
q < %, podemos pasar al limite en (2.1.19) para mostrar que u es una solucién del
problema (1.3.1).

Para probar la segunda parte del teorema, notamos que podemos fijar k > max{so, 1 }
tal que (2.1.18) y (2.1.23) implican

,1/ VG ()| :y/ Vit g/ £ <Iflne (2.1.25)
Q {up,>k} {up>k—1}

Por lo tanto, teniendo en cuenta (2.1.20) y (2.1.25), tenemos

k1
Jo vl = [ 97R + [ 1961 < (5 +1) Il
Q Q Q o u

es decir, la acotacién de la sucesion {u, } en H} (Q). Esto implica que la solucién u, la
cual es el limite de {u, }, pertenece a Hj (Q). O

Observacion 2.1.7. Si se verifica (2.1.18) se puede probar que la sucesién aproxima-
da u, converge fuertemente a u en H'(®), para cada ® CC Q. De hecho, gracias a
la convergencia a.e. de Vu, a Vu en Q, es suficiente probar la equiintegrabilidad de
|Vu,|* en cada @ CC Q. Para probarlo, tomamos un conjunto medible E C ® CC Q,y
observamos que, gracias a (2.1.25), podemos decir que para cualquier k > max{so, 1}
se verifica

LvuP = [ VTP + [ V6w

1
/ VT () > + - f. (2.1.26)
E M J{u,>k—1}

IN

Por lo tanto, usando la acotacién de u, en M2 (Q) y la equiintegrabilidad de |V T} (u,)|*

en ® dada por el Lema 2.1.6, tenemos, gracias a (2.1.26), lo que queremos probar.

2.2. Existencia de solucion para problemas con operadores
mas generales cuya parte principal no tiene forma de
divergencia

Tratamos también los problemas descritos para operadores diferenciales mas gene-

rales cuya parte principal no tiene forma de divergencia. En [8] probamos el siguiente
resultado.
Teorema 2.2.1. Supongamos que a;; € W'=(Q) satisfacen (2.0.4), y que b; € L™(Q).
Asumimos que f(x) satisface (5)y pertenece a L1(Q) con g > % Supongamos ademds
que g(x,s) satisface (1.3.3), (2.1.17) (con h verificando (2.0.2)). Entonces existe una
solucion u € H} (Q) N L= (Q) para (2.0.3). Ademds, g(x,u)|Vu|> € L'(Q).

Realizamos un esquema de la prueba del Teorema 2.2.1 sin dar los detalles puesto
que se siguen facilmente adaptando las ideas de la prueba del Teorema 2.1.1.
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Prueba del Teorema 2.2.1. Denotamos por P(x) el campo vectorial cuya componente

" es Pi(x) = bi(x) + Z?’:1 %i’/’ (x) i=1,...,N)y por M(x) la traspuesta de la matriz

(aij(x))i j=1....n- Sea gn(x,s) dada por (2.1.6). Consideramos u, € Hé (Q)NL*(Q) la
sucesién de soluciones del problema

—div(M(x)Vu,) + P(x) - Vit, + gn(x,u,) |Vt |* = f  en Q,
(2.2.1)
u, =0 enoQ.
La prueba la divimos en varios pasos.
Paso 1. Estimaci6n en L= (Q). Usando las ideas de [34], elegimos v = ¢?*Ck(tn) 1,

con A >> 1 como funcién test en la formulacién débil de (2.2.1) para probar que la
sucesion {u, } estd acotada en L= (Q).

Paso 2. Estimaci6n en H} (Q). Gracias a la anterior estimacién en L= (Q), es facil
ver que {u, } estd acotada en H} (Q), y por lo tanto u, converge débilmente en HJ (Q) a
una funcién u en H} (Q)NL*(Q). Ademds, argumentando como en la Subseccién 1.3.1
de resultados previos, es facil ver que u, (para cada n € N) y u son continuas en €.

Paso 3. Estimacion del lower order term. Eligiendo % como funcién test en
(2.2.1) y tomando limites cuando € tiende a cero, deducimos, para algtin C; > 0, que

[ salsun) VP < [ 111+,
Q Q

Paso 4. Cota uniforme inferior en conjuntos compactos para u,,. Observamos que
u, son supersoluciones de la ecuacién

—div(M(x)Vu) +P(x)-Vu+h(u)|Vu]* = f  en Q. (2.2.2)

Si, para H (s) definida en (2.1.2) y ¢ € C°(Q2), tomamos e_%u)(j) como funcion test en
(2.2.2), vemos que v, = Y(u,) son subsoluciones de

—div(M(x)Vv) +P(x)-Vv+b(v)f(x) =0 enQ,

donde b(s) ha sido definida en (2.1.4) y recordamos que satisface la condicién de
Keller-Osserman (véase (1.1.6)). Por lo tanto, por el Teorema 1.3.7 de los resultados
previos, concluimos que para cada @ CC Q, existe Cy, tal que v, = y(u,) < Cy en o.
Por lo tanto, u, > ¢y > 0 en ®, con ¢ = Y~ (Cy).

Paso 5. Compacidad de la sucesion {u,} en H.! (Q). Para @y (s) definida en (1.1.5)
y ¢ € CZ(Q), escogemos @y (u, —u)¢ como funcién test en la formulacién débil de
(2.2.1) y notamos que las ideas del Teorema 2.1.1 funcionan puesto que el nuevo tér-
mino que aparace en la ecuacion no afiade dificultades ya que es lineal respecto a Vu.
De este modo concluimos que, pasando a una subsucesion,

u, —u enHl (Q).

Paso 6. Paso al limite. Por el Paso 5, pasamos al limite en la formulacién débil de
(2.2.1) para deducir que u es una solucién de

—div(M(x)Vu) +P(x)-Vu+g(x,u)|Vul> = f en Q,
u=0 enodQ.

Como los coeficientes a;; son Lipschitz continuos en Q, vemos que u resuelve (2.0.3).
Finalmente, por el Paso 3 concluimos que g(x,u)|Vu|*> € L' (Q). O
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2.3. Existencia de large solutions para ecuaciones no lineales
con dato localmente integrable

El Teorema 1.3.7 es una extensién a las ecuaciones casilineales de la estimacién
local a priori de Keller [58] y Osserman [79] (ver también [16, 73, 74, 92, 94] y las
referencias contenidas) para operadores semilineales. Esta estimacion a priori cldsica
ha sido la herramienta clave para probar la existencia de large solution, es decir, una
solucién u de la ecuacién semilineal que verifica u = +o0 sobre dQ en el sentido que

lim g a0)—ot(x) = +eo.

De este modo, es natural preguntarse cuando es posible probar la existencia de una
large solution para (1.3.9). Claramente, en este ambito no lineal tenemos que especi-
ficar el significado con el que le dotamos a “infinito”sobre d<2, puesto que no tiene
sentido punto a punto. Asumimos tal condicién en un sentido débil, como una condi-
cién sobre la traza de la frontera de la truncadura de la solucién. Especificamente,
consideramos la siguiente ecuacion

—div(a(x,u,Vu)) +B(x,u) = F(x), x€Q, (2.3.1)

donde a(x,s,&) es una funcién de Carathéodory tal que para casi todo punto x € Q,
para todo s € R y para todo &, € RV, 1 #  se verifican

Jou>0:alx,s,E)-E> | aexcQ VseR, VEcRY, (2.3.2)
IB>0: |alx,s,E)| <PE| ae.xcQ, VscR, VECRY, (2.3.3)

y
(a(x,5,E) —a(x,s,m))-(E-M) >0 ae.xcQ, VscR, VEcRY. (2.3.4)

Definicién 2.3.1. Una funcién finita u(x) definida en casi todo punto verificando que
Ti(u) € H'(Q) para todo k > 0 es una large solution distribucional para (2.3.1) con
FeLl (Q),si

i) [a(x,u, V)| € L (Q), Blx,u) € L, (Q):

ii)

/a(x,u,Vu)-V(p+/B(x,u)(p:/F(p, Vo € C(Q);
Q Q Q

iii) Vk > 0, k — Ty (1) € HL(Q).

Observacion 2.3.2. En la definicién anterior, iii) tiene el significado de “infinito sobre
0Q”. Mencionamos que esta condicién de frontera explosiva ha sido introducida en
[67], para una clase diferente de ecuaciones elipticas no lineales con términos “coer-
civos” que incluyen al gradiente.

Concluimos observando que aunque no esté explicitamente escrito en [65], todas
las estimaciones necesarias para probar la existencia de large solutions para (2.3.1)
han sido probadas y tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 2.3.3. Supongamos que a(x,s,¢) y B(x,s) verifican (2.3.2), (2.3.3), (2.3.4),
(13.14) y

sup |B(x,s)| € L'(Q), Vk>0. (2.3.5)
|s]<k

Asumimos también que F € L] .(Q) con F~ € L'(Q). Entonces existe una large solu-
tion distribucional para (2.3.1).

Demostracion. Consideramos la siguiente sucesion de problemas

—div a(x,un, Vu,) + B(x,u,) = F, en Q,
u, —n € H} (Q),

donde F, = T,,(F). Como B(x,s+n)s > 0 para |s| grande, la existencia de solucién dé-
bil u, € H'(Q)NL*(Q) es una consecuencia de [18] (Teorema 6.1), equivalentemente
u, —n € H} (Q) y satisface

/a(x,u,,,Vun)~Vv +/ B(x,uy,)v :/FHV,VVGHOI(Q)QLOQ(Q). (2.3.6)
Q Q Q

Observamos que para cualquier n > k, k — Ti(u,) € H} (Q) N L*(Q), podemos elegir
v =k — T;(u,) como funcién test en (2.3.6) y obtenemos,

/Q(xun,Vun)VTkun —l—/Bxunk Ty (up)) /Fk Ti(un)]
Usando (2.3.2), y (1.3.10) y (2.3.5) tenemos:

/\vrk )| <2k/ sup |B(x,5)| + 2k|IF; 111 o

Qs|<k

De este modo, para cada k € N, podemos extraer una subsucesién (no renombrada) de
{Ti(un)},en que converge débilmente en H'(Q) y, por el teorema de Rellich, fuerte-
mente en L?(Q).

Ahora, consideramos cualquier conjunto ® CC @' CC Q, una funcién cuz-off n(x)
escogida como en (1.3.11) y & = \/@(n). Argumentando como en (1.3.12), deducimos
que v = Ty (u,E?) es una funcién test admisible para (2.3.6). De este modo tenemos

] @ttt Vi) V1) + [ B ) 0,8 < K10
k

donde Ay = {x € Q: |u,|&* < ky &(x) > 0}, y asi, usando (2.3.2) y (1.3.14), obten-
emos

o[ VL& e [ (o) i)
Ay m
<KIF oy +2B | (Vi IVE .

k

Aplicando la desigualdad de Young, (2.3.3) yel Lema 1.3.8 (con Y= 1y para cualquier
Cc> 8(;::: B/ IVN||z=(o) fijado y teniendo en cuenta las Observaciones 1.3.11-2) deduci-
mos que ‘existe ¢ > 0 tal que

/ V(B2 < c(k+1).
Q
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Entonces, usando que & = 1 en , por los Lemas 4.1 y 4.2 de [18] se sigue que
u, y |Vu,| estan acotadas respectivamente en M%(w) y M%(m), para cualquier
® CC Q. Combinando esta informacién con la convergencia fuerte de T (u,,) en L*(Q)
deducimos que u, es una sucesién de Cauchy en medida y asi, pasando a subsucesiones
(no renombradas), convergence a.e. x € £ a una funcién u € Whl)"cq(Q). Esto, en partic-
ular, implica que

lim ,, ook — T (u,) = k — Ti(u) débilmente en H} (Q),

es decir u verifica la condicién de la frontera.

Por otro lado, probamos que el lower order term estd acotado en L! (Q); de hecho,
si, para € > 0, tomamos v = ¢ Tg(un)§ como funcioén test en (2.3.6) (como antes, tal fun-
cioén es admisible). De este modo, por (2.3.2), (2.3.3), y usando que algunos términos
son positivos, tenemos que

/Bxun

Como el lado de la derecha estd acotado ya que {|Vu,|} estd acotado en Ml”(’ml( )

yF e LlloC (Q), si hacemos tender € — 0, deducimos por el lema de Fatou que existe
> 0 tal que

) +BIVEl ) [ (Vi

/ IB(x,u)| < co.
w

Escogiendo v = T (Gj,(u,E?)) como funcién test , donde &2 = ¢(1) tenemos, usando
(2.3.2),(2.3.3), (1.3.14) y (2.3.5),

S Vi PE 4 5 [ B T (Gon8)

2 Jn<uy82|<hr1

2 2
< Fp| + =—||VN||?« oy meas{x € o' : E|uy,| > h}.
_/w’ﬂ{unazz;z}‘ il =g VMl () meas{ & lun| = h}

Por la compacidad fuerte de {F,} en L' (®') y la estimacién local uniforme de {u, },en
en MN *(Q), deducimos que

loc

lim ;4 SUp |B(x,u,)| =0.
neNJ {xew: |u,|>h}
Como consecuencia del teorema de Vitali deducimos que {|B(x,u,)|}tnen es fuerte-
mente compacto en L!(w'), donde @ CC Q es arbitrario. Ademds, como el lower
order term estd acotado en Llloc (Q), podemos aplicar el Lema 1 de [27] para probar
que Vu, converge a Vu a.e. en Q. Esto, y la convergencia débil de u, en W4 (w'),
Vo' CC Q, implican que

N
U, —u e€en Wl’q((,l))7 V1 §q< ﬁ, Yo CC Q,

y, gracias a (2.3.3), tenemos también que

a(x,up, Vu,) — a(x,u,Vu) en L'(0)V, VYoccQ. (2.3.7)
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Ahora podemos pasar al limite en la formulacién distribucional: de hecho esco-
giendo cualquier ¢ € C°(Q2) en (2.3.6) obtenemos

/Qa(x,u,,,Vun)-Vq) —i—/QB(x,un)¢ :/Qan).

Usando (2.3.7) deducimos que

lim n_,+w/ a(x,u,,Vuy,) - Vo = a(x,u,Vu)-Vo.
supp ¢

supp §

Miés atn, por la convergencia fuerte de {B(x,u,)} y {F,} en L. .(Q), deducimos que

lim ,Her/ E¢ = Fo
supp supp
y
lim ;oo B(x,u,)0 = B(x,u)d
supp (]) supp ¢
y esto concluye la prueba. O

2.4. No existencia de solucion

Dedicamos esta seccion al estudio de la no existencia de soluciones positivas para
el problema (1.3.1) con dato f en L7(Q) para algin g > % con f >0y f#0. Entre
otros resultados, probamos que si A;(f) denota el primer autovalor positivo del ope-
rador laplaciano —A con condiciones de Dirichlet en la frontera y peso f, entonces
tenemos el siguiente resultado (probado en [8]).

Teorema 2.4.1. Sea f en LI(Q), con q > %, tal que f >0y f # 0, y asumimos

(1.3.2), (2.0.5), (2.0.6) y (2.0.7). Si A (f) > g, entonces el problema (1.3.1) no tiene
soluciones de energia finita.

Demostracion. Comenzamos observando que si la funcion g(x, s) satisface la condicion
(2.0.5) con h verificando (2.0.6) y (2.0.7), entonces podemos cambiar 4 por una funcién
més pequeifia 4 la cual, ademd4s de verificar (2.0.6) y (2.0.7), también satisface ﬁ(s) =0

para cada s > 1. De hecho, si s¢ es el punto donde £ alcanza su minimo valor en [E’ 1],

entonces es suficiente definir

(s) = { ((s)—h(s0))* sis € (0,50],

0 sis > sg.

Consecuentemente, sin pérdida de generalidad, podemos asumir en lo sucesivo que la
hipétesis (2.0.5) se verifica con 4 satisfaciendo (2.0.6), (2.0.7), y

h(s) =0, Vs> 1. (2.4.1)

Consideramos la funcién G : (0, 4e0) — (0, +o0) dada por

Sh
/ ﬁdt
G(s)=¢e’! B para cada s > 0,
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donde B estd dada por (1.3.2). Gracias a (2.0.6), la funcién G puede ser extendida conti-
nuamente a [0, +o0) con G(0) = 0. Ademds, definimos la funcién 6 : [0, +-o0) — [0, +o0)
conc(0) =0y

/ h(t)dt
o(s)=e/l para cada s > 0.

(2.0.6) y (2.0.7), tenemos que 6 € C' ([0, +0)), 6'(0) =y y 6(s) =0 iy sélo sis =0.
Como consecuencia de (2.4.1), 6(s) = 1 para cadas > 1y o(s) < 1 para cada s > 0.
Necesitamos el siguiente lema técnico:

Lema 2.4.2. Asumimos (2.0.6) y (2.0.7). Entonces la funcion

/0 GO OPd
o(s) = G(s) sts >0, (2.4.2)
0 sis=0,

es una funcioén diferenciable con derivada continua en [0, +0) y que satisface la ecuacion
diferencial ordinaria

/ h(s) PR
¢ (S) + Tq)(s) - [G (S)] , en [07+°°)7 (243)
©(0) =0.
Ademas, se verifica la siguiente desigualdad:
o(s) <Blo(s)]?, Vs>0. (2.4.4)

Demostracion. La primera parte de la prueba es trivial a excepcién de comprobar que
¢ es diferenciable en cero y ¢’ es continua en cero. Para probarlo, notamos primero
que @ es continua en cero. De hecho, como G es no-decreciente y [6]? es continua en
[0, +c0) tenemos

N

G(1)[o'(1))dr
G(s)

0<lim, o:¢(s) — lim, o2 <lim o+ / 16/ ()2t = 0.
0

Ahora observamos que, usando la regla de L’Hopital, (2.0.6) y (2.0.7),

¢'(0) = hj—lim o+ -

h(s) /0 G [6(1)) dr
BG(s)

G(s)[o'(s)]?
2Bo(s)0' (s)G(s) +h(s)[o(s)*G(s)

=h3—h3=0.

= h}—h3lim o+

= h3—h3lim ;o ;
2 h(s)+1

Por lo tanto @ es diferenciable en cero y ¢’ es continua en cero.
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Para probar la desigualdad (2.4.4), observamos que [6’(s)]? = [6(s)]? h(s) implica
que

o(s) = G[?s) /OS G(t) h[(;) [G(l‘)]zdt.
Como ")
G(1) B —G(1)

podemos integrar por partes para llegar a que (recordemos que G(0) = 6(0) = 0)

o05)= o [(r)[o(rz” s /G

G(s
2B
—BloWP - ot [ GO0 VAl d:
G(s) Jo
<Blo(s))*,
ya que todas las funciones de la tltima integral son no negativas. O

Un vez probado este lema nos encontramos en disposicién de completar la prueba
del Teorema 2.4.1.

Completacion de la demostracion del Teorema 2.4.1. Seau € H} () una solucién pos-
itiva para (1.3.1) y sea ¢ € C'([0, +0)) la funcién dada por (2.4.2). Gracias al Teore-

ma 1.1.2 ¢(u) € H (Q)NL*(Q), ya que ¢(0) = 0 y ademds ¢’ estd acotada, por (2.4.4)

y puesto que 6(s) < 1, tenemos @(s) < fB. Por lo tanto, podemos tomar v = @(u) como

funcioén test en (1.3.4) para obtener, usando (2.0.5), que

/quVu Vuo'(u +/ (u)|Vu|*@(u /f(p

De este modo, afiadiendo —/ M(x,u)Vu-Vuh(u)o(u) , deducimos de (1.3.2) y (2.4.3)
que

M(x,u)Vu-Vuld' (u))* < M(x,u)Vu-Vu | ¢ (u) + —=0(u)
/ f [ }

+/ [1—
< /chp(w

Usando ahora (1.3.2), (2.4.4) y que f > 0, tenemos

oc/QWG(u)| /|vu\ /f(p <B/f L (245

Por lo tanto, (véase [45]), ya que f pertenece a L9(Q2) con g > %, y fT #0, el primer
autovalor positivo A (f) del problema de Dirichlet de autovalores

—Au=Afu enQ,
u=0 enodQ,
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verifica

M(f)/gfvzg/QWv\z, W e HY(Q),

y asi deducimos de (2.4.5)

p
a/g%(@\z S /Q\Vc(u)]z.

La hipétesis 2 < M (f), implica entonces que

[ Ivew)P =0,
Q

con lo cual, tenemos que
6(u)=0 ae.xeQ.

Por lo tanto, como 6(s) = 0 si y sélo si s = 0, deducimos que u = 0, contradiciendo
u > 0 en Q. Por consiguiente, no hay soluciones de (1.3.1). O

Observacion 2.4.3. El Teorema 2.4.1 puede extenderse a operadores mds generales.
Concretamente, si a(x, s,&) es una funcién de Carathéodory tal que

Jou>0:alx,s,8)-E> | aexcQ VseR, VEcRY, (2.4.6)

IB>0: |alx,s,E)| <BE| ae.xeQ, VseR, VEeRY, (2.4.7)

0<feLi(Q)cong> % con f Z 0y se verifican las hipétesis (2.0.5), (2.0.6) y (2.0.7),
entonces el problema

{—div (a(x,u,Vu))+g(x,u)|Vul> = f enQ, (2.4.8)

u=0 enodQ,

no tiene soluciones de energia finita si A; (f) > "

Prueba de la observacion. Sea u € H}(Q) una solucién positiva de (2.4.8) y consi-
deramos @ € C!([0,+o0)) dada por (2.4.2). Como ¢(0) = 0 podemos tomar v = @(u)
como funcién test y obtenemos, usando (2.0.5), que

| atxu.i)Vag/ @)+ | nw|Valew < [ fetw).

1
En particular, afiadiendo B / a(x,u, Vu)Vuh(u)9(u) tenemos que
Q

/Q a(x,u, Vit Vi [(p’(u) + (p(u)}

>0
o w2 T e < [ i
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Usando ahora la ecuacién (2.4.3) que verifica ¢ y que o(u) € H}(Q), ademds de
(24.4),(2.4.6) y (2.4.7) llegamos a que

oc/Q]VG(u)\z /yvu\ /f SB/Qf(x)[cf(u)]2

De la caracterizacion variacional de A; (f(x)) deducimos que

@i (£(0) [ F@I6 <B [ FColow]

lo cual junto a la desigualdad 2 < M (f(x)) implica que

| ro) =

o equivalentemente que (f > 0 en Q)
o(u) =0, ae.xeQ.

Por lo tanto, u = 0 lo cual contradice u > 0 en Q. Asi, concluimos la no existencia de
solucion de (1.3.1). ]

Observacion 2.4.4. Sea 0 < f € L9(Q) con g > % y f# 0. Asumimos (1.3.2) y que
g satisface (2.0.5). Observamos que si u € Hé (Q) es una solucion de (1.3.1) y R > 0,
entonces v = Ru es una solucién de

1
—div (M (x, %) Vv) + %8 (x, I%> ]Vv]z =Rf enQ,
v=0 enadQ,

con
()
g\Xx 5 1
R def
R gz ().
k2= phR

Por lo tanto, por el Teorema 2.4.1, y puesto que A; (Rf) = A1 (f)/R, si hg(s) satisface
las hipétesis (2.0.6) y (2.0.7), entonces una condicién necesaria para la existencia de
soluciones de energia finita de (1.3.1) es que A;(f) < RB/o.

Como consecuencia del Teorema 2.4.1 y de la Observacion 2.4.4, obtenemos la
no existencia de solucién de (1.3.1) para ningtin dato f si imponemos una adecuada
condicién a A.

Corolario 2.4.5. Sea0 < f € LI(Q) cong> ¥ > Y f#ZO0. Asum1mos (1.3.2) y que g

satisface (2.0.5). Si existe Ry > 0 tal que la funcion hg(s) = ﬁh (E) satisface (2.0.6)
y (2.0.7) para todo R € (0,Ry), entonces (1.3.1) no tiene solucion de energia finita. [

Una consecuencia del Teorema 2.4.1 es que el problema modelo (3) no tiene solu-
ciones de energia finita si y > 2.
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Corolario 2.4.6. Sea0 < f € L4(Q) con q > % v f # 0. Supongamos que se verifica
(1.3.2) y que para algunas constantes so,A > 0 y 7y > 2 tenemos

A
3 < g(x,s), aexeQ,Vse(0,s].
s

Si se verifica

1) v>2,

i) y=2yM(f) > &
entonces (1.3.1) no tiene solucion de energia finita.

Prueba. Consideramos una funcién continua A(s) tal que

— si0<s< S—O,
hs) sY A 2

s) = . 50
< — sl — < s <8,
Sy > 0
0 sisg <s.

Y—1
Observando que hg(s) = ;— bara cada s € (0,%), y usando que y > 2, tenemos
s

que hg(s) no es integrable en (0, 3'), es decir, satisface (2.0.6).

Ademds, si y > 2, entonces hg(s) satisface (2.0.7) para cada R > 0, y asi el Coro-
lario 2.4.5 nos permite concluir la prueba en este caso.

Por otro lado, si asumimos que y = 2, entonces

= lim o+ e’/s0/2 S

lim s—0t

s s so0/
\/Me/l Vhr(t)dt VAR mdﬂr/l zmdt

1
— lim, o CsVART =y > 0 «= R> <

En otras palabras, hg(s) satisface (2.0.7) si y sélo si R > % Por lo tanto, la Obser-

vacion 2.4.4 se deduce la no existencia de solucién si A (f) > % O

Combinando este resultado de no existencia y el Teorema 2.1.1 concluimos que,
en el caso del problema modelo (3), tenemos existencia si Y < 2 y no existencia de
solucidn si Y > 2. Ademds, si Y no estd en este rango, probamos también lo que ocurre
si aproximamos el problema (3) por una sucesion de problemas para los cuales tenemos
existencia de solucién.

Teorema 2.4.7. El problema (3) tiene una solucién de energia finita para todo dato
feLriQ) q > %) satisfaciendo (5) si y sélo si y < 2. Ademds, sea A el primer
autovalor del laplaciano en la bola unitaria N-dimensional (es decir el primer cero
positivo de la funcién de Bessel J,, conm = N /2 — 1), asumimos que f € L”(Q), y o
bien
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M

>72 obien =2 wiQ) < —=.
Y Y=2y|fll=@) diam(©)?

(2.4.9)

Entonces la sucesion {u,} de soluciones de

v 2
_Au”""% =f enQ,
(un + )
u, =0 endQQ,
|V, |?

converge a0 en H& (Q), y la sucesion converge a f en la topologia débil-x de

()"

las medidas.

Prueba del Teorema 2.4.7. Notamos que siy < 2, entonces el Teorema 2.1.5 garantiza
la existencia de solucion. Contrariamente, si Y > 2 0 si Y= 2y || f||;=(q) es suficien-
temente grande, el Teorema 2.4.1 nos asegura la no existencia de solucién para el
problema (3).

Por otro lado, si se verifican f € L*(Q) y (2.4.9), tenemos existencia y unicidad
de solucién u, en H} (Q) NC(Q) para

]Vun|2

—Au, + =f enQ,

(a+1)7 (2.4.10)

n

u, =0 enadQ,

(con y > 2) se sigue de los resultados [8] (existencia) y [13] (unicidad). Tomando u,,
Gy (uy), y Te(uy,) /€ como funciones test y trabajando como en el Lema 2.1.4-1., es fécil
ver que u, estd acotada en Hl (Q) y en L*(Q), y que

/!VI -c
o (u+4)"

n
Por lo tanto, pasando a subsucesiones, existe una medida de Radon no negativa y
acotada v tal que
|Vu,|?
(n+3)"

n

converge a Vv en la topologia débil-* de las medidas.

Como u,, estd acotada en H(} (Q) entonces converge débilmente, pasando a a subsuce-
siones, a alguna funcién u en H} (Q), fuertemente en L?(Q), y en casi todo punto en
|Vu, |?

(u,ﬁ-%)y
(véase también) [31] tenemos que (pasando de nuevo a subsucesiones) Vu,, converge a
Vul?
Vu a.e. x € Q. Entonces tenemos, usando el lema de Fatou, que ‘77)({”>0} pertenece
u

aL'(Q),y que

Q. Ademas, puesto que f —

estd acotada en L!(Q), gracias a Lema 1 en [26]

|Vul?
V=

7X{u>0} + Vo,
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donde vy es una medida de Radon no negativa y acotada en Q. Por lo tanto, u € H} (Q)
es una solucién de energia finita de

’ 2
—Au—+

X{u>0y =f—Vo enL,
u=0 endQ.

u¥

Notamos también que como u,| es una subsolucién para el problema (2.4.10), pode-
mos aplicar el principio de comparacion de [13] y asi, para cada x € €, tenemos

Un(x) >ty (x) > ... > u(x),

y de este modo podemos asumir que u,(x) converge a u(x) para cada x € Q. Asegu-
ramos que u = 0, y por lo tanto u, converge a cero en L>(Q). Dividimos la prueba de
este hecho en dos pasos:

Paso 1. El caso en el que Q es una bolade radio R >0, Q=Bg,y f=T >0es
una constante.

Paso 2. El caso general.
Paso 1. Asumimos que Q = Bry f =T > 0 es una constante. En este caso, (2.4.9)
quiere decir que, siy = 2, entonces el primer autovalor XfR (T) del operador Laplaciano
con peso T en Bg es mayor que uno, es decir, lf ®(T) > 1. Observamos primero que u
es radialmente simétrica (y por lo tanto continua para |x| # 0). De hecho, si definimos

s v—1
Wals) = / e 0dr, donde  Hy(r) = " [1 = (14n1)!
0

y tomamos v, = Y, (u,), es féacil ver que v, es la Gnica solucién de

—Av, = Te*Hn(\V;l(Vn)) en Br
v, =0 en dBg.

Como la no linealidad e (V') es € !, podemos aplicar el resultado de Gidas, Ni
y Nirenberg (véase [52]) para deducir que la sucesion v, es radialmente simétrica (es
decir, v, = v,(r)), monédtona no-creciente con respecto a r y tal que v/,(0) = 0. Como
v, v H, son diferenciables y crecientes, las funciones u,, tienen las mismas propiedades
que v,. Pasando al limite respecto a n deducimos que u es radialmente simétrica y
monotona no-creciente .

Argumentamos por contradiccién asumiendo que u# no es idénticamente cero. En
este caso, usando que u(r) es no-creciente en (0,R),

ri =inf{O <r<R:u(r)=0} >0,

y entonces
u>ce:=u(ri—e) enB, _g.

Por lo tanto, repitiendo la prueba del Teorema 2.1.1, probamos que

\Vun|2 B \Vu|2

= fuertemente en L} (B, ),
(un_"_%)"{ Y loc( rl)

hm N—s o0
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y asi Vg es cero en B,, y, por la continuidad de u para r # 0, u es solucién de
|Vul?

—Au+7u:T en B, ,
u¥

u=0 endB,,

y esto contradice el resultado del Teorema 2.4.1 (notamos que, si Y = 2, tenemos
A (T) > APR(T) > 1). Por lo tanto u = 0.
Paso 2. Q es un conjunto abierto y f es no-negativa y pertenece a L*(Q).

Por (2.4.9), podemos fijar R > diamQ con A; > || f||-R?> y Q C Bg si y=2. Sea v,

la solucion de

[Vva|?
(va+ 1)

v+ =l en B

v, =0 endBg.

Por la definicién de diam Q, tenemos Q C Bg. Nuestro objetivo es probar que v,
es una supersolucién para el problema (2.4.10). De hecho, sea 0 < y € C°(Q) y la
usamos como funcidn test en la nocién de solucion de v,,. De este modo

Vo v+ [ = [ gy

y como el soporte de  esta contenldo en Q deducimos que

A / 1' v= [ Wlewpv= [ rv

para cada y no-negativa en H} (Q) ﬂL°°( ) (por un argumento de densidad). Usando
de nuevo el principio de comparacién de [13], u, < v, en Q. La eleccién de R permite
asegurar en el caso y=2 que

Br

Br _ M
1 (Hf”‘”) - R2Hf||oo >

podemos aplicar el Paso 1, y asf v, tiende a O fuertemente en L?(Bg), lo cual implica
que u, tiende a cero en L?(Q) y probamos la convergencia a cero de u,,.

2.4.11)

Finalmente, concluimos la prueba tomando u#, como funcién test en (2.4.10) y
gracias a que el término cuadritico es no-negativo deducimos que la convergencia a
cero es fuerte en HJ (Q); usando este hecho en la formulacién débil de (2.4.10) tenemos
que vV = f, como queriamos probar.

O

Observacion 2.4.8. Notamos que la condicién impuesta en (2.4.9) para f cuando

Y=2,estoes |[fllo < puede mejorarse ligeramente. Concretamente, si

1
(diam Q)?’
consideramos el radio de Chebyshev R(Q) de Q, es decir, la més grande de las cotas
inferiores de los radios de todas las bolas que contienen a , entonces el resultado del
Teorema 2.4.7 con Y= 2 se verifica (véase (2.4.11)) si

M
R(Q)*

1fll=(@) <
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2.5. El papel de la elipticidad en algunos resultados de exis-
tencia

Los resultados anteriormente presentados requerian que f verificard la condicién
(5). Recientemente, en [24] se ha obtenido la existencia de solucién suponiendo tni-
camente que f > 0y f % 0. En concreto, se ha probado la existencia de soluciones
positivas de un problema de Dirichlet con lower order term singular y cuadratico

n Q(x,u)VuVu — ) enQ,
u 2.5.1)
u=20 enoQ,

—div (M (x,u)Vu)

donde Q es un subconjunto abierto, acotado de RN (N > 3), el dato 0 < ferL(Q)
con m > 1\%’2, f#0en Q. M(x,s) y Q(x,s) son matrices cuyos coeficientes son de
Carathéodory. Ademads, M(x,s) verifica (1.3.2) y Q(x,s) es simétrica verificando para
algunas constantes a,b > 0 lo siguiente

alg]” < O(x,5)EE < bE[. (2.5.2)
y o> 2b.
Analizamos el papel del pardmetro o > 0 siguiendo las ideas de la Seccién 5.1 de

[24]. Para ello, consideramos el problema modelo (6) y la funcién
§oT

js)y=4 o1

log(s), o=1.

Y a#lﬂ

Haciendo el cambio de variables w(x) = j(u(x)), se prueba que u satisface la ecuacién
diferencial (6) si y solamente si w es solucién de —Aw = f(x)go(w) en Q, donde

1
I [|ou—1]\ "=
(| ’) wTe,  a#l,

(04 (04

ga(w) =
e v, a=1.

Observamos que en el caso a > 1, la condicién en la frontera que aparece en (6)
significa que w = 0 sobre dQ. Por lo tanto (6) es equivalente al problema semilineal

w>0 enQ,
1
1 —1)\ = 1
_AW:f(x)O(,<((xa )> ——, eng,
w=0, en 0L,

el cual ha sido estudiado al menos con f acotada (véase [40, 63]). Remarcamos ex-
plicitamente que bajo la hipétesis o > 2 (observamos que o > 2 es fundamental para
el resultado de existencia en [24]) el problema anterior corresponde a la ecuacion de
Euler-Lagrange del funcional coercivo

swyi= [ -5 (922) e, =0
Q Q
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Sin embargo, si 1 < o < 2 el funcional J(v) no esté bien definido en H} (Q).
Queremos sefialar también que si o < 1, formalmente, la condicién en la frontera se
reduce a %u%l (x) = w(x) — —oo cuando dist(x,0Q) — 0. Esto explica que la natu-
raleza del problema (6) cambia dependiendodesia > 1oa < 1.

Presentamos un resultado que mejora ligeramente el de [24] al debilitar la hipétesis
o > 2b. En efecto, extendemos la existencia al caso o > b. Especificamente, probamos
en [75] (véase también [76]) el siguiente teorema.
Teorema 2.5.1. Sea 0 < f € L"™(Q) con m > 1\,2—1’2 y f#0 en Q y asumimos que
se verifican (1.3.2), (2.5.2) y que o > b. Entonces existe u € H(} (Q), con el lower

O(x,u)VuVu

order term € L' (Q), solucién débil del problema de Dirichlet singular-

u
cuadrdtico (2.5.1).

Demostracion. La idea para probarlo consiste en aproximar el problema (2.5.1) por
una sucesion de problemas no singulares (P,).
Consideramos los problemas

O, un) Vit Vity = f en Q,
(un+ 1) (2.5.3)

u, =0 enodQ,

—div (M (x,u,)Vu,) +

donde f, = T,,(f). Puesto que f € L"(Q) con m > 1\%’2’ entonces la sucesion f,, con-
verge a f en L"(Q). Ademds, notamos que 0 < f, < f. Aplicando [69] tenemos la
existencia de solucién u, de (2.5.3) que pertenece a H} (Q) y a L™(Q) (véase [91]).

La principal dificultad radica en establecer el principio del maximo fuerte uniforme
cuando Unicamente se requiere que 0. > b. Mientras que en [24] se prueba que el limite
de u, es estrictamente positivo en Q usando que o > 2b, por nuestra parte, probamos
la convergencia de las soluciones aproximadas a la solucién de (2.5.1).

Probamos a continuacién una estimacién uniforme inferior en abiertos compacta-

mente contenidos en € para las soluciones aproximadas.

Proposicion 2.5.2. Sea 0 < f € L"(Q) conm > 1\%\/2, f # 0y asumimos que se veri-
fican (1.3.2) y (2.5.2). Si u, es una solucion de (2.5.3), entonces para cada Qo CC
existe una constante cq, > 0 tal que

un(x) >cq,, ae x€y.

¢

Demostracion. Sea ¢ € C2(Q), ¢ > 0, tomamos (como en [24]) (
U, +

- como fun-
Na
n

cion test en (2.5.3) para obtener

1 o
/M(x,u,,)VunV(]) N _/fn N
Q (tn +5) @ Q (un+ )
n »y“*n V I’LV n
:b/M(x,un)VunVunq)b—/ unQ(, tn) bu -
oo (up + 1)a+1 Q (u,ﬁ—%)&”

n

0.

Usando (1.3.2) y (2.5.2) llegamos a que
] B / unQ(x, ) Vu,Vuy,
Q

b b
(ty + L1yat! (ty +L)at?

b
—/ M (x,u,)Vu,Vu, 6>0
aJo
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y consecuentemente

1 o
/QM(xaun)Vuan)WZ/anW- (2.5.4)

Fijamos L > 0 tal que la medida de Lebesgue del conjunto de nivel {x € Q: u(x) =L}
es cero. (Observamos que los valores de L para los cuales esta propiedad es falsa es
como mucho numerable). De este modo, gracias a la eleccién L, y como u,(x) — u(x)
a.e. x € €, se sigue que Y, <1} — X{u<r} a-€. x € . Por lo tanto, tenemos

1 ¢
M(x,100) Vi,V > [ Aunrf .
J (ot e ~ o™= i
s 1
Consideramos también P,(s) = / D) =dt 'y wy(x) = Py(u,(x)). Asi, podemos
0 (t+1)a

reescribir la desigualdad anterior en la forma

o
/QM(x,un)anV(l)Z/QX{M,1<L}f1(L+1)g.

El principio de comparacién en H} (Q) (véase [55]) implica que w,(x) > z,(x), donde
Zn € H} (Q) es la solucién débil acotada de

—div (M (x,u,)Vzy,) = 7X{M"SL},, 1
(L+1)e
Es f4cil ver que z, converge fuertemente en HJ (Q) a la solucién z de
div (M(x,u)Vz) = =t g
(L+1)«

7€ H}(Q).

El principio del mdximo fuerte para soluciones débiles (véase [54]) implica que z > 0
en Q (recordemos que f >0y f# 0 en Q y por lo tanto también f}). Usando el
Teorema 1.3.6 tenemos que z,, es equi-continua en Q.

En consecuencia, puesto que la sucesion {z, } es equi-acotada y equi-continua, por
el teorema de Ascoli-Arzela, C*(Qq) estd embebido compactamente en C(Qq) para
cada Qy CC Q, deducimos que la sucesion {z,} tiene una subsucesion (la notamos
por ella misma) que converge uniformemente a alguna z en C(Qo). Gracias a que z es
continua 'y z > 0 en €, dado Q¢ CC Q existe lg, > 0 tal que z > lg, > 0 parax € Qg .
Esto fuerza claramente a que

1
WnZEIQO’ Vx € Qy, Vn>>0.

s 1
Observamos que la hipétesis o0 > b implica que P(s) = / —;-dt estd bien definida.
0 ta

Como las funciones reales P, (s) y P(s) son estrictamente crecientes y P, < P, entonces
P! > P!y obtenemos que

1 1
u, > P! (Zlgo) >p! (2190> =cg, >0, VQyCCQ.
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Completacion de la demostracion del Teorema 2.5.1. Una vez probado el principio del
maximo fuerte uniforme la prueba del Teorema 2.5.1 basta seguir las ideas de la prueba
del Teorema 2.1.1 O

2.5.1. Lower order term mas general sin condicion de signo

En este apartado extendemos el Teorema 2.5.1 al caso no linealidades g mas gen-
erales. Estudiamos el problema de Dirichlet casilineal més general

—div (M (x,u)Vu) + g(x,u)Q(x,u)VuVu = f(x) enQ,
(2.5.5)
u=20 endQ.

Es usual imponer a g la condicién de signo g(x,s)s > 0 para todo s > 0. Observa-

mos que el Teorema 2.5.1 cubre el caso g(x,s) = 1 el cual verifica la condicién de
signo. Nuestro objetivo es poder abarcar el estudio de no linealidades g que puedan
ser negativas o cambiar de signo. En concreto, combinando las ideas de la prueba del
Teorema 2.5.1 con las de [6], probamos la existencia de solucién suponiendo que, a
grosso modo, g estd entre una hipérbola positiva y una hipérbola negativa cerca de 0.
Asi, asumimos que la funcién g(x, s) verifica (2.0.1) donde A : (0, 4o0) — (0,+o0) es
una funcidn tal que sh(s) es creciente y

lim o+ / emalihdrgy < 4o (2.5.6)
0

y 1 > 0. Puesto que sh(s) podria ser cualquier funcién no-decreciente, remarcamos
que no estamos imponiendo ninguna condicién sobre el crecimiento de g(x,s) cuando
s tiende a infinito. Notamos que (2.5.6) es una condicién sobre el comportamiento de

. 1 . .
h cerca de 0. Consecuentemente, si tomamos A(s) = — entonces (2.5.6) se verifica si
s

ysolosiy<1losiy=1ya>b.Porlo tanto, si asumimos que g(x,s) estd acotada
en Q x [g,M] para cada M > € > 0, entonces un ejemplo simple en el cual (2.0.1) y
(2.5.6) se satisfacen es, que se verifique la condicién

R

e g(x,s) < —, parasenunentornode( ae.x€Q,
s s

donde R > 0 y a > Rb. De este modo, probamos en [75] la siguiente extensioén del
Teorema 2.1.1.

Teorema 2.5.3. Sea 0 < f € L"(Q) para algiin m > 1\%[2 con f£0 en Q y asumi-
mos que se satisfacen (1.3.2), (2.0.1), (2.5.2) y (2.5.6). Si o > ay, entonces existe una
solucion u € H}(Q) de (2.5.5), es decir, u satisface u > 0 en Q, g(x,u)|Vul*> € L'(Q),
y

[Mx0vivo+ [ exu 0w u)Vuvus = [ fo,
Q Q Q

para todo ¢ € H} (Q) NL™(Q).



58 Capitulo 2. Problemas elipticos singulares con crecimiento natural

Observacion 2.5.4. Observamos que mejoramos el resultado en [6] por los siguientes
motivos:

1) No asumimos que f verifique (5).

2) Consideramos una clase mds general de operadores (no necesariamente lineal
como en [6]) en la parte principal de la ecuacion y tratamos con lower order terms
mds generales (en [6] se asume que Q sea la matriz identidad).

Prueba del Teorema 2.5.3. Aproximamos la funcién g por funciones continuas en 0.
Concretamente, por las funciones aproximadas g,: Q x (0, 4o0) — R (n € N) definidas
de la siguiente manera

0 sis <0,
gnlx,s) = 2

S8 Goas.

(s+3)

Observamos que g, (x,s) fmary g(x,s), y, por (2.0.1), tenemos que
gn(x,8)s+u>0 aexcQ, VseR, (2.5.7)

para cadan € N.
Consideramos

—div (M (x,u,)Vuy) + gn(x, 1) Q(x, un)Vu, Vi, = f, en Q,
(2.5.8)
uy € H} (Q).

Si f, = T,,(f), usando [69], existe una solucion u, € H(} (Q) de (2.5.8) que pertenece a
L>(Q) (véase [91]).
Tomamos u,, como funcién test en (2.5.8) para concluir que

/M(x,un)\Vunlz+/gn(x,un)Q(x,un)VunVunun :/fnun.
Q Q Q

Por lo tanto, por (1.3.2) y (2.5.2) obtenemos

06/!VMn|2+/agn(x7btn)!VMn|2un < /fnuna
Q Q Q
0, equivalentemente,

(Oc—a,u)/|Vu,,]2+/ [ag,,(x,un)Wun\zun—l—a,u\Vun|2] S/fnun.
Q Q Q

Observando que, por (2.5.7), sgu(x,s)|E|*> +u|E]> > 0, ae. x € Q, para cada s € R,
& € RY tenemos que
asgn(x,)|E|* +aulE)* > 0. (2.5.9)

Por (2.5.9) y la definicién de f,, tenemos que

LN+2 LN+2

(01— ap) > < g[ St <151, 2 g ) < SUAI sy g [t
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Puesto que o > au obtenemos que la sucesion u, estd acotada en HJ (). Por lo
tanto, pasando a una subsucesién, tenemos que u, — u en H} (Q).

Por otro lado, tomando u,, = min{u,,0} como funcién test en (2.5.8) y usando las
mismas ideas de antes (gracias a que & > au) obtenemos que u, > 0.

Teniendo en cuenta (2.0.1) podemos proceder de forma similar a la prueba de la

Proposicién 2.5.2 para mostrar que u, estdn uniformemente lejos de cero en cada sub-
Mn+

conjunto compacto de Q. De hecho, sea ¢ € C°(Q), ¢ > 0. Tomamos el "hr r)drg,
como funcidn test en (2.5.8), para obtener

/M x Mn Vunvq)e_afln nh /fe_a lun+,, h( )drq)
1 i
:*/\M(X,Mn)VunVunh <Mn+ )e e h(r d"q)
oJQ n

””+iz
_/ gn(xaun)Q(X,Mn)VunVunefg 1 h(r )drq)'
Q

Usando (1.3.2) y (2.0.1), tenemos

Uup +

/Mx un VM”V(I)efafl‘n nh dr /fe ) )drq)’

lo cual es (2.5.4) con h(s) = —

S b
De (2.5.6), deducimos que la funcién P(s) = / e~ a1 gt estd bien definida. Con-
0

secuentemente, si fijamos L > 0 tal que X(,,1 <1 — X{u<z) 8-€. X € Q, podemos seguir
los argumentos de la Proposicidn 2.5.2 para concluir que u,, estdn uniformemente lejos
de cero en cada subconjunto compacto de Q. Para concluir la prueba, basta mostrar
que existe una subsucesion de {u, } que converge a una solucién positiva de (2.5.5), lo
cual se realiza de manera similar a los Pasos 1, 2 y 3 de la prueba del Teorema 2.1.1.
O
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Capitulo

Singularidades en el caso parabdlico.
Comportamiento asintotico de las
soluciones.

En este capitulo estudiamos, entre otras cuestiones, la existencia de solucién para
diferentes problemas evolutivos (véase [77]). En primer lugar, los problemas

g —div (M(x,1,u) V) + g (x, ) [Vl = f(x,6) en ©,

u(x,0) = up(x) en Q, (3.0.1)
u(x,t) =0 en dQ x (0,T),
donde M(x,1,s) e (mij(x,t,8)), i,j =1,...,N es una matriz simétrica cuyos coefi-

cientes m;; : O x R — R son funciones de Carathéodory tal que existen constantes
0 < o < B verificando

OL|§|2 < M(xvtvg)& : aa

3.0.2)
M (x,t,5)| <B, V(s,&) ERxRN ae.xeQ, Vte(0,T).
1 2
feL(0,T;L1(Q)) con —+ Na < 1,q > 1, r> 1 satisface
r q
me(f) =essinf{f(x,t):x€m, r€(0,7)} >0, VoCCQ. (3.0.3)

Ademds, consideramos un dato inicial positivo uy € L*(Q) verificando (3.0.3).
Respecto al lower order term, asumimos que la funcién g(x,z,s) satisface para
algin y > 0 que

<g(x,1,5) <h(s), aexecQ,Vs>0, Vte(0,7T) (3.0.4)

v =

donde A : (0,+o0) — [0,+0c0) es una funcién continua no negativa verificando (2.0.2).
Observamos que g puede ser singular en cero y cambiar de signo.

61
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Especificamos, que por simplicidad, nos centramos en el caso que el dato f esté
1 2
en el espacio L"(0,7;L9(Q)) con — + No <1l,qg>1,r>1yuy € L*(Q) sea una fun-
r q

cién no negativa. De hecho, las ideas principales de las pruebas se podrian extender
y tomar datos mds generales, en concreto f € L (Q) satisfaciendo (3.0.3). Este caso
se puede tratar usando argumentos de aproximacion y compacidad (ver por ejemplo
[8, 25]). Sin embargo, estos argumentos nos llevarian a tratar con soluciones de en-
ergia finita. Preferimos evitar introducir demasiadas pruebas técnicas para centrarnos
en la verdadera dificultad del problema la cual es la presencia del término singular
g(x,t,u)|Vu|? en un problema de Cauchy homogéneo.

Una solucién de (3.0.1) es una funcién u € L*(0,T;H} (Q)) NC([0,T]; L1 (Q)) tal

que u > 0 a.e. en Q, g(x,t,u)|Vu|? pertenece a L' (Q) y u(x,0) = ug a.e. en Q el cual
satisface

~ [ 00~ [ (0 + | Mexravuve+ [ sturaivulo= [ o

para cualquier ¢ € L?(0,T; H} (Q)) NL™(Q) con ¢, € L*(0,T;H1(Q)) y ¢(T) = 0.
El otro tipo de problemas que estudiamos es

iy — div (M (x,t,10)Vi) + g, ,0) = f(x,1) en O,
u(x,0) = up(x) en Q, (3.0.5)
u(x,t) =0 en dQ x (0,7T),

donde Q es un conjunto abierto y acotado de RN (N > 3), T > 0, M(x,t,s) es una
matriz que verifica (3.0.2). Consideramos una funcién no negativa f € L'(Q x (0,T))
y, parak >0, g: QO x [0,X) — R™ es una funcién de Carathéodory verificando

h(s) < g(x,t,5) <p(x,2)8(s), Vse[0,x), ae.xcQ, Vie(0,7) (3.0.6)

donde 0 <p € L'(Qx (0,T)), 8(s),h(s) : [0,k) — R* son funciones reales crecientes
y continuas tal que ~(0) = 0, limy_ - h(s) = H-oo.

Observamos que el término no lineal g tiene una asintota en K. Decimos que una
solucién de (3.0.5) es una funcién no negativa u € L*(0,T; H} (Q)) NC([0, T]; L' (Q)),
tal que u < K a.e. en 0Q x (0,T), g(x,,u) pertenece a L' (Q) y u(x,0) = up < x la cual
satisface

—/Quo(p(())—/OT<(PI,M>+/QM(XJ,M)VMV(p+/Qg(xa[,u)(P—/Qf(x7t)(p’

para cualquier ¢ € L*(0,T;HJ (Q))NL=(Q) con ¢, € L*(0,T;H'(Q)) y ¢(T) =0.
Observacion 3.0.5. Observamos que en ambas definiciones de solucion hemos im-
puesto la condicion técnica ©(T ) = 0. Un argumento de densidad nos permite mostrar
que, de hecho, si modificamos un poco la definicion, podemos tomar funciones test que
no se anulan en T. Concretamente, tenemos que sustituir las integrales que involucran
la derivada en el tiempo de la funcion test

- o0~ [ o1,
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por

[ umror) - [ o)~ [ o

Notamos, que como u € C([0,T],L'(Q)), todos los términos de la expresién anterior
estdn bien definidos. Usaremos este hecho para la prueba de la existencia segiin nos
convenga.

La prueba de nuestro resultado de existencia y regularidad se basa en un argumento
de aproximacién y compacidad donde la clave serd una estimacién inferior local uni-
forme de la sucesién de soluciones aproximadas. Ademds, probamos un principio de
comparacion que serd esencial para estudiar el comportamiento asintético de las solu-
ciones. La idea basica para probar el principio de comparacién es tomar una funcion
test (véase [13]) que permite establecer una desigualdad donde no aparece el término
del gradiente cuadratico. Para el comportamiento asintético de las soluciones cuando
t tiende a infinito usamos las técnicas de [80].

Organizamos el capitulo de la siguiente manera: en la Seccién 3.1. probamos
el Teorema 3.1.1 y la prueba del Teorema 3.2.1 la realizamos en la Seccién 3.2.
Dedicamos la Seccién 3.3. a un resultado de comparacién para el problema (3.0.1).
Ademais, establecemos un resultado de unicidad para dicho problema y exponemos la
idea de como se realiza el principio de comparacién para el problema (3.0.5) asi como
de la unicidad. En la Seccién 3.4. probamos la estabilidad de las soluciones del prob-
lema (3.0.1) a la solucién estacionaria del problema y readaptamos este resultado para
obtener el resultado de estabilidad para el problema (3.0.5).

3.1. Existencia de soluciéon para problemas casilineales con
gradiente cuadratico singular

El propésito de esta seccion es demostrar nuestro resultado respecto a la existencia
y regularidad de solucion para el problema (3.0.1). Nuestro resultado es el siguiente.

1 2
Teorema 3.1.1. Sea f € L"(0,T;L7(Q)) con —+ o < 1, ¢ > 1, r > 1 satisfaciendo
r q

(3.0.3), up € L*(Q) verificando (3.0.3), y asumimos (3.0.2), (3.0.4) y (2.0.2). Si o@. > u
entonces el problema (3.0.1) admite una solucion en L*(0,T;HJ (Q)) NL=(Q).

Demostracion. La idea para probarlo consiste en aproximar (3.0.1) por una sucesién
de problemas que caen dentro de los resultados de [72] y ver que sus soluciones u,
convergen a una solucién positiva de (3.0.1). Definimos la funcién de Carathéodory g,

en Q por

0 sis <0,
gn(x,t,8) =< n*s’Tp(g(x,t,5)) si0<s< %,
T, (g(x,1,5)) sil<s.

Por (3.0.4), tenemos que

gn(x,t,8)s+u>0 aexcQ, Vie(0,T), VscRT, (3.1.1)
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para cada n € N. Por lo tanto,

[45 2
sgn(x,t,8) ——— +ulgl* >0, (3.1.2)
L+ I8P
ae.x € Q,paracadat € (0,T),s € R, RV,
Por el Teorema 3.1 de [72] (véase también el Teorema 2.1 en [71]) existe una
solucién u, € L*(0,T;H} (Q)) del problema aproximado

. |V, |?
n —d M 7t7 n A% n + n 7t7 n) T 1w 1, 7t en ¢,
() — div (M (x, 2, un) Vi) + gn(x u)1+%’wn‘z f(x1) enQ
I/tn(X, 0) = uo(X) en Qa
un(x,0) =0 en dQ x (0,7),

(3.1.3)
con (u,); € L*>(0,T;H'(Q)). Ademds, existe d > 0 (independiente de n) tal que
HunHL«.(Q) < d paracada n € N (véase [15]).

Probamos estimaciones a priori de la sucescion de soluciones {u,} en los espacios
L*(0,T;H}(Q)) y L=(0,T;L*(Q)). Tomando ¢ = u, como funcién test en (3.1.3) y
usando (3.0.2) se sigue que

! Vi [?

Up)s,Uy) + (0L — /Vun2+/ n(X, Uy U, + Vunzg/ Uy,
(o) [ 190+ [ nxtsn) Vil < 1
< N fllz2 0,721 (@) lnll 20,7210 (2 -

Puesto que
r 2
[ v = 5 dl =3 [im -3 [ @0 (3.1.4)

y usando la desigualdad de Young obtenemos que

1 2 o—u ) / |Vu,|? )
= TY+—— [ |V fy) ————— \%
2/9”:1( )+ 2 Q’ un|” + an(x, a”n)l_’_%‘vun’zu”"_”‘ Un|

1
< Coull FIZ20.1:0-10)) + 3 o172

Notamos que, como o > u y usando (3.1.2) tenemos que

= {u,} estd acotada en L?(0,T; H; (Q)) (en particular, pasando a una subsucesion,
u, — uen L*(0,T;HS (Q))).

|Vu,,|2

— "My estd acotada en L} .
1+ 1|vu,? " @)

- gn(xata”n)

Tomando también u,, = min{u,,0} como funcién test en (3.1.3) y usando de nuevo
(3.0.2), (3.1.2) y (3.1.4) obtenemos que
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1 1

2 [ =3 [ )P+ @ [ Vi P <o,

2 Ja 2Jo o)
y, gracias a que los dos primeros términos son positivos (recordamos que ug > 0)
tenemos que

@) [ Vi <0,
0

Ya que o > u, deducimos que u, > 0 a.e. en Q.
Atun mads, probamos que u, > 0 en Q. De hecho, si la constante C,, > 0 es tal que
gn(x,t,5) < Cys, para s € [0,d], u, satisface

() — div (M (x,t,u,)Vu,) +nCuu, > (uy), — div (M (x,t,u,)Vuy,)
+gn(x,1 MH)M
R %\Vun\z
= f,

en el sentido de las distribuciones y como f es no negativa y no idénticamente cero,
por el principio del maximo fuerte (véase [14]) deducimos que u, > 0 en Q.
La prueba la acabaremos probando los siguientes pasos:
Paso 1. Las soluciones del problema aproximado estdn uniformemente lejos de
cero en cada subconjunto compacto ® x (0,7) de Q con ® CC Q.
Paso 2. Convergencia fuerte de las soluciones aproximadas en L*(0,7; H' (®)).
Paso 3. Paso al limite en (3.1.3).

Paso 1. Para s > 0, definimos la funcion no-decreciente
S s
H(s) = / i(r)dr = / h(t)dt +log s,
1 1

~ o
donde h(s) = h(s) + —, y consideramos la funcién no-creciente
s

H(t)

1
W(s) =/ e «dt,

definida por H (s). Ahora, realizamos el cambio de variable v, := y(u,).

Observamos que estd bien definido ya que lim,_,o+ Y(s) = 4o y se verifica que
fim, o0 Y(s) = Yo € [~20,0).

Mostramos ahora que u,, estd acotada inferiormente lejos de cero (con la cota de-
pendiendo posiblemente de n) en cada subconjunto abierto ® x (0,7) de Q con ® com-
pactamente embebido en Q. De hecho, u, es continua (ver [44, 59]) y, como hemos
probado antes, estrictamente positiva en Q.

Abhora, por el cambio de variable, tenemos que

(un)
an — _efHon Vun [ LZ(O,T,LZ(O))), \V/(l) CcC Q,

y de este modo v, € L*(0,T;H'(®)) para cada ® CC Q.
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Si 0 < ¢ € C7(Q), podemos tomar entonces e_%q) como funcién test en (3.1.3)
para deducir de la desigualdad A(s) < h(s) y de (3.0.4), que

’}\l-/ (un)
(l/tn) efHTq)

T H(Mn)
/<w@@*a@—/dmmﬂawmv%
0 [}

H(un)

—i—/M(x,t,un)Vun-VQ)e* a
o

H(un)

—i—/QZ(un)]Vun\ze o 0

__ H(un)
z/ﬂ .
0

Aplicando (3.0.2) junto a la definicién de , obtenemos que
T _ Hlm)
= [} w0 = [ Merw)vu) Vo = [ ge

> /Q(e” 1) fo.

Llamamos M(x,z,s) = M (x,t,y ' (s)) y b(s) = e 1 paracada s € (Yo, +0). Asf,
deducimos que v, es una subsolucién de

7 —div (M(x,t,2)Vz) + f(x,t)b(z) =0, enQ.

Podemos ver en la prueba de la Proposicién 2.1.3 de la Subseccién 2.1.1, que b(s)
verifica la condicién de Keller-Osserman gracias a (3.0.4) y (2.0.2). Como f satis-
face (3.0.3) y ug verifica (3.0.3), podemos aplicar el Lema 3.12 en [66] a la ecuacién
anterior para obtener que existe Co 7 > 0 tal que

v <Cor, VxewyVte(0,T).
Por lo tanto, obtenemos que existe ¢ r > 0 (independiente de n) tal que
up, > Y(Co) =cor, enwx(0,T).

Paso 2. Convergencia local fuerte de las soluciones aproximadas. De (3.1.3) obten-
emos que la sucesion {(u,),} estd acotada en L?(0,T; H~'(Q)) + L' (w x (0,T)). Us-
ando los argumentos de compacidad de Aubin-Simon (véase de nuevo el Corolario 4
en [89]) tenemos que

u, — uen L*(wx (0,T)).

Ahora, probamos que para cada ® CC Q,
u, —u enL*(0,T;H' (o). (3.1.5)

De (3.1.1) y el Paso 1 podemos considerar R 7 = max{A(s) : co.r < s < d}. Tomamos

Pa(s) = se™’
ciones u que pertenecen a L?(0,T; H} (Q)) tal y como hemos definido en (1.2.2) y que
hemos notado por uy.

R2 N, .
con A > O%T. Ahora usamos la regularizacion en el tiempo de las fun-
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Para 0 < ¢ € C’(Q) probamos que
T
/0 ()1, Q. (un — uv)§) = €(V,n). (3.1.6)

De hecho, si denotamos por O(s / @) (r)dr obtenemos

[ {0000 = [ {10 )0} + [ () 00— )0

— [ 0t —wo+ [ (w)egrlin =)o)

T
= [ B =)o [ 8= w)(@0+ [ ()00 (s —1)0)

T
> [ () = 0)0)
(3.1.7)
Por otro lado, tenemos, gracias a (1.2.3) (véase [61]), que

/OT<(MV)17(P7»(”:1—MV)¢> = V/ (u— uy) @y (ttn — v )
o

= V/Q(M—Mv)(PA(”_MV)¢+8(V7”)

ya que para n — oo, @y (1, — uy) converge a @ (u —uy) débil-x en L=(Q) y el otro tér-
mino es positivo ya que la funcién del integrando es positiva. Por lo tanto, deducimos
que

[ {0~ )0) 2 0,m),

y usando esta desigualdad junto a (3.1.7), obtenemos (3.1.6).
Ahora, usando (3.1.6) y @ (u,, — uy )¢ como funcién test en (3.1.3) obtenemos

/M(x,t,un)VunV(un—uv)(p&(un—uv)(b—l—/M(x,t,un)VunV¢(px(un—uv)
0 0

+/gn xata”n 1‘V| |2(p7\.( n— Uy ¢</fq>7» uy)9 —€(v,n).

Ademas, escogiendo ® CC £ con supp ¢ C ®y como u, — u débilmente en el espacio

L*(0,T;H}(Q)) ya.e.enQy paracadat € (0,T), deducimos que @y (u, —uy) converge
débil-+ en L*(Q) a ¢y (u — uy) , por lo tanto, por el teorema de Egorov

/f(pk(un_“V)q) _/M(x7t7un)vun‘Vq)(pk(”n_uv) :E(V,I’l).
0 0



68 Capitulo 3. Singularidades en el caso parabélico. Estabilidad

Gracias a la definicion de R, 7 podemos asegurar que

De este modo
/QM(x,t, ”n)V”n : V(”n - ”V>(P;L(un —uy )0 —Re.1 /Q ‘V”n’2’¢k(un - ”V)M) < S(V,n).

Afiadiendo

- /QM(x,t,un)Vu V (1t — t0g) @, (11— 10)0 = E(V, 1)

a ambos lados de la desigualdad anterior y como sabemos que

| VPl =)o <2 [ (900 =) Ploa(un =)o
Q Q

42 [ [VuPlonn ~w)lo = 2 [ V0~ 0) Pl — )6 + €(v.n),
Q Q

encontramos, usando (3.0.2) la siguiente desigualdad

¥ ) [ =)~ 2Res 70— )] [0 < ..

RG 7 o
Como A > —— 2 ¢ verifica que 0@} (s) — 2Re 7| @2 (5)| > 5 para cada s € Ry deduci-

mos (3.1.5).

Paso 3. Procedemos a mostrar que el 1imite u de las soluciones aproximadas u, es una
solucién de (3.0.1). Recordamos que u,, satisface

T Mn|2
/0 ((un)r, 9) +/QM(x,t,un)VunV<P+/an(x,un) Iy ‘Z(P /f(%
para cualquier ¢ € L?(0,T; H} (Q))NL™(Q) con ¢, € L2(0,T;H1(Q)) y ¢(T) =
Procedemos ahora a pasar al limite en el problema aproximado. Seguimos las
ideas de [23]. Usando la integracién por partes y la convergencia débil de u, a u
en L2(0,T;H} (Q)) deducimos que, para cualquier ¢ € L?(0,T;H} (Q)) N L*(Q) con
¢ € L2(0,T:H™1(Q)) y 9(T) =0,

/OT<(un)z,<p> = —/QMO(P(O)_/OT<(Pz,un> — —/Quocp(m_/oT@,,u),
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Por otro lado, la convergencia débil de u, a u en L*(0,T;H} (Q)), la convergencia a.e.
en Q'y la convergencia débil-x en L= (Q) de M(x,t,u,) a M(x,t,u) implica que

/M(x,t,un)Vun~V(p—>/M(x,t,u)Vu-V(p.
Q Q

Para acabar la prueba del Teorema 3.1.1 nos falta probar que
|Vu,|?

1+ L, + | Vu,|?
Del Paso 1, deducimos que existe cq 7 > 0 tal que las soluciones aproximadas verif-
ican que u,(x) > cor > 0, a.e. x € ® = supp ¢. De este modo, concluimos que para
alguna ¢ > 0 tenemos |g,(x,?,u,(x))| < ¢, a.e. x € ®y paratodo? € (0,T). De (3.1.5)

deducimos que existe A, € L?() tal que |Vu,| < hy y Vu, converge a Vu a.e.en @y
para todo 7 € (0, 7). Por lo tanto,

|Vt (x) | 2
— " <ch ae.xcw, Vte(0,T).
T Iv @~ o0
Ademds, por la definicién de la funcién g,, para n > 1/cq, 7 sabemos que se verifica
gn(x,t,un(x)) =T, (g(x,t,u,(x))) y de este modo

|Vt (x)
1+ %’V”n(x)lz

Por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue obenemos que u satisface

lim /gn x,t,u,1

n—-+too

0 = /Q g(xt,u)| V20, Yo € C(Q).

‘gn(xvtaun(x))’

gn(x,t,up(x)) — g(x,t,u())|Vu(x)* ae.xcw, Ve (0,T).

/Quo(p(o)/OT((pt,@+/QM(x,t,u)VuV(p+/Qg(X,t,u)IVMIZ(P:/Qf(P7

para cualquier ¢ € L?(0,T; H} (Q)) NL™(Q) con ¢, € L*(0,T;H1(Q)) y ¢(T) = 0.

Veamos que g(x,t,u)|Vul> € L'(Q). Para s > 0 y € > 0, tomamos Ty¢(Gy(uy))
como funcioén test en (3.1.3). Usando que algunos términos son positivos llegamos a
que

[ st ) Ve 0P Gotw) < [ 1+ [ o
Q Q
Notamos que, aplicando el lema de Fatou, deducimos que

/Q g, 1,0)| Va2 < /Q f+ /Q 0.

Finalmente observamos que, de la ecuacién podemos deducir que u, pertenece al es-
pacio L?(0,T;H 1(Q)) + L'(Q), y asi gracias a un resultado de [81], tenemos que
u € C([0,T);L'(R)), y por lo tanto se alcanza el dato inicial (ya que para cada t, que
converge a 0 se tiene que u(t,) converge a u(0)) y queda probado el Teorema 3.1.1.

O

Observacion 3.1.2. Podriamos considerar datos mds generales, a saber uy una fun-
cion no negativa tal que

c(x) = / ' dre Ll (Q).

uo
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3.2. Existencia de solucion para problemas semilineales con
asintota positiva

Dedicamos esta seccion a la prueba del siguiente resultado de existencia.
Teorema 3.2.1. Sea f € L'(Q) no negativa, asumimos que M satisface (3.0.2) y g
verifica (3.0.6), entonces el problema (3.0.5) admite una solucion en L*(0, T;H(} (Q)).

Notamos que, la principal dificultad a la hora de obtener el resultado es la prueba
de la compacidad fuerte de los lower order terms aproximados en L' (Q).

Demostracion del Teorema 3.2.1. Dividimos la prueba en dos pasos.

Paso 1. Probamos el Teorema 3.2.1 para un dato f € L™(Q) y [Juol|r=(q) < XK.
Adaptamos las ideas de [23] para pasar al limite en el problema aproximado.

Paso 2. Por un argumento de aproximacion, usamos el Paso 1 para probar el Teo-
rema 3.2.1. A este tipo de prueba la llamaremos de doble aproximacion.

Paso 1. Definimos g, (x,?,s) = T,,(g(x,?,s)). Consideramos el siguiente problema apro-
ximado

(Mn)t —div (M(xat7“n)vun) +gl’l(-x7t7 un) = f(x7t) en Q,
un(x,0) = up(x) en Q,
up(x,2) =0 en dQ x (0,7T).

Por [72] existe una solucién u, € L?(0,T; H} (Q)) NC([0,T];L*(R2)) del problema an-
terior y (u,); € L*(0,T; H~'(Q)). Ademds, gracias a [15] existe / > 0 (independiente
de n) tal que ||uy||z=() < I, para cadan € N.

Ahora, probamos que u, estdn acotadas a priori en ambos espacios L? (0, T; H} (Q))
y L=(0,T;L*(Q)). Para ello, usamos @ = u,, como funcién test en el problema aproxi-
mado, y se sigue que

/()T<(M")t’“”>+/QM(xvtv”n)|VMn2+/an(X,t,un)un=/qun.

Usando (3.0.2), (3.1.4), la acotacion de u, y la desigualdad de Young obtenemos que

1 2 2 1 2
3 o [ (VuP s [ e tunn <t [ £+ 5wl

Esto implica que {u,} estd acotada en L?(0,T;H; (Q)) (en particular, pasando a
una subsucesién, u, — u en L*(0,T;H} (Q))) y en L=(0,T;L*(Q)). Ademds, la suce-
sion g, (x,,u, )u, estd acotada en L' (Q).

Notamos que, como (u, ), estd uniformemente acotadaen L>(0,7; H~'(Q))+L' (Q),
entonces podemos usar los argumentos cldsicos de compacidad de Aubin-Simon (ver
Corolario 4 en [89]) para deducir la convergencia en casi todo punto de u, a u.

Consideremos 1 = max {h~ (|| f|1=(0)), luoll =) } < ®y B(s) = /0 (r—m)"dr. Co-

mo up < K, obtenemos que
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[ et =m%) = [ Sotun) = [ 0~ [ 06u(0)) = [ 61u0) =0.

y usando ¢ = (u, — ”r])+ como funcion test en el problema aproximado, (3.0.2) y (3.0.6)
deducimos que

/ (T (h(un)) — £ (x,1)] (un —Tl)+ < / [gn (2,1, un) — f(x,1)] (un —11)+ <0,
o 0

es decir

_ )t _ o
02/{">h(”">>h(”)}[h(un) Feenl = +/{h(un)>n>h(ﬂ)}[n Flnn G =m)"

Observando que claramente el lado de la derecha de la desigualdad es no negativo
tenemos que

0<u, <n.

Y en particular, gracias a la desigualdad anterior y a la convergencia a.e. en Q tenemos
que
0<u<n.

Procedemos ahora a pasar al limite en el problema aproximado. La convergencia
de los dos primeros términos se deduce como en la seccion anterior. Ahora probamos
la equiintegrabilidad de la sucesion {g,(x,#,u,)}. Para cualquier subconjunto medible
E de Q, tenemos

/gn(x,t,un(x,t)) = / gn(x,t,un(x,1))

E EN{uy(x,0)<n} EN{un(x,t)<n}

< 8(n)/p(x,t>-

E

IN

g(x, 1, uy(x,1))

Y asi

lim gn(x,t,up(x)) = 0.

meas(E)—0

La equiintegrabilidad de g, (x,#,u,(x,7)) que hemos probado anteriormente y la con-
vergencia a.e. a g(x,7,u(x,t)) implican que

gn(x,1,un) — g(x,t,u) en LY(Q).
De este modo, podemos pasar al limite en la sucesién de los problemas aproximados

para obtener que u es una solucion de (3.0.5) con f € L™(Q) y [|uo||=(q) < .

Paso 2. Consideramos f,, = T,,(f), y las soluciones del problema aproximado
() — div (M (x,t,u,)Vuy,) + g(x,t,u,) = fu(x,t) enQ,
un(x, 0) = T]cfl (Mo(X)) en Q,
un(x,1) =0 en oQ x (0,7),
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que existe gracias al paso anterior. También tenemos que

0 < tty <M =méx {h~" (|| fullz=(0)): 1ol 1=(0) } < ¥-

Procediendo como en el paso anterior tenemos que

/OT«M”)”M")+0‘/Q|Vun|2+/Qg(x,t,un)unS/anun

y por lo tanto obtenemos las estimaciones en L*(0,T;HJ (Q)), en L=(0,T;L*(Q)) y
que g, (x,t,u,)u, estd acotado en L'(Q).

Si, para s > 0y € > 0 tal que s+ € < k, tomamos T1¢(Gs(u,)) como funcion
test en el problema aproximado. Usando que 0 < u, <1, y que algunos términos son
positivos, deducimos que para todo s < K se verifica

/g(x,t,un(x,t))Terg(Gs(un(x,t)))S / fulste)+ / (s +€).

(0] {s<uy (x,1)<x} {s<up<x}

Gracias a la condicién de signo de g podemos aplicar el lema de Fatou para obtener,
tomando limites cuando € tiende a cero, que

/ g(x,t uy(x,1)) < / fot+ / up, Ys<k.
{s<un(x,)} {s<un(x,t)} {s<uo}
Como f, < f, se sigue que
/ g(x,t,uy(x,1)) < f+ / up, Vs<K. (3.2.1)
{s<un(x,0)} {s<un(x,t)} {s<up}

Por lo tanto, para cualquier subconjunto medible £ de Q, tenemos

[stwrmen) = [ stnmee+ [ slunmnn)

EN{0<uy(xt)<s} En{s<up(xt)}

IN

/ f+ / M0+5(S)E/p(x,t), Vs < K. (3.2.2)

{s<un(x,t) } {s<up}

Por otro lado, de (3.0.6), puesto que g(x,,u,(x,t))u,(x,t) estd acotado en L' (Q), te-
nemos

h(s)s / dx < / (it (x,1) Yt (3, 1) < / (6t un(x,1) ) (x,1)

{s<un(x,)} {s<un(x,t)} {s<un(x,)}
< [ elntumlx (e <L
0

Por lo tanto, usando que lim /(s)s = +oo, deducimos que
s—K—

limmeas{ (x,7) : s < up(x,¢)} = 0.

§—K
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Como f € L'(Q) y ug < x, se sigue que, para cualquier € > 0 fijado, existe 0 < sp < K
tal que

f<e 'y / up < €.

{s0<un (x,1)<x} {so<up<x}

Por la continuidad absoluta de la integral, concluimos de (3.2.2) que

lim X, t,uy(x,t)) < €.
mes(E) 0/ g6t (1))

De este modo, hemos probado que {g(x,7,u,)} es equiintegrable. Por lo tanto, por el
teorema de Vitali obtenemos que

g(x,t,u,) — g(x,t,u) fuertemente en L'(Q).

En consecuencia, si pasamos al limite cuando n — oo en la nocién de solucién débil
del problema aproximado

—/Qun(o)(p(o)—/OT((pt,un>+/QM(X,t,un)Vun-V(P+/Qg(xaf7”n)‘P:/an(P7

obtenemos que

_/Quo(p(o)—/OT<(p,7u>+/QM(x,t,u)VuV(p+/Qg(x,t,u)(p:/Qf‘Pa

para cualquier ¢ € L*(0, T;H} (Q)) NL=(Q) con ¢, € L*(0,T;H~(Q)). Con lo que el
Teorema 3.2.1 queda probado. Observemos que, aplicando el lema de Fatou en (3.2.1),

deducimos que
/ g(x7t7u(x7t))§ / f+ / up.

{s<u(x,;t)<x} {s<u(x,r)<x} {s<up<x}

3.3. Comportamiento asintético de las soluciones

Una vez probada la existencia de solucién en la Seccién 3.1, principio de compara-
cion y unicidad de solucién en la Subseccién 1.3.1 estamos en disposicién de abordar
resultados de estabilidad para los diferentes problemas parabdlicos estudiados, y a ello
dedicamos esta seccién. Probamos primero el comportamiento asintético de los pro-
blemas parabdlicos casilineales con crecimiento natural y dependencia singular en el
gradiente. Posteriormente (usando las ideas de la prueba anterior) para los problemas
semilineales con una asintota en el lower order term sin dependencia en el gradiente.

3.3.1. Problemas con dependencia singular en el gradiente

Como una aplicacién de los resultados del principio de comparacién, probamos
el comportamiento asint6tico cuando ¢ tiende a +oo de soluciones u del problema
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(1.3.17) asumiendo ciertas hipdtesis. Concretamente, f(x,7) = f(x) satisface (3.0.3),
up € L(Q) es una funcién no negativa, g(s) verifica (3.0.4), (1.3.18), (1.3.16) y suponemos
que existe ro >> 1 tal que

g(rs) = @, (3.3.1)

r

para cualquier s > 0 y r > rp. Denotaremos por Q.. el cilindro infinito Q x (0,00).
Nuestro resultado generaliza el Teorema 1.1 de [68] donde los autores consideran una
no linealidad acotada g(s). Las técnicas que usamos fueron introducidas en [80]. Como
ha sido probado respectivamente, en el Teorema 3.1.1 y en el Teorema 1.3.17, existe
solucion del problema (1.3.17) y es unica. Observamos que, si f € L7(Q), con g > %
entonces, resultados estdndar de regularidad (véase [15]) implican que las soluciones
del problema (1.3.17) estdn acotadas en Q.

Probaremos que, cuando 7 diverge positivamente, u(x,¢) converge a la dnica solu-
ci6én v(x) del problema eliptico

{—Av+g(v)\vv12 =f enQ, 332

v(x) =0 en 0Q,
(véase el Teorema 2.1.1 para el resultado de existencia y [13] para el resultado de
unicidad).

Teorema 3.3.1. Asumimos que f € L1(Q) con q > 5 verifica (5) y up € L*(Q) es una
funcion no negativa. Si g satisface (1.3.18), (1.3.16), (3.0.4) y (3.3.1) entonces u(x,t),
la solucion débil del problema (1.3.17), satisface

lim u(x,t) =v(x) a.e.enQydébil-x en L (Q),

——+too
donde v es la tinica solucion de (3.3.2).

Observacion 3.3.2. Notamos que el Teorema 3.3.1 implica que u(x,t) converge a la
solucion estacionaria en L1(Q), para cualquier g > 1. Como habiamos afirmado, la

1
hipdtesis (1.3.18) implica que el resultado es cierto para el problema modelo g(s) = 3
s

solo siy < 1. Sin embargo, la misma prueba se puede rehacer para el problema

\V4 2
u; — OAU + | Lf{| = f(x,1) en Qw,
u
u(x,0) = up(x) en Q,
u(x,t) =0 en 0 x (0,00).

con Y > 1 si se verifica (1.3.16).

Prueba del Teorema 3.3.1. Organizamos la prueba en algunos pasos que detallamos a
continuacion.

= Paso 1. Probamos el resultado aprovechando el cardcter monétono de la solucién
respecto a t con un dato inicial particular. Concretamente:

e Paso 1.1. La solucién del problema (1.3.17) es no-decreciente si uy = 0.
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e Paso 1.2. La solucién del problema (1.3.17) es no-creciente si uy = rv,
para cualquier r > 1.

e Paso 1.3. Paso al limite y deduciremos que dicho limite es la solucién
estacionaria con ug =0y ug = rv.

= Paso 2. Por un argumento de comparacion, probamos el resultado para un dato
inicial ug tal que 0 < ug < rv, para cualquier r > 1.

= Paso 3. Realizamos un argumento de truncamiento para alcanzar el resultado en
el caso general u € L*(Q).

Paso 1. Monotonia de la solucién. Prueba completa para un dato inicial particular.

Paso 1.1. up = 0. Sea w la solucién de (1.3.17) con u(x,0) = 0. Probamos que tiene
limite.
Probaremos que w(x,?) es no-decreciente respecto a . Fijamos T' > 0 e introducimos
para cualquier | > 1 la sucesién de funciones definida en Q por

wh(x,t) = w(x,n+1).
Recordando que f no depende del tiempo, deducimos que w"(x,7) resuelve
wl =& g (W |V P = en
wh(x,0) =w(x,n) en Q,
wh(x,t) =0 en oQ x (0,7).
Como w(x,m) > 0, observamos que w" es una supersolucion del problema
wi —Aw+g(w)|Vwl* = f(x) enQ,
w(x,0)=0 en Q, (3.3.3)
w(x,t) =0 en oQ x (0,7).

Aplicando el Teorema 1.3.16 obtenemos que w(x,?) < w"(x,t). Esto implica que
w(x,) es creciente en 1.

Ademds, v(x) es una supersolucién del problema (3.3.3) , con lo que aplicando de
nuevo el Teorema 1.3.16 deducimos

w(x,t) <v(x), a.e.enQ, vVt € (0,7). (3.3.4)

Por lo tanto existe una funcién w(x) tal que w"(x,7) converge a.e. en Q a w(x)
cuando m tiende a +oo. El hecho de que W no depende del tiempo se sigue de la de-
sigualdad

wl(x,0) = w(x,n) Swx,n+1) =wl(x,7) <w(x,T) <v(x).
Ademéds, gracias a (3.3.4), como v estd acotada, tenemos que

wh(x,1) — w(x) a.e.y débil-x en L(Q).
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Paso 1.2. uy = rv, r > 1. Soluciones no-crecientes.
Supongamos que z es la solucién del siguiente problema:

—Az+g(2)|Ve> =f enQ
z(x,0) = rv(x) en Q
Z(x,1) =0 endQ x (0,T),

donde r > 1 es un nimero fijado.
Observamos que, para r > rq, rv(x) es una supersolucién del problema anterior. De
hecho, la hipétesis (3.3.1) implica que

& ((0) ~ ) + 8 [V (V) > r(~Avt g0) V) >
Ahora, como

rv(x) > 0en Q x (0,),

usando de nuevo el Teorema 1.3.16, deducimos
v(x) <z(x,t) <rv(x) ae.en Q. (3.3.5)

Ademds, podemos comparar z(x,7) con z(x,7 +s) para s € R". De hecho, observamos
que z(x,7) es la solucién del problema (1.3.17), el cual para r = 0 alcanza el valor rv(x),
mientras z(x,?+s)|,_, = z(x,s). Como rv(x) es una supersolucién y rv(x) > z(x,s),
entonces por el Teorema 1.3.16 deducimos que z(x,7) > z(x,7+s) a.e. en Q. Conside-
ramos ahora para cada T € N la sucesién de problemas

— A+ ()| VP = enQ
Z*(x,0) = z(x,7) en Q
(1) =0 en dQ x (0,7).

Como antes, la monotonia en ¢ de z(x,#) implica la monotonia de z*(x,7) respecto a T.
Por lo tanto, z*(x,7) converge a.e. en Q a una funcién Z(x,#) y argumentando como en
el paso anterior podemos deducir que zZ no depende de t.

Ahora, es facil adaptar la prueba del Teorema 3.1.1 y probar que w" (resp. z%)

converge a w(x) (resp. z(x)) fuertemente en L2(0 T;HL (Q)), y g(w")|[Vw"|? (resp.
g(z%)|Vz*|?) converge a g(w)|Vw|? (resp. g(z)|Vz|?) fuertemente en L} (Q).

Asi que podemos pasar al limite en la formulacién débil de los problemas respec-
tivos que verifican w" y z* para concluir que ambas Ww(x) y Z(x) son soluciones estacio-
narias de (1.3.17). Aplicando el resultado de unicidad para el problema eliptico (3.3.2)
en [13], deducimos que Ww(x) = Z(x) = v(x).

Para concluir, realizaremos el paso al limite para w" siendo para z* idéntico.

Paso 1.3. Paso al limite y prueba del resultado.

Consideramos la formulacion débil de 3.3.1 y escogemos ¥(x) € C°(Q) como
funcioén test para obtener

T
/ (w1, W(x) +/vwﬂvw +/g (W) [Vl 2 (x) /f‘P
0
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Ahora, como ¥ no depende de ¢, y w"(x,T) y w(x,0) admiten el mismo limite, tene-
mos que
T

tim [ (WD, W(x))
N—e /0

:nli_rgo(—/o (W, ¥(x —}—/wnxT /w"(xO)‘P( ))zO.

Asi que, gracias a la compacidad fuerte de w" en L?(0,T; H. (Q)) y de g(w™)|Vw" (x)|?
en L' (Q), obtenemos

/VW VW (x +/g )V () 2% (x) /f‘P

y entonces, podemos tomar (por un argumento de densidad) ¥(x) € H} (Q) NL=(Q),

w(x) =v(x),

donde v(x) es la tinica solucion del problema (3.3.2).

Observamos que, (3.3.4) y (3.3.5), la convergencia a.e. de w(x,t) y z(x,t) av(x) y
la acotacion de v(x) implican que la convergencia a la solucién estacionaria es débil-x
en L=(Q).

Paso 2. Prueba completa si 0 < uy < rv.

Ahora consideramos un dato inicial up(x) tal que 0 < up(x) < rv(x) para algin
r> 1,y sea u(x,t) la solucién del problema (1.3.17).

Gracias al Teorema 1.3.16 tenemos que

w(x,t) <u(x,t) <z(x,t) ae.enQ.
Asi que, pasando al limite con respecto a la variable ¢, tenemos que

v(x) = lim w(x,7) <lim infu(x,¢) <lim supu(x,t) < hm z(x ) =v(x).

1——+oo {—o0 f—o0

Con lo que el limite respecto a la variable ¢ de u(x,t) existe, coincide con v(x) y la
convergencia es débil-* en L= (Q).
Paso 3. up € L7 (Q).

Definimos la familia de funciones mondétonas no-decrecientes (en T)

uor = min(up, ).

Para cada T > 1 fijado, consideramos la solucién u+(x,) del problema (1.3.17) con ug -
como dato inicial. Como hemos probado en el paso anterior, cuando ¢ tiende a infinito,
ur(x,t) converge a v a.e. en Q. Gracias al teorema de la convergencia dominada de
Lebesgue, y al hecho de que v > 0 a.e. en Q, podemos ver facilmente que ug ; converge
a up en L?(Q) cuando 7 tiende a infinito.

Podemos probar (véase la prueba del Teorema 1.3.16 aplicada a u y uz), que para
cualquier T > 1 fijado, se verifica la siguiente estimacién

[P ) < [ ool
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para cada ¢t > 0. Por lo tanto, tenemos

(e, 2) =v()l[22(0) < Nlulox, 1) —ue(x, 1)l 12(0) + e (x,2) = v(3)[|22(0) -
Como la estima anterior es uniforme en ¢, para cada € fijado, podemos escoger T sufi-
cientemente grande tal que

€
[Ju(x,1) — ue(x,1)[| 2 (0) < 50 ae.en Q

para cada t > 0. Por otro lado, ya que uz(x,0) estd entre 0 y Tv, por el Paso 2 existe 7
tal que

€
[|uz (x,1) —V(X)HLZ(Q) < o a.e.en Q

para cada r > 7, y gracias a la acotacion de u(x,7) tenemos probado el teorema. O

3.3.2. Problemas con asintota positiva

Una vez probado el resultado de estabilidad anterior, podemos probar (siguiendo
el esquema de la prueba) de una manera sencilla el comportamiento asintético cuando
t tiende a infinito de la solucién del problema

up — div (M (x,u)Vu) + g(x,u) = f(x) enQx(0,7),
u(x,0) = up(x) en Q, (3.3.6)
u(x,t) =0 en 0Q x (0,7).

Concretamente, nuestro resultado de estabilidad es el siguiente.

Teorema 3.3.3. Sea 0 < f € L'(Q), f # 0y uy < X una funcién no negativa. Sean M
v g (independientes de t) satisfaciendo, respectivamente, (1.3.2) y (3.0.6). Si g es no
decreciente, entonces u(x,t), la solucion débil del problema (3.3.6) satisface

lim u(x,r) =v(x) a.e. ydébil-xen L™(Q),

t——+oo
donde v es la uinica solucion del problema estacionario

—div (M (x,v)Vv) +g(x,v) = f(x) enQ,
v(x) =0 en 0Q.
Esquema de la prueba del Teorema 3.3.3. Realizamos un guién de la prueba puesto

que es esencialmente la misma que la del Teorema 3.3.1. Dividimos la prueba en tres
pasos.

= Paso 1. Probamos el resultado con una dato inicial particular y f € L*(Q). Lo
probamos siguiendo el esquema:

e Paso 1.1. La solucion es no-decreciente si uyg = 0. Se hace exactamente
igual a la del Teorema 3.3.1.
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e Paso 1.2. La solucion es no-creciente si ug = k <, conk > h™' (|| fllz=())-
Consideramos el mismo método del Teorema 3.3.1 definiendo el problema
relacionado resuelto por z(x,?) con dato inicial up = k. Gracias a (1.3.2) y
a que h es no-decreciente, vemos que k es una supersolucion para el prob-
lema parabdlico y asi 0 < z(x,#) < k. Por comparacién, podemos probar el
resultado para cada 0 < ug < k.

e Paso 1.3. Paso al limite y prueba del resultado si 0 < yy < k£ < k. Como
en la prueba del Teorema 3.3.1, pasamos al limite cuando ¢ tiende a 4o y
obtenemos el resultado que querfamos.

= Paso 2. Para un dato inicial uy < kcon f € L”(€2). Tomamos k < ¥, ug x = Ti(uo)
y ug(x,t) la solucién con dato inicial ug . El resultado es cierto para uy por el
paso anterior, y, razonando como en la prueba del Teorema 3.3.1, obtenemos un
principio de estabilidad en L?(Q), o equivalentemente, existe C > 0 tal que

(1) = i (x,0)[|r2(0) < Clluo = wo iz (), V€ (0,7).

Por lo tanto, podemos fijar k tal que

?

N m

[Julx, 1) = u(x, 1)l 2(0) <
y tomamos ¢ suficientemente grande tal que

N m

[z (x8) =v() [l 2() <
Concluimos usando la desigualdad triangular
(e 1) =v()ll12(@) < N, 1) = e, 1)l 12(@) + g (x,2) = v(x) [ 12(q) -
= Paso 3. Seguimos un argumento de truncadura para probar el resultado para
f € L'(Q). Truncamos f y tomamos las soluciones para u;, y para v;. Escogemos

ko tal que

)

Wl m

v v () = v 2 @) <

Wl m

(1) =ty (x,1) [ 2(0) <

y t tal que

”uko(xat) ~ Vo (X)HU(Q) <

Wl m

Lo cual concluye el esquema de la prueba.
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Chapter

Continua of solutions for quasilinear
problems with quadratic gradient

We study in this Chapter the existence of continua of solutions for quasilinear
problems with quadratic gradient. As we have observed in the introduction, at least at
the our best knowledge, Leray-Schauder degree and global continua of solutions have
not been used to study this kind of singular quasilinear operators. From this point of
view, if we asssume (G), we study the problem (7) considering the following operator
K:Rx H}(Q) — H}(Q), for every A € R and for every w € H} (Q), K(A,w) as the
unique solution u in H} () of the problem

—Aut ()| V2 = 2wt (0 + folx) in @,
u=20 on 0Q,

with 0 < p < 2.

Indeed, in the case that g is singular at zero with 0 5 fo € L*N/(N+2)(Q) the exis-
tence is due to [24] and the uniqueness to [13]. Moreover, if g is continuous at zero, the
existence and uniqueness results remain also true in the case fp = 0. With this notation,
(7) can be rewritten as a fixed point problem, namely,

u = Ky (u),

with Ky (1) = K(A,u).

We organize Chapter 4 as follows. We will prove the compactness of the opera-
tor K in Section 4.1. In Section 4.2 we study the existence of continua of solutions.
Concretely, we deduce the existence of global continua in the solution set S without
bifurcation in some cases and in other cases we prove that bifurcation from the line of
trivial solutions occurs. Section 4.3 is dedicated to realize an analysis of the qualitative
properties of continua of positive solutions. Specifically, we impose some conditions
to assure that the projection of X on the A-axis is unbounded and we describe sufficient
conditions on g in order to have the existence of A* such that (7) has no positive solu-
tion for every A > A*. Is that to say, we prove that the projection of X on the A-axis is
bounded. Finally, in Section 4.4 we realize the proofs of the main theorems, concretely
the theorems that we have described in the introduction.

81
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4.1. Abstract framework

We prove in this section the compactness of the operator K. First of all, we need
a technique lemma that we will use in the following. Observe that our definition of
solution of (7) includes the integrability of g(u)|Vu|*>. We will see in the following
result that a consequence is that g(u)|Vu|?@ is also integrable for every ¢ € Hi (Q).
Lemma 4.1.1. If 0 < u € H}(Q) is a solution for (7), then g(u)|Vu|*¢ € L'(Q) for
every @ € H(} (Q) and, in particular, it holds

/vuv@+/g(u)yvu\2<p:x/ up(p+/fo(p, Vo € HL(Q). @.1.1)
Q Q Q Q

Proof. Observe that, since p <2* — 1 then u?, uP@ € L' (Q) for every ¢ € H} (Q). Even
more, taking T3 (@) as test function in (8), and using the Holdér inequality we have

| s@IValni(e") = ~ [ Vuvnie)+ [ (' + fo)1i(e")

g 10" gy + [ + S}

IN

Taking limit as k — oo and using Fatou Lemma, we deduce that g(u)|Vu|?¢* € L' (Q)
with
[ £ 1VuPe* < uly o 10% gy + [ (a” + fo)o™
Q Q

Similarly, taking T;,(—@~) as test function in (8) we obtain that g(u)|Vu|?¢~ € L'(Q)
and

— [ () VuPe < lullgy @10 e — [ "+ fo)e
Q Q

In particular, g(u)|Vu|>¢ € L'(Q) and

| 8w VuPlo] < lull gy @yl 0l gy + [ O + o)l
Q Q
Thus, by a density argument we conclude (4.1.1). O

Remark 4.1.2. The above lemma can be improved by showing that if 0 < u € H(} (Q)
is a solution of (7), then g(u)|Vu|?@ € L' (Q) for every ¢ € H'(Q). Indeed, arguing as

Te(u)
T
e l/a(q’

in the proof of the lemma, this is deduced by taking now jE)

in (7).

as test function

Remark 4.1.3. The thesis of Lemma 4.1.1 is true even for more general problems of
the type

(4.1.2)

—Au+g(x,u)|Vul> = fhx,u) inQ,
u=20 on oK.

assuming the following hypotheses
g(x,5) >0, Vs>0, aexcQ

0< f(Ax,s) < cAs”+ fo(x), Vs>0,aexeQ
for some 0 < p <2*—1, ¢>0and fy € L*N/NV+2)(Q).
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Now we give sufficient conditions to assure that problem (7) satisfies the uniform
strong maximum principle (USMP), that is, for every @ CC € there exists a positive
lower bound in ® (independent from A) of any solution of (7).

Proposition 4.1.4. Suppose that 0 < fy and g € L'(0,1). Then for every ® CC Q there
exists Ly > 0 such that,
u(x) > Ly, ae x€,

for every solution u € H(} (Q) of (7) (with A any positive constant).

Proof. Taking into account that As” + fo(x) > Ti(fo(x)), for all s > 0, then every so-
lution u € Hj (Q) is a supersolution for the problem

—Av+g(V)|V* =Ti(fo(x)) inQ,
v=0 on 0Q.

Since g is integrable in a neighborhood of zero, this problem has a unique continuous
solution v € Hj (@) NC(Q) (see [24] for existence and Theorem 1.3.12 for uniqueness).
Using that v € C(Q) and v > 0 in Q, if ® CC Q we infer the existence of Ly, > 0 such
that v(x) > ming, v = L. By the comparison principle Theorem 1.3.12 we deduce that
u > v > Ly and the proof is concluded. O]

Remark 4.1.5. We remark that the problem (4.1.2) satisfies also USMP if we assume
that there exists 0 < fy € L2 (Q) verifying

f(hx,s) > fo(x), VAs>0, VxeQ,
and
0<g(x,s) <h(s), forae xecQ,Vs>0, 4.1.3)
where h: (0,4e0) — [0,+4o0) is a continuous function which is integrable at zero.

The following result will be concerned with the compactness for the operator

K(A,w).

Proposition 4.1.6. Assume that hypothesis (G) holds. If the sequences t, € [0,1] and
Mn > 0 are convergent, respectively, to t* and A, and w, is H} (Q)-weakly convergent
to w, then the sequence of the unique solution u, € H(} (Q) of

— Aty + 108 () Vitn* = Mywiy ()0 + fo(x) in Q, @i
u, =0 on 0Q,
is strongly convergent in Hé (Q) to the solution u of
—Au+1*g(u)|Vul?> =T ()P + fox) inQ,
()| Vul =" (07 + fo (v wrs)
u=0 on 0Q.

Remark 4.1.7. We point out that in order to assure the uniqueness of solution for
problems (4.1.4) and (4.1.5) by applying Theorem 1.3.12, we have to impose that t,g(s)
and t*g(s) are integrable in a neighborhood of zero.
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Proof. If g > 0 is continuous in [0, +oc0) and the datum 0 < fj € Lv2 (Q), then the
proof follows by [20]. Here, we give the proof only in the case of a singular g, that
is, g > 0 is continuous in (0,4o0), decreasing and integrable in a neighborhood of
zero with lim,_0 g(s) = 40 and the datum 0 5 fp € LV (Q). It suffices to prove that
every subsequence of {u,} possesses a subsequence converging to the unique solution
u € H}(Q) of (4.1.5). First we prove that u, is bounded in H{ (Q). Indeed, choosing
u, as test function in (4.1.4), using that g is nonnegative and Holder and Sobolev
inequalities and taking into account that pﬁ—i’z < (2F— 1)1\/275:’2 = 2" we have
lnllgay < S (aS7lIwally | Q1F + follaviveaey) -

Thus the boundedness of ||w, || and A, implies that u, is bounded in H{} (Q). Therefore,
there exists u € Hé (Q) such that, up to a subsequence, u, converges to u weakly in
H} (Q), strongly in L?(Q) and almost everywhere in Q.

Moreover, choosing %Te(u,,) as test function in (4.1.4) and dropping some positive
terms we deduce that

[ ) 9 < [+ [ o

€

If we take the limit as € tends to zero, we get

[ )i < [ )+ [ o

Therefore, using again that ||w,|| Hi(o) and A, are bounded sequences we have that
1,8(1t,)|Vu,|? is bounded in L' (Q).

Since A, (W, (x)7)? + fo(x) — t.g(u,)|Vu,|? is bounded in L'(Q), we can apply
Lemma 1 of [26] (see also [31]) to deduce that, up to (not relabeled) subsequences,
Vu, — Vu a.e. in Q. Even more, using Proposition 4.1.4 we can argue as in Sec-
tion 2.1 to deduce that u,, — % in Hﬁ)C(Q) and u is a solution for (4.1.5) and thus, by
the uniqueness, Theorem 1.3.12, u = u.

Fix now k € R. Since G (u,) is strongly convergent to Gy(u) in Hi (Q) (see Sec-
tion 2.1), to prove the strong convergence of u, = Gy (uy) + Ti(u,), we only have to
show the strong convergence of Ti(u,) in HJ(Q), for some k > 0. To make it, we
consider the real functions 6, Y, y,, : (0,+0) — R, defined by

o) = [[a)r, wis)= [, w(5)= [ e ar
1 0 0
for every s > 0. If € > 0, 0 < u,u, € H}(Q) and we denote

Nk = (Wa(Ti(un) +€) — W (&) —W(Ti(u) +€) +w(e)),

then the function @ = e #o(Tk(u)+e)n \ belongs to H(Q) NL*(Q). Indeed, observe
that |Ve| € L*(Q) and |@| < e %En, € H} (Q) NL™(Q). Therefore, we can take @
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as test function in the problem (4.1.4) to deduce that

/VTk —1,0 Tk(un)+s)vnnk_tn/ g(Ti(u) +€)|VTi(u )| lnG(Tk(Mn)‘FE)nn’k
| 8700 V) P00, = [ (o) fy)e 0
Q Q

/ VGi(un)e "IN, g 1, /Qg(un)|VGk(un)!267’”6("%)%1«-
Similarly, taking ¢ = e_’*c(m”)“)nmk as test function in (4.1.5)

/QVTk(”)e_t*G(Tk(u)+g)Vnn,k_t* /Qg(Tk(un)‘|’8)|VTk(u)|2€_Z*G(Tk(u)+g)nn,k
41 [ )V e 0, = [ (M) 1 fo)e B
Q Q

_/ VGk(u)eft*c(kJrs)Vnn,k _ t*/ |VGk(u) ‘Zg(u)eft*c(k%)nn?k‘
Q Q

Subtracting both identities and using Fatou lemma and that g is decreasing in a neigh-
borhood of 0, we can pass to the limit as € — 0 to obtain that

[ 1V (T()) = W(Tela)) < timin [ [,
= [ (a0 oy g (T 1)) = (T 1))
= [0y 4 fo)e ™ Dy (T 1)) — (T
— [ V(e OV (i) — (Tu(w)]
+ [ VGuwe OV i (Ti1n)) — wTi(0))

Q
~to [ ¢(un) [V Gia) POy (1) ()]

o /gg(u)!VGk(u)lze‘t*“(") (W (T () = W(Tic(w))]-

Observe that W, (Ti(u,)) — W(Ti(u)) is bounded in H} (Q) and it has zero limit a.e.
x € Q. Thus, W, (Ti(un)) — W(Ti(u)) is weakly convergent to zero in HJ (Q) and

lim VGi(u)e ™ OV [y, (Ti(un)) — W(Ti(u))] =0,
n—+e /o

tim [ (Aa(w)? + fo)e OO [y (Ti(un)) —Wi(Tie ()] = 0,

n—-—+too Q

lim [ (Mw*)?+ fo)e ™ O [y (Ti(un)) — Wi(Ti ()] = 0.

n—-+oo Q
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Using also the strong convergence of Gy (u,) to Gi(u) in H} (Q) we have

n— -oo

lim QVGk(un)e*t”G(k)V[\Vn(Tk(un)> —y(Ti(u))] = 0.

Moreover, taking into account that g(u)|Vu|? € L' (Q) and g(u,)|Vu,|* is bounded in
L'(Q) we deduce in addition that

lim [ (u)|VGi(u) e "Wy (Te(ua)) = W(Ti(w))] = 0

n—-oo Q

tim supt, | ¢(ur) VG ey (Ti(an)) ~ W(Ti ()] 0.

n—-+too

Therefore we can use Lebesgue Dominated Convergence Theorem to deduce, for
n — oo, that

[ 1V (T(w)) = (T ) = 0. @16)

Taking into account that

VW (Ti(un)) = W(Tr(w))] = e ORIV (u,) — e OOV (u)

— OBV (T, (1) — Te(u)) + (e—t,,cm(um _ e_,m(rkw) VTi(u)
we deduce that

VITi(un) = Tiew)] = DV (Ti(un)) = w(Tie(w))]
_ (e—tnG(Tk(un)) _ e—t*o‘(Tk(u))) VT ()t o Tiw),

This finally implies, using that (e—W(Tk(“n)) — e—’*0<ﬂ<u>)) — 0in L2(Q), eoTkm)) jg
bounded in L~ () and (4.1.6), that

U, —u in  H)(Q).
O

Remark 4.1.8. Notice that the Hé (Q) estimate at the beginning of the proof does not
depend on the function g.

Remark 4.1.9. The proof of the previous proposition remains true even if we replace
fo in (4.1.4) by any sequence strongly convergent to fy in L* /(N+2) (Q).

4.2. Global continua of solutions

As it has been mentioned in the Introduction, we apply the Leray-Schauder degree
to obtain existence of “continua of solutions” of (7), i.e. connected and closed subsets
in the solution set

S={(\u) ERxH}(Q) : u=Ky(u)}.
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Now we can study the existence of continua of solutions. As in [85], we will dis-
tinguish two cases, if we have trivial solutions (fy = 0) or not (fy 7 0). In the first case
we will prove global bifurcation from the line of trivial solutions and in the second
case the existence of a continua of solutions without bifurcation.

4.2.1. Continua of solutions without bifurcation

The first result of this subsection is related to the existence of global continua in
the solution set S without bifurcation.

Theorem 4.2.1. Consider 0 5 fy € L (Q) and assume that hypothesis (G) holds.
Then there exists an unbounded continuum ¥ C S of positive solutions which contains
(0,ug), where uy is the unique solution of (7) for L = 0.

Proof. To prove Theorem 4.2.1 we compute the index of the solution uy € H{ (Q) for
(7) with A = 0. Remind that for every isolated solution u) € Hé (Q) of (7) for some
A € R, we denote by i(Kj,uy ) the index of such a solution, that is, the topological
Leray-Schauder degree deg(/ — Ky, B¢ (uy),0) of the operator / — K), in a ball Bg(u;)
centered at u) with radius € > 0 small enough (to assure that u is the unique solution
of (7) in this ball).

We claim that i(Koy,up) = 1. To prove the claim we denote by U(¢) the unique
solution for

4.2.1)

—Au+1g(u)|Vu|? = fo(x) inQ,
u=20 on 0%,

and we define the function H : [0,1] x H}(Q) — H}(Q) by H(t,w) = U(t) for every
(t,w) €[0,1] x H} (). Observe that H(1,w) = U(1) = Ko(w) = uo, while

H(0,w) =U(0) = (~4)"'(fo(x))

and it is well known that i((—A)~!(fy(x)),U(0)) = 1.

By Proposition 4.1.6 we deduce that operator H is compact. In addition, as it has
been pointed out in Remark 4.1.8, taking R = 8|| fo[2v/wv+2 () > 0, we deduce that
1U ()| () < R, for every r € [0,1]. Hence, u # H(t,u) for every 1 € [0,1] and for
every u € H} (Q) with ||u]| H} (@) = R and we can apply the homotopy invariance of the
degree to conclude that

i(Ko,uo) = i(H(1,-),U(1)) = i(H(0,-),U(0))
= i((=8) " (fo(x),U(0)) = 1,

and the claim has been proved. The theorem follows now from the Rabinowitz Theo-
rem 3.2 in [85] (see also [70]). ]

Remark 4.2.1. The keystone to compute the index i(Ko,ug) in the above proof has
been to show that the problem (7) with A = 0 is homotopic to the one-dimensional
(t > 0) family of problems (4.2.1), which for t = 0 is nothing but a linear problem.
Some remarks can be added about this problem (4.2.1). If for every t > 0 we denote by
u(t) the unique solution of it, we immediately deduce that the set

To = {(t,u(r)) € [0,+0) x Hy (Q)}
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is an unbounded continuum. In addition, if fy € L"(Q) for some r > %, then, taking
G (u(t)) as test function, by Stampacchia technique [91], we obtain the existence of a
positive constant C > 0 not depending neither on n nor t, such that ||u(t)||=q) < C.
Hence the projection Projjy )Xo of Xo on the t-axis is all the interval [0, —}—OO) (see
Figure 4.1) in order to guarantee the unboundedness of ¥.

Furthermore, if infyc (o c)g(s) > 0, we claim that tEI.PmHu(I)”HS(Q) = 0. Indeed,

Te(u(t))
€

choosing as test function, we obtain

! Tu(t) _ [ Te(u()
¢y VP 1 [ ) Vu() P2 = [ fp =R

€ €

In particular,

([ stva P < [ gy

Taking now limits as € goes to zero and using Fatou Lemma, we get

t inf e(9)ul)ly ) <1 [ s@)Vu)F < [ fo

Jfrom which the claim is clearly deduced.

”'”H(}(Q)

Il Uoll
Hy ()

 /

Figure 4.1: Solution for every ¢ > 0 having zero limit as ¢
tends to infinity.

4.2.2. Bifurcation from the line of trivial solutions

In the case fy = 0 (which implies that ugp = 0 in Theorem 4.2.1) and that g is
continuous in a neighborhood of zero, there is also a continuum of (trivial) solutions
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emanating from (0,0). We prove now that bifurcation from the line of trivial solutions
occurs provided that, in addition, 0 < p < 1. Moreover, the bifurcation point is

., [0, ifo<p<l,
7 m, itp=1,

where we remind that u; is denoting the first eigenvalue of the Laplacian operator with
zero Dirichlet boundary conditions. In the sequel, ¢; denotes the corresponding first
positive eigenfunction associated to u; with norm in H& (Q) equal to one.

Theorem 4.2.2. Assume that the function g : [0,4c0) — [0, +o0) is continuous, fo =0
and 0 < p < 1. Then u* is the only bifurcation point from zero of positive solution
Jfor (7). Moreover, there exists an unbounded continuum Xo C S of positive solutions
emanating from (u*,0).

In order to prove Theorem 4.2.2 we use the global bifurcation theorem by Ra-
binowitz (see again [85]) or, more specifically, that the index of the (isolated) trivial
solution changes as A crosses A = u*. This will be a direct consequence of the following
two lemmas.

Lemma 4.2.2. Let A C (—oo,u*) be a bounded closed interval. There exists € > 0 such
that for every A € A and every t € [0, 1] problem

—Au+tg(uN)|Vul> = A (WP inQ,
{ u+tg(u™)|Vul ™) in 42.2)

u=0 on 0Q,
admits no solution u € H} (Q) with H“HH(} @) € (0,€].

Proof. First we consider the case 0 < p < 1 (thus g* = 0) and A C (—o0,0). Then the
result holds for any € > 0 since the unique solution of (4.2.2) for A < 0 is the trivial
one.

We suppose now that p = 1, that is u* = u;. We prove the assertion of the lemma by
contradiction. Assume that there exist the following sequences 0 <A, € A, 1, € [0, 1]
and 0 < u, € H} (Q) with 0 < Hu,,HHé (@) — 0, such that

—Auy + tng(uy) ]Vu,,\z =t,Mu, inQ,
u, =0 on 0Q.

Uy s
Observe that / e e ge — e H)(Q). We denote by z, the following se-
0

Wn

quence z;, = . Up to a subsequence, z, weakly converges to z € Hg (Q) and

[[wa ||Hg(g)
the convergence is strongly in L9(Q) for every g < 2*.
Using Lemma 1.3.5 we can take

671’1 flun g(t)dt (Zn — Z)

I

(p et
HWnHHg(Q)
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as test function in (4.2.2). Thus, we have

u e_[ﬂfl ()d[
/sznv(zn Z = tn7\' /an”"efnfl dtds( _Z).

By the dominated convergence theorem we obtain that / Vz,V(z, —z) — 0. Therefore
Q

) et fl”"g(t)dtq)l
On the other hand, using Lemma 1.3.5, we can take ¢ = W as test
Wallhj (@)

we deduce that z, — z in H} (Q)

function. This leads to

—t [1" g(t)dt
/VZnV(Pl tnk /anu n ] q)

Un o1y Ji sl d’ds

Using that ||u,[|=(q) — 0 (by Lemma 1.3.5) and passing to the limit by dominated
convergence theorem we obtain, up to a subsequence, that ¢, — t* , A, — A < u; = u*

and
u1/2¢1=/VzV¢1=t*?»/ 701.
Q Q Q

Taking into account that t*A < uj, the only possibility in the previous inequality is
z=20. This is a contradiction with ||z]| HL(Q) = 1 and therefore the lemma has been also
proved in the case p = 1. O

Lemma 4.2.3. Let A C (u*,) be a bounded closed interval. There exists € > 0 such
that if t € [0,1] and ) € A, then problem

—Au+g(u)|Vu)®> = P +1  in Q,
(4.2.3)

u=20 on 0Q,
admits no positive solution u € H} (Q) with ||”HH(§ () € (0,€].

Proof. Observe that if u € H}(Q) is a solution of (4.2.3) and we choose (by Lemma
1.35)p=¢" fl“g(’)d’(bl as test function, then we obtain

/Qe*f{‘g(t)dtvuvq)l :/Q(Mp t1)e sy,

u S
Noting also that / —Jisdt yg — v e H}(Q), we can rewrite the above identity

}\‘ upe f] e fl
/ VwVo, = / e Ty 01 +1 / e fl S0 (4.2.4)

We divide now the rest of our proof in cases according to the value p.
sP
Case 1. If p < 1 (u* = 0), using that > gP1 e~ Jo g(wdu , forevery s > 0,

as

Joe Jigwdugy =
we have
Sp

lim —————— —
0+ [ e Jisdugy
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and, if Ay = minA, there exists so € (0, 1) such that

—sl’ > — ! +1 € (0,s0)
Vs 80)-
f(‘)"e*fl Ndtgr = ko ’ 70
We claim that, if A € A, problem (4.2.3) has no solutions u € H(}(Q) with norm

1/t
||uHH&(Q) < (%0) , where a is given by (1.3.8). Indeed, if by contradiction, we

assume the existence of such a solution u for some A € A, then, by Lemma 1.3.5
[|u]|=(@) < so < 1. Consequently, we obtain

u? M1

—>7+1
foeJieWdigr = A

and
e Jiedt 5 1

This, jointly to (4.2.4) and the definition of u; implies that

H1
u1/§2W¢1Z7»<M+1>/QW¢17

which is a contradiction (A > Ag) proving the claim and thus the lemma in the case
p <l

Case 2. If p = 1, in order to prove the lemma, it suffices to show that if, for some A > 0,
there exist sequences #, € [0,1], A, — A and 0 < u, € H}(Q) with 0 < [[tn| 73 (2) — O
such that

—Auy, + g(uy) |Vu,,|2 =Mty +1t, inQ,
4.2.5)
u, =0 on 0Q,
then A < y* = u;. To make it, denote w, = / 180041 g and z,, = Wi/ [[Wall ) () We

can assume that, up to a subsequence, z,, converges weakly in H0 (Q) and strongly in

un

L9(Q) for every g < 2* to some z € H} (Q). Taking ¢ = e~ /" 804! (7, —=2)/wallg @)
as test function in (4.2.5), we deduce that

V2,V =, [ g et f' o

+7/ e " stz 7)),
HWHHHO(Q) Q

and, by dominated convergence theorem, that

lim [ Vz,V(z,—2z)=0.

n—oo [0

Therefore, z, — z in H} (Q) and ||z||H& @ =1
On the other hand, dividing (4.2.4) (with u = u, and t =1, by ||w;,|| (@) We have

fl dt 1, u)
V2,V x/ | _tn€ _ 7n/e—fl”g(t)dt
/ Z ¢1 Z fu,, _fl d’ds HWHHH({(Q) o q)l
0.

v
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Using that, by Lemma 1.3.5, ||uy||;=(q) — 0 and passing to the limit we deduce that

0< [ vavor—a [ z01=(u—) [ zo1

Since z # 0, we get A < u; and the proof of the lemma is completed also in the case

Remark 4.2.4. Observe that a direct consequence of the previous two lemmas is that
u* is the only possible bifurcation point from zero for positive solutions of (7).

Proof of Theorem 4.2.2 completed. We claim that i(Kj,0) = 1 for every A < y* and
that i(Kj,0) = 0 for every A > u*. In order to do that we use the above two lemmas
and the homotopy invariance of the degree.

If L < u*, we define the operator H : [0,1] x H} (Q) — HJ(Q) by taking H(t,w) as
the unique solution u € H} (Q) of the problem

—Au+tg(u)|Vul> = tAr(wh)?, xe€Q,
u=0, xecoQ.

By Lemma 4.2.2 with A = {1}, we can consider € > 0 such that u # H (t,u) for every
t €[0,1] and u € H} (Q) with [[ull g1 (@) = & Since H is compact by Proposition 4.1.6,
we can apply the homotopy invariance of the degree to conclude that

i(K,0) = deg (I—H(1,-),Be(0),0)
= deg (I—H(0,-),B:(0),0) = i((—A)~',0) = 1.

On the other hand, if A > u* we can apply in this case the Lemma 4.2.3 to choose
€ > 0 such that if H(¢,w) is now the unique solution of

—Au+tg(w)|Vu)* =AMwh)P +1, x€Q,
u=0, x€odQ,

wherer € [0,1] and w € H} (Q), then u # H(z,u) for every ¢ € [0,1] and u € H} (Q) with
[|ul Hi(Q) = & Applying again the homotopy invariance of the degree to the compact

(by Remark (4.1.9)) operator H : [0, 1] x H} (Q) — H{ (), we obtain
i(Ky,0) = deg (I*H(()’ ), Be(0),0) = deg (I*If:l(lv ), B¢(0),0) =0,

where the computation of the last degree is due to Lemma 4.2.3 which implies that
u # H(1,u) for every u € Be(0).

Thus, we have proved the change of index if A crosses A = u* and the proof follows
by using the Rabinowitz Global Bifurcation Theorem. O



4.3. Qualitative properties of continua of positive solutions 93

4.3. Qualitative properties of continua of positive solutions

In this section we realize an analysis of the qualitative properties of continua of
positive solutions, we prove that the proyection of the continua can be bounded or
unbounded.

4.3.1. Existence for large A

The unboundedness of the continuum X obtained in Theorem 4.2.1 implies that
one of the projections of X, either its projection Proj H] (@ X on the H(} (Q)-axis or
its projection Projj )X on the A-axis, is an unbounded set. In this section we give
sufficient conditions to assure that Projjo ;)X is unbounded. The role of these con-
ditions is to provide for every compact set A of A’s the existence of suitable a pri-
ori bounds of the H}(Q)-norm of solutions of (7) with A € A, i.e., to establish that
Projy1(q) [N (A x Hj(€))] is bounded. These a priori bounds result is independent
from the existence of ¥, more precisely no condition at zero for g is required. The
arguments also apply for the continuum X given by Theorem 4.2.2.

Theorem 4.3.1. The projection Projjy ;)X (respectively, Xo) of the continuum X. given
by Theorem 4.2.1 (respectively, by Theorem 4.2.2) on the h-axis is unbounded provided
that, in addition to the hypotheses of those theorems, one of the following conditions
is satisfied:

1) either0<p <1,
ii) or 1 < p <2 and g verifies (10) for some constants s;,c >0 andy<2—p.

Moreover, if in addition g satisfies that
1
gls)<C (sq + > , Vs>0 4.3.1)
s

for some g < p and 0 5 fo, given a sequence (A, uy) in X (respectively, in Xo) with
An — +oo we have that [un|| gy () — +o°.

Proof. We give the details of the proof for the continuum X. The proof for the con-
tinuum X is equal with the only change of X by Xy. As it has been mentioned, either
Proj H] (@)Z or Projjg ;)X is an unbounded set. To prove the theorem, it suffices to show
that if Projp1 q) [ZN (A x Hj(Q))] is bounded for every compact A C R, i.e. the norm
[[ull g1 () of every solution of (7) is bounded provided that A is in a bounded set. In-
deed, this implies that if Proj H) (@)X is unbounded, then we also get the unboundedness
of Proj|g 1.)X. To make it, we take a positive solution u € H} (Q) of (7). We divide the
proof in two parts according as i) or ii) holds.

i) Inthecase 0 < p < 1, taking u/ HuHZT(IQ) as test function and setting z = "
0 el g )
we obtain
1- —p—1
gty < ol [ (¥l + gl Val)
< 7\‘/ Zp+1+/ fOZ
- Il @
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Using Holder and Sobolev inequalities
p+1
1-p 0 NPT s}
il = 2([#) " 1ar
1
1 ) 2
‘l‘WHfOHLZN/(NH)(Q) </ 22 >
“a@) @
S
< + P HfOHLZN/(N+2>(Q)7
[l
which proves in this case that |u|| H)(c) is bounded as A is bounded.
ii) Let us consider the case 1 < p < 2 and assume that (10) holds with the parameter

Y < 2 — p. Thanks to this condition, we may construct a continuous and non

negative function /(s) such that /(s) = 0 for every s < %, h(s) = < for every
Y

s> s and g(s) > h(s) for every s > 0. We also define the functlon ¢(s) given by

o(s) = /0 Cexp <— / Sh(t)dt)dv, Vs > 0.

It is elementary to prove that

a) 0 <(s) <sforevery s € (0,+o0).
b) ¢'(s)+h(s)e(s) =1 forevery s € (0,+o0).
¢) There exits 6 > 0 with i(s)@(s) < ¢ for every s > 0.

Observe that, using (c), A(u)9(u) € L=(), which, by (b), implies that it ver-
ifies Vo(u) € L?(Q). Taking into account that, by (a), we have @(u) < u we
deduce that @(u) € H}(Q). Hence we can take @(u) as test function and using
the inequality A(s) < g(s) we obtain

gy 2 [ IVul (@) + hwe(w)
| (Vo) + g(u) VuPo(w)
_ / Mt + fo)op(u).

Q

—

IN

o(s)

Observe also that o is bounded from above near infinity (by (c) and construc-
s

tion of &) and near zero (by definition of @ and Y < 2 — p < 1). Thus, there exists
C > 0 such that ¢(s) < Cs" for every s > 0. Therefore, dividing by ||u Hp - 'n

the previous inequality and using the Holder and Sobolev inequalities as before

we get
2— p Y + Joz
u < C?x./ 7r Y—I—/
e Raye Hpﬂ_

< CkSpH’Q‘F? pﬂ 1Hf0HL2N/N+2)( Q)
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and consequently, we deduce again that if A is bounded, then the norm ||u|| H(Q)
is also bounded.

In conclusion, it has been proved the unboundedness of Projjy ;.. and the first part
of theorem is concluded.
Now, we assume that 0 5 fy and we prove the second part of the theorem by

contrapositive. Indeed, if (A,,u,) € £, then considering 0 < ¢ € C°(Q) and takmg (p

as test function (it is an admissible test function thanks to Proposition 4.1.4 ) we have

Vo |Vun|? g(u
/QVMnTZ— q—fl / n| (e /f
=y / g,
Q
Dropping negative terms we get
/V / )20 >\, /up 4.
Q

By Proposition 4.1.4, for every & CC Q, u,, is uniformly away from zero in supp ¢ and

8un) .

un

therefore, using (4.3.1) we deduce that is bounded from above in supp ¢ and the

sequence / ul %@ is also away from zero. Therefore, if u, is bounded in HJ (Q), the
Q

left-hand side of the above equality is bounded from above and then A,, has to be also
bounded. We have proved the contrapositive of the second part of theorem. 0

Remark 4.3.1. Actually, if A > 0 is fixed, we have proved in the previous theorem
an a priori estimate for the H(} (Q)-norm of solutions of (7). This a priori bound is
the usual keystone to prove the existence of solutions by means of an approximating
approach. We have to point out that this is not enough, at least, in the case of singular
functions g where the uniform strong maximum principle is also essential. For instance,
ifue H(} (Q) is a solution of the problem

|Vul?

—Au—+ v 1 inQ,

u=20 on 09,
and we take u as test function, we obtain a priori estimates of the norm ||ul| (@)
However; it has been proved in [8] that this problem has no solution for € > 0.

Remark 4.3.2. We can prove the same result for the problem (4.1.2) for the non-
linearity f(A,x,u) < AP + fo(x) with p <2, 0 < fo € L'(Q) for some r > 5 and
g:Q x (0,400) — (0,400) a Carathéodory function with

g(x.s) > h(s), Vs >0,

for some continuous function h : (0,+e) — (0,4-o0) verifying the hypotheses of the
previous theorem.
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-1 -
\ H() Ho(€2)
by
5 0
”uOHH&(Q)
A A
w=0
Figure 4.2: Existence of solution for every 0 < A in the case 0 < p < 1 with g continuous in
0.

H'HH[}(Q)
A
Zo
> )
H=H
Figure 4.3: Existence of solution for every
A > 0 such that gy < A in the case p = 1 with
g continuous in 0.
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4.3.2. Nonexistence for large A

In the semilinear case (g = 0) it is known that, given fp 2 0 and p > 1, there exists
A* > 0 such that (7) has no positive solution for every A > A*. Notice also that A* = u;
in the case p = 1 even if fo = 0. As it is shown in the previous section, the quasilinear
case is quite different. However, this section is devoted to obtain sufficient conditions
on g for the existence of such a A*.

Theorem 4.3.2. Consider 0 < fy € LN%(Q) and assume that g > 0 is a contin-
uous function in (0,4c0) which either is also continuous at zero or is decreasing
in a neighborhood of zero with \/g integrable also in a neighborhood of zero and
limy_,0 g(s) = +-oo. If condition (11) holds and there exists cy,c, > 0 such that

exp (—2/ g(t)dt) <cig(s)+c, Vs<l, (4.3.2)
1

then, there exists A* > 0 such that (7) has no positive solution for A > \*.

Remark 4.3.3. If g is integrable in a neighborhood of zero, then (4.3.2) is trivially sat-
isfied. Therefore, if, in addition to (11), hypothesis (G) is satisfied, then the unbounded
continuum ¥ given by Theorem 4.2.1 satisfies Projjp 4.)X1 C [0,A"].

Proof. For @ CC Q we denote by X (x) the charactheristic function of ® and consider
the first eigenvalue (respectively eigenfunction) ug, (respectively @) associated to the
eigenvalue problem

u=0 on 0Q.

It is sufficient s to show that a necessary condition for the existence of solution
ue Hé (Q) of (7) is ue > Ac, for a suitable positive constant c¢. To make it, consider a
sequence of functions 0 < ¢, € C(Q) converging in H} (Q) to 0. Observe that the

{—Au =Mo(x)u inQ,

Ty (u)
function @(u) = e~ 1" ¢4, belongs to H} (Q)NL>(Q) (use Proposition 4.1.4 in the
case that g is unbounded near zero). Thus, taking @(u) as test function in the equation
satisfied by # and using that fo >0 we get

Jovevone ST [ golvape sy,
Z x/g;upe*f]Tk(u)g(Z)dIQ)n'

Taking limits firstly as k — oo (using Fatou Lemma) and secondly as n — oo (we know

3@
that ¢n ¢m and thanks to (4.3.2) we can use Lebesgue Theorem ), we deduce
/ VuVope 80 > k/ uPe= JisWdrg

We claim now that the function w = / ~ T8t gg satisfies that w € H}(Q). In-
deed, using (4.3.2) and that ,/g is integrable at zero, we have

ng = / e_flsg([)dlds_‘l_/ e—flxg(l)dlds
0 1

1
< /\/clg(s)+czds—|—u—1€L2(Q).
0
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On the other hand by the concept of solution, g(u)|Vu|?> € L!'(Q) and this allows to
prove that Ve /i g(’)d’x{Kl} € L*(Q). Indeed, using (4.3.2) we deduce

|VuPe 2 HeWdty 1y <|VuP(c1g(u) +c2) € L'(Q).
Thus,
Vw = Vue_flug(’)d’x{Kl} —|—Vue_flug(t)dtx{u21} cL*(Q).
Now we observe that, using again (4.3.2) and that /g € L'(0,1), we deduce that
ube— gt

I o= i g()dt % i = T e
Jo e /1814 ds < oo and we can define the function y/(u) e Tty for u > 0.

Therefore,
o [ Aobwde = [ Vw¥ow =2 [ wylu)o
> a0y

Using Proposition 4.1.4, there exists Ly, > 0 such that u(x) > Ly a.e. x € ®. More-

over, by condition (11), c:= inf W(s) > 0 and we conclude that
SE|C,°
.Uoo/ whep > 7\10/ W,
Q Q
that is, ue > Ac as desired. O

Remark 4.3.4. If g satisfies (4.1.3) and we assume that there exists a continuous func-
tion h: (0,4c0) — (0,4-o0) which is integrable in a neighborhood of zero and satisfies
(11) and constants s1,s7,01,c1,¢c2 > 0 such that

sp

W281>0, VS<S1.

and
N
exp <—2/ h(t)dt> <cig(x,s)+c2, Vs<sy, ae inQ,
1

then the assertion of the Theorem 4.3.2 remains true for the problem (4.1.2).

4.4. Proofs of the main theorems

We show in this section how to prove Theorems 4, 5, 6 and 7 from the results in
the previous sections.
Proof of Theorem 4. We deduce from Theorem 4.2.1 the existence of an unbounded
continuum ¥ C S of positive solutions which contains (0,ug), where u is the unique
solution of (7) for A = 0.

1. In the case that (9), we use Theorem 4.3.2 to assure that there exists A* > 0 such
that (7) has no positive solutions for A > A*.
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Figure 4.4: Non existence of solution for A > A*.

2.

If (11) is satisfied, according to Theorem 4.3.1 the projection Projg ;)X on the
A-axis is unbounded. O]

Proof of Theorem 5. According to Theorem 4.2.1, there exists an unbounded contin-
uum X C S which contains (0,u), where ug is the unique solution of (7) for A = 0.
Moreover, thanks to Theorem 4.3.1, the projection Projjy 4..)Xo on the A-axis is un-
bounded. [
Proof of Theorem 6. By Theorem 4.2.1, there exists an unbounded continuum £ C §
which contains (0,ug), where u is the unique solution of (7) for A = 0.

The rest of the proof falls naturally into two parts according to the statement of the
theorem.

1.

2.

If (10) holds, by Theorem 4.3.1, the projection Projj )Xo on the A-axis is
unbounded.

If (11) holds, using Theorem 4.3.2, it follows that there exists A* > 0 such that
(7) has no positive solutions for A > A*. O

Proof of Theorem 7.

(D-2)

3)

In order to prove items (1) and (2) we first apply Theorem 4.2.2 for the exis-
tence of an unbounded continuum Xy C S of positive solutions emanating from
(11,0). If (9) is satisfied (i.e. item (1)) we argue as in the proof of Theorem 4.3.2.
Observe that if fy = 0, USMP is no longer true. However, we have the constant
0 < ¢ = infy (o) W(s), where the function W is defined in the proof of Theo-
rem 4.3.2. Hence, we can deal with the same proof with ® = Q. Thus we obtain
again that there exists A* > 0 such that (7) has no positive solutions for A > A*
and item (1) follows. On the other hand, if (10) is verified then, thanks to Theo-
rem 4.3.1, the projection Projg ;..)Xo on the A-axis is unbounded and we finish
the proof of item (2).

Firstly, we use Theorem 4.2.2 to deduce the existence of an unbounded con-
tinuum Xy C S of positive solutions emanating from (0,0). We conclude from
Theorem 4.3.1 that the projection Projjg ;)Xo on the A-axis is unbounded.
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(4) We define the function

Tl(s) t
o(s) = / exp </ g(r)dr) dt, Vs>0.
0 s

This function satisfies that

a) ¢'(s)+g(s)o(s) = [T](s)]? for every 0 < s # 1.
b) There exists a positive constant C such that s”@(s) < C[T;(s)]?. Indeed, this
is trivial for s < 1, while for s > 1, taking into account that 4 <0,

Po(s) = /0 ]spexp( / Le(rdr+ /ltg(r)dr)dt
= oen( [ (s)-2)ar)

(12) = o¢(1)exp (- /1+wh(r)dr> =C < C[T(s)]%

¢) If u € H}(Q) is a positive solution of (7) with p > 1, fo = 0 and g con-
tinuous at zero, then @(u) € H} (Q). Taking @(u) as test function, in the
equation satisfied by u, we obtain

w [P < [ VI = [ Vil )+ g)e)
< /Q W) < CA /Q (T3 (u)]2.

We finished the proof by taking A* = % O



Notas finales y problemas abiertos

Esta tltima parte de la memoria estard dedicada a la exposicién de algunos proble-
mas que pueden plantearse tras una detenida lectura del contenido. Los interrogantes
que surgen son numerosos; no obstante hemos procurado seleccionar sélo los mas sig-
nificativos desde nuestro puento de vista. Algunos de ellos se plantean simplemente
como cuestiones abiertas (a las que hemos dedicado tiempo y esfuerzo sin conseguir
tener, hasta el momento, una respuesta satisfactoria); otros son posibles lineas de in-
vestigacion en las que puede vertebrase el fututo de nuestra investigacion.

A.1. Problemas elipticos con crecimiento cuadratico

Dedicamos esta seccién del apéndice a describir algunos problemas abiertos que
nos planteamos para el problema (1.3.1) que hemos estudiado en el Capitulo 1. En
algunos casos hemos sido capaces de evitar la hip6tesis (5) del dato f. Esto es debido a
que la naturaleza de los casos es diferente y no hemos podido aplicar técnicas similares.
Por lo tanto existen diversos casos en los que nos preguntamos su necesidad o no.
Esta cuestion la analizamos en la Subsecciéon A.1.1. Como podemos observar en el
Teorema 2.4.7 el resultado de existencia es 6ptimo. En cambio, quedan pendientes
algunos casos para los que no hemos sido capaces de demotrar la unicidad de solucién.
Analizamos dichos casos en la Subseccion A.1.2.

A.1.1. Existencia de solucién para datos no nulos

Dedicamos este epigrafe a intentar comprender el sentido que tiene la hipdtesis
(5) de f. Tal y como vimos en la Seccién 2.5. (en la cual explicamos el papel de la
constante de elipticidad ) si f no verifica dicha condicién, pero no es idénticamente
nula, los resultados de existencia conocidos dependen explicitamente de la constante
de elipticidad. Concretamente, en [24] se prueba la existencia de solucién para el prob-
lema (6) cony< 1y o> 0, en cambio siy= 1 la constante de elipticidad debe verificar
o > 2 yen [75] se llega hasta o > 1. Por tanto, queda pendiente probar que ocurre en
elcaso 1 <y<2ysienelcasodey=1se podrd llegar hasta o. > 0.

A.1.2. Unicidad de solucion

Respecto a la unicidad de solucién, en [13] se ha probado la existencia de solucién
para el problema (1.3.1) con g(x,s) = S—ly y 0 <y < 1. De acuerdo con el resultado de
existencia Teorema 2.4.7 queda como problema abierto saber si hay o no unicidad en
el caso 1 <y < 2. Dados A,r > 0, fijamos a > 0, consideremos las funciones G,y :

101
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(0,+e0) — R, dadas por

s A N
= t—rdt, y(s) :/ ¢~ °"dt, para cada s > 0.

o(s)

Hemos sido capaces de probar en este caso la unicidad imponiendo la condicién

|Vu’2676(u)

= eL'(Q). (A.1)

Desde nuestro punto de vista no es natural imponer dicha hipétesis para probar la
unicidad.
Concretamente el resultado que sabemos probar es el siguiente.

Teorema A.1.1. Sean f € L'(Q) y A,r > 0. Si u € H}(Q) (resp. v € H} (Q)) es sub-
solucion (respect. supersol.) del problema (1.3.17) tales que u < v en 0Q y verifican la
hipotesis (A.1), entonces u < v a.e. en Q.

Para probarlo necesitamos algunos resultados técnicos que demostramos a contin-
uacién. Observemos que

6'(s) = — >0 con lo que G es creciente,
s

V' (s) = ¢ °) y por lo tanto ' es decreciente.
Para cada € > 0, definimos G¢(s) = 6(s+€) y We(s) = y(s+¢).
Lema A.1.2. G; es acotada inferiormente.
Lema A.1.3. Para cada 0 < u € H'(Q) se tiene que e~ %) = ¢=0+8) ¢ wh=(Q).
Demostracion. En primer lugar probaremos que e~ ¢ () es

= acotada en (0, +o0) (porque G, es acotada inferiormente).

= derivable con derivada acotada en (0, +oc0). En efecto, su derivada es

—\
(s+¢)"

e 0e(s)

6} (s)e™ ) =

Lema A.1.4. Siu € H'(Q) entonces
Ve(u) = y(u+e) € H'(Q),
con Ve (u) = e %WVy,

Demostracion. Basta usar la regla de la cadena puesto que e es derivable con deriva-
da y.(s) = e~%(¥) acotada. O

Proposicién A.1.5. Si 0 < u,v € H}(Q) con u < v en 9Q, entonces

0 =e "I y(ute) —y(v+e)]t € H) (Q)NL?(Q).
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Demostracion. Paso 1. ¢ € L*(Q) porque e °“8) € L*(Q) (Lema A.1.3) y Ti(s) es
una funcién acotada.
Paso 2. ¢ € H'(Q) ya que por el lema A.1.4

y(u+e),y(v+e) e H(Q),
y asi por la regla de la cadena
Tilw(u+e) —y(v+e)t c H(Q).

Por el lema A.1.3, e %) = ¢=00+8) ¢ W1=(Q) y, por tanto, ¢ € H'(Q).
Paso 3. ¢ € H} (Q). En efecto, observando

1
W(s) = wls0) = [ W/(s0-+1(s =s0)) (s — o)
y que \If €S creciente, tenemos:

/lw’(v—i—s—i—t(u—v))(u—v)dt si u(x) > v(x)
0<[y(ute)—yv+e]" = ¢ 7

0, siu(x) <v(x)
1
— (- v)+/0 V(v tett(u—v))di
(¢ es decreciente) < (u—v)"y/(g)

Como

0< Q= ylute) —yr+e)]” < Clu—v)"y(e) € Hy(Q
deducimos que ¢ € H} (Q). O
Una vez probados los resultados técnicos necesarios, estudiamos la unicidad de
solucién para el problema

2
+Mzru‘:f(x) en Q

u=20 en 0Q,
donde Q es un subconjunto acotado de RN (N >3), A,r >0y f € L'(Q).

Prueba del Teorema A.1.1. Gracias a la Proposicién A.1.5, podemos tomar como fun-
cién test

0= T y(u+e) —y(vte)”
en (1.3.17) y obtenemos

[ (e Ryt e) - v+ o))

+/kWM2 Ty () —y(vte)l”

< [ re e (e —yiv+o)l
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y asi

MYUE oure) .
-/ ey O ) —w(rre)

+ /Q Vue SOV y(u+e) —y(v+e)]*
A Vul?
+ [ PO oty e) -y +e))

< [ 1 IR )~ y(v+e))
Q

Por lo tanto, tenemos

[ Ve VT )~y < [ e Tyt e) —yiv+e)

(A.2)

Ahora, tomamos como funcién test @ = e VT [y(u) — y(v)]* en (1.3.17), y sigu-

iendo las mismas ideas de antes tenemos que

/ Ve SOV y(u+e) — y(v+e)]t
Q

—i—/g <Vlr — (v-:g)f> l|Vv\2e*6(V+£)Tk[w(u+8) —y(v+e)*t

= / fe Ty (ute) —y(v+e)t.
Q
Restamos (A.3) de (A.2) y obtenemos

/ <Vue*G(“+£) - Vvefc(”a)) VTiw(u+e)—yv+e)"
o

< [ £ — e Ty ue) — v+ o))
Q

+f (1 - 1) MV 00T, -+ €) — (v + )]

v (vte)r
Como ¢ es creciente y e % es decreciente, obtenemos
(7o) — e N Ty (u+€) —y(v+e) " <0

para x € Q, y por lo tanto

/ (Vue_G(L’Jrs) — Vve_c(v+8)) VT w(u+e) —wv+e)"
Q

< /gz < ;o >7“|Vvlze_°(v+€)Tk[‘~lf(M+8) —y(v+e)t.

v (vte)

(A.3)
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Ahora, como V[y(u+¢€)] = Vuy' (u+€) = Vue °“+€) tenemos que

LIVTitu+e) —wt+e) |

(A4)
1 1
< 1 vy|2 —o(v+e) _ +.
<[ ( (v+€),) MYV Ty (u+-€) —y(v+e)
Como
<1 _ 1> e ote) ¢ puntualmente ,
Voo (vte)”

A|Vv|? no depende de €,
Ti[w(u+e) —w(v+e)]" € L7(Q),
y tenemos que, gracias a la hipétesis (A.1), que

1 1

v (vte)

2 2 2
|e—0'(v+s)| < |VV| + |VV| e—c(v) < 2|VV| e—c(v) e LI(Q),
v (v+e) v

aplicamos el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue para deducir que,
cuando € — 0 tenemos que

1 1
L (5= ey ) Mo OnlGte) - (s )] o

Ademas, como )
[VIi[w(u+e) —y(v+e)"| >0

L IVElvu+e) —w+o) [ e L'()
usamos el Lema de Fatou y obtenemos

1im/g}VTk[q;(u+e)—w(v+e)]+]2Z/Q\VTk[w(u)—\lf(V)Wz-

e—0

Asi, tomando limite cuando € — 0 en (A.4) obtenemos que

/Q VT () — ()] | <o.

Por consiguiente
Ti[w(u+e)—yv+e)]t =0, Vk>0.

Se sigue que [y(u+¢€) —y(v+¢)]" =0y, usando la monotonia de v,
u(x)+e<v(x)+eaein Q.

Y por lo tanto
u(x) <v(x) a.ein Q.
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A.2. El caso evolutivo

Detallamos en esta seccion las cuestiones que nos hemos planteado sin éxito rel-
ativas al Capitulo 3. En el caso del problema parabdlico con crecimiento natural en
el gradiente (3.0.1) podemos destacar la posible continuacién al estudio de proble-
mas mds generales que detallamos en la Subseccion A.2.1. Ademds, para el problema
parabdlico con gradiente cuadratico modelo (4), no sabemos si hay o no unicidad para
ciertos valores de Y y tenemos pendiente estudiar la no existencia de solucion para
algunos casos que detallamos en la Subseccién A.2.2.

A.2.1. Clases de problemas mas generales

Respecto al lower order term del problema (3.0.1), cabe destacar que se puede con-
siderar una clase mds grande de problemas singulares. Destacamos como un problema
abierto, el estudio de la clase de problemas cuyo modelo es

u|Vul? B
”t‘AbﬁLm—ﬂxﬁ) en Q,
u(x,0) = uo(x) en Q, (A.1)
u(x,1) =0 en dQ x (0,T),

donde ¢, k, Y son pardmetros no negativos. En el Capitulo 3 hemos considerado, en al-
glin sentido, los casos extremos del problema (A.1), a saber el caso ¢ =0,x >0,y > 1
(caso semilineal) y k = 0,g = 2,y < 2 (problemas casilineales con crecimiento natu-
ral). La mayoria de los problemas restantes estdn lejos de ser bien entendidos incluso
en el caso estacionario. Concretamente, el estudio la existencia de solucién y de otras
propiedades tales como la unicidad de solucién, la no existencia e incluso el compor-
tamiento asintético de sus soluciones.

Recientemente en [50] han estudiado un problema eliptico casilineal con crec-
imiento cuadratico y una singularidad en 1. Concretamente, el problema que consider-
an es

sign(u—1)
u—1°
u=20 en 0Q.

—div(a(x,u,Vu)) + |Vul> = f(x) enQ,

donde a es un operador de tipo Leray-Lionsy 0 < 6 < 1.

. i m 2N
Demuestran que existe solucion débil del problema para todo f € L™ conm > 7.

También deducen que la singularidad se alcanza; es decir, que si f es lo suficientemente
grande, la solucién no estd acotada por 1.

Las principales dificultades tienen que ver con el signo de # — 1 (c6mo definir los
problemas aproximantes o la necesidad de utilizar funciones test adecuadas) y sobre
todo con la singularidad: dar sentido a la ecuacién en 1, ver que Vu, converge dé-
bilmente a Vu, que a(x,u,, Vu,) converge débilmente a a(x,u,Vu) en L*(Q) y que

i —1 i —1
sign(u, — 1) sign(u )Wu|2 enL'(Q).

\% 2 converge fuertemente a
‘Mn_1|9 ‘ uﬂ| g |M—1|9
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A.2.2. Unicidad de solucion

En la Subseccién 1.3.1. hemos probado un principio de comparacion para algunos
tipos de operadores y unicidad de solucién para el problema (1.3.17) bajo ciertas condi-
ciones. Concretamente, para el problema modelo (4) de la introduccién hemos deduci-
do la unicidad de solucién siy < 1y o > 0 o siy> 1 verificando (1.3.16). Nos queda
por tanto entender el significado de la condicién (1.3.16) y comprobar si es necesaria
0 no.

A.2.3. No existencia de solucion

La condicién (2.0.2) deberia ser, en algin sentido, suficiente para delimitar la ex-
istencia de la no existencia de solucién como se puede ver en la Seccién 2.4 para
el caso estacionario. El método seguido no es vélido para el caso evolutivo debido
al reescalamiento en el tiempo. Concretamente, la ecuacion de valores propios seria
u; — Au = Au pero si tomamos v = ue ", con u > 0, la ecuacion se transforma en

vi—Av+ (u—A)v =0,

la cual no es de valores propios si p > A.

A.3. Técnicas de bifurcacion

El Capitulo 4 estd dedicado al estudio de la existencia de continuos de soluciones
del problema casilineal con crecimiento cuadrético (7) y de sus propiedades. A lo
largo del dicho estudio surgen diversas cuestiones en las cuales estamos trabajando
y pensamos que obtendremos resultados satisfactorios. Concretamente, en la Subsec-
cién A.3.1. analizamos algunas situaciones en las cuales nos preguntamos si hay bifur-
cacién desde cero. En la Subseccion A.3.2. describimos algunos casos para los cuales
tenemos cierta informacién que no podemos aprovechar debido a que no sabemos pro-
bar la existencia de un continuo de soluciones. Ademads, cabe preguntarse si es posible
aprovechar las técnicas del Capitulo 4 para estudiar el denominado céncavo-convexo
tal y como describimos en la Subseccién A.3.3.

A.3.1. Bifurcacion desde cero

Para cada g continua en cero (con fy = 0) hemos probado que hay bifurcacién
desde cero para el problema (7) en el Teorema 4.2.2. Pero, no sabemos que ocurre si
g es singular en cero ya que no hay soluciones triviales. Una técnica a seguir podria
ser realizar una aproximacion g, (continua en cero) de la funcién g. Asf obtendriamos
un continuo acotado X, que emana desde cero para cada n. El problema es probar si
existe un limite de dicha sucesién de continuos. Para probar la existencia del limite es
fundamental la precompacidad del conjunto de soluciones no triviales. Esto requiere
extender el Teorema 4.1.6, y para ello es necesario obtener la cota por abajo de las
soluciones aproximadas (el principio del maximo fuerte uniforme), es decir, probar la
Proposicidn 4.1.4 para este caso. Para ello habria hacer un estudio de la condicion de
Keller-Osserman (1.1.6) tal y como lo hacemos en la Subseccion 2.1.1.
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A.3.2. Bifurcacion desde infinito

Describimos un caso en el que se verifican las hipétesis del Teorema 4-1) de la
introduccién pero no sabemos la existencia de un continuo de soluciones. Concreta-

mente, para el problema (7), se verifican las hipdtesis del Teorema 4-1) para g(s) = ¢
s

1
con ¢ < 7 Es decir, se cumplen (9), (4.3.2) y /g es integrable en cero.

= (9) se verifica ya que:

ue_flug(t>dt u u u

=1-c>0.
foe sWdigg JoreJugte iy o ds MC%

1
= Finalmente (4.3.2) exp (-2 [{'g(t)dt) = - < c1E +c2, Vs<1siy solo si
s s

1 < ¢824 ¢p5%¢, es decir para c < 5

La cuestion es que no sabemos si hay existencia de un continuo ya que no se sabe la
compacidad del operador K usando las técnicas de la Seccién 4.1.
Otro problema abierto es saber cual es es el punto de bifurcacién desde infinito.

A.3.3. Caso concavo-convexo

Otro problema que podriamos considerar es (7) tomando como término a la derecha
A(uP +u?) con 0 < g < 1 < p. Los continuos se pueden obtener de manera andloga
a como los hemos obtenido en la Seccién 4. Para g(s) = 0 tenemos estimaciones a
priori, por lo tanto nos quedaria profundizar en la regularidad de las soluciones para
poder extender el método de Gidas-Spruck (véase [53]) a este caso casilineal y por
tanto obtener que el diagrama de bifurcacién sea como el del caso semilineal.



Indice de figuras

1.1.
1.2.

2.1.
2.2.

4.1.
4.2.
4.3.

4.4.

Representacion de Ti(s) y Gr(s). « « v v o v v v v bt e e
Representacionde u™ yu™. . . . . . . .. ... e

Ejemplo de no linealidad singular g, y de su aproximacién g,. . . . . . . . . . .
Representacion de la aproximacién g, por debajo de una conveniente recta, es decir,

gn(x,s) <kgs,paras € [0, |lunlloo]. -+ -« o oo oo

Solution for every ¢ > 0 having zero limit as ¢ tends to infinity. . . . . . . . . . .
Existence of solution for every 0 < A in the case 0 < p < 1 with g continuous in 0.

Existence of solution for every A > 0 such that u; < A in the case p = 1 with g con-
tinuousin 0. . . . . . . ... Lo e e e

Non existence of solutionfor A >A*. . . . . . . . . . . . . ... ... ..

109

29

31

88
96

96
99



110 Indice de figuras




Bibliografia

[1]

(2]

[10]

B. Abdellaoui, A. Dall’ Aglio e 1. Peral, Some remarks on elliptic problems with
critical growth in the gradient. J. Ditferential Equations 222 (2006), 21-62.

B. Abdellaoui, 1. Peral y A. Primo, Elliptic problems with a Hardy potential and
critical growth in the gradient: Non-resonance and blow-up results, J. Differen-
tial Equations, 239 (2007), 386-416.

N. Alaa y I. Mounir, Weak solutions for some reaction-diffusion systems with
balance law and critical growth with respect to the gradient. Annales Mathema-
tiques Blaise Pascal 8 (2001), 1-19.

F. Andreu, S. Segura de Ledn, L. Boccardo y L. Orsina, Existence results for L
data of some quasi-linear parabolic problems with a quadratic gradient term and
source, Math. Models Methods Appl. Sci. 12 (2002), no. 1, 1-16.

F. Andreu, J. M. Mazon, S. Segura de Leén y J. Toledo, Existence and uniqueness
for a degenerate parabolic equation with L' data, Trans. Amer. Math. Soc. 351
(1999), no. 1, 285-306.

D. Arcoya, S. Barile y P.J. Martinez-Aparicio, Singular quasilinear equations
with quadratic growth in the gradient without sign condition. J. Math. Anal. Ap-
pl., 350 (2009), 401-408.

D. Arcoya y L. Boccardo, Critical points for multiple integral of Calculus of
Variations. Arch. Rat. Mech. Anal. 134 (1996), 249-274.

D. Arcoya, J. Carmona, T. Leonori, P.J. Martinez-Aparicio, L. Orsina y F. Pe-
titta, Existence and nonexistence of solutions for singular quadratic quasilinear
equations. J. Differential Equations 246 (2009), 4006—-4042.

D. Arcoya, J. Carmona y P.J. Martinez-Aparicio, Elliptic obstacle problems with
natural growth on the gradient and singular nonlinear terms, Adv. Nonlinear

Stud., 7 (2007), 299-317.

D. Arcoya, J. Carmona y P.J. Martinez-Aparicio, Desigualdades variacionales

casilineales elipticas con crecimiento natural en el gradiente, Actas XX CEDYA,
(2007), 1-6.

111



112 Bibliografia

[11] D. Arcoya, J. Carmona y P.J. Martinez-Aparicio, Bifurcation for quasilinear el-
liptic singular bvp. Preprint 2009.

[12] D. Arcoyay P.J. Martinez-Aparicio, Quasilinear equations with natural growth,
Rev. Mat. Iberoam., 24 (2008), 597-616.

[13] D. Arcoyay S. Segura de Ledn, Uniqueness of solutions for some elliptic equa-
tions with a quadratic gradient term. ESAIM Control Optim. Calc. Var., (2008)
DOI: 10.1051/cocv:2008072

[14] O. Arena, A strong maximum principle for quasilinear parabolic differential in-
equalities, Proceedings of the American Mathematical Society, Vol. 32, No. 2
(Apr., 1972), pp. 497-502.

[15] D.G. Aronson y J. Serrin, Local behaviour of solutions of quasilinear parabolic
equations, Arch. Rational Mech. Anal., 25: 81, (1967).

[16] C. Bandle y M. Marcus, Large solutions of semilinear elliptic equations: exis-
tence, uniqueness and asymptotic behavior, J. Anal. Math., 58 (1992), 9-24.

[17] G. L. Barenblatt, M. Bertsch, A.E. Chertock y V. M. Prostokishin, Self-similar
intermediate asymptotics for a degenerate parabolic filtration-absorption equa-
tion, Proc. Natl. Acad. Sci. USA 97 (2000), no. 18, 9844-9848.

[18] P. Bénilan, L. Boccardo, T. Gallouét, R. Gariepy, M. Pierre y J. L. Vazquez,
An L' —theory of existence and uniqueness of nonlinear elliptic equations, Ann.
Scuola Norm. Sup. Pisa CI. Sci., 22 (1995), 241-273.

[19] A. Bensoussany L. Boccardo, Nonlinear systems of elliptic equations with natu-
ral growth conditions and sign conditions. Appl. Math. Optim. 46 (2002), 143—
166.

[20] A. Bensoussan, L. Boccardo y F. Murat, On a nonlinear partial differential
equation having natural growth terms and unbounded solution. Ann. Inst. Henri
Poincaré, 5 (1988), 347-364.

[21] H. Berestycki, S. Kamin y G. Sivashinsky, Metastability in a flame front evolution
equation, Interfaces Free Bound. 3 (2001), no. 4, 361-392.

[22] D. Blanchard y A. Porretta, Nonlinear parabolic equations with natural growth
terms and measure initial data, Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa CI. Sci. (4), 30
(2001), 583-622.

[23] L. Boccardo, On the regularizing effect of strongly increasing lower order terms,
J.Evol.Equ., 3 (2003) no.2, 225-236.

[24] L. Boccardo, Dirichlet problems with singular and quadratic gradient lower or-
der terms, ESAIM Control Optim. Calc. Var., 14 (2008) 411-426.

[25] L. Boccardo, A. Dall’ Aglio, T. Gallouét y L. Orsina, Nonlinear Parabolic Equa-
tions with Measure Data, J. Functional Analysis 147, (1997) 237-258.



Bibliografia 113

[26] L. Boccardo y T. Gallouét, Nonlinear elliptic and parabolic equations involving
measure data, J. Funct. Anal., 87 (1989), 149-169.

[27] L.Boccardoy T. Gallouét, Nonlinear elliptic equations with right-hand side mea-
sures, Comm. Partial Ditferential Equations, 17 (1992), 641-655.

[28] L. Boccardo y T. Gallouét, Strongly nonlinear elliptic equations having natural
growth terms and L' data, Nonlinear Anal., 19 (1992), 573-579.

[29] L. Boccardo, T. Gallouét y F. Murat, A unified presentation of two existence re-
sults for problems with natural growth, Progress in partial differential equations:
the Metz surveys, 2 (1992), 127-137, Pitman Res. Notes Math. Ser., 296, Long-
man Sci. Tech., Harlow, 1993.

[30] L.Boccardo, T. Gallouét y J.L. Vazquez, Nonlinear elliptic equations in RN with-
out growth conditions on the data, J. Ditferential Equations, 105 (1993), 334—
363.

[31] L. Boccardo y F. Murat, Almost everywhere convergence of the gradients of solu-
tions to elliptic and parabolic equations, Nonlinear Anal., 19 (1992), 581-597.

[32] L. Boccardo, F. Murat y J.-P. Puel, Existence de solutions non bornees pour cer-
taines équations quasi-linéaires, Portugaliac Mathematica, 41 (1982), 507-534.

[33] L. Boccardo, F. Murat y J.-P. Puel, Existence results for some quasilinear
parabolic equations, Nonlin. Anal. TM.A. 13 (1989), 373-392.

[34] L. Boccardo, F. Murat y J.-P. Puel, L™ estimate for some nonlinear elliptic par-
tial differential equations and application to an existence result, SIAM J. Math.
Anal., 23 (1992), 326-333.

[35] L. Boccardo, S. Segura de Le6n y C. Trombetti, Bounded and unbounded solu-
tions for a class of quasi-linear elliptic problems with a quadratic gradient term,

J. Math. Pures Appl. 80 (2001), 919-940.

[36] H. Brezis, Semilinear equations in RN without condition at infinity, App. Mat.
Optim., 12 (1984), 271-282.

[37] H. Brezis, Andlisis funcional, Alianza Universidad Textos, 1984.

[38] A. Canino, Multiplicity of solutions for quasilinear elliptic equations, Topol.
Methods Nonlinear Anal. 6 (1995), 357-370.

[39] J. Carrillo y P. Wittbold, Uniqueness of Renormalized Solutions of Degenerate
Elliptic—Parabolic Problems, J. Differential Equations, 156, 93—121 (1999).

[40] M. G. Crandall, P.H. Rabinowitz y L. Tartar, On a Dirichlet problem with a sin-
gular nonlinearity. Comm. Partial Differential Equations 2 (1977), 193-222.

[41] A.Dall’Aglio, D. Giachetti y J.-P. Puel, Nonlinear elliptic equations with natural
growth in general domains, Annali di Matematica 181 (2002), 407-426.



114

Bibliografia

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

A. Dall’Aglio y L. Orsina, Nonlinear parabolic equations with natural growth
conditions and L' data, Nonlinear Anal. TM.A., 27 1 (1996), 59-73.

R. Dautray y J.L. Lions, Mathematical analysis and numerical methods for sci-
ence and technology, Vol. 5, Springer- Verlag (1992).

E. DiBenedetto, Continuity of weak solutions to certain singular parabolic equa-
tions, Ann. Mat. Pura ed Appl., 130 (1982) no. 1, 131-176.

Djairo G. De Figueiredo, Positive solutions of semilinear elliptic problems in:
Differential Equations. Proceedings of the 1st Latin American School of Differ-
ential Equations, Held at Sdo Paulo, Brazil, June 29-July 17, 1981, in: Lecture
Notes in Math., vol. 957, Springer-Verlag, 1982.

J. Droniou y A. Prignet, Equivalence between entropy and renormalized solu-
tions for parabolic equations with smooth measure data, NoDEA : Nonlinear
Differential Equations and Applications, 14 (2007), no. 1-2, 181-205.

V. Ferone y F. Murat, Nonlinear problems having natural growth in the gradient:
An existence result when the source terms are small. Nonlinear Anal. 42 (2000),
1309-1326.

T. Gallouét y J.-M. Morel The equation —Au+ |u|*'u = f, for 0 < o < 1, Non-
linear Anal., 11 (1987), 893-912.

D. Giachetti y F. Murat, An elliptic problem with a lower order term having
singular behaviour. Boll. Un. Mat. Ital. B, 11 (2009) 349-370.

D. Giachetti y S. Segura de Ledn, Problemas estacionarios con un término de-
pendiente cuadrdticamente del gradiente y conteniendo singularidades, Actas
XXI CEDYA, (2009), 1-6.

E. Giarrusso y G. Porru, Problems for elliptic singular equations with a gradient
term, Nonlinear Anal., 65 (2006), 107-128.

B. Gidas , W-M. Ni y L. Nirenberg , Symmetry and related propries via the max-
imum principle, Comm. math. phys., 68, (1979), n 3, 209-243.

B. Gidas y J. Spruck , A priori bounds for positive solutions of nonlinear elliptic
equations, Comm. Partial Differential Equations 6 (1981), no. 8, 883-901.

D. Gilbarg y N.S. Trudinger, Elliptic Partial Differential Equations of Second
Order, Springer-Verlag, 1983.

N. Grenon y C. Trombetti, Existence results for a class of nonlinear elliptic prob-
lems with p-growth in the gradient. Nonlinear Anal. 52 (2003), 931-942.

M. Kardar, G. Parisi y Y.C. Zhang, Dynamic Scaling of Growing Interfaces, Phys.
Rev. Lett. 56, 889-892 (1986).

J.L. Kazdan, y R.J. Kramer, Invariant Criteria for existence of solutions to
second-order quasilinear elliptic equations. Comm. Pure Appl. Math. 31 (1978),
619-645.



Bibliografia 115

[58] 1.B. Keller, On solutions of Au = f(u), Commun. Pure Appl. Math., 10 (1957),
503-510.

[59] O.A.Ladyzenskaya, V.A. Solonnikov y N.N. Uralt’seva, Linear and quasi-linear
equations of parabolic type, Translated from the Russian by S. Smith. American
Mathematical Society, 1968.

[60] O. Ladyzenskaya y N. Uralt’seva, Linear and quasilinear elliptic equations;
Translated by Scripta Technica. - New York, Academic Press, 1968.

[61] R.Landes, On the existence of weak solutions for quasilinear parabolic boundary
value problems, Proc. Roy. Soc. Edinburgh Sect. A 89 (1981), 217-237.

[62] R. Landes, On the existence of weak solutions of perturbed systems with critical
growth, J. Reine Angew. Math. 393 (1989), 21-38.

[63] A.C. Lazer y P. J. McKenna, On a singular nonlinear elliptic boundary-value
problem. Proc. Amer. Math. Soc. 111 (1991), 721-730.

[64] C. Leone y A. Porretta, Entropy solutions for nonlinear elliptic equations in L',
Nonlinear Anal., 32 (1998), 325-334.

[65] F. Leoni, Nonlinear elliptic equations in RN with “absorbing"zero order terms,
Adv. Ditterential Equations, 5 (2000), 681-722.

[66] F. Leoni y B. Pellacci, Local estimates and global existence for strongly non-
linear parabolic equations with locally integrable data, J. Evol. Eq., 6 (2006),
113-144.

[67] T. Leonori, Large solutions for a class of nonlinear elliptic equations with gradi-
ent terms, Adv. Nonlinear Stud., 7 (2007), 237-269.

[68] T. Leonori y F. Petitta, Asymptotic behavior of solutions for parabolic equations
with natural growth term and irregular data, Asymptotic Analysis 48 (3) (2006),
219-233.

[69] J. Leray y J.L. Lions, Quelques résultats de Visik sur les problemes elliptiques
non linéaires par les méthodes de Minty-Browder, Bull. Soc. Math. France, 93
(1965), 97-107.

[70] J. Leray y J. Schauder, Topologie et équations fonctionnelles, Annales scien-
tifiques de I’E.N.S, 51 (1934), 45-78.

[71] J.L. Lions, Sur certaines équations paraboliques non linéaires. (French) Bull.
Soc. Math. France 93 (1965) 155-175.

[72] J.L. Lions, Quelques méthodes de résolution des problémes aux limites non
linéaires, Dunod, Paris, 1969.

[73] M. Marcus y L. Veron, Uniqueness and asymptotic behaviour of solutions with
boundary blow-up for a class of nonlinear elliptic equations, Ann. Inst. H.
Poincaré, 14 (1997), 237-274.



116 Bibliografia

[74] M. Marcus y L. Veron, Existence and uniqueness results for large solutions of
general nonlinear elliptic equations. Dedicated to Philippe Bénilan, J. Evol.
Equ., 3 (2003), 637-652.

[75] PJ. Martinez-Aparicio, Singular Dirichlet problems with quadratic gradient.
Bollettino U.M.I. (9) 11 (2009), aparecera.

[76] P.J. Martinez-Aparicio, Ecuaciones elipticas singulares con datos no nulos, Ac-
tas XXI CEDYA, (2009), 1-7.

[77] PJ. Martinez-Aparicio y F. Petitta, Parabolic equations with nonlinear singular-
ities. Sometido a publicacion.

[78] L. Orsina y J-P. Puel, Positive solutions for a class of nonlinear elliptic prob-
lems involving quasilinear and semilinear terms, Commun. Partial Differential

Equations, 26, 1665-1689 (2001).
[79] R.Osserman, On the inequality Au> f(u), Pacific J. Math.,7 (1957), 1641-1647.

[80] F. Petitta, Asymptotic behavior of solutions for parabolic operators of Leray—
Lions type and measure data, Adv. Differential Equations 12 (2007), no. 8, 867—
891.

[81] A. Porretta, Existence results for nonlinear parabolic equations via strong con-
vergence of truncations, Ann. Mat. Pura ed Appl. (IV), 177 (1999), 143-172.

[82] A. Porretta, Existence for elliptic equations in L' having lower order terms with
natural growth, Portugal. Math., 57 (2000), 179-190.

[83] A. Porretta y S. Segura de Ledn, Nonlinear elliptic equations having a gradient
term with natural growth, J. Math. Pures Appl. 85 (2006), 465-492.

[84] G. Porruy A. Vitolo, Problems for elliptic singular equations with a quadratic
gradient term, J. Math. Anal. Appl., 334 (2007), 467—486.

[85] P.H. Rabinowitz, Some global results for nonlinear eigenvalue problems, J.
Funct. Anal. 7 (1971), 487-513.

[86] D. Ruiz y A. Sudrez, Existence and uniqueness of positive solution of a logistic
equation with nonlinear gradient term, Proc. Roy. Soc. Edinburgh Sect. A 137
(2007), 555-566.

[87] L. Schwartz, Théorie des distributions a valeurs vectorielles I, Ann. Inst. Fourier,
Grenoble 7 (1957), 1-141.

[88] J. Serrin, The problem of Dirichlet for quasilinear elliptic differential equations
with many independent variables, Phil. Trans. Royal Soc. London 264 (1969),
413-496.

[89] J. Simon, Compact sets in the space LP(0,T;B), Ann. Mat. Pura ed Appl. 146
(1987), 65-96.



Bibliografia 117

[90] G. Stampacchia, Le probléme de Dirichlet pour les équations elliptiques du sec-
onde ordre a coefficientes discontinus, Ann. Inst. Fourier (Grenoble), 15 (1965),
189-258.

[91] G. Stampacchia, Equations elliptiques du second ordre i coefficients discontinus.
Les Presses de 1’Université de Montréal, Montréal 1966.

[92] J.L. Vazquez, An a priori interior estimate for the solutions of a nonlinear prob-
lem representing weak diffusion, Nonlinear Anal. 5 (1981), 95-103.

[93] J.L. Vazquez, A strong maximum principle for some quasilinear elliptic equa-
tions, Appl. Math. Optim. 12 (1984), 191-202.

[94] L. Veron, Semilinear elliptic equations with uniform blow-up on the boundary, J.
Analyse Math., 59 (1992), 231-250.



