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Resumen

El conocimiento de las transiciones de fase cuanticas es un hecho relevante en los
problemas cuanticos de muchos cuerpos. La existencia de transiciones de fase cuanticas
estd intimamente ligada con la variacion de las fluctuaciones cuanticas y, por lo tanto,
las relaciones de incertidumbre juegan un papel central en su analisis. Del mismo modo,
resulta muy clarificador el anélisis de este fenémeno en el espacio de las fases. Existen
multitud de situaciones en fisica en las que las fluctuaciones cudnticas juegan un papel
importante. En este trabajo se han considerado dos modelos paradigmaticos: un modelo
de interaccién fermién-bosén como es el denominado modelo de Dicke (modelo de gran
importancia en 6ptica cudntica y fisica mesoscépica) y un modelo de interacciéon bosén-
bosén, el conocido como modelo vibrén U(3) (utilizado en la descripcion de transiciones

de fase en sistemas bosénicos de muchos cuerpos en fisica nuclear y molecular).

El primer objetivo de esta tesis ha sido la cuantificacion de las transiciones de
fase cudnticas mediante relaciones de incertidumbre entrépicas (haciendo uso de las
entropias de Rényi). Este estudio se ha llevado a cabo en el capitulo 2 en los modelos

de Dicke y vibrén U(3), de forma exacta y mediante aproximaciones variacionales.

En segundo lugar, se ha propuesto el analisis de las transiciones de fase cuanticas
en el espacio de las fases. La mecanica cuantica ofrece diferentes distribuciones para
este andlisis. En los capitulos 3 y 4 se presenta el andlisis de estas transiciones de
fase mediante la distribucién de Husimi (tanto de forma exacta como mediante apro-
ximaciones analiticas variacionales) poniéndose de manifiesto su utilidad mediante el
analisis de las razones de participacién inversa o la entropia de Wehrl. Asimismo se ha
obtenido una caracterizacién de las distintas fases mediante los ceros de la distribucion
de Husimi en un contexto variacional para el modelo de Dicke (capitulo 3) y para el

modelo vibrén U(3) (capitulo 4).
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En el capitulo 5, se ha estudiado el entrelazamiento y la deslocalizacién en el es-
tado fundamental en el modelo vibréon en dos dimensiones para moléculas de tamafo
N finito. Uno de los resultados mas interesantes ha sido la manifestacion de entrela-
zamiento rovibracional en la fase “plegada” del modelo vibrén, resultado puesto de
manifiesto por primera vez en la literatura y estudiado mediante los cuantificadores
usuales: entropia lineal, entropia de von Neumann y la razén de participacion inversa.
Se ha senalado la importancia de la simetria de paridad para una adecuada descripcion
del entrelazamiento y deslocalizacion en el sistema en la aproximacion variacional.

Finalmente, en el capitulo 6 se han expuesto las conclusiones de los estudios reali-
zados en esta tesis.

Los resultados obtenidos en este trabajo han sido publicados en las siguientes re-

vistas:

= E. Romera, R. del Real and M. Calixto: Husimi distribution and phase-space
analysis of a Dicke-model quantum phase transition, Phys. Rev. A 85, 05831
(2012).

= M. Calixto, R. del Real and E. Romera: Husim: distribution and phase-space
analysis of a vibron-model quantum phase transition, Phys. Rev. A 86, 032508
(2012).

= M. Calixto, E. Romera and R. del Real: Parity-symmetry-adapted coherent
states and entanglement in quantum phase transitions of vibron models, Journal

of Physics A 45, 365301 (2012).

= R. del Real, M. Calixto and E. Romera: Husimi distribution, Wehrl entropy and

superradiant phase in spin-boson interactions, Physica Scripta, in press (2012).

= E. Romera, R. del Real, M. Calixto, S. Nagy and A. Nagy: Rényi entropy of
the U(3) vibron model, Journal of Math. Chem. doi:10.1007/s10910-012-0106-7
(2012).



Capitulo 1

Introducion: Modelo de Dicke y

modelo Vibron

Las transiciones de fase cuanticas (QPTs, Quantum Phase Transitions en inglés) son
un hecho relevante en sistemas cudnticos de muchos cuerpos [Sac2000]. Las QPTs gene-
ralmente ocurren en sistemas descritos por un hamiltoniano de la forma H = Hy+ \H,
con Hj resoluble de forma exacta y H; un término de interaccién, siendo A el corres-
pondiente parametro de control de la intensidad de la interaccién. Las QPTs ocurren
cuando A alcanza un valor critico A. donde las simetrias (y por tanto las propieda-
des) del sistema cambian drasticamente. A continuacién introduciremos dos modelos
paradigmaticos en el estudio de las QPTs. El primero es el modelo de interaccién fer-
mion-bosén, el denominado modelo de Dicke. Este modelo fue introducido por Dicke
en el ano 1954 [Dic1954] y ha sido extensamente utilizado en Optica Cudntica y més
recientemente como modelo en sistemas mesoscépicos (véase el trabajo de T. Brandes
[Bra2005] y las referencias en él). El segundo modelo es el modelo vibrén U(3), que es
un modelo de interaccién bosén-bosén y que tiene utilidad en el estudio de sistemas

nucleares y moleculares [Cej2009, Tac1987, Tac1995, Tac1993).

1.1. El modelo de Dicke

El modelo de Dicke [Dic1954] describe un sistema de N atomos de dos niveles

interaccionando con un campo de radiacion. Una de sus propiedades caracteristicas

11
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es la transicion de fase cuantica a temperatura cero que presenta en el limite ter-
modindmico (N — o0): para un valor critico de la constante de acoplamiento entre
los atomos y el campo de radiacion, el sistema experimenta un cambio de fase desde
una fase normal a una fase superradiante. Esta transiciéon es un ejemplo de compor-
tamiento colectivo [And1993, Ben1996a]. La esencia de este comportamiento colectivo
es la interaccion coherente de los dipolos atémicos con el campo eléctrico, D-E. En
los tdltimos anos, el modelo de Dicke ha despertado un renovado interés en el estudio
de las transiciones de fase cuanticas, ya que en este sistema se ponen de manifiesto
interesantes propiedades como el entrelazamiento en sistemas de muchos cuerpos, el
caos en Mecanica Cudntica, y aplicaciones en Optica Cuantica y Fisica de la Materia

Condensada [Lam2004, Lam2005, Bra2005].

1.1.1. El Hamiltoniano de Dicke

La interaccién entre N dtomos idénticos, pero distinguibles de dos niveles (con una
separacién entre niveles de wp) y un campo con M modos de radiacién de frecuen-
cias {w, }, a través de las constantes de acoplamiento {\,}, puede describirse por un

hamiltoniano de la forma (con h=1)

N M M N
H = wy Z sg) + Zwaalaa + Z Z Aa (aL + aa) <s$) + a@) (1.1.1)
=1 a=1 \/N

a=1 i=1

donde el d4tomo i-ésimo es descrito por los operadores de spin-1/2 {s,(f); k =z +} que
cumplen las reglas de conmutacion [s,, s+] = +s4; [s4, s_] = 2s,, y los modos bosénicos
son descritos por los operadores de creacién y destruccién {a!} v {aq}.

Nuestro hamiltoniano se simplifica si introducimos los operadores de momento an-

gular total,

N
J, = ng) Ji = Zsf, (1.1.2)
; i=1

que cumplen las reglas de conmutacién usuales,
[, Ju] =+Jy [Jo, ] =2J, (1.1.3)

El espacio de Hilbert soporte de esta algebra es expandido por los estados de la base

{lj,m);m = —j,—j +1,....,7 — 1,7}, que son conocidos como los estados de Dicke,
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y son autofunciones de J% y J, : J.|j,m) = ml|j,m) y J*j,m) = j(j + 1)|j,m).

Los operadores de subida y bajada actian sobre estos estados de la siguiente forma

Jilj,m) =+/i(j +1) — m(m £ 1)|j,m). El operador J, da cuenta del nimero de 4to-
mos en el estado excitado, y los operadores J. y J_ excitan y desexcitan un dtomo,

respectivamente. Notese que j corresponde al “nimero de cooperacién” de Dicke que

13

toma los valores 3,5,..

,N/2 para N impar y 0,1,...,N/2 para N par. En este trabajo,
fijaremos j en su valor maximo (j = N/2), ya que el momento angular del sistema es
una cantidad conservada ([J?, H| = 0). Entonces, el sistema formado por el conjunto
de N &dtomos de dos niveles es descrito por un sistema de (N + 1) niveles, que es vi-
sualizado como un vector de pseudospin de longitud j = N/2. En general, el conjunto
de configuraciones atémicas para N > 2 no es trivial [Arr1972] y, en términos de las
configuraciones atomicas individuales, los estados no son separables y contienen entre-

lazamiento [Wan2002]. Cuando consideramos un campo con un tinico modo, obtenemos

el hamiltoniano de Dicke en funcién de los operadores de momento angular total,

A
H =wyJ. +wa'a+ —= (af J+J2). 1.1.4
wo +waa+\/2_j(a +a) (Js + J-) ( )

La condicién de resonancia es w = wy. Hay otras aproximaciones bien conocidas de es-
te modelo. La aproximacién de onda rotante (RWA, Rotating-Wave Approximation en
inglés) desprecia los términos af, JJ(f) y an@ que representan interacciones mas alla del
intercambio energético entre los atomos no perturbados y el campo. Con esta aproxi-
macién el modelo se denomina modelo de Tavis-Cummings [Tav1968]. Si consideramos
el caso mas sencillo, un solo dtomo (N = 1,j = 1/2) interaccionando con un dnico
modo de radiacién, tenemos el modelo de Jaynes-Cummings [Hay1963].

Asociado con el hamiltoniano de Dicke hay una paridad conservada II, tal que

[H,I1] = 0, que es dada por
11 = exp{irN}, N = afa + J. + j, (1.1.5)

donde N es el operador “ndmero de excitacién” y da cuenta del nimero total de
excitaciones del sistema. II posee dos autovalores +1, dependiendo de si el niimero
total de excitaciones es par o impar y, por tanto, el espacio de Hilbert del sistema total

se puede escribir como suma directa de los subespacios de paridad par e impar.
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El espacio de Hilbert del sistema total viene descrito en términos de la base
{In) ®|j,m)}, donde |n) son los estados niimero del campo, a'a|n) = n|n), y |7, m) son
los estados de Dicke. El hamiltoniano de Dicke con su paridad definida puede visuali-
zarse como un reticulo, donde cada punto (n, m) representa un vector de base. Nétese
que el reticulo es finito en la direccién m, pero infinito en la direccién n, indicando la
dimensionalidad del espacio de Hilbert. Como hemos observado anteriormente, la inter-
accién conserva la paridad II, por tanto, los estados con un nimero de excitacion total
n + m + j par interaccionan sélamente con otros estados pares, y los estados impares
solo interaccionan con estados impares. Entonces, podemos dividir el reticulo total en

dos subreticulos entretejidos que corresponde a los sectores de paridad distintos.

1.1.2. El limite termodinamico

En el limite termodindmico, el nimero de atomos considerados en el hamiltoniano
de Dicke tiende a infinito, N > 1, y por tanto, j > 1. En este limite, el hamiltoniano de
Dicke experimenta una transicién de fase cudntica para un valor critico de la constante
de acoplamiento A, = /wwy/2, produciéndose una rotura de la simetria asociada con
el operador paridad II de la ecuacion (1.1.5). Por debajo de A, el sistema esta en una
fase normal, con el estado fundamental en gran parte desexcitado, y por encima de
A el sistema esta en la fase superradiante, donde el estado fundamental posee una
excitacion macroscépica. A continuacion, se va a mostrar una aproximacién cuadratica
al hamiltoniano de Dicke que es interesante en el limite termodinamico, es decir, para
N > 1. Esta aproximacién ha sido derivada por Emary y Brandes en [Ema2003a].

Aqui se hace uso de la técnica de bosonizacién basada en la representacion de
Holstein-Primakoff de los operadores de momento angular en términos de un modo

bosénico tnico de la siguiente forma [Hol1940, Res1975]

Jo =b\/25 —bib, J_ =+/2j — bbb, J, = (blb—7), (1.1.6)

donde los operadores de Bose introducidos obedecen la regla de conmutacién [b, b'] =
1. Realizando estas sustituciones en el hamiltoniano de la ec. (1.1.4), se obtiene el

hamiltoniano bosoénico de dos modos

bib bib
H = wo(b'b — j) + wa'a + Ma' + a)(bT\/l ~ 2 + \/1 - —) (1.1.7)
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En esta representacion, el operador paridad II se expresa como
IT = exp{in[a’a + b'0]}, (1.1.8)

resultando aparente la semejanza con el operador paridad de un sistema armonico

bidimensional [Bis1994].

1.1.2.1. Fase normal

El hamiltoniano efectivo para el sistema en la fase normal H®") se obtiene simple-
mente despreciando los términos con j en el denominador del hamiltoniano completo

de la ec. (1.1.7),
HY = wy(b'b) + wala + Aa + a) (0" + b) — jws, (1.1.9)

que es bilineal en los operadores bosonicos, a y b, y entonces puede diagnonalizarse

facilmente. Introduciendo los operadores usuales de posiciones y momentos para estos

P (a' + a); pri\/g(aT—a),
(b + b); pyzi,/%(zﬁ—b),

facilitamos el proceso de diagnonalizacién. Y redefiniendo dos nuevos modos bosénicos

dos modos bosdénicos

-
&

(1.1.10)

y:

DO
E‘
(=)

{c1, c2} en funcién de los anteriores, llegamos a la forma diagonal final [Ema2003a]

1
HO = eWele; 4 eWele, + 5(5&” +eW — W —wp) — juwo. (1.1.11)

Los operadores bosénicos {c1, ci, Ca, cg}, en funcién de los cuales H es diagonal,
son combinaciones lineales de los operadores originales {a,a’,b,b'} y describen las
excitaciones colectivas campo-atomo. Las energias de éstos dos modos de oscilador

independientes 55[1 ) vienen dadas por

1
o) = 5 e £ /(0 — ) + 16X, (1.1.12)

(1)

V(W — w?)? + 16)2wwy, o de forma equivalente, cuando A < /wwy/2 = A.. Entonces,

Podemos notar que la energia de excitacién '’ es sélo real cuando w? + wg >
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observamos que HM es valido cuando A < A, es decir, en la fase normal. En esta fase,

la energia del estado fundamental viene dada por E(G1 )= — Jwo, que es de orden O(j),

mientras que las energias de excitacion 5? son de O(1). Esto significa que escalando
nuestras energias con j, el espectro de excitacion por arriba del estado fundamental se
convierte en cuasi-continuo en el limite j — oo, o lo que es lo mismo, que las energias
de excitacion difieren en una cantidad infinitesimal entre si desde Eg.

También podemos comprobar que el hamiltoniano H® conmuta con el operador

paridad II, entonces, los autofunciones de H(M tienen una paridad definida, con el

estado fundamental con paridad positiva.

1.1.2.2. Fase superradiante

El hamiltoniano del sistema por encima de la transicién de fase, en términos de dos

2 . .
nuevos modos, e;), correspondientes a dos osciladores rotados desacoplados nos da la

forma diagonal [Ema2003a]

2/\2 2

H? = Pele; +ePele, — j{Z5 + —ggg

| . 2;“’2 (1.1.13)

2 2 0
g e = T ) —w = (- ),
donde las energias del oscilador vienen dadas por

(2)2 Wg 2 W%

2ey’ = E—l—w + [E — w22 + 4wwd. (1.1.14)

(2)

\/[Z—é — w?]2 4 4w2w?, o de forma equivalente, A > /wwy/2 = A.. Entonces, H® des-

2
La energia de excitaciéon €', y por tanto, H® son reales con tal que :)—3 +w? >

cribe el sistema en la fase superradiante, A > A., en la cual la energia del estado

2
Wow

fundamental escalada viene dada por E’(G2 ) /i = —{% + 52

}. Todos y cada uno de los
niveles del espectro total estdn doblemente degenerados por encima de la transicién
de fase. Lo que ha ocurrido es que la simetria del estado fundamental, definida por el
operador II, se ha roto espontdneamente en .. El hamiltoniano H® no conmuta con
I1, y por lo tanto su autofunciones no poseen una buena simetria de paridad.

Aunque la simetria total II se ha roto en la transicion de fase, aparecen dos nuevas

simetrias locales, correspondientes al operador

11? = {ir[c'c + d'd]}, (1.1.15)
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para cada eleccién de los desplazamientos de campo medio. Este operador conmuta

con el hamiltoniano superradiante, [H®) T1?)] = 0.

1.1.2.3. Transicion de fase

En los apartados anteriores hemos derivado los dos hamiltonianos efectivos que
describen el sistema para cualquier valor de A en el limite j — oo. Las excitaciones
fundamentales del sistema vienen dadas por las energias €4, que describen los modos
colectivos. Cuando el acoplamiento A\ se aproxima al punto critico A., la energia de
excitacion del modo fotonico desaparece, e — 0, indicando la existencia de una QPT.
En cambio, £, tiende hacia un valor de y/w? + w? cuando A — A.. En el limite asintético
de A — 00, e_ — w, mientras £, — 4A\?/w. El exponente critico de esta QPT se obtiene

a partir del comportamiento

| 32\3w?
6_()\—>)\c) ~ m’)\c—A’l/Z (1116)

La anulaciéon de £_ en A, revela que la QPT es de segundo orden. Podemos definir la

escala de la longitud caracteristica del sistema en funcién de esta energia como

I_ =1/ (1.1.17)

Entonces, esta longitud diverge como |\ — A\.|™" con el exponente v = 2. La segunda
derivada de la energia del estado fundamental respecto de A es discontinua en A. La
naturaleza de la transicion de fase se puede visualizar estudiando la inversion atémica
(J.)/j vy el nimero medio de fotones (n,) = (a'a)/j En la fase normal, el sistema s6lo
esta excitado microscépicamente, mientras que por encima de A, el conjunto de atomos

y el campo adquieren excitaciones macroscopicas.

1.1.2.4. Funcion de onda del estado fundamental

Después de la diagonalizaciéon, los dos hamiltonianos efectivos tienen la forma de
un par de osciladores arménicos desacoplados. Entonces, en la representaciéon en la que
los hamiltonianos son diagonales, sus funciones de onda del estado fundamental seran
simplemente el producto de las funciones propias del oscilador arménico, es decir,

funciones gausianas con una anchura determinada por la energia del oscilador. Por
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tanto, la funcién de onda del estado fundamental del hamiltoniano H® es el producto

de dos gausianas ortogonales en la representacion x — y,

U = G (wcosy ™) — ysing )G (asiny™ + yeosy ™), (1.1.18)
donde vV viene dado por tan(2y™M) = %.
0

Cuando aumenta el acoplamiento, el paquete de ondas se estira en una direccion
determinada por el dngulo v, que en resonancia (w = wy) es simplemente igual a
7 /4. Este estiramiento aumenta hasta A., donde la funcién de onda diverge. Ya hemos
senalado que el operador paridad en la representacion de Holstein-Primakoff tiene la
forma IT = exp{in[a’a+b'b]}. De nuestro conocimiento del oscilador arménico, sabemos
que la accion de II en la representacion x — y es la inversién de coordenadas, © — —x y
y — —y. Entonces, la operacion de Il es equivalente a una rotacion de 7 sobre el origen
de coordenadas y, en la fase normal, donde II es un buen nimero cuantico, las funciones
de onda seran invariantes bajo esta rotacién. De forma analoga, se puede obtener una
expresion para la funcién de onda del estado fundamental \I/g) (x,y) del hamiltoniano
H® [Ema2003a]. Justo por encima de la transicién de fase, la funcién de onda del
estado fundamental se encuentra en un estado altamente deformado. A medida que
el acoplamiento aumenta mas alla de \., la funcién de onda del estado fundamental
¥(x,y) se divide en dos paquetes de onda gausianos, centrados alrededor de un punto
que podemos denominar (+xg, —g), vy su antipoda (—z, +yo) en el cuadrante inferior
derecho y cuadrante superior izquierdo del plano x — y, respectivamente.

Veremos en la Seccion 1.3 otra forma de visualizar la transicién de fase usando
una aproximacion semicldsica basada en estados coherentes (CS, Coherent States en

inglés).

1.1.3. Funciones de onda para j finito

A diferencia de la seccién anterior, ahora consideraremos las funciones de onda del
hamiltoniano de Dicke para un j finito. Para ello consideramos el hamiltoniano (1.1.4)
y la representacién de posiciones y momentos de la ec. (1.1.10) usada previamente
en la discusién de las funciones de onda en el limite termodindmico. Consideremos

las autofunciones obtenidas por diagonalizacion numérica, las cuales son de la forma
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[Ema2003a]

ZZ ) 1n)| 7, m), (1.1.19)

n=0 m=—j
donde n. es un ntmero de corte del espacio de Fock sufientemente grande de tal forma

) son los coeficientes

que se garantice la convergencia de la enegia de la solucién y cim,
calculados por diagonalizacién numérica de los elementos de matriz de (1.1.4). Los
estados nimero del campo |n) en representacién de posiciones son simplemente las
autofunciones del oscilador armoénico

(zln) = — \ﬁe (/25 [\ fio) (1.1.20)

21|

donde H,, son los polinomios de Hermite de grado n. Para los vectores de la base de la
parte atémica consideraremos la representacién de Holstein-Primakoff de los operador
de momento angular .J, — b'b — j, entonces, los estados de Dicke son autofunciones
de bTb con autovalor (j + m): b'b|j,m) = (j +m)|j,m),—j < m < j. En consecuen-
cia, podemos representar los estados de Dicke de la misma forma que los estados de
Fock, permiéndonos escribir la funciéon de onda total en representacién de posiciones

bidimensional como [Ema2003a]

2(n+m+3)/2, [l (5 4+ m)!’

Y(w,y) = wwge 2T w0’ Z Z Ho(vwr) Hyom(y/ooy) (1.1.21)

y analogamente en el espacio de momentos,

5 1 102, P2 ] o
Vpepy) = —==¢ TSN N (i)

Hn( /W) J+m(py/\/_)‘

2ntm+3)/2, /pl(j + m)!

Esta representacién es muy ttil para estudiar el hamiltoniano de Dicke. Sin embar-

(1.1.22)

go, presenta el inconveniente de que, mientras que el conjunto de funciones propias del
oscilador (1.1.20) forman un conjunto ortonormal en la direccién x, no es el caso en la
direccion y, ya que so6lo mantenemos hasta la autofuncion 2j-ésima en esta direccién.
Es decir, no disponemos de un conjunto completo de funciones en esta direccion. Sin
embargo, si conocemos el valor de j y sélo consideramos autofunciones que puedan ser

representadas por éstas, la representacién es unica.
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Notese que la funcion de onda siempre es invariante bajo una rotacion de 7 respecto
al origen de coordenadas como exige la simetria de paridad II. Para un valor de la
constante de acoplamiento bajo, la funciéon de onda esta formada por un paquete de
ondas centrado en el origen. Cuando la constante de acoplamiento se incrementa por
encima de A, los dos modos del sistema comienzan a mezclarse, y la funcién de onda
(x,y) se divide en dos paquetes sobre cuadrantes opuestos en el plano z — y que se
alejan entre si a medida que aumenta A\ a razén de /7.

Por tanto, alrededor de A ~ A., la funcion de onda del sistema se vuelve desloca-
lizada y la extensién de esta deslocalizacién es proporcional a /7. Como esto es una
cantidad macroscopica, vemos que por encima de A, el sistema para j finito desarro-
lla una coherencia macroscépica en su funcién de onda. Estos dos paquetes de ondas
distinguibles macroscopicos del estado fundamental son una reminiscencia de los dos

estados tipo “gato de Schrodinger”, como veremos en el siguiente capitulo.

1.1.4. Resolucion numérica

El modelo de Dicke se puede resolver de forma exacta sélo en dos casos limites,
cuando la constante de acoplamiento es nula o infinita. Se han encontrado soluciones
analiticas, que son exactas en el limite termodindmico, para la fase normal [Ema2003a]
y para la fase superradiante [Cas2011a]. En general, para un nimero N finito no existen
soluciones exactas, por lo que es necesario la busqueda de soluciones numéricas, dado
el interés que este modelo despierta en diferentes campos de la ()ptica Cuéntica y la
Fisica de la Materia Condensada.

Cuando no existe interaccién (A = 0), las autofunciones del hamiltoniano de Dicke
son el producto tensorial entre los estados de Fock para el modo de radiacién y las
autofunciones de momento angular para la parte atémica, |n)|j, m), con j = N/2. En

este caso, el espectro energético es
1
E =wn+ o Meo. (1.1.23)

Para valores finitos de A, el término de interaccion mezcla estados con diferente

nimero de fotones n y diferente niimero de ocupacién de los atomos de dos niveles



1.1 EIl modelo de Dicke 21

j + m. Los elementos de matriz del hamiltoniano (1.1.4) son simplemente
(n'; 3, m'|H|n; j,m) = (nw 4+ mwo)dp n0ms m
A —
G 15n’ n 571’ n—
+\/Z( n+ yn+l + \/ﬁ , 1)
X(\/](j + 1) - m(m + 1)5m/,m+1
V3G +1) = m(m = 1)dm m1), (1.1.24)

Para diagonalizar numéricamente el hamiltoniano es necesario truncar el nimero
de fotones del campo, considerando un nimero suficiente (n,,,,; para el estado funda-
mental) para garantizar la convergencia de la energia de la solucién. La dimensién de
la matriz del hamiltoniano a diagonalizar es dim = ((nme, + 1)(27 + 1))%. A medida
que aumenta j, también se incrementa el niimero de fotones necesarios para garantizar
la convergencia de la soluciéon, lo que da lugar a un problema de autovalores exigente
desde un punto de vista computacional.

El hamiltoniano de Dicke tiene una simetria dinamica asociada con los proyectores

de la representacion simétrica y antisimétrica del grupo ciclico Zs, dados por

1 R
PS = 5(1 —|—€m—A)

1 o
PA — 5(1 . eer)

Esta simetria permite clasificar las autofunciones en funcién de la paridad de los

(1.1.25)

autovalores A = j +m + n del operador ntimero de excitacion

~

A=J +da+j. (1.1.26)
Bajo la transformacion unitaria Il = eimd

[Mall' = ae ™™ = —a, MJ I = Je™ = —J,, LI =J, (1.1.27)

con las correspondientes expresiones conjugadas hermiticas. Entonces, las autofuncio-
nes del hamiltoniano deben ser simultaneamente autofunciones de los operadores pari-

dad Ps o Py.

1.1.5. Realizaciones experimentales

El sencillo modelo de Dicke no es facil de llevar a la practica. Se puede implementar

experimentalmente mediante un micromaser, un experimento consistente en una cavi-
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dad de microondas de alta calidad que interacciona con una secuencia de atomos de
Rydberg. Estas cavidades son relativamente grandes (10%m), lo que permite acomodar
un gran numero de atomos en su interior, y son casi cerradas, reduciendo el acceso del
entorno exterior. Esta realizaciéon ha puesto de manifiesto el comportamiento colectivo
entre los atomos y el campo de la cavidad. La mejora tecnoldgica de las cavidades per-
mitio reducir su volumen alcanzando asi regimenes de acoplamiento fuerte en el dominio
optico. La divisién de Rabi de campo vacio, o divisién de modo normal, fue observa-
da en una cavidad éptica como un efecto cooperativo [Rail989, Tho1992]. Ademss la
transicion de fase cudntica del modelo de Dicke ha sido observada experimentalmente
en un gas cuantico frio [Bau2010].

Los dos experimentos anteriores no controlaban el ntimero de atomos en el interior
de la cavidad. Esto se soluciona con el desarrollo de un sistema de cavidad combinado
con trampa iénica. Sin embargo, la cavidad resultante no era completamente cerrada, lo
que provocaba la emisién espontanea de los iones. Recientemente se ha solventado este
problema desajustando el campo de la cavidad para el estado excitado [Kel2004]. Tam-
bién recientemente se han desarrollado circuitos de Electrodinamica Cuéntica (QED)
donde el modo de la cavidad es reemplazado por un modo de guia de onda resonante a

frecuencias de microondas y los a&tomos son reemplazado por qubits superconductores

[Wal2004, Sch2009b, Gir2009].

1.2. Modelo vibrén

En esta seccién describiremos brevemente el modelo algebraico U(3) denominado
modelo vibrén bidimensional (2D) ([Iac1996, 1ac2003, Per2008]), usado en el estudio
de los espectros rotacional y vibracional de moléculas diatémicas y poliatéomicas. Nos
centraremos en detalle en la transicion de fase del modelo vibréon bidimensional con
d = 2 grados de libertad de tipo dipolo, restringido a un movimiento planar [Iac1996,
Tac2003], descrito por el dlgebra de Lie de U(3). Nuestro estudio serd, por ejemplo,
aplicable a moléculas triatémicas que experimentan una transicién desde una forma
lineal a una forma plegada. Este modelo, al igual que el modelo de Dicke, presenta una
transicion de fase. En la seccién siguiente 1.4 calcularemos el funcional de la energia

del estado fundamental haciendo uso de estados coherentes bosdnicos.
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El modelo vibrén fue introducido por lachello [Tac1981] en los anos 80 a través de
un enfoque algebraico, basado en el concepto de “algebra generadora de espectro”. En
los 1ltimos anos, los modelos algebraicos basados en la realizacion bosoénica del algebra
de Lie de U(n) han proporcionado una buena descripciéon de los espectros de rotacion y
de vibracién en Fisica Nuclear y Molecular [Iac1987, Iac1995]. Estos modelos muestran
distintas fases relacionadas con configuraciones especificas del estado fundamental, que
surgen de las simetrias dindmicas del modelo [Tac1993, Tac1994, Tac2006]. A su vez, se
han desarrollado métodos para estudiar las transiciones de fase del estado fundamental
en el marco de modelos algebraicos [Gil1979, Fen1981]. Estas transiciones de fase son
funciéon de un parametro de control £ que aparece en el hamiltoniano, escrito como
una combinacién convexa H () = (1 — &)Hy + £Ha, y se trata de transiciones de fase
a temperatura cero. Cuando £ = 0, el sistema esta en la fase I, caracterizado por una
simetria dindmica G; de Hy, y cuando & = 1 el sistema estd en la fase I, caracterizado
por una simetria dindmica G5 de Hy. Como las diferentes fases corresponden a diferentes
configuraciones geométricas del estado fundamental, a esta transicion de fase también se
le denomina transicion de fase de “forma” (ver por ejemplo [Per2008]). El limite clésico,
termodindmico o de campo medio de estos modelos se estudia usando un algoritmo
introducido por Gilmore [Gil1979] que hace uso de estados coherentes (condensados

bosénicos) semicldsicos.

1.2.1. Modelo algebraico U(3)

En esta seccién revisaremos el esquema algebraico U(3) para sistemas bidimensio-
nales (2D) del tipo vibron (se pueden encontrar mas detalles en [lac1996, Iac2003,
Per2008]). Los modelos vibrén 2D describen un sistema con un grado de libertad del
tipo dipolo restringido a un movimiento planar.

Podemos construir el algebra de Lie de U(3) a partir de los operadores bosénicos
de creacién y destruccién cartesianos {7}, 7}, 7,,7,} y un bosén escalar {of,0}. Las

relaciones de conmutacion entre los operadores de creacion y destruccién son
[o,01] =1, [Ti,TjT] =8ij, [m,0]=0; i,j=uay. (1.2.1)

Los restantes conmutadores son cero. Resulta conveniente introducir los bosones circu-
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lares
==
i Ty FiT)
B - 1.2.2a
v (1.222)
=ty (1.2.2b)

V2

Redefiniendo nuestros operadores para que transformen como operadores tensoriales
esféricos, los nueve generadores del algebra de U(3) son productos bilineales de los

operadores de creacién y destruccién [Per2008], en particular,

n= 7'er+ + 7{7'_, he =0o'o,
[ = iy — 77, (1.2.3)
Dy = Va(rlo —o'r), D_ = Vi(~rlo +oiry),
v =VElr, Q=i 4,
R, =\2(rlo+oir), R =V2(rlo+oir,),
Los operadores en (1.2.3) tienen un significado fisico. El operador vectorial n y escalar
fs denotan los operadores ntiimero bosénicos. El operador D, representa el operador
dipolar. El operador [ es el momento angular en 2D.
Existen dos posibles cadenas subalgebraicas que partiendo de U(3) finalizan en
SO(2) (es decir, que conservan el momento angular en 2D),
U(3) D U(2) D SO(2) Cadena (I) (1.2.4a)
U(3) D SO(3) D SO(2) Cadena (II) (1.2.4b)

Las correspondientes subalgebras estdn compuestas por los siguientes elementos

U(2) {ﬁviv Q-l—a@—}
SO3) {l,D,,D_} (1.2.5)
SO(2){I}

donde los elementos de SO(3) satisfacen las usuales relaciones de conmutacién del

momento angular. Debido a un automorfismo del algebra de Lie de U(3) construida

con 74, o, hay una subalgebra alternativa SO(3) de U(3), denominada SO(3) con los

siguientes elementos

—_— A

SO(3) {I,R., R_}. (1.2.6)
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Otro componente del enfoque algebraico son los operadores (o invariantes) de Casimir
asociados a cada cadena subalgebraica [lac1993, Tac1994, 1ac2006]. Los operadores de

Casimir de primer y segundo orden para las subalgebra de las ecuacines (1.2.5) y (1.2.6)

CiUQR) =n, CyUQ2)] = n(h+1),
CH[SO3) = W2 = (D,D_+D_D,)/2+ I, (1.2.7)
CL[SO@2)] =1, (CL[SO(2)] = 1%,
y

Co[SO(3)] = (RyR_+ R_R,)/2+ 2. (1.2.8)

El hamiltoniano mas general de uno o dos cuerpos invariante por paridad y rotacion
puede ser escrito como una combinacién lineal de los invariantes de primer y segundo

orden de las cadenas (1.2.4a) y (1.2.4Db)
H = Ey + eC1[U(2)] + aCo[U(2)] + BC[SO(2)] + ACL[SO(3)]. (1.2.9)

Este hamiltoniano puede ser reescrito sustituyendo el operador de Casimir de SO(3)

W2 por el operador de emparejamiento
P=N(N+1)-W? (1.2.10)

donde hemos sustituido el operador niimero total de bosones N = n+n, por su valor NV,
ya que consideramos sistemas con un nimero fijo de bosones, donde N es una cantidad
conservada. Ademads, el momento angular en 2D, [, también se conserva. Entonces, el

hamiltoniano puede ser escrito como
H = E, +en+ an(i+1) + B>+ A'P, (1.2.11)

donde E, = Ey+ N(N+ 1)y A’ = —A.

1.2.2. Simetrias dinamicas

Las dos cadenas algebraicas de las ecuaciones (1.2.4a) y (1.2.4b) implican la exis-
tencia de dos simetrias dindmicas, G; = U(2) y Gy = SO(3) del hamiltoniano: la
denominada cadena del oscilador “cilindrico” y la “desplazada”. Un hamiltoniano ge-

neral del modelo vibrén U(3) con solamente interacciones de uno o dos cuerpos se
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puede expresar en funcién de los operadores de Casimir lineales y cuadraticos de todas

las subalgebras contenidas en la cadenas algebraicas de simetria dinamica.

1.2.2.1. Cadena del oscilador cilindrico (Cadena I)

Los estados de cadena I del oscilador cilindrico, vienen caracterizados por los niime-

ros cuanticos

U3)D> UQ2) D 80(2)> (1.2.12)

[N] n l

y representamos el estado por |V;n,[). El nimero cudntico N caracteriza la represen-
tacién totalmente simétrica de U(3), [IV], y esto estd relacionado con el nidmero total
de estados ligados del sistema; n es el nimero cuantico vibracional, y [ es el momento

angular en 2D. Las reglas de ramificacién son

n=NN-1N—-2,..0, (1.2.13)
l=+4n,+(n—-2),..,+£1 60 (n=impar 6 par). (1.2.14)
El hamiltoniano es
H = Ey + eC1[U(2)] + aCo[U(2)] + BC,[SO(2)], (1.2.15)
y los autovalores
E(n,l) = Ey+ en + an(n + 1) + BI%. (1.2.16)

Los autovalores de (1.2.15) son los de un oscilador anarménico bidimensional trun-
cado, ya que n < N. Esta cadena, cuando se aplica a vibraciones moleculares, describe

las vibraciones de “doblez” de las moléculas lineales rigidas.

1.2.2.2. Cadena del oscilador desplazado (Cadena II)

Los estados de la cadena II del oscilador cilindrico, vienen caracterizados por los

numeros cuanticos

U(3) > SO(3) > 30(2)> (1.2.17)

[N] w l
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y representamos el estado por |[N];w, (). Las reglas de ramificacién son

w=N,N—-2N—-4,.,160 (N =impar 6 par),
(1.2.18)
| =4w,+(w—-1),...,0.
En este caso, resulta conveniente introducir un nimero cuantico vibracional, v, que

puede ser identificado con el niimero de cuantos de excitacion en el oscilador desplazado,

N —
v="2" (1.2.19)
2
Las reglas de ramificacion son
N-1,6N
v=0,1,.., 6 — (/N = impar 6 par),
2 2 (1.2.20)
[=0,£1,4£2 ..., £(N — 2v).
El hamiltoniano es
HID = By + BCo[SO(2)] + ACL[SO(3)], (1.2.21)
y los autovalores
EUD(w 1) = Ey+ B2+ Aw(w + 1) =
) = Eo (1) (1.2.22)

= B\ + 1> — 4A[(N + 1/2)v — v?].
El espectro corresponde a un oscilador bidimensional anarménico desplazado.
La expresion de los estados de la base en funcién de los operadores creacion y

destruccion de la cadena I correspondiente al oscilador cilindrico es bastante simple

[N];n, 1) = N (o T )N = () (072 (1) (=072 gy (1.2.23)

nl

con una constante de normalizacién

V= ! (1.2.24)
N A e -

Para poder calcular los correspondientes elementos de matriz resulta conveniente expre-

sar los autovalores de la cadena II del oscilador desplazado en funcién de los autovalores
de la cadena I, lo cual se consigue mediante la siguiente transformacién [Per2008]

2w+ 1)(w — l)!("T“)!(N —n)!
(N —w)(N+w+ 1)!!(”74)!@) +1)!
8 (—1)m(w — 2m)(Aeim))

X : : N—w—n+l+2m)|'
_ P} .

<[N], n, l|[N], w, l> — (_1)N—w—l+1110d(l,2)/22n/2—w\/

m)Iml(w — 2m — 1)!(

(1.2.25)
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A continuacién proporcionamos las expresiones analiticas para los elementos matri-
ciales de los generadores del algebra U(3) asociada con la simetria dindmica correspon-
diente a la cadena I del oscilador cilindrico (1.2.4a). Los elementos matriciales de los
operadores bosénicos o y Tl pueden evaluarse facilmente para los estados de la base

(1.2.23) [Per2008],

(I[N +1];n,1l|0"|[N];n, 1) = VN —n +1, (1.2.26a)

142
(N + 10+ 1,0 £ 17l |[N];n, 1) = ,/%. (1.2.26D)

De estas relaciones, podemos obtener cualquier elemento matricial de alguna combina-
cién de operadores bosoénicos de creacion y destruccion. Los elementos matriciales de

los generadores del algebra son

([N];n, lns|[N];n,l) = N —n, (1.2.27a)

([N];n,l|n|[N];n, 1) = n, (1.2.27b)

(IN];n, UI|[N];n, 1) =1, (1.2.27¢)

(INl;n+1,1+1|D4|[N +/(N —n)(n+1+2), (1.2.27d)
(INl;n+1,1+ 1|R¢|[N];n, )=+(N—=n)(ntl+2), (1.2.27¢)
(IN];n, 1 £2|Q+|[N];n, 1) = V(N FI)(n £ 1 +2). (1.2.27f)

Los elementos de matriz de los operadores bosénicos en la base II se pueden derivar
a partir de las expresiones de los autovalores del oscilador desplazado en funcion de los
operadores creaciéon y destruccién. Por ejemplo, los elementos de matriz de of vienen
dados por [Per2008]
(IN + 1J; wa, 1o [N, 1) =
((N+w1 +3)(wi — I+ 1) (wy + 1+ 1))1 25
(2w; + 1)(2wy + 3) . (1.2.28)
_((N —wi +2)(wg — 1) (wy —l—l))dw o
(2w +1)(2wy — 1) 2

Los elementos de matriz para el operador de aniquilacién o se pueden calcular tomando

el conjugado hermitico de la expresion anterior. De igual forma se pueden deducir los

elementos de matriz para los operadores 7, = oo

N|;wo, lng||N|;wr, 1) =
([N wa, U] [N]; wi, 1) (1.2.29)
A0<N7 W1, l)5w2,w1 - BO(N7 Wi, l)6w2+2,w1 - BI(N7 w1, l)5w272,w1



1.2 Modelo vibron 29

donde los factores Ag(NV, w1, 1),Bo(N,wq,1) y Bi(N,wi, 1) son funciones tanto de N como
de [, los cuales son dos buenos nimeros cuanticos de la cadena SO(3) [Per2008]. De
forma similar, se pueden obtener los elementos de matriz de Ti, T4, ydeny = T:J{:T:t. Los
elementos de matriz de ng estan relacionados con n través de la expresion n = N — M.
Una vez conocidos los elementos de matriz de los bosones circulares 7':{: y escalar o,

podemos calcular los elementos de matriz de los generadores.

1.2.2.3. El hamiltoniano de dos cuerpos

El hamiltoniano de dos cuerpos mas general, respetando la conservacion de [, puede
expresarse en funcién de los operadores 7, 12, 2 y P. Tendremos en consideracién que
tanto N como [ son unos buenos nimeros cuanticos, y las algebras asociadas con las
simetrias dindmicas. Usando las expresiones de la seccion anterior, podemos calcular los
elementos de matriz del hamiltoniano en la base del oscilador cilindrico. Los operadores

n, n(n+1),y 12 pertenccen a esta cadena (1.2.4a), y entonces son diagonales:

([NT; o, l[n|[N]; 1, 1) = 1160y,
(IN); o, U|in( 4+ 1)|[N]; 01, 1) = na(ng + 1)6pym, s (1.2.30)
(IN]; g, P |[N]; 100, 1) = 126y, -

El tinico operador de Casimir de SO(3) que no es diagonal es el operador W?2. Sus

elementos de matriz pueden derivarse a partir de las ecs. (1.2.27),

(N:ng, [[W2|N;ny, 1) =

(N —=n1)(ny +2)+ (N —ny + D)ng +2)dnym,

—((N =11 +2)(N =1y + 1)(n1 + 1)(n1 — 1)) 26y s 2
—((N = n1)(N = ny — D)(ny + 1+ 2)(n1 — L+ 2)) 30,y 12.

~

A menudo, en lugar del operador W2 se usa el operador de emparejamiento P
(1.2.10). Sus elementos de matriz pueden obtenerse trivialmente a partir de la ec.
(1.2.31) porque la contribucién N(N + 1) es diagonal.

Los restantes operadores de dos cuerpos como, por ejemplo, el operador de Casimir
cuadratico del dlgebra W(S) generada por fii,f y la interaccion cuadrupolar Q . Q,

pueden escribirse en funcién de los cuatro elementos anteriores.
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Las transiciones de fase en los modelos algebraicos pueden estudiarse considerando
el hamiltoniano general (1.2.9), funcién de los operadores de Casimir de todas las cade-
nas [Gil1979, Fen1981, Gil1978]. Sin embargo, ya que el dlgebra SO(2) es un subdlgebra
comun de ambas cadenas, no resulta relevante para el estudio de las transiciones de
fase. Ademas , el operador cuadratico de Casimir de U(2), Co[U(2)], puede escribirse
como C1[U(2)]2 + C1[U(2)] y sus autofunciones son las mismas que de Cy[U(2)]. En-
tonces, para el estudio de la transicién de fase desde la fase G, (lineal) a la fase Gy
(plegada) es suficiente considerar una combinacién convexa de los operadores de Casi-
mir lineal C; (U(2)) = 7 y cuadrético C5(SO(3)) = W2 = (D, D_+D_D,)/2+1? de las
correspondientes simetrias dinamicas. Por tanto, podemos considerar un hamiltoniano
“esencial” [Per2008]

H = eC1[U(2)] + AC,[SO(3)] (1.2.31)

Este hamiltoniano se puede escribir, salvo un factor constante, en una forma maéas

conveniente como

A

(N+1)—W?
N -1 ’
donde el nimero cuantico (constante) N es el nimero de estados ligados que etiquetan

A

H:(l—ﬁ)ﬁ+§N

(1.2.32)

totalmente la representacion (N + 1)(N + 2)/2 dimensional simétrica [N] de U(3).

En el hamiltoniano anterior hemos introducido el parametro de control adimensional
¢ € [0,1]. Cuando & = 0, el sistema esta en la fase I, es decir, los autovalores y
autofunciones de H son aquellos de la simetria dindmica I, mientras cuando £ = 1,
el sistema estd en la fase II, es decir, los autovalores y autofunciones son aquellos de
la simetria II. Se introduce el factor ﬁ para tener en cuenta el hecho de que P es
un operador a dos cuerpos, mientras n es un operador a un cuerpo. Los operadores a
un cuerpo escalan como N mientras que los operadores a dos cuerpos escalan como
N(N —=1).

El espacio de Hilbert es expandido por los vectores de la base ortonormal

(V) F ()T

|IN;n,l) = |0), (1.2.33)

OV =)t (21 (25!
donde el nimero cuantico de “doblez” n = NN — 1,N — 2,...,0 y el momento
angular [ = £+n,+(n — 2),...,4+1 0 0 (n =impar o par) son los autovalores de 7 y L,

respectivamente.
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A partir de los elementos de matriz del hamiltoniano (1.2.32), es facil ver que la
evolucién temporal preserva la paridad ™ de un estado dado |N;n,[). Es decir, el ope-
rador de paridad [I = ¢ conmuta con H y ambos operadores puede ser diagnolizados
conjuntamente. La simetria de paridad en el modelo vibron ha sido considerada, por
ejemplo, en Ref. [Lev1988b]. Sin embargo, esta simetria pasa desapercibida cuando se
propone un estado prueba variacional para aproximar la energia del estado fundamen-
tal en términos de CSs “proyectivos” (no simétrizados) [Per2008] (or ‘Hartree axial’

[Dus2005))

1.3. Aproximacién variacional en el modelo de Dic-

ke

En esta seccion estudiaremos algunas propiedades del sistema descrito por el modelo
de Dicke [Lam2004, Lam2005, Bra2005] mediante una aproximacién variacional, carac-
terizando la funcién de onda del sistema por un estado prueba en términos de estados
coherentes adaptados a la simetria de paridad (SACS, Symmetry-Adapted Coherent
States en inglés). Estos estados, introducidos por Castanos y col. [Cas2011a] en este
contexto, son una excelente aproximacién a la solucién exacta del estado fundamental

(de paridad par) y primer estado excitado (de paridad impar) de nuestro modelo.

1.3.1. Representacion de Holstein-Primakoff y pseudospin

grande

Como se ha descrito previamente en la Seccion 1.1, el hamiltoniano del modelo de

Dicke de un tinico modo viene dado por

A
H Jz 1 ~ (At J _ 1.3.1
= wp +waa+\/2_j(a +a)(Jy + J), ( )

describiendo la interaccion de un conjunto de N = 25 atomos de dos niveles energéticos
y un campo de radiacion de tnico modo. Se produde una QPT, cuando el parametro
de acoplamiento A alcanza el valor critico A. = |/wwy/2, de una fase normal a una fase

superradiante.
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Un hecho importante que tendremos en cuenta en esta seccién es la conservacion
de la paridad asociada a 1.3.1, es decir, la evolucion temporal preserva la paridad
em(+m+3) de un determinado estado |n;j,m). En particular, el estado fundamental

debe ser par (véase la ec. (1.3.10)).

Las autofunciones de nuestro sistema 1) se pueden expresar como un desarrollo en
términos de los vectores de la base {|n;j, m) = |n) ® |j,m)} del espacio de Hilbert, con

J

m——; los estados de Dicke del sector

{In)},~, €l estado nimero del campo y {|j, m)

atomico, como

0 =53 nsjm) (1.3.2)

n=0 m=—j

donde los coeficientes ¢\, , dependientes del parametro de control A, son calculados por

diagonalizaciéon numérica de (1.3.1).

Haciendo uso de la representacion, ya mencionada en (1.1.6), de Holstein-Primakoff
[Hol1940] de los operadores de momento angular Jy, J, en términos de los operadores
bosénicos, [b,b'] = 1, y considerando valores altos de j (fijando b'b), podemos apro-
ximar J, ~ /2jb' y J_ ~ /2jb. Por tanto, el sector atomico puede ser descrito
practicamente como un oscilador armonico, al igual que el campo. Introduciendo los
operadores de posiciones y momentos para estos dos modos bosénicos, podemos escribir

la funcién de onda en representacién de posiciones como [Ema2003a]

ne J
v) =Y > i, yln;g,m) =

n=0 m=—j

\/w—woe 1 (wa?+woy?) Z Z ) J+m<\/_y)

2ntm+9)/2 /(5 4+ m)!

(1.3.3)

n=0 m=—j

(4)

donde H,, son los polinomios de Hermite de grado n, y ¢;m son los coeficientes obtenidos

por diagonalizacién numérica de (1.3.1).

De forma anéloga, se puede derivar una expresién en representacion de momentos.
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1.3.2. Estados coherentes adaptados a la simetria de paridad

A continuacién describimos el estado de nuestro sistema en términos de estados

coherentes: un CS estandar (canénico o de Glauber) para el campo foténico,

—|a aal al®/2
) = e~ lol*/2e0at ) = 1o/ § |n (1.3.4)
\/_
y un CS de spin j para el sector atémico,

|z) = (1+ IzP)—je“+ 3, —j) =

PNL/2
(1 +| | ) m_—j (]ijrn) ZJ+ ’j?m>7

(1.3.5)
donde «, z € C. Los CSs fotdnicos, |«a), y de spin j, |z) forman un conjunto sobrecom-
pleto del correspondiente espacio de Hilbert y cumplen las respectivas relaciones de

clausura y de resolucion de la identidad

1
1 = —/ o) {a|d?a,
™ JR2

2j + 1 a2z
1 = |2) (2l e
™ Jre (1+2[?)

(1.3.6)

con d*w = dRe(w)dIm(w) (o d*w = rdrdf en coordenadas polares w = re'?) la medida
de Lebesgue en C. Los parametros complejos a y z estan relacionados con el nimero
medio de fotones, como (a|a’ala) = |a|?, y con la fraccién media de dtomos excitados,
como (z|J, + j|z) = N|z|?/(1 + |z|?), respectivamente. Se puede comprobar facilmente
que la amplitud de probabilidad de detectar n fotones y j + m atomos excitados en

la, 2) = |a) ® |z) viene dada por
e—\a|2/2an )Z]+m

(0, 2) = (nfa)(j,m|z) = N

(]—l—m
(14 [z[2)7

(1.3.7)

Nuestro sistema se puede caracterizar por un estado prueba variacional producto
directo de los CS ordinarios foténico y de spin j (1.3.4) y (1.3.5), |a, 2) = |a)®|z). Estos
estados prueba constituyen una buena aproximacién para determinadas propiedades del

estado fundamental, como la energia promedio
H(a, z) = (o, z|H |, 2)
= wlaf? + jwo bt + AvZj(a + a) F (1.3.8)
= ¥(¢* + p®) — woj cos O + \/AjAgsinfsin @,
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que define una “superficie de energia” de cuatro dimensiones; donde hemos usado
las cuadraturas a = \%(q + ip) y las coordenadas de la “proyeccién estereografica”
z = tan(g)ei‘z’ en la ultima igualdad por conveniencia. Minimizando con respecto a

estas cuatro coordenadas obtenemos los puntos criticos

(1.3.9)

Noétese que ag y Sy son reales, por tanto py = 0 = ¢g. Reproducimos aqui el valor
critico . = y/wwy/2 obtenido en la Seccién 1.1 pero por otro procedimiento.

Aunque el producto directo |a, z) constituye una buena aproximacién para de-
terminadas propiedades del estado fundamental, como la energia media en el limite
termodindmico j — 00, éstos no son adecuados para describir otras propiedades sensi-
bles a la simetria de paridad intrinseca del hamiltoniano (1.3.1), como las medidas de
incertidumbre y la entropia [Rom2012b, Cal2012¢]. Por este motivo, introducimos un
nuevo estado prueba en términos de CSs adaptados a la simetria de paridad.

En realidad, los estados coherentes de paridad definida par (impar) nos permiten
una mejor descripcién variacional del estado fundamental (primer estado excitado) que
aquellos estados sin paridad definida. Nuestro nuevo estado

@) £[-a)@[-2)

la, z, £) = Nl 2) )

(1.3.10)

se obtiene mediante la aplicacion de los proyectores de paridad par e impar Py = (lj:f[)
sobre el producto directo |a) ® |z). El factor Ni(«, 2),

1/2

2\ 2J
N:i:<047 z) = \/§ (1 + €f2|o¢\2 (L—rijl2> )
s (1.3.11)

= 2 (1 + e_(p2+q2)(cos 0)2j> ,

es un factor de normalizacién. Estos estados coherentes pares e impares son estados
de “tipo gato de Schrodinger”, en el sentido que son una superposicién cuantica de

estados cuasi-clasicos distinguibles macroscépicamente. Ahora, la nueva superficie de
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energia es

Hi(a,2) = (a,z,£|H|a,z,£)
H(a, z) £ (o, z|H| — a, —2)
Ni(a,2)?/2 ’

(1.3.12)
con los elementos no diagonales

(a, 2| H| — ar, —z) = e 2l (
wlal? —jwoi+l ig + M\2j(«
= e~ (P14 (cos 0)% x

(5(a® +p*) —wilcos )~ — /AjApsinf cos g)

) . |j ) (1.3.13)

La mayor complejidad de la estructura de H4(«, z) dificulta la obtencién de los
nuevos puntos criticos a( ) z(() ) a través de un proceso de minimizacién de la co-
rrespondiente superficie de energia. En lugar de llevar a cabo un célculo numérico

+ + . . . . . .,
de a(() ),z(() ) para diferentes valores de j y A, usaremos la siguiente aproximaciéon

a(()i) ~ ay, zéi) ~ 29, que es bastante buena excepto en la proximidad de A., mejo-
rando cuando el nimero de particulas N = 2j aumenta (ver Figura 1.1 para el caso
simétrico y referencia [Cas2011b]). Con esta aproximacion, esperamos un mejor acuer-
do entre nuestros resultados numeéricos y variacionales, excepto tal vez en la cercania
de A..

Con el fin de calcular las funciones que describen las propiedades de nuestro sistema,

tanto en representacion de posiciones como de momentos, usamos la representacién de

Holstein-Primakoff (1.1.6) del momento angular. Redefiniendo

B=1/2jz (1.3.14)

n (1.3.5), podemos ver (véase [Rad1971, Per1986]) que los estados coherentes de spin
j |2) se convierten en estados coherentes ordinarios |8) = e 1#*/2eM7|0) para j >
1 (cuando identificamos [j,—j) = [0) y |j,m) = |m + j)). Entonces, asumimos la
aproximacion

|2) ~ [B), (1.3.15)

como una buena estimacion, incluso para valores relativamente pequenos de j, para

|z| en la vecindad del valor de equilibrio |zp] < 1 en (1.3.9). Entonces, introduciendo
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Naq H+(“01ZO)
0.7¢
0.5¢ an - N=20

03 ||

0.1 |/

0.55

0.6
1
N59H+(C¥o,zo)

: -0.6
-0.02F |
~0.04- | / - N=20
—006 |\ !
) —_— N=40
—0.08 \ :

-0.1- S

Figura 1.1: Derivada de la energia media H. (o, z) por particula respecto a ¢ = v2Re(a) y
6 = 2 arctan(|z|), evaluada en los puntos criticos (1.3.9), como una funcién de A para N = 20

(linea discontinua) y N = 40 (linea continua) particulas y wy = w = 1. (Todos los valores

estan en unidades atémicas.)
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los operadores de posicién y de momento para los dos modos bosénicos y teniendo
en cuenta la representacion en posiones y momentos de un estado coherente ordinario

(candnico) (a = aq + i) [Per1986],

<x|(]{> = (8)1/467; 2wa2$€7(\/5$7\/§a1)2/27
™
1/4
o = () e
™

se puede obtener facilmente la expresion explicita de la funcion de onda del estado

fundamental |ag, By, +) en representacién de posiciones (¥(x,y) = (z,y|lag, Bo, +)) v

de momentos (¢(pz, py) = (Pzs Pylo, Bo, +)) como

(@,y) = gy (3R VR0 (EmyVE
+ (0,00

n e,E(ﬁxJﬂ/ﬁao) 75(\/LToy+\/§ﬁo)2> ’ (1.3.17)

2
wow 796 Py
otpe) = e B2 con (V00 + 20)

1/2
donde, ahora N, (v, o) = (27(1 + 6_20‘3_253)) es un nuevo factor de normalizacion.

Notese que ¥ y ¢ dependen de j y A a través de ag y [By. Ademas, nétese que para
A > A, la funcién densidad del estado fundamental p(z,y) = | (z,y)|* se divide en
dos paquetes gausianos centrados en puntos antipodales v/2(ayg, Bo) v —v2(g, Bo) en
el plano x —y. Los paquetes se alejan entre si a medida que se incrementa el valor de j
por encima del punto critico A > A.. En el espacio de momentos, ¥(px, p,) = |6(pz, py)|?
es una gausiana modulada por una funcion coseno que oscila rapidamente para valores
altos de 7 y A > A.. Este comportamiento también aparece reflejado en las soluciones

numéricas como se muestra en la Figura 2.2.

1.4. Aproximacién variacional en el modelo vibrén

En esta seccién, al igual que hicimos en la Seccion 1.3 anterior para el modelo de
Dicke, estudiaremos algunas propiedades del sistema descrito por el modelo vibron me-
diante una aproximacion variacional, caracterizando la funcién de onda del sistema por
un estado prueba en términos de estados coherentes adaptados a la simetria de paridad.
Estos estados, también denominados “estados gato de Schrodinger” o simplemente “es-

tados gato”, han sido introducidos en este contexto en [Cal2012b], y constituyen una
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buena aproximacion a la solucién cudntica exacta (numérica) del estado fundamental
del modelo vibrén.

Partimos del hamiltoniano esencial del modelo vibrén derivado en la Seccion 1.2

. N(N — W2
=g DT

(1.4.1)

donde n representa el operador nimero del bosén vectorial y W2 es el operador de
Casimir cuadrético Cy(SO(3)) = W2 = (D, D_+D_D.)/2+1?, siendo D el operador
dipolar y [ el operador momento angular en 2D. El ntimero cuéntico N (constante)
representa el nimero total de estados ligados y caracteriza la representacion totalmente
simétrica [N] de U(3).

El espacio de Hilbert es expandido por los vectores de la base ortonormal

()N D) ()

[N, 1) = 10), (1.4.2)

VOV =)t (21 (251
donde el nimero cuantico de “doblez” n = N,N — 1,N — 2,...,0 y el momento
angular | = £n,£(n —2),...,£1 6 0 (n =impar o par) son los autovalores de 7 y l,

respectivamente. Se pueden derivar facilmente los elementos de matriz de W2 (ver por

ej. [Per2008]):

(N:n/ I|W2?|N;n,l) =
(N=n)(n+2)+(N=n+1)n+1*dyn,
—~((N=n+2)(N=n+1)(n+1)(n—1))28u .
—((N=n)(N =n=1)(n+142)(n—142))26u nia

(1.4.3)

A partir de estos elementos de matriz, es facil ver que la evoluciéon temporal preserva
la paridad €™ de un determinado estado |N;n,l). Es decir, el operador de paridad
II = ¢™ conmuta con H y ambos operadores puede ser diagnolizados conjuntamen-
te. La simetria de paridad en el modelo vibron ha sido considerada, por ejemplo, en
[Lev1988b]. Sin embargo, esta simetria pasa desapercibida cuando se propone un es-
tado prueba para aproximar la energia del estado fundamental en términos de CSs
“proyectivos” (no simétricos) [Per2008] (o “Hartree axial” [Dus2005])

1
IN;7) = ﬁ(bZ)Nm% bf = W(UT +r7)), (1.4.4)

1
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con r > 0 un pardmetro variacional libre y bf el condensado bosén. Se pueden consi-
derar otras posibilidades rotacionalmente equivalentes [Lev1988al; ademds, también se
pueden construir las excitaciones intrinsicas reemplazando el bosén intrinseco b. por
bosones de excitacion ortogonal, definiendo entonces CSs multiespecies (ver por ej.
[Kuy1998, Cap2005]).

A continuacién, expresamos nuestro estado prueba(1.4.4) en términos de los vectores
de la base (1.4.2) obteniendo de forma explicita los coeficientes de la expansiéon, que

vienen dados por

IN;r) = Z CS}QL(T”N; n,n —2m), (1.4.5)
Ny N\ (n\ (=r/vV2)" (=)™
me = () () e

El parametro variacional r es determinado minimizando el funcional de la energia del

estado fundamental “por particula” [Per2008]:

e = -0 v ) =00
= (1—5)1ir2+5(%) : (1.4.6)

donde hemos usado () como una abreviatura para designar el valor esperado sobre
|N;r). De 0&(r)/Or = 0 podemos obtener el “radio de equilibrio” 7. y la energfa del

estado fundamental & en funcién del parametro de control &:

o0 esemups
re(€) =

; <& =1/5
@) = S, oY

e §>&=1/5.

Encontramos que d?&¢(r.(£))/dé? es discontinua en . = 1/5, entonces se dice que
la transicién de fase es de segundo orden. Para moléculas triatomicas, la coodenada
variacional algebraica (adimensional) 7 se ha relacionado con un desplazamiento angu-
lar [Iac2003, Per2008, Lar2011] (o “4ngulo de doblez”) 6 ~ r/a, siendo a la longitud

de enlace de equilibrio, que refleja el grado de distorsién de la estructura molecular
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respecto a la linealidad (r = 0). Este desplazamiento r también esta relacionado con
las coordenadas de los potenciales de Poschl-Teller (para el oscilador cilindrico) y de
Morse (para el oscilador cilindrico desplazado). En la (1.4.6) también vemos que r da
una medida del nimero cuantico vibracional promedio (n) y del nimero cudntico del
momento angular cuadrético (172).

Aunque |N;7.(€)) describe correctamente la densidad de energia del estado fun-
damental en el limite termodinamico N — oo, mostraremos en el capitulo 5 que este
estado no capta el comportamiento correcto para otras propiedades sensibles a la si-
metria de paridad II del estado fundamental del hamiltoniano como, por ejemplo, el
entrelazamiento rovibracional y las medidas de deslocalizacién. Este es el motivo por
el que introducimos los CSs adaptados a la simetria de paridad.

En efecto, una mejor descripcién variacional del estado fundamental (primer estado
excitado) viene dada en términos de estados coherentes “projectivos” de paridad par
(impar), como
(LN [N3r) & |[N;—r)

Ne(r) Ni(r) 7

donde NVi(r) = v/2(1 £ (N; —r|N;7))/? es una constante de normalizacién, con

|IN;r, ) = (1.4.8)

(N;—r|N;7)y = (1 = %) /(1 + 1), (1.4.9)

y hemos usado que n¥(71)"[0) = n*(71)"|0), y por tanto II(71)"|0) = (—71)"|0). Nétese
que el solapamiento (N; —r|N;r) es despreciable para valores altos de N (limite termo-
dindmico) y r > 0; por tanto, en este limite, los estados (1.4.8) son una superposicién
de dos paquetes de onda (coherentes) cuasi-clasicos (distinguibles) no solapados (ver la
seccién anterior 1.3, y [Cas2011a, Cas2011b] y [Rom2012b, Cal2012¢, Rom2012¢| para
un comportamiento similar en el modelo de Dicke). Esto justifica, para estos estados,
el término “estado gato de Schrodinger”. A continuacion solo discutiremos el caso de
un estado prueba del estado fundamental con simetria par. Expandiendo |N;r, +) en
la base (1.4.2), como hemos hecho en (1.4.5) para CSs no simetrizados, obtenemos los

nuevos coeficientes

) + S (=
(NH) () = nm( .)/\Z(T) ( ) (1.4.10)
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) N+ : , -
Nétese que ahora c,(l,m )(r) = 0 para n=impar. El pardmetro variacional r es de nuevo

calculado minimizando el funcional de la energia “por particula” Eg(ﬁ)(r) = (H),/N co-
mo en (1.4.6), pero ahora para una configuracién simétrica |N;r, +), dada en términos

de los nuevos valores:

(). r((A4+r)N = (1= )Nt

T+ B (14 r2)N + (1 —r2)N ) (1.4.11)
W2). Q)Y + (1 =)V 2 (14 2N 4 1)

N (42N + (12N ~

A diferencia de &(r), el nuevo funcional de la energia Séﬁ)(r) depende de N. De
885(’]? (r)/0r = 0 podemos obtener un nuevo radio de equilibrio riV) (€). Por ejemplo,
para N = 2 y N = 3 encontramos explicitamente expresiones analiticas para el radio

de equilibrio y la energia del estado fundamental por particula como una funcién del

rP(e) = \/

parametro de control &:

1 1 \/ 1-26+5¢2
2T

@)
EA0D(©) = L(1+e-VI+a—2+59). (1.4.12)
) = g

EE) = L(1+e— VIFE—1TT0).

Para valores mas altos de N podemos calcular i) (&) numéricamente. La Figura 1.2

compara 7.(£) en (1.4.7) con TéN)(f) para N = 2,3,8,32. Observamos que el radio
de equilibrio i) (&) de los estados gato par |N;r,+) se aproxima al radio de equi-
librio r.(§) del CS |N;7) en el limite termodindmico, esto es, réN)(f) — 1.(§) para
N — oco. Ademas, también podemos ver en la Figura 1.3 que la densidad de energia
Eg(f)(réN) (£)) de los estados gato par es una funcién creciente de N y que también
se aproxima a la densidad de energia E(r.(£)) del CS en el limite termodinamico, es
decir, ng N (€) — Ee(r(§)) para N — oo. Este comportamiento que se muestra
en la Figura 1.3 también es compartido por la densidad de energia exacta obtenida
numéricamente. Por tanto, los estados gato par proporcionan una buena descripciéon
del estado fundamental en el régimen de tamafio finito (N < 00).

Para un uso futuro, finalizamos nuestra descripcién de los estados variacionales,

proporcionando expresiones explicitas de las funciones de onda de la base (1.4.2) en
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ry
1+
——N=2
——N=3
7 —— N=8
/
----- N=32

Figura 1.2: Radio de equilibrio réN) (&) de estados gato par para N = 2,3, 8,32, 00, donde

identificamos > (&) =re(8).

En
0.25¢ —  Nezea
[ I W — N=3 exact
i 7 RN N=60 exact
0.20} PP NN - N=2cat
: /e \\\‘\«\ - - N=3 cat
L 7 SN N=60 cat
L / 7 AN
0.15¢ y SN - N=eomf.
r V4 N
r ’,// \\\\
0.10F 4 N\
r // \\
.y N
0.05¢ N\
[ N
[ N\
N
| | | | LNy éf

02 04 06 08 10

Figura 1.3: Energia media exacta del estado fundamental (linea continua) frente a la energia
N)
7+
N =2, N =3y N = 60. Identificamos 55(?:) (r§°°) (€)) = E(re(€)) (linea punteada), con la

media “por particula” del estado “gato” E(§) = 85( (réN)(ﬁ)) (linea discontinua) para

energia media “por particula” de la aproximaciéon de campo medio. Ey aumenta con N.



1.4 Aproximacion variacional en el modelo vibron 43

representacién de “posiciones” g — \/LE(G’ZT + a;), con (ag,ay,as) = (0, T4, 7_) nuestros

tres operadores de oscilador, en términos de los polinomios de Hermite Hy(q):

9—N/27-3/4,—(a3+a7+d3)/2

VO = () (25)!

(q|N;n,l) = Han(QO)HnTH(%)H%l(%)- (1.4.13)







Capitulo 2

Relaciones de incertidumbre

entropicas y QPT

2.1. Introduction

Las relaciones de incertidumbre desempenan un papel fundamental en Fisica
Cuantica. El principio de incertidumbre de Heisenberg se expresa generalmente co-
mo una relacion de incertidumbre en términos de varianzas. De forma alternativa, este
principio de incertidumbre se puede formular mediante una relacion de incertidum-
bre entrépica [Hirl957, Bial975, Becl975] que se ha mostrado de gran utilidad en
varias situaciones [Hir1957, Bial975, Bir1984, Maal988, San1998, Bia2006, Rom2007,
Sch2009a, Bec1975, Gad1984, Gad1985].

Como ya hemos dicho, las transiciones de fase cuanticas son un hecho relevante
en problemas cuanticos de muchos cuerpos. Las QPTs son el resultado de la variacién
de las fluctuaciones cuanticas a temperatura cero. Las QPTs ocurren generalmente en
sistemas descritos por un hamiltoniano de la forma H = Hy+ AH;, con H, resoluble de
forma exacta y H; un término de interaccion, siendo A el correspondiente parametro
de control de la intensidad de la interaccién. Las QPTs ocurren cuando A alcanza un
valor critico A, donde las simetrias (y por tanto las propiedades) del sistema cambian
drasticamente. Esta situacion la comparten tanto el modelo de Dicke, que describe
un conjunto de atomos interaccionando con un campo de radiacién, como el modelo

vibrén, utilizado en el estudio de los espectros rotacional y vibracional de moléculas

45
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diatémicas y polidtomicas, como hemos visto en el capitulo 1.

En este capitulo mostraremos que las relaciones de incertidumbre de Rényi, al igual
que ya se ha demostrado recientemente con la complejidad relativa y el producto de
informacién Fisher-Rényi [Rom2008a], son importantes en el estudio de las transicio-
nes de fase cudnticas, dadas las particularidades que presenta el punto de transicién
[Rom2011, Rom2012a, Rom2012b, Nag2012, Ren1961, Rom2012d]. Mostraremos que
la suma de entropia de Rényi experimenta un cambio abrupto en el punto de transi-
cién, aunque se mantiene aproximadamente constante en ambas fases, a diferencia del
producto habitual de varianzas, el cual diverge con A y el nimero de particulas N.

La entropia de Rényi [Ren1961] de orden p para una funcién densidad de probabi-

lidad de dimensién D, f(ry,...,rp) normalizada a la unidad viene dada por

1
Ry = ln/f“(r)dr, for 0<p<oo, p#1, (2.1.1)

donde r = (ry,...,rp). La entropia de Rényi puede considerarse como una extensién
de la entropia de Shannon con un pardmetro [Shal948], ya que la entropia de Rényi

tiende a la entropia de Shannon

S — —/f(r) In f(r)dr (2.1.2)

cuando p — 1.

La entropia de Rényi se ha aplicado en varios campos de la Fisica Cuantica, co-
mo el entrelazamiento cudntico [Guh2004], los protocolos de comunicacién cudntica
[Ren2005], las correlaciones cudnticas [Lev2005], las medidas de localizacién [Arb2003],
el resurgimiento cudntico [Rom2008¢| y en Fisica Atémica [Rom2008b, Rom2008a,
Nag2009a, Nag2009b]. Estas medidas de informacién algunas veces dan una mejor des-

cripcion de la QPT que las varianzas usuales

(Ag)* = (¢*) — (9)* = /q29(q)dq— (/ q9<Q)dq)27 (2.1.3)

las cuales escalan con el nimero de “particulas” y por tanto divergen en el limite
termodindmico (ver por ej. [Rom2012b, Cal2012c] para el caso del modelo de Dicke).

Supongamos que la distribucién de probabilidad p(r) se puede asociar con una

funcién de onda 1 (r) como p(r) = [¢(r)|?. En el espacio de momentos, la distribucién
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de probabilidad ~(p) viene dada por la funcién de onda ¢(p) (la transformada de

Fourier de la funcién de onda (r)), como v(p) = |¢(p)|?. Se puede encontrar en la

literatura una relacion de incertidumbre para la suma de las entropias de Rényi basada
en la desigualdad de Hausdorff-Young [Maal988, Dem1997, Bia2006]:
1 1

RS+ R > g(p,v), . + = 2 (2.1.4)
D 1 1 1 v

donde D es la dimension. Esta relaciéon de incertidumbre se aproxima a la relacion de

incertidumbre de la entropia de Shannon [Bec1975, Hir1957, Bial975]
S,+ S, > Dln(em). (2.1.6)

en el limite p — 1. La ec. (2.1.4) se satura para funciones de distribucién gausianas,
por tanto, la relacion de incertidumbre de Rényi es “fuerte”.

La entropia de Rényi es un funcional de la densidad de probabilidad. Cuando cambia
la simetria de la funciéon de onda del estado fundamental, esperamos un cambio en la
densidad de probabilidad tanto en el espacio de posiciones como en el de momentos.
Por lo tanto, también debe haber un cambio brusco en la suma de las entropias de
Rényi. La relacién de incertidumbre entrépica proporciona (ver por ejemplo [Hal1993]
y sus referencias asociadas) una versién refinada de la relaciéon de incertidumbre de

Heisenberg

1 1
AxAp, > 5 eXP S, +S5,—1—Inn] > 5 (2.1.7)

Esto representa una ligadura mas fuerte para el producto de varianzas que el valor

1

5+ Es decir, la relacién con la suma entrépica de Shannon proporciona una

estandar
forma mas util de la relacién de incertidumbre que la relaciéon conteniendo el producto
de varianzas. Por tanto, la descripcién de la transicion de fase cudantica, en términos
de la relacién de incertidumbre entrépica es méas adecuada que mediante la relacién
de incertidumbre estdndar en términos varianzas [Rom2012b]. Recientemente, se ha
senalado la importancia de la medida de incertidumbre entrépica para fluctuaciones

cudnticas [Maj2004].
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Mencionaremos brevemente que la suma de entropias de Rényi es la suma obtenida
a partir de las distribuciones marginales del espacio de fases. Se pueden encontrar otras

desigualdades interesantes en [Hor2012].

2.2. Relaciones de incertidumbre entrépicas en el

modelo de Dicke

En esta seccién vamos a mostrar que la relacion de incertidumbre para la suma
entropica de Rényi da una nueva perspectiva sobre las fluctuaciones cuanticas. Para
ello, elegimos el modelo de Dicke utilizado con gran éxito en el estudio de propieda-
des de Optica Cudntica [Dic1954, Hep1973, Wan1973, Car1973, Ema2003a], cadticas
[Ema2003a, Ema2003b] y de enredo [Lam2004]. Existen realizaciones experimentales
del modelo como ya hemos indicado en la introduccion. Como sabemos del capitulo an-
terior, hay una QPT en el limite N — oo. Senalemos que se ha mostrado recientemente
un cambio brusco de la entropia Rényi en el punto de transicién [Rom2011] y que la

transicién esta caracterizada por una medida de complejidad relativa [Rom2012a).

2.2.1. Modelo de Dicke

Como mencionamos en la Seccién 1.1, la interaccion de N atomos de dos niveles
con un campo de radiacién de un tunico modo de frecuencia w viene descrito por el

hamiltoniano de Dicke

A
o]+ wal i ). 2.2.1
H = wyJ, +wa a+\/2_j(a +a)(Jp+J2) ( )

Este modelo presenta una QPT en el limite termodindmico, cuando la constante de
A alcanza un valor critico \., produciéndose una transicién desde una fase normal a una
fase superradiante. Como ya hicimos en la Seccion 1.1.4, el modelo puede ser resuelto
numéricamente diagonalizando la matriz asociada. Fn nuestra discusién, es importante
sefialar que la evolucién temporal preserva la paridad e™("+™+7) de un determinado
estado |n,j,m) del espacio de Hilbert. En concreto, el estado fundamental debe ser

par.
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En nuestro analisis hacemos uso de la representacién de Holstein-Primakoff
[Hol1940] de los operadores de momento angular, Jy,J, en funcién de los operado-

res bosénicos, [b, b'] = 1, dados por

T =bt/2j —0Tb, J.=+/2j —bibb

T — () (2.2.2)

Para valores altos de j (manteniendo constante b'b), podemos aproximar J, ~ /2j b
y J_ ~ /27 b, de manera que el sector atémico puede ser descrito practicamente por un
oscilador arménico, al igual el sector de campo. Definiendo los operadores de posicion
y momento para ambos modos bosoénicos podemos expresar la funcién de onda en

representacion de posiciones

Ne J
o) = LB 3° 37 )
m .
n=0m=—j (2.2.3)

% Hn(\/(*_‘}x)Hj—I—m(\/ woy)
2+m+)/2. [l (5 + m)!
(9)

en funcién de los polinomios de Hermite de grado n, H,(z). Los coeficientes ¢;m pro-

vienen de la diagonalizaciéon numérica de la matriz del hamiltoniano. Se trata de un
representacion de gran utilidad y usada previamente en la ref. [Ema2003a]. De la misma

forma, la funcién de onda en representacién de momentos puede ser escrita como

1 _l(ﬁq_ﬁ) e J . S
G(Derpy) = ——==e 2= T YN (i)t
VT n=0m=—; (2.2.4)

 Ho0e/ V) Hyo 0] /)

2ntm+3)/2, /nl(j + m)!

donde hemos tenido en cuenta que la transformada de Fourier de e~ **/2H,, (ax) viene
dada por (—i)"e ?*/@*)H, (p/a). La densidad de probabilidad en posiciones y momen-
tos vienen dadas por [¢(x,y)|* v |¢(ps, py)|?, con las funciones de onda (2.2.3) y (2.2.4).
Las entropias de Rényi son calculadas numéricamente.

Las figs. 2.1(a) y (b) representan la suma de incertidumbre de Rényi RY + RY para
valores del pardmetro A € [0, 1] y para (i, v) igual a (2,2/3) y (2/3,2), respectivamente.

En la fase normal A < A, la relacién de incertidumbre (2.1.4) estd saturada con Rf) +
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Figura 2.1: Resultados numéricos de la suma entrépica de incertidumbre de Rényi Rf, + RY
para el estado fundamental para N = 10, 20, 40 y wo = w =1 (A. = 0.5) y para (u,v) igual

a (2,2/3) (superior) y (2/3,2) (inferior). (Todos los valores estdn en unidades atémicas).
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Figura 2.2: Funcién de densidad del estado fundamental en el espacio de posiciones (izquier-
da) y en el espacio de momentos (derecha) para diferentes valores de A (de arriba a abajo
A=0.3,A=0.55y A=0.7) para wyp =w =1y N = 20. (Todos los valores estan en unidades

atémicas)
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RY? ~ 4199 ~ ¢(2,2/3) = In (3372/22), alcanzando su valor minimo. En esta fase, la
funcién densidad de posiciones (momentos) es como un paquete gausiano centrado en
el origen, como podemos ver en el panel superior izquierdo (derecho) de la Figura 2.2.
En la fase superradiante, A > A, la suma de incertidumbre de Rényi alcanza el valor
constante R + R2? ~ 4.64 ~ In (54,/7(7/6)% /T (5/3)3) para valores de A > Ay > A,
donde Ay — A. cuando N — oo (ver ecuaciones (2.2.7) y (2.2.8) para valores generales
de p, v). Esta situacién corresponde a una funcién de densidad en posiciones compuesta
por dos subpaquetes alejandose uno del otro (para A creciente) en diferentes cuadrantes
en el plano, y en espacio de momentos la funcién densidad corresponde a un paquete
de tipo “gausiano” modulado, como podemos ver en el panel inferior de la Figura 2.2,
respectivamente. La transicion desde la primera situacion a la segunda es alrededor de
A = A y el cambio es mas repentino cuanto mayor es el nimero de particulas (ver
Figura 2.1).

Los productos de varianzas AzAp, y AyAp, fueron calculados en [Rom2012b] para
wo = w = 1, es decir, A. = 0.5. Se obtiene, para valores de A < A., que las relaciones
de incertidumbre alcanzan un valor de 1/2 (es decir, la relacién de incertidumbre se
satura (2.1.7)) aumentando cuando A se incrementa desde A, y cuando N aumenta, de
tal forma que las relaciones de incertidumbre divergen para A > A, cuando N diverge.

La conclusién mas importante de este analisis es que la relacion de incertidumbre de
Rényi tiene en cuenta las fluctuaciones cuanticas o incertidumbre del paquete de ondas
(como hace la incertidumbre entrépica [Rom2012b]) mientras que la incertidumbre de
varianzas no sélo tiene en cuenta las fluctuaciones cuanticas sino también la posicién

relativa de los paquetes de onda.

2.2.2. Relaciones de incertidumbre variacionales del modelo

de Dicke

Para obtener expresiones analiticas explicitas de las relaciones de incertidumbre ha-
remos uso de estados prueba en términos de estados coherentes adaptados a la simetria
de paridad. Estos estados son una excelente aproximacion de la solucion exacta del es-
tado fundamental (de paridad par) y primer estado excitado (de paridad impar) como

indicamos en la Seccion 1.3 donde se analizé la aproximacion variacional del modelo
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de Dicke. Por este motivo los volveremos a usar para abordar el calculo de entropias y
varianzas.

Nuestro sistema se puede caracterizar por un estado prueba variacional producto
directo de los CS ordinarios foténico y de spin j, |a, z) = |a) ® |z), sin embargo, éstos
no son adecuados para describir aquellas propiedades sensibles a la simetria de paridad
intrinseca del hamiltoniano (2.2.1), como las medidas de incertidumbre y la entropia
[Rom2012b, Cal2012¢]. Por tanto, consideramos un nuevo estado prueba en términos
de CSs adaptados a la simetria de paridad

)@l E[-a)®[-2)
Ni(a, z) ’

Estos estados coherentes pares e impares son estados de ‘tipo gato de Schrodinger”,

|, 2, &) (2.2.5)

en el sentido que son una superposiciéon cuantica de estados cuasi-clasicos distin-
guibles macroscopicamente. Al igual que el caso anterior, los parametros libres de
este nuevo estado (SACS) se obtienen minimizando el nuevo funcional de energia
Hi(o, 2) = (o, 2, £|H|a, z,%). Sin embargo, dada la complejidad de la funcién a mi-
nimizar, optamos por una aproximacion a(()i) ~ «p, z(()i) ~ 2p, que es bastante buena
excepto en la proximidad de A., como se indicé en la Seccién 1.3.

Con el fin de calcular las relaciones de incertidumbre entrépicas, en represen-
tacion de posiciones y momentos, haremos uso de la representacion de Holstein-
Primakoff (2.2.2). Podemos aproximar los CS de spin j, |z) por un CS ordina-
rio |8) = e 1AP/2e8"|0) para j > 1 (cuando identificamos |j, —j) = |0, ver por
ej.[Rad1971, Per1986]). Entonces, asumimos la aproximacién |z) ~ |3), que resulta
ser una aproximacion bastante buena incluso para valores relativamente pequenos de
j. Ahora, introduciendo los operadores de posicién y momentos para estos dos modos
bosénicos y teniendo en cuenta la representacion en posiciones y momentos de un CS

ordinario (candnico), con o = ay +iay podemos expresar la funcién de ondas del estado

fundamental |ag, o, +) en representacion de posiciones [¢(x,y) = (x, y|ao, o, +)] vy de

momentos [¢(pz, Py) = (Pas Py|0, So, +)] como

+ (a0760)

+ e—%<ﬁz+ﬁao>2—%<ﬁoy+ﬁﬁo>2) : (2.2.6)

¢(x7y) = _Vwow <e—%(\/ﬁm—\/§a0)2_%(\/070y_\/§lgo)2

2
Py

wow —ﬁ——
O(par py) = FrEse 575 cos (VE(Z500 + 25h)
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1/2
donde N (g, Bo) = (2%(1 + 6_2a3_253)> es un nueva factor de normalizacién. Como

se coment6 en la Seccién 1.1.2.4, la funcién densidad del estado fundamental p(z,y) =
|v)(x, y)|? se divide en dos paquetes gausianos centrados que se alejan entre si a medida
que se incrementa el valor de j por encima del punto critico A > \.. En el espacio de
momentos, ¥(pz, py) = |¢(pz, py)|? es una gausiana modulada por una funcién coseno,
que oscila rapidamente para valor altos de 7 y A > A.. Este comportamiento tambien
aparece reflejado en las soluciones numéricas como se muestra en la Figura 2.2.

Esta estructura particular de la funcién de onda del estado fundamental da lugar
a una funcién escalén de Heaviside para la entropia de Rényi en representacion de

posiciones

In <,uﬁ7r> , SIA < A

Ry e :
In (2;1#*1 7r) , SIA> A

(2.2.7)

y de momentos

In <yﬁ7r> , SIA < Ae
RY — 1
! 1%(%)0 SA >\

en el limite termondindmico (j — o0). Este comportamiento puede deducirse de la

(2.2.8)

Figura 2.3. En la fase normal, la desigualdad (2.1.4) satura (es decir, la entropia total
es exactatamente g(u,v)) porque la funcién de onda del estado fundamental (2.2.6)
es una gausiana centrada en el origen en representacion tanto de posiciones como de
momentos. Por encima del punto critico A., el paquete de ondas gausiano original
se divide en dos subpaquetes con apenas solapamiento, lo que da como resultado un
aumento repentino de la entropia total de Renyi. En el limite u, v — 1, recuperamos

la expresién de la entropia de Shannon dada en [Rom2012b]

Snormal — 1p (err)? ~ 4.29,  sid < A,
S, +S, = (2.2.9)
Ssuper = In ((27)%€) ~ 4.68, si\ > A,

Para cualquier combinacién de valores (iu,r), podemos calcular la diferencia de
incertidumbre

AU(uv) = (Ry+ RY) L — (RS + RY)

super normal
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Figura 2.3: Resultados de la aproximacién analitica y numérica (exacta) para la suma
entrépica de la incertidumbre de Rényi del estado fundamental Rf, + RY para N =10 (panel
superior), 20 (panel medio) y 40 (panel inferior) y wp = w = 1. (Todos los valores estédn en

unidades atémicas).



56 Capitulo 2 Relaciones de incertidumbre entrépicas y QPT

en el limite termodindmico, como

1 2T (v + 1/2)
AU (p,v) = T In (F(I/ n 1)ﬁ) con v € [l/2,00) (2.2.10)

Esta diferencia es una funcién decreciente de v, por lo que la mayor diferencia

AU(p,v) =1n <i—z> se alcanzard cuando (i, v) = (00, 1/2). Entonces, esta combinacién
de coeficientes (1, v), que dan la medida de incertidumbre R5° + R}/ ? con

RY = lim RS = —In(méx p(r)), (2.2.11)

H—00 P
es la mas adecuada para detectar la transicion de fase en este modelo. Es importante
indicar que la mejor combinacién (u, ) depende del modelo.

También debemos senalar que el comportamiento de R + RZ como una funcién
escalon de Heaviside, también aparecera en otros sistemas cuanticos donde un paquete
de ondas se divide en varios subpaquetes tras un valor critico A, de algin pardmetro A de
la teoria. En particular, para M subpaquetes idénticos con un solapamiento despreciable
entre ellos, la entropia de Rényi en representacion de posiciones R/ aumenta en una
cantidad In(M).

Para completar, calculamos las expresiones explicitas de los valores esperados

(@) = (b)+ = (al)s = (b1)+ =
(ala)y = —aj(1 — 47 /N (a0, o)?), (2:2.12)
(bTby, = —B2(1 — 4n /N (w0, Bo)?),

y sus fluctuaciones

2

1 47ra0
2t N @002 Aps 1
Ap =\ — ==, & —\/20‘0 FMomr ~ D+
. (2.2.13)
1 )
2 N la0.002  Ap 1
Ay = +w00 0’ \/w% - \/260 N+ (v, Bo)2 -+ 2

Otras cantidades fisicas de interés son la “inversion atémica”

(o)1 /5 = (blb),/j — 172% 2i -1,

A .
rﬁ(z)

y el nimero medio de fotones

para A > A, en el limite termodindmico.
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2.3. Relaciones de incertidumbre entrdpicas en el

modelo vibrén U(3)

En esta seccion estudiaremos la entropia de Rényi y las varianzas, como medidas
de deslocalizacién, para el modelo vibrén [lac1995, Tac1981, Iac1996], al igual que
hicimos en la Seccién 2.2 para el modelo de Dicke. Estas cantidades nos permiten
caracterizar la QPT de una fase lineal a una fase “plegada“ a través de un valor
critico &, de un pardmetro de control &. Los resultados numeéricos seran comparados
con los resultados obtenidos mediante una aproximacion variacional en términos de
estados coherentes adaptados a la simetria de paridad [Cal2012b](también denominados
“estados gato de Schodinger”), los cuales constituyen una buena aproximacién para
describir la deslocalizacién del estado fundamental de modelo vibrén a través del punto

critico para moléculas de “tamano” N.

2.3.1. Modelo vibron

Los modelos vibréon en 2D, como se indicé en la Seccion 1.2, describen un sistema
con un grado de libertad del tipo dipolo restringido a un movimiento planar. Como
ya hemos visto, asumiendo que el niimero total de bosones N = i + fiy (siendo n =
Tlnr + i y Ny = olo) y el momento angular en 2D, [, se conservan, tan sélo
hay dos limites de simetria dindmica, G; = U(2) y Gy = SO(3), asociados con dos
cadenas algebraicas que parten de U(3) y finalizan en SO(2): las denominadas cadena
del oscilador “cilindrico” y la cadena del oscilador “desplazado”. Para el estudio de la
transicién de fase cudntica, podemos considerar un hamiltoniano esencial del modelo
vibrén U(3) como combinacién convexa de los operadores de Casimir lineal C1(U(2)) =
f, y cuadrédtico C5(SO(3)) = W2 = (DyD_ + D_D.)/2 + I? (con D el operador
dipolar) de las correspondientes simetrias dindmicas [Per2008|

. N(N +1) - W?
=gy D

(2.3.1)

donde el nimero cuéntico (constante) N es el nimero total de estados ligados que
caracteriza la representacion totalmente simétrica [N] of U(3) de dimensién (N+1)(N+

2)/2. Este modelo presenta una QPT “de forma” en £. = 0.2 [Per2008] desde la fase
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G (lineal) a la fase G (plegada).

El espacio de Hilbert es expandido por los vectores de la base ortonormal

(Y ) )

Non 1) = 0), (23.2)

VO =)l (20 (551!
donde el nimero cuantico de “doblez” n = N,N — 1,N — 2,...,0 y el momento
angular [ = +n,+(n —2),..., 41 6 0 (n =impar o par) son los autovalores de 7 y I,

respectivamente. Los elementos de matriz de W2 pueden derivarse facilmente (ver por
ej. [Per2008]) Se puede comprobar que la evolucién temporal preserva la paridad e™
de un determinado estado |N;n,[). Teniendo en cuenta este hecho, consideraremos en
nuestro analisis estados prueba adaptados a la simetria de paridad, como hicimos en
el estudio del modelo de Dicke.

Con el fin de calcular las medidas de informacion, escribiremos las funciones
de la base (2.3.2) en representacién de “posiciones”’q; = \%(azr + a;), considerando
(ag,ay,as) = (0,74, 7_) nuestros tres operadores de oscilador, que pueden ser escritos

en términos de los polinomios de Hermite Hy(z) como
9—N/2-3/4,—(d§+ai+43)/2

VO =)l (5! (25!

X Hy—n(qo) H ozt (q1) H i (2)- (2.3.3)

(¢|N;n,l) =

2.3.2. Entropia de Rényi y varianzas numéricas

Consideramos
N n
N
WMy =303 ()N n, T =n — 2m) (2.3.4)
n=0 m=0
el estado fundamental exacto de nuestro sistema, obtenido por diagonalizaciéon del
hamiltoniano (2.3.1) en funcién de los vectores de la base (2.3.2) con coeficientes C%N%(ﬁ )
(que tienen que se calculados numéricamente). Denotamos por @ZJéN)(q) = (q ’¢§N) ) la
correspondiente funcién de onda en representacién de posiciones ¢ = (qo, 1, ¢2) y por
péN)(q) = |¢éN) (q)? 1a distribucién de densidad del estado fundamental, para el cual

la entropia de Rényi

R3(©) = == [ (K@) (235

l1—«
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con a > 0, es una funcion del parametro de control ¢ para cada N.

En la Fig. 2.4 representamos las entropias de Rényi (y Shannon) del estado fun-
damental del modelo vibrén en representacion de posiciones para unos pocos valores
seleccionados de o = 1, 2, 3/4 y N = 8, 16, 20, como una funcién de £. Podemos
ver que las entropias de Rényi experimentan un aumento repentino a través del punto
critico de transicion de fase &. =~ 0.2, indicandonos una deslocaliacién del paquete de
onda del estado fundamental en la segunda fase (plegada), £ > 0.2. Ademads, en la Fig.
2.4 podemos ver que R%(€) es una funcion creciente con N y £ y decreciente con a.

Podemos verificar para este modelo, que la funcion de onda del estado fundamental
en el espacio de momentos ’lZJéN) (p)={(p |¢§N)> (es decir, la transformada de Fourier de
wéN)(q)) tiene la misma forma funcional como wéN)(q). Entonces, nos restringiremos

exclusivamente al espacio de posiciones. Ademas, los valores medios

(:) = /3 gips (q)dPg =0, i=0,1,2, (2.3.6)
R

son cero, por lo que los productos de las varianzas de incertidumbre estdndar vendran

dados por los cuadrados medios

(Ag:)* = (q}) = /RS ¢ oM (q)dPq, i=0,1,2. (2.3.7)

La simetria rotacional implica que (¢}) = (¢3). En la Fig. 2.5 vemos que la incerti-
dumbre de gy decrece, mientras la incertidumbre de ¢; » se incrementa, a través de la
transicién de fase, y ambas cantidades escalan con N (el tamafio del sistema). Ademas,

la varianza total
3
(0 +ai+a)=5+N (2.3.8)

es constante (independiente de &), lo que estd relacionado con la conservacion del

ntimero total de bosones N = a(T)ao + aJ{al + agaz.

2.3.3. Entropia de Rényi y varianzas variacionales

Como hemos visto, el limite cldsico, de campo medio o termodinamico N — oo, de
este modelo se estudia usando un algoritmo introducido por Gilmore [Gil1979] que hace

uso de CSs (condensado bosénico) semiclésico (ver por ej. [Per1986, Kla1985, Ali2000]
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<
™
x
H
5.8

N8 —— ——

56 FN=16 ]

54 | NZ20 e P

5| {/ ]
0
[qV]
[ad

§

Figura 2.4: Entropias de Rényi R% (£) para el estado fundamental exacto (numérico) del
modelo vibrén model como una funcién de & para a = 3/4 (panel superior), a = 1 (panel

medio) y = 2 (panel inferior) para N = 8, 16 y 20.
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(2<0; ,°>-1)IN

(<qp>>-1/2)IN

3

Figura 2.5: Varianzas escaladas (2<q%72> —1)/N (panel superior) y ((¢3) — 1/2)/N (panel

inferior) para el estado fundamental exacto (numérico) del modelo vibrén como una funcién

de £ para N = 8§, 16 y 20.
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como referencias bésicas sobre CSs), como estados prueba variacionales que aproximan

la energia del estado fundamental, en particular, los CSs “proyectivos” [Per2008|

|IN;r) = (bHN0), bl = (of +r7l), (2.3.9)

1 1
Wi Vi
con 7 > 0 un pardmetro libre variacional y bl el condensado bosénico. También se pue-
den considerar otras posibilidades rotacionalmente equivalentes [Lev1988al; ademas,
las excitaciones intrinsecas también pueden ser construidas reemplazando el bosén
intrinseco b. por bosones de excitacion ortogonal, definiendo entonces “CS multiples”
(ver por ej. [Kuyl998, Cap2005]). En esta seccién nos limitaremos al estado prueba
fundamental que, en representacién de posiciones, puede ser escrito como

o™ (q) = (qIN;r) (2.3.10)

T

1,242, 2 90— =(q1—q2)
e 2(q0+q1+Q2)HN (#)

ON/273/4, /NI !

donde hemos usado (2.3.3) en algunos pasos.

Como se comento6 en la Seccion 1.4 del capitulo anterior, el parametro variacional
r se determina minimizando el funcional de energia por “particula” del estado funda-

mental [Per2008],

e = S =0-of SIS
= (1- 5)1ir2 +¢ (%) (2.3.11)

donde (-) representa el valor esperado sobre |N;7). A partir de 0&(r)/0r = 0 obtene-
mos el “radio de equilibrio” 7. y la energia el estado fundamental & como una funcién

del parametro de control &:

ro(&) = —
Vi €2 6= 1/ (2.3.12)
) <&=1/5
@) = Ty oY

16¢ ) §>§c:1/5

Como d?E¢(r.(£))/dE? es discontinua en & = 1/5, se dice que la transicién de fase es

de segundo orden.
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Aunque |N;r.(§)) describe correctamente algunas propiedades de campo medio,
como la energia media, y el comportamiento del estado fundamental en el limite ter-
modindmico N — oo, hemos mostrado recientemente en [Cal2012b] que éste no carac-
teriza correctamente el comportamiento de otras propiedades del estado fundamental
sensibles a la simetria de paridad II del hamiltoniano, como por ejemplo, el entrelaza-
miento rovibracional, que se describe en el capitulo 5. Por tanto, disponemos de una
mejor descripcion variacional del estado fundamental en términos de CSs adaptados a

la simetria de paridad [Cal2012b]

(N) (N)

2l )

En [Cal2012b] proponemos que (2.3.13) es una superposicién de dos paquetes de onda

(coherentes) cuasi-clsicos no solapados (distinguibles), lo que justifica la denominacién
de estos estados como “estados gato de Schrodinger”. Este tipo de estados prueba en
términos de CS adaptados por simetria, ya fueron propuestos en [Cas2011a, Cas2011b]
para estudiar la QPT del modelo de Dicke, y son los que hemos usado en la Seccion
2.2.2 para calcular las relaciones de incertidumbre entrépicas y varianzas en el modelo
de Dicke.

El pardmetro variacional 7 en (2.3.13) se calcula de nuevo minimizando el funcional
de energia por “particula” del estado fundamental Eg(ﬁ) (r) = (H)4/N como en (2.3.11),
pero para una configuracién simétrica (2.3.13). A diferencia de &(r), el nuevo funcio-
nal de energia Sg(ﬁ)(r) depende de N. A partir de 05;? (r)/0r = 0 podemos obtener el
nuevo “radio de equilibrio” ¢ (€). La Figura 2.6 compara r.(§) en (2.3.12) con rV) &)
para N = 8,16,60. Observamos que, en el limite termodinamico, r{> (&) =71e(€). La
Figura 2.7 también compara la densidad de energia exacta del estado fundamental (co-
mo una funcién de &) con la energia media “por particula” del estado “gato” (2.3.13)
Sg(fi)(rgN) (€)) y del estado "de campo medio” (2.3.10) E(r.(§)). Vemos que el estado
“gato” (2.3.13) proporciona una energia mas baja que el estado de “campo medio”
(2.3.10) pero tiende a ésta en el limite termodindmico N — oo, al igual que la densi-
dad de energia exacta del estado fundamental. Hemos representado los dos casos méas
desfavorables, N = 2 y 3. Para N > 60, los valores de la densidad de energia del estado

exacto, del estado “gato” y de “campo medio” son bastante similares.
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Figura 2.6: Radio de equilibrio rgN) (&) de la aproximacién gato para N = 8,16 y 60.

Estamos identificando r&"o)(g) = 1¢(§) (linea discontinua), como el radio de equilibrio de la

aproximacién de campo medio.

En
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Figura 2.7: Densidad de energia exacta del estado fundamental (linea continua) frente a la
energfa media “por particula” del estado “gato” E(£) = Sg(ﬁ)(r,(gN) (£)) (linea discontinua)
para N =2, N =3 y N = 60. Identificamos Eéoi) (réoo) (€)) = Ee(re(§)) (linea punteada), con

la energia media “por particula” de la aproximacion de campo medio. Fy aumenta con N.
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Denotamos por

N N

A (Dms = WL (@, (2.3.14)
N N

P Wee = 0130 (@I (2.3.15)

la densidad de probabilidad del estado fundamental variacional para la configuracién
de campo medio (2.3.10) y la configuracion gato (2.3.13). La Figura 2.8 representa las
entropias de Rényi R%(§) para el estado fundamental variacional, y las configuraciones
de “campo medio” y “gato” como una funcion de £ para diferentes valores de av y N.
Vemos que, mientras que la entropia de Rényi de la configuracion de campo medio
permanece constante con el parametro de control £, la configuracion “gato” capta la
QPT en el punto critico & = 0.2, mostrando un exceso de entropia de AR%(£) ~ 0.5
entre las dos fases, lo que explica la deslocalizacién repentina que experimenta el estado
fundamental a través de la transicion de fase.

Los valores de R%(€) para el estado variacional gato coinciden exactamente con los
valores exactos (numéricos) en la fase lineal rigida £ ~ 0, aunque difieren en la fase ple-
gada rigida £ ~ 1. Podemos ver en la Figura 2.9 de forma conjunta la entropias exactas
(linea continua), gato (discontinua) y de campo medio (linea constante) para RS,(&)
con @ = 3/4, 1y 2 (de arriba a abajo). En la Figura 2.9, tanto la entropfa numérica
como la entropia gato captan la deslocalizacién del estado fundamental, mientra que
la entropia de campo medio permanece constante. Es facil darse cuenta de por qué las
entropias de Rényi(2.3.5) son constantes para la densidad de probabilidad de campo
medio (2.3.14).

En realidad, el cambio de variables ¢’ = ¢R(r), con ¢ = (qo, q1,¢2) ¥

1 0 r
1
- - T 1412 1
R == | - s (2.3.16)

T
V2 vz V2
una matriz ortogonal (no tnica) (RR” = 1), nos permite escribir la funcién de onda

del campo medio (2.3.10) simplemente como

172
e 27" Hy(qp)
WD) = (2.3.17)
donde hemos usado que ¢* = ¢’ (transformacién ortogonal). Teniendo en cuenta que la

medida de Lebesgue d*q en (2.3.5) es invariante bajo rotaciones (d®q = d3¢’), y que la
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Figura 2.8: Entropfas de Rényi R}/(£) para las configuraciones de “campo medio” (linea

discontinua constante) y “gato” del estado fundamental variacional, como una funcién de &

para a = 3/4 (panel superior), a = 1 (panel medio) y a = 2 (panel inferior) para N = 8, 16
y 20.
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Figura 2.9: Entropfas de Rényi R%(§) para (de arriba a abajo) a = 3/4, 1 y 2, numérica
(linea continua), y las aproximaciones variacionales “gato” (linea punteada) y “campo medio”

(linea constante) como una funcién de £ para N = 20.
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dependencia explicita de wﬁN) (q) en r desaparece cuando la escribimos en funcién de ¢/,
obtenemos finalmente que R% es independiente de £ para la densidad de probabilidad
de campo medio (2.3.14) (a través de la dependencia de r = 7.(§)).

En este punto hay que subrayar que la aproximacion gato da una buena descripcién
cuantitativa de la fase lineal rigida, pero tiene un valor diferente en la fase plegada
rigida, aunque cualitativamente captura el comportamiento correcto. Queremos hacer
hincapié en que hay que esperar algunas diferencias debido a que la minimizacién del
hamiltoniano con este tipo de estados variacionales nos proporcionan una aproximacion
de la energia exacta del estado fundamental en un orden 1/N (ver por ej. Figura 2.7 y
[Per2011, Dus2005] para un estudio méas profundo de este asunto.

Las integrales se calculan numéricamente para valores especificos de o, N y . Sin
embargo, todavia podemos proporcionar un valor asintético N > 1 de R%(0) para
algunos valores de a.. De hecho, teniendo en cuenta que TéN)(()) =0, VN, el estado gato
(2.3.13) cuando ¢ = 0 factoriza como
e~ 3(@+ai+a3) [\ (go)

2N/273/4\/m

Entonces, podemos definir la densidad en & = 0 como el producto de una contribucion

wéf\jr) (q) = (2.3.18)

“rotacional” por otra “vibracional”

N N N
p™(q) = [ (@) = p8 (00) 08 (a1, 42) (2.3.19)
con
—(?+4q3)
(&
pg:iN)<QI7 QQ) - T ) (2320)
—a2 172
(V) e Hy(qo)
= — 2.3.21
2™ (q0) ¥ N (2.3.21)

La entropia de Rényi cuando ¢ = 0 puede ser escrita como la suma de dos contribuciones

(rotacional mas vibracional)

R%(0) = RS 4 V& (2.3.22)
con
~ In o
a_ pm— 2.3.23
N D= o ( )

1
Vi = ;I </ p(VN)(qO)dq0>. (2.3.24)
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Figura 2.10: Parte dependiente de o de la entropia de Rényi, R}, para £ = 0.

La entropia de Rényi vibracional adopta la forma
1
Ve =
11—«

{m ( / h e_o‘ngJQVO‘(qO)dqo) —aln (2¥VaNY)|.

—00

(2.3.25)

En el limite & — 1, obtenemos la entropia de Shannon vibracional (que ya ha sido

determinado por Assche y col. [Van1995)):

Vi = In (v/72VN!) + (2.3.26)
1 1
N+5+ —ZNﬁN!S(HN),

donde

S(Hy) = — / e~ % H? (q0) In (Hy (q0))2dqo (2.3.27)

es la entropia de Shannon vibracional de los polinémios de Hermite Hpy. Parece ser
que esto ultimo no ha sido determinado todavia. Sin embargo, para valores grandes de
N, la integral de la ec. (2.3.27) puede aproximarse por [San2010, Apt1996, Apt1995,
Deh1994, Deh1997]:

S(Hy) ~ N + ; —In7—Inv2N, N> 1, (2.3.28)
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y la entropia de Shannon tiene el valor asintético

V2N
Vielh V" N> 1. (2.3.29)
(&

No se han encontrado expresiones analiticas de Vf para un determinado valor de «. Sin
embargo, debemos mencionar que existen resultados analiticos para el caso asintotico

N > 1 para o € (0,4/3] [San2010, Apt2010]:

1 1
VN =~ §1n 2N +1)+ ] (2.3.30)

() e (v e o )|

La entropia de Shannon calculada con esta expresién asintética es S = R = 4.13

para N = 20, mientras los resultados varacionales y numéricos dan 4.42 (ver Fig.
2.8). La expresion asintética para Rgé4(0) da 4.42 mientras los valores variacionales y
numéricos son 4.37. Para hacerse una idea de la dependencia de la entropia de Rényi
con « debemos notar en primer lugar que en este caso (£ = 0), podemos separar en la

entropia total su dependencia con N y «, como
R%(0) = Vy + R:. (2.3.31)

Vx es el valor asintético para la entropfa de Shannon variacional dada por la ec.(2.3.29)

y

. L[ (2)"Dla+1/2)01 - a/2)
i ! [ ( > (o + DI(G — a)/2)

m
41 (2.3.32)

incluye la dependencia con «. La Fig. 2.10 presenta R para (0,4/3]. Podemos ver
que Vy y R’ son aproximadamente del mismo orden de magnitud para N = 20.
Como Vi contiene el logaritmo de N, éste aumenta con N mds bien lentamente y
R} puede ser despreciable sélo para valores muy grandes de N (por ejemplo, para
N = 10% obtenemos Vy = 26.97). La entropia de Rényi se comporta como 3In N
cuando N es grande en el intervalo o € (0,4/3]. Estamos inclinados a conjeturar el
mismo comportamiento para otros valores de o y un comportamiento similar para otros

valores de &.
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Figura 2.11: Varianza normalizada para la componente ‘escalar’ gy en las aproximaciones

gato (N =2y 8) y campo medio (N = o0).
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Figura 2.12: Varianza noramlizada para las componentes “vectoriales” ¢ = (q1,q2) en las

aproximaciones gato (N =2 y 8) y campo medio (N = c0).
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Finalmente, comparamos las varianzas para la configuracién simetrizada (“gato”)

y la de “campo medio” no simetrizada. Consideremos

(@)+(6) = /R a0 (@emd®e, i =0,1,2, (2.3.33)

el valor esperado de la posicién cuadratica para la configuracion simétrica (y (g?) para
la configuracion no simétrica). Es facil darse cuenta que (¢;)+ = 0 = (g;), Vi. Entonces,

las fluctuaciones vienen dadas por los cuadrados medios

(@) (r*) = 3+ Nz,

o R e (2.3.34)
<ql,2>(r ) =3 + 2 14120

para la configuraciéon no simétrica y por

()4 (r?) = (14+7r2)N{gg) (r2)+(1=r*)N(g8) (=72)

RN (2 i (2335
2y _ ()N {gf o) (rH)+(1=r)N (g2 o) (—2) -

) - (1+’I"2)N+(17T2)N i

(@7 o)+ (r

para la configuracién sim’etrica, siendo r una abreviatura para el radio de equilibrio,
re(&) y TéN)(f) en las ecuaciones (2.3.34) y (2.3.35), respectivamente. Por tanto las
fluctuaciones dependen de N y del pardmetro de control . La simetria rotacional
implica que (¢7) = (¢35) en ambos casos. Tengamos en cuenta de nuevo que, en ambos

casos, la varianza total
2 2 2 3 2, 2, 2
(o +ai+@) =5+ N=1(0+d+a)- (2.3.36)

es independiente de &. Las figuras 2.11 y 2.12 comparan las fluctuaciones para las
aproximaciones variacionales del estado fundamental simétrico (N =2y N = 8) y no
simétrico (N = oo) (compdrese con los valores numéricos exactos de la Fig. 2.5).
Estas figuras muestran que las varianzas normalizadas para la configuracién simétri-
ca son aproximaciones de tamano finito (N < oco) de la varianza para la configuracién
no simétrica (N = oo) y tienden a ésta en el limite termodindmico. Por lo tanto,
mientras que la incertidumbre de Rényi es muy sensible a la simetria de paridad, las
varianzas no lo son. Por iltimo, en la Figura 2.13 incluimos una comparacion entre
las varianzas numérica, gato y de campo medio para el caso N = 20 para apreciar las

diferencias entre ellas.
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Figura 2.13: Varianzas normalizadas numérica, gato y de campo medio para la componente

“escalar” qp y las componentes “vectoriales” ¢ = (q1,q2) para N = 20.






Capitulo 3

Distribucion de Husimi en el

modelo de Dicke

3.1. Introduccion

En este capitulo analizaremos las propiedades en el espacio de fases de la transicion
de fase cuantica que presenta el modelo Dicke, que describe interacciones espin-bosén
(ver por ej. [Lam2004, Lam2005, Ema2003a, Bra2005]).

La Mecanica Cuantica ofrece diferentes distribuciones para caracterizar las propie-
dades del espacio de las fases [Ger2005]. Una es la funcién de Wigner, que se ha usado
ampliamente en Optica Cuantica. Otra es la distribucién de Husimi, que viene dada
por la superposicién de un estado (coherente) de minima incertidumbre y la funcién
de onda. Esta funcién es mas conveniente porque, a diferencia de la distribucién de
Wigner, es no negativa. La distribucion de Husimi ha resultado 1til en la visualizacion
del espacio de las fases en la transiciéon metal-aislante [Aul2004], para analizar el caos
cudntico en Fisica Atémica [Danl974] o para analizar modelos en Fisica de Materia
Condensada [Weil999).

La distribucién de Husimi tiene una gran cantidad de informacion y puede ser de
utilidad en medidas de informacién como las razones de participacién inversa (IPR,
Participation Inverse Ratio en inglés) y la entropia de Wehrl [Min2004]. Ademds, el
conocimiento de los ceros de la distribucién de Husimi reune informacién esencial, en

particular, el estado cudntico puede ser descrito por su distribucién de ceros [Kor1997].

75
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Estos son simplemente los puntos de menor probabilidad en el espacio de las fases y han

sido considerados como un indicador del caos clésico y cuantico [Leb1990, Dan1974].

En este capitulo, ademas realizaremos una descripcién de la transicién cuantica del
modelo de Dicke en términos de las razones de participacién inversa (y momentos més
altos) y la entropia de Wehrl de la distribucién de Husimi y sus funciones marginales,
para ello haremos dos descripciones: una numérica y otra variacional en términos de
estados coherentes adaptados a la simetria de paridad. Ademas visualizaremos la QPT

del modelo de Dicke a través de los ceros de la distribucién de Husimi.

3.2. Modelo de Dicke

Como sabemos, el hamiltoniano de Dicke viene dado por

A
H = wyJ, +wa'a + —(a' +a)(J + J_), 3.2.1
el cual describe la interaccién de un conjunto de N dtomos de dos niveles (con se-
paracién energética wp) con un campo de radiaciéon monocromética de frecuencia w.

Este modelo presenta una transicion de fase cuando el parametro de acoplamiento

es A =\ = 50

, experimentando un cambio de la fase normal (A < \.) a la fase
superradiante (A > A.).
Consideremos el conjunto base {|n; j,m) = |n) ® |j, m)} del espacio de Hilbert, con

J . los estados de Dicke del sector

{In)}nZo el estado mimero del campo y {|,m)};,__;

atémico. Recordemos que las autofunciones de nuestro sistema v se puede expresar

como un desarrollo en términos de los vectores de la base |n; j, m), como

)y =>" Zpﬁf&ln;j, m) (3.2.2)

n=0 m=—j

donde los coeficientes ¢, son calculados por diagonalizacién numérica de (3.2.1) con
un valor de corte n., tal que se garantice la convergencia de la solucién numérica del
problema de autovalores [Bas2011]. La simetria de paridad implica que cg, )o = 0 si

n + m + 7 es impar para el estado fundamental.
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3.3. Distribuciéon de Husimi con la aproximacion de

Holstein-Primakoff

En esta seccién analizaremos las funciones marginales de la distribucién de Husimi
y sus propiedades, para ello introduciremos una aproximacién importante que simpli-

ficarda nuestro modelo y por tanto, el calculo.

3.3.1. Estados coherentes y distribuciéon de Husimi

Los estados de nuestro sistema pueden ser descritos en términos de estados cohe-

rentes (CSs). Consideremos

ok aat —|af? &9 a”
|2) = (1 + [2?)7e*|j, —j) = (3.3.1)
(L1217 X0y (32 72T m),

(con a, z € C) los estados coherentes ordinarios (canénicos o de Glauber) y los CSs
de spin j para el sector foténico y el atémico, respectivamente. Es bien conocido (ver
[Per1986]) que los estados coherentes forman un conjunto sobrecompleto del corres-

pondiente espacio de Hilbert y cumplen la relacién de clausura o de resolucién de la

identidad.

1
| = —/ 1) (ald2a,
™ JR2

2+ 1 4?2
Yol 55
(14 2[?)

(3.3.2)

|z
T R2

con d*w = dRe(w) - dIm(w) la medida de Lebesgue en R? o C. Ademds, redefiniendo

B=/2jz, (3.3.3)

en (3.3.1), podemos ver (véase [Rad1971, Per1986]) que los estados coherentes de spin
7, |2), se convierten en estados coherentes ordinarios |3) = e 1°*/2¢%'|0) para j >
1 (cuando identificamos [j,—j) = [0) y |j,m) = |m + j)). Entonces, asumimos la
aproximacion

2) = |B), (3.3.4)
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como una buena estimacion de |z), incluso para valores relativamente pequenios de j.
Con esta aproximacion, la distribucién de Husimi de la funcién de onda del estado

fundamental v viene dada por

(e, f) = |(a B|¢)|2 (3.3.9)

= Z Z ) o) (o, /o)., B),

n,n'=0 m,m’=

donde
€7|a|2/2an 67‘6|2/26m+]’

0 (o = (nlay{(i +m =
(e 8) = (el + i) =

y normalizada, de acuerdo a

(3.3.6)

/ B(a,p) 0B _ (3.3.7)
R4

™

3.3.2. Momentos, entropia de Rényi-Wehrl y marginales de la

distribucion de Husimi

Los momentos v-ésimos de la distribuciéon de Husimi (3.3.5) son cantidades de gran

importancia para visualizar la QPT en el modelo de Dicke a través del punto critico A.

Mjy(A) = /R ) dzfﬁ(@(a, 3)". (3.3.8)

Nétese que M;; = 1, ya que ® estd normalizada (3.3.7). De entre todos los momen-

tos, s6lo consideraremos la llamada “razén de participacién inversa”, P;(A) = M;2(A),
que de alguna manera mide la deslocalizacién de ® a través de la transicién de fase.
La definicién de los momentos M, no estd restringida a valores enteros de v. Una vez
que se conoce M, para cualquier entero v, hay una tnica extensién analitica para v
complejo (y por tanto real). La entropia “clasical” de Rényi-Wehrl (frente a la entropia

cuantica de von Neumann) se define como

Wj,l/()‘) = ln(Mjw()‘))a (339)

1—v

que tiende a la entropia de Wehrl

W) = — /]R 4 FaTB 0. ) (. B) (3.3.10)

T2
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cuando v — 1.
Para diferenciar el comportamiento entre posiciones y momentos, estudiaremos las

funciones marginales de la distribuciéon de Husimi en cada espacio

Pi(ar, /1) = /R2 dajrd&q)(% + iag, B1 + i)
(1)2(042, 62) = /]R2 d@;dﬁlq)(al + iag; ﬁl + iﬁg), (3311)

donde ¢ = g + i = By + 10, es la descomposicion de a en “posiciones”
9 7

“momentos”. Por tanto

dad
/ e (e B) =1, K =1,2. (3.3.12)
R2

(e

Ademas, estamos interesamos en los momentos de las distribuciones marginales

M(n)()\) _ / dandﬁn (@K(amﬁn))u’ k= 1’ 2’ (3313)
RQ

(e

especialmente las razones de participacion inversa Pj(”)(A) =M ('z) y la entropia margi-

7,
nal de Wehrl

WO = — / A0Bs 3, (e, 51) In @1y, ) (3.3.14)
R2

™

en el espacio de posiciones (k = 1) y de momentos (k = 2) como una funcién del
parametro de control A\. En general, Pj(\) # Pj(l)()\)Pj(z)()\) y W;(\) # VVj(l)()\) +
Wj(z)()\), pero estas cantidades son aproximadamente iguales para valores grandes de
j, excepto en la proximidad de A\, [Aul2004].

3.3.3. Resultados numéricos

En primer lugar calculamos la razén de participacién P;(\) y la entropfa de Wherl
W;(A) para diferentes valores de A. los resultados calculados aparecen en la Fig. 3.1
donde presentamos Pj(A) y W;(A) para j = 2,5, 10 y para w = wy = 1 (es decir,
Ae = 0.5). Nétese que la razon de participacién inversa (panel superior) es de alrededor
1/4 en la fase normal decreciendo cerca del punto critico hasta alcanzar el valor 1/8
en la fase superradiante. Observamos que el cambio de la razén de participacién es

méas repentino a medida que se incrementa j. La entropia de Wherl (panel inferior) es
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Figura 3.1: Razén de participacién inversa Pj(\) y entropia en el espacio de las fases W;(\)
paraj =5y j =10y wg = w = 1 como una funcién de A. Todos los valores estdn en unidades

atémicas.

aproximadamente 2 en la fase normal y alrededor de 2 + In 2 en la fase superradiante,
experimentando un cambio més pronunciado cuando se incrementa 7, entorno al punto
critico. Para completar representamos las funciones marginales calculadas numérica-

mente en la Figura 3.2.

3.3.4. Aproximacion variacional de la distribuciéon de Husimi

En esta seccion presentamos expresiones analiticas para la distribucién de Husimi,
sus funciones marginales, momentos y entropias utilizando estados prueba en términos
de CSs adaptados a la simetria de paridad, introducidos recientemente por Castanos y
col. [Cas2011a, Cas2011b], que son una excelente aproximacién a la solucién cudntica

exacta del estado fundamental (de paridad par) y primer estado excitado (de paridad
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Figura 3.2: Raz6n marginal de participacion inversa PJ(I)()\) y entropia en espacio de las
fases Wj(i)()\) para j =5y j=10,i =12y wyp = w = 1 \. Todos los valores estan en

unidades atémicas.
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impar) del modelo de Dicke.

3.3.4.1. CSs adaptados a la simetria de paridad y distribucion de Husimi

Asumiendo la aproximacion (3.3.4), los estados de nuestro sistema pueden ser ca-
racterizados por estados prueba producto directo de CS ordinarios, |a, 3) = |a) ® |5).
Como se mencioné en la Seccién 1.3, donde se estudié la aproximacion variacional del
modelo de Dicke, estos estados prueba variacionales constituyen una excelente apro-
ximacion para determinadas propiedades del estado fundamental de nuestro sistema,
en particular, la enegia media en el limite termodindmico j — oo. Los parametros
del estado prueba se determinan a través de un proceso de minimizacién del funcional
de la energia H(«, 5) = (o, B|H|a, 5) que define una “superficie de energia”’ tetra-
dimensional. Minimizando respecto a estas cuatro coordenadas obtenemos los puntos
criticos, o y By (véase ec (1.3.9)). Aunque el producto directo |«, ) da una buena
aproximacién variacional a la energia media del estado fundamental en el limite ter-
modinamico j — 0o, éste no capta el comportamiento correcto para otras propiedades
del estado fundamental sensibles a la simetria de paridad IT del hamiltoniano (3.2.1)
como, por ejemplo, las medidas de incertidumbre y entropia. Este es el motivo por el

que introducimos estados conherentes adaptados a la simetria de paridad (SACS)

@B £ -a)@[-F)
Ni(a,ﬁ) ’

obtenido mediante la aplicacién de los proyectores de paridad par e impar Py = (1£1I)

0x) = |a, B, %) = (3.3.15)

sobre producto directo |a) ® |5). El factor
N )
N (a0, fo) = (2(1 + 6*2%*2/30)) (3.3.16)

es un factor de normalizacion. Estos estados coherentes pares e impares son “estados de

tipo gato de Schrodinger” en el sentido que son una superposicion cuantica de estados

cuasi-clasicos distinguibles macroscopicamente. Ahora, la nueva superficie de energia,

Hi(a, 5) es mas compleja, haciendo més dificil la obtencién de los nuevos puntos

criticos, af v 3. En lugar de realizar un célculo numérico de o y 5 para diferentes
#)

, . . +
valores de j y A, usaremos la aproximaciéon oy’ ~ ao,ﬁé )~ Bo, que resulta ser

bastante buena excepto en el entorno de \., la cual se reduce cuando aumenta el niimero
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de particulas (N = 2j) (ver ref.[Cas2011b]). Teniendo en cuenta el solapamiento del

estado coherente
(o] £ag) = e dlel-bedsang

, (3.3.17)

la distribucién de Husimi para el estado prueba variacional |ayg, By, ), puede ser escrita

CO1mo

(o, Blaw, Bo) (o, B| — ap, —50>|2
Ni(aoyﬁo) '

Por tanto, haciendo uso de la representacién Holstein-Primakoff (3.3.3,3.3.4), calcu-

O (a, ) = (3.3.18)

laremos los ceros, momentos y entropias de &4 (o, ), y compararemos con los resultados
numéricos de la seccién previa. Con esta aproximacion, la distribuciéon de Husimi se

puede expresar en la forma

~lof?~1B1*~af 53 | caao+5Bo 4 o—aa0—B0)2
(& 0 ~ole e
Oy (a, ) = 2 (1 £ 22 : (3.3.19)

A partir de ahora nos limitaremos al caso de simetria par, por lo que simplificamos
tanto la notaciéon de la funcién de onda ¢ = 1, como de la distribuciéon de Husimi del

estado fundamental variacional ® = @

3.3.4.2. Momentos y entropia de Rényi-Wehrl de la distribuciéon de Husimi

Las cantidades mas importantes para visualizar la QPT en el modelo de Dicke a
través del punto critico A\, serdan los momentos r-ésimo de la distribucion de Husimi

(3.3.8). En particular, la razén de participacién inversa viene dada por

2
PA(A) = M,,()) — 1 5och éo“% + %) (3.3.20)

Como se muestra en la Figura 3.3, P;(\) tiende a una funcién escalén de tipo

Heaviside

Po(\) = 1/4, sid < A, (3.3.21)
> 1/8, si\ > A, -

que experimenta un repentino decrecimiento de 1/4 desde la fase normal a la fase

superradiante, indicandonos una deslocalizacién de ® por encima del punto critico A..
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Figura 3.3: Razon de participacién inversa de la distribuciéon de Husimi como una funcién

de A para diferentes valores de j y A, = 0.5. Todos los valores estan en unidades atomicas.

También aparece un comportamiento similar para momentos més altos en el limite
termodindmico
) —

M, (A
vy =2  Gid > A,

(3.3.22)

La definicién de los momentos M;, no estd limitada a valores enteros de v. Una vez
que se conoce M, para todos los valores enteros v, existe una extension analitica inica
para v > 0 reales (en la mitad derecha del plano complejo). Esta extensién analitica
es posible debido a la particular expresion de ® en términos de “campanas” de Gauss.
Usando (3.3.22), podemos calcular las entropias de Rényi-Wehrl (3.3.9) y, en el limite

v — 1, la entropia de Wehrl (3.3.10) en el limite termodinamico
Wi\ =3 > HAS A (3.3.23)

2+1n(2), siA> A.

Estos resultados estan de acuerdo con la conjetura (atin no probada) de Lieb .
En efecto, como fue conjeturado por Wehrl [Weh2002] y probado por Lieb [Lie1978],

un estado coherente de Glauber |a) tiene una entropia de Wehrl minima de 1. En la
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misma publicacién de Lieb [Liel978], también fue conjeturado que la extension de la
defincién de la entropia de Wehrl para estados coherentes de spin j daria lugar a una
entropfa minima de 2j5/(2j + 1). Para el sistema conjunto formado por radiacién més
un conjunto de dtomos tendremos W;(A) = 1+25/(25+ 1) en la fase normal (A < A.),

y por tanto, W; — 2 en el limite termodindmico, de acuerdo con nuestro resultado.

3.3.4.3. Marginales de la distribucién de Husimi

La expresion explicita de las funciones marginales de la distribucién de Husimi

(3.3.11) para nuestro estado variacional ¢ son

1 + €588 cosh(2(arag + B160))

@1(0[17 51) = ea%JﬁB%(l + 62a§+2ﬁ3) ’

1+ 6—045_68 cos(Q(OQOéo + 5250))

Oy(az, ) = T e ) (3.3.24)

Usando la definicién (3.3.13), podemos calcular las razones de participacién inversa

para las distribuciones marginales como una funcién de (;(\) = €0t
POy = 2HAGTA) GO )
A1+ GN))? ’
L+ GOV 4G + 26K
ITERE0Y)

(3.3.25)

La Figura 3.4 muestra Pj(n)()\) para j = 10, indicando que Pj(l)()\) experimenta
una disminucién pronunciada desde 1/2 a 1/4 a través de la transicién de fase, donde
Pj@) (A) permanece constante (quizds el pequeno pico entorno a A\, = 0.5 es un artefacto
debido al caracter aproximado de «yg, By en la cercania de A.). En general, momentos

mas altos de las distribuciones marginales en el limite termodindmico vienen dados por

71 .
(1) j—00 v -, SiA < AC
M;, (A) — v, ,—1 &
207y, siA > A
M2y X st v, (3.3.26)

por tanto, en este limite, tenemos M, (\) = M ﬁ,)()\)M ﬁ,)()\) En general, esta igualdad
no es cierta para valores finitos de 7 y A > A, como puede ser comprobado directamente

para v = 2 desde (3.3.20) y (3.3.25). Ahora, podemos ver que el exceso de entropia de
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Figura 3.4: Razones de participacion inversa marginales Pj(n), k = 1,2 (posiciones y momen-
tos,respectivamente) de la distribucién de Husimi distribution as a function of A\ para j = 10

v Ae = 0.5. Todos los valores estan en unidades atomicas.

In(2) corresponde a la contribucién de posiciones, ya que la entropia de Wehrl en el

espacio de momentos permanece constante

oo 1, 1A < A
w0 2% o (3.3.27)

3.3.4.4. Ceros de la distribucion de Husimi y QPT

Como es conocido, la densidad de Husimi esta determinada por sus ceros a
través de la factorizacion de Weierstrass-Hadamard. También se ha observado que
la distribucién de ceros es diferente para sistemas regulares clasicos que para cadti-
cos, y se puede considerar como un indicador cuédntico del caos cldsico (ver por
ej.[Kor1997, Dan1974, Leb1990]). En nuestro trabajo hemos estudiado la distribucién

de los ceros de la densidad de Husimi como un indicador caracteristico de la QPT en
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el modelo de Dicke. A partir de (3.4.12) obtenemos

s
¥(a,2) = 0 = 2aag+2j1ln T2 i), e 2. (3.3.29)
— 22y

En lugar de esta condicién, utilizaremos la aproximacion (3.3.4) y de (3.3.19) obtenemos
O(a, B) = 0= 2aag + 286 = ir(20 + 1), l € Z, (3.3.30)

que es equivalente a

ap = b 1 (3.3.31)
Qo
Bo ™
= ——fy— —(20+1). 3.3.32
&%) o0 2 an( + ) ( )

Se ve que, en la fase normal (g = 0 = f), la distribucién de Husimi ®(«, 8) no tiene
ceros. En la fase superradiante (A > A.), los ceros de la distribucion se localizan a lo
largo de lineas rectas (“franjas oscuras”) en el plano a;; (posiciones) y en el plano
a3y (momentos). En el plano de momentos, el nimero de franjas oscuras por intervalo
ag, fs € [—1,1] crece con A y j, como se representa en la Figura 3.5. En el limite

termodindmico 5 — oo, los ceros llenan densamente el plano de momentos asf3s.

3.4. Distribucion de Husimi sin la aproximacion de

Holstein-Primakoff

En la seccién anterior 3.3 (véase [Rom2012c]) hemos utilizado la aproximacién de
Holstein-Primakoff [Hol1940] (espin j grande) para aproximar el sector atémico del
modelo de Dicke por un oscilador arménico para un nimero N = 25 de atomos grande.
En esta seccion presentaremos la distribucién de Husimi y la entropia de Wehrl sin
hacer uso de esta aproximacién, por tanto, trabajaremos de forma exacta con N finito.
En nuestro estudio comparamos los resultados numéricos (exactos) con los resultados
variacionales, obtenidos a partir de estados prueba en términos de estados coherentes
adaptados por simetria de paridad. Mostraremos el cambio drastico que experimenta
la simetria de la funciéon de onda del estado fundamental mediante la entropia de
Wehrl y la representacion grafica de la distribucién de Husimi, proporcionandonos un

indicador de la QPT para un nimero finito de particulas. Para finalizar, calculamos y
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1.0; - 1.0
0.5} 0.5}
-10  -05 : 0.5 1.0 -10~ -0 : 05 1.0
-05 0.5}
10 Ao ~

Figura 3.5: Ceros de la distribucién de Husimi ®(«, 3) en el intervalo ag, f2 € [—1,1] del
plano de momentos para A = 0.6,j = 10 (superior-izquierda), A = 0.6,j = 100 (superior-
derecho), A = 10,5 = 10 (inferior-izquierdo) y A = 10,5 = 100 (inferior-derecho) para

Ae = 0.5. Todos los valores estan en unidades atomicas.
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representamos los ceros de la distribuciéon de Husimi (variacional) para caracterizar la

QPT.

3.4.1. Estados coherentes y distribucion de Husimi

A diferencia de la seccién anterior 3.3, aqui consideramos

) = e~lol*/2eoal|) = e~loF/2 Dm0 \ﬁ|n>
[2) = (1+ |Z|2)’jez‘”lj —J) = (3-4.1)

1/2 m
L+ =) S0 () 22, m),

(con a, z € C) los estados coherentes (CS) ordinarios y de spin j para el sector foténico
y el atémico, respectivamente. En aquella ocasion, el CS de spin pudo ser aproximado
por un estado coherente ordinario |z) ~ |5) (3.3.4), teniendo en cuenta la representa-
cién de Holstein-Primakoff para pseudospin j grande. Ahora, no realizaremos ninguna
aproximacién, considerando el CS de spin j segtn (3.4.1). Los CSs fotonicos, |a), y de
spin j, |z) forman un conjunto sobrecompleto del correspondiente espacio de Hilbert y

cumplen las relaciones de clausura o de resolucion de la identidad

1
| = —/ 1) (a]da,
T R2

25 +1 d*z
1 = |2) (=]

_— 3.4.2
S T (3.42)

con d?w = dRe(w)dIm(w) (o d*w = rdrdf en coordenadas polares w = re®?) la medida
de Lebesgue en C. Los parametros complejos o y z estan relacionados con el nimero
medio de fotones, como (a|a’ala) = |al?, y con la fraccién media de dtomos excitados,
como (z|J, + j|z) = N|z|?/(1 + |z|?), respectivamente. Se puede comprobar facilmente
que la amplitud de probabilidad de detectar n fotones y 7 + m atomos excitados en
la, z) = |a) ® |2) viene dada por

0 0:2) = nl) g mpy = e Vb

’ vl (L4 [z)

La funcién de onda del estado fundamental v viene dada por la expresion

Z Z ) In; j,m (3.4.4)

n=0 m=—j

(3.4.3)
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donde los coeficientes C%’})n, dependientes del parametro de control A, son calculados
por diagonalizacion numérica de los elementos de matriz del (3.2.1), con un valor de
corte n., tal que garantice la convergencia de la solucién numérica del problema de

autovalores [Bas2011]. Por definicién, la distribucién de Husimi viene dada por
U(a,z) = a, z|w>\2 (3.4.5)

- Z Z nm njm’SOnZn(a Z)‘P,(f)m (a Z)

n,n'=0m,m’'=—j

y normalizada de acuerdo con

/R4 U(a, z)dp(a, z) = 1, (3.4.6)

con una medida de integracién
2j+1 d*ad®z
mr (1427

Ademas consideraremos la entropia de Wehrl, que es una funcién importante para

du(a, z) = (3.4.7)

visualizar la QPT en el modelo de Dicke a través del punto critico A,

Wi\ = — /R W, ) (W(a, 7)) dula 2), (3.4.8)

)

donde la dependencia de W; con A viene de la dependencia de cim, U con \.

3.4.2. CSs adaptados a la simetria de paridad y distribucion

de Husimi

Consideramos que nuestro sistema se puede caracterizar por un estado prueba va-
riacional producto directo de los CS ordinarios (sector foténico) y de spin j (3.4.1),
la, 2) = |a) ®]z). Al igual que mencionamos en la Seccién 3.3.4.1, estos estados prueba
constituyen una buena aproximacion para determinadas propiedades del estado funda-
mental, sin embargo, éstos no son adecuados para describir otras propiedades sensibles
a la simetria de paridad intrinseca del hamiltoniano (3.2.1), como las medidas de incer-
tidumbre y la entropfa [Rom2012b, Cal2012¢|. Por este motivo, introducimos un nuevo
estado prueba en términos de CSs adaptados a la simetria de paridad,

)@ z) £[—a)®|—2)
Ni(a, 2) ’

he) = |, 2, %) = (3.4.9)
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~

obtenido por la aplicacion de los proyectores de paridad par e impar Py = (1 £ 10)

sobre el producto directo |a) ® |z). siendo Ny («, 2) el factor de normalizacién

on 27\ /2
Nila, z) = V2 (1 + ¢ 2l <ﬂ> ) . (3.4.10)

1422

Estos estados coherentes pares e impares son “estados gato de Schrodinger” en el sen-
tido que son una superposicién cuantica de estados cuasi-clasicos, macroscépicamente
distinguibles. Siguiendo el procedimiento descrito en la Seccién 1.3, los parametros
libres de todo estado prueba variacional se determinan minimizando la energia me-
dia correspondiente. Asi, obtenemos los puntos criticos, ag y zg, para la superficie
energética H (o, z) = (a, 2z, |H|a, z,) de un estado prueba [¢) = |, 2), y aF y 25 para
la superficie energética Hi(«, z) = (o, z, £|H|a, z,£) de un estado prueba simetrizado
[2) = |a, 2, %) (3.4.9). En lugar de calcular numéricamente o y zi para diferentes

(+) (£)
0

valores de 7 y A, usaremos la aproximacién oy~ ~ o, 2, ~ 2o, que es bastante buena

excepto en un entorno de A, (véase la Fig. 3.7).
Teniendo en cuenta el solapamiento de los estados coherentes

(o £ay) = ¢ dhimdodia
(1:|:220)2j
+ = ‘ . 3.4.11
N (e F R i) S

la distribucién de Husimi para los estados variacionales |ay, 2o, £) puede ser escrita

como
[{a, 2|, 20) £ (@, 2| — g, —20)|?

Ni(OéOaZo)

U, (o, 2) = (3.4.12)

3.4.3. Entropia de Wehrl y distribucion de Husimi variacional

A partir de ahora nos limitaremos al estado fundamental, por tanto, tan sélo con-
sideraremos el estado con simetria par. Designamos por ¥ = WU, la distribucién de
Husimi del estado fundamental variacional. La Figura 3.8 muestran las lineas de con-
torno de la distribuciéon de Husimi variacional. Notese que, en el espacio de posiciones,
ésta reproduce la division del paquete a través del punto critico representado en la
Fig. 3.6, con dos paquetes diferenciados localizados alrededor del punto de equilibrio
(v, 20) ¥ su antipoda (—ag, —2p) en la fase superradiante. En el espacio de momentos,

se pone de manifiesto una deslocalizaciéon y una modulaciéon cuando aumenta .
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Figura 3.6: Grafica en 3D de la distribucién de Husimi exacta en el espacio de “posiciones”

(parte izquierda) (« y z real), y en el espacio de “momentos” (parte derecha) (o y z imagi-
nario) para diferentes valores de A (de arriba a abajo: A\=0, A\=0.6 y A=1) para j =3y

w=wp =1= A, = 0.5. Todos los valores estan en unidades atémicas.
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2.65
2.60

j=5 exact
j=10 exact
CJ=5var e

WEHRL ENTROPY

1.95
191

Figura 3.7: Entropias de Wehrl exacta (linea continua) y variacional (linea discontinua)
W;(A) para j =5y j =10 (wp =w =1 = X, = 0.5) como una funcién de A. La entropia
de Wehrl W;(\) aumenta con el nimero de dtomos N = 2j y el pardmetro de control A,
alcanzando los valores limite W;(0) = 1 + 25/(2j + 1) 2% 9 Yy Woo(o0) = 2 + In(2) en el

limite termodindmico.

Podemos calcular ficilmente la entropia de Wehrl de (3.4.12), que da

2j .
W;i(\) = bt 2]'-]&1’ SLA <A (3.4.13)
1+ 55 +In2, sid> .

que denota un exceso de entropia de In(2) en la fase superradiante. En la fase normal,
tenemos W;(A\) = 142;/(2j + 1), como corresponde a un estado coherente de acuerdo
con la conjetura (ain no probada) de Lieb.

De nuevo, obtenemos el resultado conjeturado por Wehrl [Weh2002] y probado por
Lieb [Lie1978]. La entropia de Wehrl para un estado coherente de spin j, |2), darfa un
entropia minima de 2j/(25 4+ 1). Entonces, para nuestro sistema conjunto, tendremos

W;(A) =14 25/(25 + 1) en la fase normal (A < \.), y por tanto, W; — 2 en el limite
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termodinamico j — 0o, de acuerdo con nuestro resultado.

3.4.4. Resultados numéricos y variacionales

En la Figura 3.6 representamos la distribuciéon exacta de Husimi del estado fun-
damental ¥(a, z) en 3D en el espacio de “posiciones” (a y z real) y en el espacio de
“momentos” (a y z imaginarios). Observamos que la distribucién de de Husimi en el
espacio de posiciones estd centrada entorno a o« = 0 = z en la fase normal A < A, (sin
fotones ni atomos excitados) pero se divide en dos paquetes diferentes en la fase super-
radiante A > .. En el espacio de momentos, la distribucién de Husimi se vuelve mas
y mas deslocalizada con la aparicién de multiples modulaciones por encima del punto
critico A, (véase también la Figura 3.8 representativa del contorno de la distribucién
para el caso variacional).

La entropfa de Wehrl W;()), como una funcién de A para diferentes valores de j,
caracteriza la deslocalizacion de la distribucion exacta de Husimi. Los resultados se
muestran en la Fig. 3.7, donde presentamos W;(\) para j =5y j = 10 (lineas conti-
nuas) y para w = wy = 1 (para el cual A, = 0.5), junto con los resultados variacionales.
La entropia de Wehrl tiende a 2 (para j alto) en la fase normal, y a 2 +1n2 en la
fase superradiante, con un cambio brusco (més abrupto a media que j se incrementa)
entorno al punto critico.

Los valores exactos de W;(\) para A < A, y A > A, son reproducidos correctamente
por nuestros estados prueba expresados en términos de CS adaptados a la simetria
de paridad [Cas2011a, Cas2011b], que constituyen una excelente aproximacién a la
solucién cuédntica exacta de los estados fundamental (con paridad par) y primer estado

excitado (paridad impar) del modelo de Dicke.

3.4.5. Ceros de la distribuciéon de Husimi variacional

Para finalizar, comentaremos que los ceros de la distribucién de Husimi nos permiten
caracterizar la QPT (para més informacién ver [Rom2012c]).

De (3.4.12) obtenemos

1
(a,z) = 0= 2000 + 2j1In 7 T2 ri41), e, (3.4.14)
— 220
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Figura 3.8: Lineas de contorno de la distribucién de Husimi variacional ¥, (a, z) en el “es-
pacio de posiciones” (a y z real; panel izquierdo) y “espacio de momentos” (a y z imaginario;
panel derecho) para diferentes valores de A (de arriba a abajo: A =0, A =0.6 y A = 1) para

1=3yw=wy=1= A, = 0.5.Todos los valores estdan en unidades atémicas.
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-6 -4 -2 0 2 4 6
Figura 3.9: Superficie de ceros a = f](l)(z,)\) de la distribucién de Husimi variacional
U, (a,z) para A\ = 1,7 = 10 y I = 0 (A\. = 0.5) visto como un mapa conforme de una

reticula regular en el plano z.
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que define una superficie bidimensional (para cada valor de ) en un espacio tetradi-

mensional con las siguientes ecuaciones paramétricas

1— 22

_ 0y = J T o141 41
« f] <Z7 ) OZO n1+zzo+2a0( _'_ ) (3 ° 5)

En particular, esta expresién da “el nimero de fotones medio menos probable |a/?
para cada fraccién media de atomos |z|?/(1+]z]?)” en el espacio de fases. En la Figura
3.9 representamos la superficie como una aplicaciéon conforme de un reticulo en el
plano z. Es decir, para z = 21 + i29, representamos la imagen de las lineas verticales
z; =constante (curvas en rojo continuo) y lineas horizontales z5 =constante (curvas en
azul punteado).

Vemos de (3.4.14) que, en la fase normal (g = 0 = z) la distribucién de Husimi
U(a, z) no tiene ceros. En la fase superradiante (A > \.) hay mas y més ceros a medida
que j y A se incrementan. Para estudiar el limite de j alto, redefinimos 8 = /27 z, que

simplifica la expresion de

~ 2030y, for j > 1, (3.4.16)
— 22y

donde hemos hecho uso de la definién del nimero de Euler en cada paso. Por tanto, la

ecuacién (3.4.15) se convierte en

oy = _ L Q= _@52 + i(zl +1). (3.4.17)
(o %)) (%)) 2060

para @ = ay +iag y 8 = f1 + if2. Conectando con la Seccion 3.3.4.4, en el limite de
j alto, y en la fase superradiante (A > \.), los ceros estan localizados a lo largo de
lineas rectas (“franjas oscuras”) en el plano de ay/3; (posiciones) y asf2 (momentos).
En el plano de momentos, el nimero de franjas oscuras aumenta con A\ y j. En el limite
termodindmico j — 0o, los ceros llenan densamente el plano de momentos asf3y (ver

[Rom2012¢] para una representaciéon grafica en el limite de j alto).






Capitulo 4

Distribucion de Husimi en el

modelo vibron

4.1. Introduccion

Al igual que hicimos en el capitulo anterior, analizaremos las propiedades en el
espacio de fases de la transicion de fase cuantica que presenta el modelo vibrén, utili-
zado en el estudio de los espectros rotacional y vibracional de moléculas diatomicas y
polidtomicas. Emplearemos la distribucion de Husimi, dada por la superposicion de un
estado (coherente) de minima incertidumbre y la funcién de onda, en lugar de la dis-
tribucién de Wigner [Aul2004, Dan1974, Weil999]. Adem4s, exploraremos los ceros de
la distribucién de Husimi, directamente relacionados con el estado cuédntico [Kor1997],

y con la existencia de caos clasico o cudntico [Leb1990, Dan1974].

La distribucion de Husimi es de utilidad en medidas de informacién como las razones
de participacién inversa y la entropia de Wehrl [Min2004]. En este capitulo realizaremos
una descripcién de informacién de la transicion de fase cuantica del modelo vibrén en
términos de las razones de participacién inversa (y momentos més altos) y la entropia
de Wehrl de la distribucién de Husimi. Los resultados numéricos se compararan con
los resultados obtenidos a través de un enfoque variacional usando estados coherentes

de U(3) adaptados a la simetria de paridad.

99
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4.2. Estados coherentes de SU(3) y distribucién de

Husimi

4.2.1. Estados coherentes de SU(3)

Los modelos de vibrén en 2D describen un sistema con un grado de libertad del
tipo dipolo restringido a un movimiento plano. El hamiltoniano esencial viene descrito

por [Per2008]
(N+1)—W?
N -1 ’

donde el nimero cudntico (constante) N es el ntmero total de estados ligados que

A

H:(l—f)ﬁ+§N

(4.2.1)

caracteriza la representacién totalmente simétrica [N] of U(3). Como se coment6 en la
Seccién 1.2, este modelo presenta una QPT “de forma” en &. = 0.2, relacionada con
un cambio de simetria dinamica asociado con dos dos cadenas algebraicas que parten
de U(3) y finalizan en SO(2): las denominadas cadena del oscilador “cilindrico” y la
cadena del oscilador “desplazado”.

El espacio de Hilbert es expandido por los vectores de la base ortonormal

()N (D) ()7

Ny, 1) = 0), (4.2.2)

VOV =)t (21 (25!
donde el nimero cuantico de doblez n = N, N — 1, N —2,...,0 y el momento angular
I = 4n,£(n — 2),...,£1 6 0 (n =impar o par) son los autovalores de n y [, res-

pectivamente. [Per2008] Como podemos comprobar facilmente, la evolucién temporal
preserva la paridad €™ de un determinado estado |N;n, ). Teniendo en cuenta este
hecho, consideraremos en nuestro analisis estados prueba adaptados a la simetria de
paridad, como veremos en la Seccién 4.3.1.

Usaremos la siguiente notacién (ag, a1, as) = (0, 74, 7_) para nuestros tres operado-
res de oscilador. Los estados coherentes proyectivos de SU(3) se definen (para un N
dado) como

(ag + zlai + zzag)N\O)
N1+ |21|2 + |22|2)N/2

N n
= Z Z i) (21, 22)|[ N5, 1 = n — 2m), (4.2.3)

n=0 m=0

|21, 22) =
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con 21,20 € Cy

(N1/((N = n)l(n — m)lm!)) /2
(1+ 212 + |22 2) V72

90%%(21» ) =

2772 (4.2.4)

Estos pueden ser vistos como una generalizacion de los estados coherentes de spin j de

SU(2)
J . 1/2
A=l 30 (2 ) i) (425

m=—j J +m
en términos de los estados de Dicke o de momento angular |j,m).
Aunque los CSs proyectivo de SU(3) no forman un conjunto ortonormal ya que
(14 221 + Zhzo)V
T+ AP + DL+ [l + )

(4.2.6)

<Z17Z£|21’ 22> = (

éstos constituyen un conjunto sobrecompleto del correspondiente espacio de Hilbert y

cumplen la relacién de clausura o de resolucién de la identidad (ver por ej. [Per1986]):

1= /4 |21, 22) (21, 22|dpe(21, 22), (4.2.7)
R

siendo
(N + 1)(N + 2) d221d22’2
U (L4 |21]* + |22[?)?

du(z1, z2) = (4.2.8)

la medida sobre el espacio complejo (cociente) proyectivo CP? = U(3)/U(1)° y d®z1.5 =
dRe(z12)dIm(z; 2) la medida de Lebesgue usual en R? o C.

4.2.2. Distribucion de Husimi

En general, el vector del estado fundamental 1) viene dado por la expansion

N n
) =373 (@) N0, L = 0 — 2m), (4.2.9)

n=0 m=0

donde los coeficientes ¢\ (&) son calculados por diagonalizacion numérica de (4.2.1).

Podemos observar que el estado fundamental |¢§N)) tiene paridad par ya que, por

ejemplo, o) (&) = 0 para n impar.
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La distribucién de Husimi de \Ilé-N)<Zl,ZQ) de wéN) es, por definicion, el moédulo

cuadrado del solapamiento de @/JéN) y un estado coherente arbitrario |z1, 22), es decir,
N N
UM (21,20) = [z, 2zl

N n
= > > e

n,n'=0 m,m’'=0

X (21, 22) P (71, ) (4.2.10)
y normalizada de acuerdo a
vy d =1 42.11
¢ (21, 22)dp(z1, 22) . (4.2.11)
R4

Esto se puede ver como una representacién (estado coherente) alternativa a la repre-
sentacién usual en posiciones ¢ y momentos p, dadas por 1(q) = (q[v) y ¥(p) = (p|),
respectivamente (ver Seccién 1.4 para expresiones de |1/}§N)> en representacion de posi-

ciones en términos de los polindmios de Hermite).

4.2.3. Momentos y entropia de Rényi-Wehrl de la distribucién

de Husimi

Los momentos v-ésimos My, de la distribucién de Husimi (4.2.10) nos permitiran

visualizar la QPT en el modelo vibrén a través del punto critico &.

My, (&) = A4(W§N)(Z1,Z2))”du(zl,ZQ). (4.2.12)

) est4 normalizada (4.2.11). De entre todos los momen-

Noétese que My, = 1 ya que \IJEN
tos consideraremos la denominada “razén de participacién inversa”, Py (&) = My2(€),
que de alguna manera mide la localizacion o deslocalizacion de ¥ a través de la tran-
sicién de fase. La entropia “clasica” de Rényi-Wehrl (frente a la entropia cudntica de
von Neumann) se define como

1
-V

Wi (€) = 7= W(Mn,.(6)), (4.2.13)

para v # 1. Para v = 1 tenemos la entropia de Wehrl usual

WN(&) = - /]R4 \IjéN)(zh 22) ln(qjéN)(Zh ZQ))dM(Zl, 22) . (4.2.14)
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Figura 4.1: Distribucién exacta de Husimi \IféN) (21, 22) de z12 = 212 + ip12 en el “espacio

de momentos” (212 imaginario; parte izquierda) y en el “espacio de posiciones” (z1 2 real;
parte derecha) para diferentes valores de £ (de arriba a abajo: £ =0, £ = 0.3 y £ = 0.98) para

N = 8. Unidades adimensionales.
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4.2.4. Resultados numéricos

La resolucion numérica del modelo vibrén consiste en el calculo numérico de los
coeficientes oy (&) por diagonalizaciéon numérica de (4.2.1). Consideremos las coorde-
nadas en el espacio de “posiciones” x5 = Re(212) y las coordenadas en el espacio de
“momentos” p; 2 = Im(2;). En la Figura 4.1 representamos secciones transversales de
la distribucién de Husimi en posiciones (p12 = 0) y momentos (z1,, = 0). Observamos
que \IféN) (ip1,ip2) se divide en dos paquetes para & > &, = 0.2, mientras \I/éN) (21, 22)
adquiere una modulaciéon por encima del punto critico .. Veremos mas adelante como
la entropia de Wehrl y los momentos de la distribuciéon de Husimi caracterizan esta
“deslocalizacion” del estado fundamental.

Ademés hemos calculado el segundo momento My 5 (también denominado “razén de
participacion inversa”, Py) y la entropia de Wehrl, Wy, en funcién de €. Los resultados
calculados se muestran en la Fig. 4.2 (junto con los resultados variacionales de la
secccion 4.3), donde presentamos Py (€) y W (€) para N = 4,8,16. Nétese que la
razén de participacién inversa (panel superior) es mayor en la fase lineal, £ < 0.2,
que en la fase plegada, & > 0.2, entonces esta cantidad capta la deslocalizacién de
la distribucién de Husimi del estado fundamental a través del punto critico &. = 0.2,
como se muestra en la Figura 4.1. También debemos notar que Py decrece con N,
alcanzando los valores limites de la ec. (4.3.10) para v = 2. La entropia de Wherl (panel
inferior) muestra un exceso de entropia de 0.69 ~ In(2) [véase ec. (4.3.11)], entonces,
esta cantidad da cuenta de la division de la distribucién de Husimi en dos paquetes no
solapados en la segunda fase (plegada). El cambio de Py (§) y Wx(€) a través de &, es
mas repentino cuando aumenta N. La Figura 4.2 también muestra un buen acuerdo
entre los resultados numéricos y los resultados de la aproximacion variacional obtenidos
considerando estados coherentes adaptados a la simetria de paridad introducidos en

[Cal2012b] y discutidos en la siguiente Seccién 4.3.

4.3. Distribucion de Husimi variacional

En esta seccién calcularemos expresiones analiticas explicitas para la distribucion

de Husimi, momentos y entropia de Wehrl en funcién de N, v y £ usando estados prueba
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Figura 4.2: Razén de participacién inversa Py () y entropia de Wehrl Wy (£) numérica
exacta (linea continua) y variacional (linea discontinua) para N = 4,8 y N = 16 como una

funcién de €. (Py decrece y W aumenta con N).
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en términos de estados coherentes adaptados a la simetria de paridad, ya utilizados en

la Seccion 1.4, y se discutira el limite termondindmico N — oo.

Estos estados prueba constituyen una buena aproximacion a la solucion numérica
exacta del estado fundamental del modelo vibron. En particular, se ha demostrado en
[Cal2012b] que este CS simetrizado capta el comportamiento correcto de las propieda-
des del estado fundamental sensibles a la simetria de la paridad del hamiltoniano como

es el entrelazamiento rovibracional y las medidas de deslocalizacion.

4.3.1. CS adaptados a la simetria de paridad y su distribucién

de Husimi

Existe una fuerte evidencia de que el estado fundamental exacto (4.2.9) puede ser
aproximado correctamente por un CS de SU(3) (4.2.3) adaptédndolo convenientemente
a la simetria de paridad (ver ref. [Cal2012b] para més detalles). De hecho, el estado

variacional de dos pardmetros (condensado bosénico)

T T

Nir,0) =5 =———7=e ", 2=
| ) = |2 N

e (4.3.1)

(con las coordenadas polares 7,0 representando los pardmetros variacionales) ya ha
sido considerado como un estado prueba variacional en [Per2008|, para reproducir la
energia del estado fundamental en el limite termodindmico N — oo. Notese que 21 y 29
no son aqui nimeros complejos arbitrarios como en (4.2.3) sino que estén restringidos
a 21 = —Zo. Como un comentario diremos que las excitaciones intrinsecas también
se pueden construir de esta forma, definiendo entonces “CSs multiespecies” (ver por

ej.[Kuy1998, Cap2005)).

Como se menciona en la Secciéon 1.4, donde se estudié la aproximacion variacional
del modelo vibron, el parametro variacional r se fija al minimizar el funcional de la
energfa “por particula” del estado fundamental, E(r) (ver por ej. [Per2008]). A partir

0&(r)/0r = 0 obtenemos el “radio de equilibrio” r. y la energia del estado fundamental
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&e como una funcién del pardmetro de control &:

(6) O, ggfc: 1/5
re(€) =
\/%7 §>§c:1/5 (432)
; <& =1/5
elr(@) = T, ST

e &> &=1/5
Como d*E¢(r.(£))/d&* es discontinua en & = 1/5, se dice que la transicién de fase es
de segundo orden.

Aunque el CS |N;7.(€)) ((4.3.1)) describe correctamente la energia media en el limi-
te termodin’amico N — oo, recientemente se ha puesto de manifiesto en [Cal2012b]
que éste no capta el correcto comportamiento para otras propiedades del estado fun-
damental sensibles a la simetria de paridad II del hamiltoniano como, por ejemplo,
el enredo rovibracional. En nuestro estudio veremos que la distribucién de Husimi
@éN)(Zl7ZQ) = |(z1, 22|¢§N)) de |¢2N)> = |N;7.(§)) no capta la deslocalizacién del esta-
do fundamental a través de la transicion de fase mostrada en la Figura 4.1 y cuantificada
por la entropia de Wehrl en la Figura 4.2, ya que el CS |gz§éN)> = |N;r.(§)) no tiene
una paridad definida como tiene el estado fundamental exacto (4.2.9). La expresion
explicita de la distribucién de Husimi de |¢§N)) = |N;r.(€)) puede ser calculada, como

una funcion de (z1, 2z2), mediante el solapamiento con el CS (4.2.6) como

M (z1,2) = (21, 22|02 = (21, 202}, )7

|1 _ 217’6_(5) + @ﬂPN
_ V2 V2 (4.3.3)

(L |21 + )V (1 4+ r2()N
donde hemos sustituido 2} = —7.(£)/v/2, 2, = 7.(£)/Vv/2, como en la ec. (4.3.1) para

0=0yr=r). Esta distribucién @éN)(zl, 29) tiene un tnico maximo en (zgo), zéo)) =

(=1(€)/V2,7.(€)/V/2) ¥ por lo tanto no reproduce la estructura de doble paquete de

la distribucién exacta \IIEN)(zl, 2z9) por encima de &, como se muestra en la Figura 4.1.

Como veremos después en la Seccion 4.3.2, q)éN)(zl, Z9) tiene una entropia de Wehrl

constante, Wy (§) = N(3+2N)/((N + 1)(N + 2)), y por tanto, no caracteriza la QPT

en £ = 0.2, donde la entropia de Wehrl exacta experimenta un brusco incremento
como se muestra en la Fig. 4.2.
El problema se debe a la falta de simetria de paridad que presenta el CS variacional

|¢2N )> = |N;r.(£)), a diferencia del estado fundamental exacto |¢§N)>, que tiene paridad
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par. Por tanto, una mejor descripcién variacional del estado fundamental vendria dada

en términos de CSs con simetria de paridad par (ver [Cal2012b] para més detalles)

(1+1I0)|Nsr)  |[Nsr) + |N;—r)

A AR AT

(4.3.4)

donde N, (r) = V2(1 + (N; —r|N;r))/? es una constante de normalizacién. Teniendo

en cuenta el solapamiento entre estados coherentes (ec. (4.2.6))
(N;—r|N;7)y = (1 = %) /(1 + ). (4.3.5)

Se tiene que (N; —r|N;r) — 0 cuando N — oo, de manera que el estado de paridad
par (4.3.4) es una superposicién de dos paquetes de onda (coherentes) cuasi-clésicos
(distinguibles) con apenas solapamiento entre ellos, lo que justifica la denominacién de
estados de “tipo gato de Schrodinger”. Este tipo de estados adaptados a la simetria de
paridad ya se han propuesto en [Cas2011a, Cas2011b] y han sido usados por nosotros
en [Rom2012b, Cal2012¢c, Rom2012¢| para el estudio de la QPT del modelo de Dicke.
Al igual que hicimos en el capitulo 3, donde empleamos dichos estados para el estudio
de la distribucién de Husimi variacional del estado fundamental en el modelo de Dicke
[Rom2012¢|, aqui los volveremos a usar para el estudio de las propiedades del modelo

vibrén, el cual comparte algunas caracteristicas comunes con el modelo de Dicke.

El pardmetro variacional r en (4.3.4) se calcula de nuevo minimizando el funcio-
nal de energia “por particula” del estado fundamental Sé(ﬁ)(r) — (H),/N, pero ahora
considerando una configuracién simétrica (4.3.4). A diferencia de &(r), el nuevo fun-
cional de energia Sg(ﬁ) (r) depende de N (ver Seccién 1.4). A partir de 855?(7") Jor =0
podemos obtener el nuevo radio de equilibrio T’EN) (€). Aunque no disponemos de una
expresién analitica explicita de r (&) (a diferencia de 7(£) en la ec. (4.3.2) para un
N y & arbitrarios, siempre podemos recurrir a un calculo numérico de la expresion

855(711)(7’)/87" = 0. En la Figura 4.3 comparamos r.(§) segun la ec. (4.3.2) con i) (&)
para N = 8,16 y N = 60. Observamos que, en el limite termodinamico, 7> (&) =71e(8).

Entonces, la distribuciéon de Husimi para estado gato (de paridad par) |¢é]\jr)>
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Figura 4.3: Radio de equilibrio TEN) (&) para N = 8,60, co.

IN; 8 (€),4) en (4.3.4) es

O (21,2) = (21, 20l0))

. T — 2
_ ‘<21722|N1T>j\_/‘|_i<(j1)”22’N’ 7”>|, (4.3.6)

con a N
(1 + \/Lizl + \/L§Z2)
(14 |21 + [2)N/2(1 + r2) N2

donde debemos entender que r = 7. (€). Ya que |(z1, 29| N; £7r)| es méximo para

(zﬁ)_L, zéoi) = (:F%, :I:\/Li), la distribucién de Husimi variacional (4.3.6) capta la estruc-

(21, 22| N; £r) =

(4.3.7)

tura exacta mostrada en la Figura 4.1, aunque rotada 7 /4. Los momentos y la entropia
de Wehrl son insensibles a esta rotacién global, por tanto, consideramos este estado
variacional ya que nos permitird simplificar los cédlculos y la obtencién de expresiones

analiticas explicitas.

4.3.2. Momentos de la distribucion de Husimi

Se pueden obtener facilmente expresiones analiticas explicitas los momentos v-ési-

mos Mlt,u de la distribucién de Husimi variacional (4.3.6) para la fase lineal rigida
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M) = [ (@12 dut )

 (N+1)(N+2)
~ (14+vN)2+vN) (438)

lo cual esta en completo acuerdo con los calculos numéricos exactos, como se muestra
en la Fig. 4.2 para el caso particular de v = 2. Lo mismo sucede para la entropia de
Wehrl para & = 0 que puede ser obtenida como

1 N(3+2N)

Wy (0) = lim In M ,(0) = N+ DN

rv—1 —

(4.3.9)

Para otros valores de &, las integrales siempre pueden resolverse numéricamente (ver
por €j. la Figura 4.2 para My 2(§) y Wy(§) como una funcién de £ para N = 4,8, 16).
En la fase rigidamente plegada (£ = 1), somos capaces de obtener el comportamiento

asintético para N — oo, en particular

v=2 siE =0

M () =% (4.3.10)
o 2lvy=2 g =1,
y
~ ) 2 1§{ =10
W) =3 e (4.3.11)

2+1n(2), sié=1.

En realidad, las expresiones (4.3.10) y (4.3.11) también dan una buena aproximacién
para N > 1 en la region “flexible” 0 < & < 1 ya que los cambios en los momentos y
en la entropia de Wehrl son més y més escarpados a medida que aumenta N, siendo
aproximadamente constante en cada una de las fases como se muestra en la Fig. 4.2.

En este momento, nos podemos preguntar hasta qué punto los resultados obtenidos
para el CS adaptado por simetria de paridad (4.3.4) difieren respecto al estado prueba
en términos de un CS ordinario (4.3.1). Debemos decir que la entropia de Wehrl para
la distribucién de Husimi @éN) de un CS ordinario (4.3.1) es contante, Wy (&) = N(3+
2N)/[(N+1)(N +2)],es decir, es una funcién independiente del parametro de control £
(a través de su dependencia con r = 1.(&)), y por tanto, ésta no capta la deslocalizacion
del estado fundamental a través de la transicién de fase como se muestra en la Fig.

4.1 y cuantificada por la IPR y la entropia de Wehrl en la fig 4.2. Por el contrario,
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la distribuciéon de Husimi \I/g\jr) en la ec. 4.3.6 capta muy bien esta deslocalizacion,
exhibiendo un exceso de entropia de In(2) de la fase lineal a la fase plegada, de acuerdo
con los resultados numéricos exactos.

El comportamiento que pone de manifiesto las ecs. (4.3.10) y (4.3.11) también se ha
encontrado para el modelo de Dicke que describe la interacciéon entre materia-campo
en el limite termodindmico N = 2j — oo (el nimero de dtomos), que tambien exhibe

una QPT desde una fase normal a una fase superradiante (ver ref. [Rom2012c]).

4.3.3. Conjetura de Wehrl-Lieb

En esta seccién comentaremos la conjetura (atin no demostrada) de Lieb. Fue con-
jeturado por Wehrl [Weh2002] y probado por Lieb [Lie1978] que cualquier estado cohe-
rente de Glauber (de un oscilador armonico) |«) tiene una entropia de Wehrl minima
de 1. En esta misma referencia de Lieb [Liel1978], también se conjeturd que la exten-
sién de la definicién de entropia de Wehrl para estados coherentes de spin j (4.2.5)
da lugar a una entropia minima de 2j5/(2j + 1). Aqui proponemos que la extensién
(4.2.14) de la definicién de Lieb de entropia dard lugar a una entropia minima de
N3 +2N)/((N + 1)(N +2)) para un CS proyectivo de SU(3) (4.2.3). Hemos visto
que el estado fundamental del modelo vibrén en la fase lineal rigida (£ = 0) es en
si mismo un CS de SU(3) y su entropia de Wehrl alcanza este minimo. El mismo valor
se obtiene para la entropia de Wehrl de cualquier otro CS de SU(3) como (4.2.3). En
la fase plegada rigida (£ = 1), el estado fundamental no es un Cs de SU(3), sino que
tiene una estructura de “tipo gato” (es decir, una combinacién lineal de CSs) dando

un exceso de la entropia de Wehrl de In(2).

4.3.4. Ceros de la distribucion de Husimi variacional

Como se conoce, la densidad de Husimi esta determinada por sus ceros a través de
la factorizacion de Weierstrass-Hadamard. También se ha observado que la distribuciéon
de los ceros difiere para sistemas regulares clasicos o sistemas caodticos y se puede con-
siderar como un indicador del caos clésico (ver por ej. [Kor1997, Dan1974, Leb1990]).
Ademas, nosotros hemos caracterizado la QPT del modelo de Dicke por medio de los

ceros de la distribucién de Husimi mediante un enfoque variacional [Rom2012c|, véase
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la Secciéon 3.3.4.4 donde se analiza la distribucion de ceros de la distribucién de Husimi
para el modelo de Dicke.

En esta seccién estudiamos la distribucién de ceros de la densidad de Husimi como
indicador de la QPT en el modelo vibrén, al igual que hicimos para el modelo de Dicke

en el capitulo anterior. De (4.3.6) obtenemos

iv2 20+ )7

N
(I)é,—I—)(Zl’ 29) =0= 29— 21 = ™ tan( 5N ) (4.3.12)
re(€)
con | = —[N/2],...,[N/2] — 1y [N/2] =Floor(N/2). Si separamos parte real e imagi-

naria como zj 9 = 2 + ip1,2, la ultima condicién se puede escribir como

r1 = X9, (4313)
V2 204+ 1)7

P2 = p1+ tan(
eV (€) 2N
(N

Para e )(ﬁ) = 0 la distribuciéon de Husimi @gr) (z1,22) no tiene ceros. Para un N
finito, el valor 7" (&) = 0 s6lo se alcanza en la fase lineal rigida & = 0 (ver Fig. 4.3).

En el limite termodinamico N — oo, tenemos que rém)(g) = 0,V¢ < & = 0.2 (ver

). (4.3.14)

o0)

" (21, 22) no tiene ceros en la fase lineal. Para

fig 4.3 y expresion (4.3.2)) por tanto @é
rM (¢ ) # 0 los ceros estan localizados a lo largo de lineas rectas (“franjas oscuras”) en
el plano de posiciones z125 v en el plano de momentos pp,. En el plano de momentos,
la densidad de ceros crece con N y £ (a saber, con i) (€)). En el limite termodindmico
N — oo, hay un incremento repentino de ceros para £ > £, = 0.2 que se acumulan en
las proximidades de p; = p; en el plano de momentos ppo, al igual que en el modelo

de Dicke [Rom2012¢|, como se vio en la Seccién 3.3.4.4.



Capitulo 5

Medidas de entrelazamiento

rovibracional en el modelo vibron

5.1. Introduccion

En los capitulos anteriores hemos estudiado las QPTs mediante medidas de in-
formacion, como la entropia de Rényi en el modelo de Dicke y vibrén, la funciéon de
Husimi, las funciones marginales de la distribucién de Husimi y en particular, la razén
de participacién inversa [Rom2011, Nag2012, Rom2012al. En este capitulo vamos a
estudiar otras medidas de deslocalizacién, como el entrelazamiento, que nos permiten
caracterizar las QPTs en estos sistemas criticos que presentan grandes correlaciones y
comportamientos colectivos.

Las propiedades del entrelazamiento se ha estudiado en [Lam2004, Lam2005] para
el modelo de Dicke y en [Per2010] para un condensado de Bose-Einstein de dos mo-
dos). En este capitulo recordaremos brevemente el modelo vibrén U(3) (bidimensional)
[lac1981], centrandonos en el estudio de las propiedades de entrelazamiento. Recorda-
remos también brevemente el limite clasico, termodinamico o de campo medio de este
modelo utilizando el algoritmo introducido por Gilmore [Gil1979] que hace uso de es-
tados coherentes semicléasicos como estados variacionales para aproximar la energia del
estado fundamental. Como sabemos, estos estados prueba, como tales, no presentan la
simetria de paridad intrinseca presente en el hamiltoniano, ya que no tienen paridad

definida. El importante papel que desempena la paridad se ha puesto también de ma-

113
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nifiesto recientemente por [Cas2011a, Cas2011b] en el estudio de la QPT del modelo
de Dicke.

Entonces, veremos como los CSs adaptados a la simetria de paridad del hamil-
toniano (estados de tipo “gato de Schrédinger”) describen mejor las propiedades de
entrelazamiento cuantico del estado fundamental que la aproximaciéon de campo me-
dio. En efecto, veremos que los estados de tipo gato de tamano N finito constituyen
una aproximacion a algunas cantidades con N = co. Los estados gato par captan cuan-
titativa y cualitativamente el entrelazamiento y medidas de deslocalizacién del estado

fundamental exacto para N finito.

Aqui no haremos uso de expansiones 1/N entorno a N = 0o, ya que estamos
trabajando con N finito. Los resultados numéricos (exactos) de la energia del estado
fundamental, entrelazamiento y medida de deslocalizacién son reproducidos por los
estados de tipo gato para N finito. Hay que decir que los efectos de tamano finito
ya han sido discutidos en el modelo de Dicke, tanto a nivel numérico [Res2005] como
analiticamente [Vid2006], para cantidades termodinamicas y en [Vid2007] para la en-
tropia de entrelazamiento, aunque el papel de la paridad no aparece de forma explicita
en estos estudios. Las correciones de tamano finito en [Vid2006] y en [Dus2005] (para
sistemas bosénicos de dos niveles) usan una expansién 1/N dada de forma natural por

la representacion de Holstein-Primakoff del momento angular [Hol1940].

En este capitulo calculamos una medida del entrelazamiento rovibracional como
son la “pureza’, la entropia lineal y de von Neumann, en funcién del niimero vibron
N (relacionado con el nimero total de estados ligados de la molécula) y el pardmetro
de control &, revelando un aumento repentino del entrelazamiento desde la fase lineal
a la fase plegada en el punto critico &.. El calculo numérico se complementa con los
resultados obtenidos mediante dos aproximaciones variacionales (con y sin simetria de
paridad). Por ultimo, se calcula la razén de participacién inversa, como una medida
de la deslocalizacion del paquete de onda del estado fundamental a través de la tran-
sicion de fase, viendo que la dispersion producida es captada por los CSs adaptados a
la simetria de paridad (estados de tipo gato par), lo que revela la importancia de la
simetria de paridad en el estudio de la deslocalizaciéon de nuestro sistema. Se propor-

cionan también expresiones analiticas explicitas de la IPR en términos de funciones
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hipergeométricas.

5.2. Modelo vibréon y estados coherentes simetriza-

dos variacionales

Como se comenté en la Seccién 1.2 del capitulo 1, el modelo algebraico U(3) de-
nominado modelo vibrén bidimensional (2D) ([lac1996, [ac2003, Per2008]) describe un
sistema con un grado de libertad del tipo dipolo restringido a un movimiento planar.
Este modelo se usa en el estudio de los espectros rotacional y vibracional de molécu-
las diatomicas y poliatémicas. Este modelo presenta una transicion de fase cudntica
(QPT) correspondiente a la transicién entre diferentes fases (de forma) conectadas
a configuraciones geométricas especificas del estado fundamental y relacionadas con
distintas simetrias (dindmicas) del hamiltoniano [Per2008]. La QPT ocurre como una
funcién de un parametro de control £ que aparace en hamiltoniano esencial del modelo

H expresado en forma de combinacién convexa H(€) = (1 — £)Hy + £H,

(N +1)—W?
N -1 ’
donde, como ya sabemos, n representa el operador nimero del bosén vectorial y

W2 es el operador de Casimir cuadréatico Co(SO(3)) = (Do D_+ D_D.)/2+12, siendo

~

H:(l—f)ﬁ+§N

(5.2.1)

Dy el operador dipolar y [ el operador momento angular en 2D. N es un ntmero
cudntico (constante) que representa el nimero total de estados ligados que caracteriza
la representacion totalmente simétrica [N] de U(3).

Ya vimos en el Capitulo 1 que este modelo presenta una QPT (de forma) en &. = 0.2.
Cuando & = 0 el sistema esta en la fase I, caracterizado por una simetria dinamica
G1 = U(2) (oscilador cilindrico) de H; , y cuando £ = 1 el sistema esté en la fase II,
caracterizado por una simetria dindmica Gy = SO(3) (oscilador 'desplazado’) de Hs.

El espacio de Hilbert es expandido por los vectores de la base ortonormal
() ()T

VOV =)t (=) ()1

donde el nimero cuantico de “doblez” n = N, N —1,N — 2,...,0 y el momento

IN;n,l) = |0}, (5.2.2)

angular [ = +n,+(n —2),...,4+1 6 0 (n =impar o par) son los autovalores de n y l,
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respectivamente. Los elementos de matriz de W2 vienen dados en la ecuacién (1.4.3). A
partir de estos elementos de matriz, se ve facilmente que la evolucion temporal preserva
la paridad €™ de un determinado estado |N;n,[). Es decir, el operador paridad 1=
€™ conmuta con H y ambos operadores pueden ser diagonalizados conjuntamente. El
estado tipo gato lo construiamos a partir del CS no simetrizado

1 1
Wi Vi

con r > 0 un parametro variacional libre, que se determina minimizando el funcional

IN;r) = (bHN10), bl = (of +r7l), (5.2.3)

de la energia del estado fundamental “por particula”. Este estado (5.2.3) se escribia de

forma explicita en funcién de los vectores de la base (5.2.2) como

N n
|IN;r) = ZZCSYW)@(T)|N;n,n—2m>, (5.2.4)

c(r) = @) (:1) (—Zf::)(]v—/i)m_

Aunque |N;7.(€)), con 1.(&) el radio de equilibrio, describe correctamente la densi-
dad de energia del estado fundamental en el limite termodinamico N — oo, mostrare-
mos que éste no capta el comportamiento correcto del entrelazamiento rovibracional.
Este es otro motivo por el cual introducimos los CSs adaptados a la simetria de paridad:
(L£ID|N;r) _ [N3r) £ |N; =)

Ne(r)y Ne(r)

donde recordamos que Nyi(r) = v/2(1 £ (N; —r|N;7))"/? es una constante de normali-

|IN;r, ) = (5.2.5)

zacion, con

(N;—r|N;7)y = (1 = %) /(1 4+ r*)". (5.2.6)

A continuacién discutiremos el caso del estado prueba del estado fundamental de si-
metria par. Expandiendo |N;r,+) en la base (5.2.2), como en (5.2.4) para CSs no

simetrizados, obteniamos los nuevos coeficientes

N )
Nty Can(T) + cnn(=T)
R AT )

n,m

(5.2.7)

, N,+ . . .
Notese que ahora C7(1,m )(7") = 0 para n=impar. El parametro variacional r es de nuevo

calculado minimizando el funcional de la energia del estado fundamental “por particu-

la”, de esta forma obtenemos un nuevo “radio de equilibrio”, r) (£).
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En la siguiente seccién analizaremos el entrelazamiento rovibracional y otras medi-
das de deslocalizacion. Los resultados numéricos (exactos) se comparan con los resulta-
dos obtenidos a partir de dos aproximaciones variacionales, una de ellas considerando

estados prueba en términos de CS simetrizados y otra con CSs ordinarios.

5.2.1. Entrelazamiento rovibracional y medidas de deslocali-
zacion

En esta seccion calculamos medidas de entrelazamiento rovibracional como son: la
‘pureza’, la entropia lineal y de von Neumann, como una funcién del ntimero vibron N
(relacionado con el nimero total de estados ligados de la molécula) y el pardmetro de
control £, revelando un repentino incremento del entrelazamiento desde la fase lineal a la
fase plegada en el punto critico &.. El cdlculo se realiza numéricamente y se complementa
y compara con dos aproximaciones variacionales (simétrica por paridad y no simétrica).
Finalmente, calculamos la razén de participacién inversa (IPR), como una medida de
deslocalizacién del paquete de onda del estado fundamental a través de la transicién
de fase, y vemos que la dispersién presente es captada por los nuevos CSs (gato par)
adaptados a la simetria, revelando la importancia de la simetria de paridad.

Recordemos que las funciones de onda de la base (5.2.2) en representacion de ‘po-
siciones’ ¢; = \%(aj + a;), con (ag,a1,az) = (0,74, 7_) nuestros tres operadores del

oscilador, se pueden expresar en funcién de los polinomios de Hermite Hy(q),
9—N/2-3/4,~ (a5 +ai+a3)/2
VO =)l () (351!

Podemos obtener la funcién de onda del estado fundamental de nuestro sistema por

(q|N;n,l) =

Hyo (o) Hozt (@) Hot (@), (5.28)

diagonalizacién numérica del Hamiltoniano (5.2.1) en funcién de los vectores de la base
(5.2.2)
N n
W) =D dMOINn L = n — 2m) (5.2.9)

n=0 m=0
donde C%Nn)z(f) son los coeficientes y wéN) (¢q) = (q|N;n,l) es la correspondiente fun-
cién de onda en representacion de posiciones ¢ = (qo, ¢1, o), escrita en funcién de los

polinomios de Hermite (5.2.8).
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Considerando el sistema bipartito dado por los grados de libertad vibracional (qq) y
rotacional en 2D ¢ = (¢1, ¢2), podemos calcular matriz densidad reducida (RDM) para

los modos vibracionales integrando sobre los grados de libertal rotacionales
p (g0, 4h) = / / dgv™ (g0, DU (a6, @). (5.2.10)

La ‘pureza’ de péN) viene dada por

M 2 > N N
Tr (pé )> = // daodahpt™ (a0, 46)p¢™ (ab. o)
N Oon 2

= Z(Z(C%(é))Q) : (5.2.11)

n=0 \m=0
donde hemos usado las propiedades de ortogonalidad de los vectores de la base (5.2.2) y

los coeficientes de la expasion (5.2.9). En realidad, la RDM péN) es una matriz diagonal
(N+1)x (N+1)
(") = X6 (5.212)

con autovalores

:>:\
2
—~
72 2%
S—
[
—
3QA
5=
—
78 2%
S—
S—
[\

(5.2.13)
m=0

y el nimero cuantico vibracional n varia desde 0 a V.

Teniendo en cuenta los coeficientes (5.2.4) y (5.2.7), podemos calcular explicita-
mente los autovalores A} (&) para el CS no simetrizado (estado de campo medio) y el
CS simetrizado par (estado de tipo gato, “cat”), respectivamente

2n
AN (E)es = (JZ) %, (5.2.14)
(N) (L+ (=1 e
)Y + (1= DY

La pureza se puede expresar en funcion de las funciones hipergeométricas como

N2 2Fi (=N, —N;1;7.(6)")
Tr (pé >>CS - RN f R (5.2.15)
T (7). = 2+ O + (1 - (e

x (2F1 (=N, —N; ;7™M ()"

I r e

+ 2 Fi (=N, =N; 1; —rM(©)h). (5.2.16)

e
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En lugar de Tr(péN))Q, usaremos la entropia lineal
2
UM@E1—ﬂ@@), (5.2.17)

como una medida de entrelazamiento. Ya que la dimensién de péN) es N + 1, la en-
tropia lineal L) (€) varfa entre 0 (estado puro) y N/(N + 1) (estado completamente
mezclado). La Figura 5.1 compara la entropia lineal exacta (obtenida numéricamente)
con la obtenida con los CSs no simetrizado (campo medio) y de simetria par (“cat”)
(5.2.4) y (5.2.5), respectivamente.

Podemos observar que la entropia lineal para la configuracién de campo medio da
peores resultados en ambas fases. En la segunda fase (plegada), tenemos un méximo

cuando ¢ =1 de

2N
Lgkn:1—4PN(N), (5.2.18)

que puede ser calculado teniendo en cuenta que 7.(1) = 1. Se alcanza un mejor acuerdo
(mayor para N mds altos) para la configuracién de estado gato par, con una entropia

lineal en £ =1 de

2N
Qﬂu):1—T4N<N>, (5.2.19)

donde hemos usado que réN)(l) = 1,VN. Aqui hemos hecho uso de la aproximacién

[N/2] 2 N 2

N 1 N 1/2N
Z( ) :_Z( ) :_< ) (5.2.20)
— 2v 2n:0 n 2\ N

con [N/2] =Valor entero(IN/2) por abajo, que es exacta incluso para valores relativa-
mente pequenos de N. Entonces, tenemos que la pureza de la RDM para los estados
pares de tipo gato es esencialmente la mitad de la pureza del CS no simetrizado cuan-
do & = 1; una simple correccién con importantes consecuencias que hace (5.2.19) una
buena estimacién para la entropia lineal de entrelazamiento como una funciéon de N en

)

cat

la fase rigidamente plegada [Iac2003]. Ademas, (&) — 1 (entrelazamiento maximo)
para la fase rigidamente plegada (£ = 1) en el limite termodindmico N = oc.
Con el fin de evaluar mejor el grado de pureza de nuestra RDM para los esta-

dos de tipo gato, particularmente para valores altos de N y moléculas rigidamente
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N=20, cat

— N=32, cat
—_ N=60, cat
- — N=20, exact
- - N=32, exact
- — N=60, exact

(N) y las aproximaciones variacionales

Figura 5.1: Comparacion de la entropia lineal exacta L
del estado coherente de campo medio (arriba) y del estado gato par (abajo) en funcién de &

para N = 8,20, 32.
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plegadas,§ = 1, podemos utilizar la aproximacién de Stirling

Tr (péN)xat ~ 12N (2;{\/) ~ \/72r_N’ for N>1, (5.2.21)
que establece que los modos vibracional y rotacional del estado fundamental exacto
(v en la aproximacién variacional del estado de tipo gato) estan enredados pero no al
maximo en la fase plegada para N finito, ya que la pureza para un estado enredado
al maximo es Tr <p§N))fnin = ﬁ En la regién ‘flexible’ [Iac2003], 0 < £ < &, la
entropia lineal parece converger a un valor distinto de cero en el limite termodinédmico.
Para moléculas lineales rigidas [Tac2003], & = 0, la entropia lineal de entrelazamiento
rovibracional es cero.

Para completar, ofrecemos en la Figura 5.2 una comparativa de la entropia de von

Neumann

SN = ~Tr (o loga(ef"))
N

= =) A€ log, AV (€)). (5.2.22)

n=0

El comportamiento cualitativo de S™V)(¢) es similar al de L) (€).

En realidad, de nuevo se puede ver que la entropia de von Neumann para la confi-
guracién de campo medio (no simétrico) no da resultados correctos en ambas fases. En
particular, la entropia de von Neumann, para valores grandes de N y para moléculas

rigidamente plegadas, £ = 1, se comporta como

1 1
S (1) ~ 5 logy(N 4+1), SS(1) ~1+ 5 logy (N + 1), (5.2.23)

denotando un exceso de la entropia de von Neumann de 1 del CS respecto a la configu-
racion del estado gato y la configuraciéon exacta. En este punto uno podria pensar que
la aproximacion CS, aunque no es exacta para valores finitos de N, todavia captura la
esencia del crecimiento de entrelazamiento. Por lo tanto, uno podria preguntarse si la
paridad es realmente esencial para describir correctamente el estado fundamental de
modelos vibrén en el limite termodindmico o no. Ya vimos en los Capitulos 2 y 3 la

importancia de la paridad a la hora de describir correctamente la deslocalizacion del
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SO
3.547
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2227+
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1] //
) N=8, cat
), N=20, cat
1
I N=32, cat
///i/ N=8, exact
P N=20, exact
: N=32, exact

‘15

Figura 5.2: Comparacién de la entropia exacta de von Neumann SV)

y las aproximaciones
variacionales del estado coherente (arriba) y del estado gato de simetria par (abajo) como

una funcién de £ para N = 8, 20, 32.
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paquete de ondas del estado fundamental en la aproximacién variacional con medidas

de entropia de Rényi y Wehrl. Otra posibilidad es la razén de participaci’on inversa:

p(N>(§):/// daodardas [0 (qo, a1, @2)[ (5.2.24)

Podemos interpretar la IPR como una medida de la dispersiéon o la deslocalizacion
de una funcién de onda 1 sobre una base particular (por ejemplo, las autofunciones
de posicién |¢)) de la misma forma que la entropia de von Neumann entropia es una
medida de la dispersion de una matriz densidad p sobre su base diagonal. De la Figura
5.3 vemos que la funcién de onda exacta (numérica) del estado fundamental exhibe una
brusca deslocalizacién a través de la transicién de fase, una dispersién que también es
caracterizada por los estados gato par (5.2.5) pero que pasa desapercibida por los
estado de prueba del CS(5.2.3,5.2.4), para los cuales la IPR se mantiene constante
con el parametro de control £. Este tipo de comportamiento también es compartido
por el estado fundamental del modelo de Dicke[Dic1954], donde el paquete de ondas
en la fase normal se divide en dos subpaquetes de solapamiento casi nulo en la fase
de superradiante (Véase Capitulo 2 y Referencias [Cas2011a, Cas2011b] y [Rom2012b,
Cal2012¢, Rom2012c¢]). Ademds, la superposicién (5.2.6) tiende a cero por & > &
(r > 0) en el limite termodindmico N — oo, de modo que la funcién de onda del estado
fundamental (5.2.5) es una superposicién lineal de dos subpaquetes de solapamiento
casi nulo en la fase plegada.

Para completar, proporcionamos la IPR

PN =3 () (5.2.25)

n=0 m=0
sobre la base (5.2.2) para los estados prueba gato y CS en términos de funciones
hipergeométricas
- Fy(3,—N,—=N;1,1;7.(£)Y)
P(N) _ 3 29 ) y Ly by 5.9.96
Pl (€)= 2((+ MO + (1= M (©HY)

1
x (3F2(5, =N, =N 1L 1))

-2

1
+ 3P (5, =N, = N3 1 1 =Y (5)4)) - (5.2.27)
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P(N)
0.027

0.0195

0.012

0.005- — N=8, exact
— N=20, exact
_- N=8, CS

| _- N=20, CS | f

02 -- N=8, cat 1

N=20, cat

Figura 5.3: Comparacién de la razén de participacién inversa exacta P®Y) con la aprocima-
cién variacional del estado gato par (linea punteada) y del estado coherente (linea constante

discontinua) como una funcién de £ para N =8 y N = 20.



Capitulo 6

Conclusiones

Este trabajo constituye una contribucién al estudio de las transiciones de fase
cuanticas en modelo algebraicos, como son el modelo de Dicke y el modelo vibron.
Estos dos modelos presentan una transicion de fase cuantica a temperatura cero, cuan-
do se alcanza un valor critico de un parametro de control, lo que implica un cambio
de configuracién (y por tanto, de propiedades) del sistema. Nuestro objetivo ha sido
caracterizar esta transicién mediante relaciones de incertidumbre entrépicas (haciendo
uso de las entropias de Rényi), la distribucién de Husimi en el espacio de fases, y me-
didas de entrelazamiento cuantico. Exponemos a continuacion a las conclusiones que

hemos llegado en nuestro estudio:

= Hemos estudiado las entropias de Rényi como un indicador de la transiciéon de
fase cudntica en el modelo de Dicke y el modelo vibrén (Capitulo 2). Un cdlculo
numérico exacto del hamiltoniano, a través de un proceso de diagonalizacion,
muestra que las entropias de Rényi experimentan un incremento repentino a
través del punto critico. Ademés hemos presentado un anélisis variacional usan-
do estados prueba en términos de estados coherentes adaptados y no adaptados a
la simetria de paridad caracteristica del hamiltoniano. La incorporacién de estos
nuevos estados adaptados a la simetria de paridad enriquece nuestro anélisis y
nos ha permitido llegar a unas conclusiones muy interesantes. Para el modelo de
Dicke, la suma entropica de Rényi puede ser considerada como una medida de las
fluctuaciones del sistema. En este estudio, hemos demostrado que ésta permanece

constante incluso en la fase superradiante, en cambio, el producto de varianzas

125
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diverge en esta fase. Por tanto, la relacién de incertidumbre para la suma entrépi-
ca de Rényi proporciona una mejor descripcién de la QPT. En particular, se ha
demostrado que existe un cambio brusco de la entropia de Rényi [Rom2011]. En
el caso del modelo vibrén U(3) las entropias de Rényi permanecen constantes
con el parametro de control £ con la configuracién no simetrizada o de campo
medio, para la configuracién simetrizada o configuracion “gato”, las entropias de
Rényi dan cuenta de la QPT en el punto critico ¢ También hemos calculado
las varianzas con las aproximaciones variacionales tanto para la configuracién no
simétrica (o de campo medio) y simétrica (“gato”). Las varianzas de los estados
gato coinciden con los resultados numéricos exactos y ambos tienden a la varian-
za del campo medio en el limite termodinamico, cuando N — oo. Las varianzas
son menos sensibles a la simetria de paridad que las entropias de Rényi y varian
con N (por tanto, divergiendo en el limite termodindmico), aunque también pro-
porcionan una buena descripcion de la QPT. Las entropias de Rényi son més
sensibles en este modelo particular, lo cual no significa que esto pueda ser extra-
polado a otros sistemas fisicos, asi tenemos que hacer hincapié, por supuesto, que
las varianzas siguen siendo un buen indicador de la presencia de una transicion

de fase cuantica.

En el capitulo 3 hemos estudiado la distribucion de Husimi en el modelo de
Dicke. Encontramos que las razones de participaciéon inversa y las entropias de
Rényi-Wehrl de la distribucién de Husimi proporcionan un claro indicador de
la transicion de fase cuantica en este modelo. Estas medidas de incertidumbre
detectan una deslocalizacion de la distribucién de Husimi a través del punto
critico A. y podemos emplearlas para cuantificar la dispersion de los estados
en el espacio de la fases. La ventaja de trabajar en el espacio de las fases es que
podemos analizar las contribuciones en el espacio de posiciones o de momentos de
forma conjunta o por separado. Las funciones marginales en espacio de posiciones
son mas adecuadas para caracterizar la QPT que dichas funciones en espacio de
momentos, donde estas cantidades son casi constantes. Sin embargo, los ceros
de la distribucién de Husimi muestran una estructura mas rica en el espacio de

momentos que en el de posiciones.
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Los calculos se han realizado numéricamente y mediante una aproximacién va-
riacional. En los calculos numéricos se han empleado expresiones explicitas que
se han obtenido mediante una aproximacién de la representacion de Holstein-
Primakoff de los operadores de momento angular. El enfoque variacional, en
términos de los estados coherentes simetrizados, nos ha permitido proporcionar
expresiones analiticas explicitas para las razones de participacion inversa y las
entropias de Rényi-Wehrl que coinciden extraordinariamente con los resultados

numéricos, especialmente en el limite termodinamico.

En la fase superradiante, la entropia de Wehrl muestra un exceso de entropia (o
“subentropia” [Joz1994]) de In(2). Este hecho implica que la distribucién Husimi
se divide en dos subpaquetes idénticos con una superposicion despreciable al pasar
de la fase normal a fase superradiante. En general, para s subpaquetes idénticos
con solapamiento insignificante, se espera un exceso de entropia de In(s). La
subentropia de Wehrl (o exceso de la entropia de Wehrl) también se ha utilizado
en [Min2004] como una medida del grado de mezcla para estados monopartitos o
del grado de entrelazamiento para estados puros de sistemas bipartitos. Se sabe
que el modelo de Dicke también presenta entrelazamiento entre los atomos y el
campo [Lam2004, Lam2005], por tanto, serfa interesante una caracterizacién de la
misma en términos de exceso de entropia. También hemos caracterizado la QPT
del modelo de Dicke explorando la distribucién de los ceros de la densidad de
Husimi variacional dentro de la aproximacién analitica. Hemos encontrado que
los ceros caracterizan la QPT en este modelo. Por otra parte, los ceros llenan
densamente el plano de momentos en la fase superradiante para la aproximacion
variacional del estado fundamental en el limite termodinamico. Por el momento,
hemos detectado un crecimiento repentino de ceros por encima del punto critico

A en la aproximacion de Holstein-Primakoff.

Ademas, nos gustaria destacar algunos puntos relativos al comportamiento cadti-
co en el modelo de Dicke. En la referencia [Ema2003a] se demostré que el ha-
miltoniano de Dicke es exactamente integrable en el limite termodinamico. Sin
embargo, no es el caso para j finito, permaneciendo la posibilidad de caos cuanti-

co. La medida del caos cuantico utilizado en [Ema2003a] para investigar esta
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posibilidad era el caracter del espectro energético. Como ya se ha dicho, la dife-
rente estructura de ceros de la distribucién de Husimi que presentan los sistemas
regulares clasicos respecto a los sistemas cadticos se puede utiizar como un indi-
cador del caos cldsico (véase, por ej. [Kor1997, Dan1974, Leb1990]). Por ejemplo,
en [Leb1990] se muestra que, en regiones integrables, los ceros se encuentran en
curvas de una dimension, mientras que en regiones caodticas la distribucion es
bidimensional y los ceros llenan el espacio de las fases. En nuestro estudio nos
hemos limitado al analisis del estado fundamental en el espacio de fases. Uno
podria pensar que el crecimiento repentino de ceros por encima del punto critico
A (en la aproximacién de Holstein-Primakoff) es un signo de caos. Sin embargo,
creemos que la presencia de caos en el modelo de Dicke a nivel cuantico debe

analizarse a partir de la distribucién de Husimi de estados excitados.

Adema&s hemos estudiado la distribucién de Husimi en el modelo de Dicke sin
hacer uso de la aproximacion de Holstein-Primakoff. Hemos encontrado que la
entropia de Wehrl de la distribucién de Husimi proporciona un claro indicador
de la transicién de fase cuantica en el modelo de Dicke para un j finito. De nuevo
hemos visto que esta medida de incertidumbre detecta una deslocalizacion de la
distribucion de Husimi a través del punto critico A, y hemos empleado esto, junto
con representaciones graficas tridimensionales y de lineas de contorno de la distri-
bucién de Husimi para cuantificar y visualizar la dispersion del estado fundamen-
tal. Los cédlculos se han realizado numéricamente y mediante una aproximacién
variacional. En el analisis variacional hemos considerado estados prueba en térmi-
nos de estados coherentes adaptados a la simetria de paridad lo que enriquece
nuestro estudio al permitirnos obtener expresiones analiticas para la distribuciéon
de Husimi y las entropias de Wehrl. Asi, hemos podido comprobar que los resul-
tados variacionales coinciden notablemente con los resultados numéricos exactos,
especialmente en el limite termodinamico y alejados de A = A.. Un calculo més
exacto puede realizarse quizas usando los puntos de equilibrio “verdaderos” de la
referencia [Cas2012], aunque pensamos que nuestro enfoque variacional todavia
caracteriza el comportamiento cualitativo cerca de A\, y los valores cuantitativos

exactos lejos de . (véase de nuevo la Figura 3.7).
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En la fase superradiante, la entropia de Wehrl experimenta un exceso de entropia
de In(2). Este hecho implica que la distribucién se divide en dos subpaquetes
idénticos con apenas solapamiento entre ellos cuando se pasa de la fase normal a
la fase superradiante. En general, para s subpaquetes idénticos con solapamiento

despreciable, uno espera un exceso de entropia de In(s).

Los signos indicativos de la QPT en el modelo de Dicke también se han analizado
explorando la distribucion de ceros de la densidad de Husimi dentro de la apro-
ximacién variacional analitica y sin la aproximacion de Holstein-Primakoff. En
el Capitulo 3 hemos corroborado que los ceros de la distribucion de Husimi evi-
dencia la QPT sin la necesidad de asumir la aproximacién de Holstein-Primakoff,
encontrando de nuevo que no hay ceros en la fase normal y un gran ntmero de
ceros cuando 7 y A aumentan en la fase superradiante. Este interesante resultado
pone de manifiesto que la aparicién de ceros de la distribuciéon de Husimi puede

ser un indicador de las QPTs [Rom2012¢, Cal2012a].

En el Capitulo 4 hemos estudiado la distribucién de Husimi en el modelo vibron
U(3). Hemos encontrado que los momentos y las entropias de Wehrl de la dis-
tribucion Husimi nos indican la transicién de fase cuantica del modelo. Detectan
una deslocalizacién de la distribucién de Husimi a través del punto critico &, y
estas cantidades nos permiten cuantificar la dispersién del estado fundamental

en el espacio de las fases.

Los céalculos se han realizado numéricamente y por medio de una aproximacion
variacional. La distribuciéon de Husimi presenta una forma diferente en cada fa-
se. También se demuestra que tanto la razon de participacion inversa como la
entropia de Wehrl, son buenos indicadores de la QPT. El enfoque variacional,
en términos de los estados coherentes adaptados a la simetria de paridad (es-
tados de tipo gato de Schrodinger), complementa y enriquece nuestro analisis
proporcionando expresiones analiticas explicitas tanto de los momentos como de
las entropias de Wehrl que coinciden notablemente con los resultados numeéricos,
especialmente en las fases lineales y plegada rigidas (fuera de la region flexible
& ~ &)y en el limite termodindmico. En la fase lineal rigida, la entropia de Wehrl

N(3+2N) L de acuerdo conjetura de Wehrl-Lieb genera-

alcanza su valor minimo D (V1D)
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Capitulo 6 Conclusiones

lizada, lo que indica que el estado fundamental para & = 0 es un CS proyectivo de
SU(3). En la fase plegada, la entropia Wehrl experimenta un exceso de entropia
(o subentropia [Joz1994]) de In(2). Este hecho implica que la distribucién de Hu-
simi se divide en dos subpaquetes idénticos sin apenas superposicién, cuando se
pasa de la fase lineal a la fase plegada. En general, para s subpaquetes idénticos

sin apenas solapamiento, esperamos un exceso de entropia de In(s).

También se ha explorado los signos indicativos de la QPT en el modelo vibréon
mediante el estudio de la distribucion de los ceros de la densidad de Husimi en
su aproximacion analitica variacional. Hemos encontrado que hay un incremento
repentino de ceros por encima del punto critico &., especialmente en el limite
termodinamico. Los ceros de la distribucién de Husimi exhiben una estructura
mas rica en el espacio de momentos que en el de posiciones. Este comportamiento

también es compartido por el modelo de Dicke (Capitulo 3).

Nuestro estudio se ha limitado al analisis del espacio de fases del estado funda-
mental en el modelo vibrén. Este modelo es un sistema no caético, de modo que
podemos afirmar que el aumento repentino de los ceros por encima del punto

critico &, proviene de una QPT y no de una situacién cadtica.

Finalmente hemos obtenido en el Capitulo 5 que el entrelazamiento y la desloca-
lizacion parecen ser caracteristicas comunes de las transiciones de fase cudnticas,
y resultan ser claros indicadores en el punto critico de la QPT “de forma” del mo-
delo vibrén. Hemos obtenido resultados numéricos (exactos) del entrelazamiento
y deslocalizacién del estado fundamental del modelo vibrén en 2D para molécu-
las de tamano N finito. Estos resultados se han comparado con los resultados
derivados de dos aproximaciones variacionales (usando estados simetrizados por
paridad y no simetrizados). La configuracién de paridad par (“gato”) nos pro-
porcionan una buena descripcién variacional de las medidas de entrelazamiento
(entropias lineales y de von Neumann), reproduciendo cuantitativamente los va-
lores exactos para la entropia de entrelazamiento en las fases completamente
rigidas (lineal y plegada) y cualitativamente captando el comportamiento de la
entropia de entrelazamiento en la region intemedia “flexible”. Los resultados re-

velan la aparicion de entrelazamiento rovibracional en la fase plegada del modelo
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vibrén, donde los modos rotacionales y vibracionales estan entrelazados, pero no
totalmente. A diferencia de otros estados prueba de la literatura, estos estados
gato de Schrodinger captan una deslocalizacion de la funcién de onda del estado
fundamental mediante la razén de participacién inversa PV)(€) a través de la
transicion de fase, lo que demuestra la importancia de la simetria de paridad para

una adecuada descripcion del estado fundamental en los modelos vibrén.

Ademas sabemos que el entrelazamiento es un recurso fundamental para el pro-
cesado de la informacion, que constituye el ntcleo de los protocolos de comuni-
cacion cuantica y de los algoritmos de computacién cuantica. Aunque el trabajo
que aqui hemos presentado es tedrico, no descartamos una posible realizacién
experimental del entrelazamiento rovibracional obtenido para el procesado de
informacion cuantica. Sabemos que la dispersion y la emisién y absorcion de
fonones-rotones, se ha estudiado ampliamente en el helio superfluido y creemos

que vale la pena explorar esta nueva posibilidad en las moléculas.
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