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Introduccion

Un semigrupo afin es un subsemigrupo finitamente generado de N¥ para algiin k. El
estudio de semigrupos afines surge de forma natural cuando se estudian las soluciones po-
sitivas de un sistema de ecuaciones con coeficientes enteros. Los semigrupos afines han
tenido, a partir de los afios 60, un resurgimiento debido en parte a la Geometria Algebrai-
ca. Esto es debido a que dado un semigrupo afin contenido en N¥, se puede considerar el
subanillo de K[t1, ..., %] generado por los elementos de la forma r* =17," ---*. Este anillo
es isomorfo al anillo de semigrupo K[S]. De esta forma, salvo isomorfismos, existe una
correspondencia biyectiva entre semigrupos afines y variedades afines que vienen para-
metrizadas por conjuntos finitos de monomios. Uno de los primeros en tratar esta equiva-
lencia fue Herzog en [19], que demostro la equivalencia entre dar la presentacion de un
semigrupo y un sistema de generadores del ideal asociado a la variedad antes menciona-
da (dichos ideales son ideales binomiales; un estudio bastante amplio de estos ideales se
puede encontrar en [40]]). M4s tarde Kunz, en 1970, demostré que si el semigrupo de va-
lores de un anillo local noetheriano con Spec(A) = {0,m} es simétrico, entonces el anillo
es Gorenstein. Decir ademas que el primer ejemplo de anillo que no es Cohen-Macaulay,
dado por el propio Macaulay a principios de siglo, fue K [tf,tftz,tltg ,t§] ([24]) y que,
analizando este ejemplo, Grobner ([18]]) propuso el problema de clasificacion de los ani-
llos generados por monomios del mismo grado respecto de su “Cohen-Macaulayneidad”
(aparte de este problema, Grébner propuso otros problemas, uno de los cuales fue a su
alumno Buchberger, y que dio lugar a las bases de Grobner).

Empez6 asi una linea de investigacion que trataba de caracterizar la propiedad del
anillo de semigrupo de ser Cohen-Macaulay en términos del propio semigrupo. El primer
paso dado en esta linea se debe a Hochster, que estudi6 este problema para semigrupos
normales (su anillo de semigrupo es integramente cerrado). Su estudio fue aprovechado
mas adelante por Goto, Suzuki y Watanabe para estudiar el problema sin poner la res-
triccion de ser normal, llegando a dar una caracterizacion primero para semigrupos afines
simpliciales ([15]]) y luego para semigrupos afines en general ([16]]). La caracterizacién
dada por Goto y Watanabe en [[16]], se basa en dar una extensién S’ del semigrupo S de
forma que S’ = S equivale a que el anillo de semigrupo K[S] sea Cohen-Macaulay. Mds
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adelante, Trung y Hoa ([41]), demostraron que esa condicién no era suficiente, y que por
tanto el trabajo de Goto y Watanabe era incorrecto. Ellos demostraron que tal condicién
era necesaria, pero no suficiente, hacia falta imponer una segunda condicién topoldgica a
un complejo simplicial asociado al semigrupo para tener la equivalencia. Dicha condicion
es trivial en el caso de semigrupos afines simpliciales, por lo que la caracterizacion dada
por Goto, Suzuki y Watanabe es correcta para el caso simplicial. Por esta misma linea
continud el trabajo de Schifer y Schenzel ([35]). Este trabajo y otros como el de Stan-
ley ([36], [37]) versan sobre el estudio de la homologia del complejo asociado al cono
generado por el semigrupo.

Nuestro principal objetivo a la hora de realizar la presente memoria fue el de propor-
cionar herramientas efectivas que permitan determinar propiedades del anillo de semigru-
po en funcion del semigrupo. El problema de la caracterizacion dada por Goto, Suzuki,
Watanabe, Trung, Hoa, etc. es que no es algoritmicamente comprobable. Desde el punto
de vista tedrico es importante saber qué propiedades del anillo de semigrupo se pueden
estudiar a partir de propiedades del semigrupo en si. Nuestra preocupacion se centrd en
el hecho de que dado un ejemplo de anillo de semigrupo afin, como se puede determinar
realmente si dicho anillo es Cohen-Macaulay, Gorenstein o interseccion completa. Mas
atn, como podemos encontrar un sistema de generadores minimal para el ideal asociado
a la variedad (problema equivalente a encontrar una presentacion del semigrupo). Es mas,
hasta ahora no habia forma de determinar si dada una variedad de este tipo en funcién de
su ideal asociado, ésta era o no una variedad afin parametrizada por monomios. Ese fue
otro de los problemas a resolver, el cual se traduce en determinar si un semigrupo dado
por una presentacion es o no afin.

Los contenidos de esta memoria se organizan de la siguiente forma:

En el capitulo cero, damos los conceptos necesarios para comprender el resto de la
memoria.

En el primer capitulo, resolvemos el problema de encontrar una presentaciéon minimal
para un semigrupo afin dado. Como antes dijimos, esto se traduce en encontrar un sistema
de generadores minimal para el ideal asociado a la variedad. Hasta la fecha, este problema
se podia “resolver” usando el algoritmo de implicitacién (véase por ejemplo [9] y [L1]).
El problema que entrafia usar ese algoritmo es que hace uso de bases de Grobner, y por
tanto su complejidad es doblemente exponencial. Un segundo problema relacionado con
el algoritmo de implicitacion radica en que tal algoritmo devuelve una base de Grobner, y
no un sistema minimal de generadores del ideal. Esto impide saber directamente el niime-
ro de generadores de un sistema minimal de generadores del ideal, y por tanto saber si el
semigrupo es interseccion completa. El algoritmo que exponemos en el primer capitulo es
una generalizacion del algoritmo dado por Rosales en [28] y en su tesis para semigrupos

. numéricos, y se basa en asociar a cada elemento del semigrupo un grafo, de forma que los |
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grafos no conexos proporcionan generadores del ideal (o visto desde el punto de vista se-
migrupista, relatores del semigrupo). La ventaja de nuestro algoritmo, es que proporciona
un sistema minimal de generadores, y no sélo eso, estudiando los grafos, obtenemos todos
los posibles sistemas minimales de generadores del ideal. Ademas, la complejidad de este
algoritmo es simplemente exponencial, lo que supone una mejora sobre el uso de bases de
Grobner. Otro de los puntos tratados, en el primer capitulo, es el de proporcionar una cota
para el minimo nimero de relatores para un semigrupo afin. Bresinski, en [4], demuestra
que dicha cota no puede depender exclusivamente del nimero de generadores del semi-
grupo. La cota que obtenemos depende de los generadores del semigrupo, asi como de la
diferencia entre el niimero de generadores y la dimension del semigrupo.

En el segundo capitulo, nos preocupamos de resolver el problema inverso. Dada una
presentacion del semigrupo, como podemos saber si el semigrupo es un semigrupo afin, y
en caso afirmativo, cdmo podemos calcular un semigrupo isomorfo a €l que esté contenido
en N para algiin k. Desde el punto de vista de la Geometria Algebraica, este problema
viene a traducirse en, dado un ideal generado por binomios (y que es radical), como
se puede saber si la variedad asociada al ideal viene parametrizada por monomios con
coeficientes en NX. Esto implica, entre otras cosas, que el anillo de la variedad sea un
dominio de integridad (teorema 8.1 de [14]). Este problema lo resolvemos usando que un
semigrupo es afin si y solo si es cancelativo, libre de unidades y sin torsion. Estudiamos
primero cuando un semigrupo es libre de unidades, cosa que podemos estudiar mirando
una base de Grobner del ideal. Luego estudiamos cuando, siendo libre de unidades, es
cancelativo y libre de torsién. Por tltimo, obtenemos un semigrupo de N* para cierto &
que es isomorfo al semigrupo de partida (en el caso en que sea afin).

En el tercer capitulo, resolvemos el problema de determinar cudndo un semigrupo
afin y simplicial es Cohen-Macaulay. Un semigrupo es simplicial si su cono asociado
estd generado por tantos rayos extremales como dimension tiene el semigrupo. Damos un
método algoritmico para determinar si un semigrupo afin simplicial dado es o no Cohen-
Macaulay. El método se basa en ver si los elementos de la interseccion de los conjuntos de
Apéry asociados a los rayos extremales del semigrupo verifican que sus diferencias no se
encuentran en el grupo generado por dichos rayos extremales. La interseccion de dichos
conjuntos es calculable, y la condicién de que un elemento esté o no en un grupo también
lo es. Esto hace que el método se pueda usar en la practica. Este método surgid, por raro
que parezca, debido a la gran similitud entre los semigrupos numéricos y los semigru-
pos Cohen-Macaulay simpliciales. Observamos que todo elemento se podia expresar de
forma dnica como una combinacién de los rayos extremales del semigrupo sumado con
un elemento de la interseccion de los conjuntos de Apéry de los rayos extremales. Lo
mismo ocurre en semigrupos numéricos: todo elemento se puede poner como combina-

. cién de un rayo extremal (cualquier generador) més un elemento del conjunto de Apéry |



(10)

de dicho generador. De hecho, pudimos demostrar que esta unicidad, en la escritura de
los elementos del semigrupo, es condicidn necesaria y suficiente para que el semigrupo
sea Cohen-Macaulay. Para los semigrupos afines simpliciales que son Cohen-Macaulay,
demostramos que la cota dada para el minimo nimero de relatores del semigrupo es me-
nor que la cota que obtuvimos en el primer capitulo para semigrupos afines en general.
Finalizamos este tercer capitulo haciendo un estudio de los semigrupos Cohen-Macaulay
de maxima codimension generalizando asi los MED-semigrupos estudiados por Rosales
en [29]]. Este tipo de semigrupos alcanzan la cota antes mencionada.

En el cuarto capitulo, se resuelve el problema de determinar si un semigrupo afin, sim-
plicial y Cohen-Macaulay es Gorenstein. Al igual que antes, pensabamos que tenia que
existir una fuerte relacion entre semigrupos numéricos simétricos y semigrupos afines
simpliciales Gorenstein. La caracterizacion para semigrupos numéricos es la siguiente:
el semigrupo es simétrico si y sélo si el conjunto de Apéry de un elemento del semigru-
po tiene maximo respecto del orden inducido por la suma en el semigrupo. Por tanto,
intentamos ver si la interseccion de los conjuntos de Apéry de los rayos extremales del
semigrupo tenia 0 no maximo. La respuesta fue afirmativa, y este hecho caracteriza a los
semigrupos afines simpliciales y Gorenstein. Determinar si un conjunto conocido tiene o
no un tnico elemento maximal es siempre posible, por lo que tenemos una forma efecti-
va de calcular si un semigrupo dado es Cohen-Macaulay y si ademds es Gorenstein. Al
igual que en el caso Cohen-Macaulay, demostramos que, para el caso Gorenstein, la cota
para el minimo numero de relatores del semigrupo es mejorable sobre el caso general e
incluso sobre el caso Cohen-Macaulay. Hacemos ademas un estudio de los semigrupos
afines simpliciales y Gorenstein de mdxima codimension, generalizando el estudio hecho
por Rosales sobre los MEDSY-semigrupos en [30].

En el quinto capitulo, introducimos el concepto de pegada de semigrupos afines. Un
semigrupo afin es pegada de dos subsemigrupos suyos si el sistema minimal de genera-
dores del semigrupo se puede dividir en dos conjuntos, de forma que cada uno genera a
los dos subsemigrupos y verificando que el conjunto de relatores del semigrupo se divide
en tres clases: la primera relaciona s6lo elementos del primer conjunto, la segunda del se-
gundo conjunto, y la tercera, compuesta por un tnico relator que relaciona elementos del
primer conjunto con los del segundo. Damos ademdas un método algoritmico de compro-
bar si un semigrupo es o no pegada de dos subsemigrupos suyos. El concepto de pegada
de semigrupos afines es crucial para el desarrollo de los capitulos sexto y séptimo.

En el sexto capitulo, estudiamos los semigrupos afines que son interseccion completa.
Generalizamos el resultado dado por Delorme en [10] para semigrupos numéricos. Con
los resultados expuestos en ese capitulo, llegamos a la conclusiéon de que un semigrupo
afin es intersecciéon completa si y sélo si es pegada de dos subsemigrupos suyos que

. son interseccion completa. Los casos estudiados son el simplicial y los semigrupos de |



an

dimensién menor o igual que tres. Demostramos ademds que en N3 un semigrupo cuyo
cono asociado tenga mds de cuatro caras no puede ser intersecciéon completa.

En el capitulo siete, se introduce el concepto de matriz mezclada dominante y su rela-
cién con los semigrupos afines interseccion completa. Los resultados expuestos en dicho
capitulo se deben a Fischer, Morris y Shapiro, ([12]],[13]) y fueron demostrados parale-
lamente por nosotros con la ayuda de J. Garcia Miranda. El trabajo realizado se llevo a
cabo gracias a un intercambio de informacién promovido por Sturmfels entre nosotros y
los profesores Fischer y Shapiro. Se consiguié demostrar el caso general no demostrado
en el capitulo anterior (que demostraba el caso simplicial y los casos de dimensién menor
o igual que tres). Se llegaba asi a la conclusion de que un semigrupo afin es interseccion
completa si y solo si es pegada de dos subsemigrupos suyos que son interseccién com-
pleta. Esto fue posible gracias a la idea de Shapiro y Fischer de asociar a cada semigrupo
una matriz (la matriz de relaciones) y observar que cuando el semigrupo es interseccion
completa entonces dicha matriz es mezclada y dominante. El resultado se concluy6 cuan-
do se dio un teorema de descomposicion de dichas matrices, que coincidia con la idea
de pegada expuesta en el capitulo quinto. En este capitulo se muestra ademds un resulta-
do que afirma que un semigrupo afin con més de 2d — 2 rayos extremales no puede ser
interseccion completa, donde d es la dimension del semigrupo.

En el capitulo nimero ocho, centramos nuestra atencién en un tipo de semigrupos
interseccion completa: los semigrupos libres. Estos semigrupos son una generalizacion
de los semigrupos (numéricos) libres estudiados por Bertin y Carbonne ([2]]), Watanabe
([42]) y Rosales ([27]). Desde el punto de vista de anillos de semgrupo, estos semigrupos
verifican que su anillo de semigrupo se construye haciendo extensiones radicales (de mo-
nomios) sucesivas de un anillo de polinomios. Relacionados con estos semigrupos, apare-
cen los semigrupos cuyos restos primarios (elementos pertenecientes a la interseccion de
los conjuntos de Apéry de los rayos extremales del semigrupo) tienen escritura unica. Una
clase particular de este tipo de semigrupos son los semigrupos simples. Vemos que estos
semigrupos contienen, entre otras clases destacadas, a los semigrupos afines, simpliciales
y Cohen-Macaulay de méxima y minima codimension.

En el dltimo capitulo, estudiamos las soluciones de los sistemas de ecuaciones con
coeficientes enteros. Dichas soluciones conforman un semigrupo afin. Damos un método
para encontrar un sistema minimal de generadores para ese tipo de semigrupos y demos-
tramos que todo semigrupo con teoria de divisores es isomorfo a un semigrupo de ese
tipo. Proporcionamos ademds un método para saber si un semigrupo afin tiene teoria de
divisores, basandonos en la caracterizacion de Lettl ([23]]). Los semigrupos con teoria de
divisores fueron introducidos por Clifford en 1938 ([6]],[7]). El problema de semigrupos
con teoria de divisores estd fuertemente relacionado con Teoria de Numeros tal y como
puede verse en los trabajos de Clifford y Lettl.
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Capitulo 0

Preliminares

0.1. Conceptos basicos

Un semigrupo es un par (S,+) verificando que S es un conjunto, + una operacion
binaria en S que cumple la propiedad asociativa y tiene elemento neutro. (Normalmente
en la literatura, a este tipo de estructuras se les conoce con el nombre de monoide. Tal
distincién no es trascendente, ya que a cualquier conjunto con una operacion binaria aso-
ciativa le podemos afiadir un elemento neutro.) El semigrupo es abeliano o conmutativo
si + verifica la propiedad conmutativa. Si T es un subconjunto de S, decimos que es un
subsemigrupo de S si la operacion + es una operacion interna en 7y con esa operacion
(T,+) es un semigrupo. Normalmente denotaremos por 0 al elemento neutro de S.

Un semigrupo es cancelativo si verifica la propiedad cancelativa, esto es, si a +c¢ =
b+c,cona,b,c € S entonces a = b. Claramente, todo grupo conmutativo es un semigrupo
cancelativo

Un semigrupo es libre de torsién si verifica que simpre que ka = kb, con 0 #k € Ny
a,b € §, entonces a = b.

Dados dos semigrupos conmutativos (S,+) y (7,+), un morfismo de semigrupos es
una aplicacién que preserva las operaciones de los semigrupos y el elemento neutro, esto
es, que la imagen de la suma de dos elementos de S es la suma, en 7, de las imdgenes de
dichos elementos y la imagen del cero es el cero.

f:(8,4) = (T,+)
fla+b)=f(a)+ f(b)
f(0)=0

El concepto de monomorfismo, epimorfismo e isomorfismo se definen de la forma
usual.
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Un elemento a de un monoide conmutativo (S, +) es una unidad si existe b € S tal que
a—+ b = 0. Los isomorfismos conservan unidades y la propiedad cancelativa.

Una relacién de equivalencia, ~, sobre un semigrupo (S,+) es una congruencia si
verifica que dicha relacién es compatible con la operacion +, esto es que si a ~ b en-
tonces para todo ¢ € S, se tiene que (a+c) ~ (b+ ¢). Dada una congruencia ~ sobre un
semigrupo (S, +) podemos construir el conjunto cociente S/ ~ y dotarle de una operacién
binaria interna definida por [a] + [b] = [a + b]. Del hecho de que ~ sea compatible con la
operacion +, se deduce que (S/ ~,+) es un semigrupo. A dicho semigrupo lo vamos a
llamar semigrupo cociente de S por la congruencia ~ .

Al igual que en grupos, espacios vectoriales, etc. tenemos que en semigrupos conmu-
tativos se verifica el primer teorema de isomorfia:

Teorema 0.1.1 Sea f: (S,+) — (T,+) un morfismo de semigrupos conmutativos, enton-
ces se verifica:

1. Laimagen de f, Im(f), es un subsemigrupo de (T,+).

2. La relacion binaria definida sobre S por: a ~y b si 'y solo si f(a) = f(b), es una
congruencia.

3. Los semigrupos (Im(f),+) y (S/ ~r,+) son isomorfos.

Dado un semigrupo conmutativo (S,+), y A un subconjunto de S, se define el semi-
grupo generado por A como el conjunto

k
(A) ={)_bia;:bi e N,k € N,a; € A}.
i=1
Un semigrupo (S,+) es finitamente generado si existe A C S finito tal que S = (A).
Dado un semigrupo finitamente generado S = (sy,..., sy ), definimos el siguiente mor-
fismo de semigrupos

¢: N §
o(ar,...,ar) =YX  ass;
Si denotamos por G a la congruencia nicleo de este morfismo ((a,b) € G si y s6lo si
¢(a) = @(b)), tenemos que, usando el primer teorema de isomorfia, N* /G es un semigrupo

isomorfo a S. En lo que sigue, nos referiremos a 6 como la congruencia asociada al
semigrupo S. De esta forma, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 0.1.2 Todo semigrupo finitamente generado es isomorfo a un cociente de NF
| para algin entero positivo k.



CAPITULO 0. PRELIMINARES (15)

0.2. La congruencia asociada a un subgrupo de Z"

Sea ¢ una congruencia sobre N", definimos el grupo asociado a 6 y lo denotamos por
Mo, al conjunto
Ms ={a—b:acb}.

Por otro lado, si M es un subgrupo de Z", definimos la congruencia asociadaa M y la
denotamos por ~; a la congruencia

a~ybsiysdlosia—beM.

Si consideramos el semigrupo cociente (N"/ ~ys,+) y tenemos que [a] + [c] = [p] +
[c], entonces [a+c] = [b+c] y por tanto (a+c) — (b+c¢) =a—b € M, 1o que implica que
[a] = [b]. Esto demuestra el siguiente resultado.

Lema 0.2.1 Si M es un subgrupo de 7", entonces el semigrupo cociente (N"/ ~pr,+) es
un semigrupo cancelativo.

La pregunta natural que surge ahora es si 6 =~y . La respuesta es negativa en gene-
ral. Una inclusion es siempre cierta, a saber, 6 C~;_ . Esto se debe a que si (a,b) € o,
entonces a —b € Mg, lo que lleva a que (a,b) €~y . La otra inclusién sélo se da si
(N"/o,+) es un semigrupo cancelativo. De hecho se tiene el siguiente teorema, que no
es dificil de probar:

Teorema 0.2.2 El semigrupo (N"/c,+) es cancelativo si 'y sélo si G =~y .

Un elemento de Q" es fuertemente positivo si todas sus coordenadas son estrictamente
positivas. De igual forma, un elemento de Q" es positivo si todas sus coordenadas son
positivas. Destacamos estos elementos por el siguiente resultado:

Teorema 0.2.3 Si M es un subgrupo de 7", entonces N" | ~yy es un grupo si'y sélo si M
contiene un elemento fuertemente positivo.

0.3. Grupos conmutativos finitamente generados

En esta seccidn, vamos a fijar la notacién referente a Z-moédulos que usaremos poste-
riormente. Los resultados expuestos en esta seccion pueden encontrarse en cualquier libro
de Algebra que explique la teorfa de grupos abelianos.

Sea M un subgrupo de Z". Un subconjunto {mj,...,m,} de M es una base de M si

. verifica:
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1. Para cada m € M existen 7, ...,2, € Z tales que m = zymy + ... + z,m,.
2. Sizymy +....+z,m, = 0, entonces z; = 0 paratodoi =1,...,r.

Es bien conocido que todo subgrupo de Z" posee una base con a lo sumo n elementos.

Dos bases de un mismo subgrupo de Z" tienen igual nimero de elementos. A dicho
numero lo llamaremos el rango del subgrupo.

También es sabido que todo subgrupo de Z” de rango k es isomorfo a ZX.

Sean A y B dos matrices sobre Z del mismo tamafio. La matriz B es equivalente a A
si existen Ey,..., E; matrices elementales por filas y G1,...,G; matrices elementales por
columnas tales que B = E...E;AG|...G;. Se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 0.3.1 Toda matriz A de orden s X t con coeficientes en 7. es equivalente a
una matriz diagonal de la forma:

d 0 ...0 ..0
0O d ... 0 ... 0
D=149 o .. d ... 0
0 0 ...0 ..0
0 0 .. 0 ..0

donde r = min{s,t}, d; € Ny diy es un miltiplo de d; parai=1,...,r — 1.
A los d; se les conoce con el nombre de factores invariantes de la matriz.

Teorema 0.3.2 Dos matrices del mismo tamainio son equivalentes si y solo si tienen los
mismos factores invariantes.

Teorema 0.3.3 Si M es un subgrupo de 7" de rango r, entonces existe una base
{f1sees frs fra1seees fu} de 7y existen dy,da, ...,d, € N\ {0} tales que d;i\ es un miiltiplo
de d; parai=1,...,r — 1, verificando que {d, fi,...,d.f,} es una base de M.

Los d; son conocidos con el nombre de factores invariantes de M.

Teorema 0.3.4 (Teorema de estructura de los grupos conmutativos finitamente generados)
Todo grupo conmutativo finitamente generado es isomorfo a uno de la forma

B Lg, X ... Lq, X 7k donde ademds d; . es un miiltiplo de d; para todoi=1,...,r — 1.
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0.4. Finita presentacion de los semigrupos conmutativos
finitamente generados

Dado un semigrupo (S,+), y p un subconjunto de S x S, la congruencia generada por
P, que vamos a denotar por (p), es la menor congruencia sobre (S,+) que contiene a p.

Proposicion 0.4.1 La congruencia (p) se puede construir en los siguientes pasos:

» (1p) =pUp~'US, donde p~' = {(a,b) : (b,a) € p} y & es la diagonal, es decir el
conjunto de elementos de la forma (a,a).

» 2p)={(a+c,b+c):(a,b) € (1p),ce€ S}

» Un par (a,b) estd en (p) siy sélo si existe una secuencia co, . ..,c; tales que co =
a, ¢ =by(ci,civ1) € (2p) para todo i € {0,...,t —1}.

Si 6 es una congruencia sobre (S,+) y p es un subconjunto de ¢ tal que ¢ = (p),
entonces decimos que G estd generada por p o bien que p es un sistema de generadores
de la congruencia ¢. Si p es finito, entonces diremos que S es finitamente presentado. El
siguiente resultado es un resultado clésico de la teoria de semigrupos:

Teorema 0.4.2 Todo semigrupo finitamente generado es finitamente presentado.

Este resultado es equivalente a asegurar (por ser todo semigrupo finitamente generado
isomorfo a un cociente de N" para algiin entero positivo n) que toda congruencia sobre
N”" tiene un sistema de generadores finito.

Decimos que p es un sistema minimal de generadores de G si p genera a ¢y si ademads
su cardinal es minimal entre los conjuntos que generan a G.

0.5. Semigrupos afines

Un semigrupo es un semigrupo afin si es isomorfo a un subsemigrupo de (N”,+)
finitamente generado (para algtn r entero positivo). No todo subsemigrupo de (N”,+) es
finitamente generado, tdmese por ejemplo el conjunto

{(a,p) eN?:a>2, b>2},

que es cerrado para la suma (y por tanto un subsemigrupo de N?) y sin embargo no
es finitamente generado, ya que un sistema de generadores de ese semigrupo deberia
contener a los conjuntos {(2,a) :a € N},{(a,2) :a € N}.
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En lo que sigue, vamos a usar por defecto la operacién definida en S como la operaciéon
denotada por +, y escribiremos S en vez de (S, +). La operacion + serd, a partir de ahora,
para subsemigrupos de N” la operacioén de adicidn usual, a saber, la suma coordenada a
coordenada.

Dado un semigrupo afin, S = (sq,...,s¢) € N, definimos la dimensién de S como el
rango del grupo abeliano generado por {sy,...,s;} (a este grupo lo vamos a denotar por
G({Sl, NN ,Sk})).

Herzog demuestra en [19] que una cota inferior para el nimero de elementos de un
sistema de generadores de la congruencia asociada a S es el nimero de elementos de un
sistema minimal de generadores de S menos la dimensién de S.

Dado un semigrupo afin § C N” con dim(S) = n, siempre es posible encontrar un
semigrupo afin isomorfo a S de forma que esté contenido en N”*. Si § = (sy,...,s;) C N
sea 6 = Ker@, donde ¢ es la aplicacion

¢:NF 5 SCN
@(d],---,dk) :Z;{:]aisi

SeaM =M= {z€ZF:z=a—b, con (a,b) € 6}. Se tiene que 7 = (z1,...,2k) EM
siy sélo si verifica las ecuaciones

s{zl—l—---~|—s,£zk=0

sizi+-+ 52 =0

cons; = (s},...,s7).

Por ser N¥ /G cancelativo, tenemos que G =~y .
Ademds, al ser dim(S) = n, existen n filas del sistema anterior que son linealmente
independientes, de forma que las las ecuaciones de M son

stzi+- sz =0
stz 4+ s =0
Esto lleva a que
k [ .n s .l’l
SN/ g (815087, (80 osp)) S N

Gracias a esta observacion, a partir de ahora vamos a considerar s6lo semigrupos
. afines de maxima dimension, esto es, si tomamos S C N’ entonces r = dim(S).
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0.6. Semigrupos y anillos de semigrupo. El ideal asociado
a un semigrupo

Dado un semigrupo, S, podemos definir el anillo K[S] = @5 Kys, cuya suma se
define coordenada a coordenada y cuyo producto queda determinado por la regla y,yy =

YVsts'
Sea S = (s1,...,5) C N". El morfismo de semigrupos

¢:NF 5 SCN
q)(alv"'uak) :Zi'{:laisi

induce el morfismo de anillos

ﬁ:K[xl,...,xk] —)K[T‘“?...,Tsk]

inducido por
O(xi) =17,

1 r
donde T :tfi S (sh,...,s0).
Dado un elemento (a,b) de G, definimos Jap) = X?— X", donde como antes X% =
aj ay . .
x;'---x;" . Herzog prueba en [19] lo siguiente.

Proposicion 0.6.1 El ideal Is = Ker® estd generado por los elementos de la forma f, )
con (a,b) € 6. Es mds, p={(a1,b1),...,(am,by)} genera G, si y sélo si Is estd generado
Por {fabr)s- - Sambm) }-

De esta forma se tiene una clara conexidn entre los ideales binomiales y las presenta-
ciones de semigrupos.

Conocido un sistema de generadores para Is, podemos calcular una base de Grobner
de dicho ideal. El calculo de s-polinomios con binomios da como resultado binomios,
por lo que una base de Grobner para Ig sigue estando formada por elementos de la for-
ma f(, »). Supongamos que { Farbr)s-- s f(ahbz)} es una base de Grobner normalizada de
Is. Entonces el conjunto {(ay,by),...,(a;,b;)} es un sistema de generadores de G, al que
llamamos sistema candnico de generadores de ¢ (Rosales en [32] lo denomina buen siste-
ma de generadores de ). Al igual que una base de Grobner resuelve, mediante sucesivas
reducciones, el problema de si un elemento estd o no en un ideal (calculando su forma
normal respecto de esa base), si p es un sistema candnico de generadores de (p), pode-
mos determinar si un elemento (a,b) pertenece a (p). Este problema es conocido como el

. problema de palabras asociado a p, y por lo que acabamos de ver es resoluble.
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El célculo de un sistema canénico de una congruencia, conocido un sistema de gene-
radores de ésta y prefijado un orden, se hace mediante la completacion de pares criticos
de Knuth-Bendix, véase [32]] para mas detalles. El sistema candnico de generadores es
unico para un orden fijo.



Capitulo 1

Calculo de una relacion minimal para
un semigrupo afin

Introduccion

Cuando nos dan un subsemigrupo finitamente generado de N, éste puede venir dado
de dos formas distintas: como el semigrupo generado por un subconjunto (finito) de N”
o bien por una presentacion de dicho semigrupo, a saber, un conjunto de generadores y
relatores. Si el subsemigrupo viene dado como el semigrupo generado por un conjunto de
elementos de N, es posible calcular una presentacién de dicho semigrupo haciendo uso
de algunos resultados conocidos en teoria de la eliminacion. La idea es la siguiente. Dar

un semigrupo S por medio de un conjunto de generadores ny,...,n,4+, € N" nos permite
considerar el anillo K[X",... X"+n] y el morfismo de anillos definido de la siguiente
forma

vy K[xla cee 7xr+m] — K[Xn],. .. ,an+”’]
y(x;) = X",

Como ya vimos en el capitulo anterior, dar un sistema minimal de generadores para
Is = Kery, equivale a dar un sistema minimal de generadores para la congruencia asociada
a S, y por tanto, una presentacion para el semigrupo S. La pregunta ahora es, ;como
calcular un sistema de generadores para Is? Una posible respuesta es el algoritmo de
implicitacién dado por Cox, Little y O’Shea en su libro [9]. Este algoritmo hace uso del
célculo de una base de Grobner para un determinado ideal, y por tanto es de complejidad
doblemente exponencial.

En este capitulo nos proponemos dar un algoritmo para calcular una presentacion del
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semigrupo S (una relacién minima para la congruencia asociada a S), que sea puramen-
te semigrupista, esto es, que no haga uso de la equivelencia probada por Herzog antes
mencionada. El algoritmo expuesto en este capitulo es una generalizacién del algoritmo
dado por Rosales en [28] y que vamos a describir en la primera seccion de este capitulo.
El problema con el que nos encontramos en su dia para generalizar dicho algoritmo era
encontrar una cota para los elementos del semigrupo tales que su grafo asociado no era
conexo. Esta cota fue posible encontrarla gracias al uso de resultados dados por Sturmfels
en (38, 39].

1.1. Calculo de un sistema de generadores minimal para
la congruencia asociada a un semigrupo numeérico

Un semigrupo numérico es un subsemigrupo de N que genera como grupo a Z. Se
demuestra que todo semigrupo numérico es finitamente generado y tiene un tinico sistema
minimal de generadores. El que el semigrupo genere a Z como grupo se traduce en que el
maximo comun divisor de sus generadores sea uno.

A continuacién damos un método para calcular un sistema de generadores minimal
para la congruencia asociada a un semigrupo numérico. Este método se debe a Rosales y
aparece publicado en el primer capitulo de su tesis y en [28].

Dado m € N, un conjunto de nlimeros naturales forma un sistema de nimeros incon-
gruentes modulo m, cuando sus restos respecto de este mddulo son todos distintos. Un
sistema de m nimeros incongruentes modulo m se llama un sistema completo médulo m.

Sea S un semigrupo numérico y m € S\ {0}. Definimos el conjunto de los restos
primarios de m en S como un sistema completo de elementos de S modulo m,

S(m) = {w(0),w(1),...w(m—1)}

verificando que para cualquier n € S, si w(i) = n(mod m) entonces w(i) < n.
El conjunto de restos primarios es conocido también con el nombre de conjuntos de

Apéry.

Proposicion 1.1.1 Sea S un subsemigrupo de N. Entonces son equivalentes:
1. S es un semigrupo numérico.
2. Existe C=max{x e N [/ x ¢ S}.

. A C lo llamaremos el conductor del semigrupo numérico S.
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Sea S un semigrupo numérico con sistema minimal de generadores

{no,n1,...,np}.

Sabemos que S es isomorfo a N”*! /G donde © es la congruencia niicleo asociada al
homomorfismo de semigrupos
o:NPH g

definido por ¢(ao, ...,ap) = aono + ... +apn,.

Sea X un conjunto, P = {X;};c; una particién de X y y C X x X una relacién binaria
sobre X. El grafo Gy p) asociado a yy a la particion P, tiene los conjuntos X; como
vértices y existe un lado X;X; entre los vérices X; y X; en Gy ¢) si existen x € X; e y € X;
tales que (x,y) € Yo (y,x) €.

Para cada n € N denotamos [n] = ¢~ (n).

Definimos la siguiente relacién de equivalencia @ sobre NP*!: 4 estd ®-relacionado
con b siy sélo si a=b =0 o existe n € N y elementos ko,ki,...,k € [n] tales que
a = ko, b =k y el producto escalar (k;|k;11) # 0, para todo 0 < i < ¢.

Dado n € N denotamos ng al nimero de ®-clases contenidas en [n].

Para una relacién binaria y en [n] denotamos Gy al grafo asociado a Yy a la particién
de [n] formada por las @-clases.

Si ¥ C o es una relacién binaria sobre N”*! denotamos vy, = yN\([n] x [1]).

Teorema 1.1.2 Una relacion binaria 'y C ¢ genera a G si y solo si para todo n € N el
grafo Gy, es conexo.

Dado n € S definimos el grafo G, de la siguiente forma: los vértices de G, son los n;
del sistema minimal de generadores de S tales que n —n; € S y existe un lado entre dos
vértices n; y nj (i # j) sin—(n;+nj) € S. Denotamos por ITy(G,) el conjunto de las
componente conexas de G,,.

Proposicion 1.1.3 Para todo n € S\ {0} existe una correspondencia biyectiva entre el
conjunto T1y(G,) y el conjunto [n]/® de ®-clases en [n].

Proposicion 1.1.4 Si ng > 2, entonces existe w € S(ng) \ {0} y 1 < j < p tal que n =
w+nj.

Proposicion 1.1.5 Para todo n € S existe un tinico elemento

a=(ag,ai,...,ap) € [n],
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tal que

i
i 1ir1 + aivonisa+ ... +apny € () S(nj),
j=0

paratodo (0 <i<p-—1.

Dicha expresion la llamaremos la forma candnica de n.

ALGORITMO PARA CALCULAR UN SISTEMA MINIMAL DE GENERADORES PARA
LA CONGRUENCIA ©

Input: {nop <n; <...<np} sistema minimal de generadores del semigrupo numérico

S.

Output: Un sistema minimal de generadores de ©.

1.

9.

Calculamos el conductor C(S) y el subconjuto W C S cuyos elementos son los
elementos de S menores o iguales que C(S) +ng +n,,.

Calculamos el conjunto S(n;) para todo 0 <i < p.

. Calculamos el conjunto K = {s+n;: s € S(np) \ {0} y 1 < j < p}.

Para cada n € K calculamos G, y formamos el conjunto F C K con elementos
aquellos n € K para los cuales G,, es no conexo.

. Para cada n € F elegimos un vértice en cada componente conexa de G,, y formamos

el conjunto H, = {n;,,n;,,... ,ninm} con elementos los vértices que hemos elegido.

Para cada n € F y cada vértice n; ;€ H,, calculamos el tinico elemento s; € S(n,-j)
tal que n = s; (mod n,-j) y el unico natural b; tal que n = b;n;; + sj. Formamos los
conjuntos, M, = {s1,52,...,5:5}

. Para cada n € F y cada s; € M,, calculamos la expresion canodnica de s;, a; =

(ajo,aji,...,ajp) € [sj]. Formamos el conjunto R, = {dy,d>, ... ,dug} C [n], con
dj=a;+(0,51,0,6;,0,...,0) = (ajo,...,aji,~1,aji; + bj,ajij1,....ajp).
Para cada n € F tomamos
pn ={(d1,d2),(d1,d3),...,(d1,dps) }

Entonces p = {J,cr Pr €s un sistema minimal de generadores de G.

Teorema 1.1.6 El cardinal de una relacion minima para G es menor o igual que

(2n0—p)(p—1)
2

+ 1.
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1.2. Una cota para los elementos de un semigrupo afin
cuyo grafo asociado es no conexo

En lo que sigue, sea S = (ny,...,n,+,m) C Ny sea ¢ la congruencia asociada a S, a
saber, la congruencia nicleo del morfismo de semigrupos

@ :N" 5 N7
(p(ei) =n;.

Supondremos que dimS = r y que det(ny,...,n,) = max{det(n;,...,n;) :
{i,..,ir} C{1,...,r+m}}.

Si se observan las demostraciones de los resultados obtenidos en la seccion anterior, se
puede ver que el teorema[I.1.2]es generalizable a semigrupos afines, y que se verifica que
P = U,esPn €s un sistema minimal de generadores para 6 (ndtese que si G, es conexo,
entonces p,, = 0). El tinico problema es que en semigrupos afines no tenemos conductor y
por tanto no podemos usar la cota C + ng +n,, que nos asegura que todo elemento mayor
que ese tiene grafo asociado conexo. En esta seccién, vamos a ver como se soluciona este
problema. Para ello, usaremos varios resultados de Sturmfels que aparecen en sus notas
[38]], por lo que necesitamos introducir algunos conceptos previos.

Para cada elemento (a,b) € ©, tenemos que a — b € Z"™. Dado un elemento u =
(U1,. .. Upim) € Z™™, definimos su conjunto soporte como

supp(u) ={ie{l,....,r+m} :u; #0}.

El elemento u puede ser escrito de forma tnica como u = u™ —u~, con ut,u” €

N Decimos que u es un circuito si (u",u”) € o, supp(u) es minimal con respecto

a la inclusion y las coordenadas de u son primos relativos entre si. Vamos a ver que

todo elemento v, tal que (v,v™) € G, puede ser escrito como una combinacién lineal

de circuitos con una propiedad adicional, lo que pone de manifiesto la importancia del
concepto de circuito.

Dados u,v € Z"™ decimos que u es conformal para v si se verifica que supp(u™) C

supp(v") y que supp(u~) C supp(v™).

+

Lema 1.2.1 Si (a,b) € o, entonces a— b puede ser escrito como una combinacion lineal
de m circuitos con coeficientes racionales no negativos, verificando que cada uno de
dichos circuitos es conformal para a — b.

La demostracion de este lema se puede encontrar en [38]].
El siguiente resultado da una cota para las coordenadas de un circuito, asi como para
el cardinal de su soporte.
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Lema 1.2.2 Siu= (uy,...,ur1m) es un circuito, entonces:
w #supp(u) <r+1.

w || < det(ny,...,n,).

Definicion 1.2.3 ([38]]) El elemento X mt_xm” ¢ Is se dice que es primitivo si no existe
ningtin elemento X" _x e Is tal que X" divide a X" y X'~ divide a X" . Traducido
en términos de G, el elemento (a,b) es primitivo si no existen dos elementos de G, (ay,b;)
y (az,b7) tales que (a,b) = (ay,b1) + (az,by).

El siguiente lema nos asegura que todo elemento de un sistema minimal de generado-
res, P, s primitivo.

Lema 1.2.4 Sea v un sistema de generadores de G y sea (a,b) € . Si existen (ay,by) y
(a,b7) en o tales que (a,b) = (ay,b1) + (a2,b2), entonces Yy no es un sistema minimal de
generadores de G.

Demostracion:

Probemos que {(ay,b1),(a2,b2)} C (y\ {(a,b)}, y en consecuencia tendremos que
(v) = (y\{(a,b)}), con lo que Y no seria un sistema minimal de generadores de G.

Supongamos que (aj,by) € (Y\ {(a,b)}). Como (aj,b;) € (y), tenemos que deben
existir vo,...,v; € S, tales que vo = ay, vy = b1 y (vi,vit1) € (2y). Al no estar (a;,b;) en
(y\ {(a,b)}), tiene que darse que algin (v;,v;iy1) sea (a+c,b+c) 6 (b+c,a+c), con
¢ € S. Nétese que ¢(a1) =@(vp) =--- = @(v/) = @(by). Por tanto, ¢(a;) = ¢(a) +¢(c) =
¢(ar) +o(az) +9(c), lo que es una contradiccion.

Por un razonamiento andlogo, podemos probar que (az,b2) € (y\ {(a,b)}).

|

Teorema 1.2.5 Sea p un sistema minimal de generadores de G. Para todo (a,b) € p se
tiene que
lalli, 161 < (r+1)mdet(ny,...,n,),

donde ||(u1,...,urpm)||1 = Lot u;.
Demostracion: Este resultado es una reformulacion del teorema 4.7 de [38]], teniendo en

cuenta que todo elemento de p es primitivo (por lo visto en el lema anterior) en el sentido
. de Sturmfels. |
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Este teorema da una cota para los elementos que aparecen en un sistema minimal
de generadores de ¢. Si queremos calcular un sistema de generadores minimal de G,
necesitamos saber para que n € S se verifica que el grafo G, no es conexo. Este problema
se resuelve en el siguiente teorema.

Teorema 1.2.6 Sean € S. Si G, no es conexo entonces

n<mdet(ny,...,n.)(ny+--+nppim).
Demostracion: Si G, no es conexo, entonces p,, no es vacia y por tanto existe (a,b) € p,, C
p. Estd claro entonces que ¢(a) = @(b) = n. Por tanto, sabemos que existen cy,...,Cp
circuitos que son conformales paraa—b y A,..., A, € QT tales que
m
a—b= Z 7\,,'01',
i=1

lo que implica que

(a,b) = Y hilef c7)

i

s

1

(esto es debido a que (a —b)" = a por estar (a,b) en p, que es un sistema minimal de
generadores para ¢, y al hecho de que los ¢; son conformales para a — b). Por tanto,
a=Y" hic; yn=0(a) =Y", A¢(c;"). Es mas, como (a,b) no puede ser puesto como
suma de dos elementos de o (por el lema anterior), los A; tienen que ser menores que uno
y en consecuencia n < Y™, ¢(c;"). Por otro lado, las coordenadas de los circuitos son
menores que det(ny,...,n,) lo que implica que ¢(c;") < det(ny,...,n.)(n1+ -+ nppm).
Con todo esto, se tiene lo que queriamos demostrar. |

1

De esta forma podemos ‘“barrer” la caja formada por los elementos menores que
mdet(ny,...,n;)(ny + -+ +nyy) y determinar cuales de ellos tienen grafo asociado no
conexo.

1.3. Un algoritmo para calcular un sistema minimal de
generadores de la congruencia asociada a un semi-
grupo afin

Antes de describir el algoritmo, vamos a hacer un serie de observaciones que nos
llevaréan a ver de forma clara cémo funciona el algoritmo. Sea

(B1,...,By) =mdet(ny,...,n.)(ny+ -+ npppm).
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1. Todos los elementos n € S que verifican que G, es no conexo estdn en la caja

I'=([0,B1] x---x[0,B;]) NN".

2. Usando el orden lexicografico, todos los elementos de esa caja estdn ordenados y
podemos recorrerlos todos del més pequeiio al més grande.

3. Dado n €I, si tenemos resuelto el problema de si los elementos que le preceden
(respecto del orden lexicografico) estan o no en S, podemos ver si n estd en S usando

el siguiente método: si n estd en S, entonces existe i € {1,...,r+m} talque n—n; €
S, y como n — n; es menor que n, entonces debe ser alguno de los que hemos ya
estudiado.

4. Al mismo tiempo que vamos viendo si un determinado elemento estd o no en S
(nétese que se empieza por el cero y luego se continda en orden ascendente), po-
demos encontrar los elementos de V(G,), ya que podemos ver si n —n; € S, con
ie{l,...,r+m}.

5. Una vez que tenemos los vértices de los grafos asociados a los elementos de S que
son menores que n, podemos calcular las componentes conexas de G,, teniendo en
cuenta las siguiente observaciones:

a) Sin—n; € S, entonces V(G,—,,) C V(G,). Es més, V(G,_,,) estd contenido
en la componente conexa de G,, que contiene a n;.

b) V(G,) = Un—nieS(V(Gn—ni) U{ni}).
) Si V(Gy—n;) NV(Gp—p;) # 0, entonces es que ambos conjuntos estdn en la
misma componente conexa de V(G,,).

d) Si tenemos que V(G,) = {n;,,...,n; }, definimos B? = V(Gn_nij) U{ni}ty
PO = {B(l), . ,Bg}. Construimos P! de la siguiente forma: si P/~! tiene dos
elementos no disjuntos Bf_l,Bé._l, tomamos P, = {Bil_1 th#i,jYU{BU
Bé._l}. Es ficil ver que este proceso para cuando P) es el conjunto de los
vértices de las distintas componentes conexas de G,,.

6. Una vez que conocemos las componentes conexas de G,, tenemos que construir
pn. Para ello, tenemos que encontrar los o, que aparecen en la definiciéon de p,,.
Supongamos que G,...,G! son las componentes conexas de G,. Tomemos n;, €
V(G,,). Por definicién, n —n;, € S. Si n —n;; = 0 entonces tomamos o, = ¢;,. En
caso contrario, debe existir n;, € V(G},) tal que n— (n;, +n;,) € S. Este proceso debe
acabar, obteniendo n — le‘-:l ni; =0,y por tanto debemos tomar o, = Z’J‘-:l €i;.
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DESCRIPCION DEL ALGORITMO

Siguiendo los pasos antes indicados, es posible construir p. Lo tinico que tenemos que
hacer es definir las funciones apropiadas para presentar el algoritmo en pseudocddigo.
Necesitamos calcular S = SN, T ={n:n € Sry G, no conexo} y P={P,:n €
T}, donde P, es la particién en componentes conexas de G,. Para ello vamos a usar las
siguientes funciones:

1. succ: dado un elemento n € I'. calcula/ = min {k € I": n < k} y si ese minimo no
existe, entonces devuelve cero. (< es el orden lexicografico.)

2. vertices: calcula el conjunto V(G,,) para un n € I" dado. Devuelve 0 sin ¢ S.

3. particién: devuelve una particion del conjunto de vértices de G, para un n € Sp
dado, de forma que los elementos de esa particion son los vértices de las distintas
componentes conexas de Gj,.

function succ
Input: n = (ky,....k,) €T
Output: 0, sin = (By,...,B,); min<{k € I': n < k}, en caso contrario

i=0;
while k,_; = B,_; do
i=i+1;
if i = r then
return (0,...,0);
else

return (ki,...,k—;+1,0,...,0);

function vertices
Input: n € T, el conujunto St = {k € SNT": k < n}
Output: 0, sin ¢ S; V(A,), en caso contrario

V=0
fori=1tor+mdo
if n —n; € ST then
V= VU{I’li};
return V;

function particion
Input: n € T', el conjunto V(A,)
una particion cuyos elementos son el conjunto

Output: ..
P de vértices de las componentes conexas de A,,.
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P=0;
for n; € V(A,) do
P=PU{vertices(n—n;)U{n;}};

part = falso;
while part = falso do

if existen A, B € P tales que AN B # 0 then

P=(P\{A,B})U{AUB};
else
part = verdadero;

return P;

Nos encontramos en condiciones de describir la funcién calcula p
function calcula p
Input: A, el conjunto de generadores minimal de S

Output: p
Sr=0;p=0;
T ={0};P=0;
n = succ(0);
while n # 0 do
V =vertices(n,Sr);
if V = 0 then
P, = particion(n,V);
Sr=SruU{n};
if #P, > 1 then
P=PU{P};
T =TU{n};
n = succ(n);
forncT do
for i =1 to #P, do
ol =0;

while n # ¢(ct,) do
for n; en el i® elemento de P, do
if n—@(at) —n; € Sr then
OCL = OCL + €j;
p=0;
fornec T do
for i =2 to #P, do

p=pU {(0('517()(1]1)};
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return p;

Ejemplo 1.3.1 Sea S = ((2,0),(0,1),(1,2),(3,1)) C N2, Tenemos que el mdximo deter-
minante de dos generadores de S es det((3,1),(1,2)) =5. Por tanto, los n € S para los que
G, puede ser no conexo son los que estdn por debajo de 2-5-((2,0)+ (0,1)+ (1,2) +
(3,1)) = (60,40). Por tanto, T = {(n,m) € N?> : n < 60,m < 40}. Si barremos esa ca-
Jja en busca de elementos de S tenemos que SNT =Sr =T\ ({(2n+1,0): 0 <n <
29} U{(1,1)}). Los grafos no conexos son

’ Grafo ‘ Componentes conexas ‘ Relatores ‘
G(3,2) {(270)7(172)}7{<071)7(3?1)} ejte3=ext+ey
G(6,2) {(2,0),(0,1)},{(3 1)} 3e1+2er =2eq4
G4,3) {(2,0),(0,1)},{(1,2),(3,1)} | 2e1 +3e2 =e3+e4
Goy | 120,0.D}{(L2)] | eitder=2e3

De lo que se deduce que

p= {((1707170)7(0717071))7((3 2 )7(0707072))7
((2,3,0,0),(0,0,l,l)),((l, ,0 ) (0 0,2,0))}.

Ejemplo 1.3.2 Sea S = (5,7,9,11). En este caso dim(S) = 1 y su codimension es m = 3.
Tenemos por tanto, que si n € S tiene grafo asociado no conexo, entonces n < 3-11 -
32 = 1056. Notese que esta cantidad es desorbitante. Si quisiésemos hacer a mano los
cdlculos nos llevaria un buen rato. Calcular 1056 grafos puede resultar un poco tedioso.
Para ahorrarnos trabajo, vamos a usar lo que conocemos para semigrupos numéricos.
Es facil observar que N\ S = {1,2,3,4,6,8,13}. Luego todo n > 13 estd en S. Esa es una
propiedad que no hay que desaprovechar en los semigrupos numéricos. Si n > 14+ 16,

entonces
14<n—(5+7)€S
14<n—(5+9)€S
14<n—(5+11)€eS

lo que implica que G, es conexo. Si ademds usamos la proposicion tenemos que Si
G,, es no conexo entonces n € {w+n; :w € {0,7,9,11,16},n; € {7,9,11}}. Si hacemos
las cuentas (solo tenemos que calcular hasta n = 29), llegamos a que los tinicos grafos
no conexos son

] Grafo \ Componentes conexas \ Relatores ‘
Gig 2 {((1,0,1,0),(0,2,0,0))}
Gie 2 {((1,0,0,1),(0,1,1,0))}
Gig 2 {((0,0,2,0),(0,1,0,1))}
Gao 2 {((4,0,0,0),(0,0,1,1))}
Gao 2 {((0,0,0,2),(3,1,0,0))}
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Tenemos asi que un sistema minimal de generadores de G es

{((1,0,1,0),(0,2,0,0)),((1,0,0,1),(0,1,1,0)),((0,0,2,0),(0,1,0,1)),
((4,0,0,0),(0,0,1,1))}

Veremos mas adelante que si el semigrupo afin es simplicial y Cohen-Macaulay, en-
tonces podemos usar métodos parecidos a los usados en semigrupos numéricos, tal y
como se ha ilustrado en el ejemplo anterior, en el que se usaba la proposicion1.1.4



Capitulo 2

Como determinar si un semigrupo
finitamente presentado es un semigrupo
afin

Introduccion

En el capitulo anterior, resolvimos el problema de encontrar una presentacion para un
semigrupo afin dado mediante un conjunto finito de generadores. Ahora bien, si nos dan
un semigrupo mediante una presentacion (finita) suya, ;como podemos determinar si di-
cho semigrupo es un semigrupo afin? La respuesta a este problema la vamos a dar en este
capitulo. De hecho, vamos a presentar un método para construir un semigrupo isomorfo
al dado de forma que éste venga descrito mediante un sistema finito de generadores. Visto
de esta forma, el problema que nos proponemos resolver en este capitulo es el inverso del
problema planteado en el capitulo anterior.

El método que vamos a emplear se basa fundamentalmente en el siguiente resultado:
un semigrupo S es isomorfo a un subsemigrupo de N’ para algin entero positivo r siy sélo
si S es cancelativo, libre de torsién y no tiene unidades. Este resultado fue demostrado por
Rosales en [33].

Lo primero que vamos a hacer es mostrar como determinar si un semigrupo dado
por una presentacion finita no tiene unidades. A continuacidn, una vez que sepamos que
el semigrupo es libre de unidades, determinaremos si el semigrupo es libre de torsion y
cancelativo.

En lo que sigue, supongamos que el semigrupo dado es S = N¥/G con & una con-
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gruencia con sistema canoénico de generadores p. (Recuérdese que estamos asumiendo
que p es finito.) Por otro lado, si ¢ no viniese dado por un sistema canénico reducido
de generadores, siempre podemos calcular uno, bien sea usando el algoritmo de Rosales
(véase [132]]) o calculando una base de Grobner del ideal asociado al semigrupo.

2.1. Coémo decidir si un semigrupo finitamente presenta-
do no tiene unidades

Antes de empezar a describir como saber si el semigrupo S no tiene unidades, tenemos
que eliminar de p algunos elementos que pueden molestarnos mds adelante. Nétese que
si (e;,0) € o, entonces (e;,0) debe de estar en p. Esto se debe a que p es un sistema
canodnico de generadores. Como ademads p es un sistema reducido, para cualquier (a,b) €
p\ {(e;,0)}, tiene que verificarse que la coordenada i-ésima de a y b son cero. Podemos
definir a partir de p el conjunto p’ € N¥~! x Nf=1 quitando el elemento (e;,0) de p y
eliminando la i-ésima coordenada de cada uno de los pares de p. Si definimos ¢’ como

o' = {((x1,- k1), 1,y yi-1)) € NFTEx NE L
(Ceryee ey iz, 0005y x%—1), 015 -+, Yie1,0,¥iy -, Vk—1)) € G},

no es dificil probar el siguiente resultado:

Proposicion 2.1.1 EI conjunto p’ es un sistema candnico reducido de generadores de la
congruencia ¢’ y NK/c es isomorfo a N1 /o’

De esta forma, podemos eliminar todos los elementos de la forma (e;,0) de p. A partir
de ahora, supondremos que nuestro conjunto de relatores no contiene elementos de esa
forma. El motivo de esta maniobra se verd a continuacion. De cualquier manera, parece
natural que si tenemos un relator del estilo (¢;,0), entonces debamos eliminar ese relator
y al generador e; de nuestra presentacion.

Proposicion 2.1.2 Si p no contiene elementos de la forma (e;,0), entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:

» NK/G no tiene unidades.

» Para cualquier x € N¥ tal que (x,0) € 0, se verifica forzosamente que x = 0.
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Demostracion: Supongamos que N¥/c no tiene unidades y que (x,0) € 6, con x # 0.
Como 6 no contiene elementos de la forma (e;,0), tenemos que x # ¢; para todo i, por lo
que debe existir un j tal que x —e; € N¥. Ahora bien [e;] + [(x — ¢;)] = [x] = [0], por lo
que N¥ /G tiene unidades, lo cual es imposible por hipétesis.

Supongamos ahora que G no contiene elementos de la forma (x,0) con x # 0. Si N¥ /o
tuviese unidades, entonces tendriamos que existirfan a, b € N de forma que [a] + [b] = [0],
con [a] # 0 # [b], lo que implicaria que a # 0 # b. Tendriamos asi que el par (a+ b,0)
estarfa en G, lo cual no es posible. |

Apoyandonos en este resultado es facil probar el siguiente teorema:

Teorema 2.1.3 Si p no contiene elementos de la forma (e;,0) y p =
{(a1,b1),...,(as,bs)}, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

= N¥/G no tiene unidades.

» Paratodoi€ {l1,...,m}, se tiene que b; # 0.

Demostracion: Si 6 contuviese elementos de la forma (x,0) con x # 0, entonces seria
posible, mediante reducciones sucesivas por elementos de p llegar de x a 0. Y para ello
alguno de los b; tendria que ser nulo. Asi, si suponemos que todos los b; son no nulos,
usando el lema anterior, tenemos que N¥ /G no tiene unidades.

Por otro lado, si p tuviese un elemento de la forma (a;,0) tendriamos que G tiene un

elemento de la forma (x,0), a saber el elemento (a;,0), por lo que N¥ /G tendrfa unidades.
|

Por tanto, si tenemos el conjunto p, podemos decidir de una forma muy sencilla si S
tiene o no unidades. Nétese que p tiene elementos de la forma (a,0) si y sélo si cualquier
sistema de generadores de © tiene un elemento de dicha forma, ya que por completacion
de pares criticos no podemos obtener elementos de la forma (a,0) si no partimos de
elementos de esa forma. Parece por tanto absurdo imponer que p sea un sistema canénico
de generadores, pero no es asi. El que sea un sistema candnico nos sirve para determinar
si hay elementos de la forma (e;,0), ya que podriamos tener en el sistema de generadores
dos elementos como éstos: (2¢;,0) y (2¢;,¢;). Si no calculamos un sistema candnico de
generadores, no obtenemos (e;,0), el cual al pasar a ¢’ eliminaria el elemento (2e;,0).
Veremos més adelante que ésta no es la Gnica razén para tomar p como sistema canénico

. de generadores de ©.
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2.2. Coémo decidir si un semigrupo finitamente presenta-
do libre de unidades es cancelativo y libre de torsion

Nuestro objetivo es ver si S es 0 no isomorfo a un semigrupo afin. Por tanto, S debe ser
cancelativo, libre de torsion y sin unidades. En la seccidn anterior hemos mostrado cémo
saber si S es libre de unidades. Si el semigrupo de partida tuviese unidades, entonces
nuestra comprobacion ya ha acabado. Una vez que sabemos que S no tiene unidades, nos
interesa saber si S es libre de torsion y cancelativo. Las respuestas a estos dos puntos
vienen dadas por los siguientes resultados que pueden verse, por ejemplo, en [26] y [33]
respectivamente.

Lema 2.2.1 El semigrupo S es cancelativo siy solo si 6 =~y .

Lema 2.2.2 Sea M un subgrupo de 7F. Entonces el grupo abeliano 7Z* /M es libre de
torsion si y sélo si el monoide cociente NK/ ~y; es libre de torsion.

Usando el primero de los resultados, tenemos que si S es cancelativo, entonces S tiene
que ser isomorfo a Nt/ ~ ., - Por tanto, si queremos que S sea libre de torsion, entonces
Nk / ~ M, tiene que ser libre de torsion. Esto ultimo podemos comprobarlo calculando los
factores invariantes de M. Si N¥/ ~;_ no es libre de torsién entonces hemos acabado: §
no es un semigrupo afin. Si N¥ / ~m, es libre de torsion, entonces nos queda comprobar
si o es igual que ~y, . Como 6 C~yy_, lo unico que tenemos que hacer es calcular un
sistema de generadores de ~ . y comprobar si estd incluido en 6. Para ello vamos a usar
los resultados expuestos en el capitulo anterior.

Si partimos de que p = {(ay,b1),..., (as,bs)}, es facil comprobar que My esta gene-
rado como Z-médulo por {a; — by, ...,a; — bs}. Podemos asi calcular las ecuaciones de
M. Supongamos que las ecuaciones de Mg son las siguientes:

anx1+--Fapxg=0
Mg =< (x1,...,x) € Z¥ :
ani X1+ + anexe =0

(Notese que al ser 7k /Mg libre de torsion, las ecuaciones de Mg son homogéneas.)

Sea §’ el subsemigrupo de Z" generado por {m; = (a;1,...,a;,) ;i €{1,...,k}}. Existe
un isomorfismo entre N¥/ ~y_y §', a saber:

viNE oy S
v(((c1s--en)]) = Ty cimi.
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Notese que ~y, es la congruencia niicleo del morfismo

o: N 8
(P(al,. . 7ak) - Z?:]aimi-

En principio, §’ es un subsemigrupo de Z", y por tanto no podemos utilizar el algo-
ritmo expuesto en el capitulo anterior, ya que dicho algoritmo se aplica a subsemigrupos
de N". El problema se arreglaria si consiguiesemos que las ecuaciones de Mg tuviesen
coeficientes naturales. Veamos que esto es posible siempre que S sea un semigrupo afin.
Hemos supuesto que el semigrupo de partida no tiene unidades, por lo que N¥/ ~M, NO
puede tener unidades. Si las tuviese, S y Nt/ ~ M, Do serian isomorfos. Podemos usar el
siguiente resultado que nos asegura que N* N Mg = {0}.

Lema 2.2.3 (lema 1.2 de [33]) Sea M un submédulo de 7* verificando que e; ¢ M para
todoi € {1,...,k}. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

s NK/ ~yy no tiene unidades.

» El tinico elemento en M que tiene todas sus coordenadas mayores o iguales que
ceroes 0 e M.

Obsérvese que si e; € M, entonces (e;,0) €~y , y por tanto, ~y 7 G, ya que hemos
eliminado esos elementos de la congruencia 6. Con el resultado que acabamos de expo-
ner, podemos usar el siguiente lema, que nos dice que los elementos de M verifican una
ecuacioén cuyos coeficientes son todos nimeros enteros estrictamente positivos. Multipli-
cando esta ecuacidn por valores suficientemente grandes y suméndole el resultado a las
ecuaciones que ya conocemos de My, podemos conseguir que todos los coeficientes de
las ecuaciones sean positivos.

Lema 2.2.4 (lema 1.5 de [33])

Sea M un subgrupo de ZF tal que M NNF = {0}. Entonces, existe un elemento fuer-
temente positivo a = (ay, ... ,a;) € Z* tal que todo elemento x = (x1,...,x;) € M verifica
la ecuacion

aixy + - +agx = 0.

El problema de decidir ahora si NFK / ~pM, es libre de unidades, se ha trasladado a
determinar si un determinado moédulo (en este caso M) tiene o no elementos con todas
sus coordenadas mayores o iguales que cero y que no sea el elemento cero. En el articulo
[33]], Rosales da un algoritmo para determinar un elemento con el maximo nimero de

. coordenadas mayores o iguales que cero. Si el resultado de aplicar este algoritmo (cuyo |
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nombre es MCP) a Mg es el elemento cero, entonces es que no hay elementos del tipo
que andamos buscando. Tenemos asi una forma algoritmica de determinar si N¥/ ~
tiene o no unidades. Si aplicamos el citado algoritmo a M2, obtendremos un elemento a,
cumpliendo las condiciones del lema anterior. En realidad podemos ahorrarnos la primera
aplicacion del algoritmo MCP, ya que si al aplicar MCP a Mg (cuyos generadores son los
vectores formados por los coeficientes de las filas de las ecuaciones de M) el resultado
es que no hay elementos fuertemente positivos, entonces es que Mg tiene un elemento
positivo, por lo que N/ ~u, tendria unidades y por tanto 6 #~y,_, lo que llevaria a que
S no sea un semigrupo afin.

Una vez que sabemos que S’ estd contenido en N¥, podemos aplicar el algoritmo del
capitulo anterior para calcular un sistema minimal de generadores para ~;_, con el que
podemos comprobar si ¢ =~ . Para ello utilizamos el hecho de que p es un sistema
candnico.

Resumamos el proceso de determinar si S es un semigrupo afin:

PASOS A SEGUIR PARA DETERMINAR SI S ES UN SEMIGRUPO AFIN

1. Determinar si S tiene o no unidades. Esto se puede hacer usando lo expuesto en la
seccidn anterior. Si S tiene unidades, entonces hemos acabado: S no es un semigrupo
afin.

2. Calcular M y sus factores invariantes. Esto se puede hacer usando Algebra ele-
mental. Si ZX /Mg no es libre de torsién, entonces S no es un semigrupo afin.

3. Calcular las ecuaciones de M y determinar si se pueden poner de forma que sus
coeficientes sean todos nimeros naturales. Esto se puede hacer usando los resulta-
dos expuestos en esta seccion y los algoritmos dados en [33] (secciones primera y
segunda). Si no podemos poner las ecuaciones con coeficientes naturales, entonces
S no es un semigrupo afin.

4. Calcular un sistema minimal de generadores de ~,_, haciendo uso del algoritmo
expuesto en el capitulo anterior. Si dicho sistema de generadores no esta incluido
en 0, entonces hemos acabado: S no es un semigrupo afin. En caso contrario, S si es
un semigrupo afin.

Ejemplo 2.2.5 Veamos si el semigrupo

el t+e3=er+eq,3e1+2er =2ey, >

S = (e1,e2,e3, 4| 2e1+3ex =e3+eq,e1 +4er =2e3

es o no afin (obsérvese que debe serlo, ya que sus relatores son los relatores del semigrupo
. que pusimos de ejemplo al final del capitulo anterior).
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Lo primero que tenemos que comprobar es si S tiene unidades. Para ello tenemos
que calcular un sistema candnico de generadores para la congruencia. Dicho sistema es
{61 +e3=-er+eq,3e; +2er =2e4,2e1 +3er = e3+e4,e1 +4ey =2e3,5¢) +e4 = 363},
de lo que se sigue que S no tiene unidades.

Pasemos ahora a ver que pasa con N*/ ~Mg - Primero tenemos que calcular M.
Por ser {e] +e3 = ey + es,3e] + 2ex = 2e4,2¢1 + 3ex = e3+ ea,e) +dey = 2e3} un
sistema de generadores para G, se tiene que Mg estd generado como Z-modulo por
{(1,-1,1,-1),(3,2,0,-2),(2,3,—1,—1),(1,4,-2,0)}. Si tomamos la matriz formada
por esos vectores, vemos que es equivalente a la matriz

SO o=
oS O = O
SO OO
S O OO

y por tanto 7./ Mg es libre de torsion. Por otro lado, es fdcil calcular las ecuaciones
de Mg que son las siguientes:

_ ) 2Zxi+x3+3x4 =0
° Xo+2x34+x4=0

Con lo que S' = ((2,0),(0,1),(1,2),(3,1)). De esta forma, tenemos que S' es precisa-
mente el semigrupo que aparece en el ejemplo al final del capitulo anterior. Si calculdse-
mos un sistema de generadores para ~¢ obtendriamos {e| + ez = ey + e4,3e; +2e3 =
2eq4,2¢1 +3ey = €3+ eq, e +4ex = 2e3}. Esto concluye la comprobacion: S es un semi-
grupo afin isomorfo a S'.

Ejemplo 2.2.6 Sea
S = (e1,ez,e32e1 = ex+e3,e1 + ey =3e3,2er+e3 =ey).
Un buen sistema de generadores para G es
{2¢)1 = er+e3,e1 +ex =3e3,2e; +e3 =e1,e1 +3er = e +2e3}.

El mddulo Mg estd generado por {(2,—1,—1),(1,1,-3),(1,—-2,—1)}. La matriz
asociada a Mg es equivalente a

S O =
o = O
Neli e e
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LIBRE DE TORSION (40)

Las ecuaciones de Mg son
x—y+3z=0(mod 9)
Por lo que S no es afin, ya que N>/ ~Mg ho es libre de torsion.
Ejemplo 2.2.7 Sea
S = (e1,ez,e3]2e1 +e3 =3e,ex = €] +4e3).

Un sistema candnico de generadores de G es

{261 +e3 =3er,ep = e —|—463}

El médulo Mg estd generado por {(2,-3,1),(—1,1,—4)}. La matriz formada por
estos dos vectores es equivalente a
1 00
010

1x+7y—z=0.

La ecuacion de Mg es

El ortogonal de My estd generado por (11,7,—1), por lo que es imposible que haya
un elemento fuertemente positivo en M. Esto lleva a que S no es afin.

Todos los sistemas candnicos que aparecen en estos ejemplos han sido calculados ha-
ciendo uso de la funcién gbasis del paquete grobner que viene con el software MAPLE.
El orden usado es el tdeg de dicho programa, que se corresponde con el orden de grado
total lexicografico inverso. El paquete antes mencionado calcula bases de Grobner de un
ideal, dados sus generadores, por lo que hemos tenido que hacer uso de la correspondencia
que dimos en los preliminares entre generadores de ¢ y del ideal Is.



Capitulo 3

Semigrupos afines simpliciales que son
Cohen-Macaulay

Introduccion

Dado un semigrupo S, podemos construir el anillo de semigrupo K[S] = @, Kys. En
este anillo de semigrupo la suma se hace coordenada a coordenada y el producto aten-
diendo a la regla y;yy = y,1¢, junto con la propiedad distributiva. Algunas propiedades
del anillo K[S] se pueden caracterizar en términos del semigrupo S. La que nos ocupa en
este capitulo es la de ser Cohen-Macaulay. Si S es un semigrupo afin, se conocen las pro-
piedades que debe verificar dicho semigrupo para que K[S] sea Cohen-Macaulay, véanse
por ejemplo los trabajos [20],[15],[41] y [21]. En [41] se da una caracterizacion del he-
cho de que K[S] sea Cohen-Macaulay en términos de una propiedad que debe verificar
el semigrupo y una propiedad de la cohomologia extendida de un complejo simplicial
asociado al semigrupo S. Dicha propiedad no es directamente comprobable en la practi-
ca para un semigrupo afin arbitrario. Si el semigrupo de partida es simplicial, a saber, el
cono generado por el semigrupo es el cono generado por exactamente dim(S) generadores
suyos, la condiciéon homolégica siempre se verifica. Nuestro objetivo en este capitulo es
dar una condicidn alternativa a la dada por Trung, Hoa, Goto, Suzuki y Watanabe que sea
algoritmicamente comprobable y que determine si K[S] es Cohen-Macaulay en el caso de
que S sea un semigrupo afin y simplicial.

La idea que nos llevo a la realizacion de este capitulo fue la gran similitud existente
entre los semigrupos numéricos ampliamente estudiados por Rosales y los semigrupos afi-
nes simpliciales. Para cada elemento de un semigrupo numérico, existe un conjunto finito
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llamado el conjunto de Apéry. Dicho conjunto verifica que cualquier otro elemento del
semigrupo numérico puede ser expresado como suma de un elemento de dicho conjun-
to y un multiplo del elemento dado, siendo esta expresion unica. Para semigrupos afines
simpliciales también podemos definir el conjunto de Apéry asociado a un elemento. El
problema aparece cuando observamos que dichos conjuntos son infinitos. Ahora bien, si
tomamos la interseccion de los conjuntos de Apéry de los rayos extremales del semigrupo
(los rayos extremales son los generadores que generan el cono asociado al semigrupo),
observamos que todo elemento del semigrupo se puede poner como combinacién lineal
(con coeficientes naturales) de los rayos extremales y un elemento de dicha interseccion.
Es mds, el que dicha expresion sea tnica es equivalente a que K|[S] sea Cohen-Macaulay.
Esta idea nos llevé automaticamente a una caracterizacion algoritmica del hecho de que
K|S] sea Cohen-Macaulay.

Por altimo, en este capitulo refinamos el algoritmo dado en el primer capitulo para el
caso de semigrupos afines simpliciales verificando que K[S] es Cohen-Macaulay. Para es-
te tipo de semigrupos damos cotas para el nimero de elementos de un sistema minimal de
generadores asociado a la congruencia del semigrupo. Estas cotas nos sirven para caracte-
rizar los semigrupos afines simpliciales con K[S] Cohen-Macaulay y que ademads alcanzan
las cotas: los semigrupos afines simpliciales y Cohen-Macaulay de maxima codimension.

En lo que sigue diremos que un semigrupo es Cohen-Macaulay si su anillo de semi-
grupo asociado es Cohen-Macaulay (en el caso de que S sea simplicial, el que K|[S] sea
Cohen-Macaulay no depende de K). El semigrupo que vamos a considerar es de la forma

S=(ni,...,np N1y, Npim) SN
conA={ny,,...,Rp,Rpy1,...,Rrqp} UNsistema minimal de generadores de Sy Lo+ (S) =
Lo+ ({n1,...,n,}) (donde por Lg+(S) entendemos el conjunto de todas las combinacio-

nes lineales con coeficientes racionales positivos de elementos de S). El entero r es la
dimension del semigrupo y m la codimension. Como siempre © va a ser la congruencia
asociada a S, que no es otra que la congruencia nicleo del morfismo:

Q:Nt"m g

QO(ai,...,arim) = L2 ain;.

3.1. Coémo determinar si un semigrupo afin simplicial es
Cohen-Macaulay

Empezamos esta seccién introduciendo la notacién de Trung y Hoa, asi como los
_ resultados obtenidos por éstos para el caso simplicial.
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Definimos la i-ésima cara de Lo+ (S) como F; = Lo+ ({n1,...,n,} \ {n;}). Definimos
el conjunto S; = S — (SN F;), esto es, el conjunto de elementos de G(S) que son diferencia
de un elemento de S y otro de la i-ésima cara del cono generado por S que también estd en
S.

Teorema 3.1.1 En las condiciones anteriores, las siguientes afirmaciones son equivalen-
tes:

1. KIS] es Cohen-Macaulay.

2. Para cualesquiera o, € S, tales que o +n; =B +n; (1 <i# j<r), se tiene que
Oc—anB—l’l,'ES.

3. Paratodo(xeNk,sioc—niESyOL—njESentonces(x—(ni—l—nj) eS(I<i#j<

r).
4. S = ﬂle Si'

Demostracion: La equivalencia entre 1, 2 y 4 viene dada en [41]]. La equivalencia entre 2
y 3 es trivial. |

Recordemos la definicion de conjunto de Apéry (véase [1]]).

Definicion 3.1.2 Dado n € S — {0}, el conjunto de Apéry asociado a n es
S(n)={seS:s—n¢&S}.

Estos conjuntos van a jugar un papel importantisimo en este capitulo y en el siguiente.

Veamos que el conjunto ()/_; S(n;) es finito. Como veremos mds adelante, esto nos
servird para dar una cota para el nimero de elementos de un sistema de generadores
minimal de la congruencia asociada a S.

Lema 3.1.3 Sea S = (ny,...,npnpi1,... , Npty) un semigrupo afin simplicial con
Lo+ (S) = Lo+ ({n1,...,n,}). Entonces (\i—; S(n;) es finito.

Demostracion: Por ser S simplicial, tenemos que para cada i € {1,...,m} existe un nime-
ro natural c,; definido como sigue

Crti :ml’n{k c N—{O} : knr+i S <n1,n2,---,nr>}-

Noétese ademds que estos niimeros se pueden calcular de la siguiente manera: podemos
_ considerar n; como un vector de Q". Por ser {ny,...,n,} una base de Q" (recuérdese que |
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estamos suponiendo que dim(S) = r), para cada i € {1,...,m} existen A;,,...,A; tales
que

.
Nevi= Y Aijnj,
J=1

donde los 7»1']- se pueden calcular de la siguente forma:

det(ni,...,nj_1,0p4i,Rjt1,...,0p)
Ai, =
/ det(ny,...,n,)
Es facil comprobar que
det(nl, .. ,nr)

Cr+i = . ;
med{det(n1,...,nj_1,4isNj1,...,0.)  jE{L,...,r}}
donde mcd es el maximo comun divisor.

Definimos

m
I'= {ZYr+i”r+i Yrti < Cppi forallie {1,....m}}.
i=1

Sin € Ni_; S(n;) entonces trivialmente n € T, y por tanto ()_; S(n;) es finito. |

Veamos que en un semigrupo afin simplicial todo elemento se puede expresar como
una combinacién de los rayos extremales y un elemento de la interseccion de los conjuntos
de Apéry de los rayos extremales.

Lema 3.14 Sea S = (ny,...,nynp11,...,Rpym) C N un semigrupo afin simplicial con
Lo+ ({n1,...,n,}) = Lo+ (S). Entonces todo elemento s € S se puede escribir como

S =

,
a;n; +x,

i=1
donde x € (i_;S(n;) ya;i € Nparatodoic {1,...,r}.

Demostracion: Sea s € S. Si s € (i_; S(n;) entonces ya hemos acabado. En caso contrario
debe existir un i tal que s & S(n;), lo que implica que s; =s—n; € S. Si s; € i_; S(n;),
tenemos que s = n; + 51 y ya estd. Si no es asi, es porque existe j tal que s1 € S(n;), por
lo que s =51 —n; =s—n;—n; € 5. Una vez que tenemos s; nos hacemos la misma
pregunta y en caso negativo podemos definir s;1. Estd claro que s;11 < s con el orden
(parcial) usual de N, por lo que la sucesion {si} no puede ser infinita. Esto implica que
en algiin momento s € (;_; S(n;), con lo que, pasando todos los n; a un lado tenemos lo
que buscdbamos. I
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Lo sorprendente es que en el caso en que S sea Cohen-Macaulay, la escritura que
aparece en el lema anterior es dnica. Es mds, ese hecho caracteriza que S sea Cohen-
Macaulay.

Teorema 3.1.5 Bajo las anteriores hipdtesis, los siguientes enunciados son equivalentes:
1. K|[S] es Cohen-Macaulay.

2. Para cada s € S tal que

r

-
s = Zaini-i-x = Zb,n,--l—y
i=1 i=1

conx,y € (i_;S(n;),yai,b; € Nparatodoic{l,...,r}, setiene que a; = b; para
todoie{l,....rkyx=y.

Demostracion: Supongamos que K[S] es Cohen-Macaulay y que no se verifica la segun-
da condicién. Sea o el menor elemento de S (respecto de algin orden total fijo en N”
compatible con la suma) verificando que

r r
o= Zaini+x = Zbini+y
i=1 i=1
con a; # b; para algin i o que x # y. Nétese que no todos los coeficientes a;, b; pueden
ser cero, ya que en ese caso se tendria que x =y y que los a; son los b; (que serian ambos
nulos). Obsérvese ademads que no todos los a; pueden ser cero, ya que de ser asi, al no ser
todos los b; cero tendriamos que x no estaria en (\;_; S(n;). Lo mismo ocurre con los a;.
Por tanto, deben existir i, j tales que a; # 0 # b;. (Esto lleva, por la minimalidad de o a que
aj = b; =0.) Del hecho de que a; # 0 y de que b; # 0 se deduce que ot —n;,00.—n; €S,y
por tanto, usando[3.1.1] obtenemos que ot — (n; +n;) € S. Como o.— (n; +n;) € S, el lema
anterior nos dice que deben existir ci,...,¢, € Nyz e _; S(n;), tales que a.— (n; +n;) =
Yi_1 cin; +z. En consecuencia, tenemos la siguiente igualdad:

o =o—n=ajn +--+(a;i— Dnji+--+an+x=cini+---+(cj+ Dnj+-+cn+z

conaj =07 (cj+1), lo que es una contradiccién con el hecho de que o era el menor
elemento de S verificando que la escritura no era Unica.
Supongamos ahora que la escritura es tnica. Probemos que K[S] es Cohen-Macaulay.
_ Para ello vamos a usar la caracterizacién dada en[3.1.1] Sea v e Stalque v —n; € Sy |
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o—nj € S. Tenemos que probar que o. — (n;+n;) € S. Usando el lema anterior, tenemos
que existen ay, by, x,y tales que

o —n; =Y _|ag+x
o—n;= Z,’;:] bknk +y
y por tanto,

apng+---+ (ai+)ni+---+an,+x=bini+---+(bj+1)nj+---+bn,+y.

Usando la hipétesis, obtenemos que a; + 1 = b;, 1o que lleva a que b; # 0, y en conse-
cuencia
o — (I’lj—l-l’li) =bin +---+(bi— l)ni+---+brnr—|—y e S.

Como consecuencia inmediata de este teorema, tenemos el siguiente resultado, que
nos lleva a una forma algoritmica de determinar si un semigrupo afin simplicial es Cohen-
Macaulay.

Corolario 3.1.6 Bajo las hipotesis anteriores, los siguientes enunciados son equivalen-
tes:

1. K[S] es Cohen-Macaulay.
2. Para cada x,y € (\_; S(ni), si x #y, entonces x—y & G({n1,...,n;}).

Como podemos calcular las ecuaciones de G({ny,...,n,}) y el conjunto (/_; S(n;)
(al estar contenido en I'), podemos verificar de forma directa si un semigrupo cumple la
segunda condicion del corolario anterior, y por tanto si un semigrupo afin simplicial es
Cohen-Macaulay.

Ejemplo 3.1.7 Sea
§=1((2,0),(0,1),(1,2),(3,1)).

Calculemos c3 y c4. Tenemos que

por lo que c3 = c4 = 2. Esto hace que

I'= {(070)7(172)7<3> 1)7(473)}7
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y por tanto,
S(n1)NS(n2) = {(0,0),(1,2),(3,1)}.
Por otro lado, G = G({(2,0),(0,1)}), cuya ecuacion es
x1 = 0(mod2).

Para comprobar si S es Cohen-Macaulay, tenemos que ver six—y € G para x,y € S(ny) N

S(ny).

(0,0)—(1,2) ¢G
(0,00-(3,1)¢G
(1,2)=(3,1) €G,

por lo que S no es Cohen-Macaulay.

Ejemplo 3.1.8 Sea
§=1((2,0),(0,2),(3,0),(2,1),(3,1)).

Calculamos c3,ca 'y c5 'y obtenemos que c3 = c4 = c5 = 2. Los elementos de I" son
I'={(0,0),(3,0),(2,1),(3,1),(5,3),(6,1),(5,1),(8,2)}
y los de S(n1) NS(ny) son
S(n1)NS(n2) = {(0,0),(3,0),(2,1),(3,1)}-

Veamos si S verifica la condicion del corolario anterior.

Por lo que S es Cohen-Macaulay.

Por dltimo, antes de finalizar esta seccion damos un resultado que nos habla de los
elementos del grupo generado por S cuando S es afin, simplicial y Cohen-Macaulay.

Corolario 3.1.9 Si S = (ny,...,np,Npi1,...,Npsm) es un semigrupo afin, simplicial y

. Cohen-Macaulay, entonces:

|



3.2. PRESENTACIONES DE LOS SEMIGRUPOS AFINES, SIMPLICIALES Y COHEN-MACAULAY (48)

1. G(S) ={Y/_,zini+x|zi € Z,x € = S(n;)}.

2. Todo elemento de G(S) es igual a una iinica expresion de la forma ziny + --- +
iy +xconz €Ly x € iz S(mi).

3. El elemento zyny +---+zn,+xconzi € Zyx € (i S(n;) estd en S si 'y sélo si
zi > 0 para todo i.

Demostracion: Para probar el primero de los apartados del corolario, basta con verifi-
car que la diferencia de dos elementos x,x’ de (_; S(n;) se puede escribir como una
combinacion con coeficientes enteros de los rayos extremales mas otro elemento de
Ni—; S(n;). Por estar x —x’ € G(S), deben existir zj,...,z+m € Z tales que x —x' =
zny+ -+ 2+ 2 11+ + Zremlyem- Paracadai € {1,...,m}, tomense q; € Z y
b; € N tales que z,+; = gicr+i + b;i (recuérdese que c,; era el menor entero positivo que
hacia que c¢,;n,+; fuese una combinacién con coeficientes naturales de los rayos extre-
males). Tenemos por tanto que x —x' = z\ny + -+ +z.n, +binyy1 + -+ - + byhyiy, para
algunos zg € Z. Por otro lado, b1n, 1+ - -+ byny, €S, por lo que existen dy,...,d, € N
ey € Ni_; S(m), tales que bynyt1 + -+ bynpym = ding + - +dpny +y.

La segunda y tercera parte son consecuencias inmediatas de la unicidad de la escritura
en los semigrupos Cohen-Macaulay. ]

3.2. Presentaciones de los semigrupos afines, simpliciales
y Cohen-Macaulay

En esta seccion, damos una cota para el cardinal de un sistema de generadores mini-
mal de la congruencia asociada a un semigrupo afin simplicial que es Cohen-Macaulay.
En el primer capitulo presentamos un método para construir una relaciéon minima para se-
migrupos afines. El método se basaba en determinar los n € S tales que su grafo asociado
G, no fuese conexo. El nimero de relatores que surge de cada G, no conexo es el nimero
de componentes conexas de dicho grafo menos uno. La idea que vamos a utilizar para
encontrar una cota para el nimero de elementos de un sistema minimal de generadores
de la congruencia, G, asociada a S. es ver que dichos elementos se pueden escribir de
una forma especial. Recuerdese que en el caso de semigrupos numéricos, los elementos
que verificaban que su grafo asociado no era conexo se podian escribir como suma de un
elemento de S(np) y de un generador distinto de ng. En el caso que ahora nos preocupa,
el papel de S(no) lo juega (/_; S(n;), tal y como vamos a ver a continuacion.

Lema 3.2.1 Si S es un semigrupo afin, simplicial y Cohen-Macaulay, entonces los ele-
 mentos del conjunto {ny,...,n.} NV (G,) estdn todos en la misma componente conexa. |
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Demostracion: Este resultado es una consecuencia directa de 3. 1.11 [ |

Lema 3.2.2 Bajo las mismas hipotesis del lema anterior, si G, no es conexo, entonces
existen j € {1,...,m} ys e N_;S(n;) tales que

n=s+n.;j.

Demostracion: Supongamos que el enunciado es falso, a saber, que para todo elemento
Nk € V(Gp) existe un i € {1,...,r} tal que n—n,x € S(n;). Esto implicaria que n —
(ny4r+n;) €Sy por tanto n,, estaria en la misma componente de G, que contiene a
los elementos de {nj,...,n,} NV(G,), y en consecuencia G, seria conexo (ya que eso
ocurriria con todos los 1,4, k € {1,...,m}). |

Ejemplo 3.2.3 Calculemos un sistema minimal de generadores de la congruencia aso-
ciada al semigrupo

§=1((2,0),(0,2),(3,0),(2,1),(3,1)).

Sabemos que
S(”l) ﬂS(nz) = {(070)5 (370)’ (27 1)a (37 1)}

y que S es Cohen-Macaulay (véase el ejemplo[3.1.8).
Si intentdsemos aplicar la cota vista en el primer capitulo tendriamos que m =
3, max(|det(n;,,ni,)|) = 6, por lo que si n es tal que G,, es no conexo, entonces

n<3-6-(243+2+3,2+1+1)=(180,72).

Luego tendriamos que buscar entre los elementos que estdn en S, cuya primera coorde-
nada es menor que 180y cuya segunda coordenada es menor que 72. Veamos que usando
el lema anterior, nos ahorramos una cantidad enorme de trabajo.

Por lo visto en el lema anterior; si n es tal que G, es no conexo, entonces

n=s+nyj,
cons € S(n)NS(ny),y 1 <j<3.Porlo que
n €{(6,0),(5,1),(6,1),(4,2),(5,2),(6,2)}.

Hemos reducido asi el niimero de grafos a estudiar a seis, lo que es una reduccion consi-
| derable.
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] Grafo \ Componentes conexas \ Relatores
G(6,0) {(2,0)},{(3,0)} 3e1 = 2e3
G(s,1) {(2,0),(3,1)},{(3,0),(2,1)} e1tes=e3tey
Go,1) {(2,0),(2,1)},{(3,0),(3,1)} 2e1+ey=e3+es
Ga2) (2,0),(0,2)}, {( 1)} 2e1 +ex =2ey
Gisp) | {(2,0),(0,2),(3,0)},{(2, }1) ,(3,1)} | e1 +extes=estes

)

{(2,0),(0,2) ( ) ( ) ) ( ) )} 3e1 +ex = 2es

Por lo que p tiene seis elementos.

Como sabemos que (;_; S(n;) C T'y #I" <], ¢+, tenemos que puede haber co-
mo mucho m[];", ¢,4; elementos en S tales que su grafo asociado no es conexo. Como
cada grafo puede tener como mucho m + 1 componentes conexas (todos los elementos
de {n1,...,n,} NV(G,) estdn en la misma componente conexa), tenemos que el nimero
méximo de elementos de un sistema minimal de generadores de 6 es m* [T/ | ¢,

La cota que acabamos de dar se puede mejorar considerablemente, pero para ello te-
nemos que dar un par de resultados previos. La idea de esta mejora se debe a la gran
similitud que existe entre los semigrupos numéricos y los semigrupos afines que son sim-
pliciales y Cohen-Macaulay. Dicha similitud nos llevé a intentar comprobar si las cotas
encontradas por Rosales para el caso de semigrupos numéricos servirian para semigrupos
afines, simpliciales y Cohen-Macaulay, siendo el resultado bastante positivo (comparense
las cotas que aparecen en esta seccion y las del trabajo [28]]).

Lema 3.2.4 Bajo las condiciones anteriores, si G, no es conexo, entonces existen k >ry
k—1
un elemento s € (V;Z S(n;) tales que

1. n=ny+s,
2. ng (2 S(n)),

3. Paratodos' € S, tal que s’ # sy s &S(s'), se tiene que s +nk€ﬂk 1S(n;).

Demostracion: Sean i =min{j: n;j € V(G,)}, y C; la componente conexa que contiene a
n;. Témese k = min{;j : n; € V(G,) \ C;} (tiene sentido la definicién de k, por ser G, no
conexo). Veamos que k es mayor que r. Si {ny,...,n,} NV(G,) # 0, entonces claramente
i < ry por tanto k > r, puesto que n; no estd en la componente conexa que contiene a
{n1,...,n,} NV(Gyp). Si, en caso contrario, {ni,...,n.} NV(G,) = 0, entonces i > ry
como i < k, tenemos que k > r. Tenemos asi probado que, en cualquier caso, k > r.

Ahora bien, como n; € V(G,), entonces n — ny € S. Sea s = n — ny. Por la definicién

_ de k, para cualquier j < k, no puede existir un lado que una n; con n, por lo que s — |
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nj=n— (ng+n;) ¢S. De este hecho se deduce que s € ﬂ’;;} S(n;), con lo que tenemos
probados los dos primeros apartados del enunciado.

Sea ahora s’ € Stal que s # 5’ y s & S(s’). Se tiene entonces que 0 # s —s' € S'y por
tanto debe haber un generador n; tal que s —s'—n, € S. Porsern—n, = (s —s' —n;) +
s’ +n; € S, tenemos que n; es un vértice de G,. Es mds, se tiene ademds que n — (n; +
ng) € S, por lo que n; y ni estan en la misma componente conexa de G,. Veamos que
s'+ny € ﬂ’]‘;} S(nj). Si existiese un j < k—1 tal que s’ +n; —n; € S, tendriamos que
n—nj=(s—s —mn)+n+(s+n—nj) €S,y por tanto n; serfa un vértice de G,, que
claramente estaria en la misma componente conexa que n;, que a su vez estd en la misma
componete conexa que ny. Pero una cosa es clara: ny es tal que k es el menor indice de
los vértices que estdn en su componente conexa, y por otro lado j < k, lo que es una
contradiccion. |

El primer apartado de este ultimo resultado describe atiin mejor la forma de los n con
G,, no conexo.

Lema 3.2.5 Para todo k tal que r+1 < k < r+m, sea el conjunto

Dy ={s¢e ﬂ/;;%S(nj) DS+ ny §Zﬂlj‘;}S(nj) yparatodos €8, con s #s

ys & S(s'),s' +nme € MEZ] S(nj)}

s r+m ., .. . . ..
y sea Uy—, 1D la union disjunta de los conjuntos Dy. Sea p un sistema minimal de

. . L . . s rt+m
generadores de ©. Entonces existe una aplicacion inyectiva i : p — Uy—,, 1D

Demostracién: Paratodon € S, sean G!, ... G las componentes conexas de G,,. Podemos
suponer sin pérdida de generalidad que G| contiene al vértice de G, con menor indice.
Recuérdese que p, es de la forma

Prn= {(aivarlz)v"w(azzaail)}?

donde cada of, estd asociado a G/,. Para cada n y cada (o, 1)), sea i(ol,at}) = n—ny,
donde k = min{g : n, € V(G)}. Usando un razonamiento similar al empleado en el tercer
apartado del lema anterior, se puede probar que i(o,,al) = n—ny € Dy.

Supongamos que i(a,b) = i(d’,b"). Debe existir k tal que i(a,b) =i(d',b’) € Dy, y por
tanto @(a) — ny = i(a,b) = i(d',b’") = @(d’) — ny. Esto implica que ¢(a) = ¢(d’), por lo
que b = b’ (esto es por la forma que tiene Po(a))- Si se tuviese que a # a', entonces los
dos corresponderian a componentes conexas distintas, por lo que, por la definicién de k,

. se tendria que i(a,b) e i(a’,b’) estarian en distintos Dy, lo que es una contradiccion. H |
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Juntando los resultados anteriores, obtenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.2.6 El cardinal de un sistema minimal de generadores de G es menor o igual
que
(2d —m)(m—1)

1
2 b

donde d = #(_, S(n;).

Demostracion: Lo tnico que tenemos que hacer es estimar el nimero de elementos de
todos y cada uno de los Dy.

Sea ¢ el menor entero positivo verificando que cnyip, € (ny,...,n,4m—1). NOtese que
por ser {ni,...,nyy,} un sistema minimal de generadores de S, tenemos que ¢ > 1. Por
otro lado, ¢ < ¢, Se observa facilmente que

r+m—1
ﬂ S(ni) =1{0,nr4m, .-, (c— D)npym}.

Por otro lado, el tdnico elemento de Dy, es (¢ — 1)n 4, (Tenemos que (¢ —
)nr+m e N 'S(m) y (c— l)nr+m+nr+m ¢ N2 'S(n;). Ademds si s —s' € S,
con s’ # s, es facil comprobar que 5" € NZ]"~ ]S( i) y por ser s’ # s, tenemos que

Y e O S(m))
Parar+1 <k <r+m—1, tenemos que

D ()S03)\ 0} € (1S \ {Outirsome 1}
j i=1

Por tanto, #D,1; <d —iparatodoi € {1,...,m— 1}, y en consecuencia, usando|3.2.5|
tenemos que

#o < 1+mf(d—i) - (2‘1_'”;(’"_1) +1.
i=1

Ejemplo 3.2.7 En el ejemplo[3.2.3] tenemos que d =4, m =3 y #p = 6.

(2d —m)(m—1)

1=6.
> +

Por lo que ese semigrupo alcanza la cota.
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Si m =1, tenemos que #p < 1. Por otro lado, la cota inferior para el cardinal de p
dada por Herzog en [19], hace que #p > r+m —r =m = 1. Por tanto, #p = 1, y la cota se
alcanza. Como veremos en la siguiente seccidn, éstos no son los inicos semigrupos para
los que la cota se alcanza.

En principio, d puede ser dificil de calcular, ya que uno tiene que calcular todos los
elementos de (1;_; S(n;). Ahora bien, en la cota que antes hemos presentado, d puede
ser substituido por det(ny,...,n,), tal y como mostramos a continuacién. Sea el grupo
cociente Z" /G({ny,...,n,}). Todas las clases de equivalencia de ese grupo cociente tienen
un representante en la caja cuyos vértices son los elementos de la forma Y}, €;n;, con
g; € {0, 1} para todo i. Nétese ademds, que como S es Cohen-Macaulay, para cualesquiera
x,y € =1 S(n;), se tiene que x —y & G({ny,...,n,}), por lo que los representantes de las
clases de x e y en la caja son distintos. Esto implica que #(/_; S(n;) < det(ny,...,n,), ya
que el nimero de elementos que hay en la mencionada caja es det(ny,...,n,). Por tanto,
una segunda cota (menos refinada que la dada en el teorema anterior) seria:

(2det(ny,...,n;) —m)(m—1)
2
Podria parecer que la acotacion #(;_; S(n;) < det(ny,...,n,), es demasiado grosera,

pero hay casos para los que la desigualdad se convierte en igualdad, como el siguiente
ejemplo muestra.

+ 1.

Ejemplo 3.2.8 Sea r=m =2y S = ((2,0),(0,4),(1,2),(1,1)). Usando los resultados
dados en esta seccion, no es dificil probar que

(1S(n:) = {(0,0),(1,2),(1,1),(2,2),(3,3),(2,3),(3,4),(4,5)},
i=1
y en consecuencia, #(i_; S(n;) = det((2,0),(0,4)).

3.3. Semigrupos afines, simpliciales y Cohen-Macaulay
con maxima codimension

SeaS=(ny,...,npnpi1,...,Nrrm) C N un semigrupo simplicial tal que (\_; S(n;) =
{0,x1,...,x4_1}. Estd claro que m tiene que ser menor que d, por ser {ny,... Ay, un
sistema minimal de generadores de S. Parece natural decir que S es de maxima codimen-
sion cuando m = d — 1. Para este tipo de semigrupos, es mas facil calcular p que para
el resto de semigrupos afines. Este hecho se pone de manifiesto en la demostracion del

| siguiente teorema:
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Teorema 3.3.1 Sea S un semigrupo afin, simplicial y Cohen-Macaulay con mdxima co-
dimension. Entonces #p =d(d —1)/2.

Demostracion: Por ser m = d — 1, tenemos por [3.2.6|que #p < d(d — 1) /2. Por otro lado,
recuérdese que p,, tiene tantos elementos como componentes conexas tiene G, menos uno.
Lo que tenemos que hacer es contar las componentes conexas de todos los G, no conexos.
Para ello, obsérvese que:

1. Por ser m = d — 1 y por verificarse siempre que {n,41,...,04+m} C (Vi S(n),
tenemos que

m S(nl) = {OanH—l" .- 7nr+m}-

i=1

2. Si G, no es conexo, entonces por existe s € N S(my) y j € {1,...,m} tal
que n = s+n,, ; (esto a su vez implica que s # 0). Por tanto, n = n,; +n,, j para
algin i. Hemos probado por tanto que si G, no es conexo, entonces n es de la
forma n,; +n,, ;. El reciproco también es cierto, tal y como se demuestra en los
siguientes dos puntos.

3. Sin=n4i+nj,entonces n & {0,n,41,...,04m} = iz; S(n;). Esto lleva a que
existeunk € {1,...,r} talque n & S(ny), lo cual implica que {ny,...,n,} NV(G,) #
0.

4. Sin=n,.;+n,;j, entonces

a) Sii# j,entonces {n,.;,n,4;} es una componente conexa de G,. Esto se debe
a que nyyj,n4j € V(Gy), y aque si n— (n4;+ng) €S, con k#r+j, se
tendria que n,4 j —ni € S, lo cual no es posible.

b) Sii= j, razonando de forma analoga, obtenemos que {n,,;} es una compo-
nente conexa de G,,.

Tenemos asi que p, tiene tantos elementos como posibles expresiones de la forma
n=nyi;+nryj, 1 <i,j<m,yaque tiene G, la componente conexa cuyos vértices estin
en {ny,...,n,} y las componentes {n,,;,n.;}. Tenemos por tanto que #p es el nimero
de posibles sumas de la forma n,; +n,4; y por tanto tiene d(d — 1) /2 elementos. [

El reciproco del resultado anterior también es cierto.

Teorema 3.3.2 Sea p un sistema minimal de generadores de 6. Si #p =d(d —1)/2, en-
| tonces S tiene mdxima codimension.
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Demostracion: Por 3.2.6, #p < (2d —m)(m —1)/2+ 1. Por consiguiente, d(d —1)/2 <

(2d —m)(m —1)/2+ 1. Pasando todo a un miembro y agrupando términos obtenemos

que m?> — (2d +1)m-+d* +d —2 < 0, inecuacién que nos llevaa que m € [d — 1,d +2], y

como m < d, tenemos que m =d — 1. |

A continuacion damos un método para construir semigrupos simpliciales, afines y
Cohen-Macaulay de maxima codimension a partir de semigrupos afines, simpliciales y
Cohen-Macaulay. La idea estd en cambiar el conjunto de generadores del semigrupo,
haciendo intervenir los elementos de la interseccion de los conjuntos de Apéry de los
rayos extremales.

Teorema 3.3.3 Sea S un semigrupo afin, simplicial y sea (\—; S(n;) = {0,x1,...,x4-1}.
Sea S = (ny,...,np,n1+x1,...,n1+x4-1). Si S es Cohen-Macaulay, entonces las siguien-
tes afirmaciones son ciertas:

1. El conjunto {ny,...,n;,ny+x1,...,n1 +x4_1} es un sistema minimal de generado-
res de S.

2. El semigrupo S es simplicial.

3. El semigrupo S verifica

ﬂg(nl) = {O,I’ll +X1,...,1] —I—xd,l}.
i=1

4. El semigrupo S es Cohen-Macaulay de mdxima codimension.

Demostracion:

1. Supongamos que

n+xg-1 =an+---+am+by(ny+x1)+---+bg_1(n +x4-1),

entonces

n+xg-1= (a1 +by+--+bg_1)ni+any+---+an,+b1x;+ - +bg_1x5-1.

Pueden pasar dos cosas:
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a) Siay+by+---+by_1 =0, entonces n; +x;_1 = ayny + -+ + a,n,. Como
ny +x4-1 # 0, debe existir un i tal que a; # 0. Esto significa que (n] +x4_1) —
ni €8y (ni+x4-1)—n; €8, 1o que, por[3.1.1] implica que (n; +x4—1) — (n1 +
ni) = x4—1 —n; € S, lo que es imposible por estar x;_1 en (;_; S(n;).

b) Sia;+by+---+by_1 # 0, entonces, como x;—1 € ()_; S(n;), se tiene que
verificarque a; +b;+---+by_1 =1ya, =--- =a, =0. Aparecen dos sub-
casos:

1) Sia; =1y b; =0 para todo i, entonces nj +x4_1 = nj, lo cual es impo-
sible.

2) Sia; =0y b; =1 paraalgin i (y por tanto b; = 0 para todo j # i), tenemos
que ny +x4_1 = n1 +x;, lo que lleva de nuevo a una contradiccion.

Tenemos por tanto que n1 +x4_1 no se puede escribir como combinacién lineal con
coeficientes naturales del resto de los generadores de S. Para el resto de generadores
de la forma n; + x;, la demostracion es andloga (y esta claro que los generadores de
la forma n; no se pueden escribir como combinacion del resto, ya que ellos forman
base de Q").

2. Trivial, por ser S simplicial.

3. Como {ny,...,n,,n;+xi,...,n] +x4_1} es un sistema minimal de generadores de
S, tenemos que {0,711 +x1,...,n1 +x4-1} € (—; S(n;). Para ver la otra inclusion,
probemos que todo elemento s € S\ (ny,...,n,) se puede escribir de la forma

S =ain; +"'+arnr+(nl +xi>7

para algtin i. Como s € S\ (ny,...,n,), tenemos que

s=biny+---+bm+cy(ng +x1)+ - +cg1(m +x4-1)

con ¢, # 0 para algin k. Por estar cjx; + -+ cq_1x4—1 € S, entonces existen
fi,....fr €Ny jtales que cix1 +---+cg—1xXg—1 = fini1 +---+ fyn,+x;. Por tanto,
s=(biter+-Fop— 1+ Fca1+fi)m+(ba+ f)na+- -+ (bp+ fr)ny + (xj+n1).

4. Es trivial usando [3.1.6, que S es Cohen-Macaulay y que (_; S(n;) = {0,n; +
Xlyeoo,] —|—xd,1}. N
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Este proceso lo podemos repetir sucesivas veces para otros rayos extremales que no
sean np, € incluso para combinaciones de los rayos extremales, tal y como se muestra en
el siguiente resultado:

Corolario 3.3.4 Bajo las mismas hipdtesis del teorema anterior, sea b € (ny,...,n,), b #
O0yS=(ny,....,n,,b+x1,....b+x4_1). Si S is Cohen-Macaulay, entonces S es simplicial
y Cohen-Macaulay con mdxima codimension.

Ejemplo 3.3.5 Sea
S=1((2,0),(0,2),(3,0),(2,1),(3,1)).

Ya hemos visto que S es Cohen-Macaulay y que
S(n1)NS(n2) = ((0,0),(3,0),(2,1),(3,1)).

Tomemos b = (4,8), tenemos que

S= <(250)7 (Ov2>7 <7a8)7 (679)7 (779)>

es Cohen-Macaulay de mdxima codimension.

3.3.1. Algunos semigrupos afines, simpliciales y Cohen-Macaulay
con maxima codimension
En esta seccion, mostramos otra forma de construir semigrupos afines, simpliciales y
Cohen-Macaulay de maxima codimension.
Sea n; = kje;, con k; € N. Sea < un orden de grado total compatible con la adicién
en N". Sea p = {(n;,0) : i € {1,...,r}} y sea 6 = (p) la congruencia generada por p.
Podemos definir la aplicacion:
u:N/o— N
u([n]) = min<|n]

Es facil probar el siguiente lema (véase [32]).
Lema 3.3.6
1. El conjunto p es un sistema canodnico de generadores de G.

. 2. Paracadan € N" existen ay,...,a, € N tales que n = u([n]) + Y.I_, ain;.
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3. Im(u) es el conjunto de elementos incluidos en la caja cuyos vértices son los puntos
Y. &mnicong;€{0,1}, sin contar las caras que no contienen al cero.

4. El elemento (x,y) € 6siy sélo six—y € G({ny,...,n,}).

Antes de continuar, necesitamos dar la definicién de sistema completo médulo un
subgrupo de Z".

Definicion 3.3.7 Sea H un subgrupo de 7 y sea {xi,...,x,} C Z". El conjunto
{x1,...,xp} es un sistema completo médulo H si 'y sélo si las siguientes condiciones se
verifican:

1. Paratodoi,je{1,...,p}, sixi—x; € H entonces i = j.
2. Paratodoi,je€ {1,...,p} existe k€ {1,...,p} tal que x;+x; —x; € H.
El siguiente lema relaciona el concepto de sistema completo y el de conjunto de Apéry.

Lema 3.3.8 Sea {ni,...,n,} CN', H=G({ny,...,n.}),ysea {0=xp,x1,%2,...,x5-1}
un sistema completo médulo H. Sea S = (ny,...,n;,x1,...,x4—1) € N un semigrupo afin
simplicial como de costumbre. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. ﬂfZIS(ni) = {0 :)C(),Xl,...,xd_l}.

2. Paratodoi,j€{l,...,d—1} existen k € {0,1,....d—1} y (ay,...,a,) € N tales
que X;+Xj =Y i an; + X.

Demostracion: Supongamos que [)i_; S(n;) = {0 = xo,x1,...,x4—1}. Como x;+x; € S,
tenemos entonces que, por [3.1.4} existe (a1, ...,a,) € N tal que x; +x; = Y aini + x,
lo que implica el segundo apartado.

Supongamos ahora que el segundo apartado es cierto. Demostremos que

,
{0 =x0,x1,...,x4-1} C ﬂ S(ni).
i=1

De no ocurrir esto, existirfan i, j tales que x; —n; € S. Por tanto, x; —n; = Y[ a;n; +
Zf;ll bix;. Usando varias veces la hipétesis, obtenemos que Z?;ll bixi=Y_cini+xi, y
en consecuencia x; —n; = Y.I_, (a; +¢;)n; + x; lo que conduce a x; — x; € H. Por hipétesis
esto implica que x; = x;. Pero esto es una contradiccion ya que —n; no puede ser igual
que Y7, (ai+ci)ni.

Témese ahora s € (;_; S(n;). Tenemos entonces que s = Zfl;]l bix;. Como antes, po-
demos aplicar varias veces el segundo apartado obteniendo s =Y\, ¢;n; + x; para algin
(c1y...,cr) € N'yalgink € {0,1,...,d—1}. Al estar s en ();_; S(n;), tenemos que ¢; =0

. paratodo i, y por tanto s = xi. Esto concluye la demostracion. |
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Volvemos a tomar ahora n; = k;e;. Tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 3.3.9 Sea {0 = xo,x1,...,xp,—1} C Im(u) un sistema completo mdodulo
G({n1,...,n;}). Entonces S = (ni,...,n,n1 +x1,...,01 +Xp_1) es un semigrupo afin,
simplicial y Cohen-Macaulay de mdxima codimension.

Demostracion: Es suficiente probar que (i_; S(n;) = {0,n1 +x1,...,n1 +x,-1} y que
{n1,...,np,m1 +x1,...,n1+x,_1} es un sistema minimal de generadores de S.

Para probar el primer punto, vamos a usar Nétese que, por ser {0,x1,...,x,—1}
un sistema completo, tenemos que para todo i, existe un k tal que x; +x; —x; €
G({n1,...,n/}). Obsérvese también que x; +x; — u([x; +x;]) € G({n1,...,n,}), y que
x € Im(u), lo que implica que x; = u([x; +x;]). Usando el lema[3.3.6] tenemos que exis-
ten ap,...,a, € N tales que x; +x; = x; + Yj_ a;n;. Por tanto, (n1 +x;) + (n1 +x;) =
2+ Y amni+x, = (m +xx) + (a1 + Dny + X1, am;.

Probemos ahora que {ny,...,n,,ny +xi,...,n] +xp_1} es un sistema minimal de ge-
neradores de S. Es suficiente probar que nj + x; no puede escribirse como n + x; =
Z‘;:i it bj(n1 +xj). Si existiese una expresiéon como esa, entonces ).b; tiene que ser

mayor que uno, ya que {0,x1,...,x,_1} es un sistema completo médulo G({n,...,n,}).
Aplicando varias veces la misma idea de antes, tenemos que deben existir cy,...,c, ta-
les que Y. b;x; = xx + Y cin;, para algin k € {0,...,p —1}. Por tanto, x; = x; +y,cony €
G({n1,...,n;}),ycomo {0,x1,...,x,_1 } es un sistema completo médulo G({n1,...,n,}),

tenemos que i tiene que ser igual a k y en consecuencia y = 0, lo que conduce a que ¢; =0
paratodoiy ) b;=1,lo que es una contradiccion.

Finalmente, comprobar que S es Cohen-Macaulay es ficil usando la definicién de
sistema completo médulo un grupo y[3.1.6 ]

Al igual que hicimos en [3.3.4] podemos obtener:

Corolario 3.3.10 Si {0,xi,...,x,—1} C Im(u) es un sistema completo modulo
G({n1,...,n,}), entonces S = (ny,...,n,,b+xy,...,b+x4_1) es un semigrupo afin, sim-
plicial y Cohen-Macaulay de mdxima codimension para todo b € S\ {0}.

Noétese que, en particular, Im(u) es un sistema completo médulo G({ny,...,n,}).
Ejemplo 3.3.11 Sean n; = (2,0) y ny = (0,3). Tenemos que
Im(u) = {(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2)}.
Por lo visto en esta seccion,
§=1((2,0),(0,3),(2,1),(2,2),(3,0),(3,1),(3,2))

es Cohen-Macaulay de mdxima codimension.
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Capitulo 4

Semigrupos afines simpliciales que son
Gorenstein

Introduccion

Vimos en el capitulo anterior que el hecho de que K|[S] fuese Cohen-Macaulay podia
ser caracterizado en términos de propiedades del semigrupo. En el caso de semigrupos
afines y simpliciales dimos una caracterizacion que era efectivamente comprobable. En
este capitulo nos centramos en una subclase de los anillos de semigrupo Cohen-Macaulay:
los anillos de semigrupo Gorenstein. Una vez mds hemos usado nuestros conocimientos
en el campo de semigrupos numéricos para transformar la caracterizacién dada por Trung
y Hoa, véase [41], en una caracterizacion que sea algoritmicamente comprobable. Es co-
nocido que un semigrupo numérico es simétrico si el conjunto de Apéry de un elemento
del semigrupo tiene maximo (con respecto del orden s < 5" si 'y sélo si s’ —s € S). En
la primera seccién probamos que lo mismo ocurre con los semigrupos afines simplicia-
les Cohen-Macaulay, cambiando el término simétrico por Gorenstein, y el conjunto de
Apéry de un elemento del semigrupo por la interseccion de los conjuntos de Apéry de
los rayos extremales del semigrupo dado. Esta caracterizacion nos permite comprobar de
forma relativamente fécil, si un semigrupo afin simplicial dado es Gorenstein o no, ya que
podemos calcular la interseccion de los conjuntos de Apéry y luego comprobar si tienen
0 NO MAximo.

En este capitulo, se estudian ademds las presentaciones de los semigrupos simplicia-
les, afines y Gorenstein, al igual que se hizo en el capitulo anterior para los semigrupos
Cohen-Macaulay. Damos una cota para el nimero de elementos de un sistema de genera-
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dores minimal para la congruencia asociada al semigrupo, y vemos que esta cota refina la
conseguida en su momento para semigrupos Cohen-Macaulay.

Por ultimo, exponemos como se pueden construir semigrupos Gorenstein de maxima
codimension a partir de semigrupos afines, simpliciales y Gorenstein. La construccion
difiere levemente de la hecha en el capitulo anterior para el caso Cohen-Macaulay. Esto
se debe a la existencia de un maximo en la interseccién de los conjuntos de Apéry de los
rayos extremales.

Al igual que en el capitulo anterior, el semigrupo que vamos a considerar es de la
forma

-
S= <l’l1,.-- anr:nr-i-l»---vnr-i-m) CN )
conA={ny,,...,Ap,Npi1,...,Nrip} unsistema minimal de generadores de S'y Lo+ (S)=
Lo+ ({n1,...,n,}). Como siempre, vamos a denotar por ¢ a la congruencia asociada a S,

que no es otra que la congruencia ndcleo del morfismo:

Q:N*t"m_ g
o(ay,...,arim) = Z{i’i" an;.

4.1. Coémo determinar si un semigrupo afin simplicial es
Gorenstein

Antes de dar el resultado que caracteriza los semigrupos afines simpliciales Gorens-
tein, necesitamos recordar algunas definiciones que dimos en el capitulo anterior. El
conjunto F; es la cara i-ésima de Lg+(S) y S; = S — (SN F;). Definimos el conjunto
G, = G(S)\ Uiz Si-

La versi6n de[3.1.1] para el caso Gorenstein dado por Trung y Hoa es el siguiente:

Teorema 4.1.1 Sea S un semigrupo afin, simplicial y Cohen-Macaulay. Entonces, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. K|[S] es Gorenstein.
2. Existe g € G(S) tal que g —S = Gy 5.

Este resultado traslada una propiedad del anillo de semigrupo al semigrupo. Nuestro
objetivo en esta seccion es transformar la condicion dada sobre el semigrupo por otra que
sea equivalente y que sea algoritmicamente comprobable. Vamos a demostrar que K|[S] es

_ Gorenstein si y s6lo si (), S(n;) tiene méaximo respecto del orden s < s’ si y s6lo si existe |
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s" € § tal que s’ = s+ s”. Esta condicién se puede comprobar algoritmicamente ya que
sabemos calcular (\/_; S(n;), y si s’ =s+s" con sy s’ en (\_; S(n;), entonces s” tiene
que estar a la fuerza en (_; S(n;).

Los siguientes lemas estudian paso a paso qué debe ocurrir para que exista g € G(S),
tal que g — S = Gy .

Lema 4.1.2 El conjunto SN F; estd formado por los elementos de S cuya coordenada
i-ésima respecto de la base {ny,...,n,} es nula.

Demostracion: Trivial, teniendo en cuenta que F; es la cara i-ésima del cono Lo+ (S). W

Lema 4.1.3 Sea g € G(S) tal que g —S = Gy ,. Dado s €S, g+s € S si 'y slo si s &
Ui (SN F).

Demostracion: Supongamos que g+ s € S. Entonces —s = g — (g +5) € Gy, lo que
significa que —s & |J;_; S, y esto implica que s ¢ [J;_ (SN F;).
Demostramos ahora la otra implicacién. Supongamos ahora que s & Ui_; (SN F).
Si —s € U/_;S;, entonces —s = s/ —s; para algiin s’ € S, algin s; € SNF; y algtn
i € {l1,...,r}. Por tanto, s; = s+’ y en consecuencia, la coordenada i-ésima de s con
respecto a la base {ny,...,n,} es nula. El lema anterior nos dice que s € SN F;, lo que es
una contradiccion. Esto demuestra que —s ¢ [ J;_; S;, y por tanto —s € G, =8-S De
esta forma, —s = g — s’ para algin s’ € S, lo que llevaa que g+s =" € S.
[

Lema 4.1.4 Sea g € G(S) tal que g— S = Gy1,)- Entonces, g —x € S para todo x € Gy ).

Demostracion: Sea x € G|y ,; = g — S. Entonces, existe s € S, tal que x = g — s y por tanto,
g—x=s€Ss. |

Lema 4.1.5 Sea g € G(S) tal que g — S = Gy ;1. Entonces, g+ (n1 +---+n;) es un ele-
mento maximal de (\_, S(n;).

Demostracion: Notese que —(ny +---+n,) € G[1,, ya que de no ser asi, existirian s € §
y si € SNF; tales que —(ny +---+n,) = s—s; y por tanto, s; = nj + --- +n, +s. Esto
implica que s; tiene todas sus coordenadas mayores que cero, y eso contradice el hecho
de que s; € SN F;. Como por hipotesis Gy ;) = g — S, entonces —(n1+---+n,) €g—35,
lo que lleva a que g+ (n; +---+n,) €.
Obsérvese también que, para cada i € {1,...,r}, (n+---4+n,) —n; € SNF; y en
. consecuencia n; — (1 +--- +n,) € S;. Esto implica que n; — (ny +--- +n,) € Gy ,) para |
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todoie {1,...,r}. Portanto, g — (n; — (m1 +---+n,)) = (g+(ni+---+n,)) —n; ¢S, lo
que conduce a que g+ (n1 +---+n,) € (= S(n;).

Probemos que g + (n] + -+ +n,) es un elemento maximal de ();_; S(n;). Para ello,
demostremos que g+ (nj +---+n,) +s, no pertenece a (\;_; S(n;), para todo s € S\ {0}.
Sean (xi,...,x,) las coordenadas de (nj + --- +n,) + s respecto de la base {ny,...,n,}.
Estd claro que x; > 1 para todo i, y como s # 0, entonces tiene que haber un j € {1,...,r}
tal que x; > 1, lo cual implica que (n1 +...,n,) + s —n; tiene todas sus coordenadas
mayores que cero, y en consecuencia no puede estar en SN F; para ningtn i. Por 4.1.3|
tenemos que g+ (ny +---+n,)+s—n; € S. Por tanto, g+ (n1 +---+n,) +s ¢ S(n;). A

Lema 4.1.6 Sea g=x—(n1+---+n,), conx € (i_; S(n;). Entonces g € G114

Demostracion: Supongamos que g ¢ Gy ). Esto significa que g € S; para algtn i. Sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que g € S7. Entonces, g =s—s1 cons €S, 51 €
SN F;. Por tanto, g +s1 € S, lo que implica que g+ s; + s’ € S para todo s’ € S. Como
s1 € F1, existe k € N tal que ks; € (ny,...,n,). En consecuencia, g+ s1 + (k— 1)s] =
g+ (aany+---+amn,) € S con a; € N. Por [3.1.4 tenemos que g+ (aznz + -+ + arn,) =
bini+---+bmn,+yconb; € Nparatodoiey € ()_;S(n;). Alserg=x—(n; +---+n,),
tenemos que axny + -+ +an,+x= (b1 + V)ny + (b + )ny +-- -+ (b, + 1)n, +y y por
obtenemos que x =y y b + 1 = 0 lo que es una contradiccion.

|

Estamos ya en condiciones de demostrar una de las implicaciones del resultado prin-
cipal: si S es Gorenstein, entonces (;_; S(n;) tiene un tnico elemento maximal.

Teorema 4.1.7 Si S es Gorenstein, entonces (\i_; S(n;) tiene mdximo.

Demostracion: Al ser S Gorenstein, g — S = Gy, ,) para algtin g € G(S). Por4.1.5] sabemos
que g+ (n;+---+n,) = x es un elemento maximal de (;_; S(n;). Témese otro elemento,
y, maximal de ();_; S(r;). Por el lema anterior, tenemos que y — (11 +---+n,) € G| |, ¥
por tanto y — (n; +---+n,) € g—S. Esto implica que y + s = x, para algin s € S. Como
y es maximal, s tiene que ser cero y x = y.

|

Antes de demostrar el reciproco, tenemos que probar un lema previo.

Lema 4.1.8 Si S es Cohen-Macaulay, entonces

G[l,r] - {Zlnl + .- +Zrnr+Z’Zi < OaZ € ﬂ S<nl)}
i=1
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Demostracion: Por[3.1.9] sabemos que

G CG(S)={zm+-+zn +xlzi € Zx e [|S(n)}.
i=1

Témense z1,...,2r € Z, x € (=1 S(n;), tales que ziny + -+ 2z, +x € Gy . Si 7 >
0 para algin i, entonces ¥, >oz;n; +x — (¥ ;<0 —zjnj) € S— (SNF) =S, lo cual es
imposible. |

Teorema 4.1.9 Si S es Cohen-Macaulay y (i, S(n;) tiene mdximo, entonces S es Go-
renstein.

Demostracion: Sea x el maximo de ();_; S(#;). Definamos g = x — (n; +--- +n,) y pro-
bemos que g — S = Gy )

Tomese un elemento i € Gyy ,j. Por el lema anterior, & se puede expresar como i =
zni+--+zmy+z,conz €72, 7 <0, z € (i—; S(n;). Al ser x el maximo de (;_; S(n;),
debe existir s € S tal que z+ s = x. Por tanto,

h=x—(m+-4n)—s+(a+)m++(z+1)n) =
:x_(nl_|_..._|_nr)—(s—|—(—(zl—|—1)n1—"'—(2r+1)nr)7

y como z; < 0, tenemos que —(z;+ 1) > 0, lo que implica que h € g—S.

Tomemos ahora g —s € g — . Si g —s € Gy ), entonces g — s € §; para algin i. Por
tanto, existen s’ € S,s; € SN F; tales que g—s =" —s;, y por tanto g = (s’ +5) —s5; € Sj,
lo que es una contradiccién con4.1.6 [

Ejemplo 4.1.10 Sea
§=1((3,0),(0,2),(4,0),(3,1)).

Calculamos c3 y c4 'y obtenemos que c3 =3y c4 = 2, por lo que
I'={(0,0),(4,0),(8,0),(3,1),(7,1),(11,1)}.
A partir de I calculamos
S(n1)NS(n2) ={(0,0),(4,0),(8,0),(3,1),(7,1),(11,1) }.
Veamos si S es Cohen-Macaulay. Sea

G =G({(3,0),(0,2)}) = —2x+ 3y = 0(mod6).
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(0,0)— (4,00 ¢G (4,00—(11,1) €G
(070)_(&0) gG (870)_(371) gG
(070)_(3=1> €G (870)_(731) Q’G
(0,0)—(7,1)¢G (8,0)—(11,1) G
(0,0)—(11,1)¢G (3,1)—(7,1) ¢G
(4,00—(8,00¢G (3,1)—(11,1) G
4,00-3,1)¢G  (7,1)—(11,1)¢G
(4,0)—(7,1) ¢G
Por lo que S es Cohen-Macaulay. Tenemos ademds que

9

11,1
11,1
11,1
11,1

4,0) = (7,1)
8,0) = (3,1)
3,1)=(8,0) €S
7,1) = (4,0)

Y

Y Y

(11,1) = (4,0)
(11,1) - (8,0) =
(11,1) = (3,1)
(11,1) = (7,1)

Y Y

por lo que S(n1) NS(ny) tiene mdximo y por tanto S es Gorenstein.
Ejemplo 4.1.11 Sea
§=1((2,0),(0,2),(3,0),(2,1),(3,1)).
Vimos en el capitulo anterior que S es Cohen-Macaulay y que
S(n1) NS (n2) = {(0,0),(3,0), (2,1), (3, 1)}.

Ahora bien, este conjunto no tiene mdximo con el orden de S ((3,1) — (2,1) € S) y por
tanto S no es Gorenstein.

4.2. Presentaciones de los semigrupos afines, simpliciales
y Gorenstein

En el capitulo anterior, vimos que para los semigrupos afines, simpliciales y Cohen-
Macaulay, la cota para el cardinal de un sistema minimal de generadores de la congruencia
asociada al semigrupo es menor que para los semigrupos afines en general. En esta sec-
cidn, probamos que esa cota se puede refinar atin mas para los semigrupos Gorenstein.

A lo largo de esta seccidn, S es un semigrupo afin, simplicial y Cohen-Macaulay con

. sistema minimal de generadores {ny,...,n,,Ry41,...,0p41m},conm > 1. No consideramos |
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el caso m = 1, porque en ese caso el semigrupo S es interseccion completa, y por tanto
el nimero de elementos de un sistema minimal de generadores para G es m = 1 (véase el
préximo capitulo dedicado a semigrupos intersecciéon completa).

Al igual que hicimos en su momento para el caso Cohen-Macaulay, vamos a estudiar
los n € § tales que G, es conexo.

Lema 4.2.1 SiS es Gorensteiny x =max(\_; S(n;), entonces Gy, ., es un grafo conexo.
Demostracion: Obsérvese que:

1. Sin; € V(Gyqn,.;), j€{1,...,r}, entonces para cada k € {1,...,r}, k # j tal que
ny € V(Gytn,,;) tenemos que [nj,ng] € E(Gyyy,,;) (esto se debe a que S es Cohen-
Macaulay).

2. Claramente n,; € V(Gypp,.,)-

3. Comon,yj€ i S(n;) yx=max(\;_; S(n;) tenemos que x —n,; € S, y por tanto
(x+n,4i) —nr4j €S. Se tiene asi que, 1,4 € V(Gepy, ;)

4. Paracada j € {1,...,m}, j#i, setiene que (x+n,4;) — Mg j—Nppi =X —Nppj €S.

En consecuencia, todos los elementos de {ni,...,n} N V(Gypp,,,) estdn conectados
(tal y como ocurria en el caso Cohen-Macaulay). Lo mismo ocurre con el conjunto
V(Gyin, ;) N {nr41,...,nrm . Esto implica que el nimero de componentes conexas de
Gyn,,; €s menor o igual que dos.

Veamos que G,,,,; tiene exactamente una componente conexa. Supongamos que no
es asi. Témese y € (_; S(n;) \ {x}. Como x es mayor que y, existe s € S tal que y + 5 = x.
El elemento s tiene que estar en [);_; S(;), y en consecuencia, deben existir d,, j; €N, j €
{1,...,m} tales que s = dyr 10,41+ + dromhysm- S y+n,4; & (i—; S(n;), entonces
existen ¢ € N, k € {1,...,r+m} tales que

Y+ =cCiny + -+l + Crp 1M1 + - F CramPr+tm,
concy+---+c,>0(yaque y+n,+; € (—; S(n;)). Esto implica que,
X+npyi=y+s+ni=cin+---+cnp+ (Cr—H +dr+1)nr+l +- 4 (cr+m+dr+m)nr+m~

Como hemos supuesto que el nimero de componentes conexas es dos, ¢, 1 +dy+1 =
L+ =Cr+m+dr+m =0.Esto llevaa que s =0 y en consecuencia x =y, lo cual es imposible.
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Por tanto, y+n,4; € ();_; S(n;) para todo y € (_; S(n;) \ {x}. De este hecho se deduce
que existe k € N tal que

r

m S(nl) = {O,nr+l‘, e ,k}’lr+i = x}‘
i=1

Pero n,,; € (Ni—; S(n;) para j > 0y esto conducirfa a que n,4; = tn,;, para un cierto

t € N, lo que es una contradiccién con el hecho de que {ny,...,n;, 04 1,...,Rp1m} €S un
sistema minimal de generadores para S. Con esto tenemos que el niimero de componentes
conexas es uno. |

Con este resultado estamos en condiciones de dar la cota antes mencionada

Teorema 4.2.2 Si S es Gorenstein 'y p es un sistema minimal de generadores para la
congruencia asociada a S, entonces

(2d —m)(m—1)
2

cond =#_;S(n;).

Demostracion: Recordemos que en su momento dimos la cota para el caso Cohen-
Macaulay acotando el nimero de elementos que hay en ciertos conjuntos que denota-
bamos por Dy (véase en el capitulo anterior). La idea que vamos a seguir para
demostrar el presente resultado es ver que, en el caso Gorenstein, dichos subconjuntos
tienen un elemento menos que en el caso Cohen-Macaulay general. Dicho elemento es
x = max(\i—; S(n;). Para ello, como Dy C ﬂ;:ll S(n;), basta probar que x & (<= S(n;)
(r+1<k<r+m). Comox =max(_; S(n;), x—n,4; € S, para todo j € {1,...,m}.
Esto implica que x & S(n,4 ) paratodo j € {1,...,m}. Porotrolado, x & {n,41,...,nyym}
(en otro caso {ni,...,ny,Ny+1,...,Rrty} NO seria un sistema minimal de generadores de
S, por ser x = max(\i_; S(n;)).

Por tanto, tal y como se demostré en D C N S(m) \ {0,541,y mi—1,x} y
en consecuencia

(2d —m)(m—1)

> +2—m.

m—1
#p <1+ ) (d—i—1)=
i=1

|
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4.3. Semigrupos afines, simpliciales y Gorenstein de
maxima codimension

SeaS=(ni,...,npnri1,...,0r+m) C N un semigrupo simplicial tal que ()_; S(n;) =
{0,x1,...,x4—1}. Recordemos que por ser {nj,...,n,,} un sistema minimal de genera-
dores, m tiene que ser menor o igual que d — 1. Veamos que si el semigrupo S es Gorens-
tein, entonces m tiene que ser estrictamente menor que d — 1.

Lema 4.3.1 Si S es Gorenstein, entonces m < d — 1, con d = #(\_; S(n;). (Ndtese que
estamos considerando m > 1.)

Demostracion:

Sabemos que m < d — 1. Supongamos que m = d — 1. Entonces ()_;S(n;) =
{0,n,41,...,n71q-1}. Como S es Gorenstein, debe existir i € {1,...,d — 1}, tal que
nyti = max()—; S(n;). Esto significa, que para cada j € {1,...,d — 1}, j # i, existe
s;j € S tal que n,yj+s; = n,;. Obsérvese que s, tiene que estar en ();_; S(n;). Por tan-
to, debe existir un k tal que s; = n,,, y esto es una contradiccion con el hecho de que
{ni1,...,npnp41,...,np4py} €s un sistema minimal de generadores de S.

[

Del resultado anterior se deduce que, si queremos considerar semigrupos Gorenstein
de maxima codimension, tenemos que considerar semigrupos Gorenstein con m = d — 2.

El siguiente teorema nos dice el nimero de elementos de un sistema minimal de gene-
radores para la congruencia asociada a §, si éste es Gorenstein de mdxima codimension.
La cota alcanzada es ain mas fina que la conseguida en el capitulo anterior para semigru-
pos Cohen-Macaulay.

Teorema 4.3.2 Sea S un semigrupo afin, simplicial y Gorenstein de mdxima codimension
(m=d—2). Entonces, #p = (d —1)(d —2)/2— 1.

Demostracion: Sea S = (ny,...,ny,Npi1,...,Np1y). Como S es Gorenstein de maxima

codimension, (_; S(n;) = {0,ny41,...,Arpm,x}, con x = max()_, S(n;). Para calcular

#p, tenemos que ver para qué n € S, G, no es conexo. Si G, no es conexo, entonces, por

3.2.20 n=y+n,4;cony e Ni_; S(n;). Notese ademds que, por4.2.1| y # x. Por tanto, si

G, no es conexo, entonces n = n,4; + n,4 j, para algunos i, j € {1,...,m}. Probemos que

el reciproco también es cierto. Tomese i, j € {1,...,m}, probemos que G no es
. conexo. Hay que tener en cuenta dos posibles casos:

Nyt j
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1. Sine4i+n; €Nz S(n;), entonces, al ser {ny,...,Rr,Nyt1,...,Npyy} Un sistema
minimal de generadores para S'y (i_; S(n;) = {0,n41,...,Ry+m,x}, tenemos que
Nryi+neyj = x. Por estar x en (;_; S(n;), tenemos que {ny,...,n,} NV(Gy) = 0.
Nétese que, como x = max();_; S(n;), entonces para cada/ € {1,...,m}, existe un
ke {l,...,m} tal que n,; +n,x = x. Esto implica que V(Gy) = {ny+1,...,npsm}
y que E(Gx) = {mimr1k 2 iyt + npi = X}

2. Sinyyi+n4; €Ny S(n;), procedemos como en y obtenemos que Gy, n,. ;
No es conexo con una componente conexa cuyos vértices estdn en {nj,...,n,}.

Por tanto, para cada n = n,;+n,, j, #p, es igual al niimero de expresiones de la forma
n=nyy+n.p, LLke{l,...,m}, sin+#ux,yesigual al nimero de expresiones de ese tipo
menos uno, si n = x (esto se debe al hecho de que si n # x, hay una componente extra cu-
yos vértices estdn contenidos en {ny,...,n,}). Por tanto, debemos contar las expresiones
de la forma n,4;+n,yj, 1 <i,j < my quitar una, obteniendo (d —1)(d —2)/2 — 1.

|

Al igual que vimos en el capitulo anterior, si se alcanza la cota, entonces el semigrupo
es de maxima codimension.

Teorema 4.3.3 Si S es Gorensteiny #p = (d —1)(d —2)/2 — 1, entonces S es de mdxima
codimension (m =d — 2).

Demostracion: Por 4.2.2 sabemos que #p < (2d —m)(m—1)/2 —2 —m, lo que conduce
aque

(d—1)(d-2) | < (2d —m)(m—1)
2 - 2
Haciendo algunos célculos elementales obtenemos que

+2 —m.

m? +m(1—2d)+d*—d—4<0,

lo que implica (tras resolver la inecuacién) que m € [d —2,d + 1], y como, por
m < d— 1 tenemos que m =d — 2. ]

En el capitulo anterior mostramos cémo contruir semigrupos afines, simpliciales y
Cohen-Macaulay de méxima codimension a partir de un semigrupo que no es de méxi-
ma codimension. La idea era considerar el semigrupo generado por los rayos extrema-
les y los elementos de la interseccion de los conjuntos de Apéry de los rayos extre-
males, sumados a un rayo extremal arbitrario pero fijo. En el caso de semigrupos Go-
renstein, no podemos afiadir todos los elementos de ();_; S(n;) sumado un rayo extre-
mal. Esto se debe a que, si bien el resultado seria Cohen-Macaualay, no podria ser Go-

_ renstein, ya que la interseccién de los conjuntos de Apéry de los rayos extremales del |
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semigrupo resultante no tendria un elemento maximal. Lo que se hace en el caso Go-
renstein, siempre que queramos obtener un semigrupo Gorenstein de maxima codimen-
sién, es no tomar la suma de un generador con el maximo de ();_; S(n;). Concretemos
mds esta idea. Sea S = (ny,...,np,Npp1,...,Nrpm) C N7 un semigrupo simplicial Go-
renstein tal que (/_; S(n;) = {0,x1,...,x4-1} y sea x4 = max();_; S(n;). Definimos
S = (n1,...,np,n1+x1,...,n1+x45_7). Es facil de probar, tal y como hicimos enque

1. El conjunto {ny,...,n,n; +xi,...,n] +x45_2} es un sistema minimal de generado-
res de S.

2. El semigrupo S es simplicial.

Teorema 4.3.4 Bajo las hipotesis anteriores se tiene que,

.
ﬂg(”li) ={0,n1 +x1,...,n1 +Xg-2,2n1 +x4-1}.
i=1

Demostracion: La demostracion es directa usando que {0,n) +xy,...,n1 +x4-2,2n1 +
x4—1} es un sistema completo médulo G(S) y el resultado[3.3.8] |

Corolario 4.3.5 Bajo las hipétesis anteriores, S es Gorenstein.

Demostracién: Usando[3.1.6} es facil probar que S es Cohen-Macaulay. También est4 cla-
ro que 211 +xg—1 = maxg (i S(n;), porque xg—1 = maxs(;_; S(n;). [ |

Por dltimo, podemos construir algunos ejemplos de semigrupos afines, simpliciales
y Gorenstein de méxima codimensién tomando subconjuntos de Im(u) (véase la seccién
3.3.1) que son sistemas completos médulo G({n,...,n,}), pero con un elemento maxi-
mal.

Ejemplo 4.3.6 Sean ny = (2,0) y ny = (0,3). Tenemos que

Im(u) = {(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2)}.
Sea
§=1{(2,0),(0,3),(3,0),(3,1),(2,1),(2,2))

(ndtese que no hemos tomado como generador a (3,2) = (2,0) + (1,2)). Veamos que es
. Gorenstein. Lo primero que vamos a ver es que
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r

ﬂ S(ni) ={(0,0),(3,0),(3,1),(2,1),(2,2),(5,2)},

i=1
y para ello vamos a usar[3.3.8} Al ser

(3,0) + (3, 1) - (2, 1) S (nl,n2>
(3,0) +(2, 1) — (3, 1) S (nl,n2>
(3,0)+(2,2) = (5,2) € (n1,ny)
(3,0)+(5,2) — (2,2) € (n1,n2)
(3.1)+(2.1) = (5,2) € (n1.m2)
(3.1)+(2.2) = (3,0) € (n1.m2)
(3, 1) —}-(5,2) — (2, 1) S (nl,n2>
(2,1)+(2,2) —(0,0) € (n1,n7)
(2,1)+(5,2) = (3,0) € (n1,m2)
(2,2) + (5,2) — (3, 1) € (nl,n2>
(3,0)+ (3.0) — (0,0) € (n1.m2)
(3.1)+(3,1) — (2,2) € (m,n2)
(2,1)+(2,1)—(2,2) € (n1,n7)
(2,2)+(2,2)—(2,1) € (n1,ny)
(5,2) + (5,2) — (2, 1) € (nl,n2>

tenemos que se verifica el segundo apartado de y por tanto el segundo apartado de
la definicion de sistema completo (el primer apartado de la definicion de sistema completo
también se verifica). Tenemos asi que

r

ﬂ S(ni) = {(070)v (370)’ (37 1)’ (27 1)7 (2v2)7 (5’2)}7

i=1

y por tanto S es Cohen-Macaulay (por ser (\i_;S(n;) un sistema completo mddulo
G({n1,n2})). Ademds, estd claro que

(5,2) = (0,0) € M=y S(m:)
(5,2) = (3,0) € Ni=y S(m)
(5,2) = (3,1) € Mi=y S(mi)
(5,2) = (2,1) € Nizy S(mi)
(5,2) = (2,2) € Nizy S(m)

con lo que (i_; S(n;) tiene mdximo y por tanto S es Gorenstein.
Calculemos ahora un sistema minimal de generadores para 6. Vamos a usar para ello
el algoritmo del primer capitulo junto con las ideas vistas en este capitulo, que hacen que |
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busquemos n € S cuyo grafo es no conexo sélo en el conjunto de elementos de la forma
s+njcons €N S(n;), s #x=(5,2) y 1 < j < 4. Dicho conjunto es

{(6,0),(6,1),(5,1),(5,2),(6,2),(5,3),(4,2),(4,3), (4,4) }

Calculamos los grafos asociados a dichos elementos, y tenemos:

’ Grafo ‘ Componentes conexas ‘ Relatores ‘
G6.0) {(2.0},{(3.0)} 3e1 = 2e3
G(6,1) {(2,0),(2,1)},{(3,0),(3,1)} 2e1 t+es=e3+ey
G(571) {(2,0),(3,1)},{(3,0),(2,1)} e1teqs=e3+e;s
G(s,2) {(3,1),(2,1)},{(3,0),(2,2)} e4s+es =e3+eq
G(6,2) {(2,0),(2,2),(2,1 }, (3,1)} 2e1 +eg = 2ey
G(573) {(2,0),(0,3),(3,0)},{(3,1),(2,2)} el +ey+ez3 =eq+egq
G(472) {(270)7(272)}7{(271)} el +eg = 2es
G(473) {(270)7(073)}7{(271)7(2’2)} 2ej+ex=es+eg
G(474) {(270)7(2’1)7(()’3 }7 (2’2)} e t+ex+es=2eq

De esta forma #p =9 = (d — 1)(d —2)/2 — 1. Obsérvese que en el caso Gorenstein
(d—1)(d—2)/2% (2d —m)(m—1)/2+2—m.
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Capitulo 5

Pegada de semigrupos afines

Introduccion

En este capitulo, vamos a definir el concepto de pegada de semigrupos afines. Los
resultados aqui expuestos seran imprescindibles para el desarrollo del siguiente capitulo.

El concepto de pegada de semigrupos radica en la siguiente idea. Un semigrupo es
pegada de dos subsemigrupos suyos cuando podemos obtener un sistema de generadores
para la congruencia asociada al semigrupo y dos subconjuntos del sistema de generadores
del semigrupo, de forma que los relatores del semigrupo se dividen en tres conjuntos: unos
que relacionan generadores del primer subconjunto, otros que relacionan elementos del
segundo subconjunto y por ultimo uno que relaciona elementos del primer subconjunto
con el segundo.

A lo largo de este capitulo vamos a suponer que el semigrupo S C N” estd generado
(minimalmente) por A = {ny,...,np,Rps1,...,Nrrm}. Como es costumbre definimos el
morfismo

Q:N*" 5 §
(p(al; . 7ar+m) = er;rin ain,.
y denotamos por ¢ la congruencia nticleo de ¢. Suponemos, ademds, que p es un sistema
de generadores de ©.

5.1. Pegada de semigrupos afines

Antes de dar la definicién concreta de pegada de semigrupos afines, necesitamos in-
troducir alguna notacién, que vamos a seguir usando en el siguiente capitulo.
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Dado un subconjunto B C A, B = {n;,,...,n; }, denotamos por 6z al subconjunto de
o formado por los elementos ((a1,...,dr4m),(b1,...,br4m)) de © tales que a; = b; =0
para todo j & {i,...,i;}. Dado un elemento n € S, definimos E4(n) = ¢! (n) y Eg(n) =
¢ !(n)N{ei,...,e;). Por dltimo, denotamos por Fp al subsemigrupo de N generado

por {e;,,...,e;}.

Definicion 5.1.1 Sea S = (A) y {A1,A2} una particion de A. El semigrupo S es pegada
de (A1) y (Aa) si existe un sistema de generadores p de G tal que p = p1Up2U{(a,b)},
con 1y pz sistemas de generadores para G, y Ga, respectivamente y (0,0) # (a,b) € ©
verifica que a € F4, y b € Fa,.

El siguiente resultado es parte de un resultado méds amplio de Rosales que aparece en
[31]:

Teorema 5.1.2 Si {A;,As} es una particion de A, son equivalentes:
1. El semigrupo S es pegada de (A1) y (Az).

2. Existe un sistema de generadores de & de la forma p = p;Up2U{(a,b)}, con
P1 € O4ay, P2 S Oa,, (a,0) €64, (a,b) #(0,0), a €Fp y b € Fa,.

3. Existeun o € (A1) N (A3) tal que . # 0y G({a}) = G(A;) NG(Ay).

4. Existe un (a,b) € 64, (a,b) # (0,0), a € F4,, b € Fa,, tal que p =p1Up2U{(a,b)}
es un sistema de generadores de G4 para cualesquiera p1 'y P> sistemas de genera-
dores de G, y Oa, respectivamente.

5.2. Un algoritmo para determinar si un semigrupo es
pegada de dos de sus subsemigrupos
Sea A = {ny,...,n,} un subconjunto de N"\ {0}, A; = {ng,...m} y Ay =

{nk+1,...,n,}. Para determinar si (A) es pegada de (A;) y (A2) realizaremos los siguientes
| pasos:



CAPITULO 5. PEGADA DE SEMIGRUPOS AFINES a7

1. Calculamos las ecuaciones de G(A1):

apxy +apxy +...+ayx, = 0 (mod d,)
ar1x1 +anpxy+ ... +axx, = 0 (mod d>)
an1X1 +amxs + ...+ ayx, = 0 (mod d,)
An+11X1 +anr1202 + ...+ apripxy = 0
anx1+apxy+ ...+ agx, = 0
2. Calculamos las ecuaciones de G(A):
bi1x1 +biaxy+ ...+ bix, = 0 (mod cy)
br1x1 +byyxs+ ...+ boyx, = 0 (mod ;)
bsix1 +bgpxy + ... +byx, = 0 (WLOd CS)
bst11X1 +bsp12x2+ ...+ bsr1,x, = 0
bpx1+bpxy+ ...+ byx, = 0

3. Calculamos la dimensidn del subespacio vectorial V de Q" generado por
{(an+117 "'7an+l}’); seey (atl; "'7atr)7 (bs—i—ll, ~-7bs+lr), ) (blh ~-~7blr)}

4. Si dim(V) # r— 1, entonces (A) no es pegada de (A1) y (A;). En caso contrario,
calculamos (zy, ...,z,) € V* tal que

(21yes2r) €27, (214 --,2r) # (0,...,0) y med{z1,...,z,} = 1.

5. Si existen i, j € {1,...,r} tales que z;z; < 0, entonces (A) no es pegada de (A;) y
(A3). En caso contrario, calculamos la menor solucién positiva b del sistema de

congruencias
x(an |zt | a2 |2 |+...+air |z ]) = 0 (mod dy)
x(ao1 |z1 | +an |22 | +...+ax |z |) = 0 (moddy)
x(am | z1 | +am |22 |+ +aw|z|) = 0 (modd,)
x(bii|z1 | +b12 |22 | +...+b1r |2 ]) = 0(mod cy)
x(bar | z1 | +bn |22 | +...4+bor |2 ]) = 0 (mod c3)
x(bsi |21 | +bs2 |22 |+ -+ bg |2 ]) = 0 (mod cy)

donde | z | es el valor absoluto de z.
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6. Si(b|zi|,....b |z |) € (A1)N{A2), entonces (A) es pegada de (A1) y (A2). En caso
contrario, (A) no es pegada de (A;) y (A3).

Antes de justificar el buen funcionamiento del algoritmo que acabamos de exponer,
necesitamos dar un lema previo.

Lema 5.2.1 Sea M un subgrupo de 7" cuyas ecuaciones son

biix1 +biyxp+...+b1,x, = O(I’I’Loddl)
by x1+bpxy+...4+byx, = 0 (modd)
buxi+bpxa+...+byx, = 0 (moddy)
ciix1+cepxo+...+cexy = 0
CcsiX1 tepxp+ ... +cegx, = 0

Entonces, existe un elemento o. € 7" tal que a. # 0y M = G({a}) si y sdlo si el
subespacio vectorial V de Q" generado por

{(611,...,Clr),...,(0517-~~,Csr))}

tiene dimension r — 1.

Demostracion: Sea V* el espacio ortogonal a V en Q”. Probar que dim(V) = r — 1 equi-
vale a probar que dim(V') = 1. Probemos que el o que buscamos es precisamente una
base de V+.

Supongamos que o es tal que G(a) = M. Sea (q1,...,q,) € V*. Por estar g; € Q, exis-
ten nimeros enteros h;, k; tales que g; = h;/k;. Claramente d; - - - diky - - -k, (q1,-..,qr) €M,
por lo que existe un z € Z tal que dy - - - d;ky - - -k, (q1, - - - ,qr) = 2O, por lo que @ es un siste-
ma de generadores de V1. De este hecho se sigue que dim(V+) = 1 y que dim(V) = r—1.

Supongamos ahora que dim(V~+) = 1. Podemos tomar (zy,...,z,) € V- NZ" tal que
med({z1,...,z}) = 1 y que V! esté generado por (z,...,z,). Sea H el conjunto de solu-
ciones enteras de

x(b11z1 +bioza+...+by,z) = 0 (moddy)
x(baizi +bpzm+...+byz) = 0 (mod dy)
x(bnz1 +bnza+...+byz) = 0 (mod dy).

El conjunto H es un subgrupo (no trivial) de Z, por lo que existe un b € H tal que H
estd generado por b como grupo. Sea o = (bzy,...,bz,). Demostremos que M = G(a). |
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Sea (ay,...,a,) € M, entonces (ai,...,a,) € V*, por lo que existe un g € Q tal que
(ay,...,ar) = q(z1,...,2-). Esto a su vez implica, por la definicién de H, que ¢ € H,
por lo que existe ¢ € Z tal que ¢ = cb. Tenemos asi que (ay,...,a,) € G(a). Por estar
o € M, tenemos que M = G(a). |

Estamos ya en condiciones de comprobar que el algoritmo que hemos presentado
determina si (A) es o no pegada de (A1) y de (A;).

El lema anterior nos asegura que el cuarto paso es correcto, esto es, que si dim(V) #
r— 1, entonces se tiene que (A) no es pegada de (A1) y de (A3).

Por otro lado, si existiesen i, j tales que z;z; < 0 entonces G(A1) NG(A2) "N = {0},
por lo que no verificaria las condiciones de Si se tuviese que para cualesquiera
i,j,zizj >0,y dim(VL) = 1, entonces tendriamos, por lo visto dentro de la demostracion
del lema anterior, que G(A1)NG(A2) = G({(b|z1],--.,b|z|)}) y por tanto (A) seria pegada
de (A1) y de (A2) siy s6losi (b|z1,...,b|z]) € (A1) N(A2).

Ejemplo 5.2.2 Sea A={(8,0),(0,8),(4,4),(5,5),(6,6)} conA; ={(8,0),(0,8)} y Ay =
{(4,4),(5,5),(6,6)}.

Las ecuaciones de G(Ay) son

x1 = 0(mod8)
x3 = 0(mod8)
ylade G(A;) es
x1—x=0

El espacio vectorial V es el espacio generado por {(1,—1)}, y por tanto {(1,1)} es un
sistema de generadores para V. La solucién positiva mds pequeiia para el sistema de
congruencias

x = 0(mod8)

x = 0(mod3)

es b=28. Como (8,8) € (A1) N (Az), tenemos que (A) es pegada de (A1) y (Az).
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Capitulo 6

Semigrupos afines interseccion
completa

Introduccion

En este capitulo, estudiamos los semigrupos afines que son interseccion completa, es-
to es, semigrupos que alcanzan la cota minima para el niimero de elementos en un sistema
minimal de generadores para la congruencia asociada al semigrupo. Si S es interseccion
completa, entonces el anillo de semigrupo K[S] es el anillo de coordenadas de una va-
riedad V que viene parametrizada por monomios y cuyo ideal asociado tiene un sistema
minimal de generadores con el minimo nimero de generadores posible. El minimo nime-
ro de generadores al que nos referimos es precisamente el nimero de elementos de un
sistema minimal de generadores de S menos la dimension de S.

Nuestro objetivo al iniciar el trabajo realizado en este capitulo era el de generalizar
los resultados obtenidos por Delorme sobre semigrupos numéricos que son interseccion
completa. Delorme demuestra en [[10] que un semigrupo numérico es interseccion com-
pleta si el conjunto de generadores del semigrupo se puede dividir en dos subconjuntos
de forma que los relatores del semigrupo se dividan en relatores que relacionan elementos
del primer grupo de elementos, relatores del segundo grupo y un relator que relaciona los
del primer grupo con los del segundo, y verificando que los subsemigrupos generados por
los dos subconjuntos son a su vez interseccion completa. Tras conseguir generalizar los
resultados de Delorme para los subsemigrupos de N?, resolvimos el caso N3 y el caso
de semigrupos simpliciales en general (ndtese que todo semigrupo de dimensién dos es
simplicial). El caso general fue resuelto mds adelante haciendo uso de matrices mezcladas
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dominantes, hecho que vamos a exponer en el proximo capitulo.

Notacion y preliminares

A lo largo de este capitulo vamos a suponer que el semigrupo S C N” estd generado
(minimalmente) por A = {ny,...,np,Rp41,...,Rrpm}. Como es costumbre definimos el
morfismo

Q: Nt g
O(at,...,arim) = it ain;.
y denotamos por © la congruencia nticleo de ¢. Suponemos, ademads, que p es un sistema
de generadores de ©.

Los resultados y conceptos expuestos en el capitulo anterior son imprescindibles
para el desarrollo del presente capitulo, por lo que vamos a recordar la notacién que
alli adoptamos. Dado un subconjunto B C A, B = {n;,,...,n; }, denotamos por Gz al sub-
conjunto de 6 formado por los elementos ((ay,...,ar+m),(P1,-..,br+m)) de © tales que
aj=b;=0paratodo j & {iy,...,i;}. Dado un elemento n € S, definimos E4 (n) = ¢! (n)
y Eg(n) = ¢ 1 (n)N{ej,...,e;). Por dltimo definimos

AB)={ne(B):n—ac S, paraalgina € A\ B},
y denotamos por 9t(B) al conjunto de elementos minimales de 2((B) respecto del orden
parcial usual de N".
El siguiente lema es fundamental para el desarrollo de los resultados obtenidos en este
capitulo. Su importancia se verd mds adelante. Como veremos, este lema se utiliza para
demostrar que hay determinados relatores en p.

Lema 6.0.3 Si 2(B) # 0, entonces para todo n € IM(B), existen ng € Eg(n) y ng €

Ea(n)\Es(n) tal que (np,ns) € pUp~".

Demostracion:

Supongamos, sin pérdida de generalidad que B = {ny,...,nt} y que por tanto A \ B =
{nis1,---,nr1m}. Sea n € M(B), entonces n € (B), y por tanto existen hy,...,h € N,
tales que n = hynj + - - - + hyng. Més aun, existe n; € A\ B tal que n —n; € S, y por tanto
existen #},...,h,,,, € N tales que n = hin; +---+h,__,nrim, con h; # 0. Tenemos, en

' r+m r+m
consecuencia, que ((h1,...,h,0,...,0),(k),...,h,,,)) € 6. Por estar generado G por p,
tenemos que deben existir vy, ...,v; € N tales que

(hi,...,h,0,...,0) =g,

(Hy,...;h ) =V y
(Ve,Ver1) € (2p) paratodo 0 <e <I—1.
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Supongamos que Ve = (Ve,;---,Ve,,,,).- Como v; = (hy,....h..,) y h,#0, conic
{k+1,...,r+m}, tenemos que existe

t =min{e € {0,...,1} : v, #Oparaalging € {k+1,...,r+m}}.
Claramente, v; | € Eg(n)y v; € Ex(n)\Eg(n). Veamos que (v;_1,v;) € pUp~'. Como
(vi—1,v) € (2p), entonces existe (u,v) €pUp 1USy we N tal que (v,_1,v,) =

(u+w,v+w). Obsérvese que:

1. (u,v) €9, yaque v,_1 # v;.

2. Siw= (Wi,...,Wrpm), entonces wry| =+ = Wy =0, por ser u+w =v,_| €
EB(I’Z)
3. wi =---=w; =0, yaque de no ser asf, existiria s € {1,...,k} tal que wy # 0, lo que

implicaria que v;_1, # 0 # v;,. Esto lleva a que n —n; € (B). Por otro lado, como
v, 7 0, para algin g € {k+1,...,r+m}, tenemos que n —n; —n, € S, lo que lleva
a que n —n; € A(B), que es una contradiccién con el hecho de que n € M(B).

Podemos concluir, por lo visto, que w = 0, y en consecuencia, (v;—1,v;) = (u,v) €

pupl.

Ejemplo 6.0.4 Sea S = ((2,0),(0,3),(1,2),(2,1)). El elemento 3(2,1) = 3(2,0) +
1(0,3) estd en M({(2,1)}) por lo que, usando lo expuesto en la demostracion de[6.0.3|
tenemos que ((3,1,0,0),(0,0,0,3)) e pup!.

6.1. Semigrupos afines simpliciales que son interseccion
completa

En esta seccién, vamos a considerar semigrupos S tales que Lo+ ({n1,...,n,}) =
Lo+ (S), a saber, semigrupos afines simpliciales. Vamos a suponer también que m > 0,
ya que si m = 0, entonces trivialmente S es interseccion completa. Notese que, ba-
jo estas hipétesis, si S es interseccion completa, entonces podemos tomar p tal que
#Ho=r+m—r=m.

Lo primero que vamos a hacer es buscar elementos en p, y para ello vamos a usar
Por tanto, tenemos que encontrar subconjuntos B de A, tales 2/(B) no sea vacio.

Lema 6.1.1 Sea BC A. Si BN{ny,...,n,} =06 {ny,...,n} C B, entonces A(B) # 0.

|
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Demostracion:

1. BN{ny,...,n,} =0. Témese n; € B. Comon; € S C Lo+ ({n1,...,n,}), tenemos que
n; se puede poner como combinacion lineal con coeficientes racionales positivos de
ni,...,n,. Eliminando los denominadores de dicha combinacién lineal, obtenemos
bn; = Z;:l ajnj,cona; € Ny0# b cN. Como b # 0, entonces existe un j tal que
a; # 0, lo que implica que bn; —n; € S, y por tanto bn; € A(B) (porque n; € A\ B).

2. Si{ny,...,n,} C B, entonces L+ (B) = Lg+(A) =L+ (S). Témese n; € A\ B. Por
ser Lg+(A) = Lg+(B), tenemos que, al igual que antes, n; se puede poner como
combinacién lineal con coeficientes racionales positivos de {ny,...,n,}. Eliminan-
do denominadores, tenemos bn; = Z;:l ajnj, con a; € Ny 0#becN. Tenemos
asi que bn; —n; € S, pero bn; —n; = Z;Zl ajnj—n;, y por estar Z;:lajnj €(B)y
n; € A\ B, tenemos que 2(B) # 0.

|
Tenemos por tanto, que para los conjuntos B

{ny....;m: }, {np1 by {nrim )

el conjunto 2A(B) es no vacio y por tanto, usando tenemos que cada uno da un
elemento de p (en principio no todos los elementos deben ser distintos). Esta idea se
plasma en la siguiente definicion.

Definicion 6.1.2 Definimos recurrentemente el par (Py,Yx), para cualquier entero natu-
ral k > 1, donde Py es una particion de A y Yy es un subconjunto de p, de la siguiente
forma:

Pr={{n,....,n. }, {nrt1},.. .. {nrm}t}t y1 = 0.

Una vez definido Py = {By,...,B:} y Yk, definimos el par (Pyy1,Yk+1) de la siguiente
forma:

1. Si existe (np,,np;) €p conn € N i je{l,...,t}, i # j, np, € Ep(n)ynp; €
Eg,(n). Entonces, definimos

Pei1 =A{B1,...,Bi—1,BiUB},Bit1,...,Bj_1,Bj;1,...,B;} y

Yer1 =Y U{(ns;,n8,)}.
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2. En otro caso, definimos P11 = Py y Ye+1 = Yi-

Ejemplo 6.1.3 En el primer capitulo demostramos que un sistema minimal de generado-
res para la congruencia asociada a

S= <(27O)>(07 1)> (172)7(37 1))

es
_ J ((1,0,1,0),(0,1,0,
1 ((2,3,0,0),(0,0,1

Tenemos por tanto que
Pr={{(2,0),(0,)},{(1,2)},{3, D}}, n = 0.

El elemento ((3,2,0,0),(0,0,0,2)) € p verifica que (3,2,0,0) € E(By) y que (0,0,0,2) €
E(B3), por lo que podemos tomar

P, = {{(2a0)7<071)7(37 l)}v{(172)}}7

v> ={((3,2,0,0),(0,0,0,2))}.
Tomamos ahora el elemento ((1,4,0,0),(0,0,2,0)) y hacemos

Py = {{<2a0)7(0a 1)?(37 1)7(172)}}7

1)),((3,2,0,0),(0,0,0,2)), }
,1)),((1,4,0,0),(0,0,2,0)) [°

v ={((3,2,0,0),(0,0,0,2)),((1,4,0,0),(0,0,2,0))}.
Obsérvese que p # V3.

La idea que venimos persiguiendo al dar la definicion anterior, es la de ir pegando
subconjuntos de la particion de forma que vayan dando elementos de p. El siguiente
lema nos asegura, entre otras cosas, que en el caso en que el semigrupo de partida sea
interseccion completa, Y coincide con p, para algun k.

Lema 6.1.4
1. #y = (m—l— 1) — #P,.
2. Si P.={Bi,...,B:}, entonces ¥ C 65, U...UOCp,.

3. 8i(0,0) €p, P ={B1,...,B:} y {ni1,...,n.} C By, entonces dim((By)) = 1 para
todo2 < h<t.
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4. Si #p = m, entonces existe k € N tal que p = Y, #Py =1 y #P,_1 = 2.

Demostracion: Los dos primeros apartados son consecuencia inmediata de la definicion
de (Pk,’Yk).

Para probar el tercer apartado, vamos a hacer induccion sobre k. El caso k =1 es
trivial. Si tenemos demostrado el enunciado para k y queremos probarlo para k+ 1, el
Unico caso interesante a tener en cuenta es cuando

Piy1 =A{B1,...,Bi—1,BiUB},Bi11,...,Bj_1,Bj;1,...,B;}

coni,je{2,...,t} ei+# j, yaque el resto de los casos son de inmediata demostracién.
En este caso, existe (np;,ng;) € p con 0 # n € (B;) N (Bj), np; € Ep,(n) y np, € Ep,(n).
Por ser dim((B;)) = dim((B;)) = 1, tenemos que existen z;,z; € Z tales que G(B;) =
G({zi}) y G(Bj) = G({z;}). Como n € G(B;) N G(B;), deben existir x;,x; € Z tales que
n = x;z; = x;z;. Por tanto, rank(G(B; UB;)) = rank(G({z;,z;})) = 1, de lo que se sigue
que dim((B;UB;)) = 1.

Para demostrar el ultimo apartado, demostremos que el hecho #P;, > 2 implica forzo-
samente que #Py < #P;. Sea P, = {B,...,B;}, el lema[6.0.3|nos asegura que existen

1

(nllgl,nA),...,(n%t,an) cepup!

con n' € M(B;), nig € Ep,(n') y n}y € Eo(n') \ Ep,(n') para todo 1 <i <t. Sea { =
{(n}gl,n}\),...,(ngt,ng)} y sea B el conjunto que se obtiene de { reemplazando (a,b)
por (b,a) si (a,b) € p. Entonces, ¥, UP C p, y como Y C 65, U...Ucp y BN (op, U
...Uop,) =0, tenemos que #y; +#B < #p. Por tanto, m+ 1 — 1 +#B < m, lo que implica
que #B <t — 1y en consecuencia, existen i, j € {1,....t}, i # j tales que (ngi,néj) € B.
Concluimos por tanto que #P;; < #P;. Claramente, se tiene entonces que existe un k € N
tal que #P, = 1 y #P,_ = 2. Finalmente, para ese k, se tiene que #yy =m+1—1=m,y
como Yy C p y #p = m, tenemos que P = V.

|

Obsérvese que S es interseccion completa si y sélo si un sistema minimal de gene-
radores para G es Y,+1. Este hecho proporciona una forma de verificar si un semigrupo
afin y simplicial, S, es o no interseccién completa. Si S es interseccion completa, entonces
P, = {Bj1,B,} y por tanto S es pegada de los semigrupos (B1) y (B>), ya que Yp+1 = p
verifica la definicion de pegada. Tenemos asi el siguiente resultado.

Teorema 6.1.5 Si S es un subsemigrupo simplicial finitamente generado de N", entonces
_los siguientes enunciados son equivalentes:
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1. S es un semigrupo interseccion completa.

2. Existen Sy y Sy subsemigrupos interseccion completa de S tales que dim(Sy) = r,
dim(Sy) =1y S es pegada de Sy y S».

Este teorema engloba el resultado obtenido por Delorme para semigrupos numéricos
asf como para subsemigrupos de N? (todo subsemigrupo de N? es simplicial).

Corolario 6.1.6 Un semigrupo numérico es interseccion completa si 'y solo si es pegada
de dos subsemigrupos suyos que son interseccion completa.

Corolario 6.1.7 Si S es un subsemigrupo de N* y dim(S) = 2, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. S es un semigrupo interseccion completa.

2. Existen S1 y S» subsemigrupos interseccion completa de N* tales que dim(S;) =2,
dim(S;) =1y S es pegada de Sy y S>.

Ejemplo 6.1.8 Sea
S=1((2,0),(0,3),(1,2),(2,1)).

Tenemos que

P ={{(2,0),(0,3)},{(1,2)},{(2, 1) }},
v =0.

El elemento 3(2,1) =3(2,0) 4 1(0,3) estd en M({(2,1)}) por lo que, usando lo expuesto
en la demostracion dem tenemos que ((3,1,0,0),(0,0,0,3)) € pUp~'. Tomamos ast
P, ={{(2,0),(0,3),(2,1)},{(1,2)}},

12 ={((3,1,0,0),(0,0,0,3))}.

Seguimos buscando y vemos que el elemento 2(1,2) € M ({(1,2)}), y una vez mds usando
la demostracion dem tenemos que (((0,1,0,1),(0,0,2,0)) € pUp~'.

De esta forma
Py = {{(270)7 (073)7 (27 1)7 (172)}}

v ={((3,1,0,0),(0,0,0,3)),((0,1,0,1),(0,0,2,0))}.

Veamos si S es interseccion completa. Para ello comprobemos que S es pegada de
L (A1) y (Az), con A; ={(2,0),(0,3),(2,1)} y Ay = {(1,2) }, y luego que tanto (A1) como
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(A2) son interseccion completa. Para ver si S es pegada de (A1) y (Az), vamos a usar el
algoritmo expuesto para tal fin en el capitulo anterior.
Si calculamos las ecuaciones de G(A1) y de G(Ay), obtenemos

G(A}) = {x1 — 2xp = 0(mod2)

G(Az) = {—2)61 +x=0

El espacio vectorial V estd generado por (—2,1) por lo que dim(V) =1 =r—1.
Tomamos (z1,22) = (1,2) = V. Tenemos que calcular la menor solucién positiva, b, del
sistema de congruencias:

x(1-1—=2-2) =0(mod 2)

Tenemos asi que b =2,y como 2-(1,2) € (A;) N (Az), S es pegada de (A1) y (A3).
Veamos ahora si (A1) y (Aa) son interseccion completa. Claramente (Ay) es interseccion
completa. Para ver si (A1) es interseccion completa, comprobemos si (A1) es pegada de
(B1) y (B2), con B ={(2,0),(0,3)} y B, = {(2,1)}, y que tanto (B1) como (By) son
interseccion completa.

Las ecuaciones de G(B1) son

G(B1) = {3x1 —2x2 = 0(mod 6)

y las de G(B;) son
G(By) ={x1—2x,=0

El espacio vectorial V estd generado por {(1,—2)}, por lo que podemos tomar (z1,22) =
(2,1) € V. La menor solucién para la congruencia

x(3-2—2-1) =0(mod 6)
es b =3,y como tenemos que 3(2,1) € (B1) N (Ba), entonces (A1) es pegada de (By) y

(B3). Como tanto (B1) como (By) son interseccion completa, (A1) es interseccion com-
pleta. Con esto concluimos que S es interseccion completa.

Ejemplo 6.1.9 Consideremos ahora el semigrupo
S= <(270)7 (0,2), (370)7 (27 1)7 (37 1)>
Veamos si es interseccion completa.

P ={{(2,0),(0,2)},{3,0)},{(2, )}, {3, )}}, n = 0.
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El elemento (6,0) estd en M({(3,0)}). Siguiendo la demostracion de obtenemos
que ((3,0,0,0,0),(0,0,2,0,0)) € pUp~!. Tenemos ast,

Py ={{(2,0),(0,2),(3,0)}, {(2, )}, {1, D} 1},
v = {((3,0,0,0,0),(0,0,2,0,0))}.

Buscamos un elemento de M({(2,1)}) y obtenemos el (4,2), lo que nos lleva a que
((2,1,0,0,0),(0,0,0,2,0)) € pUp~'. En consecuencia,

Py = {1(2,0),(0,2),(3,0), (2, 1)}, {3, 1)}},
v = {((3,0,0,0,0),(0,0,2,0,0)),((2,1,0,0,0),(0,0,0,2,0))}.

Por iltimo, tenemos que (6,2) € M({(3,1)}, que nos da un nuevo relator:
((0,1,2,0,0),(0,0,0,0,2)) € pUp~ . Liegamos a

Py = {{(27O)a (072)5 (370)7 (27 1)7 (3a 1)}}7

~ {((3,0,0,0,0),(0,0,2,0,0)),((2,1,0,0,0), (0,0,0,2,0)),
W= ((0,1,2,0,0),(0,0,0,0,2)) :

Si S fuese interseccion completa, entonces Y4 seria un sistema minimal de generadores
de 6. De ser asi, S seria pegada de ((2,0),(0,2),(3,0),(2,1)) y de ((3,1)). Y dichos
semigrupos tendrian que ser interseccion completa. Veamos si es ast.

Sea A = {(2,0),(0,2),(3,0),(2,1)} y Ay = {(3,1)}. Como G(A;) = Z?, G(A;) no

tiene ecuaciones. Las ecuaciones de G(Ay) son
G(A2)={x—-3y=0

El espacio vectorial V estd generado por {(1,—3)} y su ortogonal por (3,1). Como no
hay congruencias, el elemento menor entero positivo que es solucion de las congruencias
esb=1.Como 1(3,1) & (A1) N (A;), tenemos que S no es pegada de (A1) y de (Ay), por
lo que S no es interseccion completa.

6.2. Subsemigrupos de N° que son intersecciéon completa

En esta seccién, estudiamos los subsemigrupos de N que son interseccién completa,
dando un método para reconocer si un subsemigrupo de N° es o no interseccién completa,
tal y como se hizo en la seccidn anterior para semigrupos simpliciales. Demostraremos
ademds que los subsemigrupos de N3 con més de cuatro rayos extremales no pueden ser

_ interseccion completa.
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Si el semigrupo a considerar tuviese dimension uno o dos, entonces seria isomorfo
a un semigrupo numérico o a un subsemigrupo de N2, y por tanto podriamos aplicar
los resultados vistos en la seccidén anterior. Por tanto, nos vamos a centrar en el caso
dim(S) = 3.

Sea 7 el plano afin de Q* definido por la ecuacién T = x+y+z = 1. Para cada n; €
A, TNLg+({n;}) es un punto, que vamos a denotar por p;. Claramente, P = TtNLg+(S) es
la clausura convexa en el plano 7 de los puntos p;. Es mas, P es un poligono. Sea B C A tal
que tenga minima cardinalidad entre los subconjuntos C de A tales que Lg+ (C) = Lg+(S).
El conjunto de los p; asociados a los elementos de B es por tanto el conjunto de vértices
de P, y el nimero de lados de P es igual al cardinal de B, que es a su vez el nimero de
rayos extremales de L+ (S). Decimos por tanto que L+ (S) tiene #B caras y que n; y n;
estan en la misma cara de L+ (S), si p; y p; forman un lado de P.

Lema 6.2.1 Sin;,n; € A no estdn en la misma cara de L+ (A) entonces
Lo+ ({nisnj}) ML+ (A\{ni;n;}) # {0}

Demostracion:

Si se diese que Lo+ ({n;,n;}) NLgy+(A\ {n;,n;}) = {0}, entonces el segmento
Lo+ ({ni,n;}) N1 = pip; y el poligono (o segmento) Lo+ (A \ {n;,n;}) "% son disjun-
tos en 7. Esto implica que p;p; es una lado de P. |

(Obsérvese que puede darse que Lo+ ({n;,n;}) N\Lg+(A\ {n;,n;}) # {0} y que n;,n;
estén en la misma cara.)

Vamos a dividir el estudio de los subsemigrupos de N3 tridimensionales en los si-
guientes casos:

1. El cono L+ (S) tiene tres caras.
2. El cono L+ (S) tiene cuatro caras.
3. El cono L+ (S) tiene mds de cuatro caras.

El primer caso es un caso particular del problema estudiado en la seccion anterior, ya
que en este caso el semigrupo es simplicial. Por otro lado, estos tres casos cubren todas
. las posibilidades para semigrupos de N con dimensién tres.
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6.2.1. Conos con cuatro caras

En esta seccién, estudiamos los subsemigrupos de N3 tales que su cono asocia-
do tiene cuatro caras. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que Lg+(S) =
Lo+ ({n1,n2,n3,n4}), y que nj1,n;42 (tomando los indices médulo cuatro) estdn en la
misma cara de Lg+(S). Tal y como hicimos en la seccién anterior, vamos a introducir
una particién Py de A para poder determinar cuando un semigrupo, con las mismas carac-
teristicas antes sefialadas, es interseccion completa. Para crear una particion que cumpla
las funciones de la presentada para semigrupos simpliciales, tenemos que asegurar que los
elementos de dicha particion (y de la secuencia de particiones) verifican que 2((B) # 0.

Tal y como ocurre con el caso en que el semigrupo tenga solo tres generadores, en el
caso en que solo tenga cuatro generadores y éstos sean rayos extremales, el semigrupo en
cuestion es interseccion completa.

Lema 6.2.2 Si S = (n1,n2,n3,n4) y Lo+ (S) tiene cuatro caras, entonces S es interseccion
completa.

Demostracion:

Como n1,n2,n3,n4 son linealmente dependientes en Q®, debe existir una combinacién
lineal con coeficientes racionales gin| + gany + g3nz + g4ng = 0. Es mas, g19293q4 #
0, por tener Lo+ (S) cuatro caras y ser por tanto los generadores tres a tres linealmente
independientes. Eliminando denominadores, obtenemos

zin1 +2on2 +23n3 +zan4 = 0,2 € Z\ {0}. (6.1)

Esta expresion es unica salvo producto por escalares, ya que las coordenadas de n
son Unicas respecto de la base {ny,n3,ns}. Sea J = {i € {1,2,3,4} : z; > 0}. Como no
todos los z; pueden ser negativos, ya que en ese caso (6.1]) seria negativa, se tiene que
J # 0. Nétese también que #J = 2, ya que en caso contrario uno de los generadores se
podria poner como combinacion positiva del resto, lo que es una contradiccién con el
hecho de que Lg+(S) tenga cuatro caras. Tomese C = {n; : j € J}, tenemos entonces
que Y jc;zjn; € (C)N(A\C). Por otro lado, se tiene claramente que rank(G(C) NG(A '\
C)) = 1, y por tanto existe z € Z> tal que G(C) NG(A\ C) = G({z}). En consecuencia,
2=Y jesXjnj =Ygy Xini,conx; € Z. Esto llevaaque ¥ jc;xjn; + Y;z;(—x;)n; = 0. Como
es Unica salvo multiplicacién por escalares, tiene que existir un elemento g € Q, tal
que x; = gz, para todo j € J y —x; = qz;, para todo i ¢ J. Esto implica que podemos
tomar z € N’ (podemos elegir entre zy —z) y z € (C) N {A\ C). Por[5.1.2] tenemos que S
es pegadade (C) y (A\C),y como (C) y (A\ C) son interseccién completa (son isomorfos
a N?), tenemos que S es interseccién completa. ]
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Ejemplo 6.2.3 Sea
S={((1,0,0),(0,1,0),(0,1,1),(1,0,1)).

Se observa fdcilmente que L+ (S) tiene cuatro caras. Sea A1 = {(1,0,0),(0,1,1)} y
A ={(0,1,0),(1,0,1)}. Veamos que S es pegada de A y de Ay. De hecho, la pegada es
la que da precisamente el inico relator que genera a la congruencia asociada a S.

Las ecuaciones de G(A1) y G(Ap) son las siguientes:

GA) ={—x+x3=0

G(A2)={—x1+x3=0

El espacio vectorial V estd generado por {(0,—1,1),(—1,0,1)}. Por tanto, V*
estd generado por {(1,1,1)}. Como no hay congruencias, la menor solucion positiva
posible a un sistema con cero congruencias es b= 1. Como 1(1,1,1) € (A1) N (Az), te-
nemos que S es pegada de (A1) y de (Ay). Como ademds (A1) y (A2) son interseccion
completa, S es interseccion completa. (El que (A1) sea interseccion completa, se debe a
que (1,0,0) y (0,1,1) son linealmente independientes, por lo que no puede haber ningiin
relator relaciondndolos, con lo que el nimero de relatores es 0 = dim({A})) — 2. Lo mis-
mo ocurre con (Az).)

Ndtese ademds que la eleccion de A y de Ay no es fortuita, ya que el que (1,0,0)
y (0,1,1) no estén en la misma cara de Lo+ (S) hace que exista realmente una pegada.
Si hubiesemos tomado A; = {(1,0,0),(0,1,0)} y A» = {(0,1,1),(1,0,1)}, las cosas no
hubiesen funcionado.

El siguiente lema da lugar a la particion a la que nos referiamos al principio de es-
ta seccion. Como ya hemos estudiado el caso de cuatro generadores, a partir de ahora
consideraremos semigrupos con mds de cuatro generadores.

Lema 6.2.4 Sea B C A verificando alguna de las condiciones siguientes:
1. {ny,ny,n3,n4} NB=0.
2. {ny,nmp,n3,n4} C B.
3. {n1,m3} CBy{ny,na}NB=0.
4. {ny,na} CBy{n1,n3}NB=0.

Entonces A(B) # 0.
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Demostracion: Para los casos del primer y segundo apartados, la demostracion es andloga
a la realizada en Los dos ultimos apartados son una consecuencia inmediata del

lema
[ ]

Estamos ya en condiciones de definir la secuencia de particiones y conjuntos de rela-
tores.

Definicion 6.2.5 Definimos recurrentemente el par (Py,Yx), para todo k > 1, donde Py, es
una particion de A 'y Yx es un subconjunto de p:

P = {{I’ll,l’l3}, {I’lz,l’l4}, {l’l5}, ceey {I’l3+m}} and Y1 = 0.
Una vez definido P, = {By,...,B:} y Yk, definimos (Py11,Yk+1) de la siguiente forma:

1. Siexiste (ng;,ng;) €p conne N3, i je{l,...,t},i# j, ng €Ep(n) yng; € Ep;(n),
definimos

Pev1 =A{Bi1,...,Bi—1,BiUB},Bit1,...,Bj_1,Bj;1,...,B;} y
Yir1 = YU {(np;ns;)}.
2. En caso contrario, definimos Pyy1 = Py y Yk+1 = Yk
Ejemplo 6.2.6 Sea
S={((1,1,0),(0,1,1),(0,0,2),(1,0,1),(1,1,1)).
Un sistema de generadores para la congruencia asociada a S es

[ ((1,1,0,1,0),(0,0,0,0,2)),
p_{ ((1,0,1,0,0),(0,1,0,1,0)) }

Tenemos que

P = {{(17170)7(07072)}7{<07171)7(17071)}7{(17171>}}7 Y1 =0.
El elemento ((1,0,1,0,0),(0,1,0,1,0)) estd en p, por lo que

P, = {{(17 1’0)7(07072)= (07 17 1)7(1=07 1)}7{<17 17 1)}}:

v» ={((1,0,1,0,0),(0,1,0,1,0))}.
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Consideramos ahora el elemento ((1,1,0,1,0),(0,0,0,0,2)) € p, por lo que tenemos

pP; ={{(1,1,0),(0,0,2),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,1)}},

=P
El siguiente resultado juega el papel que jugé en su momento el lemal6.1.4]

Lema 6.2.7
1. #y, = (m+ 1) — #P; (recuérdese que S estd generado por 3+ m elementos).
2. Si P, ={By,...,B:}, entonces Y, C 6p,U...UOCp,.

3. Si(0,0)¢€p, P.={By,...,B;} y{ni,na,n3,ns} C By, entonces dim((By,)) = 1 para
todo2 < h<t.

4. Si (0,0) € p,P. = {B1,Ba,...,B;},{n1,n3} C By y {na,ns} C By entonces
dim((By)) = dim((B,)) =2, y dim((By)) = 1 para todo 3 < h <t.

5. Si#p =m, entonces existe k € N tal que p =Y, #Py =1 y #P_1 = 2.

Demostracion:

Los dos primeros apartados son consecuencia directa de la propia definicion de
(Pk7 Yk)

El apartado tercero y cuarto son disjuntos. Usemos induccién en k para probarlos.
Para k = 1, el cuarto apartado es el que se verifica. Si para k se verifica el tercer apartado,
entonces siguiendo los mismos pasos que en tenemos que para k + 1 sigue ddndose
el tercer apartado. Si el apartado que se da para k es el cuarto, entonces, dependiendo de
los valores que tomen i, j en la definicién de Py |, tenemos que considerar los siguientes
casos:

= Si{1,2} ={i, j}, entonces trivialmente el tercer apartado es el que se da para k+ 1.

» Si{1,2}N{i,j} =0, razonando como en[6.1.4} tenemos que el cuarto apartado se
da para k+ 1.

» Si #({1,2} N{i,j}) = 1, entonces vamos a ver que para k+ 1 se da el cuarto
apartado. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que i =1 y que j > 2. En
este caso existe (np ,np;) € p con 0 # n € (B1) N (B;). Témense n’,n",n’ tal
que G(By) = G({r',n"}) y G(B;) = G({n'}). Como n € G(B;) N G(B,), existen
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d,d",a’ € Z tal que n = da'n’ +a’n" = a’n’/ lo que implica que rango(G(B; U
B J)) = rango({n/,n",n/}) = 2, y por definicién, esto es lo mismo que decir que

dim(B; UB;) = 2, lo que hace que sea cierto el cuarto apartado.

Por ultimo, el quinto apartado se puede probar como en

Si el semigrupo S es intersecciéon completa, usando el ultimo apartado del resultado
anterior, Y,,+1 €s un sistema minimal de generadores de 6. Al igual que en el caso de tres
caras, P, tiene dos elementos y tenemos que S es pegada de dos subsemigrupos suyos que

son interseccion completa.

Teorema 6.2.8 Si S es un subsemigrupo de N3 con cuatro rayos extremales, entonces S
es interseccion completa si 'y solo si existen S1y Sy subsemigrupos interseccion completa
de S con dim(S;) = dim(S2) =2 o dim(S;) =3 y dim(S2) = 1, tales que S es pegada de

S1ySs.
Ejemplo 6.2.9 Sea
S =1((3,0,0),(0,4,0),(0,1,1),(1,0,1),(2,1,1),(1,2,1)).
Tenemos que
={{(3,0,0),(0,1,1)},{(0,4,0), (1,0, 1)}, {(2,1, 1)}, {(1,2,1)}}
Y1 =0

El elemento 3(2,1,1) estd en M({(2,1,1)}). Usando la demostracion de6.0.3} tene-

mos que ((2,0,3,0,0,0),(0,0,0,0,3,0)) € pUp~!. De esta forma,
={{(3,0,0),(0,1,1),(2,1,1)},{(0,4,0), (1,0, 1)}, {(1,2,1) } }

={((2,0,3,0,0,0),(0,0,0,0,3,0))}.

Tomamos ahora (2,4,2) € Mm{(1,2,1)}), por lo
((0,1,0,2,0,0),(0,0,0,0,0,2)) € pup~!. Asi,

={{(3,0,0),(0,1,1),(2,1,1)},{(0,4,0),(1,0,1),(1,2,1)} }

13 =1{((2,0,3,0,0,0),(0,0,0,0,3,0)),((0,1,0,2,0,0),(0,0,0,0,0,2))}.

que
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Buscando una vez mds, obtenemos que (2,2,2) € M({(3,0,0),(0,1,1),(2,1,1)}), y en
consecuencia ((0,0,1,0,1,0),(0,0,0,1,0,1)) € pUp~'. Llegamos asi a que

P, =1{{(3,0,0),(0,1,1),(2,1,1),(0,4,0),(1,0,1),(1,2,1)} }

((2,0,3,0,0,0),(0,0,0,0,3,0)),
v+ =< ((0,1,0,2,0,0),(0,0,0,0,0,2)),
((0,0,1,0,1,0),(0,0,0,1,0,1))

Intentemos aplicar el teorema que acabamos de enunciar. Sea Ay =
{(3,0,0),(0,1,1),(2,1,1)} ¥y A» = {(0,4,0),(1,0,1),(1,2,1)}. Veamos si S es pe-
gada de (A1) y de (A2), y en caso afirmativo, si (A1) y (A2) son interseccion completa.

Las ecuaciones de A1 y de A, son

G(A))={-y+z=0

_ | y=0(mod 2)

G(Ar) = { b2 =0

Por tanto, el espacio vectorial V estd generado por {(0,—1,1),(—1,0,1)}. Podemos to-
mar (z1,z2,z3) = (1,1,1) € VL. La menor solucion positiva para la congruencia

x=0(mod 2)

es b =2. Porestar2(1,1,1) € (A1) N(A3), tenemos que S es pegada de (A1) y (A3).
Veamos ahora si ((3,0,0),(0,1, ) (2,1,1)) es pegada de ((3,0,0),(0,1,1)) y de
((2,1,1)). Las ecuaciones de G({(3,0,0),(0,1,1)}) y de G({(2,1,1)}) son

G({(3,0,0),(0,1,1)}) =

(. 1.0h = Hy:%

Por lo que V en este caso estd generado por {(0,—
La menor solucion de la congruencia

x-2=0(mod 3)

es b = 3, 'y por estar 3(2,1,1) € ((3,0,0),(0,1,1)) N ((2,1,1)),
((3,0,0),(0,1,1),(2,1,1)) es pegada de {(3,0,0),(0,1,1)) y de {((2,1,1)). De aqui tam-
bién se deduce que

((3,0,0),(0,1,1),(2,1,1))
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es interseccion completa.

Veamos por iiltimo si ((0,4,0),(1,0,1),(1,2,1)) es pegada de {(0,4,0),(1,0,1)) y de
((1,2,1)). Las ecuaciones de G({(0,4,0),(1,0,1)}) y de G({(1,2,1)}) son
({040, (10.0p = { 2 TN Y
sz np={ 3725

Por lo que V estd generado por {(—1,0,1),(—=2,1,0)} y V* por {(1,2,1)}. La menor
solucion de la congruencia
x-2=0(mod 4

)
es b = 2, y por estar 2(1,2,1) € ((0,4,0),(1,0,1)) n {((1,2,1)),
((0,4,0),(1,0,1),(1,2,1)) es pegada de ((0,4,0),(1,0,1)) y de {(1,2,1)). De aqui tam-
bién se deduce que
((0,4,0),(1,0,1),(1,2,1))

es interseccion completa.
Tenemos asi que S es pegada de dos intersecciones completas, por lo que S es inter-
seccion completa.

6.2.2. Conos con mas de cuatro caras

Vamos a empezar estudiando el caso en el que S tiene exactamente 3 +m > 5 caras.
Veremos que en este caso S no es interseccion completa. Més adelante, usaremos este
caso para ver que si el cono asociado a S tiene mds de cuatro caras, entonces S no es
interseccion completa. La idea va a ser buscar elementos en p y comprobar que en p
hay mas de m elementos, con lo que S no podré ser intersecciéon completa. Para buscar
elementos de p nos vamos a apoyar en el lema[6.0.3|una vez mds. Para ello, necesitaremos
subconjuntos B de A verificando que 2A(B) no sea vacio.

Lema 6.2.10 SiLq+(S) tiene 3-+m > 5 caras, entonces A4({n;,n;}) # 0 para cualesquie-
ra n;,n; que no estén en la misma cara de L+ (S).

Demostracion: Este resultado es una consecuencia directa de

|
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Tomando B = {n;,n;} con n;,n; verificando que no estin en la misma cara de
Lo+ (S), tenemos que, para todo n € M(B), existe un elemento (ng,na) € pUP~ L. Sea
Gij = (ng,na) €EpUply C_,fjl — (na,np) € pUpP~'. A partir de ahora, cada vez que es-
cribamos ¢;; estaremos suponiendo que #; y n; no estdn en la misma cara de Lg+(S).
Obsérvese que:

1. El elemento ¢;; = (aje; +ajej, Y azer) y aj,a; no son nulos (en otro caso Lg+ (S)
tendria una cara menos), y por minimalidad de los elementos que se tomaron para
definir ¢;;, se tiene que a; = d’; = 0.

J
2. Gij # Gu si{k, L} # i, j}.

3. Sigj= gk_ll, entonces {n;,n;} C A\{nk,n;} y esto implica que {i, j} N {k,I} = 0.
Por tanto, si {i, j} N {k,} # 0 entonces ;; # G-

4. Sig;j =g, entonces, no existe ningtin conjunto {m,n} con {i, j} # {m,n} # {k,1},
tal que ¢;; = Gonn -

Con esta informacion, es facil probar el siguiente teorema, que asegura que si S tiene
tantos generadores como caras tiene L+ (S) y éstos son mds de cuatro, entonces S no es
interseccion completa.

Teorema 6.2.11 Si Lo+ (S) tiene 3+m caras'y 3+m > 5, entonces S no es interseccion
completa (en este caso, todos los generadores son rayos extremales).

Demostracion: Por conveniencia de notacion, supongamos que las aristas n;,n;41 son con-
secutivas (esto es, n;—1 y n; estdn en la misma cara, asi como n;,n;1). Bajo esta hipétesis,
tenemos que G;3,G14, - - -, Gy (u2) SON todos distintos y también ¢y; # C_,fjl para cualesquie-
rai# je{3,...,m+2}. Sip es un sistema minimal de generadores de G4, entonces
esos elementos tienen que estar en pUp~!. Si #p = m, entonces cada elemento de p se
corresponde con Gj; 0 gfil, para algin i € {3,...,m+2}. Por otro lado, tenemos que lo
Mismo OcurTe con G4, 625, - - -, G+ 3) - Estos elementos son distintos y Gp; 7 gz_jl para cua-
lesquiera i # j. Por tanto, para todo i tiene que existir un ; tal que ¢p; = gfill, ya que todos
ellos entdn en pUp~'. Nétese ademds que 7| es tinico para todo i € {4,...,m+3},yque
no puede existir ningtin conjunto {n,n}, con {1,i} # {m,n} # {2, j}, tal que G, = G;;'-
Ahora bien, como 3+ m > 5, tenemos ademas los elementos G3s, .. ., G3(,43) que estan
también en pUp~', lo que es una contradiccién. Esto significa que #p es mayor que m,

por lo que S no puede ser interseccion completa.
I
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Ejemplo 6.2.12 Sea

S=1{((2,1,0),(1,2,0),(0,1,1),(0,0,1),(1,0,1)).

Tomamos (2,2,1) € M({(2,1,0),(0,1,1)}), porlo que g13 = ((1,0,1,0,0),(0,1,0,0,1)).
Hacemos lo mismo con el resto de las posibles combinaciones obteniendo:

(2,1,3) e Mm({(2,1,0),(0,0,1)}),614 = ((1,0,0,3,0),(0,0,1,0,2)),

(1,2,3) € M({(1,2,0),(0,0,1)}),c4 = ((0,1,0,3,0),(0,0,2,0,1)),
(2,2,1) € M({(1,2,0),(1,0,1)}),cs = ((0,1,0,0,1),(1,0,1,0,0)),

(1,2,3) e Mm({(0,1,1),(1,0,1)}),c35 = ((0,0,2,0,1),(0,1,0,3,0)),

1

Como {G13,G14,G24,C5,S35} C pUP ™", tenemos que #p > 3, por lo que S no es intersec-

cion completa.

Antes de probar que en el caso general, si Lo+ (S) tiene mds de cuatro caras entonces
no es interseccion completa, necesitamos una secuencia de “particiones” que nos vayan
generando elementos de p tal y como hicimos para el caso simplicial y el de cuatro lados.
Mostraremos con ello que p tiene mas elementos de los deseados.

A partir de ahora vamos a suponer que L+ (S) tiene exactamente s caras, con s > 4
y s <m+3 (yaque el caso s = m+ 3 ya lo hemos tratado). Reordenando los elementos
de A, podemos suponer que los s primeros elementos {ny,...,ns} son las aristas del cono
Lo+ (S), y que ademds estdn ordenados de forma que Lg+({n;}) N7 estén ordenados en
sentido de las agujas del reloj. Sea:

Ai={ncA:ncLg+({n})}, paracadaic {1,...,s}.
Podemos suponer, reordenando una vez mads si es necesario, que

A:A1U...UASU{I’lk,...,I’l3+m}.

Definicion 6.2.13 Definimos recurrentemente el par (P,,7;), para cualquier niimero na-
tural | > 1, donde P; es un subconjunto de P(A) y 7y, es un subconjunto de p:

P = {Al UAjz,...,A1UA;_1,Ay UA;, {nk}, e {n3+m}} yY1 =0.

Una vez que tenemos definido P, = {By,...,B;} y Vi, definimos (Pj11,Y1+1) como: N
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1. Siexiste (np,,ng;) €p conne N3 i, je{l,...,t},i# j, np, € Bp,(n), ng; € Ep;(n),
ng; € Ep;(n) y ng; & Ep,(n). Entonces definimos

Py = {Bl,...,Bi_l,BiUBj,BH_l,...,Bj_l,Bj_H,...,Bt}y

Yir1 =Y U{(np;,nz;)}.
2. En caso contrario, definimos P.1 =P,y Yi+1 =Y

Obsérvese que en este caso Py no es una particion de A, por lo que la definicion se
complica un poco.

Ejemplo 6.2.14 Sea
S=1((4,2,0),(2,4,0),(0,2,2),(0,0,3),(2,0,2),(2,2,2),(3,3,3)).
Los conjuntos A; son
Al = {(47270)}7 AZ = {(27470)}7 A3 = {(07272)}7 A4 = {(07073)}7 A5 = {(27072)}
Los P; y los v; son:
P ={{(4,2,0),(0,2,2)},{(4,2,0),(0,0,3)},{(2,4,0),(2,0,2)},{(2,2,2)},{(3,3,3)}},
1 =0,
P, ={{(4,2,0),(0,2,2)},{(4,2,0),(0,0,3)},{(2,4,0),(2,0,2)},{(2,2,2),(3,3,3) }},
v. = {((0,0,0,0,0,0,2),(0,0,0,0,0,3,0)) },
P3 = {{(472’0)7(07272)’(27470)’(27072)}7{<4’2’0)7(07073)}7{(27272)7(3’373)}}7
v = {((0,0,0,0,0,0,2),(0,0,0,0,0,3,0)),((1,0,1,0,0,0,0),(0,1,0,0,1,0,0)) },
Py ={{(4,2,0),(0,2,2),(2,4,0),(2,0,2),(2,2,2),(3,3,3)},{(4,2,0),(0,0,3) } },

((070,0,0,070,2), (0,0,0,0,0,3,0)),
Y4 = ((1707150707070)7(()’17070713070 )a 5
((0, 1, 1,0,2,0,0),(0,0,0,0,0,0,2))
Ps ={{(4,2,0),(0,2,2),(2,4,0),(2,0,2),(2,2,2),(3,3,3),(4,2,0),(0,0,3) } },
((0,0,0,0,070,2), (0,0,0,0,0,3,0)),
_ ((1,0,1,0,0,0,0),(0,1,0,0,1,0,0)),
=9 ((0,1,1,0,2,0,0),(0,0,0,0,0,0,2))
((0,0, 1,0,2,0,0),(1,0,0,2,0,0,0))

9
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Los dos siguientes resultados se prueban directamente a partir de la definicién.
Lema 6.2.15 Sii# j, entonces B;NB; C Aj.
Lema 6.2.16 y; C Op, UGB, U...UOCB,.

Necesitamos ahora saber el nimero de elementos de ;. Veremos que con €sos no es
suficiente, por lo que necesitaremos encontrar elementos adicionales en cada Gy;, asi co-
mo otros elementos que veremos mas adelante.

Lema 6.2.17 Paratodo | > 1,#y = (m+3) — (L #A;) + (s —2) — #P,.

Demostracion: Hagamos induccion sobre /.

Para [ = 1 el resultado es cierto, basta con contar.

Supuesto que el resultado es cierto para /, probémoslo para / + 1. Tenemos dos posi-
bles casos:

1. Si P41 = P, entonces no hay nada que probar.

2. Si
Pl+] = {Bla-'-7Bi—17BiUBj;Bi+17"'7Bj—laBj+17"'7Bl}7

entonces Y1 = Y U {(np,;,np;)}, para algin n verificando las condiciones de la
definicién. Por tanto, es suficiente con probar que (ng;,np;) € Ym- Si no fuese asf,
existirfa p € {1,...,t}, tal que (np,,np;) € op,. Podemos asegurar que B; # B, y
Bj # By, ya que de no ser asi np; € Ep,(n) 6 ng; € Ep;(n) lo cual no es posible por
la definicién de ;. Por otro lado, (np,, nBj) € 6p,uB;NOp, y pOr tanto (nBi,nBj) €
Oy, - Pero esto fuerza a que np, € Ep ; (n), ya que A; debe estar contenido en B iy
esto es una contradiccion con la definicién de ;4.

El siguiente resultado nos sirve para encontrar mas elementos de p, correspondientes
acadaA;.

Lema 6.2.18 Para todo i € {1,...,s}, existe un conjunto, T;, de generadores para la re-
lacion o4, contenido en p.
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Demostracion: Notese que si

Z ajnj = Z bknk,

anAi npEA

conaj,b; € N, entonces

Z(Clj—bj)nj: Z bk”k»

n;j€eA; nr€A\A;

y por tanto, como Lg(A;)=Lg({n;}), entonces existe g € Q tal que gn; = Y., ca\a, bit-
En consecuencia, gn; € Lg+ (A \ A;) lo que implica que ¢ = 0, ya que n; € Lo+ (A\A;) y
en caso contrario, Lo+ (S) tendria menos de s caras. Como consecuencia de este hecho,
by = 0 para todo n; € A\ A;. Como 64, C (p), no es dificil probar, teniendo en cuenta lo
que acabamos de demostrar, y usando la definicién de (p), que p NGy, genera a Gy, .

|

Obsérvese que, al ser dim((A4;)) = 1, se tiene que #1; > #A; — 1. Veamos que T; y Y,
no tienen elementos en comun.

Lema 6.2.19 Paratodoic {1...,s}yl>1,t;Ny =0.

Demostracion: Hagamos induccién sobre /.

Para [ = 1 el resultado es trivial, ya que y; = 0. Supuesto cierto para /, probemos este
resultado para / + 1. Si P = P, entonces no hay nada que probar. En caso contrario,
tenemos que Y =y, U{(np;,np,)} para algin n verificando las condiciones de la defini-
cién. Como por hipétesis de induccion tenemos que T;NY; = 0, entonces si T; N Yy, 11 7 0
el tnico elemento que puede estar en la interseccion es (np;,np;). Tenemos dos posibles
Casos:

1. i=1. Como (nBl.,nBj) € 11 C 04, entonces tenemos que B;NA; y BjNA; son no
vacios. Esto lleva a que Ay C B; y A C B;. Por tanto, ng, € EBj (n), lo que es una
contradiccion.

2. i # 1. Como (nB,-,lej) € T; C ©y,, entonces B;NA; y B;NA; son no vacios. Esto
conduce a que B; = B}, lo que es, de nuevo, una contradiccion.

Con estos tltimos resultados tenemos bastantes elementos de p, pero no son suficien-
| tes.
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Lema 6.2.20 SiP,={B;,Ba,...,B;} yt >2, entonces A(B;) # 0, paratodoi € {1,...,t}.
Demostracion: Esta demostracién es andloga a la demostracién del lema[6.2.4] [

Usando este tltimo lema y el lema|6.0.3] tenemos que para todo B; € P; tenemos por lo
menos un n' € M(B;) tal que (np,ny) €p Up~!, con nyg. € Epg,(n') y ny € B4(n') \ Ep,(n").
Seag; = (nfgi,ng), si (ngi,ng) €Epog = (nf;‘,ngi) si (ngmgi) € p. Con estos elementos de
p tenemos el siguiente resultado.

Lema 6.2.21 Si
P = {BI,BZ,...,Bt}

y P =P, con#P, =t > 2, entonces el conjunto

A={c1,%,-..&}1Cp
verifica las siguientes condiciones:
1. #h=1.
2. ANy =0.
3. ANt =0, paratodoi€ {1,...,s}.
Demostracion:

: i V- i I
1. Es SI‘JﬁC1ente probar que (np.,ny ) # (nBj,nA), y que (np.,ny) # (nA,nBj), para todo
i#J.
a) Si (nf,ny) = (néj,nj ), entonces n' =n’ y njy = n{;j € Ep,(n') NEg,(n’). Por
tanto, n € E4, (1), lo que implica que n)y € Ey, (') C Eg,(n'), lo que es una
contradiccion con el hecho de que 'y, € E4(n') \ Eg, (n').

b) Si (nj,ny) = (3,1, ), entonces (ng,,nly) = (ngi,n{gj), y n' = n’/. En conse-
cuencia, (njgi,njgj) € p, y por tenerse que np = n}, se tiene que np & Ep,(n'),

y lo mismo ocurre con néj, con lo que P; # P41, lo que es de nuevo una

contradiccion.

2. Si (nj,n}y) €y, entonces existe p € {1,2,...,1} tal que (nj,n)) € 6p,. Tenemos
que B, # Bj, ya que si no ny € Eg,(n'). Por tanto, (nj ,n}y) € 65, N Gp, C G4, lo
que lleva a que n)y; € Ep,(n'), lo cual es imposible.
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3. Si (nj,n}y) € T, para algin j, entonces (nj ,n}y) € Ga;. Esto es una contradiccion,
) i i
ya que lleva una vez mds a que n4 (n') € Ep,(n').

Podemos usar esta informacion para demostrar el siguiente lema, que resuelve nuestro
problema parcialmente.

Lema 6.2.22 Si P =P 1, #P, > 2y Lo+ (S) tiene mds de cuatro caras, entonces S no es
interseccion completa.

Demostracion: Demostremos que #p > m+ 1. Obsérvese que

N

#nulJn) =m+3— (Y #A) +(s—2) —#P+ Y (#A;— 1) =m+ 1 —#P,.
. ~

i=1 i=1 =

Obsérvese ademads que

Y UAU T Cp.

i=1
Por tanto, #p > m+1 —#P, +#P, =m+ 1, y en consecuencia $ no es interseccion com-
pleta. |

Estudiemos ahora el casoenel que P, =P y #P, = 1.

Lema 6.2.23 Si P, = Pjy1, #P, = 1, y L+ (S) tiene mds de cuatro caras, entonces S no
es interseccion completa.

Demostracion: Como #P; > 1, entonces P;_| = {B,B,} con B;,B; C A.
Pueden pasar dos cosas:

1. BiNBy =A;. Si esto ocurre, entonces existen i, j € {3,...,s— 1}, i # j, tales que
Aj1UA; C By, y AfUA; C By. Por otro lado, A; C A = By UBy, por lo que Ay C B
0 Ay C B;. Podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que Ay C B;. Tenemos por
tanto que

S
\AS U T <P,
i=1
y en consecuencia

#p > (m+3)—Z#A,-+(s—2)—1+Z(#Ai—1) =m.
i=1 i=1
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Si queremos probar que S no es interseccion completa, necesitamos un elemento
que esté en p, y que no esté ni en y; ni en T;. Nétese que Ay C Bj,A; & B, y
A; ¢ B1,A; C B,.Si jfueseigual as— 1, enlo que sigue en vez de A, consideramos
A, que por construccion también estd incluido en B;. Esto lo hacemos para que
J Y s no sean consecutivos. Dicho esto, estd claro que (A UAy) es no vacio y,
por esto implica que debe existir un elemento (nAjuAs,nA) cpUp! para
algin o, verificando las condiciones impuestas en Sea Gj; = (nAjuAs,nA) si
(nAjuAS,nA) €p,0¢Gjs= (nA,nAjuAX) si (n4, €AjuAs) € p. Si demostramos que G5 €V
y que Gjs & T para todo k, entonces habremos acabado.

= Si Gjs € T entonces Gjs € G4, . Sin embargo, esto lleva consigo que j = k 0 que
s =k 'y por tanto na € E4ua, (n), lo cual es imposible.

= Demostremos que ¢js & ;. Para ello basta probar, por la definicién de v;, que
Sjs & O8,,Gjs & OB,, que Gjs # (np ,np,) y que Gjs # (np,,np, ) para todo n'.
Si ¢js € Op, entonces n4,ua, € Ex, (n), ya que A; ¢ B;. Usando un razona-
miento similar al usado en llegarfamos a que nyg € E4 (n) lo que es
una contradiccion. Por una razonamiento analogo, se descartan el resto de las
posibilidades.

2. BN By = 0. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que A; C Bj. Por definicién
de P, Uf;; A; C B;. Una vez mas, tenemos dos casos:

» Si Ay UA; C B, entonces, es facil ver que dim(B;) = 3, y que dim(B,) = 2.
Si S es interseccion completa, entonces #p = m y por tanto, y; UUi_; T = p.
Como y,_1 C op, UOg,, podemos tomar

p1=(v-1N0op)UTIUU; T,
P2 = (Y-1N0B,) UT2 UT;.

Claramente, p = p; UpaU{(a,b)}, donde (a,b) es tal que y; =y;—1 U{(a,b)}.
Por el teorema S es pegada de (B;) y de (B,). Sin embargo, esto es
imposible, ya que rank(G(B;) N G(B;)) = 2 y por tanto el propio teorema
asegura que S no es pegada de (By) y de (B»), una contradiccién.

= SiApUA; C By, entonces, en este caso S es también pegada de (B;) y de (By).
Tomando

p1 = (y-1Nog,)UU_, T,
P2 =7Y-1M0CBg,.
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No es dificil probar que dim(B;) = 3 y que dim(B,) = 1 y que si S es intersec-
cién completa, entonces también lo es (B;). Usando induccién sobre m + 3,
y tomando como caso base [6.2.11] podemos probar que esto es imposible.
(En este caso, al eliminar B;, se eliminan generadores del interior del cono,
quedando los mismos rayos extremales que antes.)

[
Juntando los dos tltimos resultamos obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 6.2.24 Sea S un subsemigrupo de N3. Si Lo+ (S) tiene mds de cuatro caras,
entonces S no es interseccion completa.

Todos los resultados obtenidos para subsemigrupos de N* en este capitulo se pueden
resumir en el siguiente resultado:

Teorema 6.2.25 Sea S un subsemigrupo de N>. Sea S es interseccion completa, entonces
Lo+ (S) tiene menos de cinco caras. Es mds,

= Si Lo+ (S) tiene cuatro caras, entonces S es interseccion completa si'y sélo si S es
pegada de dos subsemigrupos suyos que son interseccion completa de forma que,
o bien los dos son dos dimensionales, o bien uno es de dimension uno y el otro de
dimension tres.

» SiLg+ (S) tiene tres caras, entonces S es interseccion completa si 'y sélo si S es pe-
gada de dos subsemigrupos suyos que son interseccion completa, uno de dimension
tres y el otro de dimension uno.



Capitulo 7

Matrices mezcladas dominantes

Introduccion

En este capitulo, exponemos el concepto de matriz mezclada dominante y su conexion
con los semigrupos interseccion completa. Los resultados expuestos en este capitulo se
deben a Fischer y Shapiro. Nuestro propdsito inicial, al empezar la investigacion que nos
llevé a los resultados expuestos en el capitulo anterior, fue demostrar que un semigrupo
afin es interseccion completa si y solo si es pegada de dos subsemigrupos suyos que son
interseccion completa. Una de las implicaciones es consecuencia directa del concepto de
pegada. Si S = (A) es pegada de S; = (A1) y S2 = (A2),con A=A UAy, ysicesla
congruencia asociada a §, entonces tenemos que un sistema minimal de generadores de
cesp=pUp2U{(a,b)}, donde p; es un sistema de generadores de Gy, y el par (a,b)
es tal que a € F4, y b € Fu,. Si ademads S; y S» son interseccion completa, entonces
#p; = #A; — dim(S;). Por lo visto en[5.1.2] dim(S) = dim(S;) +dim(S,) — 1, por lo que

#p = #p| +#py + 1 = #A| —dim(S)) +#A4, — dim($,) + 1 = #A — dim(S).

En consecuencia § es interseccién completa.

Para demostrar la otra implicacién intentamos, infructuosamente, utilizar las mis-
mas herramientas usadas en las secciones del capitulo anterior referentes a semigrupos
simpliciales y subsemigrupos de N3, pero nos encontramos con grandes dificultades a
partir de subsemigrupos de N*. El problema principal es que no pudimos demostrar un
resultado andlogo a y la dificultad estriba en que al cortar Lg+(S) con el plano
x1+---+x, =1, lo que queda no es un poligono, y el concepto de vértices contiguos
se pierde. Gracias a Sturmfels, tuvimos conocimiento de un trabajo de Fischer y Shapiro
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([12]]), en el que se llegaba al resultado de Delorme sobre semigrupos numéricos hacien-
do uso de manipulaciones con un tipo especial de matrices. Nos pusimos en contacto
con ellos, les enviamos nuestro trabajo [34] y les propusimos generalizar su trabajo para
semigrupos afines en general. Con la ayuda de Jests Garcia Miranda, conseguimos gene-
ralizar nuestros resultados, haciendo uso de grafos de colores. Al mismo tiempo, Fischer,
Shapiro y Morris nos enviaron su trabajo ([13]) en el que conseguian los mismos resulta-
dos, haciendo uso de un teorema de descomposicién de grafos de colores demostrado por
Graham y Pollak que aparece en [17].

Los resultados de Fischer y Shapiro se basan en asignar a cada semigrupo una matriz,
la matriz de relatores, y ver que un semigrupo afin interseccion completa tiene una forma
especial de matriz. El resultado que buscamos se traduce en ver que dicha matriz se puede
descomponer en cajas, cada una de ellas con la forma apropiada para corresponder a un
semigrupo interseccién completa y dar lugar a la pegada.

7.1. Matrices mezcladas dominantes

Sea S = (ny,...,n,+,) un subsemigrupo de N". Recordemos que asociado a S hay un
morfismo ¢ definido de la siguiente forma:

Q:Nt" g
r+m

o(at,...,arym) = X ain;.

Como de costumbre, vamos a denotar por ¢ a la congruencia nucleo de @. Sea

p= {(al,bl),...,(ak,bk)}

un sistema minimal de generadores de 6. Podemos considerar la matriz, Bg, con coefi-
cientes en Z cuyas filas son los vectores a; — b;. A esta matriz la vamos a denotar por
matriz de relatores de S. Notese que como S no tiene unidades, no puede haber ningtin
a; — b; que tenga todas las coordenadas del mismo signo (véase el segundo capitulo). Por
tanto, todas las filas de la matriz Bg, contienen entradas positivas y negativas.

Definicion 7.1.1 Una matriz M es una matriz mezclada si todas sus filas contienen coe-
ficientes positivos y negativos.

Asf pues, si S es un subsemigrupo de N, su matriz de relatores es mezclada.
Si ademas S es un semigrupo interseccion completa, su matriz es ain mas especial.

Definicion 7.1.2 Una matriz M es dominante si no contiene submatrices cuadradas mez-
| cladas.
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Ejemplo 7.1.3 La matriz

32 ~-120
-11 23
21 -1 1

es mezclada pero no es dominante. Lo contrario ocurre con la matriz

32 —-120
11 23
0 0 —11

que es dominante pero no mezclada. La matriz

02 -1 0
-1 0 O
2 1 I -1

es mezclada y dominante.

Del trabajo de Fischer y Shapiro ([12]) se deduce el siguiente resultado (véase el
corolario 2.10 de dicho trabajo):

Teorema 7.1.4 Si S es interseccion completa, entonces su matriz de relatores es mezclada
dominante.

Ejemplo 7.1.5 Sea
S=1((2,0),(0,3),(1,2),(2,1)).

Vimos en el capitulo anterior que S es interseccion completa y que
p =1{((3,1,0,0),(0,0,0,3)),((0,1,0,1),(0,0,2,0))}

es un sistema minimal de generadores de G.
Su matriz de relatores es
31 0 -3
Bs = ( 01 -2 1 )

que es mezclada y dominante.

El siguiente resultado nos da la descomposicién que buscamos para matrices mez-
cladas y dominantes. Descomposicion que corresponde exactamente con el concepto de
. pegada, tal y como vamos a ver a continuacion.
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Teorema 7.1.6 (Teorema 2.2 de [13]])
Sea M una m x (r +m) matriz mezclada y dominante con m > 0. Entonces existe una
reordenacion de las filas y las columnas de M de forma que el resultado tiene la forma

Al0
0B
alb

donde A 'y B son matrices mezcladas dominantes de tamarios t X (t +dy) y s X (s +da)
respectivamente, cont >0, s >0, s+t+1=myd| +dy—1=r. Es mds, ay b son
matrices no mezcladas y no nulas de tamaiio 1 x (t +dy) y 1 X (s +d) respectivamente,
y de signo contrario.

Si S es un semigrupo interseccién completa, entonces su matriz de relatores es mez-
clada y dominante. Reordenar filas es cambiar el orden de los elementos de p, lo que no
altera para nada la estructura de S. Por otro lado, reordenar columnas es cambiar el orden
de los generadores de S, por lo que S queda inalterado. Tras la transformacion descrita en
el resultado anterior, la matriz de relatores de S quedaria de la forma

A0
0B
alb

por lo que S seria pegada de los subsemigrupos S1 y S2, donde S; es el subsemigrupo
de S generado por los generadores de S correspondientes a las d; primeras columnas
de la matriz anterior, y S es el subsemigrupo de S generado por los generadores de S
correspondientes a las d siguientes columnas. Asi, S tiene por relatores los relatores
correspondientes a las primeras ¢ filas y S, los correspondientes las siguientes s filas. La
ultima fila es precisamente el relator de la pegada. De esta forma queda demostrado el
siguiente resultado.

Corolario 7.1.7 Sea S un subsemigrupo de N". Si S es interseccion completa, entonces S
es pegada de dos subsemigrupos suyos que son interseccion completa.

Ejemplo 7.1.8 En el ejemplo anterior, la matriz podria quedar reordenada como
31 -3 0
01 1]-2
Por lo que S seria pegada de S1 = ((2,0),(3,0),(2,1)) y S2 = ((1,2)). En este caso
=1,d1=2,5=0,dy=1,a=(011)yb=(-2). Lamatriz A es (31 —3). La matriz B

| esvacia.
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Ejemplo 7.1.9 Sea
S=((3,0,0),(0,4,0),(0,1,1),(1,0,1),(2,1,1),(1,2,1)).
Este semigrupo ya fue estudiado en el capitulo anterior. Sabemos que

((2,0,3,0,0,0),(0,0,0,0,3,0)),
p=14 ((0,1,0,2,0,0),(0,0,0,0,0,2)),
((0,0,1,0,1,0),(0,0,0,1,0,1))

es un sistema minimal de generadores de &. Por tanto, la matriz de relatores de S es

203 0 -3 0
010 2 0 =2
001 -1 1 -1

(se puede observar que es mezclada y dominante) que se puede reordenar de la forma:

23 =3/]0 0 O
00 0|1 2 =2
0 1 110 -1 -1

Por lo que en este caso S es pegada de S; = ((3,0,0),(0,1,1),(2,1,1)) y S» =
<(07470)7(17071>7<17271)>'

En el capitulo anterior vimos que si S es un semigrupo de N3 con més de cuatro
caras no podia ser interseccion completa. Este resultado se puede extender a dimension
arbitraria usando la idea de que un semigrupo interseccion completa es pegada de dos
intersecciones completas.

Corolario 7.1.10 (Corolario 3.4 de [13]])
Sea S un semigrupo afin n dimensional con n > 2. Si S es interseccion completa,
entonces el niimero de rayos extremales de S es menor o igual que 2n —?2.



7.1. MATRICES MEZCLADAS DOMINANTES (112)




Capitulo 8

Semigrupos libres y semigrupos simples

Introduccion

En este capitulo, presentamos un tipo especial de semigrupos afines, simpliciales y
Cohen-Macaulay: los semigrupos libres. Para el caso numérico, estos semigrupos han
sido estudiados por Bertin y Carbonne, en [2], por Watanabe, en [42], y por Rosales en
su tesis [27]. Lo que hacemos en este capitulo es generalizar el concepto introducido por
Bertin y Carbonne a semigrupos afines, simpliciales y Cohen-Macaulay, junto con los
resultados obtenidos por los autores antes mencionados para el caso numérico.

Los semigrupos libres resultan ser, a posteriori, semigrupos Gorenstein e interseccion
completa, cuyos relatores tienen una forma muy especial. Podria decirse que el anillo de
semigrupo asociado al semigrupo se construye a partir de un anillo de polinomios, tras
sucesivas extensiones radicales de monomios. Demostramos, ademds, que un semigrupo
afin, simplicial y Gorenstein, cuyo médximo de la interseccion de los conjuntos de Apéry
asociados a los rayos extremales admite escritura tnica es libre. Esta idea de escritura tini-
ca nos lleva a otro tipo de semigrupos: los semigrupos simples, introducidos por Rosales
en su tesis [27]. La interseccion entre la clase de semigrupos simples y la clase de semi-
grupos Gorenstein es la clase de los semigrupos cuya codimension es uno (y por tanto son
libres).

Vemos ademas, que los semigrupos simples contienen a los semigrupos afines, sim-
pliciales y Cohen-Macaulay de maxima y minima codimension.

En lo que sigue

S= (N1, sy Rpilyee oy Rpgm) C N

es un semigrupo simplicial afin con Lo+ (S) = Lo+ ({n1,...,n,}) y dim(S) = . Como
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viene siendo usual, denotaremos por G a la congruencia asociada a S.

8.1. Semigrupos libres

Una de las caracterizaciones que vamos a dar de semigrupos libres se basa en la igual-
dad de una serie de cotas asociadas al semigrupo. Antes de dar la definicion y caracteri-
zacion de semigrupo libre, vamos a ver que estas cotas proporcionan algunos resultados
interesantes asociados al semigrupo en si.

Definicion 8.1.1 Dado un semigrupo simplicial afin S, definimos para cada i €

{1,....,m}
1. Cryi=min{k € N\ {0} : kn,1; € G({n1,...,nrsi-1})}
2. ¢; ;=min{k € N\ {0} : kn,1; € (n1,...,n-4i1)}.
3. ¢crpi=min{k € N\ {0} : kn,i; € ({n1,...,nppm} \ {nr4i}).

La existencia de estas cantidades viene asegurada por el hecho de que {ny,...,n,} es
base de Q".

Nota 8.1.2 Para cada i€ {1,...,m}, se tiene que
]. 6r+l S C;)f-‘rl'
2. Cr_l’-l S Cj_,’_l.

Lema 8.1.3 Sea S un semigrupo afin simplicial. Todo elemento x € G(S) se puede expre-
sar de forma vinica como

X = 7“1”1 + - '+7\1rnr+7\4r+lnr+l +"'+7\1r+mnr+m,
conh,..., N, €2y Ary; €40,...,Crypi— 1}, paratodoi € {1,... ,m}.

Demostracion: Como x € G(S), existen pi,... U1, € Z tales que x = yyjn; +--- +
Ur+mNr+m. Podemos calcular g,y tal que tyim = GrimCrim + Mrtm, CON Apypy €
{0,...,Crom— 1} Y Grim € Z. Al estar Ty ity en G({ny,...,nrym—1}), tenemos que

x=Ym+ - Y Y1041+ Yrem— 11 }\fr+mnr+m7

cony; € ZYy Aym € 40,...,Crym — 1}. Repitiendo el proceso con r+m — 1 hasta r+ 1,
. obtenemos la expresion deseada.
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Veamos ahora que dicha expresion es tinica. Supongamos que
X = 7‘«1”1 +--- ‘Jl‘}\fr+mnr+m = Blnl +-- 4 Br+mnr+m7

con A; y B; verificando las condiciones antes indicadas. Si ocurriese que Ay, 7 Brim, €n-
tonces tendriamos que 0 < | Ay — Bram|r+m € G{n1,y - s rtm—1}1), Y [Nt — Bram| <
Cr1m, lo que es una contradiccion con la minimalidad de €, ,,. Tenemos asi que A4, =
B,+m- Repetimos el proceso hasta r+ 1, y obtenemos que A,1; = B,+; y, por tanto, que

Mni+ -+ Ay = Brng + -+ By

Ahora bien, sabemos que Lo+ (S) = Lo+ ({n1,...,n,}) y que dim(S) = r, por lo que
{ni,...,n,} es una base de Q", lo que lleva a que A; = By,..., A, = B, |

Lema 8.1.4 Sea S un semigrupo afin simplicial. Entonces

r

mS(I’L,) - {}\'r-i-l”r—l—l +"'+>br+mnr+m : 7\fr+i € {Oau-achri_ 1}7i S {1,...,}’}1}},
i=1

Y, por tanto,
-

#m S(ni) S crpy-Crime
i=1

Demostracion: Sea x € ()_; S(n;). Tenemos, en consecuencia, que x = 1 ny41 + -+
Hr4-mPr+m, con 1 ; € N. Tomamos g, ym € Ny Ay, €{0,... ¢}, — 1} tales que pty 4, =
Qr+mcj+m + 7\'r+m~ Como CIr-i-ijqunr-‘rm € <I’l1 yoe 7nr+m—l> yxe ﬂ{:l S(I’L,‘), tenemos que
r+mCrymMrim € (My41,. .. Npim—1). Esto nos lleva a que x admite una expresion en la que
la componente n,,, verifica que es menor que ¢, ,,. Repitiendo el proceso conseguimos
el resultado deseado.

|

Lema 8.1.5 Si S es Cohen-Macaulay, entonces

-
# ﬂ S(nz) =Cr41" " Crm-
i=1
Demostracion: Definamos

r

n: mS(l’ll) —T = {)&r+1nr+1 +"'+7\'r+mnr+m . 7\'r+i S {07---56r+i_ 1},i€ {1,...,]’]’1}},
i=1
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de forma que sea biyectiva. Dado x € (N/_; S(n;), por(8.1.3 podemos escribir x de la forma
x=Mni+---+An, ‘l’;\'r+1nr+1 + - +7\-r+mnr+m7

conAy,..., A €Zy M4 €{0,...,Crpi— 1}, paratodoi € {1,...,m}. Ademds esta escri-
tura es unica, lo que hace que si definimos

T](x) = 7\,r+17’lr+1 +-- kr—b—m”r—i—ma

la aplicacion esté bien definida. Veamos ahora que mn es inyectiva y sobreyectiva. Su-
pongamos que M (x) = n(y). Esto implica que x —y € G({ny,...,n,}), pero como S es
Cohen-Macaulay, tenemos que, por[3.1.6] x debe ser igual que y.

Para ver la sobreyectividad, tomemos y = Ay 11,11+ -+ Apgltyam € T. Si y €
Ni—; S(n;), entonces claramente M(y) = y, y hemos acabado. En caso contrario, deben
existir ay,...,a, € N tal que y —ajn; — -+ —a,n, € (i_; S(n;), por lo que n(—ajn; —

= am+y) =
|

El siguiente teorema es el que nos va a proporcionar la definicién de semigrupo libre
y, a su vez, nos proporciona la primera de las caracterizaciones de semigrupo libre.

Teorema 8.1.6 Sea S un semigrupo afin, simplicial y Cohen-Macaulay. Son equivalentes:
2. Mt S01) = srin -+ Mt A €40,y = 1hi € {1, m}}.

3. Paratodoic {1,...,m}, se tiene que C,1; = cy ;.

Demostracion: Demostramos en [8.1.4] que

r

ﬂS(n,) - {7\'F+1nr+l +"'+}\'r+mnr+m : kr—‘—i € {Ownachri_ 1}7i S {1,...,m}},
i=1

luego si #(;—; S(n;) = ¢y, ---cyy,,, entonces se tiene la igualdad de ambos conjuntos.
Supongamos ahora que se da

r

mS(l’ll) — {A{r+1nr+1 —'l_' "+)\rr+mnr+m . 7\4r+l E {07...7(:;_;’_1‘_ 1}71‘ E {1,...,1’]1}}.
i=1
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Sabemos que CT,y; < cf,; para cualquier i € {1,...,m}. Supongamos que existe un i tal
que ¢,4; < c;;. Entonces, por hipétesis, T,y ;n,4; € (i—; S(n;). Por otro lado, en virtud de
la definicién de ¢, ;, tenemos que

Cryillpi = 2101+ + Zrpi 1 Mpyi—1-

Tal y como hemos hecho en otras ocasiones, podemos dividir los coeficientes que acom-
pahan an,ii,...,Ap4ij—1 POr Cpt1,...,Crqi—] respectivamente y obtener que

Crailrri = Mni+ -+ Mnp+ arp1ipp1 4+ 4 Qrvi1 i1,

con a,qx < Crpk y A € Z. Como siempre se da que ¢,y < C. > tenemos que a,4 11,41 +

cotarpimiferiog € Nieg S(ni), llegamos asi a que

Cryiltri = Any + -+ Apiyp + X,

conx € (i_; S(n;). Ahora bien, C,y;n,+; € (i_; S(n;), y por ser S Cohen-Macaulay tene-
mos que la escritura en G(S) es tnica (como suma de combinacién de rayos extremales
mds elemento de (7_; S(n;), véase[3.1.9), por lo que A; = 0, lo que lleva a que
Crpillp4i = Qr1Mp41 + -+ Artim 1 Mpti-1,

y por definicién de ¢y ;, Cr4; > ¢y, lo cual es una contradiccion con nuestra suposicion
inicial.

Por tltimo supongamos que T,y; = c;; para todo i. Como S es Cohen-Macaulay,
sabemos que #(;_ S(1n;) =Cry1-* Cram =Cyp | Crpp- [

Obsérvese que, por estar
r
m S(mi) C{Ars1nri1+ -+ Mgmtrim Mg €40, cr ;= 1} ie {1,...,m}},
i=1
la segunda condicion del teorema anterior es equivalente a
4. max(i=; S(n;) = (Cj+1 —Dnpp+---+ (Ct—o—m — D)npym.

Noétese que, por la misma razén, para todo semigrupo Gorenstein max(),_; S(n;) <
(ciyg — Dy 4+ (¢fn — 1)yt (con el orden inducido por ).

Definicion 8.1.7 Sea S = (ny,...,n,n41,...,Rpym) un semigrupo afin, simplicial y
Cohen-Macaulay. El semigrupo S es libre (para esa ordenacion de los generadores) si
.y solo si verifica alguna de las condiciones del teorema anterior.
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Para saber si un semigrupo es libre, por lo visto en el teorema anterior, tendriamos
que calcular ¢}, ; para todo i y, o bien (),_; S(n;), o bien C,;; para todo i. A continuacién
damos una caracterizaciéon mas asequible, que nos permite usar los conocimientos que
ya tenemos de pegada y la caracterizacion de semigrupos afines y simpliciales que son
interseccion completa.

Teorema 8.1.8 Sea S = (ny,...,npnpy1,...,Nppm) un semigrupo afin, simplicial y
Cohen-Macaulay. Son equivalentes:

1. S es libre para esa ordenacion de los generadores.

2. Sespegadade (ny,...,nyim—1)Y (Nym),y (N1, .., Apym—1) es un semigrupo libre
(para esa ordenacion de los generadores).

Demostracion: Supongamos que S es libre. Veamos que S es pegada de (ny,...,ny1m—1)
y de (ny4m). Para ello busquemos o € (ny,...,npim—1) N (nr1pm) tal que G({a}) =
G({n1,...,nr4m-1}) N G({ny4m}). Si tomamos o = T4 N,+m, por la propia definicién
de €44 se tiene lo deseado. Veamos ahora que 8" = (n,41,...,ny4m—1) €s libre. Defini-
mos

¢, =min{k € N\ {0} : kn,o; € G({n1,...,nryi1})}
¢*);=min{k € N\ {0} : kn,; € (n1,...,npiz1) 1},

para i < m. Estd claro que C,y; =C,; y que Crpi = c*’rﬂ- y por ser S libre se tiene que
Cryi =Chy, porloquec, ;= c* ., yportanto S es libre.

Supongamos ahora que se da el segundo apartado del enunciado del teorema. Al igual
que antes, estd claro que C,; = ¢y ; para i < m, por lo que nos queda probar que €y, =
¢/ m- Como S es pegada de (n1,...,74m—1) Y (rm), €Xiste un o € (ny,...,Rppm—1)N
(nyim) tal que G(ot) = G({n1,...,nr4m—1}) N G({nr4+m}). De esta forma, a tiene que ser
igual a kny4p, con k > 0. Por ser G(a) = G({n1,...,nrem—1}) NG({nr+m}), se tiene que
k = Cr4m. Ahora bien, kn,,,, € (n1,...,0pym—1), por lo que ¢,y = k >cf,,. La otra
desigualdad siempre se da, por lo que se tiene la igualdad. |

Noétese que al ser (nj,...,n.y,—1) libre, éste es pegada de (ny,...,n.1pm—2) y de
(ny+m—1)- El proceso se repite hasta llegar a (ny,...,n,), que es libre trivialmente.
Obsérvese que este resultado no so6lo caracteriza de forma algoritmica a los semigru-
pos libres, sino que ademds proporciona un método para construir semigrupos libres (que
. como veremos mas adelante son semigrupos Gorenstein).
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Ejemplo 8.1.9 Vimos en que
§=1{(2,0),(0,3),(1,2),(2,1))

es pegada de {(2,0),(0,3),(2,1)) y de {(1,2)), y que a su vez, {(2,0),(0,3),(2,1)) es
pegada de ((2,0),(0,3)) yde ((2,1)), por lo que S es un semigrupo libre.

Corolario 8.1.10 Sea S = (ny,...,np,npy1, ... ,Nppm) un semigrupo libre. Entonces
1. § es interseccion completa.

2. El conjunto
Cri1€ri1 = Yi_jaie;
Crineri2 = Y| @2i€i+ax 1€,

* r m—1
CrpmCr+m = Zi:l ami€i + Zizl Amr+i€r+i

es un sistema minimal de generadores para G.

Demostracion: Sabemos que S es interseccion completa si y sélo si es pegada de dos
subsemigrupos suyos que son intersecciéon completa. Hagamos induccién sobre m. Para
m = 0 el resultado se tiene trivialmente, ya que (nj,...,n,) es intersecciéon completa y
no tiene relatores. Supongamos que el resultado es cierto para m = k, y probémoslo para
m = k+ 1. El semigrupo (ny,...,n,r+1) es pegada de (ny,...,n.1¢) y de (n,p), y am-
bos son interseccion completa (el primero por hipétesis de induccién y el segundo lo es
trivialmente), por lo que el total es intersecciéon completa.

El segundo apartado es una consecuencia directa del lema[6.1.4(p = yi). ]

Notese que si K[S] es el anillo de semigrupo asociado a S, entonces K|[S] es isomorfo
al anillo

K[xl,... XryXrt 1y -y Xrtm)
C*
r+1 aii r+m r+m 1.4
<xr+1 - lx g Xrt+m H ml>

que a su vez es isomorfo a
r r+m—1 .
K[X],...,xr][(Hxall)l/cr+l] [( I_I x?mi)l/cr+i11]‘
i=1 i=1
Corolario 8.1.11 Todo semigrupo libre es Gorenstein.

Demostracion: Como S es Cohen-Macaulay y existe max();_; S(n;), el semigrupo S es

. Gorenstein (véase [d.1.9). |
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Corolario 8.1.12 Sea S = (ny,...,n,,0p41,...,Apym) un semigrupo afin, simplicial y
Cohen-Macaulay. Son equivalentes:
1. Ses libre.

2. Existe un sistema minimal de generadores para G de la forma:

kri1eri1 =Y _jaiie;
k _ r
r42€r+2 = Z,’:] azie; +azri1€r+1

-1
kr+iner+m = Z{:] amie€i + Z;n:] Amr+i€r+i
con ky; € N\ {0}.

Demostracion: Si S es un semigrupo libre, por el teorema anterior, podemos tomar ¢,;; =
*
Cryjr
Por otro lado, si el conjunto
krprerp1 =X aiiei
krioeri2 = Yiy aziei+azr11€ry1

r m—1
Krymerim = Zizl Ami€i +):,~:1 Amr+i€r+i
es un sistema minimal de generadores para G, entonces se tiene claramente que S es

pegada de (ny,...,n,4m—1) y de (n,4,). La demostracion de que S es libre se reduce a
aplicar una simple induccion. |

8.2. Semigrupos cuyos restos primarios tienen expresion
tnica

En esta seccidn, estudiamos los semigrupos afines, simpliciales y Cohen Macaulay
verificando que los elementos de la interseccion de los conjuntos de Apéry de sus rayos
extremales (estos elementos son denominados por Rosales, en [27], restos primarios),
admiten una expresion unica. Veremos que los semigrupos Gorenstein verificando esta
condicién son semigrupos libres, y presentaremos otro tipo de semigrupos, los semigrupos
simples, que verifican la propiedad de unicidad de escritura de sus restos primarios.

Definicion 8.2.1 Sea S = (ny,...,ny 041, .., Npim) un semigrupo afin'y simplicial, y sea
s € §. Decimos que s tiene expresion unica siempre que

r+m r+m

s = Z an; = Z bin,‘
i=1 i=1
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implique que a; = b; para todo i € {1,...,r+m}.

Lema 8.2.2 Sea S un semigrupo afin, simplicial y Gorenstein. Entonces max(\i_; S(n;)
tiene escritura vinica si'y solo si todo elemento de (\i_, S(n;) tiene escritura tinica.

Demostracion: Claramente, si todo elemento de (1;_; S(n;) tiene escritura unica, en-
tonces lo mismo ocurre con su maximo. Veamos el reciproco. Supongamos que x =
max ();_; S(n;) tiene escritura Gnica y que no ocurre lo mismo con y € (;_; S(n;). Por
ser y < x, existe un z € (;_; S(n;) tal que y+z = x, lo que proporciona dos escrituras
distintas de x, lo cual es una contradiccion. |

Teorema 8.2.3 Sea S = (n1,...,np,Npi1,...,Npym) un semigrupo afin, simplicial y Go-
renstein. Sea x = max(\;_, S(n,) Y supongamos que x tiene expresion vnica. Entonces S
es libre (para alguna ordenacion de sus generadores).

Demostracion:

Por definicién de ¢4,
r+m

Cryilly+i = Z ajnj,

con a;; € Ny a;,,, = 0. Por tener x expresion tnica, todo elemento de (;_; S(n;) tiene ex-
presion tdnica, lo que hace que ¢, n,1; no esté en (;_; S(n;), ya que al menos admite dos
expresiones distintas al ser a;,, = 0. De esta forma, ¢, ;n,,; debe admitir una expresion
como la de antes de forma que }.;_; a;; # 0.

Veamos ahora que (c,4; — 1)n,.4; si estd en (;_; S(n;) para todo i € {1,...,m}. Su-
pongamos que existiese un i tal que eso no fuese asi. El elemento (c¢,4; — 1)nr+,~ deberia
admitir una expresion de la forma

r+m

(crpi— Dnpyi = Z bjnj,

conb; €Ny} bj#0.Sibyi; > crii—1, entonces tendriamos que

r+i—1 r+m
Z bini+ (byyi — (Cr—i-i - 1>)nr+i + Z bin;,
Jj=r+i+l

por lo que 25:1 bj =0, contradiccion. Si por el contrario b, ; < ¢,4; — 1, tendriamos que

r+i—1 r+m

(Cr+i —1- br—i—z Ny4j = Z bin; + Z bin;,
j=r+i+1
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lo que entra en contradiccién con la minimalidad de c¢,i;. En cualquier caso llega-
mos a una contradiccion, por lo que (¢,4; — 1)n,4; estd en (;_;S(n;). Por ser x =
max()_; S(n;), tenemos que para cada i € {1,...,m}, debe existir x; € (i_; S(n;) tal
que (¢r4; — 1)ny4; +x; = x. Llegamos, de esta forma, a que

X = (Cr—H - 1)nr+1 +xp == (Cr+m - 1>nr+m + Xm-

Por ser la expresion de x tinica, y por no Ser ¢,;n,4; un resto primario, y en conse-
cuencia no tener x; componente n,;, obtenemos que

X = (Cr—H - l)nr—H +- 4 (Cr+m - 1)nr+m-

(Esto lleva a que si A; < ¢,4; — 1, entonces Ay + -+ Aphtpsm € (e S(14).)
Sabemos que c¢,1; < ¢y ;. Veamos que C;,; = ¢r1;, con lo que tendremos que x =
(ciy = Dnpyr 44 (cyyy — 1)y, lo que llevard a que S es libre.
Veamos que existe un j € {r+1,...,r+m} tal que a;; = 0 para todo i € {1,...,m},
De no ser asf, para cada j € {r+1,...,r+m}, existirfaun i € {1,...,m} tal que a;; # 0,
por lo que

(Cr+1 - 1>nr+1 +-e (Cr+m - l)nr+m =
(at, +--+am )ni+--+ (a1, + - +am,)n+
+(a1r+l +- .+amr+l - 1>nr+1 +eeet (alr-%m_'_“._'_amr-‘rm - 1)nr+m €S

y Xty Xy ai; # 0, por lo que x € (;_; S(n;), lo cual es absurdo.

Tenemos asf que existe un j € {r+1,...,r +m} tal que a; = 0 para todo i €
{1,...,m}. Cambiamos el generador n,,,, por el generador n,,;, y obtenemos asi que
n,+m NO aparece en las expresiones de ¢,4n,4; paratodoi € {1,...,m}.

Repetimos ahora el proceso con

(Cr—i-l - l)nr—i-l + (Cr—i—m—l - l)nr—i-m—la

que también estd en ()_; S(n;).
Obtenemos asi que

Cr1ly1 = Y| A1l
Criafy2 = YI_| Q2N +a2r 1041

r m—1
Cr4mMr4m = Zi:l amini + Zizl Amr+illr+i

y por la minimalidad de c;;, obtenemos que c;,; < ¢4, lo que lleva a que ¢, ; = ¢,
_ paratodo i€ {1,...,m}, lo que concluye la demostracion. |
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Definicion 8.2.4 Sea S = (ny,...,n,,np41,...,Npym) un semigrupo afin, simplicial y
Cohen-Macaulay. El semigrupo S es simple (para esa ordenacion de los generadores)
siy solo si

d—1=(cre1 =1+ +(crm—1),
cond =#i_;S(n;).

Para un semigrupo afin, simplicial y Cohen-Macaulay, sabemos que (cy4; — 1)n,1;
son todos restos primarios, por lo que los elementos de la forma A;n,1;, con A; < ¢ j— 1
también lo son. Obsérvese que A;n,1; # Ajn, 4 j, ya que lo contrario entraria en contradic-
cién con la minimalidad de c¢,; y de ¢, . Esto hace qued —1 > Y™ | (¢,4; — 1). Por otro
lado, si S es simple, entonces

-
m S(l’ll) = {O,l’lr+1, ceey (Cr+1 — l)l’lr+1, e ygmy e ey (Cr+m — 1>nr+m};
i=1
y por tanto los restos primarios tienen expresion tnica.
Noétese ademas, que si S es Cohen-Macaulay de maxima codimension, entonces m =
d—1,ycri=2,porloqued —1=m=Y"(c+i— 1), lo que hace que S sea simple.
También los semigrupos afines y simpliciales de codimensién uno son simples, ya que
para este tipo de semigrupos

r

m S(n,') = {O,I’lr+1, ceey (cr+1 — 1)nr+1},
i=1
y por tanto, d — 1 =c¢,41 — 1.
De esta forma, los semigrupos simples son un tipo especial de semigrupos afines, sim-
pliciales y Cohen-Macaulay que contiene a los semigrupos afines, simpliciales y Cohen-
Macaulay de maxima y minima codimension.

Ejemplo 8.2.5 Sea S el semigrupo numérico
S=(4,57).

Es facil ver que S(4) = {0,5,7,10}, c =3 yc3=2. Porloqued —1 = (c; — 1) +
(c3 —1). De esta forma S es simple, pero no es ni de mdxima ni de minima codimension.

Para los semigrupos simples, el algoritmo para calcular una presentacion minimal
suya se puede mejorar con respecto al caso Cohen-Macaulay y Gorenstein, tal y como
muestra el siguiente resultado. La mejora se produce gracias a que los n € § tales que
G, no es conexo son menos que en el caso general y, ademads, tienen una forma bastante

. simple.
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Proposicion 8.2.6 Sea S = (ny,...,np,npv1, ... ,Nprm) un semigrupo simple, yn € S. En-
tonces Gy, es conexo si'y s6lo si n = n,i+n,j 6 n=cryinpyi, coni,j € {l,....m}e
i j.

Demostracion: Veamos primero que Gy, ;+n,,; Y G, n,,; DO son conexos. Por ser

r

ﬂ S(ni) ={0,mr 415, (Crrt = Dyt ts oo sy 5 (Crpm — DR}
i=1

tanto n,,; + n,; COMO c¢r4in,4; no estdn en (\_; S(n;), por lo que V(Gnr+i+nr+j) N
{ni,....,n,} #0,y V(Ge,in,,;) N {n1,...,n,} # 0. Por ser S Cohen-Macaulay, todos
los elementos de V(Gy,,+n,,;) N {n1,...,n,} estdn en la misma componente conexa de
G,y i+n,; ¥ 1o mismo ocurre con los de V(G n,,;) N{n1,...,n,}. Otra componente co-
nexa de Gy, 4, " tiene por vértices a {n,1;,n,+;}. Otra componente conexa de G
tiene por vértice a 1, ;.

Veamos ahora el reciproco. Si G, es no conexo, entonces n admite mas de una ex-
presion, por lo que n ¢ (;_; S(n;). Esto viene a decir que V(G,) N{ny,...,n,} # 0. Por
ser S Cohen-Macaulay, los vértices correspondientes a V(G,) N {ny,...,n,}, estan to-
dos en la misma componente conexa. Por ser G, no conexo, existe un n,,; tal que n,;
no estd en la componente conexa que V(G,)N{ny,...,n,}. De esta forma n = n,y; +s
cons € S. Sis¢&(_;S(ni), entonces n,,; estaria en la misma componente conexa que
V(G,)N{ni,...,n.}, lo cual serfa una contradriccién. Por tanto, s € (;_; S(n;), por lo
quen=nyi+kn. j,con0#k<c;—1;,6n=kn,;,con0#k<cpy;.

Cr+illr+i

1. Sin=n,;+knjyk>1, entonces n =n,;+n,j+(k—1)n4; (yk—1#0).

Por darse que n,.; +n,4; & (i—; S(n;), entonces existe n;, con [ € {1,...,r}, tal
que nyy;+n,j—n; € S. Por tanto, n — (n; +n,4j) € S, por lo que n,; estaria en la
componente conexa de V(G,) N{ny,...,n,}, lo que es una contradiccion.

2. Sin=kn,y;y k <cry, entonces G, ,, por la minimalidad de c¢,;, tiene como
Unico vértice a n,;, por lo que G, seria conexo, lo que es de nuevo una contradic-
cion.

Por tanto, los unicos posibles casos son n,4; +n,4; y Crifyyi.
[ |

Por ultimo, cabria preguntarse qué pasa si un semigrupo es simple y Gorenstein a la
. vez. Larespuesta a esta pregunta viene dada en el siguiente resultado.
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Proposicion 8.2.7 Sea S = (ny,...,np,npy1,...,Nppm) un semigrupo simple. Si S es Go-
renstein, entonces m = 1.

Demostracion: Sabemos que

ﬂ S(ni) ={0,nr41, -, (cra1 — Dipgtye oy Bpgmy -« oy (Crpm — Dty }
i=1

por lo que max(\;_; S(n;) = (c¢y+j — 1)n,+ para algtn j. Es facil comprobar que para que
(cr4j— Dnpyj—nry; €S, alafuerza tiene que darse que m = 1, ya que si no se atentarfa
contra la minimalidad de ¢, ;.

|
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Capitulo 9

Semigrupos afines con teoria de
divisores

Introduccion

En este capitulo, damos un método para calcular las soluciones enteras positivas de
un sistema de ecuaciones homogéneo con coeficientes enteros. El conjunto de tales solu-
ciones forman un semigrupo afin. La importancia de este tipo de semigrupos es que todos
ellos tienen teoria de divisores. Es mas, todo semigrupo afin con teoria de divisores es iso-
morfo a un semigrupo de soluciones positivas de un sistema homogéneo con coeficientes
enteros.

Una teorfa de divisores para un semigrupo afin S, es un morfismo 9 : S — N/, con / un
entero positivo, verificando las siguientes condiciones:

(D1) Para cualesquiera a,b € S, se tiene que a <g b si y s6lo si d(a) < d(b).
(D2) Paratodo n € N, existen ay, ..., a, € S tales que n = inf({d(ay),...,d(am)}).

Donde a <g b si y solo si existe ¢ € S tal que b = a+c, y el infimo de dos elementos
inf((ay,...,a;),(b1,...,b;)) = (min(ay,by),...,min(a;,b;)).

Normalmente el concepto de teoria de divisores se usa con notacion multiplicativa, lo
que hace que <g sea la relacion de divisibilidad en S'y el infimo el maximo comun divisor.
Lettl, en [23] demuestra que S tiene una teorfa de divisores si y sélo si § = Lg+(S) N
G(S). Una de las inclusiones es siempre cierta. Para comprobar la otra inclusién damos
un método para calcular un sistema minimal de generadores de Lq+(S) N G(S).
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9.1. Calculo de las soluciones enteras positivas de un sis-
tema homogéneo con coeficientes enteros

En esta seccién, vamos a estudiar semigrupos de la forma S = M NN¥ con M un
subgrupo de Z* definido mediante ecuaciones homogéneas, esto es, un semigrupo con
ecuaciones de la forma

X1
(cr...ce)| =+ | =0
Xk

con ¢; € Z" para algin entero positivo n. Por tanto, S es el conjunto de soluciones del
sistema de ecuaciones cuyas coordenadas son todas nimeros naturales.

Aparte de la importancia geométrica o computacional que este tipo de semigrupos
tenga, para nosotros, una de las principales caracteristicas de este tipo de semigrupos es
que cualquier semigrupo afin con una teoria de divisores es isomorfo a un semigrupo de
este tipo.

Para calcular un sistema minimal de generadores de S, tenemos que dar un resultado
previo, que nos dice que estos semigrupos estdn generados por sus elementos minimales
respecto del orden usual (obsérvese que el conjunto de elementos minimales de S es finito,
por el lema de Dickson). Usando esta idea y algunos resultados dados por Sturmfels en
[39] y [38]] vamos a ser capaces de dar un método para calcular un sistema minimal de
generadores de S.

Lema 9.1.1 Sea {s1,...,s:} el conjunto de elementos minimales de S\ {0} respecto del
orden usual, entonces

S = <S1,...,S;>.
Demostracion: Sea s € S. Si s # 0 entonces existe un i € {1,...,¢} tal que s; < s. Por

tanto, s —s; € NF y en consecuencia s —s; € S, ya que s —s; estd en M. Ahora bien,
si s —s; # 0 podemos repetir la misma idea. Este proceso tiene que acabar, ya que si
no encontrariamos una cadena infinita descendente respecto del orden parcial <, lo cual
no es posible. Cuando este proceso acaba, es porque el elemento resultante es el cero,
obteniendo una expresion de la forma s — Y a;s; = 0, con a; € N, que nos lleva a que
SE(S1y.--,5)- [ ]

Obsérvese que este lema no es cierto para semigrupos afines en general, ya que s — s;
no tiene porqué estar en el semigrupo.
Sabemos que el morfismo
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N/ ~y— 8 =(cr,...,q) C 2"
o([(ar,...,a)]) = Laici

induce el morfismo de K-4lgebras:

0:K[x1,...,x;] = K[Y]
¢(Xa) = Yo(a)

cuyo nucleo es
Iy = (X*—X": (a,b) e~py).

Obsérvese que S = [0], donde [0] es la clase del cero en N¥/ ~;, esto es, si tomamos
un elemento s € S, entonces (s,0) €~y y, si tomamos un elemento (s,0) €~y entonces
s tiene que estar en S.

Dado un elemento m € M, éste se puede escribir comom =m™ —m~, conm* ,m~ €
NF. Por tanto, para cada m € M, tenemos que X _xm ¢ I¢ . Por otro lado, si X“ —Xxte
Ig, entoncesa—b € M.

+

Definicion 9.1.2 ([38])) El elemento X mt_xm ¢ Ly se dice que es primitivo si no existe
ningtin elemento X" —x e Ig tal que X" divide a X" y X!~ divide a X"~

Noétese que si s es un elemento minimal de S entonces X* — 1 € Iy es un elemento
primitivo. Este hecho es el que nos va a permitir encontrar los elementos minimales de S,
y por tanto un sistema minimal de generadores de S.

Teorema 9.1.3 (Teorema 4.7 de [38]) Sea n = dim(S') y D(S') = max{|det(c;,,...,c;,)| :
1 <ij < -+ <iy <k}. El grado total de cualquier binomio primitivo de Iy es menor que
(n+1)(k—n)D(S).

El teorema anterior se puede traducir de la siguiente forma: si s = (ay,...,a;) € Ses
un elemento minimal de S, entonces Y a; < C = (n+1)(k —n)D(S'). Tanto n como
D(S") son faciles de calcular, esto nos permite calcular los elementos minimales de S, ya
que nos basta con barrer la region determinada por los elementos que tienen grado total
menor que C, y esa region es finita.

Ejemplo 9.1.4 Sea M el grupo abeliano cuyas ecuaciones son:

x+y—z—t=0
2x—5z=0

El semigrupo S' es el semigrupo generado por {(1,2),(1,0),(—1,-5),(—1,0)}. EI
 mdximo valor absoluto de un determinante de orden dos es D(S') =5, por lo que |
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C =3 x 2 x5=30. Asi pues, la region a barrer es {(x,y,z,t) € N* : x+y+z+1 <30},
que es igual a
{(0,0,0,0),(0,1,0,1),(0,2,0,2),(0,3,0,3),(0,4,0,4),(0,5,0,5),
(0,6,0,6).(0,7,0,7),(0.8,0.8). (0.9,0,9). (0, 10,0, 10), (0, 11,0, 11),
(0,12,0,12).(0,13,0,13),(0,14,0,14), (0, 15,0, 15), (5,0,2,3),
(5,1,2,4),(5,2.2,5),(5.3.2,6), (5.4.2.7), (5,5.2,8),(5,6,2,9),
(5.7,2.10).(5.8,2,11), (5.9,2,12),(5,10,2, 13), (10,0,4.6). (10.1,4,7),
(10,2,4,8),(10,3,4,9),(10,4,4,10),(10,5,4,11),(15,0,6,9)}.

Y

0
)

1
0
6

Los minimales de dicho conjunto (quitando el cero) son {(0,1,0,1),(5,0,2,3)}. Por
lo que S ={(0,1,0,1),(5,0,2,3)).

La siguiente proposicion demuestra que los semigrupos afines con teoria de divisores
son isomorfos a uno de la forma § = M NN¥,

Proposicion 9.1.5 Sea S C N¥ un semigrupo y sea 9 : S — N una teoria de divisores en
S. Entonces G(9(S)) "N/ = ().

Demostracion: Sea 9(s1) — 9(s2) € N'. Entonces, d(s2) < d(s1) y como 0 es una teoria
de divisores, tenemos que sy <g s1. Por tanto, existe un t € S tal que s, +¢ =51 y en
consecuencia d(s2) +9(z) = d(s1). De esto se sigue que, d(s;) —9d(s2) =9(¢) € 9(S). A

Como 9(S) es isomorfo a S (esto se debe a que d es inyectiva cuando S no tiene
unidades) y como 9(S) verifica que G(9(S)) NN/ = 9(S), basta tomar M = G(3(S)).

Por otro lado, si § = M NNk , entonces G(S)N NK = M NNk, Ademds, se tiene clara-
mente que Lo+ (S) NG(S) € G(S) NN, por lo que Lo+ () NG(S) C Sy la otra inclusién
es trivial, de lo que se sigue que S tiene una teoria de divisores. Es mds todo semigrupo
1somorfo a S tiene una teoria de divisores, ya que las teorias de divisores se mantienen por
isomorfismos.

Tenemos probado el siguiente teorema:

Teorema 9.1.6 Sea S un semigrupo afin. Entonces, S tiene una teoria de divisores si y
sélo si S es isomorfo a un semigrupo de la forma M NN con M un subgrupo de 7* cuyas
ecuaciones son homogéneas.
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9.2. Calculo de un sistema de generadores para la inter-
seccion del cono y del grupo asociado a un semigrupo
afin

Recordemos que un semigrupo afin, S, tiene una teoria de divisores siy solo si verifica
que S = Lg+(S) N G(S). Una de las inclusiones siempre se da, a saber, S C Ly+(S) N
G(S). Para ver si se da la otra inclusién, lo que vamos a hacer es calcular un sistema
de generadores de Lo+ (S) NG(S) y ver si estd contenido en S. La idea que usamos para
calcular dicho sistema de generadores se basa en que todo elemento de un sistema minimal
de generadores de L+ (S) NG(S) tiene que ser primitivo (esto es, no puede ponerse como
suma de otros dos elementos de L+ (S) N G(S)). Encontramos una cota para los elementos
que son primitivos, y al igual que hicimos en la seccion anterior, basta con barrer la regién
determinada por dicha cota.

Proposicién 9.2.1 Sea S C N¥ un semigrupo generado por {s1,...,8:}. Si x es un gene-
rador minimal de Lq+(S) N G(S), entonces x = Y;_; Aisi, con A; € [0,1]NQ para todo
ie{l,... .t}

Demostracion: Claramente A; > 0 por estar x € L+ (S). Supongamos que A; > 1, entonces
x=s;+y dondey=(A;—1)s; + 2921 i Ajs;. Por tanto, x no es primitivo ya que s; €
Lo+ (S)NG(S) ey € Lg+(S) NG(S), por lo que no puede ser un generador minimal. W

Este resultado nos proporciona la mencionada cota:
Corolario 9.2.2 Bajo las hipdtesis anteriores, si x es primitivo, entonces x < Y_, s;.

Ahora bien, un sistema minimal de generadores de L+ (S) NG(S) tiene que estar con-
tenido en el conjunto de elementos primitivos de L+ (S) N G(S), y éste a su vez estd con-
tenido en la caja B = {x € N¥: x < ¥ _ s;}. Podemos calcular las ecuaciones de G(S), y
en consecuencia podemos siempre decidir si un elemento pertenece o no a G(S). Para de-
cidir si un elemento estd en L+ (S), podemos usar los resultados obtenidos en la seccién
anterior, de la siguiente manera: si queremos saber si existen Ap,...,A, € Q tales que

.
Y Nici = ¢y
i=1
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con ¢; € N¥, eliminando denominadores, es equivalente a encontrar una solucién positiva
con x,41 # 0 del sistema:

X1
Xr
Xr4+1

Y este sistema tiene solucion si y s6lo si existe un generador minimal del semigrupo
de soluciones positivas del sistema cuya dltima coordenada sea no nula. Esto lo podemos
hacer usando la seccién anterior.

Con todo esto, tenemos una forma concreta de comprobar si S tiene o no una teoria de
divisores.

Ejemplo 9.2.3 Sea
S ={((2,0,0),(0,3,0),(0,0,5),(1,1,1),(0,2,3)).

Tenemos que G(S) = Z3, y como es simplicial, Lo+(S)NG(S) = N°NZ3 = N3 #£ 8,
por lo que S no tiene teoria de divisores.

Ejemplo 9.2.4 Sea
S ={((2,0,0),(0,2,0),(1,0,1),(0,1,1),(1,1,1)).

En este caso, G(S) = Z>. Para ver si Lo+ (S) NG(S) = S, tenemos que ver que todos los
elementos menores que (2+1+1,2+1+1,14+141) = (4,4,3) que estén en L+ (S) N
G(S) estdn en S. Pero (1,0,0) = 1/2(2,0,0) € Lo+ (S)NG(S)\ S, por lo que son distintos
y S no tiene teoria de divisores.

Ejemplo 9.2.5 Un ejemplo de semigrupo con teoria de divisores podria ser
§={(0,1,0,1),(5,0,2,3)),
ya que S es el semigrupo de soluciones positivas del sistema de ecuaciones

x+y—z—t=0
2x—5z=0
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