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ResumenEl ordenador se ha usado para generar imágenes prá
ti
amente desde su in-ven
ión. En un primer momento eran imágenes sen
illas de 
on
eptos matemá-ti
os (grá�
as de fun
iones, por ejemplo), juegos muy simples (el ar
hi
ono
idopong), fra
tales (el 
opo de nieve de Ko
h), et
. Conforme las 
apa
idades de losordenadores 
re
ían, se empezaron a generar imágenes más 
omplejas (el fra
talde Mandelbrot).
Figura 1: Copo de nieve de Ko
h (izquierda) y fra
tal de Mandelbrot (dere
ha).Paralelamente, también se 
omenzó a usar el ordenador para diseño, mode-lando mundos virtuales y representándolos en la pantalla. Al prin
ipio se usabauna representa
ión de alambre, que permitía intuir la forma de los objetos yse podía realizar 
on po
o 
ómputo. Al pasar el tiempo, las imágenes han au-mentado el realismo, pasando por alambres 
on elimina
ión de partes o
ultas,relleno de 
olor, modelos de ilumina
ión simples (lo
ales), raytra
ing (para es-
enas 
on mu
has super�
ies transparentes o espe
ulares) y �nalmente modelosde Ilumina
ión Globales (�gura 2).Los métodos que generan imágenes más realistas requieren mayor 
ómputoy por tanto más tiempo en una misma máquina. Los pro
edimientos (o algorit-mos) de genera
ión de imágenes se dividieron en intera
tivos (ilumina
ión sen-
illa, tiempo de 
ómputo pequeño) y no intera
tivos (ilumina
ión relativamentemás 
ompleja, tiempo de 
ómputo del orden de minutos u horas). A
tualmentese puede ha
er Ilumina
ión Global 
on es
enas pequeñas en tiempo real. Sinembargo, las es
enas grandes requieren aún tiempo de 
ómputo del orden de17



Figura 2: Alambre, Ilumina
ión Lo
al, Radiosidad, Raytra
ingminutos (y no es extraño en
ontrar imágenes que requieren horas).Históri
amente, se 
omenzaron usando métodos de elementos �nitos para lasprimeras imágenes de Ilumina
ión Global. Estos métodos dis
retizan las e
ua-
iones integro-diferen
iales que 
ara
terizan la fun
ión de radian
ia, y lo ha
enmediante proye

ión en 
onjuntos de fun
iones base. A partir de esto, se puede
al
ular la Ilumina
ión Global en toda la es
ena resolviendo las e
ua
iones. Es-tas té
ni
as suelen utilizarse en entornos totalmente difusos, ya que aumentar ladimensión del problema para poder usar materiales que re�ejen la luz de formaarbitraria (BRDFs generales) requiere un 
osto en tiempo y memoria enorme.Además presentan elevados tiempos de 
ál
ulo in
luso en el 
aso de super�
iesdifusas, aunque existen distintas varia
iones sobre esta té
ni
a que disminuyenlos tiempos de 
ál
ulo.Posteriormente, se apli
aron té
ni
as de Monte Carlo a Ilumina
ión Global.Los métodos de Monte Carlo usan pro
esos esto
ásti
os (
adenas de Markov)para obtener estimadores de los valores de la fun
ión de radian
ia o fun
ionalesde la misma. Estas té
ni
as no tienen la restri

ión de super�
ies difusas, peropresentan ruido. Además, el 
osto de generar las 
adenas de Markov es bastantealto. Una optimiza
ión de estas té
ni
as es la estima
ión de densidades, quepermite obtener imágenes 
on menos ruido 
al
ulando la densidad de energía enlas 
er
anías de los puntos donde deseamos 
ono
er la ilumina
ión. La té
ni
a18



más famosa dentro de este enfoque es Photon Maps [Jensen 95, Jensen 96℄.Sin embargo, Photon maps sigue teniendo los problemas de elevado tiempo de
ál
ulo, errores grandes en super�
ies pequeñas, y di�
ultad para su uso enes
enarios intera
tivos.Es ne
esario por tanto diseñar nuevos algoritmos que permitan obtener Ilu-mina
ión Global 
on unos tiempos de síntesis de imágenes su�
ientemente 
ortos
omo para permitir intera
tividad aún para es
enas 
omplejas. En esta memoriade tesis se des
ribe el estudio, diseño e implementa
ión de algoritmos para Ilumi-na
ión Global intera
tiva en es
enas de 
omplejidad media-alta. A
tualmente se
onsidera que los basados en métodos esto
ásti
os tienen mejor rendimiento quelos de elementos �nitos [Szirmay-Kalos 99, Vea
h 98℄. Dentro de los métodos deMonte Carlo, una parte de ellos se basan en la emula
ión del historial de un 
on-junto amplio de fotones (idealizados 
omo partí
ulas puntuales), seguido de unaestima
ión de densidades de impa
tos de estos en las super�
ies. La estima
iónde densidades puede ha
erse de varias formas, las más elemental (y la primerades
rita en Informáti
a Grá�
a) es la Cuenta de Impa
tos [Arvo 86℄; otros, másavanzados, son la Estima
ión de Densidades [Walter 97℄, el anteriormente men-
ionado Photon Maps [Jensen 95, Jensen 96℄ y Estima
ión de Densidades en elPlano Tangente (DETP) [Lastra 02b℄. El 
onsenso es que los basados en deriva-dos de Photon Maps son los que más rendimiento obtienen. Estos métodos estánpensados para es
enas estáti
as y tienen unos tiempos de 
ál
ulo ex
esivamentealtos al apli
arlos a intera
tividad.Hemos observado que la mayoría de las es
enas de 
omplejidad alta, 
onsistenen un es
enario estáti
o y un 
onjunto de objetos relativamente pequeños ydinámi
os. Esto ha
e que la mayoría de la ilumina
ión sea muy similar a lade fotogramas anteriores. Reutilizar la ilumina
ión que sigue siendo válida yre
al
ular los fotones que hayan sido afe
tados por los objetos dinámi
os es unaposibilidad. En la bibliografía se en
uentran algunos trabajos en esta línea, porejemplo, Sele
tive Photon Tra
ing de Dmitriev [Dmitriev 02℄, que se basa enPhoton Maps, guarda la edad de los fotones y elimina los fotones más antiguos
onforme tira nuevos fotones para a
tualizar la ilumina
ión. Sin embargo, alno 
ontrolar si los fotones antiguos siguen siendo válidos, elimina informa
ióntodavía válida.Pretendemos obtener un algoritmo de 
ál
ulo intera
tivo de la ilumina
iónresolviendo las limita
iones de las té
ni
as anteriores. Se estudiaron los métodosde Cuenta de Impa
tos, Photon Maps y DETP y se observó que el método deDETP era el que menor tiempo requería para un valor de error dado. Por ellose utilizó este algoritmo 
omo base de nuestro trabajo. Utilizando el he
ho deque la mayoría de la ilumina
ión puede reutilizarse, se realizó un algoritmo quesigue el espíritu de Dmitriev, pero que sigue usando los fotones mientras seanválidos, por muy antiguos que sean. Además, al utilizar métodos de estima
iónde densidades más avanzados, mejoramos aun más la e�
ien
ia.Entre otras posibilidades, para in
rementar el rendimiento se puede ha
eruso de hardware avanzado. En esta linea hemos llevado a 
abo implementa
ionesusando juegos de instru

iones SIMD y hardware grá�
o de altas presta
iones.Aparte de esto, hemos estudiado de forma teóri
a la e�
ien
ia del algoritmo de19



DETP para en
ontrar sus limita
iones y diseñar nuevos algoritmos que obtie-nen tiempos aún menores, no solo para determinadas es
enas, sino 
on mejorade e�
ien
ia probada matemáti
amente. Parte de este trabajo se ha publi
adopreviamente en [Gar
ía 03, Gar
ía 04, Gar
ía 05, Gar
ía 06, Gar
ía 07℄. Tam-bién se ha enviado un resumen de esta memoria a la revista Computer Graphi
sForum, que se en
uentra en pro
eso de revisión.Como resultados 
on
retos, podemos desta
ar lo siguiente:Se ha realizado un estudio teóri
o de la 
onvergen
ia, el sesgo, la varianzay la 
omplejidad de los algoritmos de Cuenta de Impa
tos, Photon Maps,DETP y Ray Maps.Hemos estudiado empíri
amente el rendimiento de Cuenta de Impa
tos,Photon Maps y DETP. DETP tiene tiempos de 
ál
ulo muy inferiores alresto de té
ni
as para un error dado.También se ha estudiado teóri
amente el rendimiento de DETP 
on grandetalle. Este estudio nos ha permitido 
al
ular automáti
amente los pa-rámetros óptimos del algoritmo y su e�
ien
ia. Los resultados del estudioteóri
o son la demostra
ión de los siguientes puntos:
• DETP bási
a y la Ca
hé de Esferas son lineales 
on respe
to al nú-mero de rayos y al número de puntos
• La Ca
hé de Esferas 
on ordena
ión de puntos, aunque igualmen-te lineal, tiene una 
onstante o
ulta propor
ional al 
o
iente de los
uadrados del radio del dis
o y el radio de la esfera envolvente dela es
ena (la fra

ión de rayos en una esfera 
uyo radio es el de losdis
os), que ha
e que el algoritmo sea bastante rápido en la prá
ti
a.
• Para es
enas pequeñas, este último algoritmo puede probarse que espropor
ional al produ
to del número de rayos y la raíz 
úbi
a delnúmero de puntos.Por otra parte, se han diseñado dos té
ni
as para mejorar los tiempos:
• La primera se basa en DETP y mejora los tiempos de 
ómputo, es-pe
ialmente en el 
aso de es
enas 
on un número de rayos no muygrande. Esta té
ni
a (Indexa
ión de Dis
os) indexa los dis
os aso
ia-dos a los puntos de irradian
ia y suma las 
ontribu
iones de 
ada rayo
on todos los dis
os 
on los que interse
a. Hemos obtenido resultadosde in
rementos de e�
ien
ia respe
to de otros métodos propuestos enla literatura de hasta el 50%.
• La segunda es una té
ni
a de 
ál
ulo in
remental de la ilumina
iónque aprove
ha el he
ho de que la mayoría de es
enas de 
omplejidadalta tienen una gran parte estáti
a durante la mayor parte de laanima
ión. La té
ni
a utiliza la Ca
hé de Esferas para la parte móvile Indexa
ión de Dis
os para la es
ena estáti
a. La mejora de lostiempos es de un orden de magnitud para móviles de un tamaño del10% de la es
ena. 20



Usando estas té
ni
as, podemos obtener intera
tividad para es
enas de
omplejidad media.Hemos estudiado teóri
amente la e�
ien
ia en tiempo de las dos té
ni
asque hemos desarrollado.
• Indexa
ión de Dis
os es lineal en el número de rayos y 
on tiempo enel orden O(n

1/3
P log nP ) para árboles no balan
eados y O(n

1/3
P )parabalan
eados, siendo nP el número de puntos.

• En 
uanto al 
ál
ulo in
remental, obtenemos una a
elera
ión propor-
ional al 
uadrado del 
o
iente de radios de la esfera englobante delmóvil y la es
ena estáti
a. También se ha demostrado que es óptimousar la Ca
hé de Esferas y la Indexa
ión de Dis
os para el móvil y laparte estáti
a respe
tivamente.Esta memoria de tesis do
toral está estru
turada siguiendo los siguientes 
apí-tulos:El 
apítulo uno 
omienza repasando los métodos de indexa
ión espa
ial,base de los algoritmos grá�
os e�
ientes. Tras ello se realiza una intro-du

ión a té
ni
as para ilumina
ión global, tanto o�ine 
omo intera
tiva,mostrando sus ventajas y limita
iones. Se 
omenta 
on detalle la Esti-ma
ión de Densidades en el Plano Tangente, punto de origen de esta in-vestiga
ión. Finalmente se introdu
e el trabajo rela
ionado 
on el estudioteóri
o de los algoritmos junto 
on las bases matemáti
as ne
esarias.El 
apítulo dos expli
a la mejora de DETP para aumentar la e�
ien
ia(Indexa
ión de Dis
os), que mejora sustan
ialmente los tiempos de 
ál
ulo,y la 
ompara 
on los algoritmos anteriores.El 
apítulo tres 
omienza estudiando de forma teóri
a el sesgo, la varianzay la e�
ien
ia de distintas té
ni
as de estima
ión de densidades para ilu-mina
ión global. Tras ello se estudia la e�
ien
ia de DETP y sus mejoras,in
luyendo la expli
ada en el 
apítulo dos, y obtiene el orden de e�
ien
iade 
ada té
ni
a y los valores óptimos de los parámetros.El 
apítulo 
uatro expli
a el algoritmo de 
ál
ulo in
remental de la ilu-mina
ión, que obtiene grandes mejoras de tiempo para es
enas quasi-estáti
as.El 
apítulo 
in
o des
ribe el software desarrollado.Finalmente el 
apítulo seis des
ribe los resultados obtenidos en la tesis yel trabajo futuro.
21
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Capítulo 1Introdu

ión y trabajo previo1.1. ObjetivosEn esta memoria de tesis se des
ribe el estudio, diseño e implementa
iónde algoritmos intera
tivos para Ilumina
ión Global para es
enas 
omplejas. Lasté
ni
as de Monte Carlo (y en parti
ular las té
ni
as de estima
ión de densidadesbasadas en Photon Maps) son las que mejor rendimiento obtienen para el 
ál
ulode Ilumina
ión Global. Hemos realizado un estudio de la apli
abilidad de estasté
ni
as a intera
tividad. Para ello, se 
omenzó estudiando qué 
ambios sonne
esarios en los algoritmos para propor
ionar un re
ál
ulo in
remental de lailumina
ión, y se 
ompararon los resultados de Estima
ión de Densidades en elPlano Tangente (en lo su
esivo DETP) 
on los algoritmos de Cuenta de Impa
tosy Photon Maps. Posteriormente, se diseñaron nuevas optimiza
iones de DETPpara disminuir los tiempos de 
ál
ulo.Los algoritmos basados en DETP han sido estudiados de forma teóri
a parapoder elegir en 
ada 
aso el algoritmo más e�
iente. El 
ál
ulo in
remental deilumina
ión también ha sido estudiado teóri
amente.En este 
apítulo se expli
a primero qué es la Ilumina
ión Global y las dis-tintas formas de 
al
ularla: métodos de elementos �nitos y métodos de MonteCarlo. Posteriormente, se des
ribe el estado del arte en algoritmos de 
ál
ulode Ilumina
ión Global basados en Monte Carlo: Cuenta de Impa
tos [Arvo 86℄,Estima
ión de Densidades [Walter 97℄, Photon Maps [Jensen 95℄, Estima
iónde Densidades en el Plano Tangente [Lastra 02b℄ y Ray Maps [Havran 04℄. Trasello se 
omentan algunos algoritmos intera
tivos para Ilumina
ión Global: Se-le
tive Photon Tra
ing [Dmitriev 02℄ y los algoritmos paralelos optimizados deWald [Wald 02b℄. La se

ión termina 
omentando el algoritmo de reuso de 
a-minos de Sbert para anima
ión de la fuente de luz [Sbert 04℄.A 
ontinua
ión se des
riben té
ni
as de indexa
ión espa
ial, que son funda-mentales en la implementa
ión e�
iente de algoritmos que requieran una gran
antidad de interse

iones rayo-objeto, 
omo es el 
aso de la Ilumina
ión Globalusando Monte Carlo. 23



24 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN Y TRABAJO PREVIOLa se

ión 1.7 des
ribe té
ni
as de estudio teóri
o de algoritmos para in-dexa
ión espa
ial, Ray Tra
ing e Ilumina
ión Global. Finalmente se des
ribenté
ni
as matemáti
as y de teoría de la informa
ión ne
esarias para el desarrollode los algoritmos presentados: teoría de probabilidad, fundamentos de Geome-tría Integral y el teorema de muestreo de Nyquist-Shannon.1.2. Ilumina
ión GlobalSupongamos una es
ena, de�nida mediante una geometría. Si tenemos para
ada punto de la geometría una fun
ión que des
riba 
ómo intera

iona la luz
on ese material, podemos simular el transporte de la luz para obtener 
ál
ulosrealistas de la ilumina
ión en esa es
ena.La luz se genera en las fuentes de luz, y atraviesa la es
ena. Parte de la luzse re�eja en los objetos e ilumina de forma indire
ta otros objetos. Tras unaserie de rebotes, los fotones se absorben por algún objeto de la es
ena o salende la es
ena.Los algoritmos que simulan el transporte de la luz de forma físi
amenterealista se llaman algoritmos de Ilumina
ión Global, y formalmente 
onsistenen 
al
ular numéri
amente valores aproximados de la fun
ión de radian
ia L,que es solu
ión de la e
ua
ión fun
ional
L = Le + T L (1.1)donde Le es la radian
ia emitida y T es el operador integral que modela eltransporte de la luz [Arvo 95a, Szirmay-Kalos 99℄.Existen dos té
ni
as prin
ipales para resolver esta e
ua
ión, los métodos deelementos �nitos y los métodos de Monte Carlo, expli
ados en las siguientesse

iones.1.3. Métodos de elementos �nitosLos métodos de elementos �nitos dis
retizan la e
ua
ión 1.1 mediante pro-ye

ión sobre un 
onjunto de fun
iones base. Una forma bastante utilizada esdes
omponer la es
ena en zonas llamadas par
hes, y 
al
ular una aproxima
ióna la e
ua
ión de transporte de la luz suponiendo que la densidad de energíaradiante in
idente y re�ejada es 
onstante en 
ada par
he.Formalmente usan un método de resolu
ión de e
ua
iones iterativo, 
omoGauss-Seidel o Southwell [Cohen 93, Ureña 97℄, para 
al
ular la irradian
ia.Hay una enorme variedad de enfoques y varia
iones sobre estos métodos. El
uadro 1.1 
ontiene una sele

ión.1.3.1. Métodos intera
tivosDentro de los métodos de elementos �nitos existen algunos algoritmos quepermiten a
tualizar la ilumina
ión de forma e�
iente 
uando hay 
ambios en la



1.4. TÉCNICAS DE MONTE CARLO 25Año Método Referen
ia1986 Radiosity Method for Non-di�use Environments [Immel 86℄1987 Synthesis of Raytra
ing and Radiosity [Walla
e 87℄1988 Pro
edural Re�nement [Shao 88℄1988 Shading Method for Computer Generated Images [Malley 88℄1989 Illumination Networks [Bu
kalew 89℄1989 Two-pass method for Spe
ular and Di�use Re�e
tion [Sillion 89℄1991 A global illumination solution for general BRDFs [Sillion 91℄1991 Hierar
hi
al Radiosity [Hanrahan 91℄1992 Importan
e-driven Radiosity [Smits 92℄1993 Importan
e and Dis
rete Three Point Transport [Aupperle 93℄1993 Integral Geometry for Fast Form Fa
tors [Sbert 93℄1994 Progressive Re�nement [Gortler 94℄1994 Haar Wavelet [Pattanaik 94℄1994 Wavelet Radian
e [Christensen 94℄1994 Wavelet Methods for Radian
e Computations [S
hröder 94℄1995 Multiresolution B-spline Radiosity [Yu 95℄1995 Hemi
ube [Cohen 85℄1997 Update of Illumination Using a Line-spa
e Hierar
hy [Drettakis 97℄1999 Group A

elerated Shooting Methods [Rouselle 99℄2001 In
remental Rapid Glossy Global Illumination [Granier 01℄Cuadro 1.1: Ilumina
ión global usando elementos �nitos.geometría. Esto permite diseñar algoritmos intera
tivos, en los que el usuariopuede modi�
ar la es
ena y obtener una ilumina
ión re
al
ulada. Conforme elalgoritmo de resolu
ión del sistema de e
ua
iones de la radian
ia 
onverge a lasolu
ión 
orre
ta, la imagen se aproxima a la imagen �nal 
orre
ta.Drettakis y Sillion [Drettakis 97℄ se basaron en un método de radiosidadjerárqui
a para poder re
al
ular la ilumina
ión de forma intera
tiva al mover lageometría. Usan enla
es entre par
hes 
on el 
onjunto de todas las líneas queinterse
an ambos par
hes y utilizan el espa
io de las líneas para interse
ar losobjetos móviles 
on estas líneas de forma e�
iente y averiguar qué par
hes debena
tualizarse. Posteriormente Granier y otros [Granier 01℄ añadieron un métodohíbrido basado en té
ni
as de Monte Carlo para las super�
ies no perfe
tamentedifusas.Rouselle et al [Rouselle 99℄ usan el he
ho de que las super�
ies 
er
anastienen fa
tores de forma relativamente grandes. Esto permite el uso de métodosde agrupa
ión iterativa que aumentan la velo
idad de 
onvergen
ia. Al usarademás ideas de Re�namiento Progresivo, obtienen un algoritmo intera
tivo.1.4. Té
ni
as de Monte CarloLas té
ni
as de Monte Carlo son métodos de integra
ión de fun
iones que sebasan en métodos esto
ásti
os diseñando una variable aleatoria que sigue una
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ión de probabilidad 
uya media es el resultado de la integral. Después,se muestrea la variable aleatoria un número determinado de ve
es para obteneruna aproxima
ión de la integral 
on determinado margen de 
on�anza del errorpor
entual 
ometido. El libro de Rubinstein [Rubinstein 81℄ expli
a 
ómo usarestas té
ni
as en general.Año Té
ni
a Referen
ia1984 Distributed Ray Tra
ing [Cook 84℄1986 Path Tra
ing [Kajiya 86℄1986 Cuenta de Impa
tos [Arvo 86℄1988 Irradian
e Ca
he [Ward 88℄1990 Adaptative Radiosity [He
kbert 90℄1991 Hierar
hi
al Radiosity [Hanrahan 91℄1992 Light Path Tra
ing [Pattanaik 92℄1993 Potential Equation for Global Illumination [Pattanaik 93℄1994 Bidire
tional Estimators for Light Transport [Vea
h 94℄1994 Bidire
tional Path Tra
ing [Lafortune 94℄1994 Importan
e Driven Monte Carlo [Dutré 94℄1995 Bidire
tional Path Tra
ing [Vea
h 95℄1995 Hierar
hi
al Radiosity with Clustering [Sillion 95℄1995 Parti
le Tra
ing [Shirley 95℄1996 Photon Maps [Jensen 96℄1997 Metropolis Light Transport [Vea
h 97℄1997 Light Maps [Tobler 97℄1997 Estima
ión de Densidades [Walter 97℄1998 Irradian
e Volume [Greger 98℄2001 Rapid Glossy Global Illumination [Granier 01℄2002 Estima
ión de Densidades en el Plano Tangente [Lastra 02b℄2002 Sele
tive Photon Tra
ing [Dmitriev 02℄2002 Advan
ed Radian
e Estimation for Photon Maps [Hey 02℄2002 Ilumina
ión Global Intera
tiva [Wald 02b℄2004 Ray Maps [Havran 04℄Cuadro 1.2: Ilumina
ión global usando Monte Carlo.En el 
aso de Ilumina
ión Global, utilizamos estas té
ni
as para 
al
ular unaaproxima
ión a la integral que de�ne la solu
ión a la e
ua
ión de transporte dela luz (e
ua
ión 1.1 de la se

ión 1.2). Existen dos formas prin
ipales de resolverla integral: simulando el transporte físi
o de la luz, ya sea desde las fuentes deluz o desde el observador (líneas lo
ales) y usando el 
on
epto de líneas globales.El 
uadro 1.2 
ontiene una sele

ión de té
ni
as de líneas lo
ales.Cuando se usan algoritmos de líneas globales, se generan aleatoriamentelíneas siguiendo una distribu
ión uniforme en la esfera envolvente de la es
ena.Estas líneas se interse
an 
on la es
ena y se usan para transferir energía deforma bidire

ional entre los distintos par
hes de la es
ena. Cada línea equivalera varias líneas lo
ales si la o
lusión de la es
ena es grande. Ejemplos de estos



1.4. TÉCNICAS DE MONTE CARLO 27métodos fueron propuestos por Bu
kalew et al [Bu
kalew 89℄ y Neumann etal [Neumann 95℄.Tal y 
omo propusieron Sbert y otros [Sbert 96b℄, si se realiza una primerapasada 
on líneas lo
ales para realizar una distribu
ión ini
ial de la energía seevita desperdi
iar trabajo al interse
ar las líneas globales 
on par
hes que nohayan re
ibido energía aún. [Sbert 96a, Martínez 09℄ usan esta idea.Las siguientes 
in
o se

iones expli
an diferentes métodos avanzados de re-solver la e
ua
ión de transporte de la luz usando líneas lo
ales de forma e�
ienteen tiempo de 
ál
ulo y 
on un error lo más pequeño posible.1.4.1. Cuenta de Impa
tosEl método más bási
o de estima
ión de densidades es la Cuenta de Impa
tos,desarrollada por Arvo [Arvo 86℄, y extendida por He
kbert [He
kbert 90℄ y Pat-tanaik [Pattanaik 92℄. Se basa en el modelo de partí
ulas de la luz. Los fotonesse emiten desde las fuentes de luz e intera
túan 
on las super�
ies hasta queson absorbidos o dejan la es
ena. Los puntos de intera

ión (o re�exión) entrelos fotones y las super�
ies, así 
omo la dire

ión de in
iden
ia se guardan parapoder re
onstruir la radiosidad en las super�
ies. Para obtener la radiosidaden una super�
ie, se suma la energía de los impa
tos en las 
aras. Luego, para
ada vérti
e, se 
al
ula un valor promedio teniendo en 
uenta las 
aras a las quepertene
e y se interpola trilinealmente en el triángulo.1.4.2. Estima
ión de DensidadesUn método útil para estimar la integral de la radian
ia es el método deEstima
ión de Densidades, popularizado por [Walter 97℄. Tiene tres fases. Laprimera fase simula los fotones desde las fuentes de luz. Cuando un fotón inter-a

iona 
on una super�
ie, se alma
ena la posi
ión y la energía del fotón. Trasel pro
eso de todos los fotones, el resultado de esta fase es una estru
tura dedatos 
on la posi
ión y energía de todos los fotones.La segunda (estima
ión de densidades propiamente) estima la radian
ia. Elmétodo suma la energía de los fotones 
er
anos ponderados 
on una fun
ión quedepende de la distan
ia, de modo que 
uanto más lejos esté el fotón menor seael peso (esta fun
ión es el nú
leo de la estima
ión de densidades). La distan
ia ala que se bus
an fotones se llama el an
ho de banda del nú
leo. El problema esque 
omo sólo hay impa
tos en las super�
ies, 
er
a de los bordes se subestimala radian
ia. Esto se solu
iona disminuyendo el an
ho de banda 
er
a de losbordes, resolviendo un problema de regresión.La ter
era fase simpli�
a la geometría tras el 
ál
ulo de ilumina
ión. Estaúltima fase a menudo se obvia porque se 
onsidera fuera del ámbito de estima
iónde densidades.



28 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN Y TRABAJO PREVIO1.4.3. Photon MapsJensen [Jensen 95, Jensen 96℄ diseñó el 
ono
ido método de Photon Maps.Consiste en en
ontrar los k fotones más 
er
anos al punto donde se estima lairradian
ia, sumar su energía y dividir por el área del 
ír
ulo máximo de la esferaque 
ontiene los k fotones (k está prede�nido).Existen dos modos de usar este algoritmo. El primero se denomina visua-liza
ión dire
ta del Photon Map. Consiste en realizar un raytra
ing desde elobservador, y para 
ada punto obtenido, ha
er una 
onsulta al Photon Map.El segundo modo se denomina �nal gathering y 
onsiste en re�ejar siguiendola BRDF el rayo en 
ada punto, obteniéndose un número de rayos se
unda-rios salientes (normalmente 50) en 
ada punto. La 
onsulta al Photon Map serealiza en las interse

iones de los rayos salientes 
on la es
ena, y la radian
iase 
al
ula a partir de la 
ontribu
ión de 
ada rayo [Jensen 01℄. Se obtiene ungran in
remento en la 
alidad de la imagen generada, aunque el 
oste es mu
homayor.La limita
ión más 
ono
ida de Photon Maps es que 
uando se 
al
ula lairradian
ia en un punto, los fotones 
er
anos deberían estar en el mismo plano yen un área 
ir
ular alrededor del punto. Hey y Purgathofer [Hey 02℄ presentanun algoritmo que resuelve esta limita
ión usando informa
ión geométri
a en las
er
anías del punto.Otra limita
ión menos 
ono
ida de Photon Maps y el algoritmo propuestopor Hey y Purgathofer men
ionado en el párrafo anterior es que si hay super�
iesen la es
ena relativamente muy pequeñas, estas zonas tienen 
omparativamenteuna alta varianza, y tienden a apare
er muy brillantes o muy os
uras, si elnúmero de fotones no es lo su�
ientemente alto. Véase la �gura 1.1 (izquierda).1.4.4. Estima
ión de Densidades en el Plano TangenteUn método que evita la alta varianza de Photon Maps men
ionada en lase

ión anterior, 
onsiste en guardar los rayos y usar un dis
o de tamaño �jo
entrado en el punto donde se 
al
ula la irradian
ia y que está 
ontenido enel plano tangente a la super�
ie. Los rayos que intersequen un dis
o dado seusan para 
al
ular la irradian
ia en el punto 
entral [Lastra 02
℄. El algoritmo
Figura 1.1: Photon Maps (izquierda) y Estima
ión de Densidades en el PlanoTangente (dere
ha).
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ión de Densidades en el Plano Tangente (DETP). Nótese queeste algoritmo guarda la traye
toria de los fotones (origen, dire

ión y distan
iaal impa
to), mientras que Photon Maps guarda sólo el punto de impa
to y ladire

ión. Véase la �gura 1.2. Como se pueden aprove
har mejor los rayos, esfa
tible ha
er visualiza
ión dire
ta y tener una 
alidad a
eptable.

Figura 1.2: Estima
ión de Densidades en el Plano Tangente.

Figura 1.3: Artefa
tos de DETP.Para evitar sombras propias en super�
ies 
ón
avas, existe una modi�
a
ióndenominada artifa
t 
ontrol. Esta modi�
a
ión disminuye el sesgo a 
osta deaumentar un po
o el tiempo de 
ál
ulo, y evita tener en 
uenta las zonas deldis
o a las que los rayos no pueden a

eder (�gura 1.3). Hay que tener en 
uentados 
osas:Un rayo 
ontribuye a un dis
o si la interse

ión está estri
tamente antesde la segunda interse

ión 
on la es
ena (�gura 1.3, izquierda).
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ión del dis
o no es visible desde el origen del rayo, la 
ontribu-
ión del rayo al dis
o debe dividirse por el área de la zona visible en lugardel área 
ompleta (�gura 1.3, dere
ha). Esto es debido a que la parte novisible del dis
o no 
ontribuye a la medida del ángulo sólido desde c, yesto provo
a un sesgo inherente a 
ualquiera de las té
ni
as de estima
iónde densidades en su formula
ión habitual.Este método usa dis
os de radio �jo [Lastra 02
℄. Sin embargo, el algoritmo
ompensa de forma óptima entre exa
titud y varianza 
uando el radio del dis
oes del orden de magnitud de la mitad de la distan
ia entre muestras de irradian-
ia. Si el radio del dis
o fuera más pequeño, los rayos que interse
an el planotangente 
er
a del punto medio entre dos muestras de irradian
ia se ignorarían.Si fuera más grande, las interse

iones se usarían para varios 
ál
ulos, 
reandoun suavizado arti�
ial.Este método presenta un sesgo debido a una limita
ión inherente derivadadel he
ho de que se aproxima la radian
ia en un entorno del punto de interés. Es-te problema se llama en la literatura light leaks (fugas de luz: zonas que deberíanser os
uras que apare
en iluminadas debido a la presen
ia de rayos 
er
anos) yapare
e 
uando el tamaño del dis
o es mayor que la an
hura de los objetos quearrojan sombra. Tobler et al [Tobler 06℄ propone usar geometry feelers (tirar ra-yos desde el punto donde se 
al
ula la irradian
ia en varias dire

iones bus
andogeometría que tape la luz, u o
toboxes (o
togonos irregulares sobre el dis
o quese ajustan a la geometría de la es
ena). Otra solu
ión es disminuir el tamañodel dis
o, y aumentar el número de rayos en la es
ena para mantener el error
onstante. Para las fugas de luz que se produ
en en los bordes de sombras deobjetos lejanos (
omo bajo una mesa), los geometry feelers y o
toboxes no sonsu�
ientes y hay que usar el 
ambio del tamaño del dis
o.Ca
hé de EsferasEl método de DETP en su forma bási
a tiene el problema de que el 
ál
ulode las interse

iones rayo-dis
o es más 
omplejo en tiempo que la búsqueda defotones puntuales de Photon Maps, ya que las traye
torias son objetos extensos.Se puede disminuir el número de las interse

iones rayo-dis
o ne
esarias des-
artando los rayos que estén lejos del punto de interés, 
on lo que el tiempo de
ómputo disminuye. La Ca
hé de Esferas [Lastra 02
℄ usa esta idea. El método
onsiste en 
rear una jerarquía de esferas de radio de
re
iente y guardar los ra-yos que interse
an 
ada esfera para disminuir el número de tests de interse

iónrayo-dis
o.Primero, se 
rea una esfera tangente a la 
aja englobante de la esfera. Estaesfera interse
a todos los rayos. Después, 
omo se ve en la �gura 1.4, se 
reanesferas de radio de
re
iente unas dentro de otras (la razón entre el radio de dosesferas 
onse
utivas es un parámetro llamado Q), hasta que el radio está justopor en
ima del radio del dis
o o hasta que la esfera tiene menos de un númeropre�jado de rayos (el límite de subdivisión).Cada esfera tiene una estru
tura de datos aso
iada que 
ontiene los rayos
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a di
ha esfera. Estos rayos se 
al
ulan interse
ando la esfera 
on losrayos de la esfera inmediatamente superior.El primer punto en el que se ha de 
al
ular la irradian
ia se usa 
omo el
entro de las esferas. Por tanto, el primer dis
o está en la esfera interna. La irra-dian
ia se puede 
al
ular 
omprobando qué rayos de la esfera interna interse
anel dis
o, y sumando su energía. El número de interse

iones rayo-dis
o se redu
e
laramente.Para el resto de puntos, si el dis
o 
entrado en el punto está dentro de laesfera interna, el dis
o se interse
a 
on los rayos de esta esfera. En 
aso 
ontrariotenemos un fallo de 
a
hé: se des
arta la esfera y se 
omprueba el resto de esferashasta que una 
ontenga el dis
o. En ese momento se re
al
ula la jerarquía deesferas, usando el punto 
omo 
entro (véase la �gura 1.4 dere
ha). Finalmente,
Figura 1.4: Ca
hé de Esferas.el dis
o se interse
a 
on los rayos de la esfera interior, del mismo modo que sino se ne
esita re
al
ular ninguna esfera.Ordena
ión de puntosEl rendimiento de la Ca
hé de Esferas depende de la 
oheren
ia espa
ial delos dis
os, ya que esta 
oheren
ia permite reusar las esferas. [Lastra 02
℄ 
ontieneun algoritmo que reordena los puntos para in
rementar la 
oheren
ia espa
ial.Este algoritmo se basa en la 
urva de Lebesgue, des
rita en [Sagan 94℄.El algoritmo transforma las 
oordenadas de los puntos en tres enteros sinsigno de 16 bits, de modo que la 
aja englobante de la es
ena va de 0 al máximovalor representable en 
ada 
oordenada. Los puntos se ordenan 
on la siguientefun
ión de 
ompara
ión: Para dos puntos A y B, se 
omprueba el bit más sig-ni�
ativo (MSB) de la 
oordenada X de A 
on la de B, después el MSB en Yy el Z. Después se 
omprueban los siguientes bits, en orden. En 
uanto uno delos bits sea menor, el punto se 
onsidera menor. Un ejemplo de la ordena
iónpuede verse en la �gura 1.5.La e�
ien
ia de la ordena
ión de puntos depende de la 
oheren
ia espa
ialde la 
urva que rellena el espa
io. Para evitar los saltos brus
os que apare
en enlos 
ambios de bits de la ordena
ión de Lebesgue, otra posibilidad es usar una
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Figura 1.5: Ordena
ión de puntos de Lebesgue.ordena
ión basada en la 
urva de Hilbert [Alber 03℄. La ordena
ión puede verseen la �gura 1.6, y propor
iona una ligera mejora del rendimiento, 
omo se ve enel 
uadro 1.3.

Figura 1.6: Ordena
ión de puntos de Hilbert.Radio/ No de rayos 1 000 000 100 000 10 000 1 0000,05% 13,3% 33,7% 69,8% 78,3%0,5% 10,1% 28,8% 66,6% 78,0%5,0% 0,5% 2,4% 27,7% 64,7%Cuadro 1.3: A
elera
ión del 
ál
ulo usando la 
urva de Hilbert.Ca
hé de Esferas MultilistaCuando no es fa
tible usar la ordena
ión de puntos (por ejemplo en algunosraytra
ers intera
tivos 
omo [Tawara 04℄ o [Dmitriev 02℄, en los que sólo se a
-tualizan unas 
uantas muestras por fotograma debido a limita
iones de tiempo),la 
a
hé de esferas tiene un rendimiento bajo.
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ión, se puede permitir a 
ada esfera tener más de un des
en-diente (
onservando las esferas 
readas tras un fallo de 
a
he). Esto ha
e que la
oheren
ia sea menos importante, ya que las esferas pueden usarse para 
al
ulare�
ientemente la estima
ión de radian
ia de puntos 
ontenidos en ellas aunqueéstos no se pro
esen se
uen
ialmente.El resultado es una estru
tura de datos en árbol que denominamos Ca
hé deEsferas Multilista. Para 
ontrolar el tamaño de esta estru
tura, podemos o bien
ontrolar el número máximo de hijos de 
ada esfera, o bien 
ontrolar el númeromáximo de esferas existentes, y eliminar las esferas antiguas 
on una 
ola FIFO.1.4.5. Ray MapsHavran [Havran 05a℄ des
ribe otra forma de utilizar todo el re
orrido de losrayos para disminuir la varianza. Organiza los rayos en un kd-tree 
onstrui-do bajo demanda que permite ha
er búsquedas de proximidad de rayos segúndiferentes 
riterios:Interse

ión 
on un dominio: dis
o, hemisferio, esfera o 
aja alineada a losejes.Búsqueda del ve
ino más 
er
ano: distan
ia entre la interse

ión del rayo
on el plano tangente, distan
ia al rayo, distan
ia a la línea soporte delrayoEl re
orrido del kd-tree está optimizado para el 
aso de búsquedas 
oherentes,y se 
ontrola el uso de memoria usando una estrategia LRU para 
olapsar y ex-pandir el árbol. Los rayos se organizan en fun
ión de su dire

ión para optimizarlas búsquedas.1.5. Ilumina
ión Global Intera
tivaEn esta se

ión 
omentaremos algunos trabajos enfo
ados a obtener Ilumi-na
ión Global 
on tiempos de 
ómputo pequeños que permitan intera
tividad.Los trabajos de Dmitriev bus
an reusar informa
ión de la ilumina
ión paradisminuir los tiempos de 
ál
ulo, mientras que los de Wald usan 
lusters de
omputadores para disminuir los tiempos de 
ál
ulo usando paralelismo.1.5.1. Sele
tive Photon Tra
ingDmitriev, en [Dmitriev 02℄ propone un método que permite re
al
ular lailumina
ión y la radiosidad a lo largo de un número de fotogramas, y tambiénen
ontrar rápido los fotones que deben ser re
al
ulados. El método se basa en lase
uen
ia de Halton multidimensional, que debido a su quasi-periodi
idad, per-mite en
ontrar fá
ilmente los fotones que tienen un 
amino similar al que se estáre
al
ulando. La mayoría de estos fotones también tendrán que ser re
al
ulados.Usa raytra
ing desde las fuentes de luz, así que su solu
ión es independiente dela vista.



34 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN Y TRABAJO PREVIOLos requisitos hardware para su método son un ordenador de gama media.Expli
a el pro
edimiento de a
tualiza
ión de la ilumina
ión, en el que sólo usalos rayos re
al
ulados. Se usa hardware grá�
o para 
al
ular las sombras, ytras ello sólo se re
al
ula la ilumina
ión indire
ta, que se añade a la imagenresultante.La prin
ipal ventaja de este método es que permite obtener ilumina
iónglobal intera
tiva 
on un gasto de memoria muy bajo, ya que se puede evitaralma
enar los fotones usando la se
uen
ia de Halton para re
rearlos en 
aso ne-
esario. Esto permite que el método sea útil para es
enas mu
ho más 
omplejas.1.5.2. Implementa
iones optimizadas paralelas de PhotonMapsWald et al, en [Wald 02b, Wald 02a℄, expli
an un método que apli
a té
ni
asde programa
ión distribuida a Ray Tra
ing. Usa un 
luster de PCs para obtenerIlumina
ión Global en tiempo real.Las mejoras in
luyen ensamblador generado a mano, optimiza
ión del layouty alineamiento de las estru
turas de datos, prefet
hing, manejo de la 
a
he einstru

iones SIMD para seguir varios rayos (lo que resulta en una gran mejoradel rendimiento de la 
a
he) y usar el bu�er de dis
ontinuidad y el muestreoentrelazado [Keller 01℄ para disminuir el ruido.Una extensión a Photon Maps para 
áusti
as, 
onsistente en meter en unatabla hash los impa
tos de los fotones, se usa para poder usar super�
ies trans-parentes. Las re�exiones espe
ulares se 
al
ulan en un paso de raytra
ing. Laintegra
ión de Quasi Monte Carlo se usa en su sistema para a
elerar la 
onver-gen
ia.Benthin [Benthin 03℄ des
ribe los 
ambios en el sistema para obtener unaes
alabilidad y rendimiento mejorados. [Günther 04℄ y [Wald 04b℄ des
riben al-gunas optimiza
iones más.El sistema permite obtener ilumina
ión realista en tiempo real para es
enas
omplejas, ya que aprove
ha la gran 
apa
idad de 
ómputo y el paralelismo del
luster.Limita
iones de los algoritmosEl algoritmo que proponen Wald et al [Wald 02b℄ se basa en un sistema deraytra
ing en tiempo real, pero tiene algunas limita
iones:No puede mapearse a una arquite
tura de un PC estándar aislado, que esla plataforma más 
omún.Aunque Wald obtiene tasas de refres
o intera
tivas mientras los objetos semueven, la ilumina
ión 
orre
ta tarda dos o tres segundos en 
omputarseuna vez que los objetos dejan de moverse.El problema de este esquema es que las sombras se 
al
ulan 
on la informa
iónde los fotogramas anteriores, y la posi
ión de los objetos ha 
ambiado. Esto
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e que la posi
ión de las sombras vaya detrás de su posi
ión 
orre
ta. Un parde segundos después de que el objeto se haya detenido, las sombras llegan asu posi
ión 
orre
ta. El problema es análogo al que se presenta en los métodosintera
tivos de elementos �nitos men
ionados en la se

ión 1.3.1. La divergen-
ia viene del he
ho de que Wald usa su algoritmo para la visualiza
ión previade Ilumina
ión Global en las es
enas, así que esperar unos segundos para quela ilumina
ión se estabili
e no es problema. Por otra parte, nuestro prin
ipalobjetivo es obtener una aproxima
ión realista a la Ilumina
ión Global en todoslos fotogramas, lo que es ne
esario por ejemplo en los juegos 3D.Su nuevo sistema o
ulta el problema para es
enas de 
omplejidad mediaporque aumenta en gran medida la es
alabilidad y usa un gran 
luster. Sinembargo pensamos que el uso del sistema de tiempo real de Wald et al mejoraríatodos los métodos basados en trazado de fotones que presenten 
oheren
ia enlos rayos, 
omo es el método presentado en el 
apítulo 4.1.5.3. Reuso de 
aminosEl algoritmo de reuso de 
aminos fue propuesto por Sbert et al. en Real-time Light Animation [Sbert 04℄. Dada una es
ena estáti
a y una fuente de luzdinámi
a, se pueden reutilizar los 
aminos de las re�exiones de los fotones endistintos fotogramas uniéndolos 
on la posi
ión nueva de la fuente de luz, yapli
ando pesos para evitar un algoritmo sesgado. Es ne
esario lanzar por lomenos un 
amino en 
ada fotograma para que el algoritmo sea no sesgado, y la
ombina
ión de los 
aminos puede realizarse e�
ientemente en la GPU. Tambiénes ne
esario eliminar la 
ontribu
ión de la fuente de luz al 
amino si ésta estáo
ulta por algún objeto (el peso en este 
aso sería 
ero).Los pesos de los 
aminos se re
al
ulan usando Multiple Importan
e Sam-pling [Vea
h 98℄. La a
elera
ión es 
omo máximo el número de fotogramas de laanima
ión. Este método también puede apli
arse en el 
aso intera
tivo utilizan-do sólo los 
aminos 
reados en el pasado, y la velo
idad del algoritmo es buenain
luso en este 
aso.1.6. Métodos de Indexa
ión espa
ialEn informáti
a grá�
a, los métodos de indexa
ión espa
ial son estru
turasde datos que dividen de forma jerárqui
a el espa
io en zonas, y alma
enan lasprimitivas geométri
as en fun
ión de su posi
ión, permitiendo 
al
ular fá
il yrápidamente interse

ión entre una primitiva geométri
a (típi
amente un polí-gono, segmento o semirre
ta) y una geometría 
ompleja, dete

ión de 
olisiones,et
. Si se posee una geometría 
ompleja, estos métodos son indispensables paraobtener algoritmos e�
ientes. Estos métodos 
onstituyen una parte muy im-portante de los algoritmos e�
ientes de ilumina
ión global men
ionados en lase

ión anterior.



36 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN Y TRABAJO PREVIOCuando se 
rea una indexa
ión espa
ial, es ne
esario tener en 
uenta varias
osas:Método de 
onstru

ión y 
oste aso
iado.Calidad de la indexa
ión generada (si está balan
eada, si las primitivas sehan repartido por los nodos uniformemente, et
).Método de re
orrido y 
oste aso
iado.En el 
ampo de Ilumina
ión Global 
on algoritmos esto
ásti
os, nos interesaespe
ialmente que la interse

ión rayo-objeto sea lo más e�
iente posible, ya quees la parte más 
ostosa. El 
uadro 1.4 
ontiene una lista 
on los algoritmos más
ono
idos. Las siguientes se

iones 
ontienen una des
rip
ión de los algoritmosque se han implementado durante el desarrollo de esta tesis, o que por sus
ara
terísti
as se integrarían bien 
on los algoritmos desarrollados (la se

ión 6.2tiene más detalles). Usaremos métodos avanzados de indexa
ión espa
ial paramejorar la e�
ien
ia del algoritmo de Estima
ión de Densidades en el PlanoTangente en el Capítulo 2.Año Método Referen
ia1975 Binary Spa
e Partitioning Tree [Bentley 75℄1980 Jerarquía de volúmenes envolventes [Rubin 80℄1984 O
tree [Glassner 84℄1986 Grid Re
tangular [Fujimoto 86, Amanatides 87℄1987 Kd-tree [Subramanian 87, Fussel 88℄1989 Grid Re
ursivo [Jevans 89℄1992 Re
tilinear Binary Spatial Partitioning [Sung 92℄1995 Jerarquía de Grids Uniformes [Cazals 95℄1995 O
tree-R [Whang 95℄1997 Grid Adaptativo [Klimansezewski 97℄1999 Grid Regular [Havran 99℄2001 Coherent Ray Tra
ing [Wald 01℄2004 Pa
ket Ray Tra
ing [Wald 04a℄2007 Re
orrido Ve
torizado [Noguera 07, Noguera 09℄2007 Ray Stream Tra
ing [Wald 07℄Cuadro 1.4: Métodos de Indexa
ión Espa
ial.1.6.1. Métodos 
lási
osExisten varios métodos de indexa
ión espa
ial muy usados y estudiados. UnGrid 
onsiste en la división de una 
aja envolvente de forma uniforme en las
oordenadas X, Y y Z, obteniéndose x×y×z 
eldas. Se puede en
ontrar la 
ajaque 
ontiene un punto del espa
io de forma inmediata, pero al no adaptarse ala es
ena puede desperdi
iar mu
ho espa
io en memoria.
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tree 
onsiste en la subdivisión jerárqui
a de la 
aja envolvente; en
ada nivel se divide el voxel en o
ho partes iguales que resultan de 
olo
ar 3planos en las 
oordenadas X, Y y Z que pasan por el 
entro, si el voxel estálo su�
ientemente o
upado. Hay varias formas de re
orrerlo para averiguar enqué 
elda se en
uentra un punto, o qué 
eldas atraviesa un línea, 
on diferentesparámetros de e�
ien
ia en tiempo y memoria. Espe
ialmente interesante es elmétodo paramétri
o de [Revelles 00℄ que permite re
orrer un O
tree 
on un rayode forma muy e�
iente. Primero se transforma el rayo para que sus 
omponentessean positivas, y tras ello se 
al
ulan los puntos de entrada y salida del o
treeen los planos X, Y y Z. Con esta informa
ión, se obtiene en un bu
le el re
orrido
orre
to del o
tree.Un Re
tilinear Binary Spa
e Partitioning Tree (RBSPTree), también llama-do kd-tree, divide de forma jerárqui
a el espa
io, 
ada vez en dos vóxeles usandoplanos de 
orte en X, Y ó Z alternativamente, también siguiendo un 
riterio deo
upa
ión.1.6.2. Métodos de re
orridoEl 
oste de interse
ar las primitivas 
on una indexa
ión espa
ial mu
has ve
esdepende del orden en que se re
orren los nodos de la indexa
ión. Un método dere
orrido de una indexa
ión espa
ial es un algoritmo que indi
a qué nodos y enqué orden se deben visitar para 
ada primitiva geométri
a a interse
ar.Existen algoritmos que permiten usar té
ni
as SIMD para aumentar la e�-
ien
ia del re
orrido. Coherent Ray Tra
ing [Wald 01℄ es un método que permiteinterse
ar 
uatro rayos a la vez 
on una indexa
ión espa
ial. Se basa en usarinstru

iones ve
toriales para pro
esar en paralelo los 
uatro rayos, y obtienegrandes mejoras en la e�
ien
ia al realizar menos re
orridos por el árbol, sobretodo en el 
aso de rayos 
oherentes. La té
ni
a se extiende en [Wald 04a℄ (Pa
ketRay Tra
ing) para streams de rayos de mayor tamaño.El método de Re
orrido Ve
torizado ([Noguera 07, Noguera 09℄) des
ribe laforma de interse
ar interse
ar un 
onjunto grande de rayos 
on una indexa
iónespa
ial en un úni
o re
orrido. El método fun
iona muy bien in
luso en el 
asode rayos no 
oherentes, propiedad muy deseable para su apli
a
ión en algoritmosde ilumina
ión global.1.7. Estudio teóri
o de la e�
ien
ia de algoritmosEl estudio de la e�
ien
ia de los algoritmos tiene su base en los trabajosde Chur
h [Chur
h 36℄ y Turing [Turing 36℄ sobre 
omputabilidad. La teoríade la 
omplejidad algorítmi
a estudia el tiempo que se tarda en resolver unproblema y estable
e una jerarquía. Una introdu

ión a esta teoría puede verseen [Sipser 06℄. Existen problemas tan difí
iles que no se pueden resolver 
on unalgoritmo (no 
omputables), otros a los que se les puede 
al
ular una solu
iónsólo para un sub
onjunto del dominio de los datos de entrada (semi
omputables)y otros a los que siempre se les puede 
al
ular una solu
ión (
omputables).
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omputables pueden dividirse por di�
ultad en fun
ión deltiempo que se tarda en obtener una respuesta. Los problemas NP se de�nen 
o-mo aquellos que pueden ser resueltos en una máquina de turing no deterministaen tiempo polinomial. Estos problemas requieren un tiempo exponen
ial en má-quinas deterministas. Los problemas P son aquellos que pueden ser resueltos entiempo polinomial en máquinas deterministas, y se 
onsideran resolubles de for-ma e�
iente (también existen problemas más difí
iles que NP, pero se tardaríatanto en resolverlos que no se usan en la prá
ti
a).Cuando se diseña un algoritmo es muy interesante 
ono
er a priori 
uántotardarán en resolver una instan
ia del problema en fun
ión del tamaño del pro-blema. Para ello se utiliza la nota
ión O(). La fun
ión t que da el tiempo de
ál
ulo del algoritmo pertene
e a un 
onjunto de fun
iones denominado O(f(n))(o lo que es lo mismo, el tiempo del algoritmo está en O(f(n))) si existe k talque el algoritmo resuelve un problema de tamaño n en un tiempo t < k ∗ f(n).
k es una 
onstante arbitraria que depende de la implementa
ión del algoritmoy del hardware. Utilizaremos esta nota
ión para estudiar el rendimiento de losalgoritmos expuestos en esta memoria de tesis, en fun
ión del número de rayos(
omplejidad de la ilumina
ión) y del número de vérti
es (
omplejidad de lageometría).Existe trabajo previo tanto en el estudio de la e�
ien
ia en tiempo de algo-ritmos realistas de ilumina
ión 
omo en el estudio de sus parámetros de errory varianza. Esta se

ión 
ontiene un 
ompendio de estudios que han sido deutilidad para esta tesis.1.7.1. Estudio teóri
o de indexa
ión espa
ial y Ray Tra-
ingHavran [Havran 00b℄ estudia la e�
ien
ia de diferentes métodos de indexa-
ión espa
ial usando un enfoque estadísti
o independiente de la implementa
ión,
on un 
onjunto de es
enas de diferentes 
ara
terísti
as. Hay estudios de las 
a-ra
terísti
as de la es
ena que ha
en que unas indexa
iones espa
iales sean máse�
ientes que otras. En [Havran 00a℄ y [Havran 03℄ se desarrolla un modelo
omputa
ional y de rendimiento de indexa
iones espa
iales que permite la 
om-para
ión analíti
a de distintas té
ni
as para una es
ena y un 
onjunto de rayosdados.Revelles, en [Revelles 03℄, 
ara
teriza de forma teóri
a el 
on
epto de optimi-zador (que engloba el de indexa
ión espa
ial) y de�ne una medida de e�
ien
ia.Otros estudios usan una simula
ión rápida 
on po
os rayos para elegir el métodode indexa
ión más apropiado [Revelles Moreno 01℄. También se han estudiadoteóri
amente modelos de 
osto que permiten mejorar los 
riterios de subdivi-sión [Goldsmith 87, Ma
Donald 90, Aronov 03℄.Como la e�
ien
ia de Ray Tra
ing está supeditada al re
orrido e�
iente de laestru
tura de datos que 
ontiene la es
ena, los estudios de Ray Tra
ing se basanen té
ni
as similares. Reinhard [Reinhard 96℄ estudió el 
oste del algoritmo deray tra
ing para distintas estru
turas de indexa
ión espa
ial teniendo en 
uenta
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ulta
ión produ
ida por los objetos a la hora de re
orrer el árbol. S
her-son [S
herson 87℄ estudió qué parámetros de la es
ena eran buenos predi
toresdel 
osto de raytra
ing para esa es
ena. Szirmay-Kalos [Szirmay-Kalos 98℄ estu-dió teóri
amente la e�
ien
ia (en promedio y en el peor 
aso) de algoritmos deindexa
ión espa
ial para el 
aso de Ray Tra
ing. Finalmente Aronov [Aronov 02℄diseñó un predi
tor del 
oste de Ray Tra
ing, que fun
iona bien para o
trees.1.7.2. Estudio de la varianza de algoritmos de ilumina
iónglobalExisten algunos estudios de la varianza y el error de diferentes métodos deIlumina
ión Global. Arvo [Arvo 95b℄ hizo un análisis del error de los algorit-mos de elementos �nitos. En 
uanto a métodos de Monte Carlo, Sbert estudióla varianza de Pathtra
ing en [Sbert 97a℄; mientras que en [Sbert 97b℄ estudióla varianza del método de muestreo por importan
ias, para super�
ies difu-sas. Shirley estudió el algoritmo de Radiosidad de Monte Carlo en [Shirley 92℄.Como ejemplo de estudio de algoritmos de líneas globales, [Sbert 96b℄ estudiael error y la varian
ia de global multipath Monte Carlo. La e
ua
ion generalde la varianza para el 
aso no difuso fue estudiada en detalle por Carlos Ure-ña [Ureña Almagro 98℄, para raytra
ing, radiosidad y pathtra
ing.Algoritmos más nuevos basados en Photon Maps han re
ibido menos aten-
ión. El 
apítulo 3 
ontiene un análisis de los algoritmos de Cuenta de Impa
tos,Photon Maps, DETP y Ray Maps.1.8. Herramientas formalesPara estudiar teóri
amente los algoritmos de Ilumina
ión Global, son ne-
esarias algunas no
iones de probabilidad, geometría y análisis. Esta se

ióndes
ribe los 
on
eptos relevantes.1.8.1. Teoría de ProbabilidadLa teoría de probabilidad es la rama de las matemáti
as que estudia losfenómenos aleatorios. En esta se

ión se introdu
en algunos 
on
eptos que seránútiles en el estudio teóri
o de las té
ni
as de Ilumina
ión Global del 
apítulo 3.Nos basamos en el libro de Parzen [Parzen 92℄.Dada una variable aleatoria dis
reta X , que toma valores x0, . . . , xn 
onprobabilidad p0, . . . , pn, se de�nen los 
on
eptos de esperanza de la variable X
omo
E(X) =

n∑

i=0

xipi (1.2)y de varianza de la variable X 
omo
V ar(X) = E((X − E(X))2) = E(X2)− E2(X) (1.3)
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on
epto de esperanza está rela
ionado 
on el valor promedio de la variable,y la varianza está rela
ionada 
on la dispersión (esto es, 
ómo de probable esen
ontrar valores alejados de la media). La desvia
ión típi
a σ se de�ne 
omo laraíz 
uadrada de la varianza. Cuando estimamos la esperanza de una variablealeatoria tomando muestras, podemos 
al
ular un intervalo de 
on�anza, quees un intervalo al que el valor que bus
amos pertene
e 
on una probabilidaddeterminada.En el 
aso de una variable aleatoria 
ontinua, existen un número in�nitode posibles valores que ésta puede tomar. En este 
aso, se de�ne una fun
iónde densidad de probabilidad f en el dominio de posibles valores D. Para unsub
onjunto posibles valores S ⊂ D, se puede 
al
ular la probabilidad de que lavariable tome un valor en S usando una integral:
P (x ∈ S) =

∫

S

f(s)ds (1.4)La esperanza y la varianza se de�nen de manera similar al 
aso 
ontinuo:
E(X) =

∫
xf(x)dx V ar(X) = E((X − E(X))2) (1.5)Son interesantes también los 
on
eptos de ve
tor aleatorio y fun
ión aleato-ria: un ve
tor aleatorio es una tupla en la que 
ada 
omponente es una variablealeatoria, mientras que una fun
ión aleatoria es una fun
ión que a 
ada elementodel dominio asigna una variable aleatoria. Usaremos estos 
on
eptos al estudiarlos algoritmos esto
ásti
os de ilumina
ión global.1.8.2. Ensayos de Bernoulli independientesUn ensayo de Bernoulli es un experimento que sólo puede tener dos resulta-dos, normalmente llamados éxito y fra
aso. La probabilidad de éxito se denota

p y la de fra
aso q = 1− p.Si repetimos el experimento de forma independiente n ve
es, podemos estu-diar la probabilidad de tener un número determinado de éxitos. La probabilidadde tener k éxitos (y por tanto n− k fra
asos) es
b(k; n, p) =

(
n

k

)
pkqn−k (1.6)La probabilidad de tener al menos k éxitos es:

n∑

i=k

b(i; n, p) = 1−
k−1∑

i=0

b(i; n, p) (1.7)



1.8. HERRAMIENTAS FORMALES 41Estas fórmulas se vuelven intratables 
uando el número de ensayos se ha
emuy grande. En ese 
aso, existen las siguientes aproxima
iones:Si p < 0, 1, la distribu
ión de probabilidad se puede aproximar por unadistribu
ión de Poisson:
b(k; n, p) ≈ e−np (np)k

k!
(1.8)Si npq ≥ 10 la distribu
ión de probabilidad 
umulativa se puede aproximarpor una distribu
ión normal:

b∑

k=a

b(k; n, p) ≈ Φ

(
b− np + 1

2√
npq

)
− Φ

(
a− np− 1

2√
npq

) (1.9)1.8.3. Distribu
ión binomialLa distribu
ión binomial es la distribu
ión de probabilidad del número deéxitos en ensayos de Bernoulli independientes. Sea X una variable aleatoria quesigue una distribu
ión binomial:
X  b(n, p) (1.10)La esperanza de esta variable E(X) es
E(X) = np (1.11)y la varianza es

V ar(X) = np(1− p) (1.12)Si generamos una nueva variable aleatoria Y es
alando X (Y = aX), los valoresde esperanza y varianza de Y son:
E(Y ) = aE(X) = anp V ar(Y ) = a2V ar(X) = a2np(1− p) (1.13)Utilizaremos estas fórmulas en el estudio teóri
o de la e�
ien
ia de Estima-
ión de Densidades en el Plano Tangente, para 
al
ular el número de rayos quehay que pro
esar en 
ada momento. El estudio de la varianza de los distintosmétodos de estima
ión de densidades también usa estas fórmulas.1.8.4. Estadísti
os de ordenLa estadísti
a de orden trata de las propiedades y apli
a
iones de las varia-bles aleatorias que apare
en al ordenar las muestras tomadas de una variablealeatoria [David 03℄. Dada una muestra {x1, . . . , xn} de una variable aleatoria

X , el estadísti
o de orden k es el k-ésimo valor más pequeño, y es una variablealeatoria que se nota X(k). Si X tiene una fun
ión de densidad de probabili-dad f(x) 
on probabilidad a
umulada F (x), la densidad de probabilidad delestadísti
o de orden k es:
fX(k)

(x) =
n!

(k − 1)!(n− k)!
F (x)k−1(1 − F (x))n−kf(x) (1.14)



42 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN Y TRABAJO PREVIOy la densidad de probabilidad a
umulada es:
FX(k)

(x) =

n∑

i=k

(
n

i

)
F i(x)[1 − F (x)]n−i (1.15)Utilizaremos los estadísti
os de orden para derivar el valor esperado y la varianzaexa
ta de Photon Maps y DETP.1.8.5. Cál
ulo exteriorEl 
ál
ulo exterior es la rama de las matemáti
as que formaliza el 
on
eptode diferen
ial. Usaremos los 
on
eptos de�nidos en esta se

ión en el estudio delas probabilidades geométri
as de la geometría integral.Dado un espa
io ve
torial V (R), de�nimos un tensor 
omo una apli
a
iónde V n en R. Un tensor T es antisimétri
o si 
umple la siguiente propiedad:

T (v0, . . . , vi, . . . , vj , . . . , vn−1) = −T (v0, . . . , vj , . . . , vi, . . . , vn−1) (1.16)para todos los posibles valores de los parámetros. Esto es, inter
ambiar los va-lores de dos parámetros 
ualesquiera manteniendo el resto de parámetros 
ons-tantes 
ambia el signo del resultado.Dados dos tensores antisimétri
os T : V n → R y S : V n → R, y 2n ve
tores
t0, . . . , tn−1, s0, . . . , sn−1 de�nimos el produ
to exterior de los tensores T y S
omo un nuevo tensor T ∧ S de la siguiente forma:

T ∧ S : V 2n → K (1.17)
(T ∧ S)(t0, . . . , tn−1, s0, . . . , sn−1) = (1.18)

T (t0, . . . , tn−1)S(s0, . . . , sn−1)− S(t0, . . . , tn−1)T (s0, . . . , sn−1) (1.19)Sobre este 
onjunto de tensores se de�ne una opera
ión de diferen
ia
ión d(
ál
ulo de una derivada), 
on las siguientes propiedades:
df = ∇f =

n∑

i=1

~ei
∂f

∂xi
(1.20)

d(x + y) = dx + dy (1.21)
ddx = 0 (1.22)

d(x ∧ y) = dx ∧ y + (−1)kx ∧ dy (1.23)donde f es un tensor, ~ei es la base estandar de V , x, y son formas diferen
ialesy k es el grado de la forma diferen
ial (los tensores tienen grado 0; diferen
iaruna forma de grado k genera una forma de grado k + 1).



1.8. HERRAMIENTAS FORMALES 431.8.6. Geometría integralLa geometría integral es el 
ampo de la matemáti
a que estudia 
on
eptosrela
ionados 
on las probabilidades de interse

ión entre objetos geométri
os.Utiliza resultados de estadísti
a, geometría y análisis. En el 
ampo de la Ilumi-na
ión Global basada en métodos esto
ásti
os, 
al
ular el tiempo de 
ómputode los algoritmos se ve di�
ultado por la naturaleza estadísti
a de los algo-ritmos. Las fórmulas analíti
as que propor
iona la geometría integral para laprobabilidad de interse

ión entre líneas y 
onjuntos 
onvexos son apli
ablesa la interse

ión rayo-objeto y rayo-nodo en una indexa
ión espa
ial. Una vez
ono
idas estas fórmulas, el tiempo de los algoritmos puede estimarse 
omo
p ∗ ti + (1 − p) ∗ tni, donde p es la probabilidad de interse

ión, ti es el tiempoen 
aso de interse

ión, y tni es el tiempo en 
aso de no interse

ión.Para derivar fórmulas en geometría integral, se de�ne una medida en el espa-
io n-dimensional que permite de�nir una integral en el espa
io. A partir de estaintegral se derivan los 
on
eptos de longitud, super�
ie y volumen, e integralesde 
urvatura media. Con estos datos, se derivan fórmulas que permiten 
al
ularlas probabilidades de interse

ión e in
lusión entre distintos elementos geomé-tri
os. Seguimos el libro de Santaló [Santaló 02℄ para de�nir los 
on
eptos de
onjunto 
onvexo, medida de un 
onjunto de puntos, medida de un 
onjunto delíneas y exponer resultados usados en el estudio teóri
o de nuestros algoritmos.Un 
onjunto de puntos K en el plano es 
onvexo si para 
ada par de pun-tos A, B ∈ K, se 
umple que AB ⊂ K, donde AB es el segmento que une Ay B. De�nimos ∂K 
omo la frontera de K. De�niremos la medida de un 
on-junto de puntos de la siguiente forma: Sean x, y 
oordenadas 
artesianas en elplano, y P un 
onjunto de puntos del plano. La úni
a medida invariante bajotransforma
iones geométri
as es (salvo es
alados)

m(P ) =

∫

P

dx ∧ dy (1.24)donde ∧ denota el produ
to exterior. De�nimos la densidad de puntos 
omo
dP = dx ∧ dy. La probabilidad p de que un elemento aleatorio de un 
onjunto
X esté en un 
onjunto Y ⊂ X es p = m(Y )

m(X) .Una línea re
ta G en el plano queda determinada por el ángulo φ que ladire

ión perpendi
ular a G ha
e 
on respe
to a una dire

ión �ja (0 ≤ φ ≤ 2π)y su distan
ia p al origen O (0 ≤ p). La medida de un 
onjunto de líneas Ginvariante bajo transforma
iones es m(G) =
∫

G
dp ∧ dφ. De�nimos la densidadde un 
onjunto de líneas 
omo dG = dp ∧ dφ.1.8.7. Interse

ión entre líneas y 
onjuntos 
onvexosSea G un 
onjunto de líneas y K un 
onjunto 
onvexo en el plano. La medidade las líneas de G que interse
an a K es:

m(G; G ∩K 6= ∅) =

∫

G∩K 6=∅
dp ∧ dφ = L (1.25)



44 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN Y TRABAJO PREVIOdonde L es la longitud de ∂K.Sean K0, K1 
onjuntos 
onvexos en En (el espa
io eu
lídeo de dimensión
n) tal que K1 ⊂ K0. La probabilidad de que un r-plano Lr (r = 1, . . . , n− 1),elegido de a
uerdo 
on una distribu
ión aleatoria invariante bajo rota
ión ytrasla
ión, que 
orta a K0 también 
orte a K1 es:

p(Lr ∩K1 6= ∅) =
Mr−1(∂K1)

Mr−1(∂K0)
(1.26)donde ∂K es la frontera de K y Mr−1 son las integrales de 
urvatura media.Espe
ializando para n = 3 (espa
io tridimensional) y r = 1 (hiperplanos deuna dimensión: líneas) la probabilidad resultante es:

p(L0 ∩K1 6= ∅) =
M0(∂K1)

M0(∂K0)
(1.27)Parti
ularizando para 
uerpos 
onvexos K de E3, las integrales de 
urvaturamedia son M0 = F (área de ∂K), 
omo di
e la se

ión III.13.6 de [Santaló 02℄.Por tanto,

p(L0 ∩K1 6= ∅) =
F1

F0
(1.28)Es de
ir, la probabilidad p de que una línea re
ta que 
orta a un 
onjunto
onvexo también 
orte a otro 
onjunto 
onvexo in
luído en él es el 
o
ienteentre las super�
ies de los 
onjuntos. Esta propiedad es fundamental, ya que
onstituye la base del estudio teóri
o de los algoritmos presentados en estamemoria de tesis.Al estudiar los algoritmos de Ilumina
ión Global, supondremos que la dis-tribu
ión de los rayos sigue una distribu
ión uniforme (densidad invariante bajotransla
ión y rota
ión), y usaremos las fórmulas anteriores para estimar las pro-babilidades de interse

ión y los tiempos de 
ál
ulo.En la veri�
a
ión de las predi

iones, puede ser ne
esario generar rayos (lí-neas) 
on una distribu
ión uniforme. Para generar un rayo que siga esta distri-bu
ión, se deben generar dos puntos distribuidos uniformemente en la super�
iede la esfera. Usamos el método presentado en [Sbert 96a℄ y [Tobler 98℄. Luego,la línea que une los dos puntos sigue una distribu
ión uniforme en la esfera,
omo muestra [Rovira 05℄. El algoritmo puede verse en la �gura 1.7.1.8.8. Transformada de FourierLa transformada de Fourier permite estudiar el 
omportamiento de fun
ionesperiódi
as 
omplejas mediante su des
omposi
ión en sumas ponderadas de fun-
iones trigonométri
as simples. Usaremos esta transformada en la demostra
iónde teoremas ne
esarios para el estudio teóri
o de nuestros algoritmos.La de�ni
ión formal de la transformada es la siguiente: Dada una fun
ión

f : R → C, integrable Lebesgue (f ∈ L1(R)) de�nimos la transformada deFourier de f 
omo:
F (ξ) :=

∫ ∞

−∞
f(x) e−2πixξ dx, (1.29)



1.8. HERRAMIENTAS FORMALES 45Algoritmo 1.8.1: PointOnSphereSurfa
e()
Z ← U [−1, 1]
φ← U [0, 2π]
θ ← arcsin(z)
X ← cos(θ) cos(φ)
Y ← cos(θ) sin(φ)return (Point(X, Y, Z))Algoritmo 1.8.2: LineInSphere()
a← PointOnSphereSurfa
e()
b← PointOnSphereSurfa
e()return (Ray(a, b− a))Figura 1.7: Pseudo
ódigo que genera rayos uniformemente en la esfera unidad.La transformada de Fourier inversa se de�ne 
omo:

f(x) :=

∫ ∞

−∞
F (ξ) e2πixξ dξ, (1.30)En físi
a, estas transformadas permiten pasar del dominio del tiempo aldominio de la fre
uen
ia y vi
eversa. Si f es una fun
ión periódi
a de periodo

2T , se puede de�nir la serie de Fourier aso
iada a f :
f(t) ∼

∞∑

n=−∞
cn eπi n

T
t (1.31)donde

cn =
1

2T

∫ T

−T

f(t) e−πi n
T

t dt. (1.32)son los 
oe�
ientes de Fourier.1.8.9. Teorema de muestreo de Nyquist�ShannonEn el 
ampo de Teoría de la Informa
ión, el teorema de muestreo de Nyquist-Shannon [Nyquist 28, Shannon 49℄ indi
a a qué fre
uen
ia (espa
ial o temporal)se debe muestrear una señal para poder re
onstruirla. Formalmente:Teorema 1.8.1 Si una fun
ión x(t) no 
ontiene fre
uen
ias mayores o igualesque B muestras por unidad de espa
io o tiempo, está 
ompletamente determi-



46 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN Y TRABAJO PREVIOnada por sus ordenadas en una serie de puntos espa
iados a 1/(2B) unidadesde distan
ia.Demostra
ión Sea F (ω) el espe
tro de f(t). Enton
es
f(t) =

1

2π

∫ ∞

−∞
F (ω)eiωt dω =

1

2π

∫ 2πW

−2πW

F (ω)eiωt dω (1.33)ya que se asume que F (ω) es 
ero fuera de la banda W . Si de�nimos
t =

n

2W
(1.34)donde n es 
ualquier entero positivo o negativo, obtenemos

f
( n

2W

)
=

1

2π

∫ 2πW

−2πW

F (ω)eiω n
2W dω (1.35)A la izquierda están los valores de f(t) en los puntos de muestreo. La integralde la dere
ha es el 
oe�
iente n-ésimo de la expansión en serie de Fourier dela fun
ión F (ω), usando el intervalo [−W, W ] 
omo periodo fundamental. Portanto los valores de las muestras f( n

2W ) determinan los 
oe�
ientes de Fourieren la expansión en serie de F (ω), y por tanto determinan F (ω), ya que F (ω) es
ero para fre
uen
ias mayores que W , y para fre
uen
ias menores F (ω) quedadeterminada si sus 
oe�
ientes de Fourier son 
ono
idos. Pero F (ω) determinala fun
ión original f(t) 
ompletamente, ya que una fun
ión está 
ompletamen-te determinada si su espe
tro es 
ono
ido. Por tanto las muestras originalesdeterminan la fun
ión f(t) 
ompletamente.Este teorema resulta fundamental en 
ualquier apli
a
ión que ne
esite re-
onstruir fun
iones a partir de muestras dis
retas, 
omo de he
ho o
urre enestima
ión de densidades, donde es espe
ialmente relevante debido a que im-pone una 
ota inferior al tamaño de las varia
iones visibles de la fun
ión deradian
ia que se pueden re
onstruir al generar una imagen.Corolario 1.8.2 Si una fun
ión tiene 
omponentes en fre
uen
ia mayores que2 ve
es el periodo de muestreo, no puede ser re
onstruída sin pérdida.Utilizaremos este teorema en el 
ál
ulo del valor óptimo del radio del dis
ode Estima
ión de Densidades en el Plano Tangente (se

ión 3.8.2).



Capítulo 2Indexa
ión de Dis
osEn este 
apítulo estudiaremos la Indexa
ión de Dis
os, un algoritmo quepermite mejorar los tiempos del algoritmo de Estima
ión de Densidades enel Plano Tangente (DETP) . Las publi
a
iones rela
ionadas son [Gar
ía 05℄ y[Gar
ía 06℄. Comenzaremos 
omentando la razón de ser del nuevo método. Trasello se des
ribe en detalle su implementa
ión y se 
ompara 
on el algoritmode Ca
hé de Esferas. Finalmente se resumen los resultados y las 
on
lusionesobtenidas.2.1. ObjetivosLos tiempos de 
ál
ulo de Estima
ión de Densidades en el Plano Tangente yla Ca
hé de Esferas, des
ritos en la se

ión 1.4.4 del primer 
apítulo (página 28),son demasiado altos para su uso en entornos intera
tivos 
omplejos. Nuestroobjetivo es investigar formas de 
al
ular la irradian
ia más e�
ientes en tiempo.La Ca
hé de Esferas re
orre por orden todos los puntos donde se debe 
al
u-lar la irradian
ia y para 
ada punto bus
a rayos 
er
anos. Por tanto, su e�
ien
iaes lineal en el número de puntos. Si insertamos los puntos en una estru
tura dedatos de indexa
ión espa
ial jerárqui
a, 
omo las des
ritas en la se

ión 1.6del 
apítulo anterior (página 35), podemos 
onseguir una e�
ien
ia en tiempologarítmi
a en el número de puntos de irradian
ia. Denominamos al métodoIndexa
ión de Dis
os. Una ventaja adi
ional de este método es que se puedenestimar nuevas muestras de irradian
ia interpolando entre muestras 
er
anas,
omo si fuera la 
a
hé de irradian
ias de�nida en [Ward 88℄, usando el métodode interpola
ión des
rito en esta referen
ia.Aunque este método está indi
ado sólo para métodos de estima
ión de den-sidades de radio �jo, ya que en 
aso 
ontrario no se 
ono
e a priori la zona delespa
io que afe
ta a 
ada punto, Havran, en [Havran 05b℄, intenta apli
ar unmétodo similar a éste para Photon Maps. Sin embargo, debido a que en PhotonMaps un fotón afe
ta a puntos de irradian
ia más o menos lejanos en fun
ióndel resto de fotones, el método no es apli
able sin 
ambiar de forma radi
al la47
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Figura 2.1: Indexa
ión de Dis
os.forma de ha
er estima
ión de densidades.2.2. Des
rip
ión del métodoLa té
ni
a de Indexa
ión de Dis
os 
rea una indexa
ión espa
ial 
on los dis-
os de la es
ena. La 
aja englobante de los dis
os se subdivide re
ursivamente yse 
rea una estru
tura de indexa
ión espa
ial. Posteriormente, los rayos atravie-san el índi
e espa
ial añadiendo su 
ontribu
ión a los dis
os que interse
an. (la�gura 2.1 es un ejemplo en 2D que muestra los dis
os y las traye
torias de losrayos). El rayo sólo ha de seguirse hasta la primera interse

ión 
on la es
enareal (o la segunda si hay super�
ies 
ón
avas); puede sin embargo atravesar unnúmero indeterminado de dis
os a los que irá sumando su energía. El pseudo
ó-digo puede verse en la �gura 2.2. El índi
e espa
ial debe ser 
apaz de guardardis
os y 
al
ular e�
ientemente todas las interse

iones 
on un segmento (losextremos del segmento son el origen del rayo y la interse

ión 
on la es
enareal). Todos los algoritmos men
ionados en la se

ión 1.6 pueden ha
erlo.La se

ión 1.7.1 del 
apítulo anterior (página 38) des
ribe algunos estudiosque permiten elegir la mejor té
ni
a de indexa
ión espa
ial para interse
ar laes
ena real 
on los rayos. Ya que la posi
ión de los dis
os sigue la super�
ie delos objetos, esta investiga
ión es apli
able a esta té
ni
a también. La se

ión 1.6
ontiene una des
rip
ión de algoritmos útiles de indexa
ión espa
ial. Espe
ial-mente interesantes para Indexa
ión de Dis
os son los algoritmos que atraviesanel árbol 
on varios rayos a la vez (
omo [Wald 01, Wald 04a℄), o in
luso unaúni
a vez (
omo [Noguera 07℄). Este último algoritmo es muy útil en Ilumina-
ión Global ya que fun
iona bien para rayos po
o 
oherentes, lo que es el 
asoen Indexa
ión de Dis
os.El método de Indexa
ión de Dis
os tiene más rendimiento que la Ca
hé deEsferas 
uando los dis
os tienen un radio que es del orden de magnitud de ladistan
ia media entre puntos en que se 
al
ula la irradian
ia, o menor, 
omoveremos a 
ontinua
ión en la se

ión 2.3. Demostraremos teóri
amente en lase

ión 3.12 que la distan
ia media entre puntos es el radio óptimo del dis
opara la té
ni
a de DETP. Para dis
os mayores, la Ca
hé de Esferas es mejor.



2.2. DESCRIPCIÓN DEL MÉTODO 49Algoritmo 2.2.1: SpatialIndexing.Follow(Ray, I)
DiscList DL
Node← FirstNode(Ray)while Node 6= NULLdo {DL.Add(Node.Intersections(Ray, I))

Node← NextNode(Node, Ray, I)return (DL)Algoritmo 2.2.2: InitialDETPRadiosityCal
ulation(
Intersection I)

DiscList DLfor ea
h V ertex in the s
enedo disc← Disc(V ertex.pos, V ertex.nor)
disc.Energy ← 0
DL.Add(disc)

SpatialIndexingSI = CreateSI(DL)for ea
h Ray in the s
enedo DiscList Intersected = SI.Follow(Ray, I)for ea
h disc in Intersecteddo {disc.Energy+ = Ray.EnergyFigura 2.2: Pseudo
ódigo para el 
ál
ulo ini
ial de la radiosidad.
   8%4%1% 2%

Figura 2.3: Dis
os en una malla típi
a.
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Figura 2.4: Es
ena del árbol, 10 000 fotones.La profundidad máxima de la indexa
ión espa
ial debe ajustarse al 
ambiarel tamaño del dis
o, ya que al 
re
er los dis
os, se 
ortan entre sí. Dividir unvoxel 
rea voxels donde la mayoría de los dis
os pertene
en a todos los voxelshijos, lo que ha
e que el tiempo de interse

ión 
on los hijos sea mayor que 
onel voxel original. Para ilustrar el problema, imagine que queremos 
al
ular lairradian
ia en 
ada uno de los vérti
es de la malla de la �gura 2.3 (re
uerdesin embargo que DETP es independiente de geometría). Hay un dis
o 
entradoen 
ada vérti
e de la es
ena. Al 
re
er el dis
o, se nota que una parti
ión delespa
io no ayuda.2.3. Compara
ión empíri
a entre la Ca
hé de Es-feras y la Indexa
ión de Dis
osEn esta se

ión se usará una es
ena 
on 71 966 triángulos y un objeto móvilde 500 triángulos (véase la �gura 2.4). Esta es
ena se llama la primera Es
enadel Árbol. Se generó una segunda es
ena 
on un tipo distinto de árbol y desuelo, 
on triángulos más grandes, que se muestra en la �gura 2.5.Se usa un árbol BSP alineado a los ejes [Sung 92℄ en los primeros ejemplosde esta se

ión, y se usa un O
tree en la 
ompara
ión posterior, más 
ompleta.Los resultados de tiempos para el árbol BSP se muestran en el Cuadro 2.1(E es la Es
ena, F es el número de fotones, y Radio 
orresponde al radio deldis
o en DETP). Se muestra el tiempo para 
al
ular la fase de estima
ión de
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Figura 2.5: Segunda Es
ena del Árbol, 20 000 fotones.densidades para la es
ena 
orrespondiente y el tamaño relativo del radio deldis
o. En este 
apítulo, todos los tiempos se expresan en segundos, y los radios
omo por
entajes del tamaño de la es
ena. El número óptimo de primitivas porvoxel puede verse en el 
uadro 2.2. Se puede observar 
laramente 
ómo al 
re
erel tamaño de los dis
os, es mejor un árbol de menor profundidad 
on mayordensidad de dis
os en las hojas, 
omo 
omentamos en la se

ión anterior.Los triángulos del suelo tienen aristas 
uya longitud es aproximadamenteel 2% de la longitud de la es
ena y los triángulos del árbol tienen aristas deaproximadamente el 1%. Puede verse que para tamaños de los dis
os por debajodel 4% de la es
ena, la Indexa
ión de Dis
os es más rápida que la 
a
he deesferas. Para 20 000 fotones, los resultados sólo son mejores para tamaños del1% y 2%.Este 
uadro muestra que el rendimiento de la Indexa
ión de Dis
os disminuyeal aumentar el area de los dis
os. Puede verse que para la segunda es
ena losresultados son mejores usando dis
os más grandes 
on respe
to a la primeraes
ena, debido al he
ho de que el tamaño de los triángulos ha aumentado. Paradis
os grandes una subdivisión espa
ial de grano �no no es útil, ya que provo
amu
has interse

iones repetidas 
on el dis
o al atravesar la estru
tura por losrayos.Para ha
er una 
ompara
ión más 
ompleta entre las té
ni
as, se realizaronuna serie de experimentos 
on la primera es
ena, usando un o
tree 
omo basepara la Indexa
ión de Dis
os. Los experimentos llevados a 
abo 
ambian lassiguientes tres variables:Radio del dis
o de DETP (1%, 2%, 4%, 8% y 16% de la es
ena)



52 CAPÍTULO 2. INDEXACIÓN DE DISCOSAlgoritmo E F Radio1% 2% 3% 4%Ca
he de Esferas 1 10k 4,45 5,70 7,32 9,24Indexa
ión de Dis
os 1 10k 1,46 3,43 7,18 17,79Ca
he de Esferas 1 20k 5,50 8,16 11,38 15,89Indexa
ión de Dis
os 1 20k 2,89 6,82 14,12 41,95Ca
he de Esferas 2 20k 2,28 2,86 3,79 7,83Indexa
ión de Dis
os 2 20k 1,34 2,17 3,22 10,29
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Cuadro 2.1: Tiempo de 
ómputo de la Ca
hé de Esferas y la Indexa
ión deDis
os para distintas es
enas. Tiempo 
omo fun
ión del radio del dis
o.Es
ena Fotones Radio1% 2% 3% 4%1 10 000 20 20 50 8001 20 000 20 20 200 16002 20 000 40 80 160 32000Cuadro 2.2: Mejor número de primitivas por voxel para la indexa
ión de dis
o
omo fun
ión del radio del dis
o.Profundidad máxima del o
tree (5, 6, 7 u 8 niveles)Número de fotones (entre 100 y 409 600)Las muestras 
on los resultados de tiempos de todos los experimentos pue-den verse en el apéndi
e A; en este 
apítulo mostraremos sobre todo grá�
asresumen. Mostraremos grá�
amente los 
ostes de 
rear la Indexa
ión de Dis-
os para los distintos tamaños de dis
o y profundidad, y los 
ompararemos 
on



2.3. CACHÉ DE ESFERAS VERSUS INDEXACIÓN DE DISCOS 53

 0

 20

 40

 60

 80

 100

 120

 140

 0  50000  100000  150000  200000  250000  300000  350000  400000  450000

Indexación de Discos, Octree, profundidad 5
Indexación de Discos, Octree, profundidad 6
Indexación de Discos, Octree, profundidad 7
Indexación de Discos, Octree, profundidad 8
Caché de Esferas

Figura 2.6: Tiempo para 
al
ular la estima
ión de densidades. Radio 1% de laes
ena. Tiempo en fun
ión del número de fotones.
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Figura 2.7: Tiempo para 
al
ular la estima
ión de densidades. Radio 2% de laes
ena. Tiempo en fun
ión del número de fotones.la 
a
hé de esferas. También estudiaremos el 
oste de 
ada 
aso para diferen-tes números de rayos, y �nalizaremos 
on una grá�
a que muestra el númerode fotogramas para amortizar el 
oste de la 
rea
ión del árbol de dis
os (i.e.a partir de este número de fotogramas, el 
osto total de Indexa
ión de Dis
oses menor que el de la 
a
hé de esferas). Un grá�
o 
on el tiempo de 
ómputopara distintos tamaños de radio del dis
o puede verse en las �guras 2.6 (1%),2.7 (2%), 2.8 (4%), 2.9 (8%) y 2.10 (16%). Cada �gura 
ontiene los resultadosde 
in
o eje
u
iones: Indexa
ión de Dis
os usando un O
tree 
on profundidadmáxima del árbol de 5, 6, 7 u 8 niveles, y Ca
hé de Esferas.Por otra parte, también es interesante ver 
ómo afe
ta el tiempo de 
rea
ión
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Figura 2.8: Tiempo para 
al
ular la estima
ión de densidades. Radio 4% de laes
ena. Tiempo en fun
ión del número de fotones.
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Figura 2.9: Tiempo para 
al
ular la estima
ión de densidades. Radio 8% de laes
ena. Tiempo en fun
ión del número de fotones.del árbol. Las �guras 2.11 a 2.15 muestran el número de fotogramas ne
esariospara amortizar la 
rea
ión del árbol, para un radio de dis
o entre el 1% yel 16% de la es
ena, en fun
ión del número de rayos trazados. Los hue
os delas grá�
as son puntos donde la Ca
hé de Esferas es más e�
iente. Se puedeobservar que para dis
os de tamaño pequeño el tiempo de 
rea
ión del árbolpuede amortizarse en unos 100 a 200 fotogramas (5 a 10 segundos de pelí
ula a20 fotogramas por segundo). Para tamaños de dis
o muy grandes el tiempo deamortiza
ión se dispara, o bien la Ca
hé de Esferas es más e�
iente.
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Figura 2.10: Tiempo para 
al
ular la estima
ión de densidades. Radio 16% dela es
ena. Tiempo en fun
ión del número de fotones.
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Figura 2.11: Fotogramas para amortizar la 
rea
ión del árbol en Indexa
ión deDis
os, usando un O
tree. Radio 1% de la es
ena.
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Figura 2.12: Fotogramas para amortizar la 
rea
ión del árbol en Indexa
ión deDis
os, usando un O
tree. Radio 2% de la es
ena.
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Figura 2.13: Fotogramas para amortizar la 
rea
ión del árbol en Indexa
ión deDis
os, usando un O
tree. Radio 4% de la es
ena.
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Figura 2.14: Fotogramas para amortizar la 
rea
ión del árbol en Indexa
ión deDis
os. Radio 8% de la es
ena.
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Figura 2.15: Fotogramas para amortizar la 
rea
ión del árbol en Indexa
ión deDis
os. Radio 16% de la es
ena. Se observa 
laramente que el método no esade
uado para dis
os tan grandes.



58 CAPÍTULO 2. INDEXACIÓN DE DISCOS2.4. ResultadosLos resultados más importantes a desta
ar son:Para radios pequeños, la Indexa
ión de Dis
os 
on la máxima profundidades siempre mejor que la Ca
hé de Esferas, y mejora los tiempos en granmedida (hasta 50% para 409600 fotones). Por tanto, este método es muybene�
ioso en la genera
ión de imágenes de gran 
alidad, en la que el sesgodebe ser muy pequeño.El rendimiento de la Indexa
ión de Dis
os baja más rápido que el de laCa
hé de Esferas 
onforme 
re
e el tamaño del dis
o.Los requerimientos de memoria de la Indexa
ión de Dis
os 
re
en muyrápido al 
re
er el tamaño del dis
o, si la profundidad del árbol se mantiene
onstante.La profundidad del o
tree debería disminuir al 
re
er el tamaño del dis
o,de modo que se evite la 
opia de dis
os en mu
hos nodos ve
inos. Grandestamaños de dis
o, por tanto, disminuyen la e�
ien
ia de esta té
ni
a, quedeja de ser 
ompetitiva 
on la Ca
hé de Esferas.En este ejemplo, para radios de tamaño pequeño y profundidades bajas,la Indexa
ión de Dis
os es útil 
uando el número de fotones es menos de10 000.Como resumen, este método es útil tanto para imágenes de muy alta 
alidad(
on dis
os pequeños y poten
ialmente un número de rayos alto) 
omo parasimula
iones rápidas de baja 
alidad (
on un número de rayos relativamentepequeño). Los 
asos intermedios se gestionan de forma más e�
iente 
on laCa
hé de Esferas.2.5. Con
lusionesSe ha diseñado e implementado una té
ni
a de indexa
ión espa
ial de lospuntos de irradian
ia para Estima
ión de Densidades en el Plano Tangente,que hemos llamado Indexa
ión de Dis
os. Hemos 
omparado esta té
ni
a 
on laCa
hé de Esferas, usando dos es
enas de 
omplejidad media. La nueva té
ni
aobtiene mejores resultados que la Ca
hé de Esferas para el 
aso de dis
os pe-queños y un número relativamente bajo de rayos. Veremos en el 
apítulo 4 queestas 
ara
terísti
as lo ha
en útil para optimizar parte del 
ál
ulo in
rementalde la ilumina
ión.Se observa también una gran mejora de los tiempos para dis
os muy peque-ños y un alto número de rayos; por tanto esta té
ni
a es útil para imágenes dealta 
alidad. Finalmente, este método es 
ompatible 
on la estima
ión de nuevasmuestras de irradian
ia por interpola
ión. Como desventaja, hay que tener en
uenta que la gestión de una indexa
ión espa
ial basada en árboles o
upa bas-tante más memoria que la lista lineal de la Ca
hé de Esferas, lo que limita su uso



2.5. CONCLUSIONES 59en entornos de po
os re
ursos. Sin embargo, en el 
aso de algoritmos grá�
os in-tera
tivos, las restri

iones de tiempo son normalmente mu
ho más importantesque las de memoria, así que se suelen preferir algoritmos más rápidos aunque
onsuman más memoria.
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Capítulo 3Estudio teóri
o de lae�
ien
ia de las té
ni
asEn este 
apítulo estudiaremos de forma teóri
a la varianza, el sesgo y lae�
ien
ia de las distintas té
ni
as de ilumina
ión global men
ionadas anterior-mente. Parte de este 
apítulo ha sido publi
ado previamente en [Gar
ía 05,Gar
ía 06℄.3.1. ObjetivosMuy a menudo los algoritmos nuevos se 
omparan 
on algoritmos anteriores
on un 
onjunto pequeño de es
enas de prueba. Aunque existe un 
onjunto estan-darizado de es
enas de prueba [Lext 00℄, éste no siempre se usa, ya que mu
hosmétodos están diseñados espe
í�
amente para es
enarios 
on 
ara
terísti
as es-pe
iales (
áusti
as, �uores
en
ia, es
enas de 
omplejidad extremadamente alta,et
) que o bien no están representados en el estandar, o bien representan unpor
entaje muy pequeño de las es
enas. El estandar también está en evolu
ión,añadiendo nuevas es
enas 
on estas 
ara
terísti
as.Estamos interesados en 
omparar algoritmos en general, para 
ualquier tipode es
ena. Esto nos lleva a un estudio teóri
o de los algoritmos. La se

ión 3.2
omenta 
ómo 
omparar entre sí algoritmos esto
ásti
os. Aparte del tiempo de
ómputo, en estos algoritmos es importante el error de la solu
ión obtenida, asíque hay que tener en 
uenta ambas 
osas. La medida de e�
ien
ia de�nida enesa se

ión es una forma útil.La se

ión 3.3 de�ne los 
on
eptos de sesgo y varianza, e introdu
e resul-tados útiles en el estudio de los algoritmos. En parti
ular, se de�ne una 
otade la varianza para algoritmos de estima
ión de densidades, y se presenta unestimador de la varianza.Tras esto se realizará un estudio de la 
onvergen
ia, el sesgo, la varianza y la
omplejidad de las té
ni
as de ilumina
ión global usando métodos esto
ásti
osmás utilizadas: Cuenta de Impa
tos, Photon Maps, Estima
ión de Densidades en61



62 CAPÍTULO 3. ESTUDIO TEÓRICOel Plano Tangente (DETP) y Ray Maps, seguido de un estudio de la e�
ien
ia entiempo de distintas variantes de Estima
ión de Densidades en el Plano Tangente,para distintos valores de los parámetros.Los distintos algoritmos que tienen la misma té
ni
a de estima
ión de densi-dades subya
entes 
al
ularán la misma solu
ión para 
ualquier es
ena y 
onjuntode rayos (aunque tardarán tiempos diferentes). En este 
aso, los algoritmos pue-den 
ompararse 
al
ulando el tiempo de 
ómputo en fun
ión del tamaño de laes
ena (número de dis
os y tamaño) y del número de rayos. Por tanto, en par-ti
ular podemos 
omparar la e�
ien
ia de los algoritmos que usan DETP entresí sin 
onsiderar la varianza. El 
apítulo 
on
luye 
on una se

ión de estima
iónautomáti
a de parámetros para DETP, que usa resultados teóri
os del estudiopara en
ontrar óptimos de los distintos parámetros. La nota
ión usada en este
apítulo se resume en el Cuadro 3.1.Para 
omparar entre sí las otras té
ni
as de estima
ión de densidades (Cuen-ta de Impa
tos, Photon Maps, o los otros métodos de estima
ión de Ray Maps),se debe usar el estudio de varianza y error, mediante la medida de e�
ien
ia dela se

ión siguiente.El estudio de la 
omplejidad de los algoritmos ne
esita abstraerse de los pa-rámetros 
on
retos de una simula
ión determinada. Las variables del estudio sonel número de 
ál
ulos de irradian
ia (
omplejidad de la es
ena) y el número derayos (
omplejidad de la ilumina
ión). Para 
al
ular el tiempo promedio de losalgoritmos es ne
esario una estima
ión del número de interse

iones rayo-dis
o,que dependen de la distribu
ión de los rayos. Supondremos una distribu
ión uni-forme de rayos en el espa
io, y 
al
ularemos la medida del 
onjunto de rayos queinterse
an un volumen �nito. Esta suposi
ión no realista es esen
ial para obtenerfórmulas matemáti
as para la probabilidad de interse

ión. Es una suposi
ión
omún [Aronov 02, Aronov 03℄, también usada implí
itamente en [Reinhard 96℄,y que fun
iona bien en la prá
ti
a.Para integrar, ne
esitamos una medida para el espa
io de rayos que seainvariante bajo rota
ión y transla
ión [Santaló 02℄. Esto signi�
a que todas lasposi
iones y dire

iones son igualmente importantes. La medida se llama µℓ en[Aronov 03℄ y permite de�nir la densidad de los rayos; se usa implí
itamente enlas siguientes se

iones.Un estudio asintóti
o del rendimiento de los algoritmos en el 
aso promedioes útil para probar la es
alabilidad, así que usaremos la nota
ión O() para verel 
omportamiento de los distintos algoritmos en fun
ión de los parámetros.3.2. Compara
ión teóri
a entre distintos algorit-mosPara 
omparar distintos algoritmos de estima
ión de densidades, a ve
eseje
utarlos en un número limitado de es
enas presele

ionadas no es su�
iente.Algunos algoritmos tienen ventajas e in
onvenientes que dependen de la es
enaprobada. Si las es
enas no son 
ono
idas a priori, las 
ompara
iones entre los



3.2. COMPARACIÓN TEÓRICA ENTRE DISTINTOS ALGORITMOS 63Estudio de varianza
L, L̂, Lmax Radian
ia, estimador de radian
ia y radian
ia máxima
Rmax Re�e
tividad máxima
φT Energía total
A Área de la es
ena
A0 Área de la envolvente 
onvexa de la es
ena
K Razón entre el área máxima y mínima de los par
hes
P = {Pi} Conjunto de muestras de irradian
ia
nP = #P Número de muestras de irradian
ia
dP Distan
ia promedio entre muestras de irradian
ia
nR Número de rayos
p1 Probabilidad de interse

ión de un rayo 
on una super�
ie
nV Número de vérti
es de la es
ena
Ti, ATi

Triángulos de la es
ena y área aso
iada
s Número de triángulos que 
omparten un vérti
e en el ma-llado
k Fotones bus
ados por Photon Maps
rPM , VPM Distan
ia al impa
to k y volumen que engloba a los fotonesEstudio de la 
omplejidadCantidades rela
ionadas 
on esferas
S = {Si} Conjunto de esferas
ri Radio de Si

r0 =Envolvente de la es
ena; ∀i > 0, ri = ri−1Q = r0Q
i

ni Número de rayos que interse
an Si

ti Costo de re
al
ular Si

Vi = 4
3πr3

i Volumen de Si

mi Número de re
ál
ulos de la esfera Si 
on ordena
ión depuntos.
k Número de esferasCantidades rela
ionadas 
on el tiempo
u Tiempo de interse

ión Rayo-Dis
o
t Tiempo de interse

ión Rayo-Esfera
TR Tiempo para re
al
ular las esferas 
on ordena
ión de puntos
TI Tiempo de interse

ión dis
o-esfera interna
T = TR + TI Tiempo del algoritmoOtros símbolos
0 <Q< 1 Razón de radios entre dos esferas
d Radio del dis
o en DETP
Ad Área del dis
o en DETP
z Multipli
idad del árbol en la Ca
hé de Esferas Multilista
a Arista de la 
aja englobante de la es
ena (para Ray Maps)
Rk Rayos en un voxel a profundidad k (para Ray Maps)Cuadro 3.1: Símbolos usados en el estudio teóri
o.



64 CAPÍTULO 3. ESTUDIO TEÓRICOalgoritmos se pueden ha
er estudiando teóri
amente su rendimiento en tiempoy varianza 
on respe
to a la 
omplejidad de la es
ena. Los algoritmos pueden
ompararse en ese 
aso usando la medida de e�
ien
ia que de�nimos aquí:E�
ien
ia =
1Tiempo Varianza (3.1)donde Tiempo y Varianza se re�eren al tiempo para 
al
ular la fase de estima
iónde densidades de los algoritmos, y a la varianza de la solu
ión obtenida (no setiene en 
uenta la fase de fotosimula
ión).Otra ventaja de 
ono
er la varianza de los algoritmos es ser 
apaz de estimarel error sin generar una 
ostosa imagen de referen
ia, 
omo se muestra en lasiguiente se

ión.3.3. Análisis del sesgo y de la varian
iaCuando se usa un algoritmo esto
ásti
o, la exa
titud del algoritmo y su 
oste
omputa
ional están rela
ionados. En 
ompara
ión 
on algoritmos no esto
ás-ti
os, a 
ambio de un tiempo de 
ómputo bastante más pequeño, el algoritmoobtiene un estimador aleatorio de la solu
ión. Si el estimador 
onverge a la so-lu
ión verdadera, el algoritmo no tiene sesgo. A menudo algoritmos 
on sesgopueden produ
ir solu
iones mu
ho más rápido, 
on el in
onveniente de disminuirla exa
titud.Los algoritmos esto
ásti
os usan variables aleatorias durante su eje
u
ión, yel resultado �nal del algoritmo puede verse también 
omo una variable aleatoria.Las variables aleatorias tienen varianza. Esto signi�
a que distintas eje
u
ionesde los algoritmos produ
en solu
iones distintas, y la diferen
ia entre la solu
iónreal y una eje
u
ión determinada es una variable aleatoria propor
ional a la raíz
uadrada de la varianza (la desvia
ión típi
a σ).El sesgo de un algoritmo es la diferen
ia entre la solu
ión 
orre
ta y lasolu
ión promedia que el algoritmo obtiene. Buenos algoritmos redu
en el sesgo
onforme los parámetros (número de rayos, et
) aumentan, y 
onvergen a lasolu
ión 
orre
ta 
uando los parámetros divergen. Formalmente, el sesgo en unpunto P es

BiasP = L(P )− E(S(P )) (3.2)donde L es la radian
ia y S(P ) es el resultado del algoritmo.Cuando se diseñan algoritmos dentro del 
ampo de Grá�
os por Ordenador,es 
onveniente 
ompararlos 
on algoritmos existentes para demostrar que sonmejores que el resto de té
ni
as en algún sentido. Normalmente se 
ompara el
oste y el error de la té
ni
a nueva 
on repe
to a las anteriores. El error de unalgoritmo se 
al
ula normalmente usando la media de los errores generados porel algoritmo en 
ada pixel, usando una imagen de referen
ia. Alternativamente,podemos usar un estudio de 
omplejidad en tiempo de los algoritmos, sesgo yvarianza para 
omparar los algoritmos.



3.3. ANÁLISIS DEL SESGO Y DE LA VARIANCIA 65La mayoría de los algoritmos de Estima
ión de Densidades (y en parti
u-lar los algoritmos de Cuenta de Impa
tos, Photon Maps, DETP y Ray Maps,que estudiamos en este 
apítulo) fun
ionan en
ontrando muestras de energía,sumándolas, y dividiendo por el área o
upada. Otra forma de ver estos métodosde estima
ión es 
omo un produ
to es
alar en un espa
io ve
torial de fun
ionesde 
uadrado integrable: E(L̂) = 〈kP |L〉, donde L̂ es el estimador de la radian
iay kP es el nú
leo de la estima
ión de densidades en un punto P (esta es lafun
ión que asigna pesos a las distintas muestras en fun
ión de su distan
ia alpunto). El número de muestras de energía en una región sigue una distribu
iónbinomial. Si el nú
leo de la estima
ión de densidades es 
onstante (salvo PhotonMaps, los men
ionados arriba), el valor esperado de la distribu
ión binomial
E =

k=n∑

k=0

b(k; n, p1) (3.3)se está muestreando para 
ada estima
ión de la radian
ia en un punto, donde
n es el número de rayos generados nR, p1 es la probabilidad de que un rayointerseque (la interse

ión se de�ne de forma diferente para los distintos méto-dos: impa
tos en super�
ies o traye
torias) en la ve
indad del punto de 
ál
ulode radian
ia, y k es el número de rayos 
er
a del punto. Este valor E se multi-pli
a después por la energía de 
ada fotón y se divide por el área muestreada.Los algoritmos 
on nú
leo 
onstante permiten obtener un límite superior de lavarian
ia para es
enas difusas 
on la siguiente fórmula ([Shirley 92℄):

V ar(L̂) ≤ Rmax

(1−Rmax)πKA
Lmax

φ2
T

nR
(3.4)donde Rmax es la re�e
tividad máxima, A es el área de la es
ena, K es el
o
iente entre el área del par
he más grande y el más pequeño, Lmax es laradian
ia máxima, y φT es la poten
ia. Las fórmulas para la varian
ia de losdistintos métodos se pueden obtener usando estadísti
os de orden o estima
iónde densidades, pero estas fórmulas dependen de la radian
ia entrante, que esdes
ono
ida.Debido a esto, aparte de a
otar la varianza de los algoritmos, 
al
ularemosuna aproxima
ión al valor de la varianza. Para poder 
al
ular esta aproxima
iónse asumirá una distribu
ión uniforme de rayos y puntos de irradian
ia. Para unaes
ena dada, la varianza de los algoritmos sólo depende del número de muestrasen
ontradas y del área. La varianza es dire
tamente propor
ional al 
uadradode la poten
ia de los fotones e inversamente propor
ional al número de rayostrazados y al área donde se están bus
ando los fotones:

V ar(L̂) ≈ c1 ×
φ2

T

nR A
(3.5)donde L̂ es de nuevo el estimador de radian
ia, c1 es la 
onstante que tiene en
uenta el resto de los efe
tos, nR es el número de rayos, A es el área, y φT esla poten
ia de los fotones. Todos los fotones tienen la misma poten
ia, ya que



66 CAPÍTULO 3. ESTUDIO TEÓRICOes más e�
iente absorber o re�ejar el fotón entero en las intera

iones 
on lassuper�
ies.En las siguientes se

iones se estudiarán los distintos algoritmos siguiendo elsiguiente esquema: primero una des
rip
ión del algoritmo, luego un estudio de la
onvergen
ia y el sesgo, un estudio de la varianza (se a
otará primero la varianzade 
ada algoritmo en el 
aso general, y después se realizará una estima
ión dela radian
ia suponiendo una distribu
ión uniforme de rayos), y �nalmente unestudio de la 
omplejidad algorítmi
a.3.4. Cuenta de Impa
tosEl algoritmo de Cuenta de Impa
tos (se

ión 1.4.1) divide la geometría de laes
ena en par
hes. La simula
ión del transporte de la luz 
onsiste en tirar rayosdesde las fuentes de luz, y re�ejarlos o absorberlos en las super�
ies de a
uerdo
on la BRDF. En 
ada par
he se va a
umulando la energía de los fotones quelo golpean, para poder re
onstruir la radian
ia posteriormente.Para evitar que los par
hes sean visibles en la imagen �nal, se realiza unainterpola
ión dentro del par
he. La mayoría de las es
enas hoy en día se mo-delan mediante triángulos, así que en la prá
ti
a mu
has ve
es 
ada triánguloes un par
he. En este 
aso, a los vérti
es se les asigna un valor de radian
iapromediando el valor de los triángulos a los que pertene
e, y tras ello se ha
euna interpola
ión trilineal dentro del triángulo.3.4.1. Convergen
ia y SesgoLa primera fase de la Cuenta de Impa
tos (
ál
ulo de radian
ia en un par
he
ompleto) 
onverge a la densidad de energía promedio en 
ada triángulo 
on-forme el número de rayos aumenta. Sea {Ti} el 
onjunto de los N triángulos dela es
ena.
E(L̂(Ti)) =

1

A(Ti)

∫

p∈Ti

L(p)dA(p) (3.6)(Notaremos la radian
ia 
on el símbolo L, y los estimadores de radian
ia L̂).El triángulo Ti tiene un área A(Ti). El estimador de radian
ia en 
ada vérti
ese 
al
ula promediando los triángulos que 
ontienen el vérti
e. Si un vérti
e Vpertene
e a distintos triángulos Ti, enton
es
L̂(V ) =

1

n

n∑

i=1

L̂(Ti) (3.7)Para 
al
ular la radian
ia dentro de un triángulo se ha
e una interpola
ión trili-neal de los valores de radian
ia que se han 
al
ulado en los vérti
es, 
on objetode que la división en triángulos no sea visible. Formalmente, en un punto p 
on
oordenadas bari
éntri
as p0, p1, p2, pertene
iente a un triángulo 
on vérti
es
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v0, v1, v2, el estimador es

L̂(p) =

2∑

i=0

piL̂(vi) (3.8)La diferen
ia entre la radian
ia en un punto y el valor esperado de la radian-
ia en el punto es el sesgo de la Cuenta de Impa
tos:
Biasp = L(p)− E(L̂(p)) (3.9)donde Biasp es el sesgo de un punto dado p.3.4.2. VarianzaUsaremos la 
ota de la varianza de algoritmos de radiosidad de Monte Carlodes
rita por Shirley (se

ión 3.3) y apli
aremos los resultados a la Cuenta deImpa
tos. (en Cuenta de Impa
tos, 
ada triángulo es un par
he de radian
ia).Suponemos que existe una radian
ia máxima Lmax, y que el 
o
iente entrelas áreas del triángulo mayor y menor es K. La varianza en un triángulo estáa
otada por

var(L̂(Ti)) ≤
NRmaxLmaxφ2

T

(1−Rmax)πKAnR
(3.10)donde N es el número de triángulos, Rmax es la re�e
tividad máxima de laes
ena, φT es la poten
ia total, A es el área de la es
ena y nR es el númerode rayos. El estimador de radian
ia de un vérti
e Vj es el promedio de losestimadores de los nvj

triángulos que 
ontienen el vérti
e, así que la varianza seredu
e.
var(L̂(Vj)) ≤

NRmaxLmaxφ2
T

π(1−Rmax)nvj
KAnR

(3.11)El estimador �nal para un punto es el promedio de la radian
ia de los vérti
esdel triángulo. En el bari
entro del triángulo, el área que se usa es el de todos lostriángulos que lo rodean. El triángulo se usa tres ve
es, los triángulos que 
om-parten una arista 
on el triángulo se usan dos ve
es, y el resto de los triángulosuna úni
a vez. El resultado para los vérti
es va, vb, vc es nva
+ nvb

+ nvc
− 5. Lavarianza es

var(L̂(Vj)) ≤
NRmaxLmaxφ2

T

(1−Rmax)π(nva
+ nvb

+ nvc
− 5)KAnR

(3.12)La varianza en otros puntos del triángulo depende de las 
oordenadas del puntoy 
ambia de forma suave de la e
ua
ión 3.11 a la e
ua
ión 3.12.Si suponemos una distribu
ión uniforme de rayos, podemos 
al
ular unaaproxima
ión a la varianza en un triángulo. Sea AT el área del triángulo, y s elnúmero de triángulos a los que pertene
e 
ada vérti
e. Como la 
ontribu
ion delos impa
tos se suma en los triángulos y más tarde a los vérti
es se les asigna



68 CAPÍTULO 3. ESTUDIO TEÓRICOuna radian
ia que es el promedio de la de los triángulos a los que pertene
en, elárea usada es:
Aused ≈ AT (3s− 5) (3.13)(suponemos por simpli
idad que triángulos 
er
anos tienen un área similar enla triangula
ión). Si el resto de fa
tores es el mismo, nuestro estimador de lavarianza en el triángulo es

V ar(L̂) ≈ c1 ×
φ2

T

nRAT (3s− 5)
(3.14)
on c1 la 
onstante que tiene en 
uenta el resto de los efe
tos. (este resultadose obtiene de 
ambiar el área usada en la e
ua
ión 3.5). Podemos observar queun mallado en el que los vérti
es se 
omparten por más triángulos produ
euna redu

ión de la varianza. Esta redu

ión está a
ompañada desde luego porun aumento del sesgo, debido a que se usa un área mayor para promediar.Resumiendo, podemos desta
ar que la varianza es inversamente propor
ional alnúmero de rayos y al área del triángulo.3.4.3. ComplejidadEl 
oste del algoritmo puede dividirse en las siguientes fases:A
umula
ión de la energía en los triángulos (una suma para 
ada rayo):

O(nR)Cál
ulo de la densidad de energía en 
ada triángulo: O(N)Interpola
ión de los vérti
es: O(nV s)Interpola
ión dentro de los triángulos: O(nP )donde nV es el número de vérti
es, y nP el número de muestras de irradian
ia. El
oste total es O(nR + nV s + nP ). Como el número de vérti
es es propor
ionalal número de triángulos (nV ∝ N), el 
oste puede también des
ribirse 
omo
O(nR + N s + nP ) 
uando esta formula
ión sea más útil.3.5. Photon MapsEn la se

ión anterior vimos 
ómo el algoritmo de Cuenta de Impa
tos tieneuna fase de fotosimula
ión seguida de una fase de estima
ión de densidades.La limita
ión del algoritmo es que sólo se pueden generar estimadores de laradian
ia interpolados dentro de un triángulo; por el 
ontrario, Photon Mapspuede estimar la radian
ia en 
ualquier punto de una super�
ie, aunque a 
ostade alma
enar todos los fotones en una estru
tura de datos kd-tree (se

ión 1.4.3).Photon Maps 
al
ula la irradian
ia en un punto p bus
ando los k impa
tosde fotones más 
er
anos, añadiendo la energía de los primeros k−1, y dividiendopor el área de un 
ír
ulo 
on radio la distan
ia al impa
to k-ésimo. Sin embargo,



3.5. PHOTON MAPS 69si los fotones no se en
uentran en el mismo plano que el punto, o si el puntoestá 
er
a de un borde y no hay super�
ie para que los fotones impa
ten delotro lado del borde, se introdu
e sesgo.3.5.1. Convergen
ia de Photon MapsComenzaremos demostrando que Photon Maps 
onverge para una fun
ión deradian
ia 
onstante en un dis
o; tras ello se indi
a la demostra
ión general. Sea vel valor 
onstante de la radian
ia entrante por unidad de área en el dis
o unidad.La fase de fotosimula
ión impa
tará n rayos en el dis
o 
on una distribu
iónuniforme, ya que la radian
ia entrante es 
onstante. El área del dis
o unidad es
π, y el 
onjunto de impa
tos tiene una fun
ión de distribu
ión

f(x) =

{
1
π si |x− p| ≤ 1
0 en otro 
aso (3.15)donde p es el 
entro del dis
o.La fun
ión de distribu
ión de la distan
ia al 
entro se puede 
al
ular viendoque la medida de los puntos a una distan
ia d es la longitud de la 
ir
unferen
iade radio d:

f(x) = a2πx (3.16)donde a es una 
onstante para obligar a que f tenga integral 1 en el rango dedistan
ias válidas [0,1℄. Resolviendo queda aπ = 1, así que
f(x) = 2x (3.17)La distribu
ión a
umulada es

F (x) =

∫ x

0

f(x′)dx′ = x2 (3.18)Usando los 
on
eptos de la se

ión 1.8.4, la distribu
ión del estadísti
o deorden k (la distan
ia del impa
to bus
ado por Photon Maps) es
fx(n)

(x) =
n!

(k − 1)!(n− k)!
F k−1(x)(1 − F (x))n−kf(x) (3.19)El estimador de Photon Maps es

g(R) =
(k − 1)φ

πR2
(3.20)donde R es la distan
ia del k-ésimo impa
to más 
er
ano y φ = πv/n es laenergía de un fotón (el π es el área del dis
o).La esperanza del estimador de Photon Maps es

E(g(R)) =

∫ 1

0

g(R)fx(n)
(R)dR = v (3.21)



70 CAPÍTULO 3. ESTUDIO TEÓRICOLa demostra
ión general puede des
ribirse de la siguiente forma: Sea v elvalor de la radian
ia en el punto de interés P (supongamos radian
ia 
ontínua en
P ). Si v > 0, existe una ǫ-bola donde todos los puntos tienen radian
ia positiva.Conforme n diverge, el número esperado de impa
tos en la ǫ-bola diverge. Portanto, fx(n)

tiende a una δ de Dira
 
on probabilidad uno. Tomando el límite
uando ǫ→ 0, podemos 
onsiderar un diferen
ial de área alreadedor de P , dondela radian
ia es 
onstante, y usar el razonamiento anterior para demostrar quePhoton Maps 
onverge a v (el requerimiento de la existen
ia de la bola signi�
aque los puntos en un borde puede que no 
onverjan).La des
rip
ión original de Photon Maps [Jensen 95℄ (y todas las referen
iasrela
ionadas 
ono
idas por nosotros) indi
an que se debe usar la energía de los kimpa
tos más 
er
anos. Sin embargo, en ese 
aso el estimador tiene un sesgo, yaque se produ
e una sobreestima
ión de k
k−1 . En Photon maps, k = 20, así que elsesgo es del 5% (también se realizó un test empíri
o para 
on�rmar el resultadoteóri
o). En algunos algoritmos, los resultados se normalizan dividiendo por elvalor máximo obtenido, así que esto no es un problema. Sin embargo, dado quela fase de �nal gathering de Photon Maps 
ombina distintos estimadores parala ilumina
ión dire
ta e indire
ta [Jensen 01℄, este sesgo debería ser tenido en
uenta. También hay que tener 
uidado al desarrollar nuevos algoritmos basadosen Photon Maps.3.5.2. SesgoLas fuentes de sesgo para Photon Maps pueden 
lasi�
arse en 
uatro tipos:de borde, de proximidad, sobreestima
ión y topológi
o. Estudiaremos de formase
uen
ial los distintos tipos de sesgo.Photon Maps 
al
ula la radian
ia promedio en una semiesfera que rodea alpunto. Cuando el punto está en el extremo de una super�
ie el valor 
al
uladotiene sesgo de borde [Havran 05a℄. Photon Maps estima la densidad de energíasumando la energía de los impa
tos y dividiendo por el área del 
ír
ulo. Elresultado de esto es un estimador de la radian
ia mu
ho menor que el 
orre
to
er
a de los bordes, ya que hay una zona inal
anzable. Hay dos solu
iones paraeste problema. Una es tener en 
uenta los rayos que no interse
an ningunageometría pero interse
an el dis
o (el método de Estima
ión de Densidades enel Plano Tangente, que estudiaremos en la se

ión 1.4.4). La otra es dividir porel área de la zona al
anzable, 
omo ha
en Hey y Purgathofer [Hey 02℄. En este
aso se usa informa
ión de geometría en las 
er
anías del punto para evitar elsesgo de borde de Photon Maps men
ionadao en esta se

ión, dividiendo por unárea 
orregida. El área se estima usando geometry feelers para en
ontrar zonasinal
anzables.El sesgo que se produ
e si no se implementa ninguna de las solu
iones men-
ionadas es la subestima
ión de la radian
ia por un fa
tor que es la fra

ión deárea al
anzable, tras proye
tarla en el plano tangente. Conforme el número deimpa
tos diverge, este sesgo tiende a 
ero en los puntos que no están situadosen un borde.El segundo sesgo a tener en 
uenta es el sesgo de proximidad, que se re�ere al
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ho de que el estimador tiende a la radian
ia promedio en el 
ír
ulo 
entrado enel punto, 
on radio la distan
ia al k-ésimo impa
to. El sesgo de sobreestima
iónapare
e si se añade por error la energía del k-ésimo fotón. Finalmente, el sesgotopológi
o se re�ere al he
ho de que si la super�
ie que 
ontiene al punto no esplana, el estimador del área no será 
orre
to.3.5.3. VarianzaEn general, la varianza de Photon Maps en el punto P es
V ar(gp(R)) = E(g2

p(R))− E2(gp(R)) (3.22)donde gp se re�ere al estimador en un punto dado p (la de�ni
ión es la de g en lase

ión 3.5.1 pero la distribu
ión de probabilidad de la distan
ia a los impa
tosdepende del punto, así que lo indi
amos explí
itamente), mientras que el error
uadráti
o medio para un 
onjunto de muestras de irradian
ia {Pi} es
Error =

∑

i

(L(Pi)− E(gPi
(R)))2 (3.23)y estas fórmulas no pueden simpli�
arse sin informa
ión adi
ional.Es posible obtener una 
ota de la varianza usando estadísti
os de orden. Engeneral, la varianza de un estadísti
o de orden está a
otado por la siguientefórmula ([Papadatos 95℄):

V ar(Xk:n) ≤ σ2
n(k)σ2 (3.24)donde Xk:n es el estadísti
o de orden k de n variables aleatorias independientesigualmente distribuidas X1,. . . ,Xn 
on varian
ia σ2, y σ2

n se de�ne 
omo
σ2

n(k) = sup
0<x<1

(
Ix(k, n + 1− k) · (1 − Ix(k, n + 1− k))

x(1 − x)

) (3.25)
Ix es la fun
ión beta in
ompleta

Ix(a, b) =
1

B(a, b)

∫ x

0

ua−1(1− u)b−1du (3.26)La varianza σ2 de la distribu
ión subya
ente de impa
tos está a
otada por lae
ua
ión 3.4 de la se

ión 3.3. Sustituyendo la e
ua
ión 3.24 en la e
ua
ión 3.4obtenemos
V ar(L̂) ≤ σ2

nR
(k)

Rmax

(1−Rmax)πA
Lmax

φ2
T

nR
(3.27)En el 
aso de Photon Maps, k es 20 y nR es varias órdenes de magnitud másgrande que k. En estas 
ir
unstan
ias, σ2

nR
(k) tiene un valor muy pequeño.Conforme el número de rayos aumenta, σ2

nR
(k) disminuye. Cuando el númerode rayos diverge, σ2

nR
(k) tiende a 1.



72 CAPÍTULO 3. ESTUDIO TEÓRICOSi 
omparamos la e
ua
ión 3.27 
on la 
orrespondiente de la Cuenta deImpa
tos (e
ua
ión 3.12), podemos observar que el método de Photon Mapsserá mejor si
N

(nva
+ nvb

+ nvc
− 5)K

> σ2
nR

(k) (3.28)En es
enas donde los triángulos sean de tamaños similares (K ≈ 1), podemosver que 
onforme el número de rayos aumenta, el método de Photon Maps tieneuna redu

ión en varianza 
on respe
to a la Cuenta de Impa
tos.La 
ota des
rita en la e
ua
ión 3.27 está en mu
hos 
asos lejos del valor real.Si asumimos una distribu
ión uniforme de nR rayos, se pueden obtener algunasaproxima
iones útiles de la varian
ia. Photon Maps bus
a los k fotones más
er
anos en una esfera 
on radio 
re
iente. Denotaremos aquí rPM la distan
iaal impa
to k-ésimo. VPM es el volumen de la esfera 
orrespondiente. V0 y r0
orresponden a la esfera envolvente de la es
ena (se

ión 3.3). Dado que
k = nR ×

VPM

V0
= nR ×

r3
PM

r3
0

(3.29)(
omo los impa
tos están distribuidos uniformemente, la fra

ión de impa
tos esel 
o
iente entre los volúmenes) el radio rPM de una esfera SPM 
on k fotoneses:
rPM =

3
√

kr0

3
√

nR
(3.30)El área del 
ír
ulo máximo de la esfera es

A = πr2
PM =

π
3
√

k2r2
0

3
√

n2
R

(3.31)El estimador de varian
ia (usamos la e
ua
ión 3.5) es
V ar(L̂) ≈ c2

3
√

n2
R

π
3
√

k2r2
0nR

=
c2

πr2
0

3
√

nRk2
(3.32)Los puntos afe
tados por la 
orre
ión en el algoritmo desarrollado por Heyet al men
ionado en la se

ión anterior tienen un in
remento de varianza que esel 
uadrado del 
o
iente entre las áreas 
orregidas y sin 
orregir.3.5.4. ComplejidadLa 
omplejidad de Photon Maps depende del 
oste de en
ontrar los fotonesen la estru
tura de indexa
ión espa
ial que los 
ontiene (el kd-tree). El pro
e-dimiento se llama formalmente una búsqueda del ve
ino más 
er
ano, y puederealizarse en tiempo logarítmi
o [Bentley 75℄. Llamaremos t al 
oste de subir obajar por la estru
tura un úni
o paso. Como el árbol está balan
eado, el 
ostedel algoritmo de Photon Maps es 
omo máximo t k log2(nR).
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ti
a, desplazarse a los nodos ve
inos puede realizarse en tiempo
onstante. Si el árbol está densamente poblado, hay 23z − 1 ve
inos a una dis-tan
ia z, que se pueden en
ontrar dando 2z pasos. Para k impa
tos, la distan
iaserá z = log2(k)/3. Por tanto, el 
osto de una muestra de irradian
ia es
T1 = t(⌈log2(nR)⌉+ 2(k − 1)⌈log2(k − 1)/3)⌉ (3.33)Para nP muestras de irradian
ia pro
esadas de forma iterativa, el 
oste es

T = nP t(⌈log2(nR)⌉+ 2(k − 1)⌈log2(k − 1)/3)⌉ (3.34)La 
omplejidad es O(nP (log nR + k log k)).3.6. Algoritmos basados en las traye
torias de losrayosLos algoritmos expli
ados en las se

iones anteriores usan los impa
tos de losrayos para estimar la radian
ia, y des
artan las traye
torias de los fotones paraque el algoritmo sea más rápido y tenga menos 
oste en memoria. Sin embargo,las traye
torias dan informa
ión útil a
er
a de la distribu
ión de la energía ypueden redu
ir la varianza de un algoritmo que las tenga en 
uenta, espe
ial-mente en el 
aso de es
enas 
omplejas, que pueden tener objetos pequeños o degran 
urvatura. La desventaja es que usar las traye
torias es algo más 
ostosoen tiempo y en espa
io.Se han publi
ado dos algoritmos prin
ipales usando este esquema: Estima-
ión de Densidades en el Plano Tangente y Ray Maps. La se

ión siguienteresume el método de Estima
ión de Densidades en el Plano Tangente (des
ritoen la se

ión 1.4.4) y expli
a su sesgo y su varianza. La se

ión 3.6.2 resumeRay Maps (se

ión 1.4.5) y detalla el sesgo, la varianza y la e�
ien
ia de estaté
ni
a. Se

iones posteriores des
riben formas e�
ientes de implementar la Es-tima
ión de Densidades en el Plano Tangente y estudian la 
omplejidad de 
adaalgoritmo.3.6.1. Estima
ión de Densidades en el Plano TangenteLa Estima
ión de Densidades en el Plano Tangente es una té
ni
a que tam-bién se basa en usar los fotones generados por una fase de fotosimula
ión peroque añade el 
on
epto de usar las traye
torias de los fotones 
er
a de los puntosde muestra, en lugar de usar los impa
tos de los fotones en las super�
ie 
omoen la té
ni
a de Photon Maps. Esto es ventajoso 
uando existen po
os impa
-tos 
er
a de las muestras de irradian
ia, por ejemplo en es
enas 
on super�
iespequeñas. El esquema del método es el siguiente:Se 
rea un dis
o 
entrado en el punto en el que la irradian
ia debe 
al
ularsey orientado de forma que sea tangente a la super�
ie; la energía de los rayosque interse
an al dis
o se suma y se 
al
ula la densidad de energía en el dis
o,



74 CAPÍTULO 3. ESTUDIO TEÓRICOque se usa 
omo estimador de radian
ia en el punto. En las super�
ies pequeñaspuede apre
iarse una gran redu

ión de la varianza.El algoritmo es muy ade
uado en es
enas de geometría 
ompleja (
on mu
hosobjetos de gran 
urvatura, distintos tamaños o bordes a�lados). El algoritmoexamina las traye
torias de los rayos 
er
a de los puntos donde se muestrea lairradian
ia, y a pesar de que esto es más 
ostoso que las búsquedas de impa
tosde otras té
ni
as, la disminu
ión del error 
ompensa el aumento del tiempo.Sin embargo, en es
enas más simples, 
on regiones grandes de baja 
urvaturay po
os bordes a�lados, métodos más simples obtienen una solu
ión similar(ligeramente peor) 
on menor 
omplejidad 
omputa
ional.Para que el algoritmo fuera apli
able a un mayor rango de situa
iones, se hanpresentado distintas optimiza
iones para diminuir la 
omplejidad del algoritmousando indexa
ión espa
ial, tarjetas gra�
as, reuso de datos de ilumina
ión, et
.Convergen
ia, Sesgo y Varian
iaEl estimador de radian
ia para este método 
onverge a la densidad de energíaen el dis
o 
onforme el número de rayos diverge. Como este valor es posiblementedistinto del valor en el 
entro del dis
o, el algoritmo tiene sesgo de proximidad.Este sesgo tiende a 
ero 
uando el tamaño del dis
o tiende a 
ero.Cuando se permite que el radio del dis
o aumente al estilo de Photon Mapsusando radio variable (por ejemplo 
uando se en
uentran po
os fotones), hayque tener 
uidado para evitar el sesgo de sobreestima
ión men
ionado en elapartado de Photon Maps.Para dis
os de tamaño �jo, podemos usar la e
ua
ión 3.4 para dar una 
otade la varianza, ya que el nú
leo de la estima
ión de densidades es �jo. Sea d elradio del dis
o. El área del dis
o es πd2. La 
ota de la varianza es
V ar(L̂) ≤ Rmax

(1−Rmax)π2d2
Lmax

φ2
T

nR
(3.35)El estimador de la varianza para una distribu
ión uniforme de rayos dependedel tamaño de los dis
os.

A = Ad = πd2 (3.36)El estimador de la varianza es
V ar(L̂) ≈ c2

πd2nR
(3.37)donde c2 de nuevo tiene en 
uenta el resto de los efe
tos.Podemos aprove
har que los dis
os son 
onjuntos 
onvexos para obtener unestimador más pre
iso del sesgo, la varianza y el error relativo, suponiendo unadistribu
ión uniforme de rayos. Comprobar si un rayo interse
a 
on un dis
opuede verse 
omo un ensayo de Bernoulli. De�namos una distribu
ión binomial,

Ray(X), 
on el número de rayos que interse
an el dis
o 
entrado en el punto:
Ray(X) B(nR, p1) (3.38)



3.6. ALGORITMOS BASADOS EN TRAYECTORIAS DE RAYOS 75donde p1 es la probabilidad de interse

ión de un úni
o rayo, que se puede 
al
u-lar de a
uerdo 
on la se

ión 1.8.7 (interse

ión de líneas y 
onjuntos 
onvexosen el espa
io 3D) ya que el rayo puede verse 
omo una línea re
ta y el dis
o esun 
onjunto 
onvexo.
p1 =

Ad

A0
(3.39)donde A0 es el área de la envolvente 
onvexa de la es
ena.Siguiendo la se

ión 1.8.3 (donde se expli
a la distribu
ión binomial y suspropiedades), la esperanza de Ray(X) es

E(Ray(X)) = nR p1 = nR
Ad

A0
(3.40)y la varianza es

V ar(Ray) = nR p1 (1 − p1) = nR
Ad

A0

(
1− Ad

A0

) (3.41)Sea φ = ΦT

nR
la energía de 
ada rayo. La distribu
ión Rad(X) = φRay(X)

Adobtenida 
omo un es
alado de Ray(X) es el estimador de la radian
ia en elpunto de a
uerdo 
on el método DETP. Su esperanza es
E(L̂) =

φE(Ray)

Ad
=

φnR

A0
(3.42)y su varianza es

V ar(L̂) =
φ2

A2
d

V ar(Ray) =
φ2

A2
d

nR
Ad

A0

(
1− Ad

A0

)
=

φ2nR

AdA0

(
1− Ad

A0

) (3.43)Simpli�
ando (expandiendo φ) queda:
V ar(L̂) =

φ2
T

AdA0nR

(
1− Ad

A0

) (3.44)La varianza de DETP no es exa
tamente inversamente propor
ional al áreadel dis
o (es algo menor debido al fa
tor 1− Ad

A0
), aunque para valores pequeñosdel área del dis
o, que son los más usuales en ilumina
ión global para evitarsesgo, el fa
tor es muy 
er
ano a la identidad.La desvia
ión típi
a es la raiz 
uadrada de la varianza:

σ =

√
φ2

T

AdA0nR

(
1− Ad

A0

) (3.45)Finalmente podemos 
al
ular el error relativo medio dividiendo la desvia
ióntípi
a por la esperanza:
Error =

σ

E(L̂)
=

√
φ2

T

AdA0nR

(
1− Ad

A0

)

φnR

A0

=

√
A0 −Ad

AdnR
(3.46)



76 CAPÍTULO 3. ESTUDIO TEÓRICODETP tiene un trade-o� óptimo entre exa
titud y varianza 
uando el radiodel dis
o (que es una 
onstante de�nida por el usuario d) es aproximadamente ladistan
ia entre los puntos dP en que se muestrea la irradian
ia, 
uando los puntosde muestreo están prede�nidos. La distan
ia promedio entre muestras limita eltamaño de las 
ara
terísti
as de la ilumina
ión que pueden ser re
onstruidas.Los valores de ilumina
ión entre estas muestras se 
rearán usando interpola
ión,así que las 
ara
terísti
as más pequeñas que esta distan
ia se perderán.Formalmente, el teorema de muestreo de Nyquist�Shannon (se

ión 1.8.9)demuestra que una señal puede re
onstruirse muestreando al doble de su fre-
uen
ia máxima. Al apli
ar este teorema al dominio espa
ial, muestrear a unadistan
ia dP signi�
a que las 
ara
terísti
as de tamaño menor que 2dP se dis-torsionarán o se perderán.La varianza de DETP depende del número de rayos nR y el área del dis
o
Ad (e
ua
ión 3.35 de la página anterior). Véase la �gura 3.1, izquierda. Hay
Figura 3.1: Muestras en un grid y dis
os aso
iados para dos radios diferentes.espa
io libre fuera de los dis
os, así que los rayos que atraviesan ese espa
io nose están usando. El radio del dis
o puede in
rementarse al mismo tiempo quese disminuye el número de rayos para que la varianza se mantenga 
onstante,obteniéndose un des
enso en el 
osto del algoritmo ya que hay que generar menosrayos (�gura 3.1, dere
ha).El suavizado dentro del dis
o 
orresponde a un kernel de radio d. Mientrasque el radio del dis
o sea menor que la distan
ia entre muestras, la informa
iónperdida por este suavizado se perdería de todas formas debido a la interpola
iónentre muestras 
onse
uen
ia del teorema de Nyquist-Shannon.El radio del dis
o no debería ser mayor que la distan
ia entre muestras,porque en ese 
aso el promedio de la energía para todos los fotones del dis
o eli-mina detalles que se podrían re
onstruir en 
aso 
ontrario, ya que este suavizado
omienza a dominar. Por tanto, el valor óptimo de d es dP .ComplejidadPara 
al
ular el tiempo que se ne
esita para la estima
ión de densidadesen nP muestras de irradian
ia, sin usar optimiza
iones, interse
amos el dis
o
entrado en 
ada punto 
on los nR rayos. Por tanto, el tiempo es nP nR u,donde u es el tiempo de interse

ión rayo-dis
o.
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ien
ia de DETP bási
a 
laramente es O(nRnP ). Como este 
oste esex
esivamente alto, se han desarrollado distintas optimiza
iones para 
onseguiralgoritmos e�
ientes. Estudiaremos en la se

ión 3.8 la Ca
hé de Esferas y en lase

ión 3.11 la Indexa
ión de Dis
os.3.6.2. Ray MapsEl algoritmo de Ray Maps, des
rito en la se

ión 1.4.5 (página 33) alma
enalas traye
torias de los fotones en un kd-tree 
onstruido bajo demanda. Ray Mapspermite que el usuario elija diferentes 
riterios para el dominio de la interse

ión(dis
o, hemisferio, esfera, 
aja englobante) y para los 
riterios de búsqueda deve
ino más 
er
ano (distan
ia de la interse

ión rayo-plano tangente, distan
iaal segmento del rayo, distan
ia a la línea soporte del rayo). La varianza de 
adasele

ión posible es diferente. La enumera
ión de la varianza de las diferentesposibilidades se en
uentra fuera del ámbito de esta memoria; sin embargo el le
-tor interesado puede usar las fórmulas des
ritas en las se

iones anteriores paraderivar la varianza de su 
ombina
ión de parámetros preferida. Como ejemplo,usar un dis
o 
omo dominio de interse

ión junto 
on la distan
ia a la inter-se

ión del rayo 
orresponde 
on DETP (se

ión anterior), mientras que usar elhemisferio obtiene una solu
ión pare
ida a la de Photon Maps (se

ión 3.5).Número de rayos en 
ada nodo del kd-treeEl pro
edimiento des
rito antes puede ser usado para estudiar las 
ara
te-rísti
as de los Ray Maps de Havran. Primeramente, se puede estimar el númerode rayos en 
ada nodo del kd-tree. Si hay nR rayos distribuidos uniformemente,dividir la super�
ie de los nodos por la super�
ie del nodo raíz da la fra

iónde los rayos. Si suponemos que el kd-tree tiene una razón de aspe
to de 1:1:1,podemos obtener fórmulas razonablemente simples. A profundidad k, el númerode rayos es:
Rays(k) =






(
1
4

)k/3⌋
nR if k ≡ 0 (modulo 3)

(
1
4

)k/3⌋ 2
3nR if k ≡ 1 (modulo 3)(

1
4

)k/3⌋ 5
12nR if k ≡ 2 (modulo 3) (3.47)Con esto, se puede demostrar que los tres 
riterios de subdivisión de un nododel kd-tree de Ray Maps son equivalentes.Los 
riterios de subdivisión son:Rays (k) >cRDiagonal (k) >cd * Diagonal (0)k <ckdonde cR es una 
onstante 
on el mínimo número de rayos en un voxel, cd esotra 
onstante 
on el 
o
iente de las diagonales del voxel mínimo y el primer



78 CAPÍTULO 3. ESTUDIO TEÓRICOvoxel, ck es la profundidad máxima, y Diagonal(k) es la longitud de la diagonalde una 
elda a profundidad k. [Havran 05a℄ usa cR = 32, cd = 0, 1 % y ck = 30.La e
ua
ión 3.47 puede usarse para 
ambiar entre el primer y el ter
er 
riteriode termina
ión: cR = Rays(ck). Si expresamos ahora la diagonal 
omo unafun
ión de la profundidad:
diagonal(k) =






(
1
2

)k/3⌋√
3 if k ≡ 0 (modulo 3)(

1
2

)k/3⌋ 3
2 if k ≡ 1 (modulo 3)

(
1
2

)k/3⌋
√

3
2 if k ≡ 2 (modulo 3) (3.48)el segundo y el ter
er 
riterio de subdivisión pueden ser igualados. Con esto sedemuestra que los tres 
riterios son equivalentes.ComplejidadCon estas fórmulas, el 
oste de Ray Maps puede ser estimado. Si se usaRay Maps en modo Photon Maps, las fórmulas des
riben el número de rayosen 
ada nodo. El número de nodos que hay que atravesar puede en
ontrarse
al
ulando n

Rays(k) , donde notamos n el número de fotones a bus
ar. Tras ello,los razonamientos de la se

ión 3.5.4 pueden usarse para 
al
ular el 
oste.Si usamos Ray Maps en modo DETP, en 
ada punto de irradian
ia hay que
rear un dis
o de radio d y bus
ar los vóxeles que interse
an el dis
o. Tras ello,se interse
a el dis
o 
on los rayos 
ontenidos en los vóxeles. Igual que vimosen indexa
ión de dis
os, la profundidad máxima del árbol debe ser tal que eltamaño de un voxel sea del mismo tamaño aproximado que el radio del dis
o.Así el número de voxels está a
otado entre uno y o
ho. El número de rayosen un voxel de ese tamaño (Rk) se puede 
al
ular de forma análoga a la 
a
héde esferas (ahora es el 
o
iente entre las super�
ies de los voxeles y el árbol
ompleto). Sea a la arista del 
ubo que engloba la es
ena.
Rk = nR ∗

d2

a2El 
oste de interse
ar los dis
os 
on un voxel es nP u Rk. A esto hay que añadir el
oste O(k) de atravesar el árbol para 
ada punto de irradian
ia, y el por
entajede dis
os que abar
an varios vóxeles:
nP

(
u nR

d2

a2
+ O(k)

)
≤ T ≤ 8 nP

(
u nR

d2

a2
+ O(k)

)donde T es el 
oste �nal (se ha expandido el valor de rk). El algoritmo �nalmentees T = O(nR ∗ nP ) 
on una 
onstante o
ulta d2

a2 .



3.7. COMPARACIÓNDE LAS TÉCNICAS CONRESPECTO A SU VARIANZA793.7. Compara
ión de las té
ni
as 
on respe
to asu varianzaLa varianza de la Cuenta de Impa
tos depende del tamaño de los triángulos.Conforme la 
omplejidad de las es
enas aumenta y la triangula
ión se vuelvemás �na, los triángulos se vuelven más pequeños y la varianza de la Cuenta deImpa
tos aumenta 
on respe
to a la de té
ni
as más avanzadas.Photon Maps y DETP tienen la misma varianza para es
enas simples (lo-
almente planas) ya que los impa
tos se en
uentran en el plano tangente. Sinembargo, en geometría 
ompleja el área efe
tiva de Photon Maps disminuye yaque sólo en
uentra los impa
tos en las super�
ies reales; no puede aprove
harsede rayos que interse
an el plano tangente fuera del borde de los objetos. Estosigni�
a que para es
enas 
omplejas, la varianza de DETP será más pequeña enbordes y similar en puntos interiores, dando una redu

ión de varianza. Esto esespe
ialment importante para es
enas 
on mu
hos objetos pequeños.También es de desta
ar que la varianza de Photon Maps puede disminuirsein
rementando el número de fotones bus
ados mientras que DETP puede serajustada aumentando el tamaño del dis
o (a 
osta de aumentar el sesgo obtenidotanto en un método 
omo en el otro). Se puede de
ir que Photon Maps promediasobre energía 
onstante (los fotones) mientras que DETP promedia sobre el área.Ex
epto por los problemas de los bordes men
ionados arriba, la varianza y elsesgo deberían ser los mismos 
uando los fotones y el área son los mismos.3.8. Estima
ión del tiempo promedio de la Ca
héde EsferasPrimeramente introdu
iremos algunas fórmulas generales útiles en el estu-dio de la Ca
hé de Esferas. Tras ello se estudia la 
a
hé de esferas 
on y sinordena
ión de puntos. Finalmente se obtienen fórmulas simpli�
adas para lae�
ien
ia.La 
a
hé de esferas (se

ión 1.4.4) organiza los rayos en una lista de esferasde tamaño des
endiente. Si el dis
o a interse
ar se en
uentra en la esfera máspequeña, se 
al
ulan las interse

iones rayo-dis
o sólamente 
on los rayos que seen
uentran en di
ha esfera. En 
aso 
ontrario, se produ
e un fallo de 
a
hé, yse re
al
ulan las esferas ne
esarias, 
on un nuevo 
entro en el punto de muestrade irradian
ia.Para la 
a
hé de esferas sin ordena
ión de puntos hemos de suponer unadistribu
ión uniforme de puntos para 
al
ular la irradian
ia. Para 
al
ular lafra

ión promedio de rayos que interse
an una esfera, usaremos algunos resul-tados de geometría integral. Los 
on
eptos ne
esarios fueron introdu
idos en lase

ión 1.8.7.La probabilidad de que un rayo (una línea) que interse
a a una esfera K0



80 CAPÍTULO 3. ESTUDIO TEÓRICOinterseque también a una esfera interior Ki es:
p(L0 ∩Ki 6= ∅) =

Fi

F0
=

4πr2
i

4πr2
0

=
r2
i

r2
0

(3.49)(re
ordemos que F denota el área y r el radio).Si la distribu
ión de rayos es uniforme, el número de rayos que interse
a laesfera interior es independiente de la posi
ión de la misma, y es propor
ional al
o
iente del 
uadrado del radio de las esferas. Re
ordemos que nR es el númerode rayos. Llamaremos S0 a la primera esfera que engloba la es
ena y 
ontienetodos los rayos. A partir de esta esfera se van 
onstruyendo esferas Si 
on unradio 
ada vez menor. El radio de 
ada esfera se 
al
ula multipli
ando el radiode la esfera anterior por el fa
tor de radios Q, que es un número real, parámetrodel algoritmo de estima
ión de densidades, 
on 0 < Q < 1.El número de rayos que interse
an Si es enton
es:
ni = nR

r2
i

r2
0

= nRQ2i (3.50)El 
osto de re
al
ular una esfera Si una vez es el número de rayos en la esferaque la rodea multipli
ado por el tiempo de interse

ión rayo-esfera:
ti = t ∗ ni−1 (3.51)donde t es el tiempo de interse

ión rayo-esfera. La esfera 0 nun
a se re
al
ula,porque todos los dis
os están 
ontenidos en ella. En las siguientes dos se

ionesse ha
e un analisis separado de la 
a
hé de esferas bási
a y de la 
a
hé de esferas
on ordena
ión de puntos.3.8.1. Tiempo promedio usando la 
a
hé de esferas sinordena
ión de puntosComo no hay ordena
ión de puntos, supondremos que los vérti
es siguen unadistribu
ión aleatoria uniforme en el espa
io. En este 
aso, la probabilidad deque una esfera no sea re
al
ulada es la probabilidad de que un vérti
e nuevo estédentro de la esfera antigua, que es el volumen de la esfera dividido por el volumende la es
ena. S0 es un volumen envolvente útil para la es
ena. Matemáti
amente,

SceneV ≤ V0. Para nV vérti
es, una esfera Si se re
al
ula un número medio mide ve
es, 
on
mi = nV

[
1− Vi

SceneV

]
≤ nV

[
1− Vi

V0

]
= nV [1−Q3i] (3.52)Ahora ne
esitamos saber 
uántas esferas hay. Las esferas se 
rean 
on unradio de
re
iente, hasta que el radio de la esfera está justo por en
ima del radiodel dis
o. (i.e. la siguiente esfera tendría un radio menor que el radio del dis
o).Sea k el número de esferas. Para 
al
ular k, usaremos d 
omo el radio deldis
o. k debería 
umplir las siguientes e
ua
iones:

rk = Qkr0 ≥ d (3.53)



3.8. TIEMPO PROMEDIO DE LA CACHÉ DE ESFERAS 81
rk+1 < d (3.54)Por tanto k puede 
al
ularse 
omo:

k =

⌊
logQ

(
d

r0

)⌋ (3.55)El 
oste TR de re
al
ular las esferas debido a fallos de 
a
hé es
TR =

k∑

i=1

mi ∗ ti (3.56)Un límite superior más simple puede 
al
ularse expandiendo la e
ua
ión 3.56:
TR =

k∑

i=1

nV

[
1− Vi

V0

]
[t ∗ ni−1] =

nV t

k∑

i=1

[
1− Vi

V0

]
ni−1 =

nRnV t
k∑

i=1

[
1− Vi

V0

]
Q2(i−1) =

nRnV t

k∑

i=1

(1−Q3i)Q2(i−1) (3.57)Como
(1−Q3i)Q2(i−1) = Q2i−2 −Q3i+2i−2 =

Q2i−2 −Q5i−2 =
1

Q2
(Q2i −Q5i) (3.58)y

k∑

i=1

(Q2i −Q5i) =

k∑

i=1

Q2i −
k∑

i=1

Q5i =

k∑

i=1

(Q2)i −
k∑

i=1

(Q5)i =

Q2(1−Q2⌊logQ(d/r0)⌋)

1−Q2
− Q5(1 −Q5⌊logQ(d/r0)⌋)

1−Q5
.

Q2(1− (d2/r2
0))

1−Q2
− Q5(1 − (d5/r5

0))

1−Q5
(3.59)



82 CAPÍTULO 3. ESTUDIO TEÓRICOpodemos usar las e
ua
iones 3.57 y 3.59, para obtener una 
ota de TR:
TR ≤ nRnV t

1

Q2

[
Q2(1− (d2/r2

0)

1−Q2
− Q5(1− (d5/r5

0)

1−Q5

] (3.60)El 
oste de re
al
ular la esfera interior, TI , es
TI = u nk nV = u nR Q2k nV = (3.61)

u nV nR Q
2

j

logQ

“

d
r0

”k

. u nV nR
d2

r2
0

(3.62)Finalmente, el 
oste T de usar la 
a
hé de esferas es el 
oste de re
al
ular lasesferas más el tiempo de interse
ar el dis
o 
on los rayos de la esfera interior,para 
ada vérti
e
T = TR + TI (3.63)que se puede expandir para obtener un límite superior usando las e
ua
iones 3.60y 3.61:

T ≤ nRnV

[
t

1

Q2

(
Q2(1 − (d2/r2

0)

1−Q2
− Q5(1− (d5/r5

0)

1−Q5

)
+ u

d2

r2
0

] (3.64)La �gura 3.2 muestra que este valor es mayor que no usar ninguna optimi-za
ión. (No usar optimiza
iones 
orresponde a un plano horizontal a una alturade 1) Por tanto este método no es útil si no hay 
oheren
ia en la posi
ión delos vérti
es; esto está de a
uerdo 
on experimentos prá
ti
os. Puede probarsetrivialmente que el algoritmo es O(nR nV ).Esto ha
e que la 
a
hé de esferas sin ordena
ión de puntos no obtenga me-joras en el tiempo. Se puede demostrar que el algoritmo es O(nR nP ), 
on una
onstante o
ulta ligeramente superior a la unidad.3.8.2. Tiempo promedio usando la 
a
hé de esferas 
onordena
ión de puntosPartimos de la e
ua
ión 3.50, que indi
a 
uantos rayos atraviesan 
ada esfera.
ni = nRQ2i (3.65)Re
ordemos (e
ua
ión 3.51) que el 
oste de re
al
ular la esfera Si una vezes el número de rayos en la esfera envolvente por el tiempo de interse

iónrayo-esfera,
ti = t ni−1 (3.66)donde t es el tiempo de interse

ión rayo-esfera. Como vimos antes, la esfera 0nun
a se re
al
ula, porque todos los dis
os están 
ontenidos dentro.Ahora averigüemos 
uántas esferas hay. Las esferas se 
rean 
on un radiode
re
iente hasta que el radio de la esfera está justo por en
ima del radio deldis
o (i.e. el radio de la siguiente esfera sería menor que el del dis
o).
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Figura 3.2: Tiempo de la 
a
hé de rayos sin ordena
ión de puntos en unidadesde interse

iones por vérti
e y por rayo, en fun
ión del número de esferas y elfa
tor de radios.Sea k la profundidad máxima de la lista de esferas. Para 
al
ular k, usaremos
d 
omo el radio del dis
o. Re
ordemos (se

ión 1.4.4) que el 
o
iente entre radiosde dos esferas adya
entes es Q, y que las esferas se 
onstruyen hasta que su radioestá justo por en
ima del radio del dis
o d. k debería por tanto satisfa
er lassiguientes e
ua
iones:

rk = Qkr0 ≥ d ; rk+1 < d (3.67)Por lo tanto k se puede 
al
ular así:
k =

⌊
logQ

(
d

r0

)⌋ (3.68)El 
oste de interse
ar el dis
o 
on los rayos de la esfera interna, TI , es:
TI = unknP = unRQ2knP = (3.69)

unP nRQ
2

j

logQ

“

d
r0

”k

. unP nR
d2

r2
0

(3.70)Dado que la 
a
hé de esferas no es útil a no ser que la lo
aliza
ión de lospuntos en que se 
al
ula la irradian
ia sean 
oherentes, una 
urva que rellena elespa
io se usa para ordenar los puntos. Este algoritmo usa la 
urva de Lebesgue.



84 CAPÍTULO 3. ESTUDIO TEÓRICOEl algoritmo de ordena
ión divide el 
ubo en 248 
eldas. Cada 
elda tiene una
oordenada X , Y y Z 
on 16 bits 
ada una. A 
ada punto 
entro de un dis
o sele asignan las 
oordenadas enteras de la 
elda donde está. Estas 3 
oordenadasse 
on
atenan para formar un número de 48 bits. Una fun
ión reordena losbits del número de la siguiente forma: los 3 bits menos signi�
ativos de 
ada
oordenada 
orresponde 
on los 3 bits menos signi�
ativos del nuevo número, yse repite el pro
eso hasta llegar al bit más signi�
ativo. Un ejemplo 
on 3 bitspor 
oordenada sería:Original: x2x1x0y2y1y0z2z1z0Reordenado: x2y2z2x1y1z1x0y0z0Ahora las 
eldas se visitan desde la de índi
e 0 hasta la de índi
e 248 − 1.Cambiar los tres bits menos signi�
ativos signi�
a mover el objeto 
omo má-ximo la diagonal de las 
eldas, 2 ∗
√

3 ∗ 2−16, y 
omo mínimo la arista de las
eldas, 2 ∗ 2−16. Una esfera 
on un radio de ese orden de magnitud se re
al
u-laría aproximadamente 248 ve
es. Es fá
il ver que una esfera de radio 2−mr0 sere
al
ula 23m ve
es. Por tanto, ya que:
ri = Qir0 = 2−mr0 (3.71)

m = − log2 Qi (3.72)la esfera Si se re
al
ula mi = 23∗(− log2 Qi) = Q−3i ve
es.Éste es el máximo de ve
es que se re
onstruye la esfera, y es independiente delnúmero de puntos en que se 
al
ula la estima
ión de densidades. Hay un límiteindependiente del máximo número de ve
es, dado por el número de puntosde irradian
ia. La esfera Si se re
al
ula 
omo máximo nP ve
es. El 
oste dere
ál
ulo en este 
aso es:
TR =

k∑

i=1

min(nP , mi)ti (3.73)y el 
oste total es:
T = TR + TI (3.74)

T puede usarse para averiguar qué Q debe usarse. Vea las �guras 3.3, 3.4y 3.5. La �gura 3.3 muestra el 
oste de re
al
ular las esferas por rayo. (i.e. 1signi�
a nR interse

iones, equivalente a no optimizar), en fun
ión del radio deldis
o y Q. Un Q pequeño 
rea po
as esferas, así que el tiempo es pequeño. Elradio del dis
o in�uye en la longitud de la lista de esferas, pero las esferas máspequeñas tienen muy po
os rayos y por tanto añaden po
o tiempo, así que lasdiferen
ias en tiempo son pequeñas.La �gura 3.4 da una grá�
a del tiempo de interse

ión de los dis
os 
on losrayos de la esfera interna. Este tiempo sólo depende del radio de la esfera, quedepende de Q: el radio es rk tal que rk = r0Q
k ≥ d y rk+1 < d. La grá�
amuestra que hay un in�nito número de Q óptimos. Sin embargo, si la inestabi-lidad numéri
a ha
e que sea difí
il obtener los valores mínimos, Q debería estar
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Figura 3.3: Número de re
ál
ulos de la 
a
hé de esferas en fun
ión de Q y elradio del dis
o.
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Figura 3.4: Tiempo de interse

ión del dis
o 
on los rayos de la esfera interna,en fun
ión de Q.tan 
er
a 
omo sea posible de 1. Veremos posteriormente que si no tenemos en
uenta el tamaño del dis
o, se puede obtener un óptimo para Q.Un Q alto da esferas internas que envuelven �rmemente a los dis
os, aunqueel número de re
ál
ulos es alto. Un Q bajo ha
e que los dis
os tengan más espa
ioalrededor; habrá mu
hos rayos en la esfera interior y aumentará el tiempo de
ál
ulo. Los pi
os de la grá�
a 
orresponden a esferas internas que envuelvenperfe
tamente a los dis
os, i.e., d = rk. Los mínimos lo
ales de la fun
ión tienenel mismo valor, que se 
orresponde 
on el tiempo para interse
ar a los rayos enuna esfera de radio d: unR
d2

r2
0
.La �gura 3.5 muestra la integra
ión de las dos grá�
as anteriores. Tieneforma de U, 
omo era de esperar de las grá�
as 
omponentes, y muestra 
ómo
ambiar el radio del dis
o ha
e que el valor óptimo de Q 
ambie suavementepara 
rear una esfera interna que envuelva el dis
o. Cuando Q se a
er
a a 1, elnúmero de esferas aumenta exponen
ialmente y el tiempo sube asintóti
amentea in�nito en Q = 1, que signi�
a un número in�nito de esferas.La �gura muestra que los valores de Q pertene
ientes al intervalo 0, 6− 0, 7son un buen 
ompromiso, porque el número de re
ál
ulos está por debajo de 1en la �gura 3.3 y 
er
a del punto donde la pendiente se vuelve importante, y
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Figura 3.5: Tiempo de re
ál
ulo de la 
a
hé de esferas en fun
ión de Q y el radiodel dis
o.el valor en la grá�
a de la �gura 3.4 también es bastante bajo. El resultado es
oherente 
on experimentos prá
ti
os [Lastra 02
℄.Se vio antes que para un nP lo su�
ientemente grande, el número de re
ál
u-los es �jo y el tiempo sólo depende de nR. El tiempo para interse
ar los dis
osen la esfera interna, por el 
ontrario, depende tanto de nR 
omo de nP y es portanto O(nR nP ). La 
onstante o
ulta, d2

r2
0
, puede ha
er que este algoritmo seabastante e�
iente en la prá
ti
a.Existe un radio de dis
o óptimo, que puede ser 
al
ulado a partir del nú-mero de muestras. Utilizar este valor óptimo permite simpli�
ar las fórmulasobtenidas hasta ahora. La se

ión 3.6.1 demuestra que la distan
ia promedioentre muestras es el valor óptimo para el radio del dis
o.Si el radio del dis
o es aproximadamente igual a la distan
ia entre muestrasde irradian
ia, se puede probar que la e�
ien
ia del algoritmo aumenta. En loque resta de se

ión, supondremos que el radio del dis
o es aproximadamenteigual a la distan
ia entre muestras. Para nP pequeño (para no llegar al límitede re
ál
ulos), ya que el radio del dis
o es aproximadamente la distan
ia entremuestras, se 
umple que:

k ≈ logQ

(
1

3
√

nP

)
= logQ

(
n
−1/3
P

)
= −1

3
logQ nP = −1

3

log nP

log Q
= cQ log nP(3.75)donde cQ sólo depende de Q.Ahora, para 
al
ular el orden de e�
ien
ia del algoritmo, se muestra el valorde algunas 
antidades importantes, y �nalmente se expande el tiempo del al-goritmo 
ompleto y se 
al
ula la e�
ien
ia. El valor de ni, el número de rayosen la esfera i, es ni = nRQ2i, 
omo se vio en la e
ua
ión 3.50. El tiempo parare
al
ular la esfera i es:

ti = t nR Q2i−2 (3.76)El número de re
ál
ulos de la esfera i:
mi = Q−3i (3.77)



3.8. TIEMPO PROMEDIO DE LA CACHÉ DE ESFERAS 87El tiempo para re
al
ular la esfera i para todo el algoritmo es:
mi ti = t nR Q−i−2 (3.78)Finalmente, el tiempo del algoritmo 
ompleto debido a fallos de 
a
hé es portanto:

TR =
k∑

i=1

mi ti =
tnR

Q2

(
3
√

nP − 1

1−Q

) (3.79)y por tanto, vemos que TR está en el orden O(nR n
1/3
P ).En 
uanto a TI , supongamos que los puntos se distribuyen en un grid regular.La distan
ia entre los puntos es d y existen 3

√
nP puntos a lo largo de los lateralesdel grid. El radio de la esfera 
ir
ums
rita al grid es

r0 =

√
3d 3
√

nP

2
(3.80)Resolviendo en d:

d =
2r0√
3 3
√

nP

(3.81)y expandiendo d en la e
ua
ión 3.69 resulta en
TI =

4

3
u nR

3
√

nP (3.82)El tiempo total del algoritmo es:
T = TR + TI =

tnR

Q2

(
3
√

nP − 1

1−Q

)
+

4

3
u nR

3
√

nP (3.83)Esta e
ua
ión no tiene en 
uenta el he
ho de que los dis
os no están envueltosexa
tamente por las esferas de menor tamaño, y por tanto no presenta los pi
osmen
ionados en la se

ión anterior. Sin embargo, nos permite 
al
ular teóri
a-mente un valor óptimo de Q. Para 
al
ular el valor óptimo de Q, se 
al
ularánla derivada de esta fun
ión 
on respe
to de Q:
∂T

∂Q
=

tnR( 3
√

nP − 1)

(1 −Q)2Q2
− 2tnR( 3

√
nP − 1)

(1−Q)Q9
(3.84)y se resolverá la e
ua
ión dT/dQ = 0, obteniendo Q = 2/3. El signo de lasegunda derivada indi
a si el valor en
ontrado es un máximo o un mínimo.

∂2T

∂Q2
=

6tnR( 3
√

nP − 1)

(1 −Q)Q4
− 4tnR( 3

√
nP − 1)

(1−Q)2Q9
+

2tnR( 3
√

nP − 1)

(1 −Q)9Q2
(3.85)

(
∂2T

∂Q2

)(
2

3

)
=

729

8
tnR( 3

√
nP − 1) (3.86)Como t, nR y 3

√
nP − 1 son todos valores positivos, la segunda derivada enel punto 2/3, (∂2T/∂Q2)(2/3) también es positiva; por tanto la fun
ión tieneun mínimo en Q = 2/3. El resultado 
on
uerda plenamente 
on los resultadosanteriores y 
on los experimentos [Lastra 02
℄.



88 CAPÍTULO 3. ESTUDIO TEÓRICO3.8.3. Estudio del límite de subdivisiónHasta este momento se ha usado la geometría integral para 
al
ular el númeropromedio de rayos. Sin embargo, la Ca
hé de Esferas tiene un parámetro queindi
a que las esferas que tienen po
os rayos no deberían dividirse, ya que el
oste de mantener estas esferas es superior al de interse
ar dire
tamente losdis
os 
on los rayos de la esfera padre. Este parámetro es el límite de subdivisión:el número mínimo de rayos que debe tener una esfera para dividirse. Para teneresto en 
uenta, se deben usar las distribu
iones de probabilidad de�nidas en lasse

iones 1.8.2 y 1.8.3 del primer 
apítulo (página 40).Comprobar si un rayo interse
a un 
onjunto 
onvexo puede verse 
omo unensayo de Bernoulli. La probabilidad de que exa
tamente k rayos intersequen el
onjunto es
p(n = k) = b(k; nR, p1) (3.87)donde n es el número de rayos que interse
an el 
onjunto, b(k; nR, p1) es ladistribu
ión binomial, p1 es la probabilidad de que un rayo interseque 
on el
onjunto, y nR es el número total de rayos. La probabilidad de que menos de

rmin rayos intersequen el 
onjunto es
p =

rmin−1∑

k=0

b(k; nR, p1) (3.88)Re
ordemos que Q es el 
o
iente entre el radio de dos esferas adya
entes Siy Si+1. Si la esfera Si tiene R rayos, el número promedio de rayos de Si+1 será
Q2R, ya que la fra

ión de rayos es propor
ional al 
o
iente de las super�
ies,y por tanto al 
uadrado de los 
o
ientes de los radios (e
ua
ión 3.49). Sea rminel mínimo número de rayos que una esfera debe tener para que se la subdivida(en nuestros experimentos, hemos usado rmin = 100, ya que heurísti
amente esun valor óptimo).El número de esferas en 
ada nivel puede ser dividida en dos partes: las esfe-ras 
readas debidas a un fallo de 
a
he en ese nivel, y las esferas 
readas debidoa un fallo en niveles superiores. Como los rayos se distribuyen uniformemente,
omprobar si un rayo está en una esfera puede ser 
onsiderado un ensayo deBernoulli. Para los nR rayos, tenemos nR ensayos de Bernoulli independendien-tes repetidos. La probabilidad de que una esfera en el nivel i tenga k rayos es(usando 
omo base la e
ua
ión 3.87)

P (n = k) = b(k; nR, Q2i) (3.89)Para saber si una esfera en el nivel i va a subdividirse, hay que 
al
ular laprobabilidad de que tenga menos de rmin rayos. La probabilidad es:
pi =

rmin−1∑

k=0

b(k; nR, Q2i) =

rmin−1∑

k=0

(
nR

k

)
Q2ik(1−Q)2i(nR−k) (3.90)Esto signi�
a que si tenemos mi esferas en el nivel i, existirán en promedio

mi(1 − pi) esferas 
on más de rmin rayos, 
ada una 
on un des
endiente en el



3.8. TIEMPO PROMEDIO DE LA CACHÉ DE ESFERAS 89nivel i + 1. Las esferas del nivel i + 1 son enton
es mi(1− pi) más el número defallos de 
a
hé en el nivel i + 1, y el pro
edimiento debe repetirse para el restode los niveles. También es de desta
ar que la desvia
ión estándar del númerode rayos también es 
ono
ida: σ = nRQ2i. Esto signi�
a que no sólo se puedenha
er los estudios 
lási
os de rendimiento en el peor 
aso y en el 
aso promedio.Es fá
il también 
al
ular el tiempo que el algoritmo tardará 
on un nivel de
on�anza dado.El valor de la probabilidad de subdivisión es muy 
er
ano a uno en losniveles superiores 
on mu
hos rayos (pi ≈ 1), y muy 
er
ano a 
ero en los nivelesinferiores 
on aproximadamente rmax rayos (pi ≈ 0). Como la forma analíti
a de
pi es 
ompleja, hay aproxima
iones estándar. La aproxima
ión de Poisson puedeusarse si la probabilidad del su
eso de Bernoulli es menor que 0,1 (se

ión 1.8.2).(La probabilidad es Q2i = 0, 1, por tanto para niveles i =

logQ(0,1)

2 e inferiores).
pi ≈ e−nRQ2i

rmin−1∑

k=0

(nRQ2i)k

k!
(3.91)Para los niveles superiores, se puede usar la aproxima
ión a una distribu
iónnormal:

pi ≈ Φ

(
rmin − 1− nRQ2i + 1

2√
nRQ2i(1 −Q2i)

)
− Φ

(
−nRQ2i − 1

2√
nRQ2i(1−Q2i)

) (3.92)donde Φ es la fun
ión de distribu
ión normal (Φ(x) = 1√
2π

∫ x

−∞ e−1/2y2

dy).Estas aproxima
iones son esen
iales para evaluar las expresiones, dado queel gran número de rayos en las solu
iones de Ilumina
ión Global ha
en que laevalua
ión de la fun
ión binomial sea intratable.Usando el he
ho de que el número de rayos en una esfera sigue una distri-bu
ión binomial, 
omo se vio antes, se puede 
onseguir una aproxima
ión mejordel número de rayos promedio en una esfera que la de la e
ua
ión 3.50. Dadoque sólo las esferas 
on más de rmin rayos se subdividen, podemos 
al
ular laesperanza del número de rayos en las esferas 
on más de rmin rayos usando lade�ni
ión de probabilidad 
ondi
ionada.La probabilidad de que una esfera tenga menos de rmin rayos es pi (de�nidaen la se

ión anterior). La probabilidad de que tenga k rayos, 
ondi
ionada aque tenga más de rmin rayos, es
P (r = k|r ≥ rmin) =

P (r = k ∩ r > rmin)

P (r ≥ rmin)
(3.93)Obviamente,

P (r = k ∩ r ≥ rmin) =

{
P (r = k) si k ≥ rmin

0 en otro 
aso (3.94)y
P (r ≥ rmin) = 1− P (r < rmin) = 1− pi (3.95)



90 CAPÍTULO 3. ESTUDIO TEÓRICOLa esperanza del número de rayos para la esferas de más de rmin rayos es
Ei =

nR∑

k=0

k P (r = k/r ≥ rmin) =

∑nR

k=rmin
k b(k; nR, Q2i)

1− pi
=

nRQ2i −∑rmin−1
k=0 k b(k; nR, Q2i)

1− pi
(3.96)donde hemos usado el valor esperado del número de rayos (e
ua
ión 3.50) yseparado la sumatoria del valor esperado de la siguiente forma:

E(n) =

nR∑

k=0

k b(k; nR, Q2i) =

rmin−1∑

k=0

k b(k; nR, Q2i) +

nR∑

k=rmin

k b(k; nR, Q2i)(3.97)(El uso de las aproxima
iones men
ionadas anteriormente es muy útil aquí tam-bién). Por tanto, en el siguiente nivel, el número promedio de rayos será Q2Ei(ya que Q2 es la razón entre los rayos de dos esferas 
onse
utivas).El 
osto de la Ca
hé de Esferas se puede obtener de las e
ua
iones 3.57 y3.61, substituyendo el valor del número de rayos en 
ada nivel nRQ2i por sunuevo estimador mejorado Ei. El resultado es el siguiente:
T = nP



uEk + t

logQ
d

r0∑

i=1

(1−Q3i)Ei−1



 (3.98)3.9. Valida
ión de los supuestos teóri
osEsta se

ión 
ontiene una 
ompara
ión entre el error observado heurísti
a-mente y el error predi
ho desde el punto de vista teóri
o para es
enas reales,en las que la distribu
ión de los rayos no es uniforme. Se usaron dos es
enas detamaño medio para probar los resultados teóri
os. La primera, Patio, se puedever en la �gura 3.6. La segunda, Expo, se puede ver en la �gura 3.7. La se
-
ión 3.9.1 
ompara la predi

ión teóri
a de la densidad de rayos (suponiendouna distribu
ión uniforme) 
on la densidad real que se observa en las es
enas deprueba. Posteriormente la se

ión 3.9.2 estudia el efe
to de distintas formas deordenar los puntos de irradian
ia en el número de fallos de 
a
hé.3.9.1. Número promedio de rayos en las esferasEn el estudio teóri
o de la se

ión 3.8, se hizo la suposi
ión de que la distri-bu
ión de los rayos era uniforme. Sin embargo, en es
enas reales la distribu
ióndepende de la posi
ión e intensidad de las fuentes de luz y de los objetos. Enla prá
ti
a, las fuentes de luz se 
olo
an de modo que den una ilumina
ión su-�
iente en la parte interesante de las es
enas. Esto in
rementa la densidad delos fotones en la zona donde estamos 
al
ulando la radian
ia. Se realizaron dos
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Figura 3.6: Es
ena Patio.
Figura 3.7: Es
ena Expo.simula
iones, una 
on la es
ena Patio y otra 
on la ex
ena Expo. En 
ada es
enase simularon un millón de rayos primarios y sus 
orrespondientes re�exiones porla es
ena. Para 
ada nivel de la 
a
hé de esferas, se 
al
uló empíri
amente el nú-mero promedio de rayos y se 
omparó 
on la predi

ión teóri
a. Los resultadosse pueden ver en las �guras 3.8 y 3.9, donde se muestra la diferen
ia por
entualentre el número de rayos promedio real y la predi

ión teóri
a, para 
ada nivel.A pesar de que el estudio teóri
o subestima el número de rayos, la predi

iónes bastante 
er
ana a la real en los niveles medios y bajos de la lista de esfera, que
orresponden a la mayoría del tiempo del algoritmo. Por tanto, podemos de
irque el estudio teóri
o obtiene una buena aproxima
ión al número de rayos reales,y por tanto puede 
al
ular una buena aproxima
ión al 
oste de los algoritmos.Aunque los rayos no están distribuidos uniformemente, 
onforme las esferasse vuelven más pequeñas, la densidad de rayos se vuelve más uniforme, y portanto la dis
repan
ia entre la es
ena real (
on densidad variable) y la es
enateóri
a (
on densidad �ja) disminuye.Para aumentar la pre
isión de la estima
ión para es
enas en las que la distri-bu
ión de rayos no sea uniforme, se puede usar un enfoque híbrido. El algoritmo



92 CAPÍTULO 3. ESTUDIO TEÓRICOpuede eje
utarse sólo en los niveles más altos de la lista de esferas, teniendo en
uenta sólo los fallos de 
a
hé y sin ha
er estima
ión de densidades. Tras ello,los niveles inferiores se pueden estimar 
on pre
isión usando el enfoque teóri-
o, ya que los rayos tienden a ser más uniformes 
onforme el volumen se ha
emás pequeño. Además se puede dividir el número de rayos por una 
onstan-te grande, y luego multipli
ar los resultados por esta 
onstante para disminuirel tiempo de 
ómputo de la estima
ión, 
omo sugiere Revelles en [Revelles 03℄y [Revelles Moreno 01℄.
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Figura 3.8: Error per
entual en la predi

ión teóri
a de la es
ena Patio, para
ada nivel.
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Figura 3.9: Error per
entual en la predi

ión teóri
a de la es
ena Expo, para
ada nivel.
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Figura 3.10: Fallos de 
a
hé en 
ada nivel. Ordena
ión de Lebesgue. Q = 0, 6.3.9.2. Fallos de 
a
hé en distribu
iones uniformes de rayosAl modelar la 
a
hé de esferas teniendo en 
uenta el límite de subdivisión,empieza a ser importante 
ómo se ordenan los puntos para 
onseguir 
oheren
iaespa
ial. Los puntos se ordenan siguiendo una 
urva que rellene el espa
io y quetenga 
oheren
ia espa
ial. En la 
a
hé de esferas, las posibilidades son la 
urvade Lebesgue o la de Hilbert. Para estudiar 
ómo afe
ta la ele

ión del tipo de
urva a los fallos de 
a
hé, se diseñó un programa que 
rea un 
onjunto de rayossiguiendo una distribu
ión uniforme en la esfera unidad, siguiendo el algoritmodes
rito en la �gura 1.7 de la página 45.Tras ello se 
reó un 
onjunto de puntos 
on una distribu
ión uniformementedentro de la esfera unidad, y �nalmente se asignó un 
onjunto de normalesdistribuidas uniformemente a 
ada punto y se generó un dis
o 
entrado en 
adapunto, 
on un radio del 1%, orientado según la normal del punto. Este 
onjuntode dis
os se interse
ó 
on los rayos usando la 
a
hé de esferas.ResultadosLa �gura 3.10 
ontiene una grá�
a 
on el número de fallos de 
a
hé en 
adanivel. Se usa la ordena
ión de Lebesgue, 
on un fa
tor de radios de 0,6, y ellímite de subdivisión por defe
to de 100 rayos. Se usaron 1024*1024 rayos. Lagrá�
a muestra un in
remento en fallos de 
a
hé 
onforme el nivel aumenta,hasta que se llega al nivel 9. Tras ello hay una disminu
ión rápida. De a
uerdo
on la teoría, el nivel 9 tiene 94,6 rayos en media, así que la probabilidad desubdivisión es muy pequeña (no es 
ero porque la distribu
ión de los rayos noes totalmente uniforme) La disminu
ión de golpe del número de fallos de 
a
héen la �gura 3.10 en el nivel 10 se debe al he
ho de que el número promedio derayos es tan pequeño que po
as esferas son subdivididas. También es interesantever el 
omportamiento de los fallos de 
a
hé para un fa
tor de radios alto.
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Figura 3.11: Fallos de 
a
hé a 
ada nivel para distintos métodos de ordena
ión.
Q = 0, 95.La �gura 3.11 muestra los fallos de 
a
hé en 
ada nivel para un fa
tor deradios de 0,95, para la ordena
ión de Lebesgue y la de Hilbert. Puede verse quela de Hilbert tiene pi
os mu
ho menores. Esto se debe a que a pesar de quelos resultados de 
oheren
ia espa
ial en el peor 
aso obtenidos teóri
amente sonmejores para la 
urva de Lebesgue, la 
urva de Hilbert tiene más 
oheren
iaespa
ial que la de Lebesgue en el 
aso promedio [Hungershöfer 02℄. En esta grá-�
a apare
en una serie de máximos lo
ales seguidos de mínimos lo
ales. Estospuntos están situados en niveles de la 
a
hé de esferas que 
orresponden 
on untamaño de 2−k de la es
ena (k = 1, 2, ...), y están 
ausados por la intera

iónentre la 
a
hé de esferas y la ordena
ión de puntos siguiendo la 
urva que re-llena el espa
io. Pueden observarse pi
os se
undarios exa
tamente en el 
entroentre dos pi
os, también debidos al mismo motivo aunque menos a
usados. Sise 
al
ula el nivel 
uyo número promedio de rayos es 100, se obtiene 90,24. Enla grá�
a puede observarse el 
ambio en la forma de la grá�
a a partir del nivel90, ya no dominado por la ordena
ión de puntos sino por el número de esferas
readas.3.10. Ca
hé de Esferas MultilistaLa 
a
hé de esferas multilista (des
rita en la se

ión 1.4.4) organiza las esferasen forma de árbol, de modo que un fallo de 
a
hé no des
arte ne
esariamenteesferas que puedan resultar de utilidad en el futuro. Hay dos posibilidades: tenerun número �jo de des
endientes por esfera, o bien indi
ar un número máximode esferas que pueden existir a la vez.



3.10. CACHÉ DE ESFERAS MULTILISTA 953.10.1. Complejidad de la Ca
hé de Esferas MultilistaEstudiaremos primero el 
aso sin ordena
ión de puntos. En el 
aso de tenerun número �jo de des
endientes por esfera, la lista de esferas se transforma enun árbol de multipli
idad z (z es un parámetro entero, z > 0, �jado a priori).La Ca
hé de Esferas original puede verse 
omo el 
aso parti
ular z = 1. Laprobabilidad de un éxito de 
a
hé en el nivel l es la probabilidad de que unpunto en la esfera l− 1 también esté en la esfera l:
p1 =

Vl

Vl−1
= Q3 (3.99)Si hay más de una esfera, el nuevo volumen estará a
otado entre Vl y sVl. Elvalor esperado será sV1 − Vint donde Vint es la fra

ión esperada de las esferasque se interse
an entre sí. Dada una esfera S1 en el nivel l, y dos esferas S2, Ŝ2 enel nivel l +1, in
luídas en S1, la probabilidad de que un punto en S1 pertenez
aa S2 es Q3. Para 
ada punto de Ŝ2, la probabilidad de que este punto esté en

S2 es también Q3. El volumen promedio de la interse

ión de S2 y Ŝ2 es portanto el volumen de S2 por la probabilidad de interse

ión Q3. Para dos esferas,el volumen promedio de la unión de ambas es
Vl,2 = Vl(1 + 1−Q3) (3.100)Este pro
edimiento puede repetirse para obtener fórmulas para distintos valoresde z.

Vl,z = Vl,z−1 + Vl −Q3(Vl,z−1) (3.101)La probabilidad de un fallo de 
a
hé sin ordena
ión de puntos (distribu
iónuniforme de puntos) en el nivel l es por tanto
Pl = 1− Vl,z

Vl−1
(3.102)que sólo depende de l, z y Q. La razón entre las áreas de Vl,z y Vl−1 puede usarseen lugar de Q2 para 
al
ular el 
oste del método siguiendo el pro
edimiento dela se

ión 3.8.1. El 
oste promedio en tiempo (T ) del algoritmo es, por tanto:

T = nRnP



u
d2

r2
0

+ t

logQ
d

r0∑

i=1

[
1− Vi,z

V0

]
Q2i−2



 (3.103)Si queremos tener en 
uenta también el efe
to del límite de subdivisión estudiadoen la se

ión 3.8.3, el resultado queda
T = nP



uEk + t

logQ
d

r0∑

i=1

[
1− Vi,z

V0

]
Ei−1



 (3.104)



96 CAPÍTULO 3. ESTUDIO TEÓRICOdonde Ei es el número promedio de rayos en las esferas del nivel i 
uando setiene en 
uenta el límite de subdivisión, tal y 
omo se de�ne en la e
ua
ión 3.8.3de la se

ión 3.8.3.Si por el 
ontrario elegimos �jar el número máximo de esferas (MS) y des
ar-tar la esfera menos re
ientemente utilizada 
uando se desee 
rear una nueva, el
omportamiento esperado es que en promedio, el número de hijos de una esfera(z) dependa de la profundidad k de la lista de esferas, ya que tener más nivelessigni�
a tener menos esferas por nivel para un MS �jo:
MS =

k∑

i=0

zi =
1− zk+1

1− z
(3.105)que puede resolverse numéri
amente. Una vez que se en
uentre una solu
iónpara z, las e
ua
iones 3.103 ó 3.104 se pueden usar para 
al
ular el 
oste. En laprá
ti
a, 
omo las probabilidades de tener un fallo de 
a
hé a distintos nivelesson distintas, el valor de z será distinto en 
ada nivel.Si las muestras de irradian
ia se ordenan siguiendo una 
urva que rellenael espa
io, las esferas alma
enadas en la 
ola sólo se usarán 
uando la 
urvavuelva a una parte del espa
io que ya haya sido visitada. Sin embargo, la 
urvade Lebesgue (y aun más la de Hilbert) tiende a explorar 
ompletamente unaregión antes de moverse a otra región. Esto signi�
a que la probabilidad dereusar las esferas es muy pequeña, y el esfuerzo de mantener la lista de esferasno propor
iona redu

ión de tiempos.3.11. Indexa
ión de dis
osEstudiaremos ahora de forma teóri
a los parámetros y el rendimiento de laté
ni
a de indexa
ión de dis
os. Esta té
ni
a, des
rita en el 
apítulo 2, 
rea unaindexa
ión espa
ial 
on los dis
os ne
esarios para las muestras de irradian
ia. Enlugar de pro
esar los dis
os iterativamente, se pro
esan los rayos iterativamenteinterse
ándolos 
on la indexa
ión espa
ial y añadiendo la 
ontribu
ión de losrayos a 
ada dis
o que intersequen.El diámetro del dis
o es un tamaño mínimo útil para los voxels de la inde-xa
ión espa
ial de esta té
ni
a, ya que 
omo se vio en la se

ión 2.2, dividir unvoxel 
on un dis
o de un tamaño aproximado del voxel repli
a el voxel en loshijos, aumentando el tiempo de re
orrido.El orden de 
omplejidad del método depende de la té
ni
a usada, ya que laindexa
ión de dis
os se puede usar 
on distintas té
ni
as de indexa
ión espa
ial,Sin embargo, en [Reinhard 96℄ se prueba que el orden de 
omplejidad para ungrid, un árbol binario y un o
tree es la raíz 
úbi
a del número de 
eldas paralas tres té
ni
as. En [Szirmay-Kalos 98℄ se estudia la 
omplejidad media de raytra
ing para otras té
ni
as. La eviden
ia sugiere que la mayoría de las té
ni
asde indexa
ión tienen el mismo orden de e�
ien
ia en el 
aso promedio. Usaremosun o
tree 
omo té
ni
a de indexa
ión en nuestro análisis dadas sus presta
ionesen es
enarios genéri
os.



3.12. ESTIMACIÓN AUTOMÁTICA DE PARÁMETROS PARA DETP 97El tamaño relativo del lado de un voxel a profundidad k 
on respe
to al ladode la es
ena 
ompleta es 21−k. Si �jamos el diámetro del dis
o 
omo lado delvoxel más pequeño, obtenemos:
21−k = 2 d (3.106)

k = ⌊− log2 d⌋ (3.107)Hay por tanto 8k voxels. Una distribu
ión uniforme de las muestras de irra-dian
ia signi�
a que hay nP /8k muestras por voxel, y por tanto, el tiempo deinterse

ión entre un rayo y un voxel es nP u/8k. Como 
ada rayo atraviesauna línea de voxels (2k voxels) y el origen se en
uentra re
orriendo el árbol (kpasos), el tiempo promedio para este método es:
T = u k nR nP /4k (3.108)El tiempo de 
ómputo puede variar dependiendo de la distribu
ión de las mues-tras de irradian
ia. Varios autores [S
herson 87, Szirmay-Kalos 98, Aronov 03,Havran 03℄ han estudiado este efe
to, pero el resultado �nal es que la 
ompleji-dad en nota
ión O() se 
onserva. Por tanto, el tiempo queda
T ∈ O(k nR nP /4k) (3.109)Si el tamaño de voxel es similar al del dis
o, k ∈ O(log2

3
√

nP ). El algoritmo estápor tanto en O(nR
3
√

nP log nP ).Si usamos una estru
tura de parti
ión espa
ial balan
eada, de a
uerdo 
on[Aronov 02℄, llegar a un nodo ve
ino puede ha
erse en O(1). Enton
es el rendi-miento de la indexa
ión de dis
os queda O(nR
3
√

nP ).La e�
ien
ia es mayor que el O(nRnP ) de la 
a
hé de esferas para nP altos.Para nP pequeños, en que la distan
ia entre muestras de irradian
ia es similaral radio del dis
o, la e�
ien
ia es la misma que la de la 
a
hé de esferas.3.12. Estima
ión automáti
a de parámetros paraDETPEl método DETP tiene los siguientes parámetros: número de rayos nR, nú-mero de muestras nP , radio del dis
o d y si se debe usar artifa
t 
ontrol o no.El número de rayos depende de la 
alidad deseada de la solu
ión. El númerode muestras depende de la geometría, pero este parámetro, en general, no esindependiente de 
ómo se modele la es
ena ni de 
ómo se haga la interpola
iónde valores de radian
ia.Los valores del resto de parámetros de DETP bási
a son los siguientes: elvalor óptimo del radio del dis
o es la distan
ia promedio entre muestras (se
-
ión 3.8.2). Artifa
t 
ontrol debería usarse 
uando existan super�
ies 
ón
avas.La 
a
hé de esferas introdu
e algunos otros parámetros: el fa
tor de radios
Q y la posibilidad de ordenar las muestras. La se

ión 3.8.2 también muestraque el valor óptimo de Q es 2/3. Los estudios de e�
ien
ia de la 
a
hé de esferas
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nR Número de rayos
nV Número de vérti
es
nP Número de muestras de irradian
ia
s Número de triángulos a los que pertene
e 
ada vérti
e enel mallado de la es
ena
d An
ho de banda del kernel de la estima
ión de densidades
a Longitud de la es
ena
r0 Radio de la esfera englobante
n Número de fotones que Photon Maps bus
a
a Arista de la 
aja englobante de la es
enaCuadro 3.2: Nota
ión
on y sin ordena
ión de puntos, validados empíri
amente [Gar
ía 04, Gar
ía 05,Gar
ía 06℄, indi
an que la ordena
ión debería usarse siempre. De las dos orde-na
iones posibles (Lebesgue y Hilbert), la 
urva de Hilbert garantiza 
oheren
iay obtiene resultados ligeramente mejores que la de Lebesgue.La indexa
ión de dis
os introdu
e los siguientes parámetros: profundidad delárbol k y método de indexa
ión. La profundidad deberia ser tal que el lado deun nodo es igual al radio del dis
o. El método de indexa
ión que 
ontiene losdis
os debería ser balan
eado, y una buena ele

ión es aquél que se eligió paraindexar espa
ialmente las primitivas que des
riben la es
ena real, porque, salvoen el 
aso de efe
tos volumétri
os, las muestras de irradian
ia se toman sobre lasuper�
ie de los objetos, así que es muy probable que los dis
os y las primitivasde la es
ena sigan la misma distribu
ión en el espa
io.3.13. Con
lusionesSe ha estudiado teóri
amente la 
onvergen
ia, el sesgo, la varianza y la 
om-plejidad de las té
ni
as de Cuenta de Impa
tos, Photon Maps, DETP y RayMaps. Los distintos algoritmos se han 
omparado entre sí 
on respe
to a la va-rianza. El resultado prin
ipal es que para es
enas 
omplejas, 
on mallado �noy grandes 
urvaturas, el algoritmo DETP es mejor, seguido de Photon Maps.Cuenta de Impa
tos obtiene resultados inferiores. El resultado de Ray Maps de-pende del tipo de estima
ión elegida. En 
uanto a la 
omplejidad, se han derivadofórmulas para 
ada algoritmo. Usando la nota
ión del 
uadro 3.2 obtenemos lossiguientes resultados de 
oste de tiempo de los algoritmos:El 
oste del algoritmo de Cuenta de Impa
tos está en O(nR +nV s+nP ).El 
oste de Photon Maps está en O(nP (log nR + n log n)).El 
oste de Ray Maps está en O(nR ∗ nP ) 
on una 
onstante o
ulta d2

a2 .Posteriormente se ha realizado un estudio teóri
o de la e�
ien
ia en tiempo delas distintas variantes de DETP. A 
ontinua
ión se presenta el 
oste en tiempode 
ada algoritmo.



3.13. CONCLUSIONES 99DETP bási
a y la Ca
hé de Esferas tienen una 
omplejidad en tiempo de
O(nR nP ).La Ca
hé de Esferas 
on ordena
ión de puntos, aunque O(nR nP ), tieneuna 
onstante o
ulta propor
ional a d2

r2
0
(la fra

ión de rayos en una esfera
uyo radio es el de los dis
os), que ha
e que el algoritmo sea bastanterápido en la prá
ti
a.Para es
enas pequeñas, puede probarse que el 
oste en tiempo de esteúltimo algoritmo está en O(nR

3
√

nP ).Se ha realizado también un estudio de la 
omplejidad de la Ca
hé deEsferas Multilista.En 
uanto al método de Indexa
ión de Dis
os introdu
ido en el 
apítu-lo 2, éste tiene 
omplejidad en tiempo O(nR
3
√

nP log nP ) para árboles nobalan
eados y O(nR
3
√

nP ) para balan
eados.Finalmente se ha usado el estudio teóri
o para en
ontrar valores óptimos delos distintos parámetros del algoritmo DETP. En 
uanto a los parámetros de laCa
hé de Esferas, se han obtenido los siguientes resultados:Se ha demostrado que el fa
tor de radios debe estar entre 0,6 y 0,7, ysimpli�
ando se ha obtenido un valor óptimo de 2/3.Se ha estudiado 
ómo afe
ta el he
ho de no subdividir una esfera de menosde rmin rayos, y se ha 
omparado el estudio teóri
o 
on los resultados dees
enas reales.Se han tenido en 
uenta los distintos métodos de ordena
ión de puntos(Hilbert y Lebesgue).Es interesante señalar que el orden de 
omplejidad de la 
a
hé de esferas
on ordena
ión de puntos y de Ray Maps es muy similar. Aunque no existe unsoftware uni�
ado que permita 
omparar dire
tamente la Ca
hé de Esferas 
onRay Maps, los resultados publi
ados 
omparando por una parte la Ca
hé deEsferas 
on Photon Maps y por otra parte Ray Maps 
on Photon Maps, indi
anque los resultados de tiempo son similares para ambas té
ni
as, lo que está dea
uerdo 
on los resultados teóri
os.



100 CAPÍTULO 3. ESTUDIO TEÓRICO



Capítulo 4Cál
ulo in
remental de lailumina
ión para es
enasquasi-estáti
asEn este 
apítulo estudiaremos 
ómo, a partir de una es
ena 
on informa
iónde ilumina
ión global, se puede a
tualizar de forma rápida y e�
iente la ilumi-na
ión tras el movimiento de un objeto de la es
ena. Parte del trabajo expuestoen este 
apítulo ha sido publi
ado previamente en [Gar
ía 04, Gar
ía 07℄.4.1. ObjetivosQueremos resolver el problema de 
al
ular la Ilumina
ión Global en una es
e-na quasi-estáti
a 
on tiempos intera
tivos. De�nimos una es
ena quasi-estáti
a
omo la 
ombina
ión de un es
enario estáti
o y un objeto dinámi
o, 
uando la
omplejidad del objeto dinámi
o es mu
ho menor que la 
omplejidad del es
e-nario. Este tipo de es
enas es muy usual, sobre todo en videojuegos, que sonlas apli
a
iones intera
tivas grá�
as más 
omunes. Hay que tener en 
uenta doshe
hos:Estamos 
reando una anima
ión. Cada fotograma se ve solamente duranteaproximadamente 40 milisegundos (a 25 fotogramas por segundo, que esla tasa de refres
o de la televisión en Europa). Por tanto no se ne
esitala solu
ión exa
ta; es su�
iente 
on una aproxima
ión, in
luso en el 
asohipotéti
o de que no hubiera requerimientos de tiempo real.Queremos tasas de refres
o intera
tivas. Esto signi�
a que sólo tenemos 40ms de tiempo de 
ómputo por fotograma, así que habrá que ha
er algunassimpli�
a
iones para ajustarnos a los requerimientos de rendimiento.Estos dos he
hos nos llevan a un 
ál
ulo aproximado de la ilumina
ión.101



102 CAPÍTULO 4. ESCENAS QUASI-ESTÁTICASEl método presentado aquí puede apli
arse a es
enas totalmente dinámi
astambién. En el 
aso de que todos los objetos se muevan en un fotograma de-terminado, el algoritmo degenera en los algoritmos de 
ál
ulo 
ompleto de todala ilumina
ión. Sin embargo, si sólo parte de la es
ena 
ambia en un fotogramadeterminado (esta parte puede ser distinta en 
ada fotograma) nuestro métodoobtiene una a
elera
ión del orden del 
o
iente entre el área de la es
ena y elárea envolvente de los objetos móviles en ese fotograma.Este algoritmo está diseñado suponiendo fuentes de luz estáti
as. Para 
al-
ular la ilumina
ión nueva en el 
aso de que una o varias fuentes de luz semuevan durante parte de la anima
ión, se re
omienda el algoritmo de reuso de
aminos de Sbert, des
rito en la se

ión 1.5.3, para obtener la ilumina
ión enesos fotogramas.4.2. Cál
ulo y a
tualiza
ión del 
onjunto de rayosAlgoritmo 4.2.1: Cál
uloIni
ialDeFotosimula
ión(
Fotones)Sea numLights el número de lu
es de una es
ena.Sea fotones el número de fotones para simular.Cal
ular el número de fotones para 
ada luz,de a
uerdo 
on el per
entaje de energía emitida desde esa luzfor Light← 1 to numLightsdo 

for i← 1 to número de fotones para Lightdo Ray ← Lights[Light].GetPhoton()Insertar Ray en RayListwhile Ray no sea absorbidodo IntersectedT riangle←Primera interse

iónde Ray 
on la es
ena
Ray ← IntersectedT riangle.Refle
t(Ray)La fun
ión GetPhoton() 
rea un fotón aleatorio en la super�
ie dela fuente de luz.La fun
ión Refle
t(Ray) re�eja el rayo de a
uerdo 
on la BRDF dela super�
ie y devuelve un nuevo rayo, o NULL si el fotón se absorbe.Figura 4.1: Pseudo
ódigo para el 
ál
ulo ini
ial de fotosimula
ión.El algoritmo 
al
ula una aproxima
ión a la ilumina
ión global usando unafase de fotosimula
ión seguida de una fase de estima
ión de densidades de lasdes
ritas en la se

ión 1.4 del primer 
apítulo (página 25).



4.3. CÁLCULO DE LA RADIOSIDAD EN EL PRIMER FOTOGRAMA 103El primer paso del algoritmo es la genera
ión de los rayos y el alma
ena-miento de los puntos de interse

ión de 
ada rayo 
on la es
ena, siguiendo unesquema de fotosimula
ión 
omo el des
rito en la se

ión 1.4.1 (página 27). Elpseudo
ódigo puede verse en la �gura 4.1.En los siguientes fotogramas, el 
onjunto de rayos se a
tualiza de la siguienteforma: 
ono
emos qué triángulo interse
ó al rayo en el fotograma anterior. Si estetriángulo pertene
e al objeto móvil, el rayo es re
al
ulado, teniendo en 
uentala nueva posi
ión del objeto móvil. Si el triángulo no pertene
e al objeto móvil(o si no había interse
ado en el fotograma anterior) el rayo se interse
a 
on laposi
ión a
tual del móvil. Si hay interse

ión, se re
al
ulan sus re�exiones. En
aso 
ontrario, el rayo es aún válido, pero el pro
edimiento ha de repetirse parasus re�exiones. Es de desta
ar que para la mayoría de los rayos, no se ne
esitaun test de interse

ión 
on la es
ena, que es donde está la mayor 
omplejidad.Para implementar este enfoque e�
ientemente, se usa una lista de rayos dedos niveles: El primer nivel 
ontiene los rayos primarios; estos rayos permitena

eder a una lista simplemente enlazada que 
ontiene los rayos se
undarios, ter-
iarios, et
, fruto de la re�exión del rayo en los objetos de la es
ena. Re
al
ularun rayo impli
a guardar una 
opia del rayo (arrastrando una referen
ia al restode las re�exiones de este rayo) en una lista auxiliar, a la que nos referiremos
omo �Rayos antiguos� a partir de ahora, y 
omprobar de nuevo el rayo original
on la es
ena y el objeto móvil. Esto generará una lista de nuevas re�exiones,que se guardan en el lugar en que estaba la referen
ia a las re�exiones antiguas.También han de guardarse en otra lista auxilar, �Rayos nuevos�. Con este en-foque, tenemos tres listas de rayos: Rayos antiguos, rayos nuevos y la lista derayos. Estas listas se usan después para 
al
ular valores de radiosidad en losvérti
es. El pseudo
ódigo del algoritmo puede verse en la �gura 4.2.14.3. Cál
ulo de la radiosidad en el primer foto-gramaEl 
ál
ulo ini
ial de la radiosidad es, en nuestro algoritmo, independiente delmétodo de estima
ión de densidades elegido. La primera vez que se eje
uta elalgoritmo de radiosidad, hay que tener en 
uenta todos los rayos de la es
ena. Elpro
edimiento se muestra en la �gura 4.3. Este algoritmo se expresa 
on un nivelde abstra

ión muy alto, ya que el algoritmo espe
í�
o (Cuenta de Impa
tos,Photon Maps o Estima
ión de Densidades en el Plano Tangente) se pasa 
omoargumento a la fun
ión.El algoritmo de a
tualiza
ión de la radiosidad, al 
ontrario del 
ál
ulo ini
ial,depende tanto del tipo de vérti
e (estáti
o o dinámi
o) 
omo del método deilumina
ión global. Las siguientes dos se

iones des
riben 
ómo pro
eder en
ada 
aso.1Un vídeo de ejemplo puede verse en el �
hero movil.mpeg, que se puede en
ontrar enhttp://giig.ugr.es/�rgar
ia/tesis/movil.mpeg.



104 CAPÍTULO 4. ESCENAS QUASI-ESTÁTICASAlgoritmo 4.2.2: FollowRay(Ray)while Ray no sea absorbidodo Interse
ar Ray 
on la es
ena
Ray.next←siguiente re�exión de Ray
Ray ← Ray.nextAlgoritmo 4.2.3: Re
ál
uloDeFotosimula
ión()

OldRayList← EmptyList
NewRayList← EmptyListfor i← 1 to fotonesdo 

Ray ← RayList[i]while Ray no sea absorbidodo 
if Ray interse
aba el objeto móvil or
Ray interse
a ahora el objeto móvilthen 





Insertar Ray en OldRayListFollowRay(Ray)Insertar Ray en NewRayListbreak
Ray ←siguiente re�exión de RayFigura 4.2: Pseudo
ódigo para el re
ál
ulo de la fotosimula
ión.Algoritmo 4.3.1: InitialRadiosityCal
ulation(DensityEstimatonAlgorithm DE)for ea
h V ertex in the s
enedo {DE.CalculateRadiosity(V ertex, RayList)Figura 4.3: Pseudo
ódigo para el 
ál
ulo ini
ial de la radiosidad.4.4. A
tualiza
ión de la radiosidad en vérti
es es-táti
osEn el algoritmo de a
tualiza
ión de la radiosidad para fotogramas posterioresal primero, el objeto móvil se en
uentra en una nueva posi
ión. Los rayos que



4.4. ACTUALIZACIÓN DE RADIOSIDAD EN VÉRTICES ESTÁTICOS 105interse
aban al objeto en el fotograma anterior han sido re
al
ulados en la fasede fotosimula
ión. Obviamente, los rayos que no interse
aban antes y ahora loha
en también han sido re
al
ulados. Sin embargo, la mayoría de los rayos tienela misma 
ontribu
ión que antes a la radiosidad en un punto dado.Es por tanto interesante intentar 
onservar la informa
ión de radiosidadantigua que sigue siendo válida. Ésta es la expresión de la radian
ia que deja unpunto x en dire

ión ω0:
Lr(x, ω0) =

∫

Ω

fr(x, ω0, ω)Li(x, ω)cos(θ)dσ(ω) (4.1)Para super�
ies difusas, se puede simpli
ar a:
Lr(x, ω0) =

ρ(x)

π

∫

Ω

Li(x, ω)cos(θ)dω =
ρ(x)

π
E(x) (4.2)donde ρ(x) es la re�e
tividad en x y E(x) la irradian
ia en x.Cuando tenemos una es
ena dinámi
a, el tiempo ha de tenerse en 
uenta:Sea E(x, t) la irradian
ia en x en el instante t. Sea ẼR(x; S) la irradian
iaen x debido al 
onjunto de rayos S. Este 
onjunto es resultado de la fase defotosimula
ión, y los rayos 
ontienen la informa
ión ne
esaria para realizar elmétodo ade
uado de estima
ión de densiades. Sea St el 
onjunto de rayos en elinstante t.

Ẽ(x, t) = ẼR(x; St) ≈ E(x, t) (4.3)es nuestro estimador de radian
ia, que aproxima el valor real E(x, t).Por tanto,
E(x, t) ≈ Ẽ(x, t− 1) + ẼR(x; N t)− ẼR(x; Ot) (4.4)donde de�nimos N t 
omo:

N t = St − St−1 (4.5)(rayos nuevos) y Ot 
omo:
Ot = St−1 − St (4.6)(rayos antiguos).Esta fórmula se extrae del razonamiento siguiente: Sea It el 
onjunto deíndi
es invariantes en un instante t:
It = St ∩ St−1 (4.7)Ya que la 
ontribu
ión de 
ada rayo a la radiosidad es aditiva (esto es una
onse
uen
ia dire
ta de la linealidad de los operadores integrales en los que sebasa la estima
ión de densidades usando Monte Carlo; la 
onse
uen
ia es quese 
umple ẼR(x; A ∪B) = ẼR(x; A) + ẼR(x; B)− ẼR(x; A ∩B) para todo A y

B)
ẼR(x; St) = ẼR(x; It ∪N t) = ẼR(x; (St−1 −Ot) ∪N t) (4.8)



106 CAPÍTULO 4. ESCENAS QUASI-ESTÁTICASComo Ot está in
luído en St−1, ẼR(x; St−1 − Ot) = ẼR(x; St−1) − ẼR(x; Ot);además N t y St−1 son disjuntos y por tanto podemos 
on
luir
ẼR(x; St) = ẼR(x; St−1)− ẼR(x; Ot) + ẼR(x; N t) (4.9)Esta e
ua
ión es 4.4 
on los términos de la parte dere
ha en distinto orden.Para re
al
ular la radiosidad, eje
utamos el algoritmo de estima
ión de den-sidades 
on el 
onjunto de rayos antiguos generados en el paso anterior. La ra-dian
ia 
al
ulada se resta del valor anterior de radian
ia en 
ada vérti
e. Luegoel algoritmo se eje
uta de nuevo 
on el nuevo 
onjunto de rayos, y la estima
iónde radian
ia 
al
ulada se suma al valor en el vérti
e. El resultado es idénti
oa 
al
ular la estima
ión de la radian
ia en el 
onjunto 
ompleto de rayos, pe-ro mu
ho más rápido. Nótese que este 
ál
ulo no requiere el uso del 
onjunto
ompleto de rayos.4.5. Cómputo y a
tualiza
ión de la radiosidad envérti
es dinámi
osEl algoritmo para vérti
es dinámi
os depende del método de estima
ión dedensidades. Primero se expli
ará el algoritmo para Cuenta de Impa
tos. Despuésse expli
ará el algoritmo para Photon Maps y Estima
ión de Densidades en elPlano Tangente.4.5.1. Cuenta de Impa
tosPara a
tualizar la radiosidad usando Cuenta de Impa
tos, hemos de 
ono
erqué triángulos han re
ibido nuevos impa
tos o ya no tienen los impa
tos quetenían. Afortunadamente, la fase de trazado de fotones 
al
ula esta informa
ión,así que podemos eliminar la 
ontribu
ión de los rayos que ya no 
ortan lostriángulos y añadir los impa
tos nuevos.La radiosidad en un vérti
e �nalmente se 
al
ula 
omo el promedio de lasradiosidades de los triángulos a los que pertene
e. Por tanto, el algoritmo dere
ál
ulo de los objetos móviles 
on 
uenta de impa
tos es idénti
a al re
ál
ulode la es
ena estáti
a. El pseudo
ódigo puede verse en la �gura 4.4.4.5.2. Photon Maps y Estima
ión de Densidades en elPlano TangenteDado que la a
tualiza
ión de la radiosidad usando estos métodos dependede informa
ión de impa
tos en puntos no lo
ales (los dis
os en DETP son des-
ono
idos para la fase de trazado de fotones; y los vérti
es a los que afe
ta unimpa
to en Photon Maps son des
ono
idos a no ser que se haga una búsquedaespe
í�
a), el algoritmo usado en Cuenta de Impa
tos no puede usarse paraestos métodos.



4.5. RADIOSIDAD EN VÉRTICES DINÁMICOS 107Algoritmo 4.5.1: RadiosityRe
al
ulationForImpa
tCount()for ea
h Ray in OldRayListdo {TriangleIntersected = Ray.GetHit()
TriangleIntersected.Substract(Ray)for ea
h Ray in NewRayListdo {TriangleIntersected = Ray.GetHit()
TriangleIntersected.Add(Ray)Figura 4.4: Pseudo
ódigo para el re
ál
ulo de la radiosidad para el método deCuenta de Impa
tos.Para 
al
ular el estimador de la radiosidad en los puntos del objeto móvil,des
artamos el valor de radian
ia que se obtuvo en el frame anterior, y eje
uta-mos el algoritmo ini
ial, 
omprobando todos los rayos de la es
ena. Para 
adamuestra de irradian
ia, se 
al
ula la 
ontribu
ión de los rayos a la muestra, si-guiendo el algoritmo de estima
ión de densidades elegido. Para referen
ia, véasela �gura 4.3, donde se muestra el pseudo
ódigo para el 
ál
ulo ini
ial de la ra-diosidad. Nótese que este algoritmo es diferente del usado en [Dmitriev 02℄, yaque Dmitriev des
arta los fotones antiguos aunque sigan siendo válidos.4.5.3. Compara
ión entre las distintas formas de a
tuali-zar la radiosidadHemos visto que el algoritmo de Cuenta de Impa
tos es intrínsi
amente másrápido que el de Photon Maps o DETP, ya que sólo hay que tener en 
uenta losrayos re
al
ulados. El problema es que los parámetros de ruido y varianza sonmu
ho mayores. Es, por tanto, ne
esario in
rementar el número de fotones, y eltiempo �nal de ilumina
ión para una es
ena determinada es más alto.Aunque se ha des
rito en la literatura que los parámetros de ruido y varianzason mu
ho más alto en Cuenta de Impa
tos que en Photon Maps ([Jensen 01℄,página 52) o DETP ([Lastra 02b℄, se

ión 2), se ha estudiado el tiempo para el
ál
ulo 
ompleto de la irradian
ia.Como hemos visto en las se

iones anteriores, al ha
er re
ál
ulo 
on Cuentade Impa
tos podemos reusar informa
ión de la ilumina
ión del móvil, mientrasque en Photon Maps y DETP debemos des
artarla. Es ne
esario responder a lapregunta de si la Cuenta de Impa
tos, que usa un algoritmo más e�
iente en elre
ál
ulo del móvil, puede 
ompensar el in
remento de fotones ne
esario paraobtener una solu
ión 
on un error 
omparable a los otros métodos.En este 
aso mediremos el tiempo de re
ál
ulo de la es
ena 
ompleta enPhoton Maps o DETP, y el tiempo de re
al
ular los rayos que interse
an elobjeto móvil sólamente en Cuenta de Impa
tos. Como ejemplo usaremos la
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ena 
ompleja estudiada en detalle en la se

ión 4.9.

Figura 4.5: Estima
ión de Densidades en el Plano Tangente, 50 000 fotones.

Figura 4.6: Estima
ión de densidades usando Cuenta de Impa
tos, 1 000 000fotones.Usaremos la diferen
ia de luminan
ia promedio entre una imagen de referen-
ia (Estima
ión de Densidades en el Plano Tangente, radio 0,01, 
ien millones defotones) y las imágenes generadas que se muestran abajo. Se pueden 
ompararlas �guras 4.5 y 4.6 para ver la mejor 
alidad de DETP. El 
uadro 4.1 muestra el



4.6. REUSO DE LA ORDENACIÓN DE PUNTOS 109Algoritmo Fotosimula
ión Ilumina
ión Total ErrorDETP 0,05 0,80 0,85 16,10%Impa
tCount 1,09 0,02 1,11 139,54%Cuadro 4.1: Compara
ión entre DETP y Cuenta de Impa
tos.tiempo en segundos para el re
ál
ulo de los rayos (fotosimula
ión), la estima
iónde densidades (ilumina
ión), y el tiempo total. Finalmente se muestra el error.Es fá
il ver que aunque el tiempo de simula
ión es similar (ligeramente más bajopara DETP), el error es un orden de magnitud mayor para 
uenta de impa
tos.4.6. Reuso de la ordena
ión de puntosEl rendimiento de la Ca
hé de esferas depende de la ordena
ión de los pun-tos. Esto se debe al he
ho de que se mantiene una estru
tura de datos jerárqui
alineal, 
ompuesta de esferas de radio de
re
iente. Estas esferas tienen una es-tru
tura de datos aso
iada que guarda los rayos que las atraviesan. Cuando seha
e estima
ión de densidades en un punto que está dentro de la esfera a
tual(en realidad 
uando el dis
o 
ompleto que se usa en la estima
ión de densida-des está en la esfera), en
ontrar los rayos que afe
tan su radian
ia es rápido.Cuando el punto está fuera de la esfera (o al menos parte del dis
o), la esferase des
arta y la esfera padre en la estru
tura se 
omprueba hasta en
ontrar unaesfera válida. Enton
es se re
onstruye parte de la jerarquía o lista de esferas, taly 
omo se des
ribe en la se

ión 1.4.4 del primer 
apítulo (página 30).Para disminuir lo máximo posible el número de esferas eliminadas, se usa unesquema de preordena
ión que obtiene el máximo rendimiento del algoritmo dis-minuyendo el número de ve
es que hay que re
onstruir las esferas (se

ión 1.4.4).Debido a la naturaleza estáti
a de la mayoría de la es
ena y el he
ho de queel móvil es rígido, el orden óptimo para un mínimo de fallos de 
a
hé se puedeestudiar en un primer paso. En las siguientes pasadas, el orden se reutiliza.4.7. Indexa
ión de Dis
osSe integró la té
ni
a de indexa
ión espa
ial para los dis
os de Estima
iónde Densidades en el Plano Tangente (
apítulo 2) en el algoritmo de re
ál
ulode ilumina
ión. El algoritmo 
al
ula los dis
os de los vérti
es de la es
ena, ylos ordena usando un método de indexa
ión espa
ial. La radian
ia se 
al
ulainterse
ando 
ada rayo 
ontra los dis
os, usando la indexa
ión espa
ial paraa
elerar el pro
eso.Este método tiene mayor rendimiento que el método original de interse

ión
on la Ca
hé de Esferas 
uando los dis
os tienen un radio de tamaño similar alde las aristas de los triángulos, o bien si los dis
os son grandes, para un númeropequeño de rayos. En otras situa
iones, el rendimiento de la Ca
hé de Esferases superior.



110 CAPÍTULO 4. ESCENAS QUASI-ESTÁTICASEl número máximo de primitivas por voxel debería ajustarse 
onforme 
am-bia el tamaño del dis
o, ya que 
uando los dis
os 
re
en, interse
an unos 
onotros; dividir el voxel 
rea voxels en los que la mayoría de los dis
os pertene
en aambos voxels. Esto ha
e que el tiempo de interse

ión 
on los nuevos voxels seamás alto que el tiempo de usar el voxel original que 
ombina ambos subvoxeles,
omo se indi
ó en la se

ión 2.2 (página 48).a) Compara
ión entre la Ca
hé de Esferas y la Indexa
ión de Dis
os para todala es
ena, sólo el árbol y sólo el suelo. Tiempo 
omo fun
ión del radio del dis
o.Se muestra también el área de 
ada dis
o, 
omo por
entaje del área del suelo.
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b) Mejor número de primitivas por voxel para Indexa
ión de Dis
os 
omofun
ión del radio del dis
o.Es
ena \ Radio 0,01 0,02 0,03 0,04Es
ena 
ompleta 20 20 50 800Árbol 20 10 100 1600Suelo 20 80 120 160Figura 4.7: Tiempo de re
ál
ulo (en segundos) para 10 000 fotones, Es
ena delÁrbol.Las grá�
as de tiempos y el número óptimo de primitivas por voxel se mues-tran en la �gura 4.7 para 10 000 fotones. Los 
uadros 
on los tiempos pueden



4.7. INDEXACIÓN DE DISCOS 111verse en el apéndi
e A. La �gura 4.8, a) izquierda y b) tiene la informa
ión
orrespondiente para el 
aso de 20 000 fotones (el apéndi
e A tiene los datos
orrespondientes a esta �gura).a) Compara
ión entre Ca
hé de Esferas e Indexa
ión de Dis
os para la Es
ena delÁrbol (izquierda) y la Segunda Es
ena del Árbol (dere
ha). Tiempo en fun
ióndel radio del dis
o.
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b) Mejor número de primitivas por voxel para Indexa
ión de Dis
os 
omo fun
ióndel radio del dis
o. Es
ena del Árbol.Es
ena \ Radio 0,01 0,02 0,03 0,04Es
ena 
ompleta 20 20 200 1600
) Mejor número de primitivas por voxel para la Indexa
ión de Dis
os 
omofun
ión del radio del dis
o. Segunda Es
ena del Árbol.Es
ena \ Radio 0,01 0,02 0,03 0,04Es
ena 
ompleta 40 80 160 32000Figura 4.8: Tiempo de re
ál
ulo de la radiosidad para 20 000 fotones para laEs
ena del Árbol y la Segunda es
ena del Árbol.Los triángulos del suelo tienen un tamaño de 0,02 x 0,02, donde las aristasde la 
aja englobante de la es
ena miden una unidad. Los triángulos del árboltienen un tamaño aproximado de 0,01 x 0,01. El radio del dis
o se mide entanto por uno de la arista de la 
aja envolvente de la es
ena. El área del dis
o semide 
omo por
entaje del área del suelo (1x1). Puede verse que para tamañosinferiores a 0,04, el nuevo método es más rápido que la Ca
hé de Esferas. Comolos triángulos del suelo son mayores que los del árbol, la es
ena que sólo tieneel suelo tiene mejores resultados también para un radio del dis
o de 0,04.



112 CAPÍTULO 4. ESCENAS QUASI-ESTÁTICASPara 20 000 fotones, los resultados sólo son mejores para tamaños de 0,01 y0,02. El problema es que este método es lineal en el número de rayos.Se generó otra es
ena 
on un tipo diferente de árbol y de suelo, 
on triángulosmayores, que se muestra en la �gura 4.9. La informa
ión de tiempos para estaes
ena puede verse en la �gura 4.8, a) dere
ha y 
).Estos 
uadros muestran la disminu
ión del rendimiento de la indexa
iónde dis
os 
onforme el área de los dis
os se in
rementa. Puede verse que losresultados son mejores usando dis
os más grandes que en la es
ena anterior,debido al he
ho de que el tamaño de los triángulos se ha in
rementado.

Figura 4.9: Segunda Es
ena del Árbol, 20 000 fotones.Para dis
os grandes, el pro
edimiento normal de dividir los voxels hastaque queden po
os objetos en el voxel o se al
an
e una profundidad máxima nofun
iona. Como los dis
os son tan grandes, pertene
en a la mayoría o a todoslos nodos re
ién 
reados. Esto ha
e que el algoritmo tenga que iterar por la listade todos los dis
os para 
ada nodo, 
on lo que el tiempo resultante es más altoen lugar de más bajo. Para evitar esto, la profundidad máxima debe disminuir
onforme el radio del dis
o aumenta, 
omo se vio en la se

ión 2.2.Una ventaja del método de Indexa
ión de Dis
os es una fá
il paraleliza
ión,ya que el árbol de indexa
ión de los dis
os es estáti
o, y puede a

ederse sinproblemas de 
onten
ión. Por otra parte, sin
ronizar el a

eso y la a
tualiza
iónde la Ca
hé de Esferas es 
omplejo, y disminuye el rendimiento de la 
a
he.



4.8. ESTUDIO DE TESTS DE PRE-INTERSECCIÓN 1134.8. Estudio de tests de pre-interse

iónCuando se interse
an entre sí mu
hos objetos 
on geometría 
ompleja, ave
es es útil envolver 
ada objeto 
on otro objeto de geometría simple, y ha
erun test de interse

ión entre los objetos envolventes simples para evitar ha
er eltest de interse

ión entre los objetos reales, si estos están alejados entre sí. Estose denomina un pre-test de interse

ión, y puede mejorar los tiempos de 
ál
ulosi la probabilidad de interse

ión entre los objetos es pequeña.En el 
aso de interse

iones rayo-dis
o, existen algunos tests estandar queenvuelven el dis
o en un triángulo. Se estudiaron los tests de pre-interse

iónde Badouel [Badouel 90℄, Plü
ker [Teller 92℄ y Möller-Trumbore [Möller 97℄ 
onrespe
to del test de interse

ión rayo-
ír
ulo. Se 
rea un triangulo equiláterotangente al dis
o, y los rayos se interse
an primero 
on el triángulo, y si loatraviesan, 
on el 
ír
ulo. Aunque estos tests por sí solos aumentan el rendi-miento un 34%, en 
ombina
ión 
on la Ca
hé de Esferas sólo in
rementan elrendimiento aproximadamente un 1%.El pretest de interse

ión pierde utilidad en 
ombina
ión 
on indexa
iónespa
ial o 
a
hé de esferas porque al usar esas té
ni
as se aumenta la probabili-dad 
ondi
ional de que haya interse

ión rayo-dis
o supuesto que se ha
e el testrealmente (hemos visto que la mejora del la e�
ien
ia depende de que esta pro-babilidad sea baja). Además, el rendimiento de los tests dependen del tamañodel dis
o, ya que para dis
os pequeños la mayoría de los rayos no interse
an ni eltriángulo ni el dis
o, lo que signi�
a que el pre-test aumentará la velo
idad del
ál
ulo, y para dis
os grandes una fra

ión signi�
ativa de los dis
os interse
antanto el triángulo 
omo el dis
o, 
on lo que el pre-test sólo será un estorbo. Paraes
enas pensadas para tiempo real, nos interesan los dis
os grandes, ya que esoha
e posible tener un número más pequeño de rayos. Por desgra
ia, eso signi�-
a que el aumento de rendimiento del pre-test es 
asi inapre
iable. Los test depre-interse

ión men
ionados fueron probados en la es
ena que se muestra en lase

ión 4.9. Los resultados para los diferentes tests pueden verse en la �gura 4.10(tiempos en segundos).Los tests muestran que los tests de pre-interse

ión de Badouel y Möller-Trumbore son un po
o más rápidos que no ha
er pre-test. Plü
ker es más lentoporque ne
esita que se alma
enen las 
oordenadas de Plü
ker. La mejora derendimiento es en el mejor 
aso (Möller-Trumbore) del 1,81%.4.9. Compara
ión entre Photon Maps y DETPAhora 
ompararemos el tiempo que se ne
esita para a
tualizar la informa
iónde radiosidad para los métodos de estima
ión de densidades Photon Maps yEstima
ión de Densidades en el Plano Tangente.Usaremos una es
ena 
on 71 966 triángulos y un objeto móvil de 500 trián-gulos. (Véase la �gura 4.11) Esta es
ena también se ha usado en [Lastra 02a℄,aunque no había objeto móvil en ese artí
ulo y para estudiar el método deIndexa
ión de Dis
os en el 
apítulo 2. Llamaremos a ésta la Es
ena del Árbol.
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Figura 4.10: Tiempo de ini
ializa
ión y de fotograma para simular la Es
ena delÁrbol usando distintos tests de pre-interse

ión.

Figura 4.11: Render en 
olor plano de la Es
ena del árbol.



4.9. COMPARACIÓN ENTRE PHOTON MAPS Y DETP 115Usaremos 
omo referen
ia la imagen 
reada usando 
ien millones de rayos
on el método de estima
ión DETP (el radio es el 1% de la es
ena). En estase

ión se da la informa
ión resultante de tiempos y error.

Figura 4.12: Estima
ión de Densidades en el Plano Tangente, 1 000 fotones.4.9.1. Grá�
as de rendimientoSe han probado los algoritmos de Estima
ión de Densidades en el PlanoTangente, usando dos simula
iones de 1 000 fotones y 10 000 fotones respe
-tivamente, y Photon Maps, 
on tres simula
iones de 10 000, 50 000 y 200 000fotones. Las grá�
as de error en fun
ión del tiempo pueden verse en la �gura 4.17(los 
uadros 
on los tiempos pueden verse en el apéndi
e A).La �gura 4.12, 
ontiene una imagen 
on el resultado de apli
ar el algoritmode DETP 
on 1 000 fotones. Se puede ver que a
tivar la Ca
hé de Esferas y laordena
ión de las muestras de irradian
ia permiten obtener 9 fotogramas porsegundo, lo que puede 
onsiderarse tiempo real. El error de la imagen es bastantealto debido al pequeño número de fotones.Al eje
utar DETP 
on 10 000 fotones, obtenemos la �gura 4.13. Para estenúmero de rayos, tenemos una tasa de refres
o de dos fotogramas por segundo,que es intera
tiva, pero no tiempo real. El error se redu
e a la mitad 
on respe
toa la imagen anterior, y se debe 
asi por 
ompleto al sesgo del algoritmo debidoal tamaño grande del dis
o.En 
uanto al algoritmo de Photon Maps, podemos observar el resultado de lasimula
ión en las �guras 4.14 (10 000 fotones, página 116), 4.15 (50 000 fotones,página 117), y 4.16 (200 000 fotones, página 117). Para Photon Maps la tasa de
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Figura 4.13: Estima
ión de Densidades en el Plano Tangente, 10 000 fotones.

Figura 4.14: Estima
ión de Densidades Photon Maps, 10 000 fotones.
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Figura 4.15: Estima
ión de Densidades Photon Maps, 50 000 fotones.

Figura 4.16: Estima
ión de Densidades Photon Maps, 200 000 fotones.
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Figura 4.17: Compara
ión de Photon Maps y DETP. Error por
entual en fun
ióndel tiempo. Ini
ializa
ión (izquierda) y tiempo de fotograma (dere
ha).refres
o es de 5 fps (10 000 fotones), 2 fps (50 000 fotones) y 0,43 fps (200 000fotones). Observamos que los parámetros de error son mu
ho más altos que losde DETP.Los �
heros de referen
ia son una imagen generada 
on Photon Maps 
on 
in-
o millones de fotones, usada para la 
olumna Ruido, y una imagen 
on DETP,también 
on 
in
o millones de fotones, para la 
olumna Total. La 
olumna deSesgo es la diferen
ia entre la imagen de referen
ia de Photon Maps y la ima-gen de referen
ia de DETP. Puede verse que al aumentar el número de fotones,la imagen tiende a la imagen de referen
ia de Photon Maps, divergiendo de laimagen de referen
ia de DETP. Esto es debido a que el sesgo de Photon Mapses más fa
il de ver 
onforme disminuye el tamaño de la esfera. La 
alidad delas imagenes para el número 
orrespondiente de frames por segundo de DETPes mu
ho más baja en Photon Maps, así que nuestro método preferido paraapli
a
iones de tiempo real es Estima
ión de Densidades en el Plano Tangente.4.10. Estudio teóri
oEn esta se

ión realizaremos un estudio teóri
o del algoritmo de re
ál
u-lo utilizando 
omo base las té
ni
as des
ritas en el 
apítulo 3. Comenzaremos
al
ulando el error esperado para la es
ena de la se

ión anterior, usando las fór-mulas de la se

ión 3.6.1. Tras ello estudiaremos la e�
ien
ia de los algoritmos,siguiendo la se

ión 3.8.4.10.1. Error teóri
o de DETPUsaremos la se

ión 3.6.1 para 
al
ular el error esperado a priori en la es
enade la se

ión anterior. Esta se

ión desarrolla una fórmula para el error que seobtuvo a partir de la estima
ión de la esperanza y la varianza del algoritmo



4.10. ESTUDIO TEÓRICO 119DETP (e
ua
ión 3.46, página 75):
Error =

√
A0 −Ad

AdnR
(4.10)donde A0 es el área de la envolvente 
onvexa de la es
ena, y Ad es el radio deldis
o.Los datos ne
esarios de la es
ena son:Radio del dis
o d = 0,1.Número de rayos nR = 10 000, nR = 1 000.Como 
al
ular el área envolvente del árbol es muy 
omplejo, usaremos la si-guiente simpli�
a
ión: 
al
ularemos el área de la 
aja envolvente del árbol. Elárbol mide 0, 350115× 0, 667508× 0, 34873; mientras que el suelo mide 1× 1. Elárea total de la es
ena es de A0 = 2, 05507.Los errores esperados son: Error = 8, 02 % (10 000 fotones) y Error =

25, 38 % (1 000 fotones). Los datos empíri
os son (Cuadros A.13 y A.12, Errorde Ruido) Error = 8, 57 % (10 000 fotones) y Error = 24, 64 % (1 000 fotones).Por tanto, en este 
aso la diferen
ia entre la predi

ión teóri
a del error y elvalor real se en
uentra entre el 3% y el 6%.4.10.2. Estudio de e�
ien
iaSímbolos rela
ionados 
on las esferas
ri = ri−1Q = r0Q

i Radio de la esfera i
rD Radio de la esfera envolvente del objeto móvilSímbolos rela
ionados 
on los rayos
nR Número de rayos
ñR = nR

r2
D

r2
0

Número de rayos que to
an el objeto móvilCantidades rela
ionadas 
on el tiempo
u Tiempo de interse

ión Rayo Dis
o
t Tiempo de interse

ión Rayo Esfera
TDI Tiempo de Indexa
ión de Dis
os
TSC Tiempo de Ca
hé de Esferas
TRec Tiempo de re
ál
ulo
A A
elera
ión del algoritmo al usar re
ál
uloOtros símbolos
0 < Q < 1 Razón de los radios de dos esferas
nD Muestras en objetos dinámi
os
nS Muestras en objetos estáti
os
nP = nD + nS Muestras de irradian
iaCuadro 4.2: Símbolos usados en el estudio de e�
ien
ia del re
ál
ulo.



120 CAPÍTULO 4. ESCENAS QUASI-ESTÁTICASEl Cuadro 4.2 tiene un resumen de los símbolos usados en esta se

ión.Nos basaremos en las fórmulas obtenidas en el 
apítulo 3 que mostraban la
omplejidad de los diferentes algoritmos, y las apli
aremos al 
aso de 
ál
uloin
remental de es
enas quasi-estáti
as.Si llamamos nS al número de puntos estáti
os y nD al número de puntosdinámi
os (nP = nS + nD), y rD al radio de la esfera envolvente del objetodinámi
o, puede demostrarse que el número de rayos re
al
ulados es:
nnew

R ≈ nold
R ≈ nR

r2
D

r2
0

=def ñR (4.11)donde nR es el número de rayos.Puntos estáti
osEl 
osto de la 
a
he de esferas en este 
aso es
T =

tñR

Q2

3
√

nS − 1

1−Q
+

4

3
uñR

3
√

nS (4.12)donde el primer sumando 
orresponde a los fallos de 
a
he y el segundo al 
ostede la esfera interior.El valor óptimo del fa
tor de radios entre esferas Q 
orresponde a 2/3, 
omose vio en la se

ión 3.8.2, y teniendo en 
uenta que el tiempo de interse

iónrayo-dis
o y rayo-esfera son similares (t ≈ u), y que en el límite, para un nSgrande, 3
√

nS − 1 ≈ 3
√

nS , el 
oste es 8,08 t ñR
3
√

nS . La Indexa
ión de Dis
os
uesta 2 t ñR
3
√

nS , 
laramente la op
ión más rápida.Puntos dinámi
osTeniendo en 
uenta los resultados previos, el 
oste de la 
a
he de esferas es
8,08 t ñR

3
√

nD = 8,08 t nR
r2
D

r2
0

3
√

nD (4.13)y el de la Indexa
ión de Dis
os es t nR
3
√

nD. Si los dos 
ostes se usan 
omolados de una e
ua
ión, y se resuelve 
on respe
to a nD, los valores de nD paralos 
uales 
ada algoritmo es óptimo pueden ser dedu
idos.
8,08 t nR

r2
D

r2
0

3
√

nD = t nR
3
√

nD (4.14)Simpli�
ando, (dividiendo entre tnR
3
√

nD)
8,08

r2
D

r2
0

= 1 (4.15)Tomando la raíz 
uadrada y resolviendo para rD obtenemos
rD = 0,35r0 (4.16)
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a que si el tamaño de los objetos dinámi
os es del 35% de la es
ena,ambos algoritmos son igualmente rápidos en promedio. Comprobar el 
oste delos métodos para objetos de tamaño menor y mayor del 35% de la es
ena mues-tra que la 
a
he de esferas es más rápida para los objetos pequeños; mientrasque la Indexa
ión de Dis
os es más rápida para los objetos grandes.Por tanto, un algoritmo de re
ál
ulo óptimo debería usar Indexa
ión deDis
os para los puntos estáti
os y Ca
hé de Esferas para los puntos dinámi
os,que por la de�ni
ión de es
enas quasi-estáti
as, son menores del 35% de laes
ena.In�uen
ia del tamaño del móvil en la a
elera
iónLa a
elera
ión obtenida en el re
ál
ulo depende del número de muestras delmóvil, del tamaño del móvil, y en general de los distintos parámetros de losalgoritmos. Si, aparte de las suposi
iones de la se

ión anterior, añadimos quela densidad de muestras en el móvil es la misma que en el resto de la es
ena,podemos observar 
ómo 
ambia la a
elera
ión en fun
ión del tamaño del móvil.Sea ρ la densidad de muestras. Se pueden rela
ionar los valores nS y nD dela siguiente forma:
nS = ρr3

0 nD = ρr3
D (4.17)Despejando ρ y substituyendo obtenemos

ρ =
nS

r3
0

nD = nS
r3
D

r3
0

(4.18)Usando la e
ua
ión 3.83 y
nP = nS + nD = nS + nS

r3
D

r3
0

= nS

(
1 +

r3
D

r3
0

) (4.19)así 
omo las simpli�
a
iones de la se

ión anterior (t ≈ u, 3
√

nP − 1 ≈ 3
√

nP y
Q = 2/3) obtenemos un tiempo para Ca
hé de Esferas de

TSC =
97

12
tnR

3

√

nS(1 +
r3
D

r3
0

) (4.20)Usando Indexa
ión de Dis
os obtenemos:
TDI = tnR

3

√

nS(1 +
r3
D

r3
0

) (4.21)
laramente más rápido. El 
oste del re
ál
ulo es la suma de los 
ostes de la parteestáti
a y dinámi
a:
TRec = 2tñR

3
√

nS + 8,08 t nR
r2
D

r2
0

3
√

nD (4.22)



122 CAPÍTULO 4. ESCENAS QUASI-ESTÁTICASLa a
elera
ión es el 
o
iente entre el 
oste de la e
ua
ión 4.21 y 4.22:
A =

tnR
3

√
nS(1 +

r3
D

r3
0
)

2tnR
r2

D

r2
0

3
√

nS + 8,08 t nR
r2

D

r2
0

3

√
nS

r3
D

r3
0

(4.23)donde hemos usado la de�ni
ión de ñR y nD. Simpli�
ando queda:
A =

3

√
1 +

r3
D

r3
0

2
r2

D

r2
0

+ 8,08
r3

D

r3
0

(4.24)
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Figura 4.18: Grá�
a de la a
elera
ión teóri
a del re
ál
ulo, 
omo fun
ión deltamaño del móvil (el tamaño del móvil se mide en tanto por uno del tamañode la es
ena). La a
elera
ión es el 
o
iente entre el tiempo del algoritmo que noreusa informa
ión y el algoritmo de re
ál
ulo.Si llamamos C al 
o
iente entre el tamaño del móvil y el tamaño de la es
ena(C = rD

r0
), vemos que la a
elera
ión sólo depende ya de este 
o
iente. Una grá�
apuede verse en la �gura 4.18.En el 
ampo de videojuegos, es muy usual tener dos densidades de malladodistintas, una para la es
ena, y otra para los personajes móviles, dado que a



4.10. ESTUDIO TEÓRICO 123menudo los personajes están 
er
a del protagonista y se requiere mayor 
alidad.En este 
aso, la e
ua
ión 4.18 puede modi�
arse para tener este he
ho en 
uenta,y obtener un estimador ade
uado de la a
elera
ión.Resultados experimentalesPara probar el estudio teóri
o, se diseñó una es
ena sen
illa (la 
aja deCornell) y un móvil también sen
illo (una esfera). Se ha 
al
ulado la a
elera
ióndel 
ál
ulo de la ilumina
ión global para distintos tamaños del móvil. La es
ena

Figura 4.19: Caja de Cornell 
on móvil.puede verse en la �gura 4.19 para un ejemplo de móvil del 10% de la es
ena.La �gura 4.20 tiene los resultados empíri
os.Observamos que las grá�
as de las �guras 4.18 (a
elera
ión teóri
a) y 4.20(a
elera
ión empíri
a) son similares, a pesar de que mu
hos de los supuestosteóri
os no se 
umplen (la distribu
ión de los puntos de irradian
ia y de losrayos no es uniforme, y la densidad de puntos en el móvil y la es
ena es distinta,ya que por simpli
idad hemos es
alado el móvil sin 
ambiar la resolu
ión de lamalla). Si observamos el valor de las grá�
as para un móvil 
on un tamaño del30% de la es
ena, vemos que la predi

ión teóri
a es de que el re
ál
ulo deberíaser 2,5 ve
es más rápido, mientras que en la prá
ti
a es 7,5 ve
es más rápido.
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Figura 4.20: A
elera
ión empíri
a del 
ál
ulo de ilumina
ión global, 
omo fun-
ión del tamaño del móvil (el tamaño del móvil se mide en tanto por uno deltamaño de la es
ena). La a
elera
ión es el 
o
iente entre el tiempo del algoritmoque no reusa informa
ión y el algoritmo de re
ál
ulo.Esto se debe a que al no 
ambiar la resolu
ión de la malla, el número de puntosdonde se ha
e estima
ión de densidades es mu
ho menor que el predi
ho por lateoría. Con un móvil 
on un tamaño del 10% de la es
ena, en la que el tamañodel mallado es similar entre la es
ena y el móvil, la a
elera
ión en ambos 
asos esde un re
ál
ulo 30 ve
es más rápido. Podemos por tanto 
on
luir que el estudioes útil para aproximar el 
omportamiento real de los algoritmos.4.11. Re
ál
ulo en super�
ies no difusasEl re
ál
ulo de super�
ies no perfe
tamente difusas (o glossy) presenta al-gunos problemas adi
ionales que no existen en super�
ies difusas, que hemosanalizado e implementado en nuestro sistema de ilumina
ión global, y que des-
ribimos a 
ontinua
ión.Los 
ambios en la posi
ión de la 
ámara no modi�
an el estimador de ra-dian
ia 
on super�
ies difusas, pero sí 
on super�
ies glossy. Por tanto, hay quellamar al método de estima
ión 
uando la 
ámara se mueve.



4.12. CONCLUSIONES 125Además, el método de re
ál
ulo también se ve afe
tado, ya que en el 
asoglossy, un número que indique el estimador de radian
ia del fotograma anteriorno es su�
iente. Hay que guardar el 
onjunto de rayos que afe
taron al punto.Luego, estos rayos deben usarse junto 
on la nueva posi
ión de la 
ámara paraobtener el nuevo estimador de radian
ia.Cuando el objeto se mueve, los rayos nuevos y los antiguos que fueron usadospara a
tualizar el estimador de radian
ia en el 
aso difuso, han de 
omprobarse
on la lista de rayos del vérti
e, y la lista de rayos debe a
tualizarse y 
al
ularseun nuevo estimador de la radian
ia.Esto es bastante 
ostoso; las es
enas que podemos re
al
ular de forma in-tera
tiva 
on super�
ies glossy son bastante más sen
illas que en el 
aso desuper�
ies totalmente difusas.4.12. Con
lusionesSe ha diseñado un algoritmo que 
al
ula de forma in
remental la ilumina
iónde una es
ena para el 
aso de objetos móviles. Este algoritmo se ha apli
ado alos métodos de estima
ión de densidades Cuenta de Impa
tos, Photon Maps yEstima
ión de Densidades en el Plano Tangente, in
luyendo las dos optimiza
io-nes de éste, y se ha 
omparado el rendimiento de los tres métodos. Estima
iónde Densidades en el Plano Tangente obtiene el resultado 
on menor error pa-ra un tiempo de 
ómputo dado. Se ha estudiado el efe
to de usar pre-tests deinterse

ión en la e�
ien
ia del algoritmo. Para DETP bási
a, el aumento delrendimiento es del 34%. Para la Ca
hé de Esferas, sin embargo, el in
rementodel rendimiento es sólo del 1%.También se ha estudiado teóri
amente el error del algoritmo de DETP yse ha 
omparado 
on los resultados empíri
os. A pesar de que no se 
umplenlos supuestos teóri
os, la diferen
ia entre el valor predi
ho del error y el valorempíri
o es de aproximadamente un 5%.Finalmente se ha estudiado teóri
amente la e�
ien
ia en tiempo del algo-ritmo de re
ál
ulo. La optimiza
ión de Ca
hé de Esferas debe usarse para losobjetos dinámi
os y la Indexa
ión de Dis
os para la parte estáti
a, 
on obje-to de minimizar el tiempo de 
ómputo. La in�uen
ia del tamaño del móvil enel tiempo del algoritmo ha sido 
uanti�
ada de forma teóri
a y empíri
a. Porúltimo, el algoritmo de re
ál
ulo se ha apli
ado también a super�
ies no difusas.
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Capítulo 5Software desarrolladoPara la obten
ión de los resultados des
ritos en esta memoria, se han desa-rrollado diversos 
omponentes software, que han sido usados para validar la
orre

ión de los métodos y para medir la e�
ien
ia de los algoritmos. Este
apítulo des
ribe la estru
tura y fun
ionalidad del software.5.1. ZeusEl sistema Zeus 
onsiste en un software de simula
ión de la ilumina
ión quein
luye la siguiente fun
ionalidad:Cál
ulo de Ilumina
ión Global usando métodos de Monte Carlo (Cuenta deImpa
tos, Photon Maps y Estima
ión de Densidades en el Plano Tangente
on sus distintas variantes).Cál
ulo in
remental de la ilumina
ión en presen
ia de un móvil.Gran variedad de BRDFs para la de�ni
ión de los materiales, que permitenentornos tanto difusos 
omo glossy. Las BRDFs soportadas están des
ritasen profundidad en [Montes Soldado 08℄.Gran variedad de indexa
iones espa
iales, 
omo o
trees, kd-trees y grids,entre otros.Genera
ión de imágenes de forma intera
tiva o por lotes.Soporte del formato GRanada File (GRF) tanto para la entrada (des
rip-
ión de es
enas y móvil) 
omo para la salida de datos.Este sistema implementa el algoritmo de Indexa
ión de Dis
os, des
rito en el
apítulo 2, que mejora la velo
idad del 
ál
ulo de la ilumina
ión global 
uandose usa el método DETP. También permite 
al
ular in
rementalmente la ilumi-na
ión de a
uerdo 
on lo expuesto en el 
apítulo 4.127



128 CAPÍTULO 5. SOFTWARE DESARROLLADOTe
la Signi�
adoGenerales'1' Es
ribir un �
hero GRF de salida'3' Re
al
ular la es
enaMovimiento de 
ámara'y' Arriba'n' Abajo'g' Izquierda'j' Dere
ha'h' Ha
ia el observador'H' En dire

ión 
ontraria al observadorRota
ión de la es
ena'a' Dere
ha'q' Izquierda's' Arriba'w' AbajoMovimiento del móvil'9' Arriba'l' Abajo'i' Izquierda'p' Dere
ha'o' Ha
ia el observador'O' En dire

ión 
ontraria al observadorRota
ión del móvil'6' En el eje X'7' En el eje Y'8' En el eje ZIntensidad de la luz'm' Aumentar
oma DisminuirCuadro 5.1: Te
las del sistema Zeus.Los parámetros de entrada del sistema se in
luyen en un �
hero de 
on�gu-ra
ión de texto ASCII que permite elegir el método de indexa
ión espa
ial, elmétodo de 
ál
ulo de ilumina
ión, �
heros de entrada y de salida de es
ena ymóvil, et
. También permite elegir entre un modo intera
tivo y un modo para lagenera
ión de anima
iones, en pro
eso por lotes. En el modo intera
tivo se pue-de 
ontrolar el movimiento del móvil, la 
ámara, et
 usando te
las (Cuadro 5.1).En el modo de pro
esado por lotes, se le indi
a al sistema mediante texto losmovimientos ade
uados, y en su 
aso si se deben grabar a dis
o las des
rip
ionesde la es
ena 
on la ilumina
ión global 
al
ulada, que pueden visualizarse 
on unprograma externo. El apéndi
e B 
ontiene 
uadros que expli
an las diferentesop
iones, aunque un ejemplo sen
illo puede verse en el Cuadro 5.2.



5.1. ZEUS 129DETP_UseFixedDis
 1DETP_UseRayCa
he 1DETP_SortQueries 1DETP_Artifa
tControl 1DETP_PreTest_Use Plü
kerDETP_Radius 100DETP_RayCa
he_RadiusFa
tor 0.6DETP_Plu
kerEdges 3DE_Nphotons 1000000FS_Di�useLight 1FS_Photons 2000000FS_S
ene 1patio.grfFS_Mobile movil.grfFS_Output_File 1patio.DETP.o
treeFS_ShowPer
entageAt 10FS_EstimationMethod DETPRFS_Re
al
ulateWholeS
ene 1FS_ColorCoe�
ientCorre
tor 1FS_DensityEstimation 1FS_Passes 2OPT_Optimizer O
treeOPT_MaxDepth 8OPT_MaxObjNode 25Program_Intera
tive 0Program_WalkKeys 1Program_Seed 1Cuadro 5.2: Ejemplo de �
hero OP para Zeus.El sistema permite mostrar las traye
torias de los rayos, lo que permitever fá
ilmente qué rayos son re
al
ulados en 
ál
ulo in
remental de la ilumina-
ión (�gura 5.1). Desafortunadamente, el número de rayos ne
esario para unailumina
ión realista (miles) ha
e que sea inviable observar al mismo tiempo ilu-mina
ión realista y rayos usados. También se permite alma
enar los datos dela indexa
ión espa
ial, tanto para el 
ál
ulo e�
iente de distintos algoritmos deilumina
ión para la misma es
ena, 
omo para su visualiza
ión para propósitos



130 CAPÍTULO 5. SOFTWARE DESARROLLADOdo
entes usando un programa externo.

Figura 5.1: Dos instantáneas del sistema Zeus, mostrando el re
ál
ulo de losrayos, a

esibles en http://giig.ugr.es/�rgar
ia/tesis/zeus[12℄.gif. El video 
om-pleto puede verse en http://giig.ugr.es/�rgar
ia/tesis/movil.mpeg.



5.2. ARQUITECTURA DEL SISTEMA 131Lista Grid 3D jerárqui
o Binary Spa
e Partitioning TreeGrid 3D Grid 3D re
ursivo KD-TreeO
tree O
tree jerárqui
oCuadro 5.3: Indexa
iones espa
iales soportadas en Zeus.Beards-Maxwell Ward Strauss Perfe
tamente difusaCook-Torran
e Phong Blinn Perfe
tamente espe
ularPoulin-Fournier Lewis Lafortune He-Torran
e-Sillion-GreenbergTorran
e-Sparrow Sli
k Minnaert Datos TabuladosAshikhmin-Shirley Shirley Oren-Nayar Combina
iones de las des
ritasCuadro 5.4: BRDFs soportadas en Zeus.5.2. Arquite
tura del sistemaEl sistema ha sido implementado en C++ ha
iendo uso de la librería GLUTde utilidades de OpenGL. La arquite
tura del sistema puede verse en la �gu-ra 5.2. Existen 
uatro bloques prin
ipales, que 
ontienen la fun
ionalidad de
ál
ulo de ilumina
ión global usando trazado de rayos desde la fuente de luz,materiales y re�exión de la luz en los objetos, estima
ión de densidades (�nalgathering), y métodos de indexa
ión espa
ial para a
elera
ión de los 
ál
ulos.Otros bloques 
ontienen algoritmos e�
ientes de pre-interse

ión de primitivas,el 
ódigo de entrada/salida, in
luyendo le
tura del formato de es
ena, paráme-tros, salida de resultados, e interfaz grá�
a intera
tiva. La �gura 5.3 
ontieneun diagrama de 
lases del sistema, simpli�
ado. A 
ontinua
ión des
ribimos losmódulos prin
ipales, que se han implementado 
omo namespa
es.El módulo de indexa
ión espa
ial 
ontiene 
ódigo que, a partir de una listade primitivas grá�
as, 
rear una estru
tura de datos que las gestiona deforma e�
iente. En parti
ular, el 
ál
ulo de la interse

ión de una línea 
onun 
onjunto de primitivas (triángulos y dis
os en el 
aso de este sistema)se optimiza 
reando una estru
tura re
ursiva que divide el espa
io. Lasestru
turas implementadas para triángulos pueden verse en el 
uadro 5.3.Cada indexa
ión se implementa 
on una 
lase, que hereda de una 
laseabstra
ta Optimizer 
on la fun
ionalidad 
omún. En uno de los métodos deilumina
ión global, es ne
esario repartir la energía de los rayos a los dis
osque atraviesan. Este módulo se en
arga también de este 
ometido, usandoel módulo de pre-interse

ión si es ne
esario. En este 
aso, las posibilidadesson un o
tree o un Re
tilinear Binary Spa
e Partitioning Tree (aparte deestas posibilidades, el módulo permite generar otras estru
turas de datos,aunque el sistema no las usa por el momento). La des
rip
ión 
ompletade las indexa
iones posibles puede en
ontrarse en [Revelles Moreno 01℄.El módulo de BRDFs 
ontiene informa
ión sobre 
ómo re�ejar la luz sobre
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Figura 5.2: Diagrama de módulos de Zeus.
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OctreeOptimizer

- nodes : Node

1

1..*-t

1

1..*

1

1

-rays

1

-rays

1

1..*

Triangle

- brdf : BRDF

NullOptimizer

- tl : TriangleList

Color

Light

+ Emite() : Ray

SphereCache

- sl : SphereList

Kd-tree

- nodes : Kd-treeNode

-nodes

...

OptionParser

Node

- tl : TriangleList

-luz

-de
1

1

-o -d-c

1

1

1

1

-tl

1

-esferas

1

1

-sl-kdtree

-impactos

-nodes

1

-escena

-pos -c

-brdf

1

1 1

DETP

FotoSimulacion

- escena : Optimizer

- movil : Optimizer

- luz : Light

- de : DensityEstimation

+ FotoSimulacion(op : OptionParser)
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Figura 5.3: Diagrama de 
lases de Zeus (simpli�
ado).



134 CAPÍTULO 5. SOFTWARE DESARROLLADOCuenta de Impa
tos Ca
hé de Esferas, Hilbert Indexa
ión de Dis
osPhoton Maps Ca
hé de Esferas, LebesgueDETP bási
a Ca
hé de Esferas MultilistaCuadro 5.5: Métodos de estima
ión de densidades soportados por Zeus.distintos tipos de materiales. La re�exión de la luz se des
ribe 
omo unafun
ión de distribu
ión de re�e
tan
ia bidire

ional (en inglés BRDF). LasBRDFs 
ontempladas por este módulo pueden verse en el 
uadro 5.4. CadaBRDF se implementa también 
omo una 
lase, que hereda de una 
laseabstra
ta BRDF. A partir de un rayo de entrada, este módulo 
al
ula ladire

ión de salida del rayo (o su absor
ión) de a
uerdo 
on el material en
uestión. [Montes Soldado 08℄ des
ribe en detalle el pro
eso.El módulo de estima
ión de densidades 
ontiene el 
ódigo para obtener unaestima
ión de la radian
ia en un punto a partir de los rayos e impa
tosde fotones en la 
er
anía del punto. Las distintas posibilidades para elalgoritmo de estima
ión pueden verse en el 
uadro 5.5. La des
rip
ión delos algoritmos puede verse en [Lastra Leidinger 04℄ y en el 
apítulo 2.Finalmente el módulo de Ilumina
ión Global se en
arga de la simula
ióndel transporte de la luz, y por tanto genera los fotones en las fuentesde luz, 
al
ula el lugar donde 
ada fotón intera

iona 
on un material(usando el módulo de indexa
ión espa
ial) y re�eja los fotones (usando elmódulo de BRDFs). Tras la simula
ión, usa el módulo de estima
ión dedensidades para 
al
ular la radian
ia. Este módulo también es responsablede a
tualizar la radian
ia de modo in
remental en 
aso ne
esario tras elmovimiento del objeto móvil. Esta a
tualiza
ión usa de nuevo los módulosde indexa
ión espa
ial, BRDFs y estima
ión de densidades.El programa prin
ipal usa los módulos de entrada/salida para obtener losparámetros de la simula
ión y guardar los resultados de la simula
ión en dis
o,el módulo GRF para obtener la es
ena, y llama al módulo de indexa
ión espa
ialpara gestionar la es
ena y al de ilumina
ión global para ha
er la simula
ión. Lavisualiza
ión OpenGL muestra la es
ena y re
oge la intera

ión 
on el usuario,en 
aso ne
esario (la intera

ión puede obtenerse también en modo bat
h apartir del �
hero de 
on�gura
ión).La �gura 5.4 muestra un diagrama de se
uen
ia 
on la eje
u
ión de Zeus parauna es
ena y un móvil, en la que se usa indexa
ión de dis
os. La intera

ión serealiza a través de OpenGL. Por simpli
idad, se supone una úni
a intera

ión enla que se 
ambia la posi
ión del móvil. Tras la visualiza
ión de la a
tualiza
iónde la ilumina
ión, el programa termina.
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Figura 5.4: Diagrama de se
uen
ia de Zeus.5.3. Uso del sistemaLa sintaxis del programa es:zeus <fi
hero de 
onfigura
ión>Una eje
u
ión típi
a del sistema 
omienza 
on la le
tura del �
hero de 
on�-gura
ión. Si se desea una simula
ión intera
tiva, el sistema ini
ializa la interfazgrá�
a; en 
aso 
ontrario se obtiene la lista de opera
iones a realizar.
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Figura 5.5: Diagrama de �ujo de Zeus.
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ontinua
ión se 
arga la es
ena y se genera la indexa
ión espa
ial re-querida, y se produ
e una primera fotosimula
ión, seguida de la estima
ión dedensidades ade
uada.Un bu
le pro
esa las peti
iones del usuario (movimiento del móvil y re
ál
ulo
orrespondiente de la ilumina
ión, movimiento de 
ámaras, genera
ión de imá-genes de salida, et
.) hasta que se desee terminar la simula
ión. La �gura 5.5
ontiene un diagrama de �ujo simpli�
ado.Si no se desea re
ál
ulo, se pueden generar imágenes usando más rayos delos que 
abrían en memoria aprove
hando el he
ho de que la energía en lospuntos de irradian
ia es independiente del orden en que se pro
esen los rayos.En este 
aso se produ
en lotes de rayos que se pro
esan por separado añadiendosu 
ontribu
ión a los puntos de irradian
ia. Esto puede 
onsiderarse una formamuy bási
a de pro
esamiento out of 
ore.El sistema, a peti
ión del usuario, genera una serie de �
heros de salida 
onformato IGRF (GRF 
on informa
ión de irradian
ia). Estos �
heros 
ontienenuna 
abe
era 
on los parámetros de la simula
ión. Tener un formato de�nidopermite leer fá
ilmente mediante software estos �
heros, por ejemplo para ge-nerar automáti
amente grá�
as leyendo un 
onjunto de �
heros resultantes dela eje
u
ión de un algoritmo 
on distintos parámetros. El formato puede verseen los 
uadros 5.6 y 5.7.5.4. Trabajo futuroPara mejorar la e�
ien
ia de este sistema se pretenden explorar los siguientes
ampos:Paraleliza
ión del sistema usando las librerías MPI para obtener un soft-ware de memoria distribuida eje
utable en un 
luster.Implementa
ión de los métodos de ilumina
ión global en hardware grá�
oavanzado usando o bien Cg o bien CUDA.Integra
ión de ambos aspe
tos para la eje
u
ión en un 
luster de GPUs.Añadir soporte para guardar y 
argar 
onjuntos de rayos en dis
o parapermitir re
ál
ulo en situa
iones que requieran algoritmos out of 
ore.Integrar el algoritmo e�
iente de muestreo para BRDFs des
rito en [Montes 08a,Montes 08b℄.
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//Timing data//Illumination time: <�oat>//Irradian
e time: <�oat>//Program Parameters//Program_MobilePosition: <ve
tor>//Program_Intera
tive: [0|1℄//PhotoSimulagion parameters//FS_Di�useLight: [0|1℄//FS_Passes: <int>//FS_Photons per pass: <int>//Total Rays per pass (a
tually last pass): <int>//FS_ShowPer
entageAt: <�oat>//FS_EstimationMethod: <método de estima
ión de densidades>//Re
al
ulateWholeS
ene: [0|1℄//FS_ColorCoe�
ientCorre
tor: <�oat>//FS_Output_File: <�
hero de salida>//FS_S
ene: <�
hero de entrada de es
ena>//FS_Mobile: <�
hero de entrada del móvil>//Density Estimation options//DE_Nphotons: <int>//DE_Radius: <�oat><op
iones DETP si se usó el método DETP>//Spatial Indexing Optimizing options//OPT_Optimizer: <optimizador>Cuadro 5.6: Cabe
era de un �
hero IGRF generado por Zeus.
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//DETP_UseFixedDis
: [0|1℄//DETP_MaxRadius: <�oat>//DETP_Artifa
tControl: [0|1℄//DETP_PretestUse: <Plü
ker|Möller|Badouel|None>//DETP_UseRayCa
he: [0|1℄//DETP_RayCa
he_RadiusFa
tor: <�oat>//DETP_RayCa
he_RaysMax: <int>//DETP_SortQueries: [0|1℄//DETP_UnSortQueries: [0|1℄//DETP_SortQueriesHilbert: [0|1℄//DETP_RayCa
he_Width: <int>//DETP_RayCa
he_MaxLevels: <int>//DETP_UseSphereLimitedRayCa
he: [0|1℄//DETP_SphereSortingMethod: Basi
//DETP_SphereLimit: <int>//DETP_Irradian
eSamplesOnGlossy: <int>//DETP_UseRayDis
retization: [0|1℄//Ray Ca
he results <using Hilbert sorting|using Lebesgue sorting||using expli
it unsorting|without sorting>max. width == <int>max. levels == <int>max. spheres simult. == <int>num. queries == <int>num. 
a
he faults == <int>prop. faults/queries == <�oat>%avg. rays in balls == <�oatfaults, spheres, mean number of rays and sum of rays whenfault at ea
h level ==Level 0: <int>,<int>,<int>.<�oat>,<int>...Level <int>: <int>,<int>,<int>.<�oat>,<int>Cuadro 5.7: Op
iones DETP.
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Capítulo 6Con
lusiones, aporta
iones ytrabajo futuro6.1. Con
lusiones y aporta
ionesLas prin
ipales aporta
iones de esta tesis son:El estudio tanto teóri
o 
omo empíri
o de distintas té
ni
as de ilumina-
ión global basadas en métodos esto
ásti
os (Cuenta de Impa
tos, PhotonMaps, DETP y Ray Maps). El objeto del estudio ha sido por una partelos parámetros de sesgo o error, y por otra parte la e�
ien
ia en tiempo.El diseño, implementa
ión y estudio de nuevas optimiza
iones de los algo-ritmos (Indexa
ión de Dis
os).El diseño, implementa
ión y estudio de formas e�
ientes para el 
ál
uloin
remental de la ilumina
ión para es
enas quasi-estáti
as.Como resultados 
on
retos, podemos desta
ar lo siguiente:El 
apítulo uno 
ontiene un resumen de los métodos de ilumina
ión glo-bal más importantes, 
on espe
ial énfasis en algoritmos de Monte Carloe�
ientes.El 
apítulo dos des
ribe el método de Indexa
ión de Dis
os, que usa té
-ni
as de indexa
ión espa
ial de las muestras de irradian
ia para mejorarel rendimiento de la Estima
ión de Densidades en el Plano Tangente, a
osta de in
rementar el uso de memoria. Las ventajas del método son lassiguientes:
• Gran mejora de tiempos para imágenes de alta 
alidad 
on sesgo muyredu
ido. 141
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• Mejora de tiempos también 
uando el número de rayos es pequeño(por ejemplo para los 
asos en que se desee obtener un bo
eto rápidoy de baja 
alidad de la ilumina
ión global de una es
ena).
• Permite estimar nuevas muestras de irradian
ia por interpola
ión.El 
apítulo tres aporta un estudio teóri
o de la 
onvergen
ia, el sesgo, lavarian
ia y la 
omplejidad de las té
ni
as de Cuenta de Impa
tos, PhotonMaps, DETP y Ray Maps.
• Se ha obtenido una 
ota de la varianza de los distintos algoritmos.
• Se ha derivado el 
oste en tiempo de los distintos algoritmos usandola nota
ión O(). Las distintas variantes de DETP (Ca
hé de Esferas,Ca
hé de Esferas Multilista, e Indexa
ión de Dis
os) han sido tambiénestudiadas.
• Se han en
ontrado teóri
amente valores óptimos para los distintosparámetros del algoritmo DETP y de la Ca
hé de Esferas.Este estudio teóri
o, no sólo permite a un desarrollador 
omprobar a priori
uál de las té
ni
as estudiadas en esta memoria es más a
orde 
on susne
esidades, sino que propor
iona un mar
o de trabajo para estudiar y
omparar otros algoritmos, ya existentes o que se desarrollen en un futuro,tanto en sus parámetros de error y varianza, 
omo en los de su e�
ien
ia entiempo. Espe
í�
amente, es de desta
ar que el estudio teóri
o de PhotonMaps permitió des
ubrir y 
orregir un sesgo en el método des
rito en laliteratura, en el algoritmo de estima
ión de la radian
ia.El estudio empíri
o de las té
ni
as valida la 
ompara
ión teóri
a entrelos distintos algoritmos y demuestra que son útiles en apli
a
iones reales.Ambos enfoques son 
omplementarios.El 
apítulo 
uatro presenta un algoritmo de 
ál
ulo in
remental de lailumina
ión que permite redu
ir los tiempos en gran medida para es
enas
on móviles pequeños. El algoritmo de Indexa
ión de Dis
os men
ionadoantes es útil en la a
tualiza
ión de la ilumina
ión de la parte estáti
a dela es
ena.Se ha realizado un estudio teóri
o de este algoritmo, obteniéndose lossiguientes resultados:
• Se ha estudiado teóri
amente la in�uen
ia del tamaño del móvil enla a
elera
ión.
• Se ha 
omparado la predi

ión teóri
a del error del algoritmo DETP
on el valor empíri
o.El 
ál
ulo in
remental de ilumina
ión se puede utilizar para aumentar elrealismo de apli
a
iones intera
tivas. Por ejemplo, en diseño grá�
o esmuy 
omún trabajar in
rementalmente, añadiendo objetos uno a uno y
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ión �nal. La ganan
ia en tiempo del 
ál
ulo in
re-mental de ilumina
ión permite utilizar un 
ál
ulo 
orre
to de ilumina
iónglobal para aumentar el realismo durante el pro
eso de modelado, 
onsi-guiéndose una mayor fa
ilidad de uso del software. Esto es espe
ialmenteimportante en el 
aso de diseño en arquite
tura, ya que la ilumina
ión
orre
ta de interiores es fundamental en este 
ampo.Otra apli
a
ión muy extendida son los juegos en primera persona. Existeun fuerte 
re
imiento del grado de realismo de las imágenes de este ti-po de juegos. Este método también está muy indi
ado en este 
aso, yaque los personajes suelen ser po
os y estar in
luídos en un es
enario de
omplejidad alta, lo que se 
orresponde perfe
tamente 
on el algoritmo.Finalmente el 
apítulo 
in
o do
umenta el sistema software de 
ál
ulo deilumina
ión global que implementa los 
on
eptos des
ritos en esta memo-ria.6.2. Trabajo futuroDurante el desarrollo de esta tesis han apare
ido distintos temas de trabajoque mere
en ser estudiados 
on detalle. En esta se

ión 
omentamos brevementelos más importantes.Implementa
ión SIMD y GPU de las té
ni
as propuestasExiste una implementa
ión que usa paralelismo de datos para mejorar el rendi-miento de la Estima
ión de Densidades en el Plano Tangente. Esta implemen-ta
ión usa las instru

iones SSE de Intel para los 
ál
ulos que se realizan enla CPU y 
ódigo Cg para los 
ál
ulos que se realizan en la tarjeta grá�
a, ypermite 
omparar el rendimiento de la CPU y la GPU [Lastra 08℄.Usando esta implementa
ión 
omo base, se ha diseñado un sistema que inte-gra las ventajas de SIMD y GPU 
on las mejoras algorítmi
as presentes en estatesis, que se en
uentra en fase de implementa
ión. Usar SSE dupli
a la velo
idaddel 
ódigo, y las tarjetas grá�
as programables pueden eje
utar la estima
ión dedensidades 
in
o ve
es más rápido que la versión SSE, obteniendo una ganan
iaglobal de 10x. Ésto, unido a la mejora debida al 
ál
ulo in
remental, resulta enuna redu

ión de tiempos de dos órdenes de magnitud. Por tanto, esperamosobtener Ilumina
ión Global en tiempo real para es
enas de 
omplejidad grande.Implementa
ión de la indexa
ión espa
ial y la fotosimula
ión en laGPULos algoritmos ve
toriales usados en la indexa
ión espa
ial y la re�exión de losrayos en las super�
ies son fá
ilmente portables a una arquite
tura de tarjetasgrá�
as programables. Es bastante probable que el rendimiento del algoritmomejore sustan
ialmente en esta arquite
tura, si el resto de programas portadoses una buena indi
a
ión.



144 CAPÍTULO 6. CONCLUSIONESAdemás, el he
ho de tener el sistema de ilumina
ión implementado entero enla GPU elimina mu
has transferen
ias CPU-GPU que ralentizan el algoritmo. Laindexa
ión espa
ial propuesta por Noguera et al [Noguera 07, Noguera 09℄, quefun
iona muy bien 
on los rayos no 
oherentes que se generan en los algoritmosde ilumina
ión global y que es fá
ilmente portable a la GPU, sería una buenabase.Mejoras del algoritmo de re
ál
uloExisten varios posibilidades para mejorar el algoritmo de re
ál
ulo. Miguel Las-tra expone en su tesis do
toral un método para resumir los rayos que permitemejorar en gran medida los tiempos de 
ómputo para es
enas 
on super�
iesglossy [Lastra Leidinger 04℄. Integrar este método 
on nuestro método de 
ál
uloin
remental de la ilumina
ión permitiría poder usar es
enas glossy 
on tiemposde respuesta intera
tivos. Es ne
esario sin embargo estudiar 
ómo re
al
ular losrayos resumidos ya no válidos y 
ómo añadir rayos nuevos, para evitar la pérdidade 
alidad del resumen de rayos.Por otra parte, hemos visto que el algoritmo de re
ál
ulo reusa la ordena
iónde puntos. En el 
aso de un móvil deformable, se debería estudiar si el tiempo deprepro
eso para re
al
ular el orden es menor que el in
remento en fallos de 
a
héal reusar el orden, y no reusar la ordena
ión de puntos si no resulta rentable (Esde notar que la deforma
ión del móvil siguen reglas que 
onservan la 
er
aníade las partes; una persona que 
amina es un ejemplo útil).Finalmente, sería interesante implementar un algoritmo híbrido que 
ombineel algoritmo de re
ál
ulo des
rito en el 
apítulo 4 
on el de reuso de 
aminospara anima
ión de fuentes de luz [Sbert 04℄, des
rito en la se

ión 1.5.3, quetenga las ventajas de ambos (posibilidad de objetos y fuentes de luz móviles).Apli
a
ión a es
enas exteriores 
on vegeta
ión pro
eduralLos estudios 
omparativos de DETP y Photon Maps demuestran que DETP estáespe
ialmente indi
ado en geometrías 
omplejas 
on objetos que tengan grandes
urvaturas y 
on una fra

ión signi�
ativa de bordes. Este tipo de geometríaapare
e en el modelado de árboles y otros objetos naturales. El he
ho de queDETP sea independiente de geometría lo ha
e espe
ialmente indi
ado para el
aso de árboles pro
edurales generados usando gramáti
as, ya que la geometríase genera en tiempo de eje
u
ión y no existe explí
itamente.Dentro de esta línea de trabajo se ha diseñado un sistema que integra losalgoritmos de genera
ión de vegeta
ión usando sistemas de Lindenmayer men
io-nados en [González 01℄, y se ha 
omenzado la implementa
ión de un prototipo.Estudio teóri
oCuando se diseñan algoritmos dentro del 
ampo de Grá�
os por Ordenador,es 
onveniente 
ompararlos 
on algoritmos existentes para demostrar que sonmejores que el resto de té
ni
as en algún sentido. Normalmente se 
ompara el
oste y el error de la té
ni
a nueva 
on repe
to a las anteriores. El error de unalgoritmo se 
al
ula normalmente usando la media de los errores generados por
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ada píxel, usando una imagen de referen
ia. El problema deeste enfoque es que el 
oste de 
al
ular la imagen de referen
ia es normalmentedos o más órdenes de magnitud más alto que el 
oste del algoritmo.En otros 
ampos de la físi
a, el pro
edimiento estandar es 
al
ular un valorpara la desvia
ión estandar σ además del resultado del algoritmo µ, y devolvertres valores: µ−kσ, µ y µ+kσ, donde k se elige para que la solu
ión real esté enel intervalo [µ− kσ, µ + kσ] 
on una probabilidad determinada (el intervalo de
on�anza). Con este enfoque, no se ne
esita 
al
ular una imagen de referen
ia,así que se evita un gran 
oste; pero ha de determinarse la varianza de los distintosalgoritmos.Aunque este pro
edimiento puede usarse para 
ualquier algoritmo grá�
oesto
ásti
o, nos gustaría estudiar si puede usarse la estima
ión de la varianzade los algoritmos de ilumina
ión global presentada en el estudio teóri
o para
al
ular las imágenes µ− kσ, µ y µ + kσ para mostrarlas 
omo una medida delerror del algoritmo.Por otra parte, el estudio teóri
o supone una distribu
ión uniforme de rayosy puntos de irradian
ia que no son 
iertos en la prá
ti
a. Hemos visto queaunque los supuestos no se 
umplan, las predi

iones teóri
as resultan bastantea
ertadas en la prá
ti
a. Sería interesante intentar obtener resultados teóri
ospara otras distribu
iones de rayos y puntos.Finalmente, siguiendo los pasos del 
apítulo 3 es posible estudiar los pará-metros de 
onvergen
ia, sesgo, varianza y 
omplejidad de otros algoritmos deestima
ión de densidades que se vayan publi
ando en el futuro. Esto 
onlle-vará una 
omprensión más profunda de las ventajas e in
onvenientes de 
adaalgoritmo.
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Apéndi
e ACuadros de tiemposEn este apéndi
e se presentan los 
uadros de tiempos que 
orresponden a los
apítulos 2 (Indexa
ión de Dis
os) y 4 (Cál
ulo in
remental de la ilumina
ión).A.1. Comparativa de tiempos entre Indexa
iónde Dis
os y Ca
hé de EsferasAquí se presentan los 
uadros 
on los tiempos de 
ómputo de indexa
iónde dis
os y la Ca
hé de Esferas para distintas profundidades del o
tree, paradistintos tamaños de dis
o y distinto número de fotones. El tiempo de ordena
iónde puntos para la Ca
hé de Esferas es de 0.03 s. El tiempo de ini
ializa
ión paraIndexa
ión de Dis
os puede verse en el 
uadro A.1. El tiempo para 
al
ular lailumina
ión usando las distintas té
ni
as puede verse en los 
uadros A.2, A.3,A.4, A.5 y A.6. Cada 
uadro 
ontiene los datos para un dis
o de tamaño distinto:1%, 2%, 4%, 8% y 16% de la es
ena. Las posi
iones que 
ontienen las siglasOOM (Out Of Memory) indi
an que el método se quedó sin memoria durantesu eje
u
ión. Estos 
uadros 
orresponden a las �guras 2.6 a 2.10 (páginas 53 a55). Radio Profundidad5 6 7 81% 91,18 122,56 174,11 263,122% 108,18 157,46 246,09 431,024% 139,20 223,07 396,84 842,328% 198,96 349,20 720,43 OOM16% 291,68 572,25 OOM OOMCuadro A.1: Tiempo de 
rea
ión del árbol de dis
os usando un o
tree.
147



148 APÉNDICE A. CUADROS DE TIEMPOSFotones Indexa
ión de Dis
os Ca
hé de Esferas5 6 7 8100 0,05 0,05 0,04 0,04 1,43200 0,07 0,06 0,05 0,04 1,40400 0,15 0,10 0,09 0,07 1,52800 0,29 0,17 0,14 0,10 1,451600 0,60 0,34 0,28 0,19 1,543200 1,08 0,59 0,49 0,33 1,796400 2,02 1,10 0,90 0,06 1,9512800 4,10 2,22 1,79 1,18 2,5425600 8,16 4,40 3,57 2,33 3,8351200 16,38 8,81 6,12 4,66 6,61102400 32,88 17,35 11,88 9,24 13,39204800 65,34 34,50 23,56 18,24 29,81409600 130,89 68,27 46,46 37,38 73,97Cuadro A.2: Tiempo de Indexa
ión de Dis
os y Ca
hé de Esferas para un radiode 1% de la es
ena.
Fotones Indexa
ión de Dis
os Ca
hé de Esferas5 6 7 8100 0,09 0,06 0,05 0,06 1,43200 0,12 0,09 0,07 0,06 1,42400 0,28 0,18 0,16 0,12 1,47800 0,55 0,34 0,30 0,22 1,571600 1,22 0,73 0,66 0,44 1,743200 2,19 1,30 1,15 0,77 1,996400 4,23 2,49 2,15 1,47 2,5312800 8,47 4,98 4,34 2,95 3,7125600 17,14 10,03 8,71 5,86 6,3451200 33,79 20,04 14,56 11,82 12,87102400 68,42 39,30 28,78 23,41 31,44204800 133,48 78,06 56,75 46,81 83,74409600 269,69 157,11 113,64 94,51 206,46Cuadro A.3: Tiempo de Indexa
ión de Dis
os y Ca
hé de Esferas para un radiode 2% de la es
ena.
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ión de Dis
os Ca
hé de Esferas5 6 7 8100 0,19 0,13 0,10 0,10 1,50200 0,29 0,19 0,16 0,13 1,51400 0,72 0,47 0,42 0,29 1,64800 1,50 0,96 0,87 0,60 1,831600 3,32 2,16 1,91 1,3 2,353200 5,99 3,88 3,37 2,39 3,096400 11,52 7,36 6,63 4,47 4,5912800 23,39 15,01 13,02 9,07 8,4025600 46,71 29,98 26,03 18,12 19,3951200 94,54 61,86 43,76 36,34 55,14102400 188,91 119,27 86,44 72,61 147,74204800 375,55 235,28 170,81 171,66 318,71409600 742,83 472,22 341,86 287,64 640,38Cuadro A.4: Tiempo de Indexa
ión de Dis
os y Ca
hé de Esferas para un radiode 4% de la es
ena.
Fotones Indexa
ión de Dis
os Ca
hé de Esferas5 6 7 8100 0,60 0,60 0,33 OOM 1,66200 0,87 0,87 0,55 OOM 1,74400 2,18 2,18 1,59 OOM 2,02800 4,64 4,64 3,3 OOM 2,641600 10,30 10,30 7,34 OOM 4,013200 18,99 18,99 13,30 OOM 6,346400 37,11 37,11 25,25 OOM 13,8312800 74,77 74,77 51,84 OOM 46,0225600 150,01 150,01 103,62 OOM 120,4251200 300,56 300,56 173,33 OOM 252,62102400 599,06 599,06 347,36 OOM 500,89204800 1193,04 1193,04 693,22 OOM 990,66409600 2391,72 2391,72 1385,03 OOM 1977,53Cuadro A.5: Tiempo de Indexa
ión de Dis
os y Ca
hé de Esferas para un radiode 8% de la es
ena.
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ión de Dis
os Ca
hé de Esferas5 6 7 8100 2,00 1,68 OOM OOM 2,02200 3,28 2,69 OOM OOM 2,26400 7,61 6,49 OOM OOM 3,31800 15,92 13,65 OOM OOM 5,201600 33,87 29,09 OOM OOM 9,083200 65,83 55,75 OOM OOM 22,246400 126,77 107,92 OOM OOM 72,9212800 257,67 218,84 OOM OOM 182,1525600 510,24 434,50 OOM OOM 340,8651200 1039,69 884,14 OOM OOM 669,33102400 2083,97 1712,97 OOM OOM 1324,89204800 4103,47 3459,76 OOM OOM 2629,59409600 8176,12 6851,63 OOM OOM 5256,20Cuadro A.6: Tiempo de Indexa
ión de Dis
os y Ca
hé de Esferas para un radiode 16% de la es
ena.A.2. Compara
ión entre Indexa
ión de Dis
os yCa
hé de Esferas en Re
ál
uloEl 
uadro A.7 
ontiene los tiempos de re
ál
ulo para la es
ena del árbol (�-gura 4.5, página 108), para los algoritmos de Ca
hé de Esferas e Indexa
ión deDis
os. El radio del dis
o toma los valores del 1%, 2%, 3% y 4% de la es
ena,y se ha distinguido entre el tiempo de la es
ena 
ompleta, sólo el árbol y sóloel suelo, 
on una simula
ión de 10 000 fotones. Este 
uadro 
orresponde a la�gura 4.7 de la página 110. Los 
uadros A.8 y A.9 
ontienen los tiempos 
orres-pondientes usando 20 000 fotones, para la Es
ena del Árbol y la Segunda Es
enadel Árbol, respe
tivamente, y 
orresponden a la �gura 4.8 de la página 111.Algoritmo \ Radio 0,01 0,02 0,03 0,04Ca
hé de Esferas (Toda la es
ena) 4,45 5,70 7,32 9,24Indexa
ión de Dis
os (Toda la es
ena) 1,46 3,43 7,18 17,79Ca
hé de Esferas (Árbol) 4,03 5,34 6,78 8,38Indexa
ión de Dis
os (Árbol) 0,89 2,78 7,15 18,37Ca
hé de Esferas (Suelo) 0,39 0,46 0,62 0,74Indexa
ión de Dis
os (Suelo) 0,21 0,33 0,50 0,68Área del dis
o 1,57 6,28 14,14 25,13Cuadro A.7: Compara
ión entre la Ca
hé de Esferas y la Indexa
ión de Dis
ospara diferentes es
enas. Tiempo 
omo fun
ión del radio del dis
o. 10 000 fotones.



A.3. CÁLCULO INCREMENTAL DE LA ILUMINACIÓN 151Algoritmo \ Radio 0,01 0,02 0,03 0,04Ca
hé de Esferas (Es
ena 
ompleta) 5,50 8,16 11,38 15,89Indexa
ión de Dis
os (Es
ena 
ompleta) 2,89 6,82 14,12 41,95Cuadro A.8: Compara
ión entre Ca
hé de Esferas e Indexa
ión de Dis
os en elalgoritmo de re
ál
ulo. Es
ena del Árbol, 20 000 fotones. Tiempos en segundos.Algoritmo \ Radio 0,01 0,02 0,03 0,04Ca
hé de Esferas (Es
ena 
ompleta) 2,28 2,86 3,79 7,83Indexa
ión de Dis
os (Es
ena 
ompleta) 1,34 2,17 3,22 10,29Cuadro A.9: Compara
ión entre Ca
hé de Esferas e Indexa
ión de Dis
os en elalgoritmo de re
ál
ulo. Segunda Es
ena del Árbol, 20 000 fotones. Tiempos ensegundos.A.3. Tablas de tiempos rela
ionadas 
on el 
ál
u-lo in
remental de la ilumina
iónEl 
uadro A.10 
ontiene el tiempo para la ini
ializa
ión y el re
ál
ulo deilumina
ión para los tests de pre-interse

ión de Badouel, Möller-Trumbore yPlü
ker, y el tiempo 
uando no se usa pre-test, para la es
ena del árbol. Este
uadro 
orresponde a la �gura 4.10 de la página 114.El 
uadro A.11 
ontiene los tiempos de fotosimula
ión y estima
ión de densi-dades para el algoritmo de Photon Maps, tanto para la ini
ializa
ión 
omo paralos fotogramas su
esivos. También se muestra el error obtenido en 
ada simula-
ión. Este 
uadro 
orresponde a las �guras 4.14, 4.15 y 4.16 (página 116). Los
uadros A.12 y A.13 
ontienen los datos para el método de Estima
ión de Den-sidades en el Plano Tangente, para 1 000 y 10 000 fotones, respe
tivamente. Sedistinguen las distintas optimiza
iones del método y se muestra también el errorobtenido. Estos 
uadros 
orresponden a las �guras 4.12 y 4.13 de la página 115.Estos datos 
orresponden a la grá�
a de la �gura 4.17 de la página 118.Finalmente el 
uadro A.14 
ontiene el tiempo para 
al
ular la ilumina
iónde la es
ena 
ompleta y el tiempo de re
ál
ulo para distintos tamaños de móvil.Se usó un móvil esféri
o, 
uyo radio es el por
entaje indi
ado del an
ho de laes
ena. El 
uadro 
orresponde a la �gura 4.20 de la página 124.



152 APÉNDICE A. CUADROS DE TIEMPOSa) Tiempo para simular la Es
ena del Árbol usando el test de pre-interse

iónde Badouel Fase Ini
ializa
ión FotogramaFotosimula
ión 10,34 1,02Ilumina
ión 679,44 67,90Total 689,78 68,92b) Tiempo para simular la Es
ena del Árbol usando el test de pre-interse

iónde Möller-TrumboreFase Ini
ializa
ión FotogramaFotosimula
ión 10.29 0.98Ilumina
ión 666.34 67.27Total 676.63 68.25
) Tiempo para simular la Es
ena del Árbol usando el test de pre-interse

iónde Plü
ker Fase Ini
ializa
ión FotogramaFotosimula
ión 10,40 1,05Iluminatión 716,47 68,66Total 726,87 69,71d) Tiempo para simular la Es
ena del Árbol sin usar tests de pre-interse

iónPhase Ini
ializa
ión FotogramaFotosimula
ión 10,38 1,05Ilumina
ión 678,75 68,00Total 689,13 69,05Cuadro A.10: Tiempo para simular la Es
ena del Árbol usando distintos testsde pre-interse

ión.Fotones Fotosimula
ión Estima
ión de DensidadesIni
ializa
ión Fotograma Ini
ializa
ión Fotograma10 000 0,66 0,02 0,66 0,1850 000 3,14 0,13 0,86 0,34200 000 12,51 0,50 2,20 1,79Fotones Ruido Sesgo Total10 000 172,5% 62,80% 54,39%50 000 93,2% 62,80% 62,46%200 000 62,2% 62,80% 65,72%Cuadro A.11: Photon Maps.
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ión (primer fotograma) 0,09A
tualiza
ión de fotosimula
ión 0,00DETP bási
a Ca
hé de esferasIni
ializa
ión 26,14Fotograma 0,29 Sin Ordena
ión Con Ordena
iónIni
ializa
ión 2,56Fotograma 0,26 Ini
ializa
ión 2,56Fotograma 0,11Error de Sesgo Error de Ruido Error Total14,403% 24,64% 28,6912%Cuadro A.12: DETP, 1 000 fotones.Tiempo de Fotosimula
ión (primer fotograma) 0.8 se
ondsA
tualiza
ión de Fotosimula
ión 0,02-0,03 segundosDETP bási
a Ca
hé de EsferasIni
ializa
ión 465,46Fotograma 3,17 Sin Ordena
ión Con Ordena
iónIni
ializa
ión 66,15Fotograma 0,61 Ini
ializa
ión 64,0Fotograma 0,46Error de Sesgo Error de Ruido Error Total14,40% 8,57% 16,82%Cuadro A.13: DETP, 10 000 fotones.Tamaño del móvil Tiempo (Es
ena) Tiempo (Re
al
ulo)1,25% 0,90 0,032,50% 0,92 0,035,00% 0,92 0,067,50% 0,91 0,0910,00% 1,00 0,1512,50% 1,04 0,2015,00% 1,08 0,2517,50% 1,09 0,3020,00% 1,16 0,3925,00% 1,26 0,5650,00% 1,87 1,63Cuadro A.14: Tiempo de re
ál
ulo para distintos tamaños del móvil.
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Apéndi
e BDo
umenta
ión del sistemaZeusAquí se presentan una serie de 
uadros 
on las diferentes op
iones de 
on�-gura
ión del sistema Zeus, 
lasi�
adas de a
uerdo a la parte del software a la queafe
tan. El 
uadro B.1 
ontiene las op
iones rela
ionadas 
on el programa prin-
ipal. El 
uadro B.2 
ontiene las op
iones rela
ionadas 
on la fotosimula
ión. El
uadro B.3 
ontiene parámetros que afe
tan a la estima
ión de densidades engeneral, mientras que los 
uadros B.4 y B.5 
omentan las op
iones rela
ionadas
on Estima
ión de Densidades en el Plano Tangente. Finalmente el 
uadro B.6muestra las op
iones rela
ionadas 
on optimizadores para indexa
ión espa
ial yel 
uadro B.7 
ontiene las op
iones para generar imágenes usando path tra
ing.Op
ión Tipo Valor por defe
toDes
rip
iónProgram_MobilePosition Ve
tor (0,0,0)Coordenadas del origen del móvil 
on respe
to al origen de la es
enaProgram_DrawRays Boolean falseIndi
a si se debe dibujar la traye
toria de los fotonesProgram_Intera
tive Boolean falseIndi
a si se debe mostrar la ventana del visor y permitir intera

ión 
onla es
enaProgram_Seed Entero time(0)Semilla para el generador de números aleatorios del programaCuadro B.1: Program: Op
iones rela
ionadas 
on el programa prin
ipal.
155
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ión Tipo Por defe
to Otros valoresDes
rip
iónFS_DensityEstimation Boolean trueRealizar la estima
ión de densidadesFS_Di�useLight Boolean trueUsar lu
es difusas. Cuando está a false se usan lu
es dire

ionalesFS_Photons Entero 20Número de fotones para la fotosimula
iónFS_ShowPer
entageAt Double 10Cada 
uánto mostrar informa
ión de estadoFS_EstimationMethod String DETPR PhotonMapImpa
tCountBPTMétodo de estima
ión de densidadesFS_Re
al
ulateWholeS
ene Boolean trueRe
al
ular es
ena 
ompleta o sólo móvilFS_ColorCoe�
ientCorre
tor Double 1Este valor se multipli
a por el 
olor resultado de la fotosimula
iónFS_Output_File String dumpA esta 
adena se le añade el número de fotograma (
on 4 
ifras) y ex-tensión .igrf para 
onseguir el �
hero de salida del programaFS_S
ene String empty.grfFi
hero GRF 
on la parte �ja de la es
ena. El �
hero empty.grf es un�
hero temporal 
on una es
ena va
íaFS_Mobile String empty.grfFi
hero GRF 
on la parte móvil de la es
enaFS_Passes entero 1Número de pasadas a realizarCuadro B.2: FS: Op
iones rela
ionadas 
on la fotosimula
ión.Op
ión Tipo Valor por defe
toDes
rip
iónDE_Nphotons Entero 13En Photon Maps: número de fotones más 
er
anos al punto que debenen
ontrarse.En DETP 
on Radio Variable: número de rayos a interse
ar, siempreentre el radio mínimo y máximo de DETPDE_Radius Double 0.1En Photon Maps: Distan
ia máxima para bus
ar impa
tos de fotones.En DETP: Radio del dis
oCuadro B.3: DE: Op
iones rela
ionadas 
on la estima
ión de densidades.



157Op
ión Tipo Por defe
to Otros valoresDes
rip
iónDETP_UseFixedDis
 boolean falseA
tiva o desa
tiva el uso de radio �jo en el método DETPDETP_MaxRadius Double DE_RadiusEn Detp 
on Radio Variable: distan
ia máxima a la que se bus
arán rayos si no se hanen
ontrado su�
ientes a distan
ia DE_RadiusDETP_Artifa
tControl boolean trueA
tiva o desa
tiva el 
ontrol de errores en el método de estima
ión de densidades DETPDETP_PreTest_Use string None Plue
ker o Plü
kerMoeller o MöllerBadouelIndi
a el tipo de pre-test de interse

ión a utilizarDETP_Plue
kerEdges Entero 3Indi
a el número de lados que tendrá el polígono utilizado por el pre-test de interse

iónde 
oordenadas de Plü
kerDETP_UseRayCa
he boolean falseA
tiva o desa
tiva el uso de la 
a
he de esferas en el método DETPDETP_RayCa
he_RadiusFa
tor Double 0.6Indi
a la rela
ión entre el tamaño de 
ada esfera y la esfera padre de la 
a
he de esferasDETP_SortQueries boolean falseA
tiva o desa
tiva la ordena
ión de los puntos donde se va a 
al
ular la ilumina
iónusando la 
urva de LebesgueDETP_Irradian
eSamplesOnGlossy Entero 0Rayos a usar para resumir la irradian
ia (redondeado a múltiplo de 4 por ex
eso) 0: todosDETP_Optim_Use String "None" "Dis
SpatialIndexing"Indi
a si usar Indexa
ión de Dis
osDETP_SortQueriesHilbert boolean falseA
tiva o desa
tiva la ordena
ión de los puntos donde se va a 
al
ular la ilumina
iónusando la 
urva de HilbertDETP_UnsortQueries boolean falseDesordena aleatoriamente los puntos donde se evalúa la irradian
ia (para eliminar la
oheren
ia inherente a mallas)DETP_RayCa
he_Width Entero 1Número de des
endientes máximos de 
ada esferaDETP_RayCa
he_MaxLevels Entero 100Nivel máximo de profundidad de las esferas de la 
a
heDETP_UseSphereLimitedRayCa
he Entero 0 1Ha
e que 
ada esfera de la ray 
a
he pueda tener un número arbitrario de des
endientesque se van 
reando bajo demanda. Si se supera un valor máximo, se eliminan una (ovarias) para poder 
rear las siguientes. Las esferas se ordenan por un valor de prioridady en 
ada momento se elimina la de mayor prioridadCuadro B.4: DETP: Op
iones rela
ionadas 
on Estima
ión de Densidades en elPlano Tangente.
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ión Tipo Por defe
to Otros valoresDes
rip
iónDETP_SphereLimit Entero 10Valor que indi
a el número máximo de esferas que pue-den existir simultaneamente en la ray 
a
he si se a
tivaDETP_UseSphereLimitedRayCa
heDETP_RayCa
he_RaysMax Entero 100Mínimo número de rayos en una esfera de la ray 
a
he para que seasus
eptible de tener des
endientesCuadro B.5: DETP: Op
iones rela
ionadas 
on Estima
ión de Densidades en elPlano Tangente. Continua
ión.Op
ión Tipo Por defe
to Otros valoresDes
rip
iónOPT_Optimizer String O
tree None,Grid3D,BSPTree,BSPTreeOld,O
treeH,Grid3DH,RGrid3D,KDTreeIndexa
ión espa
ial a utilizarOPT_TraversalMethod String Parametri
 (O
tree),Amanatides (Grid) GargantiniParámetros que afe
tan a un O
treeOPT_Dis
retization String Partitioning BoundBoxDis
retiza
ión de los triángulosParámetros que afe
tan a un BSPTree.OPT_MaxDepth Entero 20Profundidad máximaOPT_ModoCorte String XYZ (BSP Tree),MenorCoste (KD Tree)Parámetros que afe
tan a un Grid3DOPT_Subdivision_X Entero 10OPT_Subdivision_Y Entero 10OPT_Subdivision_Z Entero 10Número de subdivisiones en 
ada ejeCuadro B.6: OPT: Parámetros rela
ionados 
on la indexa
ión espa
ial (optimi-zadores grá�
os).
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Op
ión Tipo Valor por defe
to OtrosDes
rip
iónPT_Render string Pixel VertexMetodo de rendering utilizado en el path-tra
er. En Vertex, el método seaso
ia a la geometría y el path-tra
er es llamado para 
ada vérti
e. EnPixel, se implementa el modelo de 
ámara y se estima el 
olor de 
adapíxel en la imagenPT_Samples Entero 100Número de muestras empleadas en la estima
ión de radian
ia usando elalgoritmo de path-tra
ingPT_Depth Entero 4Profundidad máxima del path-walk en el 
ál
ulo re
ursivoPT_Viewer Ve
tor Observador de GRFPosi
ión del observador en la es
enaPT_VLook Ve
tor (0,0,-1)Ve
tor LookAt del modelo de 
ámaraPT_VUp Ve
tor (0,1,0)Ve
tor Up del modelo de 
ámaraPT_VFov double 60Ángulo en grados para el parámetro FieldOfView del modelo de 
ámaraPT_Render_Resolution Ve
tor2D (300,300)Resolu
ión de la imagen generada, en PT_Render PixelPT_Render_SampleRes Ve
tor2D (1,1)Resolu
ión de muestreado del área del píxel, en PT_Render PixelPT_Output_Image String snapshot.tifNombre de la imagen de salida para el 
aso PT_Render Pixel. Se leante
ede tres valores separados por _ 
orrespondientes a los paráme-tros PT_Samples y PT_Render_Resolution. El usuario puede elegir laextensión entre: tga, tif y ppmPT_Output_File String ptFile.igrfNombre del �
hero igrf, si el método utilizado es PT_Render VertexPT_Auto�nish boolean trueEn el 
aso verdadero, genera el �
hero de salida y termina la apli
a
ión.En el otro 
aso una ventana nos muestra la imagen resultadoPT_Pdf_Normalized boolean trueEn el 
aso verdadero, la PDF está normalizada y el albedo es siempreuno. En el otro 
aso el albedo 
umple que es menor o igual a unoCuadro B.7: BPT: Op
iones rela
ionados 
on pathtra
ing.
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