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Parte 1

Presentacién y resumen
en varios idiomas






Resumen en castellano

1. Presentacion

Esta memoria es una recopilacién de varias contribuciones y aplicaciones
en el campo de la aproximacion de superficies mediante splines bivariados de
energia minima sobre triangulaciones de tipo Powell-Sabin.

Se presentan aproximaciones de clase C" (r > 1) sobre triangulaciones
uniformes adecuadas (las denominadas Al-triangulaciones), tanto en el caso
de datos sin ruido como para datos con ruido, obteniéndose resultados rigu-
rosos de convergencia en ambos casos. Estos resultados han sido publicados
en [5, 6, §.

En el caso r = 1 es posible extender dichos resultados al caso de triangu-
laciones no uniformes mas genéricas (las llamadas a-triangulaciones).

Dichas aproximaciones se obtienen minimizando un determinado fun-
cional que depende de algunos parametros de suavizado, por lo que las super-
ficies resultantes varian con los valores asignados a tales parametros. Para la
estimacion de los “valores 6ptimos” de los pardmetros hemos usado la técni-
ca conocida como de wvalidacion cruzada, introducida previamente en varios
trabajos de Wahba y Craven ([|20] y [59]), Cox [19] y de Utreras [56]. Los
resultados obtenidos en este tema también han sido publicados en el articulo
[7].

Todo este material ha sido compendiado a lo largo de los Capitulos 1 y
2. Como funciones test, a las que se les ha aplicado las técnicas y algorit-
mos desarrollados, se han tomado principalmente las conocidas funciones de
Franke y de Nielson.

Posteriormente, en el Capitulo 3, hemos usado la conocida técnica de
multirresoluciéon para desarrollar algoritmos de reduccion de ruido en este
contexto de las superficies de energia minima. También se ha usado dicha
técnica para localizar la “energia” en el caso de funciones con una marca-
da concentraciéon de la misma en una zona determinada de su dominio de
definicion.

Para la posterior comprobacién practica de la eficacia de estas técnicas



hemos elegido convenientemente una funciéon de tipo conoidal que claramente
posee esta caracteristica. Este material también se encuentra en proceso de
publicacion, ya que ha sido aceptado en [27].

Finalmente, en el Capitulo 4, tratamos el problema del rellenado de agu-
jeros en una superficie explicita, definida mediante una funcién regular de
dos variables sobre un dominio poligonal, de la que no se conocen sus valores
en determinada region de su dominio de definiciéon. Dicho rellenado se podré
hacer de tres formas diferentes: de manera continua, discontinua o bien con
clase C!. La idea en todo caso sera la de definir una nueva funcién de recons-
truccion, que respete la original lo més fielmente posible, aunque no tenga
que coincidir con ella exactamente donde estaba definida, y que recubra el
agujero de una manera homogénea y coherente.

Esta tdltima parte también ha sido objeto de la publicacion [9], a la vez
que continta siendo un tema de trabajo actual, ya que en este momento
también se esta desarrollando el caso de rellenado de agujeros en superficies
paramétricas.

2. Antecedentes y consideraciones histéricas

Partiendo de los desarrollos previos sobre splines univariados que tuvieron
lugar durante los anos 60, fundamentalmente motivados por las aplicaciones
en la industria automovilistica y aeronautica europea y americana, no es de
extranar que gran parte de los desarrollos en este campo, tanto teoricos, co-
mo numéricos y desde un punto de vista computacional, tuvieran lugar en los
laboratorios de conocidas empresas del sector (son los casos de P. de Castel-
jau y P. Bézier en Citroén y Renault, respectivamente). La correspondiente
teorfa comenz6 a desarrollarse rapidamente, dando lugar hasta bien entra-
dos los anos 80, a miles de articulos de investigacién y a numerosos libros
monograficos sobre el tema; de manera que los splines univariados se han
convertido en tema obligado de cualquier libro o curso de Analisis Numérico
genérico.

Pero a partir de los anos 80, y hasta nuestros dias, el desarrollo en este
tema ha venido de la mano de los splines multivariados. De hecho, en la
actualidad, todo tipo de splines bivariados y trivariados estan siendo em-
pleados extensamente en el diseno de superficies de automéviles, aviones,
barcos y numerosos productos y piezas industriales. Pero no soélo son am-
pliamente utilizados en plantas de fabricacion y diseno; por ejemplo, en el
campo de la exploracion petrolifera, numerosos datos acerca de las distintas
zonas con pizarra, arcilla y demas sedimentos, son obtenidos mediante méto-
dos de prospecciéon geofisica y posteriormente utilizados para reconstruir los
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contornos de las correspondientes capas de material, tan ttiles para predecir
la localizacién de los pozos de petréleo. Pero las aplicaciones no son menos
numerosas en el campo de la medicina, en el estudio de movimientos tectoni-
cos y en las predicciones metereologicas, entre otras. En todos estos casos
la localizacion de las correspondientes isocurvas e isosuperficies a partir de
mediciones de temperatura, potenciales electro-magnéticos, concentraciones
quimicas, etc. resulta de vital importancia para la correcta visualizacion y
descripcion de los fendémenos estudiados.

Por otro lado, numerosos matemaéticos, fisicos e ingenieros emplean diver-
sos splines multivariados (particularmente de tipo Elementos Finitos), sobre
triangulaciones de dominios poligonales, para la resolucién numeérica aproxi-
mada de diversas Ecuaciones en Derivadas Parciales (E.D.P.’s) que surgen
en casi todos los campos de la Ciencia y la Tecnologia.

No es de extranar que, en estos anos pasados, bastantes métodos varia-
cionales aplicados al diseno geométrico computacional (Computer Aided Geo-
metric Design and Advanced Manufacturing o simplemente C.A.G.D.-
C.A.M.) y a diversas Ciencias de la Tierra (Geologia, Geodinamica, etc.)
hayan recibido una atenciéon considerable. Esto ha sido debido fundamen-
talmente a su eficiencia en la construccion y diseno de curvas y superficies
que se ajusten a determinados datos y que cumplan ciertas condiciones de
diseno. La idea basica en la que se basan dichos métodos es la de minimizar
cierto funcional, que normalmente contiene al menos dos términos: uno que
mide como de bien la curva o superficie que se desea construir se ajusta
o aproxima a cierto conjunto de datos, mientras que los términos restantes
controlan el grado de regularidad o “buena forma” de la misma. Asi pues,
basédndose principalmente en consideraciones fisicas (como por ejemplo ener-
gia de estiramiento, de flexion, etc.) o entidades de tipo geométrico (como por
ejemplo la longitud o curvatura de una curva, el area de una superficie, etc.)
un amplio abanico de funcionales ha sido propuesto (constltese por ejemplo
[23, 31, 37, 38| y las referencias alli incluidas).

3. Notacién y preliminares

En lo que sigue, P,[x,y] denotara el espacio de polinomios bivariados
de grado total no superior a n y (V,|| - ||y) denotard un espacio normado
genérico (consultar A.1 y A.5 en el Apéndice para ver las correspondientes
definiciones).

A continuacion introducimos también algunas definiciones y resultados
especificos que seran usados a lo largo de la memoria. Otras definiciones y
resultados més basicos o conocidos o muy técnicos y especificos se pueden



consultar en el Apéndice de esta memoria, como por ejemplo el concepto
genérico de triangulacion (ver la Definicion A.7.1 en dicho Apéndice).

A lo largo de esta memoria, y salvo que se indique lo contrario, D C R?
denotara un dominio (abierto no vacio y conexo) acotado del plano, de tipo
poligonal (su frontera viene dada por segmentos sucesivos).

Definicion 3.1 Una triangulacion uniforme de tipo A' de D es una triangu-
lacion inducida por traslaciones, fijas y de igual magnitud en cada una de las
dos direcciones, de dos rectas perpendiculares del plano, junto con diagona-
les, todas en un mismo sentido, de cada uno de los rectangulos que se forman
para generar tridngulos que siguen un mismo patron en toda su extension.

Observacion 3.2 Mds concretamente, si nos restringimos a un rectangulo
con lados paralelos a los ejes coordenados D = [xg, x111] X [Yo, Yms1], segin
[41] (en la Definicion 4.37), una triangulacion uniforme de tipo A' es una
triangulacion inducida por particiones uniformes de ambos intervalos

L1 — To .
i: ) :O,]_,...,l 1
x To+1 111 7 +
‘ Y Y
. Im+1 — YO .
;= — 3 =0,1,... 1
Y y0+j m+1 y J y Ly 7m+

que dardn lugar a los subrectdngulos

Rz’,j = [%;%H] X [yjayj—l-l] )

que posteriormente se dividen por la mitad, a partir de diagonales en el mis-
mo sentido (en [41] se consideran diagonales con pendiente positiva, aunque
nosotros estamos considerando las de pendiente negativa, tal y como se mues-
tra en la Figura 1).

Definicién 3.3 Dado o > 1, una a-triangulacion de D, que notaremos T,
es una triangulacion que satisface la condicion

R
1< el < «
27“T
para cada tridngulo T € T, siendo Ry y rr los radios de las circunferencias
circunscrita e inscrita en T, respectivamente (ver [51]).

Definicién 3.4 La subtriangulacion de Powell-Sabin, TT®, asociada a la o-
triangulacion T , se obtiene uniendo el centro Op de la circunferencia inscrita
en cada tridngulo interior T € T a los vertices de T y a los centros Op: de
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0.8

0.6

Figura 1: Al-triangulacién uniforme y su triangulacion de Powell-Sabin asociada.

las circunferencias inscritas en los tridngulos adyacentes T" € T. En caso de
que T' tenga un lado sobre la frontera de D, entonces el punto Or se unird al
punto medio de este lado, a los vértices de T y a los centros Op de las demds
circunferencias inscritas dentro de los demds triangulos adyacentes T' € T ;
ver figuras adjuntas 1y 2 en el caso de una A'-triangulacion trivial y de una
a-triangulacion genérica, respectivamente.

De hecho, estas triangulaciones de tipo Powell-Sabin seran el marco nece-
sario para la definicién del correspondiente elemento finito de Powell-Sabin
(constltese la Seccion A.9 en el Apéndice), perteneciente al grupo de E.F.
denominados macroelementos, ya que se construye a partir de un esquema
de interpolacion a partir de otros tridngulos més pequenos. En este caso se



0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2: a-triangulacion no uniforme y su triangulacion de Powell-Sabin asociada.
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elige un punto interior, normalmente el incentro (o centro de la circunferencia
inscrita), de cada uno de los tridangulos de la triangulacion dada, para pos-
teriormente subdividirlos en seis nuevos subtridngulos y poder obtener asi la
correspondiente subtriangulaciéon de Powell-Sabin, tal y como se ha indicado
en la Definiciéon 3.4.

Sea un dominio poligonal D C R?, y consideremos el espacio de Sobolev
H™ (D), cuyos elementos son (clases de) funciones u definidas en D tales
que ellas mismas y sus derivadas parciales (en el sentido de las distribuciones)
0%u pertenecen al espacio de funciones de cuadrado integrable £2 (D) (ver
Definicion A.3.1 en el Apéndice), con 3 = (81, 32) € N2y |3 = B1+ 02 < r+1.

Para cada subconjunto X C D, consideraremos el espacio H™ ™ (X) y la
norma usual correspondiente

|rur|=< > [ 07 (x)? dx> , &)
Bl<r+1

las semi-normas (aunque el caso m = 0 también se trata de una norma en el
espacio £*(X))

1
2
= B 2 _
| <Z /Xau(x) dx> , m=0,1,...,r+1, (2)
|B]=m
y sus semi-productos escalares asociados

(u,v), = Y. /Xﬁﬁu(x) v (x) dx, m=0,1,...,r+1. (3)
|8]=m

Consideremos también una a-triangulacion 7', (usualmente uniforme de
tipo A!, pero también veremos algunos ejemplos con triangulaciones no uni-
formes) de D, y su subtriangulacién de Powell-Sabin asociada 779 (consultar
la Definicion 3.4 en esta misma seccion).

Sea,
2r+1 parar par

n=n(r) = { 2r para r impar (4)

y denotemos [z] a la parte entera de z.
Sea también el conjunto

22241, (5] (

sy (D, T) = (o € C"(D) / oz € S T,TP5), VT e T},

(5)
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donde
Sq[bnT_l]H’TH%] (1,775 =
( c cl* ]+ (T) / or €P,(I") VI'CT con T'eTPs )
ig y o es de clase C"1z! en todos los vértices de T' }

y P, (T") denota el espacio de los polinomios bivariados de grado total como
maximo n restringidos al triangulo 7”; es decir,

P, (T = {p‘T/, pE ]P’n[:zc,y]} .

Estéd demostrado (consultar [39]) que dados los valores de una funciéon
f € C™D) (m > r+[5]) y los de sus derivadas parciales hasta el orden
7+ [5] en todos los vértices de la triangulacién 7', existe una tnica funcién

oeSy (D, 1) (6)

tal que los valores de o y los de sus derivadas parciales hasta orden r + [Z]
coinciden con los de f en todos los vértices de la triangulacion 7.

Observacion 3.5 Nétese ademds que o € S:[THQ] (D, T) siy solo si se ve-
rifican las siguientes condiciones
o eC (D),
or € cl3H (T") para todo T € T,
o € P, (T") para todo T € THS
y ademds o es de clase C"*1z! en todos los vértices de T .

Observacion 3.6 En el casor = 1 se deduce de (4) que n(r) =2 y bastard
con tener los valores de la funcion f y los de sus derivadas parciales de primer
orden en todos los vértices de la triangulacion T para poder encontrar un
unico o € 821’1 (D, T) tal que los valores de oy los de sus derivadas parciales
de primer orden en los vértices de T coincidan con los de f.

4. Planteamiento general

El objetivo principal de esta memoria es el uso de espacios de aproxi-
macién obtenidos a partir del elemento finito de Powell-Sabin para aproximar
un conjunto de datos lagrangianos (con o sin ruido). Esto se llevara a cabo
mediante superficies spline bivariadas de clase C" (r > 1) sobre un dominio
poligonal del plano, sobre el que se construiran Al- triangulaciones uniformes,
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y en algtn caso también a-triangulaciones no uniformes mas genéricas. Estas
superficies spline deberan minimizar un cierto “funcional energia”, en el que
aparecerda una combinacion lineal de las semi-normas usuales en el espacio
de Sobolev H" ! (D).

Asi pues, para cada s € N* = N\ {0}, sean dados un conjunto finito
de puntos D® en D, y una funcién g € H" ™! (D), junto con el denominado
operador de evaluacion (notando k = k (s) = card (D?))

pS s H L (D) — RF
v o p°(v) ={v(a)}aeps

que permite considerar el vector de valores mediante dicha funcion Z° =
p°(9) = {g(a)}acps. A suvez (-); (respect. (-, -)x) representa la norma eu-
clidea usual (respect. el producto euclideo escalar usual) en R*. Supondremos
también que se verifica la condicion (1.2.2) para cualquier s € N*.

Dado 7 = (71,...,7441), donde 7; € [0,4+00[ para todo i = 1,....,7 y
Tr41 € ]0,400[, buscamos una superficie spline de clase C" (r > 1) que
aproxime los puntos {(a,g(a))}acps C R® y al mismo tiempo minimice el
funcional energfa definido sobre H™*! (D) por

r+1

T 0) = (' 0 =g+ 3 7ol (7

Notese que el primer sumando mide como de bien v aproxima los valores
7% = {g(a)}acps sobre el conjunto de puntos D* (en el sentido de los mini-
mos cuadrados discreto), mientras que el resto (englobado en la sumatoria)
representa cierta “condiciéon de minima energia’, mediante el empleo de las

semi-normas | - |1,...,| - |-4+1, ponderadas por los parametros 7i,..., 7,41,
respectivamente.
De esta forma, los valores de dichos parametros 7,..., 7.1, indicaran el

peso dado a cada una de estas seminormas, con el objeto de disponer de cierto
control sobre la “buena forma” (“fairness”, en inglés) de la superficie obtenida.
Recuérdese ademéas que algunas de las seminormas empleadas tienen ciertas
interpretaciones geométricas, como por ejemplo |- |1 y |- |2, que pueden verse
respectivamente como estimaciones simplificadas del area y de la “energia de
doblez” de la superficie.

El problema de minimizaciéon que queremos resolver es el siguiente:

Problema 4.1 Dada una a-triangulacion T uniforme de tipo A' de D y
su subtriangulacion de Powell-Sabin asociada TTS, buscamos un elemento

o€ S;’TH%] (D, T) que verifique

T ()< T (v), Yves (D 1. (8)
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Se prueba el Teorema de caracterizacion 1.2.2 que asegura que el proble-
ma (8) tiene una tnica solucion, que ademas es también solucion tunica del
siguiente problema variacional:

( Encontrar o € Sy, r+izl (D, T) que verifique
r+l (5
| (07 (0) 0" )i+ % T (00) = (20" () Vo€ SITE(D,T).
(9)

Definiciéon 4.2 A la solucion del problema (9) la denominaremos PS-spline
de suavizado C" relativo a D*, Z° y T y la notaremos 0 = o.

Asi pues, si denotamos ahora N = dim ( ;’TH%] (D,T)), {v1,...,un} es
una base con soporte local del espacio de elementos finitos A (D, T)y
expresamos la tnica solucion de los problemas (8) o (9) como combinacion
lineal de dicha base 0 = Y, Biv;, entonces la resolucién del problema (9)
da lugar al sistema lineal

CX =B, (10)

donde . -
B=((Zp ()0l) » X=8=(6)L)
(11)

1 N
C - <<p5 (U’l) 7ps (,U])>k + Z7‘77;’_:1 Tm (/Ui’ Uj)m)i,jZI )
teniéndose a su vez que la matriz del sistema C' es una matriz de tipo banda,
simétrica y definida positiva, como se demuestra en el Lema 1.2.5.

En la Seccién 1.4 se trata la cuestion de la estimaciéon de los valores

optimos de los parametros de suavizado 7 que minimizan el error |0 — g||2:

para ello se busca el vector 3 = (5,)Y, que minimice la expresién (siendo
|- lo =] |o la seminorma que es una norma en £, ver (2))

2

N
R(By,...,0Nn) = Zﬁivi -9
i=1

Por otra parte, en el caso de datos con ruido, consideramos el vector de
datos Z° = p*(g)+v*, siendo ¥° un ruido blanco para todo s € N* (es decir,
¥ es un vector Gaussiano de variables aleatorias independientes con media
cero y desviacion tipica p) y denotaremos &2 al PS-spline de suavizado C”
relativo a D®, Z° y 7; 0f al PS-spline de suavizado C" relativo a D*, p*(g) y
7,y € al PS-spline de suavizado C" relativo a D%, 9% y 7, con 9% = (95)F_;.

0
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Para establecer el Teorema de convergencia 2.3.3, correspondiente a este
caso de datos con ruido, haremos uso del resultado probabilistico enunciado
en la Proposicion 2.3.1, cuya demostracion puede ser encontrada en [3], y
para determinar los “valores 6ptimos” de los parametros 7 involucrados en
el funcional J* (v) en este caso, consideramos la técnica conocida como de
validacion cruzada, estudiada en varios trabajos de Wahba y Craven (|20] y
[59]), Cox ([19]) y Utreras ([56]).

A grandes rasgos, fijado el valor k& = k(s) y dado el conjunto D* =
{a;}¥_,, asi como el vector Z* = p*(g) + 9%, un criterio para determinar los
valores 6ptimos de los parametros 7 puede ser elegir aquellos que minimi-
cen la funcion del error cuadrdtico medio, definida como el error promedio
cometido al aproximar los datos exactos p°(g) por los valores tomados del
correspondiente PS-spline sobre el conjunto D?; es decir,

1 2
= > (@2 (ay) — glay))”.

=1

Sin embargo, la funciéon R involucra a su vez a la funciéon g, que puede
ser desconocida y, por lo tanto, R podria no resultar practica a la hora de
obtener los parametros 7 6ptimos. La idea de la validaciéon cruzada consiste
en reemplazar dicha funcion R(7) por otra funcién V(7) de manera que su
minimo esté proximo al de R(7) a medida que el nimero k de datos aumente.

Mas precisamente, es deseable que si {7;}72, es la sucesion de mini-
mizadores de EV, donde E denota la esperanza matematica aplicada a la
correspondiente variable, entonces

ER(Tw)
k—+oo min, ER(T)

Siguiendo el mismo patrén que el desarrollado en [20] o [59], obtenemos
la funcion generalizada de validacion cruzada

HUd-T(r) 2°%

V<7') =1 2
(:Tr(Id —T#(1)))

donde aparece Z*(7), la denominada matriz de influencia del problema (ver
Definicion 2.2.4 en el Capitulo 2).

En las Secciones 1.5 y 2.5 se presentan numerosos ejemplos numéricos y
graficos, tanto con datos sin ruido como con ruido, en el caso de triangula-
ciones uniformes de tipo A! y también con a-triangulaciones no uniformes.
En estos ejemplos se han aproximado las conocidas funciones test de Franke y
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de Nielson, y las estimaciones de error han sido calculadas usando la siguiente
formula de error relativo

1
B — <Z?5010(9(bj) - Uf-(bj))2> ’
3 g(by)? ’
donde {b;}?>? son puntos arbitrarios en D, g es la funcion test empleada en

cada caso y o¢ es el PS-spline de clase C" obtenido, relativo a D* = {a$}F_,,

75 ={g(a3)+9:}, y 7, y ¥° es un vector de ruido con media 0 y desviacion
tipica p (que no estaré presente en el caso de datos sin ruido).

En el Capitulo 3 introducimos un analisis multirresolucién para obte-
ner una superficie spline de clase C" que aproxime un conjunto de datos
lagrangiano en cierto tipo de dominio del plano D C R? que admita trian-
gulaciones provenientes de una Al-triangulaciéon (aunque en las aplicaciones
nos restringiremos a dominios cuadrados), al mismo tiempo que minimiza un
“funcional energia” del tipo (7).

El espacio de minimizacion seré el de los splines construidos a partir de
las subtriangulaciones de Powell-Sabin asociadas a diferentes triangulaciones
uniformes de D de tipo A!, de tal manera que los espacios de aproximacién
spline asociados a niveles de resolucion consecutivos estén anidados (ver Sec-
cion 3.2).

Con objeto de mostrar la eficacia de los algoritmos desarrollados, en la
Seccion 3.5 consideramos dos aplicaciones concretas de esta técnica: en la
primera, se plantea la reduccion del ruido que contiene una superficie dada,
mientras que en la segunda aplicacion se pretende localizar el subdominio en
el que la energia de una superficie se concentra espacialmente.

Finalmente, en el Capitulo 4, presentamos varios métodos para rellenar
un agujero de una superficie 3D explicita, dada mediante una funciéon dife-
renciable definida sobre D — H, siendo D C R? un dominio poligonal y H
un subconjunto no vacio de D. La idea es definir otra funcion f* (funcion
reconstruccion) que ‘respetando” la forma de f (aunque no necesariamente
coincidiendo con ella) alla donde f esta definida, recubra el agujero de f
sobre H de forma “coherente” con la grafica de f.

Realizamos dicho rellenado de tres formas diferentes: de manera discon-
tinua, con continuidad o con clase C'. En todos los casos consideramos una
a-triangulacion 7 de D, a partir de la cual definimos otra regién poligonal
H* que incluya a H y sobre la que aplicaremos los métodos de rellenado.

Segun el caso de que se trate, dicho recubrimiento tendra ciertas particu-
laridades especificas:

= En el caso discontinuo, la funciéon f* considerada para rellenar el agu-
jero se define yuxtaponiendo la funcién original f fuera de H* con un
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spline polinomial bivariado de tipo Powell-Sabin construido sobre H*.
Dicho spline se obtiene como solucién de un problema de minimizaciéon
de un funcional de energia definido de forma similar a los de los capitu-
los anteriores: una combci)naci()n lineal de las seminormas usuales en el
espacio de Sobolev H?(H*), junto a un término que controla la aproxi-
macion (en el sentido de los minimos cuadrados discreto) de los valores
de f y los de sus derivadas normales en los puntos medios de las aris-
tas de la triangulacion 7 que se encuentren sobre la frontera de H*
(consultar la Seccion 4.3 para ver los detalles).

= Fn el caso continuo, la reconstrucciéon no se hara por simple yuxtaposi-
cion de la grafica de f junto con la de cierto spline bivariado de tipo
Powell-Sabin, sino que, en este caso, tenemos previamente que modi-
ficar ligeramente f fuera de H*, de manera que la sustituiremos por un
spline bivariado aproximante sy que minimice asimismo un funcional
similar a los considerados en los capitulos anteriores. A continuacion,
reconstruimos f dentro de H* mediante un spline o, tipo Powell-Sabin,
pero para poder asegurar la continuidad de la reconstruccion f* ten-
dremos que forzar que los valores de o, y sy, asi como los de sus
derivadas tangenciales, coincidan en ciertos puntos sobre los lados de
la frontera poligonal de H* (consultar la Seccion 4.4 para ver los de-
talles).

= Finalmente, para obtener una reconstruccion que globalmente sea de
clase C!, operaremos como en el caso anterior, imponiendo asimismo
ciertas condiciones de interpolacion entre sy y o5, para que la union de
ambas graficas sea suave (consultar la Seccion 4.5 para ver los detalles).

Las conclusiones fundamentales obtenidas en este trabajo de investigacién
pueden ser consultadas en la Seccion Conclusiones-En castellano, justo antes
del Apéndice.






English’s summary

1. Presentation

In this work we present several contributions and applications in the field
of Surface Approximations by using bivariate splines of minimal energy over
triangulations of Powell-Sabin type.

We study approximations of class C" (r > 1), over adequate uniform
triangulations (the so called Al-triangulations), using data with or without
noise, obtaining rigorous results of convergence in both cases; these results
have been published in [5, 6, §|.

When r = 1 it is possible to extend these results to the case of more
generic non-uniform triangulations (called a-triangulations).

For the estimation of the smoothing parameters involved in the func-
tional, in order to determine the “optimum values”, we use the so called
cross-validation technique introduced by Wahba and Craven in some pre-
vious works (]|20] and [59]), Cox [19] and Utreras [56]. The related results
obtained have also been published in [7].

All this material has been included here between Chapters 1 and 2. As
test functions, to check the techniques and algorithms developed, we have
mainly taken the well known Franke’s and Nielson’s functions.

Afterwards, in Chapter 3, we use a multiresolution procedure to develop
appropriate algorithms for noise reduction in this context of minimal energy
surfaces, and to locate this “energy” in the case of functions with zones of
important concentration inside the domain of definition.

For the ulterior practical application of these techniques, and to see their
effectiveness, we have also appropriately chosen some conoidal functions with
this characteristic property. This material is also in process of publication,
because it has been accepted in [27].

Finally, in Chapter 4, we treat extensively the problem of filling holes in
an explicit surface, defined by a regular function of two variables, which is
unknown in some region of its polygonal domain. This filling might be done
in three different ways: in a discontinuous manner, continuously, or with class
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C!. The idea in all these cases will be to define a new reconstructed function,
which keeps the original values as much as possible and which recover the
hole in an homogeneous and coherent way.

This last part has been already the object of the publication [9], but we
continue developing the parametric surfaces case.

2. Background and historical considerations

From the previous developments for the univariate splines that took place
during the sixties, mainly motivated by the applications in the automotive
and aeronautic industry, it is not very surprising that a great part of them
took place at the European and American laboratories of important enter-
prises in these areas (for instance, those made by P. de Casteljau and P.
Bézier in Citroén and Renault, respectively).

The corresponding theory and the computational advances have been
rapidly developed, producing hundreds of research articles and numerous
books and monographs on this subject. Now, it is clear that it is an important
and obligated topic of any Numerical Analysis standard book or course.

But, from the eighties to our days, the developments in this topic have
been focused on the multivariate case. In fact, a great variety of bivariate
and trivariate splines have been extensively used for the design and manu-
facturing of surfaces of cars, planes, ships and all sorts of industrial pieces and
products. But not only they are used in the design and manufacturing plants;
also in the petroleum exploration for example, the geophysicists, by prospec-
tions, they obtain numerous data for the zones with distinct sediments that
are used afterwards to recover the corresponding contours of the material
layers. This information is essential to predict the location of the petroleum
sources. But the applications are not less numerous in various medical ar-
eas, and in the study of tectonic movements and meteorological predictions,
among others. In all these cases, the location of the corresponding iso-curves
and iso-surfaces from the data about temperature, electro-magnetic poten-
tials, chemical concentrations, etc., is of crucial importance for the correct
visualization and description of the studied phenomena.

Also, many mathematicians, physicists and engineers, apply various mul-
tivariate splines (mainly of finite element type) over triangulations of polygo-
nal domains, for the numerical resolution of several Partial Differential Equa-
tions (P.D.E.’s) that arise in almost each area of Science and Technology.

Therefore it is not rare that for many years several variational methods
applied to the Computer Aided Geometric Design and Advanced Manufac-
turing (C.A.G.D.-C.A.M.) and to the Earth Sciences (Geology, Geodynamics,
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etc.) have received a great attention, mainly due to their effectiveness in the
construction of curves and surfaces that adjust well many data and satisfy
some design constraints.

The basic idea in all these methods is to consider some functional to be
minimized, that normally contains two type of terms: one measuring how
well the curve or surface to be constructed adjust the set of given data, and
the others that control the regularity or fairness of it.

In this way, a great number of different functionals, taking into account
different physical considerations (stretching or flexion energy), or geometric
features (like curve length and curvature for curves or area for surfaces), may
be taken; see for example [23, 31, 37, 38| and the references therein.

3. Notation and preliminaries

Let P, [z, y] denote the vector space of bivariate polynomials of total de-
gree at most n and (V, || - ||v) a generic normed space (see for example A.1
and A.5 in Appendix to see these definitions).

We also introduce here some other definitions and specific results that will
be used along this Ph. D. thesis. Many other basic definitions and generic
results, together with some other more technical can be consulted in the
Appendix, like for example the concept of triangulation (see the definition
A.7.1 in this Appendix).

Definition 3.1 A Al-type uniform triangulation of the domain D is a tri-
angulation obtained by fixed translations in both directions, of orthogonal di-
rections in the plane, together with the diagonals in all the rectangles to form
triangles that obey the same pattern in all the extension of the triangulation.

Remark 3.2 More specifically, if we take a rectangle D = [zo, x141] X [Yo, Ym+1],
with sides parallel to the azxes in the Oxy plane , [41] (in the definition 4.537)
consider a A'-type uniform triangulation of it as a triangulation induced by
uniform partitions of both intervals

. Li41 — To .
= — 1=0,1,...,[+1
T Lo+t 11 ) +
and
. Ym+1 — Yo .
. —_— =0,1,... 1
Y y0+.] m+1 y J y Ly 7m+

that generate the rectangles

R; ;= [$i7$z‘+1] X [?Jj,yjﬂ]
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that will be halved, using diagonals in the same sense (in [41] the diago-
nals with positive slope are taken, but we are considering just the ones with
opposite sign, as it is shown in Figure 1).

Definition 3.3 Given o > 1, an a-triangulation of the polygonal domain
D, that we note T, will be a triangulation of this domain that satisfies the
condition B
1<L<a
= 9y S
for every triangle T' € T ; where Ry and r1 are the radii of the circumscribed
and inscribed circles of T, respectively (see [51]).

Definition 3.4 The associated Powell-Sabin triangulation T is obtained
by joining the centre Op of the inscribed circle of each interior T' € T to the
vertices of T' and to the centres Opr of the inscribed circles of the neighbouring
triangles T" € T. When T has a side that is on the boundary of D, the point
Or is joined to the mid-point of this side, to the vertices of T and to the
centres Op: of the inscribed circles of the neighbouring triangles T" € T (see
the Figures 1 in the case of a trivial A'—triangulation and the Figure 2 for
a generic a-triangulation).

In fact, the Powell-Sabin Finite Element belongs to a group of F.E. de-
nominated FE-macroelements, that are constructed with an interpolation
procedure that uses other little sub-triangles. In this case, we have to choose
an interior point (normally the incenter or the barycenter) of each one of the
triangles of the given triangulation, that are subdivided into six new sub-
triangles to obtain the corresponding Powell-Sabin sub-triangulation, as it is
shown in the Definition 3.4.

For a given domain D C R? in the plane, we consider the so called
Sobolev space H"™ (D), whose elements are functions (or even classes of
functions) u defined in D such that they, and their partial derivatives (in the
distribution sense) 9°u, belong to the space of square integrable functions
(see Definition A.3.1 in the Appendix) £2 (D), with 8 = (31, 32) € N? and
Bl =p1+ P2 <r+1.

For any subset X C D we consider the usual norm in the spaces H" ™! (X)

Hqu(l > [ 97 ix)? dx> , &
Bl<r+1

the semi-norms (although for m = 0, in fact we have a norm in £? (X))
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|u|m=<2/85u(x)2dx> , m=0,1,....,r+1 (2)
81=m 7 X

and their corresponding scalar semi-products

(u,v), = > /Xﬁﬁu(x) v (x) dx, m=0,1,...,r+1. (3)
|8]=m

We also consider an a-triangulation 7 (usually uniform of Al-type, but we
also take some non-uniform a-triangulations in some of the examples) of the
polygonal domain D, and 77 its associated Powell-Sabin sub-triangulation
(see Definition 3.4).

Let

o [ 2r+1 forr even
n=n(r):= { 2r for r odd (4)

and denote by [z] the integer part of z.
Let also be the set

(252 [+1,r+[5] (

(D Ty = {oeC (D) Jor e S T,TF), VT e T},

(5)

where

SL”T*]JA,TH%} (T, TPS> _
(

1 )
ia ecl=1 (1)

op €P,(I") VI'CT with T"eT"
and o is of class C"t(5] at all the vertex of T }

and P, (T") stands for the space of bivariate polynomials of total degree at
most n restricted to the triangle T”; that is,

P, (T = {p|T/, pE ]P’n[x,y]} )
It can be shown (see [39]) that there exists a unique function
oes (D, T) (6)
such that their values and those of their partial derivatives up to order r 4[]

coincide with those of f € C™(D) (m > r + [5]) at all the vertices of the
triangulation 7 (see for example [48]).
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Remark 3.5 Note also that o € Sy’ 12! (D, T) if and only if the following
conditions are fulfilled

oeC (D),
o € CFIHN(T) for all T € T,
o € P, (T") for all T' € TS,
and o is of class C"15 at all the vertices of T.

Remark 3.6 In the case r = 1 we deduce from (4) that n (r) =2 and it will
suffice to have the values of the function f and those of their partial deriva-
tives of first order at all the vertices of T to find a unique o € Sy (D, T)
such that the values of o and those of their first order partial derivatives at
the vertices of T will coincide with those of f.

4. General formulation

The main goal of this Ph. D. thesis is the use of approximation spaces
obtained from the Powell-Sabin F.E. over uniform A!- triangulations, and
also over non-uniform a-triangulations in some cases, to approximate a La-
grangian data set (with or without noise) by using bivariate spline surfaces of
class C" (r > 1) over a polygonal domain in the plane, that minimize a certain
“energy funtional”, defined by a linear combination of the usual semi-norms
in the Sobolev space H"*! (D).

Given, for every s € N* = N\ {0}, a finite set of points D® en D, and a
function g € H™™ (D), together with the denominated evaluation operator

ps . Hr-i—l (D) SN Rk
vo— p*(v) = {v(a)}aeps

that allows us to consider their function values Z* = p* (g) = {¢g () }acps-
Also (-)j (respect. (-, -)x) represents the usual Euclidean norm (respect.
the usual scalar product) in R*, with k = k (s) = card (D?).
We suppose also that condition (1.2.2) is fulfilled for every s € N*.
Givent = (74, ...,7r41), where 7; € [0, +oo[foralli =1,...,r and 7,41 €
10, +00], we look for a spline surface of class C" (r > 1) that approximates
the points {(a, g (a))}acps C R3 and, at the same time minimize the energy
functional. This energy functional is defined over H" ! (D) by

r+1

T (v) = {p* (v = g))i + Z_l Ton [0]7- (7)
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which have a term that measures how well v approximates the values Z° =
{g (a)}aeps over the set of points D* (in a least-squares sense), while the rest
of the terms (included in the sum sign) represents certain “minimal energy

condition”; using the semi-norms |- |1,...,|: |11, weighted by the parameters
Ti,...,Tr11, Tespectively.
In this way, the values of such parameters 71, ..., 7,41, indicate the impor-

tance given to each one of these seminorms, with the aim of disposing of some
control over the fairness (or good shape) of the obtained surface. Remember
also that some of these seminorms have some geometric interpretation, like
for example | - |; and |- |2 that can be viewed as simplified estimations of the
area and folding energy of the surface, respectively.

So, the minimization problem that we wish to solve is the following;:

Problem 4.1 Given T, an uniform a-triangulation of A'-type of D and
its associated Powell-Sabin sub-triangulation TT%, we look for an element
r,r—i—[%]

oeSn (D, T) such that

(5]

T (o)< T (v), VveSn (D, T). (8)

We prove a characterization theorem 1.2.2 that assures that Problem (8)
has a unique solution, which is also the unique solution of the following
variational problem:

[ Find oSy (D, 7T) such that

{t (7 @), @)+ T (00),, = (2%, (), Vo€ S (D,T)

(9)

Definition 4.2 The corresponding solution of this problem (9) will be called
PS-smoothing spline of class C" relative to D*, Z* and T.

Now, let denote N = dim (S;’TH%} (D,T)) and {vy,...,vn} a basis of

functions with local support of the finite element space S, T+l (D, T) from
which we can express the unique solution of both problems (8) and (9) as a
linear combination of the members of this base o = vazl Biv;.

Then, the resolution of Problem (9) reduce to the following equivalent
linear system

CX =B, (10)
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where
B=(((zp (w))¥)) . X=p=(B)Y)

(11)

and C = ((p* (v:) , p* (0)) + Ty o (v3,0),.)

ij=1"

It can also be shown that the matrix C' is a symmetric, definite positive
and banded matrix, as it can be viewed in Lemma 1.2.5.

Afterwards, in Section 1.4 we deal with the estimation of the optimum
values of the smoothing parameters 7 that minimize the error ||o% — g||3. To

this end, we search a vector 3 = (3;)¥, that minimize the expression (where
|- lo =] |o is the usual norm in the space £, see (2))
N 2
R(/617~ e 75]\7) = Zﬁlvl —4g
=1 0

On the other side, in the case of noisy data, we consider the following
vector of data Z® = p°(g) +19° where &7 denotes the PS-smoothing spline of
class C" relative to D®, Z® and 7; 07 to the PS-smoothing C" spline relative
to D?®, p°(g) and 7, finally €2 will denotes the P.S-smoothing C" spline relative
to D*,9° and 7, with 9¥° = (95)%_, an error vector in R* such that 9 contain
a white noise for all s € N* (that is, 9* is a Gaussian vector of independent
random variables with zero mean and standard deviation p € R).

To establish the main convergence theorem in this case (see Theorem
2.3.3), we will use the probabilistic result Proposition 2.3.1, whose proof
can be found in [3]. To determine the “optimum values” of the parameters
7 included in the functional J° (v), we will consider in this case the cross-
validation thecnique studied in several works of Wahba and Craven (|20] and
[59]), Cox (|19]) and also in Utreras ([56]).

Generally speaking, once we have fixed the set D* = {a;}}_ | (with k =
k (s)), and the vector Z* = p®(g) + ¥°, a general criterium to determine the
optimum values of the parameters 7 could be choosing those that minimize
the mean quadratic error function, defined as the average error committed
in approximating the exact data p®(g) with the values taken by using the
corresponding PS-spline over the set D?; that is,

R(T) = (3(a:) — g(ay))”

1

k
1=

| =

where &7 denotes the PS-smoothing spline of class C" relative to D®, Z® and
T.

Nevertheless, the function R also involves the function g, that could be
unknown. So R would be useless in order to obtain the optimum parameters
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7. The idea of cross-validation consists in replacing such function R(7) by
another function V(7) such that its minimum value will be close to that of
R(7) when the number & of point data increases.

More precisely, it is desirable that if {75 }2, is the sequence of minimizers
of £V, where E denotes the expected value, or first moment of the random
variable V, then

ER(7w)
k—+oo min, ER(7T)

So, following the same steps as in [20] or [59], we obtain the generalized
cross-validation function as

pir) = HUA=T0) 270
(:Tr(Id —T*(1)))

where it appears Z°(7), the so called influence matriz of the problem (see
Definition 2.2.4 in the Chapter 2).

In Sections 1.5 and 2.5 we present some numerical and graphical examples,
both in the case of noise and without it, using uniform Al-triangulations
and non-uniform a-triangulations, to approximate the Franke’s and Nielson’s
test functions. The error estimations have been computed by the following
formula for the relative error

(25103(9(@) - Ui(bj>)2> ?
S5 ()2

Erel =

)

where {b;}2°? are arbitrary points in D, g is the function test in each case
and ¢ is the PS-spline of class C" obtained, relative to D* = {af}F |, 75 =
{g(a) + ¥5}¥_, and 7; with ¥° a noise vector with mean 0 and standard
deviation p (not present in the case of data without noise).

In Chapter 3 we introduce a multiresolution analysis (MRA) to obtain a
spline surface of class C", that approximates a Lagrangian data set in some
two-dimensional domain D C R? that admits triangulations coming from a
A'-type one (although in the examples and applications we restrict ourselves
to square domains), and at the same time, minimize some “energy functional”
of the same type of those considered so far in (7).

The minimization space will be that of the splines built from the sub-
triangulations of Powell-Sabin associated to different uniform A!—triangula-
tions of D, such that the splines approximation spaces associated to different
consecutive levels of resolution will be nested (see Section 3.2).

In order to show the effectiveness of the developed algorithms for this case,
we consider in Section 3.5 two applications of this technique: in the first one
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we treat the noise reduction of a given surface, while in the second one, we
aim to locate where the most part of the energy is spatially concentrated.

Finally, in Chapter 4, we introduce various methods to fill a hole of an
explicit 3D surface, given by a differentiable function defined over D — H,
being D C R? a polygonal domain and H a non-empty subset of D. The idea,
is to define another function f* (the reconstruction function) that respecting
the shape of f (even if it does not coincide completely with it) where f is
defined, it recovers the hole of f over H in a coherent manner.

We do such filling in three different ways: in a discontinuous manner, with
continuity or with class C'. In all these cases we consider an a-triangulation
T of D, from which we define another polygonal region H* which includes
H and that allows us to define the different filling procedures.

Depending on the case under consideration, such recovering has some
specific subtleties:

= In the discontinuous case, the function f* considered to fill the gap is
defined just by juxtaposition of the original f outside H* with a Powell-
Sabin bivariate polynomial spline constructed over H*. Such spline is
obtained as the solution of a minimization problem involving an energy
functional similar to those in the above chapters: that is, a linear com-

bination of the usual seminorms in the Sobolev space HQ(P; *), together
with a term which controls the approximation (in a least squares sense)
of the values of f and those of their normal derivatives at the midpoints
of the edges of the triangulation 7 that are of the boundary of H* (see
Section 4.3 for the details).

= In the continuous case, the reconstruction cannot be done by simple
juxtaposition like in the previous case. Now we have to slightly mod-
ify previously f outside H*, in such a way that we substitute it by a
smoothing bivariate spline sy, that also minimizes a functional similar
to those considered in the first chapter. Afterwards, we recover f in-
side H* by other Powell-Sabin spline o,. But in order to assure the
continuity of the reconstruction f* we will have to impose some values
of os, and sy, and some tangential derivatives, to coincide at certain
points over the edges of the polygonal boundary of H* (see Section 4.4
for the details).

» Finally, to obtain the reconstruction globally of class C*, we proceed as
in the previous case, but imposing some other interpolation conditions
between sy and o, in order to have a smooth connection (see Section
4.5 for the details).
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The fundamental conclusions obtained from this research work can be
viewed in Section Conclusiones-In English, just before the Appendix.






Résumé en francais

1. Présentation

Ce travail de these est un ensemble de contributions et d’applications
dans le domaine de I’Approximation de Surfaces a deux variables en utilisant
les splines d’énergie minimale sur des triangulations de type Powell-Sabin.

Nous présentons des approximations de classe C" (r > 1), sur des trian-
gulations uniformes adéquates (Al-triangulations), dans le cas de données
bruitées et non bruitées. Dans les deux cas, on obtient des résultats rigoureux
pour la convergence. Ces résultats ont été publiés dans les articles scien-
tifiques [5, 6, §].

Pour le cas » = 1, il est possible d’étendre ces résultats aux cas des
triangulations non uniformes plus génériques (appelées a-triangulations).

Pour I'estimation des paramétres d’ajustement (ou d’adoucissement) pré-
sents dans la fonctionnelle considérée, et pour le calcul de leurs “valeurs
optimales”, nous avons utilisé la technique de wvalidation croisée, introduite
préalablement dans quelques travaux de Wahba et Craven (|20, 59]), Cox [19]
et par Utreras [56]. Les résultats obtenus sur ce sujet ont été aussi publiés
dans [7].

Tout ces outils sont traités tout au long des Chapitres 1 et 2. Afin de tester
les techniques et algorithmes développés, nous avons considéré les fameuses
fonctions de Franke et de Nielson.

Dans le Chapitre 3, nous avons utilisé la technique de la multirésolution
pour développer des algorithmes de réduction de bruit dans ce contexte des
surfaces d’énergie minimale et pour pouvoir localiser cette “énergie” dans le
cas des fonctions avec une importante concentration de celle-ci dans une zone
déterminée de son domaine de définition. Pour la validation de cette étude,
nous avons choisi convenablement, entre autres, quelques fonctions de type
conoidal qui ont clairement cette propriété caractéristique. Ce résultat est
aussi en cours de publication, parce qu’il a été accepté dans [27].

Finalement, dans un dernier Chapitre 4, nous traitons de maniére intense,
le probléme de remplissage des trous dans une surface explicite, définie par
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une fonction réguliére & deux variables, dont on ne connait pas les valeurs
dans certaines parties bien déterminées de son domaine polygonal. Ce rem-
plissage de la partie manquante peut se faire de trois maniéres différentes:
d’une maniére continue, discontinue ou bien avec une continuité de classe C*.
Dans ces trois cas, I'idée est de définir une nouvelle fonction de reconstruc-
tion, qui respecte l'originale dans la mesure du possible, méme si elle n’a pas
besoin de coincider exactement avec elle 1a ou elle est définie, et qu’en méme
temps, elle remplit le trou d’'une maniére homogene et cohérente.

Cette derniére partie a fait aussi 'objet de la publication [9], et continue
a étre un sujet de travail actuel. En effet, nous sommes actuellement en train
de développer le cas de surfaces paramétriques.

2. Considérations historiques

Les développements préalables sur les splines d’une seule variable, fonda-
mentalement motivés par les applications dans I'industrie de I’automobile et
de I'aéronautique européenne et américaine, ont eu lieu pendant les anneés
60. Il n’est pas étonnant qu’'une grande partie des développements dans ce do-
maine, que ce soit d’un point de vue théorique ou numérique ont eu lieu dans
les laboratoires des entreprises connues dans ces secteurs (comme ce sont le
cas de P. de Casteljau et P. Bézier chez Citroén et Renault, respectivement).
D’autre part, la théorie correspondante s’est développée rapidement pendant
les années 80, donnant lieu & des milliers d’articles de recherche et de publi-
cations de tout genre, ainsi comme des livres et rapports sur le sujet. Ainsi,
les splines a une seule variable sont devenues un sujet d’étude nécessaire dans
les cours d’analyse numérique et sont inclues dans tout livre associé.

Mais des les années 80 jusqu’a nos jours, ce développement continue a
avoir lieu surtout de la part des splines a plusieurs variables. Actuellement,
les splines & deux et trois variables de tout genre sont employés couramment
pour la modélisation de surfaces de ’automobile, des avions, des bateaux
et de nombreux produits et piéces industriels. Ces techniques ne sont pas
uniquement utilisées dans les sections de production et conception des usines,
elles sont aussi présentes dans le domaine de I’exploration pétroliere: ot de
nombreuses données sont disponibles & partir des prospections géophysiques,
pour les différentes zones avec les sédiments spécifiques qui seront utilisées
par la suite, pour reconstruire les contours des différentes couches de surfaces
et ainsi aider a la localisation des puits de pétrole. Les applications ne sont
pas moins nombreuses dans le domaine de la Médicine, 1’étude des mouve-
ments tectoniques et des prédictions météorologiques, parmi bien d’autres.
Dans tous ces cas, la localisation des iso-courbes et iso-surfaces & partir des
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mesures de température, des potentiels électro-magnétiques, des concentra-
tions chimiques, etc., est d'une importance vitale pour une bonne visualisa-
tion et description des phénomeénes étudiés.

D’autre part, de nombreux mathématiciens, physiciens et ingénieurs, em-
ploient diverses splines & plusieurs variables (particuliérement du type Elé-
ment Finis), sur des triangulations des domaines polygonaux, pour la réso-
lution numérique approchée des diverses Equations aux Derivées Partielles
(E.D.P.’s) qui interviennent dans tous les domaines de la Science et de la
Technologie.

Il n’est pas donc surprenant que, pendant les années précédentes, de nom-
breuses méthodes variationnelles appliquées a la conception graphique et in-
dustrielle (Computer Aided Geometric Design and Advanced Manufacturing
en anglais ou simplement C.A.G.D.-C.A.M.) et a diverses Sciences de la Terre
(Géologie, Géodynamique, etc.) ont regu une attention considérable. Ceci est
di fondamentalement a leur efficacité pour la construction et conception des
courbes et surfaces qui s’ajustent & quelques données et en méme temps
vérifient certaines conditions de forme.

L’idée de base sur laquelle ces méthodes sont développées est celle de
la minimisation de certaines fonctionnelles, qui comportent au moins deux
termes: 1'un qui permet de mesurer le degré d’approximation de la courbe
ou de la surface & un ensemble de données, tandis que les termes restants
controlent la régularité et la bonne forme de cette courbe ou surface. Ainsi,
en tenant compte des considérations physiques (comme par exemple, I’énergie
d’élongement, de flexion, etc.) ou de type géométrique (comme par exemple la
longueur ou courbure d’une courbe, aire d’une surface, etc) un grand éventail
des fonctionnelles a été proposé ( consulter par exemple [23, 31, 37, 38| et les
références incluses).

3. Notation et préliminaires

Dans tout ce qui suit, on désigne par P, [z, y] 'espace des polinémes & deux

variables de degré total pas supérieur a n et par (V, | - ||y) un espace normé
générique (consulter A.1 et A.5 dans I’Appendice pour voir les définitions
correspondantes).

Nous introduisons aussi quelques définitions et résultats spécifiques qui
seront utilisés tout au long de la thése. D’autres définitions et résultats
de base connus, ou bien plus techniques, peuvent étre aussi consultés dans
I’Appendice de ce document, comme par exemple le concept de triangulation
(voir la définition A.7.1 dans I’ Appendice).
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Définition 3.1 Une triangulation uniforme de type A' du domain D est
une triangulation induite par déplacements, fixées et de la méme magnitude
dans chacune des directions, de deux lignes perpendiculaires du plan, avec
ses diagonales, toutes dans le méme sens, de chacun des rectangles que se
forment pour générer des triangles qui suivent un méme patron dans toute
l’extension du domaine.

Commentaire 3.2 Concretement, si nous nous restreignons a un rectangle
avec des cotés paralléles auz axes, alors D = [xg, x111] X [Yo, Yma1], €t selon
[41] (dans la Définition 4.37) une triangulation uniforme du type A' sera
une triangulation obtenue a partir de partitions uniformes des intervales

. Lj41 — To .
ri=zv9o+i——m, 1=0,1,...,[+1
A *
et
Ym+1 — Yo .
P = 2 7=0,1,...m+1
Yj y0+j m+1 y J y Ly ) +

qui donnent lieu aux rectangles

Rz’,j = [l‘iaxiﬂ] X [yj7yj+1]

qui seront ensuite divisés en deux, en utilisant des diagonales toutes dans le
méme sens (de toute fagcon dans [{1] on considére des diagonales avec une
pente positive, tandis que nous prenons d’habitude des diagonales avec des
pentes négatives, comme nous le montrons dans la Figure 1).

Définition 3.3 Etant donné o > 1, une a-triangulation du domaine polygo-
nal D, que nous écrivons T , est une triangulation de ce domaine qui satisfait
la condition suivante

Ry

1< —<a«

2TT
pour chaque triangle T € T; ou Ry et rp désignent les rayons des cercles
circonscrit et inscrit dans T, respectivement (voir [51]).

Définition 3.4 La sous-triangulation de Powell-Sabin, T'®, associée a la
a-triangulation T, est obtenue en faisant la jonction du centre O du cercle
inscrit dans chaque triangle intérieur T € T avec les sommets de T et les
centres Op des cercles inscrits dans les triangles voisins T' € T. Dans le cas
ou T a un coté sur la frontiere de D, alors le point Or sera attaché au point
médian de ce coté, aux sommets de T et aux centres O des autres cercles
inscrits dans les triangles T € T wvoisins de T (voir Figures 1 et 2 dans le
cas d’une A'-triangulation triviale et dans le cas d’une a-triangulation plus
générique).
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Cet élément fini de Powell-Sabin appartient au groupe des E.F. appelés
macro-éléments, puisque il est construit a partir d’'un schéma d’interpolation
qui utilise d’autres triangles plus petits. Il faut donc choisir un point in-
térieur (Iisocentre ou le barycentre normalement) de chacun des triangles
de la triangulation donnée, pour les subdiviser ultérieurement en six trian-
gles plus petits et pouvoir ainsi obtenir la sous-triangulation de Powell-Sabin
correspondante, comme il est indiqué dans la Définition 3.4.

Soit D C R? un domaine polygonal, et considérons l'espace de Sobolev
H"™t (D), dont les éléments sont fonctions (ou bien classes des fonctions) u
définies dans D tel qu'elles et ses dérivées partielles (aux sens des distribu-
tions) 9%u appartiennent & l'espace des fonctions de carré intégrable (voir
la Définition A.3.1 dans ’Appendice) £? (D), avec 3 = (31,032) € N? et
1Bl =B+ B <7+ 1.

Pour chaque subensemble X C D, nous considérons I'espace H™ ™ (X)) et
la norme usuelle correspondante

||u||=< 3 [ 07 (x)? dx> , &)
BI<r+1

et les semi-normes (méme si le cas m = 0 s’agit aussi d’'une norme dans

'espace L*(X))

|u|m:<2/8ﬁu(x)2dx> : m=0,1,...,7r+1 (2)
|Bl=m 7%

avec ses demi-produits scalaires correspondants

(u,v), = > /Xaﬁu(x) v (x)dx, m=0,1,...,r+1. (3)
18]=m

Considérons aussi une a-triangulation 7', (habituellement uniforme du
type Al, mais aussi nous avons quelques exemples avec des triangulations
non uniformes) du domaine polygonal D, et 7% sa sous-triangulation de
Powell-Sabin associée (consulter la définition 3.4).

Soit
2r+1 pour r pair

n=n(r)= { 2r pour r impair (4)
et notons [z] la partie entiére de x.
Soit aussi I’ensemble

2241, r4 (5] (

S (D Ty = {oeC (D) | oweSh T.TP5), VT e T},

(5)
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ou

SL%]—&-LH—[%] (T, TPS) _

(

- 1
iaecVQH%TN

o €P,(T") VYT'CT avec T' € T" }

et o est de classe "1zl aux sommets de T

et P, (T") indique 'espace des polynémes a deux variables de degré total non
supérieur a n restreints au triangle T”; c’est a dire,

Py (T,) = {p\T'> JUAS ]Pn[xﬂy]}

On peut démontrer (consulter [39]) qu’a partir des valeurs d’une fonction
feC™(D) (m >r+[3]) et de celles de ses dérivées partielles jusqu’a I'ordre
r+[%], dans tous les sommets de la triangulation 7', il existe une et une seule
fonction

oesy (D, T) (6)

telle que les valeurs de o, et celles de ses dérivées partielles jusqu’a l'ordre
r+ (5], coincident avec celles de f dans tous les sommets de la triangulation
7 (consulter par exemple [48]).

Commentaire 3.5 Remarquer le fait que o € Sy T3] (D, T) si et seulement
si, elle vérifie les conditions suivantes
oeC (D)
o) € clEH (T) pour tout T € T
o € B, (T") pour tout 1" € THS
et en plus o est de classe C"t5l dans tous les sommets de T

Commentaire 3.6 Dans le cas r = 1 on déduit de (4) que n(r) =2 et il
suffira d’avoir les valeurs de la fonction f et de celles de ses dérivées partielles
du premier ordre dans tous les sommets de la triangulation T pour pouvoir
trouver un seul o € Sy (D, T) tel que les valeurs de o et celles de ses dérivées
partielles du premier ordre dans les sommets de T coincident avec celles de

f.
4. Enoncé général des problémes
L’objectif principal de cette thése est d’étudier le probléme d’approcher

un ensemble de données lagrangiennes (avec ou sans bruit) par des surfaces
splines a deux variables de classe C" (r > 1) sur une domaine polygonale du
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plan, qui minimisent une ‘fonctionnelle d’énergie”; qui contient une combinai-
son linéaire des semi-normes usuelles dans 'espace de Sobolev H"*! (D). Nous
utilisons pour cela des espaces d’approximation obtenus a partir de 1’élément
fini de Powell-Sabin sur A!- triangulations uniformes, et dans quelque cas
aussi sur a-triangulations non uniformes plus génériques.

Etant donné, pour chaque s € N* = N\ {0}, un ensemble fini de points
D$ dans D, et une fonction g € H"™™! (D), et l'opérateur d’évaluation

P H T (D) — RF
v o p°(v) ={v(a)}aeps

qui permet de considérer le vecteur des valeurs de cette fonction dans D?:
7Z° = p®(g9) = {g(a)}acps, ot k =k (s) = card (D?).

D’autre part (-); (respect. (-, -)x) représentent la norme euclidienne
usuelle (respect. le produit scalaire habituel) dans R¥. Nous supposons aussi
que la condition (1.2.2) est vérifiée pour chaque s € N*.

Pour 7 = (7y,...,7p41), ou 7; € [0, 400] pour tout i = 1,...,r et 7,41 €
10, 400, nous cherchons une surface spline de classe C" (r > 1) qui approche
les points {(a, g (a))}aeps C R? et qui minimise la fonctionnelle d’énergie,
définie sur H"! (D) par

r+1

T (v) = {p* (v —g))i + 2—:1 T [Vl (7)

Cette fonctionnelle mesure d’une part, comme ’approximation des valeurs
7Z° = {g(a)}acps se fait par v (dans le sens des moindres carrés), tandis
que le reste (englobé dans le signe de la somme) représente certaine “condi-

tion d’énergie minimale”, en tenant compte des semi-normes | |1,..., | |41,
pondérées respectivement par les paramétres 7y, ..., Tp11.
Les valeurs des paramétres 71, ..., 7,41, indiquent I'importance donnée a

chacune de ces semi-normes et permettent aussi un certain controéle sur la
“bonne forme” (“fairness”, en anglais) de la surface obtenue. On peut rappeler
que les semi-normes employées ont d’habitude une interprétation géométrique
ou physique. Par exemple |-|; et |-|o peuvent étre vues respectivement comme
des estimations simplifiées de 1’aire et I’énergie de pli de la surface.

Par conséquent, le probléme de minimisation que nous voulons résoudre
est le suivant:

Probléme 4.1 Etant donné T, une a-triangulation uniforme de type A de

D et sa sous-triangulation de Powell-Sabin associée TT, nous cherchons un
T.

élément o € Sy (D,T) qui vérifie

T ()< T (v), Yves (D 1. (8)
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On a un Théoréme de caractérisation, le 1.2.2, qui nous assure que le pro-
bléme (8) a une seule solution, qui de plus est I'unique solution du probléme
variationnel suivant:

[ Chercher o €Sy T3] (D, T) vérifiant

i@wmfwn#ﬁmwmwﬂﬁwwm,WeKMNaﬂ

" (9)

Définition 4.2 La solution correspondante de ce probléeme (9) sera appelée
PS-spline d’ajustement (ou d’adoucissement) de classe C" relative a D*, Z*
et 7, et il sera noté o = o3.

Soient N = dim ( nr izl (D, T)) et {v1,...,vN} une base avec support

locale de I’espace d’éléments finis Sy ] (D, T). Silon écrit I'unique solu-
tion de ces problémes (8) ou (9) comme une combinaison linéaire de cette base
o= Zi]il Bivy; alors, la résolution du probléme (9) équivaut a la résolution
du systeme linéaire suivant

CX=8 (10)

B=((zp w)l) . X=8=(0)).
(11)

C = ({p* (v5) ,p* (V)i + Sy on (v, 05),) oy
et on peut assurer aussi que la matrice C' du systéme est une matrice de type
bande, symétrique et définie positive, comme il est démontré dans le Lemme
1.2.5.

Dans la section 1.4 on traite la question de 'estimation des valeurs opti-
males des paramétres d’adoucissement 7 que minimisent Uerreur ||of — g|%;
pour cela on cherche le vecteur 8 = (3;)¥, qui minimise I'expression (ou

| lo = |o est la norme usuelle dans I'espace £, voir (2))

2

R(ﬁlw"vﬂN

i Ui —

0

D’autre part, dans le cas des donnés avec bruit nous considérons le vecteur
suivante Z° = p*(g) + 9%, avec ¥° = (9¥¢)%_, un vecteur d’erreurs en R* de
tel maniére que ¥° soit un bruit blanc pour tout s € N* (c’est a dire, J° est
un vecteur Gaussien de variables aléatoires indépendantes d’espérance nulle
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et de variance p?) et en notant 5% le PS-spline d’adoucissement de classe C"
relative a D®, Z° et 7; 07 au PS-spline d’adoucissement de classe C" relative
a D p*(g) et 7 et finalement e a le PS-spline d’adoucissement de classe
C" relative a D?®,9° et 7.

Pour établir le theoréme de convergence 2.3.3 correspondant aux cas des
donnés avec bruit, nous utiliserons un résultat probabilistique énoncé dans la
Proposition 2.3.1, dont la démonstration se trouve dans [3] et pour déterminer
les “valeurs optimales” des paramétres T qui apparaissent dans la fonctionnelle
J* (v), nous considérons la technique connue de validation croisée, apparue
dans quelques travaux de Wahba et Craven ([20], [59]), Cox ([19]) et Utreras
(156]).

En résumé, si on fixe la valeur k = k (s) et étant donné I'ensemble D*® =
{a;}F_,, ainsi que le vecteur Z* = p*(g) +19%, un critére pour la détérmination
des valeurs optimales des parameétres 7 peut étre la sélection de celles-ci
qui minimisent la fonction de l’erreur quadratique moyenne, définie comme
lerreur moyenne commise dans approximation des données exactes p®(g)
par les valeurs obtenues du PS-spline correspondante sur ’ensemble D?;
c’est-a-dire,

1 & )
% Z a,)) )
i=1
ot o7 note le PS-spline d’adoucissement C" relative a D*, Z° et 7.

Par contre, la fonction R implique a son tour la fonction g, qui peut étre
inconnue, et alors R pourrait ne pas résulter pratique a I'heure d’obtenir
les paramétres 7 optimaux. L’idée de la validation croisée consiste donc a
remplacer cette fonction R(7) par une autre fonction V(7) de maniére que sa
valeur minimale soit proche a celle de R(7) quand le nombre k des données
ponctuelles augmente.

Plus précisement, il est souhaitable que si la suite de paramétres {73 }%2
qui minimisent FV, ou E désigne 'espérance mathématique de la variable
correspondante, alors on ait

) ER(7%)
lim ——=-— =
k—+oo min, ER(T)

Si on suit le méme processus que dans [20] ou [59], nous obtenons la
fonction généralisée de validation croisée

HId—1°(1)) Z)k
(ATr(1d - T3(7)))’

ou elle apparait Z°(7), la matrice d’influence du probléme (voir la Définition
2.2.4 dans le Chapitre 2).

V(r) =
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Dans les sections 1.5 et 2.5 nous présentons des nombreux exemples numé-
riques et graphiques, avec des donnés sans bruit et avec bruit, dans le cas
des triangulations uniformes du type A! et aussi avec a-triangulations non
uniformes. Dans ces exemples nous avons approché les fonctions test connues
de Franke et de Nielson. Les estimations de l'erreur ont été calculées en
utilisant la formule de “I’erreur relative” suivante

1
B — <Z§i°10(g(bj) —Uf-(bj))2>2
" S g(by)? |
ou {b; ?iolo sont des points arbitraires dans D, g est la fonction test employée
et 52 est la PS-spline de classe C" obtenue, relative a D* = {ai}t || Z° =
{g(a$) + 93}F_, et 7; ¥° c’est un vecteur de bruit de moyenne 0 et d’écart
type p (que n’interviendra pas dans le cas sans bruit).

Dans le Chapitre 3 nous introduisons une analyse multirésolution pour
obtenir une surface spline de classe C", qui approche un ensemble de données
lagrangiennes dans un domaine du plan D C R? qui admet des triangula-
tions qui proviennent d'une Al-triangulation (mais nous nous restreindrons
fondamentalement a des domaines rectangulaires ou plutot carrés), en méme
temps qui minimise une “fonctionnelle d’énergie” de méme type que celles
considérées jusqu’a maintenant (7).

L’espace de minimisation sera celui des splines construites a partir des
sous-triangulations de Powell-Sabin associées a différentes triangulations uni-
formes de type A!, de telle facon que les espaces des splines d’approximation
associés aux niveaux de résolution consécutifs soient inclus I'un dans ’autre,
tel qui sont présentés dans la section 3.2.

Afin de montrer 'efficacité des algorithmes développés dans ce cas précis,
nous considérons dans la Section 3.5 deux applications concrétes de cette
technique: dans la premiére nous traitons la réduction du bruit dans une
surface donnée, alors que dans la seconde, nous traitons de localiser la con-
centration d’énergie d'une fonction a deux variables dans son domaine de
définition.

Finalement, dans le Chapitre 4, nous présentons diverses méthodes pour
compléter un trou d’une surface 3D, donnée par une fonction différentiable
explicite définie sur D — H. Soient D C R? un domaine polygonal et H
un sous-ensemble non vide de D; l'idée c’est de définir une autre fonction
f* (fonction de reconstruction) que “en respectant” la forme de f (méme si
elle ne coincide pas complétement avec la fonction originale) du moins ou f
est définie, elle recouvre le trou de f au-dessus de H d’une fagon logique et
cohérente avec le graphique de f.

Nous faisons un tel remplissage de trois maniéres différentes : d’une fagon
discontinue, continue ou bien de classe C'. Pour ces cas, nous considérons
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une a-triangulation 7 de D, & partir de laquelle nous défininissons une autre
région polygonale H* qui inclut & H et sur laquelle nous appliquerons les
méthodes de remplissage.

Selon le cas, le recouvrement aura certaines particularités spécifiques :

= Dans le cas discontinu, la fonction f* considérée pour remplir le trou
est définie par juxtapoxition de la fonction originale f en dehors H*
avec une spline polynomiale & deux variables de type Powell-Sabin cons-
truite sur H*. Cette spline est obtenue comme solution d’un probléme
de minimisation d’une fonctionnelle d’énergie définie de forme similaire
a celles des chapitres antérieurs : une combinaison linéaire des semi-

normes usuelles dans ’espace de Sobolev H2([§ *), avec un terme qui
controle 'approximation (au sens des moindres carrés) des valeurs de
f et celles de ses dérivées normales dans les points médians des arétes
de la triangulation 7" qui se trouvent sur la frontiére de H* (consulter
la section 4.3 pour voir les détails).

= Dans le cas continu, la reconstruction ne sera plus par simple jux-
taposition du graphe de f avec une spline & deux variables de type
Powell-Sabin, mais dans ce cas-la, nous devons au préalable modifier
légérement f en dehors H*, de fagon a ce que nous substituerons f par
une spline d’approximation a deux variables sy, qui minimise en méme
temps une fonctionnelle similaire & celles considérés dans les chapitres
antérieurs. Ensuite, nous reconstruisons f a l'intérieur de H* au moyen
d’une spline o, de type Powell-Sabin; mais pour pouvoir assurer la con-
tinuité de la reconstruction f* nous devrons forcer que les valeurs de
o5, et sy, ainsi que celles de ses dérivées tangentielles, coincident dans
certains points sur les cotés de la frontiére polygonale de H* (consulter
la section 4.4 pour voir les détails).

= Finalement, pour obtenir une reconstruction qui est globalement de
classe C!, nous agissons comme dans le cas antérieur, en imposant aussi
certaines conditions d’interpolation entre sy et o5, pour que 'union des
deux graphiques soit douce ou réguliére (consulter la section 4.5 pour
voir les détails).

Les principales conclusions extraites de ce travail de thése peuvent étre
consultées dans la Section “Conclusiones-En francais”, juste avant I’Appendice.
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Capitulo 1

Aproximacion de datos
lagrangianos mediante superficies
de energia minima

1.1. Introducciéon

En este capitulo presentamos un método para obtener superficies spline
bivariadas de clase C" (r > 1) sobre D (un dominio poligonal del plano), que
minimicen un cierto “funcional energia”, en el que aparece una combinacion
lineal de las semi-normas usuales en el espacio de Sobolev H' ™! (D) y un
término de minimos cuadrados discreto que permite a su vez la aproximacion
de un conjunto lagrangiano de datos. El espacio de minimizaciéon consiste en
el conjunto de splines bivariados de clase y grado apropiados, construidos a
partir de la subtriangulaciéon de Powell-Sabin asociada a una a-triangulacion
uniforme de tipo A' de D (consultar [48], [40]). Por otra parte, en el caso
particular de la consideraciéon de superficies spline cuadraticas de clase C?,
la mayor parte de los resultados pueden también ser extendidos al caso de
a-triangulaciones més generales, no necesariamente uniformes.

El capitulo se organiza como sigue: en la Seccion 1.2 formulamos el pro-
blema general a tratar y presentamos un método para resolverlo mientras
que en la Seccion 1.3 se demuestra un resultado de convergencia. En la Sec-
cion 1.4 describimos el método empleado para la estimacion 6ptima de los
parametros que aparecen en el funcional energia, y finalmente en la Seccion
1.5 presentamos algunos ejemplos numéricos y graficos para las funciones
test de Franke y de Nielson, tanto para el caso de aproximaciones de clase
C! (usando triangulaciones uniformes y no uniformes), como en el caso de
aproximaciones de clase C2.
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1.2. Formulacién del problema

Sea, para cada s € N* = N\ {0}, un conjunto finito de puntos D® en Dy
considérese el operador de evaluacion

pf:H™ (D) — R* (1.2.1)

definido mediante p® (v) = {v (a)},.p:. Sea g € H"™' (D) y consideremos el
vector de valores

7= p*(g9) = {g(a) acps-

Supongase, ademas, que para cualquier s € N* se tiene que
Ker (p°) NP, (D) = {0}. (1.2.2)

Sea k = k(s) = card(D*) y denotemos (-); (respect. (- , -)x) la norma
euclidea usual (respect. el producto escalar euclideo usual) en R*.

Dados 7 = (71,...,7441), donde 7; € [0,4+00[ para todo ¢ = 1,...,r y
Tr41 € ]0,+00], consideremos también el funcional definido sobre H™ (D)

por
r+1

T (v) = {p* (v —g))i + Zl T [Vl (1.2.3)

Buscamos una superficie spline de clase C" (r > 1) que minimice el fun-
cional energia (1.2.3), para lo cual deberda aproximar en la medida de lo
posible los puntos {(a, g (a))}acps C R? al mismo tiempo que también mini-
miza los términos incluidos en la sumatoria y que controlan la “buena forma”
(“fairness” en inglés) o “suavidad” de la misma. Notese que el primer término
de J* mide como de bien v aproxima los valores Z° = {g(a)}acps sobre el
conjunto de puntos D* (en el sentido de los minimos cuadrados), mientras
que el resto (englobados en la sumatoria) representan cierta “condicion de

minima energfa”’, mediante el empleo de las semi-normas |- |1,..., |- |41 (ver
Definicion (2) en la Pag. 9), ponderadas por los pardametros 7, ..., 7,41, re-
spectivamente. De esta forma, los valores de dichos pardmetros 7,..., 7,41,

indicaran “el peso” dado a cada una de estas seminormas con el objeto de
disponer de cierto control sobre la “buena forma” (“fairness”, en inglés) de
la superficie obtenida. Recuérdese ademéas que algunas de las seminormas
empleadas tienen cierta interpretacion geométrica; como por ejemplo | - |1 y
| - |2, que pueden verse respectivamente como estimaciones simplificadas del
area y las curvaturas medias de la superficie.

Maés precisamente, el problema de minimizacién que queremos resolver es
el siguiente:
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Problema 1.2.1 Dada una a-triangulacion uniforme T, de tipo A', de D

y su subtriangulacion de Powell-Sabin asociada TS, buscamos un elemento
r, r—l—[g}

oceSn (D, T) que verifique
T ()< T (v), YvesS (D T). (1.2.4)
Se tiene a su vez el siguiente teorema de caracterizacion:

Teorema 1.2.2 El Problema 1.2.1 tiene una unica solucion, que ademds es
también solucion unica del siguiente problema variacional:

( Encontrar o€ Sy (D, T) que verifique

{t (7 @) @t T (0,0),, = (2%, s Vo€ ST (DT,

(1.2.5)

Para demostrar este resultado, necesitaremos algunos lemas previos:

Lema 1.2.3 El funcional (1.2.3) es un funcional convero en Sy ] (D, T).

Demostraciéon. Para esta demostracion emplearemos tacitamente la con-
vexidad estricta de la funcion real cuadratica x —— 22, por lo que autométi-
camente se tendra que

(A=t z4+ty)? <A —t)2® +ty’, Vte[0,1] v =,y eR (1.2.6)

(con desigualdad estricta siempre que ¢t € ]0,1[ y x # y). A su vez, gracias
también a la convexidad (aunque no estricta) de cualquier norma o seminor-
ma, por la conocida desigualdad triangular (consultar (A.2) en el Apéndice)
y a la monotonia creciente de la funcion cuadratica para los reales no nega-
tivos, aplicando la desigualdad (1.2.6) anterior (con z = |u|,, e y = |v|,,) se
puede escribir

(L= t) wttoly, < ((1—1) Jul,, +¢ [ol,)* < (L —=1) July, +¢ o],

(1.2.7)
vte 0,1 v woeS (D, 1.
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Por otro lado, gracias a la linealidad del operador p® () y aplicando ahora
(1.2.6) con x=(p°(u—g))re y=(p°(v—g))k, obtenemos

pP((1=t) (u—g)+t(v—g))i  (1.2.8)
(1=1) p*(u—g) +1p°(v—g))F

(1—1) (p* (u—g))e +t{p°(v—g)))*
1—t) (p° (u—g)i +t{p° (v —9)i.

(P (L=t)u+tv—g))i =

Asi pues, si ahora tenemos dos elementos distintos u,v € Sy r+lzl (D, T) y

t €]0,1[, de (1.2.7) y (1.2.8) se tendra que

r+1

T (1=t u+tv)=p (1-t)ut+tv—g))2+ Zle|(1—t)u+tU|72n
<1 —t) (p° (u—g)i+t(p° (v—9)i

r+1
+ 3 T (L=t July, + 1 [0]7,)
m=1

==t T W) +tJ"(v),

aunque no se pueda asegurar en principio la desigualdad estricta. En los casos
u=v 6t=0,1 también se obtiene de forma trivial lo pedido. m

Lema 1.2.4 El problema variacional (1.2.5) no es mds que la correspon-
diente ecuacion de FEuler-Lagrange asociada con la bisqueda de extremales
(posibles mdzimos o minimos) del funcional energia (1.2.3).

Demostraciéon. Para demostrar esta equivalencia entre los problemas

(1.2.4) y (1.2.5) comenzaremos demostrando la implicacion (1.2.4)=(1.2.5):

Supongamos de antemano que tenemos o € S;’TH?] (D, T) donde el fun-

cional (1.2.3) alcanza el minimo y fijemos, en principio, cualquier otro ele-
mento v € Sy (D,T) y vayamos variando un parametro escalar sufi-
cientemente pequeno t € R, de manera que la funciéon real de variable real
hy (t) := J* (0 + tv) esté bien definida y se pueda derivar en un entorno del
valor t = 0, que es donde tendria un minimo relativo. Asi pues, de la condi-
cion necesaria de extremo para funciones reales de variable real deduciriamos

que

0="(0), Yoe S (D, 1),
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T

y, por lo tanto, para cada v € Sn’TH%] (D, T) se tendra

r+1
0= 575 » <<ps (o +tv—g))2 +mz::17m |0+“’|3n>
(p* ()i +2t(p* (), p° (V)i — 2(p° (0), p° (9))k
=i_ 2 (57 (002 — 2t {0* () . 9° (9 + (" (9))
+ 302 o (o], 42t (0,0),, + 2| 0f2,)
r+1
=2(( @) D= (7 ©).07 @i+ 3 7 (0201, ).

de donde claramente obtenemos (1.2.5).

Reciprocamente, para ver la implicacion (1.2.5)==(1.2.4), emplearemos
que, como ya se ha visto antes, cualquier soluciéon del problema (1.2.5) no
es mas que un posible extremo del funcional Géateaux-diferenciable (1.2.3) y
por lo tanto, el minimo de éste debera encontrarse entre las soluciones de
este problema variacional. m

De los lemas anteriores deducimos que entonces el funcional (1.2.3) alcan-
zard su minimo global en cierto o € S:{H[%] (D, T) siy solo si este elemento
satisface (1.2.5). Por otro lado, si se consigue comprobar que la solucion
del Problema (1.2.5) es tnica, entonces también obtendremos la unicidad de

dicho minimo global del funcional energia en el espacio Sy T+l (D, T).

Existencia y unicidad. La condicion (1.2.2) nos permite asegurar que
r+1 %
s S 2 2
(o = (6 O+ 3 7 I
m=1

es una norma sobre Sy r+izl (D, T) equivalente a la inducida por la usual
en el espacio de Sobolev H'*! (D) (consultar la Proposicion A.4.18 en el
Apéndice).

Como consecuencia, la forma bilineal continua y simétrica

A8 (Do) < syEN DT - R

definida por
r—+1

Au,v) = (0" (u), p° (V) + 32 T (0,0),,

m=1
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resulta ser S, rial (D, T)-eliptica, ya que existiran «, 3 > 0 tales que

o o] < [ = VA, 0) < B || Voes (DT,

2 como constante de Sy’ (D, T)-

por lo que bastara con tomar v = «

elipticidad (ver la Definicion A.2.2).
T, r+[%]

Ademas, B : Sy (D, T) — R, definida por B(v) = (Z*, p* (v))k, €s a su
vez una forma lineal continua, por lo que bastara con aplicar el conocido lema
de Lax-Milgram (ver A.2.4) para obtener la conclusion, ya que claramente el
Problema (1.2.5) se podria reformular ahora como

7, 7+[5]

A(o,v) =B(v), YvéESn (D, T).

Notese ademas que

T () = 2 <;A(v,v) ~ B) + <Z;>z> ,

y entonces la tnica solucion de (1.2.5) es también el Gnico minimo de J°. =

Denotemos ahora N = dim (SZ il (D, T)) , sea {vy,..., vy} una base

con soporte local del espacio de elementos finitos S:{TH%] (D, T) y expresemos
la tinica solucion de los problemas (1.2.4) y (1.2.5) como combinacion lineal
de dicha base

N
o = Z 61 V;.
i=1

Entonces, el problema (1.2.5) da lugar a la resolucion del siguiente sistema
lineal equivalente

CX =B, (1.2.9)
donde

B=((zp )Yy . X=8=(B)Y)"

N (1.2.10)

ig=1"

C = ({p° (v) , p° ()1 + S0ty T (V35 05),,,)

Se tiene su vez que la correspondiente matriz de coeficientes del sistema
tiene ciertas caracteristicas interesantes, como muestra el siguiente lema:

Lema 1.2.5 C es una matriz de tipo banda, simétrica y definida positiva.
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Demostracion. La simetria de esta matriz C' se obtiene facilmente a
partir de la expresiéon que define a sus elementos c;;. En cuanto al hecho
de que resulte también definida positiva, sea p = (p1,...,py)" € RV\ {0}
cualquier vector no nulo y calculemos

N r+1
pTCP = Z piCijp; = Z Di ( P*(vi)k + Z T (Vi V) m )pj

i,7=1 i,7=1 m=1

2 r+1 2
= <p8 <szvz>> + Z Tm szvz > 0.
i=1

Si suponemos ahora que para cierto vector p = (p1,...,pn) € RY se verifica
) )

que p'Cp =0 y consideramos w = Zﬁil piv;, entonces seria también nula

la expresion

r+1

P T > T [w3, = 0
m=1

que equivaldria a que la norma definida en Sy, o] (D, T) (ver la Proposiciéon
A.4.18) equivalente a la inducida en este espacio por la usual de H" (D)
también serfa nula; es decir [[w]] = 0.

Por lo tanto, w = 0 € Sy s ](D,T) y como consecuencia obtenemos
que necesariamente p = 0 € RY. Finalmente, el hecho de que C sea de tipo
banda viene dado por la “localizaciéon” de los soportes de cada una de las
funciones de base v;, parai=1,...,N. =

1.3. Convergencia

Notemos A = dim P, [z, y] = "2 v geq 40 = a0, ad, ..., a%} un sub-
conjunto P,-unisolvente de D (consultar la Definicion A.6.1 en el Apéndice).
Supongamos ademéas que también se verifica la condicion

d(s) :=sup min (x —a), = O <1> ,  §— +o0. (1.3.11)

xeD aeD? S

Observacion 1.3.1 La condicion (1.53.11) indica que el supremo de todas
las distancias entre cada x € D y los conjuntos D?, definida como

d(x,D?) := min (x — a)s,

acDs
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Y que no es mds que la conocida como distancia de Hausdorft entre los conjun-
tos D* y D, es un infinitésimo del mismo orden que la expresion % cuando el
pardmetro s — +00. A su vez, también se tiene asequrado (consultar el Coro-
lario A.6.3 en el Apéndice) el hecho de que, para s suficientemente grande
k=k(s)— +oo, ya que k(s) > s cuando s — +00.

De forma trivial (consultar el Lema A.6.2 del Apéndice) también se puede
comprobar que entonces existe C' > 0 y s; € N* tales que, para todo s > sy,
existen puntos {aj,...,a%} C D* verificando

0o_.s O
(a; —aj)s < o Vi=1,...,A, Vs> s. (1.3.12)

Sean ahora, para un cierto valor de » € N fijado, una funciéon g €
C"M*1(D) y € un subconjunto de R* que admite al punto 0 € R como
punto de acumulacion.

Siguiendo el planteamiento general para la aproximaciéon de la solucion
de cualquier problema mediante el método de los elementos finitos (ver la
Seccion A.11 en el Apéndice), consideremos para cada h € &, una triangu-
lacién 7;, uniforme de tipo A' de D, tal que h sea el didmetro méximo de
los triangulos de 7j,. Sea 7,79 la subtriangulacién de Powell-Sabin asociada
a T, y denotemos por II,g € S izl (D, T) la unica funcién que interpola
los valores de g y de sus derivadas parciales hasta orden 7+ [5] en todos los
vértices de 7j,.

Lema 1.3.2 Existen constantes Cy,Cq,...,Cri1 > 0, pudiendo depender
tan solo de r y g, tal que para todo h € £ se tiene que

max | (g — g) (x) | < Co R+ (1.3.13)
xeD

049 — gl < Co A" ¥m=1,.. 7+ 1. (1.3.14)

Observacion 1.3.3 La acotacion (1.8.13) se sigue del Theorem 2 en [39)],
y la Ecuacion (1.3.14) se sigue del Remark 2.1 de [29] tomando n = p =
2,Q=D,k=nys=r+|[g].

Demostracion. Teniendo en cuenta que existen constantes C,,, > 0 tales
que se satisface

059 — glm < Cp méx  [0° (Mg —g) (x) Vm=1,...,r+1,
xeD,|B|l=m
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del Teorema de la Section 5 en [51], usando las técnicas de formulas de Taylor
multipunto (ver [17]), también deducimos que existen constantes Cy, C', .. .,
"1, dependiendo de r y g, pero no de h ni de T' € 73, tales que

max|(Ilyg — g)(x)| < Co "™y

mar|0°(Mg = 9)()| < Cpy 077 param =1, 7 +1
[B]=m

para todo T' € 7, del que concluiriamos (1.3.13). Ademés

g — g2, < > A (maa: ‘85(th — g)(x)‘)ZdX

D
1Bl=m x€
2

< n; -meas(D) - (C’;)Z (Rrrri=m)

siendo n; el nimero de derivadas parciales de orden m para cada m =
1,...,7+ 1y, por lo tanto, también obtendriamos (1.3.14). =

Observacion 1.3.4 De acuerdo con el articulo [51], cuando r = 1 estas
acotaciones (1.3.13) y (1.3.14) también son vdlidas en el caso de a-trian-
gulaciones no necesariamente uniformes, por lo que todos los resultados que
enunciaremos a continuacion basdndonos en ellas serdn facilmente extensi-
bles en dicho caso a a-triangulaciones que no sean necesariamente de tipo

Al

Teorema 1.3.5 Supongamos que, ademds de la condicion (1.3.11), también
se verifican las siguientes:

Ezisten C >0 y so € N* tales que k (s) < C's* para todo s > sq; (1.3.15)

T =o0(s?), s— +oo; (1.3.16)
Tm = 0(Tr1), §— 400, Vm=1,...,1; (1.3.17)
S2J2n(r)+2
—— =0(1), s— 4. (1.3.18)
Tr+1

Sea 0° la unica solucion del Problema (1.2.4)<(1.2.5) para la triangulacion
T.FS fijada anteriormente. Entonces,

lim [|g —o°|| = 0. (1.3.19)

§——+00
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Observacion 1.3.6 Antes de proceder con la demostracion, indicaremos es-
quemdticamente las principales ideas de la misma: De (1.3.16) y (1.3.18)
podemos deducir que h — 0, que junto a (1.83.15) y (1.3.17) nos permite
concluir que |0®|,41 se mantiene acotada cuando s — +oo. Usando a con-
tinuacion las acotaciones del Lema 1.3.2 concluiremos que también ||o®|| lo
estd cuando s — +oo y, por lo tanto, la sucesion {0°}sen tendrd una sub-
sucesion convergente hacia g, de manera que finalmente se puede consequir
que lim g —o°[| = 0.

Demostracion. Ya que o° es la solucion del Problema (1.2.4), tendremos
que

J? (%) < J° (IlLg),

es decir:
r+1 r+1
(0 (0° = 9))i + Z T |0°12, < (0° (Mg — g2 + > 7o |nglZ,.  (1.3.20)
m=1

Aplicando (1.3.13) también sabemos que existe Cy > 0 tal que para todo
aec D’
(g (a) — g (a))” < Co h*"*?

y usando (1.3.14) junto con (1.3.15) también podemos escribir que

1
(p° (0° — g))i + Z |0 %+ o2 (1.3.21)
Tr4+1 m=1
< —(p" (Ilhg — 9)); + Z + [Thgl7 s
Tr4+1 —
k(s) Coh?+2 7
< + > = (g — g) + gl7, + | (Thg — 9) + g7
Tr4+1 m=1 Tr+1
Cp 82 h2n()+2 " T B 2
<4 Z (Con "1 4 1gL,) A+ (Craa B0 4 g1
Tr41 — 7_7”—1—1
(1.3.22)
para todo s > sy y cierta constante 60 > 0.
Ademas, de (1.3.16) y (1.3.18) obtenemos que
h=o0(1), cuando s— +o0, (1.3.23)

y teniendo en cuenta (1.3.17) y (1.3.18) también podremos asegurar la exis-
tencia de C' > 0 y s; € N* tales que, para todo s > s; se tendra la siguiente
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acotacion
5 g2 p2n+2 - - 5 N
et (Cn B fgln) o (Croa B lglen)” < C.
Tr+1 m=1 Tr+
(1.3.24)
Usando ahora (1.3.21) y (1.3.24) obtenemos pues que
r+1 r—+1 .
(p° (0° =g + Z Tl o[ < (0" (Mg — 9Dk + X TnlTlagly, < 740 C
m=1
(1.3.25)
con lo que también seré
P —gNi<Crnpy v |0 <0, Vs>s). (1.3.26)

Pero mas concretamente, usando (1.3.20), (1.3.21) y (1.3.22) obtenemos que

1
|O-|r+1§7_7<p0-_g +Z |0-’2+|0-|r+1

r+1 m=1 ’!’+1
1 S
< - (p°(llg — g)) + E , |Hg|2 + |H9|r+1
r+1 m=1 Tr+1
50 g2 p2n+2 r

(Cm hn+1fm + |g|m>2 + (CrJrl hrT + |g|r+1)2’

P,

y utilizando (1.3.17), (1.3.18) y (1.3.23) obtenemos

Tr+41 Tr+1

SEH_H |05|r+1 < |9|r+1 (1.3.27)
El resto de la demostracion es analoga a la del Teorema VI-3.2 en [2] (des-
de el paso 2), con s, D*, Ay r en vez de d, A%, M y m — 1, respectivamente,
no obstante la reproducimos a continuaciéon con las necesarias adaptaciones:
Recordamos que A = {a),a),... al} es un subconjunto P,-unisolvente
de D, s; y C constantes satisfaciendo (1.3.12) y sea s > s; tal que

— C
B(?,S,>CD Vje{l,...,A}.

1

Ademas, de (1.3.11) y (1.3.12) podemos concluir que

B(a?,q—c>c U B(a,i) Vs>s\yjed{l,...,A},

51 s
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ya que, de suponer lo contrario, llegariamos a la conclusiéon de que, para
algiin que otro indice 5 = 1,..., A, habria puntos

XGB(&?,C; C) cB< J,C,Y>CD
sy s s)

que, para valores s > s}, no estaran en ninguna de las bolas B (a, %), con
aeD'NB ( aj, ,) llegandose a una contradiccion con (1.3.11) y (1.3.12).

Si denotamos ahora N; = card (DS NB ( )) entonces tenemos que

c  C\? C\?
<,—> §Nj<> para todo s > s y j € {1,...,A}
sy s s
y, consecuentemente,
1 1\?, ;o
N;>|———] s paratodos>s;yje{l,...,A}. (1.3.28)
sy s
Por otro lado, de (1.3.16) y (1.3.26) deducimos que, paratodo j € {1,... A}
> lo%(a) — g(a)]* =0 (s%), cuando s — +oc. (1.3.29)

acDsNB (ao,g,)
1

Ademas, para todo s > s} y j =1,..., A, existe al menos un punto aj €
sAR({s0 C
D°NB (aj, 5'1) tal que

= min lo*(a) — g(a)]. (1.3.30)
o5 )

De (1.3.28), (1.3.29) y (1.3.30) tenemos que
lo*(aj) — g(aj)| = o(1), s — +oo0. (1.3.31)

Sea ahora A® = {af,...,a}} C D°. Aplicando el Lema A.4.19 obtenemos
que la aplicacion [[-]]* definida por

w:(ﬁ @+l )

i=1
es también una norma uniformemente equivalente, respecto a s, a la norma

habitual en el espacio H"™' (D), para cada s > s* y s* € N apropiado;
pongamos por ejemplo

a flvll < [lo]]” < 8 [|v]] (1.3.32)
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para ciertas constantes positivas a, 3 € R.
A su vez, de (1.3.32), (1.3.27) y (1.3.31) también deducimos la existencia
de otra constante C' > 0 y cierto s* € N de manera que

1
||| < o [[v]]* < C paratodo s> 3",

lo cual implica a su vez que la sucesion {o°}, .5 esta acotada en H' (D
5>58
. . . o, ., Sk s .
y, como consecuencia, existira una subsucesion {0},  de {0°}, 5, con

kh’gl sg = +00, T, = 7 (sg) y h = h(sg), asi como un elemento g* € H™(D)

para el que
ot converge débilmente hacia ¢g* en H"™'(D). (1.3.33)

Si suponemos ahora que g* # g entonces, usando la inyeccién compacta
de H™(D) en C°(D), obtendriamos que existe # > 0 y un conjunto abierto
Dy € D tal que |g(x) — ¢g*(x)] > 6 para todo x € Dy; y de (1.3.33)
obtendrfamos a su vez kg € N* tal que |g*(x) — 0™ (x)| < £ para todo k > ko
y x € Dy.

Como consecuencia, tenemos que

90) ~ (0] > lgo) — 6"(x)| — |9 () ~ 0 () > o, (1334

para todo k > ky y x € Dy.
Sin embargo, de (1.3.11) y (1.3.31) deducimos que, para k suficientemente
grande, existe un punto a’* € D% N Dy verificando

|o® (a®) — g (a®*)| = o(1), cuando k — 400
lo cual contradice la segunda desigualdad en (1.3.26), y por lo tanto
g =g (1.3.35)

Por otro lado, para todo k£ € N tenemos que

2 2 2
|O-Sk - g|r+1 = |08k|r+1 + |g|r+1 -2 (08k7g)r+1 )

y, usando (1.3.33), (1.3.35) y (1.3.24) obtenemos que

lim |o% — ¢

Jim = 0. (1.3.36)

r+1

Ademas, como H" (D) esta inyectado compactamente en H" (D), usando
(1.3.33) y (1.3.35) también tenemos que

. Sk r
g kgrilooo en H"(D),
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que conjuntamente con (1.3.36) nos permitiré afirmar que

’ Sk_ —
im0 — g =0.

Supongamos que (1.3.19) no se satisface. Entonces existirfan o > 0y
subsucesiones {s} }ren, con limy_, 4 s) = +oo tales que

|

., / . .
Como la sucesion {ask} ey ©staria igualmente acotada en H™H(D), un

0% —g|| > a paratodo k€N, (1.3.37)

argumento similar al empleado para {o**}, _ probarfa la existencia de otra
subsucesion de {Us;} rey due también convergeria hacia g en H™(D), que
esté en contradiccion con (1.3.37). Por lo tanto (1.3.19) debe cumplirse. m

1.4. Estimacion de los parametros de suavizado
y obtencién de los valores 6ptimos

Fijemos una a-triangulacion 7 del dominio poligonal D, ya sea uniforme
de tipo A 0 bien no uniforme, asi como su triangulacion de Powell-Sabin aso-
ciada 77°. Consideremos dados también, el conjunto de puntos D* C D, la
funcion g € C"*(D) y, para cualesquiera valores dados de los parametros de
suavizado 7 = (74,...,T41), la correspondiente solucion o, € S;;’TH%}(D7 7)
del Problema (1.2.5).

Como ya se ha visto en la secciéon anterior, dada una base de funciones
con soporte local {vy, ..., vy} del espacio de elementos finitos Sw t (D, T),
seapara m=1,...,r+1

ook = (vj(a:) ¥ R = (03, 0)m) 11 -

Si oo, = Zfil Giv; es la expansion de o, como combinacién lineal de la base
{v1,...,un}, entonces (1.2.5) da lugar al sistema lineal (1.2.10), donde la
matriz del sistema se puede expresar ahora como sigue

r+1
C = (ATA + ZTmRm> )

m=1

A continuacién, damos un método para determinar valores 6ptimos de
los parametros 7 que minimizan el error ||o, — g||2. Para ello, buscaremos
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el vector 3 = (3;)~, que minimice la expresiéon (siendo || - |[o = | - |0 la
seminorma, ver (2), que es una norma en £?)

2

R(ﬁla"WBN Zﬁjvj

0

Ya que

OR
=2 Zﬂjv] g,v; | ,paratodo i=1,..., N,
aﬁz j=1 0

entonces [ debera ser la solucion del sistema lineal M X = L, donde

M:(/Dv’ivj)i;:1 ' LZ«LW)L)T'

En general, no existiran parametros 7 tales que la solucion del sistema
lineal (1.2.9) sea [3; es decir, si denotamos

R =Rn.B v B=B—A"AB,

m

no encontraremos {7;}/=! tales que ¥, 7,,R! = B
Por lo tanto, consideraremos la mejor aproximacion (en el sentido de los
minimos cuadrados) de B’ en el conjunto

r—+1
X:{ZTmR;nE]RN:TiZO, para todo i—l,...,r—l—l}. (1.4.38)

m=1

Es decir, buscaremos la solucién del siguiente problema:

Problema 1.4.1 Encontrar 7 = (7;)/2] tal que

r+1 r+1
/ 3 /
< E TmR > = rTné%1< E TmR >N. (1.4.39)

Observacion 1.4.2 Obviamente, si existe un vector _de pardmetros T =
(7)1 tal que la solucion del sistema lineal (1.2.9) sea (3, entonces T serd la
solucion del Problema (1.4.39).

Ya que X en (1.4.38) es un subconjunto no vacio, convexo y cerrado de
RV el Problema (1.4.39) tendra una unica solucion "t 7, R/ . Aplicando
las condiciones de Kuhn-Tucker (ver por ejemplo [46]) encontraremos que si
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7 = {T1,...,Tr+1} es la solucion del Problema (1.4.39), entonces existiran
{1, ., Arp1 )} tales que

( —2(R;, B =S TRy )n— X =0
j \iTi=0,
1&20, Vi=1,...,r+ 1.

(1.4.40)

Para calcular las soluciones de (1.4.40) consideramos, para cualquier subcon-
junto & de {1,...,r+1}, las (r+1)-tuplas {7em il v {Nem foity en las que
Aem = 0 sy solo sim € k.

Para que {Tem b2y v { Ao foily sean soluciones de (1.4.40), se debera
cumplir que 7, = 0 si m ¢ k. Los elementos 7, para m € k pueden ser
obtenidos como soluciones del sistema lineal (R}, B’ — ¥, .c.. TemRi)nv = 0

para i € K, y los elementos A, para m ¢ k pueden obtenerse a partir de

Aem = —2(RL, B' =¥ 1 R .
1ER

Por otro lado, las (r + 1)-tuplas {Tw.m i ¥ {Aem foity obtenidas de esta

manera son soluciones del Problema (1.4.40) si satisfacen A\,; >0 y 7., >0
para todo ¢ € {1,...,r + 1}.

1.5. Ejemplos numéricos y graficos

En el caso uniforme, hemos considerado, para diferentes valores de k,
conjuntos D* de k = k(s) puntos arbitrariamente distribuidos sobre D =
[0,1] x [0,1]. También hemos tomado, para diferentes valores de ¢, parti-
ciones uniformes {t; = ;‘};f:o del intervalo [0,1] en ¢ subintervalos, de los

que obtendremos particiones uniformes de D cuyos elementos son {[t;, t;;1] X
t;, th]}g;O y, dividiendo cada rectangulo {[t;, ;1] X [t;, t;+1]} mediante la

diagonal que une los puntos (t;,%j4+1) ¥ (ti+1,t;), obtenemos una (% + %)—

triangulacion 7, de D de tipo A' (con h = h(q)), formada por (¢ + 1)

vértices, de la que consideraremos su triangulaciéon de Powell-Sabin asociada
Ps
T, ",

1.5.1. Caso de aproximaciones de clase C!

En las subsecciones A.9.1 y A.13 del Apéndice se detalla la construccion
del espacio de elementos finitos Sy (D, T) sobre la triangulacion de Powell-
Sabin 77° asociada a la triangulacién de partida 7', tanto en el caso uniforme
como no uniforme y se trabaja con las funciones de base de dicho espacio.
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Usando A!-Triangulaciones uniformes

Ejemplo de la funcion de Franke. La Figura 1.1 muestra, en la parte
superior izquierda, la grafica de la funcién de Franke en D, definida mediante
la expresion

(92—2)2+(9y—2)2 (9z+1) _ (9y+1)2
3<_x 4y +e_110_y49>

g(z,y) =3
1—72 x— 2
T e L o= (047 =027

(1.5.41)

En la literatura también se considera a veces como funciéon de Franke otra
similar, intercambiando los papeles de las variables x e .

En la Figura 1.1 también se muestran las superficies de aproximacion
obtenidas para diferentes valores de k, 7y y 7o, asi como para diferentes trian-
gulaciones 7.

La grafica superior izquierda en la Figura 1.1 muestra la propia funcién
de Franke en el cuadrado [0, 1] x [0, 1]. Los valores de los pardametros 7 y 75 en
las restantes graficas han sido elegidos de manera que se obtengan superficies
de aproximacion con diferentes grados de “suavidad ” y “cercania’” a la grafica
de la funcién original.

Por ejemplo, en las superficies representadas abajo, tanto a la izquierda
como a la derecha de la Figura 1.1 consideramos valores pequenios de los
pardmetros 7 = (71,72), (en ZTp5 con valores k = 1600, 7 = 1072, 7 =
107° y en Th30) con k = 2500, 7 = 1075, 75 = 1075, respectivamente) de tal
manera que el sumando del funcional 7° relacionado con la aproximaciéon en
el sentido de los minimos cuadrados del conjunto de datos puntuales tenga
mas peso relativo a la hora de minimizar dicho funcional, tal y como puede
comprobarse en las figuras. Por el contrario, la superficie de aproximacion de
arriba a la derecha en la Figura 1.1 ha sido obtenida para valores mayores
de los parametros 7 (concretamente para ¢ = 5, k = 1000, 7, = 1072, 7 =
1072), obteniéndose como resultado una superficie mas suave que las otras
dos, pero que no reproduce tan bien la aproximaciéon al conjunto de datos
puntuales proporcionados.

Las estimaciones del error han sido calculadas usando la siguiente férmula
del error relativo:

2500(0(b.) — 0-(b.))2 3
Erel = (Zjl (92(503) 02( ])) ) ) (1542)
donde {by,...,baseo} son puntos arbitrarios en [0,1]?, ¢ es la funcion de

Franke (o de Nielson) y o = o?.
La Tabla 1.1 muestra la estimacion del error obtenida para el caso k =

5000, diferentes valores de los parametros 7 y varias triangulaciones 7j,, con
h=h(q) =2

q
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Figura 1.1: Funcion de Franke (arriba a la izquierda) y diferentes splines de apro-
ximacion: arriba a la derecha en 7j(5) con k = 1000, 71 = 1072, 7 = 1072, abajo
izda. en Tj,(15) con k = 1600, 71 = 1072, 7 = 107° y abajo dcha. en Tp(30) con
k= 2500, 7 = 1072, 75 = 107°.
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L n [ n ] Ty | Ty | Tweo | Tey | Ty |
1072 | 1072 3,37 - 1072 1,61 - 1072 | 1,3-1072 1,35 - 1072 1,36 - 1072
1072 [ 10~° | 2,53 - 1072 2,48 - 1073 3.-1074 3,85-107% 3,71 - 104
107|107 | 2,53-10°2 | 2,48-10°° | 2,54-10 % | 1,26-10 % | 1,49 - 10 *

0 1078 [ 253-1072(2,49-1072 | 249-107* | 1,17 - 104 9,83-107°

Tabla 1.1: Caso k& = 5000, diferentes valores de los parametros y varias triangula-
ciones 7y,

Ejemplo de la funcién de Nielson. En este caso, hemos considerado la
funcion de Nielson, definida mediante la férmula
Yy 2 4
g(x,y) = 5 cos (4 +y—-1)), (1.5.43)
cuya grafica se muestra en la Figura 1.2, junto con las superficies de aproxima-
cién obtenidas para diferentes valores de k, 71 y 7o, asi como para diferentes
triangulaciones 7y, ).

El mismo criterio que se ha seguido para obtener las diferentes superficies
de aproximacion para la funcion test de Franke y su error relativo (1.5.42) es
el que se ha seguido también ahora para la funciéon de Nielson. Los errores
cometidos en las aproximaciones indicadas de la Figura 1.2 son F = 2,21 -
1072, E=6,68-10"% y E = 2,28 - 1073, respectivamente.

Usando a-Triangulaciones no uniformes.

Por otro lado, con el objeto de prestar especial atencién a la parte del
pequeno hoyo que presenta la funcién de Franke, también hemos generado
alguna superficie de aproximacion spline construida sobre una triangulaciéon
de Powell-Sabin no uniforme 7, de D. Esta pequefa depresion aparece en la
grafica de la funcion de Franke localizada en el subdominio D' = ]1%, 1%[ X
]1%, 1%[ de D. Por lo tanto, la idea es considerar triangulaciones 7, donde se
realice un refinamiento de 7 = 7}, (para ¢ = 10) sustituyendo 7 |p por otra
triangulacion uniforme de D’ en otros tridngulos méas pequenos (72 en nues-
tro ejemplo), y reemplazando apropiadamente los triangulos que rodean D’
con el objeto de asegurar que finalmente resulte una triangulacion permitida
(consultar por ejemplo la Figura A.1 el Apéndice), tal y como se muestra
en la Figura 1.3. A su vez, en la Figura 1.5.1 mostramos la subtriangulacion
de Powell-Sabin asociada a 7, que sigue siendo una (% + %)—triangulacién,
aunque no uniforme.
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Figura 1.2: Funcion de Nielson (arriba a la izquierda) y diferentes splines de apro-
ximacion: arriba a la derecha en 7,5y con k = 1000, 71 = 1072, 7 = 1072, abajo
izda. en Tj,(15) con k = 1600, 71 = 1072, 7 = 107° y abajo dcha. en Tp(30) con
k= 2500, 7 = 1072, 75 = 107°.
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Figura 1.3: Triangulacion no uniforme 7, de D.

El lema de acotacion 1.3.2 asi como el Teorema principal 1.3.5, demostra-
do en principio para el caso de Al-triangulaciones, pueden ser extendidos
sin mayor problema en el caso de aproximaciones spline cuadraticas de clase
C! para a-triangulaciones no uniformes, tal y cémo se tiene publicado en el
articulo [6]. Asi pues, queda completamente justificado en este caso el empleo
de a-triangulaciones no uniformes, que es lo que hemos hecho para mejorar
en cierta medida la aproximacion de la funcion de Franke.

Las Tablas 1.2 y 1.3, muestran las estimaciones de error en los casos
k =100 y k = 2000, respectivamente, para diferentes valores de 7 usando la
triangulacién no uniforme 7, y las triangulaciones uniformes 7;;0), notandose
en todo caso una mejora de dichos errores, que puede llegar a ser algo mas
significativa para ciertos valores concretos de los parametros 7 en el caso de
las triangulaciones no uniformes.

1.5.2. Caso de aproximaciones de clase C>

En los ejemplos presentados a continuacion, buscaremos superficies de
clase C?, por lo que el espacio vectorial de elementos finitos considerado es
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Figura 1.4: Triangulacion de Powell-Sabin asociada a la triangulacion 7.

’ 1 ‘ T2 ‘ 7. 7;(10)
10721072 | 1,25-1071 | 1,43-107¢
1072107 | 5,58 -1072 | 5,91 -1072
107° 10| 1,26-1072 | 1,38 - 1072
0 |107®[1,18-1072[1,25-1072

Tabla 1.2: Valores del error con k = 100 puntos.

’ 71 ‘ T2 ‘ 7. 7,10
10721072 1,66-107* | 2,37-1072
1072 | 107° 1,12 - 1073 1,43 - 1073
105 10° [ 1,04-103 [ 1,35-10 3
0 10~8 1,21 - 1073 1,34 - 103

Tabla 1.3: Valores del error con k = 2000 puntos.
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85’3 (D, T), formado por los splines bivariados de clase global 2 (aunque re-
sulten de clase 3 en cada tridngulo de la triangulacion de partida 7, incluidos
todos sus vértices) construidos mediante polinomios quinticos (de grado to-
tal no superior a 5) en cada subtriangulo de la triangulacion de Powell-Sabin
asociada 77,

La Figura 1.5 muestra las gréficas de la funcion de Franke (arriba) y las
superficies aproximantes para ¢ = 4, k = 1500, 7, = 7 = 1072, 73 = 10~*
(en el medio) y ¢ = 14, k = 1600, 71 = 75 = 1075, 73 = 1078 (abajo).

Las estimaciones del error han sido calculadas usando la misma férmula
del error relativo (1.5.42) que en el caso C'. La Tabla 1.4 muestra los errores
cometidos para diferentes valores de 7, ¢ y k.

Num. de Error con Error con Error con
tridng. Tl T3 1000 ptos. | 2500 ptos. | 5000 ptos.
162 1072 [ 1072 | 10~ | 4,95-1072 2,7-1072 1,54-1072
162 107° [ 107° | 1078 | 4,15-107% | 2,51-1072 | 2,51-1073
162 0 0 107° | 1,67-107% | 1,06-1072 | 8,12-1073
722 107211072 | 107° | 4,98-1072 | 2,68-1072 1,6-1072
722 10°{10°|10%| 1,3-1073 1-1073 9,51-107*
722 0 0 107° | 2,2-1072 1,48-1072 | 8,04-107°
722 0 0 10=7 | 1,51-1072 | 1,09-107% | 8,02-10~*

Tabla 1.4: Tabla de errores para diferentes valores de 7, q y k.

1.5.3. Ejemplos de estimacién de parametros

En esta seccién presentaremos algunos ejemplos numeéricos y graficos de
estimacion de parametros para superficies C2. Hemos considerado en primer
lugar la conocida funcién de Nielson (1.5.43) en D = [0,1] x [0, 1].

Hemos tomado a su vez conjuntos D* consistentes en k = k (s) puntos,
arbitrariamente distribuidos sobre D y particiones uniformes del mismo que
dan lugar a triangulaciones 7, de tipo A, de las que posteriormente consi-
deramos su triangulacion de Powell-Sabin asociada 775,

En las Tablas 1.5, 1.6, 1.7 y 1.8 mostramos, para diferentes valores de
k y q, los valores 6ptimos de los parametros (71,72, 73) obtenidos median-
te el método descrito en la secciéon anterior, asi como una estimaciéon del
error obtenido para esos valores de los parametros y una estimacion del error
obtenido para otros valores de los parametros (71, 7, 73).

En la Figura 1.6 representamos la grafica de la funciéon de Nielson y las
correspondientes a dos de los splines aproximantes obtenidos para ¢ = 5,
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’ Ty ‘ Ty ‘ T3 ‘ Error ‘
T = T2 = T3 = _
68-10° | 34-10° | 14.10° | 282107
101 1071 101 1,05-1072
1074 107° 107 1,77-107%
1077 107 1077 5,7-107°
5-107° 5-107° 107 3,1-107°

’ (5! ‘ Ty ‘ T3 ‘ Error ‘
=0 1,17-210*6 4,1T-310*10 5,19 107
101 101 101 0.32-10 3
10 107 100 3,64-10°
107 107 107 | 851-10°°
0 1076 100 [5.86-107

Tabla 1.6: ¢ =5y k = 1000.

k = 1000 y dos elecciones diferentes de los valores de los parametros 7,
siendo 6ptimo uno de ellos (el situado en el centro ) (71,72, 73).

El error |lg — o-lI§ = foyxjo1y(9 — 0-)* ha sido estimado aplicando la
formula de Simpson compuesta a la particion de [0, 1] x [0, 1] en 400 cuadrados
iguales.

Observacion 1.5.1 En algunos casos hemos obtenido T3 = 0. La inter-
pretacion de este hecho es que el error ||g — o,|lo disminuye a medida que

’ m ‘ Ty ‘ T3 ‘ Error ‘
F1=0|7 =0 9797'31642 8,39 - 10
10T [ 107! 10! 1-107
0% [ 10 10-° 1,4-10°
107 [ 107 107 1,87-10°°

0 0 5-10 11 | 851109

Tabla 1.7: ¢ =8 y k = 300.
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’ T ‘ Ty ‘ T3 ‘ Error
2110 |T2=0| g5l 10 | 22107
1071 1071 1071 9,26 - 1073
1074 107° 107 3,13-107°
10-7 107 107 9,73-107°
107° 0 10~ 5,49 - 1077

Tabla 1.8: ¢ =8y k = 1000.

13 — 0. Las estimaciones de error en este caso T3 = 0 no pueden ser propor-
cionadas, ya que la existencia del spline o, no estd garantizada.
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Figura 1.5: Funcién de Franke (arriba) y dos superficies aproximantes: para ¢ =
4,k = 1500, 71 = 75 = 1072, 73 = 107* (en el medio) y ¢ = 14, k = 1600, 71 =
9 = 1075, 73 = 1078 (abajo).
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Figura 1.6: Funcion de Nielson (arriba) y dos superficies aproximantes, con dis-
tintos valores de los parametros 71, 7o, 73, siendo 6ptimos para el ejemplo situado
en el centro.
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Capitulo 2

Consideracion de datos con ruido

2.1. Introducciéon

En este capitulo nos proponemos presentar un método para obtener, a
partir de datos con ruido, una superficie de clase C" (para cualquier entero
r > 1) sobre un dominio poligonal D C R? que aproxime un conjunto de
datos Lagrangiano y minimice un “funcional energia” en el que el grado de
regularidad (también denominada “suavidad”, del inglés “smoothness”) viene
determinada mediante una combinacion lineal de las seminormas usuales ||,
param =1,...,r + 1, sobre el espacio Sobolev H"™!(D).

Los coeficientes de esta combinacion lineal son los denominados parame-
tros de suavizado del problema y, en todo caso. La estimacion de los valores
6ptimos que minimicen cierta norma o medida es un problema importante
que ha sido estudiado en esta memoria, tanto en el caso de datos sin ruido
(consultar la Seccion 1.4 del capitulo anterior) como en el caso con ruido,
que sera tratado en este capitulo.

El espacio de minimizacion sigue siendo el de los splines bivariados cons-
truidos a partir de una triangulacion uniforme de tipo A! (ver p.ej. [22]
o la Definicién 3.1 en la Parte I de esta memoria) del dominio poligonal
D C R? y su subtriangulaciéon de Powell-Sabin asociada (consultar 3.4 o
bien [39]). Asi pues, para datos con ruido, llegamos a obtener un resultado
de convergencia casi segura (a partir de un resultado probabilistico dado en
[3]). Al mismo tiempo, elegiremos los valores 6ptimos de estos parametros
de suavizado usando un método de validacion cruzada (del término en inglés
“cross-validation”) adaptado para este caso (consultar [20, 56, 57, 59]).

El capitulo viene organizado como sigue: en la Seccion 2.2, aparte de recor-
dar algunas notaciones y preliminares, formulamos el problema y mostramos
un método numérico para resolverlo, introduciendo a su vez la denomina-
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da matriz de influencia del problema; la Seccién 2.3 se dedica al estudio de
un resultado de convergencia para datos con ruido; mientras que la Seccion
2.4 es una adaptacion a este caso del método de validaciéon cruzada para
la eleccion de pardametros. Finalmente, en la Secciéon 2.5 mostramos algunos
ejemplos numericos y graficos que muestran la validez y efectividad de dicho
procedimiento.

2.2. Preliminares y formulacién del problema

Sea D C R? un dominio acotado y poligonal y consideremos los habi-
tuales espacios de Sobolev H™ (D), r > 1 (consultar la Subsecciéon A.4 en el
Apéndice), junto con la norma (1), las seminormas usuales (2) y los semipro-
ductos escalares (3) param = 0,1,...,74 1. Como ya hicimos también en el
capitulo anterior, denotaremos () (resp. (-, -)x) a la norma euclidea usual
(resp. productos escalares) en el espacio euclideo R*.

Consideraremos una triangulacion uniforme 7" de D de tipo A (ver p.ej.
la Definicion 3.1), y su subtriangulacion de Powell-Sabin asociada 79 (ver la
Definicion 3.4 en la Parte I de esta memoria). Sea también n := n(r) = 2r+1
para r par o n := n(r) = 2r para r impar, sea [r] la parte entera de = y
consideremos, como en el capitulo anterior, los conjuntos

n—1

D, T) = ve (D) up e S 7 TN, TS, vT e T},

donde

n—1

ST[ZT]+1,r+[§] (T, TPS) _
b

{ l U ! PS
[251]+1 o € Pp (17) VTTC T con T'eT
io ¢ (T)/ y o es de clase C"*5! en todos los vértices de T }’

y P,(T") indica el espacio de polinomios bivariados de grado total maximo n
sobre 1".

Consideraremos también, para cada s € N*, un subconjunto finito D* =
{ai,...,a;} de puntos de D con cardinal k = k(s), asi como un vector de
valores Z° = (z;)¥_, € R¥, uno en cada uno de dichos puntos. Como hicimos
también en el capitulo anterior, gracias a la inyecciéon continua del espacio
H™(D) en el espacio de las funciones continuas C°(D), podremos definir el
denominado operador de evaluacion p*(v) := (v(a;))%_, € R¥ para cualquier
v e H (D).
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Supongamos también que
Ker(p*)NP.(D) ={0}, VseN" (2.2.1)

Buscamos una superficie de clase C" (r > 1), que aproxime los puntos
{(ay, ) }¥_, C R3 minimizando el funcional energfa

r+1

T*(v) = (p*(v) = Z°)i + Zl Tl Ul

donde 7 := (7,...,7041), 7i € [0,+00[ para todo ¢ = 1,...,r y 7,41 €
10, +00[. Obsérvese que el primer término de J° mide (en el sentido de los
minimos cuadrados) como de bien v aproxima los valores en Z*, mientras que
el segundo representa la denominada “condicién de minima energia” sobre las
semi-normas |- |q,...,| |1, sopesadas mediante los parametros 7y, ..., 711
respectivamente.

Mas precisamente, el problema de minimizacién que queremos resolver es
el siguiente:

r

Problema 2.2.1 Encontrar un elemento o® € ST[TH%](D, T) tal que
T (0°) < T*(v) para todo v € SZ’TH%](D,T). (2.2.2)

Proposicion 2.2.2 El Problema (2.2.2) tiene una unica solucion que a su
vez es también la unica solucion del siguiente problema variacional:
Encontrar o° € ;7r+[%](D,T) tal que para todo v € ;’TH%](D,T) se
tenga que
r+1

(p°(0™), p" ()i + D Tn(0°, V) = (27, p" (V)i (2.2.3)

m=1
Demostraciéon. La condicion (2.2.1) nos permite asegurar que

r+1

)= (" (@) + 32 mnlof)?

es una norma sobre Sy 12! (D, T), equivalente a ||-||. Como consecuencia, la
forma bilineal, simétrica y continua A : SZ;’THE](D, 7T) x ;’THE](D, 7)— R,

definida por
r+1

Alu, v) = (p*(w), P (V) + 3 T (1, V)m

m=1
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;’TH%](D, T)-eliptica. Por otro lado, B : S;JJF%](Dv 7) — R definida por

B(v) :=(Z°, p*(v))

es una forma lineal continua.

Por lo tanto, obtenemos el resultado aplicando el Lema de Lax-Milgram,
exactamente de la misma manera que como se hizo en el caso de datos sin
ruido en la Secciéon 1.2 . =

Definicién 2.2.3 La unica solucion o® del Problema (2.2.2) se denominard
PS-spline de suavizado C" relativo a D*, Z° y T.

Sea N := dim( ;’T+[g](D, 7)) v sea {vy,...,vy} una base del espacio de

elementos finitos SZ’THE](D, 7T) cuyos elementos tienen soporte local.
Sea

A= (az‘j)zj:ll ..... ko donde ai; = (v (@) ¥y R = (0, 0)m)1j=1 »
j=1,..,

para m=1,...,r+ 1.
Si 0* = XN, Bw; es la expansion de 0° como combinacion lineal de la
base {vy,...,v,}, entonces (2.2.3) da lugar al siguiente sistema lineal

Cp=8, (2.2.4)
donde

r+1
C = <ATA+ ZTmRm> ,
m=1

B = (2%, o (),

-
v 8= (B)5) -
En el Lema 1.2.5 en el Capitulo 1 se demuestra que C' es una matriz
simétrica, definida positiva y tipo banda.
Equivalentemente B = AT Z*  y por lo tanto, si notamos ahora Z°(7) =
AC' AT, entonces 3 = C~'AT Z* verifica que
o*(a1)
= AB=ACATZ° =T°(1)Z".
o*(ay)

Definicion 2.2.4 Diremos que I°(1) = AC AT es la matriz de influencia
del Problema (2.2.2).
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Proposicion 2.2.5 Si A es una matriz de rango mdximo N, entonces la

traza Tr(Z°(T)) de la matriz de influencia Z°(T) es menor o igual que N.
Demostracion. Consideremos la descomposicion QR de la matriz A =

Q < 'gi >, donde () es una matriz k x k ortogonal y R es una matriz N x N

triangular superior con elementos positivos en la diagonal.
Entonces ATA = RTR y los valores propios de Z°(7) seran los mismos
que los valores propios de

-1

( R(ATA+ S0 70 Ru) R | Onwemy > |
O(k—N)x N | O

Claramente los valores propios de esta matriz son 0 (con multiplicidad k— N')
y los N valores propios de R (ATA+ Y0 7,R,y,) 'R

A su vez, los valores propios de R (ATA+ >0 7, R,,,) 'R son N
donde {5}, son los valores propios de

r+1
(RT)™! (ATA +3 TmRm> R =
m=1

(RN T'RTRR™ 4+ 70(RT) 'Ry R = Idy + > 7(RT) 'R R

Por otro lado, como R,, es semidefinida positiva y R es definida positiva,
entonces /\i > 1 paratodoi=1,..., N,y por lo tanto, Tr(Z°(t)) < N. =

2.3. Convergencia

Sea g € C""Y(D) y £ C R} un subconjunto que admite 0 como punto
de acumulacion. Para cada h € &£, sea 75, una triangulaciéon uniforme de
tipo Al de D, siendo h el didmetro de los triangulos de 7. Para cada s €
N*, sea 9% := (95)%_, un vector de errores en R* de tal manera que ¥° sea
un ruido blanco para todo s € N* (es decir, ¥* es un vector Gaussiano de
variables aleatorias independientes con media cero y desviacion tipica p) y
consideremos el vector de datos con ruido Z* = p*(g) + v*.

Sea ° el PS-spline de suavizado C" relativo a D®, Z° y 7; 0° el PS-spline
de suavizado C" relativo a D®  p°(g) v 7 y e® el PS-spline de suavizado C"
relativo a D*,9° y 7.

Para establecer el teorema de convergencia en este caso de datos con
ruido, haremos uso del siguiente resultado probabilistico, cuya demostracion
puede ser encontrada en [3].
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Proposicion 2.3.1 Sea M? una matriz de orden k, simétrica y semidefini-
da positiva y sea Tr(M?) su traza. Si ¢ : N* — Rt es una funcion de manera
que existe 0 > 0 tal que

ttm P — o,
s§——+00 59
» (,&s)T M3 98 . -
entonces la sucesion { ——————— tiende a cero casi segummente.
p(s) Tr(M?) ] on-

Observacion 2.3.2 La Proposicion 2.3.1 se establece en [3] para una suce-
sion de vectores {V°}sen+ tal que para todo s € N*, las componentes ©° =
(95,...,95) sean wvariables aleatorias independientes con media cero y con
momentos de cualquier orden uniformemente acotados. Esta seria una condi-
cion mds general que la considerada aqui de “ruido blanco”.

Sea d* = sup,cp d(z, D?), donde ¢ denota la distancia euclidea en R? y
supongamos que

1
=0 (5) , S — 400, (2.3.5)
siendo

Teorema 2.3.3 Si ademds de (2.3.5) y (2.3.6), se verifican las siguientes
condiciones:

3C >0, so € N* tal que k < Cs?, Vs> sg; (2.3.7)
3C >0, Ja € (0,2) tal que HI_P Tt _ C; (2.3.8)
s—+4o00 g«

Tm = 0(Try1), §— 400, Vm=1,...,r; (2.3.9)

27,2n+2
i = o(1), s — +o0; (2.3.10)

Tr41
entonces,
h’gl |6° — gl =0 casi seguramente.

Demostracion. Por la linealidad de (2.2.3), tendremos que ¢° = o® 4 ¢°.
Ademas, las hipotesis del teorema de convergencia probadas en el capitulo
anterior para datos exactos son precisamente (2.3.5), (2.3.7), (2.3.9) y (2.3.10)
junto con 7,41 = o(s*) cuando s — 400, que puede deducirse de (2.3.8).

Aplicando pues tal resultado para datos exactos tendremos que

o
i [o* — g = 0.
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Por lo tanto, bastaria demostrar que lim, ., e® = 0 casi seguramente en
H (D).

De (2.3.5), podemos deducir la existencia de Cy > 0 y § € N* tales que
D C Uaeps B (a, %) para todo s > S, y entonces existirfa a su vez C; > 0
tal que

k> Cys* paratodo s> 3, (2.3.11)

y de (2.3.8) obtendriamos que
Toy1 = 0(s%), s — +oo. (2.3.12)

Por otra parte, tomando v = e® en la ecuacion (2.2.3) para 0° = e® y Z* = 1*
tendriamos que

r+1
(" (€N + D2 Tmle*l = (0%, p* (e
m=1
Ademas, como p*(e®) = Z°(7)Y°, también tendriamos que
(07, p* ()i = (9°) ' T°(7)0",

y bastaria con usar (2.3.11) y (2.3.12) para obtener la existencia de otra
constante Cy > 0 tal que, para k suficientemente grande, se verifique que

1 2 2 1 T
—{p°(e’ + |e® < 0% I8 () 9. 2.3.1
02]{:( (6 )>k |6 r+1 = ; 1( ) ( ) ( 3 3)

En el Teorema 3.4 de [58] también se muestra que, bajo las hipotesis (2.3.5)
y (2.3.6), la parte izquierda de esta desigualdad constituye una norma sobre
H" (D) uniformemente equivalente a la norma || - || para s suficientemente
grande.

Por lo tanto, bastaria con mostrar que la parte derecha de (2.3.13) tiende
a cero casi seguramente. De (2.3.8) deducimos que lim,_.,, " = +00 para
todo 6 € ]0,a[; por lo tanto, tomando M*® = Z%(7) y ¢(s) = 7,41 en la

Proposicion 2.3.1, obtendriamos a su vez de la Proposicion 2.2.5 que

s\ T Ts s
L )T T ()

s—+o0 Tr+1N

=0

casi seguramente. m
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2.4. 'Técnica de validacidon cruzada

Fijado el valor k y dado el conjunto D* = {a;}¥_, asf como el vector Z° =
p%(g)+19%, un criterio para determinar los valores 6ptimos de los parametros 7
puede ser elegir aquellos que minimicen la funcion del error cuadrdtico medio
definida como el error promedio cometido al aproximar los datos exactos p*(g)
por los valores tomados del PS-spline sobre el conjunto D?*; es decir,

(o(a) — g(as))”

1

R(T) =

T =

k
=
donde ¢ denota el PS-spline de suavizado C" relativo a D®, Z° y 7.

Sin embargo, la funcién R involucra a su vez a la funciéon g, que puede
ser desconocida y, por lo tanto, R podria no resultar practica a la hora de
obtener los pardmetros 7 6ptimos. La idea de la validacién cruzada consiste
en reemplazar dicha funcion R(7) por otra funcién V(7) de manera que su
minimo esté proximo al de R(7) a medida que el ntumero k de datos puntuales
aumente.

Mas precisamente, seria deseable que si {7}72, es la sucesion de mini-
mizadores of £V, donde F denota la esperanza matematica aplicada a la
correspondiente variable, entonces

ER(7k)

— = 1.
k—+oo min, ER(T)

Siguiendo ahora el mismo patréon que el desarrollado en [20] o [59], ob-
tendremos la funcion generalizada de validacion cruzada

_ #{Td—=7(r)) 2
(ATr(1d — T#(7)))’

V(7)

Asi pues, como en el Teorema 4.2 de [59], se puede demostrar que si Ty 7
son los valores de los parametros que minimizan F'R y E'V, respectivamente,
entonces

(2.4.14)

donde
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Por lo tanto, bastaria con comprobar que h(7) tiende a cero para todo 7,
cuando k — +oo:

En efecto, si {\;}}Y, son los valores propios no nulos de Z*(7), entonces
tendremos que

Tr(Z%(7))? N 2N\ 2N\
I - T
Tr(Zs(7)?) 2is1 A ij=1,..,N Yim A ij=L,...,.N Al A
7>t 7>t
20 N\ .
pero )\?T)]\]Q <lparai,j=1,...,N; luego
Tr(Z°(T))? N(N -1
TP N1
Tr(Z:(7)?) 2

¥y, como consecuencia

pi(r) _ Tr(I(n))”

= — 0, cuando k — +o0.
pa(7) K Tr(Z(7)?)

Por otra parte, aplicando la Proposicion 2.2.5 tendremos que p;(7) tiende a

cero y que 5 tiende a 1, cuando k — +oo0.

(1 —pa(r))

Por lo tanto, concluimos que un buen estimador del minimizador 7 de
ER seria el minimizador 7 de EV.

Observacion 2.4.1 Ya que las derivadas de primer orden de la funcion de
r+ 1 variables V() no son fdciles de obtener, el minimo de V puede aprozi-
marse mediante ciertos métodos numéricos de minimizacion que no requie-
ran el uso de derivadas. En los ejemplos presentados en la siguiente seccion
hemos usado el algoritmo de Powell (ver el Algoritmo A.2.8 o bien consultar
la Seccion 7.3 de [10]).

2.5. Ejemplos numeéricos y graficos

En esta seccion mostraremos algunos ejemplos numéricos y graficos de
superficies de clase C! y C? obtenidas para diferentes conjuntos de puntos
y varios valores de los parametros 7. Los espacios vectoriales de elementos
finitos en los que buscaremos los PS-splines de clase C! y C? seran, respecti-
vamente, S, (D, T) y S2*(D,T), que se construiran de la misma forma que
hicimos en el capitulo anterior para el caso de datos sin ruido.
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Ti ‘ To ‘ E ‘
T1=14-1073 | 7,=198-10°1,12-1072
1071 1071 3,1-1071
1073 1072 1,44-1071
1077 1074 1,47-1072
0 1077 1,13-1072

Tabla 2.1: k = 1500, V" = 98, y u = 1073 para Nielson.

Para los ejemplos numéricos y graficos hemos considerado la funcion de
Franke (1.5.41) asi como la funcion de Nielson (1.5.43), ambas definidas sobre
el cuadrado D = [0, 1] x [0, 1].

Hemos considerado a su vez, como ya hicimos en los casos anteriores de
datos exactos, conjuntos D?® consistentes en k puntos arbitrariamente dis-
tribuidos sobre el dominio D, y particiones uniformes {¢;}{_,, donde t; = é
(para i = 1,...,q) del intervalo [0, 1], del que obtendremos particiones uni-
formes de D cuyos elementos seran {[t;, ;1] X [t;, tjﬂ]}?’;io. Dividiendo ca-
da cuadrado {[t;,t;11] X [t;,t;+1]} mediante la diagonal que une (¢;,t;11) y
(tiv1,t), obtendremos una triangulacion 7 de D, de tipo A, compuesta de
N = 2¢? triangulos, de la que consideraremos su triangulacion de Powell-
Sabin asociada 7%,

Las estimaciones de error han sido calculadas usando la formula de error
relativo (1.5.42) donde ahora {b;}?°{° son puntos arbitrarios en D, g es la
funcion test empleada en cada caso y o, es el PS-spline de clase C" obtenido,
relativo a D* = {af}r |, 7% = {g(al) + 93 }F_, y 7, y ¥ es un vector de ruido
con media 0 y desviacion tipica pu.

La Tabla 2.1 muestra los errores obtenidos para la funcién de Nielson con
k = 1500, N' = 98 y u = 1072 para diferentes valores de 7. 7 = (7;)/}
denota el vector de valores 6ptimos de los pardmetros 7 obtenidos mediante
la técnica de validacion cruzada, tal y como se describe en la Secciéon 2.4. Los
resultados graficos para este caso se muestran en la Figura 2.1.

Siguiendo el mismo esquema, en la Tabla 2.2 y en la Figura 2.2 conside-
ramos los valores k = 3000, N =162 y u=5-1073.

En la Tabla 2.3 y en la Figura 2.3, consideramos la funcién de Franke y las
aproximaciones para los valores k = 1500, N' = 98 y 1 = 1073, mientras que
en la Tabla 2.4 y en la Figura 2.4 consideramos el caso k = 2500, N = 162
v pu=1073.
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T Ty E
71=10"2 | 75 =3,3-107° | 1,08 - 1072
1071 107! 2,38-10°¢
1073 1072 1,02-1071
1077 1072 1,01-1071
0 107 1,14-1072

Tabla 2.2: k = 3000, N =162y ;1 =5 x 10~3 para Nielson.

T1 T2 E,
71=24-103|7=225-10"[3,81-1073
1071 1071 1,03-10°1
1071 1073 8,43-1073
1077 1073 7,09 1073
10=° 107 413-1073

Tabla 2.3: k = 1500, V' = 98, y u = 1072 para Franke.

71 T2 E,
71=126-1073 |7, =243-107° | 2,14- 1073
107t 10—t 7,79 1072
1073 1072 1.84 - 1072
10~° 1078 5,65 - 1072
0 1075 2,25 1073

Tabla 2.4: k = 2500, N' = 162, y . = 1073 para Franke.
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Ti Ty ‘ T3 ‘ E ‘
71=838-10710 | 7 =107 | 73 =1,9-107"% | 2,24 - 107
1071 1072 1073 3,39-107!
1074 107° 107° 3,51-1072
1077 1078 1077 7,96 -107°
1071 10712 10713 5,24 -1073

Tabla 2.5: k = 1000, N' =72y u =5 x 10~* para Nielson.

Finalmente, en la Tabla 2.5 y en la Figura 2.5 consideramos un PS-spline
de clase C? que aproxima a la funcién de Nielson para k = 1000, N = 72 y
p=>5-10"%
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Figura 2.1: Funcion de Nielson y dos superficies aproximantes para 7; = 71,72 = T2
y para 71 = 1073, 7 = 1072, respectivamente.
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Figura 2.2: Funcion de Nielson y dos superficies aproximantes para 71 = 71, T2 = T2
y para 71 = 1073, 75 = 1072, respectivamente.
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Figura 2.3: Funcion de Franke y dos superficies aproximantes para 7 = 71,72 = T2
y para 71 = 1073, 75 = 1072, respectivamente.
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Figura 2.4: Funcion de Franke y dos superficies aproximantes para 71 = 71, 7o = T2
y para 71 = 1073, 7 = 1072, respectivamente.
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Figura 2.5: Funcion de Nielson y dos superficies aproximantes para 7 = 71,7 = T2
y para 71 = 1073, 75 = 1072, respectivamente.
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Capitulo 3

Analisis multirresoluciéon y
aplicaciones

3.1. Introducciéon

Numerosos esquemas de multirresoluciéon y subdivision son aplicados con
éxito en gran variedad de campos de la ciencia y de la ingenieria. Los es-
quemas de subdivision se basan en reglas de refinamiento que son aplicadas
a partir de un conjunto inicial de datos discretos para generar un nuevo
conjunto de datos mas denso que el anterior. Este procedimiento se usa de
manera recursiva y, bajo ciertas condiciones, converge a una funciéon limite
[12, 24, 33].

Estos esquemas de subdivisiéon estan estrechamente relacionados con al-
goritmos de multirresolucion. Més concretamente, un algoritmo de multirre-
solucion conecta una sucesion finita ar, que proporciona determinada infor-
maciéon de una funciéon a un cierto nivel de resoluciéon L, con su representacion
multi-escala

{ak,dk,dk+1,...,dL_1}, (311)

donde, para 0 < k < L — 1, la sucesion a;, denota una aproximacion de ap,
a resolucion k, y para k < j < L — 1, d; representa los detalles intermedios
que se necesitan para recuperar aj;; a partir de a;. De esta manera, es
posible obtener {a;_1,d;_1} a partir de a; (proceso de descomposicion) v,
reciprocamente, también podemos obtener aj a partir de {a;_1,d; 1}, o
equivalentemente, a partir de de (3.1.1) (proceso de reconstruccion). Esta des-
composicion en “ondiculas” (del inglés “wavelets”) constituye una destacada
teoria de las denominadas representaciones lineales multi-escala [18, 21, 44].
De hecho, la construccion de esquemas multirresolucién acordes con dife-
rentes contextos practicos es un area de investigacion de interés creciente
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[13, 15, 35, 45, 53]. El analisis tedrico dependeré del espacio funcional que se
estime adecuado utilizar en cada caso y el nivel de dificultad aumentara con
la dimension de dicho espacio.

En este capitulo introduciremos un anélisis multirresoluciéon para obte-
ner superficies spline de clase C" que aproximen un conjunto de datos la-
grangianos sobre puntos de ciertos dominios D C R2, al mismo tiempo que
minimicen un “funcional energia”. El espacio de minimizaciéon seré el de los
splines construidos a partir de las subtriangulaciones de Powell-Sabin aso-
ciadas a diferentes triangulaciones uniformes de D de tipo A! (consultar la
Definicion 3.1 en la Pag. 6). Més concretamente, para cada nivel de resolu-
cién consideraremos una triangulacion uniforme de tipo A! de tal manera
que los espacios de aproximacion spline asociados a niveles de resoluciéon
consecutivos estén encadenados.

En algunos trabajos recientes se han desarrollado algoritmos de subdi-
visibn que tienen en cuenta ciertas propiedades de energia (consultar por
ejemplo [28]) y son construidos sobre triangulaciones de Powell-Sabin (ver
por ejemplo [54, 60, 61]). Nosotros obtendremos algoritmos de descompo-
sicién y reconstruccién que permitiran calcular los coeficientes de detalle
relativos a la representacion de tipo multirresolucion (3.1.1) en el marco de
las superficies de energia minima.

El esquema MRA desarrollado en este trabajo se aplica a algunos proble-
mas practicos, como por ejemplo, la localizacion de regiones donde la energia
de una determinada funciéon estd mayoritariamente concentrada, o el dise-
no de procesos de filtrado con objeto de liberar de “ruido” una senal dada,
cuestion que constituye un campo de interés creciente en numerosos proble-
mas tecnoloégicos actuales.

Este capitulo se organiza de la siguiente manera: En la Secciéon 3.2 descri-
biremos los conceptos basicos sobre las técnicas de multirresolucion, mientras
que en la Seccion 3.3 plantearemos el problema que queremos resolver. En la
Seccion 3.4 desarrollaremos el esquema MRA, obteniendo los algoritmos de
descomposicion y reconstruccion en el marco de la multirresolucion, y hare-
mos uso de dos teoremas presentados en los capitulos anteriores y publicados
en los trabajos [6] y [7] con objeto de mostrar como se puede garantizar cierto
tipo de convergencia en este contexto a medida que el nimero de datos la-
grangianos y el nivel de resolucion aumentan. Finalmente, en la Secciéon 3.5,
presentamos las dos aplicaciones previamente comentadas: una relacionada
con la localizacién de regiones de méxima energia de una funciéon dada, y
otra relativa a la reducciéon de ruido en una superficie.
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3.2. Fundamentos basicos de multirresoluciéon

Un esquema multirresoluciéon constituye un marco muy apropiado para
la representacion de un conjunto de datos a; mediante una aproximacion ay,
0 < k < L -1,y diferentes niveles de detalle {dy, dy41,...,dr_1}. En este
contexto, se trabaja con una coleccion de espacios de aprozimacion {V;};>o
en un espacio funcional apropiado H satisfaciendo

VoCVyC---CV; C---CH, (3.2.2)

y de forma que U;>V; sea denso en H ([18, 21, 36, 44]). Los espacios de
detalle W; (para j > 0) son definidos mediante la identidad V1 =V, @ W,.
Por tanto, se tendra que

Vi=Vi1iOWr1=--=V,eW;®---dWr (j<L-1).

En la teorfa clasica de ondiculas (wavelets), el analisis multirresolucion
se desarrolla en H = L%(R), y los espacios V; suelen ser generados median-
te dilataciones y traslaciones de una funcién fija, denominada la funcién de
escala, mientras que los espacios de detalle son generados por la aplicacion
de este mismo procedimiento a la denominada funciéon de ondicula o fun-
cion wavelet. El anélisis multirresolucion en £2(R?) se basa en el producto
tensorial de estas funciones |21, 44]. La construccion clasica involucra técni-
cas de transformadas de Fourier para obtener tanto la funcién escala como
la funcion wavelet en términos de los filtros de paso bajo y alto (“low-pass
filters” y “high-pass filters” en inglés), respectivamente. Sin embargo, hay
otras situaciones en las que, a pesar de que el enfoque multi-escala continiia
siendo apropiado para formular ciertos problemas, las técnicas de Fourier no
resultan apropiadas para desarrollar los algoritmos de multirresolucion. En
estos casos los algoritmos vienen dados mediante los llamados esquemas de
elevacion (“lifting schemes” en inglés). Se trata de un marco completamente
espacial, desprovisto del analisis de frecuencias del caso clasico |34, 55].

Estos métodos de elevacion pueden verse como una reimplementacion
de los procesos de descomposiciéon y reconstruccion que usualmente vienen
dados mediante ciertos algoritmos de filtrado (“filter bank algorithms” del
término en inglés) definidos por los llamados “filtros de cuadratura en espejo”
(“quadrature mirror filters” del término en inglés). De hecho se cuenta con
cuatro filtros de este tipo que hacen uso de las operaciones de muestreo
(“downsampling”; “upsampling” del término en inglés) y convoluciones. El
esquema de “alzado” o “levantamiento” propone descomponer los datos de
entrada en las componentes antigua (old) y nueva (new), usadas de acuerdo
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con la jerarquia definida por el procedimiento de subdivision (ver la Figura
3.1).

A su vez, los datos nuevos son predichos a partir de los antiguos median-
te el uso de un operador de prediccion P. Este operador de predicciéon no
necesita ser exacto, de manera que los detalles d; son definidos mediante la
diferencia

ld
dj = a}y — P(ajy)). (3.2.3)
Por otra parte, en la practica, los datos a?fl seran iguales a los a; salvo

una version filtrada de los detalles, por medio del operador U:
a; = afty + U(dy). (3.2.4)

Elcaso P =1y U = 1/2 corresponde a la transformada wavelet de Haar
(consultar p.ej. la pag. 24 de [34]). De hecho, todas las transformadas wavelet
clasicas pueden ser reformuladas mediante un levantamiento.

SPLIT E

% —() d

a;

Figura 3.1: Esquema general de levantamiento (“lifting scheme”).

La transformada correspondiente a un levantamiento de este tipo es fa-
cilmente invertible. De (3.2.3) y (3.2.4) se sigue que

a;ty = dj+ Pla; —Ul(d;))
a;?lfl = CL]‘ — U(d])

Ademas, el signo + se reemplaza con el signo — y la operacién de
“descomposicion” (split) se reemplaza con “fundir” (merge). La operacion in-
versa involucra los mismos operadores, P y U. Este hecho constituye una gran
ventaja de estos esquemas de levantamiento, comparados con la clasica trans-
formada wavelet inversa. El diagrama de reconstruccion via levantamiento se
presenta graficamente en la Figura 3.2
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Figura 3.2: El esquema de alzado inverso.

3.3. Formulacién del problema

Sea Tp2 una triangulacion uniforme de tipo Al del plano R? inducida por
traslaciones enteras de las rectas t = 0, y = 0 y x +y = 0 (ver Definicion
3.1 o bien [22]), y sea D C R? un dominio poligonal de tal forma que D sea
la unién de algunos tridngulos de 7ge.

Consideremos un subconjunto finito P = {p; ..., px} de puntos en D y
un vector de valores reales Z = (2;)¥.; € R*. De la inyecciéon continua de
H™H(D) en C°(D) (ver resultado general A.4.12 en el Apéndice; notese que
en este caso d = 2, k = r+ 1y p = 2), podemos definir el operador de
evaluacion p(v) := (v(p;))%_, € R* para todo v € H"(D).

Consideremos asimismo el funcional

r+1

W) =) = 27+ 3. 7ol

donde (-); representa la norma euclidea usual en R¥, 7 := (7,...,7041),
7; € [0,+o0] para todo i =1,...,7y 741 € |0, +00[.

Recordamos que lo que estamos buscando es una superficie de clase C"
(r > 1), de manera que aproxime los puntos {(p;, 2;)}*_; C R? mediante la
minimizaciéon del funcional energia 7.

Tal y como se ha indicado en los capitulos previos, el primer término de
J mide (en el sentido de los minimos cuadrados) cémo de bien v aproxima
los valores en Z, mientras que el segundo representa la “condiciéon de mini-
ma energia” sobre las semi-normas | - |1,...,| - |,+1, sopesadas mediante los
parametros 74, ..., 7,11, respectivamente.

Para cada nivel de resolucion, consideramos el siguiente problema de mi-
nimizacion:
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Problema 3.3.1 Encontrar un elemento o € S;’H[g](ﬁ, T) tal que
J(o) < T () para todo v e S;’H[g](ﬁ, 7).
En el Capitulo 1 se comprueba que, bajo la condicién
Ker(p) NP.(D) = {0},

el Problema 3.3.1 posee una tnica solucién, y se demuestra que si N =
dim( ;’H[E](ﬁ, 7)), consideramos una base {vy,...,vx} del espacio de ele-

mentos finitos SZ’TH%](E, 7T) y denotamos la tnica solucién del Problema
3.3.1 como

N
o= Z ﬁz Vi,
=1

. T . .
entonces el vector de coeficientes X = 3 = ((ﬁl)f\i 1) es la Gnica solucion del
sistema lineal

CX=T (3.3.5)
donde

m=1

C= ((p(vi),p(vjm + TZ Tm(”ia“j)m){ | y
T = ((Z,po)i)X)

3.4. Analisis multirresolucion

En esta seccion usaremos la siguiente notacion: Dados dos conjuntos de
funciones F = { fl}ji L vG = {gj}jgz 1 del espacio H™*'(D) denotaremos

r+1
C]-jg = <<p(fi)7p(gj)>k + Z Tm (fi,Qj)m) i=1

m=1

Tr = (((Z, p(fﬁ)k)?il)T :

Sea {7;},>0 una sucesion de triangulaciones uniformes de tipo A' de D,
de forma que

1. 7,4 sea un refinamiento de 7; (para todo j > 0) y
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. . .. ror+[E] = .
2. los espacios de aproximacion V; = Sp M(D, 7;) sean anidados, como

en (3.2.2).

Denotemos n; = dim(V;). Del resultado A.4.6 del Apéndice (o del Ejem-
plo 7.2.7. en [4]) podemos asegurar que V; C H" (D).

Por otro lado, si u € H"™(D) y € > 0, entonces aplicando el Teorema de
Stone-Weierstrass (ver la Proposicion A.5.1 en el Apéndice) y la inyeccion
continua de H"t'(D) en C°(D), obtenemos que existe p € U,>oPn(D) ¥
C > 0 tales que .

5
Aplicando el Lemma 6 de [6] o bien el Lema 1.3.2, tendremos que, para h
suficientemente pequeflo existird v € Vjq, donde j(h) > 0 es tal que el
diametro de los triangulos de 7;(,) sea h, y tal que

lu = pll < Cllu = pllo <

Ip—oll <5
p 9
y
|lu—v|| <e.
Por tanto U;so V; es denso en H' (D) respecto a la norma || - || y, en

particular, los espacios de aproximacion V; constituyen un MRA en H =
H (D) :
VoW C---CV;C--- CH (D).
Sea By = {0k}, la base usual de Hermite de V, y, para todo j > 0,
consideremos W; = {¢},71"™" las funciones de base de Hermite de Vjyy
asociadas a los nodos pertenecientes a 7,4, que no pertenezcan a 7.

Entonces, resulta claro que si definimos

l—n;

{goé-H:(pé. para [=1,...,n;
ig&éﬂ—wj para [ =n;+1,...,nj41,

— l i+l _ 2 . z .
tendremos que Bj1 = {¢; 1 },2; = B; UV, serd una base de funciones con

soporte local del espacio V;;1, para j > 0.
Sea ¢; la tnica soluciéon del Problema 3.3.1 para 7 = 7;. Entonces, exis-
tird una sucesion a; = {a}},2; tal que

EDY aé- goé-, (3.4.6)
=1

y, de (3.3.5) se concluye que, para todo j > 0,

CBJ-,B]- a; = TB]-- (347)
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Ademas, para todo 7 > 1 tendremos que

Cs, 15,4 | C,
Cp; 5, = < C% s ‘quj u ) (3.4.8)
y
T, = ( % ) (3.4.9)

Por lo tanto, si denotamos al elemento o; = ¥, a; <p] como

Mj—1 nj—Nj—1

Za] 190] 1T Z ]17

es decir,
1 2 niv _ r~1 ~2 ’an 1 1 2 nj;—n;—1
{aj,aj,... a7y ={a; y,a; 4, ...,a;27"  dj_y,dj_y, ..., d;74 , (3.4.10)

entonces, de (3.4.7), (3.4.8), (3.4.9) y (3.4.10) se deduce que

Cs;_,
Cy

aj 1+ CB dj 1= TB- (3411)
a] 1+ C\p d T\p (3.4.12)

]17

] 1

317 j—1

~ n; T nj—mj_1\ |
donde a;-1 = ((@_,)27") vy dj=((d_ )2 ™) .
Reemplazando Tp,_, por Cp, 5, , a;—1 en (3 4.11) obtendremos que

a] a] 1= (CB ) CB d] 1-

]17 ]17

De esta tltima ecuacion, y usando la notacion introducida en (3.4.6), pode-
mos reformular el algoritmo de descomposiciéon como sigue:

( n; T
dj1 = ()20, 141) (3.4.13)
iaj 1= aj 1+ (CBJ 1,B ) CB] 1, ¥ dj*h

mientras que el algoritmo de reconstruccién seria:

( n; T
((aﬁ')l:nj-lTH) =dja (3.4.14)
i«aé)gf) =aj_1 =a;j) — (Cijthfl)_lCijlv‘I’jfl dj-1.

Obsérvese ademas que tomando los operadores P y U de las expresiones
(3.2.3) y (3.2.4) como el operador nulo y C’gjlﬁj Cp,w, respectivamente, los
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algoritmos anteriores también pueden ser formulados en el marco de los es-
quemas de levantamiento vistos en la Seccion 3.2.

Establecemos ahora un resultado de convergencia en este contexto deriva-
do de los resultados de convergencia para datos exactos y para datos con ruido
establecido en los Capitulos 1 y 2:

Para cada s € N*, sea P* C D un conjunto finito de & = k(s) puntos
y Z° € R* un vector de valores reales. Sea d* = sup,.p{d(z,P*)}, donde §
denota la distancia euclidea en R?. Sea g € C"™(D) y sea h; el diametro de
los triangulos de 7; para j > 0. Supongamos que €& ={h;};>0 C R} admite
0 como punto de acumulacién y sea o ; la solucion del Problema 3.3.1 para
T=T1,P=P° yZ=2°.

En el Teorema 1.3.5 (consultar también [6]) se demuestra que:

Teorema 3.4.1 Bajo las hipdtesis

1
=0 () ,  §— +o00, (3.4.15)
s
3C >0 y 5N tales que k(s) < Cs? Vs >3, (3.4.16)
T = 0(s?), s — 400, (3.4.17)
Tm = 0(Tp41), §— 400, Vm=1,...r (3.4.18)
27, 2n+2
Tr+1

entonces
Jim_lg — 04yl = 0.

Por otra parte, consideremos para cada s € N* un conjunto 75 = 75 4+9°
de datos con ruido, donde ¥* = (¥)7_; es un vector de error en R? de “ruido
blanco”, para cada s € N*, y sea 0,; la solucion del Problema 3.3.1 para
T =T, P=P°yZ =2 En|[8 yen el Capitulo 2 también se demuestra
que:

Teorema 3.4.2 Si ademds de (3.4.15), (3.4.16) y (3.4.18), también se ve-
rifican las siguientes condiciones:

& =0 <a,be‘pnf,a¢b<a - b)2> . 85— +oo, (3.4.20)
3C >0, y3Ja € ]l,2[ tales que lim Tl C, (3.4.21)

s—+o0 g«

s°"%h? — 400, s — +00, (3.4.22)
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SR 50, s — +oo, (3.4.23)

entonces

lim ||g — sllr4+1 = 0 casi seguramente.
§——+400

Queremos mencionar también que, si D =]a, b[x]c, d[ es un dominio cuadra-
do, entonces (3.4.19), que es la tnica hipdtesis que involucra a la sucesion de
triangulaciones, podria ser reemplazada por una nueva condiciéon (3.4.197) en
la que aparece el nivel de resolucion j. Mas precisamente, en este caso es facil
comprobar que h; = %7, donde v = v/2(b — a) y, por lo tanto, la ecuacion
(3.4.19) puede ser reemplazada por

2

S
rea(rny O ok

Anéalogamente, en el resultado de convergencia para datos con ruido, las
condiciones (3.4.22) y (3.4.23) también pueden ser establecidas en términos
del nivel de resolucion j:

2—«
T +o0, s — 400, (3.4.24)

82—o¢
W — +00, S — +00. (3.4.25)

3.5. Aplicaciones

Con objeto de mostrar la efectividad de los algoritmos desarrollados en
este capitulo, vamos a considerar dos aplicaciones. En la primera, se plantea
la reduccion del ruido que contiene una superficie dada, mientras que en la
segunda, se intenta localizar aquellas zonas del dominio en las que la energia
de una superficie estd mayoritariamente concentrada.

En ambos casos, para establecer el esquema de multirresolucion requerido
para formular los algoritmos, hemos considerado el dominio D = ]0, 1[x |0, 1]
y las triangulaciones 7y, 7; y 73 (que aparecen representadas en la Figura
3.3).

Ambas aplicaciones se desarrollan y resuelven usando splines cuadraticos
de clase C'; esto es, usando los subespacios V; = QI’I(D,’]}), y por tanto
n; = dim(V;) = 3(27 + 1)%
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Ty T T

Figura 3.3: Triangulaciones 7,77 y 72 de D = [0, 1] x [0, 1].

3.5.1. Reducciéon de ruido

Hemos considerado un conjunto de puntos P = {p;}?%°, arbitrariamente

distribuidos sobre el dominio D, y un vector de valores Z = {f(p;) +1;}229°,
donde f es la funcion test representada en la Figura 3.4 y definida mediante
la expresion

Fz,y) = S(—(2-0.5)>~(y-0,5)?)

Y

y U = {19;}2%9° es un vector de ruido con media 0 y desviacion = 5-1072. Los
valores de los parametros usados en este ejemplo son 71 = 1073 y 75 = 1075,

Figura 3.4: Grafica de la funcion test f.

El proceso seguido para reducir el ruido es el siguiente:

Paso 1. Hemos considerado el nivel de resoluciéon L = 3. Sustituyendo
en la expresion (3.4.6) los coeficientes ag obtenidos a partir de (3.4.7), obten-
dremos un spline de aproximacion o3 = 332, ak ¥ (que aparece en la Figura
3.5).
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Paso 2. Aplicando recursivamente el algoritmo de descomposicion (3.4.13)
obtendremos los coeficientes de aproximacion a; y los coeficientes de detalle
d; a partir de ag para t = 2,1,0 (en la Figura 3.5, en la columna de la
izquierda, se representan los splines de aproximacion oy = Y7, af ©F, para
t = 3,2, 1 respectivamente).

Paso 3. Para reducir el ruido, hemos considerado el siguiente método
de filtrado, mediante la imposicion de un umbral maximo de detalle (usado
también en [61]) con el objeto de definir unos coeficientes perturbados de
detalle d, = {dF}7

g ¥ si|d¥] > 0,1 max{|dF|} ™
0 si |d¥ <0,1 max{|dF|}pt ™
parat=0,1,2 yk=1,....,n001 —n

Paso 4. Mediante el algoritmo de reconstruccion (3.4.14) vamos obtenien-
do de manera recursiva, a partir de a; y d;, los coeficientes de aproximacion
perturbados a1 = {ay,,},=) parat=0,1,2 (entendiendo que ay = ao).

Paso 5. Finalmente, los splines de aproximaciéon perturbados, en los que
el ruido ha sido reducido, son

n
= Z &fcpf parat=0,1,2,3.

En la Figura 3.5, en la columna de la derecha, aparecen representados a;
parat = 3,2, 1.

3.5.2. Localizacion de la energia

En esta segunda aplicacion nos proponemos detectar aquellas regiones en
las que la energia de una funciéon dada estd mayoritariamente concentrada.
Para probar la eficiencia de los algoritmos desarrollados hemos considerado
una funcién test con un soporte bastante localizado, definida mediante la
expresion

( ) 1
i1—8\/(x—a)2+(y—a)2 si (:c—a)2+(y—a)2§§
- ) 1
e =Y 1 s B s - b S
L 0 en otro caso
dond L ™ =3 ™ Bnla Figua 3.6 pod ]
onde a = — = — — —. En la Figura 3.6 podemos ver que la
47700 YT 17 100 & P d

energia de g estd concentrada radialmente alrededor de los dos vértices de
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4,
« ©
« O

Figura 3.5: Splines de aproximacion y splines perturbados para diferentes niveles
de resolucion decreciente.
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dichos conos y el objetivo sera detectar este hecho mediante la aplicacion de
los algoritmos desarrollados.

Figura 3.6: Grafica de la funcion test g.

El procedimiento comienza como en la aplicacién 3.5.1:

Paso 1. Hemos considerado el nivel de resolucion L = 3. Sustituyendo
en la expresion (3.4.6) los coeficientes az obtenidos de la ecuacion (3.4.7),
obtenemos la funcién de aproximacion os.

Paso 2. Aplicando recursivamente el algoritmo de descomposicion (3.4.13)
obtendremos, a partir de ag, los coeficientes de aproximacion a; y los coefi-
cientes de detalle d; para t = 2,1, 0.

Paso 3. Para cada nivel de resoluciéon t = 0, 1,2, hemos subdividido el
conjunto formado por los coeficientes de detalle d; = {dF};/ ™™ en cinco

bloques Df | con k = 0,...,4, de la siguiente manera: Sea

M, = méx{|dy |} ™,
Nt41—Nt

my = min{|d; |} y
ht = Mt — M.
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Entonces
(( DY si|df| € [me, my+ {5hi)
P Dy st |dE| € Jmy + he, my + 20y
H 2 . k 5 6
dr € { Dg ” |d2| € Jmu+ lﬁlht’ e 171ht] (3.5.26)
: Dt S1 |dt| € ]mt + ﬁhta my + ﬁht]
i D} s |dF| e ]mt + %ht, Mt]
\

Paso 4. A cada triangulo 7" € 7; (¢t = 1,2,3) le hemos asignado un
numero nr definido como sigue:

ny = max{m € {0,1,2,3,4} : d¥ € D" para todo k tal que T C supp(¢F)}.

Notese que los coeficientes de detalle mayores perteneceran a Dj. Esto sig-
nificard que este bloque estara relacionado con las regiones alrededor de los
vértices de la funcion.

Paso 5. Finalmente, con el objeto de resaltar la distribucion de energia
de la funcién g, de acuerdo con la grafica de sus curvas de nivel (tal y como
aparecen en la Figura 3.7), hemos considerado, para cada nivel de resolucion
t = 1,2,3, una representacion grafica de 7; en la que los triangulos T' € 7;
han sido coloreados siguiendo el siguiente criterio: negro si ny = 0, gris oscuro
si np = 1, gris medio si ny = 2, gris claro si ny = 3 y blanco si ny = 4.

Todas estas representaciones también se muestran en la Figura 3.7, donde
realizando una comparativa entre los diferentes graficos podemos concluir
que, a medida que el nivel de resolucién va en aumento, las zonas en blanco
se van concentrando alrededor de las regiones en las que la energia de g estéa
mayoritariamente concentrada.
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Figura 3.7: Graficas de la funcion test g, asi como mapas de energia para diferentes
niveles de resolucion.



Capitulo 4

Otras aplicaciones: rellenado de
agujeros

4.1. Introducciéon

El problema de rellenar adecuadamente “agujeros” o completar la grafica
de una superficie 3D puede aparecer en todo tipo de areas relacionadas de una
u otra manera con graficos computacionales, como son CAGD, CAD-CAM,
Ciencias de la Tierra, vision por computadora, robodtica, reconstruccion de
imagenes via satélite, tratamiento de informacién obtenida por radar, etc.

En los ultimos anos se han publicado varios trabajos relacionados con este
tema, como por ejemplo [14, 30, 50]. En todos ellos se considera un enfoque
variacional para la resoluciéon del problema.

En este capitulo presentaremos varios métodos para rellenar un agujero de
una superficie 3D explicita dada mediante una funcién diferenciable definida
sobre D — H, siendo D C R? un dominio poligonal, y H un subconjunto
no vacio de D. La idea es definir otra funcion f* (funcion reconstruccion)
que, “respetando” la forma de f (aunque no necesariamente coincidiendo con
ella) alla donde f esta definida, recubra el agujero de f sobre H de forma
homogénea y “coherente” con la grafica de f.

Realizaremos dicho rellenado de tres formas diferentes: de manera discon-
tinua, con continuidad o con clase C*. En todos los casos consideraremos una
a-triangulacion 7 de D, a partir de la cual definiremos otra regién poligo-
nal H* que incluya a H y que sera sobre la que definiremos los métodos de
rellenado.

En el caso discontinuo, la funciéon f* considerada para rellenar el agujero
se definird yuxtaponiendo la funcién original f fuera de H* con un spline
polinomial bivariado de tipo Powell-Sabin construido sobre H*. Dicho spline
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se obtendra como solucién de un problema de minimizacién de un funcional
energia definido de forma similar a los de los capitulos anteriores: una com-

binacion lineal de las seminormas usuales en el espacio de Sobolev HQ(]:; ),
junto a un término que controla la aproximacion (en el sentido de los mini-
mos cuadrados discreto) de los valores de f y los de sus derivadas normales
en los puntos medios de las aristas de la triangulaciéon 7 que se encuentren
sobre la frontera de H*.

En el caso continuo, la reconstruccion no se hara por simple yuxtaposicion
de la grafica de f junto con la de cierto spline bivariado de tipo Powell-Sabin,
sino que, en este caso, tendremos previamente que modificar ligeramente f
fuera de H*, de manera que la sustituiremos por un spline bivariado aproxi-
mante sy, que minimizard asimismo un funcional similar a los considerados
en los capitulos anteriores. A continuacion, reconstruiremos f dentro de H*
mediante un spline o, tipo Powell-Sabin de forma similar a como lo hare-
mos en el caso discontinuo. Para asegurar la continuidad de la reconstruccion
J* tendremos que forzar a que los valores de oy, y sy, asf como los de sus
derivadas tangenciales, coincidan en ciertos puntos sobre los lados de la fron-
tera poligonal de H*.

Finalmente, para obtener una reconstruccion que globalmente sea de clase
C!, operaremos como en el caso anterior pero imponiendo ciertas condiciones
de interpolacion entre sy y o5, para que la unién de ambas gréficas sea suave.

Este capitulo se organiza como sigue: En la Secciéon 4.2, recordamos al-
gunos conceptos basicos e introducimos la notacién que emplearemos a lo
largo del capitulo. Las Secciones 4.3, 4.4 y 4.5 estan dedicadas al estudio
del problema del rellenado en los casos discontinuo, continuo y con clase C!,
respectivamente. La estructura de las tres secciones es esencialmente similar:
planteamiento del problema, existencia y unicidad de solucién y ejemplos. En
la Seccion 4.5 incluimos ademés un método para determinar valores 6ptimos
de ciertos parametros que aparecen en el desarrollo del método de relleno.
Acaba el capitulo con la Secciéon 4.6 en la que se enuncia y demuestra un
resultado de convergencia local, valido para los casos continuo y clase C!.

4.2. Preliminares y formulacion del problema

Sea D C R? un dominio poligonal (conjunto abierto y conexo con frontera
poligonal) y consideremos el espacio de Sobolev H?*(D) con la norma usual
(1), las seminormas (2) y los semiproductos escalares asociados (3). Deno-
taremos también, como hemos venido haciendo a lo largo de la memoria
(Y ({-, )n, respectivamente) la norma euclidea usual (el producto euclideo
usual, respectivamente) en R™.
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Sea H (el agujero) un subconjunto conexo y no vacio de D. Si H fuera no
conexo, la técnica desarrollada en este capitulo para rellenar un tinico agujero
conexo se aplicaria a cada una de las componentes conexas de H. Fijemos una
a-triangulacién 7 de D y su triangulacion de Powell-Sabin asociada 7.
Sean

Ty ={TeT:TNH#w@} y H' = |J T,

TeTy

y, notando S}(D,T) = S, (D, T) considérese el espacio vectorial

Wi = {v|g- :v € S;(D,T)}.
Finalmente, sean N7 = {t1,...,t,} el conjunto de todos los vértices de T
que se encuentran sobre la frontera de H*, N7* = {t,,11,...,ts,} el conjunto

formado por todos los puntos medios de las aristas de 7 sobre la frontera de

H*y/\/’z/\/}U/\/}”.

4.3. Rellenado de tipo discontinuo

4.3.1. Formulacién del problema

Sea f € CYD — PO[) y consideremos el funcional J : Hz(ﬁ*) — R
definido por

T(0) = {pr(v = %+ Molpalv = P2+ AL [l o+ delol? .

donde p1(v) = (v(a))acnz, p2(v) = (%(a))aeN?7 Ao A1 =0y A > 0.

El primer sumando de J mide como de bien v aproxima (en el sentido
de los minimos cuadrados) los valores de f sobre el conjunto N7*; el segundo
mide como de bien las derivadas normales de v aproximan los valores de las
derivadas normales de f sobre el conjunto N7 (con un peso \g), mientras
que los dos tltimos sumandos representan la “condicién de minima energia”

mediante las semi-normas | - | oV | - |2H° , sopesadas cada una de ellas
17 * bl *
mediante los pardmetros A\; y Ao, respectivamente.
Sea

Wp = {v e Wy :v(a) = f(a) paratodo ae Nr}.
El problema de minimizacién que queremos resolver es el siguiente:

Problema 4.3.1 Encontrar un elemento o € Wp tal que J (o) < J(v) para
todo v € Wp.
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Es decir, buscamos un spline 0 € Wy« “suave”, que coincida con f en
los puntos de N7, y de forma que tanto los valores de o como los de sus
derivadas normales sean “suficientemente proximos”, a los valores de f y sus
derivadas normales en los puntos de N2

4.3.2. Existencia y unicidad de solucién

Teorema 4.3.2 El Problema 4.5.1 tiene una unica solucion o que a su vez
es también solucion del siguiente problema variacional:

Encontrar o € Wp tal que

(P1(0), 1 (0))n + Ao{p2(), p2(V))n + Ai(0,0) e+ Aa(o,0), o =

) )

(P1(f), L1 (V)0 + Aolp2(f), p2(v))n  (4.3.1)

para todo v € W3 = {v € Wg+ : v(a) = 0 para todo a € N7} .

Demostracién. Sea {a;, as, a3} un subconjunto P;-unisolvente de N7.
Es facil comprobar (consultar la Proposicion A.4.18 del Apéndice) que la
aplicacion [[]]p : Wi+ — R definida por

[Mb:(gwmf+MM;JU2

define una seminorma sobre Wy«. Ademas, si [[v]]p = 0, entonces v es un
polinomio de grado total maximo 1 que se anula en tres puntos no alineados,
y por tanto v = 0. Como consecuencia, [[v]]p define una norma sobre el
espacio finito-dimensional Wy« equivalente a la norma usual

1/2
=1 > /o 8ﬁv(x)2dx>
" <ﬁ|<2/H*

y, como consecuencia, la aplicacion A : Wy« X Wy« — R definida por

o]

Au) =2 3 ata) ofa) + (10,0,

)

+ Ao(pa(w), pa(v))n + D A; (w,v) e >

= J,H*
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es una forma bilineal, continua, simétrica y Wy«-eliptica. El hecho de que A
sea Wy«-eliptica es facil de comprobar:

) =2 < > u(an)? + o ()3 + dolpa () + 30 \uﬁﬂ;*>

=2 ([0 + (o1 ()2 + Molpa()2 + 2 [ul® o ) > 2]}
Por otra parte, la aplicacion ¢ : Wy« — R definida por

() =2((p1(f), p1(v))n + Ao{p2(f), p2(v))n)

es una forma lineal y continua (por tratarse de productos escalares de evalua-
ciones de funciones o de sus derivadas normales en los puntos del conjunto
NP,

Por tanto, aplicando el Teorema de Stampacchia (consultar A.2.3 en el
Apéndice) tenemos que existe un tnico o € Wp tal que

A(o,w — o) > p(w — o) para todo w € Wp

y, por tanto, A(c,v) > ¢(v) para todo v € W3. Pero como —v € W2,
entonces también se tiene que A(c,v) = ¢(v) para todo v € W y se verifica
(4.3.1).

Ademés, o es asimismo el minimo en el conjunto Wp del funcional

3

JAw, ) = o) = T )+ 3 F@) ~ (11, pa(F = oloa ), 2l

=1

y por ende también de 7. m

4.3.3. Calculos

Sea By~ la base de Hermite del espacio Wy« asociada a los nodos de 7
que pertenecen a H*. Entonces By- = Bx;, UByyg, donde By, = {wr, ..., wn}
son las funciones de Lagrange asociadas a valores de la funcién en los nodos
de N7,y Byg = {wf{,...,w),} es base de Wp. Por tanto, la tinica solucion
o del Problema 4.3.1 puede escribirse como

n

‘ ot

=1 7

Sustituyendo (4.3.2) en (4.3.1) obtenemos que 3 = (8;)7L, es la tnica
solucion del sistema lineal
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(A1 AI —f- )\0 A2 A; + )\17?,1 + /\QRQ) ﬁ -
Avpr(N) T+ X0 A2 pa(f)T = (AL B + XAz By + MiS1 + X:8,) @,

donde

.
Ar = (p(w)™y) . By= (pe(w)l,)"  parak=1,2;

Ry = (W] wg) o hi<ijem, Sk =((w,w;) e )icicm parak=12 'y

oH 1<j<n

® = (f(t)in,) "

4.3.4. Reconstruccion de la funcién
La reconstrucion f* de f considerada para rellenar el agujero de f sobre
H es ) o
sy | flx) st xeD-H"
/ (X>{ o(x) si xe€H* '

Por construccion, f* es una funcion de clase C' dentro de H*. Por otra parte,
si 7€ es una sucesion de a-triangulaciones de D tales que lim._o diam(7€) =
0 y consideramos

H:= |J T, dondeTg={TeT:TNH+# o},

€
TeTy,

f*(x):{f(x) si xe€D-—H!

€ o(x) si xe€H; ’

donde o, es la solucién del Problema 4.3.1 para la triangulacion 7€, entonces
i fe 5 p: = flo-m

4.3.5. Ejemplos graficos

Se han considerado dos funciones test diferentes para mostrar resultados
graficos, ambas definidas en D — H, donde D = |0, 1[x |0, 1[ y H es el agujero
eliptico definido implicitamente mediante

(e-3)"  (—3)

(3)° (2)°

< 1.

+
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En todos los ejemplos hemos considerado una A!-triangulacién uniforme
de D compuesta por 32 triangulos.
La primera funcién test esta definida como

f(x) = f(z,y) = sen (2n° (x — 0,5) (y — 0,5)) .

En la Figura 4.1 mostramos las graficas de f sobre D y sobre D — H:

Figura 4.1: Graficas de f sobre D y sobre D — H.

En la Figura 4.2 mostramos los resultados correspondientes al rellenado
del agujero generado en la grafica de f para diferentes valores de los paré-
metros A\g, A1 v Ao:

Ao = 102 Ao =109 Ao =1077
A1 =0, g =107 A1 =10"2, A =102 A =102, A =107

Figura 4.2: Diferentes rellenados discontinuos para f.

Se ha estimado también el error cometido para los valores de los paré-
metros A\g, \; ¥ Ao considerados en las graficas previas usando la siguiente
formula de error relativo:

S (f () — flai)?
e ICHEN

donde {ay,...,ajg00} son puntos arbitrarios en H*. Los resultados han sido
Frg=483-107E,,=141-10"'y E,,; = 4,83 - 1073, respectivamente.

Erel =
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La segunda funcion test empleada es la funcién de Nielson, definida me-
diante la expresion

g(x) = g(x,y) = cos (4(3:2 +y— 1))4.

En la Figura 4.3 mostramos las graficas de g sobre D y sobre D — H:

Figura 4.3: Gréficas de g sobre D y sobre D — H.

En la Figura 4.4 mostramos los resultados correspondientes al rellenado
del agujero generado en la grafica de g para diferentes valores de los parame-
tros )\Q, )\1 y )\22

o = 102 Mo =1 Ao =1077
A =0, \g =107 A1 =10, A2 =101 A =102 Ay =109

Figura 4.4: Diferentes rellenados discontinuos para g.

Los errores relativos obtenidos en estos casos han sido E,, = 6,09 -
1071, By = 222-107 y B, = 1,46 - 107!, respectivamente. Para trian-
gulaciones mas finas, los errores relativos decrecen. Por ejemplo, para una
A'-triangulacion uniforme de [0, 1] x [0, 1] en 128 triangulos, el error relativo
obtenido (para la funcién de Nielson) para A\g = 1072, A, = 1072 y Xy = 1077
es B, =8,02-1072.
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4.4. Rellenados continuos

Para obtener un rellenado continuo de una funciéon f € C'(D — H) pro-
cederemos en dos etapas: en primer lugar modificaremos ligeramente f sobre
D — H* y, a continuacion, definiremos el rellenado de f sobre H*.

4.4.1. Formulacién del problema

Sea

Wﬁ—H* — {Ulﬁ—Ho* TV E S%(Da T)}v

y P = {pi}*_, un subconjunto finito de puntos de D — H*,
Consideremos el funcional J; : H*(D — H*) — R definido por

Ti(v) = (plv—fi+mn ‘UE,D—H* + T M%,D—H*a (4.4.3)

donde p(v) = (v(pP:))ry, 1 >0 y 7 > 0.

Aplicando el teorema 1.2.2 sabemos que existe un tnico sy € W4_ 4. tal
que Ji(sy) < Ji(v) para todo v € Wp_,.. Es decir, s; aproxima (en el
sentido de los minimos cuadrados) los valores de f sobre el conjunto P y
satisface una condiciéon de minima energia.

Consideremos ahora

( v(a) = sy(a) para todo a € Ny )
We = iv € Wa-: gqt](b) = %?c(b) para todo b € N7 } ’ (444)

donde %(b) denota la derivada tangencial a lo largo de la arista de la

frontera de H* que contiene a b, y el nuevo funcional J, : H*(H*) — R
definido por

Jo(v) =1 v]* o + v o, 70 > 0.
1,H* 2,H*

El problema de minimizacién que queremos resolver es el siguiente:

Problema 4.4.1 Encontrar un elemento os, € We tal que Ja(os,) < Ja(v)
para todo v € We.

4.4.2. Existencia y unicidad de soluciéon

Comenzaremos enunciando y demostrando un lema previo:
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Lema 4.4.2 W es no vacio. Ademds, si 0 € We, entonces

s¢(x) si xe€D-—H*
g(x):{ajzx) si x€ H*

es continua.

Demostracién. Sean Tin = QIQQQin € TH y Tout = Q1Q2Qout € T_TH
dos triangulos compartiendo el lado comin L = [Q1, Qs], donde Q1, Q2 € N7.

Sea Q,, = % € N7y Q* la interseccion de L con el segmento que une los

incentros de T}, v Tous- Sea A : [0,1] — L la afinidad que cumple A(0) = @
y A(1) = @2, y sea t* € ]0,1] tal que A(t*) = Q*. Como sy € Wy_y.,
entonces se tiene que los polinomios univariados

p1=(spoM)|pey €P2([0,87]) vy pa= (550 M)y € Po([t, 1])

verifican

{ n(t") = pa(t") (4.4.5)

Pi (") = p(t7)
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que t* > % Entonces, los datos

relativos a sy que aparecen en la definicion de W se traducen en las siguientes
identidades:

sp(Q1) = p1(0)
sp(Q2) = p2(1)
sr(@Qm)=m(3)
F(Qm) = Kpi(3)
donde K es una constante no nula.

Consideremos ahora el espacio de splines cuadraticos univariados de clase
C! construidos sobre los nodos {0, t*,1}, es decir

(4.4.6)

S> (0,t%,1) = {s € C1([0,1]) : 5| € P2([0,¢7]) v s

1) € Po([17, 1))}

Como el problema de interpolaciéon con datos

{pl(O),pl (;) .} (;)} es unisolvente en Py ([0, t*]), (4.4.7)

entonces los valores de p; (t*) = po (t*) y P} (t*) = ph (t*) vienen univocamente
determinados por los valores en (4.4.7), y por tanto, como

{p2(t*), py (t*) , p2(1)} es unisolvente en Po([t*, 1]),
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obtenemos que el problema de interpolacion con datos

(0 (2) s (2) 0}

es unisolvente en Sy (0,¢*,1). Ademaés, se puede demostrar que el problema
de interpolacion con datos

{p1(0), p1(0), p2(1), p5(1)} (4.4.9)

es también unisolvente en S, (0,t*,1), y como consecuencia inmediata, los
problemas de interpolacion en S, (0,¢*,1) con datos (4.4.8) y (4.4.9) son
equivalentes.

Por tanto, las condiciones de interpolacion en We (que por (4.4.6) corres-
ponden a los datos en (4.4.8)) son equivalentes a fijar los valores de s y de las
derivadas tangenciales de sy a lo largo de L en ()1 y @2 (lo que corresponde
exactamente a los datos en (4.4.9)). Por otra parte, es claro que el problema
de interpolacion con datos (4.4.9) da lugar a condiciones compatibles con los
datos usualmente impuestos en los vértices de los triangulos T3, o Ty, por el
elemento finito de Powell-Sabin. Por tanto, W, es no vacio.

Finalmente, si ¢ € W, entonces o|; también verifica las condiciones
dadas en (4.4.6) para sy, y por tanto, por la unisolvencia de los datos de
interpolacion (4.4.8) en S, (0,t*,1), deben coincidir a lo largo del segmento
L, es decir o|;, = s¢|z, y por tanto ¢ es continua.

[ ]

Observacion 4.4.3 En esta ultima demostracion hemos comprobado, por
tanto, que las condiciones de interpolacion sobre el punto medio del segmento
L que aparecen en la definicion del conjunto We en 4.4.4, se traducen en
sendas condiciones de interpolacion sobre las derivadas tangenciales en los
extremos de L, lo cudl se traduciria asimismo en condiciones de interpolacion
sobre las derivadas parciales en los extremos. Asi pues, las condiciones de
interpolacion impuestas en la definicion de We se acaban traduciendo en
condiciones sobre los nodos de la triangulacion que pertenecen a la frontera
de H* que son compatibles con los datos del elemento finito de Powell-Sabin,
de manera que dichas condiciones de interpolacion se pueden gestionar sin
dificultad trabajando con las funciones de base del elemento finito. En el caso
en que las condiciones de interpolacion vinieran impuestas en un vértice de
la frontera de H* que se encontrase en una esquina de la misma, es decir,
que fuera comin a dos lados de un mismo tridngulo de la triangulacion,
sobre dicho vértice se tendrian determinadas dos derivadas direccionales en
direcciones distintas, lo cual es equivalente a fijar el valor de ambas derivadas
parciales, que son datos del elemento finito de Powell-Sabin.
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Teorema 4.4.4 El Problema 4.4.1 tiene una unica solucion, que estd carac-
terizada como la unica solucion del siguiente problema variacional:
Encontrar o, € We tal que
To(0s;, v)l o T (Usf’v)zHo* =0 (4.4.10)
( v(a) =0 para todoae Ny )
para todo v € WCO = iv € Wy« Ov

E(b) =0 para todo b € N7

Demostracion. Sea {a;, as, a3} un subconjunto P;-unisolvente de N'7. Se
puede comprobar sin dificultad (basandose en la misma idea que la Proposi-
cion A.4.18 del Apéndice), que la aplicacion

((', )) : WH* X WH* — R

definida mediante

((u,v)) => u(a;) v(a;) + To(u,v)l ot (u,v) o

i=1 ' 2.H

es un producto escalar sobre Wy+, y como consecuencia,

[V]]e = <23: v(a)? +T°|v|iH°* ol >1/2

i=1 2,H*
define una norma sobre Wy« equivalente a la norma usual heredada del espa-
cio H?(H*). Aplicando el teorema de la proyecciéon sobre un cerrado convexo
no vacio (consultar por ejemplo el Theorem V.2 en [11] o el Teorema A.2.1
del Apéndice) obtenemos que existe un unico o € We que es la proyeccion
del elemento nulo del espacio Wy« sobre We. Por lo tanto, o verifica que

llolle = min [[]]e,

y como consecuencia, o también minimiza el funcional 75 en el conjunto We,
es decir,

jQ(U) = MiNyew,J2 (U)

Ademaés, o también satisface
(0—0,v—0)) <0 paratodo ve We.

Pero si w € W, entonces o + w € We, y por tanto, ((o,w)) > 0. Por otra
parte, como —w € W¢ también se tiene que ((o, w)) < 0, y como consecuencia

0= ((o,w)) = 7'0(07“017}}* - (U’w)z I

)

para todo w € W2, de donde finalmente obtenemos (4.4.10). =
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Teorema 4.4.5 Euiste una tunica tripleta (o5, \', A*) € We x R** x R™ tal
que

o+ (AL @ (V)2 + (ML Q%) =0 (4.4.11)

To (asf,v)lHo* + (O’Sf,’U)2 o

para todo v € Wy«, donde o, es la tnica solucion del Problema 4.4.1 y
ot ?: We — R son las formas lineales definidas mediante

o) = (W@)eer ¥ PA(0) = @Z(b))bw .

Demostracion. Para todo a € N, sea 1, la tinica solucion del Problema
4.4.1 para los datos

[ a(d) =0az paratodoaceN vy

8g;b;‘(b) =0 paratodob e N} ’

y sea Yp la tUnica solucion del Problema 4.4.1 para los datos

( xp(a)=0 paratodoaeN y

8(;(; (b) = 0,5 para todo b e N7*

Sea v € Wy« y consideremos la funcion

w=v= 3 v@n— 3 T b

aeN beN

Claramente, w € W2, y por tanto, aplicando el Teorema 4.4.4 obtenemos

H*

7o (USfa w)l,lj* + (08f7w>2’ o =0,
de donde concluimos que

o ) v(a)

70 <08f7/0)1 I;* + (USfav 211‘; + Z —To Uspwa) (Usf>¢a)

*
acN 2 H

v
! bg/\;}” <_TO (@ Xb)LH (04 Xb) ) ot ot P =0

Tomando
A= <_T0(O'Sfawa)1H°* - <08f7wa)2 HO*)aeN y

A = (— To(Usf,Xb) —(Usf,Xb) °)beN;”

1,H* 2,H*

obtenemos el resultado. La unicidad es inmediata. m
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4.4.3. Calculos

Indicamos a continuacion como realizar los calculos para obtener las fun-
ciones sy y o, descritas en la secciéon anterior:

Paso 1: Sea Bp_ . = {V1,...,9,} la base de Hermite de W5_ ;. asociada

a los nodos de 7 que pertenecen a D— H*. Entonces, en el Teorema 1.2.2
esta demostrado que si sy = Y-7_; 7;9;, entonces v = (7;)i—; se obtiene como
la solucion del sistema lineal CX = B, donce C' = (cj;)7 j=1 ¥

Cij = <P(79i)a P(ﬁj)ﬁ: + 7’1(19@', ﬁj)l,D—H* + 7’2(191', 19]')2,D—H*7

B = ({p(0h), p()ics - {p(0p), p( i) -

Paso 2: Sea By = Bp, U BWg = {wy,...,w,}, donde ¢ = n+m, y
supongamos que og, = 7 | pw;. Entonces, la condicion o ; € We  junto
con las ecuaciones (4.4.11) dan lugar al sistema

C ‘ HE ‘ H? L T
(HI)T T ((sp(t:)i%)

wr | )N\ () )

donde

C= (TO(Wi>wj)1H°* + (wiawj)Q h‘;*)g,j:h

(%}z-
n+1<5<2n

H = (wilt))i<izg vy H'= <

1<j<2n

4.4.4. Reconstruccion de la funcion

La reconstruccion f* de f considerada para rellenar el agujero de f sobre
H es o
wrn [ sp(x) st xeD-—H*
! (X)_{ os,(x) si xeH*

Por el Lema 4.4.2 sabemos que f* es continua.
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4.4.5. Ejemplos graficos

Hemos considerado las mismas funciones test que en la seccion del relle-
nado discontinuo. El conjunto P considerado para definir el funcional J; esta
formado por 1200 puntos arbitrariamente distribuidos sobre D — H*.

Las graficas de las superficies continuas obtenidas para rellenar los agu-
jeros son las que muestran las siguientes figuras:

0 =106 T = 10°
1 =107% 15 =10"7 1 =107% 1 =10"7

Figura 4.5: Diferentes rellenados continuos para f.

i
<
0 =106 0 = 109
71 =1075 . =10"7 71 =10"5 2 =10""

Figura 4.6: Diferentes rellenados continuos para g.

En el caso del rellenos continuos hemos estimado también el error relativo,
pero como la funcién reconstrucciéon se obtiene en dos pasos mediante la
aplicacion de dos métodos diferentes, hemos considerado dos medidas dife-
rentes:
> una sobre D — H* :

Dom _ 2ior (sr(a) — f(ay))?
oS e
donde {ay, ... a0} son puntos arbitrarios en D — H*,

> y otra sobre H*:

EH _ Zgio(as]« (b;) — f(bz'))Q
rel 2212(10 (bz)2 )
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donde {by,...,big} son puntos arbitrarios en H*.
Los errores relativos para los dos casos considerados para la funcién f son
EP-HY —988.107* B =6,85-102y B =1,14-107%, B = 6,32

rel rel
1073, respectivamente, y los errores relativos para los dos casos considerados

para la funciéon ¢ son E277" = 4221073, EX = 303107 y E271 =

rel rel

3-1073, BH] = 1,48 - 107, respectivamente.

4.5. Rellenados con clase C!

En esta seccion del capitulo desarrollamos un método para rellenar el
agujero de forma que la superficie reconstruida sea globalmente de clase C!.

4.5.1. Formulacién del problema

El método consta, como sucede en el caso de rellenos continuos, de dos
fases: en la primera se modifica ligeramente la grafica de la funciéon original
f fuera de H*, y en la segunda se define la reconstrucciéon de la superficie
dentro de H* de manera que globalmente se obtenga una reconstrucciéon de
clase C*.

El desarrollo de la primera fase del método es exactamente igual que en
el caso continuo, es decir, se determina, en virtud del Teorema 1.2.2, la tnica
funcioén sy en el espacio

- : 1

Wo5_ g = {U%f};* 10 € 8)(D,T)},
que minimiza el funcional J; : H*(D — H*) — R definido por
Ji(v) = (p(v — i +7 ’U’%,DfH* + T ‘Ug,Dan

donde p(v) = (v(pi))ry, 1 >0, 72 > 0y P = {p;}¥_; es un subconjunto
finito de puntos de D — H*.

A continuacioén, en la segunda fase, consideramos la aplicacion

p(v) = (pi(v))iZy  parav € Wy,

donde
=f i(v) = v(t;)
i ov
{ SOn—&—i(U) = %(tl) parai=1,...,n;
_ v

902n+z‘(v) - ay (tz)
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el subconjunto

y el funcional

definido por

) )

El problema de minimizacién que queremos resolver es:

Problema 4.5.1 Encontrar un elemento o, € W, tal que Jo(0s,) < Ja(v)
para todo v € W, .

Observacion 4.5.2 Aunque los pardmetros que aparecen en el funcional Jo
podrian tomar cualquier valor, hemos elegido 71 y T2, los mismos pardametros
utilizados en el funcional Jy en la Fase 1, para dar el mismo peso a las
seminormas | - |1 y |- |2 dentro y fuera de H* en este caso.

4.5.2. Existencia y unicidad de soluciéon

Teorema 4.5.3 El problema 4.5.1 tiene una unica solucion que es también
la inica solucion del siguiente problema variacional:
Encontrar Os; € st tal que

2
> Tm(O'Sf,U))m g =0 para todo w € Wy = {ve Wy : ) =0}

m=1
Demostracion. Es facil comprobar que la aplicacion
2 2
((w,0)) =D @rni1(w) Qrag1(v) + Y 7 (4, v)m .
=0 m=1 ’

define un producto interno en Wy+, y por tanto

) ) 1/2
[[u]] = (ZZ P (1) + 2 T |“|i%,;*>

define una norma en Wy« equivalente a la norma usual || - ||.
Sea {B;}", € Wy la base usual de Hermite asociada a los nodos en N,

%) )
esto es, p(B;) = (0,...,0,1,0,...,0) para todo i € {1,...,3n}.
Entonces, v = Y7 ¢i(sg) B; € W, y por tanto, W, es un subconjunto
cerrado convexo y no vacio de Wy«. Aplicando el teorema de la proyeccion



122 Otras aplicaciones: rellenado de agujeros

sobre un cerrado convexo no vacio (Theorem V.2 de [11] o Teorema A.2.1 en
el Apéndice), obtenemos que existe un unico oy ; € Ws, que es la proyeccion

del elemento nulo de W+ sobre W, ;€8s decir, o, ; satisface

[[os,]] = B [[v]];

y como consecuencia,

J2(0s;) = min Jo(v).

’UGWSf

Ademés, o,, también satisface ((0 — oy, v —0,,)) < 0 para todo v € W, . Si
w € Wy, entonces o, +w € W, y por tanto, ((os,,w)) > 0. Por otra parte,
como —w € Wy, tenemos también ((o,,w)) < 0y como consecuencia,

0= (70, w)) = 3 Tm(0sw0) o

m=1

para todo w € Wy. m

4.5.3. Calculos

En la primera fase se procede como en el caso continuo; es decir, si
Bs_ g = {V1,...,0,} es la base de Hermite de W5_ . asociada a los no-

dos de T que pertenecen a D — H* y denotamos s; = Y%, 3;9;, entonces
B = (B:)7_, se obtiene como la solucion del sistema lineal CX = B, donde

C=(cij)ijm1 v

cij = (p(0s), p(V5))k + 71 (V5,95)1,0- 1+ + T2 (V5,9;) 2,01+,

B = ({p(01), p(f )y - (p(p) p(F)i) "

Veamos ahora la segunda fase:

Sea Ny = dim(Wpy+) y extendamos el conjunto de funciones de base
{B;}?", introducidos en la demostracion del Teorema 4.5.3 a la base usual
de Hermite {B;}~° de Wiy.

Entonces, {B;}1\%,.1 es base de W, y por tanto,

3n No
o5, = > wilsp) Bi+ Y v Bj.
i=1 j=3n+1
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Aplicando el Teorema 4.5.3 obtenemos que el vector (”yj)jy:o;;n 41 es la solucién
del sistema lineal

S (S50, ) =St (S s, ;)

j=3n+1 \m=1 m, m=1

para todot =3n+1,..., Ny.

4.5.4. Reconstruccion de la funcion

La reconstrucion f* de f considerada para rellenar el agujero de f sobre

H es —
sf(x) st xeD—H*
os,(x) si x€H*

rro0 = {

Como o,, € W;,, entonces f* es de clase C! sobre D.

Sf

4.5.5. Parametros 6ptimos

En esta seccion damos un criterio para elegir los valores de los parametros
Optimos 7: sea

fr €8,(D,T)

la funcién reconstruccion obtenida por el método descrito en la subseccion
anterior para valores dados de los pardmetros de suavizado 7 = (71, 72) que
aparecen en el funcional 7;.

Consideramos como parametros 6ptimos 7 aquellos que lleven a una fun-
cion f= que esté “tan cerca” como sea posible de la funciéon original f sobre

- o
D — H*; es decir, los valores 6ptimos 7 son aquellos que minimizan el error

2 2
T o = o \JT — 07 X 07
o= FI2 o= fo o (= 17 para € [0, ool x [0, +ox]
Como f,|_ o € W5_p., buscaremos primero el vector 3 = (5,)_; que

. . . 5_H* .
minimice la funcién

2

R(ﬁla---aﬁp) =

Y B9~ f
j=1

p— o

0,D—H*

Como

OR P ,
85':2 Zﬁjﬁj—f,z% paratodo i=1,...,p,
! 0

J=1
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entonces 3 es la soluciéon del sistema lineal
MX =1L (4.5.12)
donde

=g = (o))

Sin embargo, en general no existiran pardmetros 7 tales que la solucion
del sistema lineal (4.5.12) sea 3.
Por tanto, buscaremos 7 tal que si fT|5_};* =P B0y BT = (B,

entonces ¢(7) = (3 — (7)), alcance el minimo en 7 = 7.

En los ejemplos graficos dados en la siguiente subseccion de este capitulo,
7 = (T1,T2) ha sido aproximado utilizando el algoritmo de Powell para en-
contrar el minimo de una funciéon vectorial sin utilizar derivadas (ver Seccion

7.3 de [10]).

4.5.6. Ejemplos graficos

Como en los casos anteriores, hemos aplicado el método de relleno sobre
diferentes funciones test, definidas sobre el dominio D =]0, 1[x]0, 1], y hemos
considerado el agujero H definido implicitamente como

=2, =)
DR
4 8

y la triangulacion uniforme de D obtenida subdiviendo el intervalo [0, 1] en
ocho subintervalos. En la Figura 4.7 mostramos la grafica de la triangulacion
y el agujero H en la izquierda, y la grafica de H* en la derecha. De cara a
obtener la funcién reconstruccion en el primer paso (sobre D — H*), hemos
considerado un conjunto P para el funcional J; consistente en 1500 puntos
arbitrarios sobre D — H*.

La primera funcion test considerada ha sido la funcién de Franke. En la
Figura 4.8 se muestra la grafica de f sobre D y sobre D — H.

Los parametros 6ptimos obtenidos usando el método desarrollado en la
Subseccion 4.5.5 han sido 7, = 3,75- 1077 y 75 = 5,5 - 1076,

En la Figura 4.9 mostramos la funcién reconstruccion f*.

Hemos estimado también el error obtenido para diferentes valores de los
parametros 77 y 7o usando la férmula de error relativo

St (f(ai) — f(ai)?

S fa)

Erel =
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Figura 4.7: La triangulacion, el agujero H y H*.

Figura 4.8: Graficas de f sobre D y sobre D — H.

donde {ay,...,a1400} son puntos arbitrarios en D — H*.
En la Tabla 4.1 mostramos las estimaciones del error obtenidas para los
pardmetros 6ptimos y para otros valores de 71 y 7.

La segunda funciéon test es la funciéon de Nielson. En la Figura 4.10
mostramos las graficas de ¢ sobre D y sobre D — H.

Los parametros 6ptimos son 7; = 4-107% y 75 = 4 - 107, En la Figura
4.11 mostramos la funcién reconstruccion g* de g.

En la Tabla 4.2 mostramos las estimaciones de error para los parametros
6ptimos y para otros valores de 7y and 7.

La altima funcion test considerada es
h(x) = h(z,y) = sen (27°(z — 0,5)(y — 0,5))

En la Figura 4.12 mostramos las graficas de h sobre D y sobre D — H.

Los parametros 6ptimos son 71 = 1,67 -107% y 75 = 6,5- 1077, En la
Figura 4.13 mostramos la gréafica de la funcién reconstruccion h* de h.

En la Tabla 4.3 mostramos las estimaciones de error obtenidas para los
parametros 6ptimos y para otros valores de 7 y 7.
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Figura 4.9: Funcion de reconstruccion f* de f.

‘ T1 ‘ T2 ‘ Erel ‘

| 7Ty | 5,09-1076
1076|1078 | 5,1-10°6
1072 | 1075 | 5,49 - 1076
1077|1072 | 5,82-1073
1072 {1079 | 5,28 - 107
1079 107° | 51-10°6
1072|1072 | 5,84 -1073

Tabla 4.1: Estimaciones de error para f.

4.6. Convergencia local

En esta ultima seccién establecemos un resultado de convergencia local
valido para los casos continuo y C'. Este resultado establece basicamente
que a medida que la triangulaciéon se refina, que el cardinal del conjunto P
utilizado en la definicion del funcional 7; en la primera fase del método de
relleno (tanto en el caso continuo como en el caso C') va creciendo, y si se
cumplen algunas hipotesis adicionales en las que intervienen el didmetro de la
particion, el cardinal de P y los parametros 71 y 72 del funcional [7;, entonces
la funciéon reconstruccion f* tiende en norma a la funcion original alla donde
esta ultima esta definida; es decir, sobre D — H.

Consideremos un subconjunto € C ]0, 00| que admite 0 como punto de
acumulacion y, para cada € € £, sea 7€ una a-triangulacion de D de forma
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Figura 4.10: Graficas de g sobre D y sobre D — H.

Figura 4.11: Funcion reconstruccion g* de g.

que maxrer<2Rr = €. Sea

H:= |J T, donde Tg={TeT :TNH+#a}.

TETS,
. o
Entonces 7¢ — 75 es una triangulacion de (H)°= D — H}.
Supongamos asimismo que existe ¢ > 0 tal que 7€ es una sub-triangulacion

de T siempre que € < ¢. Entonces (H})¢ C (H)° y, ademas, tenemos:

Observacion 4.6.1 T g« ={T € T°: T C (H})°} es una triangulacion
de (H})¢ siempre que € < €.

Definamos Q. = H; — H para todo € € £. Entonces se tiene:

Lema 4.6.2 lim. .o () = 0, donde pu representa la medida de Lebesgue.
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’ 71 ‘ T2 ‘ Erel ‘

71 Ty 5-107°
1072 | 107> | 6,84 -107°
1077 | 1072 6,33 - 1072
1072 | 107% | 5,79 - 103
1072 | 1072 6,34 - 1072
107° | 107° | 5,64 -107°
107191 107 | 5,64 - 1075

Tabla 4.2: Estimaciones de error para g,.

Figura 4.12: Graficas de h sobre D y sobre D — H.

Demostracion. Si lim. .o p(€2) # 0, entonces existirfa una sucesion
{€ }1en verificando

lim ¢ =20
l—+00
y 3 > 0 tal que
u(§d,) > B paratodo !l € N. (4.6.13)

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que €2, D €, para todo [ € N.
Como p(€,) < 400 para todo [ € N, se sigue que

0 (ﬂ Q> = lfm p(Q,). (4.6.14)

leN I—o0

Finalmente demostraremos que Mienf2,, = &. Supongamos que x € MNenfl,,.
Entonces para todo [ € N existirfa 7' € T tal que x € T y por tanto,
§(x, H) < ¢. Como consecuencia §(x, H) = 0, lo que implica que x € H, que
lleva a contradiccion con el hecho de que x € 2, para todo [ € N. Por tanto,
Nien€le, = @ y por (4.6.14) tenemos lim; ;o 1(€2,) = 0, lo que contradice
(4.6.13). m
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Figura 4.13: Funcién reconstruccion h* de h.

‘ T1 ‘ T2 ‘ E rel ‘

) Ty | 3,44-107°
1073 | 107° | 4,13-107°
107211077 | 4,03-107°
107° 1 107° | 4,1-107°
1077 1 1072 | 5,19 - 1072
107211072 | 52-1072

Tabla 4.3: Estimaciones de error para h..

Sea @ un subconjunto abierto y no vacio de D tal que N H = @. Entonces,
por el Lema 4.6.2 sabemos que existe ¢y < €* tal que 6 C (H?))¢, por tanto,
0 C (H})¢ para todo € < €, y por la Observacion 4.6.1, tenemos que T€|(H€*0)c
es una triangulacion de (H} )¢ para todo € < €.

Consideremos ahora, para cada s € N\{0}, un subconjunto finito de
puntos P* en (H} )¢ de forma que

1
sup min(x —a), =0 (—) , s — +00, (4.6.15)
x€(Hy,)® agps S

y denotemos .
(%) = { (57)se(x) si x€(H)

5:€ (05, )se(x) st x€H; ’

donde, para € < €, (sf)s, es la tnica funcién en 821’1((H:0)C,TE|(H:O)C) que
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minimiza el funcional (4.4.3) del primer paso del método de rellenado para
P =Py H* = H,y (0s)s. es la tinica solucién del Problema 4.4.1 para
H*=H! yT =T¢. Sea card(P*) = p(s) = p.

0
Entonces, tenemos una sucesion {7°¢| H:O)C}egeo de triangulaciones de (H )

en las condiciones dadas en el Teorema de convergencia 1.3.5, y por tanto,
e]

aplicando dicho teorema deducimos que si f € C*((H7)°) y, ademas de
(4.6.15), se verifican las siguientes hipotesis:

H1. Ezisten C > 0 y so € N\{0} tales que p = p(s) < C's* para todo
5 2 50;

H2. 7, =o0(s%), s— +oo;

H3. 7 =o(m2), s — +o0;
H4. — =o0(1), s— o0,

entonces
Jim ([ (sp)se = flla,)e = 0. (4.6.16)

Como consecuencia, tenemos
Teorema 4.6.3 Bajo las hipdtesis (4.6.15), H1, H2, H3 y H/, se verifica

dim (12~ fllo=0. (4.6.17)

Demostraciéon. Supongamos que (4.6.17) no se verifica. Entonces
existe una sucesion {s;};ey verificando lim;_,, sy = +00 y a > 0 tales que
If2.c— fllo > a para todo I € N. Pero como 6 C (H))¢, entonces

a <|[|fGe= fllo=1I(sp)si.c = fllo  para todo ! €N,

lo que contradice (4.6.16). =
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En castellano

La presente memoria no deja de ser una prueba més de la eficiencia y
versatilidad de los métodos variacionales para la aproximacion de datos me-
diante superficies construidas a partir de splines bivariados con cierto grado
de regularidad.

Para conseguir esta deseada regularidad, el empleo de funciones polinémi-
cas a trozos construidas a partir del elemento finito de Powell-Sabin, asi como
su representacion a partir de B-coeficientes, ha resultado bastante apropiado.

Por su parte, la gran aplicabilidad de las técnicas desarrolladas nos ha
permitido considerar algunas de las numerosas aplicaciones posibles en el
campo de la multiresolucién, como son reduccién de ruido y localizacion de
energia, asi como para el rellenado de agujeros dentro de superficies de tipo
explicito.

Asi pues, las principales aportaciones de esta memoria en este campo son
las siguientes:

= La obtencion de resultados de convergencia a la hora de aproximar
datos lagrangianos mediante superficies de clase C" (r > 1) sobre una
triangulacién uniforme de tipo A! de un dominio poligonal del plano,
que pueden extenderse a triangulaciones méas generales (a-triangulacio-
nes) en el caso r = 1.

= Se han desarrollado a su vez algoritmos eficientes de resolucion del
problema de aproximacién correspondiente, tanto en el caso uniforme
como no uniforme, para datos sin y con ruido.

= En ambos casos se ha procedido a realizar una estimaciéon y opti-
mizacion de los pardmetros de suavizado, que en el caso de datos con
ruido se basa en una adaptacién de la técnica denominada de “vali-
dacién cruzada’”.
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= Mediante la aplicaciéon de una técnica de multirresoluciéon adaptada a
nuestro caso, se ha podido aplicar la teoria previa a la reduccién de
ruido en unos datos provenientes de una funcién test determinada, y a
la localizacion de energia predominante dentro del dominio de definicion
de una funcién dada.

= Finalmente, una aplicacion interesante de toda esta teoria ha sido el
rellenado de agujeros en superficies de tipo explicito, pudiendo reali-
zarse éste de manera discontinua, con continuidad, o bien con clase C!,
aunque siendo necesaria una ligera modificacién de la funcién original
para conseguir la requerida regularidad en los dos tltimos casos.

In english

This Ph. D. thesis shows the efficiency and versatility of the variational
methods to approximate 3D-data by surfaces built from bivariate splines with
some regularity:.

To obtain such regularity, the Powell-Sabin’s finite element together with
the use of the B-coefficients to represent the piecewise-polynomials that de-
termine the resulting bivariate splines, have been very appropriate.

Also, the great applicability of the techniques developed has allowed us to
consider some of the numerous possible applications using a multiresolution
procedure (MRA or Multiresolution Analysis): for noise reduction and to
locate energy. Finally, we use our main results to the interesting problem of
filling holes in given explicit surfaces.

In summary, the principal contributions of this Ph. D. thesis are the
following;:

= The obtention of rigorous convergence results for the problem of ap-
proximating Lagrangian data by explicit surfaces of class C" (r > 1)
over uniform Al-type triangulations of a polygonal domain in the plane,
that can be extended to more general triangulations (a-triangulations)
in the case r = 1.

= We have also developed efficient algorithms to solve the corresponding
approximation problems, both in the uniform and non uniform cases,
with data either with or without noise.

= In both cases (with or without noisy data) we proceed to get an estima-
tion and optimization of the smoothing parameters, that in the case of
noisy data is based on an adaptation of the so called “cross-validation”
technique.
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= By the application of a multiresolution technique adapted to our case,
we apply the previous theory to a noise reduction problem and to the
location of predominant energy inside the domain of definition of a
given function.

= Finally, an interesting application of all this theory has been the prob-
lem of filling holes in explicit 3D surfaces. This can be done in a dis-
continuous manner, in a continuous way or with class C!. In all these
cases, we have obtained satisfactory results, even though in the last two
cases a slight modification of the original function is required in order
to assure the desired regularity.

En francais

Ce mémoire de thése constitue une autre preuve de 'efficacité et la poly-
valence des méthodes variationnelles pour I'approche de données au moyen
des surfaces construites a partir de splines & deux variables avec certain degré
de régularité.

Afin d’obtenir la régularité désirée, I’élément fini de Powell-Sabin et la
représentation des fonctions polinomiales par morceaux des splines a deux
variables résultantes, au moyen de sa représentation a partir des B-coefficients
correspondants, il a semblé étre aussi assez approprié.

Et quant a la grande application des techniques développées, ceci nous a
permis de considérer de nombreux exemples d’applications possibles dans le
domaine de la multirésolution : pour la réduction du bruit et la localisation
de I’énergie, ainsi que pour le remplissage des trous a l'intérieur des surfaces
explicites.

Donc, les apports principaux de ce mémoire de these sur ce champ de
recherche sont les suivants :

= [’obtention de résultats rigoureux de convergence pour le probléme
de rapprochement de données lagrangiennes de surfaces explicites de
classe C" (r > 1) sur une partition uniforme de type A' d’un domaine
polygonal du plan, qui peuvent étre étendus au cas des partitions plus
générales (a-triangulations) dans le cas r = 1.

= Le développement d’algorithmes efficaces pour la résolution du problé-
me d’approximation de données, tant dans le cas uniforme que dans
le cas non uniforme ; que ce soit avec des données avec bruit ou sans
bruit.
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Conclusiones

= Dans les deux cas, on procéde a l'obtention d’une estimation et a

I'optimisation des paramétres d’adoucissement, celui du cas de données
avec bruit se fonde sur une adaptation de la technique “de validation
croisée”.

L’application d’une technique de multirésolution adaptée a notre cas,
nous a permis d’appliquer nos procédures au probléme de réduction
de bruit avec des données bruitées & partir d’une fonction spécifique
d’essai et a la localisation de ’énergie prédominante a l'intérieur du
domaine de définition d’une fonction donnée.

Finalement, une application intéressante de toute cette théorie a été le
remplissage de trous dans des surfaces explicites données ; ceci peut étre
fait d’une facon discontinue, d’une maniére continue ou de classe C!.
Dans tous les cas, nous avons obtenu des résultats satisfaisants, méme
si dans les deux cas derniers une légére modification de la fonction
originale est exigée afin d’assurer la régularité voulue.
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Apéndice

Conceptos generales y algunas
demostraciones técnicas

A.1. Espacios de Banach y de Hilbert

Sea V un espacio vectorial real y ||-|| : V — R verificando:

i) [lvff = 0,

)

i) v =0&v=0,
)
)

it) Aol = A |Joll, YoeV, VAER,

i) [Ju+ ol < Jjull + ||, Vu,v € V.

A la aplicacion ||-|| se le llama norma sobre V 'y se dice que éste es
un espacio vectorial normado. Definiendo la distancia asociada d(u,v) :
||lu — v]|, todo espacio vectorial normado se convierte en un espacio métrico.

Definicion A.1.1 Sea V un espacio vectorial real y (+,-)y : VXV — R un

producto escalar, verificando:

i) es bilineal,

()‘UJFMU,”LU)V = )‘(uaw>v+u(vvw)1}7 VU,,U,U} € Va \V/)\, K €R

ii) es simétrico, (u,v)y = (v,u)y, ¥ u, v € V.

iii) es definido positivo, (u,u)y > 0,V u € V y (u,u)y = 0 si y solo si

u=0.
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Este producto escalar nos induce en V una forma de “medir” los elementos
de V, definiendo la norma de un vector como

[ully == V(u, u)y, YueV

y se dird que este espacio es prehilbertiano.
Claramente pues, todo espacio prehilbertiano también es un espacio
métrico (con una distancia), ya que se puede definir en este caso

d(u,v) == [Ju =, = Vi —v,u—v)y
Lema A.1.2 La conocida como desigualdad de Cauchy-Schwarz
|(u,0),|> < (u,u)y, (v,0),,, Yu,v €V (A1)

es verificada por cualquier producto o semiproducto escalar definido en un
espacio vectorial real V.

Demostracion. Denominando o = (u,u),,, 5 = (v,v),, y 7 = (u,v),, se
cumplird que para cualquier escalar A € R

0 < (u+Av,u+Av), =a+2Xy+\j

y suponiendo en primer lugar § # 0 (que equivaldria a que v # 0 € V),
2

bastaria con tomar A\ = —2, para obtener 0 < o — 2% + % =a— % que

ﬂ 9
equivale a lo que querfamos demostrar

'72 = |(u,v)v|2 <af= (u,u)v (va)v

Analogamente, si § = 0 mientras que a # 0 (que equivaldria a que u # 0 €
V), hariamos un razonamiento totalmente analogo cambiando los papeles
de u y v. Pero si por el contrario, ambos fueran nulos, serfa evidente que
bastaria con tomar A = —v para deducir que 0 < —2~% < 0, con lo que
necesariamente tendria que ser también 0 = v = (u,v),, y se verificarfa la
anunciada desigualdad de forma trivial. m

Corolario A.1.3 De la desigualdad de Cauchy-Schwarz (A.1) se deduce
trivialmente la conocida como desigualdad triangular para la norma asociada
a dicho producto escalar.

Demostracion. Del hecho que se verifique la bilinealidad del citado pro-
ducto escalar

<U+U,U+U)V: (uvu)v+2(u7v)v+(vvv)\)7 \V/U,UGV



A.2 Resultados generales 139

vemos que la conocida desigualdad triangular para la norma asociada

Vu+v,u+0), = luto), < |uly, + [v], = V(w,u), +/(v,0), (A.2)

serfa equivalente (elevando ambos miembros al cuadrado y simplificando) a

(u,v)v <|(u, U)v| < (u,u)v (v,v)v

que (elevando de nuevo al cuadrado ambos miembros) no es mas que la
desigualdad de Cauchy-Schwarz demostrada anteriormente. m

Definicion A.1.4 Una sucesion de Cauchy {u,}, .y €n un espacio métrico
es aquella en la que la distancia entre los términos se va reduciendo a medida
que la sucesion avanza; matemdticamente:

Ve € R Ine € N/ d(tpm, up) < €, Ym, n > n,

Definicion A.1.5 Un espacio métrico completo es aquél donde toda suce-
sion de Cauchy {un}, .y CV converge dentro de dicho espacio:

JueV / u,—u en V,
(en el sentido de que ||u, — ull,, — 0 cuando n — oo)

Definicion A.1.6 Un espacio de Banach serd un espacio vectorial normado
y completo.

Definicion A.1.7 Un espacio se dird que es de Hilbert si es un espacio
prehilbertiano y completo (tal y cdmo se indica en las Definiciones A.1.4 y
A.1.5, todos los limites de sucesiones en V son también elementos de V).

A.2. Resultados generales

Teorema A.2.1 (Teorema de proyeccién sobre un convexo cerrado)
Sea H=YV un espacio de Hilbert y IC C 'H wun convexo cerrado no vacio,
entonces Vf € 'H existe un unico u € K tal que

1f = ull = min | f = o]
Ademds, u se caracteriza por la siguiente propiedad

u €k,

(f —u,v—u)y <0, Vv e K. (A.3)

y se escribe u = P f, para indicar que se trata de la proyeccion de f sobre
el conjunto IC.
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También en la misma linea, hay otro famoso teorema de Stampacchia
A.2.3, del cual se puede deducir otro resultado ampliamente usado, para
demostrar existencia y unicidad de soluciéon para problemas variacionales
definidos a partir de una forma bilineal con ciertas caracteristicas, que intro-
ducimos a continuacion (consultar p.ej. [16]):

Definicion A.2.2 Sea H=YV un espacio de Hilbert real, se dice que la
forma bilineal

A(): YV xV —- R

€s.

= continua, si existe una constante C' > 0 de manera que se cumple que

[A(uw, ) < C ful o, Yu,veV

= V-eliptica o coerciva, si se verifica que

I>0 / YeeV, v} < A@,v)

Teorema A.2.3 (Stampacchia) Sea A(-,-) una forma bilineal, continua y
coerciva, en el espacio de Hilbert H = V; sea a su vez KK C H un subconjunto
convexo, cerrado y no vacio. Entonces, dada cualquier forma lineal continua
@ = B(-) (perteneciente de hecho al llamado espacio dual H'), existird un
unico elemento u € IC tal que

A(u,v —u) > (v —u), Yvek

Ademds, si A(-,-) es simétrica, entonces u también se caracteriza por ser el
unico minimo sobre el conjunto IC del siguiente funcional

J(v) = ;A(v,v) — p(v). (A.4)

A lo largo de esta memoria se ven numerosos ejemplos de este problema
modelo abstracto en espacios funcionales, pero a continuacién recordamos

también un resultado global de existencia y unicidad de solucién, cuando
K=Y.

Lema A.2.4 (Lema de Lax-Milgram) Si A(-,-) es una forma bilineal,
continua y coerciva (V-eliptica), mientras que B : V — R es una forma
lineal y continua sobre el espacio de Hilbert H =V, entonces existe uno y
solo un elemento u € V que satisface:

YoeV, A(u,v)=DB(v). (A.5)
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1
[ully < 5 1Bl

(siendo v la constante de V—elipticidad y ||-||,, la norma en el espacio dual
|B(U)\)

lolly

V' que induce la norma de V, en el sentido ||B||,, := max

Caso A.2.5 Si ademds A(-,-) es simétrica, entonces u también se carac-
teriza por ser el unico minimo del funcional (A.4) en dicho espacio.

Respecto a ciertos problemas de programacion no lineal que aparecen
también a lo largo de esta memoria, necesitamos un resultado que nos pro-
porciona condiciones necesarias para la existencia de extremo (minimo en
nuestro caso) para un problema de minimizacién sujeto a restricciones de
desigualdad (consultar p.ej. [43]), como en el planteamiento siguiente:

Minimizar F (x)

con H(x) =0€eR™ (A.6)

e N

y G(x) <0€Rr

donde F:ACRY — R, H:ACRY —R™ y G:ACRYN — R?,
respectivamente, son funciones suficientemente diferenciables (al menos de
clase C).

Definicion A.2.6 Un punto x* € A C RY se dird que es un punto reqular
para las restricciones

H(x) =0 cR™ Yy G (x) <0eRr

si, ademds de satisfacerlas, los vectores gradientes {VH; (x*)}"  U{VG; (x*)}
son linealmente independientes; siendo J = {j € {1,...,p} / G; (x*) =0} el
conjunto de indices 7 que saturan la condicion de desigualdad.

jeJ

Teorema A.2.7 (Condiciones de Kuhn-Tucker) Cualquier minimo re-
lativo x* del problema (A.6) que sea regular para las restricciones, de acuerdo
con la definicion anterior A.2.6, deberd satisfacer las siguientes condiciones
necesarias de extremo condicionado

VF(x*)+ A VH(x*)+p"' VG (x*) = 0
p Gx*) = 0

para ciertos vectores X €R™ y pu €RP, con componentes no negativas pu; > 0,
j=1...,p.
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Otros algoritmos interesantes que empleamos en esta memoria, dentro
de un procedimiento de minimizacién sin usar derivadas, son el denominado
método de Powell y el método de la seccion aurea, que basicamente consisten
en lo siguiente:

Algoritmo A.2.8 Consideremos xo € R? una aprozimacion inicial del mi-
nimo de la funcion a minimizar f : R — R, y denominemos ey, ...,eq a
los vectores columna de la matriz identidad en dicho espacio euclideo; en-
tonces, una simple iteracion de este procedimiento bdsico consistiria en los
stguientes pasos:

» Para cada componentei = 1,...,d, calcularemos 3, € R de manera que
minimice la expresion f(x;_1 + f;e;), usando cualquier método apro-
piado para ello (como por ejemplo el conocido como el método de la
seccion durea que se describe en A.2.11), y definiremos x; = X;_1 +

= Para cada indice t =1,...,d — 1, reemplazar e; por e;,1.
s Finalmente reemplazar e, por x, — Xq.

» Calcular ahora 3, € R de manera que minimice la expresion

f (XO + ﬁn en)

y reemplazar Xo por Xo + 3, €n.

Observacion A.2.9 Para una funcion general (no cuadrdtica) estas itera-
ciones se siguirian repitiendo hasta que se cumpla cierto criterio de parada,
pero st la funcion a minimizar resulta ser cuadrdtica, se puede comprobar
(ver p.ej. [47]) que, al cabo de k < d iteraciones, los vectores €411, .. ,€4
resultardn conjugados. Asi pues, al cabo de las d iteraciones, habremos mi-
nimizado usando las direcciones conjugadas €1, . .., eq (siempre que todos los
vectores que se vayan obteniendo salgan no nulos).

Observacion A.2.10 En cuanto al algoritmo de bisqueda de mimino usan-
do la razon durea, (que es algo que se conoce y estudia desde la época griega
y tiene relacion con trabajos de artistas y matemdticos a lo largo de toda la
historia), consiste en realizar iteraciones, en un rango de trabajo dado, para
ir acotando cada vez mds el intervalo donde se encuentra el minimo de la
funcion (real y de variable real) objetivo. La idea principal es la comparacion
de las alturas de los limites superior e inferior en el eje de ordenadas, dentro
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del rango de trabajo en el eje de abcisas. Asi pues, siempre que la altura eva-
luada en el limite superior (a la derecha) sea mayor o igual a la evaluada en
el limite inferior (a la izquierda) se elegird un nuevo rango de trabajo equiva-
lente a 0,618 veces el anterior, manteniendo el limite inferior y modificando
el superior. En caso contrario, se haria justo al revés, manteniendo el limite
superior y modificando el inferior hasta que se reduzca en 0,618 veces el ran-
go original. Este proceso se repite de forma iterativa hasta que cierto grado
de precision sea alcanzado, pero es necesario que el minimo local buscado se
encuentre dentro del rango tomado originariamente al empezar el algoritmo.

Algoritmo A.2.11 De forma mds precisa, el algoritmo descrito anterior-
mente podria plantearse como sigue, para una funcion estrictamente cuasi-
conveza f : [a,b] CR — R (es decir verificando que

FO iz + (1 =X) x) <méx{f (x1), f(x2)}, VA€]O,1]
y siempre que f (z1) # f(x2), con 1, x2 € [a,b]):

1.- Seaag=a y by=>b, asi como k =0

2.- Calculamos N\, = b, — a (b — ax) y px = ar + « (by — ag), con o ~
0,618, raiz de la ecuacion r* +1r = 1, tal que o* =1 — a.

3.- 81 by, — ap < € entonces se considerard que el minimo se encuentra

dentro de este intervalo [ag, br] con un error inferior a cierta tolerancia
Ine—In(b—a)

prefijada, € y se terminaria la bisqueda; bastaria con que k > e

(ver acotacion A.7)

4.- En otro caso, si f(A) < f (), entonces agry = ap Y bgr1 = fi; en
caso contrario (si f(Ag) > f (uxr)) haremos ary1 = N\ Y bpy1 = bg.
Notese que en todo caso la longitud de cada uno de los intervalos es «
veces inferior al anterior:

bk+1 —Ag11 =« (bk — Clk) = Oé2 (bk—l — Clk_l) =...= OékJrl (b — CL)

(A7)

b.- Hacer k =k + 1 y volver al paso 2.- Notese que en todo caso, si

o si f(\g) < f(ug) entonces

Pkl = Qg1 + @ (Dpy1 — Qry1) = ap + o (g — ag)
=ap+a (ap+a (b —ag) —ag) = ar + o (a (b — ag))
=ap+a® (by—ap) =ap + (1 —a) (by — ay)
=a,(1—(1—a)+(1—a) by =b, —a (b — ax)
— A\
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o ysif(Ag)> f(ur) entonces

M1 = b1 — @ (bpgr — apy1) = b — o (b — M)
=b, —a (b — (b —a (bp — ag))) = by — & (bp — ag,)
=br—(1—a) (bp—ar) =bp (1 — (1 —a))+ (1 —a) a
=ar+a (b —ag) = g

A.3. Espacios L?

Sea D un abierto acotado de R?. Se define el soporte de una funcién real
sobre D, v: D — R, como

sop(v) ={x €D / v(x)#0}.

Diremos que una funciéon v es de clase k en este abierto D, y lo denotare-
mos v € C*(D), si v es k veces diferenciable sobre D con derivadas continuas.
La clase de Schwartz de funciones reales sobre D, que denotaremos D(D),
es el conjunto de funciones v : D — R que son indefinidamente derivables
sobre D y con soporte compacto en D (que se suele indicar sop(v) CC D);
es decir,

D(D)=CP(D)={v:D—R Jvel>®D), sop(v) CC D}.

Un conjunto £ C R¢ se llama conjunto de medida nula si puede ser
recubierto con un sistema numerable de cubos abiertos (n-cubos) en el que
la suma de voltimenes sea tan pequena como se quiera:

Ve>0, EcCl|JK:, > |Ki|<e.
i=1

=1

Si alguna propiedad se verifica para todo x € D C R?, excepto a lo sumo
en un conjunto de medida nula, se dice que se verifica en casi todo punto de

D (c.t.p. D).

Definicién A.3.1 Diremos que v € L(D) si v es integrable Lebesgue sobre
D en cuyo caso es absolutamente integrable ([p|v|dx < +00) y que v €
LP(D) (con 1 <p < +00) si existe y es finita la integral [p [v|Pdx < +00.

Proposicion A.3.2 Se verifica que D(D) es denso en LP(D) paral < p <
+00, en el sentido de que cualquier funcion de este ultimo espacio se puede



A.4 Espacios de Sobolev 145

obtener como limite de una sucesion de funciones infinitamente derivables.
Ademds, en LP(D) se puede definir la norma

ol oy = ( [, GolPa)”

que dota a este espacto de una estructura de espacio de Banach, para todo
1 <p<o0.

A.4. Espacios de Sobolev

Dado un multiindice o = (a1, a, . . ., ag) € N%, se denota

d - glal
| = Q; P E———————
| | ; (2] aw(l)[l L. 8$gd

Se dice que una funciéon v : D — R admite derivada parcial débil de
orden o € N, 9%, también llamada derivada parcial en el sentido de las
distribuciones, si existe una funcion 0“v : D — R tal que

« _ 1\l 1o}
La vpdx = (1) /Dva pdx, Ve DD). (A.8)

Definicion A.4.1 Sea k un entero no negativo y p € [1,00]; el denominado
espacio de Sobolev WoP (D) estard formado por todas aquellas funciones v €
LP(D) con derivadas débiles también en el mismo espacio v € LP(D), para
todo multiindice o € N, con |a| < k.

Observacion A.4.2 Nosotros en esta memoria fundamentalmente usare-
mos los siguientes espacios de Sobolev concretos: H*(D) = W82 (D), cuyas
funciones son v € L*(D) tales que existe toda derivada parcial débil O*v,
con |a| < k, y también pertenece a L*(D); es decir,

HYD)={v:D—R / 0 € L*D), V|a| <k}.

Se puede comprobar que dotado de la norma

ol p = <||2 /D<a%>2dx>> ,

el espacio H*(D) es un espacio de Hilbert, mientras que en el caso mas general
de los espacios WP (D), junto con la norma correspondiente
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1 :
(Sl Jp@opdx)r  sipe(lool
||U||k,p,D = ||U||wk,p(D) = {
| MaX|q<kr MaXxep [0%v (x)| , sip= o0

solo se podria asegurar el hecho de que sean espacios de Banach.
Por otra parte, se define sin problema el espacio de funciones de clase k,
con soporte compacto incluido en D

Ci(D):=Cc*(D)ND(D)={v:D —R /velD), sop(v) CC D}.

Claramente D(D) C C¥(D) C H*(D), para todo k € N; pero el gran
problema de los espacios de funciones de clase k, asi como el de las funciones
infinitamente derivables, es que no se trata de espacios completos, en el sen-
tido de que podemos tener sucesiones “convergentes” (en el sentido de que
al menos son de Cauchy) de funciones regulares cuyo (posible) limite no es
regular.

Se podria definir entonces otros espacios de Sobolev de funciones con
derivadas débiles en £2(D) y con soporte compacto en D, y que notaremos
HE(D), como la completacion de D(D) o incluso CF(D) dentro de H*(D),
considerando en todo caso la norma inducida por este espacio de Hilbert.
Analogamente, se definirian también los espacios W(]f P (D), como la clausura
de C3°(D) o incluso C§(D) dentro del espacio W"? (D) en la topologia ge-
nerada por la correspondiente norma.

Frecuentemente también se hara uso de la siguiente seminorma

e = (> [3 (0°0)2dx)?

|lal=Fk

que serd una norma cuando se considere precisamente en los espacios HE(D).
Claramente [|[v[|, , = (< \v|?7D)% y se podrian enunciar algunos resultados
adicionales que se pueden encontrar en cualquier libro de Analisis Funcional,
donde se estudien estos espacios; por ejemplo, la seminorma |- | p es una nor-
ma en Hg (D) equivalente a [|-||,, , (consultar también la Proposicion A.4.20).

En algunos casos, necesitaremos ademas imponer cierta regularidad a la
frontera del dominio para poder asegurar cierta propiedad, de acuerdo con
la siguiente

Definicién A.4.3 Supongamos que D C R? es un conjunto abierto y aco-
tado, diremos que su frontera OD es de clase X (siendo X cualquier espacio
de funciones definido sobre R¥™1) si para cada punto xo € 0D existe una
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bola euclidea de centro xo y radio r > 0 y una funcion g € X de manera
que, salvo una transformacion de coordenadas apropiada si fuera necesario,
se puede asequrar que

DN B(xo,7) ={x €B(x0,7) / ®a>g(T1,...,T4-1)}

Definicion A.4.4 En particular, st X se trata del espacio de funciones lips-
chitzianas (tales que |g (x) — g (y)| < C |x —y|, para cierta constante po-
sitiva C' y todo x ey en el dominio de definicion de g), entonces diremos
simplemente que el dominio se trata de un dominio lipschitziano. Andloga-
mente, si X consiste en el espacio de funciones regulares, de clase C* o bien
de tipo Hélderiano de clase C** (con 0 < o < 1) diremos que el dominio D
es reqular de clase C* o clase C*®, respectivamente.

Observacion A.4.5 Senalemos que habitualmente la mayoria de los domi-
nios con los que se trabaja en problemas de fisica e ingenieria, aunque mno
lleguen a ser demasiado requlares, porque tengan picos o esquinas en su fron-
tera, al menos resultan lipchitzianos, salvo aquellos que provengan de una
fractura o que posean grietas pronunciadas.

En lo que sigue, supondremos que D es acotado y que su borde, que
denotaremos I', es lipschitziano (unioén finita de arcos de curvas paramétricas
lipschitzianas). Se puede hablar entonces (usando en todo caso el concepto
de “traza” de la clase de funciones en la frontera, consultar p.ej. [11] o la
subseccion A.4) de los valores de funciones de H!(D) en la frontera de D, y
por tanto, se puede definir el espacio H}(D) como las funciones de H'(D)
que se anulan en I' y mas generalmente espacios de funciones de H!(D) que
se anulan en un trozo de la frontera. Estos espacios heredan la estructura de
espacio de Hilbert de H'(D). En particular

Hy(D) ={v € H'(D) [ vr =0},

0
H2(D) = {v € H2(D) / v=0= al sobre T'}, (A.9)
n
siendo W =mn = (ny,...,nq)" el vector normal exterior unitario, definido en

casi todo punto de I'. La derivada normal de cualquier funcion, suficiente-
mente diferenciable, se define en aquellos puntos de la frontera del dominio
donde exista dicho vector normal, multiplicaindolo por el gradiente de la fun-
cion en cada punto de I'; es decir,

0 —
—0=Vv(-7 (A.10)
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Se tiene a su vez la siguiente formula de integracion por partes en varias
variables: Vu, v € H!(D),

ov ou
o dx = — Daxlvdxqt/uvnzds (A.11)

y, si consideramos V = C(D) con el producto escalar definido por

(u,v)y = ﬂ)u(x)v(x) dx Yu, v eV

este se trata de un espacio prehilbertiano, pero no es completo. No obstante,
existe un procedimiento abstracto de “completar” un espacio, “anadiendo”
aquellas funciones que le faltan para que el limite de cualquier sucesion con-
vergente de funciones del espacio siga siendo otra funciéon del mismo espacio;
llegandose en el caso anterior al espacio de funciones de cuadrado integrable,
que se suele denotar £2(D).

Si consideramos ahora V = C*(D), D CR? con frontera regular a trozos,
con el siguiente producto escalar, definido para cualesquiera u,v € V

(u,v)y = /D u(x)v(x) dx + Z/ 8% 8% (x) dx

de nuevo V es un espacio prehilbertiano no completo y se puede demostrar que
al completarlo obtenemos el espacio de Sobolev H!(D), que estara formado
por funciones de cuadrado integrable cuyas derivadas de primer orden existen,
en sentido débil, y cuyo cuadrado es también integrable.

La manera en que las funciones de H'(D) se derivan es simplemente que
se les puede aplicar el teorema de integracion por partes o de la divergencia;
es decir, u € HY(D) siu € L%(D) y existen d funciones {vy,...,vg} de L%(D)
de forma que, para cada ¢ € {1,...,d}

/u( >g:i - —/ vi(x dx, Vg € CLD) (A.12)

A estas funciones v; satisfaciendo las relaciones anteriores, se les llama deri-
vadas parciales de u respecto de x; en sentido débil. En general, también se
puede ver el espacio de Sobolev HE(D) como la clausura de D(D) en H*(D)
para la norma ||-[|, ,, es decir H(D) = D(D) C H*(D).

Otro de los resultados que suele emplearse en la teoria de los elemen-
tos finitos para analizar la regularidad global de una funciéon a partir de
la regularidad en cada subdominio (normalmente tridngulos) de la parti-

— )
cion D = U Dy, siendo tanto el dominio D como los subdominios disjuntos
=1
D, (I =1,...,p), conjuntos abiertos conexos y acotados, con frontera lips-

chitziana, es el siguiente
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Proposicion A.4.6 En las condiciones anteriores, si k es un entero no ne-
gativo yp € [1,00], entonces bastard con que una funcion v € c* (D) verifique

ademds que v|p, € WHETLP (D), para todo 1 = 1,. .., p, para poder afirmar que
de hecho v € WP (D).

Demostracion. La demostracion bastara realizarla para el caso k = 0,
ya que en cualquier otro caso bastaria con realizar el mismo razonamiento
con las derivadas de orden apropiado. Por lo tanto, sea v € C°(D) tal que
vp, € WHP (Dy), para todo I = 1,..., p. Asi pues, necesitaremos probar que,
para cada i € {1,...,d} existen las derivadas débiles 0,,v € LP (D) y no cabe
duda de que un obvio candidato podria ser de la forma

p
:{ Oz, v (x) , para xe€ U D
=1
w; (x) =
'\ valor arbitrario , para cualquier otro caso

ya que al suponerse v|p, € W' (D) para cada [ € {1,...,p}, en particular
30,,vp, € LP (D;) y por lo tanto w; = 0,,v € LP (D) y efectivamente se trata
de la derivada débil que buscabamos, ya que para cualquier ¢ € C§° (D),
bastara aplicar la definicion de w; (x) en cada uno de los subdominios D
aprovechando la aditividad de la integral y aplicar posteriormente la féormula
de integracion por partes (A.12) en cada uno de los sumandos resultantes,
para obtener

P P
w; ¢ dx= / w; ¢ dx = / 0,V ¢ dx
[ wio > f,wisdx=3 [ oo
p p
=— Up, Oy @ dxX+ / v n; ds
;/Dl D, Oz, l; oD, D, ¢

p
:_é)vaxi¢dx+lzzém VD, G ds
:—/ 0y, ¢ dx

D

debido a que el término Y.}, f5p, vip, ¢ 1 ds = 0, ya que cada porcion de la
frontera del subdominio 0D, es parte de la frontera de D (donde ¢ se sabe
nula) o bien sera una parte comun de dos subdominios adyacentes distintos
en los que los normales exteriores unitarios serfan opuestos y por lo tanto
acabarfan cancelandose mutuamente las aportaciones correspondientes de la
sumatoria. m

Proposicion A.4.7 Si ahora v € WP (D) y vp, € C*(Dy), para todo
l=1,...,p, entonces v € C* (D).
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Demostracion. Igual que en el caso anterior, la demostracién bastara
realizarla para el caso k& = 0; pero ahora procedamos por reducciéon al
absurdo, suponiendo que v € W' (D) y que vp, € C°(D;), para todo
Il =1,...,p, pero que existen dos subdominios adyacentes D;, y D;, (con
distintos 1,1y € {1,...,p}) de manera que al menos en una pequena region
abierta D' C Dy, U D, y a lo largo de la parte comun de la frontera IV =
(0Dy, NOD,,) N D’ se verifica que U, > Yp, (en el sentido de tomar

limites laterales segun una direcciéon normal a la frontera comin, segin nos
acerquemos a la frontera por un dominio u otro).

Contrayendo dicha region D’ todo lo que fuera necesario, podremos asumir
que al menos para algun indice i € {1,...,d} se podra asegurar que la co-
rrespondiente componente del vector normal exterior a uno de los dominios
sea no nula (n; > 0 o bien n; > 0) a lo largo de I".

Por lo tanto, tomando ¢ € C5° (D’) C C§° (D) de manera que sea estric-
tamente positiva, al menos sobre I, tendriamos que

p 2
O0p. U O dx= /835.1; dx = / 02,V ¢ dx
fyomvodx=3" [ onwo 3, 000
2 2
_ _;/Dlj o, 8mi¢dx+jz::1/wlj vp, Omids

p
= — Up, Oy, ¢ dx+ (v —v ) n; ds
;/Dz | D N oDy, noD, | Dy, | D, o
=— [ v0O,,0dx (v -0 ) n; ds
/D 1 dxct oD, oDy, \ [Pa [P ¢

y por hipotesis el término de la frontera seria no nulo, contradiciendo el hecho
de que 0,,v sea la derivada débil, que debe existir por ser v € W7 (D). m

Corolario A.4.8 Como corolario de los dos resultados anteriores, llegamos
a la conclusion de que sivyp, € C (Dl) NWHFLP (D)), para todo 1 =1,...,p,
entonces son equivalentes

veCH (D) < veW (D)

Durante la memoria también usaremos tacitamente otro resultado particular
que se deduce de lo anterior y cuya version para funciones escalares se puede
encontrar por ejemplo en el libro [49] (tma. 1.4.3).

Corolario A.4.97Sz' de hecho lo que tenemos es cierta funcion polindmica
a trozos S € C” (D), definida a partir de una triangulacion (ver definicion
A.7.1) finita T del dominio poligonal y acotado D C R?, de manera que



A.4 Espacios de Sobolev 151

D= UT yde forma trivial Syr € H™(T), VT € T; entonces podemos
TET

deducir de inmediato que S € H™! (ﬁ)

Recopilamos a continuacion otros muchos resultados tutiles que involucran
a los espacios de Sobolev mas comunes y que pueden encontrarse por ejemplo
en [11] o [4], entre otros muchos libros de Anélisis Funcional.

» CF (E) C WP (D), para cualquier p € [1, 0]

» Para cualquier v € WP (D) (con 1 < p < 00), se puede encontrar
una sucesion de funciones infinitamente diferenciables v,, € C* (D) N
WkP (D) (v, € C* (D) en el caso de que el dominio D tenga frontera

lipschitziana y v, € C° (D) en el caso de que v € Wi (D)), tales que

lv — vyl — 0 cuando n — oo

= En todo caso, también el espacio C3° (R?) es denso en WP (RY), para
cualquier £ € NU{0} y p € [1,00].

Otros muchos resultados usados muy a menudo, son los denominados teo-
remas de embebimiento o inmersiéon, que nos indican en qué casos un cierto
espacio de funciones con derivadas en sentido débil pueden verse inmersos
en otros espacios de funciones regulares (con cierto grado de diferenciabili-
dad), para ello definamos primeramente qué se considera por embebimiento
continuo o inmersion continua de un espacio dentro de otro.

Definicion A.4.10 Sean en principio V y W dos espacios de Banach de
manera que V C W, diremos que el espacio V estd embebido o inmerso
continuamente en W, y lo escribiremos V — W si se verifica que

lolly < C olly Vo € v (A.13)

y diremos que el espacio V estd embebido o inmerso de manera compacta en
W, y lo escribiremos V —<— W si ademds de verificarse (A.13) también
se puede asegurar que cualquier sucesion acotada de elementos de V posee
subsucesiones convergentes, al menos en V.

Observacion A.4.11 Normalmente, si V — W se puede asegurar que las
funciones de V son mds requlares que las restantes en W. FEjemplos significa-

tivos de este hecho podrian ser H' (D) — L2 (D), aunque también se tiene
H! (D) —— £2(D),
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Teorema A.4.12 Sea D C R?* un dominio lipschitziano, en cuyo caso se
tendrdn los siguientes embebimientos (donde p* = df,‘jp, de tal forma que
1 1 k).

= d)

» Sik < %, entonces W*P (D) — L% (D), para todo q < p* (con inyeccion
compacta si q < p*).

w Si k= g, entonces WP (D) << L (D), para todo q < co.

w Si k> %, entonces WP (D) — ck-15)-18 (D), donde

.r [g}—i—l—% , st 2 no es entero
L cualquier nimero positivo <1 , i % es entero

y con tnyeccion compacta siempre que 3 € [O, [%] +1-— %[, donde [%]
indica la parte entera de g.

» Sik,l € NU{0}, conk > 1 yp € [1,00] y ademds el dominio lips-
chitziano acotado no vacio, entonces W*P (D) << W' (D).

» En el caso unidimensional (d = 1), cuando por ejemplo D = [ =
la,b] C R también se puede asegurar continuidad para todo k > 1 y
p > 1, de manera que WP (I) — C°(I).

Observacion A.4.13 Vemos pues de los resultados de embebimiento ante-
riores que cuanto mayor resulte el producto kp mdas reqularidad acabard
teniendo la funcion del espacio W¥P (D), habiendo un valor critico (que re-
sulta ser precisamente la dimension del espacio en el que se encuentra nues-
tro dominio, d) de manera que para kp > d dentro de la clase de funciones
pertenecientes al espacio W*P (D) siempre se podrd encontrar un represen-
tante continuo (y todos los demds serdn también continuos, por doquier o en
casi todo punto). Sin embargo, cuando kp < d entonces las funciones (o0 mds
bien clases de funciones) en WP (D) pertenecerdn a su vez a los espacios
L1(D) para q < p*, con p* = dfgp > p; pero cuando kp = d podremos
tomar p* / ooy cuando kp > d, de hecho las funciones en W*? (D) no so-
lo tendrdn representantes continuos en todo caso, sino que en muchos otros
ademads tendrdn también cierto grado de reqularidad, que se podrd obtener
sin mas que aplicar estos resultados de embebimiento a las derivadas de es-
tas funciones. Por ejemplo, se comprueba facilmente que

Whe (D) ¢ (D), si k:—l>;l.
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Trazas

Como hemos visto, las funciones de los espacios de Sobolev definidos s6lo
tienen valores univocos casi en todo punto del dominio D, es decir salvo
en conjuntos de medida nula. Esto podria provocar graves problemas a la
hora de determinar sus posibles valores en la frontera del dominio, que de
hecho se trata de otro conjunto de medida nula por si mismo. No obstante,
gracias al concepto de traza de una funciéon de un espacio de Sobolev podemos
dar valores a dichas funciones en la frontera que coincidirdn con los que
tome cualquier otra funciéon perteneciente a dicho espacio, que ademés resulte
continua en D (consultar p. ej. [4]).

Teorema A.4.14 Si asumimos que D es un dominio lipschitziano de R?
y que 1 < p < oo, entonces existe un operador lineal y continuo Tr :
WP (D) — LP(OD) con las siguientes propiedades:

a) Tr(v) =vpp sive WP (D)nC® (D)

) | Tr ()l zoopy < C Vllwinpy, Yo € WHP (D) para cierta constante
positiva C.

c¢) El operador Tr : W'? (D) — LP(OD) es compacto, en el sentido
de que para cualquier sucesion acotada {v,} en W' (D), existird una
subsucesion {vy} C {v,} de manera que la sucesion {Tr (vy)} serd
convergente en LP (0D).

Este interesante y necesario operador se suele denominar el operador traza
y a Tr (v) se le suele llamar el valor generalizado en la frontera de v. Es bas-
tante evidente que este operador no va a resultar ni inyectivo, ni sobreyectivo;
de hecho se suele denotar

W5 (9D) = Tr (W' (D)) C LP (9D)

al rango de dicho operador dentro de L? (0D), ya que resulta ser un espa-
cio de Sobolev de orden positivo sobre 0D, pero no entero sino fraccionario,
aunque no entraremos a tratar este tipo de espacios en la presente memoria.

No obstante, cuando se estudien algunos problemas de contorno para
ecuaciones en derivadas parciales (E.D.P.’s), necesitaremos también ser ca-
paces de imponer adecuadamente ciertas condiciones de frontera esenciales
en nuestras formulaciones, por lo que necesitaremos usar las trazas de fun-
ciones de H' (D) y/o H? (D) incluso (en el caso de problemas diferenciales de
mayor orden) volviendo a aparecer de forma natural los llamados espacios de
Sobolev fraccionarios sobre 9D, como por ejemplo H'/? (0D) = Tr (H' (D)).
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Claramente, el teorema anterior A.4.14 resultara suficiente en el caso de
problemas diferenciales de segundo orden, donde sblo se necesiten condiciones
de frontera esenciales para valores de la funcion. Pero en el caso de tratar
con problemas diferenciales de orden superior se necesitara usar las trazas de
las derivadas parciales en la frontera.

El siguiente teorema, que puede consultarse en [4] y en [32], establece
el hecho de que para funciones de ciertos espacios de Sobolev serd posible
definir su derivada normal generalizada como una verdadera extension de la
derivada normal clasica (ver definicion A.10) que ya se tiene bien definida
para funciones suficientemente regulares.

Teorema A.4.15 Supongamos que ahora D es un conjunto abierto y acota-
do con frontera T’ = 0D, de clase C*' (ver definicion A.4.3); asumamos tam-
bién que 1 <p <oo,s—1/p>1yquek > s—1. Entonces, se podrdin definir
sendas aplicaciones lineales y sobreyectivas Yo : WP (D) —s W3=1/PP(T)
y Y1 WP (D) — W==Yre(T) tales que Yo (v) = v y Ty (v) = &

an|r
siempre que v € W*? (D) NC* (D).

A.4.1. Otras normas equivalentes en H" ™! (D)

Definicién A.4.16 Dos normas ||-|| v |||-||| sobre el espacio vectorial V se
dicen equivalentes si existen ciertos niumeros positivos, o y (3, tales que se
verifica

a ol <|llolll <8 lvll, YveV (A.14)

Proposicion A.4.17 Si suponemos que E es un conjunto finito de puntos
de D C R? que contiene a su vez al menos otro subconjunto de puntos
P,.-unisolvente, podremos asequrar que la expresion

[Wler = (Z v(a)’ + IvlfH)é ; (A.15)

ack

es una norma sobre "' (D) equivalente a la norma usual ||-||,41.p, definida
en este espacio de Sobolev.

Demostraciéon. Para demostrar que la expresion (A.15) es una norma
bastaria con comprobar previamente que proviene del siguiente producto

escalar
[[w, v]]gr = ZEU (a) v(a) + (u,v),,4

de manera que se cumplen todos y cada uno de los requerimientos para ello:
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o [[u,v]]g, = [[v,u)]gr, Yu, v € H™ (D) (de forma evidente).
¢ [+ willey = [0l + [ ollse Va0, w € H4 (D), por la

propiedad distributiva del producto de nimeros reales respecto de la
suma y por ser de hecho (-,-),,; una seminorma,

[w+ v, wlle, =3 (u(@) +v(a) w(a)+ (utv,w),,

= 2_ (u(a) w(a) +v(a) w(a) + (v, w), , + (v,w),

» [N, v]]g, = Mw, 0]y Yu,v € H™ (D), VA € R, también de

forma trivial, por las mismas razones que en el caso anterior

[[Au,v]|g Z)\u + (A, v),44
=A Z a)+ A (u, U)r+1
= (z (@) 0@+ (1),
= M, vl
» 0 < [[u,u]lg, = [[Ullg,, Yu € H™™ (D) (de forma evidente), con

[[u,u]]g, =0 siy solosi, tanto |u|,+; =0 como u(a) =0, Vae E;y
ya que la anulaciéon de la seminorma de orden r 4 1 sélo se puede dar
para polinomios de grado no superior a r, al contener £ un subcon-
junto P,-unisolvente y anularse u (a), Va € E, se deduce que la tnica
posibilidad serfa que u =0 € H"™ (D).

= Respecto a la equivalencia entre esta norma y la usual del espacio
H™1 (D), volveremos a emplear la inyeccion continua de este espacio
en C° (D) (ver la demostracion de la proposicion A.4.19).
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Proposicion A.4.18 Ahora las condiciones (1.2.2) y (1.3.12) también nos
permiten asegurar respectivamente que, tanto

nmzmm%:< +§nm%y

como (para s suficientemente grande)

[mmz(ﬁv<>+wwﬂa

son normas sobre SZ’S[%} (D, T) equivalentes a || - ||;41.p, la inducida por la
usual en el espacio de Sobolev H™™ (D).

Demostracion. Bastara con comprobar (como hicimos en el resultado
anterior) que ambas también provienen de sendos productos escalares; o bien
que, efectivamente, se verifican todas las condiciones que se le exigen a una

aplicacion ([[]] = [[]lp-- o [[]] = [[]la.) [[)] : K™ (D) — R§ = [0, +00)

r+ .
para que sea una norma €n S [2 (D, T), es decir

v [[v]] >0, Vv e S:L(:,Jr% (D, T) /v #0, ya que de suponer [[v]]ps, =0,
llegariamos a que (p*(v))2 = 0 (o bien v(aj) = 0, Vi = 1,...,A)
y que al menos |v|,;1 = 0, ya que por lo menos 7,41 # 0. Pero la
anulacion de todas estas seminormas (en el caso mas desfavorable de
que 7, =0, Ym =1,...,r, con 7,41 > 0) implicaria que v tendria que
ser un polinomio de grado no superior a m; ademés, el hecho de que la
norma euclidea se anulase también implicaria que

(* ()k =0+ p*(v) =0 R"
y esto a su vez, gracias a (1.2.2) conllevaria que v = 0. Y en el caso

de [[v]]a, = 0, al tratarse As; de un conjunto P,-unisolvente (para s
suficientemente grande) también llegariamos a la misma conclusion.

v [[A0]] = | [[v]], Vv € SMJr 2] (D, T)y VA € R; que se obtiene de forma

trivial, ya que el operador evaluacién p° () es lineal y las seminormas
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| |m, Ym =1,...,r+ 1 también cumplen trivialmente esta propiedad

m=1

1 3
_ (Aﬂ (0 @Y+ Y T AP |v|?n)

m=1

r—+1
:|)\|< +me|v|2>

= Al [[v]lps.r
analogamente
holla = (3 @)+ ol )
- (¥ o)
<z:11) + ”U r+1> 2
= Al [[v]]a.
v [[utv]] < [[u]]+][v]], Yu, v ESMJF% (D, T), que no es mas que la cono-

cida como desigualdad trlangular que se obtiene facilmente de la tam-
bién conocida desigualdad de Cauchy-Schwarz que verifica cualquier
producto o semiproducto escalar (como se ha visto anteriormente en
A.1.2); con lo cual bastara con comprobar que ambas aspirantes a nor-
mas provienen de sendos productos escalares (lo cual es evidente) ya
que [[v]]ps - provendré del producto escalar

r+1

([, v]]psr = (0" (W), 0" (WD) + D Tom (w,0),,

m=1

mientras que [[v]]4, provendria del producto escalar siguiente

M>

u )+ (0,0), 4,

=1

verificidose facilimente en ambos casos (como ya hicimos anterior-
mente) todas las propiedades caracteristicas de bilinealidad, no dege-
neracion y positividad.
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En cuanto a la equivalencia entre cualquiera de estas normas y la usual en
el espacio H"™ (D) ver el siguiente lema, donde se demuestra para el caso
1

[V = (22X, v(ag)® + |v[2,1)?, siendo el otro caso totalmente analogo. m

Lema A.4.19 Supongamos que se verifica (2.3.5) y sea A* = {af,... a3} C
D? cualquier subconjunto verificando (1.3.12). Entonces, existe s* € N tal
que para cada s > s* la aplicacion [[-]]° definida por

[o]]” = (ﬁ:v (a5)” + v 3+1>é

i=1

es una norma uniformemente equivalente, respecto a s, a la norma habitual
en el espacio H™! (D).

Demostracion. Sea so € N tal que A® es un subconjunto P,-unisolvente
de D para todo s > so. Ademés, como se comprueba en el Lema A.4.18,
[[-]]¥ es una norma sobre H"™! (D) para todo s > sq. Gracias a la inyeccion
continua de H"* (D) en C°(D) (consultar p. ej. el corolario IX.13 y las
extensiones a pie de pagina en [11], con m = r + 1, N = 2, p = 2) existe
Co > 0 tal que

[vlleo(p) = maz (0] < Colloll, Vo € 1 (D) (A.16)

En particular, [v(a$)| < Cp ||v]| paratodoi =1,...,A; s € N yv € H™(D).
Por otro lado, existira C; > 0 tal que

2
v(@)” + vl < CFllolf?,

A
1

(2

Yy cOomo consecuencia,
[W]]* < Cy||v]|, paratodo s>sy y ve&H (D) (A.17)

Por otro lado, para cada s € N se verifica de forma trivial que

A A

v(@)? <3 (0 (a?) —v (@)’ + v (@),

1 i=1 i=1

N | —

(2

(va que Va,b € R siempre se tiene 1a* < (a — b)* + b%) y por el teorema
de Holder de inmersién continua del espacio de Sobolev H"™ ™! (D) en C° (E),
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y de la continuidad de cualquier v € H"™ (D) C C° (D), obtenemos que
(empleando a su vez (A.16))

‘v(ag)—v( )

< [lollcop) (@ = a) < Collel (a? - a)s

y, por lo tanto

M= 1=

S (@)’ + o2, < @@yw@W+

=1 1 %

U( ) +|U|r+1

N —

A
S%MHZa—a§+
=1

v(ad)® + |v|*,,, Vs € N
1

-
Il

Por otro lado, ya que A° es un conjunto P,-unisolvente, se deduce que la

aplicacion v +— ( YA v (a?)® + |v\r+1)§ es una norma sobre H"*1 (D) que
ademaés es equivalente a |- || (ver la Proposition 1-2.2 de [2]). Por tanto, existe
Cs > 0 tal que Vs € N*

A A A
Sov(@l)* + oy < CRlol? Yo —af)d + 3o v (@)’ + ol
=1

i=1 i=1 7

Callv]” <

N | —

Ademés, también tendremos

C?
Colloll* < A5 GG Il + Z R (I

=1

para todo s > s;. Sea s; > s tal que A%;Cg < (y; entonces C3 =
1
) 1

(- %)’

satisfara

CQ
CElolP = (Ca = A5CE) ol < (), Vs 2 52

¥ para todo s > s,. Finalmente, bastaria

y como consecuencia, Cs||v|| < [[v]]
con tomar s* = max{sp, sa}. ®
Otras equivalencias entre normas y seminormas de algunos espacios de
Sobolev concretos se obtienen de desigualdades interesantes, como la conoci-
da como desigualdad de Poincaré (consultar [4] o [11]) o bien de estimaciones
concretas de la regularidad de la soluciéon débil de un problema de contorno

determinado (consultar p.ej. [4] o [25]). Citemos por ejemplo, las siguientes

Proposicion A.4.20 :
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(desigualdad de Poincaré) |[ul zo(p) < C [|Vullgoip),  Vu € W,* (D),
conl < p < oo yD C R?un abierto acotado, da lugar a la equivalencia
entre las normas H'HWLP(D) y IV (‘)Hﬁp(D) = [, p-

* lap = IHhem) < ClIAOl2p) = [1AClp,  Yu € H*(D)N
H{ (D), con D C R regular o bien convexo, da lugar a la equivalencia

entre las normas [l py v [|A )l 2(py-

= Mas generalmente, también se tiene la equivalencia entre las seminor-
mas ||, ;, v la norma |[|-||, ;, en los espacios de Sobolev Hf (D).

= Por otro lado, si definimos ahora las seminormas sobre los espacios de
Sobolev W¥P (D), con p < oo,

1/p
kpD ‘= <Z | D%v]|? dx>

la|=k

lv

puede comprobarse también que si D es conexo y |v], ».p = 0, entonces
v debe tratarse de un polinomio de grado inferior o igual a k — 1.

Finalmente, reproducimos aqui un teorema que puede encontrarse, asi
como su demostracion, en [4] (Teorema 7.3.12) y que nos proporciona otro
resultado general de gran utilidad a la hora de determinar ciertas equivalen-
cias entre normas de los espacios de Sobolev W*? (D)

Teorema A.4.21 Sea D C R¢ un dominio lipschitziano conexo y suponga-
mos que f; : WP (D) — R para 1 < j < JEN (conk >1yl1<p<
o) son seminormas sobre este espacio, satisfaciendo ademds las siguientes
hipotesis

(H1) 0 < f;(v) <cvllypp, Yoe WP (D)yl<j<J.

(H2) Si v fuera un polinomio (ver seccion posterior A.5) de grado inferior
o tgual a k —1 con f;(v) = 0 para 1 < j < J, entonces la inica
posibilidad seria que v = 0.

(H2’) Silvl,,p=0 y fj(v)=0, para 1 < j < J, entonces v = 0.

Teorema A.4.22 FEntonces, bajo la hipdtesis (HI1-2) o bien si se verifican
(H1-2°) las cantidades

J
[v]| == |U|k,p,D + Z i (v)
j=1
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o incluso
J 1/p
o]l == <!vli,p,D + fi (v)”>
7=1

definirdn sendas normas sobre los espacios W*P (D), equivalentes a la norma
usual en dichos espacios, |[v||;., » -

De este teorema genérico se podrian obtener infinidad de resultados que
nos proporcionaran normas equivalentes a la usual en W*? (D). Enunciemos
a modo de ejemplo alguno de ellos

Corolario A.4.23 Supongamos D C R? un dominio lipschitziano y que
Ty C 0D es un subconjunto no vacio (con measq—1 (I'y) > 0) de la fron-
tera de D. Entonces, aplicando el resultado anterior conk =1, p=2, J=1
con fi (v) :== [, |v| dv, llegariamos a la existencia de una constante ¢ > 0
(dependiendo tan sélo del dominio D) tal que

||U||1,D <c (|U|1,D + ||U||£1(F0)) , YoeH!

y la conocida desigualdad de Poincaré en H{ no seria mds que otro caso
particular de este resultado, cuando I'g =1 = 0D.

Corolario A.4.24 Otro resultado interesante en el caso del espacio H3, o
mas genéricamente

HE, = {v EH® /v, =0= 9v c.t.p.} C H?

on|r,
siempre que, como antes, D C RY sea un dominio lipschitziano, con T'y C 0D
verificando measq—1 (I'y) > 0, es que se verifica

HUHZ,D <c ‘U|2,Dv Vv e 7'(12“0

lo cual implica que la seminorma |v|, ;, sea realmente una verdadera norma
en 'H%O D HZ que resultard equivalente a la que heredan estos espacios de la
usual en H?.

Corolario A.4.25 Otras desigualdades que darian lugar a normas equiva-
lentes a las usuales en los espacios de Sobolev correspondientes serian las
siguientes, bajo las hipotesis adecuadas sobre el dominio D C R? y sobre los
subconjuntos Dy C D con measq (Do) > 0 o bien sobre I'o C T' = 0D con
measq_1 (I'g) >0

o ol < e (Iolyp + \fDO vde . Yve W (D)
o [[vllipp < c([oliyp +|frovdr|), YoeW?(D)

1,
. ||v||17p,D S C|U|1,p7D’ \V/U € WO P (D)
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A.5. Espacios de polinomios

En lo que sigue denotaremos por P.[z], P.[z,y], P.[z,y, 2] a los espacios
vectoriales de los polinomios de grado menor o igual que » > 0 en una, dos
o tres variables de espacio, contando el grado en cada monomio, es decir,

a) P.[z] = gen(1,z,2%, ...,2") en una dimension.

b) ]P)O[x> y] = gen(1)> ]P)l [.Z', y] = gen(L xz, y)7 ]P)2[x7 y] = gen(L z,y, 1'25 Ty, y2)7
Ps[z,y] = gen(1, z,y, 22, vy, y*, 23, 2%y, vy, 4?), ... en dos dimensiones.

¢) Y en tres dimensiones Py[z,y, z] = gen(1), P1[z,y, z] = gen(1, z, vy, 2),
]P>2|::L'7 y’ Z] = gen(l’ x? y’ Z? x27 y27 227 z y? x Z? y Z)’

]P)S['Z‘?y’ Z] = gen(]"x7 y’ Z? x27y27227myax27

3,3 .3 .2, .2 2 2 2 .2
y27x7y7z7l‘y7xz7xy7yz’xz 7yz7xyz)7 et
. dtr)! .
En general dim P, [z1,...,24] = (djr:!) = A, en d variables.

Es bien conocido el papel que han jugado los polinomios en una y varias
variables en la teoria de aproximacion y el Analisis Numérico en general. En
cuanto a la interpolacion se refiere, el caso unidimensional estuvo muy bien
estudiado y resuelto desde el principio, pero no cabe duda de que el caso
multidimensional ha resultado mucho mas complejo y todavia sigue siendo
objeto de estudio en algunos casos.

Proposicion A.5.1 Un importante resultado afirma que, siempre que K C
R? sea un subconjunto compacto del espacio euclideo d— dimensional, el dlge-
bra de todos los polinomios (sean del grado que sea) definidos como funciones
de K — R en las variables x4, ..., x4, y que denotaremos P (K, R), es un
espacio denso en C (K, R) = C (K), el espacio de funciones reales continuas
definidas en dicho conjunto compacto K.

Observacion A.5.2 La demostracion en el caso unidimensional de este re-
sultado fué dada originariamente por Weierstrass en 1885, pero otra mu-
cho mds constructiva usando métodos elementales y los famosos polinomios
que ahora llevan su nombre también fué dada por el matemdtico ruso Sergei
Bernstein en 1911. No obstante, el caso de dimension cualquiera se puede
ver como caso particular de otro resultado mucho mds abstracto que se de-
nomina Teorema de Stone-Weierstrass, que no hace uso de las propiedades
de los polinomios en si sino mds bien del concepto de sub-dlgebra unitaria
que separa puntos dentro de C (K, R) (ver p. ej. el Teorema 3.1.2 en [4]).
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A.6. Conjuntos P,.-unisolventes

Definicién A.6.1 Se dird que un conjunto de puntos A = {ai,...,ay} C R?
se trata de un conjunto P.-unisolvente, si cualesquiera que sean los datos Z =
{z1,...,2a} C R, existe un unico polinomio p € P, [z1,...,x4) verificando
que
(d+m)!

d!r!

plaj) ==z, Vi=1,...,A=

Lema A.6.2 Sea A° = {a% a3, ... a8} un subconjunto P.-unisolvente de
D C R? y supongamos también que

0<d(s):=supmin(x—a), =0 <1) ,  §— o0 (A.18)
s

xeD aeD?

entonces existe C > 0 y s; € N* tales que para todo s > si existen puntos
{af,...,a}} C D* verificando

C
(@) —af)y < —, Vi=1,...,A, Vs> s. (A.19)
s
Demostracién. Bastaria con tomar, para cada ¢ = 1,...,A un punto

aj € D? de manera que

(a? —aj)y = min <a? —a), =d <a?, DS> <supd(x,D*)=d(s).

acDs xeD

A su vez, como d(s) = O (1) por (A.18), entonces existe C; > 0 tal que

h'msﬁ%o% = (; por lo que para cada ¢ > 0 dado, existird s; € N*

de manera que para s > s; se tendrda que ‘@ — Cl‘ < €, que equivale a

1/s
d(s) — &

< ¢; o escrito de otra forma

Cl €< Cl E_Cl+€

S S S S S

con lo que bastara con tomar por ejemplo C' = C; + 1 (asumiendo que € < 1)
para tener el resultado

0

i J—

C
aj)y < d(s) < —, paratodo s> sy ycualquieri=1,...,A. (A.20)

(a .
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Corolario A.6.3 Ndtese que este mismo resultado (A.20) también se podria
haber obtenido igualmente para cualquier elemento x € D y x° € D? de
manera que para todo s > s1 se tiene que

(x —x%)s = min (x — a); = d(x,D°) <supd(x,D*) =d(s) <
aeDs zeD

¢
S

I

o lo que es lo mismo s (x—x%)y < C' para todox € D y s suficientemente
grande. Y esto también implica que k = k(s) /" +oo para que (x — X*)o
pueda ser tan pequeno como haga falta para mantener acotado el producto
s{x —x%)9 a medida que s — +0o0.

Lema A.6.4 Supongamos que A®> = {a$,... a3} C D* C R* es cualquier
subconjunto verificando (A.19); entonces, Isg € N tal que A® es un subcon-
Junto P.-unisolvente de D para todo s > sq.

Demostracion. Para ello, definamos la siguiente funcion
F:R*x M xR*—R

kol
(a1,...,ay) — det (x y|ai) 1<i<A
0<k+I<r
continua de forma obvia (ya que todas las operaciones son combinaciones
lineales de productos de evaluaciones polinémicas, una vez elegida cierta
ordenacién de las funciones de base del espacio de polinomios

P, [x,y] :gen{xkyl/()ﬁk—i-lﬁr}

de manera que, para (ai,...,ay) = (a2,...,a}) se tiene F(af,...,a}) # 0
(por la P,-unisolvencia de dicho conjunto de puntos A°).

Asi pues, bastara con aplicar la anunciada continuidad de esta funcion,
para poder asegurar que ésta no se anulara al menos en un entorno suficiente-
mente pequeno de dicho punto, y dado que en un espacio de dimension finita
todas las normas resultan equivalentes, dicho entorno se podria considerar
a partir de la norma méx;<;<a(a;)e y obtendriamos el resultado de forma
trivial, a partir de cierto sg € N; de manera que A® serd también un subcon-
junto P.-unisolvente de D para todo s > sy, ya que también se verificaria
que F(aj,...,a3) # 0, (que equivale a la unisolvencia del correspondiente
problema de interpolacion en P, [z,y], independientemente de los datos de
Lagrange fijados en dichos puntos de R?). m
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A.7. Triangulaciéon de un dominio

Sea D un dominio (subconjunto abierto, conexo, no vacio) acotado en
R? tal que su frontera I' sea regular a trozos: formada por curvas (d = 2)
o superficies (d = 3) regulares salvo un numero finito de puntos (d = 2) o
curvas (d = 3).

Se dice que D es poliédrico si es intersecciéon de un numero finito de
semiespacios abiertos. Un semiespacio abierto (cerrado) es el conjunto de
puntos x de R? tales que v -x > R €R (respectivamente >) donde v €R? es
un vector fijo. Se dice que I'' es una cara de D si existe un tnico hiperplano
H (una recta en R? un plano en R3) tal que I' = T'N H. Se dice que K es
un poliedro si es interseccion de un nimero finito de semiespacios cerrados.
Es facil observar que D es poliédrico si su cierre D := D UT es unién finita
de poliedros.

Definicion A.7.1 Se llama triangulacion de un dominio poliédrico D a una
descomposicion en poliedros mds simples D = Uger, K, de forma que

1. cada poliedro K tiene interior no vacio.
2. los interiores de dos poliedros distintos cualesquiera son disjuntos.

3. cada cara de un poliedro es o bien cara de otro poliedro o bien es parte
de la frontera I'.

Destaquemos que hemos llamado triangulacion a la descomposicion de un
dominio poliédrico en poliedros més pequenos, por extensién del concepto
cuando estos poliedros més pequenos son tridngulos, pero también podemos
elegir rectangulos en dimension 2; cubos, tetraedros, prismas, ... en dimension
3, etc.

No obstante, en el caso de triangulaciones usando exclusivamente tridn-
gulos en el plano R2, que es el caso considerado a lo largo de esta memoria,
los dominios poliédricos son simplemente dominios poligonales (determinados
por la interseccion de semiplanos abiertos) y las situaciones no permitidas en
la triangulacion son las expuestas en la Figura A.1.

En este caso de triangulaciones 7 de un dominio poligonal en el plano
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D C R?, si denotamos por

V' = numero de vértices de la triangulacion

Vi = nutmero de vértices interiores

Vs = namero de vértices en la frontera de D

N7 = numero de tridngulos en 7°

E = numero total de lados en T

Er = namero de lados de 7 en la frontera de D

entonces, si 7 se trata de una triangulacion regular (satisfaciendo los requeri-
mientos indicados en la definiciéon A.7.1), el nimero de triangulos y de lados
de la misma se puede ver (consultar p.ej. [52]) que satisface las siguientes

relaciones
Ny = 2V-Vg—-2 = 2V;+Vp—2

E = 3V-Vg—-3 = 3Vi+2Vp—3

Por otro lado, en principio, las mejores triangulaciones de dominios en el
plano serdn aquellas que ademas de cumplir con los requerimientos indicados
en la definicion A.7.1, consisten en tridngulos lo mas equilateros posible (en
el sentido de que tengan &ngulos no muy agudos entre sus tridngulos). De
hecho, a lo largo de esta memoria a menudo nos restringiremos ademas al
caso de triangulaciones uniformes de tipo A! (consultar la Definicion 3.1).

Figura A.1: Situaciones no permitidas.
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Se llama hyg didmetro de un poliedro K a la distancia méxima entre dos
puntos cualesquiera del poliedro y didmetro de la triangulacion al maximo
de los didmetros de los poliedros que la forman h := maxger, hi.

Ademas, en el caso concreto de triangulaciones de un dominio bidimen-
sional usando tridngulos, seran muy ttiles las denominadas coordenadas ba-
ricéntricas que se definen como sigue

Definiciéon A.7.2 SiT = K es un tridngulo en R? con vértices a;, as, az y

R?, entonces | denadas baricéntricas del punt toaT
v € R?, entonces las coordenadas baricéntricas del punto v respecto a T se
definen como los unicos nimeros reales (A1, Ao, A3) satisfaciendo

)\1+)\2+)\3:1 yV:)\131+)\232+)\333.

Observacion A.7.3 Si denotamos las coordenadas de cada uno de los pun-
tos a; = (z4,v:), i = 1,2,3 y las de v =(x,y), entonces de la definicion
anterior se tendrd que

(1 = M+X+Xs
{ r = >\1$1+>\2$2+>\3$3
I(y = My1+ Xy + A3y

de manera que se trataria de un simple sistema lineal de ecuaciones 3 X 3,
cuya solucion resulta ser

.{ 1 1 1
! _ 1 _ _(zay3—yomw3)—x(ys—y2)+y(z3—x2)
>\1 (V) ~ 2area(T) T Xz T3 = T1y2+w2y3+r3y1 —(T1y3+w2y1 +T3y2)
i Y Y2 Y3
1 1 1
_ 1 _ _(mys—y1ws)—x(ys—y1)+ty(rs—x1)
{ A (v) = 2area(D) [P1 T T3] T Giyatwaystasyi—(z1ysteay Feaya)
i Yy ys
] 1 1 1
— 1 _ _(miye—yize)—a(y2—y1)+y(z2—21)
i A3 (V) —  2area(T) A T1Yy2+z2y3+T3y1 —(T1Y3+T2y1+23Y2)
\ Y1 Y2 Y
donde, a su vez
1 1 1
area(T) = = |1 x2 x3
i Y2 Y3

quedando claro que, en todo caso, las expresiones que adquieren las coorde-
nadas baricéntricas {\; (v)},_, o 5 e€n funcion de las componentes de v = (z,y),
son de tipo lineal y por lo tanto pertenecen al espacio Py[z,y].
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Observacion A.7.4 Notese que, ademds, estas coordenadas baricéntricas
toman un valor unitario en un vértice concreto del triangulo, anuldndose
en los otros dos vértices. De manera que cada una de las 7 regiones en las
que quedaria dividido el plano mediante las rectas que determinan los lados
del tridngulo T' (tanto la interior acotada como las otras 6 no acotadas) po-
dria ser identificada perfectamente a partir de los signos de las coordenadas
baricéntricas, ya que la correspondiente expresion polinomica de grado uno se
anulard en los dos vértices opuestos a aquél en el que vale 1 y, por lo tanto,
serd de signo negativo al otro lado de dicha recta.

A.8. Bases de Bernstein

Una vez fijado un triangulo T, para cada v = (z,y) € R? podemos calcular
sus coordenadas baricéntricas {\; (v)},_, , 5 ¥ definir lo que sigue

Definiciéon A.8.1 Los denominados polinomios de Bernstein de grado r re-
lativos al triangulo T son expresiones polinomicas del tipo

, r! i -
Bijr (V) = smmh (W A () A9 (v)"

(con i+ j+ k =r), definiéndose éstos por cero en el caso de que alguno de
los subindices fuese negativo.

Observacion A.8.2 FEs fdcil comprobar como estos polinomios de Bernstein
By ; x (v) werifican la denominada expansion trinomial

L=\ (V) + X (V) + A3 (v)
rl ; j k
= MWV X (V)Y (V) = > Bl (v)

10113
it i 1R i+jth=r

de manera que constituyen una particion de la unidad; es decir,

> B, (v)=1, para todo v € R*. (A.21)

itj+h=r
Ademds, se comprueba que 0 < BJ; (v) <1si veT yque el conjunto de
polinomios de Bernstein {B{J,k (V)}i+j+k:r forman una base del espacio de

polinomios P.[z,y| (consultar el Th. 2.4 en [41]).
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Observacion A.8.3 También se puede demostrar sin mucho esfuerzo (con-
sultar el Th. 2.5 en [41]) que cada una de estas funciones de base de Bernstein
By ;1 (v) posee un tinico mdzimo absoluto situado precisamente en un punto
perteneciente a la adherencia del tridngulo T determinado por los vértices
aj, a, az y que se puede explicitar como indica la formula siguiente

L. :
Gk = (iar+ja; + kag) (A.22)

y ademds constituyen una configuracion de puntos unisolvente en el espacio
de polinomios correspondiente

Definicion A.8.4 Asi pues, fijado un tridngulo T concreto del plano R2,
cualquier polinomio p € P.[x,y| podrd escribirse de forma univoca a partir

de la base { Tk (V)}Hﬂk:r en la forma

p = Z Ci gk Bzr,j,k (V) (AQB)

i+j+k=r

y esta serd la denominada B-forma del polinomio p relativa al tridngulo T. A
su vez, llamaremos B-coeficientes a los escalares c¢; j . que aparecen en dicha
combinacion lineal y puntos de dominio al conjunto de los puntos (A.22)
asociados a todas las funciones de base, que notaremos

r I : S
D(T)z{gi,j,k ::;(za1+ja2—|—ka3) /z+]—|—k—r}.

De esta manera, la expresion de cualquier polinomio p € P, [z, y] en fun-
cién de la base de Bernstein determinada por el tridngulo 7' C R? se podria
indicar graficamente en un diagrama donde indicadsemos el coeficiente corres-
pondiente a cada una de las funciones de base Bj;, (v) justo encima del
tnico punto de dominio asociado a esta funcion, §; ;, y asi se suele hacer en
la literatura al respecto (ver las Figuras A.4, A.5 o bien la Fig. 2.3 en [41]

por ejemplo).

A.9. Elemento finito de Powell-Sabin

El elemento finito de Powell-Sabin fué introducido en 1977 por M. J. D.
Powell y M. A. Sabin en el articulo [48] con el objetivo de obtener algoritmos
apropiados para poder dibujar en un ordenador las lineas de nivel de fun-
ciones de dos variables de una manera satisfactoria. Para ello se plantearon la
posibilidad de obtener aproximaciones sobre un mallado a base de tridngulos,
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mediante funciones polinémicas a trozos que resultasen regulares globalmen-
te, con derivadas continuas al menos de primer orden.

Ellos consideraron en un primer momento interpolaciones mediante splines
bivariados de tipo cuadratico y estudiaron las distintas posibilidades de di-
vidir un triangulo en cuatro, seis o doce subtridngulos, de manera que la fun-
cion aproximante tuviera buenas propiedades de localizacion (sin que influya
la forma que tenga en una pequena regién del espacio cuando nos encon-
tremos suficientemente alejados de dicha zona); para ello optaron mas bien
por definir esta funciéon de interpolacion/aproximacion, en cada uno de los
subtriangulos, dependiendo tan s6lo de los datos de los que se disponga en
el perimetro de dicho subtriangulo.

Asi pues, dichos autores se plantearon la cuestion de obtener, a partir de
los valores de la funcién sin derivar y de sus derivadas parciales de primer
orden en los nodos de cierta triangulaciéon, una funciéon cuadratica en cada
uno de los subtridngulos en los que se dividiria cada tridngulo de la particion,
y de manera que globalmente resulte de clase C!; llegando a la conclusion
de que dicha construccion resulta posible, y que una de las opciones mas
favorables serfa la de subdividir cada tridngulo en seis subtriangulos, a partir
de un punto situado en el interior del tridngulo, y que podria ser el incentro
o el baricentro del mismo (consultar la Definicion 3.4 en la Parte I de esta
memoria), que unimos con los vértices del tridngulo, asi como con ciertos
puntos situados a lo largo de cada uno de los lados y que habra que elegir
también de manera conveniente cuando cada uno de los tridngulos forme
parte de una triangulacion tipica.

Esta construccion, completamente formulada, di6 lugar al denominado
elemento finito de Powell-Sabin, que consiste pues en un E.F. de tipo com-
puesto o macro-elemento (segun [42]), ya que el tridngulo en cuestion se
acaba subdividiendo en otros subtriangulos mas pequenos (ver Figura A.2),
a partir de los cuales se construirian las funciones de base correspondientes
para poder controlar cada uno de los datos con los que se trabajara en los
nodos de la triangulacion.

De esta forma, a partir de la triangulacién inicial 7, habra que construir
seguidamente otra nueva triangulacion 7 ' = 779 en la que cada uno de
los triangulos en 7 apareceran subdivididos de acuerdo con el esquema de
Powell-Sabin; es decir, el incentro de cada uno de los triangulos apareceréa
unido con los vértices del mismo y con los incentros de cada uno de los
tridngulos adyacentes, o bien con el punto medio del lado que se encuentre
en la frontera del dominio poligonal D C R? (consultar la Definicién 3.4 de
la Parte I de esta memoria para mas detalles y ver la Figura A.3.

El hecho de elegir como punto interior de cada triangulo 7', el centro
del circulo inscrito O7, no es ni mucho menos la tnica posibilidad y otras
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A
To
T\ 16
T, Ts
T3\ T4
A2 A3

Figura A.2: Subtriangulacion de Powell-Sabin de Tp.

muchas variantes han sido propuestas; pero no cabe duda que la anterior
eleccién supone una buena opcién por las siguientes razones, entre otras:

(i) Sus coordenadas baricéntricas (consultar la definicion A.7.2 en este
apéndice) se pueden calcular facilmente a partir de las coordenadas de
los vértices, Aj, As y As, del triangulo T' (ver el articulo [51]).

(ii) Su proyeccion sobre los tres lados del triangulo 7" siempre resulta ser
un punto interior de cada uno de los lados; es decir, cuando Or y
Or son los centros de las circunferencias correspondientes a tridangulos
adyacentes Ty T’, con lado comun A;A,, se tiene asegurado que el
punto de interseccion A;A; N OrOp: siempre es interior a A;As. Lo
mismo ocurre cuando cierto tridngulo 7" tiene algin lado en la frontera
del dominio poligonal, en cuyo caso simplemente se toma el punto medio
del lado correspondiente, tal y como se especifica en la definicion 3.4
de la primera parte de esta memoria.

A.9.1. Funciones de base del E.F. de Powell-Sabin

Caso de funciones de clase C!

Considerando el triangulo de referencia Ty, con vértices A; = (0,1), Ay =
(0,0) y A3 = (1,0), junto a los funcionales lineales, para i = 1,2, 3

Li(f) = f(A),  Lips(f) = 55(A)  Lise(f) = $(A)
para determinar una base del espacio vectorial S%’l(D,TP %) formada por
funciones {vq,...,vx} con soporte local, hemos considerado una base de

funciones {wy, ..., wq} sobre Ty que verifica

Li(w;) = 6;; parad,j=1,...,9.
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Y
N

Figura A.3: Triangulacion inicial y circulos inscritos (arriba a la iquierda y derecha,
respect.) y triangulacion de Powell-Sabin resultante (abajo a la derecha).
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d d d
€02 Co11 Co20

Eqy

Figura A.4: Representacion de los B-coeficientes sobre Ty.

Si{Ti,...,Ts} son los microtriangulos de la subtriangulacion de Powell-
Sabin de Ty (ver la Figura A.2) sobre cada triangulo T}, todo polinomio p de
grado total 2 puede ser expresado como

p(x) = Z Cgljk)\li)\%)\g
i,j,k=0,1,2
e
donde (A1, A2, A3) = (A1(x), A2(x), A3(x)) son las coordenadas baricéntricas
del vector x respecto a T, para cualquier x € Tj.

Aplicando las relaciones que deben verificar los B-coeficientes de una
funcion f para ser de clase C' (ver [26]), determinamos los B-coeficientes de
la base de funciones {w;}{_,. Més concretamente, si denotamos Fj al vértice
comin de los seis microtriangulos, entonces los B-coeficientes {c%k} de las
funciones w; sobre cada triangulo Ty vendran dadas tal y cémo se indica en
la Figura A 4.

Por otro lado, en el grafico A.5 proporcionamos los B-coeficientes (salvo
un multiplo determinado) de las funciones de base {w; }}_,, aunque también es
posible determinar estas mismas funciones de base {w;}?_, usando potencias
truncadas (consultar [40]).

En las graficas siguientes A.6, A.7 y A.8 podemos ver la forma que tienen
las funciones de base del Elemento Finito de Powell-Sabin definidas en el
triangulo de referencia Ty, asi como la de sus derivadas parciales de primer
orden, que son lineales a trozos, pero continuas en todo caso.
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Figura A.5: B-coeficientes de un miltiplo de las funciones de base {w;}Y_;.
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Figura A.7: Derivadas parciales respecto de la variable z de las funciones de base
de Powell-Sabin en el tridngulo de referencia.
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Figura A.8: Derivadas parciales respecto de la variable y de las funciones de base
de Powell-Sabin en el tridngulo de referencia.

Caso de funciones de clase C?

Para construir una base de funciones con soporte local de dicho espa-
cio, emplearemos los splines obtenidos pegando las traslaciones mediante
afinidades de la base considerada en el tridngulo de referencia Ty, con vértices
Ay =(0,1), Ay =(0,0), A3 = (1,0) y obtenidas a partir de los siguientes
funcionales lineales, para ¢ = 1,2, 3
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L) = 7
Loslh) = 2
Luolf) = Fo(A)
Leoln) = 22
Lial) = pri(a)
Losls) = 234 o
Lw(f) = 2L
Linlf) = 5o (4)
Linl) = pos(a)
Livor(f) = gzjyj(flz')
Para calcular la solucion del sistema lineal (1.2.9), hemos considerado
funciones de base {wy,..., w3} en Ty que verifican L; (w;) = 6;;. Para ello,
sean {11, ..., T} los microtriangulos de Powell-Sabin en T (ver Figura A.2).

Sobre cada triangulo Ty, cada polinomio p de grado total 5 puede expre-
sarse

px) = 3 NN (A.25)

donde (A1, A2, A3) = (A (), A2 (X), A3(x)) es el vector de coordenadas ba-
ricéntricas respecto a 1, para todo x € Ty.

Aplicando ahora las relaciones que deben verificar los B-coeficientes de
una cierta funcion para que ésta sea de clase C? (de la misma manera que
se hizo en el caso C!, consultar [26] por ejemplo) podemos determinar los



178 Apéndice

B-coeficientes correspondientes a cada una de las funciones de base {w;}3;.

A.10. Formulacién abstracta de problemas de
optimizaciéon mediante el M.E.F'.

En muchos problemas de optimizacion, se puede comprobar que nuestra
solucion wu verifica un problema para cuyo planteamiento se necesita menos
regularidad de la considerada inicialmente en una formulacion mas fuerte
del mismo (como suele ocurrir en muchas E.D.P.’s), por lo que a esta nue-
va formulacion se le suele llamar formulacion variacional (V) = (D) o débil
del problema. Dicha formulacién variacional acaba siendo equivalente a la
formulacion proveniente de un problema de optimizacion (M) del funcional
apropiado.

Definicion A.10.1 La forma general de esa formulacion variacional (V) o
débil (D) vendrd dada por

Encontrar u en'V tal que A(u,v) = B(v) para cualquier v € V (V)

donde V serd un conjunto de funciones que formardn un espacio vectorial, A
serd una aplicacion bilineal en YV XV y B una aplicacion lineal en V.

Definicién A.10.2 La ezpresion de la formulacion variacional (M) es
Encontrar u en V tal que F(u) < F(v) para cualquier v € V ((M))

donde F = J :V — V wviene dado por
1
J(v) = §A(U,U) — B(v).

Este planteamiento genérico puede provenir de infinidad de problemas
distintos de la técnica y de la fisica, por ello conviene abstraer lo funda-
mental del procedimiento, a partir de aquellos casos particulares, para poder
utilizar argumentos analogos en distintos casos sin tener que repetir los mis-
mos desarrollos en cada caso. Por ello se formulan dichos problemas de forma
general, utilizando el espacio de funciones adecuado; habitualmente un es-
pacio de tipo Sobolev, que se encuentran dentro del marco de los llamados
espacios de Hilbert, que se han definido previamente (ver la Seccion A.1).

Corolario A.10.3 Los problemas en su formulacion variacional A.10.1 y de
optimizacion A.10.2 son equivalentes. Ademds, con las hipdtesis anteriores,

existe un tnico u € V. verificando ambas formulaciones, con |juy < 2.
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Demostraciéon. La demostracion de la existencia de soluciéon para la
formulacion variacional (V) necesita utilizar algunos conceptos mas profundos
de espacios de Hilbert y la obviaremos por el momento.

Una vez demostrada la existencia, la cota sobre la norma se deduce de

ullp < Alu,u) = Blu) < Mollully.

Ademés, la unicidad se deduce también de esta cota, pues de haber dos
soluciones u; y ug, su diferencia u; — ugy verificara A(u; — ug,v) = 0, Yo € V,
y por tanto, utilizando la cota anterior para B = 0 deducimos que u; = us.

Por ultimo la equivalencia entre la formulacion (M) y (V) se deduce de la
siguiente igualdad, para cualesquiera u,w € V

Ju+w) = J(u)+ (Alu, w) — Bw)) + ;A(w, w).

Para demostrarlo, sea u soluciéon de (V) entonces tomando w = v — u en la
igualdad anterior siendo v € V cualquiera. Entonces, es facil ver que como
A(u,w) = B(w) se tiene que

T) = T+ SAww) > T+ il > T,

y por tanto, u es solucion de (M).

Supongamos ahora que u es solucion de (M); entonces dado € €R definimos
la siguiente funcién real de variable real g :R —R, dada por g(€) = J(u +
€v), con

o) = Tw)+ e (Alw,v) — Bv)) + 5 Aw,v).

Es facil observar que g es derivable y que, como u es solucion de (M) entonces
g alcanza en 0 un minimo relativo y por tanto ¢’(0) = 0. Como

g(e) = (Alu,v) = B(v)) + eA(v,v),

deducimos que u es solucion de (V). m

En muchos otros casos, también se puede comprobar que el funcional
involucrado ademas tiene ciertas propiedades de converidad, de acuerdo con
la siguiente definicion.

Definiciéon A.10.4 Un funcional F (u), definido de cierto espacio vectorial
en los reales F :V — R se dird convexo si se verifica que

F(l-t)u+tv)<(1—t) Fu)+tF(v), Vte[0,1] y Vu,veV

y estrictamente convezo si dicha desigualdad es estricta para todo t € ]0,1]
siempre que u # v.
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A.11. Aproximaciéon por el M.E.F. de un pro-
blema variacional general

Desde un punto de vista practico, la idea es buscar una solucién aproxi-
mada, uy, de u, resolviendo cualquiera de las formulaciones variacional o de
optimizacién, pero en cierto subespacio vectorial de dimension finita V), del
espacio infinito dimensional V.

Para ello, sean

D C R? un abierto conexo, no vacio, de frontera lipschitziana;

V un espacio de Hilbert de funciones definidas sobre D, y con valores
reales, de norma ||-||,, y producto escalar (-,-)y,

A una forma bilineal continua sobre V x V), simétrica y V-eliptica;

B una forma lineal continua sobre V.
Y por otra parte, consideremos dados

= £ un subconjunto de R% = ]0,4o00[ con 0 € & como punto de acumu-
lacion (de manera que podemos acercarnos a 0 tanto como queramos
con elementos de dicho conjunto)

» para cada h € &, una triangulacién 75, de D en elementos de didmetro
no mayor que h;

= para cada h € £, un espacio de elementos finitos V), construido sobre

Th.

Se puede demostrar que utilizando el E.F. de Powell-Sabin, el espacio V),
construido a partir de 75, (una triangulacion del dominio D), es un subespacio
vectorial del espacio de Hilbert correspondiente, normalmente un espacio de
Sobolev H" (D) (con r € N).

Asi pues, las formulaciones débiles aproximadas equivalentes que se pueden
plantear y que denotamos indistintamente (V), (M) o simplemente (D)

Encontrar uy, en V, tal que A(up,v,) = B(vp) Yo, € Vy ((Vn))

Encontrar uy, en Vy, tal que J(up) < J(vp) Yo, € V. ((Mp))

Teorema.- Los problemas en su formulacion débil (V) y (M) son equi-
valentes. Ademas, con las hipotesis anteriores, para cada h € £ existe un
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tnico uy, € V, verificando (V) o (M), indistintamente. De hecho se puede
demostrar que el problema variacional:

{ Up, GV}L,

A(un, vn) = B(vw), Yo, € Vy (A.26)

admite soluciéon tnica uy, por el Lema de Lax-Milgram.

Demostracion.- La solucion que buscamos uy, pertenece a Vj, y como éste
esté generado por un nimero finito (m = m(h) = dim(V},) < 00) de funciones
base entonces para todo h € £ veremos que el problema (A.26) es equivalente
a un sistema lineal.

En efecto, si {w; /i =1,2,...,m} es una base de V),

up(z) = f: & wi()

Jj=1

donde & = (&,...,&,) " €ER™.
Para que se verifique (V;,) para todo v, € Vy, bastara con que se verifique
eligiendo como vy, las funciones base w;; es decir si y s6lo si

A(w;, up) = B(w;) para cualquier 1 < i < m,

y por tanto,
> & Alwi, wj) = B(w;) para cualquier 1 < < m.
=1

Asi se obtiene el sistema lineal
R¢é=B

donde R = A), = (A(wj,wj))ij=12..m € una matriz cuadrada simétrica
de orden m y B el vector cuyas componentes son B(w;). Por tanto, existe
una tnica solucion de (V) que viene dada a partir de la tnica solucion del
sistema lineal R ¢ = B. La matriz R suele recibir el nombre de la matriz de
rigidez v el vector B se le suele denominar vector de cargas, por el caracter
estructural de las primeras aplicaciones del método de los elementos finitos
en la Ingenieria.

Comprobemos ahora que este sistema lineal tiene una tinica solucién. Por
un lado, como el problema (A.26) tiene una solucién tnica, la matriz R es
regular. Ademas puesto que A es una forma bilineal simétrica, se observa
que también lo seréd la matriz R, y como A es V-eliptica, es facil comprobar
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que R sera definida positiva; es decir, dado cualquier vector n €R™ no nulo,
se tendra que n"R7n > 0. Un sistema lineal cuya matriz de coeficientes es
simétrica y definida positiva tiene una tnica solucion, que se puede resolver
eficientemente por distintos métodos directos o iterativos: Cholesky, frontal,
gradiente conjugado, etc ...

Aplicando el lema de Lax—Milgram se prueba también que, en estas condi-
ciones, el problema variacional: hallar u tal que

u €y,
VoeV, A(u,v) = B(v),

tiene solucion tnica.
La demostracion del resultado anterior nos indica esquematicamente como
calcular uy,:

1. Calculamos la matriz R y el vector B.
2. Resolvemos el sistema lineal R ¢ = B.

3. Construimos u; como
up(x) = Y & wj(x)
j=1

donde las w; son las funciones base del espacio de elementos finitos
construido a partir de la triangulaciéon 7j; o equivalentemente la base
del espacio V.

A.12. Convergencia del MEF

En las condiciones anteriores, se verifica ademés, el siguiente resultado de
convergencia;
lim ||[u — u = 0.
lim [l —

Eligiendo los subespacios V), en la forma descrita en las secciones anteri-
ores se puede demostrar también el siguiente resultado que sélo comentare-
mos.

Teorema.- Sean u y uy, las soluciones de los problemas (V) y (V) respec-
tivamente, donde V}, es el espacio de elementos finitos asociado a un mismo
tipo de elemento finito de R? (fijada una triangulacion 73,).

Sea || - || la norma en el espacio de Hilbert H (normalmente un espacio de
Sobolev apropiado H" ™! (D)), entonces

lu —uplln < C |lu—Thul|x.
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Por tanto, el error de interpolacion ||u—II,ul|4 controla el error de la apro-
ximacion ||u — uy || y bastara con estudiar como es el error de interpolacion,
cuando h tiende a cero, para estudiar si el error de aproximacion es cada vez
mas pequeno.

Supongamos ademas que la familia de triangulaciones verifica que

1. En el caso de tridngulos, que el menor de los angulos 6 de todos los
triangulos de todas las triangulaciones sea positivo; intuitivamente, que
los triangulos de las distintas triangulaciones sean los méas equilateros
posibles.

2. En el caso de rectangulos, que la mayor de las razones entre las longi-
tudes de los lados de los rectangulos de todas las triangulaciones sea
un namero fijo s; intuitivamente, que los rectangulos de las distintas
triangulaciones sean los més cuadrados posibles.

En estas condiciones se tiene que ||[u—IT ully < Ch,y por tanto, cuando
h — 0, la solucién aproximada tiende a la solucion real del problema y el
MEF es convergente.

En general se sabe que C' es inversamente proporcional a 6 y directamente
proporcional a s, por lo que en toda triangulacion en dos dimensiones interesa
“regularizar” la triangulacion para

1.  En el caso de tridngulos, que cada triangulo sea lo méas equilatero posi-

ble.

2. En el caso de rectangulos, que cada rectangulo sea lo més cuadrado
posible.

A.13. Espacio de elementos finitos

A cada triangulo T o poliedro K de la triangulacion se tiene asociado
un elemento finito (K, Xk, Pk ), donde ¥ denota el conjunto de datos sobre
K que definen el E.F y Pk el espacio de polinomios correspondiente. De
esa forma podemos definir un subespacio de las funciones, definidas de D en
R, con cierto grado de regularidad (es decir, incluidas en C"(D) para cierto
r > 0), dado por

Vi = {v € C"(D) tales que vjx € Pk para cada K € T},

donde v denota la restriccion de v al poliedro K.
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Asociado a la triangulacién tenemos también II,, un operador de inter-
polacion que a cada funcién v € C"(D) le asocia la funcion 11,0 : D —R
que, restringida a cada K coincide con Ilxwv.

En principio el tipo de elemento finito que elijamos en cada poliedro
podria ser distinto, pero si pretendemos que las funciones obtenidas por
interpolacion pertenezcan a V), debemos de exigir ciertas condiciones de
compatibilidad entre elementos finitos adyacentes (con una cara comun).
Nosotros usualmente trabajaremos con el mismo tipo de E.F. en todos los
triangulos que formen una triangulacién, en concreto uno de tipo Powell-
Sabin, con lo que las relaciones de compatibilidad se verificaran de forma
inmediata. Como consecuencia de la compatibilidad automatica de los E.F.
de Powell-Sabin podemos describir V), a su vez como el conjunto de todas
las interpolaciones de funciones de C" (para cierto r > 0 concreto); es decir,
Vi = 1I,(C"(D)).

También cabe destacar que hemos notado el espacio V), con el indice h,
refiéndonos al didmetro mayor de los tridngulos utilizados y podemos esperar
que si elegimos triangulaciones mas finas (con mas elementos, de forma que
h sea cada vez mas pequeno) el resultado sea mejor.

Se dice que un elemento finito es de clase X si el operador de interpolacion
I1;, de toda triangulacion 7;, construida con dicho E.F. asigna a funciones del
espacio X, funciones de X de nuevo. Asi pues, un elemento finito es de clase
C% si v € C(D) para cualquier funcion v € C(D). Algunos E.F.’s solo
son de clase C%; otros, como los vistos en esta memoria son de clase C! o C?
es decir, se conserva la continuidad de las derivadas primera y/o segunda,
respectivamente.

Introducimos a continuacion el conjunto de los datos de la triangulacion
Yp como la union de todos los datos X = Yk de cada triangulo T" o poliedro
K que forma la triangulacion.

Sea ¥, = {Li,...,L,} dado a partir de las formas lineales L;, i =
1...,m, y consideremos ahora la tnica funciéon w; € V), de forma que

Li(w;) =6;; paral<j<m,

para cada 1 < ¢ < m. La unicidad proviene de la unisolvencia del problema
de interpolacién en cada triangulo.

El conjunto {wy,...,w,} lo forman las funciones base del espacio de ele-
mentos finitos construido a partir de la triangulacién y de hecho son una
base de V. Las funciones base de la triangulacion restringidas a cada 7' = K
son funciones base del elemento finito (7, Xk, Pk).

En las Figuras A.9, A.10 y A.11 se muestran las funciones de base aso-
ciadas al iinico nodo interior de una triangulaciéon simple, como la mostrada
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Figura A.9: Funcion de base del espacio de E.F. de Powell-Sabin.

en la Figura A.3 de la Seccion A.9, a partir del E.F. de Powell-Sabin de clase

Ct.
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