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Grabado de Alberto Durero tituladiéelancolia

En él aparece por primera vez un cuadro mégico, en

realidad una matriz de ndmeros de cuarto orden,

dispuestos de tal modo que la suma de los elementos
de cada fila, columna o una de las diagonales es
constante.

Un poco de historia

Aunque el calculo con matrices tiene sus origendaseematematicas chinas de hace mas de un
milenio, en Occidente el primer matematico qued8stlas operaciones con matrices, a media-
dos del siglo XIX , fue el brithnico James JosejeStre, quien creo la teoria de los invarian-
tes algebraicos y de las matrices.

(Extraido de la GRAN ENCICLOPEDIA UNIVERSAL, Ediaies ESPASA, S.A.)

Tanta es la ventaja de un lenguaje bien construido
gue su notacién simplificada a menudo se convierte
en fuente de teorias profundas.

P.S. LAPALCE






RESUMEN

La hipodtesis de inelongabilidad de las barras gprédorman a las estructuras de
nudos rigidos, asi como cualquier otro tipo dericesébn a considerar para una mejor
modelizacion, como pudiera ser la hipotesis deraljgha rigido, tradicionalmente han
sido tratadas a nivel de estructura, esto es, slichmdtesis se han introducido en el sis-
tema lineal resultante del pertinente ensamblajagienatrices de los elementos. En esta
Tesis Doctoral, por el contrario, estas restricegose introducen, primeramente, en las
matrices tradicionales de rigidez del elementosta es la idea fundamental que sustenta
al método-, con lo que éstas sufren unas deteren@ansformaciones que dan lugar a
una nueva matriz de rigidez de barra mas difusay simple que las originales y, poste-
riormente, estas mismas condiciones vuelven a es@adl sistema lineal de ecuaciones
gue se obtiene por ensamblaje de las matricedaetakato antes deducidas. Como con-
secuencia de esto se obtiene un grupo de ecuadi@neguilibrio mas otro grupo de
ecuaciones de restriccién, ambos en las incogddasorrimiento, con lo que el sistema
resultante es rectangular. Debido a esto es nézesaplear las técnicas existentes para
la resolucion de dichos tipos de sistemas bajoicestnes -Método de las Transforma-
ciones, Método de la Penalizacion o Método de lodtiMicadores de Lagrange- obte-
niéndose unas matrices de coeficientes que no sotanson, consecuentemente, mas
difusas, sino, sobretodo, que vienen notablememjerncondicionadas que las que se
obtienen a partir de las matrices de barra traciates.

Coherentemente, se incluyen también las pertinevitdsces de Conversion bajo
las hipétesis antes mencionadas, las cuales sebii@mdo asimismo por introduccion de
las restricciones en las Matrices de Conversiahdi@nales

Por ultimo, para una optimizacion del condicionartoede los sistemas, se han
creado también unas Matrices de Transformacion cagaecucion se logra por ensam-
blaje directo de los coeficientes de las ecuacioleesestriccion, matrices que sirven de
herramientas para la manipulacion matricial delddétde las Transformaciones y del
Método de los Multiplicadores de Lagrange, apliealihnto al método propuesto como

al Método Tradicional Directo de la Rigidez.
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BASES DE CALCULO, NOMENCLATURA Y SIMBOLOGIA

Hipotesis de calculo:

1) El material es perfectamente elastico, homogérnsatepo.

2) Se cumple el principio de los pequefios movimientos.

3) Existe linealidad estatica, esa decir, las ecuasiale equilibrio se plantean en la
configuracion inicial del elemento, o equivalentaiee en el elemento sin de-
formar.

4) Existe linealidad cinematica, es decir, las defaior@es son funciones lineales
de los corrimientos.

5) Se desprecian la tensiones normales a la diretgtielemento (se supone nulo el
coeficiente de Poisson).

6) Se desprecia la deformacién por cortante.

Nomenclatura y simbologia:
- Las matrices vendran representadas por letrasiddalas eMNegrita.
- Los vectores vendran representados por letragstitas emegrita, excepto el
vector de inelongabilidad que vendra en mayusculaNggrita.
- Las componentes de corrimiento vendran repredesitpor letras minasculas y
cursiva.
- Signaremos con las letras i y j los extremosiahig final, respectivamente, del
elemento barra.
- Llamaremoscomponentes de desplazamienta los movimientos de un punto en
la direccion de los ejes coordenados.
- Llamaremoscorrimientos al conjunto de componentes de movimientos de un pun
to (desplazamientos y giros).
- Se considera positivo el sentidwdgiro para los momentos y giros.
- Las componentes del conjunto de vectores asaiadlus extremoisy | de una ba-
rra, referidas a un sistema de coordenadas gesef#leseran:
- Componentes dgolicitaciones
Extremo i.- X;: componente de fuerza en el eje OX.
Yi . “ “ “ \O
Zi: “ “ OZ.
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Extremo j.-

Msi : Momento respecto al eje OX.
Myl : “ 1] 1] OY.
My : “ “ “ OZ

Xj: componente de fuerza en el eje OX.

Yj: ¢ . “Y0
Z: ¢ . OZ.
My;: Momento respecto al eje OX.
My:  “ “ “OV.
My;: : “ “ 0OZ

- Componentes deorrimientos:

Extremo i.-

Extremo |.-

Ui : componente dalesplazamiento en la direccion OX.

e u u “ QY.
W “ “ “ ozZ.
ai “ giro respecto al eje OX

bi: : “ : “ QY.

P “ “ “ “ OZ.

uj : componente delesplazamiento en la direccion OX.

v u u“ “ oY.
e E u “ Ooz.
i “ giro respecto al ejX.0

B “ “ “ “ OY.

Vi “ ‘ : “ OZ
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CAPITULO 1
ANTECEDENTES

OBJETIVO:

Puesto que el trabajo que aqui se presenta esracegdimiento matricial para €l
calculo de estructuras de barras de nudos rigida® tas hipétesis de inelongabilidad de
las barras y las de diafragma rigido, el objetive dste primer capitulo es la exposicién
detallada de los diferentes autores que han estioden mayor o menor medida dicho me-

todo matricial bajo las hipétesis antedichas.

CONTENIDO:

Siguiendo el orden establecido en la bibliografiee figura al final de esa obra, se
expone un analisis cronoldgico de todos los asperttacionados con esta investigacion,
comenzando con una exposicion sobre los métoderajes empleados en el analisis y
célculo de barras prismaticas unidas rigidamentes especificos métodos matricialeg vy,
dentro de éstos, aquellos que han adoptado la ég®ide inelongabilidad de las barrag o
la hipotesis de diafragma rigido, procediéndosenadetallado escrutinio con referencias
suficientes para facilitar una posible consultalde temas aqui relacionados cuyos autgres

los han estudiado con anterioridad.

*kkkk

1.1.- Métodos de célculo para estructuras reticulas- “Las dos directrices prin-

cipales en la evolucion de los métodos de calcudpip de estructuras reticulares continuas
las fijaron Otto Mohr y W. Ritter” [F. Casado (@Wap. V], aunque treinta afios atras “Cla-
peyron (1857) fue el primero en escribir ecuaciaiementales dpendiente-flecha[Hey-
man (35), capitulo 6]. En 1892 Otto Mohr, preocupadr el problema de la aparicion de
flexiones secundarias en las jacenas metélicagytriadas -flexiones que son consecuencia
del inevitable pequefio empotramiento que aparet@sarudos por falta de una articulacion
total- utilizé estas ecuaciones dando lugar al d@tpue se dio en llamadé lasdeforma-
ciones angularé€sluego utilizadas por Maney en 1915 [Ferndndega@a (9), Cap. V], que

relacionan las solicitaciones de flexion —momerilestores- de los extremos de las barras
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de las barras con los giros de dichos extremosidgsdlazamiento transversal relativo entre
ellos como consecuencia de la excitacion introcdueld la estructura. En este mismo afio J.
M. Zafra, traduciendo los estudios de Ritter (19@@yoduce el concepto fundamental de
masa elésticaque tenia las limitaciones de resolver solo Eerueturas intranslacionales,
método que seria invalidado al sistematizarse ptary Strassner bajo el nombrerdéto-

do de los puntos fijogiue da lugar a un sistema de ecuaciones determipat que pre-
sentaba el inconveniente de la gran complejidaasi@ucion debido al elevado nimero de
ecuaciones que conlleva, aun en estructuras mwyllasnCon objeto de paliar este incon-
veniente, Takabeya propone reducir el sistema méido las ecuaciones de nudo y, enton-
ces, si no hay deformaciones transversales, seatemdsolo tipo de ecuaciones que se or-
denan en un cuadro- falsilla, mediante el cuabséita su resolucion, aunque la sistemati-
zacién primera fue de Bendicen en 1919 y la magtaimla de Guldan, el cual, en estruc-
turas con desplazamientos, establece una ecua@éngemeral [F. Casado (8), Cap. V].
Aunque, estrictamente, no se trata de un métodoamhtel cuadro-falsilla mencionado es
quiza el antecedente mas préximo a los método era@és modernos basados en las ante-
riormente referidas ecuaciones depéndiente-flechalas cuales, junto con la ley de Hoo-
ke', que relaciona las elongaciones de una barralcamik constituyen la base del célculo
matricial de estructuras actualmente utilizado,speste ultimo método parte de aquéllas
formulaciones constitutivas, sélo que expresadafmna matricial y cuyas variables vie-
nen enunciadas por componentes referidas a umdeésio sistema de coordenadas, dando
lugar al conocido Método de la Rigidez que, comnseguencia del elevado nimero de
incognitas a que da lugar su aplicacion para cigldgpo de estructura, incluso la mas ele-
mental, no pudo ponerse en practica hasta la &pade los ordenadores. Estas ecuaciones
constitutivas relacionan de forma directa las #aktones de extremo -axiles, cortantes y
momentos- con los corrimientos de dichos puntos)gque aquéllas vienen dadas en fun-
cion directa de éstos y, por tanto, no puede prdsse de ninguno de ellos para que el mé-
todo sea de aplicacion. De ahi que, contrariamembelos los métodos habitualmente utili-
zados para el calculo de estructuras de barrasgtddo matricial no adopte la hipotesis
simplificativa de inelongabilidad y es esclavo, puge la premisa tiranicamente imprescin-
dible de deformacion axial, causa principal dedozblemas numeéricos que ello conlleva,

como se detallara en el siguiente capitulo y argd de esta investigacion.

" Es, justamente, esta ecuacion la que permitié anarglizacion total para el calculo matricial deuesuras.

1-2



Método matricial bajo restricciones cinematicas CAP. 1.-ANTECEDENTES

1.2.- El Método Matricial bajo condicion de inelon@bilidad.- No obstante lo

afirmado en el anterior epigrafe, existe amplididigioafia en la que se adopta la hipétesis
de inelongabilidad dentro del método matricial.,Asi 1945, Timoshenko y Young (1), en
el epigrafe 10.6, dedicado al analisis matricialpdeticos continuos, expresan qumafa
simplificar (...) como es practica general, se desjae también las deformaciones origi-
nadas en las barras por esfuerzos axiles y cortagteolo se tiene en cuenta la deforma-
cion por flexiori; no obstante, la obtencién de la matriz de rigide la estructura no se
consigue por ensamblaje directo de la matriz ddeigdel elemento, sino por superposicion
de estados paramétricos en cada uno de los cuafesmite un solo corrimiento unitario.

En 1960, Argyris y Kelsey (2, Pag. 2), utilizarslguiente matriz de elemento de dimensio-

nes 4x4:
pE E] &
L3 L3 L2 L2
Ll E L
K= EII_ lél |1:_| ELl (14
6— —6— | 4— 2—
L2 L2 L L
GEl GEl | ol E!
. L2 L L |

y, por tanto, con dos grados de libertad por nagtcable exclusivamente a vigas conti-
nuas y entramadoglanos. La misma matriz (con otra reordenaciénytdigada en 1962
por L. Rogers y M. Lander (3, epigrafe 8.4) y pall&er (4, Pag. 40) en 1964. En aquélla
se procede al calculo de una viga continua -sisiatrenslacional- y de un entramado pla-
no de un vano y una planta. No obstante, el pradedio no es exactamente el método
directo de la rigidez, pues a éste se llega armhatia matrizn que relaciona todas las com-
ponentes de corrimiento con las incognitas eleguasnspeccion como incégnitas maes-
tras, con lo que, a partir de dicha matriz se |lega una parte, al método directo y, por otra,
a la eliminacién de las incognitas esclavas de dogoe sK es la matriz de rigidez obteni-
da por ensamblaje, el vector de corrimientos |y el vector de acciones, se tendrd, por una

parte, que

Kc=p [1.2]
Yy, por otra
c=oacC, [1.3]

" Entendemos por entramado aquél sistema estrutdurzdo por barras conectadas ortogonalmente.
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dondec, es el vector que describe a las componentes dgnitaé maestras, por lo que, al
sustituir ésta en la anterior, quedara

Kac, =p [1.4]
y premultiplicando m.a.m. par , transpuesta de, se tendra

Kcn=p [1.5]
donde
K=za'Ka y p=da'p

obteniéndose un sistema de las mismas dimensiaeesglgvector de incognitas maestras.
Como puede observarse, se llega al mismo sistemazau el Método de las Transforma-
ciones, aunque el procedimiento no es exactaméntsmo pues en este Ultimo la maiiz
relaciona sélo las componentes dependientes camdegendientes.

Nuevamente, en 1965 Gere y Weaver (5, epigrafe viug)ven a utilizar la misma

matriz [1.1] antes referida de la que se extrae aérdimensiones 2x2

4E!l SE!

K = ELI ELI [1.6]
2Bl 4=l
L L

esto es, dos grados de libertad por elemento, guesponden exclusivamente a los giros
de sus extremos y aplicable, pues, sélo a estaginotranslacionales. En 1966, C. Matin (6,
Pag. 208), hace el célculo de un sencillo entrandgdon vano y una planta bajo condicio-
nes de simetria y antimetria en cuya matriz delegyse introducen las condiciones de ine-
longabilidad, simetria y antimetria, quedando rettuel sistema a una sola ecuacién y una
sola incognita para el primero y dos ecuacionesdasnincégnitas para el segundo. Segui-
damente se hace el célculo para otro entramadm dano y dos plantas bajo condiciones
de antimetria, que no afiade generalidad alguneoeégimiento, proponiendo, finalmente,
ejercicios de elementales estructuras planas sifraipnales. En el mismo afio, Rubinstein
(8, epigrafes 7.5 y siguientes), utilizan la maftid] de rigidez del elemento ya conocida,
junto con la creacién de una matriz de compatiadipl que tiene el mismo significado que
la anteriormente mencionadautilizada en la referencia (3) y que no es masyacee dijo,
que la matriz que relaciona todas las incognitdssideema estructural con las incognitas
maestras, lo que permite resolver el sistema lipeakl Método de las Transformaciones.
En el epigrafe 9.2 de esta misma referencia séiastm entramado intranslacional, mien-
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tras que en el siguiente se procede al calculmdmtramado translacional de un vano y dos
plantas, cuya matriz de rigidez se obtiene mediameimientos unitarios de la estructura
(estados paramétricos) en sus grados de libepeaatedimiento que repite en 1971 Meek
(10, ejemplos 6.2 y 6.4)- que carece de interasnalglesde el punto de vista de su aplica-
cion practica. Posteriormente, y de forma idéngcal974 Majid (11, epigrafe 4.5) procede
al estudio de un portico plano con barras inclisagaro con la particularidad de ser simé-
trico, lo que le resta generalidad al procedimieD@spués, M. Bray (15, Pag. 94), en 1979
advierte del inconveniente que supone la adopaida thipotesis de inelongabilidad para la
determinacion de los axiles de las barras, pue$as$.fuerzas axiales se tienen que deducir
del producto de infinito por cero, que es indeterawio. Si se atribuye al miembro un valor
finito cualquiera de rigidez axial, como por ejem@n el calculo automatico, entonces la
fuerza axial en el miembro, tendria el valor ine@io cerd’

En 1983 Ghali y Neville (19, epigrafe 4-4) muestnaevamente la ya conocida ma-
triz de rigidez dada en [1.1] con cuatro gradosilertad por barra y la correspondiente a
dos grados de libertad [1.6], aplicable a estrastute barras coplanarias intranslacionales;
sin embargo, las matrices de rigidez de los ejesnl@ y 3.3 -este ultimo reproducido mas
recientemente (1992) por M. Vazquez (25, ejemp®)-2jue corresponden a sencillas es-
tructuras de barras coplanarias, se obtienen ntediaovimientos unitarios de los grados de
libertad que se liberan en cada estado paramégnicta misma forma empleada en las ante-
riores referencias ya comentadas.

De forma similar a lo ya descrito reiteradamentel1®98 Laursen (22, apartado 14-
2), propone la obtencion de los elementos de laizndé rigidez de una estructura bajo
condiciones de inelongabilidad a partir de unaesde deformadas paramétricas, relacio-
nando las componentes de corrimiento con las intagmaestras a través de la ma#iz
matriz de Transformacién que corresponde con laoyeentadaa y . En el ejemplo 14-2
de esta referencia, correspondiente a un entratnadslacional de un vano y dos plantas,
utiliza la conocida matriz de barra de dimensio2e3 para el ensamblaje de la matriz de
rigidez del estado intranslacional y utiliza undeséle estados paramétricos para la obten-
cion de los elementos de la matriz debida a lopldeamientos, de la misma forma en que
se procedio en las referencias (2) y (8), solucidnael sistema valiéndose de dicha matriz
A y su transpuesta. En el apartado 14-6, dedicddaaneralizacion de la transformacion
de desplazamientos, deduce la ecuacion existertecgdenadas globales entre las compo-
nentes de desplazamiento de los extremos del elernemo consecuencia de la hipétesis

de inelongabilidad en el espacio 2D, la cual esdeéas ecuaciones basicas que sirven de
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fundamento al procedimiento que en esta Tesis Balcte propone(véase ecuacion [4.12]
de este trabajo). Nuevamente propone la configbmagxpresada en [1.1] para la matriz de
rigidez de la barra inelongable.

En 1993, Corchero (27, cuarta parte, problema htdielve el caso particular de
un portico simétrico aplicando el teorema de Angrébteniendo la matriz de rigidez de la
estructura por ensamblaje de las matrices traditésrde barra, esto es, considerando elon-
gabilidad en ellas y, posteriormente, introducieladocondiciones de inelongabilidad en el
sistema lineal que se obtiene con la matriz redudel la estructura, quedando eliminadas
las rigideces correspondientes a las elongacioeb&l@, precisamente, a las propiedades
particulares de simetria y antimetria.

En 1996, McCormac y Elling (31, epigrafe 17.4) veel a deducir la matriz de rigi-
dez para elementos sometidos exclusivamente afiegbteniendo la reiteradamente refe-
rida matriz [1.1] de dimensiones 4x4 con la qupreeede al célculo de una viga continua y
de una estructura formada por barras horizontakesndrcias distintas, proponiendo,
finalmente, algunos ejercicios de estas mismasctafsticas particulares; pero mas
adelante, en el capitulo 18, dedicado a las matueerigidez para elementos inclinados,
deduce la matriz de rigidez pero, ahora, bajo pedtesis de elongabilidad, obteniendo las
tradicionales matrices correspondientes al elemeuntiversalmente conocidas en
coordenadas globales. Sin embargo, siempre queaasteristicas particulares de los
ejemplos expuestos lo permiten -vigas continuasdrigps con barras inclinadas, pero
intranslacionales- no utiliza para su analisis lamtrices tradicionales, sino las
correspondientes a la barra inelongable de cusdicog de libertad.

En 1998, E. Abdilla (39, epigrafe 4.2), en un pararezado analisis del elemento
barra bajo “..modorigido de axil..” describe la relaciéon en coordenadas globalestente
entre las componentes de desplazamiento de lcsmadrdel elemento como consecuencia

de la hipodtesis de inelongabilidad (formula [4.2.9] bajo “...modo rigido de flec-
tor/cortante...” deduce, de igual forma, las ecuaciones que desctéd condicion de in-
flexibilidad de los extremos de una barra (formytag.33 y 4.2.34]) aplicables a diafrag-
mas rigidos ya comentadas en la referencia (22).

Posteriormente, en 1999 Arguelles (41) utiliza rmueente la matriz de rigidez de la
barra inelongable [1.1] para el calculo plastiamaue restringe su utilizacion a un entra-

mado elemental de un vano y una planta (epigrafeG<¥.2 de la referencia). De la misma

" Las otras ecuaciones son las que describen lasctmes de Diafragma Rigido, también descritas gdor
mismo autor en el mismo apartado y a las que nelarae se hara referencia.

1-6



Método matricial bajo restricciones cinematicas CAP. 1.-ANTECEDENTES

forma utiliza dicha matriz de rigidez para el egtudel pandeo y estabilidad, pero dicha
matriz, al venir referida a sus ejes locales, s8lodlida para la barra paralela al eje global
OX; de ahi que se utilice esta matriz para el ejende una viga horizontal (epigrafe
X1X.D.5.2) mientras que para el ejemplo de un en&do plano translacional (epigrafe
XIX.D.5.3) se utiliza la matriz de rigidez de batradicional -y por tanto elongable- para el
ensamblaje de la matriz de la estructura. En dtudapde esta referencia, dedicado al calcu-
lo dinamico, se vuelve a adoptar la hipétesis ddomgabilidad para todas las barras, ya
sean vigas o pilares, con el objetivo de reducimiehero de incognitas, consiguiendo los
coeficientes de influencia de la matriz de rigidezla estructura mediante desplazamientos
unitarios en sus grados de libertad, por lo qukalinatriz de la estructura no se obtiene por
ensamblaje directo de las matrices de los elemdafigrafe XXI.C.2.1 y siguientes). Por
altimo, para el célculo dinAmico de una barra hamial vuelve a utilizar la matriz de rigi-
dez de la barra inelongable (epigrafe XXI.C.4.2¢nmhias que, como ocurre en otras refe-
rencias, para el de un portico a dos aguas seaudlimatriz de barra tradicional.

Gonzalez de Cangas y Samartin (46), en fecha ro@nte -reimpresion en noviem-
bre de 2001 de la primera edicion de octubre d® $98n la que dedican mayor espacio al
estudio de estructuras de barras de nudos rigajoscbndiciones de restriccion y, concre-
tamente, de inelongabilidad- justifican en al sgdot7.3.2 las ventajas que supone la consi-
deracion de inextensiblidad de la barra argumentane ‘es evidente, por tanto, que la
hipétesis de elongabilidad nula de las barras, @aner una restriccién de los movimien-
tos de la estructura, constituye una simplificacidiportante en el céalculo, puesto que re-
duce el nimero de incognitas del sisténadiadiendo a continuacidjue ‘en los capitulos
gue siguen se adopta, para el célculo de los erddos intranslacionales, un procedimien-
to matricial en rigidez, correspondiente al casatmalar en que L/ = 0" en todas las
barras, y en el que, por consiguiente, las Unica®gnitas son los giros de los nudos. En
cuanto a las estructuras reticuladas translaciosaleo se sigue, sin embargo, un plantea-
miento global que proporcione al mismo tiempo taosgiros como los desplazamientos
de los nudos, sino que, de un modo similar a laitécseguida en el método de Cross, los
desplazamientos se obtienen a traves de estadamp#iicos que se superponen a las car-
gas que soporta el entramado, de forma que en ocadade los estados de célculo éste se
lleva a efecto en una estructura intranslacioh&n el epigrafe 8.3 de esta referencia, dedi-

cado a la obtencion de los esfuerzos cortanteslgsase estructuras intranslacionales, se

" Para los autores, L = longitud de la barra, EédiMo de Young Y2 = area de la seccién.

1-7



Método matricial bajo restricciones cinematicas CAP. 1.-ANTECEDENTES

advierte que én resumen, si la estructura, considerada comaadda, resulta hiperesta-
tica, no es posible calcular los esfuerzos axibesclusion, por otra parte, evidente, ya que
en ese caso seria necesario recurrir a las ecuasate compatibilidad para su resolucion,
lo cual no es factible habida cuenta de la hip&ed¢ elongabilidad nula de las barras
(L/EQ = 0)", extremo éste que, como anteriormente se pusmatefiesto, ya habia sido
advertido en la referencia (15). Siguiendo corsetinio de la referencia 46, para el anali-
sis de las estructuras translacionales, el autoedd que no se sigue la misma técnica que
paras las intranslacionales, “sino que se elige un procedimiento indirecto(epigrafe
9.1) que, como ya advirtio, consiste en deternmlimgcoeficientes de la matriz de rigidez de
la estructura mediante desplazamientos unitarices qada estado paramétrico.

La referencia (47), de la misma fecha y autoreslaamterior y dedicada exclusiva,
extensa y detalladamente al calculo matricial daciuevamente en la obtencién de la reite-
radamente resefiada matriz de barra inelongablaaieagrados de libertadpero -como se
ha visto a largo de todo este escrutinio- refegxidusivamente, asimismo, a los ejes locales
y, por tanto, no aplicable para el ensamblaje thrgmor lo que la determinacion de la ma-
triz de rigidez de una estructura ha de efectudeséorma indirecta (ejemplo 7.4 de esta
ultima referencia).

En 2001, M. Vazquez (50, epigrafes 4.4 y siguigntetoma la matriz de la barra
inelongable [1.1] para el andlisis de estructumdarras coplanarias formadas exclusiva-
mente por elementos horizontales, aunque parankrgiezacion del método no utiliza dicha
matriz, sino la tradicional matriz del rigidez dd¢mento axialmente deformable (epigrafe
4.8).

Por ultimo, en el 2004, Felippa (54, apartado 1mBpduce la misma matriz [1.1],

con otra reordenacion, para la ecuacion de elemédinitos referidos a la barra prismatica.

1.3.- El Método Matricial bajo condicion de diafragna rigido.- Mientras que la

condicion de inelongabilidad ha sido tratada panerwsos autores, como se ha visto en el
epigrafe anterior, la condicion de diafragma rigidotenido un menor desarrollo en la bi-

bliografia existente, no obstante ser una condic@mmas razon de ser que aquélla, sobre
todo en las estructuras de edificacion, pues ttoforjados que las conforman gozan de la

premisa universalmente aceptada de indeformabibdasli plano.

" “En esta seleccion de gdl, que implica la no consicién de deformacion por axil de dinteles y somrte
aparte de reducir la dimension del sistema de elomas a resolver, evita la aparicion en éste debfpmas
de mal condicionamiento, al no existir términosridgdeces muy distintos en los coeficientes deésia.”
(47, ejemplo 7.4).
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Como ya se expresé anteriormente, Laursen (22)dillal(39) deducen las ecua-
ciones que describen las condiciones de diafraggidorpara el caso particular de horizon-
talidad de dicho plano. Dichas ecuaciones exprgsanuna parte, la inelongabilidad de la
linea que une dos puntos cualesquiera del plamdo gpie su ecuacién es la ya mencionada
ecuacion de inelongabilidad, por otra, la inflekilsid de uno de los extremos de dicha linea
dentro del plano (ecuacion [5.2] de este estudigpy otra, la inflexibilidad del otro extre-
mo (ecuacion [5.3]).

También Samartin y G. de Cangas (47), en el amata&1 refieren que “.un caso
tipico de uso de restricciones multipunto se encuentral gmograma ETABS desarrollado
por E.L.Wilson de la Universidad de California, Beley, para el calculo tridimensional de
estructuras de edificacion. En él se supone quergdo de cada planta es rigido en su
plano, por lo que con tres gdl maestros (dos desptaentos segun dos direcciones hori-
zontales y un giro alrededor de un eje normal glafito) se describen los desplazamientos
de todos los nudos de la planta.”

Finalmente estas mismas ecuaciones figuran en eudalel Programa Sap2000,
Capitulo 1V, donde se incide en quel ‘Uso del Constrefiimiento de Diafragma para estruc
turas de edificacion elimina los problemas de exadtnumérica creados cuando la gran
rigidez en el plano de un diafragma de piso se f@oden elementos de membranasto
es, la adopcién de esta hipotesis no solamentensupta modelizacién mas acertada y re-
duce el numero de grados de libertad, sino qudes@lina ventaja adicional en la manipu-

lacibn numérica.

1.4.- El Método Matricial bajo condiciones generale de restriccion.- Como se

desprende de todo lo anterior, la introducciénadedndicion de inelongabilidad en la ma-
triz del elemento daba lugar a un matriz de rigidezuatro grados de libertad por barra,
esto es, dos grados por nudo y, puesto que losgdmllibertad de un punto en el plano son
tres, no puede conseguirse con ella la matriz gidez de cualquier estructura mediante
ensamblaje directo de estas matrices. La altemgt@ra el analisis de estructuras bajo la
hipotesis de inelongabilidad o, en general, dequiet otro tipo, incluidas las condiciones
de contorno o de diafragma rigido, es obtener laiznde rigidez del sistema a partir del
ensamblaje de las matrices de barra tradicionateslecir, las correspondientes a la barra
axialmente deformable y, posteriormente, afiadilchodsistema las ecuaciones necesarias
que describan dichas condiciones cinematicas décredn, procedimiento universalmente

conocido y utilizado por multitud de autores dedas cabe destacar los cuatro siguientes:
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1) En 1982, Norris et al (16, apartado 12.4.2) diatla introduccion de las condi-
ciones de contorno a partir de la creacion de kizd que relaciona todas las incognitas
con las incognitas independientes, es decir, atitip las ya conocidas matrices de trans-
formaciéna, p y A referidas anteriormente y en las cuales las int@gependientes se
han de elegir por simple inspeccion (op. cit., &gubr 15.2.2). Para la resolucion del sistema
rectangular que se obtiene debido a las condicidae®striccion impuesta, los autores de
esta referencia proponen tres procedimientos: dgspdimeros Nlétodo que utiliza el prin-
cipio de la energia potencial total fija (con stistion)y el Método que utiliza el teorema
de las deformaciones virtualespigrafes 15.3.1 y 15.3.2 de dicha referencepeaetiva-
mente) dan lugar a un mismo sistema de ecuacioregdds en las incognitas independien-
tes, como los mismos autores sefalan, y no sonqm&®! procedimiento conocido en la
actualidad como el Método de las Transformaciomésntras que el tercero, expuesto en el
epigrafe 15.3.3, es 8létodo que utiliza el principio de la energia patiah total fija (con
Multiplicadores de Lagrangeksto es, el conocido Método de los Multiplicadode La-
grange, cuyo desarrollo pormenorizado se describe empggjrife 6.2.1 de esta Tesis Doc-
toral. Dichos autores, observando el inconvenignt supone en este tercer método el au-
mento de las dimensiones del sistema, expresant.qeempre que sea posible se evita
utilizar el Método de los Multiplicadores de Laggs) especialmente cuando es grande.
Obsérvese que no es posible elimihade la ecuaciorf{Sistema de Lagrangeégbido a la
submatriz diagonal cero.” (apartado 15.3.3).

2) En 1995, Onate (30, epigrafe 15.4) proponetipes de procedimientos para la
resolucion del sistema rectangular. El primero legaemencionado Método de las Trans-
formaciones, en el que se advierte que la eleat®dlas incognitas dependientes no es uni-
ca, aconsejandose escogerdasimeras columnas de la matriz de restricciomesalimente
independientes, siendoel nimero de ecuaciones de restriccion. El segesds ya referi-
do Método de los Multiplicadores de Lagrange, nasque el tercero es el Método de la
Penalizacidn que, en esencia, consiste en elegimatriz diagonal de penalizacién forma-

da por elementosstficientemente grandesdando lugar a un procedimiento que, gese

" De forma inexplicable, al referirse a los valodeslos Multiplicadores de Lagrange, los autores ersev
reiteradamente que “desafortunadamente estas cantidades no tienen miegjnificado fisico que sea de
utilidad para el ingeniero de estructuragfinal de epigrafes 15.3.3 y 16.4.3), siendo asidjahos valores no
son mas que las fuerzas que hay que introducia esttuctura para que se cumplan las restricciomases-
tas, como detalladamente se demuestra en el epyaP de esta Tesis.

” En esta referenciaes el nimero de ecuaciones de restriccion impugatas el vector cuyas componentes
son los valores de los Multiplicadores de Lagrange.

™ Esto es una imprecision, como se demostrara eapétulo 8, epigrafe 8.5.2.
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a su simplicidad puede introducir problemas nunmasicapartado 15.4.2 de dicha referen-
cia).

-El Método de los Multiplicadores de Lagrange ssaben que la soluciéon de un pro-
blema estructural se puede plantear como un midinia energia potencial total de la es-

tructura, es decir, un minimo de la expresion

V(c):%cT Kc-c'p [1.7]

dondeK es la matriz de rigidez de la estructyral vector de acciones que la excita gl
vector de corrimientos de los nudos, el cual haatesfacer el conjunto de ecuaciones de
restriccion

Rc=q [1.8]

siendoR la matriz de coeficientes del sistema de restiws yq el vector de términos in-
dependientes de dicho sistema. El elegante procadionde Lagrange (1736-1813) consiste
en sumar a la funcion que hay que maximizar o maan{1.7] tantos términos como ecua-
ciones adicionales se han introducido, ecuaciora®striccion; cada término se forma to-
mando la ecuacioén correspondiente y multiplicangolaun valor, en principio indefinido, -

el Multiplicador de Lagrange-. Llamando, puksy vector que describe a dichos valores, se

tendra

L:L(C,)\.):%CTKC-CTD+XT(RC-q) [1.9]

Pero los valores dey A han de se tales que, para cada uno de ellostisaga la

condicion de estacionaridad, esto es, se han dpliclgimultaneamente las dos condiciones

oL oL
9Ly % _yg 1.10
ac Y [1.10]

con lo que, derivando en [1.9], en formato matkigjaedan como

ERYHGH 1

al que llamaremos en adelante Sistema de Lagrange
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- EI Método de las Funciones de Penalizacion stagin el siguiente procedimiento:
primero se introduce un vector ergoen las condiciones de restriccion [1.8] de taifar
gue éstas han de cumplir la ecuacion

Rc-gq=¢ [1.12]

Si el vector error es nulo es evidente que lasic@rks de restriccion se satisfaran de for-
ma exacta y si ello es asi, se puede aumentarlgianpotencial total \¢f que habria de

minimizarse afiadiendo una funcién de penalizaceiplo

-laTaa [1.13]
2

dondea es una matriz diagonal cuyos elementos son essathy valor muy elevado. La

nueva expresion de la energia potencial con ekie adadido serd, pues,

L=L(0 Z%CT Kc-c' p+—;sTu£ [1.14]

que muestra que, si existen errores en la satiéfade las condiciones de restriccion, éstos
se magnificaran al venir multiplicados por los gles valores de la matriz El vector de

corrimientos que hacen minima la expresion [1.24dié ser aquél que cumpla la ecuacién

% oo [1.15]
Jc
es decir
[K+RTaR]c=p+RTaq [1.16]

donde el producto matrici® e R no es mas que la Matriz de Penalizacion, y a maglida

se incrementan los valores @gas restricciones [1.8] se satisfacen con merror.e

3) En 2001, Samartin y Gonzalez de Cangas (4@radpi7.3) proponen los mismos
procedimientos que los expuestos en la referendariar. Respecto al Método de las
Transformaciones (apartado 7.3.1) hace hincapi& @conveniente que éste presenta de-
bido a la necesidad de ‘reordenacion, particiébn y multiplicacion de las megs, lo que
produce un ancho de banda de la matriz resultammteniéndose asimismo la pérdida del
caracter de positiva definida.En referencia al Método de los Multiplicadoresldhgrange
(apartado 7.3.2) indica su simplicidad a la horan@ementarlo en un programa general de

calculo matricial, pero con el inconveniente dghanto de las dimensiones del sistema que
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se obtiene por este procedimiento. Por otra paete,la resolucion de este sistema, cuya
matriz es semidefinida positival§ies positiva definida (es decir con las coaccigmesi-

sas que garanticen la estabilidad de la estructuss®) pueden utilizar métodos estandar,
como el de Gauss, siempre que se considere lailidestbde aparicion de pivotes nulés.
Contrariamente a lo expuesto en la referencia rd€§)ecto al significado de los valores de
los Multiplicadores de Lagrange, los autores defarencia que nos ocupa ponen de mani-
fiesto que el vector que engloba dichos valopegetie interpretarse como las fuerzas preci-
sas para imponer las restricciones en la estructidar ultimo, respecto al Método de la
Funciones de Penalizacion (apartado 7.3.3), losresitprecisan que “si. se consideran
nameros muy grandes para los términosagd@ueden producirse problemas de enmasca-
ramiento y, por tanto, de mal condicionamiento sistema lineal de ecuaciones.Entre
otras desventajas, los autores advierten que @ldmét..presenta el inconveniente de la
eleccion del rango adecuado de los numeros de Eacadin, que debe ser lo suficiente-
mente elevado para satisfacer las condiciones deiceion y no demasiado grande para
evitar dificultades de condicionamiento numéric(@partado 7.3.3).

4) Finalmente, Felippa (54) es el autor que oftatestudio mas pormenorizado y
extenso para la resolucién de sistemas bajo camgiside restriccion en sus capitulos 8 'y 9,
dedicados al estudio de restricciones cinematiaatuples y multipunto, tanto homogéneas
como no homogéneas. El autor contempla cuatro gimgentos para la resolucién de sis-
temas bajo restricciones, siendo los tres prime®ya referidos anteriormente, esto es, el
Método de las Transformaciones, el Método de lalErTion y el Método de los Multipli-
cadores de Lagrange, mientras que el cuarto esiméosis de los dos ultimos.

En la valoracion que hace en el apartado 8.3.%&tdereferencia respecto al primero
de los métodos resefiados (Método de las Transtnes) considera como ventajas:

- El de ser un método exacto (sin tener en cuantekactitud que puede acarrear el

operar con precision no infinita).

- El de presentar un menor niamero de incognitas.

- El de ser facilmente entendible.

Los inconvenientes que considera son:

- La inevitable reordenacion debido a la necesuala@liminacion de las incognitas

esclavas (dependientes).

- La incertidumbre para la eleccion adecuada desgéstjuivalente a la complejidad

en la eleccién de las redundantes en el MétodasiEuerzas.
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- La necesidad de resolver un sistema auxiliarcd@a&@ones con objeto de despejar

las incégnitas esclavas en funcidn de las mag@t@despendientes).

- La posibilidad de crear problemas de estabiliatiérica.

- La complejidad para una técnica generalizadd an&isis de elementos finitos.

En el apartado 9.1.6, dedicado a los comentarggento al Método de las Funciones de

Penalizacion, el autor enumera las siguientes jaemnta

Facilmente implementable en un programa de ordenado

No necesita reordenacion.

No necesita distinguir las ecuaciones de restiicd&las deméas ecuaciones.
Poca sensibilidad respecto a la independencia aerlas ecuaciones de restric-
cion.

La matriz no pierde el caracter de definida poaitiv

Mientras que, como desventajas, indica las sigesent

La dificultad primordial en la adecuada eleccionlake valores de la matriz de
penalizacion.

El deterioro del condicionamiento, que puede tefiectos secundarios graves a
la hora de la resolucién del sistema.

La circunstancia de que, incluso si los valoresadmatrize fueren 6ptimos, el
error siempre existira por encima de un determinaiar.

Por dltimo que, desde el punto de vista de seapthn generalizada, el método

no es ninguna panacea.

Este autor, en el apartado 9.2.4, referente al déétte los Multiplicadores de Lagrange,

seflala como desventaja la de presentar mayor nideenzdgnitas que en los procedimien-

tos anteriores y la pérdida del caracter de defipiositiva de la matriz del sistemaiendo

las ventajas las siguientes:

Aparte de los errores computacionales debido aitlaética de precision finita,
el método es exacto.

La resolucion del sistema devolvera de forma diréms valores de los Multipli-
cadores de Lagrange, esto es, las fuerzas deccéstri de interés en muchas

aplicaciones y de los que indica, de la misma fogue la referencia (47), que

" Como ya se puso de manifiesto, de acuerdo condieado en la referencia 47, la Matriz de Lagrarge e
semidefinida positiva, lo que permitira utilizartmgo estandar para la resolucién del sistema peitn
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“Fisicamente estos valores desconocidos represdasafuerzas de restriccion
necesarias para que se cumplan exactamente lagceshes impuestas.”

- No necesita conjetura alguna respecto de la elea@dincognitas esclavas ni
respecto a la eleccion un tanto arbitraria de &bgres de penalizacion.

- “En general este método parece ser el mas elegamgeyn programa de ele-

mentos finitos, minimizando conjeturas y eleccigraga el usuario.”

Por altimo, este autor propone un cuarto proceditnieal que denomina Método de
Lagrange Aumentado, en el que funde en una mismmaufacion los Multiplicadores de
Lagrange y la matriz de penalizacién, sustituyeladeubmatriz nula de la diagonal princi-

pal que aparece en aquél por otra matriz cuyoseglgrs son, en principio desconocidos,

el e a7
R eS'|a] |eSW

dondeS es una matriz diagonal de restriccion de ordepmado ye es un nimero muy

obteniendo el sistema

pequefio. Su reciproco sera, pues, un numero muyPata mantener la exactitud de la se-
gunda ecuacion se afiade al segundo miembro elaBitaf.

Como puede observarse, en este procedimiento l&zrBdtace las veces de la ma-
triz a del procedimiento de la penalizacién, por lo qa® Ventajas e inconvenientes que
puede presentar frente a los demés seran simddosscorrespondientes a ambos métodos,

aunque el autor no entra en tales valoraciones.
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CAPITULO 2
CONDICIONAMIENTO MATRICIAL

OBJETIVO:

Es objeto de este capitulo el estudio de los es@ue pueden presentarse en t
proceso de matematica aplicada, cual es el casonggeocupa de andlisis y célculo de
tructuras, asi como las consecuencias que ello @aedrrear en los resultados obtenid
en dichos procesos, con enfoque especial al calbeilestructuras de barras por el méto

matricial directo de la rigidez.

pdo
pS-

0s

CONTENIDO:

En este capitulo se hace un andlisis de los diteseerrores que conlleva cualquier

calculo con ordenador debido, por una parte, asasplificaciones que se introducen p
la modelizacion adoptada, por otra, por los redooslentroducidos por el calculista y, p¢
otra, a los redondeos que, necesariamente, el adiendebe de introducir durante el pr
cesamiento del calculo, toda vez que las cantidadadas que debe de operar han de
nameros maquina. Después de un estudio de tiporajemaelo de las consecuencias
pueden acarrear dichos redondeos introducidos paakulista, redondeos perfectamer
justificados dadas las caracteristicas un tantonestivas de la mayor parte de los datos
entrada, se estudian asimismo los errores debidosah condicionamiento de los sistem
de ecuaciones lineales, que son los algoritmoszatibs para el analisis y célculo de |
estructuras de nudos rigidos por el método antememte dicho. Por Gltimo se procede
calculo de un sencillo portico plano que subrayaalena concreta todas las considerac

nes anteriormente expuestas.

ser
ue
te
de
as
as
al

o_

*kkkk

2.1.- "Exactitud” en la matematica aplicada- Todo fendmeno fisico que sea sus-

ceptible de analisis mediante un proceso matematigm diagrama puede resumirse en

DATOS = ALGORITMO =  RESULTADOS

2-1



Método matricial bajo restricciones cinematicas CAP. 2.-CONDICIONAMIENTO MATRICIAL

requiere de una serie de hipotesis simplificatigas/as cuales seria inabordable dicho ana-
lisis, de ahi que sea quimérico hablar de soluek@tta o errénea en el célculo de estructu-
ras, pues no existe el patron con el que compaparka calificarla de uno u otro modo, por
lo tanto solamente podra considerarse que dichaidol serd aceptable o no de acuerdo con
unos baremos preestablecidos y sancionados pap&iencia. Dichas hipotesis permiten
convertir el hecho fisico en un problema matematoo lo que a partir de ese momento el
tratamiento podria considerarse como un procesoalematica pura y, por tanto, sin posi-
bilidad de errores si se dispone de la herramiatéguada para los calculos numéricos que
requiera dicho andlisis. Pero, independientemenigué, por una parte, en contadas ocasio-
nes la informacion de entrada que se suministexasta ya que, en general, esta informa-
cion se obtiene mediante instrumentos de medid&cté” y no “matematicos” y, por otra,
muchos de los datos de entrada son meramente tgtisnapiénsese, p.e. en la estimacion
de sobrecargas de uso, viento, nieve, tensionessiétbs del terreno, etc.- una vez introdu-
cidos estos datos en el ordenador ocurre que, saramacenamiento como el propio algo-
ritmo de analisis introducen también errores esalala de resultados, por lo que éstos pro-

vendran, pues, de las tres fuentes, es decirrerafesquematica:

Errores Errores Errores Errores

de entrada |de almacenamiento | algoritmicos |de salida

Es por todo ello que las hipétesis a adoptar eiweti por qué ser necesariamente
aguéllas que mas fielmente describan el modelo seallo supone una complejidad en los
célculos, sino aquéllas que, dentro de unos limites saadims por la experiencia, permita
obtener unos resultados aceptables de la formaimgée posible. Por ejemplo, la hipéte-
sis de inelongabilidad de las barras, no es, &atnente, la que mejor describe el compor-
tamiento del material, pero su adopcién permitestaimplificaciones que es universalmen-
te utilizada por el calculista en la mayoria dedsisucturas. Por el contrario, la hipétesis de

diafragma rigido no solamente permite una mayopMicacion del algoritmo de célculo,

" “En estos tiempos en que sofisticadas herramientasdlesis permiten determinar con asombrosa exagtit
el comportamiento estructural de cualquier modelarico, por complejo que sea, es mas que nuncaaece
rio recordar los limites que impone el ajuste deldelo a la realidad, dada la imposibilidad de paetnizar
ésta mas alla de un cierto limite, lo que hace lgupretendida exactitud sea ilusoria e, inclusoligresa’.
Ricardo Aroca en el prélogo de la referencia (35).

" Recuérdense, p.e. la hipétesis de material parfesite elastico, la de Bernoulli, etc. que, admiescri-
biendo la forma mas cercana al comportamiento seasuelen adoptar por la simplicidad con la qaeesda
forma, pueden analizarse sin menoscabo de la zadidéos resultados.

2-2



Método matricial bajo restricciones cinematicas CAP. 2.-CONDICIONAMIENTO MATRICIAL

sino que, ademas, describe mas acertadamente pbdamiento de dichos diafragmas en
la mayoria de las estructuras. Si esta hipotestiadeagma rigido no describiese el modelo
real de forma tan cercana como pudiera descrilsitopétesis contraria, habria que evaluar
la conveniencia o no de su adopcion en funciéradgnhplicidad que podria significar, asi
como de la validez o no de los resultados obteniBissdecir, puede ser aconsejable la
adopcion de una determinada hipotesis en aras menizar el proceso de calculo, siempre
gue, como se ha dicho anteriormente, los resultasi@s dentro de unos valores aceptables
sancionados por la préactica.

En los céalculos con ordenador, ya en los propitesdde entrada se producen erro-
res de redondeo al tener que convertirlos delrsistgecimal al sistema binarjaedondeo
gue dependera de la precisibn con que opere ebdiis de calculo. Pero de todos los
errores que pueden acumularse en el proceso (deshiento, redondeo, cancelacion, con-
dicionamiento y estabilidad) prestaremos atencgeeial a los debidos al propio redondeo
gue el calculista utilice a la hora de introduois datos y al condicionamiento, los cuales
pueden ocasionar importantes errores en el catsatdcial de estructuras. Por Ultimo es de
advertir que incluso el sistema de unidades cajuelse opere, asi como el orden en las
operaciones matematicas a realizar durante el gwode calculo, puede influir de forma
decisiva en los resultados a obtener, como podsarearse en el ejemplo que al final de
este capitulo se incluye, inconveniente este Ultimdlificil solucion, pues no esta claro en

cada caso particular ni cuél es este orden 6ptirabaniterio para su eleccion

2.2.- Errores debidos al redondes En el Método Directo de la Rigidez se obtiene

la matriz de rigidez de la estructura en estudpardir del ensamblaje de las submatrices de
las barras que la conforman. Los elementos dealgodal principal de la matriz resultante
estan formados por las sumas de las submatricéssdmarras confluyentes en un mismo
nudo, y los elementos a sumar pueden tener vaiuugslispares dependiendo de las carac-
teristicas mecanicas y geométricas de las barrag|weso de las unidades utilizadas. Con
relativa frecuencia ocurre que los elementos deadicubmatrices tienen 6rdenes de magni-
tud tan dispares que, de no utilizarse un mininmerd de cifras significativas, desaparece

la cantidad menor (lo que también puede ocurdessuman dos cantidades muy proximas

" Una regla generalizada es la de suponer que losresr de redondeo son de importancia cuando se thata
sistemas de 100 o mas ecuacionésternet: 148.206.80.5/profesores/pas/métodosénions Notas/) En el
espacio 3D esto ocurrira hasta en pequefias estascht de nudos = 100/6 = 17.

” “A veces hay que prever estos problemas y camb@deh de las operaciones con vistas a obtener repre
sentaciones matematicas equivalentes que evitaratelaciones(51, apartado 1.4).
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pero de signo contrario, produciéndose la cana@giacVeamos las consecuencias que pue-
den acarrear estas circunstancias.

Puesto que las submatrices a sumar seran siengprerf@spondientes a las de la di-
agonal principal de las matrices de barra, esttagK;; y lasKj;, y en ellas son idénticos los
elementos de la diagonal principal, estudiemowédsres que pueden darse en dichos ele-
mentos suponiendo, por simplicidad, que nos enaors en el espacio 2D.

Para una barra genérica cuyo eje forma un angutmn el eje global OX, los ele-
mentos de la diagonal principal de las submatrit#sMétodo Tradicional de la Rigidez

antes aludidas son

Ecoszoc+ léElsen?a * *
* EAcertor 12 cogq [2.1]
L 3
x x A4EI
. L -

siendo E el Mddulo de Young, A el area de la secoé@ta e | el momento de inercia res-
pecto al eje normal al plano de la estructura, ydemde se han sustituido por sendos aste-
riscos los elementos de la submatriz que no inteindm en la discusion que nos ocupa.
Considérese, pues, un nudo de una estructuraespa&tio 2D en donde concurre un
pilar, de longitud b y Area A, y una viga de longitud,ly Area A, ambas del mismo ma-
terial. Una vez efectuado el ensamblaje de la md#irigidez de dicha estructura, el primer
y segundo elemento de la diagonal principal comedggnte a este nudo vendran dados por
el primer y segundo elemento de la submatriz rastdtde la suma de [2.1] aplicada a cada

una de las barras. Es decir, llamandodt primero y k&, al segundo, se tendra

EA 12EI
E,= EA, co§av+@3erﬁav+ P coso + ® serfu [2.2]
I‘v LB:/ L p ’ L3P "
EA 12EI
E,, = EA, seﬁav+12 EL o o, +——serfo_+ ® costu [2.3]
I-v L3:/ p ’ L3p "
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dondea, y a, son los angulos que, respectivamente, formanda yiel pilar con el eje

horizontal de coordenadas globales. Debido a Iaicpkares valores de estos angulos, las
anteriores quedaran reducidas a

121, |
E,=E AT - [2.4]
_LV Lp |
] .
E,=E 123'“ = [2.5]
| LS Lp_

Estudiemos los valores que pueden tener cada uias d&presiones anteriores en
funcién de las caracteristicas geomeétricas dedaas

1°.- Barras de igual seccion y longitu8uponiendo, por simplicidad de exposicion,
gue ambas barras son iguales y teniendo en cueatel gadio de inercia vale:

i=,[— 2.6
A [2.6]
despejando |
| =Ai? [2.7]
y sustituyendo en [2.4] y [2.5], se tendra
7 B i2 i2
E.=E é+g _d A +12A| _EA 1+12| 2.8]
L L3 | L L3 L L2
) B i2 i2
E22: E g+é = E 12Ai +A :E 12i +1 [29]
L2 L | | L3 L L [L?

Los valores de i y L facilmente pueden ser tales gtilizando las unidades del Sis-
tema Internacional (longitudes en metros) y la ciotadecimal en coma flotante normali-
zada, la expresién anterior pueda escribirse tariaa siguiente:

1 2
E, = EA) 1,420 (X 10 ﬂ: EA{h L2 10 R 10) f2ag)

L k, x10" L k, x10
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donde las mantisas o significandos k son nimenopandidos entre 1 y 9, ambos inclusi-

ve. Si k es mayor que/10, lo que se cumple habitualmente, podra escribirse

4
e - EA[1,1:2Kx10x 10" EA, 12k, 2.11]
L k, x10* L Kk,

y, puesto que el denominadqrpuede ser mayor que el numerador, quedara

E,= %[hkx 10 x 104] = %[ 1+ke 107] [2.12]
donde se ha hecho
1-5‘4 —kx10% [2.13]
L

Teniendo en cuenta que el segundo sumando dédaterde [2.12] corresponde a la
contribucién que el pilar aporta al equilibrio aeido, se infiere que, de no operar con un
minimo de 5 decimales, puede perderse dicha cantéb y producirse, pues, un error en la
solucion del sistema de ecuaciones debido a deheetacion por redondeo.

Operando de idéntica forma para el elementpde obtendra el mismo valor [2.12]:

E,, :E—LA[kx105 +1 [2.14]

y, entonces, se perderia la contribucién de la @gal equilibrio del nudo.

2°.- Barras de diferente longitudSi, como suele ser habitual en edificacionvias

gas son de mayor longitud que los pilares, desanad [2.5] se tendra

A i2 i2
£ g 12l A | g 12AF A f12F 1 2.15]
5L, LS L, LS L,

y a partir del valor.3, > 100, esto es, a partir dg & 4.65 m, lo que es bastante frecuente,

se debera escribir

2-6



Método matricial bajo restricciones cinematicas CAP. 2.-CONDICIONAMIENTO MATRICIAL

1.2x10* (kx 102§ 1| _| 1.2( 10y 16,

E,,=EA
k, x10? K, k,x1C¢

[2.16]

operando

E,,= 1-5_'4106 +k—1 [2.17]

v P
lo que muestra que puede producirse un error paetacion si no se opera con un Minimo

de seis cifras decimales.

2.3.- Errores debidos al condicionamiente Dado un sistema de ecuaciones com-

patible y determinado cualquiera, pareceria légiasumir que una pequefa alteracion in-
troducida en los elementos de la matriz de coefiego en el vector de términos indepen-
dientes, producira una pequefa variacion en ladtaglos, esto es, que la perturbacion in-
troducida y la alteracidon de los resultados sedammimo orden de magnitud, suponiendo
que se dispone de una herramienta de calculo enfiizhente precisa. Pero, en mayor o
menor grado, no suele suceder asi; por ello sungel edlculo numérico el concepto de

condicionamiento y, asi, se entendera que un saséstd mal condicionado o tiene un mal
condicionamiento, si una pequefa variacion en &esddevuelve una solucién muy dife-

rente respecto a la solucién del sistema origingberturbado. Sin animo de exhaustividad,
daremos a continuacién una vision geométrica defestbmeno cifiéndonos, por simplici-

dad de exposicion, al espacio de dos dimensionegmdo establecer un paralelismo con el
espacio de n dimensiones en donde cada una deuasi@nes del sistema representard el
correspondiente hiperplano.

Sea un sistema de dos ecuaciones linealmenteeindigmtes en el espacio bidimen-
sional, representativas de sendas rectas en lablesix e y, en el que se dan simultanea-
mente valores muy dispares en los coeficienteaglintdgnitas y supongamos que su ex-
presién es de la forma

RectaR - A+ ay= } 2.18]

RectaS - Bx+ ly=

en donde se han signados con mayuscula los cagéisieuyo orden de magnitud se supo-
nen muy superiores a los demas, como es frecueet®aurra con los coeficientes de los

sistemas de ecuaciones lineales correspondienteétatio directo de la rigidez para el cal-
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culo de estructuras de barras. Para representamcadde dichas rectas en un sistema carte-
siano de ejes XY, calculemos sus coordenadasaigeh :

- para la recta R:

Xx=0 = y:E
‘Z [2.19]
=0 - XxX=—
y A
- para larecta S:
Xx=0 = y:%
d [2.20]
y=0 - X=—
B

por lo que ambas rectas cortaran al eje de absmisssndos puntos muy cercanos al origen,
dado el orden de magnitud de los denominadoredBBAgspecto al de los numeradores; v,
por los mismos motivos, tendran una gran pendigmatejue las derivadas geespecto &

en ambas ecuaciones son de un orden muy supatigrcémo puede observarse en la figu-
ra l.

X

\
\
\

1

RIR"

Figura 1
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Es decir, los valores de las incognitas en la diéecdel eje X (¥) estaran muy cer-
ca del origen, mientras que los correspondientasya(y,) estaran muy lejanos debido, co-
mo se ha dicho, a la gran pendiente de estas rectas

Sea D el punto de interseccion de las rectas, isolaiel sistema. Si se introduce una
pequefia perturbacién en el segundo coeficiente de la ecuacién correbpote a la recta
R, ésta sufre un pequefo giro, adoptando la camfighn R*. Como consecuencia de este
giro la solucion cambiara en mayor o menor gradueddiendo del punto respecto al cual
gira dicha recta. Pero dicho giro se habra de miodespecto al punto de interseccion de
las rectas Ry R’, esto es, en el punto solucidrsideema formado por las ecuaciones de
dichas rectas:

RectaR - A& + &=
, [2.21]
RectaR" - Ax+ (ate y=
por lo que, aplicando la regla de Cramer, las aawadas del punto de giro seran
c a
C a+tg ce ¢
== 7 2.22
% A a Ag A : ]
A a+eg
‘A C
A c 0
=——=—=0 2.23
Ye= 1A al Ac [2.23]
A a+eg

gue es el mismo punto E de interseccion de R cejedDX, de acuerdo con [2.19]. La recta
R sufre, pues, un pequefio giro con centro en leissben el origen como consecuencia de
la perturbacién introducida, es decir, cerca destdsciones de las incognitas x, pero muy
alejado de las soluciones de las incognitas. Comeolgp observarse en la figura referencia-
da, si el signo de& es tal que el giro que se produce es dextrogirputo D sufrira un

desplazamiento descendente a lo largo de la regtéa Solucion del nuevo sistema podra

" Esta circunstancia se da habitualmente en losrsisteorrespondientes al célculo de estructuraslpoéto-
do matricial directo de la rigidez; por ejemplopggérese el valor del desplazamiento horizamtgl nudo de
un portico con continuidad de los pilares hastaeatacion con su desplazamiento verticateniendo en
cuenta que el pilar se supone axialmente deformable
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sufrir pequefas variaciones en cada una de lagnies; pero, si por el contrario dicho giro
es levégiro, el punto de interseccion D” de R” $pmrs decir, la solucion del sistema pertur-
bado, puede ser tal que, mientras que la abscestegrambiar incluso de signo, la ordenada
sufre un aumento tan espectacular que puede aser@ainfinito segun sean los valores de
Ay B respecto a los demas coeficientes y el vdéota perturbacion introducida. Esto de-
muestra que, aunque el sistema sea mal condiciomaddependientemente del grado de
precision con el que se efectien los célculosjarame se producirdn grandes variaciones
al perturbarlo aleatoriamentgoor lo que, en general, no sera posible detectanal condi-
cionamiento a partir de una serie de perturbaciefegidas al azar, por lo que se hace
imprescindible fijar una metodologia que muestta escunstancia de forma inequivoca, lo
gue se estudiard en el proximo epigrafe.

Como se hacia notar mas arriba, todas las coasidees anteriores referidas al
espacio de dos dimensiones pueden extrapolarse gspacios ene-dimensionales. Por
ejemplo, para el espacio tridimensional, puedestiexsendos planos que contengan, res-
pectivamente, a las rectas R y S, con lo que Igsrpaciones que pueda sufrir el sistema
afectaran a las soluciones de las incognitag de la forma anteriormente expuesta, aunque
dichas perturbaciones podran afectar o no a lar@iacégnita, dependiendo de la orienta-

cion del plano correspondiente a la tercera dindengel sistema.

2.4.- Numero de condiciénr Mientras que no existe una forma sistemética para

detectar un mal condicionamiento en un sistemacdadtones de tipo genérico, para los
sistemas lineales, que son los que nos ocuparte egis embargo, una forma concreta ba-
sada en las normas matriciales, que permite mastraranera precisa el grado de fiabilidad
gue puede ofrecer la solucion de tales sistemas.

De forma anéloga a la norma vectorial (piénsesg,gmn el médulo de un vector) se

define la norma matricial de una matkiz y se simboliza po||LM || como una aplicacion tal

que a cada matriz le hace corresponder un nimarpasitivo. que cumple las siguientes

propiedades:

" «...por consiguiente, el mal condicionamiento no ingliecesariamente un error en la solu¢i¢d0, apar-
tado 3.12.4).

” Segun algunos autores, es la forma de descubniralicondicionamiento en un sistema de ecuaciones.
™ Por ejemplo, una norma de una matriz puede sargor valor que se obtiene al sumar los valoreslabs

tos de los elementos de cada una de sus filaseEdsanorma 1, que se simboliza dﬁh Si esta operacion

se hace para las columnas se obtiene otra normmaare, con simboltﬂ- ., » donde el punto indica la desig-

naciéon de la matriz.
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a) [M|=0 < M =0, es decir, si la norma de un matriz es cero, reieesente di-
cha matriz es una matriz nula y viceversa: la natmana matriz nula vale cero.

b) [A\M]=[A|[M]|, es decir, la norma del producto de un escalauparmatriz es
igual al producto del médulo del escalar por lanmede la matriz.

c) M +N|<|M|+|N|, esto es, la norma de una suma de matrices seTprsi

menor que la suma de las normas de cada una de ella

d) [MN]|<|m

N |, de forma anéloga, la norma de un producto es g el

producto de las normas de cada uno de los factores.

Veamos como, a partir de estas propiedades, mi#daerse de forma inequivoca
una expresion de las variaciones que sufre la igolute un sistema lineal en funcion de la

perturbacion que se introduzca en dicho sistena. [&es, el sistema lineal

Mx =b [2.24]
dondeM es una matriz cuadrada y no singular. Si se inttedina pequefia perturbacién
Ab en el vector de términos independientes, el vantaygnitax habré sufrido, asimismo,

otra perturbaciordx por lo que se deberé escribir que

M (X +2X)=b +2Ab [2.25]
y operando
MX +M X =b +/b [2.26]
pero, al tener en cuenta [2.24], quedara
M X =Ab [2.27]

Por seM invertible, la solucién del sistema anterior sera

AX=MT1Mb [2.28]
que representa la variacion de la solucion -respeda solucion primitiva- en funcion de
la variacion introducida eb. Teniendo en cuenta la propiedad d) de las nomadsciales
anteriormente definidas, de la anterior puede leissg, normalizando

|ax] =M o] <

o [2.29]
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esto es
] < M| 2] [2.30]
y de [2.24]
[Mx[[=]p] [2:31]

pero, nuevamente, de la propiedad d)

[Mx] <M [+ | [2.32]
por lo tanto
[MFfx] = [lo] [2.33]
e invirtiendo ambos miembros
1 1
—_— < [2.34]
[MI+{]| ~ [

Finalmente, multiplicando m.a.m. [2.30] y [2.34]

] _ [M=]av]

< [2.35]
Ml [
operando se obtiene
R el
y llamando
2] ; |ab]
g =11 CondM )=|M [+Mm g =11 [2.37]
b AR
puede escribirse, definitivamente
g, <CondM ), [2.38]

expresion que describe la variacion relativa gdeeda solucién perturbada en funcion de

la perturbacion relativa introducida en el vedbores decir: la alteracion relativeg, que
sufre la solucion se mayora respecto a laug®cion relativee, mediante el factor

CondM), al cual se le llama Numero de Condicion de l&rimd1. Es claro, entonces, que

la alteracion que pueden sufrir las solucionesrdsistema de ecuaciones ante una pequefia
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variacion de los términos independientes serd mayanto mayor sea el numero de condi-
cion asociado a la matriz de coeficientes.

De forma analoga, supongamos ahora que la pecidrbae introduce en la matriz
de coeficiente$/. Se habra de escribir, entonces

(M+MM )k +2x)=b [2.39]
operando
MX +M X+ M & +X ) =D [2.40]

pero teniendo en cuenta nuevamente [2.24], quedara

MM+ MM K +4x) =0 [2.41]
de donde
AX=-M71AM K +Ix) [2.42]

Normalizando ambos miembros

o] =[M 2 aM & +¢)| <M o |k +a || [2.43]
de donde
ax| B
”X +AX|| S ”M ” ”AM ” [2'44]

y multiplicando y dividiendo el segundo miembro fibr| se tendra, finalmente

-
[+ -

<! .48
expresion similar a la [2.36] que no es mas que wiedida de la perturbacion que sufre la
solucion del sistema, asimismo como una mayorad&da perturbacion que sufren los
elementos de la matriz de coeficientes, mayoragi@efectia el mismo nimero de condi-
cion Condy), antes referido y expresado en [2.37].

Con objeto de concretar numéricamente las corsiaeres expuestas en los aparta-
dos anteriores, procederemos a continuacion allcatte un pequefio portico plano de nu-

dos rigidos.
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2.5.- Pértico plano de nudos n’qidog Sea el portico de la figura 1, cuyos datos:
E = 2'1x16 kg/cnf
Barraa: Area =150ch, Inercia= 1x1bcnt
Barrab: Area =200 cm, Inercia = 1"2x1bcm’

Barrac: Area =300 cr, Inercia = 1" 5x1ben’

4x10° cmK

4 @ /%F

600 cm

c 1000 cm
2x10°Kg

400 cm

774’f>”” 800 cm |

Figura 2

2.5.1.- Influencia de las unidades en el condiciomaento de la matriz del siste-

ma.- Calculemos la matriz de coeficientes utilizafaunidades indicadas en los datos:

-Matrices de rigidez de las barras en coordenaddslgls- Introduciendo los valo-

res de los datos en las unidades especificadasoamtente, se tendra para cada barra de la
estructura:

" Tomado de la referencia n® 25 de la Bibliografmanuel Vazquez Célculo Matricial de Estructuras,
C.O.L.T. de O. P.-Madrid, 1992.
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Barraa:
[ 0.00225 0 0.450 | - 0.00225 0 0.45(
|
0 0.500 0o 0 - 0.500 0
|
0.450 0 120 | - 0.450 0 60
K2=2100 |~ e [2.46]
-0.00225 0 - 0450 |  0.00225 0 - 0.45(
|
0 -0.500 0o | 0 0500 0
|
| 0.450 0 60 i - 0.450 0 120 |
Barrab:
[ 0.09604 0.07194 - 0.036| - 0.09604 - 0.07194 - 0.0
|
0.07194 0.05407 0.048 | - 0.07194 - 0.05407 0.0
|
-0.036 0.048 40 | 0036 - 0.0480 20
KP =210 | ———— - e -1[2.47]
-0.09604 - 0.07194 0036 |  0.09604 0.07194 0.0
|
-0.07194 -0.05407 - 0.048|  0.07194 0.05407 - 8.0
|
| -0.036 0.048 20 i 0.036 - 0.048 40
Barrac:
[ 0.00018 0 0.090 | - 0.00018 0 0.09
|
0 0.300 o | 0 - 0300 0
|
0.090 0 60 i - 0.090 0 30
K =210~ mmm oo b [2.48]
-0.00018 0 - 0.090 |  0.00018 0 - 0.09C
|
0 -0.300 0o | 0 0300 0
|
0.090 0 30 i - 0.090 0 60 |

-Matriz de Rigidez Reducida de la estructura end€doos vy centimetrosUna vez

efectuado el ensamblaje y eliminadas las filasfools correspondientes a los corrimientos
coaccionados, el sistema de ecuaciones correspoeslieon las unidades en kilogramos y

centimetros, queda en la forma
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[0.09829 0.07194 0.414/- 009604 0.07194 0036 0.450,] [ 200 ]

| |
0.07194 0.55407 0.048;— 0.07194 0.05407 0.04}8 0] vs 0
| |
0.414 0.048 160 i 0.036 - 0.048 20; 60 || 7, 0
J1r10| 009604 007194 0036 00922 007194 0126  Qlu || O
-0.07194 - 0.05407 - 0.045: 0.07194 0.35407-0.048 i 0 Ve 0
| |
-0.036 0.048 20 i 0.126 - 0.048 100§ 0 | 7. -400¢
o450 060|0 """" o 0 T"Izb_ nl | o
[2.49]

dondeu, vy yson las componentes de corrimiento respecto ajégs@X, OY y OZ, res-

pectivamente y cuyo nimero de condicién basade 8lofma 2, es de 1.28x£0

-Matriz de Rigidez Reducida de la estructura ennéleton y metras Si se repiten

los célculos anteriores utilizando las unidadesSitkema Internacional, se obtiene la matriz

[ 0.0009829  0.0007194  0.0000414- 0.0009604 @©7094 -0.000036! 0.0000450
|

|
0.0007194  0.0055407 0.00000438— 0.0007194- 0.05407 0.060(:)04 0
| |
0.0000414  0.0000048 0.00016% 0.0000036-  0.0000048 0.000:02 .000@5
71110|-0.00009604 - 0007154 00000036 00009622 00007194  0.0000126 O
-0.0007194 - 0.0005407 - 0.000002:18 0.0007194  0.00354G7 (0a800 0
|

|
|
| |
-0.0000036  0.0000048 0.000023 0.0000126-  0.0000048 0.00p1 0

|
o e S, —
0.0000450 0 0.00006 ! 0 0 o | 000012
L | | i
[2.50]

cuyo numero de condicidn correspondiente a la misimana 2 vale 3999.46 que, como
puede observarse, supone una importante mejoracatesal obtenido anteriormente.

2.5.2.- Influencia del orden de operaciones en l@srores de la solucion Tal y

como se comentaba en el primer epigrafe de esitulogmo seria improcedente adoptar un

pequefio nimero de cifras decimales significatiyado que a los datos no se les exige en

" El nimero de condicién basado en la Norma 2 sembiiividendo el mayor autovalor de la matriz gor e
menor, ambos en valores absolutos (51, apartaglo 3.2

Este nimero de cifras debe ser como minimo el agoegara que no se cancele ningun elemento de la
matriz.
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absoluto una elevada precisipde ahi que sea coherente proceder a un detemmiaddn-
deo en los elementos de la matriz de coeficiergpsrando que las desviaciones que pue-
dan aparecer en los resultados como consecuendalederedondeos sean perfectamente
asumibles. A la vista de las matrices dadagd@9]y [2.50] se puede observar que, si se
procede a un determinado redondeo antes de eféatuproductos de los elementos de las
matrices por el factor comudn (E)en ésta Gltima matriz seré imprescindible opevarmas
cifras decimales que en la primera para evitarsgugierda la influencia de algunos elemen-
tos en la correspondiente ecuacion de equili@@mcretamente, es necesario un minimo de
seis cifras decimales, mientras que en la primassabia con dos. Procedamos a resolver el
sistema utilizando, pues, la primera de las matriocenos restrictiva que la segunda desde

el punto de vista de dicho redondeo.

-Resolucién con doble precisiéria resolucion del sistema [2.49] utilizando aobl

precision devuelve los siguientes resultados:

Nudo u (cm) v (cm) y (rad)
1 3.3020310532178065 0.00097424391653833  -0.0083B2B8904483
2 3.3047633887792327 -0.00162373986089737 -0.0G38EH5897600
3 -0.0098208923951145 - -

Cuadro 2.1

-Resolucién con cinco cifras decimateSi se redondea a 5 decimales, lo que no es

mas que introducir en la matriz de coeficientesparéurbacion inferior a la cienmilésima,

se obtiene:
Nudo u (cm) v (cm) y (rad)
1 3.30203 0.00100 -0.00517
2 3.30476 -0.00162 -0.003864
3 -0.00982 - -
Cuadro 2.2

gue, como puede observarse, son practicamentedasosivalores anteriores.

" “Es precisosefialar que la mayoria de los errores que aparemela ejecucion de un programa se origina
en la entrada de datog47, apartado 1.1).
Lo cual no tiene por qué considerarse matematicemeprocedente.
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-Resolucién con cuatro cifras decimal€si se repiten los calculos efectuando un re-

dondeo al cuarto decimal dentro de la matriz, le gupone introducir una perturbaciéon

inferior a la diezmilésima, se tendré el sistema:

[ 0.0983 0.07194 0.414- 0.0966 0.0719 0.036 0.450
| |
0.0719 0.5541 0.048%— 0.0719 0.0541 0.01%18 0
| |
0.414  0.048 160 i 0.036 - 0.048 20§ 60
7110|0090 ~00719 003§ 00962 00719 0126
-0.0719 - 00541 - 0.045:3 0.0719 0.3541 0.0§48 0
| |
-0.036 0.@8 20 i 0.126 - 0.048 100§ 0
0450 oeolo """" o o I120

B

Vs

(200

[2.51]

gue proporciona los siguientes resultados (se maroa negrillas los valores mas dispares

respecto a la solucién primera):

Nudo u (cm) v (cm) y (rad)
1 2.7114 0.0008 -0.0042
2 2.7135 -0.0014 -0.0035
3 -0.0081 - -

Cuadro 2.3

en los que ya se observan apreciables difereresagcto a los anteriores.

-Resolucién con tres cifras decimateSi se repiten los calculos con 3 decimales, es-

to es, con una perturbacioén inferior

0.098 0.072 0.414- 0.096- 0.072 0.036 0.450, |
| |
| |
0.072 0554 0.048- 0072 0054 0048  Q|v,
| |
| |
0414 0.048 160| 0.036- 0.048 20 60|y,
| |
—— e ——— — — — —_ —_——— — ——— '_ ___________________ '______ —_——
»116| -0.096 -0.072 003§ 0096 0072 0126  Q|u,
| |
| |
-0.072 -0.054- 0.048 0.072 0354 0048 0|y,
| |
| |
-0.036 0.048 20 | 0.126- 0.048 @O0i O |y,
S :F ___________________ i______ -
0450 0 60 | 0 0 0| 120}y,
i | | L]

a la milésigmtiene:

2010 |

[2.52]
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y resolviendo el sistema se tienen los siguierdds®s de los corrimientos:

Nudo u (cm) v (cm) y (rad)
1 -9.744 -0.003 0.016
2 -9.762 0.006 0.004
3 -0.0028 - -
Cuadro 2.4

valores totalmente inaceptables (obsérvese el cadgbsigno en todos los valores, excepto

en el ultimo).

-Resolucién con dos cifras decimaitd2or ultimo, si se introduce una perturbacion

por redondeo a dos cifras decimales, es decirjanfa la centésima, el sistema queda con

los valores

(010 0.07 0.41- 0.10- 0.0~ 0.04 0.4pu,] [ 2010 |
| |
| |
007 055 005~ 0.07- 005 0.05 0]V, 0
| |
| |
0.41 005 160] 0.04- 005 20 60|, 0
| |
________________ 4 ——_—————— e — — —_—— —_——— — —
16| -0.10 -0.07 0.04 010 007 0138 0| u, 0 [2.53]
| |
| |
-0.07 -0.05 - 0.05 0.07 035- 0.05 0|y, 0
| |
| |
-0.04 005 20} 013- 005 100 Oy | [-400
________________ || == e
045 0 60! O 0 0! 120y, 0
i | | L
sistema cuya solucion es la siguiente:
Nudo u (cm) v (cm) y (rad)
1 -0.50 -0.00 0.00
2 -0.50 0.00 0.00
3 -0.00 - -
Cuadro 2.5

gue no requiere comentario alguno.

-Célculo de las solicitacionesVeamos como influyen los resultados anteriores e

los valores de las solicitaciones de extremo (s&rean con negritas los valores con error

mayor al 20% respecto a la solucion dada por asgpas columnas)
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- Barra 1-2:
Solicitaciones (Ty Tm)] Doble precisign 5 decimalesdedimales| 3 decimalgs 2 decimales
Axil extremo [ -0.19753 -0.19278 - 0311 2.835 0.00
Cortante extremo i - 1.13055 -1.13054 -0.9694 2515 0.00
Momento extremo i - 5.91878 -5.91730 -4.9942 15.097 0.00
Axil extremo ] 0.19753 0.19278 (B41 -2.835 0.00
Cortante extremo | 1.13055 1.13054 0.9694 -2.515 0.00
Momento extremo | - 5.38670 -5.38810 -4.7002 10.06 0.00
Cuadro 2.6
- Barra 1-3:
Solicitaciones (Ty Tm)] Doble precisign 5 decimalesdedimales| 3 decimalgs 2 decimales
Axil extremo [ - 1.02296 -1.05000 - 0.8400 3.150 0.00
Cortante extremo i 1.47969 1.48379 1.1879 - 4.460 -2.36
Momento extremo i 5.91878 5.92858 4.8327 -16.481 -4.73
Axil extremo ] 1.02296 1.0500 -0.8400 - 3.150 0.00
Cortante extremo | - 1.47969 -1.4839 1.1879 4.460 2.36
Momento extremo | 0.00 0.00658 - 0.08127 -1.361 0.00
Cuadro 2.7
- Barra 2-4:
Solicitaciones (Ty Tm)] Doble precisign 5 decimalesdedimales| 3 decimalgs 2 decimales
Axil extremo [ 1.02296 1.02060 0.8820 - 3.780 0.00
Cortante extremo i 0.520305 0.51966 0.3642 -2.934 -0.19
Momento extremo i 1.38670 1.3824p 0.7185 -13.410 -0.95
Axil extremo ] - 1.022960 - 1.02060 - 0.8820 3.780 0.00
Cortante extremo | - 0.520305 - 0.51966 - 0.3642 2.934 0.19
Momento extremo | 3.81635 3.81420 2.9335 - 15.930 -0.95
Cuadro 2.8

Obsérvese que, en todos los casos e independieritenhe la precision utilizada,
persiste el equilibrio en la barra aislada, lo gadria dar lugar a extraer conclusiones erré-
neas.

Es de advertir, por ultimo, que los errores deb@aedondeo son independientes de

los debidos al mal condicionamiento, aunque seyefi mutuamente, pues un redondeo no
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es mas que una pequeia perturbacion de los datiosrsor que puede acarrear es funcion
directa del numero de condicion, como se demosté epigrafe 2.4. Sin embargo, no por-
gue la matriz esté mejor condicionada el errored®mndeo sera necesariamente menor, pues
como se ve en este ejemplo, donde el nimero decd@mdie la matriz correspondiente a
las unidades en centimetros es, como se dijo, 28«10 y los errores importantes aparecen
a partir del redondeo del cuarto decimal, en laimgue se obtiene tomando unidades de
metros dicho nimero de condicion vale solament.389y, como se ha comentado, el
error por cancelacion utilizando esta matriz pysaelucirse a partir del redondeo al quinto

decimal.

2.5.3.- Influencia de las ecuaciones de restricciG@mnematica en el condiciona-

miento.- De lo expuesto en el capitulo anterior se hdedkicir que la herramienta mas ido-
nea, elegante y directa para resolver sistemasulgci®nes sometidos a condiciones de
restriccion es el Método de los Multiplicadoresldgrange. Valiéndonos de €l se puede
proceder al calculo de la anterior estructura dm#otal que no sea necesaria la manipula-
cion introducida en las filas/columnas correspomidie a los corrimientos impedidos por los
aparatos de apoyo para obtener la matriz redueida pof2.49] o [2.50], de dimensiones
7x7. Por simplicidad de exposicion, ensamblemasd#riz de rigidez incluyendo exclusi-
vamente los nudos 1, 2 y 3, puesto que el nudo mimbene los tres corrimientos impedi-
dos y, por tanto, se sabe que son nulos. Dichavéiage nos determina una matriz cuadra-
da de dimensién 9, esto es, tres componentes denigorto por nudo. Para evitar, como
deciamos, la manipulacion que supone la eliminad@rias filas/columnas asociadas al
equilibrio y corrimientos en las direcciones honiades y verticales del apoyo fijo del nudo
3, al sistema obtenido con dicho ensamblaje essadoeanadirle las ecuaciones correspon-
dientes a las restricciones cinematicas de desplamto que dicho apoyo introduce en la

estructura. Dichas ecuaciones seran, pues lasglosrges

u,=0
’ } [2.54]
v, =0

dondeus y v3 son, respectivamente, las componentes de desp&atarhorizontal y verti-
cal del nudo 3. La matriz de coeficientes del &istele Lagrange correspondiente al ejem-
plo en estudio quedard, pues, para las unidadésagramos y centimetros en la forma
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20641€  15107¢ 86940C  -201691 -15107¢ -7560C -4725 G 94500C Q0 @
151079. 1.163581CF 100800. -151079. —113561. 100800. O -1.05x1¢F 0 00
869400.  100800. 3.3610F 75600. -100800. 4.%10/ -945000. O 1261 0 0
—-201691. —151079. 75600. 202069. 151079. 264600. O 0 0 00
-151079. -113561. -100800. 151079. 743561. —100800. 0 0 0 0 (
—75600. 100800. 4210/ 264600. -100800. 2.k1C° O 0 0 00
-4725. 0 —-945000. 0 0 0 4725, 0 -945000. 1 O
0 -1.05x16F 0 0 0 0 0 1.0%x1F 0 01
945000. O 1261 0 0 0 —-945000. 0 2521 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 ¢
[2.55]

a la que le corresponde un niimero de condicién22x80d°. Para las unidades del sistema
internacional la matriz queda en la forma

20641¢€
151079.
8694.
—201691.
—-151079.
—756.
—4725.

15107¢ 8694 201691 -15107¢ -756 —-4725 G 9450 @
1.163561CF 1008. -151079. —113561. 1008. O -1.05x16F 0 0
1008. 33600. 756. —1008.  4200. -9450. O 12600. 0
~151079. 756.  202069. 151079. 2646. O 0 0 oo
-113561.  -1008. 151079. 743561 —1008. O 0 0 0 d
1008. 4200. 2646. -1008. 21000. O 0 0 0P
0 —9450. 0 0 0 4725. 0O —9450. 1 0
-1.05x16F 0 0 0 0 0 1.0%x1F 0 01

0 12600. 0 0 0 —9450. 0 25200. 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 ¢

0 0 0 0 0 0 1 0 0 ¢

[2.56]

que tiene un nimero de condicién de 4.18xObsérvese el espectacular aumento del nd-

mero de condicién en ambos casos respecto a tessig2.49]y [2.50] como consecuen-

cia de las ecuaciones de restriccion afiadidastahsa original. De estos resultados se des-

prende que, cualesquiera que fueren las unidadieadds, el Método de los Multiplicado-

res de Lagrange introduce un deterioro tal en edlicionamiento del sistema resultante en

el Método Tradicional que su utilizacion para dcolp de esta estructura puede ser poco
menos que prohibitiva.
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CAPITULO 3

MATRICES DE RIGIDEZ Y DE CONVERSION
EN EL METODO MATRICIAL CLASICO

OBJETIVO:

Para proceder al ensamblaje de las submatricesateabcon objeto de obtener |

a

matriz del sistema de ecuaciones lineales cuydue®m nos devolvera las incognitas de

corrimiento de los nudos de la estructura en estuds necesario que tales submatrices

vengan referidas al sistema global. Para ello pueniroducirse en la matriz de rigidez ¢
cada elemento, referida a sus ejes locales, susctanisticas geométrico-resistentes y d
pués, mediante la pertinente matriz de rotacionemheinar la correspondiente en ejes g
bales, proceso que ha de repetirse para cada udaglearras de la estructura.

Con objeto de evitar tan reiterativo proceso, ete &apitulo se pretende determin
la matriz de rigidez del elemento genérico referadés ejes globales para introducir ¢
ésta dichos valores mecéanico-resistentes de cadadenas barras que conforman la €
tructura.

También se desarrolla una Matriz de Conversién gastmultiplicada por el vectq
de corrimientos de una barra, nos proporciona emi@ directa las solicitaciones en ej

locales.

CONTENIDO:

Partiendo de la Matriz de Rigidez en ejes local@sapuna barra de orientacion ge

nérica en el espacio de tres dimensiones y de laiarde rotacion se determina, mediar
los pertinente productos matriciales, la correspende Matriz de Rigidez referida a I
ejes globales de una barra genérica y, a partirtdéa, se establecen los casos particulg
gue suelen presentarse habitualmente en el calbellestructuras, cuales son barras hg
zontales y verticales.

De la misma forma se determina la Matriz de Rigigenérica para barras perten
cientes a un emparrillado y para aquéllas que fanmaa estructura coplanaria, pues a
bos no son mas que casos particulares de la nggrn£rica inicialmente determinada.

Asi mismo, se repite el proceso para las corresgmels Matrices de Conversig

particularizadas para los diferentes casos.

e
es-

O_

ar
2N

pS-

-

S

1Y
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3.1 Matriz de Rigidez en coordenadas globales de aifbarra espacial con direc-

cion arbitraria de sus ejes locales Para proceder al ensamblaje de la matriz de dgige

una estructura de barras es necesario que, previantas matrices de rigidez de cada una
de ellas estén referidas al sistema global, pauks, si partimos de la matriz de barra en
coordenadas locales, sera necesario, luego delilgirdos datos en esta matriz y en la de
rotacion de coordenadas, calcular la transpuestsidey efectuar cuatro triples productos
matriciales por cada una de las barras que confolanestructura para que vengan referidas
a dicho sistema general. Con objeto de evitarreggrativo proceso, deduciremos la expre-
sion de la Matriz de Rigidez de una barra genérggmacial referida al Sistema General de
Coordenadas XYZ, la cual nos servira para partiasialas matrices de cada barra en dicho
sistema y proceder al correspondiente ensamblaje.

Seans y s los vectores columna que describen las componestsslicitacion en
los extremos i y j, respectivamente, referidasseeles locales X'Y'Z" de coordenadas; y
y ¢ los vectores que describen las componentes deotosnientos homdlogos, asi mis-

mos referidas al sistema local, de forma que

Xi X! uf u;
Y/ Y,-' Vv, v;
Z Z W W
! = ___ =| ——— =| — = -2 3.1
ST A A B i R -
Mlyl M'yi ﬁll J'
M7 _M'Zi_ W _V;_

donde X', Y’, Z  indican componentes de fuerzdosnejes respectivodVly,, M|, M,

indican componentes de momentos respecto a digassmientras que’, v, w’ indican

componentes de desplazamiento en las direcciospsativas ya’, 'y y’ son las com-

ponentes de giro respecto a los ejes X', Y~ ye&Spectivamente.

Entre estos vectores se cumple que

HRE
S Ki Ky J[Ci
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donde

EA ] - -
- ° °c o 0 0 —% 0 0 0 0 0
12'53'2' 0 0 0 GE;Z' 1B o o S
L L L3 L2
12Ely. _SEy 12E| 6El:
0 0 0 0 _12El, 0
3 L2 ' L L2
- Gly: Kij = Gl
0 0 0 X 0 0 0 0 0 -2x 0 0
L L
BEI,,: 4El, 6Ely: 2El,
Y Y 0 Y R 0
0 0 > 0 - 0 2 3
o SE o Y o 8Bz 0 o 2E
L L2 L | L L? L
_EA 0 0 0 0 0 EA 0 0 0 0 0
L L
12EL,. 6EL. 12EL. 6EL,.
-z 0 0 0o -—% Z 0 0 0 Z
3 L2 L3 L2
(1261, 6EL,: 12E, 6EY:
0 )y 0 0 0 o — L 0
L3 L2 K' = 13 L2
Gly ! Gly
0 0 o =X 9 0 0 0 0o =X 0
L L
6Ely 2E 6Ely 4E
0 o  _SElyr 2By 0 o  SElyr 4BV
L2 L L2 L
6El 2El,. 6El 4El5.
o —Z 0 0 0o =Z o —%£ o 0 o —Z
L L2 L] L L2 L]
[3.3]

son las cuatro submatrices que conforman la magridgidezK” de la barra en el sistema

particular de coordenadas en las cuales quedaritdesus propiedades resistentes (rigidez

a la elongacion EA, rigideces a la flexion, B El,, rigidez a la torsion Gl y su longitud,

siendo:

A el &rea de la seccion recta de la barra.
L lalongitud de la barra.

E el Mddulo de elasticidad longitudinal.
G

transvals

I,. el momento polar de inercia de la seccion recta.

ly de inercia de la seccion reetspecto al eje local Y’, (principal de
inercia).
I, el momento de inercia de la seccion recta respaotge local Z', (principal de

inercia).

Llamando XX al angulo que forman los ejes X y XY~ el que forman los ejes X e Y~

etc., la matriz de rotacidR y sutranspuest®' vienen dadas por las expresiones
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x| 0]

yio0

x"yl Zlo 0 o0 z10
R=|Z-- L L z RT =| 2L 3.4
00 o|x y Z|” 01 x 1341

Oiy

10,z

dondex, y, z sonlos vectores fila que describen, respectivameatecbmponentes de los

cosenos directores de los tres ejes locales, &s dec

x =[cosXX cosYX coszX
y =[cosXY' cosYY coszY] [3.5]
z=[cosXZ cosYZ cosZ3

mientras que los ceros indican matrices nulasmemkiones conformables.
Las correspondientes submatridég referidas al sistema general se obtienen me-

diante los triples productos matriciales siguientes

Ki =RK{RT Kij =RK;jRT K; =RKjRT  Kj =RKjRT [3.6]

Operando en las anteriores, se tendré:

|
EA Ty 12E|z'yT 12E1 Sy 6E'z'yTZ 6E]| 5
P T KR R o
! 6El, . 6EIl, . | Gly . 4El 4E|, '
z'y y'z i X X+ Z z+ y
I L2 L2 L L L
|
EAxTx—lelz'yTy—lely Sy 6E|z'yTZ 6EL 5
Vo R R Lz " Lz " I .
i = _6El, .  6EI, T E_Glx’ Tx+2EIZ'zT 2E|, J :
i L? L2 y ! L L Y
Kji :Kiil' [39]
|
EXT)HlZEIZ.yTer12EIy . 6EIZ.yTz+6Ely 5
« | L 1 R R L2 o T _ (3.10]
= I :
6EIl, _, +6EIy,yT :GIX. XTX+4EIZ.ZTZ 4E|, g
L? L2 L L L L
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con lo que la matriz de rigidez en coordenadasafgsbquedara

[3.11]

Por ultimo, efectuando todos los productos ved&sigue aparecen en las submatri-
ces anteriores, de acuerdo con sus valores dad8grse tendré

[cos XX'| cos XX? cos XX cos YX  cos XX cos ZX
X"X =| cos YX [ cosXX cosYX cos Z)ﬂ =| cosYX cos XX cos YX cos YEBos ZX
| cos ZX ] | cos ZX cos XX cosZX cosYX cos ZX i
[cos XY'| cos XY? cosXY cosYY cosXY cosZY,
y'y =| cosYY [ cosXY cosYY cos ZY] =| cosYY cosXY cosYY cosY¥os ZY
| cos ZY'_ | cos ZY cos XY cosZY cosYY cos Z¥ ]
cos XZ | cos X2? cosXZ cosYZ cosXZ cosZ
Z"z=|cosYZ [ cosXZ cosYZ cos Z}I =| cosYZ cosXZ cos ¥Z 6Z cos 2Z
cos ZZ_ cosZZ cosXZ cosZZcosYZ cos 27
cos XY' | cos XY cosXZ cosXY cosYZ cosXY cosZ
y'z=|cosYY [ cosXZ cosYZ cos Zi’= cosYY cosXZ cosYYWsYZ cosYY cosZZ
cos ZY_ cosZY cosXZ cosZY cosYZ cosZY cosZ

cos XZ' cos XY  cosXZcosYY cosXZcosZ
Z'y =[y"z]' =|cosYZ cosXY' cosYZcosYY' cosYZ cosZ
cosZZ cos XY cosZZ cosYY cosZZcosZ

y al sustituir estos ultimos en [3.7], [3.8], [3}9]3.10], se obtiene la expresion desarrollada
de las cuatro submatrices de rigidez de una bapaceél en coordenadas globales y direc-

cion arbitraria que se muestra a continuacion.
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Kii =

Kij -

SUBMATRICES DE RIGIDEZ DEL METODO MATRICIAL CLASICO

PARA BARRA ESPACIAL EN COORDENADAS

GLOBALES Y DIRECCION ARBITRARIA

EAcOP XX’ N 12EIZco@ XY 4 12Ely'co@ Xz EACOSXX'cosYX' | 12ElZ'cosXY cosYY', 12Ely'c0SXZ'cosYZ' EAcosXX cosZX', 12ElzcosXY cosZyY’, 12Ely'cosXZ coszz' _ BEly'COSXY'c0SXZ' 6Elz'cosXY cosXZ' _ BEly'cOSXZ'cOSYY"  6Elz'cosXY cosYZ' _ BEly'cOSXZ'cOSZY' 6 El cosXY cosZZ'
L 3 3 L 3 13 L 3 3 12 2 12 12 L2 12
EACOSXX cosYX', 12EIZ'cosXY cosYY", 12Ely'cosXZ cosYZ' EAcosYX2 | 12ElZcosv¥2 | 12Ely'cosYZ? EACOSYX'cOSZX' | 12EIZcosYY cosZY’, 12Ely cosYZ coszZ’ 6El7'cosXZ cosYY'_ 6 Ely'cosXY cosYZ _ BE'cOSYY'coSYZ  6ElZ cosYY cosYZ _ BEly'coSYZ coSZY' 6 Elz’cosYY coszZ
L 3 3 L 3 3 L 3 3 12 12 12 12 L2 12
EACOSXXcosZX' 12 Elz'cosXY'cosZY’ 12Ely'cosXZ cosZZ' EACOSYX'cosZX' 12 ElzZ'cosYY cosZY’, 12Ely'cosYZ cosZZ EAcoszx2 . 12Elz'coszy? 4 12Ely'coszZ2 6Elz'cosXZ coszY"_ 6 Ely'cosXY'coszz' 6Elz'cosYZ cosZY’_ 6 Ely'cosYY coszZ' _6 Ely‘cosZV'msZZ'+ 6 Elz'cosZY cosZZ
L 3 3 L L3 L3 L 3 L3 L2 L2 12 L2 L2 L2
_ 6E\y‘cosXV'msXZ+ B Elz'coSXY cosXZ' 6E| SXZ cosYY'_ 6 Ely'cosXY cosYZ' 6 Elz'cosXZ cosZY"_ 6 Ely'cosXY coszZ' GIx'co2 XX’ N 4Ely'co@XY’ . AEIZco@XZ GIX'cosXX cosYX' 4E\y‘cusXV'c05W'+ AEIZ'c0SXZ cosYZ' GIx'cosXX'cosZX’ 4E7y‘cusXVcoszV'+ 4Elz'coSXZ cosZZ
L2 12 L2 L2 L2 12 L L L L L L L L L
_ 6E\y‘cosXZ'cusW'+ B Elz'cosXY cosYZ' _ GEIy'cos\NcusVZ'+ 6 Elz'cosYY cosYZ' 6Elz'cosYZ cosZY'_ 6 Ely'cosYY'coszz' GIX'cOSXX cosYX' 4Ely‘cosx‘/'msW‘+ 4E|Iz' cosXZ cosYZ' Glx'cosYX2 N 4Ely'cosyy?2 . 4ElZcosYZ2 GIX'cosYX'cosZX 4E7y‘cusV‘fmszV'+ 4EIZ'cosYZ cosZZ
L2 12 L2 L2 2 12 L L L L L L L L L
_ 6E\y‘cosXZ'cusZV'+ 6 Elz'cosXY cosZZ _ BEIly'cosYZ'cosZY' 6 Elz cosYY cosZZ _ GEN‘cusZV’Wszz'+ 6 Elz'cosZY coszZ GIX'coSXX cosZX’ 4E\y‘cosXV'msZV'+ AEIZc0SXZ'c0sZZ'  GIX'cosYX cosZX’ 4E7y‘cusV‘fmszV'+ 4EIzZ'cosYZ cosZZ Glx'coszx?2 . 4Ely'coszy2 4 4ElZ coszZ2
2 12 12 L2 L2 12 L L L L L L L L L
EAco?XX  12EiZcod XY _ 12El'co@XZ EACOSXX'cOSYX' _ 12 Elz'cosXY'cosYY'  12Ely'COSXZ'cOSYZ'  EACOSXX cosZX _ 12 Elz'cosXY cosZY’  12Ely'cosXZ coszz’ BEly'coSXY'cOSXZ' 6 ElZ cOSXY' cosXZ’ SEly'cOSXZ'cOSYY" 6 ElZ cosXY cosYZ' 6 EIly'COSXZ'COSZY' 6 Elz'coSXY cosZZ
L 3 3 L 3 3 L 3 3 L2 12 2 2 2 2
EACOSXX cOSYX' 12 EIZcoSXY cosYY'  12Ely'cosXZ cosYZ' EAcosYX? 12ElZcosYy? 12Ely'cosyz2 EACOSYX c0sZX'  12ElZcosYY coszY’ 12Ely'cosYZ coszZ’ BEIZcoSXZ cosYY' BEly'cosXY cosYZ' BE'COSYY COSYZ | 6EIZcosYY cosYZ BEly'cOSYZ COSZY' | 6 ElZ'cosYY cosZZ’
L 13 13 L 13 3 L 13 13 12 12 12 12 12 12
EACOSXX c0SZX'  12ElZcosXY cosZY’ 12Ely'COSXZ cOSZZ  EAcosYX coszZX 12ElZcosYY coszY 12Ely'cosYZ coszZ’ EAcoszx?2  12Elrcoszy2  12Ely'coszZ2 BEIZcoSXZ cosZY’  BEIly'COSXY coszZ 6EIZcosYZ coszy’ BEl'CoSYY coszZ’ 6EIly'c0SZY c0SZZ 6 ElZ'cosZY cosZZ
L 13 3 L 13 13 L 13 3 12 12 12 12 12 ' 12
6 Ely'cOSXY'COSXZ' 6 EIZ' cOSXY COSXZ' _ BEIZcosXZ cosYY', BEly'cosXY cosYZ' _ BEIZcosXZ cosZY’, BEly'cosXY coszZ’ GIX'cOP XX W2 Ely'co? XY L2 Elzco@XZ GIx'cOSXX cosYX'  2EIly'COSXY'COSYY'  2ElzcoSXZ cosYZ' _ GIx'cosXX coszX’  2Ely'COSXY COSZY' 2 Elz'cosXZ coszZ-
12 12 12 12 12 12 L L L L L L L L L
6 Ely'cOSXZ'coSYY" 6 ElZ cOSXY coSYZ' 6Ely'cOSYY'COSYZ'  GEIZ coSYY cosYZ' 6ElzcosYZ cosZY, G Ely'cOSYY coszZ’ GIx'cOSXX cosYX'  2Ely'COSXY'cOSYY'  2Elz'cosXZ cosYZ' Glx'cosyx?2 N 2Ely cosYY2 N 2EI7cosYZ2 GIx'cosYX coszX’ 2Ely'cOSYY'COSZY' 2 Elz'cosYZ coszZ-
12 12 2 12 12 12 L L L L L L L L
6Ely" ﬂs:Z’oﬂsZV'i 6E g>2<v' o057z BEIy‘cos;Zcoszv' El os; c0szZ GEIy‘cosiv'coszZi 55|z'wg§v'mgzz' GIXcOSXX cosZX' | 2Ely'COSXY'COSZY' | 2EIZcosXZ cosZZ _ Gix'cosYX coszX | 2Ely COSYY COSZY  2El7 cosYZ coszZ Gixooszx2 | 2El'cosZY?  2Eizcoszz?
L [E L L L [E L L L L L L L L

_ EAcOSXX'coSYX _ 12Elz'cosXY cosYY'_ 12Ely'coSXZ cosYZ _ EAcosXX cosZX _ 12ElzcosXY coszy’_ 12Ely'cosXZ coszZ'

GEIly'cOSXY cOSXZ' 6 Elz'c0SXY cOSXZ'

_EAco?XX _ 12Elcod XY _ 12Ely'co@XZ

6Ely'coSXZ cosYY' 6 Elz'cosXY cosYZ'

6EIly'cOSXZ COSZY'_ 6 Elz'coSXY cosZZ

L L3 3 L L3 L3 L L3 L3 L2 L2 L2 L2 L2 L2
_ EAcosXX'cosYX' _ 12Elz'cosXY cosYY’  12Ely'cosXZ cosYZ' _EAcosYX? _ 12ElZcosYY2 _ 12Ely'cosYZ? _ EAcosYX'coszX'_ 12Elz'cosYY'coszY’  12Ely'cosYZ coszZ’ _ BEIz'cosXZ cosYY", 6Ely'cosXY’cosYZ' BEly'cosYY'cosYZ' 6 Elz'cosYY cosYZ' 6Ely'cosYZ'cosZY’ 6 Elz'cosYY'cosZZ’
L L3 L3 L L3 3 L L3 L3 L2 L2 L2 L2 L2 L2
_ EAcosXX'cosZX'_ 12ElzcosXY cosZY’_ 12Ely'coSXZ'cosZZ' _ EAcosYX cosZX _ 12ElzcosYY coszy’  12Ely'cosYZ coszZ' _EAcoszx?  12El7coszy?  12Ely'coszz2 _ BElz'cosXZ coszY', 6Ely'cosXY'coszZ’ _ BEIZcosYZ coszY’, BEly'cosYY coszZ’ 6 Ely'C0SZY C0SZZ' 6 Elz'cosZY cosZZ’
L L3 L3 L L3 L3 L L3 L3 L2 L2 L2 L2 L2 L2
_ BEl'COSXY'COSXZ' 6 Elz'cosXY cosXZ 6 Elz'cosXZ cosYY'_ BEIly'COSXY cosYZ' 6 Elz'cosXZ cosZY_ 6 Ely'COSXY coszZ' _Gico@XX | 2EN'0ZXY  2EIco@XZ _ GIx'cosXX cosYX' 2Ely'COSXY'COSYY'  2Elz'cosXZ cosYZ _ GIx'cosXX coszX , 2Ely'cOSXY'COSZY'  2Elz'cosXZ cosZZ'
L2 L2 L2 L2 L2 L2 L L L L L L L L
_ BEly'cOSXZ'coSYY' 6 Elz'cosXY cosYZ' _ BEl'cOSYY'coSYZ' 6 ElZcosYY cosYZ' 6ElZcosYZ cosZY” 6Ely'cosYY'coszZ’ _ GIX'cosXX cosYX' = 2Ely'cOSXY'COSYY' 2 Elz'cosXZ cosYZ' _Glxcosyx2 | 2Ely'cosYY?  2Eizcosvz? _ GIX'cosYX'coszX' 2Ely'COSYY'COSZY" 2 Elz cosYZ coszZ’
L2 L2 L2 L2 L2 L2 L L L L L L L L
6 Ew‘mszz'msz 6 Elz'cos;(‘(‘ c0s7Z _8 E'y‘ms;z' CosZY', 6 Elz'cos\zrv'wszz' _8 E'y'm5§‘/' cosZ & Elz'cosg‘(‘ c0s7Z' _ GIX'cOSXX cosZX’  2Ely'C0SXY'COSZY'  2EIzcosXZ cosZZ _ GIX'cosYX cosZX'  2El'COSYY'COSZY'  2ElZcosYZ coszZ _Gixcoszx? | 2El'cosZY2  2Eizcoszz?
L [k [k [k [k [k L L L L L L L L

EAcOP XX’ N 12Elz7cod XY’ N 12Ely'co@ Xz EACOSXX'coSYX'  12EIZcosXY cosYY', 12Ely'coSXZ'cosYZ' EAcosXX cosZX', 12ElzcosXY coszyY’, 12Ely'cosXZ coszZ! 6Ely'coSXY'cOSXZ' 6 ElZ cOSXY COSXZ' BEly'coSXZ cosYY" 6 Elz coSXY cosYZ' BEly'coSXZ cosZY' B EIz'cosXY cosZZ'
L 3 L3 L 3 3 L 3 3 L2 L2 12 L2 2 L2
EAcOSXX'cosYX' | 12ElZcosXY cosYY" 12Ely'cosXZ cosYZ' EAcosYx?2 N 12ElZcosYY2 N 12Ely'cosYZ? EAcosYX cosZX' 12ElzcosYY coszy’ 12Ely'cosYZ coszZ! 6EIZcosXZ cosYY’ BEly'cosXY cosYZ' 6Ely'cosYY'cosYZ' 6 Elz'cosYY cosYZ' BEly'cosYZ'cosZY'  Elz'cosYY cosZZ
L 3 3 L 3 3 L 3 3 12 L2 12 2 2
EAcoSXX'cosZX' 12Elz'cosXY cosZY’ 12Ely'coSXZ'cosZZ' EAcosYX cosZX' 12ElzZcosYY coszy’ 12Ely'cosYZ coszz EAcoszx2 N 12Elz'coszy2 N 12Ely'coszZ2 _ BEIZc0SXZ cosZY’, BEly'coSXY coszZ’ _ BElz'cosYZ cos. BEly'cosZY'cosZZ  §Elz'cosZY’ 4
L 3 3 L 3 3 L 3 3 12 2 12 12 L2
GEly'cosXY cOSXZ'_ 6 Elz'cosXY  cosXZ' _ 8EIZcosXZ cosYY", BEly'cosXY’cosYZ' _ BEIZc0sXZ cosZY’, 6Ely'cosXY coszz’ GIXcoZXX 4Elyco@XY’ . AEIZcoXZ. GIx'cosXX'cosYX'  4El'COSXY'COSYY' 4 ElZ'coSXZ cosYZ' GIx'cosXX coszX’, 4 Ely'coSXY'cOSZY' 4 El7cosXZ coszZ'
L2 12 12 12 12 12 L L L L L L L L L
GEly'coSXZ'cosYY" 6 Elz'cosXY cosYZ' GEly'cosYY cosYZ'_ §Elz'cosYY cosYZ _BElzZcosYZ cosZY’, 6Ely'cosYY'coszz’ GIx'cosXX cosYX'  4Ely'COSXY cOSYY' 4 Elz'cosXZ cosYZ Gix‘cosYX2 4Elycosyy? ., AEiZcosYZ2 GIx'cosYX coszX'  4Ely'COSYY'COSZY' 4 Elz'cosYZ coszZ'
L2 12 12 L2 12 12 L L L L L L L L L
6E\y‘cos;Z'mSZV’7 55|z‘w5)2(v'mszz 6EIy'cus:Z‘cusZ‘(‘7 BE\z‘cusgv’coszZ 6E\y‘cus§‘(’msZZ'7 55|z‘w5§v'coszz GlcosXX cosZX | 4Ely'COSXY'COSZY'  AElZcosXZ cosZZ Glx'cosYX cosZX , 4ElY'COSYY'COSZY' 4 ElrcosYZ cosZZ Gixcoszx? _ AEly'cosZY?  4Ewcoszz?
L L L L L L L L L L L L L L L
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Método matricial bajo restricciones cinematicas CAP. 3.-MATRICES DE RIGIDEZ Y DE CONVERSION EN EL METODO MPRICIAL CLASICO

gue son las submatrices que conforman la MatriRigelez de una barra con orientacion

cualquiera de sus ejes particulares y que evitaeitsrativos productos matriciales que se-
falabamos anteriormente. Los datos de la barratsmlucen, pues, directamente en estas
submatrices para su pertinente ensamblaje.

Aunque estas submatrices pueden utilizarse pasabada, puede ser conveniente la
deduccién de algunos casos particulares que sdakse en la construccion desde el punto
de vista de la orientacion de los ejes particuldeetas barras que conforman la estructura,
con lo que se conseguira algun ahorro en el praesdlculo. A continuacion se describen

algunos de los casos més habituales.

3.1.1.- Matriz de Rigidez para barra con un eje pncipal de inercia horizontal-

Normalmente todas, o al menos la mayor parte dédass pertenecientes a una misma
estructura, suelen colocarse de tal forma que entosl ejes principales de inercia de su
seccion transversal es horizontal, es decir paraleplano XY. Es por ello interesante de-

ducir la Matriz de Rigidez bajo esta condicion. &uremos, pues, en lo que sigue, que el
eje local Y' de la barra es horizontal, con lo guéngulo que forma este eje con el eje glo-

bal Z sera un angulo recto y, por tanto, se cuknpjire

cosZY’ =0 [3.13]

Introduciendo en la anteriores submatrices esta vek tendra:
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8-€

Kii -

Kij -

Kiji -

SUBMATRICES DE RIGIDEZ DEL METODO MATRICIAL CLASICO

EN COORDENADAS GLOBALES

PARA BARRA ESPACIAL Y EJE LOCAL OY' HORIZONTAL

AEcosxX? | 12ElzcosXy2 12Ely'cosxz? AECOSXX'cosYX' | 12Elz'cosXY cosYY’' 12Ely'cosXZ'cosYZ' AEcosXX coszX', 12Ely'cosXZ coszz’ _ BEIly'cOSXY'COSXZ' 6 Elz'coSXY cosXZ' _ BEly'cOSXZ cosYY' 6 Elz'cosXY cosYZ' 6 Elz cosXY coszZ’
L L3 [E] L L3 [E] L L3 L2 12 12 12 L2
AECOSXX cosYX | 12 EIZ cosXY cosYY", 12Ely'csXZ cosYZ' AEcosYX2 | 12EiZcosYy2  12Ely'cosyz2 AEcosYX coszX | 12Ely'cosYZ coszZ 6 Elz’'coSXZ cosYY'_ B Ely'cosXY cosYZ' _ BEIy'c0SYY'cOSYZ' 6 ElZcosYY cosYZ' 6EIZcosYY coszZ’
L L3 L3 L 13 L3 L L3 12 12 12 12 12
AECOSXX cos7X’ , 12Ely'cosXZ coszZ’ AECOSYX coszX' | 12Ely'cosYZ coszZ’ AEcoszx? | 12Ely'coszz? _ BEly'cosXY coszZ’ _ BEly'cosYY coszZ o
L 3 L L3 L L3 L2 L2
_ BEly'c0SXY'cOSXZ 6 ElZ'cosXY cosXZ’ 6 ElZ'cOSXZ cosYY'_ 6Ely'cosXY cosYZ' _ BEly'cosXY coszZ’ Gix'cosxx2 4Ely'cosXY2  4Elrcosxz? GIX'cosXX cosYX', AEly'COSXY'COSYY'  4EIZcosXZ cosYZ' GIx'cosXX cosZX , 4EIZcosXZ cosZZ’
12 12 12 12 12 L L L L L L L L
_ BEly'coSXZ'cosYY' 6 Elz cosXY'cosYZ 6Ely'cosYY'cosYZ'  6ElZcosYY cosYZ' 6Ely'cosYY coszZ' GIX'coSXX cosYX' | 4Ely'COSXY'COSYY' 4 Elz'cosXZ cosYZ' GixcosYX2  AElcosYY2  4Eizcosvz2 GIX'coSYX cosZX', 4Elz'cosYZ cosZZ
L2 L2 L2 L2 12 L L L L L L L L
6E cos>2<Y’ 0527 6EL ccs;Y’ 0727 o GIX'cOSXX coSZX' | 4 Elz'cOSXZ cosZZ' GIX'coSYX cosZX | 4Elz'cosYZ cosZZ Gixcoszx? | 4ElzcoszZ?
L L L L L L L L

AEcosXX? _ 12ElzcosXy2 _ 12Ely'cosxz?

AECOSXX cosYX'  12Elz'cosXY cosYY'  12Ely'cosXZ cosYZ'

AEcosXX coszX' _ 12Ely'cosXZ cosZZ'

_ BEly'cosXY'c0sXZ' 6 Elz'cosXY cosXZ'

_ BEly'cOSXZ cosYY' 6 Elz'cosXY cosYZ'

6 Elz'cosXY cosZZ’

L 13 L3 L 13 L3 L L3 12 L2 12 12 12
_ AECOSXX'coSYX' _ 12ElZcosXY cosYY'_ 12Ely'cosXZ cosYZ' _ AEcosYX? _ 12ElzcosYY? _ 12Ely‘cosYZ2 _ AEcosYX coszX' _ 12Ely'cosYZ coszZ 6 Elz'cosXZ cosYY'_ BEly'cosXY cosYZ' _ BEly'coSYY'coSYZ' 6 Elz'cosYY cosYZ' 6 El'c0SYY c0sZZ’
L 3 L3 L 3 L3 L L3 L2 L2 L2 L2 L2
AECcOSXX cosZX’  12Ely'cosXZ coszZ’ AEcosYX coszX’  12Ely'cosYZ coszZ’ AEcoszx2  12Ely'coszz2 6 Ely'cosXY coszZ 6 Ely'cosYY coszZ o
L 13 L 13 L L3 12 L2
GEly'cosXY c0SXZ' 6 Elz'cosXY cosXZ' 6ElZcosXZ cosYY', 6Ely'cosXY cosYZ 6Ely'cosXY coszZ' Gix'cosxx2  2Ely'cosXY2 2 ElZcosxz2 GIX'cOSXX cosYX' | 2Ely'COSXY'COSYY'  2EIZ'cOSXZ coSYZ' _ GIX'COSXX c0SZX', 2EIZCoSXZ cosZZ/
L2 L2 L2 L2 L2 L L L L L L L L
6Ely'coSXZ cosYY' 6 Elz'cosXY cosYZ 6Ely'cOSYY' cosYZ  §ElZcosYY cosYZ 6Ely'cosYY coszZ’ _ Gix'cosXX'cosYX' , 2Ely'cOSXY coSYY' | 2 Elz'cosXZ cosYZ _Givcosyx? | 2Ely'cosYY2 | 2EizcosyZ? _ GIX'cosYX'cosZX', 2EIZcosYZ cosZZ’
12 L2 12 L2 12 L L L L L L L L
_ 6E\z‘cos>2<Y'cosZZ' B SE\z‘ccs\Z{V'cosZZ' o _ GIX'COSXX'c0SZX', 2EIZ'COSXZ coszZZ’ _ GIX'COSYX'cosZX | 2ElZcosYZ coszZ' _Gixcoszx? | 2Elzcoszz?
L L L L L L L L

_ AECOSXX2 _ 12ElzcosXY2 _ 12Ely'cosxz2

_ AECOsXX'cosYX' _ 12Elz'cosXY cosYY"_ 12Ely'cosXZ cosYZ'

AEcosXX coszX  12Ely'cosXZ coszZ

6 Ely'cosXY'cosXZ' 6 Elz'cosXY cosXZ'

6 Ely'cosXZ'cosYY" 6 Elz cosXY cosYZ'

_ BEIZcoSXY c0sZZ

L L3 L3 L L3 L3 L L3 L2 12 L2 L2 L2
_ AEcosXX cosYX' _ 12Elz cosXY cosYY'  12Ely'cosXZ cosYZ' _ AEcosYX2 _ 12ElzZcosYY2 _ 12Ely'cosYZ2 _ AEcosYX cosZX_ 12Ely'cosYZ coszZZ' _ BEIZ'cOSXZ cosYY" 6 Ely'cosXY cosYZ' GEly'cosYY'cosYZ' 6 ElzcosYY cosYZ' _ BEIZcosYY coszZ
L L3 L3 L L3 L3 L L3 12 L2 12 12 L2
_ AEcosXXcosZX' 12 Ely'cosXZ cosZZ’ _ AECOSYX'cOSZX 12Ely'cosYZ cosZZ’ B AEcoszx2 B 12E\y'ClJSZZ2 6 Ely'cosXY’ cosZZ 6 Ely'cosYY cosZZ’ 0
L L3 L L3 L L3 L2 L2
_ BEly'cOSXY'cOSXZ 6 Elz'c0sXY cosXZ 6EIZcoSXZ cosYY'_ BEly'cosXY cosYZ' _ BEly'cosXY coszZ’ _ Giccosxx? | 2Ely'cosXY2  2Eizcosxz? _ GIX'cosXX cosYX | 2Ely'COSXY'COSYY' | 2EIZ'cosXZ cosYZ _ GIX'cosXX cosZX , 2ElZ'cosXZ cosZZ
L2 L2 12 L2 12 L L L L L L L L
6EIly'cOSXZ COSYY' 6 ElZ cosXY cosYZ GEly'COSYY'GOSYZ 6 EIZ cosYY cosYZ _ 6Ely'cosYY coszZ’ GIX'cosXX cosYX' | 2Ely'GOSXY'COSYY' 2 ElZ'cosXZ cosYZ GicosYX2 | 2Ely'cosYY2  2Elzcosvz2 GIX'cOSYX'cosZX' | 2EIZ'COSYZ cosZZ’
12 L2 12 12 12 L L L L L L L L
6Elz'cos)2<Y'ccsZZ' eslz‘cos\z(vcoszz o _ GIXcosXX cosZX | 2ElZ cosXZ cosZZ _ GIX'cosYX'cosZX', 2EIZCosYZ cosZZ' _Glx'coszx? | 2ElzcoszZ?
L L L L L L L L

AEcosXX? | 12ElZcosxy2 | 12Ely'cosxz2 AECOSXX cosYX | 12ElZcosXY cosYY', 12Ely'COSXZ cOSYZ' AEcosXX coszX', 12Ely'cosXZ coszZ’ 6Ely'cosXY cOSXZ' 6 Elz'cosXY cosXZ' 6Ely'cOSXZ coSYY' 6 Elz'cosXY cosYZ' _ 6EIZ’coSXY coszZ
L L3 L3 L L3 [E] L L3 L2 12 12 12 12
AECOSXX cOSYX' | 12ElZcoSXY cosYY', 12Ely'cosXZ cosYZ' AEcosYX? | 12ElZcosYY2 | 12Ely'cosyz2 AECOSYX cosZX', 12Ely'cosYZ coszZ/ _ 8ElZcosXZ cosYY', 6Ely'cosXY cosYZ' 6Ely'cOSYY c0SYZ' _ 6 ElZ cosYY cosYZ' _ BEIZcosYY coszZ’
L L3 L3 L L3 L3 L L3 L2 L2 L2 L2 12
AEcosXX coszX | 12Ely'cosXZ coszZ’ AEcosYX coszX | 12Ely'cosYZ coszZ’ AEcoszx2 | 12Ely'coszZ2 6 Ely'coSXY coszZ' 6Ely'cosYY coszZ' o
L [E] L [E] L L3 12 L2
6Ely'coSXY COSXZ' 6 Elz cOSXY’ cOSXZ' 6Elz'coSXZ cosYY' 6Ely'cosXY’cosYZ 6 Ely'coSXY c0sZZ' Gicosxx2  4Ely'cosXY?  4Eizcosxz? GIX'coSXX cosYX' | 4Ely'COSXY'COSYY' 4 ElZ'cOSXZ coSYZ GIx'CosXX cosZX', 4EIZCoSXZ cosZZ’
12 12 L2 12 L2 L L L L L L L L
6Ely'coSXZ'cOSYY" 6 Elz'cosXY cosYZ' 6Ely'coSYY'coSYZ' 6 Elz'cosYY cosYZ' 6 Ely'cosYY'coszZ' GIx'cosXX'cosYX'  4Ely'cOSXY'cOSYY" 4 ElzcosXZ cosYZ' Gi'cosyx2 4 Ely'cosYY? , AEiZcosYZ2 GIX'cOSYX cOSZX 4 ElZ cOSYZ cosZZ'
L2 L2 L2 L2 L2 L L L L L L L L
_BER cns>2<v'ccszz' _BER cns;‘(' coszZ o GIX'COSXX COSZX | 4ElZ cOSXZ cosZZ GIX'cOSYX'c0sZX' | 4ElZ'cOSYZ cosZZ Gixcoszx? | 4EizcoszZ?
L L L L L L L L
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Método matricial bajo restricciones cinematicas CAP. 3.-MATRICES DE RIGIDEZ Y DE CONVERSION EN EL METODO MPRICIAL CLASICO

Dentro de esta orientacion del eje lodal existe toda una infinidad de direcciones
del eje que contiene a la directriz de la barmde yodas éstas existen dos (horizontal y verti-
cal) que presentan tales valores de sus coserexdates que introducen importantes sim-
plificaciones en los elementos de la matriz. Estogo a la elevada frecuencia con que se
suelen presentar en las estructuras (sobre toddifieacion: vigas y pilares), hace aconse-
jable determinar dichas matrices para estos caaxiEylares. Determinemos, pues, tales

matrices.

3.1.2.- Matriz de Rigidez para barra con un eje pmcipal de inercia y directriz

horizontales- Si, ademas del eje principal de inercia Y~ es, ssimo, horizontal la directriz

de la barra, el eje local Z' tendré la misma didcty sentido que el global Z y por tanto se

cumpliran las siguientes condiciones:

- el eje local Z" es perpendicular a los ejes dexbX e Y

- el eje global Z es perpendicular al eje local X

- el eje global Z es paralelo al eje local Z”

por lo tanto se tendra

cosXZ =cosYZ= cosZX= 0

y  COS

%

e introduciendo estos valores en las anterioresiatitres, queda:

EAcos XX'+12E|5 cog XY' EAcosXX'cosYX; 12B1 cosK'cosYY' 0 0 0 6Ely cos XY'|
L B L 2 L2
EA cos XX 'cos YX ‘+ 12Ey cosXY'cosYY"' EAcds VX; B, cos? YY' 0 0 0 B6Ely cosYY"
L L3 L L3 L2
o o 12Ely _ 6El cosXY" _ BE) cosYY' o
K. L3 L2 L2
l o o _6Ely cosXY" Glx cod XX', 4Ey cod XY’ Gle cosXX'cosYX', 4B} cosXY'cosYY' o
L2 L L L L
o o _BEly cosYY'| Gly cosXX'cosYX', 4El cosXY'cosYY' Gk cod vXx' 4B ek YY' o
L2 L L L L
6Ely cosXY"' 6EL cosYY"' 0 0 0 4Elz
L2 12 L
_EAcog XX'_12E} cod XY' __EAcosXX'cosYX' 12E{ cosKcosYY' 0 0 0 6El, cosXY'|
L L3 L 3 L2
_EAcosXX'cosYX'_ 12E} cosXY'cosYY' __EAcds YX' Bl cos? YY' 0 0 0 6Ely cosYY"
L [ L [ L2
0 0 _12El _ B6El’ cosXY* _ 6Ej cosYY o
K. 13 L2 L2
1 0 0 6Ely cosXY* _Gly cod XX', 2EY cod Xy __Gy cosXX'cosYX, 2Bt cosXY'cosYY' o
L2 L L L L
o o BEly COSYY'} Gl cosXX'cosYX', 2El COsXY'cosYY" _ Gl cod yx, 25 cds YY' o
L2 L L L L
_BEl; cosXY"' _ 6El cosYY' 0 0 0 2El
L2 L2 L
_EAcog XX'_12Ep co$ XY' __EAcosXX'cosYX' 12F cosKcosYY' 0 0 0 _6Ely cosXY'|
L S L S L2
_EAcosXX'cosYX' 12E} cosXY'cosYY' __EAcds YX' By cos? YY' 0 0 0 _BEly cosYY'
L L3 L [ L2
12Ely 6El cosXY' 6E} cosYY
0 0 - —_—— —_—— 0
K .. L3 L2 L2
I o R _BEly cosXY" _Gly cod X', 2By cod XY’ _Glx cosXX'cosYX', 2B} COSXY'cosYY' 0
L2 L L L L
o o _BEly cOSYY"! _Glx cosXX'cosYX', 2El cOSXY'cosYY _Gk cod yx, 25 ods YY' o
L2 L L L L
B6Ely cosXY"' 6EL cosYY' 0 0 0 ﬁ
L2 L2 L

[3.15]
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Método matricial bajo restricciones cinematicas

CAP. 3.-MATRICES DE RIGIDEZ Y DE CONVERSION EN EL METODO MPRICIAL CLASICO

EAcos? XX‘+ 12E} cog XY' EAcosXX'cosYX}r 1281 cosKcosYY' 0 0 0 _BEly cosXY'
L [ L (B L2
EAcosXX‘cosVX'+ 12E} cosXY'cosYY' EAcds YX_; »ny cos? YY' 0 0 0 _BEly cosYY'
L L3 L [ L2
12Ely 6El COSXY' 6E} cosYY'
0 0 —_—— —_—— 0
K. L3 L2 L2
1l o o 6Ely’ cOSXY' Gly cof XX, 4El cod X' Gl cOSXX'cosYX', 4E} cosXY'cosYY* R
L2 L L L L
o o BEly COSYY'! Gly cosXX'cosYX', 4El cosXY'cosYY' Gk cod YX!, 4B} cds YY' o
L2 L L L L
6El; cosXY' 6El cosYY' 4Ely
L T T 0 0 0 T

3.1.3.- Matriz de Rigidez para barra vertical- Se entiende por barra vertical aque-

lla cuyo eje local X" es paralelo al global Z yy panto se cumple, cualquiera que fuere la

orientacion de sus ejes principales de inercia: qu

- el eje local X" es perpendicular a los ejes debX e Y.

- el global Z es perpendicular al local Z".

es decir

cosXX =cosYX=cosZZ= 0

por lo que, introduciendo estos valores en las siiees [3.14], queda para una barra ver-

y

cosZ¥=

[3.16]

[3.17]

12Ely cod XY+ 12E) cod XZ' 126} cosXY'cosY¥' 12fI cosXZ'cosYZ' 16/0s XY 'cos XZ# BEY cosXZ'cosYZ' o 6El, cosXY'|
[ 3 L2 L2
12El, cosXY'cosYY+ 12E} cosXZ'cosYZ' 1261 cbs Y¥' 12f1 dos YZ' o o o 6El, cos YY"
K 3 L2
0 0 EA _6Ely cosXY' _ BEl cosYY" 0
K. L L2 L2
I 12El; cog XY* 12E) cod Xz, o _6Ely cosXY' Gly cod Xx', 4El cod XY Gl cosXX'cosYX', 4Ey cosXY'cosYY' o
S L2 L L L L
o o _BEly COSYY'i Gl cosXX'cosYX', 4El' cosXY'cosYY Gly cog YX', 4Ely cof YY' o
L2 L L L L
6El; cos XY 6EL cosYY 0 0 0 4Ely
L2 L2 L
_EAcod XX'_12E} cod XY' __EAcosXX'cosYX' 12B1 cosKcosYY' 0 0 0 6Elz cosXY'
L L3 L L3 L2
_EAcosXX'cosYX' 12Ef cosXY'cosYY' _ EAcds YX' By cos? YY* 0 0 0 BEly cosYY"
L L3 L L3 L2
12Ely 6El cosXY' 6E) cosYY
0 0 - — — 0
K.. 2 L2 12
1] R o 6Ely cosXY' _Glycof XX', 2El cod XY _ Gl cosXX'cosYX', 2Ef COSXY'cosYY" R
L2 L L L L
o o 6Ely COSYY'| Gl cosXX'cosYX', 2El cosXY'cosYY* Gk cod Yx', 2B cds YY' o
L2 L L L L
_BEly cosXY _ BEl cosYY 0 0 0 2Ely
L L2 L2 L
_EAc0§ XX'_ 12Ep coé XY' _ _EAcosXX'cosYX' 12B1 cosK'cosYY' 0 0 0 BElz cos XY"
L 3 L L3 12
_EAcosXX'cos YX' 12E} cosXY'cosYY' __EAcds YX' Bz cof YY' 0 0 0 6Ely cosYY'
L L3 L L3 L2
12Ely 6El cosXY" 6E} cosYY
0 0 - — -— 0
K. 3 L2 2
I o o 6Ely cosXY' _Glxcod Xx', 2By cod Xy _ Gl coSXX'cosYX', 2Ef COSXY'cosYY'
L2 L L L L
o o 6Ely COSYY'} Gy cosXX'cosYX', 2El cosXY'cosYY" Gk cod X', 2B oYY o
L2 L L L L
_BElz cos XY _ BEb cosYY 0 0 0 2Ely
L2 L2 L

3-10




Método matricial bajo restricciones cinematicas

CAP. 3.-MATRICES DE RIGIDEZ Y DE CONVERSION EN EL METODO MPRICIAL CLASICO

EAcog >(><‘4r 12E} cod XY' EAcos ><><‘z:os\(><‘+ 1261 cosKcosYY' 0 0 0 _6Elz cosXY'|
L L L L3 L2
EAcos XX'cos YX '+ 12E} cosXY'cosYY"' EAcds V><+' By cos? YY' 0 0 0 _BElz cosYY'
L [ L [ L2
12Ely 6El cosXY" 6E{ cosYY'
0 0 —_— —_— 0
K L3 L2 L2
] o o 6Ely cosXY' Glxcod XX’ 4EY cod X' Gl cosXX'cosYX', 4Ef cOSXY'cosYY" R
L2 L L L
o o BEly cosYY'! Glx cosXX'cosYX', 4El cosXY'cosYY' Gl cod YX', 4gf cds YY! °
L2 L L L L
_BEIlz cosXY" _ 6Ep cosYY' 4Ely
7\_2 7\_2 o 0 0 -

gue tiene la ventaja de presentar numeroso elesantos.

3.1.4.- Matriz de Rigidez para barra pertenecientea un _emparrillado.- Supo-

niendo que el plano del emparrillado coincide dgplano que forman los ejes globales XY,
la matriz correspondiente se deduce directamenta d®triz expresada en [3.16] sin mas
qgue eliminar en ella las filas/columnas asociadasobrrimientos nulos, que son los despla-
zamientos en las direcciones OX y Q¥, {;, vi,, V) y los giros respecto al eje vertical OZ

(7,7,) esto es, las filas/columnas 1, 2, 6, 7, 8 yph?,tanto se tendran las siguientes sub-

matrices en coordenada globales

12El, _ BEl, cosXY' _ 6E} cosYY'
L L? L2
K. = _ 6El, cos XY’ Gl cog XX'+ 4E| cod XY Gl cosXX'cosYX'+ 4E) cosXY'cosYY[
It L2 L L L L
_6Ely cosYY' Gl cosXX'cosYX‘+ 4E|, cosXY'cosYY' G| co$ YX'+ 4El cds YY!
L2 L L L L
_12El, _ 6El cosXY' _ 6E} cosYY"
L3 L? L2
K. = 6El, cos XY _ Gl cog XX‘+ 2E|, cod XY' _ G} cosXX'cosYX; 2Bl cosXYos YY'
) L? L L L L
6El, cosYY' Gl cosXX'cosYX'+ 2E| cosXY'cosYY' _ Gl cod YX'+ 2El cds YY'
L? L L L L
_12Ek, 6EL cosXY" 6E} cosYY'
L3 L? L2
K. = _6Ely, cos XY’ _Gly cog XX, 2E| cod XY’ _Gl cosXX'cos YX', 2E) cosXY'cosYY[
n L2 L L L L
_6Ely cosYY' Gl cosXX‘cosYX‘+ 2El, cosXY'cosYY' _ Gl cod YX'Jr 2El cds YY'
L2 L L L L
12El, 6EL cosXY' 6E} cosYY'
5 L s [3.19]
K. = 6El, cos XY G, cos XX'+ 4El, cod XY' Gl cosXX'cosYX‘+ 4E} cosXY'cosYY|
Il L2 L L L L
6El, cosYY' Gl cosXX'cosYX'+ 4E|, cosXY'cosYY' G| cos YX‘+ 4El cds YY'
L2 L L L L

3.1.5.- Matriz de Rigidez para barra de estructuragsoplanarias- Si, tanto las ba-

rras que conforman la estructura como las acciqoessobre ella operan, estan contenidas
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Método matricial bajo restricciones cinematicas CAP. 3.-MATRICES DE RIGIDEZ Y DE CONVERSION EN EL METODO MPRICIAL CLASICO

en un mismo plano, las solicitaciones de extrem@decen a sendos axiles, sendos cortan-
tes y sendos momentos flectores de ejes perpeadisuh dicho plano. Eligiendo para éste

el formado por los ejes globales X-Y, las submaside [3.12] pierden sus filas/columnas
3,4y 5y, ademas, se cumple que

cosXZ =cosYZ =cosZX=cosZY=0 vy CcoSsZZ: [3.20]

por lo que se tendra

Acog XX + 121, cog XY' Acos XX cos YX . 12) cosXY'cosYY 61,cosXY"'
L L L L L?
K. =E Acos XX cos YX . 121, cosXY'cosYY' Acos YX+ 120 cds YY 61,cosYY'
1l L L3 L L3 L2
61, cosXY' 61, cosYY' 4]
| L2 L2 T
_Acos’ XX' _12l, cog XY' _ AcosXX cosYX  12) cosXY'cosYY 6l,cosXY’
L L3 L L3 L2
K. =E _AcosXX'cosYX 12} cosXY'cosYY' _ Acos YX_ 121 cds YY 61,cosYY'
1) L L3 L L3 L2
_6l,cos XY’ 61, cosYY' 21
I L2 L2 L
_Acog XX' 121, co$ XY' _ AcosXX cosYX 12) cosXY'cosYY 6l,cosXY'
L L3 L L3 L?
K. =E _AcosXX' cosYX 12} cosXY'cosYY' _ Acos YX_ 12] cds YY _6l,cosYY'
s L L3 L L L?
61, cos XY' 61, cosYY' 21
| L2 B L
Acos® XX' . 121, cog XY' Acos XX cos YX + 12) cosXY'cosYY _6l,cosXY'
L L L L L? [3.21]
K. =E Acos XX cos YX + 121, cosXY'cosYY' Acos YX+ 12 cds YY _6l,cosYY'
]l L L® L L L2
_6l,cosXY' _6l, cosYY' 4]
| L2 L2 e

3.1.6.- Matriz de Rigidez para barra de entramadogplanos- Entendemos por

entramado plano aquellas estructuras de barrasridas en un mismo plano unidas rigi-
damente en sus extremos y en las cuales las dinescde dichas barras son, exclusivamen-
te, horizontales (vigas) o verticales (pilaresjpggiltimos con continuidad o sin ella hasta
cimentacion. Para las primeras es evidente quetdzwe rigidez no es mas que la referida
al sistema local, cuyas submatrices se expusienof3.8], eliminando en ellas las fi-
las/columnas 3, 4 y 5, mientras que para los @ilaeecumple, ademas, que

cosXX =cosYY=0 'y cosYX=- cosXY= [3.22]

por lo que quedara
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Método matricial bajo restricciones cinematicas CAP. 3.-MATRICES DE RIGIDEZ Y DE CONVERSION EN EL METODO MPRICIAL CLASICO

121, 61, | 121 6l
3 0 i |~ 31 0 __2z
A - i ) A
|
61, 41, | 6l 21
I B
= < -1 ________— _
Kpiar =E 121, 61, | 12I, 61, [3.23]
T3 0 2 | 3 0 —2
L L i L L
0 —% 0 i 0 % 0
|
|
_6IZZ, 0 21, | 6# 0 41,
L L L L

3.2.- Matriz de conversion para barra espacial gemia.- Una vez que se ha pro-

cedido al ensamblaje de las submatrices de toddsmalaas que conforman la estructura uti-
lizando cualquiera de las configuraciones antesiole resolucién del sistema lineal de
ecuaciones obtenido nos devuelve las componentesaderc de corrimientos de todos los
nudos en coordenadas globales. Para dar por cdo@ucalculo matricial solamente queda
por determinar el valor de las solicitaciones deegwo de cada una de las barras. A partir
de las condiciones cinematicas de continuidad extremos de barra y los nudos iy j alos
gue éstos acometen, se calculan las componentegatel de corrimientos de extrermg

de cada barra b y, premultiplicando este ultimdaregor la matriz de rigidez empleada, se
calcularian las componentes del vector de solioit&s s, de la barra referidas al sistema
general de coordenadas. Pero el ultimo objetivacékgulo es el valos, de estas compo-
nentes referidas al sistema local de cada barliai{@oiones), esto es, el valor de los axiles,
cortantes en las direcciones de los ejes prin@pigeinercia, momentos torsores y momen-
tos flectores en las direcciones de estos Ultines & que obligaria a efectuar un cambio
de coordenadas a partir de la matriz de rotacionad@ una de las barras para que estas
componentes vengan referidas a dicho sistema I[Beah evitar estas operaciones debe uti-
lizarse la Matriz de Conversiod ", la cual, al postmultiplicarla por el vector derco
mientosc, de cada barra (b = 1, 2..,.Biendo bel nUmero de barras de la estructura), nos

determinara las solicitaciones buscadas, es decir

S = K, [3.24]
dondes, es el vector columna que designa las componeagtsslititacion de extremo refe-

ridas al sistema local de la barra b.
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Método matricial bajo restricciones cinematicas CAP. 3.-MATRICES DE RIGIDEZ Y DE CONVERSION EN EL METODO MPRICIAL CLASICO

Deduzcamos, pues, en los apartados siguienteddio®ntos de esta matriz de con-

version la cual esta formada por las cuatro sulicestr

K ﬁOnV K iJS:OﬂV
Keom= conv conv [325]
K ji K i
donde
conv =K ”R T conv _K R T
conv —K RT conv —K RT [326]

Sustituyendo, pues, las submatrices dadas pdry3a8transpuesta de la matriz de
rotacion dada por [3.4] en las anteriores expresiola Matriz de Conversion [3.25], queda

en la forma
i ‘ i
EA, o | -EA, 0
L L
|
12EI,  6El,_ | 12E|,  6E|
Ls y Lz z i L3 Lz
|
12El, 6El, 1 12E|, 6E)
e 2 Y L ST
|
GI, Gl
0 X -——X
L L
6EI,  4El | 6E| 2E|,
Z | Z
L2 TR L7
|
|
6EI, 4El, ! BEl 2E|
7Y zZ 2
L L 1L L
KCOnV: 77777777777777777 T 77777777777777777
|
Ex 0 | Ex 0
L ! L
|
12E1, sEgzi 12E}, 6EI
L3 y Lz i Ls Lz
|
12EI,  6El, | 12E| 6E|
_ SV z 2y y } 3y z 2)/ y
L L L L
|
Gl, | Gl,
0 - LX X! TXX
| [3.27]
6EI,  2EI, | BEl 4E|,
- Z Z
E AT L
|
6EIl,  2EI, | BEL  4El_
Y L e Y LY

donde el cero es el vector fila de tres elemei@ostituyendo en esta expresion los valores
de los cosenos directores dados por [3.5], quedasalrrollo mostrado en el siguiente epi-

grafe, mas los casos particulares segun la oriéntaspacial de la barra.
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3.2.1.- Matriz de Conversién de una barra espaciale direccién arbitraria de sus ejes locales Sustituyendo los vectores[3.5] E27], se

obtiene la siguiente Matriz de Conversion aplicabteialquier barra espacial.

K conv —

EA cosxXX' EAcosYX' EAcoszX' 0 0 0 3 EAcosXX' EAcosYX' EAcoszX' 0 0 0
L L L ! L L L
12El, cosXY' 12E} cosYY' 12B) cosZY' _ 6Bl cosXZ'_ 6El cosYZ'  6FlosZZ'| 12El, cosXY' _ 12E} cosYY' 12Kl cosZY' HEb, cosXZ' 6EL cosYZ' 6E} coszZ'
B L3 L3 L? L2 L?2 3 L3 L3 L3 L2 L2 L?
12El, cosXZ'  12E}) cosYZ'  12El cosZZ 6fl cosXZ'  GEl cosYY' GHEbsZY'| 12E| cosXZ' 12El cosYZ'  12Fkl cosZZ'  GEl cosXZ'  GEl Y8  6Ely cosZY
& L3 L° I B T R R L2 Lz e
0 0 0 Gl cosXX' Gly cosYX' Gl coszX' i 0 0 0 _GlycosXX' Gl cosYX' Gl cosZX'
L L L ; L L L
_BEly cosXZ'  6E[ cosYZ' 6B} cosZZ' 4Bl cosXY' 4fl cosYY' 4Fl @8 i 6Ely cosXZ' 6El, cosYZ' 6E} cosZZ' 2Ely, cosXY'  2El cosYY'  2E} cosZY'
L2 L? L? L L L ! L2 L2 L2 L L L
6El, cosXY' 6El, cosYY' 6E} coszY' 4El cosXZ' 4kl cosYZ 4E1 &8 i _6El;cosXY' _ 6El, cosYY' _ 6EL cosZY 2El,cosXZ' 2El, cosYZ' 2El, coszZZ'
N N [ S Lo L. Lo Lz ] Lz Lz ] N S S _
_EAcosXX' _EAcosYX _ EAcoszX' 0 0 0 i EAcosXX' EAcosYX' EAcoszX' 0 0 0
L L L ' L L L
_12El, cosXY' _ 12E} cosYY' 12El cosZY' 6Ekl cosXZ' 6El cosYZ 6/oszZ' i 12El, cosXY' 12E} cosYY' 12E| cosZY'  6El cosXZ'  6flbsYZ' -6El cosZZ'
L3 L3 L3 LZ LZ L2 } L3 L3 L3 L 2 LZ L2
_12Ely cosXZ'  12E} cosYZ' 12El cosZZ'  6fl cosXZ' GEl cosYY' GEosZY' i 12E| cosXZ' 12El cosYZ'  13akcosZZ'  6El cosXZ' 6B} cosYY' 6El cosZY!
L3 L3 L3 L? L? L2 i L3 L3 L3 L2 L 2 L 2
0 0 0 _GlycosXX' _GlycosYX' Gl cosZX' % 0 0 0 Gly cosXX' Gl cosYX' Gl coszX'
L L L ! L L L
_6Ely cosXZ'  6E[ cosYZ' 6Bl cosZz' 2RI cosXY' 2fl cosYY' 2FlI @€ | 6Ely cosXZ 6El, cosYZ' 6E} coszZ' 4l cosXY' 4kl cosYY' 4El, cosZY'
L2 L2 L? L L L Lo L2 L? L L L
6El, cosXY' 6El cosYY' 6E} coszY' 2El cosXZ' 2kl cosYZ' 2El &8 | _6El cosXY' _ 6El, cosYY' _ 6EkL cosZY 4El,cosXZ' 4El, cosYZ' 4El, cosZZ'
L2 L? L2 L L L | L? L2 E L L L

[3.28]
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3.2.2.- Matriz de Conversion de una barra espacialon un eje principal de inercia _horizontal Introduciendo en la matriz anterior [3.28] €

valor dado por [3.13] se tendra la Matriz de Cosnar siguiente aplicable a toda barra cuyo ejecral de inercia Y* sea paralelo al plano coo

denado XY.
EAcosXX' EAcosYX' EAcoszX' 0 0 0 | _EAcosXX' _ EAcosYX' _ EAcoszX' 0 0 0 1
L L L | L L L
12El, cosXY' 12E} cosYY' 0 _ 6Bl cosXZ' 6Bl cosYZ'  6El cosZ‘Z'_ 12fsXY'  12El; cosYY' 0 6E} cosXZ' 6El cosYZ'  @EcosZZ'
E L3 L2 L2 Lz i L3 L3 L2 L2 L2
|
12El, cosXZ' 12E} cosYZ' 12F1 cosZZ'  6fl cosXZ'  GEl cosYY' 0 i 12FBosXZ' 12El cosYZ' 12B} cosZZ'  6Fl cosXZ'  6fl cosYY' 0
E L3 L3 L2 L2 i L2 L3 L3 L2 L2
] ] vl ] ]
0 0 0 Gly cLosXX Gly cLosYX Gl EOSZX i 0 0 0 _Gly cLosXX _ Gk cLosYX _ Gk Ii:oszx
I
_6ElycosXZ' _ 6E} cosYZ' _ 6B} cosZZ' A4l cosXY' 4l cosYY' 0 i GEI ¢68 6Ely cosYZ' 6E| coszZ' 2E} cosXY' 2El cosYY' 0
L2 L? L? L L ! L? L? L2 L L
6El, cosXY' 6EL cosYY' 0 4E) cosXZ' A4El, cosYZ' 4E} cosZZ'i _ 6Bl cosXY' _ 6Kl cosYY' 0 2kl 06 XZ' 2El, cosYZ' 2E} coszz
2 2 | 2 2
K conv = — sk L L Lo L L Lo L L____
EAcosXX' EAcosYX' EAcoszX' I EACOSXX' EAcosYX' EAcoszX'
- - - 0 0 0 ! 0 0 0
L L L i L L L
_12El; cosXY' _ 12E} cosYY' 0 6El cosXZ' 6ElcosYZ' 6EL cosZZ‘i 12E] cosXY' 12l cosYY' 0 6Fl s¥Z'  6El; cosYZ' -6E} cosZZ
L3 L3 L? L2 L? | L Le L2 L2 L2
_12Ely cosXZ' 12} cosYZ' 12Kl cosZZ' 6fl cosXZ'  GEl cosYY' 0 i 12EosXZ'  12El cosYZ' 12E} @sZZ' 6El cosXZ' 6E} cosYY' 0
L3 L3 L3 L2 L2 i L2 L2 L3 L2 L2
|
0 0 0 _Gly clf)sXX _ Gl cLosYX _ Gl fosZX i 0 0 0 Gly clf)sXX Gl cLosYX Gly cLosZX
|
6El, cosXZ' 6E|, cosYZ' 6 cosZZ' 2El cosXY' 2El cosYY' } | c68 6El, cosYZ' 6El, coszzZ' 4E| cosXY' 4 cosYY'
_ y _ _ 0 ! y y 0
L2 L? L2 L L i L? L2 L? L L
6El, cosXY' 6EL cosYY' 0 2E} cosXZ' 2El cosYZ' 2El cosZZ" __ 6Fl ¢c68  6El,cosYY 0 4El, cosXZ' 4E} cosYZ 4El, coszZ'
L L2 L2 L L L | L2 L2 L L L

Analogamente a lo expresado en el apartado A.liailteainos a continuacion las matrices de conversaba los casos particulares de barras hori

zontales y verticales

[3.29]

r
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3.2.3.- Matriz de Conversion de una barra espacialon un eje principal de inercia y directriz horizortales- Introduciendo en la anterior las

condiciones [3.15] tendremos:

K conv.

horiz.

aplicable a toda barra que, ademas del eje Y oradmtal asi mismo el X" (vigas).

EAcosXX EAcosYX 0 0 0
L L
12El,; cosXY 12E} cosYY 0 0 0
L3 L3
12El, El, YY'
0 0 N 0 _ BEl, cos
L3 L2
0 0 0 Gly cosXX Gly cosYX
L L
0 0 _6Ely  4Ely cosXY'  4E| cosYY'
L2 L L
6El, cosXY 6El, cosYY 0 0 0
L2 L2
_EAcosXX _ EAcosYX 0 0 0
L L
_12Ely cosXY' _ 12E} cosYY 0 0 0
L3 L3
0 0 12Ely 0 6El, cosYY
L3 L2
0 0 0 _GlycosXX' Gl cosYX
L L
0 0 _6Ely  2Ely cosXY'  2E| cosYY'
L2 L L
6El, cosXY 6El, cosYY 0 0 0
L2 L2

0 i _EAcosXX' _ EAcosYX'
| L L
6El, | 12El, cosXY' _ 12E} CO¥Y'
2| L3 L3
|
0 3 0 0
|
|
0 3 0 0
|
|
0 | 0 0
|
4El, i _BEIl; cosXY'  6E} cosYY'
L ! L2 L2
0 3 EAcosXX' EAcosYX'
! L L
6El, 3 12El, cosXY' 12E) COEY'
L2 } L3 L3
|
0 | 0 0
|
|
0 | 0 0
|
|
0 | 0 0
|
2El, i _6El; cosXY'  6EL cosYY'
L L2 L2

0 0 0
0 0 0
12Ely 6El, cosYY"
- 0 -
L3 L2
0 _GlycosXX' _ Gly cosYX'
L L
6Ely 2El, cosXY'  2E| cosYY'
L2 L L
0 0 0
0 0 0
0 0 0
12El, 6El cosYY'
0 I S
L3 L2
0 Gly coXX' GlycosYX'
L L
6El, 4Ely cosXY'  4E} cosYY'
L2 L L
0 0

[3.30]
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3.2.4.- Matriz de Conversion de una barra espacialertical. Por ultimo, para las barras verticales se cumiglgerrondiciones [3.17] por lo que

introduciendo en [3.29] estos valores, se tiene

valida para toda barra vertical con direccion eabi de su

sus ejes principales de inercia gs)ar

0 0 0
6El, cosXZ' 6E} cosYZ'
0
L ? L2
6Fl cosXZ'  GEloxYY'
L2 R 0
0 0 Gl
L
2Ely cosXY'  2ElycosYY' 2El, coszZY'
L L L
2El cosXZ' 2E)] cosYZ' 2Bl cosZZ
L L L
0 0 0
6kl cogX 6El;cosYZ' -6EL cosZZ
L2 L2 L2
6El, cosXZ' 6E} cosY' 6Ely cosZY’
L2 L2 L2
0 0 Gi
L
4Ely cosXY'  4El cosYY' 0
L L
4E} cosXZ' 4EJ cosYZ' 0
L L |

|
0 0 E—I:A 0 0 0 i 0 0 —%
|
12El, cosXY' 12E} cosYY' 0 _ 6B cosXZ' 6Bl cosYZ'  6El cosZZ‘_ 12felosXY'  12El, cosYY' 0
E E L2 LZ Lz | L3 L3
12El, cosXZ'  12E} cosYZ' 6El cosXZ' 6ElycosYY'  BEl cosZY'| 12E} cosXZ'  12Fl cosYZ'
L3 L3 o - LZ - L2 - LZ i - L 3 - L 3 0
|
0 0 0 0 0 G% 3 0 0 0
|
_BEly cosXZ'  6E) cosYZ 0 4E} cosXY' 4El cosYY' 0 i 6FI cosxZ' 6FEI oG8 0
L2 L2 L L : L2 L2
6El,; cosXY' 6El, cosYY' 0 4E} cosXZ' 4El cosYZ' 0 i _ 6ElosXY'  6El, cosYY'
K conv. —| _ L2 L2 L L | L2 L?
A2 2 ¥ o 1
0 0 -% 0 0 o | 0 0 %
|
_12El; cosXY'  12E} cosYY' 0 6El ceXZ' 6El, cosYZ' 0 i 12E} cosXY' 12El cosYY'
L3 L3 L2 L2 | L3 L3
12El, cosXZ'  12E} cosYZ' 6El cosXZ' 6l cosYY' i 12F1 cosXZ'  12FEosYZ
I T 0 L2 L2 ! L3 L3
|
0 0 0 0 0 —Glix' i 0 0 0
|
_BEly cosXZ'  6E) cosYZ 0 2E} cosXY' 2Bl cosYY' 0 i 6k cosxZ' (1= e 0
L2 L2 L L | L2 L2
6El, cosXY' 6EL cosYY' 0 2E} cosXZ' 2El cosYZ' 0 i _ BEkosXY'  6EL cosYY' 0
L L2 L2 L L | L2 L2

[3.31]
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3.2.5.- Matriz de Conversion para una barra perteneiente a un emparrillada-

De forma idéntica a como se procedio en el epi@dfepara la deduccion de la matriz de
rigidez de la barra perteneciente a un emparrilagartir de la correspondiente a la barra
horizontal dada por [3.16], asimismo, partienddadenatriz de conversion dada por[3.30],

bastara con eliminar en ésta las filas/column&s @, 7, 8, 12, con lo que se obtiene

'12E|y' 6El, cosYY'| 12E} 6E) cosYY]
3 0 - 2 T3 0 - 2
L L ! L L
0 Gl cosXX' Gl cosYX' i 0 _ Gk cosXX' G} cosYX'
L L ! L L
_6El,  4El, cosXY'  4E} cosYY'i 6E) 2B} cosXY' 2Kl cos¥
2 | 2
Kem =L | L CONE NS S —— L ____ | [3.32]
12El, 6El cosYY ! 12E) 6El, cosYY
L3 0 L2 I LS L2
0 _GlycosXX' Gl cosYX' i 0 Gl cosXX' G} cosYX'
L L | L L
|
_6Ely  2El, cosXY'  2E| cosYY'! 6E} 4E} cosXY' 4Kl cosW
L L2 L L IoL? L L i

aplicable a toda barra de emparrillado horizontal.

3.2.6.- Matriz de Conversiéon para barra de estructtas coplanarias- Eliminan-
do en [3.30] las filas/columnas 3,4, 5y 9, 10, 1

AcosXX' AcosYX' 0 [ _ AcosXX' _ AcosYX' 0
L L i L L
121, cosXY" 12} cosYY' 6} ! 12} cosXY' 12) cosYY' 6/
L3 L3 L2 | L3 L3 L 2
61, cosXY' 61, cosYY' 41, i _ 6l cosXY' 6} cosYY' 2}
e e L2 | Li o L* L2 L _
_AcosxXX' _AcosYX' 0 i AcosXX' Aw®sYX' 0
L L : L L
_ 121, cosXY' 12} cosYY' 6} I 12} cosXY' 12] cosYY' 64
E L3 [ L3 L 2
61, cosXY' 61, cosYY' 2L | _ 6l cosXY' 6} cosYY' 4}
i 12 L2 L | L2 L 2 L]
[3.33]

se obtiene la matriz de conversion para estructdeadarras coplanarias con cualquier

orientacion de su directriz.

3.2.7.- Matriz de Conversion para barra de entramads planos: Se entiende por

entramado plano aquella estructura de barras ca@anconectadas perpendicularmente.
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De la anterior pueden deducirse los casos panesijaara entramados planos en los que se
tendra, para vigas, que
cosXX =cosYY =1 y cosYX = cosXY'= [3.34]

mientras que para los pilares se cumple

cosXX =cosYY =0 y cosYX = cosXY'= [3.35]

por lo que, de acuerdo con las anteriores relasj@®getendra

_ | )
A 0 0 :—é 0 0
L : L
121, 61, 1 121, 61,
° = =% /= 1=
o Sl 4|, 6l 2l
2 ! 2
Koo = E ‘—;\‘""L“""‘L"‘i",g _____ Lz L. [3.36]
-= 0 o = 0 0
L ! L
121, 6l | 121, 6l
0 L3 E i 0 L3 F
6l 21, i o _S8lz 4lz
i L2 L | L 2 L]
_ | )
0 A 0! 0 A
L ! L
121, 61, I 121, 61,
—_ 0 —_ | O <
L3 L2 i L3 L2
|
Kooy = E B G e S - [3.37]
o -2 o ! o =% 0
L ! L
121, 6l | 12, , _6ls
E L2 1 L3 L2
|
61, 21, | 6l 41,
1 Olz flz
E L | L2 L |
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CAPITULO 4

HERRAMIENTAS DEL METODO (1):
BARRA BAJO CONDICIONES DE INELONGABILIDAD

OBJETIVO:

Cualquier fendmeno fisico que pretenda analizarsdiamte un procedimiento ma-

tematico requiere de una serie de hipétesis sinclaales seria practicamente imposilp

e

dicho analisis, toda vez que suele ser tal la caatide variables que pueden influir en di-

cho fendmeno que no seria posible, en generalydduacion de todas ellas. Pero est

as

hipétesis no pueden ser cualesquiera, sino quedeaser sélo aquéllas que, sancionadas

por la experimentacion, permitan considerar quehdidipotesis se manifiesta suficiente-

mente fiable y que los resultados estan dentr@dpié se pueden considerar como razg
blemente aceptables, pues seria ilusoria una pditan‘exactitud” en la matematica apli
cada.

Una de las hipétesis mas cominmente aceptadadoptadas- para el andlisis d
estructuras de barras es la suposicién de ineloilgketnl de éstas, pues ello contribuye a
analisis mas simplificado sin menoscabo importatdgda validez de los resultados, col
demuestra la experiencia; pero el Método Matriciaadicional no contempla esta supo
cion toda vez que una de sus ecuaciones constisuéista basada, precisamente, en di
deformacion.

No obstante, este capitulo tiene como objetivdel@rminacion de la Matriz de R

gidez en coordenadas globales de una barra cornsitkr a ésta axialmente indeformabls

na-

e
un

mno

[92]
=

cha

D
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CONTENIDO:

Puesto que la hipétesis de inelongabilidad es umadizion holobnoma, surge una
nueva ecuacion que relaciona las incognitas de ldegmiento, por lo que éstas dejan|de
ser independientes. Al introducir estas relacioarda Matriz de Rigidez del Método Ma-
tricial Clasico deducida en el capitulo anterioeshparece el término EA correspondiente
a la rigidez a la elongacion, ademas de otras sificpciones que la hipotesis adoptada
permite, y todo ello va a dar lugar a importanteensformaciones, obteniéndose otra ma-
triz de rigidez -que llamaremos en adelante MadezRigidez a la Flexotorsion- mas simple
y difusa, cuyas ventajas se pondran de manifigstapitulos posteriores.

De forma similar al capitulo anterior, se dedudaa matrices de rigidez y de con-

L)

version correspondientes a los casos particulabesra horizontal, vertical, emparrillado

y estructuras de barras coplanarias

*kkkk

4.1.- Ecuacion de Inelongabilidad Considérese una barra descargada de directriz

recta e inercia constante en el espacio tridimeasi@n la que se define una orientacion i-j
entre sus extremos y un sistema local de ejes epnadbs X'Y'Z' de tal forma que el eje X'
contenga al eje de la pieza y tenga el sentid&ii-gsta barra forma parte de una estructura
sometida a un sistema de acciones, sus extremo&nhsinirido sendos corrimientos como
consecuencia del efecto de dichas acciones. Ahera & se consideran despreciables las

elongaciones debidas a los axiles, la componahtde desplazamiento en la direccion del
eje local X' del extremo i seré igual que la détemo ju; en esta misma direccién, esto es,
debe cumplirse que

u-u=0 [4.1]
que es la ecuacion que describe la condicion derigabilidad de la barra en coordenadas

locales.
Sea ¢ el vector columna que describe las componentes cdeimiento

(u,v.,wa,4,y) del extremo i referidas al sistema globad; \el correspondiente al ex-
tremo j(u;, v ,w «, /5,y ) . Entre estos vectores y los correspondientestaisa locaki y
c; se cumplen las siguientes relaciones matriciakeavés de la matriR’, transpuesta de

la matriz de rotacioR, cuyos valores se expusieron en [3.4]:
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¢=R'¢ y ¢=Rg [4.2]

Extrayendo de ésta exclusivamente la fila quacieha las componentg y u; -

correspondientes a los desplazamiento de los easranto largo del eje de la pieza en coor-
denadas locales- con los corrimientos en globélasprimera deRy, se tendra, particio-

nandoc; y C;

0 =[x o]m v u=[x o]m 3]

en dondes, y 3, son los vectores columna que describen las compemele desplaza-
miento en el sistema global de los extremos irggpectivamente, mientras gagey 0, son

los vectores que describen las componentes dealgitichos extremos especto al sistema

global, esto es

5 5 u u a o
G :L} G :[9} o =|V o =V q =5 9 =5 [4.4]
| ' w w 3 3
Llamando
li =[x 0] [4.5]

las relaciones [4.3] se han de escribir en la forma
u=lc y U=lgc, [4.6]

por lo que, sustituyendo estos valores en [4.1fgisdra

lic; =lc; =0 [4.7]
y llamando
I, =, [4.8]
guedara, finalmente
lici +1,¢; =0 [4.9]

gue no es mas que la ecuaciéon de inelongabilidademnlienadas globales, cuyo desarrollo,

como facilmente puede comprobarse, tiene la forma

cos XX'U —u )+ cosYX'y — y )+ cosZX'w— w )=l [4.10]

4-3



Método matricial bajo restricciones cinematicas CAP. 4.-HERRAMIENTAS DEL METODO (l): BARRA BAJO CONDICIONE DE INELONGABILIDAD

La ecuacion [4.9] de inelongabilidad de la barg@aegl en el sistema global se pue-

de reescribir asi:

[ |j]{zj:o [4.11]

Para el espacio 2D, suponiendo éste el que coicodel plano OXY, se cumplira
que cosZX'=0y, por tanto en [4.5] el vectosera un vector de solo dos componentes, asi

como el vector nulo, por lo que [4.10] quedard como

cos XX'U —u )+ cos YX'ly — vy )=C [4.12]

Puesto que [4.11] describe la propiedad de ineluhdad de la barra, en adelante le
llamaremos Ecuacion de Restriccion de Inelongaillid, abreviadamente, Ecuacién de

Inelongabilidad.

4.2.-Matriz_ de Rigidez de la barra inelongablel a anterior relacion [4.11] entre

las incégnitas de desplazamiento de los extremdsada se puede introducir en la matriz
de rigidez de dicha barra, lo que traerd como aueseia importantes simplificaciones
para el proceso del calculo. En efecto, teniendeuenta [3.11] se puede escribir que

S |_ Ki Kj |G
Li}{Kii Kj }{‘J 23]

dondes y s son las designaciones de los vectores columnaegeiben las componentes
de solicitacion en los extremos iy j, respectivategreferidas al sistema global. Desarro-

llando el primer blogue de ecuaciones de la antespresion matricial se tendra
s =K; g +K;g [4.14]

Particionando los vectores de la anterior ecuad&acuerdo con [4.4] y sustituyen-
do el valor de las submatrices dados por [3.7]8][8e tendra
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A it B s [
m. _ 651 zTy_GLEZIy yiz i Gle' 7 X+ 4LEIz 7 74 4LE|, JylL0

|y B SRty gtlay 4

_ esEzlz'ZTy 6ley yiz E_Glxv >(TerzLElz 7 74 2||_E|y J /L0

[4.15]

dondef; y m; son las designaciones de los vectores columnaegeiben las componentes
de fuerza y de momentos, respectivamente, delreatrele la barra inelongable en coorde-
nadas globales. Procedamos a desarrollar cadaeulag dos ecuaciones matriciales inclui-

das en la anterior expresion.

1°.- Ecuaciones de fuerzas en el extrembesarrollando el primer bloque de [4.15]

se tiene
fi=EA0 B2y s 2R )6 -8) + (S y 2ol 2)(0 +6)  [4.16]
y operando
f _—xT[x(S. 61)]+(12LI§I2' yTy+ 12El/sz)(6. 3+ (GEk T ?_Ezv 7 (6 +8)
[4.17]
pero de [4.3] se cumple que
U=x9 'y U=Xxd, [4.18]
y de sustituir estos valores en [4.1] se desprgnde
X(9,-9,)=0 [4.19]

que no es mas que la ecuacion de inelongabilidacberdenadas globales, por lo que el
primer sumando de [4.17] es nulo. Obsérvese, eatpradmo a consecuencia de la condi-
cion introducida, no solamente desaparece la dgadéa deformacion axial EA, sino que

esto mismo permitird la extraccion de factores amsulo que redundard en una importante
simplificacion de los elementos de la matriz, cagroverd a continuacion. En efecto, para

posibilitar dicha simplificacion hagamos el siguenambio de variable: llamemos
i= 1z [4.20]

de donde se tendra que
[, =il [4.21]
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y sustituyamos este valor en la ecuacion matiiéial7]. Debe escribirse, entonces que

12Eily 12E 6E 6EL
fi=(2Eyy+ 2B 796 -3)+ (CE Ly - 2EL 2 )0 +0)  [4.22)
2E1,,.
y extrayendo factor comunLT, queda
fi =25 [6(iyTy + 77 (3 - 8)) +3L( ¥ 2- 2 (A +6) [4.23]

ecuacion matricial que representa a las tres emuesialgebraicas que relacionan las com-
ponentes de fuerza del extremo i en funcion dedosmientos de los extremos, esto es, las

ecuaciones constitutivas correspondientes a lazdse

2°.- Ecuaciones de momentos en el extremBara la ecuacion de momentos haga-

mos, ademas de los anteriores, los siguientes oambi

s=lx [4.24]
ly:
con lo que
Iy =sl,. [4.25]
y
t -6 [4.26]
E
por lo que, analogamente
G=tE [4.27]

Sustituyendo [4.21], [4.25] y [4.27] en el seguitdioque de [4.15] y sacando facto-

res comunes se tiene

m; =52y - 25y —6,-)+StE'“ X0 - )+
L 2Ei) [4.28]
3 S=777(26; +9;)+ Ly y(26 +6)

L2E1, Lo .
Extrayendo factor comunLTy y agrupando términos queda, finalmente
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_2Ely,
m; = =5

stl?

[BL(iz"y -y 2)(8; - &;) +
[4.29]

+

X"x(0; -0;) +L2(1 "z + y' y)(26 +6 )]

gue es la ecuacion matricial que representa adagtuaciones algebraicas de los valores
de los momentos del extremo i en funcion de losromntos de los extremos, esto es, las
ecuaciones constitutivas de los momentos, todceellcoordenadas globales.

Como se puede apreciar, las expresiones [4.28]29] son méas simplificadas que
las originales dadas en [4.15] y, ademas, comaianteente se dijo, es el factor comun el
gue va a permitir normalizarla, lo que va a tra@nc consecuencia un enorme mejoramien-
to del nimero de condicion de la matriz del sistéem@&cuaciones, como se mostrara en los
Capitulos 7y 11.

Para proceder a tal normalizacion elijamos unaqeieda de las barras que confor-
man la estructura como barra de referencia y llansefgl ), a la rigidez a la flexion res-
pecto a su eje principal de inercia Y'. Podemogrees, crear un parametro (ppra cada
barra de valor

— E Iy'

R [4.30]

donde el numerador es la rigidez a la flexion re&pal eje principal de inercia Y' de cada
una de las restantes barras. Teniendo en cue,[.29] y [4.30] la ecuacion matricial

[4.15] se transforma en la siguiente

f] || SYYZ2 L BLiyz-Zy g
= "M== : Tstl? . l+

m | L 3L(IZTy—yTZ):TXTX+2L2(IZTZ+)7y) 0,

y | . [4.31]
—-6(iyTy+2z7z) ! 3L(iy'z-7Zy) 7S,
N stz ., N .
-3L(izZ7y-y"2) ! —TXTX+L2(I Zz+yy) 0,

L | Jb

ecuacion que nos proporciona los valores de lascesnponentes de solicitacig§ncorres-

pondientes al extremo i de la barra en funciéredebmponentes de corrimiento.

" Debido a esta parametrizacion el sistema de emegiproveniente del ensamblaje de la matricesada b
nos devolvera el valor de las incognitas multiglasipor el producto (), aunque, por comodidad, manten-
dremos la nomenclatura hasta ahora utilizada pahaslincognitas, asumiendo que sus valores vemdudn
tiplicados por dicho producto.
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Para las correspondientes al extremo j, desardul&h segundo bloque del sistema

[4.13] se tendra, de forma analoga

s =K, G +K; ¢ [4.32]

que, de acuerdo con los valores dados en [3.8] 19] puede escribirse también como

E T _12E|z' T _12EIY' T I 6E|z' T L 7
5 =[f’ } ___L___e_)l(_z_l_"Li “““ f.‘“Lj"‘z"z‘E“‘G‘I“‘L‘Z“éy‘ ;Lze.y m
| Ry B GEy TRy m
_ —GEZIZ' Ty + Lzly' y'z EGLIX' xTx+4EIZ' 7 7+ 2EL y y|L9

[4.33]

1°.- Ecuaciones de fuerzas en el extremoHuesto que la barra se supone que no
tiene acciones directamente aplicadas, para lapaoentes de fuerzas de extremo se ha de
cumplir la siguiente ecuacién de equilibrio

fj = _fi [434]
por lo que, de [4.23] se tiene directamente

2EI
LS

f, =—=[-6(iy'y+272)(8 -8)-3L(iy z- 7 )(q +9) [4.35]

2°.- Ecuaciones de momentos en el extremopesarrollando la segunda ecuaciéon

de [4.33] correspondiente a las componentes de mosw; teniendo en cuenta [4.21],

[4.25] y [4.27] y sacando factores comunes se pasdebir que

m; = ary-CE g @ -8)+ SV g -4) +
2Eil, 2EI, 14.36]
+ Y sz(ZBj +0 )+ — yTy(ZBJ- +0 )

L

expresion que podria haberse deducido directanderige[4.28] sin mas que intercambiar

los vectores de gird; y 0;, por lo tanto, utilizando la ecuacion [4.29] ss& que
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j 2E3IYI [3L(iz"y -y 2)(9, _81') +
L [4.37]

stl? .
+TxTx(9j -0)+L2(iz7z+y'y)(26, +9 )]

por lo que, teniendo en cuenta [4.35], [4.37] 80} la ecuacion matricial [4.33] se
transforma en

[fj] o |[Biyy+z'g) | S8Uiyz-Zy ]m+
J

ST m T sLlzy-y)) | —ﬁxTx+L2(i Zz+yy)| e,
- ! [4.38]
Slyly+rzg) | BUiyz=7y |f,
¥ -3L(iZ'y-y'2) E%XTX+2L2(i Zz+yy) {ej]
L |
Llamando
5 6(iy'y+z'z) | 3Ly z-27y)
_ rn------------ T____Z __________________
=Z 4,
TR 3Ly -y g | S k212 Az Y Y 14.39]
|
5 —6(iy'y+2z"z) | 3Ly z- 7y
_ 21|t 1o e
=— 4.4
17| aLizTy -y ) | S L (i Z 2y y 14.40]
|
M, =M [4.41]
6(iy'y+z'z) | -3LGiyz-7y)
i_stL2 [4.42]
|
|

las ecuaciones de equilibrio [4.31] y [4.38] puedgpresarse mas compactamente en la

S |_ M; Mij G
[SJ_[MJW M; }{9} .49

M_|:Mii Mij:| [4.44]
Mji MJ] .

forma matricial

y llamando

se tiene la Matriz de Rigidez de la barra inelohg@spacial referida a los ejes globales y
gue se utilizara, pues, para particularizar losres de las matrices de cada una de las ba-

rras de la estructura y proceder a su ensamblaje.
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Es de observar que la matiz conserva las mimas propiedades que su hom&oga
del método tradicional dada en [3.11], es decir:

- escuadraday de orden 12

- es simétrica

- los elementos de la diagonal principal son tod&étipos y no nulos

Puesto que, como puede observarse, los coeficidaté@sluencia han quedado re-
ducidos, exclusivamente, a términos de flexionrgiém, llamaremos a esta Matriz de Rigi-
dez a la Flexotorsion.

Por ultimo, efectuados los productos vectorialegespondientes y teniendo en

cuenta que

L
cosXX :% cosYX :fy CoSZX =LL—Z [4.45]

siendo l, Ly y L, las proyecciones de la barra sobre cada uno dgdesX, Y y Z, respec-
tivamente, la expresion desarrollada de las csatibonatrices que constituyen la maiviz

guedan definitivamente en la forma
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SUBMATRICES DE RIGIDEZ A FLEXOTORSION DE UNA BARRA RECTA ESPACIAL EN COORDENADAS GLOBALES Y DI-
RECCION ARBITRARIA

( 6(ic032 XY +CcofXZ ) 6(icosXY cosYY'+ cosXZ cosYZ) 6cosXZ coszZ 3d.(icosXY cosXZ - cosXY' cosXZ) 3L (icosXY cosYZ - cosXZ cosYY") 3LicosXY coszZ \
i 1
i H
5 6(icosXY cosYY + cosXZ cosYZ) 6( ico2 YY +co YZ’) 6cosYZ coszZ 3 (icosXZ cosYY - cosXY cosYZ) 3L(icosYY cosYZ-cosYY cosYZ) 3LicosYY coszZ i
H H
2r H 6cosXZ coszZZ &osYZ coszZ &0 77 —3LcosXY cosZZ —3LcosYY cosZZ 0 !
Mii = 3 | 3L(icOSXY cOSXZ- cOSXY cOSXZ) 3L(icOSXZ coSYY - cosXY cosYZ) —-3LcosXY coszZ SUix2 4212 (coR XY +icoRXZ ) Stixly +212 (cosXY cosYY'+icosXZ cosYZ) !ixLz +212icosXZ coszZ |
L3} 2 2 2 ;
i 3L(icOSXY COSYZ- COSXZ cOSYY) 3L (icoSYY cosYZ- cosYY cosYZ) —-3LcosYY coszZ Sfixly +2L2 (cosXY coSYY'+ icosXZ cosYZ) Styy2, 012 (coP YY" +icos?YZ') Styiz +212ic0sYZ cosZZ’i
i 2 2 2 i
'l 3LicosXY coszZ 3LicosYY coszZ 0 Y17 +212icosXZ coszZ SYy17 +212icosYZ coszZ 31,2 121 2icoR 77 }I
2 2 2
( -6(i cos? XY’ + co XZ') - 6(icosXY cosYY'+cosXZ cosYZ) -6cosXZ cosZZ 3 (icosXY cosXZ'- cosXY’ cosXZ) 3L(icosXY cosYZ- cosXZ cosYY) 3LicosXY cosZZ \
i —6(icosXY cosYY +cosXZ cosYZ) -6( icos? YY' +co&? YZ') —-6c0sYZ cosZZ 3 (icosXZ cosYY'- cosXY cosYZ) 3L(icosYY cosYZ-cosYY cosYZ) 3LicosYY'cosZZ i
2r E - 6cosXZ coszZ —-6cosYZ cosZZ -6co® 27 —3LcosXY cosZZ’ —3LcosYY coszZZ’ 0 E
H H
M |J = 73 E — 3L (icosXY cosXZ'- cosXY cosXZ) -3L(icosXZ cosYY -cosXY cosYZ) 3LcosXY cosZZ _st x2 + L2 (cosZXY' + icosZXZ’) _st LxLy + L2 (cosXY cosYY'+icosXZ cosYZ) — st Lx Lz + L2icosXZ coszZ E
L3 2 2 2 1
| _3L(icoSXY cOSYZ- cOSXZ cosYY) - 3L(icosYY cosYZ- cosYY cosYZ) 3LcosYY coszZ —3tixly +L2 (cosXY cosYY'+ icosXZ cosYZ) _Sty2 2 (coP YY" +ico2YZ') ~SYylz +L2icosYZ coszZ |
i 2 2 2 i
H H
'l -3LicosXY coszZ - 3LicosYY coszZ 0 ~SYx Lz + L2icosXZ coszZ’ ~SYyLz + L 2icosYZ coszZ’ 8452 1202 22 }:
2 2
- 6(ico§XY’ +COPXZ ) —6(icosXY cosYY +cosXZ cosYZ) -6cosXZ cosZZ —3L(icosXY cosXZ- cosXY cosXZ) —3L(icosXY cosYZ'- cosXZ cosYY) —3LicosXY cosZZ \
1
H
- 6(icosXY cosYY'+ cosXZ cosYZ) ~6(ico2 YY" +co?YZ') -6cosYZ cosZZ - 3L(icosXZ cosYY™- cosXY cosYZ) -3L(icosYY cosYZ - cosYY cosYZ) —3LicosYY coszZZ :
H
2r —6c0sXZ coszZ’ —6cosYZ coszZ -6co 27 3LcosXY coszZ 3LcosYY cosZZ 0 é
H
M ji = 3 3L(ICOSXY' COSXZ'~ COSXY COSXZ) 3L (icOSXZ COSYY'~ CoSXY'cosYZ) -3LcosXY cosZZ —Sb1%24 12 (@ XY +ico2XZ ) ~SliXly +L2 (cosXY cosYY'+icosXZ cosYZ) - Stix Lz +12icosXZ coszz’ i
L 2 2 2 !
3L(icosXY cosYZ-cosXZ cosYY) 3L(icosYY cosYZ-cosYY cosYZ) -3LcosYY cosZZ - Sty Ly +L2 (cosXY cosYY'+icosXZ cosYZ) _st Ly2+12 (coszYY’ + icosZYZ') _st Lylz +L2icosYZ coszZ |
2 2 2 i
3LicosXY coszZ 3LicosYY coszZ 0 ~ St XLz + L2icosXZ coszZ ~ Sty 1z + L2icosYZ coszZ 8,2 120 27 )
2 2 2
6 ( icO XY + cosZXZ') 6(icosXY cosYY' + cosXZ cosYZ) 6c0sXZ coszZ —3L(icosXY cosXZ'- cosXY cosXZ) —3L(icosXY cosYZ'- cosXZ cosYY) —-3LicosXY coszZ \
1
H
6 (icosXY cosYY'+ cosXZ cosYZ) 6( ico2YY +coRYZ ) 6cosYZ coszZ —3L(icosXZ cosYY'- cosXY cosYZ) —3L(icosYY cosYZ - cosYY cosYZ) —3LicosYY coszZZ i
H
2r 6cosXZ coszZ &osYZ coszZZ &oL7Z 3LcosXY coszZZ 3LcosYY cosZZ 0 i
H
M i = 3 —3L(icosXY cosXZ- cosXY cosXZ) -3L(icosXZ cosYY —cosXY cosYZ) 3LcosXY coszZ Stiy2, 012 (COP XY +icos?XZ') SY Ly +2L2 (cosXY cosYY'+icosXZ cosYZ) SixLz +2L2icosXZ coszZ |
L 2 2 2 ;
_3L(icosXY cOSYZ - coSXZ cosYY) —3L(icosYY cosYZ- cosYY cosYZ) 3LcosYY coszZ Slixly +2L2 (cosXY cosYY+ icosXZ cosYZ) Styy2 212 (coP YY" +icos?YZ') SYy1z +212icosYZ cosZZ’i
2 2 2 i
H
_3LicosXY coszZ _3LicosYY coszZ 0 34517 + 21 2icosXZ coszZ 3417 +212icosYZ coszZ 34,2 1 212ic0R 77 }
2 2 2

[4.46]
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4.2.1.-Matriz de Rigidez a la Flexotorsion de unadyra con el eje principal de inercia OY” horizontal- Introduciendo en las submatrices ante

riores la condicién dada en [3.13] (cosZY'=0), gigall forma que se procedié en el apartado 3.1 dbtsene:

6(i co€ XY + cof XZ') 6(icosXY’ cosYY +cosXZ cosYZ) 6cosXZ coszZ’ 3 (icosXY’ cosXZ'— cosXY  cosXZy
6(icosXY cosYY +cosXZ cosYZj 6(i oL YY + cof YZ') 6cosYZ coszZ’ 3 (icosXZ cosYY'— cosXY cosYZ)
2r 6CcosXZ’ coszZ’ @&osYZ cosZzZ &oL77 -3LcosXY cosZZ’
Miji = 3 3L (icosXY' coSXZ - cosXY cosXZj 3L (icosXZ cosYY - cosXY cosYZ) —3LcosXY coszZ’ %[ x2+2L2 (co XY +icof XZ')
3L (icosXY cosYZ'- cosXZ' cosYY) 3L (icosYY cosYZ'- cosYY cosYZ) -3LcosYY cosZZ %t LxLy +2 L2 (COSXY’ COSYY '+ iCOSXZ' cosYZ)
3LicosXY coszZ 3LicosYY coszZ 0 %t LxLz +2L2icosXZ cosZZ
-6(i COPXY +cof XZ') —6(icosXY cosYY'+CosXZ cosYZj —-6cosXZ cosZZ 3 (icosXY' cosXZ'- cosXY’ cosXZ)
—6(icosXY’ cosYY +CosXZ’ cosYZj —6(i co?YY +cod YZ') -6cosYZ cosZZ 3 (icosXZ' cosYY - cosXY cosYZ)
2r -6C0SXZ’ cosZZ’ -6cosYZ coszZ —6cofzZ —3LcosXY’ cosZZ’
M ij = E —3L (icosXY’ cosXZ —cosXY cosXZ) -3L(icosXZ cosYY —cosXY cosYZ) 3LcosXY cosZZ —%t x2+12 (003 XY +ico? XZ')
—3L(icosXY cosYZ —cosXZ cosYY) -3L(icosYY cosYZ -cosYY cosYZ) 3LcosYY cosZZ —%t LxLy + L2(cosXY cosYY +icosXZ cosYZ)
-3LicosXY cosZZ' -3LicosYY coszZ' 0 —%t LxLz +L2icosXZ coszZ
~6(1cofXY +coEXZ) —6(icosXY’ cosYY +CoSXZ cosYZj ~-6CoSXZ cosZZ —3L(icosXY’ cosXZ - cosXY' cosXZj
—6(icosXY cosYY +cosXZ cosYZj —6(i oYY +cod YZ') -6cosYZ cosZZ —3L(icosXZ cosYY —cosXY cosYZ)
or —-6c0sXZ’ cosZZ’ —-6c0sYZ cosZZ -6c087Z 3LcosXY cosZZ’
M ji = E 3L (icosXY cosXZ'-cosXY cosXZ) 3L (icosXZ cosYY —cosXY cosYZ) -3LcosXY cosZZ —%t x2+12 (co@ XY +ico? XZ')
3L (icosXY cosYZ - cosXZ cosYY) 3L (icosYY cosYZ -cosYY cosYZ) -3LcosYY cosZZ —%t LxLy + L2(cosXY cosYY +icosXZ cosYZ)
3LicosXY cosZZ’ 3icosYY cosZZ’ 0 —%t LxLz +L2icosXZ’ coszZ’
6(icoP XY +cofXZ') 6(icosXY’ cosYY'+C0osXZ cosYZj ~ 6CosXZ cosZZ' —3L(icosXY' cosXZ - cosXY’ cosXZj
6(icosXY cosYY'+cosXZ' cosYZj 6(icof YY + cofYZ) 6cosYZ' cosZZ -3L(icosXZ cosYY'-cosXY' cosYZj
or 6CcosXZ’ cosZZ’ @&osYZ coszZ &0f7Z 3LcosXY cosZZ’
M i = e —3L (icosXY' cosXZ'- cosXY' cosXZj —3L (icosXZ' cosYY - cosXY cosYZ) 3LcosXY cosZZ' %t x2+212 (co@ XY +icod XZ')
—3L(icosXY’ cosYZ - cosXZ cosYY) —3L(icosYY cosYZ -cosYY cosYZ) 3LcosYY coszZzZ %t LxLy + 212 (cosXY’ cosYY + icosXZ cosYZ)
—3LicosXY cosZZ’ -3LicosYY cosZZ’ 0 %t LxLz +2L2icosXZ coszZ

%‘ LxLy +2L2(cosXY’ coSYY'+ icosXZ' cosYZ %‘ LxLz +2L2icosXZ cosZZ'

3L (icosXY cosYZ'- cosXZ' cosYY) 3LicosXY' cosZZ’
3L (icosYY cosYZ - cosYY cosYZ) 3LicosYY cosZZ
-3LcosYY cosZZ’ 0

—

%‘Ly2+2|_2(co§wnco§vz’} %‘Lyl_z+2|_2icosvz'coszz‘

%‘LyLz+2|_2icosYz'coszz‘ iztl_z2+2|_2ic05222'

———

3L (icosXY cosYZ - cosXZ cosYY) 3LicosXY cosZZ
3L(icosYY cosYZ'-cosYY cosYZ) 3LicosYY cosZZ’
—-3LcosYY cosZZ’ 0
—%t LxLy + L2(cosXY cosYY +icosXZ cosYZ) —%t LxLz +L2icosXZ coszZ’

—%t Ly2+L2(cof YY +icof YZ') —%t Lylz +L2icosYZ coszZ

-%t LyLz +L2icosYZ coszzZ’ —32‘ 122 +12icofzZ

-3L (icosXY cosYZ - cosXZ' cosYY) -3LicosXY' cosZz’
—-3L(icosYY cosYZ - cosYY cosYZ) -3LicosYY cosZZ’
3 cosYY cosZZ’ 0
—% LxLy + L2(cosXY cosYY +icosXZ’ cosYZ) —%t LxLz + L2icosXZ’ coszZ

—% Ly2+L2(co@YY +ic052YZ') —%t LyLz+L2icosYZ’ cosZZ

7% LyLz +L2icosYZ coszZ’ 722‘ 122 +L2icoRzZ

-3L(icosXY’ cosYZ - cosXZ' cosYY) -3LicosXY cosZZ'
-3L(icosYY cosYZ'-cosYY cosYZ) -3LicosYY coszZ'

3 cosYY cosZZ’ 0
%t LxLy + 212 (cosXY cosYY + icosXZ cosYZ) Szt LxLz + 2L2icosXZ’ coszZ

—

%t Ly2+2L2(cof YY +icof YZ) %t LyLz+2L2icosYZ coszZ

%tLyLz+2L2icosYZ'cosZZ' %‘Lz2+2L2ico¥zz

—_———

[N

[N

[4.47]
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Método matricial bajo restricciones cinematicas CAP. 4.-HERRAMIENTAS DEL METODO (l): BARRA BAJO CONDICIONE DE INELONGABILIDAD

4.2.2.-Matriz de Rigidez a la Flexotorsidn para ba@a con un eje principal de

inercia y directriz horizontales - Introduciendo en las anteriores submatrices &bsres ya

conocidos dados en [3.15] para este tipo particldararra:

cosXZ'=cosYZ'=cosZX'=cosZY'=E0

cosZZ'=1
se obtiene
6icog XY' 6icosXY'cosYY' 0 3 0 0 3iL cos XY
6icosXY'cosYY' 6icod YY' 0 | 0 0 3iLcosYY]
I
0 0 6 ! —3L cosXY' - 3LcosYY' 0
- o S
i :F 0 0 -3LcosXY'! %t 1% + 212 cog XY' izt Ix Ly + 212 cosXY'cosYY' 0
I
I
I
0 0 -3LcosYY'! %t Lx Ly + 212 cosXY'cos YY" %t B+ 2P codYY' 0
I
3iLcosXY" 3iLcosYY' 0 i 0 0 2i2
-6icog XY' —-6icosXY'cosYY' 0 i 0 0 3iL cos XY
-6icosXY'cosYY' -6icod YY' 0 i 0 0 3iLcosY
I
0 0 -6 ! —3L cosXY' —3LcosYY' 0
4 S S
ij =§ 0 0 3LcosXY'! —%t 12 + [2cog XY' —%t L Ly + L2cosXY'cos YY" 0
I
I
I
0 0 3LcosYY'! —%t L Ly + 2cosXY'cos YY" —izt B+ 1208 YY! 0
I
-3iLcos XY’ -3iLcosYY' 0 i 0 0 iz |
-6ico XY'  -6icosXY'cosYY' o 0 0 - 3iL cosXY
—-6icosXY'cosYY' -6icod YY' 0 | 0 0 — 3iLcosYY]
I
0 0 -6 ! 3L cosXY' 3LcosYY' 0
4 o T
i ZF 0 0 -3LcosXY'| —%t 1% + L2cog XY' —%t L« Ly + L2cosXY'cosYY' 0
I
I
I
0 0 -3LcosYY'| —%t Lk Ly + L2cosXY'cosYY' —izt B+ 12cos? YY' 0
I
3iLcosXY' BiLcosYY' 0 i 0 0 i2 |
6icos XY' 6icosXY'cosYY' o 0 0 - 3iL cosXY
6icosXY'cosYY' 6icod YY' 0 | 0 0 - 3iLcosYY
I
0 0 6 ' 3L cosXY' 3LcosYY' 0
2 Ty T T T Ty T T T T T
i :F 0 0 3LcosXY'| %t 1% + 212 cog XY' izt L Ly + 212 cosXY'cosYY' 0
I
I
I
0 0 3LcosYY'| %t L Ly + 212 cosXY'cos YY" izt B+ 212 cod YY 0
I
| -8iLcosXY'  -3iLcosYY' o | 0 0 2iR
[4.48]

Pero, por otra parte, entre los cosenos direcsaemn las siguientes relaciones:

cos XX'+cog YX'=1
cosg XY'+cog YY'=1
cos XX'cos XY'+cosYX'cosYY'=l

4-13
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Método matricial bajo restricciones cinematicas CAP. 4.-HERRAMIENTAS DEL METODO (l): BARRA BAJO CONDICIONE DE INELONGABILIDAD

de la dltima igualdad se tiene
cos XX'cos XY'=— cosYX'cosYY

y elevando al cuadrado ambos miembros:

cos XX'cog XY'=co$ YX'co$ YY

De las dos primeras ecuaciones de [4.49]:

cos YX'=1- cog XX
cos XY'=1- cog YY

y sustituyendo estos valores en [4.50] y operando:

cog XX'(1- cod YY)=cos YY'(t cos XX)
cos XX'-cog XX'cod YY'=co$ YY- cos XX'cos Y
cog XX'=cog YY'

es decir

cosYY'=cos XX'=IL—X
Por ultimo, sustituyendo [4.51] en la tercera déd3#se tiene que

cos XX'cos XY'+cos YX'cos XX'=I
por lo que
cos XY'+cos YX'=C
y, por lo tanto

L

cosXY'=— cosYX'=— Ty

[4.50]

[4.51]

[4.52]

Introduciendo en las ecuaciones de solicitacia@asgor las submatrices de [4.48]

los valores dados por [4.51] y [4.52] y desarrallanna a una dichas ecuaciones se tendra:

-componentes de fuerza en el extremo i

4-14



Método matricial bajo restricciones cinematicas CAP. 4.-HERRAMIENTAS DEL METODO (l): BARRA BAJO CONDICIONE DE INELONGABILIDAD

*en el eje OX:

21T .. . . ' \ : 1
Xi ZF[GICOSZ XY'(u —uy)+6icosXY'cosYY'fy —y # 3iLcosXY'f +y ]

2r

X, = - 6( J(u. u) - 6|L——(V y) -3iL y(;(+y)] [4.53]

Ahora bien, para una barra horizontal, la condicéninelongabilidad [4.10] queda

reducida a la siguiente expresion (pues cosZX'=0):

cosXX'U —u )+ cosYX'y—y)=C

gue, debido a [4.51] y [4.52] toma la forma

Lo(u—u) +L,(v-y) =0
y de aqui:

Ly(v =) =-L(u - y) [4.54]

Sustituyendo [4.54] en [4.53] y operando:

2r[6|(

x =2s LZL (- ) -3l =2y + )]

j (U —u) +6i ;Lx(u— 4) —3iL%(y +;,/)]

por lo que, finalmente:

X; ——[6|(Ui u) -3iL (y+y)] [4.55]

* en el eje OY:

Y; :%[GicosXY'cos YY' —u )+ 6icod YY'(y—y W 3iLcosYY'( +y ]

( j (v- y)+3|L—(y+V)]

y, de acuerdo con [4.54]:

Y——[6|—yL (v - v)+6l( j(v Y)+3IL—(}(+V)]

4-15



Método matricial bajo restricciones cinematicas CAP. 4.-HERRAMIENTAS DEL METODO (l): BARRA BAJO CONDICIONE DE INELONGABILIDAD

L2 + L’§,

Y, ——[6 (v - V)+3IL—(V+V)]

es decir:

:%[Gi(vi ) +3iL,(y + )]

*en el eje OZ:

:%[G(W _W)_SLCOSXY'(C){ +ai )— 3LCOSYY'@ +ﬁ ]

2r -L L,
Z :F[B(W “W)-3L——(a +a)-3L (4 +4)
y por lo tanto:

=%[6(w -w)+3L, (a +a) 3L (8 + )]

- Componentes de momentos en el extremo i

*en el eje OX

My :%[—3LCOSXY'(Wi - W )+(‘%t 12 +212 cog XYjai' +
+ %th L,+2L%cos XY'cos YY')) B -

- %thx —L2cos? XY'j a, -

. %tL L —L%osXYcosYYj,BJ]

2r (-L,)?
MXi_F W)“{ Li+2L2—"— 2 ]."‘
-L, Lk
+ L L,+2L>—= ,
2 L Ljﬁ
_ S_tl_z _Lz(_Ly)2 a. -
2 " L2 :
- E|_ L, —LZ_L L. ]ﬁ,]

4-16
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Método matricial bajo restricciones cinematicas CAP. 4.-HERRAMIENTAS DEL METODO (l): BARRA BAJO CONDICIONE DE INELONGABILIDAD

operando

[3|_( -W)+( |_2+2|_2j (thXLy—2LXLy],3—
t
(;Lz a2 o

y sacando factores comunes:

i [3|-( -V\{)J{ L +2L2j + 5 A‘-xLyﬁ-

t [4.58]
(S 12 - j %_ .L,5]
2

*en el eje OY:
My —% -3LcosYY'(w - W)+( th Ly+2chosXY'cosYYjai +

st , st

+(EL2y+2L2cos2 YY]ﬁ (2 L L, —L?cosXY" cosYY]a,

(SZtLZ ~L?cos” YY'jﬁj]

2r L L, L« 2
My =—|-3L=(w —w)+ L, L,+2L2 LZ+2L2 -

AN LW W)[ LL) (2 Ljﬁ
St o, -2 by StL = 5]
2 L L
simplificando

My, _% 3L, (w —w)+(S—tLX L, —2LXLyja{ +(%L§ +2|_3jﬁ—

(St L, +LL ]al (ﬂ_i_szﬁJ]

2 2
y extrayendo factores comunes
My = % =3L. (W _W)+St2_4 Lya (SL +2|—2j,3_
[4.59]

st+2 S
2 La (- )]
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Método matricial bajo restricciones cinematicas CAP. 4.-HERRAMIENTAS DEL METODO (l): BARRA BAJO CONDICIONE DE INELONGABILIDAD

*en el eje OZ:

21T, . .
Mg :F[BchosXY'(ui —y)+3iLcosYY'(y - y)+il*(2y +;,/)]

_Ly

_ 21T,
MZi_F[sn_ -

(u-u) +3iL%(\{—y) +iL2(2y+;]/)]

y simplificando

21T .. . .
M., :L—3r “3iL,(u - y) +3iL(v-y) +HL12 ¥ +1)] [4.60]

- Componentes de fuerza en el extremo |

Puesto que la barra no esta cargada, por eqaitilerfuerzas en la direccion de cada
eje coordenado, las componentes de fuerza enxéstene se calculan directamente en fun-

cion de las correspondientes del extremo i ya dddsgcrecordando que

XjZ—Xi Yj:_Yi ZJ :_Zi

por tanto
2r ) .
X, :F[—Gl(u. —u) +3iL,(x + )] [4.61]
Y, =2 -iv - -3iL o + 0] [4.62]
2= 26w -w)-3L (@ +a)+3L 4 + 4] [4.63]

- Componentes de momentos en el extremo |

*en el eje OX:

My =%[—3LCOSXY'(W —V\{)—(%tLi +L%cos? XY'jO.’ -
st . :
- ?LXLY+L2(cosXY cosYY') |5+

+ SEtLZX +2L?cos? XY'ja,- +

" %tLXLy+2L2cosXY'cosYY'j,8,-]
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Método matricial bajo restricciones cinematicas CAP. 4.-HERRAMIENTAS DEL METODO (I): BARRA BAJO CONDICIONE DE INELONGABILIDAD

_2r —Ly st (_I—y)2
My = 2L (w-w)—[?Li e g

-L, Ly
+—LL +HL2—= 13+
2 L L]'B

— 2
+ S—tL2X+2L2—( L) jaj+
2 L

+ 2|_ L,+2L2= jﬁ,]
operando
[3|— (W -w) - ( L2+L2j (%Ii—xl-y H—XI—Y]/&"_
+(%t|_2x +2|_2y]a,- +(32t|_x|_y—2|_x|_yjﬁj]
es decir:
2r st st+
—F[SLy(W ~w) —[ELf —Lg)a{ - 1L, B+
t o [4.64]
+(S—|_2x +2L2y]aj 255 1,6]
2 2
een el eje OY:

2
My, :L_l[—3LcosYY'(W -W)- %tl_x L, —LZCOSXY'COSYY'ja,' -

- (S—t L3 —L%cos? YY'),BI + E[Lx L, +2L%cos XY'cos YY') a; +
2 2

" (%t 12 +2L2cos? YY'] B

2r L st -L, L S L2
My, =—|-3L—=(w -w) —-| =—L,L, -L2——= |a - 2 22X \3+
ENE L W-w) (2 g L Lj (2 g szﬁ

st -L, L, 12
+| =—L,L,+2L2—2 2 L2 +2L2—=
(2 g L Lj (2 L2 ]ﬁ‘]
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Método matricial bajo restricciones cinematicas CAP. 4.-HERRAMIENTAS DEL METODO (l): BARRA BAJO CONDICIONE DE INELONGABILIDAD

simplificando

MYJ:% Blx(w - w) - ( L, L, +2L,L jq (Z §—L3jﬁ+
+(%LXLy—2LXLyjaj+[22tl_§,+2L§J,8j]
es decir:
2r S
My; :F _3|—><(W_W)_ 5 ( L j B+
A [4.65]
+St2 LXLyaj+(izﬁ_§+2L§j,6’j]
ey, por ultimo, en el eje OZ:
My, = 2 [3iLcosXY'(u - y) + BiLcos YYi(y - y)+iL2(y +2¢)]
I U -y v-y st
M, :%[3iL_TLy(ui -u) +3iL%(v— y) HLT i 2 )]
y simplificando:
2r : : .
Mg; :F[—BlLy(ui —y) +3iLk (v -y) HiL{ ) +2 JJ/)] [4.66]

Ordenando en formato matricial las anteriores gonas [4.61] a [4.66], para una
barra con ejes X' e Y' horizontales, las submatriterigidez a la flexotorsion quedan redu-

cidas a su minima expresion en la forma:

6i 0 o ! 0 0 - 3i
: Ly
0 6i 0 | 0 0 3ily,
|
0 0 6 | 3L, -3L, 0
2r istp - 5 st-4 -
M =— 2
i =13 0 0 3L i 2LX+2Ly 5 LyLy 0
Ist—-4 st o 2
0 0 -3L, i 5 LyLy LS +2L% 0
|
_ai ! 2
I 3|Ly 3|LX 0 : 0 0 2iL |
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Método matricial bajo restricciones cinematicas CAP. 4.-HERRAMIENTAS DEL METODO (I): BARRA BAJO CONDICIONE DE INELONGABILIDAD

[ -6i 0 0 ! 0 0 -3l
0 -6 0 0 0 3iL,,
A N 3Ly 0

w2y Ll SipLe swa T

ij 3 Lyi x Ly > Lxly
00 e -tLay Pgeg o
_3iLy -3iL, O i 0 0 L2 |
—6i 0 0 ! 0 0 3iLy _
o -6i 0 | 0 0 -3iL,
0 0 -6 | -3 3L, 0
wi=2 0 o e, TR -
ji 13 0 0 3Lyi ELX Ly LxLy 0
_—3iLy 3ily 0 i 0 0 iL2 |
[ Bi 0 0 ! 0 0 3“'y
0 6i 0 | 0 0 -3iL,,
0 0 6 | -3 3L, 0

e e

=3 0 0 3Ly E_LX+2Ly 5 LxLy 0
8iLy BiL, 0 i 0 0 2iL2_

[4.67]

Es de resaltar la importante diferencia que esthmatrices presentan frente a sus
homologas del Método Clasico expuestas en [3.16flalel punto de vista del nUmero de

elementos no nulos que cada una de ellas contiene.

4.2.3.-Matriz de Rigidez a la Flexotorsion para bama vertical.- Introduciendo en

[4.48] las condiciones expresadas en [3.17] senétias siguientes submatrices correspon-
dientes a una barra cuya directriz tiene la misnentacion y sentido que el eje global OZ
y orientacion arbitraria de sus ejes principalemdecia:

4-21



Método matricial bajo restricciones cinematicas

CAP. 4.-HERRAMIENTAS DEL METODO (I): BARRA BAJO CONDICIONE DE INELONGABILIDAD

6(ico XY +cof YY)  6CoSXY cosYY(i-1) O -3LcosXY cosYY'(i-1) 3L(icofXY +cofYY) 0
6cosXY cosYY'(i—1) 6(ico@YY +COEXY') 0 —3L(icofYY +cofXY) 3LcosXY cosYY'(i-1) 0
M 2" 0 0 0 0 0 0
il =3 1{-3LcosXY cosYY (i-1) -3L(icofYY +co£XY) 0 2L2(ico@YY +co€ XY ) -2L2cosXY cosYY(i-1) O
L3
3L(Icof XY +cofYY') 3LcosXY cosYY(i-1) 0 -2LZcosXY cosYY(i-1) 2L2(ico£XY +cofYY) 0
0 0 0 0 0 st) 2
~6(ico® XY +co2 YY) —6COSXY cosYY(i-1) O -3LcosXY cosYY(i-1) 3L(icoZXY +cofYY) 0
~6C0OSXY COSYY(i-1)  —B(icofYY +cofXY') 0 -3L(icoYY +co£XY) 3LcosXY cosYY'(i-1) 0
o 0 0 0 0 0 0
] = 31 3LcosXY cosYY(i-1) 3L(icofYY +co@XY) 0 L2(icof YY +Cco& XY ) -L2cosXY cosYY(i-1) 0
~3L(icoPXY +cofYY') —3LcosXY cosYY'(i-1) 0 -LZ2cosXY cosYY(i-1) L2(ico®XY +cofYY) 0
0 0 0 0 0 -Sty2
2
~6(icoPXY +cofYY') —-6COSXY cOSYY(i-1) O 3LcoSXY cosYY(i-1) -3L(icofXY +cofYY) 0
—6cosXY cosYY'(i -1 —6(i0052W +co£XY) 0 3L cof YY +c0§XY) -3LcosXY cosYY'(i — 1) 0
o 0 0 0 0 0 0
= 3 | ~3LcosXY cosYY'(i-1) -3 LicoYY +cofXY) 0 L2(icof YY +co£XY') -L2cosXY cosYY (i-1) 0
3L(Ico? XY +cofYY') 3LcosXY cosYY(i-1) 0 -LZ2cosXY cosYY(i-1) L2(icof XY +cof YY) 0
0 0 0 0 0 sty 2
2
B(ico£ XY +cofYY)  6COSXY cosYY(i-1) O 3LcosXY cosYY(i-1) -3L(icoXY +cofYY) 0
BCOSXY COSYY(i-1)  B(icoRYY +co£XY) 0 3L(icofYY +cofXY) 3LcosXY cosYY'(i-1) 0
o 0 0 0 0 0 0
MJ] =731 3LcosXY cosYY(i-1) 3L(icofYY +cofXY') 0 2L2(icoYY +co#XY') -2L2cosXY cosYY(i-1) O
L3
~3L(ico®XY +cofYY') 3LcosXY cosYY(i-1) 0 -2L2cosXY cosYY(i-1) 2L2(ico XY +cofYY') 0
0 0 0 0 0 sty 2
2
[4.68]

4.2.4.-Matriz de Rigidez a la Flexotorsién para bam vertical de seccidon cua-

drada.- Es muy habitual que los pilares sean de secctiéadrada, por lo tanto, de [4.20] se

tiene que i=1. Pero ademas se establece la relacion
cos XY'+cos YY'=]

por lo que, introduciendo estos valores en la @ submatrices se tendra, para la barra

vertical de seccién cuadrada:
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6 0 0 O 3L 0 !-6 00 0 3L 0
0O 6 0-3L 0 01 0 -6 0-3L 0 0
0O 0 0 O 0 0 i 0 0 0 O 0 0
0 -3L 0 212 O 0 | 0 3LO0 B 0 0
|
3L 0 0 0 212 0O !-3L 0 0 0 B 0
|
2 2
o o oo o i o 00 0o o -3
M :ﬂ ________________________g___:_ _________________________ 2_ —
1’6 0 0 O -3L 0 ! 6 0 0 0 -3L O
o -6 03 0 01! 0 6 03 0 0
o 0 0 0 O 01 0 00 0 O 0
0 -3L. 0 L2 0 0 | 0 3L0 2 O 0
3L 0 0 0 2 0 -3L 0 0 o0 2E 0
2 1 2
o 0 0o o o -1 9 00 o o
L 2 | 2 |
[4.69]
Por otra parte, si se toma el valor teérico
Le =1y +1,.=21,
de [4.24] se desprende que
21,
s==—Y =2 [4.70]
I,
y la matriz anterior quedara, definitivamente, &fokma
6 0 O O 3 O0!-6 0 0 0 3L O]
O 6 0-3L 0 0! 0 -6 0-3L 0 O
o 00 0 O 0! 0 O0O0OUO O O
0 -3L 0 212 0 010 3L0 E 0 0
3L 0 0 0 226 0 -3L 0 0 0 B 0
0O 0 0 0O O tB} 0O O O O 0 -tk
m=2f 2 92 92 9 9 1= S R . @71
(-6 0 0 O -3L 0! 6 0 0 O -3L O
0O -6 0 3L O 01 0 6 0 3L 0 0
O 0 0 0 O 01 0 00 0 O 0
0 -3L 0 2 O 0 i 0 3L 0 28 O 0
3L 0 0 0O B 0 {-3L 0 O O 286 O
|
|0 0 0 O 0 -tB! 0O 0 0O 0 O t&]

4.2.5.- Matriz de Rigidez para barra pertenecientea un emparrillado.- Puesto

gue en este tipo de estructuras no aparece eln@rfBA, correspondiente a la rigidez axial
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-como puede observarse en la matriz expresada. E9|{8 matriz correspondiente al mé-

todo que aqui se propone es la misma que la delddéfradicional.

4.2.6 Matriz de Rigidez de la barra inelongable paxr estructuras de barras co-

planarias.- De forma similar a como se procedio en el epigBafe5, eliminando las fi-

las/columnas 3, 4 y 5 de cada una de las submatridecadas en [4.67] se tiene

" 6i 0 -3iL, | —6i 0 -3iL

2r y 2r y

M; =22 0 6i  3iL, | My==| 0 -6 3iL,

13 5 L3 )
_—3|Ly 3|LX 2iL | 3|Ly —3le iL

[4.72]

2r -61 0 3|Ly . 6i 0 3|Ly

Mji :F 0 -6i —3iLX ij :—3 0 6i —3iLX

8iLy BiLy, iL? 3Ly, BiLy 2iL2

Pero recordando los valores de i y de r dados 20]4 [4.30], respectivamente, y
extrayendo factores comunes, las submatrices ardgsrijue conforman la matriz de rigidez

de la barra inelongable en el espacio de dos dioeessera

(2 0 -Li-2 0 -]
0 2 Li!0 -2 L
|
2 2
B T A
6r Y 317 3
Q= [, R, _ [4.73]
L3 -2 0 Ly 12 0 Ly
|
0 -2 -Li0 2 -L
I
L2 | 212
-L, L — 'L -1 _—
A T kO

matriz que, por contar exclusivamente con térmde§flexion, llamaremos en adelante Ma-
triz de Rigidez a la Flexion en coordenadas glahatélida para cualquier direccion de la

barra en el plano de la estructura y en dondesg@oparalelos los ejes Z 'y Z’, el pardmetro

I vale

-__El. _ El
C(El), (EL,

[4.74]

" Obsérvese la simplicidad de las submatrices frestes homélogas del Método Tradicional dadas €1]3
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La expresion dada en [4.73] puede simplificarse mas volviendo a introducir en
ella la condicion de inelongabilidad, que parasgageio bidimensional, como se sabe, se
transforma en

(U —y)cos XX+ (v —y)cosYX'= C
y eliminando @i-u;) en funcion de\-v;) y viceversa, se obtienen, respectivamente, las ex

presiones siguientes

[ I b r | -
| |
0o 2 1, i 0 2+ 2 0 L, i 2 0 -1,
X | X 1
| L | L
0 2 L 1o 2L 220 Loi2x 0 L
! Ly } Ly
Coat TSRS
v =8 0 L, 3 | 0 L 3| wm=8_ L 3L, 3
o [ - _T ”””””””” | T T T
L w L ‘
0 2 L, | 0 2 L 2 0Lz 0L
* i x 2 0 L } PR
X [y 'S -
0 2 40 2 L L, AL L
i 2 2 2 2
0 [ 0 > 2L’ L g Ly 4 2t
L, 3 ! L, 3 | L Ly 3L 3 ]
Barra inclinada u horizontal Barra inclinada o vertical

[4.75]

la primera de ellas no valida para barras verticplees, como se puede observar, existirian
valores nulos en los denominadores, y la segundalida para barras horizontales por las

mismas razones y que presentan la ventaja de paeserios 12 de sus 36 elementos, aun-
gue pierden su simetria.

Ademas de esto, si ambos extremos de la barrdeim@n nudos pertenecientes a
extremos de soportes con continuidad hasta ciméntdo que suele ocurrir en estructuras
de edificacion, los desplazamientos verticalesmdeas extremos de barra seran nulos, por
lo que [4.73] puede simplificarse para este tipdaeas haciendo nulas las columnas aso-
ciadas a este corrimiento, esto es la segundagyitda, por lo que, entonces quedard, en

forma general:

2 0 -L,1-2 0 -L,

I
0 0 L!0 0 L

|
2 2
67 -L, O &:Ly 0 L

k=81 3 33 [4.76]

Bl =2 0L 2 0 L
0 0 -L 0 0 -L

|
L2 212
L, 0 — 'L, 0 2=
L 3 17 3 ]

valida para toda barra que cumpla dichas condisioimelependientemente de su orienta-

cion.
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4.2.7.- Matriz de Rigidez de la barra inelongable gra entramados planos. Tal y

como se expuso en el epigrafe 3.1.6, entendemosnp@mado plano aquellas estructuras
de barras contenidas en un mismo plano unidasarfggdte en sus extremos y en las cuales
las direcciones de dichas barras son, exclusivanbaotizontales (vigas) o verticales (pila-
res), estos ultimos con continuidad o sin elladnaghentacion. De acuerdo con esto, para
las vigas se cumplen qugd0 y Li=L y para los pilares =0 y Ly=L, por lo que introdu-

ciendo estos valores en las ecuaciones [4.75hskede

_ | B r I )
o 0o o0l 0 o0 o0 2 0 4l 2 0 -
| |
1 1 4.77
o 2 L!o =2 0O 0 0! o0 o0 O [ ]
| |
2 | 2 2 | 2
0 L 2Lt o L L L oo 2y o b
_6r 3 1 3 _6r 3 1 3
v\ga_F 777777777777777 } 777777777777777 Mpﬂar _F 777777777777777 } 777777777777777
o 0o o0}l 0 o0 0 2 0 LI 2 o0 L
| |
| |
o =2 Llo 2 1 0o o 0 o0 o0
| |
2 } 2 2 } 2
o L Lilo 1 ZE L o i1 o 2
L 3 3] L 3 3]

Si, por ultimo, los pilares tienen continuidad hasimentacion, serén nulos los des-
plazamientos verticales de los nudos, por tantalgueliminarse las filas/columnas segun-

da y quinta asociadas a tales corrimientos, couéolas anteriores quedaran en la forma

_ | _ _ | i
o 0o o0l 0 o0 o0 2 0 4l 2 0 -
| |
1 1 4.78
0 0 L' o 0 L 0 0 0! o 0 0 [ ]
| |
2 | 2 2 | 2
0 0 Ql 0 0 L -L 0 Ql L 0 L
61 3 1 3 6r 3 1 3
M =2 e M =] ————— 2 o m e
viga L3 } pilar L3 }
0 0 01 0 0 0 2 0 L1 2 0 L
| |
| |
0 0 o 0 L 0o o 0 o0 o0
| |
2 } 2 2 } 2
0 o L I 0 o 2L L o L L o 2L
L 3 | 3 L 3 | 3]

mas simples que sus homologas del Método Clasiees pn éste no pueden eliminarse los

desplazamientos verticales debido a la elongalili#alas barras.

4.3.- Matriz de conversion de la barra inelongablespacial De acuerdo con lo

expuesto en el epigrafe 3.2, para dar por concleidiilculo de una estructura es preciso
determinar las solicitaciones de extremo de cadadenlas barras que la conforman. Nece-

sitamos, pues, las matrices de conversion que ropige la hipotesis de inelongabilidad
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gue hemos adoptado. Para ello sera suficientediuntioesta condicion en la matriz de con-
version ya determinada en dicho apartado para &ldoénatricial tradicional. Desarrollan-
do, pues, la primera ecuacion de [3.24], tomanda K&"" la matriz dada por [3.28], que

corresponde al axil en el extremo i, se tendra

X = %[COSXX'(Ui -u; )+ cosYX'(y -y )+ cosZX'w -w } [4.79]

pero la expresion entre corchetes es nula, puesamente no es mas que la condicion de
inelongabilidad dada por [4.10], por lo que la comgnte en la direccién axial sera nula
cualesquiera que sean los valores de las compandateorrimiento. Por la misma razon
sera también idénticamente nula la expresion detlakextremo j de la barra genérica. La
matriz de conversién para la barra inelongablestipuies, nulas la primera y séptima filas,
lo que, de igual forma que en la matriz de rigigemite sacar factores comunes al haber
desaparecido los términos en EA. Introduciendmrergs, la normalizacion dada por [4.30]
y los cambios de variable dados por [4.20], [424%.26], la matriz de conversion para

toda barra inelongable adquiere la forma

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o
6icosXY' 6icosYY' 6icosZy' 3iLcosXZ' 3iLcosYZ' 3iLcosZZ'l —-6icosXY' —6icosYY' —6icosZY' 3iLceXZ' 3iLcosYZ' 3iLcosZZ'
6coSXZ' ~ 6cosYZ'  6cosZZ' - 3LcosXY' - 3LcosYY' - 3LcosZY! - 6cosXZ -6cosYZ' -6coszZ' -3LcosXY' ~ -3LcosYY' -3LcosZY'

0 0 0 Stz gosxxt S'iZcosyx' 32 coszx 0 0 0 -2 cosxx'-2' 2 cosyx -3 2coszx:

2 2 2 2 2 2
-3LcosXZ' -3LcosYZ' -3Lcoszz' 2 cosXY' A& cosYY' A coszY' 3bsXZ' 3LcosYZ'  3LcosZZ' B cosXY' 2 cosyy' [
Mcony - 21| 3iLcOSXY" 3iLoosYY' 3ilcosZy' 2ifcosxz' 2i cosyz'  2if coBZ' | -3iLcosXY' -3iLcosYY' -3iLcosZY il%cosxz'  il%cosyZ' il%coszz'
13 0 0 0 0 0 ) 0 0 0 0 0 0
—-6icosXY' -6icosYY' -6icosZY' - 3iLcosXZ' - 3iLcosYZ' - 3iLcosZZ' 6icosXY' 6icos Y’ 6icoszY"' —-3iLcosXZ' -3iLcosYZ' - 3ilLcosZzZ'
-6c0sXZ' -6c0SYZ' - 6cosZZ'  3LcosXY' 3Lcos YY" 3LcoszY’ 6c0SXZ  6c0SYZ' 6coszz’ 3LcosXY' 3LcosY' 3LcoszY’

0 0 0 —%t 12 cosXX' —%‘ 12 cos YX' —%IB cosZX' 0 0 0 %‘ 2 cosxx' 321 £ cosYX' %‘LZcosZX'
-3LcosXZ' -3LcosYZ' - 3LcosZZ' £ cosXY' 2 cosYY' % coszy'| 3LcoX 3LcosYZ'  3Lcoszz' 2B cosxy' 2R esYY'  2L2coszY’

|3iLcosXY' 3iLcosYY' 3iLcoszY' il2cosXz'  il2cosYZ'  il®cosZZ' |-3iLcosXY' -3iLcosYY' -3iLcosZY' 2il? ceXZ' 2il?cosYZ' 2il?cosZZ’|

Pero, de forma analoga a como se procedio patetéaminacion de las submatrices
de rigidez, la expresion de la Matriz de ConvergB80] puede expresarse de forma mas
compacta valiéndonos de dichas submatrices, dadds39] y siguientes. En efecto, puesto
que la Matriz de Conversion es aquélla que perptitener las componentes de fuerzas
generalizadas de extremo referidas al sistema lesab es, las solicitaciones- en funcion
del vector de corrimientos de extremo referidosadfes globales, puede escribirse, premul-

tiplicando la ecuacion [4.43] p&', transpuesta de la matriz de rotacion que
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R's =g =R M¢+R Mg

R's =g =R M ¢+R Mg
por lo que bastara con premultiplicar las submesride rigidez por dicha matiZ’ para

[4.81]

obtener las cuatro submatrices que conformaranaaidde Conversion buscada. Sustitu-
yendo, puesR" por su valor dado en [3.4] y las submatrices dgder a la Flexotorsion

dadas [4.39] y siguientes se tiene

conv —
Mo =

0
0
6(iy"y +272) i
;(() 2r| ————--—--2- } 7777777777777777777 N [482]
y l
z

_ | _
o | O
|
|
6iy | 3iLz
|
|
|
o 6z | -3Ly
YERRE:| I [4.83]
0 }S—sz
! 2
|
-3Lz | 2%y
|
|
|
3iLy | 2iL2z
L \ J

puesto que el producto de cualquier vector klay(0 z) por el vector columna formado por
el transpuesto de cada uno de los otros dos esmidatras que el producto de cualquiera
de ellos por el transpuesto de €l mismo es la dnida

Procediendo de la misma forma para los demés ptasintatriciales de [4.81]:

0
0

| i 3L(iy z- 7 y)

2 AN T [4.84]
|z

conv —
M o =
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x !0
yio0 . ‘ :
\ -6(iyy+2"2) | -3L(iy z-7 y)
conv — 2102[’7 77777777777 i\ 777777777777777777777 - 485
e I v ey d 1 stl? . [ . ]
01 x|B|3L(z7y-y2) 1 —=—X x+L2( 7 z+ ¥ )
Oiy | 2
0}z
1 0]
0
i 6(iy'y+z"z) | -3L(iy z-7 y)
g < | 20| 21] 222 b - 14.86]
J 01 x| -3L(iz'y-y2) | TxTx+2L2(i Fz+yy)
Oiy !
101 2]

y operando, se tendra para cada uno de ellos asadtices correspondientes. Estas cuatro

submatrices conforman la siguiente Matriz de Caosiver

|
0 o ! o0 0
|
|
6iy 3iLz 3 -6iy 3iLz
|
6z -3Ly | -6z -3Ly
|
o Stext o -Shey
2 | 2
-3Lz 2%y | 3Lz L’y
|
|
3iLy 2il%z 1 BiLy L%z
men= 21 DD T S [4.87]
Lo 0o I 0 0
|
|
-6iy  -3iLz | 6iy =3iLz
|
|
-6z 3Ly i 6z 3Ly
|
o Stk o Shey
2 2
|
-3Lz L’y | 3Lz 2Ll%y
|
|
3iLy L’z | BiLy 2iL’z
L I i

gue es la homodloga a la [3.27] del Método Clasi@ sustitucion en ésta de los cosenos
directores nos dard, evidentemente, la exprddi@0].

Como puede observarse, si se intenta obtener lastaanones axiles de la barra
postmultiplicando la matriz de conversi®H°"™ por el vector de corrimientos, el valor de
estos axiles siempre saldra nulo debido a la pramidicién de inelongabilidad. Como con-
secuencia de la introduccion de dicha condicioresélierzo axil quedé eliminado, por lo
gue en el sistema local esta componente no exis&ntras que en el sistema global las

componentes de fuerza corresponden exclusivaraesukcitaciones de cortante.
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Excepto para la determinacion de los axiles, laimée conversiom " [4.87] es
perfectamente valida para el calculo del restootieiaciones de extremo. Pero la determi-
nacion del valor de los axiles es imprescindiblar, Ip que habra de efectuarse por otros
procedimientos que mas adelante se detallaran.

Por otra parte, por ser nulas las filas primesgpgtima de la matriz de conversion
deducida, pueden eliminarse estas filas, quedah8d@][reducida a una matriz de 10x12,
gue nos servira para determinar los valores deuaso componentes de cortantes y las seis
de momentos de los extremos en funcién de las coempes de corrimiento de dichos ex-

tremos de barra, con lo que se tendra:

_ | -
6iy 3iLz | —6iy 3iLz
|
|
|
6z -3Ly | -6z -3Ly
|
|
|
o Sex i oo -Shey
2 ! 2
|
-3Lz 212y | 3Lz L2y
|
|
|
o 3iLy 2iL?z | BiLy iL?%z
M conv = F —— i ************** - [4.88]
-6iy  -3iLz | 6iy -3iLz
|
|
|
-6z 3Ly | 6z 3Ly
|
|
|
o Sk o Sy
2 ! 2
|
-3Lz L’y | 3Lz 212y
|
|
|
3iLy iL2z | BiLy 2iL?%z
L | J

cuyo desarrollo es

[ BicosXY' 6icosYY' 6icoszY' 3iLcosXZ' 3iLcosYZ' 3iLcosZZ'l -BicosXY' -6icosYY' -6icoszZY' 3iLceXZ' 3iLcosYZ' 3iLcoszz' |
6c0SXZ'  6c0SYZ'  6c0sZZ' - 3LcosXY' - 3LcosYY' - 3LcOSZY! - 6coSXZ -6cosYZ'  -6c0sZZ' - 3LcosXY' - 3lasYY'  -3LcosZY’
0 0 0 SEIL2 CosXX' ithz cosYX' 321@ cosZX' 0 0 0 —%I 2 cosXX'—%t 2 cosYX —%ILZCOSZX'
-3LcosXZ' -3LcosYZ' -3LcoszZ' 2 cosXY' 2 cosYY' A coszY! 3bsXZ'  3LcosYZ'  3LcoszzZ' 2 cosxy’ BeosYY' L2cosZY’
M cony - 27| 3iLcosXY" 3iLcosYY' SiLcosZY’ 2il? cosXZ'  2i? cosYZ'  2i2 cosZZ'| - 3iLcasY' -BiLcosYY' -3iLcoszY' il%cosXZ'  iL%cosYZ'  iLZcoszZ'
_|_3 —6icosXY' -6icosYY' —-6icosZY' - 3iLcosXZ' - 3iLcosYZ' - 3iLcosZZ' 6icosXY' GicosYY"' 6icosZY' - 3iLcosXZ' - 3ilcosYZ' -3ilLcoszZ'
-6cosXZ' -6cosYZ' - 6cosZZ' 3LcosXY"* 3LcosYY' 3LcosZY" 6cosXZ 6cosYZ' 6cosZZ' 3LcosXY' 3LcosY" 3LcosZY*
0 0 0 —% 12 cos XX —i;l.zcosYX' —%’LZ cosZx]1 0 0 0 %t 2 cosxx’ 32‘ 2 cosyx izﬁ.zcoszX'
-3LcosXZ' -3Lcos¥' -3LcoszZ' 2 cosXY' 12 cos YY" 2 coszY' | 3LcosXZ' 1BosYZ' ~3Lcoszz' 2B cosXY' 2 cosYY' 2R coszY'
|3iLcosXY' 3iLcosYY' 3iLcoszY' il2cosXZ'  il2cosYZ'  il2coszz' | -3iLcosXY' -3ilLcosYY' -3iLcosZY' 2i2cosXZ'  2il%cosYZ'  2il2cosZZ'|

es decir, la misma [4.80] sin las filas nulas.

4.3.1.- .- Matriz de Conversidon para una barra corun eje principal de inercia

horizontal. Consideraremos que el eje principal de inercidzbotal es el Y', es decir, el
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paralelo al plano global XY. Para este caso, intceehdo en [4.89] la condicion [3.13] de

horizontalidad del eje local Y' (cosZY'=0) queda

[ BicosXY' 6icosYY' 0 3iLcosXZ' 3iLcosYZ' 3iLcosZZ'! - 6icosXY -GicosYY' 0 3iLcosXZ' 3iLcosYZ' BLcoszz'
6cosXZ' 6cosYZ' 6cosZZ' - 3LcosXY' - 3LcosYY' 0 - 6cosXZ' - 6cosYZ-6cosZZ' -3LcosXY' - 3LcosYY' 0
0 0 0 %ILZ cosXX' %ILZCOSYX' %choszx 0 0 0 —%I B cosXX' —321 B cosYX' —321 2 coszX
-3LcosXZ' -3LcosYZ' -3Lcoszz' & cosXY' A cosYY' 0 3LcosXZ'  8bsYZ' 3Lcoszz' B cosXY' 2 cosyy 0
M conv = 2r|3iLcosXY' 3iLcosYY' 0 2i12 cosXZ' 2i12 cosYZ' 2i coszz'! - 3iLceXY' -3iLcosYY' 0 iL2cosXZ' il2cosYZ' iLl2 coszz'
- 13| -6icosXY' -6icosYY' 0 —3iLcosXZ' - 3iLcosYZ' - 3iLcosZZ' 6icosXY  6icosYY' 0 —3iLcosXZ' -3iLcosYZ' - BLcosZZ'
-6cosXZ' -6cosYZ' - 6coszZZ' 3Lcos XY’ 3LcosYY' 0 6cosXZ' 6cos'YZ 6cosZZ'  3LcosXY' 3LcosYY' 0
0 0 0 —%‘ 2 cos XX —%tl_zcosYX' —%‘LZ cosZx! 0 0 0 %‘ 2 cosxx’ izt 2 cosYx %ﬁ_zcoszX'
-3LcosXZ' -3LcosYZ' - 3Lcoszz' £ cosXY' 2 cosYY' 0 3LcosXz'  3Ls¥Z' 3Lcoszz' 2B cosXY' 2B cosYY' 0
[3iLcosXY' 3iLcosYY' 0 il2cosXz'  il2cosYZ'  il2cosZZ' |- 3iLcosXY' - 3iLcosYY' 0 2il2cosXz'  2il2cosYZ'  2il2 coszZ'|

[4.90]

aplicable a toda barra cuyo eje principal de ire¥tisea paralelo al plano coordenado glo-

bal XY.

4.3.2.- Matriz de Conversion para barra con eje pricipal de inercia y directriz

horizontales Analogamente, introduciendo en [4.90] las condie®[3.15] se tendra

[ BicosXY' 6icosYY' 0 0 0 3iLl - 6icosXY' - 6icosYY' O 0 0 3iL
0 0 6  -3LcosXY' -3LcosYY' 0 0 0 -6 - 3LcosXY' - 3LcosYY' O
0 0 0 %chosxx ithz cosYX' 0 0 0 0 —%‘ 2 cusx><'—32t g cosYX' 0
0 0 -3L  2l2cosXY' 212 cosYY' 0 0 0 3L 2 cosXY' 2 co¥y’ 0
Mconv_zf 3iLcosXY' 3iLcosYY' 0 0 0 2i2 | - 3iLcosXY' - 3iLcosYY' 0 0 0 13
viga ~ -6icosXY' -6icosYY' O 0 0 - 3iL!  6icosXY' GicosYY' 0O 0 0 -3iL
0 0 -6 3LcosXY' 3LcosYY' 0 0 0 6  3LcosXY' 3LcosYY' 0
0 0 0 —%‘ 12 cos XX' —321 12cosYX' 0 0 0 0 %1 2 cosxX' 32[ 2 cosyX' 0
0 0 -3L  L2cosXY' 2cosYY! 0 0 0 3L 22 cosXY' 28 cosYY' 0O
|3iLcosXY' 3iLcosYY' 0 0 0 il2 | -3iLcosXY' -3iLcosYY 0 0 0 2iL2_

[4.91]

4.3.3.- Matriz de _Conversion para una barra verticd Por altimo, a partir de la

matriz [4.89] se puede deducir la matriz de congarpara una barra de directriz vertical y

direccién arbitraria de los otros dos ejes localaanas que introducir en ella las condicio-

nes de verticalidad dadas por [3.17], con lo quabsiene

[ 6icosXY' 6icosYY' 0 3iLcosXZ' 3ilLcosYZ' 0 - 6icosXY' - 6icosYY O 3iLcosXZ' 3iLcosYZ' ]
6cosXZ'  6cosYZ' 0 - 3LcosXY' - 3LcosYY' 0 | - 6cosXZ' - 6cosYZ' O 3lso6Y' -3LcosYY'
0 0 0 0 0 %I 2 0 0 0 0 0 f%t 2
-3LcosXZ' -3LcosYZ' O 22cosXY' 2l2cosYY' 0 3LcosXZ'  3LcosYZ' 0 % cosXY' % cosYY' 0
conv _ 2r|3iLcosXY' BiLcosYY' 0 2il?cosXZ' 2il2 cosYZ' 0 |- 3iLcosXY' - 3iLesYY' 0 il?cosXZ' il2cosYZ' 0
pilar = 3| _gicosXY' -6icosYY' 0 -3iLcosXZ' - 3iLcosYZ' O 6icosXY'  6icosYY 0 -3iLcosXZ' -3iLcosYZ' -3iLcosZZ|
-6cosXZ' -6cosYZ' 0 3LcosXY' 3LcosYY' 0 6cosXZ' 6cosYZ' 0 3IsxY'  3LcosYY' 0
0 0 0 0 0 St 0 0 0 0 0 stp
2 2
-3LcosXZ' -3LcosYZ' 0 B cosXY' B cosyY' 0 3LcosXZ'  3LcosYZ' 0 2cosXY' 22cosYY' 0
|3iLcosXY' 3iLcosYY' 0 il%cosXz' il?cosYZ' 0 |-3iLcosXY' - 3iLcosYY' 0 2i& cosXxZ' 2i% cosYZ o |
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4.3.4.- Matriz de _Conversion para estructuras de lraas coplanarias- A partir

de la matriz dada por [4.91] se puede deducir largebarra perteneciente a una estructura
coplanaria sin mas que eliminar de ella las fil@saspondientes a los cortantes en el eje Z
(flas 2 y 7) y alos momentos en X e Y (filas 384y 9) y las columnas correspondientes a
los corrimientos asociados (3, 4, 5, 9,10 y 11¢daundo

BicosXY' 6icosYY' 3iL ! -6icosXY' ~-6icosYY' 3iL

|
27| 3iLcosXY' 3iLcosYY' 2il2 ! -3iLcosXY' -3iLcosYY' il?
MCOHV
= | e
13| -6icosXY' -6icosYY' -3iL! 6icosXY' 6icosYY' - 3i

3iLcosXY' 3iLcosYY' il? | -3iLcosXY' -3iLcosYY' 2il2

y extrayendo factores comunes y teniendo en cuadémas, [4.51], [4.52] y [4.74], se ten-

drd, finalmente

R
|
212 | L2
Man 67 2 g by e 5 [4.93]
Bl2y, 2L 2L 2L
L L L L
L2 212
e A T e

valida para toda barra perteneciente a una estaudti elementos coplanarios. Véanse las

diferencias respecto a su homoéloga [3.33] del M&fcdicional.

4.3.5.- Matriz de_Conversion para _entramados planos Es interesante, por su

simplicidad, particularizar la anterior matriz patiaecciones horizontales y verticales del
eje de la viga, pues son las disposiciones habiuah las estructuras de edificacion. Para
las primeras es nulo el valor d¢ ¥, ademas, se cumple qug=L; para las segundas es

nulo el de L y, reciprocamente,yEL, con lo que se obtienen las matrices de conwersi

siguientes
(2 L 3—2 L 2 L 32 L
61| - 2751_" I;; 1| - %‘L %
MCVC‘)S;:F R R M S BN R e S [4.94]
| |
Lo e Loe e
L 3 1 3 L 31 3]

de forma que las solicitaciones vendran expresaniés forma
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2 L =2 L 2 L !l2 L
Q 1, 22 | e v Q 1y o2 | Lo Ui
Milo_eri” 3 C 3 gnl Mo _er o 3. 3|%|  [4.95]
Q 3|-2 -L | 2 -L ||y Q 3] 2 -L 3—2 -L ||y '
Mj viga L E i_L 27"2 7 Mj pilar €1 E i|_ E 7]
L 3 | 3 L 3| 3

donde Q y M son, respectivamente, los cortanteogmmentos de extremo. En la anterior
expresion puede observarse que las solicitacioedasdvigas no dependen de los despla-
zamientos horizontales de sus extremos y que,roagmente, las de los pilares no depen-
den de los desplazamientos verticales, consecueattiaal de la condicion de inelongabili-
dad impuesta.

Por ultimo, puesto que suele ser bastante haljtialos pilares en edificacién ten-
gan continuidad hasta cimentacion, serian nuloslésplazamientos verticales y el célculo

de solicitaciones de las vigas sufre una nuevalsioagion, quedando reducido, pues, a

L L
Q 2121 L2
. | TA | T~ .
Ml _6rf 3 | 3|7 [4.96]
Q Bl -L | -L ||n
|
I lviga E i 27L2
L 3 1 3]

solicitaciones que vienen dadas en funcién exdudeslos giros de sus extremos. Las con-
figuraciones anteriores de la Matriz de Convergidaden compararse con sus homélogas
del Método Clasico dadas en [3.36] y [3.37].
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CAPITULO 5

HERRAMIENTAS DEL METODO (I1):
BARRA BAJO CONDICIONES DE DIAFRAGMA RIGIDO

OBJETIVO:

De forma anéloga a todo lo expuesto en el capituiterior, en el que se contem-

plaba la hipotesis de inelongabilidad de los eletosmue conforma una estructura, en €
capitulo se pretende deducir la matriz de rigidezuda barra contenida en un plano cuy

caracteristicas constructivas permiten suponerhtefiormable en si mismo, esto es, la g

ste
as

on-

sideracion de diafragma rigido, generalmente addptgoues si importantes ventajas pre-

senta la consideracion de inelongabilidad, coma@@@ent6 en dicho capitulo, es de es

rar que la adopcion de la hipotesis de diafragmgidd conlleve un mayor grado de

simplicidad, toda vez que, mientras que alli sertedie un solo grado de libertad, aqui se

coartan tres. item mas: mientras que la hipétesisrelongabilidad se adopta, no porq
la modelizacién se considere mas acertada, sinolg@wrentajas operativas que ello ca

[

pe-

e

n-

lleva sin menoscabo de la validez de los resultadosonsideracion de diafragma rigido se

manifiesta, si no como imprescindible desde el @u# vista de la modelizacion, si

menos como aconsejable, sobre todo en andlisidcylo de las estructuras de edificacipn

mas habituales.

CONTENIDO:

Una vez deducidas las ecuaciones que describerelasiones existentes entre las

incognitas de corrimiento como consecuencia dagathsis de diafragma rigido adoptad

se introducen estas relaciones en las matricesigidez del Método Clasico, del mismo

modo que se procedié con la condicion de inelorighaal, obteniéndose de esta forma
correspondientes matrices de rigidez y de conversibcoordenadas globales de una ba
genérica bajo dichas condiciones cinematicas déaligna rigido. A partir de éstas se d

ducen las matrices de rigidez y de conversion pasaasos particulares mas frecuentes

*kkkk

al

a,

as
rra

e-
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5.1.- Ecuaciones de restriccion de una barra embelta en un diafragma rigida-

De forma similar a la condicion de inelongabilidetbptada para las barras pertenecientes a
una estructura genérica, plana o espacial, endleipa constructiva existen situaciones en
las que puede considerarse que es nula, no sokamaedéformacion axil, sino, ademas, la
deformacion por flexibn de ambos extremos en untsi@lanos principales de su seccién
transversal. Esta situacion se presenta principabren las barras embebidas en forjados de
edificaciébn que cumplen la hip6tesis de diafragigalo. Se considera que un plano satisfa-
ce la hipétesis de diafragma rigido cuando se puedsiderar indeformable en su mismo
plano, pero deformable en una direccién perperali@llmismo. Dada su elevada frecuen-
cia, se considera muy conveniente la determinad@la matriz de una barra con estas es-
peciales circunstancias.

Llamamos Ecuaciones de Restriccion de una barr&leod en un diafragma rigido
o, sencillamente, Ecuaciones de Diafragma Rigidm@ellas expresiones que describen
algebraicamente la condicion de inelongabilidadsyde inflexibilidad transversal en ambos
extremos dentro del diafragma, esto es, aquellasagaguran que la proyecciéon de su de-
formada sobre dicho plano rigido sera una linet@rgae la misma longitud que la barra
tenia en su configuracion inicial.

Sea, pues, un sistema estructural espacial forpadbarras rigidamente unidas en
sus extremos en el cual existen un subconjunto Rudes contenidos en un plano rigido de
orientacion arbitraria en el espacio que satisfacendicion de diafragma rigido, y d€da
matriz de rigidez reducida del sistema estructesglacial obtenida por el Método Directo
de la Rigidez utilizando la matriz de barra tramf@l dada por [3.12]. Si esta estructura esta
sometida al vector de acciongsdichos nudos sufriran unos corrimientos cuyaspmran-

tes estan descritas por el veatgy el sistema

Kc =p [5.1]

sera compatible y determinado. La resolucion de sistema nos devolvera en general unos
valores de corrimientos para los cuales no sefaeis las condiciones de diafragma rigido
referidas anteriormente.

Se hace necesario, pues, deducir las expresiomesaqiemplen estas circunstan-

cias, por lo que en lo que sigue se plantean laarhentas del nuevo procedimiento para
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desarrollar la matriz de rigidez de un sistema lzamas embebidas en diafragmas rigidos,

gue, como se demostrara en los Capitulos 7 y #$epta notables ventajas.

5.1.1.- Ecuacion matricial de Diafragma Rigido enaprdenadas locales Puesto

gue ya se obtuvo la ecuacion correspondiente gdadsis de inelongabilidad, sera necesa-
rio afladir a ésta las condiciones necesarias paracqnjuntamente, describan la condicién
de barra embebida en un diafragma rigido. Para @lasidérense un par de nudos cuales-
quiera pertenecientes al plano rigido signadoda®numeros de orden i-j, respectivamen-
te, unidos por una barra real o, en su defecttyalirSean X Y'Z" los ejes locales y supon-

gamos que los dos primeros definen el plano qusfaea la condicion de diafragma rigido.

Las componentes de corrimiento de estos nodosdaelercumplir las siguientes relaciones

geomeétricas, de acuerdo con el dibujo represemada Fig. 5.1

v
O
7,
i ’yi’ V]
Vi
X
; ] @
Figura 5.1
Debido a la inflexibilidad del extremo i:
,_Vi~V
Yi L
es decir
Vi'+LVi'_\/j:O [5.2]
y por la misma razén en el otro extremo, se cumple:
¥ =7 =0 [5.3]

donde

V' es la componente de desplazamiento en el eje Y.

y" es la componente de giro segun el eje Z".

L es lalongitud de la recta i-j.
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La ecuacién de inelongabilidad en locales [4uijto con las dos anteriores, se pue-
den escribir conjuntamente en la forma
D G + Dt'aj qaj =0 [5.4]

0, matricialmente
1 1 C:nl _
[Dn Dy o |=0 [5.5]
€j

gue no es mas que la ecuacion matricial que deslaribrestricciones de una barra embebi-

da en un diafragma rigido en coordenadas locadesdonde se han llamado

1 0 O -1 0 O
D,=|0 1 L| D,={0 -1 0 [5.6]
0 0 1 0O 0 -
y
u uj’
¢, =V | &=y [5.7]
y %

donde con los subindices y e se quieren representar las componentes de cantionie

maestras y esclavas, respectivamente.

5.1.2.- Ecuacion matricial de Diafragma Rigido enaprdenadas globales De-

duzcamos las ecuaciones [5.5] referidas al sistgaiel. Para ello, extrayendo de la matriz
R" (transpuesta de la matriz de rotacinexpresada en [3.4]) las filas 12, 22 y 62, que co

rresponden a los corrimientos incluidos en losorest anterioresu(, V' ,y'), la matriz re-
sultante, que signaremos CcR , gueda en la forma
x 0
T=ly O [5.8]
0 z

gue relaciona las componentes de dichos vectorelasaomponentes de corrimiento refe-

ridas al sistema global. Asi pues, puede escribirse
Gi=R'G y ¢=Rg [5.9]
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siendo, como ya se sabe,

u u,
v Vi
w W
¢=|—| y ¢=|-* [5.10]
Q; (ZJ-
b j
L7 R
Sustituyendo [5.9] en [5.4] se tendra
[0, R |6 +[ D, R | =0 [5.11]
Llamando
D,=D,R"™ y D =D,R" [5.12]
y sustituyendo aqui [5.6] y [5.8]
1 0 0Of|x O -1 0 O0|(x O
D={0 1 L||ly O y D=0 -1 0|y O [5.13]
0 0 1|0 z 0O 0 - 0 z
y operando
0 -x 0
D =y Lz y D=-y O [5.14]
0 z 0 -z
con lo que [5.11] podréa escribirse en la forma
Dic+Dg=0 [5.15]

0, matricialmente

(D D]]{z} =0 [5.16]

J

Puesto que [5.16] describe las condiciones ddaeisin de una barra perteneciente a
un diafragma rigido, en adelante le llamaremos &onas de Restriccion de Diafragma
Rigido o, abreviadamente, Ecuacién matricial ddrBjgma Rigido.
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Particionando los vectores de corrimiento [5.10Hes bloques de forma que el pri-

mero describa las componentes de desplazamieriasegundo las de giro, es decir

Z|® _|® 5.17
SRS

con
U a Y a
d=lvi| =B8] ¥y &=l §=4 [5.18]
W I3 W 4

pueden sustituirse las [5.14] y las [5.17] en [byl& ecuacion matricial de restriccion que-

dara como
x 0 5 -x 0 5
y Lz| '|+|-y o '|=0 [5.19]
0 0
0o z|-" 0o -z|-'

bien entendido que los ceros indican vectores radagruentes. Operando en la anterior se
tienen las tres ecuaciones de restriccion de urra lbanbebida en un diafragma rigido en
formato matricial referida a los ejes globales:

X(8; —9,)
y(@® -96,)+Lz6 |=0 [5.20]
2(6, -9,)

Obsérvese que la primera de [5.20] no es masageeuacion de inelongabilidad en

coordenadas globales ya deducida en [4.19]

5.1.3.- Ecuaciones de Diafragma Rigido horizontalComo suele ser habitual, so-

bre todo en edificacién, practicamente la totalidados diafragmas rigidos son horizonta-
les por lo que se hace conveniente particulariasreikpresiones [5.14] para estos casos.
Sustituyendo, pues, en [5.19] los vectores de @ssdirectores dados por [3.5] e introdu-

ciendo en ellos los valores de sus componentesgauid3.15], se tendra

COsXX cosYX 0/ 0 0 O 5 - COSXX - cosYX 0 0 O 5
cosXY cosYY Oi 0 0 L{ei} - cosXY - cosYY dI 00 Oj =0
0 0O 0j0 0 1" 0 0 dgoo0-1p"'

[5.21]
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pero segun [4.51] y [4.52], la anterior se puededformar en

L | L |
i -~ 00 0 O —i -—~ 00 0 O
L L ! L L !
L ' 0. L | o
oo bogio o L%+l = 2Ex olo 0 oY =0 [5.22]
L L 0, L L ! 0,
0 0 0,0 0 1 0 0O g0 O0-1
y extrayendo L factor comudn, queda
L L, L, 0l0 0 O 5 1—LX -L, 0l0 0 O
=l-L, L, 010 0 L? [‘}— L, -L, 010 0 O {'1:0 [5.23]
I [ L : I ei

0O 0 0,00 L 0O 0 00 O0-

con lo que, multiplicando m.a.m. por L, finalmengetendra

L L, 0/00 0] ., [-L -L, 0l0 0 O]
-L, L, 010 0 L2 {i} L, L, 010 0 © [Ol}:o [5.24]
0O 0 0/0 0 L 0O 0 00 0-U-"

y las matrices de diafragma rigido quedan en ladomas simplificada

L, L, 0!0 0 0] [(x—-x%x) (%-¥) 0!0 0 0
D;=|-L, L, 010 0 L2|=|=(y;~y) (x-%) 010 0 12| [5.25]
O 0 0,00 L|]| O 0O 000 L
y —_ —
-L, L, 0!0 0 0 -(x=x) -y -¥) 0!0 0 O
D;=|L, -L, 010 0 O[= (y,-¥%) —(x-%) 010 0 B| [5.26]
0O 0 0,00-L | O 0 000 L

donde Ik y Ly son las proyecciones de la linea pbre los ejes X e Y, respectivamente,
mientras queixx;, yi € yj son las coordenadas de los nudos i y |, respectinte.

Aunque las expresiones deducidas son mas coOmedasadejar que las generales
dadas en [5.14], aun se puede conseguir un magdogte simplicidad para ellas. En efec-
to, sustituyendo en [5.20] los vectores de cornmuepor sus valores dados en [5.18] vy el
valor de los vectores y, z, se tendra

- para la primera ecuacion

" Bien entendido que dichas proyecciones han de genisu signo correspondiente, de acuerdo coinde-d
cion ij.
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u-u
[cosXX cosYX (| v-v [=C [5.27]
W~ W
- y para la segunda
ui - Uj 0’,
[cosXY cosYY (|v-v [+J0 0 JAB|=( [5.28]
W =W K
Despejando de [5.2%]-v;, resulta
cos XX
Vi—V)=- - 5.29
(Vi =) VY. (u-y) [5.29]
sustituyendo este valor en [5.28]
cos XX
cosXY (U —u)—cosYY U-y)y+Ly=0 [5.30]
cosYX
y operando
(cosYX cosXY — cosYY cosXX ) —u } LcosYXy = | [5.31]

Pero teniendo en cuenta nuevamente los valoresdad[4.51] y [4.52], la anterior

se puede escribir en la forma

—(cog YX +cos XX)u-u)+Ly=0 [5.32]

donde L, es la proyeccion de la recta i-j sobre el eje gl@bY. Por otra parte, puesto que
segun [4.49] el paréntesis vale la unidad, muttgsido m.a.m. la anterior por menos uno,

queda

(u-uy)-L,y=0 [5.33]
0, teniendo en cuenta que
Ly =y;i-yi [5.34]

donde ye Yy son las ordenadas de los nudos iy j, respectineanpuede escribirse

(U -uw)=(y; -¥%)x =0 [5.35]
De forma similar, despejando de [5.2i] u;, resulta

_cos YX
os XX

- =- () 5.36]
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y sustituyendo este valor en [5.28]

—-cos XY cos YX Vv —-v)+cosYY{¥—y)+tLy=0 [5.37]
cos XX
operando
(—cosYX cosXY + cosYY cosXX N -V } LcosXXy = ( [5.38]
y de aqui
(cos YX +cos XX)—-v )+ Ly=0 [5.39]

donde Ik es la proyeccion del la recta i-j sobre el ejdgldX. De forma analoga a lo ante-

riormente expuesto, se tendra

(v —v)+L,y =0 [5.40]
o también

(v —w)+(x; —x) ) =0 [5.41]
donde xy X son las abscisas de los nudos i, j, respectivament

Por ultimo, la tercera ecuacion de restriccionsitgema [5.20] quedara reducida a
yi—y,=0 [5.42]

Las ecuaciones [5.33], [5.40] y [5.42] pueden esaree matricialmente en la forma

U U
Vi Vi
1000 0-L -1 0 000 O
01000 LxYVl+o—1oiooolNl:o [5.43]
ooo0o0oo0 1|9||o o doo-pg"
Bi B;
L7 L7
0 mas compactamente
G _
D Dj]M_o [5.44]

en donde las submatrices de diafragma rigido pa@se en que éste sea horizontal quedan,

pues, reducidas a las sencillas expresiones

10000-L][10000-(-y
D,=|0 1 0/0 0 L |={0 1 000 (x~x) [5.45]
00000 1 00QdO00O 1
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-1 0 0/0 0 O
D;={0 -1 0{0 0 0 [5.46]
0O 0 0,0 0 -

Comparando estas ultimas con sus equivalentes eéad&s25] y [5.26] se ve clara-
mente que, no solamente presentan mas simplicsitaal gue no sera necesaria la determi-
nacion de la matrip; para cada uno de los nudos esclavos j, ya querasma para todos
ellos, como muestra la expresion [5.46]. Sin emhaggtas matrices presentan una diferen-
cia respecto a las otras y es que, como se détatael siguiente capitulo, epigrafe 6.2.2,
aguéllas permiten el calculo directo de las sal@tnes —esto es, componentes referidas al
sistema local de cada barra- asociadas a lascoéstres impuestas, mientras que éstas de-
volveran dichas componentes, pero referidas arsstglobal. No obstante, esto no es un
inconveniente de importancia, pues el valor deatictcomponentes carece, en general, de
interés, ya que como se comentara en el epigrafecérresponden a las componentes de
solicitacién contenidas en el plano rigido (axdrtante y momento flector de eje normal a

dicho plano).

5.2.-Matriz de Rigidez de una barra embebida en urDiafragma Rigido de

orientacion arbitraria .- Procediendo de forma similar a lo expuesto eepéjrafe 4.2, y

teniendo en cuenta que entre las solicitacionettemos y las componentes de corrimien-

to se cumplen las relaciones
s =RK; R’ +RK/R'¢ y s =RK' R'c +RK' R'c [5.47]
y llamando
Ki=RK{RT K;=RK/RT K;=RK;R T K;=RK;R T [5.48]
las ecuaciones [5.47] se podran expresar como
s =Kig+Ki¢ vy $ =K c +tK [5.49]

donde los vectoresdescriben las componentes de solicitacion de rextren coordenadas
globales. Particionemos las matrices y vectoreslirtvados en las anteriores ecuaciones de

la siguiente forma para facilitar las operaciones:

1°.- Submatrices de rigidez:
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ETA 0 0 1 0 0 0
|
o  12Ek o | o o OEk
13 | L2
|
0 o 1By | -GEy B I CT
] 3 | 2
Ki=| 2 0 R M [5.50]
0 0 o | T* 0 0 C| F
|
-6Ely | 4Ely
0 2z | L 0
|
o SEE o | o T
L2 \ L
—EA 0 o o 0 0
L |
o "12Ek o | o 6EL
L3 | L?
-12El, | -6El, Rl CT
, | oo 0 Rt 2 0 B | C
Kij -l---—- tgn T T = ___:___ [551]
0 0 o == 0 0 -C | H
|
6Ely | 2Ely
0 0 i -
0 —6Ely o ! o 2Bk
B L2 \ L

donde las lineas internas de las matrices desarlaeamente el valor de los respectivos

bloques de la particion efectuada.

2°.- Transpuesta de la matriz de rotaci&sta tiene el desarrollo

cos XX cosYX cosZX| 0 0 0
cosXY' cosYY cosZY } 0 0 0 ﬁ 0
RT - cosXZ cosYZ cosZZ! 0 0 0 N [5 52]

|

|
7777777777777 ‘7777777777777 = p—
0 0 0 | cosXX cosYX cosZX 0 : R

0 0 0 }cosXY cosYY cosZY| |

0 0 0 | cosXZ cosYZ cos

donde el cero en negrita representa la matrizaeildx3 y, dado que cada una de la filas de

R corresponde a los cosenos directores de losagjakes, podra escribirse

X
R=|y| y R =[x y" 7] [5.53]
z

3°.-Vector de solicitaciones! vector de solicitaciones se particiona en damjues,

de forma que el primero describe las solicitaciafe$uerza y el segundo las de momentos,

s {fi } [5.54]

esto es
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Sustituyendo en [5.47] los valores dados por [5[5752], [5.54] y se tendra

Y S I A H

Desarrollando los productos matriciales indicadastreduciendo los valores dados
por [5.50], [5.51] y la transpuesta de [5.52] caréd

SR 4 L e S

gue constituye dos bloques de ecuaciones en lagriias de los vectores de corrimiento.
Desarrollemos cada una de las ecuaciones mats@ateriores:

1°.- Ecuaciones de fuerza.-

f,=R (BR® +C'RO, -BR +C'RE) [5.57]

y extrayendo factores comunes

f, =R [BR( ~5)+C"R@ +9)]

Sustituyendo aqui el valor de dado por [5.53]

X X
f,=R {Bly[(8 -8)+CT|y [(@ +§) [5.58]
_Z _Z
operando
[ X(3; —9;) [ x(6 +0)
f=R {B|y(® -8)[+CT|y(@ +8) [5.59]
2(3,-8,) |  |z(6 +9)

pero de la ecuacion matricial [5.20] se desprene g

x(d,-8,)=0 y® -9)=-Lz@ z§ =26 [5.60]

por lo que, sustituyendo, la ecuacién anterior gtéededucida a
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0 X(0; +0;)
f,=R {B| -Lz0 |+CT|y(0 +6) [5.61]
Z(ﬁi _61') 226,

Sustituyendo las matric&®y C" por sus expresiones respectivas dadas por [5.50]

- ° 0 0 0o o0 o || X(8; +6;)
fi :§T 0 12LE3IZI 0 _LZGi +lo 0 622‘ y(ﬂ, +0]) [562]
o o 12% (6 -9;) | |, —GL'i'y' 0 220
operando dentro de la llave
0 0
=R oL12Ele |4 2Bk [5.63]
L3 | L2 |
12El, -6EL,
—=y(6 +6
3 E y(8 J)_
y sacando factor comun el escalar
2EI 0
fi = YR’ 0 [5.64]

62(8; _61)_3Ly(ﬂi +(')] )

expresion en la que es de observar como, de foimikaisa la desaparicion de la rigidez
axial EA gue se produjo al introducir la condicida inelongabilidad en la deduccion de la
matriz de la barra inelongable, aqui desaparedenitdneamente, tanto ésta como la co-

rrespondiente a la rigidez a la flexion transveEda] como era de prever.

Reescribiendo la ecuacién anterior y sustituyeﬁaopor su valor dado en [5.53]

0 0
6i_6'
f, = 2El, [xT T Z]lo o {( J)} [5.65]
(0, +0;)
6z -3L
operando
2El, -9;)
f,=""Y[62"z Lz :
[62 -3 zy][(9 9)} [5.66]
o también
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0;
, 0;
fi = Z:i!y [627z -3LZ'y -67z -3L7 )} 5 [5.67]
j
]

que es la ecuacion matricial constitutiva que reteclas componentes de fuerza del extre-

mo i con los corrimientos bajo condiciones de digifina rigido.

2°.- Ecuaciones de momentoBesarrollando la segunda ecuacién de [5.56]

m; =R (CR& +FRO, —~CR§ +HR) [5.68]

y extrayendo factores comunes

m, :ﬁT[Cﬁ(& -5)+FRO +HRE)] [5.69]

Sustituyendo aqui el valor dado por [5.53]

X X X
m =R {C|y |3, -8)+F|y|a +H|y [0 [5.70]
Z Z V4

y teniendo en cuenta las dos primera expresiongs @@, se tendra

0 X X
m =R {C| -Lz6, |+F|y|o, +H|y|e, [5.71]
z(6i —9) z z

Sustituyendo en la anterior las submatriCe§ y H por sus respectivas expresiones
dadas en [5.50] y [5.51]

~Gly
Lo 0 0 L 0 o1l X L 0 o] X
-D -6Ely 4El, 2El,
m; = R 0 O Lzy —LZGi + Lzy y Gi + Y 0 y Hj
6El, S, 4El, 2El,
0 =5 0 z(d; 51) 0o o0 =3 z 0 o z

[5.72]
operando dentro de la llave y teniendo en cuentart@ra expresion de [5.60] se podra es-

cribir que

5-14



CAP. 5.-HERRAMIENTAS DEL METODO (Il): BARRA BAJO CONDICIOKS DE DIAFRAGMA RIiGIDO

Método matricial bajo restricciones cinematicas

munes, puede escribirse

i 71 [ Gl -Gl ]
0 . X0, . X0,
m =R {|-2Ek + 4E'v’ya + —Zfl’"yq [5.73]
N <SE|Z.Zei 4El; o | | 2EL g
I 2 IR ]

y recordando los cambios de variable expresadd4.28] y [4.27] y sacando factores co-

st
—L2x(0; -,
5 LX(0:-6)

-Lz (@ —-9;) +L%(26 +6) [5.74]

2E| ﬁT

0

en la que, de la misma forma que en la ecuacidoateas, ha desparecido el término de la

rigidez a la flexion transversal El

Devolviendo a la ecuacion anterior su forma mattigisustituyendo el primer factor

matricial por el valor dado en [5.53] puede escsibigue

2EI

y operando
o = 2Ely
I L3

y' [XT

{—LyTz

T ZT]

Sty o
2

2L’y Lz
0 0

oo o

[5.75]

9

tL2xTx+2L2yTy Ly z %ﬁ_zi X+ 2y y} 5
j

0,
[5.76]

gue es la ecuacion matricial constitutiva que retec los momentos del extremo i con los

corrimientos de extremo de una barra bajo condésate diafragma rigido
Finalmente, implementando ordenadamente la ecuait®ofuerzas [5.67] y la de

momentos [5.76]
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728 62"z -3LZy ! -67 z -3LZy 2:
'{mi}_ L® |-Ly"z %thxTx+2L2yTyi Lyz SLegxazyy|d
b,
[5.77]

por lo que, de acuerdo con [5.49], las submatdeasgidez de la barra bajo restricciones de

diafragma rigido que relacionan las solicitaciothelsextremo i con los corrimientos seran

T —_ 2l

=y 6z'z 3LZy

L= st [5.78]
L |-Ly'z ELZ XTX+2L2y"y
y
-627z -3LZy
2El,

=— [5.79]

T | Ly'z ?LZXTX+L2yTy

Para determinar las otras dos submatrices corrdapuas al extremo j podra proce-
derse de igual forma y asi, teniendo en cuentadipuacuerdo con la nomenclatura utilizada
en [5.50] y [5.51], se debera escribir

BT C"| [-B CT
Ki =K = T = [5.80]
] w]Tle +
y
, B -CT
Sustituyendo [5.52] en la segunda ecuacién de J[y.#@mando
s=| [5.82]
j = m, :
se tendra
f, R 0[5 R 0[5,
[ ’}:R K _ [ }+K,-’,- _ { ‘} [5.83]
m; 0 RS 0 R
y operando
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W Al SR R e

pero debido a que no existen acciones aplicadastdimente sobre la barra, por equilibrio

de fuerzas en sendas direcciones de los eje giplsaldna de cumplir que

f = [5.85]
por lo tanto, para el objetivo que se persiguetab@scon operar exclusivamente en la se-
gunda ecuacion de [5.84]. Pero observando la gmneente ecuacion del extremo i ya
calculada y dada por [5.56], bastara con intercarém ésta las submatridédsy F o, lo que

igual, intercambiar los vectores de gbpy 0;. Entonces, directamente de [5.74] se tendra

SEtLZX(Oj _Oi)
2El, =7 ’
T R |-Lz(6 -§)+L%(26 +8) [5.86]
0
y en desarrollo matricial
_ |
0 73th 0 ithZX 8
, ' 0,
m; :z:ily [x" y" Z]|-Lz L?y Lz 2L?% 5 [5.87]
|
0 0O !0 0 :
0,
y operando
0,
, _ | 0,
m, =@ -LyTz _SthxTx+L2yTy Ly z iLz)( xR2L2y y||—| [5.88]
L3 2 I 2 0
0.

I

Implementando, pues, las ecuaciones de fuerz8][$.& de momentos [5.88] del

extremo j, se tiene

5
—AT T [ !
£ 2E1, 62"z 3LZy | 67 z 3LZy 0
j:m:L3 T _StZT 2T | T ﬂ_z 2 5_
j -Ly'z 7Lxx+Lyy:Lyz 5 X x+2L 2y y|| o,
b,

[5.89]
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con lo que las submatrices de rigidez de la baja testricciones de diafragma rigido que

relacionan las solicitaciones del extremo j conclmgimientos seran, pues

— T ;T
2EI, 6z'z 3LZ'y
i~ s 1, Sto,or 24T [5.90]
L° |-Ly'z 7Lxx+Lyy
y
62"z 3LZy
2El,

e | Ly'z %th X"X+2L2y"y

Por altimo, efectuando todos los productos vealesi que aparecen en las submatri-
ces [5.78], [5.79], [5.90] y [5.91] se tendr&, deerdo con los valores dados en [3.5]

cos XX cos XX? cos XX cosYX cosXX cosZ
XTX =| cos YX [ cosXX cosYX cos Z}ﬂ =| cosYX cos XX cos YX cos Y¥os ZX
cosZX cosZX cos XX cosZX cosYX cos ZX

cos XY' [ cosXY?2 cos XY cosYY cosXY cosZ
y'y =| cosYY [ cosXY cosYY cos ZY] =| cosYY cosXY cosYY cos Y¥os ZY
cosZY | cos ZY cosXY cosZY cosYY cos2¥
[ cos XZ cos XZ? cosXZ cosYZ cosXZcosZ
Z'z=|cosYZ [ cosXZ cosYZ cos Zi =| cosYZ cosXZ cos ¥Z' BZ cosZZ
| cos Y4 | cos ZZ'cosXZ cosZZcosYZ cos 27
cos XY' [ cos XY cosXZ cosXY cosYZ cosXY cosZ
y'z=|cosYY [ cosXZ cosYZ cos Zi': cosYY cosXZ cosYYWsYZ cosYY cosZZ
| cos ZY | cos ZY cosXZ' cosZY cosYZ cosZY cosZ

cos XZ' cos XY cosXZcosYY cosXZcosZ
T
Z'y=[y"z] =|cosYZcosXY cosYZcosYY cosYZ cosZY
cosZZ cos XY  cosZZcosYY cosZZcosZ

_3LcoSYY'coSXZ -3LcosYY'cosYZ -3LcosYYcoszz Slixly +2L2cosYYcosxy  S'iy24 212cosyy?2 St y1z+ 2L2cosYY coszY
2 2 2

y sustituyendo estos valores en las correspondisotematrices, éstas quedaran en la forma
( 6cosxz? 6cosXZ'cosYZ' 6cosXZ'coszZ —3LcosXZ'cosXY’ —3LcosXZ'cosYY’ —3LcosXZ'coszZY” \
| 6cosYZ'cosXZ' 6cosYZ2 6cosYZ'cosZZ -3LcosYZ'cosXY’ -3LcosYZ'cosYY’ -3LcosYZ'cosZY’ |
1 1
2r i 6c0SZZ'cosXZ’ &0sZZ'cosYZ' 6cosz2 -3LcosZZ'cosXY’ —-3LcosZZ'cosYY’ —-3LcosZZ'cosZY” i
Kii = B | —3LcosXY'cosXZ -3LcosXY'cosYZ -3LcosXY'coszZ — 3'ix2+ 212cosXY?2 Stixly + 2L2cosxYcosYY Stixlz+ 2L2cost'coszY'i
2 2 2
|
|

|

! . . - - . - St 2 . - st 2 . - Sty2,52 2

{ —3LcosZY'cosXZ -3LcosZY'cosYZ -3LcosZY cosZZ — LxLlz+2L4 cosZY'cosXY — Lylz+2L4cosZY'cosYY’ =—Lz4 + 2L4 coszZY’
2 2 2

)
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-6cosxz? —6cosXZ'cosYZ - 6cosXZcosZZ —3LcosXZ'cosXY’ —3LcosXZ'cosYY’ —3LcosXZ'coszY’ ]
-6c0SYZCcOSXZ ~ -6cosYZ2  -6cosYZcosZZ —3LcosYZcosXY” —-3LcosYZ'cosYY’ —-3LcosYZ'cosZY’ |
1
2r -6C0SZZ'c0SXZ —6C0SZZ'cosYZ  -6c0sZZ2 —-3LcosZZ'cosXY’ —3LcosZZ’cosYY” —3LcosZZ'cosZY’ |
.. 1
Kij = o 3LCOSXY'COSXZ' 3LcosXY'cosYZ 3LcosXY'coszZ — -3'ix2+ 12cosx¥2 - Slixly + [2c0sXY cosYY' -S!(xLz+ L2 cosXY'coszZY |
2 2 2 |
3LcosYY'cosXZ 3LcosYY'cosYZ 3lcosYY'coszZ - Stixly + L2cosvYcosxy' - Stiy2412cosvy2  —Stiyizy L2cosyY coszy' |
2 2 2 |
3LccoSZY'cosXZ A.cosZY'cosYZ 3LcosZY'c0sZZ - Stixlz+ L2 coszYcosXY - Siylz+ 12coszycosYY  -3'1224 12c0s2Y2 )
2 2 2
- 6 cosxz2 —6cosXZ'cosYZ - 6cosXZcosZZ 3 LcosXZ'cosXY’ 3LcosXZ'cosYY’ 3 LcosXZsnY” )
i
-6 cosYZ'cosXZ' -6cosYz2 - 6cosYZcoszZZ 3LcosYZ'cosXY’ 3LcosYZ'cosYY’ 3LcosYZsBY’ |
2r - 6 cosZZ'cosXZ' -6coszZZcosYZ -6coszz2 3LcosZZ'cosXY” 3LcosZZ'cosYY’ 3LcosZZ'cosZY’ i
Kji = E ~3LcoSXY COSXZ - 3LCOSXY'C0SYZ —3LcosXY'coszZ - 2t1x2+12cosxY2 - Stixly + L2cosxYcosYY - StixLz+ L2cosXYcoszY’ |
2 2 2 |
. ’ . . ’ . st 2 . ’ st 2.2 2 st 2 ’ .
—3LcosYY'cosXZ -3LcosYY'cosYZ —3LcosYY'cosZZ - =— LxLy + L“cosYY cosXY — —Ly#4 +L4cosYY - —LylLz+ L4cosYY'cosZY i
2 2 2
—3LcosZY'cosXZ -3LcosZY'cosYZ -3LcosZY'cosZZ - st Lx Lz + L2cosZY cosXY - st LylLz+ L2cosZY cosYY’ _st Lz2 + L2 coszY?2 )'
2 2 2
6cosXZ2 6cosXZ'cosYZ  EosXZ'cosZZ 3 cosXZ'cosXY’ 3LcosXZ'cosYY’ 3LcosXZ coszZY” ]
6cosYZ'cosXZ' 60sYZ2 6cosYZ'cosZZ 3 cosYZ'cosXY’ 3LcosYZ'cosYY’ 3LcosYZ'cosZY’ !
2r 6c0sZZ'cosXZ' &osZZ'cosYZ' 6 coszZ 3LcosZZ'cosXY’ 3.cosZZ'cosYY’ 3LcosZZ'cosZY’ !
Kijj = ) 3Lc0SXY'coSXZ  3LcosXY'cosYZ 3lcosXYcoszZ  SUx212L2c0sxv2  Slixly +212 cosXY'cosYY S!ixlz+ 212 cosXY'coszY'|
2 2 2
3LccosYY'CoSXZ  ALcosYY'cosYZ 3LcosYY coszZ Slixly +212cosYYcosXY  S'ly2+212cosvy2  Stiyiz+212 cosvYcoszy’ !
2 2 2
1
3LcosZY'cosXZ 3L.cosZY'cosYZ 3.cosZY'cosZZ st Lx Lz + 2L2¢c0SZY cosXY’ st Lylz+ 2 L2cosZY cosYY’ st Lz2+ 21.2coszY?2 )'
2 2 2

[5.93]
gue son las cuatro submatrices de rigidez de uma parteneciente a un diafragma rigido
en coordenadas globales y orientacion arbitrafisé®ese que la matriz obtenida conserva
la simetria.

Comparando las anteriores submatrices con sus bga®ldel método tradicional
dadas en [3.12] es interesante resaltar que lasattibes del método propuesto presentan
un mayor grado de simplificacion. Ademas, en etwalde una estructura en la que existan
diafragmas rigidos, las soluciones que se obtemdriabase a esta matrices serian mas
acordes con la estructura real que las que sedrid@ncon las matrices tradicionales, toda
vez que éstas no contemplan las condiciones efgeqize se dan en dichas estructuras.

Por otra parte, es de resaltar que:

1°.- El sistema de ecuaciones obtenido por el méodpuesto estard mejor condi-
cionado que el que se obtiene con el procedimigatbcional, lo que puede comprobarse
en los cuadros de los capitulos 7y 11.

2°. La forma tradicional de introducir las condi@s de diafragma rigido consiste en
introducir las ecuaciones [5.16] en la matriz d@dez del sistema y resolverlo por el méto-
do de los multiplicadores de Lagrange que, comooseentd en el Capitulo 1 es el mas
apropiado. Sin embargo, el condicionamiento deadgistema se deteriora de tal forma que
se hacen alarmantemente dudosos los resultadaemqigienen (véanse ultimas filas de los
cuadros 7.4 y siguientes).
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En estructuras de edificacion, las cuales reptasenn altisimo porcentaje en la
construccion, la matriz deducida en este apartad®m tener una presencia casi permanente,
pues la mayor parte de las barras que las confosonaen estar embebidas en planos a los
que se les ha de considerar como diafragmas rig@a@sque la modelizacion sea mas ade-
cuada. Pero, dentro de este tipo de estructulas, pianos rigidos se daran sobre todo en
forjados de piso, esto es, planos horizontaleslgogue se estima muy conveniente particu-
larizar las matrices obtenidas para estos casogidse desarrollara en el siguiente epigra-

fe.

5.2.1.- Matriz de Rigidez de una barra embebida ean Diafragma Rigido hori-

zontal.- Si la barra pertenece a un plano horizontadjeslocal Z° sera paralelo al global Z,
por lo tanto se habran de cumplir los valores dad8.15] que habria que introducirlos en
las submatrices anteriormente determinadas. Per@esomoda su deduccion a partir de la
matriz de barra inelongable horizontal ya calcula@apresada en [4.67] eliminando en ella
los elementos afectados por el coeficiente deemjidansversal i. Por lo tanto se tendra que

la matriz de rigidez buscada es:

00 0 0 0 000 o0 0 0

00 0 0 0 000 0 0 0

00 6 3L, -3L, 0000 -6 31, - 31,
|

0 0 3L %t|_zx+z|_2y SEH L, 0i0 0 -3L —th2x+L2y st o
|
|

0 0 -3L Stz 4L, 32t|_2y+2|_2x 010 0 -3L, —Sz Lo-Skae o
|

_2rf0 0 0 0 0 000 0 0 0
“jloo o 0 0 0000 O 0 0

00 0 0 0 000 o0 0 0

00 -6 -3L, 3L, 0/0 0 6 -3L, 3L, 0
|

st , st+ 2 | S st
22 412 [ - 2h2 4y o2

00 3, -TL+y 5Ly 00 0 -3l thX 212 ,LL, 0
|

00 -3L —St;rzLxLy Shev2 0lo0 0 3L, S; 1L, §E§+2L§ 0
|
|

00 o0 0 0 0000 o0 0 0 [5.94]

Por altimo, si alguno de los extremos de la barcide en un nudo perteneciente a
un pilar con continuidad hasta cimentacion, no aatasplazamiento vertical en dicho ex-
tremo, por lo que debe hacerse nula la columnaaacSi esta circunstancia, como suele
ser habitual en forjados de edificacion, se daosrdbs extremos, la matriz quedara reduci-

da, pues, a la expresion
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0 0 0 0 0 0000 0 0 0 [)
000 0 0 00000 0 0 )
000 3L -3, 01000 3 -3,
st st- 4 1 st st+
000 sz U4, oloo o0 -Sesz -3%7, o
2 52 2 2=t h 2
|
000 4 SYziaz olooo-A L - Sz o
2 2 | 2 2
K_2r0. 00 0 0 00000 0 0 )
L*/0 0 0 0 0 00000 0 0 )
000 0 0 0000 0 0 )
000 -3 3L, 0o 00 -3L 3L, 0
|
|
000 -z 32 9i000 Seraz SE4L o
2 > 2 2 2
|
000 —Stgzu_y —ith2y+L2x 0/0 00 SZ L, —’23[2y+2|_2x 0
|
|
I 0 0 0,000 0 0 o [5.99]

en la que es de resaltar la extraordinaria singplifon y la comodidad en la introduccion de
datos para su correspondiente particularizaciéas polamente aparecen cuatro variables:
Lx, Ly, por una parte y, por otra, s y t, cuyos signdasse expresaron en [4.24] y [4.26],

respectivamente.

5.2.2.- Matriz de Rigidez de una barra pertenecieet a un empairrillado.- De

modo andalogo a lo expuesto en el epigrafe 3.1adalse dedujo para el Método Clasico la
matriz de rigidez de un emparrillado a partir denlatriz de barra con un eje principal de
inercia y directriz horizontales sin mas que elanian dicha matriz las filas/columnas aso-
ciadas a los corrimientos nulos, asi también, graaty de la matriz de rigidez de una barra
embebida en un diafragma rigido horizontal dadgd5e®4] y eliminado en ella las fi-

las/columnas 1, 2, 6, 7, 8 y 12, se obtendra laizde rigidez

G 3L, 3L, | -6 3L, -3, ]
st st- 4 ! S St+
L, Sueal S L ——2L2X+L2y _TE*H
— |
L0 3L SUA4 L, Sheaoz ta, -S% 2, _ Sy
= T T SL| 1298
y T 8 ¥
st st+ ! S st 4
3L, ~TLsl -2 XLyi—SLy —2£2X+2|_2y =L,
L, -SW2 0 Stayye g SEA SPa
L 2 Y 27 i 2 YooY ]

correspondiente a una barra de emparrillado hamtodisposicion normal de este tipo de
elementos estructurales. Si la orientacion del enflpdo fuese genérica, bastaria con efec-

tuar dicha eliminacion de filas y columnas en ldrinae barra genérica dada por [5.93]
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5.3.- Matriz de Conversion de una barra genérica ebebida en un diafragma

rigido.- Para la determinacion de las solicitaciones deeexd correspondientes a la barra
embebida en un diafragma rigido serd necesariondiei@ la correspondiente matriz de

conversion. Para ello bastaria con premultiplieamhbtriz de rigidez dada en [5.93] por la
transpuesta de la matriz de rotacién, pero es mo@sdirecto determinarla a partir de la
matriz de conversion correspondiente a la bardamgable de direccion arbitraria expresa-
da en [4.80] sin mas que eliminar en ella los téomiafectados por el parametro i, que, de
acuerdo con [4.20], expresa la relacion entredalerz a la flexion} y la correspondiente

ly. Procediendo a tal eliminacion, se tiene

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
6cosXZ' 6cosYZ' 6cosZZ' - 3LcosXY' - 3LcosYY' - 3LcosZYi- 6cosXZ6cosYZ' —-6cosZZ' - 3LcosXY' - 3LcosY" -3LcosZY"’
0 0 0 %ILZ cosXX' ithZ cosYX' izt 12 cosZX' 0 0 0 —%‘ 2 cosxx' —izt 3 cosYX'—EZ[LZcoszX'
-3LcosXZ' -3LcosYZ' - 3Lcoszz' 2% cosXY' A cosYY' A coszY! 3bsXZ' 3LcosYZ' 3LcoszZ' £ cosXY' BcosYY' 2coszY"
M conv = 2F 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
13 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-6cosXZ' -6cosYZ' - 6cosZZ' 3Lcos XY’ 3LcosYY' 3LcosZY’ 6cosXZ 6cosYZ' 6cosZZ' 3LcosXY"' 3LcosYY' 3LcosZY"
0 0 0 —%‘ 2 cos XX —32‘ 2 cos YX' —%tl.z coszx! 0 0 0 %‘ 2 cosxx' 32‘ 2 cosYX %‘choszx
-38LcosXZ' -3LcosYZ' -3LcoszZ' £ cosXY' 2 cosyy' ? coszY'i 3LcosX 3LcosYZ' 3Lcoszz' 28 cosXY'  2fcosYY'  212coszy’
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o |

en donde, como se observa, se hacen idénticamaatelas filas 12, 22 y 62, que correspon-
den, respectivamente, a las solicitaciones de duenzlos ejes locales X" e Y7, esto es, al
axil y al cortante contenido en el plano rigido ka &olicitacion de momento respecto el eje
local Z’, todo ello para el extremo i. Obviamerde sasi mismo nulas la 72, 82 y 122 corres-
pondientes al extremo j. Deben, pues, eliminarsieadi filas con lo que la matriz de conver-

sion para la barra genérica quedara en la forma

6cosXZ' 6cosYZ' 6cosZZ' - 3LcosXY' - 3LcosYY' - 3LcosZY!- 6cosXZ6cosYZ' -6cosZZ' - 3LcosXY' - 3LcosY -3LcosZY"’
0 0 0 %‘LZ cosXX' 52‘ 12 cosYX' 32[ 12 cosZX'i 0 0 0 —%t £ cosxx’ —32[ 2 cosYX —izﬁ.zcosZX'
M cony _ 21| 3LcosXZ' -3Lcos¥Z' -3LcoszZ’ 212 cosXY' 28 cosYY' 28 cosZY‘i 3LcosX 3LcosYZ' 3Lcoszz' B cosXY' £ cosYY' 2 coszy'
13| -6cosXZ' -6cosYZ' - 6coszZ' 3LcosXY' 3LcosYY' 3LcosZY'i 6cosXZ 6cosYZ' 6cosZZ’ 3LcosXY' 3LcosY' 3LcosZY"*
0 0 0 —%' 12 cosXX' —32‘ 12cos YX' —%' chosz><'§ 0 0 0 %' B cosxx' 32‘ 2 cosyx' 32[ 2 coszx
-3LcosXZ' -3LcosYZ' —3LcosZZ' £ cosXY' 2 cosyy’ 3 coszv'i 3LcosX 3LcosYZ' 3Lcoszz' 28 cosxY' 2R esYY'  2L%cosZY’
[5.98]

Obsérvese que este resultado es totalmente cobaremtel obtenido para la barra
inelongable, en donde se hacian nulas las fil3s7%2 correspondientes a los axiles de ex-
tremo, pues asi como éstos no podian calcularaetia ge esta matriz de conversién como
consecuencia de la hipétesis de inelongabilidasducida, tampoco aqui es posible el

calculo del cortante contenido en el plano rigiddet momento flector de eje normal a él

" Véase epigrafe 4.3
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como consecuencia de la hipétesis de inflexibilitaguesta mediante la ecuaciéon [5.2]
asociada al cortante y la igualdad de giros despor [5.3], asociada al momento. Pero,
contrariamente a lo que se afirmé en el epigra8eréspecto a la ineludible necesidad de
conocer el valor de los axiles, aqui no sera ingimelfble el conocimiento de las solicita-
ciones cuyos valores nos niega la anterior magizahversion, pues en este caso, estos
valores, que de todas formas nos devolvera laueisol del sistema de Lagrange a través
de sus multiplicadores, pueden obviarse toda vezdighas solicitaciones seran suficiente-
mente resistidas por el propio diafragma en ellgugarra esta embebida y, por tanto, po-
drian eliminarse del sistema de Lagrange las intagoorrespondientes a dichos multipli-
cadores, con lo que el sistema reduce de formartarge sus dimensiones ya que se elimi-
naran tres incégnitas por nudo, lo que se estudetalladamente en el Capitulo 11.

Si, como suele ser bastante habitual, la bama frepedidos en ambos extremos los

desplazamientos verticales, quedara de la forma

6cosXZ' 6cosYZ' 0 - 3LcosXY' - 3LcosYY' - 3LcosZY' - d@sXZ' -6cosYZ' 0 - 3LcosXY' - 3LcosYY' - 3LcosZY]
0 0 0 %tLZ cos XX’ %tLZ cosYX' 32‘ 2 cosZX'i 0 o o —%t 2 cosxx'—izt 2 cosYX —izﬁ_zcoszX'
Meonv _ 2r| -8LcosXZ' —3lcosyz' 0 2 cosXY' ~ PPcosYY' ~ 2l%coszY’ i 3LcosXZ' 3LcosYZ' 0 % cosXY'  fcosYY'  LZcoszY'
13| -6cosXZ' -6cosYZ' O 3Lcos XY’ 3LcosYY' 3LcosZY‘i @sXZ' 6cosYZ' O 3LcosXY' 3LcosYY' 3LcoszY"'
0 0 0 —%‘ 12 cosXX' —izt 12 cosYX' —ithZ cosz><'§ 0 0 0 %t 2 cosXxx' 32‘ 2 cosx %choszX'
-3LcosXZ' -3LcosYZ' 0 B cosXY' 2 cosYY' 2 coszy' i 3tosXZ' 3LcosYZ' 0 2B cosXY' 2B cosYY' 2% coszY'

[5.99]
Una simplificacion mas puede aun introducirse padacir el calculo de solicitacio-
nes, pues es de observar que las dos primeradéldass dos submatrices superiores son
iguales en valor absoluto a las de las submatinéegores, ya que corresponden al cortante
vertical y al torsor, respectivamente en sendagexs y, como es légico, cada una de ellas
sera igual y de sentido contrario a su homologatlelextremo por estar la barra descarga-

da. Pueden, pues, determinarse dichas solicitacmpartir de la sencilla expresion

6CcoSXZ' 6cosYZ' 0 - 3LcosXY' — 3LcosYY' - 3LcosZY'— o®sXZ' —-6cosYZ' O - 3LcosXY' - 3LcosYY' - 3LcosZY]
I
ol 0 0 0 2cosxx’ S'2cosyx' '2coszx] 0 0 0-3'2 cosxx'-2' 2 cosyx -1 2c0s 2"
Mconv:? 2 2 2 } 2 2 2
L®| 3LcosXz' -3LcosYZ' 0 2B cosXY' PR2cosYY' ZLZCOSZY‘J 3LcosXZ' 3LcosYZ' 0 4 cosXY' fcosyy! L2cosZY'
-3LcosXZ' -3LcosYZ' 0 B cosXY' B cosYY' EcosZY'i 3tosXZ' 3LcosYZ' 0 2B cosXY' 28 cosYY' 2% coszY'

en donde las tres primeras filas determinaran lelr\de las solicitaciones del extremo i,

mientras que la Ultima determinard la solicitacdémmomento flector en el extremo |.
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5.3.1.- Matriz de Conversion de una barra embebid®@n un diafragma rigido

horizontal.- Para determinar la matriz de conversion corresgoelia la situacion mas

frecuente en edificacion en la que el plano rigidele ser horizontal, bastara con introducir
en [5.98] los valores de los cosenos directoregjdel”, o bien eliminar el parametro i en la
matriz dada por [4.91]. Procediendo de esta Ulfonaa por ser mas directo y eliminando

las filas que, como consecuencia de dicha elimimacse hacen idénticamente nulas, se

obtiene
[0 0 6 -3LcosXY' -3LcosYY' O O O0-6 - 3LcosXY' - 3LcosYY' [
|
00 0 2cosxx 2cosyxt 0 0 0 0 -2'2 cosxx'-2'2 cosyx'
; ? 1 ’ ? [5.101]
conv _2r|0 0 -3L  21%2cosXY'  2cosYY' 0 0 0 3L B cosXy' B cosYy' 0
VLS e salibchi b it S oo oo mEesAr E ST
horiz. =310 0 -6 3LcosXY' 3LcosYY' O 0 0O 6 3LcosXY' 3LcosYY' 0O
|
00 0 —%chosxX' —ithZcosYX' 000 0 iztE CoSXX' —ZtE cosYX' 0
|
|
10 0 -3L  L2cosXY’ 2cosYY' 0] 0 0 3L 2B cosxy' 2B cosYY' @

la cual, como anteriormente se ha expuesto, puegiificarse si se eliminan ademas las

columnas nulas, con lo que se tendra

6 —-3LcosXY' -3LcosYY'!-6 -3LcosXY' - 3LcosYY'
0 st L2 cos XX' itL2 cosYX'! O —E[I_2 COSXX' ——s'tl_2 cosYX
2 2 2 2
L3 -6 3Lcos XY 3LcosYY' 6 3LcosXY' 3LcosYY'

0 —%t L2 cos XX' —%tLZ cosYX'

|
i
|
-3L  2L2cosXY' 212cosYY' | 3L 1? cos XY' 2 cosYY'

Meon = 20|75 €L COSAY L COSYY S [5.102]
i st st
I 0 L2cosXX' —L2cosYX'
! 2 2
|
[

|-3L  L*cosXY' LcosYY' | 3L 2L%cosXY' 212 cosYY" |

y si, por ultimo, los extremos tienen impedidos desplazamientos verticales como conse-
cuencia de la inelongabilidad de los pilares erglesentesta la barra, se obtiene, al elimi-

nar las columnas asociadas a dichos corrimieraa@xgresion

[ -3LcosXY' -3LcosYY' ! —3LcosXY' -—3LcosYY']

\
|
|
Stacosxxt  2Mzcosyx: i—ithcosXX' ~ Sz cosyx:
2 2 2 2
|
|
|

2L2cosXY' 212 cosYY' 1?2 cos XY 2 cosYY'
Moo =2 22 C0SAY - COSYY et St - [5.103]
L3| 3LcosXY' 3LcosYY' ! 3Lcos XY' 3LcosYY'
|
“Stocosxx' —Szcosyx'! Slrcosxx' Fizcosyx:
2 2 2 2
L*cosXY' L2cosYY' | 2Ll2cosXY' 212 cosYY" |

0, mas comodamente, teniendo en cuenta los valadess en [4.51] y [4.52], queda
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conv —
horiz. L3

-3L, | 3L,  -3L,
|
S-Sl 2
|
215 1 L3 L2
-3, 3L, | 8L, 3L,
|
S Sl b
|
Lz | 2.2 2L% |

[5.104]

expresion que facilitara las solicitaciones en fdmaexclusiva de las componentes de giro

de sus extremos respecto a los ejes X e Y en coadds globales, es decir: de las doce

componentes de solicitacidbn gue mantienen en eqoila la barra aislada, sélo seran nece-

sarias cuatro de ellas para su analisis mecanadegmas, para su calculo sélo seran necesa-

rios cuatro valores de corrimiento de los doce @gatk libertad que la barra puede tener en

el espacio tridimensional.

5.3.2.- Matriz de Conversion de una barra perteneente a un emparrillada-

Eliminando en la matriz dada por [5.101] las colasnulas 1, 2, 6, 7, 8 y 12, y teniendo en

cuenta nuevamente [4.51] y [4.52], se tiene

6 3Ly
st 2
0 =L
2 X
M eony - 2| 3t 213
emP-T3l 6 3Ly
st
0 -=L%
2 X
- 2
3L 13

-3Lx | -6
|
st 2 |
S50
|
21% 3L
3x 16
st o |
|
L% 3L

3Ly  -3lx |
St _St2
2% 27
Lg L%
-3y 3lLx
i TR iy
> y
2Ly 2L%

[5.105]

gue es la matriz de conversion de una barra pertarie a un emparrillado horizontal co-

rrespondiente al método propuesto.
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CAPITULO 6
DESARROLLO DEL METODO

OBJETIVO:
Este capitulo tiene por objeto mostrar el proceéimd a seguir para el célculo de
estructuras de barras utilizando las matrices agdez y de conversion propuestas, dedyci-

das en los dos capitulos anteriores.

CONTENIDO:

Una vez realizado el ensamblaje de las matricebatea deducidas anteriormente

ensamblaje que es del todo idéntico al utilizadoagdas matrices del Método Tradicional,
se obtiene la Matriz de Rigidez a la Flexotorsi@nla estructura en estudio que, natural-
mente, sera de las mismas dimensiones que lasuid mgtodo. Pero la resolucion del sjs-
tema lineal que se obtiene devolvera una solucig gn general, seré incorrecta, toda vez
gue en este sistema no estan contempladas lasaedacexistentes entre las incognitas| de
corrimiento como consecuencia de las condicioneesligiccion cinematica introducida en
las matrices de rigidez de cada uno de los elensemde ahi que serd necesario ampliar
dicho sistema con otro -Sistema de Restriccionaga tnatriz de coeficientes —Matriz de
Restriccidn- se consigue, asimismo, por ensambiegeto, mostrandose a continuacion los

diferentes procedimientos para la resolucion dsiesna rectangular resultante.

*kkkk

6.1.- Matriz de Restricciones.Consideremos una estructura espacial formada por

un nimero b de barras rectas de seccion constaittasurigidamente y cargada exclusiva-
mente en sus nudos. Una vez numerados nudos \sls@narocedera al ensamblaje de las
matrices de barra en idéntica forma a como se geoer el Método Tradicional Directo de
la Rigidez, utilizando para ello la matriz de larbanelongable dada por [4.46] y siguien-
tes, de acuerdo con sus particularidades, o, Isalea pertenece a un diafragma rigido, la
expresada en [5.93] o siguientes, obteniéndoseateazntompleta de la estructura. Introdu-
ciendo en esta matriz las pertinentes condicioresodtorno, sei®l la matriz reducida p

el vector columna que designa las componentesalenas actuantes sobre cada uno de los
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g.d.l. de la estructura, ambas referidas al sistginizal de coordenadas. El sistema obtenido
se expresa matricialmente el la forma

Mc=p [6.1]
donde, como se recordaragdesigna las n componentes de corrimiento, incagrdel sis-
tema. La matriz de coeficient® es una matriz cuadrada de dimensiones nxn -sierso
namero de g.d.l. de la estructura- y simétricaspimétricas son las matrices que la han
generado. Ademas, el sistema [6.1] es compatildetgrminado. Si utilizdramos las matri-
ces de barra tradicionales, el sistema nos devaletvalor de los corrimientos de los nu-
dos obteniendo, en general, una solucién aceptabl®; la hipétesis de inelongabilidad
[4.11] introducida en las matrices de barra ohgsdtesis de diafragma rigido [5.16] que en
este trabajo se proponen hace que las incognitgs.teno sean independientes entre si
para el método propuesto: es necesario, puesequegplan las relaciones dadas por [4.11]
o las dadas por [5.16] entre dichos valores, ok si se resuelve el sistema [6.1] la solu-
cion sera incorrecta. La explicacion a esto escamsecuencia inmediata de lo ya indicado
en el apartado 4.3. En efecto, tal y como alliesmakbtrd, las matrices de rigidez de la barra
inelongable utilizadas para el ensamblajeKdesolamente contienen los elementos corres-
pondientes a las componentes de cortante y momeasno a las de axiles y, puesto que
las ecuaciones del sistema [6.1] no son mas queeeties de equilibrio de nudos y en ellas
faltan las componentes de dichos axiles, estasietigs son incompletas y, por tanto, inco-
rrectas; de ahi que la solucion también lo seafobea similar, de las matrices de rigidez
de una barra perteneciente a un diafragma rigelegmhrecen, ademas de las componentes
de axiles, las correspondientes al cortante cawesm dicho diafragma y al momento flec-
tor segun el eje perpendicular al diafragma.

Es obligado, como se decia, imponer a las incégdeacorrimiento el cumplimiento
de tales relaciones de restriccion. Como cada leariaelongable y cada una de ellas conec-
ta dos nudos de la estructura, existiran tantasiceies-ecuaciones [4.11] entre las compo-
nentes de desplazamiento de sus nudos como bamada estructura, mientras que en el
caso de la barra perteneciente a un diafragmaorégictiran tres relaciones por barra, pues-
to que cada barra impone las tres ecuaciones dad@n [5.16].

Particularizando, pues, para cada una de las bdde la estructura la ecuaciéon de
inelongabilidad [4.11] o, en el caso de diafragigédo, la [5.16] en las que, por condicion

de continuidad, los corrimientos de extremo deaaarv, w,a , S, y se sustituyen por los de

los nudos que unem, Vi, Wi ,a, , £ .y, coni=1.2...N, siendo N el nimero de nudos sus-
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ceptibles de corrimiento, se obtienen las pertegrtuaciones de restriccion. La matriz de
coeficientes de estas ecuaciones constituye lazvg®rrestriccion, la cual puede determi-
narse inmediatamente de forma similar al utilizpdoa la obtencién de la matiiz, es de-

cir, por ensamblaje directo, como se expone ammoation.

6.1.1.- Ensamblaje directo de la Matriz de Inelondailidad .- Matricialmente el

subsistema que describe la relacion entre las nia&ycomo consecuencia de las condicio-

nes de inelongabilidad, puede escribirse en ladorm

lsc =0 [6.2]
en donddy es la matriz de coeficientes dedtema homogéneo rectangular de b ecuaciones
y n incognitas en el que siempre sera b <n.

Sea s una barra genérica que une dos nudose yina estructura. La fila en la que
han de estar ubicadas las submatrices de ineldingabi; e I; de esta barra, definidas en
[4.5] y [4.8], respectivamente, sera la correspemid a la numeracion arbitraria s asignada
a esta barra, mientras que las columnas han deesesariamente las i y j correspondientes
a la numeracion asignada a los nudos que conawa €ichas submatrices, de acuerdo con
la expresion [6.2] han de multiplicar a los vecsorey ¢j, respectivamente- por lo que el
ensamblaje dé; es analogo al de la matriz de rigiddz de acuerdo con el esquema matri-

cial siguiente:

. ‘D0 O 00 O 00 O]
. OO0 0 00 0O 00 0
i - 00 M 00M 00 . Ip
. OO0 0 00 0O 00 0
. OO0 0 00 0O 00 CD 0
j - OoOM; O0OM; OO 5 p; [6.3]
. OO0 0 00 O OO0 _|=0
. 0o o oo o oot |o
. 00 0 00 O 00 CD" )
° * * * * * * * * O
Barran°s-|{0 O I 0 O I, O O—D— 0
. OO0 0 00 0O 00 0
. OO0 0O OO0 0O O0aQg | 0
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en donde el bloque de ecuaciones situado por erd@ntelinea de rayitas corresponde a las
ecuaciones de equilibrio, el bloque por debajo idkadlinea corresponde a las ecuaciones
de inelongabilidad, y los asteriscos simbolizandiesnentos correspondientes a los demas

nudos de la estructura distintos del i y j. En farmas compacta, el esquema anterior ad-

o

Puesto que la matriz esta formada por el conjunto de coeficientes aelicones

quiere la forma

de inelongabilidad la llamaremos en adelante MatdzRestricciones Inelongabilidad o,
sencillamente, Matriz de Inelongabilidad.

6.1.2.- Ensamblaje directo de la Matriz de Diafragmm Rigido.- De forma total-

mente similar a lo expuesto anteriormente, si eRisino 0 varios conjuntos de barras, cada
uno de ellos perteneciente a un mismo diafragmdaor;igl subsistema que describe las rela-
ciones entre las incégnitas de corrimiento comaeounencia de las condiciones de restric-
cion debido a la indeformabilidad de dichos diafnag, puede escribirse matricialmente en
la forma

Dc=0 [6.5]

en dondeD es la matriz de coeficientes da$tema homogéneo rectangular de 3d ecuacio-
nes y n incognitas, siendo d el nimero total deabapertenecientes a dichos diafragmas.
Siguiendo el mismo razonamiento expuesto en etaigignterior bastara con sustituir en el
esquema [6.3] los vectorése |; dados en [4.5] y [4.8] por las matricBsy D; dadas en

[5.14]. De esta forma se tendra el siguiente esqueatricial, analogo al anterior:
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L]
[ ]
L]
L]
[S—
]
°

. 0O OO0 0O OO 0
. 0O 00 O OO 0
i - 00 My ODOM; 00 o P
. Do 000D og||0
. A 0
j - OooM; O0OM; OO 5 p; [6.6]
. Do 0 D00 D Do Fo
. OO0 0 00 0O 00 O
. 00 0O 00 O 00 CDi 0
. ok x x x k% 0
Barran°s-|0 O D 0 0 O O O-D- 0
. OO0 0 00 0O 00 0
. 00 0O 00 0O OO0 | 0

0, en forma mas compacta

s

y, puesto que la matr2 est4 formada por el conjunto de coeficientes spordientes a las
ecuaciones de diafragma rigido, la llamaremos efteate Matriz de Restricciones de Dia-

fragma Rigido o, abreviadamente, Matriz de Diafradrigido.

6.2.- Resolucién del sistema rectanqularLos sistemas expresados[é] y [6.7]

presentan mas ecuaciones que incognitas, estoresisdsemas superdeterminados, por lo
gue seran incompatibles y careceran, pues, dei@olusolamente podra encontrarse solu-
cion mediante combinacion lineal de sus ecuaciope®), entonces, las soluciones seran
infinitas por existir infinitas formas de tales doimaciones. Naturalmente la solucién ha de
ser unica (Teorema de Kirchoff), por lo tanto deleehaber una Gnica combinacion valida
gue nos devuelva los valores correctos de las mtas

Como gquiera que en una misma estructura pueder thrto condiciones de ine-
longabilidad como de diafragma rigido, llamenfosa la matriz formada por todos los co-
eficientes de restriccion, con lo que, de formaegaln el conjunto de ecuaciones de restric-

cion formado por [6.2] y [6.5] puede escribirse com

" Puesto que en este capitulo no se va a utilizarataiz de rotacion, signada normalmente con esta, Ino
debe caber la posibilidad de confusion.
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Rc=0 [6.8]

en donde

R {'g} [6.9]

{'\Fq[c] . m [6.10]

sistema rectangular para el que se exponen a oaoton diferentes métodos de resolu-

y, por tanto, se ha de escribir

cion.

6.2.1.- Método de las TransformacionesComo antes se ha indicado, el sistema

[6.10] presenta mas ecuaciones que incognitadpganto, si e es el numero de ecuaciones
de restriccion, del segundo bloque de la ecuadd] pueden elegirse un conjunto e de
incégnitas, que llamaremos dependientes o esclgwdesspejarlas en funciéon de las m res-
tantes (m=n-e), las cuales adquieren la categeriadependientes o maestras. Al sustituir
estas e incognitas en el primer bloque de [6.20jatrizM sufre una modificacion consis-
tente en unas determinadas combinaciones linealsssicolumnas y se transforma en otra
rectangular, que llamaremb. (donde, con el subindice c, queremos indicar guedtriz
ha sufrido una determinada combinacién lineal danapas). El sistema resultante tiene,
pues, como incognitas exclusivamente las m incagmitaestras o independientdaman-
do ¢y, al vector que describe las componentes maestrsistema [6.1] o0, lo que es lo mis-
mo, el primer bloque de [6.10], quedara en la forma

McCm =p [6.11]
con el mismo numero de ecuaciones (n) pero con sneaognitas (m), con lo que la matriz
de coeficientes ha dejado de ser cuadrada y, ptr, simétrica.

Nuevamente solo se podra obtener solucion de isséens a partir de combinacio-

nes lineales de las ecuaciones. Pero, como ya apumado, la solucién ha de ser Unica y
ésta ha de ser tal que el sistema definitivo reeulgesimetria (principio de reciprocidad de
Mawell-Betti). Para ello sera necesario, puespthicir en las ecuaciones del sistema resul-
tante las mismas combinaciones lineales que hagriexgntado las columnas como conse-

cuencia de la eliminacion de incognitas introducklasistema recupera entonces su sime-

"Para este tipo de sistemas, ademas de los dosipnieetos que se exponen, existe un tercero -Méteda
Penalizacion, ya comentado en el capitulo 1- quapticamos aqui por ser una practica un tantorarlzty
artificiosa que, para mas abundamiento, produgepartante deterioro en el condicionamiento.
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tria y sus dimensiones quedan reducidas a m ecugcamn m incognitas, indeterminacion
cinematica de la estructura. Desarrollemos estgegmmatricialmente.

Elijamos en el segundo bloque de [6.10] un conjutgce incégnitas, de tal forma
que sean independientes entre piseaccel vector que las describe. De acuerdo con esto la
ecuacion matricial [6.8], particionada y reordemadnvenientemente, puede ponerse en la

forma

[Re Rm]{:j =[0] [6.12]

dondeR. es la submatriz cuadrada y no singular de dimansi® que contiene los coefi-
cientes de las e incognitas esclag,la submatriz, en general rectangular, de dimensién
exm que contiene los coeficientes de las m incagméstantes, incognitas maestras.
Desarrollando [6.12], se tendra
ReCc+RnCr=0 [6.13]

operando
ReCe=—RpmCm [6.14]

Yy, por seiRe no singular, premultiplicando ambos miembros pansarsa, se tendra

c. =[-RERy| c
gue puede reescribirse como
Ce = RemCn [6.15]

dondeRem €s una matriz de e filas y m columnas que se @ebmo:

Rem :['R-elRm] [616]

Por otra parte, reordenemos y particionemos laggmtas del sistema original [6.1]
de forma tal que las e primeras sean las que selbgilo como esclavas. Reordenando y

particionando congruentemente las ecuaciones, taznie coeficientes obtenida conserva

” En el Capitulo 7 se exponen los criterios de efecde tales incognitas para que éstas sean indepessl
entre si.
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la simetria -por cuanto las submatrices de la diabprincipal son simétricas y las otras dos

mutuamente transpuestas- con lo que dicho sistdopaaa la forma

e e o] orr
Mme M mm Cm pm

en donde los subindices indican la designaciérsdeeas-maestras y, simultaneamente, las
dimensiones de las submatrices y vectores.

Desarrollando el primer bloque de ecuaciones d&’]6.

MeCetM o m=P « [6.18]

sustituyendo aqui el valor dedado por [6.15]

MeeR emC m+M eI'TC m:p € [6'19]

y sacando factores comunes se tendra

[MeeR ent M e m=D [6.20]

Por otra parte, desarrollando, asi mismo, el ssmbioque de [6.17]

Mmece+M mmCm:pm [6'21]
sustituyendo el valor dg dado por [6.15]

MmeRemCm+M mmcm:pm [622]

y extrayendo factor comudn

[MeR entM ke =P m [6.23]

Los bloques de ecuaciones [6.2(py23] forman el siguiente sistema, transformado

del original

MeeR em M em;
SIS 4| oo

y de forma mas compacta,

McCn =P [6.25]
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donde
p= { pe} [6.26]
Pm
es decir, el vector reordenadojulg
— [ [MeR entM ]
Mc= [6.27]
[MmeR en *+M ] |

es decir, la matri# . reordenada.

Como ya se ha dicho, el sistema [6.25] es incotblgapior ser n > m. La solucion,
como anteriormente se ha apuntado, habra de bast@artir de una combinacién lineal de
los dos bloques de ecuaciones que lo conforman.l®@émica combinacién valida ha de ser
aquélla que devuelva la simetria a la matriz ddicieates (Mawell-Betti). Se demuestra a
continuacion que esta combinacion se consigue &% gue sumar al segundo bloque el
primero premultiplicado poR{,,, transpuesta d&cn,.

En efecto, premultiplicando la primera ecuaciéiigd24] por dicha matriz

RIn[MeR entM enfe m=RTep [6.28]

y sumando esta ultima con la segunda se obtendra

[RIGMeR et RTeM oM R oitM of AR T #p [6.29]

Llamando a la matriz de coeficientds. (matriz de rigidez con transformacion de
filas y columnas) y al vector de acciones resuttpnfvector con transformacion de filas),

es decir
M =[RInM R it RTM etM R oM o}y p AR "p & | [6.30]

el sistema final [6.29] queda en la forma

M Cm = Ps [6.31]
gue es un sistema de m ecuaciones en las m inaégiet corrimientos independientes o
maestros. Falta por ver si esta matriz de coetieseas, efectivamente, simétrica. Para ello
demostraremos que cada uno de los sumandos déetemre [6.29] son matrices simétri-

cas: en efecto, el primer sumando es una matriétsoa por ser simétrica la matihizee y
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estar premultiplicada y postmultiplicada por sendedrices mutuamente transpuestas; el
altimo sumando es obvio que lo es, pues es unaatubarprincipal de la matriz simétrica
del sistema [6.17]. Finalmente, teniendo en cugn&Mem Y M e SON Mutuamente trans-

puestas, los dos sumandos centrales del corch@e2@¢ se podran escribir en la forma

RinMen+tM 1R =R M "netM R o [6.32]
Pero de la teoria matricial se cumple que el priedde dos matrices transpuestas de
otras dos es igual a la transpuesta del productst@es Ultimas (invirtiendo el orden de los

factores). De acuerdo con esto, tendremos de ériant

RILMTe+M nR ocn=M R o ™M R [6.33]

y puesto que el segundo miembro es la adicion derddrices mutuamente transpuestas, su
suma sera necesariamente una matriz simeétricaalrdzrde coeficientes del sistema defini-
tivo [6.31] es, pues, una matriz simétrica, c.s.q.d

Una vez resuelto dicho sistema pueden calculasse ilecdgnitas dependientes susti-
tuyendocy, en [6.15] con lo que todas las componentes déngento ¢ quedarian determi-
nadas. Con el valor de los corrimientos de extrpara cada una de las barras y la matrices
de conversion dadas por [4.80] o [5.97], segurrate tle una barra inelongable o de una
barra embebida en un diafragma rigido, respectinéamese obtendrian las solicitaciones de
extremo en cada una de ellas; pero, como se deénmstel apartado 4.3, solamente se po-
dran calcular las solicitaciones correspondientesr&antes y momentos y no asi las de axi-
les, para las primeras, mientras que para las dagwsolo se podran calcular -tal y como se
mostré en el epigrafe 5.3- las componentes de moméarsores, cortantes normales al
diafragma rigido y momento flector respecto alpjacipal de inercia contenido en dicho
diafragma. Habria, pues, que echar mano a alglreg@iriento para la determinacion de
dichas solicitaciones, como pudiera ser el efeatli@quilibrio de fuerzas en cada uno de
los nudos, previamente calculadas las componemtedantes. Pero este procedimiento
solamente podra ser aplicable para el célculo slexdes en aquellas estructuras en las que
se introduzcan exclusivamente condiciones de igaloitidad y que, ademas, presenten
isostatismo interno, pero no asi para las que ganhadoptado restricciones de diafragma
rigido. En efecto, considérese un nudo en el quéwen soélo dos barras sometidas a las
restricciones de diafragma rigido. De acuerdo coimdicado anteriormente, si se aisla el

nudo con objeto de calcular las componentes deitsaiion desconocidas, ocurre que de las
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solicitaciones de extremo se desconocen seis campesl dos de axiles, dos de cortantes
en el plano del diafragma y dos de momentos flestde ejes verticales; pero, puesto que
solamente se dispone de tres ecuaciones de emudibe relacionen dichas componentes -
equilibrio de fuerzas en eje X, equilibrio de fueszn el eje Y y equilibrio de momentos

respecto al eje X- resulta que es imposible eut@lde dichas solicitaciones.

A este importante inconveniente del método se leaafiddir dos mas: uno es que es
necesario elegir adecuadamente las incognitasvescle cual es no sistemético; el otro es
gue se precisa la reordenacion y particionadoisielrsa de restricciones [6.8], lo que puede
conllevar un gran coste computacional. Estos inenigntes se pueden evitar mediante el
procedimiento matricial que se expone a continumcifue permite la determinacién directa
de dichas componentes.

6.2.2- Significado de los Multiplicadores de Lagnage- Aplicando el método de

los Multiplicadores de Lagrange, las matrib&sR, c y p se pueden relacionar mediante la

® ol 634

donde X es un vector de dimension e que designa a logphicddores de Lagrange. Este

siguiente expresion

sistema, que llamaremos en adelante Sistema danggrnos devolvera, no solamente las
n incoégnitas de corrimiento, sino, ademas, losrealale dichos multiplicadores, ordenados
en la misma forma en que se introdujeron en la atiimR las condiciones de restriccion.
Estos multiplicadores de Lagrange representanuezds generalizadas que es necesario
aplicar para conseguir las restricciones deseadzmnse referencias (38)- para cada una de
las barras, tal y como se demuestra a continuacion.

En efecto, suponiendo que la estructura en estiatitenga barras sometidas a am-
bos tipos de restricciones, sea la nimero s uma bajo condicion Unica de inelongabilidad
con extremos en los nudos i-j y t otra barra cadgeen un diafragma rigido con los extre-
mos en los nudos j-k. El esquema matricial deésist[6.34] para esta estructura sera de la

siguiente forma:
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e o i"j" k o o e o S e o { o o
1 B 1 1 1

. [00 0 00 0O OO0 O OO000o 00 o oadfal [0
. 00 0O 00 0O OO0 O oOolooo oo o oolol|o
i~ |[0D0DsM, OO M, OO O O0OO0D0I7 000 00lel |p
. 00 0 00 O 00 0O 00000 00 0 O0||o| |0
. 00 0O 00 0O 00 O O0O00DO0o0 00 o0 0O|g]|o
j- |00 M ODDs™M, 00 M, 0000 00D 00¢| [p
. 00 0 00 0O OO0 0O ooooo oo o oaofol|o
. 00D 0O OO0 0O 00 0 oolooo oo o oo|ol|o
ke |00 0O DO My ODO3SM, 0000 O OOD} 00| |p
. 00 0 00 0 00 O O0Olgooo oo o oofol=o
. oo 0o po 0 0o 0 00000000 Ooj0l |0
. 00 O 00 o 0o o ooooo oo o0 o0ddl|o
. s« « «x x» x» [0 g 0g0ooooo0o0 o0 o0dallo
Barran®s-|0 0 I, 00 I, 00O O 0000 00O 0 0 @al |0
. D0 0O OO0 0O OO0 O DOO0joooo0o0 0 004QOf|o
. 00 0 00 O OO0 O 00100000 0 000 |0
Barran®t-(0 0 0 00 O 00 R 0000000 O OpA[|[O
. 00 0o 00 O 00 0O 00ooo0o0o0 0 o0dal|o
. |00 0 0o 0D DO O DD00O0O0O0OT O O0GC O] [0
[6.35]

en donde se han signado con sendas sumatoriaemesntos de la diagonal principal de la
matriz de rigideaVl, ya que dichos elementos estan formados por la sienlas submatri-
ces de las barras que concurren en cada nudo.

Desarrollando el bloque de ecuaciones de equiltwroespondientes al nudo
I, se tiene

YM;c +M;c +I,T ) +Y (otros términos) = p, [6.36]

donde los dos primeros sumandos corresponden @ntalaicion que la barra s aporta al
equilibrio del nudo, el dltimo representa la cdmidion del resto de barras incidentes en
dicho nudoAs el multiplicador de Lagrange correspondiente i@$driccion cinematica que
la barra n° s introduce en la estructuga lps componentes de fuerza generalizada que actu-
an en el nudo. Descomponiendo [6.36] en dos sistenariciales, el primero correspon-
diente al equilibrio de fuerzas y el segundo ahdenentos, y teniendo en cuenta que de
[4.5] se desprende que

L[
[ _{O} [6.37]

donde el subindice s designa a la barra s, y deafsimilar, fraccionandp;
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0 :[ i } [6.38]

se podra escribir, teniendo en cuenta el fracciteraimdec; y ¢; dado en [4.4]

M, |:6i:| +M ; Fj} _{Xog}s +Z[ otros terminos de fuerza J _ { f; } [6.39]

0; 0, otros términos de momento m;

Puesto que el primer bloque de [6.39] represergaetaiaciones de equilibrio de
fuerzas incidentes en el nudo en sendas direccaméss ejes globales X, Yy Z, y en cada
una de ellas todos los sumandos son fuerzas aretxidn del eje respectivo, por condicion
de homogeneidad necesariamente el tercer sumahédotambién ha de ser otra fuerza,
fuerza que, por venir multiplicada por los cosetiosctores del eje X* (recuérdese [3.5]) ha
de ser la componente de solicitacion en la direcd® dicho eje, es decir el axil de dicha
barra.

El segundo blogue de ecuaciones de [6.39] correlgpahequilibrio de momentos y
en ellas el axil no interviene por vedymultiplicado por cero.

Desarrollando asimismo el bloque de ecuacionegspondientes al nudo j, se ten-
dra

M;c +>M;c +My G +iT4 +D" 0 +3 (otros términos) = p, [6.40]

y teniendo en cuenta que de [5.14] se desprende que

xX yi O
D;{O Lytz{ ZJ [6.41]

donde el subindice t designa a la barra t, la é@nd6.40] puede descomponerse en dos

bloques en la forma

3 3 S | [xT], [ [xt yi o]
Mji +ZM” +Mjk + )~S+ j~t2 +

otros terminos de fuerza | fj
otros términos de momento§ m;

en la quek,, 4. Y 43 son las componentes del vecigry

" Es necesario advertir que adyicorresponde al extremo inicial de la barra j-k; Ipogue esta matriz es la
primera de [5.14].
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y {fi } [6.43]

Evidentemente, la primera componelite corresponde al axil de la barra t, por lo

anteriormente expuesto. La segunda compongrtemultiplica ay/, vector de cosenos

directores del eje local Y, por lo que, de fornmailsr a lo anterior, este multiplicador ha

de ser una fuerza en la direccion de dicho ejd,lesto es, el cortante de la barra t conteni-
do en el diafragma rigido. La tercera componeRteno aparece en el primer bloque por
venir multiplicada por cero pues, como se verargicoacion, ésta corresponde a un mo-
mento flector. En efecto, el segundo bloque de ®@cnas representa las ecuaciones de

equilibrio de momentos segun los ejes globalesatdeque, tanto el multiplicadots co-
rrespondiente a la barra s, como el primer mutiolor de Lagrange,; correspondiente a
la t no intervenga en la ecuacion por ser ambogoaoantes de fuerza; el segunidgviene

multiplicado por una longitud y por el vector adim®mnal z , por lo que el sumando es
otra componente de momento, que no es mas queneénto del cortante en el extremo k

respecto al extremo j (extremo inicial de la badyrdor Gltimo, el tercerd, ; viene multi-

plicado por el mismo vector adimensiorgil, cuyas componentes son los cosenos directo-
res del eje local Z’, esto es, el momento flecerektremo j de la barra segun la direccion

de dicho eje local, es decir, el eje normal alrdigriha rigido al que pertenece la barra t.

6.3.- Procedimientos de resolucion del Sistema deadrange. Resolucién di-

recta.- El sistema expuesto en [6.34] puede resolvegsidmina directa, pero su resolucion
presenta dos inconvenientes respecto al Métodasderbnsformaciones: el primero es el de
presentar mas incognitas, muchas de ellas supefflrano ser independientes; y el segun-

do, que su condicionamiento es algo peor

6.3.1.- Resolucién por transformacioén de columnasProcediendo de idéntica for-

ma que en el Método de las Transformaciones expaesel epigrafe 6.2.1, pueden despe-

" Como se mostrara en los capitulos 7 y 11, el erapg@ento del condicionamiento sefialado utilizareto |
matrices de Rigidez que se proponen en esta Tess reevante, mientras que si se utilizan lasicestide
Rigidez Tradicionales, el deterioro de este condmmiento es tal que se hace, si no prohibitivanehos
desaconsejable la resolucion directa del Sistentageange.
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jarse e incognitasincognitas esclavas- del segundo bloque delrBistge Lagrange y sus-

tituirlas en el primero obteniéndose un sistemaifivtadio que adquiere la forma

M, RT]{C;}[IO] [6.44]

gue no es mas que el expuesto en [6.11] ampliaoatriz de rigidez a la flexotorsidh
se ha convertido en M. como consecuencia de la combinacion lineal queasattoduci-
do en sus columnas, perdiendo e de ellas, quespomden a las incognitas dependientes vy,
puesto que la submatrRRT tiene dimensién nxe, el sistema resultante quedaltoensio-
nes nxn, es decir, las mismas que el sistema aliffiril], aunque no simétrico, y presenta
una triple ventaja respecto a los procedimientpsiestos anteriormente: por una parte evita
la combinacion lineal de filas necesaria del Métdddas Transformaciones y expuesta en
el epigrafe 6.2.1, con lo que las filas de la matrel vector de acciones no han de sufrir
reordenacién alguna; por otra, el sistema nos dexuas incognitas estrictamente necesa-
rias para el andlisis y calculo de las estructugas, son los corrimientos independientes
(indeterminacioén cinematica) y los axiles de larérasi como los multiplicadores de La-
grange correspondientes a las condiciones de gmm&aigido; es decir, este sistema de-
vuelve el mismo numero de incognitas que el delosliétClasico, pero, en vez de propor-
cionar las incégnitas de corrimiento dependientas suministra, a cambio, los axiles de
todas las barras de la estructura, los cortantéssdearras contenidos en el diafragma rigido
y los momentos flectores de eje normal a dichaaigha, esfuerzos que, como se pudo ver
en los apartados 4.3 y 5.3, no pueden determirapsetir de la matriz de conversién. Por
dltimo, como se detalla en el Capitulo 11 el coiediamiento mejora ostensiblemente

Este procedimiento adolece de los mismos incoemes que el de las Transforma-
ciones en cuanto al incierto criterio para la dtetde las incognitas esclavas pero nos
proporciona de forma directa el valor de las s@l@ones que no puedan calcularse por

ningun otro procedimiento, lo que supone una geariaja frente a él.

" Realmente, puede elegirse una o un conjunto ceagde incognitas esclavas, cosa que no permitk-
do de las Transformaciones en el que se han de&,alegesariamente, tantas como condiciones decrasir
se hayan impuesto. Todo esto se estudiara extensasreel Capitulo 8.

™ Consecuentemente con lo comentado en el pie ptgiaa anterior, este procedimiento es impresdiadib
se utilizan las matrices de Rigidez Tradicionaleigninas que con las herramientas del método propess
solamente opcional.

™ En el Capitulo 8 se exponen algunos procedimigueus paliar este inconveniente.
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6.3.2. - Resolucion por transformacion de filas Una vez conocidas las transfor-

maciones de columnas descritas en el apartadaants decir, las combinaciones lineales
que se han de introducir en las columnas de lazvagrrigidezM para transformarla en la
M., puede optarse por introducir esta combinacioremtas columnas, sino en las ecuacio-
nes del sistema. Como consecuencia de ello desapal&s componentes del vecfoy,

entonces, el Sistema de Lagrange [6.34] se tranafen este otro

mf }[c] :{pof} [6.45]

dondeM; y pr indican que la matriz de rigidéz y el vector de acciongshan sufrido sen-
das transformaciones en sus filas desaparecienduimero de ellas igual al nimero de
ecuaciones de inelongabilidad englobadas en elisteiv& de restricciones. De ahi que
[6.45] también sea cuadrado, aunque no simétrisie gistema, de las mismas dimensiones,
pues, que el [6.1] y el [6.44], nos devuelve tddasncognitas de corrimiento y no presenta
mas interés que el especulativo, pues no nos migpear el valor de los multiplicadores de
Lagrange.

6.3.3.- Resolucidon por transformacién de columnas fijlas.- Por ultimo, una vez

obtenido el sistema debido a las transformaciomesaiumnas propuesto en el apartado
6.3.1 se puede aplicar el procedimiento descritel @partado anterior, esto es, transforma-
cion de filas, consiguiéndose el doble efecto dmieacion de incognitas, tanto de corri-
mientos (transformacién de columnas), como de llidadores de Lagrange (transforma-
cion de filas), quedando reducido a

MiCm =Ps [6.46]
sistema en las incognitas independientes de cembmiy, por tanto, de dimension minima,
que, obviamente, no es mas que el mismo que senelypor el Método de las Transforma-
ciones expresado en [6.31].

Como ya se ha indicado, los tres ultimos procestiois requieren una manipulaciéon
de filas y columnas que puede resultar computalti@rde costosa, pero la sencillez de las
ecuaciones de restriccion, [4.11] para las de ngglbilidad y [5.16] para las de diafragma
rigido, van a permitir que las transformaciones lyae de sufrir las matrices del Sistema de
Lagrange puedan conseguirse a partir productosamdgs sencillos, lo que se estudiara en

los capitulos 8, 9y 10.

" Véase su demostracion en el epigrafe 8.5.2.
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6.4.-Tratamiento de las condiciones de contornoTal y como se ha detallado en

el epigrafe 6.2.2, a cada ecuacion de restricei@otresponde un multiplicador de Lagran-
ge que, como se sabe, no es mas que la fuerzalieada necesaria para que se cumpla tal
condicion. Puesto que las condiciones de contaong asimismo, condiciones cinematicas
de restriccion, podran afadirse, pues, al subsiskrde restricciones las ecuaciones co-
rrespondientes a tales condiciones de contorn@ui@es se consiguen mediante un ensam-
blaje de forma totalmente idéntico a como se haqatidlo con las condiciones de inelonga-
bilidad y de diafragma rigido. En efecto, considess un nudo i de una estructura, que por
simplicidad para esta exposicion supondremos dadaoplanarias, el cual esta en contacto
con un aparato de apoyo. Estudiemos los diverspesitivos de apoyo para dicha estructu-

ra.

-a) Empotramiento perfectoEste aparato exige unas ecuaciones de contar@o q

describan que sus tres componentes de corrimign® y y sean nulas. Podrian,

pues, eliminarse las tres filas y las tres colunasagiadas a tal nudo para obtener la
matriz reducida de la estructura y, posteriormepteceder al calculo de las reac-
ciones mediante el equilibrio del nudo aislado @ipde las solicitaciones de extre-
mo de las barras que concurren en él. Pero landigizeion de tales reacciones pue-
de hacerse de forma directa mediante el métodosdellltiplicadores de Lagrange,
pues bastara para ello con introducir las tres@ones puntuales de restriccidon ci-

nematica siguientes

u=0 [6.47]
v, =0 [6.48]
%n=0 [6.49]

a las cuales les corresponderan sendos valoressdadltiplicadores de Lagrange
asociados a cada una de ellas que, como se haristoepigrafe 6.2.2 , no son mas
gue las componentes de reaccidén que se buscanesdi reaccion horizontal, la

vertical y el momento de empotramiento, respecteram

-b) Apoyo simple- Este dispositivo de apoyo coacciona las dos coepies de
desplazamiento, por tanto habria que introducielesubsistema de restricciones las
ecuaciones [6.47] y [6.48] a las cuales les coomderan como multiplicadores de

Lagrange la reaccion horizontal y la reaccion gattirespectivamente.
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-c) Apoyo movil- El apoyo movil permite dos grados de libertadoogue es lo
mismo, coacciona una sola componente de corrimiept® corresponde al despla-
zamiento del nudo en la direccién perpendiculgiaho de rodadura. Para introdu-
cir la ecuacion que describe este comportamieritoutd bastara con suponer que
dicho nudo esta conectado al apoyo a través deama ficticia inelongable de lon-
gitud infinita y normal a dicho plano de rodamiertim efecto, dicha barra ficticia
no introducira colaboracion alguna en la matrizigielez de la estructura, ya que su
matriz de rigidez, tanto en las matrices tradidesaomo en las del método que
agui se propone, sera nula, como se desprendedct® ke que la longitud divide a
todos los coeficientes de dichas matrices. Puastoegta barra se considera inelon-
gable, habra de introducirse la correspondienta@gn de restriccion [4.12], con lo
cual el nudo podra girar liboremente y podra despke perpendicularmente a dicha
barra, es decir, paralelamente al plano de rodadaracuacion de restriccion es,
pues, una ecuacion de restriccion puntual a la coato se sabe, le corresponde un
multiplicador de Lagrange que no es méas que eldaxdicha barra ficticia o, lo que
es igual, la reaccion en el apoyo. Obsérvese queste procedimiento el tratamien-
to es el mismo para apoyos concordantes 0 no, gatascircunstancia de concor-
dancia esta reflejada por los valores de los casdimectores de la barra ficticia in-
troducida.

-d) Deslizadera Puesto que la deslizadera coacciona dos gradtigeitad, que son
el desplazamiento normal al plano de la deslizageslagiro, bastard introducir dos
ecuaciones de restriccion que seran, por una pareuacion [4.12] correspondien-
te a la del apoyo movil, y por otra la ecuaciod . que describe la condicion de
giro nulo. A la primera ecuacién le correspondenaltiplicador de Lagrange cuyo
valor sera la reaccién normal al plano de rodadurantras que a la segunda le co-
rresponde el multiplicador cuyo valor no es mas gjumomento de empotramiento
en la deslizadera. De la misma forma que en el aatgrior, es indiferente que el
plano de la deslizadera sea 0 no concordante sagjds globales de la estructura en

estudio.
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CAPITULO 7
VALIDACION NUMERICA (1)

OBJETIVO:
Es objeto de este capitulo mostrar la validezrdétodo que en este trabajo se p
pone a partir de un estudio pormenorizado de larinate coeficientes del sistema a que

lugar este procedimiento.

ro-
da

CONTENIDO:

Para ello, partiendo de tres modelos de estructai@$barras coplanarias y cinco de

estructuras espaciales, todas ellas de medianagqagia altura, se efectlan los céalculos

los atributos mas significativos que caracterizataga correspondientes matrices de co

de

pfj-

cientes asociadas a cada uno de los sistemas @eieoes, cuales son las dimensiones, el

valor absoluto maximo de sus coeficientes, su mbage de elementos no nulos y, quiza el

mas significativo, su nimero de condicion, cardestaras con las que se confeccionan una

serie de cuadros con objeto de comparar los vala@sespondientes al Método Clasi
con los que se obtienen con el método propuestlpawalidacion numeérica de éste.

Se estudian también las caracteristicas de dichasices para el célculo de estru
turas sometidas a condiciones cinematicas de coatap concordantes, por el Método
los Multiplicadores de Lagrange, tanto para el nu&tgoropuesto como para el Méto
Clasico.

Por dltimo se repiten estos célculos para estiagude gran altura utilizando u
método mixto en el cual se utilizan para los pisates matrices de barra tradicionales
por ello elongables, mientras que para las demasasade la estructura se utilizan las m

trices de rigidez propuestas en este estudio.

y
o

\

Y,
a_

*kkkk

7.1.- Introduccion.- Con objeto de validar todo lo expuesto en Igdtoéos anterio-

res se hace necesario la comparacion del métogoigsto con el Método tradicional a par-

tir del célculo de una serie de modelos concret®structuras que permitan extraer
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pertinentes conclusiones. Se dividiran estos addceh dos grupos: estructuras de barras

coplanarias y estructuras espaciales.

7.2.- Estructura plana: Modelo 1- Se trata de un pértico de cinco vanos y una

planta, con las dimensiones que se expresan egueaF/.1, en donde todas las barras son
de 0.30x0.30 ms. y cuyo material tiene un MédulcEtksticidad de valor 2xIkN/m?,
sometido a una unica fuerza horizontal en su nzgiaierdo de 40 kN.

40kN_ 1 6

[TT11.

400 | 400 | 400 | 4.00

4.00

Figura 7.1

7.2.1- Condicionamiento del sistema por el Métodol&sico sin restricciones El

sistema que se obtiene para esta estructura otlizéas matrices de rigidez del Método

Tradicional dadas por [3.21] es de la forma
Kec= p [71]

gue tiene unas dimensiones de 18x18, grados dealibee la estructura. Evaluando el con-
dicionamiento de la matriz de rigidé&z a partir de la Norma'2el Nimero de Condicion

vale:

CondK )= 87¢ [7.2]

7.2.2- Condicionamiento del sistema por el Métodol&sico con restricciones de

inelongabilidad.-Aunque los resultados que se obtienen con edrsst[7.1] pueden ser

considerados como validos es indudable que, siréitp sustenta a un forjado, puede adop-
tarse la hipotesis de diafragma rigido de dichftr, lo que obligara por coherencia a con-
siderar las jacenas como barras inelongables.sééraa anterior seria necesario, entonces,
afadir las ecuaciones de restriccion cinematicd]4orrespondientes a la inelongabilidad

de dichas barras, por lo que, aplicando el métadtos Multiplicadores de Lagrange ex-

puesto en el epigrafe 6.2.2, el cual, de acuerddasovaloraciones efectuadas en el Capitu-
lo 1, se considera el mas idoneo para la resolu#dsistemas de ecuaciones bajo condicio-

nes de restriccion, el sistema [7.1] se transfagmal [6.34] y tendra la forma

" Véase primera nota al pié de la pagina 2-16
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['K 5 M {5} [7.3]

dondel, es la matriz de restricciones cinematicas queritbesias condiciones de inelonga-

bilidad [6.12 ] correspondiente a las vigas, m@ntquel | es su transpuesta. El sistema
obtenido tiene dimensiones 23x23, de las cualesgmonden 18 a las incognitas de corri-
miento y 5 a los multiplicadores de Lagrange, esta los axiles de las 5 vigas del portico.
Su resolucion devuelve, pues, todos los corrimgenptel valor de los axiles de vigas.

Llamando a la matriz de coeficientes del sistenaram

K |7
Ko :[l O} [7.4]

y evaluando su condicionamiento a partir de la @o2nse obtiene

CondK Loy )= 7.6& 18 [7.5]

lo que supone, frente al anterior sistema, un atortam decisivo que desaconseja la utili-
zacion del método de los Multiplicadores de Lageapgra el calculo de esta estructura por
el Método Tradicional. La alternativa, pues, pavatemplar la hipétesis de inelongabilidad
de vigas seria la utilizacion del método de las:3i@maciones, que presenta las desventa-

jas apuntadas en los capitulos precedentes.

7.2.3- Condicionamiento del sistema por el métodorgpuesto- Procediendo al

ensamblaje de las matrices de barra dadas por],[4&®btiene el sistema [6.1] al que es
necesario afiadir, como se especifico en el epigrafdas ecuaciones de [6.2], con lo que el
Sistema de Lagrange correspondiente tendra la forma

M 1g
5| ¢|=|P [7.6]
Iy, O & |O
donde la submatrilgy es la matriz de restricciones de inelongabilidadatias las barras de

la estructura, d§ su transpuesta, por lo que el sistema consta2d dzuaciones con 29

incégnitas, esto es, 18 de corrimiento, 5 de axiefacenas y 6 de axiles de pilares, es de-

cir, de mayor dimensién que los dos anterioreqy pen la ventaja de que el sistema devol-
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vera el valor de los axiles de todas la barrasidstructura. Llamando a la matriz de coefi-

cientes del sistema anterior

M 1]
M Lagr. = g} [7.7]
- Lg 0

y evaluando su condicionamiento a partir de la @o2rse obtiene

CondM Loy )= 27 [7.8]

valor que, no solo es considerablemente menor lgdade por [7.5], sino que también su-
pone una mejora importante frente al dado por [a3jesar de que la dimensién de la ma-

triz [7.7] es mayor que la d€ . Se muestran a continuacién en el Cuadro 7.lekstados

anteriores:

Método Matriz de Dimensiones| Max.Abs. Elementos N° de
de calculo coeficientes del sistema Ki- no nulos (%)| condicién
Método Clasico K 18x18 902531 28.40 % 876

sin restricciones
M 1]
Método propuesto | 0 29x29 3 9.75 % 27
*]

Método Clasico K I7 .

Inelongabilidad de vigas
Cuadro 7.1: Atributos de las matrices corresporidgeal Modelo 1

donde la primera columna incluye los distintos pdimientos para el célculo de los corri-
mientos, la segunda la configuracion de las matnmaa cada caso, la tercera sus dimen-
siones, la cuarta el mayor de los coeficientesadematrices en valor absoluto, la quinta
expresa el porcentaje de elementos no nulos dataces y la Ultima columna muestra el

namero de condicién respecto a la Norma 2.

7.3.- Estructura plana: Modelo 2- El modelo 2 esta compuesto por barras de las

mismas caracteristicas que las del modelo anteziamismo numero de vanos y de tres

plantas de altura (Figura 7.2).

" En general, el nimero de condicién de una matrimaggr cuanto mayores sean las dimensiones de ésta.
” El programa Mathematica, con el que se han obtersitts valores, da el siguiente aviso a la horzsta-
ver el sistema de ecuaciones: LinearSolve:i&esult for LinearSolve of badly conditioned matfrombre
de la matriz} may contain significant numerical@s. More.."
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40kN._ 1 2 3 4 5 6

4.00

4.00

13 14 15 16 17 18

4.00

Figura 7.2

Procediendo de la misma forma para esta estrusim@htiene el siguiente cuadro 7.2:

Método Matriz de Dimensiones| Maéax.Abs. Elementos N° de
de calculo coeficientes | del sistema Ki - no nulos (%)| condicién
Método Clasico K 54x54 905063 13.58 % 6113
sin restricciones
M 1]
Método propuesto | 0 87x87 4 4.83 % 267
]
Método Clasico K 17
bajo condiciones de Lo 69x69 905063 9.58 % 8.04x'10

Inelongabilidad de vigas
Cuadro 7.2: Atributos de las matrices correspordgeal Modelo 2

7.4.- Estructura plana: Modelo 3- Las caracteristicas del modelo 3 son las mismas

que la de los anteriores, solo que éste tienerigdade acuerdo con la Figura 7.3 siguiente:

40kN_ 1 2 3 4 5
7 8 9 10 11
13 14 15 16 17
19 20 21 22 23
25 26 27 28 29
Ve Ve 7T Vi Wi
4.00 4.00 4.00 4.00 4.00
Figura 7.3

™ Véase 22 nota al pie de la pagina 7-4
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con los siguientes resultados (Cuadro 7.3)

Método Matriz de Dimensiones| Max.Abs. Elementos N° de
de calculo coeficientes del sistema Ki .- no nulos (%)| condicién
Método Clasico K 90x90 905063 8.64 % 16401
sin restricciones
. M g
Método propuesto | 0 145%145 4 3.09 % 741
[¢]
Método Clasico K I7 N

Inelongabilidad de vigas
Cuadro 7.3: Atributos de las matrices corresporidgeal Modelo 3

De forma estricta es necesario puntualizar quésieres procedimientos expuestos,
es el dltimo el que méas se aproxima al comportamierecanico de la estructura real, pues-
to que las elongaciones de los pilares existiramayor o menor grado, dependiendo de la
altura de la edificacion, del tipo de acciones guexcitan, de las caracteristicas elasticas
del material, etc., mientras que las elongaciones de forma indudable, sufrirdn las vigas
seran de tan pequefia magnitud frente a las ameripre pueden considerarse nulas, aparte
del gran inconveniente que supondria estimar er\d# la influencia que el forjado aporta-
ria a la deformacion axial de las vigas si éstaasiderasen asimismo elongables con idea
de conseguir una méas precisa modelizaciparo como puede observarse en la tercera co-
lumna del cuadro, el nUmero de condicién es taradl@ que los resultados que se obtengan

con la resolucién de este sistema seran de duiddmidd .

7.5.- Estructura espacial de pequefia 0 mediana atit Modelo 4.- Corresponde

este modelo a una estructura en el espacio 3D czstgpor tres pilares que soportan un
forjado, de acuerdo con la Figura 7.4. El valorMétulo de Elasticidad transversal es G =
8x10° kN/m?, siendo las demas caracteristicas de las barraksgadas de los modelos

anteriores.

" Véase 12 nota al pie de la pagina 2-2.
™ Véase 22 nota al pie de la pagina 7-4.
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(b)

Figura 7.4

Mientras que en los casos correspondientes atiespB las condiciones de restric-
ciones cinematicas eran exclusivamente las dengehilidad dadas por [4.12], en las es-
tructuras espaciales en las que las vigas estéabedals en un diafragma rigido, las condi-
ciones de restriccion que describen dicha condiciénen dadas por la ecuaciéon matricial
[5.44] y, procediendo al ensamblaje Dey D; expresadas por [5.45] y [5.46] de acuerdo
con el procedimiento expuesto en epigrafe 6.1.8btendra la matriz de restricciories

Procediendo, pues, de la misma forma que en lasiargs casos, pero utilizando
para el ensamblaje de la matriz de rigidez dettacsra la matriz de rigidez de barra dada
por [3.12] o su equivalente mas simple [3.14] palrdétodo Tradicional y las [4.69] y
[5.95] para pilares y jacenas, respectivamentea pamétodo propuesto, se tienen los si-
guientes valores (cuadro 7.4) para las diferentasices de coeficientes, segun el procedi-

miento de calculo elegido:

Método Matriz de Dimensiones| Maéax.Abs. Elementos N° de
de célculo coeficientes | del sistema Ki. no nulos (%)| condicién
Método Clasico K 18x18 451066 42.59 % 642
sin restricciones
M 1] DT
Método propuesto l, 0 O 27x27 8 13.03 % 129
D 0 O
Método Clésico K DT .
bajo condiciones de b 0 24x24 451066 28.82% | 3.67%10

Diafragma rigido
Cuadro 7.4: Atributos de las matrices corresportdgeal Modelo 4

dondel, e I son, respectivamente, la matriz de inelongabiligasll transpuesta, corres-

pondientes a los pilares, mientras @ues la matriz de diafragma rigiddy su transpues-

™ Véase 22 nota al pie de la pagina 7-4
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ta. Es de sefialar que la matKizdescribe las propiedades resistentes correspdesiana

modelizacién grafiada en la Figura 7.4.a, pero e @e la Figura 7.4.b, la cual se corres-

ponde mas acertadamente con el modelo real.

7.6.- Estructura espacial de peqguefia 0 mediana ata Modelo 5.- Tal y como
muestra la Figura 7.5, se trata de un entramadespgle un solo recuadro y una sola plan-

ta, formado por barras de las mismas caractesdjjiga las de los modelos anteriores.

z

v

(@)

Figura 7.5

En el cuadro 7.5 siguiente se indican las caratieas de cada uno de los sistemas

para esta estructura:

Método Matriz de Dimensiones| Méax.Abs. Elementos N° de
de calculo coeficientes del sistema Ki- no nulos (%)| condicion
Método Clasico K 24x24 455063 26.39 % 526
sin restricciones
M I} DT
Método propuesto l, 0 O 37x37 4 8.77 % 66
D 0 O
Método Clasico K DT .
bajo condiciones de b o 33x33 455063 18.00% | 8.21x10
Diafragma rigido
Cuadro 7.5: Atributos de las matrices corresporidgeal Modelo 5

7.7.- Estructura espacial de pequefia 0 mediana afiu Modelo 6.- De forma si-
milar al anterior, el modelo 6 corresponde a umaemado espacial de cuatro recuadros y

una planta de altura, con las mismas caracteddtiebmaterial y de las secciones que en los

modelos anteriores, segun se grafia en la Figaraiguiente:

™ Véase 22 nota al pie de la pagina 7-4.
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Método matricial bajo restricciones cinematicas

Figura 7.6

a la que le corresponde el siguiente cuadro deeslo
Método Matriz de Dimensiones| Max.Abs. Elementos N° de
de calculo coeficientes | del sistema Ki- no nulos (%)| condicién
Método Clasico K 54x54 907594 13.79 % 756
sin restricciones
M I DT
Método propuesto l, 0 O 87x87 8 4.08 % 168
D 0 O
Método Cléasico K DT
Diafragma rigido
Cuadro 7.6: Atributos de las matrices corresporidgeal Modelo 6

7.8.- Estructura espacial de pequeia 0 mediana aitu Modelo 7.- Este modelo

es el mismo anterior, pero con dos plantas desaftigura 7.7):

Figura 7.7

al que corresponden los valores dados por el ciadrsiguiente:

™ Véase 22 nota al pie de la pagina 7-4.
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Método Matriz de Dimensiones| Max.Abs. Elementos N° de
de célculo coeficientes del sistema Ki - no nulos (%)| condicién
Método Clasico K 108x108 910125 8.44 % 2549
sin restricciones
M I} DT
Método propuesto I, 0 O 174x174 8 2.64 % 565
D 0 O
Método Clasico K DT "
Diafragma rigido

Cuadro 7.7: Atributos de las matrices correspordgeal Modelo 7

7.9.- Estructura espacial de mediana altura: Model®.- Este ultimo modelo co-

rresponde a una estructura espacial de entramadchdeplantas, segun Figura 7.8 en don-
de el material y las secciones de las barrasaomismos que en todos los casos anterio-

res.
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Figura 7.8

De acuerdo con todo lo anterior, en el cuadro & ®gestran los valores siguientes

™ Véase 22 nota al pie de la pagina 7-4.
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Método Matriz de Dimensiones| Max.Abs. Elementos N° de
de célculo coeficientes | del sistema Ki- no nulos (%)| condicién
Método Clasico K 960%x960 910125 1.12 % 54512
sin restricciones
M 1] DT
Método propuesto I, 0 O 1576x1576 24 0.35 % 26726
D 0 O
Método Clasico K DT "
bajo condiciones de b o 1416x1416 910125 0.63 % 3.03*%10
Diafragma rigido

Cuadro 7.8: Atributos de las matrices correspordgeal Modelo 8

De forma analoga a lo comentado en el epigrafee8.8e observar que en todos los
casos de estructuras en el espacio 3D, la matrilgiikez K se corresponde mas con los
modelos grafiados en (a) que con los de (b), cordigion esta dltima mas cercana al mode-
lo real que la primera. Ademas de esto, el andlisieste tipo de estructuras mediante el
Método Clasico sin restricciones exigiria introdusbbretodo para forjados unidirecciona-
les, unos determinados elementos resistentes lestea las direcciones perpendiculares a
los pérticos, elementos cuyas caracteristicas nesano seran, en general, facilmente eva-
luables, por lo que, desde el punto de vista aeddelizacion, el procedimiento menos im-
preciso respecto al comportamiento real de la estructerra el correspondiente al Método
Clasico bajo restricciones de diafragma rigidoirids lineas de todos los cuadros anterio-
res); pero su condicionamiento es tan elevado bed@ilo por este procedimiento introdu-
cird un grado tal de incertidumbre respecto a lalea de los resultados que desaconseja su
utilizacién, aun para los casos mas simples deastas espaciales, como son el modelo 4
y 5 anteriormente estudiados. Teniendo en cuedtaltanterior, se hace poco menos que
imprescindible adoptar el método propuesto (seglinda de los cuadros anteriores) ya que
no presenta riesgo alguno de un condicionamieminisible, aln para las estructuras mas
complejas, si bien es cierto que la hipétesis @doimgabilidad adoptada en este procedi-
miento para todos los pilares dejard de ser vé&igeartir de un determinado namero de
plantas, esto es, solamente podra considerarstabimepara estructuras de pequefia y me-

diana altura, es decir, para un maximo de quinaetas, aproximadamente.

7.10.- Tratamiento de las condiciones cinematica®dontorna- De acuerdo a lo

expuesto en el epigrafe 6.4, los aparatos de ajEyen la mision de imponer una serie de

” Véase 22 nota al pie de la pagina 7-4.
Cualquier modelizacion conllevara algun gradonderecision respecto al modelo real.
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restricciones cinematicas en las estructuras aeaf@ue éstas tengan imposibilitado el mo-
vimiento como sdélido libre en el plano o en el espasegun se trate de estructuras planas o
espaciales, respectivamente. Estas restriccionesigdas de corrimientos obligan a hacer
nulas las incognitas asociadas a ellas en el sistenetaiciones de equilibrio que se ob-
tienen por el Método Directo de la Rigidez parauestiras de barras. Consecuentemente, la
anulacion de dichas componentes de corrimiento ifeeten eliminacion de las ecuaciones
de equilibrio asociadas a dichos movimientos, dbtetose de esta forma un sistema cua-
drado, compatible y determinado, cuya matriz ddiceates es la matriz reducida de la
estructura. Pero este procedimiento solo sera Ipositel movimiento impedido coincide
con alguno de los ejes de coordenadas globalea dstiuctura, esto es, cuando el corri-
miento sea concordante con dichos ejes. Si no seeslas circunstancias sera necesario
sustituir, a partir de la pertinente matriz de ciin, las componentes de incognitas coaccio-
nadas no concordantes, asi como las ecuacioneguildréo correspondientes -sistema
global- en funcién de las componentes referidas gistema local del nudo coaccionado,
asi como las direcciones de las ecuaciones deleguilsistema nodal), elegido de tal for-
ma que el corrimiento o corrimientos impedidos cimian con dichos ejes, por lo que sus
valores seran nulos, lo que permite, ahora sijradimas columnas correspondientes a estos
movimiento y las ecuaciones asociadas a ellose&@luicion del sistema resultante devolve-
ra las componentes de corrimiento del nudo coaadmmeferidas al sistema nodal elegido,
por lo que, a partir de la transpuesta de la md&imtacion antes citada, podran calcularse
las componentes referidas al sistema global, guesestos valores son necesarios para al-
guna otra aplicacion, como pudiera ser el calcelsalicitaciones de la barra o barras que
incidan en dicho nudo con ayuda de las correspotefianatrices de conversion. Ademas
de este procedimiento para el tratamiento de ladiciones de contorno, existen otros ba-
sados en la funciones de penalizacion que tienmdosivenientes ya comentados en el Ca-
pitulol”. Por ello, tal y como reiteradamente se ha idalsefo a lo largo de este trabajo,
es nuevamente el procedimiento de los Multiplicedate Lagrange el que presenta mayo-
res ventajas respecto a todos los demas parauvelieste estas condiciones cineméticas.
Analicemos, pues, la estructura correspondienkéaglelo 1 anteriormente estudiado supo-

niendo que el mecanismo de apoyo del ultimo pialadderecha es una articulacion mévil

" Se esté suponiendo el caso habitual de coaccgmiuah, lo que daréa lugar a una ecuacion homogénea.

El Método de la Penalizacion “es rapido de aplicar (...) sin embargo presenta ebnveniente de que
pueden aparecer problemas numéricos (“overflow”)agerar con nimeros muy grandes(4y, apartado
55.2.1).
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con plano de rodadura formando un angml@on la horizontal, siendo los demas aparatos

de apoyo empotramientos perfectos, tal y como wdlaen la Figura 7.9 siguiente:

40kN. 1 2 3 4 5 6

Barra ficticia de
longitud infinita
7

4.00

Figura 7.9

Para ello, siguiendo las indicaciones del apartdddel epigrafe 6.4, se supondra
que existe una barra ficticia inelongable de lardjiinfinita cuyo extremo j incide en el
nudo 7 y su extremo i esta perfectamente empowada plano de rodamiento, siendo per-
pendicular a este plano. Esta barra no aportaezgidguna frente al giro del nudo 7 ni fren-
te a su desplazamiento en la direccion normaltsadiarra ficticia, debido a que su longitud
es infinita, pero si impide totalmente el desplaeato del nudo en la direccidén axial, por
considerar a la barra totalmente inelongable. Lea@én de restriccion que describe esta
circunstancia es, pues, la ecuacion de inelongabildada por [4.12], en donde el vedor
es nulo por estar la barra perfectamente empo#adau extremo i. A los sistemas corres-
pondientes a cada uno de los tres procedimientiegactos en el Cuadro 7.1 habra que afa-
dir, pues, esta ecuacion; pero, dado que el tproeedimiento se ha de descartar por su mal
condicionamiento, que para mas abundancia se vep&arado con esta nueva ecuacion,
utilizaremos para este calculo solo el primero gegjundo, por lo que, llamanda la ma-
triz fila que designa a los coeficientes de dictizaeion de restriccion del apoyo inclinado,
los Sistemas de Lagrange correspondientes quedinferma indicada en el Cuadro 7.9
siguiente, donde se indican los valores que tormaratributos de las matrices asociadas a
dichos sistemas como consecuencia de la ecuaci@stliecion introducida correspondien-

te a la condicién de contorno del nudo 7:

" El procedimiento tradicional consiste en suponta karra de seccion transversal muy grande (33taajoa
XIII.C.3) y (47, apartado 5.5.5.1).

7-13



Método matricial bajo restricciones cinematicas CAP. 7.-VALIDACION NUMERICA ()

Método Matriz de Dimensiones| Max.Abs. Elementos N° de
de célculo coeficientes del sistema Ki - no nulos (%)| condicién
Método Clasico K rT
inelongabilidad
K 1grT
Método propuesto l;g, O O 33x33 3 12.58 % 480
r 0 O
Cuadro 7.9

Comparando estos valores con los reflejados @uatiro 7.1 se aprecia que, mien-
tras que el condicionamiento en el método propuagémas sufre variacibn como conse-
cuencia de la ecuacion introducida, el numero aalicadn correspondiente al calculo con
las matrices de barra tradicionales sufre un eapeletr aumento que hace totalmente des-
aconsejable su utilizacién, aun para las estrustomas elementales, como es la estructura
analizada.

Es de sefialar que este procedimiento de introdluae condiciones de restriccion
cinematica debido a las condiciones de contorral ggsmo, tanto para apoyos concordan-
tes como no concordantes, como se expresé engehfpb.4; por lo tanto, dado que el na-
mero de ecuaciones correspondientes a estas ¢esigs presenta solo un pequefio porcen-
taje frente al total de ecuaciones del Sistema atgdnge y que, como se ha visto, estas
ecuaciones afiadidas practicamente no alteran éicimmamiento de la matriz asociada
utilizando el procedimiento propuesto, es ventajpsaceder al ensamblaje de la Matriz
Completa de la estructura, afiadiendo las ecuacamesstriccion correspondientes al con-
torno, segun lo expuesto en dicho epigrafe 6.4edd& forma, no solamente se evita la ma-
nipulacion matricial consistente en la eliminacitinfilas y columnas en la matriz de rigidez
de la estructura para obtener la matriz reducida,que, de forma directa, la resolucion del
Sistema de Lagrange pertinente nos devolvera fadasomponentes de reaccion, indepen-
dientemente de que exista concordancia o no, aideeq el nudo conectado al aparato de
apoyo incidan una o mas barras, lo que supone em@ja afiadida, pues si en dicho nudo
inciden mas de una barra sera necesario utilizaistema auxiliar de ecuaciones de equili-
brio de fuerzas del nudo aislado entre las sotiotees de extremo de dichas barras -
previamente calculadas a partir de las matricesodgersion- y las incognitas de reaccion,

con objeto de determinar el valor de éstas.
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7.11.- Estructuras de gran altura- Puesto que el Modelo 8 estudiado en el epigrafe

7.9 puede considerarse de mediana altura, es @adiadoptar la hipétesis de inelongabili-
dad de los pilares en todas las plantas, puese@tibeva una decisiva ventaja en cuanto al
condicionamiento del sistema correspondiente; sibaggo, como se comentd en dicho
epigrafe, para edificios de gran altura no ser&emiente, en general, adoptar la hipétesis
de inelongabilidad para los pilares, sobre toda pauéllos situados en las primeras plan-
tas, ya que tal hipétesis no describira de la forma m@ropiada el comportamiento cine-
matico-resistente de la estructura. Para compiabafluencia que puede tener la conside-
racion o no de la hipétesis de inelongabilidad ados$ los pilares utilizaremos el mismo
Modelo 8 realizando el calculo mediante un proceéstito mixto, consistente en emplear
las matrices de barra tradicionales para todopilages, con lo que éstos seran elongables,

y las matrices del método propuesto para los destgsentos lineales que componen la

estructura, por lo que la matriz de rigiddzse transformaré en la matii, y la Matriz de
Lagrange correspondiente al método propuesto dstan@do por esta Ultima mas la matriz
de diafragma rigid®, anteriormente utilizada. Con objeto de tener visign conjunta de
los cuatro procedimientos, se repite el cuadrantiByendo en él este ultimo procedimien-

to mixto, resultando el siguiente Cuadro 7.10:

Método Matriz de Dimensiones| Max.Abs. Elementos N° de
de calculo coeficientes | del sistema Ki- no nulos (%)| condicién
Método Clasico K 960x960 910125 1.12 % 54512
sin restricciones
M I] DT
Método propuesto l, 0 O 1576x1576 24 0.35 % 26726
D 0 O
Método Cléasico K DT "
bajo condiciones de b 0 1416x1416 910125 0.63 % 3.03*10
Diafragma rigido
. . M DT .
Método mixto 5 o 1416x1416 910125 0.49 % 1.83%%0

Cuadro 7.10Atributosde las matrices correspondientes al Modelo 8

La matrices correspondientes a la tercera y ctigatdel Cuadro 7.10 solo difieren
en que, mientras la matr& procede, como ya se dijo en el epigrafe 7.5, nehmblaje de
las matrices de barra tradicionales ([3.12] o suvedente [3.14]) para todas las barras de la

" Naturalmente nos referimos a un nimero determidaduantas a partir de la sustentacion.
Véase 22 nota al pie de la pagina 7-4.
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estructura, la matriM se obtiene por ensamblaje de las matrices de batesiores para
los pilares y, por ello, elongables, mientras qaapas vigas se utilizan las matrices de ri-
gidez de la barra bajo condiciones de diafragmidaigropuestas en este trabajo y dadas
por [5.94] sin parametrizar, esto es, con el valor del pai@me

r=ElL, [7.9]

para cada barra, ya que las submatrices utilizagias|os pilares no vienen parametrizadas
y, puesto que unas y otras han de sumarse al elassdenmatriz de rigidez de la estructura,

se estarian sumando magnitudes heterogéneas anseme dicha parametrizacion para las
submatrices de las vigas.

Aunque las matriceK y M son diferentes, estos dos procedimientos daras ngno
sultados practicamente iguales, dado que ambosnpdet las mismas hipoétesis de partida,
esto es, hipotesis de diafragma rigido para lasswgposibilidad de deformacion axil de los
pilares, por lo que las pequefias diferencias qedauexistir entre los resultados de uno y
otro procedimiento seran debidas, exclusivamentes arrores de redondeo del computador
durante el proceso de resolucion del sistema dacemes, las cuales diferencias seran ma-
yores cuanto mayores sean las dimensiones de dstdtesnas y el mal condicionamiento
de los mismos.

Como bien expresa el Cuadro 7.10, el método miXtona linea de dicho cuadro,
presenta una cierta mejora respecto a su equieafrcera linea) en cuanto al condicio-
namiento se refiere, pero el numero de condiciguessiendo aun tan elevado que la utili-
zacién de este procedimiento puede conllevar ahmigrado de incertidumbre en cuanto a
la validez de los resultados, de ahi que sea mézgsma estructuras de gran altura algun
tipo de proceso que evite o, al menos, minimic@aiaconveniente, proceso cuya deduc-
cion se abordara en los tres capitulos siguientes.

Por ultimo es de sefalar que, dentro de este gira@nto mixto, existe la alternati-
va de considerar inelongables solamente los pilaee&necientes a las Ultimas plantas, es
decir, por encima de la planta a partir de la tuaktructura pasa a la consideracién de gran
altura (normalmente, 12-15 plantas), pues ellomddta en un mejoramiento del numero de
condicion del sistema de ecuaciones utilizandanasices de barra propuestas en este tra-

bajo.

" Obsérvese que ahora no es posible utilizar lasaeatdadas por [5.95] por no ser nulos los deapi&ntos
verticales.
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CAPITULO 8
MATRIZ DE TRANSFORMACION

OBJETIVO:

Uno de los procedimientos para la resolucion dsfesna rectangular que se obtie-

ne, segun lo expuesto en el Capitulo 6, al afiddgisiema de ecuaciones de equilibrio
sistema de restricciones, es el Método de las Toamsciones que, en esencia, consiste
la eleccion de un conjunto de incognitas para pderea su eliminacion y transformar ¢
esta forma dicho sistema rectangular en otro cuddracompatible y determinado. Corn
guiera que no existe una norma concreta para le@ém de tales incognitas, se preten
en este capitulo, no solamente establecer varitsrias susceptibles de ser implementa
en un programa informatico sino, ademas, lograr @sta transformacion pueda cong
guirse a partir de unas determinadas matrices, roar de transformacion, cuya detern

nacion es el objetivo principal de este capitulo.

el
> en
le
no
de
dos

e -

CONTENIDO:

Partiendo de un sistema de ecuaciones linealeérgen sometido a un conjunto ¢
condiciones de restriccion, asimismo genéricaspresenta en este capitulo dos proce
mientos sistematizados con los que, mediante denillo ensamblaje directo de los e
mentos que conforman la Matriz de Restriccionespssigue una matriz, Matriz de Trar
formacién, la cual tiene la propiedad de que, amultiplicar o postmultiplicar a la matri
del sistema lineal, introduce en las filas y colasde éste unas transformaciones tales
dicho sistema se transforma en otro compatiblegrd@nado y de menor dimensiéon que
original.

Se estudia también la aplicacién de estas matreegansformacion a los diverse
procedimientos de resolucién del Método de Lagramge se expusieron en el Capitulg

epigrafe 6.3.

e
di-

e_

que

el

DS

*kkkk

8.1.- Introduccidn.- Tal y como se comento en el Capitulo 1, asi cemel epigra-

fe 6.2.1, uno de los inconvenientes del MétodoageTiransformaciones para estructuras
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sometidas a determinadas restricciones cinemasgatde fijar un criterio adecuado para la
eleccion de las incéognitas esclavas, asi como k decesidad de particionado y reordena-
cion de las filas y columnas de la matriz de rigidel sistema de ecuaciones que se obtiene
con el Método Directo de la Rigidez. Una vez elagidichas incognitas y terminado el
procedimiento descrito en el epigrafe 6.2.1, digfaxeso da lugar, al fin y al cabo, a una
matriz de rigideaV ¢, cuadradagnodificada de la origind¥l, cuyas dimensiones han queda-
do reducidas al grado de indeterminacion cinemalécka estructura y el sistema viene dado
exclusivamente, pues, en las incognitas maestrasstema [6.31]. El objetivo de este capi-
tulo es fijar de forma precisa un criterio de elécale dichas incégnitas y, ademas, conse-
guir esta matriz sin necesidad de reordenaciénateyf columnas, lo que supondra un im-
portante ahorro computacion&lqui se exponen, primero, dos procedimientos pacafo:

de forma sucesiva (apartado 8.2) o de forma simedtdapartado 8.3). Por cualquiera de
ellos se obtiene una matriz, Matriz de Transfordmactal que, dado un sistema de n ecua-
ciones y n incognitas sujeto a r condiciones deicesdn, dicha matriz permite expresar las
n incognitas del sistema en funcidén exclusiva deamunto m= n-r incognitas indepen-
dientes o maestras, es decirx glescribe el vector de incognitas de dimensiéonxgp des-
cribe un vector de m incégnitas independientesydtiz T, de dimensiones nxm , es tal que

se cumple que

X=Tx [8.1]

8.2.- Eleccion de las incognitas esclavas en forrmacesiva- Sea, de forma genéri-

ca, un sistema de ecuaciones lineales compatitbdteyminado de n dimensiones

Kx =p [8.2]

sometido a otro subsistema (que supondremos homogéor ser el mas habitual en la
practica del célculo de estructupade r restricciones (r<n) y s€ala matriz de coeficien-

tes’ de este subsistema formada por los elementosaessg) es decir

Rx=0 8.3]

" Para condiciones no homogéneas el procedimierdcasélogo al aqui expuesto.
Puesto que en este capitulo no se va a utilizawalsiz de rotacion, signada normalmente con esta, Ino
debe caber la posibilidad de confusién.
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Como, en general, no sera posible la eleccion shmeh y arbitraria de r incognitas
esclavas sin correr el riesgo de que no sean ®liissindependientes entre si, una forma
inmediata y sistematica para la eliminacién derlaégnitas dependientes, que surgen como
consecuencia de las r condiciones de restricciuéstas, consiste en aplicar el siguiente
procedimiento: elijase cualquier ecuacion del siatele restricciones [8.3], despéjese de
ella cualquiera de las incognitas y sustitiyasa iestognita en las ecuaciones [8.2] y en el
resto de ecuaciones de restriccion del sistem [Bd@no consecuencia de esta sustitucion,
las matriceK y R sufren unas determinadas transformaciones, deafgue la primera se
transforma en otra cuyas columnas no son mas qaeleterminada combinacion de las
columnas d&K y, ademas, pierde una de ellas, y la segundazsatiransforma, asimismo,
en otra cuyas columnas son combinaciones de lasoak deR pero que constara de una
fila y una columna menos que ésta, puesto que desapla ecuacion que se eligid para
despejar la incégnita. Se obtiene, pues, un nuistensa de ecuaciones y otro de restriccio-
nes con una incoégnita menos. Repitiendo reiteradmel proceso r veces, se consigue
eliminar del sistema original [8.2] las r incégsitasclavas -que, naturalmente, seran inde-
pendientes entre si por la forma en que se haidelegientras que el sistema de restric-
ciones se ve reducido a una igualdad idénticanmarite como se demostrara en el epigrafe
8.4. De esta forma se llegara al sistema rectangalaxpuesto en [6.25]. En cada paso del
proceso la matriK sufre una transformacion, perdiendo una columsia, es, del sistema
se elimina una incognita.

En lo que sigue vamos a desarrollar una nuevaangtre al multiplicarla poK rea-
lice esta transformacion de forma directa. Natueali®a los elementos de esta nueva matriz
deben de estar intrinsecamente definidos en laztdl subsistema de restricciones, pues
es éste el que fija las condiciones de transfordnague ha de sufrir la matriz de coeficien-
tes del sistema. Para desarrollar dicha matrizegleremos como sigue.

Por motivos de homogeneidad en la nomenclaturaglgreoceso que sigue, llame-

mosR; a la matriz original del subsistema de restricesgyre forma que pueda escribirse

R,x=0 [8.4]
o también
X, =0 (i=1,2..rr j=1,2..n [8.5]

Hagamos un rastreo de los elementoRgg elijamos cualquiera de ellos no nulo,
e ESte ke correspondera, pues, a la ecuacion k del subsistienrestricciones y a la in-

cognitaxe. Dicha ecuacién k puede escribirse asi:
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% =0 (j=12...n [8.6]

y despejando de ella dicha incégnita

ey [8.7]

donde,fké es el vector fila que queda al eliminar de la kilde la matriR; el elementow

y X es el vector columna resultante de eliminar detore la incognitaxe. Esta incognita

se ha convertido en la primera incognita esclavaniras que las demas siguen consideran-

dose como “independientes”. El vector de incognitas puede expresar también asi:

.1 [1 © 0]
& 0o 1 0
%, : [ %]
: . . . . X2
X = X = e e ae. el =T, x_ [8.8]
rke rke rke ¢
. . . R
R I I |
dondeT; es una matriz de dimensiones, pues, nxn-1.
Sustituyendo [8.8] en [8.2] se tendra
[KT,]x.=p [8.9]
Llamando
K,=[KT,] [8.10]
la ecuacion [8.9] se podré escribir como
leé =p [811]

sistema rectangular de n ecuaciones y n-1 inc&@rmitzes se ha eliminado la primera in-
cognita esclava con ayuda de la matrizes decir, la postmultiplicacion d¢e por esta ma-

triz tiene por efecto la eliminacién de la primaradgnita esclava. La transformacion de

K enK; se consigue a partir de la matffiz Esta es, pues, la matriz que se buscaba y que,
en adelante le llamaremos Matriz de Trasformadastituyendo, asimismo, [8.8] en [8.4]

[R,T,]x. =0
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siendo RiT,] la matriz de coeficientes del nuevo subsistemaed&icciones modificado
del primitivo, de dimensiones rxn-1. Esta matrizdi@, pues, r filas y n-1 columnas, pero
la fila k sera idénticamente nula, pues corredpanlos coeficientes de una ecuacion en la
que se ha sustituido una incognita que se despegdtd misma ecuacion. Llamaripa la
matriz que resulta de eliminar d&[l;] la fila k nula, la matriz de coeficientes del noev

subsistema de restricciones se puede re-escriiio s@ue

R,x. =0 [8.12]
con lo cual se ha llegado a un nuevo sistema dacemes [8.11] con una incdgnita menos
gue el original y sometido a otro subsistema deicegnes [8.12] que tiene, asimismo, una

ecuacion y una incégnita menos que el anteriorisiginsa.

8.2.1.- Ensamblaje de las sucesivas matrices derisformacion.- Para la obten-

cion de la matriZl 1 no sera necesario realizar todo el proceso amegitte descrito pues,
de la observacion de [8.8], se desprende que poledmerse de forma directa mediante
ensamblaje. En efecto, puesto que las primggad)ecuaciones de [8.8] son identidades en
las primeras(e -1) incégnitas, las primerage -1)columnas/filas d&; han de configurar

un blogue identidad de dimensiongs-1), mientras que el resto de columnas correspon-
dientes a dichas ecuaciones han de ser, necesat@anulos y formaran, pues, otro bloque
nulo de (e-1)filas y (n-e) columnas. Llamemos al primer blogle:) y al segunddNe.
1m-ey queriendo indicar con los subindices las dimemesale las respectivas matrices. Re-
ciprocamente, lagn - e) dltimas filas deT;1, que corresponden a identidades de las Ultimas
(n -e) incognitas, estaran formadas por los blogNgs) 1) (€Sto esN{, ;.. € In-e).

Por ultimo, la fila e esta formada por el vedigr mas arriba definido. De acuerdo con esto,

el ensamblaje de la Matriz de Transformaci@rse consigue en la forma

I
T,=( f
NT

(e=1)(n—e)

(e-1) N

k(e-1) f k(n-e) [813]
I

(e=1)(n-e)

(n-e)

dondef, ._;, representa a los primeros (e-1) elementos d&la fi f, ., a los Gltimos (n-
e) de dicha fila.
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Como se ha visto, la determinacion de la matrizralesformacionT; que permite
eliminar la primera incégnita esclava se consigeidodma directa mediante ensamblaje de
unos determinados bloques de acuerdo con la coaéigun de la matriz de restricciongs
De forma reiterada se van ensamblando las siggienstricesTl; a partir de las sucesivas
matricesR; (i = 1, 2...r) con lo que, sucesivamente, se varerobhdo en cada paso una

nueva matriz de transformacion y un nuevo subssi@arestricciones, es decir

[KT,T,.T, ]x_=p [8.14]

K x =p}’ [KTl]Xer} | [KTsz]Xefp}..

Rx=0 R,x_ =
donde los subindices de los vectores incognitaindicando la incognita esclava que en

cada paso se elimina, es decir, el vetx%?rindica todas las componentes de incognitas que,

en cada paso, existen en el sistema, exceptdlaegto que al final del proceso se habran
eliminado todas las incognitas elegidas como easla® sistema resultante solo contendré
las incognitas maestras, por lo que, llamando eloveque las contiene, y teniendo en

cuenta la propiedad asociativa del producto matrita anterior expresion toma la forma

compacta
[KT,=p - KX, =p [8.15]
o de forma mas compacta
KX, =p [8.16]
donde
K, =KT [8.17]

en donde, con el subindice de la matriz de coefiee se indica que ésta procede de una
cierta manipulacion de sus columnas (combinacideal) de la matriz originaril mien-
tras quer es la Matriz de Transformacion buscada, que modssque el producto matricial
ordenado de las sucesivas matrices de transformaoidseguidas mediante el ensamblaje
antes descrito, es decir

T=T,T,.T, [8.18]

matriz que consigue eliminar las r incognitadaess al postmultiplicar K. Para su con-
secucion basta, pues, con ir ensamblando las sasasiatriced’; y proceder luego al pro-

ducto matricial ordenado expresado en [8.18].
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8.3.- Eleccién simultanea de las incognitas esclaraComo antes se ha indicado,

las r incognitas esclavas han de ser tales quetelrdinante formado por las columnas aso-
ciadas a ellas sea no nulo para asegurar que depeindientes entre si, esto es, dichas co-
lumnas han de ser linealmente independientes. élarpuede procederse al calculo siste-
matico de los diversos determinantes corresporeiemtodas las submatrices de dimensio-
nes rxr que pueden obtenerse mediante combinacsimeepeticion de las columnas de R,
hasta encontrar el primero no nul&ntonces, las incognitas asociadas a las colusmas
rrespondientes de dicha submatriz seran las intasyasclavas buscadas. Para encontrar de
forma ordenada y sistemética r columnas que seaalihente independientes, se realizara
el siguiente proceso:

1°.- Desarrdllese la matriz por columnas

R=[c, ¢, « « « ¢] [8.19]

2°.- Elijase la 12 columna no nula. Sea ésta la
3°.- Elijase la siguiente columna no nud ¥ resuélvase el siguiente sistema en los

parametros incognita,

co,+tCa,=0 [8.20]

Si este sistema s0lo tiene la solucion trivial,dasimnas seran linealmente indepen-
dientes y las incégnitagk y Xs asociadas a esas dos columnas pueden elegirgeicom
cognitas esclavas, mientras que si tiene solu@denfas de la trivial) las columnas seran
linealmente dependientes y habra que elegir laesitgi no nula (sea ésta lka) de forma
gue nuevo el sistema

couyt+tga,=0 [8.21]

solamente tenga la solucion trivial y, entoncesdias primeras incognitas esclavas seran la
X Y X
4°.- Una vez encontradas las dos primeras in@grgclavas, se elige la siguiente

columna no nula (se®) y se resuelve el sistema

Ca,+tCGa,*+Ga,=0 [8.22]

" Una forma de optimizar la eleccion de las inc@midependientes, con objeto de minimizar los esrdee
redondeo, es tomar el mayor de dichos determindh€sapartado 12.43), aunque ello supondra unamay
carga computacional.
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De forma idéntica a lo descrito en el paso 3° sistema anterior soélo tiene la solu-
cion trivial, las columnas seran linealmente inawlentes y se habra encontrado la tercera
incognita esclavax(), y si tiene solucion (ademas de la trivial) labumnas seran lineal-
mente dependientes y habra que elegir la sigumsitenna no nula para determinar la ter-
cera incognita esclava.

Procediendo de forma reiterada, se encontrargpril@&ras r columnas linealmente
independientes cuyas incégnitas asociadas seramclagnitas esclavas que se buscan, con

lo que el proceso de eleccion de dichas incégeitéaspor concluido.

8.3.1.- Ensamblaje directo de la Matriz de Transfamacion.- Una vez determina-

das las incégnitas esclavas, solo resta encoatMatriz de Transformacion. Por claridad, y
sin que ello suponga menoscabo en la generalizagbprocedimiento, la exposicién que
sigue se hace para un sistema de 7 ecuacionesidome® ecuaciones homogéneas de res-
triccion. Sea, pueds la matriz de coeficientes de un sistema de ecnasicompatible y
determinado de dimension 7x7 en las incognitgsR la matriz de coeficientes del subsis-
tema de restricciones homogéneo de dimensionesL®s7sistemas [8.2] y [8.3] pueden,

pues, escribirse conjuntamente como sigue:

F;}[x] . m 8.23]

dondex es el vector columna que describe las incogmjtdsa matrizR, desarrollada por

columnas;, tendra la forma
R=[c, ¢, ¢, ¢ ¢ G ¢

con lo que el subsistema de restricciones puediiese en modo mas compacto como
7
e % =0 [8.24]
i=1

Puesto que se tienen tres ecuaciones de restriesitiran tres incognitas esclavas.
Una vez precisadas éstas en la forma expuestaagaehdo anterior, sean éstas, p.e., la 22,
la 32 y la 62. Pasando al segundo miembro los mésntorrespondientes a las incognitas

independientes 0 maestras, el sistema anteriotatiforma
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X
% X
[, ¢ c]x|=-[a ¢ & c,]X: [8.25]
X5 X,
Aplicando la Regla de Cramer, y llamando al ved®incdgnitas maestras
X
X4
X = 8.26
"= [8.26]
X7
la solucion del sistema anterior en las incoégresadavas sera
w=-yln & & _slo 6 d s & gl
AR NS LY P
_ 5% 6 g e & g
SR e Y
C
=_z||c C3 q“||xm (m=1, 4, 5, 7) [8.27]
3 6

donde‘ci C (,:(‘ expresa el valor del determinante de la matriméata por las columnas
i J, k.

Por simplicidad de expresion, en adelante adoptasdasiguiente simbologia:

= |c2 C, c6|, que expresa el valor del determinante de la médrmada por las
columnas asociadas a las incognitas esclavas.

A es el valor del determinante de la matriz formaala las columnas dA, ex-

cepto la correspondiente a la incognita esclavaia permutacion del orden, orlada
por la derecha por la columna asociada a la intégmaestra m.

De acuerdo con esto la solucién del sistema [§28de escribirse de forma mas
abreviada como

;“ X (e=2, 3, 6) [8.28]

8-9



Método matricial bajo restricciones cinematicas CAP. 8.-MATRIZ DE TRANSFORMACION

donde el signo de la sumatoria sera negativo paté,| 32, 52... incégnitas si el numero de
ecuaciones de restriccion es impar y positivo o cantrario, mientras que para la 22, 42,
etc. incégnitas esclavas el signo sera el contrdebido a las permutaciones de columnas
efectuadas en las soluciones dadas por [8.27k@s de forma general, el segundo miem-
bro de [8.28] vendra afectado del signo menos lparencognitas impares cuando el nimero
de ecuaciones de restriccion sea impar y del sigh®si es par. Inversamente ocurrira para
las incognitas pares. Desarrollando [8.28] puedenildrse todas las componentes del vec-

tor incégnitax en funcién exclusiva de las incégnitas maestragmfa forma

X
'Ail 'AE4 'AE,5 'AE? _
X
1 A§,1 A§4 Aé,s A73,7 X
X=| %, |=3] O 0 o0 X: [8.29]
Xg 0 0 A 0 X,
'Aél 'AE4 'A%,s -A 67|
X, | O 0 0 A
y en forma compacta
X=Tx, [8.30]

dondeT es la Matriz de Transformacidén buscada,yel vector que describe, exclusivamen-
te, las incognitas independientes 0 maestras. peesidn [8.30] es similar a la expuesta en
[6.15], pero no es la misma, pues mientras queldistaa relaciona exclusivamente las in-
cOgnitas esclavas con las maestras, la [8.30]iogladodas las incognitas de corrimiento
con las incognitas esclavas, es decir, la matriralesformacionl es, no solamente una
reordenacion de la matrRR.m, expresada en [6.16], sino que, ademas, esta alapiian
tantas filas como incégnitas maestras, filas c@yesientos son todos nulos, excepto el co-
rrespondiente al elemento que relaciona cada inteograestra con ella misma y, por tanto,
dicho elemento es la unidad.

Sustituyendo [8.30] en el primer bloque de [8.28pbtendra nuevamente el ya co-

nocido sistema

" Contrariamente a la matrizer, que proviene de una reordenacion de filas y coisnia matriZl conserva
el orden original de las incdgnitas, como se apreni[8.29].
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KX, =p [8.31]
donde
K.=KT [8.32]
Obsérvese que de [8.29] puede deducirse el promtionde ensamblaje de la ma-
triz T de la siguiente forma:
1°:- Se parte de un arreglo de n filas y tantdsmnas como incognitas indepen-
dientes, esto es n-r, signadas con el n°® de aeléas incognitas maestras.
2°.- Cada fila correspondiente a una incégnitastnaesera nula, excepto el elemento
i,i que sera el determinante, anteriormente descrito.
3°- Cada uno de los elementos de las filas carreipentes a las incognitas esclavas

(recuadradas en [8.29]) es el determindmggm, donde e esla numeracion de la filay m

la de la columna respectiva.
4°.- Por ultimo, si el nUmero de ecuaciones deicesn es impar, habra que afectar

del signo menos a las filas asociadas a la 182 38fc. incognitas esclavas y, si es par, a las
filas asociadas a la 22, 42, 62, etc. incognitelass.

El ensamblaje directo de la Matriz de Transformatidscada es, pues, de la forma:

1 4 5 7

A 0 0 0 [[1]
'Ail 'A§,4 'AE 5 -A 2,7
1354 ng 4 A5,5 A73,7 Ii

1 [8.33]

T _Z 0 A 0 0 4
0 0 A 0 5
'Aél 'ABA 'A%,s -A 6,7 @

| 0 0 0 A __7_

8.4.- Aplicacion de la Matriz de Transformacion alMétodo de las Transforma-

ciones- Sustituyendo el vector dado por [8.30] en la expresiéon [8.23] se tenfdeda el

primer bloque

[KT]xw =p [8.34]
y, para el segundo

[RT]xn =0 [8.35]
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ecuacion matricial esta ultima que no es mas qespeesion de un sistema de ecuaciones
todas ellas idénticamente nulas, pues las matRcgsT son matrices divisores de cero
como se demuestra a continuacion.

En efecto, llamand€. y C, a las matrices formadas por las columnas asocedas
las incognitas esclavas y maestras, respectivapdgltsistema de restriccionexgyy Xm a

los vectores de incognitas esclavas y maestrggagamente, es decir

C.=[c, ¢, ¢ C.=[c. ¢ & c [8.36]
y
X
% X
X, =| x x, =|* [8.37]
X, X5
X7
el sistema [8.25] puede escribirse en la forma
C.x,=-C_x,, [8.38]

y puesto qué&, es no singular, multiplicando la anterior m.a.ior. §u inversa, se tendra

X, =-CIC, X, [8.39]
Por otra parte, di es una matriz identidad de dimension 4, es ddeirlimension
igual al nimero de incognitas maestras, podraless®| de acuerdo con la expresion ante-
rior que

X :{XE} :{_Cglcm}xm [8.40]

X |

m

dondex es el vector de incégnitas reordenado. Se tiares,mue

X {_Cilcm}xm [8.41]

Llamando

T {'C?Cm} 8.42]

" Se dice que dos matrices son divisores de cemdoyao siendo nula ninguna de ellas, su produciona
matriz nula (43, apartado 3.2).
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la [8.41] se puede expresar como

X=TxX [8.43]

gue relaciona todas las incégnitas con las incagmsclavas, expresion equivalente, pues, a
la [8.30], es decir, la matriz de [8.41] es la mzatle transformacién antes deducida con
otra ordenacion de sus filas. De acuerdo con [8la6inatrizR reordenada, queda en la

forma

R=[C, C,] [8.44]

y postmultiplicando la [8.44] por la [8.42], se tea

o -1
RT =[C, cm]{ Cel Cm}:—cmmm:o [8.45]

c.s.q.d.
Tal y como se expuso en el epigrafe 6.2.1, elres{8.34] equivalente al [6.11], es

rectangular con mas ecuaciones que incognitas,gymeducto matriciakT tendra n filas

y n-r columnas y, por tanto, sera incompatibleoSa podran obtener soluciones a partir de
combinaciones lineales de las ecuaciones que limroan, de modo que la matriz de co-
eficientes recupere su cuadratura. Pero si ehssst®rresponde a las ecuaciones de equili-
brio obtenidas mediante ensamblaje por el proceditnidel Método Directo de la Rigidez,
solamente podréa existir una unica solucion (TeordenKirchoff), es decir, una sola combi-
nacion lineal y ésta no puede ser otra mas qudlague devuelva una matriz de coeficien-
tes simétrica (Principio de Reciprocidad de Maxyadtti). Pero, puesto que la matfliz al
postmultiplicar &, introduce en sus columnas una determinada tnanaton, la premul-
tiplicacion de la transpuesta depor la matrizK introducira en ésta la misma transforma-

cion en sus filas. Por lo tanto, premultiplicandam. [8.34] por la transpuesta @le se

tendra
[TTKT]xn=TTp [8.46]
y, llamando
Ke =TTKT y p=TP [8.47]
se tendra definitivamente
KiXm =P; [8.48]
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sistema de n-r ecuaciones en las n-r incognitaspentdientes o maestras y donde, con los
subindices, quiere indicarse que las matricesraigs han sufrido modificacion de filas (f)
y columnas (c). El sistema [8.48] es, pues, eqental al expuesto en [6.31].

Aunque con los dos procedimiento descritos sélestan, por una parte, unos crite-
rios rigurosos y sistematicos para la eleccionadeiricognitas esclavas y se solventa, por
otra, el inconveniente de tener que reordenar tycparar las filas y columnas de la matriz
del sistema y la de restricciones, asi como dabvee términos independientes, el Método
de las Transformaciones, que puede ayudarse ddd@aerior, sigue presentando un gra-
ve inconveniente, cual es el de no permitir calclaa fuerzas asociadas a las restricciones
impuestas que, como se mostré en 6.2.2, en eldmassstriccion de inelongabilidad corres-
ponde al axil de las barras y, en el caso de cegiries de diafragma rigido, corresponden
al axil, al cortante contenido en el diafragma ynaimento flector de eje normal al mismo
diafragma.

Bien es cierto que, desde un punto de vistacestnente tedrico, estos valores pue-
den considerarse indiferentes, pues el mismo cemdéepinseco de restriccion asi lo esta-
blece, pero en la matematica aplicada el conochmiée estos valores puede ser ineludible.
Piénsese, por ejemplo, el caso de una restric@éodimiento nulo en las condiciones de
contorno de un determinado apoyo en una estruotlaacondicion de inelongabilidad im-
puesta a algunas de sus barras. La imposicionctiasrestricciones significa, desde el pun-
to de vista matematico, que el apoyo puede resisdilquier valor de reaccién y que la barra
esta capacitada para resistir un axil que, tedéecde puede ser infinito. Naturalmente esto
no es asi y, como deciamos, es imprescindiblerdetar de alguna forma el valor de tales
fuerzas, pues son necesarios tanto para comprabdadarra esta capacitada para resistir
dicho axil como para el dimensionamiento del apadat apoyo. Es necesario concluir que
el Método de las transformaciones no sera, puasaslidoneo para el célculo de estructu-

ras de nudos rigidos, como reiteradamente se hartado en los capitulos precedentes.

8.5.- Aplicacion de la Matriz de Transformacion alMétodo de los Multiplicado-

res de Lagrange- El problema apuntado anteriormente de calcalauflerzas asociadas a

las restricciones impuestas se solventa con elddéde los Multiplicadores de Lagrange, el

mas completo, elegante y directo para resolvezraiss sometidos a restricciones, como ya
se especificd en el apartado 6.2.2 y en la refeaet (apartado 9.2.4), pues se consiguen
de forma inmediata, tanto las incognitas cinematmamo los valores de dichas fuerzas si

se resuelve dicho sistema segun los procedimietgssritos en los epigrafes 6.3 0 6.3.1.
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Pero, si para la implementacion de la matriz deleyde la estructura se utilizan las matri-

ces de rigidez de barra tradicionales, apareceugaanproblema de no menor trascenden-
cia: debido a las grandes diferencias en el or@emagnitud existentes entre los valores
numéricos de la matriz de rigidez global y los espondientes a la matriz de restricciones,
el numero de condicion del Sistema de Lagrangesggaih de forma alarmante, como se
mostro en los Cuadros del Capitulo 7. Es por dlle, @ntonces, sea poco menos que im-
prescindible adoptar los procedimientos alternatidescritos en los epigrafes 6.3.1, 6.3.2 y
6.3.3 con ayuda de las pertinentes matrices dsftnanacion, que permitira una enorme

mejora del condicionamiento, como se expondra €rapltulo 11.

8.5.1.- Resolucidon del Sistema de Lagrange por traformacion de columnas:

eliminacién de incognitas de corrimiento- Para un subsistema de restriccibn homogéneo

de tipo genérico con r ecuaciones y matriz de ciegfiesR, el Sistema de Lagrange dado

por [6.34] tendr& la forma genérica

K RT|X
=P [8.49]
R 0| A 0
Una vez determinada la Matriz de Transformaciéen cualquiera de las formas
descritas anteriormente, se tendra la expresi@d][§, sustituyendo el valor del vector de
incognitasx en los dos bloques de ecuaciones de [8.49], s& ltgbescribir que, para el
primero
[KT]xw+RTA=p [8.50]
0, de forma mas compacta
KeXm+RTAL=p [8.51]
donde, corK; =K T se indica que la matrk ha sufrido una transformacién por columnas
al postmultiplicarla poil, mientras que, para el segundo se obtendra umaseémp idénti-

camente nula, como se demostrd en el epigrafeE8.8istema de Lagrange queda, pues,
reducido al siguiente

[K. RT][X;}=[D] [8.52]

cuya matriz de coeficientes es cuadrada -puesiésaparecido del sistema original [8.49]
r ecuaciones y r incognitas- de las misma dimdengueK, compatible y determinado,
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aungue no simétrico. Aunque la matriz de coefieemiel sistema obtenido ha dejado de ser
definida positiva, tiene la ventaja de que su esoh nos devuelve los valores de las in-
cognitas independientes y los de los multiplicasiate Lagrange, imprescindibles en de-
terminadas aplicaciones practicas.

8.5.2.- Resolucion del Sistema de Lagrange por traformacion de filas: elimi-

nacion de Multiplicadores de Lagrange Si el primero de los bloques de ecuaciones ma-

triciales dados por [8.49] se premultiplica m.apmr la matrizT ', transpuesta de la Matriz
de Transformaciom, se tendrd,

[TK]x +[TRT]A=TTp [8.53]

pero, puesto que, como se ha demostrado anteritgnedrproducto matriciaRT] es una

matriz nula, puede escribirse que

[RT]" =0 [8.54]

Y, consecuentemente
TTRT =0 [8.55]

por lo tanto el segundo sumando del primer miendler{8.53] se hace nulo, lo que trae co-
mo consecuencia la eliminacion de las incégnitasespondientes a los Multiplicadores de

Lagrange y el sistema resultante adoptara, pués;ne siguiente

P:}h}{%} [8.56]

donde se ha hech@ [K] = K; y T'p = p, queriendo indicar con los subindices que la ma-
triz de rigidezK y el vector de acciongs han sufrido una transformacion debido a unas
determinadas combinaciones lineales de sus fitaepaonsecuencia de las cuales desapa-
recen tantas ecuaciones como incognitas se elimniperdando las dimensiones del sistema

reducido a las mismas que las del sistema oriffn2].

8.5.3.- Resoluciéon del Sistema de Lagrange por traformacion de filas y co-

lumnas.- Naturalmente, si [8.52] se premultiplica m.apor T', transpuesta d€, se ob-
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tendra el mismo sistema expresado en [8.46], fligsR’ son divisores de cero, como ya
ha quedado demostrado.

Obviamente, los procedimientos anteriormente expagsara la resolucién de sis-
temas con la ayuda de las matrices de transformaiéden aplicarse a cualquier sistema
genérico de ecuaciones sometidas o no a restrexiqrues dicho sistema puede particio-
narse en dos bloques y, eligiendo cualquiera ds,edhsamblar la matriz de transformacién
correspondiente en la forma antes expuesta y ptgtioar la matriz del otro bloque por
esta matriz de transformacién, con lo que se obignth sistema cuadrado, compatible,
determinado y de menor dimension que el originderAds de la reduccion de dimensiones,
esta matriz de transformacion hace el efecto deopricionador por cuanto, en general, el

numero de condicién disminuird al disminuir las dimsiones de la matriz.
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CAPITULO 9

MATRIZ DE TRANSFORMACION PARA
ENTRAMADOS PLANOS

OBJETIVO.-

Aunque el procedimiento descrito en el capituleaat para la consecucion de la
Matriz de Transformacion de un sistema lineal sdohoea restricciones es, evidentemente,
aplicable para el calculo de todo tipo de estruatisometidas a restricciones, las especia-

les caracteristicas de perpendicularidad que ses@néan entre los elementos que confor-

man los entramados planos hacen posible que dichawidMde Transformacién pueda de-
terminarse de forma mucho més directa y simpleogueel procedimiento genérico. De ghi
que este capitulo tenga por objetivo la determidaale dichas matrices aplicables a los

sistemas lineales correspondientes a este tipstlecturas.

CONTENIDO:

Partiendo de un modelo sencillo de entramado plsmoealiza una reflexion y dis-
cusion pormenorizada de las relaciones existenté®e das incognitas de desplazamiento
como consecuencia de la hipétesis de inelongalilai#optada, relaciones que dan lugar a
la matriz de transformacion que se desea obtersa #iscusion, un tanto laboriosa, no es
en si misma la pauta a seguir en su aplicacion ficacsino que sirve como vehiculo para
inferir como dicha matriz de transformacion pued#enmerse de forma directa mediante
ensamblaje de determinadas matrices elementales.

Una vez obtenida la Matriz de Transformacion, secede a su aplicacion para los

diversos procedimientos de resolucion del Métodmsiélultiplicadores de Lagrange.

*kkkk

9.1.- Introduccidn.- Entendemos por entramado aquella estructura dasbemnec-

tadas rigidamente en la que todas ellas son, leigitales o bien horizontales y, dentro de
ellas, el entramado plano sera aquélla en la glastias barras son coplanarias. Esta carac-
teristica de perpendicularidad permite introdutiportantes simplificaciones en su proceso
de célculo y, dado que, aun siendo un caso patieste tipo estructural es extraordinaria-

mente abundante en la construccion, parece obligadicarle un estudio especial. Por sim-
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plicidad y sin perjuicio de que las ideas que g®B&n en este capitulo puedan extenderse a
las estructuras espaciales, que se estudiaran sguénte capitulo, aqui nos limitaremos
exclusivamente a los entramados planos.

El Sistema de Lagrange en el que las restriccisopsxclusivamente de inelonga-

IR

puede ser resuelto por el procedimiento expuestl apartado 6.3.1. que, como alli se es-
pecificd, consiste en elegir un conjunto de inctagesclavasce del segundo bloque de
ecuaciones, particionar convenientemente las sulmesitdel sistema, despejar aquéllas en
funcion de la demas incégnitagy proceder a su sustitucion en cada una de laacernes

del primer bloque, o, o que es mucho mas directmrtir de la Matriz de Transformacion,
como se expuso en el Capitulo 7. Cualquiera de gstmedimientos no tiene mas objetivo
gue la eliminacion de las incognitas esclavasul® gpnduce a unas determinadas transfor-
maciones en las columnas de la matriz de rigMez, o que es lo mismo: unas determina-
das combinaciones de estas lineas acarrea la atidimde dichas incégnitas. Pero, como
se decia, las especiales caracteristicas que send@s estructuras que nos ocupan van a
permitir que la Matriz de Transformacion pueda nbtse, nuevamente, por ensamblaje
directo de determinadas matrices elementales siesidad de acudir a los métodos genera-
les expuestos en el dicho Capitulo 8.

9.2.- Deduccion de la Matriz de Transformacion.- Se llama matriz elemental a

aquélla que se obtienen a partir de una operad@meatal sobre la matriz identidadl
producto de esta matriz por otra es otra matriasuifas o columnas son combinaciones
lineales de la segunda, segun venga premultiplicagastmultiplicada, respectivamente,
por la primera.

La matriz elemental que suma a la columna i lalfiplicada por un valoi@ en una
matriz K se obtiene a partir de la matriz identidad denieésmas dimensiones que las co-
lumnas deK introduciendo el valoren la posicién (j,i) de dicha matriz identidad. La
postmultiplicacién d&K por la matriz elemental obtenida da como resultztd® matriz en
la cual, a la columna i se le ha sumado la j miidaga por dicho valor, quedando las demas

columnas sin modificacion alguna. Montemos, pusts, matriz para el siguiente ejemplo.

" Véase referencia (43), apartado 3.4.
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Sea, para precisar, el portico plano de la figigaiesnte en donde los nudos se han
numerado de forma arbitrarig en la que se ha supuesto, por simplicidad, gdest los
aparatos de apoyo son empotramientos perfectogieao resta generalidad a la discusion
que sigue por cuanto, si existen grados de libestadichos apoyos, apareceran sendas in-

cognitas y, simultAneamente, sendas ecuacionegudideo.

Grupol %‘ 1 2 3
Grupo2 %‘4 5
Grupo3 %‘6 7 8 9 ‘
Grupo4
Figura 8.1

Siendo, pues, 9 los nudos susceptibles de movimiénmatriz de rigideM redu-
cida que se obtiene por el ensamblaje de las reatde la barra inelongable obtenidas en el
Capitulo 4, tendra unas dimensiones de 27x27.

Puesto que el sistema de ecuaciones de equilibrrespondiente a esta estructura
esta afectado por un subsistema de restricciomesspondientes a la consideracion de ine-
longabilidad de las barras, los desplazamientdesiaudos de cada grupo co-translacional
en la direccion del movimiento permitido son iggaleondicion que vendra expresada por
las ecuaciones de inelongabilidad correspondientas vigas, es decir:

del grupo 1u; = u; = us

del grupo 2u, = us

etc.

-dondeu; es la componente de desplazamiento horizontaluéosupone que se han de su-
mar las siguientes columnas de la MalfizPara los grupos horizontales, columnas j = 3n-
2, donde n va tomando cada uno de los valoressdetimeros de nudo que forman el gru-
po. Para los grupos verticales, columnas j = 3n-1,laemismos valores para n. De acuer-
do con esto se tendra

- Grupo 1: horizontal (nudos 1, 2 y 3): columnad4#

" El minimo ancho de banda se consigue numeranddireccion en la que haya menos nudos (31, apartad
19.9), aunque en este caso, por generalizar, hayseseguido este criterio.

" Si la numeracion de cada nudo del grupo es ctikr@ldas columnas a sumar son los términos deprma
gresion aritmética de razén 3 y primer término igua numeracion del primer nudo del grupo, quecsesti-
tuye en nudo maestro.
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- Grupo 2: horizontal (nudos 4 y 5): columnas 10+13

- Grupo 3: horizontal (nudos 6, 7, 8 y 9): columh&s19+22+25.

- Grupo 4: vertical (nudos 2 y 7): columnas 5+20

Para el montaje directo de la Matriz de TransfoiGracon la que se efectuaran las
anteriores operaciones, se ha de introducir, pure,en las posiciones siguientes de la ma-
triz identidad de dimensiones 27x27: para cadaaghgrizontal en las columnas j=3n-2 y
para cada grupo vertical en las columnas j = 3dehde n es el nimero del nudo elegido
como maestro) y en las filas indicadas a contirfunaci

- Para el primer grupo en la columna 1y filad §,7.

- Para el segundo, de forma idéntica, en la codubihy filas 10 y 13.

- Para el tercer grupo: columna 16 y filas 19,28,

- Para el cuarto grupo: columna 5y fila 20.

De acuerdo con todo lo anterior, la matriz iderttida las mismas dimensiones que

M quedara modificada en la forma

2 3 @4 B 6 [ 8 9 [0 11 12 [13] 14 15 [16 17 18 [19] 0] 21 [22] 23 24 25 26 27
1 00000000U0OOO O0OOOG®OOTO OGO OGO OTOTO OGO OGO OO
2{o01 ooo0oo0000 00UO0OT O0OO® O O0OOGO O OO0OTOTO OO OO0 O
3o o1l oooo0o00OOO O OO OO0OO0OUOOOTOTOTOTO OO OO0 0|
100100000000WO0TO0TU0OTG0TO0O0OGO0OG® OO OTO0TOTOTO0 0|
50 0001l ooo0o00000O0UO0T® OO OO O0O0UO0UO0UO0UO0 0 (
60 o o001 ooo00O0O0O0O0O0OO0OGO0OOOGOTOTOTO OO OO0 0
1000001 00000000WO0T0O0GO0O0GO0TO 0O O0UO0TO 0 O0 [
8o oooo0o001 oo0oo0000O0O0OO0OTO OO OTOTOTOTO OO OO 0
90 00000001 o00000UO0UO0OTO OOOTOTOTOTO OO OO 0
1d|o o o oooooo0l oo0o0O0OOOOOOO0OO0OO0OUOOUO0O0 O
110 o 0 0 0 0 0 0 0 01 0o 0 O O O O O O O O O O O O O [0
12{0 0 0 0 0 0 0 0 0o 0 0ol 0 0 O O OOUOU OGO O OO O O
00000000 01 00l o0o0o0O0OOOTG OO OTU OGO OO0 0
14/0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o ool 0o0o0oO0OUOUOUOU OGO OGO OO O
15/0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 01l o 0o 0 O O O OO OO O O O
160 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o0 o0 o0 01l o o 0o 0o O O O O O O [
177/0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 01 o0 0 0 O O O O O O [
18/0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o o o 0o 0l o o o0 o000 O OF{
000 0O0OTO OOOGOOOGOOTOUL 001l o0oo00o0wo0°0TUO0O0
200 0 0o 01 oo oo 00000 OO OOO OOl 0o00o00O0TO 0T O
210 o0 o 0o 0 0 000 0OOOOO O OOOUOU O 0o0wo0UO0O0
22/l 0 0 0 0o 0 o 0o 0o 0o 0o 0001 000001l o0oo0 o0 0]/
230 0 0 00O 0ODOOOOO0OOOOOUOUOUOTOTOTG O o0 o0 0f
240 0000 O0OOOOOOOOOOUOUOUOUOTOTOTG Ad o 00
250 o0 o 0 o o o o o o o oo o001 oo0o0o0o0O0O0O0 o ([9'2]
26/0 0 000OOODOOOOOOOOOUOUOOTOTOTO0OTO0GO0Td (
27]0 0 0000 0O0O0O0O0®OOO®OOO00O0OO0O0O0O0O0 01
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El siguiente paso sera eliminar en esta matrizddgsnnas asociadas a las incognitas
esclavas, es decir las 4, 7, 13, 19, 20, 22 ywWREmotécnicamente esta operacién puede
realizarse advirtiendo que dichas columnas correoa la numeracion de filas en las que
exista algun valor no nulo fuera de su diagonaigipal, como facilmente se observa en
[9.2], pues el primer valor no nulo de dicha filmrespondera a la columna asociada a la
incognita maestra, mientras que los demas valavesuios de esta misma fila (Que sélo
podran estar en la diagonal principal), estan adosi a las respectivas incognitas esclavas.

De acuerdo con esto, la matriz anterior queda éritaa

2 3 6 8 9 11 12 14 15 17 18 21 23 24 26 27
1000000 00WO0UO0OUOOUO0UO0OGO0TO0O0 0 0]
2lo1 00000 00WO0UO0OUO0O0OUO0OUO0OUO0OO0 0 O/
3/o ol ooo0oo000O0OO OO OO OO OTOTU 0O O
1 0000000000UO0OUO0O0O0OOGO0TO0O0
5(0 001l oo0oo00000UO0TO0O0GO0OOUO0TO0O0
6/o0 oo 0l ooo000O0UO0OTO0O0O0OGOGO0O0O0
1 0000000000D0OODGOOUO0T OGO OTU OO0
8/o o ooo0ol ooo000O0O0OTO0GOTOUO0TO0O0 O
9/o0 0 o000l oo0o000UO0O0O0TO0OTGO0TGO0O0 0
00000001 oo0oo0o000®O0OQ0OTO0TO0TOUP
117/0 0 0 0 0 0 0 01 0 0o 0 0 0 O O O O O O
12{0 0 0 0 0 0o 0 00l 00 0O0O0OUOTU OO {
00000001 ooo0o000®O0O0O0TO0TOUD
140 0 0 0o 0 o 0 00 0l o0 o00O0UOTU OT O
150 0 0 0 0 0 0o oo 0ol oo0o0wo0@O0O0GO0OF
000 000O0OOOOOOTOLlL 0oo0o00®O0TO0F@®
1770 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 01 0 0 o0 0 0 O
18{0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0ol o0 o0 o0 o0 ¢
000 00O0OOOOOOTOLlL 0o0o0o00®O0TO0F@®
0 o0l ooo0o0O0OOO0OOOTOUO0OTO0O0UO0 D
21/0 0 0 0 0 0 000000 0O 0Ol 0 0 0 0
000 00O0OOOOOOTOLlL 0o0o0o0©O0®O0T 0@
230 0 00000 O0O0O0OTOTGOG OO 01 0O 0 0
24/ 0 0000 000O0O0OTO0OTOTGOT OO o0l o 0
000 00O0OOOOOOTOLlL 0oo0o0©O0®O0T 0@ [9'3]
26/0 0 000000 O0O0OTO0OOTOT OGO OO 01 D
2710 0 0 0O OOO O OO OOOUOOU OO OO OO 1_

Por otra parte, debido a las condiciones de in@loiidad de pilares, los desplaza-
mientos verticales de los nudos que pertenecienig@tares que tienen continuidad hasta
cimentacion son nulos, por lo tanto, de la matniteaor se han de eliminar las columnas 2,
8, 11, 14, 17, 23 y 26, que obedecen a la numeraeid3n-1, siendo n el nimero de cada
nudo. Efectuadas tales eliminaciones se tendi@niente
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que es la matriz de transformacién buscada, derdimees 27x13 en la que se ha recua-
drado la numeracién de las columnas correspondientas incognitas de desplazamiento
de los grupos co-translacionales. El resto de cafisntorresponden, evidentemente, a las
incognitas de giro. Pueden observarse las tranafidomes que esta matriz introduce en la
matrizM al postmultiplicarla:

- La 12 columna d@&g (correspondiente a la incognita n° 1, desplazamiearizon-

tal del nudo 1) suma las columnas 1+4+7 de la misttri

- La 22 columna (correspondiente a la incognitd, ifiro del nudo 1) deja intacta la

columna n° 3.

- La 32 (correspondiente a la incognita n° 5, kdesyniento vertical del nudo 2) su-

ma las columnas 5+20.

- Etc.

Esta matriz es la que relaciona los valores desttataincognitas de corrimiento con

las incégnitas maestras o independientes, de fquaguede escribirse que

c=T,Cn [9.5]
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donde, como se sabg, es el vector que describe las componentes maakriss corri-

mientos. Sustituyendoen el primer bloque de ecuaciones de [9.1], setie

MT,Cm+lgA=p [9.6]
y llamando
M.=MT, [9.7]
[9.6] puede escribirse como
Mc.Cn+lgA=p [9.8]

La postmultiplicacion, pues, dé por esta matrid g da como resultado otra matriz
transformada a la que hemos denominsidqmatriz de rigidez transformada en columnas)

de dimensiones 27x13, por lo que, en formato malyriel sistema [9.8] queda en la forma

[M. |g][ﬂ:[p] [9.9]

sistema que vuelve a ser cuadrado de 27x27 -puastrizM ha perdido 14 columnas al

convertirse en M. e | es de dimension 27x14- y cuyas incognitas ford@s1grupos:

por una parte las incégnitas independientes déntemnto, grado de indeterminacion cine-
matica de la estructura, integrada por los despiegzdos de los grupo co-translacionales (4
grupos), mas los giros de los nudos (9 giros)oy,qgtra, los valores de los multiplicadores
de Lagrange que, como se demostrd en el epigraf2, .o son mas que los axiles de las
barras (14 multiplicadores); esto es, en totah2dgnitas.

Aunque las operaciones anteriores se podrian aedfzilmente con un adecuado
programa de manipulacion de matrices, el proceditmidescrito no deja de ser algo engo-
rroso y solo se expone a efectos de justificabtesecucion y configuracion de la Matriz de
Transformacion, pues como veremos a continuaciém @sede obtenerse de forma mas
inmediata, ya que las especial simplicidad de ¢as@&ones de restriccion que relacionan a
las incognitas de corrimiento permiten deducir &dtdriz de Transformacion mediante el
sencillo procedimiento de ensamblaje de submajraeg$orma similar al utilizado para la
consecuciéon de las matrices de rigidez de la d¢ataicde inelongabilidad [6.3] y de dia-
fragma rigido [6.6].

9.3.- Matriz de Transformacioén por ensamblaje diretn.- Sea, nuevamente, la es-

tructura anteriormente expuesta que, por comodtaceproduce a continuacion.
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Grupol %‘ 1 2 3
Grupo2 %‘4 5
Grupo3 s\s 7 8 9 ‘
Grupo4
Figura 8.2

y seaM la matriz de rigidez correspondiente a esta dstraccuyo ensamblaje tendra la

forma

1 2 3 4 5 6 7 8 9

(M;; M, 0 0O O M,; O 0 01
My, M, M, 0 0 0 M, 0 (2

0 Mg, M, O 0 0 0 Mg, 0 |3

0 0 0 M, M, O 0 0 My|4

M=| o 0 0 M, M, O 0 0 0 (5
Mg O 0 0 0 Mg M, O 0 |6

0O M, O 0 0 0 M, M, 0|7

0 0 Mg O 0 0 My, Mg M8

| 0 0 0 M, O 0 0 Mg Mgl9

en donde, como se sabe, las submatiMtgson de dimensiones 3x3 y los elementos nulos
representan submatrices nulas de las mismas diom&ssiConsideremos el producto matri-
cial siguiente

M;y Mj, 0 0 0 M;3 0 0 0T,

0
0 0 0 Mg O O 0 Mg Mg Ty

dondeT. es una matriz columna cuyos elemeriftgsson submatrices elementales, que, 16-
gicamente han de tener la mismas dimensiones queddmentos dkl. El resultado de este

producto es otra matriz columna por bloques emiéaagda fila i tiene la forma
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gue no es mas que una combinacion lineal de lasntals deM, combinacion que viene
descrita por las componentes de las matrices etataef;. Afiadiendo sucesivamente co-
lumnas en la Matriz de Transformacidny tomando para las submatrices que la confor-
man los valores apropiados podremos “extraer” dedttiz de rigideM otra matriz modi-
ficada de acuerdo con los valores de la mdigjzsto es, segun la informacion descrita por
las condiciones de restriccion, con tantas filanaM y tantas columnas conTq.

Creemos los tres vectores columna y 0, cuyo ensamblaje forme la matriz identi-

dad de tres dimensiones, signando a dicha matnw cw0, y, ademas, creemos el vector

columna nulm, es decir

1 0 0

n=/0|; u=10|;v=1;06=|0 [9.10]
0 0 1

de las que se obtiene la matriz identidad

uve = [9.11]

o O B+
o +» O
(@)

Es evidente que el producto matricial de cualgsigimatrizM;; por la matriz iden-

tidaduv@ no introducira alteracion alguna en los elemenwsaluélla, por lo que, el pro-

ducto matricial siguiente

(K11 K12 O 0 0 Kji3 0 0 O flue 0 0o 0 O O 0 0 O]
Koi1 Koo K o3z 0 0 0 Ko7 O 0 0 uwe O 0 0 0 0 0 0
0 Kz2 K33 0 0 0 0 Kagg 0 0O uw O 0 0 0 0 0
0 0 0 Kgq Kgs O 0 0 Kgof/ O O O uwe O O O 0 O
Mc=MI=| O 0 0 Kgg Kgg O 0 0 0 0 0 O O w O O O0 O
Ker O 0 0 0 Kgg Kg7 O 0 0 0 O O O w 0 o0 o©
0 Ky O 0 0 0 Ky7 K78 O 0 0 0 0 0 0O u O 0
0 0 Kgz O 0 0 Kg7 Kgg Kggl| O 0 0 0 0 0 0 uwe O
| 0 0 0 Kgg O 0 0 Kgg Kggf O 0 O O O O O O wu9]
[9.12]
deja intacta la matri&, donde
fluve 0 0 0 0 0 0 0 0]
0O ue O 0 0 0 0 0 0
0 0O u® O 0 0 0 0 0
0 0 0O uw O 0 0 0 0
1=/l 0 0 0 0 wsh 0O O 0 O [9.13]
0 0 0 0 0O ue O 0 0
0 0 0 0 0 0 uwe O 0
0 0 0 0 0 0 0O uw O
/o0 0 0 0 0 0O 0 0 ug
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Sin embargo, si se introduce una modificacion guare de las submatrices identidad,
dicho producto matricial dara como resultado uaadformacion en los elementosMg al
postmultiplicarla. Concretamente, si se elimina colamna en dicha submatriz, el producto
trae como consecuencia la eliminacién de la cooredipnte columna de la matriz a la que
postmultiplica. De acuerdo con esto y puesto gdeddos nudos de la estructura en estudio,
excepto el 2 y el 7, tienen desplazamientos véesaaulos, condiciones que vendran expre-
sadas en las ecuaciones de inelongabilidad deléwesgy se habra de eliminar en las subma-
tricesuv@ correspondientes a dichos nudos el veetatescriptor de este corrimiento. Por
otra parte, de acuerdo con las condiciones dengealalidad de vigas ya descritas en el
epigrafe anterior, se habran de sumar las compemelet desplazamiento de los nudos de
cada grupo co-translacional en la direccion depgriPara ello, partiendo de la matriz iden-
tidad! dada en [9.13], se procedera a introducir enlalaiguientes operaciones:
- 1°.- Eliminacién de todos los vectoresorrespondientes a los extremos de pila-

res que tengan continuidad hasta cimentacion,essttndos excepto el 2y el 7,

con lo que se obtiene la matriz de transformadigue elimina los corrimien-

tos debidos a la inelongabilidad de los pilares. éEesquema siguiente se han

recuadrado los elementos afectados)

[J12 [B [4allse 7[8 [b

o 0o 0o 0 o0 0 0 ol

O w 0 O 0O 0 0 0 02

o0 o0 [w 0o o o o o0 03

o 0o o [w o o o0 o o0]l4
T,=lo 0o o o [w o o o o] [9.14]
O 0 0 o0 o [w o o o]l

O 0 0O O O O usb O 0|7

0o 0 0 o 0 o o0 [w ol

o o 0o o o0 o o o [e]9d

donde los ceros indican matrices nulas congrueaes$as matrices de su misma
columna.

- 2°- Una vez elegido un nudo maestro en cadpogco-translacional, para los
horizontales proceder al ensamblaje del veatoasociado al desplazamiento
horizontal, y para los grupos verticales procedeladnisma forma al ensambla-

je del vectow, asociado al desplazamiento vertical. La ubicad&mstos vecto-

" Obsérvese como los elementos de la diagonal pahdescriben los corrimientos permitidos en castion
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res sera la columna correspondiente al nudo maekdgido y filas las de los
demas nudos del grupo, nudos esclavos. Asi, sigh&jamplo que nos ocupa se
elige como nudo maestro en cada grupo el de mamoeracion del grupo, para
el grupo 1 el vecton debe de introducirse en la columna 1y filas cpoadien-
tes a los nudos 2 y 3, nudos esclavos de este.dgpapa el grupo 2, columna 4 y
fila 5; para el grupo 3, columna 6 y filas 7, 8.yPara el grupo co-translacional
4, grupo vertical, el vectar vendra ubicado en la columna 2, nudo maestro, y fi

la 7, nudo esclavo. Se tendra, entonces

W [2 3[4 5[] 78 9

w 0 0 0 0 0O O 0 O0]1

ul we 0 0o 0o 0 0o 0 o0fZ

u] o w o o o o o o3

O 0 0 w O 0 0 0 04

o 0 ofd wo o o ofs [9.15]
O 0 0 0 0w 0O O O0f6

0 0 0 0fd we 0 o]

0o 0 0 0 o0 [{ ® 0 |[g

o o 0o o0 o[J o o w9

- 3%- Como consecuencia del anterior ensamblajepiaponente horizontal del
nudo maestro de cada grupo co-translacional sermsituido en incégnita inde-
pendiente, mientras que las homoénimas del restaudes del grupo pasan a ser
incognitas esclavas, por lo que habran de elimenastas ultimas. Para ello se
eliminaran de la diagonal principal aquellos veesar y v si éstos estan repeti-
dos en la misma fila, pues dichos desplazamiergda diagonal principal seran
incégnitas esclavas, mientras que los ubicados fderdicha diagonal seran los

desplazamientos maestros, con lo que la anteriizngmedara en la forma

1 2 3 4 5 6 78 9
uw 0 0 0 0 0O 0 0 O]l
u 0 0 0 0 0 0 0|2
u o0 0 0 0 0 0 ol
0O 0 0w 0 0 0 0 0[4
0O 0 0 ule o o o ol [9.16]
0O 0 0 0 0 W 0 0 0|6
0O v 0 0 0 ule o off
0O 0 0 0 0 u o07J6 ofg
0 0 0 0 0 u 0 o g9
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en la que, nuevamente, se han recuadradddogentos que han sufrido tal mo-
dificacion.

- 4°.- Por ultimo, puesto que las submatrices de caldenna han de constar de un
mismo numero de columnas, los vectargsv ya introducidos habran de orlarse
por la derecha con el vector nulamas arriba descrito, mientras que, evidente-
mente, las submatrices nulas han de tener dimeassicompatibles con la co-
lumna a la que pertenecen. Por lo tanto, la MateiZTransformacion buscada

quedaréa definitivamente en la forma

1 2 3 4 5 & 8 9
uw 0 0 0 0O 0 00G(Q1
Vo0 0 0 0 0 0 0 O
0 6 0 0 0 00O
0O 0 0 w 0O 0 0O 0 4
T,=| 0 0 o0 6 0 00 O [9.17]
0O 0 0 0O O ®w 0O 0] 6
0 0 0 0 0 00
0 0 0 0 O 00 0
0 0 0 0 0 0 06]9
donde, de acuerdo con [9.10] las matrices elenesual vn, ud y v0 son, pues
10 00 10 0
un=10 O vh=l1 O ue={ 0 0 vB=| 1 [9.18]
0 0 0 0 01 0

Sustituidas en [9.17] todas las submatrices quetdorman, se obtendra la misma expre-

sion dada en [9.4], Matriz de Transformacion sgeiduscaba.

9.4.- Eliminacion parcial de los Multiplicadores delLagrange.- Con ayuda, pues,

de la matriz de transformacion deducida en el afgganterior y siguiendo el proceso en
expuesto en el epigrafe 8.5.2 se pueden elimimastios Multiplicadores de Lagrange in-
volucrados en el sistema, pero puede ocurrir qummbcimiento del valor de algunos de
ellos sea imprescindible, por lo que no convenenageneral, proceder a su total elimina-
cion. Para ello es necesario sefalar que, ademi@s geocedimientos descritos en el epi-

grafe 6.3, para resolver el sistema de Lagrandé §isten otras multiples formas de reso-

" Obsérvese como los elementos de la diagonal pahdescriben los corrimientos permitidos en caatdon
cuya suma nos da el grado de indeterminacion citiesrde la estructura.
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lucion. Piénsese que pueden elegirse una o vangestjuiera ecuaciones de restriccion,
segundo bloque del sistema, (p.e. las correspaedienvigas), despejar de éstas ecuaciones
las correspondientes incognitas dependientes andfunle las demas y sustituirlas en las
demas ecuaciones, con lo que desaparecen el mismerm de ecuaciones que de incogni-
tas y el sistema seguira siendo compatible y détean, pero de menor dimension. Otra
alternativa podria ser la eliminacion de las indtagnque, de antemano, se sabe que son
nulas, como pueden ser los desplazamientos vedida nudos pertenecientes a pilares que
tienen continuidad hasta cimentacion. Como quieefgese, estas eliminaciones se consi-
guen a partir de la Matriz de Transformacion coogkgmediante el correspondiente en-
samblaje, tal y como se ha expuesto en el epigratxior. Dicha matriz elimina unas de-
terminadas incognitas al postmultiplicar a la nzatti y, asi mismo, elimina las correspon-
dientes ecuaciones si se premultiplica m.a.m.itagrae ecuacion de [9.1] por la transpuesta
de la Matriz de Transformacion. Puesto que en $asicturas de edificacion los axiles de
barras horizontales suelen ser de muy poca impmataexcepto los debidos al vierto
puede ser interesante la eliminacion de dichogsxilon lo que el sistema a resolver sera de
menor dimension. Para conseguir este objetivoicuaremos la matrizy del ejemplo mos-
trado en la Figura 8.2 en dos submatritg® |, correspondientes a la inelongabilidad de

pilares y de vigas, respectivamente. El Sistemaadeange quedara, pues, en la forma

M 1]
l, 0
0

T
Iy

> > O

p
=0 [9.19]
0

o O

I \ \

Ensamblemos la Matriz de Transformacién en dossfame la primera introducire-
mos en la matriz identidddsolamente las modificaciones correspondientes adadicio-
nes de inelongabilidad de vigas y llamemos a esii@izrde transformaciom, (matriz de
transformacion correspondiente a vigas). Procediardla forma expuesta en el epigrafe

anterior, se tendra:

" Aunque los efectos sismicos sobre un entramadmiedlen modelizar como fuerzas horizontales aplgada
sobre los nudos externos de cada planta, en rda@lfrata de fuerzas masicas (inercia) y pomitotastaran
distribuidas a lo largo de éstas, por lo que ldesva que se ven sometidas las vigas debido a kstezas
seran de secundaria importancia.
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hl 2 3 [][4 5[]67 8 9

wé 0 0 O O 0O O0 0 0]1

unnfl V@ 0 0O O O O 0 0|2

ow 0 0 0 0 0 ol
0O 0 0 ue 0O O O O 0|4

T,=| 0 0 o w 0 0 0 0 [9.20]

O 0 0 O 0O ww 0 O 06
0O 0 0O 0 o© W 0 0|7
0 0 0 O O fumr 0o w 0]l

Ll o0 0 0 0 O 0 o we9

en la que los ceros representan submatrices nelaeglfilas, asumiendo que el nimero de
columnas de cada uno de ellos sera el correspdadigla columna a la que pertenece, co-
mo ya se explicitdé anteriormente.

Esta matriz elimina, exclusivamente, las incognésslavas correspondientes a las

condiciones de inelongabilidad de las vigas. Laaiéh [9.5] ahora adquiere la forma
[9.21]

dondecn,, es el vector columna que describe las componelet@scognitas que adquieren
la categoria de maestras como consecuencia deléagabilidad de las vigas.

En la segunda fase completaremos la Matriz de faanacionT, anterior introdu-
ciendo las modificaciones debidas a las condiciaeesnelongabilidad descritas por las
ecuaciones correspondientes a los pilares, conddagmatrizZT 4 que se consigue sera la ya
determinada y expresada en [9.17] que elimina tladaiscognitas esclavas de la estructura.

Sustituyendo en [9.19] el valor dado por [9.5] yiéado en cuenta [9.7] se tendra

MCr+1T5 Ay +1T 4, =p [9.22]

habiendo desaparecido los dos udltimos bloques dacemes del sistema de Lagrange
[9.19] ya que, como se sabe, por una parte lasamsitp y T4 son divisores de cero y, por
otra, lasly y Tg.

Premultiplicando m.a.m. [9.22] por la matiiZ , transpuesta dg, se tiene

WM, +TJl oA+ TV IVA, =T, p [9.23]

9-14



Método matricial bajo restricciones cinematicas CAP. 9.-MATRIZ DE TRANSFORMACION PARA ENTRAMADOS PLANOS

Pero el dltimo sumando del primer miembro es id¢@ntiente nulo, pues al dgry

T, divisores de cero, de la igualdad

1,T, =0 [9.24]
se desprende que

[1LT.]" =0 [9.25]
y por lo tanto

TTIT =0 [9.26]

c.s.q.d.

Asi pues, el Sistema de Lagrange modificado quefiaitivamente en la forma

WM, +TJI oA, =Ty p [9.27]

0 en forma matricial

Crm
[TIMT, T ;]L }:T D [9.28]
p

cuya resolucion nos devolvera, ademas de las iltedégndependientes de corrimiento, los

valores de los Multiplicadores de Lagranig correspondiente a los pilares, esto es, sus

axiles y el sistema serd, pues, de menor dimengu@es el objetivo que se perseguia.

" La premultiplicacion efectuada introduce en elesist una combinacion lineal de ecuaciones tal que ha

desaparecer todas las incégnitas de axiles de.vigas
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CAPITULO 10

MATRIZ DE TRANSFORMACION PARA
ENTRAMADOS ESPACIALES

OBJETIVO.-

Es objeto de este capitulo la determinacién dklédriz de Transformacion corres

pondiente a los entramados espaciales mediantendriage directo, pues aunque, de forma
anéloga a lo expuesto en el capitulo anterior, lathz de Transformacion puede obtenefse
por los procedimientos de tipo general expuestosl €apitulo 8, las especiales caracteris-
ticas de las ecuaciones que describen las condisiale diafragma rigido aplicable a estos

sistemas estructurales hacen prever que la MagiZ chnsformacién correspondiente puye-

da conseguirse de forma similar a las correspon@igma entramados planos.

CONTENIDO.-

En efecto, a partir de las ecuaciones matriciadesrestriccion que describen las

condiciones de diafragma rigido expuestas en elitGkp5, se deduce, primero, la Mattiz
de Transformacién correspondiente a un element@mgamy, segundo, de la misma forma
en que se obtiene la Matriz de Rigidez de una etstra a partir del ensamblaje de las ma-
trices de barra, asi también se consigue la MatgézZlransformacion para toda la estructu-
ra mediante un adecuado ensamblaje de la MatriZl'dasformacion deducida para el
elemento.

Por dltimo se aplica dicha Matriz de Transformati® los diversos procedimientps

de resolucion del Método de los Multiplicadored dgrange.

*kkkk

10.1.- Matriz de Transformacion del elemento parasructuras con diafragmas

rigidos.- Como ya se expuso en el Capitulo 5, la ecuac#nicial en coordenadas globa-

les que describe la condicidon de diafragma rigielaiela barra espacial genérica viene dada
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por la expresion [5.16], que determina, de acueato[5.20], primero, la inelongabilidad de
la barra, segundo, la relacion entre los desplaa@os de los extremos y el giro alrededor
del eje normal al plano rigido y, tercero, la iglaal de giros de ambos extremos respecto a
dicha normal de forma que, para cada barra se eulmmgcuacién matricial [5.15] que por

comodidad aqui se reproduce.

Dic+D g =0 [10.1]
con los valores de
x 0 x 0
D,=|y Lz| v D=-y O [10.2]
0 z 0 z

cuyos desarrollos, sustituyendo los valores dedssnos directores dados por [3.5] seran

cosXX cosYX cosZX 0 0 0
D, =|cosXY" cosYY cosZY LcosXZ LcosYZ LcosZ [10.3]
0 0 0 cosXZ cosYZ  cosZZ
y
cosXX cosYX cosZX 0 0 0
D, =-| cosXY" cosYY" cosZY’ 0 0 0 [10.4]
0 0 0 cosXZ cosYZ cosZZ

Segun los valores expuestos en [5.6] y [5.7], esistéma [5.5] pueden elegirse co-

!

mo incognitas esclavas en coordenadas locales ¢angtorc,, como el ¢, pues ningu-

na de la matriz de coeficientes respectiva en dicli@acion de restriccion [5.5] es singular.
Veamos si estas mismas componentes referidadehsiglobal pueden elegirse como tales
incognitas esclavasPara ello agrupemos las incognitacden dos bloques, de forma que
en el primerocm;, se contemplen las incégnitas independientes @enesto y el segundo,

Cej, las incognitas esclavas del mismo, esto es

W U
Coi =l | Y G =|V [10.5]
B, by

" Como facilmente puede comprobarse a la vistasledaaciones de Diafragma Rigido dadas por [5l&4],
incognitas de corrimiento pueden dividirse en grgos: incognitas totalmente independientes (guelas
que no aparecen en dichas ecuaciones), incégsitis/as e incognitas maestras.
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ParticionandaD; coherentemente con el particionado efectuadg.ela ecuacion

[10.1] podra, entonces, escribirse como

Dic+D, G, +0Q g =0 [10.6]
0, matricialmente
Ci
D, D D,llg,|=0 [10.7]
C

ej

gue es el sistema de restricciones de diafragrigorén coordenadas globales, en donde, a
la vista de [10.4]
coszX 0 0

D, = —|cosZY’ 0 0 [10.8]
0 cos XZ cosYZ|

y
cos XX cosYX 0 |
D, = —| cosXY" cosYY’ 0 [10.9]
0 0 cos ZZZ

La primera submatriz de la matriz de restricciotelssistema [10.7] es la submatriz
de coeficientes de restriccion asociada a las mtagde corrimiento del nudo i, la segunda
la de las incégnitas maestras del nudo j y la tartze correspondiente a las incégnitas de
este Ultimo que se han elegido como esclavas; gar@lente, los dos Ultimos subvectores
del vector incognita describen, respectivament ctanponentes maestras y esclavas del
nudo j, de acuerdo con los subindices adoptados.

A diferencia de lo que ocurria en la ecuaciénadtricciones referido al sistema lo-
cal dado en [5.5], donde, como ya se ha indicaded® elegirse cualesquiera de los dos

subvectores de corrimient), o C.

«» €N la ecuacion referida al sistema global [18019 es
posible escoger este Ultimo, ya que, como puedgiaarse, la submatriz de restriccion
asociada a él es no singular, segin se observa0edi,[ la segunda es singular, segin

[10.8], mientras que la primera no es cuadrada88]1De acuerdo con esto, premultiplican-

" Solo podria ser singular en el caso de que dbe@ Z fuese perpendicular al global Z, pero poréste
vertical el diafragma rigido seria vertical, es$p @na pantalla y, por tanto, su andlisis habriaaeneterse
con los procedimientos especificos para tales elarae
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do m.a.m. [10.6] poD}, inversa deéD¢j, y despejando el vector de componentes esclavas,

e’
se tendra
Cej = [-D; D, } G +['Déjl Dy ] Goj [10.10]
expresion que proporciona los valores de las commes de corrimiento esclavas en fun-
cién de las componentes maestras de ambos nudosipabarra perteneciente a un plano
rigido de orientacion cualquiera, excepto verti€aistituyendo en la anterior los valores de
las matrices dados por [10.2], [10.8] y [10.9] waeollando los pertinentes productos ma-

triciales, se obtiene

xcosYY —ycosYX - Lz cosYX
cos XX cosYY — cosXY cosYX cosXX cosYY- cosXY cosYX
—xcos XY' +y cos XX Lz cos XX
DD, = : y : [10.11]
cos XX cosYY — cosXY cosYX cosXX cosYY- cosXY cosYX
VA
0 —
L cosZZ i
0, sustituyendo los vectores de cosenos direcyoopgrando
10 cosYY cosZX=- cosYX cosZY’ — LcosXZ cosYX - LcosYZ' cosYX - tosZZ cosYX
cos XX cosYY=cos XY cosYX cosXX cosY¥ cosXY cosYX c¥X cosYY —cosXY cosYX cosXX cgYY —cosXY cosYX
_D-l D. =g 1 C°s XX cos ZY= cos XY 0s ZX Lcos XX cos XZ' LcosXX cosYZ' Lcos XX cosZZ'
Ej i cos XX cos YY= cos XY cos YX cosXX cosY¥ cosXY cosYX coX cosYY —cosXY cosYX cosXX ceYY —cosXY cosYX
00 0 cosXZ' cosYZ 1
coszZ coszZ
[10.12]

—cosYY cosZX+ cos YX cosZY’
cos XX cos YY= cos XY cos YX
-D1 Dm' —| —cos X),( cosZ\'(+ cosX\'( cosZ)f 0 0 [10.13]
€l I cos XX cos YY= cos XY cos YX

-cosXZ -cosYZ

0
coszZ cosZZ

Teniendo en cuenta las anteriores relacionesusdem expresar todas las compo-
nentes de corrimiento de los nudos iy j en funexciusiva de las componentes maestras
del nudo maestro i y de las componentes maestfadel j, por lo que se podra escribir la

siguiente expresion matricial desarrollada:
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(6]

[1 0 0 0 0 0 } 0 0 0
|
01 0 0 0 0 ; 0 0 0
00 1 0 0 0 3 0 0 o | .
U
00 0 1 0 0 i 0 0 0 !
Vi
00 0 0 1 0 | 0 0 0 !
! W
00 0 0 0 1 | 0 0 0 ! G
777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777 o e
10 cos YY'cos ZX~ cos YX cos ZY” -Lcos XZ cos YX —LcosYZcosYX - L cosZZ cos YX i — cos YY cos ZXcos YX cos ZY’ 0 !
€os XX cos YY= cos XY @s YX'  cos XX cos YY= cos XY cos YX  cos XX cosY¥ cosXY cos®¥¥ cos XX cosYY= cos XY cos YX i cos XX cos Y¥ cos XY cos YX A
0 1 cos XX cos ZY= cos XY cos X Lcos XX cos XZ* Lcos XX"cos YZ' Lcos XX cos ZZ | = c0s XX cosYZ+cos XY’ cos ZX’ 0 ,yi,
|
€0s XX cos YY= cos XY cos YX'  cos XX'cos Y¥ cos XY cos YX'  co6K'cos YY'=cos XY cos YX  cos XX'cos YY- cos XY cos YX]  cos XX0s YY™= cos XY"cos YX' Wi
|
00 0 0 0 0 | 1 0 0 ||o| iCy
00 0 0 0 0 ! 0 1 0 | ﬁj |
00 0 0 0 0 | 0 0 1
|
cos XZ' cosYZ ‘ -cosXZ -cosYZ
00 0 1 | 0 _
L cosz2Z cos 2Z | cos Z2Z cos ZZ |
By llamandoT; a la submatriz inferior izquierda de [10.14Ty a la inferior derecha, esto es
cosYY cosZX - cosYX cosZY - LcosXZ cosYX - LcosYZcosYX - LcosZZ cox’ 1 [-cosYY cosZX+ cosYX cosZY 0 0 1
cosXX cosYY - cosXY cosYX cosXX cosYY¥- cosXY cosYX cosXX cosYY - cosXY cosYX cosXX cosYY¥- cosXY cosY. cosXX cosYY - cosXY cosYX
cos XX cosZY - cos XY cosZX Lcos XX cos XZ LcosXX cosYZ Lcos XX cosZZ —cos XX cosZY + cos XY cosZX 0 0
cosXX cosYY = cosXY cosYX cosXX cosYY¥- cosXY cosYX cosXX cosYY - cosXY cosYX cosXX cosYY- cosXY cosYX cosXX cosYY - cosXY cosYX
0 0 0 0 1 0 0
Tj=
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1
0 cosXZ cosYZ 1 0 —CcosXZ -cosYZ
coszZZ cosZZ L cosZZ cosZZ |

[10.15]
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[10.14] se podré escribir como

K T"}{q} [10.16]
T T G

T F” T”} C {C} [10.17]
= y m = .
T T G

la expresion [10.16] puede escribirse en forma coagpacta como

y haciendo

c=Tc [10.18]

m

relacion equivalente a las expresadas en [8.30delores el vector columna que describe
todas las componentes de corrimientos de los nuglgsmientras que,, describe sélo las
componentes independientes o maestras de dichos.nud

La matrizT obtenida en [10.14] es la Matriz de Transformaadrrespondiente al
elemento i-j cuyo cometido no es mas que la elimdmade las incégnitas esclavas del nudo
esclavo j y, como puede observarse, esta integradauatro submatrices: la superior iz-
quierda relaciona las incégnitas maestras del makstro i con ellas mismas, de ahi Gue
sea la matriz identidad; la superior deregharelaciona las anteriores seis incognitas con
las tres incognitas maestras del nudo j, que patepender de ellas es una matriz nula de
seis filas y tres columnas; la inferior izquier@daciona las seis incégnitas del nudo j con
las seis del nudo i, mientras que la Ultima subimegtaciona las seis incognitas de j con las

tres independientes de éste.

10.1.1.- Matriz de Transformacion para diafragma rgido horizontal.- Aunque la

matriz de transformacién deducida en el epigraferam es aplicable para cualquier orien-
tacion del plano rigido, se estima muy conveniénfgarticularizacion para el caso de hori-
zontalidad de dicho plano, no ya porque en edificacexcepto algin que otro forjado de
cubierta, sean horizontales practicamente todoglilfsagmas que conforman el sistema
estructural, sino porque, sobre todo su exprestomanifiesta extraordinariamente simple.
En efecto, introduciendo en [10.15] los valoredagecosenos directores que se especifica-

ron en [3.13] y [3.15] para barra horizontg|,quedara reducida a
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10000 “LeosyX
cos XX cosYY= cos XY cosYX
01000 Lcos XX
_ cos XX cos YY= cos XY cos YX
Ti=lo o 00 o0 0 [10.19]
0O 00O OO 0
0O 00O OO 0
00000 1
y de acuerdo con las relaciones [4.51] y [4.52]0qu&
10 00 0-L][1 000 0-(y-y)
01000 L 01000 (xx)
0O 0O0OO0OO0O O O 00O OO 0
T, = = [10.20]
0O 0O0OO0OO0O O O 00O OO 0
0O OO OO O O 00O OO 0
00000 1]|]|00O0O0O 1
y
[0 0 O]
0 0O
1 00
010
0 01
0 0 O

donde Ik y Ly son las proyecciones de la barra i-j sobre loge@s/os ejes globales OX 'y
OY, x Yy X las abscisas de los puntos i y j, respectivamenitntras que;ye ) son, respec-

tivamente, las ordenadas de dichos puntos.

10.2.- Matriz de Transformacion de la estructura po ensamblaje directa- Co-

mo se acaba de exponer, es posible expresar lascdogponentes de corrimiento de los
extremos de una barra bajo condiciones de diafraggido en funcién exclusiva de las
nueve incognitas maestras -esto es, doce graddsedad menos 3 ecuaciones de restric-
cion- a partir de una matrig, matriz de transformacién ya deducida, cuyos efeaseson
conocidos, pues dependen Unicamente de los coderotores de la barra y de la longitud
de ésta, y por tanto son datos. A la vista de jaeston [10.16] es sugestivo establecer un
paralelismo entre ella y la ecuacion constitut&2] o, mejor, con su expresion en ejes ge-

nerales. En efecto, asi como esta Ultima permitgélello de las componentes de solicita-
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cion de extremo en funcion de los corrimientos @aabs extremos, asi también la [10.16]
proporciona el valor de dichos corrimientos en fdnade unos otros que hemos llamados
maestros o independientes; pero este paralelisrmosgumanifiesta a nivel de elemento
¢puede extenderse al nivel de una estructura ctafiples decir, ¢podrd encontrarse una
matriz tal que proporcione todos los corrimientesuda estructura -en los que, dadas unas
condiciones de restriccion, existiran componengzeddientes- en funcidn exclusiva de los
corrimientos independientes, de la misma formaexiste una matriz, matriz de rigidez de
la estructura, que relaciona las acciones a lagsidesometida con las componentes de co-
rrimiento de todos sus nudos? Y, ademas, ¢ seridlg@dgterminar dicha matriz de la mis-
ma forma que se determina la matriz de rigidezadestructura, esto es, por ensamblaje di-
recto de las submatrices del elemento? Veremoatmaacion que esto es posible.

Sea una estructura genérica en el espacio tridioreison N nudos susceptibles de
corrimiento y en la que existen una serie de elémsesometidos a restricciones del tipo
[10.1]. Para cada uno de estos elementos i-j sfel@mplir, de acuerdo con el segundo
bloque de [10.16]

¢ =T, ¢+T g, [10.22]

y es claro que, sies una matriz identidad de las mismas dimensiqneda matriz de rigi-

dez reducidd de la estructura, se puede escribir la evidentadgd

c=Ic [10.23]

Por otra parte, i, C... G ... G ... Cy, Son las componentes del vector de corrimien-
tos ¢, sustituyendo [10.22] en el segundo miembro dentarior igualdad desarrollada, se

podra escribir el siguiente esquema matricial

10-8



Método matricial bajo restricciones cinematicas CAP. 10.-MATRIZ DE TRANSFORMACION PARA ENTRAMADOS ESPACIALES

1 2 i i . .N
1 Id O [ [ O ° ° O ° [ 0 q
5 O Id [ [ O ° ° O ° [ 0 (‘2
c| |0 0 ¢ o I, « ¢« 0« « 0 c
° =| e ° ° ° ° ° ° ° . ° [1024]
C O O « ¢« 0O ¢ ¢ |, « « O T,¢ +T, G,
_CN_ _O 0 [ [ O ° ° O [ [ Id__ CN )

dondel 4 es la matriz identidad de las mimas dimensionedagisubmatrices de rigidete
la estructura, esto es, 6x6 y los ceros represendgdrices nulas conformables con las ante-
riores.

Para cada una de las ecuaciones del sistema [1@2dépto la j, se tiene

¢=0g+0¢+IF |, g+I>FAT ¢+ T )+ 0¢ (i=1,2...N;i#]) [10.25]

pero el producto matriciaDT;; es la matriz nula de dimensiones 6x3, pues CONEe a0
en [10.15],T; es una matriz de solo tres columnas. LlamanddaaN\as; la anterior ecua-

cion queda
¢ =0g+0¢+ |, g+ N, G, +F0¢ (i=1,2...N; i#]) [10.26]

Por otra parte, para la ecuacion j se tiene

C,=0g+0c++ T ¢c++ T g +0+0¢ [10.27]

y, por tanto, [10.24] se transforma en
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] I
0

2
c 0
C 0
| Cn | i 0

sistema que puede expresarse de forma mas congpacta

o o N6x3

o o N6x3

..
« o N,

c=TpCpy

[10.28]

[10.29]

donde el vectoc,, describe las componentes maestras de toda lates&rumientras quép

no es mas que la matriz buscada correspondieateahdiciones de diafragma rigido de la

estructura y cuyo desarrollo es, pues,

0

0

]

e o N

6%3
e o
6%3
. °
. °
o o N6X3
e o °
e o °
o (] "
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] N6x3

o O =~

lg

[10.30]

por lo tanto, para cada punto esclawej plano rigido se ubicaran las submatritgy Tj;
dadas por [10.15] (o [10.20] y [10.21] para diafmagrigido horizontal) en los lugares que

indican sus subindices, mientras que en el resta delumna j se ubicaran las submatrices

Nexs. Todas las submatricds estaran ubicadas, pues, en la columna i corregpurd la
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numeracion del nudo maestro, mientras que todasulamatricedNs«3 estaran ubicadas en
las columnas correspondientes a la numeraciénsdeudos esclavos j. La matriz de trans-
formacion se puede conseguir, pues, de forma simitaomo se implementa la de rigidez,
pero, a diferencia de ésta, sélo sera necesaeitsaimble de dos submatrices por elemento.
Es importante insistir en que, por una parte, et@idimiento descrito no ha necesi-
tado reordenacion de filas y columnas vy, por ajug, desaparece la incertidumbre en cuan-
to al criterio de seleccion de incégnitas indepenidis, pues esta eleccion no se efectlia en
el sistema de ecuaciones de restriccion [10.1¢, gure ya vienen dadas por las condiciones
particulares del elemento i-j mostradas en [1Geii],donde se manifestd el criterio Unico
para la eleccion de las incognitas esclavas. Laudis/a recae, exclusivamente, en la elec-
cion del nudo maestro para cada plano que relunealaeteristicas de diafragma rigido,

pero dicho nudo puede ser cualquiera de dicho plano

10.3.- Simplificaciones del Sistema de LagrangeTal y como se adelant6 en los

epigrafes 6.3 y siguientes, existen varias alteasipara proceder a la resolucién del Sis-
tema de Lagrange que permiten, no solamente reldsaiimensiones del sistema, sino que,
lo mas interesante, es que mejoran su condiciomamiBe las cuatro alternativas que alli
se comentaron solo tres de ellas tienen algunésiteractico y, por tanto, nos cefiremos a
éstas para el caso que nos ocupa de diafragma.rigidorimera es, como se dijo, la resolu-
cion directa del sistema, que tiene el inconveridrgnte a las otras alternativas de ser de
mayores dimensiones, extremo que, debido al avafmenatico en cuanto a la capacidad
de almacenamiento que en la actualidad existeurdegyconsiderarse un handicap de pri-

mordial importancia.

10.3.1- Eliminacién de incognitas de corrimiento €tavas- Corresponde este pro-
cedimiento con el que en el epigrafe 6.3.1 llama&samesolucion por transformacion de
columnas. El objetivo es reducir el sistema paniglacion de las incognitas de corrimiento
esclavas. Esta reduccion es facilmente alcanzgtéetia de la valiosa herramienta obtenida
anteriormente y que hemos llamado Matriz de Transdoion.

En efecto, sustituyendo [10.29] en el Sistema dgdrage

5 o)l oz
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A
D O A 0

B
DT, 0| ] |O

Pero, como se tiene demostrado, el prodDcie es idénticamente nulo por dery

se tendra

y de aqui, operando, se tiene

Tp matrices divisores de cero y el segundo bloguecdaciones se convierte, pues, en una

expresion idénticamente nula, por lo que [10.3@&da reducido a

[MT, DT][C;} =[p] [10.34]

0, de forma similar a [8.17], lamando

M.=MTp [10.35]

queda

[M, DT][CK’“}:[p] [10.36]

sistema similar al expresado en [9.9] y con lagmasdimensiones que el origin&ic =p

correspondiente al método tradicional y, aunquddjado de ser simétrico, presenta la ven-
taja de estar mejor condicionado, como quedaraiamehte demostrado en el capitulo 11.
Su resolucién nos devuelve, no solamente las in@xmmdependientes de corrimientos,

sino ademas, los valores de los Multiplicadoretatgange, que son las fuerzas o momen-

tos asociados a las condiciones de restriccion éstas.

10.3.2.- Eliminacion de incognitas esclavas v de Miplicadores de Lagrange-

Para el caso que nos ocupa de diafragma rigidojaloses de los multiplicadores de La-
grange que se obtienen por resolucion directa ®lpprocedimiento expuesto en el aparta-
do anterior, pueden carecer de interés practiaqugacorresponden a componentes de fuer-
za y de momentos flectores actuando dentro debpigido y, por tanto, se puede obviar su

calculo; para ello bastara con premultiplicar m.darecuacion [10.36] pof, , transpuesta

deTp, obteniéndose
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[TEM Tollen]=[Tip] [10.37]
0, de forma similar a [8.48]

Mfccm =P+ [1038]

donde los subindices f y c indican transformaciateeilas y columnas.

Como se puede apreciar, ha desaparecido la subiatyi, por tanto, las incgnitas
correspondientes a los Multiplicadores de Lagrgmges, de la misma forma que, como ya
se dijo, el product® Tp es nulo por ser estas matrices divisores de cepop@éucto matri-

cial T;D" es, asi mismo, idénticamente nulo. De esta foefsistema final [10.38], com-

patible y determinado, recupera su simetria, auntprao se discutira en el Capitulo 11, no
mejora su condicionamiento. Su resolucion nos deguexclusivamente, las componentes
de corrimiento independienteg, indeterminacion cinematica de la estructura.

Como ya se ha explicitado en otras ocasionessinsa conseguido no es mas que
el que se obtiene por el Método de las Transforonasi, pero del desarrollo efectuado a lo
largo de esta exposicion, se desprende que hairsidoesaria la reordenaciéon de filas y
columnas por lo que la utilizacion de la MatrizTdansformacion evita los inconvenientes
de eleccion de incognitas esclavas.

Una vez resuelto dicho sistema, se puede obtenbstado de todas las incégnitas
de corrimiento (dependientes e independientesa @stiructura con ayuda de la propia ma-
triz de transformacion a partir de la expresionadaalr [10.29].
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CAPITULO 11
VALIDACION NUMERICA (11

OBJETIVO:

Después de lo estudiado en los tres capitulosriangs, en los que se ha puesto|de
manifiesto las ventajas operativas que pueden dltcose en los sistemas lineales valién-
donos de las Matrices de Transformacion, se pret@amdeste capitulo mostrar la influencia
gue tales transformaciones tienen en las caradiesais de las matrices correspondientes a

los sistemas lineales, sobre todo, en su condionerEto.

CONTENIDO:

En este capitulo se estudia la influencia en eldoc@onamiento del sistema de un

dades elegido para los calculos, asi como los rddos introducidos durante el proceso|de
calculo, mediante el andlisis del mismo ejemplo énico que se estudié en el Capitulo 2
Como complemento al Capitulo 7, en el presentetGapse vuelven a estudiar los
mismos modelos alli analizados, con un detalladmmamiento de la influencia que las [i-
gideces relativas de las barras que componen lauesira puede tener en el condiciona-
miento de la matriz de coeficientes. Se estudid@nes, todas las matrices expuestas en los
cuadros del Capitulo 7, pero ahora introduciendoedias diversas modificaciones en filas
y columnas con la ayuda de las Matrices de Tramsémion deducidas en el Capitulo 9 pa-
ra entramados planos y en el 10 para espacialesfeccionandose otra serie de cuadfos
que describen de forma numérica las caracteristioas significativas de las diversas ma-
trices correspondientes al Método Clasico y al pregto, con cuya comparacion se preten-

de demostrar la validez de éste.

*kkkk

11.1.- Influencia de las unidades en el condicionaemto.- Tal y como se comento

en el primer epigrafe del Capitulo 2, las unidaalesilizar en los calculos tienen una in-
fluencia decisiva en el condicionamiento de la mmatel sistema de ecuaciones, como se

mostré en el epigrafe 2.5.1 estudiando el numercothelicion de las matrices dadas en
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[2.49] y [2.50] del Método Clasico. También con haatrices de rigidez propuestas en este
estudio ocurre lo mismo. En efecto, retomandoeshpjo desarrollado en epigrafe 2.5 y uti-
lizando las matrices de rigidez dadas por [4.4],matrices de rigidez a la flexién de cada

una de las barras utilizando unidades de kilogramantimetros son las siguientes:

Barraa:
12x108 0 -36x106 —12x108 0 -36x106
0 0 48x10°% o 0 48x10°6
V@ | ~36x107° 0 0004 36x106 0 0002
~12x108 0 36x10® 12x108 0 36x106
0 0 -48x106 0 0 -48x10°6
-36x10% 0 0002 36<108 0 0004 [11.1]
Barrab:
(225x10°7 0 0000045 -225x10°7 0 0000045
§o 00 0 00
yb_|0000045 0 0012 0000045 O 0006 |
| ~2.25x1077 0 -0000045 2251077 0 -0000045!
1o 00 0 00 |
10000045 0 0006  -0000045 O 0012 ) [11.2]
Barrac:
(18x108 0 9.x106 -18x10€ 0 9.x10€ )
§o 00 0 00
yC_19x10® 00006  -9.x10% 0 0003 |
{-18x108 0 -9.x10°% 18x108 0 -9.x106]
) 00 0 00 |
1 ]
(9.x106 0 0003  -9.x10% 0 0006 [11.3]

cuyo ensamblaje determina la matriz redudtigue, junto con las condiciones de inelon-

gabilidadlyy la transpuesta de ésta l]ltir’rga, nos da la siguiente Matriz de Lagrange

M 1]
{ 9 [11.4]
ly, O
cuyo desarrollo numérico tiene la forma
237x10°7 0 00000414 -12x108 0 -36x106 0000045 08 0 O
0 0 48<10% o 0 48<10% o 06 10
00000414 0 0016 36106 0 0002 0006 0 O
~12x108 0 36x10® 3x10% 0 00000126 O 08 0D
MLagrange = | 0 0 -48x10% 0 0 -48x10% 0 06 01
36x10% 0 0002 00000126 0 001 0 0 0!0
0000045 O 0006 0 0 0 0012 0 00
08 06 0 08 06 0 0 o o0
0 1 0 0 0 0 0 0 0d
0 0 o0 0 1 0 0 0 0d
[11.5]
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matriz mas difusa que las anteriormente menciondeibabsiétodo Clasico, pero con un nu-

mero de condicién basado en la norma 2 de 9.8%%0decir, incluso méas elevado que el de

aquéllas. Pero si las unidades son Kilonewton yanéds matrices de barra con precision

infinita vienen dadas por:

Barraa:

K2

Barrab:

Barrac:

(001 0 —0.03¢
i 0 0 0048
| ~0036 0 04

' 0012 0 0.036
Ho 0 -0048
{-0036 0 02
(0228 0 04t
;o 00
1045 0 12
§—0.225 0 -045
{0 00
045 0 06
(001t 0 00¢
10 00
1009 0 06
§—0.018 0 -0.09
{0 00
(009 0 03

-0.01%
0
0.036
0.012
0
0.036

-0.22¢

-0.45
0.225

-045

0 -003¢
0 00481
0 02
0 0.036§
0 -0.048!
0 04 )

o
D
"

oo
o

|
o

N
(62
e

Oogg00®
P o
(V)

R —————

[11.6]

[11.7]

[11.8]

con cuyo ensamblaje se obtiene la correspondienteizVle Lagrange que presenta el si-

guiente desarrollo con precision infinita:

MLagrange =

0237 O 041: -0.01%
0 0 0048 O
0414 O 16 0.036
-0012 O 0036 0.03
0 0 -0.048 O
-0036 0 02 0.126
045 0 0.6 0
-08 06 0 0.8

0 1 0 0

0 0 0 0

11-3

0
0
0
0
0

-0.03¢ 0.4
0048 O
02 06
0126 O
-0.048 O
1 0
0 12
0 0
0 0
0 0

-0& 0 Q
06 10
0 010
08 010
06 0 ]
0 010
0 00D
0 00
0 0G
0 0 @

[11.9]
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cuyo numero de condicion basado en la misma Normes @ sélo 149.62, lo que supone

una diferencia decisiva respecto a las anteriores.

11.2.- Influencia de los redondeos en la solucidrldsistema- A la vista de la ma-

triz dada en [11.5] se puede observar que adoklamidmo inconveniente que la expresada
en [2.50], por cuanto necesita un niumero elevadufaes decimales significativas para que
no se pierda parte de la informacion numérica;esiibargo con la matriz expuesta en
[11.9], los resultados con precision infinita sefdsm mismos que si se utilizan solamente
tres cifras decimales significativas; e, inclusiiasindo sélo dos decimales, los resultados
son equivalentes a los obtenidos por el Métodoi€idson cuatro cifras decimales, como
puede comprobarse comparando los valores del C2a8ir@l siguiente Cuadro 11.1, en el
que se indican los valores de los corrimientossguebtienen utilizando dos cifras decima-

les en el método propuesto:

Nudo u (cm) v (cm) y (rad)
1 2.7111 0 -0.0041
2 2.7111 0 -0.0035
3 -0.0081 - -

Cuadro 11.1

11.3.- Mejora del condicionamiento en los sistema®metidos a condiciones ci-

nematicas de contornc Tal y como refleja la primera fila del Cuadr®,7al introducir la

condicion de contorno el nimero de condicion delddriz de Lagrange correspondiente al
Método Clasico ha sufrido un importante aumentoa@aonsecuencia de la gran diferencia
existente entre los valores absolutos de los el@mate la matriz de rigidek y los de la
matriz de restricciom, donde en aquélla vale 902531.25 mientras queskn gor ser la
ecuacion de inelongabilidad [4.12], dichos val@esan inferiores a la unidad. Pero esta di-
ferencia puede disminuirse de forma obvia si setipligh la ecuacion de restriccion por

una constante con un vaboapropiado, quedando el sistema en la forma

[11.10]

" La diferencia en los desplazamientos verticaledebe a la hipotesis de inelongabilidad adoptadel emé-
todo propuesto.
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Para tener una primera idea de la influencia gonéré dicha operacion en el condi-
cionamiento de la matriz, s&aen principio variable y hagamos una gréafica dehero de
condicion en funcion de los valores que tome dicréble, desde, p.ex = 1 hasta 100. En
la Gréfica 11.1, confeccionada con el programa Matea, se muestra en el eje de abscisas
los valores de la variabley en el de ordenadas los valores correspondieelasimero de

condicioén calculado con la Norma 2.

N° de condicion

1.5x10°
1.25 x10° |
1-10° |
7.5x10% |
55108 |

2.5x108 |

Variable

Gréfica 11.1
Como puede observarse, el condicionamiento megmaildemente al aumentar el
valor de la constante multiplicadaxapor lo que procede a determinar el valor Optiaim
de forma somera, toda vez que un estudio mas preaptimizado escapa de los objetivos
de este trabajo. Repitiendo, pues, los calculoa parcampo de valores mas amplio, se
muestra la siguiente Gréafica 11.2 variandalesde 1 hasta 10valor éste Ultimo muy

préximo al mayor valor absoluto de los elementokadeatrizK :

N° de condicion

150000
100000

Variablex

200000 400000 600000 800000  1,40°

Gréfica 11.2
donde puede advertirse que la curva es asint@icdachorizontal para valores proximos a

dicho valor maximo de 902531.25, por lo que bastaratomar dicho valor para conseguir
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de forma rapida un condicionamiento suficientememdgorado para que desaparezca la in-
certidumbre de la validez de los resultados quabsenen al resolver el pertinente sistema
de ecuaciones. Multiplicando, pues, dicha ecuagd#&restriccion por el maximo valor abso-

luto de los elementos de la matriz de rigidezse obtiene como numero de condicion el va-
lor de 15523, con lo que el mal condicionamientedaudarse por excluido, quedando defi-

nitivamente el sistema del modo

sozson o 2o i
902531 0 ||»] |0

ma e 0 J5)7}o 112
maxK )xr 0 || A 0

donde méxX) indica el mayor de los elementoskien valor absoluto

0, de forma general

Aungue no existen problemas de mal condicionamipata el procedimiento pro-
puesto, como bien se muestra en la segunda fil&@wkdro 7.9, intentemos mejorar su nu-
mero de condicién mediante la multiplicacion denktrizr por una constante apropiada, tal
y como se ha procedido anteriormente para el Mé@ldsico. El sistema correspondiente

al método propuesto, quedara en la forma

K Ig rTjlc P
lg, 0 OfA,|=|0 [11.13]
xr 0 0|l A, 0

Puesto que el mayor valor absoluto de los elemeatdgda matriaVl es 3, confeccio-
nemos la grafica para el intervalo de la variatdatre 1y 3, con lo que se tiene la siguiente
Gréfica 11.3:

N° de condicion

480. 214
480. 213
480. 212

480. 211

Variabbe
15 2 2% 3 -

Gréfica 11.3

" La operacion efectuada no es mas que un casoytartite precondicionador.
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gue muestra cOmo esta operacién no mejora el nudeecondicion y, por tanto, sera inne-
cesaria, pues el numero de condicién sigue vali@@fopara todo valor del intervalo, ya
gue las cifras decimales del eje de ordenadas saiuab son significativas para la evalua-
cion del condicionamiento. La matriz correspondieat método propuesto no necesita,

pues, ningun tipo de precondicionador.

11.4.- Mejora del condicionamiento de un sistema @ condiciones de restric-

cion cinematica a partir de la Matriz de Transformecion.- En los anteriores capitulos se

ha mostrado como, a partir de la Matriz de Tramsé&mion, pueden eliminarse cualquier

conjunto de incognitas en los sistemas sometidestecciones cinematica, ya sean puntua-
les o multipunto, asi como que es relativament# k&aeterminacion de tales matrices a
partir de un ensamblaje. Pero la disminucion daliagensiones del sistema que conllevan
tales eliminaciones, con ser una evidente ventajags la principal, maxime que con el

avance actual de la informatica cada dia es mdnac@nveniente del almacenamiento y

proceso en los célculos computacionales. Es pomek la ventaja primordial que se mani-

fiesta como consecuencia de las mutaciones que mstiices introducen en el sistema es
la gran mejora que se produce en su condicionamitarito si se aplican a los sistemas en-
samblados con las matrices tradicionales como gistemas del método propuesto, como
se vera a continuacion aplicando este proceso lparmismos modelos estudiados en el
Capitulo 7.

Para ello, partiendo de las diferentes Matricekatgange que se obtienen al impo-
ner las correspondientes ecuaciones de inelongathién los sistemas de barras coplanarias
y las de inelongabilidad y de diafragma rigido @ distemas espaciales, tanto para la ma-
trices tradicionales como para las propuestastertrabajo, estudiaremos las caracteristicas
mas significativas de las diferentes matrices quelgtienen al modificar los Sistemas de
Lagrange con ayuda de las pertinentes Matricesrdesformacion estudiadas en los dos

capitulos anteriores.

11.5.- Modelo 1: Sistema de LagrangeSea, nuevamente, el entramado plano es-

tudiado en el epigrafe 7.2, cuya geometria seergquit comodidad en la siguiente Figura
11.1:
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40kN_ 1

[TT11.

400 | 400 | 400 | 4.00

Figura 11.1

Las matrices de barras seran las siguientes:

- Para el Método Clasico, las dadas por [3.21]:

viga

4.00

Acog XX' + 121, cog XY' Acos XX cos YX . 12J cosXY'cosYY 61,cos XY’
L L3 L L3 L2
Acos XX cos YX + 121 cosXY'cosYY' Acos YX+ 12) cds YY 61,cosYY'
L L3 L L3 L2
61, cosXY' 61, cosYY' 4L
L2 L2 L

_Acos’ XX' _12l, cog XY'

_ AcosXX cosYX

12} cosXY'cosYY 61,cosXY'

L L3 L L3 L2
_AcosXX'cosYX 12} cosXY'cosYY' _ Acos YX_ 121 cds YY 61,cosYY’
L L3 L L3 L2
_6l,cosXY' 61, cosYY' 2}
L2 L2 L
_Acos’ XX' 12l, cog XY' _ AcosXX cosYX 12) cosXY'cosYY 6l,cosXY’
L L3 L L3 L2
_AcosXX'cosYX 12} cosXY'cosYY' _ Acos YX_ 12) cds YY _6l,cosYY'
L L3 L L3 L?
61, cosXY' 61, cosYY' 2}
I L2 L2 L
Acos XX' + 121, cog XY' Acos XX cosYX + 12) cosXY'cosYY 6l,cosXY’
L L3 L L3 L2
Acos XX cos YX + 12, cosXY'cosYY' Acos YX+ 120 cds YY _6l,cosYY'
L L3 L L3 L2
_ 6l cosXY' _ 6l cosYY' 4L
L L2 L2 L
- Para el método propuesto, las dadas por [4.78]:
_ | - | -
0 0 0! o0 0 0 2 0 L2 0 -L
| |
| |
| |
0 0 L} 0 0 L 0 0 0o} O 0 0
| |
2 | 2 2 | 2
0 0 2L i 0 0 L -L 0 2L iL 0 L
6r 3 3 _6r 3 1 3
B [ R, - S S — M | ™ R, - S .
L3 } pilar L3 }
0 0 0! 0 0 0 -2 0 L 2 0 L
| |
| |
o o Llo0o 0o i 0o 0 0! 0 0 O
| |
2 ! 2 2 | 2
| |
0 0 L 0 0 2L -L 0 L L 0 2L
L 3 3 L 3 3]
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Una vez que se ha procedido al ensamblaje de estaices se obtienen las respec-
tivas matrices de rigidez reducidésy M, cuyo proceso pormenorizado y ejecutado con el
programa Mathematica puede consultarse en el AAeX®iguiendo las indicaciones ex-
puestas en el epigrafe 9.4, se procedera a lomblzgas de las matrices de inelongabilidad
I, correspondiente a los pilares$,ecorrespondiente a las vigade acuerdo con el esquema
[6.3] y cuyo detalle se expone en los epigrafesyPA78. Con estas cuatro submatrices y las

transpuestas de las matrices de inelongabilldag || , se obtienen los siguientes Sistemas

de Lagrange (epigrafe A.9):

K Iy 1J|c p M 1.1 7 ]c
I, 0 O|A |=|0O] y [I, O Ofx[=|0 [11.14]
l, 0 O] 0 I, 0 OflA | |O

<

\ \

dondel, y A, son los Multiplicadores de Lagrange asociadosaéztores columna co-

rrespondientes a pilares y jacenas, que como &e sai los axiles de aquéllos y éstas, res-
pectivamente, p el vector de acciones que excita a la estrucRmacomodidad, llamare-

mos a las matrices de coeficienk@Sgrange, ¥ M Lagrange, €StO €s:

K 1717 M 1T T
KLagrange: Ip 0 0 y M Lagrange: I p 0 0 [1115]
I, 0 0 I, 0

11.5.1- Curvas de condicionamiento en funcion dedanercias relativas de las

barras.- Puesto que en edificacion las vigas suelen tersgror inercia que los pilares,
creemos una variablede tal forma que el cantq be las vigas venga dado en funcién del
canto R de los pilares de modo que se cumpla guehh,. Introduciendo estos valores en
las matrices y efectuando el pertinente ensamidajéendran las Matrices de Lagrange co-
rrespondientes a cada uno de los métodos expuestosicion de dicha variable. Haciendo
variar ésta en el intervalo 05 4, se muestran a continuacion las curvas queibdenscia
influencia que tienen los valores relativos deinascias de las barras en el condicionamien-

to de la matriz correspondiente, evaluado con lafd®.
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N° de condicién N° de condicién

1.2x0% 1000

10" 800

12
8x0 600

6:10%2

400
41012

2x10%2 200

Variablex Variable x

1 2 3 4 1 2 3 4

Método Clasicol Lagrange) Méb propuestoM | agrange)

Estos graficos describen la sensibilidad del acoodamiento de la matriz frente a
las diversas relaciones entre las inercias de vigalares. Para = 1 los numeros de condi-
cion de cada una de las matrices son los siguientes

CoNAK pgrange )= 7-7% 18 [11.16]

y Con .jonge 7 27.3

11.5.2- Esquema grafico de la distribucion de lodesmentos no nulosEl siguien-

te esquema muestra de forma grafica la distribug&los elementos no nulos de las respec-

tivas matrices

1 10 20 29 1 10 20 29
1 - n 1 l: - m 1
- | n ]
10 g = |10 10 L . =10
] - l | ] -
. | . -
20 ™ 20 20 ¥ m . 20
" "
" g 1 . | 1 -
29 i [ 29 29 i [ 29

10

20

29

Método CIasicoK | agrange)

10

20

29

Método propwedl | agrange)

en donde observa como la matriz del método propusstmas difusa que la del Método

Cléasico, aunque no simétric@&ircunstancia que carece de importancia por oyu&@omo se

demostrara mas adelante, la matriz que presentegjor condicionamiento no es simétrica.

" El hecho de que no sea simétrica se debe a quewtiitado la matriz no simétrica dadas por [4F8]a las
jacenas, en vez de la genérica [4.73] o la [4ctf},las que se conseguiria la simetria.
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11.5.3- Esquema grafico de los elementos dominant®e forma similar, se mues-

tra a continuacion las graficas que subrayan dmdoesquematica la distribucién de los

elementos dominantes en cada una de las matrices:

1 10 20 29 1 10 20 29

ng ST g

10 .- 10 10 .- . 10

20 20 20 20
" |
29 29 29 - 29
1 10 20 29 1 10 20 29
Método Clasicol | agrange) Método propuel | agrange)

Como puede comprobarse en el epigrafe A.9 del @&rexos valores maximos en
valor absoluto de los elementos de cada una dedasces anteriores son 902531 y 3, res-
pectivamente, mientras que los valores minimosador absoluto en cada una de ellas seran
siempre menores que la unidad, ya que correspanttensenos y cosenos de las condicio-
nes de inelongabilidad incluidas en las submatritesestriccion. Comparando estos dos
graficos con los anteriores respectivos se obsgmea debido a la gran diferencia entre el
maximo y el minimo valor absoluto, en el esquemaespondiente al Método Clasico des-
aparecen los elementos de menor magnitud, estosesprrespondientes a las matrices de
inelongabilidad y sus respectivas transpuestasyritancia que no se da en el esquema co-
rrespondiente al método propuesto por existir esiie elementos una mayor uniformidad

entre sus valores numéricos.

11.5.4. Eliminacion del subsistema de inelongabikdl debido a las vigas- De

acuerdo con lo indicado en el epigrafe 9.4, la idale Transformacién debida a las condi-

ciones de restriccion de las vighg cuya obtencion se detalla en A.10.1, tiene |pipdad

de eliminar las incognitas esclavas asociadas fzaslicondiciones de inelongabilidad al

postmultiplicar a la matriz de rigidez, esto esnila los desplazamientos horizontales de
los nudos esclavos, en este caso los nudos dél. 22demas, como quedd demostrado en el
epigrafe 8.5, esta transformacion implica la deseipa del subsistema correspondiente a
las restricciones impuestas, en este caso, a lmeld@gabilidad de las vigas. Como conse-
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cuencia de todo ello, los Sistemas de Lagrangesdadd11.14] se transforman en los si-
guientes, perdiendo tantas incégnitas de corrimignécuaciones como vigas tiene la es-

tructura, es decir, cinco, pues como se sabe, dasaesl, y T, son divisores de cero:

c, C
KT, 1717 MT 1517

=Py N P s [11.17]
T 0 07l im0 0" [o

o, llamandoK, y M, a las matrices resultantes, donde los subindicksain que las matri-
ces han sufrido ciertas transformaciones debidad/kmtriz de Transformacion,, los ante-

riores sistemas adquieren la forma mas compacta

K.c=p y M,c=p [11.18]
donde
KT, IT 17 MT , I J1 7
K, = ° M, = P [11.19]
I,;T, 0 0 IT, 0 0
y
CV
c=|a, Bzm [11.20]
A

11.5.4.1.- Curvas de condicionamiento en funcién das inercias relativas de las

barras.- La variacion del nUmero de condicidén en funal@nlas relaciones de inercias para

cada uno de los procedimientos viene dada poefgeectivas graficas siguientes

N° de condicion N° de condicion
60
10
1X10 50
gx10° 40
6><109 30
20
4>10°
10
: 5 3 J Variable x . ; ; ; Variable x
Método ClasicoK,) Mdb propuestoM )

11-12



Método matricial bajo restricciones cinematicas CAP. 11.-VALIDACION NUMERICA (Il)

cuyos valores pana= 1, son

CondK, 6 )=42% 10 y Con{, 3 2.7 [11.21]

gue, como observarse, suponen sendas mejorasteeades anteriores dados por [11.16]

11.5.4.2.- Esguema grafico de la distribucion dedeelementos no nulas A las

anteriores matrices de coeficientes les correspoludesiguientes esquemas de distribucion

de elementos no nulos

20 24 1 5 10 15 20 24
1 1 1
[ ] : I - |
- 5 5 I I | - 5
m (10 1o/l - I g =0
- [ I , ™
- 15 15 I I - 15
|| .. I ||
20 200 " m 20
u | ]
24 24 n ] 24
1 5 10 15 20 24 1 5 10 15 20 24
Método ClasicoK,) Métodmpuesto |1,)

11.5.4.3.- Esquema grafico de los elementos domites- De forma anéloga, se

muestra a continuacién el esquema de elementosdates para ambas matrices:

1 5 10 15 20 24 1 5 10 15 20 24
1 - 1 1 1
||
- n
5 n 5 5 . u 5
n
= - n
10 10 10 m |10
n - =
n
= n
15 15 15 | m 15
n = n
20 20 20 = | | - 20
n
24 24 24 _ | | 24
1 5 10 15 20 24 1 5 10 15 20 24
Método Clasicok,) Métodmpuesto |1,)

11.5.5. Eliminacién de los dos subsistemas de ingd@bilidad.- Nuevamente, si-

guiendo el proceso que se detallé en el epigrdfes8.determina la Matriz de Transforma-
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cion con la que se eliminaran todas las ecuacideesstriccion impuestas, asi como las in-
cognitas esclavas indicadas en el epigrafe antetes incognitas de desplazamiento verti-
cal de los nudos, correspondientes a las condigidaeestriccion de los pilares. La modifi-
cacion que se ha de introducir en la anterior IMatd Transformacioi, para determinar
esta nueva matrik,, puede consultarse en el epigrafe A.10.2 del Adexams Sistemas de

Lagrange [11.14] se transforman, pues, en losenges,:

Cm Cm
[KTpv Iy | \T/] Ap :[p] y [MTpv Iy 1 3] A :[p] [11.22]
Ay Ay

dondec, es el vector columna que describe, exclusivamdésdesomponentes maestras de

corrimiento. Llamando

Ko =[KTo 15 17] y M =T 1 51 7] [11.23]

las expresiones [11.22] quedaran en la forma

~
O |
I
§e]
<
<
O
I
©

[11.24]

pv
donde

(@]

[11.25]

> >

sistemas que presentan idénticas dimensiones gjued@espondientes al sistema del Méto-
do Clasico sin condiciones de restriccion algust es, tres por cada nudo susceptible de
corrimientos, por lo que dichas dimensiones seacea 18, como se puede observar en los

gréficos incluidos en el epigrafe siguiente.

11.5.5.1.- Curvas de condicionamiento en funcién das inercias relativas de las

barras.- Se muestran a continuacion las graficas queeeaprlas variaciones del condicio-
namiento en funcién de las rigideces relativaseevigas y pilares para esta configuracion

de la matriz de coeficientes:
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N° de condicién N° de condicién

l><106
80

300000
60
500000
40
100000

200000 20

i ; 3 " Variable x - 5 3 ; Variable x

Método Clasicok ) Métodmpuesto |1 )

en la que se observa, comparando estas gréaficdasanteriores, como, a consecuencia de
las modificaciones introducidas en la matricesreelyce una gran mejora del condiciona-
miento para el Método Clasico y sin embargo defatppamente igual el correspondiente al

método propuesto.

11.5.5.2.- Esquema grafico de la distribucion de doelementos no nulas Para la

nueva matriz de coeficientes obtenida se tendmdiktribuciones de elementos no nulos

siguientes
1 5 10 15 18 1 5 10 15 18
1 ] 1 1 ] 1
| |
5 5 5 5
| |
10 I Bl 10 10 I Bl 10
I | I |
| |
15 I 15 15 I 15
| . | u
18t 18 18l 18
1 5 10 15 18 1 5 10 15 18
Método ClasicoK ) Métodmpuesto )

en donde se observa que ambas matrices tienercaléigtribucion.

11.5.5.3.- Esquema grafico de los elementos domimes- Sin embargo, debido a

gue los valores maximos son diferentes en unaayamnfiguracién, como puede compro-
barse en el epigrafe A.10.2, los esquemas de elesndominantes son muy diferentes, co-

Mo muestran las graficas siguientes:
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10

15

18

10

15

18

1 5

10

15

Método Clasicol )

18

10

15

18

10

15

18

10

15

18

5

10

15

Métodmpuesto 1 ,,)

18

10

15

18

en donde siguen desapareciendo los elementos pondientes a las submatricgse |

11.5.6. Eliminacion de las incognitas de axiles d@&cenas- En los anteriores epi-

grafes se han introducido en las matrices de gerfes unas modificaciones con ayuda de
las matrices de transformacion, modificaciones guegsencia, han consistido en combina-
ciones lineales de las columnas, lo que ha prajocia eliminacion de determinadas ecua-
ciones de restriccion y, simultaneamente, incognita corrimiento. Introduciremos estas

mismas transformaciones, pero ahora en las filaaeganes del sistema, con lo que se con-
seguira la eliminacion de incognitas corresponéatlos multiplicadores de Lagrange, es-
to es, axiles de barras. Asi pues, tal y como pasexen los epigrafes 8.5.2 y 9.4, con ayuda
de la transpuesta de la Matriz de Transformaci@uewonseguirse la eliminacion de aque-
llos Multiplicadores de Lagrange cuyo valor se ad&® prescindible en cualquiera de los

sistemas anteriormente estudiados. Eliminemos,, goesmultiplicadores de Lagrange

A, correspondientes a los axiles de las vigas. Peraseuiendo el procedimiento descrito

en el epigrafe 9.4, premultiplicando [11.24] pomiatriz T, , transpuesta d&, se tendra

TK,Cc=T/p y T/M,c=Th [11.26]

y teniendo en cuenta [11.20] y [11.23], las antesgodran escribirse, sustituyendo, en la

forma
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Cm
[T/KT,, Ta, TIL % |=Tp
)\'V

[11.27]
c

[TIMT,, TJa7 TJ 1], |=Tip
A

\Y
pero, de acuerdo con [9.26], los terceros blogedagianteriores matrices de coeficientes,
son nulos, por lo que quedaran

Cm
[T)KT,, T H[x }:T b

p

[11.28]
[TIMT,, T1J ;]ﬁm}T b

p

expresiones que muestran la eliminacion de lagjimtas correspondientes a los axiles de la

vigas, como se pretendia. Los sistemas anteriolsden adquirir la forma mas compacta

v

vaé =pP;
[11.29]
K C =p,
donde
Koo =[TJKT,, TIT] vy M w=f M7 ,T10 7] [11.30]

indicando con el superindiseaplicado a las matrices que las filas de éstashfito una

combinacion lineal debido a la inelongabilidad @& \igas

y

~ [c
c:[km} p,=T)p [11.31]

es decir, el vector incognita contiene a las incognitas maestras de corrimiewdt® los axi-
les de los pilares, mientras que el vegtpres una combinacion lineal del vector de accio-
nesp de tal forma que describe, por una parte, las aseverticales y momentos aplicados a

todos los nudos vy, por otra, la resultante dedaszhs horizontales existentes en los nudos

del grupo co-translacional formado por las vigas.
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11.5.6.1.- Curvas de condicionamiento en funcién das inercias relativas de las

barras.- De forma analoga a los casos anteriores, setrandas graficas de variacion del
namero de condicion correspondiente a las mateanéyiores en funcion de los valores re-

lativos de las inercias de vigas y pilares

N° de condicién N° de condicién

60

i
500000 50
400000 40
300000 30
200000 20
100000 10
Variable x Variable x
1 z va 4 : 1 2 \;’3 4
Método Clasicol o) Médtmpropuesto v )

gue muestran, nuevamente, la importante reduca@bmmero de condicidon que sufre la
matriz del Método Clasico como consecuencia dealasformacion introducida y la poca

influencia que tiene dicha transformacion en elatétpropuesto.

11.5.6.2.- Esguema qréafico de la distribucidon de dcelementos no nulas Para las

anteriores matrices de coeficientes se tienenitpsesites graficos de distribucion de ele-

mentos no nulos.

u
|
u
.
1

<l 0 0l

3 10 12

3 10 12

Método ClasicoK pv) Métodmpuesto M)
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11.5.6.3.- Esquema qrafico de los elementos domima®- La relaciéon entre los

elementos de mayor magnitud y el resto de elldes$&riben los siguientes esquemas:

10

13

13

5 10

Método Clasico K m)

13

10

10

13

13

5 10

Métodmpuesto &I v )

13

10

donde se observa que aun se pierden los elememerma magnitud en el esquema corres-

pondiente al Método Clasico, mientras que se maati¢odos ellos en el método propuesto.

11.5.7. Eliminaciéon de todas las incognitas de agd: Método de las Transfor-

maciones- De forma similar a lo expuesto en el epigrafés Bl pueden eliminarse todas

las incégnitas correspondientes a los multiplicagdate Lagrange sin mas que introducir en

las ecuaciones de los sistemas [11.22] las misomabinaciones lineales que se introduje-

ron en las columnas y expuestas en dicho epigpai®, puesto que estas operaciones se

introdujeron a partir de la postmultiplicacion depkimera columna de la Matriz de Lagran-

ge por la Matriz de Transformacidn,, obteniéndose de esta forma los sistemas [11.24],

premultiplicando estos ultimos sistemas por la 'métgv, transpuesta dg,,, se tendra

T I
TpVK o C —Tpp

y T;M,c=Tp

y teniendo en cuenta [11.23] y [11.25], al sustjubperar podra escribirse

11-19

[11.32]



Método matricial bajo restricciones cinematicas CAP. 11.-VALIDACION NUMERICA (1)

Cm
[ToKTo Tolp TA LV % |=Top
A

\

[11.33]

Cm
[TM T, THT TLL] = The
A

v

pero al ser nulos los dos ultimos bloques de lasicea de coeficientes, se debera escribir,

finalmente
[TpTVKTpV][c o] =T 0P

[TJ/MTpVJ[Cm] =TpT\p

[11.34]

0, de acuerdo con [11.31] y la notacion emplead&.&1i], llamando

e =LTeK T [11.35]
My =[TIMT ] |

los sistemas dados en [11.34] quedan en la forrinaitoe

K [Cm] =Py

[11.36]
M fc [Cm] = pf

que, como ya se ha comentado en capitulos antrimweson mas que los mismos sistemas
gue se obtendrian aplicando el Método de las Toamsfciones. Los sistemas quedan redu-
cidos, pues, a su minima dimensién posible qua esrrespondiente al grado de indeter-
minacion cinematica de la estructura, esto es,grs de nudos y un desplazamiento del

grupo co-translacional, en total 7 ecuaciones cimcdgnitas.

11.5.7.1.- Curvas de condicionamiento en funcion dias inercias relativas de las

barras.- Por ultimo se vera como las graficas respectbaas asimismo idénticas, pues las

matrices tienen, obviament&l mismo niimero de condicion:

" La matriz correspondiente al Método Clasico esligua matriz del método propuesto multiplicada gbr
parametro (El), expresado en [4.30], por lo que sus nimeros ddi@on son idénticos, de acuerdo con lo
expuesto en el epigrafe 2.4.h).
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N° de condicion N° de condicién

L50 L50

125 125

L00 L00

75 75

50 50

25 25
: 5 2 ; Variable x : 5 : Z —Variable x
Método ClasicoK i) Método propioedV )

graficas que expresan claramente como el condicimmdo de la matriz correspondiente al
Método Clasico ha mejorado de forma drastica réepadas anteriores configuraciones,
mientras que la del método propuesto no solamentearmejorado, sino que, por el contra-

rio, ha sufrido un cierto deterioro.

11.5.7.2.- Esqguema grafico de la distribucion dedeelementos no nulas

1 2 3 4 3 B 7 1 2 3 4 3 B 7
Método ClasicoK 1) Métodmpuesto ¥ ¢.)

11.5.7.3.- Esquema grafico de los elementos domime®- Aunque los valores de

los elementos de estas dos matrices son diferexte® puede comprobarse en A.10.4, las
relaciones entre ellos dentro de la misma matneidénticas, de ahi que las respectivas

gréficas también lo sean, como se observa en tpeswms siguientes:
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1 2 3 4 5 o] 14 1 2 3 4 o) (o] 14
1 1 1 1
2 2 2 2
3 3 3 3
4 4 4 4
5 5 5 5
6 6 6 6
7 7 7 7

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

Método ClasicoK ) Métodmpuesto )

En los siguientes cuadros se muestran de fornianida las caracteristicas mas sig-
nificativas de de cada una de las configuraciomek anatriz de coeficientes para los mis-
mos modelos estudiados en el Capitulo 7, en cadal@nhos cuales se introducen las dife-

rentes transformaciones anteriormente descritasgddodelo 1.
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11.5.8 Cuadro resumen de las caracteristicas de lamtrices de coeficientes del

Modelo 1.- Como sintesis de todo lo estudiado en los efgig@nteriores, se confecciona el
siguiente Cuadro 11.2 de atributos de las matmieesoeficientes referente al Modelo 1,

ampliando el Cuadro 7.1 del Capitulo 7:

TITTT

400 | 400 _ 400 | 400 _ 4.00 |
hd hd hd

4.00

Método Matriz Configuracion | Dimensiones Max.Abs. | Elementos ng  N° de
de calculo de la Matriz | de la Matriz Ki nulos (%) | condicion
Mietodo Clasico K K 18x18 | 902531 |  28.40 % 876
Método R
_ Clasico | Kagrange l,b, 0 0 29x29 902531 1474 % | 7.71%10
Sistemas I, 0 0
de _ -
Lagrange ™ 17 177
Método
M Lagrange IP 0 0 “ 3 975 % 27
propuesto 1, 0 o
4 KT, 1717 v
Elimina- '\C":g;gg K, LTV ; 0} 24x24 | 455063 | 18.06% | 4.27°0
cion de
Iy Método MT, 1717 «
oropuesto| M LJV N 0} 3 12.50 % 3
Elimina- '\C"g;gg K pv [KTp 17 17] 18x18 40500 20.37 % 18707
cion de

I, el Método ToT “ “

T propuesto Moy Mo 10 1] 8 2
Flmina- | Metodo |, | kT gl | 13xa3 40500 |  30.18 % 11218
axiles de ,
vigas (1) | MCO0S M| [T ] . 3 ‘ 3
Ec'i'c,r)':]":jae' '\éf:;gg Kt TIK T, 7x7 40500 | 59.18 % 5
todos los Métod

axiles pro%ﬁegto M. TIMT,, “ 3 “ “

Cuadro 11.2: Atributos de las diversas configunaetode las matrices correspondientes al Modelo 1

“ Los valores de los nimeros de condicién se hamdedmlo a nimeros enteros.
Véase 22 nota al pie de la pagina 7-4.
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11.6.- Cuadro resumen de las caracteristicas de lagatrices de coeficientes del

Modelo 2- El cuadro correspondiente al Modelo 2 (véaseitGlap7, Figura 7.2), es el si-

guiente:
40kN_ 1 2 3 4 5 6

7 8 9 10 11 12 3

13 14 15 16 17 18 ~

i man i i Vi /////W:'

4.00 4.00 4.00 4.00 4.00

Método Matriz Configuracion | Dimensiones Max.Abs. | Elementos no  N° de
de calculo de la Matriz | de la Matriz ki nulos (%) | condicion

Método clasico K K 54x54 | 905063 |  13.58 % 6113

Método R
_ Clasico | Kvasrange l,b, 0 0 87x87 905063 6.82 % 8.33x10
S|s;[jemas I, 0 0]
e
Lagrange ™ 17 177
Método
MLagrange IP 0 0 4 4.84 % 267
propuesto 1. 0 of

. Método KT, 15 17 0 "

ECIilg;]lr:jae- Clasico K, [IJV N 0} 72x72 905063 8.80 % 2.910
v Método MT, 1717
" o
oropuesto| M [IJV N 0} 4 6.48 % 10
Elimina- '\él‘;t;gg Koy [KTp 17 17] 54x54 54000 |  10.49 % 24882
cion de

I, el Método T « «

T propuesto Mov T te 1 4 !
chmna- | Meodo g, | k. Al | 30x39 | 54000 | 15.849% | 14812
axiles de Métod
viges () pro%L?egto '\;'PV [T Te, T3] ) 4 ' 12
'i'i'gr‘]"g: '\C"fat;gg K TIKT,, 21x21 54000 |  36.96 % 47
todos los Métod
aXi|eS proepge;)to M fc T&/M Tpv “ 4 “ “

Cuadro 11.3: Atributos de las diversas configunaesode las matrices correspondientes al Modelo 2

" Los valores de los nimeros de condicién se hamdedmlo a niimeros enteros.
Véase 22 nota al pie de la pagina 7-4.
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11.7.- Cuadro resumen de caracteristicas de las miges de coeficientes del

Modelo 3- El cuadro correspondiente al Modelo 3 (véaseitGlap7, Figura 7.3), es el si-

guiente:
ﬂl\_l_;l 2 3 4 5 6
7 8 9 10 11 12 2
13 14 15 16 17 18 3
19 20 21 22 23 24 3
25 26 27 28 29 30 3
i 4,00”” 4,00” 4400””” 4400/”“” 4‘OUMW_¢
Método Matriz Configuracion | Dimensioneg Max.Abs. | Elementos ng ~ N°de
de calculo de la Matriz | de la Matriz Ki nulos (%) | condicion
g:troei?ri(c:(l:?s&os K K 90x90 905063 8.64 % 16401
Método R
e K Lagrange lb 0 0 145x145 905063 4.32 % 9.43%10
; Clasico grang
Sistemas I, 0 0
de - -
Lagrange ™ 1T 17
Método
MLagrange IP 0 0 ! 4 309% 741
propuesto 1, o o]
. Método KT, I 17 0 5
i'fﬂ'éi’ Clasico Ky LJV N O} 120x120 | 905063 5.61% | 3.16X10
Iy Método MT, 17 17 .
DropUesto M, LJv N 0} 4 417 % 22
Ellifnir:ja- '\C":g;gg Kov [KTp 17 17] 90%90 54000 6.74 % 26145
cion de
I, el 4
P p';/cl)eptgggto M py [MT, 17 17] 4 19
Ehmna- | Metodo |k, | kT Tagl | esxes 54000 |  10.20 % 14996
axiles de Métod
vigas (1) | i emo| M | [T T 1 : 24
Ec'i'g;"ljae' '\C/'f;;gg Ko TIK T, 35x35 54000 |  24.24 % 127
todos los Métod
axiles proT)ch)es?to M TIMT,, u 4 “ u

Cuadro 11.4: Atributos de las diversas configunaegode las matrices correspondientes al Modelo 3

“ Los valores de los nimeros de condicién se hamdedmlo a nimeros enteros.
Véase 22 nota al pie de la pagina 7-4.
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11.8.- Cuadro resumen de las caracteristicas de lagatrices de coeficientes del

Modelo 4.- El cuadro correspondiente al Modelo 4 (véaseitGlap7, Figura 7.4), es el si-

guiente:
Método Matriz Configuracion | Dimensiones Méax.Abs. | Elementos ng  N° de
de célculo de la Matriz | de la Matriz Ki nulos (%) | condicion
gfﬁtr‘;ds?rlgé?;‘g K K 18x18 451066 |  42.59 % 642
Método Koo
_ Clasico | Ktagrange b, 0 0 27x27 451066 23.59 % 3.67x10
S|s(';emas D 0 0]
e
Lagrange M I DT
Método
M Lagrange I p 0 0 “ 8 1303 % 129
propuesto D 0 o
. Método KTo 15 DT .
E|_|[n.r;a- Clasico Ko LPTD 0 0} 21x21 450912 28.57 % 2.48%10
clon de
D A T T
Metodo MT, 17 D .
propuesto Mp [mo o 0} 8 19.73 % 20
- Método T oNT 0
Elimina- | 1cico Ko [KTew 15 DT] 18x18 40500 29.63 % 12107
cién de
I, yD 5
i p'?/gﬁggto Mo [MTpw 17 D7] “ 8 25.31 % 10
imi Método 2 [TIKTw Ta7] 12x12 261225 |  50.00 % 45606
EIll[’mr:ja- Clasico K oo oK T Tolp . 0
clon de
DT ,
p'?’(')‘;‘lj’g:to Mo | [BMTw T3] . 1935 | 48.61% 15
Elimina- '\é'g;‘ég K THK T 9x9 261225 62.96 % 92
cién de
Iy D ;
i p'?’c')%tgg;o M. THMTgo " 19.35 60.49 % «

Cuadro 11.5: Atributos de las diversas configunaesode las matrices correspondientes al Modelo 4

" Los valores de los nimeros de condicién se hamdedmlo a niimeros enteros.
Véase 22 nota al pie de la pagina 7-4.
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11.9.- Cuadro resumen de las caracteristicas de lagatrices de coeficientes del

Modelo 5- El cuadro correspondiente al Modelo 5 (véaseitGlap7, Figura 7.5), es el si-

guiente:
Método Matriz Configuracion | Dimensiones Max.Abs. | Elementos ng  N° de
de calculo de la Matriz | de la Matriz Ki nulos (%) | condicion
Mietodo Clasico K K 24x24 | 455063 |  26.39 % 526
[K 17 DT
Método ’ P
_ Clasi K Lagrange lb 0 O 37x37 455063 14.90 % | 8.21%10
Sls(tjemas aslco D o o]
e
Lagrange [M 1] DT]
Método
MLagrange IP 0 0 “ 4 8.77 % 66
propuesto D 0 o]
- Método KTo 15 DT 0 .
Iil;c’r:*r;lrlje; Cl4sico Ko [IFTD o o 28x28 455063 19.64 % 2.74%10
D A T T
Método MT, 1T D
propuesto Mo LPTD 0 0} 4 13.90% o
L. Método KT IT DT 0
Elimina- | Sjicico Ko | [KTw 1} D7] 24x24 29700 19.79 % 16459
cion de
| D 4
P Y pt’(')eptﬁggto Mpp | [MTw 17 D7] « 4 17.71 % 9
limi Meétodo 7 [T5K T T3] 15x15 172800 |  36.44 % 10187
E.”f“'r;ja' Clasico | K oK T Tols 44 %
cién de
D' Método b [TIMT, Tal1] . .
propuesto M oo oMTw Tol p 12.80 14
Elimina- '\C"Ie;;gg K THK Tpo 11x11 172800 45.45 % 51
cién de
15y D' | Método
p propuesto Mie ToM Teo " 12.80 ' ’

Cuadro 11.6: Atributos de las diversas configunaesode las matrices correspondientes al Modelo 5

“ Los valores de los nimeros de condicién se hamdedmlo a nimeros enteros.
Véase 22 nota al pie de la pagina 7-4.
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11.10.- Cuadro resumen de las caracteristicas deslmatrices de coeficientes del

Modelo 6.- El cuadro correspondiente al Modelo 6 (véaseitGlap7, Figura 7.6), es el si-
guiente:

Método Matriz Configuraciéon | Dimensiones Max.Abs. | Elementos ng  N° de
de célculo de la Matriz | de la Matriz Ki nulos (%) | condicion
Método Clasico K K 54x54 | 907594 |  13.79 % 756
[K 17 DT
Método o o . 2
. Clasico | Ktagrange b 87x87 907594 7.13 % 1.85
Sistemas D 0 O
de _ -
Lagrange ™M |; DT
Método
MLagrange IP 0 0 “ 8 4.08 % 168
propuesto o o of
- Método KTo 15 DT 0 .
Iil;gmt Clasico Kp LpTD 0 0 63%63 460125 10.08 % 3.18%10
D A T T
Metodo MT, 17 D .
oropuesto| Mo [mo N 0} 8 7.08 % 11
- Método KT.. IT DT 9
Elimina- | ~xsico Ko | [KTw 17 D7] 54x54 45900 9.88 % 19985
cién de
| D 4
Py p%%tggsoto Mpo | MTw 17 D] “ 8 9.05 % 8
imi Meétodo % [TKTo T3] 30x30 | 1.24x10 | 22.89 % 67545
E|.|[n|nda' Clasico K oo oK T Tolyp . . 0
cion de
DT ~
p%?gggto Mo | [T3MTe Ta3] : 91.80 ‘ 11
Elimina- '\c’:'g;gg K ThK T 21x21 | 1.24x10 | 30.16 % 198
cién de
Iy D ;
" pt/cl)%tsggto My THMT,e “ 91.80

Cuadro 11.7: Atributos de las diversas configunaesode las matrices correspondientes al Modelo 6

" Los valores de los nimeros de condicién se hamdedmlo a niimeros enteros.
Véase 22 nota al pie de la pagina 7-4.
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11.11.- Cuadro resumen de las caracteristicas deslenatrices de coeficientes del

Modelo 7.- El cuadro correspondiente al Modelo 7 (véaseitGlap7, Figura 7.7), es el si-

guiente:

Método Matriz Configuracion | Dimensiones Max.Abs. | Elementos ng  N° de
de célculo de la Matriz | de la Matriz ki nulos (%) | condicion
gfr?tr"e‘i‘t’rigé?j‘;‘;os K K 108x108 | 910125 8.44 % 2549
3 [K 17 DT
. '\C/'f;;gg Kiagiange | |!» O O 174x174 | 910125 4.22% | 1.86%%0
Sistemas D 0 0
de - -
Lagrange ’ M 17 DT
':/'Oetﬁggto Magange | |1» O O “ 8 2.64 % 565
brop D 0 0]
- Metodo KTo I7 DT .
?imr:jeg Clésico Ko {IpTD A 126x126 | 910125 6.74 % 1.17#10
D A T T
Método MT, 1T D u
propuesto Mo LpTD 0 0} 8 5.03% 30
I Método - 0
Elimina- | Sacico Koo | [KTew 15 DT] | 108x108 59400 6.82 % 18233
cion de
l,yD 5
Py p';’(')egggsoto My | [MTw 15 D7] “ 8 6.40 % 20
limi Metodo < [T3KTo T3] 60x60 | 2.48x10 | 16.64 % 59840
E.'[“";f" Clasico Koo PR e : R0
clon de
DT £
p';/lo%tgggto Mo [TEMT5 T3I7] ) 183.60 ‘ 26
Elimina- '\C/'Ie;;gg K THK T 42x42 | 2.48x10 | 24.72% 1630
cion de
15y D' | Método
’ oropuesto| M THEMT oo " 183.60 “ “

Cuadro 11.8: Atributos de las diversas configunaegode las matrices correspondientes al Modelo 7

“ Los valores de los nimeros de condicién se hamdedmlo a nimeros enteros.
Véase 22 nota al pie de la pagina 7-4.
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11.12.- Cuadro resumen de caracteristicas de las triaes de coeficientes del

Modelo 8- El cuadro correspondiente al Modelo 8 (véaseitGlap7, Figura 7.8), es el si-
guiente:

Método Matriz Configuracion | Dimensioneg Max.Abs. |Elementos ng ~ N°de
de calculo de la Matriz | de la Matriz ki nulos (%) | condicion
gfr?tr?a(l(t)rlgé?os&os K K 960x960 | 910125|  1.12% 54512
i [K 17 DT
_ '\C"l‘?to.do Kiagange | |1» O O | | 1576x1576| 910125|  053% | 3.0340
Sistemas asico D 0 0
de - N
Lagrange M IT DT
Métado |, , 0 0 “ 24 0.34 % 26726
Lagrange P . (1]
propuesto D 0 o
. Método KTo I DT §
|i|i|$r;aé Clasico Ko LPTD 0 0} 1120x1120| 910125 0.96 % 2.93%710
D A T T
Método MT, 17 D .
oropuesto|  M° [IDTD N 0} 24 0.74 % 186
L. Método KT IT DT 0,
Elimina- | ~cioo Ko [KTw 15 D] | 960x960 121500 0.98 % 33038
cion de
l, y D 5
p Y p'?’(')eptgggto My | [MTw 17 D] “ 24 0.94 % 49
. Método D . . . .
Elimina- | acico K oo [TIKTw T3] | 504x504 | 2.34x10 2.71% 73523
cion de
DT 2
pt’c')%tgg;o Mo | [TEMTe T ‘ 1730 ‘ 287
Elimina- '\C"fat;gg K KT 344x344 | 2.34x10 |  4.41% 184003
cion de
15y D' Método
p propuesto| M ToMTeo " 1730 " '

Cuadro 11.9: Atributos de las diversas configunaesode las matrices correspondientes al Modelo 8

" Los valores de los nimeros de condicién se hamdedmlo a niimeros enteros.
Véase 22 nota al pie de la pagina 7-4.
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11.13.- Cuadro resumen de las caracteristicas deslenatrices de coeficientes del

Modelo 8 considerado como edificio de gran altura En la Ultima fila del Cuadro 7.10,

correspondiente al que se ha llamado Método Meltoual se desarrolla detalladamente en
el Anexo B, se vio como el numero de condicion, siéndo inferior al obtenido por el Mé-
todo Clasico, seguia teniendo en valor inaceptadienelevado; pero, segun los cuadros
anteriormente expuestos, la eliminacién del sutasiatde restricciones introduce una mejo-
ra trascendental en el condicionamiento. Trataremoss, de mejorar dicho condiciona-
miento utilizando la Matriz de Trasformacion paaa tondiciones de diafragma rigido, ex-
puesta en el epigrafe 10.2, cuyo ensamblaje ségo@nde la siguiente forma:

Puesto que todas las plantas son iguales, createmuriz de transformaciohpo,
correspondiente a una plantanediante el pertinente ensamblaje de las matfiges T
dadas, respectivamente, por [10.20] y [10.21],igadb de un arreglo de 20x20, puesto que
son veinte los nudos de cada planta. De acuerd@l@a28], las matrice$; se ubicaran en
la columna correspondiente al nUmero del nudo éegbmo nudo maestro, en este caso el
nudo signado con cero, segun la Figura 7.8, y queesponde a la primera columna del

arreglo. A cada uno de los nudos j del plano ri¢gdmorresponde, pues, la matriz

100 0 0-(y-y)
01000 (x—x)
T,=0 0000 0 [11.37]
00000 0
00000 0
00000 1

gue por ser nulas las coordenadas del nudo madsirdo cero) se transforma en la expre-

sién mas simple

(1=1,2..19) [11.38]

OO0 oo o
oo oo r o
o o oo oo
O o0 oo oo
O o oo oo
P O o0 o X «

donde xe y son las coordenadas de cada uno de los nudos@sglde esta forma el en-

samblaje de la matriz de planta queda del modaesitp!

" Véase epigrafe B.15 del Anexo B.
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dondel4 es la matriz identidad de dimension &g ceros son matrices nulas de dimensio-
nes congruentes con las matridgs eso es, 6x3, como se muestra en [10.21]. Puasttaq
estructura consta de ocho plantas, la matriz deftvemacion para todo el sistema estructu-
ral se determinara mediante el ensamblaje de lezjh1.39] en un arreglo de 8x8, con lo

que se tiene, finalmente

1

Tpe 0 0O 0 0 O 0 O

0 T, O 0 0 0 o

o 0T, O O 0 0 O©

o o o T, 0O 0 0 O
=0 0o 0o o Tw O 0 O [11'40]

o o o 0o 0 T O O

0o o o 0 0 0 T, O

0 0 0 0 0 0 0 T,

gue es la Matriz de Transformacion buscada, dovsledros son matrices nulas de dimen-
siones congruentes con las dimensioneBfdga, es decir, de 120x63.
Siguiendo el proceso expuesto en el epigrafe ,dé8Bmatriz correspondiente al sis-

tema mixto que figura en la ultima fila del Cuadr@0 se transforma en

[MT, DT] [11.41]

similar a la matriz de coeficientes de [10.34], maatuyas dimensiones quedan reducidas a
960x960, es decir, las mismas que presenta laztdtiMétodo Clasico sin restricciones,
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expuesta en la primera fila del cuadro antes cjtadentras que su niumero de condicién
disminuye drasticamente quedando con el valor @&8@, por lo que puede considerarse
que desaparece el mal condicionamiento del sistgngor tanto, la inseguridad en la vali-
dez de la solucion. Los diferentes atributos salldet en el siguiente cuadro 11.10 en el

cual las tres primeras filas corresponden a las fi*, 32 y 42 del cuadro 7.10, quedando

Método Matriz Configuracion | Dimensiones Max.Abs. | Elementos ng  N° de
de calculo de la Matriz | de la Matriz Ki nulos (%) | condicién
Método Clasico K K 960x960 | 910125|  1.12 % 54512
sin restricciones
.| Método K DT 1416x1416| 910125  0.63% | 3.0340
Condicio- Clasico KLagrange D 0 ’ 0 '
nes de
Diafragma —
rigido | Método |, M D 1416x1416| 910125  0.49% | 1.83%40
mixto Lagrange D 0
Elimina- '\C/'f;;gg Ko [KTo DT] | 960x960 | 910125  1.20% 449781
cion de
D Método Vi T « «
o Mo [MT, DT] 1.16 % 449780
Elimina- '\C"Ie;;gg Ko [T2K T ] 504x504 | 2.34x10 | 3.57 % 190913
cién de
D' Método o « ,. p
it Mo [TEM T 187430

Cuadro 11.10Atributosde las matrices correspondientes al Modelo 8 cergifb de gran altura

y de cuya observacion se desprende, por un apategs imprescindible la eliminacion de
la matrizD en uno y otro procedimiento para hacer desapaeteeal condicionamiento de
las respectivas matrices (filas 42 y 5%) y, poa,ajue quiza sea conveniente la eliminacion
de los Multiplicadores de Lagrange (dos ultimaaslilya que con ello, no solamente se con-
sigue una nueva mejora del condicionamiento, su@sg disminuyen en gran medida las

dimensiones de los sistemas, que quedan redu@doa ta mitad respecto a los anteriores.

" El programa Mathematica sélo da el aviso de pasibieores en la solucion del sistema, como conseiie
del mal condicionamiento, a partir de un nimereatalicion de 1%) aproximadamente.

” Los valores de los nimeros de condicién se hamdsdmlo a nimeros enteros.

™ Véase 22 nota al pie de la pagina 7-4.
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CAPITULO 12
CONCLUSIONES

OBJETIVO:

En base a todo lo expuesto en los capitulos arsj se hace necesario, como pun-
to final de este trabajo, extraer una serie de ¢asiones, pues en definitiva, éstas no son
mas que los motivos que justifican todo trabajdndestigacion.

CONTENIDO:

A partir de un recorrido cronolégico y pormenoritade todos los capitulos ante-
riormente expuestos en esta Tesis Doctoral, sa@xtun conjunto de conclusiones refergn-
tes, por una parte, al interés mostrado por anter$oautores por el célculo de estructuras
bajo determinadas hipoétesis de restriccion y leovation de los trabajos existentes sobre
el tema vy, por otra, las conclusiones que pueddraesse respecto al funcionamientg y
validez del método aqui propuesto, asi como lasairde investigacion futuras para las

cuales se considere aconsejable la utilizaciornaismo.

*kkkk

12.1.- Modelizacion e hip6tesis en el anélisis alculo de estructuras- Como

todo fenébmeno fisico, el analisis y célculo de wedtras necesita inexcusablemente la
adopcién de una serie de bases de partida -hipétsilas cuales seria practicamente in-
abordable su estudio mediante procesos matematanis,vez que, por simple que fuere

dicho fenbmeno, la cantidad de variables que sesitacian para su total descripcion seria
disparatada. En general, dichas hipétesis, quagrmrs modelizar el fendmeno a partir de

una eliminacion y/o simplificacion de la mayoriadiehas variables, deben de elegirse de
forma que cumplan dos objetivos, los cuales puédese simultaneamente o por separado:
uno de ellos sera que, dentro de un conjunto d&#ds[® equivalentes, la mas acertada sera
aguélla que describa el hecho fisico de la forma ceécana al modelo real; el otro sera que
la hipotesis a elegir introduzca en el procesodleuto el méximo de simplificaciones, aun-

gue la modelizacion no sea la mas proxima a dicbdefho. Pero estos dos criterios de elec-
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cion pueden ser unas veces contrapuestos y otmagl@mentarios, es decir, puede ocurrir
gue una mejor hipétesis para la modelizacion ceallen mayor grado de complejidad, al-
gun problema de redondeo, de condicionamientq,gie.una mas apropiada hipétesis des-
de el punto de vista simplificativo describa derfarinaceptable al modelo; o que, por ulti-
mo, dicha hipotesis sea la mas apropiada desdenéb ple vista de los dos objetivos antes
indicados. Si se dan los dos supuestos primereslepliaber criterios dispares para la adop-
cion o no de dicha hipoétesis, mientras que si sel d@rcero no cabra duda alguna para su
adopcion.

El método que aqui se ha expuesto parte de lasawikipétesis de calculo que las
del Método Matricial Clasico de la Rigidez paraedlisis y calculo de sistemas estructura-
les de barras rigidamente conectadas, exceptsatofasiguientes, que lo fundamentan: la
de inelongabilidad de las barras y la hipotesislidéragma rigido. Pero, tal y como se co-
mento en el epigrafe 2.1, a veces es determirgrdeden de las operaciones durante el
proceso de calculo, de ahi que, en vez de introthgccondiciones de restriccion solamente
en el sistema lineal de ecuaciones provenientemgmblaje, en el método que aqui se
propone dichas condiciones se introducen, primemolas matrices de rigidez de los ele-
mentos - y esta es la clave del método- y despuéghbo sistema, lo que tendrd como con-
secuencia una enorme mejora del condicionamientia aeatriz del sistema, como pudo

comprobarse en los Capitulos 7y 11.

12.2.- El calculo matricial bajo condiciones de idengabildad.- Aunque el trata-

miento de las condiciones de restriccion a la khetaalculo matricial de estructuras es uni-
versalmente conocido y empleado mediante las t@srgoae se expusieron en el epigrafe
1.4, en las cuales tales condiciones se introdwciainel de estructura, es indudable, como
se desprende del epigrafe 1.2, que desde al mesdtiadus del siglo pasado, han sido nu-
merosos los autores que, conscientes de la veptajaupone toda simplificacion, han mos-
trado en mayor o menor medida un interés por lasiin de tales restricciones directamen-
te en la matriz del elemento y, concretamentepiaicion de inelongabilidad. Todos ellos

obtenian dicha matriz ignorando simplemente lardedigion axil o, lo que es igual, dedu-

ciendo dicha matriz a partir de la matriz tradieilode barra eliminando de ella las fi-

las/columnas asociadas a la deformacion axil, estdas filas/columnas primera y cuarta
para la barra de sistemas coplanarios. Debidooa lasiatriz que resulta de esta operacion
es una matriz cuadrada de dimensiones 4x4, es gac dos grados de libertad por extre-
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mo de barra perteneciente a un sistema coplangripuesto que en el plano son tres los
grados de libertad, tal matriz es inoperativa sjigeren aprovechar las inmejorables venta-
jas que el Método Matricial Directo de la Rigideegenta frente al resto de procedimientos
de calculo para la determinacién del sistema lideaéste tipo de estructuras. Es por ello
gue todos los autores referidos se ven obligaddsizar dicha matriz exclusivamente para
estructuras intranslacionales -matriz de dimensiéhe€2, deducida de la anterior- o para
aguellas en las que exista linealidad de todabdass, esto es, vigas continuas. Para los
casos en los que todas las barras de la estrissurderceptan de forma ortogonal (entra-
mado) se ha de deducir la matriz de rigidez destiauetura a partir de una serie de estados
paramétricos y no por simple ensamblaje de la mdai elemento, mientras que si la es-
tructura es del tipo genérico, esto es, existemabacon direccion arbitraria (excepcion
hecha de algunas situaciones en las que se dexasos muy particulares de simetrias y
antimetrias), no puede aprovecharse tal matriz lyase necesario renunciar a la hipotesis
simplificativa de inelongabilidad para el calcule ld estructura en estudio y utilizar, pues,
la matriz de rigidez tradicional de la barra eldriga

Ignorar en la forma antes mencionada dichas coerges o tomar como nulos to-
dos los elementos de dichas filas/columnas no ast@xente lo mismo que suponer nulas
las elongaciones, pues de esta ultima premisaepdat de las ecuaciones constitutivas tra-

dicionales en coordenadas locales en el espacise2iiene

|
EA o I-EA& ¢ 0
L ! L
o 12El  6E| ! 12EI  6EI| _
Xi 0 3 2 ! 0 I 2 u
, L L7 | L2 L
Yi 6EI  4E| | 6EI 2EI || U
M = ! V= T |
X |- __E_A““I: """ - "+"E'A """ A 7 [2.1]
=2 0 0 122 0 o Y
Y] L LoL Vi
M’ 12El  6EI| 12EI  6EI| .
L™V - — 0 — L7
E L2 | L3 L2
|
o SEI 2k, , _SGEl 4EI
i L2 L | L2 L

" Es necesario puntualizar que, de toda la bibliégednsultada, no se ha encontrado ningin autoexfee-
diese este estudio para la matriz de barra erpatmstridimensional.

” “En cuanto a las estructuras reticuladas translaciesano se sigue, sin embargo, un planteamientoadjlo
que proporcione al mismo tiempo tanto los giros ados desplazamientos de los nudos, sino que, deoaio
similar a la técnica seguida en el método de Crimsdesplazamientos se obtienen a través de estmta-
métricos que se superponen a las cargas que sopbgatramado, de forma que en cada uno de loslesta
de célculo éste se lleva a efecto en una estruéttranslacional” (46, apartado 7.3.2).
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y desarrollando la primera -o la cuarta- de lasaeicines, se desprende que, por considerar

U igual au;, debe escribirse que

X =2 -u) =0 2.2]

pero para que se cumpla esta expresion sera niecqearla seccion transversal A de la

barra sea infinitamente grande, por lo que, efiréld, la ecuacion [2.2] se convierte en

r— 17 EA T
Xi—leoT(Ui u) [2.3]

que no es mas que una indeterminacién del &ipd’, indeterminacion que se soslaya in-
troduciendo la hipotesis adoptada, no en las egnesiconstitutivas referidas al sistema
local, sino a las referidas al sistema generaly taimo se expuso en el epigrafe 4.2 de esta

Tesis Doctoral para la barra en el espacio 3D.

12.3.- El calculo matricial bajo condiciones de disagma rigido.- Aln siendo

esta hipotesis de una aplicacion practicamentgaddi, o, al menos, mucho mas aconseja-
ble para determinados tipos estructurales que iaalengabilidad, cuales son, por ejemplo,
las estructuras de edificacién, no solamente psecrder mas acertadamente el modelo sino,
ademas, por las ventajas simplificadoras y opersitijue ello conlleva, no se ha encontrado
en toda la bibliografia consultada la matriz dehento bajo estas premisas ni siquiera para
situaciones particulares, como ocurria con la matelongable antes comentada y estudia-
da por numerosos autores, y solo se han enconaadmatro referencias que figuran en el
epigrafe 1.2 de este trabajo que deducen las ecwscdescriptivas del comportamiento de
diafragma rigido para el caso particular de hotilitad, ecuaciones que se habran de
afadir al sistema lineal que se obtendra a paetiedsamblaje de la matriz de rigidez del

elemento tradicional en el espacio 3D, es deciival de toda la estructura.

12.4.- Procedimientos de resolucion de sistemasdales bajo restricciones El

método propuesto en esta investigacion da lugarsastema lineal de ecuaciones de equili-
brio ampliado con otro formado por las ecuacioreesedtriccion impuestas, por lo que, para

la resolucion del sistema superdeterminado redeltas necesario utilizar algunos de los

" Véase referencia 15, pag. 94.
™ Su expresién genérica en coordenadas globalededt@ida en al epigrafe 5.1.2 de esta investigacio
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procedimientos comentados en el epigrafe 1.4 deit@a 1. Como quedo suficientemente
documentado alli, el Método de la Transformaciausece de un conjunto de desventajas
gue los diversos autores alli referenciados pusideomanifiesto, a las que habria que afia-
dir el importante inconveniente que supone el tguerdeducir los valores de aquéllas fuer-
zas que hacen que se cumplan tales hipotesis nediarprocedimiento auxiliar, valores
gue en muchas aplicaciones son imprescindiblescesnoomo por ejemplo, los axiles de
las barras que se hayan tomado como inelongableza @ Unica ventaja del método frente
a los demas sea el de obtener un sistema de matioressiones, aunque a cambio de un
proceso de manipulacion matricial mas 0 menos eogor pero esa ventaja va teniendo
cada vez menor incidencia debido al avance infoom&ue continuamente se va produ-
ciendo.

En cuanto al Método de las Funciones de Penalizaesonecesario afiadir que no
deja de manifestarse un tanto contrario a la rgjdedl que ha de requerir todo proceso ma-
tematico, debido, precisamente, a su fundamenwcquasiste en la eleccion un tanto arbi-
traria y no sistematica de una serie de valores eleiados y que, entre otros inconvenien-
tes, quiza los dos mas determinante sean, poran, gl de producir un deterioro inacep-
table en el condicionamiento del sistema resultgnies, como reiteradamente se ha obser-
vado en este trabajo, valores muy elevados emoleficentes de la matriz, ain suponiendo
gue fueren éptimos, daran lugar a un mayor numeroamdicién) y, por otra, que, de la
misma forma que el método anterior, no proporcioesavalores de las fuerzas de restric-
cion.

Es, precisamente, esta circunstancia entre otragid hace que sea el Método de los
Multiplicadores de Lagrange el que se manifiestaael mas fiable, completo, exacto (sal-
vedad hecha de los errores debidos al obligadodsaodel computador) y elegante de to-
dos los procedimientos enumeradd® Gnico inconveniente que se le puede atribreinte
a los demas puede ser el de presentar un mayoraawencognitas; pero, como ya se ha
puesto de manifiesto, esta desventaja es cadadfsedor importanciay, ademas, puede
ser solventada mediante las manipulaciones maésctpie se expusieron en el epigrafe 6.3,
manipulaciones matriciales que suponen que elrS&stie Lagrange a que da lugar el mé-

todo pueda ser resuelto con gran flexibilidad,aedo en cuenta las diversas alternativas a

" “En general este método parece ser el mas eleganteypaprograma de elementos finitos, minimizando
conjeturas y elecciones para el usuarip4) apartado 9.2.4.

” Aunque los autores de la referencia (16) en suagmm15.3.3, comentando esta desventaja, asequean
“...siempre que sea posible se evita utilizar el Métdeldos Multiplicadores de Lagrange...8s necesario
advertir que esta afirmacion se hizo en 1982, owadnh los ordenadores no tenian la potencia coripotl
que en la actualidad tienen, potencia que, esphras aumente de forma continua en el futuro.
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las que puede optarse para su resolucion, lasscpateniten a voluntad, no solamente dis-
minuir las dimensiones del sistema, sino, simuliémente, mejorar el condicionamiento de
la matriz asociada, como muestran todos los cuatio€apitulo 11. Y, finalmente, el mé-
todo permite eliminar las fuerzas de restriccionsignificativas para el calculista y, en

cambio, puede devolver de forma directa aquell@s @jue se consideren necesarias.

12.5.- Problemas numéricos en el Método Matricial ibecto de la Rigidez- Pare-

ce fuera de toda duda que sea légico esperar gurepaquefio cambio que se introduzca en
los datos de cualquier tipo de operacion mateméicarresponda una pequefa variacion
en el resultado, suponiendo, como es normal, quiispene de la herramienta apropiada
para dicha operacion. Sin embargo, a la vista sledsultados que se obtuvieron en céalculo
de la estructura incluida en el Capitulo 2, se piessmanifiesto como influye en ellos, tanto
el redondeo introducido por el calculista, el pooggdondeo que toma el procesador al ope-
rar con numeros maquina, el orden en las operazipm mal condicionamiento del siste-
ma lineal de ecuaciones que alli se analiz6. Remp se decia, es contrario a toda l6gica
que los resultados de un problema de mateméatiea-plen ello se convierte cualquier pro-
blema de matemética aplicada, una vez adoptaddspéesis pertinentes- necesiten para
su validez, por una parte, utilizar un minimo nuon@e cifras significativas, requerimiento
gue en absoluto se les exige a los datos, y, par s#guir urdeterminadocorden en las ope-
raciones, orden cuya eleccién no sera en absdlgib de detectar. Se hace conveniente,
pues, un estudio pormenorizado del origen de @stosvenientes con objeto de eliminar o,

al menos, minimizar en lo posible, las consecusnuégativas que todo ello conlleva.

12.6.- El problema de la Rigidez Axial (EA} Como se mostré en el epigrafe 2.2,

los elementos de la Matriz de Rigidez de barraviftbdo Clasico presentan grandes dife-
rencias entre sus valores absolutos, diferenciaspgeden verse acentuadas al ensamblar
dichas matrices para obtener la matriz de rigideadestructura, pues puede ocurrir que
confluyan en algun nudo varios elementos de ggidez, en otros converjan barras de dife-
rentes rigideces mientras que en otros, por el contrario, sélovegan una o dos barras de
pequefia rigidez. Esta heterogeneidad entre dideaseatos, causa, aunque no unica, del

mal condicionamiento del sistema de ecuacionesjgme del hecho de que el término de

" “... en porticos es corriente que la rigidez axial sesyar que la de flexion. Por tanto, para evitar pieb
mas numeéricos de mal condicionamiento de las eonasimatriciales de equilibro se supone que lopldes
zamientos horizontales de los nodos del dinteigaales” (30, apartado 15.4).
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rigidez axial EA puede ser de un orden de magmtug superior a alguno de los demas
términos de flexién contenidos en dicha matr2oherentemente con ello, los érdenes de
magnitud de las soluciones del sistema en las mta&de corrimiento presentaran, asi
mismo, diferencias similares; por lo tanto existirla nube mas o menos acotada de valores
solucion de un conjunto de incognitas en el entodeoun punto del espacio ene-
dimensional, que con el sistema de unidades hatitmde utilizadas estara cerca del origen
de coordenadas, mientras que existiran otras solesiesparcidas, muy alejadas de dicho
entorno, como graficamente pone de manifiestoraili@ Figura 1 del Capitulo 2, donde la
componente de la solucién en el eje OX estd muyaceral origen, mientras que la corres-
pondiente a la otra incognita puede estar masdaleja varios ordenes de magnitud, con lo
gue, dependiendo de la variacién que puedan $ogricoeficientes del sistema, puede ocu-
rrir que dicha incognita sufra una alteracion imaable. En el caso que nos ocupa, esto es,
calculo de estructuras de barras, suelen darseliept@idad en los resultados; p.e. los des-
plazamientos verticales de nudos pertenecientdaragpcon continuidad hasta cimentacion
seran mucho menores, en general, que los demamienmtos, 10 que puede acarrear el pro-
blema antes comentado mayor diferencia aun sereeda entre los valores de los corri-
mientos y de los Multiplicadores de Lagrange, porestos valores de solicitaciones.

En otro orden de cosas, en el Capitulo 3, dondese un exhaustivo estudio de la
Matriz de Rigidez Tradicional del elemento bareha deducido la configuracion de dicha
matriz referida a los ejes globales, toda vez gaesubmatrices que las componen son las
unidades operativas del método, con lo que, defesta, se evitan las cuatro dobles pro-
ductos matriciales [3.6] que serian necesariodwefepara cada barra de la estructura por la
necesidad ineludible de que tales matrices venginidas a dichos ejes. Ademas, puesto
gue la Matriz de Rotacién puede expresarse de faonmacompacta en funcion de los vec-
tores de cosenos directores de los ejes localpsatesa lo globales, y operando matricial-
mente, se consigue la expresion de tales unidguatovas de una forma mucho mas com-
pacta, como se pone de manifiesto al comparaolafiguraciones de éstas dadas en [3.12]
con las de sus equivalentes expuestas en [3.8], [3.9] y [3.10], lo que facilitara su im-
plementacién computacional, la estrada de dateshyretodo, como ya se ha manifestado,

la evitacion de aquéllos dobles productos matasiaintes referidos.

" Véase nota al pie de la pagina 1-8.
" Esta es una de las causas del mal condicionamigrtresentan todos los Sistemas de Lagrange en el
Método Clasico.
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Por dltimo se ha incluido en dicho capitulo vacasfiguraciones de Matrices de
Rigidez del elemento, asi como sus correspondiémédsces de Conversion para los casos
mas habituales que normalmente suelen darse estltasturas, como barras horizontales y
verticales, o casos particulares como emparrilladestructuras de barras co-planarias, las
cuales se deducen de la configuracion genéricaeyeguconveniente utilizar frente a ésta,
dadas, por una parte, las simplificaciones quecelidleva y, por otra, la elevada frecuencia

con la que suelen aparecer.

12.7.- Condicidon cinematica de inelongabilidad: ehinaciéon de la Rigidez

Axial .- Puesto que, como se dijo, una de las causas gedblemas antes comentados es la
presencia en los calculos de la Rigidez Axial debarras que conforman las estructuras,
parece logico intentar prescindir de dicho factanglizar las consecuencias que puede aca-
rrear dicha eliminacion. En un principio es sufitée motivo para adoptar esta medida el
hecho de que con ella se simplifica el procedinsietl® calculo, toda vez que ello implica
una anulacién, y, por ello, eliminacién, de un atity porcentaje de incognitas de corrimien-
to, aunque, como se indico, esta hipotesis no itbesde la mejor forma el comportamiento
mecanico de la estructura en estudio. Pero ausasiabe que los resultados a obtener de
esta forma son perfectamente validos, pues esi@egtliamente sancionado por la practica
y la experimentacion y es por ello que, en la miayde los métodos de calculo de estructu-
ras de barras, se adopte esta hip6tesis simplifiaadPuesto que se trata de una hipotesis
holbnoma, la ecuacion que la describe permite deddacil la eliminacion de dicho factor
de rigidez, obteniéndose una configuracion de l&rikde Rigidez del elemento que, pri-
mero, es mucho mas simple, como se pudo ver eap#tulo 4, y, segundo -y esto es lo mas
trascendental- que da lugar a una matriz de lactata enormemente mejor condicionada,
como pudo comprobarse en los Capitulos de validasignérica 7 y 11. En cuanto a la
simplificacion que se introduce con dicha elimidacibasta con comparar las matrices
[3.16] del Método Clasico con sus homoélogas [4d&l] método propuesto, las [3.21] con
las [4.73] o las [3.3] y [3.23] con las [4.77] y.18]. De igual forma, las matrices de conver-
sion adquieren una configuracion mucho mas sinsplifa bajo la condicion de inelongabi-
lidad, como puede apreciarse comparando la [3@T]la [4.88], la [3.30] con la [4.91], la
[3.33] con la [4.93] o las [3.36] y [3.37] con [@s94].

12.8.- Condicion cinemética de diafragma rigide En las estructuras espaciales en

las que sea posible la adopcion de hipotesis deadgiaa rigido, que suponen un altisimo
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porcentaje de las estructuras, es, no ya opci@talpunto de partida, sino practicamente
obligado desde el punto de vista de la modelizagbello no origina algun otro inconve-
niente, como pudiera ser un mal condicionamienkgideema de ecuaciones. Pero, muy por
el contrario, esta hipétesis, no solamente no emapéicho condicionamiento, sino que lo
mejora de forma decisiva, como ha podido verseosrdbs capitulos de validacion antes
mencionados.

Esta hipdtesis no solamente incluye a la de inglbitigad, sino, ademas, expresa la
igualdad de giros de los nudos del plano rigidedador el eje normal a él y una relacién
entre dichos giros y los desplazamientos de loesieth las dos direcciones contenidas en
dicho plano, relacion que expresa la condicionndlexibilidad de la barra en el plano rigi-
do al que pertenece. Asi pues, puesto que diclidelsis, de forma similar a la de inelonga-
bilidad, es holonoma y, por tanto, expresable aljehmente, pueden introducirse en las
ecuaciones constitutivas de la barra espacial estadiciones de restriccion cinematica y
obtener, de esta forma, otra configuracion de l&ri¥de Rigidez del elemento asi mismo
mucho mas simplificada, sobre todo para los casttuales, como son los diafragmas
horizontales en edificacion, casos particulareartapde otros, para los que se han determi-
nado las correspondientes matrices de rigidez godeersion mostradas en el Capitulo 5.
Comparense, p.e. las matrices de rigidez [3.16]ladb.94], la [3.19] con la [5.96] o las
matrices de conversion [3.28] con [5.98], la [3.80h [5.104], o la [3.32] con [5.105].

12.9.- Sistema lineal de ecuaciones bajo condicieneomogéneas de restriccion

cinematica- Las condiciones de restriccion cinematica introdasien las matrices de barra
obligan a afadir al sistema de ecuaciones de bdaitjue se obtienen por el ensamblaje de
éstas otro sistema que describe la relacion lapgalexiste entre determinadas componentes
de corrimiento como consecuencia de tales regiriesi, obteniéndose, pues, un sistema de
ecuaciones bajo condiciones de restriccion. Coneal@ypatente en el Capitulo 6, este sub-
sistema de restricciones se obtiene facilmente anésliel correspondiente ensamblaje de
los Vectores de Inelongabilidad [4.5] y [4.8] ylde Matrices de Diafragma Rigido [5.14],
ensamblaje que da lugar a una matriz, Matriz dériRei®nesR que, junto con la matriz de
rigidezM obtenida por el ensamblaje de las matrices delémsemtos, conforma el Sistema
de Lagrange [6.34], método mas idoneo para la mi@tacion de las incégnitas de corri-
miento y de las fuerzas generalizadas que hanrgdesarias introducir en la estructura

para conseguir que se cumplan las restriccionesiastas, Multiplicadores de Lagrange.
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Evidentemente el sistema obtenido es de mayoresndiones que el que se obtiene por el
Método Clasico, puesto que en éste no se incluyitedistema de restriccionBsy ello
puede suponer una desventaja operativa en el m@togoiesto, aunque el cada vez mas
rapido desarrollo de los instrumentos computacemabcen que este inconveniente tenga
cada vez menos trascendencia. Pero, aunque efileswasi, es tal el grado de mejora que
la adopcion de tales hipétesis introduce en el icomthmiento del sistema lineal de ecua-
ciones, que hace totalmente aconsejable procedarferma que en este trabajo se propo-
ne, como queda demostrado en el Capitulo 7 deacadid numérica.

En efecto, comparando las filas primeras y segudddss Cuadros del 7.1 al 7.8,
correspondientes al Método Clasico y al propuespectivamente, las cuales, por como-

didad, se reproducen a continuacion

Método Matriz de Dimensiones| Max.Abs. Elementos N° de
de calculo coeficientes del sistema Ki - no nulos (%)| condicién
Método Clasico K 18x18 902531 28.40 % 876
sin restricciones
. M g
Método propuesto | 0 29x29 3 9.75 % 27
[¢]
Cuadro correspondiente al Modelo 1
Método Matriz de Dimensiones| Max.Abs. Elementos N° de
de calculo coeficientes del sistema Ki- no nulos (%)| condicién
Método Clasico K 54x54 905063 13.58 % 6113
sin restricciones
. M 1§
Método propuesto | 0 87x87 4 4.83 % 267
*]
Cuadro correspondiente al Modelo 2
Método Matriz de Dimensiones| Méax.Abs. Elementos N° de
de calculo coeficientes del sistema Ki- no nulos (%)| condicion
Método Clasico K 90%x90 905063 8.64 % 16401
sin restricciones
M 1]
Método propuesto | 0 145%145 4 3.09 % 741
*]

Cuadro correspondiente al Modelo 3
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Método Matriz de Dimensiones| Maéax.Abs. Elementos N° de
de célculo coeficientes | del sistema Ki. no nulos (%)| condicién
Método Clasico K 18x18 451066 42.59 % 642
sin restricciones
M 1] DT
Método propuesto l, 0 O 27x27 8 13.03 % 129
D 0 O
Cuadro correspondiente al Modelo 4
Método Matriz de Dimensiones| Max.Abs. Elementos N° de
de célculo coeficientes | del sistema Ki- no nulos (%)| condicién
Método Clasico K 24x24 455063 26.39 % 526
sin restricciones
M 1] DT
Método propuesto l,b 0 O 37x37 4 8.77 % 66
0 O
Cuadro correspondiente al Modelo 5
Método Matriz de Dimensiones| Maéax.Abs. Elementos N° de
de calculo coeficientes | del sistema Ki - no nulos (%)| condicién
Método Clasico K 54x54 907594 13.79 % 756
sin restricciones
M 1] DT
Método propuesto I, 0 O 87x87 8 4.08 % 168
D 0 O
Cuadro correspondiente al Modelo 6
Método Matriz de Dimensiones| Maéax.Abs. Elementos N° de
de calculo coeficientes | del sistema Ki - no nulos (%)| condicién
Método Clasico K 108x108 910125 8.44 % 2549
sin restricciones
M 1] DT
Método propuesto l, 0 O 174x174 8 2.64 % 565
D 0 O
Cuadro correspondiente al Modelo 7
Método Matriz de Dimensiones| Méax.Abs. Elementos N° de
de calculo coeficientes | del sistema Ki - no nulos (%)| condicién
Método Clasico K 960%x960 910125 1.12 % 54512
sin restricciones
M 1] DT
Método propuesto l,b, 0 O 1576x1576 24 0.35 % 26726
D 0 O
Cuadro correspondiente al Modelo 8
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se pueden extraer las siguientes conclusiones:

Las dimensiones del método propuesto son mayoredagudel Método Clasico
sin restricciones, aunque su diferencia va disngndg al aumentar el numero de
nudos de la estructura.

En todos los modelos los elementos dominantes -major absoluto- de las ma-
trices correspondientes al Método Clasico presemtagrado de magnitud (cerca
de 16) muy superior a los correspondientes del métodpyesto (muy cerca de
6), lo que hace que la matriz de aquél sea extrameante sensible frente a peque-
flos cambios en los valores de dichos coeficientss @ vector de términos inde-
pendientes.

Independientemente del nimero de plantas y varasisiema estructural, dichos
elementos dominantes mantienen practicamente ehoniglor, por lo que el gra-
do de magnitud se mantiene practicamente congtanéecualquier tipo de estruc-
tura.

En todos ellos el nimero de elementos no nulosweEhonmenor para el método
propuesto que para el Método Clasico -en proporafimoximada de 1:3-, lo que
conlleva una menor cantidad de almacenaje en gba@dor.

El ndmero de condicion es, en todos los casosmegti® menor para el método
propuesto que para el Método Clasico sin restmeaso

Los resultados que se obtengan por ambos métodaienido diferentes debido a
las diferentes hipétesis de partida, serian iguatenaceptables, siempre que la es-
tructura real se corresponda con la modelizaci@ eypresan las figuras corres-
pondientes, esto es, si las vigas no reciben forgdguno, -para las figuras corres-

pondientes a las estructuras espaciales, modglos (a

Si, por el contrario, estos modelos correspondestraicturas de edificacion y las vi-

gas soportan algun tipo de forjado, las modelizeesamas acertadas no serian la represen-

tadas en las figuras 7.1, 7.2 y 7.3 de los modabo®os ni los modelos (a) de los espaciales,

sino aquéllas que contemplasen la colaboracioniae dorjado frente a la deformacion

axil de tales vigas. Pero la valoracion numériceata” de esta influencia seria practica-

mente imposible de determinar, por lo que una apracion aceptable puede ser el consi-

derar inelongables a tales elementos, lo que oblighadir a los sistemas obtenidos por el

Método Clasico -primeras filas de los cuadros-siaigsistemas de inelongabilidad pertinen-

" Este valor depende del nimero de barras que cencerr un mismo nudo (aparte de las rigideces dwslic
barras, que en los modelos estudiados se han sopoésas iguales).
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tes, con lo que se obtiene la matriz de Lagrangeesada en las ultimas filas de dichos
cuadros -Método Clasico bajo condiciones de inabilglad de vigas. Comparemos, pues,
las matrices indicadas en las filas segundas caxpuestas en las terceras de dichos cua-

dros, las cuales se reproducen a continuacion

Método Matriz de Dimensiones| Max.Abs. Elementos N° de
de calculo coeficientes | del sistema Ki - no nulos (%)| condicién
M 1]
Método propuesto | 0 29x29 3 9.75 % 27
*]
Método Clasico K 17 .
bajo condiciones de Lo 23x23 902531 21.17% | 7.68x10
Inelongabilidad de vigasg Y
Cuadro correspondiente al Modelo 1
Método Matriz de Dimensiones| Max.Abs. Elementos N° de
de calculo coeficientes | del sistema Ki- no nulos (%)| condicién
. M 1§
Método propuesto | 0 87x87 4 4.83 % 267
[¢]
Método Clasico K 17
bajo condiciones de Lo 69x69 905063 9.58 % 8.04x10
Inelongabilidad de vigag Y
Cuadro correspondiente al Modelo 2
Método Matriz de Dimensiones| Max.Abs. Elementos N° de
de célculo coeficientes | del sistema Ki. no nulos (%)| condicién
M 1]
Método propuesto | 0 145%145 4 3.09% 741
]
Método Clasico K 17 .
bajo condiciones de Lo 115x115 905063 6.05 % 8.15%10
Inelongabilidad de vigas Y

Cuadro correspondiente al Modelo 3

™ Véase 22 nota al pie de la pagina 7-4.
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Método Matriz de Dimensiones| Méax.Abs. Elementos N° de
de célculo coeficientes del sistema Ki. no nulos (%)| condicién
M I} DT
Método propuesto I, 0 O 27x27 8 13.03 % 129
D 0 O
Método Clasico K DT .
bajo condiciones de b o 24x24 451066 28.82% | 3.67x10
Diafragma rigido
Cuadro correspondiente al Modelo 4
Método Matriz de Dimensiones| Méax.Abs. Elementos N° de
de calculo coeficientes del sistema ki no nulos (%)| condicion
M I] DT
Método propuesto l, 0 O 37x37 4 8.77 % 66
D 0 O
Método Clasico K DT .
bajo condiciones de b o 33x33 455063 18.00% | 8.21x10
Diafragma rigido
Cuadro correspondiente al Modelo 5
Método Matriz de Dimensiones| Méax.Abs. Elementos N° de
de célculo coeficientes del sistema Ki. no nulos (%)| condicién
M I] DT
Método propuesto l, 0 O 87x87 8 4.08 % 168
D 0 O
Método Cléasico K DT
bajo condiciones de b o 78x78 907594 8.58 % 1.85x£0
Diafragma rigido
Cuadro correspondiente al Modelo 6
Método Matriz de Dimensiones| Max.Abs. Elementos N° de
de célculo coeficientes del sistema Ki. no nulos (%)| condicién
M I} DT
Método propuesto I, 0 O 174x174 8 2.64 % 565
D 0 O
Método Clasico K DT .
Diafragma rigido
Cuadro correspondiente al Modelo 7

™ Véase 22 nota al pie de la pagina 7-4.
12-14




Método matricial bajo restricciones cinematicas

CAP. 12.-CONCLUSIONES

Método Matriz de Dimensiones| Maéax.Abs. Elementos N° de
de célculo coeficientes | del sistema Ki. no nulos (%)| condicién
M 1] DT
Método propuesto l, 0 O 1576x1576 24 0.35 % 26726
D 0 O
Método Clasico K DT "
bajo condiciones de b 0 1416x1416 910125 0.63 % 3.03*%0
Diafragma rigido

Cuadro correspondiente al Modelo 8

Del analisis detallado de los cuadros anteriorekesprenden las siguientes conclusiones:

- Las dimensiones de las matrices correspondientes modelos planos son las
mismas para uno y otro método, mientras que parmtmelos espaciales son algo
mayores en el método propuesto que en el Clasiestp que en éste no existen
ecuaciones de inelongabilidad debido a pilares.

- El orden de magnitud de los elementos dominaetes! Método Clasico, tanto en
estructuras planas como en las espaciales, estaencg de 6 y, puesto que los
elementos correspondientes a la matriz de regiriesl, son magnitudes de orden
menos uno -por corresponder a los cosenos dirgetesedecir, son magnitudes
muy dispares, estas matrices serdn muy sensiblescaalquier alteracion de sus
elementos o de los términos independientes dedtesrgas lineales correspondien-
tes, como se comprobo en el epigrafe 2.3, de amame deterioro que han su-
frido sus respectivos condicionamientos. Sin entddog numeros del sistema
propuesto son muy parecidos.

- El nimero de elementos no nulos es inferior enébdo propuesto que en el Cla-
sico en la proporcion aproximada de 1:2, lo quaimddra en una menor cantidad
de almacenaje en el computador.

- El nimero de condicién de la matriz de coeficiedesespondiente al Método
Clasico ha sufrido un aumento tan espectaculahgae prohibitiva la aceptacion
de los resultados que devuelva la resolucion détrsia de ecuaciones, aun para
las estructuras mas simples, tanto planas comaiatgm Tan es asi que, en todos

los casos, el programa Mathematica con el que s@maizado los modelos, emi-

" Este valor depende del nimero de barras que cencerr un mismo nudo (aparte de las rigideces diaslic
barras, que en los modelos estudiados se han sopoéss iguales).
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te un mensaje advirtiendo que dichos resultadodgrueontener importantes erro-

res debido al mal condicionamiento de la matrizaificientes

12.10.- Condiciones cineméticas de contorrolal y como se ha comentado reite-

radamente, la manera mas sencilla y elegante paedamiento de las condiciones cinema-
ticas de contorno es el Método de los Multiplicadalle Lagrange; pero, como se mostré en
el Cuadro 7.9, el Sistema de Lagrange que se ebtiglizando las matrices de rigidez del
Método Clasico tiene un niumero de condicidn tamagle que hace prohibitivo el procedi-
miento, por lo que se hace necesaria una deterenmadipulacion de la Matriz de Lagran-
ge, tal y como se expuso en el epigrafe 11.3,ldertaa que se obtenga otro sistema equi-
valente [11.12] con un condicionamiento aceptasile;embargo el condicionamiento que
presenta el mismo sistema, pero utilizando lasicestrque en esta Tesis se proponen, es
perfectamente aceptable y no precisa de manipulagliguna, como muestra la Grafica
11.3.

12.11.- Estructuras de gran altura- De la misma forma que, como se coment6 an-

teriormente, no seria admisible la hipotesis dagabilidad de una barra que esté embebida
en un diafragma rigido, asi tampoco debe ser daepia de inelongabilidad de los pilares
pertenecientes a edificios independientemente ddétsa. Como puede comprobarse en los
cuadros anteriormente expuestos, la consideracima&ongabilidad de los pilares trae
como consecuencia una indiscutible ventaja del deéppopuesto frente al Método Clasico
desde el punto de vista del nUmero de elementosilos de las matrices y, sobretodo, de su
condicionamiento; pero es indudable que dicho mliotiento dejara de ser valido a partir
de unos determinados valores de las deformaciot@esde los soportes, es decir, a partir
de un determinado numero de plantas en estruaderedificacion. La postura generalmente
admitida es que puede aceptarse dicha inelongathipdra edificios de pequefa y mediana
altura, esto es, para quince plantas como maxinmarfir de esta altura, la ventaja operati-
va mencionada se contrapone a la modelizacionmyps& quedard la duda de si tal ventaja
compensa el error en el modelo, es decir, si lesltaalos que se obtengan pueden ser acep-
tables.

El modelo méas acertado sera, evidentemente, ladewasion de elongabilidad de

todos los pilares, pero no sera éste el que primp@an sistema mejor condicionado. En

" Véase nota al pie de la pagina 7-4.
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efecto, como se mostré en la ultima fila del Cuadrt0, en donde la matriz de rigidez
M proviene del ensamblaje mixto de las matrices gidez de vigas propuestas en este es-
tudio y los de pilares correspondientes a las oegrde rigidez tradicionales, el nUmero de
condicién de la matriz del Sistema de Lagrangerodiée aunque inferior en dos 6rdenes de
magnitud al correspondiente al Método Clasico @exdila de dicho cuadro), es de un valor
tan elevado que es totalmente inaceptable debiieedas soluciones del sistema pueden
contener importantes errores. En buena logicafamaa de mejorar este condicionamiento
para estructuras calificadas como de gran altuia sensiderar como inelongables sélo a
los pilares pertenecientes a las Ultimas quincetgéa mientras que los pilares correspon-
dientes al resto de las plantas inferiores conailter elongables, es decir, proceder al en-
samblaje de la matriz de rigidez utilizando las matrices de pilares del método pespn
matrices [4.68], [4.69] o [4.71], segun los cag@sa las quince plantas superiores y las del
Método Clasico [3.18] para el resto de pilares. qusesto mejorara el numero de condi-
cion, el condicionamiento del sistema resultantedguser todavia inadmisible, por lo que
serfa necesario algiin procedimiento que solvert&iesonveniente o que se consigue
mediante una determinada manipulacién de la madlizistema a partir de las Matrices de
Transformacion que se estudiaron en los capityl®sy8L0 aplicadas a los Sistemas de La-

grange.

12.12.- Transformaciones en los Sistemas de LagragEn el Capitulo 8 pudo

comprobarse que existe una forma facil de redasidimensiones de un sistema lineal de
ecuaciones a partir de una matriz, Matriz de Tansicion, que puede obtenerse comoda-
mente a partir de un determinado ensamblaje. Plaradado un sistema genérico de ecua-
ciones, pueden elegirse un conjunto cualquierallds g, a partir de sus coeficientes, en-
samblar la pertinente Matriz de Transformacioneefotma indicada en el epigrafe 8.3.1.

A lo largo de toda esta investigacién se ha viste ¢ mal condicionamiento pro-
viene, entre otros motivos, de la disparidad emistentre los valores maximos y minimos
de los coeficientes de la matriz en valor absolptw; lo tanto, si se elige el conjunto de
ecuaciones que contengan los menores valores &ls@lua partir de sus coeficientes, se
ensambla dicha Matriz de Transformacion, ésta gpriseeliminar dichos valores minimos

en el sistema original, y, asi, no solamente redwsis dimensiones, sino que, ademas, me-

" «_..cuando se necesita resolver un sistema lideglb, siendoA una matriz con un nimero de condicién
elevado, se hace necesario utilizarpracondicionador. “ (51, apartado 3.2).
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jorara su condicionamientaSin embargo, existe otro método mas inmediata panseguir

la homogeneidad de los valores absolutos de Idicen#es, que no es mas que la multipli-
cacion de las ecuaciones con menores valores dmsfisientes por un apropiado namero,
que puede ser el mayor de los coeficientes dedlassl ecuaciones, como se comento en el
epigrafe 11.3, donde pudo comprobarse, por un lka@ap es imprescindible este tipo de
precondicionador para el Método Clasico y, por,ofue es totalmente innecesario para el
método propuesto por cuanto en éste no existeori@ggino de mal condicionamiento. Este
elemental procedimiento consigue mejorar el nUnder@ondicion, pero no disminuye las
dimensiones del sistema; por ello puede ser deapdin cuando sea muy pequefio (frente
al total de ecuaciones) el numero de ellas cuyemeaitos son muy dispares respecto al
resto de elementos, circunstancia que suele darselgs condiciones cinematicas de con-
torno. De esta forma tan trivial se consigue eétp propuesto sin necesidad del ensam-
blaje de la Matriz de Transformacion que eliming éguaciones de restriccion impuestas
por el contorno. Pero, puesto que, en generalpmdicionamiento de una matriz también
depende de sus dimensiones, para las condicionegldagabilidad y de diafragma rigido
gue nos ocupan sera mucho mas conveniente la dedeiém de la Matriz de Transforma-
cion pertinente, la cual consigue alcanzar el dobjetivo de disminucion de dimensiones y
mejora del condicionamiento.

Como se pudo ver en los Capitulos 9 y 10, paraapéiste procedimiento en deter-
minadas estructuras que presentas ciertas pedatig&s, como son los entramados, tanto
planos como espaciales, existe una forma mas sideplnseguir la Matriz de Transfor-
macion que la general expuesta en el epigrafe. 8811 estas matrices se consiguen deter-
minar las diferentes configuraciones de las matroke coeficientes que aparecen en las ter-
ceras columnas de los cuadros expuestos en eul@apit. A la vista de ellos puede conje-
turarse lo siguiente:

- Por simple que sea la estructura e independmantte de que se trate de un sis-
tema plano o espacial, el orden de magnitud delendirde condicion de la Ma-
triz de Lagrange correspondiente al Método Classeomantiene en un valor
muy cercano a 1 lo que hace inviable el Método de los Multiplioaes de
Lagrange si se utilizan las tradicionales matrabesigidez para proceder al en-

samblaje de la matriz de rigid&z

" Esto solamente sera posible si, dentro del conjaleigido, dichos coeficientes menores son de eci
magnitud, por lo que, en general, no sera de ajpicgara cualquier sistema de ecuaciones.
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- En el método propuesto, para toda estructur& f@lana como espacial, no exis-
te riesgo alguno de mal condicionamiento de la izlale Lagrange.

- En todos los casos, tanto para el Método Clasiooo para el propuesto, a medi-
da que se van eliminando los subsistemas de @8trjcademas de ir
disminuyendo las dimensiones éste y aumentandairebro de elementos no
nulos, va mejorando el condicionamiento de la magsultante, consiguiéndose
el mejor condicionamiento al eliminar todas lasastones de restriccion del
sistema original de Lagrange, aunque en todosasss; el numero de condicién
de la matriz del método propuesto es muy infed@oarespondiente al Método

- Sildsiotoargo, al proceder a la eliminacion derledggnitas correspondientes a los
Multiplicadores de Lagrange, el condicionamienteeemétodo propuesto se va
deteriorando para todos los modelos y este detedomenta a medida que se
van eliminando incognitas, mientras que en el Mgt®rbpuesto no se mantiene
esta pauta y su variacion es fluctuante, seguroderto.

- Consecuentemente con lo anterior, la eliminad®modas las incognitas de Mul-
tiplicadores de Lagrange que, como se sabe, nodssgoe el Método de las
Transformaciones, dara lugar a un sistema de merbneensiones pero peor
condicionado en el método propuesto, a lo que h@yadiadir la imposibilidad
de calcular de forma directa los valores de lostiglidadores de Lagrange, al-
gunos de ellos imprescindibles para el analisiélguto de la estructura en estu-
dio.

- En esta ultima configuracion, que correspondasadbs ultimas filas de los cua-
dros del Capitulo 11, los niumeros de condicidrodedbs procedimientos en es-
tudio son idénticos, pues la matriz del Método ICtasno es mas que la
correspondiente a la del método propuesto muléighcpor el valor de la rigidez
(Ely)o de la barra de referencia elegida para la creadgbmparametro r que se
definio en [4.30], por lo que su niumero de condicéra idéntico.

De los dos tipos de estructuras, es especialmeteteesante la correspondiente a los
sistemas estructurales espaciales por dos mogVvgsimero y fundamental es que el anali-
sis de estructuras de edificacion es mucho mameste -desde el punto de vista de la mo-
delizacidn- acometerlo a partir del modelo espagiaé aunque dara lugar a unas mayores
dimensiones de los sistemas de ecuaciones, tatvangente va teniendo cada vez menor
incidencia, dados los importantes avances queraariente se dan en la informatica, vy,

segundo, que la Matriz de Transformacigp debida a las condiciones de inelongabilidad
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de los pilares y a las condiciones de diafragm@aigliminara un elevado porcentaje de
ecuaciones e incégnitas independientes o esclestses, una por cada pilar y 3(N-1) por
cada plano rigido, siendo N el nimero de nudosada ano dichos planos, como se puede
observar en los cuadros incluidos en el Capitulodtiespondientes a este tipo estructural.

En definitiva puede afirmarse que, mientras en élddo Clasico es imprescindible
la eliminacion de las ecuaciones de restricciorSiltema de Lagrange con objeto de hacer
desaparecer el mal condicionamiento de la matnizl g@ropuesto esta eliminacion es solo
opcional, excepcion hecha para las estructurasateaitura, para la cuales, al ser necesario
utilizar las matrices de rigidez de barra tradiales para los pilares, excepto en las Ultimas
quince plantas, el condicionamiento es inadmigileleido, precisamente, a dichas matrices;
por lo tanto sera imprescindible la eliminacionla® ecuaciones pertinentes con objeto de
conseguir un condicionamiento aceptable, como $eeexpresa en la fila 52 y 72 del Cuadro
11.10.

12.13.- Conclusion Del andlisis detallado de los cuadros de validariéluidos en

los Capitulos 7 y 11, es inevitablemente obligastoctuir que el método propuesto presenta
unas incuestionables ventajas frente al Métodoidimathl Directo de la Rigidez.

12.14.- Lineas de investigaciohComo se pudo comprobar en los analisis de la bi-

bliografia consultada, diversos autores, en loesas los que, debido a la particulares ca-
racteristicas geométricas de la estructura lo penmiutilizaban la matriz de rigidez del
elemento bajo condiciones de inelongabilidad panalisis de Pandeo, célculo dinamico
y célculo en fase plastica. Pero como quiera golgadinatriz contempla sélo dos grados de
libertad por extremo del elemento y, por ello, sovélida para una estructura de tipo gené-
rico ni, naturalmente, para aplicarla a sistemasiesirales espaciales, se cree muy conve-
niente aplicar las herramientas que sustentan teldo@ropuesto en esta investigacion -esto
es, la matriz de la barra inelongable y la matezlal barra perteneciente a un diafragma
rigido- para el analisis del pandeo, calculo dirényi calculo en fase plastica, extremo este
altimo de gran interés en la actualidad, por cugoilos resultados que se obtienen a partir
de esta premisa suponen un aprovechamiento nofidddede las condiciones resistentes
de los materiales estructurales.

FINIS CORONAT OPUS.
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Método matricial bajo restricciones cinematicas ANEXQwvivdelo 1

MODELO 1

m A.1 Nomenclaturay simbologia- Llamaremos

- E: moddulo de Young

- L: longitud de la barra

- b: base de su seccion transversal

- hp: canto del pilar

- hy: canto de la viga

- A: é&rea de la seccion transversal

- 1z": momento de inercia de las seccién transVveespecto al eje normal al plano de la estruc-
tura

-«a: angulo de la directriz de la barra, respetenaglobal OX, en radianes

- Para las matrices correspondientes al Métodadol&s utilizara la letra maydscua mientras
gue para el método propuesto se utiliza la letraiiseulaM .

- Los subindices y superindices (p ) y (v) haceeregftia a pilares y vigas, respectivamente.

m_A.2_Submatricesde rigidez_de pilares correspondientes al Método Matricial Clasico.- Utilizare-
mos las matrices de barra dadas por [3.21] combéhdice p indicando que corresponden a los pilares

m Datos de pilares{Kilonewton, metros y radianes)

b hp3 b
E=2«10"7;L=4,b=3;h=.3;A=bhy; 12 = —— 0= -
12 2
AL2Cogal?+121Z Sifa]?  (-121z'+AL?) Coge] Sina] 612" Sia]
L3 L3 T2
K. =E| (221z+A L2)Coda]Sine] 121z Cosa]?+A L2 Sina]? 612" Coga]
np = L3 L3 L2
_ 61z Sina] 612" Coga] 41z
L2 L2 L
ALZ2Coga]?+121Z" Sifa)? (121z2-AL?) Coge] Sinja] 612" Sifa]
- L3 L3 T
- 121z2-AL2) Coga] Sin 121z’ Cogal?+A L2 Sinfa]? 61z Co:
Kljp =E ( |13 da] Sinja] _ $a]L3 na] = $a]
61z Sirfa] _ 61z Coge] 212
L2 L2 L
AL2Cogal?+1217Z Sifa]? (121z2-AL?) Coge] Sina] 61z Sira]
- L3 L3 L2
R 121z-AL3)C Si 121z’ Cogal?+A L2 Sina]? 61z C
K“p — E 121z E3 oda] Sina] _ z o$aJL+3- infa] _6lz Lzosa]
__ 61z"Sine] 612" Coga] 21z
L2 L2 L
AL2Codal?+121Z Sifal?  (=121zZ+AL2) Coga]Sinla] 61z’ Sirla]
L3 L3 L2
Ko = (-121Z+AL?) Code]Sine] 121z Co§a]?+AL2Sine]> _ 61z’ Coge]
P L3 L3 L2
61z Sira] _ 61z' Cogal 41z
L2 L2 L

m A.3__Submatrices de rigidez_de_vigas_correspondientes al Método Matricial Clasico.- Para los
dinteles, de forma andloga se tendra:
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m Datos de vigaslos cantos de la vigas vienen en funcién de lotosatte los pilares a través de
la variable x, que nos permitira estudiar la vadiaclel nimero de condicién en funcién de estecabéei

. bh?
L=4,b=.3;h =xhy;A=bh,;lz" = ;a=0;
12
AL2Codgal?+121Z Sifa]?  (=121zZ+AL?) Coge] Sina] 61z’ Sifa]
L3 L3 T2
K, = (=121Z+AL?) Coda|Sina] 121z Cogal?+A L2 Sina]? 612" Cogal
I = L3 L3 L2
_ 61z’ Sinla] 61z Coga] 41z
L2 L2 L
_ AL2Coge]?+121Z’ Sirfa]? (121Z-AL?) Coda]Sina]  _ 61z Sira]
L3 L3 L2
I — 1212-AL?)Coge]Si 121z Coga?+AL2Sine]> 61z C
KI]V - E 121z |i3 oga] Sina] _ Y4 o$a]L; ina] Y4 Lzos{a]
61z Sirfa] _ 61z’ Cogal 217
L2 L2 L
AL2Codel?+12 12 Sifa)? (1212-AL?) Coda] Sina] 612" Sirla]
- L3 3 L2
I 1212-AL?) Coga] Si 121z Cogal?+A L2 Sinja]? 61z C
K]IV - E 121z E3 oga] Sinfa] _ Y4 o$a]L§ infa] _ 6z Lzos{a]
_ 61z’ Sinal 61z Coga] 21z
L2 L2 L
AL2Cogal?+121Z Sifa]?2  (-121z2+AL2) Coda] Sinla] 61z Sina]
L3 L3 L2
R — (-121Z+AL?) Coga]Sinle] 121z’ Coge]?+A L2 Sinja]? 612" Coge]
K”V =E L3 L3 - L2
61z Sirfa] _ 61z Cogal 412"
L2 L2 L

m_A.4_Submatricesde rigidez de pilares_correspondientesal método propuesto- Puesto que se trata
de un entramado plano, pueden utilizarse cualesgdi la matrices de rigidez expuestas en el dpigra
4.2.7 esto es las [4.77] o las [4.78].

m Datos de pilares Se crea el parametro r tomando el valor de leciaale los pilares lo como
valor de referencia:

b hy? 4
L=4;,b=.3;h=.3;lo=1z"= =
b= 3ilo=1z"=—>=r= 15
2 0 -L -2 0 -L
6r 6r
Mip=s5 0 © O [iMp=-510 00
L 2|_2 L L2
-L O 3 L O 3
-2 0 L 20 L
6r 6r
Mip =23 O O O Mp=13]00 O
L2 212
-Lo L L0 &

m Vectores de restriccién cinematica debido a la imengabilidad de pilares.- Utilizando la
expresion [4.5] para estructura de barras coplasael vector de inelongabilidad correspondienkasa
pilares sera , IIamand@ al vector correspondiente al extremo F‘yal del extremo j:

Ip:(O —1 0), Fp:—lp
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Obsérvese que, aunque el extremo i del pilar esxtiemo inferior y, por tanto, cosYX'=1, para el
ensamblaje de la matriz de inelongabilidad vierectafio con el signo menos con objeto de que el
Multiplicador de Lagrange asociado a esta restnicaifie como se sabe es el axil, sea positivo bodic
axil es de traccién y negativo si es de compresidmo es costumbre en los signos de los axilesadas

m A.5_ Submatrices de rigidez_de vigas correspondientesal método propuesto- Aunque la matriz
correspondiente a vigas dada por [4.78] no es soaéta utilizaremos, primero por ser mas difusa y

segundo, porque, como se demostrara con estec@eydios que siguen, el sistema mejor condicionado
no tiene por qué ser simétrico.

= Datos de vigas:

bh2 Iz
L=4;b=.3;h=xhylz = —;r=—
M =xhpi 12 = —>=ir= 13
00 O 00 O
800 L fy.-8lo0 L
iv=173 ) ijv L3
2L2 LZ
0 5&5- 00 %
00 O 00 O
6r 6r
Mﬁ\/:FOO—L; My F00—L
L2 212
00 % 00 5

m Vectores de restriccion cinematica debido a la imengabilidad de vigas.-De forma analoga
lv=(-1 0 O)F, =~Iy

Puesto que se repiten nudos en los que las bareasogfluyen en ellos tienen las mismas caradtasst
creamos las submatrices de Rigideces de nudos:

Kei: Esquina lzquierd& ¢4: Esquina Derech# 4 : Arriba

Las submatrices de rigidez de la estructura correpotes a la diagonal principal estaran formaplas
el método tradicional, por :

Kei = Kijp +Kiy ; Ked = Kjjp + Kjy ; Kar = Kjjp + Ky +Kiy
N3xs = ZeroMatriX3];

en donde se ha creado la matrix nNlgs, de las mismas dimensiones que las demas padeelialo
ensamblaje. Para el método propuesto las subnsmte diagonal principal de la matriz de rigideza
estructura seran, de forma homologa:

Mei = Mjjp +Miiy ; Med = Mjjp + My ; Mar = Mjip + My + My
m A.6__Matrices de Rigidez de la_estructura.- Puesto que se tienen seis nudos, se ha de parin de

arreglo de 6x6 para el ensamblaje de las submatfioe subindices indican el nUmero de nudos de la
estructura):
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= Método Clasico (K ye).-

Kei
Kiiv
Koo = N3x3
Nzy3

Nzx3

Nzyx3

Kijv
Kar
Kiiv
N3x3
N3x3
N3x3

N3x3
Kijv
Kar
Kijiv
N3x3
N3x3

N3x3
N3x3
Kijv
Kar
Kiiv

Nzx3

= Método propuesto (M gye).-

Mei
My
Mese = N3x3
Nzy3

Nzx3

Nzyx3

Mijy
M ar

N3x3
Mijy
Mar
My
N3x3
N3x3

My

Nzx3

N3x3
N3x3
N3x3
Kijv
Kar
Kijiv

N3x3
N3x3
N3x3
Mijy
Mar
Miiv

N3x3
N3x3
N3x3
N3x3
Kijv

Ked

N3x3
N3x3
N3x3
N3x3
Mijy
Med

Print[Dimensiones dK g.s = Dimensiones di g, = ,Dimensionsf g.s]]

Dimensiones d& g =Dimensiones d¥ g, = {18,18}

en donde, con la dltima orden, se han pedido tasmbiones de la matriz de rigidez, para su utilirac

posterior.

= Elementos _de las matrices.- Con la orden siguiente el programa nos muestdesarrollo de

las matrices de rigidez de la estructura en fundia variable x. Para su comparacion y, por rostie
espacio, se muestran solamente las 6 primeras wafidel Método Clasico y las 18 del Método

propuesto.

= Método Clasico:

MatrixFormKegys]
2531.2!+ 450000x O
0 450000+ 2531.25%
5062.5 5062.5%
—-450000. x 0
0 -2531.25%
0 5062.5%
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

5062.t

5062.5%
13500+ 13500.% 0

0

-5062.5%
6750.%

O OO O OO0 OO0 o0 o O o

—-450000x

0

2531.25900000. x

0

5062.5
—-450000. x

O OO OO0 00O Oo0OOoOOoO o

A4

0

-2531.25%
-5062.5%

0

450000+ 5062.5%
0.%

0

-2531.25%
5062.5%

[« elNeNeNeNeNeNe)

0
5062.5%
6750.%
5062.5
0.3

13500+ 27000. 2
0

-5062.5%
6750.%

O OO O OO0 O oo
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= Método propuesto:

MatrixFornM gys]

0.187¢ 0 0.37¢ 0 00 0 00 0 00 0 00

0 0 0375% 0 0 0375% 0 00 0 00 0 00
0375 0 1+1.x O 0 05% 0 00 00 0

0 00 0.1875 0 0.375 0 00 0 00 0 00

0 0 -0375% 0 0 0.% 0 0 03758 0 0 0 0

0 0 052 0375 0 1+2.¢ 0 0 05% 0 0 0 0

0 00 0 00 0.1875 0 0.375 0 00 0 00

0 00 0 0 -0.375% 0 0 0.% 0 0 0.375% 0 00

0 00 0 0 05% 0375 0 1+2.¢ 0O 0 05% 0 00

0 00 0 00 0 00 0.1875 0 0.375 0 00

0 00 0 00 0 0 -0.375% 0 0 0.% 0 0 0375%
0 00 0 00 0 0 05% 0375 0 1+2.X 0 0 05%
0 00 0 00 0 00 0 00 0.1875 0 0.375
0 00 0 00 0 00 0 0-0.375% 0 0 0.2

0 00 0 00 0 00 0 0 05% 0375 0 1+2.%
0 00 0 00 0 00 0 00 0 00

0 00 0 00 0 00 0 00 0 0-0.375%
0 00 0 00 0 00 0 00 0 0 0.5x

o o

o

0

0.375

0 0.375%
0 05%

0.1875 0 0.375

0 -0.375%
0 1+1.x

= Curva de condicionamienta- Se introduce la orden que nos devuelve la curvamuestra los

valores (eje de ordenadas) del numero de condagdrla matriz correspondiente al Método Clasico en
funcién de la variable x (eje de abscisas) cuastt éaria de 0.5 hasta 4. Dichos valores esténladizs

segln la norma matricial 2. Evidentemente la comedjgnte a la del método propuesto no ha lugais pue
el sistema con esta matriz no tiene soluciéon porsseyular la matriz (obsérvese que existen en ella

algunas columnas nulas).

autovaloregon ] := N[EigenvaluefKgys /. X — lon]]
ratiolflon_] := Block[{a}, a= autovaloregon] // Abs; Maxa]/Min[a]]

Plofiratiol[xx], {xX, 0.5, 4]

2500}
2250+
2000}
1750
1500 ¢
1250}
1000 ¢

— 1

Para x=1, es decir, si todas las barras tienaridma seccién, se obtienen los siguientes graficeres
maximos de los elementos de las matrices, valaksionero de condicicidn, del determinante y elemen

tos no nulos (%) de la Matriz
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= Esquema grafico de la distribuciéon de los_elementos no nulos.- La siguiente orden nos
muestra en esquema la distribucion de los elemeariosulos de la matriz de rigidez de la estructura
correspondiente a cada una de los métodos:

MatrixPlofK gxs] MatrixPlofM gyxs]

1 5 10
|
|
5
10 10
15 L I 15
10 15 18

1 5 10 15 18

15 18

(&)]

18
1 5 10 15 18 1 5

Método Clasicol{ gxe) Método propuestoM gxe)

en donde puede observarse como ambas son matites mismo ancho de banda y cémo la segunda es
mas difusa que la primera.Véase también como nsteesimetria en la segunda matriz debido a las
matrices de rigidez utilizada para las vigas.

= Esquemadgrafico de la distribucién de los elementos dominantes- La siguiente orden nos
muestra la distribucion de los elementos en fundérsus valores numéricos, marcando con un recuadro
negro los elementos dominante, en tono de grigesdimres menores y en blanco los elementos negati-
VOS.

MatrixPlofK g, ColorFunction- (GrayLevell — #] &), ColorFunctionScalings True]
MatrixPlofMgys, ColorFunction- (GrayLevell — #] &), ColorFunctionScaling> True]

1 5 10 15 18 1 5 10 15 18
1 .- 1 1 1
|
5 .. 5 5 5
I. -
|
10 .. 10 10 10
I. -
15 15 15 [ 15
18 - 18 18 [ REE:
1 5 10 15 18 1 5 10 15 18

Método Clasicol xs) Método propuesto\ g«g)

Si se comparan estas gréficas con las respectivesaes, puede observarse cdmo en la correspurdie
al Método Clasico existen elementos que desapamtearsta Ultima grafica. Por ejemplo, para x=1, el
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elemento 1,3 (y su simétrico), de valor 5062.5,aparece representado debido a su pequefio valor
relativo respecto al valor mas elevado (elememt), £€uyo valor es de 902531. Lo mismo ocurre si su
signo es negativo. Véase también como los valoresnedios, correspondientes a los elementos (1,1),
(2,2), (3,3)... cuyos valores pueden observarsel afesarrollo numérico de la Matriz abajo expuesto,
estan marcados con la tonalidad en funcion de aloses.

452531
0
5062.5

O 0O 00000000 OoOOoO oo

—-450000.

0
452531.
5062.5

0
—-2531.25
5062.5

O O 0O OO0 0000 o oo

5062.t

5062.5

27000.

-5062.5

6750.

O O 0O 0O 0O 0000 o oo

—-450000
0
0
902531.
0
5062.5

—-450000

O O 0O OO0 OO0 o oo

0 0 0 0 0 0
-2531.25 50625 O 0 0 0
-5062.5 6750. 0 0 0 0
0 5062.5 —450000. 0 0 0
455063. 0. 0 -2531.25 50625 O
0. 40500. 0 -5062.5 6750. O
.0 0 [902531. © 5062.5 —450000.
-2531.25 -5062.5 0 455063. 0. 0
5062.5  6750. 50625 0. 40500. 0
0 0 —450000. 0 0 902531.
0 0 0 -2531.25 -5062.5 0
0 0 0 50625  6750.  5062.5
0 0 0 0 0 —450000.
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
—-2531.25 5062.5
-5062.5 6750.
0 5062.5
455063. 0.
0. 40500.
0 0
—-2531.25 -5062.5
5062.5 6750.
0 0
0 0
0 0

En las graficas correspondientes al método propusst@bserva que se mantiene la representacion de
todos los valores debido a la homogeneidad en sienés de magnitud, como puede observarse en el
desarrollo de dicha Matriz expuesto a continuacion:

0.187¢
0
0.375
0

O OO0 0O 0000000 OoO o o

0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0.37¢
0.375
2.

0

-0.375

0.5

o

O O 0O 0O 0O 000 o oo

0 00

0 0 0.375
0 0 05
0.1875 0 0.375
0 0 o
0.375 0[3]

0 00

0 0 -0.375
0 0 05
0 00

0 00

0 00

0 00

0 00

0 00

0 00

0 00

0 00

0 00 0 00 0 00 0 00

0 00 0 00 0 00 0 00

0 00 0 00 0 00 0 00

0 00 0 00 0 00 0 00

0 0 0375 0 00 0 00 0 00
0 0 05 0 00 0 00 0 00
0.1875 0 0375 O 00 0 00 0 00

0 0 0. 0 0 0375 O 00 0 00
0375 0 3. 0 0 05 0 00 0 00

0 00 0.1875 0 0375 O 00 0 00

0 0 -0375 0 0 0. 0 0 0375 0 00

0 0 05 0375 0 3. 0 0 05 0 00

0 00 0 00 0.1875 0 0375 O 00

0 00 0 0-0.375 0 0 0. 0 0 0.375
0 00 0 0 05 0375 0 3. 0 0 05
0 00 0 00 0 00 0.1875 0 0.37§
0 00 0 00 0 0-0.375 0 0 -0.375
0 00 0 00 0 0 05 0375 0 2.

» Valores maximos de los elementos de las matrices.- Los valores de los elementos de mayor

valor absoluto de cada una de las matrices secdgpupedir al programa, y valen:

Max[AbsKgxs]] = 902531.
para la primera Matrizy

Max[Abs[Mgxe]] = 3.
parala segunda.
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= Valores del numero de condicidn, determinante y_elementosno _nulos (%) de la Matriz .-
Las siguientes 6rdenes nos aportan los valoresajgéanos

Max[Abs[Eigenvalue[K gxs]]] ]
Min[Abs[EigenvaluefKsxs]]]
PrinfDeterminante d& gy = , DeffK6x6]]

Prin{Numero de condicion dégxs =,

1
Prin{ Elementos no nulog) deKexs =, I (18? - (CountFlatteriK gxs], 01)) 100.%)]

y que valen:

Numero de condicion d€g,s = 876.142
Determinante d& g = 3.13746¢ 10%
Elementos no nulos (%) d&s.e = 28.3951 %

= Resolucién del sistema _correspondiente al Método Clasica- Con objeto de comparar
resultados entre uno y otro método, se calculartdosmientos suponiendo una carga P horizontal
positiva aplicada en el nudo superior izquierddadestructura de 40 KN.

P18= TablgO, {i, 18}, {j, 1}]; P18[1]] = {40}; LinearSolvgK gxs, P18
Corrimientos (en metros y radianes) con la Mariz :

Nudos Ui \ 7
{0.00355708§ { 9.83828« 1@6}, {—0.00059882p
{0.00348145 {—2.9693x 106}, {—0.00028208p
{0.00342224 { 4.25468< 1(T7}, {—0.00032678p

4 — {0.0033786}, {—5.82775« 1(T7}, {—0.00032211
{ { {
{ { {

1— -
2 — —
33—
5—

0.0033503% 2.58994(10"6}, —0.00027288p

0.00333788 {—9.30153« 10‘6}, 0.00055985p

6 —
Obsérvese que no existe antimetria en los corrsent
m A.7_Matriz _de inelongabilidad debido a los pilares.- De acuerdo con lo expresado en el epigrafe

6.1.1 se procede al ensamblaje de la Matriz dedmadlilidad correspondiente a los pilares, partiethelo
un arreglo de tantas filas como pilares tengatlacega (6) y tantas columnas como nudos (6):

Fp Nixa Nixa Nix3 Nix3 Nix3
Nixa Fp Nixa Nixa Nixa Nixa
Nixa Nixa Fp  Nixa Nixa Nixa
Ip6x6 = =
Nix3 Nix3 Nix3 p Nixa Nix3

Nix3 Nixa Nixa Nixa Fp  Nixa

Nix3 Nix3 Nix3 Nix3 Nix3 Fp

N1x3 = ZeroMatri{1, 3; I o6x6 °T = Transposg yexel
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PrinfDimensionedexs = , Dimensiond peyel]
Prin{Dimensiones psx®T =, Dimensiond pexs °T11

Dimensionespexs = {6, 18
Dimensionespexs®T = {18, 6

dondens,s es el vector nulo de las mismas dimensionesl gui€ambién se ha calculado la transpuesta
delpexs, que habra que utilizarla posteriormente.

m A.8_ Matriz _de inelongabilidad debido a_las vigas- De forma analoga, partiendo de un arreglo de
tantas filas como vigas (5) y tantas columnas coomos (6) se ensamblaran los vectdrey F, que
describen la condicion de inelongabilidad de vigas:

lv Fv Nix3 Nixa Nix3 Nixa

N1x3 Iv I:v Nix3 Nix3 Nix3

lvsxg=| Nixa Nixa v Fv Nixa Nixs
Nix3 Nixa Nixa v Fy Nig

Nix3 Nix3 Nixs3 Nixa Iy Fy

Iv6x5 = TransposﬁvaG]

PrinfDimensiones dé&,sys = , Dimension ysygl]
Prin{Dimensiones déygxs = , Dimensionf ygysl]

Dimensionessxs = {5, 18

Dimensionesgs = {18, 5

m A.9_ Sistanas de Lagrange.- De acuerdo con el epigrafe 6.2.2 y disponiendanasices calculadas
en la forma indicada por [9.19], se tiene, paragadtodo:

Kexe lpexe°T lvexs Mexs lpexs®T lvexs
K Lagrange = I p6x6 Nexs Nexs M Lagrange = I p6x6 Nexs Nexs
I v5x6 N5x6 N5 x5 I v5x6 N5x6 NS x5

Nexs = ZeroMatriX6]; N5ys = ZeroMatri{5]; Ngyg = ZeroMatriX5, 6]; Nexs = ZeroMatriX6, 5]
PrinfDimensionek | agrange = Dimensione | agrange = , DimensionfK | agrangel
DImenSIOHEK Lagrange = DImenSlOﬂeM Lagrange = {29, 29

= Elementosde las matrices- Se muestra a continuacion sendas matrices de éapqumotivos
de espacio, se incluyen solo las primeras columnas:
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MatrlXFOrfT[K Lagrange]
2531.2{+450000x 0O 5062.t —450000x 0 0 0
0 450000+ 2531.25%  5062.5% 0 -2531.25% 5062.5% 0
5062.5 5062.5% 13500+ 13500.% 0 -5062.5% 6750.% 0
—450000. x 0 0 2531.256900000.x 0O 5062.5 —-450000. x
0 -2531.25% -5062.5% 0 450000+ 5062.5% 0. 0
0 5062.5% 6750.% 5062.5 0.% 13500+ 27000.% 0
0 0 0 —450000. x 0 0 2531.25900000.
0 0 0 0 -2531.25% -5062.5% 0
0 0 0 0 5062.5% 6750.% 5062.5
0 0 0 0 0 0 —-450000. x
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
-1 0 0 1 0 0 0
0 0 0 -1 0 0 1
0 0 0 0 0 0 -1
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
MatrlXFOffT[M Lagrange]
0.187¢ 0 0.37¢ 0 00 0 00 0 00 0 00 0 00
0 0 0375% 0 0 03758 0 00 0 00 0 0 0 0
0375 0 1+1.xX 0 0 05% 0 00 0 00 0 0 0 0
0 00 0.1875 0 0.375 0 00 0 00 0 00 0 00
0 0 -0.375% 0 0 0.% 0 0 03758 O 00 0 00 0 00
0 0 05% 0375 0 1+2.x 0 0 05% 0 00 0 00 0
0 00 0 00 0.1875 0 0.375 0 00 0 00 0 00
0 00 0 0 -0.375% 0 0 0.% 0 0 0375% 0 00 0 0
0 00 0 0 05% 0375 0 1+2x 0 0 05% 0 00 0 0
0 00 0 00 0 00 0.1875 0 0.375 0 00 0 00
0 00 0 00 0 0 -0.375% 0 0 0.% 0 0 03758 0 00
0 00 0 00 0 0 05% 0375 0 1+2.x¢ 0 0 05% 0 00
0 00 0 00 0 00 0 00 0.1875 0 0.375 0 00
0 00 0 00 0 00 0 0-0.375% 0 0 0.% 0 0 0.375%
0 00 0 00 0 00 0 0 05% 0375 0 1+2.x¢ 0 0 05%
0 00 0 00 0 00 0 00 0 00 0.1875 0 0.375
0 00 0 00 0 00 0 00 0 0-0.375% 0 0 -0.375%
0 00 0 00 0 00 0 00 0 0 0.5x 0375 0 1+1.%
0 10 0 00 0 00 0 00 0 00 0 00
0 00 0 10 0 00 0 00 0 00 0 00
0 00 0 00 0 10 0 00 0 00 0 00
0 00 0 00 0 00 0 10 0 00 0 00
0 00 0 00 0 00 0 00 0 10 0 00
0 00 0 00 0 00 0 00 0 00 0 10
-1 00 1 00 0 00 0 00 0 00 0 00
0 00 -1 00 1 00 0 00 0 00 0 00
0 00 0 00 -1 00 1 00 0 00 0 00
0 00 0 00 0 00 -1 00 1 00 0 00
0 00 0 00 0 00 0 00 -1 00 1 00
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Método matricial bajo restricciones cinematicas ANEXQwivdelo 1

= Curvas de condicionamienta- Se introduce la orden que nos devuelve las curvasuestra
los valores (eje de ordenadas) del nimero de ddndile la matrices correspondientes, calculadodrseg
la norma matricial 2.

autovalorefon_] := N[EigenvaluefK | agrange /- X — lon]] ratiol[lon_] := Block[{a},
a= autovaloregon] // Abs; MaxXa]/Min[a]] Ploffratiol[xx], {xx, 0.5, 4]

autovaloregon_] := N[EigenvalueV | agrange /- X = lon]] ratio1[lon_] := Block[{a},
a= autovaloregon] // Abs; Maxa]/Min[a]] Plofratio1[xx], {xx, 0.5, 4]

1. 2x 10" 1000

1x 10%3 800

8x 10%2 600

6x 10%2

4x 102 400

2x 102 200

1 2 3 4
1 2 3 4
Método Clasicok | agrange) Método propuestoM L agrange)

Obsérvese el espectacular aumento del nUmerorabcion que ha sufrido la Matriz de Lagrange
correspondiente al Método Clasico, respecto adtiklanteriolK g, Sin condiciones de restriccion.

Para x=1, es decir, si todas las barras tienaridma seccién, se obtienen los siguientes grafiaeres
maximos de los elementos de las matrices, valaksionero de condicicién, del determinante y elemen
tos no nulos (%) de la Matriz

m Esquemagrafico de la distribucidon delos elementosno nulos.-

Matl’lXPlOt[K Lagrange] MatrlXPIOﬂ:M Lagrange]

1 10 20 29 1 10 20 29

Método Clasicok | agrange) Método propuesto\ | agrange)

m Esquemagrafico de la distribucién de los elementos dominantes- Para el Método Clasico
se tiene
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Método matricial bajo restricciones cinematicas ANEXQwivdelo 1

MatrixPlofK | agrange: ColorFunction- (GrayLevell - #] &), ColorFunctionScalings True]
y para el propuesto:
MatrixPlofM | agrange: ColorFunction- (GrayLeve|l - #] &), ColorFunctionScaling> True]

1 10 20 29 1 10 20 29

g ; e i

10 .l 10 10 l. LI

20 20 20 20
- |
29 29 29 [ 29
1 10 20 29 1 10 20 29
Método Clasicok | agrange) Método propuesto\ | agrange)

donde puede observarse como, ademas de otros &smeesaparecen totalmente los coeficientes de las
matrices de restriccion (y sus simétricoBara el método propuesto se mantiene la repaegartde
todos los elementos debido a la homogeneidad atesémtre ellos.

= Valores maximos de los elementos de las matrices.- Los valores de los elementos de mayor
valor absoluto de cada una de las matrices seddgoupedir al programa, que para x=1 tienen, legica
mente, los mismos que se calcularon anteriormente:

Max[Abg[K L agrangel] = 902531.
Max[AbS[M _ agrangell = 3.

m Valores del nimero de condicién, determinante y elementosno nulos (%) de las Matrices.-
Con las siguientes 6rdenes obtenemos los valoeesdajicitamos:

Pring Nimero de condicion dik =, — -
1 Lagrange = » “\jin[AbsEigenvaluefK Lagrangell]

Print NGmero de condicion disl =, — -
! Lagrange = “Min[Abs[EigenvalueBVl | agrangell]

PrinfDeterminante d& | agrange = » DefK Lagrangell
Prlnt[Determlnal’lte dM Lagrange =, Det[M Lagrange]]

1
Prin{ Elementos no nulo®6) deK | agrange = , >F (2% - (CounfFlatteriK | agrangel, 01)) 100.%|

1
Prin{ Elementos no nulo@6) deM _agrange = » o7 (29 - (CountFlatteiM | agrangel, 01)) 100.%|

y que valen:
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Método matricial bajo restricciones cinematicas ANEXQwivdelo 1

Namerc de condicion d& | agrange = 7-7106!x 10
Numerc de condicion d®A agrange = 27.3283

Determinante di& | agrange = 1.92938< 10
Determinante d& | agrange = -236.092

Elementos no nulos (%) #@ agrange = 14.7444 %
Elementos no nulos (%) déagrange = 9.7503 %

= Resolucién directa del Sistema Lagrange .- Resolviendo cada uno de los Sistemas de
Lagrange por el procedimiento expuesto en el e@d¥ &, es decir, por resolucion directa, se tiene

P1¢

P29= BlockMatrix[( N11

)]; N11= ZeroMatri{11, 1];

para el Método Clasico:

L|nearSOIV¢K Lagrange, qu

LinearSolve::luc: Result for LinearSolve of badly conditioned matfik1>} may contain significant numerical errol¥lore. ..

El programa da un aviso indicando que los resultpdeslen contener importantes errores debido al mal
condicionamiento de la matriz.

Corrimientogen metros y radiangsonK | agrange -

Nudos Ui v 7

1— {0.00341734 {1.2401x 10°2Y,  {-0.0005713y
2 — {0.0034173}4 {-2.12439x 10?3, {-0.0002775283
3— {0.0034173}4 {-2.22501x 10?4, {-0.00032649y
4 — {0.00341734 {1.91897x10°%3), {-0.00032649y
5— {0.00341734 (5.52843<10°%3),  {-0.000277528
6 — {0.00341734 {-2.99581x 107%Y}, {-0.0005713F

Obsérvese la antimetria de los corrimientos.
Axiles (en KN) conK agrange :

Pilares:
{4.29752}, {-1.23967}, {0.247934}, {-0.247934}, {23967}, {-4.29752}

Obsérvese la antimetria de los axiles de pilares

Vigas:
{-34.2424}, {-26.9972}, {-20.}, {-13.0028}, {-5.75B8}

para el Método propuesto:
LinearSolvéM _ agrange, P29

Corrimientogen metros y radianes, multiplicados por E6@nNM _agrange :
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Método matricial bajo restricciones cinematicas ANEXQwvivdelo 1

Nudos Ui Vi 7
1— {46.1341, {0}, {-7.7135
2 — {46.134}, (0}, {—3.74656
3 — {46.1341, (0}, {—4.40771
4 — {46.1341, (0}, {-4.4077}
5— {46.1341, (0}, {—3.74656
6 — {46.1341, (0}, {(—7.7135

Obsérvese la antimetria de los corrimientos.
Axiles (en KN) conM _agrange :

Pilares:
{4.29752}, {-1.23967}, {0.247934}, {-0.247934}, {23967}, {-4.29752}

Vigas:
{-34.2424}, {-26.9972}, {-20.}, {-13.0028}, {-5.75B8}

donde, como se dijo, el signo positivo significection y el negativo compresion. Obsérvese la atien
de los axiles en los pilares.

Los resultados obtenidos para los corrimientos guagledimiento propuesto, tal y como se advirticekn
pie de la pagina 4-7, vienen multiplicados pEt,, por lo que, con objeto de compararlos con los del
Método Clasico, se han de dividir por este vakesultando

1
LinearSolvéM  agrange, P29 o

Corrimientogen metros y radiangs

Nudos Ui Vi 7
{0.00341734 (0}, {—0.0005713Y
{0.00341734 {0}, {—0.000277528

3 — {0.0034173% (0}, {—0.00032649y
{ {-
{ {-
{ {-

1—

2—

0.00341734 (O 0.00032649)
0.00341734 {0}, {—0.000277528
0.00341734 {0}, {—0.0005713¥

4 —

5—

}
}
i
}
i
6 — }

donde se puede observar, pues, como se obtienenidass resultados por ambos procedimientos. Por
otra parte, si se comparan los valores de losma@mios con los obtenidos sin considerar hipotdsis
inelongabilidad (MatrizKs.e), Se observan logicas diferencias puesto que de ga hipotesis distintas,
diferencias perfectamente aceptables.

m A.9.1 Sistemade Lagrange _con inelongabilidad de vigas en el Método Clasico.- Si el
portico sustenta a un forjado, puede adoptars@tadsis de diafragma rigido para dicho forjada, Ipo
tanto las vigas se han de considerar inelongalolegje obliga a introducir las ecuaciones de r&stm
correspondientes en el Método Tradicional. Se tipag este método:

KGXG Iv6><5 )

K Lagrange OVigaS= ( | N
v5x6 5x5
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Método matricial bajo restricciones cinematicas ANEXQwvivdelo 1

PrinfDimensionek | agrange®vigas , DimensioniK | agrange °vigas]
DimensioneX | agrange °vigas= {23, 23

= Elementos de la_Matriz .- Se muestra a continuacién la Matriz de la que, motivos de
espacio, se incluyen solo las primeras columnas:

MatrixForn{K  agrange °vigas

2531.2'+450000x O 5062.¢ —450000x 0 0 0

0 450000+ 2531.25%  5062.5% 0 -2531.25% 5062.5% 0

5062.5 5062.5% 13500+ 13500.8 0 -5062.5% 6750.% 0
—-450000. x 0 0 2531.26900000.x 0O 5062.5 —450000. x
0 -2531.25% -5062.5% 0 450000+ 5062.5% 0.x3 0

0 5062.5% 6750.% 5062.5 0.% 13500+ 27000.% 0

0 0 0 —450000. x 0 0 2531.25900000.
0 0 0 0 -2531.25% -5062.5% 0

0 0 0 0 5062.5% 6750.% 5062.5

0 0 0 0 0 0 —450000. x
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

-1 0 0 1 0 0 0

0 0 0 -1 0 0 1

0 0 0 0 0 0 -1

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

= Curvas de condicionamienta- Se introduce la orden que nos devuelve las curvasuestra
los valores (eje de ordenadas) del nimero de ddndie la matriz correspondiente, calculados ségun
norma matricial 2.

autovaloregon_] := N[EigenvaluefK _agrange °vigas/. x — lon]] ratiolflon_] := Block{{a},
a= autovaloregon] // Abs; Maxa]/Min[a]] Ploffratiol[xx], {xx, 0.5, 4]

1.2x 10"
1x 10"
8x 102
6x 10%2
4x 10%2
2x 10%2

MétOdO C|éSICOK Lagrange DVIgaE)
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Método matricial bajo restricciones cinematicas ANEXQwvivdelo 1

Para x=1, es decir, si todas las barras tienenidena seccion, se obtienen el siguiente graficmrea
maximos de los elementos de la Matriz, valor dehexd de condicicion, del determinante y elementos
no nulos (%) de la Matriz

m Esquemagréfico dela distribucidon delos elementosno nulos.-

MatrixPlof K | agrange °Vigas

1 5 10 15 20 23

Método Clasico | agrange °Vigas)

m Esquemagréfico dela distribucion de los elementos dominantes-

MatrixPlofK | agrange °vigas ColorFunction- (GrayLevell - #] &), ColorFunctionScaling> True]

1 5 10 15 20 23

10 l. 10

15 .. 15
20 20
23 23

1 5 10 15 20 23
Método Clasicol | agrange °Vigas)

= Valores maximos de los elementos de la_Matriz .- El valor de los elementos de mayor valor
absoluto de la Matriz se le puede pedir al prograina para x=1 tienen, logicamente, el mismo que se
calculé anteriormente:
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Método matricial bajo restricciones cinematicas ANEXQwivdelo 1

= Valores del numero _de condicién, determinante y_elementosno _nulos (%) de la_Matriz .-
Con la siguiente 6rden obtenemos los valores gli@tamos:

Max[Abs[Eigenvalue[K  agrange °vigas]]]
Min[Abs[EigenvaluefK  agrange °vigag]] ]

Prin{NGmero de condicion di  agrange®vigas=,

Prinf{Determinante d& | agrange®vigas=, DefK | agrange °vigad]

Print[EIementos no nulo@o) deK agrange’vigas=,

1
-7 (23 - (CounfFlatteriK Lagrange °vigas, 01)) 100.%]

y que valen:
Namerc de condicion d& | agrange °vigas = 7.68373% 10"
Determinante d& | agrange °vigas =1.6616:x 10°°

Elementos no nulos (%) @@ agrange °vigas = 21.172 %

m A.10 Resoluciéon del sistemade Lagrange por transformacién de columnas.- De acuerdo con lo
expresado en el apartado 6.3.1, introducirerans los Sistemas de Lagrange aquellas combinaciones
lineales de sus columnas tales que se eliminemgtantognitas de corrimiento como ecuaciones de
inelogabilidad se han introducido en el sisteR&0, siguiendo las indicaciones expuestas enaglaajn

9.4, lo haremos en dos fases. Primero las comelspates a la Matriz de Inelongabilidad debidos la
vigas y, segundo, la correspondiente a vigas ygslaComo se puso de manifiesto en dicho epigrafe,
estas tranformaciones se consiguen de forma intaedigpartir de las correspondentes Matrices de
Transformacion.

= A.10.1 Matriz de_Transformacidn debido _a las restricciones_de vigas (T,).- Segun la
expresion [9.13], partiendo de la Matriz identiddel dimensiones iguales al grado de libertad de la
estructura:

1°: Se ensambla la submatriz identidaé:

1 2 3 4 5 6
l/uvé o | ] 0 0
2 o uve o | | |
3| o O uvl O ] ]
41 o ] o uvl 0O |
5 o ] ] o uvl 0O
6\ o O | | o uve

2°: Se borran las incognitas esclaugs (
3°: Se rellenan los vectores nutog las matrices nuldssyo :
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uvfd Nsyo Nzxo Naxo Naxo Nayo
unn  v8 Nazxo Nsyxo Nzxo Nayo
unn Nzyo VO Nzyo Nzyo Nayo
unn Nzy> Naxo VO Nzxo Nzyo
unn Nzxo Nzxo Naxo VO Nay
unn Nzxo Nzxo Nzxo Nzxo VO

Ty

siendo
100 100 00
uv@=({0 1 Ofunn=|0 O Ofved=|1 O | N3y =ZeroMatri{3, 2|
001 00O 01

PrinfDimensiones d&, =, Dimension§T]]

Dimensiones d&, = {18, 13

Y recordando que:

Kexe 1psxe°T lvexs Mexs lpexs®T lvexs
KLagrange = loexs  Nexs  Nexs Y Miagrange = lpexe  Nexs  Neaxs
lvsxe  Nsxg  Nsgs lysxe  Nsxg  Nsxs

de cada una de las cuales se perdera la Ultimarfilas Sistemas de Lagrange, esto es, las ecuaaene
inelongabilidad correspondientes a la vigas, yalgsienatriced,s.s Yy Ty son divisores de cero, como se
demostro en el apartado 8.4. Para comprobar queatdz producto siguiente es nula, le pedimos al
programa el maximo valor absoluto de sus elementos:

Max[Abs[I V5x6-TV]] = 0.

Postmultiplicando, pues, la primera columna de ardistemas por la Matriz de Transformaciby se
obtienen los sistemas transforma#éqsy M, siguientes, donde el subindicéndica que la transformacion
es debida a la inelongabilidad de las vigas.

( KGXG-TV |p6x60T Iv6x5 ) ( M6X6'TV |p6x60T Iv6><5 )
v = v =

lpexe- Tv. Nexs  Nexs lpsxe: Tv. Nexs  Nexs

Prinf Dimensione¥K, = DimensionedM, =, DimensionfK]]
Dimensione&, = Dimensionedl, = {24, 24

sistema de 24x24, es decir, se han eliminado d&18a de Lagrange 5 incognitas de corrimiento, ona p
cada viga de la estructura.

m Elementosde las matrices- Se muestran a continuacion las primeras colummnasgbdviétodo
Matricial Clasico y la Matriz completa para el Métopropuesto con objeto de comparar los valores de

A-18
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ANEXQviadelo 1

los elementos de ambas

MatrixFormK,]
2531.2!+0.x 0 5062.f 0 0 0 0
0 450000+ 2531.25% 5062.5% -2531.25% 5062.5% 0 0
5062.5 5062.5% 13500+ 13500.8 —-5062.5% 6750.% 0 0
2531.25+0.x 0 0 0 5062.5 0 0
0 -2531.25% -5062.5% 450000+ 5062.5% 0. -2531.25% 5062.5%
5062.5 5062.5% 6750. % 0.3 13500+ 27000.8 —-5062.5% 6750.%
2531.25+0.x 0 0 0 0 0 5062.5
0 0 0 —-2531.25% -5062.5% 450000+ 5062.5% 0.x3
5062.5 0 0 5062.5% 6750.% 0.x3 13500+ 27000. #
2531.25+0.x 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 -2531.25% -5062.5%
5062.5 0 0 0 0 5062.5% 6750.%
2531.25+0.x 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
5062.5 0 0 0 0 0 0
2531.25+0.x 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
5062.5 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
MatrixFormM,]
0.187¢ 0 0.37¢ 00 00 00 00 00 000000-10 0 0 O
0 0 03758 0 0375% 0 O 00 00 00 1000000 O O 0 O
0375 0 1+1.x 0 05% 00 00 00 00 0000000 O O O O
0.1875 0 0 0 0.375 00 00 00 00 0000O0O0OT1-1 0 0 O
0 0 -0.375% 0 0.8 0 0375% 0 0 0 0 0 O
0375 0 0.5% 0 1.+2.@ 0 05% 0 0 0 0 O
0.1875 0 0 00 0 0.375 00 00 00 00000O0O0O 1-1 0 O
0 00 0 -0.375% 0 0.%@ 0 0375% 0 0 00 0010000 O O O O
0375 0 0 0 0.5% 0 1.+2.3 0 05% 00 00 0000000 O O O O
0.1875 0 0 00 00 0 0.375 00 00 0000000 O 1-1 0
0 00 00 0 -0.375% 0 0.2 0 03752 0 0 0001000 O O O O
0375 0 0 00 0 0.5% 0 1.+2.3 0 05% 00 000O0O0OO O 0 0
0.1875 0 0 00 00 00 0 0.375 00 0000000 O 0 1-1
0 00 00 00 0 -0.375% 0 0.x 00375 0000100 O O O O
0375 0 0 00 00 0 0.5% 0 1.+2.x%¢ 0 05% 000O0O0O0O 0
0.1875 0 0 00 00 00 00 0 0.375 0000000 O O O 1
0 00 00 00 00 0-0375% 0 -03752 0 0 0 0 01 0 0 O O O
0375 0 0 00 00 00 0 0% 01+1x 0000000 O O O O
0 10 00 00 00 00 00 0000000 O O O O
0 00 10 00 00 00 00 0000000 O O O O
0 00 00 10 00 00 00 0000000 O O O O
0 00 00 00 10 00 00 0000000 O O O O
0 00 00 00 00 10 00 0000000 O O O O
0 00 00 00 00 00 10 0000000 O O O O

m Curvas_de_condicionamiento.-Como consecuencia de la transformacion introdueildos
sistemas, los nimeros de condicién disminuyen joal@ valor de x, como puede observarse comparando
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las siguientes graficas con las correspondient8stma de Lagrange sin modificar.

autovaloredon_] := N[EigenvaluegK, /. X - lon]]
ratiolflon_] := Block[{a}, a= autovaloregon] // Abs; Maxa]/Min[a]]

Plofiratiol[xx], {xx, 0.5, 4]

autovaloredon_] := N[EigenvaluegV,, /. x - lon]]
ratio)flon_] := Block[{a}, a= autovaloregon] // Abs; Maxa]/Min[a]]

Plofiratiol[xx], {xX, 0.5, 4]

1x 10%°
8x 10°
6x 10°

4x10°

Método ClasicoK )

Para x=1, es decir, si todas las barras tienaridma seccién, se obtienen los siguientes graficeres
maximos de los elementos de las matrices, valaksionero de condicicién, del determinante y elemen

tos no nulos (%) de la Matriz

60
50
40
30
20
10

Método propuesta\l )

m Esquemagréfico dela distribuciéon de los elementosno nulos.-

MatrixPlofK ]
1 5 10 15 20 24
1 [ ] 1
[ ]
5 [ ] - 5
[ ]
I [ ]
10 mm (10
1 [ ]
[ ]
15 I u . 15
- u
20 [ ] 20
" [ ]
24 " 24
1 5 10 15 20 24

Método ClasicoK,)

MatrixPlofM]
1 5 10 15 20 24
1 ; I - [ |
5 I I || -
- | -
o T, -
I I -
15 I I I -
. i .
20 || -
| ]
24 u [ |
1 5 10 15 20 24

Método propuestd\y)

20

24
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m Esquemagrafico dela distribucion de los elementosdominantes.-.

MatrixPlofK,, ColorFunction» (GrayLeve|l — #] &), ColorFunctionScaling> True]
MatrixPlofM,, ColorFunction- (GrayLeve|l —#] &), ColorFunctionScaling> True]

1 5 10 15 20 24 10 15 20 24
1 1
| 1 - 1
5 | 5 5 ] u 5
| [ | -
10 10
- 10 . | 10
- |
15 15 15 | m 15
|
20 20 20 20
24 24 24 = 24
1 5 10 15 20 24 10 15 20 24

Método ClasicoK\)

Método propuesta\l )

Las graficas describen las ubicaciones de elemeaddosnantes en relacion con los de menor valor
(absoluto) dando una idea de la homogeneidad delementos. Comparando estas graficas con las
anteriores, se observan los elementos que piertt@taé frente a los dominanes, debido a las diteasn

en sus 6rdenes de magnitud.

m Valores maximos de los elementos de las matrices.- Los valores de los elementos de mayor
valor absoluto de cada una de las matrices son:

Max[Abs[K,]] = 455063.

Max[AbsM,]] = 3.

m Valores del nimero de condicion, determinante y _elementos no nulos (%) de las
Matrices.- Con las siguientes érdenes obtenemos los valoeesadalicitamos:

Max[Abs[Eigenvalue[K ]]]
Min[Abs[EigenvaluefK,]]] ]
Max[Abs[EigenvaluegV 1]
Min[Abg[EigenvaluegM,]]] ]

Prin{NGmero de condicion d, =,

Prin{NGmero de condicion dkl, =,

PrinfDeterminante d&, =, DefK,]]
PrinfDeterminante d&, =, Def{M,]]

1
Print[EIementos no nulo®o) deK, =, Py (24? — (CounfFlatteriK ], O])) 100.%]

1
Prin{Elementos no nulo) deM, =, Py (24 - (CounfFlatteriM, ], 0])) 100.%)]

y que valen:
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NUmerc de condicién dé&, = 4.2695:x 1¢°
Numerc de condicién d&1, = 2.72825

Determinante d&, = 1.92938 10>
Determinante d#, = 236.092

Elementos no nulos (%) dg, = 18.0556 %
Elementos no nulos (%) dé, = 12.5 %

m Resoluciénde los sistemas. Resolviendo cada uno de los sistemas con las esthie coefi-
cienteK, y M, se tendra:

sMétodo Clasico.-Para la matriK, se tiene

_(P1€
P24=P, = BIockMatnx[(

N6 )] N6 = ZeroMatri¥6, 1]

LinearSolvéK, Py]

LinearSolve::luc:
Result for LinearSolve of badly conditioned mat{{2531.2499999999995",0.",5062.499999999999",

0.",«3>,0.7,0.",0. 14> },<«9>,<«14>} may contain significant numerical errors. More...

volviendo a advertir el programa de la posibilidkderrores importantes debido a que de la matiesi
estando mal condicionada.

Corrimientos (en metros y radianes) ¢on

Nudos Ui Vi N

1— {0.0034173% {-1.40675x 10°'7}, {-0.0005713F

2— {1.84152x 1078,  {-0.000277523

3— (-2.46353x 10718}, {-0.00032649F

4— {-2.25233x 1078, {-0.000326497
{_
{_

2.74693x 10718}, {-0.000277528
8.91201x 10724, {-0.0005713F

5—

6 —

Axiles(en KN) conK,, :

Pilares:
{4.29752}, {-1.23967}, {0.247934}, {-0.247934}, {23967}, {-4.29752}

Obsérvese la antimetria de los axiles de pilares

Vigas:
{-34.2424}, {-26.9972}, {-20.}, {-13.0028}, {-5.75B8}
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mMétodo propuesto.-Para la matriM, se tiene
LinearSolvéM,, Py]

Corrimientogen metros y radianes, multiplicados por EtmnM, :

Nudos Ui \ H
1— {46.1341, (0}, {-7.7135
2— {0}, {—3.74656
3— {0}, {—4.40771}
4 — {0y, {-4.40771
5— {0}, {—3.74656
6 — {0y, {-7.7135

Obsérvese la antimetria de los corrimientos.

Axiles(en KN) conM,, :

Pilares:
{4.29752}, {-1.23967}, {0.247934}, {-0.247934}, {23967}, {-4.29752}

Vigas:
{-34.2424}, {-26.9972}, {-20.}, {-13.0028}, {-5.75B8}

donde, como se dijo, el signo positivo significction y el negativo compresion. Obsérvese la @mtien
de los axiles en los pilares.

Los resultados obtenidos para los corrimientos gmagledimiento propuesto, tal y como se advirtieen
pie de la pagina 4-7, vienen multiplicados phBit,, por lo que, con objeto de compararlos con los del
Método Clasico, se han de dividir por este valesultando

1

LinearSolvéM,, P,] —
éMy, P] Elo

Corrimientogen metros y radiangs

Nudos Ui Vi 7

1— {0.00341734 {0}, {—0.0005713¥
2— {0}, {~0.000277528
3— {0}, {-0.00032649%
4 — {0}, {~0.00032649%
5— {0}, {—0.00027752B
6 — {0}, {-0.0005713y

donde se puede observar, pues, como se obtienendo®s resultados por ambos procedimientos.

m A.10.2 Matriz de Transformacién debido _a las restricciones_ de pilares y vigas_(Tpy).-
Partiendo de la Matriz de Transformacibpanteriormente determinada
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uvl Nzyx> Nzx2 Nax2 Nzxo Nax2
unn  v& Nzxo Naxo Nayxo Naxe
unn Nzyo VO Nzyo Nzyo Nayo
unn Nszyo Nzyo VO  Nsyxo N3y
unn Nay2 Nzxo Naxo V8 Nayo
unn Nzx2 Nzyx2 Nayxo Nzyxo VO

Ty

y eliminando en ella las columnasque son las asociadas a los desplazamientosalestide los nudos
por ser corrimientos nulos, se obtendra la Matez TdansformacionT,, siguiente que elimina tanto
dichos corrimientos como las incégnitas dependgente

ue
un
un
un
un
un

OO0 O o O

O O o o o
> O O o o ©

O OO o o
O O o0 O O

donde
10 0 10
ug={0 0[6=|0fun={0 O
01 1 00

PrinfDimensioned p,=, Dimension§T ]
Dimensioned ,, = {18, 7

Recordando que

Kexs 1pexs®T lvexs Mexs lpexe°T lvexs
K Lagrange = I p6x6 Nexs Nexs y M Lagrange = [ p6x6 Nexs Nexs
lvsxe  Nsxs  Nsxs lvsxe  Nsxg  Nexs

de los que se perderan las dos Ultimas filas da nad de los Sistemas de Lagrange, esto es, las ecua
ciones de inelongabilidad correspondientes a ilaréigas, ya que las matricksss y Tpy por una arte y

las lysxs Y Tpv, POr otra, son respectivamente divisores de cgmpara comprobar que las matrices
producto siguientes son nulas, le pedimos al prgra maximo valor absoluto de sus elementos:

Max{AbS[l pexs. Tpul] = O
Max[Abs]lysxs.Tpvll = 0

Postmultiplicando, pues, la primera columna dematrices del Sistema de Lagrange por la Matriz de
TransformacionT,, antes ensamblada, se obtienen lan siguientnecemtiransformadas de las de
Lagrange

Kov = (Kexe:Tpv 1pex6°T lvexs ) Yy Mpy = (Mexe-Tpv Ipexe®T lvexs )

Kpv = BlockMatrix{( Kexe-Tpv 1pex6 °T Ivexs )]
Mpv = BIockMatrix[( MGxG-Tpv |p6x6 T lvexs )]
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PrinfDimensionek ,, = Dimensione,, =, DimensionfK ]

DimensioneX,, = DimensioneM,, = {18, 18

Los sistemas obtenidos tienen unas dimensiones xiEB,1§ue corresponden a siete incégnitas de cor-
rimiento (un desplazamiento del grupo co-transtadiy seis giros), seis incognitas de axiles dargd y

cinco incégnitas de axiles de jacenas.

m Elementosde las matrices- Se muestran a continuacion las primeras columnasgbdviétodo
Matricial Clasico y la Matriz completa para el Métopropuesto con objeto de comparar los valores de

los elementos de ambas.

MatrixFornK |

2531.2'+0.x 5062.t 0 0

0 5062.5% 5062.5% 0

5062.5 13500+ 13500.% 6750. % 0

2531.25+0.x O 5062.5 0

0 -5062.5% 0.3 5062.5%

5062.5 6750.% 13500+ 27000.% 6750.%

2531.25+0.x 0O 0 5062.5

0 0 -5062.5% 0.x3

5062.5 0 6750.% 13500+ 27000. #

2531.25+0.x O 0 0

0 0 0 -5062.5%

5062.5 0 0 6750.%

2531.25+0.x 0O 0 0

0 0 0 0

5062.5 0 0 0

2531.25+0.x O 0 0

0 0 0 0

5062.5 0 0 0
MatrixFornmM py]
0.187¢ 0.37¢ 0 0 0
0 0.375% 0.375% 0
0375 1+1.xX% 05x 0
0.1875 0 0.375 0 0 0
0 -0.375% 0.X 0.375%¥ 0 0
0.375 0.5% 1.+2.8% 05% 0 0
0.1875 0 0 0.375 0 0
0 0 -0.375% 0.%3 0.375% 0
0375 0 0.5% 1.+2.x 05x 0
0.1875 0 0 0 0.375 0
0 0 0 -0.375¥ 0.X 0.375%¥
0375 0 0 0.5% 1.+2.8% 05x
0.1875 0 0 0 0 0.375
0 0 0 0 -0.375% 0.x3
0375 0 0 0 0.5% 1.+2.x3
0.1875 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 -0.375%
0375 0 0 0 0 0.5%
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0 0 00O
0 0 100
0 0 0 000
0 0 0 000
0 0 0 0
0 0 0

0 0 0 000
5062.5% 0 0 00
6750.% 0 0 00
5062.5 0 0 000
0. 5062.5% 0 000
13500+ 27000.%  6750. % 0 000
0 5062.5 0 000
-5062.5% 0.3 5062.5% 00
6750.% 13500+ 27000.8  6750.% 0
0 0 5062.5 000
0 -5062.5% -5062.5% 0 00
0 6750 13500+ 13500.8 0 0 O
0 0000CO0O0GC-10 0 0 O

0 1 0000O0O0O O 0 0

000O0OOOO O 0

0 000O0O0OOI11I-10 0 O

0 0o o 0

0 0o o 0

0 000O0OOOO 1-10 O

0 0 00 0O 0 0 O

0 0 00 0O 0 0 O

0 000O0O0OOO0O O 1-10

0 001000 O O O O

0 000O0OO0OO O O O O

0 000O0OO0OOO O O 1-1

0375 0 000100 O O O O

0.5% 000O0OOOO O O 0

0.375 000O0OOOO O O 0 1

-0375% 0 00001 0 0 O O
000O0OOOO O O O O
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m Curvas de condicionamienta- Como consecuencia de la nueva transformacion in¢idd en
los sistemas, el nUmero de condicion correspondi¢ridétodo Clasico sufre una espectacular dismi-
nucién para todo valor de x, como puede obsen@msgwarando las siguientes graficas con las comespo

dientes al sistema anterior.

autovaloredon_] := N[EigenvaluefK, /. x - lon]]
ratiolflon_] := Block[{a}, a= autovaloregon] // Abs; Maxa]/Min[a]]

Plofiratiol[xx], {xx, 0.5, 4]

autovaloredon_] := N[Eigenvaluegvl,, /. x - lon]]
ratiolflon_] := Block[{a}, a= autovaloregon] // Abs; Maxa]/Min[a]]

Plofiratiol[xx], {xx, 0.5, 4]

1x 10°
800000

600000
400000
200000

Método Clasicol py)

80

60

40

20

Método propuesto\ py)

Para x=1, es decir, si todas las barras tienaridma seccién, se obtienen los siguientes grafiaeres
maximos de los elementos de las matrices, valarkesianero de condicicion, del determinante y elemen

tos no nulos (%) de las Matrices.

m Esquemagréfico dela distribucion de los elementosno nulos.-

MatrixPlofK ]

1 5 10 15 18

1 [ ] 1
|
|
5 [ ] 5
||
[ |
10 I Il 10
|
I ||
|

15 I 15

- [ |
18 H 18

1 10 15 18

Método Clasicol py)

MatrixPlo{M ]

1 5 10 15 18

1 ] 1
|
|
5 ] 5
]
[ |
10 I BN (10
|
I |
|

15 I 15

- [ |
18/ H 18

1 5 10 15 18

Método propuesto\ py)

Obsérvese como ahora coincide en una y otra ntasridistribucion de elementos no nulos.
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m Esquemagrafico dela distribucion de los elementosdominantes- .

MatrixPlofK py, ColorFunction- (GrayLevell — #] &), ColorFunctionScalings> Truel

MatrixPlo{M,,, ColorFunction- (GrayLevell - #] &), ColorFunctionScaling> True]

1 5 10 15 18

1 1
[ |
5 5
[ |
[ |
10 10
[ |

15 n 15
18 H 18

1 5 10 15 18

1 5 10 15 18
1 1
|
5 [ 5
||
[ |
10 - | 10
|
|
15 2 15
[ |
18 18
1 5 10 15 18

Método Clasicol py)

Método propuesto py)

Aunque siguen desapareciendo los elementos coorrdigmtes a la Matriz Transpuesta de la Matriz de
Inelongabilidad en el esquema del Método Clasidiséovese como ya estan representados todos los
valores correspondientes a la Matriz de Rigidemsfaamada (bloque izquierdo de la matriz), debido a
una menor hetereogeneidad de los valores de logptes.

» Valores maximos de los elementos de las matrices- Los valores de los elementos de mayor
valor absoluto de cada una de las matrices son

Max[Abs[Kpy]] = 40500.
Max[Abs[Myy]] = 3.

en donde se ve la importante reduccion que hadsuéi elemento dominante respecto a las anteriores

configuraciones en el Método Clasico. El elementmidante del método propuesto sigue manteniendo el
mismo valor en todas ellas.

m Valores del numero de condicién, determinante y elementos no nulos (%) de las
Matrices.- Con las siguientes 6rdenes obtenemos los valoeesdalicitamos:

Max[Abs[Eigenvalue[K y, 1]

Prin{Namero de condicion dp, =, — : |
Min[Abs[Eigenvalueg< p,1]]

Max[Abs[Eigenvalue[M p,]]]
" Min[Abs[EigenvaluefVl p,]1] ]

Prin{NGmero de condicion dil,, =

PrinfDeterminante d&,, =, DefK 1]
Prin{Determinante d&,, =, DefMp,]]

1
Print[EIementos no nulo&o) deKp, =, 1@ 18 - (CounfFlatterK 1, 0)) 100.%]
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1
Prin{ Elementos no nulo&6) deMp, =, ' (18 — (CounfFlatteriMp,], 0])) 100.%)]

y que valen:

Ndmerc de condicion d&,, = 18706.8
Ndmerc de condicion déd,, = 2.04546

Determinante d& ,, = - 1.92938x 10*!
Determinante d# ,, = -236.092

Elementos no nulos (%) d&, = 20.3704 %
Elementos no nulos (%) dé,, = 20.3704 %

en donde se observa, como ya se comentd, cémoidmiat nimero de elementos no nulos en ambas
matrices.

m Resolucién de los sistemas. Resolviendo cada uno de los sistemas con las mesitie coefi-
cientesK, y My se tendra:

Ppv = P18; LinearSolviK py, Ppy]

Es de observar como en la resolucion de este sigbpragrama deja ya de emitir el aviso de posibles
errores, debido a la enorme mejora que ha suélid@ondicionamientode su matriz de coeficienteslaon
ultima tranformacién introducida en ellos.

= Método Clasico.-Para la matrikK ,, se tiene

Corrimientos (en metros y radianes):

Nudos u; %

1— {0.0034173% {-—0.0005713¥
2— {—0.000277528
3— {—0.00032649)
4 — {—0.00032649%7
5— {—0.00027752B8
6 — {—0.0005713y

Axiles (en KN) conKpy :

Pilares:
{4.29752}, {-1.23967}, {0.247934}, {-0.247934}, {23967}, {-4.29752}

Obsérvese la antimetria de los axiles de pilares

Vigas:
{-34.2424}, {-26.9972}, {-20.}, {-13.0028}, {-5.75B8}
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= Método propuesto.-Para la matriM ,, se tiene
LinearSolvéM,, Py]

Corrimientogen metros y radianes, multiplicados por EtmnM, :

Nudos Ui 7

1— ({46.1341, {-7.7135
2— {—3.74656
3— {—4.40771
4 — {(—4.40771
5— {—3.74656
6 — {(-7.7135

Obsérvese que se mantiene la antimetria de losngemtos.
En cuanto a los valores de los axiles, siguen sislmismos anteriores, por lo que no se muestan.

Los resultados obtenidos para los corrimientos guagledimiento propuesto, tal y como se advirticekn
pie de la péagina 4-7, vienen multiplicados phit,, por lo que, con objeto de compararlos con los del
Método Clasico, se han de dividir por este valesultando

1
LinearSolvgM,, Py] —
My, Py] Elo

Corrimientogen metros y radiangs

Nudos u; %

1— {0.0034173% {-—0.0005713¥
2— {—0.000277528
3— {—0.00032649y
4 — {—0.00032649%
5— {—0.00027752B
6 — {—0.0005713y

donde se puede observar, como se siguen manterd@nadismos resultados por ambos procedimientos.

m A.10.3Eliminacién _de las incégnitas correspondientesa axiles de vigas- De acuerdo con lo
establecido en el epigrafe 9.4, calculando la naesta de la Matriz de Transformacion corresponeliant

\' \%
la vigasT, y premultiplicando por ésta las matrid€gs, y M, se obtendra las matricks, y M, donde
el superindice indica que dichas matrices handwfrna transformacion (combinacion lineal en slas)fi
debido a las condiciones de inelongabilidad deilgas. Asi, pues, se tiene

T, °T = Transpos@d ]
PrinfDimensiones d& ,°T =, Dimension§T, °T]]

Dimensiones d&, °T = {13, 18§
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Recordando que la configuracion de dichas matases
Kov = (Kexe:Tpy Ipex6®T lvexs ) y  Mpy = (Mexe.Tpy Ipsxe®T lvexs )

de las que se perderan el dltimo blodigs ya que las matrice§, °T y lyexs son divisores de cero y
para comprobar que la matriz producto siguienteuéss, le pedimos al programa el maximo valor akisolu
de sus elementos:

Max{Abs[Ty °T.lye.s]] = O.

Postmultiplicando, pues, la primera columna demasrices anteriores por la Matriz de Transformacién
T, °T antes ensamblada, se obtienen lan siguientnecestri

\
va = (TV OT-KGXG-TpV TVOT'IDGXGOT )

\)
M pv = ( Ty OT.MGXG.TpV TV°T-|p6X6 oT )
. . . V - - V . . V
Prin{DimensioneK ,, = Dimensioned,, = , DimensionfK p, ||

\' \'
DimensioneX,, = Dimensione$/,, = " {13, 13
gue corresponden a las siete incdgnitas cinematidapendientes, mas los seis axiles de los pilares

= Elementosde las matrices.- Se muestran a continuacién las primeras columnasgbVétodo
Matricial Clasico y la Matriz completa para el Métopropuesto con objeto de comparar los valores de
los elementos de ambas.

\'
MatrixForm|K o |
15187.1+0.x 5062.t 5062.t 5062.t 5062.t 5062.¢ 5062.t 00
0 5062.5 % 5062.5% 0 0 0 0 10
5062.5 13500+ 13500.% 6750.% 0 0 0 0 00
0 -5062.5% 0.x 5062.5% 0 0 0 01
5062.5 6750.% 13500+ 27000.% 6750.% 0 0 0 00
0 0 -5062.5% 0. 5062.5% 0 0 00
5062.5 0 6750.% 13500+ 27000.%  6750.% 0 0 00
0 0 0 -5062.5% 0.3 5062.5% 0 00
5062.5 0 0 6750.% 135004+ 27000.8  6750.% 0 00
0 0 0 0 -5062.5% 0. 5062.5% 00
5062.5 0 0 0 6750.% 13500+ 27000.8  6750.% 00
0 0 0 0 0 -5062.5% -5062.5% 00
5062.5 0 0 0 0 6750 13500+ 13500.¥ 0 O
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\)
MatrixForm{M p, |

1.12%8 0.37% 0.37¢ 0.37¢ 0.37¢ 0.37¢ 0.37¢ 000O0O0O

0 0.375% 0.375% 0 0 0 0 1000000
0375 1+1.X% 05x 0 0 0 0 00 0O0OOQ
0 -0.375% 0.x3 0.375% 0 0 0 01 00 0 O
0.375 0.5% 1.+42.x% 05x 0 0 0 0 0 0 0O 0 O
0 0 -0.375¥% 0. 0.375% 0 0 001000
0.375 0 0.5% 1.+2.x% 05x 0 0 00 0O0ODO
0 0 0 -0.375% 0.x3 0.375% 0 000100
0375 0 0 0.5% 1.+2.x¢ 05x 0 00 O0OODO
0 0 0 0 -0.375% 0.x 0.375% 000O0OT1O0
0.375 0 0 0 0.5% 1.+2.% 05x 000O0O0ODO
0 0 0 0 0 -0.375¥% -0.375% 0 0 0 0 0 1
0375 0 0 0 0 0.5% 1.+41.¢ 0 0 0 0 0 O

m Curvas de condicionamienta- Como consecuencia de la nueva transformacion incide en
los sistemas, el nUmero de condicién correspondi¢ridétodo Clasico sufre una espectacular dismi-
nucién para todo valor de x, como puede obsenamsgarando las siguientes graficas con las cormespo
dientes al sistema anterior.

autovaloregon_] := N[Eigenvaluep\é ov /- X lon]]
ratio)flon_] := Block[{a}, a= autovaloregon] // Abs; Maxa]/Min[a]]
Plofiratiol[xx], {xX, 0.5, 4]

autovaloregon_] := N[Eigenvalueﬁx\;l pv /. X = lon]|
ratiolflon_] := Block[{a}, a= autovaloregon] // Abs; Maxa]/Min[a]]
Plofratio1[xx], {xx, 0.5, 4]

60
500000 50
400000 40
300000 30
200000 20
100000 10

1 2 3 4 1 5 3 4
v v
Método Clasicolf ) Método propuestd\ )

Para x=1, es decir, si todas las barras tieneridma seccion, se obtienen los siguientes grafiaeres
maximos de los elementos de las matrices, valaksionero de condicicidn, del determinante y elemen
tos no nulos (%) de las Matrices.
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m Esquemagrafico dela distribucion de los elementosno nulos.-

MatrixPIot[Iz ov]

1 5 10

13

10

v
Método Clasicol py)

13

MatrixPIot[l\\;l ov]

1 5 10

13

10

v
Método propuesto\ )

13

m Esquemagrafico dela distribucion de los elementosdominantes- .

V
MatrixPIoI{K pv» ColorFunction- (GrayLevell - #| &), ColorFunctionScaling» True]

\'
MatrixPIot[M pv,» ColorFunction- (GrayLeve]l - #] &), ColorFunctionScaling> True]

1 5 10 13 1 5 10 13
1 1 1 1
L L
5 [ | 5 5 B 5
L L
L H
10 10 10 10
H N
13 B 13 13 [ | 13
1 5 10 13 1 5 10 13

v
Método Clasicol py)

v
Método propuesto\ )

Puede observarse que no aparecen en el grafica deuierda los elementos correspondientes a la
transpuesta de la Matriz de Inelongabilidad cowedgente a lo pilares.

m Valores maximos de los elementos de las matrices.- Los valores de los elementos de mayor
valor absoluto de cada una de las matrices son

A-32



Método matricial bajo restricciones cinematicas ANEXQwvivdelo 1

Max[Abs[k/pv]] = 40500.

Max{Ab{M ]| = 3.

m Valores del numero de condicién, determinante y elementos no nulos (%) de las
Matrices.- Con las siguientes 6rdenes obtenemos los valoeesdjicitamos y que valen:

Max[Abs[EigenvaIueElz ovl]]

\
Prin{NGmero de condicion dp, =,

|

Min[Abs[EigenvalueElz ovl]]

Max[Abs[EigenvalueP\\;l ovl]]

Min [Abs[EigenvaIueB\\;l ovl]]

V
Prin{NGmero de condicion dil, =,

|

Prin{ Determinante dtf\(pv =, Det[l\épv]]

Prin{ Determinante de\;l v = Det[l\\//l ov]]

Prin{ Elementos no nulo&b) delzpv =, % (132 - (Coun{FIatter[lz ov]: O])) 100.%

Prin{ Elementos no nulo&b) del\\/llp\, =, % (132 - (Coun{FIattelil\\;l ov]: 0])) 100.%]|

y que valen:

\

Numerc de condicion d&,, = 11217.6
\

Ndmerc de condicion dél,, = 3.00426

. v 1
Determinante d& ,, = -1.92938« 10°
\)
Determinante d&,,, = -236.092

\

Elementos no nulos (%) d&,, =30.1775 %
\

Elementos no nulos (%) dé,, = 30.1775 %

De los valores anteriores se desprende que, nseqtiea en el sistema correspondiente al Método ddlasi
se produce una leve reduccién del valor del nirderoondicién como consecuencia de la transformacion
introducida, en el Método propuesto aumenta diciory

m Resolucion de los sistemas. Resolviendo cada uno de los sistemas con las estiie coefi-
\ \'
cientesK,y y Mpy, teniendo en cuenta que la transformacion intriolduco es mas que la consecuencia

de una determinada combinacion lineal del sisteenaatiaciones y, por tanto afecta también al término

\%
independiente, éste se habra transformado en teindg accioneB,y, que valdra:
\%
Pov =Ty °T.P18

. VAR,
LinearSolvéK oy, Ppy |

) vV oV
LinearSolvéM py, Py, |
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con lo que, resolviendo los sistemas se obtend@mismas soluciones anteriores, pero sin inahgir |
axiles correspondientes a las vigas.

= A.10.4 _Eliminacion de todas las_incégnitas_correspondientesa los _Multiplicadores _de
L agrange.- premultiplicando por la matri,, °T, transpuesta de T&,,:

Tpv °T = Transposgl py ]
Prin{Dimensiones d& ,,°T =, Dimension§T , °T]]
Dimensiones d&,,°T = {7, 18
las matriceK ,y y My, que como recordaremos eran:
Kov = (Kexe:Tpy Ipsx6 T lvexs ) Yy  Mpy = (Mexe.Tpy Ipoxe °T lvexs )

como ya es sabido, los productos matricidlgs®T.lyexs °T Y Tpv °T.lyexs Son nulos, como se com-
p p
prueba a continuacion:

Max|{AbSI T py °T.l pexs °T1] = O.
Max{AbS| T py °T.lyg,s]] = O.

se produce una Ultima transformacion de los sistemaedando éstos reducidos a otros cuyas matigces
coeficientes son

pv pv
va = Tpv OT-KGxG-Tpv; Yy M pv = Tpv OT-MGXG-TDV

Las dimensiones de las matrices del sistema quedaridas a su minima expresion
. . . pv . . pv . i pv
Prin{DimensioneX ,, = Dimensioned,, = , DimensionfK p, ||

. . pv i . pv
DimensioneX, = Dimensione$l,, = {7, 7}

que no es mas que el niumero de indeterminacioméineade la estructura en estudio y que, como ya se
ha comentado en otros capitulos de este trabajuide con la matriz correspondiente al Métodoate |
Transformaciones.

m Elementosde las matrices- Se muestran a continuacion ambas matrices cotootgecom-
parar los valores de los elementos de ambas.

\

MatrixForn{pK ov]
15187.!1+0.x 5062.t 5062.t 5062.t 5062.% 5062.t 5062.t
5062.5 13500+ 13500.% 6750.% 0 0 0 0
5062.5 6750.% 13500+ 27000.% 6750.% 0 0 0
5062.5 0 6750.% 13500+ 27000.¥ 6750.% 0 0
5062.5 0 0 6750.% 13500+ 27000.% 6750.% 0
5062.5 0 0 0 6750.% 13500+ 27000.8 6750.%
5062.5 0 0 0 0 67503 13500+ 13500. 2
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v
MatrixForn{KA ov]

1.12¢ 0.37¢ 0.37¢ 0.37¢ 0.37¢ 0.37¢ 0.37¢
0375 1+1.x 05% 0 0 0 0
0.375 0.5% 1.+2.x 05% 0 0 0
0.375 0 0.5% 1.+2.x¢ 05x% 0 0
0.375 0 0 0.5% 1.+2.x8 05% 0

0.375 0 0 0 0.5% 1.+2.x 05%
0.375 0 0 0 0 0.5% 1.+1.¢

las cuales estan relacionada por la rigidez aehdh Elo, ya que la segunda no es mas que la @imer
dividida por dicha rigidez.

m Curvas de condicionamienta- las siguientes graficasos muestra estas curvas:

autovaloregon_] := N[Eigenvalueﬁl‘z\/pv /- x> lon]

ratiolflon_] := Block[{a}, a= autovaloregon] // Abs; Maxa]/Min[a]]
Plofiratiol[xx], {xX, 0.5, 4]

autovalorefon_] := N[Eigenvaluepe/\llp\, /.x = lon|]

ratiolflon_] := Block[{a}, a= autovaloregon] // Abs; Maxa]/Min[a]]
Plofiratiol[xx], {xX, 0.5, 4]

150 150
125 125
100 100
75 75
50 50
25 25
1 2 3 4 1 2 3 4
pv pv
Método Clasicok py) Método propuestd\ )

Evidentemente el condicionamiento de ambas matgsesl mismo, pues como ya se ha dicho, una es
igual a la otra multiplicada por un escalar. Paralx se tienen los siguientes valores:
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m Esquemagrafico dela distribucion de los elementosno nulos.-

pv pv
MatrixPlofK p, | MatrixPlof M, |
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
1 1
2 2
3 3
4 4
5 5
6 6
7 7
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
pv pv
Método Clasicol py) Método propuestd\ )

m Esquemagréfico dela distribucion delos elementosdominantes- .

pv
MatrixPIot[K pv, ColorFunction (GrayLevell - #] &), ColorFunctionScaling True]

pv
MatrixPIot[M pv, ColorFunction (GrayLevell - #] &), ColorFunctionScalings True]

1 2 3 4 5 6 1 1 2 3 4 5 6 1
1 1 1 1
2 2 2 2
3 3 3 3
4 4 4 4
5 5 5 5
6 6 6 6
7 7 7 7

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

pv pv
Método Clasicol py) Método propuestd\l py)

Las gréficas son idénticas, pues las relacioneg eh&lemento domintante y los demas en cada un de
ellas son las mismas en ambas matrices.

» Valores maximos de los elementos de las matrices- Los valores de los elementos de mayor
valor absoluto de cada una de las matrices son

A-36



Método matricial bajo restricciones cinematicas ANEXQwvivdelo 1

Max[Abs[pKvpV]] = 40500.
Max|Abs{M ]| = 3.

m Valores del nimero de condicion, determinante y _elementos no nulos (%) de las
Matrices.- Con las siguientes érdenes obtenemos los valoesdalicitamos:

ov Max[Abs[EigenvaIueEleV]]]

Prin{NGmero de condicion dp, =, -
Min|Abs|Eigenvaluef . |||

ax[Abs[EigenvalueEfF\’/vlpv]]] ]

Min[Abs[EigenvaIueB‘\)/\llpv]]]

pv
Prin{NGmero de condicion dil, =,

pv pv
Prin{ Determinante d&p, =, De{K ||

Prin{ Determinante dg)llp\, =, Del[ll\)va]]

. pv 1 2 pv
Prin{Elementos no nulo&6) deKp, =, = (7 - (Coun{FIatteliKp\,], O])) 100.%|

. pv 1., pv 0
Prin{Elementos no nulo&6) deMp, =, = (7 - (Coun{FIatter[M o) 0])) 100.%|
y que valen:

pv

Numerc de condicion d&,, = 5.30694
pv

Numerc de condicion délp,, = 5.30694

pv
Determinante d& p, = 1.9293¢x 1¢%
pv
Determinante d#,, = 236.092

Elementos no nulos (%) dl’ep\, =59.1837 %
Elementos no nulos (%) cmp\, =59.1837 %

donde se puede observar que, mientras el condmiento de la matriz correspondiente al Método
Clasico ha sufrido un importante mejoramiento regpa la configuracién anterior, el condicionamient
correspondiente al Método propuesto ha empeorado.

= Resolucion de los sistemas.-Resolviendo cada uno de los sistemas con las esirie coefi-
. py py , - N L
cientesK,, y My, se obtienen los valores de los corrimientos ieddjentes, esto es, una incognita de

desplazamiento horizontal, correspondiente al gagimnslacional, y seis incégnitas correspondieate
giro de cada uno de los nudos, que por coincidirlgs calculos anteriores, no se reproducen aqui.
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ANEXO B: Modelo 8 Mixto

S
S
Y
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122 — | 125 115\ 117 i
» 129 —— 119
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——— ||130 L1136
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T ———— 135 ?\»

142) — | 145 =___ |
\m\ 7 129 ﬁ[ :m: 1\37\ 139
\

Estructura espacial de nudos rigidos de 8 plantasonsiderado como estruc-

tura de gran altura.
Se considera la hipoétesis de diafragma rigido.

Se suponen los pilares deformables axialmente.
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MODELO 8 MIXTO

La Matriz de Rigidez de la estructura se ensamblaon las matrices clasicas para los pilares y con las
matrices del método propuesto para las jacenas

m B.1 Nomenclaturay simbologia- Llamaremos

- E: mddulo de Young

- G: moddulo de elasticidad transversal

- L: longitud de la barra

- b: base de su seccion transversal

- hp: canto del pilar

- hy: canto de la viga

- A: é&rea de la seccion transversal

- I,: momento polar de inercia de la seccién recta

- Iy momento de inercia de la seccion recta respeeje éocal Y' (principal de inercia)
- I,> momento de inercia de la seccion recta respéeje éocal Z' (principal de inercia)
- lo: momento de inercia de la barra de referencieereml eje local Y'

- Ui: desplazamiento en la direccion OX

- vi: desplazamiento en la direccion OY

- % desplazamiento en la direccion OZ

-a. angulo de la directriz de la barra, respecijeablobal OX, en radianes

- B: &ngulo de la directriz de la barra, respecejeblobal OY, en radianes

-v. angulo de la directriz de la barra, respecej@blobal OZ, en radianes
-XX":angulo que forman los ejes X y X'

-XY"angulo que forman los ejes X e Y'

-XZ".angulo que forman los ejes Xy Z'

-YX":angulo que forman los ejes Y y X'

-YY"angulo que forman los ejes Y e Y'

-YZ":angulo que forman los ejes Y y Z'

-ZX".angulo que forman los ejes Zy X'

-ZY".angulo que forman los ejes Z e Y'

-ZZ":angulo que forman los ejes Zy Z'

- Para las matrices correspondientes al Métoddddl&e utilizara la letra mayuscula K, mientras
gue para el método propuesto se utiliza la letrgiiseula M.

- Los subindices y superindices (p ) y (v) haceeregfcia a pilares y vigas, respectivamente.

m B.2 Submatricesde rigidez de pilares correspondientes al Método Matricial Clasico.- Utilizaremos
las matrices de barra dadas por [3.12] con el dig®mp indicando que corresponden a los pilares:

m Datos de pilares:(Kilonewton, metros y radianes)

E=2%«10"7;G=8x10"6.;L=4;b=.3; hp =3 A= bhp’ |y, =(b hp3)/12, l = (hp b3)/12,
ly = ly +17; XX = 0; XY =0; XZ' = -1;
YX =0;YY =1,YZ =0;,zZX" =1;2ZY =0;2Z =0;
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Debido gran tamafio de la Matriz para pod
Kiip = | observarlaen su desarrollo completo véase;
la misma en el soporte informatico adjunto

Debido gran tamafio de la Matriz para pod
Kijp =| observarlaen su desarrollo completo véass;
la misma en el soporte informatico adjunto

Debido gran tamafio de la Matriz para pod
Kjip =| observarlaen su desarrollo completo véase;
la misma en el soporte informatico adjunto

Debido gran tamafio de la Matriz para pod
Kijip =| observarlaen su desarrollo completo véase;
la misma en el soporte informatico adjunto

m B.3 Submatrices de rigidez _de vigas en_la_direcciéon X correspondientesal Método Matricial

Clésico.- Con el subindice X indicando que corresponders &itgas en esa direcciéon y de forma analoga
se tendré:

m Datos de vigas en la direccion X(Kilonewton, metros y radianes) Los cantos de dgmwivienen
en funcion de los cantos de los pilares a travda dariable x, que nos permitira estudiar la vaéia del
namero de condicion en funcién de esta variable.

L=4;b=.3;h, =xhy; A=bh;ly =(bh3/12; 1, = (h, b3 /12; I, =y +1,;
XX =1, XY =0;XZ =0; YX =0;YY =1,YZ =0;ZX = 0; ZY" = 0; ZZ = 1;

Debido gran tamafio de la Matriz para pod
Kiix = | observarla en su desarrollo completo véas
la misma en el soporte informatico adjunto

Debido gran tamafio de la Matriz para pod
Kix =| observarlaen sudesarrollocompleto véas
la misma en el soporte informatico adjunto

Debido gran tamafio de la Matriz para pod
Kjix =| observarlaen su desarrollo completo véas
la misma en el soporte informatico adjunto

Debido gran tamafio de la Matriz para pod
Kijix =| observarlaen su desarrollo completo véas
la misma en el soporte informatico adjunto

m B.4 Submatricesde rigidez de vigas en la direccién Y correspondientes al Método Matricial

Clésico.- Con el subindice Y indicando que corresponders &itgas en esa direccién Y de forma analoga
se tendré:

m Datos de vigas en direccién YAnalogamente a las viagas en direccion X.

L=4,b=.3,h=xhy;A=bh;ly=(b h3)/12; 1, = (hyb%)/12; | = ly + 17,
XX =0; XY =-1; X2 =0;YX" =1,YY =0;YZ =0;ZX =0;ZY =0;ZZ =1,
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Debido gran tamafio de la Matriz para pod
Kiiy =| observarla en su desarrollo completo véas
la misma en el soporte informatico adjunto

Debido gran tamafio de la Matriz para pod
Kijy =| observarla en su desarrollo completo véas
la misma en el soporte informatico adjunto

Debido gran tamafio de la Matriz para pod
Kjiv =| observarlaen su desarrollo completo véas
la misma en el soporte informatico adjunto

Debido gran tamafio de la Matriz para pod
Kjiv =| observarlaen su desarrollo completo véas
la misma en el soporte informatico adjunto

m B.5 Submatricesde rigidez de vigas en direccion X _correspondientesal método propuesto.- Puesto
que se trata de un entramado espacial, puedezargii cualesquiera de la matrices de rigidez etqmien
el epigrafe 5.2.1 esto es la [5.94].

m Datos de vigas en direccion X:

L=4,b=.3;h=3lp=1Iy =(bhp3)/12; Lx=4,Ly=0;b=.3; h, =xhy;

|y’ =(b h/3)/12; I = (hy b3)/12; Iy = |y' +lyr= |y’/|o; i = Iz’/ly'; S= |x'/|y';t= G/e;
0O O 0 0
0 0 0
6 31, ~3Ly

0
0
0

Ly — , 3
Mux —(2E|z)/|- 3Ly %t Lx2+2|-y2 st-4 Lx Ly 0
0
0

2
3L Ly L2 +2L8

O O O o o o
O O O O o

0 0 0
00 O 0 0 0
00 O 0 0 0
|00 -6 3Ly 3Ly O
Mix =CEID/LT 6 o a1, —stL,24L,2 221,01, o
0 0-3L -¥1,L, -3L2+L3 0
00 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
-6 -3l 3Ly 0

- /13
-3L, 222, -FL2+L% 0
0 0 0 0

O O O O o o
O O O O o o
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0 0 0
0 0 0
6 -3L, 3L,

0
0
0

iy = - 3
Mix = @2EI)/L -3L, FLP+2L2 kL, 0
0
0

3L ALy 242l

0 0 0

O O O O oo
O O O oo o

Obsérvese que aqui estas matrices no pueden \&ametrizadas por utilizar las matrices tradiciesal
para los pilares.

m B.6 Submatricesde rigidez de vigasen la direccidon Y _correspondientesal método propuesto.- Con
el subindice Y indicando que corresponden a lassvi esa direccion Y de forma analoga se tendra:

m Datos de vigas en direccidn YAnalogamente a las viagas en direccion X.

Lx=0;L=Ly=4;b=.3;h =xhy Iy = (bh3/12; I, = (h, b%/12;

Iy =ly +lr=ly /g i=ly/ly;s=1 /1y, t=G/e,
00 O 0 0 0
00 O 0 0 0
J00 86 3l -3 1Ly 0
Miy = (2El,)/L g
iv = REIlz)/ 00 3L %th2+2Ly2 st24 Lyly, O
00 -3L =Ly, FLA+2L%0
00 O 0 0 0
00 O 0 0 0
00 O 0 0 0
Jo00 -6 3L -3 1L, 0
Miv =@EID/L 6 o g1, —sti e,z -2, o
0 0-3L -21,L, -3L2+L* 0
00 O 0 0 0
00 O 0 0 0
00 O 0 0 0
J00 -6 -3 3Ly 0
Miiv = CEI)/LT 4 3L, -SLP+L2 S22, 0
00 -3L, -1, L, -3L2+L3Z 0
00 O 0 0 0
00 O 0 0 0
00 O 0 0 0
J00 6 -3L, 3Ly 0
Miy = EL)/LY o -3k, SL2e2L,2 R, 0
00 3L HLiLy, L2+2L32 0
00 O 0 0 0

B-4



Método matricial bajo restricciones cinematicas ANEXQviddelo 8

m B.7 Método Matricial Clasico.-

= Matriz de rigidez de la planta superior (Planta n°® } (K 1): Puesto que se tienen veinte nudos,
se ha de partir de un arreglo de 20x20 para ehdriage de las submatrices.
Empezamos la numeracion por el nudo n® 0

Rigideces de los nudos de la planta 1

RO = Kjix + Kiiy + ijp; R1=Kjx + ijx + Kiiy + ijp; R2= ijX + Kiiy + ijp;

R3 = Kjix + Kiiy + ijy + ijp; R4 = ijx + Kiix + ijy + Kijiy + ijp; R5=R4; R6= R2;

R7 = Kjix + ijy + ijp; R8=R4; R9= R4; R10= ijx + ijy + Ky + ijp; R11=R7; R12= R4;
R13=R10; R14= R3; R15= R10; R16= R3; R17= R10; R18= R7; R19= Kjx + Kjiy +Kjjp;

Nexe = ZeroMatri{6];
Kii1=

RO Kjix Nexe Kijjy Nexe Noxs6 Nexe Nexs6 Noxe Noxe Nexe Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Nexe Nex6
Kiix Rl Kjx Nexg Kijy Nexs Nex6 Nex6 Nexe Nex6 Nex6 Nexe Nexe Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexe Nex6
Nexe Kjix R2 Nexg Nexe Kijy Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe
Kjiy Nexe Nexs R3 Kijx Nexe Nexs Kijy Nexe Nexs Nexé Nexs Nexe Nexs Nexe Nexeé Nexs Nexe Nexs Nexe
Nexe Kjiv Nexe Kjix R4 Kijx Nexe Nexe Kijy Nexe Nexe Noxs6 Nex6 Nexe Noxs Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe
Nexe Nexe Kjiy Nexe Kjix RS Kijx Nexg Nexs Kiyy Nexe Nexs6 Nex6 Nexe Noxe Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe
Nex6 Nexe Nex6 Nexe Nexe Kjix R6 Nexg Nexe Nexe Kijy Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe
Nex6 Nexe Nex6 Kjiv Nexe Nexs Nexe R7  Kjjx Nexe Nexe Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe
Nexe Nex6 Nex6 Nexe Kjiv Nexe Nexe Kjix R8 Kijx Nexs Kijiy Nexe Nexs Nexs Nex6 Nexe Nexs Nexe Nexe
BIockMatrix[ Nex6 Nexe Nex6 Nexe Nexe Kjiy Nexe Nexs Kjix RO Kjx Nexe Kijy Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe ]

Nex6 Nexe Nex6 Nexe Nexeé Nexs Kjiv Nexs Nexe Kjix R0 Noxg Nexg Kijy Nexs Nexe Nexs Nexs Nexe Nex6
Nexe Nexe Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexeé Nexe Kjiy Nexe Nexe RIL Kijx Nexg Noxs Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe
Nexe Nex6 Nex6 Nexe Nexs Nexe6 Nexe Nexs Nexs Kjiv Nexs Kjix R12 Kijx Kjiy Ngxg Nexe Nexs Nex6 Nexe
Nex6 Nexe Nex6 Nexe Nexeé Nexs Nexe Nexs Nexe Nexs Kjiy Nexe Kjix R13 Nexg Kijiy Nexs Nexe Nexe Nexe
Nexe Nex6 Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nexs Nexe Nexe Nexs Kjivy Nexe R4 Kijx Kjy Nexg Nex6 Nexe
Nexe Nex6 Nex6 Nexe Nexs Nexe6 Nexe Nexs Nexs Nexe Nexe Nexs Nexe Kjiv  Kjix RIS Nexe Kijy Nexe Nexe
Nex6 Nex6 Nex6 Nexe Nexeé Nexs Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe Nexe Nexs Nexe Kjiy Nexe R16  Kijx Kjy Ngxg
Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexe Nexs Nexe Nexs Nexs Kjiv Kjix R17 Nexe Kiyy
Nexe Nex6 Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nexe6 Nexe Nexs Nexs Nexe Kjiv Nexe RL8  Kix
Nexe Nex6 Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe Nexe Nexe Nexe Nexs Nexe Nexe Kjiy Kjx R19

= Matriz de rigidez de la planta tipo (Ktipo): Por ser todas las demas plantas iguales, creamos la
planta tipo:

Rigideces de los nudos de la planta tipo

R20= RO+ Kijp; R21= R1+ Kjjp; R22= R2+ Kjjp; R23= R3+ Kjjp; R24= R4+ Kijjp;
R25= R5+ Kijp; R26= R6+ Kjp; R27= R7+ Kjjp; R28= R8+ Kjjp; R29= R9 + Kjjp;
R30= R10+ Kjjp; R31= R11+ Kjjp; R32= R12+ Kjjp; R33= R13+ Kjjp; R34= R14+ Kjp;
R35= R15+ Kjjp; R36= R16+ Kjjp; R37= R17+ Kjjp; R38= R18+ Kjp; R39= R19+ Kjp;
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Nexe = ZeroMatriy{ 6]
Ktipo =

R20  Kjix Nexs Kijy Nexe Nexs6 Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe Nexe Nexs Nexe Nexe
Kjix R21  Kjx Nexs Kiy Nexs Nex6 Nexs Nex6 Noxs6 Nexe Nexe Nexe Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe
Nex6 Kjix R22 Nexe Nexe Kiiy Nex6 Nexe Nexe Nex6 Nexe Nexe Nex6 Nexe Nexe Nexe6 Nexe6 Nexe Nexs Nex6
Kjiiy Nexe Nexs R23 Kjx Ngxg Nexe Kijy Nexe Noxs Nexe Nexe6 Nexe Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe
Nex6 Kjiv Nexs Kjix R24 Kijx Nexg Nexs Kijy Nexs Noxe Nexe Nexe Nexe Nexs Nexeé Nexs Nexe Nexs Nexe
Nex6 Nexe Kjiv Nexe Kjix R25 Kijx Nexe Nexs Kijy Nexe Nexs Nex6 Nexe6 Nexe Nexe6 Nexe6 Nexe Nexs Nex6
Nex6 Nexe Nexe6 Nex6 Nexe Kjix R26 Noxg Nexg Nexe Kijy Nexe Nexe6 Nex6 Nexe Nexe6 Nex6 Nexe Nexs Nex6
Nex6 Nexe Nexs Kjiv Nexs Nexe Nexe R27 Kix Nexg Noxe Nexe6 Nexe Nexe6 Nexs Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe
Nex6 Nexe Nexs Nexe Kjivy Nexs Nexe Kjix R28 Kijx Ngxg Kjy Nexg Nexe Nexs Nexé Nexs Nexe Nexs Nexe
BIockMatrix[ Nex6 Nexe Nexs6 Nex6 Nexe Kjiv Nexe Nexe Kjix R29 Kjx Nexg Kjjy Nexe Nexs Nexs6 Nex6 Nexe Nexs Nex6 ]

Nex6 Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Kjiv Nexs Nexe Kjix R30 Nexg Nexe Kijy Nexs Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe
Nex6 Nexé Nexs Nexe Nexs Nexs Nexeé Nexs Kjiv Nexs Nexe R31  Kijx Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe
Nex6 Nexe Nex6 Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexe Kjiy Nexe Kjix R32 Kjx Kjyy Ngxg Nex6 Nexe Nexe Nex6
Nex6 Nexe Nex6 Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nexe Kjivy Nexe Kjix R33 Noyg Kijjy Nexe Nexe Nexs Nex6
Nex6 Nexe Nexs6 Nexe Nexe Nexe Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Nexe Kjiv Nexe R34 Kix Kijy Nexe Nexe Nexe
Nex6 Nexé Nexs Nexe Nexs Nexe Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Kjiv  Kjix R35 Nexg Kjiy Nexg Nexe
Nex6 Nexe Nexe6 Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nexe6 Nexe Nexe Nexe Nexe Kjiv Nexs R36  Kix  Kjiy Nexe
Nex6 Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Nexe Nexs Nexe Nexs Kjiv Kjix R37 Nexg Kijy
Nex6 Nex6 Nexs Nexe Nexe Nexe Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Kjiy Nexe R38  Kix
Nex6 Nexe Nexs6 Nex6 Nexe Noxe6 Nex6 Nexe Nexe Nex6 Nexe Nexs Nexs Nexe Nexs Nexs Nexe Kjiy Kjix R39

= Matriz de rigidez de las plantas (superior,inferiof) (Ksupeint) € (inferior,superior): 1,2; 2,3,

3,4 () (K

Ksupe,inf =

Kjip Nexe Nex6 Nex6 Nexé Nexs Nexe Nexs Nexe Nexeé Nexs Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe Nexe Nexs Nexe Nexe
Nex6 Kjp Nexs Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexe Nex6 Nexe Nexe Nexs6 Nexe Nexe Nexs Nexe Nexe Nexs Nex6
Nex6 Nexe Kjip Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexe Nexe6 Nexe Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe Nex6
Nex6 Nexe Nex6 Kjip Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nexe6 Nexe Nexe Nexe6 Nexe Nexe Nexs6 Nexeé Nexe Nexs Nex6
Nex6 Nexe Nexs Nexe Kjip Nexe Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe
Nex6 Nexe Nex6 Nex6 Nexe Kjip Nex6 Nexe Nexe Nex6 Nexe Nexe Nexe6 Nexe Nexe Nexe6 Nexe6 Nexe Nexs Nex6
Nex6 Nexe Nex6 Nex6 Nexe Nexs Kjip Nexe Nexs Nexe6 Nexe Nexe Nex6 Nexe Nexe Nexs Nexeé Nexe Nexs Nex6
Nex6 Nexe Nexs6 Nexe Nexs Nexe Nexe Kjip Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe
Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Kjp Nexe Nexe Nexe Nexs Nexe Nexe Nexs Nexe Nexe Nexs Nex6
BIockMatrix[ Nex6 Nexe Nex6 Nex6 Nexe Nexs6 Nex6 Nexe Nexe Kjip Nexe Nexe Nexe6 Nexe Nexe Nexs Nexe Nexe Nexs Nex6 ]

Nex6 Nexe Nex6 Nex6 Noxe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nexe Kjip Nexe Nexe6 Nexe Nexe Nexs6 Nexeé Nexe Nexs Nex6
Nex6 Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Kjip Nexe Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe
Nex6 Nexe Nex6 Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nexe6 Nexe Nexe Kjip Nexe Nexe Nexe6 Nexeé Nexe Nexs Nex6
Nex6 Nexe Nexe6 Nex6 Noxe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe Nexe Kjip Nexs Nexs Nexeé Nexe Nexs Nex6
Nex6 Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe Nexe Kjip Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe
Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexe Nex6 Nexe Nexe Nexs Nexe Nexe Kjp Nexe Nexe Nexs Nex6
Nex6 Nexe Nex6 Nex6 Nexe Nexe6 Nex6 Nexe Nexs Nexe6 Nexe Nexe Nexs Nexe Nexe Nexs Kjip Nexe Nexs Nex6
Nex6 Nexe Nex6 Nex6 Noxe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nexe6 Nexe Nexe Nexe Nexe Nexe Nexs Nex6 Kjip Nexs Nex6
Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nexe6 Nexe Nexe Nexs Nexe Nexe Nexs Nexe Nexe Kjp Nexé
Nex6 Nexe Nex6 Nex6 Nexe Noxe6 Nexe Nexe Nexs Nex6 Nexe Noxs Nexeé Nexe Nexs Nexe6 Nexe Nexs Nex6 Kijip

Ksupe,inf = Transpos[aK inf,supe]
PrinfDimensiones de las matrices de plaataDimension§K 1]]

Dimensiones de las matrices de planta = {120,120}

m Matriz de rigidez de la estructura K 16cx16¢): Puesto que son 8 plantas, arreglo de 8x8
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Método matricial bajo restricciones cinematicas ANEXQviddelo 8

K11 Kosupeinr  N120x120 Ni2ox120 Nizoxi20 Ni2ox120 Nizoxi20 Nizoxi20
Kitswe Ko Kaupeinr N12ox120 Ni2ox120 Ni12ox120 Nizoxi20 Nizox120
Nioox120 Kintswpe ~ Krro  Keupeinr  N120x120 Ni12ox120 Nizoxi20 Niooxi2o

_ 1 N12oxizo Nizoxizo Kinrswe  Krro  Kaupeint Nizoxizo Nizoxizo Nizoxazo
K 160x160 = B|OCkMatI’IX[ ]
Ni2ox120 N12ox120 Nioox120 Kintswe ~ Krpo  Ksupeint  N120x120 Ni2ox120
Nioox120 Nizox120 Ni2oxi20 Nizox120 Kintswe  Kmpo  Kaupeinr N12ox120

Ni2ox120 Nizox120 Nizox120 Nizox120 Nizox120 Kintsue ~ Krro  Ksupeint

Nizox120 Ni2ox120 Nizoxi20 Nizoxi2o Nizoxi2o Nizoxi2o Kintsupe — Kriro
N120x120 = ZeroMatri{12Q];
Prin"Dimensiones d& 1505160 =", Dimension$K 160x160l]

Dimensiones d& 16cx16c = {960,960}

m B.8 Método Mixto.- Matriz de rigidez de la estructurl{sc16c): Copiamos todo lo anterior y cambia-
mos la K por la M

m Matriz de rigidez de la planta superior (Planta n®} (Mq1):
Empezamos la numeracién por el nudo n® 0

Rigideces de nudos de la planta 1

RO = Miix + Miiy + ijp; R1=Mjx + ijx + Miiy + ijp; R2 = ijx + My + ijp;

R3= MiiX + Miiy + ijy + ijp; R4 = ijx + MiiX + ijy + Miiy + ijp; R5=R4; R6=R2;

R7 = Mijix + ijy + ijp; R8=R4; R9= R4; R10= ijx + ijy + My + ijp; R11=R7; R12=R4;
R13= R10; R14= R3; R15= R10; R16= R3; R17= R10; R18= R7; R19= Mjx +Mjy +Kjp’

Nexe = ZeroMatri{6];
M=

RO Mijx Ngxg Mijjy Nexs Nox6 Nex6 Nexs Nexs6 Nex6 Nexe Noxe Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexe Nex6 Nexe
Mjix Rl Mjx Nexg Mijyy Nexe Nexe Nexe Nexs Nexe Nexe6 Nexe Nexe Nexe Nexe Nexe Nexe Nexs Nexe Nexe
Nex6 Mjix R2 Ngxg Nexe6 Mijy Nexe Nexs6 Noxe Nexe Nexe Nexeé Nexs Nexé Nexs Nexe Nexe Nexe Nexe Nexe
Mjiy Nexe Nexe R3 Mijx Nexe Nexs Mijy Nexe Nexs Noxs Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexe
Nexe Mjiy Nexe Mjix R4 Mjx Nexe Nexs Mijy Nexe Nexe Nexe6 Nex6 Nexe Nexe Nex6 Nexe Nexs Nexe Nexe
Nexe Nexe Mjiy Nexe Mjix R5 Mix Nexg Nexe Mijy Nexe Nexe6 Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexe Nexe Nexe
Nex6 Nex6 Nexeé Nexs Nexeé Mjix R6 Nexg Noxe Nexe Mijy Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe Nexe Nexe
Nexe Nexe Nex6 Mjiy Nexs Nex6 Nexé R7 Miix Nexe Nexe Noxe Nex6 Nexe Noxe Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe
Nex6 Nexe Nexe Nexe Mjiy Nexs Nexe Mjix R8 Mix Ngxg Miy Nexg Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe Nexe Nexe
BIockMatrix[ Nex6 Nexe Nexeé Nexs Nexeé Mijiy Nexe Nexs Mjix R9  Mix Nexe Mijjy Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe Nexe Nexe ]

Nexe Nex6 Nex6 Nexe Nexs Nexe6 Mjiy Nexs Nexs Mjix R10 Ngxg Nexe Miyy Nexs Nex6 Nexe Nexe Nex6 Nexe
Nexe Nex6 Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexé Nexs Mjiv Nexe Nexs RIL Mijx Nexs Nexs Nex6 Nexe Nexs Nexe Nexe
Nex6 Nexe Nexe Nexe Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Mjiy Nexe Mjix R12 Mjx  Mjy Nexe Nexe Nexe Nexe Nexe
Nexe Nexe Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nexs Nexe Mjiy Nexs Mjix R13 Nsxg Mjjy Nexe Nexs Nex6 Nexe
Nexe Nex6 Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nexs Nexe Nexe Nexe Mjiy Nexe R4 Mijjx My Nexs Nexe Nexe
Nex6 Nexe Nex6 Nexe Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe Nexe Nexe Nexe Nexs Mjiy Mjix RIS Nexg Mijy Nexe Nexs
Nex6 Nexe Nexeé Nexs Nexe Nexs Nexé Nexs Nexe Nexe Nexe Nexe Nexs Nexe Mjiy Nexe R16 Mjx My Ngyg
Nexe Nex6 Nex6 Nexe Nexe Nex6 Nexe Nexs Nexe6 Nexe Nexe Nexs Nexe Nexe Nexs Mjiy Mjx R17 Nexg Mijy
Nexe Nex6 Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nexe6 Nexe Nexs Nexe6 Nexe Nexe Nexs Nexe Mjivy Nexs R18  Mix
Nex6 Nexe Nexe Nexe Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe Nexe Nexe Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Nexe Mjiy Mjx R19

= Matriz de rigidez de la planta tipo Mpo): Por ser todas las demas plantas iguales, creamos la
planta tipo:
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Método matricial bajo restricciones cinematicas ANEXQviddelo 8

Rigideces de nudos de la planta tipo

R20= R0+ Kiip; R21=R1+ Kiip; R22=R2+ Kiip; R23=R3+ Kiip; R24=R4+ Kiip;
R25= R5+ Kjjp; R26= R6+ Kjjp; R27= R7+ Kjjp; R28= R8+ Kjjp; R29= R9+ Kjjjp;
R30= R10+ Kjjp; R31= R11+ Kjjp; R32= R12+ Kjjp; R33= R13+ Kjjp; R34= R14+ Kjjp;
R35= R15+ Kjjp; R36= R16+ Kjp; R37= R17+ Kjjp; R38= R18+ Kjp; R39= R19+ Kjjp;

Nexe = ZeroMatri{6];

Mtipo =

R20 Mjjx Nexe Mijy Nexe Nex6 Nexe Nex6 Nexs Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Nexe
Mjix  R21 Mjx Ngxg Mijyy Nexs Nexs Nexe Noxs Nexé Nexs Nexe Nexe Nexe Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Nexe
Nexe Mijix R22 Nexe Nexs Mijy Nexe Nexs Noxs6 Nex6 Nexe Noxe6 Nex6 Nexe Noxe Nex6 Nexe Nexe Nex6 Nexe
Mjiy Ngxe6 Nexe R23 Mix Nexe Nexs Mijy Nexe Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs
Nex6 Mjivy Nexe Mijix R24 Mjx Nexg Nexg Miyy Nexe Nexe Nexeé Nexs Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe Nexe Nexe
Nexs6 Nexe Mjiy Nexs Mjix R25 Mjx Ngxg Nexe Mijy Nexs Nexeé Nexs Nexé Nexs Nexe Nexe Nexe Nexe Nexe
Nexe Nex6 Nex6 Nexe Nexs Mjix R26 Noyxg Nexe Nexe6 Miyy Nexs Nex6 Nexe Nexs Nexe6 Nexe Nexs Nexe Nexe
Nex6 Nexe Nexeé Mjiy Nexe Nexs Nexe R27 Mix Nexe Nexe Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe Nexe Nexe
Nex6 Nexe Nexe Nexs Mjiy Nexs Nexe Mjix R28 Mijx Ngyxg Mijy Nexg Nexé Nexs Nexe Nexe Nexe Nexe Nexe
BIockMatrix[ Nexe Nexe Nex6 Nexe Nexs Mjiv Nexe Nexs Mjix R29 Mijx Ngxg Mijjy Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe ]

Nexe Nex6 Nex6 Nexe Nexs Nexe6 Mjiy Nexs Nexe Mjix R30 Nexg Nexe6 Miyy Nexs Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe
Nex6 Nex6 Nexe6 Nexe Nexeé Nexs Nexe Nexe Mjiv Nexe Nexe R31 Mijx Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe Nexe Nexe
Nexe Nex6 Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nexs Mjiy Nexs Mjix R32 Mijx Mijy Ngxg Nexe Nexs Nex6 Nexe
Nexe Nex6 Nex6 Nexe Nexs Nexe6 Nexé Nexs Nexs Nexe Mjiy Nexs Mjix R33 Nsxg Mijy Nexe Nexs Nex6 Nex6
Nex6 Nex6 Nexe6 Nexe Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe Nexe Nexe Nexe Mjiv Nexe R34 Mijx Miy Ngxs Nexe Nexs
Nex6 Nexe Nexeé Nexs Nexe Nexs Nexé Nexs Noxe Nexs Nexe Nexe Nexs Mjiy Mjix R35 Nexg Mijy Nexg Nexs
Nexe Nex6 Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nexs6 Nexe6 Nexe Nexs Nexe6 Nexe Mjiy Nexe R36  Mix Mijy Nexe
Nexe Nex6 Nex6 Nexe Nexs Nexe6 Nexe Nexs Nexe6 Nexe Nexe Nexs6 Nexe Nexe Nexs Mjiy Mjx R37 Nexg Mijy
Nex6 Nex6 Nex6 Nexe Nexe Nexs Nexe Nexe6 Nexe Nexe Nexe Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Mjiy Nexe R38  Mix
Nexe Nex6 Nex6 Nexe Nexe Nex6 Nexe Nexs Nexe6 Nexe6 Nexe Nexs6 Nexe Nexe Nexs Nexe6 Nexe Mjiy Mijix R39

» Matriz de rigidez de
3,4 ...3ij) (M)

as plantas (superior,inferiod (Msypeint) € (inferior,superior): 1,2; 2,3;

Msupe,inf =

Kjip Nexs Nexe Nexe Nexs6 Nexe Nexe Nexs Nexe Nexe Nexs Nexe Nexe Noxs Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexe
Nexe Kjip Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nexs Nexe Nexe Nexs6 Nexe6 Nexe Noxs Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe
Nexe Nex6 Kjip Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nexe Nexe Noxe Nexs Nexe6 Noxe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nexe Nexe
Nexe Nexe Nex6 Kjip Nexe Nex6 Nexe Noxe Nexs Nexe Nexe Nexs Nexe Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe
Nexe Nex6 Nex6 Nexe Kjp Nexe6 Nexe Nexs Nexs6 Nexe Nexe Nexs6 Nexe6 Nexe Noxs Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe
Nexe Nex6 Nex6 Nexe Nexe Kjip Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe Nexs Nexe6 Noxe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nexe Nexe
Nex6 Nex6 Nexe Nexe Nexeé Nexs Kjip Nexs Nexe Nexe Nexe Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe Nexe Nexe
Nexe Nexe Nex6 Nexe Nexe Nex6 Nexe Kjp Nexs Nexe Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nexe6 Nexe Nexs Nex6 Nexe
Nexe Nex6 Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexeé Nexe Kjip Nexe Nexe Nexs Nex6 Nexe Noxs Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe
BIockMatrix[ Nexe Nex6 Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nexe Kjip Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nexe Nexe ]

Nexe Nexe Nex6 Nexe Nexe Nex6 Nexe Nexe Nexs Nexe Kjp Nexs Nexe Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe
Nexe Nex6 Nex6 Nexe Nexe Nex6 Nexe Nexs Nexs6 Nexeé Nexe Kjp Nexe Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe
Nexe Nex6 Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nexs Nexe Nexe Nexs Kjip Nexe Nexe Nex6 Nexe Nexs Nexe Nexe
Nex6 Nexe Nex6 Nexe Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe Nexeé Nexs Kjp Nexs Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe
Nexe Nexe Nex6 Nexe Nexe Nex6 Nexe Noxe Nexs Nexe Nexe Nexs Nexe6 Nexe Kjp Nexe Nexe Nexs Nex6 Nexe
Nexe Nex6 Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nexs6 Nexe Nexe Nexs Nexe Nexe Nexs Kjip Nexe Nexs Nex6 Nexe
Nex6 Nexe Nex6 Nexe Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Nexe Nexe Nexe Nexs Nexe Nexs Nexe Kjip Nexe Nexe Nexe
Nexe Nex6 Nex6 Nexe Nexe Nex6 Nexe Noxe Nexs Nexe Nexe Nexs Nexe Nexe Nexs Nex6 Nexe Kjp Nexe Nexe
Nexe Nex6 Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexe Nexs6 Nexe Nexe Nexs Nexe6 Nexe Nexs Nexe6 Nexe Nexs Kjip Nexe
Nexe Nex6 Nex6 Nexe Nexs Nex6 Nexe Nexs Nexe6 Nexe Nexs Nexe6 Nexe Nexs Nexe6 Nexe Nexs Nexe Nexe Kijip

Mint,supe = TransposgM supe,inf];
Prin{"Dimensiones de las matrices de plaatg DimensionfM1po 1]

Dimensiones de las matrices de plaatfl 20, 120

= Matriz de rigidez de la estructura M 15cx16¢): Puesto que son 8 plantas, arreglo de 8x8
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Método matricial bajo restricciones cinematicas ANEXQviddelo 8

M11  Msupeint Ni2ox120 Nizoxi20 Nizox120 Nizoxi20 Nizox120 Nizoxi2o
Mintsupe  MTiPo  Msupejint Ni2ox120 Ni2ox120 Nizoxi20 Nizoxi2o0 Nizoxi2o
N120x120 Minf,supe  MTiIPo Msypeinf Ni2oxi2o Nizox120 Nizoxi2o Nizoxizo

. 1] N12ox120 Ni2ox120 Mintsupe MTiPo Msupeint Nizoxi20 Nizoxi2o Nizoxi2o
M 160x160 = BlockMatrix| ]
N12ox120 Ni2ox120 Ni2ox120 Mintsupe MTiPo Msupeint Nizoxi20 Nizoxi20
Ni12ox120 Ni2ox120 Nizox120 Ni2ox120 Minfsupe MTiPo Msupe,int Ni2ox120

Ni12ox120 Ni2ox120 Nizox120 Ni2ox120 Ni2ox120 Mintsupe MTiPo  Msupe,int

N12ox120 Ni2ox120 Nizox120 Nizox120 Nizoxi20 Nizox120 Mint,supe  MTiPO
N120x120 = ZeroMatriX120]

Print["Dimensiones d# 16cx16c = ", DimensiosM 1g¢x16c]

Dimensiones d# 15cx16c = {960,960}

m B.9 Elementosde las_ matrices.- Debido a la gran dimensién de las matrices véanssoporte
informatico adjunto los desarrollos completos (@sentan sdélo los primeros elementos) de las qumels-
entes matrices que nos proporcionan las dos ordeguEentes:

= Método Clasico:

MatrixForn’{K 160x160]
2531. 25 + 452531, X 0 0 0
0 2531. 25 + 452531. X O 5062. 5
0 0 450000. +5062.5x3 5062.5x3
0 5062. 5 5062. 5 x3 13500. +13500. x3 + 2. x 106 (0. 000675 x + 0. 000675
-5062.5 0 -5062. 5 x3 0
-5062. 5x 5062. 5 x 0 0
-450000. X 0 0 0
0 -2531. 25X 0 0
0 0 -2531. 25 x3 0
0 0 0 ~2. 106 (0. 000675 x + 0. 000675 x3)
0 0 -5062. 5 x3 0
0 5062. 5 x 0 0
0 0 0 0

= Método propuesto:

MatrixFornmM 160x160]
2531.25 0 0 0
0 2531.25 0 5062. 5
0 0 450000. +5062.5x 5062.5x
0 5062.5 5062.5Xx 13500. +13500. x + 2-x10° (0.000675x:0. 000675 x%)
-5062.5 0 -5062. 5x 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 -2531.25x 0
0 0 0 ~ 2.x108 (0. oooelgmo. 000675 x3)
0 0 -5062. 5x
0 0 0 0

m B.10 Curva _de condicionamienta- Se introduce la orden que nos devuelve la curvanquestra los
valores (eje de ordenadas) del nimero de condub@dna matriz correspondiente al Método Clasico en
funcion de la variable x (eje de abscisas) cuarsti varia de 0.5 hasta 4. Dichos valores estanladizs
segun la norma matricial 2. Evidentemente la comedignte a la del método propuesto no ha lugars pue
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Método matricial bajo restricciones cinematicas ANEXQviddelo 8

el sistema con esta matriz devolvera una soluagiéonriecta por fartar las ecuaciones de restricdién
Diafragma Rigido.

autovalores[lon_]:=N[Eigenvaluds]gcx16c/-X—lon]Jratio1[lon_]:= Block[{a},
a=autovalores[lon]//Abs; Max[a]/Min[a]]Plot[ratiogX],{xx,0.5,4}]
120000
100000

80000

i 3 4

Para x=1, es decir, si todas las barras tienerdma seccion, se obtienen los siguientes grafiaeres
maximos de los elementos de las matrices, valaesiinero de condicicién, del determinante y elemen
tos no nulos (%) de la Matriz

= Esquema grafico de la distribucién de los elementa® nulos.La siguiente orden nos muestra
en esquema la distribucién de los elementos ncsrdgda matriz de rigidez de la estructura cornedpo
ente a cada una de los métodos:

x=1;
MatrixPlofK 160x160, MaxMatrixSize— 1000 MatrixPlofM 160x160, MaxMatrixSize— 1000

1 200 400 600 800 960 1 200 400 600 800 960
1 1 17 1
200 200 200 e 200
400 400 400 Y 400
600 600 600 LY 600
800 800 800 S 1800
960 1960 960 1960
1 200 400 600 800 960 1 200 400 600 800 960

Método C|éSICO(K 160x160) Método propuest(‘(M 160x160)

m Esquema gréfico de la distribucion de los elementaominantes.ta siguiente orden nos
muestra la distribuciéon de los elementos en fund®msus valores numéricos, marcando con un recuadro
negro los elementos dominantes, en tono de goseglores menores y en blanco los elementos negati

MatrixPlofK 160x160, MaxMatrixSize— 50,
ColorFunction» (GrayLevell — #] &), ColorFunctionScaling> True]

MatrixPlofM 1605160, MaxMatrixSize— 50,
ColorFunction- (GrayLevell — #] &), ColorFunctionScaling> True]

B-10



Método matricial bajo restricciones cinematicas ANEXQviddelo 8

1 200 400 600 800 960
1 200 400 600 800 960 1 1
1 1 L] L]
200 200 200 200
400 400 400 400
600 600 600 600
800 800 800 800
960 960 960 960
1 200 400 600 800 960 1 200 400 600 800 960
Método Clasico(K1eox160) Método propuestaMox160)

= Valores maximos de los elementos de las matricekas valores de los elementos de mayor
valor absoluto de cada una de las matrices secégoupedir al programa, que para x=1 valen:

Max[Abs[K 150x160]] = 910125.
Max[Abs[M 160x160l] = 910125.

m Para x=1, es decir, si todas las barras tieneridma seccion, se obtienen los siguientes valores
del nimero de condicicién, del determinante y decslementos no nulos (%) de la matriz

PrinfNUmero de condicién dK 169 x160= ,
Max[Abs{EigenvalueK 16c x16¢11]/ Min[Abg EigenvaluefK 16¢ x16c]11]

PrinfDeterminante d& 159 x160 =, Det{K 160x1601]
PrinfElementos no nulo®@b) deK 160 x160 =, 1/96CF (967 — (CountFlatteriK 160x160, O1)) 100.%]

y que valen:

Numero de condicién d€1gcx16c = 54511.9
Determinante d& jgcx16c = 2.3145490617761 301081
Elementos no nulos (%) degcx16c = 1.11979 %

m B.11 Resoluciondel sistemacorrespondienteal Método Matricial Clasico.- Con objeto de comparar
resultados entre uno y otro método, se calculandasmientos suponiendo una carga P horizontatipas
aplicada en el nudo superior izquierdo de la estraale 100 KN.

P960= Tabld0, {i, 960}, {j, 1}]; P96Q[1]] = {100}; LinearSolvgK 160x160, P960Q

Los corrimientos de los seis primeros nudos (enasstradianes) con la mathz ge.q6c SON:
(El resto de los corrimientos pueden consultarsa eaporte informatico adjunto -Modelo 8 Mixto-)

Nudos Vi Wi @ A4 X

1— {0.10009, {-0.039941§ {0.00084607,  {0.000471868 {0.0020815) (0.00689839
2 — {0.0999287, {-0.017147% {-0.000217434 {0.000208488 {0.00117805 {0.0060023},
3—  {0.0998585 (0.00360602 {-0.0012028%  {0.000112508 {0.00200148 (0.0066616%
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4 — {0.068578% {-0.039933 (0.00087791R  {0.00026789R {0.0010455% {0.0065692,
5— {0.068561§ (-0.017140§ (-0.0000259054 {0.000119283 {0.00058372Q {0.00623355
6 — {0.06853], {0.00358438 {-0.0000720708 {0.0000669945 {0.000615070 {0.00588308

m B.12 Matriz de Diafragma Rigido para la planta tipo Dyjpo.- (D57x2Q,1) N° de filas para el ensam-
blaje = N-1=19, N° de columnas = N (N° de nud@)(2>(19X20)

numero total de filas por planta = 3(N-1)=24, nuo@tal de columnas 6xN=54

Coordenadas de los nudos de la planta 1 nudo maéspara la planta 2 : el 20; para la plantal 30e
etc...

m B.12.1 Matriz_de Diafragma _de los elementos.-De acuerdo con lo expresado en el epigrafe
6.1.2 se procede al ensamblaje de las matriceleheto de Diafragma Rigido dadas en [5.45] y [b.46

X3=X7=0;xX1=x4=x8=x11=4;x2=x5=x9=x12=x14=x16=x18=8§;
X6 =x10=x13=x15=x17=x19=12;
yl=y2=0;y3=y4=y5=y6=4;y7=y8=y9=y10=8§;
yll=y12=y13=12;y14=y15= 16, y16=yl1l7 = 20; y18=y19= 24,

10000 -y1 10000 -y2 10000 -y3
Dp1={0 1 000 x1[Dg,=|/01000 Xx2]|Dp3={01000 x3
000O0O0 1 000O0O0 1 000O0O0 1
1000 0-y4 1000 0-y5 1000 0-y6
Dos=|0 1 0 0 0 x4 [ Dys=[0 1000 x5 Dgs=|01000 x6
000O0O0 1 000O0O0 1 000O0O0 1
1000 0-y7 1000 0-y8 1000 0-y9
Dos=|0 1 0 0 0 x7 | Dog={0 100 0 x8|Dgo=|01000 x9
000O0O0 1 000O0O0 1 000O0O0 1
1000 0-yi0 10000-y11 1000 0-y12
DO,lO: 01000 x10 ;D0,11= 01000 x11 ;Do'12= 01000 x12
000O0O0 1 000O0O0 1 00000 1
1000 0-y13 1000 0-y14 1000 0-yl15
Do13={0 1 0 0 0 x13|;Dg14=/0 1 0 0 O x14 ‘Do1s = 01000 x15
000O0O0 1 000O0O0 1 ’ 000O0O0 1
1000 0-yi6 1000 0-y17 1000 0-yi8
Doas=[0 1 0 0 0 x16 ||Dgs7=[0 1 0 0 0 x17 ;. =|0 100 0 xi8
0O000O0O0 1 000O0O0 1 , 000OO0O0 1
1000 0-y19 -1 0 000 O
Do1s=[0 1 0 00 x19D=[ 0 -1 000 0
000O0O0 1 0O 0 000O0-1

PrinfDimensione®g 1 =, DimensionfDg 1]]

Dimensione®y 1 = {3, 6}
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Dripo =

Dp1  Dj N3xg N3xe N3xe6 N3x6 N3xe N3xe6 N3x6 N3xe N3xe N3x6 N3xe N3xe N3x6 N3xe N3xe N3xe N3xe6 N3xe
Do2 N3xg Dj N3y Naxe Naxe N3xe N3xe N3xe N3xe N3xe N3xe Naxe6 N3xe N3xe N3xe Naxe N3xe N3xe Naxe
Dp3 Naxg N3xe Dj Naxg N3xe N3axe N3xe6 Naxe N3xe N3xe Nax6 N3xe N3xe Naxe N3xe N3xe Naxe N3xe Naxe
Do4 N3xg N3x6 N3xe Dj Nzxe Naxe N3xe6 N3x6 N3xe N3xe N3x6 N3xe N3xe N3x6 N3xe N3xe N3xe N3xe N3xe
Do5 N3xg N3x6 Naxe N3x6e Dj Naxe N3xe Naxe N3xe Naxs6 Naxe N3xe6 Naxe N3x6 Naxe Naxé Naxe6 Naxe N3xe
Doe Naxe N3x6 N3xe Naxe N3xe Dj N3axeg Naxe N3axe N3xe Naxe N3xe N3xe Naxe N3xe N3xe Naxe N3xe Naxe
Dp,7 N3xg N3x6 N3xe N3xe6 N3x6 N3xe Dj Naxe N3xe N3xe N3ax6 N3xe N3xe Nax6 N3x6 N3xe Naxe N3xe N3xe
Dog N3x6 N3x6 N3xe N3x6 N3x6 N3axe N3xe Dj Naxe N3xe N3x6 N3xe N3xe N3x6 N3x6 N3xe N3xe N3xe N3xe
i Dog N3xg N3xe N3xe N3x6 N3x6 N3xe N3xe Naxe Dj N3xe Naxe Naxe N3xe N3xe N3xe Naxe N3xe N3xe Naxe
B|0Ck|\/|atI’IX[ Dp10 N3xs N3x6 Naxe N3x6 N3xs Naxe N3xs Naxs N3x6 Dj Naxs Naxs Naxs N3xe Naxs Naxs N3xs Naxe Naxe ]
Do11 N3x6 N3x6 N3xe N3xe6 N3x6 N3xe N3xe6 N3x6 N3xe Naxe Dj Naxe N3xe N3x6 N3x6 N3xe N3xe6 N3xe N3xs
Do,12 N3x6 N3x6 N3xe6 N3x6 N3xe Naxe N3axe Naxe Naxe N3x6 Naxe Dj Naxe N3axe Naxe Nax6 Naxe6 Naxe N3xe
Do,13 N3ax6 N3x6 N3xe Naxe N3xe N3xe Naxe N3x6 N3xe Naxe Naxe N3xe Dj Naxe N3xe N3xe Naxe N3xe Naxe
Do,14 N3x6 N3x6 N3xe Naxe N3x6 N3xe N3x6 N3x6 N3xe Naxe6 N3ax6 N3xe N3xe Dj N3xe N3xe Naxe N3xe N3xe
Do,15 N3x6 N3x6 N3xe N3xe6 N3x6 N3xe N3xe6 N3x6 N3xe N3xe6 N3x6 N3xe N3xe N3ax6 Dj Naxe N3xe N3xe N3xs
Do,16 N3ax6 N3x6 N3xe Naxe N3xe N3xe Naxe N3x6 N3axe Naxe Naxe N3axe N3xe Naxe N3xe Dj Naxe N3xe Naxe
Do,17 N3x6 N3x6 N3xe Nax6 N3x6 N3xe Nax6 N3x6 N3xe N3xe N3x6 N3xe N3xe Naxe N3xe N3xe Dj N3xe N3xe
Do,18 N3x6 N3x6 N3xe N3xe6 N3x6 N3xe N3xe6 N3x6 N3xe N3xe N3x6 N3xe N3xe N3x6 N3xe N3xe N3axe Dj Naxg
Do,19 N3x6 N3x6 N3xe6 N3xe N3xe Naxe N3ax6 Naxe N3xe N3xe6 N3xe N3xe6 Naxe N3axe6 Naxe Naxé Naxe6 Naxe Dj

N3y = ZeroMatri{3, 6];
PrintDimensione®tpo =, DimensionfDrpo]]
Dimensione®rpo = {57, 120

m B.13 Matriz_de Diafragma Rigido de la estructura.- 8 plantas: 8x8

Driro  Ns7x20 Ns7x20 Ns7x20 Ns7x20 Ns7xoo Ns7x2o Ns7x2o
Ns7x20 Dmipo  Ns7x20 Ns7x20 Ns7xo0 Ns7xeo Ns7x2o Ns7x2o
Ns7x20 Ns7x20 D1ipo Ns7x2o Ns7xoo Ns7x2o Nszxoo Ns7x2o
Ns7x20 Ns7x20 Ns7xo0 Dmipo Ns7xoo Ns7x2o Nsz7xoo Ns7x2o ]
Ns7x20 Ns7x20 Ns7x20 Nszx20 Dtipo Nszx2o Ns7x20 Nszxeo [V
Ns7x20 Ns7x20 Ns7x20 Ns7x20 Nszxeo Dmipo Ns7x2o0 Ns7x20
Ns7x20 Ns7x20 Ns7x20 Ns7x20 Nszxeo Ns7x20 Dmipo Ns7x2o
Ns7x20 Ns7x20 Ns7x20 Ns7x20 Nszxeo Ns7x20 Ns7x2o Dripo

Dasexi60 = BlockMatrix|

Ns7x20 = ZeroMatriX57, 12Q; D1goxase = Transposi asexisol;

PrinfDimensione® 561160 =, DimensionfDs56x160] ]
PrinfDimensione®160x456 =, DimensionfD160x456] ]

Dimensione®se4160 = {456, 960
Dimensione®gox456 = {960, 456

m B.14 Sistemasde Lagrange.- De acuerdo con el epigrafe 6.2.2 y disponiendarlatrices calculadas
en la forma indicada por [6.34], se tiene, paracadtodo:

Cleafx]

K D
KLagrange _ BIockMatriX[( 160x160 160x456)

456x160 Nasexas6

M 160x160 Di60xas6

MLagrangestixio = BIockMatrix[( Dasex160 Nasexass
X X

)J; Nassxass = ZeroMatrix456];

PI’lnt[DlmenSIOHEﬂi( Lagrange = DlmenSlOl’leM Lagrange®Mixto =, DImenSIOnE( Lagrange]]
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Método matricial bajo restricciones cinematicas ANEXQviddelo 8

DimensioneX |agrange = Dimensione$/ | agrangeomixto = {1416, 1416

= Elementosde las matrices.- Se muestra a continuacion sendas matrices dpiéapor motivos

de espacio, se incluyen solo las primeras colun{méanse en soporte informatico adjunto los dekasro

completos)

m Método Clasico:

MatrixForm K agrangel
2531. 25 + 452531, x 0 0 0
0 2531. 25 +452531. x O 5062. 5
0 0 450000. +5062.5x% 5062. 5 x3
0 5062. 5 5062. 5 x3 13500. +13500. x3 + 2. x 105 (0. 000675 x + 0. 000675
-5062.5 0 -5062. 5 x3 0
-5062. 5 x 5062. 5 x 0 0
-450000. X 0 0 0
0 -2531. 25x 0 0
0 0 -2531. 25x3 0
0 0 0 ~2. x10° (0. 000675 X + 0. 000675 x?)
0 0 -5062. 5 x3 0
0 5062. 5 x 0 0
0 0 0 0

= Método propuesto:

MatrixForn{M LagrangeOMixto]
2531.25 0 0 0
0 2531.25 0 5062. 5
0 0 450000. +5062.5x 5062.5x
0 5062.5 5062.5Xx 13500. +13500. x + 2-x10° (0.000675:0. 000675 x)
-5062.5 0 -5062. 5x 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 -2531. 25x 0
0 0 0 ~ 2.x108 (0. oooelgmo. 000675 x3)
0 0 -5062. 5x
0 0 0 0

= Curvas de condicionamienot- Se introduce la orden que nos devuelve las cujyasmuestra

los valores (eje de ordenadas) del nimero de adndite la matrices correspondientes, calculado8rseg

la norma matricial 2

autovalorefon_] := N[EigenvaluefK | agrange /- X — lon]] ratiol[lon_] := Block[{a},
a= autovaloregon] // Abs; Maxa]/Min[a]] Ploffratiol[xx], {xx, 0.5, 4]

autovaloregon_] := N[EigenvalueB\ | agrangeomixto /- X = lon]] ratiol[lon_] := Block[{a},
a= autovalorefon] // Abs; Maxa]/Min[a]] Ploffratiol[xx], {xx, 0.5, 4]
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Método matricial bajo restricciones cinematicas ANEXQviddelo 8

4x 10" 1.88x 10"
3 10% 1.87x10,
. 1.86x 10
2x 10 1.85x 10"
1x 10% 1.84x10"
b 1 2 3 4
1 2 3 4

Obsérvese el espectacular aumento del niUmerorgkcain que ha sufrido la Matriz de Lagrange corre-
spondiente al Método Clasico, respecto a la matrieriork 5c.og Sin condiciones de restriccion.

Para x=1, es decir, si todas las barras tienemdma seccion, se obtienen los siguientes grafiaeres
maximos de los elementos de las matrices, valaesiinero de condicicién, del determinante y elemen
tos no nulos (%) de la Matriz

m Esquema grafico de la distribucién de los elementa® nulos.La siguiente orden nos muestra
en esquema la distribucién de los elementos ncsrdgda matriz de rigidez de la estructura cornedpo
ente a cada una de los métodos:

x=1;

MatrixPlofK | agrange, MaxMatrixSize— 2000 MatrixPlIo{M | agrangeomixto, MaxMatrixSize— 200Q

1 500 1000 1416 1 500 1000 1416
1F 1 1 1
500 500 500 500
1000 1000 1000 1000
1416 1416 1416 1416
1 500 1000 1416 1 500 1000 1416
Método Clasico(K | agrange Método propuestaM  agrangeomixtd

m Esquema grafico de la distribucidon de los elementadominantes.La siguiente orden nos
muestra la distribucién de los elementos en fundémsus valores numeéricos, marcando con un recuadro
negro los elementos dominantes, en tono de gaseslores menores y en blanco los elementos negati

MatrixPlof K |agrange, MaxMatrixSize— 50,
ColorFunction» (GrayLevell — #] &), ColorFunctionScaling> True]

MatrixPIofM | agrangeomixto, MaxMatrixSize— 50,
ColorFunction» (GrayLevell — #] &), ColorFunctionScaling> True]
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Método matricial bajo restricciones cinematicas ANEXQviddelo 8

1 500 1000 1416 1 500 1000 1416
1 1 1 1
500 500 500 500
1000 1000 1000 1000
1416 1416 1416 1416
1 500 1000 1416 1 500 1000 1416
Método Clasico(K Lagrange) Método propuestaM | agrangeomixto)

Las graficas describen las ubicaciones de elemeaftosnantes en relacién con los de menor valor
(absoluto) dando una idea de la homogeneidad delso®entos. Comparando estas graficas con las
anteriores, se observan los elementos que pierttatae frente a los dominanes, debido a las difeasn

en sus nameros de orden.

= Valores maximos de los elementos de las matricekas valores de los elementos de mayor
valor absoluto de cada una de las matrices secdgmupedir al programa, que para x=1 valen:

Max{AbSIK _agrangel] = 910125.
Max[AbS[M agrangeomixto]] = 910125.

m Para x=1, es decir, si todas las barras tienenidma seccion, se obtienen los siguientes valores
del nimero de condicicidn, del determinante y decslementos no nulos (%) de la matriz

PrinfNUmero de condicion di | agrange = »
Max[Abs|EigenvaluefK Lagrangell]/ Min [Abs[EigenvalueK Lagrangelll]

PrinfNumero de condicion d®l agrangeoMixto = »
Max[Abs{EigenvalueM | agrangeemixtol1]/ Min[Abs[EigenvalueBV | agrangeoMixto]11]

Prlnt[DetermW]ante dK Lagrange =, Del[K Lagrange]]
PrinfDeterminante d&/ | agrangeoMixto = » D€{M LagrangeeMixtol]

PrinfElementos no nulo®s) deK | agrange = , 1/ 9607 (96(7 — (CounfFlatteriK | agrangel, 01)) 100.%]

PrinfElementos no nulo®6) deM _agrangeoMixto = » 1/ 96 (9607 — (CounfFlatteriM _agrangeomixto], O1)) 100.%]

y que valen:
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Método matricial bajo restricciones cinematicas ANEXQviddelo 8

Namero de condicion dé€agrange = 3.02917% 10
NL'Jmel'O de COﬂdICIén (MLagrangeDMixtoto = 1.83293< 1010

Determinante d&| agrange = 8.846469371499194107°%
Determinante d# | agrangeomixtoto = 1.92463196926319210%°%

Elementos no nulos (%) # agrange = 0.6328 %
Elementos no nulos (%) & agrangeomixtoto = 0.485173 %

m Resoluciéndirecta del Sistemade Lagrange.- Con objeto de comparar resultados entre uno y
otro método, se calculan los corrimientos suporaamth carga P horizontal positiva aplicada en dbnu
superior izquierdo de la estructura de 100 KN.

P960= TablgO0, {i, 960}, {j, 1}]; P96Q[1]] = {100}

_( P960
P1416= BIockMatrlx[(

N45 6)]; N456= ZeroMatri456, 1;

= Método Clasico.-Para la matriX agrange S€ tiene
LinearSolvéK | agrange, P1416

LinearSolve::luc: Resultfor LinearSolve of badly condigaimatrix
{{455063., 0., 0., 0+5062.5,-5062.5,-450000., 0., 0., 05<1406>}, «9>, «1406>}
may contain significant numerical errors. Morée'...

El programa da un aviso indicando que los resultpdesien contener importantes errores debido
al mal condicionamiento de la matriz.

Los corrimientos de los seis primeros nudos (enasstradianes) con la matig agrange SON:
(El resto de los corrimientos pueden consultarsel saporte informatico adjunto -modelo 8-)

Nudos Ui Vi Wi 7] A 7
1— (0.090750% {-0.038952 {0.00066151]  {0.000584695 {0.00142038 {0.00515865
2 — {0.090750], {-0.0183174 {-0.00023980B {0.000311858 {0.00083235 {0.00515865
3 — {0.090750], {0.00231718 {-0.0010410}, {0.00013486R {0.0013655  {0.0051586%
4 —  {0.0701155 {-0.038952, {0.000894908  {0.000331978 {0.00114988 {0.00515865
5— {0.0701155 {-0.0183174 {-0.0000261721 {0.00017564}] {0.00065967} {0.00515865
6 — {0.0701155% {0.00231718 {-0.0000447687 {0.000064954) {0.000663133 {0.0051586%5
= Método propuesto.-Para la matriM  agrangesmixto S€ tiene

LInearSOlV@M LagrangeOMixto, P1416

LinearSolve::luc: Resultfor LinearSolve of badly condigoh
matrix{{2531.25, 0., 0., 05-5062.5, 0., 0., 0., 0., 0<1406>}, «9>, «1406>}
may contain significant numerical errors. Moré'...

El programa da un aviso indicando que los resultpdesien contener importantes errores debido
al mal condicionamiento de la matriz.
Los corrimientos de los seis primeros nudos (enasstrradianes) con la matid | agrangeomixto
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Método matricial bajo restricciones cinematicas ANEXQviddelo 8

son:
(El resto de los corrimientos pueden consultarsel saporte informatico adjunto -modelo 8-)

Nudos Ui Vi Wi @ A X
1— {0.0888359 {-0.038182, {0.00059133B3 {0.000571839 {0.0013413f 0.005059,
2 — {0.0888359, {-0.017946, {-0.0002259}, {0.00029873B {0.000588591 {0.005059,

4 — {0.0685999 {-0.038182 {0.00086154h  {0.00032664) {0.0010976%, {0.005059,
5— {0.0685999 (-0.01794¢, {-0.0000469187 {0.0001672}, {0.000639205 {0.005059,

{ {

{ {

3 — {0.088835% (0.00228995 {-0.00097186} {0.00012627, {0.0013509, {0.005059,
{ {

{

6 — {0.068599% (0.00228995 {-0.0000367199 {0.0000595196 {0.000507278 {0.005059,

m B.15 Resolucidnde los Sistemasde Lagrange por transformacion de columnas- De acuerdo con lo
expresado en el epigrafe 6.3.1, introduciremososrSistemas de Lagrange aquellas combinaciones
lineales de sus columnas tales que se elimineagantégnitas de corrimiento como ecuaciones de
inelogabilidad se han introducido en el sistema.

m Ensamblaje directo de la Matriz de Transformaciéndebido al Diafragma Rigido para la
planta tipo (Dtpo).- Matriz de tranformacion de los elementos [10.2Q].0.21]:

100000 10000 -yl 10000 —y2
010000 01000 xi 01000 x2
001000 00100 O] 00100 O

d=1000100/™|oo000 0™ 00000 o0
000010 00000 O 00000 O
000001 00000 1 00000 1
10000 -y3 10000 -y4 10000 -y5
01000 x3 01000 x4 01000 x5
00100 O 00100 O 00100 O

To3=l6 0000 o™ |ooo00 o™ |oo0000 o
00000 O 00000 O 00000 O
00000 1 00000 1 00000 1
10000 -y6 10000 —y7 10000 -y8
01000 x6 01000 x7 01000 x8
00100 O 00100 O 00100 O

To6=lo 0000 0™ |oooo00 o™ |oo0000 0
00000 O 00000 O 00000 O
00000 1 00000 1 00000 1
10000 -y9 10000 -ylC 10000 -yl
01000 x9 01000 x10 01000 xi1
00100 O 00100 O 00100 O

Tos=lo 0000 o[™°|o0000 0™ |o0000 o
00000 O 00000 O 00000 O
00000 1 00000 1 00000 1
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Método matricial bajo restricciones cinematicas ANEXQviddelo 8

10000 —yl12 10000 —yli3 10000 -yl4
01000 xi2 01000 xi3 01000 xi4
00100 O 00100 O 00100 O

Tor2=1 g 0000 o [™3% (00000 0 [ |o0o000 o
00000 O 00000 O 00000 O
00000 1 00000 1 00000 1
10000 —yl5 10000 —yl6 10000 -yl7
01000 xi5 01000 xl6 01000 xi7
00100 O 00100 O 00100 O

To1s=1 00000 o [ (00000 0 [ |o0o000 o
00000 O 00000 O 00000 O
00000 1 00000 1 00000 1
10000 -yl8 10000 —ylg 000
01000 x18 01000 xi9 000
00100 O 00100 O 100

To1s=1 g 0000 o [ (o0000 o0 [ |010]
00000 O 00000 O 001
00000 1 00000 1 000

Tripo =

ld Ngx3 Nexa Nex3 Nex3 Nex3 Nex3 Nex3 Nexa Nexa Nexa Nexa Nex3 Nex3 Nex3 Nex3a Nexa Nexa Nexa Nex3
T10 Tj Nexa Nexs Nex3 Nexa Nex3 Nexa Nexa Nexa Nexs Nexs Nexa Nexa Nexa Nexa Nexa Nexs Nex3 Nex3
T2o0 Nexa Tjj Nexa Nexa Nexa Nex3 Nexa Nexa Nex3 Nexa Nexa Nexa Nexa Nexa Nexa Nexa Nexa Nexa Nexa
T30 Nexa Nexa Tjj Nexs Nexa Nex3 Nex3 Nexa Nex3 Nex3 Nexa Nex3 Nexs Nexa Nexa Nex3 Nexs Nexa Nexa
Tao Nexa Nexa Nexs Tjj Nexa Nex3 Nexa Nexs Nex3a Nexs Nexs Nexa Nexa Nexa Nexa Nexa Nexas Nex3 Nex3
Ts0 Nexa Nex3 Nex3 Nexa Tjj Nex3 Nexa Nexa Nex3 Nexa Nexa Nexa Nexa Nexa Nexa Nexa Nexa Nexa Nexa
Te0 Nex3 Nexa Nex3 Nexa Nexa Tjj Nexa Nexa Nex3 Nexa Nexa Nex3 Nexa Nexa Nexa Nexa Nexa Nexa Nexa
T70 Nex3 Nexa Nex3 Nex3 Nexa Nex3 Tj Nexa Nex3 Nex3 Nexa Nex3 Nex3 Nexa Nex3 Nex3 Nexs Nexa Nexa
Tgo Nexa Nex3 Nexs Nex3 Nexa Nex3 Nexa Tj Nex3a Nexs Nexs Nexa Nexa Nexa Nexa Nexa Nexs Nex3 Nex3
BIockMatrix[ Too Nexa Nexa Nex3 Nexa Nexa Nex3 Nexa Nexa Tjj Nexa Nexa Nexa Nexa Nexa Nexa Nexa Nexa Nexa Nexa ]

T100 N6x3 Nex3 Nex3 Nex3 Nexs Nexa Nex3 Nexs Nexa Tjj Nexs Nexa Nex3 Nex3 Nexa Nexa Nex3 Nexs Nex3
T11,0 N6x3 Nexa Nex3 Nexa Nexa Nexa Nexa Nex3 Nexa Nexs Tjj Nexa Nexa Nexs Nexs Nexa Nex3 Nex3a Nexa
T120 N6x3 Nexa Nex3 Nex3 Nexa Nexa Nex3 Nexa Nexa Nex3 Nexa Tjj Nex3a Nexa Nexa Nexa Nex3 Nexa Nex3
T130 N6x3 Nexa Nex3 Nex3 Nexa Nex3 Nex3 Nexa Nexa Nex3 Nexa Nexa Tjj Nexa Nexa Nex3 Nex3 Nexa Nex3
T140 Nex3 Nex3 Nex3 Nex3 Nexs Nexa Nex3 Nex3 Nexa Nex3 Nexs Nexa Nex3 Tjj  Nexa Nex3 Nex3 Nexs Nex3
T150 Nex3 Nexa Nex3 Nexa Nexs Nexa Nexa Nex3 Nexa Nexs Nexa Nexs Nexa Nexa Tjj Nexa Nex3 Nexa Nexa
T160 N6x3 Nexa Nex3 Nex3 Nexa Nex3 Nex3 Nexa Nexa Nex3 Nexa Nexa Nex3 Nexa Nexa Tjj Nex3 Nexa Nex3
T170 N6x3 Nexa Nex3 Nex3 Nexs Nexa Nex3 Nex3 Nexa Nex3 Nexs Nexa Nex3 Nex3 Nexa Nexa Tjj  Nexs Nex3
T18,0 N6x3 Nexa Nex3 Nexa Nexs Nexa Nexa Nex3 Nexa Nexs Nexa Nexs Nexa Nexs Nexs Nexa Nexs Tjj Nexa
T190 Nex3 Nexa Nex3 Nex3 Nexa Nex3 Nex3 Nexa Nexa Nexa Nexa Nexa Nexa Nexa Nexa Nex3a Nexa Nex3z Tjj

Nexz = ZeroMatri{6, 3];
PrinfDimensioned 11po =, DimensiongT t1po 1]
Dimensione§ 1jpo = {120, 63

= Matriz de Transformacién de la estructura debida adiafragma(Tp).- Por ser 8 pantas (8x8)
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Tripo  Ni2oxe3 Nizoxes Nizoxes Nizoxss Nizoxes Nizoxes Nizoxes
Ni2oxes Tmipo  Ni2oxss Nizoxsza Nizoxes Nizoxss Nizoxes Nizoxes
Ni2oxes Nizoxes Tmipo  Nizoxesa Nizoxes Nizoxss Nizoxez Nizoxes
Ni2ox63 Ni2oxea Nizoxez TTipo  Nizoxes Nizoxsz Nizoxes Nizoxes ]
Ni2oxe3 Nizoxes Nizoxes Nizoxss Tmipo  Nizoxes Nizoxes Nizoxes |
N12oxe3 Nizoxes Nizoxss Nicoxsza Nizoxes Ttipo  Nicoxes Nizoxes
Niooxe3 Nizoxes Nicoxsz Nizoxes Nicoxss Nizoxes Ttipo  Ni2oxes
Niooxe3 Nizoxes Nicoxss Nizoxes Nicoxes Nizoxes Nizoxes Tripo

Tp = BlockMatrix|

N120x63 = ZeroMatri120, 63;
PrinfDimensioneg p =, DimensionfT p]]
Dimensionedp = {960, 504

Y recordando que:

K1eoxi60 Disoxass

M 160x160 D160x456)]
Dusex160 Nasexase

K Lagrange = BlockMatrix (
o [ Dasex160 Nasexass

)] yM Lagrange®Mixto = BlOCkMatriX[(

de las cuales se perdera la ultima fila de lopa&s/os Sistemas de Lagrange, esto es, las eceaaiten
Diafragma Rigido, ya que las matricBgsexisc Y Tp Son divisores de cero, como se demostré en el
apartado 8.4 y para comprobar que la matriz pradsiguiente es nula, le pedimos al programa el maxi
valor absoluto de sus elementos:

Max[Abs[Dasex160.- Tpl] = 0

Postmultiplicando, pues, la primera columna de ardistemas por la Matriz de Transformaciasn se
obtienen los sistemas transformadas y Mp siguientes, donde el subindiBeindica que la transfor-
macién es debida a las condiciones de Diafragmia®ig

Clearx]

Kp = BlockMatrix{( K1soxieo- To Disoxase)] Yy Mp = BlockMatrix{( M1eoxi60-To Disoxase )];
PrinfDimensiones d&, = Dimensionesd® p, DimensionfKp]]
Dimensiones d&p = Dimensionesd®p = {960, 960

» Elementosde las matrices- Se muestra a continuacion sendas matrices dgiéagpor motivos
de espacio, se incluyen solo las primeras colum(maanse en soporte informatico adjunto los debasro
completos)

m Método Clasico:

MatrixFormKp]
2531.25+0.x O 0 0
0 2531.25+0. x O 5062. 5
0 0 450000. +0. x3 5062.5x3
0 5062. 5 0. x3 13500. +13500. x3 + 2. x10° (0. 000675 x + 0. 000675 x3)
-5062.5 0 0. x8 0
0. x 0. x 0 0
2531.25+0.x O 0 0
0 2531.25+0. x O 0
0 0 450000. +0. x3 0
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0 5062. 5 0. x3 ~2. x 108 (0. 000675 x + 0. 000675 x3)
-5062. 5 0 0. x8 0
0. x 0. x 0 0
2531.25+0.x O 0 0

= Método propuesto:

MatrixFormMp]

2531.25 0 0 0
0 2531.25 0 5062. 5
0 0 450000. +0. x 5062.5x
0 5062.5 0. x 13500. + 13500, x + 210° (0.000675x:0. 000675x)
-5062.5 0 -10125. x 0
0 0 0 0
2531.25 0 0 0
0 2531.25 0 0
0 0 450000. +0. x O
0 5062. 5 0. x _ 2.x108 (0. oooezgmo. 000675 x3)
-5062.5 0 -10125. x 0
0 0 0 0
2531.25 0 0 0

m Curvas de condicionamienta- Como consecuencia de la transformacién introdueid los
sistemas, los numeros de condicién disminuyen foal@ valor de x, como puede observarse comparando
las siguientes graficas con las correspondient8stma de Lagrange sin modificar.

Se introduce la orden que nos devuelve las cunvasrguestra los valores (eje de ordenadas) del mimer
de condicidn de la matrices correspondientes, lzalos segun la norma matricial 2

autovaloregon_] := N[Eigenvaluegp /. x - lon]] ratiol[lon_] := Block{{a},
a= autovaloregon] // Abs; Maxa]/Min[a]] Plofratio1[xx], {xx, 0.5, 4]

autovalorefon_] := N[EigenvaluegMp /. x — lon]] ratio[lon_] := Block[{a},
a= autovaloreBon] // Abs; Maxa]/Min[a]] Ploffratiol[xx], {xx, 0.5, 4]

700000 449830
650000 449820
500000 449810
449800
550000 449790
500000 449780

1 2 3 4 1 2 3 —4

Método Clasico(Kp) Método propuestaMp)

Para x=1, es decir, si todas las barras tienaeridma seccion, se obtienen los siguientes grafiaeres
maximos de los elementos de las matrices, valaksionero de condicicidn, del determinante y elemen
tos no nulos (%) de la Matriz

m Esquema grafico de la distribucion de los elementa®m nulos.La siguiente orden nos muestra

en esquema la distribucién de los elementos ncsrddda matriz de rigidez de la estructura cornedpo
ente a cada una de los métodos:

x=1;
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MatrixPlofK p, MaxMatrixSize— 2000 MatrixPlofM p, MaxMatrixSize— 2000

1 200 400 600 800 960
= 1

1 200 400 600 800 960

11 1 = 1
200 200 200 200
400 N 400 400 400
600 600 600 600
800 - {800 800 800
960 960 960 960

1

200 400 600 800 96

Método Clasico(Kp)

0

1 200 400 600 800 960

Método propuestaMp)

m Esquema grafico de la distribucidon de los elementadominantes.La siguiente orden nos
muestra la distribucién de los elementos en fundémsus valores numeéricos, marcando con un recuadro
negro los elementos dominantes, en tono de gaseslores menores y en blanco los elementos negati

MatrixPlofK p, MaxMatrixSize— 50,
ColorFunction- (GrayLeve]l — #] &), ColorFunctionScaling> True]

MatrixPlofM p, MaxMatrixSize— 50,
ColorFunction- (GrayLeve]l — #] &), ColorFunctionScaling> True]

1 200 400 600 800 960 1 200 400 600 800 960
. 1 13 1
[ | [ |
200 i 200 200 i 200
1 1
400 L 400 400 L 400
LL L1
600 L A 600 600 L 600
5 [ ] 5 [ ]
800 & 800 800 P 800
' | N |

960 L 960 960 L 960
1 200 400 600 800 960 1 200 400 600 800 960
Método Clasico(Kp) Método propuestaqMp)

Las graficas describen las ubicaciones de elemeaddosnantes en relacion con los de menor valor
(absoluto) dando una idea de la homogeneidad delsoentos. Comparando estas graficas con las
anteriores, se observan los elementos que piert&taé frente a los dominanes, debido a las difgasn

en sus Ordenes de magnitud.

= Valores maximos de los elementos de las matricekss valores de los elementos de mayor
valor absoluto de cada una de las matrices secdgmupedir al programa, que para x=1 valen:

Max{Abs[Kp]] = 910125.
Max{Abs[Mp]] = 910125.
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m Valores del numero de condicién, determinante y elementos no nulos (%) de las
Matrices.- Con las siguientes 6rdenes obtenemos los valoeesdalicitamos:

PrinfNiumero de condiciéon dép =, Max{Abs[EigenvaluefK p]]]/ Min[Abs[Eigenvaluef p]1]]

PrinNimero de condicién dielp =, Max{Abs/EigenvaluefM, ]]]/ Min[Abs EigenvaluegVip]]]]

PrinfDeterminante d&p =, DefKp]]
PrinfDeterminante d&p =, DefMp]]

Prin{Elementos no nulo@b) deKp =, 1/960 (96F — (CounfFlatteriK p], 0])) 100.%)]
PrinfElementos no nulo@b) deMp =, 1/960 (96F — (CountFlatteriM ], 0])) 100.%]

y que valen:

Ndmerc de condicion d&p = 449781.
NUmerc de condicion dép = 449780.

Determinante d&p = 8.8464693716878tx 10*°*
Determinante d&lp = 1.9246319692654¢x 107°*

Elementos no nulos (%) d& = 1.20421 %
Elementos no nulos (%) dép = 1.16428 "%"

m Resoluciénde los sistemas- Resolviendo cada uno de los sistemas con las estilie coefi-
cienteKp y Mp se tendra:

Pp = P960;
= Método Clasico.-Para la matriKp se tiene
LinearSolvéK p, Pp]

Es de observar como en la resolucion de este sigtkpragrama deja ya de emitir el aviso de posibles
errores, debido a la enorme mejora que ha suélidondicionamientode su matriz de coeficienteslaon
Ultima tranformacion introducida en ellos.

Los corrimientos de los seis primeros nudos (enasatradianes) con la matiz son:
(El resto de los corrimientos pueden consultarsa eaporte informatico adjunto -Modelo 8 Mixto-)

Nudos  u; Vi Wi @ Y b

0 — {0.0907501, {-0.038952, {0.00066151] {0.00058469F {0.0014203§ {0.00515865
1— {—0.00090132h {0.000311858 {0.0008323%

2— {—0.00170258 {0.00013486 {0.001365%

3— {0.00023338 {0.00033197B {0.00114988

4 — {—0.00068768 {0.00017564} {0.00065967}

5— {—0.00070628p {0.000064954}1 {0.00066313B3

= Método propuesto.-Para la matriM p se tiene

LinearSolv§Mp, Pp]
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Es de observar como en la resolucion de este sistbpragrama deja ya de emitir el aviso de posibles
errores, debido a la enorme mejora que ha suélidondicionamientode su matriz de coeficienteslaon
ultima tranformacion introducida en ellos.

Los corrimientos de los seis primeros nudos (enassatradianes) con la matizp son:
(El resto de los corrimientos pueden consultarsel saporte informatico adjunto -Modelo 8 Mixto-)

Nudos Ui Vi Wi @ it b

0 — {0.0888359 {—0.038182, {0.000591338 {0.000571830 {0.0013413F {0.005059,
1— {-0.000817243 {0.000298738 {0.00058859%%

2 — {—0.00156319 {0.0001262%, {0.0013509

33— {0.000270218 {0.0003266489 {0.0010976Y,

4 — {—0.00063825p {0.0001672}], {0.000639208

5— {—0.000628058 {0.000059519% {0.000507278

donde las pequefias diferencias son debidas adosdeos del ordenador.

m B.16. Eliminacién _de las_incégnitas correspondientesa los Multiplicadores de Lagrange.- De
acuerdo con lo establecido en el epigrafe 8.512ulemdo la transpuesta de la Matriz de Transforéamaci
correspondiente a las vig@g y premultiplicando por ésta las matri¢eés y Mp se obtendran las matrices

D D
Kp y Mp donde el superindice indica que dichas matricassh&ido una transformacion (combinacion
lineal en sus filas) debido a las condiciones ddrBgma Rigido. Asi, pues, se tiene

Tper = Transpos@ pJ;
Prinf Dimensiones d& per =, Dimension§T per]]

Dimensionesdé&per = {504, 960
Y recordando que:

Kp =
BlockMatrix{( K1sox160-To Disoxase)] Yy Mp = BlockMatrix{( M 1sox160-To  Dieoxase )1;

perdiéndose el ultimo bloqu®yecxase Ya que las matriceS per ¥ Digcxase Son divisores de cero y para
comprobar que la matriz producto siguiente es relpedimos al programa el maximo valor absoluto de
sus elementos:

Max[AbS[T per.D1goxasel] = O

Postmultiplicando, pues, la primera columna demagrices anteriores por la Matriz de Transformacién
Tper antes ensamblada, se obtienen lan siguientnecesatri

Cleaix]

D D
Kp = Tper.K160x160- Tp; Mp = Tpet.-M1e0x160-TD;

. . - D . - D . . D
PrinfDimensione&p = Dimensioned/p =, DimensionfKp ||

D D
Dimensionesd& p = Dimensione$/p = {504, 504
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= Elementosde las matrices- Se muestra a continuacion sendas matrices dgiégagpor motivos
de espacio, se incluyen solo las primeras colun{méanse en soporte informatico adjunto los debasro
completos)

= Método Clasico:

D

MatrixForn|Kop|
50625. +0. x 0
0 50625. +0. x
0 0
0 5062.5
-5062.5 0
1.08851x 108 x - 72 (2531. 25 + 452531. x) - 96 (2531. 25 + 455063. X) - 36 (2531. 25 + 905063. Xx) -1.08456x108 x + 44 (2531. 25 + 4525
0 0
0 5062. 5
-5062.5 0
0 0
0 5062. 5
-5062.5 0
0 0
0 5062. 5
-5062.5 0
0 0
0 5062.5
-5062.5 0

= Método propuesto:

D
MatrixForm{Mp|

50625. 0 0 0
0 50625. 0 5062. 5
0 0 9. x108+0. x 0. x
0 5062.5 0. x 13500. + 13500, x + 2x10° (0.000675x:0. 000675x)
-5062.5 0 -10125. x 0
-516375. 364500. O 0
0 0 450000. +0. x O
0 5062. 5 0. x ~ 2.x10% (0. oooeigma 000675 x3)
-5062.5 O -10125. x 0
0 0 450000. +0. x O
0 5062.5 0. x 0
-5062.5 0 0. x 0
0 0 450000. +0. x -5062.5x
0 5062.5 0. x 6750. x
-5062.5 O -10125. x 0

m Curvas de condicionamienta- Como consecuencia de la nueva transformaciéodutida en
los sistemas, el nimero de condicion correspondieMgtodo Clasico sufre una espectacular dismdmuci
para todo valor de x, como puede observarse comg@ias siguientes graficas con las correspondiente
al sistema anterior.

autovalorefon_] := N[Eigenvalue[slzD /. x> lon|| ratioJlon_] := Block{{a},
a= autovaloregon] // Abs; Maxa]/Min[a]] Ploffratiol[xx], {xx, 0.5, 4]

autovaloregon ] := N[EigenvalueEl\E}ID /. x - lon|] ratiol[lon_] := Block{{a},
a= autovalorefon] // Abs; Maxa]/Min[a]] Ploffratiol[xx], {xx, 0.5, 4]
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700000 275000
600000 250000
500000 225000
300000
200000 175000
100000 150000
1 2 3 4 1 2 3 —4
. .. (D 3 D
Memdocmaa{KD) Memdomommﬁ{MD)

Para x=1, es decir, si todas las barras tienemdma seccion, se obtienen los siguientes grafiaeres
maximos de los elementos de las matrices, valaesiinero de condicicién, del determinante y elemen
tos no nulos (%) de las Matrices.

= Esquema grafico de la distribucién de los elementa® nulos.La siguiente orden nos muestra
en esquema la distribucién de los elementos ncsrdgda matriz de rigidez de la estructura cornedpo
ente a cada una de los métodos:

X =1;
. D B - . D . .
MatrixPlofK p, MaxMatrixSize— 1000 MatrixPlo{Mp, MaxMatrixSize— 1000
1 200 400 504 1 200 400 504
i aw— 1 i yre— 1
200 200 200 200
400 —1400 400 ~1400
504 ®]504 504 I N 504
1 200 400 504 1 200 400 504
. .. (D B D
Método CIaS|co(K D) Método propuestc(M D)

m Esquema grafico de la distribucion de los elementasominantes.La siguiente orden nos
muestra la distribucién de los elementos en fundéisus valores numéricos, marcando con un recuadro
negro los elementos dominantes, en tono de goseslores menores y en blanco los elementos negati

D
MatrixPlofK p, MaxMatrixSize— 50,
ColorFunction- (GrayLeve]l — #] &), ColorFunctionScaling True]

D
MatrixPlofMp, MaxMatrixSize— 50,
ColorFunction- (GrayLeve]l — #] &), ColorFunctionScaling True]
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200 400 504 200 400 504
1 1 1 1
200 g 200 200 . 200
400 "7 400 400 T 400
504 504 504 504

200 400 504 200 400 504
. .. (D 3 D
Método CIasmo(K D) Método propuest({M D)

= Valores maximos de los elementos de las matricekas valores de los elementos de mayor
valor absoluto de cada una de las matrices secdgmupedir al programa, que para x=1 valen:

Max[Abs[IED]] = 2.3355x 10’

Max[Abs[l\E/)I p|| = 2.3355¢ 10

m Valores del nimero de condicién, determinante y elementosno nulos (%) de las Matrices.-
Con las siguientes 6rdenes obtenemos los valoeesalicitamos y que valen:

Prin{NGmero de condicion dLE.D =,
Max[Abs[EigenvaIue[sl?D]]]/Min[Abs[EigenvalueB?D]]]]
Prin{NGmero de condicion ol D=,

Max[Abs[EigenvaIueB\?I o]]] / Min[Abs[EigenvaIue@?l olll]

Prin{ Determinante dt’D\D =, Det[l?D]]

Prin{ Determinante dGE/)I b=, Det[I\E/)I pl]

D D
Prin{Elementos no nulo@6) deKp =, 1/504 (5042 - (cOun{Flatter{KD], 0])) 100.%)]
D D
Prin{Elementos no nulo@e) deMp =, 1/504 (5042 - (Coun[Flatter[M bl o])) 100.%|

y que valen:

D

Nuamerc de condicion d&p = 190913
D

Nuamerc de condicién délp = 187430

D -

Determinante d& p = 8.8464693716878:x 102°%
D

Determinante d&lp = 1.92463196926490610°°%
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D
Elementos no nulos (%) de = 3.57064 %
D
Elementos no nulos (%) dép = 3.57064 %
m Resoluciénde los sistemas- Resolviendo cada uno de los sistemas con las esittie coefi-

D D
cientesKp y Mp se tendré:

D
Pp = Tpt.P96Q
. - D .
m Método Clasico.-Para la matriX, se tiene

LinearSoIv@zD, E’D]

con lo que, resolviendo los sistemas se obtendsamismas soluciones anteriores,

D
Los corrimientos de los seis primeros nudos (enasgtrradianes) con la matiz, son:
(El resto de los corrimientos pueden consultarsal eaporte informatico adjunto -Modelo 8 Mixto-)

Nudos u Vi Wi @ YA 7

0 — {0.0907501, {-0.038952, {0.00066151F {0.00058469F {0.0014203§ {0.00515865
1— {—0.00090132h {0.000311858 {0.0008323%

2— {—0.00170258 {0.00013486F {0.001365%

3— {0.00023338  {0.000331978 {0.00114988

4 —s {—0.00068769 {0.00017564} {0.00065967%

5— {—0.00070628p {0.000064954}1 {0.00066313B

D
= Método propuesto.-Para la matriM, se tiene
) D D
LinearSolvéMp, Pp|

D
Los corrimientos de los seis primeros nudos (enasgtradianes) con la matizy son:
(El resto de los corrimientos pueden consultarsel soporte informatico adjunto -Modelo 8 Mixto-)

Nudos  u; Vi Wi @ YA b

0 — {0.0888359, {-0.038182, {0.000591333 {0.00057183Q {0.0013413F {0.005059,
1— {—0.00081724B {0.000298738 {0.0005885%%

2 — {—0.00156319 {0.0001262%, {0.0013509,

3— {0.000270218 {0.00032664H {0.0010976%,

4 — {—0.00063825p {0.0001672},  {0.000639208

5— {—0.000628058 {0.000059519% {0.000507273

donde las pequefias diferencias son debidas adosdeos del ordenador.
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