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Capitulo 1

Introduccion

En 1960 el mateméatico ruso K.A. Sitnikov presenté un modelo del problema de tres
cuerpos conocido en la actualidad como el problema de Sitnikov. Dicho problema consi-
dera dos cuerpos con igual masa (masas primarias) que se mueven en un mismo plano
alrededor de su centro de masas como soluciones de un problema de dos cuerpos con
momento angular no cero. El tercer cuerpo de masa cero se mueve en la recta que
pasa por el centro de masas del sistema y es ortogonal al plano de movimiento de las
primarias. El problema de Sitnikov se centra en describir las érbitas de movimiento del
cuerpo de masa cero (en el capitulo 2 se presenta en detalle este problema). Existen
muchos trabajos referidos al problema de Sitnikov, en particular en el trabajo realizado
por J. Llibre y R. Ortega (ver [26]), se aplicé por primera vez una versién del método
de continuacion global de ceros para funciones dependientes de un parametro desarro-
llado por Leray-Schauder (ver [28]), con el fin de obtener familias de soluciones pares y
periddicas en el problema de Sitnikov. De forma maés precisa, se parte de una solucion
periddica del problema circular de Sitnikov (cuando la excentricidad e de las 6rbitas
de las primarias es cero) y se contintia para valores del pardmetro excentricidad no
necesariamente pequenios, e € |0, 1[. Como parte de los resultados en [26] se observa la
posibilidad de que una rama de soluciones no triviales que emana del problema circular
de Sitnikov colisione con la soluciéon trivial en un valor especial de la excentricidad. Es

aqui entonces donde se inicia mi proyecto de tesis doctoral, con el objetivo principal



de caracterizar estas colisiones con la solucion trivial.

De esta forma, esta memoria expone el trabajo de investigacién realizado acerca de la
continuacion global de soluciones pares y periddicas del problema de Sitnikov desde la
solucién trivial y no desde el problema circular como se hace en [26]. Se hace un andlisis
local de las bifurcaciones de soluciones periddicas que emanan desde la solucion trivial,
al igual que el tipo de bifurcaciéon de dichas soluciones, presentamos resultados de
estabilidad de las soluciones del problema linealizado de Sitnikov junto a la estabilidad
de la solucién trivial al igual que un resultado de coexistencia de soluciones para el
problema linealizado de Sitnikov por medio del estudio de una ecuacion de Ince.

Por otro lado, también se presenta una generalizaciéon del problema de Sitnikov en
donde se consideran N > 2 masas primarias moviéndose en un mismo plano. Para
este problema generalizado de Sitnikov se tratan las mismas preguntas desarrolladas
en [26] y [36] y se aplican las mismas técnicas utilizadas en estos ultimos trabajos para
el problema de Sitnikov. Cabe mencionar que en referencia al problema generalizado
de Sitnikov que en este trabajo de investigacion se considera quedan varias pregun-
tas pendientes las cuales se esperan desarrollar con mayor profundidad en trabajos

posteriores.



Capitulo 2

El problema de Sitnikov

Un problema clésico de la Mecanica Celeste (quizas el objetivo principal de estudio)
cuya formulacion se inicio hace ya varios siglos es el El Problema de los N-cuerpos.
Dicho problema consiste en estudiar un sistema de ecuaciones diferenciales que describe
el movimiento de N cuerpos (masas puntuales no nulas) en el espacio tres dimensional
las cuales interacttian unas con otras de acuerdo a la ley de atraccién gravitacional
de Newton. Mateméticamente el problema de los NV cuerpos se formula de la siguiente
forma. Sea P; = P;(t) € R® la posicién del cuerpo P; en cada instante de tiempo ¢ y
m; la masa de dicho cuerpo con j = 0,..., N —1. La ecuacién diferencial que gobierna

el movimiento de cada masa puntual P; esta dada por la ley de atracciéon gravitacional

de Newton
d’P; ou
, - _ 2.1
SEAPTE oP;’ (21)
donde U es el potencial Newtoniano dado por
mgm;
U=- G—-"—
2= (PR
<k<j<

G es la constante de gravitacion universal y ||Pj, — P;|| denota la distancia euclidiana
entre P y P;. Dado que dos cuerpos no pueden ocupar la misma posicién (caso en el
cual se presenta una colisién), el sistema de ecuaciones (2.1) esté bien definido en

N—
3N
Q=R"N— ] Q.
k=0,k#j

con Qp; = {(Po,Pa, -+ ,Py_1) € R*Y : P, =P, }.



El caso mas sencillo y para el cual se pueden describir explicitamente todas las solu-
ciones de (2.1) es el problema de dos cuerpos, N = 2. Los casos N > 3 siguen siendo
tema de estudio en la actualidad. Quizas uno de los principales objetos de estudio sobre
el sistema de ecuaciones diferenciales (2.1) es el comportamiento de las soluciones en
un intervalo de tiempo no acotado al igual que dar respuestas a preguntas como tales
como, la existencia o no de soluciones acotadas, la posible colisién en tiempo finito, la
existencia de soluciones oscilatorias y la existencia y construccién de soluciones periédi-
cas. En este tltimo caso el conocimiento de la érbita peridédica para un tiempo finito
permite conocerla para todo valor del tiempo. El problema de los N cuerpos atrajo
(y continta haciéndolo) la atencién de muchos matematicos, por ejemplo Newton, La-
grange, Poincaré, Birkhoff entre otros. De manera més reciente encontramos a Siegel,
Kolmogorov, Alekseev, Moser, Arnold, Chenciner entre otros. Toda esta afluencia de
cientificos alrededor de este problema trajo consigo la creacién y el desarrollo de nuevas
e importantes herramientas matematicas.

Ciertamente después de resolver en su totalidad el problema de dos cuerpos, el proble-
ma mas simple a estudiar es el problema de los tres cuerpos. Este caso presenta grandes
retos y en la actualidad se tienen muchos resultados parciales pero no un estudio com-
pleto de todas sus soluciones, pero si se consideran ciertas restricciones en el problema
de tres cuerpos se pueden determinar varios resultados de gran interés. Por esta razon
existen muchos trabajos referidos al Problema Restringido de los Tres Cuerpos el cual
consiste en describir los movimientos de un cuerpo de masa infinitesimal (en el calculo
formal se toma la masa igual a cero) digamos P, bajo la accién gravitacional de dos
cuerpos de masas no cero P; y P, llamados cuerpos primarios o simplemente primarias
que se mueven en Orbitas elipticas como soluciones de un problema de dos cuerpos.
Como es légico aparecen distintos problemas segun el movimiento de las primarias

que se considere, en relacion a esto, es posible clasificar la existencia de 30 problemas



restringidos de tres cuerpos distintos en dimensiones 1, 2 y 3 (ver [7]).

En esta memoria nos centramos en un problema restringido de tres cuerpos conocido
como el Problema de Sitnikov, llamado asi en honor al mateméatico ruso K. A. Sitnikov
[45] quien fué el primero en dar argumentos heuristicos para mostrar la existencia de
orbitas de tipo oscilatorio que corresponden a érbitas no acotadas en las cuales el cuerpo
de masa infinitesimal no llega a escaparse a infinito. Este tipo de orbitas fue predicha
por el astronomo J. Chazy en 1922 (ver [9]) al clasificar los comportamientos del cuerpo
de masa infinitesimal en el problema restringido de los tres cuerpos cuando el tiempo
tiende a infinito (Evoluciones Finales). En dicha clasificacién Chazy determind siete
grupos distintos, demostrando la existencia de seis, quedando pendiente el presentado
por Sitnikov. Quizas una de las principales razones por el cual es de interés el estudio
del problema de Sitnikov es que es el problema restringido de dimensiéon mas baja en
donde no hay presencia de colisiones. Mas aiun Alekseev en [2], [3], [4] demuestra que en
el problema restringido de los tres cuerpos considerado por Sitnikov se presentan todos
los movimientos finales establecidos por Chazy, dando asi un mayor valor al estudio de
este interesante problema.

La configuracién del problema restringido de tres cuerpos estudiada por Sitnikov es la
siguiente: Los cuerpos primarios de igual masa se mueven en un mismo plano (considere
el plano z, y) describiendo érbitas elipticas alrededor del origen (centro de masas) como
soluciones de un problema de dos cuerpos. El tercer cuerpo de masa infinitesimal se
mueve en la recta ortogonal al plano de movimiento de las primarias (el eje z) y pasa
por el centro de masas del sistema. (ver figura 2.1)

Normalizando el tiempo de manera que el periodo de las masas primarias sea 27, su
magnitud m; = my = 1/2y la constante gravitacional G = 1 la ecuacién de movimiento

que satisface la particula infinitesimal esta dada por

z

T eorp

—0, (2.2)



Sy
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Figura 2.1: Configuracién del sistema de los tres cuerpos en el problema de Sitnikov.

donde e € [0, 1] es la excentricidad de las orbitas elipticas de las primarias que es
un parametro de la ecuacién (2.2) y r(¢,e) es la distancia de las primarias al centro de

masas del sistema la cual estd dada por la ecuacién
1
r(t,e) = 5(1 —ecosu(t,e)). (2.3)

La funcién u(t, e) es la anomalfa excéntrica del sistema y satisface la ecuaciéon de Kepler
(ver [39])
u(t,e) —esenu(t,e) = t. (2.4)

Maés atin, para cada e € [0, 1] la anomalia excéntrica satisface
u(—t,e) = —u(t,e), u(t+2me)=u(t,e)+2m, VteR. (2.5)

Un primer resultado que presentamos en relacion a las soluciones de la ecuacién (2.2)

es sobre el intervalo maximal de definicién que ellas pueden tener. Sea e € [0, E] con



0 < E < 1, nétese que el problema de Sitnikov (2.2) se puede escribir en la forma

. —2z tr
Z=F(tZ), con F(t.Z)= (z, ) , (2.6)
(22 +r(t, 6)2)3/2
en donde Z = (2,2)" y F :] — 00, 0o[xR? — R? una funcién diferenciable. Mas atin
0 1
Dy F(t,7Z) = ,
ft.e) 0
322 1 A )
con f(t,e) = EET D T OB partir de (2.3) se deduce que
1 1

—3< f(t,e) <3—

(22 + i(l _ E)2)3/2 (22 + i(l + E)2)3/2’

para todo (t,e) €] — oo, 00[x[0, E]. Se sigue entonces que la funcién F es globalmente

Lipschitziana en Z es decir:
|F(t,Z)—F(t, Z)|| < L||Z — Z.||, paratodot€]— oo,o0],

con L = ||DzF(t, Z)||. Esto implica que F(t, Z) tiene un crecimiento a lo sumo lineal,
es decir:

17t 2 < LIZ| + 17 0)] -

A continuacién recordamos la siguiente proposicién que se encuentra en la teoria general

de las ecuaciones diferenciales ordinarias.
Proposicién 2.1. Sea D =]a,b[xR™ y F : D — R"! continua que
| F(t, X)|| < at) | X]|| + B(t), para todo (t,x) € D,
donde a, 5 son funciones continuas en |a,b[. Entonces la solucion mazimal de
X' =F(t,X), X(t) = Xo,
con (to, Xo) € D estd definida en |a, b|.

De la anterior discusién y la Proposicién 2.1 tenemos el siguiente resultado.



Proposicion 2.2. Cualquier solucion del problema de Sitnikov (2.2) estd definida para

todo t € R.

Cabe mencionar en este punto que toda solucién z(¢,e) de (2.2) es analitica en R X
[0,1]. Ademads (2.2) es invariante bajo la simetria (z,t) — (—z, —t). En consecuencia,
o(t,e) = —z(—t,e) es solucién de (2.2) siy solo si z(t, €) es solucién, més atn, si z(t, e)

satisface z(0) = £ podemos suponer que £ > 0.

Si tenemos que e = 0 nos referimos al Problema Circular de Sitnikov, en cuyo caso la
ecuacion (2.2) viene dada por

z
(2> +3)

Esta ecuacién diferencial autonoma define un sistema hamiltoniano integrable de un

grado de libertad y con hamiltoniano H dado por

con v = z.

En el problema circular de Sitnikov, las érbitas viven en las curvas de nivel H(z,v) = ¢,
con ¢ € [—2,00[, en consecuencia los diferentes valores de la constante ¢ determinan el
tipo de 6rbita en el espacio de fases (z,v). Se pueden observar tres tipos de trayectorias

que dependen del valor de c.

1. Si ¢ = —2 entonces z = 0,v = 0 por lo que el origen es un punto de equilibrio, mas

aun es un centro. Tenemos asi la solucién trivial z(¢) = 0.

2. Si —2 < ¢ < 0 tenemos curvas de nivel cerradas. Esta situacién corresponde al caso

de érbitas periddicas.

3. Si ¢ = 0 tenemos dos separatrices, que representan dos Orbitas parabdlicas. Es

decir, dos érbitas que se aproximan a infinito con velocidad cero. Esta afirmacion



es debida al siguiente hecho. Si ¢ = 0, de la conservacién de la energia tenemos la

ecuacion diferencial

Ho V2 (2.8)

(22(t) +1/4)"*

cuyas soluciones estan definidas en todo R. Por otro lado se considera el siguiente

enunciado

Proposicion 2.3. Sea g : U C R — R una funcion continua definida en un
intervalo abierto U de R. Si x :Ja,00]— U, © = x(t), es una solucion de la

ecuacton diferencial
&= g(x),

Y tlim x(t) = 2" con a* € U entonces g(z*) = 0.
—00

Demostracién. Consideremos la sucesion (n),ey. Por la regla de Barrow y el

teorema del valor medio para integrales tenemos que

nt1
s+ 1) =a(m) = [ glalo)ds
x(n+1)—z(n) =g(x(m))[(n+1) —n], paraalgin 7, €]n,n+ 1].

Note que la sucesién (7;,)nen, satisface lim 7,, = oo. Tenemos entonces por lo
n—o0o

anterior que

lim g(z(1,)) = g(z*) = lim [z(n+ 1) — z(n)] =0,

n—oo n—oo
lo que completa la demostracion. []

De la ecuacion diferencial (2.8) se sigue que 2(t) tiene un signo; por lo tanto

z(t) es mondtona y existe el limite th z(t) (finito o infinito). Como la funcién
— 00
V2
(22(t) + 1/4)

tlim z(t) = oo. Volviendo a la ecuacién (2.8) observamos que tlim £(t) = 0.
—00 —00

77 1o se anula, entonces de la anterior proposicion se deduce que



Figura 2.2: Diagrama de fases del problema circular de Sitnikov.

4. Si ¢ > 0 tenemos dos érbitas hiperbodlicas. Es decir, dos orbitas que se aproximan a

infinito con velocidad no nula. En efecto, para este caso se tiene

,é(t)::t\/c—I— 2 7z
(22(t) + 1/4)

De nuevo, por la Proposicién 2.3 tenemos que lim z(t) = co y lim 2(¢) = ++/c,
t—00 t—00

con ¢ > 0.

En relacién al problema circular de Sitnikov, encontramos en [6] las expresiones analiti-
cas de las soluciones para ¢ € | — 2, oo usando Funciones Elipticas de Jacobi y de igual
forma la expresién analitica de la funcién periodo para las 6rbitas periddicas. En [6]
encontramos el siguiente teorema que presenta las propiedades mas importantes de
la funcién periodo T en el problema circular de Sitnikov (2.7) la cual es una funcién

analitica en | — 2, 00.
Teorema 2.1. El periodo T en la variable ¢ €] — 2, 0] satisface:
(a) im T'(c) = oo, im T"(c) = oo, lim T'(c) = 7/V/2.
c—0 c—0 c——2
(b) T'(c) > 0 para todo ¢ €] — 2,0].

(c) lim T'(c) = n(1+4v2)/16.

10



De este teorema es facil deducir la gréfica de la funcién T'(¢) la cual se encuentra

también en [6].

Sie €]0,1[ la ecuacion (2.2) determina el Problema Eliptico de Sitnikov. Notese que en
este caso la ecuacién es no auténoma ya que la variable temporal aparece explicitamente
por medio de r(t,e). Mas atin de (2.5) se deduce para todo (t,e) € Rx]0, 1] la funcién
r(t,e) es par y periédica en ¢ con periodo minimo 27.
Lema 2.1. Para todo (t,e) € Rx]0,1[ la funcion R(t,e) = r(t,e)? es periddica en t
con periodo minimo 2.
Demostracién. De (2.5) tenemos que

R(t+ 2w, e) = r(t + 27, ¢e)?

=r(t,e)* = R(t,e),
para todo (t,e) € Rx]0, 1], por lo tanto 27 es un periodo de R. Vamos a demostrar
que si 0 < 7 es un periodo de R entonces 2r < 7. En efecto, para cada e € [0, 1] fijo
observe que R(1,e) = R(0,e), por lo tanto
(1 —ecosu(r,e))* = (1 —ecosu(0,e))?
= (1—e)

Dado que (1 — ecosu(r,€))®> > 0y (1 —¢e)® > 0 para todo e € [0,1] se deduce que
u(r,e) = 2N para algin N € Z. De otro lado la funcién u(t, ) es monétona creciente

en t con u(0,e) =0, por lo tanto N > 1. De aqui tenemos
21 = u(2m,e) < 2Nw = u(T,e),

en consecuencia 27 < 7.

Este resultado sobre la periodicidad de la funcién r (¢, €)% nos dice que en el caso e €0, 1|

la funcion

z
g t? ) = 9
(t:7€) (22 + r(t, 6)2)3/2

11



es periddica en t con periodo minimo 27. Antes de presentar un resultado sobre el
periodo de las soluciones periédicas para el problema eliptico de Sitnikov consideremos

un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma
1) X =F(t,X),

con F una funcién vectorial continua en R xR"™ y periddica en ¢ con periodo I'. Respecto
al sistema (1) nos hacemos la siguiente pregunta ;Es cierto que si X () es una solucién
periddica de (}) con periodo 7 entonces I' y y son conmensurables? El siguiente ejemplo,

tomado de [40], muestra que la respuesta a esta pregunta no es siempre afirmativa.

Ejemplo. Considere el sistema

i=1y+ (22 +y*—1)sen V2,
(©)
Y= —x.
tr
La funcién F(t, x,y) = <y + (2% +y* — 1) sen V2t —x) es periédica en t con periodo
I' = 21/v/2 y el sistema (o) admite la solucién periddica z(t) = — cost, y(t) = sent,

con periodo v = 27, que no es conmensurable con 27/ V2.

Este ejemplo nos dice que no es inmediato afirmar que dada una soluciéon peridédica
del problema eliptico de Sitnikov su periodo sea un multiplo de 27. Respecto a la no
conmensurabilidad del periodo 7 de una solucién periddica de un sistema del tipo ()
con el periodo I' de la funcién continua F, presentamos el siguiente resultado cuya

demostracion se puede encontrar en [40], pag. 11.

12



Teorema 2.2. Considere el sistema de primer orden
X = F(t, X),

con F una funcion continua en R x R™ y periodica en la variable t con periodo T.
Sea X (t) una solucidn periddica con periodo v no conmensurable con I'. Entonces la

funcion vectorial F(t, X (ty)) es constante para todo ty.

Aplicando el Teorema 2.2 al problema de Sitnikov obtenemos el siguiente resultado

Lema 2.2. Sea e # 0 y z(t) una solucion periddica no trivial de (2.2) de periodo .

Entonces v es conmensurable con 2.

Demostracién. Hacemos la demostracion por reduccién al absurdo. Sea z(t) una
solucién periédica de (2.2) de periodo 7. Definimos Z = (2, 2)"" y escribimos (2.2) en

la forma
—7 )tr
(22 + r2(t, e))3/2 '

Tenemos que Z es una solucién periédica de (2.9) de periodo . Ahora suponga que

Z =F(t.Z), con F(t Z)= <z (2.9)

v es no conmensurable con 27. Por el Teorema 2.2 tendriamos que F(t, Z(t)) es un

vector constante para todo ty € R. Por lo tanto, con 2y = z(ty) tenemos que

— 2
(22 + r2(t, e))3/2

=d, con d = constante,

esto implica que r(t,e) es constante para todo (t,e) € R x [0,1] pero esto es una

contradiccion. Lo anterior prueba que 7 es conmensurable con 27. [J

Observe que el Lema 2.2 no descarta para el problema eliptico de Sitnikov la existencia

de soluciones de periodo digamos 27L con 2 € Q. Sea z(t) es una solucién periddica
q

no trivial de (2.2) de periodo 7. Considere t € J = [0,7] \ 2 donde Q = {t € [0,7] :

2(t) = O}. Puesto que z(t) es una funcién analitica tenemos que 2 es finito. Por otro

13



lado, de (2.2) y de la periodicidad de Z(t) se tiene para cada e € [0, 1] fijo que

—z(t+7) B —z(t)

= . Vteld
(2t +7)2 + 1t 7,027 () +r(t e)2) te

Esta igualdad es vélida si y solo si r(t++, e) = r(t, e) para todo t € J. De la continuidad
de r? se deduce que r(t+1,€)* = r(t,e)? para todo t € [0,7]. Pero r(t,e)? es periédica
en t con periodo minimo 27 en consecuencia v = 2nm para algin n € N. Lo anterior

demuestra un resultado mas preciso que el Lema 2.2.

Lema 2.3. Sea e # 0 y z(t) una solucion periddica no trivial de (2.2) de periodo .

Entonces v es multiplo de 2.

Existen varios trabajos referidos al problema de Sitnikov en los cuales se estudia la
existencia de orbitas periddicas y simétricas para diferentes valores de la excentrici-
dad, ya sea por medio de un estudio analitico o numérico del problema. Un primer
camino puede ser el considerar érbitas 27 periddicas y simétricas en el problema circu-
lar de Sitnikov y hacer una continuacién de estas soluciones para valores pequenos del
pardmetro excentricidad. Este objetivo es logrado en [11] y [12] utilizando el método
de continuacién analitica de Poincaré y en [8] utilizando el método Subarménico de
Melnikov. En [6] y [21] encontramos una descripcién numérica de familias de érbitas
periddicas. De otro lado, la Teoria de Continuacion Global de Leray-Schauder para
ceros de una funcion dependiente de un parametro ha sido aplicada recientemente en
[26] para obtener familias de soluciones periddicas en el problema eliptico de Sitnikov
para valores de la excentricidad no necesariamente pequenos. De manera mas precisa
en [26] se demuestra que algunas 6rbitas periddicas del problema circular de Sitnikov
(e = 0) pueden extenderse de manera continua para todos los valores de la excentrici-
dad e €]0, 1], demostrando asi que ciertas propiedades de soluciones periédicas en el
caso circular como por ejemplo el niimero de veces que el cuerpo de masa infinitesimal

pasa por el centro de masas del sistema (lo que equivale al niimero de ceros de la so-
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lucién z(t)) es el mismo para soluciones periddicas en el caso eliptico con valores de la
excentricidad no necesariamente pequenios. Por otro lado en [36] se estudian familias
de soluciones periddicas que emanan del equilibrio y que son continuadas para valores
de la excentricidad cercanos a 1. Sobre este ltimo trabajo hablaremos en detalle en el

capitulo 7.
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Capitulo 3

Bifurcaciones en el plano

En esta parte del trabajo daremos una breve presentacion de los conceptos basicos de
la Teorfa de Bifurcacion y presentamos algunos tipos de bifurcaciones en el plano. En

particular estaremos interesados en la bifurcacién Tipo Pitchfork. !

3.1. El concepto de Bifurcacién

Hablar de la teoria de bifurcacion en profundidad requiere de muchas péaginas de un
texto por lo que no siendo ese el objetivo de este trabajo nos limitaremos sélo a lo
que se entiende por “bifurcacion” y presentaremos un resultado basico de esta teoria
que prevalece en cualquier espacio vectorial. Por lo tanto, para no entrar en espacios
muy generales sélo consideraremos espacios vectoriales de dimensién finita como por

ejemplo R".

Con este proposito en mente, sean n, m numeros naturales. Consideremos los espacios
vectoriales R" y C(R",R™). Sea F' € C'(R",R"). En muchas ocasiones es de especial

interés conocer algunas propiedades del conjunto solucién de la ecuacion
F(z)=0. (3.1)

En general la respuesta a esta pregunta resulta ser nada trivial y dificil de resolver.

Es mas, de forma mas general podemos hacer la misma pregunta en problemas que

1En esta memoria preservaremos en ingles los nombres por los cuales son usualmente conocidas las bifurcaciones en
el plano que consideraremos, a fin de evitar una no apropiada traduccién a nuestro idioma.
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dependen de un cierto conjunto de parametros, g = (1, fo, - - -, fm), POr ejemplo
Flo,p) =0, (3.2)

en donde vamos a suponer que F' € C(Q,R") con Q C R™ x R™ un conjunto abierto.
Es muy usual que para la ecuacién (3.2) exista un conjunto inicial de soluciones (usual-
mente llamado soluciones triviales) sin embargo para ciertos valores de p es posible que
aparezcan nuevas soluciones de (3.2) “no triviales”que emanan de la rama trivial (o
rama de soluciones triviales), a este fenémeno se le conoce como “bifurcacién”. Existen
muchos ejemplos fisicos que dan cuenta del fenémeno de bifurcacion, un ejemplo clasico
de esta clase de fenomenos es el pandeo de cuerdas delgadas. El lector interesado en

este tipo de fendmeno se le recomienda ver [10, 46].

En adelante suponemos que a menos que se diga lo contrario que
F(0, 1) =0, (3:3)
para todo valor del parametro pu.

Definicién 3.1. Considere un punto (0, o) contenido en Q. Diremos que (0, o) es
un punto de bifurcacion de la ecuacion (3.2) si toda vecindad Z de (0, o) contiene un

punto (z, ), con x # 0 solucion de la ecuacion (3.2).

Observacion. De la definicion anterior se garantiza la existencia de una sucesion

{(zn, pn)} de soluciones no triviales tales que x,, — 0y p,, — po a medida que n — oc.

Algunas de las primeras preguntas que se pueden formular en cuanto a puntos de
bifurcacién pueden ser: ;Cudndo un punto (0,u) € Q es un punto de bifurcacién?,
;Existen ramas de soluciones (3.2) que emanan de este punto y de existir cudntas
hay?, ;Podemos describir la dependencia de estas ramas sobre p al menos de manera

local?
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Como un resultado bésico de la teoria de bifurcaciones presentamos el siguiente resulta-
do que determina una condicién necesaria para que tengamos un punto de bifurcacion.
Con este proposito en mente presentamos un resultado fundamental y bien conocido del

calculo diferencial en varias variables conocido como el teorema de la funcién implicita.

Teorema 3.1. Sea F: U x V C Q — R"™ una funcién de clase C* (k> 1), conU yV
conjuntos abiertos en R™ y R™ respectivamente. Supongamos que x = (1, g, ..., Ty)
denotan los puntos en U y jn = (p1, pio, - - -, i) denotan los puntos en' V. Sea (o, po) €
U x V tal que F(xg, o) = 0 y Do F(xo, o) : R* — R™ es un isomorfismo. Entonces
existe un conjunto abierto Z C R™ x R™ y una tnica funcion ¢ : V — R™ de clase C*,

donde V es un subconjunto abierto de R™ que contiene a g, tal que:
L. A=F10)NZ={(z,p) € R : x = ¢(u), para algin p eV},

2. D(po) = — [DaF (20, Mo)]_l Dy F (o, po)-

Observe que el teorema de la funcion implicita nos dice que en una vecindad V del
punto g, la ecuacién F(x, u) = F(xo, o) tiene como tnicas soluciones a los puntos de

la forma (¢(u), 1), para cada p € V.

Lema 3.1. (Condicion necesaria para la bifurcacion).
Sea F: U xV CQ — R™ una funcién de clase C* (k > 1), con U y V conjuntos
abiertos en R™ y R™ respectivamente. Si (0, o) € U X V' es un punto de bifurcacion

de (3.2), entonces D, F (0, up) : R* — R™ es no invertible.

Demostracién. Supongamos que D, F'(0, ) es invertible en alguna vecindad del pun-
to (0, up). Por el teorema de la funcién implicita, existe una tnica funciéon = = ¢(u) :
VY — R" de clase C*, (k > 1) donde V es un subconjunto abierto de R™, tal que todas

las soluciones de F(z, u) = 0 son de la forma (¢(p), 1) con p € V. De otro lado sabemos
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que F(0,u1) = 0 para todo p € R™, en consecuencia por la unicidad de las soluciones
se concluye que z = ¢(u) = 0 para todo p € V.

Por lo tanto, existe una vecindad Z = U x V del punto (0, y), donde U es un sub-
conjunto abierto de R™ que contiene el punto x = 0, donde las tnicas soluciones de
F(z,pn) = 0 son de la forma (0, u), lo cual es una contradiccién pues se supone que

(0, pto) es un punto de bifurcacién. OJ
Veamos los siguientes ejemplos de bifurcaciones.

Ejemplo. Seax = (z1,72) € R?, 8 € R, u € RT . Considere la funcién F : R?xR — R?

definida por

x1(2? + 22
Flom = fx + ) —px, Cg= IR g
Yo (i + 73)

Calculamos Dy F'(0, 1) y obtenemos:

1 0
DXF(OHLL) - (6 - /‘L)I% -[2 =
0 1

Por lo tanto los posibles puntos de bifurcacién sélo pueden ocurrir en (0, 3).

Si F(x, ) =0 con x # 0, u # 3 entonces para i = 1,2 tenemos que

vri(at +23) = (u— B)as.

o2 2 _ .y :
En consecuencia x7 + x5 = (u — )/, que es la ecuacién de un paraboloide de revo-
lucién alrededor del eje p. En este caso, tenemos un continuo que emana del punto

de bifurcacién (0, #). Note ademds que no existen soluciones no triviales para valores

< p.

Ejemplo. Sea F : R x R — R; F(z, ) = v — px®. Considere la ecuacién F(z, u) = 0.

Para cualquier valor u € R, el punto (0, 1) no es un punto de bifurcacion. En efecto, el
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conjunto solucién de la ecuacién F(z, u) = 0 es el conjunto de puntos (0, i) para todo
i € R y las dos ramas de la hipérbola 2z = 1. Note que 9, F (0, 119) = 1 que nos da la

transformacion identidad en el caso real.

Ejemplo. Sea F : R x R — R, dada por F(z,)\) = = + 2* — ux. Entonces (0, 1) es
siempre solucién de la ecuacién F(z,u) = 0. Ademds, si x # 0y si (x, u) es solucién,
entonces

2?2 =p—1.

Por lo tanto, no existen soluciones no triviales para p < 1, pero hay una rama de
soluciones no triviales dada por la parabola anterior que emanan de la rama trivial en

el punto (0,1). Note que 0, F(0,\) = 1 — p que es igual a cero si u = 1.

Ejemplo. Sea G : R? x R — R? definida por

T 3

G(x,\)=(1—-N) +
T —3
Por lo tanto DyG(0,\) = (1 — X\)2I;. En consecuencia DyG(0, ) no es invertible si
A = 1. Sin embargo (0, 1) no es un punto de bifurcacién. En efecto, si (x,\) es solucién
de G(x,\) = 0 entonces x{ + x5 = 0 por lo que las tnicas soluciones son z; = x5 = 0.

Aqui vemos como la condicién dada por el Lema 3.1 es s6lo una condicién necesaria y

no una condicién suficiente.
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3.2. Bifurcaciones locales en el plano.

Terminada la breve introduccion sobre el concepto general del fenémeno de bifurcacién
vamos a presentar tres de las mas comunes bifurcaciones en el plano. Con este objetivo
en mente iniciamos con la bifurcacién tipo “silla-nodo” (conocida también como bifur-
cacién tipo Fold?). Es necesario mencionar que en este caso no se tiene la condicién
(3.3) v que la existencia de soluciones no triviales se deduce del teorema de la funcién

implicita aplicado en la variable pu.

Proposicién 3.1. (Bifurcacion tipo Fold). Sea f : R x R — R, una familia uno-

paramétrica de transformaciones de clase C? que satisfacen
(1) (0, 10) = 05 (2) 0o f(0, p10) = 07 (3) Oaaf (0, 110) >0y (4) 9uf (0, o) > 0.
Entonces existen € >0 y 6 > 0 tales que

> Para cada pn € I =]pg — 0, o[ entonces f(x,u) tiene exactamente dos ceros si

T €] —€ €.

> Para cada p € Iy =g, o + 6] entonces f(x,pu) #0 con x €] — €, €.

Demostraciéon. Por la primera y la ultima propiedad junto con el teorema de la
funcién implicita, existe un abierto Z =] —¢, ¢[ de R y una tnica funcién g de clase C?,

g:T =R, u=g(zx) tal que
g(0)=po y f(z,9(x))=0 paratodo x€Z.

Derivando respecto a x esta ultima ecuacion tenemos que

dg ()

0. (. gla)) + 9, F(2,9(e) P — g
Ope f(,9(2)) + 20p,f (2, 9(7)) d%—(xx) + O (z, 9(x)) {d%(;)} * 8Mf(x,g(x))d(jx(f)

2Fold: Doblez, o bien Pliegue.
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Evaluando en x = 0 tenemos que

dg(z) d*g(x
=0
dr lz=0 Y d.ﬁl?2 =0

~—

Por lo tanto g(z) tiene un maximo en x = 0, demostrdndose asi la existencia de los

intervalos I; y I. UJ

9(x)

A

Figura 3.1: Diagrama de Bifurcacién Tipo Fold.

Observacion. Sien (3) o en (4) tomamos la desigualdad contraria, la conclusién sobre
los intervalos I; y I es contraria. El nombre de este tipo de bifurcacion se debe a que al
“doblar” una rama de bifurcacién respecto al eje p se obtiene otra rama de soluciones

no triviales.

Ejemplos de bifurcaciones tipo Fold.

flo,p) =2+ p—po, glz,p) =p—2.

Proposicién 3.2. (Bifurcacion Supercritica). Sea f : R x R — R, una familia uno-

paramétrica de transformaciones de clase C? que satisfacen
1. f(0, ) = 0 para todo p € R,
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dA(po)
dp

2. M) = 0:f(0,11),  A(po) =0y >0,

3. 850 f(0, 1) # 0.

Entonces f tiene una tinica rama de bifurcacion de ceros x(p) de clase C* para p cerca

de pig con x(po) =0 y x(p) # 0 si p # po.

Para la demostracion de la Proposicién 3.2 vamos a hacer uso del siguiente resultado

de factorizacion.

Lema 3.2. Sea Q C R? un dominio convezo y F : Q@ — R de clase C*(Q), k > 1.
Suponga que F(0,y) = 0 para todo (0,y) € 2. Entonces F se puede escribir de la

siguiente forma
F(z,y) = 2®(z,y),

con ® : Q C R* = R de clase C*~1(Q).

Demostracién. Por la regla de Barrow, tenemos que si g : R — R de clase C'*! entonces
d
o) = gla) = [ ZloCeo -+t — mu),
o dt
1
o(a) = o) = (o = 0) [ 30 + ¢l = z0))d
0
para todo x,zg € R. Si g(xg) = 0y xo = 0 entonces
1
g(x) = x/ g(tzx)dt.
0

Aplicando esta misma idea a la funcién F(x, 1) y siendo 2 convexo, tenemos

Fe,y) — F(0,y) = / (P, y) dr,

1
F(z,y) = x/ 0. F(tx,y)dt,
0

para todo (x,y) € Q. La demostracién se sigue tomando la funcién
1
O(z,y) = / 0. F(tx,y) dt. O
0

23



Note que en el anterior resultado de factorizacién hay una pérdida de diferenciabilidad

que no se puede eludir. Por ejemplo, sea Q = R? y considere
F:R?>R
(z,y) = F(z,y) = 2'/**hy,

entonces F € CF(R?) y ®(x,y) = 213 1y con ® € C*1(R?).

Demostracion de la Proposicién 3.2. Por la condicién 1 y del Lema 3.2 podemos

escribir la funcién f(x, pu) en la forma

[z, p) = x¢(x, p),

con ¢ : R? — R de clase C?, para todo (z,u) € R x R. Por lo tanto, los ceros no
triviales de la ecuacién f(z, u) = 0 satisfacen ¢(x, u) = 0. De otra parte, la funcién ¢

cumple:

Ocf(x, 1) = ¢z, 1) + 20:(, ),
Ouf(x, 1) = 20,0(x, 1),

para todo (x, ) € R x R.
En consecuencia, las condiciones 1.y 2. sobre la funcién f(z, ) equivalen a las siguien-

tes condiciones sobre ¢(z, i)

dA(pt0)

> AMp) = 0(0,p),  ¢(0,p0) =0 'y T 9,9(0, po) > 0,
> 8x¢(0, Mo) 7é 0.
Por el teorema de la funcién implicita, existen dos intervalos Iy =| — e, e[ y I,, =

J1to — 8, po + 0 y una tnica funcién z*(u) : I, — Iy de clase C? tal que

o(x* (), ) =0,  2%(po) =0, (3.4)
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para todo (x,u) € Iy x I,,. Derivando la ecuacién (3.4) respecto a p y evaluando en

Lo tenemos que

dz*
8x¢(07 /'LO) d(’uO) + au¢(07 /'LO) - 07
axxf(ov /'LO) d‘r*(MO) _
En consecuencia
dx* (MO) axuf(oa IMO)
= -2 0,

por lo tanto

_Qaacuf(ov /'LO)
axxf(()? MO)

lo que completa la demostracion. []

a*(p) = (1= p10) +O((1 = p10)*)  para p €lpo — 6, 1o + 4],

X X

.

Ko W /Mo u

Fig. () Fig. (b)

Figura 3.2: Diagrama de Bifurcacién Supercritica. Si 0y f(0, o) 2 0 tenemos la figura (a) y (b)
respectivamente.

Ejemplos de Bifurcacion Supercritica

fla,p) = 2* + a(p — po),  gla, p) = pa(l - ).
A continuacién presentamos la bifurcacién Tipo Pitchfork 2, que como veremos més

adelante serd de nuestro especial interés. El nombre dado a este tipo de bifurcacion se

debe a que el diagrama de bifurcacion tiene forma de tridente o tenedor.

3Pitchfork: Horca o bien tridente.

25



Proposicién 3.3. (Bifurcacion tipo Pitchfork). Sea f : R x R — R, una familia

uno-paramétrica de transformaciones de clase C*® que satisfacen

1. f(—=x,p) = —f(x,p) para todo p € R,

d/\(Mo)
dp

2. Mp) = 0:£(0,p1),  Apo) =0y >0,

Entonces, existen dos intervalos Iy =|po — 0, o] y 1o =], tto + 8] con 6 > 0 tal que
> Siu € I entonces f(x,pn) =0 si y solo si x = 0.

> Siu € Iy entonces f(x, ) =0 si y solo six =0 o bien

1/2
61 — 10) A(pto) . )
|a:v:v;vf(0, ILLO)| ] (1 + 0(1))7 con )‘(MO) = dlu

demostrandose asi la existencia de eractamente dos ceros no triviales para este

z(p) =+

Y

caso.

Demostracién. Seguiremos las mismas ideas y definiciones hechas en la demostracion
de la Proposicién 3.2. Por hipétesis f(x, 1) es una funcién impar en la primera variable,

en consecuencia tenemos necesariamente un conjunto conexo de ceros triviales
2
{(z,pn) € R*: x = 0}.

Mas ain, la Proposicién 3.2 no aplica porque en este caso 0, f(0, 119) = 0. Como antes

sabemos que la funcién f(z, 1) se puede factorizar de la siguiente forma

[z, 1) = wp(x, p),

con ¢ : R? — R de clase C?, para todo (z,u) € R2. Por lo tanto la funcién (z, p)

satisface las siguientes condiciones
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> Y(—w, ) = P(r, pu) para todo p € R,

> Ap) =0(0,p), $(0,10) =0y %ﬁ@ = 0u¥(0, o) > 0,
> Oa(0, po) < 0.
y ademds
Ouf(z, 1) = U(x, 1) + 20u1(, p), Opf (z, 1) = 20 (2, ),
Ova f (2, 1) = 2000 (2, 1) + 2000t (2, 1), Ovaa f (%, 1) = 3000W(, 1) + L0200t (, 1)

(3.5)
para todo (z,u) € R2 Del teorema de la funcién implicita, sabemos que existen dos
intervalos
I, =] —e€€ly 1, =]po— 0, po+06[ cone>0,60 >0y una tnica funciéon p*(z) : I, — I,
de clase C? tal que

w(xhu*(x)) =0, IU*(O) = Ho, (36)

para todo (z,p) € I, x I,.

Derivando en la ecuacion (3.6) respecto a x, y evaluando en x = 0 tenemos que

d *
ax¢(O’M0) + aﬁﬂb(o)MO)% 2=0 = 07
du” dp”
0,000, 1) + 20,050, pg) 12 x:0+a,mw<o,uo>[ ) x:o} +
d2 *
amo,uo)gTix) =0

De las ecuaciones (3.5) y por la condicién 1. sobre la funcién f(z, ) tenemos que

@) )
dx x:O_O Y d.ﬁl?2 =0

> 0.

En consecuencia la funcién p*(x) tiene un minimo en z = 0, lo que demuestra que las

tnicas soluciones de f(x, ) =0 con pu € I; son las soluciones triviales (0, ).
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Ahora bien, en el abierto V = {(m,,u) ER?: |zl <6, 0 < pp— g < 5}, tenemos que

1 2, %
i) = po 5 T2 o),

lo que es equivalente a escribir con p = p*(x)

_ L (1052l O o) 2 oo
o= 6( aamf(OnuO) )‘T +O(‘T )7

aac Lf(()? /'LO) )
en donde C =6 | —22 2127 ).

De esta forma tenemos que

1
1+o0(1)

z(p) = £ /O — po)(1+o(1)),

a(p) =+ /C (1 — po)

lo que demuestra la existencia de dos ceros no triviales en

1/2
61 — p10)A(0)

con }\(uo) = 05, f(0, to), (x, 1) € V. Esto completa la demostracion. O

a(p) = x(p) =+

x(1)

Figura 3.3: Diagrama de Bifurcacién Tipo Pitchfork.
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Observacioén. Si en las condiciones 2 o 3 tomamos la desigualdad contraria, las con-
clusiones sobre los intervalos I;, I son contrarias. Aun cuando los diagramas de la
bifurcacién tipo Fold y Pitchfork son similares existen diferencias fundamentales, como
lo es la existencia de un conjunto trivial de soluciones y la estabilidad de cada rama
de soluciones no triviales. Para mayor informacion sobre la estabilidad de las ramas de

bifurcacién y bifurcaciones en el plano se recomienda al lector ver [14].

Ejemplos de bifurcacion Tipo Pitchfork.

[l ) = pe — 2%, gla,p) = po + 2°,
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Capitulo 4

Conceptos basicos sobre la ecuacion de Hill

y la ecuacion de Ince

El proposito de este capitulo es presentar algunos de los elementos basicos e importantes
de la teoria de la ecuacion de Hill y de la ecuacién de Ince. De igual forma presentamos
condiciones necesarias y suficientes para la coexistencia de soluciones m-periédicas de
la ecuacion de Hill que se encuentran expuestas con detalle en el texto Hill s Equation

de Magnus y Winkler [29].

4.1. Sobre la ecuacion de Hill.

En la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias, las ecuaciones que pertenezcan a la
clase de las ecuaciones lineales, homogéneas de segundo orden con coeficientes periddi-
cos reciben el nombre de ecuaciones tipo Hill, en honor a G.W. Hill por sus grandes
aportes a la teoria de este tipo de ecuaciones.

Quizas uno de los principales problemas en que se centra la teoria de la ecuacién de
Hill es la existencia de soluciones periddicas. Respecto a este problema presentamos el

Teorema de Floquet.
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Consideremos una funcién a : R — R, ¢ — a(t) una funcién continua en toda la

recta real, la cual es peridédica con periodo T, es decir:
a(t+7T)=a(t), paratodo teR.
Consideremos la siguiente ecuacion de Hill
i+ a(t)y =0, (4.1)

que equivale al sistema lineal y T-peridédico

x = A(t)x, con At)= : (4.2)
—a(t) 0
vy x = (y,y)"". Consideremos ahora un sistema fundamental de soluciones de (4.1)
{m®).(0)} tal que
1 (0) = §2(0) = 1, §1(0) = y2(0) = 0, (4.3)

de manera que la matriz
y(t) = yi(t) ya(t) |
n(t) ()

sea una matriz fundamental y principal de (4.2) en ¢ = 0. Note que de la férmula de
Jacobi se sigue que det Y (t) = det Y (0) = 1 para todo t € R. A las funciones y;(t) y
y2(t) se les suele llamar soluciones normalizadas de (4.1).

Dado que A(t + T') = A(t) para todo ¢t € R se sigue que ¥(t) = Y(t + T') es también
solucién de (4.2). Més aun, det ¥(¢) # 0 para todo t € R por lo tanto W () es una matriz
fundamental de (4.2). Tenemos entonces que Y () y W(¢) son matrices fundamentales

de un mismo sistema de ecuaciones, en consecuencia existe una matriz invertible Cy €

M5 (R) tal que
Ut)y=Yt+1T),
=Y (t)Cy,
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para todo t € R. La matriz Cy se llama matriz de monodromia asociada a Y. Mas aun,

dado que Y(t) es principal en ¢t = 0 es decir Y (0) = Iy se deduce que Cy =Y (T).

De la teoria general para los sistemas de ecuaciones diferenciales periédicos sabemos
que el espectro de Cy, que denotamos por o(Cy) sélo depende de (4.2) y no de la
eleccion de Y. Més atn si A € o(Cy) se dice que A\ es un multiplicador caracteristico

de (4.2). Veamos el porqué de la palabra multiplicador.

Proposicién 4.1. Sea A € C. Entonces \ es un multiplicador caracteristico de (4.2)
si y solo si existe ¢ € CH(R,C?), ¢(t) # 0 solucion de (4.1) y ademds ¢p(t+T) = \p(t)

para todo t € R.
Como un resultado inmediato de esta proposicién tenemos
Corolario 4.1. Considere la ecuacion de Hill (4.1) entonces

I) (4.1) admite soluciones T-periddicas no triviales si y solo si 1 es un multiplicador
de (4.2).

IT) —1 es multiplicador caracteristico de (4.2) si y solo si existe una solucion 27T -

periddica de (4.1) que no es T-periddica.

Demostracién. La demostracion del enunciado I) es inmediata al reemplazar A = 1
en la Proposicién 4.1. Nos centraremos entonces en demostrar el enunciado IT).

(=). Si A = —1 es un valor caracteristico de (4.2) < existe una solucién no trivial ¢(¢)
de (4.1) tal que ¢(t + T') = —¢(t), para todo t € R, por lo tanto no es T-periddica y

ademas
Pt+2T)=o((t+T)+T)=—0p(t+T) = o(t).

Es decir, ¢(t) es 2T periddica.

(«). Si existe una solucién no trivial ¢(t) de periodo 27" que no es T periédica, por

32



un lado tenemos que 1 € o(C2), en efecto, sea ¢(0) = yo € C* — {0}, por lo tanto

o(t) =Y (t)yo y en consecuencia

o(t +2T) =Y (t + 2T)yo,
¢(t) =Y (t)Ciyo = Y (t)yo-
Como Y (t) es invertible, se deduce entonces que 1 € o(C%). Por el teorema espectral,
sabemos que 0(C%) = [¢(Cy)]?, en consecuencia, existe un A € o(Cy) tal que \* =1,
pero ¢(t) no es T periédica, por lo tanto ¢(t +71') # ¢(t) para algin ¢, en consecuencia

la tinica solucién admisible de A2 = 1 es A = —1, lo que completa la demostracién. [

Por ultimo antes de pasar al teorema de Floquet damos las siguientes definiciones

Definicién 4.1. Sea r(p) = det(Cy — ply) el polinomio caracteristico de Cy . Se define
la ecuacion caracteristica asociada a (4.1), como la ecuacion r(p) = 0, que viene dada
por

p* = [ (T) + 92(T))p +1 =0, (4.4)

y por el exponente caracteristico a al nimero (real o complejo) que satisface las ecua-
ctones

exp(iaT) = p1, exp(—iaT) = ps. (4.5)

donde p1 y pz son las raices de la ecuacion caracteristica (4.5).

Observe que en la anterior definicién, tenemos que « se define de manera tnica salvo
s 27 ) . -
un multiplo entero de T Y de otro lado, las raices p; y po de la ecuacion caracteristica

r(p) = 0 satisfacen p; + ps = y1(T) + 92(T) v p1p2 = 1.

Teorema 4.1. 1. Si las raices p1 y pa de la ecuacion caracteristica (4.5) son distin-

tas, entonces la ecuacion de Hill (4.1) tiene dos soluciones linealmente indepen-
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dientes
fi(t) = exp(iat)pi(t),  fa(t) = exp(—iat)ps(t),

donde py(t) y pa2(t) son dos funciones periddicas con periodo T.

2. Si py = py entonces la ecuacion (4.1) tiene una solucion no trivial periddica, con
periodo T' (cuando py = ps = 1) o con periodo 2T (cuando py = py = —1). Si p(t)
denota dicha solucidn periddica y siy(t) es otra solucion linealmente independiente

con p(t). Entonces
y(t+T) = pry(t) +0p(t), 6= constante,
ademds 6 = 0 es equivalente a
yi(T) +92(T) = £2,  yo(T) =n(T) = 0.
La anterior version del Teorema de Floquet y su respectiva demostracion se encuentra

en [29].

Si p; = po una condicién necesaria y suficiente para que todas las soluciones de (4.1)

sean acotadas es
Yi(T) +52(T) = £2,  42(T) = u(T) = 0.
En el caso de que todas las soluciones sean acotadas, se dice que ellas son estables, en

caso contrario se dice que son inestables. La importancia del estudio de las soluciones

T-periddicas o 2T-periédicas radica en los siguientes corolarios.
Corolario 4.2. Si (4.1) tiene una solucion periédica no-trivial con periodo nT, n > 2,

pero no soluciones con periodo T o 2T, entonces todas las soluciones son periodicas

con periodo nT.
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Corolario 4.3. (Criterio de Estabilidad). Las soluciones de (4.1) son estables si y solo
si y1(T) + 92(T) es real y
[ (T) +52(T)[ <2 o

y1(T) +92(T) = £2, y wo(T) =5 (T) =0.

Las demostraciones del Teorema de Floquet y los corolarios anteriores no las haremos
aqui pero el lector interesado las puede encontrar con detalle en [29].

Ya para terminar esta parte del trabajo presentamos un resultado sobre el caso simétri-
co de la ecuacién de Hill, es decir cuando a(t), es una funcién par [a(t) = a(—t) para

todo t € R].

Teorema 4.2. Sean y,(t) y ya(t) las soluciones normalizadas de (4.1) y suponga que

la funcidn a(t) es par. Entonces las siguientes relaciones se mantienen.

yi(T) = 252(T/2)4jo(T/2) — 1 = 14 241 (T/2)y2(T'/2),

y2(T) = 2y2(T/2)4j2(T'/2),

yi(T) =2 (T/2)4(T'/2),

Po(T) =y (T).
En todos los casos y1(t) = y1(—t), es decir y; es una funcion par. De igual forma
yo(t) = —y2(—t) es decir yo es impar. Siempre que una solucion periddica no trivial de
pertodo T o 2T exista, existe como solucion par o impar. Por lo tanto, estas soluciones
periddicas son necesariamente mailtiplos de una de las soluciones normalizadas y,(t) o

y2(t) al menos que todas las soluciones sean periddicas (con periodo T o 2T).

Este teorema al igual que su correspondiente demostracién se puede encontrar en la

seccién 1.3 de [29].
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4.2. Ecuacion de Ince y coexistencia de soluciones periddicas

Un caso de especial interés es cuando para una misma ecuacion de Hill, existen dos solu-
ciones linealmente independientes (en consecuencia todas) de periodo 7" o 27". Cuando

esto sucede se dice que dichas soluciones coexisten.

Definicién 4.2. (Coezistencia). Se define por coexistencia de soluciones para la ecua-
cion de Hill (4.1), a la existencia de dos soluciones periddicas de (4.1) linealmente

independientes con periodo T (o periodo 2T) .

Recordamos que la coexistencia de soluciones T-periddicas (resp. 2T -periddicas) de
(4.1) es equivalente a tener p; = py = 1, (resp. p; = po = —1) es decir A = 1 es un
multiplicador caracteristico de multiplicidad geométrica 2 (resp. A = —1 multiplicador

caracteristico de multiplicidad geométrica 2).

Observaciéon. Es importante observar que de acuerdo con el Corolario 4.2 siempre
hay coexistencia de soluciones periddicas con periodo con periodo nT" para n > 2.

Siguiendo el capitulo VII de [29], las siguientes lineas se refieren a la pregunta de la
coexistencia de soluciones linealmente independientes de periodo T' (o de periodo 27T)
para la ecuacion de Ince, que es un tipo especial de la ecuacion de Hill, cuyo problema

de coexistencia se reduce a un problema de algebraico.

La Ecuacién de Ince. Se conoce por ecuacién de Ince a toda ecuacién de la forma
(1 4+ acos27)y” + b(sen 27)y’ + (¢ + d cos 27)y = 0, (4.6)

donde a,b,c y d son pardmetros reales y |a| < 1. Las transformaciones
y=(1+acos2r)’z a#0,
y = exp|(bcos27) /4w a = 0.

convierten la ecuaciéon (4.6) en una ecuacién de Hill.
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Los siguientes dos teoremas nos determinan las condiciones necesarias y suficientes
para que la ecuacion de Ince (4.6) tenga dos soluciones linealmente independientes de
periodo T" o 2T que para simplificar los cdlculos tomaremos 7" = 7. Las demostraciones

se pueden ver en [29)].

Teorema 4.3. Si la ecuacion de Ince (4.6) tiene dos soluciones linealmente indepen-

dientes de periodo 7, entonces el polinomio
Q(s) = 2as®> — bs — d/2.

tiene un cero en uno de los puntos s = 0,+1,+2,.... Si (4.6) tiene dos soluciones

linealmente independientes de peritodo 2w, entonces
Q*(s) =29(s — 1/2) = a(2s — 1)* = b(2s — 1) — d.
tiene un cero en uno de los puntos s = 0,41, £2, ...

Presentamos ahora en qué circunstancias las condiciones necesarias el Teorema 4.2 son

también suficientes. Veamos primero la siguiente definicion.

Definicién 4.3. Una solucion de la ecuacion de Ince (4.6) que es dada por una serie

del tipo

Yy = Z Aoy cos2nT, o = Z Bs,, sen 2nT, (4.7)

n=0 n=1

se dice que es de orden finito k si Ao, 0 Bay es diferente de cero, y As, =0 0 By, =0
para todo n > k. En caso contrario diremos que la solucion es de orden infinito.
Similarmente si una solucion de (4.6) es dada por una serie del tipo

= Z Agpprcos(2n+ 1)1, yo = Z Boyiisen(2n + 1), (4.8)

n=0 n=1

es de orden finito k si Aox 0 Bayp es diferente de cero, y Aspi1 = 0 0 Bay1 = 0 para

todo n > k.
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En ambos casos, para todo exponente positivo v

lim n” Ay, = lim n”B,, = lim n” A, 1 = lim n" By, 1 = 0.
n—oo n—oo n—oo n—oo

Teorema 4.4. Si el polinomio Q(s) definido en el Teorema 4.2 tiene raices enteras no
negativas, y si ko es la mds grande de ellas, entonces la ecuacion Ince (4.6) tiene dos
soluciones linealmente independientes de periodo m siempre que una de tales soluciones
(del tipo (4.7)) ezista, siendo de orden infinito o de orden finito k con k > ky. De igual
forma, dos soluciones linealmente independientes de periodo 27 existirdn si el polinomio
Q* tiene una raiz entera no negativa ki (siendo k§ la mds grande de ellas) siempre que
una de tales soluciones (del tipo (4.8)) exista, siendo de orden infinito o de orden finito

k* con k* > k.

Observacién. Terminamos esta parte del trabajo resaltando que con el fin de dar
condiciones suficientes de coexistencia de soluciones periédicas de periodo T' (o 27T)
para la ecuacion de Ince (4.6), se debe asumir la existencia de al menos una solucién

periédica con periodo T (o 2T") segtin sea el caso.
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Capitulo 5

Ecuaciones de tipo hipergeométrico

En esta seccién vamos a presentar brevemente algunos aspectos basicos de la ecuacién

diferencial de segundo orden

2

d d
z(l—z)d—g+(c—(a+b+1)z)d—g—abw:(), (5.1)

conocida como la Fcuacion Hipergeométrica de Gauss, la cual tiene tres puntos singu-
lares regulares en z = 0,2 = 1 y 2 = oo. Cabe mencionar que tanto la variable z como
los pardmetros a,b, ¢ pueden ser complejos (con determinadas restricciones) pero en
este trabajo consideramos que tanto z como a, b, ¢ son ntimeros reales.

Si seguimos el método de Frobenius para conocer la naturaleza de las soluciones cerca

al punto singular z = 0 encontramos que al sustituir formalmente la serie

w(z) =27 Z onZ",

n=0

en (5.1) se obtiene que el exponente 7 satisface la ecuacién indicial
’7(’7 +c— ]') - 07
y los coeficientes o, satisfacen la formula de recurrencia
(v+n)(y+c—14+n)o,=(y+a+n—-1)(y+b+n—1)o,;, para n=12...
De esta ecuacion de recurrencia, se deduce que
Iy+a+n)'(y+a+n)

op = A, para n=0,1,2...
Fy+1+n)(y+c+n) P
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en donde I'(+) es la funcién Gamma de Euler y A una constante arbitraria. De esta

manera se obtienen formalmente dos soluciones linealmente independientes dadas por

o0

Lla+n)(a+n) , .~=~T(a—c+1+n)(b—c+1+n)
2"z
C(ec+n)n! ’ ['(2—c+n)n!

n=0

n

n=0

Estas series convergen absoluta y uniformemente en cualquier dominio cerrado dentro
del disco unitario |z| < 1.
Se define entonces la funcion Hipergeométrica de Gauss F(a,b,c;z) por medio de la

ecuacion

Fa)Fb) I(a+n)l(a+n) ,
( ( ( Z I'(c+n)n! )z’ (5:2)

) n=0
para |z| < 1. Mds adn, F'(a,b, ¢; z) se puede expresar en la forma

F(a,b,c;z):i(a) n()n 2" _1+a_bz+a(@+1)b(b+1)z_2+‘” (5.3)

n—0 (€)n c clc+1) 2

en donde se ha utilizado la notaciéon de Pochhammer

(a)n:%:a(a+1)(a+2)...(a+n—1).

En términos de esta nueva funcién, las dos soluciones de la ecuacion hipergeométrica

(5.1) vélidas en una vecindad del punto singular z = 0 son las funciones
w1 (2) = Fla,b,¢;2) vy wa(2) =2""Fla+1—c,b+1—c¢2—c;2).

De manera analoga es posible obtener un par de soluciones linealmente independientes

definidas en vecindades de las singularidades z =1y 2z = oo.

Sic— (a+b) ¢ Z entonces para |1 — z| < 1 tenemos el par

ws(2) = F(a,b,a+b+1—c;1—2) v wy(z) = (1—2) " E(c—b, c—a, c+1—(a+b); 1—

Si a — b ¢ 7 entonces para |z| > 1 tenemos el par

2).

ws(2) = (=2)""F(a,a+1—c,a+1-b;1/2) v we(2) = (=2) " F (b, b+c—1,b+1—a;1/2).
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Una observacion importante es que el dominio de la funciéon hipergeométrica de Gauss
se puede extender a todo el plano complejo C excepto un corte, el cual se suele tomar

a lo largo de la semirecta [1, oo.

A continuacion vamos a presentar algunas propiedades mas destacadas de la funcién

hipergeométrica de Gauss, las cuales se pueden encontrar en [1, 24].

1. La funcién (5.3) no estd bien definida si el parametro ¢ es un entero negativo o es

cero. En estos casos es conveniente definir la funcion

1
]:(Cl,b, G Z) = mF(a’ ba G 2)7

la cual esta bien definida para cualquier valor de a, b, c.

2. Si a y/o b son enteros negativos entonces la serie en (5.2) queda truncada y la
funcién hipergeométrica de Gauss se convierte en un polinomio. Por ejemplo, si

a = —k entonces

F(—k,b,c;z):1_%Z+(_2#%2+m+(—2%%’;

3. La funcién (5.3) es simétrica respecto en los pardmetros a y b, es decir
F(a,b,c;z) = F(b,a,c;z).

4. La derivada k-ésima de la funcién (5.3) satisface la relacién

d*F(a,b,c;z)  (a)p(b)s .
=5 = Fla+k,b+k,c+k;z).

5. Dados a, b, c en R se cumple la relacion
F(a,b,c;2) = (1 — 2)F(c—a,c—b,¢; 2), (5.4)
cond=c— (a+Db).
6. Como ejemplos de funciones hipergeométricas tenemos
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In(1+ z2) 1 11 5

> F(1,b,b;2) = T F(1,1,2;—2) = — F(é,—a,é;sen Z) = Cosz
> Integrales elipticas
2y _ 2 2 [ 2 ~1/2
F(1/2,1/2,1;2%) = =K (z) := — (1 —2%cosf)~/=db,
T T Jo
2y _ 2 2 [ 2 1/2
F(—1/2,1/2,1;2%) = —E(z) := — (1 — 2% cosf)"*de.
T T Jo

> Funciones de Legendre

Py(z):F(—y,V—l—l;%) z>—1,
1

Qu(2) = Co(2)F( - g +1,2 +1/2,g+3/2;_2) 2> 1
z

2
Vrl(v+1)
(v +3/2)(22)+1

donde C,(z) = T

5.0.1. Sobre el niimero de ceros de la funciéon hipergeométrica de Gauss

El problema de determinar el nimero de ceros de la funcién hipergeométrica de Gauss
F(a,b,c; 2) ha sido de interés en la comunidad matemética desde hace ya mucho afos.
Existen varios trabajos referentes a este problema, de hecho uno de los primeros tra-
bajos es debido a E. B. Van Vleck [48] que determiné el nimero de ceros (reales e
imaginarios) de F(a,b,c;z) en C* = C\ {z € R: z > 1} si los pardmetros a, b, ¢ son
reales. Cabe mencionar que Van Vleck desarrollo su resultado basado en un método
geométrico de F. Klein, presentado en un célebre trabajo en 1890 (ver [22]).

Un trabajo maés reciente sobre este problema lo encontramos en [43] el cual presentamos
aqui por su simplicidad y generalidad. Primero vamos a suponer tal como se hace en
[43] que a, b, ¢ son nimeros reales y que a,b,c,c—a,c—b#0,—1,—-2,... El motivo de
este supuesto se basa en las propiedades de la funcién hipergeométrica puesto que en
estos casos F'(a,b,c; z) no estd bien definida o simplemente se reduce a un polinomio.
Mas atn dada la simetria de F(a, b, ¢; z) respecto a los parametros a, b y de la relacién

(5.4) en [43] se presenta el siguiente resultado.
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Teorema 5.1. Sea N(a,b,c) el nimero de ceros de F(a,b,c;z) en C* donde sin pérdida

de generalidad suponemos que b—a >0 y d > 0. Entonces

N(a,b,c)=0 si a>0,
1+ S

2

1+ S
N(a,b,c):[—a]—i-%jLS[a—chl] si a<0 y c—a<0,

N(a,b,c) = [—a] + si a<0 y c—a>0,

donde S = sgn(F(a)F(b)F(c —a)l'(c— b)) y [X] denota la parte entera de X.

A continuacién vamos a ver dos ejemplos donde se aplica el anterior resultado.

Ejemplo 1. Considere la ecuacién diferencial
" ]‘ /
2(1—z)w" — 5(3 — z)w' 4+ Tw = 0.

Esta es una ecuacién diferencial hipergeométrica con pardmetros a = —7/2, b =2y
¢ = —3/2. Por lo tanto, el nimero de ceros de la solucion w(z) = F(—=7/2,2,-3/2; 2)
en C* es 4. Mas aun podemos determinar el niimero de ceros de la funcién w’, en efecto:
w'(z) = F'(=7/2,2,-3/2; 2),
14

por lo tanto el nimero de ceros de w'(z) en C* es 2.

Ejemplo 2. Sean 9,9, € R*. Considere la ecuacién

1

ity =0 5.5
It o r oY (5:5)

Sea y(t) la solucién de (5.5) que satisface las condiciones iniciales y(0) = 1, y(0) = 0.

Vamos a determinar el nimero de ceros reales de y(t). Para ello primero consideramos

Vot?
el cambio de variable z = —;— lo que nos lleva a la ecuacion
1
1
2(1=2)w" + (1 —2)w — w0, = 0, (5.6)
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donde w(z) = y(t(z)) con z €] — 00,0[. Veamos qué condiciones iniciales en z = 0

cumple w(z).

w(0) = y(t(0)) =1,

/ .. , -, gyt
w(0) = lig g1 ) = 5 im0 (5.7)

- . 1
= 2—1929(0) = 2—192

Por otro lado, la ecuacién (5.6) es una ecuacién hipergeométrica con pardmetros

RV ek VI &RV e VI c—1/2
4 ’ ‘

a = 5

4

Por lo tanto, toda solucién de la ecuacién (5.6) alrededor de z = 0 es de la forma
w(z) = A1F(a,b,¢;2) + Az ?Fla+1—c,b+1—¢,2— ¢ 2),

con Ay, Ay constantes. Ahora bien, la solucién w(z) de (5.6) que satisface las condiciones
iniciales (5.7) estd dada por

w(z) = F(a,b,c; z),
en consecuencia

y(t) = w(z(t)) = Fla, b, ¢; (1))

Vot?
= F( 7b7 7_—>
a,b,c o
Vamos a suponer que ¥, > 4 en este caso
1 1 1
- =, —= be|—-,0
a€]-g,—zL b€]-70[

Del Teorema 5.1 se sigue que y(t) tiene un cero [0, oo[. Ahora consideremos la funcién

y(t). Tenemos entonces que

2095t ot?
y(t) = ——2F<a—|— 1,b+1,c+1; —2—).
191 191

Asi que el nimero de ceros de g(t) en |0, oo[ estd dado por la ecuacién

Vot
F<a—|—1,b+1,c+1;—7):o. (5.8)
1
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Ahora bien, por la simetria respecto a los parametros a,b que posee toda funcién
hipergeométrica de Gauss y dado que b+ 1 > 0 entonces la ecuacién (5.8) no tiene

solucién en R (incluso en todo C*).

A partir de este ejemplo tenemos el siguiente lema.

Lema 5.1. Sean ¥1,95 € RT. Considere el problema de contorno

A

Entonces, si 0 < X\ < 19/4 entonces el problema de (5.9) no tiene soluciones no

triviales.

Demostracién. Primero observe que toda solucion de (5.9) tiene por lo menos un cero

en [0,77], en efecto

T T )\
it dt=— | ———y(t)dt =0,
| ita=— [ 5=

por lo tanto y(t) cambia de signo en [0, T']. Por otro lado, la ecuacién (5.9) se transforma

. . . Vot P e
por medio del cambio de variable z = ——— en la ecuacién hipergeométrica
1

A
(1= 2)w" + (1 —2)u' — 0, = 0.

Si ya(t) es la solucién de (5.9) que satisface las condiciones iniciales y,(0) = 1, §,(0) = 0

entonces
Vot?
ya(t) = F(%\,b,\,C,\; —;—):
1

en donde

ay = )

4

—1— /1= 4\, - —14/1—4)\/0, o= 1/2
4 ’ ‘

Ahora bien, si 0 < X < ¥5/4 entonces ay €] — 5, —1[ v by €] — 1, 0[, en consecuencia a

partir del Teorema 5.1 se concluye que y,(t) tiene a lo mas un cero en R, mas ain dicho
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cero estd en |0, T[. Ahora bien, para t € ]0, oo[ la ecuacién y,(t) = 0 tiene solucién si y
solo si

Uot?
F<aA+1,b,\+1,cA+1;—T) —0,
1

pero esto no posible dado que by + 1 > 0. Por lo tanto y,(t) # 0 para todo ¢t € R. Esto
prueba que el problema de contorno (5.9) no tiene solucién excepto la solucién trivial

y)\EOEI
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Capitulo 6

Sobre el teorema de Continuacién Global
de Leray-Schauder y una discusion sobre el
numero de soluciones periddicas y pares en

un sistema hamiltoniano autonomo

En este capitulo se pretende alcanzar dos objetivos. Primero, presentar brevemente una
version en el caso finito dimensional del Théoréme Fondamental desarrollado en [28],
con el fin de estudiar el conjunto de ceros de una funciéon analitica real dependiente de
un parametro y como segundo objetivo vamos a desarrollar las ideas encontradas en
[26] para el estudio del ntimero de soluciones periédicas en un sistema hamiltoniano que
cumple ciertas condiciones, esto con el fin de clasificar dichas soluciones de acuerdo al
numero de ceros en cierto intervalo de periodicidad. Por ultimo daremos una aplicacion
de estos temas a un sistema hamiltoniano no auténomo que se estudia en [14]. Antes
de iniciar con la presentacién de estos temas iniciamos con la definicién del indice de

Brouwer. Para mayor referencia ver [28].

Definicién 6.1. Sea f : D — R? una funcién de clase en C*(D,R?) y p & f(X;) U
f(OD) con Xy ={z € D: f(x) = 0}. Se define el grado topolgico de Brouwer para
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f en D en el punto p como

0 si fHp) =0,

d(f, D, p) =
D wef-1(p) SIN [Jf(m)} en otro caso,

donde J¢(x) denota el determinante de la aplicacion lineal f (x) y sgn denota la funcion

Sgno.

Dado que p ¢ f(Xf) U f(OD), entonces f'(x) estd bien definido y J¢(x) # 0; de otro

lado la suma sobre los puntos x € f~!(p) es finita.

Ahora si la funcién f es continua se puede aproximar por funciones f; que satisfagan

las condiciones de la definiciéon anterior y asi definir

d(f,D,p) = jlgrgo d(fj, D,p).

Mas atn se prueba que este limite es independiente de la sucesién f;.
Por ejemplo en el caso real, si f : D = [a,0] C R — R, es continua y p ¢ f(9D) la

definicion del grado topoldgico de Brouwer es sencillamente la siguiente:

1 si fla) <p< [f(b),
d(f,D,p)=14 —1 si f(b)<p< f(a),

0 en otro caso.

Por tltimo si xg € D es tal que f(x¢) = p y es aislado en el conjunto f~!(p) entonces

se define el indice de Brouwer de xy como

ind(f7 XO) = d(f7 U7 p))
donde U es una pequena vecindad de xq. Esta definicién es correcta gracias a la pro-
piedad de excisién del grado topoldgico y del hecho que xq es aislado en f~!(p).
Una importante propiedad del grado topolégico de Brouwer es la invariancia bajo
homotopia, mas atin esta invariancia ain se mantiene cuando el dominio en donde se
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calcula el grado cambia al variar el pardmetro. Veamos esto en el siguiente lema, cuya
demostracién se puede encontrar en [28]. Primero, considere un abierto U de R? x [a, b].

Denotamos por (z, \) los puntos en R? x [a, b], y definimos
Uy, = {(x,\): A= X\o}.

Lema 6.1. Sea U un subconjunto abierto y acotado de R x [a,b] y f : U — R? continua
y tal que f(z,\) # 0 para todo (x,\) € OU. (frontera de U relativa a R? X [a,b])

Entonces deg(f(z,\),U,) es independiente de \.

Por ltimo, presentamos un resultado necesario para la demostracion de la version del

teorema de continuacion global que vamos a considerar.

Lema 6.2. Sea X un espacio métrico, K C X un conjunto compacto y A,B C K
conjuntos compactos tales que no ewxiste un continuo de K que conecta a A con B.

Entonces existe un subconjunto abierto U de X tal que AC U, BNU =0, KNOU = 0.

El lector puede encontrar versiones més generales del Lema 6.2 en [42]. Estamos ahora
en condiciones de presentar una versién simplificada del Théoreme Fondamental de

Leray-Schauder. La demostracién que presentamos aqui es tomada de [26].

Teorema 6.1. Sea F: R%x[a, b] — R una funcion continuay Z = {(x,\) : F(z,\) = 0}

sea el conjunto de ceros de F'. Suponga que

(H1) Z es acotado, y

(H2) el conjunto Z, = {(x,a) : F(z,a) = 0} es finito y existe (xo,a) € Z, con
ind(F(x,a),xy) # 0.

Sea C' la componente coneza de Z que contiene a (xg, a). Entonces una de las siguientes

alternativas ocurre:
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(a) Cn{r=0b} #0.
(b) Euziste (x1,a) € Z,, x1 # xg, tal que (z1,a) € C.

Demostracién. Considere el espacio métrico X = R x [0,1] y el conjunto K = Z. De

(H1) se tiene que K es compacto. Se define
A= {(IOJQ)}’ B=(Z,\A)U {(x, b) € Zy : x| < M}7

donde M es la mayor constante tal que Z estd contenida en |z| < M. De (H2) tenemos
que el conjunto (Z,\A) es finito por lo que el conjunto B es compacto. Ahora bien, si
(a) ni (b) se cumplen, entonces no hay un continuo de Z que una a A con B. Tenemos

entonces un subconjunto abierto U de X tal que
{(z,a)} =U.NZ, Uy=0, ZNoU =19,

Por el Lema 6.1, el grado deg(F'(z,\),U,) es independiente de A\. Dado que U, = (),

entonces el grado debe ser igual a cero. De otro lado, por (H2) tenemos que
deg(F(z,a),U,) = ind(F(z,a),z,) # 0.

Esto es una contradiccion, lo que muestra que (a) o (b) se cumplen. [

En general el conjunto C' puede tener un estructura complicada y poco intuitiva, pero

en hay un caso en donde se puede garantizar que C' es un conjunto arco-conexo.

Teorema 6.2. Bajo las hipotesis del Teorema 6.1 suponga que d = 1 y F' es real y
analitica. Entonces, existe un arco continuo o : [0,1] — Z, a(s) = (x(s), A(s)) con

z(0) = zo, AM(0) = a tal que A(1) =b o AN(1) = a y (1) = .

Demostracion. El teorema se sigue al probar que C' es arco-conexo. Con esto en men-
te, observe que al ser F' analitica real entonces C' es localmente arco-conexo. Considere

el conjunto arco-conexo A = {(x,\) € C': (x,\) se conecta con (xg,a) por un arco},
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A # (). Veamos que A es abierto y cerrado. En efecto: Sea (z1,\) € Ay D C Z una
pequena bola abierta alrededor de (x, A;). Existe un arco a; que conecta a (g, a) con
(x1,A1) y por ser C localmente conexo para todo (z,\) € D existe un arco as que
conecta (x,\) con (z1,A1). En consecuencia el arco o« = a3 U g conecta a (zg,a) con
(x, ). Esto prueba que (z, A) € A por lo tanto A es abierto. Ahora bien, si (., \s) € Z,
(s, M) = Jgrgo(xn, An) con (Tn, An) € A,Vn, de nuevo al ser C' localmente conexo es
posible encontrar para cada € > 0 un n, = n.(¢) tal que (z,, \,) € D, con D, una bola

de radio € y un arco ay, que conecta (., Ai) con (x,, \,) ¥n > n,. Se sigue directamente

que (x4, A.) € A por lo tanto A es cerrado. Puesto que C' es conexo entonces C' = A. [

Terminamos aqui esta breve presentacién del Théoréeme Fondamental de Leray-Schauder,
queda el mencionar que este resultado es ain mds general pues en [28] se considera
transformaciones compactas en espacios de dimension infinita y ademas la version que

se presenta aqui es una nota justo después del teorema fundamental en [28].
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6.1. Numero de soluciones peridodicas y pares en un sistema

hamiltoniano auténomo

Considere el siguiente sistema hamiltoniano auténomo
¢ =0H(q,p),

p = _8qH(Qap)7

definido en un dominio 2 C R? simplemente conexo que contiene al origen (0,0) y con

(6.1)

hamiltoniano H : Q C R? — R, de clase C3(f2). Suponga que H satisface:
L. H(q,p) = H(=¢,p).

2. H(q,p) = H(g,—p).

3. 92H(0,0) > 0;  92H(0,0) > 0.
Bajo estas condiciones se sigue directamente que (0,0) es un minimo local y aislado de
H el cual es no degenerado dado que det(D?*H(0,0)) # 0. Observe que por simetria se
cumple 97 H(0,0) = 0.
Por el Lema de Morse, [47] existe una vecindad U de (0,0) y un difeomorfismo que

transforma H (g, p) en la forma
H(7.p) =7+ +H(0,0).
Dado que

H(q,p) = H(0,0) + %(8§H(O, 0)¢> + 92H(0,0)p*) + O(3).

Note que (0,0) es un equilibrio del sistema (6.1) y ademds tiene indice de Morse cero.
Asi que para puntos (¢,p) € U las curvas de nivel H(q,p) = h son difeomorfas a S*
(curvas de nivel cerradas). Como H es una primera integral de (6.1) se concluye que
toda solucién X (t; ¢, p) con X(0;qo,po) € U es una solucién periédica, pues su 6rbita

es cerrada y (6.1) es un sistema auténomo.
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Sea U* el entorno simplemente conexo mas grande que contiene a (0, 0) tal que VH(q, p) #

0si(q,p) € U* —{(0,0)}. Existe un segmento
Z ={(¢,0): ¢ €l0,a[} C U,

con o > 0 que es seccién transversal de U* para el cual toda solucién periédica en
U* corta a Z una tunica vez. Ahora bien, para cada solucién periddica X(t,() =

(q(t,¢),p(t,¢)) que satisface la condicién inicial
q(0)=¢, p(0) =0, (6.2)
con ((,0) € Z se define la funcién periodo
T:¥—>R, (—T(),
donde T'(¢) es el tiempo minimo para el cual se cumple
Xt+T(),()=X(t,¢) VteR.

En adelante T'(¢) serd el periodo minimo de X (¢, ¢). Para cada condicién inicial ((,0) € Z

supondremos que la funcién periodo T satisface la siguiente hipotesis.

Hipétesis. Sea T = T'(¢) la funcién periodo de X (¢, (). Entonces
a) T'(C) es creciente.

b If T(¢) = T Tz en RU .
) (470)&1}%* <) con en {o0}

Definamos ahora las siguientes funciones:

q(—t) site[-Nm,0] —p(—t) site|[-Nm,0]
q(t) sitel0,Nn] p(t) site |0, N7]

Note que al ser ¢(0) = 0y p(0) = 0 las funciones Q(t) y P(t) son de clase C'. Para

t € [-Nm,0] se cumple:



en consecuencia

Q(t) = —4(—t) = =9, H(q(—t), p(-1)) P(t) = p(—t) = —0,H(q(—t), p(—t))
Q(t) = 0,H(q(—t), —p(=t)) ¥ p(t) = —9,H (q(—1t), —p(—t))
Q(t) = 0pH(Q(t), P(t)) P(t) = —0oH(Q(1), P(t))

En conclusion, las funciones Q(t) y P(t) satisfacen el sistema hamiltoniano auténo-
mo (6.1). Por lo tanto, si X(t) = (q(t),p(t)) es solucién de (6.1) entonces X(t) =

(Q(t), P(t)) también lo es. Mas ain si se imponen las condiciones inicial y de frontera

tenemos
X(0) = (Q(0), P(0)) = (&, p(0)) = (§,0) = X(0),
X(Nm) = (Q(Nw), P(N7)) = (¢(N),p(N7)) = (q(N),0) = X (N).
Por el teorema de existencia y unicidad de soluciones se comprueba que X (t) = X (t),

es decir

Comprobamos asi la existencia de soluciones X (t) = (¢(t),p(t)) del sistema hamilto-
niano auténomo (6.1) para las cuales ¢(¢) es una funcién par y p(t) es una funcién
impar. Ahora bien, bajo la hipétesis sobre la funciéon periodo 7', dado un N > 1 es-
tamos interesados en la existencia de soluciones 2N7 periddicas de (6.1) con ¢ una
funcién par y p una funcién impar y més atun el poder determinar el nimero méaximo

de dichas soluciones que satisfacen la condicién inicial (6.2) y la condicién de frontera

p(NT,¢) = 0. (6.3)
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Para este fin vamos a seguir las ideas encontradas en [26]. La busqueda de soluciones
2N7 periédicas de (6.1) con ¢ una funcién par y p una funcién impar que satisfacen

(6.3) es equivalente a encontrar los ceros de la funcién
Gy :R—=R, Gy(¢)=p(Nm,J(). (6.4)

El sistema (6.1) es invariante bajo la simetria (t,q,p) — (—t,—q,p), por lo tanto
podemos asumir que ¢(0,() = ¢ > 0. Por la simetria también se deduce que X (¢, () es
solucién de (6.1) y satisface las condiciones iniciales (6.2) y las condiciones de contorno

(6.3) si y solo si existe un k € Z tal que

T(C) N
= (6:5)

Figura 6.1: Signo de la funcién p.

Ahora bien, %ir%T (¢) = 1y, donde T}, es el periodo del problema linealizado de (6.1)
%
en el equilibrio (0,0) entonces

2N
T(¢) > T, < T > Ty,

por lo tanto

2N
k< W.
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Por otro lado, el problema linealizado de (6.1) en el equilibrio (0,0) es

. 0 92H(0,0)
Y =AY con A= (6.6)
—07H(0,0) 0
2
Por célculo directo se deduce con w? = 97H(0,0). 95H(0,0) que Tp, = nll
w
2NT . .
Ahora definamos vy = [ - ] lo que equivale a vy = [wN } con [ . ] la funcion parte
lp
entera y sean (i, (o, . .., (,, las soluciones de (6.5) con k =1,2,...,vy.

Por lo tanto el conjunto de ceros de la funcién Gy es finito; més atin si Zp = {( € R :

Gn(¢) = 0} entonces
Zo={-C- o, =Cny0,C1y. o, Cun b

Dado que T'(¢) es creciente entonces (1 > (o -+ > (,,, y mas atn:

T(C*) < T(Cl)

Si (. < (, entonces 5 = Nr.
T(C* T
Si ("> (, entonces (QC ) > (QQ) = N.

Asi que para valores ¢ cercanos a (; tenemos las siguientes posibles situaciones que
dependen del signo de p(t,¢) en t = 0. Vamos a considerar el caso p(0,¢) < 0. En la

figura 6.1 este caso corresponde a la situacion A. Por lo tanto

p(Nm,¢) >0 si (<.

p(Nﬂ',C) <0 sl <>Cl'

(6.7)

Concluimos entonces que existen vy soluciones no triviales, 2N periddicas de (6.1)
con ¢ una funcién par y p una funcién impar, que satisfacen la condicién inicial (6.2) y
la condicién de frontera (6.3) con X (0,¢) = (¢,0) con ¢ > 0. Dichas soluciones pueden

clasificarse por el nimero de ceros de ¢(t, () en [0, N7| para k =1,2,...,vy ¥

Q1(O:C1> = Cl > > qu(OaguN) = CVN'
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De (6.7) podemos concluir para la funcién Gy que ind(Gy,(;) = —1. Mds atn, se
comprueba que en general
ind(Gy, Gx) = (—1)k-

El indice de los puntos —(j se calculan usando la simetria y obtener asi
il’ld(GN, _Ck) = (—1)k+1.

De igual forma podemos calcular el indice en el equilibrio (0,0). Se hace por medio de
la linealizacién de (6.1) en el equilibrio.
Sea X (t,() solucién de (6.1) que satisface la condicién inicial (6.2). Si ¢ = 0 entonces

X = 0. Ahora bien:

X(t,C) _ F(X(t,C)) _ apH(Q(t:C)ap(tv C)) ,
_8qH(Q(t: C)a p(t, C))

por lo tanto
. d
0:X(1,0) = 2 (9:X(1,0)) = DF(X(t,0)) 9:X(1,0).

Si ¢ = 0 tenemos el problema linealizado en (0,0) dado por (6.6) con

0cq(t, 0 1
v = (%10 v =
Ggp(t,()) 0
Se deduce que
8§H(O 0
Ocp(t,0) = — - senwt

En consecuencia:
ind(Gy, 0) = sign(9,Gx(0)),
= sign(9cp(N,0)),

02 H (0,0
M sen wNw).

= sign( —
Dado que 8§H(O, 0) > 0y w > 0 entonces:
ind(Gy,0) = sign(—senwN),

ind(Gy,0) = (1)1,
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En resumen, para el sistema hamiltoniano (6.1) existen un nimero finito de soluciones
no triviales X (t, (x), para k =1, -, vy que son 2N periddicas y tales que q(t, (x) es

una funcién par y p(t, (k) es una funcién impar y ademéds satisfacen las condiciones

X(ngk) = (Ck,()), X(Nﬂ—vck:) = (Q(Nﬂ—vck:)vo)‘

Maés ain cada punto ((x,0) al igual que el equilibrio (0,0) tienen indice de Brouwer

diferente de cero.

6.2. Aplicacion en un problema quimico

A continuaciéon vamos a presentar una aplicacién del tema anterior considerado en este

capitulo. Para ello, consideramos el sistema hamiltoniano no auténomo

i = D)2~ Vg + 51— 2p)g".
(6.8)

p = pke(t)(p —p°) + o(p® = p)g.
Este sistema hamiltoniano estudiado en [14], modela trayectorias cadticas y periédicas
en un sistema quimico con proceso reversible, en el cual se asume que p.(t) = p+e€h(t),
con h(t) una funcién positiva, continua, 27 periddica y € es un pardmetro en I = [0, E*]

para algin valor positivo E*.

En el caso auténomo (e = 0) el sistema hamiltoniano (6.8) tiene como un hamiltoniano

dado por

H = (ug — %(12)(192 —p). (6.9)

Es bien sabido que las soluciones del sistema viven en las curvas de nivel del hamil-
toniano H. Ahora bien, la curva de nivel H = 0 estd compuesta por cuatro lineas

mvariantes

{¢=0}, {q=2p/0}, {p=0}, y {p=1}. (6.10)
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las cuales se cortan en cuatros puntos fijos, todos ellos tipo silla

formando un drea rectangular centrada en un quinto punto fijo (u/0,1/2) que esta en
la curva de nivel H = —p?/(80), mds ain es un minimo local de H lo cual implica
que es un centro. En esta area rectangular todas las trayectorias son érbitas periddicas
alrededor del centro. Dada la clara simetria del campo vectorial en el sistema hamil-
toniano auténomo alrededor del centro (u/c,1/2) se considera el siguiente cambio de

variable

1
T:R* = R? T(g,p) = (q—g,p—a), (6.12)

para obtener en las nuevas coordenadas el hamiltoniano cuadratico

H(q,p)z—%( 2—5—2) (ﬁ-i), (6.13)

el cual tiene las siguientes simetrias
Sl : ((Lp) — (q) _p))
SQ : (Q7p) — (_Qa _p)a

Sz (¢:p) = (=¢,p)-

El correspondiente sistema dinamico seria

. W

¢="—p—opq’,

o (6.14)
. g
p= —Zq+0qp2,

y las lineas invariantes son ahora

ta=—p/oy, {qg=up/oc}, {p=-1/2} vy {p=1/2},

las cuales definen una nueva region rectangular A cuyo centro es el punto de equilibrio
(0,0). (Ver figura (6.2)). Considere una solucién periédica X (t) = (q(t),p(t)) de (6.14)

en el interior de A con condiciones iniciales

q(0) =0, p(0) =, (6.15)



Figura 6.2: Regién rectangular A.

esto implica que ¢ satisface —1/2 < { < 1/2. Dado que H es una primera integral de

(6.14) se considera el nivel de energia
P 1
h=H(0,0) =t (2-=

y la ecuaciéon

que se puede escribir en la forma
— (¢ (t) — p?) (4p*(t) — 1) = p*(4¢* — 1).

Por la simetria Sy se toma 0 < p?(t) < (? < 1/4 y asi obtener por célculo directo que

2 20\ 4/12(]92(15) - CQ)
() = 4p?(t) — 1

De (6.14) se sigue que

y finalmente se obtiene que

P(0) = () - a0 - 1),

Note que en la tltima ecuacion, el lado derecho es positivo. Sea T'(¢) el periodo de la

solucién X (t) de (6.14) que satisface (6.15). Tenemos entonces que
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T/ -1 d
/ dt = / P,

p2

‘_ﬁl ¢@r—@xwﬂ—m@

Si p = (v, entonces

T@>=§K@o,

donde K(x

dv es la integral eliptica completa de primer

/ VAV l—xv)

tipo.

De otro lado el problema (6.14) en la solucién de equilibrio (0,0) estda dado por

T
Y1 = — Yo,
o

g

Yo = —Z Y1,

4
de donde se deduce que el periodo del problema linealizado es T}, = - De la discusién

anterior se obtiene el siguiente resultado.

Proposicién 6.1. Sea X (t;¢) = (q(t,¢),p(t,()) una solucion periddica no trivial de
(6.14) que satisface la condicion inicial (6.15). Si T(C) es una funcién periodo de

X(t;¢) esta funcion satisface las siguientes propiedades

(a) lim T() =T,

¢—0t

(c) —>0pamt0d00<§<—

Demostracién. La prueba de (a) y (b) se sigue de las conocidas propiedades de la

funcion integral eliptica de primer tipo. Mas atn

1 1 /2 1
ke - [ =, e
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Para demostrar (c¢) considere la funcién real

1

f(0.¢) = T iCson0

con f:[0,7/2] x [0,(] — R con ¢, < 1/2. Esta funcién

> f(-,() es integrable en [0, /2], para todo ¢ € [0, (,],

> Existe g(&, -) en [0, (], para todo 6 € [0, 7/2],

a¢
> ac es continua en [0, 7/2] x [0, (],
mas aun ac es continua en [0, 7/2] x [0,1/2]. Estas observaciones previas sobre f son

las hipétesis de la version clasica de la regla de derivacion bajo integrales, por lo tanto

w/2 2
A T B
d¢ uoJo (1 —4¢?sen?6)3/2

y esto demuestra (c). OJ

Observacién. La anterior proposicion también es valida si se consideran soluciones

X(t,n) de (6.14) que satisfacen las condiciones iniciales

q(0) =n, p(0)=0, (6.16)
con 0 < n < u/o. De otro lado, note que H(q, p) satisface la condicién de simetria Sy

en consecuencia se garantiza para el sistema (6.14) la existencia de soluciones X (t) =

(q(t),p(t)) las cuales son 2N periddicas y ademds ¢(t) es una funcién par y p(t) una
uN
e
soluciones 2N periddicas de (6.14) que satisfacen las condiciones iniciales (6.16) y la

funcion impar. Mas atin, de la discusion en la seccion 6.1, existen a lo mas ¥y = [

condicién de frontera
p(Nm) = 0.
De esta forma, hemos demostrado que para el sistema auténomo

. o
¢=p2p—1)g+ 5(219 - 1)¢*,
(6.17)

p=pulp—7p°)—c(® —p
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N
existen ¥y = [%} soluciones X (¢,£,0) = (¢q(t,£,0),p(t,£,0)) que son 2N periédicas

y que satisfacen la condicion inicial

q(0,§,0) =&, p(0,£,0) =1/2, (6.18)

y la condicién de frontera
p(N7,&,0)=1/2, (6.19)
con pu/o < & < 2u/o. Estas soluciones pueden clasificarse de acuerdo a las condiciones
iniciales
2u/0 > q(0) =& > -+ > qoy (0) = &gy > p/o0,
donde & es la solucion de
@ - % (6.20)
y k es el numero de ceros de ¢(t,£,0) — u/o en [0, Nw| con k= 1,--- ;9. Més atn lo

anterior muestra que
’CO = {E € R:p(Nﬂ',f,O) = 1/2}7

Ko = {2/1/0’—51,...,2/1/0'—&9]\” ﬂ/aagla"':gﬁz\l}'
Por tltimo, hacemos notar que cada soluciéon X (0, &, 0) de (6.17) e incluso la solucién
trivial (u/o,1/2) tienen indice de Brouwer diferente de cero, en efecto, siguiendo los

célculos de la seccién 6.1 el indice de &, y 2u/o — & € Ko estan dados por

lnd(p(’ 0)7 fk) = (_1)k7 lnd(p(7 O)’ 2:“/0- - fk) = (_1)k+1'
El indice en & = p/o se calcula por medio de la linealizacién de (6.17) en la solucién
de equilibrio, es decir
. . (Op
ind(p(-, 0),0) = 51gn(a—£(u/a, 1 /2)).
El problema linealizado de (6.17) en el equilibrio (p/0,1/2) estd dado por

: 0 u*/o
W(t) = AW(t), con A= )

—o/4 0
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por lo tanto

9 0 :
g (1/0:1/2) = Ge(N T uf2,1/2) = gosen (555,

En consecuencia

ind(p(-, 0),0) = sign(% sen (“Zﬁ)) — (—1) L,

Hemos comprado entonces que localmente existe una rama de soluciones no triviales
para el problema (6.8) que emanan del problema auténomo. En [14] se demuestra que

tan lejos se pueden extender estas soluciones.
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Capitulo 7

Orbitas periddicas en el problema de

Sitnikov

En este capitulo presentaremos algunos de los principales resultados del reciente trabajo
de J. Llibre y R. Ortega [26] en relacién a las familias de soluciones periddicas del

problema de valor de frontera

z

(22 +r(t, €232 0, £(0) = 2(Nm) =0, (7.1)

Z+

para cada entero N > 1 dado. Observe que las soluciones de este problema pueden
extenderse como soluciones pares y periddicas con periodo 2NT.
Dados &, n € Ry e € [0,1] se denotard por z(¢,£,7n,e) a la solucién de (7.1) que

satisface las condiciones iniciales

A0) =€ 20) =7 (7.2)

Noétese que z(t,&,7,e) estd definida en todo ¢t € R (ver Proposicién 2.1). Mas atn,
la bisqueda de soluciones pares y 2Nm periddicas de (7.1) que satisfacen (7.2) es

equivalente a encontrar los ceros de la funcién
Fy:Rx[0,1[=> R, Fy(§e)=2(Nm&, 0,e),

la cual es una funcién analitica real. El estudio de soluciones periédicas para el problema

de Sitnikov ha sido objeto de estudio de muchos autores (ver [6, 11, 12, 26, 31]). En
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algunos trabajos se obtienen soluciones periédicas del problema eliptico de Sitnikov
por medio de la continuacién de érbitas periddicas en el problema circular de Sitnikov
para valores de la excentricidad suficientemente pequenos. En referencia a estudios
numéricos sobre este problema se encuentran los trabajos en [6] y [21]. En este ultimo
se presentan familias de soluciones simétricas y periddicas para casi todo los valores de
excentricidad e en [0, 1[. Mas atin se presentan diagramas de soluciones periédicas que
bifurcan desde la solucion de equilibrio z = 0 en valores especiales de la excentricidad,
digamos e = e, y que son continuadas para e, < e < 1.

Con el objetivo de obtener soluciones periédicas para valores de la excentricidad no
necesariamente pequenos, los autores en [26] hacen uso del teorema de continuacién
global de Leray-Schauder (Teorema 6.1).

La idea principal en [26] es aplicar el Teorema 6.1 a la funcién analitica real Fy y

estudiar el conjunto
Y ={(&e) eRx[0,1[: Fx(§ e) =0},

cuya topologia puede ser complicada cerca de la frontera e = 1. Por lo que un primer
objetivo logrado fue la comprobacién de las hipétesis (H1) y (H2) del Teorema 6.1
sobre el conjunto .

Con este fin, se considera un problema circular de Sitnikov, es decir

z

donde r(¢,0) = R > 0 es la distancia de las masas primarias al origen. En [6] se
demuestra que si T'(§) es el correspondiente periodo minimo, entonces 7'(§) es una

funcién creciente y més aun satisface

lmT(&) =7/V2 y 5h'm T(€) = co.

£—0

T
Ahora bien, se fija un &, > 0 tal que Ef) > N7 si & > &, con T'() el periodo minimo
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de la solucion de (7.3) que satisface las condiciones iniciales

En [26] se demuestra el siguiente resultado.

Proposicién 7.1. Sea R > 0 dado. Suponga que r(t,e) > R para todo t € R, y sea

2(t,€,0,e) una solucion de (7.1) que satisface (7.2). Entonces |&| < ..

La idea de la demostracién consiste en comparar la solucién 1 (t, £, 0,0) del problema

circular de Sitnikov (7.3) con la solucién par y 2N7 periddica z(t, &, 0, e) del problema

T(f)]
1)
Ahora bien, si €] > &, en el caso eliptico se llegaria al equilibrio en un tiempo mayor

eliptico de Sitnikov (7.1) y comprobar que z(¢,&,0,e) > (t,£,0,0) para t € [0,

a N7 lo cual no es posible. Este argumento se formaliza por medio de desigualdades

diferenciales. La figura 7.1 visualiza mejor lo anterior.

N .z
La fuerza de atraccion
es mas grande

Figura 7.1: Se llega mas rapido al equilibrio en el caso circular que en el caso eliptico.

Dado que para todo (t,e) € R x [0, 1] se tiene que

1— 1
> C<r(te) < ;e, (7.4)
_ . 1—-F
la Proposicién 7.1 se aplica sobre toda banda Rx [0, E] con F < 1, tomando R = —5

Lo anterior prueba que ¥ es acotado y por lo tanto la condicién (H1) del Teorema 6.1

se satisface.
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Un demostracién alternativa para comprobar la hipétesis (H1) es la siguiente: De las

condiciones de contorno en (7.1) tenemos

/o W (2(t) :E?emw dt = /O "5ty dt = (V) — £(0) = 0,

de aqui se deduce que z(t) cambia de signo en [0, Nx]. Sea 7 € |0, N7| un cero de z(t).

Tomando e € [0, E] y R = se deduce que existe una constante C; = C}(F) tal

que

3 ¢
€+ = Er e =

para todo £ € R. Por lo tanto

Ch

1) <Oy |A(t)] < CiNT

De esta forma |2(t)| = |2(t) — 2(7)| < CiN=|t — 7| < C1(N7)?. Tenemos finalmente
que

|z(t)| + |2(t)| < CiN7w(1+ N7) para todo t€ [0, N7].

En particular para ¢t = 0 tenemos que || < CiN7(1 + Nr).

Faltaria probar que se satisface la hipétesis (H2), esto implica estudiar el conjunto

Sy = {(£0): Fx(£,0) =0},

lo cual equivale a estudiar las soluciones del problema de contorno
z

3/2

(2+5)”

Sea z(t,&,0,0) la solucién de (7.5) que satisface las condiciones iniciales

5+ =0, 2(0)=2Nm)=0. (7.5)

20)=¢, 2(0) = 0. (7.6)

Sabemos bien que la ecuacion diferencial de este problema tiene un hamiltoniano dado

por
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Este hamiltoniano satisface las condiciones 1.2. y 3. de la seccién 6.1 del capitulo 6.

De esta forma se obtiene tal como se hace en [26] que

Yo={-&,....,= &, 0,&,. .., &0 ),

T N
con &, la solucion de fk) = % conk=1,2,...,uyy v = vy = [2¢/2N]. Finalmente

se concluye que existen vy soluciones no triviales, pares y 2N periédicas de (7.5) que

satisfacen las condiciones iniciales (7.6). Estas soluciones se pueden clasificar de acuerdo

al nimero de ceros de z(t, &, 0,0) en [0, N7] y

2(0,£,0,0) =& > ... > 2(0,£,,,0,0) =&,

Siguiendo el andlisis presentado en el seccion 6.1 se comprueba que el indice de cada
solucién no trivial z(t, &, 0,0) es (—1)* y el indice de la solucién de equilibrio z = 0 es
(—1)"¥*1. De la discusién anterior y del Teorema 6.1 se concluye que existen localmente
un numero finito de ramas de soluciones no triviales, pares y 2N7 peridédicas que
emanan de cada punto (&, 0) las cuales estén ordenadas de acuerdo al nimero de ceros

de z(t,&,0,0) en [0, Nm]. Claramente desde el equilibrio (0,0) emana la rama trivial.

La posibilidad de aplicar el Teorema 6.1 al problema circular de Sitnikov, permitio a

los autores de [26] obtener varios resultados, entre ellos los siguientes.

Teorema 7.1. Para cada p = 1,...,v y € > 0 existe una familia (o una rama) de

soluciones {(z(t), €s) }sepo1] de (7.1) que satisfacen:
(1) La transformacion (s,t) € [0, 1[xR — (24(t), 25(t), e5) es continua.

(2) Las soluciones zs(t) son pares y 2Nw periddicas; es decir, para todo s € [0,1] se
tiene

25(t) = z5(—t), zs(t+2N7) = z(t).

(3) Para cada s € [0,1] tenemos que z5(0) > 0 (por lo tanto zs(t) no es una solucion

trivial) y zs(t) tiene exactamente p ceros en el intervalo [0, N|.
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(4) Coney=0, es € [0,1 — €] para cada s y una de las siguientes alternativas sucede:

lLes—1—€eyz(0) > E&>0sis /1

2. lim, » e, = E existe con £ < 1 —¢, z,(t) converge a 0 si s /1y la ecuacion
diferencial lineal
1

PR SR
y+r3(t’E>y ,

tiene una solucion no trivial, par, 2N 7 periddica con exactamente p ceros en

el intervalo [0, N].

Este teorema determina la existencia de familias de soluciones pares y 2N7 periddicas
del problema de Sitnikov (7.1) que satisfacen las condiciones iniciales (7.2) para todo

valor del parametro excentricidad e € [0,1 — €.

e=1
\/
Ay
Ay Ay
AS \
(0,0) 3

Figura 7.2: Familia de érbitas periddicas.

Una ilustracién donde se muestra una situaciéon hipotética que ilustra el Teorema 7.1
se plasma en la figura 7.2 la cual se encuentra en [26]. Para cada N > 2 se toman tres

nimeros 1 < p; < ps < p3 < vy se dibujan los conjuntos A;, Ay, A3 se define
A= {(2(0), e) : z(t) es una solucién par, 2N periddica con

pi ceros en [0, Nr|,z(0) > 0,e € [0,1 — e]}
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Para el caso p; se encuentran familias que cumplen 4.1. En el caso ps familias que cum-
plen 4.2 y en el caso p, ambas situaciones se presentan. En el capitulo 8 se mostraréd que
la situacion hipotética para el caso py no puede ocurrir. De igual forma cabe mencionar
que en el caso p > N las familias encontradas pueden extenderse globalmente en [0, 1].
En el caso N < p no se sabe si la extension es global sobre todo [0, 1], pero en este
caso se encuentra un estimativo del tamano del intervalo de excentricidades donde la

extension de las soluciones tiene lugar. Esto se muestra en el siguiente teorema
Teorema 7.2. Las siguientes afirmaciones se cumplen

(1) Sip < N, entonces la situacion 4.1 del Teorema 7.1 se cumple.

(2) Sip> N, py < 1—¢, y la situacion 4.2 del Teorema 7.1 se cumple, entonces

E > pn con

N\ 2/3 N \2/3
=min{2(7) —11-2(0) )
o mm{ v v+1

Recordemos que segin el Teorema 6.1 existe una rama local de soluciones periédicas no
triviales que emana de cada punto (&, 0). En [26] se estudian las posibles intersecciones
de estas ramas con la rama trivial z = 0, por lo que se considera el problema linealizado

de Sitnikov en z = 0 y se obtiene el siguiente resultado.

Proposicion 7.2. Considere el siguiente problema de contorno.

i)+ oy =0, 30) = §(V) = . (77)
Entonces, existe una sucesion {E, ny}tn>1 con0 < By y--- < E,n <---<1,{E,n}
1, tal que (7.7) tiene una solucion no-trivial si y solo si e = E, n. Mds atin, Ey n > pn
y la solucion y, correspondiente a E, y tiene un nimero de ceros en [0, Nw| que se

hace arbitrariamente grande a medida que n — o0.

Vamos a presentar las ideas generales de la demostracion de esta proposicién. Primero
se considera a y(t, e) como la solucién de la ecuacién en (7.7) que satisface y(0,e) = 1,

y(0,e) = 0. El objetivo es estudiar los ceros de la funcién ¢(Nw,e).
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Para demostrar esta proposicién, en [26] se hace uso de los siguientes resultados

Lema 7.1. Sea a(t) una funcion continua, 2N periddica la cual para algin n > 0

satisface

2 1\ 2
(%) <a(t) < (n]—l\—[ ) para todo t € R,

y ambas desigualdades son estrictas en algin intervalo. Entonces §+a(t)y = 0 no tiene

soluciones 2Nt periddicas (excepto la solucion trivial y = 0).

Este resultado que se deduce del teorema de comparacién de Sturm se aplica al pro-

blema linealizado de Sitnikov usando las desigualdades (7.4) y del hecho que

(%)2 = r(t,le)3 = <V;1>2’

paratodot € Ry e < py, de aqui se deduce que (N, e) # 0 para todo e €]0, py|[. Esto

muestra porqué el primer valor propio en la Proposiciéon 7.2 cumple 0 < pny < Ej n.

Lema 7.2. El nimero de ceros de y(t,e) en |0, N«| tiende a infinito cuando e /1.

La demostracién de este lema se divide en dos partes. La primera parte inicia con
la observacién de que la funcién r(-,e) converge uniformemente a la funcién r(-,1) si

e — 17. Por otro lado, de la ecuacién de Kepler (2.4) se tiene para e = 1 lo siguiente:

t = u — senu,

3!
Sea ¢ = (6t)'/% entonces ¢(u) = u[B(u)]"/3, con u(0) = 0. Nétese que
o B
(0 -0. %=1

Del teorema de la funcién inversa existe la funcién u = u(¢) en una pequena vecindad
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de ¢ = 0, mas aun dicha funcién es analitica e impar, asi que
u(Q) = ¢+ B¢ +
=(> Boumpa(™ con =1,
n=0

regresando a la variable ¢ concluimos que

U(t, ]-) = (6t)1/3 Z ﬁnt2n/3 con /Bn = 62n/3§2n+1' (78)
n=0

De esta forma u(t, 1) = (6t)/24(t) en donde f3(t) Zﬁ 23 1a cual es una funcién
n=0
analitica en %% con 3(0) = 1. Ahora bien de (2.3) se deduce que

r(t,1) =

(1 —cosu(t, 1)),

N | —

por lo tanto

r(t1) = i(u(t, 12 4 dau(t, 1) + ),

%i@n[u(t, D con gy = 1.
n=1
Se deduce entonces que
r(t,1) =
r(t,1) =

(1+¢4u(t 1?40,

B2 (1 + da(66)2B()* + ).

Finalmente podemos concluir que

/3
r(t, 1) = Tt2/3¢(t)’ (7.9)
en donde ¢(t) Z¢ [(66)28(1)]* ™Y es una funcién analitica en t*3 con

$(0) = 1.

73



Figura 7.3: Posible grafica de la funcién 0(m,e).

La segunda parte de la prueba, consiste en considerar la ecuacién (7.9) y tomar un
1 16[
4’9

ntmero fijo v en | de manera que

para t €]0,A] con A suficientemente pequenio. Ahora bien, dado que 1/4 < =, las

soluciones de la ecuacion de Euler

.o

tiene un numero arbitrario de ceros que se acumulan en ¢t = 0. Como 7(-,e) — r(-, 1)

uniformemente en |0, A[, es posible encontrar un e, < 1 tal que

gl
> te[d,Al ec€les,l]

para 0 > 0. Ahora bien, aplicando el teorema de comparacién de Sturm a la ecuacion

en (7.7) y la ecuacién (7.10) se tiene la demostracion.

Finalmente la prueba de la Proposicion 7.7 se sigue al considerar un cambio de variable
a coordenadas polares

y = pcosb, y = psend.
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De la ecuacion en (7.7) la funcién 0(t, e) satisface la ecuacién

1

b= ey

cos® @ — sen? 6,

la cual es decreciente en t. La condicién (N, e) = 0 se convierte ahora en la inclusién
T

O(Nm,e) € wZ. Por otro lado, del Lema 7.2 se sabe que 0(t,¢) € 5 + 77 para un

ntmero arbitrario de valores positivos de ¢ en [0, N7|. En consecuencia para la funcién

analitica, e € [0, 1[— O(N, e) se tiene

lim @(Nw,e) =1im inf O(t,e) = —oo0,
e /1 e, 1 [0,N]

de aqui, los niimeros E,, y en la Proposicién 7.7 se toman con las soluciones de (N7, e) €
.
Terminamos este capitulo mencionando que los resultados de [26] que acabamos de

presentar seran parte fundamental de los discursos posteriores en esta memoria.

75



Capitulo 8

Bifurcaciones Globales desde el centro de

masas en el problema de Sitnikov

Como se mencioné en el capitulo anterior, estudios numéricos sobre la busqueda de
soluciones periddicas para el problema (7.1) se pueden encontrar en [21]. Ademés de
este tipo de soluciones en ese trabajo se presentan diagramas de soluciones no triviales
que surgen como bifurcaciones desde el equilibrio z = 0 para ciertos valores de la excen-
tricidad e = e, y que son continuadas para valores e, < e < 1. El objetivo principal de
este capitulo es presentar un estudio analitico de este nuevo tipo soluciones periddicas

no triviales que emanan desde el equilibrio y que son globalmente continuadas para

e 1.

Sea z(t,&,0,e) una solucién par y 2Nz periddica de (7.1) que satisface las condicio-
nes iniciales (7.2). Como se mencioné en el capitulo anterior, la bisqueda de dicha

soluciones equivale a encontrar los ceros de la funcién analitica
Fy:Rx[0,1[=> R, Fy(§e)=2(Nm&, 0,e),

dicho conjunto lo hemos denotado por . Los teoremas sobre la estructura local de
conjuntos analiticos y Series de Puiseux se pueden aplicar en cada punto de ¥ (ver
[23]). Esta observacion tiene muchas consecuencias, en [36] se presenta una de las més

simples.
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Proposicién 8.1. (i) Para cada e € [0,1] el problema (7.1) tiene un nimero finito

de soluciones.
(ii) Cada subconjunto conexo de ¥ es arco-conezo.

Demostracién. (i) Recordemos la Proposicién 7.1. (o bien la Proposicién 5.1 en [26]):
Dado cualquier E < 1 existe £, > 0 tal que si e € [0, E] y z(t) es una solucion de (7.1),
entonces z(0) = £ satisface || < &,. Dado que los ceros de Fy(-,e) son precisamente
los valores de z(0) = £ con z(t) solucién de (7.1), concluimos que Fi (-, e) no se puede
anular fuera de [—&,, &] siempre que e € [0, E]. La funcién Fy(-,e) es analitica real y
por lo tanto tiene un ntmero finito de ceros.

(77) Se sigue de los Teoremas 6.1.3 y 4.2.8 en [23] que ¥ es localmente arco-conexo.
En consecuencia si A es un subconjunto conexo de X se sigue que A es localmente

arco-conexo y por lo tanto es arco-conexo. [J

La afirmacién (%) en la Proposicién 8.1 muestra que la idea intuitiva de “rama de
soluciones” puede formalizarse como un camino dentro de una componente conexa de
Y. En adelante identificaremos las soluciones z(t, £, 0, €) del problema (7.1) como puntos
en el plano de coordenadas (, €), donde £ = z(0). Un conjunto S de soluciones de (7.1)
se identificarda con un subconjunto de S* de ¥ de manera usual. Por ejemplo, si Sy es

el conjunto de soluciones triviales de (7.1), entonces

S;;:{(o,e);ee[o,l[}.

La funciéon Fx es impar en £ por lo que ¥ es simétrica respecto al eje x. Esto nos

permite considerar sélo la region
£E>0, 0<e<l.

El conjunto de ceros de Fy que yacen en esta regién se denotard por 2T,
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Definicién 8.1. Una familia global de soluciones no triviales es un conjunto F de

soluciones de (7.1) tal que F* es una componente conezxa de X+.

En vista de la Proposicion 8.1 observamos que toda familia global es arco-conexa. Otra
importante propiedad es la invariancia del ntimero de ceros a lo largo de la familia. Por
unicidad del problema de valor inicial, los ceros de las soluciones no triviales tienen
que ser no degenerados. Esto explica porqué el niimero de ceros permanece constante
a lo largo de la familia conexa. Esto corresponde a una clasica técnica empleada por
Rabinowitz [42].

El siguiente teorema es el resultado principal de este capitulo.

Teorema 8.1. (Teorema principal) Para cada N > 1 existe un nimero py = po(N) > 1
y familias globales de soluciones no triviales, denotadas por Fpn, p = po,Po + 1,...

que satisfacen
1) F,n tiene p ceros [0, N|,

2) cl ;,N) NS; = {(OaEZ,N)};
3) PTO?JQ(}—;,N) :]E;,N: 1],
donde {E;’N}Ppo es una sucesion estrictamente creciente que converge a 1 st p — o0.

La notacién ¢l utilizada en 1) hace referencia a la clausura de un conjunto relativo a
[0,00[x[0,1]. En &) se ha usado la notacién Proy,(,e) = e.

Por 1) las familias F, y tiene diferentes ntiimeros de ceros y por lo tanto son disjuntas
dos a dos. La condicién 2) muestra que la familia bifurca desde el centro de masas
§ = 0 en algin valor de excentricidad e = EJ . La condicién 3 ) dice que la linea hori-
zontal e = E7 \ actia como una barrera para la familia. La figura 8.1 da un esquema
de los resultados previos y también muestra las caracteristicas cualitativas observadas

en el estudio numérico desarrollado en [21]. Sin embargo, no tenemos argumentos vali-
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dos para excluir situaciones mas complicadas: Bifurcaciones secundarias, pérdida de

monotonia lejos de £ = 0, ramas no acotadas para e 1 1, etc.

e

e=1

E*

p+1,N

E*

p.N

(0.0) &

Figura 8.1: Familias de érbitas periddicas emanando desde el equilibrio.

Los numeros Ej y se obtendran por medio de una caracterizacion teérica y pueden
ser calculados numéricamente. La primera bifurcaciéon para N = 1 ocurre en Ej; =

0, 5444689... Como consecuencia de este teorema, tenemos el siguiente colorario.

Corolario 8.1. Dado o > 1 existe e, = e.(a) € [0,1] tal que (2.2) tiene al menos «

soluciones pares, 2w periodicas si e > e,.

8.1. El problema lineal

Retomamos el problema tipo Sturm-Liouville (7.7) dado por
y + ! 0, y(0)=y(Nn)=0
_— = = m) = .
LA Y

La diferencia de este problema tipo Sturm-Liouville respecto a las versiones clasicas es
que la dependencia con respecto al parametro e es no lineal. Este tipo de problemas
con dependencia no lineal han sido considerados en [19] y [50] pero en estos trabajos

la ecuacién depende mondtonamente del pardmetro, condiciéon que no se satisface por
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la funcién r = r(t, e). Mas atn, note que

1 —

r(0,e) = 26\,0 sie /1,
1

r(me) = ;—e/‘l sie 1.

De otro lado, de [26] y [30] sabemos que existe una sucesion {E, y},>1 con
O<E17N<E27N"'<En’]v<"'<1, ll/m{EnyN}:l,
n— oo

tal que el problema (7.7) tiene una solucién no trivial si e = E,, y para algin n. Del
Lema 7.2 se sabe que el nimero de ceros de estas soluciones crece arbitrariamente si
n — oo.

Las ideas en [30] pueden aplicarse para calcular numéricamente los nimeros E, y. En
este trabajo se observa que la expansién en series de Fourier de la solucién de (7.7)
puede obtenerse por medio de una relacién de recurrencia. Una forma alternativa a
este método puede ser el considerar un apropiado cambio de variable independiente.

En efecto, cuando el tiempo es reemplazado por la anomalia excéntrica,

dy
—_ — t et / = —
u—esenu=t, ylu =y, vy "
el problema (7.7) se convierte en
(1—ecosu)y” — (esenu)y’ +8y =0, ¢'(0)=y¢ (Nw)=0. (8.1)

Esta es una ecuacién tipo Ince (ver [29]). La ventaja ahora es que los coeficientes
son funciones elementales. Por lo que es mas sencillo resolverla numéricamente via el
método de disparo en un software estandar. Como ejemplo, el lector puede verificar que
E11 = 0,5444689..., (ver [30]) y la solucién correspondiente tiene tres ceros en [0, ].
Asi, la primera bifurcacién para N =1 ocurre en E3, = Ej ;.

Otra ventaja al considerar la ecuacién (8.1) es la posibilidad de dar respuesta al pro-

blema de la coexistencia de soluciones para la ecuacion

gj + Wy = (82)
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Figura 8.2: Grafica de la solucién y(u, e) con e = 0,5444689.. Tres ceros en [0, 7).
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Figura 8.3: Grafica de la solucién y(u, e) con e = 0,944769799.. Cuatro ceros en [0, 7.

Es decir, el poder afirmar o no la existencia de dos soluciones linealmente indepen-
dientes de periodo 27. En [30] (ver Corolario 4.1 de ese trabajo) encontramos que la
respuesta a la coexistencia de soluciones para (8.2) es afirmativa. Vamos a presentar
una nueva prueba, mas simple y directa.

Analizamos el problema de la coexistencia para el caso N = 1. Si N > 1 por el Corolario

4.2 la coexistencia esta garantizada.

Teorema 8.2. (Coexistencia de soluciones.) Sea e = E,, 1 para algin n € N. Entonces
para el problema (8.1) existen dos soluciones no triviales 2m-periddicas linealmente

independientes.

Demostracién. Sea z(t, ¢, 0, e) una solucién par y 27 periédica de (7.1). Sea e = E,, ;
para algin n fijo. La funcién y(t) = 0:2(¢,0,0, e) es una solucién no trivial de (8.1)

con las condiciones iniciales

y1(0) =1, (0)=0.

81



Mas auin, y;(t) es par y 27 periddica, para todo t € R. Por lo que y; (t) se puede expresar
en serie de Fourier de la forma (4.7). Por otro lado, el polinomio Q(s) para la ecuacién
(8.1) estd dado por Q(s) = 2es(1 —s) cuyas raices son s = 0, s = 1. Aplicando el

Teorema 4.4 se tiene la demostracion. [

A partir de este resultado se deducen las siguientes afirmaciones.

1. Existe una tnica solucion y»(t) no trivial de (8.2), 27 periddica que satisface las

condiciones iniciales
yQ(O) = 07 yQ(O) - 17
la cual es linealmente independiente con y;(t), y ademés la matriz fundamental y

principal Y (¢) en ¢ = 0, tiene como matriz de monodromia Y (27) = I donde I,

es la matriz identidad 2 x 2.

2. Por el Teorema 4.2 las funciones normalizadas y;(t) y y2(t) son par e impar res-

pectivamente, por lo tanto

y1(t) = yi(—1) y2(t) = —ya2(—t) para todo te€R.

Maés aun satisfacen y;(m) = 0y yo(m) = 0. Por lo tanto la ecuacién (8.2) posee

una solucién no trivial, impar y 27 periddica, que sabemos es la funcién y(t).

Proposicién 8.2. Sea e = E,; para algin n € N. Entonces la ecuacion (8.2) es

estable.

Demostracién. Por el Teorema 8.2 y el criterio de estabilidad (Corolario 4.3) todas
las soluciones de (8.2) son estables, (es decir son todas acotadas) de donde se sigue la

demostracién. O

Proposicion 8.3. Sie = E,, 1 para algin n € N entonces la solucion trivial z(t,e) =0

es una solucion estable en el sentido de Liapunov para el problema de Sitnikov (2.2).
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Demostracién. Escribimos la ecuacién (2.2) en la forma
Z4a(t,e)z+b(t,e)2* + K(t; z,e) = 0,

con K(t;z,e) = O(|z|?) si z — 0 uniformemente para cada (t,e) € R x [0, 1], en donde

1 3
r(t, e)? y b(t,e) = —W. Observe que b(t,e) < 0 para todo (t,e) € R x

[0, 1][. De otro lado, sabemos por la Proposicién 8.2 que la ecuacién (8.2) es estable

a(t,e) =

(todas las soluciones son estables). Estas condiciones satisfacen la hipétesis del criterio

de estabilidad dado en [35]. Lo que completa la demostracién. O

Observacién. La estabilidad de la solucién de equilibrio para valores especificos del
pardmetro es un resultado ya conocido, ver [30]. Més aun la discusién completa de la

estabilidad de la solucién trivial se puede encontrar en [13].

En adelante denotaremos por yi(t,e) y y2(t, €) a las soluciones de (8.2) que satisfacen

las condiciones iniciales

yl(o) =1, ?Jl(o) =0 vy 92(0) =0, 92(0) =1,

respectivamente. Nétese que 1 (N7, e) = 0 es equivalente a e = F,, y para algun n.
De otro lado, los nimeros F, n se asemejan a los valores propios de los clasicos pro-
blemas Sturm-Liouville. Vamos a tomar una subsucesién de {E, y},>1 que conduce a

una analogia més precisa con los valores propios.

Lema 8.1. Suponga que N > 1 y sea py = po(N) el nimero minimo de ceros que una

solucion de (7.7) puede tener. Entonces
(2) po(N) > N.

(ii) Para cada p > pgy existe algin e € [0,1] tal que el problema (7.7) tiene una

solucidn con p ceros en [0, Nw|. Defina

B} x = sup {e € [0,1[: (7.7)tiene una solucion con p ceros en [0, NT(']}.
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Entonces {E* >po €8 una subsucesion de { B, n}n>1 estrictamente creciente, tal
p,NJp=po n, nz ’
que

lim £, = 1.
p—r00 p,N

(iit) Para cada p > po existe € > 0 tal que
(=1 (Nme) <0 si By <e<E y+e
Demostracién. Introducimos coordenadas polares en (7.7)
L i0
y + iy = pe”,

que conducen a la ecuacién para el argumento

1

NTRSE cos? 6 — sen’ 4.

i—

Sea 0(t, e) la solucién con condicién inicial #(0) = 0. La funcién e € [0, 1[— §(Nm,e) es
analitica real y los numeros F, y son las soluciones de la inclusién 0(Nw, e) € nZ. El
ngulo f(t, ) gira en sentido de las manecillas del reloj (§ < 0) por lo que las soluciones

de (7.7) que corresponden a
O(Nm,e) = —km, k=1,2...

tienen precisamente k ceros. Demostraremos el Lema 8.1 con la ayuda de la funcion
argumento. Para demostrar (i) observe que r(t,e) < 1 para todo (¢,e) € R x [0, 1] por

lo que 6(t, e) satisface la desigualdad diferencial
f < —cos?f —sen?f = —1.

Por lo tanto, O(Nm,e) < —Nm y esto muestra que el nimero de cruces con el eje
vertical (6 € m/2+ 7Z) es mayor que N. En consecuencia toda solucién de (7.7) tiene
més de N ceros. Para demostrar (i7) en primer lugar observamos que el nimero de

ceros en [0, N7| de y1(t,e) tiende a infinito a medida que e 1 1 (ver Lema 7.2). Més
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O(r,e)

Figura 8.4: Posible gréfica de la funcién 6(,e) con valores E ;.
aun sabemos que cada cero produce un cruce de la 6rbita (y,y) con el eje vertical y

lim (N7, e) = —oc.

e—1—

Ahora podemos deducir que dado p > pg el angulo (N7, e) toma cada valor —pm, para
algun valor de la excentricidad e no cerca de 1. Entonces EJ \ puede ser caracterizado

como la raiz més grande de la ecuacion (N, e) = —pm. (Ver figura 8.4)

Finalmente, para demostrar (iii) observe que
O(Nm,e) < —pm, si e>E; .

Teniendo en cuenta la definicion de la funcién 6 observamos que para e > E7 \ lo
suficientemente cerca de E3 y, el punto (yl(N me), 1 (N, e)) se encuentra en el cuarto

cuadrante si p es par y en el segundo cuadrante si p es impar. Esto prueba (7iz). O

En la figura 8.5 presentamos una situacién hipotética para p = 3. Notese que la orbita

(y,9) puede tener auto-intersecciones.
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Figura 8.5: La 6rbita (y,y) para el caso p = 3.

Observacién. La demostracién de (i) se puede obtener por medio de la Teorfa de
Comparacién de Sturm. El estimativo tedrico pg(1) > 2 probablemente no es preciso.
Calculos numéricos sugieren que E3, = E11 y po(1) = 3, pero no se cuenta con una

prueba rigurosa de este hecho.

8.2. Bifurcacion desde el equilibrio

En esta parte del trabajo analizamos el tipo de bifurcacién de soluciones no triviales
2(t,€,0,e) de (7.1) pares y 2Nm-peridédicas (N > 1) que satisfacen las condiciones
iniciales (7.2) y que emanan desde el equilibrio z = 0 en puntos (0, e,), donde e, = E, y

para algin n > 1 segun la Proposicién 7.7. Ahora bien, la ecuacion
Fyn(&e) = 2(N7,€,0,e) =0,

tiene por solucién a la rama trivial £ = 0, e € [0, 1] por lo que cualquier posible

bifurcacion debe ocurrir en un valor de excentricidad e = e, donde la derivada
agFN(O; 6*) - ?)1(N7T7 6*)7

se anule. De la simetria del problema de Sitnikov es claro que z(t, £, 0,¢) = —z(t, =&, 0, e),

por lo tanto Fy es impar en £ y parece plausible esperar una bifurcacion tipo Pitchfork

36



en (0, e,). Sin embargo esto requiere verificar las condiciones de transversalidad
8§eFN(an*) 7& 0 y aggFN(an*) 7& 0.

A continuacién, vamos a calcular las derivadas O¢c Fiv y 8§F v en términos de las fun-
ciones yo(t,€) y yi1(t,e) = 0¢2(t,0,0,€).
Consideramos la funcién

z(t)
(22(£) + r(t, €)2) "

G(t,z,e) =
por lo que (2.2) se escribe como
2+ G(t,z,e) =0. (8.3)

La funcién G tiene desarrollo en serie de Taylor alrededor de z = 0 dada por

G(t,z,e) = 0.G(t;0,e)z + 0,.G(t,0,e) 2> + °G(t,0,e)2> + K(t, z, €),
. S e (8.4)
r(t, 6)32 a 27“(15,6)52 KAt 2 ),

G(t, z,e) =

con K(t;z,e) = O(|z|*) si 2 — 0 uniformemente para cada (¢,¢) € R x [0, 1[. Como
3

antes, escribimos a(t,e) = 3t )
r(t,e

RENAE y denotamos b(t,e) = —
r(t,e

Vamos a calcular primero una férmula para 82 Fy(0, e). Nétese que la funcién dg2(t, €, 1, €)

satisface
af (attz(tv fu 777 6) + G(tu Z(t, fu 777 6)7 6)) = 07
Oyt (852(15,{,7], 6)) + 0,G(t,2(t,&,m,€),e)0:2(t,€,m, e) = 0.

Derivando dos veces mas respecto a & encontramos que la funcién 822(15,5 ,M,€) en

¢ = n = 0 satisface la ecuacion

O (02(£,0,0,¢€)) + alt, )0 =(t,0,0,¢) + 6b(t, e) [y (t)]° = 0. (8.5)

En consecuencia la funcién ¢(t,e) = 822(15, 0,0, e) es la solucién del problema de valor
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inicial
j(t) + alt, e)y(t) + 6b(t,e) [y (t,e)]’ =0,
y(0) =0, g(0)=0.

Aplicando los resultados de la seccién 4.2 del trabajo de R. Ortega en [34] tenemos que

¢(t’ 6) = y2(t7 6)/0 7,(8796)5:%1(37 e)ds - yl(t7 6)/0 T(89€)5y§(87 6)y2(57 6)d8,
¢(t’ 6) = y2(t7 6)/0 T(Sge)Syil(s, e)ds - yl(t7 6)/0 T(Sge)g)yf(‘s? 6)y2(57 6)d8.

Ahora bien, sabemos que

(8.6)

O2FNn(0,e,) = O{#(N7,0,0,e,) = (N, e,).
Por lo tanto de (8.6) se concluye que

9 4
r(t, en)s !

N
o2Fx(0.¢.) = in(Nm,c.) [ (t,c.)dt
0

N
. 9 3
_yl(Nﬂ',e*)/O T(t7€*)5y1 (t, e.)y2(t, e.)dt.

Dado que ¢ (N, e) =0y y1(t, €) ya(t, €)—ya(t, e) 91 (t,e) = 1 paratodo (t,e) € Rx[0,1]

entonces y1 (N7, e) go(N7,e) = 1 para todo e € [0, 1[. En consecuencia

9 Nmoq
SF w) = 7/ 4t «) dt. .
ag N(O7€ ) y1(N7T, 6*) 0 T(t,e*)5y1( € ) (8 7)

Més atin sgn(y(Nm)) = (=1)? con p el nimero de ceros de y;(t) en [0, Nx]. Por lo

tanto

sign{agFN(o,e*)} — (—1). (8.8)

Vamos ahora a calcular una férmula para Jg. Fiv (0, e,). Aplicamos las mismas ideas uti-
lizadas para el cdlculo de 8§F ~(0, e.). Para ello consideramos la funcién 0g.2(t, &, n, €),

la cual satisface
Ot (8562(15, £, e)) + 0,G(2(t,&,m,€))0e2(t, &, m, e)+

0..G(z(t,&,m,€))0:2(t,€,m,e)0.2(t, &, m, €) + 0..G(2(t,€,m, €))0e2(t, &, m,e) = 0.

(8.9)
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Por lo tanto, la funcién ¢(t, e) = Og.2(t, 0,0, e) satisface el problema de valor inicial

§(t) + a(t, e)y(t) + c(t, e)yi(t,e) = 0,

(8.10)
y(0) =0, ¥(0) =0,
con c(t,e) = m@er(t, e) en donde
r(t,€) = = cosult,e) + T sen’ult, )
L7 (t,e) = —=cosu(t,e sen” u(t, e).
2 4r(t, e)
Note que esta funcién cambia de signo.
De nuevo, aplicando las ideas de la seccion 4.2 en [34] tenemos
t t
P60 = ) [ cls, st )ds —a(0) s, i, ).
0 0
t ¢ (8.11)
o(t,e) = i (t, e)/ c(s,e)yi(s, e)ya(s, e)ds — ya(t, e)/ c(s,e)yi(s,e)ds.
0 0
Pero ¢(N7) = 9eed(NT; 0, €,) = O Fx (0, €,) por lo tanto
e (0, 0) = —— /Nﬂ (1, e) y2(t, e) dt (8.12)
e ,€y) = ——— c(t,e ,e) dt. :
cel'N n(NT.e) Jo h

Como se mencioné anteriormente, la funcién 9.7 (¢, ) cambia de signo y por esta razén el
estudio del signo de 0. F (0, e,) no es inmediato. De hecho no sabemos si esta cantidad
puede anularse en algunos casos excepcionales. Esta situacion nos lleva a considerar

una variante de la bifurcacion tipo Pitchfork que se aplica en cada e = E7 \.

Con el fin de tener la mayor claridad en los cdlculos, trabajaremos en un problema de

bifurcacion abstracto del tipo
F(z,\) =0, z€R, Xé€ [a,b],

en el cual, F': R X [a,b] — R es una funcién analitica real y F'(—z,\) = —F(x,\). En

particular x = 0 es soluciéon para cualquier .
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Proposicién 8.4. Adicionalmente, suponga que para algin X\, €]a,b] y A >0,
0. F(0,\) =0, OF(0,)\) <0, 0, F(0,\)>0 si XA\, \+A]

Entonces, existen nimeros reales v > 0,0 > 0 y una funcion analitica real 1 : [Ai, A +
0] — R con

0<0<A, ¥A)=0, PA)>0 si A> A\,

tal que el conjunto de ceros de F' se describe localmente por medio de dos ecuaciones,

las cuales son
FHO) () ([=r 7] x e A +6]) = {(x, N z=0
0 22 =p(\), A€ [\, A +5]}.

Demostracion. La funcién F' es impar en z y admite un desarrollo en serie de poten-

cias del tipo
F(z,)) =) ay(A)a>*
n=0

Esta expansién es uniformemente convergente en una vecindad de (0, A,) con coeficiente

1
O TLF(0, \).

an(A) = m T

Defina la funcién
By, \) = an(N)y".
n=0

Esta funcién es también analitica y definida en una vecindad de (0, \,) y satisface
F(z,\) = 2 ®(2%)).
Considere ahora el problema de funcién implicita
Dy, ) =0,
en el punto (0, \,). Nos damos cuenta que
B(0, M) = D, F(0,\) =0, 9,d(0,A,) = éaiF(O, A) 0.
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Por lo tanto, el conjunto ® = 0 se describe localmente por una curva analitica y = W(\)
con U(\,) = 0. La prueba estard completa si se demuestra que W(\) >0 si A > A,.

Con este fin, descomponemos ® en la forma
Dy, A) = 0 F (0, A) + o(y, )y

1
El nimero ¢(0,\,) = gﬁiF (0, \s) es negativo por lo que lo mismo ocurrird con la
funcién ¢(y, A) entonces |y| + |A — Ai| es pequeno. La funcién implicita satisface

F.(0,)\)
P(T(A),N)

y esta formula muestra que W es positiva cuando A — A\, es pequeno y positivo. [

Observacién. La anterior demostracion también es valida cuando los signos de 92 F(0, \,.)
y 0.F(0,\) se invierten simultdneamente. La bifurcacion descrita anteriormente es de
tipo Pitchfork sélo en un sentido generalizado. Por otro lado, respecto a la situacién
clasica hemos perdido informaciéon: no se presenta una descripcién del conjunto de ce-
ros en A < A, y la curva bifurcada x = im no es necesariamente de orden o(v/\)
en A = \,.

Después de este paréntesis retomamos nuestro problema en concreto con F' = Fl.
. . .
Observe que para e = E~ \ podemos combinar (8.8) con (iii) en el Lema 8.1 y deducir
que las condiciones de la anterior proposicién se satisfacen. De esta manera se ha
demostrado que existe una bifurcacién de tipo Pitchfork en un sentido generalizado en

*
cada £ .

8.3. Propiedades oscilatorias de las soluciones

En esta seccion vamos a comparar el numero de ceros de las soluciones del problema

lineal (7.7) con los correspondientes al problema no lineal (7.1).

91



Proposicion 8.5. Suponga que e = E, n para algin n > 1 y sea m el nimero de ceros
de una solucion no trivial de (7.7). Entonces, cualquier solucion no trivial de (7.1) con

e = E, n tiene menos de m ceros.

Demostracion. La demostracion se basa en la teoria de comparacion de Sturm la cual
se presenta en términos de la funcién argumento. Sea y(t, ¢) una solucién de (7.7) con
y(0,e) > 0. Al igual que en la demostracion del Lema 8.1 se consideran las coordenadas
polares y + i) = pe? y por lo tanto la funcién argumento satisface

1

) 2 2
9 —— COS 9—sen 9 9 0 0. 8.1
T(t, En,N)S C ) ( ) ( 3)

La derivada 6 es siempre negativa y por lo tanto la rotacién es en sentido horario.
Cada cero de y(t) corresponde a la solucién de 6(t) =7/2 —jm con j = 1,2,...m.
Esto implica que §(N7) = —mm. Supongamos ahora que z,(t) es solucién de (7.1) con

2,(0) > 0. Esta funcién también es una solucién de la ecuacién lineal
J+ally =0, alt) = (2(0) + r(t, Enn)?) 2
La funcién argumento correspondiente O(t) con z, + iz, = P e'© satisface
O = —a(t)cos’© —sen’ 0, O(0) = 0.
La definicién de a(t) implica que

a(t) < L

< m: t € [0, Nn],

y esta desigualdad es estricta excepto en un nimero finito de valores de t (los ceros de

z). En consecuencia ©(t) es una super-solucién de (8.13) y por lo tanto
0(t) < ©(t) paracada t €]0, N7].

Dado que z,(t) satisface las condiciones de contorno en (7.1) tenemos que O(Nw) =
—u7m donde g > 1 es el nimero de ceros de z,. La desigualdad previa implica que

@w<m.
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El resultado anterior tiene varias consecuencias ttiles. A continuacion se presenta un

criterio de unicidad.

Lema 8.2. (Criterio de Unicidad) Dado p > po existe & > 0 tal que, para e €
JE» s By + 0] el problema (7.1) tiene una tinica solucion con z(0) > 0 y con ezxacta-

mente p zeros en [0, N7].

Demostracién. Sabemos de la seccion anterior que hay una bifurcacién tipo Pitchfork
en el sentido generalizado para e = E> v. Esto implica que si e €]E; v, B y+0] entonces

(7.1) tiene una tunica solucién que satisface
0<2(0)<r.

Aqui § y r son dados por la Proposicion 8.4. De hecho z(0) = /W(e) asi que esta
solucién tiene exactamente p ceros. Esto es debido al Lema 7.1 en [26]. Este resultado
establece que si (2,,(t), €,) es una sucesion de soluciones de (7.1) con z,(0) — 0, z,(0) #
0, e, — o < 1, entonces el nimero de ceros de z,(t) en [0, N7| coincide para valores
grandes de n, con el numero de ceros en el mismo intervalo de la solucion no trivial
de (7.7) para e = ey. Este argumento demuestra la existencia y unicidad local de la
solucién postulada por el presente lema. Para completar la prueba, mostremos que
cualquier solucién de (7.1) con p ceros y z(0) positivo también debe cumplir z(0) < r.
Es posible que sea necesario reducir el tamano de §. Argumentemos por contradiccién
suponiendo que existe una sucesion e, \, £} y tal que para e = e, el problema (7.1)
tiene una solucién z,(t) con p ceros y z,(0) > r. De la Proposicién 5.1 en [26] se obtiene

un cota M > 0, independiente de n, tal que

2,(0) < M.

Por dependencia continua respecto a condiciones iniciales y pardametros tenemos que

2n(t), 2,(t) v Z,(t) son uniformemente acotadas en [0, N7]. Ahora bien, por compacidad
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podemos extraer una subsucesion z(t) tal que
2u(t) = Z(t), #(t) — Z(t) uniformemente en t € [0, N7].

Dado que r < Z(0) < M, es sencillo demostrar que Z(t) es una solucién no trivial
de (7.1) para e = Ey \. Los ceros de Z(t) son simples por lo que el nimero de ellos
coincide con el numero de ceros de z(t) para un k suficientemente grande. De esta
manera se tiene una solucién de (7.1) para e = E* y que tiene exactamente p ceros.

Esto es una contradiccion debido a la Proposicion 8.5. [

8.4. Demostraciéon del teorema principal

Dada una funcién continua f : R — R y un cero aislado xy € R, recordemos que el
indice de f en x satisface ind(f, zy) = 1 siempre que (z — o) - f(x) > 0 para x # xg
cerca de zg (ver capitulo 6.) Cuando la desigualdad se invierte el valor del indice es
—1. En cualquier otro caso, ind(f, z) = 0.

Por lo general los fenémenos de bifurcacion se asocian a los cambios del indice y este
es el caso de la bifurcacion tipo Pitchfork. En el marco abstracto de la seccion anterior

podemos considerar el problema

F(z,\) =0,

donde F' es una funcién analitica e impar en x. Vamos a estudiar el indice del cero

trivial = 0 y del cero no trivial 2 = ++/X. En el punto (0, \,) la funcién F satisface:
0. F(0,\,) = 02F(0,\,) =0, OF(0,)\,) <0.

De esta manera, en una pequena vecindad del origen 0,F (-, \,) es negativa de donde
se deduce facilmente que

ind(F(-,\,),0) = —1.
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De otro lado, por la tltima condicion impuesta en la Proposicion 8.4 tenemos directa-
mente que

ind(F(-,A),0) =1 si A€, A+ A
A continuacién vamos a calcular el indice del cero no trivial z = —i-\/m si A €
1A, Ax + ).
Hemos factorizado la funcién F en la forma F(x, \) = 2 ®(2*, \), con ®(z,y) = 3. a,(\)y".

Por otro lado, se demostrd que
Dy, A) = 0 F'(0,A) + o(y, Ny

Dado que ¢(y, As) < 0, se puede tomar un 0 < 7, suficientemente pequeno tal que
©(y, Ny < 0 para todo y €]0, /r1]| con ry < r donde r es dado por la Proposicién 8.4.
Podemos suponer por continuidad que ®(y,\) < 0 si A €|\, A\x + g] con d > 0 apro-

piado. Ahora bien, sobre el tinico cero no trivial y = W(X) en |0, \/7{] se cumple
0 F(\/T(N),A) = &(T(N), \) 4 20(N),d(T(N), \) < 0.
Se concluye que
ind(F(-, ), V/I(\) =—-1 si A€l A+

Como se menciono6 antes, la conclusién de la Proposicién 8.4 es valida atin cuando las
desigualdades en las hipétesis se invierten. En tal caso el indice en x = /W(\) seria
+1.

La discusion anterior es aplicable a la funciéon Fy considerada en el problema de Sit-

nikov. Las variables (x, \) se sustituyen ahora por (§,e) y se concluye que
ind(Fy(-,€),/¥(e)) ==£1, si e€lE; y, Ery+9], (8.14)

donde £ = /¥(e) es la rama emergente en la bifurcacién tipo Pitchfork. En adelante
se supone que 0 es fijo pero suficientemente pequeno de manera que la conclusion del

Lema 8.2 sea atun valida.
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Una vez que se tiene un indice no nulo, como sucede en la condicién (8.14), el método
de continuacién global de Leray-Schauder puede aplicarse. (ver Teorema 6.1).

Se analiza entonces la ecuacién Fiy(&, e) = 0 para excentricidades e en el intervalo [a, b]
cona=FE y+dyb=1—¢e Aqui € > 0 es un ntimero arbitrario pequeno. De la
Proposicién 5.1 en [26] y la Proposicién 8.1 se comprueba que el conjunto de ceros de
Fn(&e) =0, e € [a,b], es acotado y finito para cada e fijo, por lo que se verifican las
condiciones (H1) y (H2). La continuacién global desde ¢ = \/¥(a), e = a, genera una

trayectoria continua « : [0,1] — R X [a, b], a(s) = (£(s), e(s)) que satisface
FN(&(S)’e(S)) =0 st se [O’ 1]’ 6(0) = a, 5(0) = \I/(a),

y, o bien e(1) =boe(l) =ay &(1) # £(0).

Noétese que £(s) # 0 para cada s € [0, 1]. De otra forma debe existir s €10, 1] tal que
£(s) > 0sise[0,8 and £(5) = 0. Denotamos por z4(t) = z(t,£(s),0,e(s)) a la rama
de soluciones de (7.1) generada por la trayectoria a(s). Dado que el nimero de ceros es
invariante a lo largo de las familias no triviales, se deduce que z4(t) tiene exactamente
p ceros para s € [0,5]. Observe que el Lema 7.1 en [26] implica que las soluciones
generadas por la bifurcacion tipo Pitchfork tienen exactamente p ceros. El mismo lema
implicarfa que e(s) = E, y para algin n. Mas aun, las soluciones correspondientes
de (7.7) también deben tener p ceros. Esto no es posible porque la definicién de E;
implicarfa que e(8) = E, y < E y < a. Sabemos ya que {(s) # 0 para cada s € [0, 1]
y podemos afirmar que la solucién z(t) tiene exactamente p ceros para cada s, en
particular para s = 1. Es posible ahora demostrar que e(1) = b. De lo contrario z(t) y
z1(t) serfan diferentes soluciones de (7.1) para e = a = Ej y+4 con exactamente p ceros,
pero eso no es posible debido al Lema 8.2. El razonamiento anterior se puede repetir
para cada € €0, ¢,[ y asi obtener una familia de trayectorias a.(s) = (£(s), ec(s)) que

satisfacen
e(0) =E;n+0, e(l)=1—¢ &(s) >0, Vse[0,1].
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El conjunto

G ={(VUe),e): e €l By +o1} U | adll0,1),

0<e<ex
es un conjunto conexo de X1. Sea J,.n la componente conexa de ¥ que contiene G.
Por la construccién cada solucién en J;, v tiene p ceros en [0, N7|. Més atn (0, E; v)
estd en la clausura de F; v proyy(F, x) D|E; v, 1[. La demostracién del Teorema 8.1
estard completa si se demuestra que no hay otros puntos en cl(F; ) NS5 y proys(F y)
coincide con ]E; ~> 1[- De la Proposicién 8.5 se deduce que E} y no puede pertenecer
a proy,(F, y). Dado que este conjunto es un intervalo se deduce que proy,(F, y) =
JEY v 1[. Suponga ahora que (0, ) es un punto en la clausura de F; . De las discusiones
previas se deduce que e > E» \ v del Lema 7.1 en [26] y la definicién de £  concluimos

que e < E7 . De esta forma hemos verificado que las condiciones (i), (i7) y () del

Teorema 8.1 se cumplen y la demostracion esta completa. [

8.5. Continuacién desde el problema circular

En el capitulo 2 se discutieron algunas propiedades del problema circular de Sitnikov
(caso e = 0) cuya ecuacién auténoma (2.7) estd dada por

é+m:0. ()

En este caso, las orbitas de las masas primarias son circunferencias y el origen es
un centro. En el capitulo 7 vimos que si z(t,£,0,0) es solucién de (x) y satisface las
condiciones de frontera en (7.1) y las condiciones iniciales (7.2), esta solucién esté en
correspondencia con la solucién de la ecuacion

7©) =T, ()

donde T'(§) es el periodo minimo de z(¢,&,0,0) y p es el nimero de ceros de z en [0, N7

conp=1,...,vy y vy = [2v/2N]. El Teorema 2.1 y los resultados de la seccién 6.1
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justifican lo anterior.

Denotaremos por &, y a la solucién de (sx*) para p = 1,...,vy. El siguiente resultado
brinda una descripcién mds detallada de las familias globales que emanan de (&, x, 0).
Se trata de una mejora de los resultados principales en [26].

Primero algo de notacién en relacién al problema lineal. Recordamos que po(N) es el

menor nimero de ceros de las soluciones de (7.7). En analogia con EY y se define
e, x = min{e € [0, 1[: (7.7) tiene una solucién con p ceros en [0, N7] } .

En general ) \ < EJ y pero no sabemos si la desigualdad puede ser estricta en algunos

Ccasos.

Teorema 8.3. Para cada N > 1 yp=1,2,...vyN existe una familia global, denotada

por Cp v, de soluciones no triviales que satisfacen

1. C, N tiene p ceros en [0, N

2. G n e =0} ={(&.w, 0)}
Mds aiin si p < po(N) entonces Cy; y es cerrado (en relacion con [0,00[x[0,1]) y
prows(C; ) = 0,11, Sip > po(N) entonces cl(Cyx) (1S5 = {(0.€5,)} y prowy(C ) =
[0, e, Nl
Demostracién. Por el Teorema 7.1 la existencia de C,, y esta garantizada, pues corres-

ponde a la familia de soluciones {(zs(t), €s) } ¢ (o1 de (7.1) que satisface las condiciones

iniciales

De la conclusién (3) del Teorema 7.1 la familia C, y tiene exactamente p ceros en
[0, N7] por lo tanto se satisface 1. Ademds, para s = 0 se tiene que ¢y = 0 asi que
2p(t) es la solucién del problema circular de Sitnikov que satisface £(0) = £, v para
algin 1 < p < vy. Esto muestra que C, y satisface 2. y mds atn, C; y es una familia

arco-conexa en 1.
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Considere el caso p < po(N). Suponga que en este caso ocurre la situacién (4.2) del
Teorema 7.1. Por lo tanto, ilgi es=FEcon FE<1—¢ z(t) —0sis 71y el problema
de contorno (7.7) con e = E tiene una solucién no trivial, par y 2N7 periédica con
exactamente p ceros en [0, N7|. Esto es una contradiccién porque (7.7) tiene por lo
menos po(V) ceros en [0, N7]. Asi vemos que se cumple en este caso la situacién (4.1)
del Teorema 7.1. Esto muestra que Cy v es cerrado (en relacién con [0, 00[x [0, 1[) y
pTOY2(C;,N) =[0,1].

Si p > po(INV) basta con aplicar los resultados del Teorema 8.1 al par (C, v, e y) ¥

tenemos la demostracion. O
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Capitulo 9
El problema Generalizado de Sitnikov

El problema de Sitnikov considera dos cuerpos (masas primarias) que se mueven en el
plano z, y alrededor del centro de masas de sistema describiendo érbitas peridédicas. En
esta seccién presentamos una generalizacion del problema de Sitnikov la cual consiste
en considerar no solo dos masas primarias en el plano z,y sino N > 2 masas primarias,
las cuales se mueven en érbitas periddicas alrededor del centro de masas. Iniciamos
entonces con el estudio de las ecuaciones que gobiernan el movimiento de estos N
cuerpos.

Considere N > 2 cuerpos pi, po, - - ., py de igual masa m > 0 que interactiian entre si de
acuerdo a las leyes de Newton con constante gravitacional G. Si (p;, p;) es la posicién
y la velocidad del cuerpo p; respectivamente entonces la ecuacién de movimiento para
este cuerpo esta dada por

I.jj: Z a Pr — Pj

m 3 (9.1)
k=1,k+j Hpk - ij

Existe un conjunto especial de soluciones de este problema de N cuerpos conocido
como soluciones Generalizadas de Lagrange, (ver [44]) en dichas soluciones los cuerpos
se mueven en Orbitas circulares en el plano x,y alrededor del origen (centro de masas)
y siempre ubicados en los vértices de un N-poligono. Dada la simetria del problema,

es suficiente con conocer la ecuaciéon de movimiento de uno de los cuerpos. Con esto
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en mente, consideramos la siguiente relacion entre los cuerpos.

[

cos(3F) —sen(37) ©2)

[

sen(2r)  cos(3Y)
Note que AY = I, y mds atin A es una isometria. Por otro lado, las potencias de A
forman un grupo ciclico de orden N, dado por D = {1'2, A ,AN’l}. Mas aun, para

todo j = 1,---, N se cumple que A=7 = AN=J. Ahora bien, si consideramos la suma
N

Z AF7 tenemos

k#j
N 7j—1 N
SToAT =N Ak ST Ak
S L 9)
=Y AT A=A
s=1 s=1 k=1

Es importante observar que el problema (9.1) con las condiciones en los cuerpos (9.2)

puede reducirse a un sistema de tres grados de libertad. (ver [5]).

Proposicién 9.1. El vector (py, Py, ..., py) = (p1, ADy, ..., AV "Ip,) es solucion de

(9.1) si y solo si p, satisface la ecuacion:

N-1

. AR — L)p
B= Y G P 9.9
k=1 H(A _]2)p1H
Demostracién. (=) Sea p = (py,Ps, - - -, Py) la solucién de (9.1). Entonces
P = Gm
; |pk le
N

.. Py, —P
P2 = Z Gm—* 23

k=1,k#2 Hpk - le

=

-1

am Pr — Py
" lp, —pul’

b
Il
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De (9.2) tenemos que p; = A77'p, para cada j =1,---, N por lo tanto

Z Om Akfl _ Ajfl)pl
k=1,k#j (AR Aj_l)P1||3
— A1 Z Gm Ak_j — 1)p,

k=1,k+#j | (AF=7 _[2)P1H3

para cada j = 1,--- , N. De (9.3) y dado que A es invertible concluimos que
N-1
. AF — L)p
I M arit
[(A* = L2)p, ||

k=1

) La prueba de esta implicacién se sigue directamente de los pasos anteriores. [

(<=
Sea 3 € R, 3 > 0 y considere un vector £ € R?, dado por & = (8,0)"" y considere la

expresion
coswt —senwt

p,(t) = Rwt]¢ con Rlwt] =
senwt coswt

Observe que A y R[wt] conmutan. De la ecuacion (9.4) obtenemos

N-1
(AF — 12 e

Gm
Z 7 [I(A* = L)e|?
Esta ecuacion es equivalente al sistema

sen? —”
G N — 2
mzwrse( T

en 2k7r>

S
G = 0.
mz 852]sen3 k )|

k
Observe que — < T < m, para todo 1 < k < N — 1 por lo que (9.5) podemos omitir

B = sen (5T,

los valores absolutos y asf obtener | sen( N En consecuencia

= sen(Z2) 1 NZ_I cos(&x)
82| send(57)|  4B% = 1 — cos?(5])



N —k k
Dado que cos T)?T — —cos 2 entonces

= cos(%) -
2 T o = (9.6)

por lo tanto la segunda ecuacién en (9.5) es valida siempre.

De otro lado

N-1 k N-1
—~ 43| sen’(7)| 433 — sen(7)

En consecuencia, la masa de los N cuerpos que describen las érbitas circulares con

s
radio § y periodo T' = — satisface la ecuacién
w
53 2
G, ese(hE)

Tomando la constante gravitacional G = 1, f = 1/2 y el periodo de las érbitas de los

(9.7)

my =my(w, ) =

cuerpos de igual masa igual a 27, la masa de los cuerpos satisfacen
1
i S opy csc (%)

Figura 9.1: Tres cuerpos moviéndose alrededor del centro de masas sobre una orbita circular como
soluciones del problema circular de Lagrange de tres cuerpos.

Ahora considere el caso donde los cuerpos py, po, . .., py con igual masa my se mueven
en Orbitas elipticas alrededor del centro de masas siempre sobre los vértices de un N-

poligono regular. Para determinar la ecuaciéon de movimiento de cada cuerpo p;,i =
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1,---, N como se hizo antes basta con definir las condiciones de movimiento eliptico

sobre un cuerpo (supondremos el cuerpo py).

Sean r,0 : I C R —]0, co[ una funcién regulares que determinaremos posteriormente

y considere

pi(t) = r(t)(cosf(t),sen O(t))".
Para simplificar la notacién, escribimos p; = r(c, s)". Tenemos entonces

. . .. 0 -1
p; = ((7" —70%) I, + (270 + r@)J) (c,s)", con J=
1 0

Reemplazando lo anterior en la ecuacién (9.4) (G = 1) obtenemos

N-1
Lo _m (4% — L)(c, s)"
P = . 9.9
' s A e T .
Un calculo directo nos muestra que
A, — cos(%T) —1  —sen(%r)
sen(%I)  cos(ZZ) -1
asi que
b o 2Ty e sen (2RT 2y 2hm )
(A" = L) (c,s)" = <(cos( N ) 1)0 sen( N )s, (cos( N ) 1)s+sen( N )c
En consecuencia
H(Ak — DL)(c s)tng = <(cos (%—W) — 1)2 + sen? (21{:—7T))3/2
) N N Y
_ g km
= 8 sen’( N )]

Lo anterior y la ecuacién (9.6) nos permiten afirmar que

(0 B (on () e () (e (3 = s (B
|(AF — I5)(e, s)”"“?’ SSen?’(%r) ’ 8sen3(%r)

= csc (%T)Ig(c, ).
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Tomando m = my(1,1/2) se sigue que

k=1

Finalmente, la ecuacién (9.9) es equivalente al sistema

(ir — *r?)r = —1/8,
(9.10)
(2r70 + 0r*)r = 0.
.z d 1.2 . N2
De la segunda ecuacién en (9.10) se deduce que %(Qr ) =0 en consecuencia 0r° es
constante, mas atin £ = 0r? es conocido como el Momento Angular del sistema (el cual
vamos a considerar distinto de cero). Por otro lado, la primera ecuacién en (9.10) es
ahora
1 kK2

La ecuacién (9.11) es un caso particular de la ecuacién:
(2

i;:f(r)+ﬁ, r >0, (9.12)
donde f :]0,400[— R es continua. Vamos a seguir un tratamiento cldsico para el
estudio de las soluciones del sistema (9.10). En particular seguimos la seccién 2.11 de
[37] en donde se presenta el siguiente cambio de variable (en la variable dependiente
r y en la variable independiente t) debido a Clairaut valido para x # 0. Primero se
observa que 6 = 7% > 0 por lo que § = 6(t) es un difeomorfismo entre su dominio I y
su imagen J := 0(I). Por lo que existe la funcién inversa ¢t = t(0) : J — I, lo que nos

determina un cambio en la variable independiente.

Nuestra nueva variable dependiente queda determinada por la siguiente relacion.
p: J =1 — ]0,+00] — ]0,400]

0 -t — r(t) —  p(@):=1/r(t).
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Esta relacién convierte (9.12) en la ecuacién

@+p:— ! f(%)

Sif(r) = —% con £ > 0, tenemos la ecuaciéon de un oscilador forzado
r

dp  p
a2 TP

cuyas soluciones son de la forma
p(0) = % + Acos(f — ), A>0, ¢el0,2n]
K

En consecuencia, la funcién r = r () se expresa de la forma

K/ 1

) — = k2A/1u > 0. 9.13
() 1+ ecos(f —p)’ e=rAlnz (9.13)
Note que (9.13) es la ecuacién de una elipse en coordenadas polares, la cual tiene un
K/
1—e?
pericentro ¢ € [0, 27[. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ¢ = 0 (el eje

foco en el origen, excentricidad e € [0, 1], semieje mayor a = y argumento del

de excentricidad de la elipse se toma en la direccién sentido del vector e;). Ademas el

periodo minimo p de un cuerpo que se mueva a lo largo de esta elipse esta dado por

27 a3/?

VI

Por lo tanto si suponemos que p; se mueve en sentido positivo a lo largo de una elipse

p:

con excentricidad e € [0, 1[ y semieje mayor a entonces (9.13) queda en la forma

_a(l—e?)
 14ecosh

r(6)

Para determinar la posicion del cuerpo p; en cualquier instante de tiempo ¢ se recurre
a una parametrizacién de la elipse (9.13) por medio de la anomalia excéntrica u(t,e).

Siguiendo los resultados en [37] se comprueba entonces que

r(t,e) = a(l — ecosu(t,e)), (9.14)
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en donde u = u(t, e) satisface la ecuaciéon de Kepler

u(t,e) —esenu(t,e) = Vi (t —to),

a3/2

con to uno de los momentos donde p; pasa por el pericentro. En el caso 0 < e < 1 es
posible considerar en el instante ¢ = 0 el punto p; se encuentre en el pericentro de la
elipse, en tal caso ty = 0.

Ahora bien, de la ecuacién (9.11) tenemos que p = 1/8. Por lo tanto si suponemos que

3/2

el semieje mayor de nuestra elipse es a = 1/2 entonces /f = a**. En consecuencia, el

periodo minimo de p; es 27, la funcién r = r(¢, e) satisface la ecuacién
1
r(t,e) = 5(1 —ecosu(t,e)),
y la anomalia excéntrica satisface la ecuacion
u(t,e) —esenu(t,e) = t.

De esta forma tenemos de nuevo las ecuaciones (2.3) y (2.4) presentadas en el capitulo

2 sobre las masas primarias en el problema de Sitnikov.

Los otros N — 1 cuerpos se mueven de igual forma en orbitas elipticas y satisfacen las

ecuaciones
p;(t.e) = A7 'p,(t,e) = r(t,e) A" (cosb(t, e),sen(t, )", j=2,...,N—1.

La discusion previa demuestra el siguiente teorema.

Teorema 9.1. Considere N > 2 cuerpos (masas puntuales) pi,ps,...,pn, de igual

1 .
masa my dada por my = ———————, los cuales satisfacen

Zk 1 csc—

2 2

. cos(2f) —sen(=F
pj:AJ’lpl, con A= (%) %) , J=2,...,N

sen(3)  cos(37)



donde p; es el vector posicion de el cuerpo p;. Suponga que p1 se mueve a lo largo de
una orbita eliptica con excentricidad e € [0, 1] semieje mayor igual a 1/2 y periodo
minimo 2mw. Entonces pi,pa,...,pn Satisfacen un problema de N cuerpos en donde
cada cuerpo se mueve alrededor del origen (centro de masas) sobre una orbita eliptica

con excentricidad e € [0, 1] semieje mayor igual a 1/2 y periodo minimo 2.

Figura 9.2: Tres cuerpos moviéndose alrededor del centro de masas sobre érbitas elipticas como solu-
ciones de Lagrange del problema de tres cuerpos.

Estamos ahora en posicion de presentar nuestro problema generalizado de Sitnikov,
pero antes de ello cabe mencionar que este problema generalizado fue ya antes consi-

derado por L. D. Pustylnikov [41].

Problema Generalizado de Sitnikov. Sean py, ps,...,py, N > 2 cuerpos con igual
masa, los cuales se mueven en el plano z,y como soluciones de Lagrange del problema
de los N cuerpos. Considere un cuerpo py de masa cero moviéndose a lo largo del eje z
el cual interactiia segtin las leyes de Newton con los cuerpos py, ps, . . ., pn. El problema

generalizado de Sitnikov consiste en describir el movimiento del cuerpo py.

Si z = z(t) denota la posicién del cuerpo py en cualquier instante de tiempo ¢ y
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los cuerpos p1, pa, ..., pn satisfacen el Teorema 9.1, la ecuacion de movimiento de pg

estd dada por la ecuacion diferencial de segundo orden

. Az
Z+ 25 L0 =0, (9.15)

donde A = A(N) = my N y r(t,e) es la distancia de cada cuerpo p;,j =1,..., N al
origen (centro de masas) dada por la ecuacién (2.3). La tabla siguiente muestra algunos

valores de my y .

N my A= A(N)

2 1/2 1

3 V3/8 3v/3/8

41 V2/24+V2) | 2v2/(4+ V?2)
5 | v6—2v5/8 | 5v/5 —2v/5/8
6 | 1/(10+8/v/3) | 9/(15 + 4/3)

Si 0 < e < 1 entonces las 6rbitas de los cuerpos primarios son elipticas, en este caso
la ecuacion (9.15) es no auténoma y corresponde al problema eliptico generalizado de
Sitnikov.

Cuando la excentricidad e es cero, tenemos el problema circular generalizado de Sit-
nikov. En este caso los cuerpos primarios se mueven en una Orbita circular de radio
r(t,0) = 1/2 y la ecuacién (9.15) se convierte en

. Az

Observacién: Si N = 2, (9.16) se convierte en la ecuacién del problema eliptico de
Sitnikov (2.7) .

Aligual que en el problema de Sitnikov, la ecuacién auténoma (9.16) posee una integral
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Figura 9.3: Diagrama del problema circular generalizado de Sitnikov para el caso de tres y cuatro
cuerpos primarios respectivamente.

primera, dada en este caso por

1, Az
S 2 (22 +1/4)1/2

De esta forma, las érbitas de las soluciones del problema circular generalizado de Sit-
nikov viven en las curvas de nivel H* = ¢ con ¢ € [—2), oo[. Claramente para N > 2,
la funcién H* tiene las mismas propiedades de la funcién H del problema circular
de Sitnikov que se presentan en el capitulo 2 (consecuencia de un cambio de escala

temporal).

Por otro lado si T? es el periodo en el problema circular generalizado de Sitnikov
entonces el Teorema 2.1 quedaria en siguiente forma.
Teorema 9.2. Para cada N > 2 el periodo T* en la variable ¢ €] — 2\, 0[ satisface
N W y /g y AN
(a) PL%T (c) = o0, (lgr(l)dT /de = o0, CEI—%,\T (c) =m/V2\.

(b) dT*/dc > 0 para todo ¢ €] — 2, 0].

(c) lim dT*/de=m(1+ 4v/2) /16
c——
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Figura 9.4: Problema de Sitnikov Generalizado para tres cuerpos moviéndose alrededor del centro de
masas en donde las masas primarias se mueven sobre érbitas elipticas como soluciones de Lagrange
del problema de tres cuerpos.

9.1. Soluciones periddicas en el problema generalizado

de Sitnikov

Tal como se hizo en [26], para cada M > 1 podemos preguntarnos por soluciones pares

y 2M 7 periddicas de la ecuacién (9.15) las cuales satisfacen las condiciones de contorno
2(0) =0, 2(Mm)=0. (9.17)

En la busqueda de este tipo de soluciones de (9.15) es claro que las mismas ideas
desarrolladas en [26] son directamente aplicables por lo que vamos a presentar los
resultados obtenidos en [26] adaptados a nuestro problema generalizado de Sitnikov y
mostraremos la diferencias principales con el problema de Sitnikov original.

Sea N > 2 fijo. Dados £, € Ry e € [0, 1] se denotard por z,(t,§,n,e) a la solucién

de (9.15) que satisface las condiciones de contorno (9.17) y las condiciones iniciales

20)=¢, £(0)=n. (9.18)



De la Proposicién 2.1 se sigue que z)(t,&, 7, e) esta definida para todo ¢t € R. Como
antes, la bisqueda de soluciones pares y 2M 7 periddicas de (9.17) que satisfacen (9.18)

es equivalente a encontrar los ceros de la funcién analitica real
Fy iRx[0,1[= R, Fy(&e) =i (Mr, & 0,¢e).

Si denotamos por ¥* el conjunto de ceros de la funcién Fyy, podemos aplicar la Pro-

posicién 7.1 y obtener directamente el siguiente resultado.

Proposicién 9.2. Para cada N > 2 fijo, el conjunto ¥* satisface las condiciones del

Teorema 6.1.

Como antes, el estudio del conjunto

55 = {(£0) : F3(£,0) =0},

equivale a estudiar las soluciones del problema de contorno

Az

T =0 #H0) = (M) =0 (9.19)

Z+
Ahora bien, sea z,(t,&,0,0) la solucién de (9.19) que satisface las condiciones iniciales
2(0)=¢&, 2(0) =0. (9.20)

Siguiendo los resultados presentados en el capitulo 6, se sigue directamente que

23\ = {_Ch Ceey _CV]M’)\,Oygh .. ‘7CV]\/I,A}7

T M
;Ck) = Tﬂ con k=1,2,...,vp = [2V2A\M].

donde (}, es la solucion de

Note que lo anterior tiene sentido si y sélo si vy y > 1. Por lo tanto, para cada A fijo,

consideramos M, > 1 dado por

MeN

MA:min{MEQ

3
>
——
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Por lo que la busqueda de soluciones pares y 2M 7 periddicas de (9.19) estd bien definida

para todo M, < M.

Asi que para cada A fijo, M < M se prueba la existencia de v, soluciones no triviales,
pares y 2M 7 periddicas de (9.19) que satisfacen las condiciones iniciales (9.20). Estas
soluciones se pueden clasificar de acuerdo al ntimero de ceros de 2 (¢, &, 0,0) en [0, M 7]

con
20(0,¢1,0,0) = ¢ > ... > 20(0,Cup550,0) = Gy -

Del analisis presentado en la seccion 5.1 se comprueba para el problema circular gene-
ralizado de Sitnikov, que el indice de cada solucién no trivial z,(¢, (x, 0,0) de (9.19) es
(—1)* y el indice de la solucién de equilibrio z = 0 es (—1)2%! 1o que nos conduce
de nuevo a la existencia local de un ntimero finito de ramas de soluciones no triviales,
pares y 2Mm periédicas que emanan de cada punto ((x,0) las cuales estan ordenadas

de acuerdo al nimero de ceros en [0, M].

9.2. Linealizacion del problema generalizado de Sitnikov en el

origen

En esta seccion vamos a presentar algunos resultados relacionados con el problema de

contorno

i+ e =0 0) = §(Mm) =0, (921)

para cada A fijo. Note que la ecuacién diferencial en (9.21) es la ecuacién linealizada en
la solucién de equilibrio de z = 0 de la ecuacién (9.19). Un primer resultado equivalente

a la Proposicién 6.2 en [26] es el siguiente
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Proposicién 9.3. Sie < p,\ con
M \2/3 M 2/3
g = i o2 (ALY (A
VM v+ 1

entonces y(Mm, e) # 0.

Demostracién. Si e < p,, , entonces

M \2/3
engl/?’(—) 1y e§1—2A1/3<
1579\

M 2/3
VM7)\+1> ’

De estas desigualdades se deduce respectivamente que

<VLMA>2 = (1 i)\e)?» G 8—)\6)3 < (VMRJ+ 1>2'

Ahora recordemos las desigualdades en (7.4) dadas por

1— 1
26 <r(te) < ;e,

<VM,A>2 < A < (VM,A+1>2’
M 7 T or(te)3 — M

aplicando el Lema 7.1 se tiene la demostracién. [

en consecuencia

El siguiente resultado nos determina un estimativo inferior de la funcién r(t,e) y es

pieza fundamental para los resultados posteriores de este trabajo.

Proposicién 9.4. Para todo o < 1 eziste un § = §(«) tal que si (t,e) €]0,[x]0, 1]

entonces

(1—e¢)®  9a’et?

3
t
re(t,e) > 3 + 16

Para la demostracién de la Proposicion 9.4 necesitaremos el siguiente resultado.
Lema 9.1. Para todo oo < 1 existe 7 = 7" () > 0 tal que si t €0, 7*[ entonces

1—e u(t,e)?
t > — 2 .
r(t,e) 5 + a’e B

para todo e € [0, 1].
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Demostracién. Dado o < 1 existe € = e(a) > 0 tal que
senz > oz,

para todo x €]0,¢[. Con 0 < € < m/2 se define 7" = 2e —sen(2¢). Entonces si 0 <t < 7*
de la definicién de anomalia excéntrica se sigue que 0 < wu(t) — esenu(t) < 7" <
2¢ — esen(2¢) para todo e € [0, 1]. De la monotonia de la funcién d(u) = v — esenu se

deduce que 0 < u < 2¢. En consecuencia, para todo ¢t €]0,7*[, e € [0, 1] se cumple

sen? <M) > QQU(ZB)Q.

Por otro lado, de la ecuacién (2.3) tenemos
1
r(t,e) = 5(1 — ecosu(t,e)),

_ 1 ; e + esen? <u(t,e))7 (9.22)

lo que completa la demostracién. []

Observacién. Para (t,e) €10, 7[x[0, 1] con 7 pequeiio, se tiene la siguiente desigualdad

l—e  u(te)?
t < .
r(t,e) 5 +e 1

Demostracién de la proposicién 9.4. Considere la ecuacion Kepler (2.4) con e €
10, 1] dada por
u—esenu =t,
la cual escribimos en la siguiente forma equivalente
3 6
u+ —(1—e)u+ h(t,u) =0, (9.23)
€
en donde
( n

h(t,u) = —<— + u5f(u)> con f(u) =3l ; (27;725)!13".
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Observe que la funcién f(u) es continua en u = 0, tiene un maximo local en este punto

con f(0) = 5 > 0. Por otro lado u(t, €) es uniformemente continua en [0, IT] x [0, 1] para

todo I € R y més atn u(0,e) = 0 para todo e € [0, 1]. Asi que para algin vy > 0 existe
91 > 0 tal que |u(t, e)| < v para todo (t,e) € [0,d;] x [0, 1] de manera que f(u) > 0 con

u € [0,7]. Por lo tanto
6 2
6 _ — —
u(t. )’ = (2(1 = e)u + h(t.u))

61 2
> h(t,u)? > (—) ,
e
para todo (¢,e) €]0,d1]x]0, 1]. Del Lema 9.1 para cada 0 < a < 1 tenemos que

1—e u(t,e)®\3

s (St
r(t,e) 5 +a‘e 1

(1—e)® a3 6

> g + B u(t,e)’,

si (t,e) €]0,6d9] x [0, 1], con d9 = d2(a) > 0. En consecuencia, si (t,e) €]0,40[x]0, 1] con

0 = min {07, 02} tenemos que

(1—e)® 9alet?
+ ;
8 16

r(t,e)® >

demostrandose asi la Proposicién 9.4. [

Al igual que en [26] consideramos y,(t,e) como la solucién de la ecuacién en (9.21),

que satisface las condiciones iniciales

y(0,e) =1, y(0,e) =0.
El siguiente resultado nos muestra que el nimero de ceros de y,(¢,e) = 0 en el caso

M =1.

Proposicién 9.5. Sea N(e) el nimero de ceros de yy(t,e) en [0,7]. Si0 < X < 9/64

entonces limsup N(e) < co. De otro lado, si X > 9/64 entonces lim N(e) = oo.

e—1~ e—1—

Demostracién. Para cada e € [0, 1] tenemos que y,(t, e) analitica en [0, 7], por lo
tanto N(e) < co. Ahora bien, fijado A €]0,9/64] se elige un o = a(\) en |0, 1] tal que

9ab
D< A< —.
<AL 61
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De la Proposicion 9.4 existe § > 0 tal que

A - A
r(t,e)? U+ Ogt?’

para todo (¢,e) €]0,0[x |0, 1] con

(1—e)? 9ale

191:191(6): 3 y 192:192(6): 16 .

Sea e, €0, 1] tal que

6
0< A<

para todo e € ey, 1].

Considere ahora el problema de valor inicial

A

1+ ——x=0 0)=1, z(0)=0. 9.24
Py =0, a0 =1, i(0) (9.21)
con e € ey, 1[ y sea z(t,e) la solucién de (9.24). Dado que 0 < A < ¥J5(e)/4 para todo

e € [e, 1] por el Lema 5.1 concluimos que

x(t,e) tiene a lo mds un cero en |0, co[ para todo e € [e,, 1].
(9.25)

t(t,e) #0 para todo (t,e) €10, 00[x[es, 1[.
Ahora bien, aplicando la teoria de Comparacién de Sturm a las ecuaciones en (9.21)
y (9.24) se deduce que y,(t,e) tiene a lo més dos ceros en [0, d] para todo e € [e,, 1]
dado que si tuviese 3 o més ceros, z(t, ) tendria por lo menos dos ceros lo cual es una

contradiccion.

Sea t € [d, 7] y considere la ecuacién de Kepler (2.4). Primero, para todo e € [0,1]
tenemos que

d <u(t,e) —esenu(t,e) <

Esto implica que 0 < u(t,e) < 7 para todo (¢,e) € [§, 7] x [0,1]. Mds atin

d <d+esenu(t,e) <u(te),
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para todo (t,e) € [§, 7]x]0,1]. y por lo tanto
d <u(t,e) <m,
en consecuencia cos u(t, e) < cosd. De (2.3) se sigue para e € [0, 1] que
1 1
r(t,e) > 5(1 —ecosd) > 5(1 — c0s9).

Esto demuestra finalmente para 0 < A < 9a°/64 que

A 8\ 9a8

< < . 9.26
r(t,e)> (1 —cosd)®  8(1 —cosd)? (9:26)
Ahora si consideramos para t € [, 7] la ecuacién
&+ Az =0, (9.27)
900 . : . :
con A = —  las soluciones de (9.27) tiene un nimero finito de ceros. Por la
8(1 — cosd)3

desigualdad (9.26) y la teoria de Comparacién de Sturm, y,(t, e) tiene menos ceros en
[0, ] que alguna solucién de (9.27), y esto independiente de e €]0,1]. De esta manera

hemos demostrado que limsup N(e) < oo.
e—1~

Ahora considere el caso 9/64 < A < 1. En el capitulo 7 se demostr6 que

62/3

r(t, 1) = =t e(1),

con ¢(t) una funcién analitica en s = ¢2/3, continua en ¢ = 0 con ¢(0) = 1. Para A > 0
pequeno y t €10, A] tenemos que

A 16A0(0) o
cE T 9 o on Y=

en consecuencia

1y(t) A _169(@)
42 13T 9 2

para t€]0,A].

Es posible fijar un nimero « en el intervalo ]1/4,16/9[ tal que

> tl’ para t €]0,Al.
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La demostracién en este caso sigue las lineas de la Proposicién 6.4 en [26]. O

A continuacién vamos a estudiar la ecuacién diferencial de que aparece en (9.21) en el
caso critico e = 1. Este estudio nos permitird determinar la existencia de soluciones
no triviales del problema de contorno (9.21) para valores especificos de e € [0,1]. El

nimero de estas soluciones sera finito o infinito segin los valores que tome el pardmetro

A

Proposicion 9.6. Sea y,(t,1) una solucion de la ecuacion

16
cont>0ym= 9 Sim # 1/4 ym # 5/36 entonces yx(t,1) puede expresarse en
la forma

y)\(t, 1) = Cltrl hl (t) + Cgtmhg(t),

donde ¢ y ¢y son constantes, hi(t) y hy(t) son funciones analiticas en s = t*/* con

1+£+v1—4m
Bi(0) # 0, hal0) £ 0 y 1o = —— "
entonces yx(t, 1) puede expresarse en la forma

. De otro lado si m = 1/4 o m = 5/36

ya(t, 1) = ert™ ha(t) + o (b (8) I t2/3 4 1700y (1)),

ya(t, 1) = ert™hy () + o (0™ hy (8) Int2/3 172 Ry (1)),
respectivamente, donde Tzl(t) Y ﬁg(t) son analiticas en s = t*/3 y v es una constante

determinada por la ecuacion.

Demostracién. De la ecuacién (7.9) sabemos que r(t, 1) satisface

A 16AY()
r(t,1)3 9 2
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con 1(t) una funcién analitica en s = 2/ con ¥(0) = 1. Por lo tanto, podemos escribir

la ecuacion (9.28) en la forma

25+ ma(s(t))y = 0, (9.29)
16

donde m = 5 Si consideramos el cambio de variable ¢t = s3/2

entonces (9.29) se

convierte en una ecuacién diferencial de segundo orden

1 9
s*w" — isw/ - me(s)w =0, (9.30)

donde w(s) = y(t(s)). Siguiendo la teoria de Frobenius para la ecuacién (9.30) se
buscan soluciones de la forma ¢(s) = s*h(s) con k € R y h(s) es una funcién analitica

ens=0 (h(s) = Z a;s’ con ag # 0). Maés atin, la ecuacién indicial asociada a (9.30)

j=0
esta dada por
k(k—1) 1k + ) 0
J— —_—— —m =
2 4 ’
3
que tiene soluciones k; o = 1 (1 ++1— 4m). Note que k1 — ko ¢ Z siy solo sim # 1/4

y m # 5/36. Por lo tanto si ky — ke ¢ Z cualquier solucién de (9.30) se expresa como
w(s) = 18" hy(s) 4 cas™hy(s),

donde ¢; y ¢y son constantes, hi(s) y ha(s) son funciones analiticas en s = 0.

Si ki — ko € Z entonces cualquier solucién de (9.30) se expresa como

w(s, 1) = c18Mhy(s) + c2 (8 ha(s) Ins + sklﬁl(s)),

w(s, 1) = c18" by (s) + ea(vs¥hi(s) Ins + sl”ﬁg(s)),

si m = 1/4 0 m = 5/36 respectivamente, donde %, (s) y ha(s) son funciones analiticas
en s = 0y v es una constante determinada por la ecuacién (9.30). La proposicién se

sigue directamente al deshacer el cambio de variable. [J
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Corolario 9.1. Si 0 < A < 9/64 cualquier solucion de (9.28) tiene un nimero finito
de ceros en |0, 7]. De otro lado si 9/64 < X\ < 1 cualquier solucion de (9.28) tiene un

numero arbitrario de ceros acumuldndose en t = 0.

Demostracién. Note que para todo A > 0 cualquier solucién de y(t,1) de (9.28)
tiene un numero finito de ceros en [A, 7]. Més atn para cada funcién analitica h; (resp.
Ei), con i = 1,2 existen nimeros positivos €; (resp. €;) tales que h;(t) # 0 para todo
t €]0, & (resp. E(t) # 0 para todo t €]0,€][). Sea A* = gi%{ez,a} Entonces para todo
t €]0, A*[ tenemos que h;(t) # 0y hi(t) # 0 para i = 1,2. Ahora, si A €]0,9/64]
entonces 0 < m < 1/4 y esto implica que r1 5 €]0, 1[. En consecuencia y,(t, 1) # 0 para
todo t €10, A*[. Por lo tanto, y,(t, 1) tiene un nimero finito de ceros en |0, 7].

De otro lado, si A €]9/64, 1] entonces 1/4 < m < 16/9 y r;» € C, esto implica que

cualquier solucién de (9.28) esta dada por
ya(t, 1) = 1t/ cos(bIn t?®) hy(t) + cot*/? sen(bInt*3)hy(t),
con b = v/4m — 1/2, de aqui la conclusién se sigue directamente. (]
Para finalizar la discusién de ciertas propiedades de las soluciones de (9.28) vamos a
considerar la funcién argumento 6,(t,1) de cualquier solucién y, (¢, 1) en coordenadas

polares y + iy = pe”®. El siguiente lema nos muestra el comportamiento de (¢, 1)

cuando ¢ N\, 0 en el caso A €]0,9/64].

Lema 9.2. Sea yx(t,1) una solucion de (9.28) y 0,(t,1) es el argumento de y(t,1) en
coordenadas polares y + iy = pe. Supongamos que X €]0,9/64[, X # 5/64. Entonces

) o )
15%9,\(15, 1) = 5 + B para algin 5 € Z.

Demostracién. De la Proposicién 9.6 sabemos que si A €]0,9/64[, A # 5/64 entonces

cualquier solucién de (9.28) es de la forma

y)\(t, ].) = Cltrl hl (t) + Cgtmhg(t),
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en donde ¢y, ¢y son constantes, ro €10,1/2[, 11 €]1/2,1], r1 + 79 = 1 y hy, hy funciones
analiticas en t%/3 con hi(0) # 0, hy(0) # 0. Ahora bien, observe que

1) ot T R (8) 4 et () + carat™ L ho(t) + cat™ho(t)
At 1) c1t™hy(t) 4 cotm2hy(t) ’
et T () 4 et ha () + (1 — )t ha(t) + cott T Ry (t)
B c1tm hy(t) + coti=T1hy(t) ’
et R () 4 et ha(t) + eo(1 — 1) Ro(t) + eat ha()
B 12 hy (t) + ot ha(t) ‘

tan (6,(¢,1)) =

Tenemos asi que 11’1%|tan(6’,\(t, 1))| = oco. De otro lado, 6,(¢,1) satisface la ecuacién
%
diferencial
A

= —m cos®f — sen? ¥,

por lo tanto 0,(t, 1) es monétona decreciente. Por la continuidad de la funcién | tan 6|

se concluye que yn(l) 0,(t,1) = /2 + B para algin § € Z. O
—

y(t.1)

8(A,1)

y(t,1)

Figura 9.5: Gréfica del comportamiento de la funcién argumento 6(¢,1) para t €0, A]. Dado que
th'rr(l)O)\(t, 1)=n/24+ pr y O\ < 0, para algin A > 0 el producto de y(¢,1)y(t,1) es positivo para
—

t €]0, A], por lo tanto se estd en el primer cuadrante o bien en el tercer cuadrante.

Observacién. Dado que 0 (t,1) < 0 para todo t, la rotacién del argumento es en sentido
negativo. De manera que por el Lema 9.2 se deduce la existencia de un A > 0 pequeno

tal que y(t,1) y(t,1) > 0 para todo ¢ €]0, A]. La figura 9.5 ilustra esta observacion.

A continuacién presentamos dos lemas que nos haran falta para determinar el nimero
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de soluciones no triviales del problema de contorno (9.21). Vamos a suponer que \ €

10,9/64[.
Lema 9.3. Sea V(t,A) la solucion de

v + t—2\11 = 07 \II(A7 A) - y)\(Av 1)7 \IJ(A’ A) - y)\(Av 1)7

16 5
con m = 9 m # 6 la cual se escribe en la forma

U(t,A) =a(A)t"™ +b(A)"™, con a(A),b(A) € R.
Siya(t,1) = c1t™hq(t) + cot™ho(t) se cumple

lim a(A) = ¢1hy(0), 1im b(A) = c3h2(0).

A—=0 i—>0

Demostracion. Las condiciones iniciales determinan el sistema
A" a(A) + A™b(A) = ya(A, 1)

r AT a(A) + 1o ATTI(A) = (A, 1)

Por la regla de Cramer se obtiene

A1) A
a(A) = o )lAmm_1 a( )
o —T y)\(A, 1) TQATQ—l
An Al
b(A) = ( _ )1Ar1+r21 y)\( )
r2—T r AT gy (A1)

Teniendo en cuenta que
IAA L) = e AT T (A) 4 ¢ AT (A) + ora AT g (A) + e ARy (A),
se sigue que
a(A) = c1hi(A) 4+ o(1),

b(A) = caha(A) + 0o(1),

si A N\ 0. La conclusion se sigue por la continuidad de h;, i = 1,2 en t = 0. [J
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Lema 9.4. Ezxisten A >0, > 0, € > 0 de manera que si x(t) es una solucién de la
ecuacion de Fuler

i+ %x —0,
conm # 5/36, |lw—m| <, que cumple
[2(A) —ua(A D[ <6, |2(A) —ma(A 1) <e
Entonces |2(t)] > 2 sit €]0,A].
Demostracion. Por la Proposicion 9.6 sabemos que
tlir(l)q+ lun(t, 1) = +o0.

Escogemos A > 0 de manera que [gx(¢,1)] 2 4sit €0, A]. Por el Lema 9.3 y tomando
un A pequeno podemos suponer que |W(t, A)| > 3 si t €]0, A]. Fijamos ahora nuestro
A > 0, sabemos que si

ZE(t) = dltpl + dgtm,

entonces p; — r;, i = 1,2 si i — 0 y ademds por el teorema de dependencia continua
tenemos

dl — &(A), dg — b(A),
si g — 0, € = 0. De aqui se concluye que |z(t)| > 2sit €]0,A]. O
Estamos ahora en posicién de presentar otro resultado principal de esta seccién, el cual
marca una importante diferencia respecto a la Proposicién 6.4 en [26].

Proposicién 9.7. Considere el problema de contorno (9.21) con 0 <A <1y M = 1.
Entonces eziste una sucesion creciente (Ey1)pen con 0 < E,; <1, E,1 /1 yACN
(A puede ser vacio) tal que (9.21) tiene una solucion no trivial si y solo si e = E,

para algin n € A. Mds ain A es finito si 0 < A < 9/64, A #5/64 y A =N si A > 9/64.
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Demostracién. Denotamos por ®,(¢,e) la solucién del problema de valor inicial

?J+Wy:0, y(r) =1, gy(r)=0.

Pasando a coordenadas polares &, + id A= peie la funcién argumento 0, (t, e) satisface

el problema de valor inicial
) A 2 2
0= s cos”f —sen“60, O(m)=0. (9.31)

Note que 6)(t, ) < 0 para todo (t,e) € [0,7] x [0, 1] por lo tanto 6, (t, €) es decreciente

en t para todo e € [0, 1], en consecuencia

(9)\(0,6) = sup 6))\(15,6).

te|0,7]
La condicién @, (0, e) = 0 en coordenadas polares equivale a 6, (0, ) € 7Z, por lo tanto

se definen los nimeros E,, ; como las soluciones de
0,(0,e) =nm con n e N.

Por el Teorema de dependencia continua respecto a parametros para todo A > 0y toda

sucesion (e, )nen, con 0 < e, < 1 tal que lim e, =1 tenemos que y(t,e,) — y(t,1)
n—o0

(respectivamente g(t,e,) — y(t, 1)) uniformemente en [A, x]. Por lo tanto, para cada

0 < A <1 se sigue que

lim 6,(t,e,) = 0x(t, 1),

n—yo0
uniformemente para todo t € [A, 7.

Fijemos un A €]0,9/64[, A # 5/64. Del Lema 9.2 y la posterior observacién existe un
A > 0 tal que y\(t,1)ya(¢,1) > 0 para todo t €]0,A]. De nuevo por el Teorema de
dependencia continua respecto a parametros, dado ¢ > 0 existe un e* proximo a 1 tal
que

|CI)>\(A7 6) - y)x(A7 1)| S €, |Ci)>\(A,6) - yA(Av ]-)| S €,
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y més atin ®(A,e) (A, e) > 0 para todo e € [e*,1]. Se deduce entonces la existencia

de un ntmero § (independiente de e) tal que

pr <y < O\(A,e) < prm+ g para todo e € [e", 1], (9.32)

donde v es un numero independiente de e que cumple

67r<”y<ﬁ7r+g.

De la Proposicion 9.5, tomando 0 < A < § suficientemente pequeno, tenemos para

(t,e) €]0, A[x[e*, 1] con e* suficientemente cerca de 1 que

A w
RONSE < @) con 0<w<1/4.
- 16\
La constante w se puede tomar tan proxima como se desee a m = 5 Sea z(t) la
solucién del problema de valor inicial
LW _ .
it ne= 0, z(A)=2o\(Ae), #(A)=\(Ae). (9.33)

En coordenadas polares z + ii = pe'® la funcién argumento ¢(t) satisface el problema

de valor inicial

b= —cos’s—sen’ b, 6(A) = Or(Ae), (9.34)

con ¢(t) < 0 para todo t €]0, A]. Més atin, de la teorfa de las desigualdades diferenciales
tenemos que

O\(t,e) < ¢(t) paratodo (t,e)€]0,A] x [e*1].

Por el Lema 9.4 tenemos que |(t)] > 2 si t €]0,A]. Mas atn, z(t) #(t) > 0 con
t €10, A] dado que el tinico posible cero positivo de x(t) esta después del tinico cero de
t(t). Esto hace que la variacién del argumento ¢(t) entre t = 0 y ¢t = A sea menor que
7/2. La conclusién del Lema 9.2 también es vélida para la ecuacién de Euler (9.33) y

por lo tanto

1138 o(t) =7/2 4 km,
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para algun k € Z*. En principio este k deberd depender de las condiciones iniciales

z(A), (A) pero observamos que

ﬁ7r<’y<¢(A)<ﬁ7r+g.

Como la variacién de ¢ en |0, A[ es menor que 7/2 deducimos que k = f3, asi que

lim ¢(t) = 7/2 + fr.

t—0
En consecuencia 1 < v < 0,(0,e) < 7/2+7 paratodoe € [e*,1]. De esta forma tene-
mos que 0(0, e) ¢ 77 para todo e — 17. Por tltimo, si consideramos ¥, = sup 6,(0, e)

e€[0,e¥]
entonces la ecuacién 0,(0, e) = nm, con e € [0, e*] para n grande no tiene solucién.

En resumen, hemos probado que para cada A €]0,9/64[, A # 5/64, la ecuacién
0,(0,e) =nm, para e— 1",

tiene un numero finito de soluciones para cada n € N.

Ahora considere 9/64 < A < 1. Por el Corolario 9.1 la funcién y,(t, 1) tiene un niimero
arbitrario de ceros acumulandose en ¢ = 0. De manera que dado un p > 1 podemos
encontrar un 6 > 0 (dependiente de p) tal que yx(¢,1) tiene p ceros en [, 20] con
ya(6,1) # 0, ya(29,1) # 0. Puesto que los ceros de y,(t, 1) son no degenerados, existe
un e, proximo a 1 tal que ®y(t,e) y ya(t, 1) tienen el mismo niimero de ceros en [0, 20]
para todo e € [e,, 1[. Por lo tanto, 0)(t,e) € w/2 4 km, k € Z* para p valores distintos

de t € [0,20]. Como p es arbitrario, se deduce entonces que

6(0,e) = sup 0(t,e) — oo,
te [0,7]

cuando e — 17. Esto comprueba que la ecuacién 0,(0,e) = nx, tiene solucién para

cadan € Ncone € [0,1[. O

Observacién. Cabe mencionar en este punto que es posible utilizar la ideas de la

demostracion de la Proposiciéon 9.7 para probar la Proposicién 9.5 sobre el nimero
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de ceros de y,(t,e). Méds atn es importante mencionar que los resultados anteriores
se extienden para t € [0,27] (es decir M = 2), en efecto, basta con considerar las
ecuaciones

0,(0,e) =nm, 0\(2m,e)=—mm, n,meN,

en donde

0,(0,e) = sup O\(t,e) y Ox(2me)= inf 0O,(t,e).

e [0.7] te [m,2n]

Veamos cémo se entiende la ultima definicién. Para cada e € [0, 1] fijo, note que la
funcion

Xu(t,e) = ®y(2m —t,€),
satisface la ecuacién diferencial en (9.21) para todo ¢t € R. Mds ain,
Xa(me) = y(m,e) =1, Xy(me)=—y(me) =0.
Por unicidad se deduce que
Xy(t,e) = ®y(t,e) Vte[0,m].

De manera que el estudio de ®,(t, e) para t cerca de 27 es igual al estudio de ®,(t, e)
para t cerca de cero. Por otro lado, la funcién argumento de X, (¢, e) que denotamos

por «5,\(15, e) satisface que

Or(t,e) = tan (M) te (0,7,

X)\(t,e)
dy (21 —t,e)
=~ tan <¢>i(27r—t,e))’ te [0,

= —0\(s,e), se€ [m27]

Por lo tanto,

0r(2m,e) = inf Oy(t,e) =— sup Bi(t,e).
t€ [, 27] te [0,7]
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