
Bifurcación de soluciones periódicas en el problema de
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a pesar de sus muchas obligaciones siempre tuvo el tiempo, la paciencia y el deseo
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sistema hamiltoniano autónomo 47
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Caṕıtulo 1

Introducción

En 1960 el matemático ruso K.A. Sitnikov presentó un modelo del problema de tres

cuerpos conocido en la actualidad como el problema de Sitnikov. Dicho problema consi-

dera dos cuerpos con igual masa (masas primarias) que se mueven en un mismo plano

alrededor de su centro de masas como soluciones de un problema de dos cuerpos con

momento angular no cero. El tercer cuerpo de masa cero se mueve en la recta que

pasa por el centro de masas del sistema y es ortogonal al plano de movimiento de las

primarias. El problema de Sitnikov se centra en describir las órbitas de movimiento del

cuerpo de masa cero (en el caṕıtulo 2 se presenta en detalle este problema). Existen

muchos trabajos referidos al problema de Sitnikov, en particular en el trabajo realizado

por J. Llibre y R. Ortega (ver [26]), se aplicó por primera vez una versión del método

de continuación global de ceros para funciones dependientes de un parámetro desarro-

llado por Leray-Schauder (ver [28]), con el fin de obtener familias de soluciones pares y

periódicas en el problema de Sitnikov. De forma más precisa, se parte de una solución

periódica del problema circular de Sitnikov (cuando la excentricidad e de las órbitas

de las primarias es cero) y se continúa para valores del parámetro excentricidad no

necesariamente pequeños, e ∈ ]0, 1[. Como parte de los resultados en [26] se observa la

posibilidad de que una rama de soluciones no triviales que emana del problema circular

de Sitnikov colisione con la solución trivial en un valor especial de la excentricidad. Es

aqúı entonces donde se inicia mi proyecto de tesis doctoral, con el objetivo principal
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de caracterizar estas colisiones con la solución trivial.

De esta forma, esta memoria expone el trabajo de investigación realizado acerca de la

continuación global de soluciones pares y periódicas del problema de Sitnikov desde la

solución trivial y no desde el problema circular como se hace en [26]. Se hace un análisis

local de las bifurcaciones de soluciones periódicas que emanan desde la solución trivial,

al igual que el tipo de bifurcación de dichas soluciones, presentamos resultados de

estabilidad de las soluciones del problema linealizado de Sitnikov junto a la estabilidad

de la solución trivial al igual que un resultado de coexistencia de soluciones para el

problema linealizado de Sitnikov por medio del estudio de una ecuación de Ince.

Por otro lado, también se presenta una generalización del problema de Sitnikov en

donde se consideran N ≥ 2 masas primarias moviéndose en un mismo plano. Para

este problema generalizado de Sitnikov se tratan las mismas preguntas desarrolladas

en [26] y [36] y se aplican las mismas técnicas utilizadas en estos últimos trabajos para

el problema de Sitnikov. Cabe mencionar que en referencia al problema generalizado

de Sitnikov que en este trabajo de investigación se considera quedan varias pregun-

tas pendientes las cuales se esperan desarrollar con mayor profundidad en trabajos

posteriores.
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Caṕıtulo 2

El problema de Sitnikov

Un problema clásico de la Mecánica Celeste (quizás el objetivo principal de estudio)

cuya formulación se inicio hace ya varios siglos es el El Problema de los N-cuerpos.

Dicho problema consiste en estudiar un sistema de ecuaciones diferenciales que describe

el movimiento de N cuerpos (masas puntuales no nulas) en el espacio tres dimensional

las cuales interactúan unas con otras de acuerdo a la ley de atracción gravitacional

de Newton. Matemáticamente el problema de los N cuerpos se formula de la siguiente

forma. Sea Pj = Pj(t) ∈ R3 la posición del cuerpo Pj en cada instante de tiempo t y

mj la masa de dicho cuerpo con j = 0, . . . , N − 1. La ecuación diferencial que gobierna

el movimiento de cada masa puntual Pj está dada por la ley de atracción gravitacional

de Newton

mj
d2Pj

dt2
= − ∂U

∂Pj
, (2.1)

donde U es el potencial Newtoniano dado por

U = −
∑

0≤k<j≤N−1

G
mkmj

‖Pk −Pj‖
,

G es la constante de gravitación universal y ‖Pk −Pj‖ denota la distancia euclidiana

entre Pk y Pj . Dado que dos cuerpos no pueden ocupar la misma posición (caso en el

cual se presenta una colisión), el sistema de ecuaciones (2.1) está bien definido en

Ω = R3N −
N−1⋃

k=0,k �=j

Ωk,j,

con Ωk,j =
{
(P0,P2, · · · ,PN−1) ∈ R3N : Pk = Pj

}
.
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El caso más sencillo y para el cual se pueden describir expĺıcitamente todas las solu-

ciones de (2.1) es el problema de dos cuerpos, N = 2. Los casos N ≥ 3 siguen siendo

tema de estudio en la actualidad. Quizás uno de los principales objetos de estudio sobre

el sistema de ecuaciones diferenciales (2.1) es el comportamiento de las soluciones en

un intervalo de tiempo no acotado al igual que dar respuestas a preguntas como tales

como, la existencia o no de soluciones acotadas, la posible colisión en tiempo finito, la

existencia de soluciones oscilatorias y la existencia y construcción de soluciones periódi-

cas. En este último caso el conocimiento de la órbita periódica para un tiempo finito

permite conocerla para todo valor del tiempo. El problema de los N cuerpos atrajo

(y continúa haciéndolo) la atención de muchos matemáticos, por ejemplo Newton, La-

grange, Poincaré, Birkhoff entre otros. De manera más reciente encontramos a Siegel,

Kolmogorov, Alekseev, Moser, Arnold, Chenciner entre otros. Toda esta afluencia de

cient́ıficos alrededor de este problema trajo consigo la creación y el desarrollo de nuevas

e importantes herramientas matemáticas.

Ciertamente después de resolver en su totalidad el problema de dos cuerpos, el proble-

ma más simple a estudiar es el problema de los tres cuerpos. Este caso presenta grandes

retos y en la actualidad se tienen muchos resultados parciales pero no un estudio com-

pleto de todas sus soluciones, pero si se consideran ciertas restricciones en el problema

de tres cuerpos se pueden determinar varios resultados de gran interés. Por esta razón

existen muchos trabajos referidos al Problema Restringido de los Tres Cuerpos el cual

consiste en describir los movimientos de un cuerpo de masa infinitesimal (en el cálculo

formal se toma la masa igual a cero) digamos P0 bajo la acción gravitacional de dos

cuerpos de masas no cero P1 y P2 llamados cuerpos primarios o simplemente primarias

que se mueven en órbitas eĺıpticas como soluciones de un problema de dos cuerpos.

Como es lógico aparecen distintos problemas según el movimiento de las primarias

que se considere, en relación a esto, es posible clasificar la existencia de 30 problemas

4



restringidos de tres cuerpos distintos en dimensiones 1, 2 y 3 (ver [7]).

En esta memoria nos centramos en un problema restringido de tres cuerpos conocido

como el Problema de Sitnikov, llamado aśı en honor al matemático ruso K. A. Sitnikov

[45] quien fué el primero en dar argumentos heuŕısticos para mostrar la existencia de

órbitas de tipo oscilatorio que corresponden a órbitas no acotadas en las cuales el cuerpo

de masa infinitesimal no llega a escaparse a infinito. Este tipo de órbitas fue predicha

por el astrónomo J. Chazy en 1922 (ver [9]) al clasificar los comportamientos del cuerpo

de masa infinitesimal en el problema restringido de los tres cuerpos cuando el tiempo

tiende a infinito (Evoluciones Finales). En dicha clasificación Chazy determinó siete

grupos distintos, demostrando la existencia de seis, quedando pendiente el presentado

por Sitnikov. Quizás una de las principales razones por el cual es de interés el estudio

del problema de Sitnikov es que es el problema restringido de dimensión más baja en

donde no hay presencia de colisiones. Más aún Alekseev en [2], [3], [4] demuestra que en

el problema restringido de los tres cuerpos considerado por Sitnikov se presentan todos

los movimientos finales establecidos por Chazy, dando aśı un mayor valor al estudio de

este interesante problema.

La configuración del problema restringido de tres cuerpos estudiada por Sitnikov es la

siguiente: Los cuerpos primarios de igual masa se mueven en un mismo plano (considere

el plano x, y) describiendo órbitas eĺıpticas alrededor del origen (centro de masas) como

soluciones de un problema de dos cuerpos. El tercer cuerpo de masa infinitesimal se

mueve en la recta ortogonal al plano de movimiento de las primarias (el eje z) y pasa

por el centro de masas del sistema. (ver figura 2.1)

Normalizando el tiempo de manera que el periodo de las masas primarias sea 2π, su

magnitudm1 = m2 = 1/2 y la constante gravitacionalG = 1 la ecuación de movimiento

que satisface la part́ıcula infinitesimal está dada por

z̈ +
z

(z2 + r(t, e)2)3/2
= 0, (2.2)
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Figura 2.1: Configuración del sistema de los tres cuerpos en el problema de Sitnikov.

donde e ∈ [0, 1[ es la excentricidad de las órbitas eĺıpticas de las primarias que es

un parámetro de la ecuación (2.2) y r(t, e) es la distancia de las primarias al centro de

masas del sistema la cual está dada por la ecuación

r(t, e) =
1

2
(1− e cosu(t, e)). (2.3)

La función u(t, e) es la anomaĺıa excéntrica del sistema y satisface la ecuación de Kepler

(ver [39])

u(t, e)− e sen u(t, e) = t. (2.4)

Más aún, para cada e ∈ [0, 1[ la anomaĺıa excéntrica satisface

u(−t, e) = −u(t, e), u(t+ 2π, e) = u(t, e) + 2π, ∀t ∈ R. (2.5)

Un primer resultado que presentamos en relación a las soluciones de la ecuación (2.2)

es sobre el intervalo maximal de definición que ellas pueden tener. Sea e ∈ [0, E] con
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0 < E < 1, nótese que el problema de Sitnikov (2.2) se puede escribir en la forma

Ż = F(t, Z), con F(t, Z) =
(
ż,

−z(
z2 + r(t, e)2

)3/2)tr

, (2.6)

en donde Ż = (z, ż)tr y F :]−∞,∞[×R2 → R2 una función diferenciable. Más aún

DZF(t, Z) =

⎛⎝ 0 1

f(t, e) 0

⎞⎠ ,

con f(t, e) =
3z2

(z2 + r(t, e)2)5/2
− 1

(z2 + r(t, e)2)3/2
. A partir de (2.3) se deduce que

1

(z2 + 1
4
(1−E)2)3/2

− 3 < f(t, e) < 3− 1

(z2 + 1
4
(1 + E)2)3/2

,

para todo (t, e) ∈ ]−∞,∞[×[0, E]. Se sigue entonces que la función F es globalmente

Lipschitziana en Z es decir:

‖F(t, Z)− F(t, Z∗)‖ ≤ L ‖Z − Z∗‖ , para todo t ∈]−∞,∞[,

con L = ‖DZF(t, Z)‖. Esto implica que F(t, Z) tiene un crecimiento a lo sumo lineal,

es decir:

‖F(t, Z)‖ ≤ L ‖Z‖+ ‖F(t, 0)‖ .

A continuación recordamos la siguiente proposición que se encuentra en la teoŕıa general

de las ecuaciones diferenciales ordinarias.

Proposición 2.1. Sea D =]a, b[×Rn y F : D → Rn+1 continua que

‖F(t, X)‖ ≤ α(t) ‖X‖+ β(t), para todo (t, x) ∈ D,

donde α, β son funciones continuas en ]a, b[. Entonces la solución maximal de

X ′ = F(t, X), X(t0) = X0,

con (t0, X0) ∈ D está definida en ]a, b[.

De la anterior discusión y la Proposición 2.1 tenemos el siguiente resultado.
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Proposición 2.2. Cualquier solución del problema de Sitnikov (2.2) está definida para

todo t ∈ R.

Cabe mencionar en este punto que toda solución z(t, e) de (2.2) es anaĺıtica en R ×

[0, 1[. Además (2.2) es invariante bajo la simetŕıa (z, t) → (−z,−t). En consecuencia,

φ(t, e) = −z(−t, e) es solución de (2.2) si y solo si z(t, e) es solución, más aún, si z(t, e)

satisface z(0) = ξ podemos suponer que ξ > 0.

Si tenemos que e = 0 nos referimos al Problema Circular de Sitnikov, en cuyo caso la

ecuación (2.2) viene dada por

z̈ +
z(

z2 + 1
4

)3/2 = 0. (2.7)

Esta ecuación diferencial autónoma define un sistema hamiltoniano integrable de un

grado de libertad y con hamiltoniano H dado por

H(z, v) =
v2

2
− 1√

z2 + 1
4

,

con v = ż.

En el problema circular de Sitnikov, las órbitas viven en las curvas de nivel H(z, v) = c,

con c ∈ [−2,∞[, en consecuencia los diferentes valores de la constante c determinan el

tipo de órbita en el espacio de fases (z, v). Se pueden observar tres tipos de trayectorias

que dependen del valor de c.

1. Si c = −2 entonces z = 0, v = 0 por lo que el origen es un punto de equilibrio, más

aún es un centro. Tenemos aśı la solución trivial z(t) ≡ 0.

2. Si −2 < c < 0 tenemos curvas de nivel cerradas. Esta situación corresponde al caso

de órbitas periódicas.

3. Si c = 0 tenemos dos separatrices, que representan dos órbitas parabólicas. Es

decir, dos órbitas que se aproximan a infinito con velocidad cero. Esta afirmación
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es debida al siguiente hecho. Si c = 0, de la conservación de la enerǵıa tenemos la

ecuación diferencial

ż(t) =
±
√
2(

z2(t) + 1/4
)1/4 , (2.8)

cuyas soluciones están definidas en todo R. Por otro lado se considera el siguiente

enunciado

Proposición 2.3. Sea g : U ⊂ R → R una función continua definida en un

intervalo abierto U de R. Si x :]α,∞[→ U , x = x(t), es una solución de la

ecuación diferencial

ẋ = g(x),

y ĺım
t→∞

x(t) = x∗ con x∗ ∈ U entonces g(x∗) = 0.

Demostración. Consideremos la sucesión (n)n∈N. Por la regla de Barrow y el

teorema del valor medio para integrales tenemos que

x(n+ 1)− x(n) =

∫ n+1

n

g(x(s))ds,

x(n+ 1)− x(n) = g(x(τn))[(n+ 1)− n], para algún τn ∈ ]n, n+ 1[.

Note que la sucesión (τn)n∈N, satisface ĺım
n→∞

τn = ∞. Tenemos entonces por lo

anterior que

ĺım
n→∞

g(x(τn)) = g(x∗) = ĺım
n→∞

[x(n + 1)− x(n)] = 0,

lo que completa la demostración. �

De la ecuación diferencial (2.8) se sigue que ż(t) tiene un signo; por lo tanto

z(t) es monótona y existe el ĺımite ĺım
t→∞

z(t) (finito o infinito). Como la función

±
√
2(

z2(t) + 1/4
)1/4 no se anula, entonces de la anterior proposición se deduce que

ĺım
t→∞

z(t) = ∞. Volviendo a la ecuación (2.8) observamos que ĺım
t→∞

ż(t) = 0.

9
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Figura 2.2: Diagrama de fases del problema circular de Sitnikov.

4. Si c > 0 tenemos dos órbitas hiperbólicas. Es decir, dos órbitas que se aproximan a

infinito con velocidad no nula. En efecto, para este caso se tiene

ż(t) = ±
√
c +

2(
z2(t) + 1/4

)1/2 .
De nuevo, por la Proposición 2.3 tenemos que ĺım

t→∞
z(t) = ∞ y ĺım

t→∞
ż(t) = ±

√
c,

con c > 0.

En relación al problema circular de Sitnikov, encontramos en [6] las expresiones anaĺıti-

cas de las soluciones para c ∈ ]− 2,∞[ usando Funciones Eĺıpticas de Jacobi y de igual

forma la expresión anaĺıtica de la función periodo para las órbitas periódicas. En [6]

encontramos el siguiente teorema que presenta las propiedades más importantes de

la función periodo T en el problema circular de Sitnikov (2.7) la cual es una función

anaĺıtica en ]− 2,∞[.

Teorema 2.1. El periodo T en la variable c ∈]− 2, 0[ satisface:

(a) ĺım
c→0

T (c) = ∞, ĺım
c→0

T ′(c) = ∞, ĺım
c→−2

T (c) = π/
√
2.

(b) T ′(c) > 0 para todo c ∈]− 2, 0[.

(c) ĺım
c→−2

T ′(c) = π(1 + 4
√
2)/16.
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De este teorema es fácil deducir la gráfica de la función T (c) la cual se encuentra

también en [6].

Si e ∈ ]0, 1[ la ecuación (2.2) determina el Problema Eĺıptico de Sitnikov. Nótese que en

este caso la ecuación es no autónoma ya que la variable temporal aparece expĺıcitamente

por medio de r(t, e). Más aún de (2.5) se deduce para todo (t, e) ∈ R×]0, 1[ la función

r(t, e) es par y periódica en t con periodo mı́nimo 2π.

Lema 2.1. Para todo (t, e) ∈ R×]0, 1[ la función R(t, e) = r(t, e)2 es periódica en t

con periodo mı́nimo 2π.

Demostración. De (2.5) tenemos que

R(t+ 2π, e) = r(t+ 2π, e)2

= r(t, e)2 = R(t, e),

para todo (t, e) ∈ R×]0, 1[, por lo tanto 2π es un periodo de R. Vamos a demostrar

que si 0 < τ es un periodo de R entonces 2π ≤ τ . En efecto, para cada e ∈ [0, 1[ fijo

observe que R(τ, e) = R(0, e), por lo tanto

(1− e cosu(τ, e))2 = (1− e cosu(0, e))2

= (1− e)2.

Dado que (1 − e cosu(τ, e))2 > 0 y (1 − e)2 > 0 para todo e ∈ [0, 1[ se deduce que

u(τ, e) = 2Nπ para algún N ∈ Z. De otro lado la función u(t, e) es monótona creciente

en t con u(0, e) = 0, por lo tanto N ≥ 1. De aqúı tenemos

2π = u(2π, e) ≤ 2Nπ = u(τ, e),

en consecuencia 2π ≤ τ . �

Este resultado sobre la periodicidad de la función r(t, e)2 nos dice que en el caso e ∈ ]0, 1[

la función

G(t, z, e) = z(
z2 + r(t, e)2

)3/2 ,
11



es periódica en t con periodo mı́nimo 2π. Antes de presentar un resultado sobre el

periodo de las soluciones periódicas para el problema eĺıptico de Sitnikov consideremos

un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma

(†) Ẋ = F(t, X),

con F una función vectorial continua en R×Rn y periódica en t con periodo Γ. Respecto

al sistema (†) nos hacemos la siguiente pregunta ¿Es cierto que si X(t) es una solución

periódica de (†) con periodo γ entonces Γ y γ son conmensurables? El siguiente ejemplo,

tomado de [40], muestra que la respuesta a esta pregunta no es siempre afirmativa.

Ejemplo. Considere el sistema

(�)

⎧⎪⎨⎪⎩
ẋ = y + (x2 + y2 − 1) sen

√
2t,

ẏ = −x.

La función F(t, x, y) =
(
y + (x2 + y2 − 1) sen

√
2t, −x

)tr

es periódica en t con periodo

Γ = 2π/
√
2 y el sistema (�) admite la solución periódica x(t) = − cos t, y(t) = sen t,

con periodo γ = 2π, que no es conmensurable con 2π/
√
2.

Este ejemplo nos dice que no es inmediato afirmar que dada una solución periódica

del problema eĺıptico de Sitnikov su periodo sea un múltiplo de 2π. Respecto a la no

conmensurabilidad del periodo γ de una solución periódica de un sistema del tipo (†)

con el periodo Γ de la función continua F , presentamos el siguiente resultado cuya

demostración se puede encontrar en [40], pág. 11.
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Teorema 2.2. Considere el sistema de primer orden

Ẋ = F(t, X),

con F una función continua en R × Rn y periódica en la variable t con periodo Γ.

Sea X(t) una solución periódica con periodo γ no conmensurable con Γ. Entonces la

función vectorial F(t, X(t0)) es constante para todo t0.

Aplicando el Teorema 2.2 al problema de Sitnikov obtenemos el siguiente resultado

Lema 2.2. Sea e 
= 0 y z(t) una solución periódica no trivial de (2.2) de periodo γ.

Entonces γ es conmensurable con 2π.

Demostración. Hacemos la demostración por reducción al absurdo. Sea z(t) una

solución periódica de (2.2) de periodo γ. Definimos Z = (z, ż)tr y escribimos (2.2) en

la forma

Ż = F(t, Z), con F(t, Z) =
(
ż,

−z(
z2 + r2(t, e)

)3/2)tr

. (2.9)

Tenemos que Z es una solución periódica de (2.9) de periodo γ. Ahora suponga que

γ es no conmensurable con 2π. Por el Teorema 2.2 tendŕıamos que F(t, Z(t0)) es un

vector constante para todo t0 ∈ R. Por lo tanto, con z0 = z(t0) tenemos que

−z0(
z20 + r2(t, e)

)3/2 = d, con d = constante,

esto implica que r(t, e) es constante para todo (t, e) ∈ R × [0, 1[ pero esto es una

contradicción. Lo anterior prueba que γ es conmensurable con 2π. �

Observe que el Lema 2.2 no descarta para el problema eĺıptico de Sitnikov la existencia

de soluciones de periodo digamos 2π
p

q
con

p

q
∈ Q. Sea z(t) es una solución periódica

no trivial de (2.2) de periodo γ. Considere t ∈ J = [0, γ] \ Ω donde Ω =
{
t ∈ [0, γ] :

z(t) = 0
}
. Puesto que z(t) es una función anaĺıtica tenemos que Ω es finito. Por otro
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lado, de (2.2) y de la periodicidad de z̈(t) se tiene para cada e ∈ [0, 1[ fijo que

−z(t + γ)(
z(t + γ)2 + r(t+ γ, e)2

)3/2 =
−z(t)(

z(t)2 + r(t, e)2
)3/2 , ∀t ∈ J.

Esta igualdad es válida si y solo si r(t+γ, e) = r(t, e) para todo t ∈ J. De la continuidad

de r2 se deduce que r(t+ γ, e)2 = r(t, e)2 para todo t ∈ [0, γ]. Pero r(t, e)2 es periódica

en t con periodo mı́nimo 2π en consecuencia γ = 2nπ para algún n ∈ N. Lo anterior

demuestra un resultado más preciso que el Lema 2.2.

Lema 2.3. Sea e 
= 0 y z(t) una solución periódica no trivial de (2.2) de periodo γ.

Entonces γ es múltiplo de 2π.

Existen varios trabajos referidos al problema de Sitnikov en los cuales se estudia la

existencia de órbitas periódicas y simétricas para diferentes valores de la excentrici-

dad, ya sea por medio de un estudio anaĺıtico o numérico del problema. Un primer

camino puede ser el considerar órbitas 2π periódicas y simétricas en el problema circu-

lar de Sitnikov y hacer una continuación de estas soluciones para valores pequeños del

parámetro excentricidad. Este objetivo es logrado en [11] y [12] utilizando el método

de continuación anaĺıtica de Poincaré y en [8] utilizando el método Subarmónico de

Melnikov. En [6] y [21] encontramos una descripción numérica de familias de órbitas

periódicas. De otro lado, la Teoŕıa de Continuación Global de Leray-Schauder para

ceros de una función dependiente de un parámetro ha sido aplicada recientemente en

[26] para obtener familias de soluciones periódicas en el problema eĺıptico de Sitnikov

para valores de la excentricidad no necesariamente pequeños. De manera más precisa

en [26] se demuestra que algunas órbitas periódicas del problema circular de Sitnikov

(e = 0) pueden extenderse de manera continua para todos los valores de la excentrici-

dad e ∈ ]0, 1[, demostrando aśı que ciertas propiedades de soluciones periódicas en el

caso circular como por ejemplo el número de veces que el cuerpo de masa infinitesimal

pasa por el centro de masas del sistema (lo que equivale al número de ceros de la so-
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lución z(t)) es el mismo para soluciones periódicas en el caso eĺıptico con valores de la

excentricidad no necesariamente pequeños. Por otro lado en [36] se estudian familias

de soluciones periódicas que emanan del equilibrio y que son continuadas para valores

de la excentricidad cercanos a 1. Sobre este último trabajo hablaremos en detalle en el

caṕıtulo 7.
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Caṕıtulo 3

Bifurcaciones en el plano

En esta parte del trabajo daremos una breve presentación de los conceptos básicos de

la Teoŕıa de Bifurcación y presentamos algunos tipos de bifurcaciones en el plano. En

particular estaremos interesados en la bifurcación Tipo Pitchfork. 1

3.1. El concepto de Bifurcación

Hablar de la teoŕıa de bifurcación en profundidad requiere de muchas páginas de un

texto por lo que no siendo ese el objetivo de este trabajo nos limitaremos sólo a lo

que se entiende por “bifurcación” y presentaremos un resultado básico de esta teoŕıa

que prevalece en cualquier espacio vectorial. Por lo tanto, para no entrar en espacios

muy generales sólo consideraremos espacios vectoriales de dimensión finita como por

ejemplo Rn.

Con este propósito en mente, sean n,m números naturales. Consideremos los espacios

vectoriales Rn y C(Rn,Rn). Sea F ∈ C(Rn,Rn). En muchas ocasiones es de especial

interés conocer algunas propiedades del conjunto solución de la ecuación

F (x) = 0. (3.1)

En general la respuesta a esta pregunta resulta ser nada trivial y dif́ıcil de resolver.

Es más, de forma más general podemos hacer la misma pregunta en problemas que
1En esta memoria preservaremos en ingles los nombres por los cuales son usualmente conocidas las bifurcaciones en

el plano que consideraremos, a fin de evitar una no apropiada traducción a nuestro idioma.

16



dependen de un cierto conjunto de parámetros, μ = (μ1, μ2, . . . , μm), por ejemplo

F (x, μ) = 0, (3.2)

en donde vamos a suponer que F ∈ C(Ω,Rn) con Ω ⊂ Rn × Rm un conjunto abierto.

Es muy usual que para la ecuación (3.2) exista un conjunto inicial de soluciones (usual-

mente llamado soluciones triviales) sin embargo para ciertos valores de μ es posible que

aparezcan nuevas soluciones de (3.2) “no triviales”que emanan de la rama trivial (o

rama de soluciones triviales), a este fenómeno se le conoce como “bifurcación”. Existen

muchos ejemplos f́ısicos que dan cuenta del fenómeno de bifurcación, un ejemplo clásico

de esta clase de fenómenos es el pandeo de cuerdas delgadas. El lector interesado en

este tipo de fenómeno se le recomienda ver [10, 46].

En adelante suponemos que a menos que se diga lo contrario que

F (0, μ) = 0, (3.3)

para todo valor del parámetro μ.

Definición 3.1. Considere un punto (0, μ0) contenido en Ω. Diremos que (0, μ0) es

un punto de bifurcación de la ecuación (3.2) si toda vecindad Z de (0, μ0) contiene un

punto (x, μ), con x 
= 0 solución de la ecuación (3.2).

Observación. De la definición anterior se garantiza la existencia de una sucesión

{(xn, μn)} de soluciones no triviales tales que xn → 0 y μn → μ0 a medida que n→ ∞.

Algunas de las primeras preguntas que se pueden formular en cuanto a puntos de

bifurcación pueden ser: ¿Cuándo un punto (0, μ) ∈ Ω es un punto de bifurcación?,

¿Existen ramas de soluciones (3.2) que emanan de este punto y de existir cuántas

hay?, ¿Podemos describir la dependencia de estas ramas sobre μ al menos de manera

local?
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Como un resultado básico de la teoŕıa de bifurcaciones presentamos el siguiente resulta-

do que determina una condición necesaria para que tengamos un punto de bifurcación.

Con este propósito en mente presentamos un resultado fundamental y bien conocido del

cálculo diferencial en varias variables conocido como el teorema de la función impĺıcita.

Teorema 3.1. Sea F : U × V ⊆ Ω → Rn una función de clase Ck (k ≥ 1), con U y V

conjuntos abiertos en Rn y Rm respectivamente. Supongamos que x = (x1, x2, . . . , xn)

denotan los puntos en U y μ = (μ1, μ2, . . . , μm) denotan los puntos en V . Sea (x0, μ0) ∈

U × V tal que F (x0, μ0) = 0 y DxF (x0, μ0) : R
n → Rn es un isomorfismo. Entonces

existe un conjunto abierto Z ⊂ Rn ×Rm y una única función φ : V → Rn de clase Ck,

donde V es un subconjunto abierto de Rm que contiene a μ0, tal que:

1. A = F−1(0) ∩ Z = {(x, μ) ∈ Rn+m : x = φ(μ), para algún μ ∈ V } ,

2. Dφ(μ0) = − [DxF (x0, μ0)]
−1DμF (x0, μ0).

Observe que el teorema de la función impĺıcita nos dice que en una vecindad V del

punto μ0, la ecuación F (x, μ) = F (x0, μ0) tiene como únicas soluciones a los puntos de

la forma (φ(μ), μ), para cada μ ∈ V.

Lema 3.1. (Condición necesaria para la bifurcación).

Sea F : U × V ⊆ Ω → Rn una función de clase Ck (k ≥ 1), con U y V conjuntos

abiertos en Rn y Rm respectivamente. Si (0, μ0) ∈ U × V es un punto de bifurcación

de (3.2), entonces DxF (0, μ0) : R
n → Rn es no invertible.

Demostración. Supongamos que DxF (0, μ0) es invertible en alguna vecindad del pun-

to (0, μ0). Por el teorema de la función impĺıcita, existe una única función x = φ(μ) :

V → Rn de clase Ck, (k ≥ 1) donde V es un subconjunto abierto de Rm, tal que todas

las soluciones de F (x, μ) = 0 son de la forma (φ(μ), μ) con μ ∈ V. De otro lado sabemos
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que F (0, μ) = 0 para todo μ ∈ Rm, en consecuencia por la unicidad de las soluciones

se concluye que x = φ(μ) = 0 para todo μ ∈ V.

Por lo tanto, existe una vecindad Z = U × V del punto (0, μ0), donde U es un sub-

conjunto abierto de Rn que contiene el punto x = 0, donde las únicas soluciones de

F (x, μ) = 0 son de la forma (0, μ), lo cual es una contradicción pues se supone que

(0, μ0) es un punto de bifurcación. �

Veamos los siguientes ejemplos de bifurcaciones.

Ejemplo. Sea x = (x1, x2) ∈ R2, β ∈ R, μ ∈ R+ . Considere la función F : R2×R → R2

definida por

F (x, μ) = βx+ C(x)− μx, C(x) =

⎛⎝γx1(x21 + x22)

γx2(x
2
1 + x22)

⎞⎠ , γ > 0.

Calculamos DxF (0, μ) y obtenemos:

DxF (0, μ) = (β − μ)I2, I2 =

⎛⎝1 0

0 1

⎞⎠ .

Por lo tanto los posibles puntos de bifurcación sólo pueden ocurrir en (0, β).

Si F (x, μ) = 0 con x 
= 0, μ 
= β entonces para i = 1, 2 tenemos que

γxi(x
2
1 + x22) = (μ− β)xi.

En consecuencia x21 + x22 = (μ − β)/γ, que es la ecuación de un paraboloide de revo-

lución alrededor del eje μ. En este caso, tenemos un continuo que emana del punto

de bifurcación (0, β). Note además que no existen soluciones no triviales para valores

μ < β.

Ejemplo. Sea F : R× R → R; F (x, μ) = x− μx2. Considere la ecuación F (x, μ) = 0.

Para cualquier valor μ ∈ R, el punto (0, μ) no es un punto de bifurcación. En efecto, el
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conjunto solución de la ecuación F (x, μ) = 0 es el conjunto de puntos (0, μ) para todo

μ ∈ R y las dos ramas de la hipérbola xμ = 1. Note que ∂xF (0, μ0) = 1 que nos da la

transformación identidad en el caso real.

Ejemplo. Sea F : R × R → R, dada por F (x, λ) = x + x3 − μx. Entonces (0, μ) es

siempre solución de la ecuación F (x, μ) = 0. Además, si x 
= 0 y si (x, μ) es solución,

entonces

x2 = μ− 1.

Por lo tanto, no existen soluciones no triviales para μ ≤ 1, pero hay una rama de

soluciones no triviales dada por la parábola anterior que emanan de la rama trivial en

el punto (0, 1). Note que ∂xF (0, λ) = 1− μ que es igual a cero si μ = 1.

Ejemplo. Sea G : R2 × R → R2 definida por

G(x, λ) = (1− λ)

⎛⎝x1
x2

⎞⎠+

⎛⎝ x32

−x31

⎞⎠ .

Por lo tanto DxG(0, λ) = (1 − λ)2I2. En consecuencia DxG(0, λ) no es invertible si

λ = 1. Sin embargo (0, 1) no es un punto de bifurcación. En efecto, si (x, λ) es solución

de G(x, λ) = 0 entonces x41 + x42 = 0 por lo que las únicas soluciones son x1 = x2 = 0.

Aqúı vemos como la condición dada por el Lema 3.1 es sólo una condición necesaria y

no una condición suficiente.
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3.2. Bifurcaciones locales en el plano.

Terminada la breve introducción sobre el concepto general del fenómeno de bifurcación

vamos a presentar tres de las más comunes bifurcaciones en el plano. Con este objetivo

en mente iniciamos con la bifurcación tipo “silla-nodo”(conocida también como bifur-

cación tipo Fold2). Es necesario mencionar que en este caso no se tiene la condición

(3.3) y que la existencia de soluciones no triviales se deduce del teorema de la función

impĺıcita aplicado en la variable μ.

Proposición 3.1. (Bifurcación tipo Fold). Sea f : R × R → R, una familia uno-

paramétrica de transformaciones de clase C2 que satisfacen

(1) f(0, μ0) = 0; (2) ∂xf(0, μ0) = 0; (3) ∂xxf(0, μ0) > 0 y (4) ∂μf(0, μ0) > 0.

Entonces existen ε > 0 y δ > 0 tales que


 Para cada μ ∈ I1 = ]μ0 − δ, μ0[ entonces f(x, μ) tiene exactamente dos ceros si

x ∈ ]− ε, ε[.


 Para cada μ ∈ I2 = ]μ0, μ0 + δ[ entonces f(x, μ) 
= 0 con x ∈ ]− ε, ε[.

Demostración. Por la primera y la última propiedad junto con el teorema de la

función impĺıcita, existe un abierto I =]− ε, ε[ de R y una única función g de clase C2,

g : I → R, μ = g(x) tal que

g(0) = μ0 y f(x, g(x)) = 0 para todo x ∈ I.

Derivando respecto a x esta última ecuación tenemos que

∂xf(x, g(x)) + ∂μf(x, g(x))
dg(x)

dx
= 0,

∂xxf(x, g(x)) + 2∂xμf(x, g(x))
dg(x)

dx
+ ∂μμf(x, g(x))

[
dg(x)

dx

]2
+ ∂μf(x, g(x))

d2g(x)

dx2
= 0.

2Fold: Doblez, o bien Pliegue.
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Evaluando en x = 0 tenemos que

dg(x)

dx

∣∣∣
x=0

= 0 y
d2g(x)

dx2

∣∣∣
x=0

< 0.

Por lo tanto g(x) tiene un máximo en x = 0, demostrándose aśı la existencia de los

intervalos I1 y I2. �

x

x

μμ
0

g(  )

Figura 3.1: Diagrama de Bifurcación Tipo Fold.

Observación. Si en (3) o en (4) tomamos la desigualdad contraria, la conclusión sobre

los intervalos I1 y I2 es contraria. El nombre de este tipo de bifurcación se debe a que al

“doblar” una rama de bifurcación respecto al eje μ se obtiene otra rama de soluciones

no triviales.

Ejemplos de bifurcaciones tipo Fold.

f(x, μ) = x2 + μ− μ0, g(x, μ) = μ− x2.

Proposición 3.2. (Bifurcación Supercŕıtica). Sea f : R × R → R, una familia uno-

paramétrica de transformaciones de clase C3 que satisfacen

1. f(0, μ) = 0 para todo μ ∈ R,
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2. λ(μ) = ∂xf(0, μ), λ(μ0) = 0 y
dλ(μ0)

dμ
> 0,

3. ∂xxf(0, μ0) 
= 0.

Entonces f tiene una única rama de bifurcación de ceros x(μ) de clase C2 para μ cerca

de μ0 con x(μ0) = 0 y x(μ) 
= 0 si μ 
= μ0.

Para la demostración de la Proposición 3.2 vamos a hacer uso del siguiente resultado

de factorización.

Lema 3.2. Sea Ω ⊂ R2 un dominio convexo y F : Ω → R de clase Ck(Ω), k ≥ 1.

Suponga que F (0, y) = 0 para todo (0, y) ∈ Ω. Entonces F se puede escribir de la

siguiente forma

F (x, y) = xΦ(x, y),

con Φ : Ω ⊂ R2 → R de clase Ck−1(Ω).

Demostración. Por la regla de Barrow, tenemos que si g : R → R de clase C1 entonces

g(x)− g(x0) =

∫ 1

0

d

dt
[g(x0 + t(x− x0)]dt,

g(x)− g(x0) = (x− x0)

∫ 1

0

ġ(x0 + t(x− x0))dt,

para todo x, x0 ∈ R. Si g(x0) = 0 y x0 = 0 entonces

g(x) = x

∫ 1

0

ġ(tx)dt.

Aplicando esta misma idea a la función F (x, μ) y siendo Ω convexo, tenemos

F (x, y)− F (0, y) =

∫ 1

0

d

dt
[F (tx, y)] dt,

F (x, y) = x

∫ 1

0

∂xF (tx, y) dt,

para todo (x, y) ∈ Ω. La demostración se sigue tomando la función

Φ(x, y) =

∫ 1

0

∂xF (tx, y) dt. �
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Note que en el anterior resultado de factorización hay una pérdida de diferenciabilidad

que no se puede eludir. Por ejemplo, sea Ω = R2 y considere

F : R2 → R

(x, y) → F (x, y) = x1/3+ky,

entonces F ∈ Ck(R2) y Φ(x, y) = x1/3+k−1y con Φ ∈ Ck−1(R2).

Demostración de la Proposición 3.2. Por la condición 1 y del Lema 3.2 podemos

escribir la función f(x, μ) en la forma

f(x, μ) = xφ(x, μ),

con φ : R2 → R de clase C2, para todo (x, μ) ∈ R × R. Por lo tanto, los ceros no

triviales de la ecuación f(x, μ) = 0 satisfacen φ(x, μ) = 0. De otra parte, la función φ

cumple:

∂xf(x, μ) = φ(x, μ) + x∂xφ(x, μ),

∂μf(x, μ) = x∂μφ(x, μ),

∂xxf(x, μ) = 2∂xφ(x, μ) + x∂xxφ(x, μ),

para todo (x, μ) ∈ R× R.

En consecuencia, las condiciones 1. y 2. sobre la función f(x, μ) equivalen a las siguien-

tes condiciones sobre φ(x, μ)


 λ(μ) = φ(0, μ), φ(0, μ0) = 0 y
dλ(μ0)

dμ
= ∂μφ(0, μ0) > 0,


 ∂xφ(0, μ0) 
= 0.

Por el teorema de la función impĺıcita, existen dos intervalos I0 =] − ε, ε[ y Iμ0 =

]μ0 − δ, μ0 + δ[ y una única función x∗(μ) : Iμ0 → I0 de clase C2 tal que

φ(x∗(μ), μ) = 0, x∗(μ0) = 0, (3.4)
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para todo (x, μ) ∈ I0 × Iμ0 . Derivando la ecuación (3.4) respecto a μ y evaluando en

μ0 tenemos que

∂xφ(0, μ0)
dx∗(μ0)

dμ
+ ∂μφ(0, μ0) = 0,

∂xxf(0, μ0)

2

dx∗(μ0)

dμ
+ ∂xμf(0, μ0) = 0.

En consecuencia

dx∗(μ0)

dμ
= −2

∂xμf(0, μ0)

∂xxf(0, μ0)

= 0,

por lo tanto

x∗(μ) = −2
∂xμf(0, μ0)

∂xxf(0, μ0)
(μ− μ0) +O((μ− μ0)

2) para μ ∈]μ0 − δ, μ0 + δ[,

lo que completa la demostración. �

μμ 0

x

Fig. (a)

μμ 0

x

Fig. (b)

Figura 3.2: Diagrama de Bifurcación Supercŕıtica. Si ∂xxf(0, μ0) ≷ 0 tenemos la figura (a) y (b)
respectivamente.

Ejemplos de Bifurcación Supercŕıtica

f(x, μ) = x2 + x(μ − μ0), g(x, μ) = μx(1− x).

A continuación presentamos la bifurcación Tipo Pitchfork 3, que como veremos más

adelante será de nuestro especial interés. El nombre dado a este tipo de bifurcación se

debe a que el diagrama de bifurcación tiene forma de tridente o tenedor.
3Pitchfork: Horca o bien tridente.
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Proposición 3.3. (Bifurcación tipo Pitchfork). Sea f : R × R → R, una familia

uno-paramétrica de transformaciones de clase C3 que satisfacen

1. f(−x, μ) = −f(x, μ) para todo μ ∈ R,

2. λ(μ) = ∂xf(0, μ), λ(μ0) = 0 y
dλ(μ0)

dμ
> 0,

3. ∂xxxf(0, μ0) < 0.

Entonces, existen dos intervalos I1 =]μ0 − δ, μ0[ y I2 =]μ0, μ0 + δ[ con δ > 0 tal que


 Si μ ∈ I1 entonces f(x, μ) = 0 si y solo si x = 0.


 Si μ ∈ I2 entonces f(x, μ) = 0 si y solo si x = 0 o bien

x(μ) = ±
[
6(μ− μ0)λ̇(μ0)

|∂xxxf(0, μ0)|

]1/2

(1 + o(1)), con λ̇(μ0) =
dλ(μ0)

dμ
,

demostrándose aśı la existencia de exactamente dos ceros no triviales para este

caso.

Demostración. Seguiremos las mismas ideas y definiciones hechas en la demostración

de la Proposición 3.2. Por hipótesis f(x, μ) es una función impar en la primera variable,

en consecuencia tenemos necesariamente un conjunto conexo de ceros triviales

{(x, μ) ∈ R2 : x = 0}.

Más aún, la Proposición 3.2 no aplica porque en este caso ∂xxf(0, μ0) = 0. Como antes

sabemos que la función f(x, μ) se puede factorizar de la siguiente forma

f(x, μ) = xψ(x, μ),

con ψ : R2 → R de clase C2, para todo (x, μ) ∈ R2. Por lo tanto la función ψ(x, μ)

satisface las siguientes condiciones
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 ψ(−x, μ) = ψ(x, μ) para todo μ ∈ R,


 λ(μ) = ψ(0, μ), ψ(0, μ0) = 0 y
dλ(μ0)

dμ
= ∂μψ(0, μ0) > 0,


 ∂xxψ(0, μ0) < 0.

y además

∂xf(x, μ) = ψ(x, μ) + x∂xψ(x, μ), ∂μf(x, μ) = x∂μψ(x, μ),

∂xxf(x, μ) = 2∂xψ(x, μ) + x∂xxψ(x, μ), ∂xxxf(x, μ) = 3∂xxψ(x, μ) + x∂xxxψ(x, μ).

(3.5)

para todo (x, μ) ∈ R2. Del teorema de la función impĺıcita, sabemos que existen dos

intervalos

Ix =]− ε, ε[ y Iμ =]μ0 − δ, μ0 + δ[ con ε > 0, δ > 0 y una única función μ∗(x) : Ix → Iμ

de clase C2 tal que

ψ(x, μ∗(x)) = 0, μ∗(0) = μ0, (3.6)

para todo (x, μ) ∈ Ix × Iμ.

Derivando en la ecuación (3.6) respecto a x, y evaluando en x = 0 tenemos que

∂xψ(0, μ0) + ∂μψ(0, μ0)
dμ∗(x)
dx

∣∣∣
x=0

= 0,

∂xxψ(0, μ0) + 2∂xμψ(0, μ0)
dμ∗(x)
dx

∣∣∣
x=0

+ ∂μμψ(0, μ0)

[
dμ∗(x)
dx

∣∣∣
x=0

]2
+

∂μψ(0, μ0)
d2μ∗(x)
dx2

∣∣∣
x=0

= 0.

De las ecuaciones (3.5) y por la condición 1. sobre la función f(x, μ) tenemos que

dμ∗(x)
dx

∣∣∣
x=0

= 0 y
d2μ∗(x)
dx2

∣∣∣
x=0

> 0.

En consecuencia la función μ∗(x) tiene un mı́nimo en x = 0, lo que demuestra que las

únicas soluciones de f(x, μ) = 0 con μ ∈ I1 son las soluciones triviales (0, μ).
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Ahora bien, en el abierto V =
{
(x, μ) ∈ R2 : |x| < ε, 0 < μ− μ0 < δ

}
, tenemos que

μ∗(x) = μ0 +
1

2

d2μ∗(0)
dx2

x2 + o(x2),

lo que es equivalente a escribir con μ = μ∗(x)

μ− μ0 =
1

6

(
|∂xxxf(0, μ0)|
∂xμf(0, μ0)

)
x2 + o(x2),

en donde C = 6

(
∂xμf(0, μ0)

|∂xxxf(0, μ0)|

)
.

De esta forma tenemos que

x(μ) =±
√
C(μ− μ0)

1√
1 + o(1)

,

x(μ) =±
√
C(μ− μ0)(1 + o(1)),

lo que demuestra la existencia de dos ceros no triviales en

x(μ) = x(μ) = ±
[
6(μ− μ0)λ̇(μ0)

|∂xxxf(0, μ0)|

]1/2

(1 + o(1)),

con λ̇(μ0) = ∂xμf(0, μ0), (x, μ) ∈ V. Esto completa la demostración. �

μ

μ

x

μ 0

x(  )

Figura 3.3: Diagrama de Bifurcación Tipo Pitchfork.

28



Observación. Si en las condiciones 2 o 3 tomamos la desigualdad contraria, las con-

clusiones sobre los intervalos I1, I2 son contrarias. Aún cuando los diagramas de la

bifurcación tipo Fold y Pitchfork son similares existen diferencias fundamentales, como

lo es la existencia de un conjunto trivial de soluciones y la estabilidad de cada rama

de soluciones no triviales. Para mayor información sobre la estabilidad de las ramas de

bifurcación y bifurcaciones en el plano se recomienda al lector ver [14].

Ejemplos de bifurcación Tipo Pitchfork.

f(x, μ) = μx− x3, g(x, μ) = μx+ x3.
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Caṕıtulo 4

Conceptos básicos sobre la ecuación de Hill

y la ecuación de Ince

El propósito de este caṕıtulo es presentar algunos de los elementos básicos e importantes

de la teoŕıa de la ecuación de Hill y de la ecuación de Ince. De igual forma presentamos

condiciones necesarias y suficientes para la coexistencia de soluciones π-periódicas de

la ecuación de Hill que se encuentran expuestas con detalle en el texto Hill´s Equation

de Magnus y Winkler [29].

4.1. Sobre la ecuación de Hill.

En la teoŕıa de ecuaciones diferenciales ordinarias, las ecuaciones que pertenezcan a la

clase de las ecuaciones lineales, homogéneas de segundo orden con coeficientes periódi-

cos reciben el nombre de ecuaciones tipo Hill, en honor a G.W. Hill por sus grandes

aportes a la teoŕıa de este tipo de ecuaciones.

Quizás uno de los principales problemas en que se centra la teoŕıa de la ecuación de

Hill es la existencia de soluciones periódicas. Respecto a este problema presentamos el

Teorema de Floquet.
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Consideremos una función a : R −→ R, t −→ a(t) una función continua en toda la

recta real, la cual es periódica con periodo T , es decir:

a(t+ T ) = a(t), para todo t ∈ R.

Consideremos la siguiente ecuación de Hill

ÿ + a(t)y = 0, (4.1)

que equivale al sistema lineal y T -periódico

ẋ = A(t)x, con A(t) =

⎛⎝ 0 1

−a(t) 0

⎞⎠ , (4.2)

y x = (y, ẏ)tr. Consideremos ahora un sistema fundamental de soluciones de (4.1){
y1(t), y2(t)

}
tal que

y1(0) = ẏ2(0) = 1, ẏ1(0) = y2(0) = 0, (4.3)

de manera que la matriz

Y (t) =

⎛⎝y1(t) y2(t)

ẏ1(t) ẏ2(t)

⎞⎠ ,

sea una matriz fundamental y principal de (4.2) en t = 0. Note que de la fórmula de

Jacobi se sigue que det Y (t) = det Y (0) = 1 para todo t ∈ R. A las funciones y1(t) y

y2(t) se les suele llamar soluciones normalizadas de (4.1).

Dado que A(t + T ) = A(t) para todo t ∈ R se sigue que Ψ(t) = Y (t + T ) es también

solución de (4.2). Más aún, detΨ(t) 
= 0 para todo t ∈ R por lo tanto Ψ(t) es una matriz

fundamental de (4.2). Tenemos entonces que Y (t) y Ψ(t) son matrices fundamentales

de un mismo sistema de ecuaciones, en consecuencia existe una matriz invertible CY ∈

M2(R) tal que

Ψ(t) = Y (t + T ),

= Y (t)CY ,
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para todo t ∈ R. La matriz CY se llama matriz de monodromı́a asociada a Y . Más aún,

dado que Y (t) es principal en t = 0 es decir Y (0) = I2 se deduce que CY = Y (T ).

De la teoŕıa general para los sistemas de ecuaciones diferenciales periódicos sabemos

que el espectro de CY , que denotamos por σ(CY ) sólo depende de (4.2) y no de la

elección de Y . Más aún si λ ∈ σ(CY ) se dice que λ es un multiplicador caracteŕıstico

de (4.2). Veamos el porqué de la palabra multiplicador.

Proposición 4.1. Sea λ ∈ C. Entonces λ es un multiplicador caracteŕıstico de (4.2)

si y solo si existe φ ∈ C1(R,C2), φ(t) 
= 0 solución de (4.1) y además φ(t+T ) = λφ(t)

para todo t ∈ R.

Como un resultado inmediato de esta proposición tenemos

Corolario 4.1. Considere la ecuación de Hill (4.1) entonces

I) (4.1) admite soluciones T -periódicas no triviales si y solo si 1 es un multiplicador

de (4.2).

II) −1 es multiplicador caracteŕıstico de (4.2) si y solo si existe una solución 2T -

periódica de (4.1) que no es T -periódica.

Demostración. La demostración del enunciado I) es inmediata al reemplazar λ = 1

en la Proposición 4.1. Nos centraremos entonces en demostrar el enunciado II).

(⇒). Si λ = −1 es un valor caracteŕıstico de (4.2) ⇔ existe una solución no trivial φ(t)

de (4.1) tal que φ(t + T ) = −φ(t), para todo t ∈ R, por lo tanto no es T -periódica y

además

φ(t+ 2T ) = φ((t+ T ) + T ) = −φ(t + T ) = φ(t).

Es decir, φ(t) es 2T periódica.

(⇐). Si existe una solución no trivial φ(t) de periodo 2T que no es T periódica, por
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un lado tenemos que 1 ∈ σ(C2
Y ), en efecto, sea φ(0) = y0 ∈ C2 − {0}, por lo tanto

φ(t) = Y (t)y0 y en consecuencia

φ(t+ 2T ) = Y (t+ 2T )y0,

φ(t) = Y (t)C2
Y y0 = Y (t)y0.

Como Y (t) es invertible, se deduce entonces que 1 ∈ σ(C2
Y ). Por el teorema espectral,

sabemos que σ(C2
Y ) = [σ(CY )]

2, en consecuencia, existe un λ ∈ σ(CY ) tal que λ
2 = 1,

pero φ(t) no es T periódica, por lo tanto φ(t+T ) 
= φ(t) para algún t, en consecuencia

la única solución admisible de λ2 = 1 es λ = −1, lo que completa la demostración. �

Por último antes de pasar al teorema de Floquet damos las siguientes definiciones

Definición 4.1. Sea r(ρ) = det(CY −ρI2) el polinomio caracteŕıstico de CY . Se define

la ecuación caracteŕıstica asociada a (4.1), como la ecuación r(ρ) = 0, que viene dada

por

ρ2 − [y1(T ) + ẏ2(T )]ρ+ 1 = 0, (4.4)

y por el exponente caracteŕıstico α al número (real o complejo) que satisface las ecua-

ciones

exp(iαT ) = ρ1, exp(−iαT ) = ρ2. (4.5)

donde ρ1 y ρ2 son las ráıces de la ecuación caracteŕıstica (4.5).

Observe que en la anterior definición, tenemos que α se define de manera única salvo

un múltiplo entero de
2π

T
y de otro lado, las ráıces ρ1 y ρ2 de la ecuación caracteŕıstica

r(ρ) = 0 satisfacen ρ1 + ρ2 = y1(T ) + ẏ2(T ) y ρ1ρ2 = 1.

Teorema 4.1. 1. Si las ráıces ρ1 y ρ2 de la ecuación caracteŕıstica (4.5) son distin-

tas, entonces la ecuación de Hill (4.1) tiene dos soluciones linealmente indepen-
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dientes

f1(t) = exp(iαt)p1(t), f2(t) = exp(−iαt)p2(t),

donde p1(t) y p2(t) son dos funciones periódicas con periodo T .

2. Si ρ1 = ρ2 entonces la ecuación (4.1) tiene una solución no trivial periódica, con

periodo T (cuando ρ1 = ρ2 = 1) o con periodo 2T (cuando ρ1 = ρ2 = −1). Si p(t)

denota dicha solución periódica y si y(t) es otra solución linealmente independiente

con p(t). Entonces

y(t+ T ) = ρ1y(t) + θp(t), θ = constante,

además θ = 0 es equivalente a

y1(T ) + ẏ2(T ) = ±2, y2(T ) = ẏ1(T ) = 0.

La anterior versión del Teorema de Floquet y su respectiva demostración se encuentra

en [29].

Si ρ1 = ρ2 una condición necesaria y suficiente para que todas las soluciones de (4.1)

sean acotadas es

y1(T ) + ẏ2(T ) = ±2, y2(T ) = ẏ1(T ) = 0.

En el caso de que todas las soluciones sean acotadas, se dice que ellas son estables, en

caso contrario se dice que son inestables. La importancia del estudio de las soluciones

T -periódicas o 2T -periódicas radica en los siguientes corolarios.

Corolario 4.2. Si (4.1) tiene una solución periódica no-trivial con periodo nT , n > 2,

pero no soluciones con periodo T o 2T , entonces todas las soluciones son periódicas

con periodo nT .
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Corolario 4.3. (Criterio de Estabilidad). Las soluciones de (4.1) son estables si y solo

si y1(T ) + ẏ2(T ) es real y

|y1(T ) + ẏ2(T )| < 2 o

y1(T ) + ẏ2(T ) = ±2, y y2(T ) = ẏ1(T ) = 0.

Las demostraciones del Teorema de Floquet y los corolarios anteriores no las haremos

aqúı pero el lector interesado las puede encontrar con detalle en [29].

Ya para terminar esta parte del trabajo presentamos un resultado sobre el caso simétri-

co de la ecuación de Hill, es decir cuando a(t), es una función par [a(t) = a(−t) para

todo t ∈ R].

Teorema 4.2. Sean y1(t) y y2(t) las soluciones normalizadas de (4.1) y suponga que

la función a(t) es par. Entonces las siguientes relaciones se mantienen.

y1(T ) = 2y1(T/2)ẏ2(T/2)− 1 = 1 + 2ẏ1(T/2)y2(T/2),

y2(T ) = 2y2(T/2)ẏ2(T/2),

ẏ1(T ) = 2y1(T/2)ẏ1(T/2),

ẏ2(T ) = y1(T ).

En todos los casos y1(t) = y1(−t), es decir y1 es una función par. De igual forma

y2(t) = −y2(−t) es decir y2 es impar. Siempre que una solución periódica no trivial de

periodo T o 2T exista, existe como solución par o impar. Por lo tanto, estas soluciones

periódicas son necesariamente múltiplos de una de las soluciones normalizadas y1(t) o

y2(t) al menos que todas las soluciones sean periódicas (con periodo T o 2T ).

Este teorema al igual que su correspondiente demostración se puede encontrar en la

sección 1.3 de [29].
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4.2. Ecuación de Ince y coexistencia de soluciones periódicas

Un caso de especial interés es cuando para una misma ecuación de Hill, existen dos solu-

ciones linealmente independientes (en consecuencia todas) de periodo T o 2T . Cuando

esto sucede se dice que dichas soluciones coexisten.

Definición 4.2. (Coexistencia). Se define por coexistencia de soluciones para la ecua-

ción de Hill (4.1), a la existencia de dos soluciones periódicas de (4.1) linealmente

independientes con periodo T (o periodo 2T ) .

Recordamos que la coexistencia de soluciones T -periódicas (resp. 2T -periódicas) de

(4.1) es equivalente a tener ρ1 = ρ2 = 1, (resp. ρ1 = ρ2 = −1) es decir λ = 1 es un

multiplicador caracteŕıstico de multiplicidad geométrica 2 (resp. λ = −1 multiplicador

caracteŕıstico de multiplicidad geométrica 2).

Observación. Es importante observar que de acuerdo con el Corolario 4.2 siempre

hay coexistencia de soluciones periódicas con periodo con periodo nT para n > 2.

Siguiendo el caṕıtulo VII de [29], las siguientes ĺıneas se refieren a la pregunta de la

coexistencia de soluciones linealmente independientes de periodo T (o de periodo 2T )

para la ecuación de Ince, que es un tipo especial de la ecuación de Hill, cuyo problema

de coexistencia se reduce a un problema de algebraico.

La Ecuación de Ince. Se conoce por ecuación de Ince a toda ecuación de la forma

(1 + a cos 2τ)y′′ + b(sen 2τ)y′ + (c+ d cos 2τ)y = 0, (4.6)

donde a, b, c y d son parámetros reales y |a| < 1. Las transformaciones

y = (1 + a cos 2τ)b/4az a 
= 0,

y = exp[(b cos 2τ)/4]w a = 0.

convierten la ecuación (4.6) en una ecuación de Hill.
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Los siguientes dos teoremas nos determinan las condiciones necesarias y suficientes

para que la ecuación de Ince (4.6) tenga dos soluciones linealmente independientes de

periodo T o 2T que para simplificar los cálculos tomaremos T = π. Las demostraciones

se pueden ver en [29].

Teorema 4.3. Si la ecuación de Ince (4.6) tiene dos soluciones linealmente indepen-

dientes de periodo π, entonces el polinomio

Q(s) = 2as2 − bs− d/2.

tiene un cero en uno de los puntos s = 0,±1,±2, . . . . Si (4.6) tiene dos soluciones

linealmente independientes de periodo 2π, entonces

Q∗(s) = 2Q(s− 1/2) = a(2s− 1)2 − b(2s− 1)− d.

tiene un cero en uno de los puntos s = 0,±1,±2, . . .

Presentamos ahora en qué circunstancias las condiciones necesarias el Teorema 4.2 son

también suficientes. Veamos primero la siguiente definición.

Definición 4.3. Una solución de la ecuación de Ince (4.6) que es dada por una serie

del tipo

y1 =

∞∑
n=0

A2n cos 2nτ, y2 =

∞∑
n=1

B2n sen 2nτ, (4.7)

se dice que es de orden finito k si A2k o B2k es diferente de cero, y A2n = 0 o B2n = 0

para todo n > k. En caso contrario diremos que la solución es de orden infinito.

Similarmente si una solución de (4.6) es dada por una serie del tipo

y1 =

∞∑
n=0

A2n+1 cos(2n+ 1)τ, y2 =

∞∑
n=1

B2n+1 sen(2n+ 1)τ, (4.8)

es de orden finito k si A2k o B2k es diferente de cero, y A2n+1 = 0 o B2n+1 = 0 para

todo n > k.
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En ambos casos, para todo exponente positivo ν

ĺım
n→∞

nνA2n = ĺım
n→∞

nνB2n = ĺım
n→∞

nνA2n+1 = ĺım
n→∞

nνB2n+1 = 0.

Teorema 4.4. Si el polinomio Q(s) definido en el Teorema 4.2 tiene ráıces enteras no

negativas, y si k0 es la más grande de ellas, entonces la ecuación Ince (4.6) tiene dos

soluciones linealmente independientes de periodo π siempre que una de tales soluciones

(del tipo (4.7)) exista, siendo de orden infinito o de orden finito k con k > k0. De igual

forma, dos soluciones linealmente independientes de periodo 2π existirán si el polinomio

Q∗ tiene una ráız entera no negativa k∗0 (siendo k∗0 la más grande de ellas) siempre que

una de tales soluciones (del tipo (4.8)) exista, siendo de orden infinito o de orden finito

k∗ con k∗ > k∗0.

Observación. Terminamos esta parte del trabajo resaltando que con el fin de dar

condiciones suficientes de coexistencia de soluciones periódicas de periodo T (o 2T )

para la ecuación de Ince (4.6), se debe asumir la existencia de al menos una solución

periódica con periodo T (o 2T ) según sea el caso.
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Caṕıtulo 5

Ecuaciones de tipo hipergeométrico

En esta sección vamos a presentar brevemente algunos aspectos básicos de la ecuación

diferencial de segundo orden

z(1 − z)
d2w

dz2
+ (c− (a + b+ 1)z)

dw

dz
− abw = 0, (5.1)

conocida como la Ecuación Hipergeométrica de Gauss, la cual tiene tres puntos singu-

lares regulares en z = 0, z = 1 y z = ∞. Cabe mencionar que tanto la variable z como

los parámetros a, b, c pueden ser complejos (con determinadas restricciones) pero en

este trabajo consideramos que tanto z como a, b, c son números reales.

Si seguimos el método de Frobenius para conocer la naturaleza de las soluciones cerca

al punto singular z = 0 encontramos que al sustituir formalmente la serie

w(z) = zγ
∞∑
n=0

σnz
n,

en (5.1) se obtiene que el exponente γ satisface la ecuación indicial

γ(γ + c− 1) = 0,

y los coeficientes σn satisfacen la fórmula de recurrencia

(γ + n)(γ + c− 1 + n)σn = (γ + a + n− 1)(γ + b+ n− 1)σn−1, para n = 1, 2 . . .

De esta ecuación de recurrencia, se deduce que

σn =
Γ(γ + a+ n)Γ(γ + a+ n)

Γ(γ + 1 + n)Γ(γ + c+ n)
A, para n = 0, 1, 2 . . .
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en donde Γ(·) es la función Gamma de Euler y A una constante arbitraria. De esta

manera se obtienen formalmente dos soluciones linealmente independientes dadas por

∞∑
n=0

Γ(a+ n)Γ(a+ n)

Γ(c+ n)n!
zn, z1−c

∞∑
n=0

Γ(a− c+ 1 + n)Γ(b− c+ 1 + n)

Γ(2− c+ n)n!
zn.

Estas series convergen absoluta y uniformemente en cualquier dominio cerrado dentro

del disco unitario |z| < 1.

Se define entonces la función Hipergeométrica de Gauss F (a, b, c; z) por medio de la

ecuación

Γ(a)Γ(b)

Γ(c)
F (a, b, c; z) =

∞∑
n=0

Γ(a + n)Γ(a+ n)

Γ(c+ n)n!
zn, (5.2)

para |z| < 1. Más aún, F (a, b, c; z) se puede expresar en la forma

F (a, b, c; z) =
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)n

zn = 1 +
ab

c
z +

a(a + 1)b(b+ 1)

c(c+ 1)

z2

2
+ . . . (5.3)

en donde se ha utilizado la notación de Pochhammer

(a)n =
Γ(a+ n)

Γ(a)
= a(a + 1)(a+ 2) . . . (a+ n− 1).

En términos de esta nueva función, las dos soluciones de la ecuación hipergeométrica

(5.1) válidas en una vecindad del punto singular z = 0 son las funciones

w1(z) = F (a, b, c; z) y w2(z) = z1−cF (a+ 1− c, b+ 1− c, 2− c; z).

De manera análoga es posible obtener un par de soluciones linealmente independientes

definidas en vecindades de las singularidades z = 1 y z = ∞.

Si c− (a+ b) /∈ Z entonces para |1− z| < 1 tenemos el par

w3(z) = F (a, b, a+b+1−c; 1−z) y w4(z) = (1−z)c−(a+b)F (c−b, c−a, c+1−(a+b); 1−z).

Si a− b /∈ Z entonces para |z| > 1 tenemos el par

w5(z) = (−z)−aF (a, a+1−c, a+1−b; 1/z) y w6(z) = (−z)−bF (b, b+c−1, b+1−a; 1/z).
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Una observación importante es que el dominio de la función hipergeométrica de Gauss

se puede extender a todo el plano complejo C excepto un corte, el cual se suele tomar

a lo largo de la semirecta [1,∞[.

A continuación vamos a presentar algunas propiedades más destacadas de la función

hipergeométrica de Gauss, las cuales se pueden encontrar en [1, 24].

1. La función (5.3) no está bien definida si el parámetro c es un entero negativo o es

cero. En estos casos es conveniente definir la función

F(a, b, c; z) =
1

Γ(c)
F (a, b, c; z),

la cual está bien definida para cualquier valor de a, b, c.

2. Si a y/o b son enteros negativos entonces la serie en (5.2) queda truncada y la

función hipergeométrica de Gauss se convierte en un polinomio. Por ejemplo, si

a = −k entonces

F (−k, b, c; z) = 1− kb

c
z +

(−k)2(b)2
(c)2

z2

2
+ · · ·+ (−k)k(b)k

(c)k

zk

k!
.

3. La función (5.3) es simétrica respecto en los parámetros a y b, es decir

F (a, b, c; z) = F (b, a, c; z).

4. La derivada k-ésima de la función (5.3) satisface la relación

dkF (a, b, c; z)

dzk
=

(a)k(b)k
(c)k

F (a+ k, b+ k, c+ k; z).

5. Dados a, b, c en R se cumple la relación

F (a, b, c; z) = (1− z)dF (c− a, c− b, c; z), (5.4)

con d = c− (a + b).

6. Como ejemplos de funciones hipergeométricas tenemos
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 F (1, b, b; z) =
1

1− z
, F (1, 1, 2;−z) = ln(1 + z)

z
, F (

1

2
,−1

2
,
1

2
; sen2 z) = cos z


 Integrales eĺıpticas

F (1/2, 1/2, 1; z2) =
2

π
K(z) :=

2

π

∫ π/2

0

(1− z2 cos θ)−1/2 dθ,

F (−1/2, 1/2, 1; z2) =
2

π
E(z) :=

2

π

∫ π/2

0

(1− z2 cos θ)1/2 dθ.


 Funciones de Legendre

Pν(z) = F
(
− ν, ν + 1;

1− z

2

)
z > −1,

Qν(z) = Cν(z)F
(
− ν

2
+ 1,

ν

2
+ 1/2,

ν

2
+ 3/2;

1

z2
)

z > 1.

donde Cν(z) =

√
π Γ(ν + 1)

Γ(ν + 3/2)(2z)ν+1
.

5.0.1. Sobre el número de ceros de la función hipergeométrica de Gauss

El problema de determinar el número de ceros de la función hipergeométrica de Gauss

F (a, b, c; z) ha sido de interés en la comunidad matemática desde hace ya mucho años.

Existen varios trabajos referentes a este problema, de hecho uno de los primeros tra-

bajos es debido a E. B. Van Vleck [48] que determinó el número de ceros (reales e

imaginarios) de F (a, b, c; z) en C∗ = C \ {z ∈ R : z ≥ 1} si los parámetros a, b, c son

reales. Cabe mencionar que Van Vleck desarrollo su resultado basado en un método

geométrico de F. Klein, presentado en un célebre trabajo en 1890 (ver [22]).

Un trabajo más reciente sobre este problema lo encontramos en [43] el cual presentamos

aqúı por su simplicidad y generalidad. Primero vamos a suponer tal como se hace en

[43] que a, b, c son números reales y que a, b, c, c−a, c− b 
= 0,−1,−2, . . . El motivo de

este supuesto se basa en las propiedades de la función hipergeométrica puesto que en

estos casos F (a, b, c; z) no está bien definida o simplemente se reduce a un polinomio.

Más aún dada la simetŕıa de F (a, b, c; z) respecto a los parámetros a, b y de la relación

(5.4) en [43] se presenta el siguiente resultado.
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Teorema 5.1. Sea N(a,b,c) el número de ceros de F (a, b, c; z) en C∗ donde sin pérdida

de generalidad suponemos que b− a ≥ 0 y d ≥ 0. Entonces

N(a,b,c) = 0 si a > 0,

N(a,b,c) = [−a] + 1 + S

2
si a < 0 y c− a ≥ 0,

N(a,b,c) = [−a] + 1 + S

2
+ S[a− c + 1] si a < 0 y c− a < 0,

donde S = sgn
(
Γ(a)Γ(b)Γ(c− a)Γ(c− b)

)
y [X] denota la parte entera de X.

A continuación vamos a ver dos ejemplos donde se aplica el anterior resultado.

Ejemplo 1. Considere la ecuación diferencial

z(1 − z)w′′ − 1

2
(3− z)w′ + 7w = 0.

Esta es una ecuación diferencial hipergeométrica con parámetros a = −7/2, b = 2 y

c = −3/2. Por lo tanto, el número de ceros de la solución w(z) = F (−7/2, 2,−3/2; z)

en C∗ es 4. Más aún podemos determinar el número de ceros de la función w′, en efecto:

w′(z) = F ′(−7/2, 2,−3/2; z),

=
14

3
F (−5/2, 3,−1/2; z),

por lo tanto el número de ceros de w′(z) en C∗ es 2.

Ejemplo 2. Sean ϑ1, ϑ2 ∈ R+. Considere la ecuación

ÿ +
1

ϑ1 + ϑ2t2
y = 0. (5.5)

Sea y(t) la solución de (5.5) que satisface las condiciones iniciales y(0) = 1, ẏ(0) = 0.

Vamos a determinar el número de ceros reales de y(t). Para ello primero consideramos

el cambio de variable z = −ϑ2t
2

ϑ1
lo que nos lleva a la ecuación

z(1− z)w′′ + (1− z)w′ − 1

4ϑ2
w = 0, (5.6)
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donde w(z) = y(t(z)) con z ∈ ] − ∞, 0[. Veamos qué condiciones iniciales en z = 0

cumple w(z).

w(0) = y(t(0)) = 1,

w′(0) = ĺım
t→0

ẏ(t(z))t′(z) =
−ϑ1
2ϑ2

ĺım
t→0

ẏ(t)

t
,

=
−ϑ1
2ϑ2

ÿ(0) =
1

2ϑ2
.

(5.7)

Por otro lado, la ecuación (5.6) es una ecuación hipergeométrica con parámetros

a =
−1 −

√
1− 4/ϑ2
4

, b =
−1 +

√
1− 4/ϑ2
4

, c = 1/2.

Por lo tanto, toda solución de la ecuación (5.6) alrededor de z = 0 es de la forma

w(z) = A1F (a, b, c; z) + A2z
1/2F (a+ 1− c, b+ 1− c, 2− c; z),

con A1, A2 constantes. Ahora bien, la solución w(z) de (5.6) que satisface las condiciones

iniciales (5.7) está dada por

w(z) = F (a, b, c; z),

en consecuencia

y(t) = w(z(t)) = F (a, b, c; z(t))

= F
(
a, b, c;−ϑ2t

2

ϑ1

)
.

Vamos a suponer que ϑ2 ≥ 4 en este caso

a ∈ ]− 1

2
,−1

4
[, b ∈ ]− 1

4
, 0[,

Del Teorema 5.1 se sigue que y(t) tiene un cero [0,∞[. Ahora consideremos la función

ẏ(t). Tenemos entonces que

ẏ(t) = −2ϑ2t

ϑ1
F
(
a+ 1, b+ 1, c+ 1;−ϑ2t

2

ϑ1

)
.

Aśı que el número de ceros de ẏ(t) en ]0,∞[ está dado por la ecuación

F
(
a+ 1, b+ 1, c+ 1;−ϑ2t

2

ϑ1

)
= 0. (5.8)

44



Ahora bien, por la simetŕıa respecto a los parámetros a, b que posee toda función

hipergeométrica de Gauss y dado que b + 1 > 0 entonces la ecuación (5.8) no tiene

solución en R (incluso en todo C∗).

A partir de este ejemplo tenemos el siguiente lema.

Lema 5.1. Sean ϑ1, ϑ2 ∈ R+. Considere el problema de contorno

ÿ +
λ

ϑ1 + ϑ2t2
y = 0, ẏ(0) = ẏ(T ) = 0. (5.9)

Entonces, si 0 < λ < ϑ2/4 entonces el problema de (5.9) no tiene soluciones no

triviales.

Demostración. Primero observe que toda solución de (5.9) tiene por lo menos un cero

en [0, T ], en efecto ∫ T

0

ÿ(t) dt = −
∫ T

0

λ

ϑ1 + ϑ2t2
y(t) dt = 0,

por lo tanto y(t) cambia de signo en [0, T ]. Por otro lado, la ecuación (5.9) se transforma

por medio del cambio de variable z = −ϑ2t
2

ϑ1
en la ecuación hipergeométrica

z(1− z)w′′ + (1− z)w′ − λ

4ϑ2
w = 0.

Si yλ(t) es la solución de (5.9) que satisface las condiciones iniciales yλ(0) = 1, ẏλ(0) = 0

entonces

yλ(t) = F
(
aλ, bλ, cλ;−

ϑ2t
2

ϑ1

)
,

en donde

aλ =
−1−

√
1− 4λ/ϑ2
4

, bλ =
−1 +

√
1− 4λ/ϑ2
4

, cλ = 1/2.

Ahora bien, si 0 < λ < ϑ2/4 entonces aλ ∈ ]− 1
2
,−1

4
[ y bλ ∈ ]− 1

4
, 0[, en consecuencia a

partir del Teorema 5.1 se concluye que yλ(t) tiene a lo más un cero en R, más aún dicho
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cero está en ]0, T [. Ahora bien, para t ∈ ]0,∞[ la ecuación ẏλ(t) = 0 tiene solución si y

solo si

F
(
aλ + 1, bλ + 1, cλ + 1;−ϑ2t

2

ϑ1

)
= 0,

pero esto no posible dado que bλ +1 > 0. Por lo tanto yλ(t) 
= 0 para todo t ∈ R. Esto

prueba que el problema de contorno (5.9) no tiene solución excepto la solución trivial

yλ ≡ 0. �
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Caṕıtulo 6

Sobre el teorema de Continuación Global

de Leray-Schauder y una discusión sobre el

número de soluciones periódicas y pares en

un sistema hamiltoniano autónomo

En este caṕıtulo se pretende alcanzar dos objetivos. Primero, presentar brevemente una

versión en el caso finito dimensional del Théorème Fondamental desarrollado en [28],

con el fin de estudiar el conjunto de ceros de una función anaĺıtica real dependiente de

un parámetro y como segundo objetivo vamos a desarrollar las ideas encontradas en

[26] para el estudio del número de soluciones periódicas en un sistema hamiltoniano que

cumple ciertas condiciones, esto con el fin de clasificar dichas soluciones de acuerdo al

número de ceros en cierto intervalo de periodicidad. Por último daremos una aplicación

de estos temas a un sistema hamiltoniano no autónomo que se estudia en [14]. Antes

de iniciar con la presentación de estos temas iniciamos con la definición del ı́ndice de

Brouwer. Para mayor referencia ver [28].

Definición 6.1. Sea f : D → Rd una función de clase en C1(D,Rd) y p /∈ f(Xf) ∪

f(∂D) con Xf = {x ∈ D : f
′
(x) = 0 }. Se define el grado topológico de Brouwer para
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f en D en el punto p como

d(f,D,p) =

⎧⎪⎨⎪⎩ 0 si f−1(p) = ∅,∑
x∈f−1(p) sgn

[
Jf(x)

]
en otro caso,

donde Jf(x) denota el determinante de la aplicación lineal f
′
(x) y sgn denota la función

signo.

Dado que p /∈ f(Xf ) ∪ f(∂D), entonces f
′
(x) está bien definido y Jf(x) 
= 0; de otro

lado la suma sobre los puntos x ∈ f−1(p) es finita.

Ahora si la función f es continua se puede aproximar por funciones fj que satisfagan

las condiciones de la definición anterior y aśı definir

d(f,D,p) = ĺım
j→∞

d(fj, D,p).

Más aún se prueba que este ĺımite es independiente de la sucesión fj.

Por ejemplo en el caso real, si f : D = [a, b] ⊂ R → R, es continua y p /∈ f(∂D) la

definición del grado topológico de Brouwer es sencillamente la siguiente:

d(f,D, p) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1 si f(a) < p < f(b),

−1 si f(b) < p < f(a),

0 en otro caso.

Por último si x0 ∈ D es tal que f(x0) = p y es aislado en el conjunto f−1(p) entonces

se define el ı́ndice de Brouwer de x0 como

ind(f,x0) = d(f, U,p),

donde U es una pequeña vecindad de x0. Esta definición es correcta gracias a la pro-

piedad de excisión del grado topológico y del hecho que x0 es aislado en f−1(p).

Una importante propiedad del grado topológico de Brouwer es la invariancia bajo

homotoṕıa, más aún esta invariancia aún se mantiene cuando el dominio en donde se
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calcula el grado cambia al variar el parámetro. Veamos esto en el siguiente lema, cuya

demostración se puede encontrar en [28]. Primero, considere un abierto U de Rd× [a, b].

Denotamos por (x, λ) los puntos en Rd × [a, b], y definimos

Uλ0 = {(x, λ) : λ = λ0} .

Lema 6.1. Sea U un subconjunto abierto y acotado de Rd×[a, b] y f : U → Rd continua

y tal que f(x, λ) 
= 0 para todo (x, λ) ∈ ∂U. (frontera de U relativa a Rd × [a, b])

Entonces deg(f(x, λ), Uλ) es independiente de λ.

Por último, presentamos un resultado necesario para la demostración de la versión del

teorema de continuación global que vamos a considerar.

Lema 6.2. Sea X un espacio métrico, K ⊂ X un conjunto compacto y A,B ⊂ K

conjuntos compactos tales que no existe un continuo de K que conecta a A con B.

Entonces existe un subconjunto abierto U de X tal que A ⊂ U , B∩U = ∅, K∩∂U = ∅.

El lector puede encontrar versiones más generales del Lema 6.2 en [42]. Estamos ahora

en condiciones de presentar una versión simplificada del Théorème Fondamental de

Leray-Schauder. La demostración que presentamos aqúı es tomada de [26].

Teorema 6.1. Sea F: Rd×[a, b] → Rd una función continua y Z = {(x, λ) : F (x, λ) = 0}

sea el conjunto de ceros de F . Suponga que

(H1) Z es acotado, y

(H2) el conjunto Za = {(x, a) : F (x, a) = 0} es finito y existe (x0, a) ∈ Za con

ind(F (x, a), x0) 
= 0.

Sea C la componente conexa de Z que contiene a (x0, a). Entonces una de las siguientes

alternativas ocurre:
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(a) C ∩ {λ = b} 
= 0.

(b) Existe (x1, a) ∈ Za, x1 
= x0, tal que (x1, a) ∈ C.

Demostración. Considere el espacio métrico X = R× [0, 1] y el conjunto K = Z. De

(H1) se tiene que K es compacto. Se define

A =
{
(x0, a)

}
, B = (Za\A) ∪

{
(x, b) ∈ Zb : |x| ≤M

}
,

dondeM es la mayor constante tal que Z está contenida en |x| < M . De (H2) tenemos

que el conjunto (Za\A) es finito por lo que el conjunto B es compacto. Ahora bien, si

(a) ni (b) se cumplen, entonces no hay un continuo de Z que una a A con B. Tenemos

entonces un subconjunto abierto U de X tal que

{(x, a)} = Ua ∩ Z, Ub = ∅, Z ∩ ∂U = ∅.

Por el Lema 6.1, el grado deg(F (x, λ), Uλ) es independiente de λ. Dado que Ub = ∅,

entonces el grado debe ser igual a cero. De otro lado, por (H2) tenemos que

deg(F (x, a), Ua) = ind(F (x, a), xa) 
= 0.

Esto es una contradicción, lo que muestra que (a) o (b) se cumplen. �

En general el conjunto C puede tener un estructura complicada y poco intuitiva, pero

en hay un caso en donde se puede garantizar que C es un conjunto arco-conexo.

Teorema 6.2. Bajo las hipótesis del Teorema 6.1 suponga que d = 1 y F es real y

anaĺıtica. Entonces, existe un arco continuo α : [0, 1] → Z, α(s) = (x(s), λ(s)) con

x(0) = x0, λ(0) = a tal que λ(1) = b o λ(1) = a y x(1) = x0.

Demostración. El teorema se sigue al probar que C es arco-conexo. Con esto en men-

te, observe que al ser F anaĺıtica real entonces C es localmente arco-conexo. Considere

el conjunto arco-conexo A = {(x, λ) ∈ C : (x, λ) se conecta con (x0, a) por un arco},
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A 
= ∅. Veamos que A es abierto y cerrado. En efecto: Sea (x1, λ1) ∈ A y D ⊂ Z una

pequeña bola abierta alrededor de (x1, λ1). Existe un arco α1 que conecta a (x0, a) con

(x1, λ1) y por ser C localmente conexo para todo (x, λ) ∈ D existe un arco α2 que

conecta (x, λ) con (x1, λ1). En consecuencia el arco α = α1 ∪ α2 conecta a (x0, a) con

(x, λ). Esto prueba que (x, λ) ∈ A por lo tanto A es abierto. Ahora bien, si (x∗, λ∗) ∈ Z,

(x∗, λ∗) = ĺım
n→∞

(xn, λn) con (xn, λn) ∈ A, ∀n, de nuevo al ser C localmente conexo es

posible encontrar para cada ε > 0 un n∗ = n∗(ε) tal que (xn, λn) ∈ Dε con Dε una bola

de radio ε y un arco αn que conecta (x∗, λ∗) con (xn, λn) ∀n > n∗. Se sigue directamente

que (x∗, λ∗) ∈ A por lo tanto A es cerrado. Puesto que C es conexo entonces C = A. �

Terminamos aqúı esta breve presentación del Théorème Fondamental de Leray-Schauder,

queda el mencionar que este resultado es aún más general pues en [28] se considera

transformaciones compactas en espacios de dimensión infinita y además la versión que

se presenta aqúı es una nota justo después del teorema fundamental en [28].
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6.1. Número de soluciones periódicas y pares en un sistema

hamiltoniano autónomo

Considere el siguiente sistema hamiltoniano autónomo

q̇ = ∂pH(q, p),

ṗ = −∂qH(q, p),

(6.1)

definido en un dominio Ω ⊂ R2 simplemente conexo que contiene al origen (0, 0) y con

hamiltoniano H : Ω ⊂ R2 → R, de clase C3(Ω). Suponga que H satisface:

1. H(q, p) = H(−q, p).

2. H(q, p) = H(q,−p).

3. ∂2qH(0, 0) > 0; ∂2pH(0, 0) > 0.

Bajo estas condiciones se sigue directamente que (0, 0) es un mı́nimo local y aislado de

H el cual es no degenerado dado que det(D2H(0, 0)) 
= 0. Observe que por simetŕıa se

cumple ∂2pqH(0, 0) = 0.

Por el Lema de Morse, [47] existe una vecindad U de (0, 0) y un difeomorfismo que

transforma H(q, p) en la forma

H(q, p) = q2 + p2 +H(0, 0).

Dado que

H(q, p) = H(0, 0) +
1

2

(
∂2qH(0, 0)q2 + ∂2pH(0, 0)p2

)
+O(3).

Note que (0, 0) es un equilibrio del sistema (6.1) y además tiene ı́ndice de Morse cero.

Aśı que para puntos (q, p) ∈ U las curvas de nivel H(q, p) = h son difeomorfas a S1

(curvas de nivel cerradas). Como H es una primera integral de (6.1) se concluye que

toda solución X(t; q, p) con X(0; q0, p0) ∈ U es una solución periódica, pues su órbita

es cerrada y (6.1) es un sistema autónomo.
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Sea U∗ el entorno simplemente conexo más grande que contiene a (0, 0) tal que∇H(q, p) 
=

0 si (q, p) ∈ U∗ − {(0, 0)}. Existe un segmento

Z =
{
(ζ, 0) : ζ ∈]0, α[

}
⊂ U∗,

con α > 0 que es sección transversal de U∗ para el cual toda solución periódica en

U∗ corta a Z una única vez. Ahora bien, para cada solución periódica X(t, ζ) =

(q(t, ζ), p(t, ζ)) que satisface la condición inicial

q(0) = ζ, p(0) = 0, (6.2)

con (ζ, 0) ∈ Z se define la función periodo

T : Σ → R, ζ → T (ζ),

donde T (ζ) es el tiempo mı́nimo para el cual se cumple

X(t + T (ζ), ζ) = X(t, ζ) ∀t ∈ R.

En adelante T (ζ) será el periodo mı́nimo deX(t, ζ). Para cada condición inicial (ζ, 0) ∈ Z

supondremos que la función periodo T satisface la siguiente hipótesis.

Hipótesis. Sea T = T (ζ) la función periodo de X(t, ζ). Entonces

a) T (ζ) es creciente.

b) ĺım
(ζ,0)→∂U∗

T (ζ) = Tmax con Tmax en R ∪ {∞}.

Definamos ahora las siguientes funciones:

Q(t) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
q(−t) si t ∈ [−Nπ, 0]

q(t) si t ∈ [0, Nπ]

, P (t) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−p(−t) si t ∈ [−Nπ, 0]

p(t) si t ∈ [0, Nπ]

.

Note que al ser q̇(0) = 0 y p(0) = 0 las funciones Q(t) y P (t) son de clase C1. Para

t ∈ [−Nπ, 0] se cumple:

Q̇(t) = −q̇(−t), Ṗ (t) = ṗ(−t),

53



en consecuencia

Q̇(t) = −q̇(−t) = −∂pH(q(−t), p(−t))

Q̇(t) = ∂pH(q(−t),−p(−t))

Q̇(t) = ∂PH(Q(t), P (t))

y

Ṗ (t) = ṗ(−t) = −∂qH(q(−t), p(−t))

ṗ(t) = −∂qH(q(−t),−p(−t))

Ṗ (t) = −∂QH(Q(t), P (t))

En conclusión, las funciones Q(t) y P (t) satisfacen el sistema hamiltoniano autóno-

mo (6.1). Por lo tanto, si X(t) = (q(t), p(t)) es solución de (6.1) entonces X(t) =

(Q(t), P (t)) también lo es. Más aún si se imponen las condiciones inicial y de frontera

q(0) = ξ, p(0) = 0,

p(0) = p(Nπ) = 0,

tenemos

X(0) = (Q(0), P (0)) = (ξ, p(0)) = (ξ, 0) = X(0),

X(Nπ) = (Q(Nπ), P (Nπ)) = (q(Nπ), p(Nπ)) = (q(Nπ), 0) = X(Nπ).

Por el teorema de existencia y unicidad de soluciones se comprueba que X(t) = X(t),

es decir ⎧⎪⎨⎪⎩
q(t) = q(−t) en [−Nπ, 0],

p(t) = −p(−t) en [−Nπ, 0].

Comprobamos aśı la existencia de soluciones X(t) = (q(t), p(t)) del sistema hamilto-

niano autónomo (6.1) para las cuales q(t) es una función par y p(t) es una función

impar. Ahora bien, bajo la hipótesis sobre la función periodo T , dado un N ≥ 1 es-

tamos interesados en la existencia de soluciones 2Nπ periódicas de (6.1) con q una

función par y p una función impar y más aún el poder determinar el número máximo

de dichas soluciones que satisfacen la condición inicial (6.2) y la condición de frontera

p(Nπ, ζ) = 0. (6.3)
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Para este fin vamos a seguir las ideas encontradas en [26]. La búsqueda de soluciones

2Nπ periódicas de (6.1) con q una función par y p una función impar que satisfacen

(6.3) es equivalente a encontrar los ceros de la función

GN : R → R, GN(ζ) = p(Nπ, ζ). (6.4)

El sistema (6.1) es invariante bajo la simetŕıa (t, q, p) → (−t,−q, p), por lo tanto

podemos asumir que q(0, ζ) = ζ > 0. Por la simetŕıa también se deduce que X(t, ζ) es

solución de (6.1) y satisface las condiciones iniciales (6.2) y las condiciones de contorno

(6.3) si y solo si existe un k ∈ Z tal que

T (ζ)

2
=
Nπ

k
. (6.5)

B

1
*

*

p

qζ ζ ζ
1 1

ζ∗ζ∗ζ

p

q

A

Figura 6.1: Signo de la función p.

Ahora bien, ĺım
ζ→0

T (ζ) = Tlp, donde Tlp es el periodo del problema linealizado de (6.1)

en el equilibrio (0, 0) entonces

T (ζ) > Tlp ⇔ 2Nπ

k
> Tlp,

por lo tanto

k <
2Nπ

Tlp
.
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Por otro lado, el problema linealizado de (6.1) en el equilibrio (0, 0) es

Ẏ = AY con A =

⎛⎝ 0 ∂2pH(0, 0)

−∂2qH(0, 0) 0

⎞⎠ . (6.6)

Por cálculo directo se deduce con ω2 = ∂2qH(0, 0). ∂2pH(0, 0) que Tlp =
2π

w
.

Ahora definamos νN =
[2Nπ
Tlp

]
lo que equivale a νN =

[
ωN

]
con

[
·
]
la función parte

entera y sean ζ1, ζ2, . . . , ζνN las soluciones de (6.5) con k = 1, 2, . . . , νN .

Por lo tanto el conjunto de ceros de la función GN es finito; más aún si Z0 = {ζ ∈ R :

GN(ζ) = 0} entonces

Z0 = {−ζ1, . . . ,−ζνN , 0, ζ1, . . . , ζνN}.

Dado que T (ζ) es creciente entonces ζ1 > ζ2 · · · > ζνN y más aún:

Si ζ∗ < ζ1, entonces
T (ζ∗)
2

<
T (ζ1)

2
= Nπ.

Si ζ∗ > ζ1, entonces
T (ζ∗)
2

>
T (ζ1)

2
= Nπ.

Asi que para valores ζ cercanos a ζ1 tenemos las siguientes posibles situaciones que

dependen del signo de ṗ(t, ζ) en t = 0. Vamos a considerar el caso ṗ(0, ζ) < 0. En la

figura 6.1 este caso corresponde a la situación A. Por lo tanto

p(Nπ, ζ) > 0 si ζ < ζ1.

p(Nπ, ζ) < 0 si ζ > ζ1.

(6.7)

Concluimos entonces que existen νN soluciones no triviales, 2Nπ periódicas de (6.1)

con q una función par y p una función impar, que satisfacen la condición inicial (6.2) y

la condición de frontera (6.3) con X(0, ζ) = (ζ, 0) con ζ > 0. Dichas soluciones pueden

clasificarse por el número de ceros de q(t, ζk) en [0, Nπ] para k = 1, 2, . . . , νN y

q1(0, ζ1) = ζ1 > . . . > qνN (0, ζνN ) = ζνN .
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De (6.7) podemos concluir para la función GN que ind(GN , ζ1) = −1. Más aún, se

comprueba que en general

ind(GN , ζk) = (−1)k.

El ı́ndice de los puntos −ζk se calculan usando la simetŕıa y obtener aśı

ind(GN ,−ζk) = (−1)k+1.

De igual forma podemos calcular el ı́ndice en el equilibrio (0, 0). Se hace por medio de

la linealización de (6.1) en el equilibrio.

Sea X(t, ζ) solución de (6.1) que satisface la condición inicial (6.2). Si ζ = 0 entonces

X ≡ 0. Ahora bien:

Ẋ(t, ζ) = F (X(t, ζ)) =

⎛⎝ ∂pH(q(t, ζ), p(t, ζ))

−∂qH(q(t, ζ), p(t, ζ))

⎞⎠ ,

por lo tanto

∂ζẊ(t, ζ) =
d

dt

(
∂ζX(t, ζ)

)
= DF (X(t, ζ)) ∂ζX(t, ζ).

Si ζ = 0 tenemos el problema linealizado en (0, 0) dado por (6.6) con

Y (t) =

⎛⎝∂ζq(t, 0)
∂ζp(t, 0)

⎞⎠ , Y (0) =

⎛⎝1

0

⎞⎠ .

Se deduce que

∂ζp(t, 0) = −
∂2qH(0, 0)

ω
senω t.

En consecuencia:

ind(GN , 0) = sign(∂ζGN (0)),

= sign(∂ζp(Nπ, 0)),

= sign
(
−
∂2qH(0, 0)

ω
senωNπ

)
.

Dado que ∂2qH(0, 0) > 0 y ω > 0 entonces:

ind(GN , 0) = sign(− senωNπ),

ind(GN , 0) = (−1)νN+1.
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En resumen, para el sistema hamiltoniano (6.1) existen un número finito de soluciones

no triviales X(t, ζk), para k = 1, · · · , νN que son 2Nπ periódicas y tales que q(t, ζk) es

una función par y p(t, ζk) es una función impar y además satisfacen las condiciones

X(0, ζk) = (ζk, 0), X(Nπ, ζk) = (q(Nπ, ζk), 0).

Más aún cada punto (ζk, 0) al igual que el equilibrio (0, 0) tienen ı́ndice de Brouwer

diferente de cero.

6.2. Aplicación en un problema qúımico

A continuación vamos a presentar una aplicación del tema anterior considerado en este

caṕıtulo. Para ello, consideramos el sistema hamiltoniano no autónomo⎧⎪⎨⎪⎩
q̇ = με(t)(2p− 1)q +

σ

2
(1− 2p)q2,

ṗ = με(t)(p− p2) + σ(p2 − p)q.

(6.8)

Este sistema hamiltoniano estudiado en [14], modela trayectorias caóticas y periódicas

en un sistema qúımico con proceso reversible, en el cual se asume que με(t) = μ+εh(t),

con h(t) una función positiva, continua, 2π periódica y ε es un parámetro en I = [0, E∗]

para algún valor positivo E∗.

En el caso autónomo (ε = 0) el sistema hamiltoniano (6.8) tiene como un hamiltoniano

dado por

H = (μq − σ

2
q2)(p2 − p). (6.9)

Es bien sabido que las soluciones del sistema viven en las curvas de nivel del hamil-

toniano H. Ahora bien, la curva de nivel H = 0 está compuesta por cuatro ĺıneas

invariantes

{q = 0}, {q = 2μ/σ}, {p = 0}, y {p = 1}. (6.10)
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las cuales se cortan en cuatros puntos fijos, todos ellos tipo silla

(0, 0), (2μ/σ, 0), (0, 1), y (2μ/σ, 1), (6.11)

formando un área rectangular centrada en un quinto punto fijo (μ/σ, 1/2) que está en

la curva de nivel H = −μ2/(8σ), más aún es un mı́nimo local de H lo cual implica

que es un centro. En esta área rectangular todas las trayectorias son órbitas periódicas

alrededor del centro. Dada la clara simetŕıa del campo vectorial en el sistema hamil-

toniano autónomo alrededor del centro (μ/σ, 1/2) se considera el siguiente cambio de

variable

T : R2 → R2, T (q, p) =

(
q − μ

σ
, p− 1

2

)
, (6.12)

para obtener en las nuevas coordenadas el hamiltoniano cuadrático

H(q, p) = −σ
2

(
q2 − μ2

σ2

)(
p2 − 1

4

)
, (6.13)

el cual tiene las siguientes simetŕıas

S1 : (q, p) → (q,−p),

S2 : (q, p) → (−q,−p),

S3 : (q, p) → (−q, p).

El correspondiente sistema dinámico seŕıa⎧⎪⎨⎪⎩
q̇ =

μ2

σ
p− σp q2,

ṗ = −σ
4
q + σq p2,

(6.14)

y las ĺıneas invariantes son ahora

{q = −μ/σ} , {q = μ/σ} , {p = −1/2} y {p = 1/2} ,

las cuales definen una nueva región rectangular A cuyo centro es el punto de equilibrio

(0, 0). (Ver figura (6.2)). Considere una solución periódica X(t) = (q(t), p(t)) de (6.14)

en el interior de A con condiciones iniciales

q(0) = 0, p(0) = ζ, (6.15)
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p

q−μ/σ μ/σ

1/2

−1/2

Figura 6.2: Región rectangular A.

esto implica que ζ satisface −1/2 < ζ < 1/2. Dado que H es una primera integral de

(6.14) se considera el nivel de enerǵıa

h = H(0, ζ) =
μ2

2σ

(
ζ2 − 1

4

)
,

y la ecuación

H(q(t), p(t)) = h,

−σ
2

(
q2(t)− μ2

σ2

)(
p2(t)− 1

4

)
=
μ2

2σ

(
ζ2 − 1

4

)
,

que se puede escribir en la forma

−
(
σ2q2(t)− μ2

)(
4p2(t)− 1

)
= μ2

(
4ζ2 − 1

)
.

Por la simetŕıa S2 se toma 0 < p2(t) < ζ2 < 1/4 y aśı obtener por cálculo directo que

σ2q2(t) =
4μ2(p2(t)− ζ2)

4p2(t)− 1
.

De (6.14) se sigue que

q =
ṗ

σ(p2 − 1
4
)
,

y finalmente se obtiene que

ṗ2(t) =
1

4
μ2(p2(t)− ζ2)(4p2(t)− 1).

Note que en la última ecuación, el lado derecho es positivo. Sea T (ζ) el periodo de la

solución X(t) de (6.14) que satisface (6.15). Tenemos entonces que
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∫ T (ζ)/4

0

dt =

∫ T (ζ)/4

0

−1√
1
4
μ2(p2 − ζ2)(4p2 − 1)

dp

dt
dt,

T (ζ) =
8

μ

∫ ζ

0

1√
(p2 − ζ2)(4p2 − 1)

dp.

Si p = ζv, entonces

T (ζ) =
8

μ
K(2ζ),

donde K(x) =

∫ 1

0

1√
(1− v2)(1− x2v2)

dv es la integral eĺıptica completa de primer

tipo.

De otro lado el problema (6.14) en la solución de equilibrio (0, 0) está dado por⎧⎪⎨⎪⎩
ẏ1 =

μ2

σ
y2,

ẏ2 = −σ
4
y1,

de donde se deduce que el periodo del problema linealizado es Tlp =
4π

μ
. De la discusión

anterior se obtiene el siguiente resultado.

Proposición 6.1. Sea X(t; ζ) = (q(t, ζ), p(t, ζ)) una solución periódica no trivial de

(6.14) que satisface la condición inicial (6.15). Si T (ζ) es una función periodo de

X(t; ζ) esta función satisface las siguientes propiedades

(a) ĺım
ζ→0+

T (ζ) = Tlp.

(b) ĺım
ζ→ 1

2

−
T (ζ) = ∞.

(c)
dT

dζ
> 0 para todo 0 < ζ < 1

2
.

Demostración. La prueba de (a) y (b) se sigue de las conocidas propiedades de la

función integral eĺıptica de primer tipo. Más aún

K(2ζ) =

∫ 1

0

1√
(1− v2)(1− 4ζ2v2)

dv =

∫ π/2

0

1√
1− 4ζ2 sen2 θ

dθ.
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Para demostrar (c) considere la función real

f(θ, ζ) =
1√

1− 4ζ2 sen2 θ
,

con f : [0, π/2]× [0, ζ∗] → R con ζ∗ < 1/2. Esta función


 f(· , ζ) es integrable en [0, π/2], para todo ζ ∈ [0, ζ∗],


 Existe
∂f

∂ζ
(θ, · ) en [0, ζ∗], para todo θ ∈ [0, π/2],



∂f

∂ζ
es continua en [0, π/2]× [0, ζ∗],

más aún
∂f

∂ζ
es continua en [0, π/2]× [0, 1/2[. Estas observaciones previas sobre f son

las hipótesis de la versión clásica de la regla de derivación bajo integrales, por lo tanto

dT

dζ
=

32ζ

μ

∫ π/2

0

sen2 θ

(1− 4ζ2 sen2 θ)3/2
dθ > 0,

y esto demuestra (c). �

Observación. La anterior proposición también es válida si se consideran soluciones

X(t, η) de (6.14) que satisfacen las condiciones iniciales

q(0) = η, p(0) = 0, (6.16)

con 0 < η < μ/σ. De otro lado, note que H(q, p) satisface la condición de simetŕıa S1

en consecuencia se garantiza para el sistema (6.14) la existencia de soluciones X(t) =

(q(t), p(t)) las cuales son 2Nπ periódicas y además q(t) es una función par y p(t) una

función impar. Más aún, de la discusión en la sección 6.1, existen a lo más ϑN =
[μN

2

]
soluciones 2Nπ periódicas de (6.14) que satisfacen las condiciones iniciales (6.16) y la

condición de frontera

p(Nπ) = 0.

De esta forma, hemos demostrado que para el sistema autónomo⎧⎪⎨⎪⎩
q̇ = μ(2p− 1)q +

σ

2
(2p− 1)q2,

ṗ = μ(p− p2)− σ(p2 − p)q.

(6.17)
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existen ϑN =
[μN

2

]
soluciones X(t, ξ, 0) = (q(t, ξ, 0), p(t, ξ, 0)) que son 2Nπ periódicas

y que satisfacen la condición inicial

q(0, ξ, 0) = ξ, p(0, ξ, 0) = 1/2, (6.18)

y la condición de frontera

p(Nπ, ξ, 0) = 1/2, (6.19)

con μ/σ < ξ < 2μ/σ. Estas soluciones pueden clasificarse de acuerdo a las condiciones

iniciales

2μ/σ > q1(0) = ξ1 > · · · > qϑN
(0) = ξϑN

> μ/σ,

donde ξk es la solución de

T (ξ)

2
=
Nπ

k
, (6.20)

y k es el número de ceros de q(t, ξ, 0)− μ/σ en [0, Nπ] con k = 1, · · · , ϑN . Más aún lo

anterior muestra que

K0 = {ξ ∈ R : p(Nπ, ξ, 0) = 1/2} ,

K0 = {2μ/σ − ξ1, . . . , 2μ/σ − ξϑN
, μ/σ , ξ1, . . . , ξϑN

}.

Por último, hacemos notar que cada solución X(0, ξk, 0) de (6.17) e incluso la solución

trivial (μ/σ, 1/2) tienen ı́ndice de Brouwer diferente de cero, en efecto, siguiendo los

cálculos de la sección 6.1 el ı́ndice de ξk y 2μ/σ − ξk ∈ K0 están dados por

ind(p(·, 0), ξk) = (−1)k, ind(p(·, 0), 2μ/σ − ξk) = (−1)k+1.

El ı́ndice en ξ0 = μ/σ se calcula por medio de la linealización de (6.17) en la solución

de equilibrio, es decir

ind(p(·, 0), 0) = sign
(∂p
∂ξ

(μ/σ, 1/2)
)
.

El problema linealizado de (6.17) en el equilibrio (μ/σ, 1/2) está dado por

Ẇ (t) = AW (t), con A =

⎛⎝ 0 μ2/σ

−σ/4 0

⎞⎠ ,
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por lo tanto

∂p

∂ξ
(μ/σ, 1/2) =

∂p

∂ξ
(Nπ, μ/σ, 1/2) =

σ

2μ
sen

(μNπ
2

)
.

En consecuencia

ind(p(·, 0), 0) = sign
( σ

2μ
sen

(μNπ
2

))
= (−1)ϑN+1.

Hemos comprado entonces que localmente existe una rama de soluciones no triviales

para el problema (6.8) que emanan del problema autónomo. En [14] se demuestra que

tan lejos se pueden extender estas soluciones.
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Caṕıtulo 7

Órbitas periódicas en el problema de

Sitnikov

En este caṕıtulo presentaremos algunos de los principales resultados del reciente trabajo

de J. Llibre y R. Ortega [26] en relación a las familias de soluciones periódicas del

problema de valor de frontera

z̈ +
z

(z2 + r(t, e)2)3/2
= 0, ż(0) = ż(Nπ) = 0, (7.1)

para cada entero N ≥ 1 dado. Observe que las soluciones de este problema pueden

extenderse como soluciones pares y periódicas con periodo 2Nπ.

Dados ξ, η ∈ R y e ∈ [0, 1[ se denotará por z(t, ξ, η, e) a la solución de (7.1) que

satisface las condiciones iniciales

z(0) = ξ, ż(0) = η. (7.2)

Nótese que z(t, ξ, η, e) está definida en todo t ∈ R (ver Proposición 2.1). Más aún,

la búsqueda de soluciones pares y 2Nπ periódicas de (7.1) que satisfacen (7.2) es

equivalente a encontrar los ceros de la función

FN : R× [0, 1[→ R, FN(ξ, e) = ż(Nπ, ξ, 0, e),

la cual es una función anaĺıtica real. El estudio de soluciones periódicas para el problema

de Sitnikov ha sido objeto de estudio de muchos autores (ver [6, 11, 12, 26, 31]). En
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algunos trabajos se obtienen soluciones periódicas del problema eĺıptico de Sitnikov

por medio de la continuación de órbitas periódicas en el problema circular de Sitnikov

para valores de la excentricidad suficientemente pequeños. En referencia a estudios

numéricos sobre este problema se encuentran los trabajos en [6] y [21]. En este último

se presentan familias de soluciones simétricas y periódicas para casi todo los valores de

excentricidad e en [0, 1[. Más aún se presentan diagramas de soluciones periódicas que

bifurcan desde la solución de equilibrio z = 0 en valores especiales de la excentricidad,

digamos e = e∗ y que son continuadas para e∗ < e < 1.

Con el objetivo de obtener soluciones periódicas para valores de la excentricidad no

necesariamente pequeños, los autores en [26] hacen uso del teorema de continuación

global de Leray-Schauder (Teorema 6.1).

La idea principal en [26] es aplicar el Teorema 6.1 a la función anaĺıtica real FN y

estudiar el conjunto

Σ =
{
(ξ, e) ∈ R× [0, 1[: FN(ξ, e) = 0

}
,

cuya topoloǵıa puede ser complicada cerca de la frontera e = 1. Por lo que un primer

objetivo logrado fue la comprobación de las hipótesis (H1) y (H2) del Teorema 6.1

sobre el conjunto Σ.

Con este fin, se considera un problema circular de Sitnikov, es decir

z̈ +
z

(z2 +R2)3/2
= 0, (7.3)

donde r(t, 0) = R > 0 es la distancia de las masas primarias al origen. En [6] se

demuestra que si T (ξ) es el correspondiente periodo mı́nimo, entonces T (ξ) es una

función creciente y más aún satisface

ĺım
ξ→0

T (ξ) = π/
√
2 y ĺım

ξ→∞
T (ξ) = ∞.

Ahora bien, se fija un ξ∗ > 0 tal que
T (ξ)

4
> Nπ si ξ ≥ ξ∗ con T (ξ) el periodo mı́nimo
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de la solución de (7.3) que satisface las condiciones iniciales

z(0) = ξ, ż(0) = 0.

En [26] se demuestra el siguiente resultado.

Proposición 7.1. Sea R > 0 dado. Suponga que r(t, e) ≥ R para todo t ∈ R, y sea

z(t, ξ, 0, e) una solución de (7.1) que satisface (7.2). Entonces |ξ| ≤ ξ∗.

La idea de la demostración consiste en comparar la solución ψ(t, ξ, 0, 0) del problema

circular de Sitnikov (7.3) con la solución par y 2Nπ periódica z(t, ξ, 0, e) del problema

eĺıptico de Sitnikov (7.1) y comprobar que z(t, ξ, 0, e) ≥ ψ(t, ξ, 0, 0) para t ∈ [0,
T (ξ)

4
].

Ahora bien, si |ξ| ≥ ξ∗ en el caso eĺıptico se llegaŕıa al equilibrio en un tiempo mayor

a Nπ lo cual no es posible. Este argumento se formaliza por medio de desigualdades

diferenciales. La figura 7.1 visualiza mejor lo anterior.

(t,e)

es más grande
La fuerza de atracción

R

r

ξ

ξ

ξ
∗

ξ

1

N

2

π τ t

z

Figura 7.1: Se llega más rápido al equilibrio en el caso circular que en el caso eĺıptico.

Dado que para todo (t, e) ∈ R× [0, 1[ se tiene que

1− e

2
≤ r(t, e) ≤ 1 + e

2
, (7.4)

la Proposición 7.1 se aplica sobre toda banda R×[0, E] con E < 1, tomando R =
1− E

2
.

Lo anterior prueba que Σ es acotado y por lo tanto la condición (H1) del Teorema 6.1

se satisface.
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Un demostración alternativa para comprobar la hipótesis (H1) es la siguiente: De las

condiciones de contorno en (7.1) tenemos∫ Nπ

0

−z(t)
(z(t)2 + r(t, e)2)3/2

dt =

∫ Nπ

0

z̈(t) dt = ż(Nπ)− ż(0) = 0,

de aqúı se deduce que z(t) cambia de signo en [0, Nπ]. Sea τ ∈ ]0, Nπ] un cero de z(t).

Tomando e ∈ [0, E] y R =
1− E

2
se deduce que existe una constante C1 = C1(E) tal

que

ξ

(ξ + r2(t, e))3/2
≤ ξ

(ξ +R2)3/2
≤ C1

para todo ξ ∈ R. Por lo tanto

|z̈(t)| ≤ C1 y |ż(t)| ≤ C1Nπ.

De esta forma |z(t)| = |z(t) − z(τ)| ≤ C1Nπ|t − τ | ≤ C1(Nπ)
2. Tenemos finalmente

que

|z(t)|+ |ż(t)| ≤ C1Nπ(1 +Nπ) para todo t ∈ [0, Nπ].

En particular para t = 0 tenemos que |ξ| ≤ C1Nπ(1 +Nπ).

Faltaŕıa probar que se satisface la hipótesis (H2), esto implica estudiar el conjunto

Σ0 =
{
(ξ, 0) : FN(ξ, 0) = 0

}
,

lo cual equivale a estudiar las soluciones del problema de contorno

z̈ +
z(

z2 + 1
4

)3/2 = 0, ż(0) = ż(Nπ) = 0. (7.5)

Sea z(t, ξ, 0, 0) la solución de (7.5) que satisface las condiciones iniciales

z(0) = ξ, ż(0) = 0. (7.6)

Sabemos bien que la ecuación diferencial de este problema tiene un hamiltoniano dado

por

H(z, ż) =
1

2
ż2 − 1√

z2 + 1
4

.
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Este hamiltoniano satisface las condiciones 1. 2. y 3. de la sección 6.1 del caṕıtulo 6.

De esta forma se obtiene tal como se hace en [26] que

Σ0 = {−ξ1, . . . ,−ξνN , 0, ξ1, . . . , ξνN} ,

con ξk la solución de
T (ξk)

2
=
Nπ

k
con k = 1, 2, . . . , νN y ν = νN = [2

√
2N ]. Finalmente

se concluye que existen νN soluciones no triviales, pares y 2Nπ periódicas de (7.5) que

satisfacen las condiciones iniciales (7.6). Estas soluciones se pueden clasificar de acuerdo

al número de ceros de z(t, ξk, 0, 0) en [0, Nπ] y

z(0, ξ1, 0, 0) = ξ1 > . . . > z(0, ξνN , 0, 0) = ξνN .

Siguiendo el análisis presentado en el sección 6.1 se comprueba que el ı́ndice de cada

solución no trivial z(t, ξk, 0, 0) es (−1)k y el ı́ndice de la solución de equilibrio z = 0 es

(−1)νN+1. De la discusión anterior y del Teorema 6.1 se concluye que existen localmente

un número finito de ramas de soluciones no triviales, pares y 2Nπ periódicas que

emanan de cada punto (ξk, 0) las cuales están ordenadas de acuerdo al número de ceros

de z(t, ξk, 0, 0) en [0, Nπ]. Claramente desde el equilibrio (0, 0) emana la rama trivial.

La posibilidad de aplicar el Teorema 6.1 al problema circular de Sitnikov, permitió a

los autores de [26] obtener varios resultados, entre ellos los siguientes.

Teorema 7.1. Para cada p = 1, . . . , ν y ε > 0 existe una familia (o una rama) de

soluciones {(zs(t), es)}s∈[0,1[ de (7.1) que satisfacen:

(1) La transformación (s, t) ∈ [0, 1[×R → (zs(t), żs(t), es) es continua.

(2) Las soluciones zs(t) son pares y 2Nπ periódicas; es decir, para todo s ∈ [0, 1[ se

tiene

zs(t) = zs(−t), zs(t + 2Nπ) = zs(t).

(3) Para cada s ∈ [0, 1[ tenemos que zs(0) > 0 (por lo tanto zs(t) no es una solución

trivial) y zs(t) tiene exactamente p ceros en el intervalo [0, Nπ].
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(4) Con e0 = 0, es ∈ [0, 1− ε] para cada s y una de las siguientes alternativas sucede:

1. es → 1− ε y zs(0) → ξ > 0 si s↗ 1.

2. ĺıms↗1 es = E existe con E < 1− ε, zs(t) converge a 0 si s↗ 1 y la ecuación

diferencial lineal

ÿ +
1

r3(t, E)
y = 0,

tiene una solución no trivial, par, 2Nπ periódica con exactamente p ceros en

el intervalo [0, Nπ].

Este teorema determina la existencia de familias de soluciones pares y 2Nπ periódicas

del problema de Sitnikov (7.1) que satisfacen las condiciones iniciales (7.2) para todo

valor del parámetro excentricidad e ∈ [0, 1− ε].

1−ε

A

A

A

A

1

12

3

e

e=1

(0,0) ξ

Figura 7.2: Familia de órbitas periódicas.

Una ilustración donde se muestra una situación hipotética que ilustra el Teorema 7.1

se plasma en la figura 7.2 la cual se encuentra en [26]. Para cada N ≥ 2 se toman tres

números 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ p3 ≤ ν y se dibujan los conjuntos A1, A2, A3 se define

Ai =
{
(z(0), e) : z(t) es una solución par, 2Nπ periódica con

pi ceros en [0, Nπ], z(0) > 0, e ∈ [0, 1− ε]
}
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Para el caso p1 se encuentran familias que cumplen 4.1. En el caso p3 familias que cum-

plen 4.2 y en el caso p2 ambas situaciones se presentan. En el caṕıtulo 8 se mostrará que

la situación hipotética para el caso p2 no puede ocurrir. De igual forma cabe mencionar

que en el caso p > N las familias encontradas pueden extenderse globalmente en [0, 1[.

En el caso N ≤ p no se sabe si la extensión es global sobre todo [0, 1[, pero en este

caso se encuentra un estimativo del tamaño del intervalo de excentricidades donde la

extensión de las soluciones tiene lugar. Esto se muestra en el siguiente teorema

Teorema 7.2. Las siguientes afirmaciones se cumplen

(1) Si p < N , entonces la situación 4.1 del Teorema 7.1 se cumple.

(2) Si p ≥ N , ρN < 1 − ε, y la situación 4.2 del Teorema 7.1 se cumple, entonces

E > ρN con

ρN = mı́n
{
2
(N
ν

)2/3

− 1, 1− 2
( N

ν + 1

)2/3}
Recordemos que según el Teorema 6.1 existe una rama local de soluciones periódicas no

triviales que emana de cada punto (ξk, 0). En [26] se estudian las posibles intersecciones

de estas ramas con la rama trivial z = 0, por lo que se considera el problema linealizado

de Sitnikov en z = 0 y se obtiene el siguiente resultado.

Proposición 7.2. Considere el siguiente problema de contorno.

ÿ(t) +
1

r(t, e)3
y = 0, ẏ(0) = ẏ(Nπ) = 0. (7.7)

Entonces, existe una sucesión {En,N}n≥1 con 0 < E1,N · · · < En,N < · · · < 1, {En,N} ↗

1, tal que (7.7) tiene una solución no-trivial si y solo si e = En,N . Más aún, E1,N > ρN

y la solución yn correspondiente a En,N tiene un número de ceros en [0, Nπ] que se

hace arbitrariamente grande a medida que n→ ∞.

Vamos a presentar las ideas generales de la demostración de esta proposición. Primero

se considera a y(t, e) como la solución de la ecuación en (7.7) que satisface y(0, e) = 1,

ẏ(0, e) = 0. El objetivo es estudiar los ceros de la función ẏ(Nπ, e).
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Para demostrar esta proposición, en [26] se hace uso de los siguientes resultados

Lema 7.1. Sea a(t) una función continua, 2Nπ periódica la cual para algún n ≥ 0

satisface ( n
N

)2

≤ a(t) ≤
(n+ 1

N

)2

para todo t ∈ R,

y ambas desigualdades son estrictas en algún intervalo. Entonces ÿ+a(t)y = 0 no tiene

soluciones 2Nπ periódicas (excepto la solución trivial y ≡ 0).

Este resultado que se deduce del teorema de comparación de Sturm se aplica al pro-

blema linealizado de Sitnikov usando las desigualdades (7.4) y del hecho que( ν
N

)2

≤ 1

r(t, e)3
≤

(ν + 1

N

)2

,

para todo t ∈ R y e ≤ ρN , de aqúı se deduce que ẏ(Nπ, e) 
= 0 para todo e ∈]0, ρN [. Esto

muestra porqué el primer valor propio en la Proposición 7.2 cumple 0 < ρN < E1,N .

Lema 7.2. El número de ceros de y(t, e) en ]0, Nπ[ tiende a infinito cuando e↗ 1.

La demostración de este lema se divide en dos partes. La primera parte inicia con

la observación de que la función r(·, e) converge uniformemente a la función r(·, 1) si

e→ 1−. Por otro lado, de la ecuación de Kepler (2.4) se tiene para e = 1 lo siguiente:

t = u− sen u,

=
u3

3!
β(u), con β(u) = 1− 3!u2

5!
+

3!u4

7!
· · ·

Sea ζ = (6t)1/3 entonces ζ(u) = u[β(u)]1/3, con u(0) = 0. Nótese que

ζ(0) = 0,
dζ

du
(0) = 1.

Del teorema de la función inversa existe la función u = u(ζ) en una pequeña vecindad
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de ζ = 0, más aún dicha función es anaĺıtica e impar, aśı que

u(ζ) = ζ + β̃3ζ
3 + · · ·

u(ζ) = ζ

∞∑
n=0

β̃2n+1ζ
2n con β̃1 = 1,

regresando a la variable t concluimos que

u(t, 1) = (6t)1/3
∞∑
n=0

βnt
2n/3 con βn = 62n/3β̃2n+1. (7.8)

De esta forma u(t, 1) = (6t)1/3β(t) en donde β(t) =
∞∑
n=0

βnt
2n/3 la cual es una función

anaĺıtica en t2/3 con β(0) = 1. Ahora bien de (2.3) se deduce que

r(t, 1) =
1

2

(
1− cos u(t, 1)

)
,

= sen2
(u(t, 1)

2

)
,

por lo tanto

r(t, 1) =
1

4

(
u(t, 1)2 + φ̃4u(t, 1)

4 + · · ·
)
,

=
1

4

∞∑
n=1

φ̃2n[u(t, 1)]
2n con φ̃2 = 1.

Se deduce entonces que

r(t, 1) =
u(t, 1)2

4

(
1 + φ̃4u(t, 1)

2 + · · ·
)
,

r(t, 1) =
(6t)2/3

4
β(t)2

(
1 + φ̃4(6t)

2/3β(t)2 + · · ·
)
.

Finalmente podemos concluir que

r(t, 1) =
62/3

4
t2/3φ(t), (7.9)

en donde φ(t) = β(t)2
∞∑
n=1

φ̃2n[(6t)
1/3β(t)]2(n−1) es una función anaĺıtica en t2/3 con

φ(0) = 1.
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Figura 7.3: Posible gráfica de la función θ(π, e).

La segunda parte de la prueba, consiste en considerar la ecuación (7.9) y tomar un

número fijo γ en ]
1

4
,
16

9
[ de manera que

1

r(t, 1)3
>
γ

t2
,

para t ∈ ]0,Δ] con Δ suficientemente pequeño. Ahora bien, dado que 1/4 < γ, las

soluciones de la ecuación de Euler

ÿ +
γ

t2
y = 0, (7.10)

tiene un número arbitrario de ceros que se acumulan en t = 0. Como r(·, e) → r(·, 1)

uniformemente en ]0,Δ[, es posible encontrar un e∗ < 1 tal que

1

r(t, e)3
>
γ

t2
, t ∈ [δ,Δ], e ∈ [e∗, 1[,

para δ > 0. Ahora bien, aplicando el teorema de comparación de Sturm a la ecuación

en (7.7) y la ecuación (7.10) se tiene la demostración.

Finalmente la prueba de la Proposición 7.7 se sigue al considerar un cambio de variable

a coordenadas polares

y = ρ cos θ, ẏ = ρ sen θ.
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De la ecuación en (7.7) la función θ(t, e) satisface la ecuación

θ̇ = − 1

r(t, e)3
cos2 θ − sen2 θ,

la cual es decreciente en t. La condición ẏ(Nπ, e) = 0 se convierte ahora en la inclusión

θ(Nπ, e) ∈ πZ. Por otro lado, del Lema 7.2 se sabe que θ(t, e) ∈ π

2
+ πZ para un

número arbitrario de valores positivos de t en [0, Nπ]. En consecuencia para la función

anaĺıtica, e ∈ [0, 1[→ θ(Nπ, e) se tiene

ĺım
e↗1

θ(Nπ, e) = ĺım
e↗1

ı́nf
[0,Nπ]

θ(t, e) = −∞,

de aqúı, los númerosEn,N en la Proposición 7.7 se toman con las soluciones de θ(Nπ, e) ∈

πZ.

Terminamos este caṕıtulo mencionando que los resultados de [26] que acabamos de

presentar serán parte fundamental de los discursos posteriores en esta memoria.
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Caṕıtulo 8

Bifurcaciones Globales desde el centro de

masas en el problema de Sitnikov

Como se mencionó en el caṕıtulo anterior, estudios numéricos sobre la búsqueda de

soluciones periódicas para el problema (7.1) se pueden encontrar en [21]. Además de

este tipo de soluciones en ese trabajo se presentan diagramas de soluciones no triviales

que surgen como bifurcaciones desde el equilibrio z = 0 para ciertos valores de la excen-

tricidad e = e∗ y que son continuadas para valores e∗ < e < 1. El objetivo principal de

este caṕıtulo es presentar un estudio anaĺıtico de este nuevo tipo soluciones periódicas

no triviales que emanan desde el equilibrio y que son globalmente continuadas para

e ↑ 1.

Sea z(t, ξ, 0, e) una solución par y 2Nπ periódica de (7.1) que satisface las condicio-

nes iniciales (7.2). Como se mencionó en el caṕıtulo anterior, la búsqueda de dicha

soluciones equivale a encontrar los ceros de la función anaĺıtica

FN : R× [0, 1[→ R, FN(ξ, e) = ż(Nπ, ξ, 0, e),

dicho conjunto lo hemos denotado por Σ. Los teoremas sobre la estructura local de

conjuntos anaĺıticos y Series de Puiseux se pueden aplicar en cada punto de Σ (ver

[23]). Esta observación tiene muchas consecuencias, en [36] se presenta una de las más

simples.
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Proposición 8.1. (i) Para cada e ∈ [0, 1[ el problema (7.1) tiene un número finito

de soluciones.

(ii) Cada subconjunto conexo de Σ es arco-conexo.

Demostración. (i) Recordemos la Proposición 7.1. (o bien la Proposición 5.1 en [26]):

Dado cualquier E < 1 existe ξ∗ > 0 tal que si e ∈ [0, E] y z(t) es una solución de (7.1),

entonces z(0) = ξ satisface |ξ| ≤ ξ∗. Dado que los ceros de FN(·, e) son precisamente

los valores de z(0) = ξ con z(t) solución de (7.1), concluimos que FN (·, e) no se puede

anular fuera de [−ξ∗, ξ∗] siempre que e ∈ [0, E]. La función FN (·, e) es anaĺıtica real y

por lo tanto tiene un número finito de ceros.

(ii) Se sigue de los Teoremas 6.1.3 y 4.2.8 en [23] que Σ es localmente arco-conexo.

En consecuencia si A es un subconjunto conexo de Σ se sigue que A es localmente

arco-conexo y por lo tanto es arco-conexo. �

La afirmación (ii) en la Proposición 8.1 muestra que la idea intuitiva de “rama de

soluciones”puede formalizarse como un camino dentro de una componente conexa de

Σ. En adelante identificaremos las soluciones z(t, ξ, 0, e) del problema (7.1) como puntos

en el plano de coordenadas (ξ, e), donde ξ = z(0). Un conjunto S de soluciones de (7.1)

se identificará con un subconjunto de S∗ de Σ de manera usual. Por ejemplo, si S0 es

el conjunto de soluciones triviales de (7.1), entonces

S∗
0 =

{
(0, e) : e ∈ [0, 1[

}
.

La función FN es impar en ξ por lo que Σ es simétrica respecto al eje x. Esto nos

permite considerar sólo la región

ξ > 0, 0 ≤ e < 1.

El conjunto de ceros de FN que yacen en esta región se denotará por Σ+.
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Definición 8.1. Una familia global de soluciones no triviales es un conjunto F de

soluciones de (7.1) tal que F∗ es una componente conexa de Σ+.

En vista de la Proposición 8.1 observamos que toda familia global es arco-conexa. Otra

importante propiedad es la invariancia del número de ceros a lo largo de la familia. Por

unicidad del problema de valor inicial, los ceros de las soluciones no triviales tienen

que ser no degenerados. Esto explica porqué el número de ceros permanece constante

a lo largo de la familia conexa. Esto corresponde a una clásica técnica empleada por

Rabinowitz [42].

El siguiente teorema es el resultado principal de este caṕıtulo.

Teorema 8.1. (Teorema principal) Para cada N ≥ 1 existe un número p0 = p0(N) > 1

y familias globales de soluciones no triviales, denotadas por Fp,N , p = p0, p0 + 1, . . .

que satisfacen

1) Fp,N tiene p ceros [0, Nπ],

2) cl(F∗
p,N)

⋂
S∗
0 =

{
(0, E∗

p,N)
}
,

3) Proy2(F∗
p,N) =]E∗

p,N , 1[,

donde
{
E∗

p,N

}
p≥p0

es una sucesión estrictamente creciente que converge a 1 si p→ ∞.

La notación cl utilizada en 1) hace referencia a la clausura de un conjunto relativo a

[0,∞[×[0, 1[. En 3) se ha usado la notación Proy2(ξ, e) = e.

Por 1) las familias Fp,N tiene diferentes números de ceros y por lo tanto son disjuntas

dos a dos. La condición 2) muestra que la familia bifurca desde el centro de masas

ξ = 0 en algún valor de excentricidad e = E∗
p,N . La condición 3) dice que la ĺınea hori-

zontal e = E∗
p,N actúa como una barrera para la familia. La figura 8.1 da un esquema

de los resultados previos y también muestra las caracteŕısticas cualitativas observadas

en el estudio numérico desarrollado en [21]. Sin embargo, no tenemos argumentos váli-
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dos para excluir situaciones más complicadas: Bifurcaciones secundarias, pérdida de

monotońıa lejos de ξ = 0, ramas no acotadas para e ↑ 1, etc.

F
p+1,N

Fp,N

E
p+1,N
∗

Ep,N
∗

ξ(0,0)

e

e=1

Figura 8.1: Familias de órbitas periódicas emanando desde el equilibrio.

Los números E∗
p,N se obtendrán por medio de una caracterización teórica y pueden

ser calculados numéricamente. La primera bifurcación para N = 1 ocurre en E∗
3,1 =

0, 5444689... Como consecuencia de este teorema, tenemos el siguiente colorario.

Corolario 8.1. Dado α ≥ 1 existe e∗ = e∗(α) ∈ [0, 1[ tal que (2.2) tiene al menos α

soluciones pares, 2π periódicas si e ≥ e∗.

8.1. El problema lineal

Retomamos el problema tipo Sturm-Liouville (7.7) dado por

ÿ +
1

r(t, e)3
y = 0, ẏ(0) = ẏ(Nπ) = 0.

La diferencia de este problema tipo Sturm-Liouville respecto a las versiones clásicas es

que la dependencia con respecto al parámetro e es no lineal. Este tipo de problemas

con dependencia no lineal han sido considerados en [19] y [50] pero en estos trabajos

la ecuación depende monótonamente del parámetro, condición que no se satisface por
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la función r = r(t, e). Más aún, note que

r(0, e) =
1− e

2
↘ 0 si e↗ 1,

r(π, e) =
1 + e

2
↗ 1 si e↗ 1.

De otro lado, de [26] y [30] sabemos que existe una sucesión {En,N}n≥1 con

0 < E1,N < E2,N · · · < En,N < · · · < 1, ĺım
n→∞

{En,N} = 1,

tal que el problema (7.7) tiene una solución no trivial si e = En,N para algún n. Del

Lema 7.2 se sabe que el número de ceros de estas soluciones crece arbitrariamente si

n→ ∞.

Las ideas en [30] pueden aplicarse para calcular numéricamente los números En,N . En

este trabajo se observa que la expansión en series de Fourier de la solución de (7.7)

puede obtenerse por medio de una relación de recurrencia. Una forma alternativa a

este método puede ser el considerar un apropiado cambio de variable independiente.

En efecto, cuando el tiempo es reemplazado por la anomaĺıa excéntrica,

u− e sen u = t, y(u) = y, y′ =
dy

du
,

el problema (7.7) se convierte en

(1− e cosu)y′′ − (e sen u)y′ + 8y = 0, y′(0) = y′(Nπ) = 0. (8.1)

Esta es una ecuación tipo Ince (ver [29]). La ventaja ahora es que los coeficientes

son funciones elementales. Por lo que es más sencillo resolverla numéricamente v́ıa el

método de disparo en un software estándar. Como ejemplo, el lector puede verificar que

E1,1 = 0,5444689..., (ver [30]) y la solución correspondiente tiene tres ceros en [0, π].

Asi, la primera bifurcación para N = 1 ocurre en E∗
3,1 = E1,1.

Otra ventaja al considerar la ecuación (8.1) es la posibilidad de dar respuesta al pro-

blema de la coexistencia de soluciones para la ecuación

ÿ +
1

r(t, e)3
y = 0. (8.2)
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Figura 8.2: Gráfica de la solución y(u, e) con e = 0,5444689.. Tres ceros en [0, π].
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Figura 8.3: Gráfica de la solución y(u, e) con e = 0,944769799.. Cuatro ceros en [0, π].

Es decir, el poder afirmar o no la existencia de dos soluciones linealmente indepen-

dientes de periodo 2π. En [30] (ver Corolario 4.1 de ese trabajo) encontramos que la

respuesta a la coexistencia de soluciones para (8.2) es afirmativa. Vamos a presentar

una nueva prueba, más simple y directa.

Analizamos el problema de la coexistencia para el casoN = 1. Si N > 1 por el Corolario

4.2 la coexistencia está garantizada.

Teorema 8.2. (Coexistencia de soluciones.) Sea e = En,1 para algún n ∈ N. Entonces

para el problema (8.1) existen dos soluciones no triviales 2π-periódicas linealmente

independientes.

Demostración. Sea z(t, ξ, 0, e) una solución par y 2π periódica de (7.1). Sea e = En,1

para algún n fijo. La función y1(t) = ∂ξz(t, 0, 0, e) es una solución no trivial de (8.1)

con las condiciones iniciales

y1(0) = 1, ẏ1(0) = 0.
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Más aún, y1(t) es par y 2π periódica, para todo t ∈ R. Por lo que y1(t) se puede expresar

en serie de Fourier de la forma (4.7). Por otro lado, el polinomio Q(s) para la ecuación

(8.1) está dado por Q(s) = 2es(1− s) cuyas ráıces son s = 0, s = 1. Aplicando el

Teorema 4.4 se tiene la demostración. �

A partir de este resultado se deducen las siguientes afirmaciones.

1. Existe una única solución y2(t) no trivial de (8.2), 2π periódica que satisface las

condiciones iniciales

y2(0) = 0, ẏ2(0) = 1,

la cual es linealmente independiente con y1(t), y además la matriz fundamental y

principal Y (t) en t = 0, tiene como matriz de monodromı́a Y (2π) = I2 donde I2

es la matriz identidad 2× 2.

2. Por el Teorema 4.2 las funciones normalizadas y1(t) y y2(t) son par e impar res-

pectivamente, por lo tanto

y1(t) = y1(−t) y2(t) = −y2(−t) para todo t ∈ R.

Más aún satisfacen ẏ1(π) = 0 y y2(π) = 0. Por lo tanto la ecuación (8.2) posee

una solución no trivial, impar y 2π periódica, que sabemos es la función y2(t).

Proposición 8.2. Sea e = En,1 para algún n ∈ N. Entonces la ecuación (8.2) es

estable.

Demostración. Por el Teorema 8.2 y el criterio de estabilidad (Corolario 4.3 ) todas

las soluciones de (8.2) son estables, (es decir son todas acotadas) de donde se sigue la

demostración. �

Proposición 8.3. Si e = En,1 para algún n ∈ N entonces la solución trivial z(t, e) = 0

es una solución estable en el sentido de Liapunov para el problema de Sitnikov (2.2).
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Demostración. Escribimos la ecuación (2.2) en la forma

z̈ + a(t, e)z + b(t, e)z3 +K(t; z, e) = 0,

con K(t; z, e) = O(|z|4) si z → 0 uniformemente para cada (t, e) ∈ R× [0, 1[, en donde

a(t, e) =
1

r(t, e)3
y b(t, e) = − 3

2 r(t, e)5
. Observe que b(t, e) < 0 para todo (t, e) ∈ R×

[0, 1[. De otro lado, sabemos por la Proposición 8.2 que la ecuación (8.2) es estable

(todas las soluciones son estables). Estas condiciones satisfacen la hipótesis del criterio

de estabilidad dado en [35]. Lo que completa la demostración. �

Observación. La estabilidad de la solución de equilibrio para valores espećıficos del

parámetro es un resultado ya conocido, ver [30]. Más aún la discusión completa de la

estabilidad de la solución trivial se puede encontrar en [13].

En adelante denotaremos por y1(t, e) y y2(t, e) a las soluciones de (8.2) que satisfacen

las condiciones iniciales

y1(0) = 1, ẏ1(0) = 0 y y2(0) = 0, ẏ2(0) = 1,

respectivamente. Nótese que ẏ1(Nπ, e) = 0 es equivalente a e = En,N para algún n.

De otro lado, los números En,N se asemejan a los valores propios de los clásicos pro-

blemas Sturm-Liouville. Vamos a tomar una subsucesión de {En,N}n≥1 que conduce a

una analoǵıa más precisa con los valores propios.

Lema 8.1. Suponga que N ≥ 1 y sea p0 = p0(N) el número mı́nimo de ceros que una

solución de (7.7) puede tener. Entonces

(i) p0(N) > N.

(ii) Para cada p ≥ p0 existe algún e ∈ [0, 1 [ tal que el problema (7.7) tiene una

solución con p ceros en [0, Nπ]. Defina

E∗
p,N = sup

{
e ∈ [0, 1[: (7.7) tiene una solución con p ceros en [0, Nπ]

}
.
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Entonces {E∗
p,N}p≥p0 es una subsucesión de {En,N}n≥1 estrictamente creciente, tal

que

ĺım
p→∞

E∗
p,N = 1.

(iii) Para cada p ≥ p0 existe ε > 0 tal que

(−1)p ẏ1(Nπ, e) < 0 si E∗
p,N < e ≤ E∗

p,N + ε.

Demostración. Introducimos coordenadas polares en (7.7)

y + iẏ = ρeiθ,

que conducen a la ecuación para el argumento

θ̇ = − 1

r(t, e)3
cos2 θ − sen2 θ.

Sea θ(t, e) la solución con condición inicial θ(0) = 0. La función e ∈ [0, 1[ �→ θ(Nπ, e) es

anaĺıtica real y los números En,N son las soluciones de la inclusión θ(Nπ, e) ∈ πZ. El

ángulo θ(t, e) gira en sentido de las manecillas del reloj (θ̇ < 0) por lo que las soluciones

de (7.7) que corresponden a

θ(Nπ, e) = −kπ, k = 1, 2 . . .

tienen precisamente k ceros. Demostraremos el Lema 8.1 con la ayuda de la función

argumento. Para demostrar (i) observe que r(t, e) < 1 para todo (t, e) ∈ R× [0, 1[ por

lo que θ(t, e) satisface la desigualdad diferencial

θ̇ < − cos2 θ − sen2 θ = −1.

Por lo tanto, θ(Nπ, e) < −Nπ y esto muestra que el número de cruces con el eje

vertical
(
θ ∈ π/2 + πZ

)
es mayor que N . En consecuencia toda solución de (7.7) tiene

más de N ceros. Para demostrar (ii) en primer lugar observamos que el número de

ceros en [0, Nπ] de y1(t, e) tiende a infinito a medida que e ↑ 1 (ver Lema 7.2). Más
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Figura 8.4: Posible gráfica de la función θ(π, e) con valores E∗
p,1.

aún sabemos que cada cero produce un cruce de la órbita (y, ẏ) con el eje vertical y

ĺım
e→1−

θ(Nπ, e) = −∞.

Ahora podemos deducir que dado p ≥ p0 el ángulo θ(Nπ, e) toma cada valor −pπ, para

algún valor de la excentricidad e no cerca de 1. Entonces E∗
p,N puede ser caracterizado

como la ráız más grande de la ecuación θ(Nπ, e) = −pπ. (Ver figura 8.4)

Finalmente, para demostrar (iii) observe que

θ(Nπ, e) < −pπ, si e > E∗
p,N .

Teniendo en cuenta la definición de la función θ observamos que para e > E∗
p,N lo

suficientemente cerca de E∗
p,N , el punto

(
y1(Nπ, e), ẏ1(Nπ, e)

)
se encuentra en el cuarto

cuadrante si p es par y en el segundo cuadrante si p es impar. Esto prueba (iii). �

En la figura 8.5 presentamos una situación hipotética para p = 3. Nótese que la órbita

(y, ẏ) puede tener auto-intersecciones.
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Figura 8.5: La órbita (y, ẏ) para el caso p = 3.

Observación. La demostración de (i) se puede obtener por medio de la Teoŕıa de

Comparación de Sturm. El estimativo teórico p0(1) ≥ 2 probablemente no es preciso.

Cálculos numéricos sugieren que E∗
3,1 = E1,1 y p0(1) = 3, pero no se cuenta con una

prueba rigurosa de este hecho.

8.2. Bifurcación desde el equilibrio

En esta parte del trabajo analizamos el tipo de bifurcación de soluciones no triviales

z(t, ξ, 0, e) de (7.1) pares y 2Nπ-periódicas (N ≥ 1) que satisfacen las condiciones

iniciales (7.2) y que emanan desde el equilibrio z = 0 en puntos (0, e∗), donde e∗ = En,N

para algún n ≥ 1 según la Proposición 7.7. Ahora bien, la ecuación

FN (ξ, e) = ż(Nπ, ξ, 0, e) = 0,

tiene por solución a la rama trivial ξ = 0, e ∈ [0, 1[ por lo que cualquier posible

bifurcación debe ocurrir en un valor de excentricidad e = e∗ donde la derivada

∂ξFN (0, e∗) = ẏ1(Nπ, e∗),

se anule. De la simetŕıa del problema de Sitnikov es claro que z(t, ξ, 0, e) = −z(t,−ξ, 0, e),

por lo tanto FN es impar en ξ y parece plausible esperar una bifurcación tipo Pitchfork
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en (0, e∗). Sin embargo esto requiere verificar las condiciones de transversalidad

∂ξeFN (0, e∗) 
= 0 y ∂3ξFN(0, e∗) 
= 0.

A continuación, vamos a calcular las derivadas ∂ξeFN y ∂3ξFN en términos de las fun-

ciones y2(t, e) y y1(t, e) = ∂ξz(t, 0, 0, e).

Consideramos la función

G(t, z, e) =
z(t)(

z2(t) + r(t, e)2
)3/2 ,

por lo que (2.2) se escribe como

z̈ +G(t, z, e) = 0. (8.3)

La función G tiene desarrollo en serie de Taylor alrededor de z = 0 dada por

G(t, z, e) = ∂zG(t; 0, e)z + ∂zzG(t, 0, e)z
2 + ∂3zG(t, 0, e)z

3 +K(t, z, e),

G(t, z, e) =
1

r(t, e)3
z − 3

2 r(t, e)5
z3 +K(t, z, e),

(8.4)

con K(t; z, e) = O(|z|4) si z → 0 uniformemente para cada (t, e) ∈ R × [0, 1[. Como

antes, escribimos a(t, e) =
1

r(t, e)3
y denotamos b(t, e) = − 3

2 r(t, e)5
.

Vamos a calcular primero una fórmula para ∂3ξFN(0, e). Nótese que la función ∂ξz(t, ξ, η, e)

satisface

∂ξ

(
∂ttz(t, ξ, η, e) +G(t, z(t, ξ, η, e), e)

)
= 0,

∂tt
(
∂ξz(t, ξ, η, e)

)
+ ∂zG(t, z(t, ξ, η, e), e)∂ξz(t, ξ, η, e) = 0.

Derivando dos veces más respecto a ξ encontramos que la función ∂3ξ z(t, ξ, η, e) en

ξ = η = 0 satisface la ecuación

∂tt
(
∂3ξ z(t, 0, 0, e)

)
+ a(t, e)∂3ξ z(t, 0, 0, e) + 6 b(t, e) [y1(t)]

3 = 0. (8.5)

En consecuencia la función ψ(t, e) = ∂3ξ z(t, 0, 0, e) es la solución del problema de valor
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inicial

ÿ(t) + a(t, e)y(t) + 6 b(t, e) [y1(t, e)]
3 = 0,

y(0) =0, ẏ(0) = 0.

Aplicando los resultados de la sección 4.2 del trabajo de R. Ortega en [34] tenemos que

ψ(t, e) = y2(t, e)

∫ t

0

9

r(s, e)5
y41(s, e)ds− y1(t, e)

∫ t

0

9

r(s, e)5
y31(s, e)y2(s, e)ds,

ψ̇(t, e) = ẏ2(t, e)

∫ t

0

9

r(s, e)5
y41(s, e)ds− ẏ1(t, e)

∫ t

0

9

r(s, e)5
y31(s, e)y2(s, e)ds.

(8.6)

Ahora bien, sabemos que

∂3ξFN(0, e∗) = ∂3ξ ż(Nπ, 0, 0, e∗) = ψ̇(Nπ, e∗).

Por lo tanto de (8.6) se concluye que

∂3ξFN (0, e∗) = ẏ2(Nπ, e∗)
∫ Nπ

0

9

r(t, e∗)5
y41(t, e∗)dt

−ẏ1(Nπ, e∗)
∫ Nπ

0

9

r(t, e∗)5
y31(t, e∗)y2(t, e∗)dt.

Dado que ẏ1(Nπ, e) = 0 y y1(t, e) ẏ2(t, e)−y2(t, e) ẏ1(t, e) = 1 para todo (t, e) ∈ R×[0, 1[

entonces y1(Nπ, e) ẏ2(Nπ, e) = 1 para todo e ∈ [0, 1[. En consecuencia

∂3ξFN(0, e∗) =
9

y1(Nπ, e∗)

∫ Nπ

0

1

r(t, e∗)5
y41(t, e∗) dt. (8.7)

Más aún sgn
(
y1(Nπ)

)
= (−1)p con p el número de ceros de y1(t) en [0, Nπ]. Por lo

tanto

sign
{
∂3ξFN (0, e∗)

}
= (−1)p. (8.8)

Vamos ahora a calcular una fórmula para ∂ξeFN (0, e∗). Aplicamos las mismas ideas uti-

lizadas para el cálculo de ∂3ξFN(0, e∗). Para ello consideramos la función ∂ξez(t, ξ, η, e),

la cual satisface

∂tt
(
∂ξez(t, ξ, η, e)

)
+ ∂zG(z(t, ξ, η, e))∂ξez(t, ξ, η, e)+

∂zzG(z(t, ξ, η, e))∂ξz(t, ξ, η, e)∂ez(t, ξ, η, e) + ∂zeG(z(t, ξ, η, e))∂ξz(t, ξ, η, e) = 0.

(8.9)
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Por lo tanto, la función ϕ(t, e) = ∂ξez(t, 0, 0, e) satisface el problema de valor inicial

ÿ(t) + a(t, e)y(t) + c(t, e)y1(t, e) = 0,

y(0) =0, ẏ(0) = 0,

(8.10)

con c(t, e) =
−3

r(t, e)4
∂er(t, e) en donde

∂er(t, e) = −1

2
cos u(t, e) +

e

4r(t, e)
sen2 u(t, e).

Note que esta función cambia de signo.

De nuevo, aplicando las ideas de la sección 4.2 en [34] tenemos

ϕ(t, e) = y1(t, e)

∫ t

0

c(s, e)y1(s, e)y2(s, e)ds− y2(t)

∫ t

0

c(s, e)y21(s, e)ds,

ϕ̇(t, e) = ẏ1(t, e)

∫ t

0

c(s, e)y1(s, e)y2(s, e)ds− ẏ2(t, e)

∫ t

0

c(s, e)y21(s, e)ds.

(8.11)

Pero ϕ̇(Nπ) = ∂ξeφ̇(Nπ;ϑ0, e∗) = ∂ξeFN(0, e∗) por lo tanto

∂ξeFN (0, e∗) =
−1

y1(Nπ, e)

∫ Nπ

0

c(t, e) y21(t, e) dt. (8.12)

Como se mencionó anteriormente, la función ∂er(t, e) cambia de signo y por esta razón el

estudio del signo de ∂ξeFN(0, e∗) no es inmediato. De hecho no sabemos si esta cantidad

puede anularse en algunos casos excepcionales. Esta situación nos lleva a considerar

una variante de la bifurcación tipo Pitchfork que se aplica en cada e = E∗
p,N .

Con el fin de tener la mayor claridad en los cálculos, trabajaremos en un problema de

bifurcación abstracto del tipo

F (x, λ) = 0, x ∈ R, λ ∈ [a, b],

en el cual, F : R× [a, b] → R es una función anaĺıtica real y F (−x, λ) = −F (x, λ). En

particular x = 0 es solución para cualquier λ.
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Proposición 8.4. Adicionalmente, suponga que para algún λ∗ ∈ ]a, b[ y Δ > 0,

∂xF (0, λ∗) = 0, ∂3xF (0, λ∗) < 0, ∂xF (0, λ) > 0 si λ ∈ ]λ∗, λ∗ +Δ].

Entonces, existen números reales r > 0, δ > 0 y una función anaĺıtica real ψ : [λ∗, λ∗+

δ] → R con

0 < δ ≤ Δ, ψ(λ∗) = 0, ψ(λ) > 0 si λ > λ∗,

tal que el conjunto de ceros de F se describe localmente por medio de dos ecuaciones,

las cuales son

F−1(0)
⋂(

[−r, r]× [λ∗, λ∗ + δ]
)
=

{
(x, λ) : x = 0

o x2 = ψ(λ), λ ∈ [λ∗, λ∗ + δ]
}
.

Demostración. La función F es impar en x y admite un desarrollo en serie de poten-

cias del tipo

F (x, λ) =
∞∑
n=0

an(λ)x
2n+1.

Esta expansión es uniformemente convergente en una vecindad de (0, λ∗) con coeficiente

an(λ) =
1

(2n+ 1)!
∂2n+1
x F (0, λ).

Defina la función

Φ(y, λ) =

∞∑
n=0

an(λ)y
n.

Esta función es también anaĺıtica y definida en una vecindad de (0, λ∗) y satisface

F (x, λ) = xΦ(x2, λ).

Considere ahora el problema de función impĺıcita

Φ(y, λ) = 0,

en el punto (0, λ∗). Nos damos cuenta que

Φ(0, λ∗) = ∂xF (0, λ∗) = 0, ∂yΦ(0, λ∗) =
1

6
∂3xF (0, λ∗) 
= 0.
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Por lo tanto, el conjunto Φ = 0 se describe localmente por una curva anaĺıtica y = Ψ(λ)

con Ψ(λ∗) = 0. La prueba estará completa si se demuestra que Ψ(λ) > 0 si λ > λ∗.

Con este fin, descomponemos Φ en la forma

Φ(y, λ) = ∂xF (0, λ) + ϕ(y, λ)y.

El número ϕ(0, λ∗) =
1

6
∂3xF (0, λ∗) es negativo por lo que lo mismo ocurrirá con la

función ϕ(y, λ) entonces |y|+ |λ− λ∗| es pequeño. La función impĺıcita satisface

Ψ(λ) = − Fx(0, λ)

ϕ(Ψ(λ), λ)
,

y esta fórmula muestra que Ψ es positiva cuando λ− λ∗ es pequeño y positivo. �

Observación. La anterior demostración también es válida cuando los signos de ∂3xF (0, λ∗)

y ∂xF (0, λ) se invierten simultáneamente. La bifurcación descrita anteriormente es de

tipo Pitchfork sólo en un sentido generalizado. Por otro lado, respecto a la situación

clásica hemos perdido información: no se presenta una descripción del conjunto de ce-

ros en λ < λ∗ y la curva bifurcada x = ±
√

Ψ(λ) no es necesariamente de orden o(
√
λ)

en λ = λ∗.

Después de este paréntesis retomamos nuestro problema en concreto con F = FN .

Observe que para e = E∗
p,N podemos combinar (8.8) con (iii) en el Lema 8.1 y deducir

que las condiciones de la anterior proposición se satisfacen. De esta manera se ha

demostrado que existe una bifurcación de tipo Pitchfork en un sentido generalizado en

cada E∗
p,N .

8.3. Propiedades oscilatorias de las soluciones

En esta sección vamos a comparar el número de ceros de las soluciones del problema

lineal (7.7) con los correspondientes al problema no lineal (7.1).
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Proposición 8.5. Suponga que e = En,N para algún n ≥ 1 y sea m el número de ceros

de una solución no trivial de (7.7). Entonces, cualquier solución no trivial de (7.1) con

e = En,N tiene menos de m ceros.

Demostración. La demostración se basa en la teoŕıa de comparación de Sturm la cual

se presenta en términos de la función argumento. Sea y(t, e) una solución de (7.7) con

y(0, e) > 0. Al igual que en la demostración del Lema 8.1 se consideran las coordenadas

polares y + iẏ = ρeiθ y por lo tanto la función argumento satisface

θ̇ = − 1

r(t, En,N)3
cos2 θ − sen2 θ, θ(0) = 0. (8.13)

La derivada θ̇ es siempre negativa y por lo tanto la rotación es en sentido horario.

Cada cero de y(t) corresponde a la solución de θ(t) = π/2− jπ con j = 1, 2, . . .m.

Esto implica que θ(Nπ) = −mπ. Supongamos ahora que z∗(t) es solución de (7.1) con

z∗(0) > 0. Esta función también es una solución de la ecuación lineal

ÿ + a(t)y = 0, a(t) := (z2∗(t) + r(t, En,N)
2)−3/2.

La función argumento correspondiente Θ(t) con z∗ + iż∗ = P eiΘ satisface

Θ̇ = −a(t) cos2Θ− sen2Θ, Θ(0) = 0.

La definición de a(t) implica que

a(t) ≤ 1

r(t, En,N)3
, t ∈ [0, Nπ],

y esta desigualdad es estricta excepto en un número finito de valores de t (los ceros de

z∗). En consecuencia Θ(t) es una super-solución de (8.13) y por lo tanto

θ(t) < Θ(t) para cada t ∈]0, Nπ].

Dado que z∗(t) satisface las condiciones de contorno en (7.1) tenemos que Θ(Nπ) =

−μπ donde μ ≥ 1 es el número de ceros de z∗. La desigualdad previa implica que

μ < m. �
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El resultado anterior tiene varias consecuencias útiles. A continuación se presenta un

criterio de unicidad.

Lema 8.2. (Criterio de Unicidad) Dado p ≥ p0 existe δ > 0 tal que, para e ∈

]E∗
p,N , E

∗
p,N + δ] el problema (7.1) tiene una única solución con z(0) > 0 y con exacta-

mente p zeros en [0, Nπ].

Demostración. Sabemos de la sección anterior que hay una bifurcación tipo Pitchfork

en el sentido generalizado para e = E∗
p,N . Esto implica que si e ∈]E∗

p,N , E
∗
p,N+δ] entonces

(7.1) tiene una única solución que satisface

0 < z(0) ≤ r.

Aqúı δ y r son dados por la Proposición 8.4. De hecho z(0) =
√

Ψ(e) aśı que esta

solución tiene exactamente p ceros. Esto es debido al Lema 7.1 en [26]. Este resultado

establece que si (zn(t), en) es una sucesión de soluciones de (7.1) con zn(0) → 0, zn(0) 
=

0, en → e0 < 1, entonces el número de ceros de zn(t) en [0, Nπ] coincide para valores

grandes de n, con el número de ceros en el mismo intervalo de la solución no trivial

de (7.7) para e = e0. Este argumento demuestra la existencia y unicidad local de la

solución postulada por el presente lema. Para completar la prueba, mostremos que

cualquier solución de (7.1) con p ceros y z(0) positivo también debe cumplir z(0) ≤ r.

Es posible que sea necesario reducir el tamaño de δ. Argumentemos por contradicción

suponiendo que existe una sucesión en ↘ E∗
p,N tal que para e = en el problema (7.1)

tiene una solución zn(t) con p ceros y zn(0) > r. De la Proposición 5.1 en [26] se obtiene

un cota M > 0, independiente de n, tal que

zn(0) ≤M.

Por dependencia continua respecto a condiciones iniciales y parámetros tenemos que

zn(t), żn(t) y z̈n(t) son uniformemente acotadas en [0, Nπ]. Ahora bien, por compacidad
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podemos extraer una subsucesión zk(t) tal que

zk(t) → Z(t), żk(t) → Ż(t) uniformemente en t ∈ [0, Nπ].

Dado que r ≤ Z(0) ≤ M, es sencillo demostrar que Z(t) es una solución no trivial

de (7.1) para e = E∗
p,N . Los ceros de Z(t) son simples por lo que el número de ellos

coincide con el número de ceros de zk(t) para un k suficientemente grande. De esta

manera se tiene una solución de (7.1) para e = E∗
p,N que tiene exactamente p ceros.

Esto es una contradicción debido a la Proposición 8.5. �

8.4. Demostración del teorema principal

Dada una función continua f : R → R y un cero aislado x0 ∈ R, recordemos que el

ı́ndice de f en x0 satisface ind(f, x0) = 1 siempre que (x − x0) · f(x) > 0 para x 
= x0

cerca de x0 (ver caṕıtulo 6.) Cuando la desigualdad se invierte el valor del ı́ndice es

−1. En cualquier otro caso, ind(f, x0) = 0.

Por lo general los fenómenos de bifurcación se asocian a los cambios del ı́ndice y este

es el caso de la bifurcación tipo Pitchfork. En el marco abstracto de la sección anterior

podemos considerar el problema

F (x, λ) = 0,

donde F es una función anaĺıtica e impar en x. Vamos a estudiar el ı́ndice del cero

trivial x = 0 y del cero no trivial x = +
√
λ. En el punto (0, λ∗) la función F satisface:

∂xF (0, λ∗) = ∂2xF (0, λ∗) = 0, ∂3xF (0, λ∗) < 0.

De esta manera, en una pequeña vecindad del origen ∂xF (·, λ∗) es negativa de donde

se deduce fácilmente que

ind(F (·, λ∗), 0) = −1.
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De otro lado, por la última condición impuesta en la Proposición 8.4 tenemos directa-

mente que

ind(F (·, λ), 0) = 1 si λ ∈]λ∗, λ∗ +Δ].

A continuación vamos a calcular el ı́ndice del cero no trivial x = +
√
Ψ(λ) si λ ∈

]λ∗, λ∗ + δ].

Hemos factorizado la función F en la forma F (x, λ) = xΦ(x2, λ), con Φ(x, y) =
∑
an(λ)y

n.

Por otro lado, se demostró que

Φ(y, λ) = ∂xF (0, λ) + ϕ(y, λ)y.

Dado que ϕ(y, λ∗) < 0, se puede tomar un 0 < r+ suficientemente pequeño tal que

ϕ(y, λ)y < 0 para todo y ∈]0,√r+] con r+ ≤ r donde r es dado por la Proposición 8.4.

Podemos suponer por continuidad que Φ(y, λ) < 0 si λ ∈ ]λ∗, λ∗ + δ̃] con δ̃ > 0 apro-

piado. Ahora bien, sobre el único cero no trivial y = Ψ(λ) en ]0,
√
r+] se cumple

∂xF (
√
Ψ(λ), λ) = Φ(Ψ(λ), λ) + 2Ψ(λ)∂yΦ(Ψ(λ), λ) < 0.

Se concluye que

ind(F (·, λ),
√
Ψ(λ)) = −1 si λ ∈ ]λ∗, λ∗ + δ].

Como se mencionó antes, la conclusión de la Proposición 8.4 es válida aún cuando las

desigualdades en las hipótesis se invierten. En tal caso el ı́ndice en x =
√
Ψ(λ) seŕıa

+1.

La discusión anterior es aplicable a la función FN considerada en el problema de Sit-

nikov. Las variables (x, λ) se sustituyen ahora por (ξ, e) y se concluye que

ind
(
FN (·, e),

√
Ψ(e)

)
= ±1, si e ∈ ]E∗

p,N , E
∗
p,N + δ], (8.14)

donde ξ =
√
Ψ(e) es la rama emergente en la bifurcación tipo Pitchfork. En adelante

se supone que δ es fijo pero suficientemente pequeño de manera que la conclusión del

Lema 8.2 sea aún válida.
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Una vez que se tiene un ı́ndice no nulo, como sucede en la condición (8.14), el método

de continuación global de Leray-Schauder puede aplicarse. (ver Teorema 6.1).

Se analiza entonces la ecuación FN(ξ, e) = 0 para excentricidades e en el intervalo [a, b]

con a = E∗
p,N + δ y b = 1 − ε. Aqui ε > 0 es un número arbitrario pequeño. De la

Proposición 5.1 en [26] y la Proposición 8.1 se comprueba que el conjunto de ceros de

FN (ξ, e) = 0, e ∈ [a, b], es acotado y finito para cada e fijo, por lo que se verifican las

condiciones (H1) y (H2). La continuación global desde ξ =
√
Ψ(a), e = a, genera una

trayectoria continua α : [0, 1] → R× [a, b], α(s) = (ξ(s), e(s)) que satisface

FN(ξ(s), e(s)) = 0 si s ∈ [0, 1], e(0) = a, ξ(0) =
√

Ψ(a),

y, o bien e(1) = b o e(1) = a y ξ(1) 
= ξ(0).

Nótese que ξ(s) 
= 0 para cada s ∈ [0, 1]. De otra forma debe existir ŝ ∈ ]0, 1] tal que

ξ(s) > 0 si s ∈ [0, ŝ[ and ξ(ŝ) = 0. Denotamos por zs(t) = z(t, ξ(s), 0, e(s)) a la rama

de soluciones de (7.1) generada por la trayectoria α(s). Dado que el número de ceros es

invariante a lo largo de las familias no triviales, se deduce que zs(t) tiene exactamente

p ceros para s ∈ [0, ŝ[. Observe que el Lema 7.1 en [26] implica que las soluciones

generadas por la bifurcación tipo Pitchfork tienen exactamente p ceros. El mismo lema

implicaŕıa que e(ŝ) = En,N para algún n. Más aún, las soluciones correspondientes

de (7.7) también deben tener p ceros. Esto no es posible porque la definición de E∗
p,N

implicaŕıa que e(ŝ) = En,N ≤ E∗
p,N < a. Sabemos ya que ξ(s) 
= 0 para cada s ∈ [0, 1]

y podemos afirmar que la solución zs(t) tiene exactamente p ceros para cada s, en

particular para s = 1. Es posible ahora demostrar que e(1) = b. De lo contrario z0(t) y

z1(t) seŕıan diferentes soluciones de (7.1) para e = a = E∗
p,N+δ con exactamente p ceros,

pero eso no es posible debido al Lema 8.2. El razonamiento anterior se puede repetir

para cada ε ∈ ]0, ε∗[ y aśı obtener una familia de trayectorias αε(s) = (ξε(s), eε(s)) que

satisfacen

eε(0) = E∗
p,N + δ, eε(1) = 1− ε, ξε(s) > 0, ∀s ∈ [0, 1].
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El conjunto

G =
{
(
√

Ψ(e), e) : e ∈]E∗
p,N , E

∗
p,N + δ]

}
∪

⋃
0<ε<ε∗

αε([0, 1]),

es un conjunto conexo de Σ+. Sea F∗
p,N la componente conexa de Σ+ que contiene G.

Por la construcción cada solución en Fp,N tiene p ceros en [0, Nπ]. Más aún (0, E∗
p,N)

está en la clausura de F∗
p,N y proy2(F∗

p,N) ⊃ ]E∗
p,N , 1[. La demostración del Teorema 8.1

estará completa si se demuestra que no hay otros puntos en cl(F∗
p,N)∩S∗

0 y proy2(F∗
p,N)

coincide con ]E∗
p,N , 1[. De la Proposición 8.5 se deduce que E∗

p,N no puede pertenecer

a proy2(F∗
p,N). Dado que este conjunto es un intervalo se deduce que proy2(F∗

p,N) =

]E∗
p,N , 1[. Suponga ahora que (0, e) es un punto en la clausura de F∗

p,N . De las discusiones

previas se deduce que e ≥ E∗
p,N y del Lema 7.1 en [26] y la definición de E∗

p,N concluimos

que e ≤ E∗
p,N . De esta forma hemos verificado que las condiciones (i), (ii) y (iii) del

Teorema 8.1 se cumplen y la demostración está completa. �

8.5. Continuación desde el problema circular

En el caṕıtulo 2 se discutieron algunas propiedades del problema circular de Sitnikov

(caso e = 0) cuya ecuación autónoma (2.7) está dada por

z̈ +
z

(z2 + 1/4)3/2
= 0. (∗)

En este caso, las órbitas de las masas primarias son circunferencias y el origen es

un centro. En el caṕıtulo 7 vimos que si z(t, ξ, 0, 0) es solución de (∗) y satisface las

condiciones de frontera en (7.1) y las condiciones iniciales (7.2), esta solución está en

correspondencia con la solución de la ecuación

T (ξ) =
2Nπ

p
, (∗∗)

donde T (ξ) es el periodo mı́nimo de z(t, ξ, 0, 0) y p es el número de ceros de z en [0, Nπ]

con p = 1, . . . , νN y νN = [2
√
2N ]. El Teorema 2.1 y los resultados de la sección 6.1
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justifican lo anterior.

Denotaremos por ξp,N a la solución de (∗∗) para p = 1, . . . , νN . El siguiente resultado

brinda una descripción más detallada de las familias globales que emanan de (ξp,N , 0).

Se trata de una mejora de los resultados principales en [26].

Primero algo de notación en relación al problema lineal. Recordamos que p0(N) es el

menor número de ceros de las soluciones de (7.7). En analoǵıa con E∗
p,N se define

e∗p,N = mı́n {e ∈ [0, 1[: (7.7) tiene una solución con p ceros en [0, Nπ] } .

En general e∗p,N ≤ E∗
p,N pero no sabemos si la desigualdad puede ser estricta en algunos

casos.

Teorema 8.3. Para cada N ≥ 1 y p = 1, 2, . . . νN existe una familia global, denotada

por Cp,N , de soluciones no triviales que satisfacen

1. Cp,N tiene p ceros en [0, Nπ]

2. C∗
p,N

⋂
{e = 0} = {(ξp,N , 0)}.

Más aún si p < p0(N) entonces C∗
p,N es cerrado (en relación con [0,∞[×[0, 1[) y

proy2(C∗
p,N) = [0, 1[. Si p ≥ p0(N) entonces cl(C∗

p,N)
⋂
S∗
0 = {(0, e∗p,N)} y proy2(C∗

p,N) =

[0, e∗p,N [.

Demostración. Por el Teorema 7.1 la existencia de Cp,N está garantizada, pues corres-

ponde a la familia de soluciones {(zs(t), es)}s∈[0,1[ de (7.1) que satisface las condiciones

iniciales

zs(0) = ξ(s), ż(0) = 0.

De la conclusión (3) del Teorema 7.1 la familia Cp,N tiene exactamente p ceros en

[0, Nπ] por lo tanto se satisface 1. Además, para s = 0 se tiene que e0 = 0 aśı que

z0(t) es la solución del problema circular de Sitnikov que satisface ξ(0) = ξp,N para

algún 1 ≤ p ≤ νN . Esto muestra que C∗
p,N satisface 2. y más aún, C∗

p,N es una familia

arco-conexa en Σ+.
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Considere el caso p < p0(N). Suponga que en este caso ocurre la situación (4.2 ) del

Teorema 7.1. Por lo tanto, ĺım
s→1

es = E con E < 1− ε, zs(t) → 0 si s↗ 1 y el problema

de contorno (7.7) con e = E tiene una solución no trivial, par y 2Nπ periódica con

exactamente p ceros en [0, Nπ]. Esto es una contradicción porque (7.7) tiene por lo

menos p0(N) ceros en [0, Nπ]. Asi vemos que se cumple en este caso la situación (4.1 )

del Teorema 7.1. Esto muestra que C∗
p,N es cerrado (en relación con [0,∞[×[0, 1[) y

proy2(C∗
p,N) = [0, 1[.

Si p ≥ p0(N) basta con aplicar los resultados del Teorema 8.1 al par (C∗
p,N , e

∗
p,N) y

tenemos la demostración. �

99



Caṕıtulo 9

El problema Generalizado de Sitnikov

El problema de Sitnikov considera dos cuerpos (masas primarias) que se mueven en el

plano x, y alrededor del centro de masas de sistema describiendo órbitas periódicas. En

esta sección presentamos una generalización del problema de Sitnikov la cual consiste

en considerar no solo dos masas primarias en el plano x, y sino N ≥ 2 masas primarias,

las cuales se mueven en órbitas periódicas alrededor del centro de masas. Iniciamos

entonces con el estudio de las ecuaciones que gobiernan el movimiento de estos N

cuerpos.

Considere N ≥ 2 cuerpos p1, p2, . . . , pN de igual masam > 0 que interactúan entre śı de

acuerdo a las leyes de Newton con constante gravitacional G. Si (pj , ṗj) es la posición

y la velocidad del cuerpo pj respectivamente entonces la ecuación de movimiento para

este cuerpo está dada por

p̈j =
N∑

k=1,k �=j

Gm
pk − pj∥∥pk − pj

∥∥3 . (9.1)

Existe un conjunto especial de soluciones de este problema de N cuerpos conocido

como soluciones Generalizadas de Lagrange, (ver [44]) en dichas soluciones los cuerpos

se mueven en órbitas circulares en el plano x, y alrededor del origen (centro de masas)

y siempre ubicados en los vértices de un N -poĺıgono. Dada la simetŕıa del problema,

es suficiente con conocer la ecuación de movimiento de uno de los cuerpos. Con esto
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en mente, consideramos la siguiente relación entre los cuerpos.

pj = Aj−1p1, con A =

⎛⎝cos(2π
N
) − sen(2π

N
)

sen(2π
N
) cos(2π

N
)

⎞⎠ . (9.2)

Note que AN = I2 y más aún A es una isometŕıa. Por otro lado, las potencias de A

forman un grupo ćıclico de orden N , dado por D =
{
I2, A, · · · , AN−1

}
. Más aún, para

todo j = 1, · · · , N se cumple que A−j = AN−j . Ahora bien, si consideramos la suma
N∑
k �=j

Ak−j tenemos

N∑
k=1,k �=j

Ak−j =

j−1∑
k=1

Ak−j +

N∑
k=j+1

Ak−j,

=

j−1∑
s=1

A−s +

N−j∑
s=1

As =
N−1∑
k=1

Ak.

(9.3)

Es importante observar que el problema (9.1) con las condiciones en los cuerpos (9.2)

puede reducirse a un sistema de tres grados de libertad. (ver [5]).

Proposición 9.1. El vector (p1,p2, . . . ,pN ) = (p1, Ap1, . . . , A
N−1p1) es solución de

(9.1) si y solo si p1 satisface la ecuación:

p̈1 =
N−1∑
k=1

Gm
(Ak − I2)p1

‖(Ak − I2)p1‖
3 . (9.4)

Demostración. (⇒) Sea p = (p1,p2, . . . ,pN) la solución de (9.1). Entonces

p̈1 =

N∑
k=2

Gm
pk − p1

‖pk − p1‖
3

p̈2 =
N∑

k=1,k �=2

Gm
pk − p2

‖pk − p1‖
3

...

p̈N =

N−1∑
k=1

Gm
pk − pN

‖pk − pN‖
3
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De (9.2) tenemos que p̈j = Aj−1p̈1 para cada j = 1, · · · , N por lo tanto

Aj−1p̈1 =
N∑

k=1,k �=j

Gm
(Ak−1 − Aj−1)p1

‖(Ak−1 −Aj−1)p1‖
3 ,

= Aj−1

N∑
k=1,k �=j

Gm
(Ak−j − I2)p1

‖(Ak−j − I2)p1‖
3 ,

para cada j = 1, · · · , N . De (9.3) y dado que A es invertible concluimos que

p̈1 =

N−1∑
k=1

Gm
(Ak − I2)p1

‖(Ak − I2)p1‖
3 .

(⇐) La prueba de esta implicación se sigue directamente de los pasos anteriores. �

Sea β ∈ R, β > 0 y considere un vector ξ ∈ R2, dado por ξ = (β, 0)tr y considere la

expresión

p1(t) = R[ωt]ξ con R[ωt] =

⎛⎝cosωt − senωt

senωt cosωt

⎞⎠ .

Observe que A y R[ωt] conmutan. De la ecuación (9.4) obtenemos

Gm

N−1∑
k=1

(Ak − I2)ξ

‖(Ak − I2)ξ‖3
= −ω2ξ.

Esta ecuación es equivalente al sistema

Gm

N−1∑
k=1

sen2(kπ
N
)

4β2| sen3(kπ
N
)|

= ω2β,

Gm
N−1∑
k=1

sen(2kπ
N

)

8β2| sen3(kπ
N
)|

= 0.

(9.5)

Observe que
π

N
≤ πk

N
< π, para todo 1 ≤ k ≤ N − 1 por lo que (9.5) podemos omitir

los valores absolutos y aśı obtener | sen3(
kπ

N
)| = sen3(

kπ

N
). En consecuencia

N−1∑
k=1

sen(2kπ
N

)

8β2| sen3(kπ
N
)|

=
1

4β2

N−1∑
k=1

cos(kπ
N
)

1− cos2(kπ
N
)
.
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Dado que cos
(N − k)π

N
= − cos

kπ

N
entonces

N−1∑
k=1

cos(kπ
N
)

1− cos2(kπ
N
)
= 0, (9.6)

por lo tanto la segunda ecuación en (9.5) es válida siempre.

De otro lado

ω2 = Gm

N−1∑
k=1

sen2(kπ
N
)

4β3| sen3(kπ
N
)|

=
Gm

4β3

N−1∑
k=1

1

sen(kπ
N
)
.

En consecuencia, la masa de los N cuerpos que describen las órbitas circulares con

radio β y periodo T =
2π

ω
satisface la ecuación

mN = mN (ω, β) =
4β3ω2

G
∑N−1

k=1 csc(kπ
N
)
. (9.7)

Tomando la constante gravitacional G = 1, β = 1/2 y el periodo de las órbitas de los

cuerpos de igual masa igual a 2π, la masa de los cuerpos satisfacen

mN = mN (1, 1/2) =
1

2
∑N−1

k=1 csc
(
kπ
N

) . (9.8)

p
1

p
2

p
3

Figura 9.1: Tres cuerpos moviéndose alrededor del centro de masas sobre una órbita circular como
soluciones del problema circular de Lagrange de tres cuerpos.

Ahora considere el caso donde los cuerpos p1, p2, . . . , pN con igual masa mN se mueven

en órbitas eĺıpticas alrededor del centro de masas siempre sobre los vértices de un N -

poĺıgono regular. Para determinar la ecuación de movimiento de cada cuerpo pi, i =
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1, · · · , N como se hizo antes basta con definir las condiciones de movimiento eĺıptico

sobre un cuerpo (supondremos el cuerpo p1).

Sean r, θ : I ⊂ R → ]0,∞[ una función regulares que determinaremos posteriormente

y considere

p1(t) = r(t)(cos θ(t), sen θ(t))tr.

Para simplificar la notación, escribimos p1 = r(c, s)tr. Tenemos entonces

p̈1 =
(
(r̈ − rθ̇2)I2 + (2ṙθ̇ + rθ̈)J

)
(c, s)tr, con J =

⎛⎝0 −1

1 0

⎞⎠ .

Reemplazando lo anterior en la ecuación (9.4) (G = 1) obtenemos

p̈1 =
m

r2

N−1∑
k=1

(Ak − I2)(c, s)
tr

‖(Ak − I2)(c, s)tr‖3
. (9.9)

Un cálculo directo nos muestra que

Ak − I2 =

⎛⎝cos(2kπ
N
)− 1 − sen(2kπ

N
)

sen(2kπ
N
) cos(2kπ

N
)− 1

⎞⎠ ,

aśı que

(Ak − I2)(c, s)
tr =

((
cos

(2kπ
N

)
−1

)
c− sen

(2kπ
N

)
s,

(
cos

(2kπ
N

)
−1

)
s+sen

(2kπ
N

)
c
)tr

.

En consecuencia∥∥(Ak − I2)(c, s)
tr
∥∥3

=
((

cos
(2kπ
N

)
− 1

)2
+ sen2

(2kπ
N

))3/2

,

= 8
∣∣ sen3(

kπ

N
)
∣∣.

Lo anterior y la ecuación (9.6) nos permiten afirmar que

(Ak − I2)(c, s)
tr

‖(Ak − I2)(c, s)tr‖3
=

(( cos (2kπ
N

)
− 1

)
c− sen

(
2kπ
N

)
s

8 sen3(kπ
N
)

,

(
cos

(
2kπ
N

)
− 1

)
s + sen

(
2kπ
N

)
c

8 sen3(kπ
N
)

)tr

,

= csc
(kπ
N

)
I2(c, s)

tr.
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Tomando m = mN(1, 1/2) se sigue que

m

r2

N−1∑
k=1

(Ak − I2)(c, s)
tr

‖(Ak − I2)(c, s)tr‖3
= − 1

8r2
I2(c, s)

tr.

Finalmente, la ecuación (9.9) es equivalente al sistema⎧⎪⎨⎪⎩
(r̈r − θ̇2r2)r = −1/8,

(2rṙθ̇ + θ̈r2)r = 0.

(9.10)

De la segunda ecuación en (9.10) se deduce que
d

dt
(θ̇r2) = 0 en consecuencia θ̇r2 es

constante, más aún κ = θ̇r2 es conocido como el Momento Angular del sistema (el cual

vamos a considerar distinto de cero). Por otro lado, la primera ecuación en (9.10) es

ahora

r̈ +
1

8r2
=
κ2

r3
. (9.11)

La ecuación (9.11) es un caso particular de la ecuación:

r̈ = f(r) +
κ2

r3
, r > 0, (9.12)

donde f : ]0,+∞[→ R es continua. Vamos a seguir un tratamiento clásico para el

estudio de las soluciones del sistema (9.10). En particular seguimos la sección 2.11 de

[37] en donde se presenta el siguiente cambio de variable (en la variable dependiente

r y en la variable independiente t) debido a Clairaut válido para κ 
= 0. Primero se

observa que θ̇ =
κ

r2
> 0 por lo que θ = θ(t) es un difeomorfismo entre su dominio I y

su imagen J := θ(I). Por lo que existe la función inversa t = t(θ) : J → I, lo que nos

determina un cambio en la variable independiente.

Nuestra nueva variable dependiente queda determinada por la siguiente relación.

ρ : J → I → ]0,+∞[ → ]0,+∞[

θ → t → r(t) → ρ(θ) := 1/r(t).

105



Esta relación convierte (9.12) en la ecuación

d2ρ

dθ2
+ ρ = − 1

κ2ρ2
f
(1
ρ

)
.

Si f(r) = − μ

r2
con μ > 0, tenemos la ecuación de un oscilador forzado

d2ρ

dθ2
+ ρ =

μ

κ2
,

cuyas soluciones son de la forma

ρ(θ) =
μ

κ2
+ A cos(θ − ϕ), A ≥ 0, ϕ ∈ [0, 2π[.

En consecuencia, la función r = r(θ) se expresa de la forma

r(θ) =
κ2/μ

1 + e cos(θ − ϕ)
, e = κ2A/μ ≥ 0. (9.13)

Note que (9.13) es la ecuación de una elipse en coordenadas polares, la cual tiene un

foco en el origen, excentricidad e ∈ [0, 1[, semieje mayor a =
κ2/μ

1− e2
y argumento del

pericentro ϕ ∈ [0, 2π[. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ϕ = 0 (el eje

de excentricidad de la elipse se toma en la dirección sentido del vector e1). Además el

periodo mı́nimo p de un cuerpo que se mueva a lo largo de esta elipse esta dado por

p =
2π a3/2
√
μ

.

Por lo tanto si suponemos que p1 se mueve en sentido positivo a lo largo de una elipse

con excentricidad e ∈ [0, 1[ y semieje mayor a entonces (9.13) queda en la forma

r(θ) =
a(1− e2)

1 + e cos θ
.

Para determinar la posición del cuerpo p1 en cualquier instante de tiempo t se recurre

a una parametrización de la elipse (9.13) por medio de la anomaĺıa excéntrica u(t, e).

Siguiendo los resultados en [37] se comprueba entonces que

r(t, e) = a(1− e cosu(t, e)), (9.14)
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en donde u = u(t, e) satisface la ecuación de Kepler

u(t, e)− e sen u(t, e) =

√
μ

a3/2
(t− t0),

con t0 uno de los momentos donde p1 pasa por el pericentro. En el caso 0 < e < 1 es

posible considerar en el instante t = 0 el punto p1 se encuentre en el pericentro de la

elipse, en tal caso t0 = 0.

Ahora bien, de la ecuación (9.11) tenemos que μ = 1/8. Por lo tanto si suponemos que

el semieje mayor de nuestra elipse es a = 1/2 entonces
√
μ = a3/2. En consecuencia, el

periodo mı́nimo de p1 es 2π, la función r = r(t, e) satisface la ecuación

r(t, e) =
1

2
(1− e cosu(t, e)),

y la anomaĺıa excéntrica satisface la ecuación

u(t, e)− e sen u(t, e) = t.

De esta forma tenemos de nuevo las ecuaciones (2.3) y (2.4) presentadas en el caṕıtulo

2 sobre las masas primarias en el problema de Sitnikov.

Los otros N − 1 cuerpos se mueven de igual forma en órbitas eĺıpticas y satisfacen las

ecuaciones

pj(t, e) = Aj−1p1(t, e) = r(t, e)Aj−1(cos θ(t, e), sen θ(t, e))tr, j = 2, . . . , N − 1.

La discusión previa demuestra el siguiente teorema.

Teorema 9.1. Considere N ≥ 2 cuerpos (masas puntuales) p1, p2, . . . , pN , de igual

masa mN dada por mN =
1

2
∑N−1

k=1 csc kπ
N

, los cuales satisfacen

pj = Aj−1p1, con A =

⎛⎝cos(2π
N
) − sen(2π

N
)

sen(2π
N
) cos(2π

N
)

⎞⎠ , j = 2, . . . , N.
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donde pj es el vector posición de el cuerpo pj . Suponga que p1 se mueve a lo largo de

una órbita eĺıptica con excentricidad e ∈ [0, 1[ semieje mayor igual a 1/2 y periodo

mı́nimo 2π. Entonces p1, p2, . . . , pN satisfacen un problema de N cuerpos en donde

cada cuerpo se mueve alrededor del origen (centro de masas) sobre una órbita eĺıptica

con excentricidad e ∈ [0, 1[ semieje mayor igual a 1/2 y periodo mı́nimo 2π.

3
p

p
2

p
1

Figura 9.2: Tres cuerpos moviéndose alrededor del centro de masas sobre órbitas eĺıpticas como solu-
ciones de Lagrange del problema de tres cuerpos.

Estamos ahora en posición de presentar nuestro problema generalizado de Sitnikov,

pero antes de ello cabe mencionar que este problema generalizado fue ya antes consi-

derado por L. D. Pustylnikov [41].

Problema Generalizado de Sitnikov. Sean p1, p2, . . . , pN , N ≥ 2 cuerpos con igual

masa, los cuales se mueven en el plano x, y como soluciones de Lagrange del problema

de los N cuerpos. Considere un cuerpo p0 de masa cero moviéndose a lo largo del eje z

el cual interactúa según las leyes de Newton con los cuerpos p1, p2, . . . , pN . El problema

generalizado de Sitnikov consiste en describir el movimiento del cuerpo p0.

Si z = z(t) denota la posición del cuerpo p0 en cualquier instante de tiempo t y
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los cuerpos p1, p2, . . . , pN satisfacen el Teorema 9.1, la ecuación de movimiento de p0

está dada por la ecuación diferencial de segundo orden

z̈ +
λ z

(z2 + r(t, e)2)3/2
= 0, (9.15)

donde λ = λ(N) = mN N y r(t, e) es la distancia de cada cuerpo pj , j = 1, . . . , N al

origen (centro de masas) dada por la ecuación (2.3). La tabla siguiente muestra algunos

valores de mN y λ.

N mN λ = λ(N)

2 1/2 1

3
√
3/8 3

√
3/8

4
√
2/2(4 +

√
2) 2

√
2/(4 +

√
2)

5
√
5− 2

√
5/8 5

√
5− 2

√
5/8

6 1/(10 + 8/
√
3) 9/(15 + 4

√
3)

Si 0 < e < 1 entonces las órbitas de los cuerpos primarios son eĺıpticas, en este caso

la ecuación (9.15) es no autónoma y corresponde al problema eĺıptico generalizado de

Sitnikov.

Cuando la excentricidad e es cero, tenemos el problema circular generalizado de Sit-

nikov. En este caso los cuerpos primarios se mueven en una órbita circular de radio

r(t, 0) = 1/2 y la ecuación (9.15) se convierte en

z̈ +
λ z

(z2 + 1/4)3/2
= 0. (9.16)

Observación: Si N = 2, (9.16) se convierte en la ecuación del problema eĺıptico de

Sitnikov (2.7) .

Al igual que en el problema de Sitnikov, la ecuación autónoma (9.16) posee una integral
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Figura 9.3: Diagrama del problema circular generalizado de Sitnikov para el caso de tres y cuatro
cuerpos primarios respectivamente.

primera, dada en este caso por

Hλ(z, ż) =
1

2
ż2 − λ z

(z2 + 1/4)1/2
.

De esta forma, las órbitas de las soluciones del problema circular generalizado de Sit-

nikov viven en las curvas de nivel Hλ = c con c ∈ [−2λ,∞[. Claramente para N ≥ 2,

la función Hλ tiene las mismas propiedades de la función H del problema circular

de Sitnikov que se presentan en el caṕıtulo 2 (consecuencia de un cambio de escala

temporal).

Por otro lado si T λ es el periodo en el problema circular generalizado de Sitnikov

entonces el Teorema 2.1 quedaŕıa en siguiente forma.

Teorema 9.2. Para cada N ≥ 2 el periodo T λ en la variable c ∈ ]− 2λ, 0[ satisface

(a) ĺım
c→0

T λ(c) = ∞, ĺım
c→0

dT λ/dc = ∞, ĺım
c→−2λ

T λ(c) = π/
√
2λ.

(b) dT λ/dc > 0 para todo c ∈]− 2λ, 0[.

(c) ĺım
c→−2λ

dT λ/dc = π(1 + 4
√
2)/16λ.

110



z

Figura 9.4: Problema de Sitnikov Generalizado para tres cuerpos moviéndose alrededor del centro de
masas en donde las masas primarias se mueven sobre órbitas eĺıpticas como soluciones de Lagrange
del problema de tres cuerpos.

9.1. Soluciones periódicas en el problema generalizado

de Sitnikov

Tal como se hizo en [26], para cada M ≥ 1 podemos preguntarnos por soluciones pares

y 2Mπ periódicas de la ecuación (9.15) las cuales satisfacen las condiciones de contorno

ż(0) = 0, ż(Mπ) = 0. (9.17)

En la búsqueda de este tipo de soluciones de (9.15) es claro que las mismas ideas

desarrolladas en [26] son directamente aplicables por lo que vamos a presentar los

resultados obtenidos en [26] adaptados a nuestro problema generalizado de Sitnikov y

mostraremos la diferencias principales con el problema de Sitnikov original.

Sea N ≥ 2 fijo. Dados ξ, η ∈ R y e ∈ [0, 1[ se denotará por zλ(t, ξ, η, e) a la solución

de (9.15) que satisface las condiciones de contorno (9.17) y las condiciones iniciales

zλ(0) = ξ, ż(0) = η. (9.18)
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De la Proposición 2.1 se sigue que zλ(t, ξ, η, e) está definida para todo t ∈ R. Como

antes, la búsqueda de soluciones pares y 2Mπ periódicas de (9.17) que satisfacen (9.18)

es equivalente a encontrar los ceros de la función anaĺıtica real

F λ
M : R× [0, 1[→ R, F λ

M(ξ, e) = żλ(Mπ, ξ, 0, e).

Si denotamos por Σλ el conjunto de ceros de la función F λ
M , podemos aplicar la Pro-

posición 7.1 y obtener directamente el siguiente resultado.

Proposición 9.2. Para cada N ≥ 2 fijo, el conjunto Σλ satisface las condiciones del

Teorema 6.1.

Como antes, el estudio del conjunto

Σλ
0 =

{
(ξ, 0) : F λ

M (ξ, 0) = 0
}
,

equivale a estudiar las soluciones del problema de contorno

z̈ +
λ z

(z2 + 1
4
)3/2

= 0, ż(0) = ż(Mπ) = 0. (9.19)

Ahora bien, sea zλ(t, ξ, 0, 0) la solución de (9.19) que satisface las condiciones iniciales

z(0) = ξ, ż(0) = 0. (9.20)

Siguiendo los resultados presentados en el caṕıtulo 6, se sigue directamente que

Σλ
0 =

{
−ζ1, . . . ,−ζνM,λ

, 0, ζ1, . . . , ζνM,λ

}
,

donde ζk es la solución de
T λ(ζk)

2
=
Mπ

k
con k = 1, 2, . . . , νM,λ = [2

√
2λM ].

Note que lo anterior tiene sentido si y sólo si νM,λ ≥ 1. Por lo tanto, para cada λ fijo,

consideramos Mλ ≥ 1 dado por

Mλ = mı́n
M∈N

{
M ≥ 1

2
√
2λ

}
.
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Por lo que la búsqueda de soluciones pares y 2Mπ periódicas de (9.19) está bien definida

para todo Mλ ≤M.

Asi que para cada λ fijo,Mλ ≤M se prueba la existencia de νM,λ soluciones no triviales,

pares y 2Mπ periódicas de (9.19) que satisfacen las condiciones iniciales (9.20). Estas

soluciones se pueden clasificar de acuerdo al número de ceros de zλ(t, ξk, 0, 0) en [0,Mπ]

con

zλ(0, ζ1, 0, 0) = ζ1 > . . . > zλ(0, ζνM,λ
, 0, 0) = ζνM,λ

.

Del análisis presentado en la sección 5.1 se comprueba para el problema circular gene-

ralizado de Sitnikov, que el ı́ndice de cada solución no trivial zλ(t, ζk, 0, 0) de (9.19) es

(−1)k y el ı́ndice de la solución de equilibrio z = 0 es (−1)νM,λ+1, lo que nos conduce

de nuevo a la existencia local de un número finito de ramas de soluciones no triviales,

pares y 2Mπ periódicas que emanan de cada punto (ζk, 0) las cuales están ordenadas

de acuerdo al número de ceros en [0,Mπ].

9.2. Linealización del problema generalizado de Sitnikov en el

origen

En esta sección vamos a presentar algunos resultados relacionados con el problema de

contorno

ÿ +
λ

r(t, e)3
y = 0, ẏ(0) = ẏ(Mπ) = 0, (9.21)

para cada λ fijo. Note que la ecuación diferencial en (9.21) es la ecuación linealizada en

la solución de equilibrio de z = 0 de la ecuación (9.19). Un primer resultado equivalente

a la Proposición 6.2 en [26] es el siguiente
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Proposición 9.3. Si e ≤ ρm,λ con

ρm,λ = mı́n

{
2λ1/3

( M

νM,λ

)2/3

− 1, 1− 2λ1/3
( M

νM,λ + 1

)2/3
}
,

entonces ẏλ(Mπ, e) 
= 0.

Demostración. Si e ≤ ρm,λ entonces

e ≤ 2λ1/3
( M

νM,λ

)2/3

− 1 y e ≤ 1− 2λ1/3
( M

νM,λ + 1

)2/3

.

De estas desigualdades se deduce respectivamente que(νM,λ

M

)2

≤ 8λ

(1 + e)3
y

8λ

(1− e)3
≤

(νM,λ + 1

M

)2

.

Ahora recordemos las desigualdades en (7.4) dadas por

1− e

2
≤ r(t, e) ≤ 1 + e

2
,

en consecuencia (νM,λ

M

)2

≤ λ

r(t, e)3
≤

(νM,λ + 1

M

)2

,

aplicando el Lema 7.1 se tiene la demostración. �

El siguiente resultado nos determina un estimativo inferior de la función r(t, e) y es

pieza fundamental para los resultados posteriores de este trabajo.

Proposición 9.4. Para todo α < 1 existe un δ = δ(α) tal que si (t, e) ∈ ]0, δ[×]0, 1[

entonces

r3(t, e) >
(1− e)3

8
+

9α6e t2

16
.

Para la demostración de la Proposición 9.4 necesitaremos el siguiente resultado.

Lema 9.1. Para todo α < 1 existe τ ∗ = τ ∗(α) > 0 tal que si t ∈ ]0, τ ∗[ entonces

r(t, e) >
1− e

2
+ α2e

u(t, e)2

4
,

para todo e ∈ [0, 1[.
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Demostración. Dado α < 1 existe ε = ε(α) > 0 tal que

sen x > α x,

para todo x ∈ ]0, ε[. Con 0 < ε < π/2 se define τ ∗ = 2ε−sen(2ε). Entonces si 0 < t < τ ∗

de la definición de anomaĺıa excéntrica se sigue que 0 < u(t) − e sen u(t) < τ ∗ <

2ε− e sen(2ε) para todo e ∈ [0, 1[. De la monotońıa de la función d(u) = u− e sen u se

deduce que 0 < u < 2ε. En consecuencia, para todo t ∈ ]0, τ ∗[, e ∈ [0, 1[ se cumple

sen2
(u(t, e)

2

)
> α2u(t, e)

2

4
.

Por otro lado, de la ecuación (2.3) tenemos

r(t, e) =
1

2

(
1− e cosu(t, e)

)
,

=
1− e

2
+ e sen2

(u(t, e)
2

)
,

>
1− e

2
+ α2e

u(t, e)2

4
,

(9.22)

lo que completa la demostración. �

Observación. Para (t, e) ∈ ]0, τ [×[0, 1[ con τ pequeño, se tiene la siguiente desigualdad

r(t, e) <
1− e

2
+ e

u(t, e)2

4
.

Demostración de la proposición 9.4. Considere la ecuación Kepler (2.4) con e ∈

]0, 1[ dada por

u− e sen u = t,

la cual escribimos en la siguiente forma equivalente

u3 +
6

e
(1− e)u+ h(t, u) = 0, (9.23)

en donde

h(t, u) = −
(6t
e
+ u5f(u)

)
con f(u) = 3!

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 5)!
u2n.
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Observe que la función f(u) es continua en u = 0, tiene un máximo local en este punto

con f(0) =
3!

5!
> 0. Por otro lado u(t, e) es uniformemente continua en [0,Π]×[0, 1] para

todo Π ∈ R y más aún u(0, e) = 0 para todo e ∈ [0, 1]. Asi que para algún γ > 0 existe

δ1 > 0 tal que |u(t, e)| < γ para todo (t, e) ∈ [0, δ1]× [0, 1] de manera que f(u) > 0 con

u ∈ [0, γ]. Por lo tanto

u(t, e)6 =
(6
e
(1− e)u+ h(t, u)

)2

> h(t, u)2 >
(6t
e

)2

,

para todo (t, e) ∈ ]0, δ1]×]0, 1]. Del Lema 9.1 para cada 0 < α < 1 tenemos que

r(t, e)3 >
(1− e

2
+ α2e

u(t, e)2

4

)3

,

>
(1− e)3

8
+
α6e3

43
u(t, e)6,

si (t, e) ∈ ]0, δ2]× [0, 1[, con δ2 = δ2(α) > 0. En consecuencia, si (t, e) ∈ ]0, δ[×]0, 1] con

δ = mı́n {δ1, δ2} tenemos que

r(t, e)3 >
(1− e)3

8
+

9α6e t2

16
,

demostrándose aśı la Proposición 9.4. �

Al igual que en [26] consideramos yλ(t, e) como la solución de la ecuación en (9.21),

que satisface las condiciones iniciales

y(0, e) = 1, ẏ(0, e) = 0.

El siguiente resultado nos muestra que el número de ceros de yλ(t, e) = 0 en el caso

M = 1.

Proposición 9.5. Sea N(e) el número de ceros de yλ(t, e) en [0, π]. Si 0 < λ < 9/64

entonces ĺım sup
e→1−

N(e) <∞. De otro lado, si λ > 9/64 entonces ĺım
e→1−

N(e) = ∞.

Demostración. Para cada e ∈ [0, 1[ tenemos que yλ(t, e) anaĺıtica en [0, π], por lo

tanto N(e) <∞. Ahora bien, fijado λ ∈ ]0, 9/64[ se elige un α = α(λ) en ]0, 1[ tal que

0 < λ <
9α6

64
.
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De la Proposición 9.4 existe δ > 0 tal que

λ

r(t, e)3
<

λ

ϑ1 + ϑ2t2
,

para todo (t, e) ∈ ]0, δ[× ]0, 1[ con

ϑ1 = ϑ1(e) =
(1− e)3

8
y ϑ2 = ϑ2(e) =

9α6e

16
.

Sea e∗ ∈ ]0, 1[ tal que

0 < λ <
9α6e

64
para todo e ∈ [e∗, 1].

Considere ahora el problema de valor inicial

ẍ+
λ

ϑ1 + ϑ2t2
x = 0, x(0) = 1, ẋ(0) = 0. (9.24)

con e ∈ [e∗, 1[ y sea x(t, e) la solución de (9.24). Dado que 0 < λ < ϑ2(e)/4 para todo

e ∈ [e∗, 1[ por el Lema 5.1 concluimos que

x(t, e) tiene a lo más un cero en ]0,∞[ para todo e ∈ [e∗, 1[.

ẋ(t, e) 
= 0 para todo (t, e) ∈ ]0,∞[×[e∗, 1[.
(9.25)

Ahora bien, aplicando la teoŕıa de Comparación de Sturm a las ecuaciones en (9.21)

y (9.24) se deduce que yλ(t, e) tiene a lo más dos ceros en [0, δ[ para todo e ∈ [e∗, 1[

dado que si tuviese 3 o más ceros, x(t, e) tendŕıa por lo menos dos ceros lo cual es una

contradicción.

Sea t ∈ [δ, π] y considere la ecuación de Kepler (2.4). Primero, para todo e ∈ [0, 1]

tenemos que

δ ≤ u(t, e)− e sen u(t, e) ≤ π.

Esto implica que 0 < u(t, e) ≤ π para todo (t, e) ∈ [δ, π]× [0, 1]. Más aún

δ ≤ δ + e sen u(t, e) ≤ u(t, e),
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para todo (t, e) ∈ [δ, π]×]0, 1]. y por lo tanto

δ ≤ u(t, e) ≤ π,

en consecuencia cos u(t, e) < cos δ. De (2.3) se sigue para e ∈ [0, 1[ que

r(t, e) >
1

2
(1− e cos δ) >

1

2
(1− cos δ).

Esto demuestra finalmente para 0 < λ < 9α6/64 que

λ

r(t, e)3
<

8λ

(1− cos δ)3
<

9α6

8(1− cos δ)3
. (9.26)

Ahora si consideramos para t ∈ [δ, π] la ecuación

ẍ+Ax = 0, (9.27)

con A =
9α6

8(1− cos δ)3
las soluciones de (9.27) tiene un número finito de ceros. Por la

desigualdad (9.26) y la teoŕıa de Comparación de Sturm, yλ(t, e) tiene menos ceros en

[δ, π] que alguna solución de (9.27), y esto independiente de e ∈]0, 1]. De esta manera

hemos demostrado que ĺım sup
e→1−

N(e) <∞.

Ahora considere el caso 9/64 < λ ≤ 1. En el caṕıtulo 7 se demostró que

r(t, 1) =
62/3

4
t2/3φ(t),

con φ(t) una función anaĺıtica en s = t2/3, continua en t = 0 con φ(0) = 1. Para Δ > 0

pequeño y t ∈ ]0,Δ] tenemos que

λ

r(t, 1)3
=

16λ

9

ψ(t)

t2
, con ψ(t) =

1

φ(t)3
,

en consecuencia

1

4

ψ(t)

t2
<

λ

r(t, 1)3
≤ 16

9

ψ(t)

t2
, para t ∈ ]0,Δ].

Es posible fijar un número γ en el intervalo ]1/4, 16/9[ tal que

λ

r(t, 1)3
>
γ

t2
, para t ∈ ]0,Δ].
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La demostración en este caso sigue las ĺıneas de la Proposición 6.4 en [26]. �

A continuación vamos a estudiar la ecuación diferencial de que aparece en (9.21) en el

caso cŕıtico e = 1. Este estudio nos permitirá determinar la existencia de soluciones

no triviales del problema de contorno (9.21) para valores espećıficos de e ∈ [0, 1[. El

número de estas soluciones será finito o infinito según los valores que tome el parámetro

λ.

Proposición 9.6. Sea yλ(t, 1) una solución de la ecuación

ÿ +
λ

r(t, 1)3
y = 0, (9.28)

con t > 0 y m =
16λ

9
. Si m 
= 1/4 y m 
= 5/36 entonces yλ(t, 1) puede expresarse en

la forma

yλ(t, 1) = c1t
r1h1(t) + c2t

r2h2(t),

donde c1 y c2 son constantes, h1(t) y h2(t) son funciones anaĺıticas en s = t2/3 con

h1(0) 
= 0, h2(0) 
= 0 y r1,2 =
1±

√
1− 4m

2
. De otro lado si m = 1/4 o m = 5/36

entonces yλ(t, 1) puede expresarse en la forma

yλ(t, 1) = c1t
r1h1(t) + c2

(
tr1h1(t) ln t

2/3 + tr1h̃1(t)
)
,

o

yλ(t, 1) = c1t
r1 h̃1(t) + c2

(
υ tr1h1(t) ln t

2/3 + tr2 h̃2(t)
)
,

respectivamente, donde h̃1(t) y h̃2(t) son anaĺıticas en s = t2/3 y υ es una constante

determinada por la ecuación.

Demostración. De la ecuación (7.9) sabemos que r(t, 1) satisface

λ

r(t, 1)3
=

16λ

9

ψ(t)

t2
,
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con ψ(t) una función anaĺıtica en s = t2/3 con ψ(0) = 1. Por lo tanto, podemos escribir

la ecuación (9.28) en la forma

t2 ÿ +mψ(s(t))y = 0, (9.29)

donde m =
16λ

9
. Si consideramos el cambio de variable t = s3/2 entonces (9.29) se

convierte en una ecuación diferencial de segundo orden

s2w′′ − 1

2
sw′ +

9

4
mψ(s)w = 0, (9.30)

donde w(s) = y(t(s)). Siguiendo la teoŕıa de Frobenius para la ecuación (9.30) se

buscan soluciones de la forma φ(s) = skh(s) con k ∈ R y h(s) es una función anaĺıtica

en s = 0
(
h(s) =

∑
j=0

ajs
j con a0 
= 0

)
. Más aún, la ecuación indicial asociada a (9.30)

está dada por

k(k − 1)− 1

2
k +

9

4
m = 0,

que tiene soluciones k1,2 =
3

4

(
1±

√
1− 4m

)
. Note que k1−k2 /∈ Z si y solo si m 
= 1/4

y m 
= 5/36. Por lo tanto si k1 − k2 /∈ Z cualquier solución de (9.30) se expresa como

w(s) = c1s
k1h1(s) + c2s

k2h2(s),

donde c1 y c2 son constantes, h1(s) y h2(s) son funciones anaĺıticas en s = 0.

Si k1 − k2 ∈ Z entonces cualquier solución de (9.30) se expresa como

w(s, 1) = c1s
k1h1(s) + c2

(
tk1h1(s) ln s+ sk1h̃1(s)

)
,

o

w(s, 1) = c1s
k1h1(s) + c2

(
υsk1h1(s) ln s+ sk2 h̃2(s)

)
,

si m = 1/4 o m = 5/36 respectivamente, donde h̃1(s) y h̃2(s) son funciones anaĺıticas

en s = 0 y υ es una constante determinada por la ecuación (9.30). La proposición se

sigue directamente al deshacer el cambio de variable. �
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Corolario 9.1. Si 0 < λ < 9/64 cualquier solución de (9.28) tiene un número finito

de ceros en ]0, π]. De otro lado si 9/64 < λ ≤ 1 cualquier solución de (9.28) tiene un

número arbitrario de ceros acumulándose en t = 0.

Demostración. Note que para todo Δ > 0 cualquier solución de y(t, 1) de (9.28)

tiene un número finito de ceros en [Δ, π]. Más aún para cada función anaĺıtica hi (resp.

h̃i), con i = 1, 2 existen números positivos εi (resp. ε̃i) tales que hi(t) 
= 0 para todo

t ∈]0, εi[ (resp. h̃i(t) 
= 0 para todo t ∈]0, ε̃i[). Sea Δ∗ = mı́n
i=1,2

{εi, ε̃i}. Entonces para todo

t ∈ ]0,Δ∗[ tenemos que hi(t) 
= 0 y h̃i(t) 
= 0 para i = 1, 2. Ahora, si λ ∈ ]0, 9/64[

entonces 0 < m < 1/4 y esto implica que r1,2 ∈ ]0, 1[. En consecuencia yλ(t, 1) 
= 0 para

todo t ∈ ]0,Δ∗[. Por lo tanto, yλ(t, 1) tiene un número finito de ceros en ]0, π].

De otro lado, si λ ∈ ]9/64, 1] entonces 1/4 < m ≤ 16/9 y r1,2 ∈ C, esto implica que

cualquier solución de (9.28) está dada por

yλ(t, 1) = c1t
1/2 cos(b ln t2/3)h1(t) + c2t

1/2 sen(b ln t2/3)h2(t),

con b =
√
4m− 1/2, de aqui la conclusión se sigue directamente. �

Para finalizar la discusión de ciertas propiedades de las soluciones de (9.28) vamos a

considerar la función argumento θλ(t, 1) de cualquier solución yλ(t, 1) en coordenadas

polares y + iẏ = ρeiθ. El siguiente lema nos muestra el comportamiento de θλ(t, 1)

cuando t↘ 0 en el caso λ ∈ ]0, 9/64[.

Lema 9.2. Sea yλ(t, 1) una solución de (9.28) y θλ(t, 1) es el argumento de yλ(t, 1) en

coordenadas polares y + iẏ = ρeiθ. Supongamos que λ ∈ ]0, 9/64[, λ 
= 5/64. Entonces

ĺım
t→0

θλ(t, 1) =
π

2
+ βπ para algún β ∈ Z.

Demostración. De la Proposición 9.6 sabemos que si λ ∈ ]0, 9/64[, λ 
= 5/64 entonces

cualquier solución de (9.28) es de la forma

yλ(t, 1) = c1t
r1h1(t) + c2t

r2h2(t),
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en donde c1, c2 son constantes, r2 ∈ ]0, 1/2[, r1 ∈ ]1/2, 1[, r1 + r2 = 1 y h1, h2 funciones

anaĺıticas en t2/3 con h1(0) 
= 0, h2(0) 
= 0. Ahora bien, observe que

tan
(
θλ(t, 1)

)
=
ẏλ(t, 1)

yλ(t, 1)
=
c1r1t

r1−1h1(t) + c1t
r1ḣ1(t) + c2r2t

r2−1h2(t) + c2t
r2 ḣ2(t)

c1tr1h1(t) + c2tr2h2(t)
,

=
c1r1t

r1−1h1(t) + c1t
r1ḣ1(t) + c2(1− r1)t

−r1h2(t) + c2t
1−r1 ḣ2(t)

c1tr1h1(t) + c2t1−r1h2(t)
,

=
c1r1t

2r1−1h1(t) + c1t
2r1 ḣ1(t) + c2(1− r1)h2(t) + c2t ḣ2(t)

c1t2r1h1(t) + c2t h2(t)
.

Tenemos aśı que ĺım
t→0

| tan(θλ(t, 1))| = ∞. De otro lado, θλ(t, 1) satisface la ecuación

diferencial

θ̇ = − λ

r(t, 1)3
cos2 θ − sen2 θ,

por lo tanto θλ(t, 1) es monótona decreciente. Por la continuidad de la función | tan θ|

se concluye que ĺım
t→0

θλ(t, 1) = π/2 + βπ para algún β ∈ Z. �

y(t,1)
.
.

.

y(t,1)
.

.

.. θ(Δ,1)

Figura 9.5: Gráfica del comportamiento de la función argumento θ(t, 1) para t ∈ ]0,Δ]. Dado que
ĺım
t→0

θλ(t, 1) = π/2 + βπ y θ̇λ < 0, para algún Δ > 0 el producto de y(t, 1) ẏ(t, 1) es positivo para

t ∈ ]0,Δ], por lo tanto se está en el primer cuadrante o bien en el tercer cuadrante.

Observación. Dado que θ̇(t, 1) < 0 para todo t, la rotación del argumento es en sentido

negativo. De manera que por el Lema 9.2 se deduce la existencia de un Δ > 0 pequeño

tal que y(t, 1) ẏ(t, 1) > 0 para todo t ∈ ]0,Δ]. La figura 9.5 ilustra esta observación.

A continuación presentamos dos lemas que nos harán falta para determinar el número
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de soluciones no triviales del problema de contorno (9.21). Vamos a suponer que λ ∈

]0, 9/64[.

Lema 9.3. Sea Ψ(t,Δ) la solución de

Ψ̈ +
m

t2
Ψ = 0, Ψ(Δ,Δ) = yλ(Δ, 1), Ψ̇(Δ,Δ) = ẏλ(Δ, 1),

con m =
16λ

9
, m 
= 5

36
la cual se escribe en la forma

Ψ(t,Δ) = a(Δ)tr1 + b(Δ)tr2 , con a(Δ), b(Δ) ∈ R.

Si yλ(t, 1) = c1t
r1h1(t) + c2t

r2h2(t) se cumple

ĺım
Δ→0

a(Δ) = c1h1(0), ĺım
Δ→0

b(Δ) = c2h2(0).

Demostración. Las condiciones iniciales determinan el sistema⎧⎪⎨⎪⎩
Δr1a(Δ) + Δr2b(Δ) = yλ(Δ, 1)

r1Δ
r1−1a(Δ) + r2Δ

r2−1b(Δ) = ẏλ(Δ, 1)

Por la regla de Cramer se obtiene

a(Δ) =
1

(r2 − r1)Δr1+r2−1

∣∣∣∣∣∣yλ(Δ, 1) Δr2

ẏλ(Δ, 1) r2Δ
r2−1

∣∣∣∣∣∣
b(Δ) =

1

(r2 − r1)Δr1+r2−1

∣∣∣∣∣∣ Δr1 yλ(Δ, 1)

r1Δ
r1−1 ẏλ(Δ, 1)

∣∣∣∣∣∣
Teniendo en cuenta que

ẏλ(Δ, 1) = c1r1Δ
r1−1h1(Δ) + c1Δ

r1 ḣ1(Δ) + c2r2Δ
r2−1h2(Δ) + c2Δ

r2 ḣ2(Δ),

se sigue que

a(Δ) = c1h1(Δ) + o(1),

b(Δ) = c2h2(Δ) + o(1),

si Δ ↘ 0. La conclusión se sigue por la continuidad de hi, i = 1, 2 en t = 0. �
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Lema 9.4. Existen Δ > 0, μ̃ > 0, ε > 0 de manera que si x(t) es una solución de la

ecuación de Euler

ẍ+
w

t2
x = 0,

con m 
= 5/36, |w −m| ≤ μ̃, que cumple

|x(Δ)− yλ(Δ, 1)| ≤ ε, |ẋ(Δ)− ẏλ(Δ, 1)| ≤ ε.

Entonces |ẋ(t)| ≥ 2 si t ∈ ]0,Δ].

Demostración. Por la Proposición 9.6 sabemos que

ĺım
t→0+

|ẏλ(t, 1)| = +∞.

Escogemos Δ > 0 de manera que |ẏλ(t, 1)| ≥ 4 si t ∈ ]0,Δ]. Por el Lema 9.3 y tomando

un Δ pequeño podemos suponer que |Ψ̇(t,Δ)| ≥ 3 si t ∈ ]0,Δ]. Fijamos ahora nuestro

Δ > 0, sabemos que si

x(t) = d1t
ρ1 + d2t

ρ2 ,

entonces ρi → ri, i = 1, 2 si μ̃ → 0 y además por el teorema de dependencia continua

tenemos

d1 → a(Δ), d2 → b(Δ),

si μ→ 0, ε→ 0. De aqui se concluye que |ẋ(t)| ≥ 2 si t ∈ ]0,Δ]. �

Estamos ahora en posición de presentar otro resultado principal de esta sección, el cual

marca una importante diferencia respecto a la Proposición 6.4 en [26].

Proposición 9.7. Considere el problema de contorno (9.21) con 0 < λ ≤ 1 y M = 1.

Entonces existe una sucesión creciente (En,1)n∈Λ con 0 < En,1 < 1, En,1 ↗ 1 y Λ ⊆ N

(Λ puede ser vaćıo) tal que (9.21) tiene una solución no trivial si y solo si e = En,1

para algún n ∈ Λ. Más aún Λ es finito si 0 < λ < 9/64, λ 
= 5/64 y Λ = N si λ > 9/64.
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Demostración. Denotamos por Φλ(t, e) la solución del problema de valor inicial

ÿ +
λ

r(t, e)3
y = 0, y(π) = 1, ẏ(π) = 0.

Pasando a coordenadas polares Φλ + iΦ̇λ = ρeiθ la función argumento θλ(t, e) satisface

el problema de valor inicial

θ̇ = − λ

r(t, e)3
cos2 θ − sen2 θ, θ(π) = 0. (9.31)

Note que θ̇λ(t, e) < 0 para todo (t, e) ∈ [0, π]× [0, 1[ por lo tanto θλ(t, e) es decreciente

en t para todo e ∈ [0, 1[, en consecuencia

θλ(0, e) = sup
t∈[0,π]

θλ(t, e).

La condición Φ̇λ(0, e) = 0 en coordenadas polares equivale a θλ(0, e) ∈ πZ, por lo tanto

se definen los números En,1 como las soluciones de

θλ(0, e) = nπ con n ∈ N.

Por el Teorema de dependencia continua respecto a parámetros para todo Δ > 0 y toda

sucesión (en)n∈N, con 0 ≤ en < 1 tal que ĺım
n→∞

en = 1 tenemos que y(t, en) → y(t, 1)

(respectivamente ẏ(t, en) → ẏ(t, 1)) uniformemente en [Δ, π]. Por lo tanto, para cada

0 < λ ≤ 1 se sigue que

ĺım
n→∞

θλ(t, en) = θλ(t, 1),

uniformemente para todo t ∈ [Δ, π].

Fijemos un λ ∈ ]0, 9/64[, λ 
= 5/64. Del Lema 9.2 y la posterior observación existe un

Δ > 0 tal que yλ(t, 1) ẏλ(t, 1) > 0 para todo t ∈ ]0,Δ]. De nuevo por el Teorema de

dependencia continua respecto a parámetros, dado ε > 0 existe un e∗ próximo a 1 tal

que

|Φλ(Δ, e)− yλ(Δ, 1)| ≤ ε, |Φ̇λ(Δ, e)− ẏλ(Δ, 1)| ≤ ε,
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y más aún Φ(Δ, e) Φ̇(Δ, e) > 0 para todo e ∈ [e∗, 1[. Se deduce entonces la existencia

de un número β (independiente de e) tal que

βπ < γ < θλ(Δ, e) < βπ +
π

2
para todo e ∈ [e∗, 1[, (9.32)

donde γ es un número independiente de e que cumple

βπ < γ < βπ +
π

2
.

De la Proposición 9.5, tomando 0 < Δ ≤ δ suficientemente pequeño, tenemos para

(t, e) ∈]0,Δ[×[e∗, 1[ con e∗ suficientemente cerca de 1 que

λ

r(t, e)3
≤ w

t2
, con 0 < w < 1/4.

La constante w se puede tomar tan próxima como se desee a m =
16λ

9
. Sea x(t) la

solución del problema de valor inicial

ẍ+
w

t2
x = 0, x(Δ) = Φλ(Δ, e), ẋ(Δ) = Φ̇λ(Δ, e). (9.33)

En coordenadas polares x+ iẋ = ρ̃eiφ la función argumento φ(t) satisface el problema

de valor inicial

φ̇ = −w
t2

cos2 φ− sen2 φ, φ(Δ) = θλ(Δ, e), (9.34)

con φ̇(t) < 0 para todo t ∈ ]0,Δ]. Más aún, de la teoŕıa de las desigualdades diferenciales

tenemos que

θλ(t, e) ≤ φ(t) para todo (t, e) ∈ ]0,Δ]× [e∗, 1[.

Por el Lema 9.4 tenemos que |ẋ(t)| ≥ 2 si t ∈ ]0,Δ]. Más aún, x(t) ẋ(t) > 0 con

t ∈ ]0,Δ] dado que el único posible cero positivo de x(t) está después del único cero de

ẋ(t). Esto hace que la variación del argumento φ(t) entre t = 0 y t = Δ sea menor que

π/2. La conclusión del Lema 9.2 también es válida para la ecuación de Euler (9.33) y

por lo tanto

ĺım
t→0

φ(t) = π/2 + kπ,
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para algún k ∈ Z+. En principio este k deberá depender de las condiciones iniciales

x(Δ), ẋ(Δ) pero observamos que

βπ < γ < φ(Δ) < βπ +
π

2
.

Como la variación de φ en ]0,Δ[ es menor que π/2 deducimos que k = β, aśı que

ĺım
t→0

φ(t) = π/2 + βπ.

En consecuencia βπ < γ < θλ(0, e) < π/2+βπ para todo e ∈ [e∗, 1[.De esta forma tene-

mos que θ(0, e) /∈ πZ para todo e→ 1−. Por último, si consideramos ϑ∗ = sup
e∈ [0,e∗]

θλ(0, e)

entonces la ecuación θλ(0, e) = nπ, con e ∈ [0, e∗] para n grande no tiene solución.

En resumen, hemos probado que para cada λ ∈ ]0, 9/64[, λ 
= 5/64, la ecuación

θλ(0, e) = nπ, para e→ 1−,

tiene un número finito de soluciones para cada n ∈ N.

Ahora considere 9/64 < λ ≤ 1. Por el Corolario 9.1 la función yλ(t, 1) tiene un número

arbitrario de ceros acumulándose en t = 0. De manera que dado un p ≥ 1 podemos

encontrar un δ > 0 (dependiente de p) tal que yλ(t, 1) tiene p ceros en [δ, 2δ] con

yλ(δ, 1) 
= 0, yλ(2δ, 1) 
= 0. Puesto que los ceros de yλ(t, 1) son no degenerados, existe

un e∗ próximo a 1 tal que Φλ(t, e) y yλ(t, 1) tienen el mismo número de ceros en [δ, 2δ]

para todo e ∈ [e∗, 1[. Por lo tanto, θλ(t, e) ∈ π/2 + kπ, k ∈ Z+ para p valores distintos

de t ∈ [δ, 2δ]. Como p es arbitrario, se deduce entonces que

θ(0, e) = sup
t∈ [0,π]

θ(t, e) → ∞,

cuando e → 1−. Esto comprueba que la ecuación θλ(0, e) = nπ, tiene solución para

cada n ∈ N con e ∈ [0, 1[. �

Observación. Cabe mencionar en este punto que es posible utilizar la ideas de la

demostración de la Proposición 9.7 para probar la Proposición 9.5 sobre el número
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de ceros de yλ(t, e). Más aún es importante mencionar que los resultados anteriores

se extienden para t ∈ [0, 2π] (es decir M = 2), en efecto, basta con considerar las

ecuaciones

θλ(0, e) = nπ, θλ(2π, e) = −mπ, n,m ∈ N,

en donde

θλ(0, e) = sup
t∈ [0,π]

θλ(t, e) y θλ(2π, e) = ı́nf
t∈ [π,2π]

θλ(t, e).

Veamos cómo se entiende la última definición. Para cada e ∈ [0, 1[ fijo, note que la

función

Xλ(t, e) = Φλ(2π − t, e),

satisface la ecuación diferencial en (9.21) para todo t ∈ R. Más aún,

Xλ(π, e) = Φλ(π, e) = 1, Ẋλ(π, e) = −Φ̇λ(π, e) = 0.

Por unicidad se deduce que

Xλ(t, e) = Φλ(t, e) ∀t ∈ [0, π].

De manera que el estudio de Φλ(t, e) para t cerca de 2π es igual al estudio de Φλ(t, e)

para t cerca de cero. Por otro lado, la función argumento de Xλ(t, e) que denotamos

por θ̂λ(t, e) satisface que

θ̂λ(t, e) = tan
(Ẋλ(t, e)

Xλ(t, e)

)
, t ∈ [0, π],

= − tan
(Φ̇λ(2π − t, e)

Φλ(2π − t, e)

)
, t ∈ [0, π],

= −θλ(s, e), s ∈ [π, 2π].

Por lo tanto,

θλ(2π, e) = ı́nf
t∈ [π,2π]

θλ(t, e) = − sup
t∈ [0,π]

θ̂λ(t, e).
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[13] D. NUÑEZ, R. ORTEGA. Parabolic fixed points and stability criteria for nonlinear Hill’s equation,

Z. Angew. Math. Phys., 51 (2000), 890-911.

[14] C. ESCUDERO, A. RIVERA, P. TORRES. Chemical oscillations out chemical noise, SIAM J.

Applied Dynamical Systems, 10 (2011), 960-986.

[15] J. FURA, A. RATAJCZAK, S. RYBICKI. Existence and continuation of periodic solutions of

autonomous newtonian systems, J. Diff. Equs., 218 (2005), 216-252.

[16] E. FREIRE, A. GASULL, A. GUILLAMON. First derivative of the period function with applica-

tions, J. Differential Equs., 204 (2004), 139-162.

[17] J. HAGEL. A new analytical approach to the Sitnikov problem, Celestial Mech. Dynam. Astro-

nom., 53 (1992), 267-292.

[18] J. K. HALE. Ordinary differential equations, Krieger Publishing Company, Inc., Florida (1980).

[19] E.L. INCE. Ordinary differential equations, Dover 1956.

[20] W. H. MORRIS, S. SMALE. Differential equations, Dynamical Systems and Linear Algebra. Aca-

demic Press, New York and London, 1974.
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[37] R. ORTEGA, A. UREÑA. Introducción a la Mecánica Celeste, editorial Universidad de Granada,

2010.

[38] E. PERDIOS, V.V. MARKELLOS, Stability and bifurcations of Sitnikov motions, Celestial Mech.

Dynam. Astronom., 42 (1988) 187-200.

[39] H. POLLARD. Mathematical introduction to celestial mechanics, Prentice Hall, 1966.

[40] V.A. PLISS. Nonlocal Problems of the Theory of Oscillations, Academic Press, 1966.

[41] L.D. PUSTYL´NIKOV. On the measure of one-way oscillating motions for the Kolmogorov and

its generalization in the n-body problem, Russian Math. Surveys, 53 (1998) 1102-1103.

[42] P. RABINOWITZ. Some global results for nonlinear eigenvalue problems, J. Funct. Anal., 7

(1971), 487-513.

131



[43] H. RUNCKEL. On the zeros of the hypergeometric function. Math. Ann., 191 (1971), 53-58.

[44] C.L. SIEGEL. J.K. MOSER. Lectures on Celestial Mechanics. Springer-Verlag, New York, 1971.

[45] K. A. SITNIKOV. Existence of oscillating motion for the three-body problem, Dokl. Akad. Nauk,

133 (1960) 303-306.

[46] I. STARKGOLD. Branching of solutions of nonlinear equations, SIAM Review, 13 (1971) 289-332.

[47] F. VERHUSLT. Nonlinear differential equations and dynamical systems, Universitex, 1985.

[48] E. B. VAN VLECK. A determination of the number of real and imaginary roots of the hypergeo-

metric series, Trans. Amer. Math. Soc., 3 (1902), 110-131.

[49] D. WHITLEY. Discrete Dynamical Systems in Dimensions One and Two, Bull. London Math.

Soc., 15 (1983), 177-217.

[50] C. ZANINI. Rotation numbers, eigenvalues and Poincaré-Birkhoff theorem, J. Math. Anal. App.,
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