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Tema 1.

ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS EN EL AULA

Este tema sirve de introduccion al libro. En él se justifica el interés educativo
de emplear materiales y recursos en la ensefianza de las Matematicas. Para
ello comenzamos por distinguir entre ensefiar y aprender, argumentando que
para aprender hay que “hacer” y los materiales y recursos permiten que el
alumno haga. Mas adelante, en este apartado distinguimos entre materiales y

recursos.

A lo largo de este capitulo utiizamos la ensefianza y aprendizaje de las
fracciones para poner ejemplos de materiales. El primero es el Libro de

Fracciones.

En correspondencia a la diferencia entre ensefiar y aprender hay que
distinguir entre actividades de ensefianza y actividades de aprendizaje.
Proponemos organizar actividades relacionadas entre si, formando tareas
que afrontan problemas concretos relacionados con el contenido que se
pretende ensefiar, y que estdn compuestas por actividades relativas a una

misma situacioén de aprendizaje.

Segun el tipo de actividades de ensefianza y aprendizaje se estara realizando
un modelo de ensefianza u otro. Clasificamos las actividades de acuerdo con

varios criterios y ponemos el ejemplo de una tarea de opinion.

Antes de introducir nuevos conceptos presentamos algunos materiales
didacticos para la ensefianza y aprendizaje de las fracciones. Agrupamos los
materiales en dos categorias, los que pretenden el aprendizaje de conceptos
y los que promueven la ejercitacion de destrezas de manera ladica.
Presentamos los materiales conceptuales para la ensefianza y el aprendizaje
de las fracciones. Tres de estos materiales son faciles de construir a partir de
unas imagenes que pueden fotocopiarse (Circulo de Fracciones, Diagrama
de Freudenthal y Transparencias de Cuadrados). Posteriormente se

presentan los materiales para ejercitar.
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La ensefianza que utiliza materiales didacticos tiene que cambiar la
disposicion del aula, convertirla en taller o laboratorio de Matematicas, con
mayor protagonismo de la ensefianza indirecta, en la que el alumno

desarrolla conocimientos a partir de su trabajo con materiales.

Finalmente sintetizamos el contenido del tema y las ideas mas importantes y

enunciamos actividades para profundizar en lo aportado en este capitulo.

1. ENSENAR Y APRENDER.

- ;STRIPE ES
EL QUE NO

APRET/,

s

ENSENO
TRUCOS
A STRIPE

Como aparece en la historieta de Bud Blake (1987), ensefar y aprender son
cosas diferentes. El profesor ensefia para que el alumno aprenda. Para
aprender, el alumno escucha, copia, resuelve, actla, y finalmente memoriza.
Ademas tiene que ponerle nombre y saber cuando debe usar lo aprendido,
para utilizarlo cuando la situacién lo requiera. Si lo emplea para resolver
problemas reales, el alumno sera competente para emplear lo aprendido. Si
sb6lo las emplea cuando el profesor le pregunta, estar4d desarrollando

aprendizaje meramente escolar.

En la vifieta se ejemplifica un aprendizaje escolar, en el que Tigre, el nifio,

dira que el perro ha aprendido a hacer trucos si:
- Stripe hace gestos que no son habituales en un orden determinado
- Justamente cuando se lo sugiera €l (Tiger).

El aprendiz hace gestos si mueve los musculos necesarios siguiendo una

secuencia completa. Para responder a la llamada de Tigre, Stripe tiene que
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asociar su respuesta con los gestos de Tiger que lo reclaman (el estimulo).

El aprendizaje de las Matematicas es mas complejo que el del perro Stripe,
tanto por la cualidad de ser racional del aprendiz humano, como por la
complejidad del conocimiento matematico. Aprender Matematicas no consiste
s6lo en memorizar una serie de destrezas sino en tener ideas, comprender

conceptos para saber en qué ocasiones y con qué problemas se utilizan.

Para llegar a esto el que aprende tiene que llegar a crear la siguiente cadena

de conductas:

Hacer — Interiorizar — Organizar — Retener — Identificar las condiciones — Recuperar

Por tanto para aprender hay que hacer. Desde lo mas elemental que es
repetir, a lo mas complejo que consiste en enfrentarse a problemas y tratar
de resolverlos. Tanto para recordar como para comprender, identificar, etc.,

es importante que el que aprenda haga. Un proverbio chino dice:

Oigo y olvido
Veo y recuerdo

HAGO Y APRENDO

Los educadores han inventado medios que facilitan que los alumnos actuen,
hagan (primer eslabon de la cadena). Unos medios son especificos
(programas informéticos didacticos, como el CABRI Géometre o el mas
actual GEOGEBRA, o los Bloques Multibase de Dienes). Otros son
instrumentos que se han empleado en algin momento histérico (como la
regla de calculo, hoy en desuso, que se puede emplear para la ensefianza de
la aritmética), o con otras funciones (como el abaco, que aun se utiliza para el
calculo aritmético). Estos medios que facilitan el hacer, son lo que llamamos
MATERIALES Y RECURSOS para la ensefanza.

Carretero, Coriat y Nieto (1955), los definen de la siguiente forma:
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RECURSOS:

Se entiende por recurso cualquier material, no diseflado especificamente
para el aprendizaje de un concepto o procedimiento determinado, que el

Profesor decide incorporar en sus ensefanzas.
MATERIALES:

Se distinguen de los recursos porque, inicialmente, se disefian con fines
educativos (Si bien, en general, un buen material didactico transciende la
intencion de uso original y admite variadas aplicaciones; por ello, no hay una

raya que delimite claramente qué es un material y qué es un recurso).

Los mismos autores ponen ejemplos:

RECURSOS:

La calculadora, la fotografia y diapositiva, la prensa, los programas y
anuncios de radio y TV, los videos, programas de ordenador de propdsito
general (procesadores de texto, hojas de calculo, editores de graficos,
gestores de bases de datos), los juegos, el retroproyector y la historia de las

matematicas
MATERIALES

Las hojas de trabajo preparadas por el profesor, los programas de ordenador
de proposito especifico (paquetes de estadistica elemental, por ejemplo),

materiales manipulativos, etc.

Cascallana (1988) llama materiales estructurados a los que estamos

llamando materiales, y no estructurados a lo que llamamos recursos.

La historia de los materiales didacticos para la ensefianza de las Matematicas
no es reciente. EI muy recomendable capitulo de Szendrei, en el Handbook
(Bishop et all., 1996), hace un recorrido por el papel que han desempefiado los
materiales en la ensefianza de las matematicas. El articulo de Thompson,

(1994) nos da una idea sobre el papel y las cualidades de los materiales.
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Es recomendable mirar libros clasicos para darse cuenta de materiales
especificos que fueron propuestos por sus autores, o que han sido adaptados
por profesores creativos. Es de destacar el libro de D. Pedro Puig Adam
(1958), en el que se muestran una gran cantidad de materiales para la
ensefianza y aprendizaje de conceptos matematicos. Puig Adam pertenecié a
la Comision Internacional para el Estudio y Mejora de la Ensefianza de las
Matematicas, en cuyos simposium presenté el material que aparece en su
libro. Dicha Comision edité las actas del segundo simposiun, en version
espafola de Gonzalo Medina (1964), donde se nos da una idea de los
materiales que se estaban proponiendo en los afios 60 del pasado siglo y que
deberiamos retomarlos. En el texto se recogen las intervenciones de
especialistas de siete paises que estudiaron en conjunto el tema del material
de ensefianza. Como se sefiala en el prélogo, la simple cuestion de la historia
de la pizarra, atil fundamental de la ensefianza tradicional y moderna, es de
tal magnitud que mereceria un estudio por si sola. Ello nos llama la atencion
sobre la importancia de los recursos, pues la pizarra es, junto al lapiz y papel
y los dUtiles de dibujo, recursos tan extendidos para el estudio de las
Matematicas, que nos lleva a pensar en cOmo seria la ensefianza sin su

empleo.

La Federacion Espafola de Sociedades de Profesores de Mateméticas
organizé en Granada en el afio 1998, un seminario sobre el empleo de
materiales y recursos para la ensefianza de las mateméaticas. Sus materiales

de trabajo muestran un amplio abanico sobre este campo.

En la situacion actual se nos abren nuevos recursos que tenemos que
considerar en nuestra tarea docente. El articulo de Manolo Alcala, de una de
sus exposiciones en el Movimiento Cooperativo de Escuela Popular:
http://www.quadernsdigitals.net/datos_web/hemeroteca/r_7/nr_111/a_1343/1343.htm,
da un barrido interesante sobre el papel de los materiales. Puede ser
ampliado con los textos de la coleccién sintesis (Hernan y Castillo, 1988 vy

Burgués y otros, 1988).

La pizarra es un recurso para exponer que debemos separar de recursos

para hacer. Castelnuovo (1970) en otro libro fundamental para comprender el
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papel de los materiales de ensefianza, distingue entre materiales colectivos,
cuya funcion es mostrar, de materiales individuales que permiten al nifio
hacer. Hay que reconocer que muchos materiales de los destacados en el
texto de la Comision Internacional son materiales colectivos. Entre ellos es de
destacar la amplia muestra de filmes didacticos que ya existian en su época,
para la enseflanza de las Matematicas, y que se han ampliado notablemente

en la actualidad, con la explosién de las nuevas tecnologias.

Los materiales y recursos permiten al profesor plantear tareas para que los
alumnos utilicen los conceptos matematicos. Asi, por ejemplo, los alumnos
ponen en juego su idea de poligono cuando tienen que resolver la tarea de
construir el poligono de mayor perimetro con el TANGRAM. Fruto de esta
tarea se replantean qué es un poligono, cuales son aceptables, etc., o que
les obliga a acudir a la definicién para poder llegar a resolver la tarea.

Por dltimo destaquemos que los materiales y recursos sirven de soportes
para que los alumnos actien de manera practica frente a los problemas que

componen la tarea.

Actividades

1.1.A: Recordar recursos y materiales para la ensefianza de las Matematicas.

Distinguir cudles son recursos y cuales materiales.

1.1.B: Buscar en la red informatica paginas de ensefianza de las Matematicas

y materiales y recursos.

1.1 UN MATERIAL: EL LIBRO DE FRACCIONES.

Para aclarar lo que es un material didactico veamos un ejemplo relacionado
con la ensefanza de las fracciones: El Libro de Fracciones. El mas conocido

esta comercializado por Nardil SL.

10
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El libro estd formado por paginas divididas en partes mediante dibujos y
cortes (figura 1.1.A) que representan fracciones. La hoja completa es la
unidad. Debajo de estas hojas hay
un segmento en el que se han
representado las fracciones
correspondientes. Tiene dos juegos

de hojas que corresponden a

fracciones con denominador

Figura 1.1.B: Tercios

potencias de 2 y las ligadas a las

divisiones en tres partes.

Recomendamos al lector que

reproduzca el libro de fracciones,
busque formas de  obtener

fracciones equivalentes y operar

Figura 1.1.A: Libro de Fracciones, Medios con fracciones empleando el libro

de fracciones. A continuacion aparece una pagina que se puede fotocopiar y

recortar, para hacer un Libro de fracciones (figura 1.1.C).
Ejemplos de actividades con el libro de fracciones son:

LF1- Obtener fracciones equivalentes.

LF2- Descomponer fracciones en varios sumandos, como:

N| -
w|nN
<
o|lu

LF3- Estudiar cuantas veces una fraccion contiene a otra. Por ejemplo,

. 1 . 1 . 1 . 1 . .
cuantas veces Econtlene a Z Cuantas veces Z contiene a E Qué porcidn

de % es % Cuéntos sextos se necesitan para cubrir %etc.

11
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LIBRO DE FRACCIONES
1] 1| 1| 1] 1 1| 1| 1] 1] 1 1 1
2| 2| 2| pnlelpeplel 2|2 12|12
1 1
1 1 1 1 1 1
6 6 5 6 6 6
1 1 1
9 ] K]
1 1 1 1 1 1 1 1
8 8 8 g 8 8 8 8
1 1 1 1
1 4 4 4
1
2 2

Figura 1.1.C: Paginas para hacer el Libro de Fracciones
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2. ENSENANZA Y APRENDIZAJE: ACTIVIDADES Y TAREAS

Al diferenciar ensefianza y aprendizaje hemos distinguido lo que hacen los
dos sujetos que intervienen, el alumno (aprende) y el profesor (ensefia). En la
figura 2.A reproducimos la situacion que aparecia en la historieta de Blud

Blake, distinguiendo lo que hacen uno y otro:

APRENDIZAJE | ENSENANZA

A

ESCUCHAR EXPLICAR

TIENES QUE
HACER ASI
¢ENTIENDES?,

—

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE
VZNVNISN3 3d S3AVAIAILDY

YO ENSENO BIEN.
PERO EL NO
APREMDE

Figura 2.A

Mientras el “profesor” explica, hace, dice, el “alumno” escucha, atiende, mira.
Vamos a llamar ACTIVIDADES DE ENSENANZA a las acciones del profesor,
y ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE a las del alumno. Ponte y otros (1997)

13
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sefialan que: La naturaleza de la actividad de los alumnos en el aula de
Matematicas es una cuestidon central en la ensefianza de esta disciplina. Un
aprendizaje de las Matematicas es siempre el producto de actividades, y si
éstas se reducen, por ejemplo, a la resolucién repetitiva de ejercicios para
aplicar ciertas férmulas, eso sera lo que aprenderan, y ello va a perdurar, es
decir, aprender de memoria las formulas. Por tanto esta sera la imagen que

adquiriran de las Matematicas.

¢,Como organizar las actividades para que los alumnos comprendan las
matematicas y las apliguen a resolver problemas, es decir, sean
competentes? Ponte y otros (1997) sugieren organizar las actividades en
TAREAS DE ENSENANZA Y APRENDIZAJE que utilicen las Matematicas

para resolver problemas con sentido.

La ensefianza de un [ peobogqem BROR KR ETS o 4uo LRas

NN &
PONDE- 56 CONGUMEN HHO Ly s %fsmﬁ WW%.E

contenido matematico por R e ot om0 WARAL /
§

8-1'.

tareas, busca situaciones en
la que se aplique el
contenido. Por ejemplo,

situaciones sobre el

consumo del agua, como la Figura 2.B: Ferreres en El Periédico de Catalufia
de la vifieta de Ferreres (Figura 2.B), sirve para disefiar una tarea de

ensefianza y aprendizaje de la proporcionalidad. El estudio del consumo de
agua en distintos paises, seria la “situacion de aprendizaje”.

Cada tarea de ensefianza se compone de:
- Un contenido matematico
- Una situacion de aprendizaje

Por ejemplo, para ensefiar el Teorema de Pitagoras se puede explicar
desarrollandolo en la pizarra (actividad de ensefianza), mientras los alumnos
escuchan, atienden y anotan (actividades de aprendizaje). Una ensefianza
basada en tareas propone secuencias de ensefianza y aprendizaje
compuestas de varias actividades relacionadas que sean problemas

14
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significativos en los que se aplica. Es por ello que hay que afiadir al contenido
matematico la situacion de aprendizaje. Se buscan las situaciones de
aprendizaje entre las situaciones cotidianas, cientificas o técnicas en las que
se aplica el Teorema de Pitdgoras. Como sabemos el Teorema de Pitagoras
es una condicibn métrica necesaria y suficiente para que tres segmentos

formen un triangulo rectangulo, por lo que se puede aplicar para:

- Determinar la longitud de un lado de un triangulo rectangulo, conocidos los

otros dos lados
- Averiguar si tres segmentos forman un triangulo rectangulo
- Construir angulos rectos

También se puede interpretar el Teorema de Pitagoras como una relacién
métrica entre las areas de figuras semejantes construidas sobre los lados de
un triangulo rectdngulo. En estas condiciones se puede emplear para
determinar el area de una figura conocidas las de otras, estudiar si son
semejantes, etc. Analizar las funciones del Teorema de Pitdgoras es
establecer la fenomenologia del concepto (Rico, 1997). Al estudiar la
fenomenologia completamos el analisis de concepto con la busqueda de
situaciones y contextos en que se utliza. En el caso del Teorema de
Pitagoras, determinar longitudes y angulos son funciones utiles para la
construccion y carpinteria (dibujar una planta rectangular, estudiar si forman
angulo recto paredes, o un estante con la pared), topografia (determinar
distancias entre puntos, en un plano, alturas inaccesibles, etc.), y otros

campos cientificos (composicion de fuerzas, por ejemplo).

15
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‘ Media proporcional ‘ Trité'ngmlo ,_E]
\ rectangulo

/\_\“‘-—ﬂ

Tade la ‘ T2 de F’iégoras ‘

/ Altura

‘ Cuadrar figuras ‘

Generalizacion
del teorema

Aplicaciones

Reciproco
del teorema

- o Interpretacion
m& como longitud

y de la altura

Fenomenologia

Arte y pintura
Arquitectura

Figura 2.C. Fenomenologia T. Pitagoras

Ternas
pitagoéricas \

Interpretacion
como superficie

Decoracién

Muchas
Demostraciones

En la figura 2.C, aparece un mapa conceptual elaborado por alumnos de la
asignatura Didactica de la Matematica, en el que se aprecia un estudio

fenomenoldgico del Teorema de Pitagoras.
Ejemplo de tarea para ensefiar el Teorema de Pitagoras es la siguiente:
EJEMPLO: Dibujar una cancha de tenis en el patio del colegio.

- El contenido matemético es el Teorema de Pitagoras

- La situacién de aprendizaje se sitia en el ambiente escolar, con una
intencion técnico-practica, afectando, por ejemplo, a los alumnos o al
profesor de Educacion Fisica: dibujar de una cancha de tenis en el
patio del colegio. Para precisar la situacion hay que aclarar en qué
condiciones se va a realizar: con qué materiales contamos, como esta

el suelo sobre el que se va a construir, etc.

A partir de ahi podemos disefiar las actividades de ensefianza y aprendizaje.
Las de enseflanza comenzaran con la introduccién para presentar la tarea.

Posteriormente se plantea la situacion. Actividades de aprendizaje son las

16
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que realizan los alumnos de manera real sobre el suelo (medir con cinta
métrica, buscar propiedades que permitan construir lineas rectas en el suelo,
lineas paralelas y perpendiculares, manejar los utensilios para dibujar la linea
de partida, aplicar las propiedades para obtener la longitud de diagonales de
algunos rectangulos para que guarden cierta perpendicularidad, buscar
propiedades practicas para estudiar si las lineas son razonablemente rectas,
paralelas y perpendiculares, aplicarlas, etc.). Se completan con actividades
de aprendizaje en las que los alumnos redactan un informe final describiendo
el proceso seguido, las propiedades mateméticas empleadas y las

conclusiones que han extraido.

Por tanto para indicar la tarea necesitamos precisar el contenido

matematico y la situacion de aprendizaje.

Pero ademas necesitamos clarificar y decidir las actividades que va a realizar

el alumno como consecuencia de dicha tarea.
En resumen:

Nos parece que la ensefianza debe basarse en TAREAS DE ENSENANZA.
Una Tarea de Ensefianza consiste en una secuencia organizada de
actividades encaminadas a un fin, que tienen sentido completo, presentando

situaciones en las que el aprendizaje cobra sentido.

Las Tareas de Ensefianza se componen de una serie de Actividades de
Ensefanza. Cada actividad de ensefianza provoca una serie de Actividades

de Aprendizaje en los alumnos.
2.1 TIPOS DE ACTIVIDADES Y TAREAS.

Lo que diferencia el modelo de ensefianza que desarrollamos es el tipo de
aprendizajes que pretendemos, y con ello las actividades de ensefianza y

aprendizaje que tienen lugar en nuestra clase (Flores, 2001).

Vamos a clasificar las actividades de ensefianza atendiendo a lo que
pretendemos que los alumnos aprendan. Para ayudarnos a clarificar el tipo

de aprendizaje vamos a diferenciar tipos de actividades de ensefianza:
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Tipos de actividades de ensefianza

De memoria: Su fin es promover que los alumnos realicen actividades de

aprendizaje que le lleven a almacenar, reconocer y/o reproducir informacion

De rutina o de procedimientos: Su fin es promover que los alumnos

aprendan a aplicar procedimientos estandarizados o algoritmos
De comprension o entendimiento: Su fin es que los alumnos:
Transformen versiones de la informacién
Organicen la informacion y la relacionen con otra
Decidan sobre qué procedimientos se pueden aplicar
Apliquen procedimientos a nuevos problemas

De resolucion de problemas: Su fin es que los alumnos desarrollen
destrezas para resolver problemas, identifiguen datos e incégnitas, los
organicen, relacionen con procedimientos conocidos, seleccionen estos

procedimientos y los apliquen, ademas de interpreten el resultado

De opinién: Su fin es promover que los alumnos examinen sus preferencias
y posiciones sobre algo, las expresen, las relacionen con las preferencias de

otros y extraigan conclusiones mas fundamentadas

Las actividades de enseflanza y aprendizaje que utilizan materiales y
recursos pueden ser de cualquiera de los tipos anteriores.

Ejemplos de Tipos de actividades de enseflanza y aprendizaje

empleando materiales y recursos

De memoria: En un reproductor de musica suena la cancion de las tablas

de multiplicar del grupo Parchis, y los alumnos la cantan con el grupo

De rutina o de procedimientos: Los alumnos juegan al domin6 de
fracciones, efectuando mentalmente o con papel y lapiz los algoritmos de las

operaciones con fracciones.
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De comprensién o entendimiento: Con el diagrama de Freudenthal los
alumnos encuentran relaciones entre fracciones, las escriben en forma de

operacion y con palabras.

. : . ., 3
De resolucion de problemas: Los alumnos estudian qué porcién de 2 de

. 1 . .
litro es 5 de litro, comparan capacidades, buscan modelos para

representarlas, las comparan, traducen a operaciones e interpretan el

resultado

De opinion: Los alumnos examinan vifietas humoristicas sobre las
fracciones, en ellas buscan las unidades de referencia y estudian la situacion
que se plantea. Posteriormente elaboran una narracion sobre la situacion

planteada y la cuentan a sus compafieros

En este libro presentamos materiales y recursos validos para muchas clases
de actividades de ensefianza y aprendizaje, deteniéndonos especialmente en

las que buscan que los alumnos comprendan un concepto.

La ensefianza en la que predominan tareas de ensefianza mecanicas (de
memoria y rutina), es mas formal, dirigida a aprender destrezas mecanicas,

produciendo un aprendizaje basado en la memoria.

Una ensefanza para hacer alumnos matematicamente competentes, esto es,
que aprendan a tomar decisiones, generen habitos de aprendizaje, se
capaciten para desenvolverse en situaciones nuevas, etc., utilizara
actividades de ensefianza que promuevan que el alumno participe, con
actividades de aprendizaje abiertas, que aborden contenidos complejos, que

tengan que formularlos verbalmente para compartirlos con sus compafieros.

Para ello sugerimos que la ensefianza esté basada en Tareas de Ensefianza,
centradas en situaciones problema en las que sea necesario el contenido
matematico, como una herramienta para resolverlas. Las actividades estaran

organizadas en un todo, mostrando la matematica como actividad humana.
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En el ejemplo siguiente la situacion de aprendizaje es la utilizacion del conteo
para marcar un tiempo de espera. El contenido matematico son las
caracteristicas de los niumeros racionales. Se ha empleado como recurso una

vifieta humoristica.
EJEMPLO: Una tarea de opinidn con vifietas humoristicas

Contar para no llegar nunca

N

/_I:A LA DE DIEZ -
JEMPIEZA A
CARGAREMOS CONTA
CARGAREMO R, CHIRIPAL
ENEMIGO L
M "

Flgura 2.1.A: Chris Brown, El Correo de Andalucia

En grupos de 4 alumnos, responder por escrito a las siguientes cuestiones.
a) Descripcién de lo que ocurre:

a.l: Relatar situaciones que hayais vivido en la que se utilice un numero para

esperar, con una frase similar a la de la historieta.
a.2. Describir brevemente la historia que se presenta

a.3: Describir las intenciones del protagonista de la historieta y la estrategia

que utiliza para conseguirlo.
a.4: Indicar qué es lo que sorprende de la vifieta, lo que la hace graciosa.
b) Explotacion didactica:

Estudiar cuadntos nameros tiene que decir Chiripa antes de atacar. Analizar
estos numeros (tipo, caracteristicas, etc.). Estudiar qué numeros tendria que
decir para alargar el tiempo de espera. Determinar el tiempo que se emplea
en decir cada numero y con ello calcular el tiempo que tardaran en atacar.
Buscar o inventar otras vifietas humoristicas que traten el problema del
conteo. Analizar las propiedades que tienen que tener los numeros para

poder contar con ellos.
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Indicaciones para el profesor

Realizar una puesta en comun de las respuestas de los alumnos a la
explotacion didactica, profundizando en las caracteristicas de los numeros
racionales. Poner de manifiesto las cualidades de los “nimeros para contar”,
intercalando preguntas como ¢se pueden emplear los nimeros racionales
para contar las paginas de un libro? ¢Por qué? Aludir a la densidad de los
racionales, la inexistencia de “siguiente de”, la diferencia entre conjuntos

continuos y discretos, inexistencia de primer elemento ..etc..

Si disponemos de un grupo de alumnos adecuado, podemos detenernos en
el subconjunto de racionales que aparece en la vifieta, que puede utilizarse
para contar utilizando como unidad 1/8. En este subconjunto se puede sumar
y restar como en N. Estudiar conjuntos como este permite llegar a interpretar
los racionales como naturales con una unidad distinta (como si nuestro
sistema monetario no necesitara los nimeros racionales, ya que se expresa

con cantidades naturales de céntimos).

En la Enseflanza Secundaria Obligatoria se puede utilizar la progresion de
términos enunciados por Chiripa, analizar su correspondencia con los
naturales, estudiando la relacion entre una progresion aritmética y sus

subindices (el nimero de términos, término de lugar..., etc.).

En fin, se puede cerrar la tarea estimulando a que los alumnos encuentren
semejanzas y diferencias entre los conjuntos numéricos respecto al hecho de
contar (existencia de primer elementos, existencia de siguiente, densidad,

referencia a una unidad, etc.).

Para completar la explotacion matematica y didactica del humor, sugerimos a
los alumnos que busquen otras vifietas humoristicas sobre contar y sobre los

numeros racionales.

Después de la puesta en comun, cada grupo de alumnos elaborara un
informe final, resumiendo la historia y estudiando propiedades de los

nameros con los que se puede contar.
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En los siguientes articulos y documentos se amplia la vision sobre el papel
del humor en la ensefianza de las matematicas (Flores, 2003a y b, 2004ay b,

Guitart- Coria y Flores, 2011 y Guitart-Coria, 2010, entre otros).
2.2. MATERIALES PARA LA ENSENANZA DE FRACCIONES.

Para ejemplificar los conceptos tratados en este capitulo nos hemos centrado
en la ensefianza y el aprendizaje de los numeros racionales y las fracciones.
Los hemos elegido por tratarse de un concepto complejo, que acarrea

fracaso escolar y que se extiende a lo largo de toda la ensefianza obligatoria.

Para facilitar su comprensibn comenzamos por plantear un problema. Su
resolucion lleva a distinguir el concepto de operacion con fracciones de los

procedimientos algoritmicos para obtener su resultado.

Problema
Se dispone de 4 pasteles y se le quiere dar a cada nifio 3/5 de pastel. ¢ A
cuantos nifos se les dara pastel? ¢ Cuanto sobra?

La resolucion puede hacerse de dos maneras:

i) 4 =20/5 |_3L5_ ii)4:3/5=20/3=6+2/3
215§ 6

Cada operacion genera una respuesta gue no son iguales:
I) Se da pastel a 6 nifios y sobran 2/5
i) Se da pastel a 6 nifios y sobran 3/5

Buscar explicaciones para resolver esta discrepancia en las soluciones
Identificar los conceptos matematicos que se utilizan en el problema y
estudiar sus propiedades, hasta llegar a interpretar el problema y las
soluciones, asi como las operaciones realizadas.

Recomendamos tratar de resolver el problema antes de seguir leyendo y

buscar una explicacion satisfactoria al mismo.

Si se estudia el problema planteado empleando sélo los conceptos formales
implicados, habra que analizar qué papel juegan los dos algoritmos de la

division que aparecen, cual es adecuado y en qué condiciones.

Solo si al resolverlo mediante acciones sobre representaciones plasticas de

las cantidades se llegara a comprender mejor en profundidad el dilema
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creado y a dar una mejor interpretacion del mismo. En estas condiciones se
pueden abordar cuestiones mas profundas, como por qué no se lleva a cabo
una division entera entre nimeros racionales, cuales son las unidades de los
factores de una division, como se calcula el resto en una division entre

racionales, etc.

Esperamos que esta reflexion haya servido al lector para reflexionar sobre el
papel clarificador que pueden desempefiar las representaciones y materiales
didacticos en la ensefianza de los numeros racionales. Una vez hecha esta
primera reflexion, podemos avanzar hacia el estudio de estos materiales y

recursos.

Cuando el profesor afronta la ensefianza de las fracciones tiene que revisar,
en primer lugar, las directrices que se plantean en los decretos de

ensefianza, sabiendo qué corresponde a cada ciclo educativo.

A continuacion se examinan los materiales y recursos adecuados para
desarrollar los curriculos. Para la ensefianza de las fracciones, requerimos
materiales y recursos para examinar qué representan las fracciones, coémo
relacionarlas con situaciones cotidianas, estudiar qué significan sus
operaciones y cOmo se hacen de manera practica. Diversos documentos nos
dan ideas sobre la ensefianza de las fracciones (Alcala 1986 y 2001, Llinares
y Sanchez, 1991 y Grupo del APMA, 1984), y sobre materiales Coriat (1989).

Para la enseflanza de los nimeros racionales se pueden emplear recursos
clasicos que tienen otras finalidades, como el TANGRAM, o Los NUumeros en
Color o Regletas de Dienes que fueron muy utilizadas en Educacion Infantil.
En este capitulo vamos a referirnos a recursos especificos para la ensefianza

y el aprendizaje de las fracciones, distinguiéndolos en dos tipos:

- Los materiales y recursos conceptuales, que permiten expresar fracciones

y comparar, relacionar y realizar operaciones de manera manipulativa.

- Otros materiales para ejercitarse, que crean condiciones ludicas para
motivar a los alumnos a trabajar con fracciones, aunque tiene que realizar

aparte, por otros medios, los calculos que requieren.
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Entre los materiales conceptuales nos detenemos en el Circulo de

Fracciones, Diagrama de Freudenthal o Muro de fracciones y las

Transparencias de Cuadrados (y Demostracion Fracciones).

Entre los materiales para ejercitarse vamos a ver el Dominé de Fracciones

y la Baraja de Fracciones.

Actividades

1.2.2.A. Identificar los términos que no son familiares en el Curriculo de
Matematicas del Ministerio referidos a fracciones, y buscar documentos para

profundizar en ellos.

1.2.2.B. Examinar las lecciones dedicadas a fracciones en libros de texto de
Matematicas de la ESO y estudiar si se adaptan al Curriculo del MEC.

1.2.2.C. Hacer una busqueda informatica de materiales y recursos para la

ensefianza y el aprendizaje de las fracciones.

Circulo de fracciones

En el anexo A.1 aparecen las dos piezas que componen el Circulo de
Fracciones. Recomendamos al lector fotocopiar y recortar los dos circulos
(amarillo y azul), cortar el radio que aparece en blanco en cada uno e
insertarlos, de manera que se puedan girar. Con este sencillo instrumento se

pueden representar fracciones del circulo unidad.
Con el Circulo de Fracciones se realizan las actividades siguientes:

CF1: Identificar qué fracciones aparecen indicadas en el Circulo y qué

fracciones corresponden a las marcas sin nombre
CF2: Identificar qué fracciones equivalentes aparecen en el Circulo
CF3: Representar diferentes fracciones empleando el Circulo

CF4: Estimar una fraccion determinada de manera directa o inversa. Para ello

colocar los circulos de manera que no veas los nimeros:
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a) Pensar en una fraccién y tratar de construirla sin emplear las marcas.

Contrastar posteriormente la estimacion mirando los nimeros

b) Colocar (o dar a alguien para que lo haga) una porcion y tratar de
identificar la fraccion a la que corresponde. De nuevo se puede
comprobar la precision de la estimacion dandole la vuelta al Circulo

CF5: Realizar operaciones empleando el Circulo de Fracciones.

Materiales conceptuales: Diagrama de Freudenthal (Muro de fracciones) y

Puzzle de Fracciones

El Diagrama de Freudenthal o Muro de Fracciones, consiste en un rectangulo
dividido en franjas, cada una de ellas representando una unidad, que se
encuentran divididas en distintas porciones. Con él se pueden comparar

fracciones, estudiar la relacion que existe entre ellas y realizar operaciones.

En el Anexo A.2 aparece el Muro de Fracciones. Recomendamos fotocopiarlo

para realizar las siguientes actividades:

DF1: Identificar cada trozo

DF2: Buscar fracciones equivalentes

DF3: Pensar en formas de ordenar fracciones

DF4: Buscar estrategias para realizar operaciones con fracciones.

Veamos por ejemplo, como se puede hacer la multiplicacion:

o . 1 1
a) Con numeradores unitarios, por ejemplo Exg:

x — = mitad de %

N |-
Wl

Por tanto se divide por la mitad una de los rectangulos que representan

tercios y se busca con qué otra division coincide.
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o . 2 1
b) Numeradores no unitarios, por ejemplo §><Z:

= 2 veces la tercera parte de %

w|nN
X
NP

Habra que obtener la tercera parte del rectangulo de los cuartos, repetirlo dos

veces Yy buscar con qué divisién coincide.

DF5: Buscar estrategias para demostrar igualdades y desigualdades con

sumas y restas de fracciones, empleando el Muro.
El Puzzle de Fracciones

Una variante del Muro de Fracciones es el Puzzle de Fracciones, que
consiste en un Diagrama de Freudenthal en madera, con los trozos divididos
(figura 2.2.A).

Figura 2.2.B: Sumas

La ventaja de este puzzle es que se pueden mover las piezas y asi realizar

fisicamente la suma y resta de fracciones.

Por ejemplo se pueden buscar todas las combinaciones de fracciones que, al
sumarlas dan lugar a otro trozo o fracciéon, tal como aparece en la figura
2.2.B.
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Recomendamos al lector estudiar otras actividades que pueden plantearse
con este material. Es interesante identificar qué se esta haciendo en las
figuras 2.2.C,D,EYy F.

——

- = g e
Figura 2.2.C: Desigualdades Figura 2.2.D: Igualdades
|
= T .mm-wrm-.uzmgwg-ma..rmij
Figura 2.2.E: Estimacion Figura 2.2.F: Desigualdad

Con el Muro y el Puzzle podemos abordar la siguiente tarea:

EJEMPLO: Establecer relaciones entre fracciones y expresarlas por medio

de operaciones con fracciones.

Tomemos el Muro de Fracciones. Si queremos obtener las mitades de
cuartos podemos ir buscando en las bandas inferiores para ver cual de ellas
hace que las divisiones de los cuartos queden divididas en dos partes. Asi

identificaremos la Tabla de octavos.
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Este resultado lo podemos expresar por medio de varias operaciones.

- Obtener la mitad es dividir por 2, luego Z: 2 =%

1 1

- “Hacer la mitad” es “hacer un medio de”, luego la operacion es: E>< 18

- Si uno es la mitad del otro, su divisién es 2, es decir: %:%= 2

|
NP

- O sea uno es doble del otro: 2x

Recomendamos ejercitarse, utilizando el Muro o el Puzzle de Fracciones
para encontrar fracciones que estan en una relacion dada con otra, para

traducir estas relaciones en operaciones y por medio de frases, en los

siguientes ejercicios de fracciones.
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Expresion verbal

Representacion en Muro

de Fracciones

Expresion
operaciones

con

Frases derivadas

(Ejemplo)

La mitad de % es__

N
|
[ =

o= FNGE
1] |
v RIP

N AP NP AR
EN

|

La mitad de 1es 1
4 8

—de — es —

2 8

1 1
— cabe 2 veces en —
8 4

. 1
— contiene 2 veces a —
4 8

1 1
— es el doble de —
4 8

La cuarta parte de

—es

8

contiene

veces a —

esta contenido

1
4 veces en—
2

4
—es esquivalente a
12

es

3
equivalente a Z

La suma de

1 1
—+—equivale a
2 4
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Materiales conceptuales: TC: Transparencias de Cuadrados y Demostracion

Fracciones

Las Transparencias de Cuadrados consisten en dos hojas con el mismo
dibujo, una impresa en transparencia y la otra en papel opaco. En ellas se
han dibujado cuadrados divididos en diferentes porciones iguales.

En el anexo se encuentra el archivo con las Transparencias de Cuadrados.
Recomendamos al lector imprimirlo en transparencia y en papel opaco, para

realizar las siguientes actividades:

TCDL1: Identificar las fracciones que aparecen en las hojas y todas las que

puedes obtener en ellas.

TCD2: Buscar estrategias para obtener fracciones equivalentes empleando

las Transparencias.

TCD3: Realizar operaciones con fracciones empleando las Transparencias:
suma, resta, multiplicacion de una fraccién por un natural, multiplicacion de

fracciones, division de una fraccion entre un natural y division de fracciones.

TCD4: Hacer un esquema con todas las operaciones que se pueden realizar

empleando las Transparencias, describiendo los procesos realizados.

Con el Muro de Fracciones y los materiales similares se puede llevar a cabo

la multiplicacion de fracciones concebida como fraccion de fraccion. En ella la

. - . . A1
primera fraccion actia como operador, tras aplicar la segunda ( Exg se

. - 1 1

identifica como > de lo que resulta de 5").

Con las Transparencias de Fracciones se emprende la multiplicacion
combinatoria, que es la que lleva a obtener el &rea de un rectdngulo de lados

. . L.l 01 . . . 1 1
fraccionarios. Asi “Exg” seria “el area de un rectangulo de lados > y 5”.

Para calcularla se toma el cuadrado dividido en medios y se cruza con el
dividido en tercios. Aparece un cuadrado dividido en sextos, en el cual es
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posible identificar el rectangulo pedido y darse cuenta de qué porcién es del
original, tal como se aprecia en la figura 2.2.G.

N\
m—ry

Figura 2.2.G: Multiplicaciéon de un medio por un tercio con Transparencias

%
.
>

Sugerimos al lector buscar estrategias para hacer divisiones de dos tipos:

Comparar partes

, 1 . 1
¢ Cuantas veces 5 contiene a 5?

Operacion inversa de la multiplicacion que obtiene el area

L . : ) 1 .
¢, Qué mide el lado de un rectangulo que tiene de area 5 si uno de sus

lados mide %?

Demostraciéon Fracciones

Figura 2.2.H: Demostracion Fracciones

Una variante de las Transparencias de Cuadrados es el juego comercializado

por Nardil SL, Demostracion Fracciones, que aparece en formato de baraja.
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Cada carta de la baraja es un cuadrado dividido en fracciones. Unas cartas
son opacas mientras que otras son transparentes. En las opacas se
representa la divisién del cuadrado con segmentos verticales, mientras que
las transparentes las representa por segmentos horizontales. En la figura
2,2,H aparecen algunas de ellas.

La utilidad es muy parecida a las Transparencias, por lo que dejamos a la

imaginacion y estudio del lector discriminar estos dos materiales.

Materiales para ejercitarse en las fracciones: BF: Baraja de Fracciones

Hay diversas barajas de fracciones. En todas ellas las cartas tienen dibujadas
fracciones mediante alguna forma de representacion. Unas mediante areas o
longitudes. Otras mediante porciones de conjuntos discretos (un conjunto de
canicas, por ejemplo). Otras las representan de forma numérica
(numerador/denominador), o en forma de porcentajes y decimales. Estan
comercializadas por diversas firmas, entre ellas Nardil SL, y Proyecto Sur. Es
facil fabricarse una baraja, sin mas que decidir los palos (las formas de
representacion - é&reas de rectdngulos, longitudes, representacion
fraccionaria, porcentajes- ) y las 10 cartas de cada palo. Y ... a jugar. Se
pueden adaptar los juegos clasicos de baraja: buscar parejas, escoba-
arrastre, juntar familias, etc. Con una baraja comprada sugerimos las

siguientes actividades:

BF1: Identificar las fracciones que aparecen en la baraja, comparar las cartas

con las de una baraja espafiola o francesa y organizarlas.

BF2: Jugar a la “escoba” empleando la baraja. Para ello repartir 5 cartas por
jugador dejando 4 cartas en la mesa boca arriba. Por turnos, un jugador echa
carta a la mesa y se puede llevar (barrer) las de la mesa cuando entre la que
echa y las que retire suman exactamente la unidad. Si no logra barrer
simplemente echa una carta en su turno. Cada vez que se echa una carta se
retira otra del mazo. Gana el que consigue barrer mas cartas, una vez

terminado el mazo. Se pueden plantear variaciones, primando algunas
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caracteristicas, como conseguir la unidad por mas de dos cartas, por

ejemplo.

BF3: Inventar otros juegos que requieran utilizar otras operaciones con

fracciones.

Como se puede comprobar, al jugar con estas barajas hay que efectuar las
operaciones mentalmente o calculando con lapiz y papel. Los alumnos que
juegan con ella tienen que saber obtener las operaciones mediante otros
procedimientos. Para ello pueden completarse empleando otros materiales

conceptuales que le permitan realizar las operaciones.

Estos materiales sirven para que los alumnos realicen operaciones de una

manera ludica, aunque puedan limitarse a resolverlas de manera algoritmica.

Existen otros juegos de barajas de fracciones. Recomendamos las que
aparece en uno de los primeros numeros de la revista Suma, en un articulo
de Moisés Coriat [Coriat, M. (1989). Baraja de Fracciones. SUMA 3, 69-72].
En cada naipe de esta baraja aparecen varias representaciones de una
fraccion. La baraja se enriquece con el aporte de cartas en blanco que puede
rellenar el alumno, con lo que trabaja la equivalencia entre las formas de

representacion. En el articulo se sugieren juegos.
Materiales para ejercitarse en las fracciones: Dominés de Fracciones

El Dominé de fracciones se diferencia del domind clasico en que las caras de
las fichas contienen fracciones representadas de diversas formas. Sugerimos
al lector disefiar uno especifico para cada finalidad. En sus caras pueden
presentarse operaciones con fracciones, representaciones de las fracciones,
nombres de las fracciones e incluso enunciados de ejercicios de operaciones

con fracciones (por ejemplo, la mitad de un tercio).

Existen domindés de fracciones que estan comercializados, pero no todos
guardan la estructura de domind. Es recomendable trabajar con los que
guarden la misma estructura del domind clasico, es decir aquellos que tengan

la misma cantidad de numeros distintos (fracciones en este caso)
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combinadas entre si. En el dominé clasico hay siete caras diferentes (0, 1, 2,
3, 4, 5y 6) combinadas de dos en dos todas ellas, hasta completar 28 fichas.
Cada numero esta representado por el mismo dibujo. Sin embargo en el
dominé de fracciones es conveniente utilizar diferentes representaciones de

las fracciones con objeto de hacerlo mas instructivo.

Recomendamos al lector construir un dominé o conseguir uno y realizar las

siguientes tareas:

DF1: Identificar las piezas y las fracciones. Compararlo con un domindo

clasico.
DF2: Clasificar las piezas como en un dominé de numeros

DF3: Jugar al domino con otros comparieros, utilizando las reglas clasicas del

dominé

DF4: Jugar al solitario con el domind. Se invierten las piezas y se barajan. Se
colocan ahora en filas decrecientes (7, 6, 5, 4, 3, 2 y 1). Utilizando como
referencia esta representacion, se coloca la pieza que ha quedado suelta (la
ultima) en el lugar que le corresponderia, sabiendo que las 7 de la primera fila
estan ordenadas desde la menor a la mayor, las 6 de la segunda igual, etc.
Levantar para ello la que ocupa su lugar y buscar el de ésta, y asi
sucesivamente. Se gana el solitario cuando se consigue colocar todas las

piezas antes de que salga la correspondiente a la ultima ficha.

DF5: Inventar otros juegos que requieran utilizar otras operaciones con

fracciones.

Igual que sucedia con la baraja, para jugar con el domind hay que realizar las
operaciones mediante procedimientos ajenos al juego (aplicar el algoritmo,
calculo mental, calculadora, etc.). Por tanto puede complementarse
empleando otros materiales conceptuales con los que hacer las operaciones.

Los materiales presentados en este epigrafe sirven para que los alumnos
realicen operaciones de una manera ludica, aunque puedan limitarse a

resolverlas de manera algoritmica.
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3. LOS MEDIOS: EL AULA COMO LABORATORIO, TALLER DE
MATEMATICAS

En los apartados anteriores hemos presentado algunas actividades para
manejar las fracciones empleando materiales didacticos. En ellas se observa
gue hemos enfatizado los materiales conceptuales, proponiendo actividades
para que los alumnos manejen los conceptos (fraccion, operaciones con
fracciones, orden, equivalencia), utilizando diversas formas de representarlas.
Hemos dado menos importancia a las actividades dirigidas a aprender los

algoritmos.

Al emplear materiales y recursos en la ensefianza de las mateméticas se
altera el modelo habitual de clase, dando lugar a nuevas caracteristicas.

Resumamos algunas:

- La clase adquiere el modelo de laboratorio: los alumnos actdan para
resolver situaciones problematicas, pueden moverse, manipulan, etc.,

segun las caracteristicas del material empleado.

- Las unicas limitaciones se establecen por el propio material y las

condiciones del grupo clase.

- Manipular el material tiene una intencion didactica que es provocar el
aprendizaje matematico. Para ello el material tiene que ir
acompafiado de unas actividades bien disefiadas que los alumnos

tienen que realizar.

- La enseflanza y el aprendizaje comienzan por la resolucion de
problemas practicos (no siempre del mundo cotidiano). Sélo después
de la resolucion se puede llegar a formular las definiciones y
propiedades de los conceptos matematicos. Por tanto se trata de una
ensefianza y aprendizaje indirectos, pues los alumnos aprenden al
hacer, cuando van generando destrezas para resolver los problemas,
organizando esas destrezas de una manera sistematica que le permita

afrontar problemas méas complejos.
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- Cuando trabajan con los materiales para realizar las actividades los
alumnos tienen libertad de actuacion. Solo se corrigen aquellas
conductas que pueden deteriorar el material, que molestan a los
compafieros o que pueden distraer la atencién. Por tanto no se evitan

los errores o los caminos infructuosos.

- Como la actuacion se presta a interpretaciones individuales el trabajo
se complementa con una puesta en comun de los resultados
obtenidos, con lo que se obliga a que justifiquen, validen y formulen
las apreciaciones que se han realizado.

El laboratorio de matematicas tiene que ser similar a otros laboratorios, es
decir, en él se plantean y resuelven situaciones interesantes, empleando
medios adecuados y permitiendo la creatividad. En el laboratorio el
conocimiento formal se utiliza cuando se necesita, pues lo mas importante es
el problema que se quiere resolver. Al utilizarlo el alumno se familiariza con
él, lo interpreta, le da sentido y de ahi surge aprendizaje. Por tanto en un
laboratorio se ensefia y aprende, siendo este aprendizaje una consecuencia
de la accion. Decimos que se promueve un aprendizaje indirecto, que se
opone al modelo tradicional directo, en el que se presenta el contenido antes

de resolver las situaciones para las que se ha creado.

El aprendizaje directo se asocia con la memorizacion de definiciones y
procedimientos. En el indirecto se aprende haciendo, aunque después haya

que memorizar de manera sistematica, para recordar el procedimiento.

Partimos de que el que aprende es el alumno. Pero cada alumno tiene unos
habitos particulares e interpreta las instrucciones de manera diferente. Por
todo ello las tareas propuestas con materiales y recursos estan menos
reguladas que cuando tiene protagonismo el profesor. Se puede interpretar
que muchas de estas tareas son de investigacion y opinioén, por lo que
tenemos que establecer algun tipo de control que ayude a compartir lo
aprendido, dandole los limites que establezcan su formulacion, justificacion y
fundamentacién. Por ello deben completarse mediante la realizacién de

puestas en comun para obligar a expresar lo aprendido y darle forma que
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permita su retencion y recuperacion, cuando sea necesario.

Esperamos que estos conceptos se vayan afianzando conforme avancemos

en el libro.

Actividades

1.3.A: Estudiar algunas caracteristicas que tiene que tener el aula de clase en

una ensefianza que utilice los materiales trabajados en este tema:
- Circulo de Fracciones
- Diagrama de Freudenthal
- Transparencias de cuadrados divididos
- Baraja de Fracciones
- Dominé de Fracciones

1.3.C. Hacer una busqueda informatica sobre péaginas relacionadas con el

laboratorio de matematicas.

4. A MODO DE SINTESIS

- Ensefar no es lo mismo que aprender. El profesor ensefia y el alumno

aprende.

- Para aprender el alumno debe generar ideas, y para ello se requiere actuar,

hacer.

- Para facilitar la ensefianza y el aprendizaje se utilizan recursos y materiales.
Su intencion es tanto mejorar la comunicacion como facilitar la accién del

alumno.

- Recursos y materiales son instrumentos para ensefiar. Se diferencian en

que los materiales han sido disefiados con intencién educativa, mientras que
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los recursos existen con otras finalidades, y el profesor decide emplearlos en

su ensefanza.

- Se llama actividad de ensefianza a la que realiza el profesor. Actividad de
aprendizaje es la que realiza el alumno como respuesta a las actividades de

enseflanza.

- Al contextualizar las actividades formando tareas se promueve un

aprendizaje significativo.

- Las tareas se componen de un contenido mateméatico y una situacion de

aprendizaje.

- Una ensefianza que utiliza materiales y recursos da mayor protagonismo al

alumno, manipulando los materiales y resolviendo problemas.

- Los modelos de ensefianza de las Matematicas cambian segun el tipo de

actividades de ensefianza que predominan.

- Las actividades de ensefianza se diferencian principalmente por el tipo de
actividades de aprendizaje que promueven y en funcion del aprendizaje que
pretenden lograr.

- Hay actividades de ensefianza y aprendizaje de: memoria, rutina o

procedimiento, comprensién o entendimiento y opinion

- Una ensefianza en la que prevalezcan las actividades de memoria y rutina
promovera aprendizajes mecanicos. Una ensefianza que enfatice las

actividades de comprension y opiniébn da mayor autonomia al alumno.

- La enseflanza que emplea recursos y materiales tiene que adaptar el

espacio y el tiempo.

- Materiales y recursos tienen que emplearse con finalidad didactica,
formando parte de tareas bien definidas, basadas en problemas

comprensibles por los alumnos y haciendo funcionales los materiales.

- El empleo de materiales hace concebir el aula como un laboratorio.
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- La puesta en comun de lo aprendido obliga a expresar con palabras,
argumentar y justificar lo aprendido, dandole mayor fundamento y facilitando

su recuerdo y recuperacion.

5. ACTIVIDADES DE AMPLIACION DEL TEMA

Actividad 1: Resolucién de situaciones utilizando el material

Utilizando materiales, revisar la siguiente situacion y responder a las

cuestiones planteadas:

Juanito dice que para hacer una division de fracciones hay que dividir el
numerador del dividendo por el del divisor, y el denominador del dividendo por

el del divisor:
4.2_4:2 2
9°'3 9:3 3

Antofiito le dice a Juanito que la division se hace multiplicando en cruz:

SN
w
[N

X 2

X

w|nN

4.
5

wiiN

O
N
[N

Estudiar cual de los dos tiene razén. Justificar si ambos procedimientos valen
para todas las fracciones o solo para algunas. Buscar otra forma de hacer la

divisién de fracciones que sea valida para todas las fracciones.

Ante la duda, Juanito y Antofiito le preguntan a su vecino Pepe como se hace
la division de fracciones, quien les dice que para poder dividir fracciones
primero hay que igualar denominadores, y luego se dividen los numeradores

de las fracciones obtenidas:
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Analizar si el procedimiento propuesto por Pepe vale para dividir dos

fracciones cualesquiera.
Enunciar un problema de division de fracciones y razonar como Pepe.
Actividad 2. Propuesta de ensefianza

Disefiar una tarea para la ensefianza de la division de fracciones, compuesta
por una situacion de aprendizaje que de sentido a la division, y un conjunto

de 5 actividades de aprendizaje que utilicen materiales didacticos.
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ANALISIS Y CLASIFICACION DE LOS MATERIALES

En este libro presentamos materiales y recursos para la enseflanza de las
Matematicas. S6lo vamos a estudiar una pequefia parte de ellos. Para poner
orden en el conjunto de materiales y recursos que presentamos, en este tema
vamos a clasificarlos, es decir, vamos a establecer criterios que permiten
agruparlos. Comenzamos el tema presentando varios de estos criterios. Nos
centraremos en dos de los criterios mas Utiles para el profesor: el contenido
matematico que se puede trabajar con dicho material o recurso, y su

versatilidad.

Siguiendo el primero de estos criterios, en los apartados 2 presentamos
materiales y recursos para la ensefianza de la geometria. Esta informacion se
completara en el tema 5. En el apartado 3 nos centramos en un recurso de

gran versatilidad el papel doblado.

Ante la escasez de materiales y recursos (no informéticos) en la mayoria de
los centros, proponemos que el profesor utilice lo que le ofrece el entorno
como recurso didactico para la ensefianza de las matematicas y construya él
mismo algunos materiales para el aula (0o plantee a los alumnos dicha
construccion a modo de actividad). Ambas ideas, junto a otras como el uso

de libros divulgativos, se desarrollan en el apartado 4.

Finalmente en el ultimo apartado hacemos una sintesis del contenido del
tema y de las ideas mas importantes y proponemos unas actividades para la

puesta en practica de las ideas trabajadas en el tema.
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1. NECESIDAD DE CLASIFICACION. CRITERIOS DE
CLASIFICACION.

Para poner orden en el conjunto de materiales y recursos para la ensefianza
de las Matematicas que presentamos en este libro, vamos a clasificarlos, es
decir, a establecer criterios que permiten agruparlos.

Ya en el tema 1 hemos distinguido, como hacen Carretero y otros (1995),
entre materiales y recursos segun si han sido disefiados con intencidn
educativa o con otras finalidades y es el profesor quién decide emplearlos en
su ensefianza. De forma paralela, Cascallana (1988) distingue entre
materiales no estructurados y materiales estructurados. Especialmente en
educacién infantil, los juguetes, objetos de embalaje, material de desecho,
etc., constituyen recursos para la captacion de cualidades matematicas
siendo Utiles para que los nifios se relacionen con las formas, posiciones,
posibilidades de movimiento, practiquen el conteo, midan, etc.. A estos
objetos son a lo que Cascallana llama materiales no estructurados. Los
materiales estructurados, en cambio, son especificos para la ensefianza, han

sido diseflados con este fin.

En nuestro libro estamos tratando materiales y recursos en general, aunque

con frecuencia nos centramos en materiales estructurados.

Entre los criterios para clasificar los materiales y recursos que pueden
interesar al profesor conviene destacar las intenciones educativas, el
contenido matematico que permiten trabajar, las cualidades educativas que
tengan, o su interés para que estén en el departamento de Matematicas del

centro de ensefianza.

En la figura 2.1 presentamos algunos criterios para clasificar los materiales o

recursos, agrupados en dos apartados: utilidad y formato.
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Aritmética
. Algebra
[ Contenido Geometria
Funciones
Estadistica v Probabilidad
_ Educacion Infantil
Nivel Educacidon Primaria
Educativo ESO
Bachillerato
Segln Momento en que se utiliza Ere_-.msétrucc‘loneil
la (Corbalan, 1994) o-instrucciona
L Post-instruccional
utilidad
] Mostrar — Observar
Tipo de tarea y Proponer - Manipular
actividad Plantear - Resolver problemas
Buscar - Desarrollar estrategias
Memorizar (retener, recuperar)
Tioo d diza Comprender (relacionar)
IpO de aprendizaje Resolver problemas
Aplicar algoritmos
\ Ejercitarse (dominar técnica)
~ Informatico
Soporte { Material plastico
Papel
Segun o Facil de encontrar en mercado
el < Accesibilidad Solamente en comercio especializado
formato
Grado de Muy conocido y difundido
difusién Muy especifico, poco difundido

~

Figura 2.1

En primer lugar nos ocupamos de para qué sirve (utilidad). Segun la posicién
gue adoptemos en la ensefianza, consideraremos unas finalidades y unas
utilidades de los materiales o recursos. Asi podemos diferenciar el contenido
matematico al que se refiere (ej. aritmética, algebra, geometria, funciones,...)
y el nivel educativo para el que es mas adecuado (ej. primer ciclo de

Educacion Primaria, Bachillerato,...).

También conviene distinguir el papel que desempefian en la ensefianza, es
decir, en qué momento es mas adecuado que se utilicen, qué actividades

reclaman de los alumnos y que aprendizaje provocan.
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Segun si el material o recurso sirve para introducir un concepto, para
trabajarlo o para repasar algo ya tratado, se distingue entre materiales y
recursos pre-instruccionales, co-intruccionales y post-instruccionales,
respectivamente (Corbalan, 1994). También se puede analizar si el material o
recurso ayuda a memorizar algo (ej. programas de ordenador, fichas de
términos y definiciones), comprenderlo y aplicarlo (ej. materiales
manipulativos para resolver problemas y realizar actividades), o ejercitarse

en algoritmos (ej. dominds, barajas, etc).

Ademas puede distinguirse si los materiales y recursos solo sirven para
mostrar y observar, o permiten manipulacién, si ayudan a plantear y resolver
problemas y/o si crean condiciones para desarrollar estrategias para

resolverlos.

El segundo criterio que consideramos se refiere a como es el material, cudl

es su formato, cdmo se consigue, etc. (ver figura 2.1).

En la actividad que te proponemos al final del tema te pedimos que
consideres estos criterios para caracterizar diferentes materiales y recursos.
Al hacer la ficha de cada uno de ellos conviene analizar el maximo de sus
cualidades, lo que enriquecera la caracterizacion que hagas y su empleo
futuro. Esta caracterizacion te permitira identificar rapidamente el mas

adecuado segun los intereses educativos de cada momento.

La clasificacion debe ser util al profesor. Por ello en los siguientes apartados
vamos a usar solo dos de criterios: el contenido matematico y la extension de

su utilidad, es decir, su versatilidad.

Un criterio importante para decidir qué materiales y recursos adquirir es la
amplitud de su campo de utilidades. Hay materiales o recursos que valen
para mas de un contenido, son mas versatiles. En la segunda parte de este
tema presentaremos materiales versatiles que se utilizan para diversos
contenidos y promueven aprendizajes diversos. El tangram, por ejemplo, se
emplea en la geometria plana, fracciones, superficies, medida de longitudes,
etc. Otro recurso de gran versatilidad que exploraremos en el apartado 3 es

el papel doblado.
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2. CLASIFICACION A PARTIR DEL CONTENIDO MATEMATICO

Cuando el profesor va a ensefiar un contenido matematico se debe plantear
gué pretende que aprendan sus alumnos, es decir, qué competencias quiere
gue adquieran respecto a este contenido. Una vez clarificado este punto,
deberia conocer qué recursos y materiales tiene a su disposicion para lograr

€s0s objetivos.

ICONTENIDO| > |MATERIAL DIDACTICO|

En este tema vamos a continuar el barrido iniciado en el tema anterior por los
materiales y recursos existentes para la ensefianza de las matematicas. Para
ello vamos a completar la presentacion que hemos hecho en el primer tema,
en el que hemos analizado algunos materiales para la ensefianza de las
fracciones, mediante un recorrido breve por otro contenido importante de las

Matematicas: la Geometria.

En los temas 4 y 5, donde también se consideran otros bloques tematicos del
curriculo, completaremos la lista de materiales y recursos para la ensefianza

de la geometria, incluyendo materiales informéaticos.

Como hicimos en el tema 1 para las fracciones, recomendamos que se
analicen las recomendaciones legales sobre la ensefianza de un tema antes

de estudiar la conveniencia de emplear cada material o recurso.
2.1. MATERIALES PARA LA ENSENANZA DE LA GEOMETRIA.

Para trabajar algunos materiales para la ensefianza de la Geometria tenemos
gue comenzar por analizar qué y como hay que ensefar la geometria en el
nivel educativo que nos interese. Para ello revisamos lo que dicen los
Decretos de Minimos sobre la ensefianza de la Geometria
(http://www.educacion.es/educacion/sistema-educativo/politicas/desarrollo-

loe.html).

El anexo del desarrollo de las ensefianzas minimas para la Educacion
Primaria asi como el de las ensefianzas minimas para la Educacion

Secundaria comienza definiendo unas competencias basicas que deben

45



Tema 2: Andlisis y Clasificacion de los Materiales.

alcanzar los alumnos de dicha etapa. La segunda de ellas es la competencia
matematica, que desarrolla la idea de “alfabetizacion matematica” de la que
se hablaba en la evaluacion PISA (OCDE, 2004). Esta competencia insiste en
la funcionalidad del conocimiento, es decir, en que el alumno tiene que ser
competente para resolver situaciones del entorno, empleando para ello las
matematicas. Por tanto, las matematicas se convierten en un medio, mas que
un fin. Esto es especialmente novedoso respecto a la geometria, pues su
ensefianza ha pretendido siempre mas el conocimiento de términos vy
propiedades que la resolucién de situaciones del entorno, pese a que en los
principios de los desarrollos de la LOGSE se empezara a plantear esta

cuestion.

En el segundo anexo de ambos documentos se presentan las orientaciones
especificas para la asignatura de Matematicas. Conviene diferenciar las
recomendaciones que hace, analizando sus partes y examinando los

términos, conceptos, procedimientos y actitudes que enfatiza.

El énfasis en la funcionalidad de los aprendizajes, junto con las competencias
y capacidades destacadas, nos lleva a realzar que la ensefianza de la
geometria pretende favorecer que los alumnos se sitlen en el espacio, en su
entorno fisico, disponiendo de una buena visibn geométrica. Para lograr esto
nos planteamos los otros objetivos parciales de la enseflanza de la
geometria, es decir, que aprendan nombres, propiedades y principios de la
geometria. Pero, ademas, el Decreto de Minimos da una serie de
recomendaciones sobre lo que hay que proponer en clase, insistiendo en que
los alumnos deben construir, dibujar, modelizar, medir y clasificar con
criterios libres, procurando ademds relacionar las matematicas con otros

ambitos, como el arte.

En los estandares curriculares del NCTM americano (NCTM, 2003) se indica
gue los programas de ensefianza de todas las etapas deberian capacitar a

los estudiantes para:

- Analizar las caracteristicas y propiedades de figuras geométricas y

desarrollar razonamientos matematicos sobre relaciones geométricas.
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Localizar y describir relaciones espaciales mediante coordenadas

geomeétricas y otros sistemas de representacion.

Aplicar transformaciones y usar la simetria para analizar situaciones

matematicas.

Utilizar la visualizacién, el razonamiento matematico y la modelizacion

geométrica para resolver problemas.

Marjorie Senechal, en el texto de Steen (1998), nos da unas instrucciones

para estructurar los temas relacionados con las formas distinguiendo tres

niveles de competencia: elemental, intermedio y avanzado. En documento

B.1 que se incluye en el anexo B muestra una copia del cuadro que propone

Senechal. De él destacamos que las etapas que propone son:

Identificacion y clasificacion
Analisis

Representacion y visualizacion

Concretamos estas dimensiones generales en las siguientes competencias

geomeétricas que tiene que adquirir el alumno (Alsina y otros, 1988):
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Identificar figuras en el entorno (observar),
Caracterizar estas figuras (buscar regularidades, propiedades),

Buscar criterios que permitan clasificar las formas y aplicarlos a

clasificarlas,

Utilizar estos criterios para definir las formas con precision,
aprendiendo sus nombres correspondientes y los términos que se

utilizan para ello,

Medir todas las magnitudes que interesan en las figuras (longitudes,
superficies, volumenes, amplitud de angulos, etc.), de manera directa

e indirecta,
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- Analizar las cualidades obtenidas, y llegar a establecer propiedades

gue las relacionen,
- Demostrar algunas de las propiedades encontradas.

Para hacer que los alumnos realicen actividades de estos tipos,
examinaremos dos materiales manipulativos que promueven varias de estas

competencias: el geoplano y el mecano.
2.2 GEOPLANO

Es un material estructurado propuesto por Gattegno y difundido en Espafa
por Puig Adam (Cascallana, 1988). Consiste en un tablero generalmente
cuadrado, en el que se han introducido clavos en los vértices de distintas
pautas, de manera que sobresalen de la superficie. Apoyando aros de goma
elastica en los clavos se pueden construir formas. Los clavos pueden formar
una cuadricula, un poligono regular, o cualquier otra pauta. En la actualidad

algunas casas comerciales ofrecen geoplanos de plastico (ver figura 2.2.1.A).

Puedes fabricar un geoplano clavando
parcialmente clavos en una tabla, siguiendo
una pauta determinada. Por ejemplo en los

vértices de una cuadricula (ver figura 2.3), en

los vértices de un poligono regular (ver figura

2.4), o en los vértices de un papel isométrico

Figura 2.2

(ver figura 2.5). El més corriente es el
cuadriculado. Puedes comprar aros elasticos,

y con ellos formar figuras.

También  existen versiones virtuales de este material (ver
http://nlvm.usu.edu/es/nav/frames_asid_277_g_1 t 3.html?open=activities vy
http://nlvm.usu.edu/es/nav/frames_asid_127 g _2_t 3.html?open=activities).

Para trabajar con el geoplano vamos a emplear un dibujo del mismo, aunque
en el aula recomendamos trabajar previamente con el geoplano de forma

manipulativa. EI mas sencillo consiste en un papel pautado. Vamos a
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utilizarlo dibujando sobre él segmentos (que corresponden a los aros

elasticos), que unan vértices de la red dibujada en el papel.

Figura 2.3 Figura 2.4 Figura 2.5

Presentamos a continuacion varias actividades que se pueden realizar con el
geoplano: GEO1. Construir poligonos diferentes, GEO2. Areas y Perimetros y
GEOQa3. Otras funciones del Geoplano.

GEO1. Construir poligonos diferentes

Comenzamos por construir todos los tridngulos distintos que se pueden hacer
en un geoplano cuadriculado de 4 puntos de lado, al que llamamos de 4x4. Al
realizar esta actividad habrd que identificar formas, buscar criterios de
igualdad de figuras, caracterizar las figuras, clasificarlas, ponerle nombre,
buscar propiedades, etc., y en ultimo lugar, demostrar que no hay mas
figuras. En la figura 2.6 aparecen distintos triangulos rectangulos en el

geoplano de 4x4.

Figura 2.6

Completa la actividad. Indica el namero de triangulos construidos y alguna
caracterizacion literal de ellos. Recuerda, no valen dibujos, sino sélo palabras

para indicar cuales y cuantos triAngulos diferentes se puede construir.
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Posteriormente construir todos los poligonos diferentes en el mismo

geoplano.
GEO?2. Areas y Perimetros

Calcular &areas y perimetros de poligonos construidos sobre un geoplano
cuadrado. Para ello tomamos como unidad el area y lado, respectivamente,
del cuadrado unitario. Comenzar por obtener triangulos con la misma area y
diferente perimetro, y con el mismo perimetro y diferente area. Esta actividad
permite establecer relaciones entre area y perimetro, lo que puede evitar la
confusién que se establece entre estas dos medidas del poligono y permite
desafiar algunas creencias habituales en el alumnado tales como que a
mayor perimetro corresponde mayor area o que dado un perimetro y un area

existe una Unica figura posible con dichas medidas.
GEQOa3. Otras funciones del Geoplano

El Geoplano es un material con alto grado de versatilidad. Ya hemos visto
sus potencialidades para formar figuras y obtener medidas. También puede
emplearse en aritmética, para trabajar con fracciones, representarlas,
realizar algunas operaciones con fracciones, resolver problemas de

fracciones empleando el geoplano, etc.
2.3 MECANO

Partimos de un juego clasico, el Mecano, inventado por F. Homby, y que
consiste en una serie de ruedas, pasadores y piezas metélicas perforadas,
gue pueden ser combinadas de distintas maneras para construir diferentes
objetos. El principio fundamental del mecano es que los orificios de sus
piezas son equidistantes. Del mecano primitivo en metal nos quedamos con
sus piezas largas de anchura un solo agujero, para formar poligonos. Las
piezas se unen con tornillos, lo que permite que los vértices tengan cierta

movilidad, tal como aparece en la figura 2.7.
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Figura 2.7: Piezas del Mecano

Puedes aprovechar las piezas del mecano clasico o comprar los existentes
en el mercado. En las tiendas de juguetes puedes encontrar construcciones
de este tipo con piezas de plastico. Proyecto Sur lo ha comercializado con
barras en cartulina. Igualmente las puedes recortar en cartulina, y hacerle
agujeros con los taladradores de oficina. Como tornillos puedes emplear
ganchos de conexion o agrafes (unas grapas que tienen dos lengletas que

se abren) de venta en bazares y papelerias.

En Cascallana (1988) encontrards algunos de los objetivos y ventajas del

mecano, especialmente en la iniciacion del nifio con la geometria plana.

Las actividades que practicaremos son: MEC1. Triangulos, MEC2.
Cuadrilateros, MEC3. Areas y perimetros, MEC4. Composicion y

descomposicion de poligonos. Poligonos flexibles y rigidos.
MECL1. Triangulos

Construir todos los triangulos distintos con piezas de determinada dimension.
En esta actividad se puede ejercitar la construccion de formas, establecer
criterios de igualdad de triangulos, buscar propiedades de los triangulos,
hasta obtener y demostrar las condiciones que tienen que verificar las

longitudes de los lados de un triangulo (Castelnuovo, 1970).

Al estudiar los tipos de triangulos construidos con determinadas piezas,
habrd que estudiar las relaciones métricas (medidas por la distancia entre
agujeros), aplicando el Teorema de Pitagoras para comprobar si un angulo es

recto.
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MEC2. Cuadrilateros

Construir cuadrilateros de diverso tipo con varias piezas. La actividad llevara
a identificar las caracteristicas de cada tipo de cuadrilatero, lo que puede

utilizarse para afrontar su clasificacion.

La segunda parte de esta actividad consiste en formar cuadrilateros dadas
las diagonales, el punto de corte y los angulos que forman, utilizando piezas
atornilladas por algun agujero interior, y unidas por corddén elastico (figura
2.8). Con esta actividad se obliga a identificar formas, recordar nombres,
identificar regularidades —igualdad de lados, paralelismo, angulos, etc.-,
demostrar esas regularidades en funcion de la construccion, analizar si es

posible otra construccion, etc. (Ver Castelnuovo, 1970)

Figura 2.8

MECS3. Areas y perimetros

Construir un cuadrilatero con cuatro piezas dadas. Se observara que es
flexible (puede cambiar de forma al cambiar angulos). Todos los cuadrilateros
obtenidos tienen igual perimetro y diferente area. Obtener posteriormente
figuras de la misma area y distinto perimetro. Asi se estudiara la relacion
entre area y perimetro de poligonos, como propusimos con el geoplano.
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MEC4. Composicion y descomposicion de poligonos. Poligonos flexibles y

rigidos

Se entregan varias piezas y se pide
construir poligonos que tengan lados
comunes (figura 2.9). Posteriormente
se pide que construyan un poligono
con varias piezas, y que Ilo

descompongan en triangulos

mediante otras piezas. Esta segunda

actividad llevara a ver que no todas

Figura 2.9 (Cascallana, 1988)

las figuras aceptan esta
descomposicion, ya que los agujeros
imponen unas medidas discretas que soOlo podran utilizarse en casos

especiales.

Las siguientes actividades consistirdn en repetir la situacion anterior, pero
observando qué poligonos de los construidos son flexibles y cuéales son

rigidos.

3. RECURSOS MATERIALES VERSATILES: EL PAPEL
DOBLADO.

¢, Qué materiales debe conocer un profesor de matematicas? ¢ Cuales deben
estar en el Departamento? Por supuesto los que le sean mas Utiles.
Sugerimos que para ello adquiera y utilice los materiales y recursos mas
versatiles. Es decir, los que se prestan a la ensefianza de mas contenidos y
mayor cantidad de aprendizajes. Pero, ademdas, recomendamos que
seleccione los que hacen que el alumno manipule antes de simbolizar, y que
haciendo aprenda y comprenda los procesos. En resumen, que sean Utiles en

la co-instruccion de los contenidos mas complejos.

Estos materiales y recursos van a mostrar que las Matematicas estan en el

entorno, que aprender es hacer, jugar, manipular, ademas de atender y
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calcular, y que resolviendo problemas y situaciones, se comprenden los

conceptos.

En este tema vamos a presentar un recurso muy versatil y accesible: el
doblado de papel (Papiroflexia). Otros materiales muy versatiles son el

geoplano y el tangram.
3.1 PAPEL PLEGADO

El doblado de papel es un recurso versatil importante. Algunas de sus

ventajas son las siguientes:
- Es féacil de obtener

- Forma parte de los juegos tradicionales que se inician en la vida

familiar, y permiten hacer muchas cosas

- La Geometria del papel plegado es isomorfa a la geometria de la regla

y el compéas

Las normas de la Papiroflexia (u Origami) mas ortodoxas so6lo permiten
doblar papel, sin cortar ni pegar. Igualmente establecen limitaciones en los
dobleces que se pueden hacer. Sélo de esta forma se habla de la geometria

del papel doblado, que es isomorfa a la de regla y compas.

Con el papel doblado se pueden obtener los mismos resultados que con la
regla y el compas: trazar rectas (arista por el que se dobla), obtener puntos
(cortes de dos rectas) con determinadas condiciones, trasladar distancias,
etc. Pero el papel doblado no permite obtener circunferencias completas,
aunque es posible obtener todos los puntos que se quiera de ella. Se rompe

sin embargo la continuidad de los circulos.

En este caso, sin embargo, no vamos a ser tan estrictos ya que queremos
emplear el papel doblado como recurso didactico. Por ello permitiremos otros
dobleces y acciones, aunque estos dobleces no sean ortodoxos (pues no
llevan a un lugar determinado de antemano). Permitiremos que se realicen

ajustes hasta lograr igualar partes. Asi, por ejemplo, si aceptamos que se
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pueda doblar un angulo en tres partes, ajustando hasta que coincidan,
llegariamos a construir la triseccion del angulo que es irrealizable en general

con regla y compas.

Si quieres saber més sobre papel doblado entra en la pagina web de la
Asociacion espafiola de Papiroflexia y su revista Pajarita: www.pajarita.org.
La relacion entre papiroflexia y matematicas la puedes encontrar en los
numerosos articulos y libros que se han publicado sobre el tema. Hemos
destacado algunos que pasamos a comentar y recomendar.

Antonio Ledesma complet6 en 1996 un ndamero
extraordinario de la revista Pajarita, de la Asociacion
espafola de Papiroflexia. En ella, Antonio hace un
recorrido amplio por los campos de la matematica,
empleando la papiroflexia. El es autor del siguiente
decélogo sobre el empleo del papel doblado en clase de

matematicas:

Con las actividades de papiroflexia:
1. Se valora la interrelacién entre la actividad manual y la intelectual

2. Se consigue la apreciacion de las componentes estéticas de los objetos y

formas
3. Se facilita la comprensién de los conceptos geométricos
4. Se mejora la percepcion espacial
5. Se fomenta la capacidad para hacerse preguntas
6. Se interpreta una nueva simbologia
7. Se propicia la precision en el trabajo manual
8. Se ve la utilidad del trabajo en equipo

9. Se aprecia la belleza ligada a regularidades y cadencias
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10. Se desarrolla la fantasia, la creatividad y, lo que es muy importante, no se

pierde en ningin momento el caracter ludico (Ledesma, 1996, p. L)

Esta publicacién concluye con una bibliografia basica muy interesante, pese

a que ya tiene mas de 10 afios.

El libro de Mitchell (1997), Mathematical Origami,

Mathematical L o . .
ol I-ETI /Il ©s una publicacion de la editorial Tarkin que reune
aportes importantes y faciles de mateméticas y
papiroflexia, especialmente para la formacién de

poliedros.

Igualmente ocurre con el texto de Pefia (2001) que hace un recorrido amplio
por aspectos matematicos, empleando la papiroflexia, llegando a ampliar los

aspectos geométricos con otros campos como las funciones y el algebra.

Kasahara y Takahama (2000) incorporan en su libro un capitulo dedicado a la
Belleza y placer de las formas geomeétricas. En él presentan figuras con igual

area, poliedros modulares y cubos formados de muchas maneras.

A continuacion proponemos algunas tareas a realizar mediante el plegado de

papel:
PD1. Manejar papel sin tener en cuenta sus bordes,
PD2. Resolver algunos problemas geométricos,

PD3. Obtener poligonos regulares a partir de papel cuadrado y estudiar

la exactitud del procedimiento,
PD4. Obtener poliedros,

PD5. Fractales con papel cortado
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PD6 Kirigami.
PD1. Manejar papel sin tener en cuenta sus bordes.

1.1. Hacer un rectangulo y un cuadrado con un papel de borde
irregular. Habitualmente trabajamos con papel rectangular o cuadrado,
confiando en la correccion de su formato. Pero también podriamos partir de
un papel de borde irregular, y esto no es problema pues podemos hacer un
rectangulo (Figura 2.10). Una vez obtenido el rectangulo o el cuadrado,
podemos partir de papeles con esta forma para obtener otras figuras.

Figura 2.10: Un rectangulo a partir de un papel irregular

1.2. Estudiar los formatos habituales de papel: Conocer las
dimensiones del Din A4. Obtener papeles con dimensiones determinadas:
1x2, 1x3; 1xV2; 1x\3; 1x® (rectangulo aureo). El estudio de los formatos Din
A4 es muy interesante (ver Alsina, 2005, Gomez, 2002) desde el punto de
vista de la matemética elemental. En el documento B.2 del anexo B puedes
encontrar una unidad didactica para la geometria empleando este motivo. En
ella se analizan algunas metodologias que se podrian emplear para ello. La
propuesta y analisis forman parte de la conferencia que Eloy Dominguez dio
en las Jornadas de Investigacion en el Aula de Mateméticas, la ensefianza y
el aprendizaje de la Geometria, celebradas en Granada, en noviembre y
diciembre del 2005.

PD2. Resolver algunos problemas geométricos

2.1. Obtener una recta perpendicular a una recta dada, desde un punto

exterior o interior. Una solucion a este problema es la siguiente:
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a) Plegando la hoja se forma una recta r; se puede remarcar con lapiz.
b) Sefialamos en el papel un punto P exterior a la rectarr.

c) Por el punto P realizamos un doblez de manera que hagamos coincidir
la recta r sobre si misma. Visto de otra manera, estamos convirtiendo
una parte de la recta (semirrecta) en la otra parte, por la simetria de

eje la recta que surge con este doblez.

d) La recta que surge del nuevo doblez pasa por P y es perpendicular a
la recta r ya que es el eje de simetria, que es perpendicular a los

segmentos que unen puntos simétricos (figura 2.11).

Figura 2.11

Os dejamos a vosotros que penseéis y busquéis soluciones a los

siguientes problemas.
2.2. Obtener la recta bisectriz de un angulo.

2.3. Obtener puntos que se encuentran a una distancia dada de un

punto conocido.

2.4. Trazar una paralela a una recta, por un punto dado o a una

distancia conocida

2.5 A partir de un papel cuadrado, obtener un cuadrado cuya area sea

justo la mitad que la del cuadrado de partida.
2.6 Construir un rombo a partir de un cuadrado

2.7 Construir un rombo a partir de un rectangulo
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2.8 Construir un trapecio escaleno, uno rectangulo y uno isésceles

PD3. Obtener poligonos regulares a partir de papel cuadrado y estudiar la

exactitud del procedimiento

3.1. Construir un cuadrado vy justificar su construccién. Esta primera
actividad es bastante sencilla y conviene pedir que se justifique
matematicamente ¢Qué propiedades geométricas hacen que resulte un
cuadrado cuando se hace coincidir el lado pequeiio del papel rectangular con

el lado grande dejando invariante el vértice comin?

3.2. Construir un triangulo equilatero. Una vez resuelto este problema
se pueden afrontar variaciones interesantes, como construir un triangulo
equilatero de lado dado, y construir el maximo triangulo equilatero posible a

partir del papel rectangular o cuadrado.

Para construir un triangulo equilatero podemos partir de un cuadrado,
trazamos la paralela media y llevamos un vértice cualquiera a esa paralela,

manteniendo que el giro deje el otro vértice fijo (Figura 2.12):
P

P’
Figura 2.12.

e

Esta resolucién no se acepta en la geometria ortodoxa del papel doblado, ya
gue emprendemos el doblez sin fijjar donde vamos a llevar el punto P,

buscamos que coincida con algun punto de la recta e.

3.3. Construir Hexagonos y Octdgonos regulares. A partir de poligonos
regulares de un nimero de lados podemos construir los que tienen el nimero
de lados doble. En la figura 2.13 se aprecia el procedimiento para construir

un hexagono a partir de un triangulo equilatero:
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Figura 2.13.

Dejamos como ejercicio el construir el octégono regular, asi como otras
formas de obtener el hexagono regular, supuesto que se ha construido un

triangulo equilatero.

3.3. Enunciar un procedimiento general para obtener poligono de 2n
lados, teniendo construido el poligono regular de n lados. Los procedimientos

anteriores permiten solucionar este problema, que dejamos también abierto.

3.4. Construir un Pentagono regular. La primera y mas familiar solucion
consiste en construir un nudo de papel de forma de Pentagono regular. Con
una banda de papel, de lados paralelos, se puede hacer un pentdgono
regular, sin mas que hacer un nudo (Figura 2.14). Doblando después las
bandas sobre el nudo, y cortando los excesos, obtenemos un pentagono.
Como ejercicio para el lector queda el comprobar que es un pentagono

regular.

\ Figura 2.14

PD4. Obtener poliedros

4.1. Elaborar médulos para formar deltaedros: Tetraedros, Octaedro,
Icosaedro. Esta es la forma habitual de realizar poliedros. En la bibliografia
indicada se pueden encontrar numerosos modulos para construir tetraedros,

y con ello los deltaedros. En el documento B.3 del anexo B se describe con
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dibujos la obtencion del tetraedro y de los otros deltaedros que son poliedros

regulares.

4.2. Elaborar cubos de diferentes formas (modulares, un solo papel,
etc.). La construccion mas conocida del cubo se basa en seis modulos (uno
por cara). En la figura 2.15 aparece la construccién de cada modulo. Hay que
cuidar que todos los médulos tengan la misma orientacion, pues en caso

contrario no se podria formar el cubo.

Figura 2.15. Modulo para el cubo

4.3. Construir otros poliedros, empleando modulos o construcciones
particulares. Para ello se puede intentar combinar modulos. En la bibliografia

indicada pueden encontrarse numerosos modulos y diferentes modelos.
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PD5. Fractales con papel cortado.

5.1. Realizacion de fractales con papel doblado y cortado, siguiendo
los del libro de Uribe (1988) (pop up).

El conocido libro de Uribe (1988), editado por
Tarkin, presenta una coleccion de fractales
realizados con la técnica de ganar relieve a partir
del papel doblado y cortado (pop up). El principio

basico consiste en cambiar de céncavo a convexo

| una parte del papel, bien diferenciada, con lo que
se consigue un volumen. En la figura 2.16 podemos observar la construccion

del cubo, mediante esta técnica.

Figura 2.16: Construccion de un cubo. Se dobla el papel. Se corta por las
lineas punteadas y se dobla por las discontinuas. Posteriormente se hace
convexo el trozo central.

Esta técnica permite construir fractales. La figura 2.17 muestra la plantilla de
la tarjeta de Sierpinski, basada en el fractal del mismo nombre. En esta
plantilla se debe cortar por las lineas punteadas, y doblar por las

discontinuas.
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...........................

Figura 2.17. Plantilla de la tarjeta de Sierpinski

Recomendamos especialmente el libro de Uribe para realizar los fractales
contenidos en el mismo. Asi mismo se puede utilizar software gratuito tales
como Workshop 1.1. y 3DCard para la construccién de este tipo de plantillas
e incluso visualizar los fractales que se obtienen a partir de ellas (Ver figura
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2.18). La utilizacién de estos programas nos permitirdn también trabajar con
los alumnos el complicado paso del plano al espacio y viceversa (Grupo Pi,
2005).

Figura 2.18 Imagenes extraidas de los software Workshop 1.1. y 3DCard

5.2. Otras construcciones con papel doblado y cortado. Siguiendo esta
misma técnica, se han elaborado multitud de construcciones, con fines

artisticos. Recomendamos las paginas siguientes:
http://lwww.tamasoft.co.jp/craft/popupcard_en/
http://members.shaw.ca/woa/modarchhouse.htm,
http://members.shaw.ca/woa/newhome.htm
http://baudandbui.free.fr/plier/origamic.shtmi

En ellas se pueden encontrar construcciones arquitectonicas, empleando el

cortado, doblado y cambio de concavidad (pop up).
PD6. Kirigami

El grupo Alquerque de Sevilla nos presenta en el nimero 59 de la revista
Suma un trabajo diferente con el doblado y recorte de papel al que se
denomina kirigami. Este nombre es asignado al arte de crear figuras planas
recortando papel con tijeras. Para ello partimos de un trozo de papel que no
tenga ninguna marca y doblando y cortando debemos construir la figura que

queramaos crear.

Como actividad para el aula proponen la obtencidon, a partir de tantos
dobleces como queramos pero un solo corte recto con tijeras, de figuras tales
como las que recoge la figura 2.19.
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Con este tipo de actividad se propone desarrollar la atencién y observacion,
la discriminacion, la percepcién visual, la imaginacién y creatividad, y la

paciencia y constancia.

Buscando informacion o usando vuestra propia creatividad y experiencia
indicar posibles actividades matematicas para el aula a realizar a partir del

uso del kirigami.

4. EL PROFESOR Y LOS MATERIALES/RECURSOS
DIDACTICOS. APROVECHAMIENTO Y CONSTRUCCION.

Todavia son escasos o insuficientes los materiales y recursos didacticos para
matematicas que existen en los centros de ensefianza. Y aun mas rara es su
utilizacion en clase. Ultimamente se estan supliendo por los medios
tecnoldgicos y la incorporacion de los ordenadores. Sin embargo es
importante dar un lugar en el aula al uso de materiales y recursos
manipulativos ya que son una ayuda importante para el aprendizaje de los

alumnos. Pero ¢como y qué materiales puedes conseguir?

Esperamos que este libro te ayude a conocer algunos materiales y recursos,
a aprender a manejarlos y a percibir el interés didactico que tienen. Asi te

sentirds impulsado a buscarlos, adquirirlos y emplearlos en tus clases.
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¢,Cudles adquirir? ¢Dbénde se encuentran? ¢COmo conseguir materiales y
recursos suficientes para todos los alumnos de la clase? Estas son algunas

preguntas practicas que afrontamos como profesores.

El profesor interesado puede adoptar (0 compaginar) tres actitudes para

emplear materiales y recursos:
(a) aprovechar lo que existe en su entorno,
(b) hacer él mismo (o sus alumnos) los materiales y

(c) adquirir materiales y recursos didacticos de empresas que los

comercializan.

Para este ultimo caso, en el apartado 4.2 Compra de recursos y materiales te
facilitamos alguna informacion al respecto. Otra opcion son los libros

divulgativos (ver apartado 4.3).
4.1. APROVECHAMIENTO DEL ENTORNO

Nuestra primera recomendacion es que aproveches lo que ofrece el entorno.

Comienza por lo mas préximo, la ciudad en la que vives.

Seguro que en tu entorno hay aspectos interesantes para ver la matematica
reflejada en ellos. Debes desarrollar sensibilidad para percibir estos aspectos
y sentirds que son mas de los que habias pensado. Para estimularte, te

indicamos algunos ejemplos.

Hay elaboradas diversas actividades para aprender matematicas en lugares
plblicos. Aparte del famoso numero extraordinario de la revista Epsilon
dedicado a la Alhambra, existen otras publicaciones y trabajos que proponen
visitar la Alhambra con ojos matematicos. La Universidad de Granada
organiza todos los afios visitas matematicas guiadas, siguiendo los trabajos

que han realizado Rafael Pérez Gémez y Ceferino Ruiz.

También existen propuestas para hacer visitas matematicas a los Alcazares
de Sevilla y la Mezquita de Coérdoba. Una publicacion de Luis Balbuena

recoge su paseo matematico por La Laguna, en Tenerife. Todas estas ideas
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te serviran para hacer propuestas didacticas en el lugar que vives. Los Rallys
y Gymkhanas matematicas son recursos interesantes, que se celebran cada
vez en mas lugares: Cadiz (Aventura Matematica), Ronda, Almeria
(Problemas de Ingenio), Cérdoba (Gymkhana matematica, coordinada por
Maria Angeles Benitez y Flores Serrano, y los trabajos de Paco Anillos,
Miguel de la Fuente y Damian Aranda), etc., son ciudades donde se han

celebrado este tipo de eventos, y van adquiriendo tradicion.

En ellos se promueven actividades mateméticas aprovechando las ofertas del
entorno. El articulo de M2 Angeles Benitez y Flores Serrano (2006), basado
en el excelente taller que presentaron en Granada, te puede dar algunas
ideas al respecto. El juego informatico Decorando la mezquita, producido
por Proyecto Sur de Ediciones, en 1992, de Miguel de la Fuente Martos es

una muestra de la matematica del entorno.

En la péagina web http://www.irem.ups-tlse.fr/groupes/10rallye/index.html
puedes encontrar informacién sobre los rallys matematicos en Francia,
especialmente los promovidos por el IREM de Toulouse, del que es

responsable Adré Antibi.

El Grupo LaX ha elaborado una visita matematica al Parque de las Ciencias.
En esa visita se realizan actividades con puzzles topologicos de cuerda y
madera que existen en el Parque. El estudio y la explotacion didactica de los
puzzles de alambre las pueden encontrar en los textos Montoya y Flores
(2003) y Flores (2002 a y b) (ver http://www.ugr.es/~pflores/).

Las actividades de Matematicas en la Calle consisten en sacar juegos
matematicos para que los manipulen, afronten los retos y se diviertan los
paseantes de todas las edades. La experiencia ha tenido mucho éxito en
Andalucia, a partir de su primera presentacion en las VIl Jornadas Andaluzas
de Educacion Matematica, en 1998, en Jaén, promovida por Rafael Pérez
Gomez (ver su historia en Mufioz y otros, 2000). Posteriormente el grupo
Matematicas en la Calle de Coérdoba y el grupo LaX de Granada, han
explotado la idea, generando numerosas jornadas en diversos puntos de

nuestra region y en otros lugares. Esto ha dado lugar a que se premiara su
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esfuerzo en la 52 edicion del concurso nacional Fisica y Matematicas en
Accion, con el primer Premio Nacional en la modalidad de Laboratorio de
matematicas. Los primeros firmantes de los grupos son Francisco Espafa
(Cordoba), y Luis Berenguer (Granada). En el documento B.4 que se incluye
en el anexo B recogemos la ficha de uno de los materiales presentado en

Matematicas en la Calle, del grupo LaX.
En Sevilla, el Grupo Alkerke ha continuado la experiencia con mucho éxito.

En la pagina http://www.dgdc.unam.mx/, de la Casa de las Ciencias de la
UNAM, también podras encontrar ideas para aprovechar didacticamente el

entorno.

Otra forma interesante de aprovechar el entorno es mediante la actividad

Fotografia Matematica. Esta actividad se trabajara en el tema 4.
4.2. EL PROFESOR ARTESANO

Otra posibilidad que tiene el profesor para utilizar materiales didacticos es
elaborarlos el mismo. Luis Berenguer, uno de los autores de este libro, ha
realizado un importante trabajo en este sentido. En sus articulos (como
Berenguer y otros, 1995) puedes encontrar algunas referencias a este papel:

la artesania del profesor.

El profesor artesano es sensible a las cualidades didacticas y plasticas del
material didactico. Tiene disposicion a buscar materiales, disefarlos,
emplearlos él mismo en sus clases y divulgarlos. Para ello debe conocer los
productos existentes en el mercado que le permiten construir los materiales.
Pero ademas debe ser un “manitas”, es decir, disponer y saber manejar
herramientas con las que tratar y moldear los productos. Se puede ser
artesano con menos cualidades, sacando partido de los productos faciles de
trabajar, como el papel, carton, cuerda, alambre, etc.

Para comportarte como profesor artesano tienes que dejar correr tu

imaginacion. Comienza por ser sensible a las potencialidades didacticas de
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los materiales del entorno. Asi podrds ir haciendo una recopilacién

sistematica que te permita generar tu propio material.

Puig Adam lleg6 a estudiar la geometria de los objetos rotos, y a promover su
empleo como recursos didacticos. Los textos de mateméticas de la vida

cotidiana te muestran la potencialidad del empleo de lo que te rodea.

El grupo Matematicas en la Calle de Cordoba ha elaborado materiales
didacticos a partir de objetos baratos, lo que facilita su adquisicién y

elaboracion.

Ya hemos mencionado materiales como el humor, que aparecen en los
medios de comunicacion. Existen muchos libros que te ayudarian en el
empleo de estos medios (Flores, 2003, Fernandez y Rico, 1995, Fernandez

Aliseda y otros, 2000, entre otros).

Ya sea para trabajar con materiales ideados por el docente o ya existentes,
podemos aprovechar la “mano de obra” de nuestro alumnado para construir
el material e incluso aprovechar dicha construccion para trabajar elementos
matematicos de dicho material. Por ejemplo, si vamos a trabajar con el
tangram podemos dar las indicaciones necesarias para que los alumnos lo

construyan utilizando escuadra y cartab6n o a través del doblado de papel.
4.3. COMPRA DE MATERIALES Y RECURSOS DIDACTICOS.

Ademas de considerar la opcion de construirte t0 mismo o proponer a los
alumnos la construccién de ciertos materiales o recursos didacticos, es
recomendable que conozcas empresas que los comercializan. La primera
referencia son las librerias y tiendas de materiales escolares de tu ciudad.
Estas tiendas suelen tener catdlogos de editoriales y distribuidores que
venden materiales y recursos didacticos. Recomendamos las empresas

siguientes:

- Proyecto Sur, empresa andaluza que produce materiales didacticos para la
ensefianza de las matematicas. Esta empresa se beneficia del interés

matematico de sus gestores. Su pagina web es http://www.proyectosur.com/.
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- Bemal: http://www.bemal.es/

- Nardil (francesa): http://www.nardil.com.es/

- Natham, editorial francesa, productora igualmente de material didactico.
- JOCDI — GOULA, comercializados por Toyland.

- Akros, empresa valenciana: http://www.akros.org/

- Invicta, empresa inglesa.

- Dideco, dentro del programa exploreco: http://www.dideco.es

Visita estos lugares, examina los materiales que tienen, navega por las
paginas web y analiza lo que hay vy, si es posible, adquiere alguno de los mas
versatiles y baratos. S6lo entonces podras decidir qué y como los puedes

emplear en la ensefanza.
4.4. LIBROS DE MATEMATICA DIVULGATIVA

Otro campo que puedes aprovechar son las publicaciones de divulgacion
matematica existentes. En los documentos B.5 y B.6 del anexo B puedes
encontrar una amplia lista de libros de matematica divulgativa destinados a
nifios y jovenes. En ellos suele aparecer la edad del publico al que va
destinado. Hemos elegido aquellos que tienen una forma narrativa, es decir,
gue cuentan una historia que esta relacionada con las matematicas. La
explotacion didactica de los libros juveniles es amplia. Resultan
imprescindibles para la biblioteca del centro educativo. Pero ademas hay que
aludir a ellos y utilizarlos en clase, de manera que no se queden en objetos
decorativos. Presentan ademés gran potencial para el desarrollo de

actividades interdisciplinares.

Son numerosos los compafieros que han hecho alguna alusion a los libros de
matemética divulgativa para disefar actividades didacticas. Teresa
Valdecantos fue finalista de los Il Premios Internacionales de Renovacion
Pedagogica en Educaciéon Matematica Thales-San Fernando, con un taller

basado en el libro “El Sefor del Cero” (Valdecantos, 2001). Este taller
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propone 18 sesiones dedicadas a actividades centradas en el libro. Juani
Navas (1997) nos propone una actividad de ensefianza basada en el libro de

Meavilla y Contreras (1991).

Maria Dolores Saa (2002) ha realizado un estudio en profundidad sobre las
matematicas que aparecen en los cuentos y las canciones. Posteriormente
hace propuestas didacticas empleando estos recursos. Si bien su trabajo esta
destinado a la educacién infantil y primeros cursos de primaria, resulta
interesante su propuesta didactica para todos los niveles educativos. La

propuesta abarca las siguientes fases:
1. Presentar el relato varias veces
2. Dramatizar el relato
3. Escenificar el relato manejando objetos
4. Secuencias graficas del relato
5. Analizar la l6gica del relato e inventar nuevos relatos.

En educacion secundaria habria que eliminar algunos de ellas, pero parecen
interesantes las ultimas fases, para lo que el profesor deberd prepararse
convenientemente. Los talleres sobre teatro y matematicas (Romero y
Garcia, 2003), asi como los textos sobre teatro mateméatico (Roldan 2002),

pueden ser de utilidad.
5. A MODO DE SINTESIS

Para facilitar el manejo de materiales didacticos es necesario clasificarlos.

Existen diversos criterios para clasificar los materiales y recursos.

Recomendamos emplear los mas funcionales para el profesor.
El primer criterio para clasificarlos es el contenido matematico.
Con la ensefianza de la geometria se pretende que los alumnos adquieran

competencias para situarse en el espacio, desarrollando buena visién
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espacial. Por tanto los materiales para la ensefianza de la geometria deben
favorecer que los alumnos se relacionen con las formas y el espacio,

manipulandolos, construyéndolos, clasificandolos, etc.

Los materiales versatiles son los mas idoneos para tener en los

departamentos de matematicas de los centros de ensefianza.

El papel doblado y cortado es un recurso de facil acceso, muy versatil, que

permite muchas aplicaciones educativas, especialmente en matematicas.

El profesor debe utilizar lo que le ofrece el entorno como recurso didactico

para la ensefianza de las matematicas.

Los museos Yy organismos suelen ofertar actividades que tiene un

aprovechamiento didactico para el profesor de matematicas.

Hay muchos materiales que estan al alcance de cualquiera, sin hacer
grandes gastos, que el profesor puede y debe emplear, o promover que los

alumnos lo consigan o construyan.
6. ACTIVIDADES DE AMPLIACION

1. Busca un material para la ensefianza de la geometria distinto a los
estudiados en este tema. Indica sus caracteristicas empleando todos los
criterios establecidos en este tema. Enuncia 3 actividades que podrian
realizarse con dicho material sefialando los objetivos de aprendizaje en cada

actividad.

2. Busca en las paginas web de las sociedades de profesores de
matematicas actividades que se realizan utilizando lugares publicos.

Selecciona alguna que te gustaria hacer y comienza a planificarla.

2. Busca en péaginas web de empresas dedicadas a la produccion de
materiales y recursos. Busca también paginas de profesores artesanos que

muestran sus trabajos.

3. Elabora por tu cuenta algunos de los materiales conocidos en este libro,

gue sean de facil construccion.
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LOS MATERIALES PARA LA ENSENANZA DE LOS BLOQUES
TEMAICOS DEL CURRICULO

En este tema presentamos varios materiales organizados por bloques de
contenido categorizados segun la LOE. No se trata de hacer un analisis
exhaustivo, sino de hacer una revision que confirma que para cada tema de
Mateméticas es posible encontrar o disefiar un material que puede contribuir al

aprendizaje de ese tema por parte de los escolares.

En cualquier caso la premisa es la que venimos sosteniendo en el curso: la
importancia de estos materiales y recursos no reside en si mismos, sino en la

adecuacion y contribucion de aprendizaje que establece el profesor.

Siempre ha de planificarse con detalle el uso de estos materiales, pues en otro
caso su utilizacién puede redundar en pérdida de tiempo o atencién. El analisis
de los materiales y recursos debe ir siempre acompafiado de un analisis del
contenido a desarrollar, de hacer explicitas las capacidades que el profesor
espera desarrollar en sus escolares, del disefio de la gestion de aula, y del
resto de variables que inciden en las actividades de ensefiar y aprender

matematicas.

En la mayor parte de los materiales presentados, se incluye una descripcion
breve de los mismos, ejemplos de actividades, y un balance de los objetivos de
aprendizaje que pueden pretenderse con dichas actividades. Varios de los
materiales son juegos, algunos para dos personas y otros para grupos mas
numerosos, con la idea de mantener el mayor numero de alumnos involucrados

en la actividad.
Estructura del tema

Es obvio que en los diferentes bloques tratados en este tema, tendrian cabida
todos los materiales y recursos presentados hasta ahora, y de hecho algunos

son citados de nuevo.
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También se da la circunstancia de que un mismo material se describe en
diferentes bloques de contenido, merced a la versatilidad que tienen algunos de

ellos.

En cualquier caso, nos hemos centrado en materiales y recursos de tipo
manipulativo, y dejamos abierto el explorar qué recursos tecnolédgicos, ademas
de los ya citados hasta ahora, tendrian cabida para cada contenido, los
programas de ordenador, los recursos de Internet y las calculadoras

suministran un gran banco de actividades sobre estos contenidos.

Una referencia muy importante para localizar recursos electrénicos organizados
por nivel educativo y bloques de contenido, es la Biblioteca de Manipuladores
Virtuales que han desarrollado en la Utah State University. Se puede localizar
en la pagina siguiente, y aunque se ha desarrollado en Estados Unidos, esta

disponible tanto en inglés como espafiol:
http//nlvm.usu.edu/es/nav/vlibrary.html

Para cada nivel y bloque de contenido, aparece un amplio listado de applets de
un manejo muy sencillo que permiten realizar interesantes actividades. Para
cada uno de ellos existen instrucciones de manejo y ejemplos de actividades.

Adicionalmente, en varios de ellos aparecen recomendaciones para el profesor.
En resumen, una pagina para guardarla en la carpeta de favoritos.

1. MATERIALES PARA EL BLOQUE DE NUMEROS

1.1 FICHAS DE COLORES

Descripcion del material

las Fichas rojas, azules, amarillas y verdes comunmente

utilizadas para el juego del parchis.

Q Q ‘ Se necesitan fichas de diferentes colores. Pueden servir

Figura 3.1 Material necesario

El alumno debe tener a su disposicién entre 20 y 30 fichas de cada color.
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Organizacioén del aula

Se constituyen equipos formados por dos o tres alumnos

Ol _

Figura 3.2

Actividad 1

¢, Qué color tendra la ficha que ocupe el lugar 4153? ¢Y el 20000 ? (Figura 3.2)

00 00 00 00

Figura 3.3

¢, Qué color tendra la ficha que ocupe el lugar 54? ;Y el 27? ¢ Y el 41? (Figura 3.3)

*1234567891011 12 13..

@l V] el O v [ | 1@

Figura 3.4

¢,Puedes continuar el patrén? (Figura 3.4)

¢,Puedes explicar cobmo esta construido?

Si continlas el patrén con este criterio, ¢, podrias asignar una ficha a todos los

numeros? Sino puedes, ¢,cuales quedarian sin ficha?

* Si completas el patron hasta el nimero 169, ¢.cuantas fichas has utilizado de cada

color?

* ¢ Podrias decirme, sin contarlos, cuantos niumeros primos hay menores que 169?

Se pretende que el alumno:

* Reconozca patrones y busque el término general.

* Estudie los criterios de divisibilidad.
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* Trabaje con ndmeros primos y compuestos.

* Analice la ley de formacién de una sucesion
Actividad 2

* En una cuadricula 2 x 3 (6 cuadraditos), ¢ de cuantas

maneras puedes colocar una Ficha? ¢Y 2, 3, 4, 5, 6 fichas?

* ¢ Puedes encontrar una regla general?

Se pretende que el alumno:
* Se introduzca en problemas combinatorios sencillos.

* Diferencie la situacion problematica que se le presenta si todas las fichas son

del mismo color o si cada ficha es de un color diferente.
* Descubra estrategias de conteo.

Actividad 3

* En un tablero 3x3 coloca tres fichas de forma que no estén

las «tres en raya».

* ¢ De cuantas formas diferentes puedes hacerlo?

* ¢ Y si el tablero es 4x4 6 5x57?
* ¢ Puedes generalizar?

Se pretende que el alumno:

* Adquiera técnicas de conteo.

* Tome conciencia de la necesidad de seguir una estrategia adecuada que
garantice que se cuentan todos los casos posibles y no se cuenta ninguno de

ellos dos veces.
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* Utilice un diagrama de arbol como técnica constructiva de canteo.

1.2 DOMINO DE FRACCIONES

Descripcién del material
r—--‘}' 10
. 100 1,9 i I a
b e Dominé de 28 fichas en las que hay
e representadas siete fracciones de formas
' b Lo | ) Jins .
J--‘ﬂ; f el diferentes.
VO e Mosem e
. @
Fioura 3.5 Material necesario

Un domind para cada grupo de cuatro alumnos.
Actividad 1

En grupos de 4 alumnos se reparten todas las fichas del dominé. Cada alumno
debe copiar las 7 fichas que le han correspondido anotando las fracciones

simplificadas que aparecen en ella.

=

Identificar todas las fichas de la familia

Identificar todas las fichas de la familia

[y

[

Identificar todas las fichas de la familia

Identificar todas las fichas de la familia

ol

Identificar todas las fichas de la familia —

Identificar todas las fichas de la familia

ol w

Identificar todas las fichas de la familia

e |

Ordenar las 7 familias de mayor a menor

Actividad 2
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Entre las 28 fichas, hay 7 fichas dobles, es decir, que en los dos cuadrados

esta representada la misma cantidad. Identifica las 7 fichas dobles y escribelas

a continuacion:

Se pretende que el alumno:

* Comprenda la equivalencia de fracciones.

* Opere con fracciones.

* Ordene fracciones.

* Represente fracciones en una recta.

1.3 SUMA 15

Figura 3.6

Cada jugador, por turno pone una ficha en un
cuadrado. Gana el que consigue que sus tres

fichas sumen 15.

Una vez colocadas las fichas, si ningan jugador
ha sumado 15, pueden ir moviéndolas

alternativamente hasta que sumen 15.

El movimiento debe ser a una casilla contigua.

1.4 TABLERO DE DECIMALES

Se pueden formar equipos de hasta cuatro.

Figura 3.7

Cada uno con una calculadora.

El juego consiste en elegir un camino por el
laberinto 'y anotar la  operacion
correspondiente. No se puede pasar dos
veces por el mismo camino, ni moverse
hacia atras. Gana el que encuentre el
resultado mayor.
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Otra variante del juego puede ser encontrar el resultado menor.
Para empezar, teclear 100 en la calculadora.

1.5 PUZZLES NUMERICOS

Operaciones con enteros

Es un juego individual muy entretenido

(e

(-3).(9)

para los alumnos, y en €l realizan un

montén de operaciones.

<= >
13(5-7) C (-7)-8)
ws e « Hay que recortar las piezas

de la parte de arriba, realizar

las operaciones y pegar la

(. pieza en donde corresponda

de la parte de abajo.

(&)

W30 4)

-4 54 48 7

-10 -2 -32 )

Figura 3.8

Operaciones con fracciones
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i 5 2 7 47

4 3 36 36

1 3 21 2 2

6 5 32 5 3
1 37 -1

2 3 3 T 3

32 -9

3 75 7 =2 h

! 29 0 9 5

8 12 10 8

Figura 3.9
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1.6 CIRCULO DE FRACCIONES

-Gira los circulos en ambos sentidos, observa coémo

se representan diferentes fracciones.
-ldentifica las fracciones que aparecen en el circulo.

-En el circulo aparecen las fracciones 1/8, 3/8, 5/8 y
718, ¢ Por qué no estan escritas las fracciones 2/8,
4/8 'y 6/87?

-Preguntar lo mismo con otras fracciones
Figura 3.10

equivalentes.

-Representa en el circulo otras fracciones.
-Dile a tu compariero que te diga de qué fraccién se trata.

-Dar la vuelta al circulo, por la parte que no esta graduada representa la
fraccion 1/4, 2y 3/4.

-Representa una fraccion comprendida entre 1/4 y %. ¢ De qué fraccion se

trata?
-Preguntar lo mismo con otras fracciones.
-Pueden dar la vuelta al circulo para comprobar sus respuestas.

1.7 TIRAS DE FRACCIONES

Comentar con los alumnos la forma cédmo se
han dividido las tiras.

Sefialar que las dos mitades es igual a 1, que
los tres tercios igual a 1, que los cuatro
cuartos ...

Comparar mitades, tercios, cuartos cual es
mas grande

¢ Cuantos sextos se utilizan para igualar un

tercio?

Figura3.11
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Los alumnos deben darse cuenta que algunas fracciones son equivalentes o

iguales

Identificar la franja que esta dividida en tres partes.

Sefalar una de las partes.

Explica lo que significa una tercera parte de un entero.

Sefialar otra de las partes de manera tal que tengan dos terceras partes
sefialadas.

Se sugieren preguntas como las siguientes:

¢, Cuantas partes tienen sefaladas?

¢, Qué porcién de la franja esté sefalada?

Identificar la tira en cuatro partes.

¢, Qué cantidad del entero representan cada una de esas partes?

2. MATERIALES PARA EL BLOQUE DE GEOMETRIA

2.1 CIRCULO DE ANGULOS

Descripcién: Compuesto por dos

circulos de plastico, uno de los
cuales tiene en una de sus caras
angulos que van de 0° a 360°. Es
muy util para el estudio y medida de
angulos. Con él se pueden hacer

actividades como:

Figura 3.12

e Construye un angulo de 45°

e ¢CoOmo de grande es un angulo 270°?
e (Y el angulo 360°?
« -Construye un angulo de 60°. ¢ Qué angulo sefalaria cuando se gira el

circulo 40° hacia la derecha? ¢ Y hacia la izquierda?
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o -Construye un angulo de 45°. ¢Qué angulo sefialaria cuando hacemos
4 giros de 20° hacia la derecha? ¢Y hacia la izquierda?

e -¢Cuéantos grados tiene un giro de 1/5 de vuelta? ¢ Y uno de 3/8 de
vuelta?

e -¢Cuantos grados tiene un giro de media vuelta, si la vuelta completa
mide 360 grados?

e -¢Cuéantos grados tiene un giro de un cuarto de vuelta?

e -¢Cuantos grados tiene un giro de un octavo de vuelta? ¢ Y uno de tres

octavos de vuelta?

2.2 VARITAS Y VERTICES

Con varillas de 6 mm de diametro y
conexiones formadas por tubos de goma
podemos construir aristas y vértices. Con
ellos podemos estudiar todos los

poliedros, tanto regulares como irregulares.

Figura 3.13

2.3 TESELAS

Muy util para estudiar teselaciones y mas en

concreto mosaicos regulares y semiregulares.
Actividad

Utilizando una sola clase de poligonos, rellena

el plano sin huecos ni solapamientos.

¢, Cuantas clases de poligonos has utilizado?

Figura 3.14

¢, Cuantos grados suman todos los angulos que

concurren en un mismo punto?

¢,Cuantos grados mide el angulo de cada poligono? ¢Y el angulo central?

83



Tema 3: Los Materiales para la ensefianza de ...

¢, Qué condicion han de cumplir los &ngulos de un poligono para que rellenen el
plano?

Figura 3.15

Repite las actividades anteriores utilizando poligonos de varias clases.

2.4 MECANO

Son varillas de diferentes tamafios con

agujeros. Para unir las varillas utilizamos

encuadernadores

Figura 3.16

Basandonos en las diagonales

¢, Qué tienen en comun?

¢, Qué permanece invariante?

¢, Qué cambia?

Figura 3.17

Pasar por continuidad al rectangulo

Construye con 4 varillas, unidas siempre por los agujeros de los extremos

todos los cuadrilateros diferentes que puedas. Para ayudarte, rellena la tabla
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segun vayas construyendo cuadrilateros, indicando los angulos que forman los

lados.

Angulos | Angulos | Angulos | Lados ) o
Nombre | Perimetro | Dibujo
rectos | agudos | obtusos | paralelos

2.5 PUZZLES 2D
En general, con los puzzles 2D podemos conseguir que:

+ Distingan los conceptos de congruencia y semejanza.
» Reconozcan figuras

« Realicen célculos de areas y perimetros

< Trabajen con ejes de simetria.

« Comprendan el concepto de area.

« Descubran relaciones de proporcionalidad.

Tangram

* Tomando como unidad el cuadrado grande,

halla el area de las siete piezas.

Figuras 3.18
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* Forma figuras que tengan de area 7/16 unidades cuadradas.

SEn

J'l:_I-T

iRiecl
T

Figura 3.19

¢ Tienen todas las figuras la misma superficie? ¢ Tienen el mismo perimetro?

Figura 3.20

Con dos pentominés, haz figuras iguales a ésta

Figura 3.21

Con los ocho pentominds restantes, construye
dos figuras iguales que ésta.
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Haz una figura semejante a ésta cuyas dimensiones sean el doble.

¢ Cuéntos pentominds necesitas para construirla?
Tomando como unidad el lado del cuadrado:
¢, Cual es la razon de los lados homélogos?

¢, Cual es la razdn de las superficies?

Figura 3.22

Haz una figura semejante a ésta cuyas dimensiones sean el triple.
¢, Cuantos pentominds necesitas para construirla?

Tomando como unidad el lado del cuadrado:

¢,Cual es la razon de los lados homologos?

¢, Cuél es la razdn de las superficies?

¢,Puedes sacar alguna conclusién?

2.6 PUZZLES 3D

Cubo soma

El cubo soma fue descubierto por Piet Hein,
poeta y matematico danés que un dia descubrid
gue figuras formadas por cubos podian recubrir
el espacio.

De todas las formas que se pueden construir con

Figura 3.23 3 0 4 cubitos, eligié tricubos y tetracubos con

angulo diedro céncavo.
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Las piezas que conforman el cubo soma son siete, seis tetracubos y sélo un

tricubo.

El problema base es formar con las 7 piezas un cubo (hay mas de 240
formas diferentes). Ademas se pueden formar muchas mas construcciones.
Los alumnos pueden formar sus propias construcciones y despueés intentar

plasmarlo en papel.

Dibuja las piezas del cubo soma en las siguientes tramas.

Figura 3.24

Construye todas las figuras que te presentamos con piezas del cubo soma.

2 3
1
s i
[ [
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Dibuja después, tres vistas de cada una de las figuras

FIGURA Ne:

DE FRENTE DESDE ARRIBA DESDE UN LADO

Pentominds sélidos y pentacubos

Un pentacubo es una figura plana formada por cinco cubos unidos por sus

caras. La version 3D de los pentominds se conoce con el nombre de

pentominds sélidos.

e Con ellos se pueden hacer multiples actividades:
e Formar prismas de diferentes medidas: 3x4x5,
2X5%6, 2x3x10

Estudiar la relacion superficie/volumen
Figura 3.26

Estudio de la congruencia de figuras

Los 29 pentacubos
\1 OU‘Y%(@Z
‘V\ ’T@%VQF@P
“a‘ b @c ‘d @e%f
sq~h~i”1 %k“l
%m‘n‘o\b%a
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2.7 LIBRO DE ESPEJOS

Figura 3.28
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Dibuja un punto y una linea recta que no
pase por él. Sittua el eje del libro de espejos
sobre el punto. Coloca sus hojas de forma
gue corten a la recta. Abre y cierra las
hojas del libro. Describe las figuras que
vayas observando. ¢ Puedes relacionarlas
con el angulo que forman las hojas del libro

en cada caso?

Situa el eje del libro de espejos sobre el punto (Figura 3.29). Coloca sus hojas

de forma que corten a la recta. Abre y cierra las hojas del libro. Describe las

figuras que vayas observando. ¢ Puedes relacionarlas con el angulo que forman

las hojas del libro en cada caso?

Figura 3.29

*Coloca nuevamente los espejos con el vértice sobre el circulo y la base

cortando la linea roja, abre y ciérralos hasta que veas un triAngulo equilatero.

Mide el angulo que se forma entre los espejos.

Figura 3.30

Coloca entre los
espejos una

escuadra

¢, Qué poligono

observas?

Gira los espejos

lentamente  como
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indica la flecha, conservando entre ellos el angulo de la escuadra de la foto

anterior. ¢ Qué observas?

¢, Qué ves cuando la base de uno de los espejos queda perpendicular a la linea

roja?

Gira los espejos hasta que veas un cuadrado.

En la plantilla de abajo coloca entre los espejos el angulo de 60° de una

escuadra. ¢, Qué observas?

Gira lentamente los espejos. ¢, Puedes ver una estrella?

¢,Coémo es el poligono
gque observas cuando
los espejos quedan en
la posicién que
muestra la foto de la

izquierda?

Continua colocando

Figura 3.31

entre los espejos los
angulos de 30° y 60° de la escuadra. Luego, dibuja las figuras que veas.
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3. MATERIALES PARA EL BLOQUE DE ALGEBRA

3.1 TABLA 100

Podemos construirla en un papel tamafo A4. Consta de 10 columnas y 10 filas.

En ella hemos colocado los numeros del 1 al 100 segun se indica en la figura:

Actividades:

Observa la ventana que esta coloreada:

1
11
21
31
41
51
61
71
81
91

1
11
21
31
41
51
61
71

81
91

2
12
22
32
42
52
62
72

82
92

12
22
32
42
52
62
72
82
92

3
13
23
33
43
53
63
73

83
93

3
13
23
33
43
53
63
73
83
93

4
14
24
34
44
54
64
74

84
94

4

5
15
25
35
45
55
65
75

85
95

5

6
16
26
36
46
56
66
76

86
96

6

E
17
27
37
47
57
67
77

87
97

7

14 15 16 17
24 1 25|26 27

34 B8lE8l 37

44 S

54
64
74
84
94

55
65
75
85
95

46
56

66
76
86
96

1. Suma 35+46 y 36+ 45 ¢ Qué observas?

47
57
67
77
87
97

8
18
28
38
48
58
68
78

88
98

18
28
38
48
58
68
78
88
98

9

19
29
39
49
59
69
79
89
99

10
20
30
40
50
60
70
80

90
100

10
20
30
40
50
60
70
80
90
100

2. Mueve la ventana y luego haz lo mismo. ¢ Qué observas?

3. ¢ Puedes explicar por qué pasa esto?
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4. Ahora multiplica las parejas de numeros opuestos 35x46 y 36x45.¢,Qué

observas?

5. Mueve la ventana y haz lo mismo. ¢ Qué observas?
6. ¢, Puedes explicar por qué ocurre esto?

7. Prueba con otras ventanas ¢ Qué ocurre?

8. Mueve una ventana como la de abajo un lugar a la derecha y haz la suma

en cada vez.

12 | 13
22 | 23

NUamero menor|{Suma
12 70
13
14
15
16
n S

9. ¢ Qué observas?

10. Si "S” es la suma ¢, Podrias escribir la formula relacionando el nimero

menor con la suma?
S =

11. Utiliza tu férmula para encontrar la suma de una ventana numérica si el

nimero menor "n" es.

a)6 b) 22 c) 47 d) 89

12. ¢ Cémo podras encontrar el nimero menor de la ventana si la suma es?
a) 34 b) 59 c) 154 d) 326

13. Escribe la formula para encontrar el nUmero menor sin conocer la suma S.
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14. ¢ Podrias justificar algebraicamente la Formula?

15. Una ventana de diferente forma y tamafio requiere una férmula diferente.

Encuentra una ventana para cada una de estas formulas.

a) S=6n+36 b) 4n+15 €)S=5n+50

16. Inventa tus propias ventanas, luego encuentra la férmula para cada una.

Se pretende que el alumno:

* Explore patrones numéricos.

* Utilice el lenguaje algebraico para justificar relaciones numeéricas.
* Trabaje reduccién de términos semejantes.

* Resuelva ecuaciones lineales.

3.2 LIGA DE CAMPEONES

Juego para dos, tres o cuatro jugadores

El orden de salida se hace por turno en cada
partida.

Para empezar es necesario sacar una carta con

una ecuacion de soluciéon 6

Figura 3.32
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Cada jugador va sacando por turno una carta, y reponiéndola a continuacion en
la baraja, avanzando su ficha las casillas que le indiquen la solucién (1, 2,3, 4,
5 0 6) de la ecuacién que aparece.

Si se cae en un circulo con un futbolista, se interpreta el dibujo para avanzar o
retroceder

Si se cae en una casilla amarilla, se debe de dejar de jugar durante una vuelta.
Si se cae en un balon, se avanza dos casillas.

Si se cae en la casilla roja se debe volver a empezar.

Gana el jugador que consigue primero meter un gol con una tirar exacta.

Ejemplos de cartas:

&Y (O3

53 @ 53 53 4%

Figura 3.33

3.3 PISTA DE ALGEBRA

r 1 Juego para 4 jugadores.

| Cada jugador lanza el dado
para posicionarse en la

4 bl 0 Gl - I i
AMHEEH A RTA casilla que le corresponda
0“\( | 8 b‘&ﬁ\
. g m = segun el numero obtenido.
> - .,"4’
7 K HE R R : :
~ N Empieza a jugar el de

mayor puntuacion.

Lanza el dado y sustituye la

Figura 3.34
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Avanza o retrocede segun el valor numérico obtenido.

3.4 SUBIR A CERO

Figura 3.35

d
d
d

Un tablero
Un dado
Dos fichas diferentes, una para cada jugador

Reglas del juego

e
e
e

AN Y

RSN

Juego para dos jugadores

Los jugadores tiran el dado para decidir quién empieza el juego

El primer jugador lanza el dado, y con el resultado del dado calcula el valor de
la expresion de alguno de los caminos que salen de la casillainferior; sube asi
a alguna de las tres casillas primeras apuntandose como puntuacion el valor
numeérico de la expresion utiliza para subir.

Para ser valido ese valor numérico debe ser enteroy no fraccionario.
Acontinuacion, el segundo jugador hace lo mismo.

Las casillas pueden ser ocupadas por dos fichas.

Al cabo de 5 turnos, los jugadores llegan al dltimo nivel antes del cero, e
intentan sacar con el dado el valor que permite anula la funcion x-1, X-2 0 x-3
correspondiente.

El juego acaba cuando uno de los jugadores ha subido al cero.

El jugador que sube al cero primero obtiene por este hecho 10 puntos
adicionales.

Ganael que mas puntuacién haacumulado alo largo delas jugadas

Tabla de resultados

Jugada n° Puntos jugador 1 Puntos jugador 2

1

2

3

4

5

Puntos adicionales

Total
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4. MATERIALES PARA EL BLOQUE DE ESTADISTICA Y
PROBABILIDAD

4.1 FICHAS DE COLORES

Se necesitan fichas de diferentes colores. Pueden servir las Fichas rojas,

azules, amarillas y verdes comunmente
Q Q ‘ utilizadas para el juego del parchis.

* En una cuadricula 2 x 3 (6 cuadraditos), ¢ de
Figura 3.36 cuantas maneras puedes colocar una ficha? ¢Y
2,3,4,5, 6 fichas?

* ¢ Puedes encontrar una regla general?
Se pretende que el alumno:
* Se introduzca en problemas combinatorios sencillos.

* Diferencie la situacion probleméatica que se le presenta si todas las fichas son

del mismo color o si cada ficha es de un color diferente.
* Descubra estrategias de conteo.
Actividad 1

* Toma una ficha. ¢ Cuantas mas necesitas para rodearla completamente?
¢,Puedes generalizar? Busca simetrias y empléalas para contar el nUmero total

de fichas de la construccion.
* Utiliza fichas de color diferente para cada paso. Investiga.

* Toma tres fichas que se tocan todas entre si. Rodéalas con otras fichas.

Repite el proceso. Investiga.
* ¢ Y si partes de 4, 5 6 mas fichas?
Actividad 2

* Dispones de dos montones de fichas, cada uno de un color.
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* Un compafiero coge un pufiado de fichas de cada color y las pone en una

bolsa (que en total haya al menos 20 fichas).

* Saca sin mirar 10 fichas de la bolsa. Apunta las que hay de cada color y
vuelve a ponerlas en la bolsa. Remuévelas y saca otras 10 fichas. Repite el

proceso varias veces.

* ¢ Qué puedes concluir?

* ¢ En cual de los dos montones iniciales habia mas fichas?

Se pretende que el alumno;

* Adquiera de forma intuitiva el concepto de probabilidad.

* Relacione los conceptos de proporcion, frecuencia y probabilidad.

* Se libere de conceptos previos erroneos sobre la probabilidad
4.2 JUEGOS PARA INTRODUCIR LA PROBABILIDAD

Saltos con los canguros

£0
&1
g2 i
¢ 3
£4

&5 = ﬁ%&

Figura 3.37

Vs

Juego para 6 jugadores
Se sortean los canguros

Los jugadores tiran dos dados y la persona que tenga el n° igual a la resta de

los dados avanza una casilla hacia la meta.
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Gana el canguro que llega antes a meta

Antes de empezar la partida se les dice a los nifios que elijan un canguro, al

azar. Después se les dice las reglas, y alguno querra cambiar de canguro.

Con este juego se comprueba que resta sale mas, y de esa forma se sigue
viendo (como en el carrera de caballos) de forma intuitiva el concepto de

probabilidad.

Después en clase se analiza el experimento “resta de las puntuaciones de dos

dados”
Pescando en el lago

Juego para dos pescadores.

Material: tablero,
en el lago 12 fichas para

cada jugador y

PescandQ

dos dados.

Cada pescador
juega con los
nameros que
tiene mas
proximos. Cada

el

pescador

dispone de 12
Figura 3.38 peces (fichas)

gue debera colocar como quiera sobre la parte de tablero que le corresponda.

Puede colocar todas en un numero o distribuidas como crea mas conveniente

para ganar.

Por turnos cada jugador tirara los dados. Se restan los dados y sobre la casilla
de su parte del tablero cuyo ndmero coincide con dicha resta retirara un pez (si

lo hubiere).

Gana el jugador que primero retire todas sus fichas del tablero.
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VARIANTE

Cada jugador coloca los peces del otro jugador de manera que pescarlos

sea lo més dificil posible.
Cara o cruz

Juego para 6 jugadores
Se sortean los niameros

Los jugadores tiran 5 monedas y cuentan las “caras”. El jugador que lleve ese

f 0 14 L1

U= L0 B\ 1ap
f 2 [ %
£ 43 % //7‘/
A

V13N

£
£ s i

Figura 3.39

ndamero avanza una casilla.
Gana el jugador que llega antes a meta

Antes de empezar la partida se les dice a los nifios que elijan un jugador, al

azar. Después se les dice las reglas, y alguno querra cambiar de namero.

Con este juego se comprueba el nimero de caras que sale mas, y de esa
forma se sigue viendo (como en el carrera de caballos) de forma intuitiva el

concepto de probabilidad.

Después en clase se analiza el experimento “tirar 5 monedas y anotar el

resultado”

El queso, el ratén y el gato
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—

~ El queso, el ratén y el gato

En el laberinto esta en juego la

vida de un grupo de ratones que

A [}
% N =

7
%
/
] o= %
/i ¢
d o]
Y

; )

Figura 3.40

simularemos con fichas. Coloca
una ficha-ratén en la entrada.
Lanza una moneda y, segun
salga cara o cruz, mueve la
ficha siguiendo las flechas
indicadas. Repite el proceso
hasta que la ficha salga ilesa por
la salida o sea comida por el
gato.

Contesta:

A) ¢ Qué te parece mas facil: salvarte o ser devorado por el gato?

B) ¢ Hay alguna casilla del laberinto en la que, si un raton llega, ya esta perdido

sin haber caido adn en la casilla del gato.

C) ¢ Hay alguna casilla, que no sea la salida, en la que ya se sepa que el raton

se ha salvado?

D) ¢ Si colocas 16 ratones en la entrada, ¢ Cuantos crees que llegaran al
gueso? ¢.cuantos esperas que sean comidos por el gato? ¢ Y si colocas 80

ratones?

Hipédromo

Carreras de caballos

VLIHAN

Figura 3.41
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Juego para 12 jugadores
Se sortean los caballos

Los jugadores tiran dos dados y la persona
gue tenga el n° igual a la suma de los
dados avanza una casilla hacia la meta.

Gana el caballo que llega antes a meta
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Sugerencias:

Antes de empezar la partida se les dice a los nifios que elijan un caballo, al azar.
Después se les dice las reglas, y alguno querra cambiar de caballo.

Con este juego se comprueba qué suma sale mas, y de esa forma se introduce el
concepto de probabilidad.

Después en clase se analiza el experimento “suma de las puntuaciones de dos dados”

Mosquetero o superhéroe

Juego para dos jugadores (mosquetero y superhéroe)

- Material: tablero, 12 fichas cada
Mosquetero o Superhéroe jugador y dos dados

El mosquetero juega con los
nameros de abajo y el superhéroe
con las de arriba.

Cada jugador dispone de 12 fichas
gue debera colocar como quiera
sobre la parte de tablero que le
corresponda (esto se hace antes
de empezar a tirar los dados).
Puede colocar todas en un nimero
o distribuidas como crea mas conveniente para ganar.

Figura 3.42

Por turnos cada jugador tirara los dados. Se suman los dados y sobre la
casilla de su parte del tablero cuyo numero coincide con dicha suma retirara
una ficha (si la hubiere).

Gana jugador que primero retire todas sus fichas del tablero.

Liga de campeones. Probabilidad

Juego para dos, tres o cuatro jugadores

Cada jugador, al llegar su turno, lanzara un dado y, después de ver el
resultado, decidird mover las casillas que indica el dado o tirara el otro. Si
decidiera esto ultimo, debe sefalar si el nuevo dado va a sacar mas, igual o
menos que en la primera. Si acierta, avanzara la suma de, los dos resultados vy,

si falla no avanzara nada en ese turno.
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Si se cae en un circulo con un futbolista, se
interpreta el dibujo para avanzar o retroceder
Si se cae en una casilla amarilla, se debe de
dejar de jugar durante una vuelta.

Si se cae en un balén, se avanza dos casillas.
Si se cae en la casilla roja se debe volver a
empezar.

Gana el jugador que consigue primero meter

un gol con una tirara exacta.

Figura 3.43

5. ACTIVIDADES PARA PROFUNDIZAR

Localiza un material que se pueda enmarcar en alguno de los bloques de
contenidos. Haz una descripcion del mismo que incluya, como minimo los

siguientes puntos:

a) Bloque de contenido con el que se asocia, y nociones matematicas
involucradas.

b) Descripcidn del material (reglas de uso, funcionamiento, ...)

c) Ejemplos de actividades que se pueden plantear.

d) Objetivos de aprendizaje que se persiguen con estas actividades.
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NUEVAS TECNOLOGAS Y MEDIOS AUDIOVISUALES EN EL
AULA DE MATEMATICAS

El incipiente desarrollo de la tecnologia esta modificando substancialmente el
entorno de la sociedad y, como consecuencia, nuestras actividades
cotidianas. El @mbito educativo no es ajeno a este hecho, pero aun es
necesario perseverar y profundizar en las discusiones acerca de como ha de
llevarse a cabo una adecuada implementacion de estas herramientas en el
aula, para ver como pueden adaptarse a los procesos de ensefianza y

aprendizaje.

Ordenadores, Internet, calculadoras y otro tipo de recursos tecnolégicos
poseen un gran potencial para la educaciéon en general, y para la educaciéon
matematica en particular. Pero no debe usarse este potencial como excusa
para llevar al aula de matematicas todo aquello que sorprende por su
versatilidad; es necesario planificar con detalle qué uso queremos darle: qué
competencias queremos y podemos desarrollar en nuestros escolares, qué
tareas debemos disefiar para conseguirlo, y qué sistema de evaluacion
pondremos en practica para medir ese desarrollo (Lupiafiez y Codina, 2004;
Lupiafiez, 2000).

Los recientes proyectos de incorporacion de ordenadores en las aula de
Educacion Secundaria (Centros TIC) hacen necesarias todas estas

reflexiones.

Por otro lado, hoy en dia son frecuentes la visionado de un gran numero de
imagenes en prensa y television, y los mas recientes soportes electronicos

también facilitan disponer de videos y peliculas de una forma sencilla.

Pero aunque sin duda no deja de sorprendernos lo que se puede hacer con el
uso de estos recursos tecnoldgicos, es necesario incidir en la necesidad de
una planificacion adecuada de estas actuaciones dentro de un plan de
ensefianza coherente y bien disefiado. A la hora de planificar una o varias

sesiones acerca de un tema matematico, el profesor debe realizar varios
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analisis, tanto sobre la matematica que sera objeto de ensefianza, como
desde un punto de vista cognitivo, pensando en cémo lograr un aprendizaje

significativo en los escolares.

Carece de todo sentido emplear estos recursos en el aula con el Unico
objetivo de renovar o actualizar nuestra labor docente. Todos los materiales y
recursos que puede usar el profesor en su labor docente han de jugar un
papel muy concreto en ese proceso. Como sefiala Gémez (2004), el éxito de
su empleo depende de que el profesor disefie y lleve a la practica el curriculo
de tal forma que la tecnologia contribuya a que los escolares adquieran
aprendizaje. El disefio de las actividades debera surgir de una correcta
planificacion curricular con nuestro conocimiento de la tecnologia dentro del
contexto del problema que queremos abordar. Como parte de esa
planificacién, es necesario detallar los conceptos, procedimientos y sus
relaciones que trabajaremos en el aula; definir qué competencias queremos
desarrollar en los escolares acerca de ese conocimiento, y analizar qué

recursos podemos poner en juego para lograr eficazmente ese desarrollo.

En este tema nos centraremos en el uso de varios materiales y recursos
tecnoldgicos que estan a disposicidén del profesor de mateméticas en su labor
docente. Por ejemplo, profundizaremos en las fortalezas y debilidades de los
ordenadores y de Internet en el aula de matematicas. También analizaremos
el papel que pueden desempeiiar otros recursos, como las calculadoras o la
fotografia, y nos acercaremos un poquito al séptimo arte para observar
algunas visiones que de la matematica y los matematicos han aparecido en el

cine y la television.
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1. ORDENADORES E INTERNET

En el epigrafe anterior ya hemos hablado del impacto de las nuevas
tecnologias en la sociedad y en el ambito educativo, siendo necesario en éste

reflexionar sobre las implicaciones de el uso de estos instrumentos en el aula.

Es facil suponer que disponer de ordenadores en el aula hace que se abran
nuevas perspectivas de trabajo en matematicas. Pero por otro lado, seria
ingenuo pensar que esto no trae consigo también un gran numero de

problemas y dificultades.

Garcia y sus colaboradores (1995), sefialan que el uso de ordenador en el
aula de matematicas puede tener muchas incidencias, y hablan de ventajas e
inconvenientes (pp. 19-28). Desde esa reflexion, hacemos aqui varias

consideraciones.
Ventajas

e Desde un punto de vista cognitivo, el disponer de un sistema potente
de célculo hace que sea muy poco el tiempo que se le dedica a
célculos rutinarios. Por el contrario, el tiempo se emplea mas en una

reflexion profunda de los resultados obtenidos y de sus implicaciones.

Es posible experimentar con las matematicas, pues se favorece el
observar el resultado de procedimientos y algoritmos cuando se
modifican las condiciones iniciales, o cuando se consideran casos
extremos. También se facilita la elaboracion y comprobacion de
conjeturas e hipétesis.

e Desde el punto de vista de la planificacion, existe la posibilidad de que
el profesor pueda disponer de gran numero de datos para plantear

problemas basados en la realidad.

Asimismo, es sencillo disponer de muchos ejemplos gréaficos e
interactivos con los que se facilita la visualizacién y manipulacién de
nociones matematicas. Las matematicas que se trabajan pueden ser

muy diferentes a las que se estudian sélo con papel y lapiz.
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Desde la oOptica de la gestion, los ordenadores facilitan un trabajo
autonomo de estudiante, facilitando la actividad orientadora del
profesor. También permiten el trabajo de los estudiantes en pequefios

grupos en los que pueden desarrollarse discusiones y debates.

Por otro lado, gracias al continuo contacto que tienen los mas jovenes
de la sociedad con la tecnologia en todos sus ambitos, no les resulta
extrafio usar estos recursos, ademas que constituyen un elemento

motivador para ellos.

Finalmente, una ensefianza que se basa en estos recursos
tecnoldgicos es coherente con el evidente uso de éstos en el ambito
laboral profesional. También se esta educando en el empleo adecuado
de los ordenadores, los programas, la red,...

Inconvenientes

Desde el punto de vista cognitivo, los ordenadores pueden llevar a que
los estudiantes abandonen el sentido critico, pues depositan una
confianza ciega en las respuestas de las maquinas. También es
posible que se pierdan destrezas o habilidades basicas si todo el

trabajo se lleva a cabo con estos instrumentos.

Desde la dptica de la planificacion, al profesor pueden surgirle dudas
acerca de varios aspectos. Uno de ellos es el relativo al tipo de
problemas y cuestiones que plantear, pues muchas de las preguntas

habituales pueden resultar evidentes con el uso de un ordenador.

Otra cuestion abierta para el profesor es cuando permitir el uso del
ordenador y cuando no, pues eso dependera de los objetivos
planteados en cada situacion. Lo que carece de sentido es, por
ejemplo, permitir su uso durante todas las sesiones de clase, y
prohibirlo en la evaluacion. Por el contrario, seria necesario replantear

esa evaluacion.
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Cuando se va a trabajar con ordenadores en el aula de matematicas,
es necesario revisar y replantear los contenidos a desarrollar,
establecer unos nuevos objetivos, y disefiar de nuevo un plan

metodoldgico y de evaluacion.

e Desde el punto de vista de la gestiébn del aula, es facil que los
estudiantes estén mas ocupados en el manejo técnico del ordenador o
de los programas, que en la propia tarea planteada. Por otro lado, hay
que procurar que las sesiones de clase no se conviertan en “clases de

informatica”...

e Finalmente, el uso de nuevas tecnologias en el aula requiere una
formacioén especifica del profesorado. Este punto constituye una de las
razones principales de rechazo de estos recursos en la ensefianza, si
bien surge la pregunta: ¢Estan obligados o comprometidos con estos
cambios? De igual manera que exigimos que los médicos conozcan y
apliquen las ultimas técnicas y tratamientos, los profesionales de la
educacion deberia actualizar su formacién y su técnica. Se abre todo

un debate...

En este epigrafe analizaremos las potencialidades de algunos recursos que
se abren al profesorado cuando hay ordenador e Internet en el aula de

matematicas, tratando de detallar ventajas, inconvenientes y formas de uso.

1.1 SOFTWARE ESPECIFICOS DE MATEMATICAS

Al mismo tiempo y con la misma velocidad con la que se desarrollan nuevos
ordenadores, surgen nuevos programas y aplicaciones para ellos. Y las
matematicas constituyen un campo de investigacion potente en este
desarrollo. Cada vez son mas numerosos y mas potentes los programas para
trabajar matematicas a través de un ordenador. Pero esa velocidad de

crecimiento implica también un alto nivel de obsolescencia...

Dado que la mayor parte de este software es comercial (de pago), y que nos
ocuparemos de programas gratuitos disponibles en Internet en el siguiente

epigrafe, aqui simplemente mencionaremos algunas de las aplicaciones mas
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usadas en matematicas. Concretamente, describiremos algunos sistemas de

célculo simbdlico, y aplicaciones de geometria dinamica.

Programa de Calculo Simbdlico

La principal caracteristica de los sistemas de calculo simbodlico es su
capacidad para utilizar variables en su operaciones. Esta condicién es la que
también diferencia las calculadoras cientificas tradicionales de las actuales
gue disponen de procesador de calculo simbdlico.

Los programas de calculo simbodlico mas populares son Mathematica

(http://www.wolfram.com), Maple (http://www.maplesoft.com), o Derive

(http://education.ti.com/educationportal/sites/US/productDetail/us derive6.html).

Algunas de las actividades mateméaticas que son habituales en este tipo de

programas (Garcia et al., 1995) son las siguientes:
e Manipulacion de variables, féormulas y expresiones algebraicas.
e Operaciones con polinomios de una o varias variables.
e Calculo matricial.
e Procedimientos de Analisis Matematico.

e Calculo: derivacion, integracion, desarrollos en serie, estudio de

limites,...
e Estudio analitico, numérico y grafico de funciones de todo tipo.
e Trabajo con numeros complejos,...

Este tipo de programas son muy potentes desde el punto de vista
matematico, pero a menudo es necesario manejar con mucha precision el
lenguaje que necesitan para ejecutar érdenes. Este aspecto hace que no

sean del todo populares para las matematicas escolares.

Sin embargo son frecuentes los proyectos y trabajos que se preocupan de

disefiar actividades que tengan cabida en el aula de matematicas de
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Secundaria usando estas aplicaciones. Un ejemplo es la Asociacion de

Usuarios de Derive, desde cuya pagina: http://www.upv.es/derive/ se puede

acceder a un gran numero de propuestas de este tipo. Asimismo, desde esa
pagina se habilitan descargas temporales gratuitas de demostraciones de

Derive.

Aplicaciones de Geometria Dinamica

Si los programas de célculo simbdlico constituyen una herramienta muy
potente para el calculo y el andlisis, no cabe duda que el desarrollo de
aplicaciones de geometria dinamica suponen una nueva ventana al estudio

de la geometria.

Algunos de estos programas son los siguientes: Cabri 1l Plus

(http://www.cabri.com), The Geometer’s Sktechpad

(http://www.keypress.com/sketchpad), o Cinderella (http://cinderella.de/tiki-

index.php). GeoGebra ha sido una nueva e interesante version de este tipo
de software, que auna algebra y geometria. En €l centraremos el resto de

este apartado.

A través de la pagina siguiente es posible descargarse gratuitamente este

software libre: http://www.geogebra.org/

Desde esa misma pagina es posible acceder a informacién y modos de uso
de GeoGebra. Nuestra recomendacion es echar un vistazo a los comandos
basicos y luego lanzarse a explorarlo directamente.

Esta primera exploracién debe permitir llevar a cabo construcciones como las

siguientes:

a) A partir de dos puntos, construir dos circunferencias tangentes con
esos puntos como centros. Desplazar después los puntos ¢siguen

siendo tangentes las circunferencias?
b) Dado un segmento, construir un cuadrado con lado ese segmento.

c) Dado un segmento, construir un cuadrado con diagonal ese

segmento.
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d) ¢ La recta de Euler existe para cualquier tipo de triangulo?

e) ¢Es posible construir un triangulo en el que dos de sus bisectrices

sean perpendiculares entre si?

f) Construir una pardbola a partir de su definicibn como lugar

geomeétrico. ¢ Es posible construir también la elipse con este método?

g) Explorar la construcciéon de un friso y un mosaico a partir de un

poligono béasico y los movimientos en el plano.

El Unico limite para GeoGebra lo constituye tu propia imaginacion. En Espafa
ya existen los denominados Institutos GeoGebra, que tienen presencia
internacional y que promueven la realizacibn de encuentros, de cursos de
formacion y suministran un espacio para compartir y discutir propuestas y
experiencias. En las siguientes paginas puedes consultar informacion sobre

dos de ellos:

http://thales.cica.es/geogebra/ (Instituto GeoGebra de Andalucia)

http://geogebra.es/ (Instituto GeoGebra de Cantabria)

1.2 MATERIALES Y RECURSOS A TRAVES DE INTERNET

A través de Internet es posible acceder a un gran numero de archivos
(documentos, imagenes, sonidos, videos,...), asi como a muchos tipos de
software. Este software puede ser cierto programa que esté a la venta; puede
tratarse de algun programa “shareware” (gratuito temporalmente); o bien
algun otro totalmente gratis. La mayor parte de este software hay que
instalarlo en un ordenador, pero también existen pequefios programas,

llamados “Applets”, que se ejecutan directamente desde Internet.

Nuestro objetivo en este caso es analizar alguno estos materiales que estan
localizables en Internet y que tienen que ver con distintos contenidos

matematicos. Vamos a ver y analizar tres ejemplos.
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El primero es sobre poliedros, usando un programa que se puede descargar
gratuitamente desde Internet. Los otros dos son Applets que se ejecutan
directamente en la red. Uno de ellos es un juego para dos personas (0 una
persona contra el ordenador) sobre divisores. El Ultimo es sobre fracciones y
también esta disefiado como un juego. Estos dos programas se ejecutan

desde la pagina llluminations (http://iluminations.nctm.orq) del NCTM

(National Council of Teachers of Mathematics), en EE.UU.

Aunque todos ellos aparecen en inglés, aqui incluimos las instrucciones de
manejo y algunas actividades en espafol. Por otro lado, la Sociedad
Andaluza de Educaciéon Matematica Thales ha editado una version en

espanol de muchos de estos programas (NCTM, 2003).

Las referencias Guillén (1991), Llinares y Sanchez (1988) y Sierra, Gonzalez,
Garcia y Gonzalez (1989) pueden ayudarte a profundizar en los ejemplos que

vamos a analizar.

Estudio de Poliedros con Poly

Poly es un software para estudiar poliedros, que puede descargarse
gratuitamente desde Internet. Entra en la direccién

http://www.peda.com/download/ y descarga en tu ordenador el programa

Poly 1.1. Después de abrirlo, haz clic en “File/Preferences”, y activa todas las

opciones de “visualizacion” posibles.

Selecciona una categoria de poliedros en la ventana desplegable y observa
los solidos que aparecen. Puedes usar distintos modos de mostrar los
poliedros: transparentes, opacos, mostrar solo vértices,... Puedes cambiarlos
de color, hacerlos girar, y también desplegarlos usando el botén de

desplazamiento horizontal:
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Figura 4.1: Pantalla de Poly

Como veras, Poly permite manipular los poliedros de una manera muy
cdmoda, si bien, esta manipulacion es muy diferente de la que puede hacerse
con un poliedro hecho de madera o con papel troquelado. Reflexionemos

mas sobre el trabajo con Poly:

a) ¢ Como calcularias el numero de aristas del dodecaedro? ¢ Es necesario
contarlas? ¢Qué problemas genera el contar las aristas cuando el

poliedro esta desplegado?
b) ¢ Cuantos desarrollos planos del cubo puedes encontrar?

c) Trata de definir qué es una dipiramide, y un antiprisma, a partir de los
gue muestra Poly. ¢Permite el programa ver todos los poliedros que

existen de ese tipo, o sélo algunos ejemplos?

d) Busca en la categoria de Primas Arquimedianos qué poliedro es aquél
que se ha usado para hacer balones de futbol. Tiene que ver con el

icosaedro pero, ¢ sabes como obtenerlo a partir de éste?

e) ¢ Existe alguna actividad que pueda hacerse con un poliedro fisico (que

puedas “coger”), pero que no sea posible de realizarse con Poly?

f) Haz una valoracién del programa Poly, comparandolo con el trabajo con
poliedros construidos con papel troquelado, o con un juego de

construccion.
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El Juego de los Divisores

En http://illuminations.nctm.org/tools/tool_detail.aspx?id=12 hay un Applet

interactivo que consiste en un juego para dos personas en el que puedes

enfrentarte al ordenador o a un compafiero.

The Factor Game

Nare q 3 3 a 5 5 Hane
Player 1 Player 2
Score Score
0 7 8 E} 10 11 12 0
Last Move Last Move
0 13 14 15 18 17 18 0
Fantors Lised Factors Lised
19 20 2 n 2 2
25 26 27 23 29 30

Opponent: Human = | Game Type: 0 -] Mew Game

Player 1: Chonse anumber

Figura 4.2: El juego de los divisores

Las instrucciones del juego son las siguientes:

e El jugador A elige un nimero en el tablero haciendo clic con el raton

sobre ese numero para colorearlo.

e Usando otro color, el jugador B colorea los divisores propios del numero
seleccionado por A. Una vez que haya marcado todos los divisores,

presiona OK.

e Después, los jugadores cambian el turno: ahora el jugador B elige un
numero, y el jugador A marca los divisores propios correspondientes,
siempre y cuando no sean numeros que ya fueron marcados en rondas

previas, y asi sucesivamente.

e Si un jugador escoge un namero que no tiene divisores sin marcar, el
jugador pierde su turno pues no le da opcion de juego a su contrincante.
El jugador infractor no suma ningun punto. El juego acaba cuando no

guedan numeros con divisores sin colorear.

e (Cada jugador suma los puntos correspondientes a los numeros que
colorea. El jugador que sume mas puntuacion al final de la partida es el

vencedor del juego.
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a) Juega algunas partidas contra el ordenador. Anota las ideas o
estrategias que has seguido. ¢Es mejor empezar la partida o ser

segundo? ¢ Por qué?

b) ¢ Cual es la mejor seleccidén para empezar la partida? ¢Y la peor? ¢ Por

qué? ¢ Existe una estrategia que te permita ganar siempre?

¢) Indica qué nociones matematicas aparecen cuando se juega con este

Applet.

d) Explica como podrian definirse los ndmeros primos en el contexto del

juego de los divisores.

e) Haz un esbozo de una actividad para introducir los nimeros perfectos

mediante este juego.

La Carrera de Fracciones

Entra a la pagina web http://illuminations.nctm.org/ActivityDetail.aspx?ID=18

y encontraras un programa que sirve para practicar las relaciones entre

fracciones y para estudiar como pueden combinarse fracciones entre si.
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Figura 4.3: La carrera de fracciones

El objetivo del juego es llevar todas las marcas rojas que parten de la fila de
la derecha (cero) a la fila de la izquierda (uno), usando para ello el menor

nuamero posible de cartas.
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Haz clic en la pila de cartas para mostrar una fracciéon. Ahora debes mover

los marcadores que desees de manera que el movimiento total que hagas

sea una fraccién menor o igual que la fraccion que ha salido en la carta.

Por ejemplo, si ha salido la carta con 4/5, puedes mover la marca de los

qguintos hasta 3/5 y la de los décimos y llevas la marca hasta 2/10, porque

3/5 + 2/10 =3/5 + 1/5 = 4/5. Estos movimientos aparecen a continuacion:

— T §

Covvds Nppmnt
New Jame

Figura 4.4: Movimiento para obtener la fraccion 4/5

No obstante, cualquiera de estos otros movimientos son también posibles:

Los quintos hasta 4/5.
Los décimos hasta 8/10, por que 8/10 = 4/5.
Los tercios hasta 2/3, por que 2/3 < 4/5.

Los quintos hastal/5 y los décimos hasta6/10, porque
1/5+ 6/10 = 1/5 + 3/5 = 4/5.

Los medios hasta 1/2, los sextos hasta 1/6, y los octavos hasta 1/8,
porque 1/2 + 1/6 + 1/8 = 12/24 + 4/24 + 3/24 = 19/24 < 4]/5,...

Cuando has acabado de mover las marcas, haz de nuevo clic en la pila para

obtener una nueva carta.

a) Juega una partida para practicar las reglas. ¢Es sencillo lograr el
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b) Indica los conceptos y procedimientos sobre fracciones que se ponen

en juego con esta actividad.

c) Sefiala en qué cursos podria usarse este programa, indicando tus

razones.

d) ¢Como usarias este recurso con alumnos de ese nivel (tarea
introductoria, para practicar, para profundizar, como tarea de

evaluacion,...)?

2. CALCULADORAS EN CLASE DE MATEMATICAS ¢SI O NO?
¢, COMO?

En 1996, Penglase y Arnold realizaron una revision de las investigaciones
acerca de las calculadoras graficas en la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas. Uno de los resultados de este trabajo es que en gran parte de
esas investigaciones, se constata que el uso de las calculadoras redunda en
ganancias para el conocimiento matematico de los estudiantes sobre

funciones, las gréficas o para el desarrollo de visualizacién espacial.

Pero este uso también puede crear obstaculos en, por ejemplo, aquellos
estudiantes que tienen dificultades para relacionar conceptualmente los

aspectos algebraico y grafico en calculo.

Uno de los argumentos que se esgrime habitualmente en contra de
calculadoras en la ensefianza de las Matematicas es que se abandona y
olvida lo que se hace con papel y lapiz, y eso va en perjuicio de la calidad en

la formacion.

Un uso de estos recursos sin la adecuada reflexion previa, puede introducir
distorsiones en el proceso de ensefianza. Pero asi como la escritura
numérica no es un obstaculo para que el nifio pueda realizar céalculos
mentales, la calculadora tampoco tiene por qué jugar ese papel. La
calculadora no tiene porqué entorpecer o frenar la actividad cognitiva del
estudiante, pero siempre es indispensable la reflexion previa del profesor

acerca del uso que puede hacer de ella.
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Es cada vez mayor el niumero de proyectos educativos que incluyen la
calculadora como una componente para alentar a profesores a incluirlas en
su actividad docente. También crecen lo proyectos y programas especificos
para la formacion de docentes y estudiantes de mateméticas (Rojano y
Moreno, 1999).

Varios documentos curriculares, como los del Ministerio de Educaciéon y
Ciencia (2007a y b) y los del NCTM (2003), expresan la necesidad de
incorporar en el curriculo de matematicas un uso de las calculadoras que

resulte adecuado para:
e el desarrollo de determinados procedimientos rutinarios,
e en lainterpretacion y analisis de conceptos matematicos, y

e en laresolucion practica de situaciones relacionadas con la naturaleza,

la tecnologia, o con la vida cotidiana.

De este modo, se afirma que los estudiantes pueden investigar aspectos
matematicos como el estudio de las magnitudes, centrandose los estudiantes
en la toma de decisiones, la reflexion, el razonamiento y la resolucion de

problemas.

Como puede observarse, el uso de calculadoras en el aula de matematicas,
trae consigo muchos argumentos a favor y en contra, y sobre algunos de
ellos discutiremos. No podemos hacer un recorrido por todos los modelos
posible de calculadoras, por lo que Unicamente mostraremos varios ejemplos

de actividades que se pueden plantear con algunos de ellos:
e Calculo de los ceros de una funcién cuadratica con la Tl Voyage 200.
e Problemas geométricos con la Casio Classpad.
e Un problema de optimizacion con la TI-83 Plus.
e Actividades de estadistica con la Casio Classpad.
e Las matematicas en movimiento con la TI-84 Plus y el sensor CBR.
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Los documentos con los ejemplos se encuentran en el Anexo D.

Para saber mas acerca de los productos y los programas de préstamo de
“Texas Instruments”, puede consultarse su portal educativo en la pagina:

http://education.ti.com/educationportal/sites/ESPANA/homePage/index.html

Sobre calculadoras “CASIO” también puede encontrarse informacion en:

http://edu.casio.com/

3. MEDIOS AUDIOVISUALES: LA FOTOGRAFIA, EL CINE Y LA
TELEVISION

Hasta ahora hemos hablado de varios recursos tecnoldgicos que tienen un
gran potencial en el aula de matematicas. Pero existen otros soportes que,
aunque son habituales en actividades cotidianas fuera de los centros
educativos, también pueden constituir una fuente importante de actividades
para el profesor de matematicas de Primaria, Secundaria y Bachillerato. Nos

referimos en este caso a la fotografia y al cine y la television.

La naturaleza abstracta de las nociones mateméticas es una de sus
caracteristicas esenciales, y al mismo tiempo involucra gran parte de las
dificultades que surgen durante su aprendizaje. Pero esas nociones
matematicas a menudo se emplean para resolver problemas en contextos
que van mas alla de lo meramente matemético. Por eso es posible en
ocasiones “ver” formas y propiedades geométricas, graficas, procesos de

crecimiento, fendmenos de azar, etc.

Mediante el uso de la fotografia, es posible entonces “capturar’ algunas de

esas nociones matematicas.

Por otro lado, en el cine y la television son frecuentes las alusiones a la
matematica como disciplina, a sus origenes y fundamentos, a los problemas
gue enfrenta, o a la vida personal o profesional de célebres matematicos o de

otros andnimos.

En este apartado describiremos coémo puede organizarse una actividad

fotogréfica con nuestros escolares, mostraremos algunos resultados de
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ocasiones en las que se ha llevado a la practica unas actividad de este tipo, y
analizaremos algunas producciones de cine y television que tienen que ver

con las matematicas.

3.1 FOTOGRAFIA: “CAPTURANDO” LA MATEMATICA

Cuando las camaras digitales irrumpieron en la sociedad, sin duda la
fotografia se revolucioné en todo el mundo. Ahora practicamente en cualquier
hogar, empresa, o centro educativo existe alguna, ademéas de las que se
pueden hacer con teléfonos moviles y otros dispositivos electronicos.
Entonces, ¢por qué no aprovechar este recurso tecnologico en el aula de

matematicas? ¢ Como podria hacerse? ¢ Qué resultados pueden obtenerse?

Mucho antes de que la novedad digital llegara a nuestras manos, ya se usaba
la fotografia tradicional para llevar a cabo actividades matematicas con
escolares de cualquier nivel educativo. Y uno de los proyectos pioneros en
Espafa de estos trabajos son los concursos de fotografia organizados en el

Colegio Sierra Nevada, de Granada (Gonzalez, 1999).

La idea original del proyecto fue la de poner a los alumnos de los dltimos
cursos de la antigua EGB de ese centro frente a una situacion problematica
en la que se conjugaran las matematicas, la fotografia y el entorno de los
escolares. El primer certamen de la actividad se realizO en el curso
académico 1985-86.

La finalidad de la actividad era que los escolares:

e Descubrieran situaciones ambientales en las que apreciasen un

contenido matematico.
e Realizaran fotografias del lugar o situacion elegida.
e Trabajasen posteriormente a partir de esas fotografias para:

o Expresar un “lema”, lo mas creativo posible, que hiciese

referencia la concepto matematico que motivo la fotografia.
o Descubrir nuevos contenidos matematicos en las fotografias.
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o Inventar actividades y situaciones problema a partir de las

imagenes.

o Resolver situaciones problematicas planteadas por otros
comparfieros o por los profesores.

Para llevar a cabo la actividad, cada alumno tenia un cuaderno de campo
donde hacer anotaciones y una camara de fotos desechable. Durante una
mafiana o una tarde, los alumnos hacian un itinerario propuesto en compaiiia
del profesor. Durante el itinerario, los alumnos tenian total libertad para hacer
fotos de todos aquellos rincones en los que ellos “vieran” matematicas. En
ese momento anotaban un posible “lema” para las fotos que luego revisaban

una vez que las imagenes estaban impresas.

Con motivo del Afio Matemético Mundial en el 2000, y basandose en la
experiencia previa del Colegio Sierra Nevada, se celebré el Certamen
Fotografia y Matematicas, en el que participaron muchos centros escolares
de toda Granada y su provincia. Se editaron unos cuadernos de campo con
diferentes itinerarios en distintas poblaciones (Gonzalez y Rico, 2000). Las
siguientes figuras muestran algunas paginas del cuaderno de campo

realizado para el area metropolitana de Granada:
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4 ITINERARIOS Fotomatemiticos en Granada

Descubrir la matematica en el mundo que te rodea

TRABAJANDO CON

tu cdmara,

tu imaginacion,

tu constancia,

tus conocimientos matematicos,

tu placer por las expresiones bonitas,
tu interés.

TRABAJANDO EN

el itinerario,

la clase,

cualquier momento que te venga a la cabeza,
contenido matemdtico, una imagen.

PARA PRODUCIR
fotografias,
ideas matemdticas,
relaciones entre ellas
y placer por el trabajo bien realizado.
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CERTAMEN Fotografia y Matemtic P 21
ACTIVIDADES DURANTE EL ITINERARIO ¢

1"~ Trabajamos todos los contenidos matematicos.
Buscamos cudles de ellos se encuentran en el itinerario.

2'.- Trabajamos un motive ambiental, monumento, espacio, paisaje, edificio,
fachada.
Buscamos en él todos los conceptos y contenidos matematicos que cono-
cemos.

“.- Elegimos un concepto matematico concreto.
Buscamos todas las relaciones que existen con otros contenidos matema-
ticos.

PRIMERA propuesta de actividad

— En el recorrido g I del itii i baj. todos los contenidos
matemiticos.

VISION GENERAL DEL RECORRIDO

Alo largo del recorrido vas a encontrar muchos motivos, detalles, paisajes, edifi-
cios, que te van a llamar la atencién por su belleza, formas y contenidos.

Busca en ellos LAS MATEMATICAS que tii conoces

Mira a todas partes y en todas direcciones, cualquier detalle que tengas delante,
detrés, arriba o abajo, puede encerrar el contenido matematico que estds buscando.

_CERTAMEN Fotografia y Matematicas 23

ACTIVIDADES DURANTE EL ITINERARIO [

SEGUNDA propuesta de actividad

~ Elegimos un MOTIVO AMBIENTAL concreto: monumento, espacio, paisa-
je, edificio, fachada...

Buscamos en ¢l todos los ptos y aticos que
mos.

VISION MATEMATICA DE UN MOTIVO

Elige un motivo, monumento, espacio, paisaje de este itinerario y haz un reporta- |
je mas detallado de las ideas matematicas que encuentras en €l. |

TERCERA propuesta de actividad

— Elegimos un CONCEPTO MATEMATICO concreto.
Buscamos IMAGENES en el itinerario que sean representativas del concepto
matemético elegido. También podemos trabajar las relaciones que existen con
otros contenidos matematicos.
UN CONCEPTO MATEMATICO EN EL ITINERARIO
Para la realizacion de esta propuesta es conveniente que lleves decidido el con-
cepto matemético con el que vas a trabajar.

Ya conoces las tres propuestas de trabajo que puedes realizar.

Te recomendamos que trabajes las tres a la vez.

Figura 4.5: Cuaderno de campo del Itinerario Fotomatematico en Granada (Gonzélez y Rico,
2000)
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En otros centros espafioles se han realizado actividades similares. Un caso
en el que se han llevado a cabo de manera regular es el |.LE.S. Andalan, de
Zaragoza. Algunos de los resultados obtenidos son los siguientes (Alonso et
al, 2001):

"Paralelismo e interseccién”
Autor: Borja Florit
2.° de Bachillerato - IES Andaldn (Zaragoza)
Primer premio del I Concurso (1994-1995)
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"El sol reparte dngulos”
Autor: Fernando Garcia Arbej
3.° de ESO - IES Andaldn (Zaragoza)
Tercer premio del III Concurso (1996-1997)
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"Ejes cartesianos”
Autor: Pablo Elipe Sanz
1.° de Bachillerato - IES Andaldn (Zaragoza)
Primer premio del VI Concurso (1999-2000)

Figura 4.6: Fotografia y matematicas

Sin duda es sorprendente la capacidad de los nifios para “capturar’ las
matematicas con una camara de fotos. Es muy interesante explorar coGmo
ellos ven e interpretan las matematicas que conocen en el aula, y sin duda la

fotografia es un recurso muy valioso en esa exploracion.
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3.2 UN GUINO AL SEPTIMO ARTE

El policia Angel Barciela, al que le faltan algunas materias para acabar
exactas, explica a Julia Buendia qué es una banda de Mdebius mientras

toman una copa en un salén de baile. Este es el dialogo:

Angel: Coges asi los extremos de la cinta y giras uno de ellos de manera que
hagas coincidir A con C y B con D. El resultado es un lazo que
aparentemente tiene dos superficies. Pero si pasas el dedo por un solo lado
de la cinta, al dar una vuelta entera, te encuentras en el otro lado,
¢comprendes? Luego ese lado sélo tiene una superficie, y a eso se le llama

la banda de Moebius.

(Risas de ambos, por la sensacion de estar dando y recibiendo una clase de

matematicas en lugar de charlando).

Julia: Nunca se me dieron bien las matematicas. Yo estudié Filologia Inglesa
e Historia en la Universidad de Berlin. Y me parece absurdo algo que pueda

demostrar que un lazo, que obviamente tiene dos caras, soélo tiene una.

Angel: Eso no es una demostracion. Por hoy quédate con una idea que no
es matematicas, sino cientifica: De una proposicion cientifica, sélo puede

demostrarse que es falsa, nunca que es verdadera.
Julia: (sonriendo) jQué raro eres, Barciela!
Angel: (sonriendo también) ¢Yo? ¢ Por qué?

Julia: No sé. No tienes pinta de que te gusten las matematicas, ni la ciencia.
Claro que tampoco tienes pinta de policia. ¢Y te gusta tu trabajo? (El niega

con la cabeza mientras bebe de la copa de cofiac) ¢ Y porqué lo haces?

Angel: Es un oficio como otro cualquiera y yo lo sé hacer bien. Ademas es
uno de esos trabajos que hacemos mejor los que no nos gusta, que los que
les gusta demasiado, ¢,no te parece? Antes pensaba que se podia arreglar un

poco el mundo.

Julia: ¢Y ahora no?
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Angel: Ahora pienso que con que cada uno mantenga un poco limpio lo que

tiene a su alrededor, es mas que suficiente.

Este didlogo, extraido de la pelicula “Tu nombre envenena mis suefios” de
Pilar Mir6 (1996), es destacado por Alfonso Poblacién en su pagina Web
http://www.divulgamat.net/weborriak/Cultura/CineMate/MHC/YQueHayDelCine2.asp

como un buen ejemplo de acercamiento coloquial a los teoremas de
indecibilidad de Gédel: Existen enunciados que, aun siendo verdaderos, no

pueden ni probarse ni refutarse a partir de unos determinados axiomas.

Escenas como ésta, en las que hay alusiones, comentarios o reflexiones
sobre las matematicas, son numerosas en el cine. Y con muchas

interpretaciones.

Existen proyectos comerciales como “El indomable Hill Hunting” (Gus Van
Sat, 1999) o “Una mente maravillosa” (Ron Howard, 2001) en las que se
sensibiliza al espectador con componentes humanas y romanticas (a menudo

inventadas).

w “u.\m Mart DAMON

COO! >\\"'Ilg HUNTING

Figura 4.7: “Una mente maravillosa” y “El indomable Will Hunting”
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Pero existen otros titulos menos lacrimoégenos. Dos ejemplos ya inevitables
son “Pi, el Orden del Caos” (Arafnosky, 1998) y “Cube” (Natali, 1997).
Laprimera est& basada en un popular comic: Pi: The Book of Ants (Pi: el Libro
de las Hormigas). Max Cohen, un matematico brillante vive atormentado con
el comportamiento casi caotico de las cifras decimales del famoso numero Pi;
pero su vida personal es mas cadtica aun. Una pelicula cruenta y
desconcertante rodada en blanco y negro que no deja al espectador
indiferente. En ella aparecen muchas alusiones a propiedades numéricas y
existe cierto posicionamiento con respecto al origen y el sentido de las

matematicas.

MEJOR MRECTOR 1'%
SUNDANCE FILM FESTIVV

Figura 4.8: “Pi: Fe en el caos”

En “Cube”, un heterogéneo grupo de personas despiertan en una especie de
celda cubica de la que pueden salir para llegar soélo a otra exactamente igual.
Lo malo es que en algunas de esas celdas hay trampas letales. Una joven
matematica descubre relaciones entre los digitos que identifican cada celda y
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la existencia o no de trampas en las celdas contiguas. Desde ahi comienza

una dura lucha por salir de la prision.

SR PARANO/A

BESCNON  DESPER /2Py

Figura 4.9: “Cube”

Si una persona sufre de claustrofobia, es mejor que no vea la pelicula, pero si
tampoco tolera la sangre, mejor que la olvide... A pesar de lo sangriento y
duro de algunas escenas, ciertamente se ponen en juego muchas nociones
matematicas. En la siguiente pagina aparece una secuencia de actividades

para realizar después de ver la pelicula:

http://www.Ssinewton.org/cms/images/Varios/cube.pdf

En otras ocasiones, la matematica, o la vida de un matematico, es so6lo un
hilo argumental secundario de la historia, y entonces aparecen muchos mas
titulos ¢ Conocéis alguno? Pensemos en otros titulos mas recientes, como
“‘Los crimenes de Oxford” (de la Iglesia, 2008) o “La habitacion de Fermat”
(Piedrahita, 2007). ¢ Es posible disefar alguna actividad a partir de alguna de

ellas para el aula de matematicas?
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Si lo que queremos es reir un rato mientras aprendemos matematicas, lo
mejor es ver “Donald en el pais de las matematicas” (Disney, 1959). Un
precioso cortometraje que nos introduce en algunos de los problemas
cladsicos de la matematica, y en algunas de sus utilidades. Merece especial
atencion la reflexion sobre la razén aurea, y la explicacion de cémo ganar el
billar a tres bandas es irrepetible. Es sin lugar a dudas un estupendo recurso
para ofrecer a nuestros alumnos una vision bien animada y divertida de las

matematicas.

Figura 4.10: Fotograma de “Donald en el pais de las matematicas”

La Television

Como afirma Antonio Pérez (http://platea.pntic.mec.es/aperez4/), no es

arriesgado afirmar que, en los paises de nuestro entorno, los escolares pasan
al menos tanto tiempo ante el televisor como en el aula. Por tanto, ¢ por qué

no usar recursos audiovisuales en clase de mateméaticas?
Para este autor, un video didactico puede usarse para:

e Aproximar la realidad al aula, reproduciendo aspectos concretos de la

misma.

e Motivar al alumno ante determinadas situaciones o investigaciones.
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e Promover debates e investigaciones sugeridas por el video o

complementarias a él.
e Adquirir destrezas y habilidades.
e Descubrir y aplicar procedimientos.
e Fomentar actitudes y transmitir valores.

Un ejemplo de videos didacticos sobre matematicas los encontramos en las
dos producciones de Televisiéon Espanola “Mas por Menos” y “Universo
Matematico”. En ellos, se abordan problemas, curiosidades e historia de las

matematicas aprovechando los recursos que brinda la television.

mucho més que un teorema
2

W

Figura 4.11: Secuencias de “Universo matematico” de RTVE

Ademas de estos programas, existen otras muchas colecciones de
documentales y videos educativos sobre matematicas. Pero desde hace un
tiempo, en una cadena de television de nuestro pais se est4 emitiendo una
serie estadounidense en la que uno de sus protagonistas usa su
conocimiento de las matematicas para resolver complicados dilemas
policiales. Se trata de la serie “Numb3rs”. En ella, un joven y sagaz
matematico colabora con su hermano policia resolviendo casos en los que

teorias matemaéticas resultan claves.

En Estados Unidos esta produccion ha sido todo un éxito, debido en parte a
gue se basa en hechos reales. Este auge se ha usado también con fines
didacticos, y es que la compafia Texas Instruments, la cadena CBS vy el

NCTM (National Council of Teachers of Mathematics), han elaborado un
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proyecto en el que se plantean problemas matematicos basados en las

matematicas que se mencionan en la serie. La pagina de acceso es:

http://www.cbs.com/primetime/numba3rs/ti/activities.shtml

¢, Quién dice que no hay matematicas en cualquier lugar?

4. A MODO DE SINTESIS...

e Las nuevas tecnologias como calculadoras y ordenadores tienen
perfecta cabida en la educacion, si bien es necesario analizar con

detalle como implementarlas.

e El éxito de la tecnologia depende de la planificacion que lleve a cabo

el profesor.

e El uso de esa tecnologia siempre tiene ventajas e inconvenientes,

fortalezas y debilidades.

e En Internet existe multitud de materiales disefiados para su uso en la

ensefanza de las matematicas...

e Pero también muchas péginas contienen informacion desestructurada,

errénea o mal desarrollada.

e Una busqueda bien planificada contribuye a localizar enlaces de

interés para la ensefianza de las matematicas.

e Los medios audiovisuales también constituyen un soporte interesante
para la ensefianza de las matematicas, pero igualmente es

fundamental organizar su uso en el aula.
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5. ACTIVIDADES PARA PROFUNDIZAR

En la seccion 1.2 hemos presentado varios recursos interactivos disponibles
en Internet, y en cada uno proponemos algunas cuestiones. Localiza tu alguin
otro recurso, describelo y disefia una tarea dirigida a escolares que incluya al
menos 5 actividades. Indica los objetivos, los contenidos que comprende, la
descripcion de las actividades, y como se llevaria a cabo usando el recurso

seleccionado.
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TEMA 5.
PLANIFICACION DE TAREAS EMPLEANDO MATERIALES Y
RECURSOS

1 ELEMENTOS DE LA PLANIFICACION EN MATEMATICAS

1.1 LOS MARCOS DE REFERENCIA

El proceso de planificacién que el profesorado sigue para preparar su trabajo
diario depende de su manera de concebir el trabajo como profesional, su
experiencia, sus concepciones sobre la enseflanza y el aprendizaje, el
conocimiento del alumnado y del tema que se trabajara con los alumnos y otras
variables que no viene al caso enumerar.

El foco de este proceso de planificacion se centra en lo que habitualmente se
denomina “preparar las clases”.

El instrumento béasico que recoge todas las decisiones y materiales que el
profesor produce al planificar a este nivel se corresponde con lo que llamamos
la Unidad Didactica (UD).

Cesar Coll (1987, p.137) incluye las Unidades Didacticas en el tercer nivel de
concrecidon del curriculo “Es una unidad de trabajo relativa a un proceso
completo de ensefianza/aprendizaje que no tiene una duracién temporal fija. En
la medida en que concierne a la planificacion de un proceso completo de
ensefianza/aprendizaje las unidades didacticas precisan unos objetivos, unos
bloques elementales de contenido, unas actividades de aprendizaje y unas
actividades de evaluacion”. La secuencia ordenada de las UD de un curso o
nivel constituye una programacion de curso o nivel.

No se puede olvidar que hay ya instrumentos de planificacion general que
actuan de marco obligado a la hora de elaborar una UD. El documento béasico
espafiol es la referencia legislativa publicada en los boletines oficiales de las
Comunidades auténomas y que constituyen el curriculo oficial. Suele ser un
Decreto de ensefianzas y otra norma sobre secuenciacion de contenidos por
cursos o ciclos. A su vez, los decretos de las comunidades autonomas estan

cohesionados por un Real Decreto de Ensefianzas minimas que publica el
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Ministerio de Educacion y Ciencia con el curriculo obligatorio en todas las
regiones autbnomas.

La publicacion del RD 1631/2006 de 29/12/2006 BOE de (5/01/2007) por el que
se establecen las ensefianzas minimas de la Educacion Secundaria Obligatoria
(ESO), enfatiza la necesidad de incorporar a la organizacién del curriculo las
competencias basicas del aprendizaje matematico como elemento “integrador y
orientado a la aplicacion de los saberes adquiridos”. Esta incorporacion es
nueva en un decreto de ensefianzas y llama la atencién su similitud con otras
formulaciones de competencias en matematicas como tendremos ocasién de
comprobar.

También los documentos que constituyen el Proyecto del Centro y el Proyecto
Curricular del Area aportan algunas precisiones y criterios a la planificacion.
Finalmente, como quiera que estos documentos no aportan detalles y
decisiones concretas suficientes para elaborar las UD y la secuencia de
actuaciones que protagonizan profesor y alumnado en la clase de cada dia, las
empresas editoriales publican los libros del alumno y del profesor que se
constituyen, en Espafia, en una respuesta estandar. Asi, los autores de
materiales curriculares proponen, en forma de lecciones, algunos elementos
de las unidades didacticas. Con estos productos intentan  ayudar al
profesorado a salvar este gran escalon existente entre los documentos
generales de planificacion y la gestion concreta en un aula.

En Secundaria (ESO) es frecuente oir al profesorado decir que “el libro debe

completarse en algunos aspectos”, “el libro no lo sigo mas que para dictarles

” o« ”

los problemas de casa” “estos temas me los salto” “de cada leccidon no uso mas
que las paginas centrales, las primeras y las ultimas son perder el tiempo” etc.
Ello implica reconocer que no es equivalente una UD a una leccién de un libro
de texto. Hay muchas decisiones personales, nuevos recursos, explicaciones
mas profundas, tareas escolares especificas que se extraen de otras fuentes y
constituyen finalmente un producto personal, propio del profesor que dirige el
proceso de ensefianza. Este es el sentido que refuerza la idea de elaborar la
Unidad Didactica. No se trata meramente de satisfacer la voracidad

institucional de papeleo. Se pretende reivindicar el documento que recoge la
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reflexion personal y plasma el guion previsible de las clases con los propios
alumnos.

Si se quiere ampliar informacién acerca de la utilizacion de organizadores
curriculares que facilitan el analisis de la informacion pertinente para elaborar
una planificacion curricular en el area de matematicas se puede consultar
(Rico, L. 1997)

1.2. CENTRANDOSE EN UN MARCO CURRICULAR PARA LA
EVALUACION: EL MARCO

Es conocido el impacto que las evaluaciones PISA sobre las matematicas y
otras materias estan teniendo en diferentes paises.
Obviemos el tema recurrente del puesto que ocupa Espafia en este marco de
andlisis alrededor de la OCDE con una muestra de un cuarto de millon de
alumnos y analicemos otros productos que estan ayudando al disefio de las
pruebas de evaluacion.
Nos referimos al marco de decisiones relacionadas con el curriculo de
matematicas que han adoptado. Ha existido un gran esfuerzo por
1. definir grandes competencias en el marco de la Secundaria,
2. estructurar los contenidos matematicos desde una perspectiva mas
fenomenoldgica y aplicada, y
3. sobre todo, dar instrumentos para analizar las tareas escolares bastante
desarrollados y transportables a contextos de ensefianza.
Para profundizar en estos informes puedes consultar la bibliografia en

espafiol en la pagina web www.pisa.oecd.org.

En lo que sigue, haremos un resumen adaptado a nuestro objetivo de algunas

paginas del libro “Marcos teéricos de PISA 2003 Conocimientos y destrezas en

Matematicas, Lectura, Ciencias y Solucién de problemas”

Esta traduccion esta accesible en .pdf y puede descargarse gratuitamente de

la pagina citada

a) Significado de competencia matematica:

Basicamente estariamos de acuerdo con que en la Secundaria Obligatoria las

matematicas pretenden desarrollar la competencia matematica entendida asi:
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La competencia matematica es la aptitud de un individuo para identificar y
comprender el papel que desempefian las matematicas en el mundo, alcanzar
razonamientos bien fundados y utilizar y participar en las matematicas en
funcion de las necesidades de su vida como ciudadano constructivo,
comprometido y reflexivo. (p. 28)

En relacién con el Bachillerato deberiamos afiadir el caracter preparatorio para

la Universidad.

b) Elementos que se involucran para analizar y disefiar las tareas

escolares

El instrumento de analisis de una tarea escolar y su proceso de resolucion lo
constituyen tres elementos: el contexto en el que se sitla el problema; las ideas
matematicas “que reflejan el modo en que observamos el mundo a través de
un cristal matematico” y las competencias que se ponen en juego cuando se
resuelve el problema. También intervienen el formato en el que se presenta la

tarea pero con menor relevancia.

Los elementos del area de conocimiento de matematicas (p. 33)

Situaciones Ideas principales
CONTEXTO CONTENIDO

~

PROBLEMA Y SOLUCION

Proceso
GRUPOS DE COMPETENCIA
Competencias

Formato

dal

Imagen 1

C) Situaciones o contextos

El hecho de considerar las situaciones como un elemento clave para el analisis

y evaluacion de las tareas procede de varios argumentos.
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De una parte, reconocer “que al resolver un individuo asuntos susceptibles de
tratamiento matematico, las representaciones y los métodos que escoge a
menudo dependen de las situaciones en las que se presentan los problemas”
p.35.

De otra parte los contextos de problemas de ambito extra-mateméatico suelen
influir en la propia solucion y en su interpretacion. (Pueden analizarse los
comentarios que se hacen al problema de la Farola en el texto citado p. 30 para
ampliar esta idea).

La experiencia nos ha ensefiado muchas veces que un alumno es capaz de
resolver problemas muy semejantes en planteamiento si se presentan en un
contexto y no lo son al cambiarlo. Se manejan estrategias diferentes. En este
sentido se justifica, por ejemplo, la utilidad de algunos materiales y recursos ya
gue simulan contextos que pueden favorecer la resolucién de problemas. Otras
veces, es comun enfrentarse a soluciones negativas referidas a medidas o
edades de personas, etc. en las que el contexto no se considera.

El marco PISA distingue entre situaciones y contextos. Por ejemplo el
problema que sigue se clasifica como un contexto de “finanzas y negocios”
dentro del grupo de “situaciones publicas” El contexto especifica que se refiere

al dinero y tipos de intereses propios de una cuenta bancaria”

“CUENTA DE AHORRO

Se ingresan 1.000 zeds en una cuenta de ahorro en un banco. Existen dos opciones: o
bien obtener un interés anual del 4%, o bien obtener una prima inmediata de 10 zeds y
un interés anual del 3%. ¢ Qué opcidén es mejor al cabo de un afio? ¢Y al cabo de dos
anos”?

El marco PISA propone tareas en cuatro tipos de situaciones

Personales: Estan relacionadas con la vida diaria de los estudiantes. Se
refieren al modo en que un problema matemético se presenta directamente al
alumno. Estan muy vinculados a actividades que los alumnos perciben o

realizan como individuos.

Educativas o laborales: Las encuentra el alumno en un centro escolar o en un

entrono de trabajo.
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Pulblicas: Se refieren a la comunidad local u otra mas amplia en la que el
individuo se involucra y sus actuaciones tienen repercusiones en la vida publica
Situaciones cientificas. Son las mas abstractas. Pueden implicar comprender
un proceso tecnoldgico u de otra ciencia. Si el problema se refiere solo a
objetos matematicos el contexto de la tarea se considera intra-matematico

dentro de una situacion cientifica

d) Contenidos matematicos (p. 36-39)

El marco PISA establece una clasificacién del contenido desde una perspectiva
fenomenoldgica muy indicada para evaluaciones en las que predomina la
observacion de problemas en contextos extra-matematicos.

Las cuatro ideas principales que agrupan los tipos de problemas son:

Cantidad

Espacio y forma

Cambio y relaciones

Incertidumbre

Si trabajamos con tareas referidas a materiales y recursos que se han
clasificado atendiendo a los topicos habituales: Numeros, Algebra, Geometria,
etc. no parece muy importante adoptar otra clasificacion que utiliza como
criterio el fendmeno principal que se manifiesta en el problema, frente a la

organizacion logica de la herramienta matematica que pueda utilizarse.

e) El proceso de matematizacion (p. 39-41)

El estudio a que nos estamos refiriendo contiene una concepcion de cémo se
aprende para resolver problemas y, en definitiva, como se “hacen
matematicas”. En el documento PISA 2003 Pruebas de matematicas y de
Solucion de Problemas que puede encontrarse en la direccion web
http://descartes.cnice.mec.es/heda/ASIPISA/ASIPISA_LCR/bibliografia/pisa2003liberados.pdf,
Luis Rico resume brevemente el significado del proceso de matematizacion en
este marco:

“El proceso de hacer matematicas, que conocemos como matematizacion, implica en
primer lugar traducir los problemas desde el mundo real al matematico. Este primer

proceso se conoce como matematizacion horizontal.
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La matematizacion horizontal se sustenta sobre actividades como las siguientes:
¢ Identificar las matematicas que pueden ser relevantes respecto al problema.
¢ Representar el problema de modo diferente.

e Comprender la relacion entre los lenguajes natural, simbolico y formal.

e Encontrar regularidades, relaciones y patrones.

¢ Reconocer isomorfismos con otros problemas ya conocidos.

e Traducir el problema a un modelo matematico.

e Utilizar herramientas y recursos adecuados.

Una vez traducido el problema a una expresién matematica, el proceso puede
continuar. El estudiante puede plantear a continuacion cuestiones en las que
utiliza conceptos y destrezas matematicas. Esta parte del proceso se denomina
matematizacion vertical.

La matematizacion vertical incluye:

e Utilizar diferentes representaciones.

e Usar el lenguaje simbodlico, formal y técnico y sus operaciones.

¢ Refinar y ajustar los modelos matematicos; combinar e integrar modelos.

e Argumentar.

e Generalizar.”

Las tareas que se proponen utilizando materiales y recursos también implican
resolver problemas en los que estas capacidades descritas intervienen de
modo habitual. Por ello, el modelo de competencias matematicas que el
Proyecto PISA extrae de la capacidad de matematizar es muy ajustable a

nuestros propositos

f) Competencias y Grupos de Competencias (p. 41-52)

En este Proyecto se evalla la competencia matematica a través de 8
competencias, aunque la nimero 8 de este texto no se muestra ya como
evaluada en otros documentos posteriores, tal vez porque el tipo de pruebas de

la evaluacion no favorece el analisis de esta competencia.

La descripcion detallada se puede encontrar en las paginas citadas del
documento Marcos Teoricos de PISA 2003

Pensar y Razonar
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Argumentar

Comunicar

Modelar

Plantear y resolver problemas

Representar

Utilizar el lenguaje simbdlico, formal y técnico y las operaciones

Empleo de soportes y herramientas

Estas competencias no se evallan en el Proyecto por separado ni el alumno
las utiliza independientemente. Al resolver una tarea escolar el resolutor las
pone en juego de e interrelacionando acciones de varias competencias a la
vez. Tampoco se aprenden de forma independiente ni al mismo ritmo. Sin
embargo al profesor le pueden resultan Utiles para analizar la actividad del
alumno como indicadores y detectar en que aspectos se debe incidir mas o
menos.

Cualquier actividad del alumno tiene una demanda cognitiva de habilidades o
destrezas que ponen en juego. Emplea un concepto, justifica un resultado,
interpreta graficas, construye el modelo matematico para el problema, etc.
Estas habilidades se prevén cuando un profesor propone un problema y éste
detecta si las aplica con correccion o no. Asi evaluamos el desarrollo de la
competencia en los alumnos. Conforme mas detallemos las competencias mas
compleja se hace la evaluacion y la tarea pasa de ser el trabajo de un profesor
al de un investigador. Un punto de equilibrio se impone para que el tiempo
necesario en la evaluacién no tienda a infinito

En este sentido parece una aportacion interesante que el Proyecto PISA
incorpore a cada tarea escolar no la descripcion estricta de las competencias
gue se involucran sino un indicador de la complejidad en el desarrollo de ellas.
Se establecen tres niveles o grupos de competencias: El primer nivel se
denomina Reproduccion, el segundo Conexién y el tercero Reflexion.

Luis Rico en el texto que ya hemos citado resume asi los tres niveles:

“Reproduccion
En el nivel de reproduccién se engloban aquellos ejercicios que son relativamente

familiares y que exigen basicamente la reiteracion de los conocimientos practicados,
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como son las representaciones de hechos y problemas comunes, recuerdo de objetos
y propiedades matematicas familiares, reconocimiento de equivalencias, utilizaciéon de
procesos rutinarios, aplicacion de algoritmos, manejo de expresiones con simbolos y
formulas familiares, o la realizacién de operaciones sencillas.

Conexién

El nivel de conexiones permite resolver problemas que no son simplemente rutinarios,
pero que estan situados en contextos familiares o cercanos. Plantean mayores
exigencias para su interpretacion y requieren establecer relaciones entre distintas
representaciones de una misma situacion, o bien enlazar diferentes aspectos con el fin
de alcanzar una solucion.

Reflexion

Este nivel de complejidad moviliza competencias que requieren cierta comprension y
reflexion por parte del alumno, creatividad para identificar conceptos o enlazar
conocimientos de distintas procedencias. Las tareas de este nivel requieren
competencias mas complejas, implican un mayor numero de elementos, exigen

generalizacion y explicacion o justificacion de los resultados.”

En el documento Marco tedrico se encuentran muy detallados los niveles de
competencia asociados a cada nivel. He aqui un pequefio esquema resumen.
(Imagen 2)

Se aplicamos esta clasificacion a las tareas escolares con materiales y
recursos estamos en disposicidén de ir graduando a priori la complejidad de los
ejercicios propuestos.

Conviene insistir en que una clasificacion previa ayuda pero la experiencia
puede darnos informacion no prevista. Por ejemplo, en las pruebas PISA se ha
observado como algun item que se ha clasificado de “reproduccion” ha
demostrado tener un grado de dificultad muy alto. (Ver en el documento PISA
2003 Pruebas de matematicas y de Solucion de Problemas la clasificacion del
ltem 1 “Caminar 17 El grado de dificultad es un indice estadistico. La
clasificacién por grupos de competencias es una apreciacion a priori como la

gue haremos al prever la complejidad de tareas con un material didactico.)
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Representacion sintética de los grupos de competencias

Competencia matematica

Grupo de reproduccion

Grupo de conexion

Grupo de reflexion

Representaciones y | Construccion de | Formulacion y solucion
definiciones estandar modelos de problemas complejos
Calculos rutinarios Traduccion, Reflexién y comprension

interpretacién y solucién

de problemas estandar

en profundidad

Procedimientos

Métodos multiples bien

Aproximacion

rutinarios definidos matematica original
Solucién de problemas Multiples métodos
de rutina complejos.
Generalizacion
Imagen 2

Actividad 1 Lee la descripcién de competencias que ofrece el marco PISA y

las competencias matematicas del Real Decreto de ensefianzas minimas de la
ESO publicado en el BOE de 5/01/2007.

1. Analiza las semejanzas y diferencias que se encuentran entre ambas

descripciones de competencias.

2. ¢Es posible que la planificacion que hace el profesor del trabajo de aula

se modificara de alguna forma al introducir estos nuevos referentes de

aprendizaje? ¢Hasta dénde es posible tenerlos en cuenta? ¢Qué

dificultades pueden surgir al incorporar este modelo de expectativas que

se esperan alcance el alumno al trabajo cotidiano del profesor?
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2. SELECCION, SECUENCIACION Y DISENO DE TAREAS
ESCOLARES CON MATERIALES Y RECURSOS

2.1 ANALISIS DE MATERIALES Y RECURSOS EN EL MARCO DE LA U.D.

Los materiales y recursos en matematicas se eligen y ponen en juego para
ayudar a aprender. Por ello no se pueden analizar obviando el marco
fundamental en el que se toman las decisiones basicas relacionadas con
¢ qué? ¢como? y ¢.con qué? ensenar.

Para analizar si un grupo de tareas escolares con calculadoras graficas, un
material manipulativo como el circulo de fracciones o un software especifico se
adecuan a las exigencias de la planificacion previa de una U.D., es conveniente
incorporar un procedimiento que ayude a analizarlo, describirlo y decidir sobre
su conveniencia en el marco de la programacion que se haya hecho del tema
en cuestion.

Analicemos un ejemplo: Situemos la ensefianza en primero o segundo de ESO
en el contexto del tépico NUumeros y en las operaciones con numeros
decimales. Vamos a utilizar un software contenido en el CD ROM de ejemplos
electronicos que acompafa a los Estandares Curriculares del NCTM (NCTM,
2003) ya citados en capitulos anteriores. Este CD contiene todo el software que
acompana al libro. Analizaremos las tareas y el material que se proponen en el
ejemplo 6.1 del CD-ROM: Puedes encontrar el software en la direccion web:

http://www.nctm.org/standards/content.aspx?id=25090

El recurso muestra un eje de coordenadas con un rectangulo de modo que uno
de sus vértices es el origen de coordenadas. El lado vertical del rectangulo se
puede modificar de longitud y automaticamente se muestra en pantalla el valor

de la superficie del rectangulo. (Imagen 3)

0,7 21

3

Imagen 3
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En la introduccién del texto que acompafia a este recurso se justifica asi el

material: “Con esta herramienta los alumnos pueden aprender a visualizar los
resultados de multiplicar un ndmero positivo fijo por nUmeros positivos mayores que 1
y menores que 1. Usando figuras interactivas, pueden investigar codmo cambia el area
de un rectangulo al variar su altura manteniendo constante la base. Como se comenta
en el Estandar de Numeros, los alumnos de los niveles medios (primeros cursos de la
Ed. Secundaria en Espafia) podrian encontrar dificultades para entender la
multiplicacion por fracciones y decimales si su experiencia con la multiplicacion por
numeros enteros les ha llevado a pensar que “la multiplicacion siempre aumenta”. En
esta figura dinamica, el rectangulo representa el conocido modelo de éarea de la
multiplicacion; cambiando la altura del rectangulo, los alumnos pueden ver el resultado

de multiplicar un namero positivo fijo por nUmeros mayores que 1 y menores que 1.“

En la discusion sobre el recurso se indica:

“En los niveles medios, los alumnos deben mejorar su comprension de las cuatro
operaciones basicas aplicandolas a fracciones, decimales, porcentajes y nameros
enteros. El profesor debe estar atento a los obstaculos conceptuales con que pueden
encontrarse muchos alumnos después de haber trabajado por primera vez con
numeros enteros. Multiplicar y dividir fracciones y decimales puede resultarles dificil
por motivos en gran medida conceptuales, no de procedimiento. Por ejemplo, a partir
de su experiencia con numeros enteros, muchos alumnos conciben la idea de que ‘“la
multiplicacion aumenta y la division reduce”. Cuando se les pide que resuelvan
problemas en los que tienen que decidir si multiplican o dividen fracciones o
decimales, esta idea puede tener consecuencias negativas. (Greer, 1992) “

Los argumentos esbozados para justificar este recurso pueden organizarse asi.

Objetivo _general del recurso: Mejorar la comprension de las operaciones

basicas con nimeros decimales y fracciones.

Obstaculos vy dificultades posibles: Considerar que la multiplicacion siempre

aumenta y la division reduce.

Contenidos que se manejan: Las tareas se refieren a la comprension de un

concepto: Multiplicacion en el campo de los numeros fraccionarios o decimales.
No se busca la destreza en el calculo con decimales.

Los alumnos pueden haber adquirido la idea de multiplicacion de naturales
como suma indicada de sumandos iguales e inferir que el resultado sera mayor

gue los sumandos
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Es posible que se les haya introducido la multiplicacion como un operador:

Ej.: 6*(2/3) se obtiene asi: A 6 le aplico el operador (*2) y al resultado el operador (:3).
Entre los diferentes significados que el alumnado posee acerca de “multiplicar”,
algunos pueden constituir un obstaculo para la comprension de otros
significados cuando se amplia el campo numérico.

Modos de representacion de la operacion:

Es habitual expresar el resultado de la multiplicacion como un niamero sin mas.
En la tarea se utiliza el modelo del &rea reduciendo el andlisis de la tarea a una
comparacion de areas. Se incorpora, pues una forma gréfica de representar la
multiplicacion.

Utilizacion de la multiplicacion en contextos: Fendmenos y modelizacion.

Ekenstman and Greger (1983) observaron como hay alumnos de 12 o 13 afios
gue eligen la divisién en lugar de la multiplicacion en problemas muy similares
cuya variacion se presenta solamente en el tipo de niameros.

Ante los dos ejercicios siguientes:

Un queso pesa 4 kg. 1kg cuesta 7 euros. Encuentra el precio del melon ¢,Qué
operacion deberia hacerse?

4:7 4*7 7:4 4+4+4

Un meldn pesa 0,923 kg. 1kg cuesta 2,75 euros. Encuentra el precio del melon
¢, Qué operacion deberia hacerse?

2,75+0,923 2,75:0,923............ 0,923*2,75......... 2,75-0,923

Los autores sefalan la existencia de alumnos que responden “la multiplicacion”
en el primer ejercicio y “la divisién” en el segundo. En su analisis argumentan
que la respuesta errénea de elegir, en el segundo caso, “la division” ocurre
porque piensan que el resultado debe ser menor que 2,75 euros y no puede
ser “de multiplicar porque la multiplicacién siempre aumenta y la division
disminuye”

El ejemplo muestra en qué medida un significado erroneo de un concepto
arrastra a la modelizacién incorrecta de problemas situados en contextos.

Objetivos y competencias de aprendizaje:

Otro de los factores que implicaremos en este analisis de tareas con
materiales y recursos consiste en observar en qué medida las tareas que se
realicen con él pueden contribuir al desarrollo de las competencias que el

aprendizaje de la matematica en Educacion. Secundaria persigue.
149



Tema 5: Planificacion de tareas...

Estas competencias pueden formularse de diferente forma segun la fuente de
informacion que se maneje. En el texto que justifica este recurso se observa
que se orienta a la competencia “razonar en matematicas”. A su vez, al
comprender mejor las operaciones basicas se puede favorecer el uso de estas
en la modelizacion de situaciones y contextos (competencia en Resolucion de

Problemas de modelizacion).

2.2 ANALISIS DE TAREAS EN EL MARCO DE LA U.D.

En la presentacion de este recurso se sugieren varios tipos de tareas genéricas
para aprovechar este modelo dinamico de la multiplicacién.

1. Elaborar un andlisis sistematico de los casos en que el resultado es
mayor o menor que el multiplicando y justificar cuando el resultado
aumenta o disminuye en relacién con el multiplicando

2. Construir descomposiciones de numeros que permitan utilizar Ila
propiedad distributiva para argumentar acerca de cuando el resultado
sale mayor o menor que el multiplicando.

3. Inventar problemas que requieran resolverse con multiplicaciones vy
utilicen datos de contextos cotidianos.

Un detalle de estos tipos de ejercicios secuenciados adecuadamente se

presenta en el ejemplo que sigue.

Ejercicios para razonar los efectos de multiplicar sobre el resultado de la

multiplicacion

Tarea 1: La siguiente figura muestra un rectdngulo de base 3 y altura y. El
producto 3 o y representa el area del rectangulo “3-por-y”. Al cambiar el valor
de “y” arrastrando el punto rojo hacia arriba y hacia abajo sobre el eje vertical,
se observa que el area del rectangulo va cambiando simultdneamente. Utiliza
el area del rectangulo “3-por-1” como referencia (tres unidades cuadradas), y
comparala con el area de los rectangulos “3-por-y” cuando y es mayor que 1y
cuando y es menor que 1.

a) Completa las casillas vacias en la tabla desplazando en la grafica los

valores de y
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y Compara ey= ey <3 [3ey >3
yconl
0,83 | y<1 2,49 Si no
1,05
2,40
0,50
0,81
4,02
(>
<t

b) ¢Cdomo crees que debe ser y para obtener un resultado mayor o menor que

3? ¢ Estas seguro?

Tarea 2: Vamos a tratar de asegurarnos mas de las conclusiones que se
hayan podido tomar en el apartado anterior
a) En la grafica habras observado que si tomamos un valor de y mayor que 1

el area del rectangulo amarillo se puede 0.67
considerar la suma del area de dos X2
rectangulos. Uno de ellos mide siempre 3

, 1 R1
cm®.

Por ejemplo: Si dibujas un rectangulo de
dimensiones 3cm por 1,67 cm. se 3

descompone en dos rectangulos. Uno mide 3 cm? ¢ Cuénto mide el otro?
Ayudandote de estas figuras, ¢,qué argumentos tienes para asegurar que?
Si y>1 entonces 3ey > 3
Utiliza también las descomposiciones en rectangulos para justificar que
Si y<1 entonces 3ey < 3
b) ¢Qué ocurriria si en las propiedades anteriores utilizas cualquier otro
namero distinto de 3 y mayor que 1? Prueba a dibujar rectdngulos en tu
cuaderno para razonar las respuestas. Intenta enunciar una propiedad para

estos casos.
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Tarea 3: Razona en la tabla siguiente, sin hacer las operaciones, si los

resultados de multiplicar ambos numeros son mayores o menores que el

multiplicando
Multiplicando | Multiplicador | Resultado (R=xey) | Argumento
€s mayor o menor

X y que X

5 1,25 R>5 y es mayor que 1
0,98 R 7

41 0,12 R 41
11,01 1,97 R 11,01
2,25 1,01 R 2,25
2,17 0,99 R 0,17

Tarea 4: Un kilogramo de jamén vale 12,25 euros; sin hacer operaciones
responde. Para comprar 0,750 Kg ¢, necesito mas o menos de 12,25 euros?
a) Un queso pesa 0,850 kg. 1kg cuesta 6,75 euros. ¢Qué operacion deberia
hacerse para encontrar el precio del queso? (Rodea la operacién correcta)
6,75+0,850 6,75:0,850............ 0,850*6,75......... 6,75-0,850

b) Un ciclista, a velocidad constante recorre 0,011 Km cada segundo ¢Qué
operacion deberia hacerse para encontrar la distancia que recorre en 0,3
segundos? (Rodea la operacion correcta)

0,011:0,3 0,011+0,3 0,011-0,3 0,011*0,3

c) Voy a realizar una fotocopia que reduzca un dibujo rectangular de superficie
S al 70% de su superficie. ¢ Qué debo hacer para calcular la superficie del
nuevo dibujo? (Rodea la operacion correcta)

Multiplicar S por 0,3

Multiplicar S por 0,7

Dividir S entre 0,7

Dividir S entre 0,3

Dividir S entre 0,7 y restarle el resultado a S

o & N PRE

d) Inventa los enunciados de tres problemas diferentes de la vida cotidiana
para ponérselos a tus comparfieros y comprobar si utilizan bien las dos

conclusiones gque se han obtenido en la tarea 2
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Relaciones entre las tareas y las competencias generales: los niveles de
complejidad

Un analisis pormenorizado llevar a construir la tabla de la imagen 4 poniéndose
en el lugar del ejecutor del problema y pensando en las competencias que
puede involucrar al realizarlo. Para graduar la complejidad ha servido de ayuda
la tabla que establece el libro del marco PISA que se ha citado en este capitulo
p. 42-48

Muy probablemente cada tarea implica mas competencias de las desarrolladas

pero se ha preferido marcar las mas relevantes

Andlisis de tareas desde las competencias y la complejidad

Tarea
Competencia | 12 b |2a |2b |2c |3 4da |4b |4c |4d |4e
Pensary Raz.r |R C RF |R R C C C RF
Argumentar C C RF RF IR
Comunicar R C RF |RF RE
Modelar C
Plantear y C C C RF |RF
resolver
problemas
Representar R C R
Utilizar R R R
lenguajes

R= Reproduccién C= Conexidn RF= Reflexién
Imagen 4
Actividad 2: Elaborar un comentario sobre las ventajas puede aportar al

trabajo de un docente utilizar esta tabla para relacionar competencias
matematicas y grados de complejidad con tareas escolares ¢ Cuales son las

dificultades mas importantes que se encuentran al confeccionarla?

Ubicacion de las tareas en la secuenciacion de la U.D.

Estas tareas pueden incorporarse en una UD sobre operaciones con decimales

en 1°0 2° de ESO. Tienen cabida para afianzar la comprension, a medida que
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se repasan las operaciones y se adquieren nuevos significados de la
multiplicacion y sus propiedades. También pueden utilizarse selectivamente

con alumnos en los que se les detecta el tipo de error aludido.

Prevision de la actividad del alumno en el aula.

La funcionalidad del material no solamente depende de sus caracteristicas
sino de la guia de preguntas que el profesor proponga y que actian como un
andamiaje soportando la actividad previsible del estudiante. (Limitarse a
preguntar ¢qué observas? Puede producir respuestas muy pobres. P. Ej.
“Observo que si se tira del punto rojo para arriba los resultados aumentan y si
se tira para abajo disminuyen”). El primer grupo de tareas esta orientado, a un
analisis de casos particulares para que se encuentre una conjetura. En el
segundo grupo se pretende que justifiquen la conjetura utilizando como base la
propiedad distributiva.
Ya hemos sefialado que la tarea propone una actuacion en el alumno. La
prevision por parte del profesor del tipo de actividades es otro indicador a la
hora de decidir si el recurso se adecua mas a menos a nuestras pretensiones.
Este recurso como modelo dindmico, evita la realizacion de calculos para
centrarse en la reflexion sobre los resultados. Pero con una calculadora usual
también podrian evitarse.
La novedad reside en que los resultados de la multiplicacién se presentan de
modo visual, como un area, para facilitar las comparaciones rapidas entre
resultados y en especial con el rectangulo de area 3. La complejidad menor
debe residir en establecer la conjetura. La complejidad serd mayor para
localizar como la propiedad distributiva explica el aumento o disminucion del
resultado respecto al multiplicando

(3*1,3) = 3*1 +3(0,3) > 3

3*(0,7)= 3(1+(-0,3))=3-0,3 <3

Gestion del profesor de las tareas en el aula:

Admitamos que el usuario del programa es un alumno o una pareja de
alumnos. Conviene destacar que la actividad solicitada al alumno no se limita a

desplazar el punto, observar los resultados grafica y numéricamente vy
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determinar en qué momento “se supera la superficie de area 3”. Se solicitan
argumentaciones y uso de propiedades que conduzcan a superar un obstéaculo.
Para una tarea de estas caracteristicas el profesor debe prever en la gestion
del aula que sera necesario anotar las opiniones de los alumnos, ordenarlas y
sistematizarlas, completar argumentaciones a medias, resumir y otras acciones
encaminadas a que los alumnos aprendan a argumentar y justificar con
eficiencia.

Si se incorporan los ejemplos referidos a inventar problemas, ya citados, el
significado del area como resultado de multiplicar se enriquece mucho. El
ndamero que se obtiene para la superficie puede significar la medida de una
longitud, de una superficie, la cantidad de pares de un producto cartesiano,
costes de un producto, espacio que se desplaza un movil, etc. Se recorren
fendmenos diferentes que se modelizan y se interpretan con la misma
operacion matematica, independizandola de la nocién de multiplicar como
suma de sumandos iguales que puede conducir a arrastrar el error citado. Este
repaso por diferentes significados fenomenolégicos de la operacion de
multiplicar contribuird a incrementar la competencia en plantear los problemas

de contextos.

Otras consideraciones sobre el disefio del material:

Comentarios al disefio: Podria argumentarse que el modelo permite variar
solamente los valores de uno de los factores. Esta limitacion quizd esta
planteada por que algunas de las investigaciones citadas en el articulo de
Greer (1992) hechas en este ambito sugieren que los errores se cometen
cuando los valores del multiplicador son mayores o menores que 1 y los
valores del multiplicando (el tres) no influyen demasiado en el error del
alumnado. Asi el andlisis se centra en la variacion del resultado a medida que

lo hace uno de los factores.

2.3 ESQUEMA DE ANALISIS Y PROPUESTA DE ACTUACION:

En esta seccidn se ha hecho referencia a un conjunto de conocimientos y
decisiones que orientan la creacién y el uso adecuado de un recurso sencillo
como este modelo dindmico de areas para multiplicar. Lo resumimos en la tabla

gue sigue:
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Contenido

matematico

Tipos de contenidos y significados que se utilizan

Modos de representacion

Fendmenos que dan significado al concepto

Modelos en donde se aplica

Objetivos del
aprendizaje y
competencias

matematicas

¢, Qué objetivos preferentes se marcan en las tareas a realizar

con el recurso?

¢A qué competencias u objetivos generales se apunta con

prioridad? (referirlas a las que se indican en el proyecto PISA)

¢, Como es previsible que actuen los alumnos?

¢Qué dificultades u errores se tendran en cuenta?

Tareas que
se proponen

al alumno

¢ Qué tareas se proponen?

¢, COmo se organizan y secuencian las tareas?

¢En qué lugar se ubican dentro del desarrollo de una Unidad

Didactica mas amplia?

¢, Qué grados de complejidad en relacién con las competencias
presentan las tareas previstas segun los niveles del proyecto

PISA? Utilizar la tabla del anexo 1

¢ COmo se gestionaria el aula para poner las tareas en
ejecucion? ¢Qué haria ell/la profesor/a mientras los alumnos

realizan cada una de ellas?
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3. ORGANIZADORES CURRICULARES PARA LA
PLANIFICACION DE TAREAS EN UNIDADES DIDACTICAS

En los capitulos de este libro el centro del tema gira alrededor de los
materiales y las tareas con ellos. Este capitulo avanza en la sistematizacion del
proceso de planificacion del trabajo de clase. Para ello se maneja un
instrumento organizativo muy conocido para el profesor: la Unidad Didactica.
Sin embargo, el contenido de esta Unidad Didactica incorpora elementos que
ya se han eshozado en la seccién 2 de este capitulo para dar mas solidez a
las decisiones que el profesor toma cuando prepara sus clases con cierto nivel
de detalle.

En esta seccion se describen las ideas primordiales que soportan este
procedimiento de planificacion y que, siguiendo la terminologia que utiliza Rico,
L. (1997, Rico, L. ed.), denominamos organizadores curriculares.

La informacibn que aportan a la planificacion docente los curriculos
establecidos y las secuenciaciones de contenidos que los boletines oficiales
publican se muestra claramente insuficiente para llegar al nivel del aula y
decidir acerca de qué es lo que un alumno o alumna de Secundaria debe
aprender cada dia y como hacerlo operativo.

Los libros de texto que publican las editoriales y sus complementos en forma
de libro del profesor ocupan el espacio intermedio entre la secuenciacion
general del boletin oficial y la planificacion diaria que el profesor hace
respondiendo a la pregunta ¢en qué trabajo con mis alumnos hoy? ¢Qué
expectativas tengo respecto a lo que van a aprender? ¢Como selecciono y
estructuro las clases para que el alumno alcance las expectativas previstas?
Pero los libros de texto se redactan para perfiles de alumnos y profesores que
no necesariamente coinciden con cada realidad de un centro y un aula. La
informacion que contienen, las estrategias didacticas que organizan el
contenido, la seleccion de tareas que realizan y la limitacion de recursos que
supone hoy dia un libro, obligan cada vez mas a que el profesor utilice el libro
de texto mas como un apoyo a su trabajo en el aula que como una guia de

actuacion para seguir al pié de la letra.
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Los organizadores curriculares son “conocimientos que adoptamos como
componentes fundamentales para articular el disefio, desarrollo y evaluacion de
unidades didécticas (Rico, L. 1997, p. 45)

1. La primera fuente de informacién, primer organizador, para elaborar la
unidad didactica procede del curriculo oficial que prescribe el Ministerio de

Educacién o las Comunidades autbnomas y consiste en localizar la ubicacion

del tema que deseamos desarrollar, el curso o nivel en la secuenciacién vertical

que ofrece el curriculo, la referencia al programa de contenidos y las

finalidades u objetivos que se esperan alcanzar. Es conocido que esta fuente

de informacién aporta un marco necesario aunque incompleto para realizar el
trabajo que nos ocupa. Esta referencia es necesaria para no salirse del terreno

de juego que marca la ley.

2. El segundo contenedor de conocimientos (u organizador) es la estructura de

los contenidos del tema considerando sSu organizacidn cognitiva. Este

conocimiento conduce a elaborar listas de conocimientos que tengan el
caracter de conceptos, procedimientos o actitudes. Ademas los conocimientos
conceptuales pueden referirse a hechos, términos, notaciones, convenios,
resultados o conceptos y los conocimientos procedimentales pueden
clasificarse en destrezas, razonamientos o estrategias. Este andlisis del
contenido matematico desde una perspectiva cognitiva comienza a situar la
matematica como objeto de aprendizaje. ¢ Qué se memoriza solamente? ¢ Qué
debe comprenderse y compartir diferentes significados?, ¢Qué se aplicara de
forma mecéanica? ¢Qué conocimiento requiere un pensamiento de alto nivel e
involucra mas habilidades mentales? El profesorado necesita hacer este
ejercicio para prever el grado de complejidad del contenido con el que va a

trabajar.

3. El tercer organizador contiene el conocimiento derivado del analisis

fenomenoldgico de los conocimientos matematicos. ¢Qué fendmenos estan

detras de este conocimiento? ¢En qué situaciones y contextos aparece el

contenido matematico de referencia? Ya se ha insistido anteriormente como la
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evaluacion PISA potencia la necesidad de este tipo de analisis. Los conceptos
matematicos como “medios de organizacion de los fendmenos” adquieren su
significado matematico en la medida en que “resumen” propiedades o
regularidades de los fenbmenos y, a la vez, resuelven parte de los problemas
con los que nos enfrentamos cuando nos movemos en el mundo real. (El
capitulo 1ll del libro ya citado “La Educacion matematica en la Ensefianza
Secundaria” Rico L. (coord.) Ed. Horsori 1997, desarrolla con mas amplitud
esta perspectiva del andlisis fenomenoldgico y su importancia en la ensefianza

de la matemética.)

4. El cuarto organizador acumula la informacion referente a las

representaciones de los conocimientos matematicos gue se utilizan en el tema.

Cualquier conocimiento matematico sabemos de él a través de una
representacién que puede ser grafica, numérica, simbdlica, geométrica plana o
tridimensional, iconica, esquematica, plastica, verbal, etc. Cada representacion
aporta matices diferentes del concepto matematico, tiene sus ventajas e
inconvenientes, conduce a una parcela del saber. Hay procedimientos
matematicos ligados al lenguaje grafico, a representaciones esquematicas o a
destrezas algebraicas. Procede pues, conocer con detalle con qué
representaciones se van a articular los conocimientos del tema. El abuso del
lenguaje algebraico en cursos mas inferiores es frecuente y en este sentido los
materiales y recursos didacticos aportan representaciones validas para dar
significados a multitud de conceptos y operaciones como hemos podido
comprobar con las fracciones en el capitulo 1 de este libro.

5. El quinto organizador recopila el conocimiento sobre errores y dificultades:

los datos que pueden obtenerse de la experiencia personal, los resultados de
investigaciones y la abundante bibliografia que se dispone sobre errores y
dificultades en libros de didactica de la matematica.

Los trabajos publicados sobre errores y dificultades no solamente manifiestan
aquellos conceptos con mayor dificultad de aprendizaje y la tipologia de los
errores sino que también hacen propuestas de solucion, algunas de las cuales

incorporan recursos de aprendizaje especificos. Es el caso de algunos
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ejemplos electronicos que incorpora el CD- ROM de los Estandares del NCTM
del afio 2000 ya citado (trad. SAEM Thales 2003) Uno de estos ejemplos se ha

trabajado con exhaustividad en la seccion 2 de este capitulo.

6. El sexto organizador se refiere a la busqueda de informacion necesaria

acerca de los materiales y recursos que pueden incorporarse a la ensefianza
del tema. No todos los temas tendran la misma cantidad de recursos
accesibles, y una recopilaciéon inicial amplia permitird ubicar el recurso mas
adecuado en su momento aunque algunos de ellos no se manejen durante

mucho tiempo de aprendizaje.

7. El séptimo organizador llama la atencion a la necesidad de acercarse a la
Historia de la Matematica del tema o nucleo de temas que se estan

desarrollando con varias finalidades:

e Reconocer, a través de la evolucion de las mateméticas su utilidad y los
problemas fundamentales que han ido resolviendo a lo largo de la
Historia.

e Presentar las matematicas como una ciencia en evolucion.

e Explorar errores del pasado para ayudar a comprender dificultades de
aprendizaje.

e Motivar la aparicion de algunos conceptos y soluciones matematicas a

través de la Historia.

Actividad 3

1. Haz un breve informe de la informacién que ya dispones para la preparacion
de una Unidad Didactica que vayas a confeccionar presentandola siguiendo el
esquema de esos organizadores. Indica aparte si hay alguna otra informacion
externa que hayas manejado y no se pueda encuadrar en ninguno de los

organizadores que hemos descrito
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4. ORGANIZACION Y ESTRUCTURA DE UNA UNIDAD
DIDACTICA.

Entre los diferentes formatos de unidad didactica posibles hemos elegido una
estructura ligada a un instrumento para elaborar unidades didacticas que
denominamos andlisis didactico y que se esta utilizando como instrumento de

formacion del profesorado por algunos autores de la publicacion.

En el analisis didactico de un tema escolar objeto de planificacion en una

unidad didactica distinguimos tres fases:

1. Durante el Analisis del contenido se sistematiza y se toman las
decisiones fundamentales sobre el contenido que va a estructurar a la Unidad.
Para ello se tienen en cuentan los datos obtenidos en los organizadores 1 al 4

y el 7. Ello significa realizar:
1.1 Desarrollo histérico del tema.

Evolucion histérica del tema. Seleccibn de los acontecimientos mas

sobresalientes desde la perspectiva de su posible utilizacion didactica.
1.2 Estructura conceptual.

Descripcién de los contenidos especificos del tema y otros relacionados dentro
del marco de la Educacién Secundaria. Analisis y relaciones de los tipos de
contenidos (conceptuales, procedimentales, y actitudinales) en un esquema

jerarquizado o mapa conceptual
1.3 Sistemas de representacion

Descripcidén de los modos de representar los contenidos mas usuales en el
tema especificando ejemplos y contenidos relacionados con la traduccion entre

ellos
1.4 Fenomenologia del tema y modelizacion

Descripcién de los principales fendmenos encontrados que se expliquen o
sirvan de modelo a los contenidos del tema. Descripcion de las relaciones
entre la estructura conceptual que modeliza y el fendbmeno mismo. Descripcién
de algun problema de contextos cotidianos o cientificos que se resuelva

mediante un proceso de modelizacion.
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1.5. Contenidos especificos de la Unidad Didactica (U.D.)

Ubicacion del tema en la secuenciacion de contenidos de los documentos
curriculares oficiales de la E.S.O. y el Bachillerato. Descripcion de los
contenidos especificos de la U.D. Clasificacion segun tipo de contenidos.
Referencia a los sistemas de representacion que se van a utilizar. Descripcion
de las relaciones entre los contenidos y sistemas de representacion en un
Mapa Conceptual. Especificar los criterios utilizados para la seleccion de

contenidos.

2. La segunda fase se denomina de Analisis Cognitivo. En este periodo se
tiene presente el andlisis de los contenidos realizado, como se han organizado
en grandes focos y que aspectos cognitivos ya se han esbozado. Con ello se
fijan las metas que se espera alcanzar formulandolas en términos de
capacidades y se sefialan los errores y dificultades que con mas énfasis se va

a tratar de remediar y que fueron analizados en el organizador 5.
2.1 Objetivos que se esperan desarrollar

Focos prioritarios en el aprendizaje del tema. Enunciado de las principales
capacidades que se desarrollaran en la Unidad Didactica. Agrupacion de
capacidades por focos prioritarios y vinculacibn de cada una con las siete
competencias PISA consideradas en el tema. Analisis y valoracion de las
capacidades a las que se les va a dedicar mas tiempo. Especificar los criterios
usados para seleccionar capacidades.

2.2 Errores y dificultades previsibles en el desarrollo de la U.D.

Descripcidon de algunos errores y dificultades reconocidos, en relacién con el
contenido y las capacidades del tema elegido. Ejemplos de tareas que puedan
usarse para detectar algunos de esos errores y para tratarlos.

3. La tercera fase se denomina Analisis de Instruccion. En ella, y en
consonancia con las dos fases anteriores se proponen las tareas de
aprendizaje que constituirdn las secuencias didacticas de varias sesiones de
clase y se explica y valora el uso de los materiales y recursos elegidos junto al

proceso de evaluacion.
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3.1 Recursos y materiales didacticos.

Describir los recursos y materiales que pueden utilizarse en el tema. Justificar

la seleccidn de los recursos.
3.2 Secuenciacion y Organizacion de las tareas en la U.D. Gestion del aula

Describir en grandes lineas cémo se van a organizar las sesiones de trabajo de
la U.D. y sefialar algunos tipos de tareas que se van a manejar en ella.
Describir con detalle los tipos de tareas que se realizarian con los recursos y
materiales elegidos. Dar ejemplos, de algunas tareas significativas por su
funcion en el desarrollo de la U.D (en la construccion de significados, en la
correccibn o prevencion de errores y dificultades o en el proceso de
evaluacion). Ejemplificacion de tipos de tareas segun su complejidad:
reproduccién, conexién y reflexibn argumentando los criterios para esa

clasificacion.
3.4 Desarrollo de la secuencia de tareas de la U.D.

En el trabajo de la U.D. se concretaran cuatro sesiones de trabajo de 1 hora.
Para esas cuatro sesiones en conjunto habra unos objetivos a perseguir que
pueden enunciarse en términos de capacidades. Para cada sesion describir el
desarrollo de la misma: objetivos de esa sesion, secuencia de las tareas para
los alumnos durante la clase y las tareas de casa (si las hubiera). Recursos
utilizados. Resumen de las intervenciones del profesor y de las estrategias de
gestion en el aula. Observaciones a algunas tareas significativas por su funcién

en el proceso de aprendizaje
3.5 Evaluacion de aprendizajes en la U.D.

Sefialar las tareas de las sesiones de clase que se dedican a hacer evaluacion
de tipo inicial, formativa o sumativa. Preparar un sistema de evaluacién de
aprendizajes de toda la U.D. asociando las tareas empleadas con las
capacidades y competencias a evaluar. Especificar los criterios que han llevado
a seleccionar las tareas de evaluacion y el peso que se da en la evaluacion a

las diferentes capacidades.
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5. DISENO DE UNIDADES DIDACTICAS EN MATEMATICAS

En esta seccion simularemos el proceso de disefio de una Unidad didactica
segun la guia introducida en las primeras secciones del tema. Con la
informacion introducida aqui y los resultados de vuestras aportaciones
mediante las actividades que se proponen para contestar en el Foro, haremos
un resumen final en el que se presentaran las diferentes alternativas de Unidad
didactica que surjan.

El tema en que centraremos el trabajo es la Geometria de Transformaciones.
Conforme se vayan definiendo las expectativas de lo que esperamos que
aprenda el alumno, la Unidad se referirA con mas detalle a las simetrias,
aungue se presenten los tres movimientos mas conocidos.

La ubicacion en el curso para el que pensamos introducir el tema es 2° o 3° de
ESO, si bien, como es un tema en el que no se secuencian demasiado los
contenidos por cursos podremos permitirnos ciertas libertades e incluso

esbozar una posible subdivision en dos cursos diferentes.

5.1 EL CURRICULO OFICIAL

Un decreto de secuenciacion de la Junta de Andalucia derivado de la
LOGSE y otro del Ministerio de Educacion y Ciencia es una muestra de los
contenidos oficiales para no salirnos del marco en que los alumnos pueden

ser evaluados: Ver anexo E1 y E2 al capitulo 5

Entre ambas referencias tenemos una amplia panoramica de los contenidos

curriculares que necesitamos.

Observacion global: El enfoque que da esta normativa curricular es de tipo
cualitativo (en contextos de manipulacién de figuras) y, solamente en cuarto de
ESO se llega a un inicio del tratamiento matematico como objetos en la opcién
B. Los contenidos son muy amplios por lo que su tratamiento no se hace en
profundidad. Las expectativas que se adivinan se refieren basicamente a estos
tipos de capacidades:

o comprender el significado de las movimientos descritos,

o reconocer cuando existe un movimiento entre varias figuras,

o construir figuras por movimientos
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o construir y reconocer composiciones de movimientos

o aplicar los conocimientos sobre movimientos en situaciones practicas
como la construccion de frisos y mosaicos, la semejanza de figuras
mediante homotecias o la localizacion de movimientos invariantes de
una figura.

5.2 ORGANIZACION COGNITIVA DE LOS CONTENIDOS

2.a El contenido

No es el lugar para precisar los contenidos mateméaticos subyacentes a este
tema. No obstante, una pequefia organizacién conceptual en forma de mapa

ayudara a elaborar la unidad y a darnos una vision de conjunto. (Imagen 5)

Transformaciones geometncas

Zpunto a punto? .__| Proyecciones de |’
la esfera terrestre
AFINIDADES | conservan el conservan el

: HdMOTECIAS
‘paralelismo T -paralelismo de
rectas .
conservan Ia 'édhséfvéh'l'a """
) A - longitud : proporcnonalldad
-estructura- - - de segmentos l
e il EREIE-l| S SEMEJANZAS
S 'SOMETR'AS ¢puntos invariantes? s |
conpeiyval & -traslaciones| | g: traslaciones y RD equivaien & ja
sentido de lo! -reflexiones 1: giros composicion
angulos? -giros >1: reflexiones de una
v T el S s SniT] isometria con
A I una
8 -no —{ INVERSAS ¢dejan una figura homotecia:
i EEY -reflexiones invariante? DIRECTAS E
DIRECTAS -reflexiones en Isometrias de figura. INVERSAS
-traslaciones deslizamieno Estructura de grupo.

-giros -
equivalen a la

equivalen a la composicién de FRISOS | [MOSAICOS|
composicion de no mas de 3

dos reflexiones reflexiones

Imagen 5

2.b La organizacién cognitiva

Ya es habitual en las programaciones tener en cuenta que hay contenidos de
caracter conceptual, procedimental y actitudinal. Dentro del conocimiento
conceptual y el procedimental se implican actividades mentales diferentes
segun se pretenda comprender un concepto, memorizar una notacion o un
resultado o justificar/ reproducir un procedimiento. Por ello, para acercarse a la
perspectiva de la complejidad que se puede presentar en el alumno cuando
aprende matemaéticas segun esté aprendiendo unos conocimientos u otros nos

detenemos en esta organizacion cognitiva de los conocimientos del tema. La
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Imagen 6 siguiente muestra esta organizacién en el caso de las traslaciones.

Esta organizacion, en principio, puede abarcar mas contenidos de los que se

manejen definitivamente. No hay problema en seleccionar después.

Actividad:
Conceptos Hechos, Procedimientos Destrezas Estrategias y
Resultados, estructuras
notaciones y
Convenios
Traslacion Origen, Reconocer figuras | Trazado de | Distinguir figuras
. extremo, trasladadas en | rectas que son
Vector libre X - . X . S
direccion, situaciones paralelas homdlogas segun
Composicion de | sentido de wun | escolares y de la | .. . el  movimientos
) ; - Dibujo de
traslaciones. vector. (H) vida cotidiana. ; que las
figuras
L . . ' transforme.
Invariancia  de | Figuras Construir  figuras | congruentes.
figuras congruentes trasladadas con N Distinguir figuras
9 g . Localizacion 9 9
Frisos (H). diferentes formas del vector de | 9U€ son
Espeios libro de representacion. una traslacion homdlogas segun
Ecuaciones de PEJoS, : " | una composicion
una traslacion de espejos, | Reconocer puntos de  movimientos
Mira, rejillas | trasladados  por que las
cuadradas e | sus coordenadas.
) o transforme.
isométricas Componer dos
sistemas de trasla?ciones Datos que
coordenadas ' caracterizan a

(R)

Notaciones de
vectores, de
figuras

congruentes, de
la composicion

(N)

Descomponer una
traslacion en la
composicion  de
dos

una traslacion.

Reconocer
algunas
propiedades de la
composicion  de
traslaciones

Comenta la tabla 5.1 completandola en lo que creas necesario y presenta una

primera aproximacion a una tabla semejante con alguno de los contenidos del

tema: simetrias, giros, mosaicos. Refleja si aparecen nuevos contenidos en el

mapa conceptual después de analizar la referencia que constituyen las Ultimas

versiones del curriculo derivadas de la LOE y de la Comunidad autébnoma o

pais en que enmarques tu actuacion educativa.

Decisiones: La diferenciaciéon por contenidos conceptuales y procedimentales

gue pensamos proponer a los chavales y alli precisaremos mas el material.

Por otra parte, como el marco de representaciones es geométrico y muchos de

estos procedimientos apuntan a observar figuras y detectar configuraciones,

propiedades o relaciones o a construir figuras, la rapidez en el dibujo es

importante y no produce el aprendizaje pretendido muy lentamente. Esto
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apunta al uso de recursos en los que el resultado no se demore mucho. Asi se
pueden repetir varias veces tareas similares. Es decir, habria que escorarse
hacia instrumentos de geometria dindmica o manipulativos. Usar
exclusivamente los materiales de dibujo implicaria que, en el tiempo disponible,
avancemos menos en lo que se pretende: aprender geometria de
transformaciones.

Por otra parte, las instrucciones que se dan para dibujar figuras son complejas
de interpretar y, aungque necesarias, no deben convertir esta UD en un tiempo

de aprendizaje exclusivo del dibujo lineal.

5.3 LAS REPRESENTACIONES

Es habitual encontrar en los libros de texto modos graficos diferentes de

presentar los movimientos:

La cuadricula en la que se apoya el alumno para contar y medir distancias o
angulos. Se puede simular esta representacion con un geoplano como el que
se maneja en el CD de Estandares 2000 citado.

El papel en blanco con auxilio de los utiles de dibujo. Se puede hacer alguna
simulacién de la representacion en papel blanco con el plegado de papel para
las simetrias o0 la superposicion con transparencias o papel vegetal para los
giros. El caso de las traslaciones también existe el plegado teniendo en cuenta
gue equivalen a la composicion de dos simetrias axiales de ejes paralelos. El
software del CD citado se apoya en este sistema de representacion sin uso de
utiles de dibujo que el alumno debe sustituir por su percepcion y estimacion
visual.

El modo gréafico analitico clasico es el sistema de coordenadas cartesianas en
cuyo sistema de representacion se apoyan la mayoria de los resultados que se
manejan el bachillerato, referidos a trasformaciones geométricas con funciones
Dentro de los modos no graficos de representacién tenemos el algebraico vy el
matricial. El inicio a las ecuaciones de los movimientos en forma algebraica son
el ultimo modo de representar en la etapa obligatoria de la ESO (tratamiento de
las transformaciones como objetos, como aplicaciones del plano en si mismo)
y requieren de la forma analitica de representacion para su correcta

interpretacion.
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El uso de unas u otras representaciones en las tareas escolares dependera de
nuestros objetivos. La cuadricula, el plegado en papel blanco o el dibujo
aportan significados y percepciones visuales de los conceptos geométricos que
presupone la representacion algebraica o matricial. En cambio, estas Ultimas
son Utiles en problemas en las que las figuras y objetos vienen definidos por
coordenadas.

Decision: El estudio de las isometrias se ajustara practicamente a sus
representaciones grafico-geométricas en diversos soportes (geometria sobre el
plano o sobre el plano cuadriculado)

Solamente, en el caso de las traslaciones se podra iniciar la representacion

analitica (componentes del vector traslacion)

5.4 ANALISIS FENOMENOLOGICO DE LOS CONOCIMIENTOS
MATEMATICOS

Situaciones

Por una parte, las transformaciones geométricas tratan de organizar
fendmenos fisicos de movimiento aunque presentan diferencias sustanciales
con ellos: No se hacen en el tiempo; no importan las imagenes intermedias,
son aplicaciones del plano en si mismo frente a la nocion de movimiento que se
refiere a una figura que se desplaza.

En cierto sentido la transformacion como “movimiento de una figura” explica el
fendmeno de ver en qué sentido la figura “movida” se parece a la inicial y se ha
podido desplazar en un solo paso. Cuando se van analizando de las
transformaciones geomeétricas otros aspectos como su composicion o la nocién
de aplicacion del plano en si mismo se desvanece el fendbmeno fisico
necesitando otros apoyos mas conceptuales.

De otra parte, las trasformaciones geométricas tratan de explicar, en el ambito
del disefio, la repeticion y semejanza de objetos y el equilibrio estético que
presentan.

Hay un problema basico que consiste en analizar cual es el dibujo o motivo
mas pequefio que, por transformaciones genera un mosaico, un friso o un
estampado. Un criterio de economia de trabajo se persigue en esta busqueda.

Solamente es necesario dibujar manualmente el motivo minimo, ya que el resto
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se genera por transformaciones que encontramos automatizadas en cualquier
software de disefio asistido. (Alsina, Pérez, Ruiz Simetria dindmica,1989);
(Bossard, 1. Rosaces, frises et pavages 1979)

Otro problema parecido es reconocer la figura original en una semejanza
procedente de la ampliacién de un objeto y posterior desplazamiento. (Grupo
Beta, 1990)

Un tercer problema se plantea al tratar de “explicar’ las razones que justifican
un cierto equilibrio o canon estético o una regularidad natural. Por ejemplo
tenemos el crecimiento en forma de simetria rotacional de algunos seres vivos,
la simetria bilateral o los canones en las proporciones con que se construyen
ciertos edificios. Estos casos encuentran su explicacion mediante tipos de
transformaciones isométricas o0 de semejanza que organizan este tipo de
regularidad.

Los casos anteriores son ejemplos de situaciones que se pueden organizar y/o
explicar con transformaciones geométricas.

Aplicaciones y contextos

Encontramos multiples aplicaciones de la geometria de transformaciones en
campos como el disefio artistico, la construccion, el disefio industrial, la
investigacion geoldgica o quimica con cristales o el software informatico de
disefio asistido. Cada ejemplo puede ser un motivo potencial para reconocer la
matematica en la realidad y extraer una situacion en la que presentar una tarea

escolar modelizadora. (Steen, L.A.,1998)

Resumen de aplicaciones y situaciones comunes que modeliza el concepto de
transformacion geométrica

(Alsina- Burgués- Fortuny, 1989)

e Situaciones descriptivas o explicativas:

e La clasificacion de los cristales en geologia

e El analisis morfolégico de los seres vivos

¢ Clasificacion de moléculas en Quimica

e Las transformaciones invariantes en diferentes teorias fisicas.
e Construcciones

e Arquitectura

169



Tema 5: Planificacion de tareas...

e Bellas Artes

e Juegos

e Construcciones con programas de disefio asistido

e Predicciones

e Sobre el crecimiento de los cristales, los seres vivos, la transmision de la

informacion genética, etc.

5.5 L0OS ERROES Y DIFICULTADES. DATOS SOBRE EL APRENDIZAJE.

Los contenidos que se van a desarrollar en una U.D. necesitan
complementarse con algunos conocimientos que se fijen en cémo el alumno
aprende, las dificultades que tiene, en qué cuestiones su aprendizaje se hace
mas complejo. La composicion de simetrias, como contenido matematico no
aporta esta informacion. Tienen que ser otros conocimientos con base
psicoldgica los que ayuden a un profesor a decidir qué debemos hacer para
gue actien y aprendan algo.

A menudo, nuestra propia historia personal aporta esta informacion, a veces
sesgada. La experiencia como profesores es, en general, nuestra gran fuente
de informaciébn en aspectos cognitivos y didacticos. Desgraciadamente
aprendemos demasiadas cosas por ensayo-error. jSi un médico aprendiera
basicamente por ensayo-error los cementerios serian rascacielos!
Afortunadamente, cada vez hay mas estudios que nos ayudan a suplir esta
falta de informacién. Es necesario que sepamos donde estan y que sus
conclusiones estén redactadas para que podamos implementarlas en nuestras
clases de forma cotidiana y sin grandes esfuerzos. Este es el sentido de lo que
sigue, aportar datos para ayudarnos a analizar tareas escolares con recursos y
materiales. Ver anexo E3

Errores y dificultades

Hay diferentes investigaciones que estudian las dificultades en la comprension
de los conceptos basicos en movimientos.
Destacan autores como Moyer, Thomas, Schulz o Kidder. Estas

investigaciones van ampliando progresivamente la calidad y cantidad de items
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de andlisis y se puede extraer de ellas algunas consideraciones agrupadas en
el anexo E4.

Decisiones: Observamos que la mayoria de las dificultades y errores
detectados en investigaciones apuntan por el tipo de isometria, las
caracteristicas de su definicién y la diversidad de situaciones en los que se
plantee su representacion. Debemos pues buscar recursos y materiales que
contemplen estas actividades. Si comenzasemos con representaciones en las
gue el recurso didactico haga el dibujo no se producira la deteccion de la
mayoria de los errores detectados. Es el caso de comenzar utilizando el
software 6.4 del NCTM Estandares 2000 citados para ejercitar al alumnado en
gue dibuje las transformaciones. Distinto seria utilizar el software del NCTM 6.4
para comprender la definicion de simetria, traslacion o giro y sus propiedades
de invariancia. Para aplicar las definiciones mediante representaciones podria
comenzarse utilizando el geoplano, el papel cuadriculado y después el
material de dibujo. EI Cabri, con sus utilidades de regla y compas también

ayuda a este nivel.

5.6 LA SECUENCIA DEL APRENDIZAJE

También es orientativa la posicion que el matrimonio Van Hiele adoptdé en
relacion al aprendizaje de la Geometria derivada de sus niveles de aprendizaje

Las fases del aprendizaje segun Van Hiele: (Jaime, A., Gutiérrez, A.1996)

Fase 1: Discernimiento. Se presentan a los estudiantes situaciones de
aprendizaje dando el vocabulario y las observaciones necesarias para el

trabajo. El profesor diagnostica el nivel de los alumnos y alumnas.

Fase 2: Orientacion dirigida. El profesor propone una secuencia graduada de
actividades sencillas para realizar y explorar. La ejecucion y la reflexion
propuesta servirA de motor para propiciar el avance en los niveles de

aprendizaje.

Fase 3: Explicitacion: Los estudiantes, una vez realizadas las experiencias

propuestas en fases anteriores, expresan sus resultados y comentarios y
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toman decisiones justificadas. El lenguaje se va refinando. Durante esta fase el

estudiante comienza a estructurar el sistema de relaciones exploradas.

Fase 4: Orientacion libre: Con los conocimientos adquiridos, los estudiantes
aplican sus conocimientos de forma significativa a otras situaciones distintas
pero con estructura comparable. Resuelven “situaciones problema” tomando

decisiones en las sucesivas tareas necesarias para construir la solucién.

Fase 5: Integracién: Los objetos y las relaciones son unificadas e interiorizadas
en sus esquemas mentales de conocimientos. Se revisan métodos alternativos.
Se ponen de manifiesto los procesos seguidos en el aprendizaje. El profesor

actua unificando propuestas sin avanzar en nuevos conceptos

Decisiones: La mayoria de las tareas escolares que se presentan a los
alumnos para iniciarlos en el estudio de la Geometria de Transformaciones en
E. Secundaria se situaran en las fases 1, 2 y 3 de Van Hiele. Los recursos y
materiales como el geoplano, software 6.4 del NCTM, plegado de papel,
espejos, papel con tramas isométricas o cuadradas soportan tareas de estos
niveles aunque con diferente perspectiva en cada fase.

Es importante tener en cuenta que con un material didactico se puede intentar
gue el alumno evolucione en las fases de aprendizaje que Van Hiele siempre
que las tareas sucesivas que se presenten se orienten expresamente a ellas.
Tareas pensadas para provocar la exploracion del alumno en una isometria
(fase de orientacion dirigida) no conducen espontaneamente a que el alumno
reflexione y detecte todas las caracteristicas generales del movimiento (fase de
explicitacion), si no hay una actividad que expresamente demande esta
reflexion. Por ello, un grupo de tareas debe dirigirse expresamente a la
reflexion, argumentacion, justificacion y comunicacion de los resultados

obtenidos
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5.7 MATERIALES Y RECURSOS.

Conforme se analiza la informacion sobre contenidos y aprendizaje relativa a
este tema se va abriendo un abanico cada vez mas amplio de respuestas a la
pregunta ¢qué quiero que aprendan a hacer sobre traslaciones o giros o
simetrias?
Los recursos didacticos tienen la gran fortaleza de favorecer exploraciones y
ampliaciones en campos muy diferentes pero también es posible que seamos
mas imprecisos en los objetivos de aprendizaje si nos dejamos llevar y el
tiempo disponible no se utilice realmente en lo que deseemos que aprendan.
Luego, en la evaluacion se plantean cuestiones no suficientemente trabajadas
y vienen las sorpresas desagradables.
Decision: Hay que concretar los objetivos de aprendizaje antes avanzar
demasiado con tareas y recursos. El material didactico es una ayuda para
obtener los objetivos de aprendizaje. Incluso modificar o utilizar varios recursos
puede ser imprescindible segun los objetivos pretendidos.

e Una primera lista de materiales y recursos podria ser:

e papely tijeras,

e (tiles de dibujo,

e libro de espejos,

e papel con cuadricula grande,

e papel isométrico,

e geoplano, (software del CD del NCTM correspondiente al programa

namero 4.2)
e meccano,
e Cabri,

e software sobre geometria de transformaciones del CD del NCTM

correspondiente al programa namero 6.4
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5.8 LA PERSPECTIVA HISTORICA.

El anexo E5 muestra solamente un guidn para ayudar a profundizar mas en
esta perspectiva historica de la geometria de transformaciones y en las

referencias que de ella se obtengan para completar aspectos motivadores.

5.9 EL ANALISIS DIDACTICO

La informacion recogida mediante los organizadores curriculares permite
avanzar en un disefio mas concreto de la UD. Vamos a esbozar este tipo de

andlisis en tres fases: andlisis del contenido, cognitivo y de instruccion.

Analisis del contenido.

Centremos la UD en las simetrias. El siguiente mapa conceptual resume los
contenidos fundamentales a desarrollar y sus relaciones; Entre llaves se
presentan los sistemas de representacion que esta previsto manejar en cada
foco de conceptos. Los diferentes focos tienen su correspondiente conexién

con los aspectos fenomenoldgicos a través de las aplicaciones.
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Los Focos conceptuales que se han destacado en el Mapa conceptual
(coloreados en amarillo) son:

a) Caracterizar el significado de la simetria axial, las formas de
determinar esta transformacion y algunas de sus propiedades
como isometria.

b) Distinguir objetos simétricos localizando el eje de simetria

c) Construir figuras simétricas

d) Localizar ejes de simetria en figuras

e) Componer simetrias y utilizar la composiciéon para construir
frisos y mosaicos y para analizar las transformaciones que
resultan al componer ejes de simetria.

f) Analizar la estructura de un mosaico como recubrimiento
(loseta basica), localizar motivos minimos. Construir frisos y

mosaicos partiendo de motivos minimos

En realidad, cada rectangulo o nudo del mapa conceptual puede referirse a uno
0 varios conceptos y/o procedimientos. La escasez de espacio en el mapa
impide este nivel de desarrollo. Las flechas indican relaciones entre unos
conceptos y otros. Algunas son estrictamente jerarquicas y no pueden
presentarse al aprendizaje si no se conocen los anteriores nudos del mapa.

El mapa conceptual esquematiza el contenido de la Unidad y orienta acerca de
los sistemas de representacion mas adecuados para facilitar el aprendizaje en
cada foco conceptual. Pero el mapa conceptual no define con precision lo que
esperamos que aprenda el alumno sobre cada contenido y en qué medida este
aprendizaje contribuye a las competencias generales establecidas en esta
etapa. De este aspecto se encarga el analisis cognitivo

Andlisis cognitivo.

1. Para cada foco conceptual se desarrollan las expectativas de aprendizaje en

forma de capacidades, utilizando verbos que indiquen acciones en el alumno.

Pensemos por ejemplo en el foco b): Distinguir objetos simétricos localizando el

eje de simetria.
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Respecto a este contenido se puede esperar que el alumno:

a) Reconozca entre varias figuras las que son simétricas entre si

atendiendo a las propiedades que caracterizan la simetria.

b) Argumente vy justifique por qué entiende que dos figuras son simétricas

c) Localice el eje de simetria si dos figuras son simétricas.

d) Distinga a la vez entre figuras simétricas, trasladadas o giradas
Estas cuatro capacidades pueden estimarse diferentes. Para cada una de ellas
existiran tipos de tareas genéricas y se mostraran en sistemas de
representacion diferentes. No requiere la misma habilidad localizar ejes de
simetria en figuras montadas sobre cuadriculas y separadas que dibujadas
sobre el papel en blanco e intersectadas o con el eje de simetria oblicuo.
Aungue nos referimos a la misma capacidad, las tareas son diferentes y no se
puede hablar de que la capacidad se ha desarrollado cuando se ha trabajado
con una Unica tarea o0 un Unico tipo de sistema de representacion. Tampoco es
igual detectar un eje de simetria entre dos triangulos simétricos que en un
mosaico, en el plano de una casa o en el roseton de la fachada de una iglesia.
El analisis cognitivo establece lo que esperamos que el alumno aprenda en

forma de capacidades sin precisar aun las tareas concretas de aprendizaje.

2. La segunda componente del analisis cognitivo consiste en relacionar las

capacidades elegidas con las competencias matematicas. Elegimos las

competencias PISA. Se trata ahora de pensar en qué forma las capacidades
descritas contribuyen mas o menos a que se desarrollen estas competencias.
Para ello hagamos una tabla de doble entrada como la que sigue y valoremos

esta contribucion de 0 (Muy Escasa) a 2 (Buena)

Capacidades PR |[AJ |[C M |RP |R |LS

Reconocer entre varias figuras las que | 2 0 0O |1 |0 2 |0
son simétricas entre si atendiendo a
las propiedades que caracterizan la

simetria

Argumentar y justificar por qué |1l 2 2 |0 |0 1 |1

entiende que dos figuras son
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simétricas

Localizar el eje de simetria de dos |1 0 0O [0 |0 2 |1

figuras son simétricas.

Distinguir entre figuras simétricas, | 2 0 0O [0 |0 1 |1

trasladadas o giradas

Imagen 8

En la mayoria de las capacidades la competencia en Representar (R) y en
manejar ciertas operaciones y comparaciones entre puntos o segmentos (LS)
es considerable. Igual ocurre con la competencia de Pensar y razonar (PR)
utilizando conocimientos matematicos. La competencia de Resolucién de
Problemas o de Modelizaciéon (M) no se desarrolla mucho salvo que se
manejen tipos de tareas en las que los contextos de la vida cotidiana estén muy
presentes.

Actividad. a) Desarrolla en capacidades alguno de los demas focos
conceptuales de la imagen 6 del capitulo.
b) Realiza una asociacién entre capacidades y competencias ayudandote de la

imagen 8.

3. Errores vy dificultades: El tercer componente del andlisis cognitivo se centra
en recoger los errores y dificultades previsibles para tenerlos en cuenta en el
disefio de las tareas y secuencias de aprendizaje. Resumimos aqui los errores

y orientaciones mas importantes extraidas del anexo E4.

e Las traslaciones son mas féciles que las simetrias y los giros en
ejercicios simples.

e Para cualquier isometria, los movimientos horizontales son mucho mas
faciles que en diagonal.

e Los ejercicios con figuras grandes son mas sencillos que con figuras
pequefas. Si las figuras son significativas resultan mas sencillas que

con figuras abstractas.
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e Se apunta ya que la dificultad no sélo depende del tipo de isometria sino
también del tipo de ejercicio dentro de cada isometria
e Simetrias
o Errores cuyo origen esta en el concepto de simetria
o Errores cuyo origen esta en una interpretacion deformada del
concepto.
o Mas facilidad al dibujar sobre cuadriculas que sin cuadriculas y
con reflexiones horizontales y verticales que inclinadas; mas dificil

si la inclinacién no es de 45°”

Analisis de instruccion.

1. El andlisis de tareas se refiere a la seleccion de tareas coherentes con los
contenidos descritos y con las expectativas marcadas.

Nota: (Dado que este trabajo se refiere a materiales y recursos, este analisis se
realiza en el contexto de tareas con materiales y recursos y se desarrolla en la

seccion 6).

2. Tareas con recursos y materiales para la evaluacion de los aprendizajes
Trabajar con detalle las relaciones entre el uso de recursos y la evaluacion de
aprendizajes podria llevarnos muchas paginas y no es el objetivo central del
trabajo que nos ocupa. Basta para finalizar este tema unas breves reflexiones
acerca de algunos de los problemas que surgen al evaluar cuando en el
proceso de aprendizaje se manejan tareas referidas a recursos diversos.

Ya ha quedado suficientemente explicito en este capitulo que buscamos un
aprendizaje por objetivos sin olvidar que éstos van desarrollando competencias
matematicas generales que no evolucionan a muy corto plazo. En este
supuesto, la evaluacion de aprendizajes utiliza como referencia los objetivos.
Pensemos en el objetivo “El alumno sera capaz de reconocer si dos figuras se
relacionan por una traslacion, giro o reflexion”

La secuencia de tareas que habran realizado los alumnos para aprender este

objetivo tendra relacion con variables diferentes como:

» Los recursos en los que se han realizado las tareas: cuadricula, papel sin

tramas, software
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* Los contenidos que incluimos en el aprendizaje: ¢reconocer significa

simplemente elegir entre varias figuras la que es correcta? ¢ reconocer significa
incluir la definicion de los elementos que caracterizan a la transformacion

(vector, eje, centro de giro y angulo?

» Las competencias de comunicacion y argumentacion que se han implicado en

las tareas de aprendizaje: No es igual poner tareas en las que eligen entre

varias respuestas o figuras que tareas que impliquen redactar argumentos.

* Los tipos de figuras que se manejen y su complejidad.

La variabilidad en estos datos implica que siempre debemos considerar grados
de complejidad para evaluar un objetivo y en esta decision influye el recurso.
Ya hemos visto en el tema 5 como es posible graduar la complejidad de las
tareas atendiendo a los niveles de reproduccion, conexion y reflexion.

Si proponemos una tarea de evaluacion con el mismo recurso que el trabajado
nos acercamos mas al nivel de reproduccion, mientras que si pretendemos, por
ejemplo, utilizar en la evaluacion recursos de dibujo lineal con regla y compas
cuando en la secuencia de aprendizaje apenas se usaron, estamos
acercandonos al nivel de reflexion en la complejidad. Hay una transferencia en
los aprendizajes obtenidos con un recurso a otros.

¢, Qué evaluamos?

Esta tendencia adquirida por nuestro propio aprendizaje escolar y universitario
a evaluar resultados casi exclusivamente adquiere en el tema de los recursos
una significacion especial.

En estos temas se ha trabajado con materiales y recursos que ayudan al
aprendizaje. La tentacion de suponer el aprendizaje acabado y solamente mirar
hasta donde se ha llegado esta servida. Pero ;y la competencia en “aprender a
aprender” que tanto leemos en la bibliografia pedagoégica?

Existen objetivos como éste:

Ser capaz de:

» “Seguir procesos exploratorios para detectar figuras transformadas por
movimientos a partir de propiedades globales (paralelismo de lados, igualdad

de angulos entre segmentos transformados, etc.)”
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» “Seqguir procesos exploratorios para precisar las definiciones de los

movimientos del plano y reflexionar sobre ellos”

La mayoria de los recursos que se implican en las tareas que actuan de
andamiaje para orientar el aprendizaje, presumen que el alumno es capaz de
seguir este proceso de aprender. En definitiva ver si un recurso resulta Gtil para
aprender es detectar si el alumno, con este recurso es capaz de seguir el
proceso.

Hay alumnos que se bloquean en el aprendizaje y lo Unico que sabemos es
que sus resultados son nulos. Es necesario evaluar lo que ocurre con ellos en
los procesos exploratorios para comprender un concepto O construir un
procedimiento.

Para este tipo de evaluacion hay que elaborar pequefias plantillas de
observacion, con pocos items y ligadas al recurso para que se detecte como

“se mueve” el alumno en el proceso.

Recursos y evaluacion de competencias matematicas

A lo largo de esta publicacion se han puesto ejemplos diversos que muestran
cdmo el uso de los recursos y materiales puede ayudar a desarrollar las
competencias de “pensar y razonar”’, “argumentar”, “comunicar”’, “resolver
problemas”, “simular y modelizar”, etc.

Pero la utilidad del recurso esta intimamente ligada a la tarea que se proponga
realizar con él.

Es posible disefar tareas con recursos en las que nunca se les pida a los
alumnos que argumenten o comuniquen en lenguaje preciso. Es posible
manejar el Cabri como un software para dibujar y no proponer actividades en
las que simulen o modelicen. Es posible disefiar tareas con recursos como los
que propone el software del NCTM en los que la actividad se convierta en un
mero ensayo-error.

El recurso no es la garantia para el desarrollo de competencias. La riqueza de
la tarea escolar y las demandas cognitivas o retos que se planteen al alumno

son parte de la clave.
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Esto nos conduce de nuevo y finalmente a valorar el trabajo del profesor como
buscador de tesoros, como constructor de tareas ricas y significativas para el

aprendizaje.

6. MATERIALES Y RECURSOS EN LA PLANIFICACION DE UNA
UNIDAD DIDACTICA.

El objetivo de lo que sigue es doble: de una parte sugerir pistas para
seleccionar un recurso o material entre varios, siempre que enfoquemos la
actividad del alumno a conseguir el mismo objetivo con cualquiera de los
materiales que manejemos; de otra analizar tareas escolares con estos

materiales.

Ejemplo 1

Objetivo: Seguir procesos exploratorios para precisar las definiciones de los
movimientos del plano y reflexionar sobre ellos

Contenido: Caracterizacion de la reflexion en sistemas de representacion
geométrica sin coordenadas cartesianas.

El alumno, a través de algunas tareas deberia ser capaz de precisar que una
reflexion se caracteriza por que el eje de simetria es la mediatriz del segmento
gue une los dos puntos homélogos.

Recursos previsibles:

Plegado de papel v tijeras

Papel cuadriculado

Libro de espejos 0 espejo

Geoplano del CD del NCTM citado

Software 6.4 del CD del NCTM citado

Software Cabri
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¢.Es posible reproducir |a tarea prevista con el recurso?

Actividad ampliada sobre la base de la propuesta en: Geometria de reflejos (pag.
43 del libro Materiales para construir la geometria, Alsina, Burgués, Fortuny. Ed.
Sintesis ).

a) Abrir el libro de espejos un angulo de 120°

b) Colocar sobre su linea divisoria (bisectriz) un pequefio objeto (goma, moneda..)
y contar el numero de imagenes visibles

¢) Colocar perpendicularmente a la linea divisoria un lapiz con los extremos en
ambos espejos. Observar la figura determinada.

d) variando adecuadamente el angulo entre los 2 espejos, repetir las actividades a,

b, c y completar la siguiente tabla.

Angulo |180° 120° 90° 72° 60° 45° 36°

n°imag

El espejo, el plegado y recorte de papel y el software tipo Cabri o el indicado en
el CD del NCTM permiten reproducir las reflexiones. En los demas casos hay

gue construirlas, lo que presupone que se maneja la definicion.

¢.Cuales son méas sencillos de manejar y rapidos en generar resultados?

Entre los recursos indicados el mas sencillo es el plegado de papel. Entre el
Cabri y el software del NCTM el segundo es mucho més simple, permite repetir
los ejemplos muchas veces variando las figuras y la posicion del eje. Se

generalizaria a la definicibn con mas rapidez.

Recursos, tareas y competencias

El software manejado por el profesor puede estimular la comunicaciéon y
argumentaciones en un grupo activo.
El espejo, con la ayuda del papel, puede ayudar a algunos alumnos a pensar y

razonar mediante la representacion favoreciendo la competencia de
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representar. El software elegido exige que todo el analisis sea visual y mental,

salvo que se planteen croquis en el cuaderno.

Recursos, tareas y fenbmenos

El plegado de papel y el espejo son los dos recursos que mejor se adaptan al
proceso de modelizacion. En ambos casos, una situacion (la imagen virtual) o
las relaciones que se observan entre figuras recortadas al abrir el papel se
explican o modelizan con una simetria. En los demas casos el material

didactico ya simula la realidad.

La gestion del aula vy los recursos

Hay recursos como el ordenador que no favorecen la comunicacion mas que
por parejas o en gran grupo. El trabajo en pequefio grupo se posibilita mejor
con material manipulativo. En pequefio grupo se suelen comunicar las
dificultades y los logros. El grupo pequefio se adapta de forma mas natural a
un modelo de aprendizaje cooperativo.

Los ritmos de aprendizaje con un software de ordenador se independizan mas
en la clase y el profesor debe estar constantemente aportando informaciones,
muchas veces repetidas a cada pareja que evoluciona a su ritmo. Habra que
tener esta dificultad/ventaja muy presente para dar instrucciones generales
suficientes que eviten estar dando constantemente informaciones

complementarias a todas las parejas.

Redaccion de las tareas

Una vez que se decide el material y se ubica la tarea en la fase de aprendizaje
en gue se mueve (orientacion dirigida o explicitacion) procederiamos a redactar
la secuencia de tareas. En la redaccion consideraremos otras variables que
aborden los casos indicados ya para evitar errores 0 para graduar segun los
niveles de complejidad.

En este sentido la equidistancia y la vision espacial de que dos figuras
reflejadas estan situadas a ambos lados de alguna linea imaginaria se puede
adquirir con facilidad utilizando cualquier recurso. Sin embargo la

perpendicularidad de la linea que une los puntos homologos respecto al eje de
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simetria, tal vez requiera un soporte grafico como una trama rectangular para

detectarla con mas rapidez.

En Sintesis, aunque sea muy opinable, el espejo proporciona una vision
intuitiva muy potente, igual que el plegado de papel. La construccién con un
software como el del NCTM es muy util para alumnos que capturan bien las
propiedades visualmente y razonan con rapidez utilizando imagenes mentales.
La representacion en papel con tramas cuadriculadas facilita la observaciéon a

cualquier tipo de alumnado.

Ejemplo 2
Objetivos:

e Explorar y seguir un procedimiento de construir mosaicos

e Detectar regularidades debidas a transformaciones en mosaicos

e Utilizar técnicas para comunicar figuras geométricas y configuraciones

de forma precisa

Contenidos: Concepto de mosaico, reconocimiento de reflexiones,
construccion de figuras transformadas
Nivel: Nos situamos en 4° de ESO. Ya se conocen las isometrias y su
composicion.
Recursos: Papel y tijeras, utiles de dibujo, espejos.
Al combinar estos objetivos en las tareas que siguen se pretenden poner en juego
en el alumno competencias ligadas a la comunicacién y argumentacion ademas
de los objetivos de tipo procedimental mas habituales
Tarea 1 Construye mosaicos con papel y tijeras Coriat, Marin, Palomino, Rico
(1994)
Cuando una figura se repite, segun un patrén, sin dejar huecos ni producir
solapamientos en una superficie tenemos un disefio geométrico llamado mosaico
o teselacion.
En la figura 1 aparece un trozo de mosaico; indicamos un procedimiento para

construirlo con papel y tijeras.
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Figura 1 i
Figura 2 Figura 3

W\i= 2

1) Recorta el folio hasta convertirlo en un cuadrado del mayor tamafio posible.

Dobla el cuadrado en tres rectangulos dispuestos en forma de acordeon. (fig 2)

2) Pliega este rectangulo en tres partes iguales, que se superponen también en
forma de acordedn hasta obtener un cuadrado. Este cuadrado es la novena parte
del cuadrado inicial (fig 2)

3) Recorta en el cuadrado de papel "el caballo de ajedrez" de la figura 3, con la
precaucion de no llevar el corte hasta los lados del cuadrado.

4) Al deshacer todos los dobleces y extender el cuadrado inicial debe aparecer
una zona del mosaico dibujado en la figura 1.

Analizamos los movimientos que se han utilizado en esta construccion:

Figura 4

i
N

b b

a) Ya conoces que cada pliegue en el papel permite reproducir una figura
simétrica cuyo eje es la linea de doblez. De esta forma, si se observa la figura 4,
los "caballos" marcados con trama de puntos son simétricos con respecto al
"caballo central”.

b) Localiza los cuatro ejes de simetria. ¢ Qué movimientos transforman el caballo
central en los cuatro caballos de los extremos del cuadrado (con trama de lineas
verticales)?

c) Analiza con tus compafieros y compafieras si todos habéis encontrado los
mismos movimientos para obtener los caballos de los extremos. Si no es asi,

busca argumentos para justificar por qué los resultados son equivalentes.
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Esta experiencia ensefia que con un solo motivo, "el caballo de ajedrez”, y la

ayuda de movimientos del plano se reproduce una zona del mosaico.

Tarea 2 ¢ Como describir un mosaico?

Figura 5

La figura 5 muestra un mosaico sencillo. Para describir su aspecto puedes fijarte

en las figuras que lo integran:

Un ejemplo de descripcion:
e Hay cuadrados en hileras horizontales unidos por un vértice
e Aparecen dos triangulos isésceles unidos por un vértice situados por
encima de los cuadrados en orden alterno
e A izquierda y derecha de los tridngulos, se observan cuatro hexagonos

concavos que encajan en los triangulos.
a) Realiza la experiencia de dictar esta descripciéon a algunos compafieros (que
desconozcan la figura 5) y solicita que hagan un dibujo. Confirmaras que es

imprecisa

Otra descripcion que incluya figuras mas grandes y que se repitan puede ser

menos confusa.
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Segunda descripcion:
e Hay una hilera horizontal de hexagonos con un lado en coman.
e Oftra hilera horizontal de hexagonos iguales, se solapa con la hilera
anterior (en cada vértice) hasta formar un cuadrado.
e Los huecos que dejan los hexagonos de las dos hileras son cuadrados
e En el interior de cada hexagono hay cuatro caballos de ajedrez unidos dos

a dos por sus pies y su espalda.

b) Analiza las imprecisiones de esta descripcion y redacta otra que consideres
mas adecuada; dicta a tus amigos las tres descripciones y solicitales que dibujen
el mosaico sin conocerlo.

Los mosaicos presentan en su disefio ciertas regularidades o patrones. El
procedimiento de construccion da las pistas para obtenerlo: partimos de una
pequefia zona del plano y, por composicibn de movimientos se recubre la
superficie.

Si se desconocen estas pautas de construccion y se muestra el mosaico ya
disefiado, las nuevas formas o enlaces entre figuras desdibujan el motivo inicial y

lo esconden en la trama de formas nuevas que se repiten.

Figura 6

c) Si dispones de cuatro espejos pequefios forma con ellos las caras laterales de
una caja ortoédrica (con el espejo hacia el interior) (figura 6) y coloca en su base
el dibujo del caballo suficientemente ampliado para que ocupe toda la base. Mira
en el interior de la caja. El mosaico se extiende indefinidamente en el juego de
imagenes por simetria que permite este calidoscopio. Reproduce las imagenes

gue observas sobre una trama cuadrada de puntos.
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Tarea 3 Exploracion

Es posible reproducir la figura 5 buscando una zona que, al trasladarla recubra el
resto de la superficie. En este mosaico la zona puede ser un cuadrado ¢con qué
region cuadrada del mosaico se puede reproduce completamente usando solo

traslaciones?

Actividad En la seccién 4 del capitulo se enuncié el desarrollo curricular y un
mapa conceptual de contenidos relativo a la simetria; también se han
esbozado descripciones de capacidades en otra actividad. Utilizando como
base estas informaciones analiza los tres grupos de tareas que se indican en el
Ejemplo 2

1) sobre caracterizacién de simetrias (Tarea 1)

2) sobre composicion de simetrias (Tarea 2)

3) sobre construccion y descripcion de mosaicos. (Tarea 3)

Para efectuar el andlisis de estas tareas puede ayudarte el siguiente esquema:

a) Descripcion de los contenidos y capacidades que se intentan desarrollar en
ellas.

b) Complejidad de las tareas que se proponen al alumno.

c) Criterios que se han manejado para hacer la secuencia de actividades que
componen cada tarea. (Utilizacién de la informacion sobre errores, uso de las
fases de aprendizaje que sugiere el matrimonio Van Hiele, incorporacion de
tareas exploratorias o desarrollo de nuevos conceptos, etc.).

d) Opinion personal sobre la estructura de este tipo de tareas y sus ventajas o

inconvenientes para utilizarlas en clase.
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ANEXO A:

ANEXO A.1: Circulo de Fracciones:
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Anexo A.2: Muro de Fracciones
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Anexo A.3: Transparencias de cuadrados

1 1 1
1 3
1 1 1
4 5 6
1 1 1
7 9
1 1 1
10 11 12
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ANEXO B Anexo B.1: Propuesta de Senechal para estructurar los temas
distinguiendo niveles de competencia (Steen,1998).

CUESTIONES CURRICULARES 183

Estructura para las formas
Identificacion y clasificacion

ELEMENTAL INTERMEDIO AVANZADO:,
Circulos Esleras Supcrficies

Paligonos planos

PFalwdros
Rompecaberas

Conpriencia. semejansa
Burbujas de jabon

ELEMENTAL

Smmctria especular, simetna
rodacional

Congrucncia

Doblado de papel, patrones
Semcjansa

Construcciin v desarmado de

poledros
Medicion hineal valiumen

Fabricacion de edredones v
FIFASAL L O

ELEMENTAL
Construconn de mwsdelos
Do, lectura v uso de
mapas simples

Sombras

1 hibsipn

Provectores a escala

Poligonos en zig-rag v
cxdrellados

Poliedrs

Adogquinada del plano con
poligonos

Redes

Aprupaciones de burbujas de
JEL

Amnilisis
INTERMEIC:
Calidoscopios de dos cpopos

Simetria de lipuras linilas

Dhsecarin; rampecabezas
Rep-tiles, fractales
Patroncs naturales
Poledros regulares v
semrregulancs

Medicadn de anpulos

Adogunadn del plano con
poligonos

INTERMELICY
Construceion de mindelos
Mapix de relieve y curvas de
mvel

El glokss

Cicometria o sombras

Ihbujo en perspectiva

Telesonpo v microscopio

Heélices, esprrales. cilindros,
toros, hamdas de Mobius
Policdias

Mospicos tipo Escher

Fstructuras & cristales
simples

Ovventaceon, textura de
BT

AVANZADO:
Calidoscopios policdrnicos

Sumelria Com Prncipio
organzalive, peomeinia de
transfonmmaciones

Faploracion de lraciales
Facala en bislogia
Formula de Euler para
pohodros

Furnlamentos de la
peometria plana v de tres
dimensiones

Heticulas, learia elemental
de los mosancos

Representacion v visualizacion

AVANZADO
Comstruccrsn de modelos
Secciones transversales de
cutructuras de formas
indimensionales
Creometria de la esfera,
PrOYCCCIones, mapas
Imdpenes v reconctiuccion
e imagenes; figuras
imposibles

ribsiig o tecmicn;
esterenscopIos

Creometria de las lemes; la
camara lologralica

Coordenadax en el plano Coordenadas

indimensronales

Urcomctria de la lortuga Exploracion de la geometrin Max praficas de
oon 1y computadora computadora

FIGURA MW Orpamzacion de los temas relacionados con la forma gue
proporciona extrictura v cohcrencia a lo gue de otro modo aparcoena comio
unia colecorm arbstrana de temas muy diferentes
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Anexo B.2: UNA UNIDAD DIDACTICA SOBRE LA NORMA DIN 476.
Eloy Dominguez Izquierdo, octubre/noviembre de 2005

Se encuadra en 2° de Bachillerato LOGSE, modalidad Arte y ha formado parte
de mi actividad docente durante los dos cursos (2003/2004 y 2004/2005) de
existencia de la extinguida asignatura optativa Mateméticas de la Forma.

Es necesario tener presente que la norma DIN 476 regula el tamafio del papel
de oficina y se basa en las tres reglas siguientes:

A. Todos los formatos son semejantes (esto facilita el encuadre al cambiar
la escala).

B. Cada formato se obtiene a partir del superior inmediato, dividiéndolo a
través del eje menor.

C. El formato maximo AO tiene un metro cuadrado de area.
A partir de estos tres postulados, el lector podra demostrar tres teoremas:

1. Cada formato tiene la mitad de area que el inmediato superior (se usa
el axioma B).

2. El cociente entre las longitudes del lado mayor y del lado menor es,
para todos los formatos, la raiz cuadrada de dos (se usan los axiomas
Ay B).

3. Las medidas de AO son 841 y 1189 milimetros (se usan el axioma C y
el teorema 2).

Usando el axioma B y el teorema 3, se pueden obtener las medidas
redondeadas de los restantes formatos:

Al: 594 x 841 mm.

A2: 420 x 594 mm.

A3: 297 x 420 mm. (pliego)
A4: 210 x 297 mm. (folio)
A5: 148 x 210 mm. (cuartilla)

A6: 105 x 148 mm. (octavilla), etc., etc.
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El planteamiento de la unidad didactica sigue justamente el camino contrario al
enfoque anterior, que es totalmente axiomatico. Se parte de un papel A4y, de
manera totalmente experimental y manipulativa, se realiza la siguiente puesta
en escena:

1) plegando el papel de manera que el lado menor se superponga al lado
mayor, queda marcada la diagonal del cuadrado correspondiente al
lado menor

2) usando al teorema de Pitagoras, se deduce que la longitud de la citada
diagonal es igual a la longitud del lado menor del folio multiplicada por
la raiz cuadrada de 2

3) plegando por segunda vez, se consigue que la citada diagonal se
superponga con el lado mayor, con lo que queda claro que la longitud
del lado mayor es igual a la longitud del lado menor multiplicada por la
raiz cuadrada de 2

4) usando un nuevo papel A4, se pliega por el eje menor para obtener una
cuartilla A5 (en realidad son dos cuartillas, pero una tapa a la otra)

5) superponiendo adecuadamente la cuartilla a un nuevo A4, se constata
gue un lado de A4 coincide con uno de A5 y que el otro es la mitad
(con lo que el area de A5 es la mitad del area de A4)

6) se repiten los pasos 1 al 5 con una cuartilla A5, poniendo de relieve
gue las peculiaridades de A4 también las posee A5

7) se explica que el proceso anterior es repetible con todos los formatos,
bastando con hacerlo parcialmente con A6 (0 ni siquiera eso)

8) se redacta por escrito un test de reconocimiento de formato DIN 476;
para saber si un papel rectangular sigue la norma DIN 476, se marca
la diagonal del cuadrado y se compara con el lado mayor por
superposicion.

OPCIONES DE METODOLOGIA.

A lo largo de la anterior unidad didactica hemos podido constatar que unos
mismos hechos geométricos pueden ser conducidos, a la hora de darlos a
conocer, de dos enfoques que son metodoldégicamente opuestos:

1. El modelo_axiomatico—deductivo: partimos de tres axiomas plausibles
(justificados por las necesidades del usuario del papel de oficina y por las
ventajas de moverse dentro del sistema métrico decimal) y vamos obteniendo
teoremas y conclusiones mediante reglas validas de inferencia.
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2. El modelo empirico—constructivo: partimos de un material manipulable y
facil de conseguir, y mediante una puesta en escena cuidadosamente
planificada, vamos provocando el descubrimiento empirico y gradual de hechos
geomeétricos relevantes.

Si queremos analizar con mas detalle los aspectos que diferencian a uno y otro
paradigma de actuacién docente, podriamos hacer uso del siguiente esquema
de analisis de rasgos:

a) El modelo 1 entra dentro del campo de la geometria deductiva y
razonada, mientras que el modelo 2 se mueve fundamentalmente en el terreno
de la geometria manipulativa y empirica.

b) El modelo 1 carga todo su contenido en las habilidades deductivas y de
razonamiento, mientras que el modelo 2 analiza constructivamente situaciones
similares (como son la de A4 con relacion a A5 y la de A5 con respecto a A6)
para embarcarse en un proceso de abstraccion que pone de relieve
propiedades comunes a todos los formatos DIN 476.

c) El modelo 1 se basa en la descripcion de un paradigma global (todos
los formatos siguen unas mismas reglas establecidas de antemano), mientras
gue el modelo 2 se dedica a inspeccionar paradigmas concretos (los formatos
A4, A5y A6 por turno) cuyos rasgos comunes quedan puestos de relieve.
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Anexo B.3: Tetraedro.

TETRAED KD
(A48

OcTAEDR O
(4 4)

Leosarpeo
(10A)

Modulo B
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Anexo B.4: Matematicas en la Plaza: Teorema de Pitdgoras Hexagonal

AUTOR: Grupo LaX. Luis Berenguer y otros. Maestro Educacién Secundaria
I.LE.S. Américo Castro. Huétor Tajar (Granada)

PALABRAS CLAVE:
Divulgacion matematica. Geometria. Teorema de Pitdgoras. Manipulativos.

¢ QUE SE PRETENDE MOSTRAR?:

Euclides, en el Libro | de los Elementos, proposicion 47, demuestra el Teorema
de Pitdgoras: En los triangulos rectangulos, el cuadrado sobre el angulo
opuesto al angulo recto es equivalente a los cuadrados sobre los lados que
formaron el angulo recto.

Generalizar el Teorema de Pitagoras.

Comprobar que la superficie del hexagono construido sobre un cateto, mas la
superficie del hexadgono construido sobre el otro cateto, es equivalente a la
superficie del hexagono construido sobre la hipotenusa.

DIRIGIDO A: Personas mayores de 12 afios.

MATERIALES NECESARIOS:

Tablero en el que hay dibujado un triangulo rectangulo y
sobre los catetos y la hipotenusa sendos hexagonos.

DESCRIPCION CLARA DEL EXPERIMENTO:
El puzzle esta formado por 100 trapecios isosceles cuyas medidas son:

3cm

6 cm

Hay 18 trapecios coloreados de un color, 32 de otro, y los restantes 50 de otro
color diferente.
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Los catetos y la hipotenusa del triangulo rectangulo dibujado en el tablero
miden 3, 4 y 5 unidades respectivamente, tomando como unidad la base menor
del trapecio.

Si lo convertimos en cm, los catetos miden 9y 12 cm y la hipotenusa 15 cm.

En el tablero hay escritas las siguientes instrucciones:

Con 18 piezas del rompecabezas, construye un hexagono regular
cuyo lado sea el cateto menor del triangulo rectangulo que se
acompana.

Con las 32 restantes, construye otro hexagono regular, cuyo lado sea
la medida del cateto mayor.

Con las 50 piezas, construye un hexagono regular cuyo lado sea la
medida de la hipotenusa. Comprueba que el area del hexagono
construido sobre la hipotenusa del triangulo rectangulo, es
equivalente a la suma de las areas de los otros dos hexagonos.

o & »@ Ayuda: Para construir los hexagonos, puedes seguir la progresion

203

del margen.

Comprueba que la suma de las areas de los trapecios isésceles
construidos sobre los catetos es igual al area del trapecio isésceles
construido sobre la hipotenusa, siempre y cuando las figuras sean
semejantes.

Y con cualquier trio de figuras semejantes construidas sobre los
catetos y la hipotenusa, ¢se cumple el Teorema de Pitagoras? Con
las piezas del rompecabezas, puedes comprobarlo.
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OBSERVACIONES Y SUGERENCIAS

El motivo de que sean 18 y 32 trapecios los utilizados para formar los
hexagonos de los catetos se debe a que son los numeros enteros mas
adecuados para formar después el hexadgono de la hipotenusa, ya que si
utilizamos los siguientes (32 y 50), las figuras serian demasiado grandes.
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Anexo B.5: Libros juveniles

Andradas, C. (2000). Pongame un kilo de matematicas. El misterio del
cuadrado magico. Madrid, SM (125 p.)

Carroll, L. (2002). Un cuento enmarafiado. Madrid, Nivola. (180 p.)
Enzensberger, H.M. (1997). El diablo de los nimeros. Madrid, Siruela, (255 p.)
Frabetti, C. (2000). El gran juego. Madrid, Alfaguara Juvenil. (130 p.)

Frabetti, C. (2000). Malditas matematicas. Alicia en el pais de los numeros.
Madrid, Alfaguara Juvenil. (130 p.)

Gbomez, R. (2000). EI mundo secreto de los niumeros. Aventura en el castillo
numeral. Madrid, SM (125 p.)

Gomez, R. (2000). La Ciencia en un periquete. Dias de viento en el jardin de
Woolsthorpe. Madrid, SM (125 p.)

Gomez, R. (2000). La Selva de los numeros. Madrid, Alfaguara Juvenil. (116 p.)
Guzman, M. de (1984). Cuentos con cuentas. Barcelona, Labor. (122 p.)

Mataix, S. (2002). Lee a Julio Verne. El amor en tiempos de criptografia.
Barcelona, Rubes. (156 pp.)

Mataix, S. (2002). Matematicas tiene nombre de mujer. Barcelona, Rubes. (156
pp.)

Millas, J.J. y Forges, A. (2001). Numeros pares, impares e idiotas. Barcelona,
Alba Editorial (241 pp.)

Molina, M.I. (2000). El sefior del Cero. Madrid, Alfaguara Juvenil. (150 p.)
Mufioz, J. (2003). Ernesto el aprendiz de mago. Madrid, Nivola. (153 p.)

Roig, P. y Font, J. (1997). Apin capdén zapun amanicano (1134). Barcelona,
Octaedro. (76 p.)

Poskill, K. (2000). Esas endiabladas mates. Barcelona, Molino.

Poskill, K. (2006). Esas mortiferas mates. Barcelona, Molino.

Roldan, I. (2002). Teatromatico. Madrid, Nivola.

Serrano, E. (2002). jOjala no hubiera niumeros! Madrid, Nivola. (60 p.)
Tahan, M. (1972). El hombre que calculaba. Barcelona, Aedo. (227, p.).

Teixidor, Emili (2003). El crimen de la Hipotenusa. Barcelona, Planeta. (134 p.)
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Anexo B. 6: Libros de narrativa para adultos, relacionados con la
matemaética

Alder, K. (2003). La medida de todas las cosas. Madrid, Antillana. (495 p.)

Arce, J.C. (2000). El matematico del rey. Barcelona, Planeta. (225 p.)

Azuela (1995). El matematico. México.

Carlavilla, J.L. y Fernandez, G. (2003). Historia de las matematicas. Granada,
Proyecto Sur. (350 p.)

Carroll, L. (1999). Alicia Anotada. Edicion de Martin Gardner. Ed. Akal, Madrid.
(327 p.)

Doxiadis, A. (2000). El tio Petros y la conjetura de Goldbach. Barcelona,
Tiempos modernos. (200 p.)

Frabetti, C. (2000). El libro infierno. Madrid, Alfaguara. (130 p.)
Guedj, D. (2000). El teorema del loro. Barcelona, Anagrama. (535 p.)

Guedj, D. (2000). La medida del mundo. Barcelona, Ediciones Peninsula. (350
p.)

Hofman, P. (2000). EI hombre que s6lo amaba los numeros. Barcelona,
Granica. (290 p.)

Mosterin, J. (2000). Los l6gicos. Madrid, Espasa — Forum. (325 p.)
Petit, J.P. (1980). Le géométricon. Paris, Belin. (63 p.)

Petit, J.P. (1980). Le topologicom. Paris, Belin. (63 p.)

Petit, J.P. (1980). L'informagique. Paris, Belin. (63 p.)

Stewart, I. (1994). Les fractals. Paris, Belin. (70 p.)

Stewart, 1. (1994). Oh! Catastrophe. Paris, Belin. (70 p.)

Stewart, 1. (1994). Ah! Les beaux groupes. Paris, Belin. (70 p.)

Ulam, S.M. (2002). Aventuras de un matematico. Memorias de Stanislaw M.
Ulam. Madrid, Nivola. (315 p.)

La coleccion de historia de la editorial Nivola.
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ANEXO C

Los hexaamantes son todas las figuras que se pueden construir con seis
triangulos equilateros iguales, unidos por al menos uno de sus lados. Dibujalos
en la siguiente trama

\
~ N

\7
) <

NN

~

N

/\

\
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Anexos

Tomando como unidad de longitud el lado del triangulo equilatero, y como
unidad de superficie el area del triangulo equilatero, rellena la siguiente tabla:

Perimetro

Superficie

Suma
angulos
interiores

Angulos
concavos

Angulos
convexos

Langosta

Mariposa

.
2

Serpiente

Barra

Corona

Hexagono

Zapéto

Pistola

Murciélago
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Palo de golf

N

Esfinge |

¢ Tienen todas las figuras el mismo perimetro?

¢ Tienen todas las figuras la misma superficie?

Con el hexaamante en forma de hexagono podemos teselar el plano, es decir,
recubrir toda la superficie sin dejar huecos ni solapamientos, investiga qué
otros hexaamantes pueden teselar el plano, puedes ayudarte de la trama de
triangulos. Aqui te presentamos dos ejemplos.

¢, Cuantos grados suman los 4ngulos que estan en un mismo vértice?

¢, Qué condicion deben cumplir para que la figura rellene el plano?
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Construye tu propio mosaico:

Investiga juntando dos piezas diferentes y combinalas para que formen una
sola pieza que rellene el plano.

No te olvides dibujarlo en la trama triangular.

Repite la actividad combinando tres hexaamantes.Todos los hexaamantes se
pueden duplicar. Aqui te presentamos un ejemplo con dos soluciones.

En las hojas siguientes hemos puesto el contorno de todos los hexaamantes
duplicados. Haz el puzzle de cada uno de ellos y dibuja en la trama triangular
las figuras que contiene.

Tomando como unidad de longitud el lado del triangulo base, y como unidad de
superficie el area del triangulo, rellena la siguiente tabla:

Perimetr | Perimetr | Razon de | Superfici | Superfici | Razon de
0 o] los e e las
pequefio | duplicad | perimetro | pequefio | duplicad | superficie
S 0 S

Langosta

Yate

Mariposa

Serpiente

Barra

Corona
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Hexagono

Zapato

Pistola

Murciélag
0

Palo de
golf

Esfinge

¢, Cudl es la razén de semejanza?

¢Encuentras alguna relacién entre la razén de semejanza y la razon de las
superficies?
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YAVAN
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\V4
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AP

N/
N/
V
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Ayudandote con un espejo o0 con el mira, busca los ejes de simetria de los
hexaamantes:
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W
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Construye figuras iguales de 12 triangulos de superficie con diferentes
hexaamantes. No te olvides dibujarlas en la trama triangular, para ensefiarle
una a tu compafero y que construya otra igual

Ejemplo:

o/ \/

Construye figuras iguales de 18 triangulos de superficie con diferentes
hexaamantes. No te olvides dibujarlas en la trama triangular, para ensefarle
una a tu compafiero y que construya otra igual.

Construye figuras iguales de 12 triangulos de perimetro con diferentes
hexaamantes. No te olvides dibujarlas en la trama triangular, para ensefarle
una a tu compafiero y que construya otra igual.

Construye figuras iguales de 18 triangulos de perimetro con diferentes
hexaamantes. No te olvides dibujarlas en la trama triangular, para ensefarle
una a tu compariero y que construya otra igual.

Elige dos hexaamantes y forma la figura con mayor perimetro posible.
Elige dos hexaamantes y forma la figura con menor perimetro posible.

Elige un hexaamante y construye otro semejante a €l cuyo lado sea el triple.

Dibujalos en la trama triangular.
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ANEXO D
Anexo D.1: Actividades con la calculadora Ti voyage 200
Jose Luis Lupiafiez Gémez

(Resumen de la comunicacién impartida en la Xlll Reunién Latinoamericana de
Matematica Educativa, celebrada en Santo Domingo, Republica Dominicana,
en Julio de 1999)

Introduccion

En este documento se describe una actividad usando la calculadora Tl Voyage
200. En ella se aborda la busqueda de los ceros de una funciéon de segundo
grado analitica, grafica y numéricamente.

Ceros de una funcién cuadratica

Estudiamos la busqueda de los ceros de la siguiente funcion de segundo
grado, con la ayuda de la calculadora Tl Voyage 200:

f(x) = x*- 2x - 1

Esta es una tarea que puede afrontarse de varias formas. La mas inmediata, es
usar el comando SOLVE, que nos otorga la raiz de la ecuacion correspondiente
en fracciones de segundo, si bien, no es el modo mas provechoso desde el
punto de vista didactico. Otra opcion que permite el poder de célculo de la
maquina, es la aproximacién numérica a partir de la definicién de la funcion:

I‘Fi T 54 TrsvT e T FE T FE I‘Fi T 54 TrsvT e T FE T TE
vﬂ AlgebrafCalc|0ther|Prgmld|Clear a—z...] vﬂ AlgebrafCalc|0ther|Prgmld{Clear a—z...]

lx2—2-><—1++‘(><) Done

LR A=y

L P Doke " P03
B zoluve( =) =0, LE S ==y 25
w=2.41421 or x= -.414214 LRy -.04
= solue(fix) =0, =2, 4150 . A02225
= [[Z-1) or u=JF+1 " FE2, 4140 -, DREGEY

SoluveCf Cxr=0,x> fe2. 414>

LUFI KEAD EXACT FUNC =750 LUFI KAD AFFROA FUNC 7/30

Posibilidades més interesantes nos las brinda la representacion grafica de la
funcion, a partir de la cual podemos ir aproximando la raiz usando los

comandos ZOOM y TRACE. Con el primero vamos ampliando la zona de la
parabola que mas nos interesa, y el segundo va recorriendo la traza de la
funcién indicando el valor de abscisa y ordenada por el que estd pasando.
Desde la pantalla de graficacién, también es ejecutable un comando llamado
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I‘Fi Trzv]’ B ]’ & Trsv]’rﬁv‘lf? ]’ ] I‘Fi Trzv]’ B ]’ & Trsv]’rsv‘lﬁ ]’ ]
- E Zoom | Trace |ReGraph|Math|Draw| -~ Fﬁ - E Zoom|Trace |ReGraph|Math|Draw| - f

Zer

=]
#ot —a 14214 Y2,
LUFT FHD ERACT FUHC LUFT FAD ERRCT FUHC

ZERO, que nos da el corte con el eje con solo indicarle el intervalo en el que se
produce un cambio de signo:

Otra importante cualidad de la calculadora es la representacion tabular; con la
orden TABLE, se nos muestra la tabla de valores de la funcién, que por
defecto, va generando las imagenes de los nimeros enteros. Pero dado que
podemos elegir el punto de inicio de esa tabla, y la variacion con la que
deseamos que vaya evaluando, es sencillo ir aproximando los ceros de la
funcién con la precision que deseemos, como queda ilustrado en la figura
siguiente:

LUFI KAD ERACT FLHC

De esta manera, se han descrito cinco formas diferentes de abordar con la
calculadora un problema que, por tradicion, se resolvia s6lo usando la férmula
general para ecuaciones de segundo grado.
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Anexo D2. Actividades geométricas con la calculadora Casio Classpad.

Jose Luis Lupiafiez Gémez

Universidad de Granada

Actividad 1.

Dado un poligono convexo de cuatro lados ABCD, ¢es posible hallar un punto
E, de manera que el triAngulo ABE tenga la misma superficie que ese
poligono? ¢ Qué resultado puede generalizarse de esta construccién?

W Arch Edit Ver Dibuj I

Solucioén:

En primer lugar medimos el area del poligono ABCD para después compararla
con la del triAngulo que se construye a continuacion:

[ Arch Edit Yer Dibug ]
A1l 12 [Z]4

]

Trazamos la diagonal AC, y una recta paralela a esta diagonal que pase por el
vértice D:
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¥ Arch Edit Mer Dibud | N Arch Edit Yer Dibuj |
- ™ el

A continuacion prolongamos el lado BC, y el punto de corte con la recta
anterior, nos determina el punto E deseado:

W Arch Edit Yer Dibui |
Dl

]

Finalmente construimos el triangulo ABE y comprobamos que su area es 11.12
cm2, que es la que tenia la figura original:

[ Arch Edit Yer Dibui

[EAw11.12 =L

La razdn es evidente: al tener la misma base y estar construidos sobre rectas
paralelas, los triangulos ACD y ACE tienen la misma superficie, y esa es la
Unica diferencia entre el cuadrilatero ABCD vy el triAngulo ABE.

Este razonamiento nos lleva a generalizar que dado cualquier poligono
convexo AiA;...An, siempre es posible encontrar un punto E, de modo que el
triangulo A;AzE tiene la misma superficie que el poligono original.
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Actividad 2.

Anexos

¢Es posible construir un triangulo en el que dos de sus bisectrices sean

perpendiculares?

Solucioén:

Consideremos un triangulo ABC y tracemos dos bisectrices por los vértices Ay

C:

N Arch Edit Ver Dibuj

Midamos el angulo que forman esas dos rectas:

M _Arch Edit Yer Dibuj |

P R i

E

A

(]

Podemos variar el triAngulo original, y observar como cambia ese angulo:

N Arch Edit Ver Dibui |

ARFeeete o]

Y

N Arch Edit Ver Dibuj

N

[vil4

A [e]71. 16012

s Arch Edit VYer Dibui |
P

[ Arch Edit_Wer Dibuj

5 |w]E1. 82485

44

Por mas intentos que se hagan, s6lo se pueden alcanzar valores cercanos a
los noventa grados cuando uno de los dos vértices sobre los que se han
construido las bisectrices, se acerca al lado opuesto del triangulo:
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¥ Arch Edit Wer Dibuj |
[A[+]55. 63545 [

De hecho, para lograr que las bisectrices sean perpendiculares, el triangulo
tiene que dejar se serlo, pues necesariamente un vértice se sitia sobre el lado
opuesto. Esta propiedad geométrica se ve refrendada con la demostracién
algebraica de que no es posible construir un triangulo con dos de sus
bisectrices perpendiculares entre si.

Actividad 3. Lugares Geomeétricos.

Dada una curva u, un punto A cualquiera sobre u, y un punto C exterior a u, se
define la curva pedal (o podaria) asociada a (u, C) como el lugar geométrico
que describe el punto de corte P entre la recta t tangente au en A, y larecta s
perpendicular a t que pasa por C:

Estudiar cual es la curva pedal asociada a la circunferencia para algun punto
exterior a ella.

Solucion:

Comenzamos la construccion:
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¥ Arch Edit Yer Dibui I r Arch Edit Yer Dibuj I

] [

Ahora calculamos el lugar geométrico de E cuando C recorre la
circunferencia...

W Arch Edit Yer Dibuj
5 HE
4 4 T2

T

Y obtenemos el Caracol de Pascal, una curva que tradicionalmente se

construye desde su expresion en forma paramétrica. Este tipo de actividades
las brinda la geometria dinamica.

¢ Qué ocurre se el punto D estd sobre la circunferencia? En ese caso, se
obtiene otra bella curva, la Cardioide:

W Arch Edit Wer Dibui
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Anexo D.3: Implementado problemas de optimizacion con calculadora
gréfica.

Jose Luis Lupiafiez Gémez

Antonio Codina Sanchez

(Resumen del trabajo presentado en el X Congreso sobre Ensefanza y
Aprendizaje de las Matematicas en El Ejido, Almeria, en Septiembre de 2002)

Introduccion

En este articulo, describimos una actividad con la calculadora grafica TI-83
Plus, planteada y estructurada a partir de una propuesta de Browning &
Channell (1997). Se enmarca dentro del estudio de funciones, y mas
concretamente, en los problemas de optimizacion, es decir, se modeliza un
problema mediante una funcién, y el calculo de sus extremos arroja informacién
sobre el problema inicial.

El desarrollo de la tarea asi como en general este tipo de problemas de
optimizacion, son facilmente trasladables a los ultimos cursos de Secundaria o
a Bachillerato (Codina, 2001).

El enunciado de la actividad es el siguiente:

“La Srta. Pérez es profesora de Ciencias en el Colegio El Buen Estudiante.
Para su laboratorio necesita varias cajas abiertas por arriba para almacenar los
diferentes materiales que usa en sus experimentos, y ha comprado un buen
namero de laminas planas de metal para hacerlas. Cada lamina es un
rectangulo que mide 40 cm de ancho y 60 de largo:

40 cm.

A
v

60 cm.
La idea que tiene es cortar un

cuadradito en cada esquina de una lamina, y doblar hacia arriba las pestafias
pegandolas por su borde:

235



Materiales y Recursos en el aula de Matematicas Anexos

¢ Podrias ayudar a la profesora Pérez a elegir las medidas del cuadradito que
se recorta en las esquinas, con idea de obtener la caja con el mayor volumen
posible?”

Desarrollo de la Actividad

Aunque la actividad esté ideada para realizarse por grupos en el aula a lo largo
de dos horas (suponiendo que se domina el manejo técnico de la calculadora
necesario).Los principales comandos de la calculadora que se manejan son
aquellos relacionadas con el estudio de funciones: introducir funciones en la
calculadora, acceder a las tablas de valores, representacién grafica de
funciones, y los comandos TRACE]y [ZOOM,

Cada grupo de unos cuatro estudiantes dispone de una calculadora TI-83 Plus
durante todo el desarrollo de la actividad. También disponen de un guién de
trabajo con las diferentes cuestiones que constituyen la actividad. y
analizaremos a continuacion el contenido de este guién.

El Guion de Trabajo

El guidn se estructura a lo largo de tres bloques, cada uno de los cuales incluye
distintas preguntas. Como se observara, no en todos los bloques es necesario
el uso de la calculadora; solo se usa en los bloques Il y 111

Bloque |

1. Si decidimos cortar cuadrados de 10 cm de lado en las esquinas de las
laminas metdlicas, determina las dimensiones y el volumen que tendra la
caja que formaremos al doblar las pestafias.

2. ¢Como cambiarian esas dimensiones y ese volumen si los cuadrados
gue cortamos son de 5 cm de lado?

3. Si cortamos cuadrados mas pequefios, ¢obtenemos necesariamente
cajas de un volumen mayor? Explica tu respuesta.

4. Desde ahora supondremos que la medida del lado del cuadrado que
cortamos solo puede tomar valores enteros. En ese caso, el cuadrado
mas pequefio posible tendrda 1cm de lado. ¢Cual es la medida mas
grande que puede tener el lado del cuadrado? Explica porqué no puede
superarse esa medida.

5. Como la profesora Pérez quiere obtener cajas con el volumen mas
grande posible, ¢se te ocurre alguna manera de determinar la medida
del cuadrado que cortaremos para lograr ese mayor volumen?
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6. ¢Es posible calcular el volumen de la caja si sGlo conocemos su
anchura? ¢ Por qué?

El objetivo de esta bateria de preguntas es que los estudiantes identifiquen qué
datos son los relevantes para resolver el problema, y como podemos dar una
solucion en casos particulares. Es interesante observar las reacciones de los
estudiantes cuando comprueban que no por cortar cuadraditos mas pequefios
obtenemos una caja de un volumen mayor.

Las respuestas a la quinta cuestion casi siempre aludian al mayor volumen
obtenido teniendo en cuenta sélo las medidas hechas hasta este momento, y
pocas veces se buscé analizar los volumenes resultantes de hacer todos los
cortes posibles. Con la ultima pregunta de este blogue a menudo los
estudiantes sostienen que se esta hablando de una caja cualquiera, y que al
menos se necesitan dos dimensiones para hallar el pues el tercero se puede
deducir de los dos primeros.

Bloque Il

7. Encuentra una expresion algebraica que permita conocer el volumen de
la caja a partir de su altura, es decir, del lado del cuadrado recortado.
Construye una funcion a partir de esa expresion, en la que la variable
independiente (x) sea la altura.

8. Introduce esa funcién en la calculadora, pero ten en cuenta que lo que
nos interesa en el problema es que los valores posibles de x sean 1, 2,
3,4,...

9. Observa la tabla de valores de la funcidn. Explicas con palabras lo que
significan los datos que aparecen en la primera fila (que es la que se
muestra a continuacion):

= bl
P =0y
#=1

10.Describe lo que observas en los diferentes valores del volumen cuando
la altura de la caja varia desde x=1 hasta x=19. (Por ejemplo, cuando
aumenta la medida del lado del cuadrado que cortamos, ¢qué le pasa al
volumen de la caja correspondiente?)

11..Cuél es la medida del cuadrado que cortamos (valor de x) que nos da
una caja con el mayor volumen (valor de Y1)?

Altura: cm Largo: cm  Ancho: cm
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Volumen: cm®

12.Como sabes, hemos supuesto que las posibles medidas del lado del
cuadrado son siempre numeros enteros, pero si consideraramos
también el poder hacer cortes hasta en milimetros, ¢se te ocurre entre
qué dos medidas de la altura (en enteros) estaria el volumen maximo?
¢, Por qué? Razona tu respuesta.

X= cm = V= cm
X= cm = V= cm

13. Modifica la precision de los valores hasta las milésimas ¢, Cual es el valor
maximo ahora del volumen? ¢ En qué punto se ha alcanzado? ¢ Esta ese
punto dentro del intervalo que habias considerado en la pregunta
anterior?

14.Desde tu punto de vista ¢ seria posible dar un valor mas preciso de ese
punto en el que se alcanza el maximo? ¢ Por qué?

15. Justifica o niega las siguientes afirmaciones, razonando tu respuesta:

a) El volumen de la caja aumenta y disminuye al incrementar la
altura de la caja.

b) Es imposible hallar el volumen de una caja conociendo sélo una
de sus tres dimensiones.

c) Larelaciéon entre la altura de una caja y su volumen es lineal.

En este bloque se introduce por primera vez la notacion algebraica en el
problema, y a lo largo de varios items se insiste en el significado de las
diferentes variables que intervienen en el problema. (cuestiones 9 y 11, por
ejemplo). También en este punto del cuestionario se introduce la calculadora, y
se comienza introduciendo la funcién que relaciona el volumen de la caja con
su altura (cuestiones 7 y 8), y se realiza un estudio sobre la tabla de valores de
la funcion la calculadora.

Flokl Flokz Flote
N BCEE-2R C4E-2
Mok

“Nez=Nl
wMi=
wMy=
wMe=
~ME=
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o
-1}
m
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0
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La décima cuestion persigue comprobar la relacion entre la altura de la caja y el
volumen que resulta en cada caso. Aqui se puede observar la no linealidad de
esta relacién, aunque lo cierto es que la mirada de los estudiantes se dirige
directamente a hallar el valor que genera un mayor volumen (para una altura de
8 cms. aparece un volumen de 8448 cm®.). Con idea de introducir un nuevo
“problema”, en la duodécima cuestion se plantea encontrar el volumen maximo
entre dos valores enteros; es decir, dar un intervalo en el que se encuentre el
maximo de la funcidon. En la pregunta 13 se depura la precision de la
calculadora a las décimas y se pide que se encuentre en esas condiciones el
méaximo buscado.
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De esta manera se puede generar un proceso que permite encontrar el
extremo de una funcion con tanta precision como se desee, siempre
condicionado claro, por la capacidad de la calculadora (10 cifras decimales). En
este punto surge una buena ocasion para generar un debate acerca de lo
apropiado de tanta precision, ya que no es bueno desvincularse de la realidad
del problema original: ¢tiene sentido hablar de hacer un corte milimétrico con
unas tijeras? ¢ Y de décimas o centésimas de milimetro?

Finalmente, en el apartado c) de la cuestion 15, se justifica que la relacion no
es lineal porque el aumento de una variable no implica el incremento de la otra,
lo cual tiene sentido en el contexto del problema pero no constituye una
condicién suficiente en general.

En el siguiente blogue se afronta este estudio de extremos en un ambiente
gréfico, y es a su vez fuente de otros problemas, como por ejemplo determinar
la ventana de graficacion apropiada para ver la parte de funcidn que nos
interesa. No olvidemos que la funcién volumen que hemos definido es una
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cubica, mientras que en nuestro problema trabajamos con una zona parabdlica
de esa funcion.

Bloque IlI

16.Vamos a representar graficamente la funcién construida en el bloque
anterior. Como sabes, primero hay que ajustar la ventana en la que

aparecera esa grafica en el menua WINDOW:

a) Sefala como limite inferior de X el valor 0 y como superior 20.
¢ Encuentras adecuada esta seleccion? ¢ Por qué?

b) ¢Cbmo seleccionarias los limites para el eje Y de manera que
podamos ver la parte de la grafica que nos interesa en nuestro
problema? Explica tu respuesta.

c) ¢Qué valores serian apropiados para la escala?

17.Representa graficamente la funcion, y explica qué relacién encuentras
entre su forma y los datos que obtuviste en el bloque anterior con la
tabla de valores.

18.¢En qué punto se alcanza el valor mas alto de la gréafica? Ayuadate del

comando [TRACE| de la calculadora.

Altura de la Caja (x): cm  Volumen (y): cm?

19.Como podras observar, se puede localizar un punto de maxima altura,
pero lo que no podemos asegurar es que realmente sea el buscado, ya
que verds que al recorrer la grafica con el comando los
decimales van dando saltos, y es posible que el valor buscado lo
saltemos. Pero lo que si podemos hacer es localizar dos valores de x
entre los que se encuentre ese maximo: Usa el cursor para localizar la
coordenada x de los puntos que estan inmediatamente a la izquierda y a
la derecha del punto localizado en la pregunta anterior.

Punto a la Izquierda:
Punto a la Derecha:

20.Lo mismo que cuando usabamos la tabla de valores para conseguir una
mejor aproximacion del maximo que buscamos, también es posible
llevar a cabo este estudio con la grafica. Para ellos se emplea el
de la calculadora. Explora las opciones Zoom Acercar y Zoom Alejar y
explica qué observas.
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21.Emplea la opcion ZCaja para destacar una zona de la gréfica que
interese para el estudio del maximo, y repite la cuestibn 18 en esta
nueva gréfica. ¢ En qué valor de x se alcanza ahora el punto mas alto de
la gréfica? Aytdate del comando de la calculadora.

Altura de la Caja (X): cm  Volumen (y): cm?®
22.Encuentra un nuevo intervalo de la variable x en el que se encuentre el
mMaximo:

Punto a la Izquierda: Punto a la Derecha:

23.Puedes repetir la opcion ZCaja tantas veces como desees. Como
recordaras, nuestra idea era recortar los cuadrados en las esquinas de
las laminas como maximo con una precision de milimetros. A la luz de lo
gue has observado en este estudio grafico, ¢Puedes dar por tanto una
medida con precision milimétrica que nos garantice obtener una caja con
el mayor volumen posible?

Altura: cm Largo: cm  Ancho: cm

Volumen: cm?®

WIHDO
Bmin=a
Emax=28
Ascl=2
Ymin=a
“Wmax=2458
Yscol=1H86A
H“res=0

Una vez superado el escollo de representar la parte de la funcion que se
adapta a nuestro problema (los estudiantes suelen apoyarse en los datos
obtenidos en la tabla de valores), se busca el maximo de la grafica en términos
del punto mas alto de la misma (cuestién 18). Aqui pueden surgir diferencias
entre distintos estudiantes, ya que no todos obtienen exactamente el mismo
valor: el comando recorre la traza de la funcion a saltos, y de una
calculadora a otra el valor del maximo puede diferir en algunos decimales
(pregunta 19). Desde esta situacion, y aprovechando las opciones de zoom de
la calculadora, las cuestiones 21, 22 y 23 persiguen obtener precision en esos
valores:

=7 BEIEFYE Y=BYYE.EBZE . WP AFEENOY YW=ENE0.ZELT .
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i
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Con el comando [CALC]| se puede hallar directamente el maximo de una funcién
Gnicamente sefialando un intervalo en el que se encuentre ese extremo
(aunque es recomendable no usar inicialmente este comando):

F]!E%l!i]l!
fualue

2izero

Jiminimum

EHrE 1 UM
EIHEEPEEEL

= L Haximum
ot Oy U7 EYPYOEZ  Y=BYEO4YPE .

Conclusiones

Con esta actividad se han afrontado tareas desde diversos frentes: por una
parte, se ha desarrollado un contenido mateméatico de una manera diferente a
la tradicional. Los problemas de optimizacidbn generalmente recurren a la
derivacion, pero aqui se centra el estudio en los aspectos numéricos y gréficos,
tratando de poner de manifiesto las relaciones entre ambos sistemas de
representacion.

No se trata de encontrar el método mas adecuado, sino ser capaz de discernir
sobre las ventajas e inconveniente de los posibles métodos.
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Anexo D.4: Actividades sobre estadistica con

Classpad.

Jose Luis Lupiafiez Gémez

Universidad de Granada

Actividad 1

la calculadora casio

En la tercera prueba de un examen de acceso a un cuerpo de funcionarios, los
72 candidatos que habian pasado las dos pruebas anteriores, obtuvieron las
siguientes calificaciones (entre 1 y 100):

32

79

71|51

30

79

75

75| 55

5

36

12

75 | 87

63

16

37

35

92

71

61 | 37

70

66

95

80|71

16

7

92

63 | 17

a7

62

33

10

51

90

86 | 48

24

25

75

86 | 28

50

92

89

7 179

39

27

74

77

69

87

9 |70

99

24

94

86 | 39

39

1

22

89 | 85

19

8

74

38
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a) Hallar la media de las calificaciones, la desviacién tipica, la mediana y la
moda de la distribucion.

~ Edit Calc. ConfGraf |

b
listl [list? [list3

P 00 Pl i (50 00000 =) O 1] )
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]

Calc. estadistico

[jUna variable

=5?. 213333
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Auto Estandar

Calc. estadistico

Una wariable

]

Rad Auto Estandar

—

b) Representa los datos de la distribucion en identifica la mediana de la

misma que se ha calculado antes.

N _Zoom Fndlisis Calc, + ]

Med=£2 h 4

Rad

Grafico estadis. 1

]

c) Representa graficamente la distribucion de las calificaciones que estan
por encima de 80 puntos.
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d) Si la nota de corte para acceder a la ultima prueba del examen es 80,
¢cuantos candidatos podran pasar?

Analizando la gréfica anterior se observa que son 18 candidatos los que han
sacado 80 o mas puntos.

Actividad 2.

Un grupo de escolares intenta hallar la relacion matematica entre lo que mide
un péndulo y su periodo. Después de construir un péndulo sencillo, toman
varias medidas del tiempo de periodo para diferentes longitudes de cuerda,
obteniendo los siguientes resultados:

Longitud (cm) Tiempo (s)
6.5 0.51
11 0.68
13.2 0.73
15 0.79
18 0.88
23.1 0.99
24.4 1.01
26.6 1.08
30.5 1.13
34.3 1.26
37.6 1.28
415 1.32

¢ Podemos deducir de estos datos la relacion entre la longitud del péndulo y el
tiempo que tarda en hacer un movimiento completo (periodo)? ¢Podriamos
estimar el periodo que tendria un péndulo como el construido pero con una
longitud de 2 metros?

Solucién

Comenzamos introduciendo los datos en la calculadora, usando las listas 3 y 4:
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W Edit Calc. ConfGraf |

li=t3  [listd  [list5 -
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A continuacion representamos graficamente los datos para tener una referencia
visual de la relacion entre las dos variables consideradas. Es importante definir
correctamente la ventana de visualizacion:
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[ emeria | EEE[S[EIEARE S
s

S 0log x Olog v
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max. 43
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Como puede observarse, existe cierta regularidad lineal entre ambas variables,
lo que nos lleva a hacer un estudio de regresion lineal:

I Reli ] l Calc. estadistico ]
[ ) aresis _ ] [} Regresién lineal ]
Listak: list2  [~]R =a: x+h !
Listay: [listd — ]v] 2 =@ BZIAETT
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Frec.: I:E r! =@, 9297356
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" ] . prgra=]
" i 37.6| 1.28
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3
4
=1
[
w
| | 0 1zi=[l.az
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N Zoom Andlizis Calc. #

4 4
¥
I
Rad  am

Aunque la recta se aproxima bien, da la impresion que al alejarse de los puntos
centrales el ajuste pierde bondad. El calculo de residuos confirma esta
suposicion, para lo cual hay que activar la casilla correspondiente (ver primera
figura de la serie anterior). Por tanto, se necesita una funcién con cierta
curvatura, e intentar un ajuste con una funcion potencial es una buena opcion:

I calc. estadistico | ~yr Zoom Analisis CAlc. #

|! Rear. potencial
=3-x"b

. 1922828
. S224982
. 3087282
« FF74351
- 3754e-4

[ |
Rad ]

Rad Decimal o]

Al haber guardado la ecuacién resultante en la variable y4, es sencillo tratar de

predecir el periodo del péndulo (en segundos) cuando éste tenga una longitud
de 2 metros:

¥ Edit Accion Interactivo |
] ] = 3
o 288 o

3. 863548816
1

Algeb Decimal Cpli Rad dm]
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Anexo D.5: Calculadoray sensores: La matematica en movimiento

Jose Luis Lupiafiez Gémez

Antonio Codina Sanchez

Resumen

En este trabajo analizamos el papel que la calculadora puede desempefiar en
la enseflanza de las matematicas, a través de un ejemplo de actividad en la
que se emplean unos sensores que capturan datos reales del entorno y los
transmiten para su estudio a la calculadora. Un punto central en esta reflexion
es la necesidad de que el profesor de matematicas planifique adecuadamente
su labor docente para que el uso de estos recursos sea significativo y
coherente con todo el proceso de ensefianza.

INTRODUCCION

El incipiente desarrollo de las nuevas tecnologias estda modificando
substancialmente el entorno de la sociedad y, como consecuencia, nuestras
actividades cotidianas. El @mbito educativo no es ajeno a este hecho, pero aun
es necesario perseverar y profundizar en las discusiones acerca de como ha de
llevarse a cabo una adecuada implementacién de estas herramientas en el
aula, para y ver como pueden adaptarse a los procesos de ensefianza y
aprendizaje (Lupiafiez, 2000).

Ordenadores, Internet, calculadoras y otro tipo de recursos tecnologicos
poseen un gran potencial para la educacion en general, y para la educacion
matematica en particular. Pero no debe usarse este potencial como excusa
para llevar al aula de matematicas todo aquello que nos sorprende por su
versatilidad; es necesario planificar con detalle qué uso queremos darle: qué
competencias queremos y podemos desarrollar en nuestros escolares, qué
tareas debemos disefiar para conseguirlo, y qué sistema de evaluacion
pondremos en practica para medir ese desarrollo.

En este trabajo, ejemplificamos algunas de estas ideas describiendo algunas
actividades que pueden desarrollarse en los ultimos cursos de Educacion
Secundaria. Para ello, se emplean calculadoras gréficas, y unos sensores que
se pueden conectar a ellas, y que permiten obtener datos fisicos del entorno,
como distancia, velocidad, temperatura, luminosidad o sonido.

247



Materiales y Recursos en el aula de Matematicas Anexos

Anexo D.6: Calculadora en la ensefianza de las matemaéaticas

En 1996, Penglase y Arnold realizaron una revision de las investigaciones
acerca de las calculadoras graficas en la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas. Uno de los resultados de este trabajo es que en gran parte de
esas investigaciones, se constata que el uso de las calculadoras redunda en
ganancias para el conocimiento matematico de los estudiantes sobre
funciones, las graficas o para el desarrollo de visualizacion espacial. Pero este
uso también puede crear obstaculos en aquellos estudiantes que tienen
dificultades para relacionar conceptualmente los aspectos algebraico y gréafico
en calculo.

Como se declara, el empleo de las calculadoras también puede crear
obstaculos, y uno de los argumentos que se esgrime habitualmente en contra
del empleo de tecnologia en la Ensefianza de las Matematicas es que se
abandona y olvida lo que se hace con papel y lapiz, y eso va en perjuicio de la
calidad en la formacion. Hay que entender la implementacién de las
tecnologias informaticas en la ensefianza de las matematicas como un proceso
de enriguecimiento, tratando de mejorar capacidades cognitivas, y no de
sustituirlas.

Un uso de estos recursos sin la adecuada reflexion previa, puede introducir
distorsiones en el proceso de ensefianza. Pero asi como la escritura numeérica
no es un obstaculo para que el nifio pueda realizar calculos mentales, la
calculadora tampoco tiene por qué jugar ese papel. La calculadora no tiene
porqué desmovilizar la actividad cognitiva del estudiante, pero siempre es
indispensable la reflexion previa del profesor acerca del uso que puede hacer
de ella.

Es facil constatar como han crecido el nUmero de proyectos educativos que
incluyen la calculadora como una componente para alentar a profesores e
investigadores a incluirlas en sus actividades, estableciéndose proyectos y
programas especificos para la formacidon de docentes y estudiantes de
matematicas (Rojano & Moreno, 1999). Varios curriculares, como los del MECD
(2001) y los del NCTM (2004), expresan la necesidad de incorporar en el
curriculo de matematicas un uso de las calculadoras que resulte adecuado
para el desarrollo de determinados procedimientos rutinarios, en la
interpretacion y analisis de situaciones diversas asi como en la resolucion
practica de situaciones relacionadas con la naturaleza, la tecnologia, o
simplemente, con la vida cotidiana. De este modo, se afirma que los
estudiantes pueden investigar aspectos matematicos como el estudio de las
magnitudes, centrdndose los estudiantes en la toma de decisiones, la reflexion,
el razonamiento y la resolucion de problemas.

En este documento queremos mostrar la calculadora como una herramienta de
modelizacion que permite al estudiante centrarse en la interpretacion de lo que
esta realizando y que no se quede estancado en la realizacién exclusivamente
sintactica de calculos repetitivos y tediosos.

248



Materiales y Recursos en el aula de Matematicas.

Anexo D.7 La calculadora TI-84 PLUS y los sensores CBR Y CBL-2:La
matematica en movimiento.

La calculadora TI-84 Plus es una calculadora disefiada principalmente para el
trabajo en Secundaria en mateméticas y ciencias, merced a sus variadas
funcionalidades y a su versatil conectividad y actualizacion. Ademas de incluir
todas las funciones basicas para las matematicas de ese nivel, es posible
cargar en la calculadora aplicaciones disponibles gratuitamente en Internet que
permiten acceder a un gran numero de temas educativos (Tl, 2004). Ademas,
es posible conectarlas a dispositivos adicionales que amplian ain mas sus
posibilidades, como ocurre con los sensores que aqui describiremos: el CBR y
el CBL-2.

El sensor CBR

El Calculator-Based Ranger (CBR) es un detector sonico de movimiento
compatible con la mayor parte de las calculadoras graficas de Texas
Instruments, que suministra la posibilidad de
capturar y analizar datos reales faciles de
usar en el aula sin necesidad de
programacion. Trabajando conjuntamente
con un sensor y una calculadora, los
estudiantes pueden capturar, ver y analizar
datos de movimiento extraidos de una
Figura 1. El CBR practica real, es decir, pueden modelizar
de Texas Instruments. experiencias fisicas lo que supone una

enorme ventaja con respecto a las
tradicionales actividades con papel y lapiz (TI, 1997).

Asi, el CBR relaciona nociones y procedimientos matematicos y fisicos tales
como:

1. Distancia, Velocidad y Aceleracion.

2. Graficas de funciones: ejes de coordenadas, pendiente, corte con los
ejes,...

3. Estudios de funciones lineales, cuadraticas, exponenciales, sinusoidales,...

4. Actividades de Analisis Matemético: Derivacion, Integracion,...

5. Métodos de captura de datos, analisis estadistico,...

El detector de movimiento envia una sefial ultrasonica y posteriormente mide el

tiempo que tarda dicha sefial en volver después de chocar con el objeto mas

cercano. Pero el CBR ademas calcula la distancia al objeto (utilizando la

velocidad del sonido), y halla la primera y segunda derivada con respecto al

tiempo de los datos para obtener velocidades y aceleraciones del objeto. Toda

esa informacion se manipula con un programa llamado RANGE, de muy

sencillo manejo desde la calculadora.
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El sensor CBL-2

El sistema Calculator-Based Laboratory 2 (CBL 2) es un dispositivo que junto
con los sensores apropiados permitira realizar modelizaciones mediante la
toma de datos provenientes de diferentes fendmenos fisicos, como fuerza,
temperatura, luminosidad, sonido, o nivel de pH, entre otras magnitudes. El
CBL 2™ funciona con el programa DataMate incorporado, y que es facilmente
transferible a la mayoria de los modelos de calculadoras de Texas Instruments.
Este programa contiene la informacion basica necesaria para realizar un gran
namero de experimentos (Tl, 2000).

Dependiendo del dispositivo conectado, el CBL-2 realiza distintas funciones.
Asi, si es el sensor de voltaje, podran realizarse mediciones del voltaje de
diferentes pilas; si el dispositivo es un sensor de luz, medird la intensidad del
haz de luz proyectada por una fuente, o si es un micréfono, pueden medirse el
nivel de decibelios o la amplitud de ondas sonoras.

START/STOP ‘ Canal DIG/SONIC

Botones de liberacién
de la plataferma

QUICK SETUP

Diodos

emisores de

luz {LED)
TRANSFER

rﬂ::a‘::nllda
(o)
UN EJEMPL( peerte det adoproter A
. da CA
En esta acti\ 0 de los

Figura 2. El CBL-2 de Texas Instruments. L
escolares aceiva uc 1a nnuinnaviul yue sunmisua 1a 1cpiescinaviun yrafica de

funciones. El tipo de funciones que se trabajan son lineales, y funciones
definidas a trozos en las que cada uno de los intervalos de definicion
representa una relacién lineal. De esta manera, la actividad puede plantearse a
partir de 3° de ESO, y esta parcialmente basada en la propuesta de Texas
Instruments (TI, 2000; pp. 13-16).

Uno de los experimentos que incluye el programa Ranger con el que se
comunican el CBR y la calculadora, es el Dist Match, dentro del menu
Applications.

En este experimento la calculadora muestra una grafica que relaciona un
espacio recorrido, con respecto al tiempo. Las unidades de medida de longitud
pueden expresarse en metros o pies, y el tiempo se mide en segundos. El
objetivo es que los escolares reproduzcan con su movimiento lo que indica la
gréfica.

Al sujetar el CBR apuntando directamente a una pared y pulsando ENTER en
la calculadora (figura 3), el sensor mide la variacibn de la magnitud
seleccionada con respecto al tiempo, y se muestra esa variacion en otra gréafica
punteada cuando nos acercamos o alejamos de la pared con el sensor (figura
4):
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Figura 3. Preparacion del experimento

[ M) 1 [ oewo

i 2 a 5 a a ™ a E e

Figura 4: Siguiendo la trayectoria

Algunas de las cuestiones que pueden tratar de responder los escolares son:

1. ¢Qué propiedad se representa en cada uno de los ejes?

2. ¢Qué significan las marcas que hay en los ejes? ¢Qué miden?

3. ¢Donde tendriamos que situarnos para comenzar correctamente el
movimiento, y donde deberiamos finalizar?

4. Sien un tramo la grafica asciende ¢tendriamos que caminar hacia delante o
hacia atras? ¢ Y en un tramo en que la pendiente sea plana?

5. ¢Podemos saber si debemos movernos deprisa o despacio?
6. ¢Qué distancia hemos recorrido en total?

7. ¢Podriamos hacer otro movimiento diferente que diera como resultado la
misma gréfica?

Con esta actividad, los estudiantes pueden llegar a ser capaces de interpretar
en términos de la realidad la informacién que hay en la representacién grafica
de una funcién. A menudo, el trabajo con funciones se centra en producir la
representacion gréfica a partir de la expresion algebraica, pero en este caso, se
promueven una serie de acciones encaminadas a profundizar en el estudio
propio de wuna funcion representada graficamente y de elementos
caracteristicos suyos, como los intervalos de crecimiento, los de decrecimiento
y los constantes, la relacién y escala entre los ejes, las unidades de medida,
etc.

Por otro lado, los estudiantes manejan de manera practica nociones fisicas
como la distancia, la velocidad, o el tiempo, y que generalmente no son mas
gue datos estaticos en los problemas. Con este tipo de problemas los escolares
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se involucran directamente en la resolucién de problemas. Ademas, si se usa
un proyector en el aula para que todos puedan ver el desarrollo del
experimento, se fomenta el debate y la participacion colectiva de todos los
escolares.

CONCLUSIONES

Aunque sin duda no deja de sorprendernos lo que se puede hacer con el uso
de estos recursos tecnologicos, es necesario incidir en la necesidad de una
planificacion adecuada de estas actuaciones dentro de un plan instruccional
coherente y bien disefiado. A la hora de planificar una o varias sesiones acerca
de un tema matematico, el profesor debe realizar varios analisis, tanto sobre la
matematica que serd objeto de ensefianza, como desde un punto de vista
cognitivo, pensando en como lograr un aprendizaje significativo en los
escolares.

Carece de todo sentido emplear estos recursos en el aula con el Unico objetivo
de renovar o actualizar nuestra labor docente. Todos los materiales y recursos
que puede usar el profesor en su labor docente han de jugar un papel muy
concreto en ese proceso. Como sefiala Gomez (2004), el éxito de su empleo
depende de que el profesor disefie y lleve a la practica el curriculo de tal forma
que la tecnologia contribuya a que los escolares adquieran aprendizaje. El
disefio de las actividades debera surgir de una correcta planificacién curricular
con nuestro conocimiento de la tecnologia dentro del contexto del problema
qgue queremos abordar. Como parte de esa planificacion, es necesario detallar
los conceptos, procedimientos y sus relaciones que trabajaremos en el aula;
definir qué competencias queremos desarrollar en los escolares acerca de ese
conocimiento, y analizar qué recursos podemos poner en juego para lograr
eficazmente ese desarrollo.
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ANEXO E

Anexo E.1: Geometria de transformaciones en el curriculo oficial

Geometria de transformaciones en el curriculo oficial DECRETO 105 DE
9/06/1992 boja 20/6/1992

1° ciclo

Las transformaciones apareceran en contextos de manipulacion de modelos.
Unicamente en el 4° Curso se consideraran como objetos de estudio con
interés propio. En este Ciclo, el objetivo principal es conseguir una cierta
destreza en el manejo grafico y en la descripcion cualitativa de proyecciones e
isometrias como resultado de manipulacibn de modelos; las cuestiones
relacionadas con proporcionalidad y semejanza, y sus aplicaciones a las
escalas, mapas y planos, conllevaran, ademas, aspectos cuantitativos.

Reconocimiento, manipulacion y descripcion cualitativa de: Proyecciones (de
puntos y figuras elementales sobre rectas y planos segun una direccion dada).
Traslaciones y reflexiones (en el plano y en el espacio) y giros (en el plano). La
nocién de isometria constituye un aprendizaje que todas las alumnas y
alumnos deberian conseguir al final de la Etapa. Se trata de una construccion
lenta, que necesita de muchas horas de manejo de isometrias concretas, de
sus inversas y de algunas composiciones notables.

3°ESO

e Geometria de transformaciones

e Revisiones del trabajo realizado en el Ciclo anterior.

e |dempotencia de una proyeccion dada.

e Aplicaciones de las traslaciones, giros y reflexiones en el plano a la
construccion de rosetones, frisos y mosaicos planos.

¢ Inversa de una traslacion dada.

e Composicion de dos traslaciones dadas.

¢ Inversa de una reflexiéon dada.

e Composicion de dos reflexiones.

e Inverso de un giro dado.

e Composicion de dos giros del mismo centro.

e Orden de un giro.

e Reflexion en deslizamiento.
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4° ESO
40 A

Revision, afianzamiento y sistematizacion de la geometria estudiada en la
Etapa.

4° B

Reconocimiento de isometrias que dejan invariante una figura dada o un
cuerpo dado.

Se pretende gque los alumnos determinen algunas isometrias de cualquier
figura o cuerpo.

Tablas de composicion de algunas isometrias.

Los contenidos procedimentales se establecieron de manera Unica para toda la
tema en este Decreto de ensefianzas.
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Anexo E.2.

Todos sabemos que los conceptos en matematicas adquieren mayor
complejidad en sus significados. Se ejercita la compresion y estan ligados a los
procedimientos pero tienen su propia idiosincrasia. Un ejemplo de desglose
entre conceptos y procedimientos es el esfuerzo que hizo el decreto de
ensefianzas minimas publicado por el Ministerio de Educacion con motivo de la
LOGSE. (RD 1345/1991 de 6 de Septiembre. BOE 220 13/09/1991)

En el &mbito del topico que tratamos dice:

Representacion y organizacion en el espacio

Conceptos.

1. Elementos y relaciones béasicos para la descripcién y organizacion del
plano y el espacio.

2. Figuras y cuerpos geomeétricos: Elementos caracteristicos y relaciones
entre ellos.

3. Semejanza de figuras.

4. Traslaciones, giros y simetrias.

Procedimientos.

5. Utilizacién de la terminologia y notacion adecuadas para describir con
precision situaciones, formas, propiedades y configuraciones geométricas.

6. Construccion y utilizacion de modelos geométricos, esquemas, mapas y
planos.

7. ldentificacion de la semejanza entre figuras y cuerpos geomeétricos, y
obtencion del factor de escala.

8. Busqueda de propiedades, regularidades y relaciones en cuerpos, figuras
y configuraciones geométricas.

9. Identificacion de problemas geométricos diferenciando los elementos
conocidos de los que se pretende conocer y los relevantes de los
irrelevantes.

10. Utilizacién de la composicion, descomposicion, interseccion, movimiento,
deformacion y desarrollo de figuras, cuerpos Yy configuraciones
geométricas para analizarlos u obtener otros.

11. Reduccién de problemas complejos a otros mas sencillos para facilitar su

comprension y resolucion.

256



Materiales y Recursos en el aula de Matematicas.

Anexo E.3: Factores psicolégicos y didacticos que influyen en la
ensefianza de las isometrias del plano

Factores psicolégicos y didacticos que influyen en la ensefianza de las
isometrias del plano

El excelente libro de Adela Jaime y Angel Gutiérrez (Jaime, A. Gutiérrez, A,
1996) es un ejemplo de esfuerzo por acercar estas investigaciones citadas al
profesorado. Resumimos algunas de sus aportaciones

a) Los niveles de razonamiento geomeétrico Van Hiele y la geometria de
transformaciones

Son muy conocidas estas investigaciones y en cualquier buscador o en el libro
gue se acaba de citar se encuentran el detalle de ellas. Exclusivamente vamos
a incluir aqui una diferenciacion por niveles de aprendizaje para isometrias del
plano

¢ Nivel 1 Reconocimiento

e Considerar los movimientos de manera global

e Reconocer la invariancia de tamafio y forma en isometrias

e Reconocer los movimientos por la accion o resultados

e Realizar construcciones de imagenes por movimientos con materiales
auxiliares en distintas posiciones.

e Utilizar la percepcién visual para reconocer imagenes transformadas

e Utilizar un vocabulario basico sobre movimientos.

e Nivel 2 Analisis

e Expresar matematicamente los movimientos y utilizar correctamente sus
elementos.

¢ I|dentificar los elementos de los movimientos cuando se conocen las figuras
transformadas, en casos concretos.

e Descubrir propiedades por generalizacion de casos concretos y aplicarlas a
nuevos casos

e Ultilizar los movimientos con notacién y vocabulario matematicos

¢ Nivel 3 Clasificacion

e |dentificar las caracteristicas de cualquier giro. Generalizar los resultados de
componer giros de distinto centro

e Comprender las simetrias en deslizamiento sus propiedades y relaciones

e Comprender argumentos de demostracion de propiedades sencillas.

e Manejar la posibilidad de descomponer en multiples casos la misma
isometria y utilizar la descomposicion para demostrar propiedades.
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o Establecer inferencia generales sin apoyarse en casos concretos.

e Nivel 4 Deduccion formal
e Razonar formalmente
Comprender la estructura algebraica de las isometrias
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Anexo E.4: Errores y dificultades en geometria de transformaciones
extraidos de los trabajos de: Moyer, Thomas, Schulz o Kidder

Errores y dificultades en geometria de transformaciones extraidos de los
trabajos de: Moyer, Thomas, Schulz o Kidder

e Las traslaciones son mas faciles que las simetrias y los giros en ejercicios
simples.

e Para cualquier isometria, los movimientos horizontales son mucho mas
faciles que en diagonal.

e Los ejercicios con figuras grandes son mas sencillos que con figuras
pequefias. Si las figuras son significativas resultan mas sencillas que con
figuras abstractas.

e Se apunta ya que la dificultad no sélo depende del tipo de isometria sino
también del tipo de ejercicio dentro de cada isometria

e Las investigaciones del proyecto Concepts in Secondary Mathematics and
Science (CSMS) dirigidas por K. Hart amplian considerablemente el
contexto en el que se presentan las actividades (con y sin cuadricula) y
(complejidad de la figura a mover). (Hart, K., 1981)

e Las investigaciones de Jaime y Gutiérrez J. avanzan en la misma linea pero
ampliando el campo a estudiantes de magisterio.

¢ En las investigaciones anteriores se pueden detectar los siguientes tipos de
errores Jaime y Gutiérrez (1996):

Simetrias

e Errores cuyo origen esté en el concepto de simetria

e Errores cuyo origen esta en una interpretacion deformada del concepto.

e Mas facilidad al dibujar sobre cuadriculas que sin cuadriculas y con
reflexiones horizontales y verticales que inclinadas; més dificil si la
inclinacién no es de 45°
Giros

e Es mas facil girar una figura si contiene el centro de giro que si es exterior

e Solo en giros de 90°, la dificultad aumenta si se giran segmentos inclinados
sobre segmentos verticales.

e Los errores en giros se producen por no reconocer las cinco caracteristicas
bésicas del giro: reconocimiento global, angulo de giro, equidistancia al
centro, &ngulo entre el punto y su imagen y congruencia de figuras

Traslaciones

e Es laisometria mas facil de operacionalizar

e Dificultad al comprender el concepto de vector libre como asociado a una
traslacion

e Errores en la realizacion de traslaciones cuando la figura es poligonal y el
vector es paralelo a algun lado del poligono.

259



Materiales y Recursos en el aula de Matematicas Anexos

Anexo E.5: Esquema del desarrollo historico de la Geometria de
Transformaciones.

Fuente : Proyecto fin de curso asignatura Didactica de la Matematica.
Alumnos: Alguacil, A.; Luque, J.M.; Pérez, A. Segura, E.J. Universidad de

Granada

La descubren en la perpendicularidad entre la vertical y el
horizonte. Connotacion religiosa

PitAgoras de Samos (580-500ac):
Relaciéon de las notas musicales y
longitud de la cuerda

Mundo griego:
arte del espacio,
dptica y
mecéanica

(Referencia Historica |

Relacionado con la teselaci6n
del plano, composicién de
movimientos, astronomia y

Gptica

Mundo Arabe
(Herederos del saber
Kamal al-Din: clasico) siglo XII
Trabajos sobre
6ptica, junto con
teoria de cénicas

—>
Se desarrolla la
simetria y asimetria
en el arte junto con
la razén aurea
(Hombre Viturvio)

Siglo XVl
Siglo XVII

Edad Moderna
Siglo XIX

Aparece el concepto y aplicacién de la
simetria al aplicar modelos matem aticos a la
fisica

Renacimiento

Teoria de
grupos

Siglo XX

Destacan e " - . P
Pitdgoras: Utiliza nociones béasicas de
simetria en demostrar su teorema

Euclides: En su obra los “Elementos”,
relaciona el concepto de razén aurea
con el concepto de Simetria

René Descartes

—| (Discurso del método)

y Fermat

Destaca, Gaspard Monge
(geometria Descriptiva)

Geometria no
euclideas: Destacan

Gauss, Lobachevsky y

Bolyai

Da lugar a un estudio
m as sistem atico y
analitico de la
composicién de
movimientos

Modelo proyectivo

de geometria

no euclidea. Destaca Felix Klein

Desarrollan la
geometria analitica
.Empleo de
coordenadas en los
mvtos del plano

La simetriay demas
movimientos pieza
clave en las
dem ostraciones
(rigurosas), sobre todo
en Mecanica celeste

Surge por el postulado de
las paralelas de euclides:
El concepto de sim etria
cambia radicalmente

Surge al seguir las ideas
anteriores de Eugenio
Beltrami. Analiz6 las trans-
formaciones que dejan
invariantes prop. De figuras
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