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Introducción

La memoria que presentamos se enmarca dentro de la teoría de espa-

cios de Banach. Más concretamente estudia dos propiedades isomórficas

estrechamente relacionadas con la bien conocida propiedad de Radon-

Nikodym en espacios de Banach. Por poner dos ejemplos concretos sobre

la importancia de la propiedad de Radon-Nikodym, digamos que es la hi-

pótesis sobre un espacio de Banach para que el teorema fundamental del

cálculo para la integral de Lebesgue y el teorema de Cauchy, sobre existen-

cia local de solución para un problema de valores iniciales, sigan siendo

válidos en dicho espacio.

Recordamos que un espacio de Banach verifica la propiedad del pun-

to de continuidad (PCP) si cada subconjunto cerrado, acotado y no vacío

contiene un punto con una base entornos relativos común para la topolo-

gía débil y norma. Se dice que un espacio de Banach verifica la propiedad

del punto de continuidad convexa (CPCP) si exigimos que lo anterior se

verifique para cada subconjunto cerrado, acotado, convexo y no vacío.

Es conocido que la propiedad de Radon-Nikodym implica la PCP y ésta,
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a su vez, implica la CPCP. Sin embargo, los recíprocos son falsos.

Fue Bourgain quien introdujo estas propiedades para tratar de resolver

el problema de la determinación por subespacios con base de la propiedad

de Radon-Nikodym, problema que surge de forma natural al tratar de en-

contrar caracterizaciones secuenciales satisfactorias de dicha propiedad.

Finalmente Bourgain consigue probar algo más débil que implica la deter-

minación por subespacios separables de la propiedad de Radon-Nikodym.

Para ello resulta crucial el uso de la PCP, o la CPCP. Se abre entonces el

problema de si la CPCP, o la PCP, están determinadas por subespacios con

base, quedando abierto el mismo problema sobre la propiedad de Radon-

Nikodym.

Son muchos los autores que han abordado estos problemas, pero que-

remos destacar las dos aportaciones más recientes al estudio de la PCP.

Por un lado H.P. Rosenthal prueba que toda sucesión básica seminor-

malizada en un espacio de Banach con la PCP admite una subsucesión

acotadamente completa, siendo falso el recíproco, aún para espacios de

Banach sin copias de `1. Es conocido que los espacios duales separables

verifican la PCP, mientras que c0 o L1[0,1] no la verifican.

Por otro lado, V. Fonf demuestra que un espacio de Banach con dual

separable verifica la PCP si, y sólo si, cada árbolw-nulo en la esfera unidad

del espacio tiene alguna rama acotadamente completa.

Aunque era conocido que los espacios con la PCP contienen sucesiones

acotadamente completas y, por tanto, subespacios duales, el resultado de

Rosenthal es el primero que conocemos que, de alguna manera, dice algo

sobre el número de sucesiones acotadamente completas que ha de conte-

ner un espacio de Banach con la PCP. Obsérvese además que de haber sido

cierto el recíproco del resultado de Rosenthal, se habría resuelto afirma-
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tivamente el problema de la determinación por subespacios con base de

la PCP. En definitiva, resultaría interesante disponer de caracterizaciones

secuenciales, lo más generales posibles de la PCP.

El uso de árboles, en vez de sucesiones, es satisfactorio en el resul-

tado de Fonf, aunque el ambiente de espacio con dual separable resulta

restrictivo.

Tras un primer capítulo de carácter introductorio en el que contextua-

lizamos los problemas tratados y presentamos los resultados conocidos

que nos serán de utilidad para el desarrollo de las aportaciones de esta

memoria, obtenemos en el segundo capítulo dos caracterizaciones de la

PCP en términos de árboles.

La primera de ellas es en el ambiente de espacios sin subespacios iso-

morfos de `1, donde es sabido que la topología débil tiene un comporta-

miento metrizable. En este caso se prueba, con una demostración diferen-

te, que el resultado de Fonf sigue siendo cierto sin `1-copias y, que, en el

caso de espacio con dual separable, se puede precisar por qué un espacio

falla la PCP.

Sea X un espacio de Banach sin copias de `1. Entonces X ve-

rifica la PCP si, y sólo si, cada árbol básico seminormalizado y

w-nulo en X tiene alguna rama acotadamente completa. Ade-

más, en el caso de que X∗ sea separable, existe un subconjunto

cerrado, acotado y convexo en X cuyo cierre w∗ en X∗∗ es afín-

mente w∗-homeomorfo al símplex de Poulsen sobre el conjunto

de Cantor,M+1
(
{0,1}N

)
, el conjunto de medidas de probabilidad

Borel regulares sobre el conjunto de Cantor {0,1}N.

Obsérvese que como consecuencia de la equivalencia anterior se obtie-

ne que la PCP está determinada por subespacios con base en espacios sin
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copias de `1, un resultado de N. Ghoussoub y B. Maurey.

La segunda caracterización que se presenta en el capítulo segundo es

en ambiente general. Para ello introducimos el concepto de árbol topoló-

gicamente w-nulo y se demuestra lo siguiente:

Sea X un espacio de Banach. Entonces X tiene la PCP si, y

sólo si, cada árbol seminormalizado y topológicamente w-nulo

en X tiene alguna rama acotadamente completa.

Al hilo de este resultado planteamos la siguiente pregunta:

¿Contiene cada árbol seminormaizado y topológicamente w-nulo en

un espacio de Banach un subárbol básico y topológicamente w-nulo de

forma que cada rama del subárbol sea rama del árbol original?

Una respuesta afirmativa a esta pregunta resolvería, a tenor del resul-

tado anterior, el problema de la determinación por subespacios con base

de la PCP.

Si se quiere se puede trasladar la pregunta al ambiente de sucesiones:

Supongamos que {xn} es una sucesión en la esfera unidad de un es-

pacio de Banach X, de forma que 0 ∈ {xn : n ∈ N}w . ¿Existe una subsuce-

sión básica de forma que todavía 0 esté en su cierre débil? (Es conocido

que siempre existe una subsucesión básica)

En el Capítulo 2 estudiamos la CPCP. Para ello definimos los P{vn}-

conjuntos w-nulos, que son, de alguna manera, conjuntos que se pueden

definir en cualquier espacio de Banach a partir del esquema seguido por

Poulsen para definir el bien conocido símplex de Poulsen, universal entre

los símplices con conjunto de extremos denso. El origen de esta definición

se encuentra en un trabajo de S. Argyros, E. Odell y H.P. Rosenthal basado

en el espacio c0.
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Encontramos entonces la siguiente caracterización de la CPCP.

Sea X un espacio de Banach sin subespacios isomorfos a `1.

Entonces X falla la CPCP si, y sólo si, X contiene un subconjunto

cerrado acotado y convexo K en X afínmente homeomorfo a un

P{vn}-conjuntow-nulo. Además, en caso de que X∗ es separable,

Kw
∗

es w∗-afínmente homeomorfo al símplex de Poulsen.

Como consecuencia del resultado anterior se obtiene que la CPCP está

determinada por subespacios con base en el ambiente de los espacios sin

copias de `1, lo que constituye una nueva respuesta parcial al problema

de la determinación por subespacios con base de la CPCP.

Por último, nos gustaría indicar que los resultados que aparecen en

esta tesis aparecen en [25–28].

Quiero expresar mi más profundo agradecimiento al director de esta

tesis, D. Ginés López Pérez, por todo el apoyo y el ánimo que me ha dedica-

do durante los últimos años. También quiero agradecer la disposición que

han mostrado en la escritura de esta memoria a D. José Antonio Soler Ol-

mos y D. Eduardo Nieto Arco y, por supuesto, mi sincero agradecimiento

a D. Jerónimo Alaminos Prats por todo el tiempo, interés y conocimiento

que ha puesto en el resultado final de este trabajo.
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CAPÍTULO 1

Propiedades del punto de continuidad en espacios

de Banach

El objetivo de este capítulo es introducir las propiedades del punto

de continuidad y punto de continuidad convexa en relación con la bien

conocida propiedad de Radon-Nikodym en espacios de Banach. También

ha de ser entendido como un capítulo introductorio en el que se recogerán

los resultados conocidos necesarios para el posterior desarrollo de los

siguientes capítulos.

Comenzamos dando las definiciones formales.

Definición 1.1. Sea C un subconjunto cerrado, acotado y no vacío de un

espacio de Banach X.

i) Se dice que C tiene la propiedad del punto de continuidad (PCP) si
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cada subconjuntoA cerrado y no vacío de C contiene un punto x ∈ A
que es de débil-norma continuidad, es decir, la aplicación identidad,

de A con la topología débil en A con la topología de la norma, es

continua en x.

ii) Sea ahora C un subconjunto cerrado, acotado, convexo y no vacío

de X. Se dice que C tiene la propiedad del punto de continuidad

convexa (CPCP) si cada subconjunto cerrado, convexo y no vacío de

C tiene algún punto de débil-norma continuidad.

iii) Diremos que X tiene la PCP (resp. CPCP) si la bola unidad cerrada de

X, BX , verifica la PCP (resp. CPCP).

Es claro de la definición que los espacios con la PCP verifican la CPCP,

no siendo cierto el recíproco [1]. Por otro lado la bien conocida propiedad

de Radon-Nikodym (RNP) implica la PCP, ya que la RNP se caracteriza me-

diante la abundancia de puntos dientes, puntos que son a la vez extremos

y de débil-norma continuidad. El recíproco es otra vez falso [3].

Es bien conocida la importancia de la propiedad de Radon-Nikodym en

la teoría de espacios de Banach. Como ejemplos de ello, digamos que el

teorema fundamental del cálculo para la integral de Lebesgue, que afirma

que toda función absolutamente continua es derivable casi por doquier

y coincide con la integral de su derivada, es un enunciado equivalente al

clásico teorema de Radon-Nikodym, y que, los espacios de Banach con la

RNP son aquellos donde el teorema anterior sigue siendo válido. Por otro

lado, la validez del teorema de Cauchy sobre la existencia de solución

local de un problema de valores iniciales en el ambiente de espacios de

Banach lleva usualmente la hipótesis de que el espacio verifique la RNP.

Sin embargo, no conocemos caracterizaciones secuenciales satisfactorias

de la RNP. Sabemos que la RNP es una propiedad isomórfica, depende en
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exclusiva de la topología de la norma, que pasa a subespacios. Bourgain

se planteó el problema de si la RNP está determinada por subespacios con

base Schauder, es decir, si un espacio de Banach es tal que cada subes-

pacio con una base Schauder verifica la RNP, ¿podemos asegurar que el

espacio verifica la RNP? Por poner un ejemplo, es conocido que la reflexi-

vidad está determinada por subespacios con base.

Bourgain no consiguió resolver el problema de la determinación por

subespacios con base de la RNP, sin embargo consiguió probar que la RNP

está determinada por subespacios con una descomposición finito dimen-

sional [3], un concepto más general que el de base Schauder, lo que a su

vez implica que la RNP está determinada por los subespacios separables.

Para ello Bourgain introdujo la PCP en [3] y atacó la demostración primero

para la PCP, es decir, empezó suponiendo un espacio de Banach sin PCP,

lo que implica el fallo de la RNP, consiguiendo encontrar un subespacio

con una descomposición finito dimensional sin PCP y, por tanto, sin RNP.

Después se puso en el ambiente de un espacio sin RNP, pero verificando

la PCP, para encontrar de nuevo un subespacio con una descomposición

finito dimensional sin RNP. Estos resultados de Bourgain se consiguieron

demostrar en [17] para la CPCP. Es entonces natural preguntarse, como

el propio Bourgain hizo [3], si la PCP o la CPCP están determinadas por

subespacios con base, lo que hoy en día es un problema abierto, ya que

la respuesta a estos problemas abriría camino al problema de la RNP. Se

sabe por ejemplo que la PCP está determinada por subespacios con ba-

se para espacios sin copias de `1 [12] y que la CPCP está determinada

por subespacios con base para espacios de Asplund [22]. Sobre la RNP el

único resultado positivo que conocemos es el dado por Bourgain [3], en

el que demuestra que la RNP está determinada por subespacios con ba-

se en el ambiente de los espacios duales, donde otra vez juega un papel
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fundamental el uso de la CPCP, o de la PCP, si se quiere.

Durante la década de los 80 y parte de los 90 autores como Bourgain,

Godefroy, Ghoussoub, James, Maurey, Rosenthal, Schachermayer, Tala-

grand, etc. dedicaron esfuerzos a tratar de estudiar en profundidad la

RNP, PCP y CPCP, (ver [6,7,11,13–15,18,36,37]) en relación con los proble-

mas planteados anteriormente, pero también en relación a otro problema

donde otra vez la CPCP juega un papel fundamental. Es conocido que la

RNP implica que cada subconjunto cerrado, acotado y convexo es la en-

volvente convexo-cerrada de sus puntos extremos [32]. Pues bien es un

famoso problema abierto si el recíproco es cierto y de entre las respuestas

parciales a este problema destaca la obtenida por Schachermayer, quien

probó en [37] que en el ambiente de los espacios de Banach con la PCP, o

la CPCP, la respuesta a dicho problema es afirmativa.

Desde nuestra humilde opinión, las propiedades del punto de conti-

nuidad PCP y CPCP responden a una aspiración bastante natural. Sabemos

que no es posible que coincidan las topologías débil y norma en espacios

de Banach de dimensión infinita, pero ¿qué es lo máximo que podemos

esperar? Pensamos que una opción de respuesta para esta pregunta es

precisamente una de las propiedades de continuidad que estamos tratan-

do. La siguiente afirmación pone de manifiesto lo que queremos decir.

Proposición 1.2. ( [11]) Sea X un espacio de Banach y C un subconjunto

cerrado y acotado de X.

i) C tiene la PCP si, y sólo si, cada subconjunto cerrado de C tiene un

subconjunto débil denso de puntos de débil-norma continuidad.

ii) Supongamos además que C es convexo. Entonces C tiene la CPCP si, y

sólo si, cada subconjunto cerrado y convexo de C tiene un subconjunto

denso de puntos de débil-norma continuidad.
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Aunque es cierto que la moda por estudiar la PCP o la CPCP quedó en

el olvido hace tiempo, recientemente se han publicado algunos trabajos

interesantes al respecto, como por ejemplo [2,9,35]. Precisamente los dos

primeros han sido nuestro punto de partida para intentar aportar algo

nuevo. Nuestra intención era entonces obtener caracterizaciones lo más

generales posibles de la PCP y CPCP, para después intentar conseguir nue-

vas respuestas parciales al problema de la determinación por subespacios

con base de la PCP o de la CPCP. Para ello el Capítulo 2 estará dedicado al

estudio de la PCP y el Capítulo 3 al estudio de la CPCP. Respecto a la PCP,

conseguimos en el Capítulo 2 obtener dos caracterizaciones de la PCP en

términos de árboles, una en ambiente general, que extiende lo hecho en [9]

para espacios con dual separable, y responde a las expectativas plantea-

das en [35] y otra en el ambiente de espacios sin copias de `1 que consigue

cierto grado de precisión, encontrando un subconjunto denso en el sím-

plex de Bauer sobre el Cantor, en cada espacio sin la PCP. El Capítulo 3

está dedicado a obtener una caracterización de la CPCP en ambiente de

espacios sin copias de `1 y, como consecuencia, se consigue probar que la

CPCP está determinada por subespacios con base, en el ambiente de los

espacios de Banach sin copias de `1, lo que es una nueva respuesta parcial

al problema de la determinación por subespacios con base de la CPCP.

Introducimos aquí dos sencillos lemas que caracterizan la PCP y la

CPCP en términos de abiertos débiles relativos de diámetro pequeño.

Lema 1.3. Sea X un espacio de Banach y sea C ⊂ X un subconjunto cerra-

do, acotado y no vacío de X. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) C tiene la PCP.

ii) Para cada subconjunto no vacío A ⊂ C y para cada ε > 0 existe un

subconjunto U ⊂ X w-abierto tal que U ∩A ≠∅ y diam(U ∩A) ≤ ε.
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Demostración. i) ⇒ ii) Sean A ⊂ C , A ≠ ∅ y ε > 0. Como A ⊂ C , por i)

existe x ∈ A tal que x es punto de (w − ‖ · ‖)-continuidad de A, luego

existe V ⊂ A, V w-abierto relativo de A con x ∈ V y diam(V) ≤ ε. Así

V = U ∩ A siendo U un w-abierto de X y como x ∈ U ∩ A se tiene que

U ∩A ≠∅ y además diam(U ∩A) ≤ diam(U ∩A) ≤ ε.

ii) ⇒ i) Sea A ⊂ C , A cerrado, acotado y no vacío. Por ii) obtenemos

U1 ⊂ X, U1 w-abierto en X tal que U1 ∩ A ≠ ∅ y diam(U1 ∩ A) ≤ 1.

Por iteración construimos una sucesión {Un} de subconjuntos w-abiertos

de X tales que U1 ∩ . . . ∩ Un ∩ A ≠ ∅ y diam(U1 ∩ . . . ∩ Un ∩ A) ≤ 1/n

para todo n ∈ N. Llamemos Vn = U1 ∩ . . . ∩ Un para n ∈ N. Podemos

suponer que Vn
w ⊂ Un para todo n ∈ N. Entonces

{
diam(Vn

w ∩A)
}
→ 0

y por el teorema de complitud de Cantor
⋂∞
n=1(Vn

w ∩ A) = {a}. Pues

bien, el punto a será un punto de (w − ‖ · ‖)-continuidad de A. En efecto:

sea ε > 0, entonces sea m ∈ N tal que 1/n < ε para n > m, con lo

que si n > m, Vn ∩ A es un w-abierto relativo en A con a ∈ Vn
w ∩ A y

diam(Vn ∩A) ≤ 1/n < ε. Por tanto C tiene la PCP.

Después de ver el lema anterior resulta natural extender la PCP para

conjuntos generales.

Definición 1.4. Sea X un espacio de Banach y C un subconjunto de X. Se

dice que C tiene la PCP si cada subconjunto acotado de C tiene abiertos

débiles relativos de diámetro arbitrariamente pequeño.

Obsérvese que decir que un conjunto cerrado y acotado tiene la PCP,

según lo hemos definido, equivale a decir que cada subconjunto acotado

tiene abiertos débiles relativos de diámetro arbitrariamente pequeño, con

lo que esta nueva definición es realmente una extensión de la primera y

no hay conflictos entre ellas. Hemos preferido hacerlo así para respetar la

cronología histórica de las definiciones.
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El siguiente lema es un resultado paralelo al anterior para la CPCP que

se obtiene con la misma demostración.

Lema 1.5. Sea X un espacio de Banach y sea C ⊂ X un subconjunto ce-

rrado, acotado, convexo y no vacío de X. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

i) C tiene la CPCP.

ii) Para cada subconjunto no vacío y convexo A ⊂ C y para cada ε > 0

existe un subconjunto U ⊂ X w-abierto tal que U∩A ≠∅ y diam(U∩
A) ≤ ε.

Expondremos dos resultados conocidos sobre la estructura de la topo-

logía débil de un espacio de Banach, que nos serán de bastante utilidad y,

en adelante utilizaremos sin previo aviso.

Proposición 1.6. [5, 34] Sea X un espacio de Banach y A un subconjunto

acotado en X que no contiene sucesiones equivalentes a la base usual de `1.

Si a ∈ Aw , entonces existe una sucesión {an} en A que converge débilmente

al punto a.

El resultado anterior viene a decir que, aunque la topología débil de un

espacio de Banach infinito-dimensional no es metrizable, se comporta, en

cierto sentido, como si lo fuera.

Proposición 1.7. Sea X un espacio de Banach y A un subconjunto acotado

en X. Si a ∈ Aw , entonces existe un subconjunto numerable B de A tal que

a ∈ Bw .

El resultado anterior aparece en [3] y en [36] , aunque se le atribuye a

Kaplansky en [10].
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Ya hemos comentado que la PCP y la CPCP son separablemente deter-

minadas, sin embargo necesitamos la determinación separable local, esto

es, para subconjuntos, que es lo que se hace en los dos siguientes lemas,

para concluir esta sección.

Lema 1.8. Sea C un subconjunto cerrado y acotado de un espacio de Ba-

nach X. Si C no verifica la PCP, entonces existe un subconjunto cerrado y

separable D ⊂ C que no tiene la PCP.

Demostración. Como C falla la PCP, entonces, por el Lema 1.3, existe un

subconjunto A ⊂ C y δ > 0 tal que cada subconjunto débil abierto relativo

de A tiene diámetro al menos 2δ. Entonces a ∈ A \ B(a,δ)w para cada

a ∈ A, donde B(a,δ) denota la bola abierta de centro a y radio δ. Ahora,

para cada a ∈ A existe un subconjunto numerable Aa ⊂ A \ B(a,δ) tal

que a ∈ Aa
w

. Elegimos a1 ∈ A y definimos A1 = Aa1 ∪ {a1} y An+1 =
An

⋃
(
⋃
a∈An Aa) para cada n ∈ N. Sea B =

⋃
n∈NAn y veamos que B falla la

PCP. Para esto, mostraremos que cada subconjunto débil abierto relativo

de B tiene diámetro al menos δ. En efecto, sea U un subconjunto débil

abierto relativo de B. Entonces existe n ∈ N tal que An ∩U ≠∅. Elegimos

a ∈ An∩U . Ahora a ∈ Aa
w

y, por tanto, existe algún x ∈ Aa∩U . Entonces

x ∈ B ∩ U y ‖x − a‖ > δ lo que muestra que U tiene diámetro al menos

δ. Es ahora claro que haciendo D = B se tiene que D es un subconjunto

cerrado y separable de C que falla la PCP.

Lema 1.9. Sea X un espacio de Banach y C un subconjunto cerrado, acota-

do y convexo de X que falla la CPCP, entonces existe un subconjunto de C

cerrado, acotado, convexo y separable que falla la CPCP.

Demostración. Supongamos que C falla la CPCP, entonces, por el Lema 1.5,

existen A ⊂ C , A convexo y δ > 0 tales que cada w-abierto relativo de A

tiene diámetro mayor que δ.
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Entonces a ∈ A \ B(a,δ/2)w para todo a ∈ A. Ahora tenemos que para

cada a ∈ A existe Ca ⊂ A \ B(a,δ/2), Ca numerable, tal que a ∈ Ca
w

.

Tomemos a0 ∈ A y definimos inductivamente

D1 = {a0}
⋃

co
(
Ca0

)
Dn+1 = Dn

⋃
co

 ⋃
a∈Dn

Ca

 , ∀n ∈ N
Ahora llamamos D =

⋃
n∈NDn.

Es claro que Dn es convexo ∀n ∈ N y D es convexo por ser unión

creciente de convexos, con lo que D es cerrado, acotado, convexo y sepa-

rable.

Afirmamos ahora que cada w-abierto relativo de D tiene diámetro ma-

yor o igual que δ
2 .

En efecto si U es un w-abierto relativo de D, existe n ∈ N y existe

x ∈ U ∩ Dn con x ∈ Cx
w

. Por tanto, existe y ∈ U ∩ Cx con Cx ⊂ A \
B(a,δ/2). En consecuencia, ‖x − y‖ ≥ δ/2 y, como x,y ∈ U , se cumple

que diam(U) ≥ δ/2.

Sea U un w-abierto relativo de D = Dw pues D es convexo, ⇒ U ∩D ≠
∅ es un w-abierto relativo de D y, por tanto, diam(U ∩ D) ≥ δ/2 con lo

que diam(U) ≥ δ/2.

Por tanto D ⊂ C es un subconjunto de C cerrado, acotado, convexo y

separable que falla la CPCP.

1.1. Bases de Schauder

Puesto que trataremos en esta memoria sobre problemas de determi-

nación por subespacios con base, parece natural mostrar aquí los resulta-
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dos que nos serán de utilidad en adelante, respecto a bases de Schauder

en espacios de Banach. La mayoría de los conceptos y resultados de esta

sección se pueden encontrar en [21].

Recordemos que si X es un espacio de Banach y {en} es una sucesión

en X, se dice que {en} es una base Schauder de X, si todo elemento x ∈ X
tiene una única expresión del tipo:

x =
+∞∑
n=1

λnen,

donde λn ∈ R para todo n ∈ N y la serie converge en la topología de la

norma en X.

Equivalentemente, {en} es una base Schauder de X si el subespacio

generado por {en} es denso en X y existe una constante K > 0 de forma

que ∥∥∥∥∥∥
p∑
n=1

λnen

∥∥∥∥∥∥ ≤ K
∥∥∥∥∥∥
p+q∑
n=1

λnen

∥∥∥∥∥∥ ,
para cualesquiera escalares λn y naturales p y q. A partir de este mo-

mento, cuando no haya problema de confusión, suprimiremos la palabra

Schauder cuando hablemos de bases en espacios de Banach, entendiendo

por ello el concepto que acabamos de recordar.

Asímismo, si {en} es una sucesión de elementos de un espacio de Ba-

nach X, diremos que {en} es una sucesión básica en X si es una base del

subespacio cerrado de X que genera.

La mejor constante K en la desigualdad anterior se llama la constante

de la base. Como K ≥ 1, la mejor de todas las posibles constantes básicas

es K = 1 y, en este caso, se dice que la base es monótona.

Diremos que la base es normalizada cuando ‖en‖ = 1 para todo n ∈ N
y diremos que es seminormalizada si 0 < ı́nfn ‖en‖ y supn ‖en‖ < +∞.
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Merece la pena observar que, en un espacio de Banach con base, siem-

pre se puede conseguir que la base sea monótona, sin más que renormar

equivalentemente el espacio. En efecto, si X es un espacio de Banach con

base {en} y denotamos ‖ · ‖ a su norma, basta definir

|||x||| = sup


∥∥∥∥∥∥
n∑
k=1

λkek

∥∥∥∥∥∥ : n ∈ N

 ,
donde x =

∑+∞
n=1 λnen. Ahora X con la nueva norma ||| · ||| equivalente es

un espacio de Banach con base monótona {en}.

Para mayor comodidad, y de forma canónica, se pueden definir los fun-

cionales asociados a una base {en} como la única sucesión de elementos

de X∗, {fn}, para los que se verifica que fn(em) = δn,m, donde δn,m es el

delta de Kronecker. De esta forma, si x es un elemento de un espacio de

Banach con base {en}, su expresión en función de la base es:

x =
+∞∑
n=1

fn(x)en.

En general, los funcionales asociados a una base de un espacio de Ba-

nach forman una nueva base del subespacio cerrado que generan, en el

dual del espacio de partida, pero no siempre forman una base del dual

entero. Obsérvese que el hecho de que un espacio de Banach tenga una

base, fuerza la separabilidad del espacio y así, por ejemplo, el espacio de

Banach clásico `1 (el espacio de las sucesiones de escalares, cuya serie

es absolutamente convergente) posee bases, y ninguna de ellas hace que

sus funcionales asociados sean base del dual, puesto que como es sabido,

el dual de `1 se puede identificar isométricamente con `∞, y éste no es

separable.

Esto da pie a la siguiente definición, para la cual, dicho sea de paso, no

hemos encontrado una traducción adecuada en castellano que sustituya
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el término shrinking.

Definición 1.10. Sea X un espacio de Banach con una base {en} y funcio-

nales asociados {fn}. Se dice que la base {en} es shrinking si {fn} es una

base de X∗.

Uno de los ejemplos más sencillos de base shrinking es la base usual

de c0, ésta es la formada por las sucesiones que tienen un solo término no

nulo, e igual a 1.

Una caracterización sencilla de las bases shrinking es la siguiente:

Proposición 1.11. Sea X un espacio de Banach con base {en}. Entonces la

base es shrinking si, y sólo si, ĺımn→+∞ ‖x∗|En‖ = 0 para todo x∗ ∈ X∗, donde

En es el subespacio cerrado generado por {en, en+1, . . . , }, y x∗|En denota la

restricción del funcional x∗ al subespacio En.

Merece la pena observar que el bidual de un espacio de Banach con

base shrinking puede ser perfectamente identificado, en general, como a

continuación se verá.

Proposición 1.12. Sea {en} una base shrinking de un espacio de Banach

X, con funcionales asociados {fn}. Entonces X∗∗ es isomorfo al espacio de

las sucesiones de escalares {an} verificando:

sup
n


∥∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aiei

∥∥∥∥∥∥
 < +∞.

El isomorfismo viene dado por la ley x∗∗ , (x∗∗(f1), x∗∗(f2), . . .). La

norma de X∗∗ es equivalente (y en el caso de que la base sea monótona es

igual) a la definida por la expresión supn
{∥∥∑n

i=1x∗∗(fi)ei
∥∥} .

Otra noción importante en lo que concierne a bases, que es, en algún

sentido, dual de la noción de shrinking, es la de acotadamente completa.
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Definición 1.13. Una base {en} de un espacio de Banach X se dice que

es acotadamente completa si, para cada sucesión de escalares {λn} tales

que sup
{∥∥∑n

k=1 λkek
∥∥ : n ∈ N

}
< +∞, se verifica que la serie

∑+∞
n=1 λnen

converge en la topología de la norma del espacio X.

Un típico ejemplo de base no acotadamente completa, es la base usual

del espacio de Banach c0. Sin embargo, la base usual de `p, con 1 ≤ p <
+∞, sí es acotadamente completa.

Es fácilmente comprobable que los funcionales asociados a una base

shrinking, en un espacio de Banach, forman una sucesión básica acotada-

mente completa. El recíproco también resulta ser cierto.

Proposición 1.14. Un espacio de Banach X con una base acotadamente

completa es isomorfo a un espacio de Banach dual. Más concretamente, X

es isomorfo al dual del subespacio cerrado de X∗ generado por los funcio-

nales asociados a la base. De hecho, si la base es monótona, este isomorfis-

mo es una isometría.

Combinando las nociones de base shrinking y acotadamente completa

se obtiene la siguiente caracterización de la reflexividad.

Teorema 1.15. Sea X un espacio de Banach con base. Entonces, X es refle-

xivo si, y sólo si, la base es, a la vez, shrinking y acotadamente completa.

Recordamos ahora un concepto bastante natural, el de bases equiva-

lentes. No es más que introducir una relación de equivalencia en el con-

junto de todas las bases de un espacio de Banach con base, considerando

iguales espacios isomorfos, como es usual.

Definición 1.16. Sean X, Y dos espacios de Banach y {un}, {vn} bases de

X e Y , respectivamente. Se dice que dichas bases son equivalentes si para
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cualesquiera escalares {λn} se verifica que:
+∞∑
n=1

λnun converge a
+∞∑
n=1

λnvn converge.

El teorema de la gráfica cerrada nos da, ahora, una fácil caracterización

de cuándo dos bases son equivalentes.

Proposición 1.17. Sean X, Y dos espacios de Banach y {un}, {vn} bases de

X e Y , respectivamente. Entonces, dichas bases son equivalentes si, y sólo

si, existe un isomorfismo T : X → Y tal que

T(un) = vn, ∀n ∈ N.

Es conocido, y de gran utilidad, el siguiente resultado de tipo más téc-

nico, que da una condición suficiente para que dos bases de un mismo

espacio sean equivalentes.

Proposición 1.18. Sea {vn} una sucesión básica en un espacio de Banach

X con constante básica K, y M > 0 de forma que ‖vn‖ ≥ M ∀n ∈ N. Si

{un} es una sucesión de elementos de X tales que:
+∞∑
n=1

‖un − vn‖ <
M
2K
,

entonces {un} es una sucesión básica de X equivalente a {vn}.

Existe un tipo especial de sucesión básica, fundamental en el estudio

de bases en espacios de Banach, que pasamos a definir.

Definición 1.19. Sea X un espacio de Banach con base {en} y {vn} una

sucesión en X \ {0}. Se dice que {vn} es un bloque básico de la base en X

si existen una sucesión de enteros m0 = 0 < m1 < . . . < mn < . . . y una

sucesión de escalares {λn} tales que

vn =
mn∑

k=mn−1+1

λkek, ∀n ∈ N.
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Es claro, que todo bloque básico es una sucesión básica.

1.2. Símplices de Choquet

El objetivo de esta sección es hacer un breve recordatorio del concep-

to de símplex de Choquet, que nos aparecerá en el resto de la memoria

como, en cierto sentido, el culpable de que un espacio no tenga la PCP

o la CPCP. Lo que aparece expuesto en esta sección se puede encontrar

en [31]. Aunque la definición de símplex es algebraica, utilizamos sólo la

caracterización de Choquet para el caso compacto, que tomaremos como

definición.

Empezamos recordando que un símplex en Rn es la envolvente con-

vexa de una cantidad finita de vectores afínmente independientes, que

como mucho pueden ser n + 1. Así, un símplex en Rn es un subconjun-

to compacto, en el que cada punto del símplex se representa de forma

única como combinación convexa de los puntos afínmente independintes

que definen al símplex, que no son más que los puntos extremos del sím-

plex. Recordemos que un punto extremo de un conjunto K en un espacio

vectorial es un punto de K que no es punto medio de ningún segmento

no trivial contenido en K. Usaremos Ext(K) para denotar al conjunto de

puntos extremos de K.

La generalización del concepto de símplex al contexto de espacio de

dimensión infinita pasa por el bien conocido teorema de representación

integral de Choquet que recordamos a continuación, en una versión que

no es la más general, pero suficiente para nuestros propósitos.

Teorema 1.20. Sea X un espacio localmente convexo y separado y sea K

un subconjunto convexo, compacto y metrizable. Entonces para cada punto
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k ∈ K existe µ una medida de probabilidad Borel regular sobre K, soporta-

da sobre Ext(K), es decir µ (Ext(K)) = 1, de forma que

f(k) =
∫

Ext(K)
f(w)dµ(w)

para cada f ∈ X∗.

La expresión integral en el teorema anterior viene a sustituir el hecho

de que cada punto de K se represente como combinación convexa del

conjunto de puntos extremos de K, con lo que la definición de símplex

en ambiente infinito-dimensional, que viene a extender a la conocida en

ambiente finito-dimensional, parace ahora clara.

Definición 1.21. Sea K un subconjunto compacto, convexo y metrizable

de un espacio localmente convexo y separado. Se dice que K es un símplex

de Choquet, o simplemente símplex, si para cada punto k ∈ K existe una

única medida de probabilidad µ Borel regular sobre K, soportada sobre

Ext(K), de forma que f(k) =
∫
Ext(K) f(w)dµ(w) para cada f ∈ X∗.

Teniendo clara la defininición de símplex en ambiente infinito dimen-

sional, parece natural poder construir símplices en dimensión infinita a

partir de una sucesión creciente de símplices finito dimensionales. Esto, y

mucho más, es posible con el esquema de límite inverso que pasamos a

describir.

Definición 1.22. Un sistema inverso o proyectivo es un par de sucesiones

({Kn}, {πn}), donde {Kn} es una sucesión de símplices finito dimensio-

nales de forma que el número de puntos extremos de Kn crece de forma

estricta con n y πn : Kn+1 → Kn es una aplicación afín y continua verifi-

cando que πn(k) = k para cada k ∈ Kn y πn(Kn+1) = Kn para cada n.
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Se define el límite inverso del sistema ({Kn}, {πn}), y se denota por

lim←----------------------------------- ({Kn}, {πn}), como el subconjunto de ΠnKn formado por aquellas su-

cesiones {xn} con xn ∈ Kn para cada n, verificando πn(xn+1) = xn para

cada n natural.

En [19] se demuestra que el límite inverso de un sistema inverso es

un símplex (ver también [29]), considerando en el límite inverso la topo-

logía producto inducida y que todo símplex se puede escribir como límite

inverso de cierto sistema inverso. De hecho, éste es el punto de inicio

en este trabajo para establecer una relación biunívoca entre símplices y

preduales isométricos de L1, vía matrices representantes, sobre el que no

entraremos en esta memoria.

Parece natural que si en dimensión finita un símplex viene dado por

sus puntos extremos, en dimensión infinita las propiedades topológicas

de los puntos extremos de un símplex deben decir bastante sobre el sím-

plex. Esto es efectivamente así, hasta el punto de que en algunos casos las

propiedades topológicas del conjunto de puntos extremos de un símplex

determinan topológicamente al símplex. Mostramos ahora dos ejemplos

que ilustran este comentario.

Definición 1.23. Un símplex C se dice un símplex de Bauer si el conjunto

de puntos extremos de C es cerrado en C .

Se sabe que cualquier símplex de Bauer es de la forma M+1 (K), pa-

ra algún espacio topológico compacto Haussdorff, donde M+1 (K) denota

el conjunto de medidas de probabilidad Borel regulares sobre K o, si se

quiere, la cara positiva de la esfera unidad del dual del espacio C(K) de

funciones continuas sobre K.

Existe un símplex P [33] en `2, llamado símplex de Poulsen, con la sor-

prendente propiedad de que el conjunto de sus puntos extremos es denso
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en P . Además todavía es más sorprendente que cualquier símplex con la

propiedad de que su conjunto de puntos extremos sea denso en él, es

afínmente homeomorfo al símplex de Poulsen (ver también [20]). Así, el

símplex de Poulsen es universal para los símplices con puntos extremos

densos.

1.3. Árboles

Dedicamos esta última sección al concepto de árbol en espacios de

Banach, que nos será de gran utilidad en el siguiente capítulo, de hecho

los resultados allí obtenidos se escribirán en términos de árboles. Referi-

mos a [30] para este concepto, así como para su utilidad en el estudio de

propiedades isomórficas de espacios de Banach.

Denotamos por N<ω el conjunto de sucesiones finitas ordenadas de

números naturales junto con la sucesión vacía que será denotada por 0

como elemento de N<ω.

Se define un orden parcial en N<ω mediante: α ≤ β si |α| ≤ |β| y

αi = βi para 1 ≤ i ≤ |α|, para cualesquiera α, β ∈ N<ω, donde para cada

elemento α ∈ N<ω, |α| denota la longitud de la sucesión finita de enteros

α.

Por supuesto, convenimos que |0| = 0 y que 0 ≤ α para todo α ∈ Γ .
También hacemos α− = (α1, . . . , αn−1) si α = ((α1, . . . , αn) ∈ N<ω y α− =
0 si |α| = 1.

Así N<ω es un conjunto infinito, numerable, parcialmente ordenado

con elemento mínimo. En consecuencia, debe existir una aplicación biyec-

tiva

φ : N<ω → N que conserva el orden recién definido en N<ω. Para cons-
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truir dicha aplicación, denotemos por {pn} la numeración estrictamente

creciente de los enteros primos positivos y definamos φ1 : N<ω → N me-

diante

φ1(α1, . . . , αn) = pα1
1 · · ·pαnn ∀α = (α1, . . . , αn) ∈ Γ , φ1(0) = 1.

Así φ1 es una aplicación creciente e inyectiva y, como φ1(N<ω) es un

subconjunto infinito de N, existe una biyección creciente φ2 : φ1(N<ω) →
N.

Basta ahora definir φ = φ2 ◦ φ1. Obsérvese que además φ(A,n) ≤
φ(A,m) si n ≤m ∀A ∈ N<ω.

Definición 1.24. Un árbol en un espacio de Banach X es una familia de

vectores en X indizado en N. Usaremos la misma notación que con las

sucesiones {xA}A∈N<ω .

El árbol se dirá seminormalizado si 0 < ı́nfA ‖xA‖ ≤ supA ‖xA‖ < ∞.

Diremos que el árbol {xA}A∈N<ω es débilmente nulo si la sucesión {x(A,n)}n
es débilmente nula para cada A ∈ N<ω. Una sucesión {xAn}n≥0 es llamada

una rama si {An} es un subconjunto maximal totalmente ordenado de

N<ω, esto es, existe una sucesión {αn} de números naturales tal que An =
(α1, . . . , αn) para cada n ∈ N and A0 = ∅. El árbol {xA}A∈N<ω se dice

básico si el conjunto numerable {xA : A ∈ Nω} es una sucesión básica para

alguna reordenación.

En definitiva un árbol no es más que una sucesión, si se quiere, indiza-

da en N<ω. La utilidad del uso de árboles, sustituyendo a las sucesiones,

se pondrá de manifiesto en el siguiente capítulo, aunque se puede ver un

ejemplo de dicha utilidad en [30]. Digamos que esta versatilidad en el uso

de los árboles se debe a la complejidad descriptiva de algunas propieda-

des isomórficas en espacios de Banach. En nuestro caso, la PCP, esto se
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pone de manifiesto en [23], donde se demuestra que la familia de cerra-

dos y acotados con la PCP de un espacio de Banach sin PCP es una familia

no boreliana, para la estructura de Effros-Borel de la familia de cerrados

y acotados en el espacio. Este tipo de complejidad estructural hace que la

descripción de la PCP sea más cómoda con árboles que con sucesiones.

Por otro lado, conviene poner de manifiesto que dada una sucesión

{xn} en un espacio de Banach, se puede definir un árbol en el espacio

mediante yA = xmáx(A) para cada A ∈ N<ω. En tal caso, se tiene que cada

subsucesión de {xn} corresponde a una rama del árbol {yA}A∈N<ω . Esta

simple observación permite ver que el uso de árboles permite tener un es-

quema más preciso para el estudio de las subsucesiones de una sucesión

dada.



CAPÍTULO 2

Caracterizando la propiedad del punto de

continuidad mediante árboles

El objetivo de este capítulo es obtener una caracterización de la PCP,

que será de tipo secuencial en el ambiente de los espacios de Banach sin

copias de `1, para luego obtener una caracterización en el ambiente de

espacios de Banach generales.

Nuestro punto de partida es un reciente resultado de H.P. Rosent-

hal [35] en el que se prueba que toda sucesión básica en un espacio de

Banach con la PCP admite una subsucesión básica acotadamente completa.

Con anterioridad, ya era conocido que los espacios con la PCP contienen

muchos subespacios duales y, por tanto, sucesiones básicas acotadamente

completas en abundancia, por ejemplo como consecuencia del trabajo de

Ghoussoub y Maurey [12] o de Bourgain [3], sin embargo, creemos que el
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resultado de Rosenthal es el primero conocido que, de forma secuencial,

muestra cuántas sucesiones básicas acotadamente completas debe conte-

ner un espacio con la PCP. La pregunta natural, que el propio Rosenthal

se hace ya en [35] , es si, recíprocamente, un espacio tiene la PCP siempre

que toda sucesión básica admita una subsucesión acotadamente comple-

ta. De ser cierto, se obtendría una completa caracterización secuencial de

la PCP en términos de subespacios con base, lo que respondería afirma-

tivamente al problema de Bourgain sobre si la PCP está determinada por

subespacios con base. Sin embargo, el propio Rosenthal muestra que la

respuesta a su pregunta es negativa, dando un espacio sin la PCP y veri-

ficando que toda sucesión básica admite una subsucesión acotadamente

completa. Además, deja abierto el problema para espacios de Banach sin

copias de `1, es decir, ¿cada espacio sin copias de `1 verificando que toda

sucesión básica admite una subsucesión acotadamente completa debe ve-

rificar la PCP? Otra vez la respuesta es negativa, como puede verse en [24].

Parece entonces que nos quedamos sin condición candidata a fin de en-

contrar una caracterización secuencial de la PCP.

Existen ya en la literatura ejemplos de cómo suplir las deficiencias de

condiciones de tipo secuencial que parecen naturales a la hora de caracte-

rizar propiedades isomórficas de espacios de Banach, pero que a la postre

no funcionan. Un buen ejemplo de ello, y que creemos el primero, es el

que aparece en un trabajo de Odell y Schlumprecht [30]. Aquí se quieren

caracterizar los espacios que son isomorfos a subespacios de `p-sumas

de espacios finito-dimensionales. Desde luego una condición natural, que

no es difícil probar, es que cada sucesión w-nula y seminormalizada ten-

ga subsucesiones equivalentes a la base usual de `p. Sin embargo esta

condición no es suficiente, como se muestra en este trabajo, incluso pa-

ra espacios reflexivos. La solución que se da a este problema consiste en
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sustituir la condición secuencial por una condición análoga, pero en tér-

minos de árboles, dando sentido preciso a lo que debemos entender por

árbolw-nulo, así como trasladando el concepto de subsucesión de una su-

cesión al ambiente de árboles. De esta forma ellos consiguen una solución

satisfactoria al problema planteado. La desventaja de esta estrategia es el

moverse en el ambiente arbóreo, que en general resulta más complicado,

sin embargo los árboles utilizados son conjuntos numerables, o sea suce-

siones al fin y al cabo, con lo que el objetivo de obtener caracterizaciones

secuenciales se cumple plenamente.

Intentaremos entonces seguir la vía expuesta en el párrafo anterior con

el objetivo de obtener caracterizaciones secuenciales de la PCP.

2.1. PCP en espacios sin copias de `1

Parece claro que en el ambiente de los espacios de Banach sin copias de

`1 el trabajo debe ser más asequible o al menos más satisfactorio, debido

al comportamiento metrizable de la topología débil en este ambiente, por

lo que resulta entonces apropiado empezar nuestra exposición de este

capítulo en dicho marco.

No olvidemos que nuestro propósito es obtener una caracterización

local de la PCP para subconjuntos de espacios de Banach sin sucesiones

equivalentes a la base usual de `1 en términos de árboles y sucesiones

acotadamente completas. En este sentido, existe ya un resultado reciente

de Fonf [9] en el que se ha probado que un espacio de Banach con dual

separable tiene la PCP, si, y solo si, cada árbolw-nulo en SX tiene una rama

acotadamente completa, equivalentemente, cada árbol seminormalizado

y w-nulo en X tiene una rama acotadamente completa. Sin embargo la



24 Caracterizando la PCP mediante árboles

caracterización anterior no funciona para subconjuntos, como prueba el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1. Sea {en} la base usual de c0, el espacio de sucesiones de

escalares nulas con la norma del máximo. Como {en} es una sucesión w-

nula, el conjunto K = {en : n ∈ N} ∪ {0} es un subconjunto w-compacto

en c0 y, por tanto, K tiene la PCP. Pero K no tiene sucesiones básicas acota-

damente completas, ya que c0 no tiene subespacios duales de dimensión

infinita.

El siguiente lema introduce una nueva condición en términos de árbo-

les, para subconjuntos cerrados y acotados de un espacio de Banach que

fuerza el fallo de la PCP. En cierta forma este hecho es el punto clave que

nos va a permitir obtener la caracterización local, para subconjuntos, de

la PCP.

Lema 2.2. Sea X un espacio de Banach y sea C un subconjunto cerrado y

acotado de X. Supongamos que X contiene un árbol seminormalizado y w-

nulo {xA}A∈N<ω tal que el conjunto Γ =
{∑

B≤AxB : A ∈ N<ω
}
⊂ C . Entonces

C no tiene la PCP.

Demostración. Veamos que Γ no verifica la condición ii) del Lema 1.3.

Como {xA}A∈N<ω es seminormalizado, se tiene que δ = ı́nf{‖xA‖ : A ∈
N<ω} > 0. Sea A ∈ N<ω, entonces

∑
B≤(A,i)xB =

∑
B≤AxB + x(A,i) y como el

árbol es w-nulo se tiene que
{
x(A,i)

}
i converge débilmente a cero, luego ∑

B≤(A,i)
xB

 converge débilmente a
∑
B≤A
xB

y además ∥∥∥∥∥∥ ∑
B≤(A,i)

xB −
∑
B≤A
xB

∥∥∥∥∥∥ = ∥∥x(A,i)∥∥ ≥ δ, ∀ i ∈ N.
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Sea ahora U , w-abierto de X con U ∩ Γ ≠ ∅. Ahora U ∩ Γ ≠ ∅ y existe

entonces A ∈ N<ω tal que
∑
B≤AxB ∈ U ∩ Γ y {

∑
B≤(A,i)xB}i converge

débilmente a
∑
B≤AxB . Entonces existe m ∈ N tal que

∑
B≤(A,i)xB ∈ U ∩ Γ

para cualquier i > m y además∥∥∥∥∥∥ ∑
B≤(A,i)

xB −
∑
B≤A
xB

∥∥∥∥∥∥ ≥ δ,
luego para i > m

diam(U ∩ Γ) ≥

∥∥∥∥∥∥ ∑
B≤(A,i)

xB −
∑
B≤A
xB

∥∥∥∥∥∥ ≥ δ > δ2 .
En resumen, tomando Γ ⊂ C y δ/2 en lugar de A y ε respectivamente, no

se cumple la condición ii) del Lema 1.3.

Ponemos ahora nombre a la condición que nos acaba de aparecer en el

lema anterior.

Definición 2.3. Diremos que un árbol {xA}A∈N<ω en un espacio de Banach

es uniformemente de tipo P si el conjunto Γ =
{∑

B≤AxB : A ∈ N<ω
}

es aco-

tado. En el caso de que el conjunto
{∑n

i=1x(p1,··· ,pi) : n ∈ N
}

esté acotado

para cada sucesión {pn} de naturales, es decir, para cada rama de N<ω,

diremos que el árbol es tipo P .

Decir que un árbol es tipo P es decir que las sumas parciales de cada

rama se mantienen acotadas, pero la cota puede depender de la rama,

mientras que si el árbol es uniformemente tipo P la cota es independiente

de la rama elegida. Obsérvese que un árbol seminormalizado con todas

sus ramas de tipo P no tiene ramas acotadamente completas, según la

anterior definición de tipo P .

Convendría decir que si bien creemos que esta definición no ha apa-

recido antes, la elección del nombre se debe a que es usado en [38] para
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nombrar a las sucesiones que son términos generales de series con sumas

parciales acotadas.

Mostramos ahora uno de nuestros resultados principales, una carac-

terización de la PCP para subconjuntos sin sucesiones equivalentes a la

base usual de `1, en términos de árboles.

Teorema 2.4. Sea X un espacio de Banach y C ⊆ X un subconjunto no

vacío, cerrado y acotado de X. Supongamos que C no contiene sucesiones

equivalentes a la base usual de `1. Entonces las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

i) C no tiene la PCP.

ii) Existe un árbol seminormalizado y w-nulo {xA}A∈N<ω en X tal que

Γ =

∑
B≤A
xB : A ∈ N<ω

 ⊂ C.
Además:

I) El árbol {xA}A∈N<ω puede elegirse tal que sea una sucesión básica

seminormalizada para cierta reordenación.

II) Si X∗ es separable entonces Γw
∗
, el cierre en la topología w∗ de Γ en

X∗∗, es w∗-homeomorfo al conjunto de Cantor.

III) Si X∗ es separable y, además, C es convexo, entonces co(Γ) ⊂ C y

coω
∗
(Γ), el cierre w∗ de co(Γ) en X∗∗, es afínmente w∗-homeomorfo

al símplex de Bauer M+1
(
{0,1}N

)
.

Demostración. i) ⇒ ii). Supongamos que C no tiene la PCP. Del Lema 1.8

podemos suponer que C es un subconjunto de X, cerrado, acotado y se-

parable, que no tiene la PCP y que, por hipótesis, no contiene sucesiones
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equivalentes a la base usual de `1. Como la envolvente lineal cerrada de

C es un subespacio separable de X, podemos suponer que X es separa-

ble. Así X se embebe isométricamente en un espacio de Banach Z con una

base monótona, normalizada {en} con funcionales asociados o biortogo-

nales {fn}. Tomemos por ejemplo Z = C[0,1], el espacio de las funciones

continuas en [0,1] con la norma del supremo. Como C no tiene la PCP,

por el Lema 1.3, existe D ⊆ C y existe δ > 0 tal que para cualquier U

w-abierto de X con U ∩D ≠∅ se tiene que diam(U ∩D) > 2δ, por lo que

a ∈ D \ B(a,δ)w , ∀a ∈ D.

Ahora fijamos para cada a ∈ D una sucesión {yaj } ⊂ D\B(a,δ) tal que

{yaj }
w
-→ a, puesto que D no contiene sucesiones equivalentes a la base

usual de `1. Fijamos también la biyección φ : N<ω → N presentada en la

última sección del primer capítulo verificando que φ(A) ≤ φ(B) si A ≤ B
y φ(A,n) ≤ φ(A,m) si n ≤m ∀A ∈ N<ω.

Construiremos a continuación inductivamente una sucesión {an} con

{an : n ∈ N} ⊂
{
yaj : j ∈ N, a ∈ D

}
y una sucesión básica {uj} ⊂ X equivalente a un bloque básico {vn} de la

base {en} en Z verificando:

a) u1 = a1, uj = aj − aφ(φ−1(j)−), ∀j ∈ N.

b) Para cada j ∈ N, ‖uj‖ > δ/2 y ‖uj − vj‖ < εj := δ4−(j+1) siendo

vj ∈ lin
{
ej : mj−1 < i ≤ nj

}
donde {mj} es una sucesión de natura-

les con m1 <m2 < . . . < mn < . . . .

c) Para cada n ∈ N existen a ∈ D y jn ∈ N tales que an = yajn y {jn}
será una sucesión de naturales estrictamente creciente.

Como diam(D) > δ, se tiene que existe a0 ∈ D con ‖a0‖ > δ/2. Sea

{ya0
j } ⊂ D \ B(a0, δ) verificando {ya0

j }
w
-→ a0 y elijamos entonces ya0

j1 con
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‖ya0
j1 ‖ > (δ/2). Definimos a1 = ya0

j1 y u1 = a1. Sabemos que existem1 ∈ N
tal que

∥∥∥∑∞i=m1+1 fi(u1)ei
∥∥∥ < ε1/2, así que definimos v1 =

∑m1
i=1 fi(u1)ei

con lo cual ‖u1‖ > δ/2 y

‖u1 − v1‖ =

∥∥∥∥∥∥
∞∑

i=m1+1

fi(u1)ei

∥∥∥∥∥∥ < ε1

2
< ε1.

Supongamos ahora que n ≥ 1 y ya hemos construido a1,..., an, m1,...,

mn y j1,..., jn verificando a), b) y c). Consideremos i = φ(φ−1(n + 1)−),
α = φ−1(n + 1)− y β = φ−1(n + 1), entonces α < β y φ(α) < φ(β) es

decir i < n+ 1, con lo que ai ya ha sido construido.

Tenemos pues fijada una sucesión {yaij } ⊂ D\B(ai, δ) tal que {yaij }
w
-→

ai. Llamemos Vi =
{
a ∈ D : |fj(a− ai)| < εn+1/3mn si i ≤ j ≤mn

}
.

Es claro que Vi es un w-abierto relativo de D con ai ∈ Vi, luego pode-

mos encontrar un j0 ∈ N tal que yaij ∈ Vi ∀j > j0. Tomemos jn+1 > máx

{jk : 0 ≤ k ≤ n}. Entonces yaijn+1
∈ Vi y definimos an+1 = yaijn+1

. Se tiene

entonces que

‖an+1 − ai‖ =
∥∥∥yaijn+1

− ai
∥∥∥ ≥ δ > δ

2

pues yaijn+1
∈ D \ B(ai, δ).

Definimos un+1 = an+1 − ai y elegimos mn+1 >mn tal que

∥∥∥∥∥∥
∞∑

mn+1+1

fi(un+1)ei

∥∥∥∥∥∥ < εn+1

3
.

Finalmente definimos vn+1 =
∑mn+1
i=mn+1 fi(un+1)ei. Entonces ‖un+1‖ > δ/2
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y

‖un+1 − vn+1‖ =

∥∥∥∥∥∥
mn∑
i=1

fi(un+1)ei +
∞∑

i=mn+1+1

fi(un+1)ei

∥∥∥∥∥∥
≤
mn∑
i=1

∣∣fi(un+1)
∣∣‖ei‖ + εn+1

3

< mn
εn+1

3mn
+ εn+1

3
= 2

3
εn+1 < εn+1.

En definitiva, hemos definido un+1 = an+1 − ai y an+1 = yaijn+1
∈ Vi y esto

completa la construcción inductiva.

Según lo hemos definido {vn} es un bloque básico de la base {en} y

como se tiene que

∞∑
n=1

‖un − vn‖ ≤
∞∑
n=1

δ
4n+1

= δ
12
<
δ
8

deducimos de [21] que {un} es una sucesión básica seminormalizada en

X equivalente al bloque básico {vn}.

Definimos xA = uφ(A) ∀A ∈ N<ω, así {xA} es un árbol seminormaliza-

do en X que cumple I).

Además por construcción x0 = uφ(0) = a1 y xA = uφ(A) = aφ(A) −
aφ(A−), ∀A ∈ N<ω, ∀A ≠ 0, entonces

∑
B≤AxB = aφ(A) ∈ D ⊂ C para todo

A ∈ N<ω con lo que Γ ⊆ C .

Finalmente para probar que el árbol {xA} es w-nulo, consideremos

x(A,i) = uφ(A,i) = aφ(A,i) − aφ(A) = y
aφ(A)
jφ(A,i) − aφ(A)∀A ∈ N

<ω y ∀i ∈ N

con lo que {x(A,i)}i w
-→ 0 ya que {yaφ(A)jφ(A,i)}i

w
-→ aφ(A) ∀A ∈ N<ω pues por

c) y las propiedades de φ sabemos que {yφ(A)jφ(A,i)}i es una sucesión parcial

de {yaφ(A)j }j .
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Esto completa la prueba de i) implica ii).

ii) implica i) es el Lema 2.2.

I) ya ha sido probado en el transcurso de i) implica ii). Para probar II) y

III) es conveniente ver el conjunto Γ de otra forma.

Para esto, como {vn} es un bloque básico equivalente a la sucesión

básica {un}, existe un isomorfismo sobre, T : [un] → [vn] con T(un) =
vn, ∀n ∈ N. Por comodidad en la notación hacemos vB = vφ(B) para cada

B ∈ N<ω. Entonces

T

∑
B≤A
xB

 = ∑
B≤A
T
(
uφ(B)

)
=
∑
B≤A
vφ(B) =

∑
B≤A
vB∀A ∈ N<ω.

Llamando ahora Σ =
{∑

B≤A vB : A ∈ N<ω
}

tenemos que T(Γ) = Σ y

T∗∗(Γw
∗
) = Σw

∗
.

Así pues, para probar II) y III) para Γ es suficiente probar II) y III) para

Σ.

Demostración de II). Definimos h : Σw
∗
→ {0,1}N como h(x)(n) = v∗n (x),

para todo x ∈ Σw
∗

y para n ∈ N donde {v∗n} es la sucesión de fun-

cionales asociados a {vn}. Por tanto, se tiene que para cualquier x ∈ Σ,

v∗n (x) ∈ {0,1}, lo que hace que h sea una aplicación bien definida, ya

que la convergencia w∗ es la puntual sobre los elementos del dual. Ade-

más h es claramente continua para la topología w∗ en Σw
∗

y la topología

producto en {0,1}N.

Como estamos suponiendo que X∗ es separable, por [39], podemos

ver a X como subespacio de un espacio de Banach Z con base shrinking,

por tanto podemos considerar {vn} como una sucesión básica shrinking,

pues es un bloque básico de la base de Z , según se vio en i) ⇒ ii). Así pues

[v∗n ] = [vn]∗, lo que nos proporciona la inyectividad de h.
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En resumen, h es un w∗-homeomorfismo sobre su imagen en la que

consideramos siempre la topología producto. Así la imagen de h es total-

mente disconexa por serlo {0,1}N, luego Σw
∗

esw∗-totalmente disconexo.

Al ser Σw
∗
w∗-compacto y w∗-totalmente disconexo, para probar que

es w∗-homeomorfo al conjunto de Cantor, basta probar que es w∗- per-

fecto [8].

En la prueba de i) implica ii) hemos visto que por ser el árbol {xA} w-

nulo se tiene para cada A ∈ N<ω que {ΣB≤(A,i)xB}i w
-→ ΣB≤AxB , y por ser

dicho árbol seminormalizado∥∥ΣB≤(A,i)xB − ΣB≤AxB∥∥ ≥ δ > 0, ∀A ∈ N<ω.

Entonces cada punto de Γ es un punto de w∗-acumulación de Γw
∗

y, por

tanto, cada punto de Σ es un punto dew∗-acumulación de Σw
∗
, con lo que

Σw
∗

es w∗-perfecto y Γw
∗

también lo es.

Así pues Σw
∗

es w∗-homeomorfo al conjunto de Cantor y Γw
∗

también

lo es.

Demostración de III). Llamemos D = cow
∗
(Γ) y K = Ext(D), el conjunto de

puntos extremos de D. Definimos:

g : M+1 (K)→ cow
∗
(Γ)

como

g(µ) = w∗ −
∫
K
kdµ, ∀µ ∈ M+1 (K)

es decir

g(µ)(x∗) =
∫
K
x∗(ω)dµ(ω), ∀µ ∈ M+1 (K), ∀x∗ ∈ X∗.

Nótese que M+1 (K) denota el conjunto de las medidas de probabilidad

Borel regulares sobre K o, si se quiere, la parte positiva de la esfera unidad

del dual de C(K), el espacio de funciones continuas sobre K.
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Pues bien g es un w∗-homeomorfismo afín y sobreyectivo.

La inyectividad de g la dejamos para más tarde.

La sobreyectividad de g viene dada por el teorema de representación

de Choquet y es claro que g es (w∗ −w∗)-continua y afín.

Ahora veamos que K es w∗-homeomorfo al conjunto de Cantor o lo

que es lo mismo, si llamamos H = Ext
(
cow

∗
(Σ)

)
, probaremos que H es

w∗-homeomorfo al conjunto de Cantor.

Para ello veamos que H = Σw
∗

En nuestro caso cow
∗
(Σ) es w∗- compacto y entonces, por el teorema

de Krein-Milman, Ext
(
cow

∗
(Σ)

)
⊂ Σw

∗
es decir, H ⊂ Σw

∗

Veamos que Σw
∗
⊂ H.

Sea x ∈ Σw
∗

y supongamos que x = (y + z)/2 para y,z ∈ cow
∗
(Σ).

Entonces tenemos que v∗n (x) ∈ {0,1} y v∗n (y), v∗n (z) ∈ [0,1] para todo

n ∈ N y, por tanto, v∗n (x) =
(
v∗n (y)+ v∗n (z)

)
/2, así x = y = z y x ∈

Ext
(
cow

∗
(Σ)

)
= H.

Así pues, por II), H, y por tanto, K es w∗-homeomorfo al conjunto de

Cantor.

Finalmente, para probar que g es inyectiva, basta probar, que lo es la

aplicación:

g : M+1 (Σ
w∗)→ cow

∗
(Σ)

dada por

g(µ)(x∗) =
∫
Σw
∗ x∗(ω)dµ(ω), ∀µ ∈ M+1

(
Σw

∗)
, ∀x∗ ∈ X∗.

Para esto definimos:

Uα =
{
z ∈ Σw

∗
: vα(z) = 1

}
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para todo α ∈ N<ω. Es claro que {Uα : α ∈ N<ω} es una familia de w∗-

abiertos y w∗-cerrados relativos de Σw
∗
.

Definimos ahora: Unα para α ∈ N<ω y n ∈ N ∪ {0} como U0
α = Uα y

Unα = Uα \ ∪ni=1U(α,i) si n ∈ N, y afirmamos que:

(2.1) la familia {Unα : α ∈ N<ω, n ∈ N ∪ {0}} es una base

de entornos w∗-abiertos en Σw
∗

y además U(α,i) ⊆ Uα y U(α,i)∩
U(α,j) = φ si i ≠ j ∀α ∈ N<ω.

Esta afirmación será consecuencia del siguiente

Lema 2.5. Bajo las hipótesis de III), se tiene:

i)
∞∑
i=1

x∗∗(v∗(α,i)) ≤ x∗∗(v∗α ), para todo x∗∗ ∈ Σw
∗

y para todo α ∈ N<ω.

ii) Σw
∗
= Σ∪ Ψ donde

Ψ =

ω∗ −
∞∑
n=0

v(p1,...,pn) : {pn} ⊂ N


considerando que (p1, . . . , pn) = 0 ∈ N<ω si n = 0.

Posponemos la prueba del lema y de la afirmación.

Probamos ahora que g es inyectiva. Sean µ ∈ M+1
(
Σw

∗)
y α ∈ N<ω.

Entonces,

g(µ)(v∗α ) =
∫
Σω
∗ v∗α (λ)dµ(λ)

= µ
({
z ∈ Σω

∗
: v∗α (z) = 1

})
= µ (Uα)

pues v∗α (λ) ∈ {0,1} para todo λ ∈ Σω
∗
.
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Por otro lado

µ
(
Unα
)
= µ (Uα)−

n∑
i=1

µ
(
U(α,i)

)
= g(µ)

(
v∗α
)
−

n∑
i=1

g(µ)
(
v∗(α,i)

)
ya que, de la afirmación 2.1, U(α,i) ⊂ Uα y U(α,i) ∩ U(α,j) = φ si i ≠ j ∀α ∈
N<ω.

Por tanto, en virtud de las igualdades anteriores, se tiene que g(µ)

está únicamente determinado por los valores de µ sobre la familia
{
Unα
}
.

Teniendo en cuenta la afirmación 2.1 que nos queda por demostrar y que

la medida µ es regular, se obtiene la inyectividad de g y, por tanto, la de

g.

Probamos ahora el Lema 2.5. Para ello empezamos con su primera afir-

mación:

i)
∞∑
i=1

x∗∗(v∗(α,i)) ≤ x∗∗(v∗α ) para todo x∗∗ ∈ Σw
∗

y para todo α ∈ N<ω.

Sean x∗∗ ∈ Σ y α ∈ N<ω. Entonces x∗∗ = Σγ≤βvγ para algún

β ∈ N<ω y, por tanto,

∞∑
i=1

x∗∗
(
v∗(α,i)

)
=

1, si (α, i) ≤ β

0, en otro caso

y

x∗∗
(
v∗α
)
=

1, si α ≤ β

0, en otro caso

Así, si (α, i) ≤ β se tiene que α < β y entonces

∞∑
i=1

x∗∗(v∗(α,i)) = 1 = x∗∗(v∗α ).

En otro caso
∞∑
i=1

x∗∗
(
v∗(α,i)

)
= 0 ≤ x∗∗(v∗α ).
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En definitiva, la afirmación i) es válida para elementos de Σ. Veamos

ahora que sigue siendo cierta para elementos de Σw
∗
.

Para ello, sean x∗∗ ∈ Σw
∗

y α ∈ N<ω. Entonces existe {x∗∗λ } ⊆ Σ tal

que {x∗∗λ }λ
ω∗
-→ x∗∗ y, por lo que ya hemos demostrado para Σ,

∞∑
i=1

x∗∗λ (v
∗
(α,i)) ≤ x∗∗λ (v∗α ), ∀λ.

Si ahora tomamos N ∈ N, teniendo en cuenta que x∗∗λ
(
v∗(α,i)

)
≥ 0, y

por tanto que x∗∗
(
v∗(α,i)

)
≥ 0, se obtiene que

N∑
i=1

x∗∗λ
(
v∗(α,i)

)
≤

∞∑
i=1

x∗∗λ
(
v∗(α,i)

)
,

y, en consecuencia,

N∑
i=1

x∗∗λ
(
v∗(α,i)

)
≤ x∗∗λ

(
v∗α
)

con lo que
N∑
i=1

x∗∗
(
v∗(α,i)

)
≤ x∗∗

(
v∗α
)

por la ω∗-convergencia en λ y por tanto

∞∑
i=1

x∗∗
(
v∗(α,i)

)
≤ x∗∗

(
v∗α
)
,

por la convergencia en N .

ii) Pasamos ahora a demostrar la segunda afirmación:

Σω
∗
= Σ∪ Ψ

donde

Ψ =

ω∗ −
∞∑
n=0

v(p1,...,pn) : {pn} ⊆ N


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considerando (p1, · · · , pn) = 0 ∈ N<ω si n = 0.

Sea x∗∗ ∈ Σw
∗

entonces x∗∗(v∗α ) ∈ {0,1} para todo α ∈ N<ω.

Sea ∆ =
{
α ∈ N<ω : x∗∗(v∗α ) = 1

}
. Entonces ∆ ≠ ∅, pues 0 ∈ ∆.

Además si α ∈ ∆ y γ ≤ α, por la afirmación i) del Lema 2.5, 1 ≤
x∗∗(v∗γ ) luego x∗∗(v∗γ ) = 1 y, en consencuencia, γ ∈ ∆.

Por otro lado, sabemos que para cada n ∈ N existe a lo sumo un

α ∈ N<ω con |α| = n y α ∈ ∆ pues si existien α1, α2 ∈ ∆ con

|α1| = |α2| = n podemos encontrar un γ ≤ α1 y γ ≤ α2, y j1, j2 ∈ N
con x∗∗(v(γ,j1)) = 1 y x∗∗(v(γ,j2)) = 1 por i) del Lema 2.5. y por este

mismo resultado tenemos que 2 ≤
∑∞
i=1x∗∗(v

∗
(γ,i)) ≤ x∗∗(v∗γ ) y esto

contradice el que x∗∗(v∗γ ) ∈ {0,1}.

De todo esto se sigue que ∆ es linealmente ordenado, es decir, ∆

corresponde a los subíndices de una rama. Entonces, o bien

∆ =
{
γ ∈ N<ω : γ ≤ α

}
para un α ∈ N<ω y entonces x∗∗ ∈ Σ, o bien ∆ corresponde a una

rama infinita, es decir existe un {pn}n ⊆ N tal que

∆ =
{
(p1, . . . , pn) : n ∈ N∪ {0}

}
,

siendo (p1, . . . , pn) = 0 ∈ N<ω si n = 0 con lo que

x∗∗
(
v∗(p1,...,pn)

)
= 1, ∀n ∈ N∪ {0} (1)

y x∗∗(v∗α ) = 0 si α ≠ 0 y α ≠ (p1, . . . , pn) para todo n ∈ N. Sólo

falta ver, para este caso, que x∗∗ =ω∗ −
∑∞
n=0 v(p1,...,pn).

Veamos que x∗∗(v∗α ) =
∞∑
n=0

v∗α (v(p1,··· ,pn)) para todo α ∈ N<ω.

En efecto, si α y (p1, · · · , pn) están en la misma rama, entonces
∞∑
n=0

v∗α
(
v(p1,...,pn)

)
= 1
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y, por (1), x∗∗(v∗α ) = 1 y en otro caso x∗∗(v∗α ) = 0 y

∞∑
n=0

v∗α
(
v(p1,...,pn)

)
= 0

luego con esto y como {vn} es shrinking, concluimos que

x∗∗ =ω∗ −
∞∑
n=0

v(p1,...,pn).

Vamos a probar ahora la afirmación.

Primero veamos que U(α,i) ⊆ Uα para todo α ∈ N<ω y para todo i ∈ N.

Sea x ∈ U(α,i) entonces x ∈ Σω
∗

y v∗(α,i)(x) = 1 con lo que, por la

afirmación i) del Lema 2.5, v∗α (x) ≥ 1 y, en consecuencia, v∗α (x) = 1 con

lo que x ∈ Uα.

Para probar que U(α,i) ∩ U(α,j) = ∅ si i ≠ j, supongamos que existe

x ∈ U(α,i) ∩ U(α,j) con i ≠ j; entonces v∗(α,i)(x) = 1 = v∗(α,j)(x) y, por i)

del Lema 2.5, v∗α (x) ≥ 2 lo que contradice el ya conocido hecho de que

v∗α (x) ∈ {0,1}. Así pues U(α,i) ∩U(α,j) = ∅ si i ≠ j.

Veamos ahora que {
Unα : α ∈ N<ω, n ∈ N∪ {0}

}
es una base de w∗-abiertos en Σw

∗
.

Tomemos x∗∗ ∈ Σw
∗

y un w∗-abierto relativo U en Σw
∗

con x∗∗ ∈ U .

Sabemos que existen α1, . . . , αn ∈ N<ω tales que

x∗∗ ∈ V =
{
y∗∗ ∈ Σω

∗
: |y∗∗

(
v∗αi

)
− x∗∗

(
v∗αi

)
| < ε, i = 1, . . . , n

}
⊆ U

para algún ε > 0 que podemos suponer ε < 1 y, como y∗∗(v∗αi), x
∗∗(v∗αi) ∈

{0,1}, entonces

y∗∗
(
v∗αi

)
= x∗∗

(
v∗αi

)
∀y∗∗ ∈ V y ∀i ∈ {1, . . . , n}
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luego existen A,B ⊆ N<ω, A y B finitos con A∪B = {α1, . . . , αn} tales que

V =
{
y∗∗ ∈ Σω

∗
: y∗∗

(
v∗α
)
= 1 ∀α ∈ A y y∗∗

(
v∗α
)
= 0 ∀α ∈ B

}
Además A ≠∅ pues x∗∗(v∗0 ) = 1.

Por el Lema 2.5. sabemos que x∗∗ ∈ Σ∪ Ψ .

Supongamos primero que x∗∗ = x ∈ Σ. Entonces x =
∑
γ≤α0

vγ para

algún α0 ∈ N<ω con lo que A ⊆
{
γ ∈ N<ω : γ ≤ α0

}
.

Ahora como B es finito, tomamos

n =máx
{
i ∈ N : (α0, i) ≤ b con b ∈ B y α0 < b

}
y n = 0 en caso de que no exista b ∈ B con α0 < b. Por definición, x ∈ Unα0

.

Probaremos que Unα0
⊂ V .

Sea y∗∗ ∈ Unα0
, como y∗∗

(
v∗α0

)
= 1, por el Lema 2.5 tenemos que

y∗∗
(
v∗α
)
= 1 para todo α ≤ α0, luego y∗∗

(
v∗α
)
= 1 para todo α ∈ A.

También por el Lema 2.5 y, usando que y∗∗
(
v∗α0

)
= 1, obtenemos que

y∗∗
(
v∗α
)
= 0 para α ∈ N<ω incomparable con α0.

Tenemos ahora dos casos. En primer lugar, si b ∈ B y α0 6< b entonces

α0 y b son incomparables, pues si no es así, α0 ≥ b y por tanto y∗∗
(
v∗b
)
=

1 en contra de que x ∈ V . Así pues y∗∗
(
v∗b
)
= 0.

Por otro lado, si b ∈ B y α0 < b, existe i ∈ {1, . . . , n} tal que (α0, i) ≤ b.

Como y∗∗ ∈ Unα0
, entonces y∗∗

(
v∗(α0,i)

)
= 0 y, por el Lema 2.5, y∗∗

(
v∗b
)
=

0.

Hemos probado pues que

y∗∗
(
v∗α
)
= 1 ∀α ∈ A y y∗∗

(
v∗α
)
= 0 ∀α ∈ B.

Luego x ∈ Unα0
⊂ V .
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Ahora supongamos que x∗∗ ∈ Ψ .

Hacemos n = máx {|α| : α ∈ A∪ B} y tomemos α0 ∈ N<ω tal que

|α0| = n y x∗∗
(
v∗α0

)
= 1. Recordemos que por ii) del Lema 2.5, x∗∗ =

ω∗ −
∑∞
n=0 v(p1,...,pn) para alguna sucesión de números naturales {pn}.

Entonces, por i) del Lema 2.5, x∗∗
(
v∗γ
)
= 1 para todo γ ≤ α0 y

x∗∗
(
v∗γ
)
= 0 si |γ| ≤ n y γ y α0 son incomparables.

De aquí A ⊆ {α ∈ N<ω : α ≤ α0} y

B ⊆
{
α ∈ N<ω : |α| ≤ n, γ y α0 incomparables

}
ya que x∗∗ ∈ V .

Para probar que Uα0 ⊆ V tomamos y∗∗ ∈ Uα0 , entonces y∗∗
(
v∗α0

)
= 1

y, por i) del Lema 2.5, y∗∗
(
v∗α
)
= 1 para todo α ≤ α0 y y∗∗

(
v∗γ
)
= 0 si

|γ| ≤ n y γ y α0 son incomparables.

Esto prueba que y∗∗
(
v∗α
)
= 1 para todo α ∈ A y y∗∗

(
v∗α
)
= 0 pa-

ra α ∈ B y, por tanto, x∗∗ ∈ Uα0 ⊆ V , terminando así la prueba de la

afirmación.

No sabemos si II) y III) son ciertas cuando el conjunto C no contiene su-

cesiones equivalentes a la base usual de `1 (Observemos, por ejemplo, que

en II), el único punto donde usamos que X∗ es separable, es para probar

que h es inyectiva). Sin embargo, es posible obtener II) y III) para espacios

de Asplund. Recordamos que un espacio de Asplund es un espacio de Ba-

nach verificando que todo subespacio separable tiene dual separable. Para

probar las afirmaciones II) y III) del teorema anterior para espacios de As-

plund, sea C un subconjunto cerrado y acotado de un espacio de Asplund

X y supongamos que C falla la PCP; como la PCP es separadamente deter-

minada para subconjuntos por el Lema 1.8, podemos suponer que C es

separable y falla la PCP. Llamando Y al subespacio cerrado generado por
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C , se tiene que Y∗ es separable por ser X Asplund y entonces podemos

aplicar II) y III) del teorema anterior a C como subconjunto de Y .

Como consecuencia inmediata del teorema anterior, concretamente de

la equivalencia entre i) y ii) junto con I), se obtiene que la PCP está determi-

nada por subespacios con base, en el ambiente de espacios de Banach sin

copias de `1, resultado ya demostrado en [12] y que constituye la respues-

ta parcial más general conocida sobre el problema de la determinación por

subespacios con base de la PCP.

Definición 2.6. Un subconjunto w-cerrado A de un espacio de Banach se

llama débilmente perfecto ( resp. secuencialmente débilmente perfecto) si

cada punto a ∈ A es límite débil de una red (resp. sucesión) de A \ {a}.

A se llama separado en norma si existe δ > 0 tal que ‖a− b‖ ≥ δ para

todos a,b ∈ A con a ≠ b.

Es claro que un subconjunto acotado, separado en norma y (secuen-

cialmente) débilmente perfecto de un espacio de Banach no tiene la PCP.

En el caso de un espacio de Banach que no contenga copias isomorfas

de `1, la topología débil tiene un comportamiento metrizable y ésta es la

razón de la siguiente caracterización.

Corolario 2.7. Sea X un espacio de Banach y C un subconjunto cerrado y

acotado de X, que no contiene sucesiones equivalentes a la base usual de

`1. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) C no tiene la PCP,

ii) C contiene un subconjunto numerable A separado en norma y se-

cuencialmente débilmente perfecto.
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Además, si X∗ es separable, entonces A se puede elegir tal que Aw
∗

en X∗∗

es w∗-homeomorfo al conjunto de Cantor, {0,1}N.

Demostración. ii) implica i) es claro.

Para i) implica ii) basta aplicar el teorema anterior tomando A = Γ que,

por la propia construcción, es un conjunto separado en norma y secuen-

cialmente débilmente perfecto.

Observación 2.8.

i) Suponiendo que X∗ es separable, el conjunto A del corolario ante-

rior se puede determinar de forma explícita. En efecto, consideremos

para cada n ∈ N, el elemento en ∈ {0,1}N dado por en(m) = δn,m
para todo m ∈ N y hacemos eα = eφ(α) para α ∈ N<ω.

Definimos ∆0 =
{∑

γ≤α eγ : α ∈ N<ω
}

que es un subconjunto del con-

junto de Cantor {0,1}N. El homomorfismo h de la prueba de II) en

el Teorema 2.4 lleva Σ en ∆0 (isomórficamente) y sabemos que Σ

es w-homeomorfo a Γ . Entonces de las propiedades de Γ , ∆0 es un

subconjunto de {0,1}N tal que cada punto x ∈ ∆0 es límite de una

sucesión de ∆0 \ {x} y cuya clausura ∆0
w∗

es homeomorfa a {0,1}N,

hechos que se pueden comprobar directamente.

Deducimos entonces que el conjunto A del corolario anterior se pue-

de elegir w-homeomorfo a ∆0. Entonces si X∗ es separable, la afir-

mación ii) del corolario anterior puede sustituirse por:

«C contiene un subconjunto separado en norma y w-homeomorfo a

∆0.»

Nos parece interesante resaltar que el conjunto ∆0 no depende para

nada del espacio de Banach X ni del conjunto C de X elegido que

falle la PCP.
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No sabemos si lo mismo es verdad suponiendo que C no contiene

sucesiones equivalentes a la base usual de `1, en vez de suponer que

el dual es separable.

ii) No sabemos si i) implica ii) del corolario anterior es verdad para

subconjuntos generales C eliminando el término secuencialmente.

Antes de ver el siguiente corolario, recordamos la noción de «skipped

blocking descomposición».

Definición 2.9. Una Skipped Blocking descomposición finito dimensional

acotadamente completa (BCSBFDD) en un espacio de Banach X es una

sucesión {Fn} de subespacios de X finito dimensionales tales que:

1) X =
[
Fj : j ∈ N

]
,

2) Fk ∩
[
Fj : j ≠ k

]
= {0},

3) Para cada sucesión {nj} de enteros no negativos con nj + 1 < nj+1

para todo j ∈ N y para cada f ∈
[
F(nj ,nj+1) : j ∈ N

]
existe una única

sucesión {fj} con fj ∈ F(nj ,nj+1) para todo j ∈ N tal que f =
∑∞
j=1 fj ,

y

4) Si fj ∈ F(nj ,nj+1) para todo j ∈ N y supn
∥∥∥∑nj=1 fj

∥∥∥ < +∞, entonces∑∞
j=1 fj converge.

Aquí [A] es la envolvente lineal cerrada en X del conjunto A y, dado

algún intervalo no vacío I de enteros no negativos, denotamos por FI a la

envolvente lineal de los Fj para j ∈ I.

Una sucesión {xn} de X, tal que xj ∈ F(nj ,nj+1) para todo j ∈ N donde

{nj} es una sucesión de enteros no negativos con nj + 1 < nj+1 ∀j ∈ N
se llama una «skipped block» sucesión de {Fj}.
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La siguiente consecuencia es una caracterización global de la PCP para

espacios de Banach sin copias de `1 en términos de árboles y sucesiones

acotadamente completas que extiende la obtenida en [9] por Fonf en el

ambiente de espacios con dual separable, con una demostración comple-

tamente diferente y que ofrece nuevas condiciones equivalentes.

Corolario 2.10. Sea X un espacio de Banach que no contiene subespacios

isomorfos a `1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) X no tiene la PCP.

ii) Existe un árbol w-nulo y seminormalizado en X uniformemente tipo

P .

iii) Existe un árbol w-nulo y seminormalizado en X con todas sus ramas

tipo P .

iv) Existe un árbol w-nulo y seminormalizado en X sin ramas acotada-

mente completas.

Demostración. i) ⇒ ii). Si X falla la PCP, esto implica que BX falla la PCP.

Como BX no contiene sucesiones equivalentes a la base usual de `1 por no

contenerlas X, tomando C = BX , en el Teorema 2.4, obtenemos que existe

un árbol seminormalizado y w-nulo {xA} con
{∑

B≤AxB : A ∈ N<ω
}
⊂ BX ,

luego {xA} es uniformemente tipo P .

ii) ⇒ iii) Trivial.

iii) ⇒ iv) Es claro de la definición de sucesión básica acotadamente

completa.

iv) ⇒ i) Podemos suponer sin pérdida de generalidad que X es sepa-

rable, pues vamos a trabajar en lin {xA : n ∈ N<ω}, que es un subespacio

separable y que tendrá la PCP si la tiene X.
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Vamos a probar que no i) ⇒ no iv).

Sea pues X un espacio de Banach separable con la PCP. Entonces por

[12] existe una BCSBFDD {Fj} de X y existe también una constante K > 0

de forma que cualquier skipped block sucesión tiene constante básica a

lo más K.

Tomemos un árbol seminormalizado y w-nulo {xA}A∈N<ω en X.

Construiremos por inducción una rama del árbol, que sea una sucesión

básica acotadamente completa.

Para esto, fijamos una sucesión {εj} de números reales positivos veri-

ficando que
∑∞
j=0 εj < 1/2K, y construiremos una sucesión {nj} de núme-

ros enteros positivos con nj + 1 < nj+1 para todo j ∈ N, una sucesión

{yj} en X con yj ∈ F(nj ,nj+1) para todo j ∈ N, y una rama {xAj} del árbol,

tal que ‖xAj −yj‖ < εj para todo j ∈ N.

Pongamos n0 = 0. Por 1) de la definición de BCSBFDD, existen n1 ≥ 2

y y0 ∈ F(n0,n1) tales que ‖xA0 −y0‖ < ε0, donde A0 = 0 ∈ N<ω.

Como el árbol es ω-nulo, {x(A0,j)}j
ω
-→ 0 y, por un argumento de sepa-

ración, sabemos que {
dist

(
x(A0,j), F[n1+1,+∞)

)}
j → 0.

En consecuencia, para cada ε > 0, existe p0 ∈ N tal que

dist
(
x(A0,p), F[n1+1,+∞)

)
< ε, ∀p ≥ p0.

Por tanto, para cada ε > 0, existe p0 ∈ N tal que

ı́nf
{∥∥x(A0,p) − f

∥∥ : f ∈ F[n1+1,+∞)
}
< ε ∀p ≥ p0,

con lo que existe y1 ∈ F[n1+1,+∞) tal que∥∥x(A0,p1) −y1

∥∥ < ε1 para algún p1 ≥ p0.
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Además y1 =
∑n2
i=n1+1 λifi y podemos tomar n2 > n1+1. Ahora llamamos

A1 = (A0, p1) o, simplemente, A1 = (p1).

Supongamos ya construidos n1, . . . , nj+1, y1, . . . , yj, A1, . . . , Aj .

Pongamos Ak = (p1, . . . , pk) para k con 1 ≤ k ≤ j. Como el árbol es

w-nulo, entonces {x(Aj ,p)}
ω
-→ 0 y, por un argumento de separación,{

dist
(
x(Aj ,p), F[nj+1+1,+∞)

)}
p
→ 0.

Entonces existen pj+1 ∈ N, nj+2 > nj+1 + 1 y yj+1 ∈ F(nj+1,nj+2) tales que∥∥∥x(Aj ,pj+1) −yj+1

∥∥∥ < εj+1.

Llamemos Aj+1 = (Aj, pj+1) y esto finaliza la construcción inductiva de la

rama
{
xAj

}
satisfaciendo que ‖xAj −yj‖ < εj para todo j ∈ N.

Finalmente obtenemos que
∑∞
j=0 ‖xAj − yj‖ < 1/2K, siendo {yj} una

sucesión skipped block de {Fj}.

Entonces {xAj} es una rama del árbol {xA} que es una sucesión básica

equivalente a {yj} y por tanto acotadamente completa.

Parece interesante resaltar que como consecuencia del resultado ante-

rior, en concreto de la equivalencia entre ii) y iii), se obtiene la equivalencia

entre la acotación uniforme de las sumas parciales en ramas de un árbol

w-nulo seminormalizado (árbol uniformemente tipo P) y la acotación se-

parada de esas mismas sumas parciales (árbol tipo P).

Se podría pensar que quizá el Corolario 2.10 puede ser extendido a

espacios de Banach generales, sin embargo, como puede verse en [7], hay

ejemplos bien conocidos de espacios sin la PCP y verificando la propiedad

de Schur, es decir, espacios donde la convergencia débil y norma coinciden

para sucesiones. En este tipo de espacios es imposible obtener árboles
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seminormalizadosw-nulos, con lo que el Corolario 2.10 deja de ser cierto.

Así que, podemos decir que los resultados principales obtenidos en esta

sección son exclusivos para espacios sin copias de `1, donde la topología

débil tiene un comportamiento metrizable.

2.2. Caracterización general de la PCP

Nuestro objetivo ahora es una caracterización local de la PCP en tér-

minos de árboles, para subconjuntos de un espacio de Banach general

X. Como ha quedado puesto de manifiesto en la sección anterior no es

esperable que podamos extender los resultados ya obtenidos en ambien-

te general. Lo que haremos será trasladar la condición de árbol w-nulo,

donde se exige la convergencia débil de sucesiones a cero, a una nueva

condición también sobre árboles.

Un árbol {xA}A∈N<ω es topológicamente w-nulo cuando

0 ∈ {x(A,n) : n ∈ N}
w

para todo A ∈ N<ω. Es claro que el concepto de

árbol topológicamente w-nulo, es una condición más débil que la condi-

ción de árbol w-nulo.

El comportamiento metrizable de la topología débil en espacios sin

copias de `1 será sustituido entonces por el hecho, ya comentado en el

primer capítulo, de que para cada subconjunto A de un espacio de Banach

X y para cada a ∈ Aω existe un subconjunto numerable F ⊂ A tal que

a ∈ Fω.

Con estos nuevos cambios nuestro objetivo es obtener resultados simi-

lares a los de la sección anterior sustituyendo árboles seminormalizados

w-nulos por árboles seminormalizados topológicamente w-nulos

Como hemos dicho al comienzo de la sección anterior, cada sucesión
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básica seminormalizada en un espacio de Banach con la PCP tiene una

sucesión parcial básica acotadamente completa [35] y ahora sabemos que

cada árbol w-nulo en la esfera unidad de un espacio de Banach sin copias

de `1 y con la PCP tiene una rama acotadamente completa. El recíproco

del primer resultado es falso, aún para espacios de Banach que no contie-

nen a `1 [24] y obsérvese que la tesis del segundo resultado es vacía de

contenido si no suponemos que el espacio no contiene copias de `1, por

ejemplo para espacios con la propiedad de Schur, como ya se comentó al

final de la sección anterior.

El siguiente resultado es una caracterización local de la PCP para sub-

conjuntos acotados en un espacio de Banach general.

Teorema 2.11. Sea X un espacio de Banach y sea K un subconjunto cerra-

do y acotado de X. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) K no tiene la PCP.

ii) Existe un árbol seminormalizado y topológicamentew-nulo {xA}A∈N<ω
en X tal que ∑

C≤A
xC : A ∈ N<ω

 ⊂ K
Demostración. i) ⇒ ii).

Supongamos que K falla la PCP. Entonces por el Lema 1.8 existe B ⊂ K,

B numerable tal que B falla la PCP y del Lema 1.3 existe un δ > 0 tal que

cada w-abierto relativo de B tiene diámetro mayor que 2δ.

Por tanto b ∈ B \ B(b, δ)w para todo b ∈ B.

Primero construimos un árbol {yA}A∈N<ω en B satisfaciendo:

a) yA ∈ B \ B(yA, δ)
ω

para todo A ∈ N<ω,
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b)
∥∥yA −y(A,i)∥∥ > δ para todo A ∈ N<ω, i ∈ N, y

c) yA ∈ {y(A,i) : i ∈ N}
w

para todo A ∈ N<ω.

Tomamos y0 ∈ B. Como y0 ∈ B \ B(y0, δ)
w

, entonces existe un con-

junto numerable Fy0 = {y(i) : i ∈ N} ⊂ B \ B(y0, δ) tal que y0 ∈ F0
ω

.

Tomando y(0,i) = y(i) para todo i ∈ N tenemos que

a) y0 ∈ B \ B(y0, δ)
w

,

b) ‖y0 −y(0,i)‖ = ‖y0 −y(i)‖ ≥ δ para todo i ∈ N, y

c) y0 ∈ Fy0

w = {y(0,i) : i ∈ N}
w

.

De igual forma, si A ∈ N<ω y supuesto construido yA verificando a),

b) y c), tenemos que yA ∈ B \ B(yA, δ)
w

y existe FyA =
{
y(A,n) : n ∈ N

}
⊂

B \ B(yA, δ) tal que yA ∈ FyA
w

verificando a), b) y c).

Tenemos así un árbol {yA}A∈N<ω cumpliendo a), b) y c).

Ahora definimos un nuevo árbol {xA}A∈N<ω por x0 = y0 y x(A,i) =
y(A,i) −yA para todo i ∈ N y para todo A ∈ N<ω.

Por b) y por ser K acotado obtenemos que {xA}A∈N<ω es un árbol se-

minormalizado.

Por a) obtenemos que {xA}A∈N<ω es topológicamente ω-nulo, pues si

yA ∈ {y(A,i) : i ∈ N}
w ∀A ∈ N<ω, entonces 0 ∈ {y(A,i) −yA : i ∈ N}w y,

por tanto, 0 ∈ {x(A,i) : i ∈ N}
w

.

Además por definición,
∑
C≤AxC = yA ∈ B para todo A ∈ N<ω.

ii) ⇒ i).

Sea {xA}A∈N<ω un árbol seminormalizado y topológicamente w-nulo

tal que B =
{∑

C≤AxC : A ∈ N<ω
}
⊂ K y sea δ > 0 tal que ‖xA‖ > δ para

todo A ∈ N<ω.
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Para cada A ∈ N<ω y para cada n ∈ N tenemos que

∑
C≤(A,n)

xC =
∑
C≤A

xC + x(A,n)

y como 0 ∈
{
x(A,n) : n ∈ N

}ω
para todo A ∈ N<ω, entonces

∑
C≤A

xC ∈

 ∑
C≤(A,n)

xC : n ∈ N


ω

∀A ∈ N<ω (1)

y, además,
∥∥∥∑C≤(A,)xC −∑C≤AxC∥∥∥ > δ para todo n ∈ N. Esto prueba que

cada subconjunto w-abierto relativo de B tiene diámetro al menos δ, y

por tanto B ⊂ K no tiene la PCP, por el Lema1.3, lo que nos dice que K no

tiene la PCP.

Mostramos ahora nuestra caracterización de la PCP en términos de

sucesiones acotadamente completas en un ambiente general.

Teorema 2.12. Sea X un espacio de Banach. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

i) X tiene la PCP.

ii) Cada árbol topológicamente w-nulo y seminormalizado en X no es

uniformemente tipo P .

iii) Cada árbol topológicamente w-nulo y seminormalizado en X tiene

una rama no tipo P .

iv) Cada árbol topológicamente w-nulo en SX tiene una rama acotada-

mente completa.

Antes de demostrar este resultado necesitamos el siguiente lema.
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Lema 2.13. Sea X un espacio de Banach y sea M un subespacio de X finito

codimensional. Sea ε > 0 y {xn} ⊂ X tal que 0 ∈ {xn : n ∈ N}w . Entonces

existe n0 ∈ N tal que dist(xn0 ,M) < ε.

Demostración del lema. Sea M < X finito codimensional, entonces existe

un subespacio N < X tal que dim(N) < +∞ y X = M⊕N (suma topológica

directa). Consideremos la proyección lineal y continua p : X → N con

núcleo ker(p) = M e imagen Im(P) = N . Como 0 ∈ {xn : n ∈ N}w se

tiene que P(0) = 0 ∈ {p (xn) : n ∈ N}w y, como dim (N) < +∞, entonces

0 ∈ {p(xn) : n ∈ N}
‖·‖

con lo que existe n0 ∈ N tal que si
∥∥p(xn0)

∥∥ < ε
entonces

dist
(
xn0 ,M

)
= ‖x0 +M‖ =

∥∥p(xn0)+M
∥∥ ≤ ∥∥p(xn0)

∥∥ < ε,
ya que xn0 − p(xn0) ∈ ker(p) = M .

Demostración del teorema. iv) ⇒ iii)

Es consecuencia del hecho de que cada sucesión seminormalizada aco-

tadamente completa no es de tipo P , comentado en la introducción.

iii) ⇒ ii)

Es trivial.

ii) ⇒ i)

Resulta de aplicar el Teorema 2.11 para K = BX , suponiendo que X

falla la PCP.

i) ⇒ iv)

Supongamos que X tiene la PCP.

Sea {xA} un árbol seminormalizado y topológicamente w-nulo en X.

Como [xA] es separable podemos suponer que X lo es.
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Ahora, de [12], podemos asegurar que X tiene una BCSBFDD, tal que

cada sucesión skipped block tiene constante básica menor o igual que

alguna constante K > 0.

Ahora construiremos una rama acotadamente completa del árbol {xA}.
Para esto, fijamos una sucesión {εj} de números reales positivos con∑∞
j=0 εj < 1/2K.

Construimos una sucesión {nj} de números enteros positivos con

nj + 1 < nj+1 para todo j ∈ N, una sucesión {yj} en X con yj ∈ F(nj ,nj+1)

para todo ∀j ∈ N y una rama {xAj} del árbol, tales que ‖xAj − yj‖ < εj
para cualquier j ∈ N.

Pongamos n0 = 0. Por 1) de la definición de BCSBFDD existe n1 ≥ 2 y

existe y0 ∈ F(n0,n1) tal que ‖xA0 −y0‖ < ε0 donde A0 = 0 ∈ N<ω.

Ahora supongamos que n1, . . . , nj+1, y1, . . . , yj, A1, . . . , Aj han sido ya

construidos. Pongamos Ak = (p1, . . . , pk) para 1 ≤ k ≤ j. Como el árbol

es topológicamente w-nulo tenemos que 0 ∈ {x(Aj ,p) : p ∈ N}
ω

, entonces

por el lema anterior, deducimos que existe pj+1 ∈ N tal que

dist
(
x(Aj ,pj+1), F[nj+1+1,+∞)

)
< εj+1,

ya que F[nj+1+1,+∞) es un subespacio finito codimensional de X.

Entonces existe nj+2 > nj+1 + 1 y existe yj+1 ∈ F(nj+1,nj+2) tales que

‖xAj+1 −yj+1‖ < εj+1 donde Aj+1 = (Aj, pj+1).

Esto finaliza la construcción inductiva de la rama {xAj} satisfaciendo

que ‖xAj −yj‖ < εj para todo j ∈ N.

Finalmente obtenemos que
∑∞
j=0 ‖xAj − yj‖ < 1/2K, siendo {yj} una

sucesión skipped block de {Fj}. Entonces {xAj} es una rama del árbol

{xA} la cual es equivalente a {yj} y por tanto acotadamente completa y

esto termina la prueba del teorema.
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Como ya hemos dicho es un problema abierto para espacios de Banach

generales si la PCP está determinada por subespacios con base. En relación

con este problema nos parece interesante la siguiente pregunta:

¿Tiene cada árbol seminormalizado y topológicamente w-

nulo un subárbol lleno que sea básico y todavía topológica-

mente débil nulo?

Definición 2.14. Un subárbol se dice lleno cuando cada rama del subárbol,

que es un nuevo árbol hecho con elementos del original, sigue siendo rama

del árbol inicial y un árbol se dice básico si, visto como sucesión, es una

sucesión básica para alguna reordenación.

Si X es un espacio de Banach sin la PCP, según el corolario anterior, se

obtiene un árbol seminormalizado y topológicamente w-nulo sin ramas

acotadamente completas. Ahora, supuesto que la respuesta a la pregunta

anterior es afirmativa, se obtendría un subárbol básico seminormalizado

topológicamente w-nulo que, de nuevo, carecería de ramas acotadamente

completas, por ser lleno. En definitiva obtendríamos un árbol básico se-

minormalizado y topológicamente w-nulo sin ramas acotadamente com-

pletas, con lo que el subespacio generado por este árbol es un subespacio

con base sin la PCP, por el anterior corolario. En definitiva, si la respues-

ta a nuestra pregunta es afirmativa, se obtendría respuesta afirmativa al

problema de la determinación por subespacios con base de la PCP.

Si uno traslada esta pregunta al ambiente secuencial, dicha pregunta

sería si cada sucesiónw-nula y seminormalizada en un espacio de Banach

contiene una subsucesión básica y w-nula, ya que el concepto lleno se-

ría automático para sucesiones (la subsucesión de una subsucesión sigue

siendo subsucesión de la sucesión original). Es sabido que la respuesta a
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esta nueva pregunta es afirmativa [21]. Sin embargo, siendo un poco más

cuidadosos, la pregunta que realmente tendríamos que hacernos en am-

biente secuencial sería si cada sucesión seminormalizada, o si se quiere,

en la esfera, de forma que 0 esté en su cierre débil contiene una subsu-

cesión básica verificando todavía que 0 esté en su cierre débil. El hecho

de que cada sucesión seminormalizada de forma que 0 esté en su cierre

débil contiene una subsucesión básica es un hecho bien conocido, pero

lo que no sabemos es si esta subsucesión básica se puede obtener para

que 0 siga estando en su cierre débil. Por tanto, la pregunta a la que nos

gustaría responder es:

¿cada sucesión seminormalizada en un espacio de Banach

de forma que 0 esté en su cierre débil admite una subsucesión

básica verificando que 0 está todavía en su cierre débil?

Confiamos plenamente en que una respuesta afirmativa a esta pregunta

daría respuesta afirmativa a la pregunta anterior planteada para árboles

y, por tanto, resolvería afirmativamente el problema de la determinación

por subespacios con base de la PCP, sin embargo no hemos sido capaces

de responder a dicha pregunta.
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CAPÍTULO 3

La propiedad de punto de continuidad convexa en

espacios sin copias de `1

Dedicamos este capítulo a la propiedad del punto de continuidad con-

vexa (CPCP). Como ya dijimos en el primer capítulo, también es un proble-

ma abierto si la CPCP está determinada por subespacios con base, aunque

se sabe que está determinada por subespacios con una descomposición

finito-dimensional [17], hecho que implica que la CPCP está determinada

por subespacios separables. Nuestro primer objetivo es obtener una carac-

terización local, para subconjuntos, de la CPCP para espacios de Banach

sin copias de `1 que nos conduzca a la determinación por subespacios

con base de la CPCP en este ambiente, lo que será una nueva respuesta

parcial al problema planteado.

Aunque podría pensarse que los resultados que podamos obtener para
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la CPCP son paralelos a los hechos para la PCP, la convexidad que impone

el estudio de la CPCP va a hacer el trabajo bastante más difícil, ya que el

lenguaje de árboles que se usó para el estudio de la PCP en el capítulo

anterior, y que creemos deseable y aclarador, no nos ha sido posible im-

plementarlo para el estudio de la CPCP. Esto va a hacer que los resultados

fundamentales que expondremos en este capítulo tengan demostraciones

bastante intrincadas y difíciles de escribir, a nuestro juicio.

Recordamos que un subconjunto C de un espacio de Banach X se dice

que tiene la CPCP cuando cada subconjunto cerrado, acotado y convexo

de C tiene un punto de (w − ‖ · ‖)-continuidad. Un espacio de Banach X

tiene la CPCP si BX tiene la CPCP.

3.1. Subconjuntos especiales del símplex de

Poulsen: P{vn}-conjuntos

Como ya hemos dicho, nuestro primer objetivo es obtener una carac-

terización local de la CPCP para subconjuntos cerrados, acotados y con-

vexos de un espacio de Banach que no contiene a `1, que va a ser una

extensión de un resultado de [1], donde la CPCP está caracterizada para

subconjuntos cerrados, acotados y convexos de c0, usando subconjuntos

en c0 llamados P0-símplices.

Hablando en sentido coloquial, en [1] se prueba que un subconjunto

C cerrado, acotado y convexo de c0 falla la CPCP si, y sólo si, C contiene

isomórfica y afínmente un cierto subconjunto cerrado, acotado y convexo

de c0 llamado por los autores P0-símplex. Además, este P0-símplex tiene

la propiedad de que su cierre w∗ en `∞ es w∗-afínmente homeomorfo

al símplex de Poulsen. Así el P0-símplex construido en [1] puede verse
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como la c0-parte de una copia del símplex de Poulsen en `∞. Realmente el

P0-símplex no es un símplex en el sentido de Choquet. El P0-símplex fue

construido en c0, para dar un ejemplo de un conjunto fallando la CPCP y

satisfaciendo la regularidad fuerte, una propiedad más débil que la CPCP,

sobre la que no vamos a entrar.

El concepto de P0-símplex fue generalizado en [22], llamado allí P{vn}-

conjunto para espacios de Banach en general, y como consecuencia, fue

probado en [22] que la CPCP está básicamente determinada para espacios

de Asplund. Por tanto, nuestros resultados principales en este capítulo

serán una extensión de lo hecho en [22].

Empezamos con alguna notación y preliminares:

Dada una sucesión básica {en}, para cada x ∈ [en] y para cada interva-

lo de números enteros I, llamamos x|I =
∑
n∈I e∗n(x)en, siempre que esta

suma exista.

El símplex de Poulsen, denotado por P es el conjunto en `2 construi-

do en [33]. P es un símplex metrizable y compacto de Choquet y, salvo

homeomorfismos afines, P es el único símplex, metrizable y compacto de

Choquet satisfaciendo que Ext(K) = K [20]. Presentamos ahora brevemen-

te el símplex de Poulsen.

Construimos símplices Sn en el espacio euclídeo Rn, embebido en `2

de manera natural.

Sea S1 = [0,1/2] y S2 = co (S1 ∪ (0,1/2)) ⊂ R2.

Ahora elegimos puntos y3, . . . , yk ∈ S2 formando una 2−2-red para S2,

es decir, cada punto de S2 dista de algún yi menos de 2−2.

Hacemos ahora z` = y` + 2−`e` para cada 3 ≤ ` ≤ k, donde e` denota

el `-ésimo vector de la base usual de R`.
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Definimos S` = co (S2 ∪ {z3, . . . , z`}) ⊂ R` para 3 ≤ ` ≤ k. Ahora elegi-

mos una 2−k-red de Sk y definimos Sk+1 por el mismo procedimiento.

Es claro que Sn es un símplex finito-dimensional de Rn. Definimos fi-

nalmente el símplex de Poulsen como P = ∪nSn

Empezamos con la definición de un P{vn}-conjunto. Cuando {vn} es la

base usual de c0, la familia de P{vn}-conjuntos coincide, topológicamente

hablando, con el P0-símplex construido en [1]. La idea de la definición,

que difiere de la de P0-símplex hecha en [1], es aislar las propiedades del

símplex de Poulsen para que, con hipótesis adicionales, el nuevo conjunto

falle la CPCP, como se verá más adelante.

Definición 3.1. Sea X un espacio de Banach. Fijamos:

i) Una sucesión nula {εn} de números estrictamente positivos.

ii) Sucesiones {gj}j , {aj}j de X con g1 = a1.

iii) Una sucesión estrictamente creciente {ln} ⊂ N con l1 = 1 y sea l0 =
0.

Definimos:

Una sucesión estrictamente creciente {mn} de números naturales

por m1 = 1 y mn+1 =mn + ln para todo n ∈ N y sea m0 = 0.

Una sucesión {vj} ⊂ X por v1 = a1 y vj = aj − gj−mn−1 para todo

j ∈ N\{1}, siendo n el único número natural tal quemn−1 < j ≤mn.

Definimos ahora Kn = co
{
aj : 1 ≤ j ≤mn

}
y K =

⋃
n∈NKn.

Nótese que K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ Kn ⊂ · · · .

Nótese también que:
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a) K = co
{
aj : j ∈ N

}
.

b) Kn es cerrado y convexo para cada n.

c) K no es necesariamente acotado, en general.

Definimos un P{vn}-conjunto, como un tal conjunto K siempre que ade-

más para cada n ∈ N se verifique:

d) gj ∈ Kn para todo j con ln−1 < j ≤ ln.

Obsérvese que al ser K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ Kn, tenemos que gj ∈ Kn para

1 ≤ j ≤ ln, ∀n ∈ N.

e) {gj}ln−1<j≤ln es una εn-red para Kn, es decir, Kn ⊂
⋃ln
i=ln−1+1 B(gi, εn).

Decimos que K es un P{vn}-conjunto débil nulo, siguiendo la definición

anterior, cuando para cada j ∈ N se cumpla que
{
vmn+j

}
n

w
-→ 0 (Obsér-

vese que dado j, el vector vmn+j está definido para n suficientemente

grande).

Nótese que, siguiendo esta definición, se tiene:

f) Kn ⊂ lin {vk : 1 ≤ k ≤mn} para todo n ∈ N. Lo haremos por induc-

ción sobre n.

i) K1 = co{a1} = co{v1} ⊂ lin{v1}, ya que m1 = 1

ii) Supongamos que Kn ⊂ lin {vk : 1 ≤ k ≤mn}. Por definición,

Kn+1 = co {ak : 1 ≤ k ≤mn+1}

= co
{{
aj : 1 ≤ j ≤mn

}
∪
{
aj : mn + 1 ≤ j ≤mn+1

}}
= co

{
Kn ∪ co

{
aj : mn + 1 ≤ j ≤mn+1

}}
.
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Ahora bien, si mn + 1 ≤ j ≤ mn+1, entonces aj = vj − gj−mn ,

donde vj ∈ lin{vk : 1 ≤ k ≤mn+1} y gj−mn ∈ Kn ⊂ lin{vk : 1 ≤
k ≤ mn}, pues 1 ≤ j −mn ≤ ln. Es decir, Kn+1 ⊂ lin{ak : 1 ≤
k ≤mn+1}.

g) K =
{
gn
}
n≥n0

para todo n0 ∈ N.

h) Si K es acotado en norma, entonces supn ‖vn‖ < +∞, pues vj =
aj − gj−mn para mn < j ≤mn+1 y aj, gj−mn ∈ Kmn+1 .

Obsérvese también que:

{aj}m0<j≤m1 = {a1} = {v1} = {g1}

{aj}m1<j≤m2 = {a2} = {v1 + g1}

En general, si n ≥ 2 el conjunto {aj}mn<j≤mn+1 tiene ln vectores, que

son
amn+1 = vmn+1 + g1,

amn+2 = vmn+2 + g2,

. . .

amn+ln = amn+1 = vmn+1 + gln .

(3.1)

i) Supongamos por un momento que {vn} es una sucesión básica con

sucesión de funcionales biortogonales {v∗n}. Entonces v∗n (K) ≥ 0

para cada n y además Pn (Kn+1) = Kn, donde Pn denota la proyección

n-ésima de la sucesión básica {vn}.

Para ello, veamos que v∗i (Kn) ≥ 0 para cada i y para cada n. Eso

es cierto si n = 1, ya que K1 = {a1} = {v1} = {g1}, por definición.

Ahora, supuesto cierto para p ≤ n, obsérvese que v∗i (gj) ≥ 0 para

cada i y para cada 1 ≤ j ≤ ln, ya que {gj}lp−1<j≤lp es una εp-red de

Kp para cada p, por e). Además v∗i (aj) ≥ 0 para cada i si j ≤mn, ya

que, por definición, Kp = co
{
aj : 1 ≤ j ≤mp

}
para cada p.
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Como, según se ha dicho en h), de (3.1) deducimos que v∗i (aj) ≥
0 para cada i si j ≤ mn+1 y, por tanto, que v∗i (Kn+1) ≥ 0. Esto

demuestra que v∗n (K) ≥ 0 para cada n, por la definición de K.

Justificamos ahora que Pn (Kn+1) = Kn.

Un punto de Kn+1 es, por definición, una combinación convexa de

{ai} con 1 ≤ i ≤ amn+1 , pero amn+i = vmn+i + gi para 1 ≤ i ≤ ln
(recuérdese que mn+1 = mn + ln) y gi ∈ Kn si 1 ≤ i ≤ ln. Como

Kn = co
(
a1, . . . , amn

)
, se obtiene que Pn (Kn+1) ∈ Kn. Por otro lado,

como Kn ⊂ Kn+1, llegamos a que Pn (Kn+1) = Kn.

En general, si K es un P{vn}-conjunto, la sucesión {vn} no es nece-

sariamente una sucesión básica. Una de las claves de nuestro resultado

principal será la construcción, bajo ciertas hipótesis, de un P{vn}-conjunto

acotado, donde {vn} es una sucesión básica seminormalizada.

El próximo lema prueba que un P{vn}-conjunto con propiedades adicio-

nales falla la CPCP.

Lema 3.2. Si K es un P{vn}-conjunto acotado y débil nulo con ı́nf
n∈N
‖vn‖ > 0,

entonces K falla la CPCP.

Demostración. Tomemos j ∈ N, entonces existe n0 ∈ N tal que mn + j <
mn+1 para todo n ≥ n0, ya que mn+1 = mn + ln y {ln} es estrictamente

creciente. Además, por definición sabemos que gj + vmn+j = amn+j ∈ K
para todo n ≥ n0.

Como K es un P{vn}-conjunto débil nulo, entonces{
amn+j

}
=
{
gj + vmn+j

} w
-→ gj ∀j ∈ N.

Pero, por otro lado,∥∥amn+j − gj∥∥ = ∥∥vmn+j∥∥ > δ > 0 ∀n ≥ n0.
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Obsérvese que gj no es punto de (ω− ‖·‖)-continuidad y esto para cual-

quier j ∈ N.

Sabemos que K =
{
gj : j ∈ N

}‖·‖
=
{
gj : j ∈ N

}w
, por ser K convexo.

Por otro lado, como K es convexo, K = Kw y, como K es cerrado,

K = K = Kw , o sea, K es w-cerrado y al ser gj ∈ K ∀j ∈ N, entonces{
gj : j ∈ N

}w
⊂ K. Luego K =

{
gj : j ∈ N

}w
.

Sea ahora U unω-abierto relativo de K. Entonces existe gj ∈ U y existe

n1 ∈ N tal que amn+j ∈ U para todo n > n1 y n ≥ n0 y, como además∥∥amn+j − gj∥∥ > δ, se tiene que diam(U) > δ y, por tanto, K falla la CPCP.

3.2. Caracterización local de la CPCP sin copias

de `1

Nuestro principal resultado es una caracterización local de la CPCP en

términos de P{vn}-conjuntos.

En particular, empezando con un subconjunto C cerrado, acotado y

convexo de un espacio de Banach X y suponiendo que C falla la CPCP y

no contiene sucesiones equivalentes a la base usual de `1, se prueba que

es posible construir un P{vn}-conjunto w-nulo en C , donde {vn} es una

sucesión básica seminormalizada.

Esto también está probado en [22], suponiendo que X es un espacio As-

plund, lo cual es una hipótesis más fuerte que suponer que C no contiene

sucesiones equivalentes a la base usual de `1.

Además la hipótesis en [22] es global, esto es en X, y nuestra hipótesis

es local, o sea en C .
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La construcción en el siguiente teorema comparte el mismo esquema

que la hecha en [22], pero hay una importante diferencia entre ambas, el

P{vn}-conjunto construido en [22] se obtiene porque se supone un ambien-

te Asplund, siendo {vn} una sucesión básica seminormalizada shrinking

y entonces {vn} es una sucesión w-nula.

Esta demostración no funciona si sólo se supone que el espacio de Ba-

nach no contiene copias de `1, ya que existen espacios de Banach sin co-

pias de `1 que no tienen sucesiones básicas shrinking. De hecho, en [16] se

construye un espacio de Banach G sin copias de `1 tal que cada subespa-

cio infinito-dimensional separable tiene un dual no separable y entonces

no hay sucesiones básicas shrinking en G. Recordemos que el subespacio

generado por una sucesión básica shrinking tiene siempre dual separable.

Nosotros tomamos una condición más débil, que es la definición de

P{vn}-conjunto w-nulo.

Probamos ahora la caracterización antes mencionada, donde se prueba

también, hablando coloquialmente, que los espacios de Banach con dual

separable que fallan la CPCP, contienen un símplex especial de Poulsen

en su bidual. De hecho, lo que se consigue es un P{vn}-conjunto que es la

X-parte de una copia del símplex de Poulsen en el bidual, extendiendo así

lo que se hace en [1] para c0.

Teorema 3.3. Sea C un subconjunto cerrado, acotado y convexo de un es-

pacio de Banach X. Supongamos que C no contiene sucesiones equivalentes

a la base usual de `1. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalen-

tes;

i) C falla la CPCP.

ii) Existe una sucesión básica seminormalizada {vn} en X, tal que C

contiene un P{vn}-conjunto w-nulo.
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Además, si X∗ es separable, entonces P{vn}
w∗

, el cierre en la topología

w∗ del P{vn}-conjunto en X∗∗, es afínmente w∗-homeomorfo al símplex de

Poulsen.

Demostración. i) ⇒ ii)

Supongamos que C falla la CPCP. Por el Lema 1.9 podemos suponer

que C es cerrado, acotado, convexo y separable, que falla la CPCP y no

contiene sucesiones equivalentes a la base usual de `1. Ahora bien, co-

mo la envolvente lineal cerrada de C es un subespacio separable de X,

podemos suponer que X lo es.

Por tanto X se embebe isométricamente en un espacio de Banach Z con

una base monótona normalizada {en} con funcionales asociados {fn}.

Tomemos por ejemplo Z = C[0,1], el espacio de las funciones conti-

nuas en [0,1] con la norma del supremo.

Como C falla la CPCP, podemos encontrar, por el Lema 1.5, un subcon-

junto convexo A ⊂ C y un número δ > 0 tales que cada w-abierto relativo

de A tenga diámetro mayor que 2δ y, por tanto, a ∈ A \ B(a,δ)w ∀a ∈ A.

Ahora, para cada a ∈ A, fijamos una sucesión
{
yaj
}
⊂ A \ B(a,δ) ve-

rificando que
{
yaj
}

w
-→ a. Fijamos también una sucesión {δj} de números

positivos, tal que 2
∑∞
j=1 δj < 1, y sea {εn} una sucesión nula decreciente

de números positivos.

Fijada la sucesión {εn} construimos un P{vn}-conjunto w-nulo conte-

nido en C , para alguna sucesión básica seminormalizada {vn}. Para esto

construiremos inductivamente:

i) Una sucesión {ln} de enteros positivos, estrictamente creciente con

l1 = 1 y ponemos l0 = 0.
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ii) Conjuntos {rj}mn−1<j≤mn tales que {rj} es una sucesión de enteros,

estrictamente creciente y ponemos r0 = 0.

iii) Conjuntos {gj}mn−1<j≤mn tales que {gj} es una sucesión de A.

iv) Conjuntos {uj}mn−1<j≤mn tales que {uj} es una sucesión de Z .

v) Conjuntos {aj}mn−1<j≤mn tales que {aj} es una sucesión en A con

a1 = g1.

Así siguiendo la Definición 3.1, definimos de i),iii) y v) las correspondien-

tes

vi) sucesión estrictamente creciente de enteros {mn},

vii) subconjuntos {vj}mn−1<j≤mn en X,

viii) sucesión {Kn} de subconjuntos de X.

Entonces tenemos que:

ix) uj ∈
[
ei : rj−1 < i ≤ rj

]
x)
∥∥uj − vj∥∥ < δj

xi)
∥∥vj∥∥ > δ/2

xii) gj ∈ Kn para todo j con ln−1 < j ≤ ln

xiii) {gj}ln−1<j≤ln es una εn-red de Kn.

xiv) Para cada j ∈ N existe algún g ∈ A y pj ∈ N tales que aj = ygpj y

{pj} es estrictamente creciente.
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Comencemos la inducción con n = 1 y notemos l0 = 0 = m0 y

l1 = 1 = m1. Es claro que diam (A) > 2δ y, por tanto, existe a0 ∈ A
con ‖a0‖ > δ.

Ahora como a0 ∈ A \ B(a0, δ)
w

, elegimos p1 ∈ N tal que
∥∥ya0

p1

∥∥ >
δ/2, lo que es posible, ya que {ya0

j }
w
-→ a0.

Pongamos v1 = a1 = g1 = ya0
p1 y K1 = {a1}.

Tomemos r1 > r0 = 0 tal que ‖v1|(r1,+∞)‖ < δ1 y hagamos u1 =
v1|[1,r1].

Comprobamos que se verifican de ix) a xiv).

ix) u1 =
r1∑
j=1

fj(v1)ej ∈ [ei : r0 < i ≤ r1].

x) ‖u1 − v1‖ =

∥∥∥∥∥∥ ∑j>r1

fj(v1)ej

∥∥∥∥∥∥ = ‖v1|(r1,+∞)‖ < δ1.

xi) ‖v1‖ = ‖ya0
p1‖ > δ/2.

xii) l0 = 0, l1 = 1, l0 < j ≤ l1 ⇒ j = 1 {g1} = {a1} = K1.

xiii) {g1} = K1 es una ε1-red para K1.

xiv) Sólo hemos definido p1 con a1 = ya0
p1 .

Esto finaliza el primer paso de la construcción inductiva.

Para n = 2 tenemos m2 =m1 + l1 = 2 y si m1 < j ≤m2, entonces

1 < j ≤ 2⇒ j = 2.

Definimos

Vnj = V 2
2 =

r1⋂
k=1

{
a ∈ A : fk(a− g1) <

δ2

2r1

}
.
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V 2
2 es un w-abierto relativo de A con g1 ∈ V 2

2 y diam
(
V 2

2

)
> 2δ.

Hemos fijado {yg1
j } ⊂ A \ B(g1, δ) con {yg1

j }
w
-→ g1. Entonces existe

p2 > p1 tal que yg1
p2 ∈ V 2

2 ⊂ A. Pongamos a2 = yg1
p2 y v2 = a2 − g1,

entonces

∥∥v2|[1,r1]
∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
r1∑
k=1

fk(v2)ek

∥∥∥∥∥∥ ≤
r1∑
k=1

∣∣fk(v2)
∣∣

=
r1∑
k=1

∣∣fk (a2 − g1
)∣∣

<
r1δ2

2r1
= δ2

2
.

Tomemos r2 > r1 tal que ‖v2|(r2,+∞)‖ < δ2/2 y pongamos u2 =
v2|(r1,r2].

Definimos K2 = co {ak : 1 ≤ k ≤m2} = co {a1, a2}.

Por ser K2 la envolvente convexa de un número finito de puntos,

existen l2 > l1 y {gj}l1<j≤l2 en K2 tales que {gj}l1<j≤l2 es una ε2-red

para K2.

Sea n > 2 y supongamos que hemos construido

{lj}1≤j≤n, {rj}1≤j≤mn , {pj}1≤j≤mn ,

{aj}1≤j≤mn , {uj}1≤j≤mn , {gj}1≤j≤ln

De hecho, mn+1 = 1+
∑n
j=1 lj .

Ahora construiremos

{rj}mn<j≤mn+1 , {pj}mn<j≤mn+1 , {uj}mn<j≤mn+1 .

Tomemos j ∈ {mn + 1, . . . ,mn+1}.

Si j =mn+1, entonces rj−1 y pj−1 ya han sido construidos. Podemos

suponer pues que, para j ∈ {mn + 1, . . . ,mn+1}, rj−1 y pj−1 ya han

sido construidos.
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Definimos

Vnj =
rj−1⋂
k=1

{
a ∈ A : fk

(
a− gj−mn

)
<

δj
2rj−1

}

Es claro que Vnj es un w-abierto relativo de A que contiene a gj−mn
y que diam

(
Vnj
)
> 2δ. Hemos fijado {ygj−mnp } ⊂ A \ B(gj−mn , δ) con

{ygj−mnp } w
-→ gj−mn , entonces existe pj > pj−1 tal que y

gj−mn
pj ∈ Vnj ⊂

A. Pongamos aj = y
gj−mn
pj y vj = aj − gj−mn . Entonces

∥∥∥vj|[1,rj−1]

∥∥∥ =
∥∥∥∥∥∥
rj−1∑
k=1

fk
(
vj
)
k

∥∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥∥
rj−1∑
k=1

∣∣fk (vj)∣∣
∥∥∥∥∥∥

=
rj−1∑
k=1

∣∣fk (aj − gj−mn)∣∣ < rj−1δj
2rj−1

= δj
2
.

Tomemos rj > rj−1 tal que ‖vj|(rj ,+∞)‖ < δj/2 y pongamos uj =
vj|(rj−1,rj].

Esto completa la construcción de los conjuntos

{rj}mn<j≤mn+1 , {pj}mn<j≤mn+1 , {uj}mn<j≤mn+1{aj}mn<j≤n+1 .

Definimos Kn+1 = co {ak : 1 ≤ k ≤mn+1}. Entonces existen ln+1 > ln
y {gj}ln<j≤ln+1 en Kn+1 tales que {gj}ln<j≤ln+1 es una εn+1-red para

Kn+1. Esto completa la construcción inductiva.

Ahora haciendo K = co {an : n ∈ N}, es claro que K es un P{vn}-conjun-

to contenido en C , donde {vn} es una sucesión básica seminormalizada

equivalente al bloque básico {un} de la base {en} por ix), x) y xi).

Nótese que

∥∥uj − vj∥∥ = ∥∥∥vj|[1,rj−1] + vj|(rj+∞)
∥∥∥ ≤ δj

2
+ δj

2
= δj
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y también ∥∥vj∥∥ = ∥∥aj − gj−mn∥∥ = ∥∥∥ygj−mnpj − gj−mn
∥∥∥ ≥ δ > δ

2

pues y
gj−mn
pj ∈ A \ B(gj−mn , δ).

Veamos que K es un P{vn}-conjunto w-nulo. Tomemos j ∈ N. Entonces

existe n0 ∈ N tal que mn + j < mn+1 para todo n ≥ n0. Además, de la

definición sabemos que gj + vmn+j = amn+j ∈ K para cualquier n ≥ n0.

Por la construcción de {an} es claro que amn+j = y
gj
pmn+j para n ≥ n0

y que {ypmn+j}
w
-→ gj . Por tanto, {vmnj} = {amn+j − gj}

w
-→ 0 y esto para

cualquier j ∈ N. En consecuencia, K es un P{vn}-conjunto ω-nulo.

ii) ⇒ i)

Si K es un P{vn}-conjunto w-nulo contenido en C siendo {vn} semi-

normalizada, entonces ı́nfn ‖vn‖ > 0 y K es acotado. Entonces, por el

Lema 3.2, K falla la CPCP y, por tanto, C falla la CPCP.

Demostramos ahora que Kw
∗

es afínmente homeomorfo al símplex de

Poulsen, suponiendo que X∗ es separable. Por la universalidad del sím-

plex de Poulsen ya comentada, esto es equivalente a decir que Kw
∗

es un

símplex de Choquet cuyos puntos extremos son w∗-densos.

Comencemos probando que Kw
∗

es un símplex de Choquet. Al ser X∗

separable, la sucesión básica {vn} obtenida en la demostración anterior

se puede suponer shrinking, ya que se ha obtenido como bloque básico

de la base del espacio Z donde hemos embebido X, y en este caso, X∗ es

separable, la base de Z se puede suponer shrinking, por [39]. Como K es

un P{vn}-conjunto, tenemos, siguiendo la definición, que K = ∪nKn.

Consideremos, para cada n ∈ N la proyección natural que denotamos

Pn : [vn]∗∗ → [vi : 1 ≤ i ≤mn] y que no es más que la doble adjunta

de la correspondiente proyección básica de [vn] sobre las primeras mn
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coordenadas. Recordemos que la sucesión {mn} viene asociada a K, según

la definición de P{vn}-conjunto.

Del apartado i) en la definición de P{vn}-símplex tenemos para m > n

que Pn(Km) = Kn, de donde Pn(K) = Kn para cada n. Llamemos πn a

la restricción de Pn a Kn+1 y Ω = lim←----------------------------------- ({Kn}, {πn}), el límite inverso del

sistema (Kn, πn). Es sabido que Ω es un símplex de Choquet, según se

vio en la segunda sección del primer capítulo, y que Ω es el conjunto

de sucesiones {wn}n ∈ ([vn]∗∗,w∗)N con wn ∈ Kn y wn = πn(wn+1)

para cada n. En Ω se considera la topología producto de ([vn]∗∗,w∗)N

inducida, con la que Ω es un subconjunto compacto y convexo.

Basta entonces comprobar que Ω y Kw
∗

son afínmente homeomor-

fos para deducir que Kw
∗

es un símplex de Choquet. Para esto definimos

f : Kw
∗
→ Ω mediante f(x∗∗) = {Pn (x∗∗)}n para cada x∗∗ ∈ Kw

∗
. Clara-

mente f está bien definida, es afín y continua.

Si w = {wn} ∈ Ω, como Pn(wm) = wn si m > n, podemos definir

x∗∗ = w∗ − ĺımn wn y obtenemos que x∗∗ ∈ Kw
∗

con f(x∗∗) = w. Por

tanto f es sobreyectiva. La existencia del límitew∗− ĺımn wn (ver 1.12) se

debe al hecho de que la sucesión {wn} es una sucesión de sumas parciales

de la forma
{∑mn

i=1 λivi
}
, ya que Pn(wn+1) = wn para cada n. Como {wn}

es acotada, por ser wn ∈ Kn, se obtiene la existencia del límite ĺımn wn
para la topología w∗ del hecho de que {vn} es shrinking.

Para comprobar la inyectividad de f , tomemos x∗∗, y∗∗ ∈ Kw
∗

con

f(x∗∗) = f(y∗∗). Entonces Pn(x∗∗) = Pn(y∗∗) para cada n y deducimos

que

x∗∗ = w∗ − ĺım
n
Pn (x∗∗) = w∗ − ĺım

n
Pn
(
y∗∗

)
= y∗∗,

gracias a que {vn} es shrinking, con lo que se demuestra la inyectividad

de f y, por tanto, que Kw
∗

es un símplex de Choquet, al ser afínmente
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homeomorfo a Ω.

Vayamos finalmente ahora a probar que el conjunto de puntos extre-

mos de Kw
∗

es w∗-denso.

Siguiendo la definición de P{vn}-conjunto, se tiene que
{
aj
}

1≤j≤mn ⊂
Ext(Kn) para cada n ∈ N. Ahora veamos que Kn es una cara, subconjunto

extremal, de Kw
∗

para cada n. Si α, β ∈ Kw
∗

y α+β
2 ∈ Kn, entonces v∗i (α) =

v∗i (β) = 0 siempre que mn < i. Teniendo en cuenta que v∗i
(
Kw

∗)
⊂ R+0 ,

por ser v∗i (K) ⊂ R+0 para cada i (ver i) en la definición de P{vn}-conjunto),

deducimos que α,β ∈ Kn. Entonces
{
aj
}

1≤j≤mn ⊂ Ext(Kn) ⊂ Ext(Kw
∗
)

para cada n ∈ N. Pero K es P{vn}-conjunto débil nulo y, por tanto,

{gi} ⊂
∞⋃
n=1

Ext (Kn)
w∗

⊂ Ext
(
Kw

∗)w∗
.

Como {gi} es denso en K, deducimos que el conjunto de puntos extremos

de Kw
∗

esw∗-denso en Kw
∗
, como se quería. Esto finaliza la demostración

de que Kw
∗

es afínmente w∗-homeomorfo al símplex de Poulsen, si X∗ es

separable.

Por supuesto, es posible demostrar que el conjunto Kw
∗

en el teorema

anterior es afínmente w∗-homeomorfo al símplex de Poulsen, si X es un

espacio de Asplund sin la CPCP. Para ello, recuérdese que la CPCP está

separablemente determinada para subconjuntos, lema 1.9, y que el dual

de un subespacio separable de un espacio de Asplund es separable. Sin

embargo, no sabemos si esto se puede hacer también en el ambiente de

los espacios de Banach sin copias de `1.

Finalizamos este capítulo con una nueva respuesta parcial al problema

de la determinación por subespacios con base de la CPCP, consecuencia

inmediata de lo hecho hasta ahora.
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Corolario 3.4. Sea X un espacio de Banach sin subespacios isomorfos a `1.

Entonces X verifica la CPCP si, y sólo si, cada subespacio con base de X

verifica la CPCP.

Demostración. La condición necesaria es evidente. Para la suficiente, si

X falla la CPCP, se tiene que BX falla la CPCP y, aplicando el resultado

anterior, se obtiene un P{vn}-conjunto w-nulo K en BX , siendo {vn} una

sucesión básica seminormalizada. Como K vive en el subespacio generado

por {vn}, que es un subespacio con base de X, y K falla la CPCP, también

por el teorema anterior, se obtiene un subespacio con base de X sin CPCP.
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