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Introduccion

La memoria que presentamos se enmarca dentro de la teoria de espa-
cios de Banach. Mas concretamente estudia dos propiedades isomorficas
estrechamente relacionadas con la bien conocida propiedad de Radon-
Nikodym en espacios de Banach. Por poner dos ejemplos concretos sobre
la importancia de la propiedad de Radon-Nikodym, digamos que es la hi-
potesis sobre un espacio de Banach para que el teorema fundamental del
calculo para la integral de Lebesgue y el teorema de Cauchy, sobre existen-
cia local de solucion para un problema de valores iniciales, sigan siendo
validos en dicho espacio.

Recordamos que un espacio de Banach verifica la propiedad del pun-
to de continuidad (PCP) si cada subconjunto cerrado, acotado y no vacio
contiene un punto con una base entornos relativos comun para la topolo-
gia débil y norma. Se dice que un espacio de Banach verifica la propiedad
del punto de continuidad convexa (CPCP) si exigimos que lo anterior se

verifique para cada subconjunto cerrado, acotado, convexo y no vacio.

Es conocido que la propiedad de Radon-Nikodym implica la PCP y ésta,
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a su vez, implica la CPCP. Sin embargo, los reciprocos son falsos.

Fue Bourgain quien introdujo estas propiedades para tratar de resolver
el problema de la determinacion por subespacios con base de la propiedad
de Radon-Nikodym, problema que surge de forma natural al tratar de en-
contrar caracterizaciones secuenciales satisfactorias de dicha propiedad.
Finalmente Bourgain consigue probar algo mas débil que implica la deter-
minacion por subespacios separables de la propiedad de Radon-Nikodym.
Para ello resulta crucial el uso de la PCP, o la CPCP. Se abre entonces el
problema de si la CPCP, o la PCP, estan determinadas por subespacios con
base, quedando abierto el mismo problema sobre la propiedad de Radon-
Nikodym.

Son muchos los autores que han abordado estos problemas, pero que-

remos destacar las dos aportaciones mas recientes al estudio de la PCP.

Por un lado H.P. Rosenthal prueba que toda sucesion basica seminor-
malizada en un espacio de Banach con la PCP admite una subsucesion
acotadamente completa, siendo falso el reciproco, aun para espacios de
Banach sin copias de ¥;. Es conocido que los espacios duales separables
verifican la PCP, mientras que ¢y o L1[0, 1] no la verifican.

Por otro lado, V. Fonf demuestra que un espacio de Banach con dual
separable verifica la PCP si, y solo si, cada arbol w-nulo en la esfera unidad
del espacio tiene alguna rama acotadamente completa.

Aunque era conocido que los espacios con la PCP contienen sucesiones
acotadamente completas y, por tanto, subespacios duales, el resultado de
Rosenthal es el primero que conocemos que, de alguna manera, dice algo
sobre el nimero de sucesiones acotadamente completas que ha de conte-
ner un espacio de Banach con la PCP. Obsérvese ademas que de haber sido
cierto el reciproco del resultado de Rosenthal, se habria resuelto afirma-
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tivamente el problema de la determinacion por subespacios con base de
la PCP. En definitiva, resultaria interesante disponer de caracterizaciones
secuenciales, 1o mas generales posibles de la PCP.

El uso de arboles, en vez de sucesiones, es satisfactorio en el resul-
tado de Fonf, aunque el ambiente de espacio con dual separable resulta
restrictivo.

Tras un primer capitulo de caracter introductorio en el que contextua-
lizamos los problemas tratados y presentamos los resultados conocidos
que nos seran de utilidad para el desarrollo de las aportaciones de esta
memoria, obtenemos en el segundo capitulo dos caracterizaciones de la
PCP en términos de arboles.

La primera de ellas es en el ambiente de espacios sin subespacios iso-
morfos de ¥¢;, donde es sabido que la topologia débil tiene un comporta-
miento metrizable. En este caso se prueba, con una demostracion diferen-
te, que el resultado de Fonf sigue siendo cierto sin ¥;-copias y, que, en el
caso de espacio con dual separable, se puede precisar por qué un espacio
falla la PCP.

Sea X un espacio de Banach sin copias de €. Entonces X ve-
rvifica la PCP si, y solo si, cada drbol basico seminormalizado y
w-nulo en X tiene alguna rama acotadamente completa. Ade-
mas, en el caso de que X* sea separable, existe un subconjunto
cerrado, acotado y convexo en X cuyo cierre w* en X** es afin-
mente w*-homeomorfo al simplex de Poulsen sobre el conjunto
de Cantor, My ({0, 1}V), el conjunto de medidas de probabilidad

Borel regulares sobre el conjunto de Cantor {0,1}N.

Obsérvese que como consecuencia de la equivalencia anterior se obtie-

ne que la PCP esta determinada por subespacios con base en espacios sin
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copias de ¥;, un resultado de N. Ghoussoub y B. Maurey.

La segunda caracterizacion que se presenta en el capitulo segundo es
en ambiente general. Para ello introducimos el concepto de arbol topolo-

gicamente w-nulo y se demuestra lo siguiente:

Sea X un espacio de Banach. Entonces X tiene la PCP si, y
solo si, cada arbol seminormalizado y topologicamente w -nulo

en X tiene alguna rama acotadamente completa.

Al hilo de este resultado planteamos la siguiente pregunta:

;Contiene cada arbol seminormaizado y topoldgicamente w-nulo en
un espacio de Banach un subarbol basico y topologicamente w-nulo de
forma que cada rama del subarbol sea rama del arbol original?

Una respuesta afirmativa a esta pregunta resolveria, a tenor del resul-
tado anterior, el problema de la determinacion por subespacios con base
de la PCP.

Si se quiere se puede trasladar la pregunta al ambiente de sucesiones:

Supongamos que {x,} es una sucesion en la esfera unidad de un es-
. v 3w .
pacio de Banach X, de forma que 0 € {x,,: n € N} . jExiste una subsuce-
sion basica de forma que todavia 0 esté en su cierre débil? (Es conocido

que siempre existe una subsucesion basica)

En el Capitulo 2 estudiamos la CPCP. Para ello definimos los Py,,;-
conjuntos w-nulos, que son, de alguna manera, conjuntos que se pueden
definir en cualquier espacio de Banach a partir del esquema seguido por
Poulsen para definir el bien conocido simplex de Poulsen, universal entre
los simplices con conjunto de extremos denso. El origen de esta definicion
se encuentra en un trabajo de S. Argyros, E. Odell y H.P. Rosenthal basado

en el espacio cy.
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Encontramos entonces la siguiente caracterizacion de la CPCP.

Sea X un espacio de Banach sin subespacios isomorfos a ;.
Entonces X falla la CPCP si, y solo si, X contiene un subconjunto
cerrado acotado y convexo K en X afinmente homeomorfo a un
P,y -conjunto w -nulo. Ademadas, en caso de que X* es separable,
fw* es w*-afinmente homeomorfo al simplex de Poulsen.

Como consecuencia del resultado anterior se obtiene que la CPCP esta
determinada por subespacios con base en el ambiente de los espacios sin
copias de 1, lo que constituye una nueva respuesta parcial al problema

de la determinacion por subespacios con base de la CPCP.

Por ultimo, nos gustaria indicar que los resultados que aparecen en

esta tesis aparecen en [25-28].

Quiero expresar mi mas profundo agradecimiento al director de esta
tesis, D. Ginés Lopez Pérez, por todo el apoyo y el animo que me ha dedica-
do durante los ultimos aflos. También quiero agradecer la disposicion que
han mostrado en la escritura de esta memoria a D. José Antonio Soler Ol-
mos y D. Eduardo Nieto Arco y, por supuesto, mi sincero agradecimiento
a D. Jeronimo Alaminos Prats por todo el tiempo, interés y conocimiento

que ha puesto en el resultado final de este trabajo.
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CAPiTULO 1

Propiedades del punto de continuidad en espacios

de Banach

El objetivo de este capitulo es introducir las propiedades del punto
de continuidad y punto de continuidad convexa en relacion con la bien
conocida propiedad de Radon-Nikodym en espacios de Banach. También
ha de ser entendido como un capitulo introductorio en el que se recogeran
los resultados conocidos necesarios para el posterior desarrollo de los
siguientes capitulos.

Comenzamos dando las definiciones formales.

Definicion 1.1. Sea C un subconjunto cerrado, acotado y no vacio de un
espacio de Banach X.

i) Se dice que C tiene la propiedad del punto de continuidad (PCP) si
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cada subconjunto A cerrado y no vacio de C contiene un punto x € A
que es de débil-norma continuidad, es decir, la aplicacion identidad,
de A con la topologia débil en A con la topologia de la norma, es
continua en x.

ii) Sea ahora C un subconjunto cerrado, acotado, convexo y no vacio
de X. Se dice que C tiene la propiedad del punto de continuidad
convexa (CPCP) si cada subconjunto cerrado, convexo y no vacio de
C tiene algun punto de débil-norma continuidad.

iii) Diremos que X tiene la PCP (resp. CPCP) si la bola unidad cerrada de
X, By, verifica la PCP (resp. CPCP).

Es claro de la definicion que los espacios con la PCP verifican la CPCP,
no siendo cierto el reciproco [1]. Por otro lado la bien conocida propiedad
de Radon-Nikodym (RNP) implica la PCP, ya que la RNP se caracteriza me-
diante la abundancia de puntos dientes, puntos que son a la vez extremos

y de débil-norma continuidad. El reciproco es otra vez falso [3].

Es bien conocida la importancia de la propiedad de Radon-Nikodym en
la teoria de espacios de Banach. Como ejemplos de ello, digamos que el
teorema fundamental del calculo para la integral de Lebesgue, que afirma
que toda funcion absolutamente continua es derivable casi por doquier
y coincide con la integral de su derivada, es un enunciado equivalente al
clasico teorema de Radon-Nikodym, y que, los espacios de Banach con la
RNP son aquellos donde el teorema anterior sigue siendo valido. Por otro
lado, la validez del teorema de Cauchy sobre la existencia de solucion
local de un problema de valores iniciales en el ambiente de espacios de
Banach lleva usualmente la hipo6tesis de que el espacio verifique la RNP.
Sin embargo, no conocemos caracterizaciones secuenciales satisfactorias
de la RNP. Sabemos que la RNP es una propiedad isomorfica, depende en



exclusiva de la topologia de la norma, que pasa a subespacios. Bourgain
se planteo el problema de si la RNP esta determinada por subespacios con
base Schauder, es decir, si un espacio de Banach es tal que cada subes-
pacio con una base Schauder verifica la RNP, ;podemos asegurar que el
espacio verifica la RNP? Por poner un ejemplo, es conocido que la reflexi-

vidad esta determinada por subespacios con base.

Bourgain no consiguio resolver el problema de la determinacion por
subespacios con base de la RNP, sin embargo consiguio probar que la RNP
esta determinada por subespacios con una descomposicion finito dimen-
sional [3], un concepto mas general que el de base Schauder, lo que a su
vez implica que la RNP esta determinada por los subespacios separables.
Para ello Bourgain introdujo la PCP en [3] y atac6 la demostracion primero
para la PCP, es decir, empez6 suponiendo un espacio de Banach sin PCP,
lo que implica el fallo de la RNP, consiguiendo encontrar un subespacio
con una descomposicion finito dimensional sin PCP y, por tanto, sin RNP.
Después se puso en el ambiente de un espacio sin RNP, pero verificando
la PCP, para encontrar de nuevo un subespacio con una descomposicion
finito dimensional sin RNP. Estos resultados de Bourgain se consiguieron
demostrar en [17] para la CPCP. Es entonces natural preguntarse, como
el propio Bourgain hizo [3], si la PCP o la CPCP estan determinadas por
subespacios con base, lo que hoy en dia es un problema abierto, ya que
la respuesta a estos problemas abriria camino al problema de la RNP. Se
sabe por ejemplo que la PCP esta determinada por subespacios con ba-
se para espacios sin copias de ¥¢; [12] y que la CPCP esta determinada
por subespacios con base para espacios de Asplund [22]. Sobre la RNP el
unico resultado positivo que conocemos es el dado por Bourgain [3], en
el que demuestra que la RNP esta determinada por subespacios con ba-

se en el ambiente de los espacios duales, donde otra vez juega un papel
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fundamental el uso de la CPCP, o de la PCP, si se quiere.

Durante la década de los 80 y parte de los 90 autores como Bourgain,
Godefroy, Ghoussoub, James, Maurey, Rosenthal, Schachermayer, Tala-
grand, etc. dedicaron esfuerzos a tratar de estudiar en profundidad la
RNP, PCPy CPCP, (ver [6,7,11,13-15,18,36,37]) en relacion con los proble-
mas planteados anteriormente, pero también en relacion a otro problema
donde otra vez la CPCP juega un papel fundamental. Es conocido que la
RNP implica que cada subconjunto cerrado, acotado y convexo es la en-
volvente convexo-cerrada de sus puntos extremos [32]. Pues bien es un
famoso problema abierto si el reciproco es cierto y de entre las respuestas
parciales a este problema destaca la obtenida por Schachermayer, quien
probo en [37] que en el ambiente de los espacios de Banach con la PCP, o
la CPCP, la respuesta a dicho problema es afirmativa.

Desde nuestra humilde opinion, las propiedades del punto de conti-
nuidad PCP y CPCP responden a una aspiracion bastante natural. Sabemos
que no es posible que coincidan las topologias débil y norma en espacios
de Banach de dimension infinita, pero ;jqué es lo maximo que podemos
esperar? Pensamos que una opcion de respuesta para esta pregunta es
precisamente una de las propiedades de continuidad que estamos tratan-
do. La siguiente afirmacion pone de manifiesto lo que queremos decir.

Proposicion 1.2. ( [11]) Sea X un espacio de Banach y C un subconjunto
cerrado y acotado de X.

i) C tiene la PCP si, y solo si, cada subconjunto cerrado de C tiene un

subconjunto deébil denso de puntos de débil-norma continuidad.

ii) Supongamos ademas que C es convexo. Entonces C tiene la CPCP si, y
solo si, cada subconjunto cerradoy convexo de C tiene un subconjunto

denso de puntos de débil-norma continuidad.



Aunque es cierto que la moda por estudiar la PCP o la CPCP quedo en
el olvido hace tiempo, recientemente se han publicado algunos trabajos
interesantes al respecto, como por ejemplo [2,9,35]. Precisamente los dos
primeros han sido nuestro punto de partida para intentar aportar algo
nuevo. Nuestra intencion era entonces obtener caracterizaciones lo mas
generales posibles de la PCP y CPCP, para después intentar conseguir nue-
vas respuestas parciales al problema de la determinacion por subespacios
con base de la PCP o de la CPCP. Para ello el Capitulo 2 estara dedicado al
estudio de la PCP y el Capitulo 3 al estudio de la CPCP. Respecto a la PCP,
conseguimos en el Capitulo 2 obtener dos caracterizaciones de la PCP en
términos de arboles, una en ambiente general, que extiende lo hecho en [9]
para espacios con dual separable, y responde a las expectativas plantea-
das en [35] y otra en el ambiente de espacios sin copias de ¢; que consigue
cierto grado de precision, encontrando un subconjunto denso en el sim-
plex de Bauer sobre el Cantor, en cada espacio sin la PCP. El Capitulo 3
esta dedicado a obtener una caracterizacion de la CPCP en ambiente de
espacios sin copias de ¥; y, como consecuencia, se consigue probar que la
CPCP esta determinada por subespacios con base, en el ambiente de los
espacios de Banach sin copias de 1, lo que es una nueva respuesta parcial
al problema de la determinacion por subespacios con base de la CPCP.

Introducimos aqui dos sencillos lemas que caracterizan la PCP y la
CPCP en términos de abiertos débiles relativos de diametro pequeno.

Lema 1.3. Sea X un espacio de Banach y sea C C X un subconjunto cerra-
do, acotado y no vacio de X. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) C tiene la PCP.

ii) Para cada subconjunto no vacio A C C y para cada € > 0 existe un

subconjunto U C X w-abierto tal que U N A # @ ydiam(U N A) < ¢.
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Demostracion. i) = ii) Sean A ¢ C, A #+ @y e > 0. Como A C C, por i)
existe x € A tal que x es punto de (w — || - ||)-continuidad de A, luego
existe V C A, V w-abierto relativo de A con x € V y diam(V) < &. Asi
V = U n A siendo U un w-abierto de X y como x € U N A se tiene que
UnNA=+ @yademas diam(U N A) < diam(U N A) < «.

ii) = i) Sea A C C, A cerrado, acotado y no vacio. Por ii) obtenemos
U, C X, U; w-abierto en X tal que Uy N A + @ y diam(U; n A) < 1.
Por iteracion construimos una sucesion {U, } de subconjuntos w-abiertos
de X talesque Uy n...nU, NnA + JydiamU; n...nU, NA) <1/n
para todo n € N. Llamemos V,, = U; n...n U, para n € N. Podemos
suponer que V,, . C U, para todo n € N. Entonces {diam(vnw N A)} -0
y por el teorema de complitud de Cantor ﬂ;zl(ﬁw N A) = {a}. Pues
bien, el punto a sera un punto de (w — || - ||)-continuidad de A. En efecto:
sea € > 0, entonces sea m € N tal que 1/n < &€ para n > m, con lo
que si n > m, V,, N A es un w-abierto relativo en A con a € Vnw NAYy
diam(V,, n A) < 1/n < &. Por tanto C tiene la PCP. O

Después de ver el lema anterior resulta natural extender la PCP para

conjuntos generales.

Definicion 1.4. Sea X un espacio de Banach y C un subconjunto de X. Se
dice que C tiene la PCP si cada subconjunto acotado de C tiene abiertos
débiles relativos de diametro arbitrariamente pequeno.

Obsérvese que decir que un conjunto cerrado y acotado tiene la PCP,
segun lo hemos definido, equivale a decir que cada subconjunto acotado
tiene abiertos débiles relativos de diametro arbitrariamente pequeno, con
lo que esta nueva definicion es realmente una extension de la primera y
no hay conflictos entre ellas. Hemos preferido hacerlo asi para respetar la

cronologia historica de las definiciones.



El siguiente lema es un resultado paralelo al anterior para la CPCP que

se obtiene con la misma demostracion.

Lema 1.5. Sea X un espacio de Banach y sea C C X un subconjunto ce-
rrado, acotado, convexo y no vacio de X. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

i) C tiene la CPCP.

ii) Para cada subconjunto no vacio y convexo A C C y para cada € > 0
existe un subconjunto U C X w-abierto tal que UNA = @ y diam(U N
A) <&

Expondremos dos resultados conocidos sobre la estructura de la topo-
logia débil de un espacio de Banach, que nos seran de bastante utilidad vy,
en adelante utilizaremos sin previo aviso.

Proposicion 1.6. [5, 34] Sea X un espacio de Banach y A un subconjunto
acotado en X que no contiene sucesiones equivalentes a la base usual de ;.
Sia € A", entonces existe una sucesion {a,} en A que converge débilmente
al punto a.

El resultado anterior viene a decir que, aunque la topologia débil de un
espacio de Banach infinito-dimensional no es metrizable, se comporta, en
cierto sentido, como si lo fuera.

Proposicion 1.7. Sea X un espacio de Banach y A un subconjunto acotado
enX.Sia € A", entonces existe un subconjunto numerable B de A tal que
a € B".

El resultado anterior aparece en [3] y en [36] , aunque se le atribuye a
Kaplansky en [10].
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Ya hemos comentado que la PCP y la CPCP son separablemente deter-
minadas, sin embargo necesitamos la determinacion separable local, esto
es, para subconjuntos, que es lo que se hace en los dos siguientes lemas,
para concluir esta seccion.

Lema 1.8. Sea C un subconjunto cerrado y acotado de un espacio de Ba-
nach X. Si C no verifica la PCP, entonces existe un subconjunto cerrado y
separable D C C que no tiene la PCP.

Demostracion. Como C falla la PCP, entonces, por el Lema 1.3, existe un
subconjunto A € Cy é > 0 tal que cada subconjunto débil abierto relativo
de A tiene diametro al menos 26. Entonces a € A\ B(a, ) para cada
a € A, donde B(a, 6) denota la bola abierta de centro a y radio 6. Ahora,
para cada a € A existe un subconjunto numerable A, ¢ A\ B(a,?d) tal
que a € A", Elegimos a; € A y definimos A; = Ay, U {a1} Yy Aps1 =
AnU(Ugea, Aa) paracadan € N. Sea B = ey An y veamos que B falla la
PCP. Para esto, mostraremos que cada subconjunto débil abierto relativo
de B tiene diametro al menos 6. En efecto, sea U un subconjunto débil
abierto relativo de B. Entonces existe n € N tal que A, N U # . Elegimos
aec A,NnU.Ahoraa € faw y, por tanto, existe alguin x € A; nU. Entonces
x €BnUYy|x—all >0 loque muestra que U tiene diametro al menos
5. Es ahora claro que haciendo D = B se tiene que D es un subconjunto

cerrado y separable de C que falla la PCP. O

Lema 1.9. Sea X un espacio de Banach y C un subconjunto cerrado, acota-
do y convexo de X que falla la CPCP, entonces existe un subconjunto de C
cerrado, acotado, convexo y separable que falla la CPCP.

Demostracion. Supongamos que C fallala CPCP, entonces, por el Lema 1.5,
existen A C C, A convexoy ¢ > 0 tales que cada w-abierto relativo de A

tiene diametro mayor que 9.
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Entonces a € A\ B(a, 6/2)w para todo a € A. Ahora tenemos que para
cada a € A existe C; ¢ A\ B(a,6/2), C, numerable, tal que a € CiLW.

Tomemos ag € A y definimos inductivamente

D = {ao} | Jco (Cap)

Dy =DnUCO( U Ca>, VneN

aceDy

Ahora llamamos D = |J,,cp Dn.-

Es claro que D, es convexo Vn € N y D es convexo por ser union
creciente de convexos, con lo que D es cerrado, acotado, convexo y sepa-
rable.

Afirmamos ahora que cada w-abierto relativo de D tiene diametro ma-

yor o igual que g.

En efecto si U es un w-abierto relativo de D, existe n € N y existe
xeUnD, con x € CTCW. Por tanto, existe y € U N Cyx con Cx C A\
B(a,d/2). En consecuencia, [[x — || = 6/2 y, como x,y € U, se cumple

que diam(U) > 6/2.

Sea U un w-abierto relativo de D = D" pues D es convexo, = U N D +
@ es un w-abierto relativo de D y, por tanto, diam(U n D) > §/2 con lo
que diam(U) = 6/2.

Por tanto D C C es un subconjunto de C cerrado, acotado, convexo y
separable que falla la CPCP. O

1.1. Bases de Schauder

Puesto que trataremos en esta memoria sobre problemas de determi-

nacion por subespacios con base, parece natural mostrar aqui los resulta-
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dos que nos seran de utilidad en adelante, respecto a bases de Schauder
en espacios de Banach. La mayoria de los conceptos y resultados de esta

seccion se pueden encontrar en [21].

Recordemos que si X es un espacio de Banach y {e,,} es una sucesion
en X, se dice que {e,,} es una base Schauder de X, si todo elemento x € X
tiene una unica expresion del tipo:

=+ 00

X =D Anen,

n=1

donde A,, € R para todo n € N y la serie converge en la topologia de la

norma en X.

Equivalentemente, {e,} es una base Schauder de X si el subespacio
generado por {e,} es denso en X y existe una constante K > 0 de forma

que
p+a

p
> Anen > Anen
n=1 n=1

para cualesquiera escalares A, y naturales p y gq. A partir de este mo-

<K

mento, cuando no haya problema de confusion, suprimiremos la palabra
Schauder cuando hablemos de bases en espacios de Banach, entendiendo

por ello el concepto que acabamos de recordar.

Asimismo, si {e,,} es una sucesion de elementos de un espacio de Ba-
nach X, diremos que {e,} es una sucesion bdsica en X si es una base del

subespacio cerrado de X que genera.

La mejor constante K en la desigualdad anterior se llama la constante
de la base. Como K > 1, la mejor de todas las posibles constantes basicas

es K = 1y, en este caso, se dice que la base es mondtona.

Diremos que la base es normalizada cuando |le,|| = 1 paratodon € N

y diremos que es seminormalizada si 0 < inf}, |le, || y sup,, llex|l < +oo.
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Merece la pena observar que, en un espacio de Banach con base, siem-
pre se puede conseguir que la base sea monotona, sin mas que renormar

equivalentemente el espacio. En efecto, si X es un espacio de Banach con

base {e,} y denotamos || - | a su norma, basta definir
n
xI1] =sup||D Arer||: neNF,
k=1
donde x = Z;fl Anéyn. Ahora X con la nueva norma ||| - ||| equivalente es

un espacio de Banach con base monotona {e,}.

Para mayor comodidad, y de forma canonica, se pueden definir los fun-
cionales asociados a una base {e,;} como la tnica sucesion de elementos
de X*, {fn}, para los que se verifica que f,(e;,) = 6n.m, donde 6, es el
delta de Kronecker. De esta forma, si x es un elemento de un espacio de
Banach con base {e, }, su expresion en funcion de la base es:

+oo
X = falx)en.
n=1

En general, los funcionales asociados a una base de un espacio de Ba-
nach forman una nueva base del subespacio cerrado que generan, en el
dual del espacio de partida, pero no siempre forman una base del dual
entero. Obsérvese que el hecho de que un espacio de Banach tenga una
base, fuerza la separabilidad del espacio y asi, por ejemplo, el espacio de
Banach clasico ¥; (el espacio de las sucesiones de escalares, cuya serie
es absolutamente convergente) posee bases, y ninguna de ellas hace que
sus funcionales asociados sean base del dual, puesto que como es sabido,
el dual de ¥; se puede identificar isométricamente con ¥, y éste no es
separable.

Esto da pie a la siguiente definicion, para la cual, dicho sea de paso, no

hemos encontrado una traducciéon adecuada en castellano que sustituya
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el término shrinking.

Definicion 1.10. Sea X un espacio de Banach con una base {e,,} y funcio-
nales asociados {f,}. Se dice que la base {e,,} es shrinking si {f,,} es una
base de X*.

Uno de los ejemplos mas sencillos de base shrinking es la base usual
de ¢y, ésta es la formada por las sucesiones que tienen un solo término no

nulo, e igual a 1.

Una caracterizacion sencilla de las bases shrinking es la siguiente:

Proposicion 1.11. Sea X un espacio de Banach con base {e,}. Entonces la
base es shrinking si, y solo si, lim,, .. , « IIXEn || = 0 para todo x* € X*, donde
Ey es el subespacio cerrado generado por {eyn,eni1,...,}, y X[, denota la
restriccion del funcional x* al subespacio E,,.

Merece la pena observar que el bidual de un espacio de Banach con
base shrinking puede ser perfectamente identificado, en general, como a

continuacién se vera.

Proposicion 1.12. Sea {e,,} una base shrinking de un espacio de Banach
X, con funcionales asociados { f,,}. Entonces X** es isomorfo al espacio de

las sucesiones de escalares {a, } verificando:
n
sup 1 ||> aiei|| < +oo.
n .
i=1

El isomorfismo viene dado por la ley x** — (x**(f1),x**(f2),...). La

norma de X** es equivalente (y en el caso de que la base sea monotona es

igual) a la definida por la expresion sup,, {||>1, x**(f)ei|} .

Otra nocion importante en lo que concierne a bases, que es, en algun

sentido, dual de la nocion de shrinking, es la de acotadamente completa.
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Definicion 1.13. Una base {e,,} de un espacio de Banach X se dice que
es acotadamente completa si, para cada sucesion de escalares {A,} tales
que sup {||>F.; Akex|| : m € N} < +oo, se verifica que la serie >~ Ay e,
converge en la topologia de la norma del espacio X.

Un tipico ejemplo de base no acotadamente completa, es la base usual
del espacio de Banach cy. Sin embargo, la base usual de Ep, conl <p <

+ 00, si es acotadamente completa.

Es facilmente comprobable que los funcionales asociados a una base
shrinking, en un espacio de Banach, forman una sucesion basica acotada-

mente completa. El reciproco también resulta ser cierto.

Proposicion 1.14. Un espacio de Banach X con una base acotadamente
completa es isomorfo a un espacio de Banach dual. Mds concretamente, X
es isomorfo al dual del subespacio cerrado de X* generado por los funcio-
nales asociados a la base. De hecho, si la base es mondtona, este isomorfis-

mo es una isometria.

Combinando las nociones de base shrinking y acotadamente completa
se obtiene la siguiente caracterizacion de la reflexividad.

Teorema 1.15. Sea X un espacio de Banach con base. Entonces, X es refle-
xivo si, y solo si, la base es, a la vez, shrinking y acotadamente completa.

Recordamos ahora un concepto bastante natural, el de bases equiva-
lentes. No es mas que introducir una relacion de equivalencia en el con-
junto de todas las bases de un espacio de Banach con base, considerando

iguales espacios isomorfos, como es usual.

Definicion 1.16. Sean X, Y dos espacios de Banach y {u,}, {v,} bases de
X e Y, respectivamente. Se dice que dichas bases son equivalentes si para
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cualesquiera escalares {A,} se verifica que:

+00 +0oo
> Anun converge < > AnUp converge.
n=1 n=1

El teorema de la grafica cerrada nos da, ahora, una facil caracterizacion
de cuando dos bases son equivalentes.

Proposicion 1.17. Sean X, Y dos espacios de Banach 'y {u,}, {v,} bases de
X e Y, respectivamente. Entonces, dichas bases son equivalentes si, y solo

si, existe un isomorfismo T : X — Y tal que

T(un) = VUn, VTL - N

Es conocido, y de gran utilidad, el siguiente resultado de tipo mas téc-
nico, que da una condicion suficiente para que dos bases de un mismo

espacio sean equivalentes.

Proposicion 1.18. Sea {v,} una sucesion bdsica en un espacio de Banach
X con constante bdsica K, y M > 0 de forma que ||v,]| = M Vn € N. Si
{uy,} es una sucesion de elementos de X tales que:

S tn - vall < 2L
— n n ZK’
n=1

entonces {u,} es una sucesion bdsica de X equivalente a {v,}.

Existe un tipo especial de sucesion basica, fundamental en el estudio

de bases en espacios de Banach, que pasamos a definir.

Definicion 1.19. Sea X un espacio de Banach con base {e,,} v {v,} una
sucesion en X \ {0}. Se dice que {v,} es un bloque basico de la base en X
si existen una sucesion de enteros myo =0 < m; <... < m, < ...yuna

sucesion de escalares {A,} tales que
mn
VUn = Z Arex, Vn € N.

k=myu_1+1
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Es claro, que todo bloque basico es una sucesion basica.

1.2. Simplices de Choquet

El objetivo de esta seccion es hacer un breve recordatorio del concep-
to de simplex de Choquet, que nos aparecera en el resto de la memoria
como, en cierto sentido, el culpable de que un espacio no tenga la PCP
o la CPCP. Lo que aparece expuesto en esta seccion se puede encontrar
en [31]. Aunque la definicion de simplex es algebraica, utilizamos solo la
caracterizacion de Choquet para el caso compacto, que tomaremos como
definicion.

Empezamos recordando que un simplex en R™ es la envolvente con-
vexa de una cantidad finita de vectores afinmente independientes, que
como mucho pueden ser n + 1. Asi, un simplex en R" es un subconjun-
to compacto, en el que cada punto del simplex se representa de forma
Unica como combinacion convexa de los puntos afinmente independintes
que definen al simplex, que no son mas que los puntos extremos del sim-
plex. Recordemos que un punto extremo de un conjunto K en un espacio
vectorial es un punto de K que no es punto medio de ningun segmento
no trivial contenido en K. Usaremos Ext(K) para denotar al conjunto de
puntos extremos de K.

La generalizacion del concepto de simplex al contexto de espacio de
dimension infinita pasa por el bien conocido teorema de representacion
integral de Choquet que recordamos a continuacion, en una version que

no es la mas general, pero suficiente para nuestros propositos.

Teorema 1.20. Sea X un espacio localmente convexo y separado y sea K

un subconjunto convexo, compacto y metrizable. Entonces para cada punto
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k € K existe u una medida de probabilidad Borel regular sobre K, soporta-

da sobre Ext(K), es decir u (Ext(K)) = 1, de forma que

flk) = j

Ext(

fw)du(w)
K

para cada f € X*.

La expresion integral en el teorema anterior viene a sustituir el hecho
de que cada punto de K se represente como combinacion convexa del
conjunto de puntos extremos de K, con lo que la definicion de simplex
en ambiente infinito-dimensional, que viene a extender a la conocida en

ambiente finito-dimensional, parace ahora clara.

Definicion 1.21. Sea K un subconjunto compacto, convexo y metrizable
de un espacio localmente convexo y separado. Se dice que K es un simplex
de Choquet, o simplemente simplex, si para cada punto k € K existe una
unica medida de probabilidad u Borel regular sobre K, soportada sobre
Ext(K), de forma que f (k) = [p ) f(w) du(w) para cada f € X*.

Teniendo clara la defininicion de simplex en ambiente infinito dimen-
sional, parece natural poder construir simplices en dimension infinita a
partir de una sucesion creciente de simplices finito dimensionales. Esto, y
mucho mas, es posible con el esquema de limite inverso que pasamos a

describir.

Definicion 1.22. Un sistema inverso o proyectivo es un par de sucesiones
({Kyn}, {mmy}), donde {K,} es una sucesion de simplices finito dimensio-
nales de forma que el nimero de puntos extremos de K,, crece de forma
estricta con ny m,: K41 — K, es una aplicacion afin y continua verifi-

cando que 11, (k) = k para cada k € K,, y 1,(K,,.1) = K,, para cada n.
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Se define el limite inverso del sistema ({K,}, {1t,}), y se denota por
lim ({Ky}, {7t,}), como el subconjunto de IT,K, formado por aquellas su-
cesiones {x,} con x, € K,, para cada n, verificando 1, (x,;1) = X, para
cada n natural.

En [19] se demuestra que el limite inverso de un sistema inverso es
un simplex (ver también [29]), considerando en el limite inverso la topo-
logia producto inducida y que todo simplex se puede escribir como limite
inverso de cierto sistema inverso. De hecho, éste es el punto de inicio
en este trabajo para establecer una relacion biunivoca entre simplices y
preduales isométricos de L;, via matrices representantes, sobre el que no

entraremos en esta memoria.

Parece natural que si en dimension finita un simplex viene dado por
sus puntos extremos, en dimension infinita las propiedades topologicas
de los puntos extremos de un simplex deben decir bastante sobre el sim-
plex. Esto es efectivamente asi, hasta el punto de que en algunos casos las
propiedades topologicas del conjunto de puntos extremos de un simplex
determinan topologicamente al simplex. Mostramos ahora dos ejemplos
que ilustran este comentario.

Definicion 1.23. Un simplex C se dice un simplex de Bauer si el conjunto

de puntos extremos de C es cerrado en C.

Se sabe que cualquier simplex de Bauer es de la forma M; (K), pa-
ra algun espacio topologico compacto Haussdorff, donde M; (K) denota
el conjunto de medidas de probabilidad Borel regulares sobre K o, si se
quiere, la cara positiva de la esfera unidad del dual del espacio C(K) de

funciones continuas sobre K.

Existe un simplex P [33] en ¥», llamado simplex de Poulsen, con la sor-

prendente propiedad de que el conjunto de sus puntos extremos es denso
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en P. Ademas todavia es mas sorprendente que cualquier simplex con la
propiedad de que su conjunto de puntos extremos sea denso en él, es
afinmente homeomorfo al simplex de Poulsen (ver también [20]). Asi, el
simplex de Poulsen es universal para los simplices con puntos extremos
densos.

1.3. Arboles

Dedicamos esta ultima seccion al concepto de arbol en espacios de
Banach, que nos sera de gran utilidad en el siguiente capitulo, de hecho
los resultados alli obtenidos se escribiran en términos de arboles. Referi-
mos a [30] para este concepto, asi como para su utilidad en el estudio de

propiedades isomorficas de espacios de Banach.

Denotamos por N<® el conjunto de sucesiones finitas ordenadas de
numeros naturales junto con la sucesion vacia que sera denotada por 0

como elemento de N<®,

Se define un orden parcial en N<® mediante: ¢ < B si |x| < |B|y
o; = Biparal < i < |x|, para cualesquiera «, B € N<? donde para cada
elemento x € N<® |x| denota la longitud de la sucesion finita de enteros

.

Por supuesto, convenimos que |0] = 0 y que O < « para todo «x € T.
También hacemos x— = (x1,..., Xp-1) Si x = ((xX1,...,0,) E NPy x— =
Osilaxl=1.

Asi N<® es un conjunto infinito, numerable, parcialmente ordenado
con elemento minimo. En consecuencia, debe existir una aplicacion biyec-
tiva

¢: N<® — N que conserva el orden recién definido en N<®“. Para cons-
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truir dicha aplicacion, denotemos por {p,} la numeracion estrictamente
creciente de los enteros primos positivos y definamos ¢; : N<® — N me-
diante

b1(xXy., 0p) =pit - PV = (xq,...,0,) €T, ¢p1(0) = 1.

Asi ¢, es una aplicacion creciente e inyectiva y, como ¢ (N<®) es un
subconjunto infinito de N, existe una biyeccion creciente ¢, : ¢p1 (N<®) —
N.

Basta ahora definir ¢p = ¢, o ¢p;. Obsérvese que ademas ¢p(A,n) <
P(A,m)sin <m VA € N,

Definicion 1.24. Un drbol en un espacio de Banach X es una familia de
vectores en X indizado en N. Usaremos la misma notacion que con las

sucesiones {x4}aen<w.

El arbol se dira seminormalizado si 0 < Infa [[xall < supy llxall < .
Diremos que el arbol {x4}en<w €s débilmente nulo sila sucesion {xn)n
es débilmente nula para cada A € N<®. Una sucesion {x4, }n>0 €S llamada
una rama si {A,} es un subconjunto maximal totalmente ordenado de
N<® esto es, existe una sucesion {x,} de nimeros naturales tal que A,, =
(x1,...,0,) para cada n € N and Ay = . El arbol {xa}aen<o se dice
basico si el conjunto numerable {x,: A € N®} es una sucesion basica para

alguna reordenacion.

En definitiva un arbol no es mas que una sucesion, si se quiere, indiza-
da en N<®_ La utilidad del uso de arboles, sustituyendo a las sucesiones,
se pondra de manifiesto en el siguiente capitulo, aunque se puede ver un
ejemplo de dicha utilidad en [30]. Digamos que esta versatilidad en el uso
de los arboles se debe a la complejidad descriptiva de algunas propieda-
des isomorficas en espacios de Banach. En nuestro caso, la PCP, esto se
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pone de manifiesto en [23], donde se demuestra que la familia de cerra-
dos y acotados con la PCP de un espacio de Banach sin PCP es una familia
no boreliana, para la estructura de Effros-Borel de la familia de cerrados
y acotados en el espacio. Este tipo de complejidad estructural hace que la

descripcion de la PCP sea mas comoda con arboles que con sucesiones.

Por otro lado, conviene poner de manifiesto que dada una sucesion
{x,n} en un espacio de Banach, se puede definir un arbol en el espacio
mediante Y4 = Xmax(a) para cada A € N<®. En tal caso, se tiene que cada
subsucesion de {x,} corresponde a una rama del arbol {y4}sen<w. Esta
simple observacion permite ver que el uso de arboles permite tener un es-
quema mas preciso para el estudio de las subsucesiones de una sucesion
dada.



CAPITULO 2

Caracterizando la propiedad del punto de

continuidad mediante arboles

El objetivo de este capitulo es obtener una caracterizacion de la PCP,
que sera de tipo secuencial en el ambiente de los espacios de Banach sin
copias de 7, para luego obtener una caracterizacion en el ambiente de
espacios de Banach generales.

Nuestro punto de partida es un reciente resultado de H.P. Rosent-
hal [35] en el que se prueba que toda sucesion basica en un espacio de
Banach con la PCP admite una subsucesion basica acotadamente completa.
Con anterioridad, ya era conocido que los espacios con la PCP contienen
muchos subespacios duales y, por tanto, sucesiones basicas acotadamente
completas en abundancia, por ejemplo como consecuencia del trabajo de
Ghoussoub y Maurey [12] o de Bourgain [3], sin embargo, creemos que el
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resultado de Rosenthal es el primero conocido que, de forma secuencial,
muestra cuantas sucesiones basicas acotadamente completas debe conte-
ner un espacio con la PCP. La pregunta natural, que el propio Rosenthal
se hace ya en [35], es si, reciprocamente, un espacio tiene la PCP siempre
que toda sucesion basica admita una subsucesion acotadamente comple-
ta. De ser cierto, se obtendria una completa caracterizacion secuencial de
la PCP en términos de subespacios con base, lo que responderia afirma-
tivamente al problema de Bourgain sobre si la PCP esta determinada por
subespacios con base. Sin embargo, el propio Rosenthal muestra que la
respuesta a su pregunta es negativa, dando un espacio sin la PCP y veri-
ficando que toda sucesion basica admite una subsucesion acotadamente
completa. Ademas, deja abierto el problema para espacios de Banach sin
copias de ¥1, es decir, ;cada espacio sin copias de ¥; verificando que toda
sucesion basica admite una subsucesion acotadamente completa debe ve-
rificar la PCP? Otra vez la respuesta es negativa, como puede verse en [24].
Parece entonces que nos quedamos sin condicion candidata a fin de en-

contrar una caracterizacion secuencial de la PCP.

Existen ya en la literatura ejemplos de como suplir las deficiencias de
condiciones de tipo secuencial que parecen naturales a la hora de caracte-
rizar propiedades isomorficas de espacios de Banach, pero que a la postre
no funcionan. Un buen ejemplo de ello, y que creemos el primero, es el
que aparece en un trabajo de Odell y Schlumprecht [30]. Aqui se quieren
caracterizar los espacios que son isomorfos a subespacios de €p-sumas
de espacios finito-dimensionales. Desde luego una condicion natural, que
no es dificil probar, es que cada sucesion w-nula y seminormalizada ten-
ga subsucesiones equivalentes a la base usual de ¥,. Sin embargo esta
condicion no es suficiente, como se muestra en este trabajo, incluso pa-

ra espacios reflexivos. La solucion que se da a este problema consiste en
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sustituir la condicion secuencial por una condicion analoga, pero en tér-
minos de arboles, dando sentido preciso a lo que debemos entender por
arbol w-nulo, asi como trasladando el concepto de subsucesion de una su-
cesion al ambiente de arboles. De esta forma ellos consiguen una solucion
satisfactoria al problema planteado. La desventaja de esta estrategia es el
moverse en el ambiente arboreo, que en general resulta mas complicado,
sin embargo los arboles utilizados son conjuntos numerables, o sea suce-
siones al fin y al cabo, con lo que el objetivo de obtener caracterizaciones

secuenciales se cumple plenamente.

Intentaremos entonces seguir la via expuesta en el parrafo anterior con

el objetivo de obtener caracterizaciones secuenciales de la PCP.

2.1. PCP en espacios sin copias de ¥,

Parece claro que en el ambiente de los espacios de Banach sin copias de
{7 el trabajo debe ser mas asequible o al menos mas satisfactorio, debido
al comportamiento metrizable de la topologia débil en este ambiente, por
lo que resulta entonces apropiado empezar nuestra exposicion de este

capitulo en dicho marco.

No olvidemos que nuestro proposito es obtener una caracterizacion
local de la PCP para subconjuntos de espacios de Banach sin sucesiones
equivalentes a la base usual de ¥; en términos de arboles y sucesiones
acotadamente completas. En este sentido, existe ya un resultado reciente
de Fonf [9] en el que se ha probado que un espacio de Banach con dual
separable tiene la PCP, si, y solo si, cada arbol w-nulo en Sy tiene una rama
acotadamente completa, equivalentemente, cada arbol seminormalizado

y w-nulo en X tiene una rama acotadamente completa. Sin embargo la
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caracterizacion anterior no funciona para subconjuntos, como prueba el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1. Sea {e,} la base usual de cy, el espacio de sucesiones de
escalares nulas con la norma del maximo. Como {e,;} es una sucesion w-
nula, el conjunto K = {e,: n € N} U {0} es un subconjunto w-compacto
en ¢y y, por tanto, K tiene la PCP. Pero K no tiene sucesiones basicas acota-
damente completas, ya que ¢y no tiene subespacios duales de dimension

infinita.

El siguiente lema introduce una nueva condicion en términos de arbo-
les, para subconjuntos cerrados y acotados de un espacio de Banach que
fuerza el fallo de la PCP. En cierta forma este hecho es el punto clave que
nos va a permitir obtener la caracterizacion local, para subconjuntos, de
la PCP.

Lema 2.2. Sea X un espacio de Banach y sea C un subconjunto cerrado y
acotado de X. Supongamos que X contiene un darbol seminormalizado y w -
nulo {x,} acn<o tal que el conjuntoT = {Y g 4 xp: A € N<®} C C. Entonces
C no tiene la PCP.

Demostracion. Veamos que I no verifica la condicion ii) del Lema 1.3.
Como {x4}aen<wo €s seminormalizado, se tiene que 6 = Inf{|[xall: A €
N<®} > 0. Sea A € N<“, entonces > g (4 XB = 2.p<a XB + X(4,) Y COmMO el

arbol es w-nulo se tiene que {x 4, }; converge débilmente a cero, luego

{ > xB]» converge débilmente a > xp

B<(A,i) B<A

y ademas

z X — Z Xl = Hx(A,i)H = 5, VieN.
B=<(A,i) B<A
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Sea ahora U, w-abierto de X con UNT # @. Ahora U NT # @ y existe
entonces A € N<¢ tal que >3 axg € UNT vy {>poaiXp}i converge
débilmente a > 3.4 xg. Entonces existe m € N tal que >4y Xg € UNT
para cualquier i > m y ademas

2. XB= . Xp

B<(A,i) B<A

>0,

luego parai > m

)

diam(U NnT) > 25>§.

2. XB= ). Xp

B<(A,i) B<A

En resumen, tomando I ¢ Cy §/2 en lugar de A y € respectivamente, no
se cumple la condicion ii) del Lema 1.3. O

Ponemos ahora nombre a la condicion que nos acaba de aparecer en el

lema anterior.

Definicion 2.3. Diremos que un arbol {x4}cn<» en un espacio de Banach
es uniformemente de tipo P si el conjuntoT = {> ;z_,xp: A € N<®} es aco-
tado. En el caso de que el conjunto {>.;'; X(p,,... p;: 1 € N} esté acotado
para cada sucesion {p,} de naturales, es decir, para cada rama de N<®,
diremos que el arbol es tipo P.

Decir que un arbol es tipo P es decir que las sumas parciales de cada
rama se mantienen acotadas, pero la cota puede depender de la rama,
mientras que si el arbol es uniformemente tipo P la cota es independiente
de la rama elegida. Obsérvese que un arbol seminormalizado con todas
sus ramas de tipo P no tiene ramas acotadamente completas, segun la

anterior definicion de tipo P.

Convendria decir que si bien creemos que esta definicion no ha apa-

recido antes, la eleccion del nombre se debe a que es usado en [38] para



26 Caracterizando la PCP mediante arboles

nombrar a las sucesiones que son términos generales de series con sumas
parciales acotadas.

Mostramos ahora uno de nuestros resultados principales, una carac-
terizacion de la PCP para subconjuntos sin sucesiones equivalentes a la
base usual de ¥, en términos de arboles.

Teorema 2.4. Sea X un espacio de Banach y C < X un subconjunto no
vacio, cerrado y acotado de X. Supongamos que C no contiene sucesiones
equivalentes a la base usual de ;. Entonces las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

i) C no tiene la PCP.

ii) Existe un darbol seminormalizado y w-nulo {x s} sen<o en X tal que

F:«{ZxB:AeN““}CC.

B<A

Ademads:

I) El arbol {xa}acn<o puede elegirse tal que sea una sucesion bdsica

seminormalizada para cierta reordenacion.

II) Si X* es separable entonces Tw*, el cierre en la topologia w* deT en

X**, es w*-homeomorfo al conjunto de Cantor.

II) Si X* es separable y, ademas, C es convexo, entonces co(I') ¢ C y
ov” (T'), el cierre w* de co(I') en X**, es afinmente w*-homeomorfo
al simplex de Bauer M; ({0, 1}V).

Demostracion. i) = ii). Supongamos que C no tiene la PCP. Del Lema 1.8
podemos suponer que C es un subconjunto de X, cerrado, acotado y se-

parable, que no tiene la PCP y que, por hip6tesis, no contiene sucesiones
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equivalentes a la base usual de ;. Como la envolvente lineal cerrada de
C es un subespacio separable de X, podemos suponer que X es separa-
ble. Asi X se embebe isométricamente en un espacio de Banach Z con una
base mono6tona, normalizada {e,} con funcionales asociados o biortogo-
nales { f,}. Tomemos por ejemplo Z = C[0, 1], el espacio de las funciones
continuas en [0,1] con la norma del supremo. Como C no tiene la PCP,
por el Lema 1.3, existe D < C y existe 6 > 0O tal que para cualquier U
w-abierto de X con U N D # & se tiene que diam(U n D) > 24, por lo que

acD\B(a,o)" ', VaeD.

Ahora fijamos para cada a € D una sucesion {y{} C D\B(a, 6) tal que
{ yj‘?} ~. a, puesto que D no contiene sucesiones equivalentes a la base
usual de ¥;. Fijamos también la biyeccion ¢ : N<® — N presentada en la
ultima seccion del primer capitulo verificando que ¢(A) < ¢p(B) si A < B
yPp(A,n) <p(Am)sin<mVA e N<®,

Construiremos a continuacion inductivamente una sucesion {a,} con
{an: ne N} C {yj”?: jeN,a ED}
y una sucesion basica {u;} C X equivalente a un bloque basico {v,} de la
base {e, } en Z verificando:
a) UL =a1, Uj = Aj — Ap(p-1(j)-)> Vj € N.

b) Para cada j € N, [[ujll > §/2y llu; — vl < & := 64U+ siendo
v;elin{ej: mj_; <i<mn;} donde {m;} es una sucesion de natura-

lesconm; <mo <...<My <....

c) Para cada n € N existen a € Dy jn, € N tales que an = ¥ v {jn}
sera una sucesion de naturales estrictamente creciente.

Como diam(D) > 9, se tiene que existe ayg € D con |lagll > 6/2. Sea

{y{°} € D\ B(ao, §) verificando {y{°} - a y elijamos entonces y4° con
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17521l > (6/2). Definimos a; = ¥}’ y u; = a,. Sabemos que existe m,; € N

tal que HZ?‘LWH filur)e;
con lo cual [[u|| > 6/2y

< &/2, asi que definimos v, = >} fi(u1)e;

&1
< — < €.

> filur)e; >

i=mi+1

luy —vill =

Supongamos ahora que n > 1 y ya hemos construido a,,..., an, mi,...,
My Y ji1,- Jn verificando a), b) y ¢). Consideremos i = ¢p(¢p~1(n +1)-),
x=¢nm+1)—-yB=¢ (n+1)entonces x < By p(x) < ¢p(B) es
decir i < n + 1, con lo que a; ya ha sido construido.

Tenemos pues fijada una sucesion {y;”} Cc D\B(ai, o) tal que {y}“} L
a;. Llamemos V; = {a € D: |fj(a — a;)| < en+1/3My Si i < j < my}.

Es claro que V; es un w-abierto relativo de D con a; € V;, luego pode-
mos encontrar un jo € N tal que y;“ € Vi Vj> jo. Tomemos j,,; > max
{jk: 0 < k < n}. Entonces y;' € V;y definimos a,.1 = ;' . Se tiene
entonces que

o
Z(S>§

.
lane —aill = ||y, - as

pues y}lyfﬂ e D\ B(a;, ).

Definimos 1,1 = an+1 — a; y elegimos m,,.; > m,, tal que

En+1

> filunsr)e :

Mp+1+1

<

Mn+1

Finalmente definimos vy, = 2,7, 4

fi(Uni1)e;. Entonces [[up1ll > 6/2
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y
mpy 0
[Uns1 — Unsrll = Z Sfi(uni1)e; + Z Sfi(uni1)e;
i=1 i=Mp41+1

Z | fiCne) | el + E"”

i=1

En+l En+l
= = 5&n+1 < En+1.
3m, 3 3" "

< My

En definitiva, hemos definido ©,,,1 = ani1 —ai y ans1 = yﬁfﬂ € Viyesto
completa la construccion inductiva.

Seguin lo hemos definido {v,} es un bloque basico de la base {e,,} v

como se tiene que

= - 0 6 o
Z [un — vnll < Z 4n+l :72 g

n=1 n=1

deducimos de [21] que {u,} es una sucesion basica seminormalizada en
X equivalente al bloque basico {v,}.

Definimos x4 = ug) VA € N*“, asi {xa} es un arbol seminormaliza-
do en X que cumple I).

Ademas por construccion xo = Ugp) = A1 Y X4 = Upa) = Ap(A) —
Apa-), VA € NS® VA # 0, entonces >4 Xg = dpa) € D C C para todo
AeN<®conloquerl cC.

Finalmente para probar que el arbol {x,} es w-nulo, consideremos
X(AD) = UpAi) = Agp(ai) — Ap(4) = yjd,fA) —apu)VAENCyVieN

con lo que {x(,}i — 0 ya que {y1¢ = aga) VA € N<® pues por

¢4 }; es una sucesion parcial

c) vy las propledades de ¢ sabemos que {ij )

de {yj }j.
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Esto completa la prueba de i) implica ii).

ii) implica i) es el Lema 2.2. O]

I) ya ha sido probado en el transcurso de i) implica ii). Para probar II) y

III) es conveniente ver el conjunto I' de otra forma.

Para esto, como {v,} es un bloque basico equivalente a la sucesion
basica {u,}, existe un isomorfismo sobre, T : [u,,] — [v,] con T(u,) =
VUn, V1 € N. Por comodidad en la notacion hacemos vg = v¢p) para cada
B € N<®, Entonces

T (Z x3> = > T (ugm) = D Vpm) = > VgVA € NT©,

B<A B<A B<A B<A

Llamando ahora X = {>z_, vp: A € N<?} tenemos que T(I') = Xy
T[T ) =3,

Asi pues, para probar II) y III) para I' es suficiente probar II) y III) para
3.

Demostracion de II). Definimos h : s {0,1}N como h(x)(n) = v} (x),
para todo x € sV y para n € N donde {v,)} es la sucesion de fun-
cionales asociados a {v,}. Por tanto, se tiene que para cualquier x € 3,
v, (x) € {0,1}, lo que hace que h sea una aplicacion bien definida, ya
que la convergencia w* es la puntual sobre los elementos del dual. Ade-
mas h es claramente continua para la topologia w* en s y la topologia
producto en {0, 1}V,

Como estamos suponiendo que X* es separable, por [39], podemos
ver a X como subespacio de un espacio de Banach Z con base shrinking,
por tanto podemos considerar {v,} como una sucesion basica shrinking,
pues es un bloque basico de la base de Z, segun se vio en i) = ii). Asi pues

[v,f] = [v,]*, lo que nos proporciona la inyectividad de h.
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En resumen, h es un w*-homeomorfismo sobre su imagen en la que
consideramos siempre la topologia producto. Asi la imagen de h es total-

—ap*
mente disconexa por serlo {0, 1}V, luego > es w*-totalmente disconexo.

__ap*

Al ser =¥ w*-compacto y w *-totalmente disconexo, para probar que

es w*-homeomorfo al conjunto de Cantor, basta probar que es w*- per-
fecto [8].

En la prueba de i) implica ii) hemos visto que por ser el arbol {x4} w-
nulo se tiene para cada A € N<“ que {Zp<(4.i)XB}i 2. SpoaXp, V POT Ser

dicho arbol seminormalizado
||ZB§(A,1‘)XB — ZBsAXBH >0>0, VAe N““,

%

Entonces cada punto de I es un punto de w*-acumulacién de T" vy, por
—ap*

tanto, cada punto de X es un punto de w*-acumulacion de ="  conlo que

w* " —w* .,
> esw*-perfectoyI” también lo es.

__ap* ok
Asi pues > es w*-homeomorfo al conjunto de Cantory 'Y también
lo es. O

Demostracién de III). Llamemos D = co¥ (I') y K = Ext(D), el conjunto de
puntos extremos de D. Definimos:

g: M (K) — o ()
como
g = w* — | Ky, Vi e M} (K)
es decir '
g (x*) = JKx*(w)du(w), Vi e M (K), Vx* € X*.

Notese que M; (K) denota el conjunto de las medidas de probabilidad
Borel regulares sobre K o, si se quiere, la parte positiva de la esfera unidad

del dual de C(K), el espacio de funciones continuas sobre K.
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Pues bien g es un w*-homeomorfismo afin y sobreyectivo.
La inyectividad de g la dejamos para mas tarde.

La sobreyectividad de g viene dada por el teorema de representacion
de Choquet y es claro que g es (w* — w*)-continua y afin.

Ahora veamos que K es w*-homeomorfo al conjunto de Cantor o lo
que es lo mismo, si llamamos H = Ext (@“’* (Z)), probaremos que H es
w*-homeomorfo al conjunto de Cantor.

Para ello veamos que H = "

En nuestro caso c0” (3) es w*- compacto y entonces, por el teorema
de Krein-Milman, Ext (@w* (Z)) c 3" esdecir, H X"

Veamos que " C H.

Sea x € fw* y supongamos que x = (y + z)/2 para y,z € v ().
Entonces tenemos que v,i(x) € {0,1} y v;;(y),v,5(z) € [0,1] para todo
n € Ny, por tanto, v (x) = (v}i(y)+v}(z))/2,asix =y =zyx €
Ext (00" (3)) = H.

Asi pues, por II), H, y por tanto, K es w*-homeomorfo al conjunto de
Cantor.

Finalmente, para probar que g es inyectiva, basta probar, que lo es la
aplicacion:
g M) - @V ()
dada por

IW ) = [ x* (@) dpw), Ve i (3°7), vx e x*

z'w
Para esto definimos:

Uy = {z eV, Va(2) = 1}
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para todo @ € N<®_ Es claro que {Uy: & € N<®} es una familia de w*-

. . =w*
abiertos y w*-cerrados relativos de >~ .

Definimos ahora: U para & € N<® y n € N U {0} como U% = Uy y
Ul =Ux\ UL U,y sSin € N,y afirmamos que:

(2.1) la familia {U}: @ € N<®, n € N U {0}} es una base
de entornos w*-abiertos en 3" y ademas U(y,i) € Ux Y Ux,i) N
Uwjy=¢sii+jVaeN©,

Esta afirmacion sera consecuencia del siguiente

Lema 2.5. Bajo las hipotesis de III), se tiene:

had gk
i) Z x**(v("‘a’i)) < x**(v}), paratodo x** € ke y para todo x € N<®,
i=1

ii) sV osuY donde

Y = <|0()>'< — Z V(p1,upn) - 1P} C N}

n=0

considerando que (p1,...,pn) =0 € N<® sin = 0.

Posponemos la prueba del lema y de la afirmacion.

Probamos ahora que g es inyectiva. Sean u € M; (fw*) y @x € N<®,

Entonces,

G WY = | viN) du )
=u ({z e, va(z) = 1})

=H (Uw)

pues v} (A) € {0,1} para todo A € o
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Por otro lado
n n
p(UR) =uUe) =D u(Uwi) =g (vE) = D> g(p) (v(*oc,i))
i=1 i=1

ya que, de la afirmacion 2.1, Uiy C Ux Y Uiy N Ua,jy = P Sii#+ jVx €
N<@,

Por tanto, en virtud de las igualdades anteriores, se tiene que g(u)
esta unicamente determinado por los valores de u sobre la familia {U%}.
Teniendo en cuenta la afirmacion 2.1 que nos queda por demostrar y que
la medida u es regular, se obtiene la inyectividad de g vy, por tanto, la de
g.

Probamos ahora el Lema 2.5. Para ello empezamos con su primera afir-

macion:
%
i) Z x* v(m)) < x**(v}) paratodo x** € ke y para todo & € N<@,

Sean x** € ¥y x € N°“, Entonces x** = 3X,_gv, para algun
B € N<® y, por tanto,

g 1, si(xi)<§B
Zx** (v(*(xl)) _
i=1 0, en otro caso
Yy
1, six<§p
X" (vg) =

0, en otro caso

Asi, si (x,1) < B se tiene que x < 8 y entonces

(e8]

DX ) =1=x** ).

En otro caso

D x* (W&,i)) =0 < x**(v)).
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i)

En definitiva, la afirmacion i) es valida para elementos de 3. Veamos

. . . =w*
ahora que sigue siendo cierta para elementos de >~ .

%
Para ello, sean x** € 3" y « € N<®, Entonces existe {xy*} c 2 tal

que {x3*}a WL e y, por lo que ya hemos demostrado para X,

D X)) < xFFwE), VA
i=1

Si ahora tomamos N € N, teniendo en cuenta que x; * (v(*a’i)) >0,y

por tanto que x** (v(*a,i)) > 0, se obtiene que

N 00

%k * * *
Z X (v(a,i)) = Z XA (U(a,o) ,
i=1 i=1

y, en consecuencia,

M=

>k k % >k k *
XA (v(o(,i)> < x3* (vg)
1

~.
Il

con lo que

M=

-
Il
—

x** (v(*a'i)) <x** (v¥)

por la w*-convergencia en A y por tanto

[ee]

> xH (v(*‘x,i)> < x** (v}),
i1

por la convergencia en N.

Pasamos ahora a demostrar la segunda afirmacion:

w

S s UY

donde

Y = <|w* — D Vi) 1Pn} N}

n=0
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considerando (p1,---,pn) =0 N<®sin = 0.
Sea x** € =¥ entonces x**(vy) € 10,1} para todo x € N<%,

Sea A = {x e N<®: x**(v}) =1}. Entonces A # &, pues 0 € A.
Ademas si x € Ay y < «, por la afirmacion i) del Lema 2.5, 1 <

x**(vy) luego x**(vy) = 1y, en consencuencia, y € A.

Por otro lado, sabemos que para cada n € N existe a lo sumo un
x € N® con |x|] = ny @ € A pues si existien x;,x; € A con
|| = |oxp| = n podemos encontraruny < 1 vy < &2,V Jji, jo € N
con x** (Vi) =1y x**(v(y,j,)) = 1 por i) del Lema 2.5. y por este
mismo resultado tenemos que 2 < > ;. x** (v(*y,i)) < x**(vy)yesto

contradice el que x**(vy) € {0, 1}.

De todo esto se sigue que A es linealmente ordenado, es decir, A
corresponde a los subindices de una rama. Entonces, o bien

A={y eN“: y<a«}

para un x € N<® y entonces x** € 3, o bien A corresponde a una

rama infinita, es decir existe un {p,}, < N tal que

A={(p1,...,pn): n€NUI{0}},

siendo (p1,...,pn) =0 € N<® sin =0 con lo que
x** (vE, o) =1, YneNu {0} (1)
yx**wg) =0six#=0y x # (p1,...,pn) para todo n € N. Solo

falta ver, para este caso, que x** = w* — >0 ( V(py....pn)-
(o]
Veamos que X** (v}) = > vE(Vp,,... pn)) Para todo o € N<©,
n=0

En efecto, si xy (p1,- - -, pn) €stan en la misma rama, entonces
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y, por (1), x**(vg) = 1 y en otro caso x**(vg) =0y

Vamos a probar ahora la afirmacion.
Primero veamos que U(y,iy € Uy para todo &« € N<® y para todo i € N.

(X
Sea x € Uy entonces x € > y v(*‘x‘i)(x) = 1 con lo que, por la
afirmacion i) del Lema 2.5, v (x) > 1y, en consecuencia, v}(x) = 1 con

lo que x € U,.

Para probar que U,y N U,j) = @ Si 1 # j, supongamos que existe
X € U,i) N Uiq,j) con i # j; entonces v, ,(x) = 1 = v{, ; (x) y, por i)
del Lema 2.5, vk (x) = 2 lo que contradice el ya conocido hecho de que
vi(x) € {0,1}. Asipues Uwx,i) N U, j) = D it # j.

Veamos ahora que

{Ur: x e N*®, n e NuU {0}}

. =w*
es una base de w*-abiertos en > .

=w* . . =w*
Tomemos x** € 3~ y un w*-abierto relativo U en X~ con x** € U.
Sabemos que existen «q,..., &, € N<® tales que

X** eV = {y** eSO |y (v;‘;i) — x*E (v;fi)I <&, i:1,...,n} cU

para algun € > 0 que podemos suponer € < 1y, como y**(vg ), x**(vy) €

{0, 1}, entonces

yrE (v*) = x** (v&"i) Vy**eVyVie{l,...,n}

(487
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luego existen A,B < N<® Ay B finitos con AUB = {«q,..., &, } tales que
V = {y** es y*(E) =1 Vae Ay y*™ (v}) =0V0(€B}

Ademas A + & pues x**(vy) = 1.
Por el Lema 2.5. sabemos que x** € S U V.

Supongamos primero que x** = x € 3. Entonces x = Zygao vy para
algiin &g € N<® conlo que A < {y € N<®: y < xo}.

Ahora como B es finito, tomamos
n=max{i e N: (xo,i) <bconb € By &g < b}

yn = 0 en caso de que no exista b € B con & < b. Por definicion, x € Ug,.
Probaremos que Uy, C V.

Sea y** € Uy, como y** (v&ko) = 1, por el Lema 2.5 tenemos que
y** (v}) =1 para todo « < xo, luego y** (v}) = 1 para todo x € A.

También por el Lema 2.5 y, usando que y** (v;‘o) = 1, obtenemos que
y** (v}) = 0 para @ € N<®? incomparable con .

Tenemos ahora dos casos. En primer lugar, si b € By o £ b entonces
o y b son incomparables, pues sino es asi, ®p > b y por tanto y** (v;) =
1 en contra de que x € V. Asi pues y** (v;) = 0.

Por otrolado, sib € By &y < b, existe i € {1,...,n} tal que (&g, 1) < b.

Como y** € Uf,, entonces y** (v(*(xo,i)) =0y, porelLema 2.5, y** (v)) =
0.

Hemos probado pues que
y*(vE) =1 VaeAyy*™ (v:) =0 Va e B.

Luego x € Uy, C V.
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Ahora supongamos que x** € V.

Hacemos n = max{|x|: x € AU B} y tomemos &y € N<® tal que

loxgl = ny x** <v§0) = 1. Recordemos que por ii) del Lema 2.5, x** =

Entonces, por i) del Lema 2.5, x** (v;/k) = 1 para todo y < gy

X (v;‘) =0si|y|l <nyyy & sonincomparables.

DeaquiA € {xe N<“: ax < xp} y
B c {x e N<?: || <n, yy & incomparables}

yaque x** € V.

Para probar que Uy, < V tomamos y** € Uy,, entonces y ** (vg(‘o 1

y, por i) del Lema 2.5, y** (v}) = 1 para todo & < xxo y y** <v;‘ =0 si

lyl = nyyy & son incomparables.
Esto prueba que y** (v3) = 1 para todo x € Ay y** (v}) = 0 pa-
ra x € By, por tanto, x** € Uy, < V, terminando asi la prueba de la

afirmacion. 0

No sabemos si II) y III) son ciertas cuando el conjunto C no contiene su-
cesiones equivalentes a la base usual de ¢; (Observemos, por ejemplo, que
en II), el inico punto donde usamos que X* es separable, es para probar
que h es inyectiva). Sin embargo, es posible obtener II) y III) para espacios
de Asplund. Recordamos que un espacio de Asplund es un espacio de Ba-
nach verificando que todo subespacio separable tiene dual separable. Para
probar las afirmaciones II) y III) del teorema anterior para espacios de As-
plund, sea C un subconjunto cerrado y acotado de un espacio de Asplund
X y supongamos que C falla la PCP; como la PCP es separadamente deter-
minada para subconjuntos por el Lema 1.8, podemos suponer que C es

separable y falla la PCP. Llamando Y al subespacio cerrado generado por
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C, se tiene que Y* es separable por ser X Asplund y entonces podemos
aplicar II) y III) del teorema anterior a C como subconjunto de Y.

Como consecuencia inmediata del teorema anterior, concretamente de
la equivalencia entre i) y ii) junto con I), se obtiene que la PCP esta determi-
nada por subespacios con base, en el ambiente de espacios de Banach sin
copias de ¥, resultado ya demostrado en [12] y que constituye la respues-
ta parcial mas general conocida sobre el problema de la determinacion por
subespacios con base de la PCP.

Definicion 2.6. Un subconjunto w-cerrado A de un espacio de Banach se
llama débilmente perfecto ( resp. secuencialmente débilmente perfecto) si
cada punto a € A es limite débil de una red (resp. sucesion) de A \ {a}.

A se llama separado en norma si existe 6 > 0 tal que |la — b|| = 6 para
todos a,b € A con a + b.

Es claro que un subconjunto acotado, separado en norma y (secuen-
cialmente) débilmente perfecto de un espacio de Banach no tiene la PCP.

En el caso de un espacio de Banach que no contenga copias isomorfas
de #1, la topologia débil tiene un comportamiento metrizable y ésta es la
razon de la siguiente caracterizacion.

Corolario 2.7. Sea X un espacio de Banach y C un subconjunto cerrado y
acotado de X, que no contiene sucesiones equivalentes a la base usual de

{,. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) C no tiene la PCP,

ii) C contiene un subconjunto numerable A separado en norma y se-
cuencialmente débilmente perfecto.
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Ademas, si X* es separable, entonces A se puede elegir tal que A" en X**
es w*-homeomorfo al conjunto de Cantor, {0, 1}V,

Demostracion. ii) implica i) es claro.

Para i) implica ii) basta aplicar el teorema anterior tomando A =T que,
por la propia construccion, es un conjunto separado en norma y secuen-

cialmente débilmente perfecto. O

Observacion 2.8.

i) Suponiendo que X* es separable, el conjunto A del corolario ante-
rior se puede determinar de forma explicita. En efecto, consideremos
para cada n € N, el elemento e, € {0,1}N dado por e, (m) = §,m
para todo m € N y hacemos ey = e¢(n para «x € N<@,

Definimos Ay = {Zys(x ey: X € N<‘*’} que es un subconjunto del con-
junto de Cantor {0, 1}N. El homomorfismo h de la prueba de II) en
el Teorema 2.4 lleva X en A( (isomorficamente) y sabemos que X
es w-homeomorfo a I'. Entonces de las propiedades de I', Ag es un
subconjunto de {0,1}"N tal que cada punto x € Aq es limite de una

sucesion de Ap \ {x} y cuya clausura Ao” es homeomorfa a {0, 1}V,
hechos que se pueden comprobar directamente.

Deducimos entonces que el conjunto A del corolario anterior se pue-
de elegir w-homeomorfo a Ay. Entonces si X* es separable, la afir-

macion ii) del corolario anterior puede sustituirse por:
«C contiene un subconjunto separado en norma y w-homeomorfo a

Ag.»

Nos parece interesante resaltar que el conjunto Ap no depende para
nada del espacio de Banach X ni del conjunto C de X elegido que
falle la PCP.
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No sabemos si lo mismo es verdad suponiendo que C no contiene
sucesiones equivalentes a la base usual de ¢, en vez de suponer que
el dual es separable.

ii) No sabemos si i) implica ii) del corolario anterior es verdad para

subconjuntos generales C eliminando el término secuencialmente.

Antes de ver el siguiente corolario, recordamos la nocion de «skipped

blocking descomposicion».

Definicion 2.9. Una Skipped Blocking descomposicion finito dimensional
acotadamente completa (BCSBFDD) en un espacio de Banach X es una
sucesion {F, } de subespacios de X finito dimensionales tales que:

1) X =[Fj: jeN],
2) Fxn [Fj: j+ k] ={0},

3) Para cada sucesion {n;} de enteros no negativos con n; + 1 < n;;;
para todo j € Ny para cada f € [F(nj,nj+1): je€ N] existe una unica
sucesion {f;} con f; € Fn,
y

y para todo j € N tal que f = 37, fj,

Mj+1

4) Si fj € Finjmn,,, paratodo j € Ny suanZ?:lfjH < 400, entonces

>.i-1 fj converge.

Aqui [A] es la envolvente lineal cerrada en X del conjunto A y, dado
algun intervalo no vacio I de enteros no negativos, denotamos por F; a la

envolvente lineal de los F; para j € I.

Una sucesion {x,} de X, tal que x; € Fnjn;.,) para todo j € N donde

N1
{n;} es una sucesion de enteros no negativos connj +1 <nj, Vj e N

se llama una «skipped block» sucesion de {Fj}.
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La siguiente consecuencia es una caracterizacion global de la PCP para
espacios de Banach sin copias de ¥; en términos de arboles y sucesiones
acotadamente completas que extiende la obtenida en [9] por Fonf en el
ambiente de espacios con dual separable, con una demostracion comple-

tamente diferente y que ofrece nuevas condiciones equivalentes.

Corolario 2.10. Sea X un espacio de Banach que no contiene subespacios

isomorfos a ;. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) X no tiene la PCP.

ii) Existe un drbol w-nulo y seminormalizado en X uniformemente tipo
P.

iii) Existe un arbol w-nulo y seminormalizado en X con todas sus ramas
tipo P.

iv) Existe un arbol w-nulo y seminormalizado en X sin ramas acotada-

mente completas.

Demostracion. i) = ii). Si X falla la PCP, esto implica que By falla la PCP.
Como By no contiene sucesiones equivalentes a la base usual de £; por no
contenerlas X, tomando C = By, en el Teorema 2.4, obtenemos que existe
un arbol seminormalizado y w-nulo {x,} con {>z_, xp: A € N<®} C By,

luego {x,} es uniformemente tipo P.
ii) = iii) Trivial.
ili) = iv) Es claro de la definicion de sucesion basica acotadamente

completa.

iv) = i) Podemos suponer sin pérdida de generalidad que X es sepa-
rable, pues vamos a trabajar en lin {x4: 1 € N<®}, que es un subespacio

separable y que tendra la PCP si la tiene X.
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Vamos a probar que no i) = no iv).

Sea pues X un espacio de Banach separable con la PCP. Entonces por
[12] existe una BCSBFDD {F;} de X y existe también una constante K > 0
de forma que cualquier skipped block sucesion tiene constante basica a
lo mas K.

Tomemos un arbol seminormalizado y w-nulo {x4}aen<o en X.

Construiremos por induccion una rama del arbol, que sea una sucesion

basica acotadamente completa.

Para esto, fijamos una sucesion {&;} de numeros reales positivos veri-
ficando que Z?:o &; < 1/2K, y construiremos una sucesion {n;} de naume-
ros enteros positivos con n; + 1 < nj,; para todo j € N, una sucesion
{yj} en X con y; € Fin;n,,,) paratodo j € N, y unarama {x,;} del arbol,
tal que [[xa; — yjll < &; para todo j € N.

Pongamos 1y = 0. Por 1) de la definicion de BCSBFDD, existen n; > 2
Y Y0 € Fingmy) tales que || x4, — yoll < &, donde Ag = 0 € N<®,

Como el arbol es w-nulo, {x,,j)}; =, 0y, por un argumento de sepa-

racion, sabemos que
{dist (x(a9,), Finy+1,40))}; = 0.
En consecuencia, para cada € > 0, existe py € N tal que
dist (xX(a9,p)s Fini+1,40)) < & VP = po.
Por tanto, para cada € > 0, existe py € N tal que
inf {|[x(a0,p) = fll : f € Finy11,40)} <€ Vp = po,
con lo que existe Y € Fip,+1,+) tal que

||X (0.0 — 11| < €1 para algin p; > p.
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np
i=ni+1

Ay = (A, p1) 0, simplemente, A; = (p1).

Ademas y; = >, Aifi y podemos tomar n, > n; + 1. Ahora llamamos

Supongamos ya construidos n1i,..., M1, Y1,..., Yj, A1, ..., Aj.

Pongamos Ay = (p1,...,px) para k con 1 < k < j. Como el arbol es

w .z
w-nulo, entonces {x, )} — 0y, por un argumento de separacion,

{diSt (X(Aj,lﬂ)’F[ﬂj+1+1,+°°))}p - 0.

Entonces existen pj.1 € N, nj o >N +1yyj € F(nm,nm) tales que

Hx(AijjH) - yj+1H < &j+l-

Llamemos A1 = (Aj, pj+1) y esto finaliza la construccion inductiva de la

rama {xAJ} satisfaciendo que IIxAJ. - yjll <& paratodo j € N.

Finalmente obtenemos que 7., [lxa;, — ¥l < 1/2K, siendo {y;} una
sucesion skipped block de {F;}.

Entonces {x,4,} es una rama del arbol {x4} que es una sucesion basica

equivalente a {y;} y por tanto acotadamente completa. O

Parece interesante resaltar que como consecuencia del resultado ante-
rior, en concreto de la equivalencia entre ii) y iii), se obtiene la equivalencia
entre la acotacion uniforme de las sumas parciales en ramas de un arbol
w-nulo seminormalizado (arbol uniformemente tipo P) y la acotacion se-

parada de esas mismas sumas parciales (arbol tipo P).

Se podria pensar que quiza el Corolario 2.10 puede ser extendido a
espacios de Banach generales, sin embargo, como puede verse en [7], hay
ejemplos bien conocidos de espacios sin la PCP y verificando la propiedad
de Schur, es decir, espacios donde la convergencia débil y norma coinciden

para sucesiones. En este tipo de espacios es imposible obtener arboles
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seminormalizados w-nulos, con lo que el Corolario 2.10 deja de ser cierto.
Asi que, podemos decir que los resultados principales obtenidos en esta
seccion son exclusivos para espacios sin copias de £;, donde la topologia
débil tiene un comportamiento metrizable.

2.2. Caracterizacion general de la PCP

Nuestro objetivo ahora es una caracterizacion local de la PCP en tér-
minos de arboles, para subconjuntos de un espacio de Banach general
X. Como ha quedado puesto de manifiesto en la seccion anterior no es
esperable que podamos extender los resultados ya obtenidos en ambien-
te general. Lo que haremos sera trasladar la condicion de arbol w-nulo,
donde se exige la convergencia débil de sucesiones a cero, a una nueva

condicién también sobre arboles.

Un arbol {xa}aen<w €s  topologicamente w-nulo cuando

0 € {xan: ne N}w para todo A € N<%_ Es claro que el concepto de
arbol topologicamente w-nulo, es una condicion mas débil que la condi-
cion de arbol w-nulo.

El comportamiento metrizable de la topologia débil en espacios sin
copias de ¥; sera sustituido entonces por el hecho, ya comentado en el
primer capitulo, de que para cada subconjunto A de un espacio de Banach
X y para cada a € A existe un subconjunto numerable F C A tal que
acF”.

Con estos nuevos cambios nuestro objetivo es obtener resultados simi-
lares a los de la seccion anterior sustituyendo arboles seminormalizados

w-nulos por arboles seminormalizados topologicamente w-nulos

Como hemos dicho al comienzo de la seccién anterior, cada sucesion
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basica seminormalizada en un espacio de Banach con la PCP tiene una
sucesion parcial basica acotadamente completa [35] y ahora sabemos que
cada arbol w-nulo en la esfera unidad de un espacio de Banach sin copias
de ¥; y con la PCP tiene una rama acotadamente completa. El reciproco
del primer resultado es falso, ain para espacios de Banach que no contie-
nen a ¥; [24] y obsérvese que la tesis del segundo resultado es vacia de
contenido si no suponemos que el espacio no contiene copias de ¢;, por
ejemplo para espacios con la propiedad de Schur, como ya se comento al
final de la seccion anterior.

El siguiente resultado es una caracterizacion local de la PCP para sub-

conjuntos acotados en un espacio de Banach general.

Teorema 2.11. Sea X un espacio de Banach y sea K un subconjunto cerra-

do y acotado de X. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) K no tiene la PCP.

ii) Existe un arbol seminormalizado y topologicamente w-nulo {x s} pen<w
en X tal que

{ZxC:AeN“”}CK

C=<A
Demostracion. i) = ii).

Supongamos que K falla la PCP. Entonces por el Lema 1.8 existe B C K,
B numerable tal que B falla la PCP y del Lema 1.3 existe un 6 > 0 tal que
cada w-abierto relativo de B tiene diametro mayor que 26.
v

Por tanto b € B\ B(b,6) paratodo b € B.

Primero construimos un arbol {ys}en<e en B satisfaciendo:

a) Y4 € B\ B(yA,cS)w para todo A € N<@,
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b) |4 — Yail| > 6 paratodo A € N<®, i € N,y

C) YaE€E{Yuipn:le NG para todo A € N<®,

Tomamos yy € B. Como yy € B\ B(yo, 6)w, entonces existe un con-
junto numerable F,, = {y(i): i € N} C B\ B(),0) tal que y, € fow.

Tomando v i) = y (i) para todo i € N tenemos que
a) ¥o € B\B(),0)

b) l1vo — ywo.nll = lyo—y (i)l = 6 paratodoi € N,y

C) Yo € me = {y(o,i)l ie N}w.

De igual forma, si A € N<® y supuesto construido y, verificando a),
b) y ¢), tenemos que y4 € B\ B(yA,é)w y existe Fy, = {¥Y@an): n €N} C
B\ B(v,4,0) tal que y, € FT,AW verificando a), b) y ©).

Tenemos asi un arbol {y4} sen<w cumpliendo a), b) y ¢).

Ahora definimos un nuevo arbol {Xxa}ien<w POr X0 = Yo V X(ai) =
Yi) —Yaparatodo i € Ny para todo A € N,

Por b) y por ser K acotado obtenemos que {Xx4}acn<w €S un arbol se-
minormalizado.

Por a) obtenemos que {Xx4}icn<o €S topologicamente w-nulo, pues si
YA € 1Y@ 1€ N}w VA e N entonces 0 € {yu,i) —Ya: i€ N}w Y,
por tanto, 0 € {x@): 1 € N}w.

Ademas por definicion, >.~-4 Xc = Y4 € B para todo A € N<®,
i) = i).
Sea {X4}aen<w un arbol seminormalizado y topologicamente w-nulo

talque B = {>c.axc: A€ N<®} Cc Kysead >0 tal que [|x4] > 6 para
todo A € N<@,
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Para cada A € N<® y para cada n € N tenemos que

Z Xc = Z Xc + Xn)

C=<(Amn) C<A

w
ycomo 0 € {x(an): n € N} paratodo A € N<®, entonces

w

zxce{ > xc:neN]» VA €N (1)

C<A C=<(Amn)

y, ademas, HZCS(A,) Xc— Dc<a xCH > 0 para todo n € N. Esto prueba que
cada subconjunto w-abierto relativo de B tiene didmetro al menos 6, y
por tanto B C K no tiene la PCP, por el Lemal.3, lo que nos dice que K no
tiene la PCP. O

Mostramos ahora nuestra caracterizacion de la PCP en términos de

sucesiones acotadamente completas en un ambiente general.

Teorema 2.12. Sea X un espacio de Banach. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

i) X tiene la PCP.

ii) Cada arbol topologicamente w-nulo y seminormalizado en X no es
uniformemente tipo P.

iii) Cada arbol topologicamente w-nulo y seminormalizado en X tiene
una rama no tipo P.

iv) Cada arbol topologicamente w-nulo en Sx tiene una rama acotada-
mente completa.

Antes de demostrar este resultado necesitamos el siguiente lema.
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Lema 2.13. Sea X un espacio de Banach y sea M un subespacio de X finito
codimensional. Sea € > 0y {x,} C X tal que 0 € {x,,: n € N}w. Entonces
existe ng € N tal que dist(xy,, M) < ¢.

Demostracion del lema. Sea M < X finito codimensional, entonces existe
un subespacio N < X tal que dim(N) < +o0 y X = M & N (suma topologica
directa). Consideremos la proyeccion lineal y continua p : X — N con
nicleo ker(p) = M e imagen Im(P) = N. Como 0 € {x,,: n € N} se

tiene que P(0) =0 € {p(xn): n e N}w y, como dim (N) < +o0, entonces
Il

0 € {p(xn): ne N} " con lo que existe ny € N tal que si ||p(xn,)|| < €

entonces
dist (xng, M) = lIx0 + Ml = [|[p(xn,) + M| < [|p(xny)|| < &,
ya que xp, — p(xn,) € ker(p) = M. O

Demostracion del teorema. iv) = iii)

Es consecuencia del hecho de que cada sucesion seminormalizada aco-

tadamente completa no es de tipo P, comentado en la introduccion.

iii) = ii)

Es trivial.

ii) = 1)

Resulta de aplicar el Teorema 2.11 para K = By, suponiendo que X
falla la PCP.

i) = iv)

Supongamos que X tiene la PCP.

Sea {x4} un arbol seminormalizado y topologicamente w-nulo en X.

Como [x4] es separable podemos suponer que X lo es.
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Ahora, de [12], podemos asegurar que X tiene una BCSBFDD, tal que
cada sucesion skipped block tiene constante basica menor o igual que
alguna constante K > 0.

Ahora construiremos una rama acotadamente completa del arbol {x4}.
Para esto, fijamos una sucesion {¢;} de numeros reales positivos con
(o]

Construimos una sucesion {n;} de numeros enteros positivos con
n; +1 < nj,; paratodo j € N, una sucesion {y;} en X con y; € Fin;n,,)
para todo Vj € N y una rama {xAJ.} del arbol, tales que ||XAJ. - yill < ¢

para cualquier j € N.

Pongamos 1y = 0. Por 1) de la definicion de BCSBFDD existe n; > 2y
existe Yo € Finon,) tal que [[xa, — »oll < &0 donde Ag = 0 € N<®,

Ahora supongamos que ni,..., M1, Y1,.-.,Yj, A1,...,A; han sido ya

construidos. Pongamos Ay = (p1,...,px) paral < k < j. Como el arbol

es topologicamente w-nulo tenemos que 0 € {X;p): p € NI, entonces
por el lema anterior, deducimos que existe pj.; € N tal que

dist (X(Aj,pﬁl),F[nj+1+1,+oo)) < &Ej+ly

ya que Fipn;, +1,+0) €S UN subespacio finito codimensional de X.

Entonces existe nj,» > 1.1 + 1y existe yj.1 € Finj, ., tales que
Ixa;,, — Vi1l < &1 donde Ajyy = (Aj, pjr1).
Esto finaliza la construccion inductiva de la rama {x4 J,} satisfaciendo

que |[xa; — ¥jll < &; para todo j € N.

Finalmente obtenemos que 7., [lxa;, — ¥l < 1/2K, siendo {y;} una
sucesion skipped block de {F;}. Entonces {x,4;} es una rama del arbol
{xa} la cual es equivalente a {y;} y por tanto acotadamente completa y
esto termina la prueba del teorema. O
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Como ya hemos dicho es un problema abierto para espacios de Banach
generales si la PCP esta determinada por subespacios con base. En relacion

con este problema nos parece interesante la siguiente pregunta:

;Tiene cada arbol seminormalizado y topologicamente w-
nulo un subarbol lleno que sea basico y todavia topologica-
mente débil nulo?

Definicion 2.14. Un subarbol se dice Ileno cuando cada rama del subarbol,
que es un nuevo arbol hecho con elementos del original, sigue siendo rama
del arbol inicial y un arbol se dice basico si, visto como sucesion, es una

sucesion basica para alguna reordenacion.

Si X es un espacio de Banach sin la PCP, segun el corolario anterior, se
obtiene un arbol seminormalizado y topologicamente w-nulo sin ramas
acotadamente completas. Ahora, supuesto que la respuesta a la pregunta
anterior es afirmativa, se obtendria un subarbol basico seminormalizado
topologicamente w-nulo que, de nuevo, careceria de ramas acotadamente
completas, por ser lleno. En definitiva obtendriamos un arbol basico se-
minormalizado y topologicamente w-nulo sin ramas acotadamente com-
pletas, con lo que el subespacio generado por este arbol es un subespacio
con base sin la PCP, por el anterior corolario. En definitiva, si la respues-
ta a nuestra pregunta es afirmativa, se obtendria respuesta afirmativa al

problema de la determinacion por subespacios con base de la PCP.

Si uno traslada esta pregunta al ambiente secuencial, dicha pregunta
seria si cada sucesion w-nula y seminormalizada en un espacio de Banach
contiene una subsucesion basica y w-nula, ya que el concepto lleno se-
ria automatico para sucesiones (la subsucesion de una subsucesion sigue

siendo subsucesion de la sucesion original). Es sabido que la respuesta a
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esta nueva pregunta es afirmativa [21]. Sin embargo, siendo un poco mas
cuidadosos, la pregunta que realmente tendriamos que hacernos en am-
biente secuencial seria si cada sucesion seminormalizada, o si se quiere,
en la esfera, de forma que 0 esté en su cierre débil contiene una subsu-
cesion basica verificando todavia que O esté en su cierre débil. El hecho
de que cada sucesion seminormalizada de forma que O esté en su cierre
débil contiene una subsucesion basica es un hecho bien conocido, pero
lo que no sabemos es si esta subsucesion basica se puede obtener para
que O siga estando en su cierre débil. Por tanto, la pregunta a la que nos

gustaria responder es:

;cada sucesion seminormalizada en un espacio de Banach
de forma que O esté en su cierre débil admite una subsucesion

basica verificando que O esta todavia en su cierre débil?

Confiamos plenamente en que una respuesta afirmativa a esta pregunta
daria respuesta afirmativa a la pregunta anterior planteada para arboles
y, por tanto, resolveria afirmativamente el problema de la determinacion
por subespacios con base de la PCP, sin embargo no hemos sido capaces

de responder a dicha pregunta.
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CAPITULO 3

La propiedad de punto de continuidad convexa en

espacios sin copias de ¥

Dedicamos este capitulo a la propiedad del punto de continuidad con-
vexa (CPCP). Como ya dijimos en el primer capitulo, también es un proble-
ma abierto si la CPCP esta determinada por subespacios con base, aunque
se sabe que esta determinada por subespacios con una descomposicion
finito-dimensional [17], hecho que implica que la CPCP esta determinada
por subespacios separables. Nuestro primer objetivo es obtener una carac-
terizacion local, para subconjuntos, de la CPCP para espacios de Banach
sin copias de ¥; que nos conduzca a la determinacién por subespacios
con base de la CPCP en este ambiente, lo que sera una nueva respuesta
parcial al problema planteado.

Aunque podria pensarse que los resultados que podamos obtener para
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la CPCP son paralelos a los hechos para la PCP, la convexidad que impone
el estudio de la CPCP va a hacer el trabajo bastante mas dificil, ya que el
lenguaje de arboles que se uso para el estudio de la PCP en el capitulo
anterior, y que creemos deseable y aclarador, no nos ha sido posible im-
plementarlo para el estudio de la CPCP. Esto va a hacer que los resultados
fundamentales que expondremos en este capitulo tengan demostraciones

bastante intrincadas y dificiles de escribir, a nuestro juicio.

Recordamos que un subconjunto C de un espacio de Banach X se dice
que tiene la CPCP cuando cada subconjunto cerrado, acotado y convexo
de C tiene un punto de (w — || - ||)-continuidad. Un espacio de Banach X
tiene la CPCP si By tiene la CPCP.

3.1. Subconjuntos especiales del simplex de

Poulsen: Py, ;-conjuntos

Como ya hemos dicho, nuestro primer objetivo es obtener una carac-
terizacion local de la CPCP para subconjuntos cerrados, acotados y con-
vexos de un espacio de Banach que no contiene a ¢;, que va a ser una
extension de un resultado de [1], donde la CPCP esta caracterizada para
subconjuntos cerrados, acotados y convexos de ¢y, usando subconjuntos

en ¢y llamados Py-simplices.

Hablando en sentido coloquial, en [1] se prueba que un subconjunto
C cerrado, acotado y convexo de c( falla la CPCP si, y so6lo si, C contiene
isomorfica y afinmente un cierto subconjunto cerrado, acotado y convexo
de ¢y llamado por los autores Py-simplex. Ademas, este Py-simplex tiene
la propiedad de que su cierre w* en f, es w*-afinmente homeomorfo

al simplex de Poulsen. Asi el Py-simplex construido en [1] puede verse
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como la co-parte de una copia del simplex de Poulsen en ... Realmente el
Py-simplex no es un simplex en el sentido de Choquet. El Py-simplex fue
construido en ¢y, para dar un ejemplo de un conjunto fallando la CPCP y
satisfaciendo la regularidad fuerte, una propiedad mas débil que la CPCP,

sobre la que no vamos a entrar.

El concepto de Py-simplex fue generalizado en [22], llamado alli Py, ;-
conjunto para espacios de Banach en general, y como consecuencia, fue
probado en [22] que la CPCP esta basicamente determinada para espacios
de Asplund. Por tanto, nuestros resultados principales en este capitulo
seran una extension de lo hecho en [22].

Empezamos con alguna notacion y preliminares:

Dada una sucesion basica {e, }, para cada x € [e,,] y para cada interva-
lo de numeros enteros I, llamamos x|; = >.,c; e} (x)e,, siempre que esta

suma exista.

El simplex de Poulsen, denotado por P es el conjunto en > construi-
do en [33]. P es un simplex metrizable y compacto de Choquet y, salvo
homeomorfismos afines, P es el tinico simplex, metrizable y compacto de

Choquet satisfaciendo que Ext(K) = K [20]. Presentamos ahora brevemen-

te el simplex de Poulsen.

Construimos simplices S, en el espacio euclideo R", embebido en ¥>»

de manera natural.
SeaS; =1[0,1/2]yS> =co(S;U (0,1/2)) C R2.

Ahora elegimos puntos ys,..., Yk € S» formando una 2~?-red para S»,
es decir, cada punto de S, dista de algun y; menos de 272,

Hacemos ahora zy = v, + 2 e, para cada 3 < ¢ < k, donde e; denota
el £-ésimo vector de la base usual de RY.
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Definimos Sy = co (S> U {z3,...,2p}) C R? para 3 < £ < k. Ahora elegi-

mos una 2 k-red de Sy y definimos Si..; por el mismo procedimiento.

Es claro que S,, es un simplex finito-dimensional de R™. Definimos fi-
nalmente el simplex de Poulsen como P = U, S,

Empezamos con la definicion de un Py, ;-conjunto. Cuando {v,} es la
base usual de ¢y, la familia de Py,,;-conjuntos coincide, topologicamente
hablando, con el Py-simplex construido en [1]. La idea de la definicion,
que difiere de la de Py-simplex hecha en [1], es aislar las propiedades del
simplex de Poulsen para que, con hipotesis adicionales, el nuevo conjunto
falle la CPCP, como se vera mas adelante.

Definicion 3.1. Sea X un espacio de Banach. Fijamos:

i) Una sucesion nula {&,} de numeros estrictamente positivos.
ii) Sucesiones {g;};, {aj}; de X con g; = a,.
iii) Una sucesion estrictamente creciente {l,} C Nconl; =1y sealy =
0.
Definimos:
= Una sucesion estrictamente creciente {m,} de nimeros naturales
porm; =1y my. = my + 1, para todo n € Ny sea mgy = 0.
= Una sucesion {v;} C X por v1 = a1y Vj = a; — gj-m,_, para todo
j € N\ {1}, siendo » el inico numero natural tal que m,_; < j < m,,.
Definimos ahora K, = co{a;: 1 <j <mu} y K = Upen Kn-
Noteseque Ky C K, C ---CK,, C -~ -.

Notese también que:
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a) K=co{aj: jeN}.
b) K, es cerrado y convexo para cada n.

c) K no es necesariamente acotado, en general.

Definimos un Py,,,;-conjunto, como un tal conjunto K siempre que ade-
mas para cada n € N se verifique:

d) g; € Ky paratodo jconly,_; < j < ly.
Obsérvese que al ser K1 C K; C - - - C Ky, tenemos que g; € K, para

l<j=<l,, VneN.

. l
e) 19}, .<j<1, €S una &,-red para K, es decir, K,, C Uiilnfﬁrl B(gi, €n).

Decimos que K es un Py, ;-conjunto débil nulo, siguiendo la definicion
anterior, cuando para cada j € N se cumpla que {Vm,+;},, . 0 (Obsér-
vese que dado j, el vector vy,,.; esta definido para n suficientemente
grande).

Notese que, siguiendo esta definicion, se tiene:

f) K, Cclin{vk: 1 <k <m,} para todo n € N. Lo haremos por induc-
cion sobre n.
i) K1 = cof{ai} = cof{vy} Clin{v:}, yvaque m; =1

ii) Supongamos que K,, C lin {vy : 1 < k < m,,}. Por definicion,

Kpii=cof{ax: 1 <k <myuii}
=col{{a;: 1 <j<mpluia;: my+1=<j<myl}}

=co{Kpuco{aj: my+1<j<mpl}}.
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Ahora bien, si my, +1 < j < my41, entonces aj = Vj — gj-m,,

donde v; € lin{vy: 1 <k < My41} Y Gj-m, € Kn Clin{vg: 1
k < my}, pues1 < j—m, < l,. Es decir, K;,;; C lin{ay : 1
k <my,1t.

g) K = {gn}=n, para todo ng € N.

h) Si K es acotado en norma, entonces sup,, ||v,|l < +oo, pues v;
Aj—Gj-m, pPAramy < j<mu1y aj,gj-m, € Km,.,-

Obsérvese también que:

{Ajtmg<jem; = {a1} = {vi} = {g1}

{aj}m1<jsm2 ={ax} = {v1 + 91}

<

<

En general, sin > 2 el conjunto {a;}m,<j<m,., tiene l, vectores, que

son
Amy+1 = Ump+1 T 91,

Am,+2 = Ump+2 T 92,

(3.1)

amn+ln = amn+l = vmn+1 + gln'

i) Supongamos por un momento que {v,} es una sucesion basica con

sucesion de funcionales biortogonales {v,s}. Entonces v,/ (K) >

0

para cadany ademas P,, (K,,+1) = K,, donde P,, denota la proyeccion

n-ésima de la sucesion basica {v,}.

Para ello, veamos que v;"(K,) > 0 para cada i y para cada n. Eso

es cierto sin = 1, ya que K; = {a;} = {v1} = {g1}, por definicion.

Ahora, supuesto cierto para p < n, obsérvese que v;(g;) = 0 para

cada iy para cada 1 < j < I, ya que {g;};, ,<j<i, €S una &,-red de

K, para cada p, por e). Ademas v;"(a;) = 0 para cada i si j < my, ya

que, por definicion, K, = co{a;: 1 < j < m,} para cada p.
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Como, segun se ha dicho en h), de (3.1) deducimos que vi*(aj) >
0 para cada i si j < My Y, por tanto, que v, (K,i1) = 0. Esto
demuestra que v, (K) > 0 para cada n, por la definicion de K.

Justificamos ahora que P,, (K, 11) = K.

Un punto de K, es, por definicion, una combinacion convexa de
{fa;} conl <i < ap,,,, Pro Am,+i = Um,+i + giparal <i < [,
(recuérdese que my.1 = m, +1l,) ygi € K, sil <i < [,,. Como
K, =co(ay,...,am,), se obtiene que P, (K,+1) € K;. Por otro lado,

como K,, C K;,;1, llegamos a que P,, (K1) = Kj,.

En general, si K es un Py,,;-conjunto, la sucesion {v,} no es nece-
sariamente una sucesion basica. Una de las claves de nuestro resultado
principal sera la construccion, bajo ciertas hipotesis, de un Pyy,;-conjunto

acotado, donde {v,} es una sucesion basica seminormalizada.

El proximo lema prueba que un Py,,,;-conjunto con propiedades adicio-
nales falla la CPCP.

Lema 3.2. Si K es un Py,,}-conjunto acotado y débil nulo con inié lvnll > 0,
ne

entonces K falla la CPCP.

Demostracion. Tomemos j € N, entonces existe ny € N tal que m,, + j <
My .1 para todo n = ng, ya que my,1 = my, + L, y {1} es estrictamente
creciente. Ademas, por definicion sabemos que g; + Vim,+j = Am,+j € K

para todo n > ny.

Como K es un Py, ;-conjunto débil nulo, entonces
{Amy+j} = {9+ Vmarj} — g5 VjEN.
Pero, por otro lado,

lam,+j = gill = [[vm,sjll > 6 >0 Vn=mn,.
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Obsérvese que g; no es punto de (w — ||-||)-continuidad y esto para cual-
quier j € N.

Sabemos que K = {gj: jeN} ={gj:je N}w, por ser K convexo.

Por otro lado, como K es convexo, K = K" y, como K es cerrado,
K=K = Kw, 0 sea, K es w-cerrado y al ser g; € K Vj € N, entonces
{gjr je N}w C K.Luego K = {gj: j € N}w.

Sea ahora U un w-abierto relativo de K. Entonces existe g; € U y existe

n; € N tal que am,+; € U para todo n > n; y n > ng y, como ademas
\|@m,+; — gjl| > &, se tiene que diam(U) > § y, por tanto, K falla la CPCP.
]

3.2. Caracterizacion local de la CPCP sin copias
de ¢ 1

Nuestro principal resultado es una caracterizacion local de la CPCP en

términos de Py,,;-conjuntos.

En particular, empezando con un subconjunto C cerrado, acotado y
convexo de un espacio de Banach X y suponiendo que C falla la CPCP y
no contiene sucesiones equivalentes a la base usual de ¢;, se prueba que
es posible construir un Py, ;-conjunto w-nulo en C, donde {v,} es una

sucesion basica seminormalizada.

Esto también esta probado en [22], suponiendo que X es un espacio As-
plund, lo cual es una hipotesis mas fuerte que suponer que C no contiene

sucesiones equivalentes a la base usual de ;.

Ademas la hipotesis en [22] es global, esto es en X, y nuestra hipotesis

es local, o sea en C.
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La construccion en el siguiente teorema comparte el mismo esquema
que la hecha en [22], pero hay una importante diferencia entre ambas, el
Pyy,,1-conjunto construido en [22] se obtiene porque se supone un ambien-
te Asplund, siendo {v,} una sucesion basica seminormalizada shrinking

y entonces {v,} es una sucesion w-nula.

Esta demostracion no funciona si s6lo se supone que el espacio de Ba-
nach no contiene copias de 7, ya que existen espacios de Banach sin co-
pias de ¢; que no tienen sucesiones basicas shrinking. De hecho, en [16] se
construye un espacio de Banach G sin copias de ¢; tal que cada subespa-
cio infinito-dimensional separable tiene un dual no separable y entonces
no hay sucesiones basicas shrinking en G. Recordemos que el subespacio

generado por una sucesion basica shrinking tiene siempre dual separable.

Nosotros tomamos una condicion mas débil, que es la definicion de

Pyy,,1-conjunto w-nulo.

Probamos ahora la caracterizacion antes mencionada, donde se prueba
también, hablando coloquialmente, que los espacios de Banach con dual
separable que fallan la CPCP, contienen un simplex especial de Poulsen
en su bidual. De hecho, lo que se consigue es un Py, }-conjunto que es la
X-parte de una copia del simplex de Poulsen en el bidual, extendiendo asi

lo que se hace en [1] para cy.

Teorema 3.3. Sea C un subconjunto cerrado, acotado y convexo de un es-
pacio de Banach X. Supongamos que C no contiene sucesiones equivalentes
a la base usual de ¥;. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalen-

tes;
i) C falla la CPCP.

ii) Existe una sucesion badsica seminormalizada {v,} en X, tal que C

contiene un Py, -conjunto w-nulo.
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*

Ademas, si X* es separable, entonces P{vn}w , el cierre en la topologia
w* del Py, -conjunto en X**, es afinmente w*-homeomorfo al simplex de

Poulsen.

Demostracion. i) = ii)

Supongamos que C falla la CPCP. Por el Lema 1.9 podemos suponer
que C es cerrado, acotado, convexo y separable, que falla la CPCP y no
contiene sucesiones equivalentes a la base usual de ¢;. Ahora bien, co-
mo la envolvente lineal cerrada de C es un subespacio separable de X,
podemos suponer que X lo es.

Por tanto X se embebe isométricamente en un espacio de Banach Z con

una base mono6tona normalizada {e, } con funcionales asociados {f,}.

Tomemos por ejemplo Z = C[0, 1], el espacio de las funciones conti-

nuas en [0, 1] con la norma del supremo.

Como C falla la CPCP, podemos encontrar, por el Lema 1.5, un subcon-
junto convexo A C C y un numero 6 > 0O tales que cada w-abierto relativo

de A tenga diametro mayor que 20 y, por tanto, a € A\ B(a, 6)w Va € A.

Ahora, para cada a € A, fijamos una sucesion {yj’l} C A\ B(a,o) ve-
rificando que { yf} ~. a. Fijamos también una sucesion {& i} de numeros
positivos, tal que 2 2;‘;1 0; <1,y sea {&,} una sucesion nula decreciente

de nimeros positivos.

Fijada la sucesion {&,} construimos un Py,,;-conjunto w-nulo conte-
nido en C, para alguna sucesion basica seminormalizada {v,}. Para esto

construiremos inductivamente:

i) Una sucesion {l,,} de enteros positivos, estrictamente creciente con

l; =1y ponemos [y = 0.
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ii) Conjuntos {7;}m,_,<j<m, tales que {7;} es una sucesion de enteros,

estrictamente creciente y ponemos 7y = 0.
iii) Conjuntos {g;}m,_,<j<m, tales que {g;} es una sucesion de A.
iv) Conjuntos {u;}m, ,<j<m, tales que {u;} es una sucesion de Z.

v) Conjuntos {a;}m, ,<j<m, tales que {a;} es una sucesion en A con

ay = Y.

Asi siguiendo la Definicion 3.1, definimos de i),iii) y v) las correspondien-
tes

vi) sucesion estrictamente creciente de enteros {m,},
vii) subconjuntos {vV;}m, ,<j<m, €n X,
viii) sucesion {K,} de subconjuntos de X.
Entonces tenemos que:
ixX) ujelei:rj. <i<rjl
X) |[uj —vjl| <9,
xi) [|vj|| > /2
xii) gj € Ky paratodo jcon l,—1 < j <l
xiil) {g;j}i,_,<j<1, €S una &,-red de K.

xiv) Para cada j € N existe algin g € Ay p; € N tales que a; = yffj y
{p;} es estrictamente creciente.
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Comencemos la induccion con n = 1 y notemos lp = 0 = mg y
l; =1 = m;. Es claro que diam (A) > 26 y, por tanto, existe ap € A

con |lag|l > 9.

Ahora como ag € A\ B(ao, o), elegimos p1 € N tal que |[yp?|| >
0/2, 1o que es posible, ya que {y}lo} 2 ao.

Pongamos v, = a; = g1 = yp. y Ky = {a1}.

Tomemos 11 > 19 = 0 tal que ||[Vi|4,+0) |l < 61 Yy hagamos u; =

Viinml-

Comprobamos que se verifican de ix) a xiv).

rl
ix) uy = > fi(vi)e; €lei:rg<i=<mnl
io1

> fitvie;

Jj>n

X) [luy —vill = = V1107400 |l < 01.

xi) vl = llypill > 8/2.
xii) =0, Li=1L 1l <j<h =j=1{g} = {a1} =K.
xiii) {g1} = K; es una &;-red para K;.

xiv) So6lo hemos definido p; con a; = v,°.

Esto finaliza el primer paso de la construccion inductiva.

Para n = 2 tenemos my = m; + l; =2 ysi m; < j < my, entonces
l<j=<2=>j=2.

Definimos
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V3 es un w-abierto relativo de A con g; € V? y diam <V22> > 20.
Hemos fijado {yf]} c A\ B(g1,6) con {y}q‘} *. g1. Entonces existe
p2 > p1 tal que yji € V2 C A. Pongamos a; = Y y V2 = a» — g1,
entonces

[v2iimll =

> felva)ex
k=1

< > | f(va) |
k=1

= i |fk (a> —.91)|
k=1

o2 62
2 2

Tomemos 7> > 7 tal que [|[V2pm,+00)ll < 02/2 y pongamos u, =

V2|(r1,r2]-
Definimos K, = co{ax: 1 <k <m»,} =co{aq,a}.

Por ser K, la envolvente convexa de un numero finito de puntos,
existen I, > 11 y {gj}1,<j<1, en K tales que {g;};,<j<1, €S una &-red
para K.

» Sean > 2y supongamos que hemos construido
Liti<jen,s (Vi h<jemp, 1P 1<j<mn
{aiti<jemp (W 1<jemn, 197} 1<)<ln
De hecho, mp.1 =1+ 37 I;.

Ahora construiremos

{Vj}mn<jsmn+1, {l’)j}mn<jsmn+1, {uj}mn<jsmn+1-
Tomemos j € {m, +1,...,My1}.

Sij =my,+1, entonces r;_; y pj—1 ya han sido construidos. Podemos
suponer pues que, para j € {m, + 1,..., My}, ¥j—1 Y pj-1 Ya han
sido construidos.
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Definimos
i1 6
Vi=()JaeA: fi(a—gj-m,) < 5>
k=1 271

Es claro que V}l es un w-abierto relativo de A que contiene a g;_m,
y que diam (V") > 26. Hemos fijado {y;iff*m"} Cc A\ B(gj-m,,0) con
{ygimny 2, Jdj-m,, €ntonces existe p; > p;j_; tal que yg’ "meVvic

g
A.Pongamos a; = yp! "y v; = a; — gj-m,. Entonces

Hvﬂ[l,rHJ ‘ = ifk ()|l < Z | fie (V) |l|
:JZ: Jm)|<TJ15 :J-

Tomemos r; > ;-1 tal que [|vjjp;+e)ll < 0j/2 y pongamos u; =
Vjlri_1,7il-

Esto completa la construccion de los conjuntos

{Vj}mn<jsmn+1s {pj}mn<jsmn+1; {uj}mn<jsmn+1 {a«j}mn<jsn+1-

Definimos K;,;,1 = co{ax: 1 < k < m,.1}. Entonces existen l,,,1 > L,

YV {9}t n<j<lns; €D Kyi tales que {gjly, <j<i,,, €S una &,.;-red para
K, +1. Esto completa la construccion inductiva.

Ahora haciendo K = co{a,: n € N}, es claro que K es un Py,,;-conjun-
to contenido en C, donde {v,} es una sucesion basica seminormalizada

equivalente al bloque basico {u,} de la base {e,;} por ix), x) y xi).
Notese que

luj = vl = ijw[l,rjfl] + Uj\(rj+oo)H = (SZJ + % _ oy
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y también

gj*YVln

o
||UJ'HZHaj_gjfmnH:Hypj —Y9j-my, 25>§

pues yﬁj'm" € A\ B(gj-my,,0).

Veamos que K es un Py,,;-conjunto w-nulo. Tomemos j € N. Entonces
existe ng € N tal que m,, + j < my,,; para todo n > ny. Ademas, de la
definicion sabemos que g; + Vm,+j = Am,+; € K para cualquier n > ny.

Por la construccion de {a,} es claro que dam,+;j = yﬁ‘,ﬁnﬂ para n = nyg
w w
y que {yp,, .;} — g;j. Por tanto, {vm,;} = {am,+;j — g;} — 0y esto para
cualquier j € N. En consecuencia, K es un Py, ;-conjunto w-nulo.

ii) = i)
Si K es un Pyy,;-conjunto w-nulo contenido en C siendo {v,} semi-

normalizada, entonces inf, ||[v,]| > 0 y K es acotado. Entonces, por el
Lema 3.2, K falla la CPCP vy, por tanto, C falla la CPCP.

—w* , ;
Demostramos ahora que K~ es afinmente homeomorfo al simplex de
Poulsen, suponiendo que X* es separable. Por la universalidad del sim-
*

plex de Poulsen ya comentada, esto es equivalente a decir que K" esun

simplex de Choquet cuyos puntos extremos son w *-densos.

Comencemos probando que Kw* es un simplex de Choquet. Al ser X*
separable, la sucesion basica {v,} obtenida en la demostracion anterior
se puede suponer shrinking, ya que se ha obtenido como bloque basico
de la base del espacio Z donde hemos embebido X, y en este caso, X* es
separable, la base de Z se puede suponer shrinking, por [39]. Como K es
un Py, ;-conjunto, tenemos, siguiendo la definicion, que K = U, K.

Consideremos, para cada n € N la proyeccion natural que denotamos
P, : [vy]** - [vi: 1 <i<my] Yy que no es mas que la doble adjunta

de la correspondiente proyeccion basica de [v,] sobre las primeras m,,
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coordenadas. Recordemos que la sucesion {m,} viene asociada a K, segiin

la definicion de Py, ;-conjunto.

Del apartado i) en la definicion de Py,,;-simplex tenemos para m > n
que P,(K,,) = K, de donde P,(K) = K, para cada n. Llamemos 1T, a
la restriccion de P, a K41y Q = lim ({Ky}, {11,,}), el limite inverso del
sistema (K, 1m,). Es sabido que Q es un simplex de Choquet, segun se
vio en la segunda seccion del primer capitulo, y que Q es el conjunto
de sucesiones {wyl, € (Vo ]**, w*)N con w, € Ky, y Wy = Tn(Wni1)
para cada n. En Q se considera la topologia producto de ([v,]**, w*)N
inducida, con la que Q es un subconjunto compacto y convexo.

Basta entonces comprobar que Q y K= son afinmente homeomor-
fos para deducir que K" esun simplex de Choquet. Para esto definimos
f:KY - Qmediante f(x**) = {P, (x**)},, para cada x** € K" . Clara-

mente f estad bien definida, es afin y continua.

Siw = {wy} € Q, como P,(w,,) = wy, si m > n, podemos definir
x** = w* - lim, w, y obtenemos que x** & fw* con f(x**) = w. Por
tanto f es sobreyectiva. La existencia del limite w* —lim,, w,, (ver 1.12) se
debe al hecho de que la sucesion {w, } es una sucesion de sumas parciales
de la forma {>"1 A;v;}, ya que Py (wy+1) = wy, para cada n. Como {w,}
es acotada, por ser w, € K,, se obtiene la existencia del limite lim,, w,

para la topologia w* del hecho de que {v,} es shrinking.

Para comprobar la inyectividad de f, tomemos x**, y** Kw* con
f(x**) = f(y**). Entonces P, (x**) = P,,(y**) para cada n y deducimos
que

* % %

x** =w* —liernPn(x**) =w* —11£11Pn (y**) = y**,

gracias a que {v,} es shrinking, con lo que se demuestra la inyectividad

de f vy, por tanto, que Kw* es un simplex de Choquet, al ser afinmente
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homeomorfo a Q.

Vayamos finalmente ahora a probar que el conjunto de puntos extre-

7w*
mos de K~ es w*-denso.

Siguiendo la definicion de Pjy,;-conjunto, se tiene que {a;},_;_,, C

Ext(K,) para cada n € N. Ahora veamos que K,, es una cara, subconjunto

a+B
2 *

v (B) = 0 siempre que m, < i. Teniendo en cuenta que v/ (Kw ) C Ry,

extremal, de fw* paracadan.Six, B € Fw* y € Ky, entonces v, (x) =
por ser v;*(K) C Rj para cada i (ver i) en la definicion de Py,,;-conjunto),
deducimos que «,B € K,. Entonces {Olj}lsjgmn c Ext(K,) C Ext(Fw*)
para cada n € N. Pero K es Py,,;-conjunto débil nulo y, por tanto,

w*

(gi} C G Ext (K,) cExt(K"")

n=1

w*

Como {g;} es denso en K, deducimos que el conjunto de puntos extremos
de Kw* es w*-denso en fw*, como se queria. Esto finaliza la demostracion
de que fw* es afinmente w*-homeomorfo al simplex de Poulsen, si X* es
separable. O

Por supuesto, es posible demostrar que el conjunto kY en el teorema
anterior es afinmente w*-homeomorfo al simplex de Poulsen, si X es un
espacio de Asplund sin la CPCP. Para ello, recuérdese que la CPCP esta
separablemente determinada para subconjuntos, lema 1.9, y que el dual
de un subespacio separable de un espacio de Asplund es separable. Sin
embargo, no sabemos si esto se puede hacer también en el ambiente de

los espacios de Banach sin copias de ¥;.

Finalizamos este capitulo con una nueva respuesta parcial al problema
de la determinacion por subespacios con base de la CPCP, consecuencia
inmediata de lo hecho hasta ahora.
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Corolario 3.4. Sea X un espacio de Banach sin subespacios isomorfos a 4.
Entonces X verifica la CPCP si, y solo si, cada subespacio con base de X
verifica la CPCP.

Demostracion. La condicion necesaria es evidente. Para la suficiente, si
X falla la CPCP, se tiene que By falla la CPCP vy, aplicando el resultado
anterior, se obtiene un Py, ;-conjunto w-nulo K en By, siendo {v,} una
sucesion basica seminormalizada. Como K vive en el subespacio generado
por {v,}, que es un subespacio con base de X, y K falla la CPCP, también
por el teorema anterior, se obtiene un subespacio con base de X sin CPCP.

O
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