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Prologo

El planteamiento de un trabajo de investigacion viene motivado por distintos
estudios y problemas planteados o encontrados previamente y por un objetivo a
alcanzar. Antes de comenzar el desarrollo de esta Memoria, queremos mostrar
cudles fueron los aspectos que dieron lugar a su desarrollo y el objetivo que se
desea. En el campo de la fiabilidad es habitual el andlisis de sistemas reparables
y de sistemas redundantes en tiempo continuo. Un problema en este campo es
que cuando se modelizan sistemas de mayor complejidad las expresiones que se
obtienen son intratables, dificiles de aplicar. Por otro lado la mayoria de los tra-
bajos en fiabilidad consideran que los sistemas evolucionan de forma continua
en el tiempo. Pero, muchos sistemas, como algunos sistemas electrénicos, evolu-
cionan de forma discreta y es interesante su andlisis. Estas dos premisas son las
que llevan a plantearnos la siguiente pregunta, ;por qué no estudiar la mode-
lizacién de sistemas complejos con miltiples componentes que evolucionan de
forma discreta en el tiempo, obteniendo los resultados de una forma algoritmi-
ca y algebraica, solventando asi los problemas de aplicabilidad y facilitando la
interpretacién de las medidas obtenidas? Esta pregunta muestra el objetivo de
la Memoria.

Los sistemas reparables con miltiples componentes en tiempo continuo son
frecuentemente discutidos en la literatura de fiabilidad. Textos clasicos como los
de Barlow y Proschan (1975) [7], Hoyland y Rausand (1994) [13], y Ascher y
H. Feingold (1984) [4], analizan el comportamiento y modelizacién de sistemas
reparables y no reparables. Son muchos los articulos que se han centrado en el es-
tudio de sistemas reparables. Asi, Kijima (1989) [14] sugirié dos modelos proba-
bilisticos posibles para estudiar sistemas con reparacién general. Zhao (1994)
[48] propone un modelo generalizado para sistemas en serie con componentes
reparables con reparacién perfecta o imperfecta. Bruning (1996) [8] analiza el
comportamiento de un sistema con dos unidades con reparacién preventiva que
evita el fallo del sistema. Mas recientemente, se han realizado aproximaciones
bésicas para un conjunto de datos de tiempos de fallo de sistemas reparables
en Lindqvist (2006) [17]. Analiza modelos de reparacién imperfecta haciendo
énfasis en la modelizacién. Guo y otros (2007) [11] presentan un modelo gene-
ral reparable basado en la historia de la reparacién del sistema. En Barata y
otros (2002) [5] se estudia el deterioro de sistemas usando simulacién de Monte
Carlo y desarrolla un procedimiento de optimizacién para el mantenimiento del
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sistema.

Los procesos markovianos han sido utilizados en la modelizacién de sistemas
dindmicos de fiabilidad. Es en Hoyland y Rausand (1994) [13] donde se conside-
ran modelos markovianos en el estudio de sistemas de fiabilidad desde un punto
de vista clésico. Liu y Kapur (2006) [18] desarrollan medidas de fiabilidad para
sistemas dindmicos con distintos estados discretos de funcionamiento. Maillart
(2006) [19] estudia el problema de programar un mantenimiento preventivo para
un sistema markoviano con miiltiples estados de deterioro. Diamantidis y otros
(2007) [9] modelizan problemas de flujos en linea realizando una descomposicién
por bloques. Esta descomposicién es resuelta via un andlisis markoviano.

Otros sistemas ampliamente estudiados son los sistemas redundantes o con
unidades en reserva. Este método ha sido muy aplicado para mejorar la fia-
bilidad y disponibilidad en el disefio de sistemas. Textos cldsicos como el de
Barlow y Proschan (1975) [7] ya consideran estas técnicas. Pero el estudio de
sistemas redundantes sigue siendo un campo de estudio abierto hoy en dia. Re-
cientemente, Srinivasan y Subramanian (2006) [46] utilizan puntos de renovacién
para obtener la disponibilidad y fiabilidad de un sistema en reserva activa con
tres unidades. Wang, Ke y Lee (2007) [47] realizan un estudio de la sensibili-
dad de un sistema con multiples componentes para determinar la fiabilidad y el
tiempo medio hasta el fallo.

DISTRIBUCIONES TIPO FASE

Pero, uno de los principales problemas cuando se analiza el comportamiento
de sistemas con tres o mas unidades en reserva, es que la construccién del mo-
delo y las medidas asociadas adquieren una estructura practicamente intratable
y dificil de aplicar. En el caso continuo son varias las distribuciones mas uti-
lizadas en la practica como son la distribuciéon exponencial, Erlang y Weibull.
Estas dos ultimas dan lugar, como se ha mencionado anteriormente, a resulta-
dos complejos de aplicar, debido a las expresiones analiticas obtenidas, siendo
muy compleja de tratar su transformada de Laplace. Para evitar este proble-
ma, un primer paso, ha sido estudiar estos sistemas cuando el tiempo de fallo
o el tiempo de reparacién se distribuye de forma exponencial. La distribucién
exponencial tiene un buen comportamiento desde un punto de vista practico en
fiabilidad, simplificando los resultados, pero en muchas ocasiones esta restric-
cién puede ser muy fuerte. Una generalizacion de la distribucién exponencial,
con frecuencia utilizada en estudios de fiabilidad, es la distribucién tipo fase.
Esta clase de distribuciones fue introducida por Neuts (1975) [22] mostrando
su versatilidad y buenas propiedades. También Neuts (1981) [23] pone de mani-
fiesto la potencia algoritmica de esta clase de distribuciones. Las distribuciones
tipo fase han sido aplicadas en distintos campos como fiabilidad, superviven-
cia y teoria de colas. Una amplia variedad de modelos estocésticos pueden ser
representados mediante distribuciones tipo fase, permitiendo construir nuevos
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modelos de forma algoritmica. Cuando esta clase de distribuciones se conside-
ran en la modelizacién de sistemas de fiabilidad, su construccién y las medidas
asociadas se obtienen de forma algoritmica matricial, lo cual simplifica y facilita
el estudio y andlisis del sistema asi como su implementacién computacional.

Por otro lado, cuando se consideran distribuciones generales en la mode-
lizaciéon de sistemas de fiabilidad de nuevo se obtienen expresiones complejas
con aplicacién dificil. En el caso continuo este problema ha sido solventado
considerando que las distribuciones generales intrinsecas del modelo son aproxi-
madas mediante distribuciones tipo fase, ya que estas distribuciones son densas
en la clase de distribuciones continuas no negativas. Asi, Neuts y Meier (1981)
[24] consideraron distribuciones tipo fase para modelizar un sistema con dos
unidades presentando los resultados de forma algoritmica. Gururajan y Srini-
vasan (1994) [12] modelizan un sistema con dos unidades en reserva activa con
tiempos de fallo de las unidades distribuidos tipo fase. Neuts y otros (2000)
[25] estudian un sistema unitario sometido a varios tipos de fallos con tiempos
de reparacién y operatividad distribuidos tipo fase. Pérez-Océn y Ruiz-Castro
(2004) [29] y Ruiz-Castro y otros (2004)[42] desarrollan dos modelos generales
con dos unidades independientes con tiempos implicitos distribuidos tipo fase.
Un sistema con multiples componentes dispuestas en G-out-of-M es analizado
por medio de un proceso de Markov en Pérez-Océn y otros (2006) [27]. Los pro-
cesos geométricos son considerados en este trabajo para modelizar el desgaste
de las unidades.

Los sistemas redundantes con distribuciones tipo fase también han sido es-
tudiados. Pérez-Océn y Montoro-Cazorla (2004) [26] modelizan un sistema con
unidades en reserva pasiva considerando distribuciones tipo fase. Este sistema
es regido mediante un proceso de cuasi-nacimiento-y-muerte (QBD). Este mo-
delo también es analizado en el caso de reserva activa. Pérez-Océn y Montoro-
Cazorla (2006) [28] estudian un sistema finito reparable con unidades dispuestas
en reserva activa y demostraron que este sistema se modeliza mediante un pro-
ceso de cuasi-nacimiento-y-muerte con distintos niveles (LDQBD). Utilizan la
metodologia dada por Naoumov (1997) [21] para calcular la distribucién esta-
cionaria del modelo.

SISTEMAS DISCRETOS DE FIABILIDAD

En fiabilidad es habitual considerar que los tiempos de vida implicitos en el
funcionamiento de un sistema tienen un comportamiento continuo. Sin embargo,
en muchas ocasiones y por distintos motivos, no todos los sistemas pueden ser
observados de forma continua debiendo hacerse en ciertos periodos de tiempo
discretos. Asi, cuando los sistemas son observados en tiempos de inspeccién,
una aproximacién discreta puede ser apropiada para modelizar su evolucién en
el tiempo. También, en otras ocasiones, la estructura interna del sistema es de
naturaleza discreta, como por ejemplo sistemas computacionales digitales. En
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fiabilidad los modelos discretos son considerados para el analisis del compor-
tamiento de sistemas en campos como la ingenieria electrénica.

Al igual que ocurre en el caso continuo, cuando se consideran distribuciones
generales para los tiempos de fallo implicitos en el modelo, los resultados que
se obtienen adquieren formas intratables. En el caso discreto es si cabe méds
complejo dado que sucesos simultaneos si pueden ocurrir. Este problema era
solventado en el caso continuo mediante aproximaciones de las distribuciones
generales por distribuciones tipo fase, dado que son densas en la clase de dis-
tribuciones no negativas. Pues bien, en el caso discreto esta aproximacién es
equivalencia e histéricamente su estudio ha sido como sigue. Neuts (1975) [22]
probd que toda distribucién discreta con soporte finito puede ser representada
mediante una distribucién tipo fase. Entendemos por soporte de una distribu-
cién discreta de probabilidad el conjunto de valores donde la probabilidad no es
cero. Alfa y Neuts (1995) [3] muestran esta representacién. Shi y otros (1996)
[44] puntualizaron que, para cualquier variable aleatoria discreta con soporte
finito o infinito, se puede construir una cadena de Markov para generalizar el
resultado anterior. Cuando el soporte es infinito, entonces la cadena de Markov
construida da lugar a una distribucién tipo fase infinita (IPH). La representacién
tipo fase de una distribuciéon IPH tiene la misma estructura matricial formal que
una distribucién tipo fase, pero en este caso las matrices tienen orden infinito.
Shi y Liu (1998) [45] establecieron la representacién de la distribucién.

Por lo tanto cualquier distribucion discreta se puede expresar mediante una
estructura matricial. Alfa y Castro (2002) [2] consideran estos resultados para
modelizar un sistema discreto de fiabilidad con distribuciones generales. Dado
el andlisis anterior, un proceso de renovacién general discreto se puede expresar
de forma algoritmica matricial considerando tiempos entre llegadas distribuidos
PH o IPH segun si el soporte es finito o infinito respectivamente. Alfa (2004)
[1] formalizé la notacién de este resultado y lo aplica en sistemas de colas. En
este trabajo se muestra la representacion tipo fase de una distribucién general
con soporte finito.

LA MEMORIA

El objetivo principal de esta memoria es modelizar distintos sistemas discre-
tos de fiabilidad de forma algebraica y algoritmica donde los tiempos implicitos
del mismo tienen un comportamiento general. De esta forma, se plantea y de-
sarrolla una metodologia que resuelve los problemas planteados anteriormente,
complejidad en las expresiones obtenidas en presencia de distribuciones gene-
rales, aplicabilidad e implementacién computacional. Para ello se introducen las
distribuciones tipo fase.

No son muchas las referencias existentes de sistemas discretos de fiabilidad
y muy pocas las que consideran distribuciones tipo fase. Nosotros desarrollamos
sistemas redundantes con unidades en reserva pasiva y activa, considerando en
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el primer caso un nimero finito o infinito de unidades. En todos los modelos se
introducen distintos tipos de fallos de las unidades, fallos internos o de desgaste
y fallos externos o accidentales. A su vez, estos fallos pueden ser reparables o
no reparables. En muchos trabajos se considera que la reparabilidad o no del
fallo es independiente del tiempo hasta que se produce el mismo. Nosotros con-
sideramos que esto no tiene por qué ser asi, permitiendo que esta reparabilidad
dependa de la etapa de funcionamiento en la que se encuentre el sistema. Distin-
tas medidas se obtienen para cada uno de los sistemas, siempre con resultados
algebraico matriciales de forma algoritmica. Se calcula la disponibilidad y se
analiza el comportamiento del periodo de operatividad y no operatividad de los
sistemas. Especial interés se tiene en el estudio del comportamiento del fallo de
las unidades y del propio sistema. Para ello se realiza un estudio detallado de
la probabilidad condicionada de fallo para cada tipo del mismo. Se obtiene la
distribucién transitoria y estacionaria de los modelos desarrollando algoritmos
para su célculo. El estudio de las medidas de funcionamiento se realiza en régi-
men transitorio y estacionario. En estos sistemas se introducen también funcién
de costos y se presentan ejemplos de optimizacion.

Un problema que se presenta cuando se considera esta metodologia para el
estudio y modelizacién de sistemas, es el elevado orden de las distintas matrices
que intervienen en el mismo. De forma que, cuando el nimero de unidades es
elevado el orden matricial crece de forma exponencial. Este problema lo resolve-
mos obteniendo los resultados de forma algoritmica por bloques matriciales y
aplicando la RG-factorizacién matricial descrita en Li y Cao (2004) [16].

Los resultados de esta memoria generalizan trabajos existentes en tiempo
continuo que posteriormente pasaremos a comentar. Resaltar, como se men-
cioné anteriormente, que el estudio del comportamiento de un sistema, de fiabi-
lidad en tiempo discreto es mas complejo, si cabe, que en el caso continuo, dada
la posibilidad de ocurrencias simultdneas.

La memoria esté dividida en cinco capitulos donde el primero de ellos estd de-
dicado a la presentacién de los conceptos bédsicos que seran utilizados. El resto
de capitulos se desarrollan de forma secuencial, cada uno de ellos con modelos
de fiabilidad independientes. En el segundo se presenta un sistema de fiabili-
dad con unidades en reserva pasiva, en el tercero un sistema con unidades en
reserva pasiva y pérdida de unidades, un cuarto con unidades en reserva acti-
va y en el ultimo se presenta un sistema con unidades en reserva activa con
pérdida de unidades. Todos los contenidos de la Memoria se han implementado
computacionalmente con Matlab y cada modelo se ilustra mediante un ejemplo
numérico. Hemos querido ser fieles a las distintas publicaciones que ha dado
lugar esta memoria, conservando la misma estructura en los distintos capitulos.

En el transcurso de la investigacién los resultados obtenidos se han ido pre-
sentando en distintos congresos que también se mencionan.
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Capitulo 2

En el capitulo 2 se estudian en detalle distintos sistemas discretos con uni-
dades en reserva pasiva. Este capitulo generaliza al estudiado por Pérez-Océn
y Montoro-Cazorla (2004) [26] considerando tiempo discreto y una mayor ca-
suistica para el fallo de las unidades del sistema. Los resultados de este trabajo
han sido publicados en las siguientes revistas:

» Reliability Engineering and System Safety (Ruiz-Castro, Pérez-Océn y
Fernéndez- Villodre (2008) [39])

» IEEE Transactions on Reliability (Ruiz-Castro, Fernandez- Villodre y
Pérez-Océn (2009) [34]).

Por otro lado, los contenidos de este capitulo se han presentado en distintos
congresos de caracter nacional e internacional como son:

= SEIO 2006 (Ruiz-Castro y otros (2006) [41]). Se presenta el modelo des-
crito en este capitulo en el caso de haber un nimero finito de unidades sin
considerar fallos accidentales.

= ESREL 2006 (Ruiz-Castro y otros (2006)[35]). Se presenta el modelo con
un numero ilimitado de unidades sin considerar fallos accidentales.

= ASMDA 2007 (Ruiz-Castro y otros (2007)[36]). Se presenta el modelo con
un numero ilimitado de unidades considerando fallos accidentales y la
simplificacién del mismo.

s ESREL 2008 (Ruiz-Castro y otros (2008) [38]). Se presenta el modelo
descrito en este capitulo en el caso de haber un nimero finito de unidades
considerando fallos accidentales y reparabilidad de los mismos dependiente
del tiempo hasta el fallo.

Capitulo 3

En este capitulo 3 se analiza un sistema con multiples unidades en reserva
pasiva donde el fallo no reparable ocasiona la pérdida de la unidad. El hecho de
considerar pérdida de unidades generaliza el capitulo anterior en cierto sentido,
no siendo el nuevo estudio una consecuencia inmediata del anterior.

Este capitulo se ha publicado en la revista

» Discrete Events Dynamic Systems (Ruiz-Castro, Ferndndez-Villodre y Pé-
rez-Océn (2009) [33]).

Los contenidos de este capitulo se han presentado en el congreso

= SEIO 2007 (Ruiz-Castro y otros (2007) [40]). Se presenta el modelo del
sistema de este capitulo considerando fallos externos distribuidos de forma
geométrica y reparabilidad de éstos independiente del tiempo de fallo.
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Capitulo 4

En el capitulo 4 se presenta y estudia un sistema con un nimero finito de
unidades dispuestas en reserva activa. Este sistema generaliza al descrito en el
capitulo 2, obteniéndose este primero cuando las unidades en reserva tienen un
comportamiento pasivo. Por otro lado, este capitulo también generaliza el sis-
tema propuesto por Pérez-Océn y Montoro-Cazorla (2006) [28]. En este trabajo
se modeliza un sistema con unidades en reserva activa con tiempos de vida de
las unidades en reserva distribuidos de forma exponencial. Nosotros conside-
ramos la distribucién del tiempo de funcionamiento de la unidad principal y
de las unidades en reserva distribuidas de forma general, considerando su re-
presentacién tipo fase e introducimos distintos tipos de fallo. Los fallos de las
unidades pueden ser internos o externos, con tiempos entre fallos distribuidos
de forma general, siendo estos reparables o no reparables. En este capitulo se
estudia el comportamiento del sistema en régimen transitorio y estacionario, ha-
ciendo hincapié en las medidas de interés, disponibilidad y probabilidad condi-
cionada de fallo. En este modelo se introducen costos. El contenido de este
capitulo ha sido publicado en la revista

» IIE Transactions (Ruiz-Castro, Ferndandez-Villodre y Pérez-Océn (2009)
[32]).

Se ha presentado el modelo en el congreso internacional

= MMR 2007 (Ruiz-Castro y otros (2007) [37]). En este trabajo se considera
que los tiempos de fallo de las unidades en reserva activa se distribuyen
de forma geométrica sin haber fallos accidentales.

Capitulo 5

En el dltimo capitulo de la memoria consideramos el sistema del capitulo
anterior, pero al igual que se hizo con el sistema con unidades en reserva pasiva,
los fallos no reparables producen la eliminacién de la unidad. Esta generalizacién
del capitulo anterior da lugar a un nuevo sistema complejo que es analizado
en detalle, no siendo una consecuencia inmediata de capitulos anteriores. Este
capitulo estd siendo sometido en la revista ITE Transactions y ha sido presentado
en el congreso

= SEIO 2009 (Ruiz-Castro y otros (2009) [31]).



VIII



IX

Agradecimientos

Una vez realizada esta Memoria, llega el turno de los agradecimientos y
no puedo dejar pasar la oportunidad de mostrar mi més sincera gratitud a las
personas que me han acompanado.

A mi director de tesis Prof. Dr. Juan Eloy Ruiz Castro, quien me ha guiado,
orientado y apoyado en mi labor investigadora, me ha aportado las herramientas
necesarias y ha tratado esta Memoria como si de la suya propia se tratase. En
definitiva, ha sido la luz que me ha guiado en este largo camino que ha supuesto
para mi el trabajo que ocupa estas paginas. En ocasiones, el sustento que he
necesitado no ha sido de caracter cientifico o investigador y ahi ha estado Juan
Eloy para proporcionarme ese aliento y apoyo infinito que me hacia falta para
continuar. Sin él no me habria sido posible firmar esta Memoria. Por ello le
estoy eternamente agradecida. No he encontrado en él sélamente un director de
tesis, sino un companero, colega y amigo.

Al Prof. Dr. Rafael Pérez-Océn porque gracias a sus clases en mi dltimo afio
de carrera comencé a trabajar en lo que acabaria siendo esta Memoria, por el
apoyo prestado y por sus consejos que también me han acompanado durante
este trabajo y los recordaré para que lo hagan en lo venidero. Gracias Rafael.

Al Departamento de Estadistica e Investigacion Operativa de la Universidad
de Granada por las facilidades dadas para la realizacién de esta tesis.

A Adridn Galdran por resolver mis dudas BTEX a cualquier dia y hora.

Gemma Ferndndez-Calvillo Villodre






Indice general

1. Conceptos basicos
1.1. Introduccién. . . . . . . . ..o
1.2. Distribucién tipo fase discreta . . . . . . . . . ... ...
1.3. Medidas . . . . . . . . . e
1.4. Proceso de renovacién tipofase . . . . .. ... ... 0.
1.5. Proceso discreto de cuasi nacimiento y
muerte (QBD) . . ...
1.6. CoStos . . v v v v i e e
1.6.1. Coste total esperado en un tiempo finito . . . . . . . . ..
1.6.2. Coste esperado por unidad de tiempo a largo plazo . . . .
1.7. Factorizacion RG . . . . . .. .. .. .. o

2. Sistema con multiples componentes en reserva pasiva
2.1. Introduccién. . . . . . . . ...
2.2. El Sistema bdésico (Sistema I) . . ... ... ... .. ... ...
2.2.1. Hipétesisdel modelo . . . . . . ... ... ... .. ....
2.2.2. Sistema con infinitas unidades . . . . .. ... ... ...
2.2.3. Sistema con un ndmero finito de unidades . . . . . .. ..
2.2.4. Sistema con notacién simplificada . . . . ... ...
2.3. Sistemas derivados . . . . . ... ...
2.3.1. Distribucién transitoria del sistema . . . . . .. ... ...
2.4. Distribucién estacionaria . . . . . . . ... . L o0
2.4.1. Distribucién estacionaria para un sistema con un nimero
finito de unidades . . . . . .. ... .o
2.4.2. Distribucién estacionaria para un sistema con un ndmero
infinito de unidades . . . . . . . ... ... ... ...
2.5. Distribucién del periodo de funcionamiento para el caso finito . .
2.6. Medidas de fiabilidad . . . . ... ... ... ... .........
2.6.1. Disponibilidad . . .. .. .. .. ... ... ...
2.6.2. Probabilidad Condicionada de fallo . . . . ... ... ...
2.7. Costos para un sistema con un nimero finito de unidades y fallos
internos y externos . . . . . . ... ..o e e e
2.7.1. Costo neto medio para un ciclo de funcionamiento
2.7.2. Algunos costos netos medios . . . . . .. ... L.

XI

—

w

13
13
14
14
15
17
18
20
23
24

24

26
27
29
30
30

34
35



XIT INDICE GENERAL

2.8. Aplicacién numérica . . . . .. ..o o e 36

3. Sistema con miiltiples componentes en reserva pasiva y pérdida

de unidades 47
3.1. Introduccidn . . . . . . . . ... 47
3.2. Elsistema . . . . . . . . . e e e 48
3.2.1. Hipétesisdel modelo . . . . . .. ... ... ... ..... 48
3.2.2. Espaciodeestados . . . ... ... ... ... ... .. 50
3.2.3. Matriz de probabilidades de transicién . . . . . . .. ... 50
3.3. Probabilidades de transicién, disponibilidad y nimero esperado
de visitas . . . . ..o e e e e e 59
3.4. El periodo de funcionamiento . . . . . ... ... ... . ... .. 57
3.5. Probabilidad condicionada de fallo y nimero esperado de fallos . 58
3.5.1. Probabilidad Condicionada de fallo de la unidad principal 58
3.5.2. Probabilidad condicionada de fallo del sistema . . . . . . 60
3.5.3. Numero esperadodefallos . . . . . ... ... .. ..... 61
3.6. Costos . . . . . e e 62
3.6.1. Vectordecostos . ... ....... ... .. ... ..., 63
3.6.2. Algunos beneficios medios . . . ... ... ... L. 64
3.6.3. Beneficio medio neto acumulado, incluyendo coste por
pérdida de unidades . . . . . .. .. ... .. ... .. 65
3.7. Aplicacion . . . .. 66
3.8. Algoritmizacién de medidas . . . . . . ... ... oL 69
3.8.1. Célculode (I—P*)"" ... ... .. ... ... ..... 72
3.8.2. Probabilidades de transicién y medidas transitorias . . . . 77
3.8.3. Algoritmizacién de los costos . . . . . . .. ... 84
4. Sistema con multiples componentes en reserva activa 87
4.1. Introduccidn . . . . . . . . ... 87
4.2. Elsistema . . . . . . . . o e e e e e 88
4.2.1. Estadosdel sistema. . ... .. ... ............ 88
4.3. Elmodelo . . . . . . . . . e 89
4.4. Distribucién estacionaria . . . . .. ... ... Lo oL, 93
4.5. Periodo de funcionamiento . . . . . . .. .. ... ... .. 96
4.6. Medidas de fiabilidad . . . . . ... ... .. ... ... ..... 97
4.6.1. Disponibilidad . . ... ... ... ... ... ... 97
4.6.2. Probabilidad condicionada de fallo . . . ... .. ... .. 98
4.7. Costos . . . . . e e e 101

4.7.1. Beneficio medio neto para el periodo de funcionamiento . 102
4.7.2. Beneficio medio neto por unidad de tiempo a largo plazo. 103

4.8. Aplicacién . . . . .. 103
5. Un sistema discreto complejo con reserva activa y pérdida de

unidades 109

5.1. Introduccidn . . . . . . . . . ..o 109

5.2. Descripcion delmodelo . . . . . . .. ... ... L. 110



INDICE GENERAL XIIT

5.3.
5.4.
9.5.

5.6.
5.7.

5.2.1. Estados del sistema . . ... ... ... .. ........ 111
5.2.2. Construccién de la matriz de probabilidades de transiciéon 112
Distribucién estacionaria . . . . . . . . ... ... ... ... 121
Periodo de funcionamiento . . . . . . . . ... ... ... ... 125
Probabilidades de transicién, disponibilidad y probabilidades condi-

cionadasdefallo . . ... ... ... . ... .. ... .. . ... . 126
5.5.1. Probabilidades de transiciéon . . . . . .. .. ... ..... 127
5.5.2. Disponibilidad . . . ... ... ... 0 0oL 127
5.5.3. Probabilidad condicionada de fallo . . . . ... ... ... 127
5.5.4. Probabilidad condicionada de fallo del sistema . . . . . . 128
Aplicacién numérica . . . . . . . ... 129
Apéndices . . . . ..o 136
5.7.1. Apéndice A . . .. oL oL 136

5.7.2. Apéndice B . . . . ... 137



X1V INDICE GENERAL



Capitulo 1

Conceptos basicos

1.1. Introduccién

En este primer capitulo se introducen los conceptos bésicos sobre sistemas de
fiabilidad que se emplean en los sucesivos capitulos de esta Memoria. Comenzare-
mos hablando de las distribuciones que constituyen el eje principal del presente
trabajo, las distribuciones tipo fase discretas. Daremos su definicién y medidas
asociadas. Asimismo, se dard la definicién de proceso de renovacion tipo fase.
Este tipo de proceso interviene en los sistemas que se analizan en los capitu-
los. Se introducen costos y se estudia el proceso discreto de cuasi nacimiento y
muerte que se empleard para modelizar algunos sistemas que se presentan en la
Memoria. Finalmente, se presenta el método de factorizacién RG que empleare-
mos para algoritmizar los resultados.

1.2. Distribucién tipo fase discreta

Las distribuciones tipo fase fueron introducidas por Neuts(1975,1981) [22]
[23]. Esta clase de distribuciones destacan por su estructura algebraica matricial
que permite obtener sus principales medidas de forma algoritmica. Estas buenas
propiedades son heredadas cuando son aplicadas en distintos campos como teoria
de colas, supervivencia y fiabilidad.

Consideramos un Proceso de Markov con espacio de estados {1,2,...,m,m+
1}, donde los m primeros estados son transitorios y el estado m+1 es absorbente.
La matriz de probabilidades de transicién asociada al proceso viene dada por

P= T 1.1
_<0 1)’ (LD

donde T es una matriz subestocéstica tal que I — T es no singular y contiene
las probabilidades de transicién entre estados transitorios. El vector columna
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TP contiene las probabilidades de transicién desde los estados transitorios al
absorbente. Dado que P es estocastica se tiene que Te + T° = e, siendo e
un vector columna de unos de dimensién apropiada '. La distribucién inicial
asociada al proceso viene dada por («,am+1), siendo « la distribucién inicial
para los estados transitorios y au,4+1 la probabilidad de que inicialmente se
encuentre el proceso en el estado absorbente.

Definicion 1.2.1 Una distribucién de probabilidad discreta con soporte finito
se dice que es una distribucién tipo fase discreta con representacién (o, T) siy
sélo si es la distribucién del tiempo hasta la absorcién en un proceso de Markov
finito del tipo definido en (1.1).

Lema 1.2.1 La densidad de probabilidad {py} del tiempo hasta la absorcién
en el estado m + 1, correspondiente al vector de probabilidad inicial (e, p41)
viene dada por

Po = Qmyl,
pr = aTF 1T parak>1,

donde (@, a,11) es el vector de probabilidad inicial correspondiente a la Cadena
de Markov Discreta objeto de estudio.

La funcién generatriz de probabilidades viene dada por
P(2) = amy1 + za (I —2T)7' TO.
Por lo tanto, la esperanza de una distribucién tipo fase viene dada por

p=al-T) e.

Las distribuciones tipo fase discreta muestran su idoneidad a la hora de
modelizar sistemas por diferentes motivos. Un resultado muy importante de las
distribuciones tipo fase es la siguiente caracterizacién gracias a Shi y otros(1996)
[44].

Teorema 1.2.1. Cualquier distribucién de probabilidad discreta con soporte
finito es una distribucién tipo fase.

Este teorema proporciona una potente herramienta ya que permite conside-
rar distribuciones generales en la modelizacién de sistemas algoritmizando los
resultados mediante las distribuciones tipo fase.

LA lo largo de toda la memoria, aunque ser4 indicado en cada situacién, denotamos por e a
un vector columna de unos de dimensién apropiada. También, en otras ocasiones, denotaremos
por e, a un vector columna de unos de orden a.
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1.3. Medidas

Algunas de las medidas asociadas a un sistema de fiabilidad en tiempo dis-
creto seran empleadas a lo largo del presente trabajo con el fin de analizar las
caracteristicas de distintos sistemas. Veremos a continuacién las definiciones de
estas medidas que serdn de gran aplicabilidad.

Suponemos que Z, representa el estado de un sistema en el tiempo n toman-
do los valores 0 (no operativo) y 1 (operativo). Suponemos también que inicial-
mente el sistema estd operativo, es decir, Zy = 1.

Disponibilidad

Dado un sistema reparable de fiabilidad, se define la disponibilidad en un
tiempo determinado como la probabilidad de que el sistema esté operativo en
dicho tiempo

A(v) = Pr{sistema operativo en el tiempo v} = P{Z, = 1|Z; = 1}.

Fiabilidad

Dada una variable aleatoria no negativa que describe el tiempo de vida de
un sistema, se define la funcién de fiabilidad de dicha variable en un tiempo de-
terminado, como la probabilidad de estar operativo el sistema en dicho tiempo.
Si F(v) es la funcién de distribucién de dicha variable, entonces la funcién de
fiabilidad viene dada por R(v) = F(v) = 1 — F(v). Decimos que la fiabilidad de
un sistema en el tiempo v es la probabilidad de que dicho sistema esté operativo
durante el periodo 0 <1 < --- <. Es decir

R(v)=P{Z,=1,0<u <v|Zy=1}.

Probabilidad condicionada de fallo

La probabilidad condicionada de fallo de un sistema juega un papel muy
importante en el estudio del andlisis del mismo. Al igual que en el caso continuo
la razon de fallo caracteriza a la distribucién, en el caso discreto lo hace la
probabilidad condicionada de fallo.

Definicién 1.3.1 Dada una variable aleatoria discreta de tiempo de vida, T,
no negativa, la probabilidad condicionada de fallo en un tiempo v es igual a

r(v)=Pr{T =v|T >v—1}.

En un sistema de fiabilidad diremos que es la probabilidad de fallar el sistema
en un determinado tiempo cuando ha sobrevivido hasta dicho tiempo.
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Probabilidad condicionada de fallo en una cadena de Markov

En esta memoria se modelizan sistemas de fiabilidad mediante cadenas de
Markov. Sea {X,;n > 0} una cadena de Markov discreta con espacio de estados
finito E = U U D, siendo U y D el conjunto de estados operativos y no opera-
tivos del sistema respectivamente. Sea P = (p;;) la matriz de probabilidades de
transicién y p;(x) la probabilidad de estar en el estado i en el tiempo k. Esta
probabilidad se obtiene como el elemento i-ésimo del vector aP”, siendo a el
vector con la distribucién inicial de la cadena.

Entonces, la probabilidad de ocurrir un fallo en el tiempo v, cuando en el
tiempo v — 1 el sistema estaba operativo, viene dada por

r)= Y pilv—1)py.

ieU,jeD

A lo largo de la memoria se distinguirdn distintos tipos de fallo.

Medidas asociadas a la probabilidad condicionada de fallo

Asociada a la medida anterior se pueden calcular otras de gran interés co-
mo el nimero medio de fallos hasta un tiempo determinado v cuando para su
ocurrencia el sistema debe estar operativo. No es complejo comprobar que dicha
medida viene dada por

NF(v) = Z Z pi(k — 1)p;j.

k=14i€U,jED

Si la cadena de Markov tiene una clase de estados absorbente, entonces el
nimero medio de fallos antes de la absorcién viene dado por

NF=>" > pi(k—1)pi.

k>1i€U,jeD

1.4. Proceso de renovacién tipo fase

Los procesos de renovacién son bien conocidos y su literatura es abundante.

Definicién 1.4.1 (Proceso de Renovacién). Un proceso de recuento {N,; v >
0} se dice un proceso de renovacién si los tiempos entre ocurrencias {X,;n > 1}
es una sucesion de variables aleatorias no negativas independientes e idéntica-
mente distribuidas.

Cuando se tiene que los tiempos entre ocurrencias se distribuyen tipo fase
entonces hablamos de un proceso de renovacion tipo fase.

Formalmente, de forma constructiva, queda como sigue. Suponemos una ca-
dena de Markov discreta con espacio de estados F = {1,2,...,m,m+1}, siendo
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los m primeros transitorios y el dltimo absorbente. Asociado a este proceso se
tiene la distribucién tipo fase («, T).

Suponemos que cuando se alcanza el estado absorbente, de forma instantanea
se reinicia el proceso con vector de probabilidades iniciales (o, au,11) v asi suce-
sivamente. No es complejo ver que si se continia este proceso indefinidamente
se construye un nuevo proceso de Markov en el cual el estado m +1 es un estado
instantdneo. Suponemos en esta memoria que a,,+1 = 0. De esta forma se ha
obtenido un nuevo proceso de Markov discreto con matriz de probabilidades de
transicién P = T + T%a.

Las sucesivas visitas al estado instantdneo forman un proceso de renovacién
con distribucién subyaciente tipo fase (a,T). El proceso asi obtenido es un
proceso de renovacion tipo fase.

1.5. Proceso discreto de cuasi nacimiento y
muerte (QBD)

En esta secciéon consideramos el caso particular de una cadena de Markov
donde la matriz de probabilidades de transicién es tridiagonal por bloques.

Un proceso de cuasi-nacimiento-y-muerte (QBD) es un proceso de Markov
con matriz de probabilidades de transicién de la forma

By A
B, A A
A, A A
P = Ay A, Ay ... |>

Ay, Ay

donde Boge + Age = Bie + Aje + Age = (Ag + A; + As) = e, siendo e un
vector columna de unos de dimensién apropiada. Suponemos que la cadena es
irreducible y notamos que A = Ag + A; + A, es una matriz de probabilidades
de transicién.

El estudio de la estacionariedad de un proceso de cuasi nacimiento y muerte
viene dado en el siguiente resultado.

Teorema 1.5.1 El proceso irreducible P es recurrente positivo si y sélo si la
solucién minimal no negativa de la ecuacion

R?A; +RA; + Ay =R
tiene todos sus valores propios en el disco unidad y el sistema finito de ecuaciones

X()(B0+RB1—I):0
xo(I-R) 'e=1
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tiene una solucioén tnica positiva.
La distribucién estacionaria de P viene dada por x = [Xg, X1, . ..] de la forma

x; = xoR’,

para ¢ > 0.

Anélogamente se pueden obtener resultados para el caso de un proceso QBD
acotado. En cada capitulo se hallard la distribucién estacionaria asociada a cada
modelo.

1.6. Costos

Suele resultar de utilidad realizar el andlisis econémico asociado al sistema
objeto de estudio. Este estudio suele realizarse a través de los costos asociados al
sistema. Definimos a continuacion los vectores de costos y métodos para calcular
dichos costos considerando una estructura markoviana.

Sean X, los estados de un sistema en un determinado instante n. Considera-
mos que {X,,,n > 0} es una Cadena de Markov en tiempo discreto con espacio de
estados {1,2,---, N} y con matriz de probabilidades de transicién P. Notamos
por p; a la probabilidad de estar en el estado j la cadena en el tiempo r.
Suponemos que el sistema incurre en un coste aleatorio de C'(7) unidades mo-
netarias (u.m.) con cada visita al estado i. Sea ¢(i) = E(C(i)) el coste esperado
en que se incurre con cada visita al estado i. No obstante, aunque se asume
¢(1) como un coste por visita, no necesariamente tiene que ser asi, puede ser
cualquier otra cantidad, como el beneficio por visita, la pérdida por visita, etc.
Consideraremos distintas medidas de calculo del coste. Son las que estudiamos
en las dos subsecciones siguientes. Un desarrollo pormenorizado puede verse en
Kulkarni (1999)[15].

1.6.1. Coste total esperado en un tiempo finito

Desarrollaremos ahora métodos para calcular el coste total esperado (CTE)
hasta un instante finito n, llamado horizonte. El coste actual en que se incurre
en el instante r cuando se visita el estado X, es C(X,). De esta forma, el coste
total actual hasta el instante n viene dado por

YO,
r=0

y el CTE viene dado por

r=0

(S0

Para 1 <i < N, definimos
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gli,n) = E (Z C(X,)[Xo = z) =Y E(C(X,)|Xo =)

r=0

[
(]
]
=
2
=

como el CTE hasta el instante n, comenzando desde el instante 3.

1.6.2. Coste esperado por unidad de tiempo a largo plazo

En muchos situaciones ocurre que el valor n tiende a infinito, principalmente
por el contexto del sistema objeto de estudio. En estos casos, el CTE g(i,n)
calculado en la seccién anterior tiende a infinito también. Es en estos casos
cuando tiene méas sentido calcular la razén de coste esperada por unidad de
tiempo a largo plazo. Esta se define como,

El siguiente teorema (cuya demostraciéon no expondremos en esta introduc-
ci6n) muestra cémo la medida definida es independiente de 4 en el caso de una
Cadena de Markov Discreta irreducible, ademés proporciona un método sencillo
para obtenerla.

Teorema 1.6.1 Supongamos una Cadena de Markov Discreta irreducible { X,,, n >
0} con distribucién de ocupacién 7. Entonces,

Nota: La distribucién de ocupacién se define como sigue. Sea N;(n) el
numero de veces que una Cadena de Markov en tiempo Discreto visita el es-
tado j a lo largo de los instantes {1,2,---,n}. La ocupacién del estado j se
define como, 7; = lim, 0 W Asi pues, la ocupacion del estado j es la
misma que la fraccién de tiempo a largo plazo de permanencia en el estado j
en una Cadena de Markov Discreta. Es sabido que la distribucién de ocupacion
= [fr1, 72, -+, TN], sl existe, satisface las mismas ecuaciones que la distribucién
estacionaria.

1.7. Factorizacion RG

Como ya hemos mencionado con anterioridad, la utilizacién de las distribu-
ciones tipo fase proporciona resultados en forma algebraica, lo cual facilita su
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ejecucién. No obstante, en ocasiones aparecen medidas donde se ven involu-
cradas matrices de alto rango con las que es necesario operar (calculo de inver-
sas, productos, etc.). Es en estos casos cuando resulta de gran utilidad emplear
el método de Factorizacién RG dado en Li y Cao [16]. Este método consiste
béasicamente en descomponer la matriz de modo que sea mas sencillo operar con
ella. En esta seccién veremos en qué consiste este método en lineas generales.

Consideramos un Proceso de casi nacimiento y muerte (QBD) discreto y fini-
to con un numero finito de niveles, cuya matriz de probabilidades de transicién
viene dada por

AéN) AgN) A(()N)

N+1 N+1
ANHD A (NED

y un Proceso irreducible con infinitos niveles cuya matriz de probabilidades de
transicion viene dada por,

Ago) A(()O)

Agl) Agl) A(()l)

P= (1.3)

AgQ) A§2) A(()Q)

Consideraremos que cada elemento (bloque) de las matrices anteriores es
finito.

Factorizacién RG tipo LU

Obtendremos ahora el tipo LU de Factorizacién RG para el proceso QBD
irreducible con matriz de probabilidades de transicion finita e infinita.

Para el proceso QBD irreducible con N + 2 niveles dado en (1.2), conside-
ramos

Uy = A"

U= AP + AW (U ) AN, 1<k< N+ (1.4)

Por tratarse de un proceso QBD irreducible, la matriz Uy es invertible para
0 <k < N.Sin embargo, Uny1 es diferente a las matrices Uy, para0 < k < N.
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Por lo tanto, Uy serd invertible si el proceso QBD es transitorio, en otro caso
es singular.
Definimos el tipo LU, y las medidas R y G como,

Ry =AY (-UL), 1<k<N+1, (1.5)

Gr=(-U;HAP, o<k<N. (1.6)

A partir de las ecuaciones (1.5) y (1.4), es facil comprobar que la secuencia
matricial {Ry,1 < k < N} es la tnica solucién no negativa para el sistema de
ecuaciones matriciales,

Rk+1RkA(()k71) + Rk+1Agk) + Agkﬂ) =0, 1<k<N, (1.7)
con la condicién frontera,
R, = A} (-UgY).
A partir de (1.7) se tiene,
~1
Rip = —ALFHY [RkAg’H) + A§’“>] , 1<k<N.

De forma analoga, empleando (1.6) y (1.4) se tiene que la secuencia matricial
{G,1 < k < N} es la dnica solucién no negativa para el sistema de ecuaciones
matriciales

AP + AP G+ AVG1GL=0, 1<k<N, (1.8)
con la condicién frontera,
Go = (-Ug") A"
A partir de (1.8) se tiene que,
-1
G = — [Ag’“ + Ag@c;k,l] AP 1<k <N

El siguiente teorema nos proporciona la Factorizacion RG tipo LU para el
proceso QBD irreducible con un numero finito de niveles.

Teorema 1.7.1 Para el proceso QBD finito dado en (1.2), la Factorizacién RG
tipo LU viene dada por

P=(I-R.,)Up(I-Gy),
donde

UD = d’L(lg (U07U17"'7UN7UN+1)7



10 Conceptos bdsicos

R1 0 0 Gl

RN 0 0 G‘TN
Ry O 0

Para el caso irreducible del QBD con matriz de probabilidades de transicién
infinita dada en (1.3) la factorizacién puede extenderse de forma sencilla. Basta
tomar N — oo. Dicha factorizacion viene dada por

P=(I-R.,)Up(I-Gyp),
donde

UD = dl(lg (UO,U15U27U37 t ) )

Ri 0

R; O

Factorizacién RG tipo UL

Veamos ahora como se obtiene el segundo tipo de factorizaciéon RG, el tipo
UL. Para ello, partimos del mismo supuesto que en el caso anterior. Sea un
proceso QBD discreto irreducible con matriz de probabilidades de transiciéon
dada por (1.2) o bien (1.3). Para el caso finito, con N + 2 niveles, escribiremos,

Uy = AgNH)

U, =AY + APU AR o<k <N

Se tiene que la matriz Uy tiene inversa para 1 < k < N + 1, mientras que
la matriz Uy tiene inversa si el proceso QBD es transitorio, en otro caso, es
singular.

Definimos el tipo UL y las R y G medidas como,
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Ri = AP (-U!

Gr=(-UH)APY, 1<k<N+1L

Es claro que la secuencia matricial {Ry,0 < k < N —1} es la unica solucién no
negativa para el sistema de ecuaciones matriciales

A+ RATTY L RR ASTY =0, 0<k<N -1 (19)

con la condicién frontera
N _
Ry = A(() ) (_UN1+1) :
A partir de (1.9) se tiene,
—1
Ry = AW [A§k+1) + RkHAg’““)] L 0<k<N-1.

De forma similar, la secuencia matricial {Gg,1 < k < N} es la tnica solucién
no negativa para el sistema de ecuaciones matriciales

APG G+ APG +AP =0, 1<k<N, (1.10)

con la condicién frontera

Gny = (_URT1+1) AgNH)-
Empleando (1.10) tenemos,

—1
G = — [Ag’“c;k+1 + A§’“>] AP 1<E<N.

Teorema 1.7.2 Para el proceso QBD finito dado en (1.2), el tipo UL de la
Factorizacién RG viene dado por

P=(I-Ry)Up(I-Gyp),
donde
Up = diag(U07U1)"')UN7UN+1)7
0 Ry 0
0 R1 Gl 0
0 Ry Gy 0

0 Gyyr O
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En este caso, el caso infinito no se obtiene de forma trivial tomando N — co.
El procedimiento es algo mas complejo. Puede verse en Li y Cao [16].



Capitulo 2

Sistema con multiples
componentes en reserva
pasiva

2.1. Introduccion

En este capitulo se estudiard en profundidad un sistema con multiples com-
ponentes y reserva pasiva. Se comienza describiendo un sistema inicial que consta
de una unidad principal (unidad en activo) y el resto de unidades en reserva
pasiva. A lo largo de este estudio distinguiremos entre el caso finito, en el que
consideramos un numero limitado de unidades o componentes del sistema y el
caso infinito en el que dicho nimero es ilimitado. El sistema estd expuesto a
distintos tipos de fallo. Puede sufrir por un lado fallos internos, que siempre
son no reparables y por otro, fallos externos, que pueden ser reparables o no
reparables. Existe un tinico reparador y cuando la unidad principal del sistema
sufre un fallo reparable, ésta va al canal de reparacién e instantdneamente, una
unidad de la reserva pasa a ocupar el lugar de la unidad principal.

Descrito este primer sistema basico se realizan cinco modificaciones. Se prue-
ba que cada uno de los sistemas resultantes son equivalentes a uno con fallos
internos. Estos sistemas son modelizados considerando un proceso de cuasi-
nacimiento-y-muerte. Se estudia el comportamiento en régimen transitorio y
estacionario y se calculan medidas de interés asociadas a los sistemas. Entre
estas medidas se tiene la funcién de fiabilidad, la razén de fallo BMP definida
por Barlow y otros (1963, 1975) [6], [7] v la razén de fallo RG propuesta por
Roy y Gupta (1992) [30]. Propiedades asintéticas para los estimadores de estas
medidas son descritas en Sadek y Limnios (2002) [43]. Otro estudio sobre infe-
rencia en cadenas de Markov es el que se presenta en Menéndez y otros (1997)
[20].

Los tiempos implicados en el modelo, esto es, el tiempo de vida de la unidad

13
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principal, y los tiempos de reparacion siguen distribuciones generales. En Pérez-
Océn y Montoro-Cazorla(2004)[26] se analiza un sistema como el que nos ocupa
en este capitulo, analizado en tiempo continuo. En este trabajo se realiza una
generalizacién del anterior al considerar distintos tipos de fallos y obtener con-
secuencias que no se derivan de forma inmediata del caso continuo.

Los resultados de este trabajo han sido publicados en las revistas Reliability
Engineering and System Safety (Ruiz-Castro, Pérez-Océn y Ferndandez-Villodre
(2008) [39]) e IEEE Transactions on Reliability (Ruiz-Castro, Fernandez- Villo-
dre y Pérez-Océn (2009) [34]).

El capitulo estd organizado del siguiente modo. En primer lugar, en la seccién
2.2 se realiza una descripcién del sistema bdsico considerando fallos externos e
internos. Distinguiremos para esta descripcion entre el caso finito y el infinito,
analizando cada caso por separado. En la seccién 2.3 se describen distintos tipos
de sistemas derivados de los del caso finito e infinito bdasico. Posteriormente
obtendremos la distribucién estacionaria en la seccién 2.4. En la seccién 2.5 se
introduce la distribucién del periodo de funcionamiento y la del periodo de no
funcionamiento. En la seccién 2.6 se obtienen distintas medidas de fiabilidad,
tanto en forma matricial como algoritmica. En la seccién 2.7 se introducen costos
en el modelo. Finalmente, se realizara una aplicaciéon numérica que explicard el
significado de los célculos obtenidos a lo largo del capitulo en la seccién 2.8.
Los resultados obtenidos en la aplicacién numérica han sido posibles gracias a
la implementacién computacional con Matlab.

2.2. El Sistema bdasico (Sistema I)

En esta seccién presentamos las hipotesis del sistema bdasico. Denotaremos
a éste por Sistema I y consideraremos dos casos: el caso finito y el caso infinito.

2.2.1. Hipodtesis del modelo

Consideramos un sistema con multiples unidades, en nimero finito o infinito.
Una es la principal, la que estd operativa, y el resto estan en reserva pasiva. Dicho
sistema, estd sujeto a distintos tipos de fallo. La unidad principal puede sufrir
un fallo de desgaste (fallo interno) o un fallo externo. Un fallo externo puede ser
reparable o no reparable. Cuando ocurre un fallo reparable, la unidad pasa al
canal de reparacién. Se considera un unico reparador. Cuando ocurre un fallo no
reparable, la unidad se elimina del sistema. Los fallos externos ocurren siguiendo
un proceso de renovacién discreto con distribucién general y cuando un fallo
accidental ocurre, éste es reparable con probabilidad p y no reparable con pro-
babilidad ¢ = 1—p. Los tiempos operativos y de reparacién siguen distribuciones
generales discretas. El sistema estd sometido a las siguientes hipétesis.

Hipdtesis 1. El tiempo hasta el fallo de la unidad principal debido a un fallo
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de desgaste (fallo interno) se distribuye tipo fase con representacién PH («,T),
de orden m.

Hipdtesis 2. Los fallos externos ocurren siguiendo un proceso de renovacién
discreto tipo fase, con distribucién PH (v, L), de orden s.

Hipdtesis 3. El tiempo de reparacién se distribuye tipo fase con repre-
sentacién PH(3,S), de orden 7.

Hipdtesis 4. Los fallos externos son reparables con probabilidad p y no
reparables con probabilidad ¢ = 1 — p.

Hipdtesis 5. Los tiempos definidos anteriormente son independientes.

Es importante sefialar que en el caso discreto, a diferencia del caso continuo,
la ocurrencia de diferentes eventos simultdneamente es posible. Por ejemplo, si
la unidad de tiempo es un dia, la ocurrencia de un fallo externo y la completitud
de una reparacion en el mismo dia es posible. Por tanto, tendremos en cuenta
para este estudio que pueden ocurrir al mismo tiempo en el sistema, que se
complete una reparacién, fallos externos y fallos de desgaste.

2.2.2. Sistema con infinitas unidades

Para el estudio de este sistema, anadimos dos hipétesis més a las ya descritas
anteriormente.

Hipétesis 6. Cuando ocurre un fallo, la unidad principal es reemplazada
pOr una nueva.

Hipdtesis 7. Existen infinitas unidades en reserva pasiva.

Esta tltima hipdtesis puede ser considerada cuando una unidad que se rompe
siempre es reemplazada o también como una aproximacién de un sistema con
un gran nimero de unidades.

El sistema opera sin interrupciéon puesto que siempre existen unidades en
reserva. Este modelo supone una aproximaciéon a los sistemas en los que se
cuenta con un gran nimero de reservas.

El sistema ya descrito puede ser modelizado mediante un proceso de Markov
discreto con un vector infinito de espacio de estados. Denotaremos por X, el
nimero de unidades no operativas en el instante k. Considerando cualquier valor
de esta cantidad aleatoria, las diferentes distribuciones tipo fase involucradas en
el sistema ocupan distintas fases. La etapa fisica que ocupa el sistema queda de-
terminada por las diferentes fases ocupadas por las variables aleatorias definidas
en las hipétesis. Definiremos los valores de X, como macro-estados, y cada uno
de éstos estados estd compuesto por diferentes fases, tal y como se muestra a
continuacion.
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El espacio de macro-estados viene dado por £ = E; U E», donde

B ={(0,j,0;1<j<m, 1<1<s},
) ? ) } o

El macro-estado E; representa al sistema cuando no hay unidades en reparacién.
Esta compuesto por vectores de la forma (0, 4,1), donde j denota la fase operativa
de la unidad principal y [ la fase del fallo externo. Este estado se denomina
macro-estado 0.

Cuando en el sistema hay ¢ unidades no operativas, diremos que el sistema
ocupa el macro-estado i. Estos macro-estados se encuentran en Fy y estan for-
mados por las fases del sistema de la forma (4,7,1,k), donde j denota, como
antes la fase de la unidad principal, [ la fase del fallo externo, y k la fase de
reparacion.

Una vez obtenido el espacio de estados, construimos a partir de éste la ma-
triz de probabilidades de transicién asociada al sistema teniendo en cuenta las
transiciones entre los macro-estados. A lo largo de todo el trabajo, e denota un
vector columna con todas las componentes igual a 1. Su orden quedard deter-
minado por el contexto. Para clarificar ciertas expresiones, denotaremos por e,
a un vector columna de unos de orden a. La expresién de la matriz es

Boo Boi
Bis A: Ay
P= A, Ay Ay | (2.2)
donde,

By = T®L+Ta (L+L%p)+eawLiyg,
By = (e-T')axLiypep,
By = Bg ®8S°,
A, = By ®S+[ea— T] ® L0yp ® S°3, (2.3)
Ay = (e-Ta®Lpes,
A, = Byp®Ss

Para un mejor entendimiento de la matriz P, veamos cémo se obtienen al-
gunos de sus bloques. Las entradas del bloque Bgy son las probabilidades de
transicién entre los vectores del macro-estado 0. Esto puede ocurrir de dife-
rentes formas. Caso 1: existen transiciones entre fases operativas de la unidad
principal y entre fases del proceso del fallo externo (gobernado por T®L). Caso
2: un fallo de desgaste ocurre y un fallo externo no reparable no llega al sistema
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(gobernado por Ta ® (L + L%p)), en este caso, una unidad de la reserva ocupa
el lugar de la unidad principal con distribucién inicial «. Finalmente, el caso
3: un fallo externo no reparable llega al sistema (gobernado por ea ® L°¢). En
este caso una unidad de la reserva ocupa el lugar de la unidad principal con dis-
tribucién inicial « y el proceso de renovacién externo se inicial con distribucién
inicial ~.

Las entradas del bloque Bg; son las probabilidades de transiciéon cuando un
fallo externo reparable llega al sistema y el reparador estd libre. Como con-
secuencia, la unidad principal sufre un fallo externo reparable (gobernado por
L%>y). Cuando el fallo externo ocurre, la unidad principal estd operativa (el
tiempo de fallo interno es mayor que el del fallo externo) y una unidad de la
reserva sustituye a la unidad principal (gobernado por (e — Toa) ;y comienza la
reparacién (gobernado por 3). Por tanto,

B01 = (e — TO) a®L0'yp®B

Las probabilidades de transicién cuando una tnica unidad en el canal de
reparacion se repara; y un fallo no reparable llega al sistema, vienen dadas por
el bloque By, dado por,

Bio=[T®L+T’a® (L+L%p) +ea®Lq| ®S° =B @ S°.

En este caso, ocurre una reparacion y el comportamiento de la unidad principal
con respecto a los fallos internos y externos estd gobernado por Byy.
El resto de bloques se obtienen de forma andloga a los ya expuestos.

2.2.3. Sistema con un numero finito de unidades

Consideramos ahora el caso finito. Esto es, el nimero de unidades en reserva
del sistema es limitado, finito. En este caso, el proceso que gobierna el sistema
también es un proceso de Markov, pero el espacio de estados es finito. El sistema,
funciona como en el caso anterior, pero ahora, cuando hay una unidad operativa
y el resto estan en reparacién o esperando para ser reparadas, un fallo reparable
causa el fallo del sistema si no ocurre reparacién alguna. Las hipdtesis expuestas
previamente son validas también para este sistema, a excepcién de las hipbtesis
6 y 7, que son reemplazadas por las siguientes.

Hipétesis 6 bis. Cuando ocurre un fallo no reparable, la unidad principal
es siempre reemplazada por una idéntica nueva. Cuando el fallo es reparable, se
reemplaza por una unidad de la reserva si queda alguna.

Hipétesis 7 bis. Existe un nimero finito, n, de unidades en el sistema en
todo momento.

Siguiendo el mismo razonamiento que en el caso infinito, el espacio de macro-
estados se define como el conjunto

E=FE UEUE;
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con

By ={(0,7,0);1<j <m;1 <I<s},
By ={(i,,l,k);1<i<n—-11<j<ml<I<s1<k<r},  (24)
Es ={(n,k);1<k<r}

Los vectores del macro-estado E3 son las fases de reparacién cuando no existe

unidad operativa.
La matriz de probabilidades de transicién es en este caso

Bo Bn
Big Ar Ap
A, A, Ay
'’
P = : (2.5)

A2 Al Bn—l,n
Bn,n—l Bn,n

donde los bloques son los mismos que en el caso de la matriz P, excepto los
siguientes

Bnoin = (e-TH®L%D®S,
Bn,n—l = alv7® SOBa (26)
B..» = S.

En este caso finito, cuando sélo una unidad estd operativa y ocurre un fallo
reparable, es decir, la transicién desde el macro-estado n — 1 al macro-estado n,
todas las unidades estan bajo reparacion y el sistema falla. La unidad principal
estd operativa cuando ocurre el fallo y no se realiza reparacién (gobernado por
(e — T®)®LOp®s). Desde este estado, en el que todas las unidades se encuentran
bajo reparacién, puede ocurrir un cambio de fase en la reparacién (gobernado
por S) y la transicién se produce al mismo macro-estado. Por otro lado, cuan-
do todas las unidades estan no operativas, puede ocurrir una reparacién; una
unidad nueva comienza la reparacién (gobernado por S°3), la unidad comienza
a funcionar con distribucién inicial « y el proceso de renovacién correspondien-
te para los fallos externos comienza con distribucién inicial vy (gobernado por
a®y®8°3).

2.2.4. Sistema con notacién simplificada

Dedicamos esta seccién a simplificar las expresiones de los bloques definidos
en los modelos anteriores. La forma de hacerlo serd interpretando el bloque
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Bgo en (2.3). En el modelo definido, ya sea el caso finito o infinito, se puede
interpretar que el tiempo transcurrido hasta la llegada de un fallo reparable
sigue una distribucién tipo fase con representacién PH(e,M), cone =a ® vy
M = Byy. El vector de absorcién MP correspondiente a esta distribucién es

MO

ems — Mes
= ems — [T QL+ Ta® (L + Lo'yp) +ena® Lo'yq] €ms
= ems— [(T®L)ens + (T°a® (L +L%p)) ems
+ (ema & Lo'yq) ems] .

Dado que e;,s = e, ® e;, la expresién anterior es igual a

MO

+

ems — [(T®L) (e, ®e;) + (TPa® (L+L%p)) (em @ e;)

(ema © L%q) (e ® €,)]

€ms

[(Tem ® Leg) + (Toaem ® (Les + Lo'yesp)) + (emaem ® Lo'yesq)]
ems — [(Tem © Le;) + (T° ® (Le, + L°p)) + (em ® Lg)]

€ms — [(Tem ® Le) + (TO ® (Les + L0 — Loq)) + (em ® Loq)]
eme = [(em — 1) @ (e, ~ L%) + (T°® (e, — L%)) + (e 9 L%)]
€ms — [(em@)es —e,®L° —T0®es+T0®L0)

T ® (es — Loq) + e, ® Loq]

€ms — [(ems —en L +T' L0 —T° ®L0q) + e, ® Loq]

ems = [(ems = (em — T°) @ (L” — LOg))]

€ms — [ems —(ep —TH® Lop]

(em - TO) ® L.

De esta forma, los bloques dados en (2.3) y (2.6) definidos en las secciones
2.2.2 y 2.2.3 respectivamente, pueden ser expresados como
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BOO = Ma

Bo: =M% ® 8,

B =M®S°,

A, =M% ®S,

A, =M®S+M% ®8°3, (2.7)
A, =M®S°3,

Bnn—l =e® SOB:
B,_in = M° ® Sa
B.. =S.

Con la introduccién de esta notacion, el sistema puede ser interpretado como el
anterior bajo las mismas hipdtesis, y con fallos reparables que llegan al sistema
siguiendo una distribucién tipo fase PH (e, M).

Denotaremos Sistema I al sistema anterior, en los casos finito e infinito. En
la nueva interpretacién, la estructura del espacio de estados, finito e infinito,
no varia ya que en la definicién dada, sélo estaban involucradas las fases del
proceso de llegada de fallos, no el tipo de éstos (reparable o no reparable).

2.3. Sistemas derivados

A partir del Sistema I ya analizado, pueden derivarse otros sistemas. Algunos
como casos particulares y otros mas generales. Podemos asumir que los fallos
internos y externos pueden ser reparables o no reparables y que estos fallos
pueden depender o no del tiempo hasta el fallo.

En este apartado realizamos un estudio de estos sistemas.

SISTEMA II: Un sistema con fallos internos inicamente

Si los fallos que sufre el sistema son sélo internos, esto es, no se dan fallos
externos, obtenemos un sistema, que resulta ser un caso particular del Sistema
I con

M=T

£ = Q.

Este modelo es estudiado en Ruiz Castro et al.(2006,2008) [35],[39], para el
caso infinito y finito respectivamente.
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SISTEMA III: Un sistema con fallos externos inicamente

Si en el sistema no son posibles los fallos internos y sélo pueden darse fallos
externos, reparables o no reparables, el espacio de estados sufre variaciones.
Para el caso infinito, seria £ = E; U Es, con

E, ={(0,0);1<1< s},
Ey ={(i,1,k);i>1;1<1<s1<k<r},
y para el caso finito, £ = Fy U Es U E3, siendo

Er ={(0,1);1 <1< s},
By ={(i,l,k);1<i<n-1;1<1<s1<k<r},
By ={(n,k);1<k<r}

El proceso de renovacion tipo fase tiene, para este sistema, una distribucién
con representacién PH (e, M), con

M= L+ L%yq,
M’ = L,
€E=".

SISTEMA IV: Un sistema con fallos internos y externos, reparables o no repara-
bles en ambos casos

En este caso estamos asumiendo un sistema como el Sistema I, donde los
fallos internos también pueden ser reparables con probabilidad p, o no reparables
con probabilidad 1 — p. La matriz M correspondiente seria

M=T®L+T(l-p)® (L+L%p) +ea®Ly(1-p).

M° = e — Me.

Las expresiones dadas en (2.7) son véalidas para este caso considerando el
producto M como la matriz MPE® donde

M°E’ = T?ap® L + Tap @ Lyp + (e — T%) a @ LOp.

Introducimos esta tltima matriz porque cuando la unidad principal sufre un
fallo debido unicamente a un fallo reparable interno, asumimos que el proceso
de renovacion asociado al fallo externo no empieza de nuevo. La expresion de la
matriz M%e es similar a M?E? excepto el primer sumando, donde para la matriz
MPO¢ es igual a T°ap ® (e — L°) v, asumiendo que el proceso de renovacién que
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sigue el fallo externo se reinicia. Obviamente, para un sistema con fallos internos
Unicamente reparables se tiene p = 1.

SISTEMA V: Sistema fallos externos reparables o no reparables dependiendo del
tiempo hasta el fallo

El Sistema I puede ser modificado considerando que los fallos externos,
reparables o no reparables, pueden ser introducidos en la estructura interna
del modelo del siguiente modo. En el Sistema I, la matriz L incluye las proba-
bilidades de transicién entre las fases de las llegadas de fallos externos. Ahora,
en este sistema asumiremos que cuando llega un fallo reparable, ocurre una
transicién a un subconjunto de fases ocurriendo igual para el caso no reparable.
Por tanto, consideramos un proceso de renovaciéon donde los tiempos entre las
llegadas de los fallos dependen del tipo de fallo. La matriz de probabilidades de
transiciéon para los fallos de este nuevo sistema puede expresarse por bloques
como

(LILOLS,)

donde el bloque L incluye las probabilidades de transicién entre los estados
transitorios, y L2 y LY son vectores columna que incluyen las probabilidades
de absorciéon desde los estados transitorios para un fallo reparable o no reparable
respectivamente. En este caso L® = LY + LY . El espacio de estados del sistema
es el mismo que para el Sistema I y ya ha sido descrito en (2.1) y (2.4) para
el caso infinito y finito respectivamente. Para este sistema, la matriz M y los

vectores M y € son

M = TeoL+T’a® (L+LY) +ea®L).y,
M° = e—Me,
e = a®y.

SISTEMA VI: Un sistema con fallos internos y externos reparables y no repara-
bles dependiendo del tiempo hasta el fallo

Para el estudio de este sistema podemos aplicar la misma metodologia que
para los fallos internos del sistema anterior. Por tanto, la matriz de probabili-
dades de transicién del tiempo de fallo interno puede expresarse como

(TITITS,)

donde el bloque T incluye las probabilidades de transicién entre los estados
transitorios, y T2 y T son los vectores columna que incluyen las probabili-
dades de absorcién desde los estados transitorios para un fallo reparable o no
reparable respectivamente. En este caso, T = T? + T . Podemos tener en
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cuenta consideraciones similares para la matriz M'e a las dadas en el Sistema
Iv.
Las matrices M, M? y MPE? y el vector € son en este caso

M = ToL+Tha® (L+L¥%)+eax®L) y,
M° = e—Me,
ME’ = Ta®L+Tla®Liy+ (e —T) a®Lly,
E = a®7.

2.3.1. Distribucion transitoria del sistema

Calculamos en esta seccidén la distribucién transitoria cuando se tiene un
sistema con un nimero finito e infinito de unidades.

Caso finito

El célculo de la distribucién transitoria para el caso de un sistema con un
nimero finito de unidades pueden ser calculadas como sigue. Dado el vector
inicial n, se tiene que nP* es el vector cuyos elementos son las probabilidades
de estar el sistema en las correspondientes fases tras xk unidades de tiempo. Al
vector formado por los elementos correspondientes al macro-estado ¢ lo notamos
por pf. Este vector es pues la probabilidad de estar en cada una de las fases del
macro-estado ¢ en el tiempo «. El calculo de estas probabilidades de transicion
se pueden hallar en forma algoritmica. Pero es en el caso de tener un sistema con
infinitas unidades donde es mds interesante su desarrollo, ya que no se puede
hallar como anteriormente en el caso finito.

Caso infinito

En esta seccién vamos a construir un algoritmo para calcular la distribucién
transitoria en el caso de haber un nimero infinito de unidades.

Denotamos por Pj; a la matriz cuyas entradas son las probabilidades de
transicién, para las diferentes fases, desde el macro-estado ¢ al macro-estado
j en un tiempo k. A partir de esta matriz, la distribucién transitoria para el
macro-estado ¢ puede ser calculada dado un vector inicial, desglosado por macro-
estados como n = (10, M1, - - - ,Mn), quedando que la probabilidad de estar en el
macro-estado j en el tiempo x es dada por

n
pj =2 mPl
=0

Calculamos en forma algoritmica recursiva esta matriz. Consideramos x > 2.
Para 0 <i < &
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g :Pfo‘1B00+Pfl_1B10 ; Pry=Pr B
K o=PL 1B01+Pi AL +PETTAy ;PR =PRTTAL +PESTA.

Para0 <i <k

K __ k—1 k—1 . K _ K
0o =P Boo+Pj Bio ; Pi i, =A]

pr— ] Ac ; 1#0
brti T BOlAg_l H Z = 0

Para max{4 — k,0} <i < &

P} = P_ 1A0+P” LA, + P,

Ho LA, ; J=2,...,k—2+1

i7+1

Para max{3 — x,0} <i <&
1
?,nflJrz - Pfh 2+1A0 + Pz K— 1+zA
Parai >k+1yi—k <j < k+i excepto para el caso (i,j) = (k + 1,1)
Pfj = ?71,3‘71

Para el caso inicial, Kk = 1, se tiene que

P, = Boo; Pj, = Boy; Pl, =By
Pl = A;; Pll’iJrl =A,;, vparai=12,...
PHI—Ag parai=2,3,...

2.4. Distribucidon estacionaria

En esta seccion calcularemos la distribucién estacionaria del sistema descrito
en secciones anteriores en el caso finito e infinito.

2.4.1. Distribucién estacionaria para un sistema con un
nimero finito de unidades

Sea m = (mp,71,...,7,) la distribucién estacionaria correspondiente a la
matriz dada en (2.5). Este vector estd dividido por bloques donde el i-ésimo
corresponde al macro estado i. El sub-vector my es de orden ms y el vector
mj, 1<j<n—1esdeorden msr.

El vector 7 satisface la ecuacién m = 7P bajo la condicién inicial 7e = 1.
Desarrollando esta igualdad considerando los bloques dados en (2.7) se tiene
que
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mo = moBoo + mBig
m = mBor +mA; +mAs
Ty = mwAg+ A +7m3As
m3 = maAg+ m3A1 + miAs
(2.8)
Tp-1 = Tp—2Ao+ T 1A +m,Bp 1
T = Tp-1Bp_1n+mBpy
1 = me+me+me+ ...+ mye.
Definimos las matrices cuadradas Ri,R5,...,R,_2 de orden msr como

aquéllas que verifican la condicién

Rj_l :A0+R]’_1A1 +R]'_1RjA2 ; j=2,...,n—2,
siendo las matrices A; + RjAs ; j=2,...,n— 2 no singulares. Desde (2.8)
se tiene que los vectores my,...,m,_1 verifican
7Tj:7Tj,1A0+7TjA1+7Tj+1A2 y j:2,...,n—2,

lo que equivale a
7Tj:7Tj,1Rj,1 ) ]:2,...,1’L—2.
De forma recursiva desde las expresion anterior se tiene que
j—1
7rj:7r1HRk ;] =2,...,n—2.
k=1

Razonando de igual forma podemos expresar los vectores 7, 1 y 7, en forma
geométrico-matricial como

Tno1 = Tp—2Rnp_2
Tn = Tn-1Rp_1,
siendo
R,-1 = Bn—l,n (I - Bn,n)_1
Rn—2 = AO (I - Al - :an—lB'mn—l)_1 )

suponiendo que la matriz I — A; —R,,_1B,,,,—1 es no singular.
El resto de matrices, Ry, Ro,...,R,_3, pueden ser calculadas de forma re-
cursiva desde
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Ri 1=Ac(I-A, —RjAy)" ; j=2,...,n—2

Las dos primeras ecuaciones dadas en (2.8) junto a la condicién de normali-
zacién se pueden expresar como

mo = moBoo + mBio
m = mBo1 + ™1 [A1 + R1As]
n i—1
1 = me+m ZHRje—I—e
i=2 j—1

La distribucién estacionaria queda determinada calculando mpy 7. Pudiendo
ser calculados estos vectores en forma matricial como

Bgo Bo: e \
(7T077T1) < BIO A1 +R1A2 A ) - (7T077T171)'

Este sistema tiene solucién

. -1
_ (I—Bgo) Bo: e
(mo,m1) = (0,1) < — B}, A +R1As W ’

. i—1 . .
siendo W = 3" [Ti—, Rje + e, y Bgoy Bf,; las matrices Bog y Boi respecti-
vamente sin la primera columna.

2.4.2. Distribucién estacionaria para un sistema con un
numero infinito de unidades

Utilizaremos = = (mo, 71, 72, . . .) para denotar el vector de probabilidad esta-
cionaria correspondiente a la matriz (2.2) para el caso infinito. Dicho vector se
encuentra dividido segun los bloques correspondientes a los macro-estados. Por
tanto, el subvector mp es de orden 1 x ms y m;, para j > 1 es de orden 1 x msr.

El vector 7 satisface la ecuaciéon matricial 7P = 7 y estd sujeto a la restricién
me = 1. Desarrollando estas ecuaciones en términos de los bloques dados en
(2.3), obtenemos las ecuaciones del sistema.

La solucién viene dada por,

T = mRITY =23, ..
donde la matriz R verifica la ecuacién
R = Ay +RA; + R’A,.

Los vectores mg y 71 se calculan desde
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e (I— BOO)* B01 >1

(71'(),71'1) = (170) ( 1
I-R) e -Bj, A +RA; -1

donde la condicién de normalizacién estd incluida en la primera columna y Z*

denota la matriz Z sin la primera columna.

La matriz R puede ser calculada empleando el método iterativo multidi-
mensional de Newton-Raphson. Este algoritmo se construye considerando la
estructura de la funcién f (R) = Ag + R(A; — I) + R2A,.

Debemos encontrar la solucién de la ecuacién f (R) = 0, siendo 0 una matriz
de ceros. La derivada de esta funcién matricial respecto de la entrada (i,7) de
la matriz R, r;;, es igual a

df

Di; (R) = -
i

(R) = 1;; (A1 — I) + (1R + R1y5) Ao,

donde 1;; es una matriz cuyos elementos son cero excepto el elemento (4, j) que
es igual a 1. Definimos la funcién matricial J (R) como una matriz cuya entrada
(msr(l — 1) + k,msr(i — 1) + j) es la entrada (I, k) de la matriz D;; (R) para
i,5,L,k=1--- msr.

Sea R, el vector columna de orden (msr)? cuyas entradas son las entradas
aproximadas de la matriz R después de la n-ésima iteraciéon dispuesta como
sigue: las primeras msr entradas son la primera fila de la matriz, las segundas
msr son la segunda fila de la matriz, y asi sucesivamente. Si f; (R) denota la
i-ésima fila de la matriz f (R) y W (R) = [f1 (R), f2(R), -+, fmsr (R)]', donde
" denota el traspuesto del vector, entonces el método iterativo viene dado por
la siguiente expresién, Rpy1 = Ry —J (R,)”' W (R,,). Tomando un apropiado
Ry, el método converge a la matriz R.

2.5. Distribucion del periodo de funcionamiento
para el caso finito

Suele ser de gran utilidad para analizar el sistema conocer la distribucién de
los instantes durante los cuales el sistema estd operativo o no operativo. Estas
distribuciones son de especial importancia en sistemas que requieren una alta
fiabilidad. Veremos en esta seccién cémo estos tiempos aleatorios siguen una
distribucién tipo fase cuya representacién también obtendremos. Como conse-
cuencia, se tiene que las distribuciones tipo fase reproducen el mismo tipo de
distribuciones para los tiempos aleatorios que aparecen implicitos en el sistema.
Los razonamientos que seguiremos serdn similares a los que se emplean en el
caso continuo en Pérez Océn y Montoro Cazorla [26].

El periodo de tiempo de funcionamiento es el periodo que indica el nimero
de unidades de tiempo desde el punto en el que todas las unidades estan no
operativas y una reparacion se completa, hasta el instante en el que todas las
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unidades vuelven a estar no operativas por primera vez. Por tanto, este periodo
finaliza cuando el reparador queda libre por primera vez después de un perio-
do ocupado. Para calcular la funcién de distribucién de este periodo aleatorio,
consideramos un proceso de Markov con algunas modificaciones respecto al pro-
ceso de Markov de partida. Los macro-estados operativos son los mismos, pero
identificamos ahora los macro-estados no operativos con un nuevo macro-estado
absorbente que denotaremos por n*.

En este nuevo proceso, los macro-estados 0,1,---,n — 1 son los mismos que
en el proceso inicial, pero el macro-estado E3 ahora esta reducido a un tnico
estado absorbente denotado, como ya hemos indicado, por n*. Este macro-estado
absorbente representa el fallo del sistema.

La nueva matriz de probabilidades de transicién se obtiene a partir de P’ en
(2.5) y viene dada por

0 1 2 n—1 n*
0 Boo Bo: 0
1 Bio A1 Ay 0
P — 2 Ay, Al Ay 0
0
n—1 A A, M?° ® Sey,
n* 0 0 0 0 0 1

La funcién de distribucién del periodo de funcionamiento es la distribucion
del tiempo hasta el primer paso por el estado absorbente n* en el proceso de
Markov absorbente dado por P*. Se deduce de aqui una distribucién tipo fase
con representacién PH (vy,,L,), donde la matriz L, se obtiene eliminando la
ultima fila y columna en P*.

Como vector inicial consideramos 7, = [0,0,---,e ® j].

A partir de esta distribucién podemos obtener el tiempo medio durante el
que el sistema se encuentra operativo. Esta viene dada por,

MTTF =, (I-L,) "e.

Una vez analizado el periodo de funcionamiento, podemos estudiar el periodo
de no funcionamiento.

El periodo de no funcionamiento se define como el tiempo que transcurre des-
de el momento en el que no hay unidades en reserva (todas estdn en reparacién
o esperando para ser reparadas) y la unidad operativa pasa a reparacién (el sis-
tema falla), hasta el momento en el que la primera reparacién, desde entonces,
es completada.
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Razonando de forma andloga a como lo hicimos en el célculo de la dis-
tribucién del periodo de funcionamiento, se obtiene que la distribucién del pe-
riodo de no funcionamiento sigue una distribucién tipo fase con representacién
PH(~,4,8S), donde las condiciones iniciales se determinan del siguiente modo. Sea
~va(k), 1 < k < r, la probabilidad estacionaria de que la unidad bajo reparacién
ocupe la fase k. En este caso, el sistema inicia su periodo de no funcionamiento
con probabilidad m,, (M ® e). De aqui se obtiene

_ Zj > ﬂ-nfl(jJ?k)M(()jfl)nJrl
anl(MO ® e)

va(k) 1<k<r,

siendo m,—1(4,1, k) la probabilidad de que en cualquier etapa, n—1 componentes
del sistema estén no operativas, la unidad operativa esté en la fase j, el proceso
asociado a la ocurrencia de fallos externos en la fase [ y la unidad bajo reparacién
en la fase k.

Como vector inicial se tiene entonces,

Ya = (va(k))1<k<r-

Finalmente, el tiempo medio que el sistema permanece no operativo viene
dado por,

MTTD =~4,(I-8)"e.

2.6. Medidas de fiabilidad

En esta seccién calcularemos distintas medidas de fiabilidad asociadas a los
sistemas. En primer lugar, obtendremos la disponibilidad, que nos indicara la
probabilidad de que el sistema esté operativo en un determinado instante. En
segundo lugar, calcularemos las probabilidades condicionadas de fallo, condi-
cionada por un lado al fallo de la unidad principal del sistema y por otro, al
fallo del sistema, considerado éste como un todo.

Para calcular las probabilidades de transicién emplearemos la metodologia
que se ha descrito en la seccién (2.3.1).

En lo que sigue, denotaremos por pf al vector de probabilidad cuyas entradas
son las probabilidades de ocupar las fases del macro-estado i en el instante k,
dado que inicialmente el sistema estd en el macro-estado 0, para ¢ > 0.



30 Sistema con muiltiples componentes en reserva pasiva

2.6.1. Disponibilidad

Como ya hemos indicado, calcularemos la probabilidad de que el sistema
esté operativo en un determinado tiempo k. Esto es, la disponibilidad transitoria.
Esta medida serd vélida para todos los sistemas finitos descritos a lo largo
del capitulo, puesto que si el sistema es infinito, es claro que la disponibilidad
valdrd 1.

De esta forma, es obvio que

n—1
= pre =1-pre. (2.9)
i=0

Tomando limites cuando k — oo en la expresién anterior obtenemos la
disponibilidad estacionaria,

A= Zme—m)e+ﬂ'1<

n—1i—

1
Rk> e=1-me (2.10)
i=1 k=1

donde las matrices Ry son calculadas en la seccién 2.4.1.

El resultado obtenido es intuitivo pues el sistema estara operativo mientras
exista una unidad operativa. Asimismo, puede deducirse la no-disponibilidad
del sistema, que indicard la probabilidad de que todas las unidades estén en
reparacién o esperando para ser reparadas. Esta vendrd dadapor A=1— A4 =
The.

2.6.2. Probabilidad Condicionada de fallo

Calculamos en esta seccién las probabilidades condicionadas de los distintos
tipos de fallo de la unidad principal del sistema. Pueden ocurrir tanto fallos
reparables como no reparables. La probabilidad condicionada de fallo para los
Sistemas IT y III puede obtenerse considerando unicamente fallos internos y
externos, respectivamente. Las probabilidades que se obtienen a continuacién
son vélidas para sistemas con un numero finito o infinito de unidades.

Probabilidad Condicionada de fallo externo reparable para los sis-
temas I, Il y V

Esta probabilidad es la probabilidad de fallo en un cierto instante ocasionado
por un fallo externo reparable. Se parte de que el sistema estd operativo en
el instante k — 1, y un fallo externo reparable ocurre en el siguiente instante
mientras que el sistema permanece operativo. Esta medida viene dada por la
expresion

vE = ph~ 1M0+Zp*”~ "M ®ey), (2.11)
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donde £ = n — 1 para el caso finito y £ = oo para el infinito.

En el caso estacionario, esta probabilidad es

3
Vp = 7T0M0 + Zﬂ'i (MO ®ek) R
i=1

y cuando existe un numero infinito de unidades, es igual a

vp =oM% +m (I-R)™' (M° @ ey). (2.12)

Probabilidad Condicionada de fallo externo reparable para los sis-

temas IV y VI

Consideraremos para calcular esta probabilidad, la notacién que ya em-
pleamos al describir el Sistema VI. Las medidas para el sistema IV pueden
obtenerse considerando L2 = L%p.

En el caso transitorio,

3
v = (e —TO) @ T2 + 30 [(om — T0) 9L @ ],
i=1
y en el caso estacionario,
3
v =10 [(em — T) @ LY + > i [(em — T°) ® L) @ €] . (2.13)

i=1

En caso de existir un nimero infinito de unidades se tiene,

Vv, =T [(em — TO) ®L2] +m (I- R)f1 [(em — TO) ® LY ®ek] )

Probabilidad condicionada de fallo externo no reparable de todos los
sistemas (excepto el Sistema IT)

Un fallo externo no reparable ocurre al instante siguiente de estar el sistema
operativo en el instante k — 1. En este momento,también es posible un fallo
interno reparable. Las medidas para los Sistemas I, IV y V se obtienen con-
siderando T9, = T%(1 — p) y LY, = L% con p = 0 para los Sistemas I y V. Si
se considera el sistema III entonces e, — T9  debe ser eliminado y L%, = L.
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Para el caso transitorio, la probabilidad correspondiente es igual a

£
=pi " [(em —TD,) ®L2.] + Zp;;e—l [(en, —T),) ®LY,. ®e], (2.14)

i=1

y en el caso estacionario se tiene

I/nr:ﬂ'()[(em—TO ®L0 —}—Zm )®L2Lr®ek].

En caso de tener un sistema con un nimero infinito de unidades

Vnr =0 [(€m —T%) @ L0, ] 4+m (I-R) " [(en — T9,) @ LY, @ e4] . (2.15)

La probabilidad condicionada de fallo externo puede obtenerse a partir de
vy + vl y vy + v, para el caso transitorio y estacionario respectivamente.

Probabilidad condicionada de fallo interno no reparable de todos los
sistemas (excepto el Sistema III)

Consideramos la notaciéon ya empleada para el Sistema III y obtendremos
esta medida para los Sistemas I, I, IV y V. Tendremos en cuenta que T? =
T(1 — p) con p = 0 para los Sistemas I, Il y V. Para el sistema II se tiene que
s=1.

En este caso, el sistema estd operativo cuando ocurre un fallo de desgaste.
Esta probabilidad es,

v = » ®eg —l—Zp” ! T0 ®esk), (2.16)

y en régimen estacionario

3
Vy = To (T?w X es) + Zﬂ'i (T?w ® esk) .
i=1

Para el caso infinito,

Vi =m0 (T%, @ e;) +m (I-R)™' (T%, ® eq) . (2.17)
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Probabilidad condicionada de fallo interno reparable para los sistemas
IV y VI

Calculamos la probabilidad de fallo en un cierto instante, debido a un fallo

reparable interno. Esta medida se obtiene para el Sistema IV considerando,
T =T’y L} = L.
En el caso transitorio esta probabilidad es igual a

v = o5 [T (e~ L) + T 0 LY +

3
+ pr‘l [TV ® (e; —L°) + T) @ L] ® ey,
i=1

y en régimen estacionario

Vrw = 7o [TV ® (e —L°) + T ® L] +
3
b YT (e L) + T 0 LY @ ey,
i=1

y cuando consideramos un numero infinito de unidades

Vrw = T0 [Tg ® (es —LO) + T ®L2] +
+ m(I-R) '[T2® (e; — L°) + T° @ L] ® ey. (2.18)

La probabilidad condicionada de fallo interno, cuando este tiene lugar, puede
obtenerse sumando v}, + v ¥ vrw + vy en el caso transitorio y estacionario,
respectivamente.

Finalmente, la probabilidad condicionada general de fallo se obtiene a partir
de las expresiones anteriores en régimen transitorio y estacionario, respectiva-
mente, como sigue,

K K K K
VT‘ + VTLT + VU} + VTU}

Vp + Unp + Vi + Vpy-

En caso de que el sistema no pueda sufrir un determinado tipo de fallo,
la probabilidad condicionada correspondiente serd eliminada de las expresiones
anteriores.



34 Sistema con muiltiples componentes en reserva pasiva

Probabilidad condicionada de fallo del sistema para todos los sistemas

Otra medida de fiabilidad que puede resultar til en el estudio del sistema, es
la probabilidad de ocurrencia de fallos del mismo. Obviamente, esta probabilidad
sélo tiene sentido en el caso finito, pues en el caso infinito, seria cero. El fallo
del sistema sera siempre consecuencia de un fallo reparable, pues si ocurre un
fallo no reparable, la unidad afectada es reemplazada instantdneamente por otra.
Para obtener esta medida, consideramos que el fallo del sistema ocurre cuando la
unica unidad operativa falla y ninguna reparacién se completa en este instante.
Esta medida viene dada en régimen transitorio por

S

Kk _ Kk—1 0
vl =pr_q (M ® Sek) ,
y en régimen estacionario por

Vs = Tro1 (M? @ Sey,) . (2.19)

2.7. Costos para un sistema con un nimero fini-
to de unidades y fallos internos y externos

En esta seccién se introducen costos en un modelo con un nimero de unidades
finito y con posibles fallos internos y externos de la unidad principal. Suponemos
que cuando la unidad principal estd operativa se produce un beneficio por
unidad de tiempo. Por otra parte cada unidad en reserva produce un costo. La
reparacion se puede disenar de forma que cada fase de reparacién produce un cos-
to diferente por unidad de tiempo. Consideramos estos supuestos ya que cuando
la unidad esta operativa no siempre es posible conocer la fase de funcionamiento,
actuando como una caja negra, y por otro lado las fases de reparacién tienen
sentido fisico.

Consideramos que cada vez que la unidad principal visita una fase operativa
se produce un beneficio de B unidades monetarias y cada unidad en reserva
causa un coste de C, unidades monetarias (u.m.). La unidad en reparacién pro-
duce un coste segun la fase de reparacién por unidad de tiempo. Si la reparacién
ocupa la fase k, por unidad de tiempo se produce un coste de C’,f u.m. Si con-
sideramos los macro-estados definidos en el modelo, el beneficio neto por visita
al correspondiente macro-estado es

C(0) = B — (n — 1)C,,
C(l,k)=B—(n—1-1)C, — CE,

paral<IlI<n—-1yk=1,...,7.

El beneficio medio por visita a estas fases viene dado por
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l,k):b—(n—l—l)ca—ckR; 1<l<n-—1,

donde los respectivos valores esperados vienen dados por

E[B] = b,
E[C,] = ca
ElCH = .

Para analizar los costos netos se consideran los siguientes vectores

co = c(0)ems = (b— (n = 1)cq) - €ms,

e(l,1) b—(n—1—1)c, —cF
Cl=€e,sX® =enms ;
e(l,r) b—(n—1—1)c, —cF
paral=1,...,n—1,
c(n,l) —C{%
Cp, = = R
c(n,r) —cE

donde ck contiene el beneficio medio neto por visita a las fases con 0 unidades
en reparacién y c; el beneficio neto por visita a las fases cuando hay [ unidades
en reparaciéon, paral=1,...,n.

El vector de beneficio neto viene dado por

¢ = (Co,Cl,...,Cn)l-

2.7.1. Costo neto medio para un ciclo de funcionamiento

El estudio del periodo de funcionamiento, de un ciclo, ha sido estudiado en
la seccién 2.5. El ciclo de funcionamiento comienza cuando todas las unidades
estdn no operativas y se completa una reparacién. Calculamos el costo/beneficio
neto hasta un nuevo fallo del sistema. Definido en la seccién anterior el vector
de costos, definimos un vector columna con los beneficios netos medios para los
macro-estados operativos. Este vector es el dado ¢* = (cg, c1,...,cn1)’
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Es conocido que el costo/beneficio neto a largo plazo es dado por el nimero
medio de visitas a un estado por el costo/benficio neto medio hasta un nuevo
fallo del sistema (Kulkarni,1999[15]). Se tiene pues

¢1(b,ca,cf, . ,cf) =7, (I—- Lu)_1 c*.

2.7.2. Algunos costos netos medios

Calculamos en esta seccién algunos costos netos medios. En primer lugar,
como se ha visto en la seccién 1.6.1, calculamos el costo neto medio en un
determinado tiempo & y el acumulado hasta un tiempo p desde (1.2). Estas dos
medidas son respectivamente

n
R R
¢2(n,b,ca,cl,...,cw) = Zp;cja
7j=0
P n
R R
¢3(pabacaacla"'7cr) = ZZP;CJ

k=0 j=0

Por otro lado, desde esta tltima medida se puede obtener el costo/beneficio
neto medio por unidad de tiempo. En el caso transitorio resulta igual a
R

b,ca,clt, ... cB)
b " R”- R :¢3(p7 sy Cay b1y ) Lp
¢4(P, yCaC1 7cr) p+1

)

y en el caso estacionario se obtiene aplicando el teorema 1.6.1 de la seccién 1.6.2.
En este caso resulta

n n j—1
¢5(b,ca,cf,...,cf) = Zﬂ'jCj = Z <7r0 +m H Rd> cj.
j=0

=0 d=1

2.8. Aplicacién numérica

En esta seccién analizaremos algunos ejemplos numéricos, aplicando los mo-
delos descritos a lo largo del capitulo. Realizaremos el andlisis en régimen tran-
sitorio y estacionario, para un numero finito e infinito de unidades. Los modelos
propuestos son similares, pero con una estructura diferente para el fallo repara-
ble. Compararemos y analizaremos los resultados.

Consideramos tres modelos donde, en todos los casos, el tiempo operativo de
la unidad principal hasta la ocurrencia de un fallo interno se distribuye segun
una binomial negativa. Esto puede interpretarse como sigue: la unidad principal
sufre distintas fases de desgaste. Inicialmente, estd en la fase uno, y con una
probabilidad de 0.05 salta a la fase siguiente en el instante siguiente. Cuando la
unidad estd en la ultima fase de desgaste, puede fallar en la etapa siguiente con
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una probabilidad de 0.05 y en este caso se transforma en no operativa, es decir,
entra en el canal de reparacion.

Este tiempo operativo de la unidad principal se distribuye tipo fase con
representacion (a, T), donde

095 0.05 0
a=(1,0,0; T=| 0 095 005
0 0 095

Estos sistemas pueden sufrir fallos externos, reparables o no reparables. En
ambos casos, el periodo entre dos fallos consecutivos es PH (v, L), con

0.05 0.75
v=(1,0); L= :

0 095

Cuando un fallo reparable tiene lugar, la unidad comienza la reparacién
o se coloca en la cola de reparacién. La reparacién estd estructurada en dos
fases bien diferenciadas: reparacién y control. Una unidad rota comienza en la
fase de reparacién y en el instante siguiente, pasa a la fase de control con una
probabilidad de 0.025. Si cuando la unidad esta siendo controlada no encuentra
las especificaciones establecidas, vuelve a la reparacién (con una probabilidad
de 0.1); otra posibilidad es que la reparacién se complete (con probabilidad 0.6).
El tiempo de reparacién se distribuye tipo fase PH (3, S), siendo

0.1 0.3

0.975 0.025
62(1,0);S=< )

El tiempo medio de operatividad hasta la llegada de un fallo interno de
desgaste es de 60 unidades de tiempo. El tiempo medio entre dos fallos externos
consecutivos es de 16.8421 unidades de tiempo y el tiempo medio de reparacién
es de 48.3333 unidades de tiempo.

Los modelos

Analizamos ahora tres modelos similares con estructuras diferentes para el
tiempo de fallo reparable. Todos los sistemas sufren fallos internos. El primer
sistema modelizado tiene la estructura descrita para el Sistema I, fallos internos
no reparables y fallos externos reparables o no reparables. El segundo modelo
considera una situacién similar en la que los fallos reparables dependen del
tiempo transcurrido hasta el fallo externo. Este serd modelizado siguiendo el
desarrollo descrito para el Sistema V. Finalmente, incluiremos fallos internos
reparables en los sistemas anteriores (obteniendo el Sistema VT).



38 Sistema con muiltiples componentes en reserva pasiva

El andlisis lo realizaremos considerando varias unidades, la principal y el
resto dispuestas en reserva pasiva. Veremos una aproximacién para los modelos
propuestos, en los que se presentan un gran nimero de unidades, a través de los
resultados obtenidos para los modelos con un nimero ilimitado de unidades.

Modelo 1. Un sistema con fallos internos no reparables y fallos externos repara-
bles 0o no reparables

En primer lugar, consideramos el Sistema I descrito en secciones anteriores.
Cuando ocurre un fallo externo, puede ser reparable o no reparable, indepen-
dientemente del tiempo hasta el fallo. Consideramos que la probabilidad de fallo
reparable es igual a p = 0.2105, independientemente del tiempo hasta el fallo.

Modelo 2. Un sistema con fallos internos no reparables y fallos externos repara-
bles 0 no reparables, dependiendo del tiempo hasta el fallo

Consideramos el Sistema V estudiado en secciones anteriores. En este caso,
el fallo reparable depende de la estructura interna del tiempo hasta el fallo.
Consideramos que un fallo externo es reparable sélo si ocurre a continuacién de
la fase 1 del proceso de renovacién (con probabilidad 0.2), y no reparable sélo
desde la fase 2, con probabilidad 0.05.

Tomaremos,
L0 0.2 Lo 0
Lo )T \oos )

En este caso, la probabilidad de que un fallo sea reparable es, como en el

caso anterior,
(I -L)""L% = 0.2105.

Modelo 3. Un sistema con fallos internos y externos reparables o no reparables
dependientes del tiempo hasta el fallo

Consideramos ahora los sistemas anteriores, pero con una hipétesis anadi-
da que indica que los fallos internos de desgaste pueden ser reparables o no
reparables y ello depende de la estructura interna del tiempo hasta la ocurren-
cia de dicho fallo (Sistema VI). De esta forma, cuando ocurre un fallo interno,
suponemos que éste es reparable con probabilidad 0.045 y no reparable con pro-
babilidad 0.955. Cuando la unidad principal estd trabajando en la fase 3, ésta
sufre un fallo interno reparable en la siguiente etapa con probabilidad 0.00225 y
un fallo interno no reparable con probabilidad 0.0478 (desde esta fase 3 fallard en
la siguiente etapa con probabilidad 0.045). Por tanto,

0 0
TY = 0 ; T, = 0
0.00225 0.04775
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Obviamente, si analizamos la unidad principal hasta el fallo, debido a causas
internas o externas, este es reparable con una probabilidad mayor que la cal-
culada para los sistemas anteriores, dado que hemos anadido la posibilidad de
un fallo interno reparable. La probabilidad de un fallo de la unidad principal,
debido a causas internas o externas sea reparable, es igual a 0.2461.

Los tres modelos modelos son similares, con idéntico tiempo hasta la ocurren-
cia de fallo externo o interno de la unidad principal. Los dos primeros sistemas
tienen una distribucién idéntica para el tiempo hasta el fallo interno o externo, y
una idéntica probabilidad de que el fallo sea reparable. No obstante, en el segun-
do caso, la reparabilidad o no reparabilidad del fallo depende de la estructura
interna del mismo.

El comportamiento de los sistemas anteriores lo hemos analizado consideran-
do varias unidades. Ademas, hemos anadido el caso de infinitas unidades, como
una aproximacion de un sistema con un gran nimero de unidades.

En la Tabla 2.1 que se muestra a continuacion, se presenta la distribucién
estacionaria para los tres modelos, considerando distinto niimero de unidades.
También se muestra el caso infinito, para lo que se han aplicado los resulta-
dos obtenidos en la seccién 2.4. Para cada modelo, puede observarse como la
probabilidad de ocupar el macro-estado ¢ (i unidades en reparacién) decrece
con el nimero de unidades en el sistema. El comportamiento de la probabilidad
estacionaria para ¢ unidades en reparacién ha sido comparada.

En todos los casos, esta probabilidad tiende a crecer, desde el Modelo 1 hasta
el Modelo 3 para los macro-estados mayor o igual que 3. Por ejemplo, la proba-
bilidad de que un sistema con cuatro unidades, en el que todas las unidades se
encuentran en reparacion, es igual a 0.0574, 0.0810 y 0.0844 para los Modelos
1, 2 y 3, respectivamente. Por otro lado, esto no ocurre para el caso de dos o
menos unidades bajo reparacién. En este caso, la probabilidad més alta se alcan-
za con el Modelo 1, excepto para los casos de 3 y 4 unidades en el sistema. En el
primer caso, la probabilidad de que todas las unidades se encuentren operativas
es igual a 0.4598 y 0.4735 para los Modelos 1 y 2, respectivamente. Finalmente,
si consideramos un sistema con 4 unidades, la probabilidad de que este ocupe
el macro-estado 0 es muy similar para los Modelos 1 y 3. Puede observarse que
los Modelos 1 y 2 tienen un comportamiento similar; los tiempos medios hasta
el fallo y la probabilidad de un fallo reparable son iguales. No obstante, la es-
tructura interna del fallo reparable produce diferencias entre los valores de las
probabilidades. Puede observarse como estas probabilidades dependen fuerte-
mente del niumero de unidades para cada sistema. Ademas, existen variaciones
entre los tres sistemas.

Damos una aproximacién para el caso en el que el sistema tiene un gran
numero de unidades, y se puede comprobar que un sistema con 7 unidades tiene
una distribucién similar a la de dicha aproximacién.

Las medidas descritas en la seccion 2.6 han sido calculadas para los diferentes
modelos considerando sistemas con distinto nimero de unidades. La Tabla 2.2
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Unidades en reparacion

Un. Mod. 0 1 2 3 4 5 6

1 0.4598 0.2739 0.1656 0.1007
3 2 0.4735 0.2378 0.1602 0.1286
3 0.4633 0.2406 0.1635 0.1326
1 0.4337 0.2584 0.1562 0.0944 0.0574
4 2 0.4448 0.2234 0.1499 0.1009 0.0810
3 0.4337 0.2252 0.1526 0.1041 0.0844
1 0.4194 0.2499 0.1510 0.0912 0.0551 0.0335
5 2 0.4274 0.2146 0.1441 0.0967 0.0651 0.0522
3 0.4156 0.2158 0.1463 0.0995 0.0678 0.0550
1 0.4112 0.2450 0.1480 0.0894 0.0540 0.0326 0.0198
6 2 0.4165 0.2091 0.1404 0.0942 0.0632 0.0425 0.0341
3 0.4041 0.2099 0.1422 0.0967 0.0658 0.0449 0.0364
3 0.3967 0.2060 0.1396 0.0950 0.0646 0.0439 0.0299
1 0.3993 0.2379 0.1437 0.0868 0.0524 0.0316 0.0191
00 2 0.3958 0.1988 0.1334 0.0895 0.0601 0.0403 0.0270
3 0.3818 0.1983 0.1344 0.0914 0.0621 0.0423 0.0287

Tabla 2.1: Probabilidad estacionaria en los macro-estados para los Modelos 1,
2 y 3 con distinto nimero de unidades

muestra los valores de la disponibilidad y la probabilidad condicionada de fallo
para distinto nimero de unidades en régimen estacionario.

Estos valores los calculamos a partir de (2.10), (2.12), (2.13), (2.15),(2.17),
(2.18) y (2.19). El valor més alto para la disponibilidad lo obtenemos para el
Modelo 1 para cualquier nimero de unidades. La disponibilidad obtenida para
el Modelo 2 es més préxima a la del Modelo 3 que a la del Modelo 1. El Modelo
2 tiene sélo fallos reparables a partir de los accidentales y el Modelo 3 tiene
estos fallos mas fallos internos reparables. La probabilidad condicionada de fa-
llo reparable para cualquier nimero de unidades es muy similar en cualquiera
de los sistemas. Para clasificar los modelos segun el valor de la probabilidad
condicionada de fallo, de mayor a menor, el orden obtenido es Modelo 1, 3 y
2, hasta cuatro unidades en el sistema, y Modelo 3, 1 y 2 cuando hay mas de
cuatro unidades. Nétese que cuando hay un nimero ilimitado de unidades, el
orden es Modelo 3, 2 y 1. Un razonamiento similar puede ser realizado para la
probabilidad condicionada de fallo no reparable, y en este caso, el orden de los
modelos es Modelo 1, 2 y 3 para cualquier numero de unidades. Finalmente, la
probabilidad condicionada de fallo del sistema es muy similar para los Mode-
los 2 y 3. Cuando consideramos la aproximacién para un sistema con un gran
numero de unidades, estas probabilidades son muy parecidas, siendo esta medida
decreciente, obviamente, con el nimero de unidades.

Nos centramos ahora en un sistema con cuatro unidades y realizaremos
el andlisis en régimen transitorio. Las probabilidades de ocupar los diferentes
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Numero de unidades  Modelo A Vp + Vpw  Vnr + Vw Vs
Modelo 1 0.8149  0.0101 0.0435 0.0039
2 Modelo 2 0.7879  0.0098 0.0420 0.0045

Modelo 3  0.7833  0.0100 0.0416  0.0046
Modelo 1 0.8993  0.0112 0.0480  0.0021
3 Modelo 2 0.8714  0.0109 0.0465  0.0027
Modelo 3 0.8674  0.0111 0.0460  0.0028
Modelo 1 0.9426  0.0117 0.0504  0.0012
4 Modelo 2 0.9190  0.0115 0.0490  0.0017
Modelo 3 0.9156  0.0117 0.0486  0.0018
Modelo 1  0.9665  0.0120 0.0516  0.0007
5 Modelo 3 0.9478  0.0118 0.0506  0.0011
Modelo 3  0.9450  0.0121 0.0501  0.0012
Modelo 1  0.9802  0.0122 0.0524  0.0004

6 Modelo 2 0.9659  0.0121 0.0515  0.0007
Modelo 3  0.9636  0.0123 0.0514  0.0008
Modelo 1 1 0.0124 0.0534 0

00 Modelo 2 1 0.125 0.0533 0
Modelo 3 1 0.128 0.0531 0

Tabla 2.2: Disponibilidad y probabilidad condicionada de fallo en régimen esta-
cionario para los Modelos 1,2 y 3

macro-estados a lo largo del tiempo vienen dados en la Tabla 2.3.

La tendencia de estas probabilidades es similar en cualquier modelo. De este
modo, para cualquier modelo, la probabilidad de que todas las unidades estén
operativas decrece a lo largo del tiempo. En los otros casos, las probabilidades
crecen con el tiempo. La distribucién estacionaria viene dada para los modelos.

La disponibilidad a lo largo del tiempo se compara para los tres modelos
(Figura 2.1). Estas funciones han sido calculadas a partir de (2.9).

El periodo de funcionamiento para todos los modelos ha sido analizado apli-
cando los resultados de la seccién 2.5. La funcién de supervivencia para este
tiempo viene dada en la Figura 2.2.

La funcién de supervivencia para el periodo de funcionamiento para los Mo-
delos 2 y 3 es muy similar en cada caso, como puede observarse en la Figura
2.2.

La evolucién de los primeros instantes de la probabilidad condicionada de
fallo la representamos para los diferentes tipos de fallo y para los tres modelos.

La Figura 2.3 muestra estas curvas para el Modelo 1, y la Figura 2.4 para el
Modelo 2 y 3. Los valores de las Figuras 2.3 y 2.4 han sido calculados a partir
de (2.11), (2.13), (2.16) y (2.18).

Las Figuras 2.3 y 2.4 muestran que los Modelos 1 y 2 tienen una probabi-
lidad condicionada de fallo reparable y no reparable similar, excepto para las
dos primeras unidades de tiempo. Esto se debe a que en las primeras unidades
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Macro-estados

Tiempo k  Modelo 0 1 2 3 4
Modelo 1 0.8648 0.1225 0.0118 0.0009 5.5045-10~°
10 Modelo 2 0.7541 0.1852 0.0467 0.0110 0.0030

Modelo 3 0.7538 0.1855 0.0467 0.0110 0.0030

Modelo 1  0.6635 0.2494 0.0689 0.0150 0.0031

50 Modelo2 0.6394 0.2216 0.0898 0.0335 0.0157

Modelo 3 0.6341 0.2252 0.0909 0.0339 0.0159

Modelo 1  0.5654 0.2737 0.1102 0.0377 0.0129

100 Modelo 2 0.5654 0.2314 0.1157 0.0547 0.0328
Modelo 3 0.5574 0.2354 0.1178 0.0559 0.0335

Modelo 1  0.4399 0.2598 0.1544 0.0913 0.0546

500 Modelo 2 0.4503 0.2241 0.1485 0.0986 0.0784
Modelo 3 0.4394 0.2261 0.1512 0.1017 0.0816

Modelo 1  0.4339 0.2584 0.1561 0.0943 0.0573

1000 Modelo 2 0.4449 0.2234 0.1499 0.1009 0.0809
Modelo 3 0.4338 0.2252 0.1526 0.1040 0.0843

Modelo 1  0.4337 0.2584 0.1562 0.0944 0.0574

00 Modelo 2 0.4448 0.2234 0.1499 0.1009 0.0810

Modelo 3 0.4337 0.2252 0.1526 0.1041 0.0844

Tabla 2.3: Probabilidad de ocupar los macro-estados 0, 1, 2, 3, 4 en diferentes
instantes
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Figura 2.1: Disponibilidad del sistema con cuatro unidades para el Modelo 1
(circulos), para el Modelo 2 (tridngulos) y el Modelo 3 (estrellas)

de tiempo, los Modelos 2 y 3 no pueden sufrir fallos no reparables, dada su es-
tructura. Por otro lado, la Figura 2.4 muestra que la probabilidad condicionada
para los fallos reparables y no reparables es muy similar para los Modelos 2 y 3.
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Capitulo 3

Sistema con multiples
componentes en reserva
pasiva y pérdida de
unidades

3.1. Introduccion

En este capitulo se desarrolla un sistema con multiples componentes en
reserva pasiva en tiempo discreto. Hasta aqui, el estudio se reduce al realiza-
do en el capitulo anterior. No obstante, anadimos una variacién en cuanto al
funcionamiento del sistema. En este modelo se produce pérdida de unidades.
Veamos en qué consiste.

Consideramos un sistema con K unidades, una ocupa la posicién principal,
es la unidad que estd en funcionamiento, y el resto se encuentran en reserva
pasiva, en reparacién o esperando para ser reparadas. Existe un tinico reparador.
Las unidades en reserva no sufren fallos, pero la unidad principal puede sufrir
diferentes tipos de fallos, pudiendo ser internos (siempre no reparables) y fa-
llos externos accidentales (que pueden ser reparables o no reparables). Cuando
ocurre un fallo no reparable, la unidad es eliminada del sistema. Cuando la
unidad principal sufre un fallo reparable, ésta va a reparacién. En ambos casos,
una unidad de la reserva, si la hubiese, pasa a ocupar el lugar de la unidad
principal instantdneamente. Cuando una unidad se repara, ésta se reincorpora
de nuevo en el sistema y funciona como una nueva.

El estudio de este sistema se realiza en tiempo discreto y, como ya hemos
mencionado en capitulos anteriores, las distribuciones que intervienen en dicho
sistema son generales, considerando la representacion tipo fase.

La utilizacién de las distribuciones tipo fase nos permitirdn obtener medidas

47
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de fiabilidad del sistema en forma algebraica. Utilizaremos ademés el método
de la factorizacién RG dado en Li y Cao (2004)[16] con el fin de operar con las
matrices que aparecen a lo largo del estudio. Este método nos proporciona un
andlisis computacional complejo para la interpretacién de las medidas que se
obtienen.

El andlisis que se realiza en este capitulo incorpora una serie de novedades
con respecto al capitulo anterior. Construimos un modelo de fiabilidad discre-
to con distintos tipos de fallo y pérdida de unidades, a través de un proceso
de Markov. La reparacién de los fallos accidentales puede ser dependiente o
independiente del tiempo transcurrido hasta el fallo.

Este capitulo se ha publicado en la revista Discrete Events Dynamic Systems
(Ruiz-Castro, Fernandez-Villodre y Pérez-Océn (2009) [33]).

El capitulo estd organizado del siguiente modo. En la seccién 3.2 realizaremos
la descripcién del modelo, presentaremos las hip6tesis del mismo, el espacio de
estados de la cadena de Markov asociada y obtendremos la matriz de proba-
bilidades de transicién. En la seccién 3.3 calcularemos las probabilidades de
transicién, la disponibilidad y el nimero de visitas a una determinada fase. El
periodo de funcionamiento del sistema serd analizado en la seccién 3.4 y en la
seccién 3.5 calculamos la probabilidad condicionada a los distintos tipos de fallo
que pueden llegar al sistema, asi como el numero medio de fallos. El estudio de
los costos lo realizamos en la seccién 3.6. Las medidas y resultados obtenidos a lo
largo del capitulo son algoritmizadas. Los resultados en esta forma los daremos
en la seccién 3.8. Finalmente, realizamos una aplicacién numérica para ilustrar
los resultados obtenidos. La aplicacién numérica ocupara la seccién 3.7.

3.2. El sistema

En esta seccion se describe el sistema que vamos a modelizar, presentaremos
las hipétesis del mismo, el conjunto de estados y finalmente, construiremos el
modelo.

3.2.1. Hipodtesis del modelo

Como ya mencionamos en la introduccién, consideramos un sistema sujeto
a distintos tipos de fallo. Analizaremos el comportamiento de un sistema con K
unidades, una principal y el resto en reserva pasiva. La unidad principal puede
fallar por diferentes motivos. Puede sufrir fallos de desgaste o fallos accidentales.
Si ocurre un fallo accidental, éste puede ser reparable o no reparable. En el
primer caso, la unidad pasa al canal de reparacién y en el segundo caso, la
unidad se elimina del sistema (el sistema pierde una unidad). Se considera un
unico reparador.

Los fallos accidentales ocurren segiin un proceso de renovacién general discre-
to. La reparabilidad o no reparabilidad de los fallos externos no tiene porqué ser
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independiente del tiempo hasta el fallo. Por tanto, la reparabilidad o no repara-
bilidad puede depender de la estructura interna del tiempo hasta la ocurrencia
del fallo accidental.

Los tiempos operativos y de reparacién siguen una distribuciéon general dis-
creta, y consideraremos su correspondiente representacién PH.
Veamos a continuacién las hipétesis del modelo.

Hipdtesis 1. El tiempo de vida de la unidad principal debido a un fallo de
desgaste se distribuye tipo fase con representacién PH(«, T), de orden m.

Hipdtesis 2. Los fallos accidentales ocurren segun un proceso de renovaciéon
discreto tipo fase. Por tanto, el tiempo entre dos fallos accidentales consecutivos
se distribuye tipo fase con representacién PH(vy, L), de orden ¢.

Hipdtesis 3. La absorcion del tiempo entre dos fallos accidentales consecu-
tivos (distribucién tipo fase) puede ocurrir en distintos estados absorbentes, r
y nr. Un fallo reparable o no reparable ocurre si la absorcién se produce en el
estado 7 o nr respectivamente. En este caso, el vector columna L° est4 dividido
en dos vectores columna, LY y L . Estos vectores columna contienen las pro-
babilidades de absorcién desde los estados transitorios en los que se produce un
fallo reparable o no reparable, respectivamente.

Hipdtesis 4. El tiempo de reparacién se distribuye tipo fase con repre-
sentacion (3, S), de orden n.

Hipdtesis 5. Los tiempos definidos en las hipétesis anteriores son indepen-
dientes.

Hipétesis 6. Las reparaciones, los fallos accidentales y los de desgaste,
pueden ocurrir simultaneamente.

Hipétesis 7. Cuando ocurre un fallo accidental reparable al mismo tiempo
que uno de desgaste, la unidad sufre un fallo total (la unidad se elimina del
sistema).

Hipétesis 8. Cuando una unidad es reparada, se considera como nueva.
Hipétesis 9. La reparacion es perfecta y el cambio de unidades instantaneo.
El sistema se modeliza a través de un proceso de Markov discreto para el

que el espacio de estados y las probabilidades de transicién se describen en las
secciones siguientes.
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3.2.2. Espacio de estados

Para construir el espacio de estados, consideraremos el nimero de unidades
presentes en el sistema y el numero de unidades de éstas que se encuentran no
operativas. Por tanto, el espacio de estados se puede expresar como sigue.

Para el primer caso, considerando el nimero de unidades presentes en el
sistema, el conjunto de estados S puede expresarse como

S ={Ugk,Uk—1,---,U;,Up},

donde Uy, es el vector de estados para el caso en el que hay k unidades en el

sistema, k = 1, ---, K. Dependiendo del niimero de unidades no operativas para
cada caso, estos bloques pueden ser expresados como Uy, = {E§, E¥, ... Ef};
k=1,--- K.

El vector E* contiene los estados cuando hay k unidades en el sistema y s de
éstas estan en estado no operativo. Estos bloques pueden expresarse mediante
sus respectivas fases del siguiente modo.

Si k denota el nimero de unidades en el sistema, 1 < k < K, agruparemos los
estados en tres conjuntos: el macro-estado 0, el macro-estado k (ambos forman
los estados frontera), y los macro-estados repetitivos o intermedios. Las fases
para estos casos son las siguientes

Ef = {(k,0;i,5);1<i<m,1<j<t},
EI: - {(kasﬂ’a]a],)a]-SZSma]-S]Stalgjlsn}ﬂ ISSSk_]"
Ef = {(kj);1<j <n}.

En el primer caso, i denota la fase operativa de la unidad principal y j la
fase del fallo accidental. En el segundo caso, i denota la fase operativa de la
unidad principal, j la fase del fallo accidental y j' denota la fase de reparacién.
En el dltimo caso, el significado de j' se mantiene.

3.2.3. Matriz de probabilidades de transicién

El sistema descrito en la seccién anterior puede ser modelizado mediante un
proceso de Markov vectorial con el espacio de estados descrito en en la seccién
3.2.2.

Obtendremos ahora la matriz de probabilidades de transicién cuya estructura
pasamos a definir.

El nivel k£ de esta matriz contiene las transiciones entre los macro-estados
cuando una transicién comienza con k unidades en el sistema, parak =1,---, K.
Este aspecto se denota con el superindice de las matrices en cada bloque. La
ultima fila corresponde al macro-estado Uy, que indica que no hay unidades
en el sistema. Este macro-estado es absorbente y por ello, la dltima fila de la
matriz de probabilidades de transicion esta formada por ceros, con probabilidad
de permanecer en este macro-estado igual a 1.
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La matriz de probabilidades de transicién P tiene la siguiente expresién

Rﬁ( I};il K-1
0 RE! R!

R; R% 1
R, R!
1

El bloque R’; contiene las transiciones entre el macro-estado k, esto es, antes
de la transicién hay k unidades en el sistema y después de la transicién continda
habiendo k unidades en el mismo. El bloque R* contiene las transiciones entre
el macro-estado k y el k — 1, esto es, antes de la transicién hay k£ unidades en el
sistema, y después de la transicién hay k£ — 1 unidades, para k=1, ---, K.

Cada uno de los bloques definidos puede ser dividido dependiendo del niimero
de unidades no operativas en el sistema. De esta forma, para las transiciones en
las que no se produce cambio en el nimero de unidades se tiene

Boo Bo:
Bio A1 Ao
A, A, A
R£ = . . ) k::3,~ ;}Q
A, A, A
A, A, B’
B B k+1xk+1
Bow Bor O 1
R2=| By A, B’ ; R, = < g?o B]§1 ) ;
0 B B 10 2%2
3x3
y para las transiciones en las que ocurre un fallo no reparable
Doo
Dy Gy
C, C;
RI: = . " ) k= 3> 7K)
C, C;
D D
0 O 0 0 0

k+1xk
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S (D}
R’=| D}, D ; Ry = ( 0o ) .
2x1

s s 0
0 0 3X2

A continuacién analizaremos la estructura de cada uno de los bloques de las
expresiones anteriores.

Matriz R';
Bloque Bog

Esta matriz contiene las probabilidades de transicién entre las fases en las
que hay k unidades en el sistema y ninguna en reparacién

Boo = T® L.

Bloques Bo; y By,

Estas matrices contienen las probabilidades de transicién entre las fases en
las que hay k unidades en el sistema, ninguna en reparacién, y ocurre un fallo
accidental reparable. Analizando la matriz Bg;, podemos observar que un fallo
accidental reparable ocurre con probabilidad LY y en este instante la unidad
principal, que estaba funcionando, pasa a reparacién. Una nueva unidad ocupa
la posicién de la unidad principal con distribucién inicial «. El proceso del
fallo accidental para la nueva unidad operativa empieza con probabilidad ~. La
unidad afectada por el fallo comienza su reparacién en alguna fase, dependiendo
del vector de probabilidad 3. Obviamente, dado que el fallo se debe a un fallo
accidental, un fallo de desgaste no ocurre en este instante. Esto ocurre con
probabilidad e — TP. El resto de los bloques pueden interpretarse de forma
anéloga.

By = (e—TO)a®L27®B,
By, = (e—T°)®L)p.

Blogues B1g y Bi,

Estas matrices contienen las probabilidades de transicion entre las fases en
las que hay k unidades en el sistema, con una de ellas en reparacién, y esta
unidad completa su reparacién

Bijy=T®L®S°,
Bj,=a®y7®S°.
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Bloque A,

Esta matriz contiene las probabilidades de transicién entre las fases en las
que hay k unidades en el sistema, y en la siguiente transicién no cambia el
nimero de unidades no operativas

A =T®L®S+ (e—T°)a®L)y®S"B.

Bloque A,

Esta matriz contiene las probabilidades de transicion entre las fases en las
que hay k unidades en el sistema, y en la siguiente transiciéon se completa una
reparacion

A, =T®L®S"5.

Bloque Ag

Esta matriz contiene las probabilidades de transicién entre las fases en las
que hay k unidades en el sistema, y en la siguiente transiciéon ocurre un fallo
accidental reparable

Ag=(e-T)a®Ldy®S.

Bloque B

Esta matriz contiene las probabilidades de transicién entre las fases en las
que hay k unidades en el sistema; todas se encuentran no operativas y en el
instante siguiente, el nimero de unidades no operativas no varia. En este caso
sélo son posibles las transiciones en la reparacién

B=S.

Bloque B’

Esta matriz contiene las probabilidades de transicién entre las fases en las
que hay k unidades en el sistema; todas estdn no operativas y se completa una
reparacion

B =a® v ® 8°3.
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Bloque B"

Esta matriz contiene las probabilidades de transicién entre las fases en las
que hay k unidades en el sistema; tinicamente hay una operativa y ocurre un
fallo accidental reparable

B =(e-T)®L®S.

Matriz RF
Bloques Dgy y D},

Estas matrices contienen las probabilidades de transicion entre las fases en las
que hay k unidades en el sistema; ninguna de estas unidades estd en reparacién y
en el siguiente instante, hay k£ —1 unidades en el sistema y el reparador esta libre

Doo (e—T°)a®L) v+ Tla®Ly+Ta®L,
Dj, = (e—-T°)®L) +T'®e
= el +T'®e-T'®LY .

Bloque D1y

Esta matriz contiene las probabilidades de transicién entre las fases en las
que hay k unidades en el sistema, una en reparacion y, en el instante siguiente,
hay k£ — 1 unidades en el sistema y el reparador esta libre

Dijp=(e-T%)a®Lly®8"+Tla®L'y®S’+T’a®L®S°.

Bloque Cq

Esta matriz contiene las probabilidades de transicién entre las fases en las
que hay k unidades en el sistema; en el siguiente instante ocurre un fallo no
reparable y no se produce cambio en el numero de unidades no operativas

Ci=(e—-T°)a®L)y®S+Ta®L'y®S+T’a®L®S.

Blogues C», D' y D2,

Esta matriz contiene las probabilidades de transicién entre las fases en las
que hay k unidades en el sistema; en el siguiente instante ocurre un fallo no
reparable y una reparacion se completa
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i

D = C=(e-Ta®L) y®S°3

+ TaoL’y®S8°3+ T a®L ®S°3,
D}, = (e-T%a®L) y®S"+T’a®L’y®S"+T’a®L®S".
Bloque D

Esta matriz contiene las probabilidades de transicion entre las fases en las
que hay k unidades en el sistema, k — 1 en reparacién, y en el instante siguiente
ocurre un fallo no reparable

D=exL) 9S+T'2e®S-T’oL) ®S.

La matriz P , dada en (3.1), y formada por los bloques que hemos construido,
es una matriz estocdstica, esto es

k k
Rje + Rje
Rje+ R}

[
o

[N}
A
Bl
IA
=

Il
®

Nota: La reparabilidad o no reparabilidad de los fallos accidentales puede
considerarse independiente del tiempo que transcurre hasta el fallo. Ahora, cuan-
do ocurre un fallo accidental, la unidad es reparable con probabilidad p y no
reparable con probabilidad ¢ = 1 — p. En este caso particular, los vectores
columna LY y L% . son equivalentes a L%p y L%, respectivamente.

Por otro lado, podemos considerar un sistema similar al descrito, donde la
unidad principal puede sufrir fallos internos reparables o no reparables. En este
caso, el vector columna T puede ser dividido en los vectores columna T? y T? ..
Teniendo en cuenta este aspecto, puede realizarse una interpretacién similar a
la ya realizada, considerando los cambios oportunos en los bloques. Algunas
combinaciones de estos tipos de fallo puede ser calculada de forma inmediata.

3.3. Probabilidades de transicion, disponibilidad
y nimero esperado de visitas

Dada la distribucién inicial (o ® 7, 0) y la matriz de probabilidades de transi-
cién dada en (3.1) se pueden calcular las probabilidades de transicién. Teniendo
en cuenta la estructura del espacio de estados, podemos calcular la probabilidad
de que en el instante v el sistema esté compuesto por k unidades, de las cuales s
estdn en reparacién, para s = 0,..., k. Denotamos esta probabilidad mediante
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el vector pgx(v) y es igual al vector (o ® v,0) P” limitado a los elementos de
las fases E¥ parak=1,... Kys=0,...,k.

Por otro lado, dada la estructura del espacio de estados, la probabilidad
de que en el instante v el sistema no tenga ninguna unidad es igual al dltimo
elemento del vector (a ® v,0)P”, y lo denotaremos por py,(v). En general,
emplearemos pz(v) para denotar la probabilidad de que en el instante v el
sistema esté en alguno de las fases de un determinado macro-estado Z.

Calculamos ahora el nimero medio de visitas a cierta fase hasta el instante
H antes de la absorcién. Para ello definimos P* como

K K
Rp RII(S— 1 K-1
0 REX-' R!

R} B2
RP

Es sabido (Kulkarni, 1999[15]) que sumando (P*)", desde v = 0 hasta H,
obtenemos una matriz cuyo elemento (i, j) es el nimero medio de visitas a la fase
j cuando el sistema estd en la fase 7 inicialmente, hasta el tiempo H. Denotamos
esta matriz como

N(H) = (P = (1- (@9)"") 1-P)~". (3.3)

Si consideramos la distribucién inicial tenemos

H
ey N (H) = (€©7,0) Y (P*) = (a©7,0) (T- (P*)") (1-P)7".

v (3.4)

El elemento 7 de este vector es el numero medio de visitas a la fase ¢ cuando
se ha observado el fenédmeno hasta el tiempo H.

Tomando limites cuando H tiende a infinito, calculamos la matriz N. La
entrada (i,j) de esta matriz es el nimero medio de visitas a la fase j cuando
inicialmente el sistema estaba en la fase i. Si consideramos la distribucién inicial
tenemos

o0

weN = (@97,0 3 (P) = (a©7,0)I-P)" . (35)

v=0
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Las probabilidades de transicién y las matrices N y N (H) han sido cal-
culadas por bloques en forma algoritmica. Vienen dadas en la seccién 3.8 del
presente capitulo. Hemos obtenido expresiones para estas matrices asociadas a
los diferentes macro-estados.

Conocidas las probabilidades de transicién, podemos calcular la disponibili-
dad. Esta medida es la probabilidad de que en el instante v, el sistema, continie
funcionando. Es igual a

K k-1

Alv) = p[ukK=1u’:;3EI;](V) e= Z ZPE’; (v) -e.

k=1 s=0

3.4. El periodo de funcionamiento

Consideramos un sistema con K unidades. El vector inicial es (a ® v,0).
En esta seccion analizaremos la distribucion del tiempo desde el instante en el
que el sistema estd operativo sin unidades en reparacién, hasta el instante en el
que el sistema se encuentra no operativo. Esta situacién puede ocurrir porque
cada una de las K unidades falle, porque todas sufran un fallo global, o porque
algunas de las unidades fallen de forma no reparable y las otras se encuentren
en reparaciéon en un tiempo determinado.

Para el primer caso, la funcién de distribucién del periodo de funcionamiento
es tipo fase con representacién ((o ® v,0),P*), siendo la matriz P* la dada en
(3.2).

Para el segundo caso (todas las unidades se encuentran no operativas, inde-
pendientemente del nimero de unidades en el sistema), reordenando los macro-
estados, la distribucion de este tiempo también es tipo fase con representacién
((a ®~,0),P’), siendo

RS RS
0 I{;¥71 115(71

I{E I{?
1
R,
donde las matrices R;)k y R;’“ son los bloques R’; y R¥ respectivamente, pero
con las n ultimas filas y columnas eliminadas, para k = 1,..., k.

Por tanto, el tiempo medio hasta el fallo del sistema, por cualquier motivo,
viene dado por

(a®7,0)(I-P) 'e. (3.7)

El tiempo medio que transcurre hasta que no quedan unidades en el sistema
es
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(e Ne = (a®7,0)(I-P*) "e. (3.8)

Dado que las dimensiones de las matrices P’ y P* son muy grandes, em-
plearemos el método de Factorizacién RG (Li y Cao, 2004,[16]) que nos permi-
tird manejarlas con mayor facilidad. Este método se encuentra desarrollado en
la secciéon 3.8.

3.5. Probabilidad condicionada de fallo y niimero
esperado de fallos

En esta seccién calcularemos algunas probabilidades esenciales en el estudio
de la fiabilidad del sistema que nos ocupa. Obtendremos probabilidades condi-
cionadas a distintos tipos de fallo. En primer lugar, consideraremos el fallo que
afecta unicamente a la unidad principal, sin causar fallo del sistema y en segun-
do lugar, el fallo considerado si ocasionara fallo del sistema. El niimero esperado
de fallos hasta un cierto instante de tiempo podra ser calculado a partir de la
probabilidad condicionada de fallo. Andlogamente se hard para el nimero espe-
rado de fallos hasta que todas las unidades fallen. Calcularemos estas medidas
en forma algoritmica matricial en la seccién 3.8.

3.5.1. Probabilidad Condicionada de fallo de la unidad
principal

Analizaremos ahora la probabilidad condicionada de fallo de la unidad princi-
pal del sistema, considerando k£ unidades presentes en el mismo. La probabilidad
de que en el instante v ocurra un fallo (dependiendo del tipo de fallo) viene dada
por las expresiones que obtenemos a continuacion.

Fallo accidental reparable

El sistema se encuentra operativo en el instante v — 1, y al instante siguiente
ocurre un fallo reparable, L, sin que ocurra un fallo de desgaste interno, Te.
Esta probabilidad es igual a

pei(v — 1) (Te @ LY) k=1
Te ® LY S
pEISUUI:_llEISC(V_l)<ek_1®Te®L2®en> ] k—2,-.-,K.
(3.9)
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Fallo accidental no reparable

El sistema esta operativo en el instate v — 1, y en el instante siguiente ocurre
un fallo accidental no reparable, L9, sin que ocurra mientras tanto un fallo
interno de desgaste, Te. Esta probabilidad es igual a

per(v —1) (Te® Ly,) ; k=1
Te® Ly, g
pEgqullElsc(V_]-)< ek_1®Te®L9LT®en > ] k—2,-.-,K.
(3.10)

rq(v) =

Fallo de desgaste

El sistema estd operativo en el instante v —1, y en el instante siguiente ocurre
un fallo interno de desgaste, TC. Esta probabilidad es igual a

pey (v —1) (T @ ) s k=1
TO ®et
pE’SUU’:_:EE(V_l)<ek_1®T0®ent ) i k=2, K.
(3.11)

Sumando en k las probabilidades condicionadas de todos los fallos, definidos
por las ecuaciones (3.9), (3.10) y (3.11), obtenemos r,(v),r,(v) y rq(v) definidos
en la ecuacién (3.12).

rp(v) =Dy (), rq(v) =) rh(v), raw) =Y riv). (3.12)

Estas medidas indican la probabilidad de que el fallo ocurra debido a uno
de los distintos tipos de fallo en el instante v.

Ademés, podemos calcular, a partir de las medidas anteriores, la probabil-
idad condicionada de fallo global cuando hay k unidades en el sistema. Esta
medida es

Esta medida expresa la probabilidad de que el fallo global ocurra en el ins-
tante v, debido a cualquier tipo de fallo cuando hay k unidades presentes en el
sistema.

En general, para cualquier nimero de unidades, la probabilidad condicionada
de fallo global también se obtiene a partir de las expresiones anteriores del
siguiente modo
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K
r(v) =Y rkW) =rp(v) + () + rav). (3.13)

3.5.2. Probabilidad condicionada de fallo del sistema

En esta seccién analizaremos la probabilidad condicionada de fallo del sis-
tema considerando que en el sistema hay k unidades, pero unicamente hay una
operativa. En este caso la probabilidad de que en el instante v ocurra un fallo
(dependiendo del tipo de fallo) viene dada por las expresiones que aparecen a
continuacion.

Fallo accidental reparable

El sistema esta operativo en el instante ¥ — 1 con una tnica unidad operativa,
y en el instante siguiente ocurre un fallo reparable, LY, sin que ocurra en ese
instante un fallo interno de desgaste, Te. Si existe mas de una unidad en el
sistema, en el instante v la reparaciéon no se produce, Se. Esta probabilidad es

igual a

(v) = { pey(v — 1) (Te © L) ; k=1 (3.14)

PEk_ (V—l)(Te®L2®Se) k=2, K.

1

Fallo accidental no reparable

El sistema esta operativo en el instante ¥ —1 con una tinica unidad operativa,
y en el instante siguiente ocurre un fallo no reparable, L2, no ocurriendo en
ese instante, un fallo interno de desgaste, Te. Si hay mdas de una unidad en el
sistema, en el instante v la reparacién no se completa, Se. Esta probabilidad es

igual a

k(,/) . { pE})(V -1) (Te ®L(r)w) k=1 (3.15)

= pEt_l(V_].)(Te(@L?w@Se) ; sz,,K

Fallo de desgaste

El sistema esta operativo en el instante ¥ — 1 con una tnica unidad operativa,
y en el instante siguiente ocurre un fallo interno de desgaste, T?. Si hay més de
una unidad en el sistema, en el instante v no se produce reparacién alguna, Se.
Esta probabilidad es igual a

k pE(l)(V—l)(TO@)Et) o k=1

TSd(V) = { pEEil(V_l) (T0®et®se) : k= 2, K. (316)
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Sumando en k las probabilidades condicionadas de todos los fallos, definidos
por las ecuaciones (3.14), (3.15) y (3.16), obtenemos rsp(v),rsy(v) y rsq(v)
definidos en la ecuacién (3.17)

K K K
rsp(v) = erz(ll), rsq(v) = ZTSI;(I/), rsq(v) = er’j(l/). (3.17)
k=1 k=1 k=1

Estas medidas indican la probabilidad de que el sistema sufra un fallo, debido
a uno de los distintos tipos de fallo en el instante v.

Ademas, podemos calcular, a partir de las medidas anteriores, la probabili-
dad condicionada de fallo global del sistema cuando hay k unidades en el mismo.
Esta medida es

rs*(v) = rsﬁ (v) + rs’q“(u) +rsk(v).

Esta medida expresa la probabilidad de que el fallo global del sistema ocurra
en el instante v, debido a cualquier tipo de fallo cuando hay k unidades presentes
en el sistema.

En general, para cualquier nimero de unidades, la probabilidad condicionada
de fallo global del sistema se obtiene a partir de las expresiones anteriores del
siguiente modo

K
rs(v) = erk(u) =rsp(v) +15,(v) + rsqa(v). (3.18)
k=1

3.5.3. Numero esperado de fallos

En las secciones 3.5.1 y 3.5.2 se han analizado las probabilidades condi-
cionadas de los diferentes tipos de fallo. Sumando en v hasta H en cada una
de las probabilidades condicionadas de fallo, obtendremos el nimero medio de
fallos (tanto de la unidad principal como del sistema) hasta el tiempo H.

Por ejemplo, para el caso del fallo reparable, este valor es igual a

H
ANFp(H) =Y rp(v), (3.19)
v=1
donde r,(v) viene dado por (3.12).

Tomando limites en H, cuando H tiende a infinito, esta medida es calculada
hasta que no existen unidades en el sistema. Esto es

ANFp = i rp(v). (3.20)

v=1
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Para estudiar el comportamiento del nimero medio de fallos del sistema,
podemos realizar un andlisis analogo. En este ltimo caso, tendremos que con-
siderar la probabilidad condicionada de fallo del sistema. Por tanto, el nimero
medio de fallos del sistema debido a un fallo reparable, hasta el instante H viene
dada por

H
ANFSp(H) =Y rsy(v), (3.21)

y hasta que no haya unidades en el sistema,

ANFSp = Z rsp(v), (3.22)
v=1

donde rs,(v) viene dada por (3.17).

Siguiendo en esta linea, resulta interesante calcular el nimero medio de fallos
del sistema debido a cualquier causa hasta cierto instante H y hasta que no
queden unidades en el sistema. Estos valores vienen dados, respectivamente por

H
ANFS (H) = rs(v), (3.23)
ANFS = i rsv), (3.24)

donde rs(v) viene dada por (3.18).

Finalmente, consideraremos las unidades del sistema que se pierden debido
a un fallo no reparable a lo largo del tiempo. Resulta una medida de interés el
nimero medio de estas unidades que se pierden hasta cierto instante H. Para
calcularlo, se suma en v la expresién ry(v) y rq4(v) dadas en (3.12). Esta medida
viene dada por

H
ANUL(H) = (ry(v) +ra(v)) . (3.25)
v=1
Estas medidas pueden ser calculadas en forma algoritmica. Pueden verse
estos calculos en la seccién 3.8.

3.6. Costos

En esta seccién introduciremos los costos en el modelo. Construiremos el vec-
tor de costos en la seccién 3.6.1 y, conocido este vector, obtendremos algunos
beneficios medios netos en la seccién 3.6.2. Finalmente, en la seccién 3.6.3 in-
troduciremos los costos por pérdida de unidades del sistema. Todas las medidas
que aparecen en esta seccién se encuentran calculadas en forma algoritmica en
la seccién 3.8.
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3.6.1. Vector de costos

Para obtener este vector procederemos del siguiente modo. Consideramos que
en cada visita a una fase operativa de la unidad principal se obtiene un beneficio
de B unidades monetarias (u.m), mientras que cada unidad en reserva conlleva
un coste de C; u.m. Una unidad en reparacién conlleva también un coste que
dependerd de la fase de reparacion. Si se encuentra en la fase r, el coste por
visita a esta fase es igual a C¥ u.m. Estos valores pueden ser deterministicos o
aleatorios.

Considerando los macro-estados definidos en el modelo, el beneficio neto por
visita a una fase correspondiente cuando hay k unidades en el sistema viene
dado por

C(k,0) = B — (k—1)C,,
Ck,s,r)=B—(k—s—-1)C,—CEF; 1<s<k-1,
C(k,k,7) = —CE,

donde C(k,0) es el beneficio neto por visita cuando no hay unidades en repara-
cién, mientras que C'(k, s, r) es el beneficio neto por visita cuando hay s unidades
en el canal de reparacién y la unidad que esta siendo reparada estd en la fase r,
paras=1,....,.Kand k=1,...,K.

El beneficio medio por visita a estas fases es
c(k,0) =b— (k— 1)ecg,
clk,s,r)=b—(k—s—1)c, —cl; 1<s<k-1,
c(k,k,r) = —clt

o

donde los respectivos valores esperados vienen dados por

E[B] = b,
E[C,] = e,
E[CE = k.

Para realizar un andlisis de los costes, definimos los siguientes vectores

cg =c(k,0)emt = (b— (k—1)ca) - emt,

c(k,s,1) b—(k—s5—1)cy —cl
CI::emt® =emt® ’

c(k,s,n) b—(k—s5—1)cy —ck

T

paras=1,....k—1,
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C(k,k‘,l) —C{%

Bkl

c(k,k,n) —cE

donde cf contiene el beneficio medio neto por visita a las fases con 0 unidades
en reparacién y c¢¥ el beneficio neto por visita a las fases cuando hay k unidades
en el sistema y s de éstas estdn en reparacién, paras=1,...,.kyk=1,..., K.

El vector de beneficio neto es,

_ (K K K K-1 K-1 K-1 1.1\
c—(co,cl,...,cK,c0 , €y ,...,cK_l,...,co,cl) (3.26)

3.6.2. Algunos beneficios medios

A partir del vector ¢ definido anteriormente, podemos calcular algunos be-
neficios medios. Consideraremos para ello que la distribucién inicial del sistema
viene dada por (a ® 7, 0).

La primera medida que obtendremos serd el beneficio neto esperado en un
instante fijo h. Este puede obtenerse a partir de la expresién

RW (h) = (@ ®7,0) (P*)"c. (3.27)

Esta cantidad puede ser sumada, obteniendo asi el beneficio medio neto hasta
un instante fijo H. Esto es

H
CRW (H) = (a©7,0) Y (P*)'c=(a®7,0) (1 - (P*)H“) (I-P*) 'c.
h=0
(3.28)
Por otro lado, otra medida que podemos obtener a partir del vector de be-
neficios netos es el beneficio medio neto por unidad de tiempo cuando han
transcurrido H unidades de tiempo. Esta medida viene dada por

CRW (H)
H+1
En este punto podemos obtener también el beneficio medio neto hasta el

instante en el que no queden unidades en el sistema, considerando el limite
cuando H tiende a infinito. Asi obtenemos

(3.29)

oo

CRW = (a©7,0) 3 (P*)" ¢ = (¢ ®7,0) (I - (P*)*l) c. (3.30)

h=0

Esta medida puede interpretarse como sigue. Es sabido (Kulkarni, 1999,[15])
que el numero medio de pasos hasta la absorcion por el estado en el que no hay
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unidades en el sistema viene dado por el vector dado en (3.5), por tanto, el coste-
beneficio medio neto hasta la absorcién puede obtenerse a partir de (4g~)Ne.

Coste-Beneficio medio neto hasta que no quedan unidades para el caso de k
unidades en el sistema

Si en el sistema hay k unidades, el costo-beneficio medio neto se puede
calcular hasta que todas sufren fallos no reparable. Para obtener esta medida
procederemos como sigue. Sea n* el nimero medio de visitas a las diferentes
fases cuando hay k unidades en el sistema y s de ellas estan en reparacién. Este
vector lo obtendremos a partir de (,g,)N¢, donde (,g,)N viene dado por (3.5).
Asi, el coste-beneficio neto hasta que no quedan unidades en el sistema viene
dado por

k

E k .k
ngc,.

s=0

Por udltimo senialar que el beneficio medio neto total puede ser desglosado
segun el numero de unidades presentes en el sistema.

3.6.3. Beneficio medio neto acumulado, incluyendo coste
por pérdida de unidades

En la seccién anterior hemos obtenido el beneficio medio neto hasta un cierto
instante. Ahora, en la seccién que nos ocupa, consideraremos que cuando ocurre
un fallo no reparable (ya sea accidental o de desgaste), este produce un coste
fijo A. Si estamos interesados en el beneficio medio neto hasta cierto instante H
cuando se presenta un coste fijo por fallo no reparable, tendremos que considerar
el nimero medio de fallos no reparables ocurridos hasta este instante. Este
nimero viene dado por la ecuacién (3.25). Por tanto, el beneficio medio neto en
este caso es

TCRW (H) =CRW (H)— ANUL (H) - A. (3.31)
Obviamente, dado que inicialmente hay K unidades en el sistema, cuando

H tiende a infinito, el nimero de unidades que se han perdido en el sistema es
K. En este caso, el beneficio medio total es

TCRW = CRW — K - A. (3.32)

Esta medida se obtiene de forma algoritmica en la seccién 3.8.3.
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3.7. Aplicacion

En esta seccion ilustraremos los resultados obtenidos a lo largo del capitulo
mediante una aplicacion numérica. Para ello, consideraremos un sistema con
cuatro unidades. El tiempo de vida de la unidad principal se distribuye tipo fase
con representacién (a, T) y el tiempo entre dos fallos accidentales consecutivos
también se distribuye tipo fase con representacién (v, L).

Consideraremos que la reparabilidad de los fallos accidentales es indepen-
diente del tiempo hasta el fallo. En este caso, cuando ocurre un fallo accidental,
éste es reparable con probabilidad p = 0.8. Por tanto, se verifica LY = L% =
0.8-L° y LY = L°(1 —p) = 0.2-LP. El tiempo de reparacién se distribuye tipo
fase con representacién (3, S). Los vectores y matrices de las distribuciones tipo
fase citadas tienen las siguientes expresiones

a=(1,0,0), v=(1,0), B=(1,0),

095 005 O
T = 0 095 0.05 L= < 0(')9 8; > S = < 06915 060§5 ) .
0 0 095 ' ' '

Calcularemos a continuaciéon algunas medidas que resultan de interés para
el andlisis del comportamiento del sistema.

La evolucién del niimero de unidades presentes en el sistema puede realizarse
a partir de los resultados obtenidos en la seccién 3.3. En la Tabla 3.1 y la Figura
3.1 puede observarse dicha evolucién.

Podemos observar como la distribucién de 4 unidades presentes en el sistema
es decreciente a lo largo del tiempo, y creciente en el caso de cero unidades.
Cuando el nimero de unidades presentes en el sistema decrece, la forma de la
distribucién es mas simétrica.

Las Figuras 3.2 y 3.3 muestran la fiabilidad del tiempo hasta que no quedan
unidades en el sistema y hasta que se produce fallo del sistema. Los célculos
han sido realizados a partir de los resultados de la secciéon 3.4. Obviamente,
la fiabilidad del tiempo hasta que el sistema falla es mucho mayor que la de
que el sistema se quede sin unidades. La probabilidad de que en cierto instante
el sistema no esté operativo es mucho mayor que la probabilidad de que en el
mismo instante no queden unidades en el sistema.

Puede resultar 1til analizar la frecuencia de fallo tanto de la unidad principal
como del sistema. Hemos tenido en cuenta este aspecto considerando la proba-
bilidad condicionada de fallo descrita en las secciones 3.5.1 y 3.5.2. La Figura 3.4
muestra la probabilidad condicionada de fallo de la unidad principal segin los
distintos tipos de fallo. Esta medida puede obtenerse a partir de las expresiones
(3.12) y (3.13). Estas probabilidades crecen hasta el instante 30 aproximada-
mente y a partir de aqui comienzan a decrecer. Por otro lado, si consideramos
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Tiempo 4 unid. 3 unid. 2wunid. 1 unid. 0 unid.

0 1 0 0 0 0

10 0.9355 0.0637  0.0007 s **x * ok Kok
20 0.8094 0.1803 0.0101  0.0002  * **x
30 0.6840  0.2800 0.0342  0.0017 % *x
40 0.5753  0.3483  0.0699 0.0063  0.0002
30 0.4845 0.3890 0.1109 0.0147  0.0009

100 0.2346  0.3971  0.2657 0.0885 0.0141
150 0.1500 0.3368 0.3135 0.1566  0.0431
200 0.1077  0.2814 0.3185 0.2077  0.0847
300 0.0589 0.1912  0.2850 0.2700  0.1949
500 0.0179  0.0803 0.1757 0.2734  0.4527
1000 0.0009  0.0070  0.0276  0.0939  0.8707
1500 x*xxx  (0.0005 0.0029 0.0177 0.9788
2000 * K Kok xx %k 0.0003 0.0026 0.9971

Tabla 3.1: Probabilidad del nimero de unidades en el sistema en distintos ins-
tantes (x % sx valores menores que 0.00005.)

Probabilidad
ﬁ o e s o e o ]
w a 17 o ~J @ [ o
T T T T T T T T

£
:

[+} 100 200 300 400 500 600 T 800 200 1000

Tiempo

Figura 3.1: Probabilidad de que haya k unidades presentes en el sistema (k = 4,
circulos; k = 3, cuadrados; k = 2, estrellas; k = 1,rombos; k = 0,tridngulos)
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Figura 3.2: Fiabilidad del tiempo hasta que no quedan unidades en el sistema
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Figura 3.3: Fiabilidad del tiempo hasta que se produce un fallo del sistema
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Tiempo 10 30 50 100 200 500 00

ANFp(H) 02211 0.9947 1.7702 3.2470 4.8215 7.7956 10.1408

ANFSp(H) ==x%x 0.0056 0.0789 0.5794 1.5861 3.9122 5.9588
ANFS (H) xxxx 0.0072 0.1043 0.7867 2.1748 5.3962 8.2466
ANUL(H) 0.1117 0.4634 0.7388 0.8887 1.0279 1.4153 4

Tabla 3.2: Numero medio de distintos fallos y nimero medio de pérdida de
unidades en el sistema en distintos instantes (% % valores menores que 4-1077)

el sistema como un todo , la tendencia de la probabilidad condicionada de fallo
es decreciente. Este aspecto puede observarse en la Figura 3.5 y se ha obtenido
a partir de (3.17) y (3.18).

Otro andlisis interesante es el del tiempo esperado hasta las diferentes situa-
ciones que puede tomar el sistema. Asi, el tiempo medio hasta el primer fallo
del sistema lo hemos obtenido aplicando la expresion (3.7). Su valor es igual a
93.6954 unidades de tiempo.

El tiempo esperado hasta que no quedan unidades es igual a 604.2092 unida-
des de tiempo. Lo hemos obtenido aplicando la expresién (3.8). La Tabla 3.2
muestra el nimero medio de fallos reparables, fallos del sistema debidos a un
fallo reparable, fallo del sistema y nimero medio de unidades perdidas en el
sistema. Estas medidas se obtienen hasta cierto instante y hasta que no queden
unidades en el sistema. Para obtenerlas hemos empleado las ecuaciones (3.19),
(3.20), (3.21), (3.22), (3.23), (3.24) y (3.25) respectivamente.

Beneficio medio neto

Supongamos ahora que la unidad principal produce un beneficio medio de
10 u.m por instante, cada unidad en reserva produce un coste de mantenimiento
medio de 4.75 u.m por instante, y la reparacion lleva asociado un coste medio
de 1 y 2 para las fases de reparacion 1 y 2, respectivamente. Podemos analizar el
comportamiento de varios sistemas con distinto nimero de unidades. El beneficio
medio neto hasta que no quedan unidades en el sistema lo hemos obtenido a
partir de (3.30) (la Tabla 3.3 muestra los resultados). Podemos observar a partir
de estos resultados que el sistema mas efectivo desde este punto de vista, es el
compuesto por cuatro unidades. Un sistema con nueve o mas unidades genera
pérdidas.

La evolucién del beneficio medio neto por unidad de tiempo para sistemas
con dos, tres, cuatro y cinco unidades lo hemos representado en la Figura 3.6 y
la hemos obtenido a partir de (3.29).

3.8. Algoritmizacion de medidas

Incluimos en esta seccidn los cdlculos en forma algoritmica que hemos ido
mencionando a lo largo del presente capitulo. La seccién 3.8.1, en la que se calcu-



70 Sistema con muiltiples componentes en reserva pasiva y pérdida de unidades

0.06

o ¢ 0
O
0.05 4
o
od
o
0041 o ° o o 1
o
=] o o} o
8
= o
< 003 ¢ B
5 ° o
o
o < o
o) <
0.02 o LS i
SRS
o ° &
o
o
°© o o o
0.01 - _— B8 o 4 q
o [m]
[m]
R N o g
Tk ox 2 22 0o o o o o 4§
* Il S S G
o , , , , , , | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Tiempo

Figura 3.4: Probabilidad condicionada de fallo de la unidad principal para los
diferentes tipos de fallo (fallo reparable, circulos; no reparables, cuadrados; fallos
de desgaste, estrellas y probabilidad condicionada total de fallo, rombos)
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Figura 3.5: Probabilidad condicionada de fallo del sistema para los diferentes
tipos de fallo (fallo reparable, circulos; no reparables, cuadrados; fallos de des-
gaste, estrellas y probabilidad condicionada total de fallo, rombos)
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Nimero de unidades

CRW

2

© 00O Utk W

922.3878
1177.7572
1296.2867
1277.6080
1121.5457
828.0044
396.9253
-171.7304

71

Tabla 3.3: Beneficio medio neto hasta que no quedan unidades en el sistema
considerando distinto numero de unidades en el mismo

Recompensa neta
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Figura 3.6: Beneficio medio neto por unidad de tiempo hasta el instante ¢ con

distinto nimero de unidades (linea continua, dos unidades; linea discontinua
punteada, tres unidades; linea discontinua punto-raya, cuatro unidades y linea
discontinua raya, cinco unidades)
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la la inversa de la matriz I — P*, la seccién 3.8.2, donde se calculan las probabil-
idades de transicion y el niimero medio de visitas, la probabilidad condicionada
de fallo de la unidad en funcionamiento y del sistema y el nimero medio de
fallo. Finalmente, en la seccién 3.8.3 obtenemos el beneficio medio neto en un
instante fijo h, el beneficio medio neto acumulado hasta un instante H, con y
sin coste por la pérdida de unidades.

3.8.1. Célculo de (I—P*) !

Calculamos en este apartado de forma algoritmica, la inversa de la matriz
I — P*, descrita en la seccién 3.3, donde P* viene dada por (3.2). Emplearemos
para ello la Factorizacién RG de tipo LU, dada en Li y Cao (2004), [16]. Conocida
la estructura de esta matriz, el método se reduce a la factorizaciéon G de tipo
LU.

Para este caso,

(U} ;0<m<K-2,n=m
n—l 0<m<K-2
G‘rini1 3 - - !
(I _ P*)—l — (rm,n)m 0. K1 — zgm n m + 1 S n S K-1
U}l_l im=n=K-1
L O ;en otro caso
donde,
U, =I-Rf™" 0<k<K-1
(3.34)

Gy =U./'REF=[I-RE-MTREF 0<k<K-2.

El célculo de la matriz inversa se reduce a operaciones algebraicas y matri-
ciales. El cdlculo de la inversa de las matrices U lleva implicito algunas dificul-
tades, por ello, aplicaremos la factorizacién RG de tipo LU para cada una de
las matrices Uy,.

Matriz U,:l

Consideramos la matriz Uy = I — Rff’k; 0 < k < K — 1. La estructura de
esta matriz viene dada en la siguiente expresién. Para k =0,..., K — 3

U, = I-RSF=

P
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-Ay, I-A; A

Ay, I-A; -A
—-A, I-A, -B*

-B I-B
de dimension K —k+1x K — k + 1.
Para k = K — 2,
I-Bypw —Bon 0
Ux »=1-R2= -Bypy I-A, -B’ ,
0 -B I-B
3x3
yparak=K —1
I-Bo -Bl,
_717_mR! _
Uk =I-R,=| g1 18
2x2

Esta matriz es también de tipo QBD, y puede ser descompuesta siguiendo
el Teorema 1 dado en Li y Cao (2004)[16] del siguiente modo

Ug=(I-Rp)VpI-Jy),
donde

VD = dmg (V():Vl: .. 7VK—k—13VK—k)7

RL = s JU =
Rr_i_1 0 0 Jr—k—1
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Las matrices V, R y J se obtienen como sigue,

Vo =1I- By,
Vi =1-A; -ByV;'By para k<K —1,
Vi =1-A; —AV, jAp; 2<k<K-k-1y k<K-3,

I-B-BV., B k<K-1
Vi =
I-B-B}V;'B}; k=K—1

R {Bwvo—l; k<K-2
1= B
BV, k=K-1
(3.35)
" A>[I-A; —~RiBy|'; k<K-2
2:
B'[I-A —RiBy]™'; k=K-2
R; = Ay[I—A; —R; 1A "; 3<i<K-k—1y k<K-—4
Rr_ = B’ [I — A — RK_k_le]_l, k< K-2
; {VO_IBM k<K -1
0 = -
V,'B), ; k=K-1
s MI—A; —ByoJo] 'Ay; k<K-—2
1 =
[[—A; —BioJo] 'B"; k=K-2
J, = T—-A—AJi 4] "Ay; 2<k<K-k—-2 y k<K-—4

Jr_p_1 = [I — A — AQJK_k_Q]_l B”; k< K—2.
A partir de esta descomposicién, podemos calcular la inversa,
Up' = (- 30)7 VR TRy
donde
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V5! =diag (V5 Vit Ve L Ve,

I
x I
x? x(? I
_1_
(I — RL) = X§3) X;S) X§3) I )
K—k K—k K—Fk K—k
X0 X0 XS, e xR
1y? vy vy vl
1 1 1
royw oy ooy
2 2
1 Loy,
(I-J.) = _ ,
I - :
y(K=k=D)
I
siendo
! I+h—1
ng): H Roi—ioht1 Y YELZ): H Ji. (3.36)
i=l—h+1 i=l

Teniendo en cuenta esta descomposicién y el Teorema 2 dado en Li y Cao
(2004)[16] ya mencionado, obtenemos
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Ul = (rfn7n)m7n:0,...7K—k =

K—k—m
—1 x(m) (m)yy—1 x(itm) . 0<m<K—k—1;
voixm o4 ; Y;"Mv L x 0<n<m-1

K—k—m (m) (i+m)
v, i+ > v X i 0<m<K-k-1,n=m
i=1

i+m )

K—k—m A
(m) y7—1 (m)xr—1 ~-(i+m) | 0<K-k-—-1;
Yn—mvn + i:ng:m+1 Yz Vi+mXi7(n7m)’ m + 1 S n S K _ k'

(3.37)

Una vez calculada U, ', las matrices G dadas en (3.34) las obtenemos del
siguiente modo,

Para0<k <K -3

0, , K —

0,1,..., K—k—1

( 0<m< K-k
r¥,0Doo + 1k, Do ; n=0

0<m< K —k;

rl;:nncl —|—I‘fn7n+102 ; n_: K_—k—3
1 0<m< K-k

r’fn,K—k—2cl + r¢n7k—k—1Dl =K —k_2
0<m< K-k

ry k1D o= K —k—1

y para k = K — 2,
I‘g()_2D00+I‘£1_2D10 H 0§m§2, n=20

(@) 2oy =

") K2
r,; D

0<m<2, n=1.

7
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3.8.2. Probabilidades de transicién y medidas transitorias
Probabilidades de transicion

En este apartado calcularemos las probabilidades de transicién considerando
los distintos macro-estados del sistema.

Dada la matriz P en la expresién (3.1), la matriz P¥, para v > 2, la cal-
cularemos de forma recursiva del siguiente modo. Denotaremos los bloques de

esta matriz por ( ;’h) , donde P, contiene la probabilidad de que en

) J
7,h=0,....K
el instante v el sistema tenga K — h unidades, dado que inicialmente el sistema

tenia K — j unidades, considerando las diferentes fases.
Teniendo en cuenta la estructura de la matriz P tenemos que

W =RETPLT A RETPYL (3.38)

paraj =0,...,K; j<h < K;y siendo P;h el bloque (j,h) de la matriz P.
Obviamente, la matriz P¥, =0 cuando j > hy Pj , =1parav >0.

A partir de esta expresiéon y en forma recursiva, estas matrices podemos
obtenerlas a partir de las matrices R.

Teniendo en cuenta (3.38) en forma recursiva obtenemos,

v K—j v—1 K—j v—1 _ K—j K—j v—2 K—j v—2
Py, =R, P, + RSP, =Ry R VPLT+ REVPIT,

K—j [pK—j—1pr—2 K—j—1pr—2
R, Ry TP+ Ry Pj+27h:| ;

y si empleamos la siguiente notacién,

A = RYVRS,
A? = RVRI+RITRSTT,
A3 = RIVRET

entonces
U= AGPYC + ATPY Y+ ASPY 2

J+1,h 42,k

paraj=0,...,K; j<h<K.
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Siguiendo este razonamiento se tiene

v—1
v _ v—1 . _ v—1 v—1
ih = Z A Pipkn = A i Prn + AL Proan
k=0
_ v—1lpn K—h v—1 K—h+1
- Ah—jRp + Ah—j—le ’

siendo

A = AIRETHRILLASIRETR k=1, 51,
) AJTTRET s>2
Ay = .
Rf_f ;s=1
AT IRE-i=stl 5> 2
AS _ s§— s -

RE-J ;s =1.

Las medidas asociadas al sistema definidas en las secciones 3.3 y 3.5 in-
volucran al vector de probabilidad pz(v) definido en la seccién 3.3. Este vector
podemos calcularlo en forma algoritmica a partir del andlisis realizado ante-
riormente. Consideraremos para ello que el sistema estd nuevo inicialmente con
vector de probabilidad inicial (a ® 7, 0).

Dado un instante v, la matriz Pf ;. , = A”K__lkRz -|-A‘I’(__1k_1R’sc+1 contiene,

por bloques, la probabilidad de que el sistema tenga K unidades y v unidades
de tiempo después, el sistema tenga k unidades, dependiendo de las diferentes
fases del sistema. Esta matriz estd compuesta por (K + 1) x (k + 1) bloques,
dependiendo del nimero de unidades presentes en el canal de reparacion.

Denotaremos por 7‘1;1’2 al bloque (r,w) de esta matriz, para r = 0,..., K
yw =0,...,k. Esta matriz Q;f;,’f) contiene las probabilidades, dependiendo de

las fases, de que inicialmente el sistema tenga K unidades con r de éstas en
reparacion, y v unidades de tiempo mas tarde, el sistema tenga k£ unidades,
con w de ellas en el canal de reparacién. Si consideramos las fases de esta
matriz entonces su dimensién es mitn X mitn, si r > 1y w > 1, mitn x mt,
sir>1lyw=0 mtxmin,sir =0yw >1ymtxmt, sir=20y
w = 0, donde m, t y n han sido definidos en la secciéon 3.2.1. Teniendo en
cuenta esto, si consideramos las fases, el bloque matricial QZ;S, contiene las filas
mt+min(r—1)+1: mt+minr ylas columnas mt+min(w—1)+1 : mt+minw
de la matriz Pg ;- si 7y w son mayores o iguales que uno. Si r o w son iguales
a cero, entonces la correspondiente fila. o columna se compone de los elementos
1 : mt, respectivamente.

Ademas, el vector pELe(l/), para k = 1,..., K y s < k puede calcularse del
siguiente modo



3.8 Algoritmizacién de medidas 79

1. Se calcula la matriz Pl = = A7 lkRk + AK b 1R’§+1 por bloques.

2. Se calcula la matriz Q " considerando el bloque (0, 5) de la matriz Pg 5
o los elementos de las filas 1 : mt y las columnas mt+mtn(s—1)+1: mt+mtns.

3. ppr(v) = (2 ®7)QGS.

Nimero medio de visitas

El nimero medio de visitas a cierta fase hasta un determinado instante H lo
denotamos por N (H), y viene dado por la expresién (3.3). Estamos interesados
en los bloques asociados al macro-estado k& unidades en el sistema, para k =

., K. A partir de esta matriz N (H) el bloque asociado a la transicién de j
unidades en el sistema a h unidades puede obtenerse del siguiente modo
J
Njn(H) =rtr_jK-—h— kzh (P*)?L; K-nTK—kK—h

j
— H+1
=TK-jK-h ~ kZh PRl k- nT K-k K—h;

donde r es el bloque matricial dado en (3.33).

Tomando limites cuando H tiende a infinito,

Njn =TK_j,K—h-
Si asumimos que la distribucién inicial del sistema es (a ® v, 0), estas medi-

das pueden calcularse como se indica a continuaciéon. En este caso, a partir de
la expresién (3.4) tenemos que

oy N = (@87,0) (1=P) ™ — (@@ 7,0) (P (1= )"
a®y

Dada la distribucién inicial, sélo consideraremos las primeras mt filas de
(a®7,0) (I—P*)"*. Por otro lado, la matriz (I — P) " ha sido calculada por
bloques en la expresién (3.33).

Definiremos ademds la matriz Z; como la submatriz de (I — P*) ! que se
obtiene al considerar sélo las primeras mt filas y las columnas asociadas al
macro-estado k unidades en el sistema. Esta submatriz es igual a

Zi; = (ro,k—k)y.,, PpParak=1,... K.

El segundo elemento de la diferencia que aparece en la expresién del numero
medio de visitas lo analizamos a continuacién. Consideramos Qg como la ma-
triz compuesta por las probabilidades de transicién cuando el sistema estd en
una fase del macro-estado EX inicialmente y h unidades de tiempo después
ocupa una fase del macro-estado Uyj,. Esta matriz puede expresarse como
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hk hk (~hk (~hk Rk | _
Qi = (Q', Qi Qi Qlt) s k=1, K

Siguiendo un razonamiento similar, definimos

K
Zr=> Q¢ rk_ik—k, h>1, k=1, K
i=k

La nueva expresion del nimero medio de visitas a las fases del macro-estado
Uy, hasta el instante H, dado que la distribucién inicial es (a ® v, 0), es igual a

* (H+1)
Ny(H) = 7, -7 . 3.39
oy N = (a07) (2 2 (3.39)

Si consideramos todos los macro-estados, el nimero medio de visitas a las
diferentes fases viene dado por los correspondientes elementos de la matriz

oy NI = (07) (z* - Z<H+1>) : (3.40)

siendo Z* = (Z}(,Z}(_l, .. .,Z’{) y Zh = (Z?(,Z?(_l,...,Z'f) para h > 0.

Si H tiende a infinito obtenemos el nimero medio de visitas hasta que no
quedan unidades en el sistema. Este valor es igual a

N=(a®70)I-P) " =(a®y)Z". (3.41)
(a®7)

Por dltimo, el nimero medio de visitas a las fases del macro-estado k unidades
en el sistema viene dado por

N = (a®7v)Z;. 3.42
oy N= @87 (3.42)

Probabilidad condicionada de fallo de la unidad principal y del sis-
tema

En la seccién 3.5.1 del presente capitulo hemos definido y calculado las proba-
bilidades condicionadas de fallo. En este apartado las calcularemos considerando
la forma algoritmica de las probabilidades de transicién descritas en la seccién
anterior. Realizaremos los célculos para el caso del fallo reparable, los otros casos
podran obtenerse de forma anéloga.
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Probabilidad condicionada del fallo de la unidad principal

Para realizar los cdlculos emplearemos las expresiones (3.9) obtenidas en la
seccion 3.5.1.
Considerando las expresiones para las probabilidades de transicién tenemos

(a®7) QS;)I’I (Te ® Lﬂ) k=1

) =4 (@) Qg (Te® L)) +
Lk i k=2,... K.
+(a®7) Z Qi " (er—1 ®@Te® LY ®ey)

Probabilidad condicionada de fallo del sistema

Emplearemos un razonamiento similar para la probabilidad condicionada de
fallo del sistema dada en la expresién (3.14).
Para el caso de fallo reparable, esta probabilidad viene dada por

(@27 Qfo"" (Te® LY) k=1
rsz(l/):
(a®7) g;ci’]f(Te®L9®Se) i k=2,... K.

Para los otros tipos de fallo los célculos son analogos.

Nimero medio de fallos

El nimero medio de fallos ha sido analizado en la seccién 3.5.3. Calcularemos
en este apartado esta medida en forma algoritmica para la unidad principal y
para el sistema. En ambos casos, esta medida se obtiene considerando el tiempo
hasta cierto instante y hasta que no quedan unidades en el sistema.

Numero medio de fallos de la unidad principal

Analizaremos el caso del fallo accidental reparable, los otros casos se obtienen
de forma andloga.

Considerando (3.40), el nimero medio de fallos reparables hasta cierto ins-
tante H en el sistema es igual a

N(H — 1)} V7,
(a®7)

H K K
ANF,(H) =YY ri(w) = (a®) ) (Z =
k=1

v=1k=1

. !
siendo el vector columna VP = (V5. V. ... VE VT donde
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Te®L2
er-1®@TexLixe, i k=2,....K
0,

Te®L2 ] _
(i) e

siendo 0, un vector columna de ceros con n filas (nimero de fases para el caso
de que todas las unidades estén en reparacién).

VP =

Para los fallos reparables y tomando limites, si consideramos (3.41), el nimero
medio de fallos hasta que no quedan unidades en el sistema es

H K K
ANF, =33 k) = (@@ ) Y ZiVi = (0 @) 2"V = [

N] VP,
v=1 k=1 k=1

(a®7)

Realizando los cambios adecuados sobre V¥, se obtiene el niimero medio de
fallos para los distintos casos.

Numero medio de fallos del sistema

Seguiremos un razonamiento similar para analizar el nimero medio de fallos
del sistema; hasta cierto instante y hasta que no queden unidades en el sistema.
Trabajaremos el caso del fallo reparable; los otros casos pueden obtenerse de
forma analoga.

Esta medida puede expresarse como

ANFS,() = (o) Y (7 - 2f) VP = | NG -] v
a®y
k=1
S, Sp Sp Sp Sp '
donde VS = (V32, V32, V5", V"), con
0mt+(k72)mtn
Te ® L2 @ Se ;i k=2,... K

0,

Te®L2 ] _
(™) e

SP_
V.=
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Para fallos reparables, el nimero medio de fallos del sistema hasta que no
quedan unidades es

K
ANFS, = (a®7) Y ZiV," = (a ®7)Z" V5 = [ N] Vo,
1 (a®7)

Realizando los cambios adecuados sobre el vector V,fp , obtenemos el niimero
medio de fallos del sistema debido a los diferentes tipos de fallo.

El nimero medio de fallos del sistema lo obtuvimos en (3.23) y (3.24). En
forma algoritmica, esta medida viene dada por

K
ANFS(H) = (a®7) Z (Z; - Z)Vy = N(H - 1)] V7,
1 (e®7)
donde V5 = (V& VE_ ..., V5 V§)', con
0mt+(k—2)mtn
Te® L° ® Se+ T’ ® e; ® Se c k=2,....K

0,

Tex L'+ T ® ¢,
0,

El nimero medio de fallos del sistema hasta que no quedan unidades en el
mismo viene dado por

K
ANFS, = (a®7) Z ZiVi = (a®y)Z*VS =
k=1

N} V5.
(a®7)

Numero medio unidades perdidas

El nimero medio de pérdida de unidades hasta cierto instante H lo obtene-
mos a partir de (3.25). Considerando los resultados anteriores obtenemos

H K
ANUL(H) =% % (rEw) + b))

v=1 k=1
X 3.43
=(a®") Y (Z; ~Zf) V] (343)
k=1
= N(H —1)VE,
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siendo el vector columna V¥ = (V ,VE L VE VIL)I, donde

Te® LY + T ® e,
epr_1 @Te® L) ®e,+ep1 T ®ey ;i k=2,....K
VL: On

Te® Ll +T'®e;
0,

3.8.3. Algoritmizacion de los costos

En esta seccién obtendremos en forma algoritmica los distintos beneficios
medios netos descritos en la secciéon 3.6. Para ello tendremos en cuenta los
apéndices anteriores. Para lo que resta de seccién consideraremos h > 1.

Beneficio medio neto hasta cierto instante fijo h

Para obtener esta medida emplearemos la expresién (3.27). El caso h = 0 es
inmediato, esto es

RW(0) = (a®7,0)c = (a®7y)ck.

Analizamos a continuacién el caso h > 1. La distribucién inicial afecta a
las primeras mt fases inicamente. Ademds, teniendo en cuenta la seccién 3.8.2,
entonces

K k&
Bk

x 1 (h)=(a®v) E E Qo -

Uy e: k=1 s=0

k=1s=0

N
(a®7,0)(P*)" =p
De aqui se obtiene

K
RW(h) = (a® ) ZZQ“’“.
P

Esta funcién puede expresarse del siguiente modo

RW(h) = (a®7) ZQhk’“

siendo c* el vector columna con el beneficio medio neto cuando el sistema visita
las fases del macro-estado k& unidades presentes en el sistema, Uy. Este vector
es
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Beneficio medio neto acumulado hasta el instante H

El beneficio medio neto acumulado hasta cierto instante H lo obtuvimos en
(3.28). El caso H = 0 es inmediato

CRW(0) = (a® 7).

Desarrollaremos a continuacién una metodologia para calcular esta medida
para el caso H > 1. Este método reduce el orden de las matrices implicadas
debido a la distribucién inicial.

Esta medida puede interpretarse como el nimero medio de visitas por un
cierto estado por el correspondiente beneficio medio. El coste-beneficio medio
neto hasta cierto instante H para el caso k unidades en el sistema se obtiene
como

CRWi(H) = (a®7) [Z} —Z "] " =

donde Ny (H) viene dada en (3.39).
(a®7)

Sumando estos valores en k, obtenemos el coste-beneficio medio neto hasta
cierto instante H

K K

CRW(H)=Y CRWi(H)=(a® Z: — 71+ ck:[ NH]C,
(H) = 32 CRWAH) = (@) 3 (2~ 2]k = || | NG

donde N(H) y ¢ vienen dados por (3.40) y (3.26), respectivamente.

(a®7)

Cuando H tiende a infinito, obtenemos el beneficio neto hasta que no quedan
unidades en el sistema. Para el caso k unidades en el sistema, esta medida viene
dada por

CRW), = (a ® ) Zic* =

Nk:| Ck s
(a®7)

donde N, viene dada en (3.42).
(a®7)

Y para cualquier nimero de unidades
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CRW =(a®~y)Z'c= [ N] c,
(a®Y)

donde N viene dada en (3.41).
(a®)

Beneficio medio neto acumulado hasta cierto instante H, incluyendo
el coste por pérdida de unidades

El nimero medio de unidades que se pierden en el sistema hasta el instante
H viene dado por la expresién (3.25) y en forma algoritmica, por la (3.43).
Teniendo en cuenta esto, el beneficio medio neto total dado en (3.31) puede
obtenerse como

M=

TCRW (H) = (a®7) k§1 (Z; —Z ] ek — (a®7) p

1(ZZ—Z£I)VkA

N(H - 1)V - A,

H)|lc—
(a®7) ( )} (a®7)

siendo el vector columna V2 = (V& VE_ ... VE VE) el dado en (3.43).



Capitulo 4

Sistema con maultiples
componentes en reserva
activa

4.1. Introduccion

En este capitulo estudiamos un sistema discreto reparable con un nimero
finito de unidades; una unidad principal y el resto en reserva activa. Los tiem-
pos operativos y de reparacién siguen distribuciones generales y consideraremos
su representacion tipo fase. En el sistema existe un canal de reparacién. El
sistema, estd operativo mientras existe una unidad en funcionamiento, en otro
caso, se encuentra no operativo. Si la unidad principal falla pasa a reparacién e
instantdneamente, una unidad de la reserva pasa a ocupar el lugar de la unidad
principal. Cualquier unidad en reserva puede ocupar este lugar con una deter-
minada probabilidad. Cuando se completa una reparacion, la unidad reparada
pasa a la reserva si hay una unidad en funcionamiento, o pasa a ser la unidad
principal en caso contrario, es decir, si el sistema se encuentra no operativo.

Este capitulo generaliza al capitulo 2 al considerar dispuestas la unidades en
reserva activa en vez de pasiva. Por otro lado también generaliza el trabajo de
Pérez-Océn y Montoro-Cazorla (2006) [28] al considerar distribuciones generales
de las unidades en reserva activa y una mayor casuistica en el fallo. El contenido
de este capitulo ha sido publicado en Ruiz-Castro, Ferndndez-Villodre y Pérez-
Ocon (2009) [32]

El presente capitulo estd organizado del siguiente modo. En la seccién 4.2
analizamos el sistema y presentamos los estados del mismo. En la seccién 4.3 se
modeliza el sistema, obteniéndose los elementos que forman la matriz de proba-
bilidades de transicién asociada al mismo. A continuacién, en las secciones 4.4 y
4.5 calcularemos la distribucion estacionaria asociada al sistema y el periodo de
funcionamiento del mismo, respectivamente. En la seccién 4.6 se obtienen medi-

87
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das de fiabilidad asociadas al sistema tales como la disponibilidad y la probabi-
lidad condicionada de fallo. En la seccién 4.7 introducimos aspectos econémicos
en el andlisis del sistema introduciendo costes. Por dltimo, en la seccién 4.8 re-
alizamos una aplicaciéon numérica que ilustra los resultados obtenidos a lo largo
de todo el capitulo.

4.2. FEl sistema

Describiremos a continuacién el sistema que analizaremos en este capitulo y
a partir de esta descripcién, obtendremos el conjunto de estados asociado.

Consideramos un sistema con n unidades sujeto a fallos. Existe una unidad
en funcionamiento y n — 1 unidades en reserva activa. Cada unidad operativa
del sistema puede sufrir un fallo y cuando esto ocurre, va al canal de reparacién.
Unicamente existe un reparador. Cuando el sistema esta operativo, puede fallar
mas de una unidad, pudiendo ocurrir este hecho una vez por unidad de tiempo.

Por otro lado, s6lo una unidad puede ser reparada por unidad de tiempo
y una misma unidad no puede fallar y ser reparada en el mismo instante. De
forma reciproca, si una unidad es reparada, no puede fallar en la misma unidad
de tiempo.

Como ya hemos mencionado anteriormente, los tiempos involucrados en el
sistema son generales y consideraremos su representacion tipo fase. El tiempo
de vida de la unidad principal se distribuye tipo fase con representacién («, T)
y para cualquier unidad en reserva la representacién de la distribucién tipo fase
es (v, L). Los estados transitorios son los estados operativos de las unidades. El
nimero de fases operativas es m para la unidad principal y [ para las unidades
en reserva. Por tanto, las dimensiones de las matrices T y L son m y [, respec-
tivamente. Estas matrices contienen las probabilidades de transicién entre las
fases operativas de la unidad en funcionamiento y las reservas.

El tiempo de reparacién se distribuye tipo fase con representacién (3, S) y
el orden de la matriz S es q. Como consecuencia, consideraremos ¢ fases de
reparacion.

4.2.1. Estados del sistema

Definiremos los estados del sistema a partir del nimero de unidades no o-
perativas en cierto instante. Estos macro-estados estdn compuestos de estados
(fases) del siguiente modo,

So = {0,051,y jn-1); 1<i<m;1<js<l; s=1,2,...,n—1},
S = A{kij1, -y dnk-1,7); 1<i<m, 1<, <,
s=1,2,....n—k—-1,1<i<gq}, paral <k <n-2
Sn-1 = {ln—14,7); 1<i<m; 1<r<gq},

Sn = {(n,r); 1<r<gq},



4.3 El modelo 89

donde Sj contiene las fases cuando hay k unidades rotas, para k = 0,...,n.
Con la notaciéon empleada, 7 denota la fase de la unidad principal, j, la fase de
la s-ésima unidad en reserva, y r la fase de la reparacion.

El espacio de estados puede ser dividido como E = Sy US; U...US,, donde
SoUS1U...US,_1 contiene las fases operativas de los estados del sistema, y S,
las fases de la reparacién cuando todas las unidades se encuentran en el canal
de reparacion.

4.3. El modelo

A partir del sistema descrito, nuestro interés reside en su analisis. Este anali-
sis lo realizaremos a través del proceso de Markov vectorial mediante el que
puede modelizarse dicho sistema.

El sistema. que nos ocupa puede ser descrito mediante un proceso vectorial de
Markov discreto con estructura M/G/1 con niveles. El macro-estado para este
proceso viene dado por el niimero de unidades no operativas en un determinado
instante.

La matriz de probabilidades de transiciéon asociada al modelo puede ex-
presarse mediante bloques a partir de los macro-estados dados anteriormente.
Asi obtenemos

Boo Boi Bo2 Bos ... Bon—2 Bono Bon
Bio Al A} A} ... AL, AL, By,
0 A2 A2 A2 ... A2, A2, B,
P— 0 0 A3 A} ... A}, An-1* Bj, :
0 0 0 0 .. A"} A"} B,
0 0 0 0 .- 0 B,-1 B,..

donde las componentes de las matrices B;; y AZ las definiremos mas tarde.

A continuacién, con el fin de presentar la construccién de los bloques que
componen la matriz P definiremos varias funciones que nos serdn de gran uti-
lidad. En primer lugar, la funcién C(-) nos proporciona las probabilidades de
transicion entre los estados de las unidades en reserva cuando hay ¢ unidades no
operativas en el sistema y cuando ocurren j — i fallos en las unidades en reserva
(7 unidades rotas al final de la etapa). Las posiciones de las unidades que fallan
vienen dadas por los ordinales k1, ..., k;—;. Esta funcién se define como

C(i,jskt,- . kjmi) =L1 ® Ly ® ... ® L1,
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siendo L, = L% si h = ki,...,kj—; y Ly, = L en otro caso, parai=0,...,n —2
yj=i+1,...,n—1. Ademas, la probabilidad de fallo de una unidad en reserva
desde un estado transitorio viene dada por los elementos del vector columna L°.
Cuando no ocurre un fallo, tiene lugar una transicién con probabilidad dada por
los elementos de L. Si ninguna de las unidades en reserva sufre un fallo cuando
hay n — i unidades en estado operativo, entonces las transiciones entre las fases
de las unidades en reserva vienen dadas por

n—i—1

C@,i)=L® - &L,
parat=0,...,n—2

A partir de estas funciones, podemos calcular las probabilidades de transicion
entre las fases de las unidades en reserva cuando hay 7 unidades rotas en el
sistema, y en el siguiente paso ocurren j — i fallos de las unidades en reserva (la
unidad principal continta trabajando). De esta forma

n—j n—j+1 n—i—1

H(i,j)=> > .. > C(i,5; k1, kj_i),
k

1=1 ko=k1+1 kj—i=kj—i—1+1
para j —i > 1.

La funcién matricial H(7, j) contiene la probabilidad matricial partiendo de
i unidades no operativas hasta j unidades no operativas, sin que la unidad
principal falle y considerando todas las fases de las unidades en reserva. En su
célculo se consideran todas las combinaciones posibles de fallo entre las unidades
en reserva.

De forma andloga, definimos otras funciones que emplearemos en el calculo de
las transiciones entre las fases de las unidades en reserva cuando hay ¢ unidades
en reparacion y la unidad principal cuando fallan j —i — 1 unidades de la reserva
(j unidades rotas al final de la etapa). En primer lugar definimos la funcién

C'(i,j;8,k1y. - kj—i—1) =D1 @Dy ®@ - @ Dy_y_q,

siendo Dh = LO sih = kl, ey kj—i—l: Dh = (e — LO) I/(S; kl, ey kj—i—l) si
h = s y Dy = L en cualquier otro caso, parat=0,...,n—1; 7 =i+2,---,n—1.
La funcién v(s; k1, ..., kj—;—1) indica el peso para la s-ésima unidad en reserva
que ocupa la posicién de la unidad principal. Cuando j =i + 1, ninguna de las
unidades en reserva sufre fallo y esta funcién puede expresarse como

C'(i,j;s,ko) = C'(i,j;8) =D1 Dy @ -+ - @ Dy,

siendo en este caso Dy, = (e - LO) v(s) si h=sy Dj =L en otro caso.

La funcién C'(+) indica las transiciones entre los estados de las unidades en
reserva cuando hay 7 unidades en reparacién y, en el siguiente paso, la unidad
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principal y j —i—1 fallos de las unidades de la reserva tienen lugar. En este caso,
el nimero total de productos kronecker es igual al nimero inicial de unidades
operativas menos uno, esto es, n —i — 1.

El parametro s indica la posicién de la unidad en reserva que ocupa el lugar
de la unidad principal. La unidad posterior esta trabajando cuando ocurre el
fallo, por este motivo introducimos la probabilidad de supervivencia e — L°. Por
tanto, (e — LO)v(s;ki,...,kj—i—1) es la probabilidad de que la s-ésima unidad
en reserva sobreviva a este instante y ocupe la posicién de la unidad principal,
dado que ésta ha fallado. Este peso depende de las unidades rotas. Si j =i + 1,
el peso es v(s). Dada una secuencia k1,...,k;j_;—1 se tiene

n—i—1
V(S7 kl: R kj—i—l) = 17

s=1

s#ky,

y para j =1+ 1,

A partir de las funciones descritas anteriormente, podemos calcular las pro-
babilidades de transicién entre los estados de las unidades en reserva cuando hay
i unidades en reparacion y, en el siguiente paso, la unidad principal y j —¢ —1
unidades de la reserva fallan, para j — i > 1. Esta probabilidad se expresa a
través de la funcién F(-,-) como sigue,

n—j+1 n—j+2 n—i—1 n—i—1

Fi,j)= Y, > - > Y Clidisikr, e kimin).
k

1=1 ko=ki+1 kj_i—1=kj_i_2+1 s=1

Esta funcién matricial F(i, j) se obtiene de forma similar a como obtuvimos
la funcién H. En este caso, hemos considerado todas las posibles combinaciones
de los fallos entre las unidades en reserva y todas las posibles combinaciones
para ocupar la posicién de la unidad principal.

Todas estas funciones definidas tienen como objetivo simplificar la construc-
cién de los bloques que forman la matriz P.

Los bloques

Una vez definidas las funciones necesarias, introducimos los bloques de la
matriz de probabilidades de transicién.

Analizaremos la construccién de los bloques considerando varios casos. Por
ejemplo, el bloque By contiene las probabilidades de transiciéon entre el macro-
estado Sy en un paso. En este caso, una transicién entre las fases de las unidades
en reserva ocurre con probabilidad C(0,0) y entre las fases de la unidad en
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funcionamiento, con probabilidad T. No se produce ni fallo ni reparacién. Por
tanto,
By = T ® C(0,0).

Las transiciones entre los macro-estados Sy y Sy vienen dadas por el bloque
By:- Todas las unidades estdn trabajando y ocurre un fallo. Este fallo puede
afectar tanto a la unidad principal como a una unidad en reserva. En el primer
caso, la unidad principal falla y otra ocupa su lugar con vector inicial a. La
probabilidad de fallo desde los estados transitorios viene dada por el vector
columna TY. La reparacién comienza con vector 3 y las otras unidades en reserva
no cambian, esto es, F(0,1). En el segundo caso, una unidad de la reserva
sufre un fallo, comienza la reparacion con probabilidad 8 y la unidad principal
continda operando, posiblemente cambiando de fase. Por tanto, este bloque
viene dado por

By =T®H(0,1)® 8+ Ta®@F(0,1) ® 3.

De forma andloga podemos construir el bloque By, del siguiente modo,

By, =T®H0,k) @8+ TaF(0,k)®p, k=2,...,n—1; n>2.

El bloque By,, contiene las probabilidades de que todas las unidades fallen,
considerando las diferentes fases, y la reparacion de la unidad principal comience
segin el vector de probabilidad inicial 5. La probabilidad de fallo desde los
estados transitorios para la unidad principal viene dada por el vector columna,
T?, mientras que H(0, n—1) contiene las probabilidades de fallo desde los estados
transitorios para las unidades en reserva.

By, =T ®@H(0,n— 1) ® f.

Para la transicién de S; a Sy construimos el bloque Big. En este caso, sélo
una unidad estd rota y se realiza la reparacién. La probabilidad de reparacién
desde los estados transitorios viene dada por el vector S°. La unidad reparada
entra en el sistema como una unidad de la reserva con vector de probabilidad
inicial 7. Puede ocurrir una transicién en la unidad principal y en las unidades
en reserva. Este bloque viene dado por,

B10:T®’Y®C(1,1)®SO, TL>2; B10:T®’Y®SO, n=2.

La matriz de transicién entre las fases desde el macro-estado S; al mismo
estado, viene dada por A!. Esto indica que hay i unidades antes y después de
la transicién, parai=1,...,n— 2,y n > 2.

Este caso puede ocurrir porque no haya unidades rotas; una unidad en reserva
se rompe y ocurre una reparacion, o la unidad principal falla y una unidad es
reparada. De este modo,

Al = T®C(,i)®S+ToyoH(@i,i+1)®S°8+
+Ta®y @ F(i,i+ 1) © S°5.
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Afc indica que ¢ unidades estdn en reparacién y en el paso siguiente hay k
unidades no operativas, parai =1,...,n —2;k<n—-2, k>i+1yn > 2.
Esto ocurre cuando k — i unidades en reserva fallan y no se produce reparacién,
cuando k —i+ 1 unidades en reserva se rompen y ocurre una reparacién, cuando
la unidad principal y £ —¢ — 1 unidades de la reserva fallan o cuando la unidad
principal y k& — i unidades de la reserva fallan y se completa una reparacion.
Esta matriz es

Al = ToH@Uk)S+ToyoH(i,k+1)2S°3+
+Ta @ F(i,k) @S+ T’a®@y® F(i,k + 1) ® S°4.
De forma andloga se obtienen el resto de matrices. Estas son
Al = TeH@ln-1)@S+Ta®F@i,n-1)®S+
+Ta @ L° @ nTit1 oL S5,

parat=1,...,.n—2;n>2y

B, = T'@L°@" 1oL’ ®S para i=1,...,n—2; n>2,
B,.1, = T'®S,

A"l = TeS+TawS"s,

By, = S,

Al | = Teoy®C(i,i)®8°3 para i=1,...,n—2; n > 2,
A"l = Teye8°3,
Bt = a®8%3,

B,,. = S.

En todos los casos descritos, los vectores T? y S° contienen las probabilidades
de fallo de la unidad principal y las probabilidades de completar una reparacién
desde los estados transitorios, respectivamente.

4.4. Distribucidon estacionaria

Esta seccion la dedicaremos a calcular la distribucién estacionaria. Para ello,
consideramos el modelo descrito en la seccién anterior con matriz de probabili-
dades de transiciéon P. Es sabido que la distribucién estacionaria del modelo 7
verifica el sistema m = 7P con la condicién inicial me = 1, siendo e el vector
columna de unos de orden adecuado. La soluciéon de este sistema existe como
consecuencia de las caracteristicas del proceso. El vector distribucion =« estd di-
vidido segun los macro-estados del modelo. Por tanto, este vector se expresa
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como 7 = (mg, 1, T2,...,Ty). A continuacién calcularemos la solucién del sis-
tema de ecuaciones anterior, en forma matricial y algoritmica considerando los
bloques de la matriz P

Bow Bor Bo2z Boz ... Bon2 Bon-1  Boa
B, A' Al Al ... AL, A, B,
0 A2 A3 A2 ... A2, AZ B,
(70, M1, T2, .., Tp) 0 0 A3 A3 ... A}, A}, B,
0 0 0 0 A "1 Bnin
0 0 0 0 Bnn—l Bnn
= (7T0,7T1,7r2, . '77r’ﬂ) -

El sistema a resolver con esta notacién es

mo = moBoo + m1Bio
k+1
T = 7TOB0k+E WjA']]c, k=1,...,.n—2
Jj=1
n—1
Tpn—-1 = 7T0B0n71 + E 7TjA271 + 71'annfl
Jj=1

n
T, = 7T0B0n+E mjBjn
i=1

con la condicién inicial e = 1.

A partir de las expresiones anteriores hemos calculado la distribucién en
forma recursiva

T = mBio (I—Boor1
-1
™ = ﬂ-QA.% (I — B10 (I — B()O)_1 B01 — A%)

y por tanto

7r]'27r]'+1Rj+1a j:O,...,’fL—l,
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que es equivalente a

n
Tj = Tn H Rn+j+1—ka j:O,...,’fL—l,

k=j+1

donde R viene dada por
Ri = Biy(I-By) ',
R, = A2(I-R,By —Al)"',

k—1k—1 -1
R, = A} 1<I—HRL Bor—1 = Y [ Re-14raAf ] - Aﬁj) ;

r=2 a=r

para k=3,...,n—1,

n—1n—1 -1
R, = B, 1<I—HRn Bon1— > [[Ru1rm aA:;ﬁ—Az}> .

r=2 a=r

Considerando la iltima ecuacién y la condicién inicial, podemos obtener 7, .
Ademas, a partir de la ultima ecuacién se tiene

n
moBon + E miBjn = ™,

j=1
y sustituyendo mg y w; para j = 0,...,n — 1 en las expresiones anteriores,
obtenemos
n—1 n
Tn H Rn+1 oBon + Z Tn H Rn+]+1 aB]n + TnBnn = Ty,
a=1 j=1 a=j+1
y operando tenemos
n—1 n
H Rn+1 oBon + Z H Rn+]+1 aBjn +Bpn -1 = 0,
a=1 j=1 a=j+1
S II Rovis1-aBin +Bun =T = 0.
Jj=0 a=j+1

Teniendo en cuenta la condicién inicial
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e = 1,

n
E Tie = 1,
=0

n—1
7rne+27rje = 1,
7=0
n—1 n
T e+2 H Rotjti-a® = 1.
j=0 a=j+1

Finalmente, 7, viene dado por

n

n—1 n—1 n
™ = [1,0] e—}—z H Rytjt1-a€ Z H Ry+j+1-aBjn
Jj=0 j=0

j=0 \a=j+1 a=j+1

+ (Bnn)* - I*]il ’

donde * indica que la tltima columna de la correspondiente matriz ha sido
eliminada.

Algoritmo para calcular la distribucién estacionaria

Paso 1. 7, se obtiene desde la ecuacién anterior
Paso 2. R4, -, R, se calculan de forma recursiva

Paso 3. La distribucién 7 se calcula finalmente desde los puntos anteriores

4.5. Periodo de funcionamiento

El concepto de periodo de funcionamiento del sistema puede ser definido de
varias formas. Esto es, podemos considerar que el sistema estd inicialmente nue-
vo y todas las unidades estan operativas, y queremos analizar el comportamiento
del tiempo que transcurre hasta el fallo del sistema, donde todas las unidades
estdn rotas. Otro punto de vista consiste en considerar que todas las unidades
se encuentran no operativas y una de ellas es reparada. En este instante el sis-
tema comienza a trabajar. Definimos el periodo desde este momento hasta que
el sistema vuelve a fallar de nuevo (todas las unidades rotas). En este dltimo
caso, la distribucion de este periodo de tiempo es tipo fase con representacion
(w,B), siendo
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BOO BOl B02 B03 v B0n72 BOnfl
Bio Al A, A} ... AL, A,
0 A2 AJ A2 ... A2, A2,
w=(0,098), B=| 6 o Az A3 ... A:, A}, |
o o0 0 o0 .. Al Al

donde la distribucién inicial, w, tiene dimensién 1 x dim (P) — ¢. El sistema
estd operando ocupando los estados transitorios hasta que todas las unidades
estdn en reparacién. Ademads, el estado absorbente es el macro-estado n. La
fiabilidad de la funcién de supervivencia es la probabilidad de que el sistema,
se encuentre trabajando en el instante v. Esto es, es la probabilidad de que el
sistema falle después de v. Esta probabilidad es igual a

R(v)=w Y B*"'B’=wB’(I-B)'B’, v=0,1,2,...
k=v+1

con BO siendo el vector columna e—Be. El vector B? contiene las probabilidades
de fallo total del sistema desde los estados transitorios.

4.6. Medidas de fiabilidad

En esta seccién obtendremos algunas medidas de interés en el estudio de
la fiabilidad de sistemas, aplicadas al modelo que nos ocupa. Calcularemos la
disponibilidad y varias probabilidades condicionadas de fallo en forma algoritmi-
cay algebraica. Este andlisis se realizard tanto para el caso transitorio como para
el estacionario.

4.6.1. Disponibilidad

La disponibilidad es la probabilidad de que en el instante x el sistema se
encuentre operativo. Denotamos por ﬁz(»;") a la matriz P(®) restringida a las fases
del macro-estado S; (filas) y al macro-estado S; (columnas). Inicialmente el
sistema es nuevo, se encuentra en el macro-estado Sy, y todas las unidades
estdn operativas.

En el caso transitorio obtenemos

n—1
A (k) =w' Z;ﬁg)e =1- w'ﬁ(()';)e,
=0
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con w' = (a®'y®7}-_-1®7).

La disponibilidad en régimen estacionario se calcula como

n—1

n—1 n
A= E Wjezﬂnz H Rn+j+1fk e.
=0

j=0 \k=j+1

4.6.2. Probabilidad condicionada de fallo

En esta seccién calcularemos varias probabilidades condicionadas de fallo. En
primer lugar, consideramos que el sistema se encuentra en el macro-estado S; (i
unidades no operativas) en el instante k— 1y en el siguiente paso hay h unidades
rotas. Inicialmente el sistema ocupa el macro-estado Sp. La probabilidad de
que esto ocurra viene dada por VE,'f). Dado que inicialmente el sistema esté en
el macro-estado Sp, la probabilidad de que en el instante x — 1 el sistema se
encuentre en el macro-estado 7 es igual a w' 13(()';_1), considerando los estados
transitorios, y que en el instante siguiente hay h unidades rotas. Estos h fallos
pueden ocurrir porque fallen la unidad principal y A — 1 unidades de la reserva,
o porque fallen h unidades de la reserva. Esto ocurre con probabilidad T° ®
H(i,h+1i—1)y con probabilidad T® H (i, h+1), respectivamente. La reparacién
no ejerce influencia en estos casos. Para los casos h = 1 y h = n podemos hacer
una interpretacién similar.

Ademés, dicha probabilidad la calculamos para los diferentes casos del si-
guiente modo

v = w'ph ™ [[T° ® C(0,0)] e + [T @ H(0, 1)] e] ,

para h =2,...,n — 1 resulta

v = w'ple M [[T° @ H(0,h — 1)] e + [T ® H(0, b)) ] ,

y
von = w'ply " [TO QLO®" ®L°] .
Parai=1,....n—-2yh=2,...,n—1—1
v = wig TV [[T°® Clii) @ e)] e+ [T @ H(i,h+i) @ ejle]
Vgi)n = wlﬁ(()’:;ll) [TO ® eq] )
v = Wl [T @ H(i h+i—1) @ eg] e + [T @ H(i, h+1) ® ej]e] ,
v = Wi [T el entisiegll ge,] .
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En el caso estacionario estas probabilidades pueden expresarse como

vor = o [[T°® C(0,0)] e+ [T ®H(0,1)]e]

= ﬁ Ryt1-k [[T° ® C(0,0)] e + [T ® H(0,1)] e] ,
k=1

yparah=2,....,n—1

vo, = mo[[T°®H(0,h—1)]e+ [T ®H(0,h)e]
= m ﬁ Ryti1-r [[T° @ H(0,h — 1)] e + [T @ H(0, h)] e]
k=1
von = m |[T°®@L®7IeL’].

Parai=1,---,n—2, h=2,---,n—1—1,

vi = m[[T°®C(i,i)®e;] e+ [T@H(@,i+1)®e,e]

n
= 7 [ Rotire—r [[TO@CG i) @e,]e
k=i+2
+ [ToH®,i+1)®ee],

Vno1an = ot [TO®ey] =m, H Rk [T ®e,],
k=i+1
vih, = m[[T°@H@,h+i-1)®e]e+[T@H@L+i)®ele]

n
= 7 J[ Rotirir [[TC@H(@,h+i-1)@e,]e
k=i+1
+ [T@H(@,h+i) ®ege],
Vin—i = m [T°@L°®@" 1oL’ ®e,]

n
= H Rypivi—k [TP @ LY @nritlgll @e,].
k=i+1

Siguiendo el mismo razonamiento anterior, calculamos la probabilidad condi-
cionada de fallo del sistema. Consideramos que el sistema, inicialmente estd en
el macro-estado Sp, en el instante K — 1 estd en el macro-estado S; (con pro-
babilidad w’ 15(()';_1)) y en el paso siguiente el resto de unidades operativas fa-
llan (con probabilidad T® ® H(i,n — 1)) y no se produce ninguna reparacién
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(con probabilidad S). Puede realizarse una interpretacién similar para los casos

i =n—1e¢=0. Denotamos esta probabilidad mediante I/;(H). Por tanto, para
i=1,---,n—2

v = WY [T @ Hiyn — 1) © 8] e,
sl = Wi, [T @S],
™ = Wl [T @ H(0,n — )] e.

La probabilidad condicionada de fallo del sistema en el instante k puede
expresarse en su forma general sumando en i. De este modo se obtiene

v = Wl [T @ H(0,n — 1)] e +

n—2
+u' 35 [T @ Hiin — 1) 0 8] e +w'p ) [T° 0 8] e,
i=1

De forma andloga a las otras medidas, en régimen estacionario tenemos

vi = m[T°®@H@,n—-1)®S]le, i=1,---,n-2,
V; = Tn H Rotitvi-k [TO®H(i,n—1)®S]e, i=1,---,n—-2,
k=i+1
vi . = m [T°®9]e,
n
szfl = Tn H Rn+i+1—k [TO & S] e,
k=i+1
vy = m [T°®@H(0,n—1)]e,
n
vy = mp H Ror1 & [TO ® H(0,n — 1)] e.
k=1

Y sumando en %, la probabilidad condicionada de fallo del sistema en régimen
estacionario es

vt = m, lH Rotr1 & [TO ® H(0,n — 1)] el +
k=1

n—2 n
470 [ > [ Rovivrox [T @H@En—1) @S] e| +

i=1 k=i+1

+7n H Rotivi—k [TO & S] e.
k=i+1
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4.7. Costos

En esta seccién introduciremos los beneficios y costos en el modelo descrito a
lo largo del capitulo. Una vez analizado el comportamiento del modelo, estamos
interesados en analizar el aspecto econémico. Consideramos para ello que cuan-
do la unidad principal esta trabajando, se obtiene un beneficio, pero cuando una
unidad de la reserva estd operativa resulta un coste por cada fase operativa. La
situacién es andloga para la reparacién, pero en este caso las fases de reparacién
son conocidas y en cada una de ellas el coste puede ser diferente. Los costes
y beneficios introducidos en el modelo pueden ser aleatorios o deterministicos.
Nosotros desarrollaremos el problema de forma general considerando un com-
portamiento aleatorio. Finalmente, resulta 1til determinar cudndo el sistema
produce beneficios netos segiin el nimero de unidades, el coste de las unidades
en reserva por visita a un estado operativo y los costes de la reparacién. Todos
estos aspectos seran estudiados en esta seccién para el modelo propuesto.

Consideraremos que en cada visita a una fase operativa la unidad principal
produce un beneficio de B unidades monetarias (u.m.) y, por cada unidad de la
reserva se produce un coste de C'* u.m.. Una unidad en reparacién incurrird en
un coste que dependerd de la fase de reparacion. Si estd en la fase r, el coste
por visitar esta fase serd de C* u.m.. Considerando los macro-estados definidos
para el modelo, el beneficio neto por visita al correspondiente macro-estado es

Ck,r) = B—(n—-k-1)C°—-CE,
C(H,T‘) = _Cﬁa

parak=1,....,.n—1y1<r<gq.

El beneficio medio por visita a una fase de un macro-estado viene dado por

E[C(0)] = ¢(0)=b—(n—1)c,
E[C(k,r)] = ck,7r)=b—(n—Fk—1)c -k,
Elc(n,r)] = c(n,r)=—ck,

donde E[B] = b, E[C%] = ¢* y E[CE] = ¢ son los valores esperados.

Denotaremos, en el andlisis que se realiza a continuacién, los siguientes vec-
tores

Cp = C(O) r ey n-1 = (b — (TL — 1)03) *€yyn-1,
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c(k, 1)
Cp = €pm-k-1Q& =
c(k,q)
b—(n—k—1)c*—cF
= epn-t-1® : , k=1,...,n—-1,
b—(n—k—1)c —cl
¢(n, 1) ck
cn = =
¢(n, q) cf
El vector beneficio neto viene dado al trasponer el vector ¢ = (cg, ¢y, ..., Cp).

Este estudio puede considerar ademas diferentes costes y beneficios en cada
fase de las unidades operativas y esto completa el estudio de los costes y benefi-
cios anterior, pero resulta menos realista ya que las fases operativas, en general,
suelen ser desconocidas.

4.7.1. Beneficio medio neto para el periodo de funciona-
miento

Consideremos ahora el periodo de funcionamiento definido en la Seccién 4.5.
El sistema comienza trabajando después de una reparacion con una tinica unidad
operativa en el mismo. Estamos interesados en el beneficio medio neto hasta que
ocurre un nuevo fallo del sistema. Es sabido que el beneficio medio neto a lo
largo del tiempo viene dado por el nimero medio de visitas a un estado por
el correspondiente beneficio medio neto hasta un nuevo fallo total del sistema
(Kulkarni, 1999[15]). La distribucién discreta del periodo de funcionamiento ha
sido ya calculada en la Seccién 4.5 y definimos ahora un vector columna con el
beneficio medio neto para los macro-estados operativos. Este vector viene dado
por la trasposicién del vector ¢’ = (cg, €1, .., cn—1). De esta forma, el beneficio
medio neto para el periodo de funcionamiento es igual a

p1(b,c,cff,. . cl) = wZBkc' =w(-B) 'c.
k=0

Esta funcién depende del beneficio de la unidad principal, del coste de las
unidades en reserva y del coste de la reparacién. Merece la pena analizar la
relacion entre estos parametros con el fin de que esta funcién sea no negativa,
obteniendo asi un beneficio medio neto positivo.
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4.7.2. Beneficio medio neto por unidad de tiempo a largo
plazo

En este caso, estamos interesados en el beneficio medio neto por unidad
de tiempo a largo plazo. Este viene dado por el producto de la proporcién de
instantes que el sistema visita un estado y el costo producido por esta visita
(Kulkarni, 1999[15]). Su expresién es,

n n n
s R R
¢2(bac yCp 7"‘7cq) = E TECr = T E H Rn+k+1fack-
k=0 k=0 a=k+1

Por otro lado, puede resultar tutil analizar el nimero éptimo de unidades
cuando el coste y los beneficios son fijos. En este caso la funcién

n n
¢3(TL) =Tn Z H Rn+k+1—ack7

k=0 a=k+1

debe ser optimizada.

Nota: El orden del vector w es diferente para cada n y las matrices B y ¢’
tienen estructuras diferentes para cada caso.

4.8. Aplicaciéon

En esta seccién mostraremos el comportamiento y las medidas del modelo
descrito a lo largo del capitulo a través de una aplicacién numérica. Estudia-
remos el comportamiento del sistema definido en la Secciéon 4.2 para diferente
nimero de unidades. Realizaremos una comparacién entre un sistema con 5
unidades y otro con 10, 4 y 9 unidades en reserva respectivamente. Ademds,
estudiaremos los costes para optimizar el nimero de unidades en el sistema.

En la Tabla 4.1 se muestra la distribucién de la unidad principal, de cada
unidad en reserva y de la reparacién. Cuando la unidad principal falla, cualquier
unidad operativa de la reserva ocupa su lugar con la misma probabilidad.

La reparacién tiene dos fases. Cuando una unidad falla, la reparacién comien-
za en la primera fase, donde la unidad permanece como minimo una unidad de
tiempo; desde esta fase pasa a la fase de control y de aqui la unidad puede volver
a la primera fase de reparacion si hay problemas con esta unidad, o puede com-
pletar la reparacién. En la Figura 4.1 se muestra un diagrama que explica este
proceso de reparacién.

En este caso, el tiempo medio de vida de la unidad principal es 36.9872
unidades de tiempo (pasos). Para cada unidad en reserva, el tiempo medio de
vida es igual a 45.0213 y finalmente, el tiempo medio de reparacién es 2.1277.

El modelo tedrico ha sido implementado computacionalmente con Matlab y
ha sido aplicado a estos casos. La matriz de probabilidades de transicién tiene
dimension 140 x 140 para el caso n = 5 y dimensiéon 4604 x 4604 para el caso
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Unidad Principal Unidades en reserva Reparaciéon
(a, T) (7,L) (8,8)
a=1(0.2,0.5,0.3) v =(0.2,0.8) 8 =(1,0)
T — 00'355 8'§ 00'219 L < 0.14 0.8 > S _ ( 0.01 0.99 )
03 04 028 0.23 0.75 0.05 0.01

Tabla 4.1: Representacién tipo fase de los tiempos involucrados en el modelo

Fase 2

> Fase1 '™ | (Fasede Control) ~

Figura 4.1: Diagrama de la reparacién
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0.9999999 |- B

0.9999998 |- b

0.9999996 |- q

0.9999994 |- q

Disponibilidad

0.9999992 |- © 4

0.999999 - b

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Tiempo

Figura 4.2: Disponibilidad del sistema para el caso n =5

n = 10. La distribucién estacionaria ha sido calculada para ambos modelos. En
lo que resta de seccién, los valores menores que 107° los denotaremos medi-
ante asteriscos. Por ejemplo, si consideramos los macro-estados, la probabilidad
estacionaria para cada uno es

7 = (0.7658,0.2079, 0.0245,0.0016, 6.2879 - 107, * % %),

cuando consideramos un sistema con 5 unidades, y

719 = (0.5461,0.3270, 0.1009, 0.0218, 0.0037, 5.0367 - 1077, # % %, % % %, % # %,  * %),

para el caso de diez unidades.

En ambos casos, los valores de 7, son muy cercanos a 0 y, como consecuencia,
la probabilidad de que el sistema falle es aproximadamente 0. La probabilidad
de que el sistema esté trabajando con todas las unidades operativas es 0.7658 y
0.5461 para ambos casos respectivamente. Estas probabilidades decrecen con el
nimero de unidades.

Hemos representado algunas funciones asociadas al sistema, como la disponi-
bilidad definida en la Seccién 4.6.1. En la Figura 4.2 se muestra para el caso
n = 5. La disponibilidad en régimen estacionario es igual a 0.999998 y 0.9999999
cuando hay cinco y diez unidades en el sistema respectivamente. En ambos casos
estos valores son muy proximos a uno.

Para este sistema la probabilidad condicionada de fallo en régimen esta-
cionario y transitorio ha sido calculada aplicando los resultados dados en la
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i=0 i=1 i=2 i=3 i=4 i=5
0.0807  0.0183  0.0017  0.00008 Rk -

h=1 0.1007 0.0557 0.0157 0.0031  0.0005 0.0001
0.0038  0.0007  0.00004 ootk - -

h=2 0.0105 0.0052 0.0013 0.0002 0.00003  ****
0.00009 0.00001 ootk - - -

h=3 0.0006 0.0003 0.0001 ok ok ok

kkkk kkkk

h=4 0.00003 ESTF FFFE TEEE FRER TEEE

Tabla 4.2: Probabilidad Condicionada de fallo para diferentes valores de ¢ y h
(la fila superior para cada valor de h para cinco unidades y la segunda para el
caso de 10 unidades

Seccién 4.6.2. En la Tabla 4.2 hemos calculado esta probabilidad en el caso
estacionario cuando fallan A unidades, siendo i el nimero de unidades no ope-
rativas (la fila superior para cada h corresponde al caso de cinco unidades y la
segunda fila al de diez unidades).

Estas probabilidades son menores que 10~° para h > 5 e i > 6. Por tanto,
cuando el sistema estd trabajando con todas las unidades operativas, la proba-
bilidad de que ocurran dos fallos en el mismo instante es igual a 0.0038 y 0.0105
para los casos con cinco y diez unidades respectivamente. Estas probabilidades
incrementan su valor cuando el nimero de unidades en el sistema lo hace.

Costos

Resulta interesante optimizar el modelo considerando beneficios y costes.
Hemos analizado el comportamiento de dos sistemas con distinto nimero de
unidades y disponibilidad similar. Ahora, aplicaremos los resultados de la sec-
cién 4.7 para analizar el rendimiento econémico. Consideramos que para cada
paso en el que la unidad principal estd operativa, se produce un beneficio de
5 unidades monetarias (u.m). Por otro lado, asumimos que cada paso de una
unidad de la reserva lleva asociado un coste de 0.1 u.m. y cada fase de reparacién
otro coste de ¢ u.m. por unidad de tiempo. Cabe preguntarse en este punto,
cuanto deberia valer ¢ para que el sistema sea rentable. Esta cuestién puede ser
resuelta estudiando el comportamiento del beneficio medio por unidad de tiem-
po a largo plazo, pero jcudntas unidades en reserva deberiamos considerar?.
Para responder a estas preguntas, representaremos el beneficio medio a largo
plazo versus ¢, para distintos valores de n (Figura 4.3). Puede observarse cémo
el benefico medio neto para algunos valores de ¢ decrece cuando incrementamos
n, para n > 2.

Para el caso ¢ = 1, hemos calculado el beneficio medio para un periodo
de funcionamiento cuando el sistema comienza a trabajar, cuando comienza a
trabajar después de una reparacion, y el beneficio medio por visita, para distintos
valores de n (Tabla 4.3).
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Figura 4.3: Beneficio medio neto a largo plazo versus ¢ para distintos valores
de n (n = 1 estrellas, n = 2 linea continua, n = 3 linea de puntos, n = 4 linea
punto-raya, n = 5 linea discontinua y n = 10 linea de circulos

n=1 n=2 n=3 n=4 n=>5 n=10
184.94 2360.37 35138.58 465992.28 4908907.57 26603161915
184.94 2281.67 33802.22 448023.49 4719340.35 25575610489
4.6736  4.7952 4.6688 4.5309 4.3920 3.7073

Tabla 4.3: Beneficio medio neto para distinto nimero de unidades. Para un
periodo de funcionamiento comenzando el sistema inicialmente, primera fila;
para un periodo de funcionamiento comenzando el sistema tras una reparacién,
segunda fila; beneficio neto a largo plazo por visita, tercera fila.
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Puede observarse a partir de la Tabla 4.3 que cuando el nimero de unidades
crece, el beneficio medio también lo hace. Esto no ocurre para el beneficio medio
a largo plazo por visita, debido al coste de reparacién y el beneficio por unidad
cuando la unidad principal estd operativa. En este caso, ¢ = 1 y un sistema con
dos unidades tiene un beneficio medio a largo plazo por visita mayor.



Capitulo 5

Un sistema discreto
complejo con reserva activa
y pérdida de unidades

5.1. Introduccion

En este capitulo abordamos el estudio de un sistema en tiempo discreto con
multiples componentes en reserva activa y pérdida de unidades. Este ultimo
capitulo generaliza el modelo descrito en el capitulo 3 al tratarse de un sistema
con pérdida de unidades pero en reserva activa. Consideramos un sistema con
un numero finito de unidades, una ocupa la posicién principal y el resto se
encuentran en reserva activa, en reparaciéon o esperando para ser reparadas.
Existe un tnico reparador. Las unidades en reserva (reserva activa) pueden
fallar pero unicamente sufren fallos reparables. La distribucién del tiempo de
vida de estas unidades es general y consideraremos su representacién tipo fase
discreta. La unidad principal puede sufrir diferentes tipos de fallos. Por un lado,
fallos internos (siempre no reparables) y por otro, fallos externos accidentales
(que pueden ser reparables o no reparables). Cuando la unidad principal sufre
un fallo no reparable, la unidad es eliminada del sistema. Cuando una unidad
sufre un fallo reparable, ésta va a reparacién. Si es la unidad principal la que
va al canal de reparacién, una unidad de la reserva pasa a ocupar su lugar
instantdneamente. Cuando una unidad se repara, ésta se reincorpora de nuevo
en el sistema y funciona como una nueva. Consideramos que si sélo hay una
unidad en el sistema y ésta falla de forma no reparable, entonces el sistema, se
reinicia con el total de unidades. La reparabilidad de un fallo accidental puede
ser independiente o no del tiempo transcurrido hasta el momento del fallo.

El estudio de este sistema se realiza en tiempo discreto y, como ya hemos
mencionado en capitulos anteriores, las distribuciones que intervienen en dicho
sistema pueden considerarse generales. En este capitulo, al igual que en el capitu-
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lo 3, también consideramos la factorizacién RG dada en Li y Cao (2004)[16] con
el fin de operar con las matrices que aparecen a lo largo del estudio. Este método
nos proporciona un andalisis computacional complejo para la interpretaciéon de
las medidas que se obtienen.

El analisis que se realiza en este capitulo incorpora como novedades respecto
de los capitulos anteriores la construccién de un modelo de fiabilidad discreto
con distintos tipos de fallo, reserva activa y pérdida de unidades, a través de un
proceso de Markov.

La organizacién del capitulo es la siguiente. En la seccién 5.2 se describe
el modelo. Para ello, se dan las hipétesis que lo rigen, el espacio de estados de
la cadena de Markov asociada y obtendremos la matriz de probabilidades de
transicion, detallando la construccién de los bloques que la componen. En la
secciéon 5.3 obtenemos la distribucién estacionaria del modelo. La seccién 5.4 la
dedicamos a analizar el periodo de funcionamiento y la seccién 5.5 a obtener las
probabilidades de transicién, la disponibilidad del sistema y las probabilidades
condicionadas de fallo, considerando los distintos tipos de fallo. En la seccién 5.6
realizamos una aplicacién numérica que ilustra los calculos obtenidos a lo largo
de todo el capitulo. Finalmente, el apartado 5.7 ocupa los apéndices donde se
obtienen las medidas descritas en las secciones anteriores de forma algoritmica.

5.2. Descripcion del modelo

Consideraremos un sistema discreto con N unidades. Existe una unidad
principal y N — 1 unidades dispuestas como reserva activa. La unidad principal
estd sujeta a diferentes tipos de fallo: fallos accidentales, que pueden ocurrir
cuando un choque llega al sistema y pueden ser reparables o no reparables; y
fallos de desgaste. Estos tltimos son siempre no reparables.

Las unidades en reserva activa pueden sufrir inicamente fallos reparables y
cuando esto ocurre, la unidad que ha sufrido el fallo pasa a reparacién. Cuando
el sistema estd operativo, mas de una unidad puede fallar pero ninguna puede
hacerlo mds de una vez en una unidad de tiempo. Asimismo, en una misma
unidad de tiempo sélo una unidad puede ser reparada; no puede producirse el
fallo y la reparacién de la misma unidad y reciprocamente, si una unidad es
reparada, no puede fallar en la misma unidad de tiempo.

Cuando ocurre un fallo no reparable, la unidad sale fuera del sistema, se
pierde. De esta forma, el sistema queda con una unidad menos. Si el sistema
estd trabajando con una tunica unidad y ésta falla, el sistema se reinicia instan-
taneamente como un sistema con N unidades nuevas. Esto implica que el sistema
estard siempre operativo mientras exista como minimo una unidad operativa.

Cuando la unidad principal sufre un fallo reparable entonces pasa a repara-
cién, existiendo un unico reparador.
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Hipdtesis del modelo

Hipdtesis 1. El tiempo de vida de la unidad principal debido a un fallo de
desgaste se distribuye tipo fase con representacién («,T) de orden m.

Hipdétesis 2. El tiempo de vida de cada unidad en reserva activa se distribuye
tipo fase con representacién (n, M) de orden .

Hipotesis 3. Los fallos accidentales ocurren segiin un proceso de renovacién
discreto con distribucién tipo fase. El tiempo entre dos fallos accidentales con-
secutivos se distribuye tipo fase con representacién (y,L) de orden t.

Hipotesis 4. Un fallo accidental reparable o no reparable de la unidad prin-
cipal ocurre si la absorcién se produce en dos estados diferentes, r y nr, respec-
tivamente. El vector columna L° de la distribucién tipo fase se divide en dos
vectores columna, LY y LY | tales que las probabilidades de absorcién desde los
estados transitorios producen un fallo reparable o no reparable, respectivamente.

Hipotesis 5. Si la unidad principal sufre un fallo de desgaste, entonces la
distribucién tipo fase del fallo accidental no se reinicia.

Hipotesis 6. El tiempo de reparacion sigue una distribucién tipo fase con
representacién (8, S) de orden gq.

Hipotesis 7. Los tiempos definidos en las hipdtesis anteriores son indepen-
dientes.

Hipotesis 8. Los diferentes tipos de fallo pueden ocurrir simultdaneamente.

Hipdtesis 9. Cuando la unidad principal sufre un fallo de desgaste al mismo
tiempo que un fallo accidental, la unidad se elimina del sistema, se pierde (por
el fallo de desgaste).

Hipotesis 10. La reparacién es perfecta.

5.2.1. Estados del sistema

A la hora de definir el conjunto de estados del sistema, realizaremos una
eleccion adecuanda de los estados para introducir una estructura Markoviana
en el modelo.

El espacio de estados viene dado por

S={Un,Un_1,..., U},

donde Uy, es el vector de estados cuando hay k unidades en el sistema, k =
1,...,N. Cada uno de estos bloques puede expresarse del siguiente modo

U, ={E:Er ... EF}; k=1,...,N.

Cada bloque E* contiene los estados cuando hay k unidades en el sistema y
s se encuentran no operativas. Estos bloques vienen dados por las fases.
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Con esta notacién obtenemos,

Ef = {(k,054,4, 51,y k1);1<i <m1<j, <lLu=1,...,k—1,1 < j < t},

cuando hay k unidades en el sistema, 0 no operativas, la unidad principal se
encuentra en la fase 7, el fallo accidental en la fase j y las unidades en reserva
activa estan en las fases ji,...,Jnv—1, paral <k < N.

Ef = {(kas;iajajla"'7jkfsflaj,);]-Sismalgju Sl)

cuando hay k unidades en el sistema, s no operativas, la unidad principal se
encuentra en la fase i, el fallo accidental en la fase j, las unidades en reserva
activa estdn en las fases ji,...,Jk—s—1 y la unidad en reparacion estd en la fase
J'

Finalmente

Ep ={(k,j");1<j <q},

cuando hay k£ unidades en el sistema y todas estan no operativas y la unidad en
reparacién se encuentra en la fase ;.

5.2.2. Construccion de la matriz de probabilidades de tran-
sicién
La matriz de probabilidades de transicién la calcularemos a partir de las
probabilidades de transiciéon entre los macro-estados. Esta matriz estd com-
puesta por bloques, los cuales a su vez, estan compuestos por bloques.
La matriz de probabilidades de transicién viene dada por

RY RV

P
0 R)™" R}

R2 R2

P

R! R}

S

donde,

Rz contiene las transiciones entre los macro-estados cuando hay k unidades
en el sistema y después de la transicién, el sistema continta teniendo k unidades,
conk=1,...,N.
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R* contiene las transiciones entre los macro-estados cuando hay k unidades
en el sistema y después de la transicién el sistema queda con k — 1 unidades,
conk=1,...,N

R! contiene las transiciones entre los macro-estados cuando hay 1 unidad en
el sistema y después de la transicién ocurre un fallo no reparable y el sistema
se reinicia.

k k . . ez
Los bloques R} y R{ estan compuestos por bloques. La descomposicién de
estos bloques viene dada por

Bgo Bgl B§2 B§3 B§4 e ng—Q ng—l ng
Blfo Alf1 AIfQ Alf3 Alf4 e Alfkfz Allckfl B]fk
0 AI2€1 A§2 A§3 A§4 e ASk—Q Aék—1 Bék
RZIZ — 0 0 A§2 A§3 A§4 T Al?fk—Q A§k—1 B§k ,
0 0 0 0 0 e A£—1k—2 Aﬁ—lk—l Bg—lk
0 0 0 0 o - 0 Bﬁ,%l Bﬁk

que tiene dimensién k+1x k+1,parak=3,...,N.
Parak=2y k=1,

2 2 2
BOO BOl B02

By, Bg
RZ = B%O A%l B%z ; Rll, = B%o Bh
0 B3 B3
Por otro lado se tiene
Dgo Dgl D§2 D§3 T ng—:a ng—2 ng—l
leo le1 CIfQ le:a T lek73 Cllck72 Dllckfl
0 0151 0152 0153 T Clgk—:a Clgk—Q ng—l
Rf =
0 0 0 0 T 02721%3 02721%2 Dllzkafl
0 0 0 0 U 0 Dllz—lk—Q D§—1k—1
0 0 0 0 cee 0 0 0
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de dimensién k+1 x k, para k =3,...,N.

Para k =2y k =1 se tiene,

D%O D%l D(l)0 0 --- 0
0 0

donde A%, y BY; contienen las probabilidades de que hayan k unidades en el
sistema, de las cuales i estdn en reparacion, y en el instante siguiente, hay el
mismo numero de unidades en el sistema y j de ellas estdn en reparacién. Por
otro lado, ij y ij contienen las probabilidades de que haya k unidades en el
sistema de las cuales, i estadn en reparacion y en el instante siguiente, ocurre un

fallo no reparable y hay j unidades en reparacion.

Con el fin de obtener los bloques de las transiciones de la matriz de pro-
babilidades de transicién de forma ordenada y clara, definiremos las siguientes
funciones.

La funcién C(-) calcula las probabilidades de transicién entre los estados de
las unidades en reserva cuando hay ¢ unidades no operativas en el sistema y
ocurren j — ¢ fallos de las unidades en reserva (j unidades rotas al final de una
etapa). Las posiciones de las unidades que fallan vienen dadas por los ordinales
ki,...,kj_;. Esta funcién tiene la siguiente expresién

C(kvla.]vk'l::k]—l) :Ml ® "'®Mk)—i—17

donde M, =M°sih =ky,...,kj_; y M, = M en otro caso, parai = 0,...,k—
2yj=i+1,...,k—1.

Las transiciones entre las fases de las unidades en reserva cuando ninguna
de ellas sufre fallo (si existen k — 4 unidades operativas), se define como,

i

Clkii,i) =Mo" 77'eM  para i=0,... k2.

A partir de las funciones ya definidas, podemos calcular la transicién entre
las fases de las unidades en reserva cuando hay ¢ unidades rotas en el sistema
y en el siguiente paso ocurren j — i fallos de las unidades en reserva (la unidad
principal continta trabajando). Esto es,

k—j k—j+1 k—i—1

H(kii,j)=>, >, -+ Y,  C(ki,jiky,...,kji), para j—i>1

k1=1ko=k1+1 kj_i=kj ;+1
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De forma analoga, definiremos funciones con el fin de calcular las transiciones
entre las fases de las unidades en reserva cuando hay i unidades en reparacién
y la unidad principal y j — i — 1 unidades de la reserva fallan (j unidades rotas
al final de la etapa). En primer lugar, definimos la funcién C'(-) como

C'(k;i j;s,k1,....kj—i—1) =D1 @Dy ®--- ®Dp_;_1,

donde Dh = MO sih= k‘l, . 7kj—i—1; Dh = (e — MO) V(k‘, S, kl, . 7kj—i—1)
sih=s y Dy =M en otro caso, parat =0,...,k—1yj=i+2,...,k—1.

Cuando j = i + 1, ninguna de las unidades de la reserva sufre fallo y la
funcién anterior viene dada por

Cl(k717]7‘97k0) = C’I(k/‘7l7]7‘9) = Dl ®D2 Qe ®Dk—i—17

siendo en este caso Dy, = (e - MO) v(k;s) si h=sy Dy, =M en otro caso.

La funcién C'(-) muestra las transiciones entre los estados de las unidades
en reserva cuando estdn en reparacién ¢ unidades, y en el siguiente paso, fallan
la unidad principal y j —¢ —1 de las unidades en reserva. En este caso, el niimero
total de productos kronecker es igual al nimero de unidades operativas inicial
menos uno, esto es, k — ¢ — 1.

El pardmetro s indica la posicién de la unidad en reserva que reemplaza a
la unidad principal fallida. Esta unidad de la reserva se encuentra trabajando
cuando ocurre el fallo, e — M, y v(k;s;ki,...,kj_;—1) es el peso para esta
unidad que sustituye a la unidad principal. Este peso depende de las unidades
rotas. Si j =i+ 1, el peso es v(k;s). Dado que v(-) es un peso, se tiene

k—i—1
Z v(k;siki, ... kj—i—1) =1,

s=1
y para j =1+ 1,

k—i—1
v(s) =1.

s=1

A continuacién calcularemos, a partir de las funciones descritas, las transi-
ciones entre los estados de las unidades en reserva cuando hay ¢ unidades en
reparacion y, en el siguiente paso, la unidad principal y j — ¢ — 1 unidades de la
reserva fallan. Lo calcularemos para j — ¢ > 1. Estas transiciones vienen dadas
por la funcién F(-,-) como sigue

k—j k—j+1 k—i—1 k—i—1

F(kii )=, Y - N Clksigis, ke kjmic)-
k1=1ka=k1+1 kj_1=kj_1+1 s=1
s#ky,
h=1,...,j—i
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Una vez definidas las funciones necesarias, pasaremos a analizar la estructura
de cada uno de los bloques que componen la matriz P.

Matriz Rf,
Bloque B,

Esta matriz contiene las probabilidades de transicién entre las fases cuando
hay k unidades en el sistema y ninguna de ellas estd en reparacion.

Bf, =T®L®C(k;0,0), k>3,
B, =T®L®M,
Bl,=T®L.

Bloque B’gj

En este caso, hay k unidades en el sistema, todas ellas operativas, y ocurren
j fallos reparables. Esto puede ocurrir porque, o bien la unidad principal sufre
un fallo reparable y 7 — 1 reservas fallan, o bien porque fallen j unidades de la
reserva. En el primero de los casos, si hay unidades en reserva, una de ellas ocupa
el lugar de la unidad principal con distribucién inicial a y el fallo accidental se
inicial con probabilidad 7.

B, (e—T°) a®Ly® C(k;0,0)® B+ T@L®H(K;0,1)® 3, k>3,
By, (e-T°) ®L)® 5,

B3, [(e-T)a®Liv®(e—M’) + Te Lo M"] ® 3,

Bf, = (e-T%)a®Lly®F(k0,j)®8+TeLeHK;0,j)® 8,

para j=1,...,k—1, k>3
Bj, = (e-T")oLioHMk0LEk-1)®5 k>3,
By, = (e-T°)®L)oaM’®}.
Bloque B¥,

Para este caso tendremos en cuenta que hay k& unidades en el sistema con
una de ellas en reparacién, y en el siguiente paso esta unidad es reparada.
Las transiciones de la unidad principal estdn gobernadas por T ® L, la unidad
reparada (S°) entra a formar parte de la reserva con distribucién inicial 7, y el
resto de unidades de la reserva pueden sufrir transiciones sin fallo, gobernadas
por C(k;1,1). De esta forma obtenemos,

Bf,=ToLeon®C(k;1,1)®S°, k>3,
By, =T®Len®s",
Bi,=a®vy®S°.
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Bloques A%, vy BF,.

La matriz de transicién entre las fases que parten del macro-estado EF y
terminan en el mismo macro-estado viene dada por las matrices AY y BF,
respectivamente. Estos casos ocurren cuando ninguna unidad se rompe y, o bien
una unidad de la reserva falla y una reparacién se completa, o bien la unidad
principal falla y una reparacién se completa. Por tanto se tiene

Al, = TeL®Ck;i,i))®S+ToLonpoHki,i+1) o83
+(e-T’)a®Liy®@n®F(kii+1) ®S°8,
para i=1,....k—2; k>3,

Af o1 = TOLoS+ (e-T’)aLiy®s’s, k>3,
A}, = TRL®S+ (e—-T")awLivy®S°3,
BY, = S, k>1.

Bloques Afj (j >1i) y BE

La matriz de transicién entre las fases que van desde el macro-estado E¥
hasta el macro-estado E]k viene dada por los bloques Afj (j>i) vy Bfk,
respectivamente. A continuacién analizaremos el caso de la matriz Af; y la
matriz Bfk la obtendremos de forma analoga.

El suceso gobernado por la matriz Afj puede darse a partir de diferentes
situaciones; (1) la unidad principal no falla, fallan j — i unidades de la reserva
y no se produce reparacion; (2) la unidad principal sufre un fallo accidental
reparable, fallan j — i — 1 unidades de la reserva y no se produce reparacion; (3)
la unidad principal no falla, fallan j—i+1 unidades de la reserva y se produce una
reparacién. Finalmente, el caso (4) comtemplaria un fallo accidental reparable
de la unidad pricipal, j —i fallos de las unidades en reserva y ninguna reparacién
es completada. A partir de este analisis obtenemos,

parai=1,....k—2; j=¢+1,....k—2; k>4

AY, = TOL®HMKkj) @S+ (e—T)a@Liy@F(ki,j)®S
+ToLoneHki,j+ 1) 83
+(e—T) a®Liy®n® F(ki,j+1)®S°3,

parai=1,...,k—2; k>3
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A = TOLe®Hkik-1)®S+ (e-T°)a®Lly@F(kik—1)®S
+(e-T)anllyoM " " aM® ® S8,

i

B, = (e—T)eLlaM’ " "
Bf 1, = (e-T)oL’Ss.

1®M°®S,

Bloques A?i—l y Bllzk—l

La matriz de transicién entre las fases que van desde el macro-estado E¥
hasta el macro-estado EF | viene dada por las matrices A%, |y BF
respectivamente. Analizaremos a continuacién el caso de la matriz A¥_, y la
expesién de Bﬁk_l la obtendremos de forma andloga.

Los sucesos que rige la matriz A¥._, ocurren cuando no ocurre ningtin fallo
y se completa una reparacién. De esta forma,

A = ToLon®Cki,i)®8°8, i=2,....k—2, k>4,
A¥ ., = TeLeon®8°3, k>3,
A5 = aoyes’s
B, , = a®y®S8%3, k>3,
B}, = TeLen®s’,
B, = a®y®Ss’
Matriz Rk

Bloque DE,

Esta matriz contiene las probabilidades de transicién entre los macro-estados
Ety E(’f_l. El sistema se encuentra trabajando con k unidades, ninguna de ellas
en reparacion, y la unidad principal sufre un fallo no reparable. Asi se tiene,

Df, = [Ta® (L+L%)+(e-T)a®Ly ] @F(ko,1), k>3,
Djy, = [T%a® (L+L%)+ea®L? y]® (e—M").
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El caso D}, presenta diferencias con el resto de bloques. En este caso el
sistema esta compuesto por una unidad que no se encuentra en reparacion. En
el instante siguiente la unidad sufre un fallo no reparable y el sistema se reinicia.
Se tiene pues,

D(l)0 = [Toa R ey + (e — TO) a® L?W'y] XN ! ®mn.

Bloque D’gj

En este caso hay k unidades en el sistema, todas ellas operativas, y en el ins-
tante siguiente la unidad principal sufre un fallo no reparable y fallan ¢ unidades
de la reserva. El fallo no reparable puede ser debido al desgaste o a un fallo
accidental no reparable. Las expresiones de estos bloques vienen dadas por,

Df; = [Ta® (L+L1%)+(e-T’)a®Lyy] @F(k;0,j+1)® b,
para j=1,...,k—2, k>3,
Dj_y = [T'®e+(e—T°) oL} ]oHK0,k) 8, k>3,
Di, = [(e-T") L), +T' ®e] @ M’®}8.

Bloque D¥,

Tenemos k unidades en el sistema, una en reparacién, se produce la reparacion
de esta unidad y la unidad principal falla en el instante siguiente. Las transi-
ciones de la unidad principal vienen dadas por T ® L, la unidad reparada,
S, entra a formar parte de la reserva con distribucién inicial 5, y el resto de
unidades en reserva pueden sufrir transicién sin fallo, esto es, F(k;1,2). Los
bloques vienen dados por,

k
DlO

2
DlO

T’a® (L+L%) + (e-T%) a® L), y]®@n®F(k;1,2) ©S%k > 3,
[Toa ® (L + L07) +ea® L?W’)/] ® S°.

Bloques CF y D’,z_Lk_l

La matriz de transicién entre las fases desde el macro-estado E¥ al macro-
estado Ef ™" viene dada por la matriz C¥ para i =1,....k—2y Df_ ;.
Este suceso ocurre cuando la unidad principal sufre fallo no reparable y, o bien
ninguna unidad de la reserva falla y no se completa reparacién alguna, o bien
falla una unidad de la reserva y se completa una reparacién. La expresiéon de los
bloques es,
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Cl = [Ta® (L+L%)+ea®L ] ®
® [F(k;i,i+1)®@S+n®F(ki,i+2) ®8°4],

parai=1,...,.k—3y k >4,

C',§72k72 = [Toa ® (L + L%) +ea® L?”xy] ®
® [F(ksk—2,k—1)®S+M°®8°3],

para k >3

Di_ipo1 = [[P@e+(e~T°)®L),]®S, k>3,

)

D}, = [T'®e+(e-T°) L) ]®S.

Bloques ij (j>i)y Dﬁk,l

La matriz de transicién entre las fases desde el macro-estado E¥ al macro-
estado Ef_l viene dada por las matrices ij y Df’kfl. Analizaremos a conti-
nuacién el caso de la matriz ij y, de forma andloga deduciremos la expresién
de Dﬁk_l. El bloque ij rige las siguientes situaciones: (1): la unidad principal
sufre un fallo no reparable, fallan j — i unidades de la reserva y no se produce
reparacién; (2): la unidad principal sufre un fallo no reparable, fallan j — i + 1
unidades de la reserva y se completa una reparacion. De aqui se tiene,

ij = [Ta® (L+LYy) +ea®L) y] ®
® [F(k;i,j+1)®S+n®F(ki,j+2) ®8°4],

parai=1,....k—4; j=i+1,....k=3; k>5,

Cly = [Ta® (L+L%) +ea®llq]®

i

® [F(k;i,k -Hes+M° o T aM? 0808

parai=1,....k—3; k>4,

i

D} =[T'®e+ (e-T) @Ll]aM’® il eM0 e S,

parai=1,...,k—2; k> 3.
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Bloques Cf,»,l y D]1§71,1ﬁ2

La matriz de transicién entre las fases desde el macro-estado E¥ al macro-
estado EF ' viene dada por las matrices C¥,_; y Dz—Lk—Q' Al igual que en los
casos anteriores, realizaremos la descripcién de la construccién de C¥_, y la de
D§_, _, la obtendremos por analogfa. El bloque C};_; rige el suceso en el que
la unidad principal sufre un fallo no reparable, las reservas no sufren fallo y se

completa la reparacién de una unidad. De este modo,

Clioi = [T°a® (L+LYy) +ea®Ly,y] @ n@F(k;i,i+1) ©8°8,

parai =2,...,k—2; k>4

Dllzq,kfz = [T%a® (L+ L)) +ea®L? 7] ®S°8; k>3

5.3. Distribucidén estacionaria

Esta seccion la dedicaremos a calcular la distribucién estacionaria. Para ello,
consideramos el modelo descrito en la secciéon anterior con matriz de probabi-
lidades de transiciéon P. Consideraremos el vector de distribucién estacionaria
= (7N, 7N aN=2 . x!), donde 7 es a su vez un vector cuyo elemento j,
7r§“, es la probabilidad de que haya k unidades operando en el sistema con j de
ellas en reparacién, para j =0,...,ky k=1,..., N.

La distribucién estacionaria verifica la ecuacién 7P = 7 con la condicién de
normalizacién e = 1, siendo e el vector columna de unos de orden adecuado.

A partir de la expresién del vector 7 y de la matriz P, el sistema de ecuaciones
anterior puede expresarse como sigue

WNRi,V +m'RL =7V, (5.2)

Wk71R£71 +7fRF =7h 1t k=2,... N (5.3)

En lo que sigue, consideraremos A’gj = ng, Ak, =Bk, A?k = Bfk, Af =
B} ,_yparaj=0,....,kyk=1,...,Ny,porotrolado, Cf, = D},, Cj; = Df;,

Chi =D 1 Ci 4 s =Df_yy yparaj=0,...,k—1yk=1,..,N.

Considerando (5.2) y los bloques definidos en el parrafo anterior obtenemos,

min{j+1,N}

Z 7r7{VA7Jyj +7réC(1)051j:7r§V; j=0,...,N, (5.4)
r=0
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siendo ;5 la delta de Kronecker.

De forma andloga obtenemos, considerando (5.3),

min{j+1,k—1} min{j+1,k—1}
Z Wf_lAﬁj_l + Z WfC,’fj :Wf_l; j=0,....,k—1. (5.5)
r=0 r=0

Las ecuaciones dadas en (5.4) pueden expresarse como,

7r(])V = NA{)\(T) +m A10 + 7T0C
= my Ad + AN + ) AN
my = wy Al + AN + ) AN + ) AL
N N
TNy = 7o AdN_ 1+7T1A1N 1+7F2A2,N71+"'+

+ TN AN_ 1,N— 1+7TNANN 1

™ = A()N4‘7"1A1N+7"2A2N+ +Ty AN 1N+7TNA

En forma recursiva obtenemos que
N. ;i _
7r] —7r0W j=0,...,N,

con

N !
WY =R+ % lRf)\,’c I1 Rk+ji+1,k+ji],

k=j+1 i=j+1
donde
SR S -1
RY = I—Z lH Rjk,jkl] AV, 1 —A%] ;0=0,1,...,N,
L i=0 Lk=0
N _ N N i
R].yjfl - AJ] 1ij 7.]_17"'7N7
Rg)\g = ZR(g( +Z HRz k,i—k— 1] Az r— 1,])] Révy
i=0 r=0 Lk=0

paraj=1,...,N,
N N
Ry C(I)oRo-
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Por otro lado, a partir de (5.5), obtenemos las siguientes ecuaciones, para
k=2,...,N

S = AL ARl 4 i
Tt = g T AT T AT + w TP ALT 4 7§ CFy + 7P CY + ECEy
Ty = 1Akk s+ 1A1k s+ 1A2k g oot

+ mIAY h 2+7"0007k—2 +7"fcl7k—2 +W§C27k—2+"‘

+ m_1Cl 1,k—2
i = m 1A§k11+7rk 1Alfk11+W§ 1A2k 1ot

+ 1AL 1k— 1+7r000k 1+7"1C1k 1+7"2C2k 1

+ "+7Tk710k71,k71-

En forma recursiva, dado que 7V ya es conocido, podemos calcular las si-
guientes expresiones, parar =1,...,N —1

T =meWr =0,

con

T k
Wi=Hj+ > Hp [[ Rryjoivihrj—i
k=j+l  i=j+1

donde

i , Ar o J=0,1...,r
SH e et A IR ) PR T )
AL ;o or=1j=1

||M\'
HHO

T = Aj; Rj; j=1,...,mn

Jrj—1 J>J

( |min{rj+1} j—1
WiHCHH + ) HiA]
=0 =0
i=1 J
r H .

o1 T P

[ (W3C3, + WICT, + Ag,) R} s j=Lr=1



124 Un sistema discreto complejo con reserva activa y pérdida de unidades

Finalmente, 7} lo calculamos a partir de la condicién de normalizacién. Este
puede expresarse como

La primera ecuacién de (5.5) para k = 2 puede expresarse del siguiente modo

o [WECho + WICT, + Agy + WA}, —I] =0.

De esta forma,

o [W5Cho + WiCT + Ago + WiA —1I] = 0,
N r
un Z Z Wie = 1
r=1 j=0

Y asi, finalmente obtenemos la expresién de 7} como sigue,

-1
r

N
5 = (0,1) [Wgcgo +WiCl, + Ay + WiA], — I]* Z Wie

r=1 j=0

donde B* denota la matriz B sin la primera columna, existiendo su inversa.

Algoritmo. Calculo de la distribucién estacionaria
ENTRADAS: Matrices A7, y Cj; descritas en la seccién 5.2.2.
SALIDA: La distribucién estacionaria 7.

CALCULO

1. Calcular la matriz RY.

2. Calcular la sucesién de matrices {R;-\fjflhj =1,...,N}y
{RYN,j=1,...,N}.
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3. Calcular la sucesién de matrices {Ré\,’j,j =1,...,N}.

4. Calcular la sucesién de matrices {W},j =1,...,N}.
5. Parar =N —1 hasta 1

a. Calcular la matriz Ry.

b. Calcular la sucesién de matrices {R}; ;,j =1,...,r}y
{R},j=1,...,r}
c. Calcular la sucesién de matrices {Hf,j =0,...,7}.
6. Calcular la sucesién de matrices {W7,j =1,...,r}.
7. Calcular la distribucién de 7 = (7, 7N~ aN=2 . x1).

5.4. Periodo de funcionamiento

El periodo de funcionamiento de un sistema de fiabilidad admite varias
definiciones, todas ellas equivalentes. En capitulos anteriores hemos conside-
rado el periodo de funcionamiento como el periodo que indica el nimero de
etapas desde el punto en el que todas las unidades estan no operativas y una
reparacion se completa, hasta el instante en el que todas las unidades vuelven a
estar no operativas por primera vez. Por tanto, este periodo finaliza cuando el
reparador queda libre por primera vez después de un periodo ocupado. Dadas
las caracteristicas del sistema que nos ocupa en este capitulo, definiremos el pe-
riodo de funcionamiento en este caso, como el periodo de tiempo desde el punto
en el que el sistema estd operativo sin unidades en reparacion, hasta el punto en
el que el sistema se encuentra no operativo por primera vez. Esto puede ocurrir
por dos motivos; o bien porque las N unidades del sistema fallan, todas ellas
sufren un fallo total no reparable; o bien porque algunas de ellas estén rotas y
otras se encuentren en el canal de reparaciéon durante cierto tiempo.

Para calcular la funcién de distribucién de este periodo aleatorio, considera-
mos un sistema con N unidades y vector inicial igual a

N-1
w= (a®7®n® ®n,0).

La funcién de distribucién del periodo de funcionamiento para el primer caso
descrito se distribuye tipo fase con representacién (w, P*), donde la matriz P*
es igual a

RY RV

N-— N-—
0 RN! RN

P — (5.6)
R2 R?
Rl
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Para el segundo caso descrito (todas las unidades se encuentran no operati-
vas, indistintamente del nimero de unidades presentes en el sistema), teniendo
en cuenta los macro-estados, la distribucién de este tiempo es también tipo fase
con representaciéon (w, P’), donde la matriz P es igual a

'K 'K
R, R,
'K— 'K—
0 R, I RE-L
P = , (5.7)
Rp2 RSQ
Rp1

k

donde las matrices Rpk y R} son los bloques R’; y R,

las ultimas ¢ filas y columnas eliminadas.

respectivamente, con

Se tiene por tanto que el tiempo medio hasta que ocurre el fallo del sistema,
por cualquier motivo, viene dado por,

w (I—P’)71 e. (5.8)

Por otro lado, el tiempo medio hasta que no quedan unidades en el sistema
es,

wNe=w(I-P") e (5.9)

Dado que las dimensiones de las matrices P y P* son muy grandes, dificultan
en gran medida los calculos en los que se ven involucradas dichas matrices. Para
solventar este inconveniente, emplearemos un método algoritmico utilizando la
Factorizaciéon RG dada en Li y Cao (2004)[16] que permite la descomposicién,
y por tanto, la simplificacién de los célculos con dichas matrices. Este método
lo desarrollamos en el Apéndice A del presente capitulo.

5.5. Probabilidades de transicion, disponibilidad
y probabilidades condicionadas de fallo

En esta seccién obtendremos algunas medidas de especial interés en el estudio
de la fiabilidad de sistemas. La disponibilidad y la probabilidad condicionada de
fallo reparable y no reparable, son algunas de estas medidas que calcularemos
para el sistema que hemos analizado a lo largo del capitulo. Las calcularemos
de forma algebraica y algoritmica. Realizaremos ademads su anélisis en régimen
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transitorio y estacionario. Cuando consideremos el régimen transitorio, las pro-
babilidades de transicién jugaran un papel esencial. Veremos cémo pueden ser
calculadas éstas de forma algoritmica considerando los bloques de las matrices
que hemos obtenido en secciones anteriores. Del mismo modo, podemos calcular
las probabilidades de transicién a través de las matrices de menor orden. Este
calculo lo desarrollaremos en el apéndice B.

5.5.1. Probabilidades de transicién

Podemos calcular las probabilidades de transicién a partir de la matriz dada
n (5.1). Si la distribucién inicial del sistema es (a RYRIN® i ®n, 0) y dada

la estructura del espacio de estados, entonces la probabilidad de que en el ins-
tante v el sistema esté compuesto por r unidades de las cuales s se encuentren

N—
en reparacién, es igual al vector (a RYIN® -- ! ®n, 0) P” limitado a los ele-

mentos de las fases EY, parar =1,...,N y j = 0,1,...,7. Denotaremos este
vector mediante pgr (v) y lo calcularemos de forma algoritmica en el apéndice
J

B.

5.5.2. Disponibilidad

La disponibilidad, en régimen transitorio, se define como la probabilidad de
que en cierto instante el sistema esté funcionando. En el instante v, es igual a

N r—1 N
AW) =D pp;(v)-e=1-> pg(v)-e. (5.10)
r=1 s=0 r=1

En régimen estacionario, la disponibilidad viene dado por,

—_

N r— N
A=m > Y Wie=1-m) Wi-e (5.11)
r=1

r=1 s=

5.5.3. Probabilidad condicionada de fallo

Calcularemos ahora algunas probabilidades condicionadas de fallo seguin el
tipo y el numero de fallos. Consideraremos que el sistema estd trabajando en el
instante Kk — 1 y puede sufrir entonces fallos reparables o no reparables. Dado
que en el instante k£ — 1 el sistema esta en el macro-estado E7, la probabilidad
de que al instante siguiente ocurran w fallos no reparables y v reparables la

denotaremos por f/J (k). Esta probabilidad condicionada es igual a
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5 (k) = (5.12)
( r=17=06w=1
per(k—1)- [T0®et] ; I/:OJ
=1:7=0:w=0
pEr(h}—].)‘ I:Te®L2] ) 7;21,] e

pE;(n—l)- [Te® L2 @ H(r;j,j + v — 1)e
r>j+2520
+Te®Le®67,,,] © b0 i w=0
v=2,...,r—J
per(k—1)- [Te@ L) ®d; ;.

1
+Te® Le ® 47 ;,,] @ djo s L0l

pEr(k—1) - [T'®e; + Tex LY, ]
r>j+2520
®H(r;j,j +v)e ® djo ;o w=1
v=1,....,r—j—1
pE;;(fi—l)- [T’® e + Te® LY, ]

1#r>j+1
@0y j41 @ bjo ;o ow=1
\ v=20
siendo,
5 1, 7=0 51 1, r=j5+1
jo = 9 r,J = .. .
’ e j>0 i C(r;j,je; r>j+1

con a=1,v.

0; r=j3+a
2., =
” H(r;j,j+a); r>j+a

El caso estacionario se obtiene cambiando pgr(x — 1) por 7 = ﬂéW}T.
J

5.5.4. Probabilidad condicionada de fallo del sistema

Otra medida de interés es la probabilidad condicionada de fallo del sistema.
En este caso, el sistema se encuentra trabajando en el instante Kk — 1 y en el
instante siguiente el sistema falla. Esto puede ocurrir cuando hay r unidades en
el sistema, de las cuales j estdn en reparacién, y en el instante siguiente ocurren
w fallos no reparables y v fallos reparables y no ocurre reparacion alguna, para
r=1,...,N;7=0,1,....,.r—lconw+v=r—j.Elcasor=1, j=0, w=1
y ¥ = 0 no lo consideraremos ya que en este caso el sistema se reinicia y no se
produce fallo del sistema.
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( r=1;,7=0
pE;(ﬁ—l)-[Te®L2] ; —0.v=1
pE;(/ﬁ—l)-

| 1#r>j41; >0
f5i (k) =< [Te @ LY ®d,;11] ® 0o A

w=0,v=r—j

prr(k—1) - [T° @ e, + Te® LY, |

1#4r>35+1;,57>0
D0rj41 @ djo ; wi 1'_1/]: r —Jj - 1.
(5.13)

1 S or=j+1
siendo 6, j+1 = _

H(r;j,r—1)=M® 17 @M°® ; r>j+1.

La probabilidad de que el sistema falle cuando hay r unidades en el sistema
puede expresarse considerando (5.13). Asf se obtiene,

fsgﬁ(n) cor=1
fs"(k) =< =l , . (5.14)
TS (s £ ) e

]:

1,0 . . . .
El caso f;5(%) no lo consideramos ya que si ocurre, el sistema se reinicia y
.
no falla.

Finalmente, la probabilidad de que el sistema falle en el instante x puede
expresarse considerando (5.14) del siguiente modo,

N N r—1
Fs(e) =" £ (m) = s () + D0 (Fsgioy(m) + fs0d_,oi (k) - (5.15)
r=1 r=2 j=0

El caso estacionario se obtiene cambiando pgr(x — 1) por 7 = ﬂéW}T.
J

5.6. Aplicaciéon numérica

En esta seccién realizaremos un andlisis del sistema que ilustrard los resul-
tados obtenidos a lo largo del capitulo. Consideraremos un sistema con cinco
unidades, la unidad principal y cuatro dispuestas en reserva activa. El tiempo
de vida de la unidad principal se distribuye tipo fase con representacién («, T)
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(a,T) (7,L)
a = (0.2,0.5,0.3) ~=(0.1,0.4,0.5)
05 02 0.29 02 05 0.2
T=| 035 05 0.1 L=|01 0 06
0.3 0.4 0.28 05 0.3 0.1
(n, M) (8,8)
n=(0.2,0.8) B =(1,0)
014 08 0.01 0.99
M_<0.23 0.75) S_<0.05 0.01)

Tabla 5.1: Distribuciones tipo fase asociadas al modelo

con tres fases operativas; el tiempo entre dos fallos consecutivos del proceso de
renovacién que gobierna los fallos accidentales de todas las unidades en reserva
se distribuye tipo fase con representacién (vy,L), con tres fases. El tiempo de
vida de todas las unidades en reserva se distribuye tipo fase con representacién
(n, M), con dos fases operativas. Finalmente, el tiempo de reparacién se dis-
tribuye tipo fase con representacién (3,S), con una fase de reparacién y una
fase de control. Estas distribuciones pueden verse en la tabla 5.1.

El tiempo hasta la ocurrencia de un fallo accidental se distribuye tipo fase con
representacion (v, L). Este fallo accidental puede ser reparable o no reparable.
Asumiremos que la reparabilidad depende del tiempo hasta el fallo. De este
modo, el fallo accidental reparable o no reparable, desde cualquier fase operativa,

ocurre de acuerdo con los vectores L y LY respectivamente, donde

0.1 0
0= 03 |; L0 = o
0 0.1

Teniendo en cuenta esto, un fallo accidental no reparable puede ocurrir tinica-
mente desde la fase 3, y ocurre con probabilidad 0.1.

La matriz de probabilidades de transicién la hemos calculado considerando
bloques que dependen del numero de unidades y del numero de unidades en
reparacion. En total, esta matriz tiene dimensién 757 x 757. Si consideramos los
bloques mencionados, hay 416 estados para cinco unidades en el sistema, 200
estados para 4 unidades en el sistema, 92 estados para 3 unidades, 38 estados
para 2 unidades y 11 estados para una unidad en el sistema.
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Figura 5.1: Probabilidad de tener 5 (linea de circulos), 4 (linea discontinua), 3

(linea de punto-raya), 2 (linea de puntos) y 1 (linea continua) unidades en el
sistema

El sistema no funciona cuando todas las unidades se encuentran en reparacion:
dos estados para el caso de cinco unidades en el sistema y otros dos estados para
el caso de cuatro, tres, dos y una unidad en el sistema. En total hay 10 estados
cuando el sistema no funciona.

Consideraremos que inicialmente el sistema estd compuesto por unidades
nuevas con distribucién inicial dada en la tabla 1. La probabilidad de que un
determinado numero de unidades estén en el sistema y de ellas otro nimero

determinado se encuentre en reparacién en un instante dado, viene dada por las
tablas 5.2 y 5.3.

En estas tablas podemos observar que las probabilidades tienden a estabi-
lizarse de forma oscilatoria. La evolucién de la probabilidad de que el sistema
ocupe el macro-estado ¢ unidades presentes en el sistema puede representarse
para i =1,2,3,4,5. Esta representacién puede observarse en la figura 5.1.

Estas probabilidades tienden a su valor estacionario de forma oscilante. Este
hecho puede observarse con una escala adecuada en la figura 2. En esta figura
los casos 5, 4, 3 y 2 unidades en el sistema estdn representados desde 100 hasta
200 unidades de tiempo. Para el caso de que en el sistema haya una unidad,
la situacién es andloga. Los valores para este ultimo caso son mayores que la
escala de la representacién. Una consecuencia de este hecho es que las medidas
transitorias del sistema tienden al valor estacionario de forma oscilante.
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5
Tiempo  Eg E? LZ?S E3 E; E? |
10 0.2633 0.1784 0.0534 0.0096 0.0011 0.0001
20 0.1391 0.0936 0.0284 0.0053 0.0007 0.0000
50  0.0819 0.0436 0.0120 0.0020 0.0002 0.0000
75 0.1073 0.0579 0.0160 0.0027 0.0003 0.0000
100  0.1112 0.0613 0.0171 0.0029 0.0003 0.0000
125 0.1084 0.0598 0.0167 0.0028 0.0003 0.0000
150  0.1077 0.0593 0.0165 0.0028 0.0003 0.0000
175  0.1080 0.0594 0.0164 0.0028 0.0003 0.0000
200 0.1081 0.0595 0.0166 0.0028 0.0003 0.0000
o 0.1081 0.0595 0.0166 0.0028 0.0003 0.0000

Tiempo Ej Ef E; E: Ejf
10 0.2034 0.1168 0.0280 0.0038 0.0003
20 0.2054 0.1198 0.0293 0.0041 0.0003
50 0.1017 0.0585 0.0141 0.0019 0.0001
75 0.0994 0.0567 0.0136 0.0018 0.0001
100 0.1093 0.0625 0.0150 0.0020 0.0001
125 0.1101 0.0630 0.0151 0.0021 0.0001
150 0.1089 0.0624 0.0150 0.0020 0.0001
175 0.1088 0.0623 0.0149 0.0020 0.0001
200 0.1089 0.0623 0.0150 0.0020 0.0001
00 0.1089 0.0624 0.0150 0.0020 0.0001

Tabla 5.2: Probabilidad de ocupar el macro-estado E? y E?
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35 E; |
Tiempo  Ej E} E3 E3 E3 E? E2
10 0.0738 0.0347 0.0063 0.0005 0.0165 0.0061 0.0006
20 0.1505 0.0733 0.0137 0.0010 0.0714 0.0284 0.0030
50 0.1441 0.0709 0.0133 0.0010 0.1653 0.0677 0.0074
75 0.1131  0.0554 0.0104 0.0008 0.1417 0.0582 0.0063
100 0.1155 0.0566  0.0106 0.0008 0.1303 0.0534 0.0058
125 0.1196  0.0586  0.0110 0.0008 0.1324 0.0542 0.0059
150 0.1195 0.0585 0.0110 0.0008 0.1339 0.0548 0.0060
175 0.1190 0.0583 0.0109 0.0008 0.1337 0.0548 0.0060
200 0.1190 0.0583 0.0109 0.0008 0.1335 0.0547 0.0059
00 0.1190 0.0583 0.0109 0.0008 0.1336 0.0547 0.0059
E;
Tiempo  E E}
10 0.0026  0.0006
20 0.0257 0.0068
50 0.1674 0.0468
75 0.2016  0.0568
100 0.1913 0.0539
125 0.1866 0.0526
150 0.1876 0.0528
175 0.1882 0.0530
200 0.1881 0.0530
00 0.1881 0.0530

Tabla 5.3: Probabilidad de ocupar el macro-estado E}, parar = 3,2,1
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Figura 5.2: Probabilidad de tener 5 (linea de circulos), 4 (linea discontinua),3
(linea de punto-raya) y 2 (linea de puntos) unidades en el sistema

A continuacién hemos analizado el comportamiento del tiempo hasta que
ocurre un fallo del sistema. Consideramos que si inicialmente el sistema es nuevo
con cinco unidades, el tiempo medio hasta que no quedan unidades en el sistema,
es 81.8607. Por otro lado, hemos calculado el tiempo medio hasta el primer fallo
(debido a que todas las unidades del sistema se encuentran en reparacién). Esta
medida es igual a 59.0991. Para calcularla hemos tenido en cuenta las ecuaciones
(5.9) y (5.8), respectivamente.

Hemos representado la funcién de supervivencia de cada distribucién. Estas
distribuciones indican el tiempo que transcurre hasta que no quedan unidades en
el sistema y el tiempo hasta que todas las unidades se encuentran en reparacién,
para cualquier nimero de unidades. Estas funciones se muestran en la figura 5.3.

Ademds de las ya expuestas, se han calculado otras medidas de interés aso-
ciadas al sistema. La funcién de disponibilidad, que se muestra en la figura 5.4
y la probabilidad condicionada de fallo en la figura 5.5.

El valor estacionario se alcanza a través de valores oscilantes. Lo hemos
calculado considerando la expresién (5.10). La disponibilidad estacionaria es
igual a 0.9401 y la hemos obtenido a partir de (5.11).

La probabilidad condicionada de fallo la hemos calculado a partir de la ex-
presién (5.15). Esta probabilidad incrementa hasta las 65 unidades de tiempo, a
partir de aqui, decrece hasta las 118 unidades y finalmente tiende al valor esta-
cionario de forma oscilatoria. En régimen estacionario, la probabilidad condi-
cionada de fallo es igual a 0.0376.
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del sistema debido a que no quedan unidades en el sistema (linea continua), o
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Figura 5.5: Probabilidad condicionada de fallo del sistema

5.7. Apéndices

5.7.1. Apéndice A

La inversa de la matriz I—P* descrita en la seccién 5.4, donde P* viene dada
en la expresion (5.6), la obtendremos en este apéndice de forma algoritmica. Uti-
lizaremos para ello la Factorizaciéon RG del tipo LU dada en Li y Cao (2004)[16].
Dada la estructura de esta matriz, el método se reduce a la factorizacién G del
tipo LU. Para este caso tenemos,

(I - P*)il = (rm7n)m7n:0,...7N—1 (516)
(U} ;i 0<m<N-=2; n=m
n—1
[1 GU,t ; 0<m<N-2, m+1<n<N-1
= i=m
UI_\,171 i m=n=N-1
L 0 ;  para cualquier otro caso

siendo

?

U, =I-RF 0<k<N-1,
(5.17)
Gy=U;y RN *=[I-RY *] "RY % 0<k<N-2

Un anélisis similar puede ser realizado para la matriz P’ dada en (5.7).
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Calculo de la matriz inversa de I — P*

ENTRADAS: Matrices Dgg, D19, C1, D'yD dadas en la seccién 5.2.2.
SALIDA: La matriz (I — P*)~" por bloques.
CALCULO

1. Calcular Uy para k =0,..., N — 1 desde (5.17).

2. Calcular Gy para k =0,...,N — 2 desde (5.17).

3. Calcular (I—P*)™" desde (5.16).

5.7.2. Apéndice B
Probabilidades de transicion

En este apéndice calcularemos las probabilidades transitorias considerando
los distintos macro-estados del sistema. Dada la matriz P

RY RY

0 RY! RN

R R?
R,

Rl

S

calcularemos la matriz P¥, para v > 2 de forma recursiva del siguiente mo-

do. Los bloques de esta matriz los denotaremos por (P;’h) , donde
4h=0,..,N—1

P, contiene la probabilidad de que en el instante v el sistema tenga N — h

unidades, dado que inicialmente el sistema tenfa N — j unidades, considerando

las diferentes fases.

Dada la estructura de la matriz P, se tiene
Y =RY TP A RY PV (168 1) + RIPE N1, (5.18)

para j,h =,---,N — 1 y siendo P;h el bloque (j,h) de la matriz P y 6; v—1 la
delta de Kronecker.

A partir de esta expresion y en forma recursiva estas matrices son obtenidas
a partir de las matrices R.
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Teniendo en cuenta (5.18) en forma recursiva, tenemos

Py, = RY7[RYVPLZ RN TPLE, (1 djv) + RIPY20,vo ]

+ RYT [Rﬁ’j’lPﬁih +RY P (1= d,n 1)
+ R§P6’,7125j+1,1v—1] (1—6jn-1)

+ R! [R;VPg,;‘Z +RYPY2 (1= don-1) + RinfémN_l] SiN—1,

y si empleamos la siguiente notacién,

A = RYR),
A% = Révinévij (]_ — (Sj,N,1) + RéVin‘i)Vijil (]. — (Sj,N,1) R
A = RYVRYTTN (16 n1) (1=6n01),
Bg = Rév_]Riéj,N_1 + Rév_]Ri(Sj+17N_1 (1 — 5]'7]\]_1) + RiRﬁ6j7N_1,
B! = RIR)§n_1,
entonces,

Py, = AJPY, 2 + ATPY T + AJPY Y, + BiP L + BIPY 2

Siguiendo este razonamiento, se tiene, para j,h =0,...,N — 1
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min{v—1,N—j—1} L min{v—2,N—1} L
P, = > AL Pjiien + > B "Pin
k=0 k=0

((AGTRY M AL Ryl + By RY + BU Ryl sy
parah=37=0
AR BT IRY T sy + BT R T sy
parah=3j#0
AFTIRY M AVTIRYh 4+ BRI RY M s+
+B271Ri)v_h1{u>h+1};

—J) paraj=h-1
v— — v—1 —

AR s gy + AR sy +

+B T RY M sy + BT RY sy

paraj < h—-1

AVN_—Ij—lRil{VZN—J'} + Bg_lRéV + Byv_—11R§1{V2N+1};

parah =0, j > h

( BiiRY " iy + By R ysniay; para h #0,5 > h

siendo 1;¢y igual a 1 si se cumple C, y cero en caso contrario, y siendo

( Ri,v_j  k=0s=1
A5 RN ; k=0522
AR T (1= by 1,v 1)

AZ = +A271R‘£,V_]—k ) k= 1’ 8 1
RY =7 (1 —8;n-1) el
RYVRY 7P (1=6an 1)1 =6nv1) 5 k=s=2

[ ASTIRY 775 (1 = 654521 8—1) i k=523
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( Ri5j7N_1 i k=0;5=1
RginiéﬁN—l + Rgini—b‘j—&-LN—l
(I—=djn-1)+ RiRi)V&j,Nfl ;7 k=0;5=2

s—1
k;) AR kN1 +ByT'RY

5=2
+3 BRIy P k=0523
Bi — k=0
R,RY ;N1 P k=lis=2
B k=s—1
s—1p N—s+2 _ )
B:_IR! (1 —05-2,n-1) " 3<s<N+1
~ B B . k=1,...,5—2
Bi I RY " (1= nvoa) +BiTRYR o T
L 0 ; en otro caso

Las medidas asociadas al sistema contienen el vector de probabilidad pz(v)
definido en la seccién 5.5.1. Este vector lo calculamos de forma algoritmica a
partir del andlisis anterior. Consideramos que el sistema estd inicialmente nuevo

con vector de probabilidad inicial (a ® v ® 5 ® i ®n,0).

Dado que en el instante v, la matriz Pg y_,, contiene, por bloques, la pro-
babilidad de que el sistema tenga N unidades y v unidades de tiempo después,
el sistema tenga n unidades, dependiendo de las diferentes fases del sistema.
Esta matriz estd compuesta por (N + 1) x (n + 1) bloques, dependiendo del
numero de unidades que haya en el canal de reparacion. Denotaremos por Q")
al bloque (r,w) de esta matriz, parar =0,...,N y w =0,...,n. Esta matriz

. contiene las probabilidades, dependiendo de las fases, de que inicialmente
el sistema tenga N unidades, r de ellas se encuentren en el canal de reparacién,
y v unidades de tiempo después, el sistema tenga n unidades con w de ellas en el
canal de reparacion. Si consideramos las fases de esta matriz, entonces su orden
esmtIN T g xmtlP Vg, sir>1lyw >, mN T g xmtl* L, sir > 1y
w=0, mtN1 x mtl* "V 1g, sir =0y w>1y finalmente, mtIN "1 x mt"!,
sir=0y w =0, donde m, t,l y ¢ han sido dadas en la seccién 5.2.

Dadas estas dimensiones, si consideramos las fases, el bloque matricial Q;>;
r—1 r
contiene las filas mtIN =1 + > mtIN v lg+ 1:mtN "1+ Y mtN v "lg y las

u=1 u=1

w—1 w

columnas mt™ 1 + S mt" “lg+ 1 :mt"t + 3 mt" " lq de la matriz
u=1 u=1

Pg,ka si Ty w son mayores o iguales que 1. Si r o w son iguales a cero, entonces

la correspondiente fila o columna esta compuesta por los elementos que van de
1amtVN ="' y de 1 amti™ !, respectivamente.
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Ademas, el vector pgn (v) para k = 1,...,N y s < k puede calcularse del
modo siguiente

1. Se calcula la matriz P{ ny_p por bloques.

2. Se calcula la matriz Qg::z considerando el bloque (0,w) de la matriz
P{ n_p 0 los elementos de las filas 1 : mtIN~! y las columnas mt" ! +

w—1 w
SoomtlP g+ 1 mt T 4+ Y mtln v g
u=1 u=1

v,n

N-1
3. pEr(v) =(@®@7@7® - @0)Qql,-
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