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1.1 Motivacion y antecedentes

En la naturaleza aparecen fenémenos instantaneos o bien otros en los que
la transicion de un estado a otro ocurre de forma mucho més rapida que
el tiempo en cada estado. Estos fenémenos deben ser modelizados con sis-
temas no regulares que recojan estos cambios instantaneos. Estos sistemas
se conocen como sistemas no suaves y engloban a modelos con impactos,
friccién seca o de Coulomb, ... Una recopilacion sobre este tipo de sistemas
puede encontrarse en [56], donde se hace una revision de los resultados en sis-
temas dindmicos no suaves que incorporan efectos de friccién y/o impactos.
Asi mismo, en [77] pueden encontrarse una relacion de ejemplos mecanicos
modelados por este tipo de sistemas y un buen nimero de referencias.

La primera forma de resolver este tipo de problemas fue mediante re-
gularizacion para poder aplicar la gran variedad de resultados para sistemas
regulares. Sin embargo, esto conlleva una pérdida en el significado fisico y/o
biolégico de las soluciones. Ademas, no siempre es posible reflejar toda la
riqueza dinamica puesto que aparecen nuevos tipos de orbitas peridédicas asi
como bifurcaciones inducidas por la pérdida de regularidad.

El primer problema es la definicion de solucién. Ain mas complicado es el
estudio de nociones como la estabilidad, pues el paso por las regiones donde
se pierde la regularidad puede convertir soluciones estables en inestables o
estabilizar soluciones inestables. De hecho, es posible encontrar ejemplos en
los los sistemas que describen las soluciones por separado son inestables y se
usa la combinacion de ellos para estabilizar la solucién [64]. Sin embargo, es
posible que las soluciones se inestabilicen al pasar de un sistema a otro.

Por otra parte, cuestiones como funciones de Lyapunov deben ser genera-
lizada ante la imposibilidad de calcular las derivadas en una érbita periddica.
Por ejemplo, viendo si la funcion es decreciente cuando las soluciones atra-
viesan la zona donde el sistema no es regular.

1.1.1 Sistemas no regulares
Existen distintos modelos, que pueden clasificarse seguin el grado de pérdida

de regularidad. Una forma de clasificarlos, siguiendo [62] es la siguiente.

1. Discontinuidad en las variables de estado.

Dentro de este tipo de sistemas podemos encontrar sistemas cuyas solu-
ciones son discontinuas como es el caso de los sistemas de impulsos y
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otros en los que la derivada no es continua como en los que se consideran
impactos.

Por ejemplo, para una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden,
podriamos imponer la condicién de impacto cuando la solucién se anula.
Asi,
o' + 2’ +x=p(t) siz(t)>0
{ (tT)=—ra'(t7) siz(t)=0

donde r € [0,1]. Normalmente, se dice que si r = 0 el impacto es
completamente plastico, si 7 = 1 es elastico y si 7 € (0,1) se dice
inelastico o parcialmente elastico.

En [70] se presentan fundamentos sobre la evaluacién del coeficiente de
restitucién de manera experimental. Para ello, se estudia la colision de
una esfera en una pared plana lisa, explorando un rango significativo
de materiales, velocidades de impacto y tamano de la particula. Por
otra parte, son numerosos los trabajos donde se estudia el movimiento
de una bola sobre distintos perfiles como en [11], [51] y [86]. También
existen programas para ver lo que ocurre como es el caso del que aparece
acompanando al libro [1] o del Bouncing Ball Workbench realizado por
Piotr Pieranski y Riccardo Barberi que puede encontrarse en la red

http://fizyka.phys.put.poznan.pl/~pieransk/BouncigBall.html

junto con una explicacién del aparato fisico que simula.

Tedéricamente este tipo de sistemas es el que presenta mayor dificul-
tad puesto que no hay una teoria bien establecida sobre existencia y
prolongacién de soluciones. En el libro [8] se presenta una base tedrica
para el estudio de este tipo de problemas asi como ejemplos de modelos
fisicos.

Modelos con impactos aparecen de forma natural en un amplio rango de
aplicaciones como dindmica de estructuras bajo la accién de terremotos
[47] o maquinas de percusién [81]. Un problema clésico de sistema
con impactos es el propuesto por Fermi [33] para acelerar particulas
cargadas mediante colisiones bajo un campo magnético, con el que se
pretende explicar la aceleracion de los rayos césmicos. Hay numerosas
formas de enfrentarse a este problema, una de las mas conocidas es el
modelo de Fermi-Ulam, en el que se considera una particula moviéndose



10

CAPITULO 1. INTRODUCCION

entre dos laminas paralelas e interactuando con ellas mediante una ley
de impacto eldstico. Se considera que una de estas laminas esta fija y
la otra se mueve periddicamente de forma perpendicular a ambas [38].
Para este modelo existen resultados sobre acotacién y no acotacion
de soluciones [58], inestabilidad [87], cuasiperiodicidad y curvas inva-
riantes [89],...

Otro tipo de modelos son los llamados osciladores con impactos, dentro
de los cuales se encuentra el siguiente ejemplo que puede verse en [55].
Se considera una pelota atada a un muelle golpeando en una pared fija,
dada por x = ¢ y una fuerza periédica p(t) ejercida sobre el muelle.
Las ecuaciones que rigen este movimiento son

I+ot+x=pt) siz<o
) =—ra'(t7) siz=o0;

donde 9 es el amortiguamiento. Este tipo de sistemas con ecuacion sin
término de friccién ha sido analizado, entre otros, por Lazer y McKenna
[61] que han buscado soluciones periddicas y posteriormente por Ortega
[73] dando condiciones para la existencia de soluciones y la acotacién o
no acotacion de soluciones periddicas. Asi mismo, en [13] y [78] se da la
existencia y no existencia de soluciones periddicas. Ademas, se obtiene
soluciones con nimero de impactos tan grande como se quiera en un
periodo. Otro ejemplo de oscilador con impacto es el movimiento de un
péndulo invertido que impacta sucesivamente en dos paredes verticales
fijas [30] y [31].

Los billares forman también un extenso e interesante campo de estudio
en sistemas con impactos [29]; relacionado con el estudio de la ilumi-
nacién de una habitacién [20]. Es anédlogo considerar una bola de billar
que rebota sucesivamente en las paredes de una mesa que una rayo
de luz que se refleja reiteradamente en las paredes de una habitacion.
Se considera que el habitaculo esta delimitado por una curva cerrada
(parabola, hipérbola,...) y la reflexién se produce de acuerdo a la ley
"el angulo de reflexién es igual al de incidencia”. Por eso, se suele con-
siderar que los impactos son elasticos ya que por ejemplo en el caso de
la luz, ésta no pierde intensidad sino que al impactar se refleja. En este
entorno se han desarrollado parte de la teoria de sistemas no lineales,
hamiltonianos,... encontrando evidencias de comportamiento KAM asi
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como movimiento casi periddico, caos... como puede verse en [32], [36],
[41], [88] y sus referencias.

Por otra parte, los problemas con impulsos han sido desarrollados en
numerosos campos de la ciencia ya que muchos fenémenos como los
desastres naturales envuelven pequenas perturbaciones no lineales que
ocurren en un instante, es decir, en un periodo de tiempo insignifi-
cante en comparacién con la evolucion total del proceso. Ademads, los
impactos pueden ser vistos como impulsos variables en la velocidad.

Por ejemplo, los impulsos se usan en dinamica de poblaciones para
modelar los efectos de los factores exteriores en el crecimiento de una
poblacién cuando estos ocurren de manera puntual o bien para ejercer
un control sobre ella como en [3] 6 [72].

Existen numerosos trabajos en este campo, como puede verse en [5],
[59] y sus referencias. Citamos sélo algunos de los trabajos en esta linea,
como demostrar existencia para problemas con condiciones no lineales
de frontera [15] o encontrar funciones de Green o principio de maximo
para cualquier orden [16], de gran utilidad ya para problemas suaves.
Por otra parte, es posible utilizar sub y supersoluciones con algtin salto
para aproximar soluciones regulares de ecuaciones ordinarias y extender
asi estas nociones [65].

Un ejemplo de este tipo de sistemas para primer orden seria

{ v’ = [(t) ,sia(t) = g(t),
w(t)) = Fla(ty)) sia(t) =g(t) ;

donde f, F'y g son funciones regulares. Obsérvese que el problema
anterior puede ser reescrito en término de medidas puntuales.

Dentro de este tipo se encuentra el sistema dinamico asociado a la
caida de una particula sobre un perfil escalonado, en el que se centra
esencialmente la tesis.

. Discontinuidad en el lado derecho de la ecuacion diferencial.

Este tipo son aquellos en los que el campo es discontinuo y las soluciones
suelen entenderse en el sentido de Caratheodory [43] o de Filippov.

Una revisiéon de los principales resultados pueden encontrarse en el
libro de Filippov [35], donde se da una generalizacién de las soluciones
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y la aplicabilidad de muchos de los resultados de la teoria clasica de
ecuaciones diferenciales ordinarias. Siguiendo este libro, consideremos
una ecuacioén general de la forma

i= f(t,z) (1.1)

donde en principio, no se hace ninguna hipétesis sobre la funcion f. La
discontinuidad de f puede ser en el tiempo o en la variable de estado.
En el caso clasico, bajo la hipdétesis de continuidad de f, se dice que
x(t) es solucién de (1.1) si verifica la ecuacién integral

x(t) = x(to) +/t f(s,x(s))ds . (1.2)

Ahora bien, en el caso de lado derecho discontinuo uno de los primeros
problemas es establecer la soluciéon. Veamos esto con dos ejemplos.

Ejemplo 1:
) 1 sit>0
x:sgn(t):{_l sit<0

Las soluciones son continuas, de hecho son de la forma z(t) = |t|+c
pero para t = 0 la derivada no existe. Sin embargo, la solucion
puede entenderse casi por doquier por la forma del campo. En
efecto, por la izquierda la solucién se aproxima a la linea de dis-
continuidad y por la derecha se aleja. Por lo tanto, las soluciones
atraviesan la linea de discontinuidad y las soluciones tienen pleno
sentido aunque no sean derivables para t = 0.

Ejemplo 2:
. -1 stz >0
x_l_ng”(x)_{ 3 siz<0
En este caso, las soluciones seran de la forma z(t) = —t + ¢ si

x>0y ux(t) =3+ stz < 0. Estoes, cuando el tiempo
crece todas las soluciones alcanzan la superficie x = 0. Ademas,
puesto que ambos campos apuntan hacia x = 0 las soluciones no
pueden escapar. Sin embargo en la linea no se verifica la ecuacion
diferencial, ni siquiera para casi todo tiempo, al menos que se
extienda la condicién de verificacion.
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El primer ejemplo es representativo de lo que ocurre cuando en (1.1)
la funcién f(¢,x) es discontinua en el tiempo. En este caso, usando la
ecuacién integral (1.2) se obtiene la definicién de solucidn en sentido
Caratheodory y esto nos permite desarrollar la teoria de ecuaciones
diferenciales con lado derecho discontinuo en t. Para ello, asumamos
que f(t,z) satisface las condiciones de Caratheodory,

(a) para casi todo valor de t, f(t,z) estd definida y es continua como
funcién de x;

(b) es medible en t para cada valor de z;

(c) para cada compacto contenido en el dominio de definicién de f,
|f(t,x)| < m(t) donde m(t) es integrable.

La ecuacién (1.1) donde f(t,x) verifica las condiciones anteriores, se
dice de Caratheodory. x(t) es una solucion de la ecuacion de Caratheo-
dory en un intervalo (abierto o cerrado) si es absolutamente continua
en todo subintervalo cerrado y satisface la ecuacién para casi todo t.
O equivalentemente, bajo las condiciones a)-b)-c) verifica la ecuacién
integral (1.2) para algun t.

En cambio, si la discontinuidad es en la variable de estado como en el
caso del segundo ejemplo, las cosas son mas complicadas y las soluciones
generalmente no pueden definirse casi por doquier. De hecho, se suele
entender la ecuacion en sentido de inclusion diferencial, es decir,

t e F(t,x).

Asi, si f(t, x) es continua en un dominio G y discontinua en un conjunto
de medida cero S; se define F(t,x) = f(t,z) para todo valor (t,z) €
G, es decir, como un punto. Por otra parte, si (t,z) € S hay que
definir F'(¢t,z) como un conjunto apropiado. Se dice que una solucién
de la ecuacién (1.1) es solucién de la inclusién diferencial si es una
funcién absolutamente continua definida en un segmento donde @(t) €
F(t,z(t)) casi por doquier. En este caso se dice que la solucién es en
sentido multivaluado o de Filippov. El mayor interés de las distintas
definiciones de F'(¢,x) en los puntos de discontinuidad consiste en dar
sentido fisico a las soluciones de los problemas reales. La forma mas
sencilla de hacerlo es considerar para cada (t*,2*) € S que F(t*,x*) es
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el menor convexo cerrado que contiene a todos los puntos adherentes
de f(t,z) con (t,x) — (t*, x*).

Quizas los problemas mas representativos de este tipo de ecuaciones son
los referentes a los modelos con friccion seca. Se llama asi a la resisten-
cia al movimiento relativo entre dos cuerpos, cuando sus superficies son
rugosas o débilmente lubricadas. Tal como se hace notar en [77], este
movimiento alterna entre dos modos: modo de arrastre(stick) y modo
de deslizamiento(slip). El primero es la resistencia umbral o inicial con-
tra el movimiento desde el equilibrio y ocurre cuando la fuerza aplicada
sobre un cuerpo no es suficiente para moverlo con respecto al otro y es
arrastrado por el primero. Ahora bien, si la fuerza aplicada supera la
fuerza de rozamiento estética entonces un cuerpo desliza con respecto
al otro entrando en modo deslizamiento. Ambos modos se alternan en
problemas de friccion seca produciendo vibraciones. Este fenémeno se
da en la vibracién de la caja de cambio de un coche, el ruido de una
tiza en una pizarra o el traqueteo de una maquinaria.

El nuevo concepto de solucién introducido para este tipo de proble-
mas permite resolver la paradoja de Painlevé [75] que proclamaba la
inconsistencia de los problemas de sélidos rigidos con friccién seca.

Citamos un ejemplo dado en el libro de Deimling [26] 13.3 como muestra
representativa de este tipo de problemas. Se considera una masa M
unida a un muelle, moviéndose en un tubo con liquido, en contacto con
una pared y periddicamente excitado por una fuerza P(t). Las fuerzas
que actiian son por tanto, —kx por la elasticidad del muelle, —ra’ el
amortiguamiento viscoso del liquido y —esgn(2’) la friccién seca o de
Coulomb con la pared. Todas las constantes son positivas y sgn(.)
representa la funcién signo ( sgn(a) = a7 bara cualquier a no cero).
Luego, el balance de fuerzas es de la forma

2" +rx’ + kx = P(t) — csgn(z) .

Puesto que el signo no esta definido para valores nulos, la ecuacion
anterior es extendida en sentido multivaluado como

" +ra’ + kx € P(t) — cSgn(a’) |

siendo
% siz#0

Sgn(z)Z{ [—|1|1] siz = 0.
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Una estudio del problema anterior generalizando las fuerzas a casos no
lineales, describiendo las soluciones periddicas, comportamiento asinto-
tico, ... puede encontrarse tanto en el libro citado como en los articulos
[27] v [28]. Otros modelos de friccién seca pueden encontrarse en [14],
[34],[52] y [57].

Otra importante linea de estudio en la que se consideran sistemas con
campo discontinuo son los convertidores de corriente [10], [25], [37], ...
Analizaremos estos problemas con detalle en la Seccién 1.2.2 .

3. Campo continuo pero no diferenciable

Este tipo son aquellos en los que el Jacobiano no es diferenciable aunque
el campo sea continuo. Un ejemplo de este tipo de sistemas son los
ociladores asimétricos, dados en [2], [74] y sus referencias. Esto repre-
sentan un modelo importante para comprender las oscilaciones de los
puentes en suspension [60]. También se engloban dentro de este caso a
los sistemas mecdnicos con soporte eldstico bilineal [48].

Por supuesto, los casos anteriores no son independientes y pueden darse
problemas con variables de estado discontinuo y campo no continuo o no difer-
enciable. Por ejemplo, problemas de osciladores con impactos que anaden
friccién seca [22].

1.1.2 Fenoémenos nuevos

Asociados a las soluciones de sistemas no suaves aparecen nuevos fenémenos
que los sistemas regulares no presentaban pero que representan soluciones
reales de los problemas fisicos, bioldgicos,... que modelizan. Entre estos
fenémenos citamos tres: soluciones que acumulan impactos, soluciones desli-
zantes y soluciones de raspado o rozadura.

El fenémeno Zeno (chattering) consiste en la acumulacién de impactos
en tiempo finito o bien en la acumulacién de infinitos cambios de sistemas.
Matematicamente, esto lleva asociado a veces una pérdida de unicidad en las
soluciones y hay que decidir qué ocurre después, es decir, como se continuan
las soluciones tras este fendmeno. Desde el punto de vista fisico, este tipo de
fenémenos puede representar un problema y debe ser controlado. Por ejem-
plo, si el sistema modela el funcionamiento de una pieza de una maquinaria
o un conmutador se produciria un excesivo desgaste.
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Por otra parte, se llama soluciones deslizantes a aquellas que caen en
el conjunto de discontinuidad. Esto ocurre cuando los campos que definen
los sistemas tienen la misma direccion en la interseccion de las correspondi-
entes regiones de validez. Estas soluciones pueden aparecer como parte una
solucion periddica del sistema bajo consideracion y generalmente en sistemas
de Filippov.

Por ltimo, se denomina soluciones de rozadura (grazing) a aquellas en las
que el impacto no llega a ocurrir porque la derivada es paralela a la pendiente
de la superficie en el punto de impacto. Este tipo de soluciones aparecen
como transicién entre un movimiento libre y un impacto; es como si éste se
produjera de manera tangencial. Por ejemplo, en un péndulo que oscila entre
dos paredes fijas bajo un flujo vertical de velocidad u. La amplitud de las
oscilaciones crece cuando aumenta u y existe un cierto valor critico ug donde
el péndulo pasa rozando ambas paredes.

(<)

Figura 1.1: Bifurcaciones no suaves. Transiccion a-b-c.

Ademas, en el estudio de las bifurcaciones, también aparecen nuevos tipos
debidos a la no regularidad. Por ejemplo, en sistemas de tipo Filippov,
cuando las trayectorias entran en contacto con el borde de la region de desliza-
miento pueden darse cuatro escenarios de bifurcacion [48], [54] : crossing -
sliding (cruce - deslizamiento)(Figura 1.1 a)), grazing - sliding (rozadura -



1.2. MARCO GENERAL 17

deslizamiento) (Figura 1.1 b)) , switching - sliding (salto - deslizamiento)
((Figura 1.1 ¢)) y adding - sliding ( aumento - deslizamiento)( (Figura 1.1
d)). En el primero, bajo la modificacién de un parametro, las soluciones
pasan a cruzar trasversalmente el borde de la regién de deslizamiento en
un punto de bifurcacién y posteriormente, las trayectorias tienen una parte
deslizante. FEn el segundo caso, las soluciones rozan el borde de la region
de deslizamiento por arriba y posteriormente caen en dicha zona. El tercero
es similar al primero, s6lo que en este caso las soluciones permanecen en
la region de deslizamiento y no cruzan. Por ltimo, en el cuarto caso, las
soluciones pasan de estar en la regién de deslizamiento a tener parte de la
trayectoria fuera de esta zona. Numerosos son los articulos en los que se
trata este tipo de bifurcaciones, por ejemplo [4], [45], [53], [54], ...

1.2 Marco general: Medios granulares y con-
vertidores de corriente.

1.2.1 Medios granulares.

El estudio de medios granulares estd muy extendido en nuestro entorno
puesto que sirven como modelo de fenémenos naturales como avalanchas
o tormentas de arena y también de procesos tecnologicos e industriales como
el transporte, cribado o prensado de materiales como trigo, carbén, oro... El
entendimiento de las propiedades de un flujo granular ha sufrido sustanciales
cambios tedricos a lo largo de la historia [46], [50].

El comportamiento de un medio granular es distinto del de un sélido
continuo, un liquido o un gas. Aunque el movimiento de una particula puede
ser descrito por las leyes clasicas de la fisica: friccion, impacto,... éstas no
sirven siempre para describir el conjunto.

Existen distintas maneras de enfrentarse al problema de modelar un flujo
granular, dependiendo de los niveles de descripcién (ver [76] y sus referen-
cias):

1. Nivel microscépico Se considera que los flujos granulares son un con-
junto discreto de un gran niimero de particulas y se usan generalmente
modelos deterministas [68]. Se asume que éstas estdn bajo un poten-
cial que puede ser de distinto tipo: Lennard-Jones para moléculas [63]
o asociado a fuerzas lineales o Hertzianas,...
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2. Nivel mesoscépico En este nivel se consideran funciones de densidad
en el espacio de fase en lugar de un conjunto discreto. Se suelen usar
simulaciones con el Método de Montecarlo para resolver la ecuacién
cinética de Boltzmann-Enskog [40].

3. Nivel macroscépico Generalmente se usan ecuaciones en derivadas
parciales [19].

En [76] puede verse una comparacién entre la dindmica de flujos granulares
realizada por el primer y el segundo nivel, para un caso particular de flujos
unidimensionales correspondientes a fuerzas de Coette. Se considera el ma-
terial granular entre dos paredes, con una energia exterior inducida por las
paredes en sentido contrario.

Por otra parte, existen dos grandes grupos de flujos granulares, los secos
y los hiimedos. En los primeros se consideran tinicamente fuerzas de contacto
y disipativas; en los segundos hay que anadir las fuerzas adhesivas como las
de Van der Waals.

Informacion sobre aplicaciones de sistemas mecanicos con un modelo de
sélido rigido a flujos granulares puede encontrarse en [21] y [69]. En [79] puede
encontrarse aplicaciones en el estudio de avalanchas. Asi mismo, en [71] se
presenta un estudio de la conveccion granular. Para ello, se considera un
material granular en un cilindro y se agita externamente de forma armoénica
en la direccion de la gravedad. Una de las aplicaciones del estudio de medios
granulares es el vaciamiento de un silo. Un estudio de esta dinamica con
especial interés en los puntos de equilibrio puede verse en [42].

Ahora bien, una de las propiedades méas representativas de este tipo de
modelos es que si formamos una pila con un material granular, como la arena,
la pendiente del monticulo resultante depende principalmente de dos dngulos.
Estos angulos, separados tnicamente por unos grados, son conocidos como
dngulo de reposo y dangulo de mdzxima estabilidad [49]. Uno de los pensamien-
tos al respecto es que este fendémeno es consecuencia de la interaccién entre
particulas.

En [85] (y resumido en [83]) se presenta un modelo consistente en una
unica particula cayendo en una escalera inclinada obteniendo un compor-
tamiento muy similar con resultados parciales en esa direcciéon. En esencia,
se reduce a la siguiente conjetura: si la inclinacion de la escalera es menor
a un cierto angulo g, la particula eventualmente para y si este angulo es
mayor que ¢; > o se acelera continuamente (en el sentido de velocidad
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no acotada). Sin embargo, debido a la complejidad del modelo no se daba
ninguna prueba o refutacion de la misma. Por eso, se formula un problema
maés sencillo [82], [83] en el que la particula se pega completamente al escalén
hasta el borde del peldano. Es decir, con impacto completamente pléastico.
Sin embargo, este modelo no es representativo y no hay manera de reflejar
los angulos.

En este contexto se presenta el modelo esencial de esta tesis, la caida
de una particula sobre un perfil escalonado. Se considera un modelo que
engloba a la escalera inclinada de los articulos [83]-[85] y el modelo de la
escalera horizontal.

1.2.2 Convertidores de corriente.

Actualmente muchos son los estudios relacionados con los convertidores de
corriente: DC/DC, AC/AC, DC/ AC y AC/DC; donde AC simboliza co-
rriente alterna y DC corriente continua. FEsto se debe a la necesidad de
obtener fuentes de voltaje que den el voltaje requerido por la carga sin im-
portar las variaciones de ésta. En los tltimos anos estos dispositivos se
han orientado a fuentes conmutadas que usan corriente continua y se ejerce
un control en el sistema mediante un modulador de ancho de pulso PWM
(Pulsewidth modulation). Este modulador consta de un interruptor (o va-
rios) que conmuta entre la posicién ON (conduccién) y la posiciéon OFF (no
conduccién). Lo mas usual para saber el tiempo de conmutacién es comparar
la senal con una rampa de referencia, esto ha sido utilizado en convertidores
de tipo reductor (buck) [25], [37]. Son muchos los trabajos realizados para los
convertidores DC-DC reductores, a continuacién citamos sélo algunos. En
[25] se dan evidencias numéricas de caos mediante doblamiento de periodo asi
como la presencia de subarmonicos y en [10] se estudian diferentes tipos de
soluciones. En [37] se da un estudio de las diferentes 6rbitas periddicas segin
el nimero de conmutaciones por periodo, dando condiciones necesarias de
existencia en forma de expresiones cerradas para las soluciones, estudiando
su estabilidad mediante el calculo numérico de los multiplicadores carac-
teristicos del operador de Poincaré y resaltando la presencia de atractores
extranos. Una recopilaciéon de los métodos en el estudio de bifurcaciones
puede encontrarse en [4], aunque existen muchos otros trabajos como [9] y
[24].

Sin embargo, se han desarrollado otros esquemas de control con el fin de
reducir comportamientos no deseados como el chattering. Este es el caso de
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la técnica propuesta en [37] en la que se hace uso de una superficie de desliza-
miento, combinacién lineal del error de voltaje (diferencia entre la senal y los
voltajes de referencia) y su derivada; obligando a que tenga promedio cero en
cada iteracién. Este tipo de control se denomina control ZAD(Zero Average
Dynamics).

En este contexto se sitia el dltimo capitulo de la presente memoria, donde
se analiza un tipo particular de érbitas para el convertidor DC-DC reductor.

1.3 Objetivos y estructura de la tesis

El objetivo principal de la presente memoria es comprender el comportamien-
to de un sistema dindamico no suave. Mas concretamente, de un modelo
de impactos con variable de estado no continua, el correspondiente a una
particula que impacta sucesivamente en un perfil escalonado. Se pretendia
encontrar un modelo que unificara los trabajos en perfiles inclinados propia-
mente dicho [83],[82],[84],[85] y el modelo de la escalera horizontal [17],[18];
que no podian verse tomando limite en el dngulo de inclinacion.

Asi mismo, la investigacion de este sistema nos ha permitido clarificar la
dindmica que aparece. Uno de los fenémenos a destacar es la acumulacion
de impactos en tiempo finito y la posterior continuacién de la solucién. Por
tanto, otro de los objetivos era estudiar este fenémeno tanto en el caso en
que las soluciones se paran como cuando deslizan.

Por otro lado, en el caso de perfil no inclinado, se ha desarrollado un
estudio mas completo. Este modelo no es sélo una simplificacién del anterior
sino que presenta riqueza por si mismo y el hecho de ser modelado mediante
unas ecuaciones mas sencilla nos permite obtener mucha mas informacion.

Finalmente, en un intento de extender algunas de las técnicas empleadas
en el trabajo anterior, hemos empezado con el estudio de un sistema con-
tinuo pero no suave. Mas concretamente en el andlisis del sistema dindmico
asociado a convertidores de corriente como los de tipo DC-DC [10], [25],
[37],...

La memoria esta estructurada como sigue. En el Capitulo 2 hacemos una
descripcion del modelo de la caida de la particula sobre un perfil escalonado,
obteniendo las ecuaciones del sistema no suave que lo representa asi como
una discretizacion del mismo. Tras una normalizaciéon de los parametros,
se hace una descripciéon de las soluciones, haciendo especial hincapié en el
fenémeno de acumulacién de impactos (Seccién 2.2). A continuacién, en la
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Seccién 2.3 se da una descripcién del rango de validez de los parametros y
se estudian los casos con dinamica sencilla para poder centrarnos después en
los que tengan mas interés.

En el Capitulo 3 nos concentramos en el estudio de la dinamica en el caso
de escalera inclinada dentro del rango de parametros interesante. En una
primera seccion se establece las condicciones de acotacién y no acotacion de
soluciones, estudiando los valores propios de la matriz del sistema. Poste-
riormente, en la Seccién 3.2 estudiamos las soluciones que paran completa-
mente tras una acumulacién de impactos, tras saltar al menos un escalén
antes. La Seccién 3.3 estd dedicada al estudio de las soluciones periédicas de
impactos aislados, dando las condiciones necesarias y suficientes de existen-
cia. Ademas, se demuestra que las superficies de existencia en el espacio de
parametros estan fuera de la region de acotacion de soluciones. Finalmente,
se examina la estabilidad de estas érbitas periddicas en la Seccién 3.4.

El Capitulo 4 esta dedicado al estudio del caso de la escalera horizontal,
simplificando las ecuaciones generales. Para entender mejor este sistema
dinamico se define un operador de Poincaré en la Seccion 4.1. En la Seccién
4.2 se examinan las érbitas periodicas, poniendo especial interés en aquellas
que representan particulas que tras una acumulacién de impactos deslizan
hasta el borde del peldano. Una representacién grafica de los parametros para
los que estas érbitas aparecen nos da la existencia de una estructura fractal,
que se analiza en la Secciéon 4.2.2 y cuya dimension se calcula mediante
un algoritmo de recuento de cajas. En esta seccién se hace también un
estudio numérico de las bifurcaciones. Por tltimo, la extensiéon de la ecuacion
diferencial en sentido de inclusiéon en la Secciéon 4.3 y la correspondiente
generalizacion del concepto de solucion a solucién en sentido multivaluado
[35], nos permite recuperar las érbitas periédicas “perdidas” por la falta de
continuidad del sistema. Asi mismo, es posible realizar con detalle el esquema
de bifurcacion de los puntos fijos del operador de Poincaré extendido.

En el dltimo capitulo, Capitulo 5, nos centramos en dar un modelo no
suave en el que hemos empezado a aplicar las técnicas usadas para el otro
modelo. En el campo de un convertidor reductor DC-DC, determinamos
la condicién suficiente para la existencia de una érbita periddica con una
Unica conmutacion por periodo y depuramos la condiciéon necesaria existente.
Ademas, bajo una hipdtesis de separacién de ceros obtenemos informacion
geométrica de la solucion que nos permite, entre otras cosas, acotar la am-
plitud de la misma.

Los resultados que se muestran en esta memoria se sustentan en tres
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articulos de investigacion, [17],[18] y [23], dos de ellos ya publicados y el
tercero sometido. Sin embargo, existen resultados nuevos, desarrollados es-
encialmente en la Seccion 4.3 y el Capitulo 5.



Capitulo 2

Caida de particulas sobre un
perfil escalonado
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2.1 Del modelo continuo al modelo discreto

En esta secciéon vamos a introduccir el modelo esencial en cuyo estudio se
centra la tesis, asi como la deduccién de las ecuaciones que lo describen. Pre-
tendemos modelar la trayectoria de una particula puntual de masa unidad
que desciende por una escalera inclinada bajo el tnico efecto de la gravedad
(ver Figura 2.1). Por conveniencia, podemos suponer que la escalera es hori-
zontal y que es la gravedad la que forma un angulo con el eje de dicha escalera.
O lo que es lo mismo, expresarla como un vector cuyas dos componentes son
no nulas.

En primer lugar, para escribir la ecuacién de la escalera descendente, con-
sideramos que los peldanos tienen una altura a y una longitud b. Denotemos
ademas por x e y las componentes horizontal y vertical de posicién. Pode-
mos entonces modelizar la escalera como y = —aFE [%], siendo F [] la funcién
parte entera.

Ahora, a fin de calcular las ecuaciones del movimiento de la particula,
notaremos por z(t) e y(t) las componentes horizontal y vertical de su posicién
en un tiempo t, respectivamente. Ademads, denotamos como g; y —gs las
componentes de la gravedad (g, g2 estrictamente positivas). Hay que tener en
cuenta que los elementos fisicos que rigen este movimiento son esencialmente
dos: un vuelo parabdlico mientras la particula permanece en el aire y una
condicién de impacto en la velocidad cuando se produce una colision. Esto
puede detallarse mediante el siguiente sistema de ecuaciones

) =0 } si y(t —aE[ Ef)} (2.1)

= —g9,

y<;(+>>_”( A p so--m [ e

€nlY ( -

donde los pardametros e; ,e, € [0,1] se denominan generalmente pardmetros
de restitucion tangencial y normal, respectivamente. Se obtiene un sistema
(2.1)-(2.2) que es un sistema dindmico no regular pero integrable a trozos.

Aunque utilizaremos el sistema anterior de tiempo continuo, para facilitar
la comprension de algunas de las propiedades de este sistema realizamos una
discretizacion. Para ello, vamos a seccionar el flujo en cada impacto, situando
el sistema de referencia en el punto de impacto, apoyado en los peldanos y
orientado hacia abajo y a la derecha.

La trayectoria después de cada impacto viene determinada por tres magni-
tudes representativas. Estas magnitudes son la distancia al borde del escalon
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y las componentes horizontal y vertical de la velocidad de salida. Denotare-
mos a estas variables por z, u y v, respectivamente (ver Figura 2.1). Asi,
cada impacto vendra dado por una terna (z,u,v) y debemos calcular la terna
(z/,u',v") correspondiente al nuevo impacto.

Z())<0 sij=0,1,...,n-1

na

' (n+1)b

Figura 2.1: El modelo discreto

Proposicién 2.1 Sea (u,v,z) conu > 0,v >0, z € [0,b), entonces
(u',v', 2") verifica

U =e <u + Z—;(v + /02 + 2g2na)> ,
v = e\/V? + 2g9na

2
il ) (s 1) TR
g2 g2

g2 ’
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donde n es el primer natural donde la tercera expresion es positiva.

Demostracion
Sea (z(t),y(t)) la solucién del sistema dado por (2.1) y (2.2). Supon-
gamos, sin pérdida de generalidad, que para ¢t = 0 se produce un impacto en

el punto (b—z,0) correspondiente al primer escalén de la grifica y = —aE[F].
Luego,

z(0)=b—2 2/(0)=u

y(0)=0 y'(0) =wv
y por tanto

z(t) =g +ut +b— 2
y(t) = —ggé + vt.
Ahora, supondremos conocido el nimero de escalones que se saltan entre
dos impactos consecutivos y denotaremos este niimero por n. Lo llamaremos
numero de salto y posteriormente veremos cémo se calcula.
Conocido n, para calcular la terna (2, u/,v") necesitamos saber el tiempo
de impacto, t;. Este tiempo se obtiene de imponer que la componente vertical
de la posicion coincide con la altura del n—ésimo escalén. Esto es,

(2.3)

y(t;) = —na .

Y por tanto, viene dado por

VU242
ti:v—i— Ve + ana. (2.4)

g2

Ahora ya podemos obtener las expresiones de (u/,v’,2"), sustituyendo en
(2.3) y teniendo en cuenta las condiciones de impacto. Asi,

= —e, ' (t;) = en\/v% + 2¢ana

,U/
u = e (t;) = e <u + L (v 4o+ 2g2na)>
y por ultimo,
Z=Mn+1)b—2x(t;) = (n+1)b— (glg%—uti—%b—z) =z+nb

242
_ (g—;(vti + na) -I—uti) =z+n(b—2a) - <u+ %U> v+ vg;— gana.
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Sélo nos resta calcular el niimero de salto, n, que sera el primer niimero
natural que hace que 2'(n) sea positivo (ver Figura 2.1). Asi,

2
n=0si2(0) >0, es decir, z > —U(u+ 21}).

g2 g2
Esto nos indica que la particula vuelve a impactar en el mismo escaléon. En
otro caso, n se calcula buscando el primer niimero natural que hace que z'(n)
sea positivo, es decir,

\/v2 42
z—i—n(b—&a)—( 91 >U+ v anaZO

U+ =0
92 g2 g2

o lo que es lo mismo, si hacemos el cambio de variable y = y/v? + 2gona,

b—4q

g1
Z(y) = 24+ —L2—(y? —0? —(u+—v)
() 292a( ) "

vty
g2

> 0.

Esto es una pardbola en y cuyas dos raices, que denotamos por y; e ys, estan
ordenadas de forma que y; < v < ys ya que en y = v la expresion anterior es

negativa por ser
2v
2 < —(u—+ 2@) :
92 92
Ahora bien, por la definicion de y se tiene que y > v. Por tanto, la tinica

raiz valida es y» que viene dada por

2 b 2 g1 +923 9
gou+ g1v + | (g2u + g1v)” — 2 (925 —91> 927 — 75 U — gauv

92% — 0 25)

Hay que observar que en el razonamiento anterior se estd asumiendo que

b
G2 =91 > 0 (2.6)

o lo que es lo mismo que la pendiente de la escalera (g) es superior a la

inclinacion de la gravedad (i—;). De otro modo, la parabola que describe el
movimiento no tocaria a la escalera en mas de un punto y no se producirian
impactos.
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Ahora bien, de la expresion anterior (2.5), se deduce que z'(n) > 0 siy
solo si y > ¥, lo que es equivalente a

v? + 2gona > y% ,

es decir, n es el primer niimero natural tal que

2,2
n>y2 Y .
- 292&

De esto se sigue el siguiente corolario sobre los niimeros de salto.

Corolario 2.2 En las condiciones de la proposicion anterior se verifica que

g
2 .9
n=" [” 2 ] , en otro caso.

_ : 2
{n—O ,siz > 2(u+ L)
292

I'[z] denota la funcion techo(ceiling) que a cada nimero real le hace corres-
ponder el menor entero mayor o iqual que €l e yo viene dado por la expresion

(2.5).

Para simplificar el sistema supondremos a = b = 1 o lo que es lo mismo
que medimos la longitud y la altura en escalones. Ademéds, normalizamos la
gravedad en la forma g = (k,—1) con 0 < k < 1. Asi, llegamos a

y;"fgg):_’l } i y(t) > —Elx(t)] 2.7)

' (tT) = e (t7)
Y'(t7) = —eny/(t7),
donde los parametros ¢, g>,a vy b se han fusionado en uno sélo x que mide
la inclinacion de la gravedad.

} st y(t) = —Efa(t)] (2.8)

Nota 2.3 Para que estas estimaciones tengan sentido 0 < k < 1 (lo que
equivale a (2.6)). En otro caso, como se dijo anteriormente, tras un im-
pacto la gravedad seria incapaz de devolver la particula a la escalera por
estar menos inclinada que ella. En el modelo real, valores de k mayores que
uno equivaldrian a escaleras cuya inclinacion es superior a 45 grados.
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El correspondiente sistema discreto sera

v =e; (u+ k(v + Vo2 +2n))
v = e, Vu? + 2n (2.9)
Z=z+n(l—k)— (u+ rv)(v+ V24 2n).

Y en cuanto al nimero de salto, n = 0 si z > 2u(u + Kv) y en otro caso,

2
las variables del sistema. Puesto que podemos reescribir, tras sustituir en
(2.5) y simplificar, y» como

2_g2 ey o P ., .,
n="_ [u} Escribiremos explicitamente la expresién de n en funcién de

u+ Ko+ /(u+v)2—2(1 — k)z
Y2 = ;
11—~k

tendriamos que

(u+ k)2 + (u+v)* —2(1 — k)2 + 2(u + kv)/(u+v)2 — 2(1 — H)Z'

2 _
Yo = (1 _ li)z
Por tanto,
2,2
Yy — v z U+ KU 5
= — —2(1—
2 1—H+(1—/{)2\/(“+”) (1=r)z
(u+ Kkv)* + (u+v)? — (1 — K)%0?
+ ;
2(1 — k)2
que desarrollando da lugar a
2 _ 2 2 2
Yy“—v z U+ KU 3 u” + Kuv + uv + Kv
= - —2(1—
2 1—n+(1—n)2\/(“+v) (1= r)z+ (1— k)
Esta expresiéon puede simplificarse hasta obtener
2 _ 2
Yy —v U+ KV z
5 :(1—/1)2 <u+v+\/(u—|—v)2—2(1—/<o)z>—1_/{.

Luego, en conclusion, el nimero de salto viene determinado por

{nzO , stz > 2u(u + ko) .

n:F[L’“@ (U+U+\/<U+?})2—2(1—/€)Z> — fﬁ],eno‘cro caso.

(1-x) 1

(2.10)
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El sistema anterior, asi como la discretizaciéon (2.9), seran en los que se
centre el desarrollo de la tesis. Se engloba asi en un tinico modelo el modelo
de la escalera inclinada presentado en [85] y el de la escalera horizontal [17].
Ademas, eliminamos la singularidad que presentaban las ecuaciones de [85]
para el caso kK = 0 y cuando sustituimos este valor de x, recuperamos las
ecuaciones de [17] para gravedad uno (dadas en [18]).

Para posteriores andlisis de la estructura global de las soluciones del sis-
tema discreto (2.9) es conveniente notar que el sistema anterior puede ser
escrito en la forma

U u
v’ = F| v (2.11)
2 z

donde F' : [0,+00) x (0,+00) x [0,1) — [0,400) X (0,400) x [0,1) es una
funcion discontinua con discontinuidad en el borde de cada peldano de la
escalera.

Proposicion 2.4 Se verifica siempre que 2’ < 1 — k.

Demostracion
Para demostrar la desigualdad basta aplicar el teorema de valor medio a
la tercera componente del sistema discreto. Asi, usando que

0z ] U+ Kv <1
— =1—K - — —K
In Vo2 +2n
se obtiene
Z(n)—2(n—-1)<1-k.

Por otra parte, 2/(n) = 2’y 2/(n — 1) < 0 por definicién de niimero de salto.
Como consecuencia se llega inmediatamente a la desigualdad enunciada en
la proposicion. |

Como corolario de lo anterior, podemos restringir el dominio de definicién
de la funcién F' y suponer que

F :]0,4+00) x (0,4+00)* x [0,1 — k) — [0, +00) x (0,+00)* x [0,1 — &) .

Hay que observar que en la formulacién anterior se han omitido algunas
condiciones iniciales. Mas concretamente, velocidades horizontales negativas
u < 0 que darian lugar a particulas que suben la escalera y velocidades
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verticales estrictamente negativas v < 0 que carecen de sentido pues nos
indicarian que la particula estd por debajo de la escalera y por tanto, no
se ve influenciada por ésta. El caso v = 0 estd en las mismas condiciones
pues la gravedad arrastra la particula también debajo de la escalera a menos
que z = 0, que indicaria la salida desde la esquina del escalén. Esto serd
util en el caso de los deslizamientos como veremos en la siguiente seccion de
acumulacion de impactos. El correspondiente ntimero de salto se calcularia
con la segunda expresion de (2.10).

2.2 Descripcién de soluciones. Acumulacion
de impactos

El objetivo de esta seccion es dar una descripcién cualitativa de las solu-
ciones de la ecuacién diferencial (2.7) junto con la condicién de impacto (2.8).
Para ello, teniendo en cuenta que estas ecuaciones presentan un fenémeno de
acumulacion de impactos, podemos distinguir entre soluciones de impactos
aislados y soluciones de acumulacion de impactos.

Para entender el fenémeno de acumulacion de impactos, podemos pensar
en una pelota botando sobre un suelo plano (lo que corresponderia a suponer
a=20,¢9 =0en (2.1)-(2.2)). Supondremos ademds que el impacto no es
completamente eldstico en la componente normal y que ambos coeficientes
de restitucién son no nulos, es decir, e; € (0,1] y e, € (0,1). En este caso
tendriamos que el sistema de ecuaciones que rigen el movimiento serian

S0 = 1. } siy(t) >0 (2.12)

} si y(t) = 0. (2.13)

Teorema 2.5 El tiempo entre impactos consecutivos asociado al sistema
(2.12)-(2.13) sigue una ley gedmetrica de razén 0 < e, < 1 y por lo tanto,
existe una acumulacion de impactos en tiempo finito que llamaremos tiempo
de parada.

Demostracion
Podemos suponer que las condiciones iniciales son y(0) = 0 e ¢/(07) =
v (obsérvese que la componente horizontal no juega ningin papel en este
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célculo). Notamos por {t;} con i = 1,2,... a la secuencia de los sucesivos
impactos y por v; a ¥/ (t]) (y(t;) = 0, V).
Se tendria entonces que t; es solucién de
t2

es decir, t; = 2v y v; = e,v. Del mismo modo, ¢5 es solucion de

(t—t1)?

t—1t1).
5 + vy ( 1)

y(t) = —
Luego, ty — t; = 2v; y vy = e,v; = €2v y siguiendo el procedimiento, se
obtendria que en general t;,y — t; = 2v; y v; = 26%1} . Por tanto, el tiempo
entre impactos consecutivos es de la forma t;,; — t; = 2¢’ v. Luego,

; 1—eitt
ti+1 = (tl -+ (tz — tl) + (t3 - t2> + ...+ (tiJrl - tl)> =2 Z 6% = QUE
j=0,...k
y existe lim; ., t; = lz—in =t, < 4+00.
|

Veamos ahora que aparecen dos tipos diferentes de soluciones con acumu-
lacién de impactos segun el coeficiente de restitucion tangencial. Para ello,
pensemos en la forma en que debemos continuar la solucion después de este
fenémeno. Sabemos, por el teorema anterior, que limy_, 1 vy = 0 e y(tx) =0
Vk. Luego, el modo natural de continuar la solucién es imponiendo que y(t)
es idénticamente nula a partir de t = t,.

Ahora bien, si ¢, € (0,1) entonces z'(t}) = ef2’(0). Es decir,

k——+o0
y debemos continuar de la misma forma que lo haciamos con la componente
vertical, esto es, z(t) = 0 para todo t > t,. Esto representa soluciones donde
la particula se para completamente tras la acumulaciéon de impactos. A este
tipo de soluciones las llamaremos soluciones de parada.

Sin embargo, si el impacto es completamente elastico en la componente
horizontal (e; = 1), entonces z(t) serd una funcién regular de la forma

z(t) = z(0) + 2/(0)t.
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Por tanto, la particula seguirdA un movimiento uniforme en la componente
horizontal. Este comportamiento debe ser visto como un deslizamiento sobre
el suelo ya que y(t) = 0 para todo t > t,. A las soluciones que presenten este
comportamiento las llamaremos soluciones deslizantes.

Este fenémeno de acumulacién de impactos también ocurre en el perfil
escalonado, cuando se dan las condiciones de la siguiente proposicién.

Proposicion 2.6 Sea t; una sucesion de impactos convergente asociada a
una solucion (z(t),y(t)) de (2.7) y (2.8). Entonces existen n,ky € IN tal que
y(ty) = n para k > ko. Es decir, salvo un nimero finito de saltos, todos los
impactos ocurren en el mismo escalon.

Demostracion.
Denotemos por vy = ¢/(¢). Entonces, usando (2.4) (recordar a = 1 =
b=gsy g1 = k), se obtiene que

tes1 — te = U + \/V} + 24

donde n; es el correspondiente nimero de salto entre t; y txy 1. Como la
sucesion de impactos es convergente, la diferencia entre impactos consecutivos
tiende a cero y por tanto los nimero de salto también. Esto es, la sucesion
de naturales n; es cero para k avanzado. [ ]

Nota 2.7 De la demostracion se deduce ademds que vy, — 0. De donde se
sigue directamente, teniendo en cuenta que vy = e, (Vg + \/vi + 2ny), que
el coeficiente de restitucion normal debe ser menor estricto que uno. De otro
modo, vy seria creciente.

Por tanto, cualquier acumulacion de impactos ocurre en el mismo peldano.
A partir de ésta, el sistema discreto no proporciona mas informacién y la con-
tinuacién de la solucion del modelo continuo depende del comportamiento de
la componente horizontal. Mas concretamente, del coeficiente de restitucién
tangencial. Asi, de la Proposicién anterior se obtiene que

U = :B/(t;:) = egk_ko)uko

y por tanto podemos diferenciar dos casos.
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Si e; < 1 se obtiene que up — 0 y por tanto también la componente
horizontal de la velocidad tiende a cero, es decir, lim;_;, 2/(t) = 0. La forma
coherente de continuar serda mediante una solucién constante, esto es,

z(t) = z(ts)
y(t) = y(ts)

para todo t > t,. Llamaremos a este tipo de soluciones soluciones de parada
puesto que la particula pierde completamente su velocidad tras la acumu-
lacién de impactos y permanece inmovil en el peldano donde ésta ocurre.

Ahora bien, si e, = 1 se obtiene que u, — uy, = limy_;, 2/(t). La forma
coherente de continuar es imponiendo que la particula sigue un movimiento
uniforme adherido al peldano tras la acumulacién hasta el borde del mismo,
esto es,

x(t) = x(ts) + 2/ (ts)(t — t5)
y(t) = y(ts)

para todo t, <t < t,, donde t, denota el momento en que se llega a la esquina
del escalén. Es decir, la particula desliza en el intervalo de tiempo [tg,t,] v
posteriormente, saltara con velocidad vertical nula. Luego el sistema discreto
(2.9) se vuelve insuficiente por si sélo para describir este tipo de soluciones.
La forma de continuar la solucion discreta es imponer que tanto la variable
que representa la velocidad vertical como la de la posicion de la particula
se anulan, es decir, v = z = 0 y calcular el nimero de salto usando la
segunda ecuacién de (2.10). Llamaremos a este tipo de soluciones soluciones
de deslizamiento.

A partir de hora nos centraremos en dar una forma de simbolizar las
soluciones de (2.7)-(2.8), que las representen cualitativamente. Para hacerlo
emplearemos la secuencia de niimeros de saltos y lo que llamaremos la palabra
asociada a una solucion.

Definicién 2.8 Dada una solucion de (2.7)-(2.8) se define la palabra asocia-
da como el conjunto de niumeros de salto de dicha solucion. Denotamos por
0% a la acumulacion de impactos y lo llamamos cola de acumulacién. FEsta
representacion es el reflejo de que los impactos se producen en un mismo
peldanio y por tanto, la palabra asociada tiene infinitos numeros de salto
nulos.

Asi, por ejemplo, la secuencia (ng, nq, ns....) indicaré que la particula salta
ng escalones antes de impactar y a continuacion, salta n; escalones. Luego
impacta en el ng + ni-ésimo escalén y salta no escalones, etc.
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Ahora bien, en general no es cierto que cada palabra represente tinicamen-
te una solucién, aunque si podemos representar cada solucién con un tipo
de palabra. Y en cierto sentido, al menos cualitativamente, esta palabra nos
indica como es la solucién.

Asi, existen dos tipos de palabras diferentes asociadas para representar las
soluciones de impactos aislados y las de acumulaciéon. Las primeras, son una
secuencia unicamente de nimeros naturales y ceros, donde los ceros indican
que la particula tiene varios impactos consecutivos en el mismo peldano.
Cuando en una palabra haya una cantidad finita de ceros consecutivos, a
fin de simplificar la notacién, notaremos por (ng,...,n;_1,0% n; ik, ...) a la
secuencia (ng, n1, ...,nj—1,0,...,0,n4, ...) donde hay k ceros. En cuanto a las
segundas, lo que caracteriza a las palabras que las representan es la presencia
de colas de acumulacién.

Por otra parte, si denotamos las secuencias infinitas de niimeros de salto
que se repiten mediante una palabra finita, podremos representar soluciones
periddicas mediante palabras finitas. Asi, por ejemplo, las soluciones k-
periddicas pueden representarse por secuencias del tipo (ng, nq, ..., ng_1), don-
de se indica que tras saltar n,_; escalones y completar la secuencia, ésta se
volvera a repetir. Sin embargo, hay que observar que no toda secuencia finita
debe representar una solucion periddica, puesto que pueden repetirse la se-
cuencia de nimeros de salto sin que la sucesién (ug, vg, 2) se haga periédica.
También podemos representar soluciones periddicas con acumulacién me-
diante secuencias finitas del tipo (ng, ..., ng_1, 0%).

Aunque ya hemos dicho que las palabras no tienen por qué ser finitas,
éstas seran las mas representativas y las que apareceran en todo el estudio
por ser las representantes de las soluciones periddicas.

2.3 Rango de parametros. Casos residuales

En esta seccién se pretende dar una descripcion del rango de validez de los
parametros del sistema, asi como estudiar los casos donde la dindmica es
trivial. El objetivo es encontrar los valores interesantes de los parametros
para centrar el estudio posterior en ellos.

En primer lugar, como se dijo en la Nota 2.3, el rango natural para el
parametro que mide la inclinacién de la gravedad con respecto al eje de la
escalera, k, es el intervalo [0, 1) para garantizar que haya mas de un impacto.

Por otra parte, en la formulaciéon del sistema discreto se explicé que no
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tiene sentido que la componente v sea nula, salvo que también z lo sea y
estemos ante la continuacién de soluciones deslizantes. Asi pues, podemos
asumir en general que v > 0 y por tanto, el parametro de restitucion normal
debe ser estrictamente positivo, e, > 0, para que la solucién tenga sentido
después del primer impacto.

Por 1ltimo, observar que si la escalera es horizontal y el parametro de
restitucion tangencial es uno, kK = 0y ¢; = 1 ; la componente horizontal de
la velocidad es constante y puede ser considerada un parametro.

Pues bien, teniendo en cuenta lo anterior, podemos restringir los para-
metros a k € [0,1), e; € [0,1] y e, € (0,1]. Nos centraremos en este rango
y analizaremos aquellos casos en los que todas las soluciones presentan un
mismo comportamiento, dejando para posteriores capitulos el resto. Una
idea global de las soluciones, asi como la alusiéon a las proposiciones donde
se demuestran puede verse en el cuadro 2.1.

Antes de enunciar las proposiciones que nos daran el comportamiento de
las soluciones, veamos cuando es posible la acumulacién de impactos. Mas
concretamente, dada una condicién inicial calculamos la condiciéon para que
la correspondiente solucién de (2.9) tenga una cola de acumulacién en ese
escalén.

Lema 2.9 La solucion de (2.9) con condiciones iniciales (u,v, z) tiene una
secuencia infinita de numeros de salto nulos si e, <1y

2v 1+ ee,
> _— . 2.14
©= (1 — esey) (u—l— 1 —e2 m}) ( )

n
Si e, = 1 la secuencia nula sélo es infinita para k = 0, e; < 1 y las condi-
ciones iniciales verificando
2uv
2> —. (2.15)
(1—e)

Sie, =1y r >0 los numeros de salto no pueden ser eventualmente cero
para ninguna condicion inicial.

Demostraciéon

Supongamos en primer lugar que el parametro de restitucién normal no
es uno, e, < 1. Tomando la condicién inicial (z,u,v), imponemos que los
sucesivos numeros de salto son todos nulos y usamos el sistema discreto,
(2.9), para calcular las sucesivas iteraciones.
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Se obtiene facilmente que v; = el v y por tanto,

uy = e¢(u + 2Kv)
uy = er(uy + 2kv1) = etu + 2;4:(@,f + een)
ug = ex(uz + 2Kv9) = e}u+ 2rv(e} + eZe, + e€?)

A o -
uj=elu+2kv(e] +e ent...+eel ).

Simplificando la expresion anterior,

j J

; elel — e
u; = eju+ QHUM

€n — €t

y por tanto, operando adecuadamente,

2j=72—2 23;11 ((w + Kvy)v;) =
z—2 (uv S (even)’ + 2m07 S E L2 — (eney)) + K2 Y02 1162’>

Ahora tomamos limite en la expresién de z; cuando j — +o00 e imponemos
que este limite debe ser positivo. Esto es,

2, — 2 — 2k0> L+ een — 2uv; >0,
(1 —een)(1—e€2) 1 — e, —

de donde se llega a la expresién (2.14).
Ahora bien, sie, =1, k =0y e; < 1 entonces u; = eju y la expresién de
z;j se reduce a
j—1
2j=2z—2 E UV
i=1
y de ahi, tomando limite e imponiendo que es positivo, se sigue la condicion
2.15) para e; < 1. Obsérvese que si ¢; = 1, u; = u y z; se haria negativo
y g J
para j suficientemente avanzado. Luego, en ese caso existen a lo méas un
numero finito de nimeros de salto nulos.
Por ultimo veamos el caso de e,, =1y k > 0. Procedamos por reduccién
al absurdo, suponiendo que existe kg tal que n, = 0, Vk > ky. En ese caso,
v = Uy, y procediendo de manera analoga a la anterior,

7—1

2k = 2y — 2 E (Ui + KUk ) Uk, )
=1

y por lo tanto, z; seria negativo para algin k. ]
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OMQ“AH

QNHH

Todas las soluciones

u=20 u>0

Riqueza dindmica.

Parada en el (Estudio en Capitulo 4)

k=0 0<e, <1 son de parada. primer escalén. .
(Proposicién 2.11) (Proposicién 2.12) Todas las soluciones son acotadas.
. . (Proposicién 2.12)
La soluciones se quedan
en un mismo escalén para Todas las soluciones Todas las soluciones

en =1 siempre con velocidad son constantes. son no acotadas.
vertical constante. (Proposicién 2.12) (Proposicién 2.12)
(Proposicién 2.11)
Riqueza dinamica Puede tener a lo mas un nimero finito de deslizamientos

O<kr<l|O<e, <1 , ,
(Capitulo 3) y después de eso, uy, es no acotada. (Proposicién 2.13)
e —1 Todas las soluciones son no acotadas. uy tiende a cero si e; = 0
W=

o es divergente si e; # 0. (Proposicién 2.14)

Cuadro 2.1: Comportamiento general de las soluciones.
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Nota 2.10 Obsérvese que cuando los numeros de salto son cero salvo en una
secuencia numerable finita no siempre existe acumulacion de impactos. De
hecho, si e, = 1 y se verifica (2.15) lo que ocurre es que la particula pierde
toda la velocidad horizontal pero permanece botando en el mismo punto (z
constante) con velocidad vertical constante.

Ahora bien, si e, < 1 las soluciones presentan acumulacion de impactos
y las soluciones seran deslizantes st e, = 1 o de parada si e; < 1, tal como
se dijo en la seccion anterior.

En primer lugar vamos a aclarar el comportamiento de las soluciones para
el caso de la escalera horizontal (k = 0).

Proposiciéon 2.11 Sea k = 0 y 0 < e; < 1. FEntonces ny es constante
cero salvo en un numero finito de términos y limg_, o up = 0. Ademds, la
secuencia v es constante salvo una secuencia finita si e, = 1 y converge a
cero en otro caso, esto es, si e, < 1.

Demostracion.

De la ecuacién para u de (2.9) para £ = 0, se deduce facilmente que
u; = e{uo y por tanto, u; — 0 puesto que e; < 1.

Por otra parte, u;v; es acotada. En efecto, usando la expresién de n dada
en (2.10) para pendiente nula y teniendo en cuenta que I'[z] < x4 1

n; S QUj(Uj + Uj) +1 (216)

( obsérvese que si n; = 0 también se da la desigualdad anterior). Luego,
sustituyendo en la correspondiente ecuacién de (2.9) para v, se obtiene que

Vi1 < en\/vjz- + duj(uj + v;) + 2. (2.17)

Ahora bien, puesto que u; — 0, podemos elegir 6 > 0 de forma que u; < 0
para j suficientemente avanzado. En consecuencia, multiplicando (2.17) por
uj4+1, llamando w; := w;v; y agrupando adecuadamente, se llega a

Wi < eten\/wjz + 40%w; + (40* + 262);

para j avanzado. Esto es, w; es una subsolucién del sistema dindmico definido

por
Wit1 = €py/ W2 + awyg + b, (2.18)
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donde a = 4% y b = 46* + 26% son constantes estrictamente positivas que
dependen de 6. Ahora bien, este sistema dindmico tiene un tnico punto fijo
positivo w* = w*(d) > 0 . En efecto, w* verifica la ecuacién de una parabola

2
1—e:

2
€n

(w*)? — aw* —b* =0

con abertura hacia arriba y tal que en cero es estrictamente negativa. Ade-
mas, la funcién que define el sistema dinamico es creciente. Luego, las sub-
soluciones estaran acotadas superiormente por las soluciones con las mismas
condiciones iniciales. Por tanto, en el limite lo estaran por el punto fijo puesto
que todas las soluciones convergen al equilibrio, es decir, limsup,_, ., wy <
w*(0). Esto es, u;v; estd acotada. Ademds, como podemos tomar § tan
pequeno como se quiera, se verifica también que lim; u;v; = 0.

A continuacién vamos a demostrar que n; es eventualmente cero . Pro-
cedamos por reduccién al absurdo. Entonces, la condicién (2.14) no se veri-
ficard para ninguna iterada (estamos en las condiciones del lema ya que k = 0
y e; < 1). O lo que es lo mismo,

2Uj1)j

z2i < .
T — ey,

Luego, z; — 0. Por otra parte, de la ecuaciéon correspondiente para z de

(2.9),
Zit1 — Zj = Nj — U (vj +@/v12~+2nj> :

Ahora bien, como consecuencia de lo anterior el primer miembro de la
igualdad tiende a cero. Ademads, los nimeros de salto (n;) estan acotados
por (2.16) y lo mismo ocurre con v;. Por tanto, el segundo sumando de la
parte derecha de la igualdad también tiende a cero. Por consiguiente los
nimeros de salto deben ser eventualmente cero. Esta es la contradiccion.

Por tanto, n; debe ser eventualmente cero y en consecuencia v; es de
la forma v; = e/ %v,;, para algin jo. Asi, si el pardmetro de restitucién
normal es uno, la componente v; serd constante e igual a vj, y si e, < 1 esta
componente tendera a cero. |

Proposicién 2.12 Seak =0 ye; = 1. En estas condiciones u es constante.

e Supongamos u = 0. Entonces tanto z como v son constantes si e, = 1
y z es constante y v; tiende a cero si e, < 1.
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e Supongamos u > 0. Entonces v; es una sucesion acotada si e, < 1y
tanto ella como los numeros de salto divergen positivamente si e, = 1.

Demostracion

En las condiciones del enunciado, la correspondiente ecuacién para u en
(2.9) serfa u' = u. Ahora bien, si v = 0 la condicién para que el nimero de
salto sea nulo se verifica siempre. Asi, la conclusiéon para este caso se deduce
trivialmente puesto que v; = el vg.

Supongamos ahora que u > 0 y estudiemos en primer lugar el caso en
que e, < 1. Para probar que vy es acotada, estimamos en primer lugar el
numero de salto,

ne = I [Uk <uk + U + \/(Uk +Uk)2 - 2Zk> — Zk:| S

< 2ug(ug + v) + 1 = 2ud + 2ugv + 1.

Luego, usando la ecuacién de vy dada en (2.9) y la acotacién anterior,

Vg1 < \/v,% + duguy, +2(2ud + 1) .

Ahora procedemos de manera andloga a la demostraciéon de la proposicion
anterior para demostrar que v; es acotada.

Por ultimo, si v > 0 y e, = 1 por el Lema 2.9 los nimeros de salto no
pueden ser eventualmente cero. Luego, puesto que

Uj_|_1 = 1/?}]2- —I— 2nj, (219)

v; es estrictamente creciente. Ahora bien, si v; fuera acotada tendria limite
y por tanto, de (2.19) se deducirfa que n; tiende a cero y ésto no es posible.
Por tanto, v; — 400 y n; también ha de hacerlo. En efecto, n; no puede ser
cero para j avanzado puesto que no se verificarfa que z; > 2v;(u + Kv;) ya
que v; diverge positivamente. Luego, n; viene dada por la segunda expresion
de (2.10) y por tanto, n; > 2u(u + v;). n

Ahora que hemos aclarado el caso de la escalera horizontal, nos cen-
traremos en la escalera inclinada. Esto es, en lo sucesivo se considerara que
la pendiente k no es nula.

Proposicion 2.13 Sea 0 < k < 1, e, =1y 0 < e, < 1. Entonces, todas
las soluciones de (2.7)-(2.8) son no acotadas. Mds ain, existen a lo mds
un numero finito de acumulaciones de impactos, donde u; — u*, v; — 0y
zj — 2". Después de eso, u; es divergente.
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Demostracién
Escribamos en primer lugar la correspondiente ecuacién de (2.9) para u;
cuando e; = 1. Esto es,

Ujpr = uj + k(v 4y /vF + 2n;). (2.20)

Puesto que el segundo sumando de la igualdad anterior es siempre positivo,
la sucesion u; es creciente. Luego, o bien u; — 400 o bien u; converge a un
cierto valor que denotaremos por u*.

Ahora bien, si u; — u* entonces de la ecuacién (2.20) se deduce que tanto
la secuencia de nimeros de salto como la sucesion v; tienden a cero. Esto es
lo que hemos llamado acumulaciéon con deslizamiento y debemos continuar
el sistema discreto comenzando con v = u*,v =0y z = 0. La sucesion de las
nuevas iteradas estdn en la situacion inicial, es decir, o bien u} es divergente
o bien tiende a un segundo valor que denotaremos por u**. Reiterando el
proceso, llamemos u%* a la sucesién de velocidades de deslizamiento. Veamos
que esto sélo puede darse un nimero finito de veces.

Razonamos por reduccién al absurdo. Sean (uj, v}, z*) los correspon-
dientes valores de u, v y z a partir de las cuales el i-ésimo deslizamiento tiene
lugar o lo que es lo mismo la secuencia de nimeros de salto es eventualmente
cero. Entonces, (uj’, vy, 2;*) verifican que

) u’,’f* es creciente porque cada sucesion inicial lo es y después de cada
deslizamiento también se produce un crecimiento en esta magnitud;

° v}: > e,v/2 puesto que el nimero de salto anterior es no nulo por
construccioén.

En consecuencia, A ‘
u(z—i—l)* > u;{: + /{(1 + en)\/§

ki1
es divergente a +oo. Luego, la condicién de acumulacién (2.14) no puede
darse para todo (uf,v}", z;*) puesto que el segundo miembro de la desigual-
dad,

1% %
2y, 2 C1uy, + Ca,

donde ¢; y ¢p son constantes, diverge a +o00.
En conclusion, la acumulacién se da un ntimero finito de veces y después
u; es divergente.
u
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Proposicion 2.14 Sea 0 < k < 1 y e, = 1. Entonces, todas las soluciones
son no acotadas en el sentido de que v; — +oo y n; — +oo. La secuencia
uj también es divergente si e, # 0 y seria idénticamente cero, salvo el primer
término st e; = 0.

Demostracion

La demostracién es analoga a la hecha en la Proposicion 2.12 para el caso
de e, = 1. En efecto, por el lema 2.9 los nimeros de salto no pueden ser
eventualmente cero. Luego, puesto que

Vj+1 = Q/U?- + 27”lj, (221)

v; es estrictamente creciente y v; — +o00. En consecuencia, n; también. La
conclusién para u; es trivial a partir de aqui. ]
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En este capitulo vamos a considerar la ecuacién diferencial (2.7) con la
condicién de impacto (2.8). Por la discusién anterior, restringiremos los
parametros a los valores 0 <e; <1,0<e, <1y 0 <k < 1. Puesto que en
estas condiciones no hay deslizamiento(ver Nota 2.10), las soluciones estan
en corresponencia directa con las soluciones del sistema dinamico discreto
(2.9). Se recuerda que el espacio de faseses u >0, v >0,0< 2z <1 — k.

3.1 Acotacion de soluciones

El primer paso para la comprensién de los aspectos globales de un sistema
dinamico suele ser conocer el comportamiento de sus soluciones en el futuro,
estudiando si éstas son acotadas o no. En esta linea se enuncia y se demuestra
el teorema principal de esta seccién. Observemos en primer lugar que para
conocer la acotacion de las soluciones de (2.9) sélo necesitamos estudiar el
comportamiento de las velocidades uy y vy ya que z; € [0,1 — k) siempre
estara acotada.

Enunciaremos y demostraremos en primer lugar una proposicion sobre
acotacion de soluciones en el marco de las perturbaciones acotadas de sis-
temas dinamicos lineales. El sistema que consideramos es de la forma

Lh+1 = AIk + b(k?, l’k)7 (31)
donde A € M5 y b: IN x IR™ — IR™ es una funcién.

Definicién 3.1 Definimos la relacion de orden parcial >, > en IR™ y en las
matrices cuadradas de orden m como la extension componente a componente
de la relacion de orden definida en IR . Asi, por ejemplo, diremos que x >y
con x,y € R* six; > vy; para todo i =1,...,m. Andlogamente, se definen las
nociones de positividad.

Proposicion 3.2 Asumamos que la matriz A y los vectores xy del sistema
dindmico (3.1) son estrictamente positivos y sea e = (1, ..., 1) vector definido
en IR™. Denotemos por o(A) el radio espectral de la matriz A .

a) Sio(A) < 1yb es acotada superiormente, entonces todas las soluciones
de (3.1) estan acotadas.

b) Sio(A) > 1 yb verifica que existen una constante M > 0 y un vector
v estrictamente positivo tales que b(i,xz) > —Me para todo x > v; entonces
existen soluciones no acotadas. Mas concretamente, existe un vector v > v
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tal que si la condicidn inicial, xq, es estrictamente mayor que v( xo > )
entonces todas las componentes de xy tienden a infinito.

Demostracion.

En la prueba de este teorema usaremos que toda matriz estrictamente
positiva tiene un valor propio dominante estrictamente positivo. Ademas,
el vector propio correspondiente también es estrictamente positivo (Teorema
de Perron [66]). Denotemos por A al valor propio dominante de A.

Demostramos en primer lugar la parte a) del teorema. Para ello, sea
A! la matriz traspuesta de A. Puesto que A es estrictamente positiva, A
también lo serd. Ademds, o(A") = o(A) < 1, por lo que 0 < A < 1. Sea v el
correspondiente autovector de \ asociado a A'.

Multiplicamos la ecuacién (3.1) por v' a izquierda,

V' = v Az + 0Pk, zp) = (AM) 'z + 0'b(k, 1) = M'ay + 0'b(k, 1)
y llamamos y; = v'z;. Entonces obtenemos un sistema escalar que verifica
Y1 < Ayr + C', donde C es una constante,

. ‘ — gt — Ok
es decir, {y;} estd acotada. Luego, y; = v'z; = ), v;z; es una suma de
términos positivos que esta acotada. Por tanto, todos los sumandos estaran
acotados y eso implica inmediatamente que las soluciones de (3.1) son todas

acotadas.

A continuacién vamos a demostrar la parte b). Para ello, denotemos por
¥ al vector propio dominante de la matriz A, elegido de forma que

{(A—gg

Sea ahora xy una condicién inicial de forma que xy > ¥ y veamos que
todas las componentes de zj tienden a infinito. Para ello, vamos a minorar
las iteradas de xg por una sucesién no acotada. A este fin definimos y, como
Yo = xo — 0 y por y; = Alyy a las sucesivas iteradas. Entonces yo > 0y se
verifica que

Me

<V

x1 = Axg + b(0,20) > A(yo + 0) — Me = y; + A0 — Me,

donde
AV — Me =X 0 — Me > Me +v — Me.
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Esto es, x1 > y; + v y puesto que y; es positivo, x; > v. Por tanto podemos
repetir la acotacion anterior,

xo = Axy +b0(1,21) > Axy — Me > yo + A0 — Me > ys + 0

y deducir que x5 > y2+0 y x9 > v. En general, se demuestra que x,, > 4, +0
donde todas las componentes de ¥, tienden a +oo. |

Nota. Obsérvese que la demostracién anterior para el caso de radio espectral
menor que uno se basa en que v'z es una funcién de Lyapunov para el sistema
(3.1).

Las siguiente demostracion de acotaciéon esta basada en la correspondiente
de [85].

Teorema 3.3 Sea 0 < Kk < 1, ¢, < 1,0 < e, < 1. Todas las soluciones de
(2.9) estdn acotadas si k < Koo, donde

(1—e)(1—ey)
(1+e)(1+e,)

Roo =

Y si k > Koo entonces existen soluciones no acotadas.

Demostracién.

Para demostrar este teorema vamos a escribir (2.9) como una pertur-
bacion de un sistema lineal a fin de emplear la proposiciéon anterior.

Para ello definimos v como

2 1
’YE‘/—UQJFQN—W-
— K

Usando esta definicion podemos escribir las ecuaciones para u y v de (2.9)

como
/ (14 Kk)u + 2kv

U = e — + Keyy
;o 2u+ (14 k)
Ve 1o T

Como veremos posteriormente en el Lema 3.4

1 1

v V2
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y esto nos permite aplicar la Proposicion 3.2. Asi pues estudiemos el sistema
linearizado,

o et(l + K)u + 2KV

11—k (3.2)
;o 2u+ (1 +k '
L

Necesitamos conocer el radio espectral de la matriz que define el sistema
anterior. A este fin escribimos el polinomio caracteristico

1
p(A) = A — (e, + en)l—i_—ﬁ)\ + eren.

y estudiamos sus raices. Como el término independiente de dicho polinomio
es el producto de sus dos raices, al menos una de las dos debe ser menor que
uno (ete, < 1). Como consecuencia, uno de los autovalores serd mayor que
uno si y sélo si p(1) < 0. Y en este caso, existiran soluciones no acotadas.
En cambio, si p(1) > 0 todas las soluciones estaran acotadas. Ahora bien

1+k
p(1)=1— (e, + en)m + eey
que es positivo si y sélo si
(I—e,—e+een) — (1+e,+e+een)k >0

O equivalentemente,

(1—e)(l—ey)
(14+e)(1+e,)

k< Koo =
; 1 1
Lema 3.4 Se verifica que —3 <7 < ol

Demostracion.
En primer lugar escribimos v de una manera mas conveniente,

U+ K (u+v)?
+
1—xr 1—xr

v =vVv?+2n—
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Estudiamos los casos n = 0 y n > 1 de manera independiente.
Sea en primer lugar n = 0. Entonces
2(u + Kkv)

1-k%&

y por tanto, v es menor que cualquier constante positiva. Por otro lado,
z > 2v(u + kv). Luego se obtiene que
11—~

2v

(u—i—m;)gig
2v

y resumiendo,

1 1

v V2
sin=0.
Estudiemos ahora el caso n > 1. En primer lugar vamos a acotar
Vv? 4 2n empleando la segunda deficién de numero de salto (2.10), valida
para n # 0. Asi,

n—1<gi—i;;(u—i—v—i—\/(u—i—v)?_Z(l—/@)z)—1i/€gn.

Multiplicamos por dos la desigualdad anterior y le sumamos v2. De esta

forma podemos agrupar el término central en un cuadrado perfecto, obtenién-
dose

v*+2(n—1) < ((u—l— wv) + \/(?j:)Q —20- K>Z> <v*+2n. (3.3)

Luego, empleando la primera desigualdad de (3.3), deducimos

(u+ k) +/(u+v)2—2(1 — K)z .

242(n—1) <
v2+2(n—1) .

Usando que
|\/E—\/x—a|§%Va:Za, (3.4)
para a = 2 se llega a

1
VU2 +2n

>V24+2n—Vui+2n—2.
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Por tanto,

1 u+rv A (ut+v)2—2(1—k)z
r———— 24 2n — >
o Ve +2n (1_’€+ 11—~ v

por definicion de ~y. Asi,
1 1

<< —= .
7 VoZ+2n V2

Por tultimo, veamos que si n > 1 también se verifica que v > —%. Para
ello, empleamos la segunda desigualdad de (3.3) y obtenemos que

2
0 < VT “*“H\/(“”) -z

1—k 1—k (1—k)
De la expresiéon anterior se llega a
2 2
u+v u+v 2z
0< — —
_7+\/<1—/<;) \/(1—%) (1—g)

2z
1—-k’

y usando (3.4) para o =

Por tanto

3.2 Soluciones de parada

En esta seccion nos centraremos en dar la regién en el espacio de pardmetros
donde la existencia de soluciones con acumulacién de impactos no triviales
esta garantizada. En el rango de pardametros que estamos considerando las
soluciones de acumulacién son siempre soluciones de parada (ver Nota 2.10).
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En virtud del Lema 2.14 soluciones de parada siempre existen. Basta
tomar u y v suficiente cercanas a cero para que se verifique la condicién de
deslizamiento, pero en ese caso todos los nimeros de salto serian nulos y la
particula no escaparia del primer escalén. En lo que sigue no consideraremos
este tipo por ser triviales. En esta linea, entenderemos por soluciones de
parada no triviales a aquellas soluciones donde el primer nimero de salto
es no nulo. Esto corresponde a particulas que saltan al menos un escalén
antes de pararse. Estas soluciones no siempre existen, sino que su existencia
depende de la inclinacion de la escalera.

Teorema 3.5 Existen soluciones de parada no triviales si y solo st k < K,

donde
(1 —esen)(1 —€2)
1+ 3e2 + 3eqeq +ede;

Ks := Ks(eg, €,) =

Demostracion.

Nos centraremos en primer lugar en demostrar la condicion suficiente
para la existencia de soluciones de parada no triviales. Para ello daremos
la construccion explicita de una solucién con acumulacion de impactos cuya
existencia viene determinada por la condicion k < k, . Esta solucion es
la solucién periddica (1,0°). Esta solucién representa el movimiento de una
particula que cae desde el borde del primer escalén y tras botar repetidamente
en el siguiente peldano, se para completamente porque su velocidad se hace
cero.

Sea la condicién inicial (ug, vg, 29) = (0,0,0). Entonces el primer niimero
de salto es uno y podemos calcular la primera iteracion mediante el sistema

(2.9). Asi,
uy = Ke/2
v = enV/2

z1=1—k

Veamos que se verifica la condicién de acumulacion (2.15) con
(U, U, Z) = (ula U1, Zl) )

esto es,

2e,\/2 1+ ese,, de,e; + de?
- k> V2 2 + ken/2 - "k
= 1 —een (Het\/_—'—,{e V2 1—e2 ) (l—eten)(l—e%)ﬁ
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o equivalentemente
. (1 —eren)(1—€?) ‘
T 14 3e2 + 3eper + €3¢y

y esta tltima condicién se verifica por hipdtesis (k < ;). Obsérvese que esta
es la construccion natural de la superficie kg .

Para demostrar la condicion necesaria consideraremos ahora que
(x(t),y(t)) es una solucién de parada de (2.1)-(2.2). Podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que la condicion inicial es

z(0) =0 2 (0) =u
y(0)=y>1 y(0)=v

y que el primer nimero de salto es n = 1. Esto es, asumimos que empezamos
a mirar la solucion en el final del peldano anterior a la acumulacién de im-
pactos. Sea t; el tiempo correspondiente al primer impacto. Entonces, ¢; es

solucién de y(t;) = E[z(t;)] = 0 siendo y(t) = —%2 + vt + y. Es decir,

t1 =v+\v2+2y.

Luego, la componente horizontal de la solucién verificard que

t2
x(t) = Iigl +ut; = (u+ Kv) (v + /02 + 2y> + Ky.

Ahora podemos reescribir la solucién en términos del sistema discreto,

up =2 (1) = e (u—l—/i (U+ UQ+2y>>

vy =y (t]) = en /v + 2y

z=1—z(t;) =1 — (u+ Kv) <v+ v2+2y> — Ry
Imponemos que debe verificarse la condicién de parada (2.14) con

(uJ v, Z) = (ula (%0) Zl)

calculados previamente. Es decir,

A 1+ ese,
27— —— U + ————kv
(1 —een)
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es igual a

. (1+ee,)(1+€2) 5 14 3e2 + 3ee, + €l
— K v — K
(1 —een) (1 —e2) (1 —een)(1—e€2)

1 n
—uv — ﬂ(u—l—m})\/v? +2y>0.

1—ee,
Consideremos la funcién cuya positividad define la condiciéon de parada, es
decir,

flu,v,y) =1 — kabv® — key — uv — b(u + Kv)\/v% + 2y
donde
_l+e p_ Ltee, 14 3e2 + 3eie, + ered

1—62 ’ 1 —ee, y = (1_et€n)(1_€i)

a

dependen tunicamente de los parametros de restitucion.

Luego, f(u,v,y) > 0 por la condicién de acumulacién y por tanto su
maximo también debe serlo. Vamos a demostrar que en ese caso Kk < K,
quedando asi probado el teorema.

En primer lugar, hay que notar que el extremo debe verificar unas restric-
ciones, a saber,

u>0, y>1ly u+rv2>0.

La tercera condicién se deriva del hecho de que la pendiente del vector ve-
locidad en el borde del peldafio debe ser mayor que la del vector gravedad,
esto es, % > _Tl .

Procedamos por tanto a calcular el méximo restringido de f(u,v,y). En
primer lugar, como la funcién es decreciente en y, podemos reducirnos a dos
variables y hallar el méximo de f(u,v,1). Ahora bien, la derivada parcial
con respecto a u es negativa y por tanto, el mayor valor lo alcanzara en el
borde de la regién, esto es, en (0,v,1) con v > 0 6 (—kv,v,1) con v < 0.
Ademas, se verifica

f(0,v,1) =1 — kabv? — kc — kb2 +2 <1 — ke,
f(=kv,v,1) =1—ke+ Kkv*(1 —ab) <1— ke

puesto que ab > 1 . Luego en ambos casos, f(u,v,1) <1 — /QI%S. Por tanto,

1
0< fu,v,y) <1—rK—

S
y de ahi se sigue que la inclinacion de la escalera para la existencia de
cualquier solucion de parada debe ser menor que la correspondiente a la
solucién (1,0%), es decir, k < K. n
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Nota. De la prueba del teorema anterior se deduce que las tinicas soluciones
periddicas de parada son las soluciones de tipo (1,0%).

3.3 Soluciones peridédicas

En esta seccion nos vamos a centrar en estudiar las soluciones periédicas con
impactos aislados, es decir, la particula tocara la escalera en una secuencia
discreta de puntos. No estudiamos las soluciones periddicas con acumulacion
puesto que, como se dijo en la seccién anterior, sélo existen las de tipo (1,0%)
y su existencia ya ha sido analizada. Mientras no se especifique lo contrario,
nos referiremos a las soluciones periédicas de impactos aislados simplemente
como soluciones periodicas.

Definicién 3.6 Diremos que una drbita de (2.7)-(2.8) con impactos aislados
es periodica si se corresponde con una secuencia periodica del sistema discreto

(2.9).

Nota. Este tipo de soluciones periédicas son soluciones peridédicas del sis-
tema original, considerando un sistema de referencia que se mueve con el eje
de la escalera.

Comenzaremos analizando las soluciones periddicas en general, para luego
dar algunos ejemplos particulares. Para ello consideremos una palabra finita
cualquiera, o = (ng, ny, ..., nx_1), representativa de una solucién k- periédica.
A partir de ella y considerando una condicién inicial cualquiera (ug, vo, o),
calcularemos las sucesivas iteradas. Posteriormente, impondremos la condi-
cion de periodicidad, es decir,

U = Up ,
UV = Vo ,
Zk = 20 -

De este modo vamos a encontrar la condiciéon necesaria para que una solucion
periddica asociada a la palabra o exista. Probaremos ademas que esta exis-
tencia se reduce a una superficie del espacio de parametros, de la forma
Ko = k(e €n).

Posteriormente veremos que esta condicion no es suficiente en general.
Serd necesario comprobar que la solucién periddica asociada a o que he-
mos construido formalmente tiene realmente esa configuracién de nimeros
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de salto. Las condiciones suficientes que hallaremos se denominan condi-
ciones de compatibilidad. Aunque explicaremos esto con detalle mas ade-
lante, hay que notar que estas condiciones de compatibilidad nos daran el
rango de validez de la superficie k, = k(e e,). En todo caso, como para
cada palabra la existencia se da a lo més en una superficie, lo que tene-
mos es que no existiran soluciones periddicas con impactos aislados para
la mayoria de los valores de los parametros en el espacio tridimensional

{(k, e, e,) €(0,1) x[0,1) x (0,1)}.

Teorema 3.7 Sea o = (ng,ny,...,nk—1). Si existe solucion periodica de (2.9)
asociada a o entonces

k—1
Zj—o T )
k-1 k-1 V41 ’
ijo nj + (Zj 0( + ;) (v + o ))

Ko = k(€ e,) =

donde
VIS ) VO<j<k—1; 3.5
'Uj— ’—]_—6219 >7 > - ’ ()
e er + e ;
u = k— | v; + — : <ef7771viﬂ-> VO0<i<k-1. (3.6)
€n 1 —ep pa
Demostracién.

Consideremos una condicién inicial cualquiera (ug, vg, zg). Lo primero que
0, Y0y <0

podemos calcular son las iteradas v; con i = 1, ..., k, puesto que su ecuacién

en (2.9) es independiente de las otras. Asi,

v? = e2 (v + 2ny)
vs = elvd + 2(etng + e2ny)

_ 2k, 2 k12(k
Uk_e UO+221 0 €n

Ahora imponemos la condicién de periodicidad, es decir, v, = vy y obtene-
mos vy = (e, €,),

V2 S (2,
W '

(3.7)

Vo =
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Extendiendo los nimeros de salto periddicamente y observando que v; es
la velocidad inicial asociada a una orbita periddica con palabra
(j, Mjs1,s ey Njrk—1), se llega a la expresion de v,

— 2(k—1
VRSN E )
B V1 — e

Lo siguiente es calcular la componente horizontal de la velocidad, proce-
diendo de la misma forma que lo anterior,

v Vi<j<k-1. (3.8)

ur = e (ug + K(vo + 24)
Uy = € | up + /{(Ul + E—Z) = G?UO —+ "iet(etvo + v + ezv;jvz)
up = efug + K E- ((ef_len + 1)y + (e; + e,) Zf;ll(ef_j_lvj)>

e imponer que u, = ug, teniendo en cuenta que vy = vy para agrupar las

sumas,
(& e+ e 1
t t n k—j—1
Ug = Kk— | Vg + —— <€ ’U') 3.9
0 e ( 0 1 €f . t J ) ( )

k—1
w = wt (vi i etJF_e: <ef—j—1vi+j>> V1<i<k-1. (3.10)
en 1—ef “
Luego, podemos expresar u; en funcion de los parametros, es decir, u; =
u; (e, en, k). Por dltimo, imponiendo la condicién de periodicidad para z; ,
obtenemos la superficie k, que nos da la condicién necesaria para la existencia
de la solucion periddica. Esto es,

21 = 29 + no(l - H) - (Uo + KUO)(UO + :_:L)

k—1 k—1 ;
2= 20+ (1= 1) Sy my — 400 (g + moy) (0 + 22 )
Por tanto, imponiendo que zp = zy en la expresion de z; , se deduce que
k—1
ijo 1
k-1 k—1,Uj [
Sizomni + (SIS + v + 2E)

(3.11)

Ko = K(ey, €e,) =
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u .
P j [ .
(ko depende unicamente de e; y e, puesto que tanto —+ como v; estan escritos
en funcién de estos parametros). n

Como dijimos anteriormente, esta condicién es sélo necesaria. La sucesién
(us, vy, zi){izl,,_.7k_1} construida con kK = kK, es una solucion formal, calculada
imponiendo la periodicidad si los niimeros de salto son los dados por . Para
que esta solucién sea una solucién real hay que imponer condiciones extras.
Maés concretamente que los nimeros de salto son realmente los n;, es decir,
que todos los z; son positivos y cada n; es el menor nimero natural que
hacen que lo sean. Estas condiciones son las que antes hemos denomidado
condiciones de compatibilidad.

Antes de enunciar el teorema sobre la condicién suficiente de existencia
de solucién periddica asociada a o necesitamos algo de notacion.

Sea (ug,vo, 20) € IRT x IRT x IR una condicién inicial verificando uy =
uo (e, €ny o) Y Vo = Ug(€y, €n, ky) dadas en la demostracién del teorema ante-
rior, zo cualquiera. A partir de ella construimos (u;, v;, %) {i=o0,..,k—1} y denota-
mos por z;(l) a la funcién que da la tercera componente del sistema discreto,
esto es,

Z](l) = Zj-1 + (1 — Ii)l — (Uj_l + HUj_l) (Uj_l + \/sz_l + 2l>

Obsérvese que todo z;(l) depende de zy que podria ser tomado cero sin
pérdida de generalidad. Ademads, si el nimero de salto es n; entonces z; .1 =

zi—l—l (n,) .

Teorema 3.8 Sea m = min;z; y M = maxgyziqa(ni —j) , 1 <5 <ny. Si
M —m < 0 existe solucion periddica de tipo o. Mds aun, (ug,vo, 25) serd
una condicion inicial vdlida si zf € [z0 — m, zg — M).

Demostracion.

Definimos en primer lugar z; = z; — m. Puesto que m es el minimo de los
i, Z; > 0 para todo i = 0, ...,k — 1. Para ver que esta solucién (u;, v;, Z;) es
valida, habria que demostrar que para toda iteracién 7 se tiene que

Zilni—j)=zin;—j)—m<0,Vj=1,...,n;.

Pero eso es consecuencia inmediata de la condicion M —m < 0.
Por ultimo, para ver el rango de validez consideremos z; cualquiera.
Podemos escribir z§ = zy + (25 — 20) donde z§ — zo puede ser visto como
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un desplazamiento y por tanto, se conservard en todas las iteradas; es de-
cir, zf = 2 + (25 — 20). Por tanto, Vi se verifica que 2/ > 2z, —m >0y
z¥(n; —3) = zi(ni — j) + (25 — 20) < M — M =0 para todo j =1, ..., n;.

|

El siguiente lema sobre la funcién que da la tercera componente del sis-
tema discreto nos sera de gran utilidad para el estudio de las condiciones de
compatibilidad.

Lema 3.9 Sea f(m) = m(1 — k) — (u; + kv;)(v; + /02 +2m) y supon-
gamos que n; # 0 es tal que ziy1 = z + f(n;). Entonces, f tiene un tinico
cero, my = % y un punto critico, m*, que es un minimo. En
consecuencia,

a) zit1(j) < zi para todo 0 < j < 'my .

b) max;=o,...n;—1 2i+1(j) = max{z;+1(0), zip1(n; — 1)}.

Demostracion.
La demostracion del lema se basa en el hecho de que f es una funcién
con un dnico minimo, verificando f(0) < 0y lim;_ o f(I) = +00.
El apartado a) se sigue inmediatamente del hecho de que my sea el cero de
la funcién f. En efecto, f(j) < 0 para todo j < myg y por tanto, z;411(j) < z;.
Como la funciéon f tiene un tnico punto critico que es un minimo, su
maximo en un intervalo cerrado se alcanza siempre en los extremos. Por lo
tanto, el valor maximo de f en [0,n; — 1] estard en el méaximo de los valores
f(0) y f(n; — 1), de donde se implica directamente la tesis del apartado b).
]

Nota 3.10 Como consecuencia del Lema 3.9, el mdximo M se calcula con-
siderando unicamente los valores de z;(0) y z;(n; — 1) sin; > 1.

A continuacién, demostraremos dos teoremas generales sobre la existen-
cia de soluciones periddicas de impactos aislados. En el primero se prueba
que este tipo de soluciones se encuentran siempre fuera de la regién donde las
soluciones estan acotadas, es decir, la superficie k, esta por encima de la su-
perficie k.. En el segundo veremos que la region en el espacio de parametros
donde se da la existencia de estas soluciones es muy ”"reducida”, en el sentido
de que es un conjunto numerable de superficies.

Teorema 3.11 Consideremos una pendiente Kk, asociada una solucion perio-
dica de palabra o. Entonces, Ky > Koo-
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Demostracion.
En primer lugar escribimos la expresion general de k para soluciones
periodicas, esto es,

k—1
ijo U
k-1 k=1, u; Vj41 '
Doyt (Zj:()(? + ;) (v + =2 )>

Rg =

Pretendemos acotar superiormente la sumatoria de las velocidades

k—1
VU U, U; V;
2 YjYi+1 J j Yj+1
v]+ + —=v; + ———
— K K €p

J

en funcién de la sumataria de U]2- y esta a su vez por los nimeros de salto. Para
ello, procedemos sumando a sumando y usamos la desigualdad de Schwartz.
Asi, el segundo sumando puede acotarse mediante

el W= 12 /1 /2 k.
JjYj+1 2 2 _ 2 .
s Ut L(S) (S) -5

j=0 " j=0 j=0

donde la tltima igualdad es consecuencia de la periodicidad de v;.

Para acotar el tercero debemos usar la expresién de los u; dada en (3.6).
Asi,

k—1 k—1 k—1 k— 1
Uu; " et—I—en k o1 '
V)= vj k VisjV5) | ;
: K €n 1 — e

§=0 j=0 i=0

donde la ultima suma puede reordenarse como

ki (Z vzﬂvj) < k; V2.
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El dltimo sumando es igual al anterior dividido por e,. Por tanto, pode-
mos acotar la sumatoria de las velocidades por

k—1
1 +(1+e,

14+ — 1 g

(+€n)(+ 1—€t>] %

Puesto que la solucion es periddica la sumatoria de los v; coincide con la
de los v;41 y de la primera ecuacién de (2.9) se tiene que v3,; = e (v3 +2n;).
Luego, podemos escribir la sumatoria de las vjz como

k—1 9

k—1
2e;
Vi =1 e2 an
n ,—
7=0

=0
La tesis del teorema se sigue inmediatamente sustituyendo en la expresion
de Ky .

<.

Teorema 3.12 No existe solucion periddica de impactos aislados de (2.9)
para la mayoria de los valores de los pardmetros.

Demostracion.
Cada solucién periddica lleva asociada una palabra finita del tipo

(no,nl, ...,nk,1> .

Ademas, por el Teorema 3.7, para cada palabra el subconjunto del espacio de
parametros donde existe la correspondiente solucion periddica esté contenido
en el grafico de una funcién analitica

k:(0,1) % (0,1) — IR .

Por tanto, este subconjunto de IR® donde existe cada solucién periédica
es de medida nula. En consecuencia, el conjunto

P = {(es, en, k) : existe solucion periddica de (2.9)}

es de medida nula por ser una colecciéon numerable de “trozos“ de superficies.
[



62 CAPITULO 3. LA ESCALERA INCLINADA

Nota 3.13 No se ha podido determinar si el conjunto anterior es denso.

A partir de ahora vamos a exponer algunos ejemplos representativos de
soluciones periddicas. Estudiaremos en primer lugar el caso mas sencillo,
consistente en secuencias {uk, Vg, zk} constantes. A esta clase de soluciones
periédicas las denominaremos soluciones periddicas de tipo (ng) porque la
particula salta exactamente n escalones entre dos impactos consecutivos.

Proposicion 3.14 FExisten soluciones periodicas de tipo ng si y solo si

(1—e)(1—eyp)

Fng (€1, €5) = (er,en) €10,1) x (0,1) .
Demostracion.

Para obtener la expresion de la superficie x,, basta particularizar la ex-
presién (3.11) para soluciones 1- periédicas y palabra o = (ng). Es decir,
k =1y no,

N
o+ (42 + vo) (F£ vy

Sustituimos ahora los valores de ug y vy obtenidos a partir de las ecuaciones
(3.9) v (3.7), es decir,

Rny =

el +4ey,)

e
= —n___ /92 [ Ty Sl LV
Vo ,—1 — e% No ¥ U /‘ien(l — et) Vo

De este modo se llega a la expresion para x dada en la Proposicion.

Como ya dijimos anteriormente, esta condicién es en general sélo nece-
saria. Sin embargo, veamos que en este caso es también suficiente y por
tanto, la superficie estd definida para todos los valores (bajo consideracién)
de los parametros e; y e,. Para ello, apliquemos el teorema 3.8, teniendo
en cuenta que en este caso m = zpy M = ma:c{jzgwno_l}zo(j). Por tanto,
tendriamos que demostrar que

20 = z0(no) > 20(j) = 20 + f(j) para todo j =0,...,n9 — 1.

Ahora bien, la condicién anterior es consecuencia inmediata del Lema 3.9 a).
En efecto, en este caso my = ngy puesto que zy = 2o+ f(ng) por ser la solucién
1-periddica. |
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Nota. Hay que observar que en este caso particular la superficie de existencia
Kn, coincide con la que delimita la regién de acotacion de soluciones kK .

Las siguientes soluciones periddicas en las que vamos a centrar nuestro
estudio son las soluciones 2 periddicas. Esto es, en aquellas cuyas palabras
son de la forma o = (ng,n1).

Proposicién 3.15 Consideremos una solucion periédica de tipo (ng,ny).
Entonces, knyn,) €s de la forma

ng + Ny

et+en)? et+en eten '
(1 + @T%) (no + TL1> + %\/6%%0 + nl\/no + 6%”1

La superficie anterior estd definida en un subconjunto propio de

{(et,en) €10,1) x (0,1)} .

Demostracién.

Para obtener la superficie basta escribir la expresién (3.11), teniendo en
cuenta que k = 2 y calculando previamente los valores de “* y v;. Para ello,
sustituyendo o = (ng,n1) en (3.5) obtenemos que

B \/ﬁem/e%no—i—nl S \/iem/nojte%nl

Vi-e U0 Vi—el
A partir de estas expresiones podemos calcular las velocidades horizontales
usando (3.6). Asi,

Vo

U e et + en et + en
£+Uozvo+—t (Uo+ lt = (vl—l—etvo)) :t—z(vo—l—etvl),
— €

Luego, se verifica que

U v U U,
<—O‘|"Uo> (U0+—1) +<—1+U1> (U1+—0> ==
K e K e

n n

€t+en

e2(1—e2) ((er + en)(vg +v1) + 2(1 + esen)vovr) -
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La expresién de la superficie del teorema se obtiene sustituyendo los valores
para vy y v; obtenidos anteriormente.

Ahora vamos a ver que no toda la superficie es admisible y que el rango
de valores de los parametros de restitucion ha de ser determinado. A este fin
estudiamos las condiciones de compatibilidad. Podemos suponer que ng < ny
puesto que de no ser asi podriamos reescribir la soluciéon periédica para que
lo fuera. Veamos en primer lugar que 2 es distinto de z;. Procedamos por
reduccion al absurdo. Denotemos por

ag = (uo + Kvo)(vo + g—i) vy a = (ug + kvy)(vg + %)

y asumamos que 2z; = Zzp. Entonces, de la tercera expresién del sistema
discreto (2.9) se obtiene que

21 =20+ no(l —K) —ap
y por tanto, Kk = W. Por otra parte,

2=z22=2z1+m(l—kK)—ay,

nm—o

luego Kk = o

Entonces, igualando ambas expresiones, nga; = nijag. En consecuencia,

v U
n1(ug + Kug) (vo + 6—1) = no(uy + Kvy) <v1 + 6—0> )

Sustituyendo ahora los valores de las velocidades calculados anteriormente y
dividiendo ambos lados de la igualdad por ng y ny, llegaremos a

e+ ens+eeis + e+ (14 ee,)\/e2 + s\/1 +e2s =

1 1 1+ee,
ei—l—eng+eteig+et+(+—;t€)\/e%+s\/1+e%s,

_
donde s = e Luego,

1
(5 - —) <en +ee? + (1 +een)r/€2 +sy/1+ e%s) =0
s

pero esto no es posible puesto que s es distinto de uno ya que ng < ny y el
segundo factor es estrictamente positivo. Por lo tanto, o bien zy > 2z; o bien
21 > 2.
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Puesto que si ng = 0 se verifica que 2, < 2o para todo ny y 21 # 2o para
todo ny < ny por el razonamiento anterior, entonces z1(ng) < zo(n1) siempre
que ng < ny. Luego, el minimo m se da en z;. Por otra parte, en virtud del
Lema 3.9 se tiene que

M = max{zy(0), zo(ny — 1), 21(0), z1(ng — 1)} .

Luego, la condicién suficiente para la existencia de soluciones 2-periédicas
dada en el Teorema 3.8 es que cada uno de ellos sea menor que z;. Esto se
reduce a dos condiciones de compatibilidad

(Ol) ZQ(’I’Ll — ].) <z ,

en el caso de ng # 0 y a una, (C1), si ng = 0. Esto se debe a que se
verifica inmediatamente que 29(0) = z; + f1(0) < 2; por ser f1(0) < 0y
z1(ng — 1) < 2 se deduce de la condicién (C2) ya que el maximo de f° en
[0, no] se alcanza en los extremos, es decir,

z1(np — 1) < max{21(0),21(ng) = 21} < 21 .

Corolario 3.16 Las soluciones periddicas de tipo (0,1) existen si y sdlo si

(1—e)(1—eb)
(14662 + eh) (L + ) + 8ea(l + 2)e;

R = ﬁ(0,1)(6t, €n) =

para todo (e, e,) € [0,1) x (0,1). Ademds, kon) = K,) aunque el rango de
validez de los parametros de restitucion no es el mismo en general.

Demostracion.

El calculo de k(o) es andlogo a los realizados anteriormente para las otras
soluciones periddicas. Ahora bien, las condiciones de compatibilidad en este
caso se reduce a (C1) como se dijo en el teorema anterior. Es decir, hay que
estudiar la negatividad de la funcion

2(et + €n)’ 2

g(n) = (n—1) - (Vi (v +vn—(1—eb)) -
(1—ef)(1—ep)

Observese que si n = 1 la funciéon anterior es siempre negativa y por tanto,

la superficie k(1) es admisible para todos los valores de los parametros de

restitucion. -
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Figura 3.1: Posicién relativa de las superficies para e; = 0.5 (ko en trazado
continuo, kg en trazo discontinuo largo y ks en trazo discontinuo corto ) .

Nota 3.17 Las superficies ks, koo Y K(0,1) €stdn ordenadas de forma que
Koo < K(01) < Ks

para todo e, € [0,1) y e, € (0,1). Ademds, por el Teorema 3.11 siempre
se verifica que Ky > Koo para cualquier solucion periodica de palabra o. Sin
embargo, no se sabe en general, si kK, < Kg.

3.4 Estabilidad

Esta seccién estda dedicada al estudio de la estabilidad de las soluciones
periddicas de (2.9). Més concretamente, estudiaremos la estabilidad en sen-
tido Lyapunov.

Definicién 3.18 Sea Q un abierto de R™ y F : Q — IR™ una funcion
continua. Ademds, sea p una orbita cualquiera de F con condicion inicial
o € RY. Se dice que p es Lyapunov estable si para todo € > 0 existe un
0 <0 <€ tal que si ||po — po|| < & entonces ¥Yn >0 F"(py) estd bien definido

y [[F™(po) — F™(Po)|| < e.

A continuacién, damos una definicién equivalente de estabilidad para orbitas
periddicas.
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Proposicion 3.19 En las condiciones de la definicion anterior, sea p una
orbita k- periddica. p es Lyapunov estable si y sélo si lo es para F*.

Demostracion .

La implicacion directa es inmediata puesto que la condicién de estabilidad
Lyapunov es méas general. Probemos la condicién inversa. Notaremos (*) a la
cndicion que suponemos verificada y sea € fijo. De la continuidad de F™ para
n=0,....k — 1 se deduce la existencia de un 6; > 0 tal que si ||po — pol| < &1
entonces

| F™(po) — F™(po)|| < €, para todon =0, ...k —1. (3.12)

Ahora bien, de la condicién (*) tomando € = §; se deduce que existe
9o > 0 tal que

lpo — Pol| < b2 = || F™(po) — pol| < 61 para todo I € IN . (3.13)

Sea ahora m cualquiera. Podemos escribir m = lk +n donde 0 < n < k.
Supongamos que |[pp — po|| < d con § < min{d;, d2}. Entonces, por (3.13) se
verifica que ||F*(py) — pol| < d1. Aplicamos ahora (3.12) y obtenemos que

| F™(F™(po)) — F™(po)|| < € -

Puesto que F"(F%*(py)) = F™(po) la Proposicién queda demostrada. [

Sea F' la funcién que define el sistema discreto (2.11) definida en el con-

junto 2,
QO ={(u,v,2) € R" x R* x (0,1 —k):2 >0} .

Proposicion 3.20 El conjunto €2 es abierto y la funcion F es continua
definida sobre él.

Demostracion.

Para demostrar que € es abierto habra que ver que si (ug, vy, 20) €
entonces existe un entorno, U = E(ug, vg, 29) contenido en Q. Esto es, tal
que 2/ > 0 en U. En particular, de esto se deduce que n es constante en U.
Distingamos entre el nimero de salto nulo y mayor o igual que uno.

Si n = 0 entonces zy > 2ug(ug + Kvg). Ahora bien, si la desigualdad es
estricta entonces lo serd en un entorno U de (ug, vg, 29) y por tanto,

2 =z—2v(u+kv) >0
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en U. Ademas, n = 0 en ese entorno. Por otra parte, la igualdad
20 = 2vp(ug + Kup)

no puede darse puesto que, en ese caso, 2z’ = zy — 2ug(ug + Kkvy) = 0y esto
seria una contradiccion.

Por otra parte, si n > 1 entonces zy < 2vp(up + kvp) y puedo tomar
un entorno U donde se mantenga la desigualdad. Por tanto, n # 0 en ese
entorno. Ademas,

2 (ng) = 20 +no(1 — k) — (up + Kvy) (vo +4/vE + 2n0) >0

y (k) < 0 para todo k < ng, por ser ng el menor niimero natural tal que
z' > 0. Luego, puedo escoger U para que también se de estas condiciones
estrictas en ese entorno. Ademas, n(u,v,z) = ng en U.

La continuidad de n es consecuencia de lo anterior, ya que es constante
en un entorno. Se deduce inmediatamente que F' es también continua por
ser composicién de funciones continuas. |

Las orbitas periddicas contenidas en 2 se denominan orbitas periodicas
estrictas. La estabilidad de estas orbitas viene dada en el siguiente teorema.

Teorema 3.21 Toda solucion periddica estricta de (2.9) es Lyapunov es-
table. Ademds, para todo punto de ésta existe un entorno de condiciones
iniciales cuyas orbitas correspondientes convergen exponencialmente a una
trasladada de la periodica.

Nota 3.22 Las orbitas periodicas estrictas no pueden ser localmente atrac-
toras. De hecho, en cualquier entorno de una orbita periodica estricta existe
una desplazada de ella que permanece constante y por tanto, no converge a
la original.

La demostracién del teorema anterior esta basada en los siguientes lemas
y la nota, que se enuncian sin demostracién y se probaran posteriormente.

A partir de ahora notaremos por O = {Oi}{i:07,,_7k_1} a una Orbita k-
periédica. El primer lema nos garantiza la continuidad de las iteradas con
respecto a las condiciones iniciales y nos permite ”controlar” los niimeros de
salto en un entorno de la solucion periddica estricta.
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Lema 3.23 Eriste o > 0 tal que F, F?, ..., F* son continuas en
BO = B(O_(),?“o) = B(ao,ﬁo,go) .

Como consecuencia, los numeros de salto son constantes e iguales a los de
la periodica hasta ny,.

Nota 3.24 Como consecuencia del Lema anterior, st O es una orbita con
condiciones iniciales en By entonces sus numeros de salto coinciden con

los de la periddica hasta el k-ésimo impacto. Esto se debe a que n; =
n(F]<Q_L0,’l_)0,20))

A continuacion damos una acotacién de la distancia entre una érbita O,
con condicién inicial en By y la solucién periédica estricta O. Esta distancia
la mediremos en norma |.||;, donde para cualquier vector z = (z;) de IR" la
norma uno es ||x||; = Zle | ;).

Lema 3.25 Sea (ug,vo,20) € By condicion inicial para O. Notemos por
(di) =0y a d; = || (u; — U;, v; — ;) |1 y por @ < 1 a una constante mayor que el
mazimo entre e; y e,. Entonces, si los numeros de salto de O son iguales a
los de O parai =0, ...,nk, la érbita O permanece “cerca” de O hasta la nk-
ésima iterada. Ademds, existe una constante Cy; = C(O, 0, k), independiente
de n, tal que

a)
d; < C8'dy, Vi =0, ..., nk; (3.14)

b)

‘ka—,fo' S ’20—20‘4-01610, VYm = 1,...,71,. (315)

Por 1ltimo, encontramos un entorno de condiciones iniciales alrededor de
Oy de manera que las érbitas que comiencen con condiciones en este entorno
tengan los mismos numeros de salto que la érbita peridédica en todas las
iteradas. El siguiente lema garantiza la existencia de dicho entorno.

Lema 3.26 Eriste Bo C By entorno _de Oy = (g, Vo, Zo) tal que si Oy =
(ug, vo, 20) € By entonces n;(Og) = n;(Op) Vi > 0.

Nota 3.27 El lema anterior garantiza que las desigualdades del Lema 3.25
son ciertas para cualquier iterada siempre que la condicion inicial esté en
By, es decir,
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o d; < (C10'dy, Vi > 0,
® |z — 20| < |20 — Zo| + Cido, para todo m € IN.

Una vez enunciados los lemas anteriores, estamos en condiciones de de-
mostrar el Teorema 3.21.
Demostracién(Teorema 3.21.)

La estabilidad Lyapunov es consecuencia de la Nota 3.27. En efecto, sea
e < ro cualquiera. Puesto que O es k-periédica basta ver que existe § > 0
tal que si ||Op — Opll1 < & entonces ||Opi — Ooll1 < € (Proposicién 3.19).
Pero eso se verifica ya que si O es una orbita con condicion inicial en By, se
verifica las desigualdades dadas en la Nota 3.27. Esto es,

Ok — Oollr < |Zmk — Zo| + dini < |20 — Zo| + Cido + C10™*dy
€
y puesto que # < 1, basta tomar ¢ < a0,

Demostremos ahora la convergencia exponencial. Para las componentes
de velocidad estd demostrado en la Nota 3.27 a). Veamos ahora la convergen-
cia exponencial de la componente z a una trasladada de la periédica original.
Esto es, probaremos que existe dos constantes L > 0 y z? verificando

para todo i > 1 y veremos que la érbita (i, 95, z; + 2%) es una periédica,

trasladada de la original.
Para ello, sea

a; = (u; + ky) (v + 22y ay = (W + x0;) (0 + ﬁzl) (3.16)

€n

el término que aparece al escribir la i-ésima iterada de z. Entonces, podemos
escribir

k-1 k—1
Zikrk = Zik + (1 — K) g Nik+j — g ikt
Jj=0 Jj=0

donde (1 — k) Z?;é Nk+; €S una constante y la notaremos por C*. Sea

k-1
Bi=C"— Zaikz—i-j - (3.17)
§=0
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Se verifica :

a) z+1k—zzk+ﬁz .

b) Existe el limite de (3; y es cero.

c) EXlste una constante M > 0 de forma que |3;] < MO™*.
d) 2% =377, B; es la constante buscada.

La primera parte se verifica por definicion. Para ver b) hay que tener en
cuenta que O es periddica y por tanto,

| (wikgj — @5, Vikrj — U5) |11 = || (Wiktj — Wiktj, Vintj — Vikt) |1 -
Usamos ahora la Nota 3.27 a),
(it = T virs — T5) [l < Crdot™?
y obtenemos que (g4, Vigt;) converge a (4;,v;). En consecuencia,
Qiktj — O

y por tanto, existe el limite de 3;. Ahora bien, si éste fuera no nulo se tendria
que lim; z; = oo por ser una sucesién estrictamente monénota.

Veamos ahora c) |3;] < M@* donde M es una constante. Para ello
necesitamos la acotacion (3.20) dada en la demostraciéon del Lema 3.25 para
los «;. Esto es,

’Cki - di’ S CQHidQ.

Restamos a f3; definida en (3.17) su limite y obtenemos

k-1 k—1 k-1
18 — li{ﬂﬁﬂ < Z |aik+j - @j| = Z | it — @ik+j| < Cydy Zgikﬂ‘ )
j=0 7=0 =0
Ahora bien, lim; 5; = 0 y por tanto,
ek

1-— , _
6] < Ceo7—50" = M(6,0)6".

Por tltimo, sea z§ = zg + 2% = 29 + Y ;0 - Definimos O la 6rbita
con condiciones iniciales (g, 7y, 23). Veamos que la érbita con condiciones
iniciales (ug, vo, 29) converge exponencialmente a 04,
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En primer lugar, z¢ est4 bien definido puesto que la serie es convergente
por lo anterior. Ademas, tomando ry més pequeno si es necesario, podemos
suponer que la bola construida es cerrada.

Ahora bien, se verifica que (g, Uo, zg) € By puesto que u, — g, Vpr —
Do, Znk — 24 como probaremos después y la bola es cerrada. Ademés, como
consecuencia del Lema 3.23 los niimeros de salto de O? son iguales a los de
O hasta ny. Por tanto, O es una solucién periédica desplazada de O.

Veamos ahora que se da la convergencia de la tercera componente de

forma exponencial. Esto es,
d * ik
|Z7jk+j — Zj| S M*6

para todo 0 < 7 < k — 1. En efecto,
2k — 28] < DB <D 1B < MDY ¢F = Myo*
Jj=n j=n j=n

y en general,

j—1 j—1
|zik+s — Z]C-l! = |zix + Z(nikH — Qupyt) — 2 — Z(nl — )|
1=0 1=0
j—1

< |zik — 26l| + Z | ikt — @ikl
1=0
por lo que
|2inas — 25 < Mapf™
y para completar la demostracién basta tomar M* = max{M;, Ms}.
Por tltimo, Vi > 0 existen j, [ € IN tales quei € [jk, (j + 1)k) ei = jk+I.
Por tanto,

5 d 5 d d kj ‘
2i — Zi — 25| = [2kjrt — Zjr — 20| = 2j — 21 < MO < M0
y el teorema queda demostrado tomando L = max{M, M*}.

Para finalizar la seccién demostraremos los lemas enunciados anterior-
mente.
Demostracién(Lema 3.23).
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Como Oy €  podemos encontrar un entorno suyo donde F es continua.
Notaremos por By = B(Oy, 1) a ese entorno. Entonces, existe r;_; > 0 tal

que
F(Bj_1) = F(B(O_1,7)) C B(F(Og_1),7%-1) = B, C Q

y podemos ahora repetir el argumento para Bj_;. De este modo construi-
mos un conjunto de bolas Big—g_x C 2 de forma que F/(B;) C Bi;. En
particular, tendriamos para las iteradas de By que

By CQ,F(By) C By CQ,...,F*(By) C By C Q.

Por 1ltimo, podemos escribir los ntimeros de salto hasta ¢+ = k£ como funcion
continua de la condicién inicial. Mas concretamente, n; = n(F*(Oy)) Vi =
0, ...,k y por tanto afirmar que son constantes en By ya que son una funcién
continua que toma valores en IV.

]

Demostracién(Lema 3.25).

Comencemos demostrando (3.14) mediante iteracién de (2.9). Los nime-
ros de salto son iguales hasta i = nk y la funcién v — e,vv2 + 2n es Lyps-
chitziana de contante e,. Por tanto, se obtiene que

lv; — 53] < e v — Tg| < efvg — o (3.18)

para todo i = 0, ..., nk; donde e es el maximo entre e; y e,.
Acotemos ahora la diferencia de las componentes horizontales de la ve-
locidad, usando la correspondiente ecuacién de (2.9),

w — il < e <’ui71 — Ui | + i—:‘vz — M) <

er (Jui—1 — 1| + 21{65”1}0 — 270|') <
e [etui—o — Ui_o| + 2k(el? + ete”1)|vo — o]

..get< ]uo—uo\—l—Z/ﬁZj o elei=i" oy — Tl ) .

VARVANVAN

Luego,
lu; — | < e'ug — ug| + 2k€'i|vg — To| , Vi =0, ...,nk .

Ademds, es posible acotar superiormente el término e’j por C#7, donde
C >0ye<6f<1son constantes. Por tanto,
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donde C' = max{1, 2sC}. Como consecuencia se obtiene la desigualdad
(3.14), . ‘
d; < (C'+1)0%dy para todo i =0, ..., nk .

Para demostrar (3.15) necesitamos acotar la diferencia entre los términos
que aparecen al escribir la i-ésima iterada de z en funcién de dy. Para ello,
sean «; y @; definidas en (3.16) en la demostracién del Teorema 3.21 y vamos
a encontrar que existe una constante Co = C(O, ) > 0 tal que

Descomponemos en primer lugar cada «; en cuatro sumandos y acotamos
cada uno de ellos por una constante que depende tunicamente de la orbita
periddica y la constante #. Posteriormente, tomamos C; como la mayor de
todas ellas. Puesto que el razonamiento es analogo para todos los casos,
escribiremos sélo el correspondiente al n primero. Asi,

|wiv; — wv;| = |uiv; — wU; + uiv; — 0| < ug||vi — | 4 |0 |ws — wil.
Ahora bien, podemos acotar superiormente
lwillv; — ;] = |wi — @; + @l|vi — 04
por
(Ju; — @] + |ag|) |vi — 0] < (C’Qido + max;|u;)|)|v; — v;] < (C’ro + max;|u;|)d;

Por tanto,

|u7;?JZ‘ - fLiT)Z‘| S C,(@, g,ro)di S Cleido .

Utilizando la acotacién (3.20) podemos deducir la desigualdad (3.15). En
efecto,

nk—1
Znk — Znk = Znk—1 — Znk-1 — (Qpk—1 — Qpg—1) = ... = 20 — Zo — Z (i — )
i=0
y por tanto,
_ _ _ 1 — Q"k B C
|2k = 20| = 2k = Zui| < |20 = 20| + O 1—0 do < |20 — Zo| + 1 —19do :

Para conseguir la misma constante en (3.14) y (3.15) basta tomar el maximo,
es decir, C' = max{C, 1L_19} :
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Demostracién (Lema 3.26).

En primer lugar, se tiene que podemos escribir los niimeros de salto hasta
1 = k como funcién continua de la condicién inicial. Ma&s concretamente,
n; = n(F(Oy)) Vi =0, ...,k y por tanto afirmar que son constantes en By ya
que son una funcién continua que toma valores en IN.

Veamos ahora el caso general, para ello tomemos 7y > 0 verificando

y consideremos condiciones iniciales (ug, vg, 20) en By C By. Vamos a probar
que para cualquier n se verifica que

(Unks Vnks Znk) € B((tg, Vo, 20),70)

y como consecuencia los nimeros de salto hasta (n 4+ 1)k son iguales a los de
la érbita periérdica, por lo dicho en el razonamiento anterior.

Para n = 1, (ug,vo, 20) € By v los n tmeros de salto son iguales hasta
1 = k. Por tanto, aplicando el Lema 3.25,

di + |z — Zk| < C160%dy + |20 — Zo| + Cido < (1 4+ 2C)70 < 1g .

Esto es, (ug, vg, zx) € B((to, Vo, 20), T0)-
Supongamos ahora que los niimeros de salto son iguales hasta nk. En-
tonces, aplicando nuevamente el Lema 3.25,

dnk + ’an — an‘ S Clenkdo + |ZO — 20‘ + Cldo S (1 + 201)?0 S To -

Es decir, (tng, Unk, 2nk) € B((to, Vo, Z0), 70) ¥ como consecuencia, los nimeros
de salto son iguales hasta (n + 1)k.
[
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Capitulo 4

La escalera horizontal

7
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En este capitulo vamos a considerar la ecuacién diferencial (2.7) con la
condicién de impacto (2.8) para el caso k = 0. Por la discusién que se hizo en
el Capitulo 2, en este caso la riqueza dinamica aparece cuando el parametro
de restitucion tangencial es constante e igual a uno, e; = 1 y el normal esta
entre cero y uno, 0 < e, < 1.

La simplificacion en las ecuaciones nos permite estudiar méas a fondo
cuestiones como la existencia de soluciones periédicas. Ademds, presenta
riqueza por si mismo, siendo no soélo el germen de la dindmica que aparece
que en el caso general sino que presenta "objetos” propios como son las
soluciones deslizantes, tal como se indico en el segundo capitulo. Puesto que
e; = 1, la componente vertical de la velocidad se convierte en parametro
u > 0 que junto con e := e, son los parametros del sistema. Escribamos en
primer lugar el sistema original y la discretizaciéon para k = 0. Puesto que
la componente horizontal es de la forma x(t) = ut, el sistema orginal puede
ser escrito como

2" (t) = .
Y = —1, } si y(t) > —E [ut] (4.1)
y'(t7) = —ey'(t7),si y(t) = —E [ut] (4.2)
En este caso podemos escribir el sistema discreto bidimensional con varia-
bles v y z,
v =evuv?+2n (4.3)
2 =z4+n—u(v+Vovr+2n). '
El niimero de salto vendra dado por
n=>0 , 81z > 2uv .
(4.4)
n="r [u <u+v+ (u+v)2—2z> —z] , €n otro caso.

4.1 El Operador de Poincaré

Para entender mejor el sistema dinamico vamos a definir una seccion dife-
rente de las soluciones del sistema (4.1)-(4.2). Este operador de Poincaré
nos permitird ademés la definiciéon de un algoritmo iterativo en préximas
secciones.
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Para ello vamos a fijar un periodo, que denotaremos por T'. Este periodo
viene definido por el paso de la particula por el borde de los peldanos y es de
la forma T = % Matematicamente, consideraremos el dominio de definicién
del operador de Poincaré como

H = (1,+00) x RU{1} x [0, +00) .

Z

Figura 4.1: El Operador de Poincaré.

Ahora que tenemos determinado el dominio, podemos definir el operador
de Poincaré como la funcion

P:H—H

de forma que
P(yo,v0) = (y(T) + 1,y (7)) ,

donde y(t) es la solucién de (4.1)-(4.2) con condicién inicial y(0) = yo y
y'(07) = wp.

Nota 4.1 No tiene sentido considerar en el dominio velocidades negativas
st yo = 1 porque los puntos (1,v) con v < 0 no pueden estar en la imagen
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del operador de Poincaré. En efecto, si P(y,v) = (1,v*) entonces o bien
se produce un tmpacto aislado en el borde del peldano y la velocidad v* es
estrictamente positiva o bien existe deslizamiento en ese escalon y v* = 0.

El objetivo de esta seccion serd encontrar la expresion explicita de este ope-
rador. Para ello necesitamos saber el nimero de impactos que se producen en
cada periodo, asi como si éste es finito o infinito. A este fin vamos a escribir
la secuencia de impactos y estudiaremos su convergencia.

Denotamos por t; a cada término de esta sucesién y por v; = ¢/(t5). En
primer lugar calculamos ésta asumiendo que todos los impactos ocurren en
el peldano siguiente al de la condicién inicial, esto es, ut € [0,1) y por tanto,
Elut] = 0. Luego, y(t;) = 0 para cualquier ¢ > 1.

Posteriormente encontramos la condicién que ha de verificarse para saber
cudntos impactos ocurren en un periodo. Puesto que x(t) = ut y el operador
de Poincaré se da en términos de la componente vertical de la solucién, nos
referiremos a ella como solucién. Sea (yo,v9) € IH una condicién inicial
cualquiera. La solucién antes del primer impacto viene dada por

2
y(t) = 3 + vot + Yo -

Luego, el primer tiempo de impacto vendra de resolver y(¢;) = 0. Es decir,

151:00+\/U8+2y0

y la velocidad vertical vendra dada por

v =y (tF) = —e(—t1 + vo) = ey /v + 2yp .

Procedamos ahora al calculo general, teniendo en cuenta que la solucion
entre dos impactos consecutivos viene dada por
(t —t;)?

5 +v;(t — t;) para todo t € (t;,t;41) -

y(t) = -
Entonces, el (i + 1)-ésimo impacto sera de la forma

tiv1 =t + 20

y la velocidad
Vigr = —e(vg — (i1 — ;) = ev; .
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Luego la velocidad tras el k-ésimo impacto sera

Uk = evp_q1 = €2Up_g = ... = "1y, = ek\/vg + 2yp . (4.5)

El tiempo de impacto puede escribirse de la forma
te=1t14+ (ta —t1) + ... + (tp — 1) = t1 + 201 + ... + 2054

y usando (4.5), se tiene que

1— k—1
th=ti+2(14+e+ ..+ Do =1t +21—e (e\/vg +2yo> .
— €

En conclusion,
1+e—2e" /
tk,‘ =1y + 1—_6 ’Ug + 2?/0 . (46)

El primer resultado que obtenemos del calculo anterior es una condicién
equivalente a la existencia de soluciones deslizantes.

Proposicién 4.2 Sea (yo,v9) € IH. La solucion desliza en el escalon si-
gquiente si y solo si

2e

L (e (e
(1+e)?

2 U—e)f U=
O 1+ 6)2UU0 * 2u?(14e)?

Yo < — (4.7)

Demostracion.

La demostracién es andloga a la prueba del Lema 2.9, hecha para el
sistema discreto.

Asumamos en primer lugar que la solucién es delizante. Entonces, al
tomar limite en la expresién de 5, dada en (4.6) debe verificarse que el limite
de los tiempos de impactos,

1+e
li =t = —_— 2192 4.
k71>r£rloo tk td Vo + 1_e Vp + Yo ( 8)

. _ 1
es menor que el periodo T = :-. Luego,

1

1+e
Vg + —— v%+2y0§5.

1—e
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En particular, como el segundo sumando de la parte izquierda de la de-

sigualdad es positivo, % —vg > 0. Por tanto,

1+e 2 1 2
(1 S Ug + 2’3/()) < (a — 1)0) s (410)

lo que es equivalente a

1+e\? /1 2
2y0§(1_€> (E—Ug) —’US.

Desarrollando el miembro de la derecha y agrupando posteriormente, se llega
a la desigualdad (4.7).

Probemos ahora el contrario. Para ello veamos que podemos pasar de
la condicién de deslizamiento (4.7) a la desigualdad (4.10). En efecto, ex-
trayendo raiz cuadrada en (4.10) se obtiene o bien (4.9) o bien

1 1
+€\/v8+2y0§vo——.
1—e U

Esto 1ltimo no es posible puesto que % +e

— = 1 y por tanto, el miembro de

la izquierda es mayor que vg. ]
Como consecuencia de la Proposicién anterior es posible dar una regién
del plano de pardmetros (e, u) donde no existen soluciones deslizantes.

Corolario 4.3 Si .
u > — ¢

(4.11)

[\
s’
®

no existen soluctones deslizantes.

Demostracién.

La curva que delimita la regién de deslizamiento (4.7) es una pardbola
invertida yo = f(vo) . Veremos que si se da la desigualdad estricta (4.11),
su vértice estd por debajo de la recta yo = 1 y por tanto, no es posible el
deslizamiento. El vértice (v, f(vg)) se calcula facilmente,

(1—e)?
deu
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o (1—¢)?
f(v())—W

Ahora bien, si se da la desigualdad (4.11),

-orevar
8¢ (1—e)?

flvg) <

Por dltimo, si se da la igualdad en (4.11) entonces f(v5) = 1. En este
caso, no es posible que la solucion deslice puesto que si la altura es igual a
uno, la velocidad deberia ser no negativa como se dijo en la Nota 4.1.

]

Ahora que ya tenemos establecida la condicién para la que una solucion
desliza, vamos a determinar el nimero de impactos en funcién de la condicién
inicial cuando no se verifica (4.7).

Proposicién 4.4 Asumamos que no se verifica (4.7). Dada una condicion
inicial (Yo, vo), €l numero de impactos k en el siguiente peldano viene deter-

minado por
log, ((1 —e)(vg — %) N 14 e)

k=F
2 ’Ug+2y0 2

(4.12)

Demostracion.
Para que haya k impactos ha de verifarse que

by < T <tpqr .

Ahora bien, usando la expresién para los tiempos de impactos (4.6) y que
T = %, la condicién anterior es equivalente a

14 e— 26k 1 14 e — 2eft!
vo+ ————— /R + 2y < = <wvog+ ———— /U3 + 2yp .
1—e¢ U 1—e

Esto es,
—ek§<l—vo) 1—e _1—|—e<_e,€Jrl
u 2/ 03 + 2yo 2

o, multiplicando por —1,

1 1-— 1
ek+1<(vo——) ¢ + +€<ek.
u) 24/v¢ + 2yo 2
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Tomando logaritmo de base e < 1 en la expresién anterior se obtiene que

1— -3 1
k <log, ( ¢)(vo u)+ te <k+1.
21/03 + 2y 2

Por tanto, el nimero de impactos es igual a la parte entera del logaritmo
anterior. -

Ahora ya estamos en condiciones de dar la expresion explicita del operador
de Poincaré.

Proposicion 4.5 El operador de Poincaré viene dado por

P H — H
(yo,Uo) - (?JT7UT) ;

donde
o (yr,vr) = (1,0) si se verifica (4.7), es decir, si hay deslizamiento.
e (yr,vr) = (—%2 +voT +yo+ 1, =T + vg) si no hay impactos.

(T — )
gt

2
o (yr,vr) = (— +vk(T—tk)+1,—(T—tk)+vk) si hay k

impactos. El nimero de impactos viene dado por (4.12), ultimo tiempo
de impacto, ty, viene dado por (4.6) y la velocidad tras dicho impacto,

Vg, por (4.5).

4.2  Soluciones periédicas

En esta seccién daremos una descripcién de las soluciones periddicas. Como
ya se dijo en el capitulo de modelizacion existen dos tipos diferentes de solu-
ciones, las de impactos aislados y las deslizantes. El estudio de las peridédicas
de primer tipo es muy similar al hecho en el caso de la escalera inclinada, sin
embargo las periddicas deslizantes son caracteristicas de este modelo.

En este sentido, la seccién estara estructurada como sigue. En una
primera parte haremos una adaptacion de la Seccién 3.3 del capitulo anterior
al caso de la escalera horizontal. En la segunda, estudiamos algunos ejemplos
de soluciones deslizantes: (n,0%),(1,1,0%), ... y por ultimo, dedicamos una
seccion al fractal que aparece cuando representamos graficamente todas las
soluciones deslizantes.
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4.2.1 Soluciones periédicas de impactos aislados

Sea ¢ = (ng,...,n,_1) una palabra cualquiera asociada a una solucién k-
periédica. Las soluciones periddicas de impactos aislados del sistema original
(4.1)-(4.2) coinciden con las del sistema discreto (4.3).

Proposicién 4.6 Si existe solucion de (4.3) entonces

GZ] ona

uy(e) = ; (4.13)
(1 + 6) Z] =0 /UJ
donde \/
\/— Z nz+])
v = m VO<j<k-1. (4.14)
Demostracién.

La demostracion es analoga a la de la existencia de soluciones periddicas
para la escalera inclinada. De hecho, se verifican las ecuaciones (3.7) y (3.5)
para la velocidad vertical. Esto es,

VI T (e,
vo = — (4.15)

\/_\/Zk ) (20 MNit)

En este caso u es un pardmetro y para obtener la expresion (4.13) basta
imponer z; = zo en la expresién andloga a (3.3) para k = 0. Es decir,

zk—zo—i—an UZ<UJ UJ+1>

k-1 k—1 o
y observar que . —jvj11 = >;_; v; por la periodicidad.

v; = VI<j<k—1. (4.16)

Al igual que en la escalera inclinada, la condicién de existencia anterior
no es suficiente. Debemos imponer ademas las correspondientes condiciones
de compatibilidad. En ese sentido se enuncia el teorema siguiente, analogo
al Teorema 3.8.
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Teorema 4.7 Sea m = min;z; y M = maxgpziqa(ni —j) , 1 <5 <n;. Si
M —m < 0 eziste solucion periddica de tipo (ng,..,nk—1). Mds ain, (vo, z5)
serd una una condicion inicial vdalida si z§ € [z0 — m, 2o — M)

Ademas, es valido el Lema 3.9 para x = 0, es decir, para

f(m) =m —u(v; + /v? + 2m)

y como consecuencia el maximo M se calcula evaluando z;(0) y z;(n; — 1)
para todo n; > 1.

Nota 4.8 No eziste solucion periddica de impactos aislados de (4.3) para
la mayoria de los valores de los pardmetros. En efecto, la existencia de una
solucion periddica de palabra o se reduce a una curva u = u(e) por el Teorema

4.13.

Por ultimo, decir que todas las soluciones periddicas estrictas de (4.3) son
Lyapunov estables. De hecho, verifican la siguiente condicién de estabildad
cuya prueba es andloga a la del Teorema 3.21 dada para el caso de la escalera
inclinada.

Corolario 4.9 Toda solucion peridédica estricta de (4.3) es Lyapunov es-
table. Ademds, para todo punto de ésta existe un entorno de condiciones
iniciales cuyas orbitas correspondientes convergen exponencialmente a una
trasladada de la periddica.

A continuacién, damos la existencia de algunos tipos de soluciones perié-
dicas de (4.3). Ademsés, se demuestra que no todas las palabras son posibles
con un ejemplo.

Soluciones peridédicas a un salto

Este tipo de soluciones periddicas son aquellas que repiten siempre el mismo
nimero de salto, es decir, son uno periddicas para el sistema discreto (4.3).

Proposicién 4.10 Ezisten drbitas periddicas de tipo (n) si y sdlo si

1 /n(l—e)
Uy (e) = ﬁ 1o

para todo e € (0,1).
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Nota 4.11 Las curvas de existencia dadas en el teorema anterior (para n €
{1,2,3,4}) estin representadas el la Figura 4.4 de la pdgina 91 mediante
linea continua.

Demostracién
Basta particularizar la expresién (4.13) para o = (n) y calcular vy me-
diante (4.15). Para ver que la condicién de compatibilidad es suficiente se
procede de igual manera que en la demostracién de la Proposicién 4.10.
[

Soluciones periédicas a dos saltos

A continuacién, damos la existencia de soluciones dos periddicas para el
sistema discreto (4.3), particularizando para (0,n) y (n,n + 1).

Como consecuencia de la expresién general de u,(e) dada en (4.13), se
tiene que existe solucién periddica de tipo (ng,ny) si

[1 — ¢4 ng +ny
won o (€) = . 4.17
(no, 1)( ) 2 (1 + 6) (\/62710 +n; +vVno + e2n1) ( )

Al igual que en la demostracién de la Proposicion 3.15, es posible probar
que en este caso las condiciones de compatibilidad se reducen a

(C].) zo(m — ].) <z ,
(02) 21(0) <z ;

en el caso de ng # 0 y a una, (C'1), en otro caso.
Estudiamos en primer lugar el caso en que el primer nimero de salto es
nulo.

Proposicién 4.12 Eziste solucion de tipo (0,n) para todo e € (0,¢’), donde

e} = 1 y la sucesion e; wviene dada por la tunica solucion de la ecuacion
implicita
(1+e?
e
paran > 2 .

Demostracion.
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Veamos la condicién (C1) si la palabra es (0,n). Por definicién, (C1) es
equivalente a

n—1<2u(u+wv). (4.18)
Ahora bien,
n+v1— et
U = U,n) = S 71 0 N2
Om =N 2 (11 e)?
e2v/2n
V1 =

Luego la desigualdad (4.18) se escribe como
1—e+3e*+¢?

—1<
" (1+¢)3

y en consecuencia, si n = 1 se verifica siempre. En otro caso, la sucesion e},
viene dada de forma implicita como la solucién (tnica en (0,1)) de

_ (I+4e)?
 4e
n

ol
13
A
1A
2 \
1
D.DIIIU!'ZIIIﬂfdlllﬂfﬁlllﬂfﬂllllfﬂe

Figura 4.2: Los cortes de las lineas horizontales con la curva dan la sucesion
e;. En particular, se ve que la curva es siempre mayor que uno, luego e} =1

Nota 4.13 Las curvas de ezistencia de las soluciones periodicas (0,n) estdn
representadas en la Figura 4.4 de la pagina 91 para n = 1,2,3,4 en trazo
discontinuo largo.
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Supongamos ahora que ng # 0, n; > ng y estudiemos las condiciones de
compatibilidad. Escribimos en primer lugar los valores de las velocidades vy

y v;.
Y 2.
Vv1—et Vv1—et

donde a = a(e,n) = ve*ng+mny; y b = ble,n) = v/ng + €*n;. Ahora bien,

(C1) es equivalente a

zl+n1—1—u(v1+\/U%+2(n1—1)) <2

y usando las expresiones anteriores y la correspondiente para u (4.17), a

F(e,ng,n1) =—1+e)(a+b)(ny—1)+ (ng+n1)(eb+c)>0; (4.19)

donde ¢ = y/e2ng + ny — (1 — e*). Por otra parte, (C2) es equivalente a
G(e,ng,n1) = (1 +e)(a+ b)ng + (ea — b)(ng +mn1) > 0. (4.20)

Ahora bien, (4.20) no se verifica para e = 0 puesto que en ese caso,
a=/ng, b= /n1y por tanto, (4.20) se escribe como

v/Ning — /nong > 0.

Pero eso no puede verificarse, puesto que si pasamos el segundo sumando a
la derecha y elevamos al cuadrado, la desigualdad anterior seria equivalente
a que ngy sea mayor que ni y esto no es posible. Es decir, por continuidad
de la funcién que define la condicién (4.20), no existe solucién dos periédica
del sistema (4.3) en un entorno de e = 0 para ninguna palabra con primer
nimero de salto no nulo.

Por otra parte, si e = 1 se tiene que a = b = ¢y (4.20) se verifica siempre
(4ang > 0). La otra condicién, (4.19) es equivalente a

nl—n0—2<0.

Esto es, existe solucién periddica de tipo (ng,n;) en un entorno de e = 1
siy solo si ny =mng + 1.

Por tultimo, hay que senalar que una representacion grafica de las fun-
ciones F(e,ng,n1) y G(e,ng,n1) muestra que las érbitas periédicas de tipo
(ng,m1) con ng # 0y ny > ny+1 no existen para ningtn valor del pardmetro e
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en el intervalo de consideracion (0, 1). Sin embargo, no tenemos demostracién
analitica de este hecho.

La siguiente figura (Figura 4.3) muestra que no existe la solucién de tipo
(1,3). En este caso, representamos graficamente F'(e,1,3) (4.19) mediante
trazo continuo y G(e, 1, 3) (4.20) con trazo discontinuo. Se observa que ambas
funciones no son positivas simultaneamente y por tanto, las condiciones de
compatibilidad no se verifican para ningin valor del parametro e.

Kel3)-G(s13) Hel3)-Gs13)
02 020

o1sf

o10f

ook

—0.10F

-0.15f

Figura 4.3: La orbita periddica de tipo (1, 3) no existe.

Nota 4.14 Se deduce de lo anterior que no todas las orbitas periddicas son
posibles.

Resumimos el resultado para orbitas 2 periédicas con ntmero de salto no
nulo en la siguiente proposicién.

Proposicion 4.15 Sea ng # 0 y ny > ng. Existe solucion periddica de tipo
(ng,m1) si u(e) verifica la ecuacion (4.17) y ny = ng + 1; siendo el rango de
validez al menos un intervalo abierto (é,,1).

Nota 4.16 Las curvas de existencia de las orbitas de tipo (n,n + 1) estdn

representadas en la siguiente figura mediante trazo discontinuo corto para
n=1,2,3.
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Figura 4.4: Curvas de existencia de las 6rbitas periédicas no deslizantes.

Soluciones periédicas de tipo (1,0%)

El dltimo ejemplo de soluciones periddicas no deslizantes que damos corres-
ponde a soluciones k + 1-periddicas, donde la particula salta 1 escalén y
posteriormente impacta k veces en el mismo peldano para después repetir la
configuracién. Es decir, soluciones cuya palabra asociada es (1,0%) y cuyas
curvas de existencia estan representadas en la Figura 4.5 para k = 1,2, 3,4, 5.

Proposicién 4.17 Existen soluciones periddicas de tipo (1,0%) si y sélo si

(1—e)V/1+ek+t
V21 + V= e

u(e) =

para todo e € (0,1).

Demostracion.
La demostracion de la curva de existencia es similar a las anteriores. La
condicién de compatibilidad se verifica puesto que en este caso,

m = min{zo, 21, ..., 2k} = 2o



92 CAPITULO 4. LA ESCALERA HORIZONTAL

ya que por ser n; = 0 para j = 1,.., k se tiene que
20=2kr1 =2k + f(0) < zp < 21 < .. < 21 .
Por otra parte, M = 2;(0) y por tanto,
M<me 2(0) < zoe 20+ f(0) < 2 ;

lo que se verifica siempre. |

o0z 04 ()] 03 in0

Figura 4.5: Soluciones periédicas de tipo (1,0%) para k =1,2,3,4,5 vy (1,0)
en trazo discontinuo.

4.2.2 Soluciones periddicas deslizantes

Tal como se dijo en el Capitulo 2.1, cuando k = 0 aparecen unas soluciones
que acumulan impactos y posteriormente deslizan por efecto de la velocidad
horizontal. Ademads, este tipo de soluciones del sistema (4.1)-(4.2) no pueden
ser descritas unicamente con la discretizacién (4.3) sino que hay que auxiliarse
de la légica para imponer que z = 0 y v = 0 tras la acumulacion.

En esta seccion daremos la descripcion de algunas soluciones deslizantes
que son periddicas. Més concretamente, las de tipo (n,0%).
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Proposicién 4.18 FEzisten soluciones periddicas de (n,0%) si y sdlo si

N Jil—e

<u< —

V2 T V2 1+e

para todo e € (0,1).

Demostracion.

Puesto que tras el deslizamiento z = 0 y v = 0, para que la solucién sea
periddica la condiciéon inicial debe ser zg = 0y vy = 0. A partir de esta
condicién inicial, calculamos la siguiente iteracién usando el sistema discreto
(4.3) con ntimero de salto n. Esto es,

V] = ev2n
Z1=n—uvan

Ahora imponemos la condicién de acumulacién de impactos (2.14) para k = 0

dada en el Lema 2.9,
2uvy

1—e’
Usamos las expresiones anteriores para v; y z; para obtener la desigualdad

1—
u < —\/ﬁ ‘ .
V21+e
Ahora bien, al igual que en el caso de las soluciones periddicas de impactos

aislados, la condicién anterior es sélo necesaria. La condicién suficiente es
z1(n— 1) <0, es decir,

z1 2

n—1—+/2n—1u<0.

Esa expresion es equivalente a la desigualdad

V=1
V2

<u.

Nota 4.19 Obsérvese que la region delimitada por la proposicion anterior
es un conjunto de lenguas cuyo tamano decrece cuando aumenta el numero
de salto n (ver Figura 4.6 zona gris oscura,).
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Nota 4.20 Se observa que la curva de no existencia de soluciones deslizantes
es optima en el sentido de que ajusta perfectamente a los picos de las lenguas
de las soluciones (n,0%).

Con argumentos similares se puede estudiar la existencia de otro tipo
de soluciones periddicas. En particular, las regiones correspondientes a las
soluciones (1,1,0%°) y (1,2,0%). Sin embargo, no todas las combinaciones
son aceptables, por ejemlo para la palabra (2, 1,0%) la correspondiente érbita
periddica no existe.

Proposicién 4.21 FEziste solucion periddica de tipo (1,1,0%°) si y sélo si se
verifican simultdneamente las siguientes desigualdades

.« (Cl)u< v2(1 - e)

(I+e)(l—e+vV1+e2’

1
° (Cg)u>m.

Por otro lado, existe solucion periddica de tipo (1,2,0°) si y sélo si

3(1—e)
V2(1+e)(1—e+vV2+e?)’

° (D2)7JL<L

\/5 ’

e (D3)u> V2 .

1+e+V1+e
Demostracion.

Las condiciones (C1) y (D1) se obtienen imponiendo las correspondientes
condiciones de deslizamiento. Ahora bien, hay que comprobar en cada caso
las condiciones de compatibilidad. En el caso de las soluciones (1,1,0%),
habria que ver que tanto z1(0) como 25(0) son estrictamente negativos y
comprobar que z; y 2o son positivos. Puesto que la solucion deslizante es
periddica, zy = 0 y por tanto, z;(0) < 0 se verifica trivialmente. Ademas,
(C1) implica directamente que z; = 1 — V2u > 0y puesto que la solucién
desliza en ese escalén, zo > 0. Luego, las condiciones de compatibilidad se
reducen a una, z2(0) < 0 6 equivalentemente, (C2).

En cuanto a la solucién (1,2,0%) con un razonamiento anédlogo y se de-
muestra que las condiciones de compatibilidad se reducen a z;(0) < 0y
25(1) < 0 6 equivalentemente a (D2) y (D3). ]

e (D1)u<
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Nota 4.22 Las regiones de existencia de las soluciones periddicas (1,1,0%)
y (1,2,0%°) se muestran en la Figura 4.6 en blanco.

0z 04 0.6 0.1 10

Figura 4.6: Algunas soluciones deslizantes: (n,0%) en gris oscuro, (1, 1,0%)
y (1,2,0°) en blanco. Zona de no deslizamiento en gris claro.

Nota 4.23 La solucion de tipo (2,1,0%) no existe.

En efecto, se comprueba que la condicién de deslizamiento (4.7)

3(1—e)
v (1+e)(2 - 2e + V21 + 2¢2

es incompatible con la condicién de compatibilidad, z3(0) < 0, esto es,

1
142

u >

4.2.3 Una estructura fractal. Bifurcaciones

El objetivo de esta seccién es presentar el fractal que aparece en este modelo
cuando representamos las regiones de existencia de soluciones deslizantes
en el plano de pardmetros (e,u). Ademds, realizaremos un andlisis de las
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bifurcaciones que aparecen. Para ello, empleamos el operador de Poincaré
construido en la Proposicién 4.5. Todo ello se realizard mediante el siguiente
algoritmo implementado en ordenador.

Para el estudio del fractal, consideramos una malla fina de 500 x 350
puntos en el plano de paramteros (e, u). Posteriormente, para cada punto de
la regién de parametros construimos la solucion comenzando con condicion
inicial yg = 1y vy = 0. Para ello, iteramos el operador de Poincaré definido en
la Proposicién 4.5, comprobando en cada paso la condiciéon de deslizamiento
(4.7) que nos sirve como criterio de parada. Finalmente, se colorea cada
punto del espacio de pardmetros donde la correspondiente solucién desliza,
dependiendo de la longitud de la palabra.

El resultado de este esquema numerico se presenta en la Figura 4.7.
Obsérvese que las zonas en negro coinciden con las lenguas de soluciones
(n,0%) y corresponden a palabras con un unico nimero de salto no nulo.
representadas en la Figura 4.6.

En este grafico y en los siguientes, el color indica la longitud de la pa-
labra asociada a la solucién deslizante, considerando ésta como el niimero
de numeros de salto no nulos. Si ampliamos dos lenguas consecutivas de
la figura anterior (Figura 4.8 a), b) y ¢)) podemos observar la propiedad
de autosemejanza, caracteristica de los fractales. Asi, observamos que la
complejidad no disminuye si hacemos la escala mas y mas pequena sino que
en toda amplificacion se reproduce la estructura global. Ponemos de relieve
este hecho haciendo zoom en otras regiones (Figura 4.8 d) y e) ).

La dimensién fractal del borde ha sido calculada numéricamente mediante
un algoritmo de recuento de cajas, representado en las Figuras 4.9 y 4.10.
Para ello, lo primero ha sido representar el borde del fractal. Esto ha sido
realizado comprobando la existencia de dos puntos consecutivos tales que
uno de ellos esta en el fractal y el otro no.

Hay que hacer notar que el conjunto en si tiene dimension dos pues con-
tiene abiertos del plano. Sin embargo, lo que se evidencia es que el borde
tiene dimensién fractal entre uno y dos, revelando su complejidad. Como
consecuencia la estructura del conjunto en general es también compleja.

Antes de proceder a mostrar la computacion de la dimensién fractal,
explicaremos brevemente en qué consiste el algoritmo de recuento de cajas.
La dimension euclidea de un objeto relaciona la unidad de medida utilizada
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con el valor geométrico medido. Asi,

donde % es el nimero de unidades en uno de los lados y D corresponde a 1
para una recta, 2 para una superficie y 3 para un volumen. Generalizando
esta nocién a nimeros D fraccionarios se obtiene la dimension fractal.

Para medir esta dimension fractal, se utilizan recubrimientos o cajas que
cubran el conjunto y se mide el nimero de cajas necesarios en funcién de la
escala de las cajas. Este calculo es vélido sélo en el rango en que esta relacion
es potencial y esta bien definida mediante la expresion,

_ log(N(L)) .
log(L)

que es lo que se conoce como escala logaritma. O equivalentemente, la dada
por Mandelbrot en [67]

_log(N(L))

b= log(L)

El problema de la implementacién numérica de esta metodologia es el calculo
de N(L) y para ello, se utilizan distintos métodos. Uno de ellos es el recuento
de cagjas(box-counting), que es el que hemos usado nosotros y que se relaciona
con el concepto de autosimilaridad. Para ello, se utilizan cuadrados de dis-
tintos lados, § y se cuentan cuantos de ellos intersecan al objeto de estudio
computandolo en N(§). Se repite este proceso para distintos d;, nosotros lo
hacemos para 6; = 2' i = 0,1,...,8 ; siendo 2% = 256 el ntimero de pixeles.
La existencia de una dimension fractal inica se demuestra con una buena co-
rrelacion de la recta de regresion de los puntos log(N(d;)) respecto de log(d;).
En ese caso, la dimension es menos la pendiente de dicha recta.
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COLOR LONGITUD

Figura 4.7: Fractal en el plano de parametros.
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b)

d) e)

Figura 4.8: Amplificacién en a) [0,0.3] x [0.3,0.7], b) [0,0.2] x [0.7, 1],
¢) [0,0.1] x [1,1.22], ) [0,0.1] x |

99

9,1] v e) [0.04,0.065] x [0.92,0.945] .
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i
32K
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Box size

Slope [Box]: -1.324

Figura 4.9: Borde de la regién [0,0.333] x [0.4,0.7333] y el cémputo de re-
cuento de cajas asociado.

2z gzl

e

Turber of box

H
Box size.

Slope [Box]: -1.403

Figura 4.10: Borde de la regién [0.155,0.2138] x [0.6,0.658] y el cémputo de
recuento de cajas asociado.

A continuacién, pasamos al estudio de las bifurcaciones. En esta linea,
analizamos el comportamiento general de la primera componente del ope-
rador, es decir, y. Para ello, fijamos uno de los parametros e, u y movemos
el otro en un determinado rango. La estrategia para este estudio sera calcu-
lar un ntmero elevado de iteraciones, saltandonos las primeras para que el
diagrama sea independiente de la condicién inicial. Esta es la forma usual
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de proceder en el andlisis de bifurcaciones de sistemas unidimensionales. Un
ejemplo clasico de esta forma de proceder puede verse en el estudio de la
bifurcacién de duplicacién de periodo en la logistica (ver por ejemplo [44]).

Comencemos fijando e y moviendo u en una particién de un intervalo
adecuado. Asi, para cada valor de u calculamos la soluciéon con condicién
inicial yo = 1 y v9 = 0 usando el operador de Poincaré y representamos la
primera componente para las iteradas desde 2000 a 22000. Se han hecho com-
putaciones similares comprobando otras posibilidades como fijar u y mover
e, cambiar la condicién inicial o dibujar la segunda componente. En todos
los casos se obtienen resultados similares.

Se observa que si el parametro de restitucion es pequeno el diagrama de
bifurcacién es regular (ver Figura 4.11). Cada vez que el pardmetro u cruza
una nueva lengua de solucién (n, 0%), aparecen nuevas ramas de forma regu-
lar. Esto corresponde a bifuraciones de rozadura, grazing bifurcations, esto
es, valores de u para los que la particula pasa rozando el borde del peldano.
Este tipo de bifurcaciones son conocidas como bifurcaciones inducidas por la
discontinuidad y son representativas de sistemas dindmicos no suaves como
en el caso de convertidores de corriente o circuitos eléctricos (ver por ejemplo
[7] v sus referencias).

Lo ] u (4]

Figura 4.11: Diagrama de bifurcacién para e = 0.01 y u € (0,4).
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Ahora bien, si el pardmetro de restitucion es mayor, por ejemplo e = 0.1,
se produce un diagrama de bifurcacion autosimilar cuando el parametro u se
toma en un rango que seccione el fractal de soluciones deslizantes. Aparece
un comportamiento complejo, que se reproduce si representamos escalas cada
vez mas pequenas como se muestra en la Figura 4.12.

1.09

1.000002

y

0.99

0.999999

Figura 4.12: Diagrama de bifurcaciéon para e = 0.1. u € (0.578,0.708) y
u € (0.5786,0.5796).

4.3 Extension multivaluada. Bifurcacion de
soluciones peridédicas

El objetivo de esta seccién es dar una extensién del modelo (4.1)-(4.2). La
motivaciéon es la siguiente.

Sabemos que toda solucién del modelo con inclinaciéon nula, es decir, de
la escalera horizontal es acotada ( Proposicién 2.12 del Capitulo 2). Por
otra parte, existen regiones de valores de los parametros donde no existen
ningun tipo de soluciones periddicas. En efecto, existe una zona de exclusion
de soluciones deslizantes ( Curva (4.11) ) y no existen soluciones periddicas
de impactos aislados para la mayoria de los valores de los parametros (Nota
4.8). Estas dos afirmaciones parecen contradictorias. De hecho, se verifica el
siguiente resultado aplicacion del Teorema de Brouwer, cuya prueba puede
encontrarse en [6].

Dado un sistema dindmico no auténomo z’ = f(¢,x), donde

f:RxRY — RN
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es una funcién T-periédica continua en la primera componente, esto es, en ¢
y Lipschitziana con respecto a x. Se dice que el sistema es disipativo si existe
una constante positiva Ry > 0 tal que limsup,_, |z(t)| < Ry para cualquier
solucién z(t).

Teorema 4.24 Un sistema disipativo tiene siempre una solucion T-periodi-
ca.

Este teorema puede extenderse a numerosas situaciones, incluyendo im-
pulsos o impactos pero no es cierto en nuestro caso ya que el operador de
Poincaré es discontinuo. Esta discontinuidad ocurre si hay un impacto en el
borde del peldano.

A partir de ahora, consideraremos P el operador de Poincaré definido en
la Proposicion 4.5, extendido en la clausura de IH. Asi, aunque los puntos
de la forma (1,v) para v < 0 no estdn en la imagen, tiene pleno sentido
considerar las soluciones del sistema (4.1)-(4.2) con esa condicién inicial.

Teorema 4.25 Se verifica
e P es continuo en (yo,vo) si yr > 1.

e Siyr = 1 entonces toda sucesion (y,,v,) tendiendo a (yo,vo) verifica
que P(yn,v,) tiene dos valores adherentes diferentes (1,vr) y (1, —*T).

Nota 4.26 El primer valor adherente de P cuando yr = 1 corresponde
a sucesiones de soluciones del problema de wvalores iniciales tales que la
particula impacta antes del borde y el seqgundo a aquellas en las que la particula
no llega a impactar. Ademds, hay que observar que si yr = 1 y vy = 0 el
operador de Poincaré es también continuo.

Demostracion.

No hay ningin problema mientras que el 1iltimo impacto del escalén se
produzca fuera del borde del peldafio. Ahora bien, si yr > 1 entonces no hay
impacto en t = Ty por tanto, la expresién P(y,v) dada en (4.5), depende
regularmente de los valores iniciales cerca de (yo,vo). En consecuencia, la
primera afirmacion es cierta.

En el segundo caso, hay dos posibilidades dependiendo de si hay o no
deslizamiento. Si no estamos tras una cola de acumulacién, se verifica que el
ultimo impacto ocurre en el periodo, tx(yo, vo) = T'. Sea (yn, v,,) una sucesién
de condiciones iniciales convergente a (yo, vo). El ultimo impacto, tx(yy, vn),
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Impacto en el borde

Vi = -ey(T)

\ vV No hay impacto en el borde
|
e L=y

Figura 4.13: Los dos valores adherentes de P.

tiene una expresién regular cerca de (yo,vg) (dada en 4.6) y pueden darse
dos casos:

e 0 bien tx(y,,v,) > T y ese dltimo impacto no ocurre. Entonces, la
iterada del operador de Poincaré P(y,,v,) tiende a (1, —*F), que seria
el valor de (y(t),4/(t”)) en funcién de (yo, vo).

e 0 bien tg(yn,v,) < T y el impacto final ocurre. Por tanto, P(y,,v,)
tiende a (1, vr).

Por tltimo, si existe deslizamiento entonces el tiempo de acumulacién t,4
(dado en (4.8)) depende de manera regular de las condiciones iniciales. Por
tanto, P(yn,v,) serd cercano a P(yg,vg) = (1,0) para toda sucesién (y,, vy,)
tendiendo a (yo, vo)- ]

Teorema 4.27 Fuxiste una constate Ry > 0 tal que la region
Try = {(y,v) € [1,400) x R : (v +u)* +y < Ro}
es positivamente invariante.

Demostracion.

En la demostracién del teorema usaremos la existencia de una funcion
guia. Puesto que las soluciones de nuestro sistema (4.24)-(4.25) no son deri-
vables en sentido clésico, usaremos una definicién de funcién guia extensiéon
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de la usual. Asi, diremos que V(,y,y’) es una funcion guia para (4.24) si
existe R; > 0 de forma que

V(t,y(t),y' (1))
es decreciente evaluada en cualquier soluciéon y : I — IR tal que
V(t,y(t),y (t)) > R Vtel .

Sea

V(b)) = 5(0/(0) + 02 + y(t) +ut

Veamos que es una funcién guia para el problema (4.24). Para ello con-
sideramos y(t) una solucién definida en un intervalo I y llamamos V(t) =
V(t,y(t),y'(t)). Entonces V es constante si y(¢) no tiene impactos. En efecto,

V() =" ()Y (1) +u) +y'(t) +u=0

va que y"(t) = —1 por ser y(t) solucién de (4.24).
Supongamos ahora que ¢ es un punto de impacto verificando V'(t) > R,
para algin R; suficientemente grande atin por determinar y veamos

Vit )=V({E#t)>0.

Denotamos por v = ¢/(t*) > 0. Entonces, —% =y'(t7) e y(t) = 0. Como

V(t) > Ry,
% (u — g) +ut=V(t")=V(ty) > Ry .

De donde se deduce que

v 2
(u——) > 2(Ry — ut).
e

Procedamos ahora a calcular la diferencia de la funcién guia en el punto
de impacto,

1 2 1 2
V(E)-V(E) = 3 ((—g + u) —(v+ u)2> =3 ((1 - 62)% — 21+ e)ug) .
Distingamos dos casos, dependiendo del signo de v — %. Si esta cantidad
es positiva,

(u—%)Q > 2 (Ry — ut)
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es equivalente a

U <u—2(R —ut). (4.21)

e

Ahora bien, esto no es posible puesto que u — /2 (R; — ut) es negativo para
Ry grande y ¢ es positivo.
v

Por otra parte, si u — ¢ es negativa entonces

(u— 9>2 > 2 (R, — ut)

e

es equivalente a
U ut V2R —ut). (4.22)
e

Ademas, se puede conseguir que el segundo miembro de la desigualdad an-
terior sea mayor que la segunda raiz de la pardbola (1 — e*)z? — 2(1 + e)uz
para R; suficientemente grande, esto es,

2u
1l—e

u+/2(Ry —ut) >

Como consecuencia se obtiene que V(t7) — V(t*) > 0.

Veamos ahora que de la existencia de V se deduce la existencia de una
region positivamente invariante. Para ello, elegimos Ry > R; de forma que
si una solucién y : (0,7) — IR verifica en un tiempo to € (0,7) que

V (to, Y0, v0) < Ry

entonces

méx(V(¢7), V() < Ry

para todo top <t < T.

Esto es posible, puesto que puedo acotar superiormente y(t) e 3/(¢) por las
condiciones en ty. Se entiende que si t = T  entonces se considera la solucién
definida un instante después.

Veamos que este es el Ry deseado. Para ello veremos que si (yo,vg) es
una condicion inicial en la regiéon I'g, entonces

1
§(UT +u)’ +yr < Ry

y por tanto, (yr,vr) pertence a I'g,. Distingamos los siguientes casos:
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e yr > 1y existe ty verificando

Vi(to, y(to), ¥'(to)) < Ro - (4.23)

Entonces,
1 2 1 / 2
§(vT+u) +yr = §(y (T)+u)*+y(T)+1=V(T) < Ry .
e yr = 1y existe ty verificando (4.23). Entonces,
1 2 1 1 = 2 -
Slor+u)” +yr = S(—ey'(I7) +u)” +y(T7) +1

= SO/(T) + w4 y(T) 4l = V(T") < Ry

e yr > 1 y no existe ¢, verificando (4.23). Entonces, la funcién guia es
decreciente y por tanto,

Ro > V(0) > V(T) = %(y’(T) + )+ y(T) +uT

1 1
:§(UT+U)2+(IUT—1)+UT:§(UT+U)2+?/T-

e yr = 1 y no existe ¢, verificando (4.23). Entonces, la funcién guia es
decreciente y por tanto,

Ro > V(0) > V(T7) = %(y’(T+>+u>2+y(T+)+uT = %(UT+U)2+yT .

Esto es, tenemos un operador de Poincaré definido en una regién positi-
vamente invariante I'p, que es la region entre la recta y = 1 y una pardbola
invertida de vértice en vy = —u = —%, como puede verse en la Figura 4.3.
Sin embargo, sus puntos fijos correspondientes a soluciones periédicas a un
escalon, han desaparecido por la pérdida de continuidad. Esta pérdida de
regularidad nos deja fuera de una posible aplicacion del Teorema de Brouwer
en la linea de la demostracién del Teorema 4.24.

Ahora bien, desde el punto de vista de la dindmica, la existencia de solu-
ciones periddicas es muy importante. Por tanto, la bisqueda de un entorno
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Figura 4.14: La region invariante.

donde aparezcan soluciones periddicas para cualquier valor de los parametros
es la motivacion que nos impulsa a construir una extensién del operador.

En esta linea usaremos la extension en sentido Filippov. Esto es, gene-
ralizando la definiciéon de solucion clasica a la de solucién en sentido multi-
valuado. En este contexto, el Teorema de Kakutani garantiza la existencia
de solucién periddica. Este teorema puede verse como una adaptacion del
Teorema de Brouwer para funciones multivaluadas y su prueba puede encon-
trarse en [6]. En este entorno, la imagen de las funciones son conjuntos y
denotaremos por P(X) al conjunto de partes de X. Asimismo, los puntos
fijos vienen definidos por la propiedad de pertencer a su propia imagen. Esto
es, =¥ es un punto fijo de una aplicacién F' si z* € F(x*).

Teorema 4.28 Sea K un subconjunto compacto y convero de un espacio
euclideo de dimension finita y F : K — P(K) una funcion verificando

e F(x) es compacto y convexo para todo x de K.

o [ es semicontinua en la topologia de Haussdorff, es decir, F tiene
grafica cerrada.

Entonces, existe un punto fijo de F.
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Teniendo en cuenta el teorema anterior, procedemos a la extension del
operador de Poincaré. Para ello, se recuerda que (yr,vr) = P(y,v) denotaba
la primera iterada del operador de Poincaré en el sentido clasico.

Definicién 4.29 Se define el operador de Poincaré en sentido multivaluado,
P*, como la funcion

P PRO — P(FRO)
(y,U) - AT ;

donde

o Ar = (yr,vr), siyr > 1 ;

o Ar = (1,vr),(1,—"%) , es decir, el segmento que une los puntos (1, vr)
Y (17 _U?T> .

Proposiciéon 4.30 La extension multivaluada del operador de Poincaré tie-
ne grafica cerrada.

Demostracion.

Veamos que todo limite de sucesiones de puntos de la grafica de P*
pertenecen a dicha grafica. Esto es, sea (yy,vy,y",v") tal que (y™,v") €
P*(yy,vy) y supongamos que

(vo> vg) — (W6, v5)

<yn’vn> SN (y*,v*) )
Vamos a demostrar que

(y",0") € P(yo,v5) -
Para ello, distinguimos dos casos:

e Si y; > 1 podemos considerar que toda la sucesién verifica que y7 > 1
y por tanto, el operador de Poincaré esta definido en sentido clasico.
Luego, es continuo y por tanto,

(ynavn) = P(yg,v(’})
! !
(y*,v*) - P(ygavg) .
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e Si y;. = 1 podemos dividir los términos de la sucesion en aquellos con
y" > 1y y" =1. Asumamos primero que y" > 1 y denotemos por v
la derivada de la solucién y(t) con condicién inicial (yg, vg) evaluada en
T. Puesto que el operador de Poincaré original P tiene sélo dos valores
adherentes, se tiene que P(y(,vy) converge a (1,v5) o bien (1, —%)
En cualquier caso, su limite seria punto de la grafica de P*.

Veamos ahora aquellos puntos de la sucesién de la forma (yi, v, 1,0™).
En este caso, puesto que (y™,v") € P(y{,v{) debe estar en el segmento

que une los puntos (1,v%) y (1, —%) Esto es,

n
Ur,

V= (o) = (1= A) 2

donde A, € [0,1]. Ahora bien, existe una parcial de A, convergente
puesto que es una sucesién acotada. Por tanto, tomando limite en la
expresién de v" se tiene que

v* :Av;—(l—/\)%, A€ [0,1]

puesto que v} — v} ya que la expresién de y'(T~) depende continua-
mente de la condicién inicial. La dependencia es continua puesto que
es antes del impacto en el borde del peldano. Luego, (1,v*) es un punto
del segmento que une (1,v}) y (1, —°L) y en consecuencia, (y§, v§, 1, v})
pertenece a la grafica de P*.

Por tanto, este operador extendido esta bajo las hipdtesis del Teorema de
Kakutani y en consecuencia, nos permite asegurar la existencia de solucién
T- periddica para cualesquiera valores de los pardmetros (e, u). Puesto que
no existe solucién periédica clasica para la mayoria de los valores de los
parametros, podemos afirmar que la solucién T-periddica es casi siempre en
sentido multivaluado. Este operador representa las soluciones del sistema

z"(t) = .
e =l } si y(t) > —E [uf] (4.24)
Y(T) ey (t7), —ey' ()] siy(t) = —E[ut] (4.25)

miradas en el borde de los peldanos, esto es, la seccion en t =T = %
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Desde el punto de vista fisico, en la anterior modelizacion del problema
dada por el sistema (4.1)-(4.2), se estaba asumiendo que el impacto en el
borde del escalén era rigido y sélo era posible una velocidad de salida. Sin
embargo, la experiencia nos muestra que esta velocidad de salida es variable y
depende de varios factores como la forma de la particula o el escalén, el angulo
de impacto, ... intuicion que aparece reflejada en el sistema multivaluado y
que hace razonable esta extension multivaluada también desde el punto de
vista fisico.

Figura 4.15: Extension multivaluada.

4.3.1 Puntos fijos del operador de Poincaré. Bifur-
cacion.

Centraremos esta seccion en el estudio de puntos fijos del operador de Poincaré
generalizado. En primer lugar, reescribiremos los puntos fijos en sentido
clasico. Estos se corresponden tinicamente con las orbitas periddicas de tipo
(1), (1,0%) y (1,0°) estudiadas en el Capitulo 4.2. Posteriormente, nos cen-
traremos en los puntos fijos en sentido multivaluado, que notaremos por (1),,
v (1,0%),, donde las letras de cada palabra representan lo mismo que en las
soluciones clasicas y el subindice indica que son en sentido multivaluado.

La primera observacién es que las tinicas soluciones periédicas deslizantes
a un escalén que pueden existir son las de tipo (1,0°) puesto que la velocidad
de salida debe ser cero y eso reduciria Ar siempre al punto (1,0). Esto es,
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no hay soluciones deslizantes en sentido multivaluado.

Comencemos analizando los puntos fijos en sentido clasico. Para ello,
distinguiremos diferentes casos segtin el nimero de impactos. En primer
lugar, no pueden existir puntos fijos de P si no hay impactos.

Por otra parte, introducimos una variable proporcional a la energia de las
soluciones de (4.1)-(4.2),

E(t) =y'(t)* +2y(t)

y que nos servira para analizar mejor los rangos de validez de las curvas de
existencia. Por conservacion de energia, ésta serda constante en los intervalos
de tiempo donde no se produzcan impactos. La existencia de puntos fijos se
resume en la siguiente proposicion.

Proposicion 4.31 Supongamos e fijo. Los puntos fijos del operador de
Poincaré en sentido cldasico P, aparecen para

 (l—e)VI+eér
CV2(1+e)V1—eF

y se reduce a la siguiente curva en el plano (y,v)

1 v? . V/2eF
= ——--—-— 'l} e —
11— 2 'S o

donde k = 0,1, ... es el numero de impactos en (0,T]. O bien

Yy (_171] ’

1—e
U< —

V2(1+e)’

que se reduce a un punto (y,v) = (1,0) en el plano de fases; si la solucion
es deslizante.

Demostracion.
Empecemos analizando el caso en que ocurre un tnico impacto en (0,7),
lo que corresponde a soluciones periddicas de tipo (1). Por tanto, por la

Proposicién 4.10
1—e
= — 4.26
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para todo e € (0,1). Pretendemos calcular la expresién de
E() == E(O) == Ug +2y0 s

la energia inicial. Entonces, el tiempo de impacto puede ser escrito como

tlzvo-#\/ﬁo

y se verifica los siguientes computos de energia,

E(ty) = (—ey'(t1))* = €’ Ey

EtT)=E(T)=v5+2(yo—1)=Ey—2
Por tanto,

£ 2
07 1—e2
De este modo,
2
1_—62:E0:’Ug—|—2y0.

Por otra parte, debemos imponer las condiciones de compatibilidad. En
este caso, que el primer impacto ocurre

th<T (4.27)

y el segundo no
to>1T. (4.28)
Para ello vamos a escribir T en funcién del parametro de restitucién y la
energia inicial. Asi, de la periodicidad de la solucién se obtiene que.
y,(T+) = —(T — tl) + v =1
y por tanto,
T(e)=(1+e)\/Ep .

( v1 denota la velocidad de salida tras el impacto, como hasta ahora).
Luego, las condiciones seran

(42 e v+ vVE < (1+e)VEy & v <e T2
—e
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y usando la expresién para el tiempo de impacto dada en (4.6),

1 — 2¢? [ 2
(428)@@0%—% E0>(1+€> Ey s vy > —e 1 5
— € — €

Esto es, se verifica lo enunciado en la Proposicion para k = 0.

Analizamos ahora el caso en que existen k + 1 impactos en (0,7"), corres-
pondientes a soluciones periédicas de palabra (1,0%). De la Proposicién 4.17

se verifica
(1—e)V1+ektt
V2(1 +e)y/1 — ektL

u(e) =

para todo e € (0, 1).
Procedemos con el computo de energia, Fy = v2 + yo -

Ey=Et;) =y(t)

E(t]) = (—ey/(t7)* = e*Ey

E(ty) = (—ey/(t7))? = EE(t]) = 'E
E(t—k’—Jrl) _ e2(l€+1)E

y por otra parte,

Por tanto,
2

By = T -

Luego, la altura inicial viene dada en funcion de la velocidad como

B 1 v3
Yo = 1 — e2(k+1) 9 -

Nos resta calcular las condiciones de compatibilidad, esto es,
tpr < T, (4.29)

thto > T. (430)

Procedemos de manera analoga al caso de un solo impacto, calculando T'
imponiendo la periodicidad de la velocidad
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Y(T) = —(T = tg1) + Vpp1 =00 & T = thy1 + V1 — o

Luego, usando la expresién (4.5) para vg, 1 la primera condicién (4.29) es
equivalente a

2 k+1
vo < eI/ Ey = L

1 _ e2(tD)

y puesto que tgio = tgr1 — Vkt1, la segunda (4.30) es

\/Qekurl

Vo > — T 2D .

En las Figuras 4.16 y 4.17 aparecen las curvas de existencia de puntos fijos
con 1, 2, 3 y 4 impactos en el plano de parametros y en el plano de fase para
e = 0.5, respectivamente. También se representa la curva para acumulacién
de impactos en trazo discontinuo y el punto (1,0).

Figura 4.16: Existencia de puntos fijos en sentido cldsico. Plano de
pardmetros (e, u)



116 CAPITULO 4. LA ESCALERA HORIZONTAL
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Figura 4.17: Existencia de puntos fijos en sentido clasico. Plano de fase (y, v)
para e = 0.4.
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Figura 4.18: Existencia de puntos fijos en sentido clasico para e = 0.4.
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Sin embargo, para estudiar la bifurcacién es més conveniente representar
un parametro y una variable del sistema. Elegimos por relevancia y claridad
el parametro u y la variable velocidad v. En la Figura 4.18 se representan los
puntos fijos en sentido clasico para k = 1, ..., 5 y el trazo horizontal representa
la solucién deslizante.

Nota 4.32 Para identificar mejor la bifurcacion, para cada e en (0,1) fijo
denotaremos por uy al valor del pardmetro u que da la existencia de solucion
periodica con k impactos, esto es,

u (1 —e)V1+eF
V2l + eI ek

V2"
N

dicha solucion es (—ay, ag].

Ademds, sea a = de forma que el intervalo donde estd definida

Pasamos ahora a estudiar los puntos fijos de P* en sentido multivaluado.

Proposicién 4.33 Supongamos e fijo. Los puntos fijos del operador de
Poincaré en sentido multivaluado, aparecen para

1

k
v+ LEE=2C /T 12

para
v E [—ak_1,ax) ;

donde k = 0,1,... es el numero de impactos en (0,T]. Se considera que
ag — OQ.

Demostracion.
Puesto que la solucion multivaluada debe ser periddica, ha de verificarse

v
yTzl , Vg € [_?TaUT) .

Empecemos calculando la solucién con un tnico impacto, para después hacer
el caso general de k£ impactos con k£ > 1.
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En primer lugar, puesto que yr = 1 se obtiene que

2
— tul+1=0

y por tanto,

Por otra parte, se verifica que

Y(TT) = —e(—\Jvg +2) =vr

y en consecuencia, la condicién que hay que imponer es

v € [—\/118—1—2,6\/@34—2) :

De ese modo, si vy < 0 la condicion se dara siempre pues vy > —
Ahora bien, si vy > 0 la pertenencia al intervalo viene dada por

2
vo<e\/v§+2(:>vo<e\/1_62:al.

Luego, vy € (—00,a1) .

Vg + 2.

Pasamos ahora a demostrar el caso general de k£ + 1 impactos con k£ > 1
En ese caso, puesto que yp = 1 , la expresion para yr es

(T — t3)?

yr=—"g5 +op(T—t)+1=1.

Despejamos ahora el periodo, usando las expresiones de t; y v; dadas en
(4.6) y (4.5) resp.

y de aqui, se obtiene u = X
velocidad. Puesto que

vp = —e(—(T —t3,) + ) = "y J02 + 2,

S

Calculemos ahora el rango de validez de la
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vy € [—ek\/vg +2,ek+1\/vg+2) :

Distinguiendo ahora los casos para vy negativo o positivo, de manera anédloga
a lo hecho para un tnico impacto, se llega a la expresion

la condicion es

Vo € [—ak, agy1) -

Por 1ltimo procedamos a ver la bifurcacién. Como es usual representamos
la variable de estado en funcion del parametro, para ello dibujamos las curvas
obtenidas en las Proposiciones 4.31 y 4.33 en el plano (v, u) (Figura 4.19, 4.20,
4.21 y 4.22).

La primera observaciéon es que cualquier corte entre una curva de solu-
ciones periddicas en sentido clasico y otra en sentido multivaluado es ficticio.
Esto se debe a que las soluciones multivaluadas viven en el plano y = 1
mientras que las otras no. Ademés, puesto que u¥ (v) es monétona en k no
hay cortes entre dos soluciones multivaluadas en el diagrama de bifurcacion.

Por otra parte, de la expresion de u¥ (v) y del intervalo de validez de v se
obtiene que las curvas correspondientes a soluciones en sentido multivaluado
unen las dadas para soluciones clasicas. Mas concretamente,

U:q(—ak—l) =Ur Yy Uﬁm(ak) = Uk+1-

Ahora bien, pueden darse dos casos bien distintos, dependiendo del valor

del parametro de restitucion normal. Esto se debe a que la monotonia de la

k() — 1 A L
curva T (v) = o )0 que presenta un unico punto critico para cada valor de

67
i 1—ce

NG e g e

Ahora bien, la curva uf (v) serd estrictamente decreciente si v < —ap_; o

bien serd una parabola con vértice en el plano (v,u) si el punto crico estd
en el intervalo. Esto dltimo ocurre en un intervalo (e*,1) donde ey = %
y e — 1. Ademas, en el caso de un unico impacto, la curva es siempre
decreciente. De este modo, para valores lejanos de uno, més concretamente
e < 0.5, la bifurcacion es regular y los graficos son similares a los siguientes

hechos para e = 0.4 en las Figuras 4.19 y 4.20. En la Figura 4.19 las curvas
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de existencia con nimero de impactos desde 1 hasta 4 y en la Figura 4.20
desde 20 hasta 23. En ambas las rectas representan puntos fijos en sentido
clasico y las curvas corresponden a puntos fijos en sentido multivaluado. Se
observa que las curvas de las soluciones multivaluadas rellenan los huecos
de las soluciones clasicas y colisionan en el segmento que representan las

soluciones deslizantes.

v

05k

1 1 1 1 u

0.50 055 050 045

14

.
e
=]
o

o

&

=05 F

Figura 4.19: Curvas de existencia de puntos fijos para e = 0.4. Numero de
impactos desde 1 hasta 4.

M L h L
N w 303046 0303 0300046

Figura 4.20: Curvas de existencia de puntos fijos para e = 0.4. Numero de
impactos desde 20 hasta 23.

Sin embargo, cuanto mas proximo esta el valor del pardmetro de resti-
tuciéon a uno se observa que aparecen mas convivencia de puntos fijos en
sentido multivaluado. De hecho, si fijamos e cercano a uno y trazamos una
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linea vertical en el plano (u,v) para u cercano a cero apareceran cada vez
mas cortes con las curvas que representan la existencia de puntos fijos en
sentido multivaluado. Esto es, para valores del parametro e cercanos a
uno y valores de u cercanos a cero es posible encontrar tantas soluciones
periédicas en sentido multivaluado como se quiera. Ponemos de relieve este
hecho numéricamente en los siguientes gréficos (Figura 4.21 y 4.22), donde
e = 0.99. En la Figura 4.21 se representan las curvas de existencia con
numero de impactos desde 1 hasta 4 y en la Figura 4.22 desde 20 hasta 23.

ok

=5t

=10}

Figura 4.21: Curvas de existencia de puntos fijos para e = 0.99. Numero de
impactos desde 1 hasta 4.

Figura 4.22: Curvas de existencia de puntos fijos para e = 0.99. Numero de
impactos desde 20 hasta 23.

Igual que en el caso regular, las rectas representan puntos fijos en sentido
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clasico y las curvas corresponden a puntos fijos en sentido multivaluado.
Ahora las curvas también rellenan los huecos de las soluciones clasicas pero
se vuelven sobre si mismas por la existencia del punto critico. Ademas, puesto
que es un minimo en (v,u), las pardbolas son siempre de la misma forma y
no existe convivencia de soluciones multivaluadas con la solucién deslizante.
Obsérvese que los cortes las soluciones clasicas y las multivaluadas que se
observan el la figura son ficticios ya que para las primeras y > 1 mientras
que y = 1 para las segundas.



Capitulo 5

Otro sistema no suave:
convertidor reductor DC-DC

123
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En este capitulo nos centraremos en dar otro modelo en el que hemos
comenzado a aplicar algunas de las técnicas empleadas para el caso de la
escalera.

Este modelo es el correspondiente a un problema de control asociado a
un circuito eléctrico sobre una rampa de voltaje. Como es habitual en la
literatura, el modelo original puede ser normalizado reduciendo el nimero de
pardmetros. En este sentido, usaremos el cambio de variables dado en [39]
para conseguir un sistema adimensional.

Asi pues, consideramos la siguiente ecuacion diferencial,

"+t =u, (5.1)
donde u es la variable de control y esta definida como

u=0 si z(t) >z (t)
{ u=1 si ) <z (t) ’ (5.2)

siendo z,(t) = A+ B [:H la rampa de control, donde |[.] representa la parte
decimal. En otras palabras, existe un interruptor que puede ser controlado
mediante una rampa y se entiende que u = 0 cuando este interruptor esta
abierto y u = 1 si estd cerrado. Normalmente, este control depende de un
reloj que fuerza al sistema a ser T- periddico. En el dibujo se representa por
S a este interruptor.

Figura 5.1: Convertidor DC-DC.

Los parametros estdn normalizados y supondremos sélo que v > 0, aun-
que es usual suponer que los autovalores del polinomio caracteristico, (p(\) =
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A% +~A + 1) son complejos, nosotros no asumiremos esa restricciéon. De esta
forma, la relacion entre éstos y los reales, es la siguiente

1 L Tc VL VU_VL
= oA T=— A= L4V B=
TRV T T Ve T a

Donde manteniendo la notacién de [25], L es la inductancia de la bobina, C
la capacidad de carga del condensador y R la resistencia. V7 y Vi son los
voltajes inferior y superior de la rampa, respectivamente; V,.; es el voltaje
de referencia y a la ganancia del amplificador.

Resumiendo, estamos ante una ecuacion ordinaria de segundo orden, T-
periddica (en t) con cuatro parametros A, B, 7y T. Se asume que todos
son positivos, salvo el punto inicial de la rampa, A, sobre el que no se supone
signo definido. Esto es,

2y +r=u

0 siz>uax(t 5.3
{1 NI womaeem O

La ecuacion adimensional anterior se consigue mediante el cambio de
variable propuesto en [39].

Nuestro estudio se centra en un tipo especial de soluciones periddicas con
periodo el de la ecuacién y con una tnica conmutacion por periodo. Esto
es, son soluciones T-periddicas con exactamente un cambio de sistema por
periodo. Esta soluciones son de especial relevancia en este ambito puesto que
serian el comportamiento deseado del circuito. Denotamos a estas soluciones
periédicas por (1,1) como es usual en la literatura [37].

A partir de ahora, puesto que nos centramos en soluciones T-periédicas,
reescribiremos el tiempo como una fase del periodo. Esto es, para todo
t € (0,T) escribiremos t = oT con a € (0,1). Ademds, notaremos por
(1,1), a las soluciones (1,1) que conmutan en el tiempo o1 para explicitar
este momento. La primera pregunta razonable es cudl es la configuracion de
sistemas asociada a este tipo de soluciones.

Lema 5.1 Six(t) es una solucion (1,1), entonces u =0 en (0,aT) yu =1
en (aT,1).

Demostracion.
No es posible que u = 1 en (0,aT"). En efecto, en ese caso se verificaria
que
z(0) < 2,.(0) < z,.(T) 5
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donde la ultima desigualdad se verifica como consecuencia de la positividad
de B (rampa creciente). Sin embargo, de la condicién u = 0 en (o7, 7T) y la
periodicidad,

z(0) = x(T) > z,.(T) .

Supongamos ahora fija una fase, esto es, @ € (0,1) y asumamos que u = 0
en (0,aT) yu=1en (aT,1). Asi mismo, consideremos el siguiente problema
lineal

' +yr +x = u(t)
_J 0 sit<al . (5.4)
“<t>_{ 1 sit>al

Nota 5.2 Siz(t) es una solucion (1,1), de (5.3), entonces es también solu-

cion de (5.4).

Ahora bien, el problema lineal (5.4) tiene una tnica solucién. Esto es
consecuencia de la aplicacion del Teorema de la alternativa de Fredholm
ya que el problema homogeneo solo tiene la solucién nula. Denotemos por

x}(t) a esa solucién. Sin embargo, omitiremos el asterisco al referirnos a su

(0%
condicién inicial o su evaluacion en el punto de conmutacién cuando no sea
confuso.
Podemos deducir una condicion necesaria de la existencia de solucién

periédica de tipo (1,1),.

Lema 5.3 Si z(t) es una solucion periddica de tipo (5.3), entonces x, =
A+ Ba donde x,, es el valor de la solucion T-periddica de (5.4) en el tiempo
de conmutacion. Esto es,

To =25 (aT) .

La condicién anterior significa que la recta A + BL pasa por x,, pero
T ?

*

x7(t) no depende de A ni B. Es por esto que la condicién no es suficiente
para asegurar que la solucién de (5.4) sea solucién de (5.3) para esa rampa
2,(t) = A+ B%. De hecho, pueden ocurrir falsos cortes si la solucién pasa
de un lado al otro de la rampa pero no hay cambio de sistema (esto es, en el

sentido de la siguiente figura).
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0 ol T

Figura 5.2: Cruces sin conmutacion.

A esto clase de soluciones se las conoce en la literatura relacionada como
soluciones fantasmas por no ser soluciones reales del problema (5.3). Los
objetivos seran encontrar una rampa “adecuada” de forma que la solucién
x}(t) pase a ser solucién del sistema (5.3) y encontrar cuando la solucién
es positiva. Esto tltimo es necesario porque el convertidor debe devolver
corriente continua y por tanto, el signo de x debe ser constante, suponemos
positivo.

En el teorema siguiente demostramos que fijados el periodo y la fase,
es posible encontrar una familia de rampas adecuadas de forma que exista
solucién T-periédica con una tnica conmutacién y un unico cambio de sis-
tema por periodo. Por supuesto, esta solucion es la tinica solucién del proble-
ma (5.4).

Teorema 5.4 SeanT >0y« € (0,1) fijos. Eziste Bo(a) de forma que para
cualquier B > By y A verificando x, = A+ Ba, x}(t) es solucion periddica
(1,1) de (5.3) con rampa de control x,(t) = A+ B%. Si B < By la solucién
no es de rampa.

Demostracion.
Bg

En primer lugar, tomamos la pendiente Z¢ como el infimo de las pen-

3 [44 2 2 4
dientes de las rectas que pasan por z, y no “tocan” a la solucién z7(t) en
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ningun otro punto con t € (0,7"). Este infimo siempre existe puesto que el

conjunto de pendientes admisibles esta acotado inferiormente. Esta cota es
2 <1 3 Lo —T0 To—To 3

el maximo entre los cocientes #2=0 y =R pendientes de las rectas que
unen o con x, y o con x(T) = g respectivamente.

Este infimo no siempre se alcanza, aunque es un minimo si consideramos

la condicion de rampa generalizada,

{ u=0 si x(t) > x.(t)
u=1 si xz(t) <z (t)

(5.5)

En efecto, sea B, una sucesién convergiendo al infimo B, de forma que
B, < By para todo n. Entonces, existe una sucesion t, de manera que
x(t,) no es solucién de (5.1) con control generalizado (5.5) para la rampa
correspondiente, z'(t) = A,, + Bn%. Puesto que t,, es una sucesion acotada
por tener todos sus términos en (0,7"), admite una parcial convergente. Esta
convergencia puede darse a cinco limites distintos, que nos dan las diferentes
formas de alcanzar el minimo en sentido generalizado.

Caso 1. La sucesion t, converge a cero.

En este caso,
o(ty) < al(t,) = A, + B2
l !
y como debe verificarse (5.5), entonces

x(0) =29 = Ag = x4 — Boax .

Esto es, 80 = Zat0

= ¢, pendiente de la recta que une g y ,.

Caso 2. La sucesidn t,, converge a t* con t* € (0,aT).

En este caso,

c(ty) < xP(ty) =A,+ By
| |
z(t*) < x,(t%)

y como debe verificarse (5.5), entonces

z(t*) = z,.(t") .

Esto es, % es la pendiente de la recta que une zg y x(t*). Es decir,

la rampa toca a la soluciéon en otro punto, distinto de z,, de forma
tangencial.
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Caso 3. La sucesion t,, converge al tiempo de conmutacion, es decir, a oT'.

Podemos suponer que existen infinitos términos de la sucesion que lo
hacen para valores mayores e infinitos para menores. Veamos que en
este caso el infimo coincide con la derivada de la solucion en oT'.
Centrémonos en el primer caso, esto es, z(t,) < z7(t,) ( el otro es
analogo). Entonces,

z(t,) — To < x(t,) — To
t, — ol t, — ol
! |

(T) < Do

y como debe verificarse (5.5),

x(tn) — To S Tr(tn) — To
t, — ol — t, — ol
!
(l) >

S| —

Esto es, 22 = #/(aT).

Caso 4. La sucesion t,, converge a t* con t* € (a1, T).

Este caso es analogo al Caso 2 y se obtiene que la rampa toca tangen-
cialmente en otro punto z(t*). % es la pendiente de la recta que une
ese punto con xj.

Caso 5. La sucesion t,, converge a T

s ; By _ x0—%a
Este caso es andlogo al primero y se llega a que 7 = =R

pendiente
de la recta que une x, y z(T") = zo.

Tomando B > By y A tal que x, = A+ Ba, se sigue la tesis del teorema.
[
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b Y T V“”

Figura 5.3: Posibles situaciones para By.

Nota 5.5 Obsérvese que la rampa con pendiente By es admisible en los casos
1, 3y 5 de la demostracion; no siéndolo en los otros dos por tocar a la
solucion en mds de un punto aunque no haya conmutacion. FEsto se debe a
que la condicion de control (5.2) viene dada por una desigualdad estricta.

Nota 5.6 La pendiente By(«) es siempre no negativa porque es mayor o

wgual que
max{%z—xo’xo—fa} >0.
« 1 -«

A veces, por motivos de diseno es deseable que la rampa sea postiva. A
continuacion damos una condiciéon para asegurar que esto ocurra.

Corolario 5.7 Sea .
Bi(a) = Ea

y supongamos que Byo(a) < Bi(a). Entonces, para cualquier
B € (Bo(), Bi(a)]

y A werificando que A + Ba = x,, la solucion x}(t) es una drbita (1,1)
periddica de (5.3) con rampa positiva. Es decir, A >0y B > 0.

Demostracion.
La pendiente es positiva por ser estrictamente mayor que By, que es no
negativa. Probemos que A también lo es.



131

Por definicién de By (), el correspondiente punto inicial de rampa es nulo.
Es decir, A;(a) = 0. Usando ahora la condicién necesaria de existencia,

Bi(a)a =z, = A+ Ba

para toda rampa. Entonces,

A=a(Bi(a)—B)>0.

Bi(o)

&g
Ty

Aple)

By(e)

Figura 5.4: Rampas admisibles y rampas positivas.

Tal como se dijo anteriormente, la solucién es una diferencia de potencial
y es conveniente que sea positiva. Sin embargo, el teorema anterior no lo
garantiza y la solucién podria tener cambios de signo. Por eso, en lo que sigue,
vamos a dar condiciones para asegurar la positividad. Como consecuencia,
obtendremos informacién de las propiedades geométricas de la solucién a7 (t).

Para ello buscaremos la condicion que nos permita asegurar que las solu-
ciones de la ecuacién (5.1) con u = 0 no son muy oscilantes. Mds concreta-
mente, que la distancia entre ceros es mayor que el periodo. Esto es, como
las soluciones o bien son exponenciales o bien combinaciones de éstas con
senos y cosenos, la distancia entre dos ceros consecutivos, en caso de existir,
viene dada por el cociente 7; donde

e
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Por tanto, la condiciéon de que esta distancia es mayor que T es

2 2
™
w2

4

s >1. (5.6)

Nota 5.8 La condicion (5.6) garantiza que las soluciones de (5.1) con u =
0 tienen a lo mds un cero en (0,T). Por la naturaleza de las soluciones
(combinaciones de exponenciales, senos y cosenos), esto se extiende a todas
sus derivadas. Andlogamente, también se deduce que las soluciones de (5.1)
con u =1 cortan a lo mds una vez a la curva de nivel uno.

Nota 5.9 Si las soluciones son exponenciales las propiedades siguientes se
verifican siempre. Sin embargo, lo general en este tipo de sistemas es que se

asuma )
8
11— (—) >0
2
y por tanto, sea necesario asumir la hipdtesis (5.6).

Proposicién 5.10 Bajo la hipdtesis (5.6) la solucion periddica x%(t) estd
estrictamente entre cero y uno, es decir,

0<ai(t)<l1.

La demostracion es consecuencia inmediata de aplicar el siguiente teorema
de comparacién para fo =0, fi=uy fa=1.

Teorema 5.11 Bajo la hipdtesis (5.6), la funcion de Green asociada a la
ecuacion diferencial de sequndo orden

"ty +x = f(t), (5.7)

donde f(t) es una funcién L' periddica, es positiva. En consecuencia, si se
considera f(t) = fi(t) parai=0,1,2 verificando

oS i fas
las correspondientes soluciones periodicas estan también ordenadas, es decir,

To < T1 < To .
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Demostracién.
La demostracién esta basada en la funcion de Green. Consideramos la
ecuacién homogénea con condiciones periddicas,

" +y2'+x=0en[0,T], (5.8)

z(0) =x(T) 2'(0) =2/(T) . (5.9)

Sea G(t,s) la funcién de Green asociadas al problema (5.8)-(5.9). Las
soluciones de (5.7) son de la forma

o(t) = /0 F($)G(E, 5)ds .

A continuacién probaremos que G(t,s) es estrictamente positiva. En-
tonces, dadas dos funciones fy < fi las correspondientes soluciones de (5.7)
verificardn

ro(t) — 21 (1) = / (fols) — Fi(s))G(t, s)ds > 0

y por tanto, se sigue el Principio del Maximo enunciado en el Teorema.

La positividad de la funcién de Green se basa en la prueba del Teorema
2.1 de [80] y es consecuencia de la hip6tesis de separacion de ceros. En efecto,
veamos que G(t, s) no se anula en ningtin punto. Procedemos por reduccién
al absurdo, asumiendo que existe (%o, so) € [0,7] % [0,T] tal que G(tg, so) = 0.

Asumimos que tg € (0,7). Supongamos fijo s € (0,T) y que tg € (so,T).
Entonces G(t, s¢) es solucién de (5.8) en [0, so) U (so, '] periddica, es decir,

G(0,50) = G(T 50),
2.G(0,50) = 2G(T 0).

Luego, podemos construir la funcion de clase 1

_ G(t, s0) , t € [s0,T]
w(t) = { Gt—T,s0), tel[T,so+T]

que es solucién de (5.8) en todo el intervalo. Ademads verifica que x(ty) = 0
por hipétesis y 2’(tp) = 0. Esto ltimo se debe a que t es el tinico cero de z(t)
en [sg, so+ 1] por la hipétesis (5.6) y la funcién x(t) toma los mismos valores
en los dos extremos del intervalo por ser periddica. Luego, por unicidad del
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problema de valores iniciales, debe ser la solucién idénticamente nula y esto
es contradictorio con la definicién de la funcién de Green.
Andlogamente se procede si ty € [0, s¢), definiendo

[ Gt—"T,s0), teso—T,0]
o(t) = { Glt.so) . te€[0.s0] -

El resto de los casos es similar.

Nos resta demostrar que G(t,s) > 0 en algin punto. Ahora bien, si
consideramos (5.7) con f(t) = 1 sabemos que la tnica solucién periddica es
z(t) =1 en [0,T]. Por tanto,

1= a(t) = /OT G(t, s)

y en consecuencia, la funcién de Green es positiva. |

Nota 5.12 En cualquier caso, la funcion de Green es calculable explicita-
mente, distinguiendo segun la forma de los valores propios.

Proposicién 5.13 Bajo la hipdtesis (5.6) la solucion periodica x?(t) tiene
exactamente dos puntos criticos por periodo. Uno de ellos es un mdzimo en
(0,aT) y el otro un minimo en (aT,1).

Demostracion.

La existencia de los dos puntos criticos es trivial y es consecuencia de
que la funcién es continua y peridédica. La unicidad se deduce de la hipotesis
(5.6), puesto que no pueden existir méas de un punto critico para cada valor
de u.

Ahora bien, el minimo no puede estar antes de la conmutacién porque la
solucién es siempre positiva. En efecto, si £; es un minimo entonces

z(th) = —2"(t1) + 2’ (t1) = —2"(t1) <0 .

Por otra parte, los dos puntos criticos no pueden coexistir y por tanto, el
maximo debe estar en el intervalo (0, a1).
|
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Proposicién 5.14 Bajo la hipétesis (5.6) la solucion periddica x?(t) es
mayor en el dato inicial que en el punto de conmutacion. FEsto es,

2 (0) > 2% (aT) .

Demostracion. La prueba se basa en la existencia de funciones de Lyapunov
para la ecuacién diferencial (5.1) para u = 0 y u = 1, independientemente.
Mas concretamente, si u = 0 entonces

vi(z,2') = 2 + 2

es una funcién de Lyapunov y por tanto es estrictamente decreciente sobre
las soluciones. Como consecuencia,

2(0)* 4+ 2/(0)* > z(aT)? + 2/(aT)? .
Anélogamente, si u = 1 la funcién de Lyapunov es
vy(z,2") = (xz — 1)? + 2
v lo que se verifica es
(z(aT) —1)* + 2/(aT)? > (x(T) — 1)* 4+ +2/(T)? .

Aplicamos lo anterior a la solucién T' periédica =7, (t) y obtenemos,

’

25 (0)% 4 (27 (0))* = 227 (0) + 1 < 27(0)2 + (2 (0))? — 227 (aT) + 1 .

De aqui se sigue inmediatamente la tesis del teorema.
[

Como consecuencia de las tres proposiciones anteriores, la soluciéon debe
ser de la forma esquematica que se representa en la Figura 5.5.

Ademas, la hipétesis (5.6) nos permite caracterizar cuando la pendiente
By(«) coincide exactamente con la pendiente de la recta que une la condicién
inicial de la solucién y el punto de conmutacién. Para ello, notamos por v
a la derivada de z(t) en t = 0.

Proposicién 5.15 Bajo la hipdtesis (5.6),

_ z0—% ; . . 20—
By(a) = %= si y solo si vy > sy -
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u=0 u=1

0 oT T
Figura 5.5: Geometria de la solucién periddica z7 (t).

Para la prueba de esta proposiciéon necesitamos un lema sobre la convexidad
de la solucion.

Lema 5.16 Sea x(t) una solucion de (5.1) en (0,T) para uw = 0. Supon-
gamos ademds que x(t) < 0. Entonces o bien x(t) no tiene puntos de inflexion

o bien existe t de forma que la solucidn es convera en (0,t*) y cdncava en
(t*, 7).

El lema es trivial y se deduce del hecho de que si ¢ es un punto de inflexidn,
entonces

v2'(t) = —x(t) >0
y en Consecuencia,

2"(t) = —2'(t) > 0.

Ya estamos en condiciones de demostrar la Proposicién anterior.
Demostracion.

Comencemos suponiendo que By(a) = #4=2= y denotemos por d(t) a
la diferencia entre la rampa dada por (By, Ag) y la solucién 27 (t). Esto es,

t
d(t) = A() + BOT - I:;(t) .

Se verifica por definicién que d(7') = 0 puesto que

d(T):(xa_x;.)_—%a)ﬁ—xo_xa—l’g.

-« l—«

Ademas, d(t) > 0 en (o7, T) porque la solucién estda debajo de la rampa
en ese intervalo. Por tanto, d'(t) debe negativa en 7'y como consecuencia,

B
TO—/U()SO.
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Probemos ahora el reciproco, viendo cuales de las posibilidades para By
dadas en la demostracion del Teorema 5.4 son compatibles con las propieda-
des de la solucién obtenidas como consecuencia de (5.6). Por la Proposicién
5.14 xg > x, y por tanto,

Esto es, no es posible el primer caso. El segundo tampoco puede darse puesto
que z(t*) > z,. En cuanto a la tercera opcién no puede ocurrir por la forma
de la solucion, que hace que la derivada en z, sea negativa. Ahora bien si
By(a) = #=== (opcién 5) habriamos terminado.

Veamos que la opcion 4 tampoco es posible, por reducciéon al absurdo.
Supongamos que existe un tiempo t* € (aT,T') donde la solucién es estricta-
mente mayor que la rampa dada por By = == En ese caso, z},(t) no seria
convexa en (o1, T) porque la recta que une (a7, z,) con (T, xy) estaria sobre
ella en t*. Ademas, puesto que la solucién no es concava en este intervalo,
ha de verificarse por el Lema 5.16 que existe un ¢ € («T,T) donde pasa de
convexa a concava. Ahora bien, esto implica que d(t) = 2% (t) — z,.(t) < 0
en (o1, T) lo que es contradictorio puesto que en t* es positiva. En efecto,
d(T)=0,d(T) >0y d(t) es concava (estrictamente) en (¢,7) por hipitesis.
Luego, debe ser estrictamente negativa en (¢,7). Por otro lado, x%(t) es
convexa en (aT,t) y por tanto estda debajo de la recta que une los puntos,
(aT,z,) y (t,74(t), extremos del intervalo, que a su vez estd bajo la rampa.
En consecuencia, d(t) < 0 también en (aT,1). n

Nota 5.17 Obsérvese que la implicacion directa se wverifica siempre y no
necesita la hipotesis de separacion de ceros.

Ademas, bajo (5.6) es posible conseguir una cota de la amplitud de la
solucién, esto es, de

Az = mazz) (t) — minah(t) .

Teorema 5.18 Bajo la hipdtesis (5.6),

T
Ar<—(1—-a).
v
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Demostracién.

Como ya se ha dicho en la Proposicién 5.13, de la condicién (5.6) se
deduce la existencia de un tnico méximo (global) z(¢;) con t; € (0,aT) y
un unico minimo (global) z(ty) con ty € (a7,T). Ademds, la solucién es
positiva por la Proposicién 5.10 y por tanto,

2+ v <u.

Entonces, integrando entre los puntos criticos obtenemos la cota de la am-
plitud. Esto es, integramos en (to — 7', t1) ,

t1 0
7A*x</ u(t)dt—/ dt =T —t, <T(1—a) .
to—T to—T

Nota 5.19 El Teorema anterior se puede interpertrar como un control de la
calidad de salida del convertidor de corriente continua. Lo deseable es que
la funcion x sea constante y no hubiera diferencias de voltaje para que el
funcionamiento sea optimo. La cantidad A*x mide la oscilacion de salida y
por tanto, la formula anterior puede entenderse como una estimacion de la
calidad de la senal.
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