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2.1. Flujos granulares rápidos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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Caṕıtulo 1

Introducción

Los medios granulares son sistemas formados por muchas part́ıculas ma-
croscópicas que experimentan colisiones inelásticas [1–3] de manera que la
cantidad de enerǵıa cinética después de una colisión es menor que antes de
ella. La experiencia ha demostrado que, al igual que ocurre con otros sistemas
f́ısicos con gran número de grados de libertad, muchos de los estados alcan-
zables por los medios granulares pueden ser caracterizados por unas pocas
magnitudes y son altamente reproducibles. Desde un punto de vista teórico,
el modo de identificar estas magnitudes, relacionarlas entre śı y con las pro-
piedades mecánicas de los granos y las caracteŕısticas de sus interacciones es
mediante la descripción probabiĺıstica de la Mecánica Estad́ıstica [4].

El carácter inelástico de las colisiones hace de los medios granulares sis-
temas intŕınsecamente fuera del equilibrio termodinámico. No es posible, por
tanto, trasladar los resultados de la Mecánica Estad́ıstica de equilibrio.

Un paso previo al proceso de descripción, y que delimita el tipo de for-
mulación teórica a utilizar, es el de establecer una clasificación de los medios
granulares, que generalmente obedece a criterios observacionales. Porque su-
cede que los sistemas granulares pueden exhibir comportamientos análogos
a los de los sólidos y a los de los fluidos, dependiendo de las condiciones
externas a las que estén sometidos.

Se inicia el caṕıtulo dando una definición, no rigurosa, de los medios
granulares y describiendo algunas de sus propiedades fundamentales. En las
secciones siguientes se analizan los comportamientos tipo sólido y fluido [3].
Finalmente, se presta especial atención a los flujos granulares rápidos o gases
granulares [5], análogos a los fluidos moleculares, que serán estudiados, desde
una perspectiva general en el siguiente caṕıtulo, y en ciertas circunstancias
de especial interés a lo largo del trabajo [6, 7].

1



2 Caṕıtulo 1

1.1. Medios granulares: definición y propie-

dades

Las dunas de arena, las montañas de sal o los montones de cereales son
ejemplos cotidianos de sistemas granulares. Todos ellos se caracterizan por
poseer una gran cantidad de part́ıculas macroscópicas o granos que experi-
mentan colisiones inelásticas.

El carácter inelástico de las colisiones infiere unas propiedades muy espe-
ciales a estos sistemas. De hecho, el comportamiento de los sistemas granu-
lares es tan rico que para algunos cient́ıficos constituyen un estado más de
la materia, con identidad propia frente a los gases, los fluidos y los sólidos
moleculares. Desde el punto de vista de la Ciencia básica, entender la exten-
sa fenomenoloǵıa de los sistemas granulares ha supuesto y supone un reto
para la comunidad cient́ıfica. Pero, además, existen razones prácticas para
estudiarlos, ya que muchos de los fenómenos que ocurren en la Naturaleza y
en los procesos industriales involucran a sistemas granulares. Como ejemplo
llamativo, baste mencionar que aún no se conoce la forma más apropiada de
manipular y almacenar los granos [2].

Una caracteŕıstica fundamental de los sistemas granulares es que las par-
t́ıculas de las que están compuestos son macroscópicas, siendo el tamaño
t́ıpico de un grano superior a una micra. Esto hace que la temperatura no
afecte directamente al movimiento de los granos, como lo hace por ejemplo
en el caso de los gases moleculares. Otra consecuencia directa del carácter
macroscópico de los granos es que el movimiento de cada grano está regido
por las leyes de la Mecánica Clásica. No obstante, en ciertos casos, śı hay
una influencia indirecta de la temperatura. Por ejemplo, ésta modifica las
propiedades del aire, y por tanto el rozamiento con éste, o las propiedades
plásticas de los granos, y por tanto, de las colisiones entre las part́ıculas.

La dinámica de un medio granular queda determinada por las fuerzas que
sufren los granos. Éstas pueden clasificarse en cuatro grupos: fuerzas prove-
nientes de interacciones de corto alcance entre los granos, fuerzas de largo
alcance entre éstos, fuerzas externas y fuerzas provenientes de la presencia de
un medio intersticial. Esta clasificación facilita el estudio y a menudo induce,
a su vez, una clasificación dentro de los medios granulares.

Las interacciones de corto alcance suelen ser repulsivas y son las responsa-
bles de que al colisionar dos granos parte de la enerǵıa se disipe, se transmita
de forma irreversible a grados de libertad internos. El carácter no conservati-
vo de las fuerzas suele medirse usando los coeficientes de restitución normal

y tangencial [8,9]. El primero da cuenta de la pérdida de enerǵıa debida a la
reducción de la velocidad relativa en la dirección de la colisión, mientras que
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el segundo mide la pérdida de enerǵıa asociada a la otra componente de la
velocidad relativa.

En muchos modelos teóricos, los coeficientes de restitución se suelen tomar
constantes, como en el modelo esferas o discos duros lisos que se usa en este
trabajo (ver caṕıtulo 2). En la realidad, sin embargo, existe una dependencia
de éstos con la velocidad relativa de las part́ıculas justo antes de la colisión
aśı como de las propiedades de los granos [10–12]. Es más, en ocasiones, los
coeficientes de restitución dependen de tantos grados de libertad internos de
los granos que se ha sugerido que puedan considerarse magnitudes aleatorias
[13].

Las fuerzas de largo alcance se deben a que los granos pueden estar carga-
dos o imantados [14,15]. La presencia de estas fuerzas complica la descripción
de estos medios y, en general, no ayuda a entender la influencia de la disi-
pación sobre el comportamiento del sistema. Por ello, no serán tenidas en
cuenta en este trabajo.

La gravedad es la fuerza externa habitual y juega un papel fundamental
en la mayoŕıa de los experimentos que se realizan con medios granulares.
También hay que considerar las fuerzas externas que sirven para confinar a
los granos, por ejemplo, las que ejercen las paredes de un silo, o para inyectar
enerǵıa en el sistema a través de paredes vibrantes.

Por último, deben tenerse en cuenta las interacciones entre granos y el
medio en el que están inmersos (medio intersticial). Si se trata de aire, el
efecto sobre la dinámica del sistema suele ser despreciable. En otros casos,
sin embargo, la presencia del medio intersticial es cŕıtica. En algunas cir-
cunstancias, se inducen a través del medio intersticial interacciones de largo
alcance entre los granos [1, 16] que, nuevamente, complican tremendamente
el análisis de estos sistemas. Estas fuerzas tampoco serán tenidas en cuenta
en este trabajo.

En resumen, sólo se consideran las colisiones inelásticas de corto alcance
entre granos y, eventualmente, la acción de fuerzas externas. Además, las
fuerzas de corto alcance serán de tipo repulsiva. Es decir, se analizarán los
conocidos como medios granulares secos no cohesivos.

¿Es posible inferir las propiedades globales de los sistemas granulares a
partir de las propiedades de los granos y de las caracteŕısticas de sus inter-
acciones representadas por las correspondientes leyes del movimiento? Dado
que los sistemas granulares que se consideran están formados por muchos
granos, el marco teórico natural para dar respuesta a esta pregunta es el
de la Mecánica Estad́ıstica. En lo que resta de caṕıtulo se verá que para
muchas circunstancias la respuesta a la pregunta anterior es afirmativa. Pe-
ro las propiedades especiales de los medios granulares no permitirá usar las
técnicas convencionales de esta disciplina de la F́ısica para la descripción de
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estos sistemas, sino que se hará necesaria la adaptación y creación de técnicas
nuevas.

1.1.1. Descripción teórica

Los medios granulares secos no cohesivos son frecuentemente modelados
por un conjunto de part́ıculas que experimentan colisiones de muy corto
alcance repulsivas e inelásticas. Estos modelos no solo son necesarios para
elaborar la teoŕıa, sino que resultan muy útiles para la simulación mediante
ordenador. En el apéndice B se describen dos algoritmos, utilizados en este
trabajo, para simular uno de los modelos más utilizados, el modelo de esferas
y discos duros lisos inelásticos, que se introduce en el siguiente caṕıtulo.

Los modelos de sistemas f́ısicos admiten distintos niveles de descripción.
En el caso particular de un medio granular el interés puede ser determinar
el estado de cada uno de los granos, es decir, la posición y velocidad de
los mismos como función del tiempo. Esta descripción, que se conoce como
microscópica, es la más precisa, pero en muchos casos ni es posible ni reporta
información relevante.

El hecho de que los sistemas f́ısicos estén constituidos por un gran número
de granos sugiere el uso de conceptos probabiĺısticos. Ahora el interés no seŕıa
determinar la evolución de todas las part́ıculas, sino conocer la probabilidad
de que cierta propiedad tome cierto valor. Esta descripción suele denomi-
narse mesoscópica por estar a caballo entre la descripción microscópica y la
macroscópica. Esta última involucra sólo un grupo reducido de magnitudes
más globales como la densidad de part́ıculas, la enerǵıa y el volumen.

Para muchos sistemas f́ısicos, incluyendo los sistemas granulares, es po-
sible encontrar una descripción macroscópica cerrada. En ésta, el sistema
obedece ciertas ecuaciones cuyas variables son magnitudes macroscópicas.
Demostrar la existencia de esta descripción a partir de la dinámica de los
componentes del sistema es un viejo problema, aún abierto, en Mecánica
Estad́ıstica [17–20]. La experiencia muestra que muchos sistemas granulares
admiten una descripción de este tipo. Algunos ejemplos claros aparecerán en
este caṕıtulo y a lo largo del trabajo.

La imposibilidad de relacionar de forma exacta la descripción macroscópi-
ca con la microscópica lleva a tratar de describir los medios granulares o bien
partiendo de una descripción mesoscópica, como se hace en Teoŕıa Cinética
para los gases moleculares, o directamente proponiendo ecuaciones generales
con coeficientes fenomenológicos.

En este caṕıtulo introductorio, se muestran ejemplos en los que el com-
portamiento de los sistemas granulares se puede entender adaptando las ideas
de la Mecánica Estad́ıstica. Sin embargo, ni mucho menos existe una formu-
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lación general de los mismos. Esto se debe, por una parte, a que los medios
granulares son sistemas intŕınsecamente de no equilibrio, como consecuencia
del carácter inelástico de sus colisiones; y por otra parte, a que no existe
una formulación general de la Mecánica Estad́ıstica para sistema fuera del
equilibrio termodinámico, ni siquiera en el caso de sistemas moleculares no
disipativos. Este hecho hace necesaria una clasificación fenomenológica de los
medios granulares que ayude a su descripción teórica.

En los siguientes apartados se hace una breve descripción los comporta-
mientos tipo sólido, ĺıquido y gas que pueden presentar los medios granulares.
Para cada uno de ellos se ponen ejemplos en los que ha sido posible su estu-
dio, adaptando y desarrollando ideas de la Mecánica Estad́ıstica. Sólo en el
último caso es posible desarrollar una teoŕıa, más o menos general, basada
en principios fundamentales (ver caṕıtulo 2).

1.2. El medio granular como un sólido

Si se deposita sal o arena en un vaso, los granos rápidamente se acomodan
a la forma del vaso y permanecen en reposo. Esto es posible porque los
coeficientes de restitución, que dan cuenta de la pérdida de enerǵıa en las
colisiones, se anulan cuando la velocidad relativa de las part́ıculas es cero. La
configuración de las part́ıculas en la situación de reposo recuerda a la de un
sólido, en el sentido de que la distancia entre ellos no cambia con el tiempo.
En la mayoŕıa de los casos, además, los granos no parecen seguir un orden,
lo que llevaŕıa a identificar el sistema granular con un sólido amorfo.

Inmediatamente surgen una serie de preguntas que la comunidad cient́ı-
fica ha tratado de responder en los últimos años: ¿cuál es la geometŕıa del
empaquetamiento?, ¿cuál es la distribución de fuerzas y esfuerzos?, ¿cuáles
son las propiedades elásticas y plásticas?, ¿cómo se comporta el sólido al
someterlo a vibraciones?, ¿cómo se transmite el sonido?, etc.

Considérese el viejo problema del almacenamiento de los granos en silos,
en el que concurren la mayoŕıa de las preguntas anteriores. Se sabe, por
ejemplo, que la presión que ejercen los granos en la base del silo no crece
linealmente con la altura, como lo hace en un ĺıquido convencional. Esto se
debe a que, al ser la distribución de tensiones anisótropa, parte del peso de
los granos dentro de un silo está soportado por las paredes. En otras palabras,
la presión satura a cierta profundidad, lo que se conoce como efecto Janssen
[21,22]. La fuerza sobre las paredes llega a ser tan grande que frecuentemente
produce la rotura violenta del silo.

La forma en que se distribuyen las tensiones en el sólido granular parece
estar también detrás de la razón por la que se forman huecos en el seno de
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un silo. Cuando éstos están cerca de la región donde se extrae el grano, es
probable que se formen atascos en el flujo [23,24]. Este fenómeno representa
un gran inconveniente en la manipulación del grano y también aparece en
otros contextos como, por ejemplo, explotaciones mineras.

Desde un punto de vista tecnológico, el problema de los silos se aborda
tratando de buscar un diseño óptimo. Desde una perspectiva cient́ıfica, sin
embargo, el interés está en tratar de entender el comportamiento del medio
granular. Un estudio detallado de las interacciones revela un mallado no
uniforme de fuerzas y tensiones que toman valores máximos a lo largo de
ciertas direcciones, dividiendo el medio en regiones de poca presión, como
se muestra en la figura 1.1 [25]. Experimentalmente y en simulaciones con
ordenador [26–28] se observa que la distribución de fuerzas P (f) viene dada
por

P (f) =

{
(f/ 〈f〉)c1 , f < 〈f〉
ec2(1−f/〈f〉), f > 〈f〉

(1.1)

donde 〈f〉 es la fuerza media y c1 y c2 son dos parámetros. La dependen-
cia exponencial de la ley anterior fue obtenida teóricamente por Edwards y
Grinev [29]. Para ello, los autores estudiaron la propagación de tensiones en
una pila a través de la distribución de contactos entre granos. La idea fun-
damental sobre la que se sustenta el estudio fue utilizada por primera vez en
el estudio del problema de la compactación, que se considera a continuación.

Un modo de manipular las propiedades de un sólido granular es inyectán-
dole enerǵıa, por ejemplo, vibrando alguna de las paredes del recipiente en
el que está encerrado. Si el sistema está sometido a la fuerza de la gravedad,
se suele inyectar enerǵıa moviendo la pared horizontal inferior del mismo. Lo
que se observa en muchas circunstancias es que el volumen del sólido granular
cambia hasta alcanzar un valor estacionario que depende de la frecuencia y
amplitud de los impulsos dados a la pared, de las propiedades de los granos y,
eventualmente, de la configuración inicial. En la mayoŕıa de los casos, el sis-
tema relaja lentamente hacia situaciones más compactas, de mayor densidad,
como se representa esquemáticamente en la figura 1.2.

Edwards y Oakeshott, entre otros, elaboraron una teoŕıa que describe los
estados de máxima compactación [31], al menos cuando los golpes no son
muy fuertes. La hipótesis fundamental de la teoŕıa es, en alguna medida,
análoga a la que se hace en el colectivo microcanónico: toda las configuracio-
nes con el mismo volumen son equiprobables. El papel que juega la enerǵıa
en los sistemas aislados en equilibrio, ahora lo juega el volumen. Al pasar
del colectivo microcanónico al canónico, surge de forma natural el coeficiente
correspondiente a la temperatura que da cuenta del efecto de las vibraciones
de la pared.
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Figura 1.1: Red de fuerzas en un sólido granular visible gracias a la emisión
de luz como consecuencia del contacto entre granos (part́ıculas fotoelásticas).
Imagen tomada por el grupo de Medios Granulares de la Universidad de
Navarra [30].

Brey, Prados y colaboradores [32–35] han elaborado modelos mesoscópi-
cos del proceso de compactación consistentes con la teoŕıa de Edwards. Los
golpes o vibraciones de la pared tienen dos efectos sobre el sólido. Uno, en
el que se favorece el desplazamiento de los granos y huecos por el aumento
del volumen del sistema, y otro, en el que el sistema relaja hasta pararse.
Admitiendo que la probabilidad de que se creen y muevan los huecos de-
pende de la densidad de los mismos, los autores, usando un modelo sencillo
unidimensional, construyen un proceso estocástico markoviano a partir de
las probabilidad de transición entre estados para las dos etapas de evolución
del sistema. De esta forma, no sólo se recupera el resultado de Edwards y
colaboradores, relacionándose, además, la temperatura efectiva con las pro-
babilidad de transición del proceso, sino que se consigue describir el proceso
de relajación del sistema.

El problema de la compactación es un ejemplo claro en el que se pone de
manifiesto la bondad de los métodos de la Mecánica Estad́ıstica para expli-
car los resultados experimentales. En particular, adaptando las ideas de la
formulación general para sistemas en equilibrio, se consiguen caracterizar los
estados estacionarios. Para describir la dinámica del sistema, sin embargo, se
hace necesaria una descripción más fina. En este caso y en otros muchos, la
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t1 t2 > t1 t3 > t2

Figura 1.2: Representación esquemática del proceso de compactación de un
sistema de discos inelásticos dentro de un recipiente rectangular. Sobre el
sistema actúa la fuerza de la gravedad (en dirección vertical). La pared in-
ferior del sistema se está moviendo. Se muestran tres configuraciones para
tres tiempos, t1 < t2 < t3, en las que se observa que el volumen del sistema
disminuye.

dificultad no está tanto en describir la dinámica del sistema usando los méto-
dos de los procesos estocásticos, sino modelar correctamente las probabilidad
de transición entre estados, lo que con frecuencia no es posible justificar más
que con argumentos cualitativos.

Otras muchas propiedades de los sólidos granulares han sido y siguen
siendo estudiadas. Casi todos los trabajos nuevos que se publican sobre el
tema son de ı́ndole experimental, ya que generalmente resulta dif́ıcil encontrar
ideas generales que permitan el desarrollo de un marco teórico. En particular,
hay una comunidad amplia que se dedica a estudiar el comportamiento de
los medios granulares cerca de su transición al comportamiento fluido que se
considera en la siguiente sección.
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1.3. El medio granular como un fluido

De la misma forma que un sólido se torna ĺıquido si se incrementa su-
ficientemente su temperatura, un medio granular puede presentar un com-
portamiento similar al de un ĺıquido si la enerǵıa cinética de los granos es
suficientemente alta. La transición entre comportamiento sólido y ĺıquido es
compleja en el caso de los medios granulares y no tan ńıtida como la de los
sistemas convencionales [36,37].

Un ejemplo cotidiano en el que se observan los medios granulares en fa-

se ĺıquida es el de las avalanchas. Si la pendiente de un mont́ıculo de arena
supera cierto ángulo cŕıtico, se induce un reajuste de los granos en forma
de avalancha a lo largo de la ladera del mont́ıculo [38]. El flujo de granos se
puede describir como un fluido deslizando por una superficie [36]. El com-
portamiento cŕıtico de las avalanchas atrajo la atención de la comunidad
cient́ıfica porque, entre otras razones, comparten propiedades con los aludes
y terremotos [3].

En ciertas circunstancias, el fluido granular parece comportarse como un
fluido molecular convencional. No obstante, en la mayoŕıa de las situaciones,
los efectos observados son sorprendentes y novedosos. Como ejemplo de esto
último, merece la pena citar el efecto conocido como el canto de las dunas.
En ciertas condiciones, las avalanchas en algunas dunas producen un sonido
intenso de frecuencia caracteŕıstica que puede escucharse a kilómetros de
distancias. Aunque existe controversia sobre la explicación del fenómeno, una
descripción del flujo en la superficie de la duna que tenga en cuenta efectos
no lineales parece ser suficiente para dar una explicación del mismo [39–42].

Otro fenómeno bien conocido en el contexto de los medios granulares es
el de las nueces del Brasil [43, 44], ver figura 1.3. Si se tiene un sistema gra-
nular formado por más de un tipo de granos y se las somete a vibraciones,
es altamente probable que se produzca segregación, es decir, que una clase
de part́ıculas prefiera una zona del espacio a otras. La explicación de este
fenómeno no está relacionada exclusivamente con la densidad relativa de las
part́ıculas, como ocurre en el caso de los fluidos convencionales en presen-
cia de una fuerza externa, es decir, no puede ser explicado usando sólo el
principio de Arqúımedes. Hay que tener en cuenta también otras variables,
como las dimensiones relativas de las part́ıculas, el nivel de inelasticidad o la
forma de vibrar. En los sistemas diluidos, este fenómeno también aparece y
es capturable por la teoŕıa [45–47], como se verá en la siguiente sección.

Los ejemplos mostrados hasta ahora se refieren a fluidos granulares den-
sos, también conocidos como flujos lentos. Como ya se dijo, no existe una
formulación general de los mismos, como es fácil de entender en base a dos
circunstancias independientes. Por una parte, no existe una formulación ge-
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Figura 1.3: Efecto de las nueces del Brasil. En este caso hay dos sistemas gra-
nulares (marrón y negro) más una part́ıcula de mayores dimensiones (dentro
del ćırculo blanco). Todo el sistema está dentro de un recipiente abierto en
presencia del campo gravitatorio. Tras unas cuantas vibraciones, la part́ıcula
asciende y los fluidos se mueven de forma convectiva [48].

neral para ĺıquidos elásticos fuera del equilibrio termodinámico. Por otra, no
se sabe qué papel juega la inelasticidad, ni tan siquiera en el caso más sencillo,
el de los gases granulares, también llamados flujos granulares rápidos.

La dificultad de encontrar un marco descriptivo general de los fluidos gra-
nulares no implica necesariamente que no exista una descripción macroscópi-
ca, de tipo hidrodinámico, de los mismos. Lo que ocurre es que tal descripción
o bien no se sabe derivar a partir de primeros principios, o bien śı se sabe
pero no se sabe justificar en el sentido de delimitar su rango de validez. En
este sentido, la situación es totalmente análoga a la de los fluidos elásticos.

La inelasticidad, sin embargo, introduce una dificultad adicional. Para
que exista una descripción macroscópica, es decir, cerrada para unas pocas
magnitudes, debe existir una separación de escalas. Las escalas asociadas a
la evolución de las magnitudes irrelevantes o microscópicas deben ser mucho
más rápidas que las que caracterizan la evolución de las macroscópicas [17–
20]. La existencia de esta separación de escalas se desconoce en el caso de los
flujos granulares lentos.

A pesar de todo, existen ejemplos tanto de simulación con ordenador como
experimentales en que los perfiles hidrodinámicos de los granos son totalmen-
te análogos a los de los fluidos convencionales. Esto sugiere la existencia de
una descripción hidrodinámica, al menos en ciertas circunstancias. Uno de
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los experimentos más sorprendentes, en el que se observan estas similitudes,
es el de los chorros de arena.

Si se deja caer una “pequeña” bola de acero sobre la superficie de una
piscina de agua, unas gotas rebotan y se elevan por encima de la superficie.
También se pueden producir estructuras más complicadas como, por ejem-
plo, la formación de un chorro vertical, etc. Sorprendentemente, si se realiza
un experimento análogo con arena, en lugar de agua, se tienen resultados
similares [49,50] (ver la figura 1.4).

Figura 1.4: Columna de arena que surge tras la cáıda de una bola pesada. La
imagen ha sido tomada por el grupo de medios granulares de la Universidad
de Chicago [49,51].

La formación de estructuras y patrones regulares como el de los chorros es
conocido desde hace tiempo, pero aún no se saben explicar de forma satisfac-
toria. También son relevantes los resultados experimentales y de simulación
de sistemas vibrados [1, 52–55]. De la misma forma que el agua presenta la
inestabilidad de Rayleigh-Bénard, muchos sistemas granulares vibrados en el
seno del campo gravitatoria rompen su homogeneidad espacial formándose
vórtices y zonas de distintas densidades [56].

Sin un marco teórico, es dif́ıcil analizar la rica fenomenoloǵıa de los fluidos
granulares y lo más importante, evaluar el papel que juega la inelasticidad.
Por ello, los estudios teóricos se han centrado en los gases granulares, que se
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consideran en la siguiente sección, para los que es posible derivar de forma
justificada unas ecuaciones hidrodinámicas que permitan describir muchos de
los fenómenos observados en la Naturales y el laboratorio.

1.4. El medio granular como un gas

Un gas granular es un fluido granular en el que dominan las interacciones
binarias. También se llaman flujos granulares rápidos porque usualmente las
part́ıculas tienen más enerǵıa que en el caso ĺıquido. El nombre de gases
granulares se debe a que estos sistemas presentan analoǵıas con los gases
convencionales, sin embargo, el carácter inelástico de las colisiones de los
primeros les aleja mucho del comportamiento de los segundos.

En esta sección se ponen algunos ejemplos en los que se observa que
la descripción hidrodinámica de los medios granulares, que se deriva en el
caṕıtulo 2, ha demostrado ser eficaz. En particular, se presta especial atención
al comportamiento cŕıtico de éstos.

En primer lugar, se analizan algunos aspectos fundamentales que se pue-
den abordar en el contexto de los gases granulares como, por ejemplo, la
existencia y limitación de una descripción hidrodinámica.

1.4.1. Sobre la existencia de la descripción macroscó-

pica

Los gases granulares son sistemas idóneos para abordar la ya comentada
problemática de la existencia de la descripción macroscópica. Esto es posible
gracias a la analoǵıa de estos sistemas con los gases moleculares que hace
posible el uso de las técnicas de la Teoŕıa Cinética. Como se discute con
más profundidad en el caṕıtulo 2, es posible generalizar la ecuación de Boltz-
mann para situaciones inelásticas y a partir de ella obtener unas ecuaciones
de Navier-Stokes (ecuaciones macroscópicas) bajo ciertas aproximaciones. Se
consideran a continuación, no obstante, dos ejemplos de situaciones en las
que los gases granulares no pueden ser descritos usando las ecuaciones de
Navier-Stokes convencionales: el estado de cizalla uniforme y el Estado de
Fourier.

El estado de cizalla uniforme de un gas granular es un estado estacionario
en el que la densidad y la temperatura son uniformes y el perfil de velocidades
crece linealmente en una dirección perpendicular a la que fluye. En este caso,
existe una relación lineal entre la componente no diagonal (en dos dimensio-
nes) del tensor de presiones y el módulo del gradiente de velocidades, siendo
la constante de proporcionalidad el coeficiente de viscosidad. El valor de este
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coeficiente, para este estado, es diferente del que aparece en las ecuaciones
de Navier-Stokes [57–59].

El estado de Fourier de un gas granular es también un estado estacionario
en el que la presión es uniforme y el flujo de calor es proporcional al gradien-
te de temperaturas. En este caso se encuentra que el valor de Navier-Stokes
para el coeficiente que relaciona el flujo de calor con el gradiente de tempe-
raturas coinciden para inelasticidades bajas con el que se tendŕıa resolviendo
directamente la ecuación de Boltzmann inelástica [60, 61]. Sin embargo, las
limitaciones de la descripción de Navier-Stokes en la descripción del Estado
de Fourier, śı se hacen más patentes cuando se considera el comportamiento
de una impureza en dicho estado [62].

El origen de la incapacidad de las ecuaciones de Navier-Stokes para descri-
bir ciertos estados estacionarios de un flujo granular rápido hay que buscarlo
en el método para obtener dichas ecuaciones, como se discute más tarde en
el siguiente caṕıtulo. Basta decir, que este hecho es consecuencia directa del
carácter inelástico de las colisiones.

La invalidez de la descripción de Navier-Stokes no implica la de la hi-
drodinámica. En un trabajo reciente, y para un modelo más sencillo de gas
granular, se ha mostrado que tal descripción deja de ser válida a partir de
cierto valor de la inelasticidad [63]. Sin embargo, parece que este resultado
no es extrapolable a modelos más realistas de gas granular.

1.4.2. Comportamiento cŕıtico

Sin duda una de las facetas que más impacta de los medios granulares es
la aparición de inestabilidades y el comportamiento del sistema cuando las
presenta. Algunas son análogas a las de los gases moleculares mientras que
otras son peculiares de los fluidos granulares [64].

La inestabilidad más importante de los gases granulares es, desde un pun-
to de vista conceptual, la del estado de enfriamiento homogéneo (HCS). En
el HCS un gas granular aislado es homogéneo y su enerǵıa decae monóto-
namente en el tiempo. Este estado es inestable para ciertas circunstancias,
estando la existencia y propiedades de esta inestabilidad bien predichas por
la teoŕıa hidrodinámica que se presenta en el siguiente caṕıtulo. A modo de
ilustración, en la figura 1.5 se muestra la configuración alcanzada por un gas
granular aislado partiendo de una situación homogénea, bajo condiciones en
las que el HCS es inestable.

El HCS es muy dif́ıcil de alcanzar en laboratorio porque no es posible ais-
lar los granos del exterior y porque tiene una duración muy corta. Por ello,
la forma usual de generar un gas granular en el laboratorio es inyectándole
enerǵıa a través de alguna pared. Existen numeroso ejemplos de comporta-
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Figura 1.5: Estado inhomogéneo de un gas granular aislado. Resultado de
dinámica molecular de discos duros inelástico.

miento cŕıtico de gases granulares vibrados, en ausencia y presencia de campo
gravitatorio, todos ellos bien explicados usando la descripción hidrodinámica
del caṕıtulo 2.

En el caso más sencillo de sistema vibrado, el gas está encerrado en una
caja con una pared vibrante y en ausencia de fuerza externa. En los resultados
experimentales y de simulación, se observa en ciertos casos que el sistema
alcanza un estado estacionario en el que densidad y temperatura vaŕıan a lo
largo de la dirección normal a la pared vibrante, para algunos valores de los
parámetros. En otros casos, la simetŕıa en la dirección normal al gradiente,
puede romperse, apareciendo gradientes en las otras direcciones (ver figura
1.6 y [1]). Este fenómeno ha sido explicado por Brey y colaboradores hace
unos años [53] para un modelo de discos duros lisos inelástico.

Existen otros muchos ejemplos en los que es posible explicar la fenome-
noloǵıa de los medios granulares a partir de una formulación macroscópica
general de los mismos. Como se verá, esta descripción es válida para el tema
de este trabajo: el comportamiento de los gases granulares en contacto con
un pistón adiabático móvil. Este problema, conocido como el problema del
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Figura 1.6: Distribución de discos duros lisos inelásticos, en la que existen
gradientes de densidad en la dirección horizontal y vertical, obtenida median-
te un algoritmo de dinámica molecular conducido por sucesos. El movimiento
de la pared vertical izquierda es en forma de diente de sierra siendo el resto
de paredes reflectantes (ver caṕıtulo 2). Obsérvese la región sólida cerca de
la pared vertical derecha.

pistón de Rayleigh o pistón adiabático en el caso de gases elásticos, resul-
ta especialmente oportuno para estudiar el proceso de relajación en los que
interviene la inelasticidad.

En el caṕıtulo 3 se analiza el comportamiento de dos gases granulares
iguales en el HCS separados por un pistón adiabático móvil. Para ciertos
valores de los parámetros del sistema, se alcanza un estado en el que los
volúmenes de los gases son iguales, es decir, en el que se conserva la simetŕıa
del problema. Para otros valores, el estado alcanzado rompe la simetŕıa inicial
del sistema y los volúmenes son diferentes.

En el caṕıtulo 4 se aborda el problema de dos gases granulares vibrados
separados por un pistón adiabático. Al igual que ocurre con el sistema no
vibrado, cuando todas las paredes del sistema se vibran de la misma forma,
existe una transición de fase de no equilibrio entre estados estacionarios si-
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métricos en los que las densidades de los dos gases permanecen iguales y los
estados estacionarios asimétricos en los que las densidades son distintas a
ambos lados del pistón.



Caṕıtulo 2

Flujos granulares rápidos.

Pistón de Rayleigh

El estudio teórico de un sistema f́ısico comienza con la elaboración de un
modelo. En el caso de los medios granulares [3], en general, y el de los flujos
granulares rápidos [65], en particular, el modelo más utilizado es el de un
conjunto de esferas o discos duros que colisionan inelásticamente. Con este
modelo, es posible explicar a un nivel cualitativo gran parte de la fenomeno-
loǵıa exhibida en la Naturaleza y en el laboratorio por los flujos granulares
rápidos [3]. La primera parte de este caṕıtulo se dedica a presentar el modelo
y los distintos niveles de descripción del mismo, comenzando por una for-
mulación exacta basada en la ecuación de Liouville, pasando por la ecuación
de Boltzmann inelástica y terminando con las ecuaciones hidrodinámicas en
el orden de Navier-Stokes. Se prestará especial atención al estado de enfria-
miento homogéneo (homogeneous cooling state o HCS) de un gas granular
aislado.

En la segunda parte, se describe el problema del pistón de Rayleigh o pis-
tón adiabático, que en su versión clásica consiste en dos sistemas, en general
gaseosos, en contacto a través de un pistón adiabático (sin grados internos
de libertad) móvil. A pesar de ser un problema muy estudiado, sigue siendo
controvertido y objeto de investigaciones, como se aprecia en los numero-
sos trabajos cient́ıficos que se publican sobre el tema. En los últimos años,
el problema se está abordando extendiéndolo a cuando existen elementos
disipativos en el sistema. Como resultado de la disipación, la posible feno-
menoloǵıa se ampĺıa considerablemente, existiendo aún bastantes aspectos
inexplicados. En la parte final de este caṕıtulo, se describen los resultados
previos más significativos del pistón de Rayleigh tanto en su versión clásica
como inelástica, destacándose aquellos aspectos que serán necesarios para el
análisis presentado en los caṕıtulos posteriores.

17
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2.1. Flujos granulares rápidos

Si en un medio granular la probabilidad de que más de dos granos estén
simultáneamente en contacto entre śı es muy pequeña, se dice que el sistema
es un flujo granular rápido o un gas granular [3,66]. En tal caso, la dinámica
de las part́ıculas es análoga a las de un gas molecular: se mueven libremente,
o bajo la acción de una fuerza externa, excepto cuando colisionan entre śı.
La diferencia fundamental entre ambos sistemas reside en la naturaleza de
las colisiones. Mientras que en el caso molecular son elásticas, conservando
la enerǵıa cinética, en el granular son inelásticas. Las caracteŕısticas de los
flujos granulares rápidos justifican el uso de un modelo de esferas o discos
duros [19,67] que colisionan de forma inelástica. Se presenta en esta sección,
de forma somera, la descripción del modelo partiendo de la ecuación de Liou-
ville de la que se puede obtener, en cierto ĺımite, la ecuación de Boltzmann
inelástica y de la que, a su vez, usando el método de Chapman-Enskog, se
derivan las ecuaciones hidrodinámicas en el orden de Navier-Stokes. Éstas
vendrán dadas en el ĺımite de pequeños gradientes hidrodinámicos sobre las
escalas adimensionales de longitud y tiempo. Por su importancia conceptual
y práctica, se dedica la última parte de la sección a revisar la descripción
cinética e hidrodinámica del estado de enfriamiento homogéneo.

2.1.1. Modelo y descripción cinética

Se considera un gas granular modelado por N esferas (d = 3) o discos
(d = 2) duros de diámetro σ y masa m; en el primer caso el sistema es
tridimensional y en el segundo bidimensional. Cada part́ıcula se mueve según
las leyes de la Mecánica Clásica, de forma que su estado de movimiento
cambia por la acción de fuerzas externas o por la colisión con otras part́ıculas.
Las colisiones son instantáneas, conservan la cantidad de movimiento pero,
en general, no conservan la enerǵıa cinética. Si v1 y v2 son las velocidades
de dos part́ıculas antes de colisionar, las velocidades tras la colisión vienen
dadas por [68,69]

v′
1 = v1 −

1 + α

2
(v12 · σ̂) σ̂,

v′
2 = v2 +

1 + α

2
(v12 · σ̂) σ̂,

(2.1)

donde v12 ≡ v1 −v2 es la velocidad relativa, σ̂ es un vector unitario definido
desde el centro de la part́ıcula 2 al centro de la part́ıcula 1 en el momento
del contacto (ver figura 2.1) y α es el coeficiente de restitución normal. Este
coeficiente es un número real definido en el intervalo 0 < α ≤ 1 y determina
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el grado de inelasticidad de las colisiones. El ĺımite α = 1 corresponde a
colisiones elásticas. La regla de colisión (2.1) disminuye la enerǵıa cinética
total de las part́ıculas E y provoca una contracción del espacio de velocidades
[68,69],

∆E = −m

4
(1 − α2)(v12 · σ̂)2,

dv′
1dv

′
2 = αdv1dv2.

(2.2)

Existen modelos más elaborados que tienen en cuenta la dependencia
que en los sistemas reales tiene el coeficiente de restitución normal respecto
de la velocidad relativa de las part́ıculas involucradas en la colisión [9, 12,
70], la deformación de los granos [12, 70], la fragmentación [71] e incluso
pérdidas de enerǵıa debidas a la rugosidad de los granos, es decir, debida a
la disminución de la velocidad relativa perpendicular a σ̂ en las colisiones
[11,72]. Sin embargo, a lo largo de esta memoria se considera sólo el modelo
simplificado descrito antes.

σ̂

1

2

v1

v′
2

v′
1

v2

Figura 2.1: Ejemplo de colisión entre dos granos de igual masa y diámetro.
v1 y v2 son las velocidades antes de la colisión, v′

1 y v′
2 son las velocidades

después de la colisión dadas por (2.1) y σ̂ es un vector unitario.

Para especificar el estado del sistema es necesario definir las condiciones
de contorno. En el caso de un sistema aislado, para minimizar el efecto de las
paredes sobre éste se utilizan condiciones de contorno periódicas [73,74]. En
ellas, cuando las part́ıculas salen por una parte del sistema son introducidas
en otra sin alterar sus velocidades. En este caso, la enerǵıa disminuye monó-
tonamente en el tiempo debido a la inelasticidad de las colisiones. Para que
el sistema pueda alcanzar un estado estacionario, hay que inyectar enerǵıa en
el sistema de forma continua, usualmente a través de alguna pared. El efecto
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de una pared puede modelarse de varias formas. Por ejemplo, rebotando las
part́ıcula y sumándoles a sus velocidades de alejamiento una cantidad fija
(pared con movimiento en diente de sierra [75, 76]) o rebotándolas con una
distribución de velocidades prefijada (pared térmica [77,78]). El caso de una
pared que vibra con un perfil en diente de sierra se discute en el caṕıtulo
3 donde, además, se estudia la interacción del gas con un pistón adiabático
móvil.

Una vez definido el modelo, caben distintos niveles de descripción desde
una perspectiva f́ısica, según las escalas espaciotemporales que se conside-
ren. La descripción mecánica es la más fundamental y consiste en la deter-
minación, a partir de las ecuaciones de Newton del movimiento y de unas
condiciones iniciales, de las posiciones y velocidades de todas las part́ıculas
como función del tiempo. El estado del sistema viene dado por un punto en
el espacio de las fases, de dimensión N2d (el número de coordenadas nece-
sarias para determinar las posiciones y velocidades de las N part́ıculas). La
evolución del sistema corresponde a una curva en dicho espacio. Para esferas
y discos duros, la probabilidad de que se produzcan colisiones que involucren
a más de dos part́ıculas o que haya más de una colisión simultáneamente
es cero, por tanto, la evolución del sistema (la trayectoria en el espacio de
las fases) se determina a partir de un punto (condición inicial) teniendo en
cuenta la evolución entre colisiones, la ley de colisión (2.1) y el efecto de las
condiciones de contorno. Esta descripción es la que se utiliza en los métodos
numéricos de simulación en ordenador como, por ejemplo, el de dinámica
molecular [74,79,80] que se describe someramente en el apéndice B.

A partir del comportamiento mecánico del sistema y una función de pro-
babilidades para los puntos del espacio de las fases en una situación inicial,
es posible determinar, al menos formalmente, la probabilidad de encontrar al
sistema en cualesquier punto de dicho espacio en un instante dado. La idea es
asociar a las trayectorias del espacio de las fases la probabilidad del punto del
que parten, de modo que la probabilidad de un punto cualquiera en un tiem-
po especificado es el de la trayectoria que pasa por él. Esta forma de asociar
las probabilidades es viable porque la evolución del sistema es determinista
(las trayectorias del espacio de las fases no se cruzan). La descripción pro-
babiĺıstica anterior corresponde a una generalización del formalismo clásico
basado en la ecuación de Liouville [18,81,82].

De la probabilidad de encontrar al sistema con cualquier configuración,
puede obtenerse información menos genérica como, por ejemplo, la probabi-
lidad de que N1 ≤ N part́ıculas cualesquiera estén en el entorno de un punto
del subespacio fásico de N2d

1 dimensiones en un tiempo t,

fN1(r1, . . . , rN1 ,v1, . . . ,vN1 , t)dr1 . . . drN1dv1 . . . dvN1 , (2.3)
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donde fN1 es la función de distribución N1-particular. Se ve fácilmente que la
ecuación que obedece f1 involucra a f2, la que obedece f2 involucra a f3, y aśı
sucesivamente. El conjunto de ecuaciones para las funciones de distribución
se conoce con el nombre de jerarqúıa BBGKY inelástica [82] y la primera de
ellas coincide, sobre escalas espaciales mucho mayores que el diámetro de las
part́ıculas, escalas temporales mayores que el tiempo t́ıpico de colisión entre
part́ıculas y en el ĺımite de baja densidad [81], con la ecuación de Boltzmann
inelástica. Si sobre los granos no actúa ninguna fuerza externa, dicha ecuación
tiene la forma

(
∂

∂t
+ v · ∇

)
f(r,v, t) = σd−1J [r,v, t|f ], (2.4)

donde f es la función de distribución de una part́ıcula, normalizada al número
total de part́ıculas del sistema, y J [r,v1, t|f ] es el operador de Boltzmann
inelástico,

J [r,v1, t|f ] =

∫
dv2

∫
dσ̂ Θ(v12 · σ̂)(v12 · σ̂)

×
[
α−2f(r,v∗

1, t)f(r,v∗
2, t) − f(r,v1, t)f(r,v2, t)

]
.

(2.5)

Θ es la función escalón de Heaviside, dσ̂ es el elemento de ángulo sólido en
la dirección de σ̂ y

v∗
1 = v1 −

1 + α

2α
(v12 · σ̂) σ̂,

v∗
2 = v2 +

1 + α

2α
(v12 · σ̂) σ̂,

(2.6)

son las velocidades precolisionales, aquéllas que dan lugar tras la colisión a
v1 y v2.

El primer miembro de la ecuación (2.4) da cuenta de la variación de la
función de distribución como consecuencia del movimiento libre de las par-
t́ıculas. Todo el efecto de las colisiones sobre la función de distribución está
incluido en el operador de Boltzmann (2.5). Si la evolución entre colisiones
fuera diferente y/o existieran mecanismos colisionales diferentes, es posible
modificar la ecuación de Boltzmann convenientemente. De hecho, descrip-
ciones basadas en esta ecuación o similares no sólo aparecen en F́ısica sino
también en Economı́a [83], Bioloǵıa [84] y otras disciplinas. En el caso de
los sistemas moleculares y granulares, las aproximaciones y limitaciones de
la ecuación de Boltzmann están claras [85], pero en otras circunstancias no
siempre lo están.

El carácter no lineal del operador de Boltzmann hace que la ecuación (2.4)
sea muy dif́ıcil de resolver, en general. Por ello, para obtener información de
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la función de distribución se suele proceder de dos formas diferentes; o bien
simplificar el operador de Boltzmann, obteniéndose otras ecuaciones cinéticas
como la de Boltzmann linealizada [86–88], modelos cinéticos [63, 68, 89, 90],
etc; o recurrir a métodos perturbativos para obtener soluciones aproximadas,
caso de métodos que usan desarrollos en bases de funciones [60,62,69], método
de Hilbert [67], de Chapman-Enskog [68], etc. El último de ellos, que se
introduce en la siguiente sección, proporciona una descripción hidrodinámica
cerrada de los medios granulares.

La ecuación de Boltzmann para esferas o discos elásticos se obtiene de
(2.4) haciendo α = 1 en el operador de colisión (2.5). Sin embargo, esto no
quiere decir que las propiedades de las soluciones de la ecuación elástica se
recuperen en dicho ĺımite a partir de las soluciones de la ecuación inelástica.
En general, como podrá verse con más claridad cuando se describa el esta-
do de enfriamiento homogéneo, el ĺımite elástico es singular. Esto supone un
cambio cualitativo respecto al caso elástico que se ve reflejado en modificacio-
nes tanto de los métodos de resolución de la ecuación como de la descripción
hidrodinámica que se deriva de ella.

2.1.2. Hidrodinámica

Sea f(r,v, t) la función de distribución monoparticular de un conjunto
esferas o discos duros introducida en el apartado anterior. Se definen los
campos hidrodinámicos densidad de part́ıculas n, velocidad u y temperatura
granular T como

n(r, t) ≡
∫

dv f(r,v, t),

n(r, t)u(r, t) ≡
∫

dv vf(r,v, t),

d

2
n(r, t)T (r, t) ≡ m

2

∫
dv (v − u)2f(r,v, t).

(2.7)

En la última de las ecuaciones se ha utilizado el hecho de que en el contexto
de los medios granulares se suele tomar la constante de Boltzmann igual a la
unidad en la definición de la temperatura. Cuando la función de distribución
f obedece la ecuación de Boltzmann inelástica, las ecuaciones de balance para
los campos hidrodinámicos se obtienen multiplicando dicha ecuación por las
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potencias más bajas de la velocidad e integrando posteriormente [91],

∂

∂t
n + ∇ · (nu) = 0, (2.8)

∂

∂t
u + u · ∇u + (mn)−1∇ · P = 0, (2.9)

∂

∂t
T + u · ∇T + 2(dn)−1 (∇u : P + ∇ · q) + Tζ = 0. (2.10)

Aqúı P es el tensor de presiones, q el flujo de calor y ζ la velocidad de
enfriamiento, definidos como

P (r, t) ≡ m

∫
dv (v − u)(v − u)f(r,v, t),

q(r, t) ≡ m

2

∫
dv (v − u)2(v − u)f(r,v, t),

ζ(r, t) ≡ (1 − α2)π
d−1
2

4dΓ
(

d+3
2

) mσd−1

nT

∫
dv1

∫
dv2 v3

12f(r,v1, t)f(r,v2, t).

(2.11)

Las ecuaciones (2.8) y (2.9) son leyes locales de conservación del número
de part́ıculas y de la cantidad de movimiento, respectivamente. La ecuación
(2.10) corresponde al balance local de enerǵıa y contiene un término de sumi-
dero de enerǵıa, disipación, que no aparece en el caso elástico. El coeficiente
ζ introducido mide la velocidad de enfriamiento del sistema debida a la ine-
lasticidad.

El sistema (2.8)-(2.10) no es cerrado, a menos que el tensor de presiones,
el flujo de calor y velocidad de enfriamiento se expresen como función de los
campos hidrodinámicos. Estas son las denominadas relaciones constitutivas
de la hidrodinámica. Para cerrar las ecuaciones, en el marco de la teoŕıa
cinética, es necesario introducir el concepto de función de distribución normal
y un método para resolver la ecuación de Boltzmann inelástica que permita
obtener las soluciones normales.

Se denominan soluciones normales [92] de la ecuación de Boltzmann a las
soluciones en las que toda dependencia espacial y temporal ocurre a través
de los campos hidrodinámicos,

f(r,v, t) = f [v|n(r, t),u(r, t), T (r, t)], (2.12)

es decir, la función de distribución es función de la velocidad pero funcional
de la posición y el tiempo a través de sus primeros momentos, los campos
hidrodinámicos. La importancia de estas soluciones radica en el hecho de que
al ser sustituidas en las expresiones del tensor de presiones, flujo de calor y
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velocidad de enfriamiento, las ecuaciones de balance se cierran, convirtiéndo-
se en las denominadas ecuaciones hidrodinámicas. Por ello, la existencia de
una descripción hidrodinámica queda estrechamente ligada a la existencia de
soluciones normales de la ecuación de Boltzmann.

El método perturbativo por excelencia para resolver la ecuación de Boltz-
mann y construir soluciones normales es el de Chapman-Enskog [67,68,92,93].
Su punto de partida es admitir que la solución normal puede construirse me-
diante un desarrollo en los gradientes de los campos hidrodinámicos. Asocian-
do a cada orden en los gradientes una escala temporal, el método proporciona,
en cada orden, una expresión aproximada de la función de distribución como
función de los campos y sus gradientes, y unas ecuaciones hidrodinámicas.
La función de distribución como función de la posición y la velocidad no se
conoce hasta que no se resuelven las ecuaciones hidrodinámicas del sistema
completo. De este modo, el efecto de las condiciones de contorno sobre la
función de distribución en el método de Chapman-Enskog se introduce de
forma indirecta a través de los campos hidrodinámicos.

Si se aplica el método de Chapman-Enskog para gases granulares hasta
el primer orden en los gradientes de la función de distribución, se obtienen
las siguientes formas para el tensor de presiones, flujo de calor y velocidad
de enfriamiento como función de los campos y sus gradientes en la primera
aproximación de Sonine [68,91]

Pij = nTδij − η

[
∂

∂xi

uj +
∂

∂xj

ui −
d

2
(∇ · u) δij

]
,

q = −κ∇T − µ∇n,

ζ = ζ∗nT

η0

.

(2.13)

En estas expresiones, η es el coeficiente de viscosidad tangencial, κ la con-
ductividad caloŕıfica térmica y µ la conductividad caloŕıfica difusiva, cuyas
expresiones como función de los campos y del resto de parámetros del sistema
se dan en el apéndice A. Estas magnitudes se conocen como coeficientes de
transporte y las ecuaciones (2.13) son las relaciones constitutivas en el orden
de Navier-Stokes.

Sustituyendo la relaciones (2.13) en las ecuaciones de balance (2.8)-(2.10)
se tienen las ecuaciones hidrodinámicas en el orden de Navier-Stokes. Pa-
ra poder usar estas ecuaciones los gradientes de los campos no pueden ser
grandes. En muchas circunstancias, y aśı pasa siempre en el caso elástico, los
gradientes vienen controlados por las condiciones de contorno. Sin embar-
go, puede ocurrir que la inelasticidad del sistema induzca los gradientes. En
estos casos, la descripción hidrodinámica derivada del método de Chapman-
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Enskog, que admite independencia de los gradientes y la inelasticidad, puede
fallar. Más concretamente, lo que se espera es que, aunque la estructura de
las ecuaciones de Navier-Stokes no cambie, la dependencia de los coeficientes
de transporte con el coeficiente de restitución normal y los campos śı se vea
alterada [58,62].

Las predicciones teóricas pueden a menudo compararse con resultados
numéricos de simulación en ordenador. Los métodos de simulación más usados
en el estudio de los flujos granulares rápidos son los de dinámica molecular [74]
y directo de Monte Carlo (DSMC) [79]. El primero, que se describe en el
apéndice B, resuelve exactamente la dinámica del sistema, mientras que el
segundo admite la validez de la ecuación de Boltzmann inelástica. Ambos
métodos han permitido confirmar la validez de la descripción que proporciona
las ecuaciones de Navier-Stokes en muchas circunstancias, y en particular la
del estado de enfriamiento homogéneo que se discute a continuación.

2.1.3. Estado de enfriamiento homogéneo

Un gas molecular aislado siempre alcanza un estado de equilibrio en el
que la densidad y la temperatura son uniformes e independientes del tiempo.
Además, la distribución de velocidades de sus part́ıculas es la de Maxwell-
Boltzmann. Cuando las colisiones son inelásticas, el estado anterior no es
posible. En su lugar, el sistema puede alcanzar un estado homogéneo en el
que su temperatura decaiga monótonamente en el tiempo y su campo de
velocidad sea nulo. A dicho estado de un gas granular se le conoce como
estado de enfriamiento homogéneo o HCS (del inglés homogeneous cooling

state).
No se ha encontrado la solución de la ecuación de Liouville correspondien-

tes al HCS por ahora, aunque śı existen indicios de su existencia [94]. En el
caso de un gas diluido, suele partirse de la ecuación de Boltzmann inelástica
asociada. Puesto que en el HCS el gas es homogéneo, el tiempo se puede ex-
presar como función de la temperatura del sistema, por ser ésta homogénea y
una función monótona decreciente. Entonces, es posible buscar una solución
de la ecuación de Boltzmann que tenga la propiedad de escala

fh(v, t) = nhv0(t)
−dχ(c), (2.14)

donde

v0(t) =

√
2Th(t)

m
,

c =
v

v0

.

(2.15)
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El sub́ındice h hace referencia a propiedades del HCS. La ley de escala (2.14)
implica que la función de distribución del HCS es una función normal, en el
sentido discutido en el apartado anterior.

Usando la hipótesis de escala en la ecuación (2.10) para la temperatura,
se llega a la ley de Haff [65,95]

∂

∂t
Th = −ζh(t)Th, (2.16)

con ζh(t) la velocidad de enfriamiento asociada al HCS, dada por

ζh(t) =
(1 − α2)π

d−1
2

2dΓ
(

d+3
2

) v0(t)nhσ
d−1

∫
dc1

∫
dc2 |c1 − c2|3χ(c1)χ(c2). (2.17)

Sustituyendo ahora en la ecuación de Boltzmann, se tiene la siguiente ecua-
ción para la función de distribución reescalada,

ζh

2v0nhσd−1

∂

∂c
· (cχ) = J [c|χ], (2.18)

donde J es el operador de Boltzmann inelástico definido en (2.5). La ecuación
(2.16) se puede resolver teniendo en cuenta que toda la dependencia temporal
de ζh es a través de la temperatura, obteniéndose

Th(t) = Th(0)

[
1 +

1

2
ζh(0)t

]−2

, (2.19)

que ha sido comprobada experimentalmente [95]. Para la ecuación (2.18), sin
embargo, sólo se conocen soluciones aproximadas. Para velocidades térmicas
(|c| . 2), la función reescalada del HCS puede ser aproximada por [69,73,96]

χ(c) =π−d/2e−c2
{

1 + a2(α)

[
c4

4
− d + 2

2
c2 +

d(d + 2)

8

]}
,

a2(α) =
16(1 − α)(1 − 2α2)

9 + 24d + (8d − 41)α + 30α2(1 − α)
.

(2.20)

Las colas de la distribución, por otra parte, son exponenciales [66,69,97].
En el orden más bajo en los gradiente, la función de distribución que se

obtiene con el método de Chapman-Enskog es la versión local de la función de
distribución del HCS [68], es decir, escala de la misma forma con los campos,
pero éstos pueden depender del espacio y del tiempo. El papel que juega
la distribución de equilibrio en el método de Chapman-Enskog para el caso
elástico es análogo al que juega la distribución del HCS en el caso inelástico.
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Pero la función de distribución del HCS no es la de equilibrio y, además, éste
no es un estado atractor para cualquier gas granular aislado (excepto en el
caso homogéneo, ver [98] y citas en él). Es más, para ciertos valores de los
parámetros del sistema, el HCS es manifiestamente inestable [99,100].

Usando una descripción hidrodinámica del HCS es posible determinar los
parámetros del sistema para los que éste es linealmente inestable, es decir,
situaciones para las que pequeñas perturbaciones de los campos hidrodiná-
micos respecto de los del HCS dejan de ser pequeñas con el paso del tiempo.
Para ello, se toma el modelo usual de gas granular, se escoge un sistema cua-
drado o cúbico de lado L y, con el fin de minimizar el efecto de las paredes
sobre el sistema, se usan condiciones de contorno periódicas. Linealizando las
ecuaciones de Navier-Stokes respecto de los campos del HCS se obtiene, tras
algún cálculo, que el estado de enfriamiento homogéneo es estable para valo-
res de la longitud del sistema L por debajo de un valor cŕıtico Lc [101,102],

Lc ≡
1

nhσd−1
π

3−d
2 Γ

(
d + 2

2

) √
η∗

2ζ∗
, (2.21)

siendo inestable si L > Lc. En la región de parámetros en la que el HCS es es-
table y cerca de la transición, las fluctuaciones de los campos hidrodinámicos
no son despreciables y presentan un comportamiento universal [103–106].

En la región inestable, pero cerca de la transición, el sistema exhibe un
estado de cizalla [107]. Una caracteŕıstica importante de este estado es que,
a pesar de no ser homogéneo y que el campo de velocidades no es nulo, la
temperatura local obedece una ley tipo Haff. Es más, toda la dependencia
temporal del sistema se puede asimilar en una temperatura global, como
ocurre en el HCS. Esto implica que aunque la temperatura depende de la
posición, la velocidad de enfriamiento efectiva no, o si se quiere, la deriva-
da temporal del logaritmo neperiano de la temperatura es uniforme. Esta
caracteŕıstica de igualdad de las velocidades de enfriamiento aparece repe-
tidamente a lo largo de esta memoria, y parece ser común a otros sistemas
granulares, como por ejemplo, una mezcla granular homogénea [17] o gases
granulares en estados de enfriamiento inhomogéneos [108].

El análisis de estabilidad también es aplicable con otras condiciones de
contorno. Para paredes reflectantes, por ejemplo, el resultado es cualitativa-
mente análogo, pero, hay que señalar dos diferencias importantes. Cuando se
introducen paredes, el sistema pierde la simetŕıa que le garantizaba homo-
geneidad espacial, apareciendo cerca de las paredes regiones con gradientes
de densidad y temperatura. El sistema, por tanto, no está estrictamente ha-
blando en el HCS. Además, cuando se usan paredes reflectantes, hay estados
(modos hidrodinámicos) permitidos con condiciones de contorno periódicas
que se vuelven no accesibles.
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Existen en la bibliograf́ıa resultados parciales acerca del comportamiento
del gas granular en la región inestable del HCS, pero se está muy lejos de una
teoŕıa general [109]. Estudiar estos estados resultará muy útil para entender
los procesos de formación de agregados de part́ıculas, de termalización de los
sistemas granulares en general, del comportamiento de las mezclas, etc. Los
resultados de este trabajo, aunque limitados a situaciones en el que los gases
son diluidos, pretenden ayudar a avanzar en esta ĺınea.

2.2. El pistón de Rayleigh

Sean dos gases moleculares dentro de un recipiente de paredes adiabáti-
cas y separados por un pistón fijo, también adiabático. Los dos gases están
aislados y alcanzan sendos estados de equilibrio independientes y por tanto,
en principio, diferentes. Si se libera la posición del pistón, los dos gases in-
teraccionan macroscópicamente y el sistema como un todo alcanza un estado
de equilibrio. Comprender y describir el proceso de relajación del sistema
es lo que se conoce como el problema del pistón de Rayleigh o del pistón
adiabático. En el contexto de los medios granulares, surgen inmediatamente
las siguientes preguntas: ¿cómo se comporta un pistón en contacto con un
gas granular y viceversa?, ¿qué ocurre si uno de los gases es granular?, etc.
Esta sección y el resto del presente trabajo tratan de dar respuestas a estas
y otras preguntas asociadas.

La primera parte de esta la sección se dedica a la revisión de algunos de
los resultados más destacados referentes al estudio del pistón de Rayleigh,
también llamado pistón adiabático. La segunda parte se centra en la revisión
de los resultados previos en el contexto de lo medios granulares. El caso
elástico se ha enfocado desde varios puntos de vista, usando descripciones
análogas a las de la ecuación de Liouville, utilizando la ecuación de Boltzmann
y también mediante ecuaciones hidrodinámicas. La dificultad adicional de los
medios granulares hace que sólo se haya abordado el estudio del problema
inelástico usando descripciones macroscópicas aproximadas.

2.2.1. Problema clásico

Existen varias formulaciones del problema del pistón adiabático o de Ray-
leigh. En una publicación del año 1999 [110], E. H. Lieb considera el sistema
de la figura 2.2. Un gas permanece aislado del exterior entre las paredes de
un recipiente y un pistón que puede moverse verticalmente y que no tiene
estructura interna (el nombre pistón adiabático se debe a este hecho). Sobre
el pistón se coloca una masa M que comprime el gas, de modo que el sistema
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M

Vaćıo

Gas

Figura 2.2: Dibujo esquemático de un sistema aislado compuesto por un gas
en contacto con un pistón y una masa M . El pistón no tiene estructura
interna y sobre la masa actúa la fuerza gravitatoria.

permanece en equilibrio mecánico, es decir, la fuerza gravitatoria sobre la
masa es compensada por la fuerza que proviene de la presión del gas. Para
que el sistema esté en equilibrio termodinámico, es necesario que la tempera-
tura de la masa y del gas sean iguales. Partiendo de una situación inicial en la
que el sistema está en equilibrio mecánico pero no térmico, ¿cómo alcanzará
el sistema el estado de equilibrio?

Landau y Lifshitz [111], por un lado, y Feynmann [112], por otro, dieron
la siguiente explicación cualitativa del proceso de relajación del sistema. La
fuerza gravitatoria que actúa sobre la masa se compensa con la fuerza que
ejerce el pistón pero sólo en promedio. Las pequeñas fluctuaciones de la po-
sición del pistón, debidas a las fluctuaciones de la presión, provocan flujos de
enerǵıa entre la masa y el gas que terminan termalizando todo el sistema.
Esta explicación está en desacuerdo con la Termodinámica. Cualquier cambio
en el estado de equilibrio del sistema debe incrementar la entroṕıa total por
estar éste aislado. Al pasar del estado inicial, en el que la temperatura del gas
y de la masa son diferentes, al estado de equilibrio, el subsistema más caliente
disminuye su temperatura ejerciendo trabajo sobre el otro. Esta disminución
es consecuencia de que la enerǵıa total se conserva, y la transferencia de
enerǵıa sólo puede ser a través de un trabajo, al ser el pistón adiabático por
hipótesis. Esto contradice el segundo principio de la termodinámica aplicado
al subsistema más caliente dado que disminuye su temperatura y por tanto
su entroṕıa (la presión inicial y en equilibrio son iguales) ejerciendo trabajo
sobre el otro.

El punto clave en la aparente paradoja está en la consideración del pistón
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como sistema macroscópico y adiabático al mismo tiempo. El punto de vista
adoptado por muchos autores, y también el de este trabajo, es el de considerar
al pistón como una part́ıcula más del sistema. El flujo neto de enerǵıa es un
promedio de la enerǵıa transferida a través de las colisiones entre el pistón
y las part́ıculas de los sistemas con los que está en contacto, pudiendo ser
distinto de cero aun cuando el pistón sea adiabático.

El problema descrito suele simplificarse eliminando el campo gravitatorio
y sustituyendo la masa por otro gas [113]. El sistema resultante es el indicado
en la figura 2.3 y que se considera a continuación.

n2, T2, p2n1, T1, p1

Figura 2.3: Dos gases dentro de un contenedor aislante y separados por un
pistón adiabático móvil.

Si los gases a los dos lados del pistón son iguales, ideales e infinitos,
el problema del pistón adiabático se reduce al problema clásico del gas de
Rayleigh, es decir, el de una part́ıcula masiva inmersa en un gas en equilibrio.
Se conocen resultados exactos para este sistema cuando la masa del pistón es
mucho mayor que el de las part́ıculas [114–116]. La exactitud de los resultados
se debe a la posibilidad de eliminar el efecto de las denominadas recolisiones
que se dan cuando una part́ıcula del gas colisiona más de una vez con el pistón.
Cuando los subsistemas a izquierda y derecha del pistón son finitos, no está
del todo claro cómo tener en cuenta el efecto de las recolisiones [115]. Si los
dos gases son infinitos y tienen inicialmente la misma presión pero distinta
temperatura, Gruber y Piasecki [117,118], admitiendo que la distribución de
velocidades de las part́ıculas que colisionan con el pistón es la de equilibrio,
encuentran que el pistón se mueve con velocidad media no nula de la región
más fŕıa a la más caliente. Si la masa M del pistón es suficientemente grande,
el valor medio y dispersión de su velocidad cumplen

〈V 〉 ∝
√

T2 −
√

T1,

M
〈
V 2

〉
=

√
T1T2.

(2.22)

Resultados análogos se han obtenido usando descripciones basadas en la ecua-
ción de Fokker-Planck [119,120]. ¿Es aplicable el resultado anterior para sis-
temas finitos? Si aśı fuera, el pistón en situaciones de equilibrio mecánico
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pero no térmico, tendŕıa una velocidad media no nula, que produciŕıa una
modificación del equilibrio mecánico, lo que a su vez obligaŕıa al sistema a
reajustarse. Este mecanismo, que liga equilibrio mecánico y térmico, permite
dar una explicación al proceso de relajación. Lamentablemente, aún no se
conoce una respuesta exacta a esta pregunta.

En la referencia [115] se obtienen resultados exactos pero para un modelo
muy simple (no hay colisiones entre las part́ıculas). En [117,118] los gases no
son ideales, en general, pero no se tiene en cuenta el efecto del pistón sobre la
función de distribución de los gases. Sólo existen hasta el momento resultados
para discos duros obtenidos numéricamente [121] y algunas tentativas para
sistemas con pocas part́ıculas [122,123].

Pese a la dificultad de abordar un estudio exacto (es decir, con un modelos
realista, teniendo en cuenta el efecto del pistón sobre los gases, correlaciones,
etc.), existe una imagen clara, contrastada con los resultados de simulación,
del proceso de relajación del sistema. A partir de una condición inicial en la
que las temperaturas y presiones de los gases son diferentes, el sistema alcanza
un estado de equilibrio termodinámico en dos etapas. En una primera, el
sistema relaja hacia una situación en la que las presiones se igualan pero las
temperaturas son diferentes. En una segunda etapa, más lenta que la anterior,
el sistema se termaliza, es decir, las temperaturas de los gases y también la
del pistón se igualan [124–128].

2.2.2. Problema inelástico

Al abordar el problema del pistón de Rayleigh en el contexto de los me-
dios granulares, surgen viejas y nuevas preguntas, ¿cómo se comporta un
gas granular en contacto con un pistón adiabático?, ¿existen magnitudes con
buenas propiedades, como la temperatura o la entroṕıa, para sistemas fue-
ra del equilibrio termodinámico?, ¿qué propiedades se igualan cuando dos
sistemas granulares se ponen en contacto a través de un pistón?, etc. En el
caso de los flujos granulares rápidos la ecuación de Boltzmann inelástica y
las ecuaciones de Navier-Stokes que se obtienen a partir de ella, constituyen
una herramienta potente de análisis. Por esta razón, la mayoŕıa de los tra-
bajos teóricos que se encuentran en la bibliograf́ıa se centran en este tipo de
sistemas granulares.

Considérese el sistema elástico de la figura 2.2 descrito en [110].Tal como
se ha analizado en la sección 2.2.1, el sistema alcanza un estado de equili-
brio termodinámico en el que todas las temperaturas son iguales, incluida la
del pistón (definida a partir de su enerǵıa cinética media). El problema se
simplifica eliminando el cuerpo encima del pistón y asociándole a este último
una masa. De esta forma el proceso de relajación sólo involucra al gas y al
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pistón. Pero ¿qué ocurre si el gas es granular? Si no existe un mecanismo que
compense la pérdida de enerǵıa en las colisiones, el gas y el pistón colapsan
en un estado en el que nada se mueve. Para que el sistema llegue a un esta-
do estacionario hay que inyectar enerǵıa, por ejemplo, vibrando la base del
contenedor.

Para ciertas geometŕıas y densidades moderadas, Brey y Ruiz-Montero
[129–131] encuentran que el sistema alcanza un estado estacionario en el
que los perfiles de temperatura y densidad del gas sólo dependen de la altura
medida desde la base del sistema. Además, la temperatura del pistón, definida
nuevamente a partir de su distribución de velocidades, es diferente de aquélla
correspondiente a la parte del gas con el que está en contacto. Esta violación
de la equipartición es frecuente en los medios granulares [132–136] y es una
consecuencia directa del estado de no equilibrio en el que se encuentran los
mismos.

Los resultados teóricos en [129–131] están basados en una descripción hi-
drodinámica del gas en la aproximación de Navier-Stokes. A través de una
descripción cinética de la interacción del gas con la pared vibrante y el pistón,
es posible calcular, bajo ciertas aproximaciones, el flujo de enerǵıa a través
de la pared vibrante y del pistón como función de los campos hidrodinámi-
cos, como se discute en el caṕıtulo 3. Esto permite completar la descripción
hidrodinámica. Los resultados teóricos para los perfiles hidrodinámicos del
gas granular coinciden con los obtenidos mediante dinámica molecular. Sin
embargo, cuando se compara la temperatura del pistón, calculada a partir
del segundo momento de su distribución de velocidades o a través de la com-
presibilidad del sistema [129], con la del gas, aparecen notables discrepancias
con las predicciones teóricas existentes. Resultados recientes apuntan a la
presencia de correlaciones precolisionales entre part́ıculas y el pistón como
las causantes de tales discrepancias [137].

En 2005, R. Brito y colaboradores publican el primer trabajo [138] en el
que se trata el problema del pistón de Rayleigh con gases granulares. Estu-
dian, teóricamente y mediante simulación de dinámica molecular, un sistema
aislado formado por dos conjuntos de discos duros inelásticos iguales ence-
rrados en una caja rectangular y separados por un pistón adiabático móvil,
es decir, una generalización al caso inelástico del sistema de la figura 2.3.
Para todas las situaciones estudiadas por los autores, el sistema, partiendo
de una configuración inicial simétrica, evoluciona hacia una situación en la
que el pistón colapsa uno de los subsistemas. Usando una descripción hidro-
dinámica en la que no tienen en cuenta flujos de enerǵıa a través del pistón,
consiguen reproducir los resultados de simulación. Uno de los objetivos de
este trabajo es entender el resultado obtenido en [138], tratando de ver por
qué y bajo qué condiciones se puede despreciar el flujo de enerǵıa a través del
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pistón. Esta cuestión es importante, porque en el caso elástico el mecanismo
por el que el sistema relaja es precisamente a través de la enerǵıa transmitida
por las vibraciones del pistón.

Hurtado y Redner [123, 139] simplifican el sistema de la referencia [138]
considerando tres part́ıculas, dos ligeras y una pesada, que se mueven a lo
largo de una única dirección. La part́ıcula pesada permanece entre las dos
ligeras con las que colisiona elásticamente. Las part́ıculas ligeras, sin em-
bargo, colisionan de forma inelástica con las paredes. Sorprendentemente, el
comportamiento del sistema de tres part́ıculas es análogo al de dos gases ine-
lásticos y un pistón. Este sistema es interesante para entender la importancia
de las correlaciones precolisionales en el proceso de relajación del sistema.

Otros estudios teóricos del pistón de Rayleigh inelástico consideran situa-
ciones en las que el gas a izquierda y derecha del pistón son diferentes o están
sometidos a condiciones diferentes. En [140], por ejemplo, el pistón colisiona
de forma inelástica con los dos gases en equilibrio a ambos lados, pero el
grado de inelasticidad de las colisiones (medido a través del coeficiente de
restitución normal) con el gas de la izquierda es diferente del de la derecha.
Piasecki y Gruber [141], por su parte, consideran un modelo análogo pero en
el que las velocidades de las part́ıculas sólo toman valores discretos.

Recientemente, Lechenault y Daniels [142] han estudiado experimental-
mente los estados estacionarios alcanzados por dos sistemas granulares densos
vibrados y separados por un pistón móvil. La posibilidad de llevar a cabo ex-
perimentos de sistemas granulares con pistones ha motivado el estudio en el
caṕıtulo 4 del problema del pistón de Rayleigh con gases granulares vibrando
las paredes del contenedor. En ese caṕıtulo, el estudio se centrará en el caso
en el que los dos sistemas son diluidos y contienen part́ıculas con las mismas
propiedades, a diferencia del trabajo [142] en el que los sistemas contienen
part́ıculas diferentes y en una densidad muy alta.
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Caṕıtulo 3

Condiciones de contorno

cinéticas.

Dos gases granulares separados

por un pistón adiabático

Para poder resolver las ecuaciones de Navier-Stokes es necesario especifi-
car unas condiciones de contorno. En el caso presente, estas condiciones son
consecuencia de las colisiones de las part́ıculas del gas con las paredes del
sistema y su determinación requiere ir a escalas más pequeñas que las hidro-
dinámicas. En la primera parte del caṕıtulo, usando una descripción cinética,
se estudia la interacción de un gas con una pared vibrante y con un pistón
adiabático móvil. Más concretamente, a partir de la función de distribución
del gas, se obtiene una expresión de la enerǵıa inyectada por una pared cuyo
perfil de velocidades tiene la forma de diente de sierra. Además, usando la
función de distribución de dos cuerpos, de una part́ıcula del gas y el pistón,
se calculan la fuerza que ejerce el gas sobre el pistón y el flujo de enerǵıa a
través de este último. Al imponer la igualdad entre los flujos anteriores y los
flujos de Navier-Stokes (2.13), se completa la descripción hidrodinámica.

En la segunda parte del caṕıtulo se estudia la versión inelástica más sen-
cilla del problemas del pistón de Rayleigh o pistón adiabático, la de dos gases
granulares aislados y separados por un pistón adiabático móvil. El objetivo
es incorporar en la descripción hidrodinámica de [138] las fluctuaciones de la
posición del pistón a través del flujo de enerǵıa obtenido en la primera parte
del caṕıtulo. El sistema alcanza un estado de equilibrio mecánico en el que las
temperaturas de los dos gases y el pistón son diferentes en general. Sólo en el
ĺımite en el que la masa del pistón es mucho mayor (frecuentemente infinito)
que la de las part́ıculas se recupera el comportamiento descrito en [138].

35
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3.1. Condiciones de contorno cinéticas

Tres son los elementos que constituyen el contorno de los sistemas con-
siderados en este trabajo; paredes reflectantes, paredes vibrantes y el pistón
adiabático móvil. Las colisiones entre las part́ıculas del gas y estos elementos
determinan el comportamiento del sistema. El procedimiento habitual para
transcribir la información de la dinámica microscópica a la dinámica macros-
cópica, en término de unos pocos campos, es mediante el uso de la teoŕıa
cinética.

En el caso de una pared vibrante, usando la función de distribución de una
part́ıcula del gas en contacto con ésta, es posible expresar el flujo de enerǵıa
inyectado en función de las propiedades del gas. El modelo considerado para
el movimiento de la pared vibrante permite despreciar las amplitudes de las
oscilaciones y requiere sólo un parámetro para caracterizar el movimiento de
ésta. Por otro lado, al proceder de forma análoga con el pistón, es necesario
usar la función de distribución dos cuerpos, la de una part́ıcula del gas y el
pistón. Se deduce una expresión exacta para la fuerza que ejerce el gas sobre
el pistón y para el flujo de enerǵıa, en la que se realiza la aproximación de
despreciar las correlaciones precolisionales.

m, σ

x = 0 X

vb

M

Vx

Figura 3.1: Dibujo esquemático de un gas en contacto con una pared vibrante
y un pistón adiabático móvil.

El gas se modela por N esferas (d = 3) o discos (d = 2) duros de diámetro
σ y masa m. Sin pérdida de generalidad, la pared y el pistón se consideran
verticales. La primera tiene una posición fija (x = 0) a la izquierda del gas y
el pistón una posición genérica x = X a la derecha, como en la figura 3.1. El
objetivo, por ahora, no es estudiar el sistema de la figura 3.1, sino relacionar
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las propiedades locales del gas con el flujo inyectado por la pared, la fuerza
sobre el pistón y el flujo de enerǵıa a través de éste [130].

3.1.1. Pared vibrante

No hay una única forma de inyectar enerǵıa a través de paredes vibran-
tes, incluso experimentalmente se hace de varias formas [10, 142]. Sea ∆x el
desplazamiento de la pared en un tiempo δt1 y −∆x en δt2, como en la figura
3.2. Si ∆x es mucho menor que el recorrido libre medio de las part́ıculas cerca
de la pared, éste es inapreciables hidrodinámicamente. Si además δt2 ≪ δt1,
la probabilidad de que una part́ıcula colisione con la pared cuando ésta retro-
cede es del orden de δt1/(δt1 +δt2), que es mucho menor que uno. En el resto
del estudio se considera que el movimiento de la pared vibrante corresponde
al ĺımite que conduce al movimiento en diente de sierra de amplitud nula y
de velocidad vb [143]

∆x → 0, δt1 → 0, δt2 → 0,

∆x/δt1 → vb, δt2/δt1 → 0.
(3.1)

t

∆x . . .

δt1 δt2

Figura 3.2: Perfil de velocidades en diente de sierra usado para la velocidad
del pistón en los ĺımites (3.1).

Sin pérdida de generalidad, la pared vertical se sitúa en x = 0. Una
part́ıcula de velocidad v con vx < 0 al colisionar con la pared cambia instan-
táneamente su velocidad de acuerdo con la siguiente regla de colisión

v′
⊥ = v′

⊥,

v′
x = 2vb − vx,

(3.2)

donde v⊥ es la velocidad normal a la dirección X. La ley anterior produce
un incremente en la enerǵıa de la part́ıcula dado por

∆ǫ = 2m(v2
b − vbvx). (3.3)
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Sea, como siempre, f(r,v, t) la función de distribución de una part́ıcula
del gas en el instante t. Como éste siempre permanece a la derecha de la
pared, se define una nueva función f0, a través de la siguiente igualdad

f(r,v, t) = Θ(x)f0(r,v, t), (3.4)

que toma los mismos valores que la función de distribución en la región
accesible pero que extiende f a la zona prohibida evitando las singularidades
en la pared. Es conveniente descomponer la función f0, en la posición de la
pared, en dos partes, una para las part́ıculas que se acercan y otra para las
que se alejan,

f0(r,v, t)δ(x) = f+
0 (r,v, t)δ(x) + f−

0 (r,v, t)δ(x), (3.5)

de modo que a la ley de conservación del flujo de part́ıculas resulta

f−
0 (r,v, t)|vx|δ(x)dv = f+

0 (r,v′, t)v′
xδ(x)dv′. (3.6)

Usando la regla de colisión (3.2), también válida reinterpretando v′ como la
velocidad precolisional, se tiene la siguiente relación entre flujos en la pared
(dv = dv′)

f−
0 (r,v′, t)|v′

x|δ(x) = f+
0 (r,v, t)vxδ(x). (3.7)

Sea Q0(r⊥, t) la enerǵıa media inyectada por la pared por unidad de área
y tiempo en la posición r⊥ y el tiempo t, entonces

Q0(r⊥, t) =

∫
dx

∫
dv

[
f−

0 (r,v, t)|vx|δ(x)
]
∆ǫ. (3.8)

Como

∆ǫ = mvb(2vb − vx) − mvbvx,

vx < 0, 2vb − vx > 0,
(3.9)

se tiene

Q0 =

∫
dx

∫
dv f−

0 (r,v, t)δ(x)|vx|mvb|2vb − vx|

+

∫
dx

∫
dv f−

0 (r,v, t)δ(x)mvbv
2
x.

(3.10)

La primera integral de la expresión anterior es

∫
dx

∫
dv f−

0 (r,v, t)δ(x)|vx|mvb|v′
x|, (3.11)
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que usando (3.7) y que dvx = dv′
x resulta

∫
dx

∫
dv f+

0 (r,v′, t)δ(x)mvbv
′2
x

=

∫
dx

∫
dv f+

0 (r,v, t)δ(x)mvbv
2
x.

(3.12)

Por tanto,

Q0(r⊥, t) = mvb

∫
dx

∫
dv f0(r,v, t)δ(x)v2

x

= n(0, r⊥, t)Tx(0, r⊥, t)vb,

(3.13)

donde

n(0, r⊥, t) =

∫
dx

∫
dv f0(r,v, t)δ(x),

Tx(0, r⊥, t) =
1

n(0, r⊥, t)

∫
dx

∫
dv f0(r,v, t)δ(x)mv2

x.
(3.14)

La expresión (3.13), que fue obtenida por primera vez en [144] bajo cier-
tas aproximaciones, relaciona el flujo de enerǵıa con los campos densidad y
temperatura parcial en la dirección horizontal. Estos son, en general, funcio-
nes de la posición (a lo largo de cualquier dirección ortogonal a la del eje
X) y del tiempo. La expresión es exacta, pues no se ha utilizado ninguna
hipótesis para obtenerla, y junto con la expresión de Navier-Stokes para el
flujo de calor en (2.13), permite relacionar los gradientes de la temperatura y
la densidad con los campos cerca de la pared. Esta es una forma consistente
de determinar las condiciones de contorno en la descripción hidrodinámica.

3.1.2. Pistón adiabático móvil

Sean M , X y Vx la masa, posición y velocidad del pistón, respectivamente.
Las colisiones entre las part́ıculas del gas y el pistón son en general inelásticas,
de manera que las velocidades postcolisionales vienen dadas por

v′
⊥ = v⊥,

v′
x = vx −

M

m + M
(1 + αp)(vx − Vx),

V ′
x = Vx +

m

m + M
(1 + αp)(vx − Vx),

(3.15)

siendo αp el coeficiente de restitución normal de las colisiones entre los granos
del gas y el pistón. Al igual que α, vale uno en el caso de colisión elástica
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y está comprendido entre cero y uno. La regla de colisión anterior conserva
la cantidad de movimiento pero produce una reducción del módulo de la
velocidad relativa gx ≡ vx − Vx, de la enerǵıa cinética E y del volumen del
espacio de las velocidades,

g′
x = −αpgx,

∆E = − mM

2(m + M)
(1 − α2

p)g
2
x,

dv′
xdV ′

x = αpdvxdVx.

(3.16)

Las expresiones para las velocidades precolisionales, que se representan me-
diante un asterisco, se obtienen invirtiendo las ecuaciones (3.15) resultando

v∗
⊥ = v⊥,

v∗
x = vx −

M

m + M

1 + αp

αp

gx,

V ∗
x = Vx +

M

m + M

1 + αp

αp

gx,

g∗
x = −α−1

p gx,

dv∗
xdV ∗

x = α−1
p dvxdVx.

(3.17)

Sea
f2(r,v, X, Vx, t) (3.18)

la función de distribución conjunta de una part́ıcula del gas y el pistón, y cuya
norma es el número de part́ıculas del gas N . Integrando convenientemente,
se pueden obtener las funciones de distribución del gas y del pistón,

f(r,v, t) =

∫
dX

∫
dVx f2(r,v, X, Vx, t),

F (X,Vx, t) =
1

N

∫
dr

∫
dv f2(r,v, X, Vx, t).

(3.19)

Sin pérdida de generalidad, se considera que el gas permanece a la izquier-
da del pistón. Como se hiciera en el caso de la pared vibrante, se introduce
una nueva función de distribución f02 que pueda definirse en la región prohi-
bida del gas y que no tenga los problemas que puede tener f2 en la posición
del pistón,

f2(r,v, X, Vx, t) = Θ(X − x)f02(r,v, X, Vx, t). (3.20)

Se descompone la nueva función de distribución en dos partes, una describe
las part́ıculas que se acercan al pistón y la otra las que se alejan del mismo,

f02(r,v, X, Vx, t) = f+(r,v, X, Vx, t) + f−(r,v, X, Vx, t), (3.21)
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con

f+(r,v, X, Vx, t) = f02(r,v, X, Vx, t)Θ(gx),

f−(r,v, X, Vx, t) = f02(r,v, X, Vx, t)Θ(−gx).
(3.22)

La conservación del flujo de part́ıculas en la posición del pistón se traduce en
la siguiente igualdad [145]

f+(r,v, X, Vx, t)gxδ(X − x)dvdVx

= f−(r,v′, X, V ′
x, t)|g′

x|δ(X − x)dv′dV ′
x,

(3.23)

o equivalentemente, teniendo en cuenta (3.17),

α−2
p f+(r,v∗, X, V ∗

x , t)δ(X − x) = f−(r,v, X, Vx, t)δ(X − x). (3.24)

El uso de esta expresión en (3.21) da

f02(r,v, X, Vx, t) = (1 + α−2
p b−1)f+(r,v, X, Vx, t), (3.25)

donde b−1 es un operador que cambia las velocidades v y Vx por las precoli-
sionales v∗ y V ∗

x dadas por las ecuaciones (3.17).
A partir de ahora se considerará que la velocidad media del pistón es nula,

es decir, ∫
drdv

∫
dXdVxf02(r,v, X, Vx)Vx = 0. (3.26)

La fuerza Fx ejercida por el gas sobre el pistón es el valor medio de la
variación de la cantidad de movimiento ∆Px del pistón,

∆Px = M(V ′
x − Vx) =

mM

m + M
(1 + αp)gx,

Fx =

∫
drdv

∫
dXdVx f+(r,v, X, Vx, t)gxδ(X − x)∆Px.

(3.27)

Utilizando la conservación del flujo de part́ıculas y la paridad de la función f02

respecto de Vx, se tiene a la siguiente expresión (válida cuando la velocidad
media el pistón es nula) [130]

Fx =

∫
dr n(X, r⊥, t)Tx(X, r⊥, t)δ(x), (3.28)

donde n es la densidad del gas y Tx es la temperatura asociada a la compo-
nente x de la velocidad de las part́ıculas del gas en la posición del pistón,

n(X, r⊥, t) ≡
∫

drdv

∫
dXdVxf02(r,v, X, Vx)δ(X − x) (3.29)

Tx(X, r⊥, t) ≡ 1

n

∫
drdv

∫
dXdVxf02(r,v, X, Vx)δ(X − x)mv2

x (3.30)
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La expresión de la enerǵıa cinética media inyectada por el pistón por
unidad de tiempo y área Q(r⊥, t) es

Q(r⊥, t) =

∫
drdv

∫
dXdVx f+(r,v, X, Vx, t)gxδ(X−x)

m

2
(v′2

x−v2
x), (3.31)

donde m
2
(v′2

x − v2
x) es la variación de la enerǵıa cinética de una part́ıcula en

la colisión con el pistón. La integral en el segundo miembro de la expresión
anterior puede expresarse en función de f02 mediante la relación (3.23),

Q(r⊥, t) = −m

2

∫
drdv

∫
dXdVx f02(r,v, X, Vx, t)δ(X − x)gxv

2
x. (3.32)

A diferencia de lo que ocurre con el flujo de enerǵıa inyectado por una pared
vibrante y con la fuerza ejercida sobre el pistón, en este caso la expresión
anterior no se puede poner, de modo exacto, en función de magnitudes hi-
drodinámicas del gas y del pistón, por lo que es necesario introducir algunas
aproximaciones.

Se usa la hipótesis de que las correlaciones precolisionales entre las part́ı-
culas y el pistón son despreciables, de modo que

f+(r,v, X, Vx, t)δ(X − x) ≃ f(r,v, t)F (X,Vx, t)Θ(gx)δ(X − x), (3.33)

Sustituyendo esta expresión en (3.25) y, teniendo en cuenta que b−1Θ(gx) =
Θ(−gx)b

−1, se obtiene

f02(r,v, X, Vx, t)δ(X − x) = f(r,v, t)F (X,Vx, t)δ(X − x)

+ Θ(−gx)(α
−2
p b−1 − 1)f(r,v, t)F (X,Vx, t)δ(X − x).

(3.34)

El segundo sumando del segundo miembro de la igualdad tiene en cuente el
efecto de las correlaciones tras la colisión.

Sustituyendo la relación anterior en la expresión del flujo de calor y aproxi-
mando las funciones de distribución por gaussianas (ver apéndice C), resulta

Q(r⊥, t) = − 2

√
2

πmαp

(1 + φ)
M

m + M

(
M − αpm

M − m

)3/2

×
[
1 − (1 + αp)(1 + φ)M

2(m + M)

]
n(X, r⊥)T (X, r⊥)3/2,

(3.35)

donde

φ ≡ αp(M − m)mTp

(M − αpm)MT (X, r⊥)
(3.36)

y Tp ≡ M 〈V 2
x 〉 es la temperatura cinética del pistón.
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Si las colisiones entre el gas y el pistón son elásticas, la expresión para el
flujo tiene la forma más sencilla

Q(r⊥, t) = − 2

√
2m

π

(
1 +

mTp

MT (X, r⊥)

)
M

(m + M)2

× [T (X, r⊥) − Tp] n(X, r⊥)T (X, r⊥)1/2.

(3.37)

En la mayor parte de las situaciones se cumple

m/M ≪ 1,
mTp

MT (X, r⊥)
≪ 1, (3.38)

y por tanto,

Q(r⊥, t) ≃ −2

√
2m

π

[T (X, r⊥) − Tp]

M
n(X, r⊥)T (X, r⊥)1/2. (3.39)

Las expresiones (3.28) y (3.39) serán usadas en lo que resta del caṕıtulo
para estudiar el problema del pistón adiabático en contacto con dos sistemas
granulares. La primera de las expresiones es exacta mientras que la segunda
contiene varias aproximaciones. Primero, se han despreciado las correlaciones
precolisionales entre las part́ıculas y el pistón, aunque no las postcolisionales.
Esto hace que la función de distribución f02 de una part́ıcula y el gas no fac-
torice en el producto de dos funciones de distribución, pues de ser aśı, el flujo
de calor, en la aproximación gaussiana, seŕıa cero, como puede comprobarse
analizando la expresión (3.32). Finalmente, se han considerado situaciones
en las que se aplican las relaciones (3.38) y que las colisiones entre el gas y
el pistón son elásticas.
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3.2. Dos gases granulares separados por un

pistón adiabático

En esta sección se vuelve a considerar el sistema estudiado por Brito y
colaboradores en la referencia [138], es decir, dos gases granulares aislados
separados por un pistón adiabático móvil. El objetivo del análisis presentado
aqúı es añadir a la descripción hidrodinámica del trabajo anterior el efecto de
las fluctuaciones del pistón, que son las que permiten que el sistema termalice
cuando los gases son moleculares. En el caso inelástico, el sistema también
alcanza una especie de equilibrio térmico en el que los dos gases y el pistón no
igualan sus temperaturas, en general, sino sus velocidades de enfriamiento.
La nueva condición de equilibrio térmico, junto con la de equilibrio mecánico,
da lugar a una transición de fase de no equilibrio con una ruptura espontánea
de simetŕıa. Los resultados en [138] se recuperan para el ĺımite en el que la
masa del pistón es mucho mayor que la de las part́ıculas, para el resto de
parámetros del sistema fijos.

En la sección siguiente se introduce el modelo y las ecuaciones del mismo.
Se estudian soluciones en las que la posición media del pistón no cambia con
el tiempo (estados que se denominarán estacionarios) y en las que śı hay
dependencia temporal. Los resultados teóricos serán comparados con los de
simulación de dinámica molecular. Se cerrará el caṕıtulo con una discusión
de los resultados obtenidos y de sus implicaciones.

3.2.1. Modelo y descripción

El sistema que se considera consiste en un cilindro de longitud Lx que
contiene 2N discos (d = 2) o esferas (d = 3) de masa m y diámetro σ.
Un pistón adiabático (sin grados internos de libertad) de masa M divide al
sistema en dos partes con el mismo número de part́ıculas. El pistón puede
desplazarse permaneciendo normal al eje de simetŕıa del sistema, eje X. El
sistema está aislado y evoluciona libremente. Las colisiones son inelásticas
entre part́ıculas, α es el coeficiente de restitución normal, y elásticas cuando
involucran al pistón o a una pared. El pistón se mueve libremente entre
colisiones, no existiendo rozamiento de éste con las paredes del recipiente.

El sistema será descrito hidrodinámicamente considerando que los dos
gases son aproximadamente homogéneos y que pueden ser descritos por las
ecuaciones del estado de enfriamiento homogéneo (HCS). Los sub́ındices i =
1, 2 indicarán propiedades del sistema a la izquierda y derecha del pistón,
respectivamente. Las densidades cuando el pistón se encuentra en la posición
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Lx

p1

T1

N N

p2

T2
Vx

xp

Figura 3.3: Sistema formado por 2N discos o esferas de masa m y diámetro
σ. El pistón se mueve libremente a lo largo del eje X.

X = xp son

n1 =
N

Sxp

,

n2 =
N

S(Lx − xp)
,

(3.40)

donde S es la sección del pistón (área para d = 3 y longitud para d = 2).
Haciendo un balance de enerǵıa para los subsistemas y el pistón, se tiene

d

2
N

dT1

dt
= −d

2
Nζ1T1 + Q1S − p1Svp,

d

2
N

dT2

dt
= −d

2
Nζ2T2 + Q2S + p2Svp,

1

2

dTp

dt
= −(Q1 + Q2)S,

(3.41)

siendo Ti y pi la temperatura y la presión del subsistema i, respectivamente,
y vp la velocidad media (macroscópica) del pistón. Los primeros miembros
de las igualdades corresponden a las derivadas temporales de las enerǵıas
internas de los gases y del pistón, respectivamente. Los términos proporcio-
nales a las velocidades de enfriamiento ζi en las dos primera ecuaciones dan
cuenta de las pérdidas energéticas debidas a las colisiones inelásticas. Las
expresiones de las velocidades de enfriamiento son

ζi =
pi

η0(Ti)
ζ∗(α), (3.42)
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donde η0 y ζ∗ vienen dados en el apéndice A. El término Qi representa la
enerǵıa por unidad de área y tiempo inyectada por el pistón en el subsistema
i que, según el resultado (3.39), válido en el ĺımite (3.38), viene dado por

Qi ≃ −2

√
2m

π

Ti − Tp

M
niT

1/2
i . (3.43)

Finalmente, los términos proporcionales a la velocidad del pistón dan cuenta
del trabajo realizado por éste sobre los subsistemas.

Haciendo un balance mecánico para el pistón, resulta

M
d2xp

dt2
= (p1 − p2)S. (3.44)

Es conveniente introducir una nueva escala temporal s definida por

ds = (2n)1/2σd−1

[
p(t)

m

]1/2

dt, (3.45)

donde

n =
2N

SLx

(3.46)

es la densidad media del sistema y

p =
p1 + p2

2
(3.47)

es la presión media.
En la nueva escala temporal, las ecuaciones (3.41) se convierten en

dT1

ds
= −a

n1T
3/2
1

(np)1/2
− b

2Nd

n1T
1/2
1

(np)1/2
(T1 − Tp) −

2S

dNσd−1

n1T1

(np)1/2

m1/2vp

21/2
,

dT2

ds
= −a

n2T
3/2
2

(np)1/2
− b

2Nd

n2T
1/2
2

(np)1/2
(T2 − Tp) +

2S

dNσd−1

n2T2

(np)1/2

m1/2vp

21/2
,

d

ds
Tp =

b

2

n1T
1/2
1

(pn)1/2
(T1 − Tp) +

b

2

n2T
1/2
2

(pn)1/2
(T2 − Tp),

M
d2

ds2
xp =

n1T1 − n2T2

p

mS

2nσ2d−2
,

(3.48)

con a y b parámetros constantes dados por

a ≡ 8π(d−1)/2ζ∗

(2 + d)21/2Γ(d/2)
,

b ≡ 8Sm

π1/2σd−1M
.

(3.49)
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El sistema (3.48) está formado por cuatro ecuaciones con cuatro incógni-
tas, xp, T1, T2, y Tp. En los siguientes apartados se estudian dos situaciones.
Primero se tratan aquellos estados en los que la velocidad media del pistón
es nula (estados estacionarios). Después se estudia la dinámica del sistema
cuando vp 6= 0.

3.2.2. Estado simétrico

Para estados en los que la posición media del pistón xp es independiente
del tiempo, que son los que se consideran en este apartado, la fuerza neta
sobre el pistón debe ser nula, por lo que

p1 = p2 = p ⇒ n1T1(t) = n2T2(t). (3.50)

Mientras que las temperaturas y la presión son funciones del tiempo, las
densidades son estacionarias por serlo la posición del pistón.

Las ecuaciones en (3.48) se reducen en este caso a

dTi

ds
= −aiTi −

bi

2Nd
(Ti − Tp), (i = 1, 2),

dTp

ds
=

b1

2
(T1 − Tp) +

b2

2
(T2 − Tp),

(3.51)

con

ai ≡
(ni

n

)1/2

a,

bi ≡
(ni

n

)1/2

b,

(3.52)

Las temperaturas de los subsistemas están relacionadas a través de la igual-
dad de presiones. Usando (3.50),

dT1

ds
= −

(
a1 +

b1

2Nd

)
T1 +

b1

2Nd
Tp,

ρ2dT1

ds
= −

(
a1 +

b1

2Nd

)
ρT1 +

b1

2Ndρ
Tp,

dTp

ds
=

b1

2
(1 + ρ)T1 −

b1(1 + ρ)

2ρ
Tp,

(3.53)

En las fórmulas anteriores se ha introducido

ρ2 =
n1

n2

. (3.54)
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Dado que el sistema de ecuaciones diferenciales anterior es lineal, las so-
luciones se obtienen sustituyendo las expresiones

T1(s) = θ1e
λs, Tp(s) = θpe

λs. (3.55)

Para que exista solución distinta de la trivial (θ1 = θp = 0) se deben cumplir
las dos siguiente ecuaciones,

a1 +
b1

2Nd
+ λ =

(
a1 +

b1

2Nd
+ λρ

)
ρ2,

2
(
a1 + b1

2Nd
+ λ

)

b1(1 + ρ)
=

b1

2Nd
[

b1(1+ρ)
2ρ

+ λ
] .

(3.56)

En el estado simétrico es n1 = n2 = n, xp = Lx/2, ρ = 1 y, usando
(3.50), T1(s) = T2(s) = T (s)(s). Además, la expresión (3.43) del flujo de calor
implica que Q1 = Q2. Para ρ = 1 la primera de las ecuaciones en (3.55) se
vuelve una identidad y la segunda resulta

λ2 +

(
a + b +

b

2Nd

)
λ + ab = 0, (3.57)

cuya soluciones son

λ± = − c

2
± (c2 − 4ab)1/2

2
,

c = a + b

(
1 +

1

2Nd

)
.

(3.58)

Los exponentes verifican λ− < λ+ ≤ 0, dándose la igualdad en el ĺımite
elástico. Para tiempos grandes es

T (s)(s) = θ(s)eλ(s)s, T (s)
p (s) = θ(s)

p eλ(s)s, (3.59)

con λ(s) = λ+. Teniendo en cuenta la ecuación para la temperatura del pistón

en (3.53), se tiene la siguiente relación entre los coeficientes θ(s) y θ
(s)
p

θ(s) =

(
1 +

λ(s)

b

)
θ(s)

p . (3.60)

La expresión anterior está bien definida porque |λ(s)| < b, como se dedu-
ce de (3.58). Por otra parte, para tiempos grandes, el pistón siempre tiene
temperatura mayor que la de los gases

T (s)
p (t) ≥ T (s)(t). (3.61)
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Este resultado refleja el hecho de que el pistón se enfŕıa a través de la enerǵıa
disipada en los gases. Nuevamente, la igualdad se da en el caso elástico.

Las ecuaciones en (3.59) implican que las dos temperaturas decaen en el
tiempo de la misma forma,

dT (s)

dt
= −ζ

(s)
ef T (s)(t),

dT
(s)
p

dt
= −ζ

(s)
ef T (s)

p (t),

(3.62)

con

ζ
(s)
ef = −λ(s)

(
2T

m

)1/2

nσd−1 (3.63)

la velocidad de enfriamiento efectiva que tiene en cuenta la disipación de
las colisiones y el flujo de calor a través del pistón. En el ĺımite N → ∞,
manteniendo el resto de parámetros finitos, λ(s) ≈ −a y ζ

(s)
ef ≈ ζ, como es de

esperar. En el mismo ĺımite es

θ(s) ≈
(
1 − a

b

)
θ(s)

p , (3.64)

lo que implica que el estado simétrico no existe para a > b. Pero para M/m ≫
1, es b ≪ 1, por lo que para N → ∞ y M/m → ∞, el estado con xp = Lx/2
no existe. La razón f́ısica es que para N y M muy grandes, el pistón no puede
enfriarse a la misma velocidad que los granos del gas.

3.2.3. Estado asimétrico

Para una situación en la que la posición media del pistón no sea el centro
del sistema, se tiene ρ 6= 1, lo que se traduce en que, de existir una solución
de este tipo, el exponente asociado es

λ = λ(a) =

(
a +

b

2Nd

) (n1n2

n

)1/2 n2 − n1

n
3/2
1 − n

3/2
2

. (3.65)

Por tanto, las temperaturas de los gases en cada uno de los compartimentos
y el pistón son

T
(a)
1 (s) = θ

(a)
1 eλ(a)s, T

(a)
2 (s) = θ

(a)
2 eλ(a)s, (3.66)

T
(s)
P = θ

(s)
P eλ(a)s, (3.67)

cumpliéndose que

θ
(a)
1

θ
(a)
2

=
1

ρ2
(3.68)
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y

θ
(a)
p

θ
(a)
1

=

(
1 +

2Nad

b

)
ρ2

ρ2 + ρ + 1
. (3.69)

Esta última ecuación es consecuencia directa de la primera de las ecuaciones
(3.53).

Al igual que ocurŕıa con la solución simétrica, las temperaturas de los
gases y el pistón evolucionan con la misma velocidad de enfriamiento efectiva,
es decir,

dT
(a)
i

dt
= −ζ

(a)
ef T

(a)
i (t),

dT
(a)
p

dt
= −ζ

(a)
ef T (a)

p (t),

(3.70)

siendo

ζ
(a)
ef = −λ(a)

(
2p(t)n

m

)1/2

σd−1. (3.71)

Sustituyendo la ecuación (3.65) en la segunda ecuación de (3.56), y tras
algunos cálculos, se llega a

z2 − Ndz + Nd = 0, (3.72)

con

z ≡
(

2Nad

b
+ 1

)
ρ

ρ2 + ρ + 1
. (3.73)

Para valores grandes de N , las dos soluciones de la ecuación (3.72) son

z1 ≈ 1, z2 ≈ Nd. (3.74)

Para z1 = 1, de (3.69) se sigue que

θ(a)
p = ρθ

(a)
1 =

(
θ

(a)
1 θ

(a)
2

)1/2

, (3.75)

o, equivalentemente,

T (a)
p (t) =

[
T

(a)
1 (t)T

(a)
2 (t)

]1/2

. (3.76)

La expresión (3.73) para z = 1 toma la forma

ρ(a)2 − 2Nad

b
ρ(a) + 1 = 0, (3.77)



3.2 Dos gases granulares separados por un pistón adiabático 51

cuyas soluciones son

ρ(a) =
Nad

b
±

[(
Nad

b

)2

− 1

]1/2

. (3.78)

Las soluciones aceptables deben estar asociadas a valores de ρ reales y, por
lo tanto, requieren que

Nad

b
> 1. (3.79)

Usando las definiciones en (3.49), es fácil ver que la desigualdad anterior es
equivalente a

M > Mc, (3.80)

donde

Mc ≡
(d + 2)21/2Γ (d/2) Sm

dπd/2σd−1Nζ∗
(3.81)

hace las veces de un parámetro cŕıtico con dimensiones de masa, por debajo
del cual el estado asimétrico con z = 1 no es posible. Además, cuanto mayor
sea M/Mc mayor es la asimetŕıa del sistema medida a partir de la posición
del pistón xp. En el ĺımite M/Mc → ∞, se tiene xp → 0 o xp → Lx. Esta es
la situación ĺımite analizada en la referencia [138].

Es interesante ver lo que ocurre en la bifurcación, es decir, para M → Mc

o, con más precisión, para M − Mc → 0+. En el ĺımite anterior ρ → 1, y
usando las ecuaciones (3.66)-(3.69) se tiene

T
(a)
1 (t) = T

(a)
2 (t) = T (a)

p (t). (3.82)

Por otra parte, de la ecuación (3.65), λ(a) → −a, que coincide con el expo-
nente de la solución simétrica λ(s) dado en (3.58) en el ĺımite Nd ≫ 1, es
decir, este exponente es continuo en la transición.

Aún queda por estudiar la solución z2 ≈ Nd de la ecuación (3.72). A
partir de (3.69) se sigue que para esta solución es

Tp(t)
(a)′ = Nd

[
T

(a)′
1 (t)T

(a)′
2 (t)

]1/2

. (3.83)

Consecuentemente, esta solución debe ser descartada del análisis, porque para
valores t́ıpicos del número de part́ıculas es N ≫ 1, y con ello la temperatura
del pistón es mucho mayor que la de los gases, lo que va en contra de las
hipótesis (3.38), utilizadas en la obtención de la expresión del flujo de calor
Qi.
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3.2.4. Dinámica cerca de los estados estacionarios

El análisis realizado hasta ahora no proporciona información acerca de
la estabilidad de las soluciones encontradas. Para M < Mc sólo existe una
solución estacionaria, la simétrica, y se espera que sea estable. Dicha estabi-
lidad, sin embargo, puede perderse para M > Mc ya que surgen dos nuevas
soluciones. Para analizar el comportamiento del sistema en las dos regiones,
se considerará el sistema de ecuaciones (3.48).

Para estados del sistema no muy alejados de la bifurcación, se tienen las
siguientes estimaciones

T1 ∼ T2 ∼ Tp ∼ T,

p1 ∼ p2 ∼ p,

xp ∼ Lx,

a ∼ b/N,

(3.84)

donde T es una temperatura del orden de las del pistón y los gases. Usando
una de las dos primeras ecuaciones en el sistema (3.48) es posible estimar,
usando (3.84), la escala t́ıpica st de evolución de las temperaturas de los
gases:

s−1
t ∼ a +

S

Nσd−1

m1/2vp

T 1/2
. (3.85)

Para estados cercanos a los estacionarios se admite que como máximo el
segundo sumando en la expresión anterior es del mismo orden que a. De este
modo

st ∼ a−1. (3.86)

Usando la ecuación para la temperatura del pistón en (3.48),

s−1
tp ∼ b, (3.87)

es decir, la escala temporal t́ıpica de la temperatura del pistón stp es mucho
menor que la de los gases

stp ∼ st/N. (3.88)

Procediendo de forma análoga con la ecuación para la posición del pistón, se
tiene la siguiente estimación para la escala t́ıpica de la posición del pistón sx

sx ∼ st/
√

NM/m. (3.89)

En general es N ≫ 1 y
√

NM/m ≫ 1, por lo que

stp ≪ st, sx ≪ st, (3.90)
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La dinámica para la temperatura y posición del pistón es mucho más rápida
que la de las temperaturas de los gases, cosa que sucede también en el caso
elástico como ya se comentó en el caṕıtulo anterior. La existencia de varias
escalas sugiere buscar soluciones del sistema (3.48) usando un método pertur-
bativo de escalas múltiples. En el orden más bajo, las variables asociadas al
pistón se obtienen despreciando la dependencia temporal en las dos últimas
ecuaciones en (3.48), teniéndose

Tp ≃ (T1T2)
1/2,

n1T1 ≃ n2T2.
(3.91)

Usando estas últimas relaciones en las ecuaciones para las temperaturas de
los gases, se tienen

dT1

ds
= −a

(n1

n

)1/2

T1 −
b

2Nd

(n1

n

)1/2 [
T1 − (T1T2)

1/2
]
− 2S

dNσd−1

(mp

2n

)1/2

vp,

dT2

ds
= −a

(n2

n

)1/2

T2 −
b

2Nd

(n2

n

)1/2 [
T2 − (T1T2)

1/2
]
+

2S

dNσd−1

(mp

2n

)1/2

vp.

(3.92)

Las densidades y la velocidad del pistón pueden expresarse en función de las
temperaturas de los gases y sus derivadas. Usando la igualdad de presiones,

n1 = n
(1 + ρ2)

2
,

n2 = n
1 + ρ2

2ρ2
,

xp = Lx
1

1 + ρ2
⇒ vp = −Lxσ

d−1

(
2np

m

)
1

(1 + ρ2)2

d

ds
ρ2,

(3.93)

donde ρ2 = T2/T1. El sistema (3.92) queda expresado, usando las relaciones
en (3.93), en función sólo de las temperaturas de los gases

d

ds
ln T1 = −a

(
1 + ρ2

2

)1/2

− b

2Nd

(
1 + ρ2

2

)1/2

(1 − ρ) +
2

d(1 + ρ2)

d

ds
ρ2,

d

ds
ln T2 = −a

(
1 + ρ2

2ρ2

)1/2

− b

2Nd

(
1 + ρ2

2ρ2

)1/2 (
1 − 1

ρ

)
− 2

dρ2(1 + ρ2)

d

ds
ρ2.

(3.94)

Obsérvese que todos los términos de la ecuación son, en principio, del mismo
orden. Esto está de acuerdo con la hipótesis hecha en la discusión de la
ecuación (3.85).
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Usando los resultados anteriores,

d

ds
(T1 + T2) = −a

( p

n

)1/2 (
T

1/2
1 + T

1/2
2

)
, (3.95)

es decir, la enerǵıa total del sistema (dado que Tp ≃ (T1T2)
1/2) es una fun-

ción monótona decreciente. Además, el valor relativo de las temperaturas se
determina resolviendo la siguiente ecuación, obtenida restando las ecuaciones
en (3.94) y operando,

d

ds
ln ρ = W (ρ) (3.96)

donde

W (ρ) ≡ − b

4N(d + 2)

(
1 + ρ2

2

)1/2
1 − ρ

ρ2

[
2Nda

b
ρ − (1 + ρ2)

]
. (3.97)

Los puntos fijos o cŕıticos de la ecuación (3.96), que se determinan re-
solviendo W (ρ) = 0, corresponden a las soluciones estacionarias simétrica y
asimétrica,

ρ = 1

ρ = ρ(a) =
Nad

b
±

[(
Nad

b

)2

− 1

]1/2

.
(3.98)

La estabilidad de las soluciones depende del signo de la derivada de W (ρ)
en los puntos cŕıticos (ver figura 3.4). Se tiene

d

dρ
W (1) = a

M/Mc − 1

2(d + 1)
√

M/Mc

,

d

dρ
W (ρ(a)) = −a

M/Mc − 1

2(d + 1)
√

M/Mc

1 + (ρ(a))3

(ρ(a))9/2
.

(3.99)

Como a > 0, la solución simétrica es estable para M < Mc e inestable para
M > Mc. Las soluciones asimétricas, que sólo existen para M > Mc, son
estables.

El análisis realizado sólo proporciona la dependencia temporal de las mag-
nitudes en la escala temporal más lenta. Como se ha visto, en dicha escala la
dependencia las magnitudes del pistón (posición, velocidad y temperatura)
con el tiempo es a través de las temperaturas de los dos gases. Llevando el
análisis a órdenes superiores, es posible determinar la evolución de los campos
en escalas más pequeñas, en las cuales la dinámica del sistema es más rica. Lo
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Figura 3.4: Comportamiento de la función W (ρ) definida en la ecuación (3.97)
para M < Mc y M > Mc.

que se espera, por lo que se observa en las simulaciones, es que se superponga
al movimiento monótono descrito por la ecuación (3.96) otro oscilatorio. Sin
embargo, el comportamiento de la ecuación (3.96) predomina para tiempos
largos.

Las escalas encontradas analizando las propiedades de las ecuaciones
(3.48) y las soluciones estacionarias también pueden ser determinadas, con
más precisión, haciendo un análisis de estabilidad linear cerca de dichas so-
luciones.

En el orden más bajo, es decir, para tiempos suficientemente grandes, la
posición del pistón puede determinarse a partir de la ecuación (3.96) para
ρ, pues esta cantidad sólo es función de la posición media del pistón, en la
aproximación uniforme. Dicha ecuación es análoga a la de una part́ıcula con
un movimiento sobreamortiguado, la parte izquierda es la fuerza de fricción
y la derecha W es una fuerza que puede asociarse a un potencial conservativo
(
∫ ρ

W (q)dq).
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3.2.5. Dinámica molecular

Se han realizado simulaciones de dinámica molecular (ver apéndice B)
en las que el sistema es una caja rectangular de longitud Lx y anchura Ly

que contiene 2N discos inelásticos. Estos valores se han escogido de modo
que la densidad sea baja. T́ıpicamente n ≡ N/(LxLy) ∼ 0,05σ−2. El pistón
divide al sistema en dos partes con el mismo número de part́ıculas y su
sección S es Ly. Las colisiones de las part́ıculas con las paredes y el pistón
son elásticas. En todas las simulaciones, el pistón parte desde el centro del
sistema con velocidad nula y las part́ıculas están uniformemente distribuidas
entre los dos compartimentos. Las distribuciones iniciales de velocidad de las
part́ıculas en ambos compartimentos son gaussianas e iguales.

Con objeto de evitar la inestabilidad del HCS [100,102] comentada en el
caṕıtulo anterior, se ha limitado la geometŕıa del sistema y los valores de α
usando la ecuación (2.21) deducida para condiciones de contorno periódicas,
Por una parte, a medida que se disminuye el valor de α, el HCS se desesta-
biliza para densidades menores. Por otra parte, la densidad del sistema no
puede ser muy baja porque los efectos de borde se hacen importantes. Por
todo ésto, sólo se han considerado situaciones en las que el coeficiente de
restitución es superior a α = 0,85.

Para algunos valores de los parámetros del sistema, el pistón oscila en
torno a su posición inicial, xp = Lx/2. Las oscilaciones son causadas por
las fluctuaciones de la presión de los gases. Este comportamiento, que se
mantiene en el tiempo, está asociado claramente al estado simétrico descrito
en la parte teórica. Para otros valores de los parámetros del sistema, sin
embargo, la posición inicial del pistón cambia hacia otra no central en torno
a la cual oscila. El sistema entonces alcanza un estado que se ha denominado
asimétrico.

En la figura 3.5, se muestra la trayectoria del pistón desde la situación
inicial, en el centro del sistema, hasta otra desplazada, con lo que se ha produ-
cido una ruptura de la simetŕıa. Los valores de los parámetros son α = 0,98,
2N = 200, Lx = 2Ly = 100σ, M = 25m. Por tanto, las densidades inicia-
les son n1 = n2 = 0,04σ−2. La escala de tiempo τ usada en la gráfica es
proporcional al número de colisiones por part́ıcula. La posición alcanzada
por el pistón tras un periodo transitorio es xp ≈ 0,66Lx. El comportamiento
del pistón para otros valores de los parámetros, cuando la simetŕıa del pis-
tón se rompe, es similar, siendo las probabilidades de que ocupe posiciones
simétricas a la derecha o la izquierda del pistón iguales. Es más, para tra-
yectorias largas, se observan tránsitos entre posiciones medias separadas la
misma distancia del centro del sistema.

En la figura 3.6 se representa el perfil de densidades medido en el siste-
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Figura 3.5: Evolución temporal de la posición del pistón obtenida con diná-
mica molecular para un sistema con 2N = 200, α = 0,98, Lx = 2Ly = 100σ
y M = 25m. El tiempo τ está medido en unidades proporcionales al número
de colisiones por part́ıcula. La ĺınea discontinua representa la posición Lx/2.

ma de la figura 3.5. La curva dibujada se ha obtenido, una vez el sistema
alcanza el estado estacionario, promediando temporalmente y sobre 350 tra-
yectorias diferentes. Se pueden observar efectos de borde cerca de las paredes
del sistema y del pistón. Lejos de las paredes y el pistón, las densidades pue-
den considerarse en muy buena aproximación uniformes y diferentes en cada
compartimento. Esto está de acuerdo con la aproximación hecha en teoŕıa.
Los efectos de borde cerca del pistón, a diferencia de lo que ocurre cerca de
las paredes, se deben también a las fluctuaciones del pistón.

Una importante predicción de la teoŕıa es la ecuación (3.76) que relaciona
las temperaturas del pistón y la de los gases. Los resultados de simulación
están de acuerdo con la relación entre la temperatura del pistón y la de
los gases cuando el sistema tiene simetŕıa y también cuando la pierde. En
la siguiente figura, se comparan los datos de simulación con la predicción
teórica de la ecuación (3.76) para los mismos parámetros del sistema que en
las figuras 3.5 y 3.6. Los datos mostrados en la gráfica son consistentes con
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Figura 3.6: Perfil de densidades del sistema cuando el pistón alcanza su po-
sición estacionaria. Los parámetros del sistema son los mismos que en la
anterior gráfica. La ĺınea vertical indica la posición media del pistón.

la predicción teórica acerca de la igualdad de las velocidades de enfriamiento
efectivas de los gases y el pistón. Las ligeras discrepancias entre teoŕıa y
simulación provienen, en parte, del efecto de las transiciones del pistón entre
las posiciones estacionarias, no eliminadas en las medidas realizadas.

Las simulaciones muestran claramente la existencia de los estados simé-
trico y asimétrico. Además la estabilidad de los mismos está en acuerdo con
las predicciones de la sección anterior.

La posición media del pistón puede ser cualquiera, entre las dos paredes
verticales en los extremos del sistema, dependiendo de los valores que tomen
los parámetros del sistema. Con objeto de hacer una comparación más cuan-
titativa entre simulación y teoŕıa, se ha medido la posición media del pistón
xp como función de M/Mc, donde Mc es un parámetro definido en la ecuación
(3.81). En las siguientes gráficas 3.8 y 3.9 se representa ǫ, definido por

ǫ ≡ |2xp − Lx|
Lx

=
|1 − ρ2|
1 + ρ2

, (3.100)

que toma valores en el intervalo 0 ≤ ǫ ≤ 1 y que hace las veces de parámetro
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Figura 3.7: Temperatura del pistón Tp dividida por la ráız cuadrada del pro-
ducto de las temperaturas de los dos gases, T1 y T2. El sistema sobre el que
se mide es igual que el de las figuras anteriores. Los datos han sido obtenidos
promediando sobre 2000 trayectorias. El tiempo es proporcional al número
de colisiones por part́ıcula.

de orden (es cero cuando el sistema respeta la simetŕıa del problema y distinto
de cero cuando se rompe). La predicción teórica para esta cantidad es

ρ = ρ(s) = 1 y ǫ = 0 para M < Mc,

ρ = ρ(a) =
M

Mc

+

[(
M

Mc

)2

− 1

]1/2

para M > Mc.
(3.101)

El acuerdo entre teoŕıa y simulación es satisfactorio. En particular, la pre-
dicción para el punto de bifurcación es muy buena. Para situaciones muy
asimétricas, el pistón comprime a uno de los subsistemas aumentando su
densidad por encima del ĺımite diluido en el que está desarrollada la teoŕıa,
produciendo, por consiguiente, discrepancias respecto a la predicción.
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Figura 3.8: Diagrama de bifurcación que muestra el comportamiento cŕıtico
del sistema. Se representa el parámetro de desorden ǫ definido en la ecuación
(3.100) como función del parámetro de control M/Mc, donde M es la masa
del pistón y Mc es la masa cŕıtica que viene dada por la ecuación (3.81).
Los śımbolos son resultados de dinámica molecular y la ĺınea es la predicción
teórica, ecuación (3.101). Todos los resultados de simulación corresponden
a un sistema con Lx = 2Ly = 100σ y 2N = 200, de modo que nσ2 =
0,04. Los distintos śımbolos corresponden a distintos valores del coeficientes
de restitución normal α. Para el resto de parámetros fijos, se ha variado el
cociente M/m con objeto de variar M/Mc.
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Figura 3.9: Como en la figura 3.8 excepto en las dimensiones del sistema que
ahora son Lx = 4Ly = 200σ, por lo que nσ2 = 0,02.



62 Caṕıtulo 3

3.2.6. Discusión

La transición de fase o ruptura espontánea de simetŕıa estudiada [6] guar-
da muchas similitudes con otros fenómenos observados en sistemas granula-
res fluidizados vibrados en presencia de gravedad [146,147] y en ausencia de
ella [7, 55]. Sin embargo, también hay diferencias importantes. Por ejemplo,
el sistema estudiado está aislado y no alcanza un estado estacionario da-
do que no existe ningún mecanismo que compense la pérdida de enerǵıa de
las colisiones. Los estados alcanzados están caracterizados porque la posición
media del pistón es estacionaria. La condición que determina tales estados no
requiere que la temperatura granular de los subsistemas sea la misma como
ocurre en el caso elástico. En su lugar, lo que se iguala para los dos sistemas
y el pistón es la velocidad de enfriamiento efectiva. Además, los dos gases
tratan de mantenerse homogéneos en el bulk, a pesar de la existencia de los
efectos de borde.

Cuando dos gases moleculares se ponen en contacto a través de un pistón
adiabático móvil, el sistema alcanza un estado de equilibrio en el que las
presiones de los gases son iguales y las temperaturas también. Si el mismo
experimento se lleva a cabo con gases granulares, los resultados expuestos
indican que el sistema se aproxima a un estado de enfriamiento ideal carac-
terizado por una única temperatura Th(t) y en el que los gradientes pueden
ser despreciados en cada subsistema.

Desde un punto de vista microscópico, los resultados obtenidos sugieren
la siguiente propiedad de escala para la función de distribución del sistema

f(Γ, t) = [v(t)]−(2Nd+1) f ∗

(
{ri} , X,

{
vi

v(t)

}
,

Vx

v(t)

)
, (3.102)

donde Γ representa un punto del espacio de las fases del sistema, ri y vi

(i = 1, . . . , 2N) son la posición y la velocidad de la part́ıcula i, X y Vx es

la posición y velocidad del pistón, y v(t) = (2Th(t)/m)1/2. La caracteŕıstica
fundamental de este sistema es que toda dependencia temporal viene dada
por una temperatura global Th(t). La función f ∗ tiene en cuenta que unas
part́ıculas permanecen a la izquierda del pistón y el resto a la derecha. Defi-
niendo las temperaturas de los gases y el pistón a partir del segundo momento
de la función de distribución de velocidades, la propiedad de escala (3.102)
implica las siguiente igualdades

d ln T1(t)

dt
=

d ln T2(t)

dt
=

d ln Tp(t)

dt
, (3.103)

es decir, las velocidades de enfriamiento de los gases y el pistón toman el
mismo valor. Este es el resultado encontrado en el análisis teórico y en las
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simulaciones de dinámica molecular. Una solución trivial de la anterior ecua-
ción corresponde a T1(t) = T2(t) = Tp(t), que es lo que pasa en equilibrio.
Esto es consecuencia de que la función de distribución f puede factorizarse,
en buena aproximación, en tres, para el gas a la izquierda, a la derecha y para
el pistón. En el caso granular, sin embargo, las correlaciones de velocidad no
pueden ser despreciadas y la función de distribución del sistema no puede
factorizarse.

Como ya se comentara, la fenomenoloǵıa anterior está relacionada con
la de las mezclas granulares. En el estado de enfriamiento homogéneo para
mezclas, las temperaturas de los componentes son diferentes pero las velo-
cidades de enfriamiento coinciden [17, 148]. Esta condición determina todas
las temperaturas parciales de los componentes del sistema en función de una
única temperatura. Es más, un resultado similar se obtiene con gases vibra-
dos en el sentido de que sólo se requiere una única temperatura para describir
macroscópicamente la mezcla de gases granulares [132]. En este trabajo se
ha extendido el resultado para un sistema en presencia de un pistón.

Como consecuencia directa del hecho de que la condición de coexisten-
cia macroscópica sea la igualdad de velocidades de enfriamiento se tiene la
existencia de una ruptura espontánea de simetŕıa. El proceso puede ser bien
entendido a partir de argumentos cinéticos cuyas predicciones teóricas están
en acuerdo con los resultados de dinámica molecular.
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Caṕıtulo 4

Equilibrio y ruptura de simetŕıa

en un gas granular vibrado

El objetivo de este caṕıtulo es estudiar el sistema formado por dos gases
granulares, en general diferentes y separados por un pistón adiabático móvil.
A diferencia de la situación considerada en el caṕıtulo anterior, ahora se
ha inyectado continuamente enerǵıa a los gases a través de las paredes, que
vibran. La descripción que se propone desprecia los gradientes de los campos
en el interior de cada subsistema y tiene en cuenta los flujos de enerǵıa a través
de las paredes y del pistón. Los resultados teóricos y de simulación muestran
que el sistema alcanza un estado estacionario en el que la temperatura de los
gases en ambos recipientes y del pistón pueden ser muy diferentes.

Cuando los dos gases son iguales y se vibran todas las paredes del reci-
piente, el sistema exhibe una transición de fase de no equilibrio con ruptura
espontánea de la simetŕıa. Para ciertos valores de los parámetros, los dos
subsistemas alcanzan un estado estacionario en el que las temperaturas y las
densidades son iguales. Para otros valores de los parámetros, el estado que
alcanza el sistema tiene temperaturas y densidades diferentes a ambos lados
del pistón.

Identificando las escalas caracteŕısticas del sistema, se determina la evo-
lución de las magnitudes del sistema en las escalas más lentas. Esto permite
estudiar la evolución del sistema hacia los estados estacionarios y, por tanto,
determinar la estabilidad de los mismos.

En la siguiente sección se determinan los estados estacionarios del sistema
con todas las paredes vibrantes para, posteriormente, estudiar la estabilidad.
Se dedica una sección a la comparación de los resultados de dinámica mo-
lecular y teóricos. Finalmente, se hace una valoración de la aproximación
realizada de despreciar los gradientes en el interior de cada subsistema y se
cierra el caṕıtulo con una discusión de los resultados obtenidos.

65
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4.1. Estados estacionarios

Como en el caṕıtulo anterior, el sistema es un recipiente ciĺındrico de lon-
gitud Lx dividido en dos partes por un pistón adiabático que puede moverse
a lo largo del eje de simetŕıa del sistema, eje X, permaneciendo normal al
mismo. Las dos partes contienen N1 y N2 esferas (d = 3) o discos (d = 2)
duros lisos, respectivamente. El sistema está esquematizado en la figura 4.1.
Para indicar propiedades de los subsistemas a izquierda y derecha del pistón,
se usarán los sub́ındices i = 1 e i = 2, respectivamente. Con esta notación,
las part́ıculas de cada compartimento tienen masa mi y diámetro σi.

Las colisiones entre part́ıculas son inelásticas y están caracterizadas por
un coeficiente de restitución normal αi, con 0 < αi ≤ 1. Por otro lado, las
colisiones entre las part́ıculas y el pistón, aśı como las colisiones entre las
part́ıculas y las paredes, son elásticas. El pistón, de masa M , se mueve libre-
mente entre las colisiones con las part́ıculas de los dos gases despreciándose
el posible rozamiento con las paredes.

Con objeto de reemplazar la enerǵıa disipada por las colisiones inelásticas,
de manera que sea posible mantener el sistema fluidizado, se considera que
las paredes vibran de forma continua. Más concretamente, el movimiento de
las paredes es en diente de sierra de velocidad vb y amplitud despreciable
comparado con el recorrido libre medio del gas [143], tal como se describió
en el caṕıtulo 3, ecuaciones (3.1) y (3.2).

xp

Lx

vb

vb vb

vb

vbN1
vb Vx

N2

Figura 4.1: Dibujo esquemático del sistema estudiado. Las paredes del sistema
vibran según un perfil en diente de sierra de amplitud despreciable y velocidad
vb.

Los estados estacionarios macroscópicos accesibles al sistema pueden de-
terminarse resolviendo las ecuaciones hidrodinámicas en el orden de Navier-
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Stokes, revisadas en el caṕıtulo 2, con las condiciones de contorno apropiadas
en las paredes del sistema y en el pistón, caṕıtulo 3. El hecho de que se in-
yecte enerǵıa a través de las paredes implica que los estados estacionarios
del sistema son altamente inhomogéneos [144]. En lo que sigue, no obstante,
se despreciarán los gradientes de los campos hidrodinámicas dentro de cada
subsistema. Aunque de esta forma no se tiene una descripción exacta de los
campos, se espera que sea suficiente para describir el comportamiento general
del sistema, y, en particular, las que se refieren a las propiedades globales.

En los estados estacionarios, la posición media del pistón no cambia con
el tiempo, lo que quiere decir que las fuerza neta sobre él debe ser cero. En la
aproximación en la que los dos gases son homogéneos y diluidos, la condición
de equilibrio mecánico del pistón se traduce en la igualdad de presiones,

p1 = p2 ⇒ n1T1 = n2T2, (4.1)

donde ni son las densidades numéricas de part́ıculas en cada uno de los
subsistemas y Ti las temperaturas. Nuevamente, se supone que la densidad
de ambos gases permanece muy baja. Teniendo en cuenta que ambos gases
se consideran homogéneos,

n1 =
N1

Spxp

, n2 =
N2

Sp (Lx − xp)
, (4.2)

donde xp es la posición media del pistón y Sp es su área (d = 3) o su longitud
(d = 2).

Un balance de enerǵıa para cada subsistema lleva a la expresión

d

2
NiζiTi − QpiSp − QwiSwi = 0. (4.3)

El primer sumando de la ecuación es la ley de Haff [65] que da cuenta de
la pérdida de enerǵıa de los granos causada por las colisiones inelásticas. El
coeficiente ζi es la velocidad de enfriamiento [69,96] que viene dada por

ζi =
pζ∗(αi)

η0i(Ti)
. (4.4)

La forma expĺıcita de los coeficientes que aparecen en la expresión anterior
se da en el apéndice A.

El segundo término del primer miembro de la ecuación (4.3) es la enerǵıa
por unidad de tiempo inyectada por el pistón en el subsistema i. Este flujo de
enerǵıa es consecuencia de las oscilaciones del pistón y dependen de su tem-
peratura Tp. Ésta se define a partir del segundo momento de la distribución
de velocidades del pistón, con

Tp ≡ M〈V 2
x 〉, (4.5)
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donde Vx es la velocidad y los corchetes indican promedio estad́ıstico. Como
se vio en el caṕıtulo 3 (ecuaciones (3.38) y (3.39)), para mi/M ≪ 1 y Tp/Ti

del orden de la unidad, es [6, 130]

Qpi ≃ −2

√
2mi

π

Ti − Tp

M
niT

1/2
i . (4.6)

Por último, el tercer sumando del primer miembro de la ecuación (4.3)
es la enerǵıa por unidad de tiempo inyectada por las paredes vibrantes en el
sistema. Para las paredes vibrantes con movimiento en diente de sierra [130]
consideradas en este trabajo, se tiene, como se vio en el caṕıtulo 3 (ecuación
(3.13)),

Qwi = pvb. (4.7)

La magnitud Swi que aparece en la ecuación (4.3) es la sección (área o lon-
gitud) total de pared vibrante en contacto con el gas i. Por tanto, es una
función de la posición del pistón,

Sw1 = Sp + γxp,

Sw2 = Sp + γ(Lx − xp).
(4.8)

El factor geométrico γ tiene dimensiones de longitud elevado a d − 2. Para
un cilindro es γ = 2

√
πSp y en dos dimensiones vale 2.

El balance de enerǵıa para el pistón para estados estacionarios se escribe

Qp1 + Qp2 = 0. (4.9)

El sistema formado por las ecuaciones (4.1), (4.3) y (4.9) es un conjunto
de cuatro ecuaciones con cuatro incógnitas, xp, T1, T2 y Tp. Antes de obtener
las soluciones, es conveniente introducir algunas magnitudes adimensionales,
definidas como

θi ≡
Ti

mv2
b

,

θp ≡
Tp

mv2
b

,

(4.10)

y

m ≡ m1m2

m1 + m2

,

σ ≡ σ1 + σ2

2
.

(4.11)
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Usando estas nuevas variables, el sistema de ecuaciones que determina los es-
tados estacionarios en la aproximación uniforme que está siendo considerada
se transforma en

aiθi +
bi

2Nid
(θi − θp) − ciθ

1/2
i = 0, (i = 1, 2), (4.12)

ρ (θ1 − θp) + (θ2 − θp) = 0, (4.13)

ρ2m2

m1

θ1 = θ2, (4.14)

con

ai ≡
πd/2ζ∗(αi)√

2(d + 2)Γ(d/2)

(σi

σ

)d−1
(

m

mi

)1/2

,

bi ≡
(mmi)

1/2Sp

Mσd−1
,

ci ≡
√

πSwi

4
√

2dσd−1Ni

,

ρ ≡
(

m1n1

m2n2

)1/2

.

(4.15)

Como antes, hay cuatro ecuaciones con cuatro variables, xp, θ1, θ2 y θp. Estas
ecuaciones son no lineales y, en general, no resolubles anaĺıticamente. Puede
observarse que las temperaturas de los dos gases pueden ser diferentes.

Con objeto de simplificar el análisis, es conveniente fijar algunos paráme-
tros. Se considera en lo que resta del caṕıtulo el caso en el que los dos gases
son mecánicamente iguales.

4.2. Gases iguales a ambos lados del pistón

Se toman ahora las propiedades microscópicas de los dos gases iguales, o
sea,

N ≡ N1 = N2,

α ≡ α1 = α2,

σ = σ1 = σ2,

m = m1 = m2.

(4.16)

Consecuentemente, la definición de ρ dada en (4.15) se reduce a

ρ =

(
n1

n2

)1/2

. (4.17)
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Las relaciones anteriores junto con las ecuaciones (4.13) y (4.14) permiten
expresar todas las propiedades del sistema en función de la temperatura de
uno de los gases y de ρ,

ρ =

(
Lx

xp

− 1

)1/2

=

(
θ2

θ1

)1/2

, (4.18)

θp = ρθ1 = (θ1θ2)
1/2 . (4.19)

Además, la ecuación (4.12) permite obtener, sin dificultad, una ecuación para
ρ,

(1 − ρ)
(
ρ2 − λρ + 1

)
= 0, (4.20)

con

λ ≡ 2NγLxad

2Sp (Nad + b) + bγLx

(4.21)

y

a ≡ a1 = a2,

b ≡ b1 = b2.
(4.22)

Por otra parte, usando los resultados precedentes, se tiene

θ1 =
π

32

[
2Sp + γLx

aNσd−1d

]2
1

(1 + ρ)2
. (4.23)

Una vez resuelta la ecuación (4.20) para ρ, usando la ecuación (4.18)
se determina la posición media del pistón, mediante las ecuaciones (4.23) y
(4.18) la temperatura de los gases y finalmente la temperatura del pistón con
ayuda de la relación (4.19).

La ecuación (4.20) tiene una solución simétrica, ρ = 1, es decir, n1 = n2,
xp = Lx/2. Para ésta se obtiene, usando (4.13) y (4.14), que todas las tempe-
raturas del sistema son iguales, θ1 = θ2 = θp. Este estado conserva la simetŕıa
del sistema y la de los gases a los lados del pistón. Pero la ecuación (4.20)
tiene también otras dos soluciones correspondientes a estados asimétricos en
las que el pistón no ocupa la posición media del sistema, sino que

ρ± =
1

2

(
λ ±

√
λ2 − 4

)
. (4.24)

Las soluciones ρ+ y ρ− = ρ−1
+ se obtienen una de la otra intercambiando los

dos gases. Dicho de otra forma, son una la imagen especular de la otra. Para
que estos estados asimétricos existan es necesario que el parámetro λ definido
en (4.21) sea mayor que 2. En tal caso, según las ecuaciones (4.13) y (4.14),
las temperaturas de los dos gases son diferentes entre śı y también diferentes
de la del pistón.
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4.3. Dinámica cerca de los estados estaciona-

rios

El sistema de ecuaciones que gobierna la evolución del sistema en la apro-
ximación uniforme es el formado por las ecuaciones en (3.41) y (3.44), con
términos adicionales que dan cuenta del flujo de enerǵıa inyectado por las
paredes laterales vibrantes, es decir,

d

2
N

dT1

dt
= −d

2
Nζ1T1 + Qp1Sp + Qw1Sw1 − p1Spvp,

d

2
N

dT2

dt
= −d

2
Nζ2T2 + Qp2Sp + Qw2Sw2 + p2Spvp,

1

2

dTp

dt
= −(Qp1 + Qp2)Sp,

M
d2xp

dt2
= (p1 − p2)Sp.

(4.25)

Todas las magnitudes han sido definidas en la sección anterior excepto vp que
es la velocidad media (macroscópica) del pistón.

De nuevo, es conveniente introducir variables adimensionales. Se define
una nueva escala de tiempos mediante

ds ≡ 8
√

2nσd−1

√
p(t)

πm
dt, (4.26)

donde n es la densidad media del sistema y p es el valor medio de la presión
en ambos compartimentos,

n ≡ 2N

LxSp

,

p ≡ p1 + p2

2
.

(4.27)

Parámetros adimensionales de temperatura para los gases y el pistón se de-
finen como en la ecuación (4.10). A partir de la densidad media del sistema,
se define un parámetro de temperatura adimensional global mediante

θ ≡ p

nmv2
b

. (4.28)

Se utilizará además la notación

l ≡ xp

Lx

,

ω ≡ vp

vb

.
(4.29)



72 Caṕıtulo 4

Usando las nuevas variables en el sistema (4.25) se obtiene

dθ1

ds
=

[
−aθ1 −

b

2Nd
(θ1 − θp) + c1

√
θ1 −

√
2πSp

8dNσd−1

√
θ1ω

]
n1

n

√
θ1

θ
, (4.30)

dθ2

ds
=

[
−aθ2 −

b

2Nd
(θ2 − θp) + c2

√
θ2 +

√
2πSp

8dNσd−1

√
θ2ω

]
n2

n

√
θ2

θ
, (4.31)

dθp

ds
=

[
n1

√
θ1(θ1 − θp) + n2

√
θ2(θ2 − θp)

] b

2n

1√
θ
, (4.32)

d2l

ds2
=

πmSp

27Mnσ2(d−1)Lx

(n1θ1 − n1θ2)
1

nθ
. (4.33)

Si se restringe el análisis a las soluciones del sistema anterior próximas a
las estacionarias, se tienen las siguientes estimaciones

θp ∼ θ1 ∼ θ2 ∼ θ ∼ (c/a)2,

c1 ∼ c2 ∼ c,

a ∼ b/N.

(4.34)

El nuevo parámetro c es del orden de c1 y c2. Usando las relaciones anteriores
en cualquiera de las dos ecuaciones, (4.30) o (4.31), se tiene la siguiente
estimación para el tiempo t́ıpico de evolución de las temperaturas parciales

sθ ∼ a−1(1 + ω)−1. (4.35)

Admitiendo que ω es a lo sumo del orden de la unidad, lo cual es de esperar
que sea cierto suficientemente cerca de las soluciones estacionarias, resulta

sθ ∼ a−1. (4.36)

Procediendo de idéntica forma con (4.32) y (4.33), se identifican las escalas
t́ıpicas de evolución de la temperatura del pistón sθp y de la posición del
pistón sl,

sθp ∼ sθ/N,

sl ∼ sθ/
√

NM/m.
(4.37)

Las estimaciones anteriores implican una clara separación de escalas. Las
temperaturas de los gases evolucionan más lentamente que la temperatura y
posición del pistón. Este hecho permite, usando las ecuaciones (4.32) y (4.33),
deducir las siguientes relaciones válidas en las escalas temporales lentas,

n1θ1 ≃ n2θ2 ≃ nθ, (4.38)

θp ≃
√

θ1θ2. (4.39)
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De esta forma, toda la dependencia temporal de las magnitudes del pistón
ocurre a través de la dependencia en las temperaturas de los gases. En par-
ticular, la velocidad del pistón también depende del tiempo a través de θ1 y
θ2,

ω =
1

vb

dxp

dt
≃ −8

√
2

π
nσd−1Lx

√
θ

(1 + ρ2)2

dρ2

ds
. (4.40)

Las ecuaciones (4.30) y (4.31) con las relaciones anteriores resultan

d

ds
θ1 =

[
−aθ1 −

b

2dN
(1 − ρ)θ1 + c1

√
θ1

]√
1 + ρ2

2
+

2θ1

d(1 + ρ2)

dρ2

ds
, (4.41)

d

ds
θ2 =

[
−aθ2 −

b

2dN
(1 − ρ)θ2 + c2

√
θ2

]√
1 + ρ2

2
− 2θ2

d(1 + ρ2)

dρ2

ds
, (4.42)

donde c1 y c2 son funciones de ρ, dados por

c1 =

√
π

4
√

2

Sp + γLx(1 + ρ2)−1

dNσd−1
, (4.43)

c2 =

√
π

4
√

2

Sp + γLxρ
2(1 + ρ2)−1

dNσd−1
. (4.44)

Como θ2 = ρ2θ1 en la escala considerada, el sistema formado por las
ecuaciones (4.41) y (4.42) puede expresarse en función de θ1 y ρ. Una solución
anaĺıtica del sistema resultante no es posible, pero śı la determinación para
tiempos grandes.

Sumando las ecuaciones (4.41) y (4.42), y usando que θ2 = ρ2θ1, se tiene

d

ds

[
(1 + ρ2)θ1

]
=

[
−a(1 + ρ)

√
θ1 + (c1 + c2)

] √
1 + ρ2

2

√
θ1. (4.45)

Además, de (4.43) y (4.44),

c1 + c2 =

√
π

4
√

2

Sp + γLx

dNσd−1
. (4.46)

El segundo miembro de la ecuación anterior es independiente de ρ. Por lo
tanto,

d

ds

[
(1 + ρ2)θ1

]
= −a

1 + ρ√
2(1 + ρ2)

[
(1 + ρ2)θ1 − γ(s)

√
(1 + ρ2)θ1

]
, (4.47)

con

γ(s) ≡ c1 + c2

a

√
1 + ρ2(s)

1 + ρ(s)
> 0. (4.48)
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La relación (4.47) seŕıa una ecuación sólo de la variable (1+ρ2)θ1 si ni el factor
que multiplica al corchete en el segundo miembro ni γ dependieran de ρ. Pero
el factor que multiplica al corchete se puede eliminar redefiniendo la variable
temporal, ya que tiene signo definido. Por otra parte, la dependencia temporal
de γ a través de ρ no es relevante en la determinación del comportamiento
de la solución para tiempos grandes.

Por todo lo dicho, la ecuación (4.47) tiene un único punto cŕıtico estable
en el que

d

ds

[
(1 + ρ2)θ1

]
= 0 (4.49)

y [
(1 + ρ2)θ1 − γ(s)

√
(1 + ρ2)θ1

]
= 0, (4.50)

es decir,

θ1 =
π

32

(
2Sp + γLx

aNσd−1d

)2
1

(1 + ρ2)
. (4.51)

Esta relación es la del estado estacionario, obtenida anteriormente (ecuación
(4.23)). Es decir, el sistema siempre alcanza un estado estacionario, al menos
para condiciones iniciales suficientemente cercanas a los valores que describen
los estados estacionarios.

Para terminar de completar el análisis seŕıa deseable deducir una ecuación
para ρ. Sin embargo, esto parece no ser posible. Para tiempos suficientemente
grandes, no obstante, se verifica la ecuación (4.51) que relaciona θ1 y ρ. Dicha
relación, usada en cualquiera de las dos ecuaciones (4.41) y (4.41), propor-
ciona una ecuación para ρ válida para tiempos suficientemente grandes. Tras
algunas operaciones, se tiene

d

ds
ln ρ = − b

4N(d + 2)

(
1 + ρ2

2

)1/2
1 − ρ

ρ2

[
λρ − (1 + ρ2)

]
, (4.52)

con el parámetro λ definido en (4.21).
Véase que la ecuación anterior coincide con la ecuación (3.96), del caṕıtulo

anterior, haciendo el intercambio

2Nda

b
= 2

M

Mc

↔ λ,

por lo que todo lo dicho en el caṕıtulo anterior es aplicable ahora. Por ello, la
ecuación (4.52) tiene un único punto cŕıtico estable en ρ = 1 para λ < 2 que
corresponde a la solución estacionaria simétrica. Para λ > 2 el punto cŕıtico
anterior se vuelve inestable. Además, aparecen dos nuevas puntos estable que
corresponden a los dos valores ρ = ρ±, que se identifican con las soluciones
estacionarias asimétricas.
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4.4. Dinámica molecular

Con objeto de contrastar las predicciones teóricas de loas apartados an-
teriores, se ha simulado un sistema rectangular de longitud Lx y anchura Ly

con dos gases constituidos por part́ıculas con las mismas propiedades mecá-
nicas. La anchura del sistema Ly coincide con la sección del pistón Sp. En
todos los casos considerados, el número total de discos es 2N = 200, la distri-
bución espacial inicial del sistema es homogénea, la posición inicial del pistón
es Lx/2 y su velocidad nula. Además, la distribución inicial de velocidades de
los dos gases es gaussiana con el mismo parámetro de temperatura granular.
Los parámetros del sistema han sido escogidos de tal forma que los dos gases
inicialmente están en el ĺımite diluido.

Para valores pequeños del parámetro λ, definido en la ecuación (4.21), se
ha observado que el pistón oscila en torno a la posición central del sistema. Sin
embargo, cuando λ es mayor que 2, la posición media del pistón es diferente
de Lx/2. La simetŕıa espacial del sistema se rompe para λ > 2.

En la figura 4.2 se representa ǫ = |2xp/Lx − 1|, una magnitud que da
cuenta de la simetŕıa del sistema, como función de λ para un sistema con
Lx = 2Ly = 133σ, con lo que la densidad inicial es n = 0,02σ−2. La predicción
teórica para ǫ es

ǫ ≡ |2xp − Lx|
Lx

=
|1 − ρ2|
ρ2 + 1

. (4.53)

Se han tomado distintos valores del coeficiente de restitución normal α, para
los que λ se ha variado cambiando el cociente entre la masa del pistón y el
de las part́ıculas M/m.

El acuerdo entre teoŕıa y simulación es bueno. La predicción teórica del
punto cŕıtico coincide con los datos medidos en las simulaciones. Se obser-
van, sin embargo, discrepancias cuando la densidad de uno de los dos sistemas
aumenta, ya que en tal caso el ĺımite diluido deja de proporcionar una bue-
na descripción del sistema y son necesarias, por ejemplo, correcciones a la
ecuación de estado del gas que no han sido tenidas en cuenta.

Las discrepancias entre teoŕıa y simulación para valores de λ grandes en
la figura 4.2 (nσ2 = 0,02) son menores que los de la figura 4.3 (nσ2 = 0,04),
clara indicación de que uno de los oŕıgenes de las discrepancias es el aumento
de la densidad.

Finalmente, se ha observado que para λ < 2, con independencia de las
dimensiones del sistema, nunca se rompe la simetŕıa, es decir, la posición
media del pistón siempre es la central.

También se han medido los perfiles de densidad y temperatura. Para ello,
el sistema ha sido dividido en 20 celdas verticales de la misma anchura en
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Figura 4.2: Diagrama de bifurcaciones en el que se representa la magnitud
|2xp/Lx−1|, como medida de la simetŕıa del sistema, como función del pará-
metro de control adimensional λ definido en la ecuación (4.21). Los śımbolos
son resultados de dinámica molecular y la ĺınea discontinua la predicción teó-
rica dada por la ecuación (4.24) para ρ = ρ+. Los parámetros del sistema son
Lx = 2Ly = 133σ y 2N = 200, es decir, nσ2 = 0,02. Los distintos śımbolos
corresponden a distintos valores de α. Los valores de λ han sido modificados
variando el cociente de masas M/m para los distintos valores de α.

las que se han medido, una vez el sistema alcanza el estado estacionario, la
densidad y la temperatura promediando temporalmente y en trayectorias.

En la figura 4.4, por ejemplo, se muestran los perfiles de densidad y tem-
peratura n(x) y T (x), para un sistema con Lx = 2Ly = 100σ, α = 0,99 y
M = 150m. Para los valores anteriores, λ ≃ 2,1 y la predicción teórica para la
posición media del pistón es xp ≃ 0,65Lx. Se observa que, excepto en las pro-
ximidades de las paredes y del pistón, los gradientes pueden ser despreciados
aunque existen diferencias manifiestas entre las densidades y temperaturas
de los dos gases.

Otras cantidades predichas por la teoŕıa son las temperaturas adimensio-
nales y, en particular, sus cocientes: T2/T1 = θ2/θ1 y Tp/T1 = θp/θ1, dadas
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Figura 4.3: Lo mismo que en la figura 4.2 pero con Lx = 2Ly = 100σ y, por
tanto, nσ2 = 0,04.

por las ecuaciones (4.13), (4.14) y (4.19), respectivamente. En la gráfica 4.5,
las expresiones anteriores son comparadas con los resultados de simulación
para un sistema con Lx = Ly = 100σ. En la situación asimétrica, las tem-
peraturas han sido medidas eliminando las capas ĺımites de las paredes y el
pistón. La comparación es satisfactoria, permitiendo nuevamente manifestar
la bondad de la aproximación utilizada.
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Figura 4.4: Densidad de part́ıculas entre la densidad media n(x)/n, n =
2N/LxLy, (ĺınea continua y eje vertical izquierdo) y temperatura adimensio-
nal θ(x) = T (x)/mv2

b (ĺınea a trazos y eje vertical derecho) a lo largo de la
la dirección horizontal del sistema para un sistema con Lx = 2Ly = 100σ,
α = 0,99 y M = 150m. La ĺınea vertical indica la posición media medida del
pistón.



4.4 Dinámica molecular 79

 0

 1

 2

 1  2  3
λ

T2/T1
TP/T1

Figura 4.5: Cociente de temperaturas de los gases a los lados del pistón T2/T1

(ĺınea continua y śımbolos ’+’) y cociente entre la temperatura del pistón y la
del gas a uno de los lados Tp/T1 (ĺınea a trazos y śımbolos ’×’), como función
del parámetro λ definido en la ecuación (4.21). Las ĺıneas son la predicción
teórica y los śımbolos provienen de las medidas de simulación de dinámica
molecular. El tamaño del sistema es Lx = 2Ly = 100σ.
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4.5. Sobre la bondad de la aproximación uni-

forme

La imposibilidad de resolver anaĺıticamente el problema hidrodinámico,
es decir, las ecuaciones de Navier-Stokes con las correspondientes condiciones
iniciales y de contorno, para los sistemas estudiados en las secciones anterio-
res, ha motivado la utilización de la aproximación uniforme, en la que se
desprecian los gradientes en los subsistemas a los lados del pistón. Para de-
terminar los perfiles hidrodinámicos en el sistema del caṕıtulo 3, por ejemplo,
puede comprobarse sin dificultad que es necesario resolver una ecuación de
la forma

d2

dx2
y(x) = y(x) − y2(x). (4.54)

El objetivo de esta sección es hacer una comparación cualitativa de dos
descripciones teóricas diferentes, la que resulta de resolver exactamente las
ecuaciones hidrodinámicas, y la que hace uso de la aproximación uniforme.
Se considera, para ello, un sistema como el de la figura 4.1, pero en el que
se vibran sólo las paredes paralelas al pistón (ver figura 4.6). La razón de
elegir este sistema es que, a diferencia de lo que ocurre con los sistemas ya
estudiados, su descripción hidrodinámica es más sencilla.

xp

Lx

vbN1
vb Vx

N2

Figura 4.6: Dibujo esquemático del sistema estudiado. Las paredes verticales
del sistema vibran según un perfil en diente de sierra de amplitud despreciable
y velocidad vb.

Se van a estudiar los estados estacionarios del sistema de la figura 4.6
usando la aproximación uniforme, en primer lugar, y resolviendo las ecuacio-
nes hidrodinámicas, en segundo lugar. Se usará el mismo convenio de ı́ndices,
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es decir, 1 para magnitudes del subsistema a la izquierda del pistón y 2 para
el de la derecha.

4.5.1. Aproximación uniforme

En la aproximación uniforme, se desprecian los gradientes en cada subsis-
tema. Las ecuaciones necesarias para determinar los estados estacionarios del
sistema son las mismas que para el sistema con todas las paredes vibrantes,
pero ahora

Sw1 = Sw2 = Sp, (4.55)

porque sólo las paredes verticales son vibrantes y, por tanto,

ci ≡
√

πSp

4
√

2dσd−1Ni

. (4.56)

Como el resto de parámetros y magnitudes tienen la misma definición, los
balances mecánico y energético para los subsistemas y el pistón conducen a
las mismas ecuaciones que en el caso en el que se vibran todas las paredes

aiθi +
bi

2Nid
(θi − θp) − ciθ

1/2
i = 0, (i = 1, 2), (4.57)

ρ (θ1 − θp) + (θ2 − θp) = 0, (4.58)

ρ2m2

m1

θ1 = θ2. (4.59)

En este caso, las constantes ci no dependen de la posición media del pistón.
Usando la ecuación (4.59) en (4.58),

θp =
cm + Λ

cmΛ + 1
(θ1θ2)

1/2, (4.60)

donde

cm ≡
(

m1

m2

)1/2

,

Λ ≡
(

θ2

θ1

)1/2

.

(4.61)

Con la relación (4.60), las ecuaciones en (4.57) resultan

a1 +
b1

2N1d

(
1 − cm + Λ

cmΛ + 1
Λ

)
− c1θ

−1/2
1 = 0,

a2 +
b2

2N2d

(
1 − cm + Λ

cmΛ + 1
Λ

)
− c2θ

−1/2
2 = 0.

(4.62)



82 Caṕıtulo 4

Operando con las dos ecuaciones anteriores, se llega a

Λ2 − cΛ,1Λ − cΛ,2 = 0, (4.63)

en la que se han definido dos constantes nuevas,

cΛ,1 ≡
cma1 − a2c1

c2

cm
a2c1
c2

+ b1
2N1d

+ cm
b2

2N2d

,

cΛ,2 ≡
a1 + b1

2N1d
+ cm

b2
2N2d

cm
a2c1
c2

+ b1
2N1d

+ cm
b2

2N2d

.

(4.64)

Como la constante cΛ,2 es positiva, la ecuación (4.63) tiene dos soluciones
reales, una positiva y otra negativa (que no tiene sentido f́ısico). Por tanto,
fijados los parámetros del sistema el cociente de temperaturas y la posición
media del pistón están determinados uńıvocamente.

En el caso particular de que los dos gases sean iguales, las soluciones de
(4.63) son

Λ = ±1. (4.65)

Para la solución positiva, con sentido f́ısico, las temperaturas son iguales, es
decir, sólo existe una solución estacionaria simétrica en la que las propiedades
de los dos gases son iguales. La aproximación uniforme no predice ninguna
ruptura de simetŕıa del sistema.

4.5.2. Análisis hidrodinámico

Se usarán las ecuaciones hidrodinámicas en el orden de Navier-Stokes
para determinar los campos hidrodinámicos de los dos subsistemas en los
estados estacionarios. Para ello, será necesario especificar unas condiciones
de contorno. Tal como se discutió en el caṕıtulo 2, una forma consistente de
hacerlo es haciendo que los flujos de Navier-Stokes coincidan con los obtenidos
usando descripciones cinéticas del pistón y de los gases.

Aśı pues, se consideran soluciones estacionarias de las ecuaciones hidrodi-
námicas (2.8)-(2.10) con campo de velocidades nulo ui = 0 y con gradientes
sólo a largo del eje X. Para el tensor de presiones P y el flujo de calor q, se
usarán supeŕındices para indicar a qué recinto del gas se refieren. Para los
estados considerados, se tienen las siguientes ecuaciones

d

dx
P

(i)
jx = 0; (i = 1, 2),

2(dni)
−1 d

dx
q(i)
x + Tiζi = 0; (i = 1, 2).

(4.66)
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donde

P
(i)
jk = niTiδjk,

q(i) = −
(

κi
d

dx
Ti + µi

d

dx
ni

)
x̂,

ζi = ζ∗
i

niTi

η0i

.

(4.67)

Las expresiones anteriores se han obtenido de las ecuaciones (2.13), deducidas
en el caṕıtulo 2, teniendo en cuenta la simetŕıa de la solución buscada. En la
expresión del flujo de calor q(i), x̂ es un vector unitario en la dirección del
eje X. Los coeficientes κi, µi, ζ∗

i y η0i se dan en el apéndice A.
Usando (4.67) en (4.66) y las relaciones en el apéndice A, se tiene

d

dx
(niTi) = 0,

2

dni

(κ∗
i − µ∗

i )
d

dx

(
κ0i

dTi

dx

)
− ζ∗

i

niT
2
i

η0i

= 0,
(4.68)

La primera ecuación indica que la presión en cada subsistema es uniforme.
Usando este hecho en la segunda de las ecuaciones anteriores, se llega a

d2

dl2i
Ti(li)

1/2 = Ti(li)
1/2; (i = 1, 2). (4.69)

Las variables l1 y l2, definidas en el apéndice D, son adimensionales y pro-
porcionales al recorrido libre medio, medido desde la pared vertical izquierda
para el subsistema 1, y desde la pared vertical derecha para el subsistema 2.

La solución general de la ecuación (4.69) es

Ti(li)
1/2 = Aie

−li + Bie
li ; (i = 1, 2), (4.70)

donde Ai y Bi son constantes de integración que hay que determinar con
unas condiciones de contorno.

Al igual que se hiciera en el caso de la aproximación uniforme, para espe-
cificar las condiciones de contorno, se usarán los balances mecánico y térmico
para el pistón. Para los estados estacionarios, la posición media del pistón no
cambia con el tiempo, en consecuencia, las presiones de los gases coinciden,

n1T1 = n2T2 ≡ p. (4.71)

Además, la enerǵıa media del pistón no cambia con el tiempo, por lo que

Qp1 + Qp2 = 0. (4.72)
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La relación anterior, permite relacionar la temperatura del pistón con la de
los gases con la que está en contacto (ver apéndice D).

A las relaciones anteriores hay que añadir las condiciones de contorno que
surgen al relacionar, convenientemente, los valores de q(i) en las paredes y
el pistón con QWi

y Qpi, respectivamente. Esta forma de proceder es más
directa que la del trabajo [144], en el que se estudia un sistema en contacto
con un única pared vibrante y el resto reflectantes; y donde el valor que se
impone en las cercańıas de las paredes vibrantes es, en primera instancia, el
de la temperatura, determinándose ésta a posteriori, a través de un balance
de enerǵıa en el que se tiene en cuenta el flujo de enerǵıa inyectado por la
pared vibrante.

De la igualdad de flujos en las paredes vibrantes, se tiene

q(i)
x (li = 0) = pvb, (4.73)

y para los flujos en la posición del pistón,

q(i)
x (lim) = −Qpi. (4.74)

En el apéndice D, se describe una forma de obtener las constantes Ai y Bi

a partir de la solución numérica de una ecuación no lineal para la temperatura
del pistón, obtenida usando las condiciones de contorno.

Prescindiendo de un análisis más detallado, que puede consultarse en el
apéndice D, se puede asegurar que a cada conjunto de valores de los paráme-
tros del sistema le corresponde una única configuración, una única distribu-
ción de temperaturas y de densidades. Por tanto, desde este punto de vista
cualitativo, el análisis hidrodinámico exacto coincide con la de la aproxima-
ción uniforme.

Si los dos gases son iguales, es fácil ver que los perfiles de temperatura, en
las variables li, coinciden. La configuración del sistema es siempre simétrica.
La predicción, por tanto, para la posición media del pistón coincide con la
hecha en el apartado anterior con la aproximación uniforme.

En resumen, la determinación anaĺıtica de los perfiles de densidad y tem-
peratura de dos gases granulares separados por un pistón adiabático es un
problema muy complejo incluso en el caso más sencillo que se puede consi-
derar. Sin embargo, para los problemas estudiados se ha comprobado, tanto
teóricamente como mediante simulación de dinámica molecular, que la apro-
ximación uniforme resulta satisfactoria, al menos si se está interesado en
determinar el comportamiento cŕıtico del sistema.
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4.6. Discusión

El sistema formado por dos gases granulares iguales, separados por un
pistón adiabático y en el que se vibran todas sus paredes [7], presenta una
transición de fase de no equilibrio, similar a la estudiada en el caṕıtulo 3
cuando los gases evolucionan libremente. Una descripción macroscópica en
la que se desprecian los gradientes en cada subsistema y completada con
expresiones cinéticas de los flujos a través de las paredes vibrantes y el pistón,
es suficiente para caracterizar la transición.

Los resultados de simulación muestran que, tanto el sistema del figura
4.1 como el de la figura 4.6, alcanzan un estado estacionario en el que la
posición media del pistón no cambia con el tiempo. En el primero de los
casos, este comportamiento se ha predicho analizando la evolución temporal
de los campos de los gases y de la posición y temperatura del pistón para
valores de los parámetros del sistema y condiciones iniciales para las que las
soluciones son próximas a las estacionarias.

La dinámica de los sistemas estudiados está caracterizada por dos escalas
temporales diferentes. La posición y temperatura del pistón cambian rápida-
mente a una situación en la que se establece la igualdad de presiones entre los
gases y, cuando los dos subsistemas son iguales, la temperatura del pistón es
la ráız cuadrada del producto de las temperaturas de los gases, Tp ≃

√
T1T2.

En la segunda etapa, la evolución es más lenta que en la primera y toda la de-
pendencia temporal de las magnitudes del pistón pueden expresarse mediante
las temperaturas de los dos gases.

La separación temporal en escalas rápidas y lentas también está presente
en el caso de dos gases granulares aislados separados por un pistón adiabático,
estudiado en la segunda parte del caṕıtulo 3. Es más, este fenómeno también
aparece en el problema clásico del pistón de Rayleigh, como se discutió en el
caṕıtulo 2.

Los estados estacionarios que alcanzan los sistemas están caracterizados
por la igualdad de presiones entre los gases y por la igualdad entre la enerǵıa
total disipada en el sistema y la inyectada por las paredes. En el caso en el que
se vibran todas las paredes del sistema y los dos gases son iguales, el sistema
experimenta una transición de fase de no equilibrio. Sólo para valores de los
parámetros del sistema que hacen λ < 2 las condiciones anteriores conducen
a estados en los que todas las temperaturas sean iguales, como ocurre en el
caso elástico. Los resultados teóricos y de simulación muestran una violación
de la equipartición para λ > 2 y la consiguiente transición de fase.

Existen evidentes similitudes entre los resultados obtenidos para el siste-
ma vibrado de la figura 4.1 y el aislado del caṕıtulo 3. En los dos se producen
transiciones de fase de no equilibrio caracterizadas por idénticas ecuaciones
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para la variable ρ2 ≡ n1/n2, en el caso vibrado λ juega el papel de parámetro
mientras que en el caso no vibrado es 2Nda/b.

La diferencia fundamente entre los dos sistema escriba en la dependencia
temporal de los estados atractores. En el caso vibrado el sistema alcanza un
estado estacionario mientras que en el aislado el sistema evoluciona hacia un
estado en el que siempre hay dependencia temporal de las temperaturas.

El estado atractor del sistema con todas las paredes vibrantes estudiado
en este caṕıtulo es estacionario y, en este sentido, más sencillo que el estudiado
en el caṕıtulo 3. Por este hecho resulta oportuno tratar de encontrar para
este sistema un principio extremal que proporcione los estados estacionario.
La enerǵıa disipada en el sistema por unidad de tiempo, Pd, en una situación
genérica en la que el sistema no conserva macroscópicamente la simetŕıa, es

Pd =
Nd

2
(ζ1T1 + ζ2T2) ∝ n1T

3/2
1 + n2T

3/2
2 (4.75)

∝ θ
3/2
1

xp

+
θ

3/2
2

Lx − xp

∝ ρ2 + 1

(1 + ρ)2
.

La función anterior tiene un mı́nimo para ρ = 1, es decir para el estado
simétrico. Esto quiere decir que el sistema escoge entre todos los estados
posibles aquellos en los que la enerǵıa disipada por unidad de tiempo es
mayor.

Aún no se ha conseguido traducir la condición anterior en alguna igualdad
entre magnitudes de los dos subsistemas en contacto a través del pistón,
aunque se sigue trabajando en ello. Es posible que la función W (ρ), definida
en la ecuación (3.97) y usada para el estudio de la evolución dinámica, juegue
un papel importante, dado que determina los estados estacionarios.

Finalmente, se ha analizado la bondad de la aproximación uniforme utili-
zada para analizar el sistema con todas las paredes vibrantes, en este caṕıtulo,
y para el sistema de paredes reflectantes, en el caṕıtulo anterior. Para ello,
se ha escogido el sistema vibrado más sencillo, el que tiene sólo las paredes
verticales vibrantes. De esta forma, se ha comprobado que tanto la predic-
ción teórica aproximada como la exacta, predicen, cuando los dos gases son
iguales, que la posición media del pistón siempre es la central, lo que también
ha sido confirmado por resultados de dinámica molecular.
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Conclusiones

El objetivo de esta memoria ha sido el estudio del comportamiento de
dos gases granulares, modelados como un conjunto de esferas o discos du-
ros inelásticos, separados por un pistón adiabático. Se trata de un ejemplo
más en que la inelasticidad de las colisiones modifica en forma sustancial el
comportamiento del sistema, de manera que su efecto no puede describirse
mediante simples correcciones cuantitativas. A continuación, se presentan en
forma resumida, algunas de las conclusiones del trabajo presentado.

1. La primera conclusión relevante es que el comportamiento macroscópico
de los sistemas y estados estudiados pueden ser descritos correctamen-
te por una teoŕıa de tipo hidrodinámico, en términos de los mismos
campos que los fluidos moleculares usuales, es decir, la densidad, la
velocidad y la temperatura. Esta teoŕıa hidrodinámica se sustenta a su
vez en una descripción microscópica en el contexto de la teoŕıa cinética.

2. Las ecuaciones consideradas consisten esencialmente en los balances de
enerǵıa de cada uno de los gases y también del pistón. En particular,
las oscilaciones de éste último, medidas a través de las fluctuaciones de
su velocidad, son fundamentales para explicar el intercambio de enerǵıa
entre los dos sistemas gaseosos.

3. En el primer caso estudiado, el conjunto de los dos gases y el pistón
están aislados del exterior de forma que el sistema evoluciona libre-
mente. Cuando la masa del pistón supera un cierto valor cŕıtico, que
depende de los parámetros mecánicos del sistema (masa y diámetro de
las part́ıculas, su número, y la inelasticidad), se produce una ruptura
espontánea de simetŕıa. El pistón se sitúa en una posición estaciona-
ria en que la densidad y temperaturas de los gases a ambos lados son
distintas.

87
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4. El comportamiento del sistema en las proximidades del punto cŕıtico de
la transición es el t́ıpico de las transiciones de no equilibrio descritas por
la teoŕıa de campo medio. El análisis de estabilidad de las ecuaciones
muestra que, donde existe, el estado asimétrico es más estable que el
simétrico.

5. El otro caso estudiado es el de un sistema que se mantiene fluidizado
vibrando todas sus paredes externas. Este sistema tiene la ventaja de
ser mucho más accesible experimentalmente que el anterior. El precio a
pagar es que las vibraciones inducen gradientes de forma inevitable. Sin
embargo, se ha mostrado que la forma espećıfica de vibración escogida
permite estudiar el sistema desde una perspectiva global, considerando
homogéneos cada uno de los gases a los lados del pistón.

6. Se ha mostrado que el sistema vibrado también presenta una transición
de no equilibrio con ruptura espontánea de simetŕıa que, nuevamente,
es correctamente capturada por la descripción hidrodinámica.

7. Se ha investigado no sólo la posición estacionaria alcanzada eventual-
mente por el pistón, sino también el proceso dinámica por el que se
alcanza. Se ha visto que existen dos escalas temporales bien diferen-
ciadas. En las más lentas, las restantes variables hidrodinámicas están
esclavizadas por las temperaturas de los gases a ambos lados del pistón.

8. Se ha tratado de identificar un criterio de tipo variacional que determine
el estado final del sistema, habiéndose visto que en los casos estudiados
el sistema tiende al estado en que la potencia disipada en las colisiones
es mayor. Sin duda, ésta es una ĺınea de investigación que debe ser
continuada.

9. Las rupturas espontáneas de simetŕıa como las consideradas aqúı, pare-
cen ser algo intŕınseco de los fluidos granulares, habiéndose observado
en bastantes otros casos. Vale la pena resaltar que las analizadas en es-
ta memoria tiene un origen colectivo, descriptible mediante los campos
hidrodinámicos.

10. Todas las predicciones teóricas obtenidas se han validado comparán-
dolas con resultados de dinámica molecular, obteniéndose un acuerdo
razonablemente bueno. La comparación se ha limitado a la región de
inelasticidad pequeña. Para inelasticidades grandes, aparecen dificulta-
des asociadas, fundamentalmente, con la inestabilidad del estado uni-
forme en el caso aislado y con la presencia de grandes gradientes en el
caso de sistemas vibrados.
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11. La combinación de desarrollos teóricos y de resultados de simulación
en ordenador creemos que es especialmente útil para el desarrollo de la
mecánica estad́ıstica de los sistemas fuera del equilibrio en general, y de
los gases granulares en particular. De hecho, la investigación presentada
aqúı se ha llevado a cabo en un proceso continuo de iteración de los
resultado que se iban obteniendo por ambos métodos.



90 Caṕıtulo



Apéndice A

Coeficientes de transporte

El método de Chapman-Enskog proporciona, en primer orden en los gra-
dientes, una solución especial de la función de distribución llamada solución

normal. La dependencia espacial y temporal de ésta ocurre a través de los
campos hidrodinámicos. El método sólo proporciona unas ecuaciones cerra-
das para dichas funciones que en general hay que resolver aproximadamente.
El procedimiento habitual para ello es mediante el uso de una base de fun-
ciones construida con los polinomios de Sonine [68].

Las relaciones constitutivas en el orden de Navier-Stokes que se usan en
este trabajo han sido obtenidas usando el método de Chapman-Enskog. Las
expresiones de los coeficientes de transporte que aparecen en las mismas y
que se dan a continuación han sido determinadas en la primera aproximación
de Sonine [91].

Los coeficientes de transporte, el coeficiente de viscosidad η, la conducti-
vidad térmica κ, la conductividad difusiva µ y la velocidad de enfriamiento
ζ, escalan de la siguiente forma con los campos,

η =η∗η0,

κ =κ∗κ0,

µ =
Tκ0

n
µ∗,

ζ =
nT

η0

ζ∗,

(A.1)

siendo η0 y κ0 los coeficientes de viscosidad y conductividad térmica elásticos,

η0 =
2 + d

8
Γ(d/2)π− d−1

2 T 1/2σ−(d−1),

κ0 =
d(d + 2)2

16(d − 1)
Γ(d/2)π− d−1

2 T 1/2σ−(d−1).
(A.2)

91
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Las magnitudes con asterisco son adimensionales y funciones del coeficiente
de restitución normal α,

η∗(α) =

[
ν∗

1(α) − ζ∗(α)

2

]−1

,

κ∗(α) =

[
ν∗

2(α) − 2d

d − 1
ζ∗(α)

]−1

[1 + c∗(α)],

µ∗(α) = 2ζ∗(α)

[
κ∗(α) +

(d − 1)c∗(α)

2dζ∗(α)

] [
2(d − 1)

d
ν∗

2(α) − 3ζ∗(α)

]−1

,

(A.3)

ζ∗(α) =
2 + d

4d
(1 − α2)

[
1 +

3

32
c∗(α)

]
,

ν∗
1(α) =

(3 − 3α + 2d)(1 + α)

4d

[
1 − 1

64
c∗(α)

]
,

ν∗
2(α) =

1 + α

d − 1

[
d − 1

2
+

3(d + 8)(1 − α)

16
+

4 + 5d − 3(4 − d)α

1024
c∗(α)

]
,

c∗(α) =
32(1 − α)(1 − 2α2)

9 + 24d + (8d − 41)α + 30α2(1 − α)
.

(A.4)
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Dinámica molecular de

esferas y discos duros

Los algoritmos de dinámica molecular convencionales determinan la evo-
lución de los sistemas integrando sus ecuaciones de movimiento numérica-
mente [79]. Esto implica, en general, hacer una discretización del tiempo.
Los errores cometidos tienen al menos dos oŕıgenes diferentes: los que pro-
ceden del proceso de integración de las ecuaciones y los que provienen de
realizar cuentas sencillas como elevar al cuadrado un número. Los errores
del primer tipo son mayores y más dif́ıciles de controlar, en general, que los
segundos.

Las caracteŕısticas f́ısicas del modelo de esferas y discos duros, utilizado
en este trabajo para modelar un medio granular, permite implementar códi-
gos de dinámica molecular en los que los errores de simulación sólo se deben
a la precisión del ordenador. Esto es consecuencia del hecho de que, entre las
colisiones, el movimiento de una part́ıcula es independiente del estado de mo-
vimiento del resto del sistema. En consecuencia, el proceso de integración de
las ecuaciones de evolución no introduce ningún error más que el proveniente
de las manipulaciones numéricas.

Los códigos utilizados en este trabajo para la simulación de los flujos
granulares rápidos están inspirados en los de Allen y Tildesley (Alg1) [74] y
de Lubachevsky (Alg2) [80] 1, que a su vez, son algoritmos basados en las
ideas de Alder y Wainwright [149]. Todos ellos explotan el hecho de que, para
un conjunto de esferas o discos, las colisiones se dan cuando las part́ıculas
están en contacto, por lo que la dinámica del sistema está determinada por
la evolución libre o bajo la acción de una fuerza externa y por colisiones
instantáneas.

1El primero de los algoritmos será Alg1 y el segundo Alg2.
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B.1. Descripción del algoritmo

Sea xt = (r1(t), . . . ;v1(t), . . . ) el vector de posiciones y velocidades de
todas las part́ıculas del sistema en el instante t. El objetivo de los algoritmos
de Allen-Tildesley (Alg1) y el de Lubachevsky (Alg2) es tratar de obtener
este vector a partir de una condición inicial dada x0. Estos algoritmos, usados
para un conjunto de discos o esferas duros en el que eventualmente puede
haber otro tipo de part́ıculas como un pistón, están basados en la misma
idea: xt se determina a partir de x0 teniendo en cuenta la evolución libre o
bajo la acción de fuerzas externas y las interacciones binarias entre part́ıculas
(como se discutió en el caṕıtulo 2).

Los algoritmos Alg1 y Alg2 operan de forma secuencial. A partir de una
configuración inicial dada, determinan el siguiente suceso (una colisión, por
ejemplo), hacen los cambios introducidos por el suceso (si es una colisión
entre part́ıculas, se cambian las velocidades), determinan el siguiente suceso,
hacen evolucionar al sistema hacia éste, hacen los cambios según el suceso,
y aśı sucesivamente. Cada parte de la secuencia se puede relacionar con una
operación.

La parte de los códigos encargada de la evolución libre de colisiones del
sistema puede asociarse al operador Lt, que toma un vector de posiciones
y velocidades y devuelve los vectores que resultan de la evolución libre de
colisiones pasado un tiempo t. La configuración del sistema será

Ltx0 → xt (B.1)

si en el tiempo t no se ha producido ninguna colisión. En el caso de que no
actúe ninguna fuerza externa sobre las part́ıculas, éstas se mueven libremente
y el operador Lt actúa de la siguiente forma

Lt(r1(0), . . . ;v1(0), . . . ) = (r1(0) + v1(0)t, . . . ;v1(0), . . . ). (B.2)

Como las part́ıculas colisionan, es conveniente introducir el operador Tp1

que, dada una part́ıcula p1, devuelve el tiempo t1 en producirse el siguiente
evento asociado a ella y otro elemento p2 involucrado en el mismo, para una
configuración xt dada. El evento puede ser una colisión con una part́ıcula
(p2 es una part́ıcula), con el pistón (p2 es el pistón), con una pared (p2 es
una pared); o puede ser otro evento como, por ejemplo, que la part́ıcula llega
a una región del espacio. Como ya se discutió en el texto principal, sólo se
producen colisiones binarias aisladas en el tiempo, por tanto, el Tp1 está bien
definido. De forma esquemática,

Tp1xt → (t1, p2). (B.3)
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El operador anterior es el que requiere más tiempo de cómputo para el orde-
nador, y su obtención difiere según el algoritmo utilizado.

En Alg1, los eventos son colisiones, y para evaluar Tp1 hay que considerar
todas las part́ıculas (incluidas las paredes y el pistón) del sistema. En Alg2
se hace una división del espacio en celdas, como en la figura B.1. Ahora los
eventos posibles son

colisiones entre part́ıculas,

colisión part́ıcula-pistón,

colisión part́ıcula-pared,

cruce de la frontera entre dos celdas.

Al introducir el último evento, se elimina la necesidad de considerar las coli-
siones de part́ıculas que no estén en la misma celda o en celdas contiguas,
siempre que la suma de los diámetros de las part́ıculas que van a colisionar
sea inferior a la distancia entre las celdas de sendas part́ıculas. Esto es conse-
cuencia de que para que dos part́ıculas, suficientemente pequeñas, que están
en celdas no contiguas, colisionen, al menos una de ellas ha de cruzar una
frontera.

Para una elección buena del mallado del sistema, Alg2 reduce notable-
mente el tiempo de cómputo de Alg1 (ver [150]) porque se descartan muchos
sucesos improbables. La buena elección es la que consigue que el número me-
dio de part́ıculas en cada celda sea uno. Por esta razón, conviene, en ciertas
circunstancias, hacer un mallado del sistema no uniforme.

En la figura B.1 se muestra un sistema en el que se ha hecho un mallado
no uniforme. Al evaluar Tp1, con Alg2, para la part́ıcula negra, sólo hay que
considerar las part́ıculas dentro de la región R1. Por otra parte, con Alg1
habŕıa que considerar también las part́ıculas y la pared que están fuera de
R1.

Si sobre el sistema actúa una fuerza externa constante, eventualmente
cero, Tp1 se determina de la siguiente forma

Tp1xt →
{

t1 = min{tp1,pi, pi ∈ Π1},
p2 = minpar{tp1,pi, pi ∈ Π1}. (B.4)

En la expresión anterior, tp1,pi es el tiempo que tardan las part́ıculas p1 y
pi en colisionar, min{tp1,pi, pi ∈ Π1} es el tiempo de colisión más pequeño
del conjunto calculado para las part́ıculas pi en la región Π1, formada por la
celda de la part́ıcula p1 y las contiguas (en el caso de Alg1 esta región es todo
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R1

R2

Figura B.1: Ejemplo de un sistema con un mallado no uniforme. Con el
algoritmo Alg2 las part́ıcula marcadas (negra y rayada) sólo puede colisionar,
respectivamente, con las que están dentro de las regiones R1 y R2. En el
segundo caso también se contempla la posibilidad de colisión con la pared.

el espacio). Por último, minpar{tp1,pi, pi ∈ Π1} es la part́ıculas asociada al
tiempo mı́nimo anterior.

La función tp1,pi en (B.4), si pi es una part́ıcula y la fuerza externa es
constante, es

tp1,pi =

{
−b1i−

√
b21i−v2

1i(r
2
1i−σ2

e)

v2
1i

si b1i ≤ 0 y b2
1i − v2

1i(r
2
1i − σ2

e) ≥ 0,

+∞ si b1i < 0 ó b2
1i − v2

1i(r
2
1i − σ2

e) < 0,
(B.5)

donde r1i y v1i son la posición y la velocidad relativas de p1 y pi, b1i = r1i ·v1i

y σe es la distancia entre las part́ıculas cuando están en contacto.

De forma análoga puede obtenerse el tiempo anterior si pi es el pistón.
Sólo habŕıa que considerar, sin embargo, el movimiento relativo en la direc-
ción normal a la superficie del pistón. Es decir, si el pistón se mueve a lo
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largo del eje X, se usa la misma expresión (B.5) pero sustituyendo los vec-
tores de posiciones y de velocidades (también en la definición de b1i) por las
componentes a lo largo del eje X.

No resulta dif́ıcil obtener los tiempos tp1,pi si pi es una pared o una frontera
entre celdas, pues éstos suelen ser elementos estáticos. Es conveniente señalar,
no obstante, que si existe una fuerza externa actuando sobre el sistema, śı
determinan, en este caso, el valor de tp1,pi, a diferencia de lo que ocurre si hay
movimiento de las dos part́ıculas colisionantes sometidas a la misma fuerza
externa constante.

Finalmente, el algoritmo debe realizar las colisiones part́ıcula-part́ıcula,
part́ıcula-pistón y part́ıcula-pared. En este trabajo se ha utilizado la ley (2.1)
para las colisiones entre granos, la ley (3.15) para las colisiones con el pistón
y la ley (3.12) para las colisiones con la pared vibrante con movimiento en
diente de sierra (si se hace vb = 0 se tiene la de la pared reflectante). Se
utilizará el operador C para representa el proceso de colisión,

C(t1, p1, p2,xt) → xt+ . (B.6)

En la expresión anterior, t+ indica el instante justo después de la colisión.
Usando los operadores antes definidos, los algoritmos Alg1 y Alg2 se pue-

den esquematizar de la siguiente forma (ver el diagrama de flujo B.2):

1. Generar la condición inicial → x0.

2. Asignar a cada part́ıcula pi el tiempo y pareja de su siguiente evento

Tpix0 → (tpi, ppi,j).

3. Obtener el tiempo y part́ıculas (o part́ıcula-pistón o part́ıcula-frontera)
del próxima evento

tp1 = min{tpi, pi = 1, . . . N}, (p1, p2).

4. Realizar la evolución libre de colisiones hasta la próxima colisión

Ltp1x0 → xtp1 .

5. Hacer la colisión
C(t, p1, p2,xtp1) → xt+p1

.

6. Asignar nuevos tiempos y parejas a p1 y p2

Tp1xt+p1
→ (tp1, pp1,k),

Tp2xt+p1
→ (tp2, pp2,l).
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7. Volver al punto 3.

La etapa de registro de magnitudes puede hacerse entre los puntos 3 y 6,
en la figura B.2 del diagrama de flujo se ha colocado después del punto 4.
En la siguiente sección se describe brevemente el proceso llevado a cabo para
obtener las magnitudes hidrodinámicas a partir de los datos obtenidos en las
simulaciones.

Condición

x0 (tp1, p1, p2)

Evolución
libre

xtp1

xt+p1{tpi, ppi,j, i = 1, . . . N}

xtp1
Colisiones

Medidas

Eventos

Próximo
eventoinicial eventos

{tpi, ppi,j} Nuevos

Figura B.2: Diagrama de flujo para los algoritmos de Allen-Tildesley (Alg1)
[74] y de Lubachevsky (Alg2) [80].
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B.2. Medidas

En este apartado se describe el proceso para obtener las magnitudes hidro-
dinámicas y la función de distribución de una part́ıcula a partir de medidas
directas de las simulaciones.

Los campos hidrodinámicos densidad de part́ıculas n(r, t), velocidad u(r, t)
y temperatura T (r, t) están definidos a partir de la función de distribución
de una part́ıcula f(r,v, t) como

n(r, t) ≡
∫

dv f(r,v, t),

n(r, t)u(r, t) ≡
∫

dv vf(r,v, t),

d

2
n(r, t)T (r, t) ≡ m

2

∫
dv (v − u)2f(r,v, t).

(B.7)

Obsérvese que en la definición del campo de velocidades interviene la densi-
dad, y en el de temperatura aparecen la densidad y el campo de velocidades.

Para obtener la función de distribución de una part́ıcula a partir de datos
de simulación es necesario discretizar el espacio de posiciones y velocidades.
Para las posiciones, el espacio será recubierto por celdas, de modo que la
celda i-ésima tendrá su centro en la posición δi y volumen (área si d = 2) ∆i.
Análogamente, para el espacio de velocidades se tienen

ωj; Ωj.

Sea Fij(t) el número de part́ıculas en las celdas i y j de los espacios de
posición y velocidad, respectivamente, en el tiempo t. Formalmente,

Fij(t) =
N∑

k=1

Θ(rk, δi, ∆i)Θ(vk,ωj, Ωj), (B.8)

donde Θ(rk, δi, ∆i) es uno si la part́ıcula k está dentro de la celda i y cero en
otro caso. Análogamente, Θ(vk,ωj, Ωj) es uno si la velocidad de la part́ıcula
k está en la celda j del espacio de velocidades y cero en otro caso.

La magnitud Fij(t) es una variable estocástica que cumple

f(ri,vj, t) ≃ ĺım
∆i → 0
Ωj → 0

〈
Fij(t)

∆iΩj

〉
. (B.9)

En la expresión anterior 〈·〉 indica promedio sobre condiciones iniciales, tal
como se discutió en el caṕıtulo 2. El signo de aproximación se debe a que
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la relación anterior puede no estar bien definida en algunos casos, aunque se
supondrá que śı lo está.

En la práctica no es necesario tomar el ĺımite en la ecuación B.9, basta
elegir los volúmenes {∆i, Ωi} lo suficientemente pequeños para que no exista
variación importante de la función de distribución dentro de ellos. Para ello,
es útil tener una idea de cómo es la función de distribución. Por ejemplo, si la
función de distribución es normal, las variaciones espaciales se producen sobre
distancias mayores (del orden) del recorrido libre medio y las variaciones de
la velocidad están supeditadas a los valores que toma la temperatura local.

En lo que respecta a las magnitudes hidrodinámicas y otras derivadas de
la función de distribución f(r,v, t), no es necesario discretizar el espacio de
velocidades, como se comentará más tarde. Śı se requiere una discretización
espacial en el que las celdas tengan longitudes del orden del recorrido libre
medio local. Si el sistema es aproximadamente homogéneo, como ocurre para
muchas situaciones en este trabajo, el recorrido libre medio es del orden de

Ld

Nσd−1

donde L es una longitud macroscópica t́ıpica del sistema y N y σ son el
número total y diámetro caracteŕıstico de las part́ıculas.

En lo que sigue, se admite que la discretización espacial es lo suficiente-
mente fina como para que la función de distribución no cambie sustancial-
mente en una celda. Es decir, que no es necesario tomar el ĺımite ∆i → 0 en
la ecuación (B.9), por lo que

f(ri,vj, t) ≃ ĺım
Ωj→0

〈
Fij(t)

∆iΩj

〉
. (B.10)

La expresión anterior permite determinar las magnitudes hidrodinámicas
a partir de cantidades medibles en las simulaciones. Considérese, a modo de
ejemplo, la densidad de part́ıculas,

n(ri, t) =

∫
dv f(r,v, t) =

∞∑

j=1

ĺım
Ωj→0

f(r,vj, t)Ωj. (B.11)

En la última igualdad, se ha utilizado la partición del espacio de velocidades
introducida antes para hacer la integral. Esto no es más que la definición de
integral de Riemann. Utilizando la relación (B.10), se tiene

n(ri, t) ≃
∞∑

j=1

〈
Fij(t)

∆iΩj

〉
Ωj =

〈
∞∑

j=1

Fij(t)

∆i

〉
(B.12)
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Obsérvese que no hay ningún problema en intercambiar la suma por el prome-
dio sobre condiciones iniciales porque el sumatorio sólo contiene una cantidad
finita de términos, dado que el número de part́ıculas es finito. Finalmente,
usando (B.8) en (B.12),

n(ri, t) ≃
〈

∞∑

j=1

∑N
k=1 Θ(rk, δi, ∆i)Θ(vk,ωj, Ωj)

∆i

〉

=
1

∆i

〈
N∑

k=1

Θ(rk, δi, ∆i)

〉 (B.13)

En la relación anterior se ha utilizado que

∞∑

j=1

Θ(vk,ωj, Ωj) = 1, (B.14)

pues la part́ıcula k está en una celda y sólo una del espacio de velocidades.
El resultado obtenido en la expresión (B.13) para la densidad, al igual

que ocurre para otras magnitudes, no depende para nada de la partición del
espacio de velocidades que ha sido utilizada de modo formal para sustituirla
por la integral.

Procediendo de forma análoga, se determinan los campos restantes:

Campo de velocidades

u(ri, t) ≃
1

n(ri, t)∆i

〈
N∑

k=1

vkΘ(rk, δi, ∆i)

〉
. (B.15)

Temperatura

T (ri, t) ≃
m

dn(ri, t)∆i

〈
N∑

k=1

(vk − u(ri, t))
2Θ(rk, δi, ∆i)

〉
. (B.16)

También es posible expresar el tensor de presiones Pij, flujo de calor q

y velocidad de enfriamiento ζ, definidos en (2.11), en término de cantidades
medibles:

Tensor de presiones

Pij(rl, t) ≃
m

∆i

〈
N∑

k=1

(vk − u(rl, t))i(vk − u(rl, t))jΘ(rk, δl, ∆l)

〉
.

(B.17)
En la expresión anterior (vk − u(rl, t))i es la componente i del vector.
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Flujo de calor

q(ri, t) ≃
m

2∆i

〈
N∑

k=1

(vk − u(ri, t))
2(vk − u(ri, t))Θ(rk, δi, ∆i)

〉
.

(B.18)

Velocidad de enfriamiento para un gas monocomponente

ζ(ri, t) ≃
(1 − α2)π

d−1
2 mσd−1

4dΓ
(

d+3
2

)
n(ri, t)T (ri, t)∆2

i

×
〈

N∑

k1=1

N∑

k2=1

|vk1 − vk2|3Θ(rk1 , δi, ∆i)Θ(rk2 , δi, ∆i)

〉
.

(B.19)

∆k es la anchura de la banda k-ésima.
Las expresiones dentro del signo 〈.〉 en las expresiones anteriores son fá-

cilmente medibles en las simulaciones. En la siguiente sección, se discute
brevemente cómo se hace el promedio.

B.2.1. Promedio sobre trayectorias, espacial y tempo-

ral

En las expresiones (B.13)-(B.19) de la sección anterior, las magnitudes se
obtienen promediando sobre variables aleatorias. En el caso de la densidad,
por ejemplo, se tiene

n(ri, t) ≃ 〈Ni(t)〉 , (B.20)

con

Ni(t) ≡
1

∆i

N∑

k=1

Θ(rk, δi, ∆i). (B.21)

El promedio en la expresión anterior y en (B.13)-(B.19) se llama promedio

sobre trayectorias porque para obtener el valor de la densidad, y el resto
de magnitudes, se generan distintas trayectorias del sistema partiendo de
condiciones iniciales diferentes. En particular, para los problemas estudiados
en este trabajo, los dos gases parten inicialmente de sendos estados con la
misma función de distribución. Es decir, el punto del espacio de las fases del
que parte el sistema es aleatorio siendo la probabilidad de las componentes
espaciales uniforme y la de las velocidades gaussiana.

Condiciones iniciales ligeramente diferentes pueden generar trayectorias
del sistema que se identifican con estados diferentes del sistema. En el sistema
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estudiado en el caṕıtulo 4, por ejemplo, el pistón, para λ > 2, abandona su
posición inicial central desplazándose hacia la izquierda o hacia la derecha,
con la misma probabilidad. Si el interés es determinar el perfil de densidades,
por ejemplo, es necesario seleccionar las trayectorias asociadas al mismo per-
fil, o dicho de otro modo, seleccionar sólo los microestados (puntos del espacio
de las fases) compatibles con el macroestado (descripción hidrodinámica, en
este caso) [81]. En la práctica y para el caso de la densidad, esto quiere de-
cir que los valores de Ni(t) sobre los que se promedia no pueden ser muy
diferentes. Cuando es dif́ıcil determinar las trayectorias que corresponden a
un mismo estado macroscópica, se recurre a promedios temporales, como se
discute con más detalle en [151].

Si el problema estudiado tiene cierta simetŕıa, se puede aprovechar ésta
para mejorar la estad́ıstica de las simulaciones. En el problema del caṕıtulo
4, por ejemplo, el sistema tiene simetŕıa en la dirección vertical. Por lo que, si
el interés es obtener la dependencia de la densidad en la dirección horizontal,
puede tomarse un mallado espacial del sistema de modo que las celda tengan
la altura del sistema.

Finalmente, si la magnitud sobre la que se promedia, por ejemplo Ni(t),
oscila en torno a un valor estacionario, también es posible promediar tempo-
ralmente sobre una misma trayectoria, mejorando de este modo también la
estad́ıstica.
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Apéndice C

Aproximación gaussiana

Este apéndice contiene las aproximaciones que conducen a la ecuación
(3.35) del texto principal.

Sean

n+(X, r⊥, t) ≡
∫

drdv

∫
dXdVxf

+(r,v, X, Vx, t)δ(X − x), (C.1)

T+
x (X, r⊥, t) ≡ 1

n+

∫
drdv

∫
dXdVxf

+(r,v, X, Vx, t)δ(X − x)mv2
x, (C.2)

T+
⊥ (X, r⊥, t) ≡ 1

(d − 1)n+

∫
drdv

∫
dXdVxf

+(r,v, X, Vx, t)δ(X − x)mv2
⊥,

(C.3)

la densidad y temperaturas parciales asociadas a las part́ıculas que se acercan
al pistón en la posición de éste. Dado que es posible relacionar las propiedades
de las part́ıculas que se acercan al pistón con las que se alejan, a través de la
relación (3.23) que liga los flujos, se tienen las siguientes igualdades,

n(X, r⊥, t) =
1 + αp

αp

n+(X, r⊥, t), (C.4)

Tx(X, r⊥, t) =
αp(M − m)

M − αpm
T+

x (X, r⊥, t) − H+
x , (C.5)

T⊥(X, r⊥, t) = T+
⊥ (X, r⊥, t). (C.6)

Se ha introducido H+
x cuyo valor viene dado por

H+
x ≡ 2αpMm

(M − αpm)n+

∫
drdv

∫
dXdVxf

+(r,v, X, Vx, t)δ(X − x)vxVx.

(C.7)
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Despreciando las correlaciones precolisionales, ecuación (3.33),

∫
dx

∫
dXf+(r,v, X, Vx, t)δ(X − x) = f+

g (X, r⊥,v, t)F (X,Vx, t)Θ(gx),

(C.8)
donde f+

g y F se aproximan por gaussianas,

f+
g (X, r⊥,v, t) ≃ 2n+ϕ(X, r⊥,v⊥, t)

(
m

2πT+
x

)1/2

exp

(
−mv2

x

2T+
x

)
, (C.9)

ϕ(X, r⊥,v⊥, t) ≡
(

m

2πT+
⊥

)(d−1)/2

exp

(
−mv2

⊥

2T+
⊥

)
, (C.10)

F (X,Vx, t) ≃
(

M

2πTp

)1/2

exp

(
−MV 2

x

2Tp

)
. (C.11)

En esta aproximación, H+
x = 0, por lo que, usando (C.5),

Tx(X, r⊥, t) =
αp(M − m)

M − αpm
T+

x (X, r⊥, t). (C.12)

Se aproxima la temperatura T⊥(X, r⊥, t) por T (X, r⊥, t), lo que es con-
sistente con la aproximación uniforme hecha en el texto principal. Dado que,

T =
1

d
Tx +

d − 1

d
T⊥, (C.13)

resulta

T (X, r⊥, t) = T⊥(X, r⊥, t) = Tx(X, r⊥, t)

=
αp(M − m)

M − αpm
T+

x (X, r⊥, t).
(C.14)

Las relaciones anteriores permiten expresar la función de distribución (C.9)
en función de la temperatura del gas con contacto con el pistón.
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Hidrodinámica del sistema con

paredes verticales vibrantes

D.1. Variable espacial

Para resolver el problema hidrodinámico del sistema de la figura (4.6),
ecuaciones (4.68), es conveniente introducir las variables espaciales adimen-
sionales siguientes

l1(x) ≡ 4

(d + 2)Γ(d/2)

√
2(d − 1)πd−1ζ∗

1

(d + 2)(κ∗
1 − µ∗

1)
σd−1

1

∫ x

0

n1(x)dx,

l2(x) ≡ 4

(d + 2)Γ(d/2)

√
2(d − 1)πd−1ζ∗

2

(d + 2)(κ∗
2 − µ∗

2)
σd−1

2

∫ Lx

x

n2(x)dx.

(D.1)

Es decir, l1 es una medida de distancia, para el subsistema 1, proporcional al
recorrido libre medio, con origen en la pared vertical izquierda del sistema.
Para el subsistema de la derecha, l2 tiene su origen en la pared derecha.

Se usarán, también, las siguientes constantes

l1m(x) ≡ l1(xp) =
4

(d + 2)Γ(d/2)

√
2(d − 1)πd−1ζ∗

1

(d + 2)(κ∗
1 − µ∗

1)

N1σ
d−1
1

Sp

,

l2m(x) ≡ l2(xp) =
4

(d + 2)Γ(d/2)

√
2(d − 1)πd−1ζ∗

2

(d + 2)(κ∗
2 − µ∗

2)

N2σ
d−1
2

Sp

.

(D.2)
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D.2. Condiciones de contorno

Tal como se ha explicado en el texto principal, para determinar las cons-
tantes Ai, Bi para i = 1, 2, se usan las condiciones de contorno (4.71), (4.72),
(4.73) y (4.74).

La ecuación (4.71) es consecuencia del equilibrio mecánico del pistón.

Del equilibrio térmico, ecuación (4.72), y la expresión (4.6) para los flujos
de calor obtenidos en el caṕıtulo 3, se tiene

Tp =
cm +

[
T2(xp)

T1(xp)

]1/2

cm

[
T2(xp)

T1(xp)

]1/2

+ 1

[T1(xp)T2(xp)]
1/2 , (D.3)

que no es más que la generalización de la ecuación (4.60). La constante cm

está definida en (4.61).

Para utilizar las condiciones de contorno de los flujos de calor en las
paredes y en la posición del pistón, es conveniente expresar (4.67) en las
nuevas variables (D.1),

q(i)
x (li) = (−1)i p√

mi

√
d2(d + 2)(κ∗

i − µ∗
i )ζ

∗
i

2(d − 1)

d

dli
Ti(li)

1/2. (D.4)

Usando la relación anterior con la expresión de la solución (4.70) y la
relación (4.73) para el flujo de calor en las paredes, se tiene

(Ai − Bi) = ei; (i = 1, 2), (D.5)

donde

ei ≡ vb

√
mi

√
2(d − 1)

d2(d + 2)(κ∗
i − µ∗

i )ζ
∗
i

. (D.6)

Procediendo de la misma forma con la condición de contorno en la posición
del pistón, se tiene

(
Aie

−lim − Bie
lim

)
= ki

(
Aie

−lim + Bie
lim − Tp

Aie−lim + Bielim

)
(D.7)

con

ki ≡
4mi

M

√
2(d − 1)

d2(d + 2)π(κ∗
i − µ∗

i )ζ
∗
i

. (D.8)
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D.3. Solución

El sistema formado por (D.5) y (D.7) constituye, usando la ecuación (D.3)
para la temperatura del pistón, un sistema de cuatro ecuaciones y cuatro
incógnitas (Ai y Bi).

El procedimiento que se va a utilizar para obtener la solución del sistema
formado por (D.5) y (D.7) consiste en: (i) expresar los coeficientes Ai como
función del cociente Bi/Ai usando la relación (D.5), (ii) relacionar Bi/Ai

con la temperatura del pistón usando la relación (D.7), (iii) expresar las
temperaturas en la posición del pistón en función de la temperatura del pistón
y (iv) determinar numéricamente la solución de la euación que resulta de usar
la relación (D.3).

(i) Usando (D.5),

Ai =
ei

1 − zi

,

zi ≡
Bi

Ai

.
(D.9)

(ii) Utilizando las relaciones anteriores y (D.7),

1 − ziδi = ki

(
1 + ziδi −

Tpδi

e2
i

(1 − zi)
2

1 + ziδi

)
,

δi ≡ e2lim .

(D.10)

Pude verse sin dificultad que la ecuación anterior para zi tiene dos soluciones
reales, una positiva y otra negativa. Sólo la solución positiva tiene sentido
f́ısico y permite determinar el valor de zi conocido el valor de la temperatura
del pistón Tp.

(iii) A partir de la solución positiva de la ecuación (D.10) se determinan
los perfiles de temperatura como función de la temperatura del pistón. En
particular, se determinan las temperaturas en de las regiones en contacto con
el pistón,

[Ti(xp)]
1/2 = ri +

(
r2
i + siTp

)1/2
,

ri ≡
eiδ

1/2
i

δi − 1 + (1 + δi)ki

,

si ≡
ki(1 + δi)

δi − 1 + (1 + δi)ki

.

(D.11)

(iv) Para finalizar, hay que determinar los posibles valores de la tempera-
tura del pistón. Para ello, hay que usar la ecuación (D.3) junto con la relación
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(D.11). Usando las funciones

f(T1(xp), T2(xp)) ≡
1

1
T1

+ 1
cm(T1T2)1/2

+
1

1
T2

+ cm

(T1T2)1/2

,

g(Tp) ≡ f
(
r1 +

(
r2
1 + s1Tp

)1/2
, r2 +

(
r2
2 + s2Tp

)1/2
)

,

(D.12)

la ecuación que hay que resolver para la temperatura del pistón es

g(Tp) = Tp. (D.13)

Tal como ha sido escrita la función f(T1, T2), se puede ver que g(Tp) es
creciente y de pendiente decreciente, convergiendo ésta (la pendiente) para
Tp grande a

cms
1/2
1 + s

1/2
2

cms
1/2
2 + s

1/2
1

(s1s2)
1/2, (D.14)

que es menor que 1 (puesto que si < 1), para cualquiera valores de los
parámetros del sistema. Además, g(0) > 0. Estas dos propiedades de g(Tp)
garantizan que la ecuación (D.13), para todos los parámetros posibles del
sistema, tiene una única solución positiva (ver figura D.1).

Como la ecuación (D.13) es altamente no lineal, habŕıa que determinar
el valor de la temperatura del pistón, y con éste el del resto de magnitudes,
numéricamente.
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g(

T p
)

Tp

Figura D.1: Representación de la función g(Tp), definida en la ecuación
(D.13), para algunos parámetros del sistema. El valor de la temperatura
del pistón está determinado, de acuerdo con la ecuación (D.13), por la inter-
sección de g(Tp) con la diagonal.
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