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Capitulo 1

Introduccion

Los medios granulares son sistemas formados por muchas particulas ma-
croscopicas que experimentan colisiones inelasticas [1-3] de manera que la
cantidad de energia cinética después de una colision es menor que antes de
ella. La experiencia ha demostrado que, al igual que ocurre con otros sistemas
fisicos con gran ntumero de grados de libertad, muchos de los estados alcan-
zables por los medios granulares pueden ser caracterizados por unas pocas
magnitudes y son altamente reproducibles. Desde un punto de vista tedrico,
el modo de identificar estas magnitudes, relacionarlas entre si y con las pro-
piedades mecanicas de los granos y las caracteristicas de sus interacciones es
mediante la descripcién probabilistica de la Mecanica Estadistica [4].

El carécter ineldstico de las colisiones hace de los medios granulares sis-
temas intrinsecamente fuera del equilibrio termodindmico. No es posible, por
tanto, trasladar los resultados de la Mecéanica Estadistica de equilibrio.

Un paso previo al proceso de descripcion, y que delimita el tipo de for-
mulacién tedrica a utilizar, es el de establecer una clasificacién de los medios
granulares, que generalmente obedece a criterios observacionales. Porque su-
cede que los sistemas granulares pueden exhibir comportamientos anédlogos
a los de los sélidos y a los de los fluidos, dependiendo de las condiciones
externas a las que estén sometidos.

Se inicia el capitulo dando una definicién, no rigurosa, de los medios
granulares y describiendo algunas de sus propiedades fundamentales. En las
secciones siguientes se analizan los comportamientos tipo sélido y fluido [3].
Finalmente, se presta especial atencién a los flujos granulares rapidos o gases
granulares [5], andlogos a los fluidos moleculares, que seran estudiados, desde
una perspectiva general en el siguiente capitulo, y en ciertas circunstancias
de especial interés a lo largo del trabajo [6,7].
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1.1. Medios granulares: definicién y propie-
dades

Las dunas de arena, las montanas de sal o los montones de cereales son
ejemplos cotidianos de sistemas granulares. Todos ellos se caracterizan por
poseer una gran cantidad de particulas macroscépicas o granos que experi-
mentan colisiones inelésticas.

El caracter inelastico de las colisiones infiere unas propiedades muy espe-
ciales a estos sistemas. De hecho, el comportamiento de los sistemas granu-
lares es tan rico que para algunos cientificos constituyen un estado mas de
la materia, con identidad propia frente a los gases, los fluidos y los sélidos
moleculares. Desde el punto de vista de la Ciencia bésica, entender la exten-
sa fenomenologia de los sistemas granulares ha supuesto y supone un reto
para la comunidad cientifica. Pero, ademas, existen razones practicas para
estudiarlos, ya que muchos de los fenémenos que ocurren en la Naturaleza y
en los procesos industriales involucran a sistemas granulares. Como ejemplo
llamativo, baste mencionar que ain no se conoce la forma mas apropiada de
manipular y almacenar los granos [2].

Una caracteristica fundamental de los sistemas granulares es que las par-
ticulas de las que estan compuestos son macroscopicas, siendo el tamano
tipico de un grano superior a una micra. Esto hace que la temperatura no
afecte directamente al movimiento de los granos, como lo hace por ejemplo
en el caso de los gases moleculares. Otra consecuencia directa del cardcter
macroscopico de los granos es que el movimiento de cada grano esta regido
por las leyes de la Mecanica Clasica. No obstante, en ciertos casos, si hay
una influencia indirecta de la temperatura. Por ejemplo, ésta modifica las
propiedades del aire, y por tanto el rozamiento con éste, o las propiedades
plasticas de los granos, y por tanto, de las colisiones entre las particulas.

La dindmica de un medio granular queda determinada por las fuerzas que
sufren los granos. Estas pueden clasificarse en cuatro grupos: fuerzas prove-
nientes de interacciones de corto alcance entre los granos, fuerzas de largo
alcance entre éstos, fuerzas externas y fuerzas provenientes de la presencia de
un medio intersticial. Esta clasificacién facilita el estudio y a menudo induce,
a su vez, una clasificacion dentro de los medios granulares.

Las interacciones de corto alcance suelen ser repulsivas y son las responsa-
bles de que al colisionar dos granos parte de la energia se disipe, se transmita
de forma irreversible a grados de libertad internos. El caracter no conservati-
vo de las fuerzas suele medirse usando los coeficientes de restitucion normal
y tangencial [8,9]. El primero da cuenta de la pérdida de energia debida a la
reduccion de la velocidad relativa en la direccién de la colisién, mientras que
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el segundo mide la pérdida de energia asociada a la otra componente de la
velocidad relativa.

En muchos modelos tedricos, los coeficientes de restitucion se suelen tomar
constantes, como en el modelo esferas o discos duros lisos que se usa en este
trabajo (ver capitulo 2). En la realidad, sin embargo, existe una dependencia
de éstos con la velocidad relativa de las particulas justo antes de la colision
asi como de las propiedades de los granos [10-12]. Es mds, en ocasiones, los
coeficientes de restitucion dependen de tantos grados de libertad internos de
los granos que se ha sugerido que puedan considerarse magnitudes aleatorias
[13].

Las fuerzas de largo alcance se deben a que los granos pueden estar carga-
dos o imantados [14,15]. La presencia de estas fuerzas complica la descripcion
de estos medios y, en general, no ayuda a entender la influencia de la disi-
pacion sobre el comportamiento del sistema. Por ello, no seran tenidas en
cuenta en este trabajo.

La gravedad es la fuerza externa habitual y juega un papel fundamental
en la mayoria de los experimentos que se realizan con medios granulares.
También hay que considerar las fuerzas externas que sirven para confinar a
los granos, por ejemplo, las que ejercen las paredes de un silo, o para inyectar
energia en el sistema a través de paredes vibrantes.

Por tltimo, deben tenerse en cuenta las interacciones entre granos y el
medio en el que estdn inmersos (medio intersticial). Si se trata de aire, el
efecto sobre la dindmica del sistema suele ser despreciable. En otros casos,
sin embargo, la presencia del medio intersticial es critica. En algunas cir-
cunstancias, se inducen a través del medio intersticial interacciones de largo
alcance entre los granos [1, 16] que, nuevamente, complican tremendamente
el analisis de estos sistemas. Estas fuerzas tampoco seran tenidas en cuenta
en este trabajo.

En resumen, solo se consideran las colisiones ineldsticas de corto alcance
entre granos y, eventualmente, la accion de fuerzas externas. Ademas, las
fuerzas de corto alcance seran de tipo repulsiva. Es decir, se analizaran los
conocidos como medios granulares secos no cohesivos.

LEs posible inferir las propiedades globales de los sistemas granulares a
partir de las propiedades de los granos y de las caracteristicas de sus inter-
acciones representadas por las correspondientes leyes del movimiento? Dado
que los sistemas granulares que se consideran estan formados por muchos
granos, el marco tedrico natural para dar respuesta a esta pregunta es el
de la Mecanica Estadistica. En lo que resta de capitulo se vera que para
muchas circunstancias la respuesta a la pregunta anterior es afirmativa. Pe-
ro las propiedades especiales de los medios granulares no permitira usar las
técnicas convencionales de esta disciplina de la Fisica para la descripcién de
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estos sistemas, sino que se hara necesaria la adaptacion y creacién de técnicas
nuevas.

1.1.1. Descripcién tedrica

Los medios granulares secos no cohesivos son frecuentemente modelados
por un conjunto de particulas que experimentan colisiones de muy corto
alcance repulsivas e inelasticas. Estos modelos no solo son necesarios para
elaborar la teorfa, sino que resultan muy ttiles para la simulacién mediante
ordenador. En el apéndice B se describen dos algoritmos, utilizados en este
trabajo, para simular uno de los modelos mas utilizados, el modelo de esferas
y discos duros lisos inelasticos, que se introduce en el siguiente capitulo.

Los modelos de sistemas fisicos admiten distintos niveles de descripcion.
En el caso particular de un medio granular el interés puede ser determinar
el estado de cada uno de los granos, es decir, la posicién y velocidad de
los mismos como funcién del tiempo. Esta descripcion, que se conoce como
microscopica, es la mas precisa, pero en muchos casos ni es posible ni reporta
informacion relevante.

El hecho de que los sistemas fisicos estén constituidos por un gran niimero
de granos sugiere el uso de conceptos probabilisticos. Ahora el interés no seria
determinar la evoluciéon de todas las particulas, sino conocer la probabilidad
de que cierta propiedad tome cierto valor. Esta descripcion suele denomi-
narse mesoscopica por estar a caballo entre la descripciéon microscépica y la
macroscopica. Esta tltima involucra sélo un grupo reducido de magnitudes
mas globales como la densidad de particulas, la energia y el volumen.

Para muchos sistemas fisicos, incluyendo los sistemas granulares, es po-
sible encontrar una descripcion macroscopica cerrada. En ésta, el sistema
obedece ciertas ecuaciones cuyas variables son magnitudes macroscopicas.
Demostrar la existencia de esta descripcién a partir de la dinamica de los
componentes del sistema es un viejo problema, atn abierto, en Mecanica
Estadistica [17-20]. La experiencia muestra que muchos sistemas granulares
admiten una descripcién de este tipo. Algunos ejemplos claros apareceran en
este capitulo y a lo largo del trabajo.

La imposibilidad de relacionar de forma exacta la descripciéon macroscopi-
ca con la microscépica lleva a tratar de describir los medios granulares o bien
partiendo de una descripcién mesoscépica, como se hace en Teoria Cinética
para los gases moleculares, o directamente proponiendo ecuaciones generales
con coeficientes fenomenolégicos.

En este capitulo introductorio, se muestran ejemplos en los que el com-
portamiento de los sistemas granulares se puede entender adaptando las ideas
de la Mecanica Estadistica. Sin embargo, ni mucho menos existe una formu-
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lacion general de los mismos. Esto se debe, por una parte, a que los medios
granulares son sistemas intrinsecamente de no equilibrio, como consecuencia
del caracter inelastico de sus colisiones; y por otra parte, a que no existe
una formulacién general de la Mecanica Estadistica para sistema fuera del
equilibrio termodinamico, ni siquiera en el caso de sistemas moleculares no
disipativos. Este hecho hace necesaria una clasificacién fenomenologica de los
medios granulares que ayude a su descripcién teorica.

En los siguientes apartados se hace una breve descripcion los comporta-
mientos tipo sélido, liquido y gas que pueden presentar los medios granulares.
Para cada uno de ellos se ponen ejemplos en los que ha sido posible su estu-
dio, adaptando y desarrollando ideas de la Mecanica Estadistica. Sélo en el
ultimo caso es posible desarrollar una teoria, mas o menos general, basada
en principios fundamentales (ver capitulo 2).

1.2. El medio granular como un sélido

Si se deposita sal o arena en un vaso, los granos rapidamente se acomodan
a la forma del vaso y permanecen en reposo. Esto es posible porque los
coeficientes de restitucién, que dan cuenta de la pérdida de energia en las
colisiones, se anulan cuando la velocidad relativa de las particulas es cero. La
configuracion de las particulas en la situacion de reposo recuerda a la de un
solido, en el sentido de que la distancia entre ellos no cambia con el tiempo.
En la mayoria de los casos, ademas, los granos no parecen seguir un orden,
lo que llevaria a identificar el sistema granular con un solido amorfo.

Inmediatamente surgen una serie de preguntas que la comunidad cienti-
fica ha tratado de responder en los tltimos anos: ;jcual es la geometria del
empaquetamiento?, jcual es la distribucién de fuerzas y esfuerzos?, ;cuales
son las propiedades elasticas y plasticas?, jcéomo se comporta el sélido al
someterlo a vibraciones?, jcomo se transmite el sonido?, etc.

Considérese el viejo problema del almacenamiento de los granos en silos,
en el que concurren la mayoria de las preguntas anteriores. Se sabe, por
ejemplo, que la presién que ejercen los granos en la base del silo no crece
linealmente con la altura, como lo hace en un liquido convencional. Esto se
debe a que, al ser la distribucién de tensiones anisétropa, parte del peso de
los granos dentro de un silo esta soportado por las paredes. En otras palabras,
la presion satura a cierta profundidad, lo que se conoce como efecto Janssen
[21,22]. La fuerza sobre las paredes llega a ser tan grande que frecuentemente
produce la rotura violenta del silo.

La forma en que se distribuyen las tensiones en el sélido granular parece
estar también detras de la razén por la que se forman huecos en el seno de
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un silo. Cuando éstos estan cerca de la region donde se extrae el grano, es
probable que se formen atascos en el flujo [23,24]. Este fenémeno representa
un gran inconveniente en la manipulacion del grano y también aparece en
otros contextos como, por ejemplo, explotaciones mineras.

Desde un punto de vista tecnoldgico, el problema de los silos se aborda
tratando de buscar un diseno optimo. Desde una perspectiva cientifica, sin
embargo, el interés esta en tratar de entender el comportamiento del medio
granular. Un estudio detallado de las interacciones revela un mallado no
uniforme de fuerzas y tensiones que toman valores méximos a lo largo de
ciertas direcciones, dividiendo el medio en regiones de poca presion, como
se muestra en la figura 1.1 [25]. Experimentalmente y en simulaciones con
ordenador [26-28] se observa que la distribucién de fuerzas P(f) viene dada

por
/N <)
P(f) = {ew(l—f/(f))? > ) (1.1)

donde (f) es la fuerza media y ¢; y ¢y son dos parametros. La dependen-
cia exponencial de la ley anterior fue obtenida tedricamente por Edwards y
Grinev [29]. Para ello, los autores estudiaron la propagacién de tensiones en
una pila a través de la distribucion de contactos entre granos. La idea fun-
damental sobre la que se sustenta el estudio fue utilizada por primera vez en
el estudio del problema de la compactacion, que se considera a continuacion.

Un modo de manipular las propiedades de un sélido granular es inyectan-
dole energia, por ejemplo, vibrando alguna de las paredes del recipiente en
el que esta encerrado. Si el sistema estd sometido a la fuerza de la gravedad,
se suele inyectar energia moviendo la pared horizontal inferior del mismo. Lo
que se observa en muchas circunstancias es que el volumen del sélido granular
cambia hasta alcanzar un valor estacionario que depende de la frecuencia y
amplitud de los impulsos dados a la pared, de las propiedades de los granos y,
eventualmente, de la configuracion inicial. En la mayoria de los casos, el sis-
tema relaja lentamente hacia situaciones mas compactas, de mayor densidad,
como se representa esquematicamente en la figura 1.2.

Edwards y Oakeshott, entre otros, elaboraron una teoria que describe los
estados de méxima compactacién [31], al menos cuando los golpes no son
muy fuertes. La hipotesis fundamental de la teoria es, en alguna medida,
analoga a la que se hace en el colectivo microcanénico: toda las configuracio-
nes con el mismo volumen son equiprobables. El papel que juega la energia
en los sistemas aislados en equilibrio, ahora lo juega el volumen. Al pasar
del colectivo microcandnico al candnico, surge de forma natural el coeficiente
correspondiente a la temperatura que da cuenta del efecto de las vibraciones
de la pared.
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Figura 1.1: Red de fuerzas en un sélido granular visible gracias a la emision
de luz como consecuencia del contacto entre granos (particulas fotoeldsticas).
Imagen tomada por el grupo de Medios Granulares de la Universidad de
Navarra [30].

Brey, Prados y colaboradores [32-35] han elaborado modelos mesoscépi-
cos del proceso de compactacion consistentes con la teoria de Edwards. Los
golpes o vibraciones de la pared tienen dos efectos sobre el sélido. Uno, en
el que se favorece el desplazamiento de los granos y huecos por el aumento
del volumen del sistema, y otro, en el que el sistema relaja hasta pararse.
Admitiendo que la probabilidad de que se creen y muevan los huecos de-
pende de la densidad de los mismos, los autores, usando un modelo sencillo
unidimensional, construyen un proceso estocastico markoviano a partir de
las probabilidad de transicion entre estados para las dos etapas de evolucion
del sistema. De esta forma, no sélo se recupera el resultado de Edwards y
colaboradores, relacionandose, ademas, la temperatura efectiva con las pro-
babilidad de transicién del proceso, sino que se consigue describir el proceso
de relajacion del sistema.

El problema de la compactacién es un ejemplo claro en el que se pone de
manifiesto la bondad de los métodos de la Mecanica Estadistica para expli-
car los resultados experimentales. En particular, adaptando las ideas de la
formulacién general para sistemas en equilibrio, se consiguen caracterizar los
estados estacionarios. Para describir la dindmica del sistema, sin embargo, se
hace necesaria una descripcion mas fina. En este caso y en otros muchos, la
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Figura 1.2: Representacién esquematica del proceso de compactacién de un
sistema de discos ineldsticos dentro de un recipiente rectangular. Sobre el
sistema actia la fuerza de la gravedad (en direccién vertical). La pared in-
ferior del sistema se estd moviendo. Se muestran tres configuraciones para
tres tiempos, t; < ty < t3, en las que se observa que el volumen del sistema
disminuye.

dificultad no esta tanto en describir la dindmica del sistema usando los méto-
dos de los procesos estocasticos, sino modelar correctamente las probabilidad
de transicion entre estados, lo que con frecuencia no es posible justificar mas
que con argumentos cualitativos.

Otras muchas propiedades de los sélidos granulares han sido y siguen
siendo estudiadas. Casi todos los trabajos nuevos que se publican sobre el
tema son de indole experimental, ya que generalmente resulta dificil encontrar
ideas generales que permitan el desarrollo de un marco teérico. En particular,
hay una comunidad amplia que se dedica a estudiar el comportamiento de
los medios granulares cerca de su transiciéon al comportamiento fluido que se
considera en la siguiente seccion.
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1.3. EIl medio granular como un fluido

De la misma forma que un sélido se torna liquido si se incrementa su-
ficientemente su temperatura, un medio granular puede presentar un com-
portamiento similar al de un liquido si la energia cinética de los granos es
suficientemente alta. La transicion entre comportamiento solido y liquido es
compleja en el caso de los medios granulares y no tan nitida como la de los
sistemas convencionales [36, 37].

Un ejemplo cotidiano en el que se observan los medios granulares en fa-
se liquida es el de las avalanchas. Si la pendiente de un monticulo de arena
supera cierto angulo critico, se induce un reajuste de los granos en forma
de avalancha a lo largo de la ladera del monticulo [38]. El flujo de granos se
puede describir como un fluido deslizando por una superficie [36]. El com-
portamiento critico de las avalanchas atrajo la atenciéon de la comunidad
cientifica porque, entre otras razones, comparten propiedades con los aludes
y terremotos [3].

En ciertas circunstancias, el fluido granular parece comportarse como un
fluido molecular convencional. No obstante, en la mayoria de las situaciones,
los efectos observados son sorprendentes y novedosos. Como ejemplo de esto
ultimo, merece la pena citar el efecto conocido como el canto de las dunas.
En ciertas condiciones, las avalanchas en algunas dunas producen un sonido
intenso de frecuencia caracteristica que puede escucharse a kilometros de
distancias. Aunque existe controversia sobre la explicacién del fenémeno, una
descripcion del flujo en la superficie de la duna que tenga en cuenta efectos
no lineales parece ser suficiente para dar una explicacién del mismo [39-42].

Otro fenémeno bien conocido en el contexto de los medios granulares es
el de las nueces del Brasil [43,44], ver figura 1.3. Si se tiene un sistema gra-
nular formado por mas de un tipo de granos y se las somete a vibraciones,
es altamente probable que se produzca segregacion, es decir, que una clase
de particulas prefiera una zona del espacio a otras. La explicacion de este
fenémeno no estd relacionada exclusivamente con la densidad relativa de las
particulas, como ocurre en el caso de los fluidos convencionales en presen-
cia de una fuerza externa, es decir, no puede ser explicado usando sélo el
principio de Arquimedes. Hay que tener en cuenta también otras variables,
como las dimensiones relativas de las particulas, el nivel de inelasticidad o la
forma de vibrar. En los sistemas diluidos, este fenémeno también aparece y
es capturable por la teorfa [45-47], como se verd en la siguiente seccién.

Los ejemplos mostrados hasta ahora se refieren a fluidos granulares den-
sos, también conocidos como flujos lentos. Como ya se dijo, no existe una
formulacion general de los mismos, como es facil de entender en base a dos
circunstancias independientes. Por una parte, no existe una formulacion ge-
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Figura 1.3: Efecto de las nueces del Brasil. En este caso hay dos sistemas gra-
nulares (marrén y negro) més una particula de mayores dimensiones (dentro
del circulo blanco). Todo el sistema estd dentro de un recipiente abierto en
presencia del campo gravitatorio. Tras unas cuantas vibraciones, la particula
asciende y los fluidos se mueven de forma convectiva [48].

neral para liquidos elasticos fuera del equilibrio termodinamico. Por otra, no
se sabe qué papel juega la inelasticidad, ni tan siquiera en el caso méas sencillo,
el de los gases granulares, también llamados flujos granulares rdpidos.

La dificultad de encontrar un marco descriptivo general de los fluidos gra-
nulares no implica necesariamente que no exista una descripcién macroscopi-
ca, de tipo hidrodinamico, de los mismos. Lo que ocurre es que tal descripcién
o bien no se sabe derivar a partir de primeros principios, o bien si se sabe
pero no se sabe justificar en el sentido de delimitar su rango de validez. En
este sentido, la situacién es totalmente andloga a la de los fluidos elasticos.

La inelasticidad, sin embargo, introduce una dificultad adicional. Para
que exista una descripcion macroscopica, es decir, cerrada para unas pocas
magnitudes, debe existir una separacion de escalas. Las escalas asociadas a
la evolucion de las magnitudes irrelevantes o microscépicas deben ser mucho
més rapidas que las que caracterizan la evolucién de las macroscépicas [17—
20]. La existencia de esta separacién de escalas se desconoce en el caso de los
flujos granulares lentos.

A pesar de todo, existen ejemplos tanto de simulaciéon con ordenador como
experimentales en que los perfiles hidrodinamicos de los granos son totalmen-
te analogos a los de los fluidos convencionales. Esto sugiere la existencia de
una descripciéon hidrodinamica, al menos en ciertas circunstancias. Uno de
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los experimentos més sorprendentes, en el que se observan estas similitudes,
es el de los chorros de arena.

Si se deja caer una “pequena” bola de acero sobre la superficie de una
piscina de agua, unas gotas rebotan y se elevan por encima de la superficie.
También se pueden producir estructuras mas complicadas como, por ejem-
plo, la formacién de un chorro vertical, etc. Sorprendentemente, si se realiza
un experimento analogo con arena, en lugar de agua, se tienen resultados
similares [49,50] (ver la figura 1.4).

n
=
E)
]
"
2
-
5
\
3
o
:

“i

',.

o

Figura 1.4: Columna de arena que surge tras la caida de una bola pesada. La
imagen ha sido tomada por el grupo de medios granulares de la Universidad
de Chicago [49,51].

La formacion de estructuras y patrones regulares como el de los chorros es
conocido desde hace tiempo, pero ain no se saben explicar de forma satisfac-
toria. También son relevantes los resultados experimentales y de simulacién
de sistemas vibrados [1,52-55]. De la misma forma que el agua presenta la
inestabilidad de Rayleigh-Bénard, muchos sistemas granulares vibrados en el
seno del campo gravitatoria rompen su homogeneidad espacial forméandose
vértices y zonas de distintas densidades [56].

Sin un marco tedrico, es dificil analizar la rica fenomenologia de los fluidos
granulares y lo méas importante, evaluar el papel que juega la inelasticidad.
Por ello, los estudios tedricos se han centrado en los gases granulares, que se
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consideran en la siguiente seccién, para los que es posible derivar de forma
justificada unas ecuaciones hidrodinamicas que permitan describir muchos de
los fenémenos observados en la Naturales y el laboratorio.

1.4. El medio granular como un gas

Un gas granular es un fluido granular en el que dominan las interacciones
binarias. También se llaman flujos granulares rapidos porque usualmente las
particulas tienen mas energia que en el caso liquido. El nombre de gases
granulares se debe a que estos sistemas presentan analogias con los gases
convencionales, sin embargo, el caracter ineldstico de las colisiones de los
primeros les aleja mucho del comportamiento de los segundos.

En esta seccién se ponen algunos ejemplos en los que se observa que
la descripciéon hidrodinamica de los medios granulares, que se deriva en el
capitulo 2, ha demostrado ser eficaz. En particular, se presta especial atencién
al comportamiento critico de éstos.

En primer lugar, se analizan algunos aspectos fundamentales que se pue-
den abordar en el contexto de los gases granulares como, por ejemplo, la
existencia y limitacién de una descripcion hidrodindmica.

1.4.1. Sobre la existencia de la descripcion macrosco-
pica

Los gases granulares son sistemas idéneos para abordar la ya comentada
problematica de la existencia de la descripcién macroscopica. Esto es posible
gracias a la analogia de estos sistemas con los gases moleculares que hace
posible el uso de las técnicas de la Teoria Cinética. Como se discute con
mas profundidad en el capitulo 2, es posible generalizar la ecuacién de Boltz-
mann para situaciones ineldsticas y a partir de ella obtener unas ecuaciones
de Navier-Stokes (ecuaciones macroscépicas) bajo ciertas aproximaciones. Se
consideran a continuacién, no obstante, dos ejemplos de situaciones en las
que los gases granulares no pueden ser descritos usando las ecuaciones de
Navier-Stokes convencionales: el estado de cizalla uniforme y el Estado de
Fourier.

El estado de cizalla uniforme de un gas granular es un estado estacionario
en el que la densidad y la temperatura son uniformes y el perfil de velocidades
crece linealmente en una direccion perpendicular a la que fluye. En este caso,
existe una relacién lineal entre la componente no diagonal (en dos dimensio-
nes) del tensor de presiones y el médulo del gradiente de velocidades, siendo
la constante de proporcionalidad el coeficiente de viscosidad. El valor de este
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coeficiente, para este estado, es diferente del que aparece en las ecuaciones
de Navier-Stokes [57-59].

El estado de Fourier de un gas granular es también un estado estacionario
en el que la presion es uniforme y el flujo de calor es proporcional al gradien-
te de temperaturas. En este caso se encuentra que el valor de Navier-Stokes
para el coeficiente que relaciona el flujo de calor con el gradiente de tempe-
raturas coinciden para inelasticidades bajas con el que se tendria resolviendo
directamente la ecuacién de Boltzmann ineldstica [60,61]. Sin embargo, las
limitaciones de la descripcion de Navier-Stokes en la descripcion del Estado
de Fourier, si se hacen mas patentes cuando se considera el comportamiento
de una impureza en dicho estado [62].

El origen de la incapacidad de las ecuaciones de Navier-Stokes para descri-
bir ciertos estados estacionarios de un flujo granular rapido hay que buscarlo
en el método para obtener dichas ecuaciones, como se discute mas tarde en
el siguiente capitulo. Basta decir, que este hecho es consecuencia directa del
caracter inelastico de las colisiones.

La invalidez de la descripcién de Navier-Stokes no implica la de la hi-
drodinamica. En un trabajo reciente, y para un modelo mas sencillo de gas
granular, se ha mostrado que tal descripcion deja de ser vélida a partir de
cierto valor de la inelasticidad [63]. Sin embargo, parece que este resultado
no es extrapolable a modelos mas realistas de gas granular.

1.4.2. Comportamiento critico

Sin duda una de las facetas que més impacta de los medios granulares es
la aparicion de inestabilidades y el comportamiento del sistema cuando las
presenta. Algunas son andlogas a las de los gases moleculares mientras que
otras son peculiares de los fluidos granulares [64].

La inestabilidad mas importante de los gases granulares es, desde un pun-
to de vista conceptual, la del estado de enfriamiento homogéneo (HCS). En
el HCS un gas granular aislado es homogéneo y su energia decae monoto-
namente en el tiempo. Este estado es inestable para ciertas circunstancias,
estando la existencia y propiedades de esta inestabilidad bien predichas por
la teorfa hidrodinamica que se presenta en el siguiente capitulo. A modo de
ilustracién, en la figura 1.5 se muestra la configuracion alcanzada por un gas
granular aislado partiendo de una situacién homogénea, bajo condiciones en
las que el HCS es inestable.

El HCS es muy dificil de alcanzar en laboratorio porque no es posible ais-
lar los granos del exterior y porque tiene una duracion muy corta. Por ello,
la forma usual de generar un gas granular en el laboratorio es inyectandole
energia a través de alguna pared. Existen numeroso ejemplos de comporta-
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Figura 1.5: Estado inhomogéneo de un gas granular aislado. Resultado de
dindmica molecular de discos duros inelastico.

miento critico de gases granulares vibrados, en ausencia y presencia de campo
gravitatorio, todos ellos bien explicados usando la descripcion hidrodinamica
del capitulo 2.

En el caso mas sencillo de sistema vibrado, el gas esta encerrado en una
caja con una pared vibrante y en ausencia de fuerza externa. En los resultados
experimentales y de simulacién, se observa en ciertos casos que el sistema
alcanza un estado estacionario en el que densidad y temperatura varian a lo
largo de la direccion normal a la pared vibrante, para algunos valores de los
parametros. En otros casos, la simetria en la direccion normal al gradiente,
puede romperse, apareciendo gradientes en las otras direcciones (ver figura
1.6 y [1]). Este fenémeno ha sido explicado por Brey y colaboradores hace
unos anos [53] para un modelo de discos duros lisos inelastico.

Existen otros muchos ejemplos en los que es posible explicar la fenome-
nologia de los medios granulares a partir de una formulacién macroscopica
general de los mismos. Como se vera, esta descripcion es valida para el tema
de este trabajo: el comportamiento de los gases granulares en contacto con
un piston adiabatico mévil. Este problema, conocido como el problema del
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Figura 1.6: Distribucién de discos duros lisos inelasticos, en la que existen
gradientes de densidad en la direccién horizontal y vertical, obtenida median-
te un algoritmo de dindamica molecular conducido por sucesos. El movimiento
de la pared vertical izquierda es en forma de diente de sierra siendo el resto
de paredes reflectantes (ver capitulo 2). Obsérvese la regién sélida cerca de
la pared vertical derecha.

pistén de Rayleigh o pistén adiabatico en el caso de gases elésticos, resul-
ta especialmente oportuno para estudiar el proceso de relajacién en los que
interviene la inelasticidad.

En el capitulo 3 se analiza el comportamiento de dos gases granulares
iguales en el HCS separados por un piston adiabatico movil. Para ciertos
valores de los parametros del sistema, se alcanza un estado en el que los
volimenes de los gases son iguales, es decir, en el que se conserva la simetria
del problema. Para otros valores, el estado alcanzado rompe la simetria inicial
del sistema y los volimenes son diferentes.

En el capitulo 4 se aborda el problema de dos gases granulares vibrados
separados por un piston adiabatico. Al igual que ocurre con el sistema no
vibrado, cuando todas las paredes del sistema se vibran de la misma forma,
existe una transiciéon de fase de no equilibrio entre estados estacionarios si-
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métricos en los que las densidades de los dos gases permanecen iguales y los
estados estacionarios asimétricos en los que las densidades son distintas a
ambos lados del piston.



Capitulo 2

Flujos granulares rapidos.
Piston de Rayleigh

El estudio tedrico de un sistema fisico comienza con la elaboracion de un
modelo. En el caso de los medios granulares [3], en general, y el de los flujos
granulares répidos [65], en particular, el modelo més utilizado es el de un
conjunto de esferas o discos duros que colisionan inelasticamente. Con este
modelo, es posible explicar a un nivel cualitativo gran parte de la fenomeno-
logia exhibida en la Naturaleza y en el laboratorio por los flujos granulares
rapidos [3]. La primera parte de este capitulo se dedica a presentar el modelo
y los distintos niveles de descripcién del mismo, comenzando por una for-
mulacién exacta basada en la ecuacién de Liouville, pasando por la ecuacion
de Boltzmann inelastica y terminando con las ecuaciones hidrodindmicas en
el orden de Navier-Stokes. Se prestara especial atencion al estado de enfria-
miento homogéneo (homogeneous cooling state o HCS) de un gas granular
aislado.

En la segunda parte, se describe el problema del pistén de Rayleigh o pis-
tén adiabatico, que en su versién clasica consiste en dos sistemas, en general
gaseosos, en contacto a través de un pistén adiabatico (sin grados internos
de libertad) mévil. A pesar de ser un problema muy estudiado, sigue siendo
controvertido y objeto de investigaciones, como se aprecia en los numero-
sos trabajos cientificos que se publican sobre el tema. En los tltimos anos,
el problema se esta abordando extendiéndolo a cuando existen elementos
disipativos en el sistema. Como resultado de la disipacién, la posible feno-
menologia se amplia considerablemente, existiendo atin bastantes aspectos
inexplicados. En la parte final de este capitulo, se describen los resultados
previos mas significativos del piston de Rayleigh tanto en su versién clésica
como inelastica, destacandose aquellos aspectos que seran necesarios para el
analisis presentado en los capitulos posteriores.

17
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2.1. Flujos granulares rapidos

Si en un medio granular la probabilidad de que més de dos granos estén
simultdneamente en contacto entre si es muy pequena, se dice que el sistema
es un flujo granular rdapido o un gas granular [3,66]. En tal caso, la dindmica
de las particulas es andloga a las de un gas molecular: se mueven libremente,
o bajo la acciéon de una fuerza externa, excepto cuando colisionan entre si.
La diferencia fundamental entre ambos sistemas reside en la naturaleza de
las colisiones. Mientras que en el caso molecular son elasticas, conservando
la energia cinética, en el granular son inelasticas. Las caracteristicas de los
flujos granulares rapidos justifican el uso de un modelo de esferas o discos
duros [19,67] que colisionan de forma ineldstica. Se presenta en esta seccion,
de forma somera, la descripcion del modelo partiendo de la ecuacién de Liou-
ville de la que se puede obtener, en cierto limite, la ecuacién de Boltzmann
inelastica y de la que, a su vez, usando el método de Chapman-Enskog, se
derivan las ecuaciones hidrodindmicas en el orden de Navier-Stokes. Estas
vendran dadas en el limite de pequenos gradientes hidrodindamicos sobre las
escalas adimensionales de longitud y tiempo. Por su importancia conceptual
y practica, se dedica la ultima parte de la seccién a revisar la descripcion
cinética e hidrodinamica del estado de enfriamiento homogéneo.

2.1.1. Modelo y descripcion cinética

Se considera un gas granular modelado por N esferas (d = 3) o discos
(d = 2) duros de didmetro o y masa m; en el primer caso el sistema es
tridimensional y en el segundo bidimensional. Cada particula se mueve segiin
las leyes de la Mecanica Clasica, de forma que su estado de movimiento
cambia por la accion de fuerzas externas o por la colisién con otras particulas.
Las colisiones son instantaneas, conservan la cantidad de movimiento pero,
en general, no conservan la energia cinética. Si vi y vy son las velocidades
de dos particulas antes de colisionar, las velocidades tras la colisiéon vienen
dadas por [68,69]

, 1+« o~

vV, =V — 5 (V12‘0')0'a

, 1+a o (2.1)
Vo = Vg + (vig- o),

donde vy = v — v3 es la velocidad relativa, & es un vector unitario definido
desde el centro de la particula 2 al centro de la particula 1 en el momento
del contacto (ver figura 2.1) y « es el coeficiente de restitucién normal. Este
coeficiente es un nimero real definido en el intervalo 0 < a@ < 1 y determina
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el grado de inelasticidad de las colisiones. El limite & = 1 corresponde a
colisiones elésticas. La regla de colisién (2.1) disminuye la energia cinética
total de las particulas E y provoca una contracciéon del espacio de velocidades
[68,69],

m
AE = ——(1 —a?)(vyz - 7)3,
21— a?)(vis - 8) )
dvidvy = advidv,.

Existen modelos mas elaborados que tienen en cuenta la dependencia
que en los sistemas reales tiene el coeficiente de restitucion normal respecto
de la velocidad relativa de las particulas involucradas en la colisién [9, 12,
70], la deformacién de los granos [12,70], la fragmentacién [71] e incluso
pérdidas de energia debidas a la rugosidad de los granos, es decir, debida a
la disminucién de la velocidad relativa perpendicular a & en las colisiones
[11,72]. Sin embargo, a lo largo de esta memoria se considera sélo el modelo
simplificado descrito antes.

Figura 2.1: Ejemplo de colisién entre dos granos de igual masa y diametro.
V1 y vy son las velocidades antes de la colisién, v} y v4 son las velocidades
después de la colisién dadas por (2.1) y & es un vector unitario.

Para especificar el estado del sistema es necesario definir las condiciones
de contorno. En el caso de un sistema aislado, para minimizar el efecto de las
paredes sobre éste se utilizan condiciones de contorno periddicas [73,74]. En
ellas, cuando las particulas salen por una parte del sistema son introducidas
en otra sin alterar sus velocidades. En este caso, la energia disminuye mono-
tonamente en el tiempo debido a la inelasticidad de las colisiones. Para que
el sistema pueda alcanzar un estado estacionario, hay que inyectar energia en
el sistema de forma continua, usualmente a través de alguna pared. El efecto
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de una pared puede modelarse de varias formas. Por ejemplo, rebotando las
particula y sumandoles a sus velocidades de alejamiento una cantidad fija
(pared con movimiento en diente de sierra [75,76]) o rebotdandolas con una
distribucién de velocidades prefijada (pared térmica [77,78]). El caso de una
pared que vibra con un perfil en diente de sierra se discute en el capitulo
3 donde, ademas, se estudia la interaccién del gas con un pistén adiabatico
movil.

Una vez definido el modelo, caben distintos niveles de descripcion desde
una perspectiva fisica, segin las escalas espaciotemporales que se conside-
ren. La descripcién mecanica es la méas fundamental y consiste en la deter-
minacion, a partir de las ecuaciones de Newton del movimiento y de unas
condiciones iniciales, de las posiciones y velocidades de todas las particulas
como funcion del tiempo. El estado del sistema viene dado por un punto en
el espacio de las fases, de dimensién N2¢ (el nimero de coordenadas nece-
sarias para determinar las posiciones y velocidades de las N particulas). La
evolucion del sistema corresponde a una curva en dicho espacio. Para esferas
y discos duros, la probabilidad de que se produzcan colisiones que involucren
a mas de dos particulas o que haya més de una colisiéon simultaneamente
es cero, por tanto, la evolucién del sistema (la trayectoria en el espacio de
las fases) se determina a partir de un punto (condicién inicial) teniendo en
cuenta la evolucién entre colisiones, la ley de colisién (2.1) y el efecto de las
condiciones de contorno. Esta descripcion es la que se utiliza en los métodos
numéricos de simulacion en ordenador como, por ejemplo, el de dinamica
molecular [74,79,80] que se describe someramente en el apéndice B.

A partir del comportamiento mecanico del sistema y una funcién de pro-
babilidades para los puntos del espacio de las fases en una situacion inicial,
es posible determinar, al menos formalmente, la probabilidad de encontrar al
sistema en cualesquier punto de dicho espacio en un instante dado. La idea es
asociar a las trayectorias del espacio de las fases la probabilidad del punto del
que parten, de modo que la probabilidad de un punto cualquiera en un tiem-
po especificado es el de la trayectoria que pasa por él. Esta forma de asociar
las probabilidades es viable porque la evolucion del sistema es determinista
(las trayectorias del espacio de las fases no se cruzan). La descripcién pro-
babilistica anterior corresponde a una generalizacion del formalismo clasico
basado en la ecuacién de Liouville [18,81,82].

De la probabilidad de encontrar al sistema con cualquier configuracion,
puede obtenerse informacién menos genérica como, por ejemplo, la probabi-
lidad de que N7 < N particulas cualesquiera estén en el entorno de un punto
del subespacio fasico de N2¢ dimensiones en un tiempo t,

I (re, oo TNy, Ve, Vi, B)dEy L dey dvy L dv iy, (2.3)
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donde fy, es la funcion de distribucién Nj-particular. Se ve facilmente que la
ecuacion que obedece f; involucra a fs, la que obedece f5 involucra a f3, y asi
sucesivamente. El conjunto de ecuaciones para las funciones de distribucion
se conoce con el nombre de jerarquia BBGKY ineldstica [82] y la primera de
ellas coincide, sobre escalas espaciales mucho mayores que el didmetro de las
particulas, escalas temporales mayores que el tiempo tipico de colision entre
particulas y en el limite de baja densidad [81], con la ecuacion de Boltzmann
inelastica. Si sobre los granos no actiia ninguna fuerza externa, dicha ecuacion
tiene la forma

(% +v- V) f(r,v,t) = ad_lJ[r7V,t|f], (2.4)

donde f esla funcién de distribucién de una particula, normalizada al nimero
total de particulas del sistema, y J[r,vy,t|f] es el operador de Boltzmann
inelastico,

Tl v, 1] :/dvz/d& OV1z - 5)(vis - &)
x [a2f(r,vi,t) f(r,vy,t) — f(r,vi,t)f(r,va,1)] .

O es la funcién escalén de Heaviside, do es el elemento de dngulo sélido en
la direccién de & y

(2.5)

. 1+«  ~
vi=vy — (viz-0)0,
* 1 Ha - (2.6)
Vs = Vo + (vip-0) 0,

son las velocidades precolisionales, aquéllas que dan lugar tras la colisién a
V1 Yy Vo

El primer miembro de la ecuacién (2.4) da cuenta de la variacién de la
funcién de distribuciéon como consecuencia del movimiento libre de las par-
ticulas. Todo el efecto de las colisiones sobre la funciéon de distribucién esta
incluido en el operador de Boltzmann (2.5). Si la evolucién entre colisiones
fuera diferente y/o existieran mecanismos colisionales diferentes, es posible
modificar la ecuacién de Boltzmann convenientemente. De hecho, descrip-
ciones basadas en esta ecuacién o similares no sélo aparecen en Fisica sino
también en Economia [83], Biologia [84] y otras disciplinas. En el caso de
los sistemas moleculares y granulares, las aproximaciones y limitaciones de
la ecuacion de Boltzmann estdn claras [85], pero en otras circunstancias no
siempre lo estan.

El caracter no lineal del operador de Boltzmann hace que la ecuacién (2.4)
sea muy dificil de resolver, en general. Por ello, para obtener informacion de
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la funcién de distribucion se suele proceder de dos formas diferentes; o bien
simplificar el operador de Boltzmann, obteniéndose otras ecuaciones cinéticas
como la de Boltzmann linealizada [86-88], modelos cinéticos [63, 68,89, 90],
etc; o recurrir a métodos perturbativos para obtener soluciones aproximadas,
caso de métodos que usan desarrollos en bases de funciones [60,62,69], método
de Hilbert [67], de Chapman-Enskog [68], etc. El tltimo de ellos, que se
introduce en la siguiente seccién, proporciona una descripcion hidrodinamica
cerrada de los medios granulares.

La ecuacion de Boltzmann para esferas o discos eldsticos se obtiene de
(2.4) haciendo o = 1 en el operador de colisién (2.5). Sin embargo, esto no
quiere decir que las propiedades de las soluciones de la ecuacion elastica se
recuperen en dicho limite a partir de las soluciones de la ecuacién inelastica.
En general, como podré verse con mas claridad cuando se describa el esta-
do de enfriamiento homogéneo, el limite elastico es singular. Esto supone un
cambio cualitativo respecto al caso eldstico que se ve reflejado en modificacio-
nes tanto de los métodos de resolucion de la ecuacion como de la descripcion
hidrodindmica que se deriva de ella.

2.1.2. Hidrodinamica

Sea f(r,v,t) la funcién de distribucién monoparticular de un conjunto
esferas o discos duros introducida en el apartado anterior. Se definen los
campos hidrodinamicos densidad de particulas n, velocidad u y temperatura
granular 7" como

n(r,t) E/dV f(r,v,t),
n(r,t)u(r,t) = /dv vf(r,v,t), (2.7)

gn@,t)T(r, =" [ dv (v —u)?flrv.1).

En la dltima de las ecuaciones se ha utilizado el hecho de que en el contexto
de los medios granulares se suele tomar la constante de Boltzmann igual a la
unidad en la definicion de la temperatura. Cuando la funcién de distribucion
f obedece la ecuacién de Boltzmann inelastica, las ecuaciones de balance para
los campos hidrodinamicos se obtienen multiplicando dicha ecuacién por las
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potencias mas bajas de la velocidad e integrando posteriormente [91],

%n + V- (nu) =0, (2.8)
%u +u-Vu+ (mn)'V-P =0, (2.9)
0

§T+u-VT+2(dn)—1 (Vu:P+V.q)+7T¢=0. (2.10)

Aqui P es el tensor de presiones, q el flujo de calor y ( la velocidad de
enfriamiento, definidos como

P(r,t) Em/dv (v—u)(v—u)f(r,v,t),

q(r,t) = % dv (v —u)*(v —u)f(r,v,1), (2.11)
1— a2 -1 d—1
((r,t) = <4dFa(%) mgT /dV1/dV2 V3, f(r, vy, t) f(r, va, t).

Las ecuaciones (2.8) y (2.9) son leyes locales de conservacién del nimero
de particulas y de la cantidad de movimiento, respectivamente. La ecuacion
(2.10) corresponde al balance local de energia y contiene un término de sumi-
dero de energia, disipacion, que no aparece en el caso elastico. El coeficiente
¢ introducido mide la velocidad de enfriamiento del sistema debida a la ine-
lasticidad.

El sistema (2.8)-(2.10) no es cerrado, a menos que el tensor de presiones,
el flujo de calor y velocidad de enfriamiento se expresen como funcién de los
campos hidrodinamicos. Estas son las denominadas relaciones constitutivas
de la hidrodinamica. Para cerrar las ecuaciones, en el marco de la teoria
cinética, es necesario introducir el concepto de funcién de distribucién normal
y un método para resolver la ecuacion de Boltzmann ineldstica que permita
obtener las soluciones normales.

Se denominan soluciones normales [92] de la ecuacién de Boltzmann a las
soluciones en las que toda dependencia espacial y temporal ocurre a través
de los campos hidrodinamicos,

f(r,v,t) = f[v|n(r,t),u(r,t), T(r,t)], (2.12)

es decir, la funcién de distribucién es funcién de la velocidad pero funcional
de la posicion y el tiempo a través de sus primeros momentos, los campos
hidrodinamicos. La importancia de estas soluciones radica en el hecho de que
al ser sustituidas en las expresiones del tensor de presiones, flujo de calor y
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velocidad de enfriamiento, las ecuaciones de balance se cierran, convirtiéndo-
se en las denominadas ecuaciones hidrodinamicas. Por ello, la existencia de
una descripcion hidrodinamica queda estrechamente ligada a la existencia de
soluciones normales de la ecuacién de Boltzmann.

El método perturbativo por excelencia para resolver la ecuacion de Boltz-
mann y construir soluciones normales es el de Chapman-Enskog [67,68,92,93].
Su punto de partida es admitir que la solucién normal puede construirse me-
diante un desarrollo en los gradientes de los campos hidrodindmicos. Asocian-
do a cada orden en los gradientes una escala temporal, el método proporciona,
en cada orden, una expresién aproximada de la funcion de distribucién como
funcién de los campos y sus gradientes, y unas ecuaciones hidrodinamicas.
La funcién de distribucién como funcion de la posicién y la velocidad no se
conoce hasta que no se resuelven las ecuaciones hidrodinamicas del sistema
completo. De este modo, el efecto de las condiciones de contorno sobre la
funcion de distribucion en el método de Chapman-Enskog se introduce de
forma indirecta a través de los campos hidrodinamicos.

Si se aplica el método de Chapman-Enskog para gases granulares hasta
el primer orden en los gradientes de la funcién de distribucién, se obtienen
las siguientes formas para el tensor de presiones, flujo de calor y velocidad
de enfriamiento como funcién de los campos y sus gradientes en la primera
aproximacién de Sonine [68,91]

0 0 d
P T8 —m | s & s — 2 (V-
i =nT0;; —n axiuj—l—awjul 2(V u) b |,
q=—rkVT —puVn, (2.13)
nT
(=X
Mo

En estas expresiones, 1 es el coeficiente de viscosidad tangencial, x la con-
ductividad calorifica térmica y p la conductividad calorifica difusiva, cuyas
expresiones como funcién de los campos y del resto de pardametros del sistema
se dan en el apéndice A. Estas magnitudes se conocen como coeficientes de
transporte y las ecuaciones (2.13) son las relaciones constitutivas en el orden
de Navier-Stokes.

Sustituyendo la relaciones (2.13) en las ecuaciones de balance (2.8)-(2.10)
se tienen las ecuaciones hidrodinamicas en el orden de Navier-Stokes. Pa-
ra poder usar estas ecuaciones los gradientes de los campos no pueden ser
grandes. En muchas circunstancias, y asi pasa siempre en el caso elastico, los
gradientes vienen controlados por las condiciones de contorno. Sin embar-
go, puede ocurrir que la inelasticidad del sistema induzca los gradientes. En
estos casos, la descripcién hidrodinamica derivada del método de Chapman-
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Enskog, que admite independencia de los gradientes y la inelasticidad, puede
fallar. Mas concretamente, lo que se espera es que, aunque la estructura de
las ecuaciones de Navier-Stokes no cambie, la dependencia de los coeficientes
de transporte con el coeficiente de restituciéon normal y los campos si se vea
alterada [58,62].

Las predicciones tedricas pueden a menudo compararse con resultados
numéricos de simulacion en ordenador. Los métodos de simulacién mas usados
en el estudio de los flujos granulares rapidos son los de dindmica molecular [74]
y directo de Monte Carlo (DSMC) [79]. El primero, que se describe en el
apéndice B, resuelve exactamente la dinamica del sistema, mientras que el
segundo admite la validez de la ecuacién de Boltzmann ineldstica. Ambos
métodos han permitido confirmar la validez de la descripcion que proporciona
las ecuaciones de Navier-Stokes en muchas circunstancias, y en particular la
del estado de enfriamiento homogéneo que se discute a continuacién.

2.1.3. Estado de enfriamiento homogéneo

Un gas molecular aislado siempre alcanza un estado de equilibrio en el
que la densidad y la temperatura son uniformes e independientes del tiempo.
Ademas, la distribucion de velocidades de sus particulas es la de Maxwell-
Boltzmann. Cuando las colisiones son inelasticas, el estado anterior no es
posible. En su lugar, el sistema puede alcanzar un estado homogéneo en el
que su temperatura decaiga mondétonamente en el tiempo y su campo de
velocidad sea nulo. A dicho estado de un gas granular se le conoce como
estado de enfriamiento homogéneo o HCS (del inglés homogeneous cooling
state).

No se ha encontrado la solucién de la ecuacién de Liouville correspondien-
tes al HCS por ahora, aunque si existen indicios de su existencia [94]. En el
caso de un gas diluido, suele partirse de la ecuacion de Boltzmann inelastica
asociada. Puesto que en el HCS el gas es homogéneo, el tiempo se puede ex-
presar como funcion de la temperatura del sistema, por ser ésta homogénea y
una funciéon monotona decreciente. Entonces, es posible buscar una solucion
de la ecuacion de Boltzmann que tenga la propiedad de escala

fu(v,t) = npue(t) " x(c), (2.14)
donde
[ 2Th(t)
wlf) =y =0 (2.15)
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El subindice h hace referencia a propiedades del HCS. La ley de escala (2.14)
implica que la funciéon de distribucién del HCS es una funcién normal, en el
sentido discutido en el apartado anterior.

Usando la hipdtesis de escala en la ecuacién (2.10) para la temperatura,
se llega a la ley de Haff [65,95]

T = ~Glt)Th, (2.16)

con (p(t) la velocidad de enfriamiento asociada al HCS, dada por

(1—a?)rs

Cu(t) = m

Uo(t)nhgd_l /dCl /dC2 |Cl — CQ|3X(01)X(62). (217)
Sustituyendo ahora en la ecuacién de Boltzmann, se tiene la siguiente ecua-
cién para la funcién de distribucién reescalada,

G 0

Yognnod1 e (ex) = Jlclx], (2.18)

donde J es el operador de Boltzmann inelédstico definido en (2.5). La ecuacién
(2.16) se puede resolver teniendo en cuenta que toda la dependencia temporal
de (j, es a través de la temperatura, obteniéndose

TM®:7M®{1+%@mﬁI_, (2.19)

que ha sido comprobada experimentalmente [95]. Para la ecuacién (2.18), sin
embargo, sélo se conocen soluciones aproximadas. Para velocidades térmicas
(le| < 2), la funcién reescalada del HCS puede ser aproximada por [69,73,96]

4
X(e) =2 {1 + as(a) {C— _dr2,, ddT 2)} } ,
4 2 8
B 16(1 — a)(1 — 202)
9+ 24d + (8d — 41)a + 30a2(1 — )

(2.20)

as(a)

Las colas de la distribucién, por otra parte, son exponenciales [66,69,97].
En el orden mas bajo en los gradiente, la funcion de distribuciéon que se
obtiene con el método de Chapman-FEnskog es la version local de la funcién de
distribucién del HCS [68], es decir, escala de la misma forma con los campos,
pero éstos pueden depender del espacio y del tiempo. El papel que juega
la distribucién de equilibrio en el método de Chapman-Enskog para el caso
elastico es andlogo al que juega la distribucién del HCS en el caso inelastico.
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Pero la funcion de distribucién del HCS no es la de equilibrio y, ademas, éste
no es un estado atractor para cualquier gas granular aislado (excepto en el
caso homogéneo, ver [98] y citas en él). Es més, para ciertos valores de los
pardmetros del sistema, el HCS es manifiestamente inestable [99,100].
Usando una descripcion hidrodinamica del HCS es posible determinar los
parametros del sistema para los que éste es linealmente inestable, es decir,
situaciones para las que pequenas perturbaciones de los campos hidrodina-
micos respecto de los del HCS dejan de ser pequenas con el paso del tiempo.
Para ello, se toma el modelo usual de gas granular, se escoge un sistema cua-
drado o cibico de lado L y, con el fin de minimizar el efecto de las paredes
sobre el sistema, se usan condiciones de contorno periddicas. Linealizando las
ecuaciones de Navier-Stokes respecto de los campos del HCS se obtiene, tras
algin calculo, que el estado de enfriamiento homogéneo es estable para valo-
res de la longitud del sistema L por debajo de un valor critico L. [101,102],

1 3-d d-+2 n*
L. = r(es2), /2L 291
nhad—lﬂ ’ ( 2 > 20" ( )

siendo inestable si L > L.. En la region de parametros en la que el HCS es es-
table y cerca de la transicién, las fluctuaciones de los campos hidrodinamicos
no son despreciables y presentan un comportamiento universal [103—-106].

En la region inestable, pero cerca de la transicion, el sistema exhibe un
estado de cizalla [107]. Una caracteristica importante de este estado es que,
a pesar de no ser homogéneo y que el campo de velocidades no es nulo, la
temperatura local obedece una ley tipo Haff. Es mas, toda la dependencia
temporal del sistema se puede asimilar en una temperatura global, como
ocurre en el HCS. Esto implica que aunque la temperatura depende de la
posicion, la velocidad de enfriamiento efectiva no, o si se quiere, la deriva-
da temporal del logaritmo neperiano de la temperatura es uniforme. Esta
caracteristica de igualdad de las velocidades de enfriamiento aparece repe-
tidamente a lo largo de esta memoria, y parece ser comun a otros sistemas
granulares, como por ejemplo, una mezcla granular homogénea [17] o gases
granulares en estados de enfriamiento inhomogéneos [108].

El analisis de estabilidad también es aplicable con otras condiciones de
contorno. Para paredes reflectantes, por ejemplo, el resultado es cualitativa-
mente andlogo, pero, hay que senalar dos diferencias importantes. Cuando se
introducen paredes, el sistema pierde la simetria que le garantizaba homo-
geneidad espacial, apareciendo cerca de las paredes regiones con gradientes
de densidad y temperatura. El sistema, por tanto, no esta estrictamente ha-
blando en el HCS. Ademas, cuando se usan paredes reflectantes, hay estados
(modos hidrodindmicos) permitidos con condiciones de contorno periédicas
que se vuelven no accesibles.
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Existen en la bibliografia resultados parciales acerca del comportamiento
del gas granular en la region inestable del HC'S, pero se esta muy lejos de una
teorfa general [109]. Estudiar estos estados resultard muy ttil para entender
los procesos de formacién de agregados de particulas, de termalizacién de los
sistemas granulares en general, del comportamiento de las mezclas, etc. Los
resultados de este trabajo, aunque limitados a situaciones en el que los gases
son diluidos, pretenden ayudar a avanzar en esta linea.

2.2. El piston de Rayleigh

Sean dos gases moleculares dentro de un recipiente de paredes adiabdti-
cas y separados por un piston fijo, también adiabatico. Los dos gases estan
aislados y alcanzan sendos estados de equilibrio independientes y por tanto,
en principio, diferentes. Si se libera la posicién del pistén, los dos gases in-
teraccionan macroscopicamente y el sistema como un todo alcanza un estado
de equilibrio. Comprender y describir el proceso de relajacion del sistema
es lo que se conoce como el problema del pistén de Rayleigh o del piston
adiabatico. En el contexto de los medios granulares, surgen inmediatamente
las siguientes preguntas: jcémo se comporta un pistén en contacto con un
gas granular y viceversa?, jqué ocurre si uno de los gases es granular?, etc.
Esta seccién y el resto del presente trabajo tratan de dar respuestas a estas
y otras preguntas asociadas.

La primera parte de esta la seccién se dedica a la revisiéon de algunos de
los resultados mas destacados referentes al estudio del pistén de Rayleigh,
también llamado piston adiabatico. La segunda parte se centra en la revision
de los resultados previos en el contexto de lo medios granulares. El caso
elastico se ha enfocado desde varios puntos de vista, usando descripciones
analogas a las de la ecuacion de Liouville, utilizando la ecuacion de Boltzmann
y también mediante ecuaciones hidrodinamicas. La dificultad adicional de los
medios granulares hace que solo se haya abordado el estudio del problema
inelastico usando descripciones macroscopicas aproximadas.

2.2.1. Problema clasico

Existen varias formulaciones del problema del pistén adiabatico o de Ray-
leigh. En una publicacién del ano 1999 [110], E. H. Lieb considera el sistema
de la figura 2.2. Un gas permanece aislado del exterior entre las paredes de
un recipiente y un piston que puede moverse verticalmente y que no tiene
estructura interna (el nombre piston adiabdtico se debe a este hecho). Sobre
el piston se coloca una masa M que comprime el gas, de modo que el sistema
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Figura 2.2: Dibujo esquemaético de un sistema aislado compuesto por un gas
en contacto con un pistén y una masa M. El pistéon no tiene estructura
interna y sobre la masa acttia la fuerza gravitatoria.

permanece en equilibrio mecénico, es decir, la fuerza gravitatoria sobre la
masa es compensada por la fuerza que proviene de la presion del gas. Para
que el sistema esté en equilibrio termodinamico, es necesario que la tempera-
tura de la masa y del gas sean iguales. Partiendo de una situacion inicial en la
que el sistema esta en equilibrio mecanico pero no térmico, ;como alcanzara
el sistema el estado de equilibrio?

Landau y Lifshitz [111], por un lado, y Feynmann [112], por otro, dieron
la siguiente explicacion cualitativa del proceso de relajacion del sistema. La
fuerza gravitatoria que actia sobre la masa se compensa con la fuerza que
ejerce el pistén pero solo en promedio. Las pequenas fluctuaciones de la po-
sicién del pistén, debidas a las fluctuaciones de la presion, provocan flujos de
energia entre la masa y el gas que terminan termalizando todo el sistema.
Esta explicacion esta en desacuerdo con la Termodinamica. Cualquier cambio
en el estado de equilibrio del sistema debe incrementar la entropia total por
estar éste aislado. Al pasar del estado inicial, en el que la temperatura del gas
y de la masa son diferentes, al estado de equilibrio, el subsistema mas caliente
disminuye su temperatura ejerciendo trabajo sobre el otro. Esta disminucion
es consecuencia de que la energia total se conserva, y la transferencia de
energia solo puede ser a través de un trabajo, al ser el piston adiabatico por
hipotesis. Esto contradice el segundo principio de la termodindmica aplicado
al subsistema mas caliente dado que disminuye su temperatura y por tanto
su entropia (la presién inicial y en equilibrio son iguales) ejerciendo trabajo
sobre el otro.

El punto clave en la aparente paradoja esté en la consideracién del piston
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como sistema macroscopico y adiabético al mismo tiempo. El punto de vista
adoptado por muchos autores, y también el de este trabajo, es el de considerar
al piston como una particula mas del sistema. El flujo neto de energia es un
promedio de la energia transferida a través de las colisiones entre el piston
y las particulas de los sistemas con los que esta en contacto, pudiendo ser
distinto de cero aun cuando el piston sea adiabatico.

El problema descrito suele simplificarse eliminando el campo gravitatorio
y sustituyendo la masa por otro gas [113]. El sistema resultante es el indicado
en la figura 2.3 y que se considera a continuacion.

nlaprl n27T27p2

Figura 2.3: Dos gases dentro de un contenedor aislante y separados por un
piston adiabatico maévil.

Si los gases a los dos lados del piston son iguales, ideales e infinitos,
el problema del pistén adiabatico se reduce al problema clésico del gas de
Rayleigh, es decir, el de una particula masiva inmersa en un gas en equilibrio.
Se conocen resultados exactos para este sistema cuando la masa del piston es
mucho mayor que el de las particulas [114-116]. La exactitud de los resultados
se debe a la posibilidad de eliminar el efecto de las denominadas recolisiones
que se dan cuando una particula del gas colisiona mas de una vez con el pistén.
Cuando los subsistemas a izquierda y derecha del piston son finitos, no esta
del todo claro cémo tener en cuenta el efecto de las recolisiones [115]. Si los
dos gases son infinitos y tienen inicialmente la misma presion pero distinta
temperatura, Gruber y Piasecki [117,118], admitiendo que la distribucién de
velocidades de las particulas que colisionan con el piston es la de equilibrio,
encuentran que el pistén se mueve con velocidad media no nula de la region
mas fria a la mas caliente. Si la masa M del piston es suficientemente grande,
el valor medio y dispersién de su velocidad cumplen

<V> X \/T — \/Tl,
M{(V?) =/ T\T.
Resultados analogos se han obtenido usando descripciones basadas en la ecua-

cién de Fokker-Planck [119,120]. ;Es aplicable el resultado anterior para sis-
temas finitos? Si asi fuera, el pistéon en situaciones de equilibrio mecanico

(2.22)
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pero no térmico, tendria una velocidad media no nula, que produciria una
modificacién del equilibrio mecanico, lo que a su vez obligaria al sistema a
reajustarse. Este mecanismo, que liga equilibrio mecénico y térmico, permite
dar una explicacién al proceso de relajacion. Lamentablemente, ain no se
conoce una respuesta exacta a esta pregunta.

En la referencia [115] se obtienen resultados exactos pero para un modelo
muy simple (no hay colisiones entre las particulas). En [117,118] los gases no
son ideales, en general, pero no se tiene en cuenta el efecto del piston sobre la
funcion de distribucién de los gases. Sélo existen hasta el momento resultados
para discos duros obtenidos numéricamente [121] y algunas tentativas para
sistemas con pocas particulas [122,123].

Pese a la dificultad de abordar un estudio exacto (es decir, con un modelos
realista, teniendo en cuenta el efecto del piston sobre los gases, correlaciones,
etc.), existe una imagen clara, contrastada con los resultados de simulacién,
del proceso de relajacion del sistema. A partir de una condicion inicial en la
que las temperaturas y presiones de los gases son diferentes, el sistema alcanza
un estado de equilibrio termodindmico en dos etapas. En una primera, el
sistema relaja hacia una situacién en la que las presiones se igualan pero las
temperaturas son diferentes. En una segunda etapa, mas lenta que la anterior,
el sistema se termaliza, es decir, las temperaturas de los gases y también la
del pistén se igualan [124-128].

2.2.2. Problema inelastico

Al abordar el problema del piston de Rayleigh en el contexto de los me-
dios granulares, surgen viejas y nuevas preguntas, jcémo se comporta un
gas granular en contacto con un piston adiabatico?, jexisten magnitudes con
buenas propiedades, como la temperatura o la entropia, para sistemas fue-
ra del equilibrio termodinamico?, ;jqué propiedades se igualan cuando dos
sistemas granulares se ponen en contacto a través de un piston?, etc. En el
caso de los flujos granulares rapidos la ecuacién de Boltzmann inelastica y
las ecuaciones de Navier-Stokes que se obtienen a partir de ella, constituyen
una herramienta potente de analisis. Por esta razoén, la mayoria de los tra-
bajos tedricos que se encuentran en la bibliografia se centran en este tipo de
sistemas granulares.

Considérese el sistema eldstico de la figura 2.2 descrito en [110].Tal como
se ha analizado en la seccién 2.2.1, el sistema alcanza un estado de equili-
brio termodinamico en el que todas las temperaturas son iguales, incluida la
del piston (definida a partir de su energia cinética media). El problema se
simplifica eliminando el cuerpo encima del pistén y asociandole a este tltimo
una masa. De esta forma el proceso de relajacion sélo involucra al gas y al



32

Capitulo 2

pistén. Pero jqué ocurre si el gas es granular? Si no existe un mecanismo que
compense la pérdida de energia en las colisiones, el gas y el pistén colapsan
en un estado en el que nada se mueve. Para que el sistema llegue a un esta-
do estacionario hay que inyectar energia, por ejemplo, vibrando la base del
contenedor.

Para ciertas geometrias y densidades moderadas, Brey y Ruiz-Montero
[129-131] encuentran que el sistema alcanza un estado estacionario en el
que los perfiles de temperatura y densidad del gas sélo dependen de la altura
medida desde la base del sistema. Ademas, la temperatura del piston, definida
nuevamente a partir de su distribucion de velocidades, es diferente de aquélla
correspondiente a la parte del gas con el que esta en contacto. Esta violacion
de la equiparticién es frecuente en los medios granulares [132-136] y es una
consecuencia directa del estado de no equilibrio en el que se encuentran los
mismos.

Los resultados tedricos en [129-131] estdan basados en una descripcién hi-
drodindmica del gas en la aproximacion de Navier-Stokes. A través de una
descripcion cinética de la interaccion del gas con la pared vibrante y el piston,
es posible calcular, bajo ciertas aproximaciones, el flujo de energia a través
de la pared vibrante y del pistén como funcién de los campos hidrodinami-
cos, como se discute en el capitulo 3. Esto permite completar la descripciéon
hidrodindmica. Los resultados tedricos para los perfiles hidrodinamicos del
gas granular coinciden con los obtenidos mediante dindmica molecular. Sin
embargo, cuando se compara la temperatura del pistéon, calculada a partir
del segundo momento de su distribucién de velocidades o a través de la com-
presibilidad del sistema [129], con la del gas, aparecen notables discrepancias
con las predicciones tedricas existentes. Resultados recientes apuntan a la
presencia de correlaciones precolisionales entre particulas y el pistén como
las causantes de tales discrepancias [137].

En 2005, R. Brito y colaboradores publican el primer trabajo [138] en el
que se trata el problema del pistén de Rayleigh con gases granulares. Estu-
dian, tedricamente y mediante simulacién de dindmica molecular, un sistema
aislado formado por dos conjuntos de discos duros inelasticos iguales ence-
rrados en una caja rectangular y separados por un pistén adiabatico movil,
es decir, una generalizacion al caso inelastico del sistema de la figura 2.3.
Para todas las situaciones estudiadas por los autores, el sistema, partiendo
de una configuracion inicial simétrica, evoluciona hacia una situacién en la
que el pistén colapsa uno de los subsistemas. Usando una descripcién hidro-
dindmica en la que no tienen en cuenta flujos de energia a través del piston,
consiguen reproducir los resultados de simulacién. Uno de los objetivos de
este trabajo es entender el resultado obtenido en [138], tratando de ver por
qué y bajo qué condiciones se puede despreciar el flujo de energia a través del
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piston. Esta cuestion es importante, porque en el caso eldstico el mecanismo
por el que el sistema relaja es precisamente a través de la energia transmitida
por las vibraciones del piston.

Hurtado y Redner [123,139] simplifican el sistema de la referencia [138]
considerando tres particulas, dos ligeras y una pesada, que se mueven a lo
largo de una tnica direccién. La particula pesada permanece entre las dos
ligeras con las que colisiona eldsticamente. Las particulas ligeras, sin em-
bargo, colisionan de forma inelastica con las paredes. Sorprendentemente, el
comportamiento del sistema de tres particulas es andlogo al de dos gases ine-
lasticos y un piston. Este sistema es interesante para entender la importancia
de las correlaciones precolisionales en el proceso de relajacién del sistema.

Otros estudios teodricos del piston de Rayleigh ineldstico consideran situa-
ciones en las que el gas a izquierda y derecha del piston son diferentes o estan
sometidos a condiciones diferentes. En [140], por ejemplo, el pistén colisiona
de forma inelastica con los dos gases en equilibrio a ambos lados, pero el
grado de inelasticidad de las colisiones (medido a través del coeficiente de
restitucion normal) con el gas de la izquierda es diferente del de la derecha.
Piasecki y Gruber [141], por su parte, consideran un modelo anélogo pero en
el que las velocidades de las particulas solo toman valores discretos.

Recientemente, Lechenault y Daniels [142] han estudiado experimental-
mente los estados estacionarios alcanzados por dos sistemas granulares densos
vibrados y separados por un piston mévil. La posibilidad de llevar a cabo ex-
perimentos de sistemas granulares con pistones ha motivado el estudio en el
capitulo 4 del problema del pistéon de Rayleigh con gases granulares vibrando
las paredes del contenedor. En ese capitulo, el estudio se centrara en el caso
en el que los dos sistemas son diluidos y contienen particulas con las mismas
propiedades, a diferencia del trabajo [142] en el que los sistemas contienen
particulas diferentes y en una densidad muy alta.



34

Capitulo 2




Capitulo 3

Condiciones de contorno
cinéticas.

Dos gases granulares separados
por un piston adiabatico

Para poder resolver las ecuaciones de Navier-Stokes es necesario especifi-
car unas condiciones de contorno. En el caso presente, estas condiciones son
consecuencia de las colisiones de las particulas del gas con las paredes del
sistema y su determinacion requiere ir a escalas mas pequenas que las hidro-
dinamicas. En la primera parte del capitulo, usando una descripcion cinética,
se estudia la interaccién de un gas con una pared vibrante y con un piston
adiabatico mévil. Mas concretamente, a partir de la funcion de distribucién
del gas, se obtiene una expresion de la energia inyectada por una pared cuyo
perfil de velocidades tiene la forma de diente de sierra. Ademas, usando la
funcion de distribucion de dos cuerpos, de una particula del gas y el piston,
se calculan la fuerza que ejerce el gas sobre el pistén y el flujo de energia a
través de este ultimo. Al imponer la igualdad entre los flujos anteriores y los
flujos de Navier-Stokes (2.13), se completa la descripcién hidrodindmica.

En la segunda parte del capitulo se estudia la version ineldstica mas sen-
cilla del problemas del piston de Rayleigh o piston adiabatico, la de dos gases
granulares aislados y separados por un piston adiabatico mévil. El objetivo
es incorporar en la descripcion hidrodindmica de [138] las fluctuaciones de la
posicion del piston a través del flujo de energia obtenido en la primera parte
del capitulo. El sistema alcanza un estado de equilibrio mecanico en el que las
temperaturas de los dos gases y el piston son diferentes en general. Solo en el
limite en el que la masa del pistén es mucho mayor (frecuentemente infinito)
que la de las particulas se recupera el comportamiento descrito en [138].

35
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3.1. Condiciones de contorno cinéticas

Tres son los elementos que constituyen el contorno de los sistemas con-
siderados en este trabajo; paredes reflectantes, paredes vibrantes y el piston
adiabatico movil. Las colisiones entre las particulas del gas y estos elementos
determinan el comportamiento del sistema. El procedimiento habitual para
transcribir la informacion de la dindamica microscépica a la dinamica macros-
cOpica, en término de unos pocos campos, es mediante el uso de la teoria
cinética.

En el caso de una pared vibrante, usando la funcién de distribucion de una
particula del gas en contacto con ésta, es posible expresar el flujo de energia
inyectado en funcion de las propiedades del gas. El modelo considerado para
el movimiento de la pared vibrante permite despreciar las amplitudes de las
oscilaciones y requiere solo un pardametro para caracterizar el movimiento de
ésta. Por otro lado, al proceder de forma analoga con el pistén, es necesario
usar la funcion de distribucién dos cuerpos, la de una particula del gas y el
pistén. Se deduce una expresién exacta para la fuerza que ejerce el gas sobre
el piston y para el flujo de energia, en la que se realiza la aproximacion de
despreciar las correlaciones precolisionales.

m,o
O
O
o
UVp O O V;c
O
o % o
O
O
O
x =20 X

Figura 3.1: Dibujo esquemaético de un gas en contacto con una pared vibrante
y un piston adiabdtico movil.

El gas se modela por N esferas (d = 3) o discos (d = 2) duros de diametro
o y masa m. Sin pérdida de generalidad, la pared y el pistén se consideran
verticales. La primera tiene una posicién fija (z = 0) a la izquierda del gas y
el pistén una posicion genérica x = X a la derecha, como en la figura 3.1. El
objetivo, por ahora, no es estudiar el sistema de la figura 3.1, sino relacionar
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las propiedades locales del gas con el flujo inyectado por la pared, la fuerza
sobre el piston y el flujo de energia a través de éste [130].

3.1.1. Pared vibrante

No hay una tnica forma de inyectar energia a través de paredes vibran-
tes, incluso experimentalmente se hace de varias formas [10,142]. Sea Ax el
desplazamiento de la pared en un tiempo 6t; y —Ax en dty, como en la figura
3.2. Si Az es mucho menor que el recorrido libre medio de las particulas cerca
de la pared, éste es inapreciables hidrodindmicamente. Si ademds 0ty < 0ty
la probabilidad de que una particula colisione con la pared cuando ésta retro-
cede es del orden de 6ty /(0ty + 0ts), que es mucho menor que uno. En el resto
del estudio se considera que el movimiento de la pared vibrante corresponde
al limite que conduce al movimiento en diente de sierra de amplitud nula y

de velocidad v, [143]

Axr — 0, oty — 0, 0ty — 0,

3.1
Ax /oty — vy, Oty /dt; — 0. (3.1)

Ax

5ty Oty ¢

Figura 3.2: Perfil de velocidades en diente de sierra usado para la velocidad
del pistén en los limites (3.1).

Sin pérdida de generalidad, la pared vertical se sitia en x = 0. Una
particula de velocidad v con v, < 0 al colisionar con la pared cambia instan-
taneamente su velocidad de acuerdo con la siguiente regla de colisién

v =V,

(3.2)

- 2Ub — Vg,

donde v es la velocidad normal a la direccion X. La ley anterior produce
un incremente en la energia de la particula dado por

Ae = 2m(vy — vpv,). (3.3)
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Sea, como siempre, f(r,v,t) la funcién de distribucién de una particula
del gas en el instante t. Como éste siempre permanece a la derecha de la
pared, se define una nueva funcién fy, a través de la siguiente igualdad

flr,v,t) = O(x) fo(r,v,t), (3.4)

que toma los mismos valores que la funcion de distribucion en la region
accesible pero que extiende f a la zona prohibida evitando las singularidades
en la pared. Es conveniente descomponer la funcién fy, en la posicion de la
pared, en dos partes, una para las particulas que se acercan y otra para las
que se alejan,

folr, v, t)d(x) = fo (r,v,8)d(x) + fo (r,v,1)d(x), (3.5)
de modo que a la ley de conservacion del flujo de particulas resulta
fo (v, v, t)|vg|d(x)dv = ff (v, v/, )v.6(z)dV . (3.6)

Usando la regla de colisién (3.2), también valida reinterpretando v’ como la
velocidad precolisional, se tiene la siguiente relacién entre flujos en la pared
(dv = dv’)

fo (e, v )|l |6(x) = ff (v, v, t)v.6(z). (3.7)

Sea Qo(r,t) la energia media inyectada por la pared por unidad de area
y tiempo en la posicion r, y el tiempo ¢, entonces

Qolry.t) = / de / v [fy(r,v, Dlvald(@)] A (3.9)

Como
Ae = 2up — r) T
€ = muy(2vp — V) — MUY (3.9)
Ve <0, 2u, —v, >0,
se tiene
Qo :/dm/dv fo (xr, v, 1)d(x)|ve|mup| 20 — v,
(3.10)

+/dm/dv fo (v, v, )0 (x)muyv?.

La primera integral de la expresién anterior es

/dx/dv £ (r,v,£)5(2) |va w11, (3.11)
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que usando (3.7) y que dv, = dv!, resulta

/dx/dv fo (e, v, £)8 () mupvs;” (3.12)

= /dx/dv fof (e, v, )0 (x)muyv?.

Por tanto,
r,t)=mu, [ de | dv fo(r,v,t)
Qolrs b/ / olx, v )3(@)e (3.13)
(0 r, ) (O r, )vbv
donde
n(0,ry,t) /dw/dvforvt()
(3.14)

T.(0,r,,t) = m/dm/dv fo(r,v,t)é6(x)mu

La expresion (3.13), que fue obtenida por primera vez en [144] bajo cier-
tas aproximaciones, relaciona el flujo de energia con los campos densidad y
temperatura parcial en la direccion horizontal. Estos son, en general, funcio-
nes de la posicién (a lo largo de cualquier direccién ortogonal a la del eje
X) y del tiempo. La expresion es exacta, pues no se ha utilizado ninguna
hipétesis para obtenerla, y junto con la expresiéon de Navier-Stokes para el
flujo de calor en (2.13), permite relacionar los gradientes de la temperatura y
la densidad con los campos cerca de la pared. Esta es una forma consistente
de determinar las condiciones de contorno en la descripcién hidrodinamica.

3.1.2. Piston adiabatico modvil

Sean M, X y V, la masa, posicion y velocidad del piston, respectivamente.
Las colisiones entre las particulas del gas y el piston son en general inelasticas,
de manera que las velocidades postcolisionales vienen dadas por

/

VJ_ :VL,
M

I _ —

Vp = Up = M(l + ap) (Ve — Vi), (3.15)
m

siendo «, el coeficiente de restitucion normal de las colisiones entre los granos
del gas y el piston. Al igual que «, vale uno en el caso de colision elastica
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y esta comprendido entre cero y uno. La regla de colisién anterior conserva
la cantidad de movimiento pero produce una reduccion del modulo de la
velocidad relativa g, = v, — V,, de la energia cinética £ y del volumen del
espacio de las velocidades,

g;c = —0pGy,
mM
AE = ——————(1-0a%)g? 1

dvl.dV] = a,dv,dV,.

Las expresiones para las velocidades precolisionales, que se representan me-
diante un asterisco, se obtienen invirtiendo las ecuaciones (3.15) resultando

VJ_ :VJ_,

. M 1+aq

UV, = Uy — T

* m+ M « g

AR VA B (3.17)
m+M o

g; = _a;19x7

dv,dV,) = oz:;ldvxdvx.

Sea
f2(I',V7X,V;,t) (318)

la funcion de distribucion conjunta de una particula del gas y el pistén, y cuya
norma es el numero de particulas del gas V. Integrando convenientemente,
se pueden obtener las funciones de distribucién del gas y del piston,

f(r,v,t) :/dX/de fo(r,v, X, V. 1), ( |
3.19

1
F(X,V,,t) = N/dr/dv fo(r, v, X, V., 1).

Sin pérdida de generalidad, se considera que el gas permanece a la izquier-
da del pistén. Como se hiciera en el caso de la pared vibrante, se introduce
una nueva funcién de distribucién fos que pueda definirse en la regién prohi-
bida del gas y que no tenga los problemas que puede tener f5 en la posicion
del piston,

fo(r, v, X, Vo, t) = O(X — 2) foo(r, v, X, V,,, 1). (3.20)

Se descompone la nueva funcion de distribucién en dos partes, una describe
las particulas que se acercan al piston y la otra las que se alejan del mismo,

Joo(r, v, X,V t) = fH (v, v, X, Vo, t) + f (1, v, X,V 1), (3.21)
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con
f+(r7V7X7 ‘/l‘a t) = f02<r7v7 X7 ‘/I7t)®(gl‘)7

F v, X, Vo t) = foolr, v, X, Vs, )O(—gs). (3.22)

La conservacion del flujo de particulas en la posicién del pistén se traduce en
la siguiente igualdad [145]

[, v, X,V t)g.0(X — x)dvdV,

= f(r,Vv, X,V t)|g.10(X — x)dv'dV],

Y x?

(3.23)

o equivalentemente, teniendo en cuenta (3.17),

a2 fHre, v X V06X —a) = f(r,v, X, V,, 1)6(X —z). (3.24)

El uso de esta expresién en (3.21) da
Joo(r, v, X, Vo t) = (1 4+ 0, 207" ) fH (r, v, X, Vi, 1), (3.25)

donde b~! es un operador que cambia las velocidades v y V,, por las precoli-
sionales v* y V* dadas por las ecuaciones (3.17).
A partir de ahora se considerara que la velocidad media del piston es nula,
es decir,
/drdv/dXdefog(r,v,X,V;)V; =0. (3.26)
La fuerza F), ejercida por el gas sobre el pistéon es el valor medio de la
variacion de la cantidad de movimiento AP, del piston,
mM
AP, = MV -V,) = 1 s
(V= Vo) = 21+ ay)g

F, = /drdv/dXdV}c [, v, X, Ve, ) g.0(X — 2)AP,.

(3.27)

Utilizando la conservacion del flujo de particulas y la paridad de la funcion fos
respecto de V,, se tiene a la siguiente expresion (valida cuando la velocidad
media el pistén es nula) [130]

F, = /dr n(X,r, )T (X, r,,t)d(x), (3.28)

donde n es la densidad del gas y T}, es la temperatura asociada a la compo-
nente x de la velocidad de las particulas del gas en la posicién del pistén,

n(X,r,,t) = /drdv/dXdefog(r,v,X, V)o(X — z) (3.29)

(3.30)

xT

1
T.(X,r;,t)=— / drdv / dXdVy foo(r, v, X, V,)0(X — z)mu?
n
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La expresion de la energia cinética media inyectada por el pistén por
unidad de tiempo y drea Q(r,t) es

Qr .. 1) = / drdv / AX AV, (03, X, Vi, 100X —) 3 (02 07), (331)

2 . .z ’ s sy z
donde 2 (v', — v2) es la variacién de la energia cinética de una particula en
la colisién con el pistén. La integral en el segundo miembro de la expresion

anterior puede expresarse en funcién de fop mediante la relacién (3.23),

Qlri,t) = —% / drdv / AX AV, foo(r,v, X, Vo, )5(X — 2)gev?. (3.32)

A diferencia de lo que ocurre con el flujo de energia inyectado por una pared
vibrante y con la fuerza ejercida sobre el piston, en este caso la expresion
anterior no se puede poner, de modo exacto, en funcién de magnitudes hi-
drodinamicas del gas y del pistén, por lo que es necesario introducir algunas
aproximaciones.

Se usa la hipdtesis de que las correlaciones precolisionales entre las parti-
culas y el pistén son despreciables, de modo que

e, v, X,V t)0(X —2) ~ f(r,v,t) F(X,V,,1)0(g,)0(X —z), (3.33)

Sustituyendo esta expresién en (3.25) y, teniendo en cuenta que b 10(g,) =
O(—g,)b™', se obtiene

for(r, v, X, Vo, 1)0(X —z) = f(r,v,t)F(X,V,,t)0(X — z)

+0(—g.)(a, 2 = 1) f(r, v, ) F(X, V,, 1)6(X — ). (3.34)

El segundo sumando del segundo miembro de la igualdad tiene en cuente el
efecto de las correlaciones tras la colisién.

Sustituyendo la relacién anterior en la expresion del flujo de calor y aproxi-
mando las funciones de distribucién por gaussianas (ver apéndice C), resulta

— ap,m\
Qest) =2, 2 (1+g)— N (M )

Tmaoy, m+M\ M—-m (3.35)
donde
b= a,(M —m)mT, (3.36)

(M —a,m)MT(X,r,)

y T, = M (V?) es la temperatura cinética del pistén.
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Si las colisiones entre el gas y el piston son eldsticas, la expresion para el
flujo tiene la forma mas sencilla

2m mT, M
Qry,t)=— 2\/? (1 + MT(X, 11)) (m + M)? (3.37)

X [T(X,r)) =T, n(X,r ) T(X,r )2
En la mayor parte de las situaciones se cumple

mT,

M<l, —r2 _«x1 .
m/M < 1, MT(X, 1)) < 1, (3.38)
y por tanto,
2m [T(X - T
Q(n,t):—z,/_m[ ( ag\;) p]n(X,rl)T(X,rL)l/? (3.39)
m

Las expresiones (3.28) y (3.39) serdn usadas en lo que resta del capitulo
para estudiar el problema del pistén adiabatico en contacto con dos sistemas
granulares. La primera de las expresiones es exacta mientras que la segunda
contiene varias aproximaciones. Primero, se han despreciado las correlaciones
precolisionales entre las particulas y el piston, aunque no las postcolisionales.
Esto hace que la funcién de distribucion fpo de una particula y el gas no fac-
torice en el producto de dos funciones de distribucion, pues de ser asi, el flujo
de calor, en la aproximacién gaussiana, seria cero, como puede comprobarse
analizando la expresiéon (3.32). Finalmente, se han considerado situaciones
en las que se aplican las relaciones (3.38) y que las colisiones entre el gas y
el piston son elasticas.
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3.2. Dos gases granulares separados por un
pistén adiabatico

En esta seccién se vuelve a considerar el sistema estudiado por Brito y
colaboradores en la referencia [138], es decir, dos gases granulares aislados
separados por un pistéon adiabatico mévil. El objetivo del andlisis presentado
aqui es anadir a la descripcion hidrodinamica del trabajo anterior el efecto de
las fluctuaciones del pistén, que son las que permiten que el sistema termalice
cuando los gases son moleculares. En el caso inelastico, el sistema también
alcanza una especie de equilibrio térmico en el que los dos gases y el piston no
igualan sus temperaturas, en general, sino sus velocidades de enfriamiento.
La nueva condicién de equilibrio térmico, junto con la de equilibrio mecéanico,
da lugar a una transicion de fase de no equilibrio con una ruptura espontanea
de simetria. Los resultados en [138] se recuperan para el limite en el que la
masa del pistén es mucho mayor que la de las particulas, para el resto de
parametros del sistema fijos.

En la seccién siguiente se introduce el modelo y las ecuaciones del mismo.
Se estudian soluciones en las que la posicién media del pistén no cambia con
el tiempo (estados que se denominaran estacionarios) y en las que si hay
dependencia temporal. Los resultados tedricos seran comparados con los de
simulaciéon de dinamica molecular. Se cerrara el capitulo con una discusion
de los resultados obtenidos y de sus implicaciones.

3.2.1. Modelo y descripcion

El sistema que se considera consiste en un cilindro de longitud L, que
contiene 2N discos (d = 2) o esferas (d = 3) de masa m y didmetro o.
Un pistén adiabético (sin grados internos de libertad) de masa M divide al
sistema en dos partes con el mismo nimero de particulas. El pistén puede
desplazarse permaneciendo normal al eje de simetria del sistema, eje X. El
sistema esta aislado y evoluciona libremente. Las colisiones son inelasticas
entre particulas, a es el coeficiente de restitucion normal, y elasticas cuando
involucran al pistén o a una pared. El piston se mueve libremente entre
colisiones, no existiendo rozamiento de éste con las paredes del recipiente.

El sistema sera descrito hidrodinamicamente considerando que los dos
gases son aproximadamente homogéneos y que pueden ser descritos por las
ecuaciones del estado de enfriamiento homogéneo (HCS). Los subindices i =
1,2 indicaran propiedades del sistema a la izquierda y derecha del piston,
respectivamente. Las densidades cuando el piston se encuentra en la posicion
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Figura 3.3: Sistema formado por 2N discos o esferas de masa m y didmetro
o. El pistén se mueve libremente a lo largo del eje X.

X =z, son

N
n ==,
Sxp
Ty (3.40)
" TS, — )

donde S es la seccién del pistén (drea para d = 3 y longitud para d = 2).
Haciendo un balance de energia para los subsistemas y el pistén, se tiene

d dI d

5]\/'% = —§NC1T1 + QlS _plsvp’

d _dI d

TN = NG + Q25 + paSuy, (3.41)
1dT,

5% = _(Ql + QQ)Sa

siendo T; y p; la temperatura y la presion del subsistema i, respectivamente,
y v, la velocidad media (macroscépica) del pistén. Los primeros miembros
de las igualdades corresponden a las derivadas temporales de las energias
internas de los gases y del piston, respectivamente. Los términos proporcio-
nales a las velocidades de enfriamiento (; en las dos primera ecuaciones dan
cuenta de las pérdidas energéticas debidas a las colisiones inelasticas. Las
expresiones de las velocidades de enfriamiento son

=L :
Gi 770<Ti)C( ); (3.42)
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donde 79 y ¢* vienen dados en el apéndice A. El término @); representa la
energia por unidad de area y tiempo inyectada por el piston en el subsistema
i que, segun el resultado (3.39), valido en el limite (3.38), viene dado por

om T, — T,
Qi ~ =24/ %Tpniﬂ”z. (3.43)

Finalmente, los términos proporcionales a la velocidad del piston dan cuenta
del trabajo realizado por éste sobre los subsistemas.
Haciendo un balance mecanico para el piston, resulta

d*z,
= — p2)S. 3.44
di2 (p1 — p2) ( )
Es conveniente introducir una nueva escala temporal s definida por
NEE
ds = (2n)"/?¢47! {@} dt, (3.45)
m
donde oN
— 3.46
"= 9L (3.46)
es la densidad media del sistema y
b= D1 —;]92 (3.47)
es la presion media.
En la nueva escala temporal, las ecuaciones (3.41) se convierten en
dT1 . anl?)/2 b n1T11/2 (T T) 28 anl m1/2vp
ds a(np)1/2 ONd (np)2V " TP dANgd1 (np)l/2 2172
dT2 ’IIQT;/Z b RQTQI/Q (T T ) + 25 n2T2 ml/zvp
— = —qQ — —
ds )P AN (p) 2T AN T (ap) 22 g
d b T,/ b no Ty
—T,=-———=(T1 — T, ———— (T, — T,
ds P 2(pn)1/2( 1 P)+ 2(]?71)1/2( 2 P)u
dQ anl — n2T2 mS
M@% B P 2no2d-2’
con a y b parametros constantes dados por
r(d=1)/2¢+
a= ,
b= 8Sm

wl/2gd=1 )"
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El sistema (3.48) estd formado por cuatro ecuaciones con cuatro incégni-
tas, x,, 11,15, y T,. En los siguientes apartados se estudian dos situaciones.
Primero se tratan aquellos estados en los que la velocidad media del pistén
es nula (estados estacionarios). Después se estudia la dindmica del sistema
cuando v, # 0.

3.2.2. Estado simétrico

Para estados en los que la posicion media del pistén z, es independiente
del tiempo, que son los que se consideran en este apartado, la fuerza neta
sobre el pistén debe ser nula, por lo que

p1=p2 =p=nTi(t) = naTa(t). (3.50)

Mientras que las temperaturas y la presién son funciones del tiempo, las
densidades son estacionarias por serlo la posicién del pistén.
Las ecuaciones en (3.48) se reducen en este caso a

d1; ‘
= - 17—‘2 T T = 17 2 )
T, b by '
E—E(Tl—Tp)—FQ(TQ T,).
con
N 1/2
a; = <&> a,
" (3.52)

bi = (n)lmb7

Las temperaturas de los subsistemas estan relacionadas a través de la igual-
dad de presiones. Usando (3.50),

dTl - b bl
ds ( 2Nd) Bt anate

o dTy by by
= — 3.53
s ( 2Nd> Pt ona (3.53)
dTp . bl bl(l + ,0)
ds 2 (1+p)T 2p T,

En las férmulas anteriores se ha introducido

o
= —. 3.54
= (3.54)
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Dado que el sistema de ecuaciones diferenciales anterior es lineal, las so-
luciones se obtienen sustituyendo las expresiones

Ti(s) = 01,  Tp(s) = O,e™. (3.55)

Para que exista solucién distinta de la trivial (6, = 6, = 0) se deben cumplir
las dos siguiente ecuaciones,

b b
@+ o+ A= <a1+—1+)\p)p2,

2Nd 2Nd
2 (a1 + 52+ ) by (3.56)
bi(1 4+ p) 2Nd [—bl(;:”) + /\]

En el estado simétrico es ny = ny = n, v, = L,/2, p = 1y, usando
(3.50), Ty (s) = Ty(s) = T (s). Ademés, la expresién (3.43) del flujo de calor
implica que @)1 = Q. Para p = 1 la primera de las ecuaciones en (3.55) se
vuelve una identidad y la segunda resulta

b
/\2+(a+b+m))\+ab:0, (3.57)

cuya soluciones son

c (¢ —4ab)'/?
__c 7
)\i 9 9 ’

1

Los exponentes verifican A_ < A, < 0, dandose la igualdad en el limite
elastico. Para tiempos grandes es

(3.58)

T(S) (3) — 9(5)6)\(8)87 Tp(S)(S> — 9](38)6)‘(8)8, (359)

con A®) = X, . Teniendo en cuenta la ecuacién para la temperatura del pistén
en (3.53), se tiene la siguiente relacién entre los coeficientes 0(*) y 9;(,8)

()
o) = (1 + )9};% (3.60)

La expresién anterior estd bien definida porque |A®)| < b, como se dedu-
ce de (3.58). Por otra parte, para tiempos grandes, el pistén siempre tiene
temperatura mayor que la de los gases

TE () > TW(@). (3.61)
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Este resultado refleja el hecho de que el piston se enfria a través de la energia
disipada en los gases. Nuevamente, la igualdad se da en el caso elastico.

Las ecuaciones en (3.59) implican que las dos temperaturas decaen en el
tiempo de la misma forma,

dT®) )rm(s
dt = _Céf)T( )(t)a
e (3.62)
p . (S) S
dt — " Sef T1§ )(t)a
con 1/
2T
¢ = -2 (—) nod! (3.63)
m

la velocidad de enfriamiento efectiva que tiene en cuenta la disipacién de
las colisiones y el flujo de calor a través del piston. En el limite N — oo,
manteniendo el resto de pardametros finitos, \®) ~ —a y Ce(;) ~ (, como es de
esperar. En el mismo limite es

S a S
6 ~ (1 - g) o), (3.64)
lo que implica que el estado simétrico no existe para a > b. Pero para M /m >
1, es b < 1, por lo que para N — ooy M/m — oo, el estado con x, = L, /2
no existe. La razén fisica es que para N y M muy grandes, el piston no puede
enfriarse a la misma velocidad que los granos del gas.

3.2.3. Estado asimétrico

Para una situacién en la que la posicion media del piston no sea el centro
del sistema, se tiene p # 1, lo que se traduce en que, de existir una solucion
de este tipo, el exponente asociado es

b nina\ Y2 ng —mny
A=A = ( ) . 3.65

Por tanto, las temperaturas de los gases en cada uno de los compartimentos
y el piston son

T{V(s) = 00X, T (s) = 0V, (3.66)
TG = )N, (3.67)
cumpliéndose que
o 1
—— (3.68)
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y
o 2Nad 2
%:(H “) r (3.69)
6y b pr+p+1
Esta iltima ecuacion es consecuencia directa de la primera de las ecuaciones
(3.53).

Al igual que ocurria con la solucién simétrica, las temperaturas de los
gases y el pistén evolucionan con la misma velocidad de enfriamiento efectiva,
es decir,

dTi(a) “ u
dt - e(f)l‘rz( )(t)u
@ (3.70)
TR RANC]
siendo L2
2p(t
(W = 3@ (—p( )") o1, (3.71)
m

Sustituyendo la ecuacién (3.65) en la segunda ecuacién de (3.56), y tras
algunos calculos, se llega a

2> — Ndz+ Nd = 0, (3.72)
con 9N ad
a P
= 1) ——. 3.73
’ ( b ) P tpl (3.73)

Para valores grandes de NV, las dos soluciones de la ecuacion (3.72) son
2~ 1, 2o R Nd. (374)

Para z; = 1, de (3.69) se sigue que

a a a 1/2
o = ol = (01657) (3.75)
0, equivalentemente,
Y . 1/2
T = [T T )] (3.76)

La expresion (3.73) para z = 1 toma la forma

2Nad
(@2 _ ba P 41 =0, (3.77)
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cuyas soluciones son

1/2
@  Nad A
P == + 5 -1 . (3.78)

Las soluciones aceptables deben estar asociadas a valores de p reales y, por
lo tanto, requieren que

Nad
b

Usando las definiciones en (3.49), es facil ver que la desigualdad anterior es
equivalente a

> 1. (3.79)

M > M, (3.80)

donde
(d+2)2'%I' (d/2) Sm
dmd/2gd-1 NC*

hace las veces de un parametro critico con dimensiones de masa, por debajo
del cual el estado asimétrico con z = 1 no es posible. Ademads, cuanto mayor
sea M /M, mayor es la asimetria del sistema medida a partir de la posicién
del pistén z,. En el limite M /M. — oo, se tiene x, — 0 0 z, — L,. Esta es
la situacién limite analizada en la referencia [138].

Es interesante ver lo que ocurre en la bifurcacion, es decir, para M — M,
0, con més precision, para M — M, — 0. En el limite anterior p — 1, y
usando las ecuaciones (3.66)-(3.69) se tiene

M. = (3.81)

T1(t) = T, () = TL(t). (3.82)

Por otra parte, de la ecuacién (3.65), M) — —q, que coincide con el expo-
nente de la solucién simétrica A\®) dado en (3.58) en el limite Nd > 1, es
decir, este exponente es continuo en la transicion.

Atdn queda por estudiar la solucién zo &~ Nd de la ecuacién (3.72). A
partir de (3.69) se sigue que para esta solucién es

1/2
T,(t)@ = Nd [Tl(“)'(t)TQ(“)’(t) . (3.83)

Consecuentemente, esta solucion debe ser descartada del andlisis, porque para
valores tipicos del niimero de particulas es N > 1, y con ello la temperatura
del pistén es mucho mayor que la de los gases, lo que va en contra de las
hipétesis (3.38), utilizadas en la obtencién de la expresién del flujo de calor

Qi-
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3.2.4. Dinamica cerca de los estados estacionarios

El anadlisis realizado hasta ahora no proporciona informacién acerca de
la estabilidad de las soluciones encontradas. Para M < M, sélo existe una
solucion estacionaria, la simétrica, y se espera que sea estable. Dicha estabi-
lidad, sin embargo, puede perderse para M > M, ya que surgen dos nuevas
soluciones. Para analizar el comportamiento del sistema en las dos regiones,
se considerard el sistema de ecuaciones (3.48).

Para estados del sistema no muy alejados de la bifurcacién, se tienen las
siguientes estimaciones

TlNTQNTpNT,

P1~DP2~D,
Tp ~ Ly,

an~ b/N,

(3.84)

donde T' es una temperatura del orden de las del pistén y los gases. Usando
una de las dos primeras ecuaciones en el sistema (3.48) es posible estimar,
usando (3.84), la escala tipica s; de evolucién de las temperaturas de los
gases:

S mt/y,
Para estados cercanos a los estacionarios se admite que como méaximo el
segundo sumando en la expresion anterior es del mismo orden que a. De este
modo

(3.85)

s;1~a+

sp~a . (3.86)
Usando la ecuacion para la temperatura del piston en (3.48),
S, Lo, (3.87)

es decir, la escala temporal tipica de la temperatura del piston s;, es mucho
menor que la de los gases
Stp ~ St/N. <388)

Procediendo de forma analoga con la ecuacién para la posicion del piston, se
tiene la siguiente estimacién para la escala tipica de la posicion del pistén s,

Sy~ St/ NM/m. (3.89)
En general es N > 1y «/NM/m > 1, por lo que

e, LK S, Sy K Sy, (3.90)
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La dinamica para la temperatura y posicion del piston es mucho mas rapida
que la de las temperaturas de los gases, cosa que sucede también en el caso
elastico como ya se comenté en el capitulo anterior. La existencia de varias
escalas sugiere buscar soluciones del sistema (3.48) usando un método pertur-
bativo de escalas multiples. En el orden més bajo, las variables asociadas al
piston se obtienen despreciando la dependencia temporal en las dos ltimas
ecuaciones en (3.48), teniéndose

T, ~ (T\Ty)"?,

(3.91)
anl >~ HQTQ.

Usando estas ultimas relaciones en las ecuaciones para las temperaturas de
los gases, se tienen

B = =a(2)" 7~ g () 11— ] - s (52)

2Nd \'n n
dT2 o N9 1/2 b N9 1/2 1/2 25 P 1/2
ds __a(n) T2_2Nd(n) [T2_(T1T2) ]+dNad—1( n) Up
(3.92)

Las densidades y la velocidad del piston pueden expresarse en funcion de las
temperaturas de los gases y sus derivadas. Usando la igualdad de presiones,

1 2
= L)
2
1+ p?
1 2np 1 d
Lx—:> :_Lx d—1 2
Py T T T (m)<1+p2>2ds”’

donde p? = Ty/T;. El sistema (3.92) queda expresado, usando las relaciones
en (3.93), en funcién sélo de las temperaturas de los gases

d L+p2\"* b 142\ 2 d,
S = — S l—p) o @
Hh a( 2 ) > =D+ e’

d L+p2\'"* b 142\ 1 2 d
STy =—a|— v\ 5 Lo ) = =
ds 2p 2Nd \ 2p p dp?(1 + p?) ds

(3.94)

Obsérvese que todos los términos de la ecuaciéon son, en principio, del mismo
orden. Esto esta de acuerdo con la hipdtesis hecha en la discusion de la
ecuacion (3.85).
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Usando los resultados anteriores,

4 +D) = —a (3) v <T11/2 + T21/2> , (3.95)
ds n

es decir, la energfa total del sistema (dado que T}, ~ (T173)"/?) es una fun-
cién mondtona decreciente. Ademas, el valor relativo de las temperaturas se
determina resolviendo la siguiente ecuaciéon, obtenida restando las ecuaciones
en (3.94) y operando,

d
T Inp=W(p) (3.96)
donde
B b 1+ p? 1/21—p 2Nda 9

Los puntos fijos o criticos de la ecuacién (3.96), que se determinan re-
solviendo W (p) = 0, corresponden a las soluciones estacionarias simétrica y
asimétrica,

1/2

(3.98)

Nad Nad\ >
= (a) = —
p=2p ) + [( ) ) 1]

La estabilidad de las soluciones depende del signo de la derivada de W (p)
en los puntos criticos (ver figura 3.4). Se tiene

d M/M, — 1

—W(l)=a / :

dp 2(d +1)y/M/M,

d Y M/M,—1 14 (p\®)3
Ly (o) = —a—21 S
dp 2d + 1)\/M/M, (p©)

(3.99)

Como a > 0, la solucién simétrica es estable para M < M, e inestable para
M > M,. Las soluciones asimétricas, que solo existen para M > M., son
estables.

El analisis realizado s6lo proporciona la dependencia temporal de las mag-
nitudes en la escala temporal méas lenta. Como se ha visto, en dicha escala la
dependencia las magnitudes del pistén (posicion, velocidad y temperatura)
con el tiempo es a través de las temperaturas de los dos gases. Llevando el
analisis a érdenes superiores, es posible determinar la evolucion de los campos
en escalas mas pequenas, en las cuales la dinamica del sistema es mas rica. Lo
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Figura 3.4: Comportamiento de la funcién W (p) definida en la ecuacién (3.97)
para M < M.y M > M..

que se espera, por lo que se observa en las simulaciones, es que se superponga
al movimiento monétono descrito por la ecuacién (3.96) otro oscilatorio. Sin
embargo, el comportamiento de la ecuacién (3.96) predomina para tiempos
largos.

Las escalas encontradas analizando las propiedades de las ecuaciones
(3.48) y las soluciones estacionarias también pueden ser determinadas, con
mas precision, haciendo un anadlisis de estabilidad linear cerca de dichas so-
luciones.

En el orden mas bajo, es decir, para tiempos suficientemente grandes, la
posicién del pistén puede determinarse a partir de la ecuacién (3.96) para
p, pues esta cantidad sélo es funcion de la posicion media del pistén, en la
aproximacion uniforme. Dicha ecuacién es andloga a la de una particula con
un movimiento sobreamortiguado, la parte izquierda es la fuerza de friccion
y la derecha W es una fuerza que puede asociarse a un potencial conservativo

(["W(q)dq).
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3.2.5. Dinamica molecular

Se han realizado simulaciones de dindmica molecular (ver apéndice B)
en las que el sistema es una caja rectangular de longitud L, y anchura L,
que contiene 2N discos inelasticos. Estos valores se han escogido de modo
que la densidad sea baja. Tipicamente n = N/(L,L,) ~ 0,050~ 2. El pist6n
divide al sistema en dos partes con el mismo nimero de particulas y su
seccion S es L,. Las colisiones de las particulas con las paredes y el piston
son elasticas. En todas las simulaciones, el piston parte desde el centro del
sistema con velocidad nula y las particulas estan uniformemente distribuidas
entre los dos compartimentos. Las distribuciones iniciales de velocidad de las
particulas en ambos compartimentos son gaussianas e iguales.

Con objeto de evitar la inestabilidad del HCS [100, 102] comentada en el
capitulo anterior, se ha limitado la geometria del sistema y los valores de «
usando la ecuacién (2.21) deducida para condiciones de contorno periédicas,
Por una parte, a medida que se disminuye el valor de «, el HCS se desesta-
biliza para densidades menores. Por otra parte, la densidad del sistema no
puede ser muy baja porque los efectos de borde se hacen importantes. Por
todo ésto, solo se han considerado situaciones en las que el coeficiente de
restitucion es superior a a = 0,85.

Para algunos valores de los parametros del sistema, el piston oscila en
torno a su posicién inicial, z, = L,/2. Las oscilaciones son causadas por
las fluctuaciones de la presion de los gases. Este comportamiento, que se
mantiene en el tiempo, esta asociado claramente al estado simétrico descrito
en la parte tedrica. Para otros valores de los parametros del sistema, sin
embargo, la posicion inicial del pistéon cambia hacia otra no central en torno
a la cual oscila. El sistema entonces alcanza un estado que se ha denominado
asimétrico.

En la figura 3.5, se muestra la trayectoria del pistéon desde la situacion
inicial, en el centro del sistema, hasta otra desplazada, con lo que se ha produ-
cido una ruptura de la simetria. Los valores de los parametros son o = 0,98,
2N = 200, L, = 2L, = 1000, M = 25m. Por tanto, las densidades inicia-
les son n; = ny = 0,04072. La escala de tiempo 7 usada en la grafica es
proporcional al niimero de colisiones por particula. La posiciéon alcanzada
por el pistén tras un periodo transitorio es z, ~ 0,66L,. El comportamiento
del piston para otros valores de los parametros, cuando la simetria del pis-
tén se rompe, es similar, siendo las probabilidades de que ocupe posiciones
simétricas a la derecha o la izquierda del piston iguales. Es mas, para tra-
yectorias largas, se observan transitos entre posiciones medias separadas la
misma distancia del centro del sistema.

En la figura 3.6 se representa el perfil de densidades medido en el siste-
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Figura 3.5: Evolucion temporal de la posicion del pistén obtenida con dina-
mica molecular para un sistema con 2N = 200, o = 0,98, L, = 2L, = 1000
y M = 25m. El tiempo 7 esta medido en unidades proporcionales al niimero
de colisiones por particula. La linea discontinua representa la posicién L, /2.

ma de la figura 3.5. La curva dibujada se ha obtenido, una vez el sistema
alcanza el estado estacionario, promediando temporalmente y sobre 350 tra-
yectorias diferentes. Se pueden observar efectos de borde cerca de las paredes
del sistema y del piston. Lejos de las paredes y el piston, las densidades pue-
den considerarse en muy buena aproximacion uniformes y diferentes en cada
compartimento. Esto esta de acuerdo con la aproximacion hecha en teoria.
Los efectos de borde cerca del pistén, a diferencia de lo que ocurre cerca de
las paredes, se deben también a las fluctuaciones del piston.

Una importante prediccion de la teorfa es la ecuacion (3.76) que relaciona
las temperaturas del piston y la de los gases. Los resultados de simulacion
estan de acuerdo con la relacion entre la temperatura del pistén y la de
los gases cuando el sistema tiene simetria y también cuando la pierde. En
la siguiente figura, se comparan los datos de simulacion con la prediccion
tedrica de la ecuacion (3.76) para los mismos pardmetros del sistema que en
las figuras 3.5 y 3.6. Los datos mostrados en la grafica son consistentes con
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Figura 3.6: Perfil de densidades del sistema cuando el pistén alcanza su po-
sicién estacionaria. Los parametros del sistema son los mismos que en la
anterior grafica. La linea vertical indica la posicion media del piston.

la prediccion tedrica acerca de la igualdad de las velocidades de enfriamiento
efectivas de los gases y el piston. Las ligeras discrepancias entre teoria y
simulacién provienen, en parte, del efecto de las transiciones del pistén entre
las posiciones estacionarias, no eliminadas en las medidas realizadas.

Las simulaciones muestran claramente la existencia de los estados simé-
trico y asimétrico. Ademas la estabilidad de los mismos esta en acuerdo con
las predicciones de la seccion anterior.

La posicién media del piston puede ser cualquiera, entre las dos paredes
verticales en los extremos del sistema, dependiendo de los valores que tomen
los parametros del sistema. Con objeto de hacer una comparaciéon mas cuan-
titativa entre simulacion y teoria, se ha medido la posicién media del piston
x, como funcién de M /M., donde M. es un parametro definido en la ecuacién
(3.81). En las siguientes graficas 3.8 y 3.9 se representa ¢, definido por

|2xp_L:c’ _ ‘1_p2‘
L, 1+ p27

€ =

(3.100)

que toma valores en el intervalo 0 < € < 1y que hace las veces de parametro
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Figura 3.7: Temperatura del pistén 7}, dividida por la raiz cuadrada del pro-
ducto de las temperaturas de los dos gases, T} y T5. El sistema sobre el que
se mide es igual que el de las figuras anteriores. Los datos han sido obtenidos
promediando sobre 2000 trayectorias. El tiempo es proporcional al ntimero
de colisiones por particula.

de orden (es cero cuando el sistema respeta la simetria del problema y distinto
de cero cuando se rompe). La prediccién tedrica para esta cantidad es

p=p¥ =1y e=0 para M < M,
1/2

M M\? (3.101)
p=p = +[(M> —1] para M > M..

El acuerdo entre teoria y simulacién es satisfactorio. En particular, la pre-
diccion para el punto de bifurcacion es muy buena. Para situaciones muy
asimétricas, el pistén comprime a uno de los subsistemas aumentando su
densidad por encima del limite diluido en el que esta desarrollada la teoria,
produciendo, por consiguiente, discrepancias respecto a la prediccion.
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Figura 3.8: Diagrama de bifurcacién que muestra el comportamiento critico
del sistema. Se representa el parametro de desorden e definido en la ecuacion
(3.100) como funcién del pardmetro de control M /M., donde M es la masa
del pistén y M, es la masa critica que viene dada por la ecuacién (3.81).
Los simbolos son resultados de dinamica molecular y la linea es la predicciéon
tedrica, ecuaciéon (3.101). Todos los resultados de simulacién corresponden
a un sistema con L, = 2L, = 1000 y 2N = 200, de modo que no? =
0,04. Los distintos simbolos corresponden a distintos valores del coeficientes
de restitucién normal «. Para el resto de parametros fijos, se ha variado el
cociente M/m con objeto de variar M/M..
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Figura 3.9: Como en la figura 3.8 excepto en las dimensiones del sistema que
ahora son L, = 4L, = 2000, por lo que no? = 0,02.
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3.2.6. Discusion

La transicién de fase o ruptura espontanea de simetria estudiada [6] guar-
da muchas similitudes con otros fenémenos observados en sistemas granula-
res fluidizados vibrados en presencia de gravedad [146,147] y en ausencia de
ella [7,55]. Sin embargo, también hay diferencias importantes. Por ejemplo,
el sistema estudiado esta aislado y no alcanza un estado estacionario da-
do que no existe ningin mecanismo que compense la pérdida de energia de
las colisiones. Los estados alcanzados estan caracterizados porque la posicion
media del piston es estacionaria. La condicién que determina tales estados no
requiere que la temperatura granular de los subsistemas sea la misma como
ocurre en el caso elastico. En su lugar, lo que se iguala para los dos sistemas
y el piston es la velocidad de enfriamiento efectiva. Ademds, los dos gases
tratan de mantenerse homogéneos en el bulk, a pesar de la existencia de los
efectos de borde.

Cuando dos gases moleculares se ponen en contacto a través de un piston
adiabatico mévil, el sistema alcanza un estado de equilibrio en el que las
presiones de los gases son iguales y las temperaturas también. Si el mismo
experimento se lleva a cabo con gases granulares, los resultados expuestos
indican que el sistema se aproxima a un estado de enfriamiento ideal carac-
terizado por una unica temperatura T} (¢) y en el que los gradientes pueden
ser despreciados en cada subsistema.

Desde un punto de vista microscopico, los resultados obtenidos sugieren
la siguiente propiedad de escala para la funcion de distribucion del sistema

re = e (my o {shs) e

donde I' representa un punto del espacio de las fases del sistema, r; y v;
(¢ =1,...,2N) son la posicién y la velocidad de la particula i, X y V, es
la posicién y velocidad del pistén, y v(t) = (2T, (t)/m)"?. La caracteristica
fundamental de este sistema es que toda dependencia temporal viene dada
por una temperatura global 7},(¢). La funcién f* tiene en cuenta que unas
particulas permanecen a la izquierda del piston y el resto a la derecha. Defi-
niendo las temperaturas de los gases y el piston a partir del segundo momento
de la funcién de distribucién de velocidades, la propiedad de escala (3.102)
implica las siguiente igualdades

dinTy(t) dinTy(t) dInTy(t)
a  dt dt

es decir, las velocidades de enfriamiento de los gases y el piston toman el
mismo valor. Este es el resultado encontrado en el analisis tedrico y en las

(3.103)
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simulaciones de dindmica molecular. Una solucion trivial de la anterior ecua-
cién corresponde a T1(t) = T5(t) = T,(t), que es lo que pasa en equilibrio.
Esto es consecuencia de que la funcién de distribucion f puede factorizarse,
en buena aproximacion, en tres, para el gas a la izquierda, a la derecha y para
el piston. En el caso granular, sin embargo, las correlaciones de velocidad no
pueden ser despreciadas y la funcion de distribucién del sistema no puede
factorizarse.

Como ya se comentara, la fenomenologia anterior estd relacionada con
la de las mezclas granulares. En el estado de enfriamiento homogéneo para
mezclas, las temperaturas de los componentes son diferentes pero las velo-
cidades de enfriamiento coinciden [17,148]. Esta condicién determina todas
las temperaturas parciales de los componentes del sistema en funciéon de una
Unica temperatura. Es mas, un resultado similar se obtiene con gases vibra-
dos en el sentido de que solo se requiere una tinica temperatura para describir
macroscopicamente la mezcla de gases granulares [132]. En este trabajo se
ha extendido el resultado para un sistema en presencia de un piston.

Como consecuencia directa del hecho de que la condicion de coexisten-
cia macroscopica sea la igualdad de velocidades de enfriamiento se tiene la
existencia de una ruptura espontanea de simetria. El proceso puede ser bien
entendido a partir de argumentos cinéticos cuyas predicciones tedricas estan
en acuerdo con los resultados de dinamica molecular.
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Capitulo 4

Equilibrio y ruptura de simetria
en un gas granular vibrado

El objetivo de este capitulo es estudiar el sistema formado por dos gases
granulares, en general diferentes y separados por un piston adiabatico mévil.
A diferencia de la situacién considerada en el capitulo anterior, ahora se
ha inyectado continuamente energia a los gases a través de las paredes, que
vibran. La descripcion que se propone desprecia los gradientes de los campos
en el interior de cada subsistema y tiene en cuenta los flujos de energia a través
de las paredes y del pistén. Los resultados tedricos y de simulacion muestran
que el sistema alcanza un estado estacionario en el que la temperatura de los
gases en ambos recipientes y del piston pueden ser muy diferentes.

Cuando los dos gases son iguales y se vibran todas las paredes del reci-
piente, el sistema exhibe una transicién de fase de no equilibrio con ruptura
espontanea de la simetria. Para ciertos valores de los parametros, los dos
subsistemas alcanzan un estado estacionario en el que las temperaturas y las
densidades son iguales. Para otros valores de los parametros, el estado que
alcanza el sistema tiene temperaturas y densidades diferentes a ambos lados
del piston.

Identificando las escalas caracteristicas del sistema, se determina la evo-
lucion de las magnitudes del sistema en las escalas més lentas. Esto permite
estudiar la evolucion del sistema hacia los estados estacionarios y, por tanto,
determinar la estabilidad de los mismos.

En la siguiente seccion se determinan los estados estacionarios del sistema
con todas las paredes vibrantes para, posteriormente, estudiar la estabilidad.
Se dedica una seccién a la comparacion de los resultados de dindmica mo-
lecular y tedricos. Finalmente, se hace una valoracion de la aproximacion
realizada de despreciar los gradientes en el interior de cada subsistema y se
cierra el capitulo con una discusion de los resultados obtenidos.
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4.1. Estados estacionarios

Como en el capitulo anterior, el sistema es un recipiente cilindrico de lon-
gitud L, dividido en dos partes por un piston adiabatico que puede moverse
a lo largo del eje de simetria del sistema, eje X, permaneciendo normal al
mismo. Las dos partes contienen Ny y Ny esferas (d = 3) o discos (d = 2)
duros lisos, respectivamente. El sistema esta esquematizado en la figura 4.1.
Para indicar propiedades de los subsistemas a izquierda y derecha del pistén,
se usaran los subindices ¢ = 1 e i = 2, respectivamente. Con esta notacion,
las particulas de cada compartimento tienen masa m; y didmetro o;.

Las colisiones entre particulas son inelasticas y estan caracterizadas por
un coeficiente de restituciéon normal «;, con 0 < «; < 1. Por otro lado, las
colisiones entre las particulas y el pistén, asi como las colisiones entre las
particulas y las paredes, son elasticas. El piston, de masa M, se mueve libre-
mente entre las colisiones con las particulas de los dos gases despreciandose
el posible rozamiento con las paredes.

Con objeto de reemplazar la energia disipada por las colisiones inelasticas,
de manera que sea posible mantener el sistema fluidizado, se considera que
las paredes vibran de forma continua. Mas concretamente, el movimiento de
las paredes es en diente de sierra de velocidad v, y amplitud despreciable
comparado con el recorrido libre medio del gas [143], tal como se describié
en el capitulo 3, ecuaciones (3.1) y (3.2).

L,
O lvb e) @) lvb O
O
O e o O o
O o O o
Y N o N, U
Up oAV, o)
e O
O
o 4 ol o o o
@) @)
O
© TU}, O TUb O
Lp

Figura 4.1: Dibujo esquematico del sistema estudiado. Las paredes del sistema
vibran segtin un perfil en diente de sierra de amplitud despreciable y velocidad
Vp.

Los estados estacionarios macroscopicos accesibles al sistema pueden de-
terminarse resolviendo las ecuaciones hidrodinamicas en el orden de Navier-
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Stokes, revisadas en el capitulo 2, con las condiciones de contorno apropiadas
en las paredes del sistema y en el pistén, capitulo 3. El hecho de que se in-
yecte energia a través de las paredes implica que los estados estacionarios
del sistema son altamente inhomogéneos [144]. En lo que sigue, no obstante,
se despreciaran los gradientes de los campos hidrodinamicas dentro de cada
subsistema. Aunque de esta forma no se tiene una descripcién exacta de los
campos, se espera que sea suficiente para describir el comportamiento general
del sistema, y, en particular, las que se refieren a las propiedades globales.

En los estados estacionarios, la posicién media del piston no cambia con
el tiempo, lo que quiere decir que las fuerza neta sobre él debe ser cero. En la
aproximacion en la que los dos gases son homogéneos y diluidos, la condicién
de equilibrio mecanico del pistén se traduce en la igualdad de presiones,

p1=p2 = i1 = noTs, (4.1)

donde n; son las densidades numéricas de particulas en cada uno de los
subsistemas y T; las temperaturas. Nuevamente, se supone que la densidad
de ambos gases permanece muy baja. Teniendo en cuenta que ambos gases
se consideran homogéneos,

Ny Ny
ng = ——o,
Sp (Ly — p)
donde z, es la posicién media del pistén y S, es su drea (d = 3) o su longitud
(d=2).
Un balance de energia para cada subsistema lleva a la expresién

gNiCz‘Ti — QpiSp — QuiSwi = 0. (4.3)

(4.2)

ny =
SpTp 7

El primer sumando de la ecuacién es la ley de Haff [65] que da cuenta de
la pérdida de energia de los granos causada por las colisiones inelasticas. El
coeficiente (; es la velocidad de enfriamiento [69,96] que viene dada por

_ ¢ ()

noi(T3)
La forma explicita de los coeficientes que aparecen en la expresion anterior
se da en el apéndice A.

El segundo término del primer miembro de la ecuacion (4.3) es la energia
por unidad de tiempo inyectada por el piston en el subsistema 7. Este flujo de
energia es consecuencia de las oscilaciones del pistén y dependen de su tem-
peratura T),. Esta se define a partir del segundo momento de la distribucién
de velocidades del piston, con

Gi (4.4)

T, = M(V?), (4.5)
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donde V es la velocidad y los corchetes indican promedio estadistico. Como
se vio en el capitulo 3 (ecuaciones (3.38) y (3.39)), para m;/M < 1y T,/T;
del orden de la unidad, es [6,130]

2m; T, — T, 1/2
Qu = =2/ === =T, /2, (4.6)
Por tltimo, el tercer sumando del primer miembro de la ecuacién (4.3)
es la energia por unidad de tiempo inyectada por las paredes vibrantes en el
sistema. Para las paredes vibrantes con movimiento en diente de sierra [130]
consideradas en este trabajo, se tiene, como se vio en el capitulo 3 (ecuacién

(3.13)),
Qui = Py (4.7)

La magnitud S,; que aparece en la ecuacién (4.3) es la seccién (drea o lon-
gitud) total de pared vibrante en contacto con el gas i. Por tanto, es una
funcion de la posicion del piston,

Swi = Sp + VTp,

4.8
Swe = Sp +7v(Ly — xp). (4:8)

El factor geométrico ~ tiene dimensiones de longitud elevado a d — 2. Para
un cilindro es v = 2,/7S, y en dos dimensiones vale 2.
El balance de energia para el pistén para estados estacionarios se escribe

Qp1 + Qp2 = 0. (4.9)

El sistema formado por las ecuaciones (4.1), (4.3) y (4.9) es un conjunto
de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas, x,, 71,75 y T},. Antes de obtener
las soluciones, es conveniente introducir algunas magnitudes adimensionales,
definidas como

1;
2

el (4.10)

mimes
)
my1 + ma

_0'1+0'2
g = .

(4.11)
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Usando estas nuevas variables, el sistema de ecuaciones que determina los es-
tados estacionarios en la aproximacion uniforme que estd siendo considerada
se transforma en

bi 12 .

aié’l + m (91 - 91,) — Czei = 0, (’L = 1, 2), (412)
p(0h —0,) + (02 —0,) =0, (4.13)
P2, — 0, (4.14)

my

con

o Wd/ZC*<Ozi) <2>d1 (ﬂ) 1/2

"7 V2(d+2)I(d)2) \o m;)

b = (mm;)'/2S,

‘T Mgedt

G =E———7—,

44/2do?-1N;

1/2
mimny

b= ( ) |
Moty

Como antes, hay cuatro ecuaciones con cuatro variables, x,, 01,0y y 0,. Estas
ecuaciones son no lineales y, en general, no resolubles analiticamente. Puede
observarse que las temperaturas de los dos gases pueden ser diferentes.

Con objeto de simplificar el andlisis, es conveniente fijar algunos parame-
tros. Se considera en lo que resta del capitulo el caso en el que los dos gases
son mecanicamente iguales.

4.2. Gases iguales a ambos lados del piston

Se toman ahora las propiedades microscopicas de los dos gases iguales, o
sea,

NENl :NQ,
a = ) = Q9, (4 16)

0 =01 =03,

m = mj; = Mo.

Consecuentemente, la definicién de p dada en (4.15) se reduce a

p= (%)1/2. (4.17)
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Las relaciones anteriores junto con las ecuaciones (4.13) y (4.14) permiten
expresar todas las propiedades del sistema en funcién de la temperatura de
uno de los gases y de p,

I 1/2 1/2
p:(x_x_l) :<Z_) , (4.13)
p

0, = pby = (610,)"* (4.19)

Ademas, la ecuacién (4.12) permite obtener, sin dificultad, una ecuacién para
Ps

(1=p) (0" =2p+1) =0, (4.20)
con ON~L,ad
YLga
A= 4.21
2S5, (Nad + b) + byL, (421)
y
@=m = (4.22)
b= b1 = b2.
Por otra parte, usando los resultados precedentes, se tiene
T [25, +vL,]° 1
0 = — | —= : 4.23
32 { aNod—1d ] (1+p)2 (423)

Una vez resuelta la ecuacién (4.20) para p, usando la ecuacion (4.18)
se determina la posicién media del pistén, mediante las ecuaciones (4.23) y
(4.18) la temperatura de los gases y finalmente la temperatura del pistén con
ayuda de la relacién (4.19).

La ecuacion (4.20) tiene una solucién simétrica, p = 1, es decir, ny = no,
x, = L, /2. Para ésta se obtiene, usando (4.13) y (4.14), que todas las tempe-
raturas del sistema son iguales, §; = 0, = 0,,. Este estado conserva la simetria
del sistema y la de los gases a los lados del pistén. Pero la ecuacién (4.20)
tiene también otras dos soluciones correspondientes a estados asimétricos en
las que el pistén no ocupa la posicion media del sistema, sino que

pe = % <)\ + m) . (4.24)

Las soluciones p, y p_ = p;' se obtienen una de la otra intercambiando los
dos gases. Dicho de otra forma, son una la imagen especular de la otra. Para
que estos estados asimétricos existan es necesario que el parametro A\ definido
en (4.21) sea mayor que 2. En tal caso, segin las ecuaciones (4.13) y (4.14),
las temperaturas de los dos gases son diferentes entre si y también diferentes
de la del piston.
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4.3. Dinamica cerca de los estados estaciona-
rios

El sistema de ecuaciones que gobierna la evolucién del sistema en la apro-
ximacién uniforme es el formado por las ecuaciones en (3.41) y (3.44), con
términos adicionales que dan cuenta del flujo de energia inyectado por las
paredes laterales vibrantes, es decir,

d __dT; d
§Nd_tl — _§NC1T1 + Qplsp + leSwl - plspvp7
d_dT: d
§Nd_tz — _§N<2T2 + ngsp + Qu2Suw2 + p25pvp>
2 dTp (4.25)
i_dt = _(Qpl + QpQ)Sp7
A’z
dtzp = (pl —pQ)Sp

Todas las magnitudes han sido definidas en la seccién anterior excepto v, que
es la velocidad media (macroscépica) del pistén.

De nuevo, es conveniente introducir variables adimensionales. Se define
una nueva escala de tiempos mediante

ds = 8v2no%! @dt, (4.26)
™m

donde n es la densidad media del sistema y p es el valor medio de la presion
en ambos compartimentos,

2N
n= ,
LSy (4.27)
_ p1+Dpe

Parametros adimensionales de temperatura para los gases y el piston se de-
finen como en la ecuacién (4.10). A partir de la densidad media del sistema,
se define un parametro de temperatura adimensional global mediante

p

= ——. 4.28
nmuv} ( )
Se utilizard ademés la notacién
= Te
L, 4.29
i (4.29)

&
Il
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Usando las nuevas variables en el sistema (4.25) se obtiene

db, b V2rS ny [0y
ds b = 5O = On) T eV — s G VoW s (4:30)

de b V2rS )
2 _CL@Q—_ 2_0p)+02\/0_2+ "o \/_w _2 _27 (431)

ds 2Nd 8dNod—1 nV o
do b 1
T - nl\/_ 00— 6,) + na/Ba(02 — 0,)] - 0 T (4.32)

d?l mmsS, 1
R Ve T

Si se restringe el andlisis a las soluciones del sistema anterior prozimas a
las estacionarias, se tienen las siguientes estimaciones

917 ~ 91 ~ ‘92 ~ B~ (C/CL)Z,
c1~ o~ (4.34)
a~b/N.

(4.33)

El nuevo parametro c es del orden de ¢; y ¢o. Usando las relaciones anteriores
en cualquiera de las dos ecuaciones, (4.30) o (4.31), se tiene la siguiente
estimacion para el tiempo tipico de evolucion de las temperaturas parciales

sg~a t(1+w)™h (4.35)

Admitiendo que w es a lo sumo del orden de la unidad, lo cual es de esperar
que sea cierto suficientemente cerca de las soluciones estacionarias, resulta

sg~at. (4.36)

Procediendo de idéntica forma con (4.32) y (4.33), se identifican las escalas
tipicas de evolucion de la temperatura del pistén sy, y de la posicion del
piston s,

S¢, ™~ 89/N7

s; ~ sg/\/ NM/m.

Las estimaciones anteriores implican una clara separacion de escalas. Las
temperaturas de los gases evolucionan mas lentamente que la temperatura y
posicién del pistén. Este hecho permite, usando las ecuaciones (4.32) y (4.33),
deducir las siguientes relaciones validas en las escalas temporales lentas,

(4.37)

n191 ~ 71292 ~ ’I’LQ, (438)

Gp ~ 4/ 8162. (439)
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De esta forma, toda la dependencia temporal de las magnitudes del pistén
ocurre a través de la dependencia en las temperaturas de los gases. En par-
ticular, la velocidad del piston también depende del tiempo a través de 0, y

627
1 dx), \/E a1 VO dp?
=——— 1~ —8/— Ly———s—. 4.4
“ vy dt ; e (1+ p?)? ds (4.40)

Las ecuaciones (4.30) y (4.31) con las relaciones anteriores resultan

d b 1 + 220, dp?
L — | —ab — ——(1 - Jf W44
st = { abh = gL =0+ C“/_] it as A
d b 1 + 2 2, dp?
L — | —aby— ——(1 - Jf W (442
s = { aby = San L =02+ CQ\/_] Tt ds0 44

donde ¢; y ¢ son funciones de p, dados por

VT Sy + L (140"
42 dNgid-1 ’
VT Syt yLep*(1+p*) 7"
42 dN g1 '

Como 6, = p?0; en la escala considerada, el sistema formado por las
ecuaciones (4.41) y (4.42) puede expresarse en funcion de 6; y p. Una solucion
analitica del sistema resultante no es posible, pero si la determinacién para
tiempos grandes.

Sumando las ecuaciones (4.41) y (4.42), y usando que 6, = p6, se tiene

¢ = (4.43)

(4.44)

Coy =

% (14 p2)0)] = [=a(1 + p) V01 + (e1 + 2)] HT”Z\/E. (4.45)

Ademds, de (4.43) y (4.44),
VT Sy + L.
4y2 dNo®1 -

El segundo miembro de la ecuacién anterior es independiente de p. Por lo
tanto,

¢+ o= (4.46)

i [(1 -+ p2)91} = —a

ds L7 ] [<1 +p)00 —(s)V/ (1 + p?)el} . (4.47)

2(1 + p?
con
c1 + a1+ p3(s)

(s) = a 1+ p(s)

> 0. (4.48)
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La relacién (4.47) serfa una ecuacién sélo de la variable (1+p?)6; sini el factor
que multiplica al corchete en el segundo miembro ni v dependieran de p. Pero
el factor que multiplica al corchete se puede eliminar redefiniendo la variable
temporal, ya que tiene signo definido. Por otra parte, la dependencia temporal
de v a través de p no es relevante en la determinacion del comportamiento
de la solucién para tiempos grandes.

Por todo lo dicho, la ecuacién (4.47) tiene un unico punto critico estable
en el que

d
7 [(1+p%)6:] =0 (4.49)
y
(L4 7201 = 3(s)V T+ )01 | =0, (4.50)
es decir,
T (28, +~L,\> 1
0, — — p . 4.51
T 32 ( aNadld) (1+ p?) (4:51)

Esta relacion es la del estado estacionario, obtenida anteriormente (ecuacién
(4.23)). Es decir, el sistema siempre alcanza un estado estacionario, al menos
para condiciones iniciales suficientemente cercanas a los valores que describen
los estados estacionarios.

Para terminar de completar el analisis seria deseable deducir una ecuacion
para p. Sin embargo, esto parece no ser posible. Para tiempos suficientemente
grandes, no obstante, se verifica la ecuacién (4.51) que relaciona 6 y p. Dicha
relacién, usada en cualquiera de las dos ecuaciones (4.41) y (4.41), propor-
ciona una ecuacion para p valida para tiempos suficientemente grandes. Tras
algunas operaciones, se tiene

d b 1—|—p2 1/21—p )
"= Ap—(1 4.52
ds " 4N(d+2)( 5 ) Soe-an] @52

con el parametro A definido en (4.21).
Véase que la ecuacién anterior coincide con la ecuacion (3.96), del capitulo
anterior, haciendo el intercambio

2Nda 5 M
b M.

por lo que todo lo dicho en el capitulo anterior es aplicable ahora. Por ello, la
ecuacion (4.52) tiene un unico punto critico estable en p = 1 para A < 2 que
corresponde a la solucién estacionaria simétrica. Para A > 2 el punto critico
anterior se vuelve inestable. Ademds, aparecen dos nuevas puntos estable que
corresponden a los dos valores p = p4, que se identifican con las soluciones
estacionarias asimétricas.

— A,
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4.4. Dinamica molecular

Con objeto de contrastar las predicciones tedricas de loas apartados an-
teriores, se ha simulado un sistema rectangular de longitud L, y anchura L,
con dos gases constituidos por particulas con las mismas propiedades meca-
nicas. La anchura del sistema L, coincide con la seccién del pistén S,. En
todos los casos considerados, el niimero total de discos es 2N = 200, la distri-
bucion espacial inicial del sistema es homogénea, la posicién inicial del piston
es L, /2y su velocidad nula. Ademas, la distribucion inicial de velocidades de
los dos gases es gaussiana con el mismo parametro de temperatura granular.
Los parametros del sistema han sido escogidos de tal forma que los dos gases
inicialmente estan en el limite diluido.

Para valores pequenos del pardametro A, definido en la ecuacion (4.21), se
ha observado que el piston oscila en torno a la posicion central del sistema. Sin
embargo, cuando A es mayor que 2, la posicién media del piston es diferente
de L, /2. La simetria espacial del sistema se rompe para A > 2.

En la figura 4.2 se representa ¢ = |2x,/L, — 1|, una magnitud que da
cuenta de la simetria del sistema, como funciéon de A para un sistema con
L, =2L, = 1330, con lo que la densidad inicial es n = 0,020 2. La prediccién
tedrica para € es
2z, — L,| _ |1 —p?

L, B ,02 +1°

(4.53)

[
Il

Se han tomado distintos valores del coeficiente de restitucion normal «, para
los que A se ha variado cambiando el cociente entre la masa del pistén y el
de las particulas M/m.

El acuerdo entre teoria y simulacién es bueno. La prediccién tedrica del
punto critico coincide con los datos medidos en las simulaciones. Se obser-
van, sin embargo, discrepancias cuando la densidad de uno de los dos sistemas
aumenta, ya que en tal caso el limite diluido deja de proporcionar una bue-
na descripcién del sistema y son necesarias, por ejemplo, correcciones a la
ecuacion de estado del gas que no han sido tenidas en cuenta.

Las discrepancias entre teoria y simulacién para valores de A grandes en
la figura 4.2 (no? = 0,02) son menores que los de la figura 4.3 (no? = 0,04),
clara indicacion de que uno de los origenes de las discrepancias es el aumento
de la densidad.

Finalmente, se ha observado que para A < 2, con independencia de las
dimensiones del sistema, nunca se rompe la simetria, es decir, la posicion
media del pistén siempre es la central.

También se han medido los perfiles de densidad y temperatura. Para ello,
el sistema ha sido dividido en 20 celdas verticales de la misma anchura en
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Figura 4.2: Diagrama de bifurcaciones en el que se representa la magnitud
22,/ L, — 1|, como medida de la simetria del sistema, como funcién del para-
metro de control adimensional A definido en la ecuacién (4.21). Los simbolos
son resultados de dindmica molecular y la linea discontinua la prediccién ted-
rica dada por la ecuacion (4.24) para p = p,. Los pardmetros del sistema son
L, =2L, = 1330y 2N = 200, es decir, no? = 0,02. Los distintos simbolos
corresponden a distintos valores de «. Los valores de A\ han sido modificados
variando el cociente de masas M /m para los distintos valores de «.

las que se han medido, una vez el sistema alcanza el estado estacionario, la
densidad y la temperatura promediando temporalmente y en trayectorias.

En la figura 4.4, por ejemplo, se muestran los perfiles de densidad y tem-
peratura n(z) y 7'(z), para un sistema con L, = 2L, = 1000, o = 0,99 y
M = 150m. Para los valores anteriores, A ~ 2.1 y la prediccion tedrica para la
posicién media del pistén es x, ~ 0,65L,. Se observa que, excepto en las pro-
ximidades de las paredes y del piston, los gradientes pueden ser despreciados
aunque existen diferencias manifiestas entre las densidades y temperaturas
de los dos gases.

Otras cantidades predichas por la teoria son las temperaturas adimensio-
nales y, en particular, sus cocientes: 15 /1y = 05/6, y 1,,/T) = 6,/60:, dadas
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Figura 4.3: Lo mismo que en la figura 4.2 pero con L, = 2L, = 1000 y, por
tanto, no? = 0,04.

por las ecuaciones (4.13), (4.14) y (4.19), respectivamente. En la grafica 4.5,
las expresiones anteriores son comparadas con los resultados de simulacion
para un sistema con L, = L, = 1000. En la situacién asimétrica, las tem-
peraturas han sido medidas eliminando las capas limites de las paredes y el
piston. La comparacion es satisfactoria, permitiendo nuevamente manifestar
la bondad de la aproximacion utilizada.
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Figura 4.4: Densidad de particulas entre la densidad media n(x)/n, n =
2N/L,L,, (linea continua y eje vertical izquierdo) y temperatura adimensio-
nal 6(z) = T(z)/mv? (linea a trazos y eje vertical derecho) a lo largo de la
la direccion horizontal del sistema para un sistema con L, = 2L, = 1000,
a =099 y M = 150m. La linea vertical indica la posicién media medida del
piston.
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Figura 4.5: Cociente de temperaturas de los gases a los lados del pistén T /T
(linea continua y simbolos '+’) y cociente entre la temperatura del pistén y la
del gas a uno de los lados 7},/T} (linea a trazos y simbolos "x’), como funcién
del pardametro A definido en la ecuacién (4.21). Las lineas son la prediccion
tedrica y los simbolos provienen de las medidas de simulacién de dinamica
molecular. El tamano del sistema es L, = 2L, = 1000.
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4.5. Sobre la bondad de la aproximacién uni-
forme

La imposibilidad de resolver analiticamente el problema hidrodinamico,
es decir, las ecuaciones de Navier-Stokes con las correspondientes condiciones
iniciales y de contorno, para los sistemas estudiados en las secciones anterio-
res, ha motivado la utilizacién de la aproximacién uniforme, en la que se
desprecian los gradientes en los subsistemas a los lados del piston. Para de-
terminar los perfiles hidrodinamicos en el sistema del capitulo 3, por ejemplo,
puede comprobarse sin dificultad que es necesario resolver una ecuacion de
la forma

L u() = y(x) — (). (151

El objetivo de esta seccion es hacer una comparacion cualitativa de dos
descripciones teoricas diferentes, la que resulta de resolver exactamente las
ecuaciones hidrodinamicas, y la que hace uso de la aproximacion uniforme.
Se considera, para ello, un sistema como el de la figura 4.1, pero en el que
se vibran sélo las paredes paralelas al piston (ver figura 4.6). La razén de
elegir este sistema es que, a diferencia de lo que ocurre con los sistemas ya
estudiados, su descripcién hidrodinamica es mas sencilla.

L,
O O
@) O
O
O o © o o
. O o O o
o Moo . N, U |
b O O
O ’ © e) ©
o 4 o o
O @)
Lp

Figura 4.6: Dibujo esquemaético del sistema estudiado. Las paredes verticales
del sistema vibran segin un perfil en diente de sierra de amplitud despreciable
y velocidad vy,.

Se van a estudiar los estados estacionarios del sistema de la figura 4.6
usando la aproximacién uniforme, en primer lugar, y resolviendo las ecuacio-
nes hidrodinamicas, en segundo lugar. Se usara el mismo convenio de indices,
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es decir, 1 para magnitudes del subsistema a la izquierda del pistéon y 2 para
el de la derecha.

4.5.1. Aproximacion uniforme

En la aproximacién uniforme, se desprecian los gradientes en cada subsis-
tema. Las ecuaciones necesarias para determinar los estados estacionarios del
sistema son las mismas que para el sistema con todas las paredes vibrantes,

pero ahora
Swi = Swz = Sp, (4.55)

porque solo las paredes verticales son vibrantes y, por tanto,
S.
VTS (4.56)
44/2do =1 N;

Como el resto de parametros y magnitudes tienen la misma definicion, los
balances mecanico y energético para los subsistemas y el pistén conducen a
las mismas ecuaciones que en el caso en el que se vibran todas las paredes

c

bi 12 .
az‘gz + 2de (02 - Hp) - Clei = 0, (Z = 1, 2), (457)
p (0 —0,)+ (62 —6,) =0, (4.58)
P2, = 0, (4.59)
my

En este caso, las constantes ¢; no dependen de la posicién media del pistén.
Usando la ecuacién (4.59) en (4.58),

_CntA
P A+ 1

(m1)1/2

cm=|— ,

m

? (4.61)

Con la relacién (4.60), las ecuaciones en (4.57) resultan

bl Cm, + A -1/2
1— — " Al — —
ay + N1 ( . 1 ) 6191 0,

b m+ A _
ag + — (1—LA)—02921/2:0.

(6016:)"/2, (4.60)

donde

(4.62)

2N2d CmA +1
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Operando con las dos ecuaciones anteriores, se llega a
A2 - CA71A —CA2 = 0, (463)

en la que se han definido dos constantes nuevas,

ascq
Cnth ~ ey

CAl = b2

2N . (4.64)
a1 ‘I' 2N d + Cm2N2d

CA’Q =

ascy
Cm co + 2N1d tc m2N2d

Como la constante ¢y o es positiva, la ecuacion (4.63) tiene dos soluciones
reales, una positiva y otra negativa (que no tiene sentido fisico). Por tanto,
fijados los parametros del sistema el cociente de temperaturas y la posicion
media del pistén estan determinados univocamente.

En el caso particular de que los dos gases sean iguales, las soluciones de
(4.63) son

A= +1. (4.65)

Para la solucion positiva, con sentido fisico, las temperaturas son iguales, es
decir, solo existe una solucién estacionaria simétrica en la que las propiedades
de los dos gases son iguales. La aproximacién uniforme no predice ninguna
ruptura de simetria del sistema.

4.5.2. Analisis hidrodinamico

Se usaran las ecuaciones hidrodinamicas en el orden de Navier-Stokes
para determinar los campos hidrodinamicos de los dos subsistemas en los
estados estacionarios. Para ello, sera necesario especificar unas condiciones
de contorno. Tal como se discutio en el capitulo 2, una forma consistente de
hacerlo es haciendo que los flujos de Navier-Stokes coincidan con los obtenidos
usando descripciones cinéticas del pistén y de los gases.

Asi pues, se consideran soluciones estacionarias de las ecuaciones hidrodi-
namicas (2.8)-(2.10) con campo de velocidades nulo u; = 0 y con gradientes
solo a largo del eje X. Para el tensor de presiones P y el flujo de calor q, se
usaran superindices para indicar a qué recinto del gas se refieren. Para los
estados considerados, se tienen las siguientes ecuaciones

d
%Pjg:o; (i=1,2),
(4.66)

d
2dni) ) + TG =03 (i=1,2).
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donde
Pj(,? = n,;T;0,p,
q = — (m%ﬂ + u,%n,) z, (4.67)
G=gh
Noi

Las expresiones anteriores se han obtenido de las ecuaciones (2.13), deducidas
en el capitulo 2, teniendo en cuenta la simetria de la solucién buscada. En la
expresion del flujo de calor ¢¥, Z es un vector unitario en la direccién del
eje X. Los coeficientes k;, 1;, ¢y no; se dan en el apéndice A.

Usando (4.67) en (4.66) y las relaciones en el apéndice A, se tiene

d

—(n,T,) =

dI(nz i) =0,

9 d dT, n,T? (4.68)
) — i I St

dni (K/z ’uz)dl’ (HO'L dl‘) Cz 1o 3

La primera ecuacién indica que la presion en cada subsistema es uniforme.
Usando este hecho en la segunda de las ecuaciones anteriores, se llega a

d2

Tl =T (i1=1,2). (4.69)

Las variables [ y [y, definidas en el apéndice D, son adimensionales y pro-

porcionales al recorrido libre medio, medido desde la pared vertical izquierda

para el subsistema 1, y desde la pared vertical derecha para el subsistema 2.
La solucién general de la ecuacién (4.69) es

Ti(1)Y? = Aje™" + Biel; (i =1,2), (4.70)

donde A; y B; son constantes de integracién que hay que determinar con
unas condiciones de contorno.

Al igual que se hiciera en el caso de la aproximacion uniforme, para espe-
cificar las condiciones de contorno, se usaran los balances mecanico y térmico
para el pistén. Para los estados estacionarios, la posicion media del pistén no
cambia con el tiempo, en consecuencia, las presiones de los gases coinciden,

anl = n2T2 =p. (471)
Ademas, la energia media del piston no cambia con el tiempo, por lo que

Qpl + QpZ = 0. (472)
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La relacion anterior, permite relacionar la temperatura del pistéon con la de
los gases con la que estd en contacto (ver apéndice D).

A las relaciones anteriores hay que anadir las condiciones de contorno que
surgen al relacionar, convenientemente, los valores de ¢ en las paredes y
el pistéon con Qw, vy @pi, respectivamente. Esta forma de proceder es mas
directa que la del trabajo [144], en el que se estudia un sistema en contacto
con un unica pared vibrante y el resto reflectantes; y donde el valor que se
impone en las cercanias de las paredes vibrantes es, en primera instancia, el
de la temperatura, determinandose ésta a posteriori, a través de un balance
de energia en el que se tiene en cuenta el flujo de energia inyectado por la
pared vibrante.

De la igualdad de flujos en las paredes vibrantes, se tiene

¢ (L = 0) = pu, (4.73)
y para los flujos en la posicién del pistén,

En el apéndice D, se describe una forma de obtener las constantes A; v B;
a partir de la solucion numérica de una ecuaciéon no lineal para la temperatura
del piston, obtenida usando las condiciones de contorno.

Prescindiendo de un anadlisis mas detallado, que puede consultarse en el
apéndice D, se puede asegurar que a cada conjunto de valores de los parame-
tros del sistema le corresponde una tnica configuracién, una tnica distribu-
cion de temperaturas y de densidades. Por tanto, desde este punto de vista
cualitativo, el analisis hidrodinamico exacto coincide con la de la aproxima-
cién uniforme.

Si los dos gases son iguales, es facil ver que los perfiles de temperatura, en
las variables [;, coinciden. La configuracion del sistema es siempre simétrica.
La prediccion, por tanto, para la posicion media del pistén coincide con la
hecha en el apartado anterior con la aproximacion uniforme.

En resumen, la determinacion analitica de los perfiles de densidad y tem-
peratura de dos gases granulares separados por un pistén adiabédtico es un
problema muy complejo incluso en el caso mas sencillo que se puede consi-
derar. Sin embargo, para los problemas estudiados se ha comprobado, tanto
tedricamente como mediante simulacion de dinamica molecular, que la apro-
ximacién uniforme resulta satisfactoria, al menos si se esta interesado en
determinar el comportamiento critico del sistema.
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4.6. Discusion

El sistema formado por dos gases granulares iguales, separados por un
piston adiabdtico y en el que se vibran todas sus paredes [7], presenta una
transicion de fase de no equilibrio, similar a la estudiada en el capitulo 3
cuando los gases evolucionan libremente. Una descripciéon macroscépica en
la que se desprecian los gradientes en cada subsistema y completada con
expresiones cinéticas de los flujos a través de las paredes vibrantes y el piston,
es suficiente para caracterizar la transicion.

Los resultados de simulaciéon muestran que, tanto el sistema del figura
4.1 como el de la figura 4.6, alcanzan un estado estacionario en el que la
posicion media del pistéon no cambia con el tiempo. En el primero de los
casos, este comportamiento se ha predicho analizando la evolucion temporal
de los campos de los gases y de la posiciéon y temperatura del piston para
valores de los parametros del sistema y condiciones iniciales para las que las
soluciones son proximas a las estacionarias.

La dinamica de los sistemas estudiados esta caracterizada por dos escalas
temporales diferentes. La posicién y temperatura del pistén cambian rapida-
mente a una situaciéon en la que se establece la igualdad de presiones entre los
gases y, cuando los dos subsistemas son iguales, la temperatura del piston es
la raiz cuadrada del producto de las temperaturas de los gases, T}, >~ v/11T5.
En la segunda etapa, la evolucién es més lenta que en la primera y toda la de-
pendencia temporal de las magnitudes del piston pueden expresarse mediante
las temperaturas de los dos gases.

La separacion temporal en escalas rapidas y lentas también estd presente
en el caso de dos gases granulares aislados separados por un pistéon adiabatico,
estudiado en la segunda parte del capitulo 3. Es mas, este fenémeno también
aparece en el problema clasico del pistén de Rayleigh, como se discutio en el
capitulo 2.

Los estados estacionarios que alcanzan los sistemas estan caracterizados
por la igualdad de presiones entre los gases y por la igualdad entre la energia
total disipada en el sistema y la inyectada por las paredes. En el caso en el que
se vibran todas las paredes del sistema y los dos gases son iguales, el sistema
experimenta una transicion de fase de no equilibrio. Sélo para valores de los
parametros del sistema que hacen A < 2 las condiciones anteriores conducen
a estados en los que todas las temperaturas sean iguales, como ocurre en el
caso elastico. Los resultados teéricos y de simulaciéon muestran una violacion
de la equiparticién para A > 2 y la consiguiente transicién de fase.

Existen evidentes similitudes entre los resultados obtenidos para el siste-
ma vibrado de la figura 4.1 y el aislado del capitulo 3. En los dos se producen
transiciones de fase de no equilibrio caracterizadas por idénticas ecuaciones
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para la variable p* = ny/ns, en el caso vibrado \ juega el papel de pardmetro
mientras que en el caso no vibrado es 2Nda/b.

La diferencia fundamente entre los dos sistema escriba en la dependencia
temporal de los estados atractores. En el caso vibrado el sistema alcanza un
estado estacionario mientras que en el aislado el sistema evoluciona hacia un
estado en el que siempre hay dependencia temporal de las temperaturas.

El estado atractor del sistema con todas las paredes vibrantes estudiado
en este capitulo es estacionario y, en este sentido, mas sencillo que el estudiado
en el capitulo 3. Por este hecho resulta oportuno tratar de encontrar para
este sistema un principio extremal que proporcione los estados estacionario.
La energia disipada en el sistema por unidad de tiempo, P, en una situacién
genérica en la que el sistema no conserva macroscépicamente la simetria, es

Nd
P, = 7(§1T1—|—§2T2)o<n1T13/2—|—n2T23/2 (4.75)
3/2 3/2 9
1
- 0y + 0; P+

ox :
r, Ly—xz, (1+p)?

La funcién anterior tiene un minimo para p = 1, es decir para el estado
simétrico. Esto quiere decir que el sistema escoge entre todos los estados
posibles aquellos en los que la energia disipada por unidad de tiempo es
mayor.

Atn no se ha conseguido traducir la condicién anterior en alguna igualdad
entre magnitudes de los dos subsistemas en contacto a través del piston,
aunque se sigue trabajando en ello. Es posible que la funciéon W(p), definida
en la ecuacién (3.97) y usada para el estudio de la evolucién dindmica, juegue
un papel importante, dado que determina los estados estacionarios.

Finalmente, se ha analizado la bondad de la aproximacion uniforme utili-
zada para analizar el sistema con todas las paredes vibrantes, en este capitulo,
y para el sistema de paredes reflectantes, en el capitulo anterior. Para ello,
se ha escogido el sistema vibrado mas sencillo, el que tiene solo las paredes
verticales vibrantes. De esta forma, se ha comprobado que tanto la predic-
cién tedrica aproximada como la exacta, predicen, cuando los dos gases son
iguales, que la posicién media del pistén siempre es la central, lo que también
ha sido confirmado por resultados de dindmica molecular.
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Conclusiones

El objetivo de esta memoria ha sido el estudio del comportamiento de
dos gases granulares, modelados como un conjunto de esferas o discos du-
ros inelasticos, separados por un piston adiabatico. Se trata de un ejemplo
mas en que la inelasticidad de las colisiones modifica en forma sustancial el
comportamiento del sistema, de manera que su efecto no puede describirse
mediante simples correcciones cuantitativas. A continuacién, se presentan en
forma resumida, algunas de las conclusiones del trabajo presentado.

1. La primera conclusion relevante es que el comportamiento macroscopico
de los sistemas y estados estudiados pueden ser descritos correctamen-
te por una teoria de tipo hidrodinamico, en términos de los mismos
campos que los fluidos moleculares usuales, es decir, la densidad, la
velocidad y la temperatura. Esta teoria hidrodinamica se sustenta a su
vez en una descripcion microscopica en el contexto de la teoria cinética.

2. Las ecuaciones consideradas consisten esencialmente en los balances de
energia de cada uno de los gases y también del piston. En particular,
las oscilaciones de éste ultimo, medidas a través de las fluctuaciones de
su velocidad, son fundamentales para explicar el intercambio de energia
entre los dos sistemas gaseosos.

3. En el primer caso estudiado, el conjunto de los dos gases y el pistéon
estan aislados del exterior de forma que el sistema evoluciona libre-
mente. Cuando la masa del pistén supera un cierto valor critico, que
depende de los pardmetros mecanicos del sistema (masa y didmetro de
las particulas, su numero, y la inelasticidad), se produce una ruptura
espontanea de simetria. El piston se sitiia en una posicion estaciona-
ria en que la densidad y temperaturas de los gases a ambos lados son
distintas.

87
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10.

El comportamiento del sistema en las proximidades del punto critico de
la transicion es el tipico de las transiciones de no equilibrio descritas por
la teoria de campo medio. El analisis de estabilidad de las ecuaciones
muestra que, donde existe, el estado asimétrico es mas estable que el
simétrico.

El otro caso estudiado es el de un sistema que se mantiene fluidizado
vibrando todas sus paredes externas. Este sistema tiene la ventaja de
ser mucho mas accesible experimentalmente que el anterior. El precio a
pagar es que las vibraciones inducen gradientes de forma inevitable. Sin
embargo, se ha mostrado que la forma especifica de vibracion escogida
permite estudiar el sistema desde una perspectiva global, considerando
homogéneos cada uno de los gases a los lados del piston.

Se ha mostrado que el sistema vibrado también presenta una transicién
de no equilibrio con ruptura espontanea de simetria que, nuevamente,
es correctamente capturada por la descripcién hidrodinamica.

Se ha investigado no sélo la posicién estacionaria alcanzada eventual-
mente por el pistén, sino también el proceso dinamica por el que se
alcanza. Se ha visto que existen dos escalas temporales bien diferen-
ciadas. En las mas lentas, las restantes variables hidrodinamicas estan
esclavizadas por las temperaturas de los gases a ambos lados del piston.

Se ha tratado de identificar un criterio de tipo variacional que determine
el estado final del sistema, habiéndose visto que en los casos estudiados
el sistema tiende al estado en que la potencia disipada en las colisiones
es mayor. Sin duda, ésta es una linea de investigacién que debe ser
continuada.

Las rupturas espontaneas de simetria como las consideradas aqui, pare-
cen ser algo intrinseco de los fluidos granulares, habiéndose observado
en bastantes otros casos. Vale la pena resaltar que las analizadas en es-
ta memoria tiene un origen colectivo, descriptible mediante los campos
hidrodindmicos.

Todas las predicciones tedricas obtenidas se han validado comparan-
dolas con resultados de dinamica molecular, obteniéndose un acuerdo
razonablemente bueno. La comparacién se ha limitado a la region de
inelasticidad pequena. Para inelasticidades grandes, aparecen dificulta-
des asociadas, fundamentalmente, con la inestabilidad del estado uni-
forme en el caso aislado y con la presencia de grandes gradientes en el
caso de sistemas vibrados.
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11. La combinacién de desarrollos tedricos y de resultados de simulacion
en ordenador creemos que es especialmente 1til para el desarrollo de la
mecanica estadistica de los sistemas fuera del equilibrio en general, y de
los gases granulares en particular. De hecho, la investigacion presentada
aqui se ha llevado a cabo en un proceso continuo de iteracién de los
resultado que se iban obteniendo por ambos métodos.
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Apéndice A
Coeficientes de transporte

El método de Chapman-Enskog proporciona, en primer orden en los gra-
dientes, una solucion especial de la funcién de distribucién llamada solucion
normal. La dependencia espacial y temporal de ésta ocurre a través de los
campos hidrodinamicos. El método sélo proporciona unas ecuaciones cerra-
das para dichas funciones que en general hay que resolver aproximadamente.
El procedimiento habitual para ello es mediante el uso de una base de fun-
ciones construida con los polinomios de Sonine [68].

Las relaciones constitutivas en el orden de Navier-Stokes que se usan en
este trabajo han sido obtenidas usando el método de Chapman-Enskog. Las
expresiones de los coeficientes de transporte que aparecen en las mismas y
que se dan a continuaciéon han sido determinadas en la primera aproximacion
de Sonine [91].

Los coeficientes de transporte, el coeficiente de viscosidad 7, la conducti-
vidad térmica k, la conductividad difusiva p y la velocidad de enfriamiento
(, escalan de la siguiente forma con los campos,

1 =1n""o,

Kk =K"Kq,

L (A.1)
n
nl

CI_C 9
Mo

siendo 79 y Ko los coeficientes de viscosidad y conductividad térmica elasticos,

2 s
L
A2)
d(d + 2)? i (
=~ 2 I(d/2)n T TV,
fo = To@— 1) (YT 7

91



92 Apéndice A

Las magnitudes con asterisco son adimensionales y funciones del coeficiente
de restitucién normal «,

)= i - ]

@ = i) - 2hc@)] e

() = 2¢°(@) [w(e) + LD 2D

-1

vy(a) =3¢ (a)|

d
(A.3)
=25t 14 ge)].
vi(a) = (3 —3a +4zd)(1 + a) {1 B 6%0*(&)} |
vi(a) = ;t? {dgl N 3(d+81)6(1—a) +4+5d10?;i4—d)a ‘)]

o 32(1 — a)(1 - 20%)
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Dinamica molecular de
esferas y discos duros

Los algoritmos de dindmica molecular convencionales determinan la evo-
lucion de los sistemas integrando sus ecuaciones de movimiento numérica-
mente [79]. Esto implica, en general, hacer una discretizacién del tiempo.
Los errores cometidos tienen al menos dos origenes diferentes: los que pro-
ceden del proceso de integracién de las ecuaciones y los que provienen de
realizar cuentas sencillas como elevar al cuadrado un ntumero. Los errores
del primer tipo son mayores y mas dificiles de controlar, en general, que los
segundos.

Las caracteristicas fisicas del modelo de esferas y discos duros, utilizado
en este trabajo para modelar un medio granular, permite implementar cédi-
gos de dinamica molecular en los que los errores de simulacion sélo se deben
a la precision del ordenador. Esto es consecuencia del hecho de que, entre las
colisiones, el movimiento de una particula es independiente del estado de mo-
vimiento del resto del sistema. En consecuencia, el proceso de integracion de
las ecuaciones de evolucién no introduce ningin error més que el proveniente
de las manipulaciones numéricas.

Los codigos utilizados en este trabajo para la simulacién de los flujos
granulares répidos estéan inspirados en los de Allen y Tildesley (Algl) [74] y
de Lubachevsky (Alg2) [80] !, que a su vez, son algoritmos basados en las
ideas de Alder y Wainwright [149]. Todos ellos explotan el hecho de que, para
un conjunto de esferas o discos, las colisiones se dan cuando las particulas
estan en contacto, por lo que la dinamica del sistema estd determinada por
la evoluciéon libre o bajo la accién de una fuerza externa y por colisiones
instantaneas.

IE] primero de los algoritmos serd Algl v el segundo Alg2.
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B.1. Descripcion del algoritmo

Sea x; = (ry(t),...;vi(t),...) el vector de posiciones y velocidades de
todas las particulas del sistema en el instante t. El objetivo de los algoritmos
de Allen-Tildesley (Algl) y el de Lubachevsky (Alg2) es tratar de obtener
este vector a partir de una condicién inicial dada xq. Estos algoritmos, usados
para un conjunto de discos o esferas duros en el que eventualmente puede
haber otro tipo de particulas como un piston, estan basados en la misma
idea: x; se determina a partir de xy teniendo en cuenta la evolucion libre o
bajo la accion de fuerzas externas y las interacciones binarias entre particulas
(como se discutié en el capitulo 2).

Los algoritmos Algl y Alg2 operan de forma secuencial. A partir de una
configuracion inicial dada, determinan el siguiente suceso (una colisién, por
ejemplo), hacen los cambios introducidos por el suceso (si es una colisién
entre particulas, se cambian las velocidades), determinan el siguiente suceso,
hacen evolucionar al sistema hacia éste, hacen los cambios seguin el suceso,
y asi sucesivamente. Cada parte de la secuencia se puede relacionar con una
operacion.

La parte de los cédigos encargada de la evolucién libre de colisiones del
sistema puede asociarse al operador L;, que toma un vector de posiciones
y velocidades y devuelve los vectores que resultan de la evolucién libre de
colisiones pasado un tiempo t. La configuracion del sistema sera

LtXO — Xt (B]_)

si en el tiempo ¢ no se ha producido ninguna colisién. En el caso de que no
actie ninguna fuerza externa sobre las particulas, éstas se mueven libremente
y el operador L; actia de la siguiente forma

Li(r1(0), ... vi(0), ... ) = (r1(0) + v (O)E, ... : va(0),...). (B.2)

Como las particulas colisionan, es conveniente introducir el operador T,
que, dada una particula pl, devuelve el tiempo t; en producirse el siguiente
evento asociado a ella y otro elemento p2 involucrado en el mismo, para una
configuracion x; dada. El evento puede ser una colision con una particula
(p2 es una particula), con el pistén (p2 es el pistén), con una pared (p2 es
una pared); o puede ser otro evento como, por ejemplo, que la particula llega
a una regién del espacio. Como ya se discutié en el texto principal, sélo se
producen colisiones binarias aisladas en el tiempo, por tanto, el 7},; esta bien
definido. De forma esquematica,

Torxe — (L1, p2). (B.3)
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El operador anterior es el que requiere mas tiempo de cémputo para el orde-
nador, y su obtencién difiere segin el algoritmo utilizado.

En Algl, los eventos son colisiones, y para evaluar 7}, hay que considerar
todas las particulas (incluidas las paredes y el pistén) del sistema. En Alg2
se hace una division del espacio en celdas, como en la figura B.1. Ahora los
eventos posibles son

colisiones entre particulas,

colisién particula-piston,

colisién particula-pared,

cruce de la frontera entre dos celdas.

Al introducir el ultimo evento, se elimina la necesidad de considerar las coli-
siones de particulas que no estén en la misma celda o en celdas contiguas,
siempre que la suma de los diametros de las particulas que van a colisionar
sea inferior a la distancia entre las celdas de sendas particulas. Esto es conse-
cuencia de que para que dos particulas, suficientemente pequenas, que estan
en celdas no contiguas, colisionen, al menos una de ellas ha de cruzar una
frontera.

Para una eleccion buena del mallado del sistema, Alg2 reduce notable-
mente el tiempo de cémputo de Algl (ver [150]) porque se descartan muchos
sucesos improbables. La buena eleccién es la que consigue que el niimero me-
dio de particulas en cada celda sea uno. Por esta razon, conviene, en ciertas
circunstancias, hacer un mallado del sistema no uniforme.

En la figura B.1 se muestra un sistema en el que se ha hecho un mallado
no uniforme. Al evaluar 7, con Alg2, para la particula negra, sélo hay que
considerar las particulas dentro de la region R1. Por otra parte, con Algl
habria que considerar también las particulas y la pared que estan fuera de
R1.

Si sobre el sistema actia una fuerza externa constante, eventualmente
cero, T, se determina de la siguiente forma

T tl = min{tpl,pi,pi € Hl},

p1 Xy — { Py = mmpar{tm,pz‘,pi c Hl}- (B.4)

En la expresiéon anterior, ¢, ,; es el tiempo que tardan las particulas pl y
pi en colisionar, min{t, ,;,pi € II;} es el tiempo de colisiéon mds pequeno
del conjunto calculado para las particulas pi en la regién I1;, formada por la
celda de la particula p1 y las contiguas (en el caso de Algl esta regién es todo
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Figura B.1: Ejemplo de un sistema con un mallado no uniforme. Con el
algoritmo Alg2 las particula marcadas (negra y rayada) sélo puede colisionar,
respectivamente, con las que estan dentro de las regiones R1 y R2. En el
segundo caso también se contempla la posibilidad de colision con la pared.

el espacio). Por tltimo, minpar{t, ., pi € II;} es la particulas asociada al
tiempo minimo anterior.

La funcion ¢, ,; en (B.4), si pi es una particula y la fuerza externa es
constante, es

L 2 2 2 _ 2
. { by; b11v;11(r11 o2) si by <0y b%i o U%i(r%z‘ o Ug) >0, (B.5)
+00 si by <06 b3, —v3(r?, —o?) <0,

donde ry; y vy; son la posicion y la velocidad relativas de pl y pi, by; = r1;- vy,
y o, es la distancia entre las particulas cuando estan en contacto.

De forma analoga puede obtenerse el tiempo anterior si pi es el piston.
Sélo habria que considerar, sin embargo, el movimiento relativo en la direc-
cion normal a la superficie del piston. Es decir, si el pistén se mueve a lo
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largo del eje X, se usa la misma expresién (B.5) pero sustituyendo los vec-
tores de posiciones y de velocidades (también en la definicién de by;) por las
componentes a lo largo del eje X.

No resulta dificil obtener los tiempos ¢, ,; si pi es una pared o una frontera
entre celdas, pues éstos suelen ser elementos estaticos. Es conveniente senalar,
no obstante, que si existe una fuerza externa actuando sobre el sistema, si
determinan, en este caso, el valor de t,,; ,;, a diferencia de lo que ocurre si hay
movimiento de las dos particulas colisionantes sometidas a la misma fuerza
externa constante.

Finalmente, el algoritmo debe realizar las colisiones particula-particula,
particula-pistén y particula-pared. En este trabajo se ha utilizado la ley (2.1)
para las colisiones entre granos, la ley (3.15) para las colisiones con el pistén
y la ley (3.12) para las colisiones con la pared vibrante con movimiento en
diente de sierra (si se hace v, = 0 se tiene la de la pared reflectante). Se
utilizara el operador C' para representa el proceso de colision,

C<t17p17p27xt) — Xyt (BG)

En la expresién anterior, t* indica el instante justo después de la colision.
Usando los operadores antes definidos, los algoritmos Algl y Alg2 se pue-
den esquematizar de la siguiente forma (ver el diagrama de flujo B.2):

1. Generar la condicién inicial — xq.
2. Asignar a cada particula pi el tiempo y pareja de su siguiente evento
Tyixo — (tpi;ppi,j>'

3. Obtener el tiempo y particulas (o particula-pistén o particula-frontera)
del proxima evento

tpy = min{ty,pi=1,...N}, (pl,p2).
4. Realizar la evolucién libre de colisiones hasta la proxima colision
Ltp1X0 — til .

5. Hacer la colisién
C<t7p17p27 ti1> - th'l-

6. Asignar nuevos tiempos y parejas a p; y po
Tplxt;’l - (tpbppl,k)?

Tp?Xt;fl - (tp2a pp2,l>'
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7. Volver al punto 3.

La etapa de registro de magnitudes puede hacerse entre los puntos 3 y 6,
en la figura B.2 del diagrama de flujo se ha colocado después del punto 4.
En la siguiente seccion se describe brevemente el proceso llevado a cabo para
obtener las magnitudes hidrodinamicas a partir de los datos obtenidos en las

simulaciones.
Condicién Proximo {tpi » Ppi,j } Nuevos
inicial evento eventos
X . / t 1,p2 X+
0 {tpi,ppi7j,l:1,...N} (php p ) tpl
/ Evolucion Xty s
Eventos libre - . Colisiones
til
Medidas

Figura B.2: Diagrama de flujo para los algoritmos de Allen-Tildesley (Algl)
[74] y de Lubachevsky (Alg2) [80].
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B.2. Medidas

En este apartado se describe el proceso para obtener las magnitudes hidro-
dindmicas y la funciéon de distribucion de una particula a partir de medidas
directas de las simulaciones.

Los campos hidrodindmicos densidad de particulas n(r, t), velocidad u(r, t)
y temperatura 7'(r,t) estan definidos a partir de la funcién de distribucién
de una particula f(r,v,t) como

n(r,t) = /dv f(r,v,t),
n(r,t)u(r,t) = /dv vf(r,v,t), (B.7)

gn(r,t)T(r,t) = % / dv (v —u) f(r,v,1).
Obsérvese que en la definicién del campo de velocidades interviene la densi-
dad, y en el de temperatura aparecen la densidad y el campo de velocidades.

Para obtener la funcion de distribucién de una particula a partir de datos
de simulaciéon es necesario discretizar el espacio de posiciones y velocidades.
Para las posiciones, el espacio sera recubierto por celdas, de modo que la
celda i-ésima tendra su centro en la posicién §; y volumen (area si d = 2) A,.
Anélogamente, para el espacio de velocidades se tienen

wj; Qj.

Sea Fj;(t) el nimero de particulas en las celdas ¢ y j de los espacios de
posicion y velocidad, respectivamente, en el tiempo ¢. Formalmente,

N
Ey;(t) = ZG(rk76iaAi)@<Vkawj,Qj>, (B.8)
k=1

donde O(ry, d;, A;) es uno si la particula k estd dentro de la celda i y cero en
otro caso. Andlogamente, © (v, w;, 1) es uno si la velocidad de la particula
k esté en la celda j del espacio de velocidades y cero en otro caso.

La magnitud Fj;(¢) es una variable estocastica que cumple

R0
v~ dm (25 (5.9)

Qj—>0

En la expresién anterior (-) indica promedio sobre condiciones iniciales, tal
como se discutié en el capitulo 2. El signo de aproximacién se debe a que
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la relacion anterior puede no estar bien definida en algunos casos, aunque se
supondra que si lo esta.

En la practica no es necesario tomar el limite en la ecuacién B.9, basta
elegir los volimenes {A;, Q;} lo suficientemente pequenios para que no exista
variacion importante de la funcion de distribucién dentro de ellos. Para ello,
es ttil tener una idea de cémo es la funcién de distribucién. Por ejemplo, si la
funcién de distribucion es normal, las variaciones espaciales se producen sobre
distancias mayores (del orden) del recorrido libre medio y las variaciones de
la velocidad estan supeditadas a los valores que toma la temperatura local.

En lo que respecta a las magnitudes hidrodinamicas y otras derivadas de
la funcién de distribucién f(r,v,t), no es necesario discretizar el espacio de
velocidades, como se comentara mas tarde. Si se requiere una discretizacion
espacial en el que las celdas tengan longitudes del orden del recorrido libre
medio local. Si el sistema es aproximadamente homogéneo, como ocurre para
muchas situaciones en este trabajo, el recorrido libre medio es del orden de

Ld
Ngd-1

donde L es una longitud macroscopica tipica del sistema y N y o son el
numero total y didmetro caracteristico de las particulas.

En lo que sigue, se admite que la discretizacion espacial es lo suficiente-
mente fina como para que la funcién de distribucién no cambie sustancial-
mente en una celda. Es decir, que no es necesario tomar el limite A; — 0 en
la ecuacién (B.9), por lo que

Flrvpt) = Jim <ng)> | (B.10)

La expresion anterior permite determinar las magnitudes hidrodinamicas
a partir de cantidades medibles en las simulaciones. Considérese, a modo de
ejemplo, la densidad de particulas,

n(r;,t) :/dv flr,v,t) = Zé@of(r,vj,t)szj. (B.11)
j=1"

En la ultima igualdad, se ha utilizado la particion del espacio de velocidades
introducida antes para hacer la integral. Esto no es mas que la definicién de
integral de Riemann. Utilizando la relacién (B.10), se tiene

n(r;,t) ~ 2:; <]Zzgj)> Q; = <Z FZT(f)> (B.12)

Jj=1
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Obsérvese que no hay ningtin problema en intercambiar la suma por el prome-
dio sobre condiciones iniciales porque el sumatorio sélo contiene una cantidad
finita de términos, dado que el nimero de particulas es finito. Finalmente,
usando (B.8) en (B.12),

pe1 O(rr; 00, 80)O (v, wj, €
n(r;,t) <ZZ o( )O( )>

A

(B.13)
1
= A, <Z O(ry, 6, Ai)>
k=1
En la relacion anterior se ha utilizado que
Z@ Vi, w;,§;) =1, (B.14)
7j=1

pues la particula k estd en una celda y sélo una del espacio de velocidades.
El resultado obtenido en la expresién (B.13) para la densidad, al igual
que ocurre para otras magnitudes, no depende para nada de la particion del
espacio de velocidades que ha sido utilizada de modo formal para sustituirla
por la integral.
Procediendo de forma andloga, se determinan los campos restantes:

= Campo de velocidades
1 N
ot = s (S motaa). ma
= Temperatura

~ W <Z('vk — u(r;,1))%0(ry, 8, Ai)> . (B.16)

=1

T(I‘Z‘, t)

También es posible expresar el tensor de presiones F;;, flujo de calor q
y velocidad de enfriamiento ¢, definidos en (2.11), en término de cantidades
medibles:

= Tensor de presiones

Pj(ry,t) =~ g <Z(Uk —u(ry,t))i(vr — u(r,t));0(ry, 0y, Az)> :

=1
(B.17)
En la expresion anterior (v — u(r;,t)); es la componente 7 del vector.
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= Flujo de calor
m al
q(r;,t) ~ oA, <,§:1(vk —u(r;, t))* (v u(rl,t))@(rk,éz,Az)> .
(B.18)

= Velocidad de enfriamiento para un gas monocomponente

(1— o)1 mod!

" 4dT (E2) iy, )T (x7, ) A2

N N
X <Z Z |'Uk1 - vk2|3@(rk175i7Ai)@(rk275i7Ai)> .

k1=1ko=1
(B.19)

C(r;,t)

A}, es la anchura de la banda k-ésima.

Las expresiones dentro del signo (.) en las expresiones anteriores son fa-
cilmente medibles en las simulaciones. En la siguiente seccion, se discute
brevemente cémo se hace el promedio.

B.2.1. Promedio sobre trayectorias, espacial y tempo-
ral
En las expresiones (B.13)-(B.19) de la seccién anterior, las magnitudes se

obtienen promediando sobre variables aleatorias. En el caso de la densidad,
por ejemplo, se tiene

n(rs,t) = (Ni(1) | (B.20)
Ni(t) = %Z@(rk,éi,Ai). (B.21)

El promedio en la expresion anterior y en (B.13)-(B.19) se llama promedio
sobre trayectorias porque para obtener el valor de la densidad, y el resto
de magnitudes, se generan distintas trayectorias del sistema partiendo de
condiciones iniciales diferentes. En particular, para los problemas estudiados
en este trabajo, los dos gases parten inicialmente de sendos estados con la
misma funcién de distribucién. Es decir, el punto del espacio de las fases del
que parte el sistema es aleatorio siendo la probabilidad de las componentes
espaciales uniforme y la de las velocidades gaussiana.

Condiciones iniciales ligeramente diferentes pueden generar trayectorias
del sistema que se identifican con estados diferentes del sistema. En el sistema
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estudiado en el capitulo 4, por ejemplo, el piston, para A > 2, abandona su
posicion inicial central desplazandose hacia la izquierda o hacia la derecha,
con la misma probabilidad. Si el interés es determinar el perfil de densidades,
por ejemplo, es necesario seleccionar las trayectorias asociadas al mismo per-
fil, o dicho de otro modo, seleccionar sélo los microestados (puntos del espacio
de las fases) compatibles con el macroestado (descripcién hidrodindmica, en
este caso) [81]. En la préictica y para el caso de la densidad, esto quiere de-
cir que los valores de N;(t) sobre los que se promedia no pueden ser muy
diferentes. Cuando es dificil determinar las trayectorias que corresponden a
un mismo estado macroscdpica, se recurre a promedios temporales, como se
discute con més detalle en [151].

Si el problema estudiado tiene cierta simetria, se puede aprovechar ésta
para mejorar la estadistica de las simulaciones. En el problema del capitulo
4, por ejemplo, el sistema tiene simetria en la direccién vertical. Por lo que, si
el interés es obtener la dependencia de la densidad en la direccién horizontal,
puede tomarse un mallado espacial del sistema de modo que las celda tengan
la altura del sistema.

Finalmente, si la magnitud sobre la que se promedia, por ejemplo N;(t),
oscila en torno a un valor estacionario, también es posible promediar tempo-
ralmente sobre una misma trayectoria, mejorando de este modo también la
estadistica.



104 Apéndice B




Apéndice C
Aproximacion gaussiana

Este apéndice contiene las aproximaciones que conducen a la ecuacién
(3.35) del texto principal.

Sean
nt(X,r,t) = /drdv/dXdef*(r,v,X,Vz,t)cS(X—a:), (C.1)
THX,r,,t) = n%/drdv/dXdV}rf*(r,v,X,V;,t)é(X—x)mvi, (C.2)
T (X,r.,t) = ﬁ/drdv/dXdef*(r,v,X,Vm,t)(S(X — z)mv?,
(C.3)

la densidad y temperaturas parciales asociadas a las particulas que se acercan
al pistén en la posicién de éste. Dado que es posible relacionar las propiedades
de las particulas que se acercan al piston con las que se alejan, a través de la
relacion (3.23) que liga los flujos, se tienen las siguientes igualdades,

n(X,r1,t) = — Pt (X r, 1), (C.4)
Qp
(M —m), gt
T.(X,r,,t)= M= aym TH(X,r,,t)—H, (C.5)
TJ_(X,I'J_,t) :Tj(X,I'J_,t). (06)

Se ha introducido H} cuyo valor viene dado por

I+ 20, Mm
(M = apym)nt

/drdv/dXdef+(r,v,X,Vm,t)é(X—x)va;c.
(C.7)

105
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Despreciando las correlaciones precolisionales, ecuacion (3.33),

[ e [ X X V03X ) = £ (Xors v OF (X, Vi )82,
(C.8)

donde f v F se aproximan por gaussianas
g y )

1/2 2
m mu;
fo(Xr,vit) >~ 2n (X, r, vy, t) (27rT;F> exp (_2T+) ., (C9)

T

m \ Y2 mv?
X t) = - C.10
SO( y 1, VvV, ) (27TTI) exXp ( 2Tj_> ; ( )

M \"? MV?
F(X,V,,t) ~ (27TT ) exp <— 2Tx ) . (C.11)
p p

En esta aproximacién, H* = 0, por lo que, usando (C.5),

M-
To(X,ry,t) = HT;(X, ry,t). (C.12)
p

Se aproxima la temperatura T’ (X,r,,t) por T(X,r,,t), lo que es con-
sistente con la aproximacion uniforme hecha en el texto principal. Dado que,
1 d—1

— - - 1
T de+ 7 T, (C.13)

resulta

T(X,I'J_,t) = TJ_(X,I‘J_,t) = Tx(X, I'J_,t)
a,(M —m)

=2 U7X t).
M — a,m » (Xort)

(C.14)

Las relaciones anteriores permiten expresar la funcién de distribucién (C.9)
en funcién de la temperatura del gas con contacto con el pistén.
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Hidrodinamica del sistema con
paredes verticales vibrantes

D.1. Variable espacial

Para resolver el problema hidrodindmico del sistema de la figura (4.6),
ecuaciones (4.68), es conveniente introducir las variables espaciales adimen-
sionales siguientes

4 2 D)ri G o [
hiw) = <d+2>r<d/2>\/ (PR | m

o 2d— Vi ., [
ZQ(“"“):<d+2>r<d/2>\/ Ere T L T

Es decir, [; es una medida de distancia, para el subsistema 1, proporcional al
recorrido libre medio, con origen en la pared vertical izquierda del sistema.
Para el subsistema de la derecha, 5 tiene su origen en la pared derecha.

Se usaran, también, las siguientes constantes

(D.1)

—1 /% d—1
l1m<x) = l1($p) = 4 \/ 2(d_ 1)7Td 1(1 Niof

(d+2)0(d/2) \ (d+2)(k1 —pi) S
4 \/ 2(d — 1)m81¢; Nyod!

(D.2)

bam () = la(p) =

(d+2)T(d/2) | (d+2)(r5 — p5)  Sp
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D.2. Condiciones de contorno

Tal como se ha explicado en el texto principal, para determinar las cons-
tantes A;, B; parai = 1,2, se usan las condiciones de contorno (4.71), (4.72),
(4.73) y (4.74).

La ecuacién (4.71) es consecuencia del equilibrio mecdnico del pistén.

Del equilibrio térmico, ecuacion (4.72), y la expresién (4.6) para los flujos
de calor obtenidos en el capitulo 3, se tiene

1
To(zp)
Cm + [Tl(xﬁi)

/2
T, = ] [T () Ta ()], (D.3)

1/2
T (xp)
Cm [Tl(zz)] +1

que no es mas que la generalizacion de la ecuacién (4.60). La constante ¢,
estd definida en (4.61).

Para utilizar las condiciones de contorno de los flujos de calor en las
paredes y en la posicién del pistén, es conveniente expresar (4.67) en las
nuevas variables (D.1),

*

) = <—1>i¢%\/d2(d e AR

Usando la relacién anterior con la expresion de la solucién (4.70) y la
relacién (4.73) para el flujo de calor en las paredes, se tiene

(Ai = Bi) =e;; (i=1,2), (D.5)

donde

R 2(d — 1)
“ b“_l\/ Pl 2) (5~ )G )

Procediendo de la misma forma con la condicién de contorno en la posicién
del pistén, se tiene

Tp
Aie_lim + Bielim

(Aieilim — Bielim) = /CZ (Aiel”" + Bz-elim - ) (D?)

con

b= \/ PR T Yoy (D#)
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D.3. Solucion

El sistema formado por (D.5) y (D.7) constituye, usando la ecuacién (D.3)
para la temperatura del piston, un sistema de cuatro ecuaciones y cuatro
incégnitas (A; v B;).

El procedimiento que se va a utilizar para obtener la solucién del sistema
formado por (D.5) y (D.7) consiste en: (i) expresar los coeficientes A; como
funcién del cociente B;/A; usando la relacién (D.5), (i) relacionar B;/A;
con la temperatura del pistén usando la relacién (D.7), (iii) expresar las
temperaturas en la posicion del pistén en funcion de la temperatura del piston
y (iv) determinar numéricamente la solucién de la euacién que resulta de usar
la relacién (D.3).

(i) Usando (D.5),

Ai=1 iiz.’
B (D.9)
2 = i
(ii) Utilizando las relaciones anteriores y (D.7),
1=z =k (1 + zi0; — Tpfiﬂ) 7
e 1420 (D.10)

5. — 62li7n
i = .

Pude verse sin dificultad que la ecuacién anterior para z; tiene dos soluciones
reales, una positiva y otra negativa. Solo la solucién positiva tiene sentido
fisico y permite determinar el valor de z; conocido el valor de la temperatura
del pistén T,,.

(iii) A partir de la solucién positiva de la ecuacién (D.10) se determinan
los perfiles de temperatura como funciéon de la temperatura del piston. En
particular, se determinan las temperaturas en de las regiones en contacto con
el piston,

Ti(x)) 2 = i+ (72 + 5.T,) 2,
L 61'(51»1/2
S — 1 (Lt o)k (D.11)
k(14 6;)

TS Lt (Lt o)k

(iv) Para finalizar, hay que determinar los posibles valores de la tempera-
tura del pistén. Para ello, hay que usar la ecuacién (D.3) junto con la relacion
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(D.11). Usando las funciones

1 1
f(Ti (), Ta(xp)) = 1 1 1 om?
(AR P Y ARE (D.12)

g(Tp) =f <r1 + (r% + slTp)1/2 , To + (r% + SQTp)1/2> ,

la ecuacién que hay que resolver para la temperatura del piston es
9(1p) = Tp. (D.13)

Tal como ha sido escrita la funcién f(71,73), se puede ver que g(7,) es
creciente y de pendiente decreciente, convergiendo ésta (la pendiente) para

T, grande a
cmsi/2 + 35/2

1/2 1/2
cms2/ +sl/

(5159)%2, (D.14)

que es menor que 1 (puesto que s; < 1), para cualquiera valores de los
pardmetros del sistema. Ademads, ¢g(0) > 0. Estas dos propiedades de ¢(7},)
garantizan que la ecuacién (D.13), para todos los pardmetros posibles del
sistema, tiene una tnica solucién positiva (ver figura D.1).

Como la ecuacion (D.13) es altamente no lineal, habria que determinar
el valor de la temperatura del piston, y con éste el del resto de magnitudes,
numéricamente.
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Figura D.1: Representacién de la funcién ¢(7,), definida en la ecuacion
(D.13), para algunos parametros del sistema. El valor de la temperatura
del pistén estd determinado, de acuerdo con la ecuacién (D.13), por la inter-
seccién de g(7),) con la diagonal.
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