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Capitulo 1

Introduccion

Uno de los objetivos de la estimacion en dreas pequenas, consiste en pro-
poner estimadores, que sin aumentar el tamano de muestra, permitan obtener
buenas estimaciones, es decir, el error de estimacién sea menor que el de los
estimadores conocidos. Hasta ahora, en el contexto de la estimacion en areas
pequenas, se han desarrollado distintos métodos de estimacién, bajo el diseno
y bajo el modelo, para abordar este problema. La estimacién basada en mo-
delos, que ligan la informacion auxiliar a la variable de interés con la cual se
supone relacionada, ha demostrado ser mas eficiente que la estimacion basada
en el diseno, si es que se cuenta con informacién auxiliar completa, es decir,
se observan la variable respuesta y un vector de p variables auxiliares que son
conocidas para todos los individuos de la poblaciéon. Desgraciadamente, en la
practica este supuesto no es muy comun, siendo mas plausible que los datos
asociados a las variables auxiliares se obtengan de censos y ficheros adminis-
trativos que proporcionan diferentes parametros de estas variables auxiliares.
Asi, es comun disponer de diversas medidas de posicién (medias, medianas,
momentos, etc.) pero es dificil tener acceso a los datos originales de cada in-
dividuo, fundamentalmente por motivos de privacidad o cuando se trata de
informacion relacionada con politicas publicas. En este contexto es en el que
proponemos un conjunto de estimadores de proporciones para areas pequenas,
si es que se dispone de informacion auxiliar en forma de totales o proporciones
a nivel de la poblacién o a nivel de dominio.

Hemos organizado la revision de la estimacion en areas pequenas en dos
grandes bloques, el primero trata de los estimadores para variables cuantitati-
vas y el segundo, trata de los estimadores para variables cualitativas. Preten-
demos que la forma en como presentamos la estimacion para variables cuali-
tativas, contribuya a la organizacion sistematizada de los estimadores de pro-
porciones para areas pequenas, donde las variables de interés sean binarias o
de frecuencias.
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En la primera parte se inicia con la definicién del problema de la estimacién
en areas pequenas, los objetivos y alcances del trabajo de investigacion. En el
segundo capitulo se describen los métodos de estimacién en areas pequenas
para variables cuantitativas, empezando por los estimadores directos, estima-
dores directos modificados, estimadores sintéticos y estimadores combinados.
Se sigue con los estimadores mixtos y estimadores EBLUP, que hacen uso de
informacién auxiliar ajustada a un modelo de regresion generalizado (GREG),
con objeto de obtener mejores estimadores o predictores lineales insesgados
en dos etapas. Se describen los estimadores de bayes empirico (BE) y bayes
jerarquico (BJ) como herramientas que permiten hacer estimaciones exactas
en areas pequenas, usando modelos de enlace apropiados y algoritmos recur-
sivos para la estimacion de los pardmetros de interés y para la estimacion de
las varianzas. Una excelente recopilacion de estos métodos puede consultarse
en Rao (2003) y desarrollos posteriores, sobre todo de modelos lineales mixtos
y modelos de bayes, en los cuales se asume para la distribucién apriori y a
postriori, distribuciones distintas a la normal. Ver por ejemplo Larsen (2003),
Gonzélez-Manteiga, et al.(2007), Xie, et al. (2007), Trevisani, et al. (2007), Liu
(2009) y Chandra et al. (2009). Modelos no paramétricos pueden consultarse
en Chambers, et al. (2006) y Salvati, et al. (2010).

En el capitulo 3 se describen las técnicas de estimacion en areas pequenas
para variables cualitativas. Se inicia con la descripcién de métodos basados en
modelos y se deja para el final la estimacién basada en el diseno. Hemos organi-
zado la presentacién de esta forma, porque la contribucién nuestra se enmarca
en el enfoque basado en el disenio. La estimacién de proporciones basada en
modelos, para los modelos béasicos de nivel de area, se estudia para modelos
de efectos mixtos y estimadores EBLUP, para estimadores bajo el enfoque de
bayes, haciendo énfasis en los modelos mixtos lineales generalizados, que han
sido usados especialmente para el ajuste de datos binarios y de frecuencias, ha-
ciendo uso de distintos modelos de enlace y distribuciones a priori, incluyendo
la distribuciéon binomial, normal, logit, poisson, gamma, exponencial y doble
exponencial. Finalmente, se describe la estimacion de proporciones basada en
el diseno, destacando las contribuciones en la estimacion directa, sintética y
combinada. Se presentan los modelos LGREG, propuestos por Lehtonen y Vei-
janen (1998) para la estimacién en dominios y los propuestos por Duchesne
(2003) para la estimacién de proporciones en dominios.

El capitulo 4 esta destinado a la presentacion de los estimadores de pro-
porciones de areas pequenas que proponemos. Como senalamos antes, la esti-
macién se hace bajo el diseno, empezando por la estimacién directa de pro-
porciones de dominio, estimadores de razon, de regresion, de diferencia y de
calibracion, con informacién auxiliar en forma de totales o proporciones a ni-
vel de poblaciéon o a nivel de dominio. Se halla también el correspondiente
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estimador sintético para cada caso y estimadores de sus varianzas. Para los
estimadores de razén, de regresiéon y de diferencia, se proponen estimadores
combinados y estimadores de sus varianzas. Se proponen, ademas, las exten-
siones a un diseno general de muestreo y al caso multivariado.

En el capitulo 5 se describe la poblacién artificial, a partir de la cual se
hacen las simulaciones, para la obtencién de medidas de precisién como error
cuadratico medio, sesgo relativo y eficiencia relativa de los estimadores. Se re-
pite este proceso con una muestra disponible de casos confirmados de dengue
para el dominio 6, que corresponde a una regién de la Costa chica, y se esti-
ma su error cuadratico medio usando Jackknife. Identificados los estimadores
mas eficientes, se hace la estimacién de proporciones para las siete regiones
del Estado de Guerrero, México, de pacientes infectados por dengue, a partir
de una base de datos de casos confirmados del ano 2006, registrados por el
Laboratorio Estatal de Salud Publica del estado de Guerrero (LESPEG), ins-
titucion encargada del control epidemiolégico de la enfermedad. Se discuten
los resultados y se emiten conclusiones al respecto.

1.1. El problema de la estimacion en areas pe-
quenas

En la actualidad, practicamente todos los gobiernos de los paises del mun-
do realizan encuestas nacionales o estatales para obtener informacién sobre
distintas caracteristicas de la poblaciéon. Esta informacion es utilizada en la
formulacién de politicas y programas, en la evaluacién, en la asignacién de
fondos gubernamentales y en la planificacién regional. Las agencias estadisti-
cas y el sector privado hacen uso de informacion de encuestas para apoyar las
decisiones de negocios, reorientar una campana politica, posicionar un produc-
to en el mercado, etc. Normalmente estas encuestas se disenan para producir
estimaciones para la poblacion objetivo de muestreo y para subgrupos pobla-
cionales grandes. Las estimaciones de muestreo estandar de poblaciones finitas
para subgrupos grandes de la poblacion, se denominan estimaciones basadas
en el diseno o estimaciones directas, debido a que la estimaciéon esta basadas
solamente en los datos de muestreo y las probabilidades de seleccion para la
muestra en el subgrupo de interés. La inferencia estadistica bajo el diseno no
depende de la validez de un modelo estadistico, a diferencia de lo que ocurre en
la mayoria de las areas de la estadistica. Esta situacion resulta ventajosa en la
estimacion, toda vez que no necesitamos suponer un modelo apriori sobre los
datos. Sin embargo, la inferencia bajo el diseno se torna probleméatica cuando
el tamano de muestra en los subgrupos de interés es muy pequeno o incluso
cero. En esta situacion, se han propuesto y se usan cada vez mas, diversos
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métodos basados en modelos para ajustar las variables de interés y la informa-
cion auxiliar asociada, con objeto de producir los denominados estimadores de
areas pequenas o estimadores indirectos.

El término “drea pequena” o “dominio” usualmente se refiere a un area
geografica pequena tal como un estado, provincia, municipio, distrito escolar,
area metropolitana, o también puede tratarse de un grupo especifico de edad-
sexo, sexo-distrito electoral-preferencia politica, u otro grupo de interés dentro
de un area geografica grande. La realizacién de encuestas nacionales que tam-
bién sean representativas de las dreas geograficas de nivel inferior es posible,
pero puede no ser viable desde el punto de vista de los costos.

Un ejemplo lo tenemos en la encuesta PISA, de la cual recientemente ha te-
nido lugar la publicacién de los resultados del ultimo informe correspondiente
al ano 2009, que ha sido concebida como un recurso para ofrecer informacién
abundante y detallada, que permita a los paises miembros adoptar las decisio-
nes y politicas ptblicas necesarias para mejorar los niveles educativos, servir
de base para la investigacion y analisis, destinados a mejores politicas en el
campo de la educacion.

El tamano de la muestra de esta encuesta es moderado (25887 alumnos
para Espana) y los estimadores dados permiten realizar inferencias validas del
pais en su totalidad y de algunas comunidades auténomas que han ampliado la
muestra (como Andalucia con 1416 alumnos encuestados), pero no permiten
inferencias fiables por regiones, provincias y areas pequenas de interés. Los
procedimientos para la asignacion de pesos en PISA reflejan los estandares de
las buenas practicas de las encuestas, si bien no usan la informacion auxiliar
disponible en la fase de estimacion, debido, fundamentalmente, a la enorme
variedad de tal informacion auxiliar segin pais, region, comunidad, comarca,
provincia, etc. Sin embargo, usando técnicas indirectas avanzadas, es posible
obtener estimadores complejos que usen la informacién auxiliar disponible de
centros, familias, localidades y alumnos, mediante la formulacién de modelos
adecuados en el area considerada.

Las estadisticas de areas pequenas se realizan desde hace mucho tiempo en
paises como Inglaterra y Canada, que las han usado en sus censos y registros
administrativos desde hace varios siglos. Los demodgrafos llevan mucho tiempo
usando una gran variedad de métodos indirectos para hacer estimaciones de
areas pequenas de poblaciones, pero prescindiendo de las técnicas de muestreo
clasicas. Actualmente la mayoria de paises europeos hacen uso de ellas, las
economias en transiciéon, como los paises de Europa central y oriental, los
paises de la ex unién soviética y varios paises latinoamericanos.

Durante las pasadas tres décadas, la demanda de estimaciones para areas
pequenas se ha incrementado en diferentes areas de aplicacion, incluyendo in-
greso y pobreza, educacion, salud, uso de sustancias y agricultura. La razoén
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principal para el incremento en la demanda de estadisticas de areas pequenas,
se encuentra en la reciente tendencia en la politica federal para objetivos so-
ciales y programas econémicos a un nivel mas local.

1.1.1. Objetivos

La mayoria de métodos propuestos hasta ahora para estimar en areas pe-
quenas, funcionan muy bien para variables continuas, incluyendo los métodos
de estimacion basados en modelos, que hacen uso de informacion auxiliar dis-
ponible a partir de censos, registros administrativos o encuestas anteriores. La
insercién de esta informacién auxiliar disponible en la formulacion de los es-
timadores mediante distintas técnicas (como regresién, calibracion, regresion
no paramétrica o verosimilitud empirica), normalmente produce un aumento
considerable en la precision de los estimadores de la media o el total poblacio-
nal.

En todos estos trabajos se asume que la informacién auxiliar esta disponible
para cada persona en el area. Este supuesto no es muy comun, siendo mas
plausible que los datos asociados a las variables auxiliares se obtengan de
censos y ficheros administrativos que proporcionan diferentes parametros de
estas variables auxiliares.

Los objetivos en los cuales centraremos nuestro trabajo son los siguientes:

i Proponer estimadores para proporciones de areas pequenas que permitan la
incorporacién de la informacién auxiliar, en forma de totales o propor-
ciones, proveniente de una variable binaria.

ii Hacer una comparacion de estos estimadores con otros que incluyen infor-
macién auxiliar completa a partir de medidas de precision.

iii Organizar de forma sistematica los estimadores de &reas pequenas para
proporciones, incluyendo los propuestos.
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1.1.2. Notacion y conceptos basicos

En el presente trabajo denotaremos a la poblacion finita de interés como
U, con N unidades distintas e identificadas, es decir, U = {1,--- ,j,--- ,N}.
La lista que nos permite identificar cada una de las unidades de la poblacién
se llama marco. Las unidades poblacionales poseen muchas caracteristicas de
interés, algunas conocidas y otras desconocidas. Representamos por la variable
y (0 A, si se trata de un atributo) la caracteristica de la poblacién que deseamos
estudiar, y que llamaremos variable de estudio. El valor que toma dicha variable
sobre la poblaciéon es desconocido, pero vendra dado por el valor que cada
unidad j asigna a dicha caracteristica, y;,

y:{yhyQa"' yYjy o ayN}

o si se trata de un atributo A,
A= {A17A27“' 7Aj7"' >AN}-

Ademads, podemos registrar las caracteristicas conocidas de una variable z o de
un atributo B, que supondremos p-dimensional, al disponer de p caracteristicas
de cada unidad poblacional. Asi, para cada unidad j en la poblacién tenemos
un vector de informacién adicional, x; = (xj1,-- - ,xj,). Por ello, la variable,

X:{Xla"' 7XN}

B ={B,--- By}

recibe el nombre de variable de informacion adicional. Esta informacion auxi-
liar, que se supone relacionada con la variable de interés, debe emplearse para
ayudar a conocer los valores asociados a la variable de interés.

Toda vez que la variable de interés que queremos estudiar representa una
caracteristica “no conocida” de la poblacion U, para “su conocimiento total”
so6lo hay un procedimiento, la investigacion de todas la unidades de la pobla-
cién. Esta investigacion exhaustiva recibe el nombre de censo. No obstante, es
frecuente que no deseemos “toda” la informacién, sino alguna parte de ella o
bien alguna funcién de los valores {y1,%2,- - ,¥j, - ,yn}, que denominamos
pardmetros y que se representan genéricamente por #(y). Una inferencia sobre
los pardametros poblacionales puede realizarse al obtener la informacién de una
parte de la poblacién, que recibe el nombre de muestra y serd designada por
s.

La determinacion de la muestra que permita conocer la informacion deseada
sobre toda la poblacién, es un punto crucial de toda la teoria estadistica,
pues como es logico se desea que con el menor nimero de elementos en la
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muestra, lo que se conoce como tamano muestral (denotado por n) y por ello
con el menor nimero de elementos a estudiar, se obtenga un juicio aceptable
sobre el verdadero valor del parametro, el cual se habria obtenido al realizar la
investigacion sobre toda la poblacién. El valor obtenido a partir de la muestra
se llama estimador del correspondiente pardametro poblacional.

Una muestra s de U, de tamano ng, seleccionada de acuerdo a un diseno de
muestreo especificado, que asigna una probabilidad conocida p(s) > 0, tal que
para todo s € S, donde S es el conjunto de las posibles muestras s, cumple
con la condicién ) _¢p(s) = 1. Designemos por m;, la probabilidad de que
de unidad j pertenezca a la muestra s y 7, representa la probabilidad de
que la unidades j y k pertenezcan a la muestra s. A esta ultima cantidad se
le llama probabilidades de inclusion de seqgundo orden. Otras cantidades que
seran usadas con frecuencia en las expresiones de los estimadores y sus errores
son los pesos basicos de disenio w; = 7rj_1 y Djg = Tj, — T

Consideremos la poblacion U particionada en D subconjuntos, Uy, --- , Uy, - - -
Up, llamados dominios. Designemos por Ny, el tamano del dominio Uy, desco-
nocido en la mayoria de casos préacticos. Si seleccionamos una muestra aleatoria
de la poblacion U, de acuerdo a un diseno de muestreo especificado y proba-
bilidades de inclusién 7, 7, parte de la muestra s cae en el dominio Uy. Esta
parte de la muestra se denotara por sy, es decir

Sd:SQUd.

Denotemos por ng, el tamano de s;. Debe cumplirse que

D
D . — E
s = Ud:1$d7 Ns = Ny,
d=1

donde ng, es una variable aleatoria y posiblemente bastante pequena.
Estamos interesados en la estimacion de totales, medias o proporciones,
por lo que designaremos por total poblacional a

N
V=2 u
j=1
total de dominio
Ny
Yd - Z Yj,
j=1
la media

N
Y = N_lzyj7
j=1
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la media de dominio N
d
Ya=N'Y y;
j=1

Para proporciones tenemos

la proporcién de dominio
Na
?d = NJl Z AJ
j=1

Los estimadores de Horvitz-Thompson de la media y al proporciéon para el
dominio se designaran por

iy = No' D wiy

jE€s

I_)dHT = Ncl_l Zw]A]?

JEs

respectivamente, donde w; son los pesos de disetio.



Capitulo 2

Estimacién para variables
cuantitativas

En este capitulo haremos un resumen de los estimadores de areas pequenas
desarrollados para estimar caracteristicas poblacionales, considerando varia-
bles cuantitativas. Discutiremos en primer lugar los estimadores basados en el
disenio y en seguida los basados en modelos, aunque en algunos casos aborda-
remos estimadores que poseen ambas caracteristicas, es decir, son basados en
el diseno asistidos por modelos que posibilitan la incorporacién de informacién
auxiliar en la fase de estimacion.

2.1. Estimacion basada en el diseno

En este tipo de estimacion se usa un diseno de muestreo para seleccionar
una muestra s de U con probabilidad p(s). La probabilidad de seleccién de
la muestra p(s) puede depender de variables de disenio conocidas tales como
variables indicadoras de estratos o la medida del tamano del conglomerado.
Comunmente los disenos de muestreo usados comprenden muestreo aleatorio
simple, estratificado y muestreo estratificado multietdpico.

La poblacién U consiste de NV distintos elementos (o unidades finales) iden-
tificadas mediante las etiquetas j = 1,--- , N. Asumimos que la caracteristica
de interés , y, asociada con el elemento j puede medirse exactamente por obser-
vacién del elemento 7, es decir, asumimos que se mide sin error. El parametro
de interés es el total Y = Y, y; o la media Y = Y/N poblacionales, donde
> denota la suma sobre los j elementos de la poblacién.

Para hacer inferencias sobre la media poblacional Y, observamos lo Valeres

y asociados a la muestra seleccionada s. En este enfoque, un estimador Y de

Y se dice que es insesgado bajo el disefio (o p-insesgado) si la esperanza de Y

17
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bajo el disefio es igual a Y es decir

=D

1 _
B(V) =+ ps)y =7, (21)
donde la suma es sobre todas las muestras posibles s bajo el diseno especificado
y ys es el valor de y para la muestra s.

La varianza de Y bajo el disefio se denota como V,(Y) = E,[Y —E,(Y)]?. Un

estimador de V,(Y) se denota como v(Y) = s%(Y), y la varianza del estimador

es p-insesgada para V(Y) si E,[v(Y)] = V,(Y).

Para el caso de estimacién en dominios, consideremos una particién de la
poblacién U = {1,---,4,--+ , N} en D subconjuntos, Uy,--- ,Uq,--+ ,Up lla-
mados dominios. Designemos por Ny el tamano de Uy, es decir Ny es el niimero
de elementos en U, de tal manera que N = ZdDzl Ny. Sea Py = Ny4/N el ta-
mano relativo de Uy, es decir, la proporcion de elementos de U que pertenecen
a Uy. Asumimos que N es conocida y Ny puede ser conocida o no, como con
frecuencia ocurre en la practica. Si los elementos en U; pueden ser identifi-
cados de antemano y listados, es decir, Ny es conocida, podemos seleccionar
una muestra directamente del dominio de acuerdo a un disefio de muestreo
conveniente. El dominio, entonces, es designado como estrato, y la seleccién
muestral en el dominio es controlado por la eleccion del diseno en el estrato.
Sin embargo, atin cuando Uy pueda distinguirse como un estrato, en la practica
no siempre es posible seleccionarlo. Si el nimero de dominios D es grande, el
costo de seleccion controlada en cada dominio puede ser muy alto. En este
trabajo daremos mayor énfasis al caso en que resulta imposible (por ejemplo,
por falta de marco de muestreo) o impractico (por ejemplo, por razones de
costo) tratar al dominio como un estrato.

2.1.1. Estimadores directos

En el contexto de encuestas por muestreo, un estimador de dominio se dice
directo si esta basado solamente en los datos de la muestra en el dominio.
Un estimador directo puede usar también informacién auxiliar conocida, tal
como el total de una variable, x, relacionada a la variable de interés, y. Los
estimadores basados en el diseno hacen uso de los pesos muestrales, y las in-
ferencias asociadas estan basadas en la distribucién de probabilidad inducida
por el disenio de muestreo con los valores poblacionales considerados fijos. A ni-
vel de dominio podemos hacer estimaciones directas, siempre que los tamanos
de muestra dentro del dominio sean suficientemente grandes. Los pesos del

dominio w;(s) juegan un importante rol en la construccién de estimadores Y
de Y basados en el diseno. Estos pesos basicos dependen de s y del elemento
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j(j € s). Una importante eleccién de los pesos es considerar w;(s) = 1/m;,
donde m; = Z{s:jes}p(s), j =1,2,--- N son las probabilidades de inclusién
de primer orden y {s : j € s} denota todas las muestras s que contienen al ele-
mento j. Para simplificar la notacién escribiremos w;(s) = w, , excepto cuando
la notacién completa w;(s) sea necesaria. El peso w; puede interpretarse como
el nimero de elementos en la poblacién representados por el elemento muestral
Jj.

Si nuestro interés se centra en la estimacién del tamano del dominio N, o su
tamano relativo Py, estos parametros pueden manejarse como casos especiales
de la estimacién de un total y una media poblacionales (Sérndal et al., 1992).
Para ver esto, introducimos una variable indicadora de dominio, z4, cuyo valor
para el j-ésimo elemento esta definido como

1, sijeUyy

~d; = { 0, en otro caso, (2.2)

Zij = Zdj/N:Nd/N:Pd,
lo cual identifica a N, como el total poblacional de la nueva variable zy y Py
como la media poblacional de z;. Estos resultados pueden usarse para estima-
ciones directas. Introducimos alguna notacion complementaria relacionada con
dominios. Designemos por Qg =1 — Py, ng =Y, zq;, €l nimero de elementos
en la muestra que pertenecen a Uy, pg = ng/n, la proporcion de elementos en
la muestra que pertenecen a Uy y g4 = 1 — py.

A partir e la definicién de z4, y mediante un desarrollo algebraico simple
obtenemos que

N
2
Sav = 77— Tl (2.3)
n
Sy = ——Pada (2.4)

Con frecuencia estamos interesados en la estimacién de un total de dominio
Yy = )y, y;j o la correspondiente media de dominio Fy,, = >, v;/Na, cuyos

estimadores seran designados por Yy y ¥y, respectivamente. Para hacerlo, es
necesario redefinir la variable de interés y de la siguiente manera

1, sijeUg
Ydj = 0, en otro caso,
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Entonces Yy es el total (sobre la poblacién completa U) de la nueva variable

Yd, es decir
Yo=D ui=) s
Uy U

En ausencia de informacion auxiliar poblacional, usamos el estimador expan-
dido del total
Yo = ijydj = ijyj, (2.5)
s Sd

donde ) denota la suma sobre j € s, s4 = UyNs, es decir, s, es el subconjunto
de la muestra s que cae en el dominio Uy, con n, el tamano de s y n;, el tamano
de s4.

El caso w;(s) = 1/7; satisface la condicién de insesgadez y lleva al conocido
estimador de Horvitz-Thompson (H-T) (Cochran, 1977; p. 259).

La varianza de este estimador se da en la forma de un estimador cuadratico

insesgado no negativo de la varianza de ?d, construido a partir de un resultado
de Rao (1979),

=35 wils)oih (&—Z—:y (2.6)

j<k, j,kE€s j

donde los pesos wj,(s) satisfacen la condicién de insesgadez y las constantes
b; distintas de cero son tales que la varianza de f/d se hard cero cuando y; o b,
para todo j. Por ejemplo, en el caso especial de w; = 1/7; y un disefio de
muestreo fijo, tenemos b; = m; v wik(s) = (mjx — m;m) /(7)) donde 7, =
Z{S:(M)es} p(s) j <k=1,---,N son las probabilidades de inclusién conjunta
asumidas positivas. Bajo estas condiciones, un estimador de la varianza de la
media estimada estara dado por

o~ ~ 2
= Tip — Tk Yi — Yu Yk — Yu
VY J J 4 _ a . 2.7
- X () (2 - 22l)

J

Para un diseno general de muestreo la varianza estimada del estimador del
total serd
TSPRILT. ik — 7Tk Yj Yk
Var(Yy) = e 2.8
Yo)=> - (2.8)

j,k€Es gk 5 Tk

El estimador de la media de y para el dominio estara dado por

- Yo | Y cawiyy | dos,Wi¥i Do, Yi/T
5, =2

TNy Yezawy o o lwp o Y, 1w

al

(2.9)
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y su varianza aproximada estimada sera
5 1 mie —mme\ (4 — Vo e — Ty
V(Ya) = = ( 2 > - . 2.10
Vo= 22 (7, - - (2.10)

2.1.2. Estimador de regresion generalizado para domi-
nios

En este tipo de estimador se asume que se dispone de informacion auxiliar
en forma de totales poblacionales X = (X7, ---, X,)7, independientemente de
que N4 sea conocido o no, y que el vector auxiliar x; para j € s también es
observado, es decir, se observan los datos (y;,x;) para cada elemento j € s. Un
estimador que hace eficiente el uso de esta informacion auxiliar es el estimador
de regresién generalizado (GREG) el cual se escribe como

Yor =Y + (X - X)73, (2.11)

s ~ = =7 B _
donde X = )" w;x; y B = (Bi1,---,B,)" es lasolucion de las ecuaciones de
minimos cuadrados ponderados de la muestra:

(Z wjxjij/cj> 8= ijxjyi/cja (2.12)

con constantes especificadas ¢; > 0.

También es usual escribir Ygi en la forma expandida con pesos de diseno
w; cambiados a pesos “revisados” w;. Tenemos

?GR = Zw;‘yj (2.13)

*

en notacién operador, donde wj = wj(s) = w;(s)g;(s) con

gi(s) =14+ (X =X)" (Z ijjX;"F/Cj> X;/¢;- (2.14)

Los pesos revisados wj(s) son el producto de los pesos de disefio w;(s) y la
estimacién de pesos g;(s). La férmula (2.13) muestra que los mismos pesos
wj} son aplicados a todas la variables de interés como en el caso del estima-
dor expandido. Esto asegura la consistencia de resultados cuando agregamos
diferentes variables, es decir,

Yer(n) + -+ Yor(yy) = Yar(yn + - + ),
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para diferentes variables yy, - - - , 4, ligadas a cada elemento.

Una propiedad importante del estimador GREG es que asegura la consistencia
con el total auxiliar conocido X en el sentido

Yor(x) =) wix; =X (2.15)

Esta propiedad no se conserva para el estimador expandido béasico. Debido
a la propiedad (2.15), el estimador GREG es llamado también estimador de
calibracién (Deville y Sérndal, 1992). De hecho, de entre todos los estimado-
res de calibracién de la forma ) _b,y; con pesos b; que satisfacen la restric-
cién de calibracién ) b;x; = X, los pesos GREG wj minimizan la distancia
Chi-cuadrado, Y, ¢;j(w; — b;)?/w;, entre los pesos bdsicos w; y los pesos de
calibracion b;. Asf los pesos GREG w} modifican los pesos de diseno tan poco
como es posible sujeto a las restricciones de calibracién.

El estimador GREG toma la forma simple cuando ¢; = v'x; para todo
7 € U y algin vector columna constante v. En este caso tenemos

)/}GR = XTB = Z wjyj; (216)

porque w;e;(s :?—)A(TB:(), donde ¢e;(s) = e; :y-—xTB son los
s Wity J J j j
residuos muestrales y w; = w;(s) = w;(s)g;(s) con

gi(s) = X" (Z wjxjx;fp/cj> X;/¢;. (2.17)

El estimador GREG cubre muchos estimadores usados como casos espe-
ciales. Por ejemplo, en el caso de una sola variable auxiliar conseguimos el
estimador de razén

Vi ==X, (2.18)

e )

fijando ¢; = z; en (2.17) y notando que g;(s) = X/X. Si solamente se conoce
el tamano de la poblaciéon N, fijamos x; = 1 en (2.18) para que X = N y
X=N-= >, w;. Sifijamos x; = (1,2;)7 y ¢; = 1, entonces v = (1,0)7 y
(2.16) se reduce al estimador de regresién lineal

A~

Yir=Y + Br(X — X), (2.19)

donde N R ~ ~ =
Brr =02 =Y wj(z; = X)(y; = Y)/ > _wjlx; — X)?,
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conY =Y / NyX=X / N. El estimador GREG también cubre el estimador
post estratificado como un caso especial. Supongamos una particién de U en

G post-estratos U, con tamafios poblacionales conocidos Ny(g = 1,---,G).
Entonces fijamos x; = (z15,+ ,2¢;)" con z,; = 1sij € Uy y 255 = 0 en
otro caso para que X = (Ny,---, Ng)". Notando que 17x; = 1 para todo j

tomamos ¢; = 1y v =1y el estimador GREG (2.16) se reduce al estimador
post estratificado
. N~
Ypg =Y =2Y,, 2.20
P Z N 9 ( )

g 9

donde N, = Do, Wi Y Y, = > s, WiY;, donde s, denota la muestra de ele-
mentos que pertenecen al estrato g.

La estimaciéon GREG de Y se adapta facilmente también a la estimacion del
total de un dominio Y. Se sigue de (2.13) que el estimador GREG de Y es

Yicr = Yar(ya) Zw 75 (2.21)

JESd

donde el total poblacional del vector auxiliar x es conocido. Se sigue de (2 21)
que el estimador GREG también satisface la propiedad aditiva: YlGR 4o
YDG R = YGR El estimador YdG r es aproximadamente p-insesgado si el tamano
total de la muestra es grande, pero la p-consistencia requiere un tamano espe-
rado de la muestra de dominio también grande. El caso especial de estimador
de razén (2.18) da

~

YdR - X>

cambiando yg por agy;. Similarmente, un estimador post estratificado se ob-
tiene de (2.20) cambiando y,; por auyy;:

}/}dPS = Z % ijij

g g Sdg

donde sy, es la muestra que cae en la (dg)-ésima celda de la clasificacién
cruzada de dominios y post-estratos. R

Un estimador de la varianza por linealizacion de TayAlor de Yiar serbtiene
simplemente de v(y) cambiando y4 a ey = yq — x;8(ya), donde B(ya) se

obtiene de B(y) cambiando y, por yg4. Notese que eg; = deﬁ(yd) sijEsy
Jj ¢ Uy

Si contamos con informacion auxiliar especifica de dominio, asumimos que
los totales del dominio Xy = (Xa1,- -+, X4p)7 = Y (x4) son conocidos, donde
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Xqj = X; 81 J € Ug y X = 0 en otro caso. En este caso, un estimador GREG
de Y, esta dado por R L
Yicr = Ya+ (Xa—Xa)" Bu, (2.22)

donde Xy = }/}(Xd) y

(Z W XgXg;/ Cj) Ba = wiXayai/c;.

JEs JjEs

Podemos escribir también (2.22) como

Yior = Z WiYds» (2.23)

JEs

* ok
donde wy; = w;gy con

—1
g:lj =1+ Xy - Xd)T (Z wjxdeZl;‘/Cj> Xdj/cj.

JEs

Nétese que los pesos wy; dependen ahora de d a diferencia de los pesos wy.

Por lo tanto, los estimadores Y., no suman el total }A/GR. También, Y., es
aproximadamente p-sesgado a menos que el tamano de la muestra del dominio
sea grande.
En el caso especial de una sola variable auxiliar x con total de dominio
conocido Xy, si sustituimos ¢; = x; en (2.23) obtenemos el estimador de razén
Y,
Xa
Si las cantidades Ny, de los post-estratos de dominio especifico son conoci-

dos, entonces un estimador de la cantidad postestratificada (PS/C) se obtiene
del estimador GREG (2.23) como

. Nag &
g Nag

donde ng = D, Wi Y Yy, = D s, WiY5- St los totales de celdas Xgy de una
variable auxiliar x son conocidos, entonces podemos usar un estimador de razon
post estratificado (PS/R)

; Xag o>
Yips/r = Z )A(—ngg, (2.26)

g “rdg



2.1. ESTIMACION BASADA EN EL DISENO 25

donde X4, = stg w;T;.

Si el tamano esperado del dominio es grande, entonces un estimador de la
varianza linealizada de Taylor de Y. se obtiene de v(y) cambiando y; por
€y = Ydj — Xde,Bd. Notese que ez, = 0sij € sy j ¢ U, a diferencia de los

residuos negativos grandes eg; en el caso de }A/dGR. Asi el estimador GREG de
dominio EA/d*G R, serd mas eficiente que }A/dGR, siempre que el tamano esperado de
la muestra especifica de dominio sea grande.

Sérndal et al. (1992), propusieron estimadores GREG de dominio, si se
tiene disponible informacién auxiliar en forma del vector x; de dimensién p.
Como en los casos anteriores ajustamos un modelos de regresion que describa
la presunta relacién entre la variable de interés y las variables auxiliares. Los
valores ajustados y; se usan para construir un estimador de regresién conve-
niente. Para el total de dominio (2.21) construimos un estimador como una
suma de valores predichos por regresiéon mas un término de ajuste que involu-
cra los residuos de la regresion. Existen dos alternativas

~ . N, €is
Yor = > yj + = Z L (2.27)
Uy d s T

donde N, = >, 1/mj, Na es conocido, ejs = y; — J; = ;5 — x;fé v B =

x;xT\ 71 R . .
(ZS 0]27:]_ ) Do :;fr; si se asume que las pendientes son iguales en todos los

dominios, aunque es mas realista asumir que las pendientes son distintas en

.. . ~ x;xT\ 71 iU
cada dominio. Ante esto asumimos que B35 = (ZS . UJQWJ_) > s, o3k, para
a’l d"J

jeUs,d=1,--- D.
La segunda alternativa es considerar Ny desconocido, entonces, el modelo
de regresion sera de la forma

V=Y g+ ‘;L (2.28)
Uy Sq J

Si en los modelos (2.27) y (2.28), >, #* = 0, estarfamos ante un estimador
J

sintético y es mas conveniente usar (2.28) para la estimacién, toda vez que s4

es aleatoria.

La estimacion de la media de dominio se sigue inmediatamente sabiendo

que Yy = NgYar v que Ny es desconocida.

2.1.3. Estimadores directos de dominio modificados

Consideramos estimadores directos que usan valores y de otro dominio,
tales que, permanecen p-insesgados o aproximadamente p-insesgados cuando
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el tamano de muestra global aumenta. En_particular, reemplazamos ,Bd en
(2.22) por el coeficiente de regresién global B, dado por (2.12), para conseguir

Yaer = Yo+ (Xa— Xo)"B = Y dgy; (2.29)
JEs

con
g = wiag + (Xg — Xo) (Z W;X;X; /%) (wix;/c;),

donde ag; es la variable indicadora del dominio. El estimador Yiar es aproxi-
madamente p-insesgado cuando el tamano de muestra aumenta, ain cuando
el tamano del dominio sea pequeno. El estimador modificado (2.29) se puede
ver también como un estimador de calibracién ) W4y; con pesos by = Wy
minimizando una distancia Chi-cuadrada Y, ¢;(w;aq — bgj)?/w; sujeta a las
restricciones ) bgx; = Xq4 (Singh y Mian, 1995).

Un estimador tipo razén de (2.29), en el caso de una unica variable auxiliar
x con total de dominio conocido X, estd dado por

~

. Y N
Vi = Y+ =(Xa = £) (2.30)

Aunque el estimador directo modificado usa informacién de otro dominio
para estimar los coeficientes de regresion, esto no incrementa el tamano de
muestra efectiva, a diferencia de los estimadores indirectos.

El estimador GREG modificado (2.30) puede expresarse como

?dGR = XZ;B + Z W;€j. (231)
JESa

El primer término XgB es el estimador de regresion sintético y el segundo

término jes, Wj€; corrige aproximadamente el p-sesgo del estimador sintético.

Podemos mejorar Yyor reemplazando el estimador expandido (2.31) por un
estimador de razén (Sarndal e Hidiroglou, 1989):

EdR = Nd <Z U)j€j> /(Z 'LU]') 3 (232)
Sd Sd
Nétese que N, = > s, Wy El estimador resultante
Yier(m) = XT3 + Egg, (2.33)

sin embargo, esta afectado por el sesgo de razon cuando el tamano de muestra
del dominio es pequeno, a diferencia de Y;gg.



2.1. ESTIMACION BASADA EN EL DISENO 27

Un estimador de la varianza por linealizacion de Taylor de de R Se obtiene
de v(y) cambiando y; por age;:

vL(}}dGR) = v(aqe) (2.34)

Este estimador de la varianza es valido incluso cuando el tamano de la muestra
del area pequena es pequena, con tal de que el tamano de la muestra global
sea grande.

2.1.4. Estimadores sintéticos

Los estimadores directos conducen a errores estandar grandes inaceptables
debido a muestras excesivamente pequenas de las areas pequenas de interés;
de hecho, puede ocurrir que en la muestra no se incluya ninguna unidad de
algin dominio pequeno de interés. Esto hace necesario hallar estimadores indi-
rectos que incrementen el tamafnio de muestra efectivo y asi disminuir el error
estandar. Este tipo de estimadores reciben el nombre de estimadores indirectos
de dominio y estan basados en modelos implicitos que proporcionan un enla-
ce para areas pequenas relacionadas. Los estimadores que consideraremos bajo
esa denominacion incluye a los estimadores sintéticos, estimadores combinados
v los estimadores de James-Stein.

Un estimador se llama sintético, si un estimador directo apropiado para un
area grande, que cubre varias areas pequenas, se usa para obtener un estimador
indirecto para un area pequena bajo el supuesto que las areas pequenas tienen
las mismas caracteristicas que el drea grande (Gonzalez, 1973).

Sin informacion auxiliar

Supongamos que no disponemos de informacién auxiliar poblacional y que
estamos interesados en estimar la media del area pequena Y. En este caso un
estimador sintético de Y4 esta dado por

=~

~

I
= =)

s = (2.35)

donde Y es el estimador directo de la media de la poblacion global Y, Y =
Do WiY; Y N = > wj. El sesgo bajo el disefio de Y45 es aproximadamente
igual a Y — Y, el cual es relativamente pequefio para Yy si Yq ~ Y. En el
ultimo modelo implicito, en el cual se satisface que la media del area pequena
es aproximadamente igual a la media global, el estimador sintético sera muy
eficiente porque su error cuadrético medio (ECM) serd pequeno. Por otro lado,
puede ocurrir que sea sesgado si existen fuertes efectos individuales por areas,



28 CAPITULO 2. ESTIMACION PARA VARIABLES CUANTITATIVAS

los cuales, a su vez, pueden conducir a un ECM grande. La condicién Yy~ Y
puede relajarse a Y, &~ Y (r) donde Y (7) es la media de un drea grande (region)

que cubre el drea pequeiia. En este caso, usamos Y 4g = Y (1) donde Y (r) es el

estimador directo regional. El sesgo bajo el diseno de Y(r)es s aproximadamente
igual Y (r) — Y, el cual es relativamente despreciable para Y.

Con informacién auxiliar

Si tenemos disponible informacién auxiliar especifica del dominio en forma
de totales X, entonces el estimador de regresion sintético X7 3, puede usarse
como un estimador del total de dominio Yj:

Yiors = XdTB, (2.36)

donde ,@ estd dado ) por (2.12). El Sesgo bajo el diseno de YdGRS es aproximada-
mente igual a X7 ,6 Y;, donde B = (o xxT [e;) T oy x5u5/¢;) es el coefi-
ciente de regresion de la poblacion. Este sesgo es relativamente pequeﬁo para Yy
si el coeficiente de regresién del dominio 8y = (>, x5x] /)~ (ZUd X;Y;/¢i)
estd proximo a ﬁ y Y, =X7T ﬁd La condicién anterior Yy = X7 ,Bd se satisface
si ¢; = vTx; para algin vector columna constante v. Asf el estlmador de regre-
sién sintético sera muy eficiente cuando el area pequena d no muestre efectos
individuales fuertes con respecto al coeficiente de regresion. Los estimadores
sintético s YdG rs tendran suma igual al estimador directo GREG YGR = XTB
cuando ¢; = vTx;.

Un caso especial de (2.36) es el estimador de razén sintético en el caso de
una unica variable auxiliar . Se obtiene haciendo ¢; = z; en (2.36) y estd dado
por

~

= Y
X

El sesgo bajo el diseno de 370135 respecto a Yy es aproximadamente igual a
X4(R — Ry)/Yq que serd pequeno si la razon de drea especifica Ry = Y/ Xy
estd proxima a la razén global R = Y/X. El estimador de razén sintético
i}dRS cumple la propiedad aditiva, es decir, la suma de los totales estimados de
dominio es igual al estimador directo de razén Yz = (Y /X)/X.

Si los tamanos Ny, de los post-estratos de dominio son conocidos para los
post-estratos g = 1, - - , G, entonces un estimador sintético se obtiene como
un caso especial de Yygrs haciendo x; = (215, -+ ,2¢;j) con x4 = 1si j € U,
y x4; = 0 en otro caso, es decir

~

= Y.
Yasjc = Z ngﬁ—g7 (2.37)

g g
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donde }Af.g y N.g son estimadores del total del post-estrato Y., y el tamano N,
(National Center for Health Statistics, 1968). Siy; = 1 6 0, entonces se obtiene
de (2.37) un estimador sintético de la proporcién P, como

ﬁdS/C = (Z ngﬁg) /(Z ng) ) (2-38)

g

donde ]3.9 es el estimador directo de la proporcién P, del g-ésimo post-estrato.

Mas generalmente, un estimador de razén sintético se obtiene de los totales
de celdas Xy, de las variables auxiliares conocidas. Haciendo x4 = x; 81 j € U,
y 45 = 0 en otro caso en (2.36), conseguimos

-~

~ Y.
Yas/r = Zng)A(—g, (2.39)

g ‘9

donde )A(.g = Zs'g wjz; (Ghangurde and Singh, 1977). El sesgo bajo el diseno de
EA/dS/R es aproximadamente igual a D Xag(Y.y/ Xy —Yay/Xag) = >, Xag(R.g—
Rdg)

Se han obtenido estimadores sintéticos alternativos, en el contexto de la
post-estratificacién, cambiando Ng por Ny en (2.37) y Xg por X, en (2.39)

~

~ Y.
Yasjc = Z ngN—g (2.40)
g 9
y
. Y.
Yas/r = ZngX—g (2.41)
g 9

(Purcell y Linacre, 1976; Singh y Tessier, 1976). En muestras grandes, los
estimadores sintéticos alternativos son menos eficientes que (2.37) y (2.39)
cuando }A/.g y )A(.g (o N.g) estan correlados positivamente, como en el caso de
estimador de razén Y / X comparado con el estimador expandido de Y.

Es interesante notar que el método sintético puede usarse también cuando
el muestreo no es complicado. Supongamos que Y es conocido, pero no Yy, de
alguna fuente administrativa y que Xy y X son también conocidos. Entonces
un estimador sintético de Y, puede tomarse como (X,/X)Y', cuyo sesgo relativo
para Y, serd pequeno cuando R4y ~ R. Este estimador no es un estimador en
el sentido usual de una cantidad aleatoria.



30 CAPITULO 2. ESTIMACION PARA VARIABLES CUANTITATIVAS

Estimador sintético de regresion-ajustado

El estimador sintético de regresién ajustado (Levy, 1971), intenta respon-
der a la variacion local combinando covariables de area especifica con un
estimador sintético. Las covariables z, para modelar el sesgo relativo By =

(Yq—Yas)/Y a5 asociado con el estimador sintético Y 4g de la media Y4
Ba =0 +7" 24 + €4,

donde los 4 son los pardmetros de regresiéon y €4 es un error aleatorio. Dado que
B, es no observable, el modelo de regresion se ajusta por minimos cuadrados

para estimar el valor del sesgo Ea = (Y4 — Yas)/Yas para dreas grandes
(@ = 1,---,A) usando un estimador directo apropiado Y, y un estimador

sintético Y ,g. Denotando los estimadores de minimos cuadrados resultantes
como 4y y v, estimamos B; como 4y + 4124 que, a su vez, lleva al estimador
de regresion ajustado de Y 4:

Yas(a) = Yas(1+ 7o + 7" 2q). (2.42)
Nétese que Ea es un estimador apropiado de B, = (Y, — Yas)/Yas.

Estimacion del ECM de un estimador sintético

La varianza bajo el diseno de un estimador sintético ?dS sera_pequena
con respecto a la varianza bajo el diseno de un estimador directo Y,; porque
depende solamente de la presicion del estimador directo a un nivel de area
grande. La varianza bajo el diseno se estima sin dificultad usando los métodos
estandar basados en el diseno, pero es mas dificil estimar el ECM de Yyg. Por
ejemplo, la varianza bajo el diseno del estimador sintético de razén (2.39) o el
estimador sintético de frecuencias (2.37) pueden estimarse usando el método
de linealizacion de Taylor, la varianza bajo el diseno del estimador general de
regresién sintética Y ors = XT3 puede estimarse usando el resultado de Fuller
(1975), sobre la matriz de covarianzas de una muestra grande de 3 o usando
un método de remuestreo tal como jackknife. R

Un estimador aproximadamente insesgado bajo el diserio del ECM de Ygs
puede obtenerse usando un estimador directo insesgado bajo el diseno Y. Te-

nemos N N
ECM, (Yys) = E,(Yas — Ya)?

= Ep<?d5 - ?d + ?d - Yd)2
= B,(Yys — Y3)? = V,(Yy) + 2Cov(Yys, V)
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= E,(Yas — Ya)* = Vy(Yas — Ya) + Vp(Yas). (2.43)

Ahora se sigue de (2.43) que un estimador aproximadamente insesgado bajo el
diseno de ECM,,(Yys) es

eem(Yy) = (Yas — V)2 — v(Yas — Yo) 4 v(Yy,) (2.44)

donde () es un estimador insesgado bajo el disefio de V,(+); por ejemplo, un
estimador jackknife. El estimador (2.44), sin embargo, puede ser muy inestable
y puede tomar valores negativos. Por consiguiente, es costumbre promediar el
ECM del estimador sobre &reas pequenas (d = 1,---, D) que pertenecen a un
area grande para conseguir un estimador estable (Gonzalez y Waksberg, 1973).

Sea Y5 = EA/dg/Nd tal que ecm (Y 4g) = ecm(?dg) /N?2. Tomamos el promedio
de ecm(Y 45) sobre d como un estimador de ECM(Y 4s) para que consigamos
ecma(?dg) = NZ2ecm, (Y 45) como un estimador de ECM(%S), donde

ecmy (Y as) DZN2 Yas — Ya) ——Z des Ya)+ DZN2 v(Yas).
(2.45)

Pero tal medida global de incertidumbre puede ser enganosa dado que se refiere
al promedio del ECM en lugar del ECM de area especifica.
Una buena aproximacion de (2.44) estd dada por

~
~

eem(Y gs) &~ (Yas — Yy)? — v(Yy), (2.46)

notando que la varianza del estimador sintético Y 45 es pequeno con respecto

a la varianza del estimador directo Y 4. Usando la aproximacién (2.46)

=~ 1 1 ~ ~ 1 1
ecmg (Yas) ~ 5 > —(Vas —Yo)* — = Z 2 v(Yy). (2.47)
d

Marker(1995), propuso un método simple para obtener un estimador del
ECM de Y5 para area especifica. Uso el supuesto que el cuadrado del sesgo

bajo el diseno B]%(?dg) es aproximadamente igual al promedio del cuadrado
del sesgo:

B YdS ZBZ Yds Bi(Yas) (2.48)
el promedio del cuadrado del sesgo puede ser estimado como

= = 1 =
b2(Y4s) = ECM,(Y 45) — - Xd: v(Y 45), (2.49)
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notando que el promedio del ECM = varianza promedio + promedio (sesgo)?.

El estimador de la varianza v(Y 45) = v(Yys)/N, 2 se obtiene realmente usando
métodos tradicionales como indicamos antes. Ahora se sigue bajo el supuesto
(2.48) que el ECM,(Ys) puede obtenerse como

ecmM(YdS) = U(Yds) + Ndb (YdS) (250)

la cual es especifica de area si v(?ds) depende del area. Sin embargo, el supuesto
(2.48) no se satisface para dreas que exhiben efectos individuales fuertes. No
obstante, (2.50) es una mejora sobre la medida global (2.47), con tal de que
el término de la varianza domine el término del sesgo en (2.50). Nétese que

ambos ECM M(}A/dg) y ECMa(}A/dS) requieren el tamano del dominio, Ny.

2.1.5. Estimadores combinados

Una manera natural de balancear el sesgo potencial de un estimador sintéti-
co, digamos ng, frente a la inestabilidad de un estimador directo, digamos Ydl,
consiste en ponderar los pesos de Ydl y ng. Tal estimador combinado del total
Y, del area pequena puede escribirse como

Yoo = ¢a¥ar + (1 — ¢a)Vas, (2.51)
para una eleccién apropiada del peso ¢4(0 < ¢4 < 1). Muchos de los estima-
dores propuestos en la literatura, bajo el diseio y bajo el modelo, tienen la
forma combinada (2.51).

Estimador combinado ()ptimo
El ECM bajo el disenio de un estimador combinado esta dado por
ECM, (Yac) = ¢2ECM,(Ya1) + (1 — ¢)*ECM, Yy
+204(1 — pg) E (Yd1 Ya) Yao — Ya). (2.52)

Minimizando (2.44) con respecto a ¢4, conseguimos el peso éptimo ¢, como

o= ECM, [Yar — B, (Yar — Ya) (Vaz — Ya)
* T ECM, (Vi) + ECM, (Vi) — 2E,(Var — Ya) (Vo — Ya)

ECM, (Vo)
~ ECM, (V) + ECM, (V)

(2.53)
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asumiendo que el término de la covarianzas Ep(i}dl — Yd)(?dQ —Y,) es relativa-
mente pequeno respecto a ECMp(}/}dg). La aproximacion 6ptima ¢}, dada por
(2.53), estd en el intervalo [0, 1].

Los pesos 6ptimos aproximados ¢ dependen solamente de la razén de los
errores cuadraticos medios:

¢q = 1/(1+ Fo), (2.54)

donde F; = ECMp(?dl)/ECMp(?dg). Ademés, el ECM de ?dC con pesos Opti-
mos ¢ se reduce a

ECM;(Yac) = ¢5ECM,(Ya) = (1 — 0)ECM, (Vo). (255)

Se sigue ahora de (2.55) que la reduccién en ECM alcanzada por el estimador
optimo, relativo al mas pequeno de los ECM de las componentes del estimador
estd dado por ¢ si 0 < ¢ < 1/2, eigual a 1 — ¢} si 1/2 < ¢ < 1. Asi la
reduccién maxima del 50 % se obtiene cuando ¢ =1/2 0 F; = 1.
La razén de ECM (ng) con un peso fijo ¢4 y ECM (YdQ) puede expresarse
€omo R
ECM,(Yac)
ECM,(Ya)

Schaible (1978), estudi6 el comportamiento de la razén del ECM (2.56)
como una funcién de ¢4 para valores seleccionados de Fy(= 1,2,6). Sus resul-
tados sugieren que desviaciones regulares de los pesos 6ptimos ¢} no producen
incrementos significativos en el ECM del estimador combinado, es decir, la
curva (2.56) es bastante moné6tona en el entorno del peso 6ptimo. Mds atin, la
reduccion en ECM y el rango de ¢, para el cual el estimador combinado tiene
un ECM mas pequeno que cualquier componente del estimador, dependiendo
ambos del tamano de Fj. Cuando F}; es cercano a uno, conseguimos la mayor
ventaja en términos de ambas situaciones.

Es facil mostrar que Yy es mejor que cualquier estimador combinado en
términos del ECM cuando max(0,2¢5 — 1) < ¢4 < min(2¢}5,1). El dltimo
intervalo se reduce al rango completo 0 < ¢, < 1 cuando F; = 1, y se reduce
mas cuando Fy se desvia de uno. El peso éptimo ¢}, serd cercano a cero o uno
cuando una de las componentes del estimador tenga mas grande ECM que las
otras, es decir, cuando Fj sea grande o pequena. En este caso, el estimador con
ECM grande proporciona poca informacién y por consiguiente es mejor usar,
preferentemente, la componente del estimador con ECM pequeno, al estimador
combinado.

En la practica, usamos un supuesto a priori del valor éptimo de ¢} o una es-

= (Fa+1)¢3 — 2¢a + 1. (2.56)

timacién de ¢} de los datos muestrales. Asumiendo que el estimador directo Yy
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es p-insesgado o aproximadamente p-insesgado cuando el tamano de la muestra
global crece, podemos estimar el peso 6ptimo (2.53) usando (2.46). Sustitui-
mos el estimador ECM(Y,) dado por (2.46) para el numerador ECMp(?dg) y
(?dZ — ?dl)Q para el denominador ECMp(?dl) -+ ECMp(?dQ):

~,  ECM(Yyp)

(Yoo — Yin)?

g =

Pero este estimador de ¢} puede ser muy inestable. Una manera de superar
esta dificultad es promediar los pesos estimados gg; sobre varias variables o
areas “similares” o ambos. El estimador combinado resultante debe funcionar
bien en vista de la insensibilidad a las desviaciones de los pesos optimos.

Estimadores dependientes del tamano de muestra

Los estimadores dependientes del tamano de la muestra (SSD) son estima-
dores combinados con pesos simples ¢4 que dependen solamente de las frecuen-
cias de dominios N; y N, o los totales de dominios Xy y X, de una variable
auxiliar x. Estos estimadores fueron originalmente disennados para manejar do-
minios para los cuales el tamano de muestra esperada es bastante grande para
hacer que el estimador directo satisfaga los requerimientos de bondad cuando
el tamano de muestra realizado exceda el tamano de muestra esperado (Drew,
Singh y Couldhry, 1982).

Drew, Singh y Couldhry (1982), propusieron un estimador SSD que usa los
pesos

1, si ﬁd/NdZ(S;

2 ~ 2.58
Nd/(de), si Nd/Nd < 0. ( )

donde Nd = st w; es el estimador directo expandido de Ny y d se escoge sub-
jetivamente para controlar la distribucion del estimador sintético. La forma de
Ny se incrementa con el tamano de la muestra del dominio. Otra seleccion de
¢q se obtiene sustituyendo X/ Xy por Ng/N4 en (2.58). Bajo esta seleccidn,
Drew et al. (1982), usaron el estimador de razén post-estratificado (2.26) co-
mo el estimador directo Yy y el estimador de razén sintético (2.39) como el
estimador Y. El estimador directo (2.26), sin embargo, estd afectado por el
sesgo de la razon a menos que el tamano de la muestra del dominio no sea
pequena. Para evitar el sesgo de la razon, podemos usar el estimador directo
modificado Yy + >° (Xay — Xag)(Yy/Xy) cuyo p-sesgo tiende a cero cuando el
tamano de la muestra global se incrementa, incluso si el tamano de la mues-
tra del dominio es pequena. Generalmente, podemos usar el estimador GREG
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modificado ?d + (X4 — )A(d)TB como el estimador directo y el estimador sintéti-
co de regresién XdTB asi como el estimador sintético junto con ¢4(S1). Una
alternativa de uso general de § es § = 1.

Sérndal e Hidiroglou (1989), propusieron el “estimador de regresién amorti-
guado” el cual se obtiene del estimador GREG modificado en la férmula (2.33)
amortiguando el efecto del componente directo st w;e; cuando ]\Afd < Ny.

Esta dado por

Yior = XEB + (Ny/Ny)? ijej (2.59)

con H =0 si ]/\\fd > Nygy H=hsi Z/\\Td < Ny, donde h es una constante conve-

nientemente elegida. Este estimador puede escribirse como un estimador com-
binado con el estimador GREG modificado mejorado X% B+ (Ny/Ny) > s, WiC)

como el estimador directo y XdTﬁ como el estimador sintético junto con los pe-
S0S
1 si Nd / Nd Z 1;

(Nd/Nd) , si Nd/Nd < 1. (260)

{1
Una eleccion de h de uso general es h = 2.

Para estudiar la naturaleza de los pesos ¢4(S1), consideremos el caso es-
pecial de muestreo aleatorio simple. En este caso, Ny = N (ng/n). Tomando
d = 1 en (2.58), se sigue ahora que ¢4(S1) = 1 si ng es por lo menos tan grande
como E(ng) = n(Nq/N). Por tanto, el estimador SSD no puede usar informa-
ci6n auxiliar de otros dominios incluso cuando E(n4) no sea bastante grande
para hacer fiable el estimador directo. Por otro lado, cuando ]\Afd < Ny, el peso
¢4(S1) = Nyq/N4 decrece cuando ny decrece. Como resultado, se da mayor peso
al componente sintético cuando n, decrece. Asi en el caso ]/\\Td < Ny el peso
¢4(S1) se comporta bien, a diferencia del caso en que Ny > Ny. Similar comen-
tario aplica para el estimador SSD basado en el peso ¢4(S2). Otra desventaja
de estimadores SSD es que los pesos no toman en cuenta el tamano relativo
de la variacién entre areas a la variacion en las areas para la caracteristica de
interés. Es decir, todas las caracteristicas reciben el mismo peso sin tener en
cuenta sus diferencias respecto a la heterogeneidad entre areas.

Los estimadores generales SSD proporcionan consistencia cuando se agre-
gan otras caracteristicas porque se usan los mismos pesos. Sin embargo, su
suma no iguala a la de un estimador directo para un nivel de area grande. Una
adaptacion de razén simple da

Vie o

Yicla) = Yen. (2.61)

d YdC
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El estimador ajustado ?do(a) satisface la propiedad aditiva para el estimador
director }A/G r para un nivel de area grande.

Los estimadores SSD con pesos ¢4(S1) pueden ser vistos como estimadores
de calibracién ), wyy; minimizando la distancia chi-cuadrada

Y ¢ilwjagéa(S1) — byl /w; (2.62)

s jEs

sujeta a las restricciones ZjES byx; = Xa, d=1,---, D, donde ay; es la varia-
ble indicadora de dominio y ¢; es una constante especificada, j € s, es decir, el
5 optimo” es igual a wy;. Usando esta medida de distancia, calibramos los
pesos amortiguados w;ag¢q(S1) en lugar de los pesos originales w;agq;. Singh
y Mian (1995), usaron el enfoque de calibracién para tomar en cuenta dife-
rentes conjuntos de restricciones simultdneamente. Por ejemplo, la restriccion
aditiva ), > jes by;y; = Yor puede ser introducida desde el principio con las
restricciones previas ZJES byxj = X4, d =1,---,D. Notese que los pesos de
calibracion wj; para todas las dreas pequenas bajo consideracion son obtenidos
simultaneamente usando este enfoque.

La estimacion del ECM de los estimadores SSD se encuentra con dificulta-
des similares a aquellas para el estimador sintético y el estimador combinado
optimo. Una aproximacion ad hoc para la estimacion de la varianza es usar el
estimador de la varianza del estimador directo modificado Y+ (X4—X4)T 3, es
decir, v(agqe), como un sobreestimador de la varianza verdadera del estimador
SSD usando cualquiera de ¢4(S1) 0 ¢4(S52) como los pesos ligados al estimador
directo (Sérndal e Hidiroglou, 1989). Otro enfoque es tratar los pesos ¢q(S1)
como fijos y estimar la varianza como (¢4(S1))?v(aqe) notando que la varianza
de la componente sintética XZZ,@ es relativamente pequena respecto a la va-
rianza de la componente directa. Este estimador de la varianza sobreestima la
varianza verdadera, a diferencia de v(aqe). Pueden usarse también, sin dificul-
tad, métodos de remuestreo, tales como jackknife, para obtener un estimador
de la varianza.

2.1.6. Meétodo de James-Stein
Peso comun

Otra aproximacion para la estimacion combinada consiste en usar un peso
comun, ¢4 = ¢, y entonces minimizar el ECM total, >, ECM,(Yyc), con
respecto a ¢ (Purcell y Kish, 1979). Esto garantiza una buena estimacién para
el grupo de areas pequenas en conjunto pero no necesariamente para cada una
de las dreas pequenas en el grupo.
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Tenemos

> ECM,(Yac) & ¢* Y ECM,(Yar) + (1 — ¢)2 > ECM,(Ya).  (2.63)

Minimizando (2.63) con respecto a ¢ da el valor éptimo

>, ECM,, (Vi)
S JECM, (Yar) + ECM,, (Vo))

¢ = (2.64)

Suponiendo que tomamos ?dl como el estimador directo de ?d y }/}dz como
el estimador sintético Yyg. Se sigue ahora de (2.46) que ¢* puede estimarse
como

qg* _ Zd[(?ds ~ 1?d)Q: U(?d)] —1_ Zf\zv(?d)\ . (2.65)
Zd(YdS - Yd)2 Zd(YdS - Yd)2

El estimador 5* es realmente fiable, a diferencia de (bAd* dado por (2.57), porque
agrupamos sobre varias dreas pequenias. Sin embargo, el uso de pesos comunes
puede no ser razonable si las varianzas individuales V(Yj), varfan considera-
blemente.

El estimador combinado basado en qud* es similar al estimador de James-
Stein (J-S), quien ha atraido mucho la atencién en la corriente dominante de
la literatura estadistica. Ver Efron y Morris (1972a, 1973, 1975) y Brandwein
y Strawderman (1990), para un tratamiento mas extenso de este método.

Varianzas iguales ¢, = 1)

En el caso especial de igual varianzas de muestreo, 1)y = 1, el estimador
J-S de 6, esta dado por

(D —2)¢

§d7JS:92+|:1_ S

] (6, —6%, D>3, (2.66)

asumiendo 6° como fijo, donde S = 3,6y — 69)%. Si 69 es el predictor de
minimos cuadrados entonces reemplazamos D — 2 por D — p — 2 en (2.66),
donde p es el numero de parametros estimados en la ecuacion de regresion.
Notese que (2.66) puede expresarse también como un estimador combinado
con peso dg =1 — (D —2)4]/S ligado a Oy 1—dys al 69 supuesto a priori.
El estimador J-S es llamado también un estimador de reduccnon porque reduce
el estimador directo 6, hacia el 69 supuesto inicialmente.
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Varianzas desiguales 1,

Ahora consideremos al caso de varianzas muestrales conocidas pero desigua-
les 14. Una manera sencilla de generalizar el método de James-Stein consiste

en definir 5d = Qd/\/ tal que 5d ~ N(éd, 1) y 69 = 09/\/1q es el valor inicial
supuesto de dq. Podemos aplicar (2.66) a los datos transformados y entonces
retransformar hacia atras a las coordenadas originales. Esto conduce a

(/g\d,JS =06y + (1 - %) (6, — 09), D >3, (2.67)

donde S =3 d(é\d — 09) /1bg. El estimador (2.67) domina al estimador directo

0, en términos del ECM ponderado con pesos 1/14, pero no en términos del
ECM total:

1 ~ 1 ~
; %ECMP(Gd,JS> < ; %ECMp(‘gd)- (2.68)

Es més, da el peso comin (/BJS =1—-(D- 2)/5‘ a gd v 1 — ¢ g al valor inicial
supuesto 09, es decir, cada Hd se aproxima hacia el valor inicial supuesto 69 por
el mismo factor qb Js- Esto no resulta atrayente para el usuario como en el caso
del estimador combinado con pesos ¢* dado por (2.65). Nos gustaria tener una
mayor reduccion del 14 que es mas grande.

Extensiones de los estimadores J-S

Varias extensiones de los métodos J-S se han estudiado en la literatura. En
particular, la dominacién de los resultados influyentes bajo simetria esférica
o mas generalmente para distribuciones elipticas de 6 las cuales incluyen las
distribuciones normal, t-student y doble exponencial (ver Bradwein y Straw-
derman, 1990; Srivastava y Bilodeau, 1989), y para las distribuciones de la
familia exponencial (Ghosh y Auer, 1983).
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2.2. Estimacion basada en modelos

2.2.1. Introduccion

Las estimaciones basadas en muestreo en poblaciones finitas clasico, son
tipicamente inestables debido a los tamanos de muestra pequeno que involu-
cra. Esta deficiencia ha conducido al desarrollo de estimaciones basadas en
modelos, los cuales usan informaciéon de otras areas locales relacionadas, pa-
ra obtener estimaciones que son mas exactas. Uno de los primeros de estos
procedimientos fue una aproximacion sintética basada en el modelo, propuesta
por Gonzélez (1973), el cual fue subsecuentemente usado por Gonzalez y Hoza
(1978). Sin embargo, se reconoce ahora que tal metodologia produce estimacio-
nes con una tendencia a ser modelo-sesgadas y las medidas de incertidumbre
asociada son enganosas. En las tultimas décadas se han desarrollado otros pro-
cedimientos basados en modelos para estimar parametros de areas pequenas
que usan informacién de otras areas relacionadas, entre estas técnicas se en-
cuentran las aproximaciones basadas en bayes empirico y jerarquico. Ghosh y
Rao (1994) revisaron la técnicas disponibles para la estimacién de dreas pe-
quenas y mostraron que las estimaciones de areas pequenas basadas en bayes
empirico y jerarquico, no tienen ninguno de los problemas indeseables asocia-
dos con las estimaciones obtenidas usando aproximaciones clasicas insesgadas
o sintéticas.

Uno de los primeros usos de métodos de bayes empirico basados en modelos
lineales para estimacién de dreas pequenas fue el de Fay y Herriot (1979).
También se han propuesto estimadores de bayes jerarquico basados en modelos
lineales. Datta y Ghosh (1991) presentaron una teoria bayesiana unificada para
los modelos lineales mixtos con énfasis particular en la estimacién de areas
pequenas.

Los métodos tradicionales de estimacién indirecta, estan basados en mo-
delos implicitos que proporcionan un enlace para relacionar areas pequenas
mediante datos suplementarios. Consideremos ahora los modelos explicitos de
areas pequenas que tienen en cuenta la variacion especifica entre areas. En
particular, introduciremos modelos mixtos que incluyen efectos aleatorios de
area, que consideran, ademas, la variacion entre areas explicada por las varia-
bles auxiliares incluidas en el modelo.

Algunas ventajas del uso de modelos en la fase de estimacion son las si-
guientes: pueden usarse modelos de diagnéstico para hallar modelos apropiados
que se ajusten bien a los datos; pueden asociarse medidas de presicién de area
especifica con cada estimacién de area pequena, a diferencia de las medidas
globales (totales o promedios sobre &reas pequenas) con frecuencia usadas con
estimaciones sintéticas; pueden usarse modelos lineales mixtos asi como mo-
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delos no lineales , tales como modelos de regresiéon logistica y modelos lineales
generalizados con efectos aleatorios de drea; pueden manejarse también es-
tructuras de datos complejos, tales como dependencia espacial y estructuras
en series de tiempo y pueden utilizarse recientes desarrollos metodolégicos para
modelos de efectos aleatorios para lograr inferencias exactas de dreas pequenas.

Aunque presentamos una variedad de modelos para estimaciéon en areas
pequenas en este capitulo, es importante notar que el especialista de la ma-
teria o los usuarios finales deben tener influencia en la eleccién de modelos,
particularmente sobre la introduccién de variables auxiliares. También, el éxi-
to de cualquier método basado en el modelo depende de la disponibilidad de
buenos datos auxiliares. Debe prestarse més atencién, por consiguiente, a la
compilacion de variables auxiliares que sean buenas predictoras de las variables
estudiadas.

Los modelos estudiados pueden clasificarse en dos grandes grupos:

(i) Modelos de nivel de érea, que relacionan las medias de drea pequena con
las variables auxiliares de area especifica. Estos modelos son esenciales
si no disponemos de datos a nivel de unidad.

(ii) Modelos de nivel unidad, que relacionan los valores de la variable de es-
tudio a nivel de unidad con las variables auxiliares de unidad especifica.

Destacaremos algunos modelos que permiten obtener mejores predictores
empiricos lineales insesgados, conocidos como EBLUP y estimadores de bayes
empiricos (BE) y de bayes jerdrquicos (BJ). Para implementar BJ, se nece-
sitan supuestos adicionales sobre los parametros del modelo, en la forma de
distribuciones a priori. Se incluyen en el presente trabajo los modelos mixtos,
es decir, aquellos que incluyen ambas variables auxiliares de nivel unidad y
nivel de érea.

2.2.2. Modelo bésico de nivel de area (Tipo A)

Asumamos que 0; = g(Y ), para alguna g(-) especificada, est4 relacionada
con los datos auxiliares de drea especifica zq = (214, , 2pa)" a través de un
modelo lineal

Oy =28 +bpg, d=1,---,D, (2.69)

o, . . o T
donde los b, son constantes positivas conocidasy B = (f1, -+, 8,)" es el vector
de p x 1 coeficientes de regresién. Ademas, los vy son efectos aleatorios de area
asumidos como independientes e idénticamente distribuidos (iid) con

Ey(va) =0, Vin(va) = 07 (2 0), (2.70)
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donde FE,, denota la esperanza bajo el modelo y V,, la varianza bajo el modelo.

Denotamos este supuesto como 'Udiri\c}N (0,02). Con frecuencia se usa también
el supuesto de normalidad de los efectos aleatorios vy, pero es posible hacer
inferencias “robustas” relajando este supuesto. El pardmetro o2 es una me-
dida de homogeneidad de las areas después de considerar las covariables z,.
En algunas aplicaciones, no todas las areas pequenas son seleccionadas en la
muestra. Supongamos que tenemos D areas en la poblacion y solamente son
seleccionadas d areas en la muestra. Asumimos un modelo de la forma (2.69)
para la poblacién, es decir, 0 = 2L 3 + bgvg, d=1,---,D. Ademds asuma-
mos que la muestra de areas obedece al modelo de la poblacién, es decir, el
sesgo estd ausente en la seleccién de la muestra de areas para que (2.69) se
cumpla para las areas muestreadas.

Para hacer inferencias acerca de las medias de areas pequenas Y4 bajo el

modelo (2.69), asumamos que disponemos de estimadores directos Y 4. Como
en el método de James-Stein, asumimos que

~

@zg(?d) :9d+6d, d= 1, ,D, (271)
donde los errores de muestreo e4 son independientes con
Ep(ed|0d) == 0, V;,(ed|9d) == @/)d. (272)

Es costumbre asumir también que las varianzas muestrales, 14, son conocidas.
Los anteriores supuestos pueden ser muy restrictivos en algunas aplicaciones.
Por ejemplo, el estimador directo 6; puede ser sesgado bajo el diseno para
04 si g(+) es una funcién no lineal y el tamano de la muestra de drea n, es
pequeno. El supuesto de varianza conocida 14 puede relajarse estimando 14
de los datos de la muestra de nivel unidad y entonces suavizamos las varianzas
estimadas 1y para conseguir una estimacion mds estable de ;. También se
asume con frecuencia la normalidad del estimador 6, pero no puede ser tan
restrictiva como la normalidad de los efectos aleatorios debido al efecto del
teorema central del limite en 6.
Combinando (2.69) y (2.71) obtenemos el modelo

Oy =258+ byvg+eq, d=1,---,D, (2.73)

Noétese que (2.73) incluye errores inducidos por el disefio e4 asi como errores
del modelo vg. Asumimos que €4 y vq son independientes. El modelo (2.73) es
un caso especial de un modelo lineal mixto.

El supuesto E,(eq4|64) = 0 en el modelo de muestreo (2.71) puede no ser
valido si el tamano de muestra ng en el area d es pequena y 6, es una funcién
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no lineal del total Yy, incluso si el estimador directo es insesgado bajo el diseno.
Un modelo de muestreo mas realista esta dado por

Y,=Yy+e, d=1,---,D, (2.74)

con E,(e}|Yy) =0, es decir, Y, es insesgado bajo el diseno para el total Y;. En
este caso los modelos de muestreo y de enlace no coinciden. Como resultado,
no podemos combinar (2.74) con el modelo de enlace (2.69) para producir un
modelo lineal mixto de la forma (2.73). Por lo tanto, los resultados estdndar
en teoria de modelos lineales mixtos no se aplican.

Consideremos ahora varias extensiones del modelo basico de nivel de area
(2.73)

Modelo Multivariante de Fay-Herriot

Supongamos que tenemos un vector de r x 1 estimadores de una encuesta

0y = Oar, - ,0a)" y
éd:9d+ed, d=1,---,D, (275)

donde 05 = (041, ,04)" con 04 = gj(Ydj), j = 1,---,r y los erro-
res de muestreo e; = (eq1, - - - ,eqr)? son independientes normales r-variados,
N,(0,¥,), con media 0 y matriz de covarianzas ¥, sobre 0;). Aqui 0 es el
vector nulode r x 1y ?dj es la d-ésima media de area pequena para la j-ésima
caracteristica. Asumimos ademéas que 8, esta relacionado con el dato auxiliar
de area {z,4;} a través del modelo lineal

ed:Zdﬂ+Vd7 d:17”'aD7 (276)

donde los efectos aleatorios de drea v, son independientes N,.(0,X), Z, es una
matriz de r x rp con j-ésima fila dada por (07, --- 07, zzl;-, of, ... .00y 3
es el vector de rp coeficientes de regresiéon. Aqui 0 es el vector nulode p x 1y
z); ocurre en la j-ésima posicién del vector fila (j-ésima fila).

Combinando (2.75) con (2.76), obtenemos un modelo lineal mixto multiva-
riante

§d = Zdﬁ + vg + eq. (277)

El modelo (2.77) es una extensiéon natural del modelo Fay-Herriot (2.73)
con by = 1. Fay (1987) y Datta, Fay y Ghosh (1991), propusieron la extensién
multivariante (2.77) y demostraron que puede llevar a estimadores més eficien-
tes de las medias de areas pequenas Vdj porque se aprovechan las correlaciones

entre las componentes de 6, a diferencia del modelo univariante (2.73).
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Modelo con errores de muestreo correlados

Una extensién natural del modelo Fay-Herriot (2.73) es el caso de errores
de muestreo correlados eg. Sea @ = (0y,--- ,0p), 0 = (01,--- ,0p) y e =
(e1,-++,ep)T, y asumimos que

~

0=0+e, (2.78)

con e|@ ~ Np(0, ¥), donde la matriz de covarianzas de los errores de muestreo
W = (1)4;) es conocida.

Combinando (2.78) con el modelo (2.69) para los §; obtenemos una genera-
lizacién del modelo Fay-Herriot (2.73). Si by = 1 para todo d en (2.69) entonces
el modelo combinado puede escribirse como

0=7Z8+v+e, (2.79)

donde v = (vy,- -+ ,vp)T y Z es una matriz de D x p con d-ésima fila igual a z?.
En la préactica, ¥ se reemplaza por un estimador muestral U o un estimador
suavizado, pero la variabilidad asociada con el estimador con frecuencia se
ignora.

Series de tiempo y modelos transversales

Muchas encuestas por muestreo se repiten en el tiempo con reemplazo par-
cial de los elementos de la muestra.

Rao y Yu (1992, 1994), propusieron una extensién del modelo basico de
Fay-Herriot (2.73) para manejar series de tiempo y datos transversales. Su
modelo consiste de un modelo de error de muestreo

é\dtzedt+edt7 t:177Tad:177D7 (280)

y un modelo de enlace
Og = 20y B+ vg + Ugy. (2.81)

Aqui gdt es el estimador directo para el area pequena d en el tiempo t, 04 =
g(?dt) es una funcién de la media del drea pequefia Y 4, los eg son los errores
de muestreo normalmente distribuidos, dados los 84, con medias cero y una
matriz de covarianzas diagonal por bloques W con bloques W;, v z4 es un
vector de covariables de area, algunas de las cuales pueden cambiarse por t,
por ejemplo, datos administrativos. Ademas, vdlrlgN (0,02%) y los ug se asume
que siguen un proceso comun autoregresivo de primer orden para cada d, esto
es

Ugt = PUas—1 + Ear,  |p| < 1; (2.82)
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con 5dtlrl\glN(0,02). Se asume también que los errores {egs},{va} y {€a} son
independientes. Los modelos de la forma (2.81) y (2.82) se han usado profusa-
mente en la literatura econométrica (Anderson y Hsiao, 1981), ignorando los
errores de muestreo ey;.

El modelo (2.81) sobre los 64 depende de ambos efectos de drea especifica
vg v los efectos especificos de area por tiempo ug los cuales son correlados
por tiempo para cada d. Podemos expresar también (2.81) como un modelo
distribuido-retardado

edt = Ped,t—l + (Zdt — pZdﬂg_l)T,B + (1 — ,O)Ud + Eqt- (283)

La forma alternativa (2.83) relaciona 6, con la media del periodo previo 64—
los valores de las variables auxiliares para los tiempos puntuales ¢t y t — 1,
los efectos aleatorios de area pequena v, y los efectos de area por tiempo e4;.
Pueden formularse mas modelos complejos sobre los ug que (2.82) asumiendo
un proceso autoregresivo (ARMA), pero la ganancia resultante en eficiencia
con respecto a (2.82) es improbable que sea significativa.

Ghosh y Nangia (1993) y Ghosh, Nangia y Kim (1996), también propu-
sieron un modelo de serie de tiempo transversal para estimacion de areas pe-
quenas. Su modelo es de la forma

ind

Ot 0t ™ N(Oa, Var), (2.84)
Ol ™ N (2L B + whoy, o2), (2.85)
y
ind
at|at,1 ~ N(Htat,l, A) (286)

Aqui z4 v wg son covariables de area especifica, las 14 son varianzas mues-
trales que se asumen conocidas, a; es un vector de r x 1 de efectos aleatorios
de tiempo especifico, y H; es una matriz conocida de r x r. El modelo dindmi-
co (o espacio de estados) (2.85) en el caso univariante (r = 1) con H; = 1
se reduce al modelo de salto aleatorio. El modelo anterior sufre de dos graves
limitaciones, a saber:

(i) Los estimadores directos 64 se asumen independientes sobre el tiempo
para cada d. Este supuesto no es realista en el contexto de las encuestas
repetidas con muestras solapadas, tales como la CPS y la LFS.

(ii) No se incluyen efectos aleatorios de drea en el modelo, lo cual conduce
a un excesiva reduccién de estimadores de area pequena similar a los
estimadores sintéticos.
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Datta, Lahiri y Maiti (2002) y You (1999), emplearon el muestreo de Rao-
Yu y los modelos de enlace (2.80) y (2.81) pero reemplazando el modelo AR(1)
(2.80) en los ug por un modelo de salto aleatorio dado por (2.82) con p =1
Ugt = Ugi—1 + €q¢- Datta, Lahiri, Maiti y Lu (1999), consideraron un modelo
similar pero agregaron términos extras al modelo de enlace para reflejar la
variacion temporal en su aplicacion.

Pfefferman y Burck (1990), propusieron un modelo general involucrando
efectos aleatorios especificos de area por tiempo. Su modelo es de la forma

Hdt = ‘gdt + Edt, (287)
Oy = thﬁdty (2-88)
donde los coeficientes B4 = (Bawo, " , Barp)’ permiten variar particularmente

y sobre el tiempo, y los errores de muestreo ey para cada area d se asume que
son sucesivamente incorrelados con media 0 y varianza 4. La variacién de By,
sobre el tiempo esta especificada por el siguiente modelo de espacio de estado:

Aqui los B4 son coeficientes fijos, T; es una matriz conocida de 2 x 2 con
(0,1) como la segunda fila, y el modelo de errores {v4;} para cada d son
incorrelados sobre el tiempo con media 0 y covarianzas E,,{vatj, Vau} = 0w
G l=0,1,--,p.

La férmula (2.89) cubre varios modelos ttiles. Primero, la opcién T; =

0 1 . . .
da el modelo de regresion de coeficientes aleatorios B4; = B4 + Vat;

0 1
(Swamy, 1971). El familiar modelo de salto aleatorio fu; = Bat—1; + Vatj
se obtiene escogiendo T, = [ (1) (1) } En este caso los coeficientes (34 son

0 1
un modelo AR(1): Buj — Byj = p(Bas—1,; — Baj) + varj- El modelo de espacio
de estados (2.89) es muy general, pero el supuesto de errores de muestreo
serialmente incorrelados eg en (2.87) es restrictiva en el contexto de encuestas
repetidas con muestras solapadas.

. ., 1—
redundantes y debe omitirse para T; = 1. La opciéon T; = [ p p } da

Modelos espaciales

El modelo bésico de Fay-Herriot (2.73) asume efectos aleatorios de area
pequena v, iid, pero en algunas aplicaciones puede ser mas realista y tomar
en consideracion modelos que permiten correlaciones entre los valores de vy.
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Los modelos espaciales sobre los v4 son usados cuando pueden definirse areas
“vecinas” de cada area. Tales modelos inducen correlaciones entre los vg4. Por
ejemplo, correlaciones que dependen de la proximidad geografica en el contexto
de estimacion de enfermedades locales y tasas de mortalidad. Cressie (1991),
usé un modelo espacial para estimacion de areas pequenas en el marco del
subconteo en el censo de U.S.

Si Ay denota el conjunto de areas “vecinas” de el area d, entonces un
modelo espacial autorregresivo condicional (CAR) asume que la distribucién
condicional de byvy dado {v; : [ # d} estda dada por

bdvd|{vl . l 7é d} ~ N (p Z qdlblvl, b?ldg) . (290)

leAy

Aqui {qu} son constantes conocidas que satisfacen qgb} = qab3(d < 1), y
§ = (p,02)T es un vector de pardmetros desconocidos. El modelo (2.90) implica
que

B!/?v ~ N,,(0,T(8) = o*(1 - pQ)"'B), (2.91)

donde B = diag(b?,--- ,0%) v Q = (ga) es una matriz de D x D con g4 = 0
cuando | # Ay (incluyendo gzg = 0) y v = (vy,--- ,vp)T (ver Besag, 1974).
Usando (2.91) y (2.73) obtenemos un modelo espacial de area pequena. Nétese
que d aparece como no lineal en T'(d).

En la literatura geoestadistica se han usado estructuras de covarianzas de
la forma (i) T'(8) = o2(6;I + 6,D) y (ii) T'd) = 2[5, + 5,D(d3)], donde
D = (e 94) y D(d3) = (65) son matrices de D x D con dg denotando
una “distancia” (no necesariamente euclidea) entre las dreas pequenas d y I.
Noétese que en el caso (i) los pardmetros d; y do aparecen como lineales en I'(9),
mientras que en el caso (ii) Jy y d3 aparecen como no lineales en I'(§). Una
desventaja del modelo espacial (2.91) es que dependen de como se defina el
vecindario Ay, lo que introduce algo de subjetividad al modelo.

2.2.3. Modelo basico de nivel unidad (Tipo B)

Asumamos disponible el dato auxiliar a nivel de unidad x4; = (2451, - - , xdjp)T
para cada elemento j de la poblacion en cada area pequena d. Con frecuencia,
es suficiente asumir que solamente son conocidas las medias poblacionales X
o las medias de dominio X 4. Ademsds, la variable de interés Yqj, S€ asume re-
lacionada con x4 a través de un modelo de regresion lineal de error anidado
univariante

Yo = XgB +vateq; j=1,--+ Ny d=1,---,D. (2.92)
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Aqui los efectos de area v, se asumen como variables aleatorias iid que satis-
facen (2.70), e4; = kqj€q; con constantes conocidas kg y los g son variables
aleatorias independientes de los vy y

En(Eg) =0, Vin(éq) =07, (2.93)

Ademads, con frecuencia se supone normalidad de de los vg. Los parametros
de interés son la media de &rea pequefia Y4 o el total Y. Los modelos de
regresién estandar se obtienen haciendo 02 = 0 o equivalentemente vy = 0 en
(2.92). Tales modelos conducen a estimadores de tipo sintético.

Asumimos que una muestra, s; de tamano ng se toma de las Ny unidades
eneldread (d=1,---,D)y que los valores de la muestra también obedecen al
modelo asumido (2.92). El dltimo supuesto se satisface bajo muestreo aleatorio
simple de cada area o més generalmente para disenos de muestreo que usen
la informacién auxiliar x4 en la seleccién de las muestras s4. Para ver esto,
escribimos (2.92) en forma matricial como

yi =XUB8+val +ef, d=1,--- D, (2.94)
donde XdP es una matriz de Ny x p, y& 17 vy el son vectores de Nyx 1y 1§ =
(1,---,1)T. Particionemos (2.94) en unidades muestreadas y no muestreadas:

P Yd Xd 14 } { €4 }
— ¢ — N + v N -+ * , 2.95
Y [yd} {Xdlﬁ d{ld €4 (295)

Donde el superindice * denota las unidades no muestreadas. Si el modelo se
conserva para la muestra, es decir, si la selecciéon se hace sin sesgo, entonces
las inferencias sobre ¢ = (37,02, 02)T estan basadas en

donde f(y,, yi|XE 1) es la distribucién conjunta de y4 y ¥ Por otro lado,
fijando a4 = (aa1," - ,aan,)’ con agy = 1si j € sq4y agi = 0 en otro caso, la
distribucién de los datos de la muestra (y,, a4) estd dada por

F(yaaaXE, ) = / Fva YiXE 6) f(alyar v X5y

= {/f(yd,ymxg,?b)dy;} f(ad|XdP)a

siempre que
flaalyg va, Xq) = f(adlX7),
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es decir, las probabilidades de seleccién de la muestra no dependen de y4 pero
podrian depender de Xg . En este caso, no existe sesgo de seleccion y podemos
asumir que los valores muestrales también obedecen al modelo asumido, es
decir, usamos f(y,4|X%,4) para inferencias sobre ¢ (Smith, 1983).

Si las probabilidades de seleccion de la muestra dependen de una variable
auxiliar, digamos z!, la cual no estd incluida en X entonces la distribucién
de los datos de la muestra (y,, aq) es

f(Ydaad|XdaZda¢ [/f Yd7Yd|Xd>Zd> Ydyy| f (ad|Z5>X5)-

En este caso, las inferencias sobre v estan basadas en f (yd]Xg .z, 1) la cual
es diferente de (2.96) a menos que z7 no esté relacionada a y4; dado XJ. En
este caso tenemos una seleccion muestral sesgada y por consiguiente no pode-
mos asumir que el modelo (2.94) se conserve para los valores de la muestra.
El modelo (2.94) no es apropiado tampoco bajo el muestreo por conglomera-
dos en dos etapas dentro de areas pequenas, porque los efectos aleatorios de
conglomerados no se incorporan.
Escribimos la media del drea pequefia Y, como

Ya=fags+ (1 — f)Yy, (2.97)

con fy=nq4/Nay T,y ?Z denotando las medias de los elementos muestreados
y no muestreados, respectivamente. Se sigue de (2.97) que la estimacién de la
media del drea pequefia Y, es equivalente a estimar la realizacién de la variable
aleatoria 72 dado el dato de la muestra {y,} y el dato auxiliar {X}.

Si el tamano de la poblacién N, es grande, entonces podemos tomar las
medias de areas pequenas como

YVi=X,B+va, (2.98)

notando que Y, = Xdﬁ +vg4+ Eqy Eq = 0, donde E; es la media de los
Ny errores eg; y X, es la media conocida de X% Se sigue de (2.98) que la
estimacién de Y, es equivalente a la estimacién de una combinacién lineal de
B v la realizacion de la variable aleatoria vy.

Ahora consideremos algunas extensiones del modelo basico tipo B (2.92)

Modelo de regresién de error anidado multivariante

Asumimos que los datos auxiliares de unidad estan disponibles para todos
los elementos de la poblacion j en cada area pequena d. Ademadas asumimos
que un vector de r x 1 variables de interés, y4;, estan relacionadas a un vector
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x4 a través de un modelo de regresion de error anidado multivariante (Fuller
y Harter, 1987):

ydj:Bxdj"i_Vd"i_edj; jzl,"',Nd;dzl,"',D. (299)

Aqui B es una matriz de r X p coeficientes de regresién, v, son efectos de area
asumidos como vectores aleatorios iid con media 0 y matriz de covarianzas
3., v los vectores de errores aleatorios ey son iid con media 0 y matriz de
covarianzas Y. e independientes de v,. Ademas, se asume normalidad de los
va y €4. El modelo (2.99) es una extension natural del modelo de regresion del
error anidado univariante (2.92) con kg4 = 1.

Los parametros de interés son el vector de medias de 4reas pequefias Y que
pueden aproximarse por g = BXy + vy si el tamano de la poblacién Ny es
grande. En el ultimo caso, se sigue que la estimacion de py es equivalente a la
estimacion de una combinacién lineal de B y la realizacion del vector aleatorio
v4. Como en el modelo de Fay-Herriot multivariante, el modelo de nivel unidad
(2.99) puede conducir a estimadores més eficientes aprovechando la correlacién
entre las componentes de yg4;, a diferencia del modelo univariante (2.92).

Modelo lineal con varianza de error aleatorio

Consideremos las componentes de error del modelo (2.92) donde no dis-

s iid
ponemos de los datos auxiliares {xqj}: ys; = 3+ vq + €4 con vg~ N(0,02) y
iid . . .
eqj~ N(0,02). El supuesto de igualdad de varianzas del error puede relajarse
. ind . .
si hacemos eg|02;, ~ N(0,02,) y asumimos la varianza del error ¢2; como una
variable aleatoria no negativa iid con media ¢ y varianza d. (digamos) e inde-
pendiente de vg. Aragén (1984), usé tal modelo de varianza de error aleatorio
con varianzas del error 02, de una Gausiana inversa. Kleffe y Rao (1992), usaron
el anterior modelo simple para la estimaciéon de drea pequena, y Arora y Lahiri

(1979), lo extendieron al caso de regresion (2.92) con x4 = X4, kgj = 1, €4; = €y

iid
y edjlagd ~ N(O, Ugd)'

Modelo de regresién de error anidado doble

Supongamos que el drea d pequena contiene M, unidades primarias (o con-
glomerados) y que la j-ésima unidad primaria (conglomerado) en el drea d
contiene Ny subunidades (elementos). Sean (yg, Xq45) los valores y y x del [-
ésimo elemento en la j-ésima unidad primaria de el &rea d (I =1,--- , Ny, j =
1,--+ ,My,d=1,---, D). Bajo esta estructura de la poblacién es comiin prac-
ticar el empleo de dos etapas de muestreo de conglomerado en cada drea pe-
quena: seleccionamos una muestra s; de my unidades primarias de el area d y si
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el j-ésimo conglomerado es muestreado, entonces seleccionamos una submues-
tra, sq, de ng; elementos del j-ésimo conglomerado y se observan los valores
asociados de y y x. La estructura de la poblaciéon anterior se refleja mediante
el modelo de regresién de error anidado doble (Stukel y Rao, 1999):

Yajt = XguB +va+ ug +eq; 1=1,--- Ny, j=1,--- Mgd=1,---,D.

(2.100)
Aqui los efectos de drea {vy}, los efectos de conglomerado {ug; } y los errores re-
siduales {eq; } con eqy; = kqji€q v las constantes conocidas kg se asumen como
mutuamente independientes. Ademés, vy 9(0, 02), ug (0, 02) v Eg1 (0, 02);
se asume con frecuencia normalidad de las componentes aleatorias vq, ug y
€g4j1- Asumimos que los valores muestrales también obedecen al modelo asumi-
do (2.100) el cual se satisface bajo muestreo aleatorio simple de conglomerados
y subunidades muestreadas dentro de conglomerado, o mas generalmente, pa-
ra disenos de muestreo que usan la informacién auxiliar x4; en la seleccién
de la muestra. Datta y Ghosh (1991), usaron el modelo (2.100) para el ca-
so especial de covariables espec ’ificas de conglomerado, es decir, x4 = Xg;.
Ghosh y Lahiri (1988), estudiaron el caso de no informacién auxiliar, es decir,
X;"l;-lﬁ = /.

Los parametros de interés son las medias de dreas pequenas

Ndj

Va3 | S vt v+ i (2101)
4 | jesqiEsy, j€saless, jes =1

donde yg;, son los valores de y no muestreados, sg y sg; denotan los conglome-
rados y subunidades no muestreadas. Si el nimero de unidades primarias, Ny
es grande, entonces Y, puede ser aproximada como

Vi~ X, 8+ v, (2.102)

notando que Y, = XZ;B +og+ Ui+ E;yUg~0,E;~0, donde Uy y Ey
son las medias de drea de ug; y €4 y X, es la media conocida de los Xgji. Oe
sigue de (2.102) que la estimacién de Y es equivalente a la estimacién de una
combinacion lineal de B y la realizacion de la variable aleatoria v,.

Modelo de dos niveles

El modelo bésico de nivel de unidad (2.92) con ordenada en el origen 3;
puede expresarse como un modelo con término ordenada aleatorio 514 = (1 +v4
y pendientes comunes fa,---,08y @ Ygj = Bia + BoTaja + -+ + BpTajp + ).
Esto sugiere un modelo mas general que permita diferencias entre pendientes
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asi como las ordenadas a través del area pequena. Introducimos coeficientes
aleatorios B = (Ba1, -+, B34p)7 y modelamos entonces By en términos de las

covariables de nivel de area Z, para llegar al modelo de area pequena de dos
niveles (Moura y Holt, 1999):

vi =XgB+eq, j=1,--+ Nyd=1,---,D, (2.103)

Y .
Ba = Zaax + vy, (2.104)

donde Z, es una matriz de p X p, a es un vector de p X 1 parametros de
regresion, vy iri\C}(O, Y)Y eqj = kqj€q; con €y iri\sl(O, 0?). Podemos escribir (2.103)
en forma matricial

yi = XgBa+ey. (2.105)

El modelo de dos niveles (2.104)-(2.105) integra eficazmente el uso de covaria-
bles de nivel unidad y nivel de area dentro de un solo modelo:

vy =X Zooo + X[vy+ el (2.106)

Ademas, el uso de pendientes aleatorias, 3,, permite mayor flexibilidad en la
modelacién. Se asume que los valores muestrales {(yq4,%q4);7 =1, ,ng;d =
1,--+, D} obedecen al modelo (2.106), es decir, es una seleccién muestral sin
sesgo. Si Ny es grande, podemos expresar la media Y4 bajo (2.106) como

Yirn X, Zoo + Xy va. (2.107)

Se sigue de (2.107) que la estimacién de Y, es equivalente a la estimacién de
la combinacién lineal de 3 y la realizacién del vector aleatorio vy con matriz
de covarianzas desconocida X,.

El modelo (2.106) es un caso especial de un modelo lineal general mixto
usado profusamente para datos longitudinales (Laird y Ware, 1982). Estos
modelos admiten matrices arbitrarias X2, y X%, para ser asociadas con a y
V4.

vy =XPa+ XD vy +el. (2.108)

La opcién X1, = XJZ, y X2, = X¥ da el modelo de dos niveles (2.106). Este
modelo cubre muchos de los modelos de areas pequenas considerados en la
literatura.

Modelo mixto lineal general

Datta y Ghosh (1991), consideraron un modelo mixto lineal general el cual
cubre a los modelos de nivel unidad univariantes como casos especiales:

y' =X"B+Zv +e”. (2.109)
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Aqui e’ y v son independientes con e’ ~ N(0,0?®F) y v ~ N(0,0°D(N)),
donde ¥ es una matriz definida positiva conocida y D(X) es una matriz
definida positiva la cual es estructuralmente conocida excepto para algunos
parametros A tipicamente involucrando razones de componentes de varianza
de la forma o%/0?. Ademés, X y Z% son matrices de disefio conocidas y y*
es el vector de NV x 1 de valores y de la poblacién.

Podemos particionar (2.109), de forma similar a (2.95), como

ypz{;i]:{;éﬂ]ﬁ‘i‘{zz*]v—i—{;}, (2.110)

donde el asterisco denota unidades no muestreadas. El vector de totales de
D

dreas pequenas Yy es de la forma Ay+Cy* con A = @217 yC =2 1] _, |
donde @ denota la suma directa, es decir, ®% A, = diag(A;,---,Ap) por
bloques.

Datta y Ghosh (1991), mencionaron un modelo de clasificacién cruzada el
cual es cubierto por el modelo general (2.109) pero no por el modelo “longitu-
dinal” (2.108). Supongamos que las unidades en un area pequena son clasifica-
das dentro de C grupos (por ejemplo, edad, clase socioeconémica) etiquetados
j=1,---,C ylos tamanos de celda de subgrupo por area Ng; son conocidos.

Un modelo de clasificacion cruzada esta dado entonces por
Ydjk :xdekﬁ—l—vd—i-aj —l—udj +edjk; (2111)
k:177Nd]7j:1770)d:177D

donde {v4},{a;} v {ug} son mutuamente independientes con egjy, iri\C}]\f(O, o?),
vy S N (0, \0?), a; S N(0,A\20?%) y ug ~ N (0, A30?). Lui y Cumberland (1989),
consideraron un modelo de la forma (2.111) con A; = A3 = 0, es decir, vq y ugj

son degeneradas en cero.
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2.3. Modelos de efectos mixtos y estimadores
EBLUP

En la seccion anterior hemos presentado varios modelos de areas pequenas
que pueden considerarse como casos especiales de un modelo mixto lineal ge-
neral de efectos fijos y aleatorios. Ademas, las medias o totales de areas pe-
quenas, pueden expresarse como combinaciones lineales de efectos aleatorios
y fijos. Ahora consideraremos el conocido como “mejor predictor lineal in-
sesgado” (BLUP) del estimador de tales parametros, el cual puede obtenerse
del enfoque frecuentista clasico, recurriendo a resultados generales sobre es-
timacion BLUP. Los estimadores BLUP minimizan el ECM entre la clase de
estimadores insesgados lineales y no dependen de la normalidad de los efectos
aleatorios; pero dependen de las varianzas (o covarianzas) de los efectos alea-
torios, los cuales pueden ser estimados por el método de momentos. Alternati-
vamente, pueden usarse los métodos de maxima verosimilitud (MV) o maxima
verosimilitud restringida (MVR) para estimar la varianza y componentes de
covarianzas, asumiendo normalidad. Usando estos componentes estimados en
el estimador BLUP obtenemos un estimador en dos etapas el cual se conoce
como el estimador empirico BLUP o EBLUP (Harville, 1991).

A continuacién presentamos resultados generales sobre estimacion EBLUP
y el problema de estimacion del ECM de estimadores EBLUP, tomando en
cuenta la variabilidad en la varianza estimada y componentes de covarianza.

2.3.1. Modelo mixto lineal general

Supongamos que los datos de la muestra obedecen al modelo mixto lineal
general

y=XB+7Zv+e. (2.112)

Aqui y es el vector de n x 1 observaciones de la muestra, X y Z son matrices
conocidas de n X p y n x h de rango completo, y v y e son independien-
temente distribuidas con media 0 y matrices de covarianzas G y R depen-
diendo de la varianza de algunos pardmetros 8(dy, - ,d,)". Asumimos que
d pertenece a un subconjunto especificado de un g-espacio euclideo tal que
Var(y) = V = V(§) = R+ZGZ" es no singular para todos los § pertenecien-
tes al subconjunto, donde Var(y) denota la matriz de varianzas y covarianzas
de y.

Estamos interesados en estimar una combinacién lineal, 1 = 173+m”v de
los parametros de regresion 3 y la realizacién de v, para vectores especificados
de constantes 1 y m. Un estimador lineal de p es de la forma i = a’'y +b para
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a y b conocidos. El estimador es insesgado bajo el modelo para u si
E(p) = E(p), (2.113)

donde E denota la esperanza con respecto al modelo (2.112). El ECM de i
esta dado por
ECM(7) = E(i — p)?, (2.114)

el cual se reduce a la varianza del error i1 — p:
ECM(@) = Var(ji — 1)

si ji es insesgado para p. Valliant, Dorfman y Royall (2000, p.27), denotan
E(fi — p)* como la varianza del error (o prediccién de la varianza) bajo el
modelo. Estamos interesados en hallar el estimador BLUP que minimiza el
ECM en la clase de los estimadores lineales insesgados de Ji.

Estimador BLUP
Para d conocido, el estimador BLUP de p estd dado por
T =t0,y)=1"84+m"v=1"8+m"GZTV iy - XB3),  (2.115)

donde o
B=p60)=X'V'X)'X'vly (2.116)

es el mejor estimador lineal insesgado (BLUE) de 83,
v=v(8) = GZ'V iy — XB). (2.117)

El superindice H en i fue puesto por Henderson, quien propuso el estimador
(2.115); (ver Henderson, 1950). Una demostracién de que (2.115) es el estima-
dor BLUP estd dada en Henderson (1963).

ECM del BLUP
El estimador BLUP t(6,y) puede expresarse como
t(8,y) = t"(6,8,y) +d" (8 - B),
donde t*(8,3,y) es el estimador BLUP cuando 3 es conocido:
t*(6,8,y) =1"8+Db" (y — XB), (2.118)

con
bl =m?’Gz'vV,
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y
d’ =17 -b'X.

Se sigue ahora que t*(8,3,y) — pu y d7(8 — B) son no correladas, dado que
E[(b"(Zv +e) —m’v)(v'Z" +- ")V =0.
Por lo tanto,
ECM[t(8,y)] = ECM[t*(8, 8,y)] + Var[d" (8 — B)] = g1(8) + 92(6), (2.119)
donde

g1(8) = Var[t*(8,8,y) — ) = m” (G — GZ'V'ZG)m (2.120)

g2(8) = dT(XTVX)~ld. (2.121)

El segundo término, go(4), en (2.119) cuenta para la variabilidad en el estima-
dor 3.

Estimador EBLUP

El estimador BLUP #(d,y) dado por (2.115) depende de la varianza de los
pardmetros § los cuales son_desconocidos en aplicaciones practicas. Reempla-
zamos & por un estimador § = §(y), obtenemos un estimador en dos etapas
= t(g, y), el cual se llama estimador EBLUP. Por conveniencia, también

-~ -~

escribimos #(d,y) y t(d,y) como t(8) y t(9).
El estimador en dos etapas t(d) permanece insesgado para p, es decir
E[t(d) — p] = 0, si se cumple que

~

= E[t(d)] es finito;

= des cualquier traslacion invariante del estimador de 4, es decir, 5 (—y) =
d(y) vy 6(y —Xb) = 4(y) para todo y y b;

» Las distribuciones de v y e son ambas simétricas en torno a 0 (no nece-
sariamente normal).

Kackar y Harville (1981), demostraron que los procedimientos estdndar
para estimar &, producen estimadores invariantes ain con traslacion; en parti-
cular, MV, MVR y los métodos de constantes fijas (también llamado método de
Henderson). Consultar Searle, Casella y McCulloch (1992) y Rao (1997), para
mayores detalles del método para el andlisis de modelos de varianza (ANOVA),
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el cual es un caso especial del modelo mixto lineal general (2.112). El modelo
ANOVA esta dado por

y=XB+Zvi+---+7Z,v, +e, (2.122)

donde vy, - -+, v, y e son independientemente distribuidas con media 0 y matri-
ces de covarianzas 031, , 021, v 0°1,. Los parametros § = (02, ,0%)7
con 62 > 0(i =1,---,r) y o6 = ¢? > 0 son las componentes de varianza.
Nétese que G es ahora diagonal por bloques, con bloques 021, R = 01, y
V =02I, + > 02Z;Z], 1a cual es un caso especial de la matriz de covarianzas

con estructura lineal: V. = >~ §;H; para matrices simétricas conocida H;.

Estimacion del ECM del EBLUP

Para aplicaciones practicas, necesitamos un estimador de ECM[t(g)] como
una medida de variabilidad asociada con t(d). Una solucién sencilla es apro-
ximar ECM][t(d)] por ECMJt(d)] y entonces sustituimos d por 8. El estimador

resultante del ECM estd dado por

~ -~

eemy[t(8)] = g1(8) + g2(9). (2.123)

Otro estimador de ECM se obtiene sustituyendo 5 por d en la aproximacion
siguiente del ECM:

cem; [H(8)] = g1(8) + g2(0) + g3(d). (2.124)

-~ -~

Tenemos que E¢a(d) ~ ¢2(8) v Eg3(6) ~ g¢3(8) para el orden deseado de
aproximacién, pero gl(g) 1no es el estimador correcto de g1(8) porque su sesgo
es generalmente del mismo orden que g2(8) y g3(d).

Para evaluar el sesgo de gl(g), hacemos un desarrollo de Taylor de g¢1(6)
en torno a d:

~

-~

51(8) = q1(8)+ (8 —5>TVg1<5>+§<5 —8)TV?g1(8)(8 — 8) = g1(8) + Ay + A,

donde Vg;(d) es el vector de derivadas de primer orden de g;(8) con respecto
a 8. Si 0 es insesgado para 9, entonces F(A;) = 0. En general, si E(A;) =~
bgT((S)Vgl(é) es de orden menor que E(A,), entonces

~ 1 — -~
Eg(6) =~ ¢g1(6) + §tr[V2g1(5)V(5)], (2.125)
donde bz(d) es una aproximacién del sesgo (3) — 6. Ademas, si la matriz de
covarianzas V tiene una estructura lineal, (2.125) se reduce a

-~

Eg1(8) = g1(8) — g3(9). (2.126)
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~

Se sigue ahora de (2.123), (2.124) y (2.126) que los sesgos de ECM y[t(d)]
y ECM;[t(d)] son
BN ~ —293((5), Bl ~ —95(5)

~

Un estimador correcto de ECM[t(§)] para el orden deseado de aproximacién
esta dado por

ecm[t(8)] ~ g1(8) + g2(8) + 2g3(d), (2.127)

~

notando que E[gl(g) + g3(8)] = g1(d) de (2.126). Por consiguiente,

-~

Eeem(t(8)] ~ ECM[#(5)].

La féormula (2.127) se preserva para el estimador MVR, SRE, y algunos estima-
dores de momentos.
Si E(A1) es del mismo orden que F(A;), como en el caso del estimador

MV 8y1v, entonces sustraemos un término extra bT((S)Vgl(g) de (2.127):

ecm,[t(8)] = g1(8) — b (8)Vg1 () + g2(8) + 295(9). (2.128)
El término bg(g)Vgl(g) deja fuera el caso especial de la matriz de covarianzas

diagonal por bloques V = V(§) y 5 = duv.

Prasad y Rao (1990) obtuvieron el estimador del ECM (2.127) para el caso
especial cubierto por el modelo mixto lineal general con una estructura de
covarianzas diagonal por bloques. Siguiendo a Prasad y Rao (1990), Harville y
Jeske (1992), propusieron (2.127) para el modelo mixto lineal general (2.112),
asumiendo F (;5\) =9, y refiriéndose a (2.127) como el estimador Prasad-Rao.

Das, Jiang y Rao (2001), proporcionan demostraciones de las aproximacio-
nes (2.127) y (2.128) para los métodos MVR y MV, respectivamente.

2.3.2. Estructura de covarianzas diagonal por bloques
Estimador EBLUP

Un caso especial del modelo mixto lineal general (2.112) cubre muchos
modelos de areas pequenas consideradas en la literatura. Para este modelo

y =colicacp(yq) = (¥1, -, ¥Dh), X =colics<p(Xa),

Z = diag,4<p(Z4), v =colica<p(va), e = colica<p(ed),

donde D es el nimero de areas pequenas, Xy es de ng X p, Zg es de ng X hy y
yq es un vector de ng X 1 (D_ng =n,> hqg = h). Ademas

R = diag;4<p(Ra), G = diag;<;<p(Ga)
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asi que V tiene una estructura diagonal por bloques:

V= diag1gd§D(Vd>

con

Vi =Ry+ Z,G,Z7.
El modelo, ademas, puede descomponerse en D submodelos
yd:Xdﬂ+Zdvd+ed, d= 1,--- ,D. (2.129)

Estamos interesados en la estimacién de combinaciones lineales pg = 173 +
mlvy, d=1,---,D.
Se sigue de (2.115) que el estimador BLUP de iy se reduce a

il =178 4+ mlv,, (2.130)

donde 3
Vi =GaZiV,; (y4 — XaB), (2.131)

-1
B = (Z X7 lexd> (Z XdTleyd> : (2.132)
d d

El estimador BLUP se extiende sin dificultad al caso del vector pgy = L3+
M v, para matrices especificadas Ly y My. Esta dada por

Bl =t4(8,y) = LB + Mavy

= LyB + MyGZI V' (v, — XaB). (2.133)

El estimador EBLUP estd dado por gl = td(g, y). Puede obtenerse un
estimador del ECM(zifl) que se considera para la estimacién de &, pero los
detalles se omiten aqui por simplicidad.

Se ha desarrollado una gran variedad de modelos EBLUP a nivel de area
que resulta dificil incluirlos a todos. Presentamos en seguida algunos de ellos.
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2.4. Modelos basicos EBLUP de nivel de area

Estos modelos cubren muchos modelos de areas pequenas usados en la
practica. En esta seccion, aplicamos los resultados EBLUP para los modelos
bésico de nivel de area (tipo A) y bésico de nivel unidad (tipo B), descritos
anteriormente.

2.4.1. Modelo basico tipo A

En esta subseccion describiremos la teord concerniente al modelo basico de
nivel de drea (tipo A) (2.73) y la estimacién EBLUP para el modelo mixto
lineal general con estructura de covarianzas diagonal por bloques, a partir de
los resultados previos.

Estimador EBLUP

El modelo béasico de nivel de area es de la forma
/Q\d:zgﬁ—kbdvd—ked, d= 1, ,D, (2134)

: . , iid
donde zg es un vector de p x 1 covariables de nivel de drea, vg~(0,02) e

independiente del error de muestreo ey nd (0,%4) con varianza conocida g, §d
es un estimador directo del pardmetro 6; = g(Y4) en el area d, y by es una
constante positiva conocida. El modelo (2.134) es un caso especial del modelo
mixto lineal general com estructura de covarianzas diagonal por bloques, dada

por (2.129). Tenemos

y
Vi=1v4, es=c¢eq, B= (B, 0)"
Ademas,
Gy = 012,, Ry = vq
asi que

V=1 + o2ba.

También, g = 04 = 25 3 + bgvg asi que 15 = z4 y my = by.
Haciendo las anteriores sustituciones en la férmula general (2.133) para el
estimador BLUP de p4 conseguimos el estimador BLUP de 6; como

05 =288+ va(0a — 25 B) (2.135)

= Vdad + (1 - Wd)zgléa (2.136)
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donde
V4 = ouby/ (Va + 0307) (2.137)

-1

D
5= fo?) = [z i (0 + o)
d=1

[Z 2404/ (Y + 0353)]
d=1

Es claro de (2.136) que el estimador BLUP, éfl{ , puede expresarse como un
estimador combinado del estimador directo 5d y el estimador sintético de re-
gresion zgé, donde los pesos 74 (0 < 4 < 1), dados por (2.137) miden la
incertidumbre en la modelancion de los 04, es decir, la varianza del modelo
o2b2 con tespecto a la varianza total ¢ + 02b3. Asi 0% toma cuenta apropiada
de la variacion entre las areas y la precision del estimador directo. Si la va-
rianza del modelo o203 es relativamente pequenia, entonces 74 serd pequeno y
el mayor peso sera ligado al estimador sintético. Similarmente, el mayor peso
sera ligado al estimador directo si la varianza de diseno ), es relativamente
pequena o 7y, es grande. La férmula (2.135) para éé{ sugiere que se ajusta al
estimador sintético szB para explicar a la incertidumbre del modelo.

Es importante notar que 951 es valido para un diseno general de muestreo
porque estamos modelando solamente los §d y no elementos individuales en la
poblacion, a diferencia de modelos tipo B, y el estimador directo 6, usa los
disenos ponderados. Ademas, éf es consistente bajo el diseno porque 74 — 1
cuando la varianza muestral ¢, — 0. El sesgo del diseno de 951 estd dado por

B,(05) ~ (1 = 74)(z4 B — 0a), (2.138)

donde B* = EQ(B) es la esperanza condicional de 3 dado 6 = (01, ,0p)T.
Se sigue de (2.138) que el sesgo del disenio respecto a 6, tiende a cero cuando
g — 00 yq — 1. Notemos que E,,(z2 3*) = E,,(04) lo que implica que el sesgo
promedio es cero cuando el modelo de enlace 6; = zgﬁ + byvg se conserva.

El estimador BLUP (2.136) depende de las componentes de varianza o>
las cuales son desconocidas en aplicaciones practicas. Reemplazando o2 por un
estimador 2, obtenemos un estimador EBLUP 64

éé{ = /'?d/g\d + (1 — ﬁd)zg,é\d, (2.139)

donde 7y y B son los valores de v, vy B, cuando 02 es reemplazada por 7.

Fay y Herriot (1979), recomendaron el uso de un estimador imparcial
EBLUP, 0% similar al estimador imparcial de James y Stein (J-S). Es de-
cir:

(i) usar 84 si 04 cae el el intervalo [0, — cv/¥ha, B4+ cv/ibq] para una constante
especifica ¢ (tipicamdente ¢ = 1);
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(ii) usar 9\5{ — \/1gq si gf es menor que 0, — o g;
(iii) usar 551 + /g si 55 es mayor que @\d + c/g.

El estimador imparcial é\g (o é\f ) es transformado a la escala original para
obtener un estimador de la media Y4 del drea d como g~ (62) (o g~ *(04)).

Estimacién de o2

Un método de estimacién de momentos de o2, puede obtenerse notando
que

E > (00— 258)/(a+ 0203) | = E[h(o?)] =D —p

d

donde 3 = 3(c0?2). Se sigue que 52, se obtiene resolviendo
h(o}) =D —p

iterativamente y fijando % = 0 cuando no existe solucién positiva. Fay y
Herriot, (1979), sugirieron la siguiente solucién iterativa: empezando con o © =
0, se define

1

2a+1) _ _2(a)
Oy = 0Oy + a
W (i)

[D —p — (o)) (2.140)

restringiendo oatetl) > 0, donde
=Y bilba— 2B/ (a + o3by)?
d

es una aproximacién de la derivada de h(o?). La convergencia de la iteracién
es rapida, generalmente requiere menos de 10 iteraciones.

Alternativamente, un estimador simple de momentos esta dado por o2, =
max(52,,0), donde

’1)87

- 1 i~ N
012)8 = D—p [Z(bdled - ZZ;IBWLS Z 1 - hdd ] (2.141)
d

Bwis = (Z zdz§> (Z zeiz/bd)

d d

es un estimador de minimos cuadrados ponderados de 3. Si b; = 1, entonces
(2.141) se reduce a la férmula de Prasad y Rao (1990). Ningin estimador
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de momentos de ¢? requiere normalidad y los dos conducen a estimadores

consistentes cuando D — oo.
El algoritmo scoring para estimacién MV de o2 se reduce a

O_2(a+1) _ O_2(a) + [I(O_Q(a))]—ls(ﬁ(a) 2(a))

v ? U

donde
1 D
_§ 2.142
o) 2 — 02bz+¢ ( )
y 5 R
. 1 b2 1.,(0, — 22 B)?
2 AN~ % LWz B)
B0 =52 oyt 2 om

similarmente, el algoritmo scoring para estimacién MVR de o2 se reduce a

o = G20 4 Lo (o),

donde |
Tr(c?) = 5tr[PBPB] (2.143)

1 1
sp(0?) = —étr[PB] + 5yTPBPy,

donde B = diag(b?, -+ ,b%) y P se han definido antes; ver Cressie (1992).

El estimador EBLUP de 6%, basado en los momentos, el estimador MV o
MVR de o2, permanecen insesgados bajo el modelo si los errores vy y €4 estdn
simétricamente distribuidos en torno a 0. En particular, 9d es insesgado bajo
el modelo para 64 si vg v €4 son normalmente distribuidos.

Para el caso especial de by = 1 e iguales varianzas muestrales 1y = 1, el
estimador BLUP (2.136) se reduce a

1 = 70, + (1 — )z Bs

con 1 — v =¢/(¢+ 02), donde BLS es el estimador de minimos cuadrados de
3. Bajo normalidad, podemos obtener un estimador insesgado 1 —~* de 1 — v
notando que S/ (1) +02) es una variable x* con D —p grados de libertad, donde
S =04 — 21 Brs)? es la suma de cuadrados residual. Tenemos

1=y =9(D-p-2)/5,
y un estimador EBLUP de 6, esta dado por lo tanto por

éf = 7*§d +(1+ 7*)Z§BLS~
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Este estimador es idéntico al estimador de James-Stein con valor inicial su-
puesto 09 = z1 Brs. Nétese que ambos estimadores simples de momentos, 02,
y 02 conducen a

1 -3 =¢(D~-p)/S,

el cual es aproximadamente igual a 1 — ~* para D grande y p fijo.

2.4.2. Modelo basico tipo B

Consideraremos ahora el modelo bésico de nivel unidad (tipo B) (2.95)
y describiremos aqui la estimacién EBLUP, usando el resultado general pa-
ra el modelo mixto lineal general con estructura de covarianzas diagonal por
bloques.

Como establecimos antes, podemos tomar la media del area pequena d
como ftg = Xgﬁ + w4 si los tamanos de la poblacion, Ny, de las areas pequenas
son suficientemente grandes. En este caso, podemos usar la parte de la muestra
del modelo (2.95), es decir, yg; = X4 8+va+eg, j=1,--+ ,ng;d=1,---,D
el cual puede escribirse en notaciéon matricial como

Vg=XaB+v4l,, 4+ d=1,---.D (2.144)

para hacer inferencias sobre Y, recurriendo al resultado general. En el caso
de fraccién de muestreo no despreciable, n,;/Ny, se manejard recurriendo al
modelo poblacional (2.95).

Estimador BLUP

El modelo (2.144) es un caso especial del modelo general (2.129) con es-
tructura de covarianzas diagonal por bloques. Tenemos

Ya=Ye Xa=X4, Zg=1,,

Vg = Vg, €q =€y, 5:(51,"'>5p)T7

donde y, es el vector de ng x 1 observaciones muestrales yq; de el area d.
Ademas,
Gy = 012;7 Ry = Uzdiaglgjgnd(kfzj)
de modo que
Vs=Ry+ 031 17

Nd—ng-*

.y ~7 , ~ .
También, pg = X,; 8 + vq asi que 1, = X; y my = 1. La matriz V; puede
invertirse explicitamente como

_ I Y
V= = diag;(ag) — a—dadag (2.145)

e
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usando el siguiente resultado estandar sobre inversién de matrices:
A+uv)T=A" - A TuwTA /(1 +vIA ). (2.146)
Aqui tenemos

-2 T
Qgj = kdj y Qg = E Qgj, A4 = (Gdb T 7adnd)
J

i =02/(0? +02/ay.). (2.147)

Haciendo las anteriores sustituciones en la féormula general (2.130) y no-
tando que (02/0%)(1 — v4) = 74/aq., obtenemos el estimador EBLUP de jiq
como

~ 1 = _ 7T =
:ufii = Xd/B + Vd(yda - Xgaﬂ)v (2148)

donde ¥,, ¥ X4, son medias ponderadas dadas por

Yda = E adjydj/ agq., Xdq = E adedj/ ag.,
J J

y B es el BLUE de 3:

8= (Z X§V51Xd> _ <Z XdTVglyd> , (2.149)

d d
donde
XZ;VJIXC[ = Ad = 0’;2 (Z adjxdszl; — ”ydad.idaiga> (2150)
J
y
XiVy'ya=0." (Z AdjXdjYdj — ’Ydadida?da> : (2.151)
J

El estimador BLUP (2.148) puede expresarse también como un estimador com-
binado del estimador de “regresién de encuesta” ¥ , + (Xgq — X4a)7 B y el esti-

Ny s e~ 5
mador de regresion sintético X, 3:

il = Yallaa + (Ka — %aa) B + (1 — 70Xy B. (2.152)

El peso 4 mide la variacién del modelo, o2, respecto a la varianza total
02+ 02/ay. Si la varianza del modelo es relativamente pequena, entonces 74
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serd pequena y se asignara mayor peso al componente sintético. Similarmente,
el mayor peso corresponderd al estimador de regresion de encuesta cuando ag.
aumenta.

El 3 BLUE y su matriz de covarianzas (3 d X2V ;'X,)"! pueden calcular-
se usando solamente minimos cuadrados ordinarios transformando primero el
modelo (2.144) con errores correlados ug; = vg + e4; a un modelo con errores
no correlados ug;. El modelo transformado esté dado por

ki Wy — Tallaa) = k' (%aj — Ta%aa)" B + 1, (2.153)

donde 73 = 1 — (1 — 74)*/? y los uy; tienen media cero y varianza constante o?
(Stukel y Rao, 1997). Si kg = 1 para todo (d,j), (2.153) se reduce al modelo
transformado de Fuller y Battese (1973).

El estimador BLUP (2.152) depende de la razén de varianzas 02 /o2, 1a cual
es desconocida en la prictica. Reemplazando o2 y o2 por estimadores 62 y o2,
obtenemos un estimador EBLUP.

~ —~ — _ ~ =T
i = Aallae + (Xa— %aa)"B) + (1 —72) X, B (2.154)

donde 7y y B son los valores de 74 vy B cuando (02,02) es reemplazada por

2 =2 e
(@0, 7¢)-
. * s 2 2
Estimacion de o) y o

Presentamos un método simple de estimacion de las componentes de va-
rianza o2 y o2. Involucra la presentaciéon de regresién de minimos cuadrados
ordinarios y el método de momentos, dos métodos para obtener estimadores de
o2y 0 (Stukel y Rao, 1997). Fuller y Battese (1973), propusieron este método
para el caso especial kg = 1 para todo (d, j).

Primero calculamos la suma de cuadrados residual SCR(1) con v grados
de libertad haciendo la regresiéon a través del origen y de las desviaciones
k’;jl (Ydj — Ygq) sobre las desviaciones x distintas de cero k:;jl(xdj — Xg4q) para
aquellas dreas con ng > 1. Esto lleva a un estimador insesgado de o2:

o2 = vy 'SCR(1) (2.155)

donde v1 = n — D — p; y p1 es el nimero de las desviaciones de x distintas
de cero. Calculamos en seguida la suma de cuadrados residual SCR(2) por
regresién de yg;/kq; sobre Xg4i/kg. Un estimador insesgado de o, estd dado
entonces por

Gom =11 [SCR(2) — (n — p)7e], (2.156)

e

notando que
E[SCR(2)] = ma; + (n —p)o?

e’
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donde

-1
m = Z ag. |1 — agxy, <Z Z adjxdszl;> Xda | - (2.157)
d j

d

Los estimadores 62, y 02, son equivalentes a aquellos encontrados usando el
método de “ajuste de constantes” atribuido a Henderson (1953). Sin embargo,
el método anterior requiere regresién por minimos cuadrados sobre p; + D
variables, en contraste con p; variables para el método de transformacién, y
asi es computacionalmente més engorroso cuando el nimero de areas pequenas,
D, aumenta.

Dado que 62, puede tomar valores negativos, truncamos G2, para poner
cero siempre que sea negativo. El estimador truncado 2, = max(¢2,,0) no
es menos sesgado pero es consistente cuando D crece. Para el caso especial
de k4 = 1 para todo (d,j), Battese, Harter y Fuller (1988), propusieron un
estimador alternativo de 7, el cual es aproximadamente insesgado para ~vg.

Asumiendo normalidad de los errores vy v e4, pueden también emplearse

MV o MVR . Una estimacién sencilla de ECM,
eemy (7)) = 01a(53,57) + 924(57,57), (2.158)

puede calcularse usando el procedimiento PROC MIXED en SAS, donde(a2, 52)
son los estimadores MV o MVR de g34(02, 02).

Fracciones de muestreo no despreciables

Si la fracciéon de muestreo f; = ng/Ny4 no es despreciable, entonces no
podemos tomar la media de area pequena Y, como X3 + v4. Sin embargo,
podemos escribir Y, como

Yi= fay, + (1 - fa)vy,

donde 7, es la media muestral y ¥ es la media de los valores no muestreados
Yy, de el drea d. Bajo el modelo poblacional (2.95), reemplazamos las Yz Do

observadas por su estimador XZJTB + 04, donde xg; son los valores x asociados
con y,;. El estimador BLUP resultante de Y ; esta dado por

=H _ — T 5 - _ ~xH
Yy = fays+ (11— fd)(XdTﬁ +0a) = fa¥s+ (L — fa)¥y (2.159)
donde X3 es la media de los valores no muestreados x3; y

Ta =l + (K — Xaa) 6] + (1 — 70X B. (2.160)
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Noétese que X = (NyXy — n4X4)/(Ng — ng) puede calcularse conociendo sola-
_ ~H
mente la media de la poblacién X,. La propiedad BLUP de Y, se establece

—~H —
facilmente mostrando que Cov(b'y,Y, —Y,) = 0 para toda funcién lineal
cero by, es decir, E(b"y) = 0 (Stukel, 1991).

Algunas Extensiones EBLUP para modelos de areas pequenas

Existen varias extensiones de los modelos EBLUP para areas pequenas. En
seguida presentaremos un breve resumen de ellas.

Modelo Multivariante de Fay-Herriot: El modelo multivariante de Fay-
Herriot estda dado por (2.77). Este modelo puede también expresarse como un
caso especial del modelo general (2.129) con estructura de covarianzas diagonal
por bloques. Tenemos

Vi = 0, Xy=7Z4 Zq=1,

y
Vi=Vy, €;=¢€q (= (51a T 75p)T7
donde §d = (/Q\dl, e ,/Q\dr)T es un vector de r estimadores directos para el area
d. Ademas,
Gd = EU? Rd - ‘I’d7
para que

Vo=, +3,.

También, Hd = Od = Ldﬁ + Mdvd, con Ld = Zd y Md = Ir'
Haciendo la anterior sustitucién en la férmula general (2.133), obtenemos
el estimador BLUP de 6, como

0 =3,(¥, + Ev)fléd + U, (U, 4+ X,) 24, (2.161)
donde
B=|> Zi(Wy+ Ev)lzd] [Z Z1(W,+%,)710,] . (2.162)
d—1 d=1

El estimador (2.161) es una extensién natural del estimador BLUP univariante
(2.136).

El estimador EBLUP Gf se obtiene sustituyendo un estimador 3, para X,
en (2.161).
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Errores de Muestreo Correlados: El modelo Fay-Herriot con errores de
muestreo correlados estd dado por (2.79). Es un caso especial del modelo mixto
lineal general (2.112) con R = ¥, Z = 1,G = 0?Ip,X = Z yy = 0 =
(é\l, e ,é\D)T. Usando estos valores en el estimador BLUP general con L = Z
y M =1, obtenemos el estimador BLUP de 8 = (6y,--- ,0p)” como

6" = 7B+ o>V(0 — Z03), (2.163)

donde
B=(Z"V'2) N (Z"VB)

V="¥+5L

El estimador EBLUP ¥ se obtiene asumiendo ¥ conocida y sustituyendo un
estimador de 52 para o2.

Isaki, Tsay y Fuller (2000) relajaron el supuesto de una matriz de cova-
rianzas muestral conocida W. Reemplazaron W en el estimador EBLUP oH
por R R R

W, =¢¥,;+ (1 —¢)¥, (2.164)

donde W es un estimador baAsado en la muestra de ¥ con elementos en la
diagonal tgq, d = 1,--- , D, W4 = (Ygq,d = 1,--- ;D) y ¢ es una constante
especificada, 0 < ¢ < 1.

Series de tiempo y modelos transversales

Modelo de Rao-Yu: El modelo dado por (2.80) y (2.81) con AR(1) o mode-
lo de salto aleatorio sobre los errores u4 proporciona una extension del modelo
basico tipo A para manejar series de tiempo y datos transversales. Notando
los estimadores directos g como 83 = (01, -+ ,047)",d =1,--+ , D, podemos
escribir el modelo en la forma (2.129) con estructura de covarianzas diagonal
por bloques. Tenemos

Yo = é\da Xd = (Zdh e 7ZdT)T7 Zd = (lTa IT))

Vg = (vq, 115), eq = (eq, - 7edT>T

y B = (B, - ,5,)", donde 17 es el vector de 1s, e Iy es la matriz identidad
de orden T'. Ademas,

[02 o”

0 0'2A:|7 Rq =¥
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donde Ag = A es la matriz de covarianzas de T' x T de ug = (ugi, - - , Uar)”
con (t, s)-6simo elemento pl*=*!/(1 — p?) para el modelo AR(1) ug = pug, 1 +
€ats |p| < 1;y el (¢, s)-ésimo elemento min(t, s) para el modelo de salto aleatorio
Ugy = Ugt—1 + €4 Podemos escribir V4 como

V=W, + o?A -+ 0'12)JT

donde Jr = 1TJ7T~ denota una matriz con todos sus elementos iguales a uno.
Ademas, los parametros de areas pequenas 6,7 para el valor actual T' puede
expresarse como Ogp = g = 17 B+mlv,con 15 = z4r ymg = (1,0,---,0,1)T.

Haciendo la anterior sustitucién en la férmula general BLUP (2.130), ob-
tenemos el estimador BLUP de 6,47 como

0l = 25y B + (0217 + *Ar) TV (0 — XuB), (2.165)

donde AL es la T-ésima fila de A y

-1
8= <Z XdTV;lxd) (Z X§V;1§d> .

d d
El estimador BLUP (2.165) puede expresarse también como una combinacién

ponderada del estimador directo de QdT, del estimador sintético szB y los
residuos th — sz,B, t=1,---,T —1:

T-1

Oifr = wirbar + (1 — wip)zie B+ Y w)y (B — z3,3), (2.166)
t=1

donde (w};, - wdT) (0 1p +0?Apr)'VEi:d=1,--- | D.

Reemplazando o2 y o2 por sus estimadores & (p) y 0%(p) en (2.165), obte-
nemos el estimador EBLUP §H 7(p) bajo el modelo AR(1) con p conocido. De
forma similar se obtiene el estimador EBLUP, QdT, bajo el modelo de salto alea-
torio. El estimador EBLUP no requiere normalidad de los errores; solamente
se necesitan errores simétricamente distribuidos.

Los estimadores del ECM de 0%.(p) y 9 ! para términos de orden o(D™'),
pueden obtenerse del resultado general obtemdo antes.

Modelos de Espacio de Estado: El modelo de nivel de area dado por
(2.87)-(2.89), de estimacién indirecta de dominios, permiten a los coeficientes
del modelo variar sobre el tiempo y sobre la seccién. Es un caso especial del
modelo general de espacio de estado el cual puede expresarse en la forma

yt = Ztat + Et, E(€t) = 0, E(€t7€?) = Et (2167)
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o, =Hoy 1+ An;  E(my) =0, E(nmtT) =T (2.168)

donde &; y 1; son incorreladas sobre el tiempo. Este modelo es un caso especial
del modelo mixto lineal general pero, la forma espacio de estado permite la
actualizacién de las estimaciones sobre el tiempo, usando las ecuaciones del fil-
tro de Kalman (2.170)y (2.171), y suavizando el estimador anterior cuando los
nuevos datos estan disponibles, usando un algoritmo apropiado de suavizado.
El vector a; es conocido como el vector de estado, (2.168) como la ecuacion
de transicion y (2.167) como la ecuacion de medida.
Sea a;_; el estimador BLUP de a;—; basado en todos los datos observados
al tiempo t — 1, tal que ay,—; = Hay_; es el BLUP de «y al tiempo ¢ — 1.
Ademas,
P, =HP, ;H" + ATA”

es la matriz de covarianzas de los errores de prediccion @1 — oy, donde
P, 1 = E(ay_1—ay_1)(@;_1—ay_1) esla matriz de covarianzas de los errores
de prediccién al tiempo t—1. Este resultado se sigue sin dificultad de (2.168). A
veces t, el predictor de a; y su matriz de covarianzas son actualizadas usando
los nuevos datos (y,, Z;). Tenemos

Y — Loy = Zy(ay — qyp—1) + €, (2.169)

el cual tiene la forma del modelo lineal mixto (2.112) cony =y, —ZiGy—1,Z =
Zi,v=o0o;—ayu_1,G =Py, X3 ausente y V =F;, donde

Ft - ZtPt|t_1ZZ + Et.
Por lo tanto, el estimador BLUP v = GZ7V ™'y se reduce a
dt = dt\tfl + Pt‘tilz'tht—l(yt — Zt&t|t71)- (2170)

Ademas, se sigue de (2.120) que la matriz de covarianzas de los errores de
prediccién v — v son G — GZ'V'ZG, la cual en el caso de los errores de
prediccion a; — oy se reduce a

Pt — Pt|t71 — Pt‘tflzzﬂFt_ltht‘tfl' (2171)

El modelo general de espacio de estado, (2.167) y (2.168), cubren ambos mo-
delos, el modelo de nivel de area y el modelo de nivel unidad.

El estimador BLUP «a; incluye parametros desconocidos  que especifican
las matrices de covarianzas 3; y I'. El vector § puede contener también ele-
mentos desconocidos de la matriz de transicién. Asumiendo normalidad de los
errores €; v 71, pueden obtenerse estimadores MV de estos pardmetros expre-
sando la log verosimilitud en la forma

T T
1 1 . _ .
log L = const. — 2 E log |F;| — B E (y: — yt|t—1)TFt 1(Yt - yt\t—l)v (2.172)
t=1

t=1
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donde y;,_1 = ZiGy—1 es el BLUP de y, al tiempo ¢t — 1y y, — ¥y, es el
vector de errores de prediccién. La representacion (2.172) se sigue escribiendo

L como
T

L= Hp(Yt|Yt—1)v
t=1
donde p(y,|Y:-1) es la distribucién condicional de y, dado Y;—1 = {y,_1, - ,¥1}
y notando que p(y,| Y1) es normal con media y,, ; y matriz de covarianzas
F;. El estimador MV de § y los parametros de la especificacion inicial pue-
den ser obtenidos usando el método scoring con una longitud de paso variable
(Pfeffermann y Burck, 1990). Resolvemos el siguiente conjunto de ecuaciones

iterativamente:
0@t = §@ 4 7y [(6@)] s (6@).

Aqui, 6 es el valor del estimador en la a-ésima iteracién, s(d) es el vector
score consistente de los elementos JL/004,Z(8) es la matriz de informacién
y rq es una variable de longitud de paso introducida para garantizar que la
verosimilitud sea no decreciente, es decir, L(§©*) > L(§) en cada iteracién
a. El método de momentos también puede usarse para estimar los pardametros
del modelo 9 sin el supuesto de normalidad. Singh, Mantel y Thomas (1994),
presentaron tales estimadores para casos especiales, usando un método de mo-
mentos analogo al método de Fay y Herriot (1979), para datos transversales.

El estimador EBLUP @; se obtiene sustituyendo un estimador 5 por & en
&;. El estimador EBLUP resultante de 0, = Z,ov; es

6" = 7,a,. (2.173)

Pfeffermann y Tiller (2001), establecieron la validez del estimador boots-
trap del ECM para términos de segundo orden, bajo ciertas condiciones de
regularidad.

Modelos espaciales: Los modelos espaciales discutidos antes son similares
al modelo de Fay-Herriot excepto por la correlacién espacial entre los efectos
aleatorios de drea pequena vy. Por lo tanto, G = ¢2Ip se cambia por G = I'(§),
donde la matriz de covarianzas I'(§) puede tomar la forma T'(d) = o%(I —
pQ)~'B como se ha especificado en (2.91) o T'(8) = 02(5;1 + 6,D) o T'(§) =
02011 — 3,D(d3)] como se ha usado en la literatura geoestadistica, donde D y
D(03) estan definidas en la subseccién 2.2.2.

Los modelos espaciales son casos especiales del modelo mixto lineal general
(2.112). Por lo tanto, el estimador BLUP de 6, = ZZ;,B + bgvg puede obtenerse
de la férmula general (2.115), para un d especificado. En la practica, & es
desconocido y necesitamos reemplazarlo por un estimador 5 para obtener el
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estimador EBLUP de ;. Los estimadores MV y MVR de é pueden obtenerse
del resultado general obtenido antes.

Modelo de regresion multivariante de error anidado: La parte de
la muestra del modelo de regresién multivariante con error anidado (2.99)
puede expresarse como un caso especial del modelo mixto general (2.129) con
estructura de covarianzas diagonal por bloques. Tenemos

yClT = (Y§1a T 7ygnd)v edT = (e§1> T ’edTnd>

Vg =vg, B =vec(B),
XZ; = [(IT ® XdTl)T7 T (IT ® Xgnd)T]
Zd:Ind®IT7 dzla"'7Da

donde el operador ® denota el producto directo, I, es el vector de ng4 unos,
vec(B) es el vector de pr x 1 obtenido colocando las columnas de la matriz
B de r x p uno abajo la otra empezando con la primera columna, y ng es el
ntimero de observaciones multivariantes y,4 de la muestra. Ademads,

Gd = EU? Rd = Ind & Ee

para que
Vd == (Jnd ® Zv) + (Ind ® 26)7

donde J,, = 1,, 1Zd y I,,, es la matriz identidad de orden n,4. Los pardmetros
de interés son los vectores de medias de areas pequenas Y, ~ BX,; + vy =
(I, ® XdT),B + vy si el tamaifio de la poblacién Ny es grande. Por lo tanto, Y
es de la forma pg = LgB + Mgvg con Ly =1, ® XdT vy M, =1,.

Haciendo la anterior sustitucién en la férmula general (2.133) obtenemos el
estimador BLUP g de pg = B”X,;+ v,. El estimador EBLUP Bl se obtiene

de la sustitucién apropiada de los estimadores iv y ge para X, y X..

Modelo lineal de varianzas con error aleatorio: Introdujimos antes un
modelo de efectos aleatorios simple con varianza de errores aleatorios, o2,
Asumiendo igualdad de tamanos de muestra de area pequena, ng = 7, la parte

de la muestra de este modelo puede escribirse como

ydj:ﬁ+vd+edj7 .7:177ﬁ7 dzlaaD
Vg il51(0,03), eqiloy ii‘f(o,agd) para cada d, (2.174)

iid
O-Ed 1’1\‘<0-37 56)'
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No se imponen supuestos a las distribuciones de vy, egi|02, y 02,

El estimador EBLUP de la media de &rea pequena pg = p+v4 bajo (2.174)
es idéntico al estimador EBLUP obtenido bajo el supuesto de igualdad de
varianza del error 02, = 02 (es decir, d, = 0). Estd dado por

iy =y, +7", —79), (2.175)

donde 7, v ¥ es la media de la muestra del area d y la media muestral total, y
7 =0,/(6,+062/m) con D(M—1)57 = 32,3, (yaj —¥a)* v (D= 1) (0, +52/m) =
>aWa—9)*

Modelo de regresion de error anidado doble: Hemos descrito un mode-
lo de regresion de error anidado doble apropiado para muestreo en dos etapas
dentro de dreas: se selecciona una muestra, s4, de my unidades primarias (con-
glomerados) de el drea d y si el j-ésimo conglomerado es seleccionado entonces
se selecciona una submuestra, sg;, de ng; elementos del j-ésimo conglomerado
y se observan los valores asociados (ygji, Xgj1);l =1, -+, ng. Asumimos que la
muestra obedece el modelo bivariado dado por (2.100) asi que

Yaj = XguB+ va+ ug +eqi;l =1,--+ ng;j=1,--- ;mgd=1,--- D,
(2.176)
donde vd (O 02), ug; 133(0,05) Y eqii = kgji€q con €4 N(O 0?), y constantes
conocidas kgj. Ademas, {vq}, {ug} v {€q4i} son mutuamente independientes.
El modelo bivariado (2.176) es un caso especial del modelo mixto lineal
general (2.129) con estructura de covarianzas diagonal por bloques. Fijando
coli<g<¢(aq) = (af,--- ,al )" y diag . 4<;(Aq) = blockdiag(Ay, -+, Ay), tene-
mos

Ya = COIlSjSmd (Ydj)’ Yaj = COllSlSndj (Ydjl)’

X4 = coli<j<m, (coli<icny, (Xg1)),  Za = (24|Zoa),

Vd:(vd)a ﬁ:(ﬁlf"aﬁp)Ta

Vaq

y €4 se obtiene de y,; cambiando yg; por eq;, donde
zZq = coli<j<m, (coli<k<n,; (1)) = colicj<m, (2q)),

Zyq = diag) e, (2aj),  Vaa = cOlicj<m, (Ugj)-

Ademas,
o2 of

Ga = [ (;J 021, } . Rg=diag, <, (Rg)
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v Ry = diag, <, (02k3;), donde T, es la matriz identidad de orden by 0 es

un vector de ceros. Usando una forma explicita para V;l, la férmula general
(2.132) para 3 se reduce a )
B =A"b, (2.177)

TiA = zd: Z zz: (g XX gy — zd: Z g VX djaX gja
j j
(02/02) g Vd (Z ’Ydj> S S
J
O‘zb = zd: Z zl: AdjiXdjiYdjlr — zd: Z adj-'ydjidjagdja
j j
(02/02) ; Vd (Z ’Vdj) Xdy Yy
J

donde agi = kgifs agi. = 32y aaits Yay = 225 YaiTazal (0 V) Ky = 225 VaiXaja/ (2 7ay)
con Ygiq = Zz adjlydjl/ Qgj., Xdja = Zl adjlxdjl/ Qdj., Y

Yoy = 0/ (0 + 02 fag), Y= oy/loy + Ui/(z 7aj )] (2.178)

ver Stukel y Rao (1999). Ademas, la féormula general (2.131) para el estimador
BLUP de vy se reduce a v = (04, va,;) con elementos

Ua = Ya([Tay — dey,é) (2.179)

gy = Vaj(Ygja — dejaB) — YaVdj (Far — idTWB). (2.180)
El estimador BLUP de la media de drea pequeia Y, estd dada por

Ng;

Z Z Ydjk 1 Z Z Yaj | + Z Zydﬂ . (2.181)

JEsq kesd] J€ESsq lesd] JESq =1

donde 54 es el conjunto de elementos no muestreados en el j-ésimo conglome-
rado muestreado, 54 es el conjunto de conglomerados no muestreados, NVy; es el
numero de elementos en el j-ésimo conglomerado de el area d (j = 1,--- , M)
y Ng=>_ i Nyg; es el numero total de elementos en el drea d. Ademas,

Vi = Xl + Ta + g (2.182)
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i = xdTﬂB + Oy (2.183)

~H ~H __
La propiedad BLUP de Y ; se establece mostrando que Cov(a’y, Y, =Y ;) =0
para toda funcién cero a’y = Y, aly,, es decir, E(aly) = 0; ver Stukel

(1991, capitulo 3). La férmula (2.181) para 75 muestra que ?5 se obtiene sin
dificultad de B, ¥ y @ig; dados por (2.177), (2.179) y (2.180), respectivamente.

Si el ntimero de unidades primarias, Ny, es grande, entonces Yy puede
aproximarse como Y g & ftg = KZ;B + vy, donde X es el vector de medias de z
conocidas de la poblacion. En este caso, el estimador BLUP de pug4 estda dado
por

- _ - - = <7 5
it = YalTa, + (Xa = %) B) + (1 = 70) Xy B- (2.184)
La féormula (2.184) muestra que el estimador BLUP de p4 es un estimador
combinado del estimador de regresion g, + (Xg — X4,)T B y el estimador de

regresion sintético XdTB. Nétese que 1] depende de los valores x poblacionales
solamente a través de la media X,.

Modelo de dos niveles: Hemos introducido un modelo de dos niveles que
integra efectivamente el uso de unidades de nivel y covariables de nivel de area
en un solo modelo (2.106). Asumimos que la muestra obedece al modelo de
dos niveles para que

Ya :Xdzda—i—f(dvqued; d= 1, 7D (2185)

donde (y,, X, ey) corresponde a la parte de la muestra del modelo de la pobla-
ci6én (2.106); usamos X, aqui para denotar la parte de la muestra de XdP para
evitar confundir con X, del modelo mixto lineal general. El modelo (2.185)
es un caso especial del modelo mixto lineal general (2.129) con estructura de

covarianzas diagonal por bloques. Tenemos
Yo =Ya=0licjcn,(g), Xa=XiZg, Zq=Xq,

ﬁ = Vg = Vg, €q = €y,
21 2
G;=2%,, Rg= Uedlaglgjgnd(kdj)v

donde nq es el tamano de muestra en el drea d (d = 1,---,D) y las kg son
constantes conocidas.

Si N es grande, podemos expresar la media Y, como ngda + vad,
donde Xy es el vector de medias de z conocidas de la poblacién. Si ahora
se sigue que el estimador BLUP, i, y su ECM son f4cilmente obtenidos de

(2.130) v (2.132) usando 17 = X, Z; y m? = X,,.
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El estimador BLUP, i, depende de los p(p + 1)/2 distintos elementos
de la matriz ¥, de p x p y la varianza del error o2. Moura y Holt (1999),
usaron minimos cuadrados generalizados iterados restringidos (RIGLS) para
estimar los anteriores parametros, 8. Goldstein (1989), propuso este método
para modelos multi nivel. El estimador EBLUP %, se obtiene del estimador
BLUP reemplazando § por el estimador RIGLS 5.

Cuando las fracciones de muestreo, f; = ng/N4, no son pequenas, el esti-
mador EBLUP de Y, v su estimador del ECM se obtienen mediante la me-
todologia descrita para fracciones de muestreo no despreciables. Para mayores
detalles consultar Moura y Holt (1999).



2.5. ESTIMACION BAYESIANA DE AREAS PEQUENAS 77

2.5. Estimacién bayesiana de areas pequenas

El método EBLUP es aplicable a modelos lineales mixtos que cubren mu-
chas aplicaciones de estimacién de areas pequenas. La normalidad de los efectos
aleatorios y de los errores no es necesaria para la estimacién puntual, pero si
es necesario el supuesto de normalidad para obtener el estimador del ECM
exacto.

Los modelos lineales mixtos se disenan para variables continuas, y, pero no
son apropiados para manejar datos binarios o de frecuencias. Los métodos de
bayes empirico (BE) y bayes jerdrquico (BJ) son aplicables mas generalmente
en el sentido de ocuparse de modelos para datos binarios y de frecuencias asi co-
mo los modelos lineales mixtos normales. En el ultimo caso, los estimadores
BE y EBLUP son idénticos.

2.5.1. Meétodo empirico de bayes

En esta subseccién, describiremos el método empirico de bayes (BE) en el
contexto de la estimacion de areas pequenas. La aproximacion de BE puede
resumirse como sigue:

(i) Obtener la densidad a posteriori, f(u|y, ), de los pardmetros de interés
(aleatorios) del drea pequena, p, dados los datos y, usando la densidad
condicional, f(y|m,A), de y dado p y la densidad f(u|A2) de p, donde
A = (AT, AT denota el vector de pardmetros del modelo.

(ii) Estimar los pardmetros del modelo, A, de la densidad marginal, f(y|A),
de y.

(iii) Usar la densidad a posteriori estimada, f(u|y, /)\\), para hacer inferencias
acerca de p, donde A es un estimador de A.

La densidad de p se interpreta a menudo como densidad a priori sobre w, pero
realmente es una parte del modelo postulado sobre (y, @) y puede validarse de
los datos, a diferencia de a prioris subjetivas sobre parametros del modelo, X\,
usados en la aproximacion BJ. En este sentido la aproximacion BE es esencial-
mente frecuentista, y las inferencias de BE hacen referencia a promediar sobre
la distribucion conjunta de y y p. A veces se escoge una densidad a priori para
A, pero solamente para obtener estimadores y medidas de variabilidad aso-
ciadas, asi como intervalos de confianza con buenas propiedades frecuentistas
(Morris, 1983b).

En la aproximacién de bayes empirica paramétrica (BEP), se asume una
forma paramétrica, f(u,A2), para la densidad de p. Por otro lado, los méto-
dos de bayes empiricos no paramétricos (BENP) no especifican la forma de
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la distribucién (a priori) de p. Se usa méaxima verosimilitud no paramétrica
para estimar la distribucién (a priori) de p (Laird, 1978). También se usan
representaciones semi-no paramétricas (SNP) de la densidad de p para hacer
inferencias de BE.

Modelo basico de nivel de area

Asumiendo normalidad, el modelo bésico de nivel de drea (2.134) puede
expresarse como un modelo jerarquico de dos etapas:

(i) 9d|9d1’r51N(9d,1/1d) d=1,---,D;

(i) 6,4 b N(zl 3, bdad) d=1,---,D, donde 3 es el vector de p x 1 pardme-

tros de regresion.

En el enfoque bayesiano, los pardmetros del modelo 3 y o2 son aleatorios, y

el modelo jerdrquico de dos etapas es llamado “modelo jerdrquico condicional-
mente independiente” (MJCI) porque los pares (04, 64) son independientes en
las d 4reas, condicionalmente sobre B y o2 (Kass y Steffey, 1989).

Estimador BE: El estimador “6ptimo” del valor realizado de 6, esta dado
por la esperanza condicional de #; dado Hd, By ok

E(04l04, B, 07) = 0F = 740 + (1 — 7a)74 B, (2.186)

donde 74 = b302/(b20% + 1)4). El resultado (2.186) se sigue de la distribucién a
posteriori (o condicional) de 6 dado 64, B y o

Ou, 8,02 % N(BF, 14(0%) = Yatba). (2.187)

El estimador é\f = é\f( ,02) es el estimador de “bayes” bajo pérdida de error
cuadrético medio y es 6ptimo en el sentido que su ECM, ECM(@QB )= (55 —04)?
es mas pequeno que el ECM de cualquier otro estimador de 04, lineal o no lineal
en los ;. Puede ser mds apropiado nombrar a 87 como el estimador de la mejor
predicciéon (MP) de 6, porque se obtiene de la distribucién condicional (2.187)
sin asumir una distribucién a priori sobre los pardmetros del modelo (Jiang,
Lahiri y Wan, 2002).

El estimador de bayes HB depende de los parametros del modelo By 02, los

cuales se estiman de la distribucién marginal: Hd Yy (218,202 + 1b4) usando
MV o MVR. Denotando los estimadores como ,6 y o2 obtenemos el estimador
BE o el BP empirico (EBP) de 6, de 9(113 sustituyendo B por 3y 2 por o2

A~ AN

057 = 07(8,5%) = Fabs + (1 — 72)2LB. (2.188)



2.5. ESTIMACION BAYESIANA DE AREAS PEQUENAS 79

El estimador BE, @?E , es idéntico al estimador EBLUP (/9\51 dado por (2.139).
Notese que @fE es también la media de la densidad a posteriori estimada,
£(0410,8,52), de 6, es decir, N(6BE Fby).

Morris (1983b), estudié el caso especial de igualdad de varianzas muestra-
les ¥g = ¥ y by = 1 para todo d, que resulta ser idéntico al estimador de
James-Stein. Para el caso de varianzas desiguales vy v by = 1, utilizé la cons-
tante multiplicativa (D — p — 2)/(D — p) en el estimador BE (2.188); es decir,
reemplazé 1 — 7 por

1= =[D-p-2)/(D—p/(+75,), (2.189)

donde 72 es el estimador MVR de o2. Propuso también un estimador alter-
nativo de o2. Es similar al estimador de momentos de Fay-Herriot. Se obtiene
resolviendo

o2 = (Zd: ad> ) [Z g {D”z p@ —2TB)? - wd}] (2.190)

d

iterativamente para o2, donde 8 = B8(02) es el estimador de minimos cuadrados
ponderados de By ag = 1/(02 4 1b4). Si la solucién, 52, es negativa, tomamos
02 = max(52,0). Si a4 se reemplaza por a2 en (2.190), entonces la solucién
resultante es aproximadamente igual al estimador de MVR de o2.

Una ventaja del estimador BE (o EBP) es que puede aplicarse para ha-
llar el estimador BE de cualquier funcién ¢4 = h(f,); en particular, Yy =
g1 (0;) = h(6,). El estimador BE se obtiene del estimador de bayes (Ef =
E(¢ql04, B, 02) sustituyendo (B,52) por (8,02). El calculo del estimador BE
AdBE podria requerir el uso de integracién de Monte Carlo o numérica. Por ejem-
plo, {Qgr), r=1,---, R} puede simularse de la densidad posterior estimada, es

decir, N («/S’\C?E ,7Yaa), para obtener una aproximacién de Monte Carlo:
~ 1 &
e Zl h(65). (2.191)
El calculo de (2.191) puede simplificarse reescribiendo (2.191) como
- 1 &
P Zl h (efE + 20 m> , (2.192)

donde {z((f), r=1,---, R} son generados de N (0, 1).
La aproximacién (2.192) serd buena si el nimero de muestras simuladas,
R, es grande.
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Jiang, Lahiri y Wan (2002), propusieron un método Jackknife de estimacién
del ECM de los estimadores BE. Este método es mas general que el método

bootstrap paramétrico para 0 = 0FF  pero ilustraremos su uso aqui para

estimar MSE(@?E).

Los pasos jackknife para estimar los dos términos, Myg y M4, son como
sigue. Sea OFF = kd(ﬁd,ﬁ, v) el estimador BE de 6, expresado como una
funcion del estimador directo Gd y los estimadores de los parametros ﬁ y 02

Paso 1. Calcular los estimadores B\—l y 3577 ; eliminando el [-ésimo conjunto de

datos de drea (67[, z;) del conjunto total de datos {(é\d, zq);d=1,--- D}
Este calculo se hace para cada [ para obtener D estimadores de By
o2 {(,3_1,8574);l = 1,---,D}, los cuales, a su vez, proporcionan D

estimadores de 6,: {5532;1 =1,---,D}, donde QBEZ = kd(ﬁd,ﬁ 1LOs )
Paso 2. Calcular el estimador de My, como

_ D—-1&3 - .
Moy = —5 (077, — 677)%. (2.193)

=1
Paso 3. Calcular el estimador de M4 como

— D-1&
Mg = g14(02) — I [914(T5 _)) — 91a(07)). (2.194)
=1

El estimador My corrige el sesgo de q14(02).
Paso 4. Calcular el estimador jackknife de ECM(62%) como

ecm (05F) = Mg + Mag. (2.195)

El método jackknife es aplicable al estimador BE de cualquier funcion
ba = h(@d) en particular, Yd = g '(64) = h(,;). Sin embargo, el célculo
de ECM J( ) Mld + MQd podrla requerir mtegraClon de Monte Carlo o
numérica repetida para obtener May = (D —1)D~ Z( oo — BE) y el

estimador del sesgo corregido, ]\/4\1(1, de E(ngSd — ¢q)>.

Modelos lineales mixtos

Estimacién BE: Asumiendo normalidad, el modelo lineal mixto (2.129) con
estructura de covarianzas diagonal por bloques puede expresarse como

Valva' ™ N(X4B + Zsva, Ra) (2.196)
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lefIi(JiN(O Gd) d:1,~",D,
donde G, y R, dependen de la varianza de los parametros §. El estimador de
bayes o mejor predictor (BP) de g = 158+ mkv, estd dado por la esperanza
condicional de py dado y,, By 6

il =0k (B,8) = E(ualyg, 8,6) = 178+ m]v7, (2.197)

donde
VY = BE(valy s, 3,8) = GaZi V' (y, — XuB) (2.198)

vy Vg = Ry + Zdezg. El resultado (2.197) se sigue de la distribucién a
posteriori de pg dado y,:

Hdlya B, 8 X N(T5, g1a(9)). (2.199)

El estimador 17 depende de los pardmetros del modelo B y & los cuales
son estimados de la distribucion marginal

1nd

N N(X4B8,Va), d=1,---,D (2.200)

usando MV o MVR. Denotando los estimadores como AB y g, obtenemos el
estimador BE o BP empirico de pg de g% sustituyendo 3 por 3 y 8 por §:

a5E = BE(B,8) = 128 + mlv5(B,9). (2.201)

El estimador 1i¥F es idéntico al estimador EBLUP. Observe que [BE es también
la media de la densidad a posteriori estimada, f(uq|y,, ,6 5) de g, es decir,

N (5", 914(9)).

Estimador de bayes lineal empirico

Los métodos BE estan basados en supuestos distribucionales sobre 5d|9d
y 04. Los métodos de bayes lineales empiricos (BLE) evitan supuestos distri-
bucionales especificando solamente el primero y segundo momentos pero res-
tringiendo a la clase de estimadores lineales, como en el caso de EBLUP para
los modelos lineales mixtos. Maritz y Lwin (1989), proporcionan un excelente
resumen de métodos lineales de bayes (BL).

Estimacion de BL: Asumimos un modelo de dos fases de la forma 9d|9d o (Qd,

Va(04)) y Hd%i(ud,ad) d = 1,---,D, entonces, tenemos 0y N(ud,wd + 03)

incondicionalmente, donde 1y = E(14(04)). Este resultado se obtiene no-
tando que E(Qd) E{E(edl‘gd)} = E(@d) = HUqa ¥ V(@d) = E{V(ded)} +
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V{E(@dled)} = FE(¢a(64))+V(04) = ta+03. Consideremos un estimador de la
clase lineal de estimadores de Qd realizado de la forma adad + by y minimicemos
el ECM no condicional, E(a404 + bg — 04)? con respecto a las constantes aq y
bs. El estimador 6ptimo, llamado el estimador BL, esta dado por

05" = 114 + 740 — pa) = Yaba + (1 — va) pia, (2.202)

donde 74 = 02/(1)4 + 02); ver Griffin y Krutchkoff (1971) y Hartigan (1969).
El estimador BL (2.202) incluye 2D parametros (u4,03). En la prictica, nece-
sitamos asumir que fq y 02 dependen de un conjunto fijo de pardmetros A. El

ECM de @?L estd dado por

ECM(05F) = E(65" — 64) = vitda. (2.203)

BL restringido

Consideremos el modelo de dos fases (i) 64]64 i%‘(ed, Ya(6q)) v (ii) 04 iirf}(,u, a?)
v Yq = E(14(6,)). Consideremos un estimador de la clase lineal del 6, realizado

de la forma a4y + by y determinemos las constantes ay y by de forma que:
E(adby+ ba) = (2.204)

E(agby+ by — ) = 0°. (2.205)

Notando que E(@d) = 11, obtenemos by = p — (1 — ay) de (2.204), y (2.205) se
reduce a R
BB — ) = 30 + ) = o (2.200)

0ag = fy;/ ? donde y4 = 02/(02 +1b4). El estimador resultante es un estimador
restringido BL (CLB):

0918 = M2, + (1 — 44 (2.207)

(Spjotvol y Thomsen, 1987). El método de momentos puede usarse para es-
timar los parametros del modelo. El estimador resultante es un estimador
empirico CLB y su varianza puede estimarse usando el método jackknife.

2.5.2. Meétodo de bayes jerarquico (BJ)

En la aproximacién de bayes jerarquica (BJ), se especifica una distribucién
a priori subjetiva f(A) sobre los pardmetros del modelo A y se obtiene la
distribucién a posteriori f(u|y) del pardmetro de interés de area pequena
(aleatoria) p, dado el dato y. El modelo de dos fases, f(y|u, A1) v f(pe|A2),
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se combina con la a priori subjetiva sobre A = (AT, AT)T usando el teorema
de bayes, para llegar a la a posteriori f(u|y). Las inferencias estan basadas en
f(p|y); en particular, un pardmetro de interés, digamos ¢ = h(u) se estima
por su media a posteriori B’ = E[h(p)]y], y la varianza a posteriori V[h(u)|y]
se usa como una medida de precision del estimador, con tal de que sean finitos.

La aproximacion BJ es facil, y las inferencias son claras y “exactas”, pero
requieren de la especificacion de una a priori subjetiva f(X) sobre el parametro
del modelo A. Las a priori sobre A pueden ser informativas o “difusas”. Las a
prioris informativas estan basadas en informacién a priori sustancial, tal como
estudios previos considerados relevantes para el conjunto de datos actual y. Sin
embargo, las a prioris informativas raramente estan disponibles en aplicaciones
reales BJ, particularmente aquellas relacionados a politicas publicas. Las a
priori difusas (o no informativas) se disenan para reflejar la falta de informacion
acerca de A. La eleccién de una a priori difusa no es tnica y algunas a priori
difusas impropias pueden llevar a posteriores impropias. Es por consiguiente
esencial asegurarse que la eleccién de la a priori difusa, f(A), lleva a una
f(p|y) a posteriori apropiada. También, es deseable seleccionar una a priori
difusa que conduzca a inferencias bien calibradas en el sentido de validez en
el marco frecuentista. En la préctica, el sesgo frecuentista, E(¢?/ — ¢), del
estimador BJ de QZB 7y el sesgo relativo frecuentista de la varianza a posteriori
como un estimador del ECM(¢?7) debe ser pequeno. Ademds, la cobertura
frecuentista de un intervalo BJ sobre ¢ debe estar cercano al nivel nominal
(Dawid, 1985; Browne y Draper, 2001).

Aplicando el teorema de bayes, tenemos

Sy, N F(N)

[, Aly) = O (2.208)
donde f,(y) es la densidad marginal de y:
fiy) = [ £ 10 FN)dadx (2.209)
La densidad a posteriori deseada f(uly) es obtenida de (2.208) como
fluly) = /f(m Aly)dA (2.210)
= [ fuly. N5 A)A (2.211)

La forma (2.211) muestra que f(u|y) es una mixtura de densidades condicio-
nales f(puly, A); nétese que f(u|y, A) se usa para inferencias BE. Debido a la
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forma de la mixtura (2.211), BJ también es llamado BE bayes o totalmente
bayes.

Es claro de (2.208) y (2.210) que la evaluacién de f(u]y) y cantidades poste-
riores asociadas tales como E[h(pu)|y] involucra integracién multidimensional.
No obstante, es a menudo posible realizar integracién analitica con respecto a
alguna de las componentes de g y A. Si el problema reducido involucra integra-
cién de una o dos dimensiones, entonces puede usarse la integracion numérica
directa para calcular las cantidades a posteriori deseadas. Para problemas com-
plejos, sin embargo, se hace necesario evaluar integrales de dimensién superior.
Recientemente métodos desarrollados de Monte Carlo mediante Cadenas de
Markov (MCMC), parecen superar las dificultades computacionales para una
gran dimensién. Estos métodos generan muestras de la distribucién a poste-
riori, y entonces usan las muestras simuladas para aproximar las cantidades a
posteriori deseadas. Los paquetes de Software BUGS y CODA implementan
MCMC y diagnosticos de convergencia. En la siguiente seccion se aplicaran
los métodos MCMC; en particular, el algoritmo de muestreo de Gibbs y el
algoritmo de Metropolis-Hastings (M-H).

Modelo basico de nivel de area

En esta subseccion aplicamos la aproximacion BJ para el modelo bésico de
nivel de drea (2.134), asumiendo una distribucién a priori sobre los parametros
del modelo (3, ¢2). Primero consideremos el caso de o2 conocida y asumamos
una a priori “monétona” sobre B dada por f(3) o 1, y reescribimos (2.134)
como un modelo BJ:

(i) 04l04,8,02 % N(0g,44), d=1,---,D
(i) 048,02 N(zIB,b%02), d=1,---,D
(121)  f(B) o< 1. (2.212)

Entonces extendemos el resultado al caso de o2 desconocida reemplazando
(iii) en (2.212) por

(i) f(B,07) = f(B)f(0}) o f(07), (2.213)

donde f(0?) es una a priori sobre 2.

o2 conocida: Se ha demostrado por célculos que la distribucién a posteriori
de 6, dado 6 = (51, e ,é\D) y 02, bajo el modelo BJ (2.212), es normal con
media igual al estimador BLUP 0¥ y varianza igual a M14(02) dado por (2.138).
Es decir, el estimador BJ de 60, es

057 (02) = E(64)0,0%) = 64, (2.214)
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y la varianza a posteriori de 6, es

V(04]0,02) = Mig(c?) = ECM(6Y). (2.215)

Ahora, cuando 02 se asume conocida y f(3) o 1, las aproximaciones BJ y

BLUP bajo normalidad conducen a la misma estimacién puntual.

0?2 desconocida: Integracién numérica. En la prictica, o2 es desconocida
y es necesario tener en cuenta la incertidumbre en torno a o2 asumiendo una a
priori, f(c?), sobre o2. El modelo BJ estd dado por (i) e (ii) de (2.212) y (iii)
de (2.213). Obtenemos el estimador BJ de 6; como

057 = E(04)6) = E[65 (02, (2.216)

donde F,: denota la esperanza con respecto a la distribucion a posteriori de
02, f(02|0). La varianza a posteriori de 6, estd dada por

V(040) = Eoz[Mya(02)] + V[0 (02)], (2.217)

donde V> denota la varianza con respecto a f(aglé) Se sigue de (2.216) y
de (2.217) que la evaluacién de @?J y V(@d\a) involucra solamente integracion
unidimensional.

La funcién de distribucion a posteriori f(o 2|§) puede obtenerse de la fun-
cién de verosimilitud restringida Lg(c?) como

f(026) o Li(02) (), (2.218)
donde
D
log[Lg(c?)] = const — — Zlog o2b2 +1hg) — = log Z (0202 + 1pq) 24zl
d 1 d=1
1 D
52 0 — 24 B(o)*/ (02b7 + tha), (2.219)
d=1

con z,4 es el vector de px 1 covariables, y ﬁ(ag) = 3 es el estimador de minimos
cuadrados ponderado de B; ver Harville (1977).

La media a posteriori de 02 bajo la a priori monétona f(o?) o 1 puede ser
expresada como

B(028) = 52, = / o2 La(02)do? | / Li(0?)do. (2.220)
0 0
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Este estimador es siempre inico y positivo, al contrario de la moda a posteriori
o el estimador MVR de o2.

El sesgo de 02,5 puede ser sustancial cuando o
oBJ
O

2

2 es pequena (Browne y

Draper, 2001). Sin embargo, puede no verse afectado por el sesgo de 02,5
porque el estimador combinado adgd +(1— ad)szB es aproximadamente inses-
gado para 6, para cualquier eleccién del peso a4(0 < ag < 1).

La varianza a posteriori (2.217) se usa como una medida de incertidumbre
asociada con 55” . Es deseable seleccionar una a priori impropia que conduzca
a inferencias bien calibradas. En particular, la varianza a posteriori debe ser
insesgada de segundo orden para el ECM, es decir, E[V (6,;]6)] — ECM(0}7) =
o(D7'). Datta, Rao y Smith (2002), mostraron que la a priori correspondiente
para el caso especial de b; = 1 esta dada por

D

fa(02) o< (07 +10a)> Y (02 +1b) >, (2.221)

=1

La demostracién de (2.221) puede verse en Datta et al. (2002).

Para el caso balanceado, ¥y = 1, la a priori correspondiente (2.221) se
reduce a la a priori monétona f(0?) oc 1y la inferencia BJ resultante tiene
justificacién dual. Sin embargo, el uso de la a priori mon6tona cuando la va-
rianza muestral varia significativamente en las areas podria llevar a varianzas
posteriores que no conducen al ECM.

02 desconocida: Muestreo de Gibbs. Ahora aplicamos el muestreador
de Gibbs al modelo bésico de nivel de édrea, dado por (i) y (ii) de (2.212),
asumiendo la a priori (2.213) sobre B y 02 con 0,2 ~ G(a,b), a > 0, b > 0,
es decir, una distribucién gamma con parametro de forma a y parametro de
escala b. Notese que o2 se distribuye como una gamma inversa IG(a,b), con
f(0?) oc exp(—b/0o?)(1/c2)*"!. Las constantes positivas a y b se fijan en valores
muy pequenos (BUGS usa a = b =0.001 como el valor fijo por default). Es
facil verificar que las condicionales Gibbs estan dadas por

-1
(i) [816,02,6] ~N, |80 (Zzﬁ) (2.222)
d

(ii) [048,02,8] ~ NI0F(B,02),7atg), d=1,---,D (2.223)

1

i) [0-28,0,0)~G |2 a2 S (.- 258)* +b (2.224)
d

2 2
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donde 04 = 04/b4, zg = 24/ba, B = (3, 2475) " (X, Z4ba), N,(-) denota una
normal p-variada, y é\f( ,02) = 'Ydé\d + (1 — 74)zL B es el estimador de bayes
de 6;. Todas las condicionales Gibbs tienen forma explicita y entonces las
muestras MCMC pueden generarse directamente de las condicionales (i)-(iii).

Denotemos las muestras MCMC como {(3%*), ) ag(k)), k=r+1,--- 7+
R}. Usando (2.223), podemos obtener estimadores de Rao-Blackwell de la me-
dia a posteriori y de la varianza a posteriori de 64:

r+R

~ 1 N R
W= 3 BRBY,02) =B, (2.225)
k=r+1
y
R N 1 r+R
V(04l60) = R Z gld(Ug(k))—i—
k=r+1
1 r+R R R )
i [95(5(’“),05(’“))—95(',') - (2.226)
k=r+1

Pueden obtenerse estimadores méas eficientes aprovechando los resultados de
forma explicita de la subseccién 2.5.2 para o2 conocida. Tenemos

R 1 r+R B 5
g5 = — Z 05 (52*)) = 65 () (2.227)

k=r+1

1 r+R

V(6:d0) = 7 Y [501a(0i®) + g2a(03)]
k=r+1
r+R

T 2 [éf(ai(k))—éf(-)r. (2.228)

Basado en el estimador Rao-Blackwell «/9\5‘7 , un estimador del total Y; =
g 1(0,) esté dado por g* (55”), pero no es igual a la media a posteriori deseada
E(Y4]6). Sin embargo, las muestras MCMC marginales {Yd(k) = gil(Oék))}
pueden usarse directamente para estimar la media a posteriori de Y; como

N 1 r+R .
vB = = S v =y (2.229)
k=r+1

Similarmente, la varianza a posteriori de Y se estima como

r+R
U (vy]6) = —— (Y(k) . Y<'>)2 (2.230)
4 R—1 d ) '

k=r+1
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Si se generan L ejecuciones independientes, en lugar de una sola ejecucion
larga, entonces la media a posteriori se estima como

B = Z Z v = ZY“ =y (2.231)

=1 k=r+1

donde Y( ) es el k-ésimo valor obtenido en la [-ésima ejecuciéon de longitud 2r
con | las primeras r iteraciones suprimidas. La varianza a posteriori se estima

de V = T1W+ ~B:

~ ~ 1

V(YalB) = - (2.232)
donde B; = rzl 1( 2 / (L — 1) es la varianza entre ejecuciones y
Wy =S8 S r+l(Yd( )2/[L(r 1)] es la varianza dentro de ejecucio-

nes.

Modelo basico de nivel unidad

En esta subseccion se explica la aproximacién BJ para el modelo basico de
nivel unidad (2.144) con igual varianza de los errores (es decir, kg = 1), asu-

miendo una distribucién a priori sobre los pardmetros del modelo (3,02, 02).

Consideremos primero el caso de 02 y 2 conocidas y asumiendo una a priori
“monétona” sobre B : f(B) o 1. Reescribimos (2.144) como un modelo BJ:

(1) yd]|ﬁ Vd, 0 elN (Xd]/3+vd7 e) j:]-?"'vnd; d:]-a7D
(ii) vglo2 N (0,02), d=1,---,D

(iii)
F(B) x 1. (2.233)

Extendemos entonces el resultado al caso de 02 y 02 desconocidas reemplazan-
do (iii) en (2.233) por

(i) f(B,07,07) = f(B)f(00)f(02) < f(o7) [ (0?), (2.234)

donde f(c?) y f(0?) son las a prioris sobre o2 y o2. Por simplicidad, tomamos

tag = X, B + vg como la media de drea pequeiia d, asumiendo que el tamafio
de la poblacién, Ny, es grande.
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02 y 02 conocidas: Cuando 02 y 02 se asumen conocidas, las aproximacio-

nes BJ y BLUP bajo normalidad conducen a estimaciones puntuales y medidas
de variabilidad idénticas, asumiendo una a priori mondtona sobre 3. Este re-
sultado, de hecho, es valido para el modelo mixto lineal general con varianza
de los parametros conocida. El estimador BJ de pg estda dado por

ﬁ(?J(O—z’O—z) = E(Md’yy 0-12;70-3) = ﬂg, (2235)

donde y es el vector de observaciones muestrales y i} es el estimador BLUP
dado por (2.148).

02 y 0? desconocidas: Integracién numérica. En la prictica, o2 y o2
son desconocidas y es necesario tener en cuenta la incertidumbre sobre o2 y

o2 asumiendo una a priori sobre ¢2 y o2. El modelo BJ estd dado por (i) y

e

(ii) de (2.233) y (iii)’ dado por (2.234). Obtenemos el estimador BJ de p4 vy la
varianza posterior de py como

ﬁdBJ = E(:ud|y) = EU%,J% [ﬁgj((fg, 0—3)] (2236)

V(ualy) = Eoz 02[Mra(oy, 02)] + Voz,ozlftg” (07, 02)], (2.237)

donde E,2 .2 y Vo2 2, respectivamente denotan la esperanza y varianza con
respecto a la distribucién a posteriori f(o2, o2]y).

Como en la subseccién 2.5.2, la densidad a posteriori f(02,02]y) puede
obtenerse de la funcién de verosimilitud restringida Lz(c?2,02) como

flog, ocly) o Lr(oy, 0¢) f(00) f(07). (2.238)

Bajo la a priori monétona f(02) oc 1y f(0?) o< 1, la posterior f(o? o2|y) es
propia (sujeta a una restriccién de tamano de muestra moderado) y proporcio-
nal a Lg(02,02%). La evaluacién de la media a posteriori (2.236) y la varianza
a posteriori (2.237), usando f(02,02|y) oc Lr(c?,0?), involucra integrales de
dos dimensiones.

Si asumimos una gamma difusa a priori sobre o, 2, G(a,b.) con a, > 0y
be > 0, entonces es posible integrar sin o2 con respecto a f(o?|7,,y), donde

7, = 02/0?. La evaluacién de (2.236) y (2.237) se ha reducido ahora a una
integracién unidimensional con respecto a la a posteriori de 7, f(7,|y).

02 y 0? desconocidas: Muestreo de Gibbs. Explicamos ahora el mues-
treo de Gibbs aplicado al modelo basico de nivel unidad dado por (i) y (ii) de
(2.233), asumiendo la a priori (2.234) sobre 3,02 y 0% con 0,2 ~ G(a,,b,), a, >
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0, by >0y 0.2 ~ G(ae,be), a. >0, b, > 0. Es ficil verificar que las condicio-
nales Gibbs estan dadas por

-1

6) (8,02 o2yl ~ Kzzxd]x@) ;

Z Z Xaj (Yaj — Va), (Z Z Xd]Xd]) ] (2.239)

(i) Para d=1,---,D,
[Ud|vv 012)7 0-37 y] ~ [7d<yd - igﬁ)u gld(012;7 Uz) - ’Ydo-g/nd} (2240)
(iii) [U;2|ﬁ,v, ag,y] ~

n 1 T 9
5 + ae, B ; Z(ydj — X3 —v4)” + be
J

(2.241)

D 1
(iv) [0.°%|8,v,02,y] ~G <3 + a5 D vi+ bv) , (2.242)
d

donden =37 ng, v.=(v1, -+ ,vp)", g = 22, Yaj/Na, Xa = D; Xaj /N ¥ V4 =
02 /(0% + 0% /ng). Observe que todas las condicionales de Gibbs tienen forma
explicita y entonces las muestras MCMC pueden ser generadas directamente
de las condicionales (i) a (iv). Puede usarse BUGS para generar muestras
de las anteriores condicionales usando cualquier a priori gamma inversa (con
a. = b, =0.001 y a, = b, =0.001) o con valores especificados de ae, be, a, y b,.
Denotando las muestras MCMC de una sola ejecucién larga por { 3%, v(*), Jz(k),
o2k Jk=r+1,---,r+ R}. La muestra marginal MCMC {B® v} puede

usarse dlrectamente para estimar la media a posteriori de py como

r+R
T S ) 2243
k: r+1
donde ud Xd,B + vd . Similarmente, la varianza a posteriori de pg se

estima como
r+R

Vpdy) = 5— > ( )2. (2.244)

k r41
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2.6. Otros métodos de estimacion

Aunque en general, los métodos de estimacién de areas pequenas descritos
hasta ahora producen buenas estimaciones, en la ultima década se han desa-
rrollado otros métodos para abordar problemas especificos o problemas en los
cuales se pueda prescindir de supuestos tan restrictivos como la distribucion
de los datos. En este grupo podemos clasificar los métodos basados en modelos
m-quantile para la estimacion en areas pequenas propuestos por Chambers, R.
et al. (2006) y los modelos no paramétricos, uno de los cuales fue propuesto
por Salvati, N. et al. (2010).

2.6.1. Estimacion con regresion m-quantile

De acuerdo con lo descrito hasta ahora, sabemos que los métodos de esti-
macion basados en modelos pueden clasificarse en dos categorias, los métodos
basados en modelos de efectos fijos, es decir, modelos que explican la variacién
entre areas en la variable de interés usando unicamente la informacion auxi-
liar y, métodos basados en modelos de efectos mixtos (aleatorios) que incluyen
efectos aleatorios de area especifica para considerar la variacién entre areas,
ademas de la explicada por la informacion auxiliar.

Los modelos de efectos mixtos han sido usados ampliamente en la estima-
ci6n de areas pequenas (Fay y Herriot, 1979, Battese, et al. 1988, Rao, 2003).
Sin embargo, tales modelos dependen de supuestos paramétricos y distribucio-
nales, asi como también de la especificacién de la parte aleatoria del modelo.
Ademas, la inferencia robusta bajo estos modelos no es comprensible.

En estos modelos se asume que el vector de p variables auxiliares x;; es
conocido para cada unidad poblacional 7 en el area pequena j y la informacién
para la variable de interés y esta disponible para las unidades en la muestra. El
objetivo es usar estos datos para estimar varias cantidades de area especifica,
incluyendo, la media m; de y del 4rea j. En el caso general un modelo lineal
de efectos fijos es de la forma

donde 7, denota un vector de efectos aleatorios y z;; denota un vector de
variables auxiliares cuyos valores son conocidos para todas las unidades en la
poblacién. La estimacién de los parametros del modelo puede realizarse usando
maxima verosimilitud o maxima verosimilitud restringida, usualmente bajo el
supuesto de normalidad. Las medias de dominio se estiman por

m; = N;! Zyw + Z ﬁ + Z”’YJ ,

1€8; IS
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donde s; denota las n; unidades muestreadas en el drea j y r; denota las restan-
tes N; — n; unidades en el drea. Este estimador es mds cominmente conocido
como mejor predictor empirico lineal insesgado (EBLUP) de m; (Henderson,
1953). Pueden destacarse dos casos especiales de este estimador. El primero es
cuando z;; consiste de un conjunto de indicadores para las dreas pequenas, en
cuyo caso los 7; son efectos escalares de drea pequena; entonces nos referimos al
estimador EBLUP como un estimador de “interceptos aleatorios”. El segundo
es la situacion mas general donde los z;; incluyen indicadores de area pequena
asi como otras covariables, en cuyo caso nos referimos al estimador EBLUP
como estimador de “pendientes aleatorias”. El papel de los efectos aleatorios
en el modelo es para caracterizar diferencias en la distribucion condicional de
y dado x entre las areas pequenas. Sin embargo, el modelo de efectos aleatorios
no es la tnica manera en que podemos realizar tal caracterizacién.

Una aproximacion alternativa a la estimacién en areas pequenas esta ba-
sada en la modelacion de los coeficientes quantile-like de la distribucion con-
dicional de la variable de interés, dadas las covariables. Se evitan los efectos
aleatorios, en cambio, la variacién inter dominio es caracterizada por la varia-
cién en valores especificos de area de estos coeficientes quantile-like. Es facil
ajustar estos nuevos modelos y tienen un buen niimero de ventajas practicas,
incluyendo fécil especificacion no paramétrica y simple incorporacion de pesos
de muestreo.

Regresion quantile.

La teoria clasica de modelos estadisticos lineales es fundamentalmente una
teoria de esperanzas condicionales; es decir, un modelo de regresién resume el
comportamiento de la media de y a cada punto en un conjunto de z’s (Mosteller
y Tukey, 1977). Desafortunadamente, este resumen proporciona una imagen
bastante incompleta, de la misma manera como la media da una imagen muy
incompleta de una distribucién. Es normalmente mucho mejor ajustar una
familia de modelos de regresién, cada uno resumiendo el comportamiento de un
punto porcentual diferente, o quantile, de y para cada punto en este conjunto
de 2's. Tal ejercicio de modelado se llama usualmente como una regresion
quantile.

En el caso lineal, la regresion quantile conduce a una familia de hiperplanos
de regresion indexados por coeficientes ¢ € (0,1) (Koenker y Bassett, 1978).
Para cada valor de ¢, los planos correspondientes muestran como Q (), el
g-ésimo quantile de la distribucién condicional de y dado x, varia con x. Un
modelo lineal para el g-ésimo quantile condicional de y dado un vector de
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covariables = es Q,(x) = x1 3,. El vector (3, se estima minimizando

n

>y = 2l {1 = ) I(y: — 2] < 0) + ¢l (y; — 2] b > 0)}]

i=1

con respecto a b. La solucion para este problema de minimizacién requiere
métodos de programacién lineal (Koenker y D’Orey, 1987) y funciones pa-
ra ajustar planos de regresion quantile, disponibles en software estadistico
estandar, tal como R.

Regresion m-quantile

La regresion quantile puede ser vista como una generalizacion de regresion
de la mediana. Similarmente, expectile regression (Newey y Powell, 1987) es
una generalizacion “quantile-like” de la regresion de la media. En regresion m-
quantile (Breckling y Chambers, 1988) estos conceptos son integrados en una
estructura comun definida por una generalizacion “quantile-like” de regresion
robusta basada en funciones de influencia.

El m-quantile de orden ¢ para la densidad condicional de y dado x se define
como la solucién Q,(z; 1) de la ecuacién de estimacion [ 1,(y — Q) f(y|z)dy =
0, donde v denota la funciéon de influencia asociada con el m-quantile. Un mo-
delo de regresion lineal m-quantile es uno en el cual el m-quantile condicional
de orden ¢ permanece en el plano Q,(z) = 27 j3,. Para q y 1 especificados,
los estimadores de los parametros de regresién m-quantile pueden obtenerse
resolviendo las ecuaciones de estimacién

D y(rigw)a =0, (2.245)
i=1

donde gy = yi—2] By(q), Yo(rigw) = 2¢(s ™ i) {qI (rigy > 0)+(1=q)I (rigy <
0)} v s es un estimador de escala robusto apropiado, tal que la desviacién
absoluta media del estimador s = med|r;,,|/0,6745. Es facil ver que cual-
quier funcién de influencia vélida puede usarse como base para la regresién
m-quantile. Vamos a considerar la propuesta 2 de Hubel de la funcién de in-
fluencia, ¥(u) = ul(—c < u < ¢) + ¢ sgn(u), donde ¢ estda acotada en un
entorno de cero.

Se usa regresion m-quantile en lugar de modelos de regresién quantile
“estandar” como la base de este método por razones esencialmente practi-
cas. Los algoritmos para ajustar modelos de regresion quantile no garantizan
necesariamente convergencia y solucién unica. En contraste, el algoritmo de
minimos cuadrados reponderados usado para ajustar una regresion m-quantile
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converge a una unica solucién (Kokic et. al., 1997) cuando se usa una funcién
de influencia mondtona continua.

Un problema comun para todos los planos de regresion ajustados “ti-
po quantile” es que pueden cruzar por diferentes valores de ¢. Esto implica
que la condicional estimada m-quantile definida por estos planos no es en-
tonces completamente mondtona en ¢ para todo x. Este es un problema de
muestra finita y es usualmente debido a una combinacion de falta de espe-
cificacién del modelo, colinealidad y datos con valores influyentes. Fijemos
g < ¢; < 0,5. En el caso del escalar z, la monotonia en z requiere que
Bo(qr) + Bi(qe)r < Bolg;) + B1(g;)x. Para conseguir esto sobre una cuadricula
de ¢ valores y sobre el rango (Zmin, Tmaz), uno puede tocar por abajo ligera-
mente con la linea ajustada correspondiente a los valores de ¢ < 0,5 y tocar
por arriba ligeramente con las lineas ajustadas correspondientes a los valores
q > 0,5. Esto se logra cambiando el punto de inicio o el punto final de la linea
ajustada definida por el valor mas pequeno (mdas grande) de ¢ para que sea
més pequeno (més grande) que el punto correspondiente de la linea ajustada
obtenida por el valor més grande (més pequeno) de ¢. Diversos estudios sobre
monotonia pueden consultarse por ejemplo en un informe técnico presentado
por R. Chambers en http://eprints.soton.ac.uk/14075/, o también en Koenker
(1984), He (1997), Aragon et al. (2006), Mukarjee y Stern, (1994) y Robertson
et al., (1988). Una aplicacién del uso de modelos no paramétricos m-quantile
puede verse en Pratesi, M. et al. (2008).

Estimacion para caracteristicas de area pequena

Supongamos que el m-quantile condicional sigue un modelo lineal, con (y(q)
una funcion suficientemente uniforme de ¢ tal que las siguientes aproximaciones
de primer orden se conservan:

Z Yi + Z i By (i)

SEH IS
Y ovi+ D> w80y ¢+ N {8@ }(qz —0;).
1€5; S IS

Aqui 0; es el valor promedio de los coeficientes m-quantile de las unidades
en el area j. Usualmente el primer término en el lado derecho de la anterior
expresion tiende a dominar, sugiriendo un predictor de m; de la forma

PN Ty 4>l B0 ¢ (2.246)

i€s; i€T;
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Son posibles definiciones alternativas de 6; y de los estimadores 5] de estas
cantidades, como la mediana del area j del coeficiente m-quantile de las uni-
dades, es decir, podemos referirnos a ; como el coeficiente m-quantile del area
j.

Una aproximacion ligeramente diferente habria sido el ajustar coeficientes
de regresién m-quantile 3y (g;) correspondientes a los coeficientes m-quantile,
¢;, de todos los individuos en la misma &drea y entonces usar estos coeficientes
promedio en (2.246).

Independientemente de cémo se definan los coeficientes m-quantile ¢; para
el drea j, (2.246) es equivalente usando z] B, (6;) para predecir los valores no
observados y; para una unidad no muestreada i en el area j. Esto sugiere que
valores predichos para otras caracteristicas de area pequena pueden también
calcularse usando estas predicciones de nivel unidad. Por ejemplo, un estimador
de la funcién de distribucion de la poblacién finita definida por los valores y
en el area j implicados por esta aproximacion es

Fi(ty= N7 |3 Iy <)+ > H{al Bu(0) < 1} - (2.247)

1ES; 1ET;

Estimadores de los quantiles de la distribucion de y dentro del area j son facil-
mente derivados de (2.247). En particular, la mediana estimada de los valores
y en el drea j es el valor mediano del conjunto {y;;i € s;}U {x?@,(@),z e},
con otros quantiles estimados definidos similarmente. El error cuadratico medio
de las estimaciones se obtiene iterativamente usando el algoritmo de minimos
cuadrados ponderados.

2.6.2. Estimacion en areas pequenas usando estimado-
res no paramétricos directos

Los métodos de estimacion en areas pequenas, generalmente incluyen el
uso de estimadores indirectos. Describiremos a continuaciéon una aproximacion
desarrollada por Salvati, et al. (2010), en la cual, ademds de usar métodos
no paramétricos de estimacion, hace uso de un estimador directo, con objeto
de ofrecer una alternativa a la estimacion indirecta que es muy sensible a la
falta de especificacién del modelo, colinealidad y valores influyentes. Chandra
y Chambers (2005, 2009) han propuesto recientemente una estimacion directa
basada en el modelo (MBDE) como una composicién entre estos dos extremos.
El MBDE para la media de area pequena es un promedio ponderado de los va-
lores de la muestra del area, pero con pesos derivados de un predictor lineal de
la correspondiente media poblacional bajo un modelo lineal con efectos alea-



96 CAPITULO 2. ESTIMACION PARA VARIABLES CUANTITATIVAS

torios de area. Los pesos usados en el MBDE estan basados en una extension
de Royal (1976) para el caso de un modelo de efectos mixtos.

Cuando la forma funcional de la relacién entre la variable respuesta y las
covariables es desconocida o tiene una forma funcional complicada, una aproxi-
macién basada en el uso de un modelo no lineal puede ofrecer ventajas signifi-
cativas comparada con una basada en un modelo lineal. En esta subseccién nos
enfocaremos en un modelo de regresién no paramétrico basado en una apro-
ximacién p-spline para la verdadera funcién de regresién (ver Eilers y Marx,
1996; Ruppert et al., 2003) y se extenderd al caso donde la relacién entre
la variable de interés y un subconjunto de covariables del modelo a nivel de
poblacién es no lineal. En particular, se usa un p-spline para modelar esta
no linealidad, aun cuando al mismo tiempo se incluyan efectos aleatorios de
area pequena. El resultado no paramétrico MBDE, en adelante NPMBDE, es
entonces una suma ponderada de los valores muestrales del area pequena de
interés, con pesos derivados del EBLUP de la media poblacional definida por
esto modelos de regresién p-spline con efectos aleatorios de érea.

Estimacion de areas pequenas basada en regresion spline penalizada

La suavizaciéon no paramétrica es una manera popular de modelar una
relacion de regresion no lineal, y la suavizacion de modelos basados en p-splines
son particularmente atractivos porque representan una extensiéon relativamente
simple de los modelos de regresién lineal (Eilers y Marx, 1996).

El EBLUP no paramétrico: Sea y; el valor de la variable de interés y
y x; el valor de la variable auxiliar x asociada con la unidad j. Para el caso
univariado, el modelo de regresién fundamental se escribe como y; = m(x;)+¢;,
donde los ¢; son variables aleatorias independientes con media cero. La funcién
m(z) es desconocida y se asume que puede ser aproximado suficientemente bien
por

K
m(z,3,7) = Bo+ iz + -+ Ba? + Y ylz — k) (2.248)

k=1
donde p es el grado del spline, ()}, = t* sit > 0 y 0 en otro caso, ky
para k = 1,--- , K es un conjunto de contantes fijas llamadas nodos, B8 =
(Bo, -+, 3,)T es el vector de coeficientes de la porcién paramétrica del modelo

vy = (Y0, ,7)" esel vector de coeficientes spline. Si el nimero de nodos K
es suficientemente grande, la clase de funciones en la expresién (2.248) puede
aproximar la mayoria de las funciones suaves. Ruppert et al. (2003) sugiere el
uso de un nudo para cualesquiera cuatro observaciones, hasta un maximo de 40

nodos para una aplicacién univariante. Note que la funcién de aproximacion
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m(z,B,7) en la ecuacién (2.248) usa funciones base polinomiales truncadas
por simplicidad.

Usando un numero grande de nodos en la expresion (2.248) puede conducir
a un ajuste inestable. Para superar este problema, un limite superior es normal-
mente impuesto sobre el tamano del vector de coeficientes spline «. Estimado
By ~ por minimizacién de los cuadrados de la desviaciones del modelo (2.248)
de los actuales valores de datos sujeto a estas restricciones es equivalente a
minimizar la siguiente funcién de pérdida penalizada

> (g —m(x;,8,7) + M. (2.249)

J

Aqui A es un multiplicador de Lagrange que controla el nivel de suavizacién de
los resultados ajustados y puede definirse, por ejemplo, por validaciéon cruzada.
Alternativamente, Wand (2003) y Ruppert et al. (2003) notaron la equivalen-
cia entre la expresién de minimizacién (2.249) y la maximizacién de la vero-
similitud de la variable respuesta y los coeficientes spline bajo un modelo de
efectos aleatorios, para que la solucién a la expresion (2.249) defina el BLUP
de m(z;, 8,7). En particular, seay = (y1,-- ,yn)’, donde N es el tamatio de
la poblacién,

1 x -
X =
1 oy - ¥
Yy
(1 —r)f - (o1 — R}
7 _ ) )
(av —r)f -0 (an —w)h

La aproximacion spline de la ecuacién (2.248) puede escribirse entonces como
el modelo lineal mixto

y=XB8+Zvy+e (2.250)

donde v y e se sume ahora que son vectores aleatorios independientes Gaus-
sianos de dimension K y N, respectivamente. En particular, se asume que

v~ Ng(0,0’Ix) y e~ Ny(0,0Ly) (2.251)

donde I; denota la matriz identidad de dimensién t. Opsomer et al. (2008) usa-
ron p-splines en el contexto de estimacién de areas pequenas agregando efectos
aleatorios de drea pequena al modelo (2.250) para capturar las disimilaridades
entre areas pequenas que no son explicadas por las covariables incluidas en el
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modelo. Sea A el nimero de dreas pequenas. Entonces el modelo (2.250) puede
ser extendido a
y=XB8+Zy+Du+e (2.252)

donde D = (d;,- -+ ,dy)? es una matriz de covariables conocidas de dimensién
N x A caracterizando diferencias entre las areas y u es el vector de A efectos
aleatorios de area. En el caso mas simple, D estd dado por una matriz cuya
i-ésima columna, para ¢ = 1,--- , A, es una variable indicadora que toma los
valores 1 si una unidad estd en el area i y es 0 en otro caso. Si se asume
que los efectos de area u estan distribuidos independientemente de los efectos
spline 7 y los efectos individuales e, con u ~ N4(0,021,), asi que la matriz de
covarianza del vector y estda dada por

Var(y) =V =02ZZ" + 0;DD" + o 1.

Los parametros 03, 02 y 02 son llamados usualmente los componentes de va-
rianza de (2.252).

Asumimos que el método de muestreo usado es no informativo para los
valores de y de la poblacion dados los correspondientes valores de las variables
auxiliares y se conocen las afiliaciones de area de las unidades de la poblacién.
Se sigue que podemos particionar y, X, Z,D y e en componente definidas por
la unidades n de la poblacién muestreadas y N —n no muestreadas, denotadas
por los subindices s y r, respectivamente. Podemos por consiguiente escribir
(2.252) como sigue:

_ ys _ XS Zs Ds €
I R L P e ol R I B
con matriz de varianza dada por
VSS VST
V = [ V. V. } . (2.254)

Asi, X, en (2.253) representa la matriz definida por por los valores de la
muestra n del vector de variables auxiliares, mientras V,, en (2.254) es la
matriz de covarianzas de la variable respuesta entre las unidades N — n no
muestreadas. Usamos un subindice de ¢ para denotar la restriccion al area
pequena ¢. El tamano de la poblacion global es N = 224:1 N;, vy el tamano de
la muestra total es n = Zle n;. Similarmente, s;(r;) el conjunto de la unidades
de la poblacién no muestreadas del area ¢, y U; = s; Ur; denota el conjunto de
unidades de la poblacién que constituyen el area pequena i.

Cuando los componentes de varianza son conocidos, la teoria establecida
sugiere (ver McCulloch y Searle, 2001) el siguiente estimador de minimos cua-
drados generalizados de 3

B =X, VX)XV ]y, (2.255)
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y el siguiente mejor predictor lineal insesgado (BLU P;) para v y u
=022V ]y, - X.B) y =DV ] (y,—X.8).  (2.256)

En la préactica los componentes de varianza son desconocidos y deben esti-
marse de los datos muestrales usando métodos tales como méaxima verosi-
militud o méaxima verosimilitud restringida. En lo que sigue usaremos (6\3,
02, 5?) para denotar tales estimaciones, permitiéndonos definir el estima-
dor plug-in V,, = 62Z,Z] + 52D,D] + 521, donde I, es la matriz identi-
dad de orden n. Esto conduce al mejor estimador empirico lineal insesgado
BRIV — (X,V, X)XV, 'y, v al empirico 3P = G22IV (y, —
X,GEBIUEY y  gFBLUP _ 83DST{\/;1 (y, — X BEBLUE)

Bajo (2.252), el EBLUP para para la media 7, = N, Zjvzll y; de y en el
area pequena es

/y\ﬁvPBLUP — N Zyj i Z/y\JNPBLUP 7 (2.257)

JESq JET;
donde @\JNPBLUP _ XTB\EBLUE_’_Z?:)\,EBLUP_’_dg“ﬁEBLUE’ v ij, ZJT v df denotan
las filas de X, Z y D, respectivamente, que corresponden a la unidad j en el area
i. ELEBLUP (2.257) es referido como el EBLUP no paramétricoo NPEBLUP y
es propuesto por Opsomer et al. (2008), quien estudié sus propiedades tedricas
y proporcioné un estimador analitico y un estimador basado en bootstrap no
paramétrico mas intensivo computacionalmente para su ECM. En particular,
estos autores proporcionaron una aproximacién de segundo orden para el error
cuadratico medio del NPEBLUP.
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Capitulo 3

Estimacion para variables
cualitativas

3.1. Introducciéon

La estimacion de la proporcion poblacional de individuos que optan por una
opcion A, frente a otra opcién B o la proporcion de individuos de una poblacién
que presentan una caracteristica A, frente a otros que no la presentan, son
ejemplos comunes de una gran variedad de situaciones practicas que surgen en
diversos campos como ensayos clinicos, experimentos farmacéuticos, estadistica
médica, estudios de opinién, investigacién de mercados, etc. En situaciones
como las descritas anteriormente, estamos interesados en estimar la proporcién
poblacional P de individuos que poseen cierto atributo. Para hacerlo, tomamos
una muestra s de tamano n < N, bajo un diseno de muestreo prefijado y si se
satisfacen ciertas condiciones, usamos la proporcién muestral p como estimador
de la proporcion poblacional P, es decir

~

P:p:n_IZAi,

donde es evidente que P es la frecuencia relativa de individuos que poseen el
atributo A o, en términos de probabilidad podemos afirmar que, si P es la
probabilidad que un individuo posea la caracterstica A, el nimero esperado de
los que poseen la caracteristica es simplemente N P.

Aunque la variable de interés tenga més de dos opciones de respuesta,
siempre es posible organizar los datos en dos grupos, los que poseen la ca-
racteristica de interés y los que no la poseen. Bajo este supuesto, la i-ésima
respuesta A; ~ Be(p), de tal forma que para la muestra s, si se conservan las
caracteristicas de la poblacién, ) A; ~ B(n,p).

101
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A partir de la distribucién de probabilidad de la respuesta, se han pro-
puesto distintos métodos para estimar proporciones, incluyendo la estimacion
directa, sintética y compuesta, bajo el enfoque basado en el diseno con pro-
babilidades de inclusion prefijadas; considerando probabilidades condicionales
en tablas de contingencia para respuesta binaria o politémica, modelos de re-
gresién logistica, regresion de Poisson, modelos de regresién para muestras
pareadas, estimacion con datos correlados y con valores faltantes, etc. (ver por
ejemplo, Fleiss et al. (2003), Agresti (1996) y Fienberg, S.E (2007)), aunque
hasta ahora, no hay una discusién completa sobre los métodos de estimacion
para variables no continuas (por ejemplo, variables categéricas o de frecuen-
cias) cuyo parametro central son las proporciones de dreas pequenas, como
se ha hecho para variables continuas (Rao, 2003). En anos recientes, bajo el
enfoque de estimacion basada en modelos, se han propuesto otros métodos co-
mo “empirical best prediction” (EBP) y “hierarchical bayes” (HB) para hacer
inferencia sobre proporciones, como se ha descrito en las subsecciones (2.5.1) y
(2.5.2). Los métodos de estimacion que hemos considerado hasta ahora, para
variables cuantitativas, pueden adaptarse a la estimacion de proporciones en
dominios.

Supongamos que Uy denota un dominio (o subpoblacién) de interés y que
deseamos estimar la proporcion de individuos que poseen una caracteristica
de interés, es decir, y; es binaria. Escribimos Y; como A;, donde A; = 1 si
la unidad poblacional posee la caracteristica A y A; = 0, en caso contrario.

Definimos y
o i Slj S Ud,
Agj = { 0, en otro caso, (3.1)
. 1, Sij € Ud;
dj = { 0, en otro caso, (3.2)
con
T(Ag) =) Ay =Y Ay =Ty,
jeu jeUy
Yy
T(ad) = Zadj = Z 1= Nd.
jeu jeUy

Notemos que Ag puede escribirse también como ag;A;. Si los dominios de
interés, digamos, Uj,--- ,Up forman una particién de U (o de un dominio
grande), es deseable desde el punto de vista del usuario garantizar que las
estimaciones de totales de dominio sumen la estimacion del total poblacional.

En ausencia de informacién auxiliar poblacional, usamos el estimador ex-

pandido del total
TAd = ijAdj = Z Aj? (33)

JjEs JESq
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donde s; denota los elementos de la muestra que pertenecen al dominio U,.
La proporcién de dominio Ps, = T'(Aq)/A(aq) se estima por

A~ A~

pa,— LA Tay (3.4)
T((ld) Nd

donde Ny puede ser conocido (situacién poco frecuente en la practica) o puede
ser una variable aleatoria, dando origen a un estimador de razén de totales,
cuya estimacion se hard en el capitulo siguiente.

Nuestra contribucién a la estimacion de areas pequenas se desarrolla bajo
el enfoque basado en el diseno, por esta razon presentaremos en primer lugar
la descripcion de los métodos basados en el modelo para la estimacién de
proporciones en areas pequenas, y dejaremos para el final la descripcion de los
métodos basados en el diseno.

3.2. Estimacion basada en modelos

3.2.1. Modelos basicos de nivel de area

Los estimadores para variables cuantitativas especificos de dominio, tam-
bién pueden aplicarse a proporciones de dominio, siempre que tenga significado
la estimacion de una media para variables cualitativas o la asociacion entre va-
riables para el caso de los modelos de enlace, toda vez que la estimacion en
los modelos bésicos de nivel de drea (2.50), el modelo multivariante de Fay-
Herriot, el modelo bésico de nivel unidad (2.92) y los modelos mixtos (2.109),
hacen uso de un modelo de regresion en la fase de estimacion, para incorporar
la informacion auxiliar disponible y mejorar las estimaciones.

3.2.2. Modelos de efectos mixtos y estimadores EBLUP

Los modelos basicos de nivel de area, pueden considerarse como casos es-
peciales de un modelos mixto lineal general de efectos fijos y aleatorios, por
lo que para la estimacién de proporciones en modelos de efectos mixtos y es-
timadores EBLUP, no hace falta nueva teoria y puede hacerse a partir de los
resultados de Rao (2003), haciendo ajustes a expresiones que involucran me-
dias y redefiniendo expresiones para las varianzas y covarianzas. Los modelos
lineales mixtos tienen una larga historia, pero han recibido especial interés en
las ultimas décadas. Esto es en parte debido a la pesada carga computacional
de los métodos de estimacién usando tales modelos. Recientes desarrollos en
hardware computacional, software y métodos de estimaciéon han contribuido
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a aumentar la atencion sobre el uso de los modelos mixtos para el andlisis de
datos.

Los modelos lineales mixtos son muy buenos para predecir combinaciones
lineales de efectos fijos y aleatorios, la cual es una de sus mas atractivas pro-
piedades. En una serie de trabajos, Henderson (1948, 1949, 1959, 1963, 1973,
1975) desarroll6 los estimadores BLUP, “mejor predictor lineal insesgado”,
para los modelos mixtos.

Los métodos BLUP se han convertido en un procedimiento poderoso y
ampliamente usado para ajustar modelos para tendencias genéticas en pobla-
ciones animales basados en rasgos medidos en escalas continua y categoérica.
Sin embargo, los métodos BLUP descritos por Henderson (1949-1975) asu-
men conocidas la varianza asociada a los efectos aleatorios en el modelo mixto
(componentes de varianza). En la practica, por supuesto, los componentes
de varianza son desconocidos y deben estimarse de los datos. Existen varios
métodos para estimar componentes de varianza. Harville (1977) revisa estos
métodos, incluyendo maxima verosimilitud y maxima verosimilitud residual
y otros tres métodos sugeridos por Henderson. El predictor obtenido del es-
timador BLUP cuando los componentes de varianza son desconocidos y son
reemplazados por estimadores asociados recibe el nombre de estimador EBLUP
“mejor predictor empirico lineal insesgado” y se describe en Harville (1990),
Robinson (1990), Harville (1991) y Rao (2003). En las tltimas décadas se han
desarrollado varias aproximaciones importantes para estimar/predecir el valor
de una combinacién lineal de efectos fijos y aleatorios en variable respuesta de
datos discretos. En practicamente todas estas aproximaciones los efectos alea-
torios son normalmente distribuidos. Schall (1991), Breslow y Clayton (1994),
McGilchrist y Aisbett (1991) y McGilchrist (1994), han extendido el EBLUP
a modelos lineales generalizados. Tres técnicas de expansion de verosimilitud,
incluyendo la aproximacién de Salomon y Cox (1992) se comparan en Breslow
y Lin (1995) y Lin y Breslow (1996). Zeger y Karim (1991) introdujeron una
aproximacién del muestreo de Gibbs para modelos lineales mixtos generaliza-
dos. Las aproximaciones computacionales Monte Carlo EM (MCEM) y Monte
Carlo Newton-Raphson (MCNR) se describen en McCulloch (1994) y McCu-
lloch (1997), respectivamente y brevemente en el capitulo anterior, dedicado a
la estimacién bajo el enfoque bayesiano.

3.2.3. Estimacién bayesiana de proporciones

Ademas de EBLUP, los métodos de estimacién e inferencia bayes empirico
(EB) y bayes Jerarquico (HB), también se han aplicado a la estimacién en
areas pequenas para proporciones. Bajo la aproximacion EB, la estimacién
e inferencia de la aproximacion de bayes se usan en cuanto la distribuciéon
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posterior se estima de los datos. Bajo la aproximacion HB, los parametros
desconocidos del modelo (incluyendo componentes de varianza) son tratados
como aleatorios, con valores extraidos de distribuciones a priori. Entonces, la
distribucién posterior de las caracteristicas de area pequena se obtienen por
integracién sobre estas a priori, con inferencias basadas en esta distribucion
posterior. Ghosh y Rao (1994) y Rao (2003) revisaron la aplicacién de estos
métodos a la estimacién de areas pequenas. Maiti (1998) usé a prioris no
informativas para el hiperparametro cuando aplicé el método HB. You y Rao
(2000) usaron los métodos HB para estimar medias de dreas pequenas bajo
modelos de efectos aleatorios.

Ahora, si los datos son exclusivamente discretos o categéricos, Ghosh et
al. (1998), desarrollaron una aproximacién general para estimacién de éreas
pequenas basada en modelos lineales generalizados. Malec et al. (1999) exten-
di6 los modelos descritos por Malec et al. (1997) incluyendo una componente
de sobremuestreo en la verosimilitud. Farrel et al. (1997) extendi6 el modelo
mixto logistico de MacGibbon y Tomberlin (1989) a disenos multifase. Fa-
rrell (2000), propone una metodologia EB para estimar proporciones en dreas
pequenas. La idea consiste en incorporar efectos aleatorios que reflejen la es-
tructura del diseno de la muestra en el modelo de regresion logistica. Moura
y Migon (2002), desarrollaron una aproximacién de modelo jerarquico logisti-
co para la prediccién de proporciones de areas pequenas, teniendo en cuenta
los efectos de heterogeneidad estructurada y espacial, es decir, introducen una
componente para considerar la estructura espacialmente correlada de los datos
de la respuesta binaria. MacGibbon y Tomberlin (2002), en esta nueva con-
tribucién, estiman proporciones mediante EB incorporando efectos aleatorios
y efectos aleatorios anidados en modelos que reflejan la estructura compleja
de un disenio de muestreo de muchas fases, como fue propuesto originalmente
por Dempster y Tomberlin (1980). La metodologia propuesta usa en ambos,
el modelo de regresiéon logistica multiple y la técnicas EB, un efecto aleatorio,
lo cual produce directamente estimaciones de la incertidumbre asociada con
las proporciones estimadas para las dreas pequenas. Larsen (2003), introdu-
ce un método de estimacién que mas bien es apropiado para estimacién en
eventos raros. Compara estimaciones basadas en dos modelos, uno que usa
conglomerados geograficos simples y uno que usa informacion méas detallada
de covariables que relacionan los subconjuntos entre si. Se emplean técnicas de
estimacion EB, se seleccionan covariables para el segundo modelo paso a paso
hasta agregar otra variable que no produzca una disminucion en un criterio
objetivo previamente establecido. Gonzélez-Manteiga et al. (2007) utilizan un
modelo mixto logistico para la estimacion de proporciones de dominio, aunque
el objetivo central del documento es la estimacién del error cuadratico medio
de estas estimaciones. Xie, et al. (2007), proponen una extensién robusta del
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modelo de Fay-Herriot, toda vez que el método de F-H puede comportarse bien
globalmente en la estimacion de areas pequenas, pero es vulnerable a outliers.
En el nuevo modelo se asume que los efectos aleatorios de area siguen una dis-
tribucion t considerando como parametro desconocido los grados de libertad.
Trevisani et al. (2007), hacen una comparacién de modelos alternativos HB,
cuando las estimaciones de areas pequenas consisten en datos de conteo o fre-
cuencias. Los modelos alternativos que probaron fueron el modelo logNormal-
Normal, Normal-logNormal, Normal-Poisson-logNormal, Poisson-logNormal y
Gamma-Poisson-logNormal. Liu (2009) propuso un modelo para reducir el ries-
go de mala especificacién del modelo debido a desviaciones significativas del
supuesto de normalidad, que usualmente se asume en los efectos aleatorios.
La distribucion de los efectos aleatorios se selecciona adaptativamente de la
distribucion de probabilidad de la clase exponencial power y es la riqueza de
la clase exponencial power quien asegura la robustez de la aproximacion de
HB contra la desviacién de la normalidad. Liu (2009), en otro contribucion,
estudia una aproximacién de una mejor prediccién empirica usando el mismo
modelo de su trabajo previo (Bernoulli — Logit — EP) para la estimacién en
areas pequenas.

3.2.4. Modelos mixtos lineales generalizados

Describiremos en mayor detalle los modelos mixtos lineales generalizados
porque pueden ser especialmente ajustados para datos binarios y de frecuen-
cias.

Modelos de regresién logistica

Supongamos que Ay es binaria, es decir, Ag = 0 6 1, y los parametros
de interés son las proporciones de dreas pequeflas Py, = j Ag; /Ng. MacGib-
bon y Tomberlin (1989), usaron un modelo de regresién logistica con efectos
aleatorios de drea para estimar P,,. Para la unidad j dentro del drea d, Ag
toma los valores 1 y 0 con probabilidades Py y 1— Py, respectivamente, por lo
tanto E[Ag] = Py y Var[Ag) = Py (1 — Py). Asumamos que las Ay son varia-
bles aleatorias independientes Bernoulli (Py), y los Py obedecen al siguiente
modelo de regresion logistica con efectos aleatorios de area vg4:

P,
logit(Py) = log —%— = BL3 + v, (3.5)
1 — Py J
o si se escribe en términos de Py se obtiene
ex ;
dj p{ndj} Ny = ij,B + Uy (36)

1+ exp{ng}’



3.2. ESTIMACION BASADA EN MODELOS 107

donde vy S N (0,02) y las By son covariables a nivel de unidad.

El estimador de P44 bajo el modelo es de la forma

ﬁAd:Nid ZAdj"‘Zﬁdj )

JE€S4 JESsG

donde s§ esta formada por los elementos de N, que o estan en s, ﬁdj se obtiene
de (3.6) estimando 3 y v,y utilizando los métodos BE o BJ.

Malec, Sedransk, Moriarity y LeClere (1997), consideraron un modelo de
regresion logistica con coeficientes de regresion aleatorios. Suponen que las
unidades estan agrupadas en j clases en cada area pequena d, y dados los Py,

los valores Ag;; (I =1,---, Ng) en la (d, j)-ésima celda son variables indepen-
dientes Bernoulli con probabilidad comun Fj;. Ademas, asumen que
04 = logit(Py) = B} Bq (3.7)
y
Ba = Zaox + vq (3.8)

iid . . . .,
con vy~ N(0,%,), donde Z; es una matriz de covariables de dimensién p x ¢
a nivel de drea y B; es un vector de covariables en cada clase.

Modelo mixto logistico

Gonzélez-Manteiga, et al. (2007), utilizaron un modelo mixto logistico para
la estimacion de proporciones en dominio y la estimaciéon de su varianza por
métodos de replicacion. Describimos en seguida el modelo para la estimacién
de proporciones.

Se considera una poblacién finita de N unidades U = {1,---, N}, parti-
cionada en D subconjuntos U, con tamanos Ng,d = 1,---,D, donde N =
25:1 Ngy. Para la unidad j dentro del area d, Ay toma los valores 1 y 0
con probabilidad Py y 1 — Py, respectivamente, por lo tanto E[Ag] = Py y
Var[Ag) = Py(1 — Py).

Tanto la media como la varianza dependen de 7, por lo tanto cualquier
factor que afecte la esperanza también afectard la varianza. Sea By, el vec-
tor de dimensién 1 x p que contiene los valores de p atributos auxiliares,
Bu, = (B, Bag,- - , Bgp). Para el area pequena d, sea ug un efecto aleato-
rio normalmente distribuido con media cero y varianza constante . Se asume
que ug,--- ,up son independientes y que, dado w4, las observaciones A4 son
también independientes con distribucion

Adj|ud ~ Bin(nd,de), ] = 17 L ,Nd, d = 1, e ,D. (39)
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Denotemos por pg = ngPy v 047 = nqFy(1 — Py;), respectivamente, la media
y varianza de Ay dado pg. La distribucién condicional de Ay pertenece a la
familia exponencial, y el parametro natural es

Py
logd —% ., jg=1--- Ny d=1,---,D.
g { 1- Py } J d
Si se designa por ng; = By B+ u4 el predictor lineal, donde 3 es el vector de p
efectos de los p atributos auxiliares y se asume que se conserva el modelo para
la poblacion, entonces

P
log Lt =By B+us, j=1,-- Ny d=1,---,D.  (3.10)

Expresando el modelo en términos de Pa,, se obtiene

ex i
p{nd]} ndj:ij/B+ud7 J=1- Ny, d=1,---,D,

T 1+ exp{ng}
(3.11)
y su estimador sera
ﬁd,_M Ny =ByB, j=1,---,Ng d=1,---,D, (3.12)

T 1+ exp{ng}’

Para formular el modelo dado por (3.12) en forma matricial, se asume que
A es el vector de dimensién /N x 1 con elementos Ag;, B la matriz de NV X p con
filas By y u = (uy, -+ ,up)’ el vector de D x 1 efectos aleatorios de drea. Se
define la matriz Z = diag{1y,,d = 1,--- , D} de dimensiéon N x D, donde 1,
el vector columna de unos de tamano a. Ademas, 1 es el vector de predictores
lineales ng;, €l cual en notacién matricial es n = BB + Zu. Sea p = E[A|u] el
vector de medias condicionales con elementos jig;, y £ = Var[A|u] la matriz
de covarianzas condicional, la cual es diagonal con elementos o4. El interés
es predecir parametros lineales para areas pequenas, es decir, un vector de
parametros del tipo
6 = MA, (3.13)

donde M = diag{al;,d = 1,--- , D} es una matrizde DX N y a’, = (ag1, - - ,aan,)
es un vector con elementos conocidos y uniformemente acotados. Un caso parti-

cular de 4 es el vector de proporciones de dreas pequenas P4, = (Pa,, -+, Pa,),
donde

Ny
Pa,=N;') Ay, d=1,---,D,
j=1

para el cual af, = Nd_llf,\,d7 d=1,---,D.
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Seleccionemos una muestra aleatoria s C U de tamano n < N de acuerdo
a un diseno de muestreo. Designemos por » = U — s el conjunto de unidades
no incluidas en la muestra. Sea s; = sN U, el conjunto de unidades muestrales

, . - D
extraidas del drea d, con tamafno ng, d = 1,---,D, donde n = > | ng.
Ademas, sea r; = r N Uy el conjunto de unidades de Uy que no caen en la
muestra, con tamano Ny —ng, d = 1,---, D. Reordenando las observaciones

de acuerdo a su pertenencia a s o r, se definen las particiones

. . As— . Bs o ZS . ’r]s
M_[Ms MT]7A—|:AT 7B_|:Br:|7z_[zrj|7n_[nr:|7

“:[Zs Y =diag[ =, 3, .

Entonces, el parametro lineal que deseamos estimar puede escribirse como
0 =Py, =M;A; + M,A,. (3.14)

El tnico elemento desconocido involucrado en (3.14) es A, el cual puede pre-
decirse ajustando el modelo; es decir, obteniendo un predictor lineal 7, =
B3+, y usando como prediccién de cada elemento Ay de A, la prediccién
de su valor esperado
~ _5 exp{7q; }
paj = Pgj = ————~—.
T Tt exp{iig}

Denotemos por /i, el vector de valores predichos ig; correspondientes a las

observaciones no muestreadas. Entonces, el predictor de & estd dado por

6 = Py, = MLA, + M, Ji,. (3.15)

Cuando ¢ es conocida, la maximizaciéon de la densidad conjunta de A; y
u conduce a un sistema de ecuaciones que proporciona un estimador de cuasi-
verosimilitud penalizada (PQL) de 8 y un predictor PQL de u (Breslow y Clay-
ton, 1993). Denotemos por ,@ el estimador PQL de 3, y por u = (uy,--- ,up)*
el predictor PQL de u = (uy,--- ,up)’. Pueden calcularse via un algoritmo
scorin de Fisher directo o via el mismo algoritmo, pero en la forma de mini-
mos cuadrados ponderados iterados (IWLS). De la misma forma, denotemos
por 7g = ija + Uy el predictor de 7y, Ide el predictor de Py obtenido re-
emplazando 7y en (3.12), y finalmente o4 = ﬁAd].(l - ﬁAdj) el predictor de
0dj-

En el caso de ¢ desconocida, el algoritmo propuesto por Schall (1991)
proporciona estimadores de 3 y ¢, y un predictor de u. Para describir sus



110 CAPITULO 3. ESTIMACION PARA VARIABLES CUALITATIVAS

resultados brevemente, se reescribe el modelo (3.10) en la forma de un modelo
lineal generalizado, es decir,

Hdj
9aj(1aj) = N con  ga;(fugy) =log § ——— o, (3.16)
L — pigj
paraj=1,--- ,Ngyd=1,---,D. Considere la expansién de Taylor de primer
orden de g4(Ag), en torno a pug,

941 (Agy) = N + (Agy — paj) 9 (1) = Eaj-

Los momentos condicionales de las variables transformadas &;4; estan dados por
E[fdj|u] = Ndj, Va?“[fdjhl] = g:zj(ﬂdj)QO-dja

y
Covl€y,Ewjlu] =0 para d#d o j#7j.

Ademss, la media condicional de {4 es ngﬁ, y los efectos aleatorios ug son
independientes, normalmente distribuidos con media cero y varianza constante
igual a ¢. Ahora, podemos construir el modelo lineal

£ =ByB+us+eq j=1,---,Ng d=1,--- D, (3.17)

siendo eq; variables aleatorias independientes, independientes de u, con media
cero y varianza vy = ¢ (pqj)*04;. El modelo (3.17) es una aproximacion lineal
del modelo (3.16). Denotemos por & el vector de observaciones transformadas
§qj, con j € sq, d=1,---, D. Entonces se cumple que

Varlg,] = Z,Z + 2oy = Vs, (3.18)

donde X es una matriz diagonal cuyos elementos son las varianzas vg; de los
residuos eg;.

Observemos que si V es conocida, entonces el mejor estimador lineal in-
sesgado (BLUE) de 3, y el mejor predictor lineal insesgado (BLUP) de u en
(3.17) estarfan dados por las féormulas

B=(X'V'X,) ' XV, 1= Z Ve - X.B). (3.19)

Desgraciadamente, V, es desconocida, dado que depende de la varianza del
error condicional vy, la cual depende del predictor lineal ng = BgB8 + uqg,
es decir Vg = V(3,u) para un valor dado de ¢. Reemplazando V por su
prediccién V, = V,(B,1) en (3.19), las ecuaciones obtenidas son las ecuaciones
IWLS para obtener el estimador PQL de 3 y el predictor PQL de u del modelo
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(3.16) via el algoritmo scoring de Fisher. Estas ecuaciones se obtienen sin el
supuesto de normalidad de los errores eq;. Ademds, V, también depende de ¢
y asi este parametro debe estimarse.

Siguiendo a Schall (1991), es facil ver que la ecuacién de maxima verosimili-
tud (MV) para ¢, obtenida maximizando la densidad marginal de &, estd dada
por

D D
o= (D—-v)"! Zu?l para v = Z(l + @oa.) 7!, (3.20)
d=1 d=1

donde 4. =

j€sy O'dj.

Modelos para mortalidad y tasas de enfermedad

La mortalidad y las tasas de enfermedad de areas pequenas en una region
o un pais se usan con frecuencia para construir mapas de enfermedad, como
por ejemplo, mapas del cancer. Tales mapas se usan para visualizar la varia-
bilidad geografica de una enfermedad e identificar dreas de proporciones altas,
garantizando asi la intervenciéon. Un modelo simple de area pequena se obtiene
asumiendo que las frecuencias observadas de area pequena, yq; = ZUd A;, son
variables independientes Poisson con media condicional E(y4|Aq) = ngAq y que

Ad S gamma(a, V). Aqui Ay y ng son la tasa verdadera y el nimero de expuestos
en el drea d, y (a, ) son los pardmetros de escala y forma de la distribucién
gamma. Bajo este modelo, se obtienen estimadores suavizados de \; usando
los métodos de BE o BJ (Clayton y Kaldor, 1987; Datta, Ghosh y Waller,
2000). También se han propuesto modelos espaciales autoregresivos condicio-
nales (CAR) de la forma (2.90) sobre el log de la razén 6, = log(\) (Klayton y
Kaldor, 1987). El modelo sobre A\, puede extenderse para incorporar covariables
de nivel de érea z4, por ejemplo, 0 = z1 3 + vg con vy 1EN(O, 02). Nandram,
Sedransk y Pickle (1999), estudiaron los modelos de regresién sobre el log de
las tasas de edad especifica 04 = log A4 incluyendo pendientes aleatorias, don-
de j denota edad. Pueden modelarse también tasas de mortalidad conjunta
de las frecuencias observadas en dos sitios diferentes (y14, y24), asumiendo que
las (Y14, y24) son condicional e independientemente ditribuidas sobre (A14, Aag)

v 04 = (log Mg, log )\zd)Tlfl\(JiNg(u, 3)). Ademas, Y14 ¥ Yoq S€ asumen como va-
riables de Poisson condicionalmente independientes con E(y14|A\14) = M14 14
y E(Y2q|Aaq) = m2gA2q. Como un ejemplo de este modelo bivariado, y14 ¥ yoq
denotan el nimero de muertes debidas al cancer en los sitios 1 y 2 y (114, n24)
la poblacién en riesgo en los sitios 1y 2. DeSouza (1992), mostré que el modelo
bivariado conduce a estimadores mejorados de las tasas (Ag, Aog) comparado
a estimadores basados en modelos univariantes separados.
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Modelos de la familia exponencial

Ghosh, Natarajan, Stroud y Carlin (1998), propusieron modelos lineales
generalizados con efectos aleatorios de area. Los estadisticos muestrales de las
observaciones en el dominio Ag(j = 1,--- ,ng;d = 1,---, D) condicionales
sobre los 84, se asumen independientemente distribuidos con funcién de den-
sidad de probabilidad que pertenece a la familia exponencial con parametros
canénicos 0g;, es decir,

f(Agl0q) = exp é(deAdj —a(04)) + b(Agj, daj) (3.21)

para ¢q;(> 0) y funciones conocidas a(-) y b(+). La familia exponencial (3.21)
cubre distribuciones conocidas incluyendo las distribuciones normal, binomial
y Poisson. Por ejemplo, 04 = logit(py) v ¢qj = 1 si Ay es Binomial (ng, pgj),
y O0g = log(Ag) v ¢g5 = 1 si Ay es Poisson (Ag). Los 64 son modelados como

04 = BLB + va + ug;, (3.22)

donde v y ug; son mutuamente independientes con vy~ N (0, 02) y ug ~ N(0, 02).
El objetivo aqui es hacer inferencias sobre los parametros 6,4 del drea pe-
quena. Por ejemplo, 64 = logit(pg;) vy ps; denota la proporcién asociada con la
variable binaria en la j-ésima categoria de edad y sexo en la region d.
Ghosh, Natarajan, Waller y Kim (1999), extendieron el modelo de enlace
(3.22) para manejar datos espaciales, y aplicaron el modelo del mapa de la
enfermedad.

Modelos semiparamétricos

También se han propuesto modelos semiparamétricos basados solamente
en la especificacion de los dos primeros momentos de las respuestas Ag;, con-
dicionadas sobre la media de drea pequenas jiq4, y de los u;s. En la ausencia
de covariables, Ghosh y Lahiri (1987), asumen el siguiente modelo:

» Para cada d, condicionada sobre los 84, los Ag4j son iid con media 6, y va-
rianza fis (05, denotada Ag |0~ (0g, pa(8a)),j = 1,--+ , Ngsd = 1,--- | D;

iid
= gd N(:ua 0—5);

n < O'g = E[LQ(QZ) < 0.

Raghunathan (1993), incorporé informacién de covariables de nivel de drea z4
como sigue:
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» condicionada sobre 64, Ay ii@(ed, b1(, 84, aq5)) donde b(-) es una funcién
positiva conocida de un parametro de “dispersién” ¢, medias de area
pequena 0, y constantes conocidas agj;
" 0y i291(7'61 = h(z%B),b2(¢, 74,a4)) donde h(-) es una funcién conocida y
ba(+) es una funcién positiva conocida de un pardmetro de “dispersién”
¥, la media 74 y una constante conocida ag.

El modelo “longitudinal” (2.108) con covariables de nivel unidad puede ser
generalizado fijando

E(Ag|va) = pg,  V(Ag|va) = ob(pa) (3.23)
N
o T T iid .
h(pg) = ijlﬂ + Bdﬂvd, vg~(0,%,); (3.24)

es decir, v4 son independientes e idénticamente distribuidas con media O y
matriz de covarianzas ¥, (Breslow y Claiton, 1993).

3.2.5. Modelos especialmente disenados para datos bi-
narios

En esta subseccién describiremos modelos de nivel unidad, que han sido
pensados especialmente para respuestas binarias, Ag;, es decir, Ag; =1 00. En
este caso, los modelos lineales mixtos no son apropiados y se han propuesto
modelos alternativos. Si todas la covariables By asociadas con Ag; son de drea
especifica, es decir By, = By, entonces podemos transformar las proporciones
de la muestra de érea, 13,4 L= i Agi/ng = Ya/nq, usando una transformacién
arco seno y el modelo se reduce a un modelo de nivel area. No obstante, los
estimadores transformados resultantes, 6,;, pueden no satisfacer el modelo de
muestreo con errores medios de muestreo cero si ng es pequena.

Modelar la unidad de nivel evita las dificultades anteriores, y pueden ob-
tenerse estimadores BE de proporciones directamente del caso general de co-
variables de unidad especifica.

Modelos sin covariables

En este caso se asume un modelo de dos fases sobre las observaciones mues-
trales Agj, j = 1,--- ,ng; d = 1,---,D. En la primera fase, asumimos que

Agj |pdlf151Bernoulli(pd), d=1,---,D. En la segunda fase se asume un modelo
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que liga los pg; en particular, pdirixc»lbeta(oz,ﬁ); a >0, > 0 donde beta(a, [3)
denota la distribucién beta con pardametros a y (-

['(a+ f) po!
L(a)T(8)"

donde I'(+) es la funcién gamma. Reducimos el vector de frecuencias observadas
Yo = (Wai, s Yan,)?, al total de frecuencias observadas en la muestra de
dominio yg = > i Agj, notando que y, es un estadistico minimal suficiente para
el modelo de la primera fase.

f(pala, B) = (1—pg)° % a>0, >0 (3.25)

Noétese que yq|pq £ Binomial(ng, pg), es decir,

nq Yq ng—Yd
1-— d . 3.26
yd ) pd ( pd) ( )

Foaloa) = (

Se sigue de (3.25) y (3.26) que pd\yd,a,ﬁ%lbeta(yd + a,ng — ya + ). Por lo
tanto, el estimador de bayes de p; y la varianza a posteriori de py estan dadas
por

ﬁdB(OQﬁ) - E(pdlydaoéaﬁ) = (yd+a>/(nd+a+ﬁ) (327)

(ya + @) (ng — ya + 5)
(ng +a+ B+ 1)(ng+a+ B)*

Nétese que la distribucién de enlace, f(pq|e, 5), es una “a priori conjugada”
en el sentido que la distribucién a posteriori, f(pq|yq, @, 5), tendra la misma
forma que la distribucién a priori.

Obtenemos estimadores de los parametros del modelo de la distribucién

V(palya, a, B) = (3.28)

marginal: y4|a, 3 %9 Beta-binomial dada por

ng ) (o4 ya)T (B + ng — ya) T'(a + 5)

v Tatftn) D@ (3.29)

ol ) =

Los estimadores de méxima verosimilitud (MV), ayy y BMV pueden obtenerse
maximizando la log-verosimilitud:

D yd—l
(o, ) = const + Z Z log(a + h)
i=1 L h=0
ng—yq—1 ng—1

+ > log(B+h) = > log(a+B+h)|, (3.30)

ya—1 : _ na—yq—1
donde ) )% " log(a+ h) se toma como cero siyg =0y > ;%% log(B+ h) se
toma como cero si y; = ng. Una representacion conveniente es en términos de
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la media F(Ag) = p = a/(a+F) y 7 = 1/(a + ) la cual esta relacionada
con la correlacién intraclase p = Corr(Agy — Agi) = 1/(a + f+ 1) para j # k.
Usando p y 7, (3.30) toma la forma

D Jyq—1
I(p, 7) = const + Z Z log(p + h)
i=1 L h=0
ng—ya—1 ng—1

. (3.31)

+ Z log(1 — p+ h7) — Z log(1 + hr)
h=0 h=0

Las expresiones explicitas para ayy vy BMV (6 vy Yy Tmy) 1O existen, pero
pueden obtenerse estimaciones MV por el método de Newton-Raphson o algin
otro método iterativo.

Podemos usar también estimadores simples por el método de momentos
de o y (3. Igualamos la proporciéon muestral ponderada p = >, (nq/nr)pa
y la varianza muestral ponderada s, = >_,(nq/nr)(Pa — p)* a sus valores
esperados y resolvemos las ecuaciones de momentos resultantes para a y [,
donde np =), ng. Esto lleva a estimadores de momentos, @ y 3, dados por

-~

a/(@+p)=p (3.32)

I me-pl-pD-1

a+G+1 P =p)nr =3 ng/nr — (D=1

ver Kleinman (1973). Nétese que los estimadores de momentos no son tnicos,
a diferencia de los estimadores MV.

Sustituimos los estimadores de momentos @ y 3 en (3.27) para obtener un
estimador BE de p; como

(3.33)

-~

pi" =p7(@,0) = Japa + (1 = 7a)D, (3.34)

donde 74 = ng/(ng+ a + B) Observe que pF¥ es un estimador combinado del
estimador directo py y el estimador sintético p'y se da mas peso a py conforme
el tamano de muestra de area, ng, se incrementa. Por lo tanto es similar al
estimador de Fay-Herriot para el modelo de nivel basico de area, pero el peso
44 evita el supuesto de varianza de muestreo conocida de py. El estimador pF¥
es aproximadamente insesgado para pg en el sentido que su sesgo, E(p5E —p,),
es de orden D!, para D grande. Una aproximacién BE sencilla usa pf¥ como el
estimador de pg, y su variabilidad se mide por la varianza a posteriori estimada
V(palya, @, B) = g1:(Q, 3,yq). Sin embargo, la varianza a posteriori estimada,
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gui(Q, 3 ,Ya), puede conducir a una severa subestimaciéon del ECM(pF¥) porque
ignora la variabilidad asociada con & y B

Se han propuesto también modelos alternativos de dos fases. El modelo de
primera fase no se cambia, pero el modelo de segunda fase se cambia a cual-
quier (i) logit(pg) = log[pa/ (1= pa)] = N (1, 02) o (ii) @1 (pa) < N(u, 02), donde
®(-) es la funcién de distribuciéon acumulada (FDA) de una variable N(0,1).
Los modelos (i) y (ii) se llaman modelos logit-normal y probit-normal, res-
pectivamente. La implementacién de BE es mas complicada para los modelos
alternativos porque no existen expresiones explicitas para el estimador de bayes
y la varianza a posteriori de py.

Para el modelo logit-normal, el estimador de bayes de p; puede expresarse
como una razon de integrales unidimensionales. Escribiendo p; como p; =
hi(p + 0z4), donde hy(a) = e*/(1 4 €*) y zg ~ N(0,1), obtenemos pZ (i, 0) =
E(pa|ya, 1, o) de la distribucién condicional de z; dada y,. Tenemos

pi (1, 0) = Aya, p, o)/ B(ya, 1, ), (3.35)
donde
A(ya, p, 0) = Elhn(p + oz)expl{ha(ya, p + 02)}] (3.36)
y
B(ya, p, 0) = Elexp{ha(ya, p + 02)}], (3.37)

donde hs(ya, a) = ayq — nqlog(l + a®) y la esperanza es sobre z ~ N(0,1); ver
McCulloch y Searle (2001, p. 67). Podemos evaluar (3.36) y (3.37) simulan-
do muestras de una N (0, 1). Alternativamente puede usarse, como esbozamos
antes, integracion numérica.

La log verosimilitud, [(u, o), para el modelo logit-normal puede escribirse
como

D
I(p,0) = const + Z log[B(ya, 1, 0)], (3.38)
i=1
donde B(yq, i, 0) esta dada por (3.37). Las derivadas de [(u, o), necesitaran
métodos tipo Newton-Raphson para calcular estimaciones MV, y pueden ser
aproximadas de una manera similar.

Usando estimadores MV de 11 y &, obtenemos un estimador BE de py co-
mo pZ¥ = pZ(ji,). La varianza a posteriori, V(pg|ya, it,0), también pue-
de expresarse en términos de la esperanza sobre z ~ N(0,1), notando que
V(palya, 1, 0) = EW®3|ya, st )= [pf (11, ). Denotando v(palya, i, o) = g1i(4t, 0, ya),
puede aplicarse el método jackknife para obtener un estimador aproximada-
mente insesgado del ECM(pF¥).

Jiang y Lahiri (2001) usaron pF¥ basado en los estimadores de momen-
tos del primer paso, y obtuvieron un estimador por desarrollo de Taylor del
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ECM(p5¥), similar a los estimadores del ECM de segundo orden del modelo
lineal mixto. Este estimador es aproximadamente insesgado, como en el caso
del estimador jackknife del ECM.

Modelos con covariables

El modelo logit-normal de la subseccién anterior se extiende sin dificultad al

caso de covariables. En la primera fase, asumimos que Ag;|py; s Bernoulli(pg;)
para j = 1,--- ,Ng; d =1,---,D. Los pg estdn ligados en la segunda etapa
asumiendo un modelo de regresiéon logistica con efectos de area aleatorios:
logit(pg;) = le;ﬁ +vg donde vg S N (0,02) y By; es el vector de covariables fijas.
El modelo de dos variables se llama modelo logistico lineal mixto. Pertenece a
la clase de los modelos lineales generalizados mixtos.

Los parametros de area pequena son las proporciones de area pequena
Py=>" i Ag; /Ng. Como en el caso del modelo basico de nivel unidad, asumimos
que los modelos se conservan para la muestra {(Ag4, Bg), 7 € s¢;d=1,--- , D},
donde s,; es la muestra de tamano ng para el area d.

Expresamos P; como Py = fqpa+(1— fa)pj, donde f; = nq/Ny, pa es la pro-
porcién muestral y p; = 3o Aa/(Na — na) es la proporcién de las unidades
no muestreadas 5, en el area d. Ahora, notando que E(Aq|pa, Y4 B, 0v) = Dai
para [ € 5,4, el estimador de bayes de p}; esta dada por ﬁﬁc) = E(Pa@) |y, B, 00),
donde py(e) = Zlegd Par/ (Na—nq) vy, es el vector de valores A; de la muestra
del area d. Por lo tanto, el estimador de bayes de P; puede expresarse como

ﬁdB:ﬁdB(IB7av) :fdpd"f_(l_fd)pﬁc). (339)

Si la fraccion de muestreo es despreciable, podemos expresar ﬁdB como
1 (&
SB
Py ~ _NdE (;_1 pdl|yd,ﬂ,av) . (3.40)

La varianza a posteriori de P; se reduce a

V(-Pd’yw/g? 0-1)) = (1 - fd)2E<y:l - ﬁd%c))2

E {Zpdl(l —pdz)|}’d>370'v} +V {Zpdlb’d’ﬂ,o'v}] ;o (341)

l€5, lesy

:Nd—2

ver Malec et al. (1997). Nétese que (3.41) incluye esperanzas de la forma
B(S, plya B, 0.) ¥ BT, pa)lys: B, 0] ast como (Y, paly, B.r,) = (Nu—
nq)ps.. No existe ninguna expresién explicita para estas esperanzas. Sin em-
bargo, podemos expresar las esperanzas como razones de integrales de una sola
dimensién, similares a (3.35).



118  CAPITULO 3. ESTIMACION PARA VARIABLES CUALITATIVAS

La estimacién por maxima verosimilitud de los pardametros del modelo, B y
0y, para el modelo logistico lineal mixto y otros modelos lineales generalizados
mixtos, ha recibido considerable atencion en anos recientes. Los métodos pro-
puestos incluyen cuadratura numérica, algoritmo EM, Monte Carlo mediante
cadenas de Markov (MCMC) y aproximacién estocastica. Para detalles de los
algoritmos, consultar McCulloch y Searle (2001). También se han propuesto
métodos més simples, cuasi-verosimilitud penalizada (PQL), basada en maxi-
mizar la distribucién conjunta de y = (y7,--- ,y5)T y v = (v1,--- ,vp)T con
respecto a By v.

Farrel, MacGibbon y Tomberlin (1997a), usaron una medida bootstrap de
precisién similar al bootstrap paramétrico de Laird y Louis (1987) (también
llamado bootstrap tipo III). Los resultados de simulacién, basados en D = 20 y
ng = 50, indicaron un buen funcionamiento del método BE propuesto. Farrell,
MacGibbon y Tomberlin (1997b), relajaron el supuesto de normalidad sobre
las vg4, usando el siguiente modelo de enlace: logit(pg;) = BdeB + vy vdlr5»1
distribucién no especificada. Usaron un método MV no paramétrico, propuesto
por Laird (1978), para obtener un estimador BE de P,;. Usaron también el
bootstrap tipo I de Laird y Louis (1987), para obtener una medida bootstrap

de precision.
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3.3. Estimacion basada en el diseno.

3.3.1. Estimacion de proporciones en dominios

Bajo este apartado consideraremos las adaptaciones de los métodos direc-
to, sintético y combinado, senalados en Rao (2003), a la estimacién de pro-
porciones en dominios, los propuestos por Sdrndal et al. (1992) y los modelos
LG REG propuestos por Lehtonen y Veijanen (1998). La estimacién directa de
proporciones de dominio, se hace sin dificultad a partir del estimador directo
de la media poblacional, es decir

P=N,! Z Y;
Sd
o en su forma expandida
P=N;*! Z w;y;
Sd

donde el atributo de interés y; = A;, w; son las probabilidades de inclusién de
primer orden y N4 se asume conocido, toda vez que si no lo es, el estimador
de la proporcién no seria lineal y habria que estimarla usando un estimador
de razén de totales de H-T. La estimacion se hace bajo el supuesto de que se
conservan las caracteristicas de la poblacién en la muestra de dominio y puede
extenderse a disenos muestrales més complejos, como muestreo estratificado y
estratificado multietapico.

El estimador de regresién generalizado dado por (2.11), que hace uso de
informacion auxiliar en forma de totales poblacionales, puede adaptarse tam-
bién a la estimacién de proporciones, aunque la justificacion tedrica del uso de
estimadores de regresion para estimar proporciones es conceptualmente dificil,
toda vez que el método se ha disenado para variables continuas, pero siempre
que tenga significado la estimacion de la media o la asociacién entre variables
cualitativas, pueden aplicarse. Sérndal et al. (1992) hace un desarrollo de los
estimadores de regresion para dominios, pero para variables continuas. En los
trabajos recientes de Rueda, M. et al. (2010), si bien no esté pensado para la
estimacion en dominios, se adapta el modelo GREG a la estimaciéon de pro-
porciones, proponiendo un estimador de regresién para el cual se establecen
propiedades tedricas y condiciones de optimalidad. Si el modelo GREG se es-
cribe en la forma expandida (2.13), en el cual se cambian los pesos iniciales
por nuevos pesos y se optimiza bajo ciertas restricciones de calibracién, Rueda,
M. et al. (2009) obtienen un estimador de calibracién para proporciones. Si se
dispone de una sola variables auxiliar, (2.11) se reduce al estimador de razén
(2.18), que también ha sido aplicado a la estimacién de proporciones por Rue-
da M. et al. (2008), ademés, justificaron también la estimacién de proporciones
de un atributo relacionado a multiples atributos auxiliares.
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Si tomamos informacion auxiliar de otro dominio u otro tiempo, podemos
hacer la estimacién de proporciones mediante la estimacién directa modificada.
Es posible también la estimacion sintética de proporciones, usando las expre-
siones para la media sintética (2.29) si no disponemos de informacién auxiliar y
el estimador de regresién sintético (2.30). A partir de (2.30) se pueden derivar,
el estimador de razon sintético, si se cuenta con una sola variable auxiliar y un
estimador post-estratificado sintético dado por (2.31). Los estimadores combi-
nados también pueden aplicarse a la estimacion de proporciones, que es una
forma natural de balancear el sesgo potencial de la estimacion sintética, frente
a la inestabilidad de un estimador directo, tomando un estimador combina-
do de los pesos del par de estimadores. Si usamos los pesos comunes ¢; = ¢
en una estimacién compuesta, tenemos los estimadores de James-Stein, que
pueden usarse en la estimacion de proporciones.

3.3.2. Estimacion en areas pequenas por regresion logisti-
ca

Un modelo que puede clasificarse en un enfoque bajo el diseno, fue desa-
rrollado por Lehtonen y Veijanen (1998), para la estimacién de frecuencias de
clase de una variable respuesta discreta. Propusieron un estimador de regresién
generalizado (GREG) para el total fGREg, que combina los valores predichos
Ej = ﬁr(Aj = 1|m;) basado en un modelo apropiado y el estimador de H-T de
los residuos e; = A; — ﬁj de las unidades muestreadas,

N
ToreG = Z Aj+ Z €/ ;. (3.42)
j=1

jEs
si el modelo de probabilidad apropiado es el de regresion logistica,

1+ exp(7);)
con 1), = BJTE y B es el estimador de las pendientes comunes, obtenidas por
minimos cuadrados ordinarios, entonces el modelo se denomina LGREG.
Duchesne (2003) us6 el estimador LGREG en la construccién de un esti-
mador para proporciones, dividiendo por el tamano poblacional conocido N,

es decir
1 N
Prerpc = {;Aj Y ej/ﬁj} : (3.44)

JjEs
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Modelo de regresiéon logistica a nivel de dominio

Ahora, bajo la formulacion del modelo con intercepto especifico de dominio
tenemos en (3.43) que B = (1y;,--- ,Ip;, Bij, -+ , Bp;) conocido para todo j €
U, donde Iy; = 1sij € Uy, 14 = 0 en otro caso. B8 = (Bo1,- -, Bop, b1, -+ Bp),
donde Byp son interceptos especificos de dominio y 3; son pendientes comunes
yd=1---,D. R

Los valores ajustados para A; en el modelo de regresién logistica (3.43), se
calculan para todos los 7 € U y se sustituyen en (3.42). Entonces el modelo
para el estimador GREG logistico de totales de dominio, es

~ ~ A — A
Ta6mm6 = § :Aj + z : ( ]7T‘ ]) (3.45)
J

jeUq JESq

La estimacién de la proporcién de individuos que poseen el atributo A a
nivel de dominio, se obtiene dividiendo por Ny el total de dominio dado por

(3.45), es decir
~ 1 N
Pirorea = i {Z A+ ej/%} 7 (3.46)

j€Uy JESq

donde si N, es desconocido, debe estimarse.

Una expresién para la varianza estimada del estimador de la proporcion es-
tara dada por
—_=, 1 A ik €; CL
AV(PdLGREG> = ﬁ Z Z —m L (3'47)
d

T 5 T
jkesq Ik IR
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Capitulo 4

Aportaciones a la estimacion de
proporciones

Como se desprende de los capitulos precedentes, se han propuesto distintos
métodos para la estimacién en areas pequenas. Algunos de estos métodos de
estimacion, bajo el diseno o bajo el modelo, hacen uso de informacién auxiliar
en la fase de estimacién, tomando informacién de otros dominios adyacentes o
similares, o bien de registros administrativos, censos o estudios previos. En las
ultimas décadas se ha privilegiado el uso de modelos que relacionan la variable
de interés con la informacién auxiliar disponible, mediante modelos jerarquicos
de bayes. Estos métodos demandan el uso de aproximaciones computaciona-
les como métodos de Monte Carlo mediante cadenas de Markov, muestreo de
Gibbs, integraciéon numérica, Monte Carlo Newton-Raphson, métodos iterati-
vos para la estimacion de la varianza, etc., ademas de informacion completa.
Como hemos afirmado antes, en la practica no es facil disponer de informacién
completa, por lo que los métodos basados en modelos podrian no ser factibles.
Es bajo este escenario que proponemos nuestros estimadores.

Como es usual con variables categoricas o de frecuencias, el objetivo es
estimar la proporcién poblacional de individuos que poseen el atributo A,
dentro del dominio d, es decir, Py, = N ! Z]Uil Ay, si disponemos de un vector
de informacion auxiliar del atributo B, en forma de totales o proporciones, a
nivel poblacional o a nivel de dominio, que se supone relacionado con el atributo
de interés A.

Sea U, nuestro dominio de interés, deseamos estimar la proporcion Pjy,
del atributo A a nivel de dominio, a partir de la muestra aleatoria s bajo un
disenio de muestreo prefijado. Entonces, la proporcién de individuos que poseen
el atributo A en el dominio estara dada por

P4, = N7t ZdeAdj = N7t Z X;A; = Nt Z A; (4.1)

jeu jeUy J€ESs4
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y la proporcion de individuos que poseen el atributo B sera
Pp,=N;' X4By=N;'> X;Bj=N;'> B, (4.2)
Jjeu j€Uq J€sq

donde N, es desconocido en la practica.
De la expresién (3.2) se deduce que Ny, el tamano del dominio, es igual a
T'(Xy), entonces el estimador de Horvitz-Thompson de este total serd

~ Xy 1
Ny = E . e E — .
d ‘ 7 ‘ ﬂ_j? (4 3)

JjEs JESq
su varianza

VNG = > (_”’“ - 1) X X
T
kleU

y un estimador de la varianza

PN =3 — (ﬂ - 1) XX (4.4)

T T
flcs Tk £

Para el caso de un diseno M AS(N,n) el estimador dado por (4.3) sera

Por lo anterior, reescribiendo (4.1) para P4, tendremos

p, — LWy T _ 2jevs Ao _ 2jevs A (4.5)
CTT(Xy) T Y eu, X Ny

que corresponde a un parametro no lineal en la forma de una razén simple de
totales. Aplicando la estimacién de Horvitz-Thompson, su estimador sera

ﬁA — Zs Adj/ﬂj _ st A]'/Trj _ st A]'/Trj
T Xy m X, 1w N,

Una expresion para la varianza se obtiene de forma conjunta de la siguiente
manera:

(4.6)
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sabemos que una estimacion de esta razén sera

por lo que la varianza aproximada sera obtenida considerando la variable au-
xiliar £; definida como

E.
E; = 7 (A Pa,X;5) vy ej = W—J
J

Se tiene que

T2 JEs 7T Jj€Es
entonces,
AV[Py,) = VIR =V Zej]
jEs
por lo que la expresién para la varianza sera
— Pa, Xy) (A — Pa, X))
AVIPa) = Z > At — _— (4.7)
kleU
y su estimador
—_— 1 Akl(Ak_ﬁA)(Al_ﬁA)
AV P -~ — 4 d 48
Pal = G Y TR (43

donde @ = ]/\\fd. R
Bajo un disefio MAS(N,n), Ng = N=%4, por lo que la ecuacién (4.6) se
escribe como
AN st Aj/ﬂ-j st Aj

Aq N, ng Pbay ( )

La varianza aproximada dada por (4.7) para P4 , seré

_ 1 l—f 1
AV[PAd]—mNQ N1 (Aj — Pa,X;)”

jeu

2 _1 - )2 J—
pero S3, = 37 2 jev,(Aj — Pa,X;)?, donde Py, X; = Pa,, por estar en el
dominio. Entonces, de la expresion anterior se obtiene

~ N21—fN,—1 N1—f
AVIPa) = = N TS T 3,

4,84,
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ya que S5 = (]\Tzdv—il)PAdQAd' Entonces

~ N1—
AV [Py,] = N, fPAdQAd, (4.10)

y el estimador de la varianza dado por (4.8)

- N2 1—f 1 -
AV [Py,] = VRS Z(Aj — Py,)%,

_—. N? 1-— 1
AV[‘PAd] = i Z(AJ _pAd)2’

j€Es
— = n?l—f 1
AV[Pa,] = R nod > (A —pa,),
JjEs
— 11—f n
AV [Py, = e > (A —pa,),

ahora, si designamos por

la cuasivarianza muestral calculada sobre los elementos que en la muestra per-
tenecen a la subpoblacién, entonces la varianza estimada queda como

ng—11—f n o 1-f n

AV [Py,] = ng ng m—1 7 Ng n—

PAad4q (4.11)
donde (ng — 1)S2Ad = ngPa,qa,, Pa, €s la proporcién de individuos que poseen
el atributo A en la submuestra s; y ga, =1 — pa,.

Ahora, si la muestra es suficientemente grande de forma que n/(n—1) ~ 1,
entonces (4.11) se puede aproximar por

— =~ 1
AV[Py,] = ndprdQAd- (4.12)
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4.1. Estimadores de razon propuestos

Los estimadores tipo razon, que incluyen informacion auxiliar relacionada
a la variable de interés, pretenden mejorar la presicion de un estimador sim-
ple. Estos estimadores han demostrado, en ciertas condiciones, ser mejores que
las estimaciones directas sin informacién auxiliar. En esta seccién proponemos
algunos estimadores de razén para la proporcion de un atributo de interés de
una subpoblacién o dominio, en los cuales se cuenta con informacién auxiliar
en forma de totales a nivel poblacional o a nivel de dominio. Consideraremos
inicialmente estimadores simples y posteriormente los correspondientes estima-
dores combinados de estos estimadores. Se hace a continuacién la presentacion
individual de cada uno de ellos.

4.1.1. Informacién auxiliar en dominios: se conoce Pp,

Asumamos conocido Pgd = Ppg,, que es la proporcion del atributo B a nivel
de dominio. Bajo este supuesto el estimador de razén para P4, estard dado
por

_ - P
P\ = RyPp, = =Py
Ps,

(4.13)

d
Pa, = ~ ~ ~ _
donde Ry = p%‘;? Pa, =N, ! ZjESd Aj, Pp, = N, ' ZjESd Bjy Pa, = Ny ! ZjeUd B;.

Mediante la técnica de linealizacién de Taylor podemos formular una expresion
para la varianza del estimador. La aproximacion lineal para Ry es

N 1 - N
Ry =R, + P—(PAd - RdPBd>

By
de donde se deduce que
_ 1 -~ . 1 ~ ~
V(Ry) =V {Rd + —(Pa, — RdPBd)} = —5V(Pa, — RaPp,)
PBd PBd
1

= g [V(ﬁAd) + RZV(ﬁBd) — 2RdCOU(ﬁAd, P\Bd>:|
d

Por lo tanto, la varianza aproximada del estimador de ]37521 serd

~ ~ 1 -~ ~
AV(P(Z) =V[RyPgp,| =V [(Rd + P_(PAd — RdPBd)> PBd]

"
Bq

=V (P4, — RyPg,)
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~

AV(PY)) = V(Pa,) + R2V(Pg,) — 2Racov(Pa,, Pg,). (4.14)

El estimador Pr( A)d es sesgado y su sesgo aproximado puede obtenerse usando
un resultado dado por Sampath, S., (2001, pdg. 98), a partir del cual una
expresion de este sesgo viene dada por

V(P,)  cov(Pa,,Pp,)

BPYy=p
Fra) = o | g, Py, Pa,

(4.15)

d

Entonces, bajo un diseno M AS(N,n), el estimador de su varianza es-
tard dado por

N 1—f
AV(PY) = o |:PAdQAd + R2P5,Qp, — 2Rd¢d\/PAdQAdPBdQBd}
(4.16)
y una aproximacion para el sesgo estimado
[Py 1 - f n \/PAdQAdPBdQBd
B(P%)y=—= R 417
( rAd) ng n—1 dQBd s ) ( )

donde PA . = Pa,, la proporcién de individuos de la muestra que estan en el
dominio y que poseen el atributo A, QAd =1-—pa,, PBd DB, QBd 1—pg,
y de %, es el estimador del coeficiente V de Cramer a partir de
la tabla de doble entrada formada por los datos de los atributos A, B y sus

complementos en la submuestra del dominio s, (ver apéndice A).

4.1.2. Informacion auxiliar poblacional: se conoce Pp

La proporcién de individuos P4, que poseen el atributo A, a nivel de domi-
nio, asumiendo conocida la proporcién poblacional de individuos que poseen
el atributo B, se puede estimar usando un estimador de razén de la forma

~

PT(A = RqP, (4.18)

donde Ry = P, ./ Py , €s el estimador de la razén a nivel de dominio, Ry =
Pa,/Ps,, Pa,=N;'S 0, Aj, Po,=N;j'Y ., Biy Ps=N"'Y1 B,

. , = Py . . ., .
El estimador de razén Ry = =4, tlene como aproximacion lineal de Taylor
Bq

. 1~ R
Ry = Ry+ 5—(Pa, = RaPs,). (4.19)

By
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y su varianza aproximada, deducida de la aproximacién de Taylor (4.19), es
como sigue

~ 1
AV(Rd) =V [Rd —+ P

By

. ~ 1 . _
(Pa, — RaPp,)| = 55V |[Pa, — RaPg,)
Py,
1 N R o~
= = |V(Pa,) + B3V (Py,) = 2Racov(Pa,, Ps,)|
B

. . (1 ,
Entonces, la varianza aproximada de Pr( A)d sera,

~ 1 -~ - P-\2 ~
AV(PE) =V KRd + ——(Py, — RdPBd)> PB} = ( b ) V (P4, — R4Pg,)
Pg, P,

~ Py

2
AV(P®) ) = <P_) [V(PAd) + R2V(Py,) — 2Rdcov(PAd,PBd)] . (4.20)
Bg

cuyo estimador serd

N Pe\2r~ ~ e~ PP
AV(pjj)d):< B) (V(Pa,) + B3V (Pp,) — 2Baiov(Pa,, Pp,)| - (421)

By

Bajo un diseno M AS(N,n), la varianza dada por (4.20) serd

AV(PY)) =

Ps\° N 1-
<PB ) F / [PAdQAd + R?iPBdQBd + 2Rd¢d\/PAdQAdPBdQBd i| 7(4‘22)
By da N

_ 1 _ _ 1 _ _ N11N22—Ni2Nay :
donde Qu, =1—Pa,, Qp, =1—Pp, y ¢g = N, es el coeficiente

V' de Cramer basado en una tabla de doble entrada, formada por los datos
de los atributos A y B en el dominio, con sus respectivos complementos y,

COU(ﬁAd7 ﬁBd) = ¢ar/Pa,Q4,P5,QB,-

El estimador de la varianza sera

~

AV(B3) =

Ps\’1—f n [s =~ SN P ——
(PBd> ng n— 1 |:PAdQAd + RngdQBd - 2Rd¢d\/PAdQAdPBdQBd:|(4.23)

si se cumple que n/(n — 1) ~ 1, podemos usar como aproximacién

— Ps\°1—7f
AV(PYy = (22
V( ’!’Ad) (PBd nd

[ﬁAd@Ad + P, 0, — 2Rabar P, @AdﬁBd@Bd]
(4.24)
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Su sesgo aproximado

5 Pg\? | V(P cov(Py,, P
B(Pr(i)d) — PAd (PB) ( Bd) ( Ag Bd)
Bq

P%  Pa,Pp
~ Ps\? ~ cov(ﬁA ﬁB)
B(PR)=(352) |RaV(Py,) — — 522
( TAd) (PBd d ( Bd) PBd
bajo un diseno M AS(N,n), sera
~ N1—f/[Pg\° ¢ar/Pa,Qa,PB,QB
B P(2) _ P . a4 ¢Aq” Ba'¢Bqg
( 'I’Ad) Nd n (PBd> AdQBd PBd

y su estimador

E(ﬁ(g) ) . 1— f n PB 2 ﬁ @\ _ ¢d\/PAdQAdPBdQBd (4 25)
rAl T ng n—1 \ Pg, Aawo b Pg, C
donde PA . = Pa,, la proporcién de individuos de la muestra que estan en el
dominio y que poseen el atributo A, QAd =1—pa,, PBd DB, QBd =1—-pg,
gbd = %\/—Zlﬁl?’ es el estimador del coeficiente V de Cramer a partir de
la tabla de doble entrada formada por los datos de los atributos A, B y sus
complementos en la submuestra del dominio sy (ver apéndice A).

4.1.3. Estimador de razon sintético

En este caso suponemos que el estimador de razéom R = g—“‘, valido para
B
la poblacién, puede usarse para estimar la proporcion P4, correspondiente al
dominio d, si se asume conocida informacion auxiliar en forma de totales de
dominio, es decir, se conoce Pp,. El estimador propuesto es

~ P
P% =RpPy, = ]3"‘ Pg, (4.26)
B

donde R = i—;, Py=n"t > i1 Aj, Pg=n"" > i1 By Pp, = N;! > jeu, B

La aproximacién lineal de Taylor para R es

1
R R+—(PA—RPB)
Pp
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de la cual se deduce que

~ 1 ~ ~
B

1

P2 [V(ﬁA) + RQV(ﬁB) — 2Rcov(ﬁA, ﬁB)} .
B

. . . 503 .
Ahora, una aproximacién para la varianza de PT( A)d sera

. Pr \2 . . PR
VAP = (P_B) [V(PA) + R?V(Pp) — 2Rcov(PA,PB)] (4.27)
B
y su estimador
. Pe \2 1~ ~ SO P
VAPY)) = (%) [V(PA) + R*V/(Py) — 2Réov(Pa, PB)] (4.28)
B

Una aproximacion para el sesgo

5 ~ ~ ~
5(3) PBd V(PB) CO?J(PA,PB)
B(P =P — 4.29
y su estimador
. ~ (Ps\?|V(Pg) cou(Py, P
B(P®) = B, ( Bd) (Pp) _ cov(Pa, Ps) (4.30)
¢ Pp P2 PsPg

Bajo un diseno muestral M AS(N,n) podemos escribir (4.27) como

2
VA(E(X;) = (]]\y__f;n (%) [PAQA + R*PpQp — 2R/ PaQaPsQp }
(4.31)

y su estimador

. 1 Pro \2T~ ~ e~ o [T I X
VAP = n—Jlt ( PBd) {PAQA + R*PQp — 2Rp\/ PaAQaPsQp ] :
- B

(4.32)
El sesgo dado por (4.29) sera
2
H(3) N—n (Pp, VPAQ4PpQp
_ _ 4

y el sesgo estimado

) ~ ~ ~ ~
E(ﬁ(?&) ) 1-f <@) ﬁ@B _ 9/25\\/ PAQ\APBQB | (4.34)

B
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donde ISA = pa, la proporcion muestral de individuos que poseen el atributo
Aenlamuestras, Qa =1—pa, P =ppy @ =1—pp. Sabemos que ¢ es el
estimador del coeficiente V' de Cramer, aunque en este caso habra que notar
que se calcula de forma similar a la indicada antes, pero con los datos de la
muestra aleatoria de tamano n.

4.1.4. Extension de los estimadores de razon a un diseno
general de muestreo

Consideremos el caso en el cual una muestra aleatoria s se selecciona de
acuerdo a un diseno general de muestreo, con probabilidades de inclusion de
primero y segundo orden, 7; y 7, respectivamente.

Sabemos por (4.6) que en ausencia de informacién auxiliar, el estimador de
la proporcion de individuos que poseen el atributo A en el dominio d, es Z3A =
N 7! > s, Aj/mj. Usando informacién auxiliar hemos definido el estimador de
razén dado por (4.18) o (4.13). Usando las propiedades de los estimadores de
H-T, podemos reescribir la expresién para la varianza como

. A: — R.B.
AV(Poy) =V (Z JW—Rd]> :

j€Uy J

AV (P,a,) = % 2, (myme = ) <%) (%)

d jkeUy

y su estimador

mo- () (2)(2) e

v
d jkesq Jk

con EJ = A] — RdB] y € = A] — EdB]
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4.1.5. Estimadores combinados de razon

Para balancear el sesgo potencial en los estimadores de razéon que hemos
desarrollado, proponemos cinco estimadores combinados de razén expresados
como una combinacién lineal, con pesos ponderados, de los estimadores Py,

~ ~

P&)d, Pﬁ)d y Pfj)d. Los estimadores que se pueden derivar son

~

P =aP,y, +(1—a)P} (4.36)

Slea) 5 5(2)

P = aPy, + (1 —a)P7, (4.37)

p) — o p 1—a)P® 4.38
’I”Ad_a Ad+( Of) rAg’ ( : )

P =aP) +(1-a)P) (4.39)

P =aP% +(1—a)PY (4.40)

donde 0 < a < 1.

Habré que estimar el valor para « en el sentido de minima varianza dentro
de la clase de estimadores de Pfﬁl’fi), k=1,---,5.

El estimador es de la forma

ﬁfj’“d) = at; + (1 —a)ty

donde t; representa el primer estimador y ts el segundo. Entonces, debemos
hallar el valor de ao que minimiza la varianza de Pf;’; ) Esta varianza estar dada
por

AV(PY)y =V [afy + (1 — a)t)]

=’V () + (1 — @)?V(ty) + 2a(1 — a)cov(ty, La).
Designemos por V| = V(a), Vy = V(fg) y C = COU(a,%\g). La varianza de

szz) puede expresarse como

AV(PY)Y = o®Vy + (1 — )*Va + 2a(1 — a)C. (4.41)

d

Minimizando esta expresion de la varianza obtenemos
plek)

aAV('PT’;kd )

e =2aV; —2(1 — a)Va + 2C — 4aC,
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igualando a cero y resolviendo para « se obtiene
207 —2(1 — a)Vo +2C —4aC =aV) — Vo +aVo + C —2aC =0

Vo —C
ot = ———————— 4.42
y es un minimo toda vez que
92AV (PY) SR
Td =2V1 42V —4C =2(V1 + Vo — 2C) =2V (t; — t3) > 0,

y concluimos que « minimiza la expresién para la AV(ﬁS@), por lo que el

estimador puede escribirse como
Pfiﬁ) = oprt1 + (1 — agpt)ta.

El la practica PT(Z'Z) no se conoce, dado que a,, depende de las varianzas
poblacionales, las cuales son generalmente desconocidas. En este caso, podemos
usar el estimador

P = Gopity + (1= G (4.43)
donde R L
- V(ty) — cov(ty, 1
Aopt = == (F2) — covl LQ)A . (4.44)
V(tl) + V(tz) - QCOU(tl, tg)
Operando algebraicamente en la expresion para la varianza de ﬁfj’z) en
(4.41), esta puede ser expresada como
5 ViVy = C?
AV(PYY) = 22— 4.45
( TAd) ‘/'1 4 ‘/'2 . 20 ( )

donde V; v V4 son las expresiones para la varianza de ¢; v ts, respectivamente
y C = cov(%\l,?g), generalmente desconocida, que debe estimarse. A partir de
esta ultima expresion, un estimador de la varianza del estimador éptimo puede
escribirse como
AV(PS) = VIV () - @ititgl (4.46)
V(tl) + V( 2) — 2CO’U<t1, tg)

Si asumimos que la covarianza C en (4.44), (4.45) y (4.46) es pequena,
entonces la aproximacién 6ptima para los pesos a,,; depende solamente de la
razén de varianzas, por lo que (4.44) puede escribirse como

Qopt = H——F (447)
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_ V()
donde F' = V@)

Ademas, la varianza de P;Z“d) con pesos 6ptimos oy, se reduce a

~ ViV
AV(PGy = 12
( TAd ) ‘/‘1 + ‘/2
y su estimador R
— V(h)V(E
AV(P%)) = V{)Vit) (4.48)

Adicionalmente podemos afirmar que, el ECM con pesos 6ptimos o se
reduce a

ECM(PS)) = aouECM (1) = (1 = op) ECM (£).

Se sigue de esta tltima expresién que la reduccion en EC'M conseguida por
el estimador éptimo con respecto al mas pequeno de los EC' M s que componen
al estimador esta dada por agp si 0 < ap < 1/2, e igual a 1 — agp, si 1/2 <
Qopt < 1. Asi la méxima reduccién del 50 % se consigue cuando ag = 1/2 0
F=1.

Si ocurre que la covarianza C' es grande, entonces la aproximacién éptima
para los pesos o, depende, ademas, de la covarianza, que debera estimarse.
Especialmente la covarianza de estos estimadores combinados es dificil de es-
timar, pero podriamos emplear una aproximacién usada por Eustat (2005),
como se muestra a continuacion.

Sabemos que

ECM(P'%)) = ECM [a(h) + (1 — a)(&)]

= a®ECM(h) + (1 = @)’ BOM (f) + 2a(1 — @) E[(f — Pa,,)(f2 — Pa,)]
Una posible aproximacion de
E[(a - PAdl)(%\Q - PAdz)] = E[%\l X %\2] - PAdzEﬁ\l] - PA@UEB\Q] + PA41PAd2
= Eﬁl X %\2] - PAdQ‘PAdl - PAdl(E[/t;] - PAdQ)
= Eﬁ\l X /t;] - PAdszdl - PAdl [Sesgo(t\?)]
~ E[(1)*] = PX,, — Pa,lsesgo(ts)]
= ECM[h] — Pa,[sesgo(tz))

En este caso E[f; x t3] puede aproximarse con E[(#;)?] debido a que la co-
varianza es distinta de cero solamente para los términos comunes de ambos
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estimadores, es decir, para los términos que intervienen en el calculo del es-
timador ;. En este caso asumimos que Py, = Pa,, = Pa,, li proporcig’n de
individuos en el dominio que poseen el atributo A y que VA(t;) > V A(ty), si
ocurre lo contrario, habrd que hacer los correspondientes ajustes en las expre-
siones para los estimadores de Pf;’“d) y su varianza.

Por lo anterior, un estimador del EC' M, estara dado por

ECM(P ck>) a2, ECM(t) + (1 — Qop)’ ECM (&)
+200p (1 — Qopt) {@ﬁ PAdl sesgol(ts) }

O como hemos expresado en (4.48), si asumimos que EC' M (ﬁfﬁl’; )) = V(ﬁ:;’“d)),
Sérndal, et al. (1992, pag. 174), entonces

(4.49)

Para un diseno de muestreo M AS(N,n) se sustituyen en (4.48) las varian-
zas 'y sesgo estimados dados por (4.23) y (4.25), (4.32) y (4.34), si la covarianza
C' es pequena, o en (4.49) si la covarianza es grande, para obtener las estima-
ciones de las varianzas de los estimadores combinados (4.36), (4.37), (4.38),
(4.39) y (4.40).

Entonces, los estimadores combinados y los estimadores de sus varianzas
seran, considerando el valor 6ptimo para «, los siguientes:

Para ﬁﬁgj,

P(zld) = QpPa, + (1 - aopt)ﬁr(i)da (4.50)

T

donde o) = =
V(PrAd) - COU(PAam PrAd>
V(Pa,) + V(P)) - 2¢00(Py,, PY))

~

Qopt =

(4.51)

Su varianza estimada, en caso de que la covarianza sea pequena, estard dada
por

(D H(1)
~ V(Pa P,
AV(P)) = = LEDIL A(l)) (4.52)
V(Pa) +V(F.4,)
y si la covarianza es grande

o~ ~ o~ 2

ey V@OVRR) = {VIPa) - PaB(PR))]
AV(Prjld) = (4.53)

V(Pa) + V(B —2{V[Pa] — Pa,[BE,)}
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Para ID\T(Z) ,

P = G Pa, + (1 — @) P, (4.54)

donde R R
opt e ~ A~ — —~ PN . .
V(Pa,) + V(PR)) = 2600(Pa,, PY)

Su varianza estimada, en caso de que la covarianza sea pequena, estarda dada
por

(4.56)

o P
AV(P'%?)) = — . (457)

Para ﬁr(z) )

P = Qe Pa, + (1 — @) P, (4.58)

donde R R
opt e ~ A~ — —~ PN . .
V(Pa,) + V(P)) = 2600(Pa,, PY)

Su varianza estimada, en caso de que la covarianza sea pequena, estarda dada
por

AV(PS)) = ——= (4.60)

. ]
AV(PY)) = ———— 5 P (4.61)
V(Pa,) + V(PR = 2{V[Pa) - Pa,[BS)}

Para P\,
rAq

Pr(ffd) = Gop P + (1 - aopt>P7"(i)d7 (4.62)

donde v (p® p1) H3)
V(P®Y - cou(PY P
aopt — ( TAd) ( 'r'Ad TAd> (463)

A
i p(l (3 —~ p1) HB)y’
V(P + V(PR —2d00(P)) , PY)
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Su varianza estimada, en caso de que la covarianza sea pequena, estard dada
por

VPOV (P

AV(P)y = — — (4.64)
VER) + VB
y si la covarianza es grande
DT/ (3 Sl 51) 1573 2
o VERVER) - {VIPR) - PRIB(EI)
VB L) = = =0 5 50 vIpW _ pW 5 p® (4.65)
V(PR + V(PR —2{VIPR) - P IB(PR) |
Para ﬁ;ﬁij,
P = @By, + (1= Gop) B, (4.66)
donde 5 5) 52 B)
V(P —cou(P P
aop ( T‘Ad) ( Ad ’V‘Ad) (467)

V(PO + V(P —2000(P%  PYY

rAg’
Su varianza estimada, en caso de que la covarianza sea pequena, estara dada
por

AV(P'Y)) = L (4.68)

y si la covarianza es grande

-~ o~ o~ 2
pte — VERIVER) — {VIER) - PRIBES )|
AV (Py)) = ( .

V(PE) + V(PR —2{VIPR) - PEIBRIN}

. : 50 B2) .
No se ha propuesto un estimador combinado entre P, y P. porque tienen
la misma varianza y no produciria ninguna mejora en la estimacion de Pj,.

4.1.6. Estimador combinado de razon 6ptimo

Observemos que el estimador usual ]3A . = Pa, puede obtenerse también
como p4, = 1 — qa,, donde g4, = n;l ZjGSd AS, (Aj representa las unidades
en la submuestra s; que no poseen el atributo A), entonces pa, tiene el mismo
comportamiento en la estimacion de P4, que g4, en la estimacién de ()4,.

Sin embargo, esta propiedad no se cumple para P, 4, los estimadores de razén
dados por (4.13) y (4.18), ya que se puede ver facilmente que }AjTAd #1-— @TAd’
donde Q4 = f%gQ By Y }A%Q = qa,/qs,- El estimador de razén complementario
para la estimacién de Py, ﬁr_q =1- @T, definido por Rueda et al. (2011), para
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el cual establecieron propiedades a partir de la comparacién con el estimador
directo de razén simple mediante el criterio de minima varianza, verifica que
si Py < Pg, entonces AV (P,) < AV(Pr.q) y P, es més eficiente que Prq; en
caso contrario, se cumple que es mas eficiente Pr_q

Esta teoria puede aplicarse a la estimacion de razén de P4 en dominios y
definimos el estimador complementario de razén como

ﬁTAdq =1- @TAd7 (4'70)

El objetivo consiste en definir un nuevo estimador combinado, usando una
combinacién lineal del estimador de razén dado por (4.13) o (4.18) con P, 4.
El nuevo estimador combinado es de la forma

~ ~ ~

PrAdoc = OéPTAd + (1 — Oz)PrAdq (471)

donde « es el peso que pondera a ambos estimadores y se obtiene de (4.42) si
la covarianza es grande o de (4.47) y si la covarianza es pequena. La expresion
para los pesos éptimos en el estimador compuesto (4.71) es

V(Pra,q) — cov(Poa,, P,
Qopt = ( Ade) cov( Ad> Ad‘])/\ , (4.72)

V(Pra,) + V(Prag) = 2000(Pray, Pragg)

y su estimador

A — V(ﬁh‘\dq) — @(ﬁh‘lw ﬁrAcM)
opt — ~ =~ ~ ~ =~ N
: V(PTAd) + V(PTAdq) - QCOU(PTAd'PTAdq)

, (4.73)

El término para la covarianza entre los dos estimadores se obtiene como
sigue

C COU( TAd7 PTAdq) COU( TAda - @TAd) - CO/U( T‘Ad7 QTAd) -

—OOU(EdPBd, ﬁZQBd) = _PBdQBdCOU(ﬁda }A?fz)

y en términos de las aproximaciones lineales para R, se obtiene

1 ~ ~
C = —Py,Qp,Cov [Rd + = (Py, — RuPy), R+
PBd QBd

(G, - ;@39]

o de forma equivalente

Iz (Pa, — RaPp,), RS+
By By

—Pp,Qp,Cov {Rd + (1- ]3Ad — Rg(1 - ﬁBd)):|
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0 también

1 - N N N
(PAd - RdPBd)ﬁRfi_l_ (1 - R(ci_PAd +R2P3d)

—PBdQBdCOU Rd +
Pg,

1
@b,
aplicando las propiedades de la covarianza y mediante sencillas operaciones
algebraicas obtenemos que

C = V(Pa,) + R4RSV (Pg,) — (Ry + RS)cov(Py,, Py,) (4.74)

y su estimador

C = V(P4,) + RyRSV(Pg,) — (R + RS)éov(Py,, Pg,). (4.75)
Entonces, el estimador éptimo estara dado por
ﬁ:ﬁia aOPtﬁTAd + (1 - aOPt)ﬁTAdQ' (4-76)

Si la covarianza es grande, esta se obtiene con (4.75) y su varianza estard dada
por (4.46); en caso del supuesto de covarianza pequeﬁa o cero, la varianza

se obtiene con (4.48). Para ambos casos, V(PTAd) = V(PAd) + RdV(PBd)
2R4c00(Pa,: Pp,) v V(Praw) = V(Pa,) + (B9)*V(Pg,) — 2Rgcov(Pa,, Pp,).

La expresién para la varianza del estimador éptimo se escribird como

V(Pra,)V (Pragq) — cov*(Pray, Prayg)

AV (P ) = —X & bl
V(Pa,) +V(Pray) —2cov(Pray, Prayg)

rAqa

haciendo las correspondientes sustituciones y operando algebraicamente, se
obtiene

AV(P:,]ZZ@) _ V(PAd>V(PBd) : COU2(PA¢17 PBd)
V(PBd)
cuya demostracion completa puede consultarse en un trabajo reciente de J.F.
Mufioz et al. (2011).
Bajo un diseno M AS(N,n), la expresion para la varianza del estimador
optimo es

(4.77)

N 1-— f PAdQAdPBdQBd — gb?lPAdQAdPBdQBd

AV(PR ) = — =
( rAdcx) Nd n PBdQBd
0 N1-f
AV(ER0) = §7 5 PasQa, (1= 83) - (4.78)
y su estimador
o 1 -
V(PR = L p,Qu, (- 3. (1.79)
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4.1.7. Estimador de razén multivariante
Caso de p atributos auxiliares con informacién a nivel poblacional

Asumamos ahora que el atributo de interés A esta asociado a p atributos
auxiliares By, - -- , B,, de los cuales se asume conocida Pp,, i = 1,--- ,p.

El estimador de razon en presencia de atributos auxiliares multivariantes,
a nivel de dominio, estara dado por

PAd.r]% = Z wipnd = WPrd, (4.80)

donde Pmd = RidPBi7 Rid = ggi, W = (wl, s ,wp) y Prd = (Pmd; ce 7Pr¢d>~

Como se observa en el estimador propuesto, se estimaran las proporciones
de razén para cada uno de los p atributos B y se ponderaran mediante los
pesos w;, ¢ = 1---,p, que deberan satisfacer la condicién Zp w; = 1 y seran
calculados de manera que se maximize la precision del estimador propuesto
P Adrme

La varianza de Py ..y Puede escribirse como
AV (P4, ) = wCw’, (4.81)

donde C = (c¢) se define como una matriz de dimensién p X p con ¢y, =
cov(Py,a, Proa), i #k,y ¢y = AV(P,,4), con i,k =1,--- ,p, donde

R Pr \? . R PO
AV(Pr,d) = (PBB;) |:V(PAd) + R?dV<PBld) — QRidCOU(PAd, PBid)]

V(]SAd) + RidedCOU(ﬁBm ZSBkd)

S Py, \’
cov(Py,a, Pria) = ( PBZ )
B;d

—RidCOU(ISAd, ﬁ&d) - deCOU(ﬁAd, ﬁBkd)

Bajo un diseno M AS(N,n), estas tltimas expresiones se escriben

Py \*N1-—
B > Ni-] Py, Qa, + R Pp.aQp.a (4.82)

AV(Pnd) - <PB-d Nd n

_R’Ld(bl \/PAdQAdPBZ’dQBid]
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y

)

cov(P,q,

Ps\° N1-
red) = <P§;> ETf[PAdQAd + RigRradix/ Pp,aQp,aPp,aQB.d —

Riain/ Pa,Qa,Pp,aQB,a — Rradr\/Pa,Q4,Pp,aQp,a]-
Una expresion para el sesgo de Py Loy SETA

Py \2 < [V (P, Py, Pp,
Bl> sz’PAd ( Bzd) COU( Ags Bld)

Dl _
Pp,q Pz 4 Pa,Pp,a

B(Pa,,y) = (

=1

su estimador

B(P Pe \'~ 5 | V(Psa)  ov(Py,, Py,
BPrun) = (12} S wiby, V000 P P

Ppa) = ﬁéid P, Pp,a
y bajo un diseno M AS(N,n),
~ = Pe\’1—f n & PPN ~ \/ﬁAd@AdﬁBid@Bid
B(Pa,,,) = =2 i | RiaQp.a — 1 -
( Ade) (PBid) ng n—1 ; w dQBzd ¢ PBid

(4.83)
Dado que C es semidefinida positiva, la desigualdad generalizada de Cauchy—
Schwarz puede usarse para mostrar que el 6ptimo w que minimiza AV (Py, ,,)

es
eC™!
Vot = oo
donde e = (1,--- ,1).
Sustituyendo w,,; en (4.81) obtenemos
1
eCle/

Bajo un diseio M AS(N,n), el estimador de P4, estard dado por

AV(AdrM>mm -

I

ﬁAd.r}\l = V/;701775]/-:\)ml (484)

1 ~

C_ C=(C) Cik = 00(Progy Prya), i # b,y G = V(Pra),

donde, Wopt = o0 1o’
coni,k=1,---,p,

PR PeN’1=f n (5 A 5 A
V(P,a) = (PBid) P (PAdQAd + R}, Pp,aQpia (4.85)

—QEC@ \/ﬁAd@Ad ﬁBid@Bid)
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y

PP P, \°1—f n
cov(Pr.4, Pra) = (ij.ld) 1

~ o~

P, Qa, + RiaRradir \/PBidQBidPBdeBkd -

R Prsons P — Friir [P @p@] |

Ahora, si n/(n — 1) = 1, entonces

)

. Pe \21— PN o~ P e e
V(P,a) = ( L ) / <PAdQAd + R2,Pp.aQp,a — 2Riad; \/PAdQAdPBidQBid)

Pp,q ng

y

. Pe \21—f ~ ~ - o o~ [ =
b ) / [P4,Qa, + RiaRradik \/PBidQBidPBdeBkd -

C/O\U(ﬁridv Pmd) - (Kd g

Rty 2,0, Pr.iQp,a — Bratny) Pa,0a, P |

donde QASZ se estima de la submuestra organizando los datos Ay B;, i =1,--- ,p,
con sus respectivos complementos, en una tabla de doble entrada. Se procede
de forma similar en la el calculo de ¢;, es decir, hacemos una tabla de doble
entrada con los datos de B; vy By, ¢ # k, con sus respectivos complementos
(ver apéndice A).

Caso de p atributos auxiliares a nivel de dominio

Bajo el supuesto de que se conoce informacion auxiliar a nivel de dominio,
es decir, es conocida Pp,, el estimador de P4, estara dado por

p

PAd.rl\l = Z w’LP’/‘zd = WPrd) (486)
i=1
~ ~ ~ P
donde P.q = RiaPpa, Ria = 5+
B;d
Obsérvese que la unica diferencia entre este estimador y el dado por(4.80)
se da en P, 4, el estimador de razén de la proporcion a nivel de dominio, toda
vez que se conocen Pg, para el caso de (4.80) o Pg,q para el caso de (4.86).
Bajo un diseno M AS(N,n) varianza aproximada y su estimador estaran

dados por

,W:(wla"' ’wp)yf)rd:(ﬁnd?"' 7ﬁrpd>'

N1-
= FTf Py,Qa, + R Pp,aQp,0 — Riadin/ Pa,Q4,P5,dQB,4
d

(4.87)

Av(ﬁnd)
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y

N1-—
ﬁ—f [P4,Qa, + RiaRradix/ Pp,aQ5,aPpdQ B —
d

Riapin/ Pa,Qa,Pp,aQp,a — Rradr\/Pa,Qa,Pp,aQB.d)-

cov(Pr.a, Prya) =

V(By='"1 "

ﬁAd@Ad + R2,PpaQp,d (4.88)

ng n—1

_2§id($i \/ﬁAdQ\AdﬁBid@Bid]

y

1—f n
ng n—1

00 (Pra, Pra) = PAd@Ad + RiqRyadi \/ﬁBidQBidﬁBdeBkd -
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4.2. Estimadores de regresiéon propuestos

4.2.1. Informacién auxiliar de dominio: se conoce Pg,.

Consideremos ahora, un estimador “tipo regresién” para estimar Py, la
proporciéon de individuos que poseen el atributo A dentro del dominio d, si
contamos con informacién auxiliar del atributo B asociada al atributo A a
nivel de dominio. El estimador propuesto es

pw

regAgq

— Py, + b(Pg, — Pg,) (4.89)

donde se asume conocido Pg,, la proporcion de individuos que poseen el atri-
buto B en el dominio d.

En este caso, b es una constante arbitraria conocida, que en el modelo de
regresion lineal para variables continuas representa la pendiente de la recta
de regresién, y Pp, es el estimador de Pp,. Aunque b se supone arbitraria,
deberia tomar valores preferentemente proximos al valor poblacional R o (3, el
coeficiente de regresion lineal de minimos cuadrados.

) . (1) . )
Una expresion para la varianza de P,/ 4, se obtiene como sigue

V(P)a,) = VI[Pa, +b(Py, — Ps,)] = V[Pa, +bPs, — bPp,]
V(ﬁ,fngd) = V(Py,) + b*V(Pg,) — 2bcov(Py,, Pg,) (4.90)

y tendra como estimador

A~ o~

V(P

regAq

) = V(P4,) + bV (Pg,) — 2bcov(Pa,, Pg,). (4.91)

Bajo un diseno muestral M AS(N,n), la varianza dada por (4.90) se escribe
como

V(ﬁr(elgAd) = % ! ; ! |:PAdQAd + b2PBdQBd - 2b¢d\/PAdQAdPBdQBd:|
’ (4.92)
y su estimador
‘7<ﬁr(elg)A ) = =g n [ﬁAd@Ad +b*Pp,Qp, — Qb&\d\/ﬁAd@AdﬁBd@Bd] 7
d ng n—1
(4.93)

o también

~ o~

1— fl~ ~ L Y =
V(PfelgAd) = ndf |:PAdQAd +b*Pg,Qp, — ngbd\/PAdQAdPBdQBd]

sin/(n—1)~ 1.
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En la practica b no es conocido y debe estimarse. Una expresion para b
puede hallarse minimizando (4.90) como sigue:

oV (BL )

0b

igualando a cero se consigue

= 2bV(133d) - QCO’U(ﬁAd, ﬁBd),

2V (Pg,) — 2cov(Py,, Pg,) = bV (Pg,) — cov(Pya,, Pg,) = 0

b cov(ﬁAd,ﬁBd)

V(ﬁBd)

que es un minimo porque
p1)
a2‘/<‘PregAd)

e = 2V (Pg,) > 0.

Entonces podemos escribir

cov(ﬁAd, ﬁBd)

bopt = ——=—=, (4.94)
' V(PBd)
y su estimador L
~ 0v(Py,, P,
by = OV Pas o) (4.95)
V(PBd)

Bajo un diseio M AS(N,n), (4.94) se escribe
— bar/Pa,Qa,Pp,Q5, /Pa,Qa,

opt — = (z)d

PBdQBd \/ PBdQBd

o3 \/ Pa,Qa,

y (4.95)

opt — ¥Pd —
\/ PB,@B,

y entonces, el estimador de regresién éptimo para Py, en (4.89) serd

ﬁ?“(c};Ad = ﬁAd +/b\0pt(PBd - ﬁBd)- (496)

Bajo muestreo aleatorio simple, la varianza de este estimador viene dada
por:

P,

’—PBdQBd> BdQBd
\/P

-2 ((lﬁd\/Pz%gz) ¢d\/PAdQAdPBdQBd]

5(1) . N1-— f
AV<PregAd) - Fd—

v/ P
Py,Qa, + <¢d YAy
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= N1-f
AV(Pr(elg),Ad) =N, n Pa,Qa,(1— ¢3) (4.97)
y un estimador de su varianza viene dado por:
P 1— f ~  ~
PBY,) = ~—LPaGa,0-3). (4.98)
9Aad ng — 1

4.2.2. Informacion auxiliar poblacional: se conoce Pp

Si se asume conocido Ppg, la proporcién de individuos que poseen el atributo
B en la poblacién, el estimador propuesto sera

~

28

regAqg

— Py, + b(Ps — Pg,), (4.99)

cuya expresion para la varianza sera

V(P2 ) =VI[Pa, +b(Py — Pp,)] = V[Pa, + bPs — bPpg,]
V(P2 )= V(Pya,) + b*V(Pg,) — 2bcov(Pa,, Pp,),

que es idéntica a la expresién dada por (4.90), por lo que el estimador (4.99)
para b 6ptimo bajo un diseno M AS(N,n) sera

p\’l“(j;Ad - ﬁAd +/b\0pt(PB - p\Bd)j (4100)
y su varianza estimada
~  ~(o 1—f ~ =~ ~
V(P2),) = - TP AR, (1= 7).

Observe que las varianzas y covarianzas para (4.89) y (4.99) son las mismas, ya
que solo difieren en las constantes Pp y Pp,. Ademas, los estimadores de las va-
rianzas son idénticos a los estimadores de la varianza del estimador combinado
de razén éptimo (4.79).

Estimadores de diferencia

Sib=1en (4.89) y (4.99), se obtiene el conocido estimador de diferencia.
Si se conoce Pp,
chil}Ad = Py, + (Pp, — Pg,), (4.101)

si se conoce Pg, R R ~
Péf}Ad = Pa, + (P — Pg,), (4.102)

o el de diferencia sintético

ﬁéf}Ad = Py + (Pg — Pp) (4.103)
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La varianza bajo un disefio M AS(N,n) para (4.102)
=~ N1-

AV (Pyira,) = /

y (4.101) es
N, n

Nl—

(PAdQAd + Pp,Qp, — 2¢\/PAdQAdPBdQBd>
« /P
Py,Qa, + Pp,Qp, — 5405,

m\/PAdQAdPBdQBd)

AV (Pyisa,)

N1-f
= Fd n [PAdQAd - PBdQBd] (4104)
y su estimador

. 1 —
AV (Puiga,) = !

n

— [ﬁAd@ 4y ﬁBd@Bd] (4.105)
. \/ PB,@5,
ya que sabemos que si b = 1, entonces ¢4 =

\/PAdQAd
Sin/(n—1) ~ 1, el estimador de la varianza se puede aproximar por
—_ ~ ]_ —
AV (Paga) =

o (PAd@Ad - ﬁBdQ\Bd>

Para (4.103), el estimador de diferencia sintético, se tiene

~ N—-—n 1—-f
AV (Puiga,) = N = 1n
y su estimador

[PaQa — PpQp] (4.106)
AV (Piiga,) = — f PaQa — PBQB] (4.107)
Es posible hallar, también, los correspondlentes estimadores combinados de
diferencia.

4.2.3.

Estimador de regresion sintético

En este caso suponemos que el estimador de regresion basado en la muestra
s, puede ser usado para estimar la proporcién Py, correspondiente al dominio
d, si se asume conocido, ademas, informacion auxiliar a nivel de dominio, es
decir, se conoce Ppg,. El estimador propuesto es
P® = Py+b(Pg, — Pp) (4.108)
gAd d
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éov(Py,Pg)
. Vi) e
La varianza del estimador de regresién sintético viene dada por:

siendo b =

5(3) - N —n 2
Av(‘PregAd) - (N — 1)nPAQA(]- ¢ ) (4109)
y su estimador

. 1—f ~ ~
AV(P,ES;Ad) = LP,Qa1 — Y. (4.110)

4.2.4. Extension de los estimadores de regresiéon a un
diseno general de muestreo

Hemos seleccionado una muestra aleatoria s bajo un diseno general de

muestreo, con probabilidades de inclusiéon 7; y 7. Usando informacién auxiliar

definimos el estimador de regresién de la forma (4.89) o (4.99), entonces, una

expresion aproximada de la varianza se obtiene usando las propiedades de los
estimadores de H-T,

~ A: — bB:
b= (525
=T
con b dada como en (4.94) o de forma equivalente,

EjeUd(Aj - PAd)(Bj - PBd)
ZjeUd(Bj - PBd)2 ,

b:

entonces

~ 1 E; FE
AV(PregAd) = m Z (ﬂ'jﬂ'k — 7Tjk) (W_]) (W_]]:)
J

d jkeUy

y su estimador

N 1 P .
AV (Pga) = 5 0 (2 (2) (). (a111)
: J J

con E] = A] — bB] y 6]' = A_] —/b\Bj
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4.2.5. Estimadores combinados de regresion

Con los estimadores de P4, dados por (4.6), (4.96), (4.100) y (4.108) se
pueden construir los siguientes estimadores combinados

P =aPy,+(1—a)P)), (4.112)
ﬁ(cg) _ ]3 1— ]3(2) 4113
regAqg Qi A, + ( Oé) regAq’ ( : )
P —ap 1—a)P® 4.114
regAg LA, + ( Oé) regAg’ ( : )

c (1 =~(3
Pregn, = 0Pliga, + (1= )P, . (4.115)

~(e ~ o ~3
P?”(ezx)‘ld = Oépr(e;Ad + (1 - &)PTFE;A(N (4.116)

donde 0 <a<lya= —%J‘:@;gc.

Si asumimos que la covarianza C' es pequena, entonces la aproximacion
6ptima para los pesos o, depende solamente de la razén de varianzas, por lo

que puede escribirse como
1

aopt:1+F

V(t1)
donde F' = —==.
5 Vi) | | |
Bajo este supuesto los estimadores combinados y los estimadores de sus
varianzas, considerando el valor éptimo para «, son los siguientes:

Para P\

regAg’
P = GopPa, + (1= Gop) P s (4.117)
y su varianza estimada
= B V(Pa)V(Priya,)
AV(PE), )= =202 IS (4.118)
V(PAd) + V(PregAd)
Para ﬁfg;;d,
(e ~ B ~ D2
Pr(e;Ad - aOptPAd + (1 - Oéopt)P»,«(eg)Ad7 (4.].19)
y su varianza estimada
= s | VPV(BGA)
AV (P oa,) = (4.120)

V(Pa) + V(P2 )
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Para P

regAq’
y su varianza estimada
Sy VPV(PE,)
AV(PTESAd) — — A?S)d (4.122)
V(Pay) +VI(Poga,)
plca)
Para Pre;l A
e ~ p ~ (3
PT(e;-)Ad = aOPtPr(e;Ad + (1 - aopt)Pr(e;Ad, (4123)
y su varianza estimada
. PRY )0 (PY
AV(FiE) = = E(f)eg“) L ’fg(g‘)d) : (4.124)
V(PregAd) + V( regAd)
plcs)
Para P07, , - i, y
P = Gop P + (1= Gop) Py s (4.125)
y su varianza estimada
S V(PEV(Frea,)
AV(PS), ) = S (4.126)

donde f/(ﬁAd) esta dada por (4.11), V( ) = V(Pr(f;Ad
(4.98) y 17(18(3) ) esta dada por (4.110).

regAgy

) estda dada por

4.2.6. Maultiples atributos auxiliares conocidos a nivel
de dominio

Consideraremos conocidos, en el modelo de regresién (4.89), B = (By, - -+ , By)
atributos auxiliares, en el cual b;, ¢ = 1,--- ,p, se conoce para cada atributo
auxiliar o se estima a partir de (4.95). El modelo para estimar P, puede
escribirse como

p
Bregagn = Pag + Z bi(Pp,a — Pp,a) (4.127)

i=1

donde Py4,, Pp,q son las proporciones muestrales de A en el dominio y B; en
el dominio para el i-ésimo atributo B, respectivamente; Pp 4 es la proporcion
poblacional de B;,.
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Su varianza estimada se obtiene como sigue

Av<ﬁregAdM) = E[ﬁregAdM - PAd]2
= E[(Pa, — Pa,) + 01:(Pp,a — Pp,a) + -+ + bi(Pp,a — Ppa)l”
p p
=V(Pa,)+ Y bV(Ppa) =2 _bicov(Pa,, Ppa) + 2 _ bibrcov(Pp,a, Pr,a).
i=1 i=1 i#k

Entonces,

p
Av(-PregAdM) = V(PAd) + Z szV(PBzd)

=1

p
—2 Z biCOU<PAd, PBid> + 2 Z bibkCOU<PBid, PBkd) (4128)
i=1 i#k

o de forma matricial

AV(ﬁregAdM) = eVe’
donde e= (1,--+ ,1)y V= (vy) = cov(ﬁAd, biﬁBid), coni=1,---,p.

Un estimador para la varianza dada por (4.128) se escribe

p
V(Pregapr) =V (Pa,) + Y UiV (Ppia)

i=1

-2 Z b;cov PAd, PB a) +2 Z b;br.cov( PB ds PBkd) (4.129)
i#k

Ahora, bajo un diseno M AS(N,n), (4.128) serd

_ Ni-f
AV (Pregagm) = N, o —[Pa,Qa, + ; b; Pp,aQ B4
-2 Z bidin/ Pa,Qa,Pp,aQpia + 2 Z bibrdir\/ Pp,a@p,aPpaQpyal (4.130)
i#k
y su estimador
SN 1—f
V(Pregagm) = pP— [PAdQAd + Z b2 P5,4Q 5,4

-2 Z b1¢1\/PAdQAdPB iQpa+2 Z bibi ik \/PB 1Qs, dPBdeBkd] (4.131)
i#k
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Igual que en el caso univariado, b éptimo sera de la forma

cov(ﬁAd, ﬁBl.d)

opt — = 5

V(Pp,q)

entonces podemos hallar el estimador éptimo de (4.127) y del estimador de la
varianza (4.131) como

p
Py =Pa, + > bi,(Psa— Psa)

i=1
y V(ﬁfep ; ) sustituyendo los correspondientes valores 6ptimos de b.

Otra opcién consiste en considerar pesos ponderados w; de dominio, en el
cual se tienen también p atributos auxiliares B;, los cuales estan disponibles
en cada dominio de tamano N;. Ademads, sea ?;, la razén de Py, y Pp,q, con
it =1,---,p. Entonces usaremos el siguiente estimador de diferencia ponderado
para estimar, de una muestra aleatoria simple de tamano n, la proporcién de
individuos que poseen el atributo A dentro del dominio d:

Pt = wit; (4.132)

donde t; = P, g Ri(ﬁBid — Ppa) y Py I ﬁBid son las proporciones muestrales
de los atributos A y B, respectivamente. La cantidad Pg,4 es la proporcion
poblacional de B; en el dominio y w; son pesos que satisfacen la condicién
> P w; =1y serdn calculados de manera que se maximize la precisién del
estimador propuesto es decir, que minimicen la varianza del estimador. El

Hpond
estimador F.. 4 ), es insesgado y su varianza estd dada por

V(PfeogrfdM Z Z wiwgcov(ti, ty,) (4.133)
ik
donde
cov(t;, ty,) = cov[]gAd — Ri(Pg.q— Pp.a). ﬁAd — Rk(ﬁBkd — Pp,4q)]
= V(PAd) - RiCOU(PAdv PBid) - RkCOU(PAd7 PBkd) + RiRkCOU(PBid, PBkd)

por lo que
d
V(Bregan) = Z Z wiwg[V(Pa,)

—Ricov(Pa,, Pp.a) — Rrcov(Pa,, Peoa) + R‘chov(pB 4> PByd)]
V(PP ) =30 wany, = wVw’,  (4.134)

i k
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donde
Vijp = V(ﬁAd) — Ricov(ﬁAd, 1332.(1) — chov(ﬁAd, ﬁBkd) + Richov(ﬁBid, ﬁBkd),
V = (vy) y w = (wy,- -+ ,w,), siendo w’ el traspuesto de w.
Un estimador para la varianza sera
V(P ) = Z Z wiw[V (Pa,) — Riéov(Py,, Ps.q) —

RkCOU(PAd, PBkd) + RiEkC/O\U(ﬁBid, ﬁBkd)]' (4135)

Para un diseno M AS(N,n) la varianza dada por (4.134) es
N1-f
ond
V(Pregag) = ) > wiwk[Pa,Qa,
ik

—Ridin/ Pa,Qa,Pp,aQp,a — Ridr\/Pa,Qa,Pp.aQpa +
R;Ry.¢ix\/ Pr,dQ5,dPp,,aQ B, d]

N 1-— N 1 —
V(‘PfeogfdM f Z szwkyzk - f ’, (4136)

y su estimador

on 1 - f
V<P1£DegAddM) Z Z W; Wy PAdQAd

Ny n—l

Rit: \/ﬁAd@AdﬁBid@Bid — Ry \/PAdQAdPBdeBkd +

R:Riou \/ﬁBid@BidﬁBkd@Bkd] (4.137)

o de forma matricial
- on 11— f n ~
v(ﬁfegde> = < ng n— 1) Zzwikaik
ik
1— ~
_ ( fon ) wiw’ (4.138)

ng n—1

o sus formas reducidas si suponemos que n/(n — 1) ~ 1.

Un procedimiento propuesto por Olkin, I. (1958), nos permite establecer que
el peso 6ptimo w; estd dado por

Suma de los elementos de la i-ésima columna A~!

(4.139)

w; =
! Suma de todos los elementos 2 de A~!
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donde A~! es la matriz inversa de A. Usando los pesos éptimos el estimador
de la varianza encontrada es

~ 1—
V (Dregagn) = ( f_n ) /(Suma de todos los elementos i de A1)

Ng N —

o también

1—f

Nq

XA/(ﬁTegAdM) = ( ) /(Suma de todos los elementos i* de A™1)

sin/(n—1)~ 1.

A partir de los resultados anteriores, el estimador 6ptimo de Py, sera
Pross ot = wi't; (4.140)
i

y un estimador de su varianza estard dada por (4.136), pero con pesos 6ptimos.
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4.3. Estimadores de calibracién propuestos

Deville y Sérndal (1992), introducen la teoria general de estimadores de
calibracion para totales poblacionales. El objetivo consiste en estimar el to-
tal poblacional, extendiendo una idea de calibracién de Lemel (1976), Deville
(1988), usada en una poblacién con totales conocidos para modificar los pesos
de diseno de muestreo basicos que aparecen en los estimadores de Horvitz-
Thompson, por nuevos pesos, tan préximos como sea posible a los pesos de
diseno para una métrica dada, que satisfagan una ecuacion de calibracién. Se
minimiza la distancia entre los pesos, se hallan los pesos de calibracion y se
estima el total usando los pesos calibrados. Theberge (1999), usé la idea de
calibracion para estimar varianzas; la formulacién del problema de calibra-
cién es méas general que la dada por Deville y Sarndal (1992), ademés de usar
medidas arbitrarias de distancia en la estimacién. Estevao y Sérndal (2000),
probaron que las distintas medidas de distancia propuestas en los estimadores
de calibracion producen resultados aproximadamente idénticos, por esa razén
desarrollaron una aproximacion alternativa, la forma funcional de los pesos
calibrados. Spiegelman, D. et al.(2000), propusieron un estimador eficiente de
calibracion para regresion logistica y otros modelos de regresion lineal generali-
zados. Kott (2006) definié los pesos de calibracién para satisfacer las ecuaciones
de calibracion y dar un estimador bajo el diseno consistente. Una generaliza-
cién del procedimiento clasico de calibracién la encontramos en Guggemos, F.,
et al.(2010) y se denomina procedimiento de calibracién penalizada. En esta
seccién abordaremos la estimacion de calibracién para proporciones a partir
de las ideas iniciales y usando la forma funcional de los pesos de calibracion.

4.3.1. Estimaciéon de una proporcién para el dominio

Como es usual consideremos asociado con A; un solo atributo auxiliar B;
de forma tal que para los elementos j € s, los vectores (A;, B;) son observados
y se cumple que B; = 1 si la j-ésima unidad posee el atributo By B; = 0 en
caso contrario. Asumimos conocido el total de B o la proporcion Pg a nivel de
de dominio, es decir, T, 0 Pg;.

La proporcion poblacional del atributo A en el dominio Uy, estd dado por

1
Py, = N >4 (4.141)

jeUq

y si designamos por d; = 1/m;, los pesos obtenidos mediante las probabilidades
de inclusion de primer orden (la d con que designamos este peso, no significa
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dominio), entonces el estimador de Horvitz-Thompson sera

~ 1
PAd - =< Z dej (4142)
Ny

JESsd

que es idéntico al dado por (4.6), en el cual no se incorpora la informacién
auxiliar disponible en la fase de estimacion de la proporcion de A, a nivel
de dominio. Para estimar esta proporcion por el método de calibracién, lo
haremos a partir de la estimacion del total de dominio, toda vez que (4.142) es
no lineal. Una forma de incorporar la informacion auxiliar en la estimacién de
T, consiste en modificar los pesos d; por pesos nuevos w;, usando las técnicas
de calibracién introducidas por Deville y Sérndal (1992).

Siguiendo a Deville y Sérndal (1992) obtenemos un estimador de calibracién
para el total del atributo B de la siguiente forma:

Asumimos que
Tp, =) _ B

j€Uq

se conoce a priori. Dada una muestra s, conocemos B y B;,, los valores del
atributo auxiliar para las unidades muestrales y para la submuestra en el do-
minio de interés. Deseamos hallar los pesos w;, para j € s, tales que

Tp, =Y w;B;=Tp, (4.143)

J€Sa

y los w;’s estan proximos a los d;’s.
Como una medida de la distancia entre los w;’s y los d;’s, usaremos la
distancia Chi-cuadrado y nuestro objetivo es minimizar

6=Y —(“’J’d_ 4)° (4.144)

sujeto a la condicién

donde las ¢; son constantes positivas conocidas no relacionadas a las d;.
Usando el método de multiplicadores de Lagrange para optimizacion res-
tringida obtenemos la expresion

Lw..d.) = M_Q B. 4.145
(wy, ])_Z doa. ij J- (4.145)
JEsq 345 J€sq
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Derivando (4.145) con respecto a w; e igualando a cero obtenemos
wj = d]' + )\djq]'Bj. (4146)
Ahora, si multiplicamos (4.146) por B; y sumamos sobre la submuestra con-

seguimos
> wiBj =Y d;iB;+\> dig;B}

JESq JESq J€Ssq
TBd = TBd + )\Zdjq_ij
J€Sa

donde BJZ = Bj, por definicién de B;. Entonces resolviendo para A se obtiene

A= _TBd — de
2 jesa 0 B;
por lo que
> Ty, — Tp
' Jezsd ]ezsd ZjEsd djngj
- T T
o= s X (S Yo
JESa JjESsq ]Esd 795
=~ ~ (T T
TAdw = TAd + ="+~ —Ba "B Bd Z QijAj. (4147)

Z]Esd 4 B;

El estimador dado por (4.147) tiene la forma de un estimador de diferencia
generalizado, donde
Y ies, 4345 BiA;

> jess 44 B;
por lo que su varianza aproximada estard dada por

JESd

h—

AV(Tu) = V(Ty,) + bV (Ty,) — 2bcov(Ta,, Tp,) (4.148)
y su estimador
AV (Ta) = V(Ta,) + 0V (Ty,) — 2bcov(T,, Ts,) (4.149)

Asumiendo un disefio M AS(N,n) con ¢; = 1 Vj € U, el estimador dado
por (4.147) se escribe

A~

. . T N
Taw = Ta, + 224(Ty, — Tp,), (4.150)
Bg
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donde T\ABd = Z]Esd A;B;.

Su varianza aproximada serd

. . P 2 P PR
AV(Ta,) = N2 |V(Py,) + (ﬂ> V(Pg,) — 2 (%) cov(Py,, Pg,)

PBd Bd

=L B. : .
con Pap, = - > iev, AjBj. De forma equivalente podemos escribir

—~ N 1 _ P 2
AV(Taw) = Ng_—f[PAdQAd + ( ABd) Pp,Qp,
Nd PBd
P
—2 ( ;Bd) $ar/Pa,Qa,P5,QB,] (4.151)
Bq
y su estimador

AV (Ta ) = N2

n

~ 2
1—f 5~ (P 5 A
n—d[PAdQAd_i_(ﬁ d) Pg,Qp,

1 By

n

P\~
—2 ( ij) 0\ PrGa,Ps,Op, ] (4152)

By

donde ¢q4, el coeficiente V de Cramer, se estima de la submuestra s,.

Sabemos que T4, = NgPa, . y como nos interesa estimar la proporcién obte-
nemos que

~ 1 ~
Pagw = ETAdw (4.153)
si Ny es conocido y
~ 1 ~
Ppyw = =Ty (4.154)
Ny

si N4 no es conocido, por lo que estamos ante la presencia de un estimador de
razon de totales.
La varianza de (4.153) sera

. 1 ~ 1\?
AV(Pag) = Vi ol = (F) V(T

N2 R R ~ -~
= (5;) [VPa) + 8V (P — 20000(P. P



160CAPITULO 4. APORTACIONES A LA ESTIMACION DE PROPORCIONES

y su estimador

BN N\2r~ ~ SN PP
AV (Payw) = <E) [V(PAd)+/b\2V(PBd)—chov(PAd,PBd) . (4.155)

Para (4.154), toda vez que es una razén de estimadores, su varianza apro-
ximada estara dada por

N

2
F) [V(PAd) + b2V(PBd) — 2bcov(Pay,, PBd)] (4.156)
d

AV[Py,) = (
y su estimador

. N\%r~ ~ o~ PP
mw%d:(ﬁ)[wﬂm+wwﬂm—%mﬂxfaﬂ- (4.157)
d

Bajo un disenio M AS(N,n) el estimador de la varianza dado por (4.155)
se escribe como

~ 2
SN N\°1—fN;—1 ng .~ = Pag,\ 5 A
AV[Pyw] = | = P L) p
[Pigul (m) n z\f—1nd—1[f‘dQAd+ 5 595,

P\
—2 ( de> ¢d\/PAdQAdPBdQBd ]

By

~ 2
— N1-f ng [5 A P 5 A
AV[PAdw] - Fd n fnd i 1 |:PAdQAd + ( gBd> PBdQBd
By

p ~ = = = =
_2<£Bd>¢d\/PAdQAdPBdQBd:| (4158)

By
y el estimador de la varianza dado por (4.157)
P AB,

2
[ ﬁAd@Ad + < ﬁ ) ﬁBdQ\Bd (4'159)

By

1—f n

ng n—1

P ~ = < = =
—2 ( :‘Bd> ¢d\/PAdQAdPBdQBd ]

By

AV[Py,0] =
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4.3.2. Estimador sintético de calibracién

Sabemos ya que un estimador sintético de dominio se obtiene usando un
estimador directo apropiado para un area grande, bajo el supuesto que las
areas pequenas tienen las mismas caracteristicas que el area grande. Entonces
el estimador sintético sera de la forma

S -~ (Tp — TB
Tapw=Ta+ —=2—L2N"d,q;B; A, (4.160)
! Z]Gs d;q; B; Z 74

JEs

es decir, tiene la forma de un estimador de diferencia generalizado a partir de
la muestra s, con b= 3, d;q;B;A;/ ) e, d;q;B;.
La varianza aproximada del estimador es de la forma

AV (Tap) = V(Ta) + 0V (T) — 26Cov(Ta, Tp) (4.161)
y un estimador de su varianza
AV (Ta ) = V(T4) + b2V (Tg) — 2b6Cov (T4, T). (4.162)

Bajo un disefio de muestreo M AS(N,n), con g; = 1, el estimador de su
varianza sera

n—= B
—2 <i) ) o\ PaQaPsQp } (4.163)
B

A;B; y ¢ es el coeficiente V' de Cramer en la muestra.

~ 2
. 1 — P ~ ~
AV (Ta ) = N? / [PAQA + ( }jB) Ps0p

donde Py = n~? 3

JES
Los estimadores de la proporcién de dominio y su varianza pueden obtenerse

si sabemos que T4,y = NgPa,w, entonces

1 ~

Payw = v T (4.164)

si se asume NNy conocido.
La varianza de (4.164) sera

. 1 ~ 1\2
AV (Pay) = Vi Tl = () VTl
d

= V(Py4) + b*V(Pg) — 2bcov(Py, Pg)
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y su estimador
AV (Pyw) = V(Py) + bV (Pg) — 2bcov(Py, Pg). (4.165)

Bajo un diseno M AS(N,n) y ¢; = 1, el estimador de la varianza dado por
(4.165) se escribe como

~ 2
AV[Pagu] = - _ch [PAQA + <—£B> PrOp
B
P ~ [~ =~ =~
—2 (—fB> ¢\ PaQaPpQp ] (4.166)
Pp

donde ﬁAB =nty A;B;y ¢ es el coeficiente V' de Cramer en la muestra.

JEs
Al igual que en los casos anteriores, es posible construir un estimador combi-
nado de estos estimadores.

4.3.3. Estimacién calibrada para el caso multivariado

Consideremos ahora un atributo A relacionado con p atributos auxiliares
By, .-+, B,, el objetivo es hallar el estimador calibrado del total de dominio
T4, en presencia de dichos atributos auxiliares, a partir de los resultados de
Deville y Sarndal (1992).

Siguiendo el procedimiento usual de calibraciéon, debemos incorporar la
informacion auxiliar proporcionada por los p atributos auxiliares, considerando
nuevos pesos wj, sujetos a las siguientes condiciones

TBid: ZB”:ZUJ]BZ] Z:]_,,p

J€eUq JESd
! .
Sea Ty, = (IBa, -+ ,TB,a) €l vector de totales de cada uno de los p atri-
/\l A~ AN
butos auxiliares, los cuales se asumen conocidos; Ty 4 = (T, ,T,q) €l

vector de estimadores de Horvitz-Thompson de los totales para cada uno de
los p atributos auxiliares a nivel de dominio, donde la j-ésima observacion
tendra asociado el vector B:i = (B, -+ ,Byp;) y el estimador de de H-T del
total para el i-ésimo atributo auxiliar sera

fBid:Zijij Z:L , P
JESd
El estimador calibrado del total serd de la forma

Tapw =Y wiA; (4.167)

J€sq
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Minimicemos la distancia chi-cuadrado entre los pesos iniciales y los nuevos
pesos, bajo las condiciones dadas, usando el método de multiplicadores de
Lagrange para optimizacién restringida y los nuevos pesos seran

-1
w; = d; + (Tpa— Tpa) (Z ijjB;) d; B;, (4.168)

JESd

entonces el estimador calibrado con los nuevos pesos sera

-1
Tapw=Y_ diAj+ (Tpa—Tpa) <Z ijjB;> > d;B;A;

JESsq VISCY] JESd

o de forma equivalente
Tiayw=Ta, + (Tpa—Tpa)b (4.169)

donde b = (Xjes, 4iBiB)) ™' Y i, diBjA;, Bj es una matriz de dimension
pXng, Ajesun vector de ng x 1, la matriz (3, ijjB;-)_l es de dimensioén
p X p y no singular para que el estimador pueda obtenerse.

Una expresion para la varianza del estimador sera

AV (Taye) = V(Ta,) + 02 V(Tpa) —2b>_ cov(Ta,, Tp,a)
+20Y " coo(Tpa, Tpa) =1, pyi#k (4170)
ik
donde b = (ZjEUd ijjB;)il ZjEUd ijjAj-
Un estimador de la varianza sera
AV(Tagw) = V(Ta,) + Y V(Tpa) — 2 cov(Ta,. Tp,a)
itk

El objetivo es estimar la proporcion del atributo A relacionado alos By, -+, B,
atributos auxiliares, entonces

N

- Thow 1 1~ .
= tAw [TAd—i—(TBid—TBid) b

P = =
A =N TN,
P = Pa, + (Pp,a— Ppa) b (4.172)
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si Ny es conocido y

s j:' w 1 - s e
PAdw — % — ﬁ |:TAd —|— (TBZ-d — TBid) b]
d d
~ N, r~ -~
Ppyw = ﬁd [PAd + (Pp,a — Pp,a) b] (4.173)
d

si Ny es desconocido.
Las expresiones para las varianzas de (4.172) y (4.173) seran

AV(ﬁAdw) = V(ﬁAd)—{—b2 Z V(ﬁBid)—% Z cov(ﬁAd, I/D\Bid)+2b Z cov(ﬁBid, ﬁBkd),

i#£k
~ NA\Z .~ ) ~
AV(PAdw) = ﬁ [V(PAJ) +b Z V<PBid)
d i
—2b Z COU(ﬁAd, ﬁBid) —|— 2b Z COU(ﬁBz.d, ﬁBkd)]y
% i#k

respectivamente, y sus estimadores

ﬁ(ﬁAdw) — ?(ﬁAd)_F/b? Z ‘A/(Ingd)—QEZ C/O\U(]/D\Ad, ﬁBzd>+2/l;Z C/O\”U(ﬁBid, I/D\Bkd)y
(4.174)

I N2 ~ . PR - PP
AV (Pa,.) = (%) V(Pa,) + > V(Ppa) —2b> _ cov(Pa,, Pp,a)

+2b " c0v(Pp,a, Pp,a))(4.175)
ik

4.3.4. Estimacién de proporciones a partir de variables
instrumentales

Consideraremos ahora el enfoque propuesto por Estevao y Sarndal (2000),
que consiste en modificar el requerimiento de minimizacién de la medida de
distancia en la estimacion de calibracién y adoptar la forma funcional de los
pesos de calibracién

para algtin vector instrumental z;, donde A se determina de la restriccion.



4.3. ESTIMADORES DE CALIBRACION PROPUESTOS 165

La estimacion del total poblacional se hace de forma similar a la utilizada
hasta ahora y se obtiene la expresion

Tw="Ts+ (Ty — Tp)b, (4.177)
donde /gz = (Zd dejB?)_l Zd ZjAj.

Como antes, si By = (Byj,- -+, By;) el vector de atributos auxiliares para la
J-ésima unidad. La informacién auxiliar consiste del vector de totales Tz, =
ZjeUd Bj, compuesto de los p totales conocidos ZUd B;; para i = 1,--- p.
Adicionalmente definimos un vector instrumental z; = (z1;,--- ,2;)’ para
todo j € s, tal que

(a) dim(z;) = p = dim(By), y
(b) la matriz djsz;‘»F, de dimensién p X p es no singular.

En el presente trabajo estudiaremos la estimacion del total y proporciones
de dreas pequenas usando como variables instrumentales z; = (1,B;) v z; =
(X5, By).

Para la estimacién a nivel de dominio debemos hallar los pesos calibrados
wq; que satisfagan las ecuaciones de calibracion

E Wq 25 = g zj = 2y, donde z; = (1,B;)"
J€sd Jj€Uq
o de forma equivalente
E Wq.; = Nd y E wd_ij = E Bj.
J€sq J€Ssq Jj€Uq

Entonces, el estimador de calibracién para el total a nivel de dominio sera
T\Adw = T\Ad + (T, — T\Bd)ng (4.178)

donde bz = (Zjesd desz;)il Z]Esd djszj-

En este caso la variable instrumental z; = B;, por lo que el problema se
reduce al caso univariado que hemos trabajado en el apartado anterior y los
estimadores del total y su varianza, de la proporciéon y su varianza a nivel
de dominio, estarfan dadas por (4.150) y (4.152), (4.153) y (4.155) para Ny
conocido y (4.154) y (4.157) para Ny desconocido.

Ahora, asumimos que las ecuaciones de calibracién son

ijzj = sz = 2y donde z; = (X;,B;)"

jEs jeUu
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que pueden ser expresadas como
D wi=Nay ) wiBj=) B
jEs jEs jeUu
entonces, el estimador calibrado del total sera
Ta, =Ta+ (T — Tp)"b., (4.179)

donde b, = (> jes deijT)*l > ies djzjAj, v entonces, el estimador calibrado
(4.179) se reduce al estimador sintético del total de dominio.
Una expresion para la varianza serd

AV(T4,) = N2V (Py) + b2V (Pg) — 2bcov(Py, Pp)]
y su estimador
AV (Ta,) = N*[V(Py) + b2V (Pg) — 2béov(Py, Pp)). (4.180)
El estimador de la proporcién a nivel de dominio sera
P4, = Pa, + (Ps, — Pg,)b- (4.181)

teniendo en cuenta que Ny puede ser conocido o no, en la estimacion de Py, y
Pp

a4

Siguiendo los trabajos de Estevao y Sarndal (2006), Lehtonen, Séarndal y Vei-
janen ( 2008) y Kim y Park (2009), podemos usar la variable instrumental
z; = (1, A\j)T, donde A\j se estima por regresion logistica binaria. El estimador
del total a nivel de dominio sera

Ta, =Ta, + (Is, — Tp,) 0., (4.182)

donde los pesos calibrados deben satisfacer la ecuacién de calibracion

~

T
E Wqj25 = E z; = 2y,, con z; = (1, A;)

J€sd Jj€Uq
y las restricciones de calibracion
E wdj:Ndy E wdej: E AjITAj.
JESq JESq jeUy

Para este caso b se estima por

-1
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Para hallar ﬁj, asumimos que A; = Agjluqg ~ Bin(n, Pa,;) y denotemos por
pa, = Pa, y 04, = Pa;(1 — Pa,), la media y varianza de A; dado p;, respecti-
vamente. La distribucién condicional de A; pertenece a la familia exponencial
natural, y entonces

b o)

i ) = B;8+ ) .:]-7"'7N7
A 1+exp{77j} Uk ;ﬁ Ud, J d

que tendra por estimador

5 _ el

P 1 o~ A‘:B‘Aa .:1a"'7N7
] + exp{i);} 1j iB, d

donde 3 se estima por minimos cuadrados ponderados o por maxima verosi-
militud iterativa con Newton-Raphson de la muestra s.

Ahora, Py; = Jia; = A;j es la probabilidad de que el individuo j tome el
valor 0 o 1 y estamos en condiciones, ahora, de estimar el total y la proporcion
a nivel de dominio usando (4.182).
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Capitulo 5

Estudio de simulacion.
Aplicacion a datos de dengue

5.1. Descripcion del estudio de simulacién

Descripcién de la poblacién simulada

Con el fin de comprobar el comportamiento real de los estimadores pro-
puestos se ha realizado un estudio completo de simulacién. Centramos nuestro
estudio en una poblacién simulada que denominamos PopSIM. La poblacién
simulada de tamano N = 30000 estd dividida en 30 dominios (6 de tamafo
500, 6 de tamano 750, 6 de tamano 1000, 6 de tamano 1250 y 6 de tamano
1500) de forma que estos incluyan diversos escenarios en funcién de las propor-
ciones poblacionales y el coeficiente V' de Cramer entre la variable de interés y
las variables auxiliares. En concreto, las poblaciones correspondientes a cada
dominio se generaron de forma que, z; ~ B(N, p),yis ~ B(N,p) son indepen-
dientes e y; = x;v;5, donde p varia entre % y %. Ver tabla (5.1).

Descripciéon del proceso de simulacion

El procedimiento a seguir para esta poblacion sera realizar 1000 iteraciones
del siguiente proceso:

= Seleccionar una muestra aleatoria simple de tamano 900.

= Evaluar los estimadores propuestos asi como el estimador directo para el
dominio de interés considerado y una estimacion de su varianza.

Los resultados de las 1000 iteraciones nos permiten evaluar la eficiencia
relativa porcentual (RE) con respecto al estimador directo para el dominio,

169
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Tabla 5.1: Caracteristicas de la poblacién simulada.
Poblacién generada U, de tamano N = 30000, con P4 = 0,4882, Pg = 0,6706
y ¢ = 0,68456. Tamano Ny, proporcién del atributo de interés P4,, del atributo
auxiliar Pp, y coeficiente de Cramer ¢, entre atributos por dominio Uy

Uy Ny Pa, Pg, Pd

Uy 500 0.0400000  0.2340000 0.3693183
Us 500 0.0660000  0.2760000  0.4305398
Us 500 0.1040000  0.2980000  0.5229054
Uy 500 0.0820000  0.3000000  0.4565349
Us 500 0.1120000 0.3620000 0.4714749
Us 500 0.1320000  0.3780000  0.5002377
Uy 750 0.1720000 0.3826667  0.5788934
Usg 750 0.1920000 0.4333333  0.5574395
Uy 750 0.2000000  0.4546667  0.5475887
Uio 750 0.1973333  0.4786667  0.5174564
U1l 750 0.2373333  0.4733333  0.5884321
U2 750 0.2466667  0.5066667  0.5646388
Uis 1000  0.2980000 0.5610000 0.5763555
Uiq 1000  0.3350000 0.5710000 0.6152083
Uys 1000  0.3660000 0.5920000 0.6307614
Uis 1000 0.3410000 0.5850000 0.6058716
Uir 1000  0.4040000  0.6450000  0.6108040
Uiys 1000  0.4310000 0.6520000 0.6358407
Uig 1250 0.4672000 0.6784000 0.6447397
Uso 1250  0.4824000 0.6968000  0.6368205
Uz1 1250 0.5544000 0.7424000 0.6570418
Uao 1250 0.5744000 0.7592000 0.6542693
Uss 1250 0.5840000 0.7776000 0.6336494
Uszyq 1250 0.6768000 0.8128000 0.6944733
Uss 1500 0.6653333  0.8220000 0.6561264
Uszg 1500 0.7440000 0.8546667  0.7029925
Uz 1500 0.7646667  0.8700000 0.6967972
Usg 1500 0.8073333  0.8946667  0.7023853
Uazg 1500 0.8513333 0.9193333  0.7088487
Uso 1500 0.8973333 0.9433333  0.7245918

definida como la razén entre los errores cuadraticos medios empiricos de los
estimadores directo y el estimador con el cual se compara y, el sesgo relativo
porcentual (RB) de cada uno de los estimadores evaluados, definido a partir
de la razon entre el sesgo promedio en la estimacion de cada estimador y la
proporcion estimada del atributo A en el dominio. Es decir,

RE = ECME (directo)/ECME (estimador)x100.
RB = sE (estimador)/P,, x 100.

Asi, para cada simulacion r, para cada dominio d y para cada estimador
E., se calcula:
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r ~ . .
. ”El ), tamano de muestra en el dominio,

. EG(IT), estimacién en el dominio de Py,
. Eg) — Py, sesgo en la estimacion,

» (B — P4)2, cuadrado del sesgo en la estimacion,

~

. V(Eg)), estimacion de la varianza del estimador.

Se repite el proceso anterior para r =1, ..., R = 1000 y se promedian sobre
estas R repeticiones los calculos anteriores, para definir, en cada dominio:

R
" Ty = Z ng) /R, tamaiio muestral medio,
r=1

R
« By = Z E((f) /R, estimacién media en el dominio de P4y,

r=1
. = Z — P4)/R, sesgo empirico en la estimacion,
R —~
= RECME = (Z(Eg) — P4)?/R)Y?, raiz del error cuadrético medio empiri-
r=1

CO, y

= REVE = (3%, V(EV)/R)Y2, raiz de la estimacién de la varianza empiri-
ca.

En las tablas de resultados se han incluido el tamano muestral medio, 1y, la
estimacién promedio, Ey, el sesgo empirico, SE, la raiz del error cuadratico me-
dio empirico, RECME y la raiz de la estimacion de la varianza empirica, REVE,
por dominio U,;. Ademds, también se incluyen los promedios en la poblacién
completa y segtin el tamano del dominio.
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El estimador directo
Resultados

La tabla 5.2 muestra los resultados para el estimador directo.

Tabla 5.2: Resultados de la simulacién para el estimador directo, P4 = pa.

Uy Ny g Eq SE RECME  REVE
Uy 500 15.454  0.090 0.050 0.065 0.075
Us 500 15.728  0.104 0.038 0.065 0.079
Us 500 15.366  0.132 0.028 0.074 0.087
Uy 500 15.449 0.113 0.031 0.066 0.082
Us 500 15.250 0.138 0.026 0.079 0.089
Usg 500 15.157  0.152 0.020 0.081 0.092
Uz 750 22.503  0.177 0.005 0.077 0.079
Usg 750 22.146  0.191  -0.001 0.082 0.082
Uy 750 22.511 0.202 0.002 0.081 0.083
Uio 750 22.484  0.204 0.007 0.082 0.084
Uil 750 22.187  0.240 0.002 0.088 0.089
Uja 750 22.284  0.246 -0.001 0.090 0.090
Uis 1000 29.771 0.294 -0.004 0.081 0.082
Uig 1000 29.846 0.331 -0.004 0.085 0.085
Uis 1000  30.055 0.368 0.002 0.090 0.086
Ui 1000 29.854 0.338 -0.003 0.086 0.085
Uiz 1000 29.817 0.404 0.000 0.091 0.088
Uis 1000 29.853 0.433 0.002 0.093 0.089
Uiog 1250 37.726  0.467 -0.001 0.079 0.080
Uso 1250 37.180 0.481 -0.002 0.081 0.081
U2t 1250 37.701 0.552 -0.002 0.080 0.080
Uszo 1250 37.294 0.570 -0.004 0.081 0.080
Uas 1250 37.707 0.584 0.000 0.080 0.079
Uszq 1250 37.483 0.675 -0.002 0.077 0.075
Uss 1500 44.443 0.664 -0.001 0.069 0.070
Usg 1500 44.686  0.746 0.002 0.066 0.064
Uszy 1500 44.952 0.766 0.001 0.061 0.062
Ussg 1500 45.303 0.806 -0.001 0.060 0.058
Uag 1500 44.985 0.850 -0.001 0.052 0.053
Usg 1500 44.825 0.892 -0.005 0.044 0.046

Todos 30 0.407  0.006 0.076  0.079
Pequeno 15.401 0.121  0.032 0.072 0.084
Mediano 29.911 0.375  0.000 0.084  0.083
Grande 44.866  0.787  -0.001 0.059  0.059

Comentarios

El estimador directo de dominio ps (4.9) serd considerado como el esti-
mador base, por lo que con respecto a él compararemos nuestros estimadores,
con objeto de obtener una medida de eficiencia. Como puede observarse en
los resultados de la tabla 5.2, el mayor sesgo empirico en valor absoluto es de
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0.05, es decir, es muy poco sesgado y con precision moderada toda vez que
la mayor raiz cuadrada del error cuadratico medio empirico es 0.093 y la mas
pequena es 0.044. Como se indicé antes, las ultimas cuatro filas promedian
sobre todos los dominios y segtiin el tamano del dominio, obteniendo que el
estimador directo tiene una mayor precision para los dominios grandes con un
sesgo empirico promedio en valor absoluto de 0.001, aunque su sesgo es mas
pequeno para dominios medianos y més sesgado para dominios pequenos. La
ultima columna corresponde a la aproximacién de la varianza dada por (4.11),
cuyo mayor valor en los dominios es 0.092 y el menor 0.046, y se observa que
no tiene diferencias significativas con los valores de la raiz del error cuadrati-
co medio empirico. Observe que el menor valor de la varianza aproximada se
obtiene en dominios grandes, por lo que el estimador directo sera apropiado
cuando el tamano del dominio sea grande.
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5.2. Estimadores de razon

Resultados

Las tablas de esta seccién muestran el comportamiento de los estimadores
de razon propuestos en la poblacion simulada.

Tabla 5.3: Resultados de la simulacién para el estimador de razén (ratio), ]3&)61.

Uy Ny Ty Eq SE RECME  REVE
Uy 500 15.454  0.094 0.040 0.064 0.007
Us 500 15.728 0.115 0.033 0.069 0.011
Us 500 15.366  0.114 0.034 0.068 0.013
Uy 500 15.449 0.122 0.026 0.066 0.013
Us 500 15.250 0.132 0.026 0.070 0.021
Usg 500 15.157 0.162 0.020 0.076 0.024
Uy 750 22.503  0.148 0.012 0.063 0.020
Usg 750 22.146  0.177 0.003 0.067 0.028
Uy 750 22.511 0.203 -0.001 0.068 0.031
Uio 750 22.484  0.202 0.002 0.074 0.036
U11 750 22.187  0.277 0.001 0.077 0.035
Ui2 750 22.284  0.227 0.005 0.074 0.042
Uis 1000 29.771 0.296 -0.001 0.070 0.046
Uiq 1000 29.846 0.286 -0.001 0.069 0.048
Uis 1000 30.055 0.329 -0.002 0.073 0.051
Ui 1000 29.854  0.357 0.000 0.073 0.051
Uyr 1000 29.817 0.396 0.000 0.070 0.064
Uis 1000 29.853 0.433 0.002 0.070 0.064
Uiog 1250 37.726  0.459 0.000 0.065 0.062
Uso 1250 37.180 0.491 -0.001 0.065 0.067
Uz 1250 37.701 0.544 0.000 0.062 0.074
Uszo 1250 37.294  0.590 0.002 0.059 0.077
Uas 1250 37.707 0.628 -0.001 0.061 0.082
Uszq 1250 37.483 0.636 0.001 0.059 0.079
Uss 1500 44.443 0.683 -0.003 0.052 0.080
Usg 1500 44.686 0.756 -0.001 0.047 0.073
Uszy 1500 44.952 0.771 0.001 0.045 0.074
Ussg 1500 45.303 0.824 0.001 0.040 0.073
Uag 1500 44.985 0.867 0.001 0.036 0.070
Uso 1500 44.825 0.903 0.000 0.031 0.061

Todos 30 0.407  0.007 0.063 0.061
Pequeno 15.401 0.123  0.030 0.069 0.014
Mediano 29.911 0.371  0.001 0.068 0.052

Grande 44.866  0.801  0.000 0.042 0.073
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Comentarios

De la tabla 5.3 se desprende que el estimador ﬁﬁ‘)d (4.13), que utiliza la
informacion auxiliar a nivel de dominio:

~ P,
Pr(i\)d = A_dPBd
By

es muy poco sesgado (el mayor sesgo empirico en valor absoluto es 0.04) y
bastante preciso (la mayor raiz del error cuadratico medio empirico es 0.077).
La aproximacién de la varianza dada en (4.16) es bastante precisa, aunque en
media refleja una ligera subestimacion.

Las tltimas filas de la tabla 5.3 promedian las anteriores medidas sobre
todos los dominios y sobre los dominios segtin su tamano. El estimador Pr(i)d
da una precision mayor para dominios grandes, aunque también es bueno para
dominios medianos y pequenos, siendo ligeramente mds sesgado para estos.

De la tabla 5.4 se desprende que el estimador P}jl (4.18), que utiliza la
informacion auxiliar a nivel de poblacién :

- P
PR, = =Py
By

es mas sesgado (el mayor sesgo empirico en valor absoluto es 0.262) y menos
preciso (la mayor raiz del error cuadratico medio empirico es 0.268 y la menor
0.065). La aproximacién de la varianza dada en (4.23) es poco precisa y la
subestima a la vista de la ultima columna. De las ultimas filas de la tabla 5.4
se deduce que el estimador Pr(i)d da una precisiéon mayor y un sesgo menor para
dominios de tamano mediano.

De la tabla 5.5 se desprende que el estimador sintético ﬁr(i)d (4.26):

SO P
P = RPp, = =Py,
Pp

tiene mayor precision y menor sesgo para dominios medianos, se sitia en pre-
cision y sesgo entre los dos estimadores anteriores. La aproximacion de la
varianza dada por (4.32), subestima la varianza del estimador.
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Tabla 5.4: Resultados de la simulacién para el estimador razén (ratiol), 137531)‘1'

Uy Ny g Eq SE RECME  REVE
Uy 500 15.454  0.276 0.222 0.268 0.058
Us 500 15.728  0.238 0.156 0.200 0.068
Us 500 15.366  0.260 0.180 0.225 0.065
Uy 500 15.449  0.248 0.152 0.196 0.069
Us 500 15.250  0.256 0.150 0.196 0.071
Usg 500 15.157 0.284 0.142 0.191 0.076
Uz 750 22.503 0.268 0.132 0.173 0.060
Usg 750 22.146  0.283 0.109 0.153 0.065
Uy 750 22,511  0.310 0.106 0.148 0.067
Uio 750 22.484  0.277 0.077 0.127 0.070
Ui1 750 22.187 0.371 0.095 0.140 0.071
Uja 750 22.284  0.322 0.099 0.144 0.069
Uis 1000 29.771  0.370 0.073 0.114 0.065
Uiq 1000 29.846 0.355 0.068 0.110 0.065
Uis 1000  30.055 0.375 0.044 0.094 0.067
Ui 1000 29.854  0.403 0.046 0.094 0.067
Uiz 1000 29.817 0.426 0.030 0.081 0.068
Uis 1000 29.853  0.447 0.016 0.074 0.068
Uiog 1250 37.726 0.454 -0.004 0.065 0.061
Uso 1250 37.180 0.461 -0.032 0.069 0.063
U21 1250 37.701 0.492 -0.052 0.077 0.062
Uszo 1250 37.294 0.527 -0.060 0.080 0.057
Uas 1250 37.707 0.523 -0.106 0.117 0.060
Uszyq 1250 37.483 0.542 -0.092 0.105 0.056
Uss 1500 44.443 0.558 -0.129 0.135 0.050
Uazg 1500 44.686 0.586 -0.171 0.175 0.046
Uszy 1500 44.952 0.588 -0.182 0.185 0.046
Ussg 1500 45.303 0.610 -0.214 0.216 0.041
Usg 1500 44.985 0.625 -0.241 0.242 0.036
Uso 1500 44.825 0.641 -0.262 0.263 0.030

Todos 30 0.412  0.012 0.149 0.061
Pequeno 15.401  0.260  0.167 0.213 0.068
Mediano 29.911 0.400 0.030 0.109 0.064

Grande 44.866  0.601  -0.200 0.203 0.041
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Tabla 5.5: Resultados de la simulacién para el estimador de razén (ratio2),

Uy Ny g Ey SE RECME  REVE
U, 500 15.454 0.166 0.112 0.112 0.099
Us 500 15.728  0.238 0.156 0.156 0.071
Us 500 15.366  0.214 0.134 0.134 0.061
Uy 500 15.449  0.241 0.145 0.145 0.060
Us 500 15.250 0.254 0.148 0.148 0.041
Us 500 15.157  0.280 0.138 0.138 0.038
Uz 750 22.503  0.270 0.134 0.134 0.037
Usg 750 22.146  0.306 0.133 0.133 0.029
Uy 750 22.511 0.321 0.117 0.117 0.026
Uio 750 22.484  0.359 0.159 0.159 0.024
U1 750 22.187 0.365 0.089 0.090 0.024
Uig 750 22.284  0.346 0.123 0.124 0.021
Uis 1000 29.771  0.392 0.095 0.096 0.017
Uiq 1000 29.846 0.394 0.107 0.108 0.017
Uis 1000  30.055 0.430 0.099 0.100 0.015
Uis 1000 29.854 0.434 0.077 0.077 0.016
Uiz 1000 29.817 0.456 0.060 0.061 0.013
Uis 1000 29.853 0.474 0.043 0.045 0.013
Uig 1250 37.726  0.495 0.037 0.039 0.012
Uso 1250 37.180 0.522 0.030 0.032 0.011
U21 1250 37.701 0.542 -0.002 0.013 0.010
Uso 1250 37.294 0.548 -0.039 0.041 0.009
Uas 1250 37.707 0.588 -0.041 0.043 0.009
Uszyg 1250 37.483 0.574 -0.060 0.062 0.008
Uss 1500 44.443 0.600 -0.087 0.088 0.008
Uazg 1500 44.686 0.632 -0.125 0.126 0.007
Usy 1500 44.952 0.643 -0.127 0.128 0.007
Ussg 1500 45.303 0.662 -0.161 0.162 0.007
Uazg 1500 44.985 0.679 -0.187 0.188 0.006
Uso 1500 44.825 0.690 -0.213 0.214 0.006
Todos 30 0.437 0.036 0.107 0.012
Pequeno 15.401  0.232 0.139 0.139 0.057
Mediano 29.911 0.434 0.065 0.082 0.015
Grande 44.866  0.651 -0.150 0.151 0.007

T
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5.3. Estimadores de regresiéon

Resultados

El comportamiento de los estimadores de regresion propuestos en la pobla-
cién simulada se muestran en las tablas de esta seccion.

Tabla 5.6: Resultados de la simulacién para el estimador de regresién, 137561; Ay

Uy Ny g Eq SE RECME REVE
Uy 500 15.454  0.064 0.010 0.093 0.058
Uz 500 15.728  0.093 0.011 0.109 0.068
Us 500 15.366  0.088 0.008 0.108 0.065
Uy 500 15.449 0.104 0.008 0.104 0.069
Us 500 15.250  0.113 0.007 0.109 0.071
Us 500 15.157  0.150 0.008 0.107 0.076
Uz 750 22.503  0.142 0.006 0.092 0.060
Us 750 22.146  0.172  -0.002 0.095 0.065
Uy 750 22,511  0.202 -0.002 0.086 0.067
Uio 750 22.484 0.198 -0.002 0.095 0.070
Ui 750 22187 0.276 0.000 0.090 0.071
Uia 750 22.284  0.229 0.007 0.091 0.069
Uis 1000 29.771 0.292 -0.005 0.084 0.065
Uig 1000 29.846  0.288 0.001 0.082 0.065
Uis 1000 30.055 0.331 0.000 0.086 0.067
Uis 1000 29.854  0.359 0.002 0.082 0.067
U7 1000 29.817 0.395 -0.001 0.081 0.068
Uis 1000 29.853 0.433 0.002 0.081 0.068
Ujg 1250 37.726  0.460 0.001 0.070 0.061
Uso 1250 37.180 0.491 -0.002 0.072 0.063
Usy 1250 37.701 0.543 -0.001 0.067 0.062
Uaz2 1250 37.294  0.588 0.001 0.062 0.057
Uss 1250 37.707 0.629 0.000 0.063 0.060
Usy 1250 37.483 0.635 0.000 0.063 0.056
Uss 1500 44.443 0.683 -0.004 0.054 0.050
Usg 1500 44.686 0.756 -0.001 0.049 0.046
U7 1500  44.952  0.772 0.002 0.047 0.046
Usg 1500 45.303 0.824 0.000 0.043 0.041
Uag 1500 44.985 0.871 0.005 0.038 0.036
Uso 1500 44.825 0.899 -0.004 0.033 0.030

Todos 30 0.403  0.002 0.078 0.060
Pequeno 15.401  0.102  0.009 0.105 0.068
Mediano 29.911  0.370  0.000 0.080 0.064

Grande 44.866  0.801  0.000 0.044 0.041
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Comentarios

De la tabla 5.6 se observa que el estimador de regresién JST(GI; 4, (4.96), con
informacion auxiliar de dominio,

~

20

regAq

- ﬁAd +/Z;Opt(PBd - ﬁBd)7

es poco sesgado y preciso. Tiene como mayor sesgo empirico promedio 0.011
y una precision (RECME) que varia entre los valores 0.033 y 0.109. El es-
timador da una precisién mayor para dominios grandes, aunque la precision
para dominios medianos y pequenos puede considerarse buena, con sesgos cer-
canos a cero. La varianza aproximada obtenida a partir de (4.98) refleja una
subestimacion de la varianza del estimador.

El estimador de regresion (4.100), con informacién auxiliar a nivel de po-
blacién, segiin se desprende de la tabla 5.7

~

P(Q)

regAq

= PAd + bopt(PB - PBd)a
es sesgado y menos preciso que ﬁr(;; 4, toda vez que su sesgo empirico pro-
medio toma como valor mayor 0.424 y valor menor 0.05, lo cual conduce a
valores grandes de la raiz cuadrada del error cuadratico medio empirico que
varian entre 0.07 y 0.449. La varianza aproximada calculada a partir de (4.98)
subestima la varianza del estimador. Respecto a los tamanos de dominio, este
estimador tiene una mayor precision para dominios de tamano mediano, como
se comprueba al observar el valor de la raiz del error cuadratico medio empirico
(0.153) y el sesgo empirico promedio(0.071).
Como puede observarse en la tabla 5.8, el estimador de regresion sintético
(4.108),
p®

regAq PA + bOPt<PBd - PB)7

es un poco sesgado, debido a que los valores absolutos de su sesgo empirico
varian entre 0.002 y 0.214, lo cual permite situarlo entre los dos estimadores de
regresion anteriores, lo que se confirma al observar la RECME. Si consideramos
el tamano de dominio se observa mayor precision en los dominios de tamano
mediano y aunque la precisién para los dominios de tamano pequeno es inferior
a la de los dominios medianos, ésta es superior a la precision de los dominios
grandes. La varianza aproximada a partir de (4.110) subestima la varianza del
estimador y es constante para todos los dominios.
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Tabla 5.7: Resultados de la simulacién para el estimador de (regresiénl), ﬁr(z; Ay

Uy Ny g Eq SE RECME REVE
U; 500 15.454  0.478 0.424 0.449 0.058
Us 500 15.728 0.415 0.333 0.363 0.068
Us 500 15.366  0.440 0.360 0.389 0.065
Uy 500 15.449  0.422 0.326 0.356 0.069
Us 500 15.250 0.415 0.309 0.339 0.071
Us 500 15.157  0.419 0.277 0.307 0.076
Uy 750 22.503 0.422 0.286 0.312 0.060
Usg 750 22.146  0.407 0.233 0.261 0.065
Uy 750 22,511 0.418 0.214 0.239 0.067
Uio 750 22.484  0.366 0.166 0.199 0.070
Ui 750 22.187 0.435 0.159 0.190 0.071
Uis 750 22.284 0.413 0.190 0.220 0.069
Uiz 1000 29.771 0.417 0.120 0.151 0.065
Uiy 1000 29.846  0.410 0.123 0.152 0.065
Uis 1000  30.055 0.408 0.077 0.119 0.067
Uis 1000 29.854  0.431 0.074 0.112 0.067
Uy7 1000 29.817 0.438 0.042 0.093 0.068
Uis 1000 29.853 0.453 0.022 0.084 0.068
Uig 1250 37.726 0.453 -0.005 0.070 0.061
Usgo 1250 37.180 0.449 -0.044 0.084 0.063
U2y 1250 37.701 0.476  -0.068 0.097 0.062
Usa 1250 37.294 0.514 -0.073 0.099 0.057
Uszs 1250 37.707 0.503 -0.125 0.145 0.060
Usy 1250 37.483 0.527 -0.107 0.128 0.056
Uss 1500 44.443 0.543 -0.144 0.159 0.050
Usg 1500 44.686 0.575 -0.182 0.197 0.046
U7 1500  44.952  0.577 -0.193 0.208 0.046
Ussg 1500 45.303 0.604 -0.220 0.234 0.041
Usg 1500 44.985 0.629 -0.237 0.245 0.036
Uso 1500 44.825 0.644 -0.259 0.278 0.030

Todos 30 0.470  0.069 0.209 0.060
Pequeno 15.401 0.432  0.338 0.367  0.068
Mediano 29.911 0441 0.071 0.153 0.064

Grande 44.866  0.595  -0.206 0.220 0.041
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Tabla 5.8: Resultados de la simulacién para el estimador de (Regresién2),

Uy Ny g Eq SE RECME REVE
U, 500 15.454  0.166 0.112 0.112 0.012
Us 500 15.728  0.238 0.156 0.156 0.012
Us 500 15.366  0.214 0.134 0.134 0.012
Uy 500 15.449  0.241 0.145 0.145 0.012
Us 500 15.250 0.254 0.148 0.148 0.012
Us 500 15.157  0.280 0.138 0.138 0.012
U7 750 22.503 0.270 0.134 0.134 0.012
Usg 750 22.146  0.306 0.133 0.133 0.012
Uy 750 22.511 0.321 0.117 0.117 0.012
Uio 750 22.484  0.359 0.159 0.159 0.012
Ui 750 22.187  0.365 0.089 0.090 0.012
Uiz 750 22.284  0.346 0.123 0.124 0.012
Uiz 1000 29.771 0.392 0.095 0.096 0.012
Uiy 1000 29.846 0.394 0.107 0.108 0.012
Uis 1000  30.055 0.430 0.099 0.100 0.012
Uis 1000 29.854 0.434 0.077 0.077 0.012
Uy7 1000 29.817 0.456 0.060 0.061 0.012
Uisg 1000 29.853 0.474 0.043 0.045 0.012
Uig 1250 37.726  0.495 0.037 0.039 0.012
Uz 1250 37.180 0.522 0.030 0.032 0.012
U2y 1250 37.701 0.542  -0.002 0.013 0.012
Uag 1250 37.294 0.548 -0.039 0.041 0.012
Uas 1250 37.707 0.588 -0.041 0.043 0.012
Uay 1250 37.483 0.574 -0.060 0.062 0.012
Uss 1500 44.443 0.600 -0.087 0.088 0.012
Usg 1500 44.686 0.632 -0.125 0.126 0.012
Uar 1500 44.952 0.643 -0.127 0.128 0.012
Uag 1500 45.303 0.662 -0.161 0.162 0.012
Uszg 1500 44.985 0.679 -0.187 0.188 0.012
Uso 1500 44.825 0.690 -0.213 0.214 0.012
Todos 30 0.437 0.036 0.107 0.012
Pequeno 15.401  0.232 0.139 0.139 0.012
Mediano 29.911 0.434 0.065 0.082 0.012
Grande 44.866 0.651 -0.150 0.151 0.012
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5.4. Estimadores de diferencia

Resultados

Las tablas de esta seccién muestran el comportamiento de los estimadores
de diferencia propuestos en la poblacién simulada.

Tabla 5.9: Resultados de la simulacién para el estimador de diferencia, ﬁcgll ]2 Ay

Uy Ny g Eq SE RECME REVE
Uy 500 15.454  0.062 0.008 0.095 0.092
Us 500 15.728  0.092 0.010 0.110 0.106
Us 500 15.366  0.087 0.007 0.109 0.101
Uy 500 15.449 0.101 0.005 0.107 0.105
Us 500 15.250 0.112 0.006 0.111 0.106
Us 500 15.157  0.149 0.007 0.108 0.107
Uy 750 22.503 0.142 0.006 0.092 0.087
Us 750 22.146  0.170 -0.004 0.094 0.090
Uy 750 22,511  0.204 0.000 0.085 0.088
Uio 750 22.484  0.198  -0.002 0.096 0.094
Ui 750 22187 0.275 -0.001 0.089 0.086
Uia 750 22.284  0.230 0.007 0.092 0.089
Uis 1000 29.771 0.294 -0.003 0.084 0.077
Uig 1000 29.846  0.287 0.000 0.081 0.078
Uis 1000 30.055 0.330 -0.001 0.083 0.079
Uis 1000 29.854  0.359 0.002 0.079 0.077
U7 1000 29.817 0.395 -0.001 0.077 0.076
Uis 1000 29.853 0.432 0.001 0.077 0.074
Uig 1250 37.726  0.460 0.002 0.069 0.066
Uso 1250 37.180 0.491 -0.001 0.070 0.067
Us1 1250 37.701 0.543 -0.001 0.066 0.065
Usz2 1250 37.294  0.589 0.002 0.060 0.060
Uss 1250 37.707 0.629 0.000 0.060 0.062
Usy 1250 37.483 0.636 0.001 0.061 0.058
Uss 1500 44.443 0.683 -0.003 0.053 0.051
Usg 1500 44.686 0.756 0.000 0.047 0.046
U7 1500  44.952  0.772 0.002 0.046 0.046
Ussg 1500 45.303 0.824 0.001 0.041 0.041
Uag 1500 44.985 0.867 0.001 0.036 0.036
Usg 1500 44.825 0.903 0.000 0.031 0.030

Todos 30 0.402  0.002 0.077  0.075
Pequeno 15.401  0.100  0.007 0.107  0.103
Mediano 29.911  0.370  0.001 0.079 0.076

Grande 44.866  0.801  0.000 0.042 0.042
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Comentarios

La tabla 5.9 evidencia que el estimador de diferencia ﬁg} 4, (4.101) con
informacion auxiliar a nivel de dominio

~1 ~ ~
Pd(i,]ZAd:PAd+(PBd_PBd)7

es poco sesgado, toda vez que el mayor valor del sesgo absoluto empirico es
0.01, con precision moderada con valor mayor de la RECME 0.111 y valor
menor 0.031. Este estimador es mas preciso para dominios grandes, aunque
también es algo preciso para dominios medianos y pequenos, cuyos sesgos son
cercanos a cero. La varianza aproximada por la férmula (4.105) es bastante
precisa, aunque se aprecia una ligera subestimacion. R

De la tabla 5.10 se desprende que el estimador de diferencia Péf ; 4, (4.102),
con informacion auxiliar a nivel de poblacién,

~

Pti(?}Ad:ﬁAd_'_(PB_ﬁBd)’

es bastante sesgado, con un mayor valor del sesgo absoluto empirico de 0.453 y
menor de 0.005, y bastante impreciso puesto que la RECME toma valores que
varian entre 0.069 y 0.462. Aun siendo impreciso, se observa mayor precision
en dominios medianos y la varianza aproximada a partir de la férmula (4.105),
subestima la varianza del estimador.

Los resultados de la tabla 5.11 indican que el estimador de diferencia sintéti-

0 (4.103)
Pd(?}A = Pa+ (P, — Pg),

es sesgado, su sesgo absoluto empirico toma valores, en su mayoria menores que
los del estimador chz}A , entre 0.004 y 0.139, con precision entre 0.014 y 0.14.
Tiene un mejor comportamiento para los dominios pequenos, aunque también
tiene buen comportamiento en los dominios medianos y grandes, situdndose en
precision ligeramente por abajo del estimador P[El.l } 4, La varianza aproximada
mediante la férmula (4.107), es adecuada, sobre todo en dominios medianos.
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Tabla 5.10: Resultados de la simulacién para el estimador de (diferencial), ]3512} Ay

Uy Ny g Eq SE RECME REVE
U, 500 15.454  0.507 0.453 0.462 0.092
Us 500 15.728  0.438 0.356 0.373 0.106
Us 500 15.366  0.465 0.385 0.400 0.101
Uy 500 15.449  0.443 0.347 0.363 0.105
Us 500 15.250 0.436 0.330 0.348 0.106
Us 500 15.157  0.437 0.295 0.314 0.107
Uz 750 22.503 0.444 0.308 0.321 0.087
Usg 750 22.146  0.422 0.249 0.266 0.090
Ug 750 22,511  0.436 0.232 0.247 0.088
Uio 750 22.484  0.378 0.178 0.203 0.094
Ui 750 22187 0.446 0.170 0.192 0.086
Ui2 750 22.284  0.428 0.205 0.225 0.089
Uis 1000 29.771  0.429 0.132 0.156 0.077
Upq4 1000 29.846 0.419 0.132 0.155 0.078
Uis 1000 30.055 0.412 0.081 0.116 0.079
Uis 1000 29.854 0.436 0.079 0.112 0.077
Uiy 1000 29.817 0.442 0.046 0.090 0.076
Uisg 1000 29.853 0.454 0.023 0.080 0.074
Uig 1250 37.726  0.453 -0.005 0.069 0.066
Uszo 1250 37.180 0.447 -0.046 0.084 0.067
Uy 1250 37.701 0.471 -0.073 0.098 0.065
Uas 1250 37.294 0.509 -0.078 0.098 0.060
Uas 1250 37.707 0.494 -0.135 0.147 0.062
Usy 1250 37.483 0.520 -0.114 0.129 0.058
Uss 1500 44.443 0.532 -0.154 0.163 0.051
Uszg 1500 44.686 0.561 -0.195 0.201 0.046
U7 1500  44.952  0.562 -0.208 0.213 0.046
Usg 1500 45.303 0.588 -0.236 0.239 0.041
Uag 1500 44.985 0.607 -0.259 0.261 0.036
Uso 1500 44.825 0.629 -0.275 0.276 0.030

Todos 30 0.475  0.074 0.213 0.075
Pequeno 15.401  0.454  0.361 0.377 0.103
Mediano 29.911 0.447  0.077 0.155 0.076

Grande 44.866  0.580 -0.221 0.226 0.042
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Tabla 5.11: Resultados de la simulacién para el estimador de (diferencia2),

Uy Ny g Eyq SE RECME  REVE
U, 500 15.454 0.046 -0.008 0.015 0.057
Uz 500 15.728 0.144 0.062 0.063 0.057
Us 500 15.366  0.112 0.032 0.034 0.057
Uy 500 15.449 0.148 0.052 0.053 0.057
Us 500 15.250 0.166 0.060 0.061 0.057
Us 500 15.157  0.202 0.060 0.061 0.057
Uy 750 22.503 0.188 0.052 0.054 0.057
Us 750 22.146  0.238 0.064 0.066 0.057
Uy 750 22.511  0.258 0.054 0.055 0.057
Uio 750 22.484 0.310 0.110 0.110 0.057
U1 750 22.187 0.319 0.043 0.045 0.057
Uiz 750 22.284  0.292 0.070 0.071 0.057
Uis 1000 29.771  0.356 0.059 0.060 0.057
Uiy 1000 29.846  0.359 0.072 0.073 0.057
Uis 1000 30.055 0.408 0.077 0.078 0.057
Uis 1000 29.854 0.413 0.056 0.057 0.057
Uyr 1000 29.817 0.444 0.048 0.049 0.057
Uis 1000 29.853  0.469 0.038 0.040 0.057
Uig 1250 37.726  0.497 0.038 0.041 0.057
Uszo 1250 37.180 0.534 0.042 0.044 0.057
Usa1 1250 37.701 0.562 0.018 0.022 0.057
Uss 1250 37.294 0.570 -0.018 0.022 0.057
Uss 1250 37.707 0.625 -0.004 0.014 0.057
Uay 1250 37.483 0.606 -0.029 0.032 0.057
Uszs 1500 44.443 0.641 -0.046 0.047 0.057
Usg 1500 44.686 0.685 -0.072 0.073 0.057
Usr 1500 44.952 0.700 -0.070 0.072 0.057
Uss 1500 45.303 0.726 -0.097 0.098 0.057
Uag 1500 44.985 0.750 -0.116 0.117 0.057
Uso 1500 44.825 0.764 -0.139 0.140 0.057
Todos 30 0.418 0.017 0.059 0.057
Pequeno 15.401 0.136 0.043 0.048 0.057
Mediano 29.911 0.414 0.044 0.052 0.057
Grande 44.866 0.711  -0.090 0.091 0.057
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5.5. Estimadores combinados de razon

Resultados

Las tablas de esta seccién muestran el comportamiento de los estimadores
combinados de razon propuestos en la poblacién simulada.

Tabla 5.12: Resultados de la simulacién para el estimador combinado (cral), ﬁled)

Uy Ny g Eq SE RECME REVE
Uy 500 15.454  0.098 0.044 0.066 0.007
Us 500 15.728  0.118 0.036 0.070 0.009
Us 500 15.366  0.117 0.037 0.069 0.011
Uy 500 15.449 0.125 0.029 0.068 0.011
Us 500 15.250 0.135 0.029 0.072 0.017
Us 500 15.157 0.165 0.023 0.079 0.019
Uy 750 22.503 0.149 0.013 0.064 0.016
Us 750 22.146  0.179 0.005 0.069 0.021
Uy 750 22,511  0.204 0.000 0.071 0.023
Uio 750 22.484  0.204 0.004 0.076 0.025
U1 750 22.187  0.279 0.003 0.080 0.025
Uia 750 22.284  0.227 0.005 0.076 0.028
Uis 1000 29.771  0.298 0.001 0.071 0.030
Uig 1000 29.846 0.286 -0.001 0.071 0.031
Uis 1000 30.055 0.330 -0.001 0.076 0.032
Uis 1000 29.854  0.357 0.000 0.077 0.032
U7 1000 29.817  0.398 0.002 0.073 0.037
Uis 1000 29.853 0.434 0.003 0.073 0.037
Uiog 1250 37.726  0.459 0.000 0.068 0.035
Uszgo 1250 37.180  0.492 0.000 0.067 0.037
Usy 1250 37.701 0.546 0.002 0.065 0.038
Usz2 1250 37.294 0.592 0.005 0.063 0.039
Uss 1250 37.707 0.629 0.000 0.065 0.040
Usy 1250 37.483 0.637 0.003 0.062 0.039
Uss 1500 44.443 0.685 -0.002 0.054 0.037
Usg 1500 44.686 0.757 0.000 0.050 0.034
Uz7y 1500 44.952 0.773 0.003 0.048 0.034
Ussg 1500 45.303 0.825 0.002 0.043 0.032
Uag 1500 44.985 0.867 0.001 0.038 0.030
Uso 1500 44.825 0.903 -0.001 0.032 0.026

Todos 30 0.409  0.008 0.065 0.034
Pequeno 15.401  0.126  0.033 0.071 0.012
Mediano 29.911  0.372  0.002 0.070 0.032

Grande 44.866  0.802  0.001 0.044 0.033
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Comentarios

De la tabla 5.12 se observa que el estimador combinado de razén (4.50), a
partir de los estimadores directo y de razon con informacion auxiliar a nivel
de dominio,

5 ~ B ~ Bl

T

es muy poco sesgado, toda vez que el valor mayor del sesgo empirico absoluto
es 0.044 y el menor 0.001 y bastante preciso, ya que el mayor valor de la
RECME es 0.08 y el menor es 0.032. La precisién de este estimador es mejor
para dominios grandes aunque también tiene una precisién buena para los
dominios mediano y pequeno, con sesgo empirico también pequeno. La varianza
aproximada a partir de la ecuacién (4.52), subestima la varianza del estimador.

El estimador combinado de razon (4.54), a partir de los estimadores directo
y de razon con informacién auxiliar a nivel de poblacion,

B3 = GopPa, + (1= o) B3
es sesgado y tiene como mayor sesgo empirico 0.191 y menor 0.003, como
se observa en la tabla 5.13. La precisién de este estimador es mejor para los
dominios medianos debido a que el valor de la RECME es 0.094, menor que los
asociados a los dominios grandes y pequenos, y su sesgo es de apenas 0.02. La
varianza aproximada dada por (4.56) hace evidente una severa subestimacion
de la varianza del estimador para dominios pequenos y medianos.

El estimador combinado (4.58), a partir de los estimadores directo y de
razon sintético, R R R

P53} = Qo Pa, + (1= Qo) P

es sesgado y tiene como mayor valor absoluto del sesgo empirico 0.195 y valor
menor 0.002, segtin se desprende de la tabla 5.14. Tiene menor sesgo para
los dominios medianos y aproximadamente igual para los dominios grandes y
pequenos. Observemos que la precision del estimador medida a partir de la
RECME es mejor para los dominios medianos, con una varianza aproximada
a partir de la expresién (4.60), que subestima la varianza del estimador para
cualquier tamano de dominio.

De la tabla 5.15 se desprende que el estimador combinado (4.62), a partir
de los estimadores de razén con informacién auxiliar de dominio y de razén
sintético, R R R

Bl = Gon Py, + (1= o) B3,
es un poco sesgado, toda vez que el mayor valor del sesgo empirico absoluto
es 0.153 y el menor es 0.001. Es poco sesgado para los dominios medianos y
se observa una precision similar en los dominios grandes y pequenos, aunque
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el sesgo para dominios pequenos es mayor. La varianza aproximada calcula-
da a partir de (4.64) evidencia una severa subestimacién de la varianza del
estimador para cualquier tamano de dominio.

El estimador combinado (4.66), de los estimadores de razén con informacién
auxiliar a nivel de poblacion y de razon sintético,

P = 8, P + (1 — Gop) P

es sesgado y tiene un mayor sesgo empirico absoluto que los combinados de
razén anteriores y menor precision. Como se observa en la tabla 5.16, el mayor
sesgo absoluto empirico es 0.222 y el menor es 0.003. Su precisién varia entre
0.014 y 0.223, por lo que es algo impreciso. Tiene una mayor precisiéon para
dominios medianos y la varianza aproximada por la féormula (4.68) evidencia
subestimacion de la varianza del estimador.
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Tabla 5.13: Resultados de la simulacién para el estimador combinado (cra2),

Uy Ny g Ey SE RECME  REVE
U, 500 15.454 0.224 0.170 0.227 0.045
Us 500 15.728  0.195 0.113 0.164 0.052
Us 500 15.366  0.213 0.133 0.186 0.050
Uy 500 15.449  0.204 0.108 0.158 0.053
Us 500 15.250 0.214 0.108 0.161 0.054
Us 500 15.157 0.243 0.101 0.159 0.058
Uz 750 22.503 0.224 0.088 0.135 0.046
Usg 750 22.146  0.244 0.071 0.123 0.050
Uy 750 22.511  0.270 0.066 0.120 0.052
Uio 750 22.484  0.248 0.048 0.107 0.053
U1 750 22.187  0.340 0.064 0.121 0.056
Uig 750 22.284  0.286 0.064 0.119 0.054
Uis 1000 29.771 0.344 0.047 0.097 0.051
Uiq 1000 29.846  0.329 0.042 0.094 0.050
Uis 1000 30.055 0.358 0.027 0.088 0.052
Uis 1000 29.854 0.386 0.029 0.089 0.053
Uiz 1000 29.817 0.417 0.021 0.080 0.053
Uis 1000 29.853 0.443 0.012 0.076 0.053
Uig 1250 37.726 0.456 -0.003 0.067 0.048
Uso 1250 37.180 0.473 -0.020 0.067 0.049
U21 1250 37.701 0.512 -0.032 0.067 0.049
Uso 1250 37.294 0.550 -0.037 0.067 0.046
Uas 1250 37.707 0.561 -0.067 0.087 0.047
Uszyg 1250 37.483 0.575 -0.060 0.079 0.045
Uss 1500 44.443 0.601 -0.085 0.096 0.040
Uazg 1500 44.686 0.643 -0.114 0.120 0.037
Usy 1500 44.952 0.652 -0.118 0.124 0.036
Ussg 1500 45.303 0.681 -0.142 0.145 0.032
Uazg 1500 44.985 0.701 -0.165 0.167 0.029
Uso 1500 44.825 0.712 -0.191 0.194 0.024
Todos 30 0.410 0.009 0.120 0.047
Pequeno 15.401 0.215 0.122 0.176 0.052
Mediano 29.911  0.390 0.020 0.094 0.050
Grande 44.866  0.665 -0.136 0.141 0.033
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Tabla 5.14: Resultados de la simulacién para el estimador combinado (cra3), 131523;.

Uy Ny g Eq SE RECME  REVE
Uy 500 15.454 0.163 0.109 0.109 0.043
Us 500 15.728  0.233 0.151 0.151 0.037
Us 500 15.366  0.211 0.131 0.131 0.036
Uy 500 15.449  0.236 0.140 0.141 0.035
Us 500 15.250  0.250 0.144 0.144 0.028
Usg 500 15.157  0.277 0.135 0.135 0.027
Uz 750 22.503 0.265 0.129 0.129 0.025
Usg 750 22.146  0.302 0.128 0.129 0.021
Uy 750 22.511  0.317 0.113 0.113 0.020
Uio 750 22.484 0.354 0.154 0.154 0.018
Ui1 750 22.187 0.363 0.087 0.088 0.019
Uja 750 22.284  0.342 0.120 0.120 0.017
Uis 1000 29.771  0.389 0.092 0.093 0.014
Uiq 1000 29.846 0.391 0.104 0.105 0.014
Uis 1000 30.055  0.427 0.096 0.097 0.013
Ui 1000 29.854  0.432 0.075 0.075 0.013
Uiz 1000 29.817 0.455 0.059 0.060 0.011
Uis 1000 29.853 0.473 0.042 0.044 0.011
Uiog 1250 37.726  0.494 0.036 0.038 0.010
Uso 1250 37.180 0.522 0.029 0.032 0.010
U21 1250 37.701 0.542 -0.002 0.013 0.009
Uszo 1250 37.294 0.549 -0.038 0.040 0.008
Uas 1250 37.707 0.589 -0.039 0.042 0.008
Uszyq 1250 37.483 0.576 -0.058 0.060 0.007
Uss 1500 44.443 0.603 -0.084 0.085 0.007
Uazg 1500 44.686 0.637 -0.119 0.120 0.007
Uszy 1500 44.952 0.649 -0.121 0.123 0.006
Ussg 1500 45.303 0.671 -0.152 0.153 0.006
Usg 1500 44.985 0.692 -0.174 0.175 0.006
Uso 1500 44.825 0.709 -0.195 0.196 0.005

Todos 30 0.437  0.036 0.103 0.010
Pequeno 15.401  0.228  0.135 0.135 0.034
Mediano 29.911 0.432 0.063 0.080 0.013

Grande 44.866  0.660 -0.141 0.142 0.006
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Tabla 5.15: Resultados de la simulacién para el estimador combinado (crad),

Uy Ny g Ey SE RECME  REVE
U, 500 15.454 0.167 0.113 0.114 0.007
Us 500 15.728 0.235 0.153 0.154 0.009
Us 500 15.366  0.213 0.133 0.134 0.011
Uy 500 15.449  0.238 0.142 0.142 0.011
Us 500 15.250 0.251 0.145 0.146 0.014
Us 500 15.157 0.278 0.136 0.138 0.014
Uz 750 22.503 0.264 0.128 0.129 0.013
Usg 750 22.146  0.301 0.128 0.128 0.014
Uy 750 22.511 0.316 0.112 0.113 0.014
Uio 750 22.484  0.353 0.153 0.153 0.014
Ui 750 22.187 0.364 0.088 0.089 0.014
Uig 750 22.284  0.342 0.119 0.120 0.014
Uis 1000 29.771  0.389 0.092 0.092 0.013
Uiq 1000 29.846  0.390 0.103 0.104 0.012
Uis 1000  30.055  0.427 0.096 0.096 0.012
Uis 1000 29.854 0.431 0.074 0.075 0.012
Uy7 1000 29.817 0.455 0.059 0.061 0.011
Uis 1000 29.853 0.475 0.044 0.048 0.011
Uig 1250 37.726  0.494 0.036 0.038 0.010
Uso 1250 37.180 0.522 0.029 0.032 0.010
U21 1250 37.701 0.543 -0.001 0.015 0.009
Uso 1250 37.294 0.552 -0.036 0.040 0.008
Uas 1250 37.707 0.591 -0.037 0.042 0.008
Usa 1250 37.483 0.580 -0.054 0.059 0.007
Uss 1500 44.443 0.607 -0.080 0.082 0.007
Uazg 1500 44.686 0.645 -0.112 0.115 0.007
Usy 1500 44.952 0.656 -0.114 0.117 0.007
Ussg 1500 45.303 0.685 -0.138 0.144 0.006
Uazg 1500 44.985 0.716 -0.150 0.160 0.006
Uso 1500 44.825 0.756 -0.148 0.169 0.006
Todos 30 0.441 0.040 0.102 0.010
Pequeiio 15.401 0.230 0.137 0.138 0.011
Mediano 29.911 0.433 0.063 0.080 0.012
Grande 44.866 0.677 -0.124 0.131 0.006
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Tabla 5.16: Resultados de la simulacién para el estimador combinado (crab), 131525;.

Uy Ny g Eq SE RECME  REVE
Uy 500 15.454  0.207 0.153 0.202 0.037
Us 500 15.728  0.249 0.167 0.182 0.033
Us 500 15.366  0.234 0.154 0.179 0.032
Uy 500 15.449  0.249 0.153 0.166 0.031
Us 500 15.250  0.264 0.158 0.171 0.026
Usg 500 15.157  0.289 0.147 0.159 0.025
Uz 750 22503 0.272 0.136 0.140 0.023
Usg 750 22.146  0.307 0.133 0.136 0.020
Uy 750 22511  0.321 0.117 0.118 0.019
Uio 750 22.484  0.356 0.156 0.157 0.018
Ui1 750 22.187  0.369 0.093 0.098 0.018
Uja 750 22.284  0.345 0.123 0.123 0.016
Uis 1000 29.771  0.392 0.095 0.095 0.014
Uiq 1000 29.846  0.393 0.106 0.107 0.013
Uis 1000  30.055 0.428 0.097 0.098 0.012
Ui 1000 29.854  0.433 0.076 0.077 0.013
Uiz 1000 29.817 0.456 0.060 0.062 0.011
Uis 1000 29.853 0.475 0.044 0.049 0.011
Uiog 1250 37.726  0.494 0.035 0.037 0.010
Uso 1250 37.180 0.521 0.028 0.031 0.009
U21 1250 37.701 0.541 -0.003 0.014 0.008
Uszo 1250 37.294 0.548 -0.039 0.042 0.008
Uas 1250 37.707 0.586 -0.043 0.045 0.008
Uszyq 1250 37.483 0.574 -0.060 0.063 0.007
Uss 1500 44.443 0.598 -0.089 0.090 0.007
Uazg 1500 44.686 0.630 -0.127 0.128 0.006
Uszy 1500 44.952 0.640 -0.130 0.131 0.006
Ussg 1500 45.303 0.658 -0.165 0.166 0.006
Usg 1500 44.985 0.673 -0.193 0.193 0.005
Uso 1500 44.825 0.681 -0.222 0.223 0.005

Todos 30 0.439  0.039 0.116 0.010
Pequeno 15.401  0.249  0.155 0.176 0.031
Mediano 29.911 0.434 0.064 0.083 0.012

Grande 44.866  0.647 -0.154 0.155 0.006
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Las tablas de esta seccién muestran el comportamiento de los estimadores

de regresion combinados propuestos en la poblacion simulada.

Tabla 5.17: Resultados de la simulacién para el estimador combinado (cregal),

pler)
regAgq’

Uy Ny g Eyq SE RECME REVE
U, 500 15.454  0.082 0.028 0.070 0.045
Us 500 15.728  0.107 0.025 0.080 0.052
Us 500 15.366  0.104 0.024 0.078 0.050
Uy 500 15.449 0.116 0.020 0.076 0.053
Us 500 15.250 0.126 0.020 0.080 0.054
Us 500 15.157  0.159 0.017 0.083 0.058
Ur 750 22.503 0.146 0.010 0.069 0.046
Usg 750 22.146  0.177 0.003 0.074 0.050
Uy 750 22.511  0.204 0.000 0.070 0.052
Uio 750 22.484  0.202 0.002 0.077 0.053
U1 750 22.187 0.279 0.003 0.079 0.056
Uiz 750 22.284  0.229 0.006 0.074 0.054
Uis 1000 29.771 0.296 -0.001 0.072 0.051
Uiy 1000 29.846  0.288 0.001 0.070 0.050
Uis 1000 30.055 0.332 0.001 0.075 0.052
Uis 1000 29.854 0.359 0.002 0.074 0.053
Uy7 1000 29.817 0.398 0.002 0.073 0.053
Uisg 1000 29.853 0.435 0.004 0.074 0.053
Uig 1250 37.726  0.460 0.001 0.066 0.048
Uszo 1250 37.180 0.492 -0.001 0.067 0.049
U2y 1250 37.701 0.546 0.002 0.065 0.049
Uag 1250 37.294  0.591 0.004 0.062 0.046
Uas 1250 37.707 0.629 0.001 0.064 0.047
Uzyg 1250 37.483 0.637 0.002 0.061 0.045
Uss 1500 44.443 0.685 -0.002 0.054 0.040
Usg 1500 44.686 0.757 0.000 0.050 0.037
Uo7 1500  44.952  0.773 0.003 0.048 0.036
Uszsg 1500 45.303 0.825 0.002 0.044 0.032
Uszg 1500 44.985 0.870 0.004 0.039 0.029
Uso 1500 44.825 0.900 -0.003 0.033 0.024
Todos 30 0.407 0.006 0.067 0.047
Pequeno 15.401 0.115 0.022 0.078 0.052
Mediano 29.911 0.372 0.002 0.070 0.050
Grande 44.866  0.802 0.001 0.045 0.033
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Comentarios

De acuerdo con la tabla 5.17, el estimador(4.117), combinado de los esti-

madores directo y de regresion con informacién auxiliar a nivel de dominio,
Biégh, = QopPa, + (1= Gop) PLlga,

es poco sesgado, toda vez que el mayor valor absoluto del sesgo empirico es
0.028 y el menor es 0.001; el mayor valor de la RECME es 0.083 y el menor
es 0.033, lo que nos indica buena precision. A la vista de la tltima columna,
la varianza estimada dada por la ecuacién (4.118) produce una significativa
subestimacion de la varianza del estimador para cualquier tamano de dominio.
La precision de este estimador es mejor para dominios grandes, siendo en estos
menos sesgado, aunque también es buena para dominios medianos y pequenos,
en los cuales el sesgo es pequeno pero ligeramente mayor que el que corresponde
a los dominios grandes y la precision puede considerarse buena.

Segun tabla 5.18 el estimador (4.119), combinado de los estimadores directo
y de regresién con informacién auxiliar a nivel de poblacién,

~

Piighe = Qo Pa, + (1= Gon) Bl
es sesgado, como mayor sesgo absoluto empirico de 0.285 y menor valor de
0.003. Es impreciso, dado que su RECME varia entre 0.066 y 0.314. La varianza
aproximada dada por la ecuacién (4.120) subestima severamente la varianza
del estimador, como se puede comprobar en la tltima columna. El estimador
tiene un mejor comportamiento para los dominios medianos, como se constata
al observar su RECME y sesgo empirico.

La tabla 5.19 indica que el estimador (4.121), combinado de los estimadores
directo y de regresion sintético,

e ~ B ~ 53
P =GP, + (1 — Gop) P,

es sesgado, pero menos que ﬁfj;ild, su mayor sesgo absoluto empirico es 0.196 y
el menor es 0.002. Es impreciso, porque su RECME toma valores entre 0.013 y
0.197. El estimador tiene mejor precision para dominios medianos, seguido de
dominios pequenos y grandes, en ese orden. La varianza aproximada calculada
con (4.122) es constante para los distintos tamanos de dominio y subestima la
varianza del estimador.

De la tabla 5.20 se desprende que el estimador (4.123), combinado de los
estimadores de regresién con informacién auxiliar de dominio y de regresion
sintético, R R R

P, = BP0, + (1~ )L

regAqg regAg’
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es sesgado, toda vez que el mayor valor del sesgo absoluto empirico es 0.154
y el menor valor es 0.001, reflejando un comportamiento similar a Pr(ggl‘d. Es
impreciso, con valores de la RECME que varian entre 0.015 y 0.171. El esti-
mador tiene un mejor comportamiento para dominios medianos y su varianza
estimada por la ecuacion (4.124) es constante y subestima la varianza del es-
timador.

De la tabla 5.21 se observa que el estimador (4.125), combinado de los
estimadores de regresiéon con informacién auxiliar de nivel poblacional y de
regresion sintético,

Piiohs = Qo Py + (1= Go) L,
es sesgado, tiene como mayor sesgo absoluto empirico 0.21 y menor 0.004;
es impreciso, debido a que su RECME toma valores entre 0.015 y 0.212. De
los estimadores combinados de regresion, es el de peor comportamiento. Su
comportamiento es mejor para dominios de tamano mediano y la varianza
aproximada por la férmula (4.126) es constante y subestima la varianza del
estimador.
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Tabla 5.18: Resultados de la simulacién para el estimador combinado (crega2),

plez2)
regAq”

Uy Ny g Eq SE RECME REVE
Uy 500 15.454  0.339 0.285 0.314 0.045
Us 500 15.728  0.297 0.215 0.245 0.052
Us 500 15.366  0.316 0.236 0.266 0.050
Uy 500 15.449 0.304 0.208 0.238 0.053
Us 500 15.250  0.305 0.199 0.230 0.054
Us 500 15.157 0.322 0.180 0.213 0.058
Uy 750 22.503 0.313 0.177 0.203 0.046
Usg 750 22.146  0.316 0.143 0.173 0.050
Uy 750 22,511  0.335 0.131 0.159 0.052
Uio 750 22.484  0.300 0.100 0.135 0.053
Ui 750 22187  0.379 0.103 0.142 0.056
Uiz 750 22.284  0.340 0.118 0.150 0.054
Uis 1000 29.771 0.373 0.076 0.111 0.051
Uiy 1000 29.846  0.362 0.075 0.109 0.050
Uis 1000  30.055 0.378 0.047 0.093 0.052
Uis 1000 29.854  0.404 0.047 0.092 0.053
Uy7 1000 29.817 0.425 0.029 0.081 0.053
Uis 1000 29.853  0.448 0.017 0.077 0.053
Ujg 1250 37.726 0.456 -0.003 0.066 0.048
Uazo 1250 37.180 0.466 -0.026 0.070 0.049
U2y 1250 37.701 0.503 -0.041 0.075 0.049
Usg 1250 37.294 0.542 -0.045 0.075 0.046
Uszs 1250 37.707 0.550 -0.079 0.102 0.047
Uay 1250 37.483 0.565 -0.069 0.091 0.045
Uss 1500 44.443 0.592 -0.095 0.110 0.040
Usg 1500 44.686 0.636 -0.121 0.134 0.037
U7 1500 44.952 0.645 -0.125 0.137 0.036
Ussg 1500 45.303 0.678 -0.145 0.156 0.032
Usg 1500 44.985 0.699 -0.167 0.179 0.029
Uso 1500 44.825 0.721  -0.183 0.190 0.024

Todos 30 0.444  0.043 0.147 0.047
Pequeno 15.401 0.314  0.221 0.251 0.052
Mediano 29.911 0.414 0.044 0.111 0.050

Grande 44.866  0.662  -0.139 0.151 0.033
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Tabla 5.19: Resultados de la simulacién para el estimador combinado (crega3),

ples)
regAgq”

Uy Ny g Ey SE RECME  REVE
U, 500 15.454  0.163 0.109 0.110 0.012
Uz 500 15.728 0.234 0.152 0.152 0.012
Us 500 15.366  0.211 0.131 0.131 0.012
Uy 500 15.449  0.237 0.141 0.141 0.012
Us 500 15.250  0.250 0.144 0.144 0.012
Us 500 15.157  0.277 0.135 0.135 0.012
Uy 750 22.503 0.265 0.129 0.129 0.012
Usg 750 22.146 0.302 0.129 0.129 0.012
Uy 750 22.511 0.317 0.113 0.114 0.012
Uio 750 22.484 0.354 0.154 0.154 0.012
Ui 750 22.187 0.363 0.087 0.088 0.012
Uiz 750 22.284  0.343 0.120 0.120 0.012
Uis 1000 29.771 0.390 0.093 0.093 0.012
Uiy 1000 29.846  0.391 0.104 0.105 0.012
Uis 1000 30.055 0.428 0.097 0.097 0.012
Uie 1000 29.854 0.432 0.075 0.076 0.012
Uir 1000 29.817 0.455 0.059 0.060 0.012
Uis 1000 29.853 0.474 0.043 0.044 0.012
Uig 1250 37.726  0.494 0.036 0.038 0.012
Uszo 1250 37.180 0.522 0.029 0.032 0.012
U2y 1250 37.701 0.542  -0.002 0.013 0.012
Uso 1250 37.294 0.549 -0.038 0.040 0.012
Uszs 1250 37.707 0.589 -0.039 0.042 0.012
Uay 1250 37.483 0.576 -0.059 0.060 0.012
Uss 1500 44.443 0.603 -0.084 0.085 0.012
Uszg 1500 44.686 0.637 -0.120 0.121 0.012
Usr 1500  44.952 0.648 -0.122 0.123 0.012
Usg 1500 45.303 0.671 -0.153 0.154 0.012
Uszg 1500 44.985 0.691 -0.175 0.176 0.012
Uso 1500 44.825 0.707 -0.196 0.197 0.011
Todos 30 0.437 0.036 0.103 0.012
Pequeno 15.401  0.229 0.135 0.135 0.012
Mediano 29.911 0.433 0.063 0.080 0.012
Grande 44.866 0.659 -0.142 0.143 0.012
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Tabla 5.20: Resultados de la simulacién para el estimador combinado (cregad),

plca)
regAq”

Uy Ny g Eq SE RECME  REVE
Uy 500 15.454  0.165 0.111 0.113 0.011
Uz 500 15.728 0.235 0.153 0.154 0.012
Us 500 15.366  0.213 0.133 0.134 0.011
Uy 500 15.449  0.238 0.142 0.143 0.012
Us 500 15.250  0.251 0.145 0.146 0.012
Us 500 15.157  0.278 0.136 0.138 0.012
Uy 750 22.503  0.265 0.129 0.130 0.012
Usg 750 22.146  0.302 0.129 0.129 0.012
Uy 750 22.511  0.317 0.113 0.113 0.012
Uio 750 22.484 0.354 0.154 0.154 0.012
Ui 750 22187 0.364 0.088 0.091 0.012
Uiz 750 22.284  0.343 0.120 0.120 0.012
Uis 1000 29.771 0.389 0.092 0.093 0.012
Uiy 1000 29.846  0.391 0.104 0.105 0.012
Uis 1000 30.055  0.427 0.096 0.097 0.012
Uis 1000 29.854 0.432 0.075 0.076 0.012
Uir 1000 29.817 0.455 0.059 0.061 0.012
Uisg 1000 29.853  0.475 0.044 0.048 0.012
Ujg 1250 37.726  0.494 0.036 0.038 0.012
Uazo 1250 37.180 0.522 0.029 0.033 0.012
U2y 1250 37.701 0.543 -0.001 0.015 0.012
Usg 1250 37.294 0.551 -0.036 0.040 0.012
Uszs 1250 37.707 0.591 -0.037 0.042 0.012
Usy 1250 37.483 0.580 -0.055 0.059 0.012
Uss 1500 44.443 0.606 -0.080 0.082 0.012
Uszg 1500 44.686 0.644 -0.113 0.115 0.011
Us7 1500 44.952 0.655 -0.115 0.118 0.011
Ussg 1500 45.303 0.684 -0.139 0.145 0.011
Usg 1500 44.985 0.715  -0.151 0.162 0.011
Uso 1500 44.825 0.753 -0.150 0.171 0.010

Todos 30 0.441  0.040 0.102 0.012
Pequeno 15.401 0.230  0.137 0.138 0.012
Mediano 29.911 0433 0.063 0.080 0.012

Grande 44.866  0.676  -0.125 0.132 0.011
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Tabla 5.21: Resultados de la simulacién para el estimador combinado (cregab),

ples)
regAgq”

Uy Ny g Ey SE RECME  REVE
U, 500 15.454  0.212 0.158 0.199 0.011
Uz 500 15.728 0.255 0.173 0.188 0.012
Us 500 15.366  0.239 0.159 0.180 0.011
Uy 500 15.449  0.256 0.160 0.173 0.012
Us 500 15.250 0.269 0.163 0.175 0.012
Us 500 15.157  0.293 0.151 0.162 0.012
Uy 750 22.503 0.279 0.143 0.147 0.012
Usg 750 22.146 0.312 0.139 0.142 0.012
Uy 750 22.511 0.325 0.121 0.122 0.012
Uio 750 22.484  0.359 0.159 0.160 0.012
Ui 750 22.187 0.371 0.095 0.102 0.012
Uiz 750 22.284  0.349 0.126 0.127 0.012
Uis 1000 29.771 0.393 0.096 0.097 0.012
Uiy 1000 29.846  0.395 0.108 0.109 0.012
Uis 1000 30.055 0.430 0.099 0.099 0.012
Uie 1000 29.854 0.434 0.077 0.078 0.012
Uir 1000 29.817 0.457 0.061 0.062 0.012
Uis 1000 29.853 0.476 0.045 0.050 0.012
Uig 1250 37.726  0.494 0.035 0.038 0.012
Uszo 1250 37.180 0.520 0.028 0.031 0.012
U2y 1250 37.701 0.540 -0.004 0.015 0.012
Uag 1250 37.294 0.548 -0.040 0.042 0.012
Uszs 1250 37.707 0.586 -0.043 0.046 0.012
Uay 1250 37.483 0.574 -0.061 0.063 0.012
Uss 1500 44.443 0.598 -0.089 0.090 0.012
Uszg 1500 44.686 0.629 -0.127 0.129 0.011
Usa7 1500 44.952 0.639 -0.131 0.132 0.011
Usg 1500 45.303 0.658 -0.165 0.166 0.011
Uszg 1500 44.985 0.668 -0.198 0.200 0.011
Uso 1500 44.825 0.693 -0.210 0.213 0.010
Todos 30 0.442 0.041 0.118 0.012
Pequeno 15.401 0.254 0.161 0.179 0.012
Mediano 29.911 0.436 0.066 0.085 0.012
Grande 44.866  0.648 -0.153 0.155 0.011
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5.7. Estimadores de regresiéon logistica

Resultados

Las tablas de esta seccién muestran el comportamiento de los estimadores
de regresion logistica propuestos en la poblacion simulada.

Tabla 5.22: Resultados de la simulacién para el estimador (logistic), ]3109 A,

Uy Ny g Eq SE RECME  REVE
Uy 500 15.454  0.180 0.126 0.133 0.090
Us 500 15.728 0.178 0.096 0.112 0.091
Us 500 15.366  0.186 0.106 0.119 0.091
Uy 500 15.449  0.193 0.097 0.114 0.090
Us 500 15.250  0.197 0.091 0.111 0.091
Usg 500 15.157  0.223 0.081 0.110 0.092
Uz 750 22,503 0.211 0.075 0.097 0.074
Us 750 22.146  0.235 0.062 0.094 0.075
Ug 750 22,511  0.255 0.051 0.091 0.074
Uio 750 22.484  0.246 0.046 0.089 0.074
U11 750 22.187  0.320 0.044 0.096 0.074
Ui2 750 22.284  0.271 0.049 0.092 0.075
Uis 1000 29.771  0.332 0.035 0.084 0.064
Uia 1000 29.846 0.317 0.030 0.081 0.064
Uis 1000 30.055 0.342 0.011 0.080 0.064
Ui 1000 29.854  0.362 0.005 0.083 0.064
Uyr 1000 29.817 0.401 0.005 0.080 0.064
Uis 1000 29.853 0.429 -0.002 0.079 0.064
Uiog 1250 37.726  0.449 -0.010 0.074 0.057
Usg 1250 37.180 0.473 -0.019 0.075 0.057
Uz 1250 37.701 0.523 -0.021 0.075 0.057
Usz2 1250 37.294 0.570 -0.017 0.075 0.057
Uas 1250 37.707 0.596 -0.033 0.080 0.056
Uazq 1250 37.483 0.608 -0.026 0.076 0.056
Uss 1500 44.443 0.648 -0.038 0.074 0.051
Usg 1500 44.686 0.716 -0.041 0.071 0.051
Uszy 1500 44.952 0.730 -0.040 0.069 0.051
Ussg 1500 45.303 0.779 -0.045 0.067 0.051
Uag 1500 44.985 0.815 -0.051 0.068 0.051
Usgo 1500 44.825 0.846 -0.057 0.069 0.051

Todos 30 0.421  0.020 0.087 0.067
Pequeno 15.401 0.193  0.100 0.116 0.091
Mediano 29.911 0.386  0.016 0.083 0.065

Grande 44.866  0.756  -0.045 0.070 0.051
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Comentarios

Los cuatro estimadores de regresion logistica incluyen informacion comple-
ta, y son variantes del modelo LGREG propuesto por Lehtonen, Sarndal y
Veijanen (2009). El estimador LGREG para el total dado por (?7?) y para la
proporcién dada por (??), cuyas variantes simuladas fueron:

. f’log 4,, cuyos coeficientes de regresion 3 se generaron por regresion lineal
(gl) y son comunes a todos los dominios, estimando el argumento de la
exponencial en el modelo de regresién logistica mediante zy, * B, con
informacion auxiliar poblacional completa.

. ﬁzgg) A,» cuyos coeficientes de regresion [ se generaron por regresion lineal
(gl) para cada dominio, estimando el argumento de la exponencial en el
modelo de regresion logistica mediante xy, * Bd, con informacion auxiliar
completa de dominio.

~

. Pl(fg)Ad, cuyos coeficientes de regresién [3 se generaron por (glm) para

cada dominio, es decir, en el modelo de regresién logistica se usé xy, * 34
para estimar el argumento de la exponencial, con informacién auxiliar
completa de dominio.

p(3) . .
» Bga, enelcual coeficientes de regresion (3 se generaron por (glm) comu-
nes a todos los dominios, es decir, en el modelo de regresion logistica se
usé zy, * [ para estimar el argumento de la exponencial, con informacién

auxiliar poblacional completa.

Asumimos que estos estimadores son adecuados para hacer las comparacio-
nes con nuestros estimadores, toda vez que incorporan en la fase de estimacion,
informacién auxiliar completa. A la vista de los resultados de las tablas 5.22
a 5.25, encontramos que soélo los estimadores PlogA LYy Pl( ) 4, tienen mejores
propiedades, aunque son un poco sesgados y con precision aceptable ya que el
mayor sesgo empirico absoluto del primero es 0.126 y el menor es 0.002, mien-
tras que para el segundo el mayor sesgo es 0.097 y el menor es 0.002. Ambos
tienen una precisién similar al estimador directo (4.9) y mejor comportamiento
para dominios medianos y pequenos. La tltima columna de la tabla, evidencia
subestimacion de la varianza del estimador.
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Tabla 5.23: Resultados de la simulacién para el estimador (logisticl), ISl(Olg) A

Uy Ny g Eq SE RECME REVE
U, 500 15.454  0.151 0.097 0.114 0.091
Us 500 15.728 0.154 0.072 0.099 0.092
Us 500 15.366  0.160 0.080 0.105 0.092
Uy 500 15.449 0.166 0.070 0.101 0.092
Us 500 15.250 0.173 0.067 0.101 0.092
Us 500 15.157  0.204 0.062 0.107 0.093
Uz 750 22.503  0.188 0.052 0.091 0.075
Usg 750 22.146  0.217 0.043 0.092 0.075
Ug 750 22,511  0.240 0.036 0.093 0.075
Uio 750 22.484  0.233 0.033 0.091 0.075
Ui 750 22187 0.313 0.037 0.099 0.074
Ui2 750 22.284  0.259 0.036 0.094 0.076
Uis 1000 29.771 0.326 0.029 0.086 0.065
Upq4 1000 29.846 0.311 0.024 0.084 0.065
Uis 1000 30.055 0.339 0.008 0.084 0.064
Uis 1000 29.854  0.360 0.003 0.086 0.065
U7 1000 29.817  0.400 0.004 0.082 0.064
Uisg 1000 29.853  0.429 -0.002 0.080 0.064
Uig 1250 37.726  0.449 -0.010 0.074 0.057
Uszo 1250 37.180 0.474 -0.019 0.074 0.057
Uy 1250 37.701 0.523 -0.021 0.073 0.057
Uas 1250 37.294 0.569 -0.018 0.074 0.056
Uas 1250 37.707 0.595 -0.034 0.079 0.056
Usy 1250 37.483 0.606 -0.028 0.074 0.056
Uss 1500 44.443 0.645 -0.042 0.074 0.051
Uszg 1500 44.686 0.710 -0.047 0.072 0.050
U7 1500  44.952  0.724 -0.046 0.071 0.050
Usg 1500 45.303 0.770 -0.053 0.071 0.050
Uag 1500 44.985 0.804 -0.062 0.075 0.050
Uso 1500 44.825 0.833 -0.070 0.079 0.049

Todos 30 0.411  0.010 0.086 0.068
Pequeno 15.401  0.168  0.075 0.104 0.092
Mediano 29.911 0.379  0.010 0.084 0.065

Grande 44.866  0.748  -0.053 0.074 0.050
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Uy Ny g Eyq SE RECME  REVE
U, 500 15.454  0.079 0.025 0.136 0.089
Uz 500 15.728  0.089 0.007 0.113 0.090
Us 500 15.366  0.094 0.014 0.123 0.090
Uy 500 15.449 0.095 -0.001 0.123 0.090
Us 500 15.250 0.113 0.007 0.121 0.090
Us 500 15.157  0.157 0.015 0.132 0.091
Uy 750 22.503 0.128 -0.008 0.118 0.074
Us 750 22.146  0.169 -0.004 0.118 0.074
Uy 750 22.511  0.203 -0.001 0.119 0.075
Uio 750 22.484 0.198 -0.002 0.112 0.074
U1 750 22.187  0.298 0.022 0.119 0.074
Uiz 750 22.284  0.230 0.007 0.118 0.075
Uis 1000 29.771 0.315 0.018 0.099 0.065
Uiy 1000 29.846  0.297 0.010 0.098 0.065
Uis 1000 30.055 0.334 0.003 0.094 0.064
Uis 1000 29.854 0.356 -0.001 0.095 0.065
Uyr 1000 29.817 0.399 0.003 0.087 0.064
Uis 1000 29.853 0.429 -0.002 0.081 0.063
Uig 1250 37.726  0.449 -0.010 0.074 0.056
Uszo 1250 37.180 0.473 -0.020 0.070 0.056
Usa1 1250 37.701 0.518 -0.026 0.069 0.055
Uss 1250 37.294 0.559 -0.028 0.069 0.053
Uss 1250 37.707 0.582  -0.047 0.078 0.053
Uay 1250 37.483 0.593 -0.042 0.072 0.052
Uszs 1500 44.443 0.622 -0.064 0.081 0.046
Usg 1500 44.686 0.679 -0.078 0.089 0.044
Usr 1500 44.952 0.689 -0.081 0.091 0.043
Usg 1500 45.303 0.726 -0.097 0.104 0.041
Uag 1500 44.985 0.752 -0.114 0.118 0.040
Uso 1500 44.825 0.772 -0.131 0.134 0.041
Todos 30 0.380 -0.021 0.102 0.065
Pequeno 15.401  0.104 0.011 0.125 0.090
Mediano 29.911 0.363  -0.007 0.094 0.064
Grande 44.866  0.707 -0.094 0.103 0.043

203

Tabla 5.24: Resultados de la simulacién para el estimador (logistic2), 131(2)

0gAq”
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Tabla 5.25: Resultados de la simulacién para el estimador (logistic3), 13l(05’;]) A

Uy Ny g Eq SE RECME REVE
U, 500 15.454  0.204 0.150 0.156 0.089
Us 500 15.728 0.195 0.113 0.127 0.090
Us 500 15.366  0.205 0.125 0.137 0.090
Uy 500 15.449 0.212 0.116 0.131 0.089
Us 500 15.250 0.214 0.108 0.125 0.090
Us 500 15.157  0.238 0.096 0.121 0.090
Uz 750 22.503  0.229 0.093 0.111 0.073
Usg 750 22.146  0.250 0.076 0.103 0.073
Ug 750 22,511  0.268 0.064 0.097 0.073
Uio 750 22.484  0.256 0.056 0.094 0.073
Ui 750 22187 0.331 0.055 0.099 0.073
Ui2 750 22.284  0.283 0.060 0.097 0.074
Uis 1000 29.771 0.340 0.043 0.086 0.063
Upqs 1000 29.846 0.325 0.038 0.082 0.063
Uis 1000 30.055 0.346 0.015 0.079 0.062
Uis 1000 29.854 0.367 0.010 0.081 0.063
U7 1000 29.817 0.403 0.007 0.078 0.062
Uisg 1000 29.853 0.430 -0.001 0.077 0.062
Uig 1250 37.726  0.448 -0.010 0.072 0.055
Uszo 1250 37.180 0.470 -0.023 0.075 0.055
Uy 1250 37.701 0.518 -0.026 0.075 0.055
Uas 1250 37.294 0.565 -0.022 0.074 0.055
Uas 1250 37.707 0.589 -0.040 0.082 0.055
Usy 1250 37.483 0.602 -0.033 0.076 0.055
Uss 1500 44.443 0.639 -0.047 0.077 0.050
Uszg 1500 44.686 0.706 -0.051 0.076 0.050
U7 1500 44.952 0.719 -0.051 0.074 0.050
Usg 1500 45.303 0.766  -0.057 0.075 0.049
Uag 1500 44.985 0.801 -0.065 0.078 0.049
Uso 1500 44.825 0.832 -0.072 0.081 0.049

Todos 30 0.425  0.024 0.093 0.066
Pequeno 15.401 0.211  0.118 0.133 0.090
Mediano 29.911 0.390 0.020 0.085 0.064

Grande 44.866 0.744 -0.057  0.077  0.049
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5.8. Comparacién de estimadores

Resultados

Las tablas de esta seccion muestran comparativas del comportamiento de
todos los estimadores propuestos en la poblacion simulada.

Tabla 5.26: Sesgo relativo empirico de los estimadores comparados.
SE/Py,x 100 % en total y por tamafio del dominio

Inf. auxiliar Estimador Total Pequeno Mediano Grande
Directo Pa, 7.88 38.06 0.57  -0.37
Dominio Pty 7.81 36.96 071 -0.04
Razén Poblacién P 47.80  204.22 198  -24.62
Dominio sint. Py 45.95  158.69 2081  -18.39
Dominio P, 2.24 10.57 022  -0.02
Regresién Poblacién P2, 102.09  411.30 4154 -25.47
Dominio sint. P . 45.95  158.69 20.81  -18.39
Dominio Py, 1.87 8.60 025  -0.02
Diferencia Poblacién P, 10915 439.19 44.65  -27.36
Dominio sint. PP, 16.84 41.88 17.76  -10.98
Dominio By 8.9 41.08 111 0.07
Poblacién ﬁf,ffs 34.53  150.65 129  -16.71
Comb. Razén Dominio sint. ]3752;) 44.76 154.48 28.88 -17.31
Dominio-sint.(D) P} 45.67  157.07 28.86  -15.29
Poblacién-sint.(D) ﬁjjﬁj 50.41  181.79 20.74  -18.93
Dominio Py, 6.05 27.14 1.00 0.09
Poblacién ple), 65.90  269.56 2571 -17.17
Comb. Regresién ~ Dominio sint. Pl 44.85  154.80 28.95  -17.39
Dominio-sint.(D)  Plc) 45.63  156.51 20.02  -15.42
Poblacién-sint.(D) ~ P{(3), 52.32  188.36 30.68  -18.82
Poblacién Pioga, 20.22 12135 1014 -5.65
Reg. Logistica Dominio ﬁl(olg)Ad 21.09 91.08 6.99 -6.61
Dominio P, 0.03 14.65 0.97  -11.59
Poblacién B 34.91  143.78 1263 -7.11
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Tabla 5.27: Eficiencia relativa empirica de los estimadores comparados.
ECME(directo) /ECME(estimador)x 100 % de los estimadores comparados respecto al
estimador directo en total y por tamano del dominio.

Inf. auxiliar Estimador Total Pequeno Mediano  Grande
Directo Pa, 100 100 100 100
Dominio Pty 122.96  108.65  123.25  136.40
Razén Poblacién Isr(i)d 64.99 36.25 85.73 31.52
Dominio sint. Py 131.34 5713 18535  43.54
Dominio P, 103.26 70.56 10539  129.55
Regresién Poblacién P2 . 50.16 20.94 67.28  28.02
Dominio sint. Afji » 131.34 5713 18535  43.54
Dominio Py, 106.51 71.07 10849  136.03
Diferencia Poblacién P, 50.44 20.64 67.99  27.62
Dominio sint. P, 20425  216.84  243.08  75.17
Dominio Pl 11792 105.05 11848  129.09
Poblacién ﬁfffd) 75.16 43.95 95.34  45.85
Comb. Razén Dominio sint. IBT(ZSGS 133.39 58.69 187.51 45.73
Dominio-sint.(D) ]BT(Z‘;S 133.43 57.16 187.19 48.40
Poblacién-sint.(D) ﬁfjf:) 127.42 4520 183.10 42,59
Dominio ple, 115.89 9543 11890  127.32
Poblacién Pl 65.54 30.64 85.26  41.29
Comb. Regresién ~ Dominio sint. Pl 133.27 5857  187.40  45.56
Dominio-sint.(D)  Plct), 132.76 57.04  186.23  48.06
Poblacién-sint.(D) P>, 125.81 4380 180.96  42.41
Poblacién Proga, 89.93 63.58 10108  82.81
Reg. Logistica Dominio Isl(olg)Ad 89.83 67.67 100.26 80.70
Dominio P, 79.40 57.02 92.66  61.99
Poblacién B 86.06 53.21 99.94  77.24
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Comentarios

Para la interpretacion de los resultados, consideremos los dominios dividi-
dos en 3 categorfas. Dominios pequenos (de tamano 500), medianos (de ta-
manos 750, 1000 y 1250) y grandes (de tamano 1500). Las tablas (5.26) y
(5.27), (5.29) y (5.30), muestran los resultados obtenidos. En concreto, se pre-
sentan los datos correspondientes al sesgo relativo y eficiencia relativa media
para cada uno de los estimadores en el total de la poblacion y en las categorias
consideradas en funcién del tamano del dominio. Se han expresado el sesgo
relativo en porcentaje (a la verdadera proporcién en el dominio) y los errores
cuadraticos medios relativos al estimador directo.

Los resultados obtenidos muestran que los estimadores propuestos ﬁ,,(i‘)d

(413)7 ﬁr(i) (4 26) PrelgA (4 96) Pr;?gA (4 108) szlfA (4101)7 ﬁcﬁ?f)Ad (4103>7

P (4.50), PL5) (458), P (4.62), P (466), ey, (4117), PLS), (4121),

regAq regAq
Pfg;)A (4.123) y P:g;l‘ (4.125), suponen un aumento en la precisién media si
consideramos todos los posibles dominios. Todos ellos mejoran las estimaciones

en el caso de los dominios medianos, supomendo en los casos P( ) (4 26), PS; A,

(4.108), B, (4 103) P (4.58), P'Y) (4.62), P) (4.66), P ), (4.121),

T

P(ec;)Ad (4.123) y PTegA (4.125), un aumento en precisién de mas del 80 %.

Mencién especial merece el estimador ﬁéf’} 4, (4.103) , toda vez que aumenta
a mas del doble la eficiencia del estimador directo, sesgiin se puede ver en la
tabla 5.27.

El comportamiento de los dominios pequenos y grandes es distinto. Para
los dominios pequenos se aprecia mejora en la precision solo con los estima-
dores P( ) , Péf’ } Ay Pf;ld) y PT(EQ)A Los estimadores P! A) y Pfeg 4, tienen com-
portamlento similar y mejoran la eficiencia del estimador dlrecto en un 85 %,

mientras que el estimador Pd( } 4, duplica la eficiencia y los estimadores Pr(zl),

1
Pr(ecgl‘d, tienen la misma eficiencia, cuyo valor es del 18 %.

Para los dominios %randes existe un aumento en la precision de los estima-
dores PU) P P Py Pl Porotra parte, el comportamiento de
d lfAd ) T‘Ad )

regAgq’ regAq’
Pr(i\)d, Pr(Ad) y T(S;)Ad, (4.13), (4.50) y (4.117), respectivamente, resultan ser bue-

nos estimadores, toda vez que mejoran siempre la calidad de las estimaciones,
en la poblacién global simulada y en los dlstlntos tamanos de dominio. Similar
comportamiento se observa en el estimador sz 4, Aunque su comportamiento
en dominios grandes no es muy bueno.

De los modelos de regresion logistica considerados, tan solo los estimado-

res Plog A, Y Pz(og) A, €N el caso de dominios medianos, muestran una eficiencia

relativa similar ail estimador base y en cualquier caso inferior a los estimado-
ves PO P& pU P PN p® ) Bl Bl ple ple

rAg’ T regAg’ " regAg’ rAg’ regAq’
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plea)  ple o ples)

regAg’ * regAg regAq’

Si consideramos ahora los valores del sesgo relativo, observamos que los esti-
madores PT(il)d, szld) y Pf;l)éld, no solo mejoran el estimador base con respecto
al error de estimacion, sino que también mantienen, en media, el valor del ses-
go, lo cual confirma que su uso proporcionara estimaciones méas potentes sin
repercutir en el valor del sesgo.

Ahora, si comparamos los estimadores de acuerdo con la informaciéon au-
xiliar disponible, encontramos que son maés eficientes aquellos que hacen uso
de informacién a nivel de dominio, en este caso, Pp,, que aquellos que hacen
uso de informacion auxiliar de nivel poblacional. Los estimadores que tienen
un mejor comportamiento son PS‘L, PT(:; Ay Pézl } Ay P;Zl(j y Pr(eglld, tanto para
la poblacién global como para los distintos tamanos de dominio.

Si comparamos los estimadores de razén y los estimadores de regresion,

encontramos que para la poblacién global es mas eficiente pw A, que Pr(elg) Ay

ademas, 13752 y PT(Q; 4, son igual de eficientes. Para los dominios pequenos el

. 1 . . sz
estimador de razén PT( A)d resulta ser mejor que los estimadores de regresion;

para los dominios de tamano mediano los estimadores ]3(1) Pr(e; A, Superan
p(1) p(l )

en eficiencia al estimador directo y P, es superior a P,

regAd;

- p(3) :
estimadores P,y ng 4, son igual de eficientes y significan una aumento
de aproximadamente el 70 % respecto del estimador directo. En el caso de
dominios grandes se mantiene la superioridad de los estimadores de razén

sobre los de regresion.

ademas, los

Comparando ahora los estimadores combinados de razén con los combina-
dos de regresion, encontramos que para la poblacién global solo los estimadores
Pr(jfd) Pffd), no superan en eficiencia al estimador base, mientras que en los
otros el comportamiento es similar, es decir, los estimadores combinados de
razéon y los estimadores combinados de regresion en la poblacién global y en
los diferentes tamanos de dominio, son igual de eficientes y superiores al esti-
mador directo.

Si comparamos los estimadores de razén simple con los estimadores com-
binados de razon, se observa un aumento significativo en la eficiencia de los
estimadores combinados y la consecuente disminucién del sesgo. Este compor-
tamiento se observa también al comparar los estimadores simples de regresion
con los estimadores combinados de regresion. Entonces, se infiere que los es-
timadores combinados de razén y regresién mejoran la eficiencia de los esti-
madores de razon y regresion simples y disminuyen el sesgo. Respecto de los
estimadores sintéticos P(i)d, PS; A,y Pg’} 4,» mejoran la eficiencia del estimador
directo para la poblacién global y para domlnios de tamano mediano, aunque
habréa que notar que solo el estimador de diferencia tiene un buen desempeno,
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, . - . 3(c1) _ plel) .
ademds, en dominios pequenos. Los estimadores compuestos P, 'y P, 4, evi-
dencian una ligera superioridad del primero sobre el segundo, PT(jd) es similar

pcd) H(cb) H(cb) . -z . ..
a B, Pra, ¥ Prega,, tienen también comportamiento similar.
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Resultados de la segunda poblacién simulada

En vista que en la poblacién generada, segin tabla 5.1, P4,, Pp, v ¢q
crecen con Ny, lo cual permite suponer que estan correlados positivamente,
hemos ejecutado el estudio de simulacién en diferentes situaciones. Entre ellas
mostramos una poblacién (Tabla 5.28), obtenida siguiendo el mismo proceso
de simulacion descrito antes, pero con valores de P4, decreciendo desde %
hasta %.

Tabla 5.28: Caracteristicas de la segunda poblacién simulada.
Poblacién generada U, de tamano N = 30000, con P4 = 0,3172, Pg = 0,5078
y ¢ = 0,6496. Tamano Ny, proporcién del atributo de interés P,4,, del atributo
auxiliar Pp, y coeficiente de Cramer ¢4 entre atributos por dominio Uy

Uq Ng Pa, Pp, $d

U, 500 0.90600000  0.9560000 0.6660358
Uz 500 0.86200000  0.9360000  0.6535309
Us 500 0.84000000  0.9060000  0.7380393
Uy 500 0.76600000  0.8600000  0.7299973
Us 500 0.75000000  0.8640000 0.6871843
Us 500 0.68000000  0.8220000  0.6783496
Uy 750 0.68533333  0.8000000  0.7378967
Us 750 0.61866667  0.7866667  0.6632999
Uy 750 0.58666667  0.7493333  0.6890588
Uio 750 0.55866667  0.7680000 0.6183814
Ui 750 0.49466667  0.6800000  0.6787157
Uiz 750 0.48666667  0.7026667 0.6333783
Uis 1000  0.47100000 0.6850000 0.6398713
Uiy 1000  0.39500000  0.6430000 0.6020735
Uis 1000  0.39900000 0.6320000 0.6217483
Uis 1000  0.32900000 0.5730000 0.6044680
Uyr 1000  0.29800000  0.5490000  0.5905296
Uis 1000  0.28100000 0.5330000 0.5851720
Uig 1250  0.26560000 0.5112000 0.5880549
Uszo 1250  0.22640000 0.4888000 0.5532352
U1 1250  0.21440000  0.4544000 0.5724396
Uas 1250 0.19760000 0.4360000 0.5644095
Uszs 1250 0.16800000 0.3976000 0.5531110
Uay 1250  0.16240000 0.3912000 0.5493038
Uszs 1500 0.13000000 0.3673333  0.5073052
Usg 1500 0.11066667  0.3420000  0.4893009
Us7 1500 0.09933333  0.2980000  0.5097132
Uss 1500 0.07800000 0.2753333  0.4718692
Uag 1500  0.07200000 0.2886667  0.4372507
Uso 1500 0.05933333  0.2600000 0.4237022
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Tabla 5.29: Sesgo relativo empirico de los estimadores comparados en la segunda

poblacion.

SE/P4,x 100 % en total y por tamafio del dominio

Inf. auxiliar Estimador Total Pequeno Mediano  Grande
Directo Pa, 0.09 -3.01 0.32 2.51
Dominio Pty 0.55 0.04 0.23 2.02
Razén Poblacién PR 3.04  -40.87 740 78.31
Dominio sint. P 1847  -3245 494 109.97
Dominio P 0.09 -2.26 0.26 1.96
Regresién Poblacién P2, 9.56  -12.65 20.90  63.17
Dominio sint. P, 1847  -3245 494 109.97
Dominio P, -0.17 0.34 001 -1.21
Diferencia Poblacién P, 4134 -45.20 -5.05  267.06
Dominio sint. P, 213 -14.43 6.99 4.08
Dominio Pl 0.02 -0.54 -0.28 1.48
Poblacién ﬁjjﬁd) 764 -30.57 611 10.72
Comb. Razén Dominio sint. Pf,ffdj 17.54 -32.27 4.78 105.61
Dominio-sint.(D) sz‘ldj 21.08 -20.12 5.35 109.47
Poblacién-sint.(D) ij;‘f? 1829 -33.27 497 109.78
Dominio Py, 0.25 -2.34 0.41 2.36
Poblacién Pl 510  -10.14 2051 37.19
Comb. Regresion ~ Dominio sint. ﬁﬁz;;d 15.96 -31.92 4.50 98.22
Dominio-sint.(D) P, 1802 -20.92 486  96.45
Poblacion-sint.(D) P>, 18.76  -24.05 484  103.34
Poblacién Bioga, 4.64 -7.52 0.64 3265
Reg. Logistica ~ Dominio Py 013 -10.01 158 14.08
Dominio P, -17.30  -17.40 -4.56  -55.40
Poblacién B 3.07 -5.88 2041 2247
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Tabla 5.30: Eficiencia relativa empirica de los estimadores comparados en la segunda
poblacion.

ECME(directo) /ECME (estimador)x 100 % de los estimadores comparados respecto al
estimador directo en total y por tamano del dominio.

Informacién auxiliar ~ Estimador Total Pequenio Mediano  Grande
Directo Pa, 100 100 100 100
Dominio Pl 12444 13474 12506  112.29
Razén Poblacién Py 66.49 31.47 85.10  45.70
Dominio sint. Py 122.24 4036 17526  45.05
Dominio P 11263 11256 11320  110.97
Regresién Poblacién Pe 89.08 7274 10371 6155
Dominio sint. P, 122.24 4036 17526  45.05
Dominio Py, 10819 13953 11110  68.13
Diferencia Poblacién P, 47.28 27.72 6313  19.28
Dominio sint. PP, 232.07 95.00 28614  206.91
Dominio pley) 113.96 12170 11457  104.40
Poblacién ﬁfjfd) 87.74 42.95  101.87  90.16
Comb. Razén Dominio sint. 13523(5 123.23 40.57 176.30 46.67
Dominio-sint.(D) }3;;4% 121.94 46.02 172.82 45.23
Poblacién-sint. (D) ﬁfj{’? 121.47 30.88  174.14  45.02
Dominio Pl 108.60  109.13 10858  108.15
Poblacién Pl 95.09 82.75  105.03  77.62
Comb. Regresién ~ Dominio sint. ﬁf:gl‘d 124.84 40.97 177.88 49.62
Dominio-sint.(D) Py, 126.11 46.88 17772 50.51
Poblacién-sint.(D) P, 124.83 46.64  176.64  47.58
Poblacién Proga, 100.16 90.38  107.52  87.85
Reg. Logistica ~ Dominio P, 99.48 84.98  107.73  89.22
Dominio P, 87.53 68.54  106.11  50.79
Poblacién B 101.49 95.15  106.10  94.02
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Comentarios sobre la segunda poblacién

Se desprende de las tablas 5.29 y 5.30 que los estimadores estudiados en
esta segunda poblacion simulada, tienen un comportamiento similar en ambas
poblaciones, aunque aqui surge mayor evidencia para descartar el estimador
de diferencia sintético Péf} A, (4.103), como estimador adecuado para domi-
nios pequenos, toda vez que su eficiencia es menor que la del estimador de

diferencia Péil } A, (4.101). A la vista de los resultados, identificamos como los

. i ) . . 51 B
mejores estimadores para los diferentes tamanos de dominio a PT( A)d, Pr(eg)] Ay

ﬁled) y ﬁ:g;j)éld, cuyas eficiencias alcanzan hasta el 34 % y son los de menor ses-

go relativo. Se ha incluido el estimador 167561; A, que tiene una eficiencia menor
a los otros tres estimadores, porque en todas la simulaciones realizadas refleja
siempre una eficiencia superior al del estimador directo.

Por lo anterior, los comentarios validos para los estimadores de la primera
poblacién simulada, valen <1§)arau los estimadores en la segunda poblacién, con

excepcién del estimador ﬁdi ta, (4.103).
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Figura 5.1: Grafico de cajas de las RECME de los estimadores. El grafico ofrece
una imagen visual de la variabilidad de los estimadores y se confirma que la
varianza empirica es menor para I los estimadores 2, 5, 11 y 16, que corresponden
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5.9. Conclusiones del estudio de simulacion

Toda vez que nuestro objetivo consistié en hallar estimadores para pro-
porciones en areas pequenas, debido a que es un importante tema en muchas
aplicaciones practicas, propusimos varios estimadores que hacen uso de infor-
macién auxiliar a nivel de poblaciéon y a nivel de dominio, en vista de que la
estimacion directa de dominios no proporciona buenas estimaciones. El estudio
de simulacion realizado con los estimadores propuestos, aporta evidencia para
afirmar que los estimadores Pr(/l‘)d, szld), Pr(elg A, Y Pfecglj)éld, son eficientes y muy
poco sesgados, por tanto, pueden usarse en la estimacion de proporciones de
areas pequenas y en cualquier tamano de dominio. Debemos destacar que estos
tres estimadores hacen uso de informacién auxiliar en forma de proporciones
de dominio, es decir, se conoce Pg,, la proporcién del atributo auxiliar B a
nivel de dominio, que se asume asociado al atributo A.

5.10. Estimacion con datos de dengue

Los datos

La aplicacion de los estimadores propuestos a un problema con datos reales,
se hace con una base de datos de casos confirmados de dengue por el laborato-
rio estatal de salud ptblica del Estado de Guerrero (LESPEG), México (2006).
La informacion contiene registros de los pacientes diagnosticados con dengue
y caracteristicas asociadas a los sintomas de un cuadro tipico de dengue, or-
ganizados para las 7 regiones del estado. La tabla (5.31) muestra los tamanos
poblacionales de esta regiones, que seran consideradas como dominios. Como
variable principal consideraremos el tipo de dengue sufrido por el paciente
(cldsico o hemorragico), donde Y = 1 si el paciente presenta dengue cldsico
y Y = 0, si presenta dengue hemorragico. Para la selecciéon de la variable
auxiliar, tomamos en consideracion la relacion entre la variable principal y
las distintas variables auxiliares, a partir de un modelo de regresion logistica
binaria. Las variables que mejor clasifican a los pacientes son sexo, enfermos
similares en la localidad, cefalea, mialgias, artralgias, vomito, nduseas, dolor
abdominal, diarrea, congestién nasal, escape de liquidos, hemorragias, pete-
quias y melena. De entre las variables con mayor correlacién, seleccionamos
artralgias y realizamos las estimaciones con una muestra disponible de tamano
300. La metodologia, en este caso, al tratarse de una muestra real, consiste
en estimar el error cuadratico medio de cada uno de los estimadores mediante
Jackknife. Posteriormente, definimos la eficiencia relativa tomando como base
el estimador directo.
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Tabla 5.31: Tamanos poblacionales de la poblacién “dengue” en las regiones.

Region Tamano poblacional.
1. Tierra caliente 40
2. Zona norte 211
3. Zona centro 160
4. Montana 412
5. Costa grande 354
6. Costa chica 74
7. Acapulco 964

Resultados

Seleccionada la muestra, encontramos que todas las submuestras corres-
pondientes a las regiones eran no vacias. Los tamanos de las submuestras para
cada dominio fueron n; = 2, ny = 37, n3 = 18, ny = 52, n5 = 46, ng = 7
y ny = 138. El dominio 1 solo tiene casos de dengue clasico y el dominio 6
tiene de los dos tipos, pero con solo 5 casos de dengue hemorragico. Centra-
remos nuestro estudio en el dominio 6, que es uno de los casos extremos que
se pueden presentar en la seleccion de la muestra, toda vez que todos los va-
lores correspondientes a la variable respuesta en la submuestra, resultaron ser
unos, es decir, todos los pacientes en la submuestra estan infectados de dengue
clasico. Existen muchos casos en la practica en los que podemos encontrar esta
situaciéon debido a la ocurrencia de factores relacionados a las caracteristicas
especificas del dominio, tales como una proporcion a nivel dominio muy cerca-
na a 1. En este caso, el uso de estimadores de regresion logistica no es factible.
Por otra parte, cabe esperar que el estimador base, que solo utiliza la infor-
macién muestral de dominio, no ofrezca estimaciones precisas. La tabla (5.32)
muestra las eficiencias relativas de los estimadores propuestos.

Como puede observarse la mayoria de los estimadores propuestos mejoran al
estimador base con respecto a la eficiencia; en el caso de los estimadores ple)

regAq

y }A)T(;:;Ad, la ganancia en eficiencia alcanza el 56.34 %. De especial interés para

nosotros es el estimador ]3&)01, toda vez que lo clasificamos como eficiente, y con
esta muestra mejora la eficiencia en un 47.29 %, que sabemos usa informacién
auxiliar a nivel de dominio. Los estimadores P,,(j,ld) N Pfg;ild, aunque su eficiencia
no es tan grande como en la poblacion simulada, aqui habria que destacar que,
aun con este caso extremo de muestra y con submuestras por dominio muy
pequenas, son ligeramente més eficientes que el estimador directo.

Esta situacion nos hace deducir que precisamente la inclusién de la razén
entre la proporcion poblacional y muestral de la variable auxiliar en el dominio
es lo que mejora la estimacion. En resumen, podemos concluir, que el problema
inicial de tener una submuestra en el dominio compuesta solo por unos, puede
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solventarse incluyendo en las estimaciones la informacién proporcionada por

la variable auxiliar.

Tabla 5.32: Eficiencia relativa estimada de los estimadores para la poblacién “den-

gue” en el dominio Us (Costa chica).

Poblacién U de tamano N = 2215, con n = 300.

Estimador  Eficiencia relativa

Directo Pa, 100.00

i 144.29

Razén P 147.16

Py 8.41

P, 108.06

Regresién P . 108.48
20

Sy 12.45

Py 100.73

Comb. Razén 1355305 100.77

13523% 5.03

ﬁfj;fs 105.61

ﬁﬁji? 105.61

Py, 100.17

Comb. Regresién ﬁfs;%d 100.17

Pl 5.03

Py, 156.34

Pe) 156.34
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Estimacion de proporciones en dominios

Se usaron los estimadores con mejores propiedades en la estimacion de pro-
porciones de pacientes con dengue clasico por regiones. La tabla 5.33 permite
observar las proporciones estimadas para cada dominio. La estimacion de pro-
porciones en el dominio 1, que corresponde a la region Tierra caliente, no se ha
realizado, toda vez que la muestra de dominio es demasiado pequena (n; = 2)
y todos los casos fueron confirmados con dengue clasico.

Tabla 5.33: Estimacién de proporciones y varianzas por regiones.

Estimador P 52
p(D)
P NA  NA
2o NA  NA
_regaiq
Tierra caliente Pf;l(t; NA NA
Hlel
Pl NA  NA
P
PT< s 0.800  0.007
H(1
Priya, 0.802  0.003
Zona norte f,i\lﬂ; 0.841  0.002
5(el) B
Prion, 0.832  0.002
Py 0.791  0.009
S ' '
P, 0.792  0.005
Zona centro T(CAl) 0.838  0.003
B(ci)
Pl 0.827  0.002
Py 0.994  0.004
Pt : :
Priya, 0.991  0.002
Montaiia Pﬁjlﬁ; 0.984  0.000
i
P 0.999  0.000
Py 0.878  0.003
0 : :
P, 0.883  0.001
Costa grande 13521) 0.910 0.001
ﬁjg;gd 0.902  0.000
P 0.925  0.008
P, 0.923  0.004
Costa chica P 0.916  0.004
ﬁjgid 0.918  0.002
Pty 0.494  0.002
P, 0.488  0.002
Acapulco P 0.500  0.001
ple) 0.496  0.001
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5.11. Conclusiones generales

Los estimadores de areas pequenas para variables cuantitativas, han de-
mostrado su eficiencia en distintas aplicaciones debido a la naturaleza de las
variables de estudio y a las variables auxiliares involucradas. De hecho, exis-
te toda una fundamentacion tedrica sobre los métodos y sobre los modelos
supuestos en las inferencias asociadas. Rao (2003) hace un recuento de estos
métodos e incluye algunos que se han pensado para variables binarias, pero
con informacion auxiliar de naturaleza continua, bajo un enfoque bayesiano.
Se han probado distintos modelos de enlace entre las unidades de los domi-
nios y las distribuciones a posteriori, que hara falta probar para datos que se
distribuyen segin alguna funcién de distribucién continua no estudiada, para
agotar la aplicacion de los modelos jerarquicos de bayes a la estimacién en
areas pequenas. En general, las estimaciones de areas pequenas con variables
cuantitativas funcionan muy bien, siempre que el tamano de la submuestra en
el dominio sea mayor que 2 y se cuente con informacion auxiliar proveniente de
registros administrativos, un censo, estudios previos o de otros dominios con
caracteristicas similares, en forma de totales poblacionales o de dominio.

Hasta ahora, no hay ninguna discusion completa sobre cual es la especifi-
cacion lineal o no lineal més apropiada cuando se necesitan estimaciones de
areas pequenas para variables no continuas, es decir, para datos de frecuencias
o datos categdricos. Los especialistas en encuestas saben que estas variables
surgen con mucha frecuencia y, aun mas, las variables auxiliares asociadas a
tales variables también pueden proceder de datos no continuos. El problema
de estimacion se complica porque la aplicacion de los métodos desarrollados
para variables continuas no son necesariamente validos para variables no con-
tinuas. Se justifica el calculo de medias, que para este tipo de variables son
proporciones de atributos, correlaciones, covarianzas, disimilaridades y otras
medidas, pero, resulta complicado y hasta incompresible, la justificacién teéri-
ca de un modelos lineal para este tipo de variables, sin antes haber realizado
con ellos alguna transformacién. Sin embargo, en anos recientes, se ha justi-
ficado la aplicacion de estimadores en la estimacién de proporciones, como se
puede ver en Murgi, S.J. et al. (1995) y una serie de trabajos de Rueda, et al.
(2008, 2009, 2010 y 2011).

Segun nuestros objetivos, hemos propuesto estimadores de razén, de re-
gresion, de diferencia y de calibracion para la estimacién de proporciones en
dominios, incorporando informacién auxiliar en forma de totales o proporcio-
nes en la fase de estimacion. La ventaja de los estimadores propuestos, frente a
los métodos de estimacion indirecta basada en modelos bajo el enfoque clasico
o bayesiano, predominantes en la teoria estadistica de las iltimas décadas para
la estimacion en areas pequenas, es que se obtienen buenas estimaciones con
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la informaciéon auxiliar disponible en forma de totales o proporciones, prove-
nientes de censos, estudios previos o registros administrativos, sin demandar
el uso de informacién completa. Su utilidad es manifiesta cuando por razones
ajenas al investigador, por ejemplo, confidencialidad de la informacién rela-
cionada con personas o instituciones piblicas o privadas, no es posible contar
con informacién auxiliar completa relacionada a la variable de interés. Uno de
los inconveniente principales que podemos senalar, es que la precisiéon de las
estimaciones es menor que de aquellos que usan informacién auxiliar completa,
por lo que, para que nuestros estimadores sean al menos igual de precisos que
los existentes en la literatura actual para la estimacion en areas pequenas, es
necesario incorporar a nuestros estimadores informacién auxiliar de varias va-
riables auxiliares relacionadas con la variable de interés o informacién completa
de tales variables auxiliares.

Se ha comprobado la eficiencia de los estimadores propuestos mediante un
estudio de simulacion y, segin evidencia proporcionada por las simulaciones,
unicamente los estimadores (4.13), (4.50), (4.96) y (4.117)

~ ~ p

P') = RyPp, = = Pg,
Pg,

ﬁ(l) :ﬁAd+/l;0pt(PBd_ﬁBd)

regAqg

~

Pr(jlld) = aOPPAd + (1 - &)ozvtpﬁl)dv

(el ~ ey ~ (1
Pr(egz)4d = aOPtPAd + (1 - aOPt>Pr(e;Ad7

mejoran la eficiencia en la estimacién, respecto del estimador base, en los
dominios pequenos, aunque merece mencion especial el estimador de razon,
toda vez que su eficiencia es superior al estimador de regresién. En los dominios

clasificados como medianos funcionan muy bien la mayoria de estimadores,

con excepcién de Ar(i)d, ]375623 A P } Ap ﬁffd) }A?T(;:;Ad. El resultado obtenido en
los dominios clasificados como grandes, refuerza la idea que los estimadores
propuestos funcionan mucho mejor para dominios medianos y pequenos que
para dominios grandes.

Entonces, si disponemos de informacién auxiliar de dominio, los estima-
dores apropiados serdn T(i)d, Pfelg Ap T(Zld) N T(ec;)‘ld, porque se ha demostrado
que mejoran la eficiencia como minimo en un 27 % y como méximo un 36 %,
mientras que el resto, tiene un comportamiento menos eficiente.

En situaciones practicas, no es facil tener acceso a informacién auxiliar a
nivel de dominio y solo se dispone de algunas medidas de posicién a nivel de
la poblacién. En tal caso, aunque la estimacion serd menos precisa, los estima-

dores apropiados que deben emplearse son los sintéticos, porque sy, el tamano
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de la muestra en el dominio es aleatoria y mejorara significativamente la es-

timacién al aumentar el tamano de la submuestra. Los estimadores sintéticos
, , ., . . . (3

que podrian emplearse son los de razon, de regresion y diferencia, es decir PT( A)d

(4.26), B2, (4.108)y Py}, (4.103).

regAq
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Capitulo 6

Apéndice

A: Estimacion del sesgo y el MSE

Dada una proporcién p,4,, de un estimador de razon, el sesgo y su error
cuadratico medio estarda dado por

B(pra,) = Pa, [V(de) B COU(pAdjde)}

Péd Py, Pp,
Yy
- V(Pas) | V(bB,)  2cov(Pa,, Db,
MSE Dra — P2 |: d a/ d’ d
( d) Ad P‘Zd Péd PAdPBd
Demostracion:
Sea eg = Pag—Pag y e = %, puede notarse que
d
T
1. E(eg) = FE ”AdP—AdAd =0
[Ps,—P,
2. E(e))=FE _”BdPBdBd =0
0N PA*PA-g_V(ﬁA)
3. E(eg) =FE ?Ad ‘ Pf,dd
N [pB,—Ps _27‘/(133)
L Ee)=F |75~ =51
(Pag—Pay)(PBy—PBy) cov(pay,PB,)
5. E(e(]?el) =L [ o ;de}:iid = = PAdede

223
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Asumimos que el tamano de muestra es suficientemente grande, asi que
leo] < 1y |er| < 1. Esto es equivalente a asumir que para todas las muestras

posibles 0 < pa, < 2P4, vy 0 < pp, < 2Pp,.
Dado que pa, = Pa,(1 +eo) vy D, = Pp,(1 + €1), el estimador p,4, puede

escribirse como

N Py, (1+e) 1
Pray PBd(l + 61) Bg Ad( + 60)< + 61)

que mediante un desarrollo en series de potencias da
ﬁrAd :PAd<1+€0)(1—61—|—6%—e?+...)

Dray :PAd(l—el—l—e%—e?%—---—i—eo—eoel—i—eoe%—eoef—i—-
Usando 1 y 2 e ignorando los términos de grado mayor que dos conseguimos

B, V(p, cov(Da,, D,
E[pra, — Pa,) = Pa,Elet — eoer] = Pa, (pQBd> _ 0v(Pay: P,
Pp, Py, Pp,

que es la expesion para el sesgo.
Ahora, procediendo de manera andaloga, obtenemos la expresién para el

error cuadratico medio
E[ﬁT‘Ad - PAd]2 = Pfxd [63 + 6% — 2eqe1]

_pe [Va) , Vibn) _ 2000, )
¢ Pz%d Péd PAdPBd

MSE(Dra,) = V(pa,) + RV (Ds,) — 2Racov(Pa,, PB,)-

Para un dominio particular, consideremos los datos dispuestos en una tabla
de doble entrada como se muestra en cuadro (6.1), donde Ny = SN A es el

Tabla 6.1: Clasificacién a nivel de dominio.

B B¢ Totales
A Ni1 | Ni2 Nj.
A°¢ Noq Noo No.

Totales | N.1 N.o Ny

niumero de unidades en la poblaciéon que posee el atributo A, Ns. es el niimero
de unidades en la poblacién que no posee el atributo A, N es el nimero de
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unidades de la poblacién que posee el atributo B y N5 es el numero de unidades
de la poblaciéon que no posee el atributo B. Analogamente, Ni; es el nimero
de unidades en la poblacién que poseen simultaneamente los atributos A y B,
N2 es el nimero de unidades de la poblacién que poseen simultaneamente los
atributos A y B¢, etc. Esta clasificacién puede definirse a nivel de la muestra
como se observa en el cuadro (6.2).

Tabla 6.2: Clasificacién a nivel de la muestra.

B B¢ Totales
A ni1 | ni2 ni.
A€ no1 | noo no.
Totales | n.1 n.o ng

Toda vez que suponemos A y B relacionado, el coeficiente V' de Cramer

estard dado por
_ N11Nog — N1aNoy

¢ vV N1.No. N 1N,

cov(Ngpa,, Nabp,) = cov(ny.,n.1) = cov(ni1 + niz, i1 + Nai)
=V (n11) + cov(niy, n12) + cov(nyy, nar) + cov(nia, o)

Las variables (n11, ni2, o1, noe) ~ HG(Ng,ng, N11, N12, Noy), por lo que

[ ] V(nn) = —Nd_ndnd&(l — &)7

Ng—1 Ng Ny
w cov(nyy,nig) = _%ndmﬁgm
w cov(nyy,ngy) = _%ndl\ﬁ;\[gm
w cov(nig,noy) = %nd%{gﬂ

y al expresion para la covarianza se escribe como

. Nll
Ng

Ni Ni Ni

= 1
Nd—l n Nd( )

N 1-fIN NiyiNis  NiyNyy  NioN.
cov(Ngpa,, Nabs,) = f[ 11 _ Nub 11No1 12 21}

_ N 1_f NllNd_Nfl_Nlle_NllNZl_N12N21
Nd—l n Nc%

pero como Ny = Ni; + Nis + Nay + Nao, sustituyendo se llega a la expresion

54 N N 1—f [Ni1No — NpoN.
COU(NdpAd7Nded):Nd_1 - |: 11 22N2 12 21:|.
d
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Del coeficiente V' de Cramer se obtiene,
N11Nag — N12Nay = ¢/ N1.Na. N1 Ny

por lo que si se sustituye en la expresiéon anterior obtenemos una ultima ex-
presion para la covarianza

cov(Napa,, NaDp,) =

N 1-f [qb\/—Nl.Ng.N.lN.z}

Nd -1 n Nd2
N 1- f¢ Ny.NoNsNo N 1-— f¢ [N1.No.N.{ N
 Ny—1 n N3 S Ny—1 n NgN4NyNy
. . N 1-
COU(NdpAdv Nded> = Nd 1 n f¢\/PAdQAdPBdQBd

Seleccion de la matriz de pesos w

El criterio para la optimalidad del vector de pesos w = (wy, -+ ,w,) con
Y w; = 1 es minimizar V(y). Para obtener el extremo, hacemos uso de la
desigualdad generalizada de Cauchy-Schwarz.

LEMMA.

(zy)? < (M) (yM™y),

donde M es una matriz simétrica definida positiva. La igualdad se mantiene
si y solo si xM = Oy, donde 6 # 0 es un escalar.

Para aplicar el lemma, fijemos e = (1,--- , 1) y hagamos la correspondencia
r=w,y=e, M= A.
Asi

1 = (we)? < (wAw')(eA ')

y la igualdad se consigue si y solo si wA = e o w = feA~L. Por la restriccién
we' =1, se sigue que § = 1/(eA~1€'), y entonces el peso éptimo estd dado por

eA!

W= —-.
eA-1le!
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B: Programa en R para los calculos de las si-

mulaciones

#Poblacién simulada
nsim <- 1000
pop.sizel<-c(rep(500,6))
pop.size2<-c(rep(750,6))
pop.size3<-c(rep(1000,6))
pop.sized4<-c(rep(1250,6))
pop.sizeb<-c(rep(1500,6))
pop.size<-c(pop.sizel,pop.size2,pop.size3,pop.size4,pop.sizeb)
(10:39) /41->prop
library(car)
library(MASS)
library (nnet)
library(splines)
library(survival)

x1<-rbinom(pop.size[1],1,prop[1]); yls<-rbinom(pop.size[1],1,propl[1])

recode(x1l, "0=2")->xlr; recode(yls, "0=2")->ylr; recode(xlxyls, "2=1; 4=0")-

x2<-rbinom(pop.size[2],1,prop[2]); y2s<-rbinom(pop.size[2],1,propl[2])

recode(x2, "0=2")->x2r; recode(y2s, "0=2")->y2r; recode(x2*y2s, "2=1; 4=0")-

x3<-rbinom(pop.size[3],1,prop[3]); y3s<-rbinom(pop.size[3],1,prop[3])

recode(x3, "0=2")->x3r; recode(y3s, "0=2")->y3r; recode(x3*y3s, "2=1; 4=0")-

x4<-rbinom(pop.size[4],1,prop[4]); y4s<-rbinom(pop.size[4],1,prop[4])

recode(x4, "0=2")->x4r; recode(y4s, "0=2")->ydr; recode(xd*yds, "2=1; 4=0")-

x5<-rbinom(pop.size[5],1,prop[5]); ybs<-rbinom(pop.size[5],1,prop[5])

recode (x5, "0=2")->xbr; recode(ybs, "0=2")->ybr; recode(xb5*ybs, "2=1; 4=0")-

x6<-rbinom(pop.size[6],1,prop[6]); yb6s<-rbinom(pop.sizel6],1,prop[6])

recode(x6, "0=2")->x6r; recode(ybs, "0=2")->y6r; recode(x6*ybs, "2=1; 4=0")-

x7<-rbinom(pop.size[7],1,prop[7]); y7s<-rbinom(pop.size[7],1,prop[7])

recode(x7, "0=2")->x7r; recode(y7s, "0=2")->y7r; recode(x7*y7s, "2=1; 4=0")-

x8<-rbinom(pop.size[8],1,prop[8]); y8s<-rbinom(pop.size[8],1,prop[8])

recode(x8, "0=2")->x8r; recode(y8s, "0=2")->y8r; recode(x8%y8s, "2=1; 4=0")-

x9<-rbinom(pop.size[9],1,prop[9]); y9s<-rbinom(pop.size[9],1,prop[9])

recode(x9, "0=2")->x9r; recode(y9s, "0=2")->y9r; recode(x9*y9s, "2=1; 4=0")-

x10<-rbinom(pop.size[10],1,prop[10]); y1Os<-rbinom(pop.size[10],1,prop[10])
recode(x10, "0=2")->x10r; recode(y10s, "0=2")->y1l0r; recode(x10*y1l0s, "2=1;
x11<-rbinom(pop.size[11],1,prop[11]); ylis<-rbinom(pop.size[11],1,prop[11])
recode(x11l, "0=2")->x11r; recode(ylls, "0=2")->ylir; recode(xll*ylls, "2=1;
x12<-rbinom(pop.size[12],1,prop[12]); y12s<-rbinom(pop.size[12],1,prop[12])
recode(x12, "0=2")->x12r; recode(yl2s, "0=2")->yl12r; recode(x12*yl2s, "2=1;
x13<-rbinom(pop.size[13],1,prop[13]); y13s<-rbinom(pop.size[13],1,prop[13])
recode(x13, "0=2")->x13r; recode(yl13s, "0=2")->y13r; recode(x13*y13s, "2=1;
x14<-rbinom(pop.size[14],1,prop[14]); yl4s<-rbinom(pop.size[14],1,prop[14])
recode(x14, "0=2")->x14r; recode(ylds, "0=2")->yldr; recode(x14*ylds, "2=1;
x15<-rbinom(pop.size[15],1,prop[15]); y15s<-rbinom(pop.size[15],1,prop[15])
recode(x15, "0=2")->x16r; recode(yl16s, "0=2")->ylbr; recode(x15*y1bs, "2=1;
x16<-rbinom(pop.size[16],1,prop[16]); y16s<-rbinom(pop.size[16],1,prop[16])
recode(x16, "0=2")->x16r; recode(yl6s, "0=2")->y16r; recode(x16*yl6s, "2=1;
x17<-rbinom(pop.size[17],1,prop[17]); y17s<-rbinom(pop.size[17],1,prop[17])
recode(x17, "0=2")->x17r; recode(yl7s, "0=2")->yl7r; recode(x17*yl7s, "2=1;
x18<-rbinom(pop.size[18],1,prop[18]); y18s<-rbinom(pop.size[18],1,prop[18])
recode(x18, "0=2")->x18r; recode(y18s, "0=2")->y18r; recode(x18%yl18s, "2=1;
x19<-rbinom(pop.size[19],1,prop[19]); y19s<-rbinom(pop.size[19],1,prop[19])
recode(x19, "0=2")->x19r; recode(y19s, "0=2")->y19r; recode(x19%y19s, "2=1;
x20<-rbinom(pop.size[20],1,prop[20]); y20s<-rbinom(pop.size[20],1,prop[20])
recode(x20, "0=2")->x20r; recode(y20s, "0=2")->y20r; recode(x20*y20s, "2=1;
x21<-rbinom(pop.size[21],1,prop[21]); y21s<-rbinom(pop.size[21],1,prop[21])
recode(x21, "0=2")->x21r; recode(y21ls, "0=2")->y21r; recode(x21*y21s, "2=1;

>yl

>y2

>y3

>y4

>y5

>y6

>y7

>y8

>y9
4=0")->y10
4=0")->y11
4=0")->y1
4=0")->y13
4=0")->y14
4=0")->y15
4=0")->y16
4=0")->y17
4=0")->y18
4=0")->y19
4=0")->y20

4=0")->y21
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x22<-rbinom(pop.size[22],1,prop[22]); y22s<-rbinom(pop.size[22],1,prop[22])
recode(x22, "0=2")->x22r; recode(y22s, "0=2")->y22r; recode(x22*y22s, "2=1; 4=0")->y22
x23<-rbinom(pop.size[23],1,prop[23]); y23s<-rbinom(pop.size[23],1,prop[23])
recode(x23, "0=2")->x23r; recode(y23s, "0=2")->y23r; recode(x23*y23s, "2=1; 4=0")->y23
x24<-rbinom(pop.size[24],1,prop[24]); y24s<-rbinom(pop.size[24],1,prop[24])
recode(x24, "0=2")->x24r; recode(y24s, "0=2")->y24r; recode(x24*y24s, "2=1; 4=0")->y24
x25<-rbinom(pop.size[25],1,prop[25]); y25s<-rbinom(pop.size[25],1,prop[25])
recode(x25, "0=2")->x2br; recode(y25s, "0=2")->y25r; recode(x25*y2bs, "2=1; 4=0")->y25
x26<-rbinom(pop.size[26],1,prop[26]); y26s<-rbinom(pop.size[26],1,prop[26])
recode(x26, "0=2")->x26r; recode(y26s, "0=2")->y26r; recode(x26*y26s, "2=1; 4=0")->y26
x27<-rbinom(pop.size[27],1,prop[27]); y27s<-rbinom(pop.size[27],1,prop[27])
recode(x27, "0=2")->x27r; recode(y27s, "0=2")->y27r; recode(x27*y27s, "2=1; 4=0")->y27
x28<-rbinom(pop.size[28],1,prop[28]); y28s<-rbinom(pop.size[28],1,prop[28])
recode(x28, "0=2")->x28r; recode(y28s, "0=2")->y28r; recode(x28*y28s, "2=1; 4=0")->y28
x29<-rbinom(pop.size[29],1,prop[29]); y29s<-rbinom(pop.size[29],1,prop[29])
recode(x29, "0=2")->x29r; recode(y29s, "0=2")->y29r; recode(x29*y29s, "2=1; 4=0")->y29
x30<-rbinom(pop.size[30],1,prop[30]); y30s<-rbinom(pop.size[30],1,prop[30])
recode(x30, "0=2")->x30r; recode(y30s, "0=2")->y30r; recode(x30*y30s, "2=1; 4=0")->y30

x<-c(x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9,x10,x11,x12,x13,x14,x15,x16,x17,x18,x19,x20,x21,x22,x23,
x24,x25,%x26,x27,%x28,%x29,x30)

y<-c(y1,y2,y3,y4,y5,y6,y7,y8,y9,y10,y11,y12,y13,y14,y15,y16,y17,y18,y19,y20,y21,y22,y23,
y24,y25,y26,y27,y28,y29,y30)

id<-seq(1:sum(pop.size))
regioncode<-rep(1:30,pop.size)
pop<-cbind(id,y,x,regioncode)

#Inicializar a cero todos los objetos que seran usados.
tamao.muestra <- array(c(0,0),dim=c(1,30,nsim))
true.mean<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))
true.mean.x<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))

# Estimador directo
direct.estimate<-array(c(0,0),dim=c(1,30,nsim))
direct.estimate.b<-array(c(0,0),dim=c(1,30,nsim))
MSE.direct<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))
varhat.direct.con <- array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))
varhat.direct.Ucon <- array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))
bias.direct<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))

# ratio
ratio.estimate<-array(c(0,0),dim=c(1,30,nsim))
MSE.ratio<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))
varhat.ratio <- array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))
bias.ratio<-array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))

# ratiol
ratiol.estimate<-array(c(0,0),dim=c(1,30,nsim))
MSE.ratiol<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))
varhat.ratiol <- array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))
bias.ratiol<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))

# ratio2
ratio2.estimate<-array(c(0,0),dim=c(1,30,nsim))
MSE.ratio2<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))
varhat.ratio2 <- array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))
bias.ratio2<-array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))

# regresion
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regresion.estimate<-array(c(0,0),dim=c(1,30,nsim))
MSE.regresion<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))
varhat.regresion <- array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))
bias.regresion<-array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))

# regresionl
regresionl.estimate<-array(c(0,0),dim=c(1,30,nsim))
MSE.regresionl<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))
varhat.regresionl <- array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))
bias.regresioni<-array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))

# regresion2
regresion2.estimate<-array(c(0,0),dim=c(1,30,nsim))
MSE.regresion2<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))
varhat.regresion2 <- array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))
bias.regresion2<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))

# diferencia
diferencia.estimate<-array(c(0,0),dim=c(1,30,nsim))
MSE.diferencia<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))
varhat.diferencia <- array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))
bias.diferencia<-array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))

# diferencial
diferencial.estimate<-array(c(0,0),dim=c(1,30,nsim))
MSE.diferencial<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))
varhat.diferencial <- array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))
bias.diferencial<-array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))

# diferencia2
diferencia2.estimate<-array(c(0,0),dim=c(1,30,nsim))
MSE.diferencia2<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))
varhat.diferencia2 <- array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))
bias.diferencia2<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))

# cral combinado de razdén con alfa (directo con dominio)
cral.estimate<-array(c(0,0),dim=c(1,30,nsim))
MSE.cral<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))

varhat.cral <- array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))
bias.cral<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))

# cra2 combinado de razén con alfa (directo con poblacién)
cra2.estimate<-array(c(0,0) ,dim=c(1,30,nsim))
MSE.cra2<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))

varhat.cra2 <- array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))
bias.cra2<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))

# cra3 combinado de razdén con alfa (directo con sintético)
cra3.estimate<-array(c(0,0) ,dim=c(1,30,nsim))
MSE.cra3<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))

varhat.cra3 <- array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))
bias.cra3<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))

# cra4 combinado de razén con alfa (dominio con sintético)
cra4.estimate<-array(c(0,0),dim=c(1,30,nsim))

MSE. cra4<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))

varhat.cra4 <- array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))
bias.cra4<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))

# crab combinado de razén con alfa (poblaci
on con sintético)
crab.estimate<-array(c(0,0),dim=c(1,30,nsim))
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MSE. crab<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))
varhat.crab <- array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))
bias.crab<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))

# cregal combinado de razén con alfa (directo con dominio)
cregal.estimate<-array(c(0,0),dim=c(1,30,nsim))

MSE. cregal<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))
varhat.cregal <- array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))
bias.cregal<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))

# crega2 combinado de razén con alfa (directo con poblacién)
crega2.estimate<-array(c(0,0),dim=c(1,30,nsim))

MSE. crega2<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))

varhat.crega2 <- array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))
bias.crega2<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))

# crega3 combinado de razén con alfa (directo con sintético)
crega3.estimate<-array(c(0,0),dim=c(1,30,nsim))

MSE. crega3<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))

varhat.crega3 <- array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))
bias.crega3<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))

# crega4 combinado de razén con alfa (dominio con sint
etico)

crega4.estimate<-array(c(0,0),dim=c(1,30,nsim))

MSE. crega4<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))
varhat.crega4 <- array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))
bias.crega4<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))

# cregab combinado de razén con alfa (poblacién con sintético)
cregab.estimate<-array(c(0,0),dim=c(1,30,nsim))
MSE.cregab<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))

varhat.cregab <- array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))
bias.cregab<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))

# logistic
TLgreg.estimate<-array(c(0,0),dim=c(1,30,nsim))
logistic.estimate<-array(c(0,0),dim=c(1,30,nsim))
MSE.logistic<-array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))
varhat.logistic <- array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))
bias.logistic<-array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))

# logisticl
TLgreg.estimate<-array(c(0,0),dim=c(1,30,nsim))
logisticl.estimate<-array(c(0,0),dim=c(1,30,nsim))
MSE.logisticl<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))
varhat.logisticl <- array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))
bias.logisticl<-array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))

# logistic2

TLgreg.estimate<-array(c(0,0) ,dim=c(1,30,nsim))
logistic2.estimate<-array(c(0,0),dim=c(1,30,nsim))
MSE.logistic2<-array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))
varhat.logistic2 <- array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))
bias.logistic2<-array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))

# logistic3

TLgreg.estimate<-array(c(0,0) ,dim=c(1,30,nsim))
logistic3.estimate<-array(c(0,0),dim=c(1,30,nsim))
MSE.logistic3<-array(c(0,3000) ,dim=c(1,30,nsim))
varhat.logistic3 <- array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))
bias.logistic3<-array(c(0,3000),dim=c(1,30,nsim))
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#Generar muestras distintas en cada repeticién
sed1<-c(30:32)

sed2<-c(34:38)

sed3<-c(44)

sed4<-c(64:73)

sed5<-c(80:86)

sed6<-c(101:120)

sed7<-c(201:217)

sed8<-c(220:256)
sed<-c(sedl,sed2,sed3,sed4,sed5,sed6,sed7,sed8)

#Designemos por h el indice de la simulacién
n.size<-900

#for(h in 1:nsim){

h<-1

while (h <nsim+1 ) {

#set.seed(sed[h])

s<-sample(id,n.size)

y<-popls,2]

x<-pop[s,3]

regioncode<-popl[s,4]

datanew<-cbind(s,y,x,regioncode)

datanew<-datanew[order (datanew[,4]),1:4] #Muestra con la unidad, la y, la x y la regidén o area
samp.size<-c(table(datanew[,4]))

#Condiciones

prod(aggregate (datanew[,3],1list(d2=datanew[,4]) ,mean) [,2])->propx
prod(aggregate(datanew[,2],list(d2=datanew[,4]) ,mean) [,2])->propy
prod(1l-aggregate(datanew([,3],list(d2=datanew[,4]) ,mean) [,2])->progx
prod(l-aggregate(datanew[,2],list(d2=datanew[,4]) ,mean) [,2])->proqy

# para que ninguna de las proporciones estimadas en las areas sea cero, "propx*propy distinto de
cero"

# para que ninguna de las proporciones estimadas en las areas sea uno, "progx*proqy distinto de
cero"

if (propx*propy*progqx*proqy==0) {

next

} else

{

#Las verdaderas medias

true.mean[, ,h]<-aggregate(pop[,2],list(d2=pop[,4]) ,mean) [,2]
true.mean.x[, ,h]<-aggregate(pop[,3],list(d2=popl[,4]) ,mean) [,2]
tamao.muestral, ,h]<- as.vector(samp.size)

# Estimadores Propuestos
# 1.Estimador directo
direct.estimatel[, ,h]<- aggregate(datanew[,2],list(d2=datanew[,4]) ,mean)[,2] # Ec. (4.9)

# Varianza del estimador directo.
vhat.direct.con <- rep(0,30)
vhat.direct.Ucon <- rep(0,30)

for(i in 1:30){

nd <- samp.size[i]

Nd <- pop.sizel[il

ad <- rep(0,nd)

pad <- mean(datanewl[,2] [datanew[,4]==i])

ad <- datanew[,2] [datanew[,4]==i]

vhat.direct.con[i] <- (1/nd)*(1-n.size/sum(pop.size))*(n.size/(n.size-1))*pad*(1-pad)# Ec. (77)
vhat.direct.Ucon[i] <- (1/nd)*(1-n.size/sum(pop.size))*pad*(1-pad)# Ec. (77)
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}

varhat.direct.con[,,h] <- vhat.direct.con
varhat.direct.Ucon[, ,h] <- vhat.direct.Ucon
bias.direct[,,h]<-(direct.estimatel[,,h]-true.meanl[, ,h])
MSE.direct[,,h]<-(direct.estimatel[, ,h]-true.mean[,,h])2

#Informacion auxiliar del atributo B
direct.estimate.b[, ,h]l<- aggregate(datanew[,3],list(d2=datanew[,4]) ,mean)[,2] #Medias del atributo
B en la muestra

#2 . Estimador de razén (ratio)
ratio.estimate[, ,h]<- direct.estimatel[,,h]/direct.estimate.b[, ,h]*true.mean.x[,,h]# Ec. (4.13)

# Varianza del estimador de razén
vhat.ratio <- rep(0,30)

for(i in 1:30){

nd <- samp.sizel[i]

Nd <- pop.size[il

ad <- rep(0,nd)

pad <- mean(datanew[,2] [datanew[,4]==i])

pbd <- mean(datanew[,3] [datanew[,4]==i])

Pb <- mean(popl[,3] [pop[,4]==1i])

ad <- datanew[,2] [datanew[,4]==i]

rd <- pad/pbd

phid <- cor(datanew[,2] [datanew[,4]==i],datanew[,3] [datanew[,4]==i])
vhat.ratio[i] <- (Pb/pbd)2%(1/nd)*(1-n.size/sum(pop.size))*(n.size/(n.size-1))*(pad*(1-pad)
+ (rd2)*pbd* (1-pbd)-2*rd*phid*sqrt (pad* (1-pad)*pbd*(1-pbd)))# Ec. (4.16)

}

varhat.ratio[,,h] <- vhat.ratio
bias.ratio[,,h]<-(ratio.estimatel[,,h]-true.mean[,,h])
MSE.ratio[,,h]<-(ratio.estimatel[,,h]-true.meanl[, ,h])2

#3.Estimador de razémnl
ratiol.estimatel[, ,h]<- direct.estimatel[,,h]/direct.estimate.b[, ,h]*mean(pop[,3]1)# Ec. (4.18)

# Varianza del estimador de razénil

vhat.ratiol <- rep(0,30)

vhat.ratiol <- vhat.ratio

varhat.ratiol[,,h] <- vhat.ratiol
bias.ratiol[,,h]<-(ratiol.estimatel[,,h]-true.mean[, ,h])
MSE.ratiol[,,h]<-(ratiol.estimate[,,h]-true.mean[,,h])?

#4 .Estimador de razdémn sintético
ratio2.estimatel[, ,h]<- mean(datanew[,2])/mean(datanew[,3])*true.mean.x[,,h]# Ec. (4.26)

# Varianza del estimador de razém sintético

vhat.ratio2 <- rep(0,30)

pa <- mean(datanew[,2])

pb <- mean(datanewl[,3])

Pb <- mean(pop[,3] [pop[,4]1==il])

pbd <- mean(datanew[,3] [datanew[,4]==1i])

phi <- cor(datanew[,2],datanew[,3])

r <- pad/pbd

const <- (pbd/Pb)2%(1/(n.size-1))*(1-n.size/sum(pop.size))*(pa*(1-pa) + (r2)*pb*(1-pb)
- 2xr*phi*sqrt (pa*(1-pa)*pb*(1-pb)))# Ec. (4.33)

vhat.ratio2 <- rep(const, 30)
varhat.ratio2[,,h] <- vhat.ratio2
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bias.ratio2[, ,h]<-(ratio2.estimatel[, ,h]-true.mean[, ,h])
MSE.ratio2[,,h]<-(ratio2.estimate[,,h]-true.mean[, ,h])?

#5.Estimador de regresién con informacién de dominio

#calcular el coeficiente de regresién primero y las deméds cantidades
vhat.regresion <- rep(0,30)

for(i in 1:30){

nd <- samp.sizel[i]

Nd <- pop.size[il

ad <- rep(0,nd)

pad <- mean(datanewl[,2] [datanew[,4]==i])

pbd <- mean(datanew[,3] [datanew[,4]==i])

bd <- phid*sqrt (pad*(1-pad)/(pbd*(1-pbd)))

phid <- cor(datanew[,2] [datanew[,4]==i] ,datanew[,3] [datanew[,4]==i])
vhat.regresion[i] <- (1/nd)*(1-n.size/sum(pop.size))*pad*(1-pad)*(1-phid2)# Ec. (4.93)

}

regresion.estimatel[, ,h]<- direct.estimate[,,h] + bd*(true.mean.x[,,h] - direct.estimate.b[,,h]l)#
Ec. (4.89)

# Varianza del estimador de regresiém

varhat.regresion[, ,h] <- vhat.regresion

bias.regresion[, ,h]<-(regresion.estimate[, ,h]-true.mean[,,h])
MSE.regresion[, ,h]<-(regresion.estimate[, ,h]-true.mean[,,h])2

#6.Estimador de regresiénl con informacién poblacional
regresionl.estimate[, ,h]<- direct.estimate[,,h] + bd*(mean(pop[,3]) - direct.estimate.b[,,h])#
Ec. (4.99)

# Varianza del estimador de regresiénl

vhat.regresionl <- rep(0,30)

vhat.regresionl <- vhat.regresion

varhat.regresioni[, ,h] <- vhat.regresionl

bias.regresionl[, ,h]<-(regresionl.estimate[,,h]-true.mean[,,h])
MSE.regresioni[, ,h]<-(regresionl.estimate[, ,h]-true.mean[,,h])2

#7 .Estimador de regresién2 sintético

pa <- mean(datanew[,2])

pb <- mean(datanew[,3])

phi <- cor(datanew[,2],datanew[,3])

b <- phi*sqrt(pa*(1-pa)/(pb*(1-pb)))

regresion2.estimatel[, ,h]<- pa + b*(true.mean.x[,,h] - pb)# Ec. (4.108)

# Varianza del estimador de regresién2

vhat.regresion2 <- rep(0,30)

const2 <- (1/(n.size-1))*(1-n.size/sum(pop.size))*pa*(1-pa)*(1-phi2)# Ec. (4.110)
vhat.regresion2 <- rep(const2, 30)

varhat.regresion2[, ,h] <- vhat.regresion2

bias.regresion2[, ,h]<-(regresion2.estimatel[, ,h]-true.mean[, ,h])

MSE.regresion2[, ,h]<-(regresion2.estimate[, ,h]-true.mean[,,h])2

# 8.Estimador de diferencia con informacién de dominio

# calcular el coeficiente de diferencia primero y las demds cantidades
vhat.diferencia <- rep(0,30)

for(i in 1:30){

nd <- samp.size[i]

Nd <- pop.sizel[il

ad <- rep(0,nd)

pad <- mean(datanew[,2] [datanew[,4]==i])

pbd <- mean(datanewl[,3] [datanew[,4]==i])

phid <- cor(datanew[,2] [datanew[,4]==i],datanew[,3] [datanew[,4]==i])
vhat.diferencial[i] <- (1/nd)*(1-n.size/sum(pop.size))*(pad*(1l-pad) + pbd*(1-pbd)
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-2*phid*sqrt (pad* (1-pad) *pbd*(1-pbd) ))# Ec. (4.105)

}

diferencia.estimate[, ,h]<- direct.estimatel[,,h] + (true.mean.x[,,h] - direct.estimate.b[,,h])#
Ec. (4.101)

# Varianza del estimador de diferencia

varhat.diferencial,,h] <- vhat.diferencia

bias.diferencial, ,h]<-(diferencia.estimate[,,h]-true.mean[, ,h])
MSE.diferencial,,h]<-(diferencia.estimate[, ,h]-true.meanl[,,h])2

#9. Estimador de diferencial con informacién poblacional
diferencial.estimate[,,h]<- direct.estimate[,,h] + (mean(pop[,3]) - direct.estimate.b[,,h])# Ec.

(4.102)

# Varianza del estimador de diferencial

vhat.diferencial <- rep(0,30)

vhat.diferencial <- vhat.diferencia

varhat.diferenciall[,,h] <- vhat.diferencial
bias.diferenciall,,h]<-(diferencial.estimatel[, ,h]-true.meanl[, ,h])

MSE.diferenciall,,h]<-(diferencial.estimatel[, ,h]-true.mean[,,h])2

#10. Estimador de diferencia2 sintético
pa <- mean(datanew[,2])

pb <- mean(datanew[,3])

phi <- cor(datanew[,2],datanew[,3])

diferencia2.estimate[, ,h]<- pa + (true.mean.x[,,h] - pb)# Ec. (4.103)

# Varianza del estimador de diferencia2 sintético

vhat.diferencia2 <- rep(0,30)

const2 <- (1/nd)*(1-n.size/sum(pop.size))*(pa*(1-pa) + pbx(1-pb) -2*phi*sqrt(pa*(l-pa)*pb*(1-pb)))#
Ec. (4.107)

vhat.diferencia2 <- rep(const2, 30)

varhat.diferencia2[,,h] <- vhat.diferencia2 #este es el (22)
bias.diferencia2[,,h]<-(diferencia2.estimatel[, ,h]-true.mean[, ,h])

MSE.diferencia2[, ,h]<-(diferencia2.estimate[, ,h]-true.mean[,,h])?

# 11. Estimador combinado de razén con alfa (directo con Razén dominio)
#calcular el coeficiente de cral

alfa.cral <- rep(0,30)

alfa.cral <- vhat.ratio/(vhat.direct.Ucon+vhat.ratio)# Ec. (4.52)
vhat.cral <- rep(0,30)

vhat.cral <- (vhat.ratio*vhat.direct.Ucon)/(vhat.direct.Ucon+vhat.ratio)

cral.estimate [,,h]<- alfa.cral*direct.estimate[,,h] + (1-alfa.cral)*ratio.estimatel[,,h] # Ec.
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(4.50)

# Varianza del estimador - cral
varhat.crall,,h] <- vhat.cral
bias.crall[,,h]<-(cral.estimate[,,h]-true.mean[,,h])

MSE.crall,,h]<-(cral.estimate[,,h]-true.mean[,,h])?

# 12. Estimador combinado de razén con alfa (directo con razén poblacién)

# calcular el coeficiente de cra2

alfa.cra2 <- rep(0,30)

alfa.cra2 <- vhat.ratiol/(vhat.direct.Ucon+vhat.ratiol)# Ec. (4.56)

vhat.cra2 <- rep(0,30)

vhat.cra2 <- (vhat.ratiol*vhat.direct.Ucon)/(vhat.direct.Ucon+vhat.ratiol)

cra2.estimate [,,h]<- alfa.cra2*direct.estimate[,,h] + (1-alfa.cra2)*ratiol.estimate[,,h] # Ec.

(4.54)

# Varianza del estimador - cra2
varhat.cra2[,,h] <- vhat.cra2
bias.cra2l[,,h]<-(cra2.estimate[, ,h]-true.meanl, ,h])

MSE.cra2[,,h]<-(cra2.estimate[, ,h]-true.mean[,,h])2

#13. Estimador combinado de razén con alfa (directo con razén sintético)
#calculo el coeficiente de cra3 primero y ya que estamos en el for todo lo deméas
alfa.cra3 <- rep(0,30)

alfa.cra3 <- vhat.ratio2/(vhat.direct.Ucon+vhat.ratio2)# Ec. (4.60)

vhat.cra3 <- rep(0,30)

vhat.cra3 <- (vhat.ratio2+*vhat.direct.Ucon)/(vhat.direct.Ucon+vhat.ratio2)

cra3.estimate [,,h]<- alfa.cra3*direct.estimate[,,h] + (1-alfa.cra3)*ratio2.estimate[,,h] # Ec.

(4.58)

# Varianza del estimador - cra3
varhat.cra3[,,h] <- vhat.cra3
bias.cra3[,,h]<-(cra3.estimate[,,h]-true.meanl, ,h])

MSE.cra3[,,h]<-(cra3.estimate[, ,h]-true.mean[,,h])2

#14. Estimador combinado de razén con alfa (razén de dominio con razén sintético)
#calcular el coeficiente de crad

alfa.cra4 <- rep(0,30)

alfa.cra4d <- vhat.ratio2/(vhat.ratio+vhat.ratio2)# Ec. (4.64)

vhat.crad <- rep(0,30)
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vhat.crad4 <- (vhat.ratio2*vhat.ratio)/(vhat.ratio+vhat.ratio2)

crad.estimate [,,h]<- alfa.crad*ratio.estimatel[,,h]+ (1-alfa.crad)*ratio2.estimatel[,,h] # Ec. (4.62)

# Varianza del estimador - cra4
varhat.cra4[,,h] <- vhat.crad
bias.cra4l[,,h]<-(crad.estimatel[, ,h]-true.meanl[,,h])

MSE.cra4l[,,h]<-(cra4.estimate[, ,h]-true.mean[,,h])2

#15. Estimador combinado de razén con alfa (razén poblacién con razén sintético)

#calcular el coeficiente de crab

alfa.crab <- rep(0,30)

alfa.crab <- vhat.ratio2/(vhat.ratiol+vhat.ratio2)# Ec. (4.68)

vhat.crab5 <- rep(0,30)

vhat.crab <- (vhat.ratio2*vhat.ratiol)/(vhat.ratiol+vhat.ratio2)

crab.estimate [,,h]<- alfa.crab*ratiol.estimatel[,,h]+ (1-alfa.crab)*ratio2.estimatel[,,h] # Ec.

(4.66)

# Varianza del estimador - crab
varhat.cra5[,,h] <- vhat.crab
bias.cra5[,,h]<-(cra5.estimate[, ,h]-true.mean(,,h])

MSE.cra5[,,h]<-(cra5.estimate[, ,h]-true.mean[,,h])?2

#16. Estimador combinado de regresién con alfa (directo con regresién dominio)

#calcular el coeficiente de cregal

alfa.cregal <- rep(0,30)

alfa.cregal <- vhat.regresién/(vhat.direct.Ucon+vhat.regresién)# Ec. (4.118)

vhat.cregal <- rep(0,30)

vhat.cregal <- (vhat.regresién*vhat.direct.Ucon)/(vhat.direct.Ucon+vhat.regresién)

cregal.estimate [,,h]<- alfa.cregal*direct.estimate[,,h] + (1-alfa.cregal)*regresién.estimatel[, ,h]

# Ec. (4.117)

# Varianza del estimador - cregal
varhat.cregal[,,h] <- vhat.cregal
bias.cregall,,hl<-(cregal.estimate[,,h]-true.meanl[,,h])

MSE.cregall,,h]<-(cregal.estimate[,,h]-true.mean[,,h])2

#17. Estimador combinado de regresién con alfa (directo con regresién poblacién)
#calcular el coeficiente de crega2

alfa.crega2 <- rep(0,30)

alfa.crega2 <- vhat.regresiénl/(vhat.direct.Ucontvhat.regresiénl)# Ec. (4.120)

vhat.crega2 <- rep(0,30)
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vhat.crega2 <- (vhat.regresiéni*vhat.direct.Ucon)/(vhat.direct.Ucon+vhat.regresiénl)
crega2.estimate [,,h]<- alfa.crega2+direct.estimate[,,h] + (1-alfa.crega2)*regresiénl.estimatel, ,h]

# Ec. (4.119)

# Varianza del estimador - crega2
varhat.crega2[,,h] <- vhat.crega2
bias.crega2[,,h]<-(crega2.estimate[, ,h]-true.mean[,,h])

MSE.crega2[, ,h]<-(crega2.estimate[, ,h]-true.mean[, ,h])2

#18. Estimador combinado de regresién con alfa (directo con regresién sintético)

#calcular el coeficiente de crega3

alfa.crega3 <- rep(0,30)

alfa.crega3 <- vhat.regresién2/(vhat.direct.Ucon+vhat.regresién2)# Ec. (4.122)

vhat.crega3 <- rep(0,30)

vhat.crega3 <- (vhat.regresién2+vhat.direct.Ucon)/(vhat.direct.Ucon+vhat.regresién2)
crega3.estimate [,,h]<- alfa.crega3*direct.estimate[,,h] + (1-alfa.crega3)*regresién2.estimatel[,,h]

# Ec. (4.121)

# Varianza del estimador - crega3
varhat.crega3[,,h] <- vhat.crega3
bias.crega3[,,h]<-(crega3.estimate[, ,h]-true.mean[, ,h])

MSE.crega3[, ,h]<-(crega3.estimate[, ,h]-true.mean[,,h])2

#19. Estimador combinado de regresién con alfa (regresién dominio con regresién sintético)

#calcular el coeficiente de crega4

alfa.cregad <- rep(0,30)

alfa.crega4 <- vhat.regresién2/(vhat.regresién+vhat.regresién2)# Ec. (4.124)

vhat.crega4 <- rep(0,30)

vhat.crega4d <- (vhat.regresién2xvhat.regresién)/(vhat.regresién+vhat.regresién2)

crega4.estimate [,,h]<- alfa.cregad*regresién.estimate[,,h]+ (1-alfa.cregad)*regresién2.estimatel, ,h]

# Ec. (4.123)

# Varianza del estimador - crega4d
varhat.cregad[,,h] <- vhat.crega4d
bias.cregadl[,,h]<-(cregad.estimatel[, ,h]-true.mean[,,h])

MSE.cregadl,,h]<-(crega4.estimate[, ,h]-true.mean[,,h])2

#20. Estimador combinado de regresién con alfa (regresién poblacién con regresién sintético)
#calcular el coeficiente de cregal
alfa.cregab <- rep(0,30)

alfa.cregab <- vhat.regresién2/(vhat.regresiénl+vhat.regresién2)# Ec. (4.126)
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vhat.cregab <- rep(0,30)
vhat.cregab <- (vhat.regresién2*vhat.regresiénl)/(vhat.regresiéni+vhat.regresién2)
cregab.estimate [,,h]<- alfa.cregab*regresiénl.estimatel[,,h]+ (1-alfa.cregab)*regresién2.estimatel,,h]

# Ec. (4.125)

# Varianza del estimador - cregab
varhat.crega5[,,h] <- vhat.cregab
bias.crega5[, ,h]<-(crega5.estimate[, ,h]-true.mean[,,h])

MSE.crega5[, ,h]<-(crega5.estimate[, ,h]-true.mean[,,h])2

#21. Estimador logistic con informacién poblacional completa para estimar (
reg<-1m(pop[s,2] ~-1+pop[s,3]) #regresién con la muestra completa por el origen

Betahat<-reg$coef

# Varianza del estimador - logistic

logistic <- rep(0,30)

vhat.logistic <- rep(0,30)

for(i in 1:30){

nd <- samp.size[i]

ysd <- datanew[,2] [datanew[,4]==1]

xsd <- datanewl[,3] [datanew[,4]==i]

xUd <- popl[,3] [datanew[,4]==1i]

etahat.Ud <- t(xUd)*Betahat

yhat.Ud <- exp(etahat.Ud)/(1+exp(etahat.Ud))

pud <- mean(yhat.Ud)

etahat.sd <- t(xsd)*Betahat

yhat.sd <- exp(etahat.sd)/(l+exp(etahat.sd))

psd <- mean(yhat.sd)

logistic[i] <- sum(yhat.Ud) + (sum(pop.size)/n.size)*(sum(ysd)- sum(yhat.sd))
logistic[i] <- (1/nd)*(n.size/sum(pop.size))*logistic[i]
vhat.logistic[i] <- (1/nd)*(1-n.size/sum(pop.size))*(n.size/(n.size-1))*pad*(1-pad)
}

logistic.estimate[, ,h]<- logistic

varhat.logistic[,,h] <- vhat.logistic
bias.logistic[,,h]<-(logistic.estimatel[,,h]-true.mean(,,h])

MSE.logistic[,,h]<-(logistic.estimate[, ,h]-true.mean[,,h])2

#22. Estimador logisticl

#reg<-lm(popl[s,2]~-1+pop[s,3]) #regresién con la muestra completa por el origen

# Varianza del estimador - logisticl
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reg.d<-rep(0,30)
logisticl <- rep(0,30)
vhat.logisticl <- rep(0,30)

for(i in 1:30){

nd <- samp.sizel[i]

ysd <- datanew[,2] [datanew[,4]==i]

xsd <- datanew[,3] [datanew[,4]==i]

reg.d <- lm(ysd~-1+xsd) #regresién con la muestra en el dominio por el origen
Betahat.d <- reg.d$coef

xUd <- popl[,3] [datanew[,4]==i]

etahat.Ud <- t(xUd)*Betahat.d

yhat.Ud <- exp(etahat.Ud)/(1l+exp(etahat.Ud))

pud <- mean(yhat.Ud)

etahat.sd <- t(xsd)*Betahat.d

yhat.sd <- exp(etahat.sd)/(l+exp(etahat.sd))

psd <- mean(yhat.sd)

logistic1[i] <- sum(yhat.Ud) + (sum(pop.size)/n.size)*(sum(ysd)- sum(yhat.sd))
logistici[i] <- (1/nd)*(n.size/sum(pop.size))*logistic1[i]

vhat.logistic1[i] <- (1/nd)*(1-n.size/sum(pop.size))*(n.size/(n.size-1))x*pad*(1-pad)
}

logisticl.estimatel[,,h]<- logisticl

varhat.logisticl[,,h] <- vhat.logisticl
bias.logisticl[,,h]<-(logisticl.estimatel[,,h]-true.mean[,,h])

MSE.logisticl[,,h]<-(logisticl.estimate[,,h]-true.mean[,,h])2

#23. Estimador logistic2

#reg<-1m(pop[s,2]~-1+pop[s,3]) #regresién con la muestra completa por el origen

# Varianza del estimador - logistic2
reg.d<-rep(0,30)
logistic2 <- rep(0,30)

vhat.logistic2 <- rep(0,30)

for(i in 1:30){

nd <- samp.size[i]

ysd <- datanewl[,2] [datanew[,4]==i]

xsd <- datanew[,3] [datanew[,4]==1i]

reg.d <- glm(ysd~-1+xsd, family=binomial("logit")) #regresién con la muestra en el dominio por
el origen

Betahat.d <- reg.d$coef
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xUd <- popl[,3] [datanew[,4]==1]

etahat.Ud <- t(xUd)#*Betahat.d

yhat.Ud <- exp(etahat.Ud)/(1+exp(etahat.Ud))

pud <- mean(yhat.Ud)

etahat.sd <- t(xsd)*Betahat.d

yhat.sd <- exp(etahat.sd)/(l+exp(etahat.sd))

psd <- mean(yhat.sd)

logistic2[i] <- sum(yhat.Ud) + (sum(pop.size)/n.size)*(sum(ysd)- sum(yhat.sd))
logistic2[i] <- (1/nd)*(n.size/sum(pop.size))*logistic2[i]

vhat.logistic2[i] <- (1/nd)*(1-n.size/sum(pop.size))*(n.size/(n.size-1))*pad*(1-pad)
}

logistic2.estimate[, ,h]<- logistic2

varhat.logistic2[,,h] <- vhat.logistic2
bias.logistic2[,,h]<-(logistic2.estimatel[,,h]-true.mean[,,h])

MSE.logistic2[,,h]<-(logistic2.estimate[, ,h]-true.mean[,,h])2

#24. Estimador logistic3
reg<-glm(popl[s,2]~-1+pop[s,3],family=binomial ("logit")) #regresién con la muestra completa por
el origen

Betahat<-reg$coef

# Varianza del estimador - logistic3
logistic3 <- rep(0,30)

vhat.logistic3 <- rep(0,30)

for(i in 1:30){

nd <- samp.size[i]

ysd <- datanewl[,2] [datanew[,4]==1i]

xsd <- datanew[,3] [datanew[,4]==1i]

xUd <- popl,3] [datanew[,4]==1]

etahat.Ud <- t(xUd)*Betahat

yhat.Ud <- exp(etahat.Ud)/(1+exp(etahat.Ud))

pud <- mean(yhat.Ud)

etahat.sd <- t(xsd)#*Betahat

yhat.sd <- exp(etahat.sd)/(l+exp(etahat.sd))

psd <- mean(yhat.sd)

logistic3[i] <- sum(yhat.Ud) + (sum(pop.size)/n.size)*(sum(ysd)- sum(yhat.sd))
logistic3[i] <- (1/nd)*(n.size/sum(pop.size))*logistic3[i]

vhat.logistic3[i] <- (1/nd)*(1-n.size/sum(pop.size))*(n.size/(n.size-1))*pad*(1-pad)

}

logistic3.estimate[, ,h]<- logistic3
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varhat.logistic3[,,h] <- vhat.logistic3
bias.logistic3[,,h]<-(logistic3.estimate[,,h]-true.mean[,,h])

MSE.logistic3[,,h]<-(logistic3.estimate[,,h]-true.mean[,,h])?2

#Para ver en pantalla el niimero de simulaciones
print (h)

h<- h+1

} #Fin del else de las condiciones

} #Fin del for de las simulaciones en el indice h

#Calculos

m.tamao<- apply(tamao.muestral,,1:nsim],1,mean)#Tamafio muestral medio

# Estimador directo

m.direct<-apply(direct.estimate[,,1:nsim],1,mean)# Proporciones medias sobre las simulaciones
b.direct<-apply(bias.direct[,,1:nsim],1,mean)# Sesgo medio sobre las simulaciones
mse.direct<-sqrt(apply(MSE.direct[,,1:nsim],1,mean)) # RaZz cuadrada de los promedios del MSE sobre
las simulaciones(empiricos)

rmean.MSE.direct <- sqrt(apply(varhat.direct.con[,,1:nsim],1,mean))

rmean.MSE.direct.U <- sqrt(apply(varhat.direct.Ucon[,,1:nsim],1,mean))# Raz cuadrada de los promedios

del MSE sobre las simulaciones(empiricos) usando estimadores de la varianza.

# ratio

m.ratio<-apply(ratio.estimatel[,,1:nsim],1,mean)# Proporciones medias sobre las simulaciones
b.ratio<-apply(bias.ratio[,,1:nsim],1,mean)# Sesgo medio sobre las simulaciones
mse.ratio<-sqrt(apply (MSE.ratio[,,1:nsim],1,mean)) # RaZ cuadrada de los promedios del MSE sobre
las simulaciones(empiricos)

rmean.MSE.ratio <- sqrt(apply(varhat.ratio.con[,,1:nsim],1,mean))# Raz cuadrada de los promedios

del MSE sobre las simulaciones(empiricos) usando estimadores de la varianza.

#ratiol

m.ratiol<-apply(ratiol.estimate[,,1:nsim],1,mean)# Proporciones medias sobre las simulaciones
b.ratiol<-apply(bias.ratioll[,,1:nsim],1,mean)# Sesgo medio sobre las simulaciones
mse.ratiol<-sqrt(apply(MSE.ratiol[,,1:nsim],1,mean)) # RaZz cuadrada de los promedios del MSE sobre
las simulaciones(empiricos)

rmean.MSE.ratiol <- sqrt(apply(varhat.ratiol.con[,,1:nsim],1,mean))# RaZ cuadrada de los promedios

del MSE sobre las simulaciones(empiricos) usando estimadores de la varianza.

#ratio2
m.ratio2<-apply(ratio2.estimate[,,1:nsim],1,mean)# Proporciones medias sobre las simulaciones
b.ratio2<-apply(bias.ratio2[,,1:nsim],1,mean)# Sesgo medio sobre las simulaciones

mse.ratio2<-sqrt(apply(MSE.ratio2[,,1:nsim],1,mean)) # RaZz cuadrada de los promedios del MSE sobre
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las simulaciones(empiricos)
rmean.MSE.ratio2 <- sqrt(apply(varhat.ratio2.conl[,,1:nsim],1,mean))# Raz cuadrada de los promedios

del MSE sobre las simulaciones(empiricos) usando estimadores de la varianza.

#regresion

m.regresion<-apply(regresion.estimatel[,,1:nsim],1,mean)# Proporciones medias sobre las simulaciones
b.regresion<-apply(bias.regresion[,,1:nsim],1,mean)# Sesgo medio sobre las simulaciones
mse.regresion<-sqrt(apply (MSE.regresion[,,1:nsim],1,mean)) # Raz cuadrada de los promedios del

MSE sobre las simulaciones(empiricos)

rmean.MSE.regresion <- sqrt(apply(varhat.regresion.conl[,,1:nsim],1,mean))# Raz cuadrada de los

promedios del MSE sobre las simulaciones(empiricos) usando estimadores de la varianza.

#regresionl

m.regresionl<-apply(regresionl.estimate[,,1:nsim],1,mean)# Proporciones medias sobre las simulaciones
b.regresioni<-apply(bias.regresioni[,,1:nsim],1,mean)# Sesgo medio sobre las simulaciones
mse.regresionl<-sqrt(apply (MSE.regresionl[,,1:nsim],1,mean)) # Raz cuadrada de los promedios del

MSE sobre las simulaciones(empiricos)

rmean.MSE.regresionl <- sqrt(apply(varhat.regresionl.conl[,,1:nsim],1,mean))# Raz cuadrada de los

promedios del MSE sobre las simulaciones(empiricos) usando estimadores de la varianza.

#regresion2

m.regresion2<-apply(regresion2.estimate[,,1:nsim],1,mean)# Proporciones medias sobre las simulaciones
b.regresion2<-apply(bias.regresion2[,,1:nsim],1,mean)# Sesgo medio sobre las simulaciones
mse.regresion2<-sqrt(apply (MSE.regresion2[,,1:nsim],1,mean)) # Raz cuadrada de los promedios del

MSE sobre las simulaciones(empiricos)

rmean.MSE.regresion2 <- sqrt(apply(varhat.regresion2.con[,,1:nsim],1,mean))# Raz cuadrada de los

promedios del MSE sobre las simulaciones(empiricos) usando estimadores de la varianza.

#diferencia

m.diferencia<-apply(diferencia.estimatel[,,1:nsim],1,mean)# Proporciones medias sobre las simulaciones
b.diferencia<-apply(bias.diferencial,,1:nsim],1,mean)# Sesgo medio sobre las simulaciones
mse.diferencia<-sqrt(apply (MSE.diferencial,,1:nsim],1,mean)) # RaZz cuadrada de los promedios del

MSE sobre las simulaciones(empiricos)

rmean.MSE.diferencia <- sqrt(apply(varhat.diferencia.con[,,1:nsim],1,mean))# Raz cuadrada de los

promedios del MSE sobre las simulaciones(empiricos) usando estimadores de la varianza.

#diferencial

m.diferencial<-apply(diferencial.estimate[,,1:nsim],1,mean)# Proporciones medias sobre las simulaciones
b.diferencial<-apply(bias.diferenciall,,1:nsim],1,mean)# Sesgo medio sobre las simulaciones
mse.diferencial<-sqrt(apply (MSE.diferenciall,,1:nsim],1,mean)) # RaZz cuadrada de los promedios

del MSE sobre las simulaciones(empiricos)
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rmean.MSE.diferencial <- sqrt(apply(varhat.diferencial.con[,,1:nsim],1,mean))# Raz cuadrada de

los promedios del MSE sobre las simulaciones(empiricos) usando estimadores de la varianza.

#diferencia2

m.diferencia2<-apply(diferencia2.estimate[,,1:nsim],1,mean)# Proporciones medias sobre las simulaciones
b.diferencia2<-apply(bias.diferencia2[,,1:nsim],1,mean)# Sesgo medio sobre las simulaciones
mse.diferencia2<-sqrt(apply(MSE.diferencia2[,,1:nsim],1,mean)) # Raz cuadrada de los promedios

del MSE sobre las simulaciones(empiricos)

rmean.MSE.diferencia2 <- sqrt(apply(varhat.diferencia2.con[,,1:nsim],1,mean))# Raz cuadrada de

los promedios del MSE sobre las simulaciones(empiricos) usando estimadores de la varianza.

#cral

m.cral<-apply(cral.estimatel[,,1:nsim],1,mean)# Proporciones medias sobre las simulaciones
b.cral<-apply(bias.crall,,1:nsim],1,mean)# Sesgo medio sobre las simulaciones
mse.cral<-sqrt(apply (MSE.crai[,,1:nsim],1,mean)) # Raz cuadrada de los promedios del MSE sobre
las simulaciones(empiricos)

rmean.MSE.cral <- sqrt(apply(varhat.cral.con[,,1:nsim],1,mean))# Raz cuadrada de los promedios

del MSE sobre las simulaciones(empiricos) usando estimadores de la varianza.

#cra2

m.cra2<-apply(cra2.estimate[,,1:nsim],1,mean)# Proporciones medias sobre las simulaciones
b.cra2<-apply(bias.cra2[,,1:nsim],1,mean)# Sesgo medio sobre las simulaciones
mse.cra2<-sqrt(apply (MSE.cra2[,,1:nsim],1,mean)) # Raz cuadrada de los promedios del MSE sobre
las simulaciones(empiricos)

rmean.MSE.cra2 <- sqrt(apply(varhat.cra2.con[,,1:nsim],1,mean))# Raz cuadrada de los promedios

del MSE sobre las simulaciones(empiricos) usando estimadores de la varianza.

#cra3

m.cra3<-apply(cra3.estimate[,,1:nsim],1,mean)# Proporciones medias sobre las simulaciones
b.cra3<-apply(bias.cra3[,,1:nsim],1,mean)# Sesgo medio sobre las simulaciones
mse.cra3<-sqrt(apply(MSE.cra3[,,1:nsim],1,mean)) # Raz cuadrada de los promedios del MSE sobre
las simulaciones(empiricos)

rmean.MSE.cra3 <- sqrt(apply(varhat.cra3.con[,,1:nsim],1,mean))# Raz cuadrada de los promedios

del MSE sobre las simulaciones(empiricos) usando estimadores de la varianza.

#crad

m.cra4<-apply(cra4.estimate[,,1:nsim],1,mean)# Proporciones medias sobre las simulaciones
b.cra4<-apply(bias.cra4[,,1:nsim],1,mean)# Sesgo medio sobre las simulaciones
mse.crad<-sqrt(apply (MSE.cra4[,,1:nsim],1,mean)) # RaZ cuadrada de los promedios del MSE sobre
las simulaciones(empiricos)

rmean.MSE.cra4d <- sqrt(apply(varhat.crad.con[,,1:nsim],1,mean))# Raz cuadrada de los promedios
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del MSE sobre las simulaciones(empiricos) usando estimadores de la varianza.

#crab

m.crab<-apply(crab.estimate[,,1:nsim],1,mean)# Proporciones medias sobre las simulaciones
b.crab<-apply(bias.crab[,,1:nsim],1,mean)# Sesgo medio sobre las simulaciones
mse.crab<-sqrt (apply (MSE.crab[,,1:nsim],1,mean)) # RaZz cuadrada de los promedios del MSE sobre
las simulaciones(empiricos)

rmean.MSE.crab <- sqrt(apply(varhat.crab.con[,,1:nsim],1,mean))# Raz cuadrada de los promedios

del MSE sobre las simulaciones(empiricos) usando estimadores de la varianza.

#cregal

m.cregal<-apply(cregal.estimate[,,1:nsim],1,mean)# Proporciones medias sobre las simulaciones
b.cregal<-apply(bias.cregall,,1:nsim],1,mean)# Sesgo medio sobre las simulaciones
mse.cregal<-sqrt(apply (MSE.cregall,,1:nsim],1,mean)) # Raz cuadrada de los promedios del MSE sobre
las simulaciones(empiricos)

rmean.MSE.cregal <- sqrt(apply(varhat.cregal.con[,,1:nsim],1,mean))# Raz cuadrada de los promedios

del MSE sobre las simulaciones(empiricos) usando estimadores de la varianza.

#crega2

m.crega2<-apply(crega2.estimate[,,1:nsim],1,mean)# Proporciones medias sobre las simulaciones
b.crega2<-apply(bias.crega2[,,1:nsim],1,mean)# Sesgo medio sobre las simulaciones
mse.crega2<-sqrt(apply (MSE.crega2[,,1:nsim],1,mean)) # Raz cuadrada de los promedios del MSE sobre
las simulaciones(empiricos)

rmean.MSE.crega2 <- sqrt(apply(varhat.crega2.con[,,1:nsim],1,mean))# Raz cuadrada de los promedios

del MSE sobre las simulaciones(empiricos) usando estimadores de la varianza.

#crega3

m.crega3<-apply(crega3.estimate[,,1:nsim],1,mean)# Proporciones medias sobre las simulaciones
b.crega3<-apply(bias.crega3[,,1:nsim],1,mean)# Sesgo medio sobre las simulaciones
mse.crega3<-sqrt(apply (MSE.crega3[,,1:nsim],1,mean)) # Raz cuadrada de los promedios del MSE sobre
las simulaciones(empiricos)

rmean.MSE.crega3 <- sqrt(apply(varhat.crega3.con[,,1:nsim],1,mean))# RaZz cuadrada de los promedios

del MSE sobre las simulaciones(empiricos) usando estimadores de la varianza.

#cregad

m.cregad<-apply(cregad.estimate[,,1:nsim],1,mean)# Proporciones medias sobre las simulaciones
b.cregad4<-apply(bias.crega4l[,,1:nsim],1,mean)# Sesgo medio sobre las simulaciones
mse.crega4<-sqrt(apply (MSE.crega4[,,1:nsim],1,mean)) # RaZz cuadrada de los promedios del MSE sobre
las simulaciones(empiricos)

rmean.MSE.crega4 <- sqrt(apply(varhat.crega4.conl[,,1:nsim],1,mean))# Raz cuadrada de los promedios

del MSE sobre las simulaciones(empiricos) usando estimadores de la varianza.
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#cregab

m.cregab<-apply(cregab.estimate[,,1:nsim],1,mean)# Proporciones medias sobre las simulaciones
b.cregab<-apply(bias.cregabl[,,1:nsim],1,mean)# Sesgo medio sobre las simulaciones
mse.cregab<-sqrt (apply (MSE.cregab[,,1:nsim],1,mean)) # Raz cuadrada de los promedios del MSE sobre
las simulaciones(empiricos)

rmean.MSE.cregab <- sqrt(apply(varhat.cregab.con[,,1:nsim],1,mean))# Raz cuadrada de los promedios

del MSE sobre las simulaciones(empiricos) usando estimadores de la varianza.

#logistic

m.logistic<-apply(logistic.estimate[,,1:nsim],1,mean)# Proporciones medias sobre las simulaciones
b.logistic<-apply(bias.logistic[,,1:nsim],1,mean)# Sesgo medio sobre las simulaciones
mse.logistic<-sqrt(apply(MSE.logistic[,,1:nsim],1,mean)) # Raz cuadrada de los promedios del MSE

sobre las simulaciones(empiricos)

rmean.MSE.logistic <- sqrt(apply(varhat.logistic.conl[,,1:nsim],1,mean))# RaZz cuadrada de los promedios
del MSE sobre las simulaciones(empiricos)

# usando estimadores de la varianza.

#logisticl

m.logisticl<-apply(logisticl.estimate[,,1:nsim],1,mean)# Proporciones medias sobre las simulaciones
b.logistici<-apply(bias.logisticl[,,1:nsim],1,mean)# Sesgo medio sobre las simulaciones
mse.logistici<-sqrt(apply (MSE.logisticl[,,1:nsim],1,mean)) # Raz cuadrada de los promedios del

MSE sobre las simulaciones(empiricos)

rmean.MSE.logisticl <- sqrt(apply(varhat.logisticl.con[,,1:nsim],1,mean))# Raz cuadrada de los

promedios del MSE sobre las simulaciones(empiricos) usando estimadores de la varianza.

#logistic2

m.logistic2<-apply(logistic2.estimate[,,1:nsim],1,mean)# Proporciones medias sobre las simulaciones
b.logistic2<-apply(bias.logistic2[,,1:nsim],1,mean)# Sesgo medio sobre las simulaciones
mse.logistic2<-sqrt(apply (MSE.logistic2[,,1:nsim],1,mean)) # RaZ cuadrada de los promedios del

MSE sobre las simulaciones(empiricos)

rmean.MSE.logistic2 <- sqrt(apply(varhat.logistic2.conl[,,1:nsim],1,mean))# RaZz cuadrada de los

promedios del MSE sobre las simulaciones(empiricos) usando estimadores de la varianza.

#logistic3

m.logistic3<-apply(logistic3.estimate[,,1:nsim],1,mean)# Proporciones medias sobre las simulaciones
b.logistic3<-apply(bias.logistic3[,,1:nsim],1,mean)# Sesgo medio sobre las simulaciones
mse.logistic3<-sqrt(apply(MSE.logistic3[,,1:nsim],1,mean)) # RaZz cuadrada de los promedios del

MSE sobre las simulaciones(empiricos)

rmean.MSE.logistic3 <- sqrt(apply(varhat.logistic3.conl[,,1:nsim],1,mean))# RaZz cuadrada de los

promedios del MSE sobre las simulaciones(empiricos) usando estimadores de la varianza.
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# Generacioén de tablas.

area.ID <- c(1:30)

corre<- rep(0,30)

corre<- c(cor(xl,yl),cor(x2,y2),cor(x3,y3),cor(x4,y4),cor(x5,yb),cor(x6,y6) ,cor(x7,y7),
cor(x8,y8) ,cor(x9,y9),cor(x10,y10), cor(xll,yll), cor(x12,y12), cor(x13,y13),cor(x14,y14d),
cor(x15,y15) ,cor(x16,y16) ,cor(x17,y17) ,cor(x18,y18), cor(x19,y19),cor(x20,y20),cor(x21,y21),
cor(x22,y22),cor(x23,y23), cor(x24,y24),cor(x25,y25),cor(x26,y26),cor(x27,y27), cor(x28,y28),
cor(x29,y29) ,cor(x30,y30))

Pa<- true.mean[,,1]

Pb<- true.mean.x[,,1]

#De informacién general de la poblacién simulada.

table.infor <- cbind(pop.size, area.ID, m.tamao)

table.infor <- table.infor[order(table.infor[,1]),1:3]

medias <- c(mean(pop.size), NA, mean(m.tamao), mean(pop[,2]),mean(pop[,3]),cor(popl,2],popl,31))
table.infor <- cbind(table.infor,Pa,Pb,corre)

table.infor <- rbind(table.infor,medias)

table.infor

#direct

medias.grupo<-array(0,dim=c(3,6))

levels(as.factor(pop.size))->tipo

recode(pop.size, "500=1; 750=2; 1000=2; 1250=2; 1500=3")->tamap
aggregate(pop.size,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,1]

c(0,0,0)->medias.grupol[,2]

aggregate(m.direct,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol,3]
aggregate(b.direct,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,4]
aggregate(mse.direct,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,5]

aggregate (rmean.MSE.direct,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,6]

table.direct <- cbind(pop.size, area.ID, m.direct, b.direct, mse.direct, rmean.MSE.direct)
table.direct <- table.direct[order(table.direct[,1]),1:6]

medias <- c(mean(pop.size), NA, mean(m.direct), mean(b.direct), mean(mse.direct), mean(rmean.MSE.direct))
table.direct <- rbind(table.direct,medias)

table.direct <- rbind(table.direct,medias.grupo)

#ratio

medias.grupo<-array(0,dim=c(3,6))
levels(as.factor(pop.size))->tipo

recode(pop.size, "500=1; 750=2; 1000=2; 1250=2; 1500=3")->tamap

aggregate (pop.size,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,1]
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c(0,0,0)->medias.grupo[,2]

aggregate(m.ratio,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,3]
aggregate(b.ratio,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol,4]
aggregate(mse.ratio,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,5]

aggregate (rmean.MSE.ratio,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,6]

table.ratio <- cbind(pop.size, area.ID, m.ratio, b.ratio, mse.ratio, rmean.MSE.ratio)

table.ratio <- table.ratiol[order(table.ratiol,1]),1:6]

medias <- c(mean(pop.size), NA, mean(m.ratio), mean(b.ratio), mean(mse.ratio), mean(rmean.MSE.ratio))
table.ratio <- rbind(table.ratio,medias)

table.ratio <- rbind(table.ratio,medias.grupo)

#ratiol

medias.grupo<-array(0,dim=c(3,6))

levels(as.factor(pop.size))->tipo

recode(pop.size, "500=1; 750=2; 1000=2; 1250=2; 1500=3")->tamap

aggregate (pop.size,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,1]

c(0,0,0)->medias.grupol[,2]

aggregate(m.ratiol,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,3]
aggregate(b.ratiol,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,4]

aggregate (mse.ratiol,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,5]

aggregate (rmean.MSE.ratiol,list (d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,6]

table.ratiol <- cbind(pop.size, area.ID, m.ratiol, b.ratiol, mse.ratiol, rmean.MSE.ratiol)
table.ratiol <- table.ratiol[order(table.ratioll[,1]),1:6]

medias <- c(mean(pop.size), NA, mean(m.ratiol), mean(b.ratiol), mean(mse.ratiol), mean(rmean.MSE.ratiol))
table.ratiol <- rbind(table.ratiol,medias)

table.ratiol <- rbind(table.ratiol,medias.grupo)

#ratio2

medias.grupo<-array(0,dim=c(3,6))

levels(as.factor(pop.size))->tipo

recode(pop.size, "500=1; 750=2; 1000=2; 1250=2; 1500=3")->tamap

aggregate (pop.size,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,1]

c(0,0,0)->medias.grupol[,2]

aggregate(m.ratio2,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,3]
aggregate(b.ratio2,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,4]

aggregate (mse.ratio2,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,5]

aggregate (rmean.MSE.ratio2,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,6]

table.ratio2 <- cbind(pop.size, area.ID, m.ratio2, b.ratio2, mse.ratio2, rmean.MSE.ratio2)
table.ratio2 <- table.ratio2[order(table.ratio2[,1]),1:6]

medias <- c(mean(pop.size), NA, mean(m.ratio2), mean(b.ratio2), mean(mse.ratio2), mean(rmean.MSE.ratio2))

table.ratio2 <- rbind(table.ratio2,medias)
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table.ratio2 <- rbind(table.ratio2,medias.grupo)

#regresion

medias.grupo<-array (0,dim=c(3,6))

levels(as.factor(pop.size))->tipo

recode(pop.size, "500=1; 750=2; 1000=2; 1250=2; 1500=3")->tamap
aggregate(pop.size,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,1]

c(0,0,0)->medias.grupol[,2]

aggregate (m.regresion,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,3]
aggregate(b.regresion,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,4]

aggregate (mse.regresion,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,5]

aggregate (rmean.MSE.regresion,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,6]

table.regresion <- cbind(pop.size, area.ID, m.regresion, b.regresion, mse.regresion, rmean.MSE.regresion)
table.regresion <- table.regresion[order(table.regresion[,1]),1:6]

medias <- c(mean(pop.size), NA, mean(m.regresion), mean(b.regresion), mean(mse.regresion),
mean (rmean.MSE.regresion))

table.regresion <- rbind(table.regresion,medias)

table.regresion <- rbind(table.regresion,medias.grupo)

#regresionl

medias.grupo<-array(0,dim=c(3,6))

levels(as.factor(pop.size))->tipo

recode(pop.size, "500=1; 750=2; 1000=2; 1250=2; 1500=3")->tamap

aggregate (pop.size,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,1]
¢(0,0,0)->medias.grupo[,2]
aggregate(m.regresionl,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,3]
aggregate(b.regresionl,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,4]
aggregate (mse.regresionl,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,5]
aggregate (rmean.MSE.regresionl,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,6]
table.regresionl <- cbind(pop.size, area.ID, m.regresionl, b.regresionl, mse.regresionl,
rmean.MSE.regresionl)

table.regresionl <- table.regresionl[order(table.regresioni[,1]),1:6]
medias <- c(mean(pop.size), NA, mean(m.regresionl), mean(b.regresionl),
mean(mse.regresionl), mean(rmean.MSE.regresioni))

table.regresionl <- rbind(table.regresioni,medias)

table.regresionl <- rbind(table.regresionl,medias.grupo)

#regresion2
medias.grupo<-array(0,dim=c(3,6))
levels(as.factor(pop.size))->tipo

recode(pop.size, "500=1; 750=2; 1000=2; 1250=2; 1500=3")->tamap
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aggregate (pop.size,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,1]

c(0,0,0)->medias.grupo[,2]
aggregate(m.regresion2,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol,3]
aggregate(b.regresion2,list (d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol,4]

aggregate (mse.regresion2,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupo[,5]

aggregate (rmean.MSE.regresion2,list (d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupo[,6]
table.regresion2 <- cbind(pop.size, area.ID, m.regresion2, b.regresion2, mse.regresion2,
rmean.MSE.regresion2)

table.regresion2 <- table.regresion2[order(table.regresion2[,1]),1:6]

medias <- c(mean(pop.size), NA, mean(m.regresion2), mean(b.regresion2), mean(mse.regresion2),
mean (rmean.MSE.regresion2))

table.regresion2 <- rbind(table.regresion2,medias)

table.regresion2 <- rbind(table.regresion2,medias.grupo)

#diferencia

medias.grupo<-array(0,dim=c(3,6))

levels(as.factor(pop.size))->tipo

recode(pop.size, "500=1; 750=2; 1000=2; 1250=2; 1500=3")->tamap

aggregate (pop.size,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,1]

c(0,0,0)->medias.grupo[,2]
aggregate(m.diferencia,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,3]
aggregate(b.diferencia,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol,4]
aggregate(mse.diferencia,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,5]

aggregate (rmean.MSE.diferencia,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,6]
table.diferencia <- cbind(pop.size, area.ID, m.diferencia, b.diferencia, mse.diferencia,
rmean.MSE.diferencia)

table.diferencia <- table.diferencial[order(table.diferencial,1]),1:6]

medias <- c(mean(pop.size), NA, mean(m.diferencia), mean(b.diferencia), mean(mse.diferencia),
mean(rmean.MSE.diferencia))

table.diferencia <- rbind(table.diferencia,medias)

table.diferencia <- rbind(table.diferencia,medias.grupo)

#diferencial

medias.grupo<-array(0,dim=c(3,6))
levels(as.factor(pop.size))->tipo

recode(pop.size, "500=1; 750=2; 1000=2; 1250=2; 1500=3")->tamap
aggregate (pop.size,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,1]
c(0,0,0)->medias.grupo[,2]
aggregate(m.diferencial,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,3]
aggregate(b.diferencial,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol,4]

aggregate (mse.diferencial,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,5]
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aggregate(rmean.MSE.diferencial,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol,6]

table.diferencial <- cbind(pop.size, area.ID, m.diferencial, b.diferencial, mse.diferencial,
rmean.MSE.diferencial)

table.diferencial <- table.diferenciall[order(table.diferenciall[,1]),1:6]

medias <- c(mean(pop.size), NA, mean(m.diferencial), mean(b.diferencial), mean(mse.diferencial),
mean (rmean.MSE.diferencial))

table.diferencial <- rbind(table.diferencial,medias)

table.diferencial <- rbind(table.diferencial,medias.grupo)

#diferencia?2

medias.grupo<-array(0,dim=c(3,6))

levels(as.factor(pop.size))->tipo

recode(pop.size, "500=1; 750=2; 1000=2; 1250=2; 1500=3")->tamap

aggregate (pop.size,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,1]

c(0,0,0)->medias.grupol,2]
aggregate(m.diferencia2,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,3]
aggregate(b.diferencia2,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,4]

aggregate (mse.diferencia2,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,5]

aggregate (rmean.MSE.diferencia2,list (d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,6]

table.diferencia2 <- cbind(pop.size, area.ID, m.diferencia2, b.diferencia2, mse.diferencia2,
rmean.MSE.diferencia2)

table.diferencia2 <- table.diferencia2[order(table.diferencia2[,1]),1:6]

medias <- c(mean(pop.size), NA, mean(m.diferencia2), mean(b.diferencia2), mean(mse.diferencia2),
mean (rmean.MSE.diferencia2))

table.diferencia2 <- rbind(table.diferencia2,medias)

table.diferencia2 <- rbind(table.diferencia2,medias.grupo)

#cral

medias.grupo<-array(0,dim=c(3,6))

levels(as.factor(pop.size))->tipo

recode(pop.size, "500=1; 750=2; 1000=2; 1250=2; 1500=3")->tamap

aggregate (pop.size,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol,1]
c(0,0,0)->medias.grupol[,2]
aggregate(m.cral,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,3]
aggregate(b.cral,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol,4]
aggregate(mse.cral,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupo[,5]

aggregate (rmean.MSE.cral,list (d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,6]

table.cral <- cbind(pop.size, area.ID, m.cral, b.cral, mse.cral, rmean.MSE.cral)
table.cral <- table.crall[order(table.crall,1]),1:6]

medias <- c(mean(pop.size), NA, mean(m.cral), mean(b.cral), mean(mse.cral), mean(rmean.MSE.cral))

table.cral <- rbind(table.cral,medias)
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table.cral <- rbind(table.cral,medias.grupo)

#cra2

medias.grupo<-array(0,dim=c(3,6))

levels(as.factor(pop.size))->tipo

recode(pop.size, "500=1; 750=2; 1000=2; 1250=2; 1500=3")->tamap

aggregate (pop.size,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,1]
c(0,0,0)->medias.grupol,2]
aggregate(m.cra2,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,3]
aggregate(b.cra2,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,4]

aggregate (mse.cra2,list(d2=tamap) ,mean) [, 2] ->medias.grupol[,5]

aggregate (rmean.MSE.cra2,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,6]

table.cra2 <- cbind(pop.size, area.ID, m.cra2, b.cra2, mse.cra2, rmean.MSE.cra2)
table.cra2 <- table.cra2[order(table.cra2[,1]),1:6]

medias <- c(mean(pop.size), NA, mean(m.cra2), mean(b.cra2), mean(mse.cra2), mean(rmean.MSE.cra2))
table.cra2 <- rbind(table.cra2,medias)

table.cra2 <- rbind(table.cra2,medias.grupo)

#cra3

medias.grupo<-array(0,dim=c(3,6))

levels(as.factor(pop.size))->tipo

recode(pop.size, "500=1; 750=2; 1000=2; 1250=2; 1500=3")->tamap

aggregate (pop.size,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,1]
c(0,0,0)->medias.grupol[,2]
aggregate(m.cra3,list (d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupo[,3]
aggregate(b.cra3,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,4]

aggregate (mse.cra3,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,5]

aggregate (rmean.MSE.cra3,list (d2=tamap) ,mean) [, 2] ->medias.grupol[,6]

table.cra3 <- cbind(pop.size, area.ID, m.cra3, b.cra3, mse.cra3, rmean.MSE.cra3)
table.cra3 <- table.cra3[order(table.cra3[,1]),1:6]

medias <- c(mean(pop.size), NA, mean(m.cra3), mean(b.cra3), mean(mse.cra3), mean(rmean.MSE.cra3))
table.cra3 <- rbind(table.cra3,medias)

table.cra3 <- rbind(table.cra3,medias.grupo)

#crad

medias.grupo<-array(0,dim=c(3,6))
levels(as.factor(pop.size))->tipo

recode(pop.size, "500=1; 750=2; 1000=2; 1250=2; 1500=3")->tamap
aggregate (pop.size,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,1]
c(0,0,0)->medias.grupol[,2]

aggregate(m.crad,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,3]
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aggregate(b.cra4,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,4]
aggregate(mse.cra4,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupo[,5]

aggregate (rmean.MSE.cra4,list (d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,6]

table.cra4 <- cbind(pop.size, area.ID, m.cra4, b.cra4, mse.cra4, rmean.MSE.cra4)

table.crad <- table.crad4[order(table.crad4l[,1]),1:6]

medias <- c(mean(pop.size), NA, mean(m.crad), mean(b.crad), mean(mse.cra4), mean(rmean.MSE.cra4))
table.cra4 <- rbind(table.cra4,medias)

table.cra4 <- rbind(table.cra4,medias.grupo)

#crab

medias.grupo<-array(0,dim=c(3,6))

levels(as.factor(pop.size))->tipo

recode(pop.size, "500=1; 750=2; 1000=2; 1250=2; 1500=3")->tamap

aggregate (pop.size,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,1]
c(0,0,0)->medias.grupol,2]
aggregate(m.cra5,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,3]
aggregate(b.crab,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,4]
aggregate(mse.crab,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupo[,5]

aggregate (rmean.MSE.cra5,list (d2=tamap) ,mean) [,2] ->medias.grupo[,6]

table.crab <- cbind(pop.size, area.ID, m.crab, b.crab, mse.crab, rmean.MSE.crab)
table.cra5 <- table.cra5[order(table.cra5[,1]),1:6]

medias <- c(mean(pop.size), NA, mean(m.crab), mean(b.crab), mean(mse.cra5), mean(rmean.MSE.cra5))
table.cra5 <- rbind(table.cra5,medias)

table.crab <- rbind(table.crab,medias.grupo)

#cregal

medias.grupo<-array(0,dim=c(3,6))

levels(as.factor(pop.size))->tipo

recode(pop.size, "500=1; 750=2; 1000=2; 1250=2; 1500=3")->tamap

aggregate (pop.size,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,1]
c(0,0,0)->medias.grupol[,2]
aggregate(m.cregal,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol,3]
aggregate(b.cregal,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol,4]

aggregate (mse.cregal,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,5]

aggregate (rmean.MSE.cregal,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,6]
table.cregal <- cbind(pop.size, area.ID, m.cregal, b.cregal, mse.cregal, rmean.MSE.cregal)
table.cregal <- table.cregall[order(table.cregall,1]),1:6]

medias <- c(mean(pop.size), NA, mean(m.cregal), mean(b.cregal), mean(mse.cregal),
mean (rmean.MSE.cregal))

table.cregal <- rbind(table.cregal,medias)

table.cregal <- rbind(table.cregal,medias.grupo)
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#crega2

medias.grupo<-array(0,dim=c(3,6))

levels(as.factor(pop.size))->tipo

recode(pop.size, "500=1; 750=2; 1000=2; 1250=2; 1500=3")->tamap

aggregate (pop.size,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,1]
c(0,0,0)->medias.grupol[,2]
aggregate(m.crega2,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,3]
aggregate(b.crega2,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,4]

aggregate (mse.crega2,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,5]

aggregate (rmean.MSE. crega2,list (d2=tamap) ,mean) [,2] ->medias.grupol[,6]
table.crega2 <- cbind(pop.size, area.ID, m.crega2, b.crega2, mse.crega2, rmean.MSE.crega2)
table.crega2 <- table.crega2[order(table.crega2[,1]),1:6]

medias <- c(mean(pop.size), NA, mean(m.crega2), mean(b.crega2), mean(mse.crega2),
mean (rmean.MSE. crega2))

table.crega2 <- rbind(table.crega2,medias)

table.crega2 <- rbind(table.crega2,medias.grupo)

#crega3

medias.grupo<-array(0,dim=c(3,6))

levels(as.factor(pop.size))->tipo

recode(pop.size, "500=1; 750=2; 1000=2; 1250=2; 1500=3")->tamap

aggregate (pop.size,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,1]
c(0,0,0)->medias.grupol[,2]

aggregate (m.crega3,list (d2=tamap) ,mean) [, 2] ->medias.grupol[,3]
aggregate(b.crega3,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,4]

aggregate (mse.crega3,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,5]

aggregate (rmean.MSE.crega3,list (d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupo[,6]
table.crega3 <- cbind(pop.size, area.ID, m.crega3, b.crega3, mse.crega3, rmean.MSE.crega3)
table.crega3 <- table.crega3[order(table.crega3[,1]),1:6]

medias <- c(mean(pop.size), NA, mean(m.crega3), mean(b.crega3), mean(mse.crega3),
mean (rmean.MSE. crega3))

table.crega3 <- rbind(table.crega3,medias)

table.crega3 <- rbind(table.crega3,medias.grupo)

#cregad

medias.grupo<-array(0,dim=c(3,6))
levels(as.factor(pop.size))->tipo

recode(pop.size, "500=1; 750=2; 1000=2; 1250=2; 1500=3")->tamap
aggregate(pop.size,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,1]

c(0,0,0)->medias.grupo[,2]
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aggregate (m.crega4,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupo[,3]
aggregate(b.crega4,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,4]
aggregate(mse.crega4,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol,5]

aggregate (rmean.MSE. crega4,list (d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,6]

table.crega4 <- cbind(pop.size, area.ID, m.crega4, b.crega4, mse.crega4, rmean.MSE.crega4)
table.crega4 <- table.cregad[order(table.crega4[,1]),1:6]

medias <- c(mean(pop.size), NA, mean(m.cregad), mean(b.cregad), mean(mse.crega4),

mean (rmean.MSE. crega4))

table.crega4 <- rbind(table.crega4,medias)

table.crega4 <- rbind(table.crega4,medias.grupo)

#cregab

medias.grupo<-array(0,dim=c(3,6))

levels(as.factor(pop.size))->tipo

recode(pop.size, "500=1; 750=2; 1000=2; 1250=2; 1500=3")->tamap

aggregate (pop.size,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,1]
c(0,0,0)->medias.grupol[,2]
aggregate(m.cregab,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol,3]
aggregate(b.cregab,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupo[,4]

aggregate (mse.cregab,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,5]

aggregate (rmean.MSE.cregab,list (d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,6]
table.cregab <- cbind(pop.size, area.ID, m.cregab, b.cregab, mse.cregab, rmean.MSE.cregab)
table.cregab <- table.cregab[order(table.cregab5[,1]),1:6]

medias <- c(mean(pop.size), NA, mean(m.cregab), mean(b.cregab), mean(mse.cregab),
mean (rmean.MSE. crega5))

table.cregab <- rbind(table.cregab,medias)

table.cregab <- rbind(table.cregab,medias.grupo)

#logistic

medias.grupo<-array(0,dim=c(3,6))

levels(as.factor(pop.size))->tipo

recode(pop.size, "500=1; 750=2; 1000=2; 1250=2; 1500=3")->tamap
aggregate (pop.size,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,1]
c(0,0,0)->medias.grupol,2]
aggregate(m.logistic,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol,3]
aggregate(b.logistic,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol,4]
aggregate (mse.logistic,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,5]
aggregate (rmean.MSE.logistic,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,6]
table.logistic <- cbind(pop.size, area.ID, m.logistic, b.logistic, mse.logistic,
rmean.MSE. logistic)

table.logistic <- table.logistic[order(table.logistic[,1]),1:7]
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medias <- c(mean(pop.size), NA, mean(m.logistic), mean(b.logistic), mean(mse.logistic),
mean(rmean.MSE.logistic))
table.logistic <- rbind(table.logistic,medias)

table.logistic <- rbind(table.logistic,medias.grupo)

#logisticl

medias.grupo<-array(0,dim=c(3,6))

levels(as.factor(pop.size))->tipo

recode(pop.size, "500=1; 750=2; 1000=2; 1250=2; 1500=3")->tamap

aggregate (pop.size,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,1]
c(0,0,0)->medias.grupol[,2]
aggregate(m.logisticl,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,3]
aggregate(b.logisticl,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,4]

aggregate (mse.logisticl,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,5]

aggregate (rmean.MSE.logisticl,list (d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,6]
table.logisticl <- cbind(pop.size, area.ID, m.logisticl, b.logisticl, mse.logisticl,
rmean.MSE.logisticl)

table.logisticl <- table.logisticl[order(table.logistic1[,1]),1:7]

medias <- c(mean(pop.size), NA, mean(m.logisticl), mean(b.logisticl), mean(mse.logisticl),
mean (rmean.MSE.logistic1))

table.logisticl <- rbind(table.logisticl,medias)

table.logisticl <- rbind(table.logisticl,medias.grupo)

#logistic2

medias.grupo<-array(0,dim=c(3,6))

levels(as.factor(pop.size))->tipo

recode(pop.size, "500=1; 750=2; 1000=2; 1250=2; 1500=3")->tamap

aggregate (pop.size,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,1]
c(0,0,0)->medias.grupol[,2]
aggregate(m.logistic2,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,3]
aggregate(b.logistic2,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,4]

aggregate (mse.logistic2,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,5]

aggregate (rmean.MSE.logistic2,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,6]
table.logistic2 <- cbind(pop.size, area.ID, m.logistic2, b.logistic2, mse.logistic2,
rmean.MSE.logistic2)

table.logistic2 <- table.logistic2[order(table.logistic2[,1]),1:7]

medias <- c(mean(pop.size), NA, mean(m.logistic2), mean(b.logistic2), mean(mse.logistic2),
mean (rmean.MSE.logistic2))

table.logistic2 <- rbind(table.logistic2,medias)

table.logistic2 <- rbind(table.logistic2,medias.grupo)
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#logistic3

medias.grupo<-array(0,dim=c(3,6))

levels(as.factor(pop.size))->tipo

recode(pop.size, "500=1; 750=2; 1000=2; 1250=2; 1500=3")->tamap

aggregate (pop.size,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol,1]
c(0,0,0)->medias.grupol[,2]
aggregate(m.logistic3,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,3]
aggregate(b.logistic3,list (d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,4]

aggregate (mse.logistic3,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,5]

aggregate (rmean.MSE.logistic3,1list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,6]
table.logistic3 <- cbind(pop.size, area.ID, m.logistic3, b.logistic3, mse.logistic3,
rmean.MSE.logistic3)

table.logistic3 <- table.logistic3[order(table.logistic3[,1]),1:7]

medias <- c(mean(pop.size), NA, mean(m.logistic3), mean(b.logistic3), mean(mse.logistic3),
mean (rmean.MSE.logistic3))

table.logistic3 <- rbind(table.logistic3,medias)

table.logistic3 <- rbind(table.logistic3,medias.grupo)

#Sesgo relativo empirico de los estimadores.

RB.direct <- round((b.direct/Pa)*100,2)

RE.direct <- round((mse.direct/mse.direct)*100,2)
RB.ratio <- round((b.ratio/Pa)*100,2)

RE.ratio <- round((mse.direct/mse.ratio)*100,2)

RB.ratiol <- round((b.ratiol/Pa)*100,2)

RE.ratiol <- round((mse.direct/mse.ratiol)*100,2)
RB.ratio2 <- round((b.ratio2/Pa)*100,2)

RE.ratio2 <- round((mse.direct/mse.ratio2)*100,2)
RB.regresion <- round((b.regresion/Pa)*100,2)
RE.regresion <- round((mse.direct/mse.regresion)*100,2)
RB.regresionl <- round((b.regresioni/Pa)*100,2)
RE.regresionl <- round((mse.direct/mse.regresion1)*100,2)
RB.regresion2 <- round((b.regresion2/Pa)*100,2)
RE.regresion2 <- round((mse.direct/mse.regresion2)*100,2)
RB.diferencia <- round((b.diferencia/Pa)*100,2)
RE.diferencia <- round((mse.direct/mse.diferencia)*100,2)
RB.diferencial <- round((b.diferencial/Pa)*100,2)
RE.diferencial <- round((mse.direct/mse.diferencial)*100,2)
RB.diferencia2 <- round((b.diferencia2/Pa)*100,2)
RE.diferencia2 <- round((mse.direct/mse.diferencia2)*100,2)
RB.cral <- round((b.cral/Pa)*100,2)

RE.cral <- round((mse.direct/mse.cral)*100,2)
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RB.cra2 <- round((b.cra2/Pa)*100,2)

RE.cra2 <- round((mse.direct/mse.cra2)*100,2)

RB.cra3 <- round((b.cra3/Pa)*100,2)

RE.cra3 <- round((mse.direct/mse.cra3)*100,2)

RB.cra4 <- round((b.cra4/Pa)*100,2)

RE.cra4 <- round((mse.direct/mse.crad)*100,2)

RB.cra5 <- round((b.cra5/Pa)*100,2)

RE.cra5 <- round((mse.direct/mse.cra5)*100,2)
RB.cregal <- round((b.cregal/Pa)*100,2)

RE.cregal <- round((mse.direct/mse.cregal)*100,2)
RB.crega2 <- round((b.crega2/Pa)*100,2)

RE.crega2 <- round((mse.direct/mse.crega2)*100,2)
RB.crega3 <- round((b.crega3/Pa)*100,2)

RE.crega3 <- round((mse.direct/mse.crega3)*100,2)
RB.crega4 <- round((b.crega4/Pa)*100,2)

RE.crega4 <- round((mse.direct/mse.crega4)*100,2)
RB.cregab <- round((b.cregab/Pa)*100,2)

RE.cregab <- round((mse.direct/mse.cregab)*100,2)
RB.logistic <- round((b.logistic/Pa)#*100,2)
RE.logistic <- round((mse.direct/mse.logistic)*100,2)
RB.logisticl <- round((b.logistic1/Pa)*100,2)
RE.logisticl <- round((mse.direct/mse.logistic1)*100,2)
RB.logistic2 <- round((b.logistic2/Pa)*100,2)
RE.logistic2 <- round((mse.direct/mse.logistic2)*100,2)
RB.logistic3 <- round((b.logistic3/Pa)*100,2)

RE.logistic3 <- round((mse.direct/mse.logistic3)#*100,2)

#Tabla resimen del sesgo emirico de los estimadores

table.RB <- cbind(pop.size, area.ID, RB.direct, RB.ratio, RB.ratiol,RB.ratio2, RB.regresion,
RB.regresionl,RB.regresion2,RB.diferencia,RB.diferencial, RB.diferencia2,RB.cral,RB.cra2,
RB.cra3,RB.cra4,RB.cra5,RB.cregal,RB.crega2,RB.crega3, RB.crega4,RB.cregab, RB.logistic,
RB.logisticl,RB.logistic2,RB.logistic3)

table.RB <- table.RB[order(table.RB[,1]),1:26]

medias <- c(mean(pop.size), NA, mean(RB.direct), mean(RB.ratio), mean(RB.ratiol) ,mean(RB.ratio2),
mean (RB.regresion) ,mean(RB.regresionl) ,mean(RB.regresion2) ,mean(RB.diferencia) ,mean(RB.diferencial),
mean(RB.diferencia2) ,mean(RB.cral) ,mean(RB.cra2) ,mean(RB.cra3), mean(RB.cra4), mean(RB.cra5),
mean(RB.cregal) ,mean(RB.crega2) ,mean(RB.crega3) ,mean(RB.crega4) ,mean(RB.cregab) ,mean(RB.logistic),
mean(RB.logisticl) ,mean(RB.logistic2) ,mean(RB.logistic3))

table.RB <- rbind(table.RB,medias)

medias.grupo<-array(0,dim=c(3,26))
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levels(as.factor(pop.size))->tipo

recode(pop.size, "500=1; 750=2; 1000=2; 1250=2; 1500=3")->tamap

aggregate(pop.size,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol,1]

c(0,0,0)->medias.grupol[,2]

aggregate (RB.
aggregate (RB.
aggregate (RB.
aggregate (RB.
aggregate (RB.
aggregate (RB.
aggregate (RB.
aggregate (RB.
aggregate (RB.
aggregate (RB.
aggregate (RB.
aggregate (RB.
aggregate (RB.
aggregate (RB.
aggregate (RB.
aggregate (RB.
aggregate (RB.
aggregate (RB.
aggregate (RB.
aggregate (RB.
aggregate (RB.
aggregate (RB.
aggregate (RB.
aggregate (RB.

direct,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,3]
ratio,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,4]
ratiol,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,5]
ratio2,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,6]
regresion,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,7]
regresioni,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol,8]
regresion2,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,9]
diferencia,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,10]
diferencial,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,11]
diferencia2,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,12]
cral,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,13]
cra2,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[, 14]
cra3,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,15]
crad,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol,16]
crab,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,17]
cregal,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,18]
crega2,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,19]
crega3,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupo[,20]
crega4,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupo[,21]
cregab,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupo[,22]
logistic,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,23]
logisticl,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,24]
logistic2,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,25]

logistic3,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,26]

table.RB <- rbind(table.RB,medias.grupo)

#Tabla de eficiencia empirica de los estimadores

table.RE <- cbind(pop.size, area.ID, RE.direct, RE.ratio, RE.ratiol,RE.ratio2, RE.regresion,
RE.regresionl,RE.regresion2,RE.diferencia,RE.diferencial,RE.diferencia2,RE.cral,RE.cra2,RE.cra3,
RE.cra4,RE.crab,RE.cregal ,RE.crega2,RE.crega3,RE.crega4,RE.cregab5,RE.logistic,RE.logisticl,
RE.logistic2,RE.logistic3)

table.RE <- table.RE[order(table.RE[,1]),1:26]

medias <- c(mean(pop.size), NA, mean(RE.direct), mean(RE.ratio), mean(RE.ratiol) ,mean(RE.ratio2),
mean (RE.regresion) ,mean(RE.regresionl) ,mean(RE.regresion2) ,mean(RE.diferencia) ,mean(RE.diferencial),
mean(RE.diferencia2) ,mean(RE.cral) ,mean(RE.cra2) ,mean(RE.cra3) ,mean(RE.cra4) ,mean(RE.crab),

mean(RE.cregal) ,mean(RE.crega2) ,mean(RE.crega3) ,mean(RE.crega4) ,mean(RE.cregab) ,mean(RE.logistic),



mean(RE.logisticl), mean(RE.logistic2) ,mean(RE.logistic3))

table.RE <- rbind(table.RE,medias)

medias.grupo<-array(0,dim=c(3,26))

levels(as.factor(pop.size))->tipo

recode(pop.size, "500=1; 750=2; 1000=2; 1250=2; 1500=3")->tamap

aggregate (pop.size,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,1]

c(0,0,0)->medias.grupol,2]

aggregate (RE.
aggregate (RE.
aggregate (RE.
aggregate (RE.
aggregate (RE.
aggregate (RE.
aggregate (RE.
aggregate (RE.
aggregate (RE.
aggregate (RE.
aggregate (RE.
aggregate (RE.
aggregate (RE.
aggregate (RE.
aggregate (RE.
aggregate (RE.
aggregate (RE.
aggregate (RE.
aggregate (RE.
aggregate (RE.
aggregate (RE.
aggregate (RE.
aggregate (RE.
aggregate (RE.

direct,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,3]
ratio,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,4]
ratiol,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,5]

ratio2,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol,6]

regresion,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,7]
regresionl,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,8]
regresion2,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,9]
diferencia,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,10]
diferencial,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupo[,11]

diferencia2,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupo[,12]

cral,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,13]
cra2,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,14]
cra3,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol,15]
cra4,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,16]
crab,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,17]
cregal,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupo[, 18]
crega2,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupo[,19]
crega3,list(d2=tamap) ,mean) [,2] ->medias.grupo[,20]
cregad,list(d2=tamap) ,mean) [,2] ->medias.grupo[,21]

cregab,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol[,22]

logistic,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol,23]
logisticl,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupo[,24]
logistic2,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupo[,25]

logistic3,list(d2=tamap) ,mean) [,2]->medias.grupol,26]

table.RE <- rbind(table.RE,medias.grupo)

# Sumario de

table.infor

tablas.

round(table.direct,3)

round(table.ratio,3)

round(table.ratiol,3)

round(table.ratio2,3)

round(table.regresion,3)
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round(table.
round(table.
round(table.
round(table.
round(table.
round(table.
round(table.
round(table.
round(table.
round(table.
round(table.
round(table.
round(table.
round(table.
round(table.
round(table.
round(table.
round(table.

round(table.

round(table

round(table

#La segunda

CAPITULO 6. APENDICE

regresioni, 3)
regresion2,3)
diferencia,3)
diferencial,3)
diferencia2,3)
cral,3)
cra2,3)
cra3,3)
cra4,3)
crab,3)
cregal,3)
crega2,3)
crega3,3)
crega4,3)
cregab,3)
logistic,3)
logisticl,3)
logistic2,3)
logistic3,3)

.RB,2)
.RE,2)

poblacién se simula usando la proporcién

(39:10) /41->prop



Indice de Tablas

5.1
0.2.
5.3.

0.4.
2.5.
2.6.
2.7.
5.8.
2.9.

5.10.
5.11.
5.12.
5.13.

5.14.
5.15.

5.16.
2.17.

5.18.

5.19.

5.20.

2.21.

0.22.

Caracteristicas de la poblacién simulada. . . . . . . . S 170
Resultados de la simulacién para el estimador directo, P4 =p4. . . . 172
Resultados de la simulacién para el estimador de razén (ratio), ﬁ&)d. 174
Resultados de la simulacién para el estimador razén (ratiol), Ar(j)d . 176
Resultados de la simulacién para el estimador de razén (ratio2), P, A 77
Resultados de la simulacién para el estimador de regresion, Pr(e; Ay 178
Resultados de la simulacién para el estimador de (regresiénl), PT(EQ; 4,180
181

Resultados de la simulacién para el estimador de diferencia, Péz } Ay 182

Resultados de la simulacién para el estimador de (Regresién2), 137533 Ay

Resultados de la simulacién para el estimador de (diferencial), ]3512} 4, 184
Resultados de la simulacién para el estimador de (diferencia2), P;S’} 4, 189
Resultados de la simulacién para el estimador combinado (cral), Pfﬁ;j 186

Resultados de la simulacién para el estimador combinado (cra2), PT( A2d)
................................... 189

Resultados de la simulacién para el estimador combinado (cra3), P, A, 190
Resultados de la simulacién para el estimador combinado (cra4), ﬁr(if; 191

Resultados de la simulacién para el estimador combinado (crab), Pfif’d) 192
Resultados de la simulacién para el estimador combinado (cregal),

Pl 193

regAgq
Resultados de la simulacién para el estimador combinado (crega2),

Pl 196

regAq
Resultados de la simulacién para el estimador combinado (crega3),

Pl 197

regAq
Resultados de la simulacién para el estimador combinado (cregad),

Plea) 198

regAgq
Resultados de la simulacién para el estimador combinado (cregab),

PUs) 199

regAqg
Resultados de la simulacién para el estimador (logistic), Poga,. - . . 200

261



262

5.23.
5.24.

5.25.
5.26.
5.27.
5.28.
5.29.

9.30.

5.31.
5.32.

5.33.

6.1.
6.2.

INDICE DE TABLAS

Resultados de la simulacién para el estimador (logisticl), 131(01; Ay

Resultados de la simulacién para el estimador (logistic2), ]31(02; Ay

Resultados de la simulacién para el estimador (logistic3), P
Sesgo relativo empirico de los estimadores comparados. . . . . . . .
Eficiencia relativa empirica de los estimadores comparados. . . . . .
Caracteristicas de la segunda poblacién simulada. . . . . . . . . ..
Sesgo relativo empirico de los estimadores comparados en la segunda
poblacion. . . . . . . L. Lo
Eficiencia relativa empirica de los estimadores comparados en la se-
gunda poblacién. . . . . . . . ...
Tamanos poblacionales de la poblacién “dengue” en las regiones.
Eficiencia relativa estimada de los estimadores para la poblacién
“dengue” en el dominio Ug (Costa chica). . . . . . ... ... ...
Estimacion de proporciones y varianzas por regiones. . . . . . . . .

Clasificacion a nivel de dominio. . . . . . . . . . . . . .. ... ..
Clasificacion a nivel de la muestra. . . . . . . . . . . . . . .. ...

. 202
. 203
. 204

205
206
210
211

212

. 216



Bibliografia

1]

Anderson, T.W., and Hsiao, C. (1981), Asymptotically Efficient Estima-
tion of Covariance Matrices with Linear Covariance Structure, Annals of
Statistics, 1, 135-141.

Ansley, C.F., and Kohn, R.(1986), Prediction Mean Squared Error for
State Space Models with Estimated Parameters, Biometrika, 73, 467-473.

Aragon, Y. (1984), Random Variance Linear Models: Estimation,
Computational Statistics Quarterly, 1, 295-309.

Arora, V., and Lahiri, P. (1997), On the Superiority of the bayes Method
over the BLUP in Small Area Estimation Problems, Statistica Sinica, 7,
1053-1063.

Banerjee, M., and Fress, E.-W. (1977), Influence Diagnostics for Linear
Longitudinal Models, Journal of the American Statistical Association,
92, 999-1005.

Battese, G.E., Harter, R.M. and Fuller, W.A. (1988), An Error Com-
ponent Model for prediction of County Crop Areas Using Survey and
Satelite Data, Journal of the American Statistical Association, 83, 28-36

Bayarri, M.J. and Berger, J. (2000), P Values for Composite Null Models,
Journal of the American Statistical Association, 95, 1127-1142.

Beckman, R.J., Nachtsheim, C.J., and Cook, R.D. (1987), Diagnostic for
Mixed-Model Analysis of Variance, Technometrics, 1987, 413-426.

Bell, W.R. (1999), Accounting for Uncertainty About Variances in Small
Area Estimation, Bulletin of the international Statistical Institute.

Berger, J.O., and Pericchi, L.R. (2001), Objective bayesian Methods for
Model Selection: Introduction and Comparison, in P. Lahiri(ed.), Model
Selection, Lecture Notes-Monograph Series, Volume 38, Beachwood, OH:
Institute of Mathematical Statistics.

263



264

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

BIBLIOGRAFIA

Bilodeau, M., and Srivastava, M.S. (1988), Estimation of the MSE Ma-
trix of the Stein Estimator, Canadian Journal of Statistics, 16, 153-159.

Brandwein, A.C., and Strawderman, W.E. (1990), Stein-Estimation: The
Spherically Symmetric Case, Statistical Science, 5, 356-369.

Breslow, N., and Clayton, D. (1993), Approximate Inference in Genera-
lized Linear Mixed Models, Journal of the American Statistical Associa-
tion, 88, 9-25.

Brooks, S.P., Catchpole, E.A. and Morgan, B.J. (2000), bayesian Animal
Survival Estimation, Statistical Science, 15, 357-376.

Browne, W.J.,; and Draper, D. (2001), A Comparison of bayesian and
Likelihood-based Methods for Fitting Multilevel Models, Technixal Re-
port, Institute for Education, London.

Butar, F.B., and Lahiri, P. (2001), On Measures of Uncertainty of Em-
pirical bayes Small-Area Estimators, Technical Report, Department of
Statistics, University of Nabraska, Lincoln.

Casady, R.J., and Valliant, R. (1993), Conditional Properties of Post-
stratified Estimators Under Normal Theory, Survey Methodology, 19,
183-192.

Casella, G., and Berger, R.L. (1990), Statistical Inference, Belmonte,
CA:Wadsworth & Brooks/Cole.

Casella, G., Lavine, M., and Robert, C.P. (2001), Explaining the Perfect
Sampler, American Statistician, 55, 299-305.

Chambers, R.L and Dunstan, R., 1986. Estimating distribution functions
from survey data. Biometrika, 73, 597-604

Chambers, R.L and Tzavidis, N., M-quantile models for small area esti-
mation, Biometrika(2006), 93, 2, pp. 255-268.

Chandra, H., Chambers, R. and Salvati, N., Small area estimation of
proportions in Business Survey. Center for Statistical € Survey Metho-
dology. Workin paper 15(2009).

Christiansen, C.L., and Morris, C.N. (1997), Hierarchical Poisson Re-
gression Modeling, Journal of the American Statistical Association, 92,
618-632.



BIBLIOGRAFIA 265

[24]

[25]

[20]

[27]
28]

Christiansen, C.L., Pearson, L.M., and Johnson, W. (1992), Case-
Deletion Diagnostics for Mixed Models, Technometrics,34, 38-45.

Clayton, D.; and Bernardinelli, L. (1992), bayesian for Mapping Disease
Risk, in P. Elliot, J. Cuzick, D. English and R. Stern (Eds.), Geograp-
hical and Environmental Epidemiology: Methods for Small-Area Studies,
London: Oxford University Press.

Clayton, D., and Kaldor, J. (1987), Empirical bayes Estimates of Age
Standardized Relative Risks for Use in Disease Mapping, Biometrics, 43,
671-681.

Cochran, W.G. (1977), Sampling Techniques, 3rd ed., Mew York: Wiley.

Cook, R.D. (1977), Detection of Influential Observations in Linear Re-
gression, Technometrics, 19, 15-18.

Cook, R.D. (1986), Assessment of Local Influence, Journal of the Royal
Statistical Society, Series B,48, 135-155.

Cowles, M.K. and Karlin, B.P. (1996), Markov Chain Monte Carlo Con-
vergence Diagnostics: A Comparative Review, Journal of the American
Statistical Association, 91, 883-904.

Cressie, N. (1991), Small-Area Prediction of Undercount Using the Gene-
ral Linear Model, Proceedings of Statistics Symposium 90: Measurement

and Improvement of Data Quality, Ottawa: Statistics Canada, pp. 93-
105.

Cressie, N. (1992), REML Estimation in Empirical bayes Smoothing of
Census Undercount, Survey Methodology, 18, 75-94.

Cressie, N., and Chan, N.H. (1989), Spatial Modelling of Reginal Varia-
bles, Journal of the American Statistical Association, 84, 393-401.

Daniels, M.J., and Kass, R.E. (1999), Nonconjugate bayesian Estimation
of Covariance Matrices and Its Use in Hierarchical Models, Journal of
the American Statistical Association, 94, 1254-1263.

Das, K., Jiang, J., and Rao, J.N.K. (2001), Mean Squared Error of Empi-
rical Predictor, Technical Report, School of Mathematics and Statistics,
Carleton University, Ottawa, Canada.

Datta, G.S., Day, B., and Basawa, 1. (1999), Empirical Best Linear Un-
biased and Empirical bayes Prediction in Multivariate Small Area Esti-
mation, Journal of Statistical Planning and Inference, 75, 169-179.



266

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

BIBLIOGRAFIA

Datta, G.S., Ghosh, M., and Waller, L.A. (2000), Hierarchical and Empi-
rical bayes Methods for Environmental Risk Assessment, in P.K. Sen and
C.R. Rao (Eds.), Handbook of Statistics, Vlume 18, Amsterdam: Elsevier
Science B.V., pp. 223-245.

Datta, G.S., and Lahiri, P. (2000), A Unified Measure of Uncertainty
of Estimated Best Linear Unbiased Predictors in Small Area Estimation
Problemas, Statistica Sinica, 10, 613-627.

Datta, G.S., Lahiri, P., and Maiti, T. (2002), Empirical bayes Estimation
of Median Income of Four-Person Families by State Using Time Series

and Cross-Sectional Data, Journal of Statistical Planning and Inference,
102, 83-97.

Datta, G.S., and Ghosh, M. (1991), bayesian Prediction in Linear Mo-
dels: Applications to Small Area Estimation, Annals of Statistics, 19,
1748-1770.

Datta, G.S., Ghosh, M., Smith, D.D., and Lahiri, P. (2002), On the
Asymptotic Theory of Conditional and Unconditional Coverage Proba-
bilities of Empirical bayes Confidence Intervals, Scandinavian Journal of
Statistics, 29, 139-152.

Datta, G.S., Kubakawa, K., and Rao, J.N.K. (2002), Estimation of MSE
in Small Area Estimation, Technical Report, Departament of Statistics,
University of Georgia, Athens.

Datta, G.S., Rao, J.N.K., and Smith, D.D. (2002), On Measures of Un-
certainty of Small Area Estimation in the Fay-Herriot Model, Technical
Report, University of Georgia, Athens.

Dawid, A.P. (1985), Calibration-Based Empirical Probability, Annals of
Statistics, 13, 1251-1274.

Dempster, A.P., Laird, N.M., and Rubin, D.B. (1977), Maximum Li-
kelihood from Incomplete Data Via the EM Algorithm, Journal of the
Royal Statistical Society, Series B, 39, 1-38.

DeSouza, C.M. (1992), An Appropriate Bivariate bayesian Method for
Analysing Small Frequencies, Biometrics, 48, 1113-1130.

Deville, J.C., and Sarndal, C.E. (1992), Calibration Estimation in Survey
Sampling, Journal of the American Statistical Association, 87, 376-382.



BIBLIOGRAFIA 267

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[55]

[56]

[58]

[59]

Duchesne, P., Estimation of a proportion with survey data (2003). Jour-
nal of Statistics Education volume II, 3(2003).

Efron, B., and Morris, C.E. (1973), Stein’s Estimation Rule and Its Com-
petitors - An Empirical bayes Approach, Journal of the American Sta-
tistical Association, 68, 117-130.

Efron, B., and Morris, C.E. (1975), Data Analysis Using Stein’s Estimate
and Its Generalizations, Journal of the American Statistical Association,
70, 311-319.

Ericksen, E.P. (1974), A Regression Method for Estimating Population
Changes of Local Areas, Journal of the American Statistical Association,
69, 867-875.

Estevao, V., Hidiroglou, M.A., and Sarndal, C.E. (1995), Methodological
Principles for a Generalized Estimations Systems at Statistics Canada,
Journal of Official Statistics, 11, 181-204.

Estevao, V. and Sarndal, C., A Functional form Approach to Calibration.
Journal of Official Statistics, vol. 16, No. 4 (2000), pp.379-399.

Estevao, V. and Sarndal, C., Survey Estimates by Calibration on Com-
plex Auxiliary Information. International Statistical Review (2006), 74,
2, 127-147.

Eustat, (2002), Técnicas de Estimacién en Areas Pequenas, Technical
report.

Falorsi, P. D., Falorsi, S. and Russo, A. (1994). Empirical comparison
of small area estimation methods for the Italian Labour Force Survey.
Survey Methodology 20, 171-176.

Farrell, P.J., MacGibbon, B. and Tomberlin, T.J. (1997), Empirical bayes
Estimators of Small area proportions in multistage designs; Statistica
Sinica, 7(1997), 1065-1083.

Farrell, P.J. (2000), bayesian Inference for Small Area Proportions,
Sankhya, Series B, 62, 402-416.

Farrell, P.J., MacGibbon, B., and Thomberlin, T.J. (1977a), Empirical
bayes Estimators of Small Area Proportions in Multistage Designs, Sta-
tistica Sinica, 7, 1065-1083.



268

[60]

[61]

[62]

[63]

[64]

[65]

[66]

BIBLIOGRAFIA

Fay, R.E., and Herriot, R.A. (1979), Estimation of Income from Small
Places: An Application of James-Stein Procedures to Census Data, Jour-
nal of the American Statistical Association, T4, 269-277.

Fuller, W. A. (1975), Regression Analysis for Sample Surveys, Sankhya,
Series C, 37, 117-132.

Fuller, W. A. (1999), Environmental Survey over Time, Journal of Agri-
cultural, Biological and environmental Statistics, 4, 331-345.

Fuller, W. A., and Battese, G.E. (1973), Transformations for Estimation
of Linear Models with Nested-Error Structure, Journal of the American
Statistical Association, 68, 626-632.

Fuller, W. A., and Harter, R.M. (1987), The Multivariate Components
of Variance Model for Small Area Estimation, in R. Platek, J.N.K. Rao,
C.E. Sarndal, and M.P. Singh (Eds.), Small Area Statistics, New York:
Wiley, pp. 103-123.

Gelfand, A.E. (1996), Model Determination Using Sample-Based Met-
hods, in W.R. Gilks, S. Richardson, and Spiegelhalter (Eds.), Monte
Carlo Chain in Practice, London: Champman and Hall, pp. 145-161.

Gelfand, A.E., and Smith, A.F.M. (1990), Sample-Based Approaches to
Calculating Marginal Densities, Journal of the American Statistical As-
sociation, 85, 972-985.

Gelfand, A.E., and Smith, A.F.M. (1991), Gibbs Sampling for Margi-
nal Posterior Expectations, Communications in Statistics - Theory and
Methods, 20, 1747-1766.

Gelfand, A.E., and Meng, S.L. (1996), Model Checking and Model Im-
provement, in W.R. Gilks, S. Richardson, and D.J. Spiegelhalter (Eds.),
Markov Chain Monte Carlo in Practice, London: Chapman and Hall, pp.
189-201.

Gelfand, A.E., and Rubin, D.B. (1992), Inference from Iterative Simula-
tion Using Multiple Sequences, Statistical Science, 7, 457-472.

Ghosh, M. (1992b), Constrained bayes Estimation with Applications,
Journal of the American Statistical Association, 87, 533-540.

Ghosh, M., and Lahiri, P. (1987), Robust Empirical bayes Estimation
of Means from Stratified Samples, Journal of the American Statistical
Association, 82, 1153-1162.



BIBLIOGRAFIA 269

[72]

[73]

[74]

[30]

[81]

Ghosh, M., and Maiti, T. (1999), Adjusted bayes Estimators with Ap-
plications to Small Area Estimations, Sankhya, Series B, 61, 71-90.

Ghosh, M., Natarajan, K., Stroud, T.W.F., and Carlin, B.P. (1998),
Generalized Linear Models for Small Area Estimation, Journal of the
American Statistical Association, 93, 273-282.

Ghosh, M., Natarajan, K., Waller, L.A., and Kim, D.H. (1999), Hierar-
chical bayes GLMs for the Analysis of Spatial Data: An Aplication to

Disease Mapping, Journal of Statistical Planing and Inference, 75, 305-
318.

Gilks, W.R., and Wild, P. (1992), Adaptive Rejection Sampling for Gibbs
Sampling, Applied Statistics, 41, 337-348.

Goldstein, H. (1989), Unbiased Interative Generalized Least Squares Es-
timation, Biometrika, 76, 622-623.

Gonzalez, M.E. (1973), Use and Evaluation of Synthetic Estimates, Pro-
ceedings of the Social Statistics Section, American Statistical Asociation,
pp. 33-36.

Gonzalez, M.E.,; and Wakesberg, J. (1973), Estimation of the Error of
Synthetic Estimates, Paper Presented at the First meeting of the Inter-
national Association of Survey Statisticians, Vienna, Austria.

Gonzalez-Manteiga, W., Lombardia, M.J., Molina, I., Morales, D. and
Santamaria, L. (2007). Estimation of the mean squared error of pre-
dictors of small area linear parameters under a logistic mixed model.
Computational Statistics € Data Analisis 51(2007) 2720-2733.

Griffin, B., and Krutchkoff, R. (1971), Optimal Linear Estimation: An
Empirical bayes Version with Application to the Binomial Distribution,
Biometrika, 58, 195-203.

Guggemos, F. and Tille, Y., Penalized Calibration in Survey Sampling:
Design-based estimation assisted by mixedmodels. Journal of Statistical
Planning and Inference 140(2010)31993212

Harville, D.A., and Jeske, D.R. (1992), Mean Squared Error of Estima-
tion or Prediction Under General Linear Models, Journal of the Ameri-
can Statistical Association, 87, 724-731.

Hastings, W,K., (1970), Monte Carlo Sampling Methods Using Markov
Chains and Their Aplications, Biometrika, 57, 97-109.



270

[84]

[85]

[90]

[91]

[92]

93]

[94]

[95]

[96]

BIBLIOGRAFIA

Henderson, C.R. (1975), Best Linear Unbiased Estimation and Predic-
tion Under a Selection Model, Biometrics, 31, 423-447.

Hobert, J.P., and Casella, G. (1996), The Effect of Improper Prior on
Gibbs Sampling in Hierarchical Linear Mixed Models, Journal of the
American Statistical Association, 91, 1473.

Holt, D., and Smith, T.M.F. (1979), Post-Stratification, Journal of the
Royal Statistical Society, Series A, 142, 33-46.

IASS, Small Area Estimation, Publicacion de las ponencias de la confe-
rencia satélite celebrada en 1999 en Riga, Letonia.

Jiang, J., Lahiri, P., and Wan, S-M. (2002), A unified Jackknife Theory,
Annals of Statistics, 30, in press.

Jiang, J., and Lahiri, P. (2001), Empirical Best Prediction for Small
Area Inference with Binari Data, Annals of the Institute of Statistical
Mathematics, 53, 217-243.

Jiang, J., Lahiri, P., 2006. Mixed model prediction and small area estima-
tion. TEST 15 (1), 196. URL: http://dx.doi.org/10.1007/BF02595419.

Kackar, R.N., and Harville, D.A. (1981), Unbiasedness of Two-stage Es-
tiamtion and Prediction Procedures for Mixed Linear Models, Commu-
nications in Statistics, Series A, 10, 1249-1261.

Kackar, R.N., and Harville, D.A. (1984), Approximations for Standard
Errors of Estimators of Fixed and Random Effects in Mixed Linear Mo-
dels, Journal of the American Statistical Association, 79, 853-862.

Kass, R.E., and Raftery, A. (1995), bayes Factors, Journal of the Ame-
rican Statistical Association, 90, T73-795.

Kim, H., Sun, D., and Tsutakawa, R.K. (2001), A Bivariate bayes Met-
hod for Improving the Estimates of Mortality Rates with a Twofold

Conditional Autorregressive Model, Journal of the American Statistical
Association, 96, 1506-1521.

Kim, J-M, Sungur, E.A. and Heo, T-Y, Calibration Approach Estimator
in Stratified Sampling. Statistics & Probability Letters, 77(2007), 99-103.

Kim, K. and Park, M., Calibration Estimation in Survey Sampling. In-
ternational Statistical Review (2010), 78, 1, 21-39.



BIBLIOGRAFIA 271

[97]

103]

[104]

[105]

[106]

[107]

[108]

109]

Kleffe, J., and Rao, J.N.K. (1992), Estimation of mean Square Error
of Empirical Best Linear Unbiased Predictors Under a Random Error
Variance Linear Model, Journal of Multivariate Analysis, 43, 1-15.

Kott, P.S., A Practical Use for Instrumental-variable Calibration. Joint
Statistical Meetings-Section on Survey Research Methods, (2002).

Kott, P.S., Using Calibration Weighting to Ajust for Non response and
coverage errors. Survey Methodology (2006), vol. 32, No. 2, pp.133-142.

Krapavickaité, D. and Plicusas, A., Estimation of a Ratio in the Finite
Population. Informatica (2005), vol.16, No.3, 343-364.

Lahiri, P., and Maiti, T. (199), Empirical bayes Estimation of Relative
Risks in Disease Mapping. Technical Report, Department of Statistics,
University of Nebraska, Lincoln.

Laird, N.M., and Louis, T.A. (1987), Empirical bayes Confidence Inte-
vals Based on Bootstrap Samples, Journal of the American Statistical
Association, 82, 739-750.

Larsen, M.D., Estimation of Small-area proportion using covariates and
survey data. Journal of Statistical Planing and Inference 112(2003) 89-
98.

Lehtonen, R., Sarndal, C.E. and Veijanen, A., Model calibration and
generalized regression estimation for domains and small areas.

Lehtonen, R., Séarndal, C.E. and Veijanen, A., Generalized Regression
and model-calibration estimation for domains: Accuracy Comparizon.

Liu, B. (2009), Adaptive Hierarchical bayes Estimation of small-area
proportions. Social Statistics Section-JSM 2009.

Longford, N. T. (2007). On standard errors of model-based small-area
estimators, Survey Methodology, 33,69-79.

Lohr, S.L.; and Prasad, N.G.N. (2001), Small Area Estimation with Au-
xiliary Survey Data, Technical Report, Department of Mathematics, Ari-
zona State University, Tempe.

MacGibbon, B., and Tomberlin, T.J. (1989), Samall Area Estiamtion of
Proportions Via Empirical bayes Techniques, Survey Methodology, 15,
237-252.



272

[110]

[111]

112]

[113]

114]

[115]

[116]

[117]

[118]

[119]

[120]

[121]

[122]

BIBLIOGRAFIA

Maiti, T. (1998), Hierarchical bayes Estimation of Motality Rates for
Disease Mapping, Journal of Statistical Planning and Inference, 69, 339-
348.

Malec, D. Sedransk, J., Moriarity, C.L., and LeClere, F.B. (1997). Samall
Area Inference for Binary Variables in National Health Interview Survey,
Journal of the American Statistical Association, 92, 815-826.

Menéndez, E. y Ferrales, J., El estimador de razén generalizado. Trabajos
de estadistica, vol.4, No.1, 1989. pp.3-11.

McCulloch, C.E., and Searle, S.R. (2001), Generalized, Linear, and Mized
Models, New York: Wiley.

Montanari, G.E. and Ranalli, G., On calibration methods for design
based finite population inferences. Departament of Satatistical Sciences
University of Perugia, (2003).

Moura, F.A.S.; and Holt, D. (1999), Small Area Estimation Using Mul-
tilevel Models, Survey Methodology, 25, 73-80.

Moura, F.A.S., and Migon, H.S. (2002), bayesian Spatial Model for Small
Area Estimation of Proportions. Statistical Modelling (2002),2: 183-201.

Murgui, J.S. y Ayvar, C., Estimadores de regresién y razén para propor-
ciones. Estadistica Espanola, vol.37, Num. 138, 1995, pp.5-13.

Natarajan, R., and Kass, R.E. (2000), Reference bayesian Methods for
Generalized Linear Mixed Models, Journal of the American Statistical
Association, 95, 227-237.

Olkin, I, ”Multivariate ratio estimation for finite popula-
tions,” Biometrika, 45 (1958), 154-65.

Opsomer, J.D.; Claeskens, G., Ranalli, M.G., Kauermann, G., Breidt,
F.J., 2008. Nonparametric small area estimation using penalized spline
regression. Journal of the Royal Statistical Society. Series B 70, 265-286.

Prasad, N.G.N., and Rao, J.N.K. (1990), The Estimation of the Mean
Squared Error of Small-Area Extimators, Journal of the American Sta-
tistical Association, 85, 163-171.

Pratesi, M., Ranalli, G. y Salvati, N., Semiparametric M-quantile regres-
sion for estimating the proportion of acidic lakes in 8-digit HUCs of the
Northeastern US, Environmetrics 19 (2008), pp. 687-701.



BIBLIOGRAFIA 273

[123]

[124]

[125]

[126]

[127)

[128]

[129]

[130]

[131]

[132]

[133]

[134]

[135]

Pratesi, M., Ranalli, G. y Salvati, N. (2009), Nonparametric M-quantile
regression using penalised splines, Journal of Nonparametric Statistics,
21:3, 287-304.

Proyecto EURAREA ( Enhancing Small Area Estimation Techniques to
meet European needs), (2005), Technical report.

Rao, C.R. (1971), Estimation of Variance and Covariance Components
MINQUE Theory, Journal of Multivariate Analysis, 1, 257-275.

Rao, J.N.K. (2003), Small Area Estimation, New York: Wiley.

Rao, J.N.K., and Yu, M. (1992), Small Area Estimation by Combining
Time Series and Cross-Sectional Data, Proceedings of the Section on
Survey Research Method, American Statistical Association, pp. 1-9.

Rivest, L-P., and Belmonte, E. (2000), A Conditional Mean Squared
Error of Small Area Estimators, Survey Methodology, 26, 67-78.

Robinson, G.K., (1991), That BLUP Is a Good Thing: The Estimation
of Random Effects, Statistical Science, 6, 15-31.

Rueda, M. y Arcos, A., Sobre un estimador de razén multiple. Estadistica
Espanola, vol.36, Num. 137, 1994, pp. 459-471.

Saei, A. and Chambers, R., Small Area Estimation: A review of methods
based on the application of mixed models. SRI Methology Working paper
M03/16 (2003).

Salvati, N., Chandrab, H., Ranalli, G. and Chambers, R. Small area es-
timation using a nonparametric model-based direct estimator. Compu-
tational Statistics and Data Analysis 54 (2010) 2159-2171.

Sarndal, C. E. (1984). Design-consistent versus model-dependent estima-
tion for small domains. Journal of the American Statistical Association
79, 624-631.

Sérdnal, C.E., and Hidiroglou, M.A. (1989), Small Domain Estimation:
A Conditional Analysis, Journal of the American Statistical Association,
84, 266-275.

Sarndal, C.E., The Calibration Approach in Survey Theory and Practice.
Survey Methology (2007), vol.33, No.2, pp.99-119.



274

[136]

137]

[138)]

139

[140]

[141]

[142]

143

[144]

[145]

[146]

[147)

[148]

BIBLIOGRAFIA

Singh, A.C., Mantel, J.H., and Thomas, B.W. (1994), Time Series
EBLUPs for Small Areas Using Survey Data, Survey Methodology, 20,
33-43.

Singh, S. and Arnab, R., On Calibration of design weights.Statistics -
Methodology(2009).

Spiegelman, D., Carrol, R. and Kipnis, V., Efficient Regression Calibra-
tion for Logistic Regression. Statistics in Medicine, 20(2001), 139-160.

Spjetvoll, E.; and Thomsen, 1. (1987), Application of Some Empirical
bayes Methods to Samll Area Statistics, Bulletin of the International
statistical Institute (Vol. 2), pp.435-449.

Srivastava, M.S., and Bilodeau, M. (1989), Stein Estimation Under Ellip-
tical Distributions, Journal of Multivariate Analysis, 28, 247-259.

Stukel, D.M., and Rao, J.N.K. (1999), Small-Area Estimation Under
Twofold Nested Errors Regression Models, Journal of Statistical Plan-
ning and Inference, 78, 131-147.

Theberge, A., Extensions of Calibration Estimators in Survey Sampling.
Journal of the American Statistical Association, vol. 94, No. 446(1999)
pp- 635-644.

Trevisani, M. and Torelli, N., Hierarchical bayesian models for small
area estimation with count data. Working paper no. 115, Universita degli
Studi di Triste, Dipartamento di Scienze Economiche e Statistiche (2007).

Wolter, K. (1985), Introduction to Variance Estimation, New York:
Springer-Verlag.

Wright, R.L., Finite population sampling with multivariate auxiliary on-
formation. Journal of the American Statistical Association, vol. 78, No.
384(1983) pp. 879-884.

Wu, Ch. and Sitter, R.R, A Model-Calibration Approach to Using Com-
plete Auxiliary Information from Survey Data. Journal of the American
Statistical Association, vol. 96, No. 453(2001) pp. 185-193.

Wu, Ch, Optimal Calibration Estimators in Survey Sampling. Biometri-
ka (2003), 90, 4, pp. 937-951.

You, Y., and Rao, J.N.K. (2002b), Samall Area Estimation Using Un-
matched Sampling and Linking Models, Canadian Journal of statistics,
30, 3-15.



BIBLIOGRAFIA 275

[149] Xie, D., Raghunatan, T.E. and Lepkowski, J.M., Estimation of the pro-
portion of overweight individuals in small areas —a robust extension of
the Fay-Herriot model. Statist. Med. (2007); 26: 2699-2715.

[150] Research Online is the open access institutional repository for the Univer-
sity of Wollongong. For further information contact Manager Repository
Services: morgan@uow.edu.au.



