
FORMULACIÓN Y ANÁLISIS DE

UN ALGORITMO DE INTEGRACIÓN

TEMPORAL CONSERVATIVO

CONSISTENTE PARA EL

PROBLEMA DE CONTACTO

Autor:

Rafael Bravo Pareja

Directores:

Dr. D. José Luis Pérez Aparicio

Dr. D. Rafael Gallego Sevilla

Tesis Doctoral

Departamento de Mecánica de Estructuras e Ingeniería Hidráulica.

Universidad de Granada

Granada - Junio de 2011



Editor: Editorial de la Universidad de Granada
Autor: Rafael Bravo Pareja
D.L.: GR 4511-2011
ISBN: 978-84-694-5726-9





FORMULACIÓN Y ANÁLISIS DE UN

ALGORITMO DE INTEGRACIÓN

TEMPORAL CONSERVATIVO

CONSISTENTE PARA EL PROBLEMA

DE CONTACTO

Rafael Bravo Pareja

Departamento de Mecánica de Estructuras e Ingeniería Hidráulica

Escuela Técnica Superior de Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos

Universidad de Granada

Junio de 2011





Resumen

En este trabajo se presenta y se analiza la formulación de un nuevo
algoritmo de integración temporal conservativo para problemas de contacto.
Este algoritmo se ha desarrollado para cuerpos rígidos bajo el método de los
elementos discretos, pero es fácilmente aplicable a cuerpos elásticos bajo el
método de los elementos finitos.

La clave de este trabajo es la conservación del momento lineal y angu-
lar y la conservación–disipación consistente de energía para los casos sin y
con fricción empleando un método de penalty mejorado. Para alcanzar este
objetivo, se ha partido del estudio en profundidad de los fundamentos de
la mecánica hamiltoniana que han permitido formular y analizar las propie-
dades conservativas del método de los elementos discretos. Posteriormente
se ha estudiado la mecánica del contacto, haciendo especial hincapié en el
estudio de la conservación de momentos y energía del método del penalty
como medio para forzar la condición de impenetrabilidad.

Las formulaciones previas de algoritmos de integración temporal apli-
cados a problemas de contacto han demostrado que la energía total de los
cuerpos decrece durante el contacto, incluso si no hay fricción, debido a
una transferencia artificial de energía cuerpo–resorte elástico de penalty que
da lugar a un balance de energía inestable. Otras formulaciones evitan in-
crementos de energía y por tanto consiguen la estabilidad forzando a que la
energía se disipe de manera monotónica. El gran inconveniente de todas ellas
es su incapacidad de reproducir la cinemática, la dinámica y la disipación
energética del contacto de los experimentos y de las formulaciones analíticas.
Consecuentemente se introducen errores en las trayectorias y velocidades.

El nuevo algoritmo se formula bajo un marco conservativo cuyos tér-
minos tienen en cuenta la energía disipada por fricción. Este marco ajusta
la respuesta consistente mediante la modificación cinemática y dinámica del
contacto, para ello se introduce o se disipa energía en los cuerpos y se emplea
un modelo mejorado del método del Penalty basado en un resorte elástico y
en un amortiguador viscoso que fuerzan la conservación de energía para el
contacto sin fricción o la disipación consistente para el friccional. Este mé-
todo fuerza de manera exacta las condiciones de Kuhn–Tucker cuando sus
parámetros de penalización tienden a infinito y además, el amortiguador vis-
coso controla las vibraciones. El resultado es que la cinemática, la dinámica
y la energía es consistente con el comportamiento físico esperado.

Para probar la eficiencia del nuevo algoritmo, éste se ha aplicado a va-
rios problemas de cuerpos rígidos con y sin fricción bajo el método de los
elementos discretos. Los dos primeros problemas sin fricción consisten en la
simulación numérica y comparación experimental del problema de Carom
(problema del juego de billar) y del péndulo de Newton. El resto de proble-
mas africcionales implican un número medio de contactos y se demuestra la
robustez del nuevo algoritmo para conservar la energía en situaciones com-
plejas.
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Para el caso friccional se simula, se analiza y se compara con la formula-
ción analítica disponible la cinemática, dinámica y disipación energética de
tres problemas sencillos. Finalmente, se procede a la simulación de situacio-
nes complejas que son validadas por medio de resultados experimentales.
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Abstract

In this dissertation we present the formulation and analysis of a new
conserving energy consistent time integration scheme for contact problems.
This scheme is developed for rigid bodies using the discrete element method
but it is applicable to elastic bodies and the finite element method.

The key of this work is that the linear and angular momentum are conser-
ved and energy is conserved for frictionless contact or consistently dissipated
for frictional in every contact using an enhanced Penalty method. In order
to reach this target, it has been deeply analyzed the basis of the Hamilto-
nian mechanics that has allowed to formulate the equations of the discrete
element method and analyze its conserving properties. Additionally, the con-
tact mechanics has been studied, focusing in the conservation conditions for
momenta and energy using the penalty method as a tool to enforce the im-
penetrability condition.

Previous formulations for time integration schemes applied to contact
problems have shown that the total bodies’ energy decreases for contact due
to an artificial energy transfer between the penalty spring and the contacting
bodies even if no friction is present, that causes an unstable energy balance.
More recent formulations were stable, forcing the energy dissipation to be
monotonic in order to prevent unstable energy growth. The shortcoming of
many was that they were not able to reproduce the real kinematics and
dissipation of physical processes, provided by analytical formulations and
experiments consequently introduce errors in trajectories and velocities.

The new time integration scheme formulates a conserving framework ba-
sed on a physical energy dissipation estimator. This framework uses an en-
hanced Penalty contact model based on a spring and a dashpot, enforcing the
energy conservation for frictionless contact and the physical frictional energy
dissipation, controlling gap vibrations and modifying the velocities and con-
tact forces during each time step. This method approximately enforces the
first and second Kuhn–Tucker conditions. The result is that the conserved
or the dissipated energy, kinematics and contact forces are consistent with
the expected physical behavior.

In order to prove the efficiency of the new algorithm, this has been applied
to several frictionless and frictional rigid problems using the Discrete Element
Method. The first two frictionless problems consist of the simulation and
analytical comparison of the Newton’s Cradle and Carom problems (billiard
pool problem). The rest of the frictionless problems imply a medium number
of contacts and have been chosen to show the robustness of the new algorithm
to conserve energy in complex situations.

For the frictional case, three simple problems have been simulated and
compared with the available analytical formulation. Finally, more complex
frictional situations have been simulated and validated through experimental
results.
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1
Introducción

Este trabajo se centra en el desarrollo de un integrador temporal no
lineal de tipo implícito para la resolución del problema de contacto. Dicho
integrador es energéticamente consistente con la física no lineal del problema,
conservando energía para el caso sin fricción y disipándola consistentemente
para el friccional. Para conseguir este objetivo, se ha formulado un marco
de ecuaciones de conservación cuyos términos tiene en cuenta la cantidad de
energía disipada por fricción. Dicho marco fuerza a que la respuesta cinemá-
tica y dinámica imite de manera consistente a la física del contacto.

En este primer capítulo se hace una breve introducción a los problemas
no lineales y se exponen varios ejemplos clásicos, centrándose en las peculia-
ridades que presenta la no linealidad de contacto. Una vez definidas las ideas
básicas de problema no lineal, se introduce el concepto de discretización tan-
to geométrica como temporal de los problemas de contorno. Especialmente se
hace hincapié en la discretización temporal, tema que tratará ampliamente
este trabajo.

La necesidad de una correcta aproximación de la respuesta dinámica y
cinemática del contacto se ve justificada en el apartado de motivación a través
de un ejemplo sencillo, en el que se emplean dos procedimientos básicos de
discretización temporal. Para completar una visión general del problema, se
realiza un estudio de antecedentes de los métodos de integración temporal.
Este estudio abarca desde los métodos básicos (Newmark–β), hasta los más
actuales, haciendo hincapié en su aplicabilidad al contacto. Finalmente, los
antecedentes y la motivación, servirán de base para definir los objetivos y la
estructura de este trabajo.

1.1 Introducción a los problemas no lineales

El continuo incremento en la capacidad de cálculo de los ordenadores
actuales ha permitido modelar con mayor precisión el comportamiento di-
námico de sistemas físicos complejos mediante el desarrollo de algoritmos
no lineales de integración temporal. Si bien el modelado y la solución de los
problemas lineales se encuentran bien definidos, los problemas no lineales
(plasticidad, transmisión de calor, contacto...) constituyen un auténtico re-

1



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

to debido tanto a la complejidad de la formulación de sus ecuaciones como
de sus procedimientos de solución. Sírvase para ello de la frase de R. Sachs
(Berkeley 1970): “All linear problems are trivial; and all nonlinear problems
are impossible".

En cualquier problema mecánico se pueden presentar tres tipos de no li-
nealidades: material, geométrica y de contacto. La primera tiene lugar cuan-
do las ecuaciones constitutivas del material son no lineales. La segunda se
produce cuando los cambios en la geometría del problema afectan de manera
significativa a la relación tensión–deformación, aunque las ecuaciones cons-
titutivas del material sean elástico–lineales. Mientras la tercera se debe a la
imposición de la condición de impenetrabilidad geométrica entre cuerpos, es
decir dos cuerpos no pueden ocupar la misma posición en el espacio.

Dentro de la no linealidad de contacto se puede distinguir dos tipos de
sublinealidades: i) de impenetrabilidad (contacto geométrico) y ii) friccional
(contacto friccional). La primera gobierna la impenetrabilidad entre cuerpos
y se considera como un tipo de no linealidad geométrica. La segunda modela
el desplazamiento tangencial entre dos superficies de contacto y se considera
como un tipo de no linealidad material. Todas estas no linealidades quedan
resumidas en la tabla 1.1.

1. Geométrica 2. Material 3. Contacto

3.1.Cont. Geométrico

3.2. Cont. Friccional

No linealidades

Tabla 1.1: Clasificación de no linealidades

Las figuras 1.1, 1.2 y 1.3 ilustran tres ejemplos representativos de no
linealidades geométricas y/o materiales. La figura 1.1 (izqda.) muestra un
voladizo rígido con un empotramiento elástico a giro cargado en su extremo
por una carga vertical f . Si se dibuja la relación giro–fuerza, θ−f , figura 1.1
(drcha. línea continua), se observa un comportamiento no lineal causado por
los grandes giros que experimenta la geometría del voladizo que modifican
de manera sustancial tanto la posición de f como la longitud del brazo
mecánico (cambia de L a L′). Por tanto, el momento (o giro θ) generado

2



1.1. INTRODUCCIÓN A LOS PROBLEMAS NO LINEALES

en el empotramiento no es proporcional a f mostrando un valor asintótico
en θ = π/2. Si se linearizasen las ecuaciones de este problema, se llegaría a
una relación lineal θ − f , figura 1.1 (drcha. línea discontinua), únicamente
aceptable para pequeños valores de θ.

θ
L′

Aprox. lineal

f f

θ f

No-lineal

π/2L

Figura 1.1: Problema del voladizo rígido. Modelo (izqda.). Relación θ−f no lineal
y aproximación lineal (drcha.)

La figura 1.2 (sup.) muestra un ejemplo de no linealidad material. Dicho
ejemplo consiste en dos barras paralelas a y b de longitud L empotradas
por uno de sus extremos y unidas por el otro a través de un elemento in-
finitamente rígido. La figura 1.2 (inf. izqda.) muestra el comportamiento
deformación–tensión ǫ − σ de cada una de las barras aisladas. Dicho com-
portamiento es elasto–plástico, es decir un comportamiento compuesto por
dos tramos: un primer tramo elástico–lineal (definidos por los módulos de
Young Eya y Eyb) y un segundo tramo horizontal puramente plástico. Los
pares ǫya, σua y ǫyb, σub son los puntos que definen la no linealidad, marcando
el cambio de comportamiento tensodeformacional para cada barra.

Si al problema expuesto se le aplicase una fuerza f creciente en su ex-
tremo derecho, se obtendría la relación tensión–deformación dada en la figu-
ra 1.2 (inf. drcha.). Dicha relación está formada por tres tramos rectilíneos
cuyos puntos de inflexión A y B indican un cambio no lineal en el compor-
tamiento tensodeformacional.

La figura 1.3 (izqda.) muestra un ejemplo en el que se combinan tanto la
no linealidad geométrica como la material. Se trata de una barra biarticulada
incompresible inclinada con respecto a la horizontal un ángulo θ, en la que
en su extremo B se dispone una deslizadera con una carga vertical f . Al
variar f aparece una relación θ − f no lineal, figura 1.3 (drcha.), debida
tanto al cambio en la geometría del problema (la barra aumenta o reduce
drásticamente su longitud), como al comportamiento no lineal del material
(incompresible). En esta figura se observan los puntos de bifurcación C,D,E
y F , que dificultan de manera notable el procedimiento de obtención de la
solución.

La resolución de las ecuaciones de estos tres problemas no es inmediata,
teniendo que recurrir al empleo de procedimientos iterativos de resolución
de ecuaciones no lineales: Newton-Raphson, Line-Search, Arc-Length...
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L

ǫub

σub

σua

ǫua ǫ

σ

Eyb

f

Eya

ǫ

σ
A

B

Eb

Ea

Figura 1.2: Problema de las dos barras paralelas (no linealidad material). Modelo
(sup.), comportamiento tensodeformacional de cada barra (inf. izqda.), comporta-
miento global (inf. drcha.)

L

X

xA

B

θ

f

θ

C

D

E

F

f

Figura 1.3: Problema de la barra inclinada (no linealidad geométrica + material).
Modelo (izqda.), relación θ − f (drcha.)
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1.1. INTRODUCCIÓN A LOS PROBLEMAS NO LINEALES

En el siguiente apartado se introduce la no linealidad de contacto, basada
en la imposición de una restricción de tipo unilateral (restricción impuesta
en un sentido pero no en el otro).

1.1.1. Introducción a la no linealidad de contacto

El contacto es un fenómeno físico que gobierna una gran variedad de pro-
blemas de la Ingeniería Civil y Mecánica (mampostería, análisis de macizos
rocosos, impacto de vehículos...).

Se tiene constancia del estudio del fenómeno del contacto desde la anti-
güedad. Muestra de ello es la inscripción de la figura 1.4 tomada de [Lay53],
(tumba de Djehutiotep en Deir El Bersheh (1850 A.C.) perteneciente al an-
tiguo Egipto. Éste es el primer testimonio conocido de la lubricación, en el
que se observa que el vertido de líquido lubricante en la base de la efigie de
faraón reducía la fricción y facilitaba el desplazamiento del pesado bloque
rocoso. Si el peso de la efigie es de 60 toneladas y se emplean 172 hombres
para arrastrarla con una fuerza máxima de 0.08 toneladas cada uno, conse-

cuentemente el coeficiente de fricción será: µ =
fT
w

=
172 × 0.08

60
= 0.23.

Donde fT es la fuerza total ejercida por los hombres y w es el peso. Los
intentos por reducir la fricción entre materiales se hacen ya patentes en la
construcción del monumento megalítico de Stonehenge (Edad del Bronce),
figura 1.5. En esta figura se muestran las distintas hipótesis que han esta-
blecido los arqueólogos sobre los mecanismos empleados para desplazar los
grandes bloques rocosos, ref. [Lav].

Figura 1.4: Testimonio histórico del conocimiento del dominio de la lubricación
para reducir la fricción en el movimiento de grandes bloques rocosos. Ilustración
tomada de la tumba de Djehutiotep en Deir El Bersheh (1850 A.C.), antiguo Egipto

Con la aparición de la Mecánica del Medio Continuo en el siglo XIX, el
contacto fue tratado como un fenómeno no lineal. Este fenómeno impide que
dos cuerpos ocupen físicamente la misma posición en el espacio mediante la
imposición de la condición de que la distancia mínima g

N
entre ambos siem-

pre sea mayor o igual que cero. Dicha condición corresponde a una restricción
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Figura 1.5: Hipótesis sobre los distintos mecanismos empleados para facilitar el
desplazamiento de bloques rocosos en Stonehenge (Edad del Bronce), ref. [Lav]

de tipo unilateral g
N

≥ 0, (restricción que se impone en un sentido pero no
en el otro). Este hecho rompió con las ideas de continuidad y suavidad en
las tradicionalmente se basa la Mecánica del Medio Continuo.

La figura 1.6 muestra un ejemplo de no linealidad de contacto mediante
el problema de dos barras que contactan por uno de sus extremos. Sean dos
barras elástico–lineales de longitudes L1, L2 y rigideces K1 y K2 respectiva-
mente, separadas inicialmente una distancia d. A la barra de la izquierda se
le aplica una fuerza horizontal f en su punto medio, la cual se incrementa
progresivamente obteniendo la relación desplazamiento del extremo–fuerza,
u1−f , mostrada en la figura 1.6 (inf.). Dicho comportamiento está compues-
to por dos tramos rectilíneos inclinados separados por el punto de inflexión
A. El primer tramo (O–A) corresponde a la situación en que la barra de la
izquierda no ha contactado con la barra de la derecha. Por tanto, la relación
u1 − f únicamente está definida por la rigidez K1. El desplazamiento de la
barra de la derecha, tramo (O–B), es nulo u2 = 0 al no estar sometida a
ninguna acción.

Si la fuerza f produce un desplazamiento igual a la separación d entre
barras (puntos A y B de la figura 1.6 inf.), éstas entran en contacto. En esta
situación, debido a la condición de impenetrabilidad, el desplazamiento del
extremo derecho de la primera barra es igual al desplazamiento del extremo
izquierdo de la segunda barra, u1 = u2. Por tanto, la rigidez total del proble-
ma es igual a la suma de las rigideces de ambas barras K1 +K2, modificando
la pendiente de la relación u1 ≡ u2 − f .

La figura 1.7 muestra un ejemplo sencillo sobre el comportamiento no
lineal de contacto generado por fricción. Sea un bloque rígido apoyado sobre
una superficie horizontal rugosa al que se le aplica una fuerza horizontal f .
Si f es menor que la fuerza de fricción fR, el desplazamiento es nulo, u = 0.
En caso contrario, se inicia el desplazamiento del bloque u 6= 0. La figura 1.7
(drcha.) muestra la relación no lineal u − f del ejemplo de la figura de la
izquierda. Esta relación está compuesta por dos tramos rectilíneos: f < fR
ausencia de movimiento (tramo vertical) y f = fR inicio del deslizamiento
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O

L1 L2

K1

K1 +K2

u1 = u2

u1, u2

Bu2 = 0

A

g
N
> 0

g
N

= 0

f

u2u1

dK1 K2

u2

K1 +K2

u1

f
u1 = u2

ContactoNo Contacto

f

K1 K2

f

f = (K1 +K2)u1

f = K1u1

Figura 1.6: No linealidad de contacto. Impenetrabilidad entre cuerpos

(tramo horizontal), separados por el punto de inflexión A.

f = fR → u 6= 0
A

u

f

fR

u

f

f < fR → u = 0

Figura 1.7: No linealidad de contacto. Desplazamiento tangencial con fricción

Estos dos últimos ejemplos demuestran que la no linealidad de contacto
está marcada por un cambio abrupto entre sus variables. Ante la dificul-
tad o imposibilidad de la obtención de un método exacto para la resolución
de problemas no lineales, se plantean aproximaciones a través de los méto-
dos numéricos. Estas aproximaciones generalmente proporcionan soluciones
no consistentes con la física, sobre todo con respecto a la conservación del
momento lineal p, angular J y de la energía E.
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1.1.2. Aplicaciones del contacto

El contacto es una aplicación de primer orden tanto en la Ingeniería Civil
como en la Mecánica. Las figuras 1.8, 1.10 y 1.9 muestran tres ejemplos en
los que el contacto juega un papel fundamental. En el primero de ellos,
figura 1.8 se muestran los resultados de la simulación numérica (sup.) y la
comparación experimental (inf.) del fallo estático de un muro de mampostería
de ref. [BPR10] empleando el método de los Elementos Discretos (MED). En
este problema se observa que el comportamiento global del muro es debido
al contacto y a la fricción entre bloques y que el modo de fallo numérico
coincide con el experimental con cierta exactitud.

 

 

 

Figura 1.8: Simulación numérica mediante MED (sup.) y comparación experimen-
tal (inf.) del fallo de un muro de mampostería, ref. [BPR10]

La figura 1.9 muestra el problema estudiado por ref. [BPA07], que simula
el fallo de un arco enterrado de mampostería empleando MED. Esta simu-
lación predice de manera consistente con los experimentos la formación de
rótulas que se producen en el colapso.

Finalmente, la figura 1.10 muestra una aplicación industrial del contacto
a través de una simulación por el método de Elementos Finitos (MEF) del
fenómeno de interacción rueda–pavimento, ref. [Lau08]. Dicho análisis tiene
especial interés en la optimización del diseño de neumáticos para mejorar la
seguridad vial, disminuir la sonoridad y fomentar la eficiencia energética de
los vehículos.

Del análisis de estos ejemplos se desprende que el contacto es un fenómeno
físico muy presente en los problemas ingenieriles, cuyo correcto modelado
permite obtener soluciones realistas en problemas complejos.
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Figura 1.9: Simulación numérica mediante MED de un arco de mampostería. Fallo
y formación de rótulas, ref. [BPA07]

Figura 1.10: Análisis numérico por MEF del la interacción rueda–pavimento, rea-
lizado en ref. [Lau08]
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1.2 Concepto de discretización espacial y temporal

Debido a la imposibilidad de la obtención de una solución analítica para
la mayoría de los problemas no lineales, se hace patente la necesidad de la
aplicación de métodos numéricos. Estos métodos se basan en la discretización
de las variables espaciales y temporales, ecuaciones no lineales de gobierno y
de los dominios del problema continuo con el objetivo de aproximar numéri-
camente su solución.

La figura 1.11 (sup.), muestra el concepto de discretización espacial de
la geometría de un dominio Ω con frontera ∂Ω en una serie de subregiones
Ω⋆ con frontera ∂Ω⋆. En estas subregiones se aproxima la solución del pro-
blema en cualquier punto P ∈ Ω⋆ a través de la solución aproximada en
unos determinados puntos (•) llamados nodos. La figura 1.11 (sup.) mues-
tra la discretización espacial de Ω y los nodos empleando los métodos de
los Elementos Finitos (MEF), Elementos de Contorno (MEC) y Elementos
Discretos (MED).

Si el problema es de tipo dinámico, entra en juego el concepto de discre-
tización temporal. Básicamente, como muestra la figura 1.11 (inf.), consiste
en discretizar el dominio t ∈ [0, T ) → ti ∈ [0, t1, . . . , tN ), en las ecuaciones
de gobierno y en las variables del problema, de manera que se obtiene una
aproximación ui ≈ u(ti) de la respuesta contínua u(t) en el instante ti de
todo P ∈ Ω⋆.

Las herramientas empleadas para la obtención de la solución discreta y
aproximada en cualquier instante de tiempo son los algoritmos de integración
temporal. El presente trabajo presenta una nueva metodología de integra-
ción temporal conservativa–consistentemente disipativa aplicable a métodos
numéricos que modelan fenómenos de contacto.

1.3 Motivación

En este apartado se justifica la necesidad del desarrollo de un algoritmo
de integración temporal conservativo y estable para problemas de contacto
a través del ejemplo de las figuras 1.12. En este ejemplo se estudia la evo-
lución temporal de la posición y, velocidad V y energía E del problema del
rebote de un disco rígido contra una frontera horizontal bajo la acción de la
gravedad mediante MED. Para tal fin se han empleado dos miembros habi-
tuales de la família de integradores temporales de Newmark–β que poseen
nula y máxima disipación numérica: Regla del Trapecio (Trap.) y Máxima
Disipación (Máx.D.).

La figuras 1.12 comparan los resultados numéricos con los analíticos,
mostrando una pobre semejanza entre ambos. Se observa que para Trap.
tanto la posición y, velocidad V y energía E se incrementan tras el primer y
sucesivos rebotes, en cambio disminuyen para Max.D. La solución analítica
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Alg. int. temp.

∆t

gobierno

Ecuaciones de

t

u(t)
Continua
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∂Ω
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Discretización espacial

MEC MED

Figura 1.11: Discretización espacial empleando MEF, MEC y MED (sup.). Dis-
cretización temporal (inf.)
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An. muestra un movimiento periódico de amplitud constante debido a la
conservación de la energía.

An.

Trap.
Máx.D.

Tiempo t

P
o
si
ci

ó
n
y

1.510.50

0.6

0.3

0

Tiempo t
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1.510.50

2

0

-2
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E
n
er

g
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E

1.510.50

6

4

2

0

Figura 1.12: Rebote de un disco contra superficie rígida. Posición y, velocidad V
y energía E para Trap., Máx.D. y An

La inestabilidad implica súbitos incrementos de energía, por tanto Trap.,
aunque conservativo para problemas lineales, es inestable ante la no linea-
lidad de contacto produciendo cambios sin sentido físico en la posición, ve-
locidad y energía. Aunque Max.D. también sea inestable, esta inestabilidad
se ve atenuada por su elevada disipación numérica, lo que da lugar a un
movimiento altamente amortiguado.

De este análisis se deriva que los algoritmos tradicionales de integración
temporal, aunque estables para problemas lineales, presentan resultados ines-
tables debido a la no linealidad de contacto, ya que son incapaces de repro-
ducir de manera adecuada la física del problema. El uso de integradores de
tipo explícito proporciona peores resultados por su limitada estabilidad y
por el pobre cumplimiento de las condiciones de impenetrabilidad.

Otra fuente de falta de inestabilidad, presente incluso en los algoritmos
no lineales de integración temporal, es la debida al empleo del método del
Penalty1 como medio para forzar la condición de impenetrabilidad. Las figu-

1Este método será expuesto en el capítulo 3 y es ampliamente empleado por sus grandes
ventajas computacionales
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ras 1.13 (izqda.) muestran su funcionamiento consistente en la interposición
entre los cuerpos en contacto de un resorte elástico de elevada rigidez KN

que ejerce una acción f c (proporcional a gN ) que fuerza a que la penetra-
ción entre cuerpos gN sea prácticamente nula. El valor de esta penetración
se puede controlar a través del parámetro KN , tal que si KN → ∞, gN → 0.

t

g
N

KN ↓ ̟ ↓

g
N

t

KN ↑ ̟ ↑

g
N

→ 0

mm
f c f c

g
N

→ 0

m

f c

̟ =
q

KN

m
→ ∞

KN → ∞

Figura 1.13: Método del Penalty. (izqda.) Compuesto por una ó dos masas m,
resorte elástico de rigidez KN y f c que fuerza g

N
→ 0. (drcha.) Respuesta dinámica

caracterizada por un cambio súbito en g
N

, si KN ↑ se producen altas frecuencias
̟ ↑ (fenómeno de Gibbs), dificultad obtener aproximación temporal discreta

El empleo del método del Penalty, figuras 1.13 (izqda.), crea un siste-
ma dinámico compuesto por un resorte elástico de rigidez KN y una ó dos
masas m. Las figuras 1.13 (drcha.) muestra la respuesta en el tiempo de g

N

para valores bajos (sup.) y elevados (inf.) de KN . En ellas se observa que el
inicio del contacto se caracteriza por un cambio súbito de g

N
que produce

una onda de impacto que cambia el sentido de las velocidades (provoca la
separación entre cuerpos). Además, el resorte elástico genera oscilaciones que
se caracterizan por su frecuencia ̟ =

√

KN/m. Esta frecuencia aumenta al
elevar el valor de la rigidez KN del resorte (parámetro de penalty) al tratar
de aproximar de manera precisa la condición de impenetrabilidad g

N
→ 0.

Este comportamiento descrito da lugar al fenómeno de Gibbs, refs. [Gib99]
y [Arf85], fenómeno consistente en la dificultad de modelar mediante algo-
ritmos de integración temporal fenómenos físicos de alta frecuencia ̟ que se
caracterizan por un cambio súbito entre sus variables. Por tanto, se obtiene
una mala aproximación tanto de la solución, como de la conservación del
momento lineal p, angular J y de la energía E. Ante esta situación, se hace
patente la necesidad de desarrollar un algoritmo de integración temporal es-
table y consistente con la física no lineal del contacto, conservando energías
y momentos, y que además cumpla de manera aproximada la condición de
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impenetrabilidad, g
N
→ 0, dada por el método del Penalty.

En el siguiente apartado se realiza un estudio de antecedentes, donde
se analizan los principales trabajos para obtener un método de integración
temporal aplicable a problemas no lineales tanto de la elasticidad general
como de contacto. A la vista de los resultados de este estudio se establecen
las mejoras propuestas en este trabajo.

1.4 Antecedentes

El primer algoritmo de integración temporal para la resolución de pro-
blemas elastodinámicos lineales se remonta a 1959 con [New59] mediante el
desarrollo de la familia biparamétrica de Newmark-β.

La aplicación de la anterior familia a problemas de contacto se realizó
por [HTS+76] y [BC85]. En ellos se empleó el método de los Elementos Fi-
nitos con el método del Penalty para analizar el contacto dinámico entre
dos cuerpos elásticos para los casos sin y con fricción. La respuesta de estos
problemas fue mejorada mediante el desarrollo de dos métodos no basados
en la integración temporal, sino en el mejor cumplimiento de las condiciones
geométricas y cinemáticas del contacto. El primero de ellos [TP93], con-
seguía una aproximación más precisa de las restricciones cinemáticas del
contacto (nula velocidad de penetración entre cuerpos), mientras que el se-
gundo [Lee94], lo hacía con respecto a la restricción geométrica de contacto
para el caso sin fricción. Estos dos últimos métodos mejoraron la estabilidad
de los algoritmos previos, ya que aumentaron la precisión en la aproximación
numérica de la física del contacto.

El desarrollo de algoritmos de integración temporal enfocados a proble-
mas de contacto se produjo con [MOB95] y [HMAL00] mediante el empleo
de integradores de tipo explícito. Dichos integradores eran no conservati-
vos [MOB95] o bien conseguían la conservación de energía [HMAL00] a través
del tratamiento implícito de alguna de sus variables mediante una ecuación
de conservación. Debido a su carácter explícito, únicamente forzaban la con-
dición de impenetrabilidad en el paso anterior, por lo que daba lugar a una
pobre representación del contacto en el paso actual. En cambio, los integra-
dores de tipo implícito fuerzan la condición de impenetrabilidad tanto en el
paso previo como en el actual, obteniendo una mejor representación del con-
tacto frente a los explícitos. Por tanto, las formulaciones posteriores, al igual
que la desarrollada en este trabajo, se han orientado hacia el tratamiento
implícito.

Paralelamente a estas referencias, se desarrollaron algoritmos conservati-
vos para la integración temporal de problemas no lineales aplicados a la diná-
mica del sólido rígido [SW91] y a sistemas hamiltonianos [SLM91] y [SPM91].
Estos trabajos permitieron obtener una formulación conservativa [ST92] pa-
ra problemas elásticos no lineales simplécticos, que fue extendida posterior-
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mente a un amplio abanico de problemas elastodinámicos no lineales como
a placas [STW92], a barras [STD95] y a problemas elásticos altamente rígi-
dos [SG93].

La aplicación de los anteriores trabajos al contacto quedó plasmada
en [LC97], que desarrolló un algoritmo implícito estable para el caso sin
fricción. La estabilidad se aseguraba mediante una formulación que forzaba
la disipación numérica incondicional de energía basada en la aproximación
de la cuarta condición de Kuhn–Tucker (nula velocidad de penetración entre
cuerpos). Dicho algoritmo no forzaba la condición geométrica de impene-
trabilidad (primera condición de Kuhn–Tucker), por lo que se producían
penetraciones considerables, ya que la condición de velocidad de penetración
nula no garantizaba la impenetrabilidad. La disipación numérica de ener-
gía se controlaba mediante el parámetro de penalty KN , de manera que en
el caso límite KN → ∞, la velocidad de penetración era nula y por tanto
no se disipaba energía. La formulación de este algoritmo fue posteriormente
ampliada por [CL98] al caso friccional, obteniendo una respuesta incondicio-
nalmente disipativa debida principalmente a la fricción y secundariamente a
la disipación numérica inherente al algoritmo de integración.

El concepto de derivada discreta expuesto en [GS96] y [Gon96] permitió
la creación de algoritmos que heredaban las propiedades conservativas de la
formulación correspondiente del problema continuo que modelaban. Más con-
cretamente, permitió obtener la expresión discreta de las fuerzas conservati-
vas del problema continuo. Por lo que las anteriores formulaciones inestables,
podían convertirse en conservativas insertando en su formulación la nueva
expresión discreta de las fuerzas. Dicha formulación impulsó el desarrollo
de algoritmos conservativos aplicados a problemas con restricciones holóno-
mas [Gon99], a elasticidad no lineal [Gon00] y a problemas elastodinámicos
con restricciones [GMP01]. Los anteriores trabajos permitieron el desarrollo
de un algoritmo conservativo para problemas de contacto que satisfacía de
manera aproximada la condición geométrica de impenetrabilidad [AP98].

Como se intuye de la figura 1.13, en todo problema de contacto bajo
el método del Penalty produce una transferencia de energía cuerpo–resorte
elástico que se caracteriza por ser artificial, ya que el resorte no está presente
en el problema físico real, sino que es un medio para modelar el contacto.
La formulación de [AP98] minimizaba tal transferencia por medio de una
penalización adicional basada en momento lineal y en una nueva formula-
ción de gN . De esta manera, se conseguía que la energía total (energía de los
cuerpos + energía artificial transferida al resorte) se conservase durante el
contacto. Más tarde, la referencia [AP99] amplió dicha formulación al caso
friccional, obteniendo un integrador con disipación energética positiva y por
tanto incondicionalmente estable. La referencia [HT06] desarrolló una for-
mulación similar a la expuesta anteriormente para elastodinámica no lineal
e impacto a baja velocidad. La existencia de la transferencia artificial de
energía demostraba que todas las formulaciones previas no eran consistentes
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con el modelo físico de contacto.
Los trabajos de [LL02] y [LL03] para los casos sin y con fricción, mejora-

ron el modelo de [AP98] mediante un algoritmo conservativo que eliminaba
la transferencia artificial de energía cuerpo–resorte elástico. Dicho algoritmo
se basaba en un marco de ecuaciones conservación que forzaban a que la cine-
mática del contacto fuese conservativa para el caso sin fricción o que disipase
energía consistentemente según el modelo de Coulomb para el caso friccio-
nal. Su principal inconveniente radicaba en el esquema predictor–corrector
en el que estaba formulado. En dicho esquema, la energía se conservaba o
se disipaba mediante la modificación cinemática del contacto en la fase co-
rrectora, mientras que la condición de impenetrabilidad se forzaba en la fase
predictora. Por tanto, la respuesta cinemática y dinámica no era acorde con
la física del contacto. Este hecho era debido a que la cinemática y dinámi-
ca del contacto no estaban acopladas, por lo que se introducían errores en
posiciones y velocidades.

En los últimos años, los avances en los algoritmos de integración temporal
se han centrado en el estudio del atenuamiento de la respuesta en problemas
de altas frecuencias [AR01a], [AR01b], en el campo de la elasticidad y plas-
ticidad [LM01], [ML02a] y [ML02b]. En los dos primeros trabajos se realiza
un amortiguamiento selectivo en altas frecuencias de la respuesta elástica no
lineal mediante la introducción de dos funciones de atenuación que respecti-
vamente modifican la cinemática y dinámica del problema. Los tres últimos
trabajos amplían la aplicabilidad de los métodos de integración temporal a
todo tipo de problemas elastodinámicos y plásticos.

Desde el punto de vista del contacto, los trabajos [AR01a] y [AR01b] han
posibilitado el desarrollo de la formulación del nuevo algoritmo conservativo
en energía y momentos (ACEM) propuesto en este trabajo. Esta formulación
mejora a la de los algoritmos previos mediante la construcción de un marco de
ecuaciones conservación que proporcionan un acoplamiento entre la dinámica
y la cinemática del contacto, obteniendo una respuesta consistente con la
física. A través del marco de ecuaciones de conservación se obtiene un modelo
mejorado del método del Penalty. Este modelo está basado en un resorte
elástico y en un amortiguador paralelos que fuerzan aproximadamente las
condiciones de Kuhn–Tucker (condición de impenetrabilidad y velocidad nula
de penetración), adicionalmente el amortiguador atenúa las altas vibraciones
del resorte elástico. Para cada contacto, este marco modifica la velocidad y
la fuerza del contacto haciendo que se conserve la energía de los cuerpos para
el caso sin fricción o que se disipe energía consistentemente con el modelo
físico de fricción.

Para comparar la mejora de ACEM con respecto a los más recientes, la
figura 1.14 muestra la evolución de la energía total de un cuerpo para el
problema de Signorini (contacto de un disco rígido sometido a una velocidad
vertical hacia abajo contra una frontera horizontal), antes, durante y después
del contacto. Tanto [LL02] como (ACEM) mantienen la energía constante
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durante el contacto, mientras que [AP98] y [LC97] fallan. Por tanto, estas dos
últimos no son capaces de reproducir la respuesta física después de contacto,
introduciendo errores en trayectorias y velocidades.
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Laursen (1998)

t

E

Contacto

Laursen(2002), ACEM

Figura 1.14: Problema de Signorini para cuerpo rígido. La transferencia artificial
de energía cuerpo–penalty disminuye la energía del cuerpo para [LC97], [AP98],
mientras que ACEM y [LL02] conservan la energía durante el contacto

El algoritmo de integración temporal desarrollado en este trabajo se-
rá aplicado para integrar las ecuaciones de movimiento proporcionadas por
el MED. Dicho método, que será ampliamente expuesto en el capítulo 2,
fue desarrollado por [G.H88] para estudiar el comportamiento de sistemas
compuestos por múltiples cuerpos que interactúan a través del contacto y
la fricción. Sus aplicaciones se han centrado principalmente en el análisis
de la estabilidad de macizos rocosos [BFJ+09], el estudio de flujos granula-
res [KJ95] y en la mecánica de suelos granulares [BPA08].

Finalmente, la tabla 1.2 resume el recorrido histórico de los algoritmos
de integración temporal expuestos en este apartado.

1.5 Objetivos y contribuciones

El principal objetivo de este trabajo es el desarrollo de un algoritmo
de integración temporal conservativo, implícito, estable y consistente con el
problema de contacto bajo el método del Penalty. Para ello, el algoritmo ha
de conservar energía para el caso sin fricción o disiparla de manera consistente
según un modelo de fricción.

Los objetivos del presente trabajo se resumen en los siguientes puntos:

Modificación de los algoritmos no lineales previos para la creación de un
algoritmo implícito y estable que tenga en cuenta el acoplamiento entre
la cinemática y dinámica del contacto: aproximación a las condiciones
de no impenetrabilidad entre cuerpos y velocidad de penetración nula.

Aplicación de la Derivada Discreta de Gonzalez [GS96] para la obten-
ción de una expresión conservativa discreta de las fuerzas de contacto.
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Cronología integradores temporales

Newmark–β [New59]

Primeros problemas diná-
micos de contacto bajo
MEF [HTS+76], [BC85]

Mejora de condiciones ci-
nemáticas [TP93], [Lee94]

Int. específicos contac-
to, [MOB95], [HMAL00]

Int. placas, barras y problemas altamente
rígidos. [STW92], [STD95], [SG93]

Int. estable de contacto basado aproximación
2a Cond. Kuhn–Tucker [LC97], y [CL98]

Derivada Discreta [GS96]

Probl. con restricciones [Gon99],
elast. no lineal [Gon00], elastodi-
námica con restricciones [GMP01]

Int. conservativo con-
tacto [AP98], [AP99]

Int. conserva energía de
cuerpos [LL02], [LL03]

Elastodinámica [AR01a],
[AR01b] y plasticidad no li-

neal [LM01], [ML02a], [ML02b]

Mejora respuesta [AR01a], [LC97]
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Tabla 1.2: Recorrido histórico de los algoritmos de integración temporal
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Creación de un marco de ecuaciones de conservación, que teniendo
en cuenta el acoplamiento expuesto en el primer punto fuerce a la
conservación de la energía de los cuerpos en contacto o a la disipación
consistente.

Evaluación paramétrica del funcionamiento del marco de ecuaciones
conservación en ACEM.

Demostración de la capacidad de ACEM para simular de manera pre-
cisa una amplia variedad de problemas de contacto bajo MED, com-
parando los resultados numéricos con los proporcionados por las for-
mulaciones analíticas disponibles y por los resultados experimentales.

Estos objetivos quedan plasmados en este trabajo mediante las siguientes
contribuciones:

1. Desarrollo de un algoritmo de integración temporal energéticamente
consistente bajo el método del Penalty mediante la modificación cine-
mática y dinámica del contacto. Dicho algoritmo será construido para
cuerpos rígidos para el MED, si bien será generalizable para cuerpos
elásticos y a otros métodos numéricos.

2. Creación de un modelo mejorado del método del Penalty. Dicho modelo
fuerza de manera aproximada tanto la condición de impenetrabilidad
entre cuerpos como la condición cinemática de nula velocidad de pe-
netración.

3. Comparación de resultados numéricos con experimentales y analíticos.

ACEM será aplicado a la resolución de problemas modelados por el MED.
Dicho método es adecuado para simular el comportamiento de sistemas com-
puestos por un elevado número de cuerpos que interactúan a través de contac-
to y fricción, por lo que es un buen candidato para demostrar las propiedades
conservativas de ACEM.

Todos estos objetivos y contribuciones se irán articulando a través de
los distintos capítulos de este trabajo cuya estructura queda reflejada en el
siguiente apartado y en la tabla 1.3.

1.6 Estructura del trabajo

Junto a esta introducción previa, el resto de este trabajo se estructura
en los siguientes capítulos:

En el capítulo 2 se exponen los conceptos y ecuaciones básicas de la for-
mulación del MED. En este capítulo se hace especial énfasis en el estudio
las propiedades conservativas del problema continuo que aseguran la con-
servación de momentos y energía. Posteriormente se expone la discretización
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geométrica de las variables y ecuaciones de gobierno. Este es el punto de par-
tida para el análisis y comprensión de la formulación tanto del MED como
de la formulación discreta de ACEM.

El capítulo 3 analiza la geometría, dinámica y cinemática del problema
del contacto. En él se exponen y se formulan bajo el MED los dos principales
métodos que fuerzan la condición de impenetrabilidad. A partir de esta for-
mulación se hace un análisis de sus propiedades conservativas que permitirá
formular de manera discreta las ecuaciones conservativas de ACEM.

En el capítulo 4 se presenta la formulación de ACEM para el caso sin
fricción. Se hace un análisis de la modificación del algoritmo de [SLM91]
para adaptarlo a la física del problema de contacto mediante la modifica-
ción dinámica y cinemática de sus ecuaciones. Posteriormente se analiza la
conservación discreta del momento lineal p, angular J y energía E. Dicho
análisis permite la creación del marco de ecuaciones conservación que fuer-
zan a que el acoplamiento dinámico y cinemático sea consistente con la física
del contacto. Finalmente en este apartado se justifica el modelo mejorado
del método del Penalty y se analiza paramétricamente su funcionamiento.

La extensión de ACEM para el caso friccional (ACEMfr) se expone en
el capítulo 5. En él se estudia la estabilidad y la disipación de energía por
fricción mediante la modificación de las ecuaciones del marco de ecuaciones
de conservación. Las principales aportaciones del trabajo se centran en estos
dos capítulos.

Los capítulos 6 y 7 proporcionan una serie de simulaciones numéricas
sin y con fricción, en las cuales se compara la estabilidad y la mejora de las
propiedades conservativas del presente algoritmo frente a las formulaciones
previas. Siempre que haya sido posible, parte de los resultados han sido
validados a través de soluciones analíticas o de experimentos.

Este trabajo se completa a través de un apéndice que contiene las so-
luciones analíticas empleadas para validar parte de las simulaciones de los
capítulos 6 y 7, así como algunos de los resultados de los capítulos 4 y 5.

La tabla 1.3, muestra la estructura de este trabajo agrupada tres grandes
bloques: preliminares, núcleo y aplicaciones.
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Estructura del trabajo

Introducción

Formulación del MED

Contacto

Integrador sin fricción

Integrador con fricción

Simulaciones sin fricción

Simulaciones con fricción

Conclusiones y futuras líneas de trabajo

Apéndices
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e
s
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A
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c
a
c
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n
e
s

Tabla 1.3: Estructura del trabajo
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2
Formulación del método de los Elementos

Discretos: dinámica analítica y sistemas de
partículas

En este capítulo se presentan las bases físicas sobre las que se formula
el método de los Elementos Discretos (MED). Asimismo se obtiene la for-
mulación continua del MED, que será discretizada espacialmente mediante
los procedimientos indicados en este capítulo y temporalmente aplicando el
nuevo algoritmo de integración temporal expuesto en los capítulos 4 y 5.

La estructura de este capítulo se articula en tres puntos. En el primer
punto se realiza una breve introducción a la Dinámica Analítica, median-
te el concepto de coordenada generalizada y la derivación del principio de
D’Alembert. El concepto de coordenada generalizada será clave para la dis-
cretización de los grados de libertad del sólido rígido del MED, así como
para definir la restricción de tipo unilateral generada por el contacto. En
el segundo punto se estudian los sistemas de múltiples cuerpos, para ello se
definen las ecuaciones de Lagrange, base de la dinámica analítica. A partir
de estas ecuaciones se obtienen las ecuaciones de primer orden de Hamilton
mediante la aplicación de transformada de Legendre y se analizan las pro-
piedades conservativas del MED a través de las integrales primeras. Una vez
definidas las ecuaciones de gobierno continuas de los sistemas de múltiples
cuerpos, se procede a la formulación del MED en el tercer punto. Para ello
se aplica la discretización espacial a las ecuaciones de gobierno y a las varia-
bles continuas del segundo punto, lo que permitirá finalmente establecer la
formulación general del método.

2.1 La Dinámica Analítica

La dinámica analítica facilita de manera sencilla el tratamiento de siste-
mas de mecánicos complejos, ya que su formulación permite manipularlos de
manera abstracta, separando por una parte las consideraciones físicas de las
matemáticas. Es decir, primero se define la geometría y la cinemática del pro-
blema, y una vez seleccionadas qué variables entran en juego, se establecen
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las relaciones entre dichas variables que serán insertadas en las ecuaciones
de la dinámica analítica.

Figura 2.1: Lagrange (1736–1813)

La forma de estas ecuaciones es siem-
pre constante y permite obtener de ma-
nera automática la solución del proble-
ma. Tales ecuaciones fueron introduci-
das por Joseph Louis Lagrange (1736–
1813), figura 2.1, en 1788 y están ba-
sadas en el cálculo de variaciones. Wi-
llian Rowan Hamilton (1805–1865), fi-
gura 2.6, impulsó el desarrollo de la
dinámica de Lagrange haciéndola aún
más general, lo que permitió el poste-
rior desarrollo de la Mecánica Cuánti-
ca.

2.1.1. Coordenadas Generalizadas

Se definen como una serie de n variables qj, j = 1, . . . , n que definen de
manera unívoca la configuración de un sistema mecánico. En caso que dichas
variables sean independientes entre sí, se llamarán libres. En caso contrario,
estarán ligadas por medio de enlaces y el número de grados de libertad1 será
menor que n.

Comentario 2.1.1. Las coordenadas generalizadas definen de manera uní-
voca la configuración de un sistema mecánico. Hay que notar que la elección
de tales coordenadas no es única, pero todas ellas son equivalentes para de-
finir la misma configuración.

La posición de un punto P del cuerpo i de un sistema mecánico se define
mediante el vector ri = riP (q, t) (coordenadas vectoriales) en función de las
coordenadas generalizadas. La figura 2.2 muestra la parametrización de tres
sistemas mecánicos empleando coordenadas generalizadas así como el vector
ri en función de dichas coordenadas.

2.1.2. El principio de D’Alembert en Coordenadas Genera-

lizadas

Este principio fue enunciado por Jean D’Alembert (1717–1783), figu-
ra 2.3, en 1743. Dicho principio establece que la sumatoria de las fuerzas
externas actuantes sobre un cuerpo y las denominadas “fuerzas de inercia”

1Se define grado de libertad como el número mínimo de variables independientes que
definen la configuración de un sistema mecánico
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Figura 2.2: Definición de la configuración y posición de un punto P de un cuerpo
i de tres sistemas mecánicos distintos empleando coordenadas generalizadas
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forman un sistema de fuerzas en equilibrio. A este equilibrio se le denomina
“equilibrio dinámico”.

Figura 2.3: D’Alembert (1717–1783)

Sea un sistema cualquiera compues-
to por nbd cuerpos, el principio de
D’Alembert implica:

nbd∑

i=1

(f iext −mir̈i)δri = 0
�

�

�

�2.1

donde:

f iext, fuerza externa actuante en
el cuerpo i.

mi, masa .

δri, cualquier campo vectorial de
desplazamientos virtuales sobre el
conjunto de cuerpos que sea compatible con los enlaces y restricciones
de movimiento existentes.

Los operadores ˙ y¨indican prime-
ra y segunda derivada temporal.

Comentario 2.1.2. El ppo. de D’Alembert permite tratar sistemas diná-
micos como estáticos mediante la introducción de un fuerza ficticia llamada
fuerza de inercia.

El principio de D’Alembert es realmente una generalización de la segunda
ley de Newton en una forma aplicable a sistemas con restricciones2, ya que
incorpora el hecho de que las fuerzas de ligadura no realizan trabajo en un
movimiento compatible. Debe señalarse que el principio de D’Alembert es
muy útil para plantear las ecuaciones de movimiento y el cálculo de reacciones
de un sistema mecánico usando un campo de desplazamientos virtuales que
sea diferenciable. En ese caso el cálculo mediante el principio de D’Alembert,
que también se llama en ese contexto principio de los Trabajos Virtuales, es
ventajoso sobre el enfoque más simple de la mecánica Newtoniana.

Derivación

El principio de D’Alembert formalmente puede derivarse de las leyes de
Newton cuando las fuerzas que intervienen no dependen de la velocidad.

2El problema de contacto es un candidato natural a ser tratado por medio de las
ecuaciones de D’Alembert, ya que en él se formula la restricción de impenetrabilidad entre
cuerpos
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La derivación resulta de hecho trivial si se considera un sistema de cuerpos
tal que sobre el cuerpo i actúa una fuerza externa f iext más una fuerza de
ligadura f ic

3, entonces la mecánica newtoniana asegura que la variación de
momento viene dada por:

d(miṙi)

dt
= midṙi

dt
= f iext + f ic

�

�

�

�2.2

Si el sistema está formado por nbd cuerpos, se tendrán nbd ecuaciones
vectoriales de la forma mi dṙi

dt − f iext = f ic, i = 1, . . . , nbd. Si se multiplica
cada una de estas ecuaciones por un desplazamiento arbitrario δri compatible
con las restricciones de movimiento existentes, se obtiene:

(

midṙi

dt
− f iext

)

δri = f icδr
i

�

�

�

�2.3

donde el segundo término se anula por escogerse un sistema de desplaza-
mientos arbitrario “compatible” con las restricciones. Matemáticamente, el
concepto compatible, implica que el segundo término de la anterior ecua-
ción es un producto escalar nulo4. Finalmente sumando las nbd ecuaciones
anteriores se obtiene el principio de D’Alembert, ecuación 2.1.

La figura 2.4 (sup.) muestra un ejemplo del equilibrio dinámico de dos
discos de masas m1 y m2 unidos por sus centros a través de un resorte
elástico horizontal de rigidez KN

5. La masas se consideran apoyadas sobre
una superficie sin fricción, por lo que su configuración queda definida por la
posición horizontal de cada masa, coordenadas generalizadas q1 y q2. Ais-
lando cada masa y aplicando el principio de D’Alembert, figura 2.4 (inf.),
se obtienen las ecuaciones de movimiento añadiendo a las fuerzas actuantes,
KN (q1 − q2), KN (q2 − q1) las fuerzas ficticias de inercia m1q̈1 y m2q̈2 .

2.1.3. Ecuaciones de Euler–Lagrange

El principio de D’Alembert permite la obtención de las ecuaciones de
movimiento de un sistema mecánico, también llamadas ecuaciones de Euler–
Lagrange. Para la obtención de dichas ecuaciones para un sistema de nbd
cuerpos partamos de la ecuación 2.1 y de δri, variación infinitesimal de las
coordenadas vectoriales:

δri =
n∑

j=1

∂ri

∂qj
δqj

�

�

�

�2.4

Si se sustituye la expresión anterior en la ecuación 2.1 se obtiene:

3En este trabajo se considera la fuerza de contacto f i
c como fuerza de ligadura

4La fuerza de contacto f i
c no realiza trabajo

5Este es el problema de contacto más sencillo empleando en método del Penalty
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m2q̈2 +KN(q2 − q1) = 0

Ec. movimiento masa 2Ec. movimiento masa 1

m1q̈1 +KN (q1 − q2) = 0

m2q̈2 KN(q2 − q1)KN (q1 − q2) m1q̈1

KN
q2q1

m1 m2

Figura 2.4: Aplicación del principio de D’Alembert para la obtención de las ecua-
ciones de movimiento de sistema mecánico sencillo compuesto por dos masas

n∑

j=1

(
nbd∑

i=1

f iext
∂ri

∂qj
−

nbd∑

i=1

mi r̈i
∂ri

∂qj

)

δqj = 0
�

�

�

�2.5

El primer término del paréntesis de esta ecuación es un escalar llamado

“fuerzas generalizadas” Qj =

n∑

i=1

f iext
∂ri

∂qj
, que es la proyección de la fuerza

exterior f iext sobre la variable qj , mientras el segundo término se expresa
como:

nbd∑

i=1

mi r̈i
∂ri

∂qj
=

d

dt

(
n∑

i=1

ṙi
∂ri

∂qj

)

−

nbd∑

i=1

miṙi
d

dt

(
∂ri

∂qj

)
�

�

�

�2.6

Para continuar con el desarrollo se han de tener en cuenta las siguientes
igualdades:

Definición 2.1.3.
∂ṙi

∂q̇j
=
∂ri

∂qj

Demostración.

∂ṙi

∂q̇j
=

∂

∂q̇j

(
n∑

k=1

∂ri

∂qk
q̇k +

∂ri

∂t

)

=
n∑

k=1

∂ri

∂qk
δkj =

∂ri

∂qj

�

�

�

�2.7
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Definición 2.1.4.
d

dt

∂ṙi

∂q̇j
=
∂ṙi

∂qj

Demostración.

d

dt

∂ṙi

∂q̇j
=

n∑

k=1

∂2ri

∂qj∂qk
q̇k +

∂2ri

∂qj∂t

∂ṙi

∂qj
=

∂

∂qj

(
n∑

k=1

∂ri

∂qk
q̇k +

∂ri

∂t

)

=

n∑

k=1

∂2ri

∂qj∂qk
q̇k +

∂2ri

∂qj∂t







→
d

dt

∂ṙi

∂q̇j
=
∂ṙi

∂qj

�

�

�

�2.8

Se verifica la igualdad debido a que las derivadas cruzadas coinciden.

Usando estas igualdades, la ecuación 2.6 se transforma en:

nbd∑

i=1

mir̈i
∂ri

∂qj
=

d

dt

(
nbd∑

i=1

miṙi
∂ṙi

∂q̇j

)

−

nbd∑

i=1

miṙi
∂ṙi

∂q̇j

�

�

�

�2.9

Definiendo la energía cinética total como T (ṙ) =

nbd∑

i=1

T i(ṙi) =

nbd∑

i=1

1/2mi(ṙi)2,

la ecuación anterior se expresa como:

nbd∑

i=1

mir̈i
∂ri

∂qj
=

d

dt

(
∂T (ṙ)

∂q̇j

)

−
∂T (ṙ)

∂q̇j

�

�

�

�2.10

Por lo que finalmente, el principio de D’Alembert queda:

n∑

j=1

[
d

dt

(
∂T (ṙ)

∂q̇j

)

−
∂T (ṙ)

∂q̇j
−Qj

]

δqj = 0
�

�

�

�2.11

Esta es la ecuación fundamental de la Dinámica Analítica. Nótese que
es una expresión abstracta, ya que no se usan las fuerzas f iext sino los coefi-
cientes Qj que son las fuerzas generalizadas y la energía cinética total T (ṙ).
Esta ecuación es siempre constante en forma y por tanto la respuesta de
un sistema mecánico se obtiene insertando la relación entre las coordenadas
generalizadas en dicha ecuación.

La tabla 2.1 resume los pasos para la obtención de las ecuaciones de
movimiento de un sistema mecánico empleando las ecuaciones de Lagrange.

Comentario 2.1.5. Las ecuaciones de Lagrange permanecen invariables pa-
ra cualquier tipo de problema. Lo que varía es la elección y la relación entre
las coordenadas generalizadas6.

6Hay que notar que la relación entre las coordenadas generalizadas no es única, pu-
diendo distintas elecciones representar el comportamiento del mismo sistema mecánico
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Obtención ecuacio-

nes de movimiento

Definición geométrica y
cinemática del problema

Elección de coordenadas generalizadas

Relación entre coor-
denadas generalizadas

Inserción de dichas relaciones
en las ecuaciones de Lagrange

Solución

P
r
e
p
r
o
c
e
s
o

S
o
lu

c
ió

n

Tabla 2.1: Pasos para la obtención de las ecuaciones de movimiento de un sistema
mecánico
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2.2 Sistemas de múltiples cuerpos

En este trabajo se estudia la respuesta de sistemas compuestos por una
elevada cantidad de cuerpos rígidos bidimensionales que interactúan a través
del contacto. A cada una de estos cuerpos se le aplicarán las leyes de New-
ton formuladas a través de la dinámica analítica, obteniendo la respuesta
global del sistema mediante la correspondiente colaboración individual de
cada cuerpo.

Los sistemas de estudiados en este trabajo, como el de la figura 2.5 (izq-
da.), están compuestos por un número finito de cuerpos nbd, cada uno de los
cuales es bidimensional y de dominio Ω. La configuración de cada cuerpo,
figura 2.5 (drcha.), está definida por los parámetros qi (coordenadas genera-
lizadas).

q3θo

Ω2

Ω1

Ω3

xo2, yo2

xo1, yo1
xo3, yo3

q1xo

q1yo

q2xo

q2yo

q3yo

q3xo

q1θo

q2θo

Figura 2.5: Ejemplo de un sistema de múltiples cuerpos tratado en este trabajo

La posición de cualquier punto P de un cuerpo i, ri(q, t), se define a
través de las coordenadas generalizadas qixo, q

i
yo, q

i
θo definidas en centro de

gravedad (xoi, yoi) del cuerpo. Por tanto, se necesitarán 3nbd coordenadas
generalizadas para definir la configuración de un sistema de nbd cuerpos.
Si algunos de estos cuerpos están en contacto, las coordenadas q estarán
relacionadas entre sí (coordenadas dependientes), por lo que el número de
coordenadas generalizadas independientes para definir la configuración del
sistema de cuerpos será inferior a 3nbd.

2.2.1. Ecuaciones de Hamilton. Introducción

La configuración de cualquier sistema mecánico compuesto por nbd cuer-
pos rígidos bidimensionales, estará definido por 3nbd coordenadas generali-
zadas, por lo que según la ecuación 2.11, se nesitarán 3nbd ecuaciones de
Euler–Lagrange. Dichas ecuaciones son de segundo orden, por tanto habrá
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que imponer 2× 3nbd condiciones iniciales (posiciones y velocidades) para la
obtención de su solución.

Figura 2.6: Hamilton (1805–1865)

La dificultad de encontrar una solu-
ción analítica a estas ecuaciones, sobre
todo ante la presencia de restricciones de
contacto, hace patente la necesidad de
aplicar métodos numéricos de integración
de ecuaciones de segundo orden. Dada la
complejidad y la falta de precisión de es-
tos métodos, Hamilton (1805–1865) figu-
ra 2.6, desarrolló una metodología para
transformar las 3nbd ecuaciones de segun-
do orden de Lagrange en 2 × 3nbd ecua-
ciones de primer orden (ecuaciones de
Hamilton) empleando la transformada de
Legendre a costa de introducir 3nbd nue-
vas incógnitas (momentos generalizados p). El principal inconveniente radica
en el mayor número de ecuaciones a resolver, a cambio se obtiene la ventaja
de aplicar métodos de integración temporal para ecuaciones de primer orden
más sencillos y precisos.

Comentario 2.2.1. La mecánica de Hamilton está basada en el uso de ecua-
ciones de primer orden, lo que constituye una ventaja a la hora de aplicar
métodos numéricos de integración temporal.

El uso de las ecuaciones de Hamilton permite tratar de manera abstracta
y sencilla los problemas de sistemas de múltiples cuerpos que interaccionan
a través de contacto. Además, permiten obtener las integrales primeras que
definen la evolución en el tiempo de ciertas constantes: momento lineal p,
momento angular J y energía E.

En los siguientes subapartados se obtienen las ecuaciones de Hamilton
empleando la transformada de Legendre. Posteriormente se expone un ejem-
plo de obtención de las ecuaciones de movimiento aplicado a un caso sencillo,
y finalmente se estudian las propiedades conservativas a través de las inte-
grales primeras.

2.2.2. Transformada de Legendre

Sea la función de Lagrange, L(q, q̇, t), función de las coordenadas ge-
neralizadas q (posición) y de su derivada temporal q̇ (velocidad), variables
dependientes del parámetro tiempo t. Por otra parte, consideremos unas
nuevas coordenadas independientes de q llamadas momentos generalizados
p. Se llama “transformada de Legendre” H(q,p, t) de la función Lagrange
L(q, q̇, t) a la siguiente expresión:
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H(q,p, t) = pq̇ − L(q, q̇, t)
�

�

�

�2.12

En esta expresión hay que eliminar para cada cuerpo i las variables q̇i en
favor de las pi mediante la relación pi = ∂L(q, q̇, t)/∂q̇i, donde la variable
q̇i se llama “variable conjugada” de pi.

Mediante el diferencial de H(q,p, t) se establecen las relaciones entre las
derivadas parciales de H(q,p, t), L(q, q̇, t) y las variables q̇ y p:

dH(q,p, t) =
n∑

i=1

(

dpiq̇i + pi dq̇i

−
∂L(q, q̇, t)

∂qi
dqi −

∂L(q, q̇, t)

∂q̇i
dq̇i −

∂L(q, q̇, t)

∂t

)

�

�

�
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Aplicando la relación entre las variables conjugadas pi y qi por medio de
la expresión pi = ∂L(q, q̇, t)/∂q̇i, se llega a:

dH(q,p, t) =

n∑

i=1

(

dpiq̇i −
∂L(q, q̇, t)

∂qi
dqi
)

=

n∑

i=1

(
∂H(q,p, t)

∂qi
dqi +

∂H(q,p, t)

∂pi
dpi
)

�

�

�
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de esta ecuación se obtienen las siguientes relaciones para cada cuerpo:

∂H(q,p, t)

∂pi
= q̇i

∂H(q,p, t)

∂qi
= −

∂L(q, q̇, t)

∂qi
= ṗi







→ Ecuaciones canónicas
�

�

�

�2.15

Se observa que la derivada de H(q,p, t) con respecto a pi es q̇i (“varia-
bles conjugadas”), y la derivada de la función de Lagrange L(q, q̇, t) y la de
Hamilton H(q,p, t) con respecto a q̇i y a pi son las mismas pero con signo
opuesto. Estas relaciones se conocen como ecuaciones canónicas de Hamil-
ton, la primera ecuación relaciona las variables pi es q̇i, es decir su misión es
convertir las ecuaciones de segundo orden a primero, mientras que la segunda
ecuación es la segunda ley de Newton.

Es importante destacar notables diferencias entre ambas dinámicas. En
la dinámica basada en las ecuaciones de Lagrange, la configuración de un
cuerpo viene dada por las coordenadas generalizadas q, siendo la trayectoria
del sistema la curva paramétrica dada por su evolución en el tiempo, q(t).
En cambio, la dinámica Hamiltoniana define la configuración de un sistema
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mediante las 2×3nbd variables q,p (variables fásicas: coordenadas geométri-
cas y cantidades de movimiento). Las trayectorias, solución de las ecuaciones
canónicas en función del tiempo, serán asimismo q(t),p(t), y se denominan
trayectorias fásicas para diferenciarlas de la dinámica Lagrangiana.

2.2.3. Aplicación de las Ecuaciones de Hamilton a dos masas

en contacto

Sea el problema definido por la figura 2.5 compuesto por dos discos de
masas m1, m2, cuya configuración inicial está definida por las coordenadas
generalizadas q1 y q2. Para impedir que ambas masas se interpenetren y por
tanto ocupen la misma configuración, se interpone entre ambas un resorte
elástico de elevada rigidez KN que fuerza su separación y define un potencial
V(q). Para la obtención de las ecuaciones de Hamilton se parte de la expresión
de la función de Lagrange L(q, q̇, t) = T (q̇) − V(q), en la que T (q̇) y V(q)
son:

g
N

= (q1 − q2)

V(q) = 1/2KN g
2
N

T (q̇) =
1

2
m1(q̇1)2 +

1

2
m2(q̇2)2

L(q, q̇, t) = T (q̇) − V(g
N

) =
1

2
m1(q̇1)2 +

1

2
m2(q̇2)2 − 1/2KN g

2
N

�

�

�

�2.16

donde la variable g
N

es la distancia mínima entre ambas masas y es depen-
diente de q1 y q2. Los momentos generalizados se obtienen empleando la
siguiente relación:

p1 =
∂L(q, q̇, t)

∂q̇1
→ p1 = m1q̇1

p2 =
∂L(q, q̇, t)

∂q̇2
→ p2 = m2q̇2

�

�

�

�2.17

Mediante la aplicación de la transformación de Legendre a la función de
Lagrange L(q, q̇, t), se obtiene la función hamiltoniana H(q,p, t):

H(q,p, t) = p q̇−(T (p) − V(q))
︸ ︷︷ ︸

L(q,q̇,t)

= p1q̇1+p2q̇2−
(q̇1)2

2m1
−

(q̇2)2

2m2
+

1

2
KN (q1−q2)2

�

�

�

�2.18
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A continuación, empleando las relaciones dadas en la ecuación 2.17 se
eliminan las derivadas temporales de las coordenadas generalizadas q̇ sus-
tituyéndolas por los momentos generalizados p. Por lo que finalmente, la
función hamiltoniana queda:

H(q,p, t) = p q̇ − [T (p) − V(q)] =
(p1)2

2m1
+

(p2)2

2m2
+

1

2
KN (q1 − q2)2

�

�

�
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Aplicando las ecuaciones canónicas, ecuaciones 2.15, se obtienen las ecua-
ciones de movimiento del problema:

q̇1 =
∂H(q,p, t)

∂p1
= p1/m1; ṗ1 =

∂H(q,p, t)

∂q1
= KNgN

q̇2 =
∂H(q,p, t)

∂p2
= p2/m2; ṗ2 =

∂H(q,p, t)

∂q2
= KNgN







→Ecs. 1er orden

�

�

�
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Combinando estas ecuaciones se obtiene:

m1q̈1 +KNgN
= 0

m2q̈2 +KNgN = 0






→ Ecs. mov. de 2◦ orden

�

�

�
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que son las ecuaciones de movimiento expuestas en la figura 2.4.

2.2.4. Integrales primeras

Se definen integrales primeras como aquellas cantidades que se mantienen
constantes a lo largo del tiempo en espacio de fases (q,p). Un ejemplo es la
función Hamiltoniana H(q,p, t), para ello se estudia su variación a lo largo
del tiempo:

dH(q,p, t)

dt
=

n∑

i=1

(
∂H(q,p, t)

∂qi
q̇i +

∂H(q,p, t)

∂pi
ṗi
)

+
∂H(q,p, t)

∂t

�

�

�

�2.22

Teniendo en cuenta las relaciones dadas en las ecuaciones 2.15 se llega al
siguiente resultado:

dH(q,p, t)

dt
=

n∑

i=1

(− ṗi
︸︷︷︸

∂H(q,p,t)

∂qi

q̇i + q̇i
︸︷︷︸

∂H(q,p,t)

∂pi

ṗi) +
∂H(q,p, t)

∂t
=
∂H(q,p, t)

∂t

�

�

�

�2.23
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Esta ecuación implica que la derivada total con respecto al tiempo es
igual a la parcial, por lo que si t no entra explícitamente en el Hamiltoniano,
entonces H(q,p, t) es constante y por tanto la energía total se conserva. De
la misma manera se pueden obtener las condiciones por las que se conserva el
momento lineal total ptot y angular J

tot. Estas condiciones serán estudiadas
en profundidad en el capítulo 3 para el problema de contacto.

La figura 2.7 representa la superficie Π en la que H(q,p, t) es constante
(integral primera), sobre ella cualquier solución q(t),p(t) conserva la energía
total. Si el momento lineal es también integral primera, existe una trayec-
toria q(t),p(t) sobre Π definida por la línea continua que conserva tanto el
momento como la energía, figura 2.7 (sup. izqda.). Del mismo modo se puede
decir para el momento angular, figura 2.7 (sup. drcha.). Si tanto la energía
como los momentos son integrales primeras, el sistema mecánico conserva
sus tres magnitudes básicas en el tiempo a través de la trayectoria q(t),p(t)
sobre Π (línea continua), figura 2.7 (inf.). El objetivo de este trabajo es
la obtención de un algoritmo de integración temporal que obtenga una solu-
ción conservativa (línea discontinua) que aproxime a la solución exacta (línea
continua).

Π

Exact.

Exact.

Exact.

Num.

Num.Num.

H,ptot,J tot = cte

H, ptot = cte H,J tot = cte

Π

Π

Figura 2.7: Integrales primeras. Conservación de energía H y momento lineal total
ptot (sup. izqda.), energía y momento angular total J

tot (sup. drcha.), y energía y
momentos totales (inf.)
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2.3 Formulación del método de los Elementos Dis-

cretos

Una vez fijadas las ecuaciones que definen el comportamiento mecánico de
los sistemas de múltiples cuerpos, en este apartado se formulan las ecuaciones
del MED para un cuerpo i, expresadas a través del problema de valores
iniciales de la tabla 2.2.

Obtener:

xk, ykΩi

Ωj

Ωk

xi, yi

xj , yj
qi(t), pi(t) ∀ xi, yi ∈ Ωi, t ∈ [0, T )

i = 1, . . . , nbd

Sujeto a:

q̇i =
∂H(q,p, t)

∂pi
; ṗi = −

∂H(q,p, t)

∂qi

Condiciones iniciales:

qi(t0) = qi0; pi(t0) = pi0

Tabla 2.2: Planteamiento continuo de las ecuaciones de movimiento de un cuerpo

Se trata de obtener una aproximación numérica a las variables continuas
qi, pi que proporcione la posición y momento lineal en cualquier punto xi, yi

de cada cuerpo Ωi en el instante t. Para ello, se discretizan espacialmente las
ecuaciones de esta tabla que posteriormente serán discretizadas e integradas
en el tiempo por medio del algoritmo de integración temporal propuesto en
los capítulos 4 y 5.

2.3.1. Discretización espacial

En este subapartado se expone el procedimiento de discretización espacial
tanto de la geometría del domino Ω, como de las coordenadas q(t), p(t).

Discretización del dominio Ω

El MED discretiza el dominio Ωi con frontera ∂Ωi de un cuerpo i aproxi-
mándolo por un dominio Ωi⋆ con frontera ∂Ωi⋆ compuesto por un único nodo
(•) definido en el centro de gravedad xoi, yoi, figura 2.8. La posición xi, yi de
cualquier punto de Ωi⋆ se obtiene a través de las coordenadas generalizadas
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definidas en dicho nodo. En caso de interacción entre cuerpos por contacto,
la geometría del contorno del domino ∂Ωi⋆ define la posición del punto de
contacto.

Comentario 2.3.1. El MED se basa en la discretización geométrica de cada
dominio Ωi → Ωi⋆ mediante un único nodo (•) normalmente definido en el
centro de gravedad. La posición geométrica de los puntos del contorno ∂Ωi →

∂Ωi⋆ se expresa en función de los valores de las coordenadas generalizadas
en el nodo.

Si el contorno ∂Ωi está definido por una geometría arbitraría, figura 2.8,
éste se discretiza por poligonales, o por medio de curvas tipo spline. Este
procedimiento permite obtener una expresión analítica de la geometría del
contorno, detectar contactos y determinar la distancia mínima entre cuerpos.

∂Ωi

xoi, yoi

Ωi
Ωi⋆

∂Ωi⋆

Figura 2.8: Discretización de dominio Ωi en Ωi⋆ mediante un único nodo (•). El
contorno Ωi se transforma en Ωi⋆ definido por curvas analíticas sobre las que se
puede medir distancias entre cuerpos

2.3.2. Discretización espacial de primer orden de las coorde-

nadas generalizadas

Una vez que se ha discretizado el dominio Ωi de un cuerpo i, en este
apartado se procede a la discretización espacial de las variables qi, pi que
insertadas en las ecuaciones de la tabla 2.2 se obtienen las ecuaciones del
MED discretas. Para tal fin, se procede a la discretización de dichas variables
por medio de la aproximación de primer orden:

qi =

(
qix
qiy

)

=

[
ai1 ai2
bi1 bi2

](
xi

yi

)

+

(
ai3
bi3

)

pi =

(
pix
piy

)

=

[
ci1 ci2
di1 di2

](
xi

yi

)

+

(
ci3
di3

)







�

�

�

�2.24

donde aij, b
i
j , c

i
j , d

i
j , j = 1, . . . , 3 son constantes que pueden ser expresa-

das en función de las coordenadas generalizadas definidas en el nodo (•) del
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dominio Ωi⋆. Los parámetros xi, yi son las coordenadas de cualquier punto
perteneciente a Ωi⋆ en el que se desea obtener qi,pi. Estas expresiones de-
finen la configuración de cada cuerpo del sistema mecánico. Es importante
recalcar que el objetivo del MED es la obtención de la “configuración glo-
bal” en cada instante de tiempo de un sistema de cuerpos que interaccionan
por contacto. Esta “configuración global” es muy diferente a la de un único
cuerpo, ya que ésta última puede ser descrita por medio de ecuaciones senci-
llas. En cualquier caso, todo sistema de múltiples cuerpos ha de cumplir dos
restricciones importantes:

No penetración

No tracción entre partículas

De estas restricciones se desprende que de la formulación del MED se
obtendrán dos clases de términos:

Términos de no contacto. Describen el movimiento de la partícula in-
dividual cuando no existe interacción entre partículas.

Términos de contacto. Describen el movimiento de la partícula cuando
existen las citadas interacciones.

En función de la necesidad en la precisión de la solución del problema, la
aproximación expuesta en las ecuaciones 2.24 se puede desarrollar para un
orden mayor. Como estas expresiones son distintas para cada cuerpo, a cada
uno se le puede asignar un orden de aproximación distinto.

2.3.3. Discretización de las coordenadas generalizadas me-

diante aproximaciones de alto orden

La configuración qi y pi de un cuerpo i puede ser aproximada median-
te desarrollos en serie de orden superior a uno tal como se indica en la
ref. [COI98]. De este modo, los desplazamientos y momentos de un punto
(xi, yi) de Ωi⋆ se representan en serie bidimensional de orden m como:

qix =

3m∑

j=1

F ji(xi, yi) aij ; qiy =

3m∑

j=1

F ji(xi, yi) bij

pix =

3m∑

j=1

F ji(xi, yi) cij ; piy =

3m∑

j=1

F ji(xi, yi) dij







�

�

�
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en forma matricial:
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(
qix
qiy

)

=

[
F1i 0 F2i 0 · · · · · · F3mi 0
0 F1i 0 F2i · · · · · · 0 F3mi

]

︸ ︷︷ ︸

Nmi(xi,yi)

















ai1
bi1
ai2
bi2
...
...
ai3m
bi3m

















︸ ︷︷ ︸

qi
o

�

�

�
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(
pix
piy

)

=

[
F1i 0 F2i 0 · · · · · · F3mi 0
0 F1i 0 F2i · · · · · · 0 F3mi

]

︸ ︷︷ ︸

Nmi(xi,yi)

















ci1
di1
ci2
di2
...
...
ci3m
di3m

















︸ ︷︷ ︸

pi
o

�

�

�
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Siendo Nmi(xi, yi) una matriz de dimensiones 2 × 3m que engloba a las
funciones de forma F ji, funciones de xi, yi; 3m implica que para cada cuerpo
son necesarios tres parámetros para definir la configuración por cada orden.
Las variables qio y pio son vectores de dimensión 3m cuyos elementos, aij ,
bij , c

i
j, . . ., d

i
j , j = 1, . . . , 3m son parámetros que pueden ser expresados en

función de las coordenadas generalizadas definidas en los nodos.

2.3.4. Expresión de q y p de primer orden en función de las

coordenadas generalizadas

Las expresiones de primer orden que aproximan la configuración de un
cuerpo rígido i, qi y pi, se pueden obtener a través de la superposición de
movimientos de sólido rígido. Tradicionalmente el MED ha empleado aproxi-
maciones de primer orden, ya que en la mayoría de los problemas simulados
los grandes desplazamientos son resultado de la acumulación de los corres-
pondientes a pequeños pasos de tiempo. Esta suposición se ha demostrado
válida con pasos de tiempo ≤ 0.1 s.

Para un sólido rígido libre bidimensional, la configuración de cualquier
punto xi, yi se puede definir por medio de tres movimientos: dos traslacio-
nes (horizontal y vertical) y una rotación. De esta manera, la configura-
ción de cualquier punto se expresa mediante seis coordenadas generalizadas
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qixo, q
i
yo, q

i
θo y pixo, p

i
yo, p

i
θo definidas en el centro de gravedad del cuerpo, ta-

bla 2.3:

qi
yo

pi
yo

pi
θo

pi
xoqi

xo

qi
θo

(xoi, yoi)

qx, qy → qixo, q
i
yo, q

i
θo

px, py → pixo, p
i
yo, p

i
θo







Tabla 2.3: Descripción del movimiento de un sólido mediante 6 coordenadas ge-
neralizadas (3 desplazamientos + 3 momentos lineales)

donde qixo, q
i
yo, q

i
θo y pixo, p

i
yo, p

i
θo son las coordenadas generalizadas que re-

presentan la traslación y rotación del centro de gravedad xoi, yoi. Éstas son
constantes en todo el cuerpo por ser las funciones de primer orden 1.

Las ecuaciones 2.24 definen la aproximación de qi y pi de cualquier pun-
to xi, yi ∈ Ωi⋆ en función de las constantes aij, b

i
j , c

i
j , d

i
j . A continuación se

procede a la obtención de los valores de dichas constantes en función de las
coordenadas generalizadas definidas en el centro de gravedad aplicando los
movimientos de sólido rígido, figura 2.9:

Movimiento de traslación de sólido rígido

Todo cuerpo rígido i que experimenta un movimiento de traslación (qixo, q
i
yo)

y (pixo, p
i
yo), el desplazamiento y momento lineal serán constantes en cada

punto xi, yi ∈ Ωi⋆. La figura 2.9 (izqda.) muestra la traslación de un cuerpo
i de la que se deduce que la configuración qi y pi entre dos instantes t0 y t1,
posiciones xi0, y

i
0 y xi1, y

i
1, se pueden expresar en función de las coordenadas

generalizadas en el centro de gravedad como:

(
qix
qiy

)

=

[
1 0
0 1

](
qixo
qiyo

)

;

(
pix
piy

)

=

[
1 0
0 1

](
pixo
piyo

)
�

�

�
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Movimiento de rotación de sólido rígido

Si un cuerpo rígido i experimenta un movimiento de rotación alrededor
de un punto fijo7 xoi, yoi, el desplazamiento y el momento lineal de primer

7Usualmente el centro de gravedad del cuerpo Ωi⋆
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orden de cualquier punto xi, yi ∈ Ωi⋆ se expresan por medio de las coorde-
nadas generalizadas qiθo, p

i
θo que definen la rotación del cuerpo. La figura 2.9

(drcha.) muestra la rotación de un punto xi, yi ∈ Ωi⋆ en los instantes t0,
posición (xi0, y

i
0) y t1, posición (xi1, y

i
1). Al considerar una aproximación de

primer orden, las ecuaciones 2.29 son lineales con respecto al giro.

(
qix
qiy

)

=

[
−(yi − yoi)
(xi − xoi)

]
(
qiθo
)
;

(
pix
piy

)

=

[
−(yi − yoi)
(xi − xoi)

]
(
piθo
) �

�

�

�2.29

(xoi, yoi)

qi
θo, p

i
θo

(xi
0, y

i
0)

(xi
1, y

i
1)

(xoi
0 , y

oi
0 )

(xoi
1 , y

oi
1 )

(xi
0, y

i
0)

(xi
1, y

i
1)

(qi
xo, q

i
yo)

(pi
xo, p

i
yo)

Figura 2.9: Movimiento de traslación de sólido rígido

Finalmente, la configuración del cuerpo quedará definida por la suma de
los movimientos previos, obteniendo las siguientes expresiones:

(
qix
qiy

)

=

[
1 0 −(yi − yoi)
0 1 (xi − xoi)

]

︸ ︷︷ ︸

N1i(xi,yi)





qixo
qiyo
qiθo





︸ ︷︷ ︸

qi
o

(
pix
piy

)

=

[
1 0 −(yi − yoi)
0 1 (xi − xoi)

]

︸ ︷︷ ︸

N1i(xi,yi)





pixo
piyo
piθo





︸ ︷︷ ︸

pi
o

�

�

�
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Si se comparan las anteriores ecuaciones con 2.24 se obtiene la siguiente
relación entre las constantes aij, b

i
j , c

i
j , d

i
j , j = 1, . . . , 3, i = 1, . . . , nbd y las

coordenadas generalizadas definidas en el centro de gravedad del cuerpo:

2.3.5. Formulación general del método de los Elementos Dis-

cretos

Una vez realizada la discretización de la geometría del dominio Ω y de
las ecuaciones de gobierno continuas, se expone a continuación las ecuaciones
básicas del MED para todo cuerpo i y orden de aproximación m:
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ai1 ai2 ai3 bi1 bi2 bi3

0 -qiθo(1 − yoi/yi) qixo qiθo(1 − xoi/xi) 0 qiyo

ci1 ci2 ci3 di1 di2 di3

0 -piθo(1 − yoi/yi) pixo piθo(1 − xoi/xi) 0 piyo

Tabla 2.4: Relación entre las constantes ai
j , b

i
j, c

i
j , d

i
j y las coordenadas generaliza-

das definidas en el centro de gravedad del cuerpo i

Para i = 1,. . . ,nbd

Solución discreta:

qi = Nmi(xi, yi) qio(t)

pi = Nmi(xi, yi) pio(t)







Hamiltoniano:

H(qo,po, t) =

nbd∑

i=1

[
T i(Nmi(xi, yi)pio) + V i(Nmi(xi, yi)qio)

]

Ecuaciones de gobierno:

q̇io =
∂H(qo,po, t)

∂pio
= M i−1

pio

ṗio = −
∂H(qo,po, t)

∂qio
= f ic + f iext







Condiciones iniciales: qi0, pi0

Tabla 2.5: Resumen de las ecuaciones del método de los elementos discretos de
orden m para nbd cuerpos
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Para facilitar la comprensión sobre la formulación expuesta en la tabla
anterior, en los siguientes subapartados se muestran varios ejemplos de la
obtención de los términos correspondientes a la matriz de masas y del vector
de fuerzas externas mediante desarrollos de orden m = 1.

Matriz de masas

La matriz de masas M i del cuerpo i, define la masa movilizada por cada
coordenada generalizada. Se obtiene a partir de la primera de las ecuaciones
de gobierno de la tabla 2.5, que establece la relación entre la derivada tempo-
ral de qio y la derivada de la función hamiltoniana H(qo,po, t) con respecto a
pio por medio de la expresión M i−1

pio. La función hamiltoniana sólo depende
de pio por medio del término de energía cinética T i(N 1i(xi, yi)pio), cuya ex-
presión se obtiene integrando la energía cinética de un elemento diferencial
de área dΩ y densidad ρs:

T i(N 1i(xi, yi)pio) =

∫∫

Ωi⋆

1

2ρs

(
pix
piy

)t(
pix
piy

)

dΩ

=

∫∫

Ωi⋆

1

2ρs
pi to N 1it(xi, yi)N 1i(xi, yi)pio dΩ

�

�

�
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Aplicando la primera de las ecuaciones de gobierno se llega a la siguiente
expresión discreta:

q̇io =
∂H(qo,po, t)

∂pio
=
∂T i(N 1i(xi, yi)pio)

∂pio

=

∫∫

Ωi⋆

1

ρs
N 1it(xi, yi)N 1i(xi, yi)pio dΩ = M i−1

pi

�

�

�
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despejando M−1
i se obtiene:

M−1
i =

∫∫

Ωi⋆

1

ρs
N1it(xi, yi)N 1i(xi, yi) dΩ

�

�

�
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donde M−1
i es una matriz cuadrada 3 × 3 que adopta la siguiente forma:

M−1
i =

∫∫

Ωi⋆

1

ρs





1 0
0 1

−(yi − yoi) (xi − xoi)





[
1 0 −(yi − yoi)
0 1 (xi − xoi)

]

dΩ =

∫∫

Ωi⋆

1

ρs





1 0 −(yi − y0i)
0 1 (xi − x0i)

−(yi − y0i) (xi − x0i) (xi − x0i)2 + (yi − y0i)2



 dΩ

�

�

�

�2.34
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M−1
i =

1

ρs





Ai 0 0
0 Ai 0
0 0 I i





donde Ai es el área del cuerpo y I i es su momento de inercia polar.

Vector de fuerzas externas debido a cargas másicas

La segunda ecuación de gobierno de la tabla 2.5 representa la segunda ley
de Newton. Esta ecuación relaciona la variación temporal del momento lineal
ṗio para un cuerpo i con la derivada de la función hamiltoniana con respecto
a qio y es igual a la acción de las fuerzas actuantes: fuerzas exteriores f iext
y fuerzas de contacto f ic. La expresión discreta de f iext se obtiene derivando
la energía potencial V i(N 1i(xi, yi)qio) con respecto a qio, ya que la función
hamiltoniana únicamente depende de qio a través del potencial.

Si (f ix, f
i
y) es la fuerza por unidad de masa que actúa sobre el volumen del

cuerpo i y (xoi, yoi) es su centro de gravedad, la energía potencial generada
por esta fuerza másica es la integral del potencial generado por un área dΩ:

V i(N 1i(xi, yi)qio) = −

∫∫

Ωi⋆

(
qix
qiy

)t(
f ix
f iy

)

dΩ = −

∫∫

Ωi⋆

qi to N1i t(xi, yi)

(
f ix
f iy

)

dΩ =

−

∫∫

Ωi⋆

(
qixo qiyo qiθo

)





1 0
0 1

−(yi − yoi) (xi − xoi)





(
f ix
f iy

)

dΩ

�

�

�
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Minimizando V i(N 1i(xi, yi)qio) respecto a qio se obtiene la expresión de
f iext:

ṗio = −
∂H(qo,po, t)

∂qio
= −

∂V i(N 1i(xi, yi)qio)

∂qio
= −





f ixA
i

f iyA
i

0



 = f iext

�

�

�
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Vector de fuerzas externas debida a carga puntual

Si una carga (f ix, f
i
y, τ

i
z) actúa en el punto xi, yi del cuerpo i, donde f ix y

f iy son las componentes según x e y de la carga puntual y τ iz es el momento
aplicado en el centro de gravedad del disco, la energía potencial que generada
es:
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V i(N 1i(xi, yi)qio) = −

(
qix
qiy

)t(
f ix
f iy

)

− τ izq
i
θ0

=

−
(
qixo qiyo qiθo

)



N1it(xi, yi)

(
f ix
f iy

)

+





0
0
1



 τ iz





�

�

�
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Minimizando V i(N 1i(xi, yi)qio) respecto a qio se obtiene la expresión de
f iext:

ṗio = −
∂H(qo,po, t)

∂qio
= −

∂V i(N 1i(xi, yi)qio)

∂qio
= N1it(xi, yi)

(
f ix
f iy

)

+





0
0
1



 τ iz =

−





1 0
0 1

−(yi − yoi) (xi − xoi)





(
f ix
f iy

)

−





0
0
1



 τ iz = f iext

�

�

�
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3
La mecánica del contacto

En este capítulo se describe la geométrica y la física del problema de
contacto así como la notación necesaria para su correcta interpretación. El
contacto es un problema que se modela por una restricción de tipo unilateral.
Es decir, por una restricción que sólo se presenta en un sentido, de manera
que no se permite la penetración entre cuerpos pero sí su separación. En caso
de que haya movimiento relativo tangencial entre cuerpos, pueden presen-
tarse fenómenos de fricción. Aunque en este trabajo se haya propuesto el uso
del modelo de fricción de Coulomb, se pueden emplear otros modelos como
los propuestos en [JJ85].

La estructura de este capítulo es la siguiente: en el apartado 3.1 se ha-
ce una descripción de la cinemática y de la dinámica del contacto, en el
apartado 3.2 se exponen las distintas estrategias para modelar físicamente
la restricción de impenetrabilidad entre cuerpos1. Finalmente, en los aparta-
dos 3.3 y 3.4 se analizan las leyes de conservación de momentos y energías2

bajo el método del Penalty expuesto en el apartado 3.2.
Para simplificar facilitar la lectura de este y de los siguientes capítulos,

las variables qio y pio que indican las coordenadas generalizadas del cuerpo
i en el centro de gravedad o, se les omite el subíndice. Si dichas variables
estuviesen referenciadas en otro punto (ej: X), se definirían como qi(X) y
pi(X).

3.1 Descripción cinemática y dinámica del contacto

Considérense dos cuerpos rígidos i, k cuyos dominios están definidos por
los conjuntos Ωi⋆, Ωk⋆ y sus fronteras por Γi⋆ = ∂Ωi⋆ y Γk⋆ = ∂Ωk⋆ (figu-
ra 3.1). Estos cuerpos interaccionan por contacto y su configuración (posición
y velocidad) está definida por las coordenadas generalizadas qi,pi,qk,pk :
Ω⋆ [0, T ) → R2. La función argumento “arg” de la ecuación 3.1 define la
mínima distancia y permite identificar los puntos de Γi⋆,Γk⋆ que están en
contacto, X ∈ Γi⋆ y Y ∈ Γk⋆:

1Algoritmos de contacto
2Integrales primeras
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Y (X) = arg minY ∈Γk ⋆

∣
∣
∣q
i(X) − qk(Y )

∣
∣
∣

�

�

�

�3.1

Esta función define una proyección que es ortogonal, por lo que es posible
obtener la magnitud que cuantifica la separación gikN entre dos cuerpos i y k
por medio de la función “gap”:

gikN =
[
qi(X) − qk(Y (X))

]t
Rki

�

�

�

�3.2

donde el significado de estas variables se explica en la figura 3.1. Esta figura
muestra dos cuerpos i, k cuya separación mínima entre las fronteras Γi⋆, Γk⋆

es gikN y está definida por los puntos X e Y , mientras que la dirección normal
y tangencial está definida por los vectores unitarios Rki y T ki. La función
gap gikN (X) tiene que satisfacer la restricción unilateral, gikN ≥ 0 (condición de
impenetrabilidad). Por tanto, la frontera de contacto Γ⋆c para ambos cuerpos
3está definida por:

Γi⋆c ≡ X

Γk⋆c ≡ Y

}

: gikN ≥ 0
�

�

�
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Nótese que Γi⋆c ≡ Γk⋆c , ya que es común a ambos cuerpos. Para el caso
de cuerpos rígidos y redondeados, Γ⋆c consiste en un único punto. El resto de
fronteras de la figura 3.1 son las correspondientes a la condición de tensiones
Γ⋆t y de desplazamientos prescritos Γ⋆u. Para cada cuerpo, estas tres fronteras
satisfacen:

Γ⋆u ∩ Γ⋆t ∩ Γ⋆c = ∅ ; Γ⋆u ∪ Γ⋆t ∪ Γ⋆c = Γ⋆
�

�

�

�3.4

Ωi⋆

Rki
T ki

Y

Xi©

k©

|
{z

}gik
N

Γi⋆
σ

Γi⋆
u

Γi⋆
c

Γk⋆
σ

Γk⋆
u

Γk⋆
c

Ωk⋆

Figura 3.1: Contacto entre dos cuerpos i y k. Ptos. de contacto X e Y , proyección
de mínima distancia gik

N , vectores unitarios a la superfície de contacto y partición
de las fronteras Γ⋆

Comentario 3.1.1. El contacto evita que dos puntos interiores cualquiera
de los cuerpos Ωi⋆ y Ωk⋆ ocupen físicamente la misma posición en el espacio.
Para los puntos de la frontera, Ωi⋆ y Ωk⋆, podrían ocuparla siempre que la
distancia mínima entre sus fronteras sea mayor o igual a cero.
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Dados dos cuerpos i, k en contacto, éstos pueden desplazarse paralela-
mente al plano de contacto en Γ⋆c . Por tanto, es posible definir una variable
adicional gikT que cuantifique dicho movimiento como:

gikT (X) =
[
qi(X) + ui(X) − qk

(
Y (X)

)
− uk

(
Y (X)

)]t
T ki

�

�

�
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donde ui(X) and uk
(
Y (X)

)
son los desplazamientos de los puntos de con-

tacto entre los instantes t0 y t1.

Comentario 3.1.2. El contacto tangencial restringe geométricamente el
desplazamiento relativo entre cuerpos al plano tangencial del punto de con-
tacto en el que interactúan.

Físicamente, la interacción por contacto entre dos cuerpos i, k se define
por medio de la fuerza f ikc , figura 3.2, cuya expresión vectorial es:

f ikc = f ikcN Rik + f ikcT T ik
�

�

�

�3.6

donde f ikcN y f ikcT son las componentes de la fuerza de contacto en la dirección
normal y tangencial. La fuerza de contacto es una fuerza de tipo interno y
verifica el principio de acción–reacción, lo que implica: f ikc = −fkic .

Rki
T ki

Y
Γk⋆

c k©

fki
cT

fki
cN

Γi⋆
c Xi©

f ik
cT

f ik
cN

Figura 3.2: Interacción entre cuerpos en contacto definida por medio de la fuerza
de contacto de componentes f ik

cN Rik, f ik
cT T ik. Se han separado los cuerpos para

facilitar la representación de las fuerzas

Las condiciones de Kuhn–Tucker indican las restricciones que han de
cumplir los gaps y las componentes de f c para el contacto normal y tangen-
cial. Para caso normal, estas condiciones se resumen en:

Condiciones de Kuhn–Tucker contacto normal

gikN ≥ 0 ; f ikcN ≥ 0 ; f ikcN gikN = 0 ; f ikcN ġikN = 0
�

�

�

�3.7
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La primera condición implica que la distancia mínima entre las fronteras
Γ⋆i y Γ⋆k de dos cuerpos i y k ha de ser siempre mayor o igual a cero. La
segunda indica que la fuerza de contacto ha de ser de compresión. La tercera
es la “condición complementaria”, lo que significa que en contacto gikN = 0,
f ikcN 6= 0, y en ausencia de contacto gikN 6= 0, f ikcN = 0. Finalmente, la cuarta
es la “condición persistente”, que implica que la velocidad de penetración
entre cuerpos ha de ser nula. Desde el punto de vista energético, la condi-
ción complementaria posee unidades de energía (fuerza por desplazamiento),
mientras que la persistente de potencia (fuerza por velocidad). Por tanto, co-
mo se muestra en la ecuación 3.8 las fuerzas de contacto no crean ni trabajo
ni potencia.

“Condición complementaria” = f ikcN gikN = 0 → Energía nula

“Condición persistente” = f ikcN ġikN = 0 → Potencia nula
�

�

�
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En este trabajo el comportamiento de f cT se ha modelado por medio del
modelo friccional de Coulomb. Dicho modelo distingue dos tipos de compor-
tamiento tangencial: contacto tipo stick (pegado), no se produce un despla-
zamiento relativo entre cuerpos paralelamente a la superficie de contacto y
contacto tipo slip (deslizante), se produce desplazamiento relativo. Ambos
tipos de comportamiento están gobernados en el contacto entre cuerpos i, k
por condiciones de Kuhn–Tucker para contacto tangencial:

Condiciones de Kuhn–Tucker contacto tangencial

Φik =
∣
∣
∣f ikcT

∣
∣
∣− µf ikcN ≤ 0 ; gikT ≥ 0 ; gikT Φik = 0

�

�

�
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La primera condición implica que el desplazamiento comienza cuando se
cumple la condición Φik = 0, siendo Φik la función de deslizamiento. La
figura 3.3 muestra un bloque i sobre una superficie rugosa k, donde el desli-
zamiento se produce cuando la fuerza tangencial f ikcT iguala a la de fricción
µf ikcN , fuerza proporcional a f ikcN a través del coeficiente de fricción3 µ. En
este caso se cumple Φik = 0, lo que implica que se produce el desplaza-
miento del bloque gikT 6= 0 y adquiere velocidad ġikT 6= 0. El caso contrario
Φik < 0 se caracteriza por ausencia de movimiento.Nótese que la fuerza de
reacción en la base es f cT . La segunda condición implica que el movimiento
relativo entre cuerpos gikT se produce en la dirección de la fuerza tangencial.
La última condición asegura que valores nulos de gikT están asociados con
movimiento tangencial nulo, contacto tipo stick Φik < 0. Mientras que los
positivos son indicativos de deslizamiento entre cuerpos, contacto tipo slip y
están asociados a Φik = 0.

3Ver tabla 3.1 para los valores más usuales de µ
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k©

µf ik
cNf ik

cT

gik
T = ġik

T = 0 gik
T 6= ġik

T 6= 0

f ik
cT

f ik
cNf ik

cT
f ik

cN

Φik = 0 SlipΦik < 0 Stick

i©

k©

i©

Figura 3.3: Deslizamiento de un bloque sobre una superfície rugosa. El desliza-
miento se produce (slip) cuando la fuerza tangencial fcT supera a la friccional µf ik

cN .
En esta situación Φik = 0, gik

T 6= 0 y ġik
T 6= 0. En el caso contrario no se produce

movimiento, caso stick Φik < 0. Nótese que para stick la fuerza de reacción en la
base es f ik

cT

Material µ

Hormigón–hormigón 0.50–1.00
Hormigón–arena 0.35–0.60
Metal–madera 0.30–0.65
Acero-acero 0.20–0.80
Madera-acero 0.50–1.20

Tabla 3.1: Valores del coeficiente de fricción µ para el contacto entre varios mate-
riales
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3.2 Algoritmos de contacto

En este apartado se exponen dos de los métodos (algoritmos de contac-
to) más utilizados para forzar la condición de impenetrabilidad y modelar el
contacto tangencial entre cuerpos. Como se ha indicado en el apartado an-
terior, la impenetrabilidad entre cuerpos se fuerza a través de la fuerza f ikc .
Los algoritmos de contacto proporcionan distintos métodos para la obtención
de dicha fuerza y cumplir las condiciones de Kunh–Tucker. En resumen, un
problema de contacto fuerza las siguientes condiciones:

Si gikN < 0 (No hay contacto). Entonces:

f ikcN = 0 y ġikN 6= 0

Si gikN = 0 (Contacto). Entonces:

Contacto Normal:

f ikcN ≥ 0 ; gikN ≥ 0 ; f ikcN gikN = 0 ; f ikcN ġikN = 0

Contacto Tangencial:

Φik =
∣
∣f ikcT

∣
∣− µf ikcN ≤ 0 ; gikT ≥ 0 ; gikT Φik = 0

Tabla 3.2: Resumen de las condiciones impuestas en un problema de contacto

En los siguientes subapartados se exponen y se formulan bajo el MED
los algoritmos de contacto más utilizados: método de los multiplicadores de
Lagrange y método del Penalty.

3.2.1. Método de los multiplicadores de Lagrange

La segunda de las ecuaciones de gobierno del MED relaciona para cada
cuerpo i, la variación temporal de la cantidad de movimiento ṗi con la resul-
tante total de la fuerza de contacto f ic a través de la derivada con respecto
a qi de la función hamiltoniana:

ṗi = −
∂H(q,p, t)

∂qi
= f ic =

nbd∑

k=1
k 6=i

f ikc

�

�

�

�3.10
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λN

gN

gN

Método del Penalty

u2u1

u2u1

KNgNKNgN

KN

Multiplicadores de Lagrange

λNf

f

Figura 3.4: Algoritmos de contacto. Multiplicadores de Lagrange (sup.), Método
del Penalty (inf.)

El método de los multiplicadores de Lagrange obtiene la expresión de la
fuerza de contacto f ikc entre dos cuerpos i y k, tal que se cumple de manera
exacta la condiciones de Kuhn–Tucker. Para ello, se plantea las ecuaciones
del MED con las siguientes restricciones:

q̇i =
∂H(q,p, t)

∂pi
= M−1

i pi

ṗi = −
∂H(q,p, t)

∂qi
= f ic =

nbd∑

k=1
k 6=i

f ikc







→
Sujeto a: gikN ≥ 0 ; gikT ≥ 0
Para i = 1, . . . , nbd

�

�

�

�3.11

Estas restricciones se implementan en las ecuaciones de gobierno por
medio de la función hamiltoniana modificada H⋆:

H⋆(q,p, λN , λT , t) = H(q,p, t) +

nbd∑

i=1

nbd∑

k=1
k 6=i

(λikNg
ik
N + λikT g

ik
T )

�

�

�

�3.12

Por cada contacto se añaden dos nuevas incógnitas: λikN y λikT . Si se ana-
liza dimensionalmente H⋆(q,p, λN , λT , t), los términos λikNg

ik
N , λikT g

ik
T tienen

dimensiones de potencial y los multiplicadores λikN , λikT de fuerzas. Se de-
muestra que el funcional H⋆(q,p, λN , λT , t) es convexo, luego su solución es
un punto de silla, mínimo para la variable desplazamiento y máximo para
λikN , λikT .
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Para facilitar la comprensión sobre el funcionamiento de este algoritmo se
presenta un ejemplo sencillo, figura 3.5. Éste consiste en un cuerpo elástico
estático, representado por medio de un resorte de 1 grado de libertad q
(desplazamiento horizontal del extremo derecho), que entra en contacto con
una frontera rígida vertical.

gN0 = −1q̄ = 2
K = 2

Figura 3.5: Ejemplo básico de aplicación de los algoritmos de contacto

El resorte posee una rigidez K = 2 y está sujeto a un desplazamiento
prescrito de valor q̄ = 2 en su extremo izquierdo con un desplazamiento
incógnita en su extremo derecho que está inicialmente a una distancia gN0 =
−1 del obstáculo. Por tanto, el potencial almacenado en el resorte viene dado
por:

V(q) =
K

2
(q − q̄)2 = (q − 2)2

�

�

�

�3.13

y la función gap es:

gN (q) = q + gN0 = q − 1
�

�

�

�3.14

que da lugar al siguiente funcional H⋆(q, λN ):

H⋆(q, λN ) = V(q) + λNgN = (q − 2)2 + λN (q − 1)
�

�

�

�3.15

Donde λN ≥ 0 es la fuerza de contacto desarrollada en el extremo dere-
cho del resorte. La figura 3.6 muestra el valor del funcional H⋆(q, λN ) con
respecto a las variables q y λN . En dicho funcional se aprecia un punto de
silla (solución del problema) para λN = 2 y q = 1.

Una vez definida la función H⋆(q,p, λN , λT , t), la solución del problema
se obtiene a través de las ecuaciones de gobierno del MED:

∂H⋆(q, λN )

∂q
= 2(q − 2) + λN = 0

−
∂H⋆(q, λN )

∂λN
= (q − 1) = 0







; Tal que: gN ≥ 0
�

�

�

�3.16

donde la solución del sistema es: q = 1 y λN = f cN = 2.
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H⋆

λNq

•

Pto. Silla

H⋆

40

20

0

4

0

-44

0

-4

Figura 3.6: Funcional energía H⋆(q, λN ). Multiplicadores de Lagrange

Formulación general

A continuación se formulan las ecuaciones del MED para un sistema de
nbd cuerpos que interactúan por contacto bajo el método de los multipli-
cadores de Lagrange. Para ello, las restricciones de contacto se introducen
en la función hamiltoniana H(q,p, t), obteniendo la función hamiltoniana
modificada H⋆(q,p, λN , λT , t):

H⋆(q,p, λN , λN , t) = H(q,p, t) +

nbd∑

i=1

nbd∑

k=1
k 6=i

(λikNg
ik
N + λikT g

ik
T )

�

�

�

�3.17

Como se introducen dos nuevas variables λikN y λikT por cada contacto
entre cuerpos i y k, se obtiene un problema mixto en el que además de
las coordenadas generalizadas entran en juego como incógnitas adicionales
los multiplicadores de Lagrange. Por tanto, las ecuaciones de gobierno del
problema a integrar en el tiempo son las siguientes:

q̇i =
∂H⋆(q,p, λN , λT , t)

∂pi
;

∂H⋆(q,p, λN , λT , t)

∂λikN
= 0

ṗi = −
∂H⋆(q,p, λN , λT , t)

∂qi
;

∂H⋆(q,p, λN , λT , t)

∂λikT
= 0







Para i = 1, . . . , nbd
k = i+ 1, . . . , nbd

�

�

�

�3.18

Observaciones:

La dimensión del sistema de ecuaciones no lineales (ecuaciones de go-
bierno) con contacto es mucho mayor que sin contacto.
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Aparición de elementos nulos en la diagonal de la matriz de rigidez
tangente, por lo que se producen problemas de mal condicionamiento.

3.2.2. Método del Penalty

El método del Penalty disfruta de la particular ventaja de que no se
introducen nuevas incógnitas en el funcional H⋆(q,p, t), ya que las restric-
ciones de contacto se formulan únicamente en función de las coordenadas
generalizadas. A cambio se fuerzan de manera aproximada las restricciones
de contacto.

Físicamente hablando, consiste en la introducción en la dirección normal
y tangencial al plano de contacto entre cuerpos i, k de unos resortes elásticos
de rigidez KN y KT respectivamente (parámetros de penalty). Dichos resor-
tes fuerzan aproximadamente la separación y controlan el desplazamiento
tangencial entre cuerpos. Para formular este método en MED se plantea el
siguiente problema:

q̇i =
∂H(q,p, t)

∂pi
= M−1

i pi

ṗi = −
∂H(q,p, t)

∂qi
= f ic =

nbd∑

k=1
k 6=i

f ikc







→
Sujeto a: gikN ≈ 0 ; gikT ≈ 0
i = 1, . . . , nbd

�

�

�

�3.19

Estas aproximaciones se introducen en las ecuaciones por medio de la
función hamiltoniana modificada H⋆(q,p, t):

H⋆(q,p, t) = H(q,p, t) +

nbd∑

i=1

nbd∑

k=1
k 6=i

1

2
(KN (gikN )2 +KT (gikT )2)

�

�

�

�3.20

donde los términos
1

2
KN (gikN )2 y

1

2
KT (gikT )2 es el potencial generado en el

contacto de dos cuerpos i, k por los resortes en la dirección normal y tan-
gencial. Aplicando las ecuaciones 3.19 a la función H⋆(q,p, t), se obtienen
las siguientes ecuaciones:

q̇i =
∂H⋆(q,p, t)

∂pi
= M−1

i pi

ṗi = −
∂H⋆(q,p, t)

∂qi
= f ic =

nbd∑

k=1
k 6=i

f ikc







Sujeto a: gikN ≈ 0 ; gikT ≈ 0
i = 1, . . . , nbd

�

�

�

�3.21
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donde f ikc es la fuerza de contacto ejercida por lo resortes elásticos:

f ikc = KNg
ik
NRik +KT g

ik
T T ik

�

�

�

�3.22

La solución proporcionada por las ecuaciones 3.21 satisface de manera
aproximada las condiciones de contacto (Kunh–Tucker) y es dependiente de
la elección de los parámetros de penalty. Dichas condiciones se cumplen de
manera exacta cuando el valor de estos dos parámetros tienden a infinito.

Para comprender el funcionamiento de este algoritmo se retoma el ejem-
plo de la figura 3.5. En este caso el funcional H⋆(q,p, t) adquiere la siguiente
forma:

H⋆(q) = (q − 2)2 +
1

2
KN (q − 1)2

�

�

�

�3.23

Y las ecuaciones de gobierno del problema son:

∂H⋆(q)

∂p
= 0

−
∂H⋆(q)

∂q
= 2(q − 2) +KN (q − 1)







; Tal que: gN ≈ 0
�

�

�

�3.24

donde la solución del sistema (dependiente deKN ) es: q = (4+KN )/(2+KN )
y por tanto f cN = KNgN = KN [(4 +KN )/(2 +KN ) − 1].

Si se dibuja el funcional H⋆(q) en función de q para varios valores de
KN = 1, 10, 50, 100 (figura 3.7), se observa que la solución aproximada (•),
mínimo de H⋆(q), tiende a la solución exacta (◦) conforme se incrementa el
valor de KN . Si se hace el límite de la solución: ĺım

KN→∞
q = 1 y ĺım

KN→∞
f cN =

2, se obtiene la misma solución que la proporcionada por el método de los
multiplicadores de Lagrange, ya que en este caso se tiende al cumplimiento
exacto de las condiciones de Kunh–Tucker.

Formulación general

A continuación se formulan las ecuaciones del MED para un sistema de
nbd cuerpos que interactúan por contacto a través del método del Penalty.
Para ello, las restricciones de contacto se introducen en la función hamilto-
niana H(q,p, t), obteniendo la función modificada H⋆(q,p):

H⋆(q,p) = H(q,p) +

nbd∑

i=1

nbd∑

k=1
k 6=i

1

2
(KN (gikN )2 +KT (gikT )2)

�

�

�

�3.25

La solución del problema se obtiene a través de las ecuaciones de gobierno:
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KN = 1000 “ ”
KN = 100 “ ”
KN = 50 “ ”
KN = 10 “ ”
KN = 1 N/m

•

•

••◦

q

H
⋆
(q

)

1.2510.75

2

1.5

1

0.5

Figura 3.7: Funcional energía H⋆(q) bajo el método del Penalty. Convergencia de
la solución aproximada (•) a la exacta (◦) al incrementar KN

q̇i =
∂H⋆(q,p)

∂pi

ṗi = −
∂H⋆(q,p)

∂qi







Para i = 1, . . . , nbd
�

�

�

�3.26

Observaciones:

El tamaño del sistema de ecuaciones lineales del problema con contacto
permanece inalterado con respecto al correspondiente sin contacto.

Contacto dependiente de los parámetros KN y KT .

Dificultad en la elección de los parámetros de penalty. Valores eleva-
dos aproximan las condiciones de contacto, pero la linealización de las
ecuaciones de gobierno produce una matriz de rigidez tangente de ele-
vado número de condicionamiento.

3.3 Implicaciones energéticas de los algoritmos de

contacto

En este apartado se estudia el efecto de los algoritmos de contacto en
la conservación–disipación de energía. En la ecuación 3.8 se ha demostrado
que las condiciones complementaria y persistente de Kuhn–Tucker pueden
ser interpretadas como condiciones de tipo energético, ya que implican que
tanto el trabajo como la potencia de las fuerzas de contacto han de ser nulas.
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La figuras 3.8 y 3.9 muestran gráficamente las condiciones de Kuhn–
Tucker para contacto normal y tangencial respectivamente bajo el método
de los multiplicadores de Lagrange (izqda.) y del Penalty (drcha.). Los mul-
tiplicadores de Lagrange, figuras 3.8 y 3.9 (izqda.), fuerzan la restricción de
contacto de manera exacta, gN = 0, ġN = 0 para contacto normal y gT = 0,
ġT = 0 para contacto tangencial tipo stick, de manera que se cumple que en
contacto los gaps son cero pero f c no es nula. Para el método del Penalty,
figuras 3.8 y 3.9 (drcha.), la condiciones de Kuhn–Tucker se fuerzan de ma-
nera aproximada: gN ≈ 0, ġN ≈ 0, gT ≈ 0, ġT ≈ 0, permitiendo una cierta
penetración. Esta situación da lugar a que las fuerzas de contacto no sean
nulas para gN 6= 0 y gT 6= 0.

El área encerrada por cada gráfica de las figuras 3.8 y 3.9 representa el
trabajo y la potencia realizadas por las fuerzas de contacto. Para el método
de los multiplicadores de Lagrange el área es nula y por tanto el trabajo
y la potencia so nulas. En cambio, para el método del Penalty, el área no
es nula, lo que implica que las fuerzas de contacto realizan trabajo. Dicho
trabajo consiste en la transferencia de energía de las masas en contacto–
resorte elástico. Este resorte elástico es un artificio por el cual se aproxima
la condición de impenetrabilidad y no existe como tal en el problema real.
Por tanto, se ha de considerar que esta transferencia de energía masa–resorte
elástico es artificial.

Como se ha indicado en los apartados anteriores, los parámetros KN y
KT controlan la aproximación de las condiciones de Kuhn–Tucker. Desde
el punto de vista energético disminuyen la transferencia artificial de energía
masa–resorte elástico, tal y como se muestra por la disminuación del área
encerrada en las figuras 3.8 y 3.9 (drcha.).

Comentario 3.3.1. A la vista del análisis realizado en estos apartados, el
método del Penalty presenta un menor coste computacional. A cambio no
satisface plenamente la restricción de impenetrabilidad y produce una trans-
ferencia artificial de energía cuerpo–resorte elástico. Estos inconvenientes
atenúan aumentando el valor de los parámetros de penalty hasta límites que
no produzcan problemas de condicionamiento numérico.

3.4 Leyes de conservación

En este apartado se analizan y se obtienen las leyes por las que se con-
servan ciertas propiedades de las ecuaciones del MED bajo la acción del
contacto: conservación del momento lineal ptot, momento angular J tot y
conservación–disipación de energía E total. Este análisis será el punto de re-
ferencia que permitirá construir las ecuaciones de conservación sobre las que
se basa ACEM.
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m

f cN

KN

KN gN , ġN

gN , ġNgN , ġN

f cN f cN

Figura 3.8: Representación gráfica de las condiciones de Kuhn–tucker para con-
tacto normal. Multiplicadores de Lagrange (izqda.) y método del Penalty (drcha.)

m

gT , ġT

f cT
KT

gT , ġT

Φ

gT , ġT

Φ

KT

Figura 3.9: Representación gráfica de las condiciones de Kuhn–tucker para con-
tacto tangencial no deslizante. Multiplicadores de Lagrange (izqda.) y método del
Penalty (drcha.)
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3.4.1. Conservación del momento lineal total

Para el caso de un cuerpo rígido i y en ausencia de fuerzas exteriores
f iext = 0, el balance del momento linea dpi/ dt está dado por la segunda de
las ecuaciones de gobierno del MED y es igual a la resultante de fuerzas de
contacto f ic generadas por los nbd − 1 cuerpos restantes:

dpi

dt
= f ic =

nbd∑

k=1
k 6=i

f ikc

�

�

�

�3.27

Para un sistema compuesto por nbd cuerpos, el balance del momento
lineal total ptot es igual a la suma del balance de cada cuerpo e igual a la
resultante de todas las fuerzas de contacto:

dptot

dt
=

nbd∑

i=1

dpi

dt
=

nbd∑

i=1

f ic =

nbd∑

i=1

nbd∑

k=1
k 6=i

f ikc

�

�

�

�3.28

donde f ikc es la fuerza de contacto transmitida del cuerpo i al k, f ikc = 0
si no hay contacto. El principio de acción–reacción verifica: f ikc = −fkic ,
anulándose el término derecho de la ecuación 3.28 y por tanto el momento
lineal total ptot se conserva.

Corolario 3.4.1. Para cada contacto, siempre se verifica f ikc = −fkic (prin-
cipio de acción–reacción). Por lo que en ausencia de fuerzas exteriores, la
resultante de fuerzas internas actuantes sobre los cuerpos en contacto es nula
y por tanto se conserva el momento lineal total.

La figura 3.10 (izqda.) representa la conservación del momento lineal
total ptot para un sistema de dos cuerpos i, k en tres instantes de tiempo:
antes del contacto tn−1, durante el contacto tn y después del contacto tn+1.
En ausencia de fuerzas exteriores, el vector de momento lineal total ptot

permanece constante durante los tres instantes, ya que por el ppo. de acción-
reacción, las componentes normales y tangenciales de las fuerzas de contacto
son iguales y opuestas, figura 3.10 (drcha.). Por tanto, la resultante total de
las fuerzas actuantes es nula y ptot es constante.

3.4.2. Conservación del momento angular total

El producto vectorial de la segunda de las ecuaciones de gobierno por qi,
junto al principio de acción y reacción proporcionan el balance de momento
angular dJ

i/ dt de un cuerpo i en contacto. Dicho balance expresa que en
ausencia de fuerzas exteriores f iext = 0, la variación de momento angular es
igual a la acción del momento de la fuerza de contacto, ecuación 3.29.
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i©

tn tn+1

i©

k©

f ik
cT

k©

k©

pk
n+1

k©

pk
n−1

f ik
cN

fki
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f ki
cT

i©

ptot
n

i©

pi
n−1

ptot
n−1 ptot

n+1

pi
n+1

tn−1

Figura 3.10: Conservación del momento lineal total ptot antes, durante y después
del contacto (izqda.). Fuerzas de contacto entre cuerpos, iguales y en sentido opuesto
(drcha.)
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dJ
i

dt
= ṗi × qi =

nbd∑

k=1
k 6=i

f ikc × qi =

nbd∑

k=i+1

f ikc × (qi − qk)
�

�

�

�3.29

Empleando las ecuaciones 3.2 y 3.6 se puede expresar este balance en
función de gik

N
y de las componentes normales y tangenciales de la fuerza de

contacto, ecuación 3.30.

dJ i

dt
=

nbd∑

k=i+1

(

f ikcN Rik + f ikcT T ik
)

× gikN Rik
�

�

�

�3.30

Para un sistema de nbd cuerpos, el balance de momento angular total es
igual a la suma del balance de cada cuerpo, ecuación 3.31.

dJ tot

dt
=







nbd∑

i=1

ṗi × qi =

nbd∑

i=1

nbd∑

k=1
k 6=i

f ikc × qi =

nbd∑

i=1

nbd∑

k=i+1

f ikc × (qi − qk)

nbd∑

i=1

nbd∑

k=i+1

(

f ikcN Rik + f ikcT T ik
)

× gikN Rik

�

�

�

�3.31

En esta última ecuación se verifica que los vectores f ikcN Rik y gikN Rik

son paralelos, por lo que su producto vectorial es cero. Adicionalmente, el
producto f ikcTg

ik
NT ik ×Rik también es nulo, ya que en contacto gikN = 0 y por

tanto el momento angular total J tot se conserva.

Corolario 3.4.2. La colinealidad de la componente normal de la fuerza de
contacto con la dirección de mínima distancia gikN Rik y las condiciones de
Kunh–Tucker provocan la conservación del momento angular para un sistema
de nbd cuerpos en contacto.

La figura 3.11 (sup.) representa la conservación del momento angular
total para un sistema de dos cuerpos en tres instantes de tiempo: antes de
contacto tn−1, durante el contacto tn y después del contacto tn+1. En ausen-
cia de fuerzas exteriores, el vector de momento lineal total J tot permanece
constante durante los tres instantes debido al principio de acción–reacción y
a la condición de impenetrabilidad entre cuerpos, figura 3.11 (inf.) .

3.4.3. Balance de energía total, conservación–disipación

En ausencia de fuerzas exteriores f iext = 0, el balance de energía dE
i/ dt

de un cuerpo i debido al contacto se obtiene a través de la suma del producto
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Figura 3.11: Conservación del momento angular total J
tot antes, durante y des-

pués del contacto
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de ṗi t por la primera ecuación de gobierno del MED más el producto de −q̇i t

por la segunda ecuación, dando lugar a la siguiente ecuación:

ṗi tq̇i = ṗi t M−1
i pi

+

−q̇i tṗi = −q̇i tf ic






→ ṗi tM−1

i pi
︸ ︷︷ ︸

dE
i

dt

− q̇i tf ic
︸ ︷︷ ︸

dEfi
c

dt

= 0
�

�

�

�3.32

Esta ecuación es un balance de potencias, donde el primer término es la
evolución temporal de la energía del cuerpo4 i, mientras que el segundo es
la debida a la fuerza de contacto f ic. Este balance puede ser extendido a un
sistema compuesto por nbd cuerpos:

nbd∑

i=1

ṗi t M−1
i pi −

nbd∑

i=1

nbd∑

k=1
k 6=i

q̇i tf ikc = 0
�

�

�

�3.33

Teniendo en cuenta el principio de acción–reacción, la anterior ecuación se
transforma en:

nbd∑

i=1

ṗi t M−1
i pi

︸ ︷︷ ︸

dE

dt

−

nbd∑

i=1

nbd∑

k=i+1

(q̇i − q̇k)tf ikc

︸ ︷︷ ︸

dEc

dt

= 0
�

�

�

�3.34

El resultado es una ecuación de potencias global, donde el primer término
expresa el balance de energía total del sistema de nbd cuerpos, mientras el
segundo es la contribución debida a las fuerzas de contacto. Este último
término se puede expresar en función de las componentes normales y tan-
genciales de las fuerzas de contacto (ecuación 3.6) y de la derivada temporal
gik

N
(ecuación 3.2):

dEc

dt
=

nbd∑

i=1

nbd∑

k=i+1

[

f ikcN ġikN + f ikcT (q̇i − q̇k)tT ik
] �

�

�

�3.35

Esta término expresa que la variación temporal de energía asociada al
contacto es igual potencia generada por la componente de contacto normal
f ikcN ġikN más la correspondiente a la tangencial, f ikcT

(
q̇i − q̇k

)
T ik. El contacto

normal cumple f ikcN ġikN = 0, cuarta condición de Kuhn–Tucker, mientras que
para el contacto tangencial se verifica que f ikcT

(
q̇i − q̇k

)
T ik = 0 (no hay

desplazamiento relativo entre cuerpos) para el caso no deslizante stick y

4En ausencia de fuerzas exteriores, la única energía de un cuerpo rígido es de tipo
cinético
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f ikcT
(
q̇i − q̇k

)
T ik > 0 para el contacto deslizante slip. Por tanto, la energía

se conserva para el caso stick, mientras que decrece para el slip.
Bajo el método del Penalty, la potencia asociada con el término normal

f ikcN ġikN como con la tangencial asociada al caso stick f ikcT
(
q̇i − q̇k

)
T ik no

son nulas, lo que implica que la energía E varía debido a la transferencia
artificial cuerpo–resortes elásticos.

Corolario 3.4.3. En ausencia de fuerzas exteriores, la fuente de disipación
de energía de un sistema de nbd cuerpos en contacto se debe a la acción de
las fuerzas tangenciales f ikcTT ik. La energía se conserva para el caso stick
(no se produce desplazamiento relativo entre cuerpos), mientras que para el
caso slip, las fuerzas tangenciales realizan trabajo disipando monótonamente
la energía.
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4
Formulación del algoritmo de integración

temporal conservativo para el problema de
contacto sin fricción

En este capítulo se desarrolla un algoritmo de integración temporal con-
servativo en energía y momentos (ACEM) para el problema de contacto sin
fricción. Dicho algoritmo aproxima la dinámica del problema de contacto de
manera consistente. Para ello, se analiza cómo ACEM conserva los momen-
tos y energía total. En caso que no se conserve alguna de estas cantidades
de manera natural, se fuerza a su conservación mediante la construcción de
un “marco de ecuaciones de conservación”.

Como se ha demostrado en los apartados 1.3 y 3.3, el empleo del méto-
do del Penalty produce una transferencia artificial de energía cuerpo–resorte
elástico que modifica la respuesta dinámica del contacto, no siendo acorde con
la física. El método del Penalty es ampliamente usado por reducir de manera
considerable el número de incógnitas. A cambio, se produce un comporta-
miento anómalo que se atenúa escogiendo valores elevados de los parámetros
de penalty hasta límites que no produzcan problemas de condicionamiento
numérico. ACEM fuerza a que la energía artificial transferida cuerpo–resorte
elástico sea recuperada mediante la adición de energía adicional. Esta energía
es calculada mediante el marco de ecuaciones de conservación y se introduce
en el cuerpo a través de la modificación de la dinámica y de la cinemática
del contacto. Consiguiendo que la respuesta sea consistente con al física del
contacto sin fricción.

La formulación de ACEM ha de ser implícita, ya que se fuerza mejor la
condición de impenetrabilidad al tener en cuenta la restricción de contacto
tanto en el instante actual n como en el siguiente n + 1. Además, permiten
formular el marco de ecuaciones de conservación cuyos términos tienen en
cuenta el balance de energía debida al contacto.

La estructura del capítulo es la siguiente: primero se formulan las ecuacio-
nes de ACEM, haciendo especial hincapié en su funcionamiento a través de la
modificación dinámica y cinemática del contacto. Posteriormente se formula
el marco de ecuaciones conservación, que permite obtener la ecuación de ba-
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lance de energía que fuerza la respuesta consistente de ACEM. Y finalmente,
se analiza el método del Penalty mejorado obtenido como consecuencia de
la construcción del marco de ecuaciones de conservación.

4.1 Formulación de ACEM para el problema de con-

tacto sin fricción

4.1.1. Introducción

Partiendo discretización espacial de las ecuaciones de gobierno del MED
(ecuaciones 4.1, izqda.) ya expuestas en el capítulo 2, en este apartado se
procede a la discretización temporal de dichas ecuaciones. Para ello, ACEM
se desarrolla a partir del integrador conservativo en momentos y energía de
Simo–Tarnow [STW92] (ecuaciones 4.1, drcha.), que es una discretización en
el tiempo de un sistema hamiltoniano continuo. En este integrador, el primer
conjunto de ecuaciones relacionan posiciones qin, qin+1 y momentos lineales
pin, pin+1 de un cuerpo i en los instantes n y n+ 1, mientras que el segundo
es una aproximación discreta de la segunda ley de Newton en n+ 1/2:

q̇i = M−1
i pi

ṗi = f iext + f icN







→

qin+1 − qin

∆t
= M−1

i pin+1/2 = M−1
i

pin + pin+1

2

pin+1 − pin

∆t
= f iext n+1/2 + f icN n+1/2







�

�

�

�4.1

donde f iext n+1/2 y f icN n+1/2 son las resultantes discretas de la fuerza exte-

rior f iext y de la fuerza de contacto f icN actuante sobre el cuerpo i en n+1/2
y ∆t es el incremento de tiempo entre n y n+ 1. En ausencia de fuerzas ex-
teriores f iext n+1/2 = 0, la acción del integrador temporal se muestra en la
figura 4.1, donde se obtiene qn+1 y pn+1 a partir de la acción del momento
lineal pn+1/2 y de la fuerza de contacto f cN n+1/2 calculados en n+ 1/2.

El balance de energía entre n y n+1, ecuación 4.2, se obtiene a partir de
la suma del producto de la primera ecuación de 4.1 (drcha.) por (pin+1−pin)

t

más la segunda por −(qin+1 − qin)
t. La ecuación resultante indica que el

incremento de energía del cuerpo1
E
i
n+1 − E

i
n es igual al decremento de la

energía de la fuerza de contacto Efi
cNn+1

− Efi
cNn

.

1Para cuerpos rígidos y en ausencia de fuerzas exteriores, la única energía del cuerpo
es la cinética

68



4.1. FORMULACIÓN DE ACEM PARA EL PROBLEMA DE
CONTACTO SIN FRICCIÓN

i

n+ 1n+ 1/2n

pi
n+1

f i
c n+1

pi
n+1/2

f i
c n+1/2

pi
n

f i
c n

i
i

Figura 4.1: Integrador de Simo–Tarnow, obtención de qn+1 y pn+1 a partir de la
acción de un momento lineal pn+1/2 y fuerza de contacto fcN n+1/2 calculada en
el instante n+ 1/2

(pin+1 − pin)
t

qin+1 − qin

∆t
= (pin+1 − pin)

tM−1
i pin+1/2

+

−(qin+1 − qin)
t pin+1 − pin

∆t
= −(qin+1 − qin)

tf icN n+1/2







≡ (pin+1 − pin)
tM−1

i pin+1/2
︸ ︷︷ ︸

E
i
n+1−Ei

n

− (qin+1 − qin)
tf icN n+1/2

︸ ︷︷ ︸

E
f i

cNn+1
−E

f i
cNn

= 0

�

�

�

�4.2

Para un sistema compuesto por nbd cuerpos el balance de energía total
será:

En+1−En =

nbd∑

i=1

(pin+1 − pin)
tM−1

i pin+1/2
︸ ︷︷ ︸

E
i
n+1−Ei

n

=

nbd∑

i=1

(qin+1 − qin)
tf icN n+1/2

︸ ︷︷ ︸

E
f i

cNn+1
−E

f i
cNn

= 0

�

�

�

�4.3

Comentario 4.1.1. El balance de energía del cuerpo es igual al trabajo reali-
zado por las fuerzas de contacto. Éste es nulo si se cumplen con exactitud las
condiciones de Kunh–Tucker, en caso contrario2 la energía no se conserva.

El método del Penalty verifica Efi
cNn+1

− Efi
cNn

6= 0, por lo que de esta
ecuación se desprende que la energía de la fuerza de contacto produce una
variación de la energía entre n y n+ 1.

2Como sucede con el método del Penalty
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4.1.2. Mejora conservativa

En este apartado se propone la modificación de las ecuaciones 4.1 (drcha.)
para forzar la conservación de la energía de un sistema de cuerpos en contacto
empleando el método del Penalty. Para ello, dados dos cuerpos rígidos i, k
en contacto, las ecuaciones 4.4 conservan los momentos y la energía total
añadiendo dos variables adicionales: un momento lineal pikcN n+1/2 y una

fuerza de contacto f ′ik
cN n+1/2 (el subíndice n+1/2 para pikcN n+1/2, f ikcN n+1/2

y f ′ik
cN n+1/2 se omite para facilitar la lectura). Si los cuerpos i y k no están

en contacto, pikcN , f ikcN y f ′ik
cN son nulos.

qin+1 − qin

∆t
= M−1

i

(

pin+1/2 +

nbd∑

k=1
k 6=i

pikcN

)

= M−1
i (pin+1/2 + picN )

pin+1 − pin

∆t
=

nbd∑

k=1
k 6=i

(f ikcN + f ′ik
cN ) = f icN + f ′i

cN







�

�

�

�4.4

Comentario 4.1.2. La mejora conservativa propuesta fuerza a la conser-
vación de energía del sistema de cuerpos mediante la modificación cinemá-
tica y dinámica del contacto. De esta modo, aunque se cumplan de manera
aproximada las condiciones de Kuhn–Tucker, la respuesta del cuerpo será
conservativa y consistente.

La figura 4.2 muestra la mejora de ACEM respecto al algoritmo de Simo–
Tarnow mediante la adición al cuerpo i de las resultantes de picN y f ′i

cN tal
que ajustan la solución a una respuesta conservativa.

n+ 1/2

f i
cN n+1

f i
cN n

f i
cN + f ′i

cN

pi
cN

pn

n+ 1n

i©

i©
pi

n+1/2

pi
n+1

i©

Figura 4.2: Mejora conservativa mediante la adición pi
cN y f ′i

cN tal que ajustan
la solución a una respuesta conservativa

Las variables f ′ik
cN y pikcN son incrementos entre n y n + 1 de la fuerza

de contacto y del momento lineal proporcionales a los parámetros ψik1N y
ψik2N (ecuaciones 4.5). En el apartado 4.2 se demostrará que para que las
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ecuaciones 4.4 proporcionen una solución conservativa, estos dos parámetros
han de estar relacionados entre sí por medio del marco de ecuaciones de
conservación. La variable KN es la rigidez del penalty, gikNn+1 y gikNn son los
gaps, y Rik

n+1/2 es el vector unitario, todas estas variables están definidas en
dirección normal a la superficie en el punto de contacto.

picN =

nbd∑

k=1
k 6=i

pikcN =

nbd∑

k=1
k 6=i

1

2
ψik2N Rik

n+ 1
2
Rik
n+ 1

2

t
(pin+1 − pin)

︸ ︷︷ ︸

proyección local

f ′i
cN =

nbd∑

k=1
k 6=i

f ′ik
cN =

nbd∑

k=1
k 6=i

1

2
ψik1N KN (gikNn+1 − gikNn) Rik

n+ 1
2







�

�

�

�4.5

La figura 4.3 muestra el significado físico de pikcN y f ′ik
cN para un conjunto

de cuerpos en contacto. Dichas variables modifican la cinemática y dinámica
del contacto ajustándola a una respuesta conservativa. Nótese que las fuerzas
de contacto cumplen el ppo. de acción y reacción, f ′ik

cN = −f ′ki
cN . Las variables

picN y f ′i
cN (vector discontinuo) son las resultantes de las fuerzas y de los

momentos lineales actuantes en un cuerpo i.
El contacto restringe el movimiento de los cuerpos a la superficie de

contacto. Por tanto, la variable pikcN , ver figura 4.4, ha de formularse en
coordenadas locales a dicha superficie y transformarse a globales por medio
del vector Rik

n+1/2, ecuación 4.5 (sup.). Es importante recalcar que pikcN 6=

pkicN , ya que cada cuerpo tiene una masa distinta.
La fuerza de contacto f ikcN (ecuación 4.6), se formula empleando la Deri-

vada Discreta de Gonzalez [Gon00], herramienta que proporciona una expre-
sión discreta que hereda las propiedades conservativas de su correspondiente
función continua.

f icN =

nbd∑

k=1
k 6=i

f ikcN =

nbd∑

k=1
k 6=i

V ik(gikNn+1) − V ik(gikNn)

gikNn+1 − gikNn
Rik
n+ 1

2

=

nbd∑

k=1
k 6=i

1

2
KN (gikNn+1 − gikNn) Rik

n+ 1
2

�

�

�

�4.6

donde V ik(gikNn+1) =
1

2
KN (gikNn+1)

2 y V ik(gikNn) =
1

2
KN (gikNn)

2 son los po-

tenciales de contacto del resorte del penalty.
La figura 4.5 muestra el funcionamiento de ACEM para el problema de

Signorini con un cuerpo i. Π1 representa la superficie de energía constante
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f ′k
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Figura 4.3: Variables adicionales f ik
cN y pik

cN , modificación de la cinemática y
dinámica del contacto ajustándola a una respuesta conservativa. Cuerpos separados
para facilitar la interpretación de la figura

Rik
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2

Rik
t
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1

2

(pn+1 − pn)
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R
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Figura 4.4: La variable adicional pik
cN actúa en la dirección Rik

n+ 1

2

, mediante la

proyección del incremento (pi
n+1 − pi

n) en tal dirección
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ANGULAR Y ENERGÍA. MARCO DE ECUACIONES DE

CONSERVACIÓN

∆E
i = E

i
n+1 − E

i
n = 0, lugar donde se ha de localizar cualquier solución

conservativa. Π2 es la superficie donde la energía del cuerpo más la energía
del resorte de penalty es constante. Por tanto, es el emplazamiento que re-
presenta la situación donde parte de la energía del cuerpo se transfiere al
resorte de penalty, lo que implica que ∆E

i < 0. Antes del contacto, instante
n, el par qin,p

i
n se encuentra sobre Π1. En n+ 1/2, se produce el contacto y

hay una transferencia artificial de energía al resorte de penalty (representada
por A) para aproximar la condición de impenetrabilidad. Por tanto, el par
q⋆in+1/2,p

⋆i
n+1/2 se encuentra sobre Π2. Por medio de B ACEM calcula picN y

f ′i
cN entre n y n + 1 de manera que desplaza el par q⋆in+1/2,p

⋆i
n+1/2 a Π1 en

n+ 1, aproximando además la condición de impenetrabilidad.

B ∆Epi
cN

+ ∆Ef ′i
cN

= 0

∆E
i < 0 A

Π1

Π2

qi
n, p

i
n

∆E
i = E

i
n+1 − E

i
n = 0

qi
n+1, p

i
n+1

q⋆i
n+1/2, p

⋆i
n+1/2

Figura 4.5: Π1 Superfície de energía del cuerpo constante ∆E
i = 0. Π2 Superfície

de energía del cuerpo + energía de contacto contante. A es la transferencia de
energía del cuerpo al penalty ∆E

i < 0. Por medio de B, ACEM calcula pi
cN and

f
′i
cN , desplazando q⋆i

n+1/2
,p⋆i

n+1/2
a Π1

4.2 Conservación discreta del momento lineal, an-

gular y energía. Marco de ecuaciones de conser-

vación

En este apartado se analizan las propiedades conservativas de ACEM
con respecto a los momentos y a la energía. Mediante la transformación de
las ecuaciones 4.4 se obtiene el marco de ecuaciones de conservación que
relaciona pikcN y f ′ik

cN para cada contacto.
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4.2.1. Balance discreto del momento lineal total

La segunda de las ecuaciones 4.4 expresa de manera discreta el balance
del momento lineal ∆pi/∆t en ausencia de fuerzas externas. Para un cuerpo
i, este balance es igual a la resultante de las fuerzas de contacto, f icN más
f ′i
cN , (ecuación 4.7 y figura 4.6); lo que significa que la variación discreta del

momento lineal es igual a la resultante de las fuerzas de contacto en n+1/2.

∆pi

∆t
=

pin+1 − pin

∆t
= f icN + f ′i

cN

�

�

�

�4.7

ipi
n

i

pi
n+1

i

f i
c n+1

tn tn+1/2 tn+1

f i
cN n

f i
cN + f ′i

cN

∆pi/∆t

Figura 4.6: Variación discreta del momento lineal para un cuerpo, igual a la acción
de la fuerzas de contacto en n+ 1/2

El balance total de momento lineal, ecuación 4.8, es la suma del corres-
pondiente para cada cuerpo y es igual a la resultante de las fuerzas de con-
tacto. La figura 4.7 muestra la variación del momento lineal de cada cuerpo y
el total para dos cuerpos i, k en contacto. Las fuerzas f ikcN+f ′ik

cN y fkicN+f ′ki
cN

son iguales y opuestas (ppo. acción–reacción) y ACEM modifica el momento
lineal de cada cuerpo por medio de ∆pi/∆t y ∆pk/∆t en n + 1/2, tal que
el vector ptot se conserva. Este hecho se verifica en la ecuación 4.8, el ppo.
de acción–reacción fuerza a que se anule el término derecho de la ecuación y
por tanto, ptotn+1 = ptotn .

ptotn+1 − ptotn

∆t
=

nbd∑

i=1

pin+1 − pin

∆t
=

nbd∑

i=1

(
f icN + f ′i

cN

)
=

nbd∑

i=1

nbd∑

k=1
k 6=i

(f ikcN + f ′ik
cN )

�

�

�

�4.8

4.2.2. Balance discreto del momento angular total

El balance discreto de momento angular ∆J i/∆t para un cuerpo i, se
obtiene a través del producto vectorial de la segunda de las ecuaciones 4.7
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f ik
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f ik
cN + f ′ik

cN

fki
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tn+1
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i
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n
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pk
n+1

i

∆pk/∆t

ptot
n+1

i
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k

fki
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f ik
cNn

fki
cNn+1

Figura 4.7: Conservación discreta del momento lineal. Como las fuerzas de con-
tacto son iguales y opuestas, el algoritmo calcula el incremento ∆pi/∆t, ∆pk/∆t
de cada cuerpo tal que el momento lineal total se conserva

por (qin+1 − qin). Este balance es igual al momento generado por las fuerzas
de contacto en n+1/2, tal y como se muestra tanto en la ecuación 4.9 como
en la figura 4.8:

(pin+1 − pin)

∆t
× (qin+1 − qin)







≡
J i
n+1 − J i

n

∆t

= (f icN + f ′i
cN ) × (qin+1 − qin)

=

nbd∑

k=1
k 6=i

(f ikcN + f ′ik
cN ) × (qin+1 − qin)

�

�

�

�4.9

donde J i es el momento angular para un cuerpo i. El balance total de J tot

es igual a la suma de los balances para cada cuerpo:

J tot
n+1 − J tot

n

∆t
=

nbd∑

i=1

(pin+1 − pin)

∆t
× (qin+1 − qin)

=

nbd∑

i=1

nbd∑

k=1
k 6=i

(f ikcN + f ′ik
cN ) × (qin+1 − qin)

�

�

�

�4.10
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tn

i

i

i f i
cN n+1

f i
cN + f ′i

cN

f i
cN n

J i
n

J i
n+1/2

J i
n+1

pi
n

pi
n+1/2

pi
n+1

qi
n

qi
n+1

∆J i/∆t

qi
n+1/2

tn+1tn+1/2

Figura 4.8: Variación discreta del momento angular para un cuerpo, igual a la
acción del momento la fuerzas de contacto en la configuración n+ 1/2

Empleando el ppo. de acción–reacción y la expresión discreta de gikN en
n+1/2: gikN n+1/2 Rik

n+ 1
2

= (qin+1−qin)− (qkn+1−qkn), se puede expresar este

balance en función de la penetración entre cuerpos:

J tot
n+1 − J tot

n

∆t







=

nbd∑

i=1

nbd∑

k=i+1

(f ikcN + f ′ik
cN ) ×

[
(qin+1 − qin) − (qkn+1 − qkn)

]

=

nbd∑

i=1

nbd∑

k=i+1

(f ikcN + f ′ik
cN ) × (gikN n+1/2 Rik

n+ 1
2
)

�

�

�

�4.11

La figura 4.9 muestra la evolución del momento angular total J tot de dos
cuerpos i, k en contacto entre los instantes n y n+1 mediante la modificación
en n+1/2 del momento angular de cada cuerpo. Para el contacto sin fricción
se verifica que los vectores f ikcN + f ′ik

cN y gikN n+1/2R
ik
n+ 1

2

son paralelos, ver

figura 4.10, por tanto el producto vectorial de la ecuación 4.11 es nulo y el
momento angular total se conserva, J tot

n+1 = J tot
n .

Comentario 4.2.1. Las ecuaciones 4.8 y 4.11 demuestran que tanto el mo-
mento lineal y angular total se conservan para cualquier pikcN y f ′ik

cN , lo que
significa que ACEM conserva ambos momentos sin ecuaciones adicionales.

4.2.3. Balance discreto de energía total de los cuerpos

El balance discreto de energía de un cuerpo i en contacto, ecuación 5.11,
entre los instantes n y n+1 se obtiene a través de la suma de los productos del
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qi
n

qk
n+1/2

k

pk
n+1/2 f ik

cN n+1 pk
n+1

fki
cN n+1

qk
n+1 Jk

n+1

k

f ik
cN n pk

n

k
fki

cN n

qk
n

Jk
n

k

i

i

J i
n+1

qi
n+1

pi
n+1

tn+1
Jtot

n+1

i

2

1

qi
n+1/2

pi
n+1/2

tn+1/2

tn
Jtot

n

i

J i
n

pi
n

Figura 4.9: Conservación discreta del momento angular total J
tot. El momento

se mantiene constante mediante la modificación en n + 1/2 del momento angular
de cada cuerpo

1

Rik
n+1/2

Rki
n+1/2

qk
n+1/2

k

pk
n+1/2

2

pi
n+1/2

qi
n+1/2

i

Figura 4.10: El momento angular se conserva ya que el vector Rik
n+ 1

2

y f ik
cN +f ′ik

cN

son paralelos. 1, 2 vectores f ik
cN + f ′ik

cN y fki
cN + f ′ki

cN
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primer y segundo conjunto de ecuaciones 4.4 por (pin+1−pin)
t y −(qin+1−qin)

t

respectivamente:

(pin+1 − pin)
t qin+1 − qin

∆t
= (pin+1 − pin)

tM−1
i (pin+1/2 + picN )

+

−(qin+1 − qin)
t pin+1 − pin

∆t
= −(qin+1 − qin)

t(f icN + f ′i
cN )







≡ (pin+1 − pin)
tM−1

i (pi
n+ 1

2
+ picN ) − (qin+1 − qin)

t(f icN + f ′i
cN )

�

�

�

�4.12

Identificando cada término se obtiene:

(pin+1 − pin)
tM−1

i pin+1/2
︸ ︷︷ ︸

∆E
i

= (qin+1 − qin)
tf icN

︸ ︷︷ ︸

∆Efi
cN

+ (qin+1 − qin)
tf ′i
cN

︸ ︷︷ ︸

∆Ef′i
cN

(ψi1N )

− (pin+1 − pin)
tM−1

i picN
︸ ︷︷ ︸

∆Epi
cN

(ψi2N )

�

�

�

�4.13

donde el resultado es una ecuación de equilibrio de energías en función
de f icN , picN y f ′i

cN : ∆E
i = ∆Efi

cN
− ∆Ef′i

cN (ψi
1N ) + ∆Epi

cN (ψi
2N ), donde

∆E
i = E

i
n+1 − E

i
n es el balance de energía del cuerpo, ∆Efi

cN
, ∆Ef′i

cN
(ψi1N )

y ∆Epi
cN

(ψi2N ) son los incrementos asociados a f icN , f ′i
cN y picN respectiva-

mente dependientes de los parámetros ψi1N y ψi2N . La figura 4.11 muestra la
conservación de energía de la ecuación 4.13 en un cuerpo i.

El balance total de energía de un sistema compuesto por nbd cuerpos se
obtiene sumando el correspondiente a cada cuerpo:

0 =

nbd∑

i=1

(pin+1 − pin)
tM−1

i pin+1/2
︸ ︷︷ ︸

∆E
i

−

nbd∑

i=1

nbd∑

k=1
k 6=i

(qin+1 − qin)
tf ikcN

︸ ︷︷ ︸

∆Efik
cN

−

nbd∑

i=1

nbd∑

k=1
k 6=i

(qin+1 − qin)
tf ′ik
cN

︸ ︷︷ ︸

∆Ef′ik
cN

(ψik1N )

+

nbd∑

i=1

nbd∑

k=1
k 6=i

(pin+1 − pin)
tM−1

i pikcN
︸ ︷︷ ︸

∆Epik
cN

(ψik2N )

�

�

�

�4.14
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f i
cN + f ′i

cN

tn+1/2tn

∆Efi
cN
,∆Ef ′i

cN

∆Epi
cN

E
i
n+1

E
i
n

i

i
pi

n+1ipi
n

pi
n+1/2

f i
cN n

f i
cN n+1

pi
cN

∆E
i

tn+1

Figura 4.11: Balance energético de la ecuación 4.13 dicho balance es igual al
correspondiente de la fuerza de contacto ∆Ef i

cN
más el de las variables adicionales

∆Epi
cN

y ∆Ef i′
cN

En+1 − En =

nbd∑

i=1

(pin+1 − pin)
t M−1

i pin+1/2
︸ ︷︷ ︸

∆E
i

=

nbd∑

i=1

nbd∑

k=1
k 6=i

[(qin+1 − qin)
t f ikcN

︸ ︷︷ ︸

∆Efik
cN

+ (qin+1 − qin)
t f ′ik

cN
︸ ︷︷ ︸

∆Ef′ik
cN

(ψik1N )

− (pin+1 − pin)
t M−1

i pikcN
︸ ︷︷ ︸

∆Epik
cN

(ψik2N )

]

�

�

�

�4.15

Nótese que para cuerpos rígidos y en ausencia de fuerzas externas, ∆E
i

es el balance de energía cinética. Los parámetros ψik1N y ψik2N de los que
dependen pikcN y f ′ik

cN pueden ser positivas o negativas, por lo que ∆Epik
cN

,
∆Ef′ik

cN
pueden añadir o sustraer energía de cada contacto; la conservación

de la energía total de los cuerpos se fuerza haciendo nulo la parte derecha
de la ecuación 4.15:

0 =

nbd∑

i=1

nbd∑

k=1
k 6=i

[(qin+1 − qin)
tf ikcN

︸ ︷︷ ︸

∆Efik
cN

+ (qin+1 − qin)
tf ′ik
cN

︸ ︷︷ ︸

∆Ef′ik
cN

(ψik1N )

+ (pin+1 − pin)
t M−1

i pikcN
︸ ︷︷ ︸

∆Epik
cN

(ψik2N )

]

�

�

�

�4.16

Esta ecuación proporciona infinitos pares ψik1N , ψ
ik
2N y puede ser desaco-

plada forzando la conservación de energía en cada contacto. De esta modo,
usando de nuevo el ppo. de acción–reacción y teniendo en cuenta la relación
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de reciprocidad ψik1N = ψki1N , ψ
ik
2N = ψki2N , la ecuación 5.15 puede rescribirse

para el contacto entre cuerpos i y k como:

[
(qin+1 − qin) − (qkn+1 − qkn)

]t
f ikcN

︸ ︷︷ ︸

∆Efik
cN

+
[
(qin+1 − qin) − (qkn+1 − qkn)

]t
f ′ik
cN

︸ ︷︷ ︸

∆Ef′ik
cN

(ψik1N )

− (pin+1 − pin)
tM−1

i pikcN
︸ ︷︷ ︸

∆Epik
cN

(ψik2N )

− (pin+1 − pin)
tM−1

k pkicN
︸ ︷︷ ︸

∆Epki
cN

(ψik2N )

= 0

�

�

�

�4.17

f ik
cN n+1

∆Epik
cN
,∆Epki

cN

∆Ef ′ik
cN
,∆Ef ′ik

cN

En+1∆E = 0En

pk
n+1

k

pk
cN

k pk
n+1/2

pk
n

k

pi
cN

pi
n+1/2

i

i pi
n+1

i

pi
n

tn+1tn+1/2tn

f ik
cN n

fki
cN n

fki
cN + f ′ki

cN

f ik
cN + f ′ik

cN

fki
cN n+1

Figura 4.12: Conservación de energía para el contacto entre dos cuerpos mediante
la adición de f ′ik

cN y pik
cN

La expresión anterior implica que para cada contacto entre cuerpos i y k,
∆Efik

cN
= −∆Ef′ik

cN
(ψik1N ) +∆Epik

cN
(ψik2N ) +∆Epki

cN
(ψik2N ); por tanto, la energía

añadida o sustraida por pikcN , pkicN y f ′ik
cN es igual a la energía artificial trans-

mitida al penalty. Los incrementos ∆Epik
cN

(ψik2N ), ∆Epki
cN

(ψik2N ) conservan la

energía del cuerpo, mientras que ∆Ef′ik
cN

(ψik1N ) ajusta la fuerza de contacto

80



4.3. ANÁLISIS DE LA DINÁMICA DEL PROBLEMA DE
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a una solución conservativa. La ecuación 4.17 proporciona la primera parte
para encontrar una relación única entre ψik1N y ψik2N .

ACEM siempre será estable, ya que se fuerza a que el balance de energía
sea cero. Si qn+1,pn+1 es una solución del problema, la ecuación de conser-
vación de energía satisface:

∆E

︸︷︷︸

= 0

−∆EpcN
+ ∆EfcN

+ ∆Ef′

cN
︸ ︷︷ ︸

= 0

= 0
�

�

�

�4.18

4.3 Análisis de la dinámica del problema de contac-

to, método del Penalty Mejorado

Para cada contacto, la ecuación 4.17 proporciona una relación no única
entre ψik1N y ψik2N tal que conserva la energía total de los cuerpos. En este
apartado se obtiene la ecuación diferencial de segundo orden que representa
la respuesta dinámica asociada a ACEM. Esta ecuación define un modelo de
contacto basado en un método de penalty mejorado compuesto por un resorte
elástico y un amortiguador viscoso paralelos que posibilitará la obtención de
una relación única entre las dos ψN .

A continuación se procede a la obtención de esta ecuación de segundo or-
den para el problema de contacto más secillo, problema de Signorini3, siendo
posteriormente generalizable al caso general de dos cuerpos en contacto. Para
este problema, las variables qn+1, qn, pn+1 y pn serán escalares y dicho desa-
rrollo comprende desde las ecuaciones 4.19 a 4.24 a través de los siguientes
pasos:

1. Mediante las ecuaciones 4.4, 4.5 y 4.6 se expresa qn+1 y pn+1 en función
de qn y pn:





qn+1

pn+1



 =








1 −
1 + ψ2N

2

1 + ψ1N

2
ϑ2
N 1








−1






1
1 − ψ2N

2

−
1 − ψ1N

2
ϑ2
N 1








︸ ︷︷ ︸

A





qn

pn





�

�

�

�4.19

donde A es la matriz de amplificación, ϑN = ̟N∆t, ̟ =
√

KN/m (m
es la masa del cuerpo). Con la notación D = 1+[ϑ2

N (1+ψ1N+ψ2N )2]/4
los invariantes de A serán:

3Problema de contacto de un cuerpo rígido contra una frontera horizontal sometido a
una velocidad inicial vertical negativa

81



CAPÍTULO 4. FORMULACIÓN DEL ALGORITMO SIN FRICCIÓN

L1 =
2

D

[

1 − ϑN (1 − (ψ1N + ψ2N )2)
]

L2 =
1

D2

(

1 −
ϑN
4

[

1 − (ψ1N + ψ2N )2
]2

+ ϑ2
N

)







�

�

�

�4.20

2. La ecuación característica que proporciona los valores propios λ de A

es: λ2 − L1λ + L2 = 0. Si I es la matriz identidad, el teorema de
Cayley–Hamilton establece:

A2 − L1A + L2I = 0

�

�

�

�4.21

3. Definiendo yn−1 = (qn−1, pn−1∆t)
t, yn = (qn, pn∆t)

t, yn+1 = (qn+1, pn+1∆t)
t,

multiplicando la ecuación 4.21 por yn−1, y considerando que yn+1 =
A2yn−1, yn = Ayn−1 se obtiene la siguiente relación que liga yn+1,
yn y yn−1:

yn+1 − L1yn + L2yn−1 = 0
�

�

�

�4.22

4. Haciendo un desarrollo en serie de Taylor de la primera fila de la ecua-
ción 4.22 centrado en tn+1/2, se obtiene:

0 = q̈n+ 1
2

+̟2
N ∆t

ψ1N + ψ2N

2
q̇n+ 1

2
+̟2

N qn+ 1
2

−
∆t

2

(
...
q
n+ 1

2
+̟2

N ∆t
ψ1N + ψ2N

2
q̈n+ 1

2
+̟2

N q̇n+ 1
2

)

+O(∆t2)
�

�

�

�4.23

De este desarrollo se demuestra el primer orden de ACEM como su
ecuación diferencial de segundo orden asociada:

0 = q̈n+1/2
︸ ︷︷ ︸

Inercia

+

2ξN̟N
︷ ︸︸ ︷

̟2
N ∆t

ψ1N + ψ2N

2
q̇n+1/2

︸ ︷︷ ︸

Amortiguador viscoso

+ ̟2
N qn+1/2

︸ ︷︷ ︸

Resorte elástico

�

�

�

�4.24

Esta ecuación representa un modelo mejorado de penalty, figura 4.13,
compuesto por un resorte elástico y un amortiguador viscoso que controla
tanto g

N
como la velocidad de penetración ġ

N
respectivamente. En este mo-

delo, el amortiguamiento es proporcional a ψ1N , ψ2N , y a través del segundo
término de la ecuación 4.24 se puede establecer una relación entre estas dos
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variables y la expresión general del amortiguamiento viscoso 2ξN̟N , ecua-
ción 4.25. De este modo, el comportamiento del amortiguador se define a
través del parámetro adimensional ξN que es una penalización para ġ

N
:

pi
cN

KN f i
cN + f ′i

cN

pi
cN

i

ξN k

f
cN +

f ′
cN

K
N

ξN

i

pk
cN

Figura 4.13: Modelo mejorado de método de Penalty

ψ1N + ψ2N =
4ξN
ϑN

�

�

�

�4.25

Esta ecuación puede generalizarse fácilmente para cualquier contacto en-
tre cuerpos rígidos i y k:

ψik1N + ψik2N =
4ξN

ϑikN

�

�

�

�4.26

donde ϑikN = ̟ik
N ∆t, ̟ik

N =
√

KN/m, y m es ahora la mayor de las dos
masas de cada contacto.

La combinación de las ecuaciones 4.17 y 4.26 proporciona una expresión
explícita para ψik1N y ψik2N :

ψik1N =

N1 + N2
4ξN

ϑikN
D1 + D2

; ψik2N =
4ξN

ϑikN
− ψik1N

N1 ≡
[
(qin+1 − qin) − (qkn+1 − qkn)

]t
f ikcN

N2 ≡
[
(qin+1 − qin) − (qkn+1 − qkn)

]t
KN Rik

n+ 1
2

(gikNn+1 − gikNn)

D1 ≡
1

2
(pin+1 − pin)

t Rik
n+ 1

2
M−1

i Rik
n+ 1

2

t
(pin+1 − pin) +

+
1

2
(pkn+1 − pkn)

t Rki
n+ 1

2

M−1
k Rkit

n+ 1
2

(pkn+1 − pkn)

D2 ≡ −
1

2
KN (gikNn+1 − gikNn)

2
�

�

�

�4.27

83



C
A
P
ÍT

U
L
O

4
.

F
O

R
M

U
L
A
C
IÓ

N
D

E
L

A
L
G

O
R
IT

M
O

S
IN

F
R
IC

C
IÓ

N

Insertando
estas

expresiones
en

la
ecuación

4.4
y

teniendo
en

cuenta
que

ξ
N

=
c/(2M

̟
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coeficiente
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resultados:
4ξN

ϑikN
= 2

c

KN ∆t
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∆t
= M−1
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pin+1/2 +

nbd∑

k=1
k 6=i

[4ξN

ϑikN

(

1 −
N2

D1 + D2

)

−
N1

D1 + D2

]

(pin+1 − pin)

︸ ︷︷ ︸

Mom. adicional pikcN

}

pin+1 − pin

∆t
= f icN +

nbd∑

k=1
k 6=i

[ N1

D1 + D2
KNRik

n+ 1
2
gNn+1(

ik−gikNn) +
4ξN

ϑikN

N2

D1 + D2
KNRik

n+ 1
2
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]

=

= f icN +

nbd∑
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[ N1

D1 + D2
KNRik

n+ 1
2
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︸ ︷︷ ︸
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+
N2

D1 + D2
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n+ 1
2

ġ
N n+1/2

︷ ︸︸ ︷
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∆t
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]

︸ ︷︷ ︸
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fuerza de amortiguamiento f id que controlan la velocidad ġ
N n+1/2

y ii) fuerza

del resorte f̂
ik
cN que controla la penetración. Estas penalizaciones satisfacen

las condiciones de impenetrabilidad de Kuhn–Tucker cuando KN , ξN → ∞.

Comentario 4.3.1. Del marco de ecuaciones de conservación se deriva el
modelo mejorado del método de penalty basado en un resorte elástico y un
amortiguador viscoso paralelos que fuerzan la aproximación de la condición
de impenatrabilidad y velocidad nula de penetración (condiciones de Kunh–
Tucker).

A continuación se analiza la respuesta paramétrica de ACEM en función
de ξN para el problema de Signorini. Las figuras 4.14 y 4.15 muestran los
resultados de este análisis para un disco i de masa unidad que contacta
con una superficie horizontal con una velocidad inicial V i

0 = (0,−1) m/s,
KN = 106 N/m, y ∆t = 2.0 × 10−3 s. De estas figuras se concluye que a
medida que ξN crece:

La penetración tiende a cero, figura 4.14 izqda., ya que ξN amortigua
la velocidad de penetración y por tanto reduce el gi

N
.

La fuerza de contacto adicional f ′i
cN se incrementa, ya que el par com-

puesto por el resorte y amortiguador se vuelve más rígido (figura 4.15
izqda.). Como la fuerza de contacto total es conservativa, se verifica
que f icN + f ′i

cN es constante.

El parámetro ψi1N crece (figura 4.14 drcha.), debido a su proporciona-
lidad con f ′i

cN .

∆Epi
cN

and ∆Efi
cN

tienden a cero (figuras 4.15 drcha.). Conforme la
solución de ACEM se acerca a las condiciones de Kuhn–Tucker, menor
será la transferencia de energía cuerpo–penalty.

De este análisis se desprende que la energía insertada por ∆Epi
cN

y
∆Ef′i

cN
decrece (figura 4.15 drcha.) a medida que ξN crece. Adicionalmente,

∆Epi
cN

→ 0, lo que implica que picN y ψi2N → 0 (figura 4.14 izqda. y drcha.).

85



CAPÍTULO 4. FORMULACIÓN DEL ALGORITMO SIN FRICCIÓN

pi
cN

gi
N n+1

Penalty ξN

M
o
m

.
L
in

.
p

i c
N

G
a
p
g

i N

1.4

0

160800

0

-0.001

ψi
2N

ψi
1N

Penalty ξN

P
a
rá

m
et

ro
ψ

i 2
N

P
a
rá

m
et

ro
ψ

i 1
N

0

-1.4
160800

600

0

Figura 4.14: Influencia de ξN en gi
N

, pi
cN , ψi

1N y ψi
2N . Conforme aumenta ξN , la

solución del algoritmo aproxima a las condiciones de Kunh–Tucker. La transferencia
artificial de energía disminuye, pi

cN , gi
Nn+1

y ψi
2N tienden a cero (izqda. y drcha.),

y ψi
1N aumenta ya que f ′i

cN se vuelve más rígido (drcha.)
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Figura 4.15: Influencia de ξN en f i
cN , f ′i

cN , ∆Epi
cN

y ∆Ef ′i
cN

. A medida que ξN

aumenta, la fuerza de contacto f ′i
cN aumenta ya que el par formado por el resorte

elástico y amortiguador se vuelve más rígido. La conservación implica que f i
cN +f ′i

cN

sea constante (izqda.), y por tanto que f i
cN decrezca. ∆Epi

cN
y ∆Ef ′i

cN
decrece a

media que la solución se acerca a las condiciones de Kuhn–Tucker (drcha.)
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5
Formulación del algoritmo de integración
temporal consistente para el problema de

contacto con fricción

El objetivo de este capítulo es el diseño de un algoritmo de integración
temporal consistente con el contacto friccional mediante un tratamiento se-
mejante al del capítulo anterior. Para tal fin, los términos del marco de
ecuaciones de conservación tienen en cuenta la disipación por medio de un
estimador. Una de las características más notables de la fricción, es la disipa-
ción de energía en forma de calor. Aunque desde el punto de vista numérico la
fricción es ventajosa, ya que favorece la estabilidad. Su modelado es complejo
debido al cambio abrupto entre las situaciones stick y slip.

La estructura del capítulo es la siguiente: primero se formula el nuevo
algoritmo disipativo, haciendo especial hincapié en su funcionamiento pa-
ra los casos stick y slip. Posteriormente se formula el marco de ecuaciones
conservación que permite la obtención de la ecuación de balance de energía
que tiene en cuenta la disipación friccional. Finalmente, se analiza el con-
tacto friccional bajo el método del Penalty mejorado expuesto en el capítulo
anterior.

5.1 Formulación de ACEM para el caso friccional

En este apartado se realiza el desarrollo frictional de ACEM, que a partir
de ahora se llamará “algoritmo disipativo friccional” (ADfr). El desarrollo
de ADfr se realiza bajo las mismas hipótesis consideradas para el caso sin
fricción (ausencia de fuerzas exteriores f iext = 0 y cuerpos rígidos. Para
ello, se parte de la discretización del algoritmo de Simo–Tarnow [STW92]
del capítulo anterior, donde entra en juego la fuerza de contacto tangencial
f icT n+1/2 de la siguiente forma:
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qin+1 − qin

∆t
= M−1

i pin+1/2

pin+1 − pin

∆t
= f icN n+1/2 + f icT n+1/2







�

�

�

�5.1

Donde f icN n+1/2 y f icT n+1/2 son las resultantes de las fuerzas de con-
tacto normales y tangenciales actuantes sobre el cuerpo i en n + 1/2. El
funcionamiento del algoritmo se muestra en la figura 5.1 donde las variables
en n + 1 se calculan a partir de las correspondientes en n y n + 1/2. En el
resto del capítulo los subíndices de las fuerzas de contacto correspondientes
a n+ 1/2 se omite para facilitar la lectura.

f i
cT n+1/2

n n+ 1n+ 1/2

pi
n+1

pi
n+1/2

pi
n

i
i

i

f i
cN n+1

f i
cN n+1/2

f i
cN n f i

cT n

f i
cT n+1

Figura 5.1: Integrador de Simo–Tarnow, obtención de qi
n+1 y pi

n+1 a partir de la

acción de un momento lineal pi
n+1/2

y fuerzas de contacto f i
cN n+1/2, f i

cT n+1/2 en

el instante n+ 1/2

A continuación se analiza el balance de energía del algoritmo de Simo–
Tarnow para el caso friccional realizando el mismo procedimiento que en
capítulos anteriores. La ecuación 5.2, indica que el incremento de energía
total ∆E = En+1−En, se debe al incremento de energía (Efi

cNn+1
−Efi

cNn
)+

(Efi
cTn+1

− Efi
cTn

) asociado a la acción de la resultantes de la fuerzas de

contacto normal f icN y tangencial f icT :
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(pin+1 − pin)
tq

i
n+1 − qin

∆t
= (pin+1 − pin)

tM−1
i pin+1/2

+

−(qin+1 − qin)
tp

i
n+1 − pin

∆t
=−(qin+1 − qin)

t(f icN n+1/2 + f icT n+1/2)







≡ (pin+1 − pin)
tM−1

i pin+1/2
︸ ︷︷ ︸

Ei
n+1−Ei

n

− (qin+1 − qin)
t(f icN n+1/2 + f icT n+1/2)

︸ ︷︷ ︸

(E
f i

cNn+1
−E

f i
cNn

)+(E
f i

cTn+1
−E

f i
cTn

)

Para nbd cuerpos:

0=

nbd∑

i=1

(pin+1 − pin)
tM−1

i pin+1/2

︸ ︷︷ ︸

En+1−En

−

nbd∑

i=1

(qin+1 − qin)
t(f icN n+1/2 + f icT n+1/2)

︸ ︷︷ ︸

(E
f i

cNn+1
−E

f i
cNn

)+(E
f i

cTn+1
−E

f i
cTn

)
�

�

�

�5.2

El objetivo de ADfr, ecuaciones 5.3, es que la energía total se conserve
para el caso stick En+1 − En y se disipe para el slip En+1 − En < 0. Pa-
ra ello, físicamente la energía asociada a la fuerza de contacto normal ha
de conservarse siempre, (Efi

cNn+1
− Efi

cNn
) = 0, mientras que la asociada

a la fuerza tangencial ha de disiparse consistentemente según un modelo
de fricción para el caso slip (Efi

cTn+1
− Efi

cTn
) < 0, y conservarse para el

stick (Efi
cTn+1

− Efi
cTn

) = 0. El uso del método del Penalty no asegura la
conservación de la energía asociada a la fuerza normal ni la conservación–
disipación consistente para la fuerza tangencial. Para ello, se modifican las
ecuaciones 5.1 añadiendo para el contacto entre cuerpos i y k, dos momen-
tos lineales pikcN , pikcT y de dos fuerzas f ′ik

cN , f ′ik
cT adicionales en la dirección

normal y tangencial que modifican la respuesta del contacto:

qin+1 − qin

∆t
= pin+1/2 +

nbd∑

k=1
k 6=i

(

pikcN + pikcT

)

= pin+1/2 + picN + picT

pin+1 − pin

∆t
=

nbd∑

k=1
k 6=i

(

f ikcN + f ′ik
cN + f ikcT + f ′ik

cT

)

= f icN + f ′i
cN + f icT + f ′i

cT







�

�

�

�5.3

Este procedimiento fuerza a la modificación cinemática y dinámica del
contacto tal que la energía total de los cuerpos se conserva o se disipa de
manera consistente. Las expresiones de las variables adicionales pikcN , pikcT ,
f ′ik
cN y f ′ik

cT vienen dadas por las ecuaciones 5.4 para el contacto normal y
tangencial (casos stick y slip):
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Normal:

pikcN =
ψik2N
2

Rik
n+ 1

2
Rik
n+ 1

2

t
(pin+1 − pin); f ′ik

cN =
ψik1N
2

Rik
n+ 1

2
KN (gikNn+1 − gikNn)

Tang. Stick:

pikcT =
ψik2T
2

T ik
n+ 1

2
T ik
n+ 1

2

t
(pin+1 − pin); f ′ik

cT =
ψik1T
2

T ik
n+ 1

2
KT (gikTn+1 − gikTn)

Tang. Slip:

pikcT = 0 ; f ′ik
cT = 0; f ikcT = −µ Ψ

∣
∣
∣f
ik
cN + f ′ik

cN

∣
∣
∣ T ik

n+ 1
2�

�

�

�5.4

donde KN y KT es la rigidez normal y tangencial de los resortes elásticos del
Penalty y gikNn+1, g

ik
Nn, g

ik
Tn+1, g

ik
Tn son los gaps normal y tangencial en n y

n+1. La constante Ψ = ±1 es el sentido del deslizamiento, µ es el coeficiente
de fricción y ψik1N , ψ

ik
1T , ψ

ik
2N y ψik2T son los parámetros de proporcionalidad.

Nótese que pikcT y f ′ik
cT fuerzan la conservación de la energía en el caso stick.

Para el caso slip, pikcT y f ′ik
cT son nulos, ya que no existe resorte de penalty

tangencial; la fuerza de fricción de coulomb f ikcT se calcula a través del valor
absoluto de la fuerza de contacto normal.

La figura 5.2 muestra el modelo de penalty definido por ADfr en el punto
de contacto C para dos cuerpos i, k junto a los momentos pikcN , pikcT para
el contacto normal y tangencial. ADfr añade una fuerza de contacto f ′ik

cN y
un momento lineal pikcN adicionales para el contacto normal, mientras que
para el tangencial únicamente añade, f ′ik

cT y pikcT para el caso stick. En esta
figura, junto a los resortes elásticos se muestra uno o dos amortiguadores
viscosos definidos por los parámetros ξN y ξT que controlan las vibraciones
del contacto. El funcionamiento de estos amortiguadores se expliacará al final
de este capítulo

La resultante de la fuerza f icN para contacto normal y f icT para el caso
stick se obtiene a partir de f ikcN y f ikcT por medio de la derivada de [Gon00]:
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Figura 5.2: Modelo de contacto para los casos stick y slip

f icN =

nbd∑

k=1
k 6=i

f ikcN =

nbd∑

k=1
k 6=i

V ik(gikNn+1) − V ik(gikNn)

gikNn+1 − gikNn
Rik
n+ 1

2

=

nbd∑

k=1
k 6=i

1

2
KNRik

n+ 1
2

(gikNn+1 − gikNn)

f icT =

nbd∑

k=1
k 6=i

f ikcT =

nbd∑

k=1
k 6=i

V ik(gikTn+1) − V ik(gikTn)

gikTn+1 − gikTn
T ik
n+ 1

2
=

nbd∑

k=1
k 6=i

1

2
KTT ik

n+ 1
2
(gikTn+1 − gikTn)

�

�

�

�5.5

donde V ik(gikNn+1) = KN (gikNn+1)
2/2,V ik(gikNn) = KN (gikNn)

2/2 y V ik(gikTn+1) =

KT (gikTn+1)
2/2, V ik(gikTn) = KT (gikTn)

2/2, son los potenciales de los resortes
de contacto en la dirección normal y tangencial.

La figura 5.3 muestra el funcionamiento de ADfr con un cuerpo i bajo el
problema de Signorini para los casos stick y slip; la superficie Π1 representa
la localización donde la energía del cuerpo es constante en el instante n,
E
i
n = C1 y por tanto, es el lugar en el que se encuentran inicialmente tanto

la posición como el momento lineal qin,p
i
n.

Cuando se produce un contacto, hay una transferencia artificial de energía
cuerpo–resorte de penalty dada por A ∆E

i < 0, por lo que la solución en
n+ 1/2, q⋆in+1/2,p

⋆i
n+1/2, se desplaza a la superfície no consistente de energía

Π2. Para [STW92] la solución final se queda en Π2, mientras que ADfr la
modifica mediante el marco de ecuaciones de conservación B del apartado 5.2.
Para el caso stick se vuelve a Π1, conservándose la energía. Mientras que para
el caso slip, B fuerza la solución intermedia a desplazarse a la superficie de
disipación energética consistente Π3, en la que la pérdida de energía ∆E

i es
igual a la disipada por ∆Efi

cT
.
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Π1

∆E
i = −∆Efi

cT
→E

i
1 > E

i
2

E
i
1 = C1

qi
n, p

i
n

qi
n, p

i
n

Slip

Stick

Π2

Π1

Π2
Π3

B

B

∆E
i < 0 A

∆E
i < 0 A

∆E
i = 0

E2 = C2

q⋆i
n+1/2, p

⋆i
n+1/2

qi
n+1, p

i
n+1

q⋆i
n+1/2, p

⋆i
n+1/2

qi
n+1, p

i
n+1

Figura 5.3: Funcionamiento de ADfr. Inicialmente, qi
n,p

i
n se encuentran sobre

la superficie de energía de cuerpo constante Π1. En el contacto se produce una
transferencia artificial de energía dada por A, trasladando la solución a la superfice
no consistente Π2. ADfr modifica esta solución en n+ 1 y la desplaza a través de B

a Π1 para stick o a la superficie de disipación de energía consistente Π3 para slip

5.2 Conservación discreta del momento lineal, an-

gular y disipación consistente de energía. Marco

de ecuaciones de conservación

En este apartado se obtienen las ecuaciones de balance discreto del mo-
mento lineal ptot, momento angular J tot y energía total E para un sistema
de nbd cuerpos en contacto. Dichas ecuaciones forman el marco de ecuaciones
de conservación que ha de cumplir ADfr y están formuladas bajo la hipótesis
de sólido rígido en ausencia de fuerzas exteriores f iext = 0.

5.2.1. Balance discreto del momento lineal total

La segunda de las ecuaciones 5.3, expresa la variación discreta del mo-
mento lineal de un cuerpo i para el caso friccional. Dicha variación ∆pi/∆t,
figura 5.4, es consecuencia de la resultante de las fuerzas de contacto norma-
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les f icN , f ′i
cN y tangencialesf icT ,f

′i
cT en n+ 1/2:

pin+1 − pin

∆t
=

nbd∑

k=1
k 6=i

(

f ikcN+f ′ik
cN+f ikcT+f ′ik

cT

)

=
(

f icN+f ′i
cN+f icT+f ′i

cT

) �

�

�

�5.6

La variación del momento lineal total (ecuación 5.7), es la suma de la
correspondiente a cada cuerpo y es igual a la resultante de las fuerzas de
contacto que actúan sobre el sistema de nbd cuerpos:

ptotn+1 − ptotn

∆t
=

nbd∑

i=1

pin+1 − pin

∆t
=







nbd∑

i=1

nbd∑

k=1
k 6=i

(

f ikcN + f ′ik
cN + f ikcT + f ′ik

cT

)

nbd∑

i=1

(

f icN + f ′i
cN + f icT + f ′i

cT

)

�

�

�

�5.7

∆pi/∆t

tn+1/2 tn+1

f i
cT + f ′i

cT

f i
cN + f ′i

cN
f i

cT n

f i
cN n

i

pi
n i

f i
cT n+1

f i
cN n+1

i
pi

n+1

tn

Figura 5.4: Variación discreta del momento lineal para un cuerpo, igual a la acción
de la fuerzas de contacto en la configuración n+ 1/2

Para cada contacto se verifica por el ppo. de acción y reacción: f ′ik
cT =

−f ′ki
cT para stick y f ikcT = −fkicT , f ′ik

cT = f ′ki
cT = 0 para slip y f ikcN = −fkicN ,

f ikcT = −fkicT para ambos, ver figura 5.5. En todos los casos se anulan los
términos situados a la derecha de la ecuación 5.7 y por tanto se conserva el
momento lineal total: ptotn+1 = ptotn .

5.2.2. Balance discreto del momento angular total

El producto vectorial de la segunda de las ecuaciones 5.3 por (qin+1−qin),
proporciona el balance discreto de momento angular para un cuerpo i:
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Figura 5.5: Conservación discreta del momento lineal total. Como las fuerzas
de contacto son iguales y opuestas, el algoritmo calcula los incrementos ∆pi/∆t,
∆pk/∆t de cada cuerpo tal que el momento lineal total se conserva

pin+1 − pin

∆t
×(qin+1 − qin) =







≡
J i
n+1 − J i

n

∆t

=

nbd∑

k=1
k 6=i

(

f ikcN + f ′ik
cN + f ikcT + f ′ik

cT

)

× (qin+1 − qin)

=
(

f icN + f ′i
cN + f icT + f ′i

cT

)

× (qin+1 − qin)
�

�

�

�5.8

Esta ecuación indica que la variación del momento angular de un cuerpo i
es igual al momento generado por las fuerzas de contacto. El balance total
para nbd cuerpos es:

J tot
n+1 − J tot

n

∆t
=

nbd∑

i=1

J i
n+1 − J i

n

∆t
=

nbd∑

i=1

(pin+1 − pin)

∆t
× (qin+1 − qin)

=

nbd∑

i=1

nbd∑

k=1
k 6=i

(

f ikcN + f ′ik
cN + f ikcT + f ′ik

cT

)

× (qin+1 − qin)

�

�

�

�5.9
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Aplicando de nuevo el ppo. de acción–reacción y definiendo el desplaza-
miento relativo entre cuerpos en los instantes n y n + 1 en función de gik

N
y

gik
T

en n+1/2: (qin+1 −qin)− (qkn+1 −qkn) = gikNn+1/2 Rik
n+ 1

2

+ gikTn+1/2 T ik
n+ 1

2

,

la anterior ecuación se transforma en:

J tot
n+1 − J tot

n

∆t
=

nbd∑

i=1

nbd∑

k=i+1

(

f ikcN+f ′ik
cN+f ikcT+f ′ik

cT

)

×
(

gik
Nn+ 1

2
Rik
n+ 1

2
+gik

Tn+ 1
2
T ik
n+ 1

2

)

�

�

�

�5.10

Si se observa la parte derecha de esta ecuación, la fuerza de contacto
(vector de la izquierda) y el desplazamiento (vector de la derecha) son para-
lelos tanto para el caso stick como slip. Por tanto, el producto vectorial es
nulo y el momento angular total se conserva: J tot

n+1 = J tot
n .

Comentario 5.2.1. Al igual que el caso sin fricción, las ecuaciones 5.7
y 5.10 demuestran que el momento lineal y angular se conservan para cual-
quier valor de ψ, ya que las ecuaciones hamiltonianas del ADfr son invaria-
bles ante rotaciones.

5.2.3. Balance discreto de energía total

El balance de energía de un cuerpo i se obtiene a través de la suma
de los productos de las ecuaciones 5.3 por (pin+1 − pin)

t y −(qin+1 − qin)
t

respectivamente:

(pin+1 − pin)
tq

i
n+1 − qin

∆t
=(pin+1 − pin)

tM−1
i

[

pin+1/2 +

nbd∑

k=1
k 6=i

(

pikcN + pikcT

) ]

+

−(qin+1 − qin)
tp

i
n+1 − pin

∆t
= −(qin+1 − qin)

t
nbd∑

k=1
k 6=i

(

f ikcN + f ′ik
cN + f ikcT + f ′ik

cT

)







≡ 0 = (pin+1 − pin)
tM−1

i

[

pin+1/2 +

nbd∑

k=1
k 6=i

(

pikcN + pikcT

) ]

−(qin+1 − qin)
t

nbd∑

k=1
k 6=i

(

f ikcN + f ′ik
cN + f ikcT + f ′ik

cT

)

�

�

�

�5.11

Identificando cada término de la anterior ecuación se obtiene:
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CAPÍTULO 5. FORMULACIÓN DEL ALGORITMO FRICCIONAL

0 = (pin+1 − pin)
tM−1

i pin+1/2
︸ ︷︷ ︸

∆E
i

+

nbd∑

k=1
k 6=i

[ − (qin+1 − qin)
tf ikcN

︸ ︷︷ ︸

∆Efik
cN

− (qin+1 − qin)
tf ′ik
cN

︸ ︷︷ ︸

∆Ef′ik
cN

(ψik1N )

+ (pin+1 − pin)
tM−1

i pikcN
︸ ︷︷ ︸

∆Epik
cN

(ψik2N )

− (qin+1 − qin)
tf ikcT

︸ ︷︷ ︸

∆Efik
cT

− (qin+1 − qin)
tf ′ik
cT

︸ ︷︷ ︸

∆Ef′ik
cT

(ψik1T )

+ (pin+1 − pin)
tM−1

i pikcT
︸ ︷︷ ︸

∆Epik
cT

(ψik2T )

]

�

�

�

�5.12

donde el incremento de energía del cuerpo ∆E
i es debido a la acción de las

energías de f ikcN , f ikcT y de las variables adicionales f ′ik
cN , f ′ik

cT , pikcN y pikcT ,
ver figura 5.6 en n + 1/2. Para un sistema de nbd cuerpos en contacto, la
ecuación de balance será igual a la suma de los balances de cada cuerpo:

0 =

nbd∑

i=1

(pin+1 − pin)
tM−1

i pin+1/2
︸ ︷︷ ︸

∆E
i

+

nbd∑

i=1

nbd∑

k=1
k 6=i

[ − (qin+1 − qin)
tf ikcN

︸ ︷︷ ︸

∆Efik
cN

− (qin+1 − qin)
tf ′ik
cN

︸ ︷︷ ︸

∆Ef′ik
cN

(ψik1N )

+ (pin+1 − pin)
tM−1

i pikcN
︸ ︷︷ ︸

∆Epik
cN

(ψik2N )

− (qin+1 − qin)
tf ikcT

︸ ︷︷ ︸

∆Efik
cT

− (qin+1 − qin)
tf ′ik
cT

︸ ︷︷ ︸

∆Ef′ik
cT

(ψik1T )

+ (pin+1 − pin)
tM−1

i pikcT
︸ ︷︷ ︸

∆Epik
cT

(ψik2T )

]

�

�

�

�5.13

En+1 − En =

nbd∑

i=1

(pin+1 − pin)
tM−1

i pin+1/2
︸ ︷︷ ︸

∆E
i

=

nbd∑

i=1

nbd∑

k=1
k 6=i

[(qin+1 − qin)
tf ikcN

︸ ︷︷ ︸

∆Efik
cN

+ (qin+1 − qin)
tf ′ik
cN

︸ ︷︷ ︸

∆Ef′ik
cN

(ψik1N )

− (pin+1 − pin)
tM−1

i pikcN
︸ ︷︷ ︸

∆Epik
cN

(ψik2N )

+ (qin+1 − qin)
tf ikcT

︸ ︷︷ ︸

∆Efik
cT

+ (qin+1 − qin)
tf ′ik
cT

︸ ︷︷ ︸

∆Ef′ik
cT

(ψik1T )

− (pin+1 − pin)
tM−1

i pikcT
︸ ︷︷ ︸

∆Epik
cT

(ψik2T )

]

�

�

�

�5.14
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donde En+1 − En =

nbd∑

i=1

∆E
i es el balance total de energía entre n y n +

1. ∆Efik
cN

y ∆Efik
cT

son las energías artificiales transferidas a los resortes

de penalty y ∆Ef′ik
cN

(ψik1N ), ∆Epik
cN

(ψik2N ), ∆Ef′ik
cT

(ψik1T ), ∆Epik
cT

(ψik2T ) son los
incrementos de energía generados por las variables adicionales que conservan
la energía para contacto normal y la conservan–disipan consistentemente
para el tangencial.

f i
cT n+1

tn+1/2 tn+1

∆Epi
cN
,∆Epi

cT

∆Efi
cT
,∆Ef ′i

cT

∆Efi
cN
,∆Ef ′i

cN

E
i
n+1

∆E
i

E
i
n

pi
n+1/2

f i
cN + f ′i

cN

f i
cT + f ′i

cT

pi
cN

pi
cT

pi
n

pi
n+1

i

i
i

f i
cN n

f i
cN n+1

f i
cT n

tn

Figura 5.6: Conservación–disipación de energía para el contacto friccional con un
cuerpo. ADfr calcula la energía necesaria para obtener una respuesta conservativa–
disipativa consistente

La ecuación 5.14 es el marco de ecuaciones de conservación que relaciona
el incremento de energía total con los de las variables de contacto. La figu-
ra 5.7 muestra el contacto de dos cuerpos, el papel de conservación–disipación
de energía se incluye en los términos ∆Efik

cT
, ∆Ef′ik

cT
(ψik1T ) y ∆Epik

cT
(ψik2T ) en

n+ 1/2. Por tanto, la pérdida de energía será siempre consistente ya que la
disipación está incluida en la ecuación de balance.

Físicamente, la energía para el contacto normal se conserva, mientras que
se disipa consistentemente para el caso slip y se conserva para el stick. Dichas
condiciones se imponen en la ecuación 5.14, donde se establecen las relacio-
nes entre ∆Ef′ik

cN
(ψik1N )–∆Epik

cN
(ψik2N ) para contacto normal y ∆Epik

cT
(ψik2T )–

∆Ef′ik
cT

(ψik1T ) para tangencial por medio de los parámetros ψik1N y ψik2N , ψik1T
y ψik2T en los siguientes casos:

Caso STICK

Para el caso stick, la energía se conserva, ya que no se disipa energía
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En

∆Efik
cN
,∆Efik

cT
,∆Ef ′ik

cN
,∆Ef ′ik

cT

tn+1tn+1/2tn

En+1 = En Stick

En+1 ≤ En Slip

∆Epik
cN
,∆Epik

cT
,∆Epki

cN
,∆Epki

cT

pi
n+1i

pi
n

i

pi
cT

pi
cN

i
pi

n+1/2

pk
n

k

k
pk

n+1/2

pk
cT

pk
cN k

pk
n+1

fki
cN n

fki
cT n

f ik
cT n

fki
cT + f ′ki

cT

fki
cN + f ′ki

cN

f ik
cN + f ′ik

cN
f ik

cT + f ′ik
cT f ik

cT n+1

f ik
cN n+1

fki
cT n+1

fki
cN n+1

∆E = 0

f ik
cN n

Figura 5.7: Conservación–disipación consistente de energía para un sistema de dos
cuerpos
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por fricción. Esta condición se fuerza haciendo cero la parte derecha
de la ecuación 5.14:

0=

nbd∑

i=1

nbd∑

k=1
k 6=i

[(qin+1 − qin)
tf ikcN

︸ ︷︷ ︸

∆Efik
cN

+ (qin+1 − qin)
tf ′ik
cN

︸ ︷︷ ︸

∆Ef′ik
cN

(ψik1N )

− (pin+1 − pin)
tM−1

i pikcN
︸ ︷︷ ︸

∆Epik
cN

(ψik2N )

+ (qin+1 − qin)
tf ikcT

︸ ︷︷ ︸

∆Efik
cT

+ (qin+1 − qin)
tf ′ik
cT

︸ ︷︷ ︸

∆Ef′ik
cT

(ψik1T )

− (pin+1 − pin)
tM−1

i pikcT
︸ ︷︷ ︸

∆Epik
cT

(ψik2T )

]

�

�

�

�5.15

Esta ecuación proporciona infinitas relaciones entre los parámetros
ψik1N , ψik2N , ψik1T , ψik2T tal que satisfacen la conservación de la energía
total de los cuerpos. La condición de conservación se fuerza en la di-
rección normal y tangencial mediante el desacoplamiento de la anterior
ecuación para cada contacto. De esta modo, usando el ppo. de acción–
reacción y las relaciones de reciprocidad ψik1N = ψki1N , ψik2N = ψki2N ,
ψik1T = ψki1N y ψik2T = ψki2T , la ecuación 5.15 puede rescribirse para el
contacto entre cuerpos i, k como:

Contacto normal:

[
(qin+1 − qin) − (qkn+1 − qkn)

]t
f ikcN

︸ ︷︷ ︸

∆Efik
cN

+
[
(qin+1 − qin) − (qkn+1 − qkn)

]t
f ′ik
cN

︸ ︷︷ ︸

∆Ef′ik
cN

(ψik1N )

− (pin+1 − pin)
tM−1

i pikcN
︸ ︷︷ ︸

∆Epik
cN

(ψik2N )

− (pkn+1 − pkn)
tM−1

k pkicN
︸ ︷︷ ︸

∆Epki
cN

(ψik2N )

= 0

�

�

�

�5.16

Contacto tangencial:

[
(qin+1 − qin) − (qkn+1 − qkn)

]t
f ikcT

︸ ︷︷ ︸

∆Efik
cT

+
[
(qin+1 − qin) − (qkn+1 − qkn)

]t
f ′ik
cT

︸ ︷︷ ︸

∆Ef′ik
cT

(ψik1T )

− (pin+1 − pin)
tM−1

i pikcT
︸ ︷︷ ︸

∆Epik
cT

(ψik2T )

− (pkn+1 − pkn)
tM−1

k pkicT
︸ ︷︷ ︸

∆Epki
cT

(ψik2T )

= 0

�

�

�

�5.17
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Las ecuaciones 5.16 y 5.17 implican que la energía transferida a los re-
sortes normal y tangencial del penalty se recupera mediante la asocia-
da a las variables adicionales. Las energías ∆Epik

cN
(ψik2N ) y ∆Epik

cT
(ψik2T )

conservan las energía total de los cuerpos, mientras que ∆Ef′ik
cN

(ψik1N )

y ∆Ef′ik
cT

(ψik1T ) ajustan las fuerzas de contacto para que sean conserva-
tivas.

Caso SLIP

Desde el punto de vista físico, la energía disipada por fricción ha de ser

igual al incremento total de energía: En+1 − En = −

nbd∑

i=1

nbd∑

k=1
k 6=i

∆Efik
cT

.

Esta condición se fuerza haciendo cero el último sumatorio de la ecua-
ción 5.15. Adicionalmente se verifica ∆Epik

cT
(ψik2T ) = ∆Ef′ik

cT
(ψik1T ) = 0,

ya que en esta situación solamente existe un resorte elástico en la direc-
ción normal y la fuerza tangencial f ikcT se obtiene a partir de f ikcN+f ′ik

cN

(modelo de coulomb)1. Por tanto se obtiene un balance de energía en
función de términos relacionados con el contacto normal:

nbd∑

i=1

nbd∑

k=1
k 6=i

[

(qin+1 − qin)
tf ikcN

︸ ︷︷ ︸

∆Efik
cN

+ (qin+1 − qin)
tf ′ik
cN

︸ ︷︷ ︸

∆Ef′ik
cN

(ψik1N )

− (pin+1 − pin)
tM−1

i pikcN
︸ ︷︷ ︸

∆Epik
cN

(ψik2N )

]

= 0

�

�

�

�5.18

Al igual que en el caso anterior, esta ecuación puede desacoplarse for-
zando el balance nulo de energía para cada contacto. Usando de nuevo
el ppo. de acción–reacción y la reciprocidad ψik1N = ψki1N , ψik2N = ψki2N ,
se obtiene finalmente una relación entre ψik1N y ψik2N (ecuación 5.19)
que fuerza la conservación de energía para el contacto normal y la
disipación consistente para el tangencial.

[

(qin+1 − qin) − (qkn+1 − qkn)
]t

f ikcN
︸ ︷︷ ︸

∆Efik
cN

+
[

(qin+1 − qin) − (qkn+1 − qkn)
]t

f ′ik
cN

︸ ︷︷ ︸

∆Ef′ik
cN

(ψik1N )

(pin+1 − pin)
t M−1

i pikcN
︸ ︷︷ ︸

∆Epik
cN

(ψik2N )

+ (pkn+1 − pkn)
t M−1

k pkicN
︸ ︷︷ ︸

∆Epki
cN

(ψik2N )

= 0

�

�

�

�5.19

1Ver condición de deslizamiento en la ecuación 5.4
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5.3. CONTACTO DINÁMICO FRICCIONAL, MÉTODO DEL
PENALTY MEJORADO

Las ecuaciones 5.16 y 5.17 para el caso stick, y 5.19 para el slip, defi-
nen relaciones no únicas entre los parámetros ψ o las variables adicionales.
Insertando estas relaciones en las ecuaciones 5.3, se obtiene una respuesta
conservativa o consistentemente disipativa.

Las ecuaciones 5.15 y 5.18, aseguran la estabilidad de ADfr, ya que como
se muestra en las ecuaciones 5.20, la energía total se conserva para el caso
stick y se disipa positivamente para el caso slip:

Stick:

∆E

︸︷︷︸

= 0

+ ∆EpcN
− ∆EfcN

− ∆Ef′

cN
︸ ︷︷ ︸

= 0

+ ∆EpcT
− ∆EfcT

− ∆Ef′

cT
︸ ︷︷ ︸

= 0

= 0

Slip:

∆E + ∆EpcN
− ∆EfcN

− ∆Ef′

cN
︸ ︷︷ ︸

= 0

= −∆Ef′

cT
︸ ︷︷ ︸

< 0 �

�

�

�5.20

5.3 Contacto dinámico friccional, método del Pe-

nalty mejorado

Para cada contacto, las ecuaciones 5.16, 5.17 y 5.19 proporcionan una
relación no única entre ψik1N , ψ

ik
2N y ψik1T , ψ

ik
2T respectivamente, que automá-

ticamente conserva o disipa consistentemente la energía total para los casos
stick y slip.

Usando el procedimiento de descomposición modal expuesto en el capítu-
lo anterior, es posible obtener la ecuación de equilibrio dinámico de segundo
orden que define un modelo mejorado del método del Penalty. Este modelo
descrito en las ecuaciones 5.21 y en la figura 5.2 consiste en un grupo com-
puesto por un resorte elástico y un amortiguador viscoso dispuestos en la
dirección normal y tangencial que controlan tanto g

N
, g

T
como sus respecti-

vas velocidades.
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0 = q̈Nn+1/2 +

2ξN̟N
︷ ︸︸ ︷

̟2
N ∆t

ψ1N + ψ2N

2
q̇Nn+1/2 +̟2

N qNn+1/2

0 = q̈Tn+1/2
︸ ︷︷ ︸

Inercia

+

2ξT̟T
︷ ︸︸ ︷

̟2
T ∆t

ψ1T + ψ2T

2
q̇Tn+1/2

︸ ︷︷ ︸

Amortiguador

+̟2
T qTn+1/2

︸ ︷︷ ︸

Resorte

�

�

�

�5.21

Las variables qNn+1/2, qTn+1/2 representan el movimiento del cuerpo en la
dirección normal y tangencial. Los amortiguadores viscosos son dependientes
de ξN , ξT , parámetros de penalización para las velocidades que fuerzan de
manera aproximada la condición consistente de Kuhn–Tucker (velocidad de
penetración nula). Las ecuaciones 5.21 proporcionan las siguientes relaciones:

ψ1N + ψ2N =
4ξN
ΩN

; ψ1T + ψ2T =
4ξT
ΩT

�

�

�

�5.22

que pueden generalizarse fácilmente para cualquier contacto entre cuerpos
rígidos i, k como:

ψik1N + ψik2N =
4ξN

Ωik
N

; ψik1T + ψik2T =
4ξT

Ωik
T

�

�

�

�5.23

donde Ωik
N = ̟ik

N ∆t, Ωik
T = ̟ik

T ∆t, ̟ik
N =

√

KN/m, ̟ik
T =

√

KT /m, y
m es la mayor de las dos masas en contacto. La combinación de las ecua-
ciones 5.16, 5.17, 5.19 con las ecuaciones 5.23 proporcionan las expresiones
para ψik1N , ψ

ik
2N y ψik1T , ψ

ik
2T mostradas en el apéndice. La inserción de estas

expresiones en las ecuaciones 5.3 fuerza a que la respuesta sea conservativa
para el caso stick y consistentemente disipativa para el slip.
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6
Simulaciones numéricas sin fricción

6.1 Introducción

En este capítulo se han simulado cuatro ejemplos numéricos represen-
tativos sin fricción con ACEM mediante MED aplicado a discos rígidos. El
primer ejemplo estudia el problema de Carom (o problema de la mesa de
billar), en que la conservación de los momentos y de la energía total de los
cuerpos se analiza a través de un disco que impacta en el interior de una caja
rígida.

El segundo ejemplo analiza la dispersión y el rebote de un triángulo com-
puesto por 55 bolas de billar para las siguientes dos situaciones: a) todas las
bolas tienen el mismo diámetro e inicialmente están en contacto, y b) varias
bolas tienen un diámetro ligeramente menor (existencia de imperfecciones).

El tercero consiste en el problema del péndulo de Newton, en el que se
estudia la respuesta conservativa de tres esferas alineadas sostenidas cada una
de ellas por un cable. En esta situación, una de las esferas extremas se aparta
de su posición de equilibrio e impacta a las colidantes con una determinada
velocidad. Este problema tiene dos soluciones analíticas construidas en base
a dos hipótesis diferentes.

Finalmente, el cuarto ejemplo simula el llenado de un cangilón bajo la
acción de la gravedad. Este problema se caracteriza por su elevado número
de contactos y mediante el mismo se demuestra la robustez de ACEM con
respecto a la conservación de la energía.

Para comparar el funcionamiento de ACEM con el resto de algoritmos,
los ejemplos primero, tercero y cuarto han sido simulados adicionalmete me-
diante la familia de integradores temporales de Newmark–β. Se han empleado
los parámetros β y γ de la tabla 6.1, que corresponden con la Regla del Tra-
pecio (Trap.) y el método de Máxima Disipación (Max.D.), integradores que
tienen nulo y máximo amortiguamiento numérico respectivamente.

6.2 El problema de Carom

El problema bidimensional de Carom, o problema de la mesa de billar,
consiste en el análisis de la trayectoria de un disco sometido a una determi-
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Método β γ Estabilidad

Trapecio (Trap.) 1/4 1/2 Incondicional
Máx. Disipación (Max.D.) 0.49 1 Condicional

Tabla 6.1: Parámetro de Newmark–β para los problemas primero, tercero y cuarto

nada velocidad inicial en el interior de una caja rígida cuadrada de un metro
de lado.

La velocidad inicial es V0 = (4,−4) m/s y la posición (0.25, 0.25) m.
Los parámetros de la simulación son: KN = 106 N/m, ∆t = 2.5 × 10−3 s,
masa unidad, radio 10−2 m y dos valores distintos de los penalties para las
velocidades, bajo y elevado ξN = 1 y ξN = 200.

Las figuras 6.1 muestran los resultados de la simulación: trayectorias
(izqda.), velocidades y energías (drcha.). Como se demuestra en las figuras,
ACEM conserva la energía y los momentos, por lo que para cada contacto
el ángulo y velocidad incidentes son iguales y opuestos a los salientes y ade-
más las trayectorias se superponen una sobre otra de manera cíclica. Estos
resultados coinciden con la solución analítica de la figuras 6.1 (izqda.) para
ambos valores de ξN . Las condiciones iniciales impuestas fuerzan a que el
disco impacte en la mitad de cada lado del cuadrado.

Si se simula el mismo problema usando el método de Newmark–β con
el conjunto de parámetros de la tabla 6.1, las trayectorias no coinciden con
las correspondientes a los resultados analíticos. Aunque Trap. (figuras 6.2
sup.) es incondicionalmente estable para problemas lineales, se comporta de
manera inestable debido a las no linealidades de contacto, que dan lugar
a incrementos de energía en cada impacto. Tanto la velocidad normal a la
frontera como el ángulo saliente se incrementa y cambian de signo después
de cada contacto (figuras 6.2 izqda. y drcha. respectivamente), dando tra-
yectorias cada vez más cerradas sin sentido físico.

Max.D., (figura 6.2, inf.), también se comporta de manera inestable con
los impactos, pero debido a su elevado amortiguamiento numérico intrínseco,
fuerza a que la energía decrezca con cada contacto. Este amortiguamiento
provoca que disminuya tanto la velocidad normal a la superficie, como con-
secuentemente el ángulo de salida, lo que da lugar a una trayectoria abierta
que simula un contacto inelástico sin la suficiente precisión física. Para Trap.
como para Max.D. la velocidad tangencial no se ve afectada por el contacto
por la ausencia de fricción en esta simulación.
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Figura 6.1: Trayectoria, velocidad y energía con ACEM. Los resultados concuer-
dan con la física del problema de Carom sin fricción: se conserva la energía y la
velocidad normal es igual en modulo pero opuesta en signo, antes y después del
contacto. La posición inicial está indicada por •
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Figura 6.2: Trayectoria, velocidad y energía para Newmark-β. Se produce un
comportamiento de tipo no físico debido al incremento ilimitado de energía para
Trap. y se muestra un alto amortiguamiento numérico para Max.D. La posición
inicial está indicada por •
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6.3 La dispersión de las bolas de billar

En este apartado se simula numéricamente la dispersión de las bolas del
juego de billar, figuras 6.3 y 6.4. La bola incidente a (de diámetro 5x10−2 m)
se somete a una velocidad inicial de V0 = (0, 10) m/s, impactando contra
un triángulo compuesto por 55 bolas en contacto. Este problema ha sido
simulado con ACEM usando los siguientes parámetros: KN = 106 N/m,
ξN = 200, ∆t = 2.5 × 10−4 s, y masa de cada bola 0.15 kg. Aunque se
haya considerado que todos los discos son rígidos, no todos los contactos
se producen de manera instantánea, ya que la presencia de los resortes de
penalty propagan el impacto en el interior del triángulo por medio de una
onda que retrasa la transmisión de los contactos.

Comentario 6.3.1. En este problema se estudia la robustez en la conser-
vación de energía y momentos de ACEM en problemas con un moderado
número de contactos simultáneos. Asimismo, se estudia la sensibilidad en
los resultados finales de una ligera variación en la geometría inicial del pro-
blema.

Esta simulación se centra en el análisis de la conservación de la energía
total de los cuerpos y de la propagación del momento lineal en el interior
del triángulo. Se han considerado tres casos cuyos resultados se muestran en
las figuras 6.3 y 6.4. Estos casos corresponden a las siguientes situaciones: i)
todos los discos tienen el mismo diámetro, 6×10−2 m; ii) dos bolas sombrea-
das situadas simétricamente (con respecto a la línea de impacto) tienen un
diámetro ligeramente inferior respecto al resto, 5.8 × 10−2 m; y, iii) mismo
caso que ii) pero con tres bolas situadas de manera asimétrica. En todos
los casos, la bola a impacta contra b, a retrocede y b contacta con las bolas
circundantes. En estas figuras, la dirección y la magnitud del momento lineal
de cada bola se indica por medio de una flecha.

La figura 6.3 muestra los resultados para el caso i), que corresponde a la
situación simétrica con todas las bolas del mismo tamaño. Esta configuración
provoca que la mayor parte del momento lineal se transmita a lo largo de las
direcciones definidas por los lados b–c y b–d, razón por la que las bolas c y d
salen despedidas rápidamente. Las figuras 6.4 muestran los resultados para
los casos ii) y iii), en los que la transmisión del momento lineal px, py, de la
energía E y la dispersión de las bolas es simétrica para el caso ii) y asimétrica
para el iii). Adicionalmente se observa que no hay tendencias evidentes en
las direcciones de la transmisión del momento lineal, y la mayoría de las
bolas adquieren el suficiente movimiento para que el triángulo se disemine
completamente. Todos estos resultados concuerdan cualitativamente con el
comportamiento de las bolas en el juego de billar, donde las imperfecciones en
el diámetro de las bolas y la posición inicial influencian el movimiento post–
impacto. Aunque los resultados para estos tres casos son cualitativamente
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Caso i)

  0 s
a

b

c d

1.04 × 10
−3 s

1.24 × 10
−3 s 5.0 × 10

−2 s

Figura 6.3: Dispersión sin fricción, caso i), todos las bolas son iguales y están
situadas de manera simétrica. La mayor parte del momento lineal se transmite a lo
largo de los lados b–c y b–d. Después del impacto únicamente se mueven las bolas
situadas en los vértices
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diferentes, ACEM calcula y conserva el mismo momento lineal total y la
misma energía de los cuerpos (ver tabla 6.2).

Caso i) Caso ii) Caso iii)

t (s) 0 1.0 0 1.0 0 1.0
px(Kg m/s) 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
py(Kg m/s) 8.66 8.66 8.66 8.66 8.66 8.66
E (J) 43.3 43.3 43.3 43.3 43.3 43.3

Tabla 6.2: Energía total del cuerpo y momento lineal al principio y final de la
simulación. El movimiento es diferente para los tres casos, pero el momento lineal
y la energía coinciden para los tres

6.4 El péndulo de Newton

El tercer ejemplo simula el impacto de tres esferas rígidas y alineadas
empleando ACEM y Newmark–β. Las figuras 6.5 muestran tres esferas a, b
y c inicialmente estáticas, donde a ha sido desplazada inicialmente hacia
la izquierda. La esfera a se somete a una velocidad inicial Va0 = 1 m/s
impactando contra b.

Este problema se puede resolver usando dos hipótesis distintas. La pri-
mera, i) las esferas b y c están inicialmente juntas, y cuando a impacta a b,
b y c impactan simultáneamente. Esta hipótesis considera que las masas b
y c se comportan como una única masa b + c. En la segunda hipótesis, ii),
todas las esferas están ligeramente separadas y el contacto entre b–c ocurre
después que el de a–b. La referencia [CH01] proporciona la solución analítica
de las velocidades post–impacto: Va1 = −1/3 Va0, Vb1 = Vc1 = 2/3 Va0 para
i) y Va1 = Vb1 = 0, Vc1 = Va0 para ii).

Los parámetros de la simulación para ambas hipótesis sonKN = 107 N/m,
∆t = 2.5× 10−4 s, ξN = 200, masa unidad y diámetro 10−1 m. La Tabla 6.3
muestra las velocidades post–impacto para Trap., Max.D., ACEM, y la solu-
ciones analíticas. Las dos primeras conservan el momento lineal, pero fallan
en la conservación de la energía, ya que son inestables para el contacto; por
tanto, sus velocidades post–impacto difieren de las analíticas. La última fila
de esta tabla muestra el error entre ACEM y las soluciones analíticas. De
esta tabla se observa que las velocidades post–impacto difieren ligeramente
para la hipótesis i) y son exactas para ii).

Si se produce más de un contacto en el mismo instante, como sucede
en i), los resultados para ACEM serán diferentes para cada elección de los
valores de KN y ξN , ya que el método del penalty no satisface exactamente
la condición de impenetrabilidad. Todas estos resultados se caracterizan por
poseer el mismo momento lineal y energía total.
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Caso ii)

 0 s   1.3 × 10
−3

  6.3 × 10
−3 s   6.0 × 10

−2 s

Caso iii)

  0 s   1.49 × 10
−3 s

  5.9 × 10
−3 s   9.9 × 10

−1 s

Figura 6.4: Dispersión sin fricción, caso ii), simétrico y dos discos con imperfeccio-
nes y caso iii) asimétrico y con tres discos con imperfecciones. Las imperfecciones en
los discos favorecen la transmisión del momento lineal en el interior del triángulo.
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Figura 6.5: Problema del péndulo de Newton. Hipótesis i) (arriba) con discos b
y c en contacto, o lo que es equivalente a una única masa. Hipótesis ii) (abajo),
pequeña separación entre los discos b y c

La formulación analítica se basa en la condición de impenetrabilidad, por
tanto, los resultados de ACEM tienden a los analíticos cuando KN , ξN → ∞.
Para la hipótesis ii), cada contacto se produce en instantes distintos; por
tanto el error es cero, ya que para esta hipótesis la solución conservativa
dada por ACEM es única.

Las figuras 6.6 muestran el error de las velocidades post–impacto en
función del paso de tiempo ∆t (sup.) y ξN (inf.) para la hipótesis i). Cada
línea representa el error para un valor distinto de KN . Las figuras de la
izquierda muestran los errores para la esfera a, mientras que las de la derecha
los muestran para b y c. Como se espera, el error converge a cero a media
que KN , ξN → ∞ y ∆t→ 0.

De la tabla 6.3 se puede observar que para la hipótesis i), el error de
ACEM con respecto a la solución analítica es muy pequeño para la esfera a,
pero no es despreciable para b y c. Esta razón se puede explicar por el trabajo
de [Lov97], que probó que si dos cuerpos contactan en el inicio de un paso
de tiempo n, el error en el ratio de convergencia es cuadrático y lineal para
cualquier otro caso; obviamente, a impacta a b exactamente en el instante
n, y el algoritmo muestra convergencia cuadrática (figuras 6.6 izqda.).

Aunque este problema se ha simulado empleando cuerpos rígidos, el re-
sorte de penalty propaga una onda de impacto de a a b y de b a c. Esta
onda retrasa el segundo impacto b–c un tiempo α, α < ∆t, sucediendo en el
instante n+α. Este hecho da lugar a que la convergencia del error sea lineal
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Hipótesis i) Hipótesis ii)

Algs. Va1 Vb1 Vc1 ptot E Va1 Vb1 Vc1 ptot E

Trap. -0.82 0.33 1.49 1.0 1.5 -0.33 0.08 1.24 1.0 0.83
Max.D. -1.07 0.44 1.13 1.0 0.9 -0.31 -0.04 1.36 1.0 0.97
ACEM -0.32 0.67 0.65 1.0 1.0 0.00 0.00 1.00 1.0 1.00
Anal. -0.33 0.66 0.66 1.0 1.0 0.00 0.00 1.00 1.0 1.00
% 0.01 1.14 1.15 0.0 0.0 0.00 0.00 0.00 0.0 0.00

Tabla 6.3: Problema del péndulo de Newton. Velocidades post–impacto, momento
lineal y energía. El momento lineal total se conserva para todos los algoritmo, las
velocidades y la energía difieren de los valores analíticos debido a la inestabilidad
de Newmark–β para el contacto. Con ACEM, hay un pequeño error para la hip. i)
y la solución es exacta para ii)
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Figura 6.6: Problema del péndulo de Newton. Análisis del error en las veloci-
dades post–impacto en función del paso de tiempo ∆t y amortiguamiento ξN . La
convergencia es cuadrática para la esfera a y lineal para b y c
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para el contacto entre b y c (figuras 6.6 drcha.).

6.5 Llenado del cangilón

En este ejemplo se simula el llenado bajo la acción de la gravedad de un
cangilón cuadrado de un metro de lado, con una abertura de 30◦ usando 665
discos de masa unidad y radio 4 × 10−3 m.

Los discos están inicialmente dispuestos en una matriz rectangular a mo-
do de trebolillo, separados por muy poca distancia entre sí, y el cangilón se
modela como una serie de fronteras rígidas. La figura 6.7 muestra la evolución
ACEM en cuatro instantes diferentes con parámetros: KN = 106 N/m, ξN =
200 y ∆t = 2.5 × 10−3 s.

ACEM

0.25s 0.47s 0.65s 0.92s

Figura 6.7: Llenado del cangilón con ACEM. Debido a la conservación de la energía
los discos nunca se asientas y algunos de ellos escapan del cangilón

Comentario 6.5.1. En este ejemplo se realiza un estudio comparativo de los
resultados de la aplicación de ACEM frente a los algoritmos más populares
de la familia de Newmark–β para problemas con múltiples contactos. Además
se justifica la inestabilidad que presenta Newmark–β para el contacto.

Durante los primeros instantes de la simulación, los discos localizados
en los laterales y la parte baja de la matriz rebotan contra las caras rígidas
inclinadas del cangilón. Por tanto, los contactos se propagan a través del resto
de los discos, cambiando sus trayectorias y velocidades. ACEM conserva la
energía total de los cuerpos, por lo que los discos se mueven continuamente en
el interior del cangilón y algunos de ellos escapan de él. Aunque ésta sea una
simulación numérica cuyos resultados no concuerden con los de la realidad
experimental, resulta muy útil para probar las propiedades conservativas de
ACEM ante la presencia de múltiples contactos. No se ha dibujado ningún
gráfico sobre la evolución de la energía, ya que ésta siempre se conserva.

El mismo problema ha sido simulado empleando Newmark–β con Trap.
y Max.D. para ∆t pequeños, medianos y grandes. Las figuras 6.8 y 6.9 mues-
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TRAP.
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Figura 6.8: Llenado del cangilón para tres ∆t distintos con Trap. Hay un creci-
miento de energía sin límite debido a que la regla de Trapecio es inestable ante la
presencia del contacto con cualquier paso de tiempo
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∆t 2.5 × 10−3s

MAX.D.

0.25s 0.47s 0.65s 0.92s
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Figura 6.9: Llenado del cangilón para tres ∆t distintos con Max. D. Aunque este
método también sea inestable para el contacto, los resultados (arriba y mitad) tienen
sentido físico para grandes ∆t debido a la alta disipación numérica del método.
Mientras para pequeños, la energía crece sin límite (abajo)
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tran el llenado, donde está claro que Trap. es inestable para cualquier ∆t,
mientras que Max.D. sólo lo es para los pequeños.

La inestabilidad implica que el movimiento de los discos crece sin límite
debido a un incremento de energía no físico, lo que causa que muchos de
ellos salgan despedidos del cangilón. La referencia [LC97] obtuvo una nor-
ma energética para Newmark–β que decrece cuando dos cuerpos penetran y
crece cuando se separan. Debido a que el penalty es un método aproximado
que elimina la restricción de contacto (suprime el resorte elástico) cuando el
gap es positivo, gN > 0, la fuerza de contacto añade energía a los cuerpos.
Por otro lado, es posible que esta energía adicional se disipe por el amor-
tiguamiento numérico ξ, dependiendo del tipo de algoritmo y del paso de
tiempo.

La figura 7.14, obtenida de [Hug87], muestra la relación entre la frecuen-
cia adimensional ϑN = ̟N∆t y el amortiguamiento numérico ξ para ambos
métodos. Trap. no introduce amortiguamiento aunque el paso de tiempo sea
grande; consecuentemente, los cuerpos ganan energía cuando se separan. Por
el contrario, el método Max.D. posee el amortiguamiento más elevado de la
familia Newmark–β y dicho amortiguamiento aumenta con ∆t. Por tanto,
si se usan pasos de tiempo grandes, el amortiguamiento puede disipar toda
la ganancia de energía, situación que no es posible usando pasos de tiempo
pequeños.

Trap.
Max. D.

1.0 2.5
Frec. adimensional ϑN = ̟N∆t

A
m

or
t.

N
um

.
ξ

1050

1

0.5

0

Figura 6.10: Llenado del cangilón. Frecuencia adimensional ω∆t vs. amortigua-
miento numérico. Nulo para Trap. y aumenta con ∆t para Max.D.

El gráfico inferior de la figuras 6.8 muestra la evolución de la energía para
Trap.; cuanto más grande sea el paso de tiempo, antes aparece el incremento
de energía (inestabilidad), dando lugar a que el programa se pare debido al
desbordamiento de memoria. Este comportamiento es debido al hecho que
para grandes pasos de tiempo, el contacto se abre con un gap g

N
grande, y por

tanto la ganancia de energía será también elevada. Este incremento de energía
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se puede ver gráficamente en la secuencia superior de las figuras 6.8, donde
para 0.47 s la simulación ya es inestable y los discos se dispersan de manera
no realista. A medida que ∆t disminuye (segunda y tercera secuencias), el
gap g

N
cuando se separan los cuerpos es bastante cercano a cero, y por tanto

la ganancia de energía es pequeña. Aún así para 0.65 s los resultados son
inestables y para un tiempo mediano 0.47 s, la simulación es aún estable.

Este comportamiento también se puede observar en el gráfico de energías,
figuras 6.8 (inf.). Para valores de ∆t grandes, en el instante de 0.42 s se
aprecia una clara inestabilidad, para valores de ∆t medianos y pequeños es
estable, pero en el instante 0.6 s cualquier ∆t produce resultados inestables.
En el mismo gráfico, se aprecia que para ∆t pequeños y medianos, la energía
de los cuerpos decrece en t ≈ 0.3 s, ya que en este instante la mayoría
de los cuerpos se están penetrando. En cambio, en t ≈ 0.55 s estos discos
empiezan a separarse y por tanto, las fuerzas de contacto introducen grandes
cantidades de energía.

Las tres secuencias de las figuras 6.9, muestran los resultados de la simu-
lación usando Max.D. Dichos resultados difieren notablemente con respecto
a los de Trap. aunque se hayan empleado los mismos ∆t. Para ∆t grandes y
medianos, incluso si los g

N
después de la separación son grandes, la ganancia

de energía se disipa por el elevado amortiguamiento numérico del método,
tal y como se muestra en la primera y segunda. En la imagen final de cada
secuencia, se observa que los discos se comportan como un fluido viscoso
debido al elevado amortiguamiento numérico del método. En esta situación
los discos que se encuentran en la parte superior y que tienen poco amorti-
guamiento numérico (debido al bajo número de contactos) presionan sobre
aquellos situados en la parte más baja cuyo movimiento está amortiguado
tras muchos contactos.

Para Max.D., los valores del coeficiente de amortiguamiento numérico ξ
proporcionados en la figura 7.14 cuando ̟N∆t = 1.0 y ̟N∆t = 2.5 (pasos
de tiempo mediandos y grandes) son ξ = 0.2 y ξ = 0.3, respectivamente
(valores elevados). Pero empleando pequeños ̟N∆t = 0.01 → ξ ≈ 0, aparece
un súbito incremento de energía debido a contacto (inestabilidad), que el
amortiguamiento numérico es incapaz de disipar y causa que la mayoría de los
discos sean repelidos del cangilón (secuencia tercera). El gráfico de inferior de
las figuras 6.9 muestra claramente esta situación, en el que para pequeños ∆t
y tiempos totales t > 0.4 s el comportamiento de la simulación es inestable.
Para ∆t medianos y grandes la energía alcanza un mínimo en la situación en
la mayoría de los cuerpos están penetrando t ≈ 0.75 s. En t ≈ 0.9 s, debido
al alto amortiguamiento numérico, los discos no se separan para ∆t grandes,
mientras que para medianos se separan ligeramente experimentando un leve
incremento de energía.
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7
Simulaciones numéricas con fricción

7.1 Introducción

En este capítulo se estudia el funcionamiento de ADfr mediante cuatro
ejemplos representativos empleando cuerpos rígidos circulares y elípticos. Los
dos primeros ejemplos, el problema del juego de bolos y el problema de carom
con partícula elíptica, consisten en el análisis de la cinemática de una partí-
cula aislada. Dichos ejemplos, aunque sencillos, se consideran útiles para vali-
dar los resultados numéricos con la formulación analítica de [Str94]y [WM92]
resumida en el Apéndice A.

En el tercer ejemplo se simula la rodadura y el impacto de dos discos
idénticos dispuestos simétricamente sobre una superficie semicircular rugosa.
Los discos se mueven de forma periódica bajo la acción de la gravedad,
impactando en mitad de la superficie y retrocediendo a una posición más
baja debido a la pérdida de energía. El objetivo de esta simulación es el
estudio del papel de la fricción disco–superficie y disco–disco en la atenuación
del movimiento.

Finalmente, en el cuarto ejemplo se simula el colapso de una columna
granular bidimensional bajo la acción de la gravedad. Este proceso se ca-
racteriza por el elevado número de contactos friccionales. Para validar los
resultados de la simulación, el perfil tendido tras el colapso se comparará
con los experimentales.

7.2 Problema del juego de bolos

En esta simulación se analiza la cinemática, disipación de energía y el
instante trod de transición de deslizamiento (contacto slip) a rodadura (con-
tacto stick) de un disco apoyado sobre una superficie plana con fricción
sometido a una velocidad inicial VOi. El ángulo de fricción φ se varía pa-
ra estudiar cómo ADfr disipa energía y predice el instante trod, mientras
que los parámetros fijos son: KN = KT = 106 N/m, ∆t = 2.5 × 10−3 s,
ρs = 2500 kg/m3, ξN = ξT = 200 y gravedad g = −9.81 m/s. El radio de
la bola es R = 3 × 10−3 m y la velocidad inicial prescrita en el centro de
gravedad VOi = 4 m/s.
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t = trod

VCr=0VCs6=0VCi=VOi
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VAr = 2VOr

VCr = 0

ωr
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Figura 7.1: Problema del juego de bolos. Perfil de velocidades para ambos casos
de contacto e instante de transición trod

En la figura 7.1 (sup.) se define el caso slip o deslizante, como el mo-
vimiento para el cual la velocidad relativa horizontal (con respecto a la su-
perficie) del punto de contacto VCs en cualquier instante no es nula. La
distribución de velocidades del disco es lineal entre el punto de contacto C,
el centro O y el punto más alto A. El caso stick se alcanza en el instante trod
cuando VCr es cero.

La figura 7.1 (inf.) muestra la posición inicial, dos posiciones intermedias
y el instante donde se inicia la rodadura. Inicialmente, todos los puntos del
disco se mueven con la misma velocidad VOi, por tanto VA = VO = VC = VOi.
Después del inicio del movimiento, la fuerza de fricción causa un momento,
una velocidad de rotación ωr y consecuentemente, las velocidades de los
tres puntos son distintas; en la posición intermedia (deslizamiento) se puede
observar una cierta traslación y rotación, VCs 6= 0. Finalmente se alcanza el
caso stick (rodadura) en el instante trod, cumpliéndose VCr = 0 y ω = ωr.

Las figuras 7.2 (sup.) muestran las velocidades V, ω y la energía E en fun-
ción del tiempo t. Para el caso slip, la fuerza de fricción decrece VO, aumenta
linealmente ω (izqda.) y disipa energía (drcha.). En el instante t = trod se
alcanza el caso stick, en esta situación las velocidades y la energía perma-
necen constantes e independientes de φ; lo que implica que la cantidad de
energía disipada para alcanzar VCr = 0 es constante. Por otro lado, φ influye
en la potencia disipada ∆E/trod y en trod (figuras 7.2 inf.); un incremento
de φ aumenta la energía disipada por unidad de tiempo ∆E/trod y como la
energía disipada es constante, decrece el valor de trod.

Los resultados numéricos obtenidos coinciden con los de la formulación
analítica del Apéndice A, figura 7.2 (inf.). Nótese en la figura 7.2 (sup. dr-
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cha.), que para el caso stick la energía alcanza un mínimo estable. Por tanto,
el punto de contacto C también alcanza una situación estable y no desliza
de nuevo.

7.3 Problema de carom con partícula elíptica

En este apartado se simula la trayectoria de una elipse rígida como con-
secuencia de los sucesivos impactos en el interior de un cuadrado de la-
do unidad. La elipse, de ejes 15/6 × 10−2 m, se posiciona inicialmente en
(0.45, 0.1) m, con una inclinación α = 50◦ como se muestra en la figura 7.3
(sup.). Se somete a una velocidad inicial Vx = 1, Vy = −0.4 m/s, sin rota-
ción, en una dirección definida por el ángulo θ = −22◦ y con un ángulo de
fricción φ = 15◦. El resto de los parámetros numéricos son los mismos que
en las simulaciones previas. Para visualizar la rotación de la elipse, su orien-
tación queda definida por una flecha que abarca el mayor de sus semiejes.
Debido a la compleja geometría de la elipse, se ha implementado el algoritmo
de detección de contactos de [WLW08].

Las figuras 7.3 muestran la evolución de la trayectoria de la simulación
(sup.), velocidades lineales (inf. izqda.), velocidad de rotación y energía (inf.
drcha.) para ADfr y la comparación con la solución analítica del apéndice A.
Primero, la elipse impacta contra la parte más baja de la caja y por tanto
rota, ya que la línea de acción de la fuerza resultante del contacto no pasa
por el centro de gravedad, figuras 7.3 (sup. e inf. drcha.). En esta situación,
se muestra que la relación entre las velocidades iniciales Vx, Vy verifica la
condición dada en el apéndice que fuerza a que el punto de contacto deslize
a lo largo de la cara horizontal disipando energía. Los sucesivos impactos
disminuyen la velocidad tangencial (velocidad respecto a la cara), figura 7.3
(inf. izqda). Consecuentemente, si la relación velocidad normal–tangencial
alcanza la condición θ⋆ dada en el apéndice, el impacto no será disipativo y
el punto de contacto no desliza.

Es importante tener en cuenta que un impacto puede ser conservativo
para un contacto y disipativo para otros. Este hecho se debe a que la relación
de velocidades cambian para cada impacto, como se puede apreciar en la
figura 7.3 (inf. drcha.), donde en los instantes t = 1.8 y t = 3.2 s se conserva
la energía, mientras que pata t < 0.4 y en los instantes t = 3.5 y t = 3.7 s se
disipa. Los resultados numéricos y analíticos coinciden, ya que tanto ADfr
como la formulación analítica se han desarrollado forzando la conservación
de energía para el contacto normal y la conservación–disipación consistente
para el tangencial.

Para evaluar el funcionamiento de ADfr con respecto a la disipación de
energía, las velocidades post–impacto y la comparación con la formulación
analítica, se ha analizado paramétricamente el primer impacto de este pro-
blema en función del ángulo incidente θ y el de fricción φ (figuras 7.4). Para
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Figura 7.3: Problema de Carom con partícula elíptica: trayectoria (sup.), velocidad
(inf. izqda.) y energía total (inf. drcha.). En los tres gráficos, los resultados analíticos
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Figura 7.4: Problema de Carom con partícula elíptica: velocidad horizontal de
salida Vxo, vertical Vyo (sup. izqda. y drcha.), velocidad de rotación ωo y energía
disipada (inf. izqda. y drcha.) en función del ángulo de incidencia θ y de fricción φ

cada φ, se repite la simulación para valores de θ variando de 0◦ a 90◦. Se
prescribe la velocidad inicial Vx = 4cos θ, Vy = −4 sin θ m/s de este modo,
la energía antes de impacto será siempre la misma independientemente de θ
y φ. El resto de parámetros son los mismos que los de la anterior simulación.

Las figuras 7.4 (sup. e inf. izqda.), muestran la influencia de φ y θ en
las velocidades post–impacto tangencial Vxo, normal Vyo y angular ωo. La
primera se reduce con φ y aumenta proporcionalmente con Vyi. La segunda,
Vyo es normal a la fuerza de fricción, por tanto no se ve afectada. La velo-
cidad angular ωo,(figura 7.4 inf. izqda.), aumenta con φ debido al momento
inducido por la fuerza de fricción.

Para cada una de las curvas de las figuras, se pueden apreciar dos zonas
en función del ángulo incidente θ = tan−1(Vyi/Vxi): i) caso slip, ii) caso stick.
Para el caso i), la combinación de las fuerzas impulsivas creadas por Vxi y
Vyi es mayor que la fuerza de fricción y por tanto, el disco desliza. En esta
situación cada curva depende de φ, ya que la fuerza de fricción es función de
este ángulo. A medida que θ crece, la fuerza impulsiva creada por Vxi y Vyi
decrece y se llega al caso ii). En esta situación, la fuerza impulsiva tangencial
creada por las velocidades incidentes es menor que la fuerza µf cN , por lo
que la partícula no desliza Φ < 0 (caso stick); todas las curvas convergen a
una única porque la fuerza de fricción es igual a la fuerza tangencial y no es
una función de φ. Para cada φ hay un valor de θ⋆ que limita estas dos zonas
(ver el apéndice).

La figura 7.4 (inf. drcha.) muestra la pérdida de energía ∆E en función de
φ y θ. Para valores de θ bajos ∆E es relativamente pequeña, el deslizamiento
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debido a Vxi es elevado pero la fuerza impulsiva normal generada es muy
baja al serlo Vyi. Para valores de θ cercanos al caso stick, la pérdida también
es baja, en este caso el deslizamiento debido a Vxi es pequeño pero la fuerza
impulsiva normal generada es muy elevada al serlo Vyi. Entre estos valores
límite hay una combinación óptima θm que provoca que ∆E sea máximo. De
esta figura y de la formulación del apéndice se desprende que este máximo
aumenta con φ y se alcanza con un θ cada vez más bajo. La transición entre
los casos slip–stick, es decir ∆E ≡ 0, sucede para valores bajos de θ cuando
aumenta φ. También en este caso, los resultados numéricos coinciden con los
de la formulación analítica.

7.4 El problema del péndulo cóncavo

En este apartado se estudia la atenuación del movimiento de dos discos
rígidos dispuestos de manera simétrica sobre una superficie semicircular ru-
gosa bajo la acción de la gravedad, figura 7.5. En este problema, hay dos
fuentes de disipación de energía: fricción entre disco–superficie, e impacto
friccional entre discos. El movimiento se caracteriza por ser periódico, los
discos avanzan y retroceden alternativamente siempre a una posición más
baja que la anterior hasta que finalmente se para. El radio de los discos y
de la superficie es 0.1 m y 0.5 m respectivamente, el ángulo de fricción es
φ = 15◦, la posición inicial se define a través del ángulo γt0 = 45◦ y la
velocidad inicial es nula.

γt0

γt2

γt1

t2

t1

t0

Figura 7.5: Problema del péndulo cóncavo. Posición inicial, impacto y altura má-
xima después de impacto definidas por γt0 , γt1 y γt2

Las figuras. 7.6 (izqda. y dcha.), muestran los resultados del centro de
gravedad para uno de los discos, ya que el problema es simétrico. La figura
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Figura 7.6: Problema del péndulo cóncavo. Posición del centro de gravedad γ,
velocidad γ̇, velocidad de rotación ω y energía E.

de la izquierda muestra la posición polar γ y la velocidad γ̇, mientras que la
de la derecha, muestra la energía total E y la velocidad de rotación ω.

Imponiendo las anteriores condiciones iniciales, ambos discos deslizan
desde el principio de la simulación (disipan energía) y finalmente impactan en
la posición más baja en el instante t ≈ 0.3 s. Antes de este primer impacto,
ω y γ̇ aumentan (en módulo), mientras que E disminuye. Y en el primer
impacto, γ̇ y ω experimentan un súbito incremento, invierten sus valores y
la energía E disminuye repentinamente.

Como era esperado, la velocidad angular ω alcanza un máximo en trod ≈
0.4 s, instante en el que la velocidad del punto de contacto es nula, VC = 0.
A partir de ese instante los discos comienzan a rodar y no disipan energía
por fricción. Durante la rodadura ω y γ̇ son nulos en t ≈ 0.54 s, instante en el
que los discos alcanzan la máxima altura de la oscilación γ. Inmediatamente
después, los discos continúan rodando hacia abajo aumentando ω y γ̇ hasta
producirse un nuevo impacto en el instante t ≈ 0.82 s.

La secuencia anteriormente descrita se repite de manera cíclica con un
movimiento progresivamente atenuado hasta que se para en t ≈ 2.4 s,
situación en que la amplitud de las oscilaciones es despreciable.

7.5 El colapso de una columna granular bidimensio-

nal

En este apartado se simula el colapso de varias columnas granulares bajo
la acción de la gravedad. Estas columnas están compuestas por granos de
azúcar de forma relativamente esférica y están confinadas por sus bordes late-
rales, por lo que el movimiento puede considerarse bidimensional. El objetivo
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de la simulación es la comparación entre los perfiles finales (post–colapso)
numéricos de ADfr y experimentales de [LHSF05], así como la monitorización
numérica de la disipación de energía.
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Figura 7.7: Colapso de la columna bidimensional. Perfiles inicial y final (sup.) para
h/d = 0.5. Evolución adimensional de la energía total ET /ETmx, energía potencial
Ep/Epmx y energía cinética Ek/Ekmx (inf.)

Se han simulado tres columnas granulares, todas ellas tienen la misma
anchura d = 2.4×10−2 m, pero diferente altura h y están caracterizadas por
la relación a = h/d = 0.5, 1.0, 1.5. Debido a la simetría del problema tanto
en geometría como en condiciones iniciales, sólo se presentarán los resultados
correspondientes a la mitad derecha de la simulación. Los parámetros físicos
y numéricos son los mismos que los de los ejemplos anteriores, a excepción
de: diámetro de la partícula 10−3 m, ángulo de fricción φ = 35◦ y densidad
ρs = 1580 kg/m3 (tomada de [LHSF05]).

Las figuras 7.7, 7.8 y 7.9 (sup.) muestran el estado inicial y final de los
perfiles estables de las simulaciones numéricas y de los resultados experi-
mentales (línea sólida). Ambos perfiles muestran una buena coincidencia a
excepción de una serie de discrepancias locales, probablemente causadas por
la variabilidad estadística de la densidad, del diámetro real de las partículas
y del ángulo de fricción. Sin embargo, las principales diferencias se deben a
las condiciones iniciales; en la columna experimental la distribución de la po-
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sición de las partículas es aleatoria, mientras que en la numérica es ordenada.
Por tanto, la posición inicial de las partículas no es la misma y los resultados
numéricos variarán con respecto de los experimentales. Adicionalmente, hay
otros mecanismos presentes en los experimentos que no están implementados
en el modelo numérico, tales como el desgaste de las partículas, la resistencia
del aire y el amortiguamiento interno del material.
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Figura 7.8: Colapso de la columna bidimensional. Configuración inicial y final
(sup.) y evolución adimensional de la energía (inf.) para h/d = 1.0

Las figuras 7.7, 7.8 y 7.9 (inf.) muestran la evolución proporcionada por
ADfr de la energía cinética, potencial y total de cada columna (Ek/Ekmx,
Ep/Epmx, ET/ETmx), normalizadas con respecto al máximo de cada una.

Inicialmente, toda la energía es potencial debido a la falta de movimiento.
Como era esperado, el peso de las partículas fuerza al movimiento de los
granos cercanos a la superficie externa, transformado su energía potencial Ep

en cinética Ek. En la primera columna, debido la baja altura del especimen,
los granos cercanos al eje vertical no se mueven y por tanto no disipan energía:
para cada contacto la fuerza de fricción es mayor que la fuerza de contacto
tangencial debidas al peso.
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Figura 7.9: Colapso de la columna bidimensional. Configuración inicial y final
(sup.) y evolución adimensional de la energía (inf.) parah/d = 1.5
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El principio del colapso se caracteriza por un súbito incremento de la
energía cinética normalizada Ek/Ekmx. Conforme evoluciona el tiempo, la
forma de la columna cambia continuamente: muchos de los granos situados
en la parte superior y media se mueven, disipando energía cinética y perdien-
do energía potencial. Por tanto, el pico de la energía cinética que se observa
en las tres figuras corresponde a la situación en la que la mayoría de las
partículas se empiezan a mover. Después de ese instante, las energías po-
tencial y cinética experimentan una rápida disminución y alcanzan un valor
estable en menos de 0.45 s para las dos últimas columnas, mientras que para
la primera es de 0.9 s. Este hecho se debe a que las fuerzas de fricción son
mucho más bajas para la primera columna que para el resto, y consecuente-
mente el movimiento está menos restringido. Hay que recalcar que el marco
de ecuaciones de conservación de ADfr fuerza la disipación consistente de
energía para el caso slip (fricción) y la conservación para el stick, por lo que
las fuerzas de contacto calculadas son próximas a la realidad física.

En todas las columnas, la relación de energía cinética Ek/Ekmx alcanza
un valor muy pequeño (no nulo) al finalizar el colapso de la columna, ya que
durante la simulación se escapan varios discos que ruedan de manera indefi-
nida. La columna adquiere un perfil estable cuando la energía total alcanza
un mínimo y todos los contactos son de tipo stick. Nótese que para todos
los casos, el valor de la energía cinética es mucho menor que la potencial, ya
que la velocidad que alcanzan los discos durante el colapso es muy pequeña.
Por tanto, las curvas de la energía potencial y total prácticamente coinciden.
Los saltos de energía que se producen en la primera columna son debidos
a efectos locales causados por el bajo número de partículas. Estos saltos se
atenúan por efectos de homogeneización a medida que aumenta el número
de partículas.

Los resultados para las dos últimas columnas, aunque sean muy similares
a la anterior, muestran ligeras diferencias debido a la inestabilidad generada
por la elevada relación de aspecto a. Por tanto, las fuerzas de contacto son
mayores, las partículas deslizan fácilmente y disipan rápidamente energía
debido a su elevado peso y altura. Estos argumentos justifican la rapidez por
la que se alcanza una configuración estable frente a la primera columna. El
instante en que se inicia el movimiento es muy similar para las tres, ya que
en todas la configuración inicial es inestable.

Finalmente se observa una buena correspondencia entre perfiles finales
numéricos y experimentales, lo que implica que la energía disipada por ADfr
es similar a la de los experimentos de [LHSF05].
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7.6 Ensayo de cortante cíclico

7.6.1. Introducción

En este apartado se simula el ensayo de cortante cíclico y la disipación
energética de dos muestras granulares bidimensionales compuestas por 700 y
2500 discos respectivamente mediante ADfr. En esta simulación se ha toma-
do un enfoque micromecánico del comportamiento de los suelos granulares
frente al tradicional macromecánico. Para estudiar en profundidad el com-
portamiento de los suelos sin cohesion mediante el enfoque micromecánico,
el medio granular se ha considerado como un agregado de discos circula-
res. Estos discos interaccionan en los puntos de contacto (ver figura 7.12),
formando una red de transmisión de contactos que proporcionan el compor-
tamiento macroscópico de la muestra. De tal modo, la cinemática de cada
partícula se describe por la traslación y la rotación de cada partícula que da
lugar a una distribución no uniforme.

Con respecto a la dinámica, el comportamiento local está gobernado por
lo siguientes principios: el contacto ha de ser siempre compresivo y la fuerza
tangencial puede ser mayor o menor que la friccional de coulomb. En el pri-
mer caso se produce deslizamientos entre partículas y disipación de energía
lo que da lugar a importantes cambios. La cinemática y dinámica son los res-
ponsables del comportamiento macromecánico ya que implican importantes
cambios en su estructura.

A escala global los materiales granulares se modelan generalmente como
un medio continuo en el que se no se tiene en cuenta su naturaleza dis-
continua y por tanto, los modelos constitutivos se basan en observaciones
macromecánicas. De estas observaciones se desprende un comportamiento
basado en modelos elastoplásticos. Probablemente muchos modelos son in-
capaces de modelar el comportamiento bajo cargas complejas y necesitan
la introducción de varios parámetros internos como la deformación plástica,
endurecimiento... donde su significado físico no está claramente definido.

En los útlimos años, ha habido un interés creciente que se ha centrado en
enfoques micro–macro mecánicos con el principal objetivo de deducir el com-
portamiento equivalente de un continuo en baso de consideraciones micro-
mecánicas. El MED es uno de los métodos mejor se adaptan en este estudio,
ya que es capaz de estudiar la interacción entre discos que continuamente
se estén interaccionando por contacto. Este método puede monitorizar de
manera eficiente las tensiones internas y el comportamiento de los contactos,
por lo que su ventaja radica en la gran información de tipo micromecánico
que se puede sacar junto a la de tipo macro. Por tanto, en este apartado
se justifican tanto los resultados macroscópicos de este experimento desde el
punto de vista del comportamiento micromecánico dado por MED como la
disipación energética del material granular en forma de ciclos de histéresis.
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7.6.2. Preparación de la muestra

La muestra 1obtenida de [CCL97] está compuesta por 700 cilindros de
madera con diámetros 13, 18, 28 mm, todos con el mismo porcentaje, el
ángulo de fricción es de 28◦ y cohesión nula, mientras que la muestra 2
obtenida de [LQB06] está compuesta por 2500 partículas correspondiente a
la Fraser Sand con radios desde 0.1 a 1 mm con la distribución mostrada
por la curva granulométrica de la figura 7.10.
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Figura 7.10: Curva granulométrica de la arena Fraser

El experimentos se realiza en una caja paralelipédica para la muestra 1
(M.1), mientras que la muestra 2 (M.2), se deposita en el interior de una
membrana cuya base superior e inferior están compuestas como elementos
rígidos. La caja de la primera muestra, ver figura 7.11 se rellena de manera
manual, procurando que obtener una muestra lo más homogenea posible
de manera que no queden grandes huecos o concentraciones de cilindros de
tamaño similar. Mediante esta ordenación se consigue que ante la aplicación
de las cargas se comporte de manera lo más homogénea e isótropa posible.

Los 2500 discos de la muestra 2 se ha rellenado numéricamente según los
porcentajes indicados en la figura 7.10 y se han distribuido inicialmente de
manera aleatoria dentro de una matriz rectangular. La figura 7.12 (izqda.)
muestra la disposición inicial donde ninguna partícula está en contacto con
las de alrededor. A cada disco y posibles contactos se le han prescrito tanto
un ángulo de fricción φ, cohesión c, la densidad ρs y parámetros penalty KN ,
KT . Los valores de todos estos parámetros se muestran en la tabla 7.1. La
elección de los parámetros numéricos del penalty aseguran que las penetra-
ciones entre discos serán pequeñas. A continuación se procede a confinar la
muestra 2 en ausencia de la acción de la gravedad aplicando a cada una de
sus paredes una tensión progresiva hasta que se alcanza el valor tensión de
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Figura 7.11: Ensayo de cortante cíclico. Muestra 1. Compuesta por 700 cilindros
de madera distribuidos homogeneamente

σ0

σ0

σ0

σ0

Figura 7.12: Ensayo de cortante cíclico. Muestra 2. Compactación. Muestra com-
puesta por 2500 discos distribuidos de manera aleatoria. Estado inicial (izqda.), y
compactada bajo σ0 = 100kN/m2 estado final (drcha.)
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confinamiento σ0 = 100kN/m2 en que el estado tensional de la muestra es
semejante al experimental.

φ◦ c N/m ρs kg/m3 σ0 kN/m2 KN = KT N/m ξN = ξT ∆t s

M.1 28◦ 0 50 106 100 0.001
M.2 26◦ 0 2500 100 106 100 0.001

Tabla 7.1: Ensayo de cortante cíclico. Propiedades mecánicas y numéricas de las
muestras 1 y 2

7.6.3. Operativa del ensayo

Muestra 1

En este experimento se aplica una deformación cíclica de amplitud cons-
tante γmax y se miden las tensiones σ, τ . Para ello, se sigue la operativa de la
ref. [CCL97], que consiste en una vez rellena la caja y comprimida con una
tensión confinamiento σ0 = 50kN/m2. Se procede a aplicar una historia de
distorsiones angulares γ, pare ello se deja la base fija, mientras que las caras
laterales se desplazan angularmente y la carga superior horizontalmente, tal
y como muestra la figura 7.11. Numéricamente se consigue el mismo efecto
mediante cuatro fronteras rígidas: una inferior fija, dos laterales que cada
una gira alrededor del punto de unión de la frontera lateral con la horizontal
y una superior cuyo movimiento está prescrito en función de los desplaza-
mientos laterales de las dos caras anteriores. En este experimento se conocen
las fuerzas transmitidas por los discos a las fronteras, mediante galgas en
la realidad experimental y numéricamente en la simulación. Dichas fuerzas
se obtienen a través de la red de de fuerzas de contacto que se producen
durante el experimento. Para obtener unos resultados lo suficientemente ho-
mogéneos se han escogido 700 discos tal y como se indica en la referencia del
experimento.

En cada instante de tiempo se mide numéricamente la fuerza de contacto
normal fNAB y tangencial fTAB de cada cilindro de la frontera. A partir de
estas mediciones se obtiene las tensiones normales y tangenciales en cada cara
promediando las fuerzas de contacto. Para ello se considera que los puntos
de contacto entre los discos externos de la muestra forman una poligonal tal
y como se muestra en la figura 7.13, en esta poligonal se considera repartida
la acción de las fuerzas de contacto. De esta manera, la tensión en cada cara
i se obtiene a través del siguiente promedio:
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Para cada cara i:

σi =

nseg∑

j=1

f
j
cN/L

jRj τ i =

nseg∑

j=1

f
j
cT /L

jT j
�

�

�

�7.1

donde nseg es el número de segmentos que compone la envolvente de cada
cara lateral, para cada segmento j, Lj es la longitud de cada segmento y Rj

y T j son los vectores normales y tangenciales.

Muestra 2

En este experimento se aplica una historia cíclica de cargas de amplitud
constante σmax y se miden deformaciones γ. Para ello la muestra de la fi-
gura 7.12 previamente compactada se introduce en una membrana elástica
cuya misión es transmitir las cargas exteriores al material granular e impedir
la salida de agua de la muestra saturada. Esta membrana, funcionamiento
se muestra en la figura 7.13, fue implementada numéricamente en el código
MED de este trabajo empleando los datos de la ref. [TB99]. Los discos más
superficiales de la muestra están en contacto con las membrana y se con-
sideran “discos membrana”, la membrana actúa en cada uno de ellos sobre
una superfície − − −− y le aplicará las tensiones impuestas. Las tensiones
externas σ se transforman en fuerzas aplicadas a cada disco membrana a
través de la línea ——- que es una aproximación a través de segmentos rec-
tos de − − −−. La resultantes de las fuerzas actuantes en cada uno de los
segmentos se distribuye a cada partícula. Por ejemplo, la tensión actuante en
el segmento DE genera una resultante normal de valor FNDE = σLDERDE,
donde LDE es la longitud del segmento que une los puntos DE y RDE

es el vector normal unitario a dicho segmento, mientras que la tangencial es
F TDE = σLDETDE , donde TDE es el vector tangencial unitario. La muestra
sólo puede distorsionarse angularmente γ, ya que las fronteras rígidas impi-
den el movimiento vertical pero sí permiten el desplazamiento horizontal.
Esta distorsión angular se mide numéricamente a través del desplazamiento
horizontal ∆ de la frontera superior rígida, de manera que dada una muestra
de altura H, la distorsión angular sera γ = ∆/H.

Una ve realizado este experimento se obtendrá aproximadamente un dia-
grama tensión–deformación más conocido como ciclo de histéresis cuya forma
teórica es la dada por la figura 7.14. Este diagrama permite obtener el amor-
tiguamiento de la muestra a través de la siguiente fórmula:

D =
AL

4πAT

�

�

�

�7.2

donde AL es el área del ciclo y AT es el área del triángulo.
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Figura 7.13: Ensayo de cortante cíclico. Membrana elástica de la arena Fraser
definida por —-. Transmisión de tensiones − − − a las partículas interiores y
formación de una red de transmisión de fuerzas —-
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Figura 7.14: Ensayo de cortante cíclico. Obtención del amortiguamiento equiva-
lente

7.6.4. Resultados

A continuación se procede a la descripción de los resultados de los expe-
rimento numérico realizado sobre las muestras 1 y 2. Las figuras 7.15 a 7.21
muestran la relación tensión deformación para ambas muestras con la co-
rrespondiente comparación experimental. Es de notar que esta relación es
no lineal debido al comportamiento elastoplástico del suelo. Este comporta-
miento es debido tanto al desplazamiento friccional y al reagrupamiento de
cada uno de los discos que componen la muestra 1.

La figura 7.15 muestra la relación y la comparación experimental de la
tensión horizontal-tensión vertical (σ1 − σ2) distorsión angular γ para la
muestra 1 bajo un ciclo de derecha a izquierda de amplitud γmax ≈ 0.1rad
y frecuencia 1 Hz. Para obtener unos resultados numéricos semejantes a los
experimentales y tener en cuenta la variabilidad estadística de los parámetros
del experimento real, tal y como se indica en la ref. [CCL97], se ha calibrado el
modelo discreto variando tanto el ángulo de rozamiento interno φ, la tensión
de confinamiento σ0, densidad del material ρs y velocidad de amplitud de la
deformación. Además esta calibración se ha realizado sobre tres muestras de
igual granulometría pero distintos ordenamientos, ya que es prácticamente
imposible imitar numéricamente las condiciones iniciales del experimento
real.

La relación mostrada en la figura 7.15 es no lineal, mostrando un compor-

1Es de recalcar que en los modelos continuos, el comportamiento elastoplástico de un
suelo granular es modelado por parámetros cuyo significado físico no es claro y que no son
representativos del comportamiento real del suelo

137



CAPÍTULO 7. SIMULACIONES NUMÉRICAS CON FRICCIÓN

tamiento anisótropo ocasionado por el ajuste interno en la microestructura
del suelo al aplicar progresivamente la deformación γ. Es de destacar un
primer tramo rectilíneo AB es de elevada pendiente causado por la gran re-
sistencia inicial de la muestra al inicio del movimiento. Desde el punto de
vista micromecánico del contacto, la fuerza normal y tangencial aumentan
progresivamente con la deformación aplicada, si la fuerza tangencial supera
a la de fricción se produce el deslizamiento (movilización entre partículas) y
por tanto la disipación de energía en forma de calor.

Una vez iniciado el movimiento, el incremento de la resistencia disminuye,
es decir la pendiente de la relación deformación–tensión del tramo BC decre-
ce fuertemente, situación en la que gran parte de los discos están deslizando.
Cuando se aplica la máxima distorsión angular positiva, la compacidad de
la muestra es máxima y por tanto lo será la tensión. Desde el punto de vista
micromecánico, en el nivel de deformación intermedio γ ≈ 0.025 rad, las fuer-
zas de contacto superan a las de fricción y cuando la deformación aplicada
es prácticamente máxima γ ≈ 0.09 rad todas las partículas están deslizando
(disipando energía), es por ello que las fuerza tangencial se hace constante
(el tramo BC es prácticamente horizontal) y en esta situación se produce el
mayor número de contactos.

Tras alcanzarse la máxima deformación se produce la descarga–carga en
sentido contrario mediante la variación progresiva de la deformación angular
de derecha a izquierda. A medida que se produce descarga, tramo CD, se ex-
perimenta una súbita caída de la tensión debido a que las fuerzas de contacto
disminuyen al estar la muestra menos coaccionada. Nótese que se alcanza la
tensión mínima (pto. B) con una deformación no nula. Este hecho se debe
al reordenamiento interno de las partículas dando lugar a una ordenación
mucho más compacta.

A medida que se aplica la deformación hacia la izquierda, tramo DE,
aumenta la coacción de las partículas, por lo que éstas experimentan un
cierta resistencia al movimiento. Internamente, la fuerza normal de cada
contacto crece progresivamente con la deformación, por lo que se incrementa
la fuerza necesaria para producir el movimiento. Nótese que cuando se llega a
un nivel de deformación γ ≈ 0, la tensión en esa situación no es nula debido
al reordenamiento de las partículas. Finalmente la tensión aumenta hasta
llegar al punto E donde la tensión es máxima al estar la muestra sometida
al máximo confinamiento. Este proceso finaliza en el punto F mostrando
un comportamiento semejante al tramo BC. De este experimento realizado
sobre la muestra 1 se deduce que las tres muestras numéricas exhiben un
patrón de comportamiento semejante que corresponde con cierta semejanza
al experimental.

A continuación se muestran los resultados numéricos con la comparación
experimental correspondiente a la muestra 2 de la arena Fraser, figuras 7.16
a 7.21. Al igual que en el caso anterior, para tener en cuenta la variabilidad
estadística de los parámetros de la muestra, el experimento numérico se
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ha simulado y calibrado sobre tres muestras que corresponden a idéntica
granulometría pero con distinto ordenamiento. Adicionalmente la forma real
de las partículas es aproximadamente circular y tridimensional, por lo que
se ha tenido que realizar un complicado y laborioso proceso de calibración
del modelo numérico a los resultados experimentales. En este proceso se
ha constatado que para un buen ajuste de los resultados numéricos con los
experimentales es necesario incrementar el ángulo de rozamiento interno del
material para tener en cuenta el rozamiento adicional que supone la ligera
angulosidad que presentan las partículas reales de la muestra 2. Además
este experimento es muy sensible ante un ligera variación de la tensión de
confinamiento σ0, por lo que lo que la calibración ha sido muy intensiva con
respecto a este parámetro para obtener unos resultados numéricos acordes
con los experimentales.

En esta simulación se aplica una historia cíclica de tensión tangencial
τ de la ref. [LQB06] sobre la frontera rígida superior de la figura 7.13 con
frecuencia 1 Hz y amplitud 7 sKn/m2. En cada instante se mide la distor-
sión angular γ dibujando los ciclos de histéresis de las figuras. La muestra
está saturada, por lo que una pequeña parte de la tensión aplicada será
absorbida por el agua, hecho que no se refleja el modelo numérico y para
bajas frecuencias es prácticamente despreciable. En este experimento se ob-
serva un comportamiento semejante al de la muestra anterior, la deformación
máxima en cada ciclo se da cuando se alcanza la tensión máxima, experi-
mentando después un súbito descenso en la deformación. El comportamiento
es simétrico, pero se observa que conforme evolucionan los ciclos, la defor-
mación es cada vez mayor, este hecho es debido a que cuando se descarga la
muestra, ésta se va haciendo cada vez más suelta. Nótese que los resultados
experimentales siempre van un poco más avanzados (más deformados) que
los numéricos debido a que se produce una degradación en la rigidez de la
muestra real por el desgaste entre las superficies de contacto. Este hecho no
se ha podido implementar en el modelo numérico, por lo que los resultados
numéricos son ligeramente menos deformables y disipan menos energía. Con
respecto a la disipación de energía, una vez pasados unos ciclos, en cada uno
se disipa prácticamente la misma cantidad de energía (nótese que el área del
ciclo es prácticamente la misma). Este hecho se observa en las figuras a partir
del ciclo 9, en el que se alcanza un estado estacionario donde prácticamente
toda la energía introducida por la carga externa es igual a la disipada. La
tabla ?? muestra la energía disipada tanto numérica como experimental en
cada ciclo de histéresis empleando la ecuación 7.2.
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Figura 7.15: Ensayo de cortante cíclico. Relación γ–(σ1 − σ2). Comparación ex-
perimental y numérica para muestra 1

7.7 El ensayo de sedimentación

7.7.1. Introducción

La sedimentación se modelado tradicionalmente desde un enfoque conti-
nuo empleando las ecuaciones de advección–dispersión para analizar la evo-
lución en el tiempo del porcentaje de partículas de cada tamaño, ver [GD].
Este enfoque es una simplificación de la realidad que ha proporcionado bue-
nos resultados en muchas aplicaciones,. Sin embargo, la realidad del problema
físico es que cada una de las partículas se transportan en el interior de un
fluido, colisionanando unas con otras.

Gracias al incremento en la capacidad de cálculo de los ordenadores, es
posible modelar la sedimentación de las partículas desde un enfoque micro-
mecánico, el medio granular se considera como un medio discontinuo, con
partículas rígidas y huecos, tal y como muestra la figura 7.22.

Se han desarrollado varia herramientas analíticas para el estudio del com-
portamiento de un medio granular en el interior de un fluido, [Har77], etc.
Sin embargo, estos métodos están muy limitados a simples agrupamientos
de partículas y no son representativos de la composición interna real de los
suelos.

En este estudio se analizan tres muestras representativas
diferentes: arena Fraser [Ast96] y dos muestras de tipo ar-
tificial. Se ha empleado un número representativo de discos
(muchos menos que los que hay en un experimento real, pe-
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Figura 7.16: Ensayo de cortante cíclico. Ordenación 1. Ciclos 1 al 4. Comparación
numérica y experimental para arena Fraser
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Figura 7.17: Ensayo de cortante cíclico. Ordenación 2. Ciclos 1 al 4. Comparación
numérica y experimental para arena Fraser
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Figura 7.18: Ensayo de cortante cíclico. Ordenación 3. Ciclos 1 al 4. Comparación
numérica y experimental para arena Fraser
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Figura 7.19: Ensayo de cortante cíclico. Ordenación 1. Ciclos 9 al 12. Comparación
numérica y experimental para arena Fraser
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Figura 7.20: Ensayo de cortante cíclico. Ordenación 2. Ciclos 9 al 12. Comparación
numérica y experimental para arena Fraser

145



CAPÍTULO 7. SIMULACIONES NUMÉRICAS CON FRICCIÓN

Ciclo9
Exp.

Def. γ

T
en

si
ó
n
τ

157.50-7.5-15

8

4

0

-4

-8

Ciclo10
Exp.

Def. γ

T
en

si
ó
n
τ

157.50-7.5-15

8

4

0

-4

-8

Ciclo11
Exp.

Def. γ

T
en

si
ó
n
τ

157.50-7.5-15

8

4

0

-4

-8

Ciclo12
Exp.

Def. γ

τ

157.50-7.5-15

8

4

0

-4

-8

Figura 7.21: Ensayo de cortante cíclico. Ordenación 3. Ciclos 9 al 12. Comparación
numérica y experimental para arena Fraser
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Figura 7.22: Medio granular (izqda.), modelo equivalente continuo (sup. drcha.)
y medio discontinuo modelado con discos (inf. izqda.)

ro estadísticamente significativos) que simula las partículas
del medio granular en el interior del fluido. Cada muestra
está caracterizada por una densidad media ρs, un ángulo
de rozamiento interno φ y una distribución granulométrica.
El principal objetivo de este apartado es la simulación del
experimento de sedimentación stándar de la ref. [AD63]. Es-
te experimento de laboratorio consiste en la sedimentación
con agua destilada de una pequeña cantidad de material
granular seco en un largo recipiente cilíndrico. Este ensayo
dura 24 horas, una vez pasado ese tiempo se obtiene una
gradación de tamaños distribuidos a lo largo de la altura
del recipiente, ver figura 7.23. Mediante el empleo de un
hidrómetro se puede estimar la concentración de tamaños
en distintos puntos del recipiente y por lo tanto se obtiene
indirectamente la curva granulométrica del material.

En todos los experimentos numéricos se ha seguido el
siguiente procedimiento: los discos de cada muestra se han
distribuido inicialmente en el interior de una matriz regular.
A cada elemento de esta matriz se le ha asignado un radio con la condición
que dos discos adyascentes nunca se superpongan. A continuación se aplica
la acción de la gravedad, las fuerzas de contacto, y las fuerzas transmitidas
por el fluido (flotación y viscosidad) y por tanto, comienza la sedimentación.
Durante la sedimentación, las partículas se pueden unir formando agrupa-
mientos, este fenómeno altera la velocidad de sedimentación de cada partí-
cula, lo que da lugar a una alteración en la curva granulométrica. Este hecho
se produce tanto en la realidad numérica como en la experimental.

147



CAPÍTULO 7. SIMULACIONES NUMÉRICAS CON FRICCIÓN

7.7.2. Procedimiento

Este experimento se ha realizado tradicionalmente en la Mecánica de
suelos para obtener la curva granulométrica de una muestra cuyas partículas
son tan pequeñas que no pueden ser medidas por procedimientos de tipo
stándar como es el ensayo de tamizado, ver [LW69].

La muestra de material granular se deposita para que sedimente en el
interior de un fluido de media o alta viscosidad, la curva granulométrica
se obtiene cuando ha pasado suficiente tiempo (a menudo muchas horas) y
todas las partículas sedimentan con una velocidad constante proporcional a
su tamaño.

El objetivo de esta simulación numérica es la obtención de la curva gra-
nulométrica de tres muestras teniendo en cuenta el contacto entre partículas.
Este efecto puede ser muy significativo, ya que las distorsiones que se produ-
cen en los resultados experimentales debido a la formación de agrupamientos
que producen errores importantes en la medida. Este hecho se debe a que
todas las partículas del agrupamiento sedimentan con la misma velocidad,
normalmente muy distinta de la velocidad de la partícula individual, ver
apartado 7.7.5.

El procedimiento de este experimento es recurrente, se empieza con la
curva granulométrica de una muestra dada y a través de la simulación nu-
mérica se obtiene una curva similar a la original. Para validad ADfr con los
experimentos reales, el objetivo es demostrar que la herramienta numérica
puede predecir las diferencias esperadas y obtener el perfil de velocidades de
sedimentación de las partículas, incluyendo el efecto de los contacto.

En los siguiente subapartado, se describen las leyes básicas que gobiernan
el proceso de sedimentacion, haciendo especial hincapié en la ley de Stokes.

Ley de Stokes

La formulación de la ley de Stokes es básica para describir el comporta-
miento de un cuerpo en el interior de un fluído, ver [Har77]. Esta ley indica
que cuando una partícula se mueve en el interior de un fluído viscoso expe-
rimenta una fuera resistente fs proporcional a su velocidad v:

f s = −K ν v
�

�

�

�7.3

donde K es una constante de proporcionalidad que depende de la geometría
de la partícula, ρf es la densidad del fluido y ν su viscosidad. Stoles obtuvo
por medio de análisis dimensional el valor de la constante de proporcionalidad
para una partícula esférica en función del radio r, K = 6πr. Por tanto la
anterior ecuación es lineal en cada variable. El resto de fuerzas actuantes
sobre una partícula que sedimenta bajo la acción de la gravedad, figura 7.24
son:
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• Peso w

• Empuje de Arquímedes fh
• Inercia f v
• Contacto f c

fs

ww

fv
fh

fs

fv

fh

fc

fc

Figura 7.24: Ensayo de sedimentación. Fuerzas actuantes sobre una partícula que
sedimenta en un fluído viscoso por gravedad

Todas las fuerzas anteriores se consideran cargas puntuales aplicadas en
el centro de gravedad. Usando la segunda ley de Newton en cada partícula,
se obtiene la ecuación diferencial que gobierna la velocidad de sedimentación:

4

3
πr3g ρs −

4

3
πr3g ρf − 6πνρf rv = m

dv(t)

dt

�

�

�

�7.4

donde ρs es la densidad de la partícula, por tanto su masa es m = ρs
4
3πr

3 y
g es la aceleración de la gravedad. La velocidad terminal vt se define como la
velocidad cuando el tiempo t es lo suficientemente grande. Bajo la condición
inicial de velocidad nula, la ecuación 7.5 (izqda.) es la solución general de la
ecuación anterior y la ecuación 7.5 (drcha.) es la expresión de vt.

v(t)

vt
= −1 + exp

(

−
9ν t

2(ρs − ρf )r2

)

; vt =
2(ρs − ρf )gr

2

9ν

�

�

�

�7.5

La figura 7.25 muestra la velocidad de sedimentación proporcionada por
la anterior ecuación para una partícula de 5 mm de radio y densidad 2500
kg/m3 en el interior de un fluido genérico de densidad 1000 kg/m3 y distintas
viscosidades. Los resultados muestran una tendencia clara que la velocidad
de sedimentación tiende asintóticamente a la velocidad terminal vt en un
periodo corto de tiempo. La viscosidad del fluído es muy influyente, cuanto
mayor sea, menor tiempo se tardará en alcanzar vt. Para la viscosidad más
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elevada ν = 1 este tiempo es de 0.04 s, mientras que para la más baja ν = 0.1
kg/m·s es de 0.7 s. Según se indica en la ecuación 7.5 (drcha.) el radio de la
partícula es proporcional a la raíz cuadrada de vt, por tanto, midiendo esta
última se puede estimar el valor del radio. Tanto la figura como la ecuación
también muestran que para viscosidades bajas vt es elevada, en una relación
de 10 para los valores extremos de viscosidad.

ν = 1.00
ν = 0.50

ν = 0.15

ν = 0.10

Tiempo (s)

V
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ci

d
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d
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0.25

0

Figura 7.25: Ensayo de sedimentación. Velocidad v(t) de una partícula de 5 mm
de radio en función de varias viscosidades

Es importante recalcar que esta formulación solamente es válida para una
partícula aislada o un grupo disperso de partículas que no estén en contacto.

7.7.3. Implementación de la ley de Stokes en ADfr

A continuación se formulan las ecuaciones de ADfr teniendo en cuenta la
fuerza hisdrostática f ih y la de Stokes f is acutantes sobre un cuerpo i. Para
ello a la segunda de las ecuaciones 5.3 se les añade la expresión discreta de
las anteriores fuerzas en n+ 1/2:

qin+1 − qin

∆t
= pin+1/2 +

nbd∑

k=1
k 6=i

(

pikcN + pikcT

)

= pin+1/2 + picN + picT

pin+1 − pin

∆t
=

nbd∑

k=1
k 6=i

(

f ikcN + f ′ik
cN + f ikcT + f ′ik

cT

)

+ f is = f icN + f ′i
cN + f icT + f ′i

cT + f ih + f is







�

�

�

�7.6

donde f is es la expresión de la fuerza viscosa discreta en n+ 1/2 dada por:

f is = −K ν M−1
i pin+1/2

�

�

�

�7.7

El balance de energía asociado a las anteriores ecuaciones es:

150



7.7. EL ENSAYO DE SEDIMENTACIÓN

(pin+1 − pin)
tq

i
n+1 − qin

∆t
= (pin+1 − pin)

tM−1
i

[

pin+1/2 +

nbd∑

k=1
k 6=i

(

pikcN + pikcT

) ]

+

−(qin+1 − qin)
tp

i
n+1 − pin

∆t
=−(qin+1 − qin)

t
nbd∑

k=1
k 6=i

(

f ikcN + f ′ik
cN + f ikcT + f ′ik

cT + f ih + f is

)







≡ 0 = (pin+1 − pin)
tM−1

i

[

pin+1/2 +

nbd∑

k=1
k 6=i

(

pikcN + pikcT

) ]

−(qin+1 − qin)
t
[ nbd∑

k=1
k 6=i

(

f ikcN + f ′ik
cN + f ikcT + f ′ik

cT

)

+ f ih + f is

]

�

�

�

�7.8

Agrupando términos se obtiene:

En+1 − En =

nbd∑

i=1

(pin+1 − pin)
tM−1

i pin+1/2
︸ ︷︷ ︸

∆E
i

=

nbd∑

i=1

nbd∑

k=1
k 6=i

[(qin+1 − qin)
tf ikcN

︸ ︷︷ ︸

∆Efik
cN

+ (qin+1 − qin)
tf ′ik
cN

︸ ︷︷ ︸

∆Ef′ik
cN

(ψik1N )

− (pin+1 − pin)
tM−1

i pikcN
︸ ︷︷ ︸

∆Epik
cN

(ψik2N )

+ (qin+1 − qin)
tf ikcT

︸ ︷︷ ︸

∆Efik
cT

+ (qin+1 − qin)
tf ′ik
cT

︸ ︷︷ ︸

∆Ef′ik
cT

(ψik1T )

− (pin+1 − pin)
tM−1

i pikcT
︸ ︷︷ ︸

∆Epik
cT

(ψik2T )

+ (qin+1 − qin)
t(f ih + f is)

︸ ︷︷ ︸

∆Efi
h+fi

s

]

�

�

�

�7.9

donde ∆E(fi
h+fi

s) es la energía debida al empuje f ih y a la disipación de

energía de la fuerza f is debida al fluido viscoso.
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En+1 − En = −

nbd∑

i=1

nbd∑

k=1
k 6=i

[(qin+1 − qin)
tf ikcT

︸ ︷︷ ︸

∆Efik
cT

+ (qin+1 − qin)
t(f ih + f is)

︸ ︷︷ ︸

∆Efi
h+fi

s

] =

nbd∑

i=1

nbd∑

k=1
k 6=i

[(qin+1 − qin)
tf ikcN

︸ ︷︷ ︸

∆Efik
cN

+ (qin+1 − qin)
tf ′ik
cN

︸ ︷︷ ︸

∆Ef′ik
cN

(ψik1N )

− (pin+1 − pin)
tM−1

i pikcN
︸ ︷︷ ︸

∆Epik
cN

(ψik2N )

+ (qin+1 − qin)
tf ′ik
cT

︸ ︷︷ ︸

∆Ef′ik
cT

(ψik1T )

− (pin+1 − pin)
tM−1

i pikcT
︸ ︷︷ ︸

∆Epik
cT

(ψik2T )

]

�

�

�
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haciendo nulo el último sumatorio de la anterior ecuación, se consigue que
la pérdida de energía total En+1 − En sea igual a la disipada por fricción, a
la acción del empuje hisdrostático y a la fuerza viscosa. Siguiendo el proce-
dimiento indicado en el capítulo 5 se obtiene que la respuesta de ADfr sea
energéticamente consistente con el contacto friccional en el interior de un
fluido viscoso.

7.7.4. Parámetros del experimento, propiedades constituti-

vas

Las propiedades que influyen en este experimento son las siguientes:

Viscosity

Esta propiedad se define como la resistencia que experimenta un fluido a
deformarse tangencialmente, esta es una propiedad similar a la fricción entre
sólidos. La tabla 7.2 muestra la viscosidad de los fluidos empleados en los
experimentos.

Fluido ρf kg/m3 ν ×10−3 kg/m·s

Benzeno 880 0.673
Agua 1000 1.05
Aceite 900 100

Tabla 7.2: Ensayo de sedimentación. Valores de la viscosidad de los fluidos utili-
zados

Como se ha indicado anteriormente, la ecuación 7.5, muestra que la vis-
cosidad es inversamente proporcional a la velocidad terminal. Por tanto, es
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conveniente usar fluidos muy viscosos en la simulación numérica para reducir
tanto vt como el tiempo de cálculo.

Densidad

Se ha considerado la densidad usual de un suelo ρs = 2500 kg/m3 y
la densidad de los fluidos empleados en los experimentos se muestran en la
tabla 7.2.

Curvas granulométricas

Se ha empleado la curva granulométrica standar de la arena Fraser y de
dos muestras artificiales, todas ellas de 1470 discos. Las curvas granulomé-
tricas correspondientes a estas tres muestras se representan en la figura 7.26:

Arena Fraser
M. Art. 2
M. Art. 1

Radio (m)

%
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a
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0.0010.00011e-05

100

75
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25
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Figura 7.26: Ensayo de sedimentación. Curvas granulométricas de la arena Fraser
y de dos muestras artificiales

Arena Fraser. Corresponde a una distribución de tamaños en la que
la mayoría de los tamaños de partículas se encuentran concentrados
dos zonas: i) entre 1.0 × 10−5 y 1.0 × 10−4 m y ii) entre 2.0 × 10−4 y
2.5 × 10−4 m.

Muestra artificial 1. Esta muestra se caracteriza por ser discontinua. La
mayoría de los tamaños se encuentran concentrado en2.5× 10−5, 5.0×
10−5, 7.5 × 10−5, 1.0 × 10−4, 2.5 × 10−4, 5.0 × 10−4, 7.5 × 10−4, 1.0 ×

10−3, 2.5× 10−3 m. Se ha creado esta muestra para mostrar demostrar
el agrupamiento de partículas del mismo tamaño durante la sedimen-
tación.

Muestra artificial 2. Corresponde a una distribución continua de ta-
maños en un rango entre 2.5 × 10−5 y 2.5 × 10−3 m. Mediante esta
muestra se pretende obtener una estela continua de tamaños.
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7.7.5. Simulaciones numéricas

Mediante la ecuación 7.5, en este apartado se obtiene la velocidad de
sedimentación en función del tiempo de varios tamaños representativos de
partículas. La tabla 7.3 muestra vt y el tiempo en el que se alcanza tcr (tiempo
crítico) para aceite, agua y benceno:

Aceite Agua Benzeno

Rad. ×10−3 m tcr ×10−3 s vt ×10−3 m/s tcr s vt m/s tcr s vt m/s

0.01 ≈ 0 ≈ 0 ≈ 0 ≈ 0 ≈ 0 ≈ 0
0.05 0.2 0.08 0.014 0.01 0.039 0.012
0.1 0.88 0.32 0.073 0.03 0.141 0.048
0.5 12 8.17 1.75 0.77 2.42 1.214
1 77 32.69 6.75 3.11 16.2 4.858

1.5 217 73.57 22.0 7.00 35.3 10.93

Tabla 7.3: Ensayo de sedimentación. Velocidad terminal vt y el tiempo crítico tcr

para varios radios y fluidos

Con estos datos, podemos predecir aproximadamente en la simulación
numérica el tiempo máximo en el que todas las partículas habrán alcanzado
la velocidad terminal. Nótese que el tiempo crítico tcr para la partícula más
grande es dos órdenes de magnitud mayor en benceno que en aceite, lo que
implica un mayor coste computacional. Pero como se demostrará más ade-
lante, tanto en benceno como en agua es fácil visualizar la dispersión de las
partículas.

La figura. 7.27 muestra la evolución de la velocidad para aceite empleando
la ecuación 7.5. Debido a la alta viscosidad de este fluido, se puede areciar que
la velocidad terminal se alcanza muy rápidamente a excepción del tamaño
más grande.

En la fase inicial de la simulación numérica, se genera un distribución de
1475 discos, cada uno de ellos localizado en un elemento de la matriz. La
distribución de los discos responde a las curvas granulométricas de las figu-
ras 7.26. Como muestra de ejemplo, en la figura 7.28 de muestra la matriz
inicial de la muestra artificial 2. La matriz se encuentra inicialmente en repo-
so, se procede a la sedimentación en el interior del fluido bajo la acción de la
gravedad. Los efectos del fluido se representan en MED por medio del empu-
je de Arquímedes y las fuerzas de Stokes, y las interacciónes por contacto se
usa el método del penalty. En todas las muestras, los parámetros del penalty
son KN = KT = 105 N/m, ξN = ξT = 100 N/m y el coeficiente de fricción es
µ = tan 38◦. El paso de tiempo inicial es muy pequeño ∆t = 2.5× 10−4 s ya
que, como se explicó anteriormente, para fluidos de alta viscosidad el tiempo
total de simulación ≈ tcr es también muy pequeño. Si MED detecta grandes
penetraciones entre partículas en un instante de tiempo, automácitcamente
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Figura 7.27: Ensayo de sedimentaicón. Velocidad analítica v(t) para partículas de
varios tamaños representativos sedimentando en aceite

se disminuy el paso de tiempo correspondiente a la iteración y se repiten los
cálculos.

Para lograr una gran separación visible entre partículas durante la se-
dimentación, se han empleado fluidos de baja viscosidad (Agua y benceno)
para ambas muestras artificiales. Para la arena Fraser, se ha empleado aceite
para ilustrar la dificultas en visualización de la dispersión entre partículas,
ya que vt se alcanza rápidamente.

Las figuras 7.29, 7.30 y 7.31 muestran las etapas finales de la simulación
cuando el 95% de las partículas han alcanzado la velocidad terminal. La
progresiva gradación de tamaños se puede ser apreciada en las dos primeras
figuras, donde se muestra claramente que las partículas más grandes ocupan
el fonde de la figura.

En la figura 7.29 se pueden apreciar varias zonas, donde las partículas
son de tamaño muy distinto. Esta hecho se debe a la discontinuidad en el
tamaño de las partículas de la muestra artificial 1, y valida qualitativamente
los resultados de la simulación. Durante la simulación, las partículas más
grandes tienden a dispersar a las más pequeñas debido a su elevada velocidad
y consecuentemente a las fuerzas de contacto. Por la misma razón, aunque el
movimiento sea predominantemente vertical, la forma final del experimento
es semejante a la de un gran cono.

La figura 7.30 muestra la misma distribución para muestra artificial 2
sedimentando en agua (izqda.) y en benceno (drcha.). Como era lo esperado,
y a pesar de la diferentes viscosidades de ambos fluidos, las curvas granulo-
métricas resultantes son muy similares, aunque, aunque la distribución final
es ligeramente diferente. Sin embargo, la simulación en la que se empleó ben-
ceno duró aproximadamente 11 horas en un AMD64 con un procesador de
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Figura 7.28: Ensayo de sedimentación. Configuración inicial para la muestra arti-
ficial 2; las partículas de distintos tamaños están distribuidas aleatoriamente en el
interior de una matriz

2.5 MHz con 140.000 iteraciones mientras que la simulación con agua úni-
camente duró dos horas. Esta muestra tiene una distribución continua de
tamaños, por tanto no hay tantas áreas vacías dentro del cono explicado en
la anterior simulación.

Para la simulación empleando la arena Fraser, figura 7.31, las velocida-
des terminales son menores que las de los casos anteriores debido a la alta
viscosidad del aceite. Consecuentemente, tanto la separación entre partículas
como la gradación es pequeña. Como se indica en la curva granulométrica
inicial, figura 7.26, el número de partículas de tamaño intermedio es bajo, por
tanto, después de la sedimentación, las partículas se agrupan en dos gran-
des grupos. No se aprecia forma cónica durante la simulación, incluso si las
partículas son lo suficientemente grande. Esto es debido a la alta viscosidad
del fluido que restringe el movimiento horizontal a pesar de las fuerzas de
contacto.

En todas las muestras, las partículas más grandes se mueven con una
mayor vt (figura. 7.27) y por tanto capturan a las más pequeñas que poseen
una velocidad menor. En este proceso, se pueden agrupar agrupamientos
de partículas compuestos por diferentes tamaños pero que sedimentan con la
misma velocidad: las partículas pequeñas son capturadas por las más grandes
, figura 7.32 (izqda.).

Este efecto se puede ver claramente en la figura 7.31 y puede averiguarse
en la figura 7.30. Sin embargo, en la figura 7.29 este efecto no se observa
ya que para los tamaños grandes la fuerza principal es el peso, mientras que
para los pequeños es la fuerza resistente (Stokes y empuje de Arquímedes);
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Figura 7.29: Ensayo de sedimentación. Estado final de la muestra artificial 1
sedimentado en agua, donde se aprecia la gradación de las partículas
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Figura 7.30: Ensayo de sedimentación. Estado final de la muestra artificial 2
sedimentando en agua (izqda.) y benceno (drcha.). En ellas se puede apreciar la
creación y la separación de agrupamientos de partículas
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Figura 7.31: Ensayo de sedimentación. Estado final de la arena Fraser sedimen-
tando en aceite

el peso tiende a juntar las partículas, mientras que las fuerzas resistentes
tienden a deslizar los discos del agrupamiento forzando a que se abra. Úni-
camente distribuciones continuas de partículas, como las mostradas en las
figuras 7.30 y 7.31 son capaces de formar agrupamientos compuestos por
partículas de tamaño ligeramente distinto, ya que para todas las partículas
del agrupamiento, la fuerza predominante es una o la otra.

Para calcular la velocidad de un agrupamiento, vamos a considerar dos
partículas a y b (figura 7.32 drcha.), tal que el primer radio es mucho mayor
que el segundo, por tanto sus velocidades terminales son vat >> vbt . Si estas
dos partículas forman un agrupamiento, la velocidad de sedimentación del
agrupamiento es:

vclt =
mav

a
t +mbv

b
t

ma +mb

�

�

�

�7.11

Como la masa de b es mucho más pequeña que la de a, mb ≈ 0, de la
anterior fórmula se desprende vclt ≈ vat . Por tanto, la partícula b sedimenta
con una velocidad ≈ vat , que es la correspondiente a la de mayor tamaño.
Por esta razón, la curva granulométrica obtenida puede presentar una baja
proporción de tamaños pequeños que la curva original, tal y como se observa
en la figura 7.34.

La figura 7.33 muestra la velocidad numérica de sedimentación de cin-
co partículas diferentes de las muestras1, 2 en agua y Fraser en aceite. Se
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Figura 7.32: Ensayo de sedimentación. Formación de agrupamientos debido al
contacto y a la fricción (izqda.). Velocidad antes y después del contacto para dos
partículas cuyos radios verifican ra >> rb (drcha.)

puede observar en que en los dos primeros gráficos que las velocidades se
ven claramente alteradas por las interacciones que se producen a la hora de
formarse las agrupaciones de partículas. Algunas de estas alteraciones son
transitorias, ya que después de algún tiempo se rompen las agrupaciones y
cada partícula tiende rápidamente a su propia vt. Para la arena Fraser (fi-
gura 7.33, inf.), the las alteraciones debidas al contacto son insignificantes
ya que la viscosidad del fluido es elevada. Durante el experimento se están
formando y rompiendo agrupaciones continuamente, pero muchos de ellas
permanecen cerradas durante toda la simulación, ya que una vez formadas,
la fricción previene que se abra.

En cada instante de tiempo ti de la simulación, MED proporciona la velo-
cidad de sedimentación numérica v(ti) de cada partícula. Cuando la diferen-
cia de velocidades entre dos instantes de tiempo es menor que una tolerancia
dada, se considera que se ha alcanzado la velocidad terminal vt de la partí-
cula. Usando este valor y el de las constantes ν, ρs, ρf , se obtiene el radio
de cada partícula (ecuación segunda de 7.5). Una vez que todas las partícu-
las han alcanzado su velocidad terminal se puede obtener numéricamente la
curva granulométrica.

La figura 7.34 muestra la curva granulométrica numérica junto a la origi-
nal. Como era esperado, la muestra numérica coincide con bastante exactitud
con la original a excepción de los tamaños más grandes para los que el ex-
perimento numérico muestra ligeras diferencias debido a:

Formación de agrupamientos. Como se explicó previamente, algunas
de las pequeñas partículas son consideradas como partículas grandes
si forman parte de la agrupación, por lo que se introducen errores en
la interpretación de la curva granulométrica.

Apertura de los agrupamientos. Cuando las partículas más pequeñas
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Figura 7.33: Ensayo de sedimentación. Velocidad numérica de varias partículas de
las muestras 1, 2 (sup. izqda. y drcha.) sedimentando en agua y de la arena Fraser
(inf.) sedimentando en aceite
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Figura 7.34: Ensayo de sedimentación. Curvas granulométricas numéricas y ex-
perimentales para la muestra artificial 1 (sup.), muestra artificial 2 (intermedia) y
para la arena Fraser (inf.).
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abandonan el agrupamiento, todavía tienen una velocidad muy supe-
rior a su velocidad terminal, que no puede ser alcanzada al final de la
simulación.

Estas discrepancias entre las curvas originales y numéricas, que incluso
ocurren en el test de laboratorio, muestran la dificultad de obtener exacta-
mente la curva granulométrica de materiales de tamaño muy pequeño. Para
evitar este problema, la duración del experimento debería ser mucho más
larga que la proporcionada en la tabla 7.3.

De este experimento se ha demostrado que el MED es una poderosa
herramienta para modelar sistemas mecánicos complejos que interactúan por
contacto y fricción. Combinación con ADfr facilita la disipación numérica de
la energía de las partículas en el interior del fluido, permitiendo obtener la
curva granulométrica de la muestra teniendo en cuenta los fenómenos de
contacto.
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8
Conclusiones y futuras líneas de trabajo

8.1 Conclusiones

En este trabajo se ha desarrollado un nuevo algoritmo de integración tem-
poral para el problema de contacto que conserva los momentos y conserva–
disipa de manera consistente la energía de los cuerpos para los casos sin
y con fricción respectivamente. Este algoritmo representa una novedad so-
bre las anteriores estrategias de integración temporal que se resumen en los
siguientes puntos:

La conservación–disipación consistente se obtiene mediante la modi-
ficación de la cinemática y la dinámica del contacto de cada cuerpo.
Dicha modificación se consigue a través de la adición por cada contacto
de un momento lineal pc y una fuerza f ′

c suplementarios proporciona-
dos por el marco de ecuaciones de conservación. Como se fuerza a
que la energía asociada al contacto normal se conserve, ACEM obtiene
de manera precisa la fuerza de contacto normal y consecuentemente
la fuerza de contacto tangencial para el caso slip. Para el caso stick
ACEM fuerza la conservación en la dirección tangencial.

La imposición de la condición de conservación garantiza la estabili-
dad del algoritmo y define un modelo mejorado del método de penalty
compuesto por un resorte elástico de rigidez KN y un amortiguador
viscoso de valor ξN . El papel de ξN se ha estudiado paramétricamen-
te para el problema de contacto de Signorini, concluyendo que este
modelo es consistente con las condiciones complementarias y persis-
tentes de Kuhn–Tucker cuando KN y ξN tienden a infinito. Además,
el amortiguador viscoso atenúa las vibraciones del resorte del penalty.

El marco de ecuaciones de conservación acopla las variables pc y f c,
por lo que la respuesta del ACEM se ajusta consistentemente a la res-
puesta física frente a otros integradores que consiguen la conservación
mediante la variable pc. Por tanto, la respuesta en estos integradores
no es consistente al no tener en cuenta la posible ajuste de la fuerza
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de contacto a una respuesta conservativa, introduciendo errores en las
trayectorias y velocidades post–contacto.

ACEM ha reproducido de manera muy aproximada el movimiento per-
petuo de un disco para el problema de Carom. También se ha probado
su capacidad para representar la dispersión de las bolas y las interac-
ciones interiores en el problema de la dispersión de las bolas de billar.
Para el problema del péndulo de Newton, se ha mostrado una buena
correspondencia de las velocidades post–impacto con respecto a las so-
luciones analíticas. En estos dos últimos problemas se ha demostrado
que el resorte de penalty provoca una onda de impacto que retrasa la
transmisión de los contactos. Finalmente el algoritmo se muestra ro-
busto para problemas con un número medio de contactos como es el
caso del llenado del cangilón.

Para los casos friccionales, ACEM ha reproducido de manera precisa
tanto el movimiento de un disco sobre una superficie plana o curva
y rugosa como el movimiento de una elipse rígida en el problema de
Carom. Estos problemas han sido estudiados de manera paramétrica en
función del ángulo de fricción φ, demostrando la capacidad de ACEM
para simular situaciones complejas.

Meter ciclos y sedimentación

Parte de estos problemas han sido simulados adicionalmente mediante
los métodos de integración temporal de Newmark–β: la regla del trape-
cio y el método de máxima disipación (nulo y máximo amortiguamien-
to numérico respectivamente). Para estos métodos se ha demostrado
que se conserva el momento lineal total, pero se comportan de manera
inestable ante el contacto. La regla del trapecio muestra un incremento
incontrolado de energía independiente del paso de tiempo ∆t debido a
su nulo amortiguamiento numérico. Para grandes pasos de tiempo, el
método de máxima disipación puede disipar este incremento de energía
a través de su elevado amortiguamiento numérico sin sentido físico.

8.2 Futuras líneas de trabajo

Durante el desarrollo de esta investigación han surgido nuevos temas
investigación relacionados con ACEM, cuyo contenido se resume en los si-
guientes puntos:

Extensión de ACEM al campo de la elastodinámica general mediante
método de los elementos finitos.

Desarrollo de ACEM para problemas de contacto acoplados con otro
tipo de campos, especialmente térmicos y piezoeléctricos.
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Desarrollo de un algoritmo de integración temporal consistente para
plasticidad, teniendo en cuenta la analogía del comportamiento plástico
con el friccional.

Aplicación de problemas inversos a problemas dinámicos simulados con
el MED bajo ACEM.

Aplicación a problemas de incompresibilidad mediante la formulación
de esta restricción por el método del Penalty.

Formulación más compleja y de segundo orden de las variables adicio-
nales pc y f c.

El objetivo de todas esta líneas de trabajo es generalizar la aplicación
y formulación de ACEM a problemas con restricciones similares a la del
contacto.
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9
Conclusions and future work

9.1 Conclusions

In this dissertation a new time integration scheme has been presented.
This scheme conserves momenta and conserves or dissipates energy consis-
tently for the frictionless and frictional cases respectively. The most relevant
innovations respect to previous works are summarized in the following items:

The conservation or consistent dissipation of energy is obtained th-
rough the kinematic and dynamic modification of contact. Such modi-
fication consists on the addition of a linear momentum pc and a force
f c for every contact give by the conserving equations’ framework. As
the energy associated to normal contact is enforced to be conserved,
ACEM accurately obtains the normal contact force and consequently
the tangential force for the slip case. For stick, ACEM enforces the
energy conservation in tangential direction.

The enforcement of conservation guarantees the stability and defines a
enhanced penalty method composed by an elastic spring and a viscous
damper controlled by parameters KN and ξN respectively. The role of
ξN is parametrically analyzed in the Signorini contact problem. This
analysis concludes that the enhanced penalty method is consistent with
the complementary and persistent Kuhn–Tucker conditions when KN

and ξN tend to infinity. Additionally, the viscous damper reduces the
vibrations due to the penalty spring.

The conserving equations’ framework couples variables pc and f c, ma-
king ACEM adjust the solution to be consistent with contact. Previous
integrators reached conservation only through variable pc, therefore
the solution, although conservative, was not consistent since the con-
tact force was not adjusted to the conservative solution, introducing
errors in trajectories and velocities.

ACEM has accurately simulated the perpetual motion of a single rigid
disk in the Carom’s problem. Additionally it has been shown its ability
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to reproduced the internal interactions and the dispersion of the disks
for the pool game. The results for the Newton’s cradle problem have
shown a good agreement between the numerical and analytical post–
impact velocities. For these two problems, it has been demonstrated
that the penalty method creates an impact wave that delays the con-
tacts’ transmission. Finally, ACEM is quite robust for medium number
contact problems like the filling of a bucket.

For frictional contact, ACEM has reproduced the motion of a rigid disk
over a flat and a curved rough surface and the dissipative impacts of a
rigid ellipse for the Carom’s problem. These problems have parametri-
cally analyzed as a function of the friction angle φ, demonstrating the
ability of ACEM to simulate complex situations.

Meter ciclos y sedimentación

Several of the previous problems have been simulated through the
Newmark–β time integration scheme: trapezoidal rule and maximum
dissipation methods (zero and maximum numerical damping respec-
tively). Both methods conserve linear momenta but behave unstable
with contact. The trapezoidal rule shows a spurious energy blow up
independent of the time step ∆t due to its null numerical damping.
For large ∆t, the maximum dissipation method dissipates this blow up
through its non physical high numerical damping.

9.2 Future work

Some directions for future research on topics addressed in this disserta-
tion include:

Extension of ACEM to general elastodynamics under the finite element
method.

Development to coupled contact problems, specially thermal or piezo-
electric coupling.

Taking into account the analogy between plasticity–friction, and the
ACEM’s equations it is suggested to develop a consistent time integra-
tion scheme applied to plasticity problems.

Aplicación de problemas inversos a problemas dinámicos simulados con
el MED bajo ACEM.

Application of ACEM to uncompressibility problems formulated th-
rough the penalty method.

Second order formulation of the additional variables pc y f c.
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The target of the future work is to generalize the formulation and appli-
cability of ACEM to problems modeled with restrictions similar to contact.
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A
Formulaciones analíticas

A partir de la ref. [PSB99] e imponiendo el ppo. de DAlembert y la con-
dición de rodadura, se puede obtener la velocidad final y la energía disipada
por el movimiento de un disco sobre una superfície rugosa para el problema
del juego de bolos. Los resultados se resumen en la tabla A.1, donde VOi,
VOr, ωr son la velocidad inicial, lineal y de rodadura, y ∆E es la pérdida de
energía. Durante el deslizamiento, intervalo de tiempo t ∈ [0, trod], la veloci-
dad VOs decrece linealmente entre VOi y VOr mientras que la angular ωs se
incrementa entre 0 y ωr.

trod VOs ωs VOr ωr ∆E

VOi
3µg

VOi −
VOi
3trod

t
2VOi

3Rtrod
t

2VOi
3

2VOi
3R

13

18
ρsπR

2V 2
Oi

Tabla A.1: Problema del juego de bolos. Instante analítico de transición
deslizamiento–rodadura trod, velocidades lineales VOs, VOr , velocidades de rotación
ωs, ωr y pérdida de energía ∆E.

La variable t es cualquier instante durante el deslizamiento, R es el radio
del disco, g la gravedad ρs la densidad. Estos resultados demuestran que la
velocidad final y la energía son independientes del coeficiente de fricción µ =
tanφ, que sólo influye en el instante de transición trod entre el deslizamiento
y la rodadura. En caso µ = 0, trod → ∞, po lo qque nunca se alcanza la
rodadura, las velocidades y energía permanecen constantes.

La formulación de [Str94] proporciona una validación analítica del pro-
blema de Carom con partícula elíptica: dados dos cuerpos 1, 2 el balance de
momento lineal en el impacto es:
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m1(ẋ1 − ẋ1o) = Px m2(ẋ2 − ẋ2o) = −Px
m1(ẏ1 − ẏ1o) = Py m2(ẏ2 − ẏ2o) = −Py
m1(r1)2(θ̇1 − θ̇1o) = Pxy

1 − Pyx
1 m2(r2)2(θ̇2 − θ̇2o) = −Pxy

2 + Pyx
2

�

�

�

�A.1

donde m1,m2 son las masas, ẋ1o, ẏ1o, θ̇1o y ẋ2o, y ẏ2o, θ̇2o son las velocidades
preimpacto del centro de las masas en x, y y la rotación. Las coordena-
das x1, y1, x2, y2 de los centros representan la posición antes del impacto,
mientras que ẋ1, ẏ1, θ̇1, ẋ2, ẏ2, θ̇2 las velocidades (incógnitas) después del im-
pacto. Los radios de giro son r1, r2, mientras que Px, Py son los impulsos en
la dirección normal y tangencial, ver figura. A.1.

ẋi1

xk, yk

ẏi1

θ̇1

xi, yi

Px

Px

Py

Py

ġN

ġT

ġT

ġN

x

θ̇k1

ẏk1ẋk1

C

y

Figura A.1: Impacto analítico con fricción.

Las velocidades relativas en dirección normal y tangencial ġT0, ġN0, defi-
nidas en el plano de contacto por el punto c, (ver figura. A.1), entre cuerpos
antes del impacto son:

ġT0 = ẋic0 − ẋkc0 = (ẋi0 + θ̇i0yi) − (ẋk0 + θ̇k0yk)

ġN0 = ẏic0 − ẏkc0 = (ẏi0 − θ̇i0xi) − (ẏk0 − θ̇k0xk)
�

�

�

�A.2

mientras que en el instante del impacto:

ġT1 = ẋic1 − ẋkc1 = (ẋi1 + θ̇i1yi) − (ẋk1 + θ̇k1yk)

ġN1 = ẏic1 − ẏkc1 = (ẏi1 − θ̇i1xi) − (ẏk1 − θ̇k1xk)
�

�

�

�A.3

donde ẋic0, ẏic0, ẋkc0, ẏkc0, ẋic1, ẏic1 y ẋkc1, ẏkc1 son las velocidades pre y post
impacto en el punto de contacto. Imponiendo la condición que la velocidad
normal ġN1 en el punto de contacto sea siempre cero y que la tangencial
ġT1 sea cero únicamente para el caso stick, se llega al siguiente conjunto de
ecuaciones:
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Stick → Px = −
B2ġT0 + (1 + e)ġN0B3

B1B2 −B2
3

; Py = −
B3ġT0 + (1 + e)ġN0B1

B1B2 −B3
3

Slip → Px = −µPy ; Py = −(1 + e)
ġN0

B2 + ΨµB3�

�

�

�A.4

donde e es el coeficiente de restitución (e = 1 en este trabajo), Ψ = ±1 es la
dirección de deslizamiento y las constantes B1, B2, B3 están dadas por:

B1 =
1

mi
+

1

mk
+

y2
i

mir2i
+

y2
k

mkr
2
k

B2 =
1

mi
+

1

mk
+

x2
i

mir
2
i

+
x2
k

mkr
2
k

B3 =
xiyi
mir2i

−
xkyk
mkr

2
k

�

�

�

�A.5

La solución de las ecuaciones A.1 proporciona las velocidades post–impacto
ẋi1, ẏi1, θ̇i1 y ẋk1, ẏk1, θ̇k1.

El valor del ángulo incidente θ (ver figura. 7.3) que limita la transición
entre los casos slip y stick θ⋆ está dado por:

tan θ⋆ = (1 + e)
B2 + µB1

B3 + µB2

�

�

�

�A.6

y el ángulo incidente que produce la máxima disipación es θmx = θ⋆/2.
Para el algoritmo de este trabajo, la expresión completa de las variables

ψik1N , ψik2N , ψik1T , ψik2T calculadas en los capítulos 4 y 5 están dadas por:

ψik1N =

N1N + N2N
4ξN

Ωik
N

D1N + D2N
; ψik2N =

4ξN

Ωik
N

− ψik1N

N1N =
[
(qin+1 − qin)

t − (qkn+1 − qkn)
t
]

f ikcN

N2N =
[
(qin+1 − qin)

t − (qkn+1 − qkn)
t
]
KN N ik

n+1/2 (gikNn+1 − gikNn)

D1N =
(pin+1 − pin)

t

2
N ik

n+1/2 M i−1
N ik t

n+1/2 (pin+1 − pin) +

(pkn+1 − pkn)
t

2
Nki

n+1/2 Mk−1
Nki t

n+1/2 (pkn+1 − pkn)

D2N = −
KN

2
(gikNn+1 − gikNn)

2
�

�

�

�A.7
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ψik1T =

N1T + N2T
4ξT

Ωik
T

D1T + D2T
; ψik2T =

4ξT

Ωik
T

− ψik1T

N1T =
[
(qin+1 − qin)

t − (qkn+1 − qkn)
t
]

f ikcT

N2T =
[
(qin+1 − qin)

t − (qkn+1 − qkn)
t
]
KT T ik

n+1/2 (gikTn+1 − gikTn)

D1T =
(pin+1 − pin)

t

2
T ik
n+1/2 M i−1

T ik t
n+1/2 (pin+1 − pin) +

(pkn+1 − pkn)
t

2
T ki
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T ki t
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KT

2
(gikTn+1 − gikTn)
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