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Foreword

This Thesis is a multidisciplinary contribution to the theory of special
functions (see Part I: Special functions and information theory), to the in-
formation theory of quantum-mechanical systems (see Part II: Quantum
mechanics and information theory. Uncertainty relations), and to the mole-
cular physics (see Part III: Alkali dimers in electric fields).

In Part I, conformed by three chapters, various information-theoretic
measures of the solutions of second order differential equations of hyper-
geometric type are studied. These solutions correspond to numerous special
functions of applied mathematics and mathematical physics, which often
control the wavefunctions of a great deal of quantum-mechanical systems.
Emphasis is made on the Fisher informations because of their qualitatively
different character (e.g., locality), with respect to the rest of information-
theoretic measures (e.g. Shannon, Rényi and Tsallis entropies).

In the introductory Chapter 1 the information-theoretic measures used
in this work are presented and discussed. Furthermore, the uncertainty rela-
tions fulfilled by these information-theoretic measures are also shown. Chap-
ter 2 presents a method to compute the Fisher information of the Rakhma-
nov densities associated to special functions, in terms of the coefficients of
the second order differential equations which they satisfy. In particular, we
obtain the Fisher information for the classical families of orthogonal polyno-
mials, i.e. Hermite, Laguerre and Jacobi. This chapter represents a new con-
tribution to the determination of theoretical properties of special functions
from the differential equations satisfied by them. Chapter 3 introduces two
composite information-theoretic measures which take jointly into account
a global (variance) and a local (Fisher information) quantity: the Cramer-
Rao plane and the associated product. The classical families of orthogonal
polynomials are investigated by means of these two information-theoretic
measures.

Part II of the thesis involves Chapters 4 to 6, and deals with the compu-
tation of information-theoretic measures of quantum-mechanical systems,
finding new uncertainty relations and bounds to some physical quantities
like the kinetic energy. Moreover, the second and third chapters of this part

XVII



XVIII Foreword

focus on central systems with arbitrary dimensionality, which include the
most important prototypical quantum-mechanical systems.

Chapter 4 deals with the computation of the Shannon entropy and the
Fisher information of the quantum probability densities of a particle under a
monodimensional linear potential. The asymptotic behaviour of the Shannon
information is analytically calculated, while the Fisher information is exactly
determined for all the states of the system. In Chapter 5, the Fisher infor-
mation for D-dimensional systems under the influence of central potentials
is explicitly determined in terms of radial expectation values of the corres-
ponding probability density. Also, an uncertainty relation in terms of the
Fisher information in the position and momentum spaces is discovered for
these central systems. This uncertainty relation has a quantum-mechanical
status similar to the Bialynicky-Birula-Mycielski entropic relation, based on
the Shannon entropy, and the Heisenberg uncertainty relation, based on the
variance. As a byproduct, the Heisenberg relation is also improved for cen-
tral systems. Finally, Chapter 6 presents an inequality-based methodology
to obtain rigorous lower bounds of various kinds to the kinetic energy in
central systems. These lower bounds are always expressed in terms of radial
expectation values.

Part 111, with Chapters 7 and 8, is devoted to the study of the rotational
dynamics of diatomic heteronuclar molecules in external homogeneous time-
dependent electric fields. Over the last decade, the theoretical and experi-
mental investigations of ultracold molecules, including both their properties
and production, have become a cornerstone in modern molecular physics.
A special attention is required for the analysis of these systems in external
fields. The techniques to trap, cool and manipulate these systems are ba-
sed on the aplication of external fieds, which modify simultaneously their
internal structure. This work is a contribution to the theoretical analysis of
the control of their rotational and vibrational motions by means of time-
dependent electric fields.

Chapter 7 describes the theoretic and computational tools and techni-
ques used to analyze these systems. We derive the full rovibrational Hamilto-
nian indicating the approximations performed; e.g., the Born-Oppenheimer
one that allows us to separate the electronic and nuclear motions. Moreo-
ver, the approximations of the rigid rotor and the effective rotor are also
presented. They describe the effect of the field on the rotational dynamics
assuming that molecules can be treated as rigid and that the vibrational
part is not affected by the field. Finally, the hybrid computational technique
used to perform the temporal evolution of the system is shown and descri-
bed. It combines the split-operator method for the time evolution operator
with the fast Fourier transform and the discrete variable and finite basis
representations.

In Chapter 8, the LiCs molecule in presence of a combination of external
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time-dependent electric fields is analyzed. In a first step, a single electric
field oriented along the Z-axis in the laboratory frame is considered. Its
time profile consists in an exponential switching on, followed by a constant
field regime, and finishes with an exponential switching off. The rotational
population during the constant field and final field-free regimes is studied
as we change the duration of the switching times. In particular, a robust
prediction of the number of excited states in these two regimes is possible.
However, in the post-pulse regime, the contribution of each partial wave
to the dynamics is quite sensitive to these switching times. Also, the wave
packet shows a wide variety of orientation and localization phenomena in
the field-free regime, where the dynamics is periodic, and the period is a
fraction of the molecular rotational period.

In a second step, a new component of the electric field along the z-axis
is considered. After the switching on along the Z direction, the field rotates
towards the Z-axis with constant strength, and it switches off along the &
direction. We have focused our attention to the possibility of transferring
population to states with a non-vanishing magnetic quantum number. The
contribution of these levels is meaningful only if the rotation of the field is
a non-adiabatic process, i.e. its duration should be below a molecular rota-
tional period. Indeed, the adiabatic regime is already reached if it takes a
rotational period to rotate the field. Finally, we have analyzed the modifi-
cation of the orientation and localization phenomena with the introduction
of the rotation of the field.
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Introduccion

Esta tesis es una contribucién multidisciplinar a la teoria de funciones
especiales (ver Parte I: Funciones especiales y teoria de la informacién), a
la teorfa de la informacion de los sistemas cuanticos (ver Parte II: Mecanica
cudntica y teorfa de la informacién. Relaciones de incertidumbre), y a la
fisica molecular (ver Parte III: Dimeros alcalinos en campos eléctricos).

En la Parte I, que estd conformada por tres capitulos, se investigan varias
medidas de informacién de las soluciones de ecuaciones diferenciales de tipo
hipergeométrico e hipergeométrico generalizado. Entre las citadas solucio-
nes se encuentran un gran nimero de funciones especiales de la matematica
aplicada y de la fisica matematica, que aparecen de forma natural en la for-
mulacién matematica de una gran cantidad de problemas fisicos. Se calcula
la informacién de Fisher y las entropias de Shannon, Rényi y Tsallis, que
cuantifican de forma complementaria el esparcimiento de estas funciones de
un modo maés apropiado que la varianza. Ademds, se consideran otras me-
didas de informacion, como los planos y los productos de informacion, que
combinan dos de las medidas de esparcimiento ya citadas.

El Capitulo 1 introduce los elementos fundamentales de la teoria de la
informacién que se usaran en las dos primeras partes: las medidas tedricas
de informacion, tales como e.g. la entropia de Shannon, y la informacién de
Fisher. Ademaés, se mencionan algunas de sus propiedades y, en particular,
las relaciones de incertidumbre que satisfacen. El Capitulo 2 aborda el calcu-
lo analitico de la informacién de Fisher de las densidades de probabilidad,
asociadas a las soluciones de ecuaciones diferenciales de tipo hipergeométri-
co e hipergeométrico generalizado, a partir de los valores esperados de los
coeficientes de dichas ecuaciones diferenciales. Este estudio se hace de forma
general para cualquier ecuacién y posteriormente se presentan casos con-
cretos con el fin de ilustrar esta técnica. El Capitulo 3 presenta dos nuevas
medidas de informacién: el plano de Cramer-Rao, en el cual se represen-
tan la informacién de Fisher y la varianza, y el producto de Cramer-Rao,
consistente en el producto de estas dos medidas de esparcimiento. Las tres
familias de polinomios clasicas, i.e. Hermite, Laguerre y Jacobi, se estudian
en el marco de estas nuevas medidas de informacién.

XXI



XXII Introduccién

La Parte II de la Tesis, que consta de los capitulos 4 al 6, aborda el calculo
de las distintas medidas de informacion de sistemas mecano-cudnticos realis-
tas, encontrandose nuevas relaciones de incertidumbre y cotas a magnitudes
fisicas relevantes como la propia informacién de Fisher o la energia cinética.
Ademds, en el segundo y tercer capitulo de esta parte se hace hincapié en los
sistemas sometidos a potenciales centrales, entre los que se incluyen todos
los sistemas de dos cuerpos cuya interacciéon depende tinicamente de la dis-
tancia entre los mismos, como es el caso del atomo hidrogenoide; o sistemas
prototipicos clave en el desarrollo de la mecanica cuantica y con multitud
de aplicaciones, como es el oscilador armdnico.

El Capitulo 4 plantea el célculo de la entropia de Shannon y la infor-
macién de Fisher de la densidad de probabilidad mecano-cuantica de una
particula en un potencial central lineal monodimensional. Mientras la infor-
macién de Fisher se calcula de forma analitica para todos los estados del
sistema, para la entropia de Shannon se halla su comportamiento asintético
en el limite de los estados altamente excitados. En el Capitulo 5 se aborda
el problema general del calculo de la informacién de Fisher para sistemas
centrales en espacios de dimensionalidad arbitraria. Se encuentran expre-
siones cerradas de la informacién de Fisher en los espacios de posiciones
y momentos en términos de los valores esperados radiales de la densidad
de probabilidad y se halla una relacién de incertidumbre basada en estas
medidas de informacién. Esta relacién es comparable a la relacién de incer-
tidumbre entrépica de Bialynicki-Birula y Mycielski basada en la entropia
de Shannon, y a la relacién de incertidumbre de Heisenberg basada en la
varianza, la cual, ademds, se consigue mejorar para estos sistemas. En el
Capitulo 6 se contintda el estudio de los sistemas centrales de dimensionali-
dad arbitraria, centrandose en la acotacion de la energia cinética de sistemas
monoparticulares por medio de algunos valores esperados radiales de posi-
cion. Finalmente, habida cuenta de la reciprocidad entre los espacios de
posiciones y momentos, se pueden definir cotas similares para la susceptibi-
lidad diamagnética a partir de las cotas a la energia cinética.

En la tercera y ultima parte de esta Tesis, que consta de los capitulos
7 v 8, se estudia de la dinamica rotacional de las moléculas diatomicas he-
teronucleares bajo la accién de campos eléctricos externos homogéneos y
variables con el tiempo. En los dltimos anos, el andlisis tedrico y experimen-
tal de moléculas ultrafrias, tanto de sus propiedades como de su produccién,
se ha convertido en una piedra angular de la moderna fisica molecular. El
tratamiento de estos sistemas en presencia de campos externos requiere una
atencion especial. Estos campos permiten atrapar, enfriar y manipular el
sistema, modificando simultaneamente de forma significativa su estructura
interna. Este trabajo es una contribucién al anélisis tedrico del control de
los movimientos rotacional y vibracional por medio de campos eléctricos
dependientes del tiempo.
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El Capitulo 7 es meramente descriptivo e incluye las herramientas tedrico-
computacionales necesarias para este trabajo. En él se deriva el Hamil-
toniano que gobierna el movimiento rovibracional de un dimero polar en
presencia de dichos campos eléctricos, y se indican las aproximaciones rea-
lizadas; en particular la de Born-Oppenheimer, que permite separar el mo-
vimiento electrénico del nuclear. Ademads, se exponen las aproximaciones
del rotador rigido y el rotador efectivo al Hamiltoniano que describen la
accién del campo en la dinamica rotacional de aquellos sistemas que se pue-
den considerar como rigidos. Se concluye describiendo brevemente la técnica
computacional hibrida empleada para llevar a cabo la evoluciéon temporal,
que combina el método de division del operador evolucién o método del
split-operator, la transformada de Fourier rapida, y las representaciones de
variable discreta y de base finita.

En el Capitulo 8 se discuten y analizan los resultados obtenidos para la
molécula de LiCs sometida a una combinacién de campos eléctricos depen-
dientes del tiempo. En primer lugar, el campo solo tiene componente en el
eje Z del sistema de referencia del laboratorio, y se lleva a cabo un encendi-
do y apagado exponencial del mismo. Se realiza un detallado andlisis de la
dindmica rotacional en los regimenes de intensidad constante y post-pulso,
al variar los tiempos caracteristicos de este proceso. En particular, se ha
demostrado que es posible predecir de forma robusta el nimero de estados
pendulares o de ondas parciales necesarios para describir correctamente la
dindmica rotacional en estos dos regimenes. Sin embargo, una vez que el
campo ha sido apagado, la contribucién especifica de cada estado rotacional
es muy sensible a los tiempos de encendido y apagado. El paquete de ondas
final muestra una gran variedad de fenémenos de localizacién y orientacion
molecular. Estos efectos son peridédicos en el tiempo, y su periodo es una
fraccién del periodo rotacional molecular.

En segundo lugar, tras encender la componente z del campo, éste se rota
hacia el eje £ manteniendo siempre la intensidad constante, y finalmente
se apaga. Se ha investigado la variaciéon de la dindmica rotacional con la
duracién de la rotacién, centrando nuestra atenciéon en la posibilidad de
transferir poblacién a estados con niimero cudntico magnético no nulo. Se ha
mostrado que la contribucion de esos niveles es significativa solo si la rotacién
es no-adiabdtica, i.e. su duracién ha de ser inferior al periodo rotacional de la
molécula. De hecho el régimen adiabéatico se alcanza para giros de duracién
igual o superior a un periodo rotacional. Finalmente, se ha analizado también
el efecto de la rotacion del campo sobre los fenémenos de localizacién y
orientacién del paquete de ondas final.



XXIV Introduccién




Parte 1

Funciones especiales y teoria
de la informacion.






Capitulo 1

Medidas de informacion y
relaciones de incertidumbre

Summary: Information-theoretic measures and un-
certainty relations

This chapter introduces and discusses the information-theoretic measu-
res that appear in the first two parts of this Thesis. These quantities play
an important role in modern information theory. They are functionals of a
characteristic probability density of the systems. Those traditionally used
in engineering, physics or applied mathematics, usually are different measu-
res of the spreading of the density, as the well known variance, that, for a
D-dimensional density p(7), ¥ € A C R, has the following expression,

Vo = (r%) = (M)
or the Shannon entropy [244,245]:

S, = - /A p(7) In p(7)dPr,

that, contrary to the variance, does not measure the spreading of the density
with respect to a specific point. Two other important spreading measures
are the Rényi [225] and Tsallis [263] entropies. These four spreading mea-
sures have a global character, so that they do not depend on the pointwise
characteristics of the density.

Recently, the Fisher information has gained importance. However, its
basic properties are not completely well known yet, despite its early origin
in 1925 [87]. Its local character is the main difference with respect to the
previous global information measures. It is defined as the expectation value
of the logarithmic gradient of the density,

5 2
G ‘
2> - / p(7)[¥ b In p(7)PdPr = / wd%
A A

I, = <‘§Dlnp(77) PG
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This information-theoretic measure is used in several scientific fields. Among
its applications we can find the description of various density functionals
as the kinetic and Weissécker energies [182, 204, 231-233], the prediction
of some non-linear phenomena, as the avoided crossings between atomic
and molecular levels under external electric and magnetic fields [105], or
the correlation in many electron systems [234]. Also, it has been used to
derive numerous fundamental equations in physics, as the Schrodinger and
Klein-Gordon equations [93, 224], through the principle of extreme Fisher
information, in the same way as the Shannon entropy for the maximum
entropy techniques [146,147].

The Fisher information is, according to its definition, a measure of the
gradient content of a probability density, and it increases as the latter grows.
Thus, the Fisher information is a local quantity; it grasps the irregularities
of the function under study. Smooth and wide densities, with a low gradient
content, obtain low values of the Fisher information. An extreme situation
is the uniform distribution in an interval [a, b],

pule) = = v € [a,b]
whose Fisher information is I,, = 0. On the contrary, if the density shows
important maxima, with high gradients between them, the Fisher informa-
tion has a higher value, that grows with the number of maxima. This is the
case, e.g. for the density

1
ps(x) = —sin’nzx; z € [-m, 7], n=1,2,...,
T

which increases its oscillatory behaviour with the parameter n. The corres-
ponding Fisher information is

Is = 4n?,

that, as expected, also grows with n. This illustrates that this quantity
measures the wiggliness of the density; it quantifies its oscillatory character
because it is closely related to the number of nodes per unit of increment
of z. Nevertheless, for a smooth density with a single maximum, the Fisher
information decreases as the spreading of the density grows, behaving in
this situation as a global measure. A paradigmatic case in this group is the
Gaussian distribution,

1 (x — p)?
T) = exXp |[————5—1|; x € (—00,+00
IOG( ) \/W P |: 202 ) ( T )7
with variance V,, = o2, whose Fisher information is I,, = 1/0?, i.e. inver-
sely proportional to the variance. Besides, for densities with local irregula-
rities, such as discontinuities or points where the slope tends to infinity, the
Fisher information can diverge.
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The Fisher information can be related to other information measures, as
the Shannon entropy through the de Bruijn identity [56],

d 1
d_Sp+\/Epc o 9

I,,

where pg is a Gaussian distribution with zero mean and variance equal to
one. This expression shows that the Fisher information of a density can be
seen as the variation of the Shannon information of the density when it is
perturbed by a normal distribution. On the other hand, these two measures
are related by means of the following Shannon inequality [251],

N,I,>D
where . )
N,=—e =S, 1,
P ope P (D P )
is the entropic power. The Fisher information and the variance can be related
by the well known Cramer-Rao inequality,

V,I,> D

The relative Fisher information [125] of the density p;(7) with respect
to the density po(), both in A C RP,

12
G

is considered in detail in this Thesis and used in different situations. This
quantity allows us to discriminate between the two functions from a Fisher
information point of view, measuring the difference between their irregula-
rities. Besides, I,, ,, = 0 if and only if p1 = pa.

Associated to each uncertainty measure there exists an uncertainty re-
lation. These relations, which are the essential reason for the probabilistic
character of the quantum theory, establish a connection between the proba-
bility densities of canonically conjugated variables, such as the position and
momentum. The standard uncertainty relation is the Heisenberg uncertainty
principle,

Vin dPr,

2

V,V, > %,
between the variance of the probability distributions in the position and
momentum space of a quantum-mechanical system. Notice that the lower
bound of this inequality depends on the dimensionality of the space. Moreo-
ver, it indicates how accurate measures of the position of a particle imply
a large momentum indetermination, and conversely. The uncertainty re-
lations associated to the information-theoretic measures mentioned above,



whose analytical expressions have been already determined [29,32,221], are
more stringent than the variance-based standard uncertainty relation. In
particular, the Shannon-entropy-based uncertainty relation is given by

S,+S,>D(1+1Inm).

However, an uncertainty relation based on the Fisher information has
not been proposed yet. This problem is considered in the Chapter 5 of this
Thesis, where an expression of the type

LI, > K

is found for central systems, where K depends on the dimensionality of the
space as well as on the specific system under consideration; and, finally, the
general validity of the relation 1,1, > 4D? is conjectured for arbitrary (i.e.
not necessarily of central character) quantum systems.

La informacion

La informacién es un concepto abstracto que puede interpretarse en el
sentido habitual: lo que se proporciona cuando se comunica algo a alguien.
En este sentido, la informacion estd estrechamente asociada con las nociones
de conocimiento, lenguaje y significado. Pero la informacién puede interpre-
tarse también en un sentido técnico que se especifica por un vocabulario
fisico-matemadtico. En este sentido la informacién se ha usado, por ejem-
plo, (i) para describir las correlaciones y las propiedades estadisticas de las
sefiales, tal como en teoria de comunicaciones con el concepto de informacién
de Shannon [244,245], (ii) para caracterizar la inferencia estadistica, tal como
la informacién de Fisher [87], (iii) para definir ciertas nociones abstractas de
estructura, tales como la complejidad via la informacién algoritmica [51,160]
o el rol funcional via la informacién biolégica [145].

De hecho, todas estas medidas de informacién y otras relacionadas, se
han utilizado con distinto éxito en multitud de direcciones y aplicacio-
nes [153], en biologia molecular, ciencias medio-ambientales, computacién
cuantica, economia, fisica, ingenieria, lingiiistica y matemaéticas, entre otras.
En esta memoria se usan las medidas de informacién como medidas de in-
certidumbre en el sentido de Shannon. Esto merece una explicacién dado
que informacion e incertidumbre no son consideradas habitualmente como
términos sinénimos sino opuestos entre si. La incertidumbre surge cuando
se tiene menos informacion que la informacion total requerida para describir
un sistema y su entorno. Ambos términos estan estrechamente asociados
entre si de forma que la informacién que proporciona un experimento, por
ejemplo, es igual a la cantidad de incertidumbre que se elimina.

Siguiendo a Shannon, interpretaremos las medidas de informacién como
medidas de incertidumbre sobre el resultado de un experimento basado en
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una distribucion de probabilidad dada. Esta incertidumbre surge, desde lue-
go, porque esta distribucion de probabilidad no nos permite predecir con
exactitud el resultado. En este sentido, la medida de informacién es una
medida de la carencia de informacion acerca del resultado del experimen-
to. Por otra parte, nuestra incertidumbre se elimina cuando se realiza el
experimento y se llega a conocer el resultado. Asi pues, una medida de in-
formacién puede interpretarse como la cantidad de informacién que se gana
0, mas exactamente, que se espera ganar con la realizacion del experimento.
Entonces, cuando la incertidumbre es pequena (i.e. cuando casi se puede
predecir el resultado de un experimento a partir de la distribucién de pro-
babilidad dada), la informacién que se gana al realizar el experimento es
también pequena.

1.1. Introduccién

En este capitulo se introducen las medidas de informacién que aparecen
en las dos primeras partes de esta Tesis. Estas magnitudes, que se expresan
por medio de funcionales aplicados a una densidad caracteristica del siste-
ma bajo estudio, juegan un papel fundamental en la moderna teoria de la
informacién de los sistemas fisicos [66, 93, 141, 198, 199, 206209, 262, 263].
En ingenieria, fisica y matematica aplicada, se han usado mayoritariamente
aquellas medidas de informacion que ofrecen una estimacién de cardcter glo-
bal del esparcimiento de la densidad de probabilidad, como son la varianza y
las entropias de Shannon, Rényi o Tsallis; esto es, medidas que no dependen
de las caracteristicas locales de la densidad a la que se aplican, pudiendo
ésta incluso mostrar discontinuidades. Recientemente, se ha comenzado a
usar de forma generalizada la informacién de Fisher [61,65,93,141,181,182,
184,198,199,239][A2-A6,A9] que, como se expone més adelante, difiere cua-
litativamente de las anteriores en que no es una medida de caracter global,
sino local; es decir, es una magnitud que depende muy sensiblemente del
comportamiento punto a punto de la densidad dado que es un funcional del
gradiente de la misma. Ademds, se hace aqui hincapié en el concepto de
informacion de Fisher relativa [A9] de una densidad de probabilidad respec-
to a una funcién no negativa u otra densidad de probabilidad. Por ltimo,
se presentan las relaciones de incertidumbre que satisfacen las medidas de
informacién mencionadas, que tendran un papel destacado en la segunda
parte de esta Tesis.

Los contenidos de este capitulo son los siguientes. En la Seccién 1.2 se
describen las medidas de informacién con caracter global, i.e. la varianza
y las entropias de Shannon, Rényi y Tsallis. A continuacién, en la Seccién
1.3 se define la informacién de Fisher y se enumeran sus miltiples usos y
relaciones con otras medidas de informacién. En la Seccion 1.4 se describe
la informacién de Fisher relativa. Por dltimo se describen las relaciones de
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incertidumbre entre medidas de informacion en la Seccion 1.5.

1.2. Medidas de informacion con caracter global

Varianza

La varianza V, de una densidad monodimensional p(z), x € (a,b), se
define como
Vo= <1'2> - <.Z'>2,

donde el valor esperado de una funcién f(z) es

b
(@) = / (@) pl)da.

Cuando se considera una densidad D-dimensional p(7), ¥ € A C R, la
varianza se define como

Vo= %)~ 1R

donde 72 = |7]? y el valor esperado de una funcién f () viene dado por

() = /A F(P)p(P)dPr.

La varianza mide el esparcimiento de la densidad en torno al centroide de
la misma. Mas precisamente, la desviacién estandar o desviacion cuadrati-
ca media o = Vpl/ ? es una medida de la separacion de la(s) region(es) de
concentracién de la densidad con respecto a un punto particular de ella, a
saber, el valor medio o centroide. En esta magnitud se da mucho peso a
las colas de la distribucién, y cuando el dominio de la densidad se extiende
hasta infinito en alguna direccién, la varianza puede llegar a ser divergente
si la densidad en cuestién no decae con la suficiente rapidez hacia cero en
esa direccion (e.g., la densidad de Cauchy).

Entropia de Shannon

Definida por Claude E. Shannon [244,245] como una medida de la incer-
tidumbre en un mensaje, la entropia de Shannon es la magnitud fundacional
de la moderna teoria de la informacién. Sin embargo aqui se usard de forma
similar a la varianza como una medida de dispersiéon de una densidad de
probabilidad.

La entropia de Shannon S, de una densidad monodimensional p(x), x €
(a,b), se define como

b
S, = —/a p(z) In p(z)dx. (1.1)
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Si la densidad es p(7), definida en un dominio D-dimensional A C RP,
entonces se tiene que

S, = —/Ap(F) In p(7)dPr.

La entropfa de Shannon, a diferencia de la varianza, no mide el espar-
cimiento de la densidad en torno a ningin punto concreto. Ademas, no da
tanta importancia como la varianza a las colas de la distribucién, resultando
finita para densidades cuya varianza diverge.

A menudo, para garantizar la no negatividad de la medida, se suele
utilizar una funcién exponencial de S,; en particular la potencia entrépica
de Shannon definida por

1 =2
N, = —¢eD%. 1.2
N 2me © ( )

Puede mostrarse facilmente que para la densidad Gaussiana

() = [
pc(x) = exp | —
2o

z— )2
(2TM)] ; ¢ € (—o0,400). (1.3)

la potencia entrépica de Shannon es igual a la varianza o2.

Entropia de Rényi

La entropia de Rényi [225] de una densidad monodimensional p(z), x €
(a,b), se define como

1
R = ln/ 4(x)dz,
A Ap()

donde g € R es un parametro. En el limite ¢ — 1, se recupera la entropia
de Shannon,
— 1 (a)
S, = 31_)11% R

Entropia de Tsallis

Esta medida de informacién fue introducida por Havrda y Charvat [131]
y estudiada detalladamente por Aczél y Dardczy [3], pero fue Tsallis [263] el
que puso de manifiesto su enorme interés y versatilidad [262], particularmen-
te para sistemas no extensivos. En efecto, Tsallis redescubrié esta medida
al intentar extender la mecanica estadistica de Boltzmann-Gibbs con el fin
de generar una distribucién en equilibrio caracterizada por una ley de po-
tencias, dando lugar asi a la mecédnica estadistica no extensiva. Al contrario
que las entropias de Shannon y Rényi, la entropia de Tsallis de un sistema
es una medida no aditiva o no extensiva (i.e., no es igual a la suma de las
entropias de cada parte del sistema).
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La entropia de Tsallis de una densidad monodimensional p(x), = € (a,b),

se define como
1
T(q):—<1—/ q:ndw),
A Ap()

donde ¢ € R es un parametro. En el limite ¢ — 1 esta medida se reduce a
la entropfa de Shannon S,,.

1.3. Informacién de Fisher

1.3.1. Definicién y aplicaciones

El concepto de informaciéon de Fisher de una densidad de probabilidad
y sus propiedades bdsicas no se conocen todavia suficientemente a pesar
de su temprano origen en 1925 [87], y el creciente nimero de aplicacio-
nes aparecidas en los dltimos afios en sistemas extensivos [60,61, 64,91-93,
105, 122, 123, 182, 197, 213, 215, 231, 234, 239, 251][A2-A4,A6] y no extensi-
vos [49, 210, 214]. Incluso se han definido varias extensiones cuédnticas para
la misma [180, 185,186]. La informacién de Fisher de una densidad de pro-
babilidad monodimensional p(z), z € (a,b), se define como el valor esperado
del cuadrado de la derivada logaritmica de la densidad:

I,- <{% 1np(:,;)r> _ /abp(:n) [%lnp(:ﬂ)rdzn _ /ab [p/;((”;))]de,

y su versién D-dimensional para una densidad p(7) con soporte A C RP es

2
dPr.

(1.4)

La monografia de Frieden [93] ofrece una visién exhaustiva de esta me-
dida de informacion hasta el ano 2003, sus propiedades y aplicaciones a un
enorme conjunto de fenémenos naturales y campos de la ciencia.

De acuerdo con la definicién (1.4), la informacién de Fisher mide el con-
tenido de gradiente de una densidad de probabilidad, aumentando a medida
que crece el mismo. Por tanto, la informacién de Fisher refleja la irregula-
ridad de la funcién en cuestién. Densidades suaves y anchas, con un bajo
contenido de gradiente, tienen valores bajos de la informacién de Fisher.
Al contrario, si p(7), aun siendo todavia suficientemente suave, muestra un
claro sesgo hacia determinados valores de 7, aumentando su pendiente hacia
un valor maximo en estos puntos, la informacién de Fisher sera alta, y cre-
cerd con el nimero de maximos (o de ceros si los tuviera) de la distribucidn;
al menos cuando estos se localicen en una regién acotada del dominio, (véase
por ejemplo el caso de la distribucién sinusoidal en la Subseccién 1.3.3).

ﬁDP(F)
p(7)

= {[Fomp| ") = [ poIFompra"r = [
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Para densidades suaves con un tnico méaximo la informaciéon de Fisher
resulta una medida de la concentraciéon de la densidad en torno al mismo,
siendo en este caso una medida del esparcimiento de las densidades al igual
que las medidas con cardcter global antes enumeradas, (véase el ejemplo de
la distribucién normal en la Subseccién 1.3.3). Asi, una densidad uniforme
o practicamente plana implica una gran incertidumbre (gran desorden), lo
que se traduce en una falta de prediccién a lo largo de su rango de vali-
dez, mientras que una densidad concentrada en torno a ciertos valores de
muestra una baja incertidumbre (bajo desorden).

Finalmente, se pueden encontrar distribuciones con irregularidades loca-
les, tales como discontinuidades o puntos donde el gradiente de la densidad
tiende a infinito, para las que la informacién de Fisher puede divergir. Todo
esto indica que la informacién de Fisher es una medida de carédcter local, (i.e.,
sensible a variaciones locales de la densidad), al contrario que la varianza V),
o la entropia de Shannon S,, que tienen un cardcter global.

La informacién de Fisher ha sido usada en numerosas situaciones fisico-
matematicas. Entre otras cabe mencionar las siguientes.

» En la descripcién de varios funcionales de la densidad [92,93,204], como
la energfa cinética [182,232,233,241] y la de Weissécker [204,231-233],

» Para derivar numerosas ecuaciones fundamentales de la fisica y leyes de
conservacion, (e.g. como las ecuaciones de movimiento de Schrodinger
y Klein-Gordon [93,224] y la ecuacién de Euler de la teorfa funcional
de la densidad [197]) a partir del principio de extremizacién de la
informacién de Fisher, al igual que la entropia de Shannon es el punto
de partida de los métodos de méxima entropia [99,146,147].

= En la prediccion de algunos fendmenos no lineales, como los cruces evi-
tados de autoestados, en sistemas atémicos y moleculares bajo campos
eléctricos y magnéticos externos intensos [105], o la correlacién en sis-
temas de muchos electrones [234].

» En la medida de la no clasicalidad de sistemas cudnticos [122,123].

» Para derivar relaciones de incertidumbre de tipo Cramer-Rao [87,93,
182,229, 231,234,251].

» En la fundacién de una nueva termodindmica clésica carente del con-
cepto de entropia de Boltzmann [91,92,213].

= Ademads de emplearse la informacién de Fisher como una medida de la
suavidad de la densidad de probabilidad p(7), su interpretacién como
medida de desorden ha sido discutida en profundidad por Frieden [90,
93].
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Para muchos otros aspectos y detalles de la informacién de Fisher, sus
propiedades y aplicaciones, véanse las referencias [56, 60-62, 64, 65, 90, 93,
105,122-124, 182,197,231, 233,234, 241, 251, 275][A2,A3,A6].

1.3.2. Relacién con otras medidas de informacion

La informacion de Fisher y la entropia de Shannon estan relacionadas
por la elegante formula de de Bruijn [56]

d 1

&Sphﬁpc —o - 5107

donde pg es una distribucién Gaussiana estandar monodimensional de media
nula y varianza igual a la unidad. Esta relacién indica cémo la informacién de
Fisher de una densidad se puede contemplar como la variacién de la entropia
de Shannon de la densidad perturbada por una distribuciéon normal. También
se conoce la desigualdad de Shannon para densidades D-dimensionales [251],

N,I,> D,

donde N, es la potencia entrépica de Shannon (1.2).

Por otra parte, la informacién de Fisher se relaciona con la varianza
mediante la conocida desigualdad de Cramer-Rao [39, 40, 74, 133, 180, 183,
233,251]

V,I, > D? (1.5)

que da pie a escribir la desigualdad
()1, > D?, (1.6)

si (7) = 0, i.e. V, = (r?), que es el caso, por ejemplo, cuando la densidad
tiene simetria par respecto al origen, lo que ocurre cuando consideramos
sistemas mecano-cuanticos centrales. Cabe destacar que la cota inferior de
la desigualdad de Cramer-Rao se alcanza en el caso de la distribucién Gaus-
siana D-dimensional. En el caso monodimensional (D = 1), con densida-
des del tipo p(z), tenemos simplemente que V,I, > 1. Ahora bien, cuando
x € [0,400), se pueden encontrar distribuciones de probabilidad cuyo pro-
ducto V,I, es estrictamente menor que la unidad. Hasta donde alcanza el
conocimiento bibliografico del autor, no se ha encontrado una cota inferior
general en este caso para este producto. No obstante, se sigue cumpliendo la
desigualdad de Cramer-Rao si la desigualdad en cuestion satisface la condi-
cién de contorno p(0) = 0; en caso contrario, si se puede demostrar de forma
rigurosa que las densidades definidas en el intervalo [0, +00) satisfacen que

(21, > 1.

Finalmente, si el intervalo de definiciéon de la densidad es finito, i.e. si
x € (a,b), existe una densidad para la cual la informacién de Fisher es nula,
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esta es la distribucién constante p(x) = 1/(b — a). Por tanto la tnica cota
valida para el producto de la informacién de Fisher y la varianza (también
llamado producto Fisher-Heisenberg o producto Cramer-Rao) es la trivial,
V,I, > 0. Sin embargo, todas aquellas densidades que cumplan las condi-
ciones de contorno p(a) = p(b) = 0, si satisfacen la desigualdad de Cramer
Rao estandar V,I, > 1.

Siguiendo con el caso monodimensional, existe una relacién ma&s en-
tre la informaciéon de Fisher y la varianza. Se trata de sus propiedades
de escalamiento cuando la densidad de probabilidad p(x) se transforma en
p(x) = ap(ax) mediante el factor de escala positivo a. La nueva densidad de
probabilidad sigue normalizada a la unidad, y el efecto del factor a es el de
estrechar la densidad si @ > 1, o el de ensancharla si a < 1. Las informacio-
nes de Fisher y las varianzas de las densidades p(x) y p(z) se relacionan de
la siguiente forma,

I, = d’I, (1.7)
V, = a %V,

Estas dos relaciones implican que el producto informacional I,V es inva-
riante bajo estos cambios de escala, i.e. que

1V, = 1,V,.

Las propiedades de la informacion de Fisher relacionadas con el concepto
de incertidumbre han sido claramente mostradas por las desigualdades de
Stam [74,229,231,251], que combinan magnitudes de los espacios de posi-
ciones y momentos,

Iy
I

4(p°), (1.9)
4(r?), (1.10)

VANVAN

donde 7(p) es la densidad correspondiente en el espacio de momentos.

Y también se han hallado otras muchas desigualdades que relacionan la
informacién de Fisher con estos y otros valores esperados de tipo potencial
y logaritmico de la densidad [52,133,180,183,233][A2,A3,A5].

1.3.3. Ejemplos

La informacién de Fisher se ha evaluado de forma analitica, obteniéndose
una expresién cerrada, para varias distribuciones de probabilidad [56,275]:
la Gaussiana, la ¢t de Student y algunas distribuciones potenciales y expo-
nenciales. Merece la pena recoger aqui que I,, = 0 para la distribucién
uniforme, definida en el intervalo (a,b),
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vy, =1 /o? para la distribucién Gaussiana con varianza Voo = o2, dada
por la ecuacién (1.3).

Se observa claramente en este ultimo ejemplo que, dada una distribucién
unimodal suficientemente suave, la informacién de Fisher es mdas pequena
conforme mas extendida estd la distribucién. Sin embargo, es mucho més
interesante el hecho de que las distribuciones sinusoidales de tipo Chebyshev

1
ps(x) = —sin(nz); z € [-m, 7], n=1,2,...

T
’ *(nx)
1 sin“(nx
ps(z) = ———, z € |-m,7w|,n=1,2,...,
ps( ) 2nm sin?z [ m W]

tienen una informacién de Fisher dependiente del pardmetro n; a saber,

2
I,, =4n
Y 4
Iﬁ = g( 2 1)7
respectivamente, indicando que cuanto mds oscilatoria es p(z), més grande
es I,.
P

Una combinacion de los dos casos prototipicos anteriores se puede obte-
ner con la densidad de probabilidad

2

(1 + coth(n?s?)) exp [_2—} sin?(n),

. 1
pPa =

V2ms? 52
que superpone la oscilacién de la primera densidad de tipo Chebyshev a la
distribuciéon Gaussiana. La informacién de Fisher es

1
I;, = 2n% + 2 + 2n? coth(n?s?),

que crece cuadraticamente con n y decrece cuadraticamente con s, al igual
que la informacion de Fisher de las densidades de tipo Chebyshev y Gaus-
siana, respectivamente.

En este caso tenemos dos parametros, n y s, que controlan por separado,
respectivamente, el grado de oscilaciéon y el grado de esparcimiento de la
densidad. Sin embargo, cuando se consideran densidades en las que un tinico
parametro regula ambos fenémenos simultaneamente, no se puede prever el
comportamiento de la informacion de Fisher a priori. Un ejemplo lo tenemos
en la densidad para el atomo hidrogenoide tridimensional en el espacio de
posiciones (véase la ecuacion (5.17)), donde el grado de excitacién n aumenta
el nimero de oscilaciones de la densidad al mismo tiempo que la expande.
El resultado es que la informacién de Fisher disminuye con el valor de n,
indicando que el efecto de expansién de la densidad es determinante sobre
el del aumento de las oscilaciones de la misma.
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1.4. Informacion de Fisher relativa

La informacién de Fisher relativa [125] de la densidad de probabilidad
p1(7) con respecto a la densidad de probabilidad py(7), ambas con el mismo
dominio A, se define como

IP17P2 :/API(F)

Esta magnitud permite discriminar entre las densidades p; (%) y p2(7), siendo
igual a cero cuando coinciden. Esta diferencia se contempla desde el punto
de vista de la informacién de Fisher, por lo que la informacién de Fisher
relativa mide cuan diferentes son las irregularidades entre las dos funciones.
Por tanto, como era de esperar, cuando p; = ps, la informaciéon de Fisher
relativa se anula.

Sin embargo, también se puede definir la informacién de Fisher relativa
de una densidad p(7) respecto a una funcién ((7) no negativa, no necesaria-
mente normalizada a la unidad, segin la siguiente expresion

— |2
ﬁan;—Eg dPr. (1.11)

2

S 20| g0, (1.12)

¢(7)
Un caso interesante es aquel en el que se considera una densidad p(7)

normalizada a la unidad respecto a una funcién peso w(7) de la siguiente
manera

Ip,C:/AP(F)

/ p(f’)w(F)dDr =1,
A

y se calcula su informacién de Fisher respecto al peso w(7). En tal caso
se toma como densidad el producto normalizado a la unidad p(7)w(7) vy,
abusando de la notacién anterior, se define esta magnitud como I,

12
Yln p(T)w(7) dPy

—\

Lo = [ o0

= ;w(f’)dDr. (1.13)

Cabe destacar que las expresiones (1.12) y (1.13) se reducen, para ((7) =
1 y w(r) = 1, respectivamente, a la expresién (1.4), I, = I,. Nétese, por
consiguiente, que la informacién de Fisher I, estdndar es la informacién de
Fisher relativa de la densidad p(7) respecto a la funcién uniforme.

Para entender mejor la nocién de informacion de Fisher relativa entre dos
distribuciones, vamos a calcularla en los dos casos particulares siguientes:
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(a) Informacién de Fisher entre dos densidades de probabilidad de tipo

Freud, dadas por
1

r(1+1
T
Estas distribuciones, con un parametro positivo u, juegan un papel
fundamental en numerosas areas cientificas, desde ingenieria de comu-
nicaciones [281] a la teoria de funciones especiales en fisica matemadtica

y matematica aplicada [271]. A partir de la ecuacién (1.11) se obtiene
la expresion

1 1 ptv+l
I, o o=—— 2T (2-2) —our (VT2
by T(1/ ) [N < u) W( 1 >

2v—1 1 1

2
T TU > = V>
o (B[ 3o

para la informacién de Fisher relativa entre dos miembros arbitrarios
(1, v) de esta clase tipo Freud (1.14), y

it 70 ()0 () (2]

para la informacién de Fisher de una densidad de tipo Freud p,(x)
con respecto a la densidad Gaussiana py(x). Merece la pena destacar
cémo la informacion de Fisher relativa I, ,, se anula cuando los dos
parametros coinciden py = v.

pulx) = ez €]0,00), p>0. (1.14)

En la Figura 1.1 se representa la informacion de Fisher relativa I, ,,
en funcién de p. Esta magnitud tiene un comportamiento parabdlico
asimétrico con un minimo igual a cero en p = 2, como es de esperar
puesto que las dos densidades involucradas son iguales. Para % <pu<
2 la densidad de tipo Freud se aproxima rapidamente a la densidad
Gaussiana, mientras que para p > 2 la densidad de tipo Freud se aleja
monotonamente, y casi linealmente, de la misma.

Informacién de Fisher relativa entre las densidades de tipo Jacobi,
dadas por

B (1 —x)o‘(1+x)5 '
- 20t0HIB(a+ 1,6+ 1)

y la densidad de Chebyshev pc(z) = p_1/2,—1/2(2) = 7711 —2?)
La expresion resultante es la siguiente

Pap() ze[-1,1], a,8 > —1,

-1/2.

Ipa,ﬁ »PC

_ (@t B)(a+B+1)(4(e?B+ F%a) +5(a — B)* — 3(a + B) — 2).
1600 —1)(3 1) ’
o, >1,
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I(p/u p2)

Figura 1.1: Informacién de Fisher relativa I,, ,, para la clase de tipo Freud en
funcién de p.

que es simétrica bajo el intercambio de « y 8. En la Figura 1.2, se
representa esta magnitud en funcién de « para 8 = 2. Aqui otra vez se
observa un comportamiento parabdlico asimétrico con un minimo no
nulo en torno a a = 2,22. Este minimo se alcanza rapidamente y pos-
teriormente la informacién de Fisher relativa crece de forma mondtona
y suave.

Cabe destacar que la informacién de Fisher de la densidad de Chebys-
hev pc(x) diverge, pero sin embargo si se puede definir la informacién
de Fisher relativa de una densidad p, g(x) respecto a pc(x).

1.5. Relaciones de incertidumbre

Las relaciones de incertidumbre o relaciones de desigualdad que satis-
facen las medidas de incertidumbre, juegan un papel fundamental en la
descripcién mecano-cuantica de los sistemas fisicos. Estas establecen que las
distribuciones de probabilidad de variables canénicamente conjugadas de un
sistema, fisico no pueden estar simultdneamente localizadas en torno a un va-
lor. La relacién de incertidumbre estandar es el principio de incertidumbre
de Heisenberg, basado en la varianza, y que se puede expresar como

D2
ViV =

donde V, y V, representan la varianza de las densidades de probabilidad
normalizadas a la unidad en el espacio de posiciones p(7) y en el espacio de
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I(pap=2, pc)
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Figura 1.2: Informacién de Fisher relativa I, ,_, , para la densidad de tipo Jacobi
respecto a la de tipo Chebyshev en funcién de a.

momentos y(p), respectivamente. Esta desigualdad es relevante en mecéni-
ca cuantica no por su precisién, generalmente pequena, sino porque indica
que medidas precisas de la posicién de una particula implican una gran
indeterminacion en la medida de su momento. Este principio y sus generali-
zaciones [267] reflejan lo inadecuados que resultan los conceptos clésicos de
posicién y momento aplicados a los sistemas cuanticos.

La relacién de incertidumbre estdndar reine en una férmula sencilla la
medida de incertidumbre mas familiar (la desviacién estdndar, o su cuadra-
do, la varianza) y el aspecto més caracteristico de la teorfa cudntica (la no
conmutatividad). Parece, por tanto que esta relacién satisface de la forma
méas simple el punto de vista de Heisenberg: la relacion de incertidumbre
estd directamente relacionada con la regla de conmutacion, siendo esto la
razon esencial del caracter probabilista de la teoria cudntica. Esto ha con-
ducido a la creencia general de que el principio de incertidumbre estd estre-
chamente relacionado con la no conmutatividad. No obstante, la relacién de
incertidumbre estandar presenta varios defectos [267]. Heisenberg usé pero
no defendié el concepto de incertidumbre, limitandose a decir que podia ser
interpretado como un error medio. Kennard fue el primero en elegir la des-
viacion estandar como una medida cuantitativa de la incertidumbre, pero
ni él ni Heisenberg explicaron por qué esta eleccién es adecuada. De he-
cho nadie cuestioné tal eleccion en varias décadas desde el nacimiento de
la teoria cuantica. Parece que el uso del término error y la utilizacién del
ejemplo Gaussiano indican, o al menos corroboran, una confusién entre las
incertidumbres del principio de incertidumbre y de la teoria cldsica de los
errores de medida.
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Las incertidumbres en teoria cuantica son de una naturaleza diferente
a las de la teoria cldsica de errores. La distribuciéon de probabilidad de los
resultados posibles en un experimento estd determinada por la funcién de
onda del sistema, no por una ley general de errores. Por consiguiente, la dis-
tribucién de probabilidad no es necesariamente Gaussiana sino que puede
tener una forma arbitraria. La desviacién estdndar puede ser una medida
util de la anchura para las distribuciones Gaussianas pero, ciertamente, no es
una medida 1til para distribuciones generales, al menos no para el proposi-
to del principio de incertidumbre. Vale la pena subrayar que la desviaciéon
estandar diverge incluso en las ilustraciones mas sencillas del principio de
incertidumbre (ver, e.g. [137,267,268]).

El uso de magnitudes informacionales, como la entropia de Shannon
[244, 245], la de Rényi [126,225] o la de Tsallis [131, 263], como medidas
de indeterminacion ha permitido obtener relaciones de incertidumbre mas
precisas que la de Heisenberg. Estas tres magnitudes entrépicas constituyen
medidas complementarias del dominio en el que la distribucién de probabi-
lidad estd esparcida, mientras que la desviacién estandar es una medida de
la separacién de la(s) regién(es) de concentracién con respecto a un punto
particular de la distribucion, el centroide o valor medio. Un caso prototipico
es el de la relacién de incertidumbre entrépica [26, 32, 138]

S,+S,>D(1+1Inw),

donde S, es la entropfa de Shannon de una densidad de probabilidad D-
dimensional en el espacio R? [244,245], y S, representa la correspondiente
entropia de Shannon en el espacio de momentos. Esta relacién fue conjetura-
da por Hirshman [138] en 1957 y demostrada por Beckner [26] y Bialynicki-
Birula y Myecielski [32] en 1975. También se suele formular en términos de
las potencias entrépicas (1.2) como

1
NpN'\/ 2 Z)

con lo que la cota inferior resulta independiente de la dimensionalidad D.

Con las entropias de Rényi y Tsallis también se han encontrado sendas

relaciones de incertidumbre, de forma que se tiene que
1 q 1

(a) P >__ - 1pi__ - 142
RV + Ry > 2(1_q)lnﬂ 2(1—p)1n7r’

3

para la entropia de Rényi [29] (ver también [121,187,267]), vy

[+ (1 —p)TP)%
L+ (1= )13

para la entropia de Tsallis [221]; donde 1/¢+ 1/p = 2.
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Se conocen por tanto las relaciones de incertidumbre posicién-momento
asociadas con las cuatro medidas de indeterminacién de caricter global més
conocidas en mecanica cuantica: la varianza y las entropias de Shannon,
Rényi y Tsallis. Por el contrario no se conocia la correspondiente relacién
de incertidumbre asociada a la inica medida de indeterminacién de cardcter
local mas utilizada, la informacién de Fisher. En el Capitulo 5 de esta Tesis
se aborda este problema, hallaindose la siguiente relacién de incertidumbre
para sistemas con potenciales centrales [64][A6],

L, > K,

donde K es una constante que depende de la dimensionalidad del espacio
y de los numeros cuanticos que caracterizan el estado del sistema. Y se
conjetura la validez general de la relacion I,I, > 4D?; es decir que esta
relaciéon debe cumplirse para cualquier tipo de sistemas mecano-cuanticos
(i.e., no solo para los sistemas esféricamente simétricos).



Capitulo 2

Informacién de Fisher de las
funciones especiales a partir
de sus ecuaciones
diferenciales

Summary: Fisher information of special functions
from their differential equations

The special functions in mathematical physics or applied mathematics
are usually solutions of linear second order differential equations of the kind

v’ (z) + a(x)u'(x) + b(z)u(x) = 0. (2.1)

The purpose of this chapter is to compute analytically the Fisher infor-
mation of these functions in terms of the coefficients a(z) and b(z) of the
differential equations they satisfy. This quantity is defined as the Fisher in-
formation of the Rakhmanov probability density p(z) of the function u(x)
given by p(z) = u?(z), provided that u(x) € R. If this function is defined on
the interval A = (z1,x2), the Fisher information of the Rakhmanov density
takes the form

() R
I[u]_Ip—/A OB _4/A[ (z))2dw.

The expression of the Fisher information in terms of expectation values
of the coefficients a(z) and b(z) of the differential equation is found in this
chapter to be

I[u) = 4(b(z)) — 2(d'(z)) + [2a(z)u?(z) + 4u(z)u (z)]A,

21
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where the boundary term is defined as

[f(@)]a = f@)g; = f(22) = f(z1).

The application of this expression to the non-relativistic quantum wave
functions is an interesting corollary of this result. The differential equation
satisfied by the wave functions is the Schrédinger equation

u”’(z) + V(x)u(x) = Fu(zx),

with the potential V' (z) and the value of the energy E. This equation can
be expressed in the form (2.1), with a(x) = 0 and b(x) = 2[E — V(z)]. The
resulting Fisher information is

that coincides with the value obtained in Chapter 5 of this Thesis by com-
pletely different means.

As a second interesting example we consider the computation of the Fis-
her information of the classical families of orthogonal polynomials (Hermite,
Laguerre and Jacobi), whose second order equations are well known [201].
The resulting expressions [239] are the following:

A

IH,) = I[ull) = 4n + 2,

(@] = I L
ILEP) = Iy = =g a> 1,
and
I[P = Iul)
_ (2n+a+pB+1)
 Aln+a+pB-1)
n+a n+ 3
(n+a+ﬂ—U< 1 2t +1>
+ﬂHJXn+a+m<ﬁ+l+2+ tf)k

a7/8> 17

for the Hermite, Laguerre and Jacobi families, respectively.

The relative Fisher information can also be computed by means of this
method. Following Chapter 1, the relative Fisher information of the density
p(z) = u?(x)w(x) with respect to the weight w(x) is then defined as

WP [
Ll = 1o = [ Eita)de =4 [ [ @)Puta)de,
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that, in terms of the coefficients a(x) and b(x) can be written as

+ {du(2) (2)w(z) + 20*(2)w(z)a(z) — w'()]}a.

Again, this expression can be applied to any special function satisfying
the general second-order equation (2.1). In particular, we have obtained that
the relative Fisher information of their Rakhmanov densities with respect
to the characteristics weights of these polynomials has the following value

I,(H,) = 8n,
A 4n
(@) _ :
I1,(LyY) a+17a>1’
and
Iw(AT(La,B)):n(n+1+a+ﬂ)(2n+1+a+5)(a+ﬂ+2).a’ﬁ>1’

(a+1)(B+1) ’

for the Hermite, Laguerre and Jacobi polynomials, respectively. Applications
to other special functions of physico-mathematical interest are also shown,
such as hypergeometric-type functions and non-relativistic D-dimensional
wave functions.

The contents of this chapter conform the following paper: R.J. Yanez,
P. Sanchez-Moreno, A. Zarzo and J.S. Dehesa, Fisher information of special
functions and second-order differential equations. Submitted to J. Math.
Anal. Appl., 2008. Reference [A9].

2.1. Introduccién

Las funciones especiales de la matematica aplicada y de la fisica ma-
tematica son generalmente soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias
que controlan una enorme cantidad de problemas fisicos [201]. Estas ecuacio-
nes diferenciales, normalmente lineales y de segundo orden, tienen la forma

u”(z) + a(x)u' (x) + b(z)u(x) = 0, (2.2)

donde a(z) y b(x) son funciones con las condiciones adecuadas de regula-
ridad. Una gran cantidad de ecuaciones diferenciales resolubles de manera
exacta se pueden escribir como un caso particular de la ecuacién (2.2) con
la forma

~—
Qe

—
S

~—

u’ + %(x u +

u =0, (2.3)
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donde o(z) y 6(z) son polinomios de, a lo sumo, segundo grado, y 7(z)
es un polinomio de, a lo sumo, primer grado. Esta es la ecuacién gene-
ralizada de tipo hipergeométrico [201, 289], también llamada de Fuchs o,
mé&s adecuadamente, de Nikiforov-Uvarov. Tienen esta forma las ecuacio-
nes mecano-cuanticas relativistas y no relativistas (e.g. Schrodinger, Klein-
Gordon, Dirac) de sistemas monoparticulares sometidos a potenciales cen-
trales con un nimero de dimensiones arbitrario, ademas de las ecuaciones
que describen numerosos fenémenos fisicos en sistemas de muchas particu-
las (dtomos, moléculas, nicleos), y algunas ecuaciones clésicas (e.g. Laplace,
Helmholtz); véanse las referencias [23, 88,201, 289].

Las funciones especiales que aparecen tanto en fisica clasica como fisica
cudntica (e.g. funciones hipergeométricas, funciones hipergeométricas con-
fluentes, armonicos esféricos, polinomios ortogonales cldsicos) a menudo per-
tenecen a la gran familia de las funciones de tipo hipergeométrico genera-
lizado, a las que se hara referencia de aqui en adelante como funciones de
tipo Nikiforov-Uvarov, en honor a los dos investigadores por sus podero-
sas técnicas e ideas unificadoras en el tratamiento de estos objetos. Asi,
las funciones especiales que nos interesan son soluciones de ecuaciones di-
ferenciales de segundo orden de la forma (2.3). Nétese que cuando o(x) es
un polinomio cuadrético, la ecuacién (2.3) es un caso especial de la ecua-
cién de Riemann con tres puntos singulares diferentes y con uno de ellos en
infinito [143,196,279]. Ademads, mediante un cambio adecuado de la varia-
ble dependiente u(z) — y(x), la ecuacién (2.3) puede transformarse en la
ecuacién de tipo hipergeométrico [201]

o(x)y" +7(x)y + \y =0, (2.4)

bastante més simple, donde 7(z) es un polinomio de, a lo sumo, primer
grado y A\ es una constante. Las funciones hipergeométricas y las funcio-
nes hipergeométricas confluentes son casos particulares de funciones de tipo
hipergeométrico con o(z) = x(1 — z) y o(x) = x, respectivamente.

Es por tanto un planteamiento natural para la fisica matemaética, obtener
las propiedades algebraicas de las funciones especiales, y asi, en particular, de
las funciones de onda mecano-cudnticas de los sistemas fisicos, directamente
de las ecuaciones diferenciales que satisfacen, ya sean del tipo (2.2), (2.3)
o (2.4) Esta aproximacién fue empleada por vez primera por Arnold F.
Nikiforov y Vasilii B. Uvarov [201] que desarrollaron una elegante técnica
para determinar numerosas propiedades algebraicas de las funciones de tipo
hipergeométrico y algunas de las de tipo hipergeométrico generalizado.

Esta técnica, que funciona cuando los coeficientes o(x) y 7(z) no depen-
den del pardmetro espectral \ [283], fue posteriormente desarrollada y exten-
dida para hallar relaciones de recurrencia a tres y cuatro términos, lineales
y no lineales, para las funciones de tipo hipergeométrico [68,70,71,283,284]
y aplicada a algunos problemas mecano-cuanticos [47,48]. Recientemente
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esta técnica se ha generalizado al caso en el que los coeficientes polinémicos
de la ecuacién (2.4) dependen del pardmetro A [290]; correspondiendo este
caso al de numerosas ecuaciones de onda fisicas reales. La técnica de Zarzo
et al. [290] todavia no ha sido, sin embargo, suficientemente bien explorada
desde un punto de vista fundamental ni aplicado. Por completitud, cabe
mencionar aqui el reciente criterio de Saad et al. [235] en cuanto a las so-
luciones polinémicas de la ecuacién (2.2), y la interesante teoria sobre las
soluciones polinémicas ortogonales de ecuaciones en diferencias y en deriva-
das parciales de 6rdenes superiores de Littlejohn et al. [83,173], ademés de
su clasificacién basada en conceptos de édlgebras de Lie [114,266].

El propdsito de este capitulo es el cdlculo analitico de la informacién de
Fisher y de la informacién de Fisher relativa de las funciones especiales, en
términos de valores esperados de los coeficientes que caracterizan las ecua-
ciones diferenciales (2.2), (2.3) o (2.4), que satisfacen. También se aplican
las expresiones resultantes a varias ecuaciones de segundo orden especificas.

La informacién de Fisher, que fue utilizada en primer lugar en discipli-
nas como la estadistica y la ingenieria eléctrica y posteriormente en la fisica
cuéantica [93], no solo mide el esparcimiento de las soluciones de ecuaciones
diferenciales, en el dominio de definicién de la variable correspondiente, de
una forma complementaria y cualitativamente diferente a la conocida va-
rianza, u otras medidas de caracter global (e.g. las entropias de Shannon,
Rényi o Tsallis), sino que también cuantifica el caracter oscilatorio de estas
soluciones.

La estructura de este capitulo es la siguiente. En la seccién 2.2 se encuen-
tran las expresiones explicitas de la informacién de Fisher de las ecuaciones
diferenciales (2.2), (2.3) y (2.4) en términos de valores esperados de sus coe-
ficientes, y se aplican a ecuaciones concretas de interés fisico-matemadtico.
En la Seccion 2.3 se halla la informacién de Fisher relativa de algunas fun-
ciones de tipo Nikiforov-Uvarov que aparecen en el estudio de los sistemas
mecano-cuanticos D-dimensionales. Finalmente se extraen las conclusiones
correspondientes y se proponen varios problemas de interés, cuya solucién
no se conoce aun.

Los resultados obtenidos en este primer estudio han dado lugar al si-
guiente articulo: R.J. Yanez, P. Sanchez-Moreno, A. Zarzo y J.S. Dehesa,
Fisher information of special functions and second-order differential equa-
tions. Enviado a J. Math. Anal. Appl., 2007. Referencia [A9].

2.2. Informacion de Fisher

En esta seccién se define la informacién de Fisher de la densidad de
probabilidad asociada a las soluciones de una ecuacién diferencial de segundo
orden del tipo (2.2), y, bajo ciertas condiciones, se expresa en términos de los
valores esperados de sus coeficientes a(z) y b(x). Posteriormente se aplican
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los resultados generales obtenidos a varios tipos de funciones especiales.

El esparcimiento y el caracter oscilatorio de las soluciones reales u(x) €
Ls(A) de la ecuacién diferencial (2.2) a lo largo de su dominio de definicién
A = (z1,x2), en la recta real, puede ser medido por medio de la informacién
de Fisher I, de la densidad de probabilidad asociada p(z) = u?(z), que viene
dada por la integral

W@, [
I[u]_l,,_/A TR _4/A[ (2)]2dz. (2.5)

A menudo, por abuso del lenguaje, nos referiremos como “informacién de
Fisher I[u] de la funcién u(z)” a la informacién de Fisher de la densidad
de probabilidad asociada p(z). Suponiendo que la integral esté bien defini-
da (i.e. v/ € Ly(A)), dos integraciones por partes y la ecuacién (2.2) nos
conducen a la expresion

Iu] = 4(b(x)) — 2(d’(2)) + [2a(z)u?(z) + 4u(2)u' (z)]a (2.6)
donde el término de frontera (t.f.) se define como

[f(@)]a = f@)z = fx2) = f(22).

Para que la igualdad (2.6) sea correcta es suficiente que el producto u(z)u/(z)
sea de variacién acotada en A y que existan los valores esperados (b(x)) y
{(a'(z)), que vienen definidos por

Uwthﬂ@M@m.

La informacién de Fisher de la ecuacién generalizada de tipo hiper-
geométrico (2.3), que se define como la informacién de Fisher de sus solucio-
nes, puede entonces obtenerse por medio de las funciones a(z) = 7(z)/o(x)
y b(z) = 6(x)/0?(x) y de la ecuacién (2.6), llegando al resultado siguiente

Iu] = <45($) — 27:,3(233()33;_ 27:($)J/($)> + [2%112(3:) + du(x)u () K

2.2.1. Aplicaciones a funciones de onda no relativistas, fun-
ciones de Airy y funciones de tipo Rakhmanov

A continuacién se usan estas expresiones generales para el cédlculo de la
informacién de Fisher de algunas funciones especiales, que satisfacen ecua-
ciones diferenciales que aparecen frecuentemente en diversos campos de la
ciencia.
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Funciones de onda no relativistas

El movimiento de una particula en el potencial mecano-cuéntico V' (z),
—00 < x < 400 estd regido por la ecuaciéon de Schrodinger

L) + Viwute) = Buto)

donde F denota la energia total de la particula. Esta ecuacién puede ser
escrita de la forma (2.2) con a(x) = 0y b(z) = 2[E — V(z)]. Entonces,
si u(x) es una funcién real, es directo hallar a partir de la expresién (2.6)
la informacién de Fisher para las soluciones fisicamente admisibles de esta
ecuacién (que son las funciones de onda normalizadas a la unidad de los
estados mecano-cudnticos del sistema),

Esta expresién muestra que la informacién de Fisher es, salvo un factor 8,
la energia cinética de la particula, como ya ha sido hallado por diferentes
medios [182,232,233,241]. En este sentido, véase el estudio exhaustivo lle-
vado a cabo para la informacién de Fisher de los potenciales centrales en el
Capitulo 5.

Funciones de Airy

El movimiento de una particula sujeta a un potencial lineal estd goberna-
do por una ecuacion de Schrodinger que resulta ser una ecuacién diferencial
de Airy, como se halla en [Al] y en el Capitulo 4. Alli se calcula la in-
formacion de Fisher por el método expuesto en este capitulo, obteniéndose

que

5 e,
3

donde p,(x) es la densidad de probabilidad asociada al estado n-ésimo, 3,
es un cero de la funcién de Airy si n es impar, o de su derivada si n es
par, a = (2F )1/ 3 siendo F la intensidad del potencial, y E,, es la energia
correspondiente al estado n-ésimo.

4

Funciones de tipo Rakhmanov

Se definen [177,201] como

w,(z) =y (2)V/w(@),

donde y, () es una funcién de tipo hipergeométrico, y por tanto satisface la
ecuacién (2.4)
o(@)yy, + (@), + Ay = 0, (2.7)
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donde o(z) y 7(z) son polinomios de grados < 2 y < 1, respectivamente; v
es un cero de la ecuacion

1
A+ vt + §u(u —1)o" =0, (2.8)
y w(z) es solucién de la ecuacién de Pearson
[o(2)w(@)] = 7(z)w(). (2.9)

Se puede mostrar [177] que las funciones u, (x) satisfacen una ecuacién
diferencial de segundo orden de la forma (2.2) con coeficientes

a\xr = OJ(x)
@ = 22, (2.10)
b(x) = 40'%((5) {20’(%)(2)\1/ — 7 + 0—”) o (T(I') . 0”(%))2} : (2'11)

que es una ecuacion diferencial generalizada de tipo hipergeométrico (2.3).
La densidad de probabilidad asociada es

pv(x) = ]u,,(a:)]z = yf(z)w(z),

llamada densidad de tipo Rakhmanov puesto que fue este mateméatico quien
mostro6 [222,248] que en el caso en el que v es un nimero entero positivo n,
esta densidad controla el comportamiento asintético (n — oo) del cociente
de polinomios y,+1(z)/yn(x). La informacién de Fisher de esta densidad
puede ser facilmente obtenida sustituyendo los valores (2.10) y (2.11) en la
expresion (2.6), obteniéndose la expresién general

[0/ (2)]? + 27 (x)0’ () — 72(x) = 4\, — 27'(2)
( o(x) R )

- o zm) - (7m)

el Yl Y v -

donde las constantes C; (i = 1,...,4) vienen dadas por

Iu,] =

Cl - 25"+ + [0_/1]2 . [7_/]2 ,

Cy = 2(7(0)+'(0)) " —2(7(0) — ' (0)) 7'
Cy = —71(0)%+20'(0)7(0) + o'(0)?,

Cy, = -2 ((21/ + )7+ (v — 1)1/0'”) ,

el término de frontera t.f. es

dy, (2)y, (v)w(z) +
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y, en este caso, los valores esperados vienen definidos como

(@) = /A £ @)y ()P (@) da (2.13)

Apliquemos ahora este resultado general a varios casos particulares; a
saber las funciones de Hermite, Laguerre y Jacobi que vienen dadas por

ufl(2) = Hy(z)Ve™; A= (—o00,+00) (2.14)

ub(z) = LW(z)Vace ; A =]0,00) (2.15)
wl@) = PeP@)/( -2 +o)% A=[-1,+1], (216)

respectivamente, donde H,(z), Ll () y pled (z) denotan los polinomios
ortonormales de Hermite, Laguerre y Jacobi [201], siendo el pardmetro v un
numero entero positivo n.

Las expresiones de los valores esperados y de las constantes C; que apa-
recen en la ecuacion (2.12) para estas tres funciones ortonormales, recogidos
en la Tablas 2.1 y 2.2, y el hecho de que el término de frontera se anula en
el caso de Hermite, Laguerre (si @ > 1) y Jacobi (si o, 3 > 1), nos permite
obtener las expresiones

I[H,) = I[uf] = 4n + 2, (2.17)
A 2n+1)a+1
1) = by = ZrtDatl 1
[ n ] [un] 042 -1 ’ o > ’
y
1P = Iuy)

(2n+a+B+1)
dn+a+p-1)

x Mn+a+ﬁ—U<Zi?+2+Zif)
Hn+Um+a+@<Zt?+2+thﬂ,

aaﬁ> 17

para la informacién de Fisher de la densidad de Rakhmanov de los polino-
mios ortogonales cldsicos, ya hallada en [239] usando una técnica diferente.
El valor para los polinomios de Hermite (2.17) ha sido también encontrado
por Hall [122] al calcular las informaciones de Fisher de los autoestados de
un oscilador armoénico monodimensional, que coinciden con los polinomios
de Hermite.

Cabe mencionar, por completitud, que la informacién de Fisher es tam-
bién finita para los polinomios de Laguerre con o = 0 y para los polinomios
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H,(z) L@ (a> 1)
(CL, b) (_OO7+OO) [07+OO)
w(z) e xe "
an (n+1)/2 | —y/(n+1)(n+a+1)
b, 0 n+a+1
o(x) 1 x
7(z) —2z a+l—x
An 2n n
Cq —4 -1
CQ 0 2a
Cs 0 2 —o?
Cy 8 +4 dn + 2
()| ) :
9” 1
()| ’
1 1 n+a+1
o?(x) ala? —1)
1
- 1 1
() :

Tabla 2.1: Dominio de definicién (a, b) del polinomio, funcién peso w(x), coeficientes
an y by, de la ecuacién de recurrencia, coeficientes o(z), 7(x) y A, de la ecuacién
diferencial (2.7), constantes C; de la ecuacién (2.12) y valores esperados de las
ecuaciones (2.12) y (2.23) para las familias de polinomios ortogonales de Hermite

H,(z) y Laguerre l:g{l)(x)
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B (@) (a, 8> 1)

(avb) [—17_|_1]

w(z) (1—2)*(1+z)°

a 2 n+D)n+a+Dn+B+1D)n+a+p+1)

n 2n+a+ [ +2 2n+a+B8+1)2n+a+ [ +3)

bn 042_62
(2n+a+B)2n+a++2)

o(x) 1— 22

7() B—a—(a+pB+2)a

An n(n+a-+ B +1)

G 8 — (a+ )

02 2(ﬁ2—a2)

s (5~ a)?

Cy 2a+B+2+2n(n+a+B+1))

(@) )

et T3 ) e DE + o5 - ia+0)

+2(a?+Ba+ B2 - 1) n(a+B+n+1)}

(a+B)(a+B+2n+1)

16a (a2 —1)8(fZ—1) {la+1D)(B+1)(a+B-2)(a+p—-1)
+2(a? = Ba+ B2 —1)n(a+B+n+1)}

(a+B)2n+a+p+1)
daf3

Tabla 2.2: Igual que la Tabla 2.1 para los polinomios de Jacobi (Pﬁaﬁ)(x))
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de Jacobi con (¢ =0,8=0), (a =0,8>1)y (o > 1,8 =0). Sin embargo,
algunos de los valores esperados involucrados en la ecuacién (2.12) no exis-
ten en estos casos. Estamos obligados por tanto a considerar el problema
desde el principio, antes de la integraciéon por partes de la ecuacién (2.6), y
usar desde ese punto las técnicas ya conocidas para polinomios ortogonales
clésicos empleadas en la referencia [239] donde se obtuvieron por primera
vez los valores explicitos de la informacién de Fisher para estos casos. Las
expresiones de la informacion de Fisher de los polinomios de Jacobi en estos
casos particulares también se pueden encontrar en la Seccién 3.3.

2.3. Informacion de Fisher relativa

FEn esta seccion consideramos la informacién de Fisher relativa de la den-
sidad de probabilidad asociada a las soluciones de una ecuacion diferencial
de segundo orden, del tipo dado en (2.2), respecto a una funcién peso w(x)
arbitraria y no negativa, expresdndola en términos de los coeficientes a(x) y
b(x). Posteriormente se usaran estos resultados en varias funciones especiales
relevantes en matematica aplicada y en fisica cuantica D-dimensional.

Como ya se ha hecho anteriormente, para las soluciones u(x) € La(A) de
la ecuacién (2.2) se puede definir la densidad de probabilidad p(x) = u?(x).
Entonces, por medio de la definicién (1.13), se puede analizar la separacion
relativa de esta densidad respecto a una funcién peso arbitraria no negativa
w(x) por medio de la informacién de Fisher relativa entre ellas:

2
L =1, — [ ) o iy
wlul =1,, = w(z)de =4 | [v(2)]*w(z)dz. (2.18)
A plx) A

Noétese que esta expresién se reduce a la dada en la expresién (2.5) si consi-
deramos una funcién w(z) uniforme en A; esto es I1[u] = I[ul.

Calculemos ahora la informacién de Fisher relativa I,[u] a partir de la
ecuacion diferencial (2.2). Esto se puede llevar a cabo de una forma similar
a la empleada en la Seccién 2.2 para I[u]. Asi, se obtiene la expresién

Ll = 10(o)), — 20 @)+ 2( SO e a9
con el término de frontera
t.f. = {du(z)v/ (z)w(z) + 2u%(2)[w(z)a(z) — ' (2)]}A (2.20)

y el valor esperado

(@) = /A F()u (2w dz.

Ha de senalarse que una condicién suficiente para la validez de (2.19) es la
existencia de los valores esperados (b(x)), y (a/(z))., por una parte, junto con
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que las funciones u(z)u' (z)w(z) v u(z)?(W'(z) — a(r)w(z)) sean de variaciéon
acotada en el dominio A, por otra.

Entonces, la informacién de Fisher relativa de (las soluciones de) la ecua-
ci6én de tipo hipergeométrico generalizado (2.3) respecto a una funcién peso
w(x) se obtiene a partir de las ecuaciones (2.19) y (2.20) con los coeficientes
a(z) = 7(x)/o(x) y b(x) = 6(x)/0?(x). El resultado es

Lfu] = <45(:v) — 27'0(x) + 27 (x)0’(z) >w+2 <w”(x) — w'(2)7(2)/0(2) >w

o*()

donde

tf. = {4u(x)u'(x)w(m) +2u(z) [w(:ﬂ)— - w'(m)] }A.

2.3.1. Aplicaciones a las funciones de onda no relativistas D-
dimensionales y a las funciones de tipo hipergeométri-
co

A continuacion se usan estas expresiones para calcular la informaciéon de
Fisher relativa de varias funciones especiales de interés.
Funciones de onda no relativistas D-dimensionales

La ecuaciéon de movimiento de una particula sometida a un potencial
D-dimensional con simetria esférica Vp(r) es la ecuacién de Schrodinger

575+ o) () = Bu)

donde §2D denota el operador Laplaciano

1 90 p 0 A

=9
V3 = —r
D™ D=1y or r2’

con
D—-1

0 f.\i+1-D

i=1 (szlsm Hj) ’
y donde {E, ()} son los autovalores y las correspondientes autofunciones
que caracterizan las funciones de onda de la particula con coordenadas hiper-
esféricas 7 = (r,Q2p_1): el radio r y los dngulos Qp_1 = (01,02,...,0p_1).
Este problema es separable (véase e.g. [21][A6]), de forma que

Ve (7) = Re (1) 0 (2p-1),
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donde R(r) y Y(Qp—_1) denotan la funcién de onda radial y los armoni-
cos hiperesféricos [21], que se caracterizan por los nimeros cudnticos (I =
W1y 2, - pup—1) = (I, {pn}). Por su parte, R(r) satisface la siguiente ecua-
cién de Schrodinger radial D-dimensional [21, 53]

lpy D=1y [Ml+D-2)

5 " = +Vp(r)| R = ER. (2.21)

Entonces, la densidad de probabilidad mecano-cuantica de la particula
es

p(7) = g (DF = RE (MY 10 Q1)

si Rg,(r) es real, y cuya informacién de Fisher viene dada por

N
1] = / p(7) ¥ p In p(P)|2dPr = %d% (2.22)

donde el elemento de volumen es
D-2
dDT = TD_ldeQD_l; dQD_l = H (sin 9j)2ajd0j d@D_l,
j=1

con 2a; = D — j — 1. La expresién (2.22) puede ser escrita como
Ip] = L[R] + IV,

donde

IV D1V 4y (1)
Iy :/ : dQp_
M L T P @

denota la parte angular de la informacién de Fisher, que ha sido reciente-
mente calculada [62], y

oo [d 27’ 2
I,[R] :/0 7[drli((7*))] w(r)dr; w(r) =rP!

es la informacién de Fisher relativa radial, que describe la parte radial de
I[p], en cuyo célculo estamos interesados. La comparacién entre las ecuacio-
nes (2.2) y (2.21), junto con la férmula (2.19) nos permite obtener que

I,[R] = 8[E — (Vp)] —4l(l+ D — 2)(r™?),

que muestra la conexion explicita de la informaciéon de Fisher relativa, la
energfa cinética y el, asi llamado, potencial centrifugo ficticio [240].
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Funciones de tipo hipergeométrico

Las funciones y,(x) de tipo hipergeométrico, como ya ha sido comenta-
do, satisfacen las ecuaciones (2.4) 6 (2.7) y (2.8). Su informacién de Fisher
relativa con respecto al peso de Pearson w(z) dado por la ecuacién (2.9)
estd definida como la informacién de Fisher relativa de la densidad de proba-
bilidad asociada p(z) = |y, (z)|? respecto a la funcién w(z). Esta magnitud,
de acuerdo con la expresién (2.18), es

y los valores esperados correspondientes vendrian dados por

@), = /A £ @)y ()P () der

i.e. se corresponden exactamente con aquellos definidos en la ecuacién (2.13)
de la seccién anterior, y por tanto (f(x)), = (f(x)).

Dado que las ecuaciones (2.4) 6 (2.7) tienen la forma (2.2) con a(z) =
T(z)/o(x) y blx) = N\, /o(x), la informacién de Fisher relativa se puede

expresar de la siguiente manera

2 ! _ / 1
Loly) = 2 <(0727>0> +2(2\, — o) <—> +tf.
o o
O A S
— N\ E@/ T\ @)
T O G SV O (R S (2.23)
3 o?(x) 4 o(x) Y ’
donde las constantes K; (i =1,...,4) vienen dadas por

K, = 20" (20” — T') ,

Ky = -2 (0,(0) (T’ — 40-”(0)) + 7_(0)0_//) :
Ko = 20/0) (20'0) - 7(0).
Ky = —4vr —2((v-1)r+1)d”,

el término de frontera es

7@ @)@

4y, (2)y,, (z)w(z) + 2
o(z) A

y, como ya se ha dicho, los valores esperados se definen segin la ecuacion
(2.13).

Para ilustrar la utilidad de estas expresiones generales, vamos a aplicarlas
a las familias cldsicas de polinomios ortogonales, por lo que el parametro v de
la ecuacién (2.23) es ahora un entero positivo n. Asi, resulta que el término



36 2.3. Informacién de Fisher relativa

o) | LY@ (a>1) | B2) (a,8> 1)

K| o0 0 —4(a+p-2)

Ko 0 2 40 — «)

Ks 0 2 -2« 0

Ky | 8n 4n dn(n+a+pB+1)+1)

Tabla 2.3: Constantes K; de la ecuacién (2.23) para las familias de polinomios
ortonormales de Hermite, Laguerre y Jacobi.

de frontera de la ecuacién (2.23) se anula para las familias de Hermite,
Laguerre (si a > 1) y Jacobi (si a, 8 > 1). Los valores esperados y las
constantes K; que aparecen en la ecuacién (2.23) estdn dados en las Tablas
2.1, 2.2 y 2.3, respectivamente. Los valores resultantes son

I,(H,) = 8n,

. 4
I (L) = # a>1,

I(A(a,ﬁ))_n(n+1+Oz+ﬂ)(2n+l+a+5)(a+ﬂ+2)'
o (a+1)(F+1) ’

a, 8 >1,

para la informacion de Fisher de las densidades asociadas a los polinomios
ortonormales de Hermite H,(z), Laguerre S () y Jacobi i) (x), res-
pecto a las funciones peso wy(z) = exp(—z?), wp(r) = 2% % y wy(r) =
(1 —2)*(1 + x)?, respectivamente.

La informacion de Fisher existe en realidad cuando « > —1 para los
polinomios de Laguerre y cuando «, 8 > —1 en el caso Jacobi, y diverge para
otros valores, por lo que las expresiones que proporciona la ecuacién (2.23)
no cubren todo el rango de valores para los que existe esta magnitud. Sin
embargo, la informacién de Fisher es una funcién analitica de los pardametros,
por lo que los valores obtenidos a partir de la ecuacién (2.23) pueden ser
extendidos a todo el rango de valores.

En la Figura 2.1 la informacién de Fisher relativa Iw(Pr(La’ﬁ )) se representa
como una funcién de a para n = 1, 8 = 1. Nétese como esta magnitud crece
cuando « tiende a —1 y a 4+00. En estos casos, tanto la densidad como la
funcién peso se desplazan hacia +1 y —1, respectivamente, incrementando el
contenido de gradiente. Sin embargo, dado que la densidad para n = 1 tiene



2. Informacién de Fisher de ecuaciones diferenciales 37

100

90

80

70

60

50

40

30

20

10
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 2.1: Informacién de Fisher relativa IW(P,Eilﬁ :1))

Q.

en funcién del parametro

un cero en el intervalo de ortogonalidad, el contenido en gradiente aumenta
mas rapidamente para esta funcion que para la funcién peso, lo que conlleva
un crecimiento en la informacién de Fisher relativa entre ambas.

2.4. Conclusiones

En este capitulo se presenta en primer lugar una metodologia simple
para calcular la informacion de Fisher de funciones especiales, basada en
las ecuaciones diferenciales que satisfacen; incluyendo por tanto como casos
particulares a las familias cldsicas de polinomios ortogonales. Se ha ilustrado
la expresién general resultante (dada en términos de valores esperados de los
coeficientes de la ecuacién diferencial) con los casos de las funciones de onda
no relativista de un sistema mecano-cudantico monodimensional, donde la
informacién de Fisher estd intimamente relacionada con magnitudes fisicas
del mismo; las funciones de Airy y las funciones de tipo Rakhmanov, ob-
teniéndose la conocida informacién de Fisher de los polinomios ortogonales
cldsicos [239], como un caso particular y a modo de comprobacion.

En segundo lugar se ha discutido el concepto de informacién de Fisher
relativa entre una distribucién de probabilidad y una funcién no negativa, y
su calculo a partir de las ecuaciones diferenciales que satisfacen las funciones
de interés. Los resultados se han ilustrado por medio de problemas de fisica
cuantica no relativista D-dimensional, donde la informacién de Fisher re-
lativa se relaciona con magnitudes fisicas fundamentales de estos sistemas.
También se ha calculado la informacién de Fisher relativa de las funcio-
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nes de tipo hipergeométrico, y se han hallado expresiones explicitas de tal
magnitud al considerar los polinomios ortogonales clasicos.

Cabe destacar que, a través de este método basado en la ecuacion diferen-
cial de segundo orden, ha sido posible calcular de forma analitica la informa-
cion de Fisher de las funciones planteadas, al contrario de lo que ocurre con
otras medidas de informacién como la entropia de Shannon, sobre la que no
existen expresiones analiticas explicitas salvo para los polinomios de Chebys-
hev [66,67,282] y otras subfamilias de polinomios de Gegenbauer [44,58,237]
donde se han usado técnicas derivadas del anélisis complejo.



Capitulo 3

Plano de Cramer-Rao de los
polinomios ortogonales
clasicos

Summary: Cramer-Rao information plane for clas-
sical orthogonal polynomials

The classical families of polynomials orthogonal with respect to a weight
function w(z) (Hermite, Laguerre and Jacobi), have been applied to many
scientific fields [6,46,201,254]. In particular these three families of polyno-
mials control the wave function in numerous quantum systems [23,201,269].

The spreading of the associated densities to these polynomials can be
complementarily studied by means of the variance V, and various infor-
mation measures such as the Shannon entropy S, or the Fisher informa-
tion I,. In this chapter, the variance of the classical families of orthogonal
polynomials is analytically determined in terms of the coefficients of the
recurrence relation they satisfy. The Fisher information, computed in the
previous chapter, is also considered. Moreover, two new information measu-
res are proposed: the informational product (also called Fisher-Heisenberg
or Cramer-Rao product) P, = VI, between the variance and the Fisher in-
formation and the Cramer-Rao information plane where these two measures
are represented in each of its axes.

These two composite measures are motivated by the Cramer-Rao ine-
quality,

Vo1, > C,

where the constant C' > 0 depend on the definition interval of the density.
Let us notice that (i) the information-theoretic product P, = V,I, has a
lower bound, and (ii) the position of the density in the Cramer-Rao plane
cannot be arbitrarily near to both axes simultaneously. Besides, due to the

39



40

transformation properties of the Fisher information and the variance under
a change of scale in the density of the type p(x) = ap(ax):

2
[f) = aIp,
V, = a %V,

the Cramer-Rao product remains unchanged under such scale transforma-
tions.

The expressions of the Fisher information for the classical polynomials
were obtained in the previous chapter. The variance has the expression

b
Vipn) = / (& — (@)n)?pu(@)d = (&%) — ()2,

where )
()n = / 292 (@)w(2)ds = by,

= [ wRe = o+ b aly,
a
so that its final value is,
Vpn) = ‘1721 + ai_la
where a, and b, are the coefficients of the recurrence relation satisfied by
the corresponding family of polynomials p,,

l‘pn(l‘) = anpn—l-l(x) + bnpn(x) =+ an—lpn—l(l‘)-

The expressions for the classical families are

1

V(L)Y = 2n% 4 2(a+ 1)n+ o + 1,
and

dn+1)(n+a+l)n+B8+1)(n+a+B+1)
Cn+a+B8+1)2n+a+3+2)22n+a+3+3)
n dn(n+ a)(n + B)(n+a + f)

Cn+ta+B-1)2n+a+B)?2n+a+p+1)

V) =

for the Hermite, Laguerre and Jacobi polynomials, respectively.

The Hermite polynomials only depend on the degree n, and as it increa-
ses, the oscillatory character and the spreading of the associated Rakhmanov
density also increases. Then, both the variance and Fisher information grow
with n, and this family of polynomials is represented in the Cramer-Rao
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plane as a discrete set of points with increasing values of I, and V). (See
Figure 3.1).

The Laguerre polynomials depend on the parameter o and the degree n.
The latter one has an effect similar to that in the Hermite polynomials; so,
the Fisher information and variance grow with it. The parameter o expands
the density without increasing the oscillatory behaviour. Thus, the variance
grows with «, but the Fisher information decreases with it. In the Cramer-
Rao plane, the Laguerre polynomials with oo = 0 form a discrete set of points
with increasing values of V), and I,,. Besides, the Laguerre polynomials with
a > 1 form a set of curves, where each of them is identified with a value of
n and whose Fisher information decreases with «. (See Figure 3.6).

The Jacobi polynomials depend on a pair of parameters o and (G and
the degree n. Again, n controls the oscillatory behavior of the density, so
the Fisher information grows with it. However, as the density is confined in
a finite interval, the variance is bounded, and tends to 1/2 for large values
of n. The behaviour with the parameters o and 3 is more complex than for
the previous polynomials. However, for large values of the parameters, the
Fisher information diverges while the variance tends to zero. In the Cramer-
Rao plane, the Jacobi polynomials with @ = 6 = 0 form a discrete set of
points with increasing values of the Fisher information. The polynomials
with @« > 1,8 =0 (or @« = 0,8 > 1) form a set of curves that take lower
values of the variance as « increases. Finally, the polynomials with o, G > 1
are represented by an area for every value of n. The envelopes of such areas
are given by the (Gegenbauer) polynomials with o = 3. (See Figure 3.14).

The contents of this chapter conform the following paper: J.S. Dehesa, P.
Sanchez-Moreno and R.J. Yanez, Cramer-Rao information plane of orthogo-
nal hypergeometric polynomials, J. Comp. Appl. Math. 186 (2006) 523-541.
Reference [A4].

3.1. Introduccién

Los polinomios hipergeométricos continuos {p,(z);n =0,1,...} ortogo-
nales con respecto a una funcién peso w(x) en el intervalo real (a,b), esto
es, los polinomios que satisfacen que

b
/ P ()P () w(2)dz = Oy , mym €N

han demostrado su aplicabilidad no solo en las matematicas sino también en
muchas otras ciencias [6,46,201,254]. En particular, las tres familias princi-
pales de polinomios ortogonales (Hermite, Laguerre y Jacobi) controlan las
funciones de onda de los estados mecano-cuanticos de numerosos sistemas
fisicos definidos por ecuaciones de Schrodinger integrables [23,201,269].
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La distribucién de los polinomios ortogonales clasicos {p,(z)} en el in-
tervalo de ortogonalidad (a,b) y el esparcimiento de su densidad de proba-
bilidad asociada p,(z) = p2(z)w(z) también definida en (a,b), puede ser
analizada no sélo por medio de la familiar varianza (que cuantifica la pro-
babilidad alrededor de un punto concreto del intervalo, el centroide) sino
también por magnitudes extraidas de la teoria de informacién, como son
la informacién de Fisher [87] y la entropia de Shannon [244], que miden
de forma complementaria y cualitativamente diferente el esparcimiento de
los polinomios a lo largo de todo el intervalo soporte, sin dependencia al-
guna con ningun punto particular de dicho intervalo. La densidad p,(x) es
relevante desde un punto de vista tanto matemético como fisico. Esta fun-
cién determina el comportamiento del cociente p,y1/p, cuando n — oo,
como fue demostrado por Rakhmanov [222,248]. Por otra parte, describe la
densidad de probabilidad de los estados cuanticos de varios sistemas fisicos
prototipicos tales como el oscilador armoénico, el &tomo de hidrégeno o el ro-
tador rigido [101], ademds de ser una muy buena aproximacién a la densidad
mecano-cuantica de muchos otros sistemas fisicos [23,201, 269].

El estudio de la distribucion de los polinomios ortogonales clasicos por
medio de medidas informacionales tedricas comenzo en los afios noventa con
el célculo de su entropia de Shannon [13,66,67]. Los resultados hasta 2001
respecto a esta magnitud se encuentran recopilados en la referencia [63],
donde también se puede ver en detalle la conexién entre estos polinomios
clésicos y sus densidades de Rakhmanov asociadas p,(x) con algunos pro-
blemas de la fisica cudntica. Ademads, se ha puesto de manifiesto que este
funcional logaritmico de la densidad de Rakhmanov no puede calcularse
analiticamente de forma exacta, salvo para los polinomios de Chebyshev
de primera y segunda clase [66,67,282] y para otras subfamilias de los po-
linomios de Gegenbauer [44, 58, 237]. Por ello, el esfuerzo investigador se
centré inicialmente en la determinacién del comportamiento asintético (i.e.,
para grandes valores del grado n) de la entropia de Shannon de los poli-
nomios ortogonales cldsicos [13,14,16,63,169] y de otras clases polinémicas
de ortogonalidad no estdndar [42, 69,271, 282], y posteriormente en el de-
sarrollo de métodos computacionales eficientes para el cdlculo numérico de
tal magnitud en polinomios ortogonales de cualquier grado en un intervalo
compacto [43].

La informacién de Fisher de los polinomios ortogonales cldsicos, por el
contrario, si ha podido calcularse exactamente en 2005 [239] y, més recien-
temente, usando un método basado en la ecuacion diferencial que satisfacen
los polinomios tal como se describe en el capitulo anterior [A9]. Esto ha sido
posible debido, esencialmente, a que esta magnitud es un funcional de la
derivada de los polinomios, lo que facilita enormemente su calculo analitico.
La informacién de Fisher cuantifica el cardcter oscilatorio de los polinomios;
mide la concentracién internodal de la nube de probabilidad de Rakhmanov
asociada. Tiene, por tanto, una propiedad de localidad de la que no gozan
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las otras dos medidas de esparcimiento (varianza, entropia de Shannon).

En este capitulo se abordan nuevas medidas de esparcimiento de los po-
linomios ortogonales; a saber los planos de informacién y los productos de
incertidumbre o de informacién asociados que involucran dos de las tres me-
didas de esparcimiento antes mencionadas (varianza, informacién de Fisher
y entropia de Shannon). Aqui nos centraremos en el plano de Cramer-Rao y
en el producto informacional de Fisher-Heisenberg asociado, que involucran
la informacién de Fisher y la varianza (también llamada medida de disper-
sién o medida de Heisenberg en contextos estadisticos y mecano-cuanticos,
respectivamente).

Los planos de informacién y sus productos de incertidumbre asociados
han mostrado una serie de propiedades de invariancia peculiares que no po-
seen las medidas de informacién individuales involucradas en ellos, habiendo
demostrado su utilidad en teoria de senales [275], fisica atémica y molecu-
lar [106,107,234,286], tecnologia de la informacién y teoria de la informacién
de sistemas mecano-cuanticos [50,167,175,176,206-209, 243, 247].

La estructura de este capitulo es la siguiente. En la Seccién 3.2 se define el
plano de Cramer-Rao y el producto de incertidumbre asociado, y se discuten
sus propiedades principales. Posteriormente, en la Seccién 3.3 se estudia la
informacién de Fisher y la varianza de las tres familias clasicas de polinomios
ortogonales en el intervalo real. En la Seccién 3.4, la informacién de Fisher,
la varianza, el plano y el producto informacional de Cramer-Rao se discuten
en detalle para estas mismas tres familias de polinomios. Finalmente, se
destacan algunas conclusiones y diversos problemas abiertos en la Seccién
3.5.

Los resultados obtenidos en este primer estudio han dado lugar al si-
guiente articulo: J.S. Dehesa, P. Sanchez-Moreno y R.J. Yanez, Cramer-Rao
information plane of orthogonal hypergeometric polynomials, J. Comp. Appl.
Math. 186 (2006) 523-541. Referencia [A4].

3.2. Plano y producto informacional de Cramer-
Rao

Consideremos una funcién de densidad de probabilidad, normalizada a
la unidad, p(x). Su informacién de Fisher [87,93], definida en el Capitulo 1,
es el valor esperado del cuadrado de la derivada del logaritmo de p(x), i.e.

I, = /A o) [% lnp(x)rdm, (3.1)

y la varianza de p(x) viene dada por
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donde (™) es el valor esperado de z™.

Estas dos magnitudes miden de forma diferente el esparcimiento de la
densidad p(z), dada la diferencia funcional que existe entre sus definiciones.
La informacion de Fisher es esencialmente un funcional local de la densidad
p(x) por lo que es muy sensible a variaciones locales de la misma. Por el
contrario, la varianza es una medida global de la densidad, en un sentido
incluso mas fuerte que la entropia de Shannon debido al menor peso que le
da ésta a las colas de la distribucién.

La relacién de Cramer-Rao (1.5):

V,1,>C,

donde C' > 0 es una constante, muestra que la informacion de Fisher y la
varianza estan estrechamente relacionadas, por lo que la caracterizacion de
la densidad p(x) resulta bastante més completa cuando se analiza desde el
punto de vista de su posicién en un plano cuyas coordenadas son la infor-
macién de Fisher y la varianza. Este plano se llama, por razones evidentes,
plano de Cramer-Rao o incluso de Fisher-Heisenberg. Como ya se dijo en
la Subseccién 1.3.2, la cota C' es igual a la unidad cuando el dominio de
definicién de la densidad p(x) es toda la recta real, mientras que se tiene
trivialmente que C' = 0 para aquellas densidades definidas en un intervalo
finito (a,b). No se conoce una cota general no trivial para el caso en el que
el dominio de definicién es un intervalo semi-infinito del tipo (0,400). Sin
embargo, cuando la densidad de probabilidad se anula en los limites finitos
de su intervalo de definicién, i.e. p(a) = p(b) = 0 si el dominio es (a,b), o
p(0) = 0 si el dominio es (0,+00), resulta que dichas densidades si cumplen
la desigualdad de Cramer-Rao estdndar V,I, > 1.

La desigualdad de Cramer-Rao motiva la introducciéon de una nueva
medida de informacion: el producto informacional Fisher-Heisenberg

Pp = 1pV), (3.3)

que esta acotado inferiormente por la cota de la desigualdad de Cramer-Rao.
Ademds, teniendo en cuenta las relaciones de escalamiento de la informacién
de Fisher (1.7) y de la varianza (1.8),

2
Iﬁ = a Ip,
V, = a %V,
donde p(z) = ap(azx), podemos concluir que el producto informacional

Fisher-Heisenberg es invariante bajo tales cambios de escala.

Finalmente, merece la pena destacar la posicion de la distribucién Gaus-
siana en el plano Cramer-Rao. El producto informacional para cualquier
distribucién de este tipo es igual a la unidad, P, = I,V, = 1, por lo que
tales densidades pertenecen a la curva I,V, = 1, que constituye la fronte-
ra inferior de la regién que ocuparian las densidades de probabilidad que
cumplen la desigualdad de Cramer-Rao esténdar.
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3.3. Informacion de Fisher y varianza de los poli-
nomios ortogonales clasicos

Sea {p,(z)} una sucesién de polinomios ortogonales reales con respecto
a la funcién peso w(z) en el intervalo (a,b) C R, i.e.

b
/ Pn(2)pm(T)w(z) = 0p g ; m,n €N

donde deg p,,(z) = n. Consideramos que la funcién peso w(x) es no negativa,
ie. w(xz) >0, Vz € (a,b). Entonces las funciones

pn(z) = Pi(z)w(z) (3.4)

son densidades de probabilidad normalizadas a la unidad.

Estos polinomios p,(z) se llaman de tipo hipergeométrico, y pueden ser
reducidos por medio de cambios de variable lineales a una de las tres fami-
lias clasicas, i.e. Hermite, Laguerre y Jacobi, que pueden ser caracterizadas
de diversas formas [4, 5,189, 201]. Estos polinomios satisfacen la siguiente
ecuacion diferencial

o(@)py(x) + 7(2)pl () + Anpn(z) =0, (3.5)

donde o(x) y 7(x) son polinomios de, a lo sumo, segundo y primer grado,
respectivamente y se define el escalar como A, = n7’+3n(n—1)o”. Ademds,
estos polinomios cumplen una relacién de recurrencia a tres términos

xpn(x) = anpn-‘,—l(x) + bnpn(x) + an—lpn—l(x)7 (36)

donde a, y b, son escalares. En las tablas 2.1 y 2.2 se pueden encontrar
los coeficientes de estas dos expresiones para las tres familias clasicas de
polinomios ortogonales.

Al igual que en el capitulo anterior, las medias de informaciéon de los
pn(z) se definen como las medidas de informacién de las densidades de Rakh-
manov p,(z) asociadas definidas en la ecuacién (3.4), y proporcionan una
forma de medir cuantitativamente el esparcimiento de los polinomios en el
intervalo (a,b). Entonces, la informacién de Fisher I(p,) de los polinomios
ortogonales clasicos p,(z) es, de acuerdo con la ecuacién (3.1), la integral

M = [ oo [ lnpmfdx

La informacién de Fisher para los polinomios ortonormales clasicos ya
ha sido discutida en el capitulo anterior, donde se dan las expresiones para
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cada una de las distintas familias. A continuacién se resumen brevemente
estos resultados de forma esquematica.

Esta magnitud se ha calculado analiticamente [239] por medio de la
ecuacién diferencial (3.5) y las Tablas 2.1 y 2.2. Los valores obtenidos para
la informacién de Fisher son

» Polinomios de Hermite H,(z), n =0,1,2,...:

I(H,) =4n +2 (3.7)

= Polinomios de Laguerre Lﬁf”) (), a>—-1yn=0,1,2,...

4dn +1 sia=0
2 1 1
ey ={ Gotlatl n; _)Ofr sia>1 (3.8)
00 en otro caso

= Polinomios de JacobiP,(La’b) (); a,>—-1yn=0,1,2,...

I(P{™) (3.9)
Soratiy [l o+ 8- 1) (55 + 2+ 55) sia, > 1
Hn+Dm+a+@(%%+2+%j” ’

— ) Zntadl [a"—fl +n+@n+1)n+a+1)+ (’;*_11)2} sia>1,0=0
2n(n+1)(2n+1) sia, =0

0 en otro caso

Donde se ha de tener en cuenta la simetria I (P,ga’ﬁ )) =1 (P;f ’a)) entre
los pardmetros @y 3 para el caso a = 0,3 > 1.

Los polinomios de Legendre P,(z) y de Gegenbauer C(x) estén relacio-
nados con los polinomios de Jacobi a través de las siguientes relaciones,

Pu(z) = POO(w) , € = PO (),

n

respectivamente. Por tanto, a partir de la ecuacién (3.9), podemos obtener
las informaciones de Fisher de estas dos subfamilias de los polinomios de
Jacobi. Se obtiene

I(P,) =2n(n+1)(2n+1)

para los polinomios de Legendre, y

2n 42X [n(n+2X) (n+1)(n+2\—1)
T +
2 A+ 5 A —

I(C)) = ,a>1,

[\SJ[eN]

para los polinomios de Gegenbauer con parametro A.
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Merece la pena destacar que para valores elevados del grado n, la infor-
macién de Fisher es una funcién lineal de n para los polinomios de Laguerre
y de Hermite, mientras que el comportamiento asintético va como n® para
los de Jacobi.

La varianza de los polinomios ortogonales clasicos es, de acuerdo con la
ecuacién (3.2),

donde ,
() = / :Ep%(:n)w(:n)d:r = by,

b
(#%),, = / P23 (2)w(x)de = a2 + b2+ a2,

por lo que,
V(pn) = a?z + ai—l

es la varianza en términos de los coeficientes de la relaciéon de recurrencia
(3.6). Por medio de estos coeficientes dados en las Tablas 2.1 y 2.2, se ob-
tienen los siguientes valores para las varianzas de los polinomios ortogonales
clasicos.

» Polinomios de Hermite H,(z); n =0,1,2,...:

V(H) =n+ (3.10)

= Polinomios de Laguerre L (r);a>—-1yn=0,1,2,...:

VLY =20 + 2+ Dn+a+1 (3.11)

= Polinomios de Jacobi P,(La’ﬁ)(a:); oa,f>-1yn=0,1,2,...:

dn+)n+a+)n+B8+1)(n+a+B+1)
Cn+a+B+1)2n+a+B+222n+a+3+3)
N dn(n+ a)(n + B)(n+ a+ f)

Cn+a+p-1)2n+a+B)?2n+a+p+1)

V(P -

(3.12)

Noétese que el comportamiento asintético (i.e. para grandes valores de n)
de la varianza de estos polinomios es n y 2n? para los casos de Hermite y
Laguerre, respectivamente, y tiende a 1/2 para los polinomios de Jacobi
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3.4. Discusién del plano de Cramer-Rao

En esta seccién se calcula la informacién de Fisher I(p,) y la varianza
V(pn) de los polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi, y se describe la
region ocupada por estos polinomios en el plano de Cramer-Rao, esto es,
el conjunto de puntos (I,V) que se obtiene para cada una de las familias
de polinomios. Ademds, teniendo en cuenta las ecuaciones (3.3) y (3.4),
se define una nueva medida informacional para estudiar la dispersion de
las densidades de Rakhmanov de los polinomios ortogonales clasicos y, en
consecuencia, de los propios polinomios ortogonales. Esta nueva medida de
informacion es el producto P(p,) = I(pn)V (pn).

3.4.1. Polinomios de Hermite

Para los polinomios de Hermite H,,(z), n = 0,1,2..., de acuerdo con las
ecuaciones (3.7) y (3.10), se tiene que tanto la informacién de Fisher I(H,,)
como la varianza V' (H,,) crecen linealmente con el grado n de los polinomios.
Es mads, se observa que I(H,) = 4V (H,). La regién que estos polinomios
ocupan en el plano Cramer-Rao aparece como la sucesiéon discreta de puntos
de la Figura 3.1. En cuanto al producto informacional, resulta

P(H,) = (2n+1)* — 1.

Noétese que cualquiera de estas medidas de informaciéon puede usarse para
determinar el grado del polinomio correspondiente. Por ejemplo, el grado n
de un polinomio con un valor de la informacién de Fisher igual a I, es (I —
2)/4. Si la varianza es V', el grado es n = V' —1/2; o en términos del producto
informacional n = (v/P — 1)/2. Esto es trivial debido a que los polinomios
de Hermite estan definidos por un solo parametro n, el grado, y por tanto,
una sola medida de informacién que sea biyectiva en este parametro basta
para identificar el polinomio medido.

Es posible comprender el comportamiento de estas medidas de infor-
macién mediante la Figura 3.2, que muestra las densidades de Rakhmanov
pn(7) = H2(z) exp(—z?) (véase la ecuacién (3.4)) de los polinomios de Her-
mite con grados n = 0,2 y 4. Se aprecia que el comportamiento oscilatorio
de la densidad aumenta de forma regular con n provocando que la informa-
cion de Fisher crezca de forma lineal con el grado. Ademas, la densidad se
va expandiendo hasta distancias cada vez mas alejadas del origen, por lo que
la varianza también crece con n. El producto informacional también refleja
este fenémeno, pero considerablemente incrementado.

3.4.2. Polinomios de Laguerre

La informacién de Fisher de los polinomios de Laguerre I (Lﬁf“)), n =
0,1,2,..., con parametro « es finita sélo si « = 0 6 a > 1, como se ha visto
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Figura 3.1: Plano de Cramer-Rao de los polinomios de Hermite. Informacion de
Fisher y varianza crecen con el grado n desde el valor minimo para n = 0.
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Figura 3.2: Densidades de probabilidad de Rakhmanov p,(z) = H,(x)exp(—z2)
para los polinomios de Hermite con grados n = 0 (linea roja), n = 2 (linea verde)
y n =4 (linea azul).
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Figura 3.3: Varianza V(f)g)) (W), informacién de Fisher I(f)g)) (4+) v producto

informacional 73([:512)) (x), de los polinomios de Laguerre con pardmetro oo = 2 en
funcién del grado n.

en la seccién anterior. En ambos casos, la informaciéon de Fisher depende
linealmente del grado del polinomio, mientras que la varianza (que es finita si
a > —1) depende cuadraticamente de n. El producto informacional P(L%O‘))
es

(2n2 +2(a+1)n+a+1)(4n +1) sia=0
2n + 1 1
PLPM) = (2n2+2(a+1)n+a+1)% sia>1
+o0 en otro caso

donde se observa la dependencia ciibica de esta magnitud con el grado, debi-
do, claro esté, al efecto multiplicativo de informacion de Fisher y varianza.
En la Figura 3.3 se muestran estas tres medidas de informacién para los
polinomios de Laguerre Lﬁf‘) de pardmetro o = 2 en funcién del grado n.

En cuanto a la dependencia con el parametro «, estas magnitudes in-
formacionales permiten estimar cuantitativamente la variacién del cardcter
oscilatorio y del esparcimiento de las densidades de Rakhmanov asociadas
a estos polinomios p,(z;a) = [Lﬁf”) (m)raza exp(—z) cuando variamos di-
cho pardmetro. Asi, la informacién de Fisher decrece con «, tendiendo a
cero monotonamente con el siguiente comportamiento asintotico cuando «
tiende a infinito:

2
(L) = En +0(a™?), a>1.

En cuanto a la varianza, ésta crece linealmente con el parametro a desde
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Figura 3.4: Varianza V(L) (linea continua), informacién de Fisher I(£$") (linea

discontinua) y producto informacional P(ﬁéo‘)) (linea a puntos y rayas), de los
polinomios de Laguerre con grado n = 2 en funcién del parametro a.

el valor V(Lgfl)) = 2n? para a = —1. El producto informacional P(Lgfx))
decrece mondétonamente con «, y tiende a la siguiente constante distinta de
cero

PL) ~2n(2n+ 1), a > 1.

En la Figura 3.4 se muestran estas tres medidas de informacién para los
polinomios de Laguerre Lﬁf‘)

Estos comportamientos pueden ser explicados mediante la Figura 3.5
donde se representan las densidades de Rakhmanov asociadas a los polino-

con grado n = 2 en funcién del pardmetro a.

mios de Laguerre L(O), L(()z), Lgo) y ng). Se observa claramente que, para un
valor dado de a, la densidad aumenta el niimero de oscilaciones con n, al
tiempo que se extiende mas en el intervalo, alcanzando regiones mas aleja-
das del origen. Esto implica la dependencia monétonamente creciente de la
informacién de Fisher y de la varianza con n. En cuanto a la dependencia
con el pardmetro «, se observa cémo la densidad de probabilidad aumenta
paulatinamente su suavidad conforme crece el valor de dicho parametro, lo
que provoca una disminucién en la informacién de Fisher. Adem4s, también
se advierte cémo el origen repele la densidad de probabilidad conforme « in-
crementa su valor. Este fenémeno, unido al suavizamiento antes comentado,
provoca el incremento de la varianza.

Finalmente, si a = 0, tenemos que

I(L,) =4n+1, V(L,) = 2n% + 2n + 1,
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Figura 3.5: Densidades de probabilidad de Rakhmanov p,(z) = f)g{l)(x)xo‘ exp(—x)
para los polinomios de Laguerre con grados y pardmetros (n = 0, = 1) (linea
roja), (n = 0, = 3) (linea verde), (n = 2, = 1) (linea azul), y (n = 2,a = 3)
(linea magenta).

por lo que la regién en el plano Cramer-Rao correspondiente a estos poli-
nomios es una sucesion discreta de puntos siguiendo una linea potencial del
tipo I(Ly,) ~ \/V (Ly).

En la Figura 3.6 se representa el plano de Cramer-Rao de los polinomios
de Laguerre. Sélo los polinomios con &« = 0y « > 1 estan representados, pues
la informacién de Fisher diverge para los polinomios con o € (—1,0)U (0, 1).
En este plano se representan simultaneamente las variaciones de estas me-
didas de informacion con el grado n y el pardmetro . En primer lugar, se
observa que es posible determinar un polinomio dada la pareja de valores
(I,V); de hecho, a partir de las ecuaciones (3.8) y (3.11), se puede deter-
minar el grado n y el parametro « de forma directa aunque algo farragosa.
En segundo lugar, nétese como los puntos en el plano correspondientes a los
polinomios con o = 0 forman una curva céncava discreta claramente diferen-
ciada del resto de polinomios con a > 1, siendo los valores de la informacién
de Fisher y la varianza para estos puntos de

I(LO) = 4n+1,

V(LY = 2024+ 2n+1.

n

De hecho, los puntos correspondientes a estos polinomios L%O) (x) se sitian

a la izquierda de la curva de valores para los polinomios LS{X) (x) con a > 1,
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Figura 3.6: Plano de Cramer-Rao de los polinomios de Laguerre. Puntos discretos:
polinomios correspondientes a « = 0, la informacién de Fisher y la varianza crecen
con el grado n. Lineas continuas: polinomios correspondientes a @ > 1, con n =
0,1,2 y 3 (lineas roja, verde, azul y magenta, respectivamente), la informacién de
Fisher disminuye con el parametro «.

indicando que los polinomios con a = 0 tienen una varianza menor que el
resto de polinomios, cuyo valor limite en cada una de las correspondientes
asintotas es V(Lg)) = 2n2 + 2n + 1. En cuanto a la informacién de Fisher,
podemos decir a la vista del plano de Cramer-Rao, que siempre existe un

polinomio L,(f‘*), con pardametro o* > 1, cuya informacién de Fisher iguala
a la de Lﬁ?), siendo esta menor o mayor que la de L%O) cuando el parametro

« es mayor o menor que o, respectivamente.

3.4.3. Polinomios de Jacobi

La informacién de Fisher de los polinomios de Jacobi pieP (z) es finita
solosi (a) a=03=0,(b)a=0y > 1y, por simetria, « >1y =0,y
(¢c) > 1y B > 1, como establece la ecuacién (3.9). En todos estos casos se
encuentra una dependencia ciibica con el grado n; véase la Figura 3.7, donde
tal variacién se muestra explicitamente para los valores de los parametros
(a=p=0), (a=2,=0),y (o« =2,8 = 3). Este comportamiento indica
que la densidad de Rakhmanov correspondiente se concentra, cuando el gra-
do n crece, alrededor de un nimero paulatinamente mayor de nodos, (i.e. el
gradiente aumenta enormemente entre estas coordenadas). En la Figura 3.8
se muestra este fenémeno para densidades de Rakhmanov con parametros
de los tipos (a), (b) y (c) anteriormente comentados. Por completitud cabe
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mencionar que, de acuerdo con la ecuacién (3.9), para valores altos de n la
informacién de Fisher 1 (Pr(La’ﬁ )) tiene el siguiente comportamiento asintético

(af = 1)(er + 5)

(a2_1)(ﬁ2_1)n3+0(n2) sia, 3 >1

I(PP)y =4 202 +a—2 :
( ) ﬁn3+0(n2) Sla>1,ﬁ:0
4n3 + O(n?) sia, 3=0

La varianza de los polinomios V(Pr(La’ﬁ )) estd siempre bien definida para
cualquier par de valores de los parametros «, 3 > —1, como se desprende de
la ecuacién (3.12). La dependencia con el grado n en el caso de las densidades
dadas por los pardmetros (¢ = # =0), (a =0 =1), (a =2,6=0),y
(v = 2,3 = 3) se representa en la Figura 3.9. Nétese que esta magnitud (i)
decrece lentamente hasta 1/2; valor que alcanza cuando o = 3 = 0, excepto
si n = 0 (donde tendrfamos una densidad uniforme) ya que entonces la
varianza tiende a 1/3, y (ii) crece lentamente a este valor de 1/2 para el
resto de valores de («, 3), y de forma que el méximo valor de la varianza se

obtiene para el caso de los polinomios de Gegenbauer (o = 3 = 1).

La variacién del producto informacional P(Py(f"ﬁ )) con el grado n se

muestra, para los valores de los pardmetros (o = 3 = 0), (a« = 2,6 = 0),
y (o = 2,8 = 3), en la Figura 3.10. Se observa que esta magnitud es una
funcién creciente del grado n, y va como n? para valores grandes de n.
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Figura 3.8: Densidades de probabilidad de Rakhmanov p,(z) = pled) (x)(1 —
x)*(14-x)” para los polinomios de Jacobi con grado n = 2 y pardmetros (o = 3 = 0)
(linea roja), (o = 2,3 = 0) (linea verde), y (o = 2,8 = 3) (linea azul).
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Figura 3.10: Producto informacional P[P,ﬁ“*" )] en funcién del grado n, para los
polinomios con pardmetros (¢ = 3 =10) (W), (a =2,6=0) (+),y (a =2,6=3)
(%)

A continuacién se estudia la dependencia de las tres medidas anteriores
con los parametros (o, (3). El andlisis de la variacién de la informacién de

Fisher I (Pr(La’ﬁ )) cuando cambia el parametro « para un par de valores fijos
(n,3), obtenida a partir de la ecuacién (3.9), se muestra en la Figura 3.11,
donde se han tomado los valores 3 =0y 3 yn=20,3,5y 7. Se aprecia que
esta medida de informacién tiene un comportamiento parabdlico con «, (o >
1), con un minimo para un valor de & = a,. Nétese que este valor critico se
desplaza hacia la derecha segin aumenta n. Por tanto, se tiene que para a €
(1, ae] la informacién de Fisher decrece rapidamente, indicando que la grafica
de la densidad de Rakhmanov p,,(z; a, ), asi como la de los correspondientes
polinomios, se vuelve més suave; y para a € (., o0), la informacién de
Fisher crece continuamente, indicando un aumento del caracter oscilatorio
y del contenido de gradiente de las densidades correspondientes.

El comportamiento de la varianza V(P,(La’ﬁ )) cuando variamos el pardme-
tro «, (o > 1) para (n, ) fijos se muestra en la Figura 3.12 donde se han
tomado los valores 3 =0y 3y n =0,3,5y 7. Se observa que esta magni-
tud es una funcién coéncava del parametro oo con un mAaximo en & = Qupax-
Noétese que este maximo (i) se desplaza hacia valores més bajos de o cuando
n crece, y [ permanece fijo, y (ii) se desplaza hacia valores mas altos de «

cuando es n el que tiene un valor fijo y § aumenta.

El producto informacional P(Pr(La’ﬁ )) varfa con el pardmetro «, (a > 1),

de nuevo para (n, 3) fijos como se muestra en la Figura 3.13. Se observa que,
al contrario que el comportamiento decreciente (creciente) de la informacién
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Figura 3.12: Igual que la Figura 3.11 pero para la varianza V[Pr(f"ﬁ)].
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Figura 3.13: Igual que la Figura 3.11 pero para el producto informacional P[P,E""ﬁ)].

de Fisher (varianza) con respecto al pardmetro «, el comportamiento del
producto informacional P se diferencia segin si 3 = 0 6 8 > 1. Asi, su
dependencia con el pardmetro « es linealmente creciente para 8 = 0, pero
tiende a una constante para § > 1.

La relacién entre la informacion de Fisher y la varianza de los polinomios
de Jacobi puede ser discutida en detalle por medio del plano de Cramer-Rao,
representado en la Figura 3.14 para los polinomios de Jacobi P,(La’ﬁ ) () en
los siguientes casos: (i) n=0-3ya=£=0,(1)n=0,1,2ya>1,6=0,
y (ili) n=0,1y 2,y @ > 1,8 > 1. Se observa una linea discreta de puntos,
tres lineas continuas y tres regiones que se solapan parcialmente, respec-
tivamente. Es interesante hacer notar que la envolvente de estas ultimas
regiones corresponde a la curva de los polinomios de Gegenbauer (a = [3),
paran = 0,1 y 2, respectivamente.

3.5. Conclusiones y problemas pendientes

Mads alld de su interés matematico [222] y computacional [43], la densi-
dad de Rakhmanov de los polinomios ortogonales clésicos describe la den-
sidad de probabilidad mecano-cuantica de los estados fisicos de numerosos
sistemas de una manera exacta [63,101,201]. En este capitulo, la disper-
sién de la densidad de Rakhmanov de los polinomios ortogonales clasicos en
un intervalo real (i.e. Hermite, Laguerre y Jacobi) a lo largo de su domi-
nio de ortogonalidad se discute tanto analiticamente como numéricamente
por medio de tres medidas informacionales de cardcter local (informacién
de Fisher I), global (varianza V') y mixto (producto informacional P). La
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Figura 3.14: Plano de Cramer-Rao de los polinomios de Jacobi. Puntos discretos:
polinomios correspondientes a a = [ = 0, la informacién de Fisher crece con el
grado n. Lineas continuas coloreadas: polinomios correspondientes a a > 1y 5 =0,
con n = 0 (linea roja), n = 1 (linea verde), y n = 2 (linea azul), la varianza
disminuye con el pardmetro «. Areas coloreadas: polinomios correspondientes a
a,8 > 1, con n = 0 (drea roja), n = 1 (drea verde), y n = 2 (drea azul). Las
lineas negras continuas que envuelven estas areas son las correspondientes a los
polinomios Gegenbauer con o = (3.
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informacién de Fisher mide el contenido de gradiente de la densidad, propor-
cionando una estimacién cuantitativa del caracter oscilatorio de la misma y
de los polinomios correspondientes. La varianza ofrece una medida cuantita-
tiva de la dispersién de la densidad en torno al centroide. Estas dos medidas
tedrico-informacionales describen dos aspectos diferentes y complementarios
del esparcimiento polinémico en el intervalo de ortogonalidad. En un intento
de tener ambos aspectos en la misma magnitud, hemos introducido y dis-
cutido una nueva medida: el producto informacional de Fisher-Heisenberg,
que tiene, como principal ventaja la invariancia respecto a cambios de es-
cala. Los resultados obtenidos para los polinomios ortogonales se retinen en
el plano informacional de Cramer-Rao o de Fisher-Heisenberg, en el cual se
representa la informacién de Fisher versus la varianza.

Finalmente cabe mencionar algunos problemas ain sin resolver en la
emergente teoria informacional de funciones especiales (que subyace en la
moderna teoria de informaciéon de sistemas mecano-cuanticos resolubles o
quasi-resolubles), que estén relacionados con los que aqui hemos considera-
do. Primero, el estudio de otros planos y productos de informacion, particu-
larmente el plano de Fisher-Shannon (que involucra la informacién de Fisher
y la entropia de Shannon) de los polinomios ortogonales cldsicos reales cuya
utilidad en teoria de senales [275] y fisica de correlaciones electrénicas [234]
ha sido puesta de manifiesto recientemente. Segundo, determinar las regiones
de los planos de Cramer-Rao y de Fisher-Shannon de los demés polinomios
ortogonales que constituyen la Tabla de Askey [6,155]. Tercero, calcular las
medidas de complejidad de forma [50,175,176] de los polinomios ortogonales
cldsicos reales; estas medidas estan estrechamente relacionadas con produc-
tos de incertidumbre que involucran la potencia entréopica de Shannon y
alguno de los momentos entrépicos de tales objetos. Cuarto, hallar las medi-
das de informacién antes mencionadas de los polinomios ortogonales en una
variable discreta en el sentido que ha empezado a explorarse recientemente
por A. Aptekarev, J.S. Dehesa, A. Martinez-Finkelshtein y R.J. Yanez [15].
Creemos que la solucién de estos problemas no solo es interesante por su
contribucién al desarrollo de la teoria de la informacién de los polinomios
ortogonales, sino también para conseguir un conocimiento méas profundo del
desorden interno de numerosos sistemas mecano-cuanticos cuyas funciones
de onda estdn controladas por tales polinomios.
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Capitulo 4

Medidas de informacion del
potencial lineal
monodimensional

Summary: Information measures of a linear poten-
tial

The linear potential is often used as a prototype for the study of ato-
mic systems under external electric fields [129], or in particle physics for
the confinement of quarks [17,18,57,80,81,127,128]. The determination of
information-theoretic measures in a quantum-mechanical system under a
central linear potential is an interesting open problem. In this chapter the
one-dimensional quantum system under the linear potential V(z) = F|z|,
with F' > 0, is studied, and the Shannon and the Fisher information mea-
sures are computed for its eigenstates.

The Schrodinger equation for this system in atomic units is

_1d2\11(x)
2 da?

whose energetic eigenvalues are

+ Flz|¥(z) = E¥Y(x),

2

P
En:__fﬁna n=0,1,2,...,

23

and the normalized wave functions,

W, (z) = Ny Ai(a|z| + Br), n even
n\t) = sign(z) N, Ai(a|z| + 8,), nodd ’

where

5, = { a;L/Q—i—l n even
A(nt1)/2 n odd
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and
a=(2F)"3,

where a; and a, are the zeros of the Airy function Ai(z) and its derivative
Ai’'(z), respectively. Finally, the probability density of the quantum states
is

pn(x) = [Wa(2)]* = NZAP (alz] + ).

The problem of computing the Shannon entropy S,, for the previous
density py(x) is reduced to compute the Shannon entropy of the Airy func-
tion SA:

N2
S,, = —InN2 428N
[0

where ~

SAT— —/ Ai%(z) In Ai%(x)d.
Due to the presence of the Airy function on the definition of the density, the
Shannon entropy cannot be exactly computed, even for the ground state;
so, an asymptotic approach for large values of n is adopted. By means of
solely the asymptotic algebraic properties of the Airy function, we obtain
the following asymptotic behaviour for its Shannon entropy,

AT — A3 Inn + Agn? + As + o(1),

where
1
Al = T2 1>
(3m)343
Ay = A (In(487") —6),
As = 0,3784.

Then, the Shannon entropy of the system can be written as:

2
Sy = glnn—l—A—l—Bn_% —I—O(’I’L_%)

d o (22 )

B = 0,8934.

where

The first two terms of this expression were found by Sédnchez-Ruiz [238] in
the Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB) approximation, and the existence of
a third term was conjectured. This term is rigorously found in this chapter
and we also provide a numerical value for the coefficient.
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The Fisher information can be computed in a exact manner by means
of the method described in the Chapter 2 of this Thesis, that provides an
expression for the Fisher information in terms of the coefficients of the dif-
ferential equation satisfied by the corresponding function; the Airy function
in this case, which satisfies the ordinary differential equation

o’ (z) + zu(x) = 0.

We find that the Fisher information has the value
4
I, =—=03,.
Pn 35

whose asymptotic behaviour is

;o (47n)3 1
on = —|—O<n 3>.

35

Thus, the fact that the quantum-mechanical density is expressed in terms
of the Airy function is precisely the reason why the Fisher information is
analytically tractable, while it was not the case for the Shannon entropy.
It is worthy pointing out that the Shannon entropy asymptotic behaviour
has a logarithmic function as the main term, in contrast to the much stron-
ger potential dependence in the case of the Fisher information asymptotic
behaviour.

The contents of this chapter conform the following paper: P. Sanchez-
Moreno, R.J. Yafniez and V. Buyarov, Asymptotics of the information entropy
of the Airy function, J. Phys. A: Math. Gen. 38 (2005) 9969-9978. Reference
[A1].

4.1. Introduccidon

La determinacion de las medidas de informacién globales y locales de
la densidad de probabilidad de los estados mecano-cuanticos con momen-
to angular orbital arbitrario de una particula en un potencial lineal central
no-relativista, es un problema de gran interés que permanece ain sin re-
solver en la teoria de informacion de los sistemas micro y mesoscépicos de
dimensionalidad estandar (D = 3) y no estandar (D # 3). Esto es debido
a que el potencial lineal central se utiliza a menudo (i) como prototipo en
fisica de particulas elementales (e.g. en modelos tedricos de confinamien-
to de quarks [17,18, 57, 80, 81, 127, 128]) al mismo nivel que el potencial
Coulombiano en fisica atémica y el oscilador arménico en fisica de la ma-
teria condensada, y (ii) para simular el comportamiento de ciertos sistemas
hidrogenoides en presencia de campos eléctricos externos [129].

En este capitulo se considerardan solamente los estados mecano-cuanticos
de momento angular orbital nulo (i.e. estados s). Se estudiaran las medi-
das de informacién de los sistemas monoparticulares unidimensionales no
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relativistas en un potencial lineal V(z) = F|z|, con F' > 0. Se analizardn
detalladamente (i) la medida de informacién global més caracteristica, la
entropia de Shannon, que proporciona una medida del esparcimiento total
de la funcién de onda del estado del sistema considerado y, por tanto, cons-
tituye una medida de su desorden interno, y (ii) la medida de informacién
local méas distintiva, la informacién de Fisher, que mide la concentracién
internodal de la nube de probabilidad mecano-cuantica asociada.

Se encuentra el comportamiento asintético de la entropia de Shannon
del sistema con respecto al niimero cuantico principal n del estado que se
estd considerando (lo que permite determinar de forma rigurosa tal magnitud
para los estados fuertemente excitados o estados Rydberg), y la expresién
exacta de la informacién de Fisher (que es directamente proporcional a la
energia del sistema).

Dado que las funciones de onda de los estados mecano-cudnticos del
potencial lineal estdan controlados por la funcién de Airy Ai(z) [2,270], no
ha sido posible hasta ahora determinar analiticamente el valor exacto de
sus funcionales logaritmicos, y en particular de la entropia de Shannon.
Esto es asi incluso para el estado fundamental. Solo en el caso asintético, es
decir, para estados altamente energéticos, puede llevarse a cabo un estudio
analitico de la entropia de Shannon: este es el propédsito fundamental de
este capitulo. Para ello se ha hecho un uso exhaustivo del comportamiento
asintético de las propiedades algebraicas y espectrales de la funcién de Airy.

En cuanto a la informacién de Fisher, si se ha conseguido encontrar un
valor analitico de esta magnitud para todos los estados de este potencial; ello
se debe a que esta magnitud es un funcional del gradiente de la densidad,
lo que facilita su determinacién. Para ello se ha usado el formalismo desa-
rrollado en el Capitulo 2, que permite calcular la informacién de Fisher de
una densidad de probabilidad a partir de la ecuacién diferencial de segundo
orden que satisface la funcién asociada a dicha densidad.

Este capitulo se estructura de la siguiente forma. En la Seccién 4.2 se
plantea el problema del calculo de la entropia de Shannon del potencial
lineal monodimensional. Para ello se resuelve la ecuacién de Schrodinger
asociada al sistema, y se describen las funciones de onda y las magnitudes
de interés necesarias a lo largo del capitulo. En la Subseccion 4.2.1 se obtiene
el comportamiento asintotico de la entropia de Shannon de las funciones de
onda, que requiere la determinacién de un funcional sinusoidal variante (ver
la expresién (4.9)) cuyo valor se obtiene separadamente en la Subseccién
4.2.2. En la Seccién 4.3 se calcula la informacién de Fisher y, finalmente, en
la Seccién 4.4 se concluye y se senalan algunos problemas sin resolver.

Los resultados obtenidos en este primer estudio han dado lugar al si-
guiente articulo: P. Sdnchez-Moreno, R.J. Yénez y V. Buyarov, Asymptotics
of the information entropy of the Airy function, J. Phys. A: Math. Gen. 38
(2005) 9969-9978. Referencia [A1].
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4.2. Entropia de Shannon de los estados altamente
excitados

El potencial lineal monodimensional viene dado como V(z) = F|z|,
donde F es la intensidad del campo. Las funciones de onda de los estados
mecano-cuanticos monoparticulares son las soluciones fisicas de la ecuacién
de Schrodinger

1d*V(x)
2 da?
donde se han usado unidades atémicas, tales que A = 1 y la masa de la
particula m = 1.

Varios autores [226,270] han mostrado que los autovalores energéticos E

vienen dados por

2

'3
Ep=—-—F;n=0,12,... (4.1)
23

y las autofunciones correspondientes pueden ser expresadas en términos de
la funcién de Airy como

[ NyAi(alz| + B,), n par
Wn(z) = { sign(x) N, Ai(a|z| + 3,), n impar (4.2)
donde la constante de normalizacién N,, y los pardametros 5, y « vienen
dados por

!/
5, = { Ly n Par ,
a(n+1)/2 n 1umpar
a 1
N, = 4 V= AT(n) mpar
5 AT n impar
a = (2F)'/3,

y donde as y a’; son, respectivamente, los ceros de la funcién de Airy Ai(z)
y de su derivada Ai'(z).

Teniendo en cuenta la expresién de la funcién de onda (4.2) y que la
probabilidad mecano-cuantica es

pn(x) = [Wn(2)]? = NFAP (alz] + Ba), (4.3)

la entropia de Shannon S,, (1.1) viene expresada como

Spn = —/OO pn () In pp(2)dx = —/OO ]\I/n(x)\21n]\lln(x)\2dw

—00 — 00

N2 A
= —InN24 218
o
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donde S/ es la entropfa de informacién de la funcién de Airy, definida como

SAT — —/ Ai?(z)In Ai?(z)dz.

n

En este capitulo demostraremos rigurosamente, utilizando solamente las
propiedades algebraicas y espectrales de la funcién de Airy, que la entropia
de la funcién de Airy se comporta asintéticamente como

SA = Ain3Inn + Agn3 + As + o(1),

donde
1
A = ——,
(3m)343
A2 = Al (111(487‘(4)—6),
As = 0,3784.

Entonces, sustituyendo este valor en la expresion (4.4) se obtiene final-
mente la entropia de informacion de la funcién de onda ¥, (x) del potencial
lineal,

S, = glnn+A+Bn—% +o(n3) (4.4)
donde
2/3
4 - <I<M> _2>,
[0
B = 08034,

Este resultado nos muestra que el esparcimiento o distribucién de la
nube de probabilidad mecano-cuantica del sistema (particula en potencial
lineal) aumenta logaritmicamente con el nimero cuéntico n, mientras que su
energfa lo hace en la forma n?/3. Ha de mencionarse aqui que los dos primeros
términos de este desarrollo asintético han sido encontrados previamente en
el marco de la aproximacién WKB, asi como conjeturado numéricamente el
valor del pardmetro B para estados pares, por Sanchez-Ruiz [238].

4.2.1. Asintdtica de la integral entrépica de Airy

Teniendo en cuenta la expansién asintética de la funcién de Airy [2],
tenemos que, cuando x < 0,

|Ai(z) — Al(x)] = O(x~"),
donde
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Asi que podemos realizar el proceso siguiente,
A o
SA = —/ Ai%(2) In Ai%(x)dx

0Ai( )In Ai%(x / Ai%(z) In Ai%(x)dz

A1 x)In A1 x)dx — A1 z)In Ai%(z)dx

/
_ /ﬁ 2)In A2 (z) — E2(x)1nE2(x))dx
[

= / A12 )In Ai%(z) — E2(x) 111&2(3:)) dx
B -2 -2
—i—/ A12 )In Ai%(x) — Ai (x) In A (a:)) dx
o
/ A1 lnA1 x)dx — A1 ) In Ai%(z)dx
Bn

0
= / A1 111A1 z)dr + Kk + o(1),

donde, (3, tiende a —oco cuando n aumenta,
B L,
/ (Aiz(x) In Ai%(z) — Ai () In Al (x)) dx = o(1),

—0o0

y
K= —/ Ai%(2) In Ai%(x)dx
0

— /0 (Aiz(aj) In Ai2(3:) — E2(3:) lnE2(3:)> dzr ~ 0,2265,

—00

es una constante bien definida, calculada aqui numéricamente.
Entonces,

0
SAT ~ Ez(aj) In Ez(:n)d:n + K. (4.5)
Bn
Para el calculo de esta integral, vamos a usar el método de la norma
L7 [13,282] segun el cual,

[ amptaris = |5 [ ialas] .

y por tanto, podemos escribir

- / jﬁ@)mﬁ@)dm:_ [diq / 0 (ﬁ@))"dm] . (46)
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Considerando los comportamientos asintéticos de los ceros 3, [2],

. <g7r(4s - 1))2/3, (A7)

a;:-—<gwus—4ﬁ>2m, (4.8)

2/3

y el cambio de variable = 3, (y/7)*/®, obtenemos

2—¢q

/0 (A@) e = 53 <§(2n + 1)) N
[ s (r+ g0+ m)] o5 ] + 0t

123\ [ 3 il (q+3) a2
=3 <_n> [ T 6 2 +7(g)n 3 | +o(1), (4.9

X

4 2-¢q T(q+1)

con

1+¢ 3 1 & sin? xdx
RE Y I
3 % 2 0 ( 5

:E—I—ﬂ't—%) 3

donde el primer sumando de la ecuacién (4.9), y la expresién de 7(q) son
hallados en la Subseccién 4.2.2. Hay que tener en cuenta que {t} es la parte
fraccionaria de t.

Asi, de acuerdo con las ecuaciones (4.6) y (4.9), derivando con respecto
a ¢ y tomando ¢ = 1, obtenemos el siguiente comportamiento asintético,
donde tenemos una nueva constante x’,

0
— | A(2)nAi(z)dz = C [%né Inn+ Dnil’)} + &'+ o(1), (4.11)
Bn

donde C' = % (%77)%, D= %ln (48714) -2,y

¢ (2 (md s ).

El calculo de ' produce el valor ' = 0,1519.
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Las ecuaciones (4.5) y (4.11) nos llevan al siguiente comportamiento
asintético de la entropia de la funcién de Airy,

. 1
Sﬁl =C [gn% Inn + Dnﬂ + K+ K +o(1).

Finalmente, usando (4.4), obtenemos la entropia de informacién de las
funciones de onda del potencial lineal para estados altamente excitados,

S[\Ijn] = §ID7’L—|— <ln (%) _2> + HEH n_% +O(n_%),

donde se han tenido en cuenta la expresién asintética de Ai(83,,) y Ai'(3,) [2]
para el célculo correcto del comportamiento asintético de N,,; a saber,

1 1

« 3m\ © 1\ @

Np~y/=m 2| — — .
=i (5) ()

4.2.2. Asintdtica de un funcional sinusoidal variante

D=

En esta seccién detallaremos la obtencién de la ecuacién (4.9) y de la
expresion de 7(q) (4.10). Comenzamos definiendo la integral

™ 2 1 q
I, Z/ o s <sin2< nt x+z>> dzx.
0 4 4

El cambio de variable y = = + 5.5, y la notacién v = % nos permiten
escribir
LRy T \ 7 on+1 \\?
I = — in? dy.
[T ) (e ()

2n+1

A continuacion hacemos la siguiente particién del intervalo de integracion

T 47 4k T
P = , Y oo, T+ .
2n+1 2n+1 2n +1 2n+1

Asi, integrando separadamente en cada subintervalo y teniendo en cuenta
la periodicidad de la funcién seno,

N / onT1 T . 2% 2n+1 4km d
ik Y7ontr1) ° 2 \YTong1)) W

+/7r+2n+1 T - 2 2n+1 4 n+1 ™ d
— Sin —
qrt)e U 20t 1 1 \Y 2 |2m+1))
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siendo [t] la parte entera de t.
Ahora, realizamos los siguientes cambios de variables en las tres integra-
les anteriores,

_ 2n+1
TT Ty
_ 2n+1 4km
YT Ty <y_2n+1>
2n +1 n+1 T
YT Ty <y_4[ 2 }271—1—1)’

respectivamente. Asi,

4 1— s _
I, = / (x — z) ! sin®? zdx
2n + 1 % 4

<[t
—
—I-/ Z <3: + km — %) sin?zdz + Yy |,  (4.12)
0 k=1
o (2or2-a[281])
T (2n42—4[ 2L 1 —
Yoz/4 ’ <x+[n+ :|7T—z> sin? zd,
0 2 4

donde (z + [ 7 — %)_7 — 0 cuando n aumenta, por tanto Yy = o(1).

Para continuar es necesario el siguiente Lema:

Lema:

S F(k) = / "2yt + / " B,

| N 1 1
1 1 2 2
2<k<n-‘,—2

donde B(t) = {t} — 3.

Demostracién:

Tomamos los valores a = %, b=n+ %, m = 0 en la férmula de suma de
Euler-McLaurin:

> F(k) = /bF(t)dt

a<k<b
m o (_q1)r+l
+ Z ((7,3_7)1)| (Br-i-l(b)F(r)(b) — Br-i-l(a)F(T’) (a)>
r=0
" % / B o)

que se reduce a la expresion del lema teniendo en cuenta que la primera fun-
cién periédica de Bernoulli es By (t) = {t}—3. |
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Ahora, aplicamos este lema a la suma de la ecuacién (4.12),

Sy - (=51 -
(ac—i—knr—z) = /1 ($+tﬂ—z) dt
k=1 2
[nTl]_l —y—1
—7w/§ <3: +tm — Z) B(t)dt
7'('_1 T\ —v+1 [ngrl] 1
= 1_7(x+tﬂ—z> ]1
2
00 —y—1
—7w/ (3:+t7r - —> B(t)dt + Y7,
2
donde

o0 -1
Y :m/ (w—kwt—z) " B(t)dt.
[25]-1 4

Noétese que, ya que la integral decrece con t y el intervalo de integracién lo
hace con n, se concluye que Y7 = o(1)
Entonces,

[

‘:
vt
=

]-1

(+kr — %)_7

—+1
P <2n+1>—v+1 <1+x_%_ﬂ{n7+1}> gl
2nt1
AN T
—v+1 o0 —y—1
< > —7T’)// <x+7rt—%> B(t)dt + Y.
1
2

e
Il

1

Teniendo en cuenta la periodicidad de B(t), podemos escribir
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Por tanto, nuestra integral de la ecuacién (4.12) queda como

n_+1]_1

4 -+l ”[ 3 Nt
km — —) in2
<2n n 1) /0 (3: + km 1 sin“? xdx

k=1
P r— T _glintl )
/ 1+ 2 2n+1{ 2 } sin’? zdx
—7Jo 7T 1
4

1
-+l -1 w _
m T\ g
— d
(mor1) T [ (D) e

4 v+l 3 o0 sin? zdz
a <2n—|— 1) 7T’Y/ B(t)/ m\ 7+l di,
0 (:E + 7t — Z)

N

donde se ha tenido en cuenta la periodicidad de sin®? z y se han realizado

algunos intercambios entre signos de integracién y de sumatoria.

Desarrollando el integrando de la primera integral del segundo término
en la expresién anterior,

T -+l s
(eSS S T

ﬂ-znjl 7_‘_2721—1 + Tt
definimos
7.(-—’)/ T €T — T _ T {n_H}
Yy = 4(1 — 2 2 ... | sin?? zdz.
2 1—74 <( N siye o) s ade
Aqui, como el integrando va como n~!, Y3 = o(1).
Asi,
7T—’y 0 4 —’Y+1
I, = in* xd
q 1_7/0 sin xw+<2n+1>

™ —~ -1 ™ —y+1
X / <ZE - z) sin?? zdx — T / <3: + Z) sin?? zdx

2 [ee] 1129 d ™
—7r7/2 B(t)/ S ey +1dt—|—/ Y; sin®? zdx
1 o (z+mt—73) 0

+ Yo + Yp.

-

Considerando la expresién de -, teniendo en cuenta que Yy, Y7 y Y5 son
de orden o(1), y que

g 1
:2q _ ﬁr ((] + 5)
sin“ xdx = ———=~,

A I(g+1)
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obtenemos finalmente que

3 T T 2—q
—rqﬂ'_l/o (Z"FZ) ? Sinqudw

1+¢ : > sin?? zdx
3 7 B(t) =dt| +o(1),
3 O (z+mt—3)7F

expresién que fue usada en la ecuacién (4.9).

Cabe mencionar aqui que la integral doble en el dltimo término de la
expresiéon anterior puede simplificarse a una sola integral sin mas que in-
tercambiar los signos de integracién, integrando primero en ¢. Sin embargo,
el resultado no es mas satisfactorio, involucrando integrales divergentes de
forma que sélo su suma resulta un valor finito.

4.3. Informacion de Fisher: calculo exacto

La informacién de Fisher para este sistema se puede calcular facilmente
usando la técnica presentada en el Capitulo 2, por la que se obtiene la
informacién de Fisher de una funcién a partir de la ecuacién diferencial de
segundo orden que satisface.

La informacién de Fisher de la densidad de probabilidad p,(x), dada en
la expresién (4.3), es

B A P A AT
b= [ e =2 [

que, tras el cambio de variable y = ax + 3,, resulta

oo ([~ 2
I, =2a / (Pn(y)) dy,

Pn(y)

donde p,(y) = N2Ai%(y). En la notacién del Capitulo 2 tenemos que p,(y) =
u?(y) donde u(y) = N,Ai(y) y, por tanto, esta tltima funcién satisface la
ecuacion diferencial de Airy

u(y) — yu(y) = 0, (4.13)

en el intervalo [3,, +00). La comparacién de las ecuaciones (2.2) y (4.13) y
el uso de la ecuacién (2.6) nos permite encontrar el valor de la informacién
de Fisher

4
Ipn = _gﬁna2y
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tanto para m par como para n impar. Notese que la informacién de Fis-
her es positiva puesto que los ceros (3, son siempre negativos. Ademds, la
informacién de Fisher resulta proporcional a la energia (4.1),

1, =-E,.
Pn 3 n
Teniendo en cuenta el comportamiento asintético (4.7) y (4.8) de los
ceros (B, de la funcién de Airy y de su derivada, se obtiene el siguiente
comportamiento asintotico para la informacién de Fisher,

Wl

Iy, = «47;7?’042 +0 (n_%) .

Notese como la informacién de Fisher en el limite asintético crece més rapi-
damente que la entropia de Shannon, cuyo término principal es %ln n, tal
como indica la ecuacién (4.4). Esto implica que el incremento del contenido
de gradiente de las sucesivas densidades de probabilidad se produce més
velozmente que el aumento de la expansién de la funcién de onda conforme
aumentamos el valor de |3,|.

Merece la pena destacar que esta magnitud local es calculable analiti-
camente, al contrario de lo que ocurre con la entropia de Shannon que es
Unicamente conocida en la regién asintética (n — oo) [Al], como se ha
mostrado en la Seccion 4.2.

4.4. Conclusiones y problemas abiertos

En este capitulo se ha abordado el célculo de la entropia de Shannon
y de la informacién de Fisher de las funciones de onda en un potencial
central lineal. En el primer caso, el valor exacto de este funcional logaritmico
no puede hallarse analiticamente debido a la presencia de la funcién de
Airy en las funciones de onda del potencial. Hasta ahora solo habia podido
encontrarse su valor asintético por medio de la aproximacién WKB [238].
Aqui hemos determinado los tres primeros términos del desarrollo asintético
de la entropia de Shannon de forma rigurosa, haciendo uso solamente de las
propiedades algebraicas y espectrales de la funcién de Airy que controla la
funcién de onda del sistema.

En cuanto a la informacién de Fisher (un funcional de la derivada de la
funcién de onda), es precisamente el hecho de que las funciones de onda se
expresen en términos de la funcién de Airy el que conduce a la obtencién
exacta de esta magnitud de forma analitica. Esto ha sido posible gracias al
método, desarrollado en el Capitulo 2, para calcular la informacién de Fisher
de las funciones especiales de la fisica matematica a partir de las ecuaciones
diferenciales que tales funciones satisfacen.
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Estos resultados permiten determinar la entropia de Boltzmann-Shannon
de los estados fuertemente excitados de una amplia gama de sistemas mi-
cro y macroscépicos (dtomos, moléculas, puntos y alambres cuénticos), con
momento angular orbital nulo, y calcular exactamente la informacién de Fis-
her de cualquier estado mecano-cuantico de tales sistemas. Por otra parte,
abren la puerta a la determinacién de las medidas de informacién globales
y locales de los sistemas monoparticulares con un potencial lineal central
en D dimensiones (D > 2), aunque en este caso habremos de enfrentar-
nos con dos problemas adicionales: un término centrifugo en la ecuacién de
Schrodinger correspondiente y una contribucién angular (arménicos esféri-
cos e hiperesféricos) en la funcién de onda, que complican ciertamente el
célculo de tales medidas [12,192,211,257]. No obstante, creemos que es un
problema de gran interés para los sistemas de dimensionalidad no estandar
dado que el potencial lineal central juega en la fisica de particulas elementa-
les [17,18,57,80,81,127,128] un papel similar al del potencial Coulombiano
en fisica atomica y al del oscilador arménico en fisica de la materia con-
densada. Los resultados de este capitulo junto con el calculo reciente de las
medidas de informacién de los arménicos hiperesféricos [62] constituyen sin
duda elementos de gran importancia para la resolucién de este problema.
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Capitulo 5

Informacion de Fisher de una
particula en un potencial
central D-dimensional
arbitrario

Summary: Fisher information of a particle in an
arbitrary D-dimensional central potential

This chapter deals with the computation of the Fisher information for
D-dimensional systems under central potentials. This kind of potentials has
been used as prototypes of numerous systems [23, 53, 136, 278], as can be
found e.g. in any text on quantum mechanics. Let us just mention that the
theoretical basis for the Mendeleev’s periodic system of elements [154,194]
is the Bohr atomic model based on a central potential together with the
Pauli’s exclusion principle.

These systems are governed by a Schrédinger equation of the type

59 + V()| () = e,

where Vp(r) is the D-dimensional central potential. Due to the spherical
symmetry of these systems, the wave functions are factorizable in spherical
coordinates 7 = (r,601,02,...,0p_2,0p_1 = ¢) = (r,Qp_1), as

Vi (M) = Rei(r) Yy (p-1),

with a radial part Rg;(r) and a hyperspherical harmonic Vy,,3(2p-1), where
{p} = (1= p1,p2,. .., 4p—2,up—1 = m) are the D—1 hyperorbital quantum
numbers.
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The Fisher informations in the position space for these systems has the
following expressions,

I,(D) = 4(p*) = 2lm|(2l + D — 2)(r~?),

in terms of the expectation values (p?) and (r~—2), the orbital and magnetic
quantum numbers [ and m, and the dimensionality D. Notice that the first
term in this expression is proportional to the kinetic energy 7 = (p?)/2,
and the second term, with negative sign, depends explicitly on the magnetic
quantum number m. Similarly, the Fisher information in the momentum
space has the following analogous expression,

I,(D) = 4(r*) = 2|m|(2l + D - 2)(p~?).

In order to obtain an uncertainty principle based on the Fisher informa-
tion of the kind I,I, > constant, the following pair of radial inequalities are
obtained,

(p*) =11+ D —2)(r ?),
(r®y > 1(1+D —2)(p2).

These two expressions and the Fisher informations in position and momen-
tum spaces just found yields the relation,

2l + D — 2)|m|]?

1,(D)L,(D) > 161 | ) ).

200+ D —2)
This expression, together with the Heisenberg inequality for central systems
D2
<T2><p2> > T)

produces the uncertainty relation

(2Z+D—2)\mlr

1,(D)I,(D) > 4D? [1 NIt D 9

However, this relation can be further improved. By using ad hoc integral
inequalities, the previous radial inequalities become

(z + ?)2 (),

(l + ?)2 (™),

and the Heisenberg inequality can be specialized for central systems as

WWﬂzQ+9f.

=
\/[\)
Y

—
=
[\
~
v

2
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With these two improvements, the Fisher-information-based uncertainty re-
lation reads in its final form as

I(D)L(D) > 16 (1 - %)2 (z + %)2.

This new uncertainty relation poses a lower bound to the product of
Fisher informations I,(D)I,(D) that depends on the angular symmetry of
the state under study.

Finally, for [ = m = 0, the uncertainty relation results

I,(D)1,(D) > 4D?,

that is conjectured as a general relation, i.e. not only for central systems.
The contents of this chapter conform the following papers:

= E. Romera, P. Sinchez-Moreno and J.S. Dehesa, The Fisher informa-
tion of single-particle systems with a central potential, Chem. Phys.
Lett. 414 (2005) 468-472. Reference [A2].

= E. Romera, P. Sdnchez-Moreno and J.S. Dehesa, Uncertainty relation
for Fisher information of D-dimensional single-particle systems with
central potentials, J. Math. Phys. 47 (2006) 103504. Reference [A3].

= P. Sdnchez-Moreno, R. Gonzdlez-Férez and J.S. Dehesa, Improvement
of the Heisenberg and Fisher-information-based uncertainty relations
for D-dimensional central potentials, New J. Phys, 8 (2006) 330. Re-
ference [A5].

s J.S. Dehesa, R. Gonzédlez-Férez and P. Sdnchez-Moreno, The Fisher
information-based uncertainty relation, Cramer-Rao inequality and ki-
netic energy for the D-dimensional central problem, Journal of Physics
A: Mathematical and Theoretical 40 (2007) 1845-1856. Reference [A6].

5.1. Introduccion

En este capitulo se aborda el problema de calcular analiticamente la
informacién de Fisher de los sistemas fisicos, si bien restringiendo el estudio
a los sistemas mecano-cuanticos monoparticulares con potenciales centrales
arbitrarios V (r).

Los potenciales esféricamente simétricos han jugado desde los comienzos
de la mecénica cudntica hasta nuestros dias [37,53,89,130,134,136,194,278§]
un papel central en la descripcién de la estructura interna de los sistemas
micro y mesoscopicos. No en vano el modelo del 4tomo como sistema sujeto
a un potencial central [37,89, 130] es, junto con el principio de exclusién
de Pauli y la estructura del dtomo de Bohr, la base tedrica del sistema
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periédico de los elementos de Mendeleev [154,194]. Esto ha hecho que se
usen tales potenciales como prototipos para numerosos sistemas relativistas
y no relativistas D-dimensionales (D > 2) [23,53,136,278], tal como viene
ilustrado en cualquier texto de fisica cudntica.

La informacion de Fisher ha sido estudiada numéricamente para los es-
tados fundamentales de todos los 4tomos neutros de la tabla periédica desde
el hidrégeno al lawrencio [229,234] por medio de las funciones de onda de
Koga-Roothaan-Hartree-Fock [158], y también para algunos iones de tipo
Helio con la ayuda de funciones de tipo Hylleraas de 204 términos [157].

Este capitulo estd estructurado de la siguiente forma. En primer lugar
se lleva a cabo el cdlculo de la informacién de Fisher para potenciales cen-
trales en sistemas tridimensionales en la Seccién 5.2, mostrandose que la
informacién de Fisher en los espacios de posiciones y momentos puede ser
expresada en términos de los valores esperados ((p?), (r=2)) y ((r2), (p~2)),
respectivamente. En la Subseccién 5.2.3, se obtiene una relacién de incerti-
dumbre que liga las informaciones de Fisher de espacios reciprocos, del tipo
I,I, > constante, que se halla al mismo nivel que las relaciones de incerti-
dumbre de Heisenberg y entrépicas, asociadas con otras medidas de incerti-
dumbre ya discutidas en el Capitulo 1; a saber, la varianza y la entropia de
Shannon. Finalmente, en la Subseccién 5.2.4 se aplican estos resultados a
los sistemas prototipo del dtomo hidrogenoide y el oscilador arménico, para
los que las informaciones de Fisher resultantes pueden expresarse explicita-
mente en términos de los tres nimeros cuanticos (n, [, m) que caracterizan
los estados de estos sistemas.

El objetivo de la Seccién 5.3 es extender este estudio a sistemas D-di-
mensionales, ademés de plantear mejoras sustanciales a la nueva relacién de
incertidumbre, lo cual requiere de la utilizacion del algebra generalizada del
momento angular [33,178,179]. Asi, en la Subseccién 5.3.1 se da una bre-
ve introduccion a los sistemas centrales D-dimensionales. En la Subseccién
5.3.2 se calculan las informaciones de Fisher en los espacios de posiciones y
momentos en términos de los valores esperados ((p?), (r=2)) y ((r2), (p~2)),
respectivamente. A continuacion, en la Subseccién 5.3.3, se hallan sendas de-
sigualdades radiales que ligan estos dos pares de valores esperados, los cuales
se usan en la Subseccién 5.3.4 para formular la relaciéon de incertidumbre
basada en la informacion de Fisher. En la Subseccion 5.3.5 se obtiene una
relaciéon de incertidumbre de tipo Heisenberg optimizada para potenciales
centrales (véase la ecuacién (5.56)), y en la Subseccién 5.3.6 se mejoran
significativamente las desigualdades radiales encontradas en la Subseccion
5.3.3. Estos dos ultimos resultados son empleados en la Subseccion 5.3.7 para
ofrecer una nueva relacion de incertidumbre mas precisa que la hallada en la
Subseccién 5.3.4. Esta relacién, dada por la ecuacién (5.71) es, quizas, el re-
sultado basico més importante de este capitulo. La aplicacién de todos estos
resultados a sistemas prototipicos como el atomo de hidrégeno o el oscilador
armoénico se realiza en la Subseccion 5.3.8. Finalmente, aprovechando estas
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nuevas expresiones, en la Subseccion 5.3.9 se lleva a cabo una mejora de
las relaciones de Cramer-Rao en sistemas centrales D-dimensionales; y en la
Subseccién 5.3.10 se dan cotas tanto superiores como inferiores a la energia
cinética y a la susceptibilidad diamagnética en términos de la informacién
de Fisher.

Los resultados obtenidos en este primer estudio han dado lugar a los
siguientes articulos:

= E. Romera, P. Sdnchez-Moreno y J.S. Dehesa, The Fisher information
of single-particle systems with a central potential, Chem. Phys. Lett.
414 (2005) 468-472. Referencia [A2].

» E. Romera, P. Sanchez-Moreno y J.S. Dehesa, Uncertainty relation
for Fisher information of D-dimensional single-particle systems with
central potentials, J. Math. Phys. 47 (2006) 103504. Referencia [A3].

= P. Sanchez-Moreno, R. Gonzélez-Férez y J.S. Dehesa, Improvement of
the Heisenberg and Fisher-information-based uncertainty relations for
D-dimensional central potentials, New J. Phys, 8 (2006) 330. Referen-
cia [A5].

= J.S. Dehesa, R. Gonzélez-Férez y P. Sdnchez-Moreno, The Fisher information-

based uncertainty relation, Cramer-Rao inequality and kinetic energy
for the D-dimensional central problem, J. Phys. A: Math. Theor. 40
(2007) 1845-1856. Referencia [A6].

5.2. Sistemas tridimensionales

5.2.1. Densidades de probabilidad

La densidad de probabilidad mecano-cuantica para un estado ligado de
una particula no relativista con energia E en un potencial central indepen-
diente del tiempo V (r) es p(7) = |¥(7)|?, donde {E, ¥()} son los autovalo-
res y autofunciones ligadas de la ecuacion de Schrodinger

59V w0 = Bu)

donde se han usado unidades atémicas. La simetria esférica del potencial
nos permite escribir las autofunciones en coordenadas esféricas (r, 0, ¢) de
la forma

\I’Elm(F) = REI(T)YEm(ea ¢)7 (5'1)
con 0 <r<o0,0<0<7my0<¢ <2r. La autofuncién radial Rg;(r)
satisface la ecuacién de Schrodinger radial

1d> 1d I(1+1)
2dr?  rdr 2r2

+V(r)| Rei(r) = ERg(r),
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y los armoénicos esféricos Y, (6, ¢), —1 < m <, vienen dados por

—— ™0, (cos B),

1

donde las funciones Oy,,(x) pueden ser expresadas en términos de las fun-
ciones asociadas de Legendre de primer tipo P (x) de grado [ y valor del
parametro m de la siguiente forma

_1ym, /CHEDI=m)! pm
@lm@):{g ™ CaR (), m >0

—1)m@l|m|(ﬂj), m <0
Entonces, la densidad de probabilidad p(7) es

pEim(F) = |Upim(r,0,0)] = |Re(r)*|Yim (0, ¢)[?
1
= %!REz(T)P@zZm(COS@)a

que, si Rg(r) es una funcién real, puede escribirse como
. 1
PEIm(T) = %R%l(r)@?m(cos 0) = [V g (r, 6,0)]% (5.2)

A continuacién se deduce la expresién general de la funcién de onda en el
espacio de momentos, U g, para sistemas centrales. Esta funcién se define
mediante la transformada de Fourier de la funcién de onda en el espacio de
posiciones ¥ gy,

@Elm(pu 9(17)7 ¢(P)) - ! 3 / e_iﬁ.F\PElm(T707 ¢)d3T
(2m)2 JR3
00 2w T
__1 - / 2R (r)dr / do / sin Qe =77y, (0, $)d6  (5.3)
(2m)2 Jo 0 0

donde p es la variable momento, (p, A28 qS(p)) son sus coordenadas esféricas
en el espacio de momentos. Ademads, en la segunda desigualdad se ha tenido
en cuenta la factorizacién dada en la ecuacién (5.1) de la funcién de onda
en el espacio de posiciones en una parte radial y un armoénico esférico.

Para desarrollar la expresiéon anterior es 1til conocer la siguiente expan-
sién de e 77 en términos de arménicos esféricos,

o A
e = (2m)2 (pr) 7 (=M1 (o) DD Vi (0.6)Yam (0, 67)),

A=0 m/=—X\
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donde J,(z) es la funcién de Bessel de primera especie con pardmetro v.
Introduciendo esta expresion en la integral (5.3) se obtiene que

\ilElm(p7 e(p)u ¢(p)) - p_% / T%REI (T)J)\_i_% (pr)dr
0

X /027r do /07r $in 0V (6, )

[e.e]

A
DD D Vi (6,0)Yam (0%, ¢)d6.  (5.4)
m/=—A\

A=0

Teniendo ahora en cuenta la ortonormalidad de los armonicos esféricos,

27 T
|6 [ 07, (6,0)Yine (6,918 = 83
0 0

se deduce facilmente que en la expresion (5.4) sélo contribuye el término con
A =1y m' =m,y ademds la integral angular es igual a la unidad, asf

W1 (5,0, 6) = Vi (09, 6P )4 [k Rin(r) 3 )i
0

Por tanto, la funcién de onda en el espacio de momentos resulta también
separable

U 5im () = Pri(p)Yim (67, 6P)),

donde la parte radial Pg;(p) se expresa en términos de la parte radial de la
funcién de onda en el espacio de posiciones,

Ppgi(p) =p_5/ T%REI(T)JH%(PT)W’
0

y la parte angular resulta ser el mismo armonico esférico Yy, que forma
parte de la funciéon de onda en el espacio de momentos.

Al igual que en el espacio de posiciones, la densidad de probabilidad en
el espacio de momentos se define como el médulo de la funcién de onda al
cuadrado,

YEim(B) = [V i (B))* = |Pai(0)*|Yim (0, o@)|2.

5.2.2. Informacién de Fisher en términos de los valores es-
perados radiales

La informacién de Fisher I, para el estado { £, ¥(7)} del sistema estd de-
finida como el valor esperado del cuadrado del gradiente del logaritmo de la
densidad pgim, (7)

= [ o0 () P
R3
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o alternativamente

Vo(P) / = 3 (2.3
I:/ — d’r=4 Vi ()| d’r 5.5
o= o [ 1950, 7) (55)
De acuerdo con las ecuaciones (5.2) y (5.5), para la densidad monopar-

ticular pgy,(7), con parte radial real salvo una fase global, esta magnitud
viene dada por

= 2
I, = /Mcﬁr
R3

—

pElm(r)
- L -
- / IV 3 (PP dr = 4 / IV i (7,0,0)Pd®r - (5.6)
R3 R3

Por otro lado, debido a que V= (%, %%, Tsiln 7 8%), se tiene que el valor

2

esperado del momento al cuadrado (p®) es
W?) = / 9T 1 (1,60, )P = / 9T (6. 0) Pl + Ay, (5.7)
R3 R3

donde la dependencia en ¢ estd en el segundo sumando:

R3(r) |0Yim(6,9)|? Ry(r) [Yim (6, 0)|?
A = Bl m\Y» d3 — 2 / Fl m\Y, d3
: /Rs r2sin? 0 ‘ 09 r=lml g3 T2 sin? 6 '

0 s 2
:27r\m]2/0 R%l(r)dr/o 7‘}/””(9’@’ do

sin 6

1
= 5(2l + D)|m|(r2), (5.8)
donde se ha usado que el valor esperado radial (r—2) es

(r?) = / P20 gy (7 2lPr = / R2,(r)dr
R3 0

y que

™ 2
[ Dm0 21
0

sin 0 4|m|

Entonces, teniendo en cuenta las ecuaciones (5.6), (5.7) y (5.8) se tiene el
valor

1, = 4(p*) — 2(20 + D}m| (r2) (5.9)

para la informacién de Fisher del sistema en el estado (E,1,m) en el espacio
de posiciones. Al contrario que los valores esperados radiales de posicién y
momento y que la energia, la informacién de Fisher depende explicitamente
del niimero cudntico magnético m, de forma tal que I, disminuye cuando
|m| crece. Esto indica que la nube de probabilidad mecano-cudntica se va
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concentrando en torno a un menor nimero de nodos cuando |m| aumenta,
debido a que en tal caso disminuye el caricter oscilatorio de los armoénicos
esféricos involucrados.

Es de destacar que esta magnitud es exactamente igual a ocho veces la
energia cinética, T' = (p?)/2, para los estados con m = 0. En general, su valor
estd disminuido por un término que (i) depende de los niimeros cuédnticos
orbital y magnético y (ii) estd controlado por el valor esperado (r—2). El
valor esperado (p?) es accesible mediante experimentos termoquimicos y
espectroscopicos ademds de mediante la integracion de perfiles Compton
medidos a partir de scattering de rayos X, rayos 7 [280]. En cuanto al valor
esperado (r~2), se sabe que (i) acota rigurosamente la densidad de carga
atémica en el nicleo p(0) (p(0) < Z(r=2)/2n, donde Z es la carga nuclear)
[139] y (ii) constituye la primera correccién a la energia cinética de un atomo,
o energfa de Weisziicker, (Tyy > = (r~2)) [98]. Ademds, el valor esperado
(r=2) para dtomos neutros viene dado por el limite [200]

<r_2> = 21lim @
1—0 Ol

donde Fjy; es la energia del primer estado con momento angular igual a [.

De manera similar, teniendo en cuenta la reciprocidad entre los espacios
de posiciones y momentos y que, como se ha demostrado en la subseccion
anterior, la funcién de onda es separable tanto en el espacio de posiciones
como en el espacio de momentos, siendo su parte angular el mismo arménico
esférico en ambos espacios; se puede expresar la informacién de Fisher de la
densidad de probabilidad en el espacio de momentos vgy,, (9) como

L, = /WWElm(ﬁ)WlHVEzm(ﬁ)ngp

= 4(r%) — 220+ 1)|m|(p~?) (5.10)

Luego la informacién de Fisher en el espacio de momentos para poten-
ciales centrales depende de los valores esperados (r?) y (p~2). El primero de
ellos puede obtenerse a partir de datos experimentales de la susceptibilidad
diamagnética de Langevin-Pauli [82] x = —a?(r?)/6, donde « es la constan-
te de estructura fina, mientras que el ultimo estd relacionado con el perfil
Compton isétropo J(q) mediante la siguiente relacién

2\ _ * _
(v 2) =2 /0 ¢~21J(0) — J(q)]dg,

en sistemas atémicos y moleculares [259]. Este resultado es particularmente
interesante a la vista de los recientes experimentos sobre la densidad de
momentos en sistemas atémicos y moleculares, ademas de otras magnitudes
fisicas relacionadas con ella [258].
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5.2.3. Relacion de incertidumbre

La informacién de Fisher ha sido usada como medida de incertidumbre
en varios campos de la ciencia [93]. Cabe pensar de forma natural que al igual
que se conocen las relaciones de incertidumbre de Heisenberg y de Beckner-
Byalinicki-Birula-Mycielski para las medidas de incertidumbre de la varianza
y la entropia de Shannon en los dos espacios reciprocos, respectivamente,
también debe existir una relaciéon similar que satisfagan las informaciones
de Fisher de posiciones y momentos, I, e I,. El objetivo de esta subseccién
es encontrar tal relacién de incertidumbre. Hasta ahora se sabe que tales
medidas satisfacen las desigualdades de Stam [74,251]

para sistemas generales. El producto de estas desigualdades entre si produce
las siguientes relaciones

81
(r?)(p?)

véalidas también para sistemas generales, y donde se muestra la estrecha
relacién entre el producto de incertidumbre de tipo Heisenberg (r2)(p?) y
el producto de las informaciones de Fisher en los espacios de posiciones y
momentos.

Dado que la relacién de Heisenberg [100,264]

< Iply < 16(r%)(p?), (5.11)

() (p*) > (5.12)

N N=]

proporciona una cota inferior para este producto de incertidumbre, no es
posible combinarla con las de la expresién (5.11) y obtener asi una cota
cerrada para el producto de incertidumbre de Fisher I,I,. Para ir més alld de
la ecuacién (5.11) y obtener cotas mas precisas al producto de informaciones
de Fisher 1,1, se van a considerar sistemas sometidos a un potencial central
V(r).

Para estados s (i.e., [ = 0), las ecuaciones (5.9) y (5.10) nos permiten
escribir que

Iy, = 16<T2><p2> > 36

donde se ha usado también la desigualdad de Heisenberg (5.12). En ge-
neral, cuando [ > 0, siguiendo los pasos dados en la Subseccién 5.2.1, la



5. Informacién de Fisher en un potencial central 89

funcién de onda del sistema para un estado general (E,l,m) es de la for-

ma Vg, (7F) = u%(r)Ylm(H,qS), donde la funcién radial ug(r) satisface la

ecuacion de Schrodinger radial reducida

L s [l(l+ 1)

—§uEl 2 + V(T):| uEl(r) = EuEl(r).

Multiplicando esta ecuacién por uj, e integrando en el intervalo [0, co)
se tiene

B— ) =50+ 06 = =5 [T (rar

Integrando por partes el segundo miembro de esta dltima expresion, se
obtiene,

1 o0

o * * 1
—3 | i) = — i+ 5 [ e Par
donde, si ug(r) ~ Ar® para r ~ 0 con A € C, entonces
’ / * 1 —2
l%uEl(r)uEl(r) =0<=a> 5= (r=°) < oo

Asi, se puede escribir que

E- (V) =5+ D0 =5 [ ()P 20

Dado que E — (V) = (T) = (p?)/2, se deduce de esta expresién que
P> > 11+ 1) ("2, 1=0,1,2,... (5.13)

La reciprocidad entre los espacios de posiciones y momentos permite
afirmar que también se ha de cumplir la desigualdad

(r?) > 11+ 1)(p72), (5.14)

cuya demostracion no se puede hacer de la misma forma en que se ha llevado
a cabo para la anterior desigualdad, pero sera demostrada rigurosamente en
general para sistemas D-dimensionales en la Subseccién 5.3.3.

Estas dos desigualdades (5.13) y (5.14) son mucho mads precisas que las
cotas superiores generales [84,86,98,100, 264, 28|

P == vy (==,

=~ =
] =

respectivamente, para [ > 0.
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La conexién de la ecuacién (5.9) con la desigualdad (5.13), ademads de
la ecuacién (5.10) con la desigualdad (5.14), permite escribir las siguientes
cotas inferiores

Loz 2|2 fil
Loz o2 |2- gl

respectivamente, por lo que la desigualdad

2
Bl 2 402)02) |2 sl (5.15)

es valida para todo potencial central. Esta expresion claramente indica el
cardcter de producto de incertidumbre de I,I,, y la precisién de esta cota
es mucho mayor que la de la cota correspondiente dada en la expresion
(5.11). Ademsds, nétese que esta desigualdad junto con la relacién de tipo
Heisenberg (5.12) nos lleva a la cota inferior

20+ 1 2
1,I,>9|2— —-— 5.16
paral=1,...,y |m| <. Nétese que para [ = 0 se recupera la relacién 1,1, >

36, cuya validez es posiblemente de caracter general. En este sentido vale la
pena mencionar que (i) la igualdad se obtiene para el estado fundamental del
oscilador arménico tal y como se muestra en la siguiente subseccién, y (ii) el
producto de Fisher 1,1, de todos los 4tomos neutros, del H al Lw, satisface
esta cota interior tal como se muestra en la Figura 1 de la referencia [229].

5.2.4. Aplicacién a algunos sistemas elementales

A continuacion se aplican los resultados encontrados en las secciones
anteriores a dos sistemas prototipicos: el &tomo hidrogenoide y el oscilador
armoénico isétropo tridimensionales.

Atomo hidrogenoide

Para este sistema, el potencial es V(r) = —Z/r, por lo que la energia de
los niveles viene dada por E, = —Z2/(2n%), n = 1,2,3,..., y se tienen los
valores esperados

<p2>nlm

<T_2>nlm
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Entonces, segin la ecuacién (5.9) la informacién de Fisher para el orbital
(n,l,m) en el espacio de posiciones viene dada por

472 |m|
[Pnlm - 5 ( - —> ) (517)

n? n

donden =1,2,...;1=0,1,...,n—1; ym=—l,—-l+1,...,l. Este resul-
tado en concreto ha sido recientemente obtenido por otros medios basados
exclusivamente en la teoria de funciones especiales en [60]. Operando de for-
ma analoga en el espacio de momentos y teniendo en cuenta el valor de los
valores esperados

2

(Phuim = 5751507 +1 =311+ 1),
2

P = T

se demuestra, mediante la ecuacién (5.10), que

2n?
Ly = g {50 + 1 =311+ 1) = [8n = 321 + 1]jml} (5.18)
es la informacién de Fisher en el espacio de momentos para el orbital (n, [, m).
El producto de informaciones de Fisher tiene la expresion

1

Pnlm

L, =8{m*+1-31(1+1)—[8n—3(20 + 1)]|m|} (1 — ‘%’) ,
y se puede comprobar que esta cantidad es siempre superior a la estable-
cida por la cota inferior del principio de incertidumbre (5.16). Se aplaza
el estudio de la relacién de incertidumbre para el &tomo hidrogenoide has-
ta la Subseccién 5.3.8, donde, ademéds de considerar explicitamente el caso
tridimensional, se compara esta desigualdad con otras dos que mejoran a
ésta.

Para los estados ns (i.e. con | = m = 0) las informaciones de Fisher de
posiciones y momentos toman los valores

47?2
Ipnoo = ?’

2n?,_
Lo = ﬁ(5n +1),

de acuerdo con las expresiones (5.17) y (5.18), respectivamente. Entonces,
para el estado fundamental (n = 1) se tiene que

Ipmo = 4Z27

12
I“floo - ﬁ
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Finalmente, vale la pena mencionar que el producto de Fisher I,I, es
independiente de la carga nuclear Z, y su valor para los estados ns es

Iﬁnool“/noo = 8(5n2 + 1)’

en cuyo caso se observa que I, I,,,, = 48 para el estado fundamental.

Oscilador armoénico isétropo

Ahora el potencial es V(r) = %w2r2, los niveles de energia vienen dados
por E,; = (2n+l+%)w, n=20,1,2,...,1=0,1,2,..., y los valores esperados

3
(p2>nlm = <2n + 14+ 5) w,

2w
204+ 1°

<T_2>nlm

Entonces, de acuerdo con la ecuacién (5.9), se tiene el resultado

L, —4 <2n 1= ||+ g) o, (5.19)

donden=0,1,...,0=0,1,...,ym=—I,—l+1,...,[, para la informacion
de Fisher en el espacio de posiciones del oscilador en el estado (n,l,m).
De forma analoga, dados los valores esperados

3
<T2>nlm = <2TL + 1+ §> w_l’
2wt

—9 o
<p >nlm — 2l—|—17

se obtiene la siguiente expresién para la informacién de Fisher en el espacio
de momentos

3
Ly =4 <2n +1—|m|+ 5) w (5.20)

El producto de informaciones de Fisher tiene la expresién

3 2
'[pnlmI'Ynlm =16 <2n +l - ’m‘ + 5) s

que satisface claramente el principio de incertidumbre (5.16), llegando a
saturarlo para el estado fundamental. Al igual que en el caso anterior, se
aplaza el estudio de la relacion de incertidumbre para el oscilador arménico
hasta la Subseccion 5.3.8, donde, ademéas de considerar explicitamente el
caso tridimensional, se compara esta desigualdad con otras dos que mejoran
a ésta.
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Para los estados ns, (i.e. I = 0), las informaciones de Fisher de posiciones
y momentos toman los valores

3
IPnOO = 4 <27’L + 5) w,

Lyw = 4 <2n + g) w™

segun las expresiones (5.19) y (5.20). Se tiene entonces que

I pooo = 0w,
_ -1
I Yooo T 6w ’

para el estado fundamental del oscilador, de forma que el producto de Fisher
Lpoooro0 = 36. Nétese ademas que, segin (5.19) y (5.20) el producto de
Fisher I,I, es independiente de la frecuencia del oscilador w.

En estos dos ejemplos estudiados (el atomo hidrogenoide y el oscilador
arménico), se observa que:

(a) el producto de Fisher es independiente de los pardmetros que carac-
terizan el potencial; esto es, sélo depende de los nimeros cuanticos
(n,l,m) del estado cuantico del sistema que estamos considerando.
Esta observacién estd en linea con recientes resultados de Sen et al.
que, usando métodos de reescalamiento basados en el andlisis dimen-
sional, ilustran céomo las relaciones de incertidumbre para varios po-
tenciales centrales especificos son independientes de la intensidad del
potencial [106,206—-209], y

(b) las informaciones de Fisher en el espacio de posiciones dadas por las
ecuaciones (5.17) y (5.19) para los dos potenciales centrales de tipo r®
considerados se comportan segun la relacion

I

Pnim — CLEnl - b’m‘na_z

donde los pardmetros positivos a y b dependen de la intensidad del
potencial, y E,; va como n®~!. Conjeturamos que esta expresién es
valida para otros potenciales de tipo r® con o # —1 y 2.

5.3. Sistemas D-dimensionales
En este seccion se extienden los resultados de la seccién anterior al caso

D-dimensional, lo cual requiere la generalizacién del algebra de momento
angular a D dimensiones [21,33,178].
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5.3.1. Densidades de probabilidad

La densidad de probabilidad del estado estacionario de una particula no
relativista moviéndose en el potencial central Vp(r) viene dada por p(7) =
| U (7)|? en el espacio de posiciones D-dimensional, siendo la funcién de onda
U (7) una solucién fisica de la ecuacién de Schrodinger

H% ; vpm] () = BU(7), (5.21)

donde Vp denota el operador gradiente D-dimensional y se han usado uni-
dades atémicas.
Debido a la simetria esférica del problema, es conveniente trabajar en

coordenadas hiperesféricas 7 = (r,01,02,...,0p_2,0p_1 = ¢) = (r,Q2p_1)
(con0< b, <mk=1,....,D—2,y0<6p_1 <27), en lugar de hacerlo
en coordenadas Cartesianas (z1,...,2p); se sabe que
r1 = rcosb,
T9 = rsin#q cosbo,
T = rsinf;...sinf_1cosby,
rp_1 = rsinfy...sinfp_scosbp_1,
rp = rsinfy...sinfp_ssinfp_q,
D

E a:? = 7’2.

Entonces, el operador gradiente en D dimensiones resulta

= 0o 10 1 o
~ \9r'r by rsing 90, 22
v <8T77’091’7’sin01 96, " (5.22)
1 B 1 9
" Hg:ll sing; 90k" T r HyD:_12 sinf; 99p—1
D-1
0 . 1 9
- ot T~ sin 6, 00% 5.23
o4 kTH?;ll sin 0; 00y, (5.23)
y el operador Laplaciano ﬁzD tiene la expresion
= 1 A2
V% = 0 rD—lg A7 (5.24)

D=1y or r2’

El operador A es la generalizacién D-dimensional del operador momento
angular [21,53,179], y sélo depende de las D — 1 coordenadas hiperangulares
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QD_li
i+1-D o

= (sin6;) i1 O
Z S [(sin ei)D—Hw} . (5.25)
i=1 (H] ! sin6; ) ‘ ‘

Este operador satisface la ecuacién de autovalores
AV (1) =11+ D = 2)Vp,(2p-1), (5.26)

donde el simbolo YVy,3(2p—1) denota el arménico hiperesférico descrito por
los D — 1 ntimeros cuédnticos (I = py, 2, ..., up—2,up—1 =m) = ({u}), que
son numeros enteros con valores dados por las condiciones | = 0,1,2,...,y
l=p1 > ps > ... > pup—s > |up-1| = |m| > 0. Estas funciones tienen la
siguiente forma analitica [21,53,117,118,179],

Vi (Qp-1) = Nyyemoo H Cli i+t (cos ;) (sin 0;)s+!

Hjt1
j=1

zm@D 1

D—
= H :u'jv/’l‘.7+1 (5.27)

donde la constante de normalizaciéon viene dada por

|j\/{u}|2 = ZL i (e l—té‘;)_(é%_ pi+1)' T2 (o + 1)
e} w2 72T (20 + pig + fi511)
I U S
oo e Nijser (5.28)

con aj = (D—j—1)/2, y siendo C}(t) el polinomio de Gegenbauer de grado
k y pardmetro real A\. Ademds, se ha usado la notacién

Yu(g]‘,)ujﬂ (Hj) = NA(L?MHCM;—:ZLl (cos Qj)(sm Hj)ujﬂ'

Antes de proseguir, conviene comentar que para D = 2 no aparecen
productorios en las ecuaciones (5.27) y (5.28) por lo que el correspondiente
armonico esférico en este caso es simplemente ¢ //27.

El arménico hiperesférico Yy, (€2p-1) satisface la condicién de ortonor-
malidad

/ dp-1Yp 1,y (Q0-1) Yy (1) = S gy () (5.29)
Sp-1

donde el elemento de angulo sélido generalizado d€)p_1 es

D—-2
dpy = | ] (sin6;)**df; | dbp_s. (5.30)
j=1
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Por otra parte, los arménicos parciales YM(JJ ?“j +1(6;) satisfacen las relacio-
nes integrales [53,61]

m _ 2 _
/0 {YN(JJ'?MJ+1(9]')] (sin6;)P~971d6; = 1, (5.31)
Y i 2 2u;+D —j5—1
YO o) (sing;)P-i-3dp; = LT ) 2 32
/0 |: NJ?UJJrl( ])i| (Sln ]) J 2,uj+l +D _] —9 (5 3 )
Nétese que, cuando j = D — 2,
T ) 2 _ 2,UD—2 +1
j 1 _ 4#p—2+1
/0 |:YHD727/J'D71 (HD_Q):| (Sln 9D—2) deD—2 2|/JD_1| .

Entonces, las funciones de onda ¥, 1,y (7) del problema representado en
las ecuaciones (5.21)-(5.24) son factorizables de la siguiente forma

U 1 (F) = Repi(r) Vg (Qp-1), (5.33)

donde la funcién de onda radial Rg;(r) satisface la ecuacién de Schrodinger
radial

1d D—1i+l(l+D—2)

2 dr? 2r dr 2r2
Para eliminar de esta ecuacién el término de la derivada primera, se usan
las funciones de onda radiales reducidas

uEl(r) = T(D_l)/zREl(T),

con lo que se obtiene la ecuacién de Schrédinger radial reducida

+ VD(T):| REl(T) = EDREl(T).

1d> L(L+1)
[—gw + o2 + Vp(r)| umi(r) = Epug(r), (5.34)
donde L es el niimero cuantico orbital generalizado, definido por
D -3
L=1+ —5 (5.35)

Noétese que (Il + D —2) = L(L+ 1) — (D — 1)(D — 3)/4. Las soluciones
fisicamente aceptables han de satisfacer que ug(r) — 0 cuando r — 0
y r — o00. Ademads, la normalizacién a la unidad de la funciéon de onda
W 1,3 (7) implica que la funcién de onda radial reducida ug;(r) debe cumplir
que

/0 g () 2dr =1, (5.36)

donde se ha tenido en cuenta la condicién de ortonormalizacién (5.29).

Noétese que la ecuacién de Schrédinger radial reducida (5.34) de un sis-
tema D-dimensional es igual que la del sistema tridimensional sustituyendo
el niimero cuantico orbital generalizado L por el ntimero cuantico orbital
[. Esto indica que existe un isomorfismo entre la dimensionalidad D y el
numero cuéntico angular [135,136], de forma que D — D + 2 es equivalente
al—1+1.
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5.3.2. Informaciones de Fisher a partir de los valores espe-
rados radiales

En esta subseccion se hallan las expresiones de las informaciones de Fis-
her en los espacios de posiciones y momentos de una particula confinada en
el potencial central D-dimensional Vp(r). Para ello, ndtese que la densidad
en el espacio de posiciones pg ¢, (7) es

ey (F) = [V iy (F))? = [V 4y (r, 01,02, ... ,0p_2,0)[%,

dado que la dependencia en 0p_1 de la funcién de onda es de la forma
exp(imfp_1) segun (5.33) y (5.27). Entonces la informacién de Fisher en el
espacio de posiciones I,(D) = I,, definida en la ecuacién (5.5), se reduce a

(D) =4 /D ¥ W gy (.01, 0, .., Op_2, 0)[2dPr, (5.37)
R

expresion que es valida cuando la funciéon de onda posee una fase indepen-
diente de las coordenadas (r,01,...,0p_2), lo cual se cumple para las coor-
denadas (0y,...,0p_2) si el sistema es central, por lo que sélo habria que
exigir esta condicion para la parte radial de la funcién de onda. El elemento
de volumen D-dimensional d”r es

dPr = rP=YdrdQp_;.

Por otro lado, se sabe que el valor esperado (p?) dado por
<p2> = /D ’€D\I’El{“}(7’, 91, 92, ce ,HD_l)FdDT (538)
R

puede ser descompuesto, de acuerdo con la forma del gradiente (5.23) en
coordenadas esféricas,

p?) = /RD VoW gig (r,01,0a, ..., 0p_2,0)?dPr + Kiy (D). (5.39)

El simbolo K denota la integral
2

1072 0
D) = [ T emen ™t g g ) %
D—-2 ‘ ‘
- ] / YO, (6)2(sin 6) P~ 2do,
=1
1 o 9 0p—1 ?
x imon-1y|" gp,,
X27T/0 OHD_l( ) D=1
D-2 .

o +D—i—2

_ %(r_2>|m|(21 +D-2), (5.40)
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donde se han tenido en cuenta las propiedades de las funciones Y“(] ,)uj (65),
= 1,2,...,D — 2 dadas en las ecuaciones (5.31) y (5.32) en la segunda
igualdad, y la expresion
lﬁz 2ui+D—i—1 2+D-2
2 +D—i—2 2m]

en la tercera igualdad. Ademads, se ha empleado el valor esperado radial

(r=2) = /]RD r=2p(F)dPr :/ 2R, (r)rPdr.

0

La combinacién de las ecuaciones (5.37), (5.39) y (5.40) nos lleva a la
siguiente relacién entre la informacién de Fisher en el espacio de posiciones
I,(D) y los valores esperados radiales (p?) y (r=2):

I,(D) = 4{p*) — 2|m|(2l + D — 2)(r~?), (5.41)

La aplicacion de este mismo procedimiento en el espacio de momentos
permite obtener el valor

I,(D) = 4(r?) — 2|m|(2l + D — 2){p~?), (5.42)

para la informacion de Fisher de momentos en términos de los valores es-
perados (r?) y (p~2). Estas expresiones se reducen en el caso tridimensional
[A2] a las encontradas en la Seccién 5.2.

Finalmente cabe mencionar que, cuando D = 2, tenemos sélo un niimero
cuantico angular [, y las expresiones anteriores se simplifican, obteniéndose
que Ip(D) = 4(p®) = *(r=?) y I,(D) = 4(r*) = I*(p~?).

5.3.3. Desigualdades radiales

En esta subseccién se obtienen las relaciones de tipo incertidumbre

(*)
(r?)

entre los valores esperados radiales ((p?), (r~2)), y ((r?), (p~2)), respectiva-
mente. Para hallar la expresién (5.43) comenzamos con las ecuaciones (5.23)
y (5.38), que nos llevan a

(14D —2)(r72), (5.43)

>1
>1(1+D—2)p2), (5.44)

(p*) = Jr(D) + (r~*)Ja(D), (5.45)
donde tenemos la integral radial

0
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y la integral angular

Ju(D) = /SDlZl

2

1
dQQp_q

0
;»_:11 sin 0 5_91'32{“} (@p-1)

T | e Vi 00 5 Vi (20-0)
= 2 g, P{up\ D=1 5 Y{up\stD—1
i=1 7/Sp-1 <H; llsm(%) 00,1 00;
D-2 _
< T ((sin6;)P~7-1ag;) dp_1, (5.46)

1

J

y donde se ha usado la expresién (5. 30) del elemento de volumen d€2p_;.
Nétese ademés que los productorios H = 1 y H;_:ll valen 1 cuando D =2y
1 = 1, respectivamente. Entonces, teniendo en cuenta la no negatividad de
la integral radial Jr(D), se tiene que

(p?) > (r=2)Ja(D). (5.47)

En el espacio de momentos, un procedimiento similar permite encontrar
que

(r?y > (p~2)Ja(D). (5.48)

Para calcular J4 (D), se realiza una integracién por partes en la integral
de la ecuacién (5.46), lo que nos lleva a

1
Ja(D) = => ViyQp—1)——5
i=1 7/Sp-1 (H;;llsin@-)
o 1,. _i1 O
Xﬁ_ﬁi [(sm 6;)" 1a—eiy{u}(ﬂp_1)}
D—2

< [ (sin0;)P~77d;) dop_s
J=1.5#

: 92 1+i—D
= -y y;{u}(QD_l)%
i=1 7/Sp-1 (H; 1181n9>

o 0
X 27 [(sin@)D il y{u}(QD 1)}
< I ((sin6;)P~771d0;) dop_,

= Vi (Qp-1) A2V, (Qp-1)dp—1

Sp_1

— 1+ D-2), (5.49)
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donde se ha hecho uso la expresién (5.25) del operador A? en la tercera
igualdad, y las expresiones (5.26) y (5.29) en el tltimo paso.

Finalmente, la sustitucién del valor (5.49) por la integral J4(D) en las
desigualdades (5.47) y (5.48) nos lleva a las desigualdades de tipo incerti-
dumbre (5.43) y (5.44),

)
(r?)

I(1+D —2)(r2),
I(l+D—2)(p~?),

(AVANAYS

respectivamente.

Para el caso en el que D = 3, estas dos desigualdades han sido halladas
en la Seccion 5.2.

Finalmente, merece la pena comentar que hasta ahora la tinica desigual-
dad de este tipo disponible en la bibliografia es la encontrada por E. Rome-
ra [229]

(p*) > (?)2 (r=?) (5.50)

para sistemas generales. La comparacién de las desigualdades (5.43) y (5.50)
muestra que (i) la primera es mds restrictiva que la segunda cuando | >
(V2 —1)(D — 2)/2, indicando su gran precisién cuando D < 6 para estados
con | > 0, y (ii) la segunda es mas fuerte para [ = 0, independientemente
del valor de la dimensionalidad espacial.

5.3.4. Relacién de incertidumbre

En esta subseccion se demuestra que las informaciones de Fisher de los
espacios de posiciones y momentos de un sistema monoparticular con un
potencial central Vp(r) en D-dimensiones (D > 3) satisfacen la relacién de
incertidumbre

(21 + D —2)|m|]?

I,(D)I,(D) > 4D? |1 — ,(1>0 5.51
donde los nimeros cudnticos hiperangulares | y m toman los valores in-
dicados anteriormente. Cuando D = 2 obtenemos la desigualdad trivial

1,(D)L,(D) > 0.

Para obtener (5.51) partimos de las expresiones (5.41) y (5.42) de las
informaciones de Fisher en los espacios de posiciones y momentos, halladas
en la Subseccién 5.3.2,

I,(D) = A{p®) —2m|(2 + D - 2)(r~2),
I(D) = 4(r%) —2lm|(2l + D - 2){p™?),

junto con las desigualdades radiales (5.43) y (5.44), halladas en la Subseccién
5.3.3,

(1+D —2)(r72),
(14+D —2){(p~?).

(?)

>1
(r?) >1
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De esta forma se tiene que

(20 + D —2)|m|]?
2+ D —2) } ) "),

0, usando el nimero cudntico orbital generalizado L, definido en (5.35),

1,(D)L,(D) > 16 [1 -

(2L +1)|m|
2L(L+1)— $(D—1)(D -3

2
1,(D)L,(D) > 16 [1 - )] 6%, (5.52)

donde se enfatiza el cardcter de incertidumbre de esta desigualdad. Ahora

queda usar la desigualdad de incertidumbre de tipo Heisenberg
D2
(r 0 = = (5.53)

para obtener finalmente la relacién de incertidumbre descrita en la ecuacién
(5.51). Para los estados s (i.e. [ = 0), las expresiones (5.41), (5.42) y (5.53)
nos conducen a la desigualdad I,(D)I,(D) > 4D?.

El uso del ntimero cuantico orbital generalizado L nos permite escribir

20+ D —-2=2L+1
y
(i+D—2) = i(2L—D+3)(2L+D— )= L(L+1)— i(D— (D —3),
por lo que la nueva relacién de incertidumbre puede ser expresada como

(2L + 1)|m|

IP(D)[’Y(D) > 4D* |1 — OL(L+1) — %(D— 1)(D —3)

(5.54)

Noétese que para los estados con nimero cuantico magnético m = 0, la
nueva relacién de incertidumbre resulta

I,(D)L,(D) > 4D? (5.55)

que se satura para el oscilador armonico isétropo en D dimensiones (véase
la Subseccién 5.3.8). Es muy posible que la desigualdad (5.55) sea de va-
lidez general; esto es, para potenciales no necesariamente de tipo central.
Finalmente, merece la pena destacar que la nueva relacién de incertidum-
bre (5.51) 6 (5.54) (i) generaliza la relacion I,(1)I,(1) > 4 recientemente
obtenida para las funciones de onda con simetria par en sistemas generales
monodimensionales [64] y (ii) se reduce a

1,(D)L,(D) > 36 {1 _ M]

20(1+ 1)

para sistemas tridimensionales, tal como ya ha sido demostrado en el capitu-
lo anterior [A2].
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5.3.5. Relacion de Heisenberg para potenciales centrales

El objetivo de esta subseccién es mejorar la relacién de Heisenberg D-
dimensional

iR > 2
>

para sistemas sometidos a un potencial central cualquiera. Hasta ahora sélo
se disponia de los valores explicitos del producto de incertidumbre de Hei-
senberg para varios sistemas tridimensionales con potenciales centrales es-
pecificos de forma conocida [120, 166, 188, 220]. Aqui, en esta memoria, se
demuestra que la relacién de incertidumbre de tipo Heisenberg para sistemas
D-dimensionales con potenciales centrales cualesquiera es de la forma

D\ 2
(r*)(p?) > <l - 5) : (5.56)
donde [ es el niimero cuantico orbital principal.
Para obtener la relacién (5.56) comenzamos por la siguiente desigualdad
[119] donde interviene la funcién de onda radial reducida ug;, solucién de la
ecuacién de Schrodinger (5.34),

o0 L+1 ?
/0 <u'El — j Uy —)\ruEl> dr >0, (5.57)

donde up; = ug(r) y A es un pardmetro real arbitrario. A continuacién
se tiene en cuenta que el operador gradiente en estos sistemas nos permite
escribir que

() = / gy (r) |2 dr + L(L + 1) (r™2). (5.58)
0
Esto, junto con la relacién de ortonormalidad (5.36), y que
o , 1
rug(r)ug (r)dr = —3 (5.59)
0

nos permite desarrollar la integral (5.57) para obtener la siguiente desigual-
dad cuadratica en A:

(rHA2 + (2L +3)A + (p*) >0,

donde el discriminante del polinomio de segundo grado en A que aparece en el
lado izquierdo de la desigualdad debe ser necesariamente negativo, evitando
asi que la expresién pueda tomar valores no positivos. Esta observacién (o, lo
que es equivalente, la optimizacion de esta relacién cuadratica con respecto
a A) conduce directamente a la expresion

2
(r*)(p?) > <L + g) : (5.60)
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que nos lleva a la desigualdad (5.56)

w02 (1+2)

una vez se tiene en cuenta la definicién (5.35) del nimero cudntico orbital
generalizado L.

Se observa que la nueva desigualdad (5.56) se reduce a la desigualdad
general ya conocida (5.53), para estados s, con lo que no se consigue una
mejora en las relaciones para estos estados. Sin embargo, la mejora es notable
para estados para los que [ > 0, al crecer la cota inferior como /2. Por otra
parte, los productos de incertidumbre (r2)(p?) calculados por varios autores
[120, 166,188, 220] para diferentes potenciales centrales especificos de forma
conocida satisfacen la nueva relacién de incertidumbre (5.56) aqui obtenida.

5.3.6. Mejora de las desigualdades radiales

En esta subseccion se mejoran las desigualdades halladas en la Subseccion
5.3.3 que ligan los valores esperados radiales ({p?), (r=2)) y ({(r?), (p~2)).
Ya se ha establecido anteriormente que el valor esperado (p?) puede ser
descompuesto para potenciales centrales de la siguiente forma

(p?y = Jr(D) + (1 + D — 2)(r~2), (5.61)

con la integral radial

Jr(D) = /OOO [Mfijm] 2 rP=Ldr. (5.62)

La no negatividad de esta integral nos llevaba directamente a la siguiente
desigualdad
(p*) > 1(1+D —2)(r2).

Y la correspondiente relacién en el espacio de momentos, siguiendo un pro-
cedimiento paralelo, es

(r®y > 1(l+ D —2)(p~2).

Estas dos iltimas expresiones pueden ser mejoradas si tenemos en cuenta
el cambio
Rpy — upy s upa(r) =P~V 2Re(r)

en la integral (5.62), lo que nos lleva a la siguiente expresién

Jr(D) = /000

= /Oo(u')%zr + i(D —1)(D - 3)(r72), (5.63)
0

D—1\?
(u')? + <—2 ) r2u% — (D — 1)r~tud| dr
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donde se ha usado la igualdad

o 1 o
/ rlud dr = —/ r~2u2dr,
0 2 Jo

y se ha supuesto que u(r) ~ r“*1 en r = 0 (lo cual implica que D > 2),

que ocurre para cualquier potencial central que cumpla que |V (r)| < Cr—2
cuando r — 0.

Entonces, sustituyendo el resultado dado en (5.63) en la expresion del
valor esperado (5.61), llegamos a

() = /Ooo(u')2dr - [l(l $D=9) 4 (D 1)(D - 3)] (r2).

Por tanto, teniendo en cuenta la no negatividad de la integral, podemos
escribir la desigualdad

(p?) > [1(1 +D—2)+ i(D —1)(D — 3)} (r=2).

Usando ahora el momento angular generalizado L dado por (5.35), se
obtiene que
(p?) > L(L+1)(r~2). (5.64)

Un procedimiento totalmente andlogo en el espacio de momentos nos
permite obtener que
(r*y > L(L+1)(p~3). (5.65)

Estas dos desigualdades (5.64) y (5.65) mejoran las correspondientes ex-
presiones (5.43) y (5.44), respectivamente. Sin embargo, puede obtenerse una
mejora ain mayor por medio de un procedimiento alternativo, radicalmente
diferente del usado anteriormente. Para ello, partiremos de la desigualdad
construida ad hoc siguiente:

/ <u' — —u) dr >0,
0 T

con A\ un parametro real. Desarrollando esta integral y usando las relaciones
(5.58) y (5.59), se obtiene la siguiente inecuacién en A

(PN — (TN + () — L(L+1)(r72) > 0.

La optimizacién en A de esta inecuacién (o, equivalentemente, la negatividad
del determinante secular asociado a ella) conduce a la desigualdad

2
(p?) > (L - %) (r2y. (5.66)
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La relacion conjugada correspondiente es

2
0= (Lrg) 67, (5.7

Y usando el ndmero cuantico [ en lugar de L, se tiene que

o = (142572) o

e = (1+2572) o

Las dos tultimas desigualdades para potenciales centrales resultan mas
precisas que las desigualdades para sistemas generales correspondientes de
Faris [84] y Pitt-Beckner [27,212,229], y las cotas inferiores encontradas en
las secciones anteriores. Ademads, extienden expresiones similares encontra-
das en la bibliografia [97,98,182,288].

5.3.7. Mejora de la relacién de incertidumbre

En base a los resultados obtenidos en las dos secciones anteriores, la
relacién de incertidumbre (5.51) 6 (5.54) que verifican las medidas de in-
formacién de Fisher de posiciones y momentos para potenciales centrales,
I,(D) e I,(D), puede ser mejorada en un doble sentido. La primera de estas
mejoras, descrita en la Subseccion 5.3.5 afecta a la relacion de Heisenberg
(5.53), que para potenciales centrales queda (5.60)

w02 (142)

El resultado de aplicar esta mejora sobre la desigualdad (5.52) es la relacién

2 2
1,(D)L,(D) > 16 [1 - LT 1;3@?;”_"1’)@ - 3)] (L + g) . (5.68)

0, usando el niimero cuantico orbital [,

Y im[12 2
(D)L (D) > 16 {1— (éll;;fD ?‘2) q <z+§> .

La segunda mejora, descrita en la Subseccién 5.3.6, afecta a las desigual-
dades radiales (5.43) y (5.44) que se hacen mas fuertes segin (5.66) y (5.67);

esto es
1 2
<L + 5) <T_2>,

) = (1eg) o)

SN
\L\D
v
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La aplicacién de estas nuevas desigualdades a las expresiones (5.41) y (5.42),
permite acotar las informaciones de Fisher en los espacios de posiciones y
momentos como sigue

L)z 4(1- 210 ) (5.69)

L(D) >4 (1 - 22L|T|1> (r?), (5.70)

que al ser combinadas se obtiene esta nueva relacién entre los productos de
Fisher y Heisenberg

2
1,(D)L,(D) > 16 (1 - M) ) ().

Finalmente, usando aqui la relacién de Heisenberg (5.56) para potenciales
centrales que acabamos de obtener, se llega a la nueva relaciéon de incerti-
dumbre

1,(D)L,(D) > 16 <1 _ 2m| >2 <L + §>2 (5.71)

o, usando el nimero cuantico orbital [,

(D)L(D) > 16 <1 _ %)2 <z + §>2.

Nétese que para | = 0, esta relacién toma la forma I,(D)I,(D) > 4D?,
cuya validez es posiblemente general, tal como hemos discutido al final de
la Subseccion 5.3.4.

5.3.8. Aplicacién a algunos sistemas elementales

En esta subseccién se calculan las informaciones de Fisher en los es-
pacios de posiciones y momentos para los dos prototipos mas prominentes
de sistemas D-dimensionales: el oscilador arménico isétropo y el atomo de
hidrégeno. Asi mismo, se realiza una comparacion entre las tres relaciones
de incertidumbre de Fisher dadas en las expresiones (5.54), (5.68) y (5.71),
para estos dos mismos sistemas. Recordemos aqui estas tres desigualdades:

(2L + 1)|m| B
1,(D)I,(D) > 4D? [1 M@ MDD 3| - K1(D),
2
(2L +1)|m| 3\*
1,(D)L,(D) > 16 [1 T I Do 3)] <L + 5) = Ky (D),

y

I,(D)L,(D) > 16 <1 _ 2ml )2 <L + §>2 = K3(D).
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Para facilitar la discusién, introducimos los cocientes =; entre estas cotas
inferiores K;(D) y el correspondiente producto de informaciones de Fisher
1,(D)I,(D): (D
YL C) B S

1,(D)Iy(D)
Se ha estudiado numéricamente la dependencia de estos cocientes con la
dimensionalidad y con el nimero cuantico principal para los estados del
oscilador y del dtomo de hidrégeno.

Oscilador armoénico isétropo

En este caso V(r) = w?r? (con masa igual a la unidad). Las auto-
energias de los estados vienen dadas por

E = (7] + g) w, (5.72)

con

D -3 D-3
n:n+T:2nr+l+TE2nr+L; n.=0,1,2,...,1=0,1,2,...

Para este sistema los valores esperados radiales (r=2) y (r?) tienen la
forma [78,79,223]

(r2) = 2[/20:— o )= (n + g) w, (5.73)

y los valores esperados en el espacio de momentos resultan ser (p®) = w®(r?),
por lo que

(p?) = 2L2+ ol ) = <77 + g) w. (5.74)

Entonces, la informacién de Fisher del oscilador arménico isétropo D-

dimensional en el espacio de posiciones es, segun las ecuaciones (5.41), (5.73)
y (5.74),

3 D
I,(D) = 4(n—|m| + E)w =4 (27% +1—|m|+ 5) w. (5.75)
De forma similar, segin teniendo en cuenta las ecuaciones (5.42), (5.73)

y (5.74), encontramos el siguiente valor para la informacién de Fisher en el
espacio de momentos del oscilador arménico D-dimensional,

D
I(D)=4 (77 — |m|+ g) wl=4 <2nr +1—|m|+ 5) wL.

Es interesante comprobar cémo para el estado fundamental (n, = [ =
m = 0) se tiene que I,(D) = 2Dw y I,(D) = 2Dw™t, por lo que el producto
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Figura 5.1: Cocientes Z;, i« = 1(+4), 2(0) y 3(x), entre las cotas inferiores y el
producto de incertidumbre de Fisher en funcién de la dimensién D para el estado
con numeros cudnticos (n,l,m) = (1,1, 1) del oscilador arménico.

de incertidumbre de informaciones de Fisher resulta I,(D)IL,(D) = 4D?. Por
tanto, la relacién de incertidumbre de Fisher (5.55) se satura en este estado
del oscilador arménico.

En cuanto a las relaciones de incertidumbre consideradas, el comporta-
miento de los cocientes E; (i = 1,2 y 3) como una funcién de la dimensién
D para el estado con ntimeros cuénticos (n,l,m) = (1,1,1) se muestra en la
Figura 5.1. En los tres casos el cociente crece monétonamente, i.e. las cotas
mejoran, conforme aumentamos D. Para un valor concreto de la dimensio-
nalidad, vemos como la tercera de las desigualdades es la mas precisa de
todas. Asi, =3 estd mucho maés cercano a la unidad que =1 y Z5, y se tiene
que Z3 — 1 en el limite D — oo. Este comportamiento asintético es muy
diferente para las otras dos cotas; para un valor de los nimeros cudnticos
(n,l,m), se tiene que Z; — (21_2‘;”‘)2 si D — oo, con ¢ =1y 2. Nétese que
sélo si se anula el nimero cudntico magnético (m =0), 212 — 1si D — oo,
mientras que para el estado (1,1,1) analizado aqui, 212 — % para valores
altos de la dimensionalidad.

Las Figuras 5.2a y 5.2b presentan los cocientes Z; (i = 1,2 y 3) para los
estados con numeros cudnticos angular y magnético [ = m = 1, en funcién
del nimero cuantico principal n para D = 3 y D = 30, respectivamente.
Fijando de esta manera la simetria de los estados (I y m permanecen cons-
tantes) y la dimensién D, los valores de las cotas Ki(D), Ko(D) y K3(D)
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también quedan fijados, y sélo el producto I,(D)I,(D) varfa con n. En los
tres casos, la dependencia de los cocientes =; con n es cualitativamente si-
milar pero cuantitativamente diferente. La precision de las desigualdades
empeora con el grado de excitaciéon de los estados, y en el limite de n — oo,
se tiene Z; — 0 para i = 1,2 y 3. Para D = 3, la tercera desigualdad (5.71)
muestra una pequena mejora con respecto a las otras dos, como se puede
comprobar en la Figura 5.2a. Por otro lado, el cociente =3 se reduce en mas
de tres 6rdenes de magnitud para los estados considerados en la grafica, des-
de Z3 = 0,31 a 10~ para los niveles con n = 0 y n = 40, respectivamente.
Sin embargo, para D = 30 la tercera relacién de incertidumbre (5.71) si pre-
senta una significativa mejora con respecto a las otras dos, como se puede
ver en la Figura 5.2b. De hecho, esta desigualdad casi resulta saturada con
=3 = 0,99 para el nivel con n = 0, decreciendo a partir de este valor. Para
el conjunto de estados considerados, Z3 se reduce en mas de un orden de
magnitud, con Z3 = 0,025 para el estado n = 40.

Atomo de hidrégeno

En este caso tenemos el potencial V() = 1/r. Las energias de los estados

ligados vienen dadas por
1

_2_772

donde 7 es el nimero cudntico principal generalizado

E = (5.76)

D -3
77:”+—2 ;o n=123,...

Los valores esperados radiales (r=2) y (r?) tienen la siguiente expresion
223]

2 1 1
—2 2 2re. 2
= ——; =-—n“l5n" —3L(L +1 1 5.77
R et ittt RS N X
y los valores esperados en el espacio de momentos (p~2) y (p?) vienen dados
por [272]
o 8n—3(2L+1) 1
2 2. 2y _ & .
(7)) = sl (p°) p (5.78)
Entonces, de acuerdo con las ecuaciones (5.41), (5.77) y (5.78), la infor-
macién de Fisher en el espacio de posiciones del hidréogeno D-dimensional

1,(D) = 4(p%) — 2m|(2L + 1){r~2) = %w —lml), (579)

que ha sido recientemente encontrada de diferente modo por Dehesa et al.
[61]. Ademads, nétese que para el dtomo de hidrégeno real (D = 3), se tiene
que I,(D) = 4(n — |m|)/n3, como ya se vio en la Seccién 5.2.
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Figura 5.2: Cocientes Z;, i« = 1(4), 2(0) y 3(x), entre las cotas inferiores y el
producto de incertidumbre de Fisher para los estados del oscilador arménico con
Il =m =1 en funcién del niimero cuantico principal n para las dimensiones D = 3

(a) y D = 30 (b).
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Por otro lado, de acuerdo con las ecuaciones (5.42), (5.77) y (5.78), la
informacién de Fisher en el espacio de momentos del dtomo de hidrégeno
D-dimensional es

L,(D) = 4(r*) = 2lm|(2L + 1)(p~?)
= 2°{5m? —3L(L +1) — [8n — 3(2L + 1)]|m| + 1},

que también ha sido hallada recientemente por otros medios [61]. Merece la
pena destacar que en el caso tridimensional se llega al conocido valor [A2],
ya obtenido en la Seccién 5.2.

I,(D) = 2n*{5n? = 31(1 + 1) — [8n — 3(20 + 1)]|m| + 1},

ya que los numeros cudnticos generalizados 1 y L resultan los familiares
numeros cuanticos n y [ para D = 3.

En este punto merece la pena destacar también que para | = n — 1
la precisién de las desigualdades (5.43) y (5.44) para este sistema mejora
cuando n crece

En cuanto a las relaciones de incertidumbre consideradas, en la Figu-
ra 5.3 se muestra el comportamiento de los cocientes Z; (i = 1,2 y 3)
como una funcién de la dimensiéon D para los niveles con numeros cuanti-
cos (n,l,m) = (2,1,1) del d&tomo de hidrégeno. Los resultados se asemejan
a los presentados para el oscilador armonico, véase la Figura 5.1. Las tres
cotas inferiores crecen con la dimensionalidad del sistema. De nuevo es la
tercera desigualdad la que ofrece mejores resultados, con =3 alcanzando rapi-
damente el comportamiento asintético de grandes valores de D, con Z3 — 1
cuando D — oo, indicando que la desigualdad (5.71) se satura en este limite
Los cocientes =1 y Z9, como en el caso anterior, tienden a (21_2—Lm|)2 cuando
D — oo, que es igual a % para el estado considerado, muy por debajo del
valor de Z3.

Como 1ltimo ejemplo se muestran, en la Figura 5.4, los cocientes Z;, con
1 =1,2 y 3, en funcién del niimero cuantico principal n para los niveles del
atomo de hidrégeno tridimensional con simetria angular m = [ = 1. Como
en el caso del oscilador, las tres cotas empeoran conforme aumenta el grado
de excitacion y tienen a cero en el limite de n — oo. K3(D) ligeramente
mejora los valores dados por K1(D) y Ks(D). De nuevo Z3 decrece en mas
de tres érdenes de magnitud para los niveles considerados, desde =3 = 0,21
a 0,18 - 1073 para los estados n = 0 y n = 40, respectivamente.

Finalmente, es de interés comentar que a partir de las ecuaciones (5.72)
y (5.75), y de las ecuaciones (5.76) y (5.79), la informacién de Fisher en el
espacio de momentos para los dos sistemas D-dimensionales del tipo V(R) ~
r® aqui considerados, tiene el siguiente comportamiento

I,(D) = aByr, + blml|n*~?

donde los parametros reales a y b dependen de la intensidad del potencial,
y donde se ha de tener en cuenta que £, va como ne—L
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Figura 5.3: Cocientes Z;, i« = 1(+4), 2(0) y 3(x), entre las cotas inferiores y el
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5.3.9. Desigualdades de Cramer-Rao de potenciales centra-
les

Una de las primeras aplicaciones que surgen de las desigualdades halladas
en las Subsecciones 5.3.6 y 5.3.7 es la mejora para potenciales centrales de
las desigualdades generales de Cramer-Rao (1.6) [56,74]

donde se ha tenido en cuenta que V, = (r?) y V., = (p?), debido a que para
sistemas centrales se cumple que () = (p) = 0.

De acuerdo con la expresion (5.69), la desigualdad de Cramer-Rao en el
espacio de posiciones puede acotarse inferiormente en la forma

Teniendo en cuenta ahora la relacién de Heisenberg D-dimensional (5.60),

se tiene )
2|m| 3
2
I,(DY>4(1—- ——— L+—=-1] .
6,0) 24 (1- ) (24 5)

De forma similar, teniendo en cuenta las expresiones (5.60) y (5.70), la
desigualdad de Cramer-Rao en el espacio de momentos es

o)z (1= ) (14 3) o8

Merece la pena comentar que estas nuevas cotas inferiores a los productos
de Cramer-Rao en los espacios de posiciones y momentos (i) son iguales a
D? para estados s (i.e. con [ = 0), y (ii) mejoran sustancialmente el valor
dado en (1.5) para sistemas generales.

5.3.10. Cotas a la energia cinética y a la susceptibilidad dia-
magnética

Las expresiones (5.69) y (5.70) junto con las desigualdades de Stam (1.9)
y (1.10) nos permiten acotar la energfa cinética del sistema T'(= (p?)/2)
tanto superior como inferiormente
1 1 2L+1
-I,D)<XT< -—————1T1,(D
glr(D) < _82L+1—ﬂm\A )
en términos de la informacion de Fisher en el espacio de posiciones; y el
valor esperado radial (r?) también se acota como

1

2L+ 1
. (D)

1
IL(D)<{(rP)<-__"“"°
AP S0 S o o
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en términos de la informacién de Fisher en el espacio de momentos. Ca-
be mencionar aqui que, al igual que (p?) controla la energfa cinética no-
relativista, asi también (r?) permite determinar varias magnitudes fisicas;
en particular, la susceptibilidad diamagnética del sistema y = —a?(r?)/6 ya
comentada con anterioridad.

5.4. Conclusiones

En este capitulo se ha estudiado la informacién de Fisher en los espa-
cios de posiciones y momentos de sistemas monoparticulares sometidos a
potenciales centrales. Esta medida tedrica de informacién, que mide cémo
se esparce una densidad de probabilidad mecano-cuantica, resulta estar es-
trechamente ligada a algunos funcionales de la densidad que describen pro-
piedades quimicas y fisicas de los sistemas. Es mas, la informacion de Fisher
permite cuantificar la concentracion de la densidad en los intervalos interno-
dales de la misma, proporcionando una medida del caracter oscilatorio de la
correspondiente funcién de onda, que esta estrechamente ligado al nimero
de nodos por unidad de longitud, y por tanto con la energia cinética local del
sistema. Esta propiedad de localidad es la que permite que la informacién
de Fisher ocupe un lugar uinico entre las demés medidas de informacién de
los sistemas fisicos, las cuales cuantifican meramente la distancia de espar-
cimiento global de la funcién de onda, y por tanto de la densidad del estado
mecano-cuantico del sistema que estemos considerando.

Se ha mostrado que la informacién de Fisher en el espacio de posiciones
tiene una expresién cerrada y simple en términos de la energia cinética y del
valor esperado radial (r=2), y que la informacién de Fisher en el espacio de
momentos puede asi mismo expresarse a través del valor cuadratico medio
del radio, (r?), y del valor esperado (p~2), que pueden medirse experimen-
talmente en sistemas atémicos y moleculares. Para estados con m = 0 estas
dos medidas de informacién son iguales a la energia cinética, salvo un factor
8, y al radio cuadratico medio, salvo un factor 4, respectivamente. Cabe
destacar que la informacion de Fisher no estd totalmente degenerada en el
nimero cudntico magnético m, ya que al contrario que la energia, no sélo
depende del par de ntimeros cuénticos (n, 1), sino también del valor absoluto
m|.

Partiendo de una desigualdad asociada a la funcién de onda radial se ha
encontrado una optimizacién de la relacién de incertidumbre de Heisenberg
para potenciales centrales D-dimensionales, donde la cota inferior presen-
ta ahora una dependencia cuadritica, {2, con el nimero cudntico angular.
Ademsds, también se han conseguido mejorar para potenciales centrales las
desigualdades de Faris-Pitt-Beckner.

A partir de todos estos resultados se ha obtenido una nueva formulacion
matemaética del principio de incertidumbre de la mecanica cudntica, si bien
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solamente para potenciales centrales, usando la informacion de Fisher como
medida de incertidumbre. La nueva relacién de incertidumbre dada por la
ecuacion (5.71) permite acotar inferiormente el producto de las informacio-
nes de Fisher de posiciones y momentos en términos de la dimensionalidad
y de los nimeros cuanticos angular y magnético del estado mecano-cuantico
del sistema que se esté considerando. Esta nueva formulacién matematica
del principio de incertidumbre es mas fuerte que la relaciéon de Heisenberg
basada en la desviacion estandar como medida de incertidumbre, y constitu-
ye una alternativa cualitativamente diferente a la relacién de incertidumbre
entropica que obtuvieron Beckner, Byalinicki-Birula y Myecielski utilizando
el concepto de entropia de Shannon. Al igual que esta nueva relaciéon de
incertidumbre, se ha optimizado la desigualdad de Cramer-Rao para poten-
ciales centrales D-dimensionales.

Estos resultados se han aplicado a los sistemas del atomo de hidrégeno y
el oscilador arménico isétropo. Merece la pena destacar que la informacién
de Fisher en el espacio de posiciones es, salvo un factor, igual a la energia del
sistema con un término correctivo de un orden menos en n que la energia.
Conjeturamos que este hecho podria ser vélido en otros sistemas centrales,
o al menos en aquellos cuyo potencial se expresa en términos de una po-
tencia de la coordenada radial. Ademads, se ha ilustrado numéricamente la
precision de la relacién de incertidumbre basada en la informacién de Fisher
(5.71) para estos dos mismos sistemas fisicos. Se ha comparado con las de-
sigualdades (5.54) y (5.68). En todas las situaciones consideradas la nueva
cota es mejor que las otras dos, con un factor de mejora que depende de la
simetria del estado concreto y de la dimensionalidad del sistema. La nueva
desigualdad se satura en el limite D — oo, mientras que este limite para las
otras dos depende del estado concreto considerado.

Entre los problemas atin no resueltos que estan relacionados con este
estudio cabe destacar (i) la demostracién de la relacién de incertidumbre
I,(D)L,(D) > 4D? para potenciales de cardcter no necesariamente central, y
(ii) el hallazgo de nuevas relaciones de incertidumbre basadas en las medidas
de informacién de Rényi y Tsallis para potenciales centrales que permitan
mejorar las relaciones generales correspondientes obtenidas por I. Byalinicki-
Birula [29] y Rajagopal [221] (ver también [103] y [144]), respectivamente.
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Capitulo 6

Acotacion de la energia
cinética para particulas
confinadas en potenciales
centrales multidimensionales

Summary: Lower bounds to the kinetic energy for
particles in central potentials

This chapter proposes an ad-hoc-inequality-based method to obtain lower
bounds to the particle kinetic energy under central potentials. Many authors
have found lower bounds of this type for three-dimensional general systems.
Some important instances are [97,98, 260, 288]:

T> %(7“_2>, (6.1)
T > %(r‘1>2, (6.2)
T> g% (6.3)
and
T> <T:> (1 - <8112>>2>_1. (6.4)

The new lower bounds found with this new method improve these re-
sults and many others related to central systems and generalize them to
D-dimensional systems; in addition they enable us to obtain many other
new inequalities. The starting point are integral inequalities of the type

o 2
/ (u};l —ar®ug — ArﬁuEl) dr >0,
0
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where u(r) is the reduced radial function of the system and «, 3, a, A are real
parameters. This kind of inequalities, conveniently developed, have allowed
us to obtain the following bound to the kinetic energy T in terms of the
radial expectation values (r*):

OT > L(L+1)(r=2) —a?(r?®) —aa(r®™ 1) — (r?YN2 — (B(rP~ 1) +2a(rPHo)) A,

The optimization of this bound with respect to A yields the inequality

1 D—-2\? _,
21 D—2\* _
T_2<l+ 5 > (r==),

for a = 0 and 8 = —1, that generalizes the bound (6.1) to D-dimensional
systems, and improves it for central potentials. Also, it gives e.g. the relation

1 D—1\* _,,
21 D—1\" _
T_2<l+ 5 ><7‘ ),

fora=L+ 1, a=—1and 8 =0, that generalizes and improves the bound

(6.2); and
1 D\? 1
> Z - -
T—2Q+2><ﬂ>

fora=L+ 1, a=—1and g =1, that generalizes and improves the bound
(6.3).

The optimization of the initial inequality with respect to A and a pro-
duces, e.g. the inequality

1 D-2\* 1 (r=2) (rhy2\
T>—-((l+——) — - -2 1-—
=5 ((1+757) -3) e+ 52 (- )
for « = —1 and (8 = 0, that generalizes and improves the bound (6.4).
Operating similarly with the starting integral inequality of the kind

o0
/ (W — ar®Inru — MrPuldr > 0,
0

new interesting lower bounds in terms of expectation values of the type
(r¥(In7)™) can be found. Some simple examples are

1 D—2\%? 1\ _ (r=1)2
TZ?(«* 2 >‘Z>“%+8wﬁw—wwm’

[(r~Y 4+ (20 4+ D — 1)(r 1Inr))?

and

= 8(In?7r)
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Taking into account the reciprocity between the position and momen-
tum spaces, and T' = (p?)/2, analogous inequalities can be obtained for the
expectation value (r?) after the interchange of coordinates r « p.

The contents of this chapter conform the following paper: J.S. Dehesa, R.
Gonzalez-Férez, P. Sanchez-Moreno and R.J. Yanez, Kinetic energy bounds
for particles confined in spherically-symmetric traps with non-standard di-
mensions, New J. Phys. 9 (2007) 131. Reference [AT7].

6.1. Introduccién

El estudio de las propiedades dependientes de la densidad de sistemas
monoparticulares, confinados en potenciales centrales D-dimensionales, tie-
ne hoy en dia un considerable interés debido a los nuevos sistemas mesoscopi-
cos de baja dimensionalidad (e.g. puntos y alambres cudnticos) [129] y los
recientes experimentos con sistemas bosénicos [7,104] y fermidénicos [73,148]
a muy bajas densidad y temperatura. Esto estd provocando un rapido desa-
rrollo de la teoria de funcionales de la densidad de particulas independientes
sometidas a potenciales centrales multidimensionales. Este capitulo se cen-
trara en la energia cinética.

Desde los trabajos de I. Waller [277], J.H. Van Vleck [273] y S. Paster-
nack [205] en los anos treinta hasta los recientes estudios de S.H. Dong et
al. [78,79], se han publicado numerosas relaciones de recurrencia de diversos
tipos para calcular valores esperados radiales de posicién y momento, e in-
cluso elementos de matriz para algunos potenciales especificos (e.g. oscilador
arménico, Coulomb, Kratzer,...) y, con menor frecuencia, para potenciales
arbitrarios D-dimensionales. Sin embargo, estos estudios requieren el cono-
cimiento de la forma analitica del potencial y también, a menudo, de los
autovalores energéticos.

Aqui se propone un método basado no en recurrencias sino en desigual-
dades que permite acotar la energfa cinética T (= (p?)/2) de un sistema
con un potencial central D-dimensional arbitrario, en términos de valores
esperados radiales de tipo potencia, (r¥), y/o logaritmico, (r*(Inr)™). Este
método, que sélo requiere el caracter esféricamente simétrico del potencial,
permite la determinacién explicita de cotas inferiores a la energia cinética en
términos de tales valores esperados radiales, de la dimensionalidad del siste-
ma y del niimero cudntico orbital [. Estas cotas mejoran sustancialmente las
correspondientes cotas existentes para sistemas generales, generan otra nue-
vas y generalizan varios resultados recientes sobre estos sistemas obtenidos
por otro tipo de métodos [31,228,229, 232, 233][A5].

Los valores esperados (r*) y (r*(Inr)™), y (p*) y (p*(np)™) pueden
medirse experimentalmente en la mayoria de los casos y/o se relacionan con
magnitudes fundamentales de los sistemas fisicos. En particular, los valores
esperados (p?) y (r?) se relacionan con la energfa cinética y la susceptibilidad
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diamagnética. Ademas, el valor esperado (r~2), como ya ha sido comentado
en la Subseccién 5.2.2, (i) acota rigurosamente la densidad de carga atémica
en el niicleo p(0) (p(0) < Z(r—2)/2r, donde Z es la carga nuclear) [139], (ii)
constituye la primera correccién a la energia cinética de un dtomo, o energia
de Weisziicker, (Ty > =5 (r~2)) [98], y (iii) para d4tomos neutros viene dado
por el limite [200]
) , 8E‘ll

=2
donde FEjq; es el primer estado con momento angular igual a [. En cuanto al
valor esperado (p~2), éste est4 relacionado con el perfil Compton isétropo
J(q) mediante la siguiente relacién

@4>:24mqﬁwm»—ﬂ@w%

en sistemas atémicos y moleculares [259]. Los valores esperados logaritmicos
(rk(Inr)™) y (p*(Inp)™) han sido analiticamente determinados para siste-
mas hidrogenoides D-dimensionales (D > 1) [195,285] y numéricamente
para todos los d&tomos neutros de la tabla periédica [8,9,216] para varios va-
lores de k. El valor esperado (Inr) es de especial interés porque (i) se puede
obtener de forma experimental mediante scattering de electrones [168], y (ii)
proporciona cotas precisas a la entropia de informacién atémica junto con
el valor esperado (Inr) [10]. Ademds, el momento logaritmico (r(Inr)™),
con m — 3, esta estrechamente relacionado con el fenémeno de coalescencia
entre electrones en dtomos y (Inr) acota inferiormente esta magnitud [156].
Los valores esperados también satisfacen una serie de interesantes desigual-
dades y relaciones de incertidumbre [8,9,216,228, 258].

Finalmente, cabe destacar que debido a la reciprocidad entre los espacios
de posiciones y momentos, las cotas para (p?) pueden ser transformadas
en cotas para (r?) a través del intercambio de magnitudes r « p en las
expresiones.

Este capitulo se estructura de la siguiente forma. En la Seccién 6.2 se
hace una revisién sintética de las cotas inferiores conocidas para la energia
cinética de sistemas generales (o sea, con potenciales de caracter no necesa-
riamente central) en términos de uno o dos valores esperados radiales (r¥).
En la Seccién 6.3 se describe el método de acotacién de la energia cinética
para sistemas moviéndose en un potencial central D-dimensional arbitrario
por medio de uno o varios valores esperados radiales (r¥). Aqui, tras la des-
cripcion de algunos aspectos de la dindmica monoparticular en potenciales
centrales en la Subseccion 6.3.1, se presenta el método propiamente dicho
en la Subseccién 6.3.2 que permite obtener las férmulas (6.17) y (6.18) que
proporcionan cotas inferiores éptimas con respecto a los pardmetros bésicos
Ay a, respectivamente. A continuacién se aplican estas expresiones genera-
les a varios casos particulares en las Subsecciones 6.3.3 y 6.3.4. Después, en
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la Seccién 6.4, se extiende el método general de acotacion descrito anterior-
mente con el fin de incluir también valores esperados radiales logaritmicos.
Finalmente, se particularizan los resultados generales obtenidos al oscilador
armonico isétropo y al dtomo de hidrégeno, los dos prototipos maés utiliza-
dos de sistemas fisicos, en la Seccién 6.5 y se dan algunas conclusiones en la
Seccién 6.6.

Los resultados obtenidos en este primer estudio han dado lugar al si-
guiente articulo: J.S. Dehesa, R. Gonzilez-Férez, P. Sinchez-Moreno y R.J.
Yanez, Kinetic energy bounds for particles confined in spherically-symmetric
traps with non-standard dimensions, New J. Phys. 9 (2007) 131. Referencia
[AT].

6.2. Cotas inferiores para sistemas generales

En esta seccién se hace una revisién de la cotas inferiores conocidas
hasta el momento de la energia cinética T' no relativista de una particula sin
espin, bajo la influencia de un potencial D-dimensional cuya forma funcional
es desconocida. Se tendran en cuenta sélo aquellos resultados relevantes para
el trabajo que se desarrollard en las secciones subsiguientes.

La energia cinética T puede acotarse inferiormente, segiin Lieb et al [261],
en términos de los momentos de frecuencia wy de la densidad de probabilidad
mecano-cuantica p(7)

wmnz/wmw%u (6.5)

también conocidos como momentos entropicos por su estrecha relacién con
algunas medidas tedricas de informacion como las entropias de Shannon,
Rényi y Tsallis [11,230]. Se ha demostrado [170,171] que

T > Kpwiy2/p)(p); (6.6)

con la constante

2
2rD D D
Kp= 22 (5 +1)] "
La constante para D = 3, K3 ~ 4,5578, se ha mejorado numéricamente hasta
4.789 [171]. Véanse las referencias [34, 172] donde se obtienen las mejores
constantes hasta la fecha, asi como [72].

Por otro lado, se ha demostrado variacionalmente [59] que los momentos
entrépicos (6.5) wg, s > 1, estdn inferiormente acotados en términos de los
valores esperados radiales
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de acuerdo con la expresién

<T6>s(a+D)—D

wi(p) = Fla B,5.D) [HW—D)D

para o > 3 > —D(s — 1)/s. Y donde la constante F(«, 3, s, D) viene dada
por

, (6.7)

( )25 1

{QpB[s(8+ D) - D/((a— B)(s—1)).25 —1/s — 1]}
[s(8 + D) — D]*(B+D)=D ] a=B

[s(a+ D) — D]S(a+D)_D )

F(a7 ﬁ? S’ D) =

(6.8)

donde Qp = 27P/2/T(D/2), y B(z,y) = T'(z)['(y)/T(z + y) es la funcién
beta expresada en términos de funciones gamma.

Las relaciones (6.6)-(6.8) permiten obtener la siguiente cota inferior a la
energia cinética

(r9)ya(+2/D) 2] 75
T > Cp(a, f) (ra\B+2/D)+2

con Cp(a, f) = KpF(a,B,s =1+(2/D), D), y paraa > 3 > —2D /(D —2).
A continuacion se muestran algunos casos particulares.

1. Cota en términos de (r?). Para a = 2 y 3 = 0, obtenemos

1

1 D2(D")D
Co20= 3 (5 e

con

En particular, para D = 3 se tiene

o

1
T23—33—~092867
16 95 (r?) (r?)

2. Cota en términos de (r~!). Paraa = 0y 8 = —1 se obtiene

T>Cp(0,-1)(r 12 D >2

w\»—A

con ,
DhYo(D -2
Cp(0.-1) = PP =2)
21+5D
En particular, para D = 3 se tiene
1

T> T
233

(r~1?% x 0,34668(r~1)?




6. Acotacion de la energia cinética en potenciales centrales 123

La precisién de estas cotas puede aumentar si mejoramos el valor de la
constante Kp [34,172]. De hecho, se conoce que

9 1
T> Y (6.9)
T> %(r_1>2, (6.10)

Y que

2 p—1y2\ 71
T> < 3 ) (1— <<T_2>>> , (6.11)

para sistemas tridimensionales de una sola particula, segin Yue-Janmim
[288], Gadre y Pathak [97,98], y Thirring [260], respectivamente. También
se conocen algunas cotas semiclasicas, basadas en el principio de méxima
entropia y/o conjeturadas, para sistemas de uno o varios electrones, véanse
las referencias [97,102,216-218, 255, 288].

Por otro lado, de la desigualdad de Pitt-Beckner [27,212] se deduce que
los valores esperados ((p®), (r~®)) estén relacionados por la desigualdad

T (D—i—a) 2
<pa> 2 2a ﬁ (T_a>; 0 S a < D
(=72
El caso particular en el que o = 2 proporciona la siguiente cota inferior
a la energia cinética:

3. Cota en términos de (r—2),

T>
por lo que para D = 3 se tiene [98, 28]

T> ()

6.3. Cotas inferiores en términos de valores espe-
rados radiales

En esta seccion se obtienen cotas inferiores 6ptimas a la energia cinética
en sistemas no relativistas de particulas confinadas en potenciales centrales
D-dimensionales, en términos de valores esperados radiales (r*). Se observa
cémo para los valores del niimero cudntico orbital [ = 0 y de la dimensién
D = 3, emergen algunas cotas inferiores validas para potenciales generales
no necesariamente centrales. La importancia de estas cotas proviene en parte
del hecho de que los valores esperados radiales de orden bajo que intervienen
en las mismas, pueden, bajo ciertas circunstancias, ser medidos mediante
experimentos a bajas o altas energias.
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6.3.1. Dinamica de sistemas centrales

La dindmica de un sistema de una sola particula en un potencial D-
dimensional central (con D > 2) Vp(r) ha sido ya discutida en la Subseccién
5.3.1, por lo que aqui sélo se recogen algunos aspectos de la misma para
facilitar la lectura de este capitulo. El sistema. esté controlado por la ecuacién
de Schrédinger,

Hﬁ% i W)} Up(7) = EpUp (i), (6.12)

en la que interviene el operador Laplaciano [21,53,136][A3] asociado al vector
posicién 7= (z1,...,zp) = (r,01,...,0p_1) = (r,Qp_1),

Ox? - or? r  Or r2 ’

N
5%52—2 0? D—13_A%_1

A%_l es el cuadrado del operador de momento hiperangular, que satisface
la ecuacién de autovalores

A%_ly{u}(QD_l) = l(l +D — 2)3/{“}(9[)_1).

El simbolo ) denota el arménico hiperesférico caracterizado por los D — 1

numeros cudnticos hiperangulares (I = py,p2,...,up—1 = m) = ({u}),
donde los primeros D — 2 son naturales con valores p; = 0,1,2,...,y up—1
es un entero, cumpliéndose la cadena de desigualdades p; > po > ... >

pp—2 > [up-1l.
Las autofunciones {¥p(7), Ep} se determinan por medio del Ansatz

B ug(r
() = ) Y (@),

mediante la cual la ecuacién (6.12) se transforma en una ecuacién diferencial
ordinaria en la coordenada radial r:
1 d?
_§W + Veff(T) uEl(r) = EDuEl(r), (613)

que es la ecuacién de Schrodinger radial reducida en D dimensiones. El
potencial efectivo es

I0+D—2) (D—1)(D—3)

Vig(r) = oo+ <7 +Vp(r)
_ 8_12 (D +20)* = 4(D +21) + 3] + Vp(r)
= LIy,

212
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donde el nimero cudntico orbital generalizado L se define como

D —
L=1+ 73 (6.14)

En este punto vale la pena realizar algunas observaciones importantes.
En primer lugar nétese que ademads de la fuerza proveniente de un poten-
cial externo Vp(r), aparecen otras dos fuerzas adicionales que actian sobre
el sistema: la fuerza centrifuga asociada con un momento hiperangular no
nulo, y una fuerza cudntica ficticia asociada al llamado potencial centrifugo
cuéntico (D — 1)(D — 3)/(8r?) con un origen puramente dimensional [240].
Este potencial se anula para D = 1 y para D = 3, es negativo para D = 2
y positivo para D > 4. Por tanto, esta fuerza cudntica “ficticia”’, que es
independiente del momento hiperangular y depende cuadraticamente de la
dimensionalidad, posee un caracter atractivo para en un sistema bidimen-
sional y es repulsiva para D > 4 [30, 31, 54, 55, 240]. En segundo lugar, el
potencial efectivo arriba descrito depende de D y de [ a través de la com-
binacién D + 21 [115,135,136]. Esto provoca un fenémeno de degeneracién
interdimensional, indicado en primer lugar por Van Vleck [274], que implica,
por ejemplo, que para un potencial arbitrario, las energias de los estados s
heptadimensionales sean las mismas que las de los estados p pentadimen-
sionales o que las de los estados d tridimensionales [115, 136]. En tercer
lugar, la ecuacién de Schrodinger (6.13) para un sistema D-dimensional es
formalmente la misma que la de un sistema tridimensional sustituyendo el
ntimero cudntico orbital por el nimero cuantico orbital generalizado dado
por (6.14). Esto implica la existencia de un isomorfismo [135,136] entre la
dimensionalidad y el nimero cuantico angular, de forma que D — D + 2 es
equivalente a [ — [ + 1.

Finalmente, nétese que las soluciones fisicas de la ecuacién de Schrédin-
ger (6.12) requieren que ug(r) tienda a cero cuando r tiende a cero o a
infinito. Es mas, las autofunciones radiales reducidas satisfacen que

/ u%l(r)dr =1
0

—

debido a la normalizacién a la unidad de la funcién de onda ¥ p(7)

6.3.2. Método general de acotacién

Consideremos ahora la siguiente desigualdad radial para la autofuncion
radial reducida ug; = upg(r):

oo 2
/ (u};l —ar®ug; — )\rﬁuEl> dr >0,
0
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donde v = ‘é—irf v «, 3,a, A € R. Desarrollando la integral, se obtiene que
A2(r20) — 2 [/ g (r)ulg (r)dr — a(rﬁ+a>] + 2T — L(L + 1)(r7?)
0
+ a2<r2°‘> — 2a/ r®up(r)uy (r)dr > 0,
0

donde T es el valor esperado del operador de energia cinética no relativista
T, T = (T), del sistema, y también se ha usado que [A5]

/OO [u’El(r)]2 dr = 2T — L(L + 1)(r~2), (6.15)

0

teniendo en cuenta la siguiente notacién para el valor esperado de f(r)
(f(r)) = (Wp(P)|f(r)|¥p () = /0 F(r)ugg (r)dr.

Considerando que

[e.e]
b,y
/ Pup (1) ug (r)dr = —§(rb h, (6.16)
0
donde se ha tenido en cuenta la condicién de contorno ug(r) ~ r“*! cuando

r ~ 0, se tiene que el pardmetro real b ha de satisfacer que b + 2L + 2 > 0,
por lo que se llega a la siguiente acotacién de la energia cinética

o7 > L(L+1)(r~2) —a?(r?) —aa(r™1) — (r2N2 — (B(rP~1) + 2a(rFT2)) N

La optimizacion de esta cota inferior con respecto a A nos lleva a

2
2T > L(L +1)(r %) — a*(r**) — aa(r*™ ") + [é<rﬁ_1> +a{rftoy|

(r28y | 2
(6.17)
para el siguiente valor del pardmetro A:
Ao = _L [ﬁ(rﬁ—1> + 2a<rﬁ+a>]
2(r2P) '

La desigualdad (6.17) es vélida paraa € R, a > —L — % yB3>—-L— %
Optimicemos ahora la cota inferior dada por la relacién (6.17) con res-
pecto al parametro a. Esto se obtiene para el valor

_ BT EI) — alr?P)(re )
2((r2f)(r2e) — (rfte)?)
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el cual arroja la siguiente cota inferior a 1" en términos de los valores espe-
rados radiales (r=2), (r@=1), (r2@), (rB=1), (r28) y (rotP).

2T > L(L + 1){r~?)
a(r20) (ro )2 4 BrA B (%) — 2a(re ) (r* )]
A[(r2P)(r2e) — (ro+0)2] ’

n (6.18)

71 3
que es vélida para « y 8 mayores que —L — 3.

A continuacién se describen algunos casos particulares relevantes donde
se optimiza sélo el pardmetro A (véase la Subseccién 6.3.3), o se optimiza
ademds el pardmetro a (véase la Subseccién 6.3.4).

6.3.3. Cotas inferiores 6ptimas en )\ pero no en «a

Estas cotas se obtienen de la relacién (6.17). Se dan tdnicamente las
correspondientes a tres valores concretos del parametro a debido a su interés
intrinseco.

1. La desigualdad (6.17) se simplifica cuando a?(r?®)+aa(r®~') se anula,
lo que ocurre para a = 0y a = —a(r®~1)/(r>®). En ambos casos se
llega a la cota inferior

2T > L(L+1){r %) +

Un caso interesante se obtiene para a = 0:

2 <7‘ﬁ_1>2
2T > L(L+ 1){r %) + Ty

Esta expresion extiende y mejora en potenciales centrales las cotas
tridimensionales y D-dimensionales de tipo similar obtenidas por di-
ferentes medios por varios autores [84, 98,170,190, 229, 233, 255, 288|.
En particular, esta desigualdad para = —1 arroja la mejor desigual-
dad existente entre los valores esperados (p?) y (r~2) recientemente
descubierta en [A6]:

oT > (L + %)2 (r72) = <l + ?)2 (r=2). (6.19)

Por otro lado, para a = —a(r®=1)/(r2®) se llega a

B4 (%) = 2a(re) (r+)?
[rP) (e |

2T > L(L + 1){r %) +
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que produce la siguiente cota inferior
_ 4 2)2 (rf=1)2
o > L(L+1) (2 + L D >2 6.20
> L+ 1)) + P (6:20)
paraa=—1,y
1 1 1
2T > (L + = | (r2 D>2
> (14 3) 07+ g + £
para o = 1 y f = —1, mejorando la desigualdad (6.19) aunque sin
llegar a mejorar la relacién (6.20). Ademés, para a = —1y =1 se
tiene 9 1
2T > ~—~ + L(L + 1)(r~2). 6.21
> G H UL+ DE (6:21)
2. La desigualdad (6.17) para a = L + 1 produce la expresién

2T > L(L+ 1)(r 2) — a(L + 1)(r*™ ) — (L + 1)2(r?)

_1 g B—1 L+1 B+a ?
Ty g LD
que para @ = —1 nos permite obtener la siguiente cota inferior en

términos de los valores esperados radiales (r®=1) y (r20):

o (rf1)?

1

para D > 1— (3, que extiende y mejora una serie de cotas variacionales
generales mencionadas en la Seccién 6.2. Asi, para 3 = —1 se obtiene
la cota inferior (6.19) ya discutida; y para § = 0,1y 2 se obtienen las
siguientes cotas

2T > (L +1)*(r 12 = (l + ?)2 (r=1y2, (6.22)

2T > <L+§>2<T—12>:<l+§>2%, (6.23)

2 (r)? D+1Y (r)?
2T > (L +2) <r_4>_<l+ 5 ><T_4>,

respectivamente, que generalizan a D dimensiones y mejoran varias
cotas similares obtenidas por diversos autores [27,84,98,217,255,288|
para sistemas generales tridimensionales monoparticulares. Simple-
mente destacar que casos particulares de estas expresiones son la rela-
cién de tipo Heisenberg D-dimensional (p?){r?) > D?/4 o la relacién

[\
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de Bialynicki-Birula et al [31] (p?) > (D—1)%(r~1)2 /4, que corresponde
a las desigualdades (6.9) y (6.10), respectivamente, para D = 3.
Finalmente, hay que destacar que la reciprocidad entre los espacios de
posiciones y momentos nos permite escribir las expresiones conjugadas
para todas las desigualdades arriba mencionadas. En concreto se tiene
que
(")

(p?°)
para D > 1 — 3, con lo que podemos obtener las relaciones

0% > (LR
2
0 = (p+g) 67,

para 0 =0y —1y D > 2, respectivamente. De nuevo, estas expresiones
mejoran las relaciones para sistemas generales existentes [97,98, 255,
288] en el caso de potenciales centrales y las extienden a sistemas D-
dimensionales.

(r¥) > ~(2L + B + 2)*

=~ =

v

6.3.4. Cotas inferiores optimas en \ y en «
Estas cotas se obtienen de la relacién (6.18).

1. Cota en términos de (r=2) y (r~!). Paraa = -1y 8 =0,

2 7"_2 7,—1 2
2T > (L + %) (r=2) + i% D >2 (6.24)

2. Cota en términos de (r=2) y (r?). Paraa =1y g = —1,

2 T_Q
2T > <L + %) (r=2) + W D >2 (6.25)
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3. Cota en términos de (r=2), (r) y (r

4. Cota en términos de (r=2), (r) y (r*). Paraa =2y 8 = —1,

2 P2\ (r)\2
2T > (L + %) (r=2) + z <T_§><T4>><_> ek D>3 (6.27)

5. Cota en términos de (r=2), (r), (r?) y (r*). Paraa =2y =0,

2T > L(L + 1){r %) + % D >3 (6.28)
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Las cotas (6.24)-(6.28) generalizan y mejoran las cotas inferiores D-
dimensionales (6.19) y (6.21). Es mas, la desigualdad (6.24) toma la forma

+1), _ r—2 pm1y2\ T

para sistemas tridimensionales, y se reduce a la cota de Thirring (6.11) para
el estado fundamental (I = 0). Las desigualdades (6.25)-(6.28) nos permiten,
de forma andaloga, encontrar las siguientes cotas inferiores:

re (e )

11
T> 1
—8(r?) — (r)?’
(r=2) 9
>
N G
Gk
Y 2
7>t (r)

207) — G

respectivamente, para sistemas tridimensionales centrales con [ = 0.
Teniendo en cuenta nuevamente la reciprocidad de los espacios de po-

siciones y de momentos, se obtienen correspondientemente las siguientes

cotas inferiores a (r?) en términos de los valores esperados (p*) con el entero
ke [-2,4]:

4 P2pt) 1|7
(p)?
y
<7"2> <p>2
(Y - @)

para potenciales centrales tridimensionales.
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6.4. Cotas inferiores en términos de valores espe-
rados logaritmicos

En esta seccién se obtienen cotas inferiores a la energia cinética de sis-
temas monoparticulares D-dimensionales con potenciales centrales teniendo
en cuenta ahora no solo los valores esperados radiales del tipo (r®), sino
también los valores esperados logaritmicos radiales del tipo (r®(Inr)*). Es-
to estd motivado por el interés de estas cantidades en la fisica atomica y
molecular [10,156, 195, 218].

Para hallar las cotas en términos de estos momentos logaritmicos, se usa
a continuaciéon una metodologia similar a la de la anterior seccién. Comen-
zamos con la siguiente desigualdad integral que satisface la funcién de onda
radial reducida del sistema,

o
/ [ —ar®Inrup — /\rﬁuElPdr >0
0

donde a, A, a y B son parametros reales.
Desarrollando esta integral y teniendo en cuenta las expresiones (6.15)
y (6.16) junto con la relacién

o o 1
/ r*Inr up ugdr = __<7=0f—1 Inr) — _<ra—1>’
0 2 2
se tiene que
2T > L(L+1)(r %) —a*(r**In’r) —aa(r* ' Inr)
—a(r* Yy = A2 %) — BAGPTY) — 2aA (TP 1), (6.29)
De esta expresién se pueden obtener un gran nimero de cotas inferiores,

segun los valores esperados en que estemos interesados. A continuacién se
muestran sélo algunos casos particulares.

1. Con 8 =0 y optimizando (6.29) respecto a A\ y a, se tiene

[(r=1) + a(r“=tInr))?
AA(reInr) ’

2T > L(L + 1){r %) +

donde
A(r®Inr) = (r**In%r) — (r*Inr)2.

Ademads, de esta expresién se obtiene

(1+ (Inr))?

2T > L(L +1)(r™?) + 4A(rInr)

paraa =1,y
2T > L(L + 1){r~%) + R
- 4A(Inr)

para a = 0.
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2. Con 8 = —1 y optimizando respecto a A y a se tiene la cota inferior

o> 70 [(2L prpy o U2y }

-4 (r=2)(r2In%r) — (Inr)2
paraa =1,y
(r?) I (r2)? |
2T > 2L+ 1) +
-4 ( ) (r=2)(r=2In%r) — (r—2Inr)2
para a = —1.
3. Con A =L+ 1, 8 =—1y optimizando respecto al parametro a, se

obtiene que

T2 et <r20‘11n2 m [(r* 1+ (2L + 2+ o) (r* ' Inr))?

Entonces, se obtienen las siguientes cotas:

1
2T > —————[1+ (2L + 3)(In 7))
> gyl 0+ 8) )]
paraa=1,y
1
2T > B 2L +2)(r tinr))?
> g )+ CLA 2 )
para o = 0.

4. Con A = 0 y optimizando respecto a a, se tiene

[(re=1) + a(re=tInr))?
4(r2«In? r)

2T > L(L+1){r %) +

Esta expresién nos lleva a

(1+ (Inr))?

2T > L(L+1)(r %) + 1022 r)

paraa =1,y

2T > L(L+ 1){r~2) +

para o = 0.
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6.5. Estudio de los resultados en algunos sistemas
elementales

En esta seccion se lleva a cabo una comparacion entre las seis cotas in-
feriores a la energfa cinética dadas en (6.19), (6.22)-(6.25) y (6.11), en los
dos prototipos mas importantes de sistemas D-dimensionales: el oscilador
armoénico isétropo y el dtomo de hidrégeno. Para facilitar nuestra discu-
sién, introduciremos los cocientes entre cada una de estas cotas y la energia
cinética:

1 1\?
= = — ([L+-= -2y <1
! 2T< 2> <L
— 1 2 —1\2
= = —(L+1 <1
2 2T( )< > 9

[1]
w
Il
N
~
_l_
|
N~
no
=
\9
L
A\
\.b—‘

) ) e 1 (r=2)(p—1)2
== o () 0 i <
1 1\? _ (r2)

5 = 5 <L+§> (r 2>+W]§1’

S O G Y SO U
= g () st

donde el dltimo cociente =g es valido sélo para dimensiéon D = 3. A conti-
nuacion se presenta un estudio numérico de la dependencia de estos cocientes
con la dimensionalidad y con el nimero cudntico principal para los dos sis-
temas considerados.

6.5.1. Oscilador armoénico isétropo

El potencial considerado es V(r) = %r? El comportamiento de los
cocientes Z; (i = 1,...,5) como una funcién de la dimensién D por el
estado con nimeros cudnticos (n,l,m) = (3,1,1) se muestra en la figura
6.1. En los cinco casos, los cocientes crecen mondtonamente, i.e. las cotas
mejoran conforme D aumenta. Los cocientes Z4 y Z5 dan el valor mas alto
para cualquier nimero de dimensiones, estando =, ligeramente por encima
de Z5, aunque ambos cocientes tienden al mismo valor en el limite D — oo.
El tercer cociente mas alto es Z; con un valor cercano a =4 y Z5. En el limite
D — oo todos los cocientes tienden a la unidad, i.e Z; — 1, independiente-
mente del valor de los nimeros cuanticos n, [ y m.

En la figura 6.2, los cocientes Z; (i = 1,...,6) se representan en funcién
del nimero cuantico principal n fijando D = 3 y los niimero cuanticos an-

gular y magnético [ = m = 1. En los seis casos todos los cocientes tienen un
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Figura 6.1: Cocientes Z;, i = 1 (O), 2(+), 3(MW), 4(0) y 5(x), entre las cotas
inferiores y la energia cinética para el oscilador armonico en el estado con ntimeros
cudnticos (n,l,m) = (3,1,1) en términos de la dimensién D.

comportamiento cualitativamente similar pero cuantitativamente diferente
en funcién de n, siendo monétonamente decrecientes conforme n aumenta.
Las desigualdades empeoran por tanto si el grado de excitaciéon crece, y en
el limite n — oo, Z; — 0 para i = 1,...,6. Con n = 0, la desigualdad se
satura con =3 = 1 y Z5 = 1 para estos dos cocientes, y casi se satura en
los casos de =5 ~ 0,91 y Z4 ~ 0,97. Sin embargo, para el rango de valores
de n considerado, los valores de =1, Z4 y Z5 decrecen casi dos érdenes de
magnitud, con Z; desde 1 a 0,018, para los estados con n = 0y n = 40
respectivamente; siendo los valores de estos tres cocientes los méas altos para
valores grandes de n, aproximéndose, ademas, asintéticamente entre si.

6.5.2. Atomo de hidrégeno

El potencial considerado es ahora V(r) = —1/r. En la figura 6.3 se
muestra el comportamiento de los cocientes Z; (i = 1,...,5) respecto a
la dimensionalidad D para los estados del atomo de hidrégeno con ntimeros
cuéanticos (n,l,m) = (3,1,1). La gréfica recuerda a la obtenida en el caso del
oscilador armonico, véase la figura 6.1. Todas las cotas inferiores crecen con
la dimensionalidad. De nuevo los cocientes =4 y Z5 tienden al mismo valor y
son los mas cercanos a la unidad, aunque ahora Z5 est4 un poco por encima
de Z4. También es =1 el que tiene valores méas cercanos a estos dos. En los
cinco casos, los cocientes rapidamente alcanzan el comportamiento asintético
para valores grandes de D, con Z; — 1 para D — oo, con independencia de
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Figura 6.2: Cocientes Z;, i = 1 (O), 2(+), 3(W), 4(0), 5(x) y 6(4A), entre las
cotas inferiores y la energia cinética para el oscilador armoénico en el estado con
nameros cuanticos [ = m = 1 y dimensiéon D = 3 en términos del ntimero cuantico
principal n.

los nimeros cuanticos n, [ y m.

Como tultimo ejemplo, en la figura 6.4 se muestra, para los niveles con
ntmeros cuanticos | = m = 1 y dimensionalidad D = 3, el comportamiento
de los cocientes Z;, 7 = 1, ..., 6, con el nimero cuantico principal n. Como en
el caso del oscilador arménico, las seis cotas empeoran con el grado de excita-
cién del sistema, y tienden a cero cuando n tiende a infinito. Para n = 2, los
cocientes =9 = 1 y Z4 = 1, indicando que las desigualdades correspondien-
tes (6.22) y (6.24) alcanzan la saturacién. De hecho, esto ocurre para todos
los estados con | = n — 1. Sin embargo, de nuevo para el rango de valores
de n considerados, los valores de =1, Z4 y =5 disminuyen casi dos érdenes
de magnitud, y también tienen un comportamiento asintético decreciente
similar para altos valores de n.

6.6. Conclusiones

Se ha estudiado la energia cinética en sistemas monoparticulares sujetos
a un potencial central con un ntimero de dimensiones arbitrario. Mas alld de
su interés fisico y matematico, este trabajo tedrico estd parcialmente moti-
vado por los recientes desarrollos experimentales sobre el enfriamiento por
evaporacion de sistemas de fermiones con interacciones débiles [73,148] en
trampas magnéticas. Estos experimentos han abierto la puerta al estudio del
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Figura 6.4: Cocientes Z;, i = 1 (O), 2(+), 3(W), 4(0O), 5(x) y 6(A), entre las
cotas inferiores y la energia cinética para el atomo de hidrégeno en el estado con
numeros cudnticos [ = m =1 y dimensiéon D = 3 en términos del niimero cuantico
principal n.



6. Acotacion de la energia cinética en potenciales centrales 137

confinamiento en D dimensiones de gases fermionicos en trampas atomicas
con simetria esférica. Esta es una razon relevante para el desarrollo actual de
la teoria de funcionales de la densidad para particulas independientes sujetas
a potenciales centrales en un nimero no-estdndar de dimensiones [142,190].

Se han obtenido cotas inferiores rigurosas a la energia cinética que de-
penden de los niimeros cudnticos orbitales correspondientes, de la dimensio-
nalidad y de uno o mas valores esperados radiales y logaritmicos. También
se cumplen las relaciones conjugadas asociadas; asi, la susceptibilidad dia-
magnética del sistema (que, salvo por un factor, es igual a (r?)) estd acotada
por medio de uno o méas valores esperados radiales y logaritmicos en el espa-
cio de momentos. Estas cotas son éptimas en el sentido que se considera en
la seccion 6.3, por lo que extienden y mejoran para los sistemas centrales las
existentes en la literatura para sistemas generales. Ademas, estas relaciones
paral =0y D = 3 proporcionan cotas inferiores validas a la energia cinética
de particulas sometidas a potenciales no necesariamente centrales.
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Dimeros alcalinos en campos
eléctricos.
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Capitulo 7

Aspectos teoricos de la
dinamica de dimeros
heteronucleares en presencia
de campos eléctricos

Summary: Theoretical aspects of the dynamics of
heteronuclear dimers in electric fields

The rapid development of the experimental techniques to obtain ultra-
cold molecules has culminated in the creation of the first Bose-Einstein con-
densates for homonuclear molecules in 2003 [116,149,291]. Major efforts are
undertaken to create ultracold gases of heteronuclear dimers [202,203] with
the ambitious goal of the production of polar condensates. For these systems,
it is expected that their strong, anisotropic and long-range dipole-dipole in-
teraction will give rise to a wealth of intriguing phenomena. In addition,
the interaction of their permanent dipole moment with external fields ena-
bles the control and manipulation of ultracold collisions and cold chemical
reactions [164,165,265], and the creation of exotic coupled molecular com-
plexes [19]; moreover there are proposals of their potential use for quantum
computing [75,287].

In this context the influence of external fields on molecules is of utmost
importance: cooling, trapping, guiding and manipulating atoms and molecu-
les is done by applying suitable electric, magnetic or electromagnetic fields.
Also they are ubiquitous due to the trapping potentials which in many ca-
ses strongly influence the rotation-vibration dynamics of the molecule. The
perspective of having available molecules prepared in single pure states offers
also the possibility to perform a detailed spectroscopic analysis, to control
the total motion of the molecules and therefore to probe and understand
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chemical reaction mechanisms in detail.

Even more, external fields play a key role in the control of molecular
rotational and vibrational dynamics. In particular, electric fields offer the
possibility to alter the internal structure and dynamics of molecules, and one
of the most remarkable features is the occurrence of pendular states [152],
which are aligned and/or oriented along the field axis. Each pendular state
is a coherent superposition of field-free rotational states corresponding to a
librational angular motion around the field direction.

The aim of the present work is to investigate the rovibrational motion
of heteronuclear dimers in an external homogeneous time-dependent electric
field. In this chapter we introduce our rovibrational Hamiltonian and briefly
discuss some specifics of our computational method.

A complete description of the dynamics of a molecule in an electric field
should include not only the kinetic energy of the electrons and nuclei, the
Coulomb and electric field interactions, but also relativistic corrections such
as spin-orbit, spin-spin or hyperfine coupling terms. For spin singlet elec-
tronic states possessing a vanishing orbital angular momentum these in-
teractions are of minor relevance and can be neglected. We use the Born-
Oppenheimer approximation to derive the nuclear equation of motion in
the presence of the field; moreover, we consider only the regime where per-
turbation theory holds for the description of the electronic structure but
a nonperturbative treatment is indispensable for the corresponding nuclear
dynamics. The time dependent Schrodinger equation of the nuclear motion

is given by
L oY

H'lp:Z E

(7.1)

with the rovibrational Hamiltonian

o [ ,0 J?
=5 mor (R @) 5 )
— D(R)(F.(t) cos§ + F,(t)sinfcos ¢). (7.2)

where R and 6,¢ are the internuclear coordinate and Euler angles, res-
pectively. p is the reduced mass of the nuclei, J (0, ) the orbital angular
momentum, £(R) represents the field-free electronic potential energy curve
and D(R) the electronic dipole moment function. F,(¢) and F,(t) are the
strength of the electric field at time ¢ in the & and 2 directions, respectively.

In the field-free case each state is characterized by its vibrational, ro-
tational and magnetic quantum numbers (v, J, M). In the presence of an
electric field parallel to the Z-axis in the laboratory frame, only the mag-
netic quantum number M is conserved, and the time-dependent equation
of motion has to be solved in the (R,#)-space. If the molecule is exposed

to a combination of perpendicular electric fields, oriented along the & and
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Z-axes in the laboratory frame, the system does not have any symmetries.
Hence the time-dependent equation of motion has to be solved in (R, 6,¢)-
space. For simplicity reasons, we will refer to the electrically dressed states
by means of the vibrational and rotational quantum numbers (v, J, M) of
the corresponding field-free levels.

In the framework of the rigid rotator approach, the rovibrational Hamil-
tonian (7.2), taking a time-independent field parallel to the Z-axis, reduces
to

72

= ——— — D F 0,
ZMqu oqF =~ COS

Hgr

where R.q and D, are the equilibrium internuclear distance and the corres-
ponding dipole moment. For diatomic molecules this rigid rotator Hamil-
tonian is integrable and it was solved numerically at the beginning of the
seventies by K. von Meyenn [276].

Recently, the effective rotor approach has been derived. This approxi-
mation goes beyond this rigid rotor description and performs an adiaba-
tic separation of the rotational and vibrational motions, assuming that the
energy scales associated to them differ by several orders of magnitude. It
is further assumed that (for certain molecules) the influence of the electric
field on the vibrational motion is very small, and can therefore be descri-
bed by perturbation theory. The effective rotor Hamiltonian describing the
rotational motion of the molecular system takes the form

1

H,=—
v 2%

(RO 72 L EO) — (D(R)YO(F, cos 0 + Fysinfcosp), (7.3)

where the expectation values (R‘2>,(,0) and <D(R)>,(,O) are computed with the
field-free vibrational wavefunctions of the (,0,0) state. The main advan-
tage of this approach compared to the traditional rigid rotator one is that
it involves specific characteristics of each vibrational state and it is capable
of describing the complete spectrum exposed to the external field, specially
highly excited rovibrational states.

The time-dependent Schrodinger equation for the rovibrational motion
has been solved by a computational algorithm, which combines the split
operator method, the fast Fourier transform, as well as discrete variable and
finite basis representations applied to the time, vibrational and rotational
coordinates, respectively. If we consider a small enough time interval the
Hamiltonian can be taken as constant, and a formal solution of the equation
of motion (7.1) is given by

Bl 6.0, + A1) =exp | O 0,00,



144 7.1. Introduccién

The time-evolution operator is approximated by the split operator scheme

[—z‘H;lt)At} - [—z’VAt] . [me}

P 2h oh
» —iJ2At oy [ Z LAt
PR | 2h
VA
xexp[ v t} +ol(an?,

where Ty, is the vibrational kinetic energy operator and
V =¢(R) — D(R)(F.(t)cos 0 + F(t)sin 6 cos ¢).

The action of the exponential of the vibrational kinetic energy on the wave-
function by means of the fast Fourier transform of the wavefunction reduces
to a multiplication in the momentum space. To evaluate the action of the
rotational kinetic energy two cases have to be distinguished. In the first one,
when the electric field is taken parallel to the Z-axis, the finite basis is for-
med by the Legendre polynomials. Whereas in the second one, when the field
has components along the & and Z-axes, the spherical harmonics form the
corresponding basis. The action of this operator is carried out in both cases
in a similar way, by transforming the discrete variable representation wave-
function to its finite basis representation, multiplying by the diagonal value
of the exponential operator exp{—ij(j + 1)Ath/2uR?}, and transforming it
back to the discrete variable representation.

7.1. Introduccion

En los dltimos afios la fisica de atomos y moléculas ultrafrios se ha con-
vertido en una pujante area de investigaciéon de gran interés cientifico y
tecnoldgico. En particular, la produccién de condensados Bose-Einstein mo-
leculares en 2003 [116,149,291] por medio de resonancias Feshbach ha hecho
que el estudio de tales sistemas sea actualmente una piedra angular de la
moderna fisica atomica y molecular, debido no solamente al caracter fun-
damental de los fenémenos mecano-cuanticos que presenta sino también a
las nuevas e interesantes aplicaciones tecnolégicas de los sistemas ultrafrios.
Estas incluyen desde la dindmica de reacciones quimicas de sistemas en es-
tados bien definidos [24, 36, 227], la dindmica de colisiones entre moléculas
ultrafrias [20,151,165], efectos cuénticos moleculares colectivos [132,140], la
espectroscopia de alta resolucién y precision, la obtencion del laser molecu-
lar, hasta incluso la computacién cuantica [75,287].

Un interés especial merece el estudio de moléculas polares ultrafrias y
la posibilidad de crear gases cuénticos ultrafrios [1,202,203]. Debido a los
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momentos dipolares eléctricos permanentes de las moléculas que los cons-
tituyen, las interacciones intermoleculares son anisétropas y de largo al-
cance, introduciendo por tanto propiedades excepcionales para los corres-
pondientes gases cuanticos. De hecho, esta interaccién dipolar-dipolar da
lugar a fenémenos inusuales de muchos cuerpos, y ademas la interaccion de
estos dipolos con campos eléctricos externos proporciona una herramienta
para manipular diferentes procesos fisicos que tienen lugar en el régimen
ultrafrio. Se ha demostrado que reacciones quimicas y colisiones entre pa-
res frios y ultrafrios se pueden controlar usando campos electromagnéticos
externos [164] Un estudio tedrico de colisiones dtomo-molécula en campos
eléctricos y magnéticos ha demostrado que su orientacién e intensidad afecta
a la dindmica de relajacién de espin [265]. Al mismo tiempo, se ha estudiado
cdémo la interaccion durante la colision de los dtomos de Li y Cs ultrafrios se
puede incrementar por medio de un campo eléctrico de intensidad modera-
da [165]. Por otra parte, un andlisis de la interaccién de moléculas polares,
tales como RbCs y KRb, con redes épticas y campos de microondas sugiere
la posibilidad de atrapar dimeros polares en una red o incluso de realizar
puertas légicas cudnticas moleculares [162].

La influencia de campos externos en sistemas moleculares es de gran im-
portancia en esta nueva rama de la fisica, dado que el enfriamiento, la guia,
el atrapamiento y la manipulaciéon tanto de dtomos como de moléculas se
realiza normalmente mediante la aplicacion de campos eléctricos, magnéti-
cos o electromagnéticos. En la actualidad se utilizan varias técnicas experi-
mentales para la obtencién de moléculas frias y ultrafrias, las méas usadas
son (i) la fotoasociacién de dos dtomos ultrafrios por medio de un campo
laser [150], (ii) el uso de un campo magnético para cruzar una resonancia ti-
po Feshbach [159]; (iii) los desaceleradores de Stark con una serie de campos
eléctricos oscilantes [28]. El objetivo final es preparar moléculas en estados
cuanticos bien definidos, i.e., controlar sus movimientos de centro de masas,
electrénico, rotacional y vibracional.

Por otro lado, la estructura interna y la dindmica de las moléculas, tam-
bién se ve afectada de forma significativa en presencia de campos externos.
Uno de los fenémenos més interesantes es el de la creaciéon de estados pen-
dulares [152], orientados y/o alineados a lo largo de la direccién del campo.
Cada estado pendular es una superposicién coherente de estados rotacionales
propios del sistema en ausencia de campo, correspondiente a un movimien-
to angular de libracién en torno a la direccién del campo. A comienzo de
la década de los noventa estos estados fueron preparados experimentalmen-
te [35,94,174] y se realizaron un gran nimero de estudios tedricos, véanse
por ejemplo los articulos [95,96], y las referencias ahf incluidas. Sin embar-
go, actualmente el interés en este campo no ha decrecido a juzgar por las
dos recientes monografias [252] y [242], y el gran niimero de investigaciones
que hoy en dia se llevan a cabo sobre el tema. La alineaciéon y orientacion
alcanzada por un dimero polar expuesto a campos electrostaticos puede ser
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incrementada significativamente si se usan pulsos ldser no resonantes adi-
cionales [45]. De forma tedrica se ha demostrado que es posible alcanzar un
control 6ptimo de la orientacién y alineacién molecular y su persistencia en
ausencia de campo por medio de una combinaciéon de pulsos laser cortos,
e.g. un tren de pulsos de semiciclo, diseiada por diferentes algoritmos o
también mediante una aproximacion del sistema consistente en un modelo
de dos tnicos niveles, [76,77,191, 236, 253]. Recientemente, ha habido una
gran cantidad de estudios experimentales y tedricos para obtener un con-
trol cuantico sobre la dindmica molecular mediante la aplicacién de pulsos
laser [38,246,249]. En particular, se ha propuesto la alineacién a través de
un campo intenso como posible herramienta para implementar puertas 16gi-
cas cudnticas usando estados vibracionales de moléculas diatémicas [246].
Es mas, un conjunto de estos modos vibracionales podria proporcionar un
procesamiento completo en computacion cuantica a través de la interaccién
con pulsos laser especialmente disenados y con una duraciéon del orden del
femtosegundo [256].

Todos estos estudios demuestran que los campos externos son una he-
rramienta extremadamente versatil tanto para la manipulacién como para
la creacién de moléculas frias y ultrafrias. En los ultimos anos nuestro grupo
de investigacion ha llevado a cabo una serie de trabajos sobre el espectro y
dindmica rovibracional de una molécula diatémica heteronuclear en presen-
cia de un campo eléctrico, y se han analizado en detalle diferentes fenémenos
fisicos. En primer lugar se obtuvieron las aproximaciones del rotador efec-
tivo y adiabdtico que permiten describir la influencia del campo eléctrico
en la dinamica rovibracional de aquellos dimeros en los que se puede se-
parar adiabaticamente los movimientos rotacional y vibracional [110, 111].
En particular, se encontraron varias situaciones fisicas en las que el campo
eléctrico tenia cierto impacto en el movimiento vibracional. Por otro lado,
se mostré que un campo eléctrico estatico induce cruces evitados entre nive-
les rovibracionales de la misma simetria, dando lugar a estados moleculares
muy distorsionados y asimétricos, que incluyen efectos de localizacién muy
pronunciados en las densidades de probabilidad [112]. Para la molécula de
LiCs se ha realizado un exhaustivo anédlisis de la influencia del campo en
su espectro rovibracional y en las probabilidades de transicién radiativas
y vidas medias debidas al proceso de emisién espontdnea [108,193]. Se ha
comprobado que dentro de una banda vibracional los niveles completamente
polarizados en momento angular son los més afectados por el campo eléctri-
co. Por tltimo, se ha investigado la formacion de dimeros polares ultrafrios
en su estado electrénico fundamental por medio de la emisién inducida de
un unico fotén en presencia de un campo eléctrico adicional [109, 113]. Se
ha demostrado cémo en este proceso tanto las razones de fotoasociacion
como el estado rovibracional final de estas moléculas puede ser manipulado
y controlado por medio de este campo estatico adicional.

La tercera parte de esta Tesis constituye una prolongacion natural de la
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linea de investigacién que este equipo estd desarrollando en la actualidad,
y en la que se estdn obteniendo numerosos e importantes resultados. En
este trabajo, vamos a investigar la dindmica rotacional de un dimero polar,
como ejemplo se tomard la molécula de LiCs, en presencia de un campo
eléctrico dependiente del tiempo. En primer lugar, vamos a considerar un
encendido y apagado exponenciales del campo paralelo al eje z del sistema de
referencia del laboratorio. Posteriormente se implementard una combinacién
de dos campos, ambos dependientes del tiempo y perpendiculares entre si. Se
investigara la hibridacion del momento angular y la orientacién del sistema
tanto en el régimen de intensidad del campo constante como una vez éste
ha sido apagado.

En este capitulo se recogen los aspectos tedricos y computacionales nece-
sarios para llevar a cabo este estudio. En la Seccién 7.2 se muestran los pasos
més importantes para derivar el Hamiltoniano rovibracional de la molécu-
la sometida a una combinacién de campos eléctricos perpendiculares entre
si y dependientes del tiempo. A continuacién, en la Seccién 7.3 se presen-
tan las aproximaciones del rotador rigido y rotador efectivo, que permiten
simplificar la descripcién del efecto del campo en la molécula, restringiendo
el estudio a la dindmica rotacional. La Seccién 7.4 estd dedicada al andlisis
de las propiedades principales del método computacional hibrido emplea-
do para resolver la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo de este
sistema. Este algoritmo computacional combina la técnica del operador divi-
sién, la transformada de Fourier rapida, y las representaciones en base finita
y en variable discreta en las coordenadas temporal, vibracional y rotacional,
respectivamente. Finalmente, se discuten algunas de las caracteristicas de
los calculos computacionales llevados a cabo en este trabajo.

En este iltima parte de la tesis se han combinado dos tipos de unidades.
Por un lado, el tiempo se ha expresado en segundos. Debido a las escalas
de tiempo que caracterizan estos sistemas se utiliza un submultiplo del se-
gundo, bien picosegundos (ps) o femtosegudos (fs). Mientras que el sistema
de unidades atémicas se ha empleado para el resto de magnitudes. En estas
unidades la masa del electrén, la carga del protén y la constante de Planck
son iguales a la unidad m. = e = h = 1. Asi la energia se mide en Har-
trees, siendo 1 Hartree= %2771@62 = 27,21 eV, la longitud en términos del

radio Bohr ag con ag = amec = 0,529177 - 10719 m, el momento angular en

unidades de h = 6,582119 - 10'6 eV's, y la intensidad del campo eléctrico en
3,2 .3

unidades de Fy = == = 5,142 - 10" V/m. Donde a = 1/137,036 ¢s la

constante de estructura fina, que en unidades atémicas es la inversa de la

velocidad de la luz en al vacio, i.e. a = ¢ L.
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7.2. El Hamiltoniano rovibracional

En este trabajo se estudia la influencia de un campo eléctrico, homogéneo
y dependiente del tiempo en la dindmica rovibracional de una molécula
diatémica y heteronuclear en el estado electrénico fundamental con simetria
1Y+, En esta seccién se deriva el Hamiltoniano que representa la dindmica
nuclear de este sistema, para ello suponemos inicialmente que estd sometido
a un campo eléctrico estatico, y posteriormente se generalizara para campos
dependientes del tiempo.

Una descripcién completa de este sistema ha de incluir junto a la energia
cinética T de los nucleos y electrones, las interacciones Coulombiana Vi y
con el campo externo Vp, correcciones relativista tales como las interac-
ciones espin-espin y espin-érbita, y el acoplamiento hiperfino. Sin embargo,
para estados electronicos singlete de espin con momento angular nulo es-
tas correcciones son muy pequenias y pueden despreciarse. Por tanto, en un
sistema de referencia fijo en el laboratorio, el Hamiltoniano tiene la forma

H=T+Vc+Hy, (7.4)
con la energia cinética
R 1y B ey
T'=—— E —V —— E _
2 =1 Ma Ta 2m0 i=1 VT,/L’

la interaccién electrostatica

AV
Vo = 21229 26

a5 3) 3t

a=1i=1 i>7

y por ultimo, usando la aproximacién dipolar, la interacciéon con un campo
viene dada por

2 n
Vi =—eF Y Zafa+eF Y 7
a=1 i=1

donde F = (Fz, Fy, F.) representa el vector de intensidades del campo. En
las expresiones anteriores se ha empleado la siguiente notacion, M, eZ,,
To Y ﬁm, con @ = 1,2, son la masa, carga, vector posicion y gradiente
del_)mismo del nicleo a-ésimo, respectivamente. Analogamente, m,., —e, 7;

y V,, con i = 1,...,n, son la masa, carga, vector posicién y gradiente
del mismo del electron i-ésimo, respectivamente. Las normas de vectores
Tai = |Ta — Ti|, 735 = |Ii —Tj| y R = | — 73|, respresentan las distancias

electrén-electrén, electrén-nicleo, y nicleo-nticleo, respectivamente. Nétese
que se usan indices griegos («, ) para identificar los niicleos, e indices latinos
(i,j) para los electrones.
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La complejidad del Hamiltoniano (7.4) hace que, salvo para las molécula
H, y el ion molecular HJ, sea muy complicado resolver la correspondiente
ecuacién de Schroédinger y sea necesario recurrir a una serie de aproximacio-
nes que permitan simplificarla. Con tal fin se realizan las transformaciones
del sistema de coordenadas que se indica a continuacién.

En primer lugar, se traslada el origen del sistema de referencia fijo en
el laboratorio al centro de masas de la molécula. Asi en el Hamiltoniano se
puede separar el movimiento que involucra los grados de libertad internos
del movimiento de centro de masas. Este tltimo sélo involucra la energia
cinética traslacional y se corresponde con el movimiento de una particula
libre. El problema se reduce al estudio del movimiento interno o relativo del
sistema.

Seguidamente, se hace una transformacién de coordenadas al sistema de
referencia fijo en la molécula cuyo origen coincide con el centro de masas
de los nicleos y el eje Z es paralelo al eje internuclear. En este sistema de
referencia, las coordenadas de los electrones son §; = (%;,7;, %) y las de
los ntcleos ﬁa. Los angulos de Euler (0, ¢) especifican la orientacién de
este sistema de referencia con respecto al fijo en el laboratorio, y varian
entre 0 y m y 0 y 2w, respectivamente. Con el fin de facilitar la separacion
del movimiento nuclear y el electréonico por medio de la aproximacion de
Born-Oppenheimer, se describe el movimiento nuclear con los angulos de
Euler y la distancia internuclear o coordenada vibracional R = ]R\ con
R = R1 — R2 Por tanto, el sistema de coordenadas fijo en la molécula
viene dado por (R,0,¢,351,...,5,). Los detalles de como llevar a cabo estas
transformaciones se pueden encontrar en la referencia [41].

En el sistema referencia fijo en la molécula, la energia cinética toma la
forma

T =T+ Ty + Trota

donde el primer término es la energia cinética de los electrones

2
Tez‘gf:nezﬁgi M1+M2 ZZV&

i=1 i=1 j=1

el segundo es la energia cinética vibracional

2o (0
TVib - _2/I/R2ﬁ (R ﬁ)?

siendo i la masa reducida de los nicleos; y el iltimo sumando da cuenta del
movimiento rotacional de la molécula
1

1 9, 1 ?
M (ih——Ly — . L:
2uR? (Z sin @ 0¢ T a0 > *

1 0 . 0
—I—M (—zh% — Ly> sin (—zh% — Ly>] ,

Trot =
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donde los operadores Lz, Ly y Lz son las componentes del momento angular
electronico en el sistema de coordenadas fijo en la molécula.
El potencial Coulombiano se transforma en la siguiente expresion

Vo =VE +VE,
donde el primer sumando es la repulsién entre los nicleos

AV A
R b

VE =

y el segundo V& incluye la repulsién entre los electrones y la atraccién
electrén-nticleo.

Por 1ltimo, la interaccién con el campo eléctrico Ve toma la siguiente
forma

Ve =Va+ VY,
donde .
VE=cF Y5
i=1
o My Zy — MyZy
VN =eF R :
F ¢ My + M,

y F= (Fz, Fy, Fx) son las coordenadas del campo eléctrico en el sistema de
referencia fijo en la molécula.
Asi, el Hamiltoniano total queda

H =T, + Tyt + Tyt + VE+VE +VE+VE. (7.5)

La atraccién Coulombiana entre los nicleos y electrones permite la unién
de los atomos para formar la molécula al mismo tiempo que impide poder
separar los movimientos electrénico y nuclear en este Hamiltoniano. Esta
separacion es posible si se usa la aproximacién de Born-Oppenheimer, la
cual tiene en cuenta que el movimiento nuclear es mucho mas lento que el
electrénico, de forma que los electrones se adaptan instantdneamente a cual-
quier movimiento nuclear. Esto se debe a que la masa de los electrones es
mucho més pequena que la de los ntcleos. Por otro lado, el primer estado
excitado electronico tiene una energia muy superior a la del primer estado
excitado vibracional. De hecho, la separacién energética tipica entre niveles
electréonicos AE, es muy superior a la separacién entre las bandas vibracio-
nales de la molécula AFE,, teniéndose que AE, /AE, ~ \/m¢/M, donde M
es del orden de la masa nuclear.

La aproximacién de Born-Oppenheimer propone la siguiente factoriza-
cién de la funcién de onda total en una parte electrénica ¥, y otra nuclear
Uy

U= \Ile({gi}; R, 07 ¢)\I’N(R7 97 ¢)
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La funcién de onda electrénica, que depende paramétricamente de las coor-
denadas nucleares, se obtiene resolviendo la ecuacion de Schrodinger asocia-
da al Hamiltoniano (7.5) con los nticleos en posiciones fijas en una geometria
adecuada y permitiendo que varien solamente las coordenadas electrénicas.
La ecuacién de movimiento electrénica tiene la forma

[To + VCe’ =+ H%] \IIC = EO(R797 ¢)\PO7

donde el autovalor €.(R, 0, ¢) también depende de las coordenadas nucleares.

A continuacion, la ecuacién de movimiento nuclear se obtiene usando la
funcién de onda Born-Oppenheimer en la ecuacion de Schrédinger asociada
al Hamiltoniano total (7.5), se multiplica esa ecuacién por la izquierda por
Ui({5:}; R, 0,9), vy se integra en las variables electrénicas, llegando asi a la
ecuacion de movimiento nuclear

HyVYy = E¥y,

con

HN = Tvib + Trot + VCN + HJJI‘V + 60(R7 97 qb)

El operador Trot se puede escribir como
Trot = Tr](\)[t + Had + HCOI‘7

donde el primer sumando es la energia cinética rotacional

-,

. _
rot 2MR27

y las correcciones adibatica H,q y de Coriolis H,, vienen dadas por
h? 0*
Hyg = — 2 Ve 5
d 21 R2 [R < OR? >
ov 0 ov
2 YFe \ Y ¢
2R <m 8R>8R+2R<\I/e o >]
h2 ov,\ 0 9?0,
—_— [ 2({ T | — ) =— U, | —=
20T sin? [ < 39 >a<z> +< 95 >}

h? OV \ 0 AL

06?

0V,
00 ’



152 7.2. El Hamiltoniano rovibracional

y
Hen = gz ((WelL3 + L3|0c) + oot 00 |L21We)
—1—21'71% <\If L: a;; >+2 hi‘f%(xy |L:| W) Z
+2i <\I/ Lgaaie>+2 H(We| Ly| W, >§9
4171@ <\1f Lf%> - 2ih$<\l’o|lzfc|‘ye>%

+ ihcot (| Ly|We) — cot O(Te|{Lz, L }We)],

respectivamente. Debido a que se consideran tnicamente sistemas en el es-
tado fundamental electrénico con simetria !X+, se anulan todos los térmi-
nos que incluyen los valores esperados (Ve|Lz|We), (We|Lj|We), (We|Lz|We)
y (Uel{Lz, Lz}|¥e). Ademds, en primera aproximacion, i.e. en ausencia de
campo, las funciones de onda electrénica ¥, no dependen de las coordena-
das angulares 0 y ¢, por tanto se cancelan todos los términos que contienen
derivadas de esta funcién de onda respecto a estas variables. También se
anula la siguiente integral

oV, 9 L
(w55 ) = [ weggrelle
/ﬁ\IﬂHd 2aR \I/2Hdsz_0

donde se ha tenido en cuenta que la funcién de onda electrénica estd nor-
malizada a la unidad y es real para la simetria !X, El término restante

52 62 . s . s .
de H.q es —@@I/e\m\l’e% se trata de una correccién al potencial electroni-

co de orden O(1/u) ~ O(107%) w.a. Si se tuviese en cuenta la accién del
campo eléctrico en la funciéon de onda electrénica, habria que anadir un fac-
tor adicional de orden O(\f |), esto supone que este término seria del orden
O(1/u)O (|ﬁ |), que también se puede despreciar. En cuanto a Hor, s6lo el
término 5 R2 (We|L2 +L2]\I/ ) tiene un valor no nulo. Por tltimo, suponemos
que para los sistemas moleculares y zonas del espectro analizadas en este
trabajo se puede hacer una aproximacién adicional y despreciar las contri-
buciones del resto de sumandos que aparecen en H,q y Heor.

Estas investigaciones se han centrado en el régimen de intensidades
del campo eléctrico que sélo afectan de forma perturbativa el movimiento
electréonico, mientras que un tratamiento no-perturbativo es necesario para
analizar su influencia en la dindmica rovibracional. El uso de esta hipdte-
sis esta justificada debido a la diferencia en la escalas de energia asociadas
a los movimientos nuclear y electrénico. La teoria de perturbaciones da la
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siguiente expresion para la energia electrénica

N N
F)Zsﬁ \I/e> =¢co(R)+e <\I/e FEZEZ- \I/e>,
i=1 i=1

donde g (R) es la energia potencial electrénica en ausencia de campo. En la
segunda igualdad se ha tenido en cuenta que al ser ¥, una autofunciéon de
L; los términos (Ve |Z;|We) v (Ve|7i|¥e) se anulan por simetria.

La repulsiéon Coulombiana entre los niicleos Vév se incluye junto con el
término eo(R), siendo el potencial electrénico en ausencia de campo en su
forma final (R)

Ee(Rv 0, ¢) = EO(R)+6 <\I/e

AVA
R
Mientras que la interaccion con el campo viene dada por

Vr = —F;:D(R),

donde se ha usado la definicién de la funcién de momento dipolar eléctrico

D(R)

Finalmente sélo queda determinar la componente del campo en la direccién
internuclear F3. Para ello tomamos la matriz de giro entre el sistema de
referencia del laboratorio y el fijo en la molécula,

n
MsZy — M1 Z
—Z«?H-R21 142

i=1

D(R) = v,
(R) e< My + Mo

F; cosfcos¢ cosfsing —sinf Fz
Fy | = —sin ¢ cos ¢ sin 6 Fy
F: sinfcos¢ sinfsing cosd F,

En este trabajo consideramos F = (F,,0,F,), entonces el campo eléctrico
en la direccién internuclear serda

F; = F, cos + F, sin 6 cos ¢.

Asi, el Hamiltoniano que gobierna la dindmica rovibracional en presencia
de un campo eléctrico viene dado por

H—_h—2i R2i —i—i—ka(R)—D(R)(}" cos 0 + F, sin 6 cos @)
" 2uR2OR \" OR) ' 2uR2 ‘ ’ '
(7.6)

La resolucién numérica de la ecuacién de Schrodinger asociada a este Ha-
miltoniano proporciona las autofunciones y autoenergias rovibracionales en
presencia de un campo eléctrico estatico, y permite analizar propiedades
tales como la hibridacién del momento angular y la orientacién molecular.
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Nuestro objetivo es analizar la dinamica rovibracional de dimeros polares
en presencia de un campo eléctrico dependiente del tiempo. En la obtencién
de la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo las aproximaciones
anteriormente empleadas para un campo estatico siguen siendo validas. Por
un lado, para los valores méximos de las intensidades del campo emplea-
das podemos seguir usando la teoria de perturbaciones para describir su
efecto en la parte electrénica. Por otro, la velocidad de los cambios en la
intensidad del campo eléctrico es muy inferior a la del movimiento de los
electrones, permitiendo que estos sigan adaptandose instantdneamente a la
nueva situacién. De este modo, la dindmica rovibracional esta regida por la
ecuacién

oV N
ot

HYyN =1ih (7.7)
donde el Hamiltoniano usando las aproximaciones de Born-Oppenheimer y
dipolar es

oo [ ,0 J?

— D(R)(F,(t) cos @ + Fy(t)sinfcos ¢). (7.8)

A partir de ahora se usard la notacién ¥ para designar a la funcién de onda
nuclear W .

En ausencia de campo, la solucién de la ecuacién de Schrédinger inde-
pendiente del tiempo asociada a este Hamiltoniano estd compuesta de una
funcién de onda vibracional y un armoénico esférico que describe la dindmica
rotacional. Asi, cada estado rovibracional estd caracterizado por los nime-
ros cuanticos vibracional v, rotacional J y magnético M. En presencia de
un campo eléctrico orientado a lo largo del eje Z en el sistema de referen-
cia del laboratorio, sélo permanece la simetria acimutal, siendo el nimero
cuantico magnético M el tinico bien conservado. En este caso, la ecuacion
de Schrodinger dependiente del tiempo (7.7) se ha de resolver en el espacio
de coordenadas (R, ). Si la molécula estd sometida a una combinacién de
campos eléctricos perpendiculares entre si, y orientados a lo largo de los ejes
2y Z en el sistema de referencia del laboratorio, el sistema no tiene ninguna
simetria, y se ha estudiar la propagacion temporal de la funcién de onda en
el espacio coordenadas (R, 0, ¢). Para simplificar la discusién y presentacién
de los resultados los estados se etiquetaran por medio de sus ntiimeros cuanti-
cos (v, J, M) en ausencia del campo eléctrico. Por supuesto, esto es posible
porque cada nivel se puede identificar con el estado en ausencia de campo al
que converge cuando la intensidad del campo tiende a cero adiabédticamente,
y porque a las intensidades de campo empleadas no se produce mezcla de
estados vibracionales, ver las referencias [110] y [111].
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7.3. Aproximaciones al Hamiltoniano

En muchas moléculas la separacion energética rotacional es varios orde-
nes de magnitud inferior al espaciado energético vibracional. Esta diferencia
permite llevar a cabo distintas aproximaciones que, con el objetivo de sim-
plificar de nuevo el problema, tratan de forma independiente el movimiento
rotacional y el vibracional. A continuacién se describen dos de ellas, a saber
la aproximacién del rotador rigido y la del rotador efectivo.

7.3.1. Aproximacién del rotador rigido

La aproximacion del rotador rigido es la més sencilla para estudiar la
dindmica rotacional de una molécula, que se describe rotando en el espacio
con su geometria fija en la posicion de equilibrio. La interacciéon con un
campo eléctrico estatico se tiene en cuenta por medio del momento dipolar
constante, i.e. su valor en la posicién de equilibrio Deq, y viene dada por el
siguiente Hamiltoniano

j’2

Hgr = 575
2,uR§q

— DegF cos 0

donde Ry es la separacién de equilibrio. Para facilitar la discusién se ha
tomado el campo paralelo al eje 2 del sistema de referencia fijo en el la-
boratorio. En esta aproximacién se desprecia tanto el acoplamiento entre
el movimiento vibracional y rotacional como la dependencia del momento
dipolar eléctrico en la coordenada vibracional. Este Hamiltoniano se cono-
ce como Hamiltoniano pendular, es integrable para cualquier intensidad del
campo, y fue estudiado al comienzo de los anos 70 por von Meyenn [276]
analizando por medio de teoria de perturbaciones los limites de campo muy
débil y muy intenso.

En el régimen de campo débil los autoestados se pueden clasificar segin
su energia disminuya, e.g. el estado rotacional fundamental, o aumente al
incrementar la intensidad del campo. Para campos muy intensos la energia
de todos los niveles disminuye, y el movimiento rotacional se convierte en
un movimiento pendular alrededor del eje Z, que provoca la orientacién de
la molécula. El término estados pendulares se introdujo para caracterizar la
influencia del campo eléctrico en el movimiento rotacional, y el fenémeno
de orientacién molecular. Este se puede cuantificar con el valor esperado
(cos 8), cuanto mas cercano a uno sea su valor absoluto més pronunciada es
la orientacién alcanzada. Al mismo tiempo el campo provoca la hibridacién
del momento angular, i.e. la mezcla de estados que en ausencia de campo
tienen distinto momento angular pero el mismo nimero cuantico magnético.
De hecho, cada nivel pendular es una superposicién coherente de estados
rotacionales en ausencia de campo, que en el caso de una molécula diatémica
se trata de armonicos esféricos.
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7.3.2. Aproximacion del rotador efectivo

La aproximacién del rotador efectivo resuelve la ecuacién de movimiento
rovibracional asociada al Hamiltoniano (7.6) por medio de una separacién
adiabdtica de los movimientos rotacional y vibracional, y describe de for-
ma muy precisa la acciéon de un campo eléctrico en la dindamica rotacional.
La validez de la misma esta limitada a los sistemas moleculares y zonas del
espectro rovibracional en las que las escalas de energia vibracional y rotacio-
nal se diferencian en varios 6rdenes de magnitud y a intensidades del campo
suficientemente bajas como para no afectar al movimiento vibracional. Esta
aproximacién fue introducida por R. Gonzalez-Férez y P. Schmelcher [110].
A continuacién se presentan brevemente sus propiedades principales.

Sean Pgr, Py y Py los operadores momento asociado a cada una de las
tres variables espaciales, de forma que el Hamiltoniano (7.6) se puede escribir
como

1

H:—|:P]2%+

1
P2
2u *

2t +e(R)—D(R)(F, cos 0+F, sin 6 cos ¢).

- p?
R2sin? 0 ¢]
Comencemos suponiendo que el problema vibracional ha sido resuelto para

unos determinados valores de 8 y ¢, por lo que consideramos que Py — 0y
Pfi) — O,

[iﬂ% +e(R) — D(R)(F; cos 0 + F, sin 6 cos qﬁ)} Yy (R;0,9)
= EU¢V(R; 97 ¢)7 (79)

donde 9, (R; 6, ¢) es una funcién de la banda vibracional etiquetada con el
numero v, y depende paramétricamente de los angulos 6 y ¢. Las funciones
¥, (R; 0, ¢) forman un conjunto de funciones ortonormales en la variable R.
Se propone la siguiente aproximaciéon para la funcién de onda:

qI(](Rv 97 ¢) = Z TzZ)V(Ra 97 ¢)XV(97 Qb),

y se inserta esta expresién en la ecuaciéon de movimiento rovibracional aso-
ciada al Hamiltoniano (7.6), se multiplica por la izquierda por ¢} (R; 8, ¢), se
integra en Ry por ultimo se hace uso de las propiedades de ortogonalidad de
estas funciones vibracionales. Se llega asi al siguiente sistema de ecuaciones
acopladas para la parte rotacional de la funcién de onda

1

. A2 B
BT+ E0.0) ~ F| 0.0+ 3 (5 + 41T ) 10.9)

Agn T
+D 55T Xs(60,0) =0, (7.10)
KF#V
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donde -
(R72), = /0 03(R; 0, 8, (R: 0, 6)dR,

A’;R:% / VE(R;0,0)J (R0, ¢)dR, i =0,1,2.
0

Hacemos una segunda aproximacién, suponiendo que para algunos siste-
mas la influencia del campo en la parte vibracional es muy pequena y puede
ser descrita por medio de teoria de perturbaciones. Esto sera cierto especial-
mente en aquellas zonas del espectro donde las escalas de energia asociadas
a los movimientos rotacional y vibracional estan bien separadas. De este
modo, las autofunciones y autovalores vibracionales se pueden aproximar
como

b (R;0,0) ~ O (R) + vV (R; 0, 9),
E,(9) ~ED® + EM(0,¢)

0 0 . . . , .
donde 1/1,(, ) y E,S ) son la funcién de onda vibracional y la energia en ausencia
de campo, respectivamente. La primera correccién a la energia es el término
de interaccion con el campo eléctrico,

E,Sl) = —(D(R)>,(/O) (F, cos B + F, sin 6 cos ¢),

donde (D(R))S” = (4" |D(R)[”).

Por tltimo, se utilizan estas expresiones en la ecuacién (7.10), se despre-
cia en los coeficientes A°, todos los términos de orden superior, y se supone
que el acoplamiento entre funciones de distintos niveles vibracionales es muy
pequeno, se obtiene asi la ecuaciéon de movimiento rotacional

HI/XI/(97 ¢) = EXI/(97 ¢)

con

H, — i<R—2>§o>jz +EO — (D(R)YON(F, cos§ + Fysinfcos ), (7.11)

donde <R_2>,(,0) = <1/),(,0) |R_2|¢,(,0)>. En este Hamiltoniano rotacional el primer
sumando representa una energia cinética rotacional efectiva, y el segundo la
interacciéon con el campo por medio de un momento dipolar efectivo. La
ventaja de esta aproximacién con respecto a la del rotador rigido es que
describe el efecto del campo en todas las bandas vibracionales, incluso en
estados vibracionalmente muy excitados, ya que involucra caracteristicas

especificas en estos niveles por medio de los valores esperados (R_2>,(,0) y

(D(R))Y.
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7.4. Meétodo computacional

La resolucién numérica de la ecuacién de Schrodinger dependiente del
tiempo (7.7) se lleva a cabo por medio de un algoritmo computacional hibri-
do que combina la técnica del operador de divisién o split operator, la trans-
formada rapida de Fourier y las representaciones en base finita y en variable
discreta aplicadas a las coordenadas temporal, vibracional y angulares, res-
pectivamente. Para facilitar el uso de estas técnicas numéricas se utiliza la
funcién de onda reducida

(R, 0,0,t) = RU(R, 0, ,1). (7.12)

Esta transformacién no modifica la ecuaciéon de movimiento (7.7), que para
la funcién de onda reducida (R, 0, ¢,t) toma la forma

0
Hy =i a—qf
pero ahora el Hamiltoniano viene dado por
R or J?
H = —ﬂﬁ—kW—FE(R)—D(R)(}}(t) cos O+ F,(t)sinf cos ¢). (7.13)

A continuacién se describen brevemente las propiedades més importantes
de cada una estas técnicas numéricas.

7.4.1. Aproximacion de split-operator

Para resolver la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo, se va
a considerar un intervalo de tiempo At lo suficientemente pequeno de forma
tal que se puede suponer que el Hamiltoniano (7.13) es constante en dicho
intervalo. Una solucién formal a esta ecuacién viene dada por

—iH(t)At

(R, 0,0,t + At) = exp [ -

:| 7/1(37 07 ¢7 t)
Esta expresion involucra el operador de evolucién exp [%] y propor-

ciona la evolucién temporal de la funcién de onda. La aproximacién de split-
operator [85] de segundo orden consiste en descomponer este operador de
evolucion de la siguiente manera

p[—z’H(t)At} _ eXp[—iVAt] exp [M}

n 2h 2h
y —iJ2At — Ty, At
PR | © oh
conp | 5|+ olary,
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donde 2
Tiib = —5— 25
2 OR?

y

V =¢e(R) — D(R)(F.(t) cos § + F,(t)sin 6 cos ¢).
El problema inicial se ha reducido a evaluar la accién de las exponenciales
de la energia cinética vibracional, rotacional y el potencial en la funcién de
onda.

El intervalo de tiempo At se ha de escoger lo suficientemente pequeno
para asegurar que la propagacién temporal se hace con la precisién adecuada,
y que no se acumula un error considerable durante la misma. Un criterio para
determinar este paso viene dado por la anchura del espectro de energias [85].
Al mismo tiempo, un valor de At excesivamente pequeno supone tiempos de
calculo excesivamente largos, e incluso podria introducir errores numeéricos.
En nuestro caso se ha tomado un paso tipicamente del orden de 10~4-1073
ps para tiempos de evolucién superiores al picosegundo.

7.4.2. Transformada rapida de Fourier

Para calcular la accién de la exponencial de la energia cinética vibra-
cional Ty, sobre la funcién de onda, la coordenada vibracional se discretiza
en una serie de Ng nodos Ry, (k =1,..., Ng), equiespaciados con un paso
AR. La aproximacién para las derivadas en la coordenada radial R se lleva
a cabo por medio de la transformada de Fourier discreta. En esta técnica

una derivada en el espacio de posiciones es equivalente a una multiplicacién
ihAt 92
4 OR2

sobre la funcién de onda consiste, tras la transformada de Fourier, en mul-
%>, donde Py = k/(NgAR) es la
coordenada discretizada en el espacio de momentos. De esta forma se aprecia
la conveniencia de utilizar la funcién de onda reducida (7.12) para simpli-
ficar la expresion de la energia cinética vibracional. Ademds, este método
es una transformacién unitaria entre los espacios de posiciones y momentos,
que conserva la normalizaciéon de la funcién de onda a lo largo de la evo-
lucién [161]. Numéricamente se implementa usando la transformada rapida
de Fourier, que incluye un algoritmo para mejorar computacionalmente la
eficacia de la transformada de Fourier discreta. Para ello, los sumandos de
la serie de Fourier se agrupan sucesivamente en términos pares e impares,
asi el nimero de operaciones necesarias para llevar a cabo la transformada
se reduce de N? a N log, N [219].

en el espacio de momentos. Es decir, la accién del operador exp (

tiplicar por la exponencial exp (—

7.4.3. Representaciones en base finita y variable discreta

Las representaciones en base finita (RBF) y en variable discreta (RVD)
son las técnicas computacionales empleadas para evaluar la accién del ope-
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—iJ2A¢
2uRZh
propiedades mas relevantes

Dado un cierto problema monodimensional supongamos que existe una
base completa de funciones de cuadrado integrable {¢;(z) 521, que tomamos
normalizadas a la unidad, de forma tal que los valores esperados @;; =

rador exp [ ] en la funcién de onda. A continuacién se discuten sus

(ilxle;), Dilj = (902-|%|<pj> y D?j = (goﬂ%wj) se conocen analiticamente.
La RBF consiste en hacer un desarrollo en serie de la funcién de onda ¢(z) en
las N primeras funciones de esta base, y para simplificar el calculo del valor
esperado del potencial (¢;|V (x)|ps) se lleva a cabo la siguiente aproximacién
Vi?BF = V(Qj). Nétese que esta aproximacion serfa exacta si {@(:L')}?Ll
fuese un conjunto completo. En este método computacional se identifica
Y(x) con los coeficientes {c; }é\le de su desarrollo en serie.

Sin perdida de generalidad, suponemos ademas que existe una cuadra-
tura Gaussiana asociada al conjunto de funciones, {¢; (a;)}jvzl, con Ty Y Wa,
a=1,...,N, los ceros y pesos de dicha cuadratura, respectivamente. Las
propiedades de ortogonalidad y completitud de la cuadratura son equiva-
lentes a definir la matriz unitaria Uj, = wy 290]- (rq). Esta transformacién
unitaria relaciona la RBF con la RVD. Ambas representaciones son equi-
valentes, y el atractivo de la RVD es que el cédlculo del valor esperado del
potencial es muy sencillo VO%VD = V(2q)0ap. Ademds, la cuadratura Gaus-
siana evalia cualquier integral por medio de sumas que son exactas para
polinomios de orden 2N — 1, lo que facilita enormemente el calculo de va-
lores esperados. En esta técnica computacional v (z) estd caracterizada por
sus valores en la rejilla formada por los nodos de la cuadratura multiplicados
por las raices cuadradas de los correspondientes pesos, i.e. {wé/ 21/)(:17a) évz_ol.

Comencemos analizando el caso més sencillo cuando el campo eléctrico
es paralelo al eje Z en el sistema laboratorio. La molécula presenta simetria
acimutal, y tras hacer separacién de variables con respecto a la coordenada ¢
el problema angular se reduce a la coordenada 6. Ademéas tomamos M = 0.
Se elige como base los polinomios ortonormales de Legendre {Pj(cos 0) ;V: _01,
siendo j el grado del polinomio. Son dos las propiedades principales de este
conjunto de funciones. Por un lado, tienen asociada la cuadratura Gauss-
Legendre, siendo 0, y w, los nodos y pesos, respectivamente. Por otro, son
autofunciones del operador momento angular al cuadrado J 2 que aparece
en la energia cinética rotacional del Hamiltoniano (7.13). Asi, la funcién de
onda en RVD se escribe como el vector

PV = (Voo (R, 01,1), .. ., JON_TU(R, On_1,1))

mientras que en RBF toma la forma

wRBF = (607' .. 7CN—1)7

donde ¢; son los coeficientes del desarrollo de la funcién de onda en la base
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de los polinomios ortonormales de Legendre,
Y(R,0,1) Z c] i (cos 0).

La matriz de la transformacién unitaria de RVD a RBF viene dada por

Sk = VorP;j(cos by).

Por tanto,
RBF — gyyRVD

esto es,
N-1
CJ = Z Sj,k V Wkl/J(R7 9k7 t)7
k=0

y analogamente,
YRVD — g+ RBF

que equivale a,

N-1
VR (R, Ok, 1) = > STic;.
7=0

En principio la funciéon de onda esta representada en los puntos de la
cuadratura Gaussiana, i.e. en la RVD. Sin embargo, la RVD del operador
J? no se conoce de forma explicita. Por ello, para calcular la acciéon del
operador J?2 en la funcién de onda es més sencillo usar la RBF ya que en
ella tanto J2 como su exponencial son diagonales. Asi, en primer lugar se
transforma la funciéon de onda y el operador a la RBF,

—i 2 At e —i 2 At e
{GXP W 7/1(3797’5)} =38 {GXP m 7/1(3797’5)}
RVD RBF
= Sexp Sul?h S*Sy = 72,uR2h W

donde se lleva a cabo la acciéon del mismo,

RBF _ —ij(j + DrAL] V!
o0 — ({esn [ S] })

para posteriormente transformar la funcién resultante de nuevo a la RVD,

RBF
i J2At

P\ SR

it

PSR

N-1 Co
—ij(j + 1)hAt
v W rl,Z) R Hk, jZ:; S]ke [W Cj
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Este procedimiento se puede llevar a cabo en un solo paso de la siguiente
forma,

RVD
—iJ2At

PSR

N-1
VOR(R, Ok, t) = > T pr(R) /) (R, O, 1),
k=0

donde

N-1 ca
B n —ij(j + DhAL]
Tk,k’(R) = ]:E . Sj,k exp [T S],k"

Si el campo eléctrico tiene ademdas una segunda componente F,(t), se
debe analizar la dindmica rotacional en las variables 6 y ¢. En este caso la
opcion méas apropiada es elegir la base formada por los arménicos esféricos
que son autofunciones del operador J2. Esta base no est4 formada por poli-
nomios ortogonales, y no tiene una cuadratura Gaussiana [25], por tanto la
correspondiente RBF no estd asociada con una RVD propia, al contrario de
lo que ocurria con los polinomios de Legendre. Por este motivo en la RVD la
variable 6 se discretiza en los N nodos 6; de la cuadratura Gauss-Legendre
anterior, con pesos wj; mientras que en la variable ¢ se toman Ny nodos
equiespaciados ¢, con pesos 27/Ny, donde Ny = 2N + 1 es el ntimero de
nodos en este angulo. De esta forma se describen ambas variables angulares
con la misma precision.

La matriz de transformacién entre ambas representaciones es

2 N
Simik = VWi myj,m(el, k).

Por tanto, la acciéon del operador de energia cinética rotacional viene dada
por

RVD

i J 2At
N

2uR2h

U(R, 0, pr, 1)

exp

N—1 2N
= ! Lt RQ! ’t
ZZZ Ltk (R)y/w 2N+1 U(R, O, dp,t),

donde
N-1 j L
ij(j + 1)Ath
Tl = 3 3 S0 [N S
§=0 m=—j

7.4.4. Caracteristicas de los calculos computacionales lleva-
dos a cabo

En el primer caso analizado el campo eléctrico solo tiene una componen-
te paralela al eje Z del sistema fijo en el laboratorio. Debido a la simetria
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acimutal de este sistema, se ha de resolver la ecuacién de Schrédinger depen-
diente del tiempo en el espacio (R, #). La transformada de Fourier rdpida se
lleva a cabo en un intervalo finito de la coordenada vibracional [Ry, Rax]-
Este se divide de forma equidistante con un paso AR = 0,068 u.a. y Ng = 64
puntos nodales. Nuestro estudio se ha centrado en la banda vibracional mas
baja en energia del estado electrénico fundamental de la molécula de LiCs.
Esto nos permite tomar los siguientes puntos extremos del intervalo radial
Ry =4,07Tu.a.y Ry = 8,422. El ntimero de polinomios de Legendre usados
en la representacion en base finita es de Ny = 17 y 29 para las intensidades
méximas del campo eléctrico F' = 10~ °u.a. y 10~ *u.a., respectivamente. La
representacién en variable discreta utiliza una rejilla con el mismo niimero
de puntos nodales. Durante el cdlculo computacional la funcién de onda se
caracteriza por medio de un vector de dimensién N x Ny. La matriz unitaria
que relaciona ambas representaciones tiene dimension N x Ng X Ny. La me-
moria necesaria para almacenar sus datos es de 289 y 841kB para Ny = 17y
29, respectivamente. El paso temporal se ha fijado a At = 0,825fs, y en cada
uno de ellos se realizan 5 multiplicaciones de matrices, de las cuales 2 son
diagonales. Una evolucion de 6 ps en la molécula tarda un minuto de CPU
en un cluster con procesadores AMD Opteron a 2GHz. De todos los estudios
realizados el pulso méas corto dura 10ps, que involucra unas 12000 iteraciones
y unos 2 minutos de CPU. Mientras que el mas largo es de 768,5ps, i.e. 10
periodos rotacionales de la molécula de LiCs. En este caso se realizan unas
108 operaciones con una duracién aproximada de 128 minutos de CPU. Se
ha estudiado la convergencia de los resultados presentados en este trabajo.
Para ello se ha comprobado que éstos no varian al aumentar Ny, Ngr y Ryaz
o al disminuir At y Ry.

Si el campo eléctrico tiene dos componentes, una en el eje 2 y la otra
en el Z, se debe resolver la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo
en el espacio tridimensional (R, 6, ). De nuevo para la coordenada vibra-
cional se usa la transformada de Fourier con N = 64 puntos nodales. Para
las coordenadas angulares se utilizan los armonicos esféricos, con Ny valores
distintos de J y Ny = 2Ng+1 para M, i.e. un total de Ng(2Ny+1) funciones.
La matriz unitaria T; ;4 (R) tiene dimension N x Ny x Ny X Ng x Ny y
para almacenarla son necesarios 345 MB de memoria RAM para Ny = 17 y
Npg = 64. La rapidez de los cédlculos disminuye de forma considerable. Ahora,
0,01ps en el sistema molecular se corresponden con un minuto de CPU. En
comparacién con el caso anterior la velocidad de ejecucién es unas 600 veces
inferior, i.e. llevaria 53 dias de CPU obtener los resultados para un pulso de
768,5ps. Esto hace impracticable un andlisis detallado de este sistema en un
tiempo razonable. Teniendo en cuenta estos datos, y que a las intensidades
maximas consideradas no se produce mezcla entre los movimientos vibra-
cional y rotacional, se ha usado la aproximacion del rotador efectivo para
analizar este sistema. La ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo se
debe resolver en el espacio bidimensional (6, ¢). La dimensién de la matriz
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Tk es Ng X Ny X Ny X Ny y un minuto de CPU equivale a 4,7ps en la
molécula. Estos tiempos de ejecucién son realistas e inferiores a los de los
calculos de un dimero en un campo con un tnica componente. Pero se van
a considerar una gran variedad de pulsos, y por ello se ha decidido reducir
el nimero de puntos nodales angulares a 11. Entonces por cada minuto de
CPU se obtienen 28ps del sistema. Se ha comprobado que la reduccién de
Ny no influye en los resultados obtenidos, y se ha llevado a cabo un detallado
analisis de la convergencia de los mismos variando Ny y At.



Capitulo 8

Dinamica molecular
rotacional en presencia de
campos eléctricos
homogéneos dependientes del
tiempo

Summary: Molecular rotational dynamics in time-
dependent homogeneous electric fields

This chapter is devoted to the study of the rovibrational dynamics of
diatomic heteronuclear molecules under the influence of external homoge-
neous time-dependent electric fields. Two electric fields will be considered,
the first one having only a component along the Z-axis of the laboratory
frame, while the second one is a combination of perpendicular fields parallel
to the Z and Z-axis of the labororatory frame. As a prototype example we
consider the LiCs molecule. This choice is certainly motivated by the expe-
rimental interest in this system, and due to the large absolute value of its
permanent electric dipole moment. Recently, the group of M. Weidemiiller
has reported on the photoassociation formation of ultracold LiCs in its elec-
tronic ground state [163]. Moreover, theoretical and experimental data are
available in order to provide a detailed knowledge of the potential energy
curve and electric dipole moment function [22,250].

Dynamics in a time-dependent electric field

In the first part of the chapter, the time evolution of the molecule is
studied under the effect of a field whose direction remains independent of
time, along the Z-axis in the laboratory frame, with strength F(¢) at time

165
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t. The full rovibrational Hamiltonian for this system, already presented in
the previous chapter, can be written as

H= o <323> - S +¢e(R) — D(R)F(t) cos
2uR? OR OR 2uR? )

The electric field evolution consists in an exponential switching on with a
duration At,,, optionally followed by a constant field regime that lasts At.,
after which a switching off is performed during an interval of time At.g, and
finishes with a post-pulse field-free regime, (see Figure 8.3). We concentrate
on the rovibrational ground state as initial wave packet, and on the regime
of maximal field strengths F = 51,4 — 514 kV/cm. The switching times are
taken in the interval from 800 fs to 800 ps, which covers the time regime
between short laser pulse duration and switching dc-fields. In this situation
the only symmetry of the system is the azimuthal one, so only the magnetic
quantum number M is conserved. Besides, this study is reduced to the case
M =0.

Also, it is worth to point out that for the field strengths considered in this
work there is no mixing between states of different vibrational bands [108],
and the analysis is restricted to the rotational dynamics within the vibra-
tional ground band. Hence, to have a better understanding of the following
results, the effective rotor approximation is performed during the post-pulse
regime. The field-free wave function is then expanded in the basis of effective
rotor solutions of the Hamiltonian (7.3). They are formed by the field-free
vibrational wave function of the lowest rotational state v, o(R), and the Le-
gendre polynomials Py. Thus, we have the following expression for the wave

function
N-1

U(R,0,t) = \/%%,O(R) JZ:O ¢1P;(cos )= Est/h,

where the coefficients c¢; = |c;|exp(ips) satisfy that >, |cs|? = 1, and
N is the maximum number of levels considered for the description of the
wave function. The expressions for the angular probability density p(6,t)
and the expectation value (cos 6) are given by the equations (8.5) and (8.6),
respectively. The complexity of the dynamics increases with the number N
of levels involved in the wave function. Already for moderate N values a
wide variety of physical phenomena appear during the time evolution of the
probability density. We have analyzed four different systems having N =
1,2 and two of them N = 3, the evolution of their probability densities is
presented in Figures 8.2 (a)-(d). These results show the rich and complicated
features appearing in the post-pulse rotational dynamics, which shows strong
orientation and localization effects.

Using the rovibrational Hamiltonian, we have studied in detail the post-
pulse dynamics by considering several electric pulses, where the switching
on and off times are taken equal, i.e. Aty, = Atog, and the constant field
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regime is avoided, i.e. At, = 0. We have analyzed how the coefficients |c;|?
and the total number of levels of this expansion change as At,, is increased.
We find that, in the post-pulse dynamics, |c;|? oscillate rapidly as a function
of At,y, indicating how sensitive they are to the switching times; see Figure
8.4. Hence, it is very difficult to control their adjustment in order to obtain a
certain post-pulse dynamics. However, the number of states involved in the
post-pulse dynamics shows a much more robust behaviour with At,, (see
Figure 8.5), what makes possible a prediction of the final number of excited
states in this regime. Several dynamics are observed. Firstly, for very short
switching times in comparison with the rotational period of the molecule,
the number of excited states is rather small; and it increases as the switching
time grows until a maximum is achieved. In a second regime, N decreases
from this maximum, and tends to one in the adiabatic limit, when the initial
ground rotational state is recovered. Finally the adiabatic regime is achieved
for pulse durations of about five times the characteristic rotational period
of the molecule, when the contribution of the ground state to the field-free
dynamics is over a 99 %.

The post-pulse dynamics is also analyzed by considering three particular
switching on times. The latter choice is done in such a way that these systems
are similar to those discussed within the effective rotor approximation. The
corresponding angular probability density p(6,t) and the expectation value
(cosf) are presented in Figures 8.6, 8.8, 8.9 and 8.7, respectively. Again,
these results show a wide variety of localization and orientation phenomena,
that appear arranged in characteristic patterns alternating between the two
angular hemispheres. In particular, they are periodic in time, being the
period a fraction of the molecular rotational period.

This study was completed by considering the Fourier transform of the
electric pulse on the frequency domain, which provides an estimation of the
relevant photon frequencies for the system. It is found that short pulses are
able to excite a large amount of rotational states, that the adiabatic limit is
achieved for very slow switching on, and that a constant field regime between
the switching on and off processes does not modify the relevant frequencies.
However, nothing can be said about the weight of each partial wave.

The dynamics during the constant field regime, just after the switching
on of the field, is also studied. This regime is characterized by a pronounced
molecular orientation and hybridization of the angular motion. The corres-
ponding wave packet is then expanded in the basis of pendular eigenstates
Y (R,0) of the constant field Hamiltonian,

NF-1
1 o
U(R,0,t) = — di v (R; 0)eErt/h,
(R0 == 3 deif (Rs0)
where the coefficients dy = |di| exp(i¢l ) satisfy that >, |dx|* = 1, and N’
is the maximum number of levels considered for the description of the wave
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function. In contrast to the final post-pulse regime, the coefficients |d|?,
as well as the total number N of excited pendular states, have a much
smoother behaviour as a function of the switching time At,y; see Figures
8.12 and 8.13. Hence, a robust prediction of these quantities is possible.
Moreover, depending on the initial rotational wave packet the corresponding
combination of pendular states is achieved in the adiabatic limit, i.e. the
field-free ground rotational state evolves to the lowest pendular state in the
adiabatic limit. The maximum number of excited states appears for a sudden
switching on, where the decomposition of the initial wave packet in terms
of pendular states is obtained.

The results obtained in this study conform the following papaer: P.
Sanchez-Moreno, R. Gonzéalez-Férez and P. Schmelcher, Molecular rotational
dynamics in nonadiabatically switching homogeneous electric fields, Physical
Review A 76 (2007) 053413. Reference [AS].

Dynamics in two time-dependent perpendicular electric fields

In the second part of this chapter, the electric field has component along
the & and Z-axis. The system does not have any symmetries, although the
effect of this field is independent of the sign of the magnetic quantum number
M. The time-dependent Schrodiner equation of motion has to be solved in
the (R, 0, ¢) coordinate space. This full rovibrational treatment is very costly
computationally, in particular the results presented in this Thesis would
take years to be done. Hence, we have decided to employ the effective rotor
approximation, assuming that the vibration dynamics is not affected by the
field. Thus, within this approximation the rotational Hamiltonian is

1

o <R_2>(()0)j2 ™ ESO) - <D(R)>éo) (F=(t) cos 0 + Fy(t) sinf cos ¢).

H,
The electric field pulse consists in an exponential switching on along the
Z-axis with duration At,,, followed by a rotation of the field with constant
strength towards the Z-axis in a time Af.., an exponential switching off
along the z-axis is then performed, and finishes with a field-free regime.
Figure 8.15 shows the time profiles of both components of the field.

First, in order to analyze the effect of the field rotation, the switching on
is suppressed, and the field starts along the Z-axis with maximal strength.
As initial wave packet we consider a combination of pendular states with
M = 0. The main consequence of the rotation is that pendular levels with
M # 0 will contribute to the dynamics. The rotated wave packet is analyzed
with the help of its expansion in terms of the field-free partial waves. Taking
as initial state a combination of one, two or three pendular levels, we study
the behaviour of the coefficients |cjp|> as Aty is increased, see Figures
8.16, 8.18 and 8.20. The adiabatic regime is achieved for rotation times of
the order of the rotational period, much shorter than the typical durations
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of the adiabatic switching on and off. An explanation can be given due to
the fact that the field strength is always kept fixed, being the rotation of the
field a process less violent than the switching on. In the adiabatic regime,
a pendular state will evolve to the corresponding rotated pendular level.
Only if the rotation is performed in times below half the rotational period,
significant population is transferred to M # 0 levels.

Finally our attention is focused on the post-pulse dynamics. In the com-
plete pulse the switching times are modified, and the rotation ones are taken
within either the adiabatic or non-adiabatic regime, or the rotation time is
changed, taking the switching times in the non-adiabatic regime. As initial
wave packet we take the field-free ground rotational state. Again, the final
wave packet is analyzed using the coefficients of its basis set expansion in
terms of the field-free partial waves. The corresponding results are presen-
ted in the Figures 8.22(a), 8.23(a) and 8.4(a). The adiabatic regime is now
achieved if a slow switching process is combined with rotations of around
one rotational period. The contribution of M # 0 is significant if both pro-
cesses are non-adiabatic. In contrast, for adiabatic switching processes, only
the contribution of the M < 2 levels is meaningful if the rotation is non-
adiabatic. The orientation and localization effects are also investigated in
the post-pulse dynamics, see Figures 8.25 and 8.27 . Finally, we have shown
that the rotation of the field can completely destroy the orientation along
the Z-axis, and that for adiabatic rotations this orientation is transferred to
the Z-axis.

The results of these investigations are currently being prepared in a
manuscript, which will be submitted to an international journal.

8.1. Introduccion

En este capitulo se investiga la dindmica rovibracional de moléculas
diatomicas heteronucleares bajo la accién de campos eléctricos externos ho-
mogéneos y dependientes del tiempo. Como ejemplo prototipico considera-
remos el estado electrénico fundamental de la molécula de LiCs. Nuestra
eleccion estd motivada en primer lugar por el interés experimental que los
dimeros alcalinos tienen en la actualidad dentro del campo de la fisica de
moléculas frias y ultrafrias. En particular el grupo de Matthias Weidemiiller
ha creado recientemente moléculas de LiCs ultrafrias en el estado electréni-
co fundamental [163]. En segundo lugar, se conoce de forma detallada tanto
la curva de energia potencial como la funcién de momento dipolar eléctrico
de los estados fundamentales electronicos singlete y triplete de espin, gra-
cias a los estudios tedricos y experimentales de los grupos de O. Dulieu y
E. Tiemann [22,250]. Por ultimo se ha estudiado este sistema sometido a
un campo eléctrico estético [108, 193], analizando su efecto en el espectro
rovibracional, en la hibridacién del momento angular y la orientacién por
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medio de los valores esperados (cos 8) y (J2), y en las transiciones radiativas
dipolares.

Inicialmente se considera un campo externo variable con el tiempo para-
lelo al eje 2 del sistema de referencia del laboratorio. El campo se enciende
por medio de una funcién exponencial, se mantiene constante, para finalmen-
te desconectarlo usando el mismo tipo de funcién. En presencia del campo
este sistema solo tiene la simetria acimutal, y por tanto sus estados estian
caracterizados por el nimero cuantico magnético M. Sin perdida de genera-
lidad, este estudio se va a restringir al caso M = 0. El objetivo es investigar
la dindmica rovibracional en presencia del campo para tiempos de encen-
dido y apagado entre los 800 fs y los 800 ps, esto es, la regiéon intermedia
entre las duraciones tipicas de los pulsos laser cortos y los tiempos de cone-
xién de campos eléctricos estdticos en el laboratorio. Para ello se analiza
la funciéon de onda y la densidad de probabilidad rotacional junto a otras
magnitudes relevantes como son la orientacién y la hibridaciéon del momento
angular. La dindmica rotacional final, tras apagar el campo, serd comparada
con los resultados derivados de un modelo teérico de N-estados rotaciona-
les obtenido de la aproximacién de rotador efectivo [110]. En particular, se
demostrara que es posible predecir de forma robusta la cantidad de estados
necesaria para describir el sistema en cada uno los regimenes considerados.
Sin embargo, una vez el campo ha sido desconectado la contribucion de cada
onda parcial es muy sensible a las caracteristicas del proceso, i.e. intensidad
maxima y tiempos de encendido y apagado. En este régimen post-pulso se
obtienen una gran variedad de fenémenos de orientacién y localizacién que
son periddicos y su periodo es un fraccién entera del periodo rotacional mo-
lecular. La discusién de todos estos resultados estd recogida en la Seccién
8.2 de este capitulo.

Los resultados obtenidos en este primer estudio han dado lugar al si-
guiente articulo: P. Sanchez-Moreno, R. Gonzdalez-Férez y P. Schmelcher,
Molecular rotational dynamics in nonadiabatically switching homogeneous
electric fields, Physical Review A 76 (2007) 053413. Referencia [AS8].

En una segunda etapa se considera el dimero sometido a una combinacién
de dos campos eléctricos dependientes del tiempo, perpendiculares entre si y
paralelos a los ejes Z y & del sistema de referencia del laboratorio. En pre-
sencia de estos campos la molécula no tiene ninguna simetria y se produce la
mezcla estados con distintos nimeros cudnticos rotacionales y magnéticos.
Ademas, el efecto del campo es idéntico para los niveles que en ausencia
de campo se diferencian en el signo de su ntmero cuantico magnético. El
pulso consiste en un encendido exponencial del campo en la direccién 2, a
continuacion éste se gira hacia el eje Z, de forma tal que su intensidad total
permanezca constante, finalizando con su apagado a lo largo de este tultimo
eje. Nuestro objetivo es usar este tipo de pulso para comprobar si a partir de
un estado inicial con M = 0 es posible distribuir poblacién entre niveles con
M # 0, y cémo este efecto depende de la velocidad de rotacién del campo.
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Para ello se va a analizar la funcién de onda, la densidad de probabilidad
angular y la orientaciéon de la molécula. En particular, se mostrara que si la
rotacién del campo se lleva a cabo en un tiempo igual o superior al periodo
rotacional molecular se trata de un proceso adiabatico. Son necesarios giros
mucho més rapidos para poder obtener contribuciones significativas de es-
tados con numero cuantico magnético no nulo. Se ilustrard cémo la rapidez
con la que se rota el campo juega un papel importante en la dindmica ro-
tacional final. De hecho, los efectos de localizacion y orientacién obtenidos
cuando el campo solo tiene una componente paralela al eje Z se suavizan
o incluso desaparen dependiendo de la velocidad de giro. La discusién de
los resultados obtenidos para este sistema estd recogida en la Seccién 8.3 de
este capitulo.

En la actualidad, se estd preparando un manuscrito que incluye estos
sistemas y los fenémenos fisicos discutidos para enviar a una revista inter-
nacional.

8.2. Dinamica en presencia de un campo depen-
diente del tiempo

En esta seccion se estudia la dindmica rovibracional de la molécula de
LiCs en su estado fundamental electrénico X%, bajo la accién de un campo
homogéneo y de intensidad variable con el tiempo y cuya direccién estd fijada
en el sentido del eje Z del sistema de referencia del laboratorio. El perfil
temporal del campo usado se define como sigue

Ff(5+102) si ton <t <t

tc_ton
F, Siote <t <tog
= - . 1
F(t) Ff(5+ 10;();_0@2), Siotog <t <tg (8.1)
0, en otro caso

donde f(t) = (1 + e2")~!. El campo estd por tanto caracterizado por los
cuatro pardmetros F', Atoy = tc — ton, Ate = tog — te y Atog = tr — tog, que
representan la intensidad maxima alcanzada, y la duracién de los regimenes
de encendido del campo, campo constante y apagado del mismo, respecti-
vamente. En la Figura 8.1 se muestra el pulso eléctrico como funcién del
tiempo. El proceso serd o no adiabético dependiendo de la relacién de los
tiempos de encendido y apagado con el periodo rotacional 7T, del sistema
molecular. Debido a la forma de la funcién f(t), el campo no alcanza los
valores exactos de 0 o F' en los instantes inicial y final del encendido, sin
embargo la diferencia del valor real con estos valores es despreciable.

La dindmica rovibracional de dicho sistema se rige por el Hamiltoniano
(7.8) cuando el campo sélo tiene componente F,(t), que en esta seccién
serd notada simplemente como F(t), el Hamiltoniano se reduce a la siguiente
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Figura 8.1: Perfil del campo eléctrico F(t) como funcién del tiempo para Aty, =
Atog = T, y una intensidad méxima F = 10~% u.a.

expresion

H= —h—2i <R2i> + J—2 +e(R) — D(R)F(t)cos b (8.2)
2uR? OR OR 2uR? ) ’

Este sistema solo tiene la simetria acimutal, y sus estados estan caracteriza-
dos por el nimero cuantico magnético M. Sin perdida de generalidad nuestro
estudio se va a restringir a niveles con M = 0. La resolucién de la ecuacion
de Schodinger dependiente del tiempo asociada a este Hamiltoniano se lleva
a cabo mediante la aproximacién de split-operator y las técnicas de la trans-
formada rapida de Fourier y las representaciones en variable discreta y base
finita descritas en la Seccién 7.4.

8.2.1. Aproximacion de N modos de la dinamica rotacional

Consideramos, al igual que en el capitulo anterior, que no se produce
mezcla de niveles vibracionales para las intensidades del campo que se van
a contemplar. Esta hipodtesis permite restringir nuestra investigacién a la
influencia del campo eléctrico en la dindmica rotacional. Para ello analizamos
la orientacion y la hibridacién del momento angular por medio de los valores
esperados (cos#) y (J2), respectivamente, junto con la densidad angular
p(0,1t) asociada a la funcién de onda rovibracional W (R, 6,t) definida como

p(0,t) = /_7r /OOO |U(R,0,t)|* R*dRdp. (8.3)
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La probabilidad de encontrar la molécula en un valor concreto de 6 en el
instante de tiempo t viene dada por la densidad de probabilidad angular
sinfp(0,t), que estd normalizada a la unidad,

/ sin0p(0,t)dd = 1.
0

El campo eléctrico es estatico en los intervalos t. < t < tog v t > iy,
por tanto el Hamiltoniano (8.2) es independiente del tiempo y existe una
base formada por sus autofunciones. En el intervalo de tiempo t. <t < tog,
esta base se compone de los estados pendulares {1/15 }, que son autofunciones
del Hamiltoniano con campo constante, i.e. H"L/J,f = E,fzb,f con F(t) = F.
Mientras que en el intervalo ¢t > t¢, son las funciones de onda rovibracionales
para campo nulo las que forman la correspondiente base.

A continuacién centramos nuestra atenciéon en el régimen final una vez
el pulso ha terminado, i.e. ¢ > t¢. En el marco de la aproximacion de rota-
dor efectivo el estado con niimeros cudnticos vibracional y rotacional (v, J)
y nimero cudntico magnético nulo, en ausencia de campo esta caracteriza-
do por la funcién de onda rovibracional ¥, j(R, ) = \/%1/1,,70(]%)]?](008 9),
donde Pj(cosf) es el polinomio de Legendre normalizado a la unidad de
grado J y 1, 0(R) es la funcién de onda vibracional del estado (v,0). La
autoenergfa correspondiente es E, j = E, o+ J(J + 1)h*(R™2),/2u donde
E, 0 es la energfa del estado (v,0) y (R72), = (¥,0/R™2|1y0). El paquete
de ondas para t > t; se puede aproximar por medio del siguiente desarrollo
en serie

N-1
1 .
U(R,0,t) = ——,0(R) Y csPy(cos§)e Est/R (8.4)
V2w =0
donde los coeficientes c¢; = |cj|exp(ips), complejos en general, satisfacen

que Y ;|es|? =1,y |cs|? representa el peso del estado rotacional con nimero
cuantico J en el paquete de ondas. Nétese que la serie, en principio infinita,
se trunca para quedarnos con los N primeros modos. Esto es factible si
podemos despreciar los coeficientes ¢y con J > N — 1. La densidad angular
asociada con este paquete de ondas seria la siguiente

N-1
p(0,8) = > lesl*(Pr(cos0))
J=0

N-1

+2 Z les|lcr|Py(cos 0) Pyi(cos 8) cos (wyr gt — Mgy g), (8.5)
J'>J

donde Apy ;= ¢y — sy wy g = (Ey — Ej)/h. Dentro de esta apro-
ximacion de rotador efectivo, estas frecuencias son inversamente propor-
cionales al periodo rotacional T, de la molécula wy ; = 2mn g ;/T; donde
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nyg=JJ+1)—J(J+1)/2y T, = 2rpu/(R{R~?),). La evolucién tem-
poral de p(0,t) es periddica, y su periodo es una fraccién de Ty, i.e. Ty /npcd,
donde nyeq es el maximo comin divisor del conjunto de coeficientes {n; ;}
que aparecen en la expresion de wy/ 5, y es independiente de los valores de
las diferencias de fase Ay ;. El periodo méds grande posible es T}, y aparece
cuando el méximo comun divisor es 1. Esto ocurre, por ejemplo, cuando los
dos niveles més bajos (i.e. estado fundamental y primer estado excitado), o
los tres primeros estados excitados, participan en la dindmica rotacional.

En este régimen el valor esperado (j 2) permanece constante con el tiem-
po ya que las autofunciones del Hamiltoniano también son funciones propias
del operador J 2y una combinacién lineal de ellas también lo es. Sin embar-
go, (cos ) no es constante, y dentro de esta aproximacioén se puede escribir
como

N-1

(cosB) =2 Z legllcssil(cos 8) g 41 cos (wyrr, gt — Api1,g), (8.6)
J=0

donde (cos 0) 5 7+1 = (Ps|cos0|Pyi1) = (J+1)//(2J +1)(2J + 3). Las fre-
cuencias involucradas en este valor esperado son debidas a las diferencias de
energfa entre niveles rotacionales consecutivos w17 = 27(J 4+ 1)/T}, que
son un multiplo de la menor de todas, wy ¢ = 27/7}. Esta expresién muestra
que la orientaciéon molecular para ¢t > t; es periddica, y su periodo esta de-
terminado por el maximo comun divisor del conjunto de nimeros {J + 1}.
Si éste es igual a uno el periodo serd igual a Ty, lo que ocurre, por ejem-
plo, cuando tres estados consecutivos cualesquiera estan involucrados en la
dindmica. Ademads, la orientacién es nula para cualquier instante de tiempo
t > t¢ si ningun par de niveles consecutivos forma parte del paquete de ondas.

Para ilustrar la complejidad de la dinamica rotacional post-pulso, se
discute a continuacién la evolucién de la densidad angular (8.5) de sistemas
que pueden ser descritos por una, dos o tres ondas parciales. Los valores de
los coeficientes |c| v ¢ se eligen similares a los obtenidos en los célculos
presentados en la siguiente seccion.

En el caso mas sencillo s6lo es necesario un estado rotacional para apro-
ximar el paquete de onda final, de forma que las expresiones (8.4) y (8.5)
constan de un sdlo sumando. Esta situacién se obtiene si el estado inicial
es un autoestado propio del sistema en ausencia de campo y se lleva a ca-
bo un encendido y un apagado adiabéticos. Asi, la densidad angular final
es independiente del tiempo y estd determinada por un tnico polinomio de
Legendre p(6,t) = (Pj(cos6))?. La Figura 8.2(a) muestra la evolucién de la
densidad de probabilidad sin #p(0,t) de una dindmica post-pulso dominada
por la onda s; la sencillez de este sistema contrasta con los ejemplos que
involucran varias las ondas parciales.

Si el paquete de ondas se puede describir por medio de los niveles con
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Figura 8.2: Densidad de probabilidad angular sinfp(6,t) para t > t; para los sis-
temas con dindmica rotacional dominada por (a) sélo el estado fundamental, que
corresponde a un proceso adiabdtico, (b) los dos primeros niveles, (¢) los tres pri-
meros niveles, y (d) el primer, segundo y cuarto nivel.
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momentos angulares J = j1 y J = js, la densidad angular correspondiente
viene dada por

p(0,t) = |Cj1 |2(Pj1 (cos 9))2 + |Cj2|2(Pj2 (cos 9))2
+24/lejyllejy | Py, (cos 0) Py, (cos 0) cos (wiy j t — Ay, j,) -

La frecuencia de esta dindmica rotacional viene determinada por la diferencia
de energias de los estados involucrados hwj, ;, = Ej, — Ej;,, mientras que la
diferencia de fase Ay, j, es equivalente a una simple traslacién temporal,
ie. t =t =1t— Apj,j /Wi Esto implica que, debido a la condicién de
normalizacién |cj, |2+ |cj,|* = 1, sélo existe un grado de libertad relevante en
el sistema, que podria ser |cj, | 6 |¢j,|?. El segundo sumando de la expresién
anterior se anula en los ceros de los polinomios de Legendre Pj (cosf) y
Pj,(cos 0). Estos ceros representan puntos fijos de la densidad angular, donde
ésta resulta independiente del tiempo.

En la Figura 8.2(b) se muestra la evolucién temporal de la densidad de
probabilidad angular sin 8p(6,t) durante un periodo rotacional para un mo-
delo de dos estados con j; = 0y jo = 1, con coeficientes |co|> = 0,7, |c1|* =
0,3, y Ap1,o = 5,535. El cero del polinomio de Legendre Pj(cosf) § = m/2
es un punto fijo y satisface que p(mw/2,t) = 0,35. La densidad angular alcan-
za dos méaximos localizados en hemisferios diferentes con (cosf) = —0,529
para t = ty + 0,387} en 6 = 2,32, y (cos#) = 0,529 para t = t; + 0,887} en
0 = 0,819. Este ejemplo ilustra como con dos modos rotacionales se pue-
den preparar paquetes de onda que alternativamente se concentran en las
mitades inferior y superior del espacio de la coordenada rotacional.

La dinamica rotacional se complica significativamente si son tres las on-
das parciales, con nimeros cuanticos ji, jo v j3, necesarias para describirla.
La densidad angular correspondiente toma la forma

p(0,6) = e (P, (c058)) + ey 2(Pa 005 0))% + e (P cos 6))?
+24/¢j, |¢js | P, (cos 0) Pj, (cos 0) cos (wjy, j,t — Agjy i)
+2y/lejlless | Py (cos ) Py (cos ) cos (wjs ji t — Apjs 1)
+24/|¢js||¢js| P, (cos 0) Pj, (cos 0) cos (wjy jot — Ajs jn) - (8.7)

Debido a la condicién de normalizacién |c;, |? +|cj, |* +|cjy |2 = 1y la relacién
existente entre las diferencias de fase Ay, j; = Ay, j, + Apj, j,, el sistema
tiene cuatro grados de libertad, que pueden ser |c;, |, €], A@js o ¥ A@js iy -
Al contrario que en el sistema de dos niveles, ninguna de estas diferencias
de fase es equivalente a una traslacion temporal global. La evolucién es muy
sensible a un cambio en cualquiera de estos cuatro parametros, por lo tanto,
su ajuste para obtener una cierta dindmica es una tarea mucho mas dificil
que en ejemplo anterior. La densidad de probabilidad angular tiene un punto
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fijo si al menos dos de los polinomios de Legendre involucrados tienen un
cero comun, esto sélo ocurre para aquellos de grado impar y para el cero
0 = m/2. Asi, si los nimeros cuanticos ji, jo y j3 son impares, o al menos
dos lo son, entonces § = 7/2 es un punto fijo, y p(7/2,t) tiene un valor
constante.

En la Figura 8.2(c) se representa la grafica de contorno en el plano (6,t)
de la densidad de probabilidad angular de un modelo de tres estados con
41 =0, j2 = 1y j3 =2, coeficientes |cg|> = 0,6, |c1]?> = 0,3, |c2|? = 0,1, y di-
ferencias de fase Ay o = Apa o = 4,64 y Aps 1 = 0. La dindmica rotacional
posee una estructura mas compleja que el sistema de dos niveles presenta-
do en la Figura 8.2(b). En un periodo rotacional la densidad angular exhibe
varios fenémenos de localizacion, que aparecen como un patron de tres maxi-
mos cuya posicién cambia con el tiempo y alterna entre las mitades superior
e inferior del espacio angular. En particular, para t;+0,13 7T, <t < ¢t;+0,36 T
el paquete de ondas presenta una orientacién significativa antiparalela al eje
del campo con (cos 0) < —0,4, mientras que para t¢g+0,57, <t < t¢+0,987;
el paquete de ondas se encuentra débilmente orientado con (cos#) < 0,2. Pa-
ra otros tiempos la funcién de onda no presenta apenas orientacion.

Por 1ltimo, analizamos un nuevo sistema descrito por las tres ondas par-
ciales j1 = 0, jo = 1y j3 = 3, y con pardmetros |cp|?> = |e1|> = 0,32,
les? = 0,36 y Ap1o = Apso = Agps1 = 0. La evolucién temporal de su
densidad de probabilidad angular se muestra en la Figura 8.2(d). A pesar
de tener el mismo nitimero de niveles rotacionales que el ejemplo anterior
la dindmica rotacional es muy diferente en ambos casos. El hecho de que
las diferencias de fase sean nulas implica que la evolucién temporal es par
con respecto a la inversién en t = t; + 7;/2. El punto fijo § = 7/2 divide
la densidad angular en dos hemisferios, en los que exhibe una secuencia de
maximos siguiendo un patrén regular, y que alternativamente se encuentran
en cada una de estas mitades del espacio. A lo largo de un periodo rota-
cional, la densidad angular o bien esta localizada en uno de los hemisferios
o bien posee méaximos distribuidos a lo largo del intervalo 0 < 8 < 7. Asi,
para ty <t <ty 4+ 0,167, y tr + 0,847, <t < ty + Ty la densidad angular
estd mayoritariamente concentrada en el primer hemisferio y muestra una
débil orientacién en la direccién del campo, con un maximo en ¢t = tf con
(cos ) ~ 0,37. Para t;+0,34 T, <t < t¢+0,66 Ty, el paquete de ondas estd lo-
calizado en la regién 6 > /2, la molécula estd orientada antiparalelamente
al eje del campo, con un méximo para t = ty + T;/2 con (cosf) ~ —0,37.
Para el resto de intervalos temporales, la densidad se encuentra a lo largo
de todos los valores de 6.

En el caso mas general con N estados rotacionales involucrados en el
paquete de ondas existen 2(N — 1) grados de libertad, i.e. N —1 coeficientes
lcs|? y N —1 diferencias de fase Agp J',7- La densidad de probabilidad angular
es bastante sensible a los valores de estos parametros, y su ajuste para
obtener la funcién p(6, t) deseada es una tarea muy dificil incluso para valores
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moderados de N. Para N > 3, § = 7/2 es un punto fijo si al menos N —1 de
los nimeros cuanticos J son impares. Como ya se ha indicado més arriba,
sélo en el sistema de dos estados aparecen puntos fijos en otros valores de
0, i.e. en los ceros de los polinomios de Legendre correspondientes. Adem4s,
la paridad de la evolucién temporal de p(6,t) con respecto al instante ¢ =
T:/2 esta gobernada por las diferencias de fase. Si todas ellas satisfacen que
Agy 7= qm, q € Z, la densidad p(f,t) tendrd paridad par. Naturalmente,
una paridad impar es imposible debido a que la densidad es siempre positiva.

8.2.2. Potencial electréonico y momento dipolar de la molécu-
la de LiCs

La curva de energia potencial y la funcién de momento dipolar eléctrico
del estado electrénico fundamental XX T de la molécula de LiCs se muestran
en funcién de la coordenada radial R en la Figura 8.3. El potencial ha sido
tomado de resultados experimentales [250] e incluye la interaccién van der
Waals Cg/RS correcta a largas distancias. Para el momento dipolar se han
usado datos semiempiricos [22], que han sido extrapolados linealmente para
cubrir el rango de valores de R cercano a cero. La masa reducida de esta
molécula es p = 10490 u.a., y el periodo rotacional del estado vibracional
fundamental es T, = 76,885 ps.

En las siguientes subsecciones se toma siempre como funcién de onda
inicial el estado fundamental rovibracional en ausencia de campo, y se in-
vestiga la evolucién de la dindmica rotacional en los regimenes de intensi-
dad constante y ausencia de campo. Estos calculos se han realizado para
las intensidades de campo méximas F = 107°,5-107° y 10~* w.a., corres-
pondientes a F' = 51,4, 257 y 514 kV /cm, siendo este 1ltimo valor un poco
mas alto que las intensidades maximas de campos estaticos realizables en el
laboratorio.

8.2.3. Poblacién rotacional tras el apagado del campo

En primer lugar estudiamos la dindmica rotacional durante el régimen
final en ausencia de campo eléctrico, i.e. t > tf, al variar los tiempos de
encendido y apagado. Para simplificar nuestro andlisis, las duraciones del
encendido y el apagado seran iguales At,, = Atog, y se ha suprimido el
periodo con campo constante, i.e. tomamos At. = 0. Como se ha discutido
en la seccién anterior, la funcién de onda y la densidad angular se pueden
expresar en términos de las autofunciones rovibracionales propias del Ha-
miltoniano libre de campo y, en el marco de la aproximaciéon de rotador
efectivo, estas relaciones vienen dadas por las expresiones (8.4) y (8.5).

Las contribuciones al paquete de ondas de los tres niveles rotacionales
més bajos, i.e. |co|?, |c1]? v |e2/?, para la intensidad méxima del campo
F = 107* u.a., se representan en la Figura 8.4(a) en funcién del tiempo
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Figura 8.3: Potencial electrénico (linea continua) y momento dipolar eléctrico (linea
discontinua) del estado fundamental electrénico de la molécula de LiCs. Ambas
magnitudes vienen dadas en unidades atémicas.

de encendido At,,, que varia en el intervalo 0,57, < Aton < 4,5T;. Todos
los coeficientes muestran rapidas oscilaciones segin se modifica Atqy, siendo
especialmente pronunciadas para los valores méas bajos de At,,, cuando el
proceso es no adiabatico. Segin se incrementa At,y,, la amplitud de estas
oscilaciones decrece, y los valores de los maximos locales de |c1|? y |ca|? se
aproximan a cero, de forma que satisfacen que ]ci\2 < 0,05, para i = 1, 2,
cuando Aty, = 4,457, y Aton = 2,09 T}, respectivamente. El proceso tien-
de a la adiabaticidad para encendidos lentos, y se recupera un paquete de
ondas con solo la contribucién del nivel fundamental rotacional en el limite
Aton > Ty, en particular si Ato, = 4,57, se tiene que |cg|> ~ 0,98. Es-
te comportamiento oscilatorio muestra como la duracién especifica de los
tiempos de encendido influye en el estado final alcanzado. A partir del mis-
mo estado inicial, cada proceso de encendido lleva al sistema a poblaciones
diferentes de estados pendulares en el régimen con campo constante, véase
mas abajo, y el subsiguiente apagado del campo lleva cada estado pendular
a un conjunto final de autoestados rotacionales. La combinaciéon de estos
dos procesos provoca las oscilaciones de los |cs|?, que se vuelven regulares
para valores grandes de At,,. Con la intensidad méaxima del campo fijada,
estas oscilaciones son un reflejo de las autofrecuencias pendulares en el régi-
men con campo constante. Para intensidades méaximas menores, el sistema
es menos sensible a los procesos de encendido y apagado y los coeficientes
e J\2 presentan un comportamiento cualitativamente similar pero con una
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Figura 8.4: Coeficientes |co|? (rojo), |e1|* (verde) y |c2|* (azul) en el régimen en

ausencia de campo final, en funcién de la duracién del encendido Aty, = Atog para
la intensidad de campo maxima F = 10"% w.a. (a) y F = 107° uw.a. (b).
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frecuencia de oscilacion menor. Este hecho se puede comprobar en el andlisis
realizado para la intensidad maxima F = 107° w.a. En la Figura 8.4(b) se
representan los correspondientes coeficientes |cg|?, |c1]? ¥ |c2|? en funcién del
tiempo de encendido. Sin embargo, la envolvente de las oscilaciones es muy
parecida para ambas intensidades, indicando que la amplitud de las mismas
es practicamente independiente de esta intensidad méaxima.

La dindmica se complica a medida que aumenta la cantidad de estados
rotacionales necesarios para describir la densidad angular (8.5) con cierta
precisién. Se define el nimero de niveles N como el nimero de coeficientes
lcs|? que suman el 99,9% de la poblacién total. Este valor se puede consi-
derar como una primera estimacién del grado de adiabaticidad del proceso.
En la Figura 8.5 se representa N en funcién de At,, para las intensidades
méximas F = 107* (a), 5-107° (b) y 107°. Para las tres intensidades del
campo los resultados muestran un comportamiento cualitativamente similar
pero cuantitativamente diferente en funcién del tiempo de encendido. Nétese
que un encendido y un apagado instantaneos no modifican el paquete de on-
das inicial, i.e. Nf =1 si Aty = 0. Inicialmente, N crece con At,, hasta
su valor maximo NE,_, a partir de ese punto decrece hasta alcanzar de nuevo
la unidad en el limite Aty, > T;. Para 3ps < Aton < 230ps vy F = 10~*
w.a., se ha ajustado la funcién logaritmica N = A — Blog(Aton/T;) a los
datos numéricos, véase la Figura 8.5(a). Esta funcién no reproduce el limite
adiabdtico N — 1 para Aten > T,. El coeficiente A proporciona una esti-
macién de la cantidad de ondas parciales involucradas en la dindmica post-
pulso cuando Aty = 7). En la escala semilogaritmica, B es la pendiente del
comportamiento lineal y proporciona una estimacién de la disminucién de
NﬁRt cuando el cociente At,, /Ty aumenta en un orden de magnitud. Ambos
parametros dependen tanto del perfil especifico del campo (8.1) como de la
intensidad méaxima. Para este caso toman los valores A =75y B = 11,34.
NP decrece desde su méaximo NE,_ = 22 en Aty, ~ 0,047, y en particular
se tiene que N = 7 para Aty = T,.. Dos ondas parciales son necesarias
para describir la dindmica rotacional cuando At,, > 47;., son las ondas s y
p, pero como el estado inicial era una onda s la contribuciéon de la onda p
es despreciable para Ato, > 5,7T,. Para un tiempo de encendido fijo, N
decrece a medida que reducimos la intensidad del campo, i.e. la dindmica
rotacional se ve menos afectada por el campo, y el valor de los coeficientes A
y B también disminuye. Para F' = 5-107° u.a. el ajuste se ha hecho en el in-
tervalo de tiempo 4,6 ps < Ato, < 300 ps, se obtienen los valores A = 6,63 y
B = 7,97, véase la Figura 8.5(b). El maximo de N tiene un valor de 16 para
Aton = 0,057}, y si el campo se conecta a lo largo de un periodo rotacional,
resulta N = 6. Finalmente, para F' = 107° uw.a. y 7,6 ps < Aton < 700 ps,
A =457y B = 3,92, con un valor maximo de NE _ = 8, véase la Figura
8.5(c). Este comportamiento lineal en funcién de log(At,) muestra que el
sistema es bastante robusto con respecto al nimero de ondas parciales que
contribuyen a la dindmica rotacional al variar At.,, mientras que es muy
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sensible en cuanto al peso relativo de cada una de ellas, como se ha discutido
anteriormente.

Si el estado inicial es un nivel rotacionalmente excitado se llega a resul-
tados similares a los anteriormente discutidos. También se ha investigado la
dindmica rotacional de un dimero sometido a un tren de pulsos, con periodos
de ausencia del campo intercalados entre ellos. El andlisis de la poblacién
rotacional en este caso revela que el niimero de ondas parciales involucradas
en la dindmica permanece aproximadamente constante, i.e. es independiente
del niimero de pulsos sucesivos aplicados, por lo que una mayor exposicién a
este campo variable no excita niveles rotacionales mas altos en la molécula.
Lo que si cambia drasticamente entre los diferentes pulsos es el peso relativo
de los niveles rotacionales, indicando de nuevo la alta sensibilidad al proceso
especifico de encendido.

Consideremos unos tiempos de encendido y apagado de Aty = Atog =
186,75ps ~ 2,437, y una intensidad maxima del campo F = 10~% u.a. La
dindmica postpulso estd controlada esencialmente por los dos primeros nive-
les rotacionales con coeficientes |co|? = 0,6955 y |c1|? = 0,3022, y diferencia
de fase Ay = 5,535. La evolucién temporal de la densidad de proba-
bilidad angular y del valor esperado (cos#) se representan en las Figuras
8.6 y 8.7, respectivamente. La dindmica rotacional final del LiCs con este
pulso es muy similar a la del modelo de dos modos rotacionales mostra-
do en la Figura 8.2(b). Las perturbaciones y distorsiones que aparecen son
debidas a las pequenas contribuciones del resto de ondas parciales. El cua-
si punto fijo § = 7/2, con un rango de valores p(7/2,t) ~ 0,31 — 0,38 a
lo largo de un periodo rotacional, divide la dindmica en dos lébulos bien
localizados, que no se solapan y estan situados en cada uno de los dos he-
misferios. Para t; + 0,137, < ¢ <t + 0,637, p(0,t) se concentra en la
region w/2 < 6§ < m, y esta orientacién antiparalela alcanza su méximo
(cosf) = —0,54 en t = t;+0,37T,.. El resto del tiempo el paquete de ondas se
localiza en la regién 0 < 6 < /2 con una orientacién maxima (cos 6) = 0,52
ent =ty + 0,897,.

Como segundo ejemplo se somete a la molécula LiCs a un campo con
tiempos de encendido y apagado de At,, = Atog = 167ps ~ 2,177, v man-
teniendo la intensidad méxima a F = 10~* u.a. La dindmica rotacional
se describe en este caso con suficiente precision a través de los tres nive-
les rotacionales més bajos, con coeficientes |co|? = 0,6323, |e1]? = 0,3170 y
lca|? = 0,0460, y con las diferencias de fase Api o = 5,50 y Apaq = 0,85.
La evolucién temporal del correspondiente valor esperado (cosf) y de la
densidad de probabilidad angular se muestran en las Figuras 8.7 y 8.8, res-
pectivamente. El paquete de ondas exhibe efectos de localizacion pronun-
ciados, concentrandose en cada hemisferio una vez por periodo rotacional.
Se localiza en la regién 7/2 < § < w para t; + 0,147, <t < te+0,597;, y

~

en el primer hemisferio en el intervalo de tiempo complementario. El valor
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Figura 8.5: Niimero de ondas parciales que contribuyen a la dindmica rotacional
post-pulso en funcién del tiempo de encendido At,, = At.g, para las intensidades
méximas del campo F = 1074 (a), 5-107° (b) y 107> (c¢) u.a. Las lineas continuas
corresponden a ajustes logaritmicos de los resultados numeéricos.
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Figura 8.6: Densidad de probabilidad angular sinfp(6,t) en el régimen final en
ausencia de campo, tras un proceso determinado por unos tiempos de encendido y
apagado de Ato, = Atog = 186,75 ps y una intensidad méxima del campo F' = 10~*
u.a.
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Figura 8.7: Evolucién del valor esperado {(cosf) durante el régimen en ausencia de
campo para las duraciones At,, = Atog = 186,75 ps (linea roja), 167 ps (linea
verde) y 44,5 ps (linea azul), para la intensidad maxima del campo F = 10~% uw.a.
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Figura 8.8: Igual que la Figura 8.6 pero para las duraciones At,, = Atog = 167 ps.

esperado (cosf) muestra en estos intervalos valores negativos y positivos,
i.e. orientacién antiparalela y paralela de la molécula a lo largo del eje del
campo, respectivamente, (véase la Figura 8.7). Los valores méximos de la
orientacién con (cosf) = —0,63 y 0,46 se obtienen en t = ¢ + 0,337} y
t =ty + 0,957}, respectivamente. La densidad de probabilidad angular pre-
senta un patrén similar al del modelo de tres modos descrito en la Figura
8.2(c).

Por ultimo consideramos un proceso altamente no adiabatico, con Aty =
Atog = 44,5 ps y F = 107* w.a. Una descripcién completa del sistema
requiere 11 ondas parciales para abarcar el 99.9 % de la poblacién (véase la
Figura 8.5). Sin embargo, los niveles con J =0, J =1y J = 3 contribuyen
mayoritariamente con coeficientes |co|? = 0,2829, |c1|?> = 0,2790 y |c3|? =
0,3277, y diferencias de fase Ap1o = 4,95 y Aps1 = 2,68. Los pesos |cs|?
del resto de estados son un orden de magnitud inferiores, incluida la onda
d con |cy|? = 0,0015. En las Figuras 8.7 y 8.9 se muestra la evolucién del
valor esperado (cosf) y de la densidad de probabilidad angular post-pulso,
respectivamente. La dindmica rotacional es cualitativamente similar a la
del modelo de tres modos analizado en la Seccién 8.2.1, véase la Figura
8.2(d). De nuevo se observan fenémenos de localizacién del paquete de ondas
en cada uno de los dos hemisferios para intervalos de tiempo diferentes.
Sin embargo ahora la densidad angular tiene en cada mitad del espacio un
comportamiento oscilatorio con el tiempo, que también se ve reflejado en
la evolucién de (cos @) (véase la Figura 8.7). Estos fenémenos no son muy
pronunciados, de hecho, para t¢ + 0,087, < t < t¢ + 0,567y, el paquete de
ondas se encuentra principalmente localizado en la regién 0 < 6 < 7/2,
y (cosf) oscila alcanzando un valor maximo de (cosf) = 0,40. Durante
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Figura 8.9: Igual que la Figura 8.6 pero para las duraciones Aty = Atog = 44,5
ps.

el resto del tiempo encontramos a la molécula en la regién 7/2 < 6 <
7, estando débilmente orientada antiparalelamente al campo, con un valor
minimo de (cos §) = —0,38. Por otro lado, la pequena contribucién de estados
rotacionales con momento angular par, especialmente la onda d, provoca que
el punto fijo § = 7/2 se difumine y no tenga un valor constante.

8.2.4. Pulso en el régimen de frecuencias

La transformada de Fourier del pulso temporal F(¢) definido en (8.1)
permite estimar las frecuencias de los fotones involucrados en el mismo,
y los estados rotacionales que podrian contribuir en la dindmica postpulso.
Para llevar a cabo tal analisis se ha desplazado temporalmente F(t) de forma
que sea simétrico con respecto al origen de tiempo t = 0. Nuestro estudio se
va a restringir a pulsos con duraciones del encendido y apagado iguales, y
ademads consideraremos la presencia de un periodo con intensidad de campo
constante entre ambos. La transformada de Fourier F(w) de F(t) viene dada
por la expresion

Fw) = /_ T R exp(—iwt)dt. (8.9)

Las energias AFE = hw que pueden excitar rotacionalmente la molécula
vienen dadas por AE = E; — Eg = hwy con wy = J(J + 1)W{R™2)/(2u) =
J(J + 1)7/T;, donde se ha usado el periodo rotacional T, = 2mu/h(R™?).
La dependencia de wy en T, hace que el efecto del campo varie segin el
sistema y la banda vibracional considerados. Un periodo rotacional més
pequeno implica mayores valores de wj que se traduce en un mayor grado
de adiabaticidad para un pulso determinado.
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Figura 8.10: Transformada de Fourier | F(w)| para los pulsos con tiempos de encen-
dido Atey, = Atog = 44,5ps (linea roja), 167ps (linea verde) y 300ps (linea azul), e
intensidad méaxima F = 10~* u.a. Con simbolos del mismo color que las lineas se
marcan los valores correspondientes a las frecuencias wy, J =0, ..., 4.

En la Figura 8.10 se representa \.7:" (w)] en funcién de w para tres pulsos
F(t) con tiempos de encendido/apagado At,, = Atog = 44,5ps, 167ps y
300ps, suprimiendo en todos el régimen intermedio de campo constante, y
con la intensidad maxima F = 10~* u.a. En esta grafica también se han
sefialado los valores de wy y | F(wy)| para el estado vibracional fundamental
de la molécula de LiCs. Al aumentar At,, se estrecha la distribucién de
frecuencias, y se reduce el peso de las frecuencias més altas. Esto significa,
tal y como vimos anteriormente, que cuanto mas lento sea el encendido
menos son los estados rotacionales que influyen en la dindmica postpulso.
Por otro lado, ],7:" (w)] es linealmente proporcional a la intensidad maxima
F', lo que explica por qué se obtiene un mayor nimero de estados excitados
cuanto més grande es el valor de F. Sin embargo, este andlisis no permite
predecir el peso relativo de los estados involucrados en la dindmica, aunque
si una estimacién del nimero de ondas parciales que seran necesarias para
describir el sistema.

Finalmente se considera el efecto de un régimen de campo constante
entre el encendido y el apagado del mismo. En la Figura 8.11 se representa
la transformada de Fourier |F(w)| para los pulsos con intensidad maxima
F = 107* u.a., tiempos de encendido y apagado de 44,5 ps y duracién
del régimen intermedio de campo constante At. = 10, 30 y 100 ps. Las
tres distribuciones de frecuencia son muy similares entre si, diferenciandose
Unicamente en el valor de \.7:" (wy)]. Esto indica que la presencia de un periodo
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Figura 8.11: Transformada de Fourier | F(w)| para los pulsos con tiempos de encendi-
do y apagado de Ato, = Atog = 44,5ps, y tiempos de campo constante At, = 10ps
(Iinea roja), 30ps (linea verde) y 100ps (linea azul), e intensidad méxima F = 10~*
u.a. Con simbolos del mismo color que las lineas se marcan los valores correspon-
dientes a las frecuencias wy, J =0,...,4.

de campo constante no modifica significativamente el nimero de estados
excitados en la dindmica final.

8.2.5. Analisis de la poblacion pendular en el régimen de
campo constante

En esta seccidon nuestra atencién se centra en la dindmica rotacional
en el intervalo de tiempo At. cuando la intensidad del campo se mantie-
ne constante. De nuevo como estado inicial tomamos el nivel rovibracional
fundamental. En presencia de un campo intenso los sistemas moleculares
se caracterizan por la hibridacién del momento angular y una pronunciada
orientacién que dependen de la intensidad del mismo. El momento dipolar
de la molécula de LiCs es negativo, asi que el sistema se orienta de antipa-
ralelamente al campo eléctrico.

Analogamente al andlisis realizado del paquete de ondas final en térmi-
nos de los armoénicos esféricos, se puede hacer un desarrollo en serie de la
correspondiente funcién de onda usando ahora la base formada por las fun-
ciones de onda pendulares {)f (R, 6)} que son autoestados del Hamiltoniano
(7.6) cuando F(t) = F. Por lo tanto, para t. <t < t.g, el paquete de ondas
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se puede como

NF_1

Z dkT/)k Re —ZE'Ft/FL
k=

U(R,0,1) =

E\H

o

Esta expresién deberia tener infinitos sumandos pero se ha asumido que
sélo N estados pendulares son necesarios para describir el sistema con la
precision suficiente. Los coeficientes di son en general complejos, satisfacen
que Y, |dp|* = 1, y su médulo al cuadrado |dy|? representa la probabilidad
de encontrar la molécula en el estado pendular k-ésimo.

Se ha estudiado la evolucion de las contribuciones de los cuatro primeros
estados pendulares, |dg|?, |d1|?, |d2|? v |d3|?, en funcién de la duracién del
encendido At,,, para una intensidad de campo maxima F = 10~% u.a., véase
la Figura 8.12. Al aumentar el tiempo de encendido crece la adiabaticidad
del proceso, y la poblacién del primer estado pendular |dg|? tiende monéto-
namente a la unidad. Para Aty,, = 100 ps, los pesos de los tres primeros
estados son |dg|? = 0,7261, |d1]? = 0,2 y |d2|*> = 0,0547. Mientras que para
Aton = 200 ps, el 92,3% de la poblacién se encuentra en el estado pendu-
lar fundamental, y llega al 99,5 % para At,, = 400 ps. Para un encendido
instantdaneo, i.e. At,, = 0 ps, hay una gran cantidad de estados pendula-
res contribuyendo a la dindmica. Los coeficientes |di|? toman los valores
correspondientes a la descomposicién del estado fundamental rotacional en
ausencia de campo en términos de esta base. De hecho, para un encendido
rapido de At,, = 10 ps son necesarios 14 estados para describir el sistema,
con contribuciones 0,01 < |d;|? < 0,14.

De forma andloga a como se hizo para el caso de la dindmica post-
pulso, se calcula el nimero N de coeficientes necesario para obtener el
99,9% de la poblacién pendular. N¥ proporciona una estimacién del gra-
do de adiabaticidad del proceso. En Figura 8.13 se muestra N* en funcién
del tiempo de encendido At,, para las intensidades méximas del campo
F=10"%5-10"" y 107° u.a. En los tres casos N¥ muestra un comporta-
miento cualitativamente similar pero cuantitativamente diferente al variar
Atoyn. Inicialmente, N¥ permanece constante, al aumentar Aty,, NP de-
crece monétonamente tendiendo a la unidad en el limite adiabatico. Para
F =10~ w.a. se ha realizado un ajuste de estos resultados numéricos usando
la funcién NI, =1+ NL, exp(—BAty,/T;), con los pardmetros N, = 14
y B = 0,75. Nétese que esta funcién reproduce tanto el comportamiento
constante para valores pequenos de At,, como el limite adiabatico. De he-
cho N =1+ NE _ es el nimero méximo de estados que se obtienen tras un
encendido instantdneo (hasta un 99.9 % de la contribucién total). Por tanto,
NE . depende sélo de la intensidad maxima F. El parametro B depende
del perfil especifico del campo (8.1) y de F. Para F = 51075 w.a., se en-
cuentra que NP =10y B = 0,58, y el plateau inicial se extiende hasta

max

Aton = 0,2T;, véase la Figura 8.13(b). Y para F' = 107° u.a. se tiene que
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NP =5y B = 0,37, y la pendiente de N* al variar At,, es mas sua-
ve que en los casos anteriores, véase la Figura 8.13(c). En particular, para
Aton = Ty, sélo 4 estados pendulares se necesitan para describir la dindmica

rotacional, mientras que son 7 si F = 107 u.a.

En el régimen de campo constante, el cuadrado del momento angular no
es una constante de movimiento, y su valor esperado (j 2> muestra un in-
teresante fenémeno de pulsacién irregular. En términos de las autofunciones
pendulares se tiene que

NF_1 N-1
(J2 = > del? D Ipskl?T (T + 1R
k=0 J=0

NF—-1 N-1
+2 Z Z \die| |k [P kg (T + 1) R
k'>k=0 J=0

EF —El)t
X €Os (% —F 4 @5) ; (8.9)

donde los coeficientes pyj = (\If}j |Wo,s) satisfacen que Pyr = Pk ¥ son
independientes de t. En esta expresién, el primer término es un valor medio,
mientras que el segundo representa un conjunto de oscilaciones controladas
por las diferencias de las energias pendulares a través de las frecuencias
(EF — EL)/h. Al contrario que en el caso de ausencia de campo, estas
frecuencias no son proporcionales al inverso del periodo rotacional de la
molécula y no forman un conjunto conmensurable. Esto es debido a que el
espectro no posee el interespaciado proporcional a J 4+ 1 que dentro de la
aproximacién de rotador efectivo caracteriza a los niveles rotacionales [108].

El comportamiento de (J2) en funcién del tiempo cuando el encendido
se realiza en un periodo rotacional y la intensidad méxima es F = 10~* w.a.
se muestra en la Figura 8.14. La poblacién pendular resultante estd domi-
nada por los coeficientes |dg|? = 0,6283, |di|> = 0,2358, |da|?> = 0,0876 y
|d3|? = 0,0318. (J2) presenta répidas oscilaciones en torno al valor medio
21,31 y una pronunciada pulsacién irregular. Usando las energias pendulares
de los estados involucrados, se encuentra que las principales contribuciones al
término oscilatorio de la expresién (8.9) vienen dadas por los pares (k, k') =
(0,1) y (k, k") = (1,2), cuyas frecuencias son (Ef — EL)/(2wh) = 1,680 THz
y 1,636 THz, respectivamente. Estas dos frecuencias son responsables de un
fenémeno de pulsaciéon con un semiperiodo de 1,887}, que tiene lugar cinco
veces en el intervalo de 10 periodos rotacionales considerado en la figura.
Las interferencias debidas a las otras frecuencias involucradas provocan pul-
saciones de orden superior que se superponen entre si, e.g. la envolvente de
larga duracion en la Figura 8.14.
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|dj|?

Al‘fon / Tr

Figura 8.12: Coeficientes |dg|? (linea roja), |di|? (linea verde), |dz|? (linea azul) y
|d3)? (linea magenta) en el régimen de campo constante, en funcién de la duracién
del encendido del campo Aty v para F = 107% u.a.

8.3. Dinamica en presencia de una combinacion de
campos dependientes del tiempo y perpendi-
culares entre si

En esta seccién se estudia la dindmica rotacional de la molécula de LiCs
sometida a una combinacion de campos eléctricos dependientes del tiempo,
perpendiculares entre si y paralelos a los ejes & y 2 del sistema de referencia
del laboratorio. El perfil temporal del pulso consiste en un encendido expo-
nencial en la direccién Z hasta la intensidad méxima F', a continuacién el
campo se rota hacia el eje Z, de forma tal que alcanza la intensidad maxima,
en la componente x al mismo tiempo que se anula la z. Notese que durante
el giro la intensidad siempre se mantiene constante. Finalmente, la desco-
nexién del campo en la direccion z se lleva a cabo por medio de la misma
funcién exponencial usada para el encendido. Matematicamente, este pulso
toma la siguiente forma

trot —ton

F.(t) = Fy (m) St <t <tog o (810)

trot —toff

Ff (5+10w), Si ton <t < trot

0, en otro caso,
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Figura 8.13: Nimero de estados pendulares que contribuyen a la dindmica rotacional
durante el régimen de campo constante en funcién del tiempo de encendido At,y,
para las intensidades mdximas del campo F = 10=* (a), 5-107° (b) y 107° (c)
u.a. Las lineas continuas corresponden a ajustes exponenciales de los resultados
numeéricos.



8. Dinamica molecular en campos dependientes del tiempo 193

40 R

. \

10
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Figura 8.14: Evolucién del valor esperado (.J2) durante el régimen de campo cons-
tante para un tiempo de encendido At,, = 7T; e intensidad maxima del campo
F=10"* ua.

Fg (tfff_—%) ’ si trot St <o
Fell) =\ Fr(s5410585), si tg<t<te o (81D
0, en otro caso,

donde f(t) = (1 +e72)~! y g(t) = sin?(tr/2). El campo esté caracterizado
por cuatro parametros: la intensidad maxima alcanzada F', y las duraciones
del encendido Aton = trot —ton, la rotacion Atyos = tog —trot ¥ €l apagado del
campo At = tr — tog. En la Figura 8.15 se muestran las dos componentes
del campo eléctrico como funcién del tiempo. Tomaremos en todos los casos
el tiempo inicial igual a cero, to, = 0y la intensidad maxima como F' = 1075
u.a.

Una descripcién completa del sistema implica resolver la ecuacion de
Schrodinger asociada al Hamiltoniano rovibracional (7.8). Esto, como ya se
indicé en la Seccién 7.4.4 del capitulo anterior, resulta muy costoso compu-
tacionalmente, lo que implicaria que para realizar el presente estudio serian
necesarios tiempos de ejecucién de los programas del orden de afios. Por
tanto, para poder llevar a cabo este andalisis suponemos que el campo no
afecta a la dindmica vibracional, y que el espaciado energético rotacional es
inferior al vibracional, de forma que podemos emplear la aproximacion del
rotador efectivo descrita en el capitulo anterior. El Hamiltoniano del rotador
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(t—ton)/T:

Figura 8.15: Perfil de las componentes del campo eléctrico F,(t) y Fx(t) (lineas
continua y discontinua, respectivamente) como funcién del tiempo para Aty, =
Ator = Atog = T} v una intensidad méxima F = 107> u.a.

efectivo para la banda fundamental vibracional toma la forma

H, = %(R‘2>0j2 + E — (D(R))o(F.(t) cos 0 + Fy(t) sin 0 cos ¢).

La diferencia de esta expresién con respecto a la (7.11) es que el campo
depende del tiempo. Para resolver la ecuacién de Schrodinger asociada a
este Hamiltoniano se utiliza la técnica del split operator junto con las re-
presentaciones en variable discreta y en base finita, descritas en el capitulo
anterior.

Las propiedades de una molécula diatémica polar en presencia de un
campo eléctrico son independientes de la direccién del campo. Fijadas dos
direcciones las autofunciones de los correspondientes Hamiltonianos estdn
relacionadas por una rotacién espacial. Los niveles pendulares con el campo
paralelo al eje Z estan formados por una superposicién coherente de esta-
dos rotacionales con el ntimero cudntico magnético fijo. La rotacién de un
arménico esférico Y (0, ¢) da lugar a una combinacion lineal de armoni-
cos esféricos con el mismo J y todos los valores posibles de M. Por tanto,
los estados pendulares con el campo paralelo al eje Z estdn formados por
una superposicion coherente de estados rotacionales con distintos ntmeros
cuanticos rotacional y magnético.

Para analizar la dindamica rotacional tras el giro en t = t,ot 0 en el
régimen post-pulso para t > t,g se puede expresar el paquete de ondas
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como un desarrollo en serie en una base. Aunque lo normal seria usar en
cada caso la base propia de estos sistemas, por simplicidad y para poder
estudiar la poblacién transferida a estados con nimero cuantico magnético
no nulo, hemos decidido usar la base formada por las funciones de onda
rotacionales en ausencia de campo. Asi, dentro del marco de trabajo de la
aproximacion del rotador efectivo el paquete de ondas se puede escribir como

N-1 J
VO,6,)=> > cauYim(0,9),
J

J=0 M=—

donde los coeficientes ¢ pr cumplen que Z]}[z_ol Z‘JM:_J leam|?> =1,y |csml?

representa la probabilidad de encontrar la molécula en el estado con nimeros
cuanticos J y M. Debido a la componente & del campo aparecen niveles
con M # 0, sin embargo, por razones de simetria las contribuciones de los
estados con nimero cuantico magnético M y —M son iguales entre si, i.e.

lean|? = les—ml?

8.3.1. Efecto de la rotacion del campo

Comenzamos analizando el efecto de la rotacién del campo, suponiendo
que inicialmente éste es paralelo al eje Z y el sistema estd en un autoesta-
do pendular U¥. Una rotacién adiabética del mismo resulta en un estado
pendular del Hamiltoniano con el campo en el eje &, RUF e, y solamente
adquiere una fase ¢ adicional. El resultado final iinicamente depende del
tiempo de rotacién At a través de esta fase. Si se proyecta esta funcién
de onda final sobre una base cualquiera, ¢ es simplemente una fase global.
Es por tanto irrelevante para la densidad de probabilidad y para los coefi-
cientes de la proyeccion. En este caso el régimen adiabdtico se caracteriza
siempre por el mismo paquete de ondas, salvo esta fase global, sea cual sea
la duracién de la rotacion.

Como primer ejemplo se ha tomado como estado inicial el nivel rotacio-
nal fundamental ¢(1;0 y F = 107" u.a. En la Figura 8.16 se representan los
coeficientes |cj (%, con J = 0,1,2 y |[M| = 0,1,2, del desarrollo en serie
en funcién del tiempo de rotacién At..;. Todos los coeficientes presentan
una evolucién cualitativamente muy similar al aumentar At,. Inicialmente
tienen un comportamiento oscilatorio y alcanzan rapidamente el régimen
adiabatico para At,,t > T, manteniendo valores constantes para rotacio-
nes del campo mas lentas. Esta rapidez para alcanzar el régimen adiabatico
contrasta con los tiempos caracteristicos del encendido del campo, que eran
del orden de varios periodos rotacionales. Una explicacion de este hecho
es que durante el giro la intensidad del campo siempre se mantiene cons-
tante y solamente varia su orientacion. Se trata por tanto de un proceso
menos agresivo que el encendido, y la molécula puede adaptarse a él mas
facilmente. Para At,o; > 0,757, los estados (0,0), (1,£1) y (2,£2) son los



196 8.3. Dinamica en una combinacién de campos

més poblados con un 28, 22,5 y 8% del total, respectivamente. El régimen
adiabéatico representa la descomposicién en términos de armdnicos esféricos
del primer estado pendular con el campo paralelo al eje . Si el proceso
es instantaneo las tres primeras ondas parciales dominan la dindmica con
co.0|? = 0,2880, |c10/> = 0,4516 ¥ |e2,0* = 0,2097. Estos valores decrecen al
aumentar At.., y para giros muy rapidos con Aty < 0,087, la dindmica
estd aun controlada por estas tres ondas parciales. De hecho, los estados ro-
tacionales incluidos en esta figura son insuficientes para describir el sistema
en el régimen 0,17, < At,ot < 0,57, v los correspondientes coeficientes no
suman la unidad. Para analizar en detalle este régimen en la Figura 8.17
se representan los |cjar|? con J < 4y |M| < 4 para Aty < 0,57, que
suponen el 90 % de la poblacién total. El comportamiento de los |c ps|? con
J > 3 es muy similar, su valor aumenta al incrementar At,, y tras alcan-
zar un maximo se aproximan a cero, aunque en ocasiones presentan poste-
riormente un ligero incremento pero manteniendo valores muy bajos. Para
0,17, < Aty < 0,257, son muchos los niveles que contribuyen a la dindmi-
ca y todos cumplen que ’CJ7M‘2 < 0,1. En particular para At,,t = 0,157},
tenemos que |cao|? = 0,0549, |co 41| = 0,0429 y |e2,42|? = 0,0236, Nétese
que si se proyectase sobre otra base los resultados obtenidos serian cualita-
tivamente similares a los aqui discutidos.

La situacion cambia notablemente cuando la funcién de onda inicial con-
siste en una mezcla de dos estados pendulares ¥f + WL Tras una rotacién
adiabética se obtiene el siguiente paquete de ondas (R¥{ et 4 (RUL)eiv2,
donde cada estado pendular girado ha adquirido una fase caracteristica. La
funcién de onda final se puede escribir como €1 ((R¥F) + (RWL)eilw2—%1)),
siendo 1 v 2 —1 las fases global y relativa, respectivamente. Ambas depen-
den de la duracién de la rotacién At,.. En particular, la fase relativa hace
que las proyecciones de esta funcién de onda en una base arbitraria varien
al modificar At,. Unicamente si se usase la base de los estados pendula-
res rotados {Rif'}, se obtendria un desarrollo en serie con los coeficientes
caracteristicos de un régimen adiabatico y las fases serian irrelevantes.

Para describir este fenémeno hemos tomado como estado inicial una
combinacién de los dos primeros niveles pendulares (1/)5 o+ ¢f 0)/ V2y F =
10~° u.a., i.e. los dos primeros estados pendulares con M = 0. Las Figuras
8.18 y 8.19 muestran los coeficientes |cj /> de su desarrollo en serie en
términos de los armoénicos esféricos en funcién del tiempo de rotacién para
Aty < 3T, y Aty < 0,57, respectivamente. Nétese que ambas figuras
presentan un nimero diferente de ondas parciales. En particular, en la Figura
8.19 solo para algunos instantes de tiempo se muestra el 90 % de la poblacién
total. De hecho, serian necesarios los coeficientes de todos los estados con
J < 5 para alcanzar al menos el 90 % de la poblacién en cualquier instante
de tiempo. Si la rotacion es instantdnea tendriamos que |co70|2 = 0,5497,
lc10)? = 0,3401, |es0]? = 0,0701 y |eqo]? = 0,0339, y el resto de coeficientes
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Figura 8.16: Coeficientes |c ps|? tras la rotacién del campo, en funcién de la dura-
cion de la rotacién del mismo At,q¢, partiendo del autoestado pendular fundamental
g[J(IiO, y para la intensidad de campo maxima F = 107> u.a. Cédigo de colores: J = 0
(rojo), J =1 (verde), J = 2 (azul), J = 4 (magenta), J = 5 (cian). Cédigo de lineas:
M =0 (continua), M =1 (discontinua), M = 3 (punteada), M = 4 (punto y raya),
M =5 (punto, punto y raya).
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Figura 8.17: Ampliacién de la Figura 8.16 para At < 0,57;.. Se ha empleado el
c6digo de colores y lineas descrito en esa misma figura.
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Figura 8.18: Igual que la Figura 8.16 pero con el estado inicial (\II{;O + \I/fo)/\/i
Se ha empleado el cédigo de colores y lineas descrito en esa misma figura.

son al menos un orden de magnitud inferiores. Inicialmente estos valores
disminuyen, y tras un giro rapido son muchos los niveles que contribuyen en
este sistema. Los |c, M|2 oscilan irregularmente al aumentar At,o;. Aunque
los niveles con J = 4 tienen una contribucién mas o menos relevante para
0,17 < Aty < 0,27, su peso disminuye y se aproxima a cero para giros mas
lentos. El régimen adiabatico estd caracterizado por oscilaciones regulares de
los |cg mr |2. La regularidad de las mismas sugiere una dependencia lineal de la
fase relativa con At,ot. En la dindmica rotacional se alternan regiones donde
el peso de la onda s es superior al 50 %, con otras donde son necesarias
muchas ondas parciales para describir el sistema y en particular ]0070\2 <
0,05.

Este fenémeno se puede generalizar si el paquete de onda inicial consis-
te en una combinacién lineal de N estados pendulares. Tras una rotacién
adiabéatica del campo, cada una de las funciones de onda de los niveles pen-
dulares rotados va multiplicada por una fase. El sistema estd caracterizado
por N — 1 fases relativas. La interferencia de éstas hace que los |cj | no
presenten oscilaciones regulares al variar At,o;. Como 1iltimo ejemplo hemos
tomado un estado inicial formado por la siguiente combinacién de los tres
primeros niveles pendulares con M = 0 (zﬁ{; 0 +¢f 0+¢5 0)/V/3. En las Figuras
8.20 y 8.21 se representan los coeficientes |c; 1|? de la proyeccién del paque-
te de onda final como funcién de At en los intervalos 0 < Aty < 3T, v
0 < Atyor < 0,575, respectivamente. Para At,or = 0 se tiene |coo|> = 0,7778,
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Figura 8.19: Ampliacién de la Figura 8.18 para At < 0,57;.. Se ha empleado el
codigo de colores y lineas descrito en la Figura 8.16.

lc10]? = 0,1040, |ca0|? = 0,0685, |capol*> = 0,029 y |e50/> = 0,0168, el resto
de pesos son inferiores a 0,003. Tras una rotacién rapida del campo, ver la
Figura 8.21, el sistema estd caracterizado por una gran cantidad de esta-
dos cuyos coeficientes oscilan al aumentar At,.;. Excepto para un rango de
valores de At,ot muy pequeno son siempre los niveles con J = 0 los que
presentan una mayor contribucién. En el limite adiabético los |cjas|* osci-
lan de forma irregular y presentan un fenémeno de pulsacién debido a la
interferencia entre las frecuencias de las fases relativas. En la dinamica al
variar At se alternan dos tipos de regimenes, uno de ellos estd dominado
por la onda s con un peso en ocasiones superior al 75%, y en el otro son
numerosas las ondas parciales necesarias para describir el sistema y todas
cumplen que |cjpr|* < 0,25.

8.3.2. Poblacién rotacional tras el pulso

A continuacién, nuestro interés se centra en investigar el régimen fi-
nal una vez el campo ha sido apagado y en especial la poblacién transfe-
rida a estados con numeros cuanticos magnéticos no nulos. Para ello jun-
to a los coeficientes |cjs|?, se va a analizar la magnitud S = 2(1 +
dap) ny:_\}m lcjar [, donde N es el nimero méximo de niveles rota-
cionales considerados. Nétese que en la definicién de Z); se ha tenido en
cuenta que para el campo eléctrico considerado |cjar? = |cj—m|?. Este
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Figura 8.20: Igual que la Figura 8.16 pero con el estado inicial (1o +v1 +¢§0)/\/§.
Se ha empleado el cédigo de colores y lineas descrito en esa misma figura.
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Figura 8.21: Ampliacién de la Figura 8.20 para At < 0,57,.. Se ha empleado el
cédigo de colores y lineas descrito en la Figura 8.16.
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parametro proporciona una estimacién del peso de todos los niveles con dis-
tinto niimero cudntico rotacional pero el mismo nimero cuantico magnético.
Restringiendo nuestras investigaciones a tiempos de encendido y apagado
idénticos Atyn = Atog, vamos a estudiar dos casos diferentes. Primero se
fija el tiempo de rotacién y se varia el de encendido, y después la situacién
contraria, fijando Aty, y modificando At,o;. Como estado inicial se toma
el nivel rotacional fundamental, i.e. la funcién de onda viene dada por el
arménico esférico Yy o(6, ¢), y la intensidad méxima del campo se mantiene
fija a F' = 107° w.a.

En primer lugar hemos considerado un encendido no adiabatico del cam-
po con Atgy, = Atog = %Tr, y se ha variado el tiempo de giro desde 1 ps
hasta 57;.. En la Figura 8.22(a) y (b) se representan los |cja[?, con J < 2y
M <2,y las sumas Z|y| en funcién del tiempo de rotacién At,t, respecti-
vamente. En esta figura se aprecia como el giro es adiabéatico para tiempos
Atyot 2 Ty, tal y como ya se establecié en la subsecciéon anterior. En este
régimen los coeficientes |c, w|? efectiian oscilaciones regulares, con un pe-
quenio fenémeno de pulsacién. Esto es debido a que tras el encendido en
Aton = %Tr, el paquete pendular consta de 4 estados pendulares, ver Figu-
ra 8.13(c), siendo dominante la contribucién de los 2 primeros, con pesos
’6070‘2 = 0,4773, ‘01,0’2 = 0,3620, ’6270‘2 = 0,0762 y ‘03,0’2 = 0,0597. La
influencia del resto de niveles pendulares junto con el apagado del campo
tras la rotacidon del mismo, provocan que estas oscilaciones no sean per-
fectamente regulares, como en la subseccion anterior. El limite adiabatico
estd dominado por la contribucién del estado rotacional fundamental, cuyo
peso varia entre 0,325 y 0,998. La siguiente contribucién se debe a los niveles
(1,£1), con un valor méximo de |c; +1|> = 0,333. Por otro lado, tras una
rotacién rapida At < 0,57, son muchas las ondas parciales que contri-
buyen a la dinamica, por sencillez en la figura no se han incluido las ondas
parciales con J > 3. En particular si At = 0,17}, tenemos, entre otros va-
lores, que |cgo|? = 0,1329, |c10]? = 0,2282, |c1.1|*> = 0,0176, |e2,0|> = 0,0879,
lca1]? = 0,0563, |c22]* = 0,0427, |cs0/> = 0,0370. El andlisis de las sumas
E|p| proporciona conclusiones muy similares. Los Zj;; oscilan al aumentar
Atyot, v en el limite adiabdtico su comportamiento es muy regular. En media
la contribucién de los niveles con M = 0 es la mas significativa con un valor
superior al 32,8 % para cualquiera de las rotaciones analizadas. El peso de
todos los estados con |M| = 1 pueden superar el 66 % del total. Por tltimo
los niveles con |M| = 2 satisfacen que Ejm| < 0,1 para Aty > 0,47

Como segundo ejemplo se considera un giro adiabético con Atyor = %Tr
con tiempos de encendido y apagado en el intervalo At. < 57,.. En las
Figuras 8.23(a) y (b) se presentan en funcién de At,, los coeficientes | |2,
con J <2y M < 2y las sumas =, con [M| < 3, del paquete de
onda final, respectivamente. Estos resultados son cualitativamente similares
a los obtenidos para el encendido del campo a lo largo del eje Z que se
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Figura 8.22: (a) Coeficientes |cj s[> y (b) sumas Z5, en el régimen en ausencia
de campo final, en funcién de la duracién de la rotacién del campo At,q, para los
tiempos de encendido y apagado Aty, = Atog = %TT y para la intensidad de campo
méxima F = 107 u.a. Se ha empleado el cédigo de colores y lineas descrito en la
Figura 8.16.
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analizaron en la discusién de la Figura 8.4. Esto indica que si la rotacién
es adiabatica el proceso estd dominado por el encendido y el apagado del
campo. Todos los coeficientes |cj s> muestran un comportamiento similar,
oscilan irregularmente para valores bajos At,y,, v estas oscilaciones se hacen
regulares al ir aumentando At,y,. En el limite adiabdtico se aproxima |co|?
a uno, y el resto a cero, recuperandose de este modo la funcién de onda
inicial. En media, la onda s presenta una mayor contribucién, y tras ésta
los estados (1,41). Si el encendido es muy répido la dindmica rotacional
es muy rica y son muchas las ondas parciales necesarias para describir el
sistema. El pardmetro =) presenta un comportamiento andlogo. El peso
de estados con M # 0 se atenia conforme el encendido se hace més lento.
En particular, Zg > 0,9, ;) < 0,1 y Ejp) < 0,001 para Atyer > 3,77, Sin
embargo, si el encendido se lleva a cabo en menos de un periodo rotacional se
pueden encontrar regimenes con contribuciones significativas de otros valores
de |M]. Por ejemplo para At = 0,37, se tiene =9 = 0,3320, Z|;| = 0,1281,
Epg = 0,4518 y 3 = 0,0202.

Analizamos ahora el efecto de una rotacién réapida con At,.; = %Tr,
que como hemos visto anteriormente estd dentro del régimen donde mas
estados rotacionales eran necesarios para describir la dindmica tras el giro.
Los coeficientes |cy ps|? del desarrollo en serie y las sumas E| M| se muestran
en funcién del tiempo de encendido para At,, < 5T, en las Figuras 8.24
(a) y (b), respectivamente. Esta situacién contrasta con los resultados de
un giro adiabdtico, y en esta ocasién no se recupera la funciéon de onda
inicial. Para encendidos répidos, los pesos |c; Mm|? oscilan irregularmente.
En el limite adiabdtico |coo|? y |c1,0/? oscilan regularmente alrededor de los
valores promedio 0,58 y 0,29, respectivamente. La contribucién de los estados
(1,+£1) es inferior al 10 % para Atq, > 2,57, Si se considera la contribucién
global de todos los estados con M = 0, se observa que dominan la dindmica
para encendidos mas lentos de un periodo rotacional, y =g oscila de forma
irregular y se aproxima al 90% de la poblacién total para At,, = 5T.
De nuevo para encendidos muy rapidos con Aty, < T, este pardmetro
ilustra la riqueza de la dindmica rotacional, y el peso de todos los niveles
con |M| = 2 puede superar el 30%. En particular para At,, = 0,537, se
tiene que Zp = 0,3188, =|;) = 0,2285, =5 = 0,3588 y =3 = 0,0898.

Densidad de probabilidad

Por dltimo cabe realizar un estudio de la evoluciéon de la densidad de
probabilidad p(6, ¢,t) = |¥(6, ¢,t)|? tras el pulso eléctrico. De forma andloga
a como se hizo en la seccion anterior, se definen las densidades angulares en
la variable 6,

p0.1) = / " (0,6, 1)d,

—Tr
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Figura 8.23: (a) Coeficientes |cs,a7]* y (b) sumas Z|y,en el régimen en ausencia de
campo final, en funcién de la duracién del encendido del campo At,, = Atog, para
una duracién de la rotacién del campo At,or = %TT y para la intensidad de campo
méxima F = 107> u.a. Se ha empleado el cédigo de colores y lineas descrito en la
Figura 8.16.
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Figura 8.24: Igual que la Figura 8.23 pero para una duracién de la rotaciéon del

campo Aty = %Tr. Se ha empleado el cédigo de colores y lineas descrito en la
Figura 8.16.
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y en la variable ¢

ﬁ((b,t):/o sinOp(0, ¢, t)do.

Las densidades de probabilidad angular son sin0p(0,t) y p(¢,t), en las va-
riables 6 y ¢, respectivamente.

Para ilustrar el efecto de la rotacién del campo se considera uno de los
casos estudiados en la seccién anterior, el encendido de F,(t), en el eje 2, en
167ps. A continuacién se rota el campo de forma no-adiabdtica y adiabatica,
para posteriormente apagarlo en la direcciéon & de nuevo en 167ps. Notese,
que en el ejemplo mostrado en la Figura 8.8 la intensidad méxima era un
orden de magnitud superior que en los sistemas aqui discutidos.

En primer lugar analizamos el efecto de una rotacion rapida con Aty =
%T - La evolucién temporal dentro de un periodo rotacional de las densida-
des de probabilidad sin6p(0,t) y p(¢,t), y de los valores esperados (cos 6)
y {cos ¢) se muestra en las Figuras 8.25(a), (b) y 8.26, respectivamente. La
dindmica rotacional se describe por medio de 10 niveles rotacionales con
pesos |cool? = 0,7989, |c10/?> = 0,0880, |c11|> = 0,0075, |eaol? = 0,0147
y |e21|? = 0,0228, la contribucién del resto de estados es inferior al 0,7 %.
La funcién sin §p(6,t) exhibe efectos de localizaciéon concentrandose una vez
por periodo rotacional en cada uno de los hemisferios de la variable 6. La
mayor orientacién alcanzada para este sistema es para t = tf + 0,277, con
(cosf) = 0,25 y t =ty + 0,707, con (cos ) = —0,35, ambos se corresponden
con los maximos de la densidad de probabilidad sin 85(6, t). Estos resultados
son similares a los obtenidos para este sistema usando un pulso con una ini-
ca componente en el eje 2 y F' = 10~% u.a., ver la Figura 8.8. Las diferentes
fases adquiridas hacen que la densidad angular esté desplazada temporal-
mente. La diferencia més notable entre ambos sistemas es la contribucién de
estados con ntmero cudntico magnético no nulo. Esto provoca que la con-
centracion del paquete de ondas no sea tan pronunciada y sus 16bulos estén
més dispersos. La influencia de estos estados es mds significativa en p(¢,t),
ver Figura 8.25(b), la simetria con respecto a ¢ = 0 se debe a que el campo
en el eje T actia de la misma forma sobre estados con M y —M. En esta
grafica se observa como esta densidad se aleja de las distribuciones uniformes
caracteristicas de los sistemas con un tnico nimero cuantico magnético M.
p(¢,t) no presenta efectos de localizacién, pero si un patrén de maximos que
se distribuyen en todo el intervalo —7 < ¢ < m, siendo los méas pronunciados
los que aparecen en ¢ = 0 para t = ty + 0,127, y t; 4+ 0,817,.. La orientacién
alcanzada en esta variable es muy débil, y (cos @) oscila irregularmente al
aumentar ¢. Sus valores maximos son (cos ¢) = —0,23 para t =ty + 0,577, y
(cos ¢) = 0,18 para t = t;+0,857,.. Por tltimo, en la Figura 8.25(c) se repre-
senta sin 0p(6, ¢, t) en el instante inicial del régimen post-pulso, i.e. t = t¢. La
densidad angular esté concentrada en el hemisferio inferior de la coordenada
0, y débilmente en torno a ¢ ~ 0. La orientaciéon en este instante en estas
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dos variables es (cosf) = 0,12 y (cos ¢) = 0,077. Nétese, que la evolucién
temporal destruird completamente esta distribucién de probabilidad.

A continuacion tras encender el campo en el eje Z en 167ps, éste se
gira adiabdticamente en Aty = 37,. En las Figuras 8.27(a), (b) y 8.28
se representa las densidades de probabilidad sin645(0,t), p(¢,t), y los valo-
res esperados (cosf) y (cos ¢), respectivamente, en funcién del tiempo en
el régimen post-pulso. El 99,25 % de la poblacién estd concentrada en cinco
ondas parciales con las siguientes contribuciones principales |co70|2 = 0,6481,
lc11]? = 0,1580 y |eo2|> = 0,0142. La densidad en la variable 6 estd siem-
pre localizada alrededor del valor § = 7/2, y en tres instantes temporales
sinfp(0,t) se hace méxima para 6 ~ 7/2. El sistema no estd orientado y
(cos @) =~ 0 en todo el régimen post-pulso. Este resultado contrasta con el
comportamiento de la densidad en los ejemplos analizados en las Figuras 8.8
y 8.25(a). Por el contrario, p(¢,t) muestra efectos de localizacién en la coor-
denada ¢. El paquete de ondas estd concentrado alrededor de ¢ = +7 para
t =1:40,0647, y ¢ = 0 para t =ty +0,727,.. Este comportamiento también
queda reflejado en la orientacién alcanzada por la molécula a lo largo del eje
Z, que llega a ser significativa. De hecho, (cos ¢) oscila entre el valor minimo
(cos ¢) = —0,69 para t = t; + 0,0767,., cuando la orientacién es antiparalela
al eje Z, y el maximo (cos ¢) = 0,6 para t = tf + 0,677}, cuando es paralela.
Finalmente, en la Figura 8.27(c) se representa sin 0p(6, ¢,t = t¢). El paquete
de ondas esta centrado en un lébulo localizado en la parte negativa del eje
%, tomando su valor méximo cerca de § ~ 7/2 y ¢ ~ +7. Los valores es-
perados son (cosf) = —0,007 y (cos ¢) = —0,56. Para instantes posteriores
con t > ty la densidad seguird concentrada alrededor de § = m/2, pero su
distribucion en la coordenada ¢ serd muy diferente tal y como se deduce de
la Figura 8.27(b).

8.4. Conclusiones

En este capitulo se ha estudiado la dindamica rotacional de una molécula
heteronuclear diatémica en su estado electrénico fundamental con simetria
X3+, sometida a una combinacién de campos eléctricos homogéneos y de-
pendientes del tiempo. Hemos asumido que a las intensidades maximas del
campo utilizadas no se produce mezcla entre niveles con distinto niimero
cuantico vibracional, asi nuestro analisis se ha reducido a la banda vibra-
cional fundamental. Aunque se ha tomado como prototipo la molécula de
LiCs, los resultados obtenidos son vélidos para otros dimeros polares.

Hemos comenzado considerando que el campo solo tiene una componente
en la la direccion Z del sistema de referencia del laboratorio. El pulso eléctri-
co consiste en un encendido exponencial, un régimen de intensidad constante
y un apagado del mismo con igual duraciéon que el encendido. Como esta-
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Figura 8.25: Evoluciéon de la densidad tras un pulso consistente en unos tiempos de
encendido y apagado Aty,, = Atog = 167ps, y un tiempo de rotaciéon del campo
Atror = 3T, (a) Densidad de probabilidad sin@p(6,¢). (b) Densidad de probabi-
lidad p(¢,t). (c) Densidad de probabilidad p(6,¢,t) en el instante inicial tras el
pulso, i.e. t = t;.
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Figura 8.26: Evolucién de los valores esperados (cosf) y (cos¢) tras un pulso con-
sistente en unos tiempos de encendido y apagado At,, = Ato,g = 167ps, y tiempos

de rotacién del campo Atoy = %TT.

do inicial siempre se toma el estado rovibracional fundamental en ausencia
campo, por lo que en cualquier instante temporal el paquete de ondas tiene
un nimero cuantico magnético nulo M = 0 bien definido. Nuestra atencién
se ha centrado en la dindmica rotacional en los regimenes final e intermedio
que tienen intensidades del campo nula y constante, respectivamente. Para
llevar a cabo este analisis se ha hecho un desarrollo en serie del paquete de
ondas en términos de la base caracteristica en cada uno de estos regime-
nes. Asi, junto a los efectos de orientacién y localizacién que aparecen en la
dindmica rotacional final, hemos analizado el nimero de niveles necesarios
en estos desarrollos y su contribucién especifica.

En el régimen post-pulso se demuestra que es posible predecir el niimero
de niveles excitados, puesto que depende de forma robusta de la duracién
del encendido y apagado. Sin embargo, el peso relativo de cada estado os-
cila rdpidamente al variar estos tiempos, por lo que es muy dificil ajustar
las caracteristicas del pulso para obtener una dindmica rotacional concre-
ta. Ademads, incluso en sistemas que involucran un numero muy reducido
de ondas parciales, es posible hallar una gran variedad de fenémenos de lo-
calizacion y orientacién. Para las intensidades méaximas consideradas, si el
pulso eléctrico es instantdaneo el sistema no interacciona practicamente con
el campo y la funcién de onda inicial no varia. En el otro extremo, cuan-
do el encendido es muy lento y su duracién es mas grande que el periodo
rotacional molecular, el proceso resulta adiabético, y el paquete de ondas
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Figura 8.27: Evolucién de la densidad tras un pulso consistente en unos tiempos de
encendido y apagado Aty, = Atog = 167ps, y un tiempo de rotaciéon del campo
Atroy = 2T,. (a) Densidad de probabilidad sinfp(6,t). (b) Densidad de probabi-
lidad p(¢,t). (c) Densidad de probabilidad p(6,¢,t) en el instante inicial tras el

pulso, i.e. t = ts.
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Figura 8.28: Evolucién del valor esperado {cos ) (cos ¢) tras un pulso consistente en
unos tiempos de encendido y apagado Aty, = Ateg = 167ps, y tiempos de rotacién

del campo At,or = %TT.

final coincide con el inicial. En la préactica, se obtiene un pulso adiabatico
cuando sus tiempos de encendido y apagado son del orden de cinco veces el
periodo rotacional. Por ultimo, cabe remarcar que los efectos de localizacién
y orientacién son periddicos y debido al espaciado energético rotacional su
periodo es un submultiplo del periodo rotacional molecular.

En el régimen con campo constante, el niimero de estados pendulares
excitados también depende de forma robusta del tiempo de encendido, mien-
tras que ahora su peso relativo varia de forma suave. Por lo tanto, fijadas las
caracteristicas del pulso es posible predecir tanto el niimero de niveles como
su contribucién en el paquete de ondas final. Si el proceso es instantaneo
el sistema permanece inalterado y la correspondiente dindmica esta descrita
por la descomposicion de la funcién de onda inicial en la base de estados
pendulares. Al igual que en el caso anterior, si el encendido dura al me-
nos cinco veces el periodo rotacional el proceso es adiabatico, y se obtiene
simplemente el estado pendular fundamental. Sin embargo, la dindmica pen-
dular no es periédica debido a la inconmensurabilidad de las diferencias de
energia entre los niveles.

A continuacién, la molécula estd sometida a una combinacién de campos
eléctricos perpendiculares entre si y dependientes del tiempo. El pulso con-
siste en un encendido del campo en la direccion 2, el giro del mismo hacia el
eje & con intensidad constante, y por tltimo la desconexién del mismo en .
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La principal diferencia respecto al caso anterior es que, debido a la compo-
nente x del campo, aparecen en la dindmica contribuciones de estados con
M #0.

En primer lugar, nuestro andlisis se ha restringido a evaluar el efecto de
la rotacion del campo. Tomando como paquete de ondas inicial una com-
binacién de niveles pendulares, hemos estimado la contribucién de estados
con nimero cuantico magnético no nulo en la dindmica. Su peso es solo sig-
nificativo si se realiza una rotacién rapida del campo, i.e. del orden de la
décima parte del periodo rotacional molecular. Sin embargo, al efectuar un
giro adiabéatico del campo, la poblacién se compone principalmente de esta-
dos con M < 2, siendo la contribucién dominante la de aquellos con M = 0.
Merece la pena destacar que la rotacion se puede considerar adiabdtica cuan-
do su duracién es del orden de un periodo rotacional, mucho menor que en
el caso del encendido y apagado.

Por tltimo, hemos considerado el pulso completo, incluyendo el encen-
dido y el apagado del campo. Se ha mostrado que la contribucién de niveles
con M > 4 a la dindmica post-pulso es despreciable, incluso para rotaciones
rapidas. Si el encendido y apagado son adiabaticos, s6lo el peso de estados
con M < 2 es significativo si el giro cae dentro del régimen no adiabatico.
En caso contrario, la mezcla de estados con distintos M es apreciable incluso
si el giro es adiabatico. Su efecto en la orientacion y localizacion del paquete
de ondas varia considerablemete con el tiempo de rotacién, bien se suavizan
ligeramente o bien desaparecen. En este tltimo caso la orientacién a lo lar-
go de la direccion Z se transmite a la z, i.e. siguiendo un comportamiento
analogo al campo.

Una continuacién natural de este trabajo es analizar el efecto del campo
eléctrico en otras bandas vibracionales. En especial, en la zona del espectro
mas cercana al umbral de disociacién donde los niveles estan muy débilmen-
te ligados. En esta region, se espera que la influencia del campo provoque
un acoplamiento significativo entre los movimientos vibracional y rotacional,
apareciendo nuevos fenémenos fisicos que enriquecerian las propiedades de
orientacién e hibridacién del momento angular presentadas en esta memoria.
Posteriormente, vamos a considerar dimeros polares que posean potenciales
electrénicos y momentos dipolares eléctricos diferentes. En particular, los
fenémenos no adiabaticos que aparecen en moléculas diatémicas, e.g., los
cruces evitados entre las curvas de energia potencial de dos estados electréni-
cos con la misma simetria. Se quiere estudiar la dindmica rovibracional en
esa zona del espectro de estos sistemas en presencia de pulsos eléctricos. Se
investigara la posibilidad de transferir poblacién rovibracional entre los dos
niveles electronicos por medio del cruce evitado, y su manipulacién con el
campo eléctrico adicional.
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