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están aqúı y a los que están por ah́ı. Por esas tardes de jueves. Por Radio-
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Índice de figuras 237
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Foreword

This Thesis is a multidisciplinary contribution to the theory of special
functions (see Part I: Special functions and information theory), to the in-
formation theory of quantum-mechanical systems (see Part II: Quantum
mechanics and information theory. Uncertainty relations), and to the mole-
cular physics (see Part III: Alkali dimers in electric fields).

In Part I, conformed by three chapters, various information-theoretic
measures of the solutions of second order differential equations of hyper-
geometric type are studied. These solutions correspond to numerous special
functions of applied mathematics and mathematical physics, which often
control the wavefunctions of a great deal of quantum-mechanical systems.
Emphasis is made on the Fisher informations because of their qualitatively
different character (e.g., locality), with respect to the rest of information-
theoretic measures (e.g. Shannon, Rényi and Tsallis entropies).

In the introductory Chapter 1 the information-theoretic measures used
in this work are presented and discussed. Furthermore, the uncertainty rela-
tions fulfilled by these information-theoretic measures are also shown. Chap-
ter 2 presents a method to compute the Fisher information of the Rakhma-
nov densities associated to special functions, in terms of the coefficients of
the second order differential equations which they satisfy. In particular, we
obtain the Fisher information for the classical families of orthogonal polyno-
mials, i.e. Hermite, Laguerre and Jacobi. This chapter represents a new con-
tribution to the determination of theoretical properties of special functions
from the differential equations satisfied by them. Chapter 3 introduces two
composite information-theoretic measures which take jointly into account
a global (variance) and a local (Fisher information) quantity: the Cramer-
Rao plane and the associated product. The classical families of orthogonal
polynomials are investigated by means of these two information-theoretic
measures.

Part II of the thesis involves Chapters 4 to 6, and deals with the compu-
tation of information-theoretic measures of quantum-mechanical systems,
finding new uncertainty relations and bounds to some physical quantities
like the kinetic energy. Moreover, the second and third chapters of this part

XVII



XVIII Foreword

focus on central systems with arbitrary dimensionality, which include the
most important prototypical quantum-mechanical systems.

Chapter 4 deals with the computation of the Shannon entropy and the
Fisher information of the quantum probability densities of a particle under a
monodimensional linear potential. The asymptotic behaviour of the Shannon
information is analytically calculated, while the Fisher information is exactly
determined for all the states of the system. In Chapter 5, the Fisher infor-
mation for D-dimensional systems under the influence of central potentials
is explicitly determined in terms of radial expectation values of the corres-
ponding probability density. Also, an uncertainty relation in terms of the
Fisher information in the position and momentum spaces is discovered for
these central systems. This uncertainty relation has a quantum-mechanical
status similar to the Bialynicky-Birula-Mycielski entropic relation, based on
the Shannon entropy, and the Heisenberg uncertainty relation, based on the
variance. As a byproduct, the Heisenberg relation is also improved for cen-
tral systems. Finally, Chapter 6 presents an inequality-based methodology
to obtain rigorous lower bounds of various kinds to the kinetic energy in
central systems. These lower bounds are always expressed in terms of radial
expectation values.

Part III, with Chapters 7 and 8, is devoted to the study of the rotational
dynamics of diatomic heteronuclar molecules in external homogeneous time-
dependent electric fields. Over the last decade, the theoretical and experi-
mental investigations of ultracold molecules, including both their properties
and production, have become a cornerstone in modern molecular physics.
A special attention is required for the analysis of these systems in external
fields. The techniques to trap, cool and manipulate these systems are ba-
sed on the aplication of external fieds, which modify simultaneously their
internal structure. This work is a contribution to the theoretical analysis of
the control of their rotational and vibrational motions by means of time-
dependent electric fields.

Chapter 7 describes the theoretic and computational tools and techni-
ques used to analyze these systems. We derive the full rovibrational Hamilto-
nian indicating the approximations performed; e.g., the Born-Oppenheimer
one that allows us to separate the electronic and nuclear motions. Moreo-
ver, the approximations of the rigid rotor and the effective rotor are also
presented. They describe the effect of the field on the rotational dynamics
assuming that molecules can be treated as rigid and that the vibrational
part is not affected by the field. Finally, the hybrid computational technique
used to perform the temporal evolution of the system is shown and descri-
bed. It combines the split-operator method for the time evolution operator
with the fast Fourier transform and the discrete variable and finite basis
representations.

In Chapter 8, the LiCs molecule in presence of a combination of external
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time-dependent electric fields is analyzed. In a first step, a single electric
field oriented along the ẑ-axis in the laboratory frame is considered. Its
time profile consists in an exponential switching on, followed by a constant
field regime, and finishes with an exponential switching off. The rotational
population during the constant field and final field-free regimes is studied
as we change the duration of the switching times. In particular, a robust
prediction of the number of excited states in these two regimes is possible.
However, in the post-pulse regime, the contribution of each partial wave
to the dynamics is quite sensitive to these switching times. Also, the wave
packet shows a wide variety of orientation and localization phenomena in
the field-free regime, where the dynamics is periodic, and the period is a
fraction of the molecular rotational period.

In a second step, a new component of the electric field along the x̂-axis
is considered. After the switching on along the ẑ direction, the field rotates
towards the x̂-axis with constant strength, and it switches off along the x̂
direction. We have focused our attention to the possibility of transferring
population to states with a non-vanishing magnetic quantum number. The
contribution of these levels is meaningful only if the rotation of the field is
a non-adiabatic process, i.e. its duration should be below a molecular rota-
tional period. Indeed, the adiabatic regime is already reached if it takes a
rotational period to rotate the field. Finally, we have analyzed the modifi-
cation of the orientation and localization phenomena with the introduction
of the rotation of the field.
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Introducción

Esta tesis es una contribución multidisciplinar a la teoŕıa de funciones
especiales (ver Parte I: Funciones especiales y teoŕıa de la información), a
la teoŕıa de la información de los sistemas cuánticos (ver Parte II: Mecánica
cuántica y teoŕıa de la información. Relaciones de incertidumbre), y a la
f́ısica molecular (ver Parte III: D́ımeros alcalinos en campos eléctricos).

En la Parte I, que está conformada por tres caṕıtulos, se investigan varias
medidas de información de las soluciones de ecuaciones diferenciales de tipo
hipergeométrico e hipergeométrico generalizado. Entre las citadas solucio-
nes se encuentran un gran número de funciones especiales de la matemática
aplicada y de la f́ısica matemática, que aparecen de forma natural en la for-
mulación matemática de una gran cantidad de problemas f́ısicos. Se calcula
la información de Fisher y las entroṕıas de Shannon, Rényi y Tsallis, que
cuantifican de forma complementaria el esparcimiento de estas funciones de
un modo más apropiado que la varianza. Además, se consideran otras me-
didas de información, como los planos y los productos de información, que
combinan dos de las medidas de esparcimiento ya citadas.

El Caṕıtulo 1 introduce los elementos fundamentales de la teoŕıa de la
información que se usarán en las dos primeras partes: las medidas teóricas
de información, tales como e.g. la entroṕıa de Shannon, y la información de
Fisher. Además, se mencionan algunas de sus propiedades y, en particular,
las relaciones de incertidumbre que satisfacen. El Caṕıtulo 2 aborda el cálcu-
lo anaĺıtico de la información de Fisher de las densidades de probabilidad,
asociadas a las soluciones de ecuaciones diferenciales de tipo hipergeométri-
co e hipergeométrico generalizado, a partir de los valores esperados de los
coeficientes de dichas ecuaciones diferenciales. Este estudio se hace de forma
general para cualquier ecuación y posteriormente se presentan casos con-
cretos con el fin de ilustrar esta técnica. El Caṕıtulo 3 presenta dos nuevas
medidas de información: el plano de Cramer-Rao, en el cual se represen-
tan la información de Fisher y la varianza, y el producto de Cramer-Rao,
consistente en el producto de estas dos medidas de esparcimiento. Las tres
familias de polinomios clásicas, i.e. Hermite, Laguerre y Jacobi, se estudian
en el marco de estas nuevas medidas de información.

XXI
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La Parte II de la Tesis, que consta de los caṕıtulos 4 al 6, aborda el cálculo
de las distintas medidas de información de sistemas mecano-cuánticos realis-
tas, encontrándose nuevas relaciones de incertidumbre y cotas a magnitudes
f́ısicas relevantes como la propia información de Fisher o la enerǵıa cinética.
Además, en el segundo y tercer caṕıtulo de esta parte se hace hincapié en los
sistemas sometidos a potenciales centrales, entre los que se incluyen todos
los sistemas de dos cuerpos cuya interacción depende únicamente de la dis-
tancia entre los mismos, como es el caso del átomo hidrogenoide; o sistemas
protot́ıpicos clave en el desarrollo de la mecánica cuántica y con multitud
de aplicaciones, como es el oscilador armónico.

El Caṕıtulo 4 plantea el cálculo de la entroṕıa de Shannon y la infor-
mación de Fisher de la densidad de probabilidad mecano-cuántica de una
part́ıcula en un potencial central lineal monodimensional. Mientras la infor-
mación de Fisher se calcula de forma anaĺıtica para todos los estados del
sistema, para la entroṕıa de Shannon se halla su comportamiento asintótico
en el ĺımite de los estados altamente excitados. En el Caṕıtulo 5 se aborda
el problema general del cálculo de la información de Fisher para sistemas
centrales en espacios de dimensionalidad arbitraria. Se encuentran expre-
siones cerradas de la información de Fisher en los espacios de posiciones
y momentos en términos de los valores esperados radiales de la densidad
de probabilidad y se halla una relación de incertidumbre basada en estas
medidas de información. Esta relación es comparable a la relación de incer-
tidumbre entrópica de Bialynicki-Birula y Mycielski basada en la entroṕıa
de Shannon, y a la relación de incertidumbre de Heisenberg basada en la
varianza, la cual, además, se consigue mejorar para estos sistemas. En el
Caṕıtulo 6 se continúa el estudio de los sistemas centrales de dimensionali-
dad arbitraria, centrándose en la acotación de la enerǵıa cinética de sistemas
monoparticulares por medio de algunos valores esperados radiales de posi-
ción. Finalmente, habida cuenta de la reciprocidad entre los espacios de
posiciones y momentos, se pueden definir cotas similares para la susceptibi-
lidad diamagnética a partir de las cotas a la enerǵıa cinética.

En la tercera y última parte de esta Tesis, que consta de los caṕıtulos
7 y 8, se estudia de la dinámica rotacional de las moléculas diatómicas he-
teronucleares bajo la acción de campos eléctricos externos homogéneos y
variables con el tiempo. En los últimos años, el análisis teórico y experimen-
tal de moléculas ultrafŕıas, tanto de sus propiedades como de su producción,
se ha convertido en una piedra angular de la moderna f́ısica molecular. El
tratamiento de estos sistemas en presencia de campos externos requiere una
atención especial. Estos campos permiten atrapar, enfriar y manipular el
sistema, modificando simultáneamente de forma significativa su estructura
interna. Este trabajo es una contribución al análisis teórico del control de
los movimientos rotacional y vibracional por medio de campos eléctricos
dependientes del tiempo.
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El Caṕıtulo 7 es meramente descriptivo e incluye las herramientas teórico-
computacionales necesarias para este trabajo. En él se deriva el Hamil-
toniano que gobierna el movimiento rovibracional de un d́ımero polar en
presencia de dichos campos eléctricos, y se indican las aproximaciones rea-
lizadas; en particular la de Born-Oppenheimer, que permite separar el mo-
vimiento electrónico del nuclear. Además, se exponen las aproximaciones
del rotador ŕıgido y el rotador efectivo al Hamiltoniano que describen la
acción del campo en la dinámica rotacional de aquellos sistemas que se pue-
den considerar como ŕıgidos. Se concluye describiendo brevemente la técnica
computacional h́ıbrida empleada para llevar a cabo la evolución temporal,
que combina el método de división del operador evolución o método del
split-operator, la transformada de Fourier rápida, y las representaciones de
variable discreta y de base finita.

En el Caṕıtulo 8 se discuten y analizan los resultados obtenidos para la
molécula de LiCs sometida a una combinación de campos eléctricos depen-
dientes del tiempo. En primer lugar, el campo solo tiene componente en el
eje ẑ del sistema de referencia del laboratorio, y se lleva a cabo un encendi-
do y apagado exponencial del mismo. Se realiza un detallado análisis de la
dinámica rotacional en los reǵımenes de intensidad constante y post-pulso,
al variar los tiempos caracteŕısticos de este proceso. En particular, se ha
demostrado que es posible predecir de forma robusta el número de estados
pendulares o de ondas parciales necesarios para describir correctamente la
dinámica rotacional en estos dos reǵımenes. Sin embargo, una vez que el
campo ha sido apagado, la contribución espećıfica de cada estado rotacional
es muy sensible a los tiempos de encendido y apagado. El paquete de ondas
final muestra una gran variedad de fenómenos de localización y orientación
molecular. Estos efectos son periódicos en el tiempo, y su periodo es una
fracción del periodo rotacional molecular.

En segundo lugar, tras encender la componente z del campo, éste se rota
hacia el eje x̂ manteniendo siempre la intensidad constante, y finalmente
se apaga. Se ha investigado la variación de la dinámica rotacional con la
duración de la rotación, centrando nuestra atención en la posibilidad de
transferir población a estados con número cuántico magnético no nulo. Se ha
mostrado que la contribución de esos niveles es significativa solo si la rotación
es no-adiabática, i.e. su duración ha de ser inferior al periodo rotacional de la
molécula. De hecho el régimen adiabático se alcanza para giros de duración
igual o superior a un periodo rotacional. Finalmente, se ha analizado también
el efecto de la rotación del campo sobre los fenómenos de localización y
orientación del paquete de ondas final.
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Parte I

Funciones especiales y teoŕıa

de la información.

1





Caṕıtulo 1

Medidas de información y

relaciones de incertidumbre

Summary: Information-theoretic measures and un-

certainty relations

This chapter introduces and discusses the information-theoretic measu-
res that appear in the first two parts of this Thesis. These quantities play
an important role in modern information theory. They are functionals of a
characteristic probability density of the systems. Those traditionally used
in engineering, physics or applied mathematics, usually are different measu-
res of the spreading of the density, as the well known variance, that, for a
D-dimensional density ρ(~r), ~r ∈ ∆ ⊆ R

D, has the following expression,

Vρ = 〈r2〉 − |〈~r〉|2;
or the Shannon entropy [244,245]:

Sρ = −
∫

∆
ρ(~r) ln ρ(~r)dDr,

that, contrary to the variance, does not measure the spreading of the density
with respect to a specific point. Two other important spreading measures
are the Rényi [225] and Tsallis [263] entropies. These four spreading mea-
sures have a global character, so that they do not depend on the pointwise
characteristics of the density.

Recently, the Fisher information has gained importance. However, its
basic properties are not completely well known yet, despite its early origin
in 1925 [87]. Its local character is the main difference with respect to the
previous global information measures. It is defined as the expectation value
of the logarithmic gradient of the density,

Iρ =

〈

∣

∣

∣

~∇D ln ρ(~r)
∣

∣

∣

2
〉

=

∫

∆
ρ(~r)|~∇D ln ρ(~r)|2dDr =

∫

∆

∣

∣

∣

~∇Dρ(~r)
∣

∣

∣

2

ρ(~r)
dDr.

3
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This information-theoretic measure is used in several scientific fields. Among
its applications we can find the description of various density functionals
as the kinetic and Weissäcker energies [182, 204, 231–233], the prediction
of some non-linear phenomena, as the avoided crossings between atomic
and molecular levels under external electric and magnetic fields [105], or
the correlation in many electron systems [234]. Also, it has been used to
derive numerous fundamental equations in physics, as the Schrödinger and
Klein-Gordon equations [93, 224], through the principle of extreme Fisher
information, in the same way as the Shannon entropy for the maximum
entropy techniques [146,147].

The Fisher information is, according to its definition, a measure of the
gradient content of a probability density, and it increases as the latter grows.
Thus, the Fisher information is a local quantity; it grasps the irregularities
of the function under study. Smooth and wide densities, with a low gradient
content, obtain low values of the Fisher information. An extreme situation
is the uniform distribution in an interval [a, b],

ρU (x) =
1

b− a
; x ∈ [a, b],

whose Fisher information is IρU
= 0. On the contrary, if the density shows

important maxima, with high gradients between them, the Fisher informa-
tion has a higher value, that grows with the number of maxima. This is the
case, e.g. for the density

ρS(x) =
1

π
sin2 nx; x ∈ [−π, π], n = 1, 2, . . . ,

which increases its oscillatory behaviour with the parameter n. The corres-
ponding Fisher information is

IρS
= 4n2,

that, as expected, also grows with n. This illustrates that this quantity
measures the wiggliness of the density; it quantifies its oscillatory character
because it is closely related to the number of nodes per unit of increment
of x. Nevertheless, for a smooth density with a single maximum, the Fisher
information decreases as the spreading of the density grows, behaving in
this situation as a global measure. A paradigmatic case in this group is the
Gaussian distribution,

ρG(x) =
1√

2πσ2
exp

[

−(x− µ)2

2σ2

]

; x ∈ (−∞,+∞),

with variance VρG
= σ2, whose Fisher information is IρG

= 1/σ2, i.e. inver-
sely proportional to the variance. Besides, for densities with local irregula-
rities, such as discontinuities or points where the slope tends to infinity, the
Fisher information can diverge.
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The Fisher information can be related to other information measures, as
the Shannon entropy through the de Bruijn identity [56],

d

dǫ
Sρ+

√
ǫρG

∣

∣

∣

∣

ǫ=0

=
1

2
Iρ,

where ρG is a Gaussian distribution with zero mean and variance equal to
one. This expression shows that the Fisher information of a density can be
seen as the variation of the Shannon information of the density when it is
perturbed by a normal distribution. On the other hand, these two measures
are related by means of the following Shannon inequality [251],

NρIρ ≥ D

where

Nρ =
1

2πe
exp

(

2

D
Sρ

)

,

is the entropic power. The Fisher information and the variance can be related
by the well known Cramer-Rao inequality,

VρIρ ≥ D2.

The relative Fisher information [125] of the density ρ1(~r) with respect
to the density ρ2(~r), both in ∆ ⊆ R

D,

Iρ1,ρ2 =

∫

∆
ρ1(~r)

∣

∣

∣

∣

~∇ ln
ρ1(~r)

ρ2(~r)

∣

∣

∣

∣

2

dDr,

is considered in detail in this Thesis and used in different situations. This
quantity allows us to discriminate between the two functions from a Fisher
information point of view, measuring the difference between their irregula-
rities. Besides, Iρ1,ρ2 = 0 if and only if ρ1 = ρ2.

Associated to each uncertainty measure there exists an uncertainty re-
lation. These relations, which are the essential reason for the probabilistic
character of the quantum theory, establish a connection between the proba-
bility densities of canonically conjugated variables, such as the position and
momentum. The standard uncertainty relation is the Heisenberg uncertainty
principle,

VρVγ ≥ D2

4
,

between the variance of the probability distributions in the position and
momentum space of a quantum-mechanical system. Notice that the lower
bound of this inequality depends on the dimensionality of the space. Moreo-
ver, it indicates how accurate measures of the position of a particle imply
a large momentum indetermination, and conversely. The uncertainty re-
lations associated to the information-theoretic measures mentioned above,
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whose analytical expressions have been already determined [29,32,221], are
more stringent than the variance-based standard uncertainty relation. In
particular, the Shannon-entropy-based uncertainty relation is given by

Sρ + Sγ ≥ D(1 + lnπ).

However, an uncertainty relation based on the Fisher information has
not been proposed yet. This problem is considered in the Chapter 5 of this
Thesis, where an expression of the type

IρIγ ≥ K

is found for central systems, where K depends on the dimensionality of the
space as well as on the specific system under consideration; and, finally, the
general validity of the relation IρIγ ≥ 4D2 is conjectured for arbitrary (i.e.
not necessarily of central character) quantum systems.

La información

La información es un concepto abstracto que puede interpretarse en el
sentido habitual: lo que se proporciona cuando se comunica algo a alguien.
En este sentido, la información está estrechamente asociada con las nociones
de conocimiento, lenguaje y significado. Pero la información puede interpre-
tarse también en un sentido técnico que se especifica por un vocabulario
f́ısico-matemático. En este sentido la información se ha usado, por ejem-
plo, (i) para describir las correlaciones y las propiedades estad́ısticas de las
señales, tal como en teoŕıa de comunicaciones con el concepto de información
de Shannon [244,245], (ii) para caracterizar la inferencia estad́ıstica, tal como
la información de Fisher [87], (iii) para definir ciertas nociones abstractas de
estructura, tales como la complejidad v́ıa la información algoŕıtmica [51,160]
o el rol funcional v́ıa la información biológica [145].

De hecho, todas estas medidas de información y otras relacionadas, se
han utilizado con distinto éxito en multitud de direcciones y aplicacio-
nes [153], en bioloǵıa molecular, ciencias medio-ambientales, computación
cuántica, economı́a, f́ısica, ingenieŕıa, lingǘıstica y matemáticas, entre otras.
En esta memoria se usan las medidas de información como medidas de in-
certidumbre en el sentido de Shannon. Esto merece una explicación dado
que información e incertidumbre no son consideradas habitualmente como
términos sinónimos sino opuestos entre śı. La incertidumbre surge cuando
se tiene menos información que la información total requerida para describir
un sistema y su entorno. Ambos términos están estrechamente asociados
entre śı de forma que la información que proporciona un experimento, por
ejemplo, es igual a la cantidad de incertidumbre que se elimina.

Siguiendo a Shannon, interpretaremos las medidas de información como
medidas de incertidumbre sobre el resultado de un experimento basado en
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una distribución de probabilidad dada. Esta incertidumbre surge, desde lue-
go, porque esta distribución de probabilidad no nos permite predecir con
exactitud el resultado. En este sentido, la medida de información es una
medida de la carencia de información acerca del resultado del experimen-
to. Por otra parte, nuestra incertidumbre se elimina cuando se realiza el
experimento y se llega a conocer el resultado. Aśı pues, una medida de in-
formación puede interpretarse como la cantidad de información que se gana
o, más exactamente, que se espera ganar con la realización del experimento.
Entonces, cuando la incertidumbre es pequeña (i.e. cuando casi se puede
predecir el resultado de un experimento a partir de la distribución de pro-
babilidad dada), la información que se gana al realizar el experimento es
también pequeña.

1.1. Introducción

En este caṕıtulo se introducen las medidas de información que aparecen
en las dos primeras partes de esta Tesis. Estas magnitudes, que se expresan
por medio de funcionales aplicados a una densidad caracteŕıstica del siste-
ma bajo estudio, juegan un papel fundamental en la moderna teoŕıa de la
información de los sistemas f́ısicos [66, 93, 141, 198, 199, 206–209, 262, 263].
En ingenieŕıa, f́ısica y matemática aplicada, se han usado mayoritariamente
aquellas medidas de información que ofrecen una estimación de carácter glo-
bal del esparcimiento de la densidad de probabilidad, como son la varianza y
las entroṕıas de Shannon, Rényi o Tsallis; esto es, medidas que no dependen
de las caracteŕısticas locales de la densidad a la que se aplican, pudiendo
ésta incluso mostrar discontinuidades. Recientemente, se ha comenzado a
usar de forma generalizada la información de Fisher [61,65,93,141,181,182,
184,198,199,239][A2-A6,A9] que, como se expone más adelante, difiere cua-
litativamente de las anteriores en que no es una medida de carácter global,
sino local; es decir, es una magnitud que depende muy sensiblemente del
comportamiento punto a punto de la densidad dado que es un funcional del
gradiente de la misma. Además, se hace aqúı hincapié en el concepto de
información de Fisher relativa [A9] de una densidad de probabilidad respec-
to a una función no negativa u otra densidad de probabilidad. Por último,
se presentan las relaciones de incertidumbre que satisfacen las medidas de
información mencionadas, que tendrán un papel destacado en la segunda
parte de esta Tesis.

Los contenidos de este caṕıtulo son los siguientes. En la Sección 1.2 se
describen las medidas de información con carácter global, i.e. la varianza
y las entroṕıas de Shannon, Rényi y Tsallis. A continuación, en la Sección
1.3 se define la información de Fisher y se enumeran sus múltiples usos y
relaciones con otras medidas de información. En la Sección 1.4 se describe
la información de Fisher relativa. Por último se describen las relaciones de
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incertidumbre entre medidas de información en la Sección 1.5.

1.2. Medidas de información con carácter global

Varianza

La varianza Vρ de una densidad monodimensional ρ(x), x ∈ (a, b), se
define como

Vρ = 〈x2〉 − 〈x〉2,
donde el valor esperado de una función f(x) es

〈f(x)〉 =

∫ b

a
f(x)ρ(x)dx.

Cuando se considera una densidad D-dimensional ρ(~r), ~r ∈ ∆ ⊆ R
D, la

varianza se define como

Vρ = 〈r2〉 − |〈~r〉|2,
donde r2 = |~r|2 y el valor esperado de una función f(~r) viene dado por

〈f(~r)〉 =

∫

∆
f(~r)ρ(~r)dDr.

La varianza mide el esparcimiento de la densidad en torno al centroide de
la misma. Más precisamente, la desviación estándar o desviación cuadráti-

ca media σ = V
1/2
ρ es una medida de la separación de la(s) región(es) de

concentración de la densidad con respecto a un punto particular de ella, a
saber, el valor medio o centroide. En esta magnitud se da mucho peso a
las colas de la distribución, y cuando el dominio de la densidad se extiende
hasta infinito en alguna dirección, la varianza puede llegar a ser divergente
si la densidad en cuestión no decae con la suficiente rapidez hacia cero en
esa dirección (e.g., la densidad de Cauchy).

Entroṕıa de Shannon

Definida por Claude E. Shannon [244,245] como una medida de la incer-
tidumbre en un mensaje, la entroṕıa de Shannon es la magnitud fundacional
de la moderna teoŕıa de la información. Sin embargo aqúı se usará de forma
similar a la varianza como una medida de dispersión de una densidad de
probabilidad.

La entroṕıa de Shannon Sρ de una densidad monodimensional ρ(x), x ∈
(a, b), se define como

Sρ = −
∫ b

a
ρ(x) ln ρ(x)dx. (1.1)
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Si la densidad es ρ(~r), definida en un dominio D-dimensional ∆ ⊆ R
D,

entonces se tiene que

Sρ = −
∫

∆
ρ(~r) ln ρ(~r)dDr.

La entroṕıa de Shannon, a diferencia de la varianza, no mide el espar-
cimiento de la densidad en torno a ningún punto concreto. Además, no da
tanta importancia como la varianza a las colas de la distribución, resultando
finita para densidades cuya varianza diverge.

A menudo, para garantizar la no negatividad de la medida, se suele
utilizar una función exponencial de Sρ; en particular la potencia entrópica
de Shannon definida por

Nρ =
1

2πe
e

2
D

Sρ . (1.2)

Puede mostrarse fácilmente que para la densidad Gaussiana

ρG(x) =
1√

2πσ2
exp

[

−(x− µ)2

2σ2

]

; x ∈ (−∞,+∞). (1.3)

la potencia entrópica de Shannon es igual a la varianza σ2.

Entroṕıa de Rényi

La entroṕıa de Rényi [225] de una densidad monodimensional ρ(x), x ∈
(a, b), se define como

R(q)
ρ =

1

1 − q
ln

∫

∆
ρq(x)dx,

donde q ∈ R es un parámetro. En el ĺımite q → 1, se recupera la entroṕıa
de Shannon,

Sρ = ĺım
q→1

R(q)
ρ .

Entroṕıa de Tsallis

Esta medida de información fue introducida por Havrda y Charvát [131]
y estudiada detalladamente por Aczél y Daróczy [3], pero fue Tsallis [263] el
que puso de manifiesto su enorme interés y versatilidad [262], particularmen-
te para sistemas no extensivos. En efecto, Tsallis redescubrió esta medida
al intentar extender la mecánica estad́ıstica de Boltzmann-Gibbs con el fin
de generar una distribución en equilibrio caracterizada por una ley de po-
tencias, dando lugar aśı a la mecánica estad́ıstica no extensiva. Al contrario
que las entroṕıas de Shannon y Rényi, la entroṕıa de Tsallis de un sistema
es una medida no aditiva o no extensiva (i.e., no es igual a la suma de las
entroṕıas de cada parte del sistema).
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La entroṕıa de Tsallis de una densidad monodimensional ρ(x), x ∈ (a, b),
se define como

T (q)
ρ =

1

q − 1

(

1 −
∫

∆
ρq(x)dx

)

,

donde q ∈ R es un parámetro. En el ĺımite q → 1 esta medida se reduce a
la entroṕıa de Shannon Sρ.

1.3. Información de Fisher

1.3.1. Definición y aplicaciones

El concepto de información de Fisher de una densidad de probabilidad
y sus propiedades básicas no se conocen todav́ıa suficientemente a pesar
de su temprano origen en 1925 [87], y el creciente número de aplicacio-
nes aparecidas en los últimos años en sistemas extensivos [60, 61, 64, 91–93,
105, 122, 123, 182, 197, 213, 215, 231, 234, 239, 251][A2-A4,A6] y no extensi-
vos [49, 210, 214]. Incluso se han definido varias extensiones cuánticas para
la misma [180, 185, 186]. La información de Fisher de una densidad de pro-
babilidad monodimensional ρ(x), x ∈ (a, b), se define como el valor esperado
del cuadrado de la derivada logaŕıtmica de la densidad:

Iρ =

〈

[

d

dx
ln ρ(x)

]2
〉

=

∫ b

a
ρ(x)

[

d

dx
ln ρ(x)

]2

dx =

∫ b

a

[ρ′(x)]2

ρ(x)
dx,

y su versión D-dimensional para una densidad ρ(~r) con soporte ∆ ⊆ R
D es

Iρ =

〈

∣

∣

∣

~∇D ln ρ(~r)
∣

∣

∣

2
〉

=

∫

∆
ρ(~r)|~∇D ln ρ(~r)|2dDr =

∫

∆

∣

∣

∣

~∇Dρ(~r)
∣

∣

∣

2

ρ(~r)
dDr.

(1.4)

La monograf́ıa de Frieden [93] ofrece una visión exhaustiva de esta me-
dida de información hasta el año 2003, sus propiedades y aplicaciones a un
enorme conjunto de fenómenos naturales y campos de la ciencia.

De acuerdo con la definición (1.4), la información de Fisher mide el con-
tenido de gradiente de una densidad de probabilidad, aumentando a medida
que crece el mismo. Por tanto, la información de Fisher refleja la irregula-
ridad de la función en cuestión. Densidades suaves y anchas, con un bajo
contenido de gradiente, tienen valores bajos de la información de Fisher.
Al contrario, si ρ(~r), aun siendo todav́ıa suficientemente suave, muestra un
claro sesgo hacia determinados valores de ~r, aumentando su pendiente hacia
un valor máximo en estos puntos, la información de Fisher será alta, y cre-
cerá con el número de máximos (o de ceros si los tuviera) de la distribución;
al menos cuando estos se localicen en una región acotada del dominio, (véase
por ejemplo el caso de la distribución sinusoidal en la Subsección 1.3.3).
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Para densidades suaves con un único máximo la información de Fisher
resulta una medida de la concentración de la densidad en torno al mismo,
siendo en este caso una medida del esparcimiento de las densidades al igual
que las medidas con carácter global antes enumeradas, (véase el ejemplo de
la distribución normal en la Subsección 1.3.3). Aśı, una densidad uniforme
o prácticamente plana implica una gran incertidumbre (gran desorden), lo
que se traduce en una falta de predicción a lo largo de su rango de vali-
dez, mientras que una densidad concentrada en torno a ciertos valores de ~r
muestra una baja incertidumbre (bajo desorden).

Finalmente, se pueden encontrar distribuciones con irregularidades loca-
les, tales como discontinuidades o puntos donde el gradiente de la densidad
tiende a infinito, para las que la información de Fisher puede divergir. Todo
esto indica que la información de Fisher es una medida de carácter local, (i.e.,
sensible a variaciones locales de la densidad), al contrario que la varianza Vρ

o la entroṕıa de Shannon Sρ, que tienen un carácter global.

La información de Fisher ha sido usada en numerosas situaciones f́ısico-
matemáticas. Entre otras cabe mencionar las siguientes.

En la descripción de varios funcionales de la densidad [92,93,204], como
la enerǵıa cinética [182,232,233,241] y la de Weissäcker [204,231–233],

Para derivar numerosas ecuaciones fundamentales de la f́ısica y leyes de
conservación, (e.g. como las ecuaciones de movimiento de Schrödinger
y Klein-Gordon [93,224] y la ecuación de Euler de la teoŕıa funcional
de la densidad [197]) a partir del principio de extremización de la
información de Fisher, al igual que la entroṕıa de Shannon es el punto
de partida de los métodos de máxima entroṕıa [99,146,147].

En la predicción de algunos fenómenos no lineales, como los cruces evi-
tados de autoestados, en sistemas atómicos y moleculares bajo campos
eléctricos y magnéticos externos intensos [105], o la correlación en sis-
temas de muchos electrones [234].

En la medida de la no clasicalidad de sistemas cuánticos [122,123].

Para derivar relaciones de incertidumbre de tipo Cramer-Rao [87, 93,
182,229,231,234,251].

En la fundación de una nueva termodinámica clásica carente del con-
cepto de entroṕıa de Boltzmann [91,92,213].

Además de emplearse la información de Fisher como una medida de la
suavidad de la densidad de probabilidad ρ(~r), su interpretación como
medida de desorden ha sido discutida en profundidad por Frieden [90,
93].
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Para muchos otros aspectos y detalles de la información de Fisher, sus
propiedades y aplicaciones, véanse las referencias [56, 60–62, 64, 65, 90, 93,
105,122–124,182,197,231,233,234,241, 251,275][A2,A3,A6].

1.3.2. Relación con otras medidas de información

La información de Fisher y la entroṕıa de Shannon están relacionadas
por la elegante formula de de Bruijn [56]

d

dǫ
Sρ+

√
ǫρG

∣

∣

∣

∣

ǫ=0

=
1

2
Iρ,

donde ρG es una distribución Gaussiana estándar monodimensional de media
nula y varianza igual a la unidad. Esta relación indica cómo la información de
Fisher de una densidad se puede contemplar como la variación de la entroṕıa
de Shannon de la densidad perturbada por una distribución normal. También
se conoce la desigualdad de Shannon para densidadesD-dimensionales [251],

NρIρ ≥ D,

donde Nρ es la potencia entrópica de Shannon (1.2).
Por otra parte, la información de Fisher se relaciona con la varianza

mediante la conocida desigualdad de Cramer-Rao [39, 40, 74, 133, 180, 183,
233,251]

VρIρ ≥ D2, (1.5)

que da pie a escribir la desigualdad

〈r2〉Iρ ≥ D2, (1.6)

si 〈~r〉 = 0, i.e. Vρ = 〈r2〉, que es el caso, por ejemplo, cuando la densidad
tiene simetŕıa par respecto al origen, lo que ocurre cuando consideramos
sistemas mecano-cuánticos centrales. Cabe destacar que la cota inferior de
la desigualdad de Cramer-Rao se alcanza en el caso de la distribución Gaus-
siana D-dimensional. En el caso monodimensional (D = 1), con densida-
des del tipo ρ(x), tenemos simplemente que VρIρ ≥ 1. Ahora bien, cuando
x ∈ [0,+∞), se pueden encontrar distribuciones de probabilidad cuyo pro-
ducto VρIρ es estrictamente menor que la unidad. Hasta donde alcanza el
conocimiento bibliográfico del autor, no se ha encontrado una cota inferior
general en este caso para este producto. No obstante, se sigue cumpliendo la
desigualdad de Cramer-Rao si la desigualdad en cuestión satisface la condi-
ción de contorno ρ(0) = 0; en caso contrario, śı se puede demostrar de forma
rigurosa que las densidades definidas en el intervalo [0,+∞) satisfacen que

〈x2〉Iρ ≥ 1.

Finalmente, si el intervalo de definición de la densidad es finito, i.e. si
x ∈ (a, b), existe una densidad para la cual la información de Fisher es nula,
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esta es la distribución constante ρ(x) = 1/(b − a). Por tanto la única cota
válida para el producto de la información de Fisher y la varianza (también
llamado producto Fisher-Heisenberg o producto Cramer-Rao) es la trivial,
VρIρ ≥ 0. Sin embargo, todas aquellas densidades que cumplan las condi-
ciones de contorno ρ(a) = ρ(b) = 0, śı satisfacen la desigualdad de Cramer
Rao estándar VρIρ ≥ 1.

Siguiendo con el caso monodimensional, existe una relación más en-
tre la información de Fisher y la varianza. Se trata de sus propiedades
de escalamiento cuando la densidad de probabilidad ρ(x) se transforma en
ρ̂(x) = aρ(ax) mediante el factor de escala positivo a. La nueva densidad de
probabilidad sigue normalizada a la unidad, y el efecto del factor a es el de
estrechar la densidad si a > 1, o el de ensancharla si a < 1. Las informacio-
nes de Fisher y las varianzas de las densidades ρ(x) y ρ̂(x) se relacionan de
la siguiente forma,

Iρ̂ = a2Iρ, (1.7)

Vρ̂ = a−2Vρ. (1.8)

Estas dos relaciones implican que el producto informacional IρVρ es inva-
riante bajo estos cambios de escala, i.e. que

Iρ̂Vρ̂ = IρVρ.

Las propiedades de la información de Fisher relacionadas con el concepto
de incertidumbre han sido claramente mostradas por las desigualdades de
Stam [74, 229, 231, 251], que combinan magnitudes de los espacios de posi-
ciones y momentos,

Iρ ≤ 4〈p2〉, (1.9)

Iγ ≤ 4〈r2〉, (1.10)

donde γ(~p) es la densidad correspondiente en el espacio de momentos.
Y también se han hallado otras muchas desigualdades que relacionan la

información de Fisher con estos y otros valores esperados de tipo potencial
y logaŕıtmico de la densidad [52,133,180,183,233][A2,A3,A5].

1.3.3. Ejemplos

La información de Fisher se ha evaluado de forma anaĺıtica, obteniéndose
una expresión cerrada, para varias distribuciones de probabilidad [56, 275]:
la Gaussiana, la t de Student y algunas distribuciones potenciales y expo-
nenciales. Merece la pena recoger aqúı que IρU

= 0 para la distribución
uniforme, definida en el intervalo (a, b),

ρU (x) =
1

b− a
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y IρG
= 1/σ2 para la distribución Gaussiana con varianza VρG

= σ2, dada
por la ecuación (1.3).

Se observa claramente en este último ejemplo que, dada una distribución
unimodal suficientemente suave, la información de Fisher es más pequeña
conforme más extendida está la distribución. Sin embargo, es mucho más
interesante el hecho de que las distribuciones sinusoidales de tipo Chebyshev

ρS(x) =
1

π
sin2(nx); x ∈ [−π, π], n = 1, 2, . . .

y

ρ̃S(x) =
1

2nπ

sin2(nx)

sin2 x
; x ∈ [−π, π], n = 1, 2, . . . ,

tienen una información de Fisher dependiente del parámetro n; a saber,

IρS
= 4n2

y

Iρ̃S
=

4

3
(n2 − 1),

respectivamente, indicando que cuanto más oscilatoria es ρ(x), más grande
es Iρ.

Una combinación de los dos casos protot́ıpicos anteriores se puede obte-
ner con la densidad de probabilidad

ρ̂G =
1√

2πs2
(1 + coth(n2s2)) exp

[

− x2

2s2

]

sin2(nx),

que superpone la oscilación de la primera densidad de tipo Chebyshev a la
distribución Gaussiana. La información de Fisher es

Iρ̂G
= 2n2 +

1

s2
+ 2n2 coth(n2s2),

que crece cuadráticamente con n y decrece cuadráticamente con s, al igual
que la información de Fisher de las densidades de tipo Chebyshev y Gaus-
siana, respectivamente.

En este caso tenemos dos parámetros, n y s, que controlan por separado,
respectivamente, el grado de oscilación y el grado de esparcimiento de la
densidad. Sin embargo, cuando se consideran densidades en las que un único
parámetro regula ambos fenómenos simultáneamente, no se puede prever el
comportamiento de la información de Fisher a priori. Un ejemplo lo tenemos
en la densidad para el átomo hidrogenoide tridimensional en el espacio de
posiciones (véase la ecuación (5.17)), donde el grado de excitación n aumenta
el número de oscilaciones de la densidad al mismo tiempo que la expande.
El resultado es que la información de Fisher disminuye con el valor de n,
indicando que el efecto de expansión de la densidad es determinante sobre
el del aumento de las oscilaciones de la misma.
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1.4. Información de Fisher relativa

La información de Fisher relativa [125] de la densidad de probabilidad
ρ1(~r) con respecto a la densidad de probabilidad ρ2(~r), ambas con el mismo
dominio ∆, se define como

Iρ1,ρ2 =

∫

∆
ρ1(~r)

∣

∣

∣

∣

~∇ ln
ρ1(~r)

ρ2(~r)

∣

∣

∣

∣

2

dDr. (1.11)

Esta magnitud permite discriminar entre las densidades ρ1(~r) y ρ2(~r), siendo
igual a cero cuando coinciden. Esta diferencia se contempla desde el punto
de vista de la información de Fisher, por lo que la información de Fisher
relativa mide cuan diferentes son las irregularidades entre las dos funciones.
Por tanto, como era de esperar, cuando ρ1 = ρ2, la información de Fisher
relativa se anula.

Sin embargo, también se puede definir la información de Fisher relativa
de una densidad ρ(~r) respecto a una función ζ(~r) no negativa, no necesaria-
mente normalizada a la unidad, según la siguiente expresión

Iρ,ζ =

∫

∆
ρ(~r)

∣

∣

∣

∣

~∇ ln
ρ(~r)

ζ(~r)

∣

∣

∣

∣

2

dDr. (1.12)

Un caso interesante es aquel en el que se considera una densidad ρ(~r)
normalizada a la unidad respecto a una función peso ω(~r) de la siguiente
manera

∫

∆
ρ(~r)ω(~r)dDr = 1,

y se calcula su información de Fisher respecto al peso ω(~r). En tal caso
se toma como densidad el producto normalizado a la unidad ρ(~r)ω(~r) y,
abusando de la notación anterior, se define esta magnitud como Iρ,ω,

Iρ,ω =

∫

∆
ρ(~r)ω(~r)

∣

∣

∣

∣

~∇ ln
ρ(~r)ω(~r)

ω(~r)

∣

∣

∣

∣

2

dDr

=

∫

∆
ρ(~r)

∣

∣

∣

~∇ ln ρ(~r)
∣

∣

∣

2
ω(~r)dDr

=

∫

∆

|~∇ρ(~r)|2
ρ(~r)

ω(~r)dDr. (1.13)

Cabe destacar que las expresiones (1.12) y (1.13) se reducen, para ζ(~r) =
1 y ω(~r) = 1, respectivamente, a la expresión (1.4), Iρ,1 = Iρ. Nótese, por
consiguiente, que la información de Fisher Iρ estándar es la información de
Fisher relativa de la densidad ρ(~r) respecto a la función uniforme.

Para entender mejor la noción de información de Fisher relativa entre dos
distribuciones, vamos a calcularla en los dos casos particulares siguientes:
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(a) Información de Fisher entre dos densidades de probabilidad de tipo
Freud, dadas por

ρµ(x) =
1

Γ
(

1 + 1
µ

)e−xµ

; x ∈ [0,∞), µ > 0. (1.14)

Estas distribuciones, con un parámetro positivo µ, juegan un papel
fundamental en numerosas áreas cient́ıficas, desde ingenieŕıa de comu-
nicaciones [281] a la teoŕıa de funciones especiales en f́ısica matemática
y matemática aplicada [271]. A partir de la ecuación (1.11) se obtiene
la expresión

Iρµ,ρν =
1

Γ(1/µ)

[

µ2Γ

(

2 − 1

µ

)

− 2µνΓ

(

µ+ ν + 1

µ

)

+ν2Γ

(

2ν − 1

µ

)]

; µ >
1

2
, ν >

1

2
,

para la información de Fisher relativa entre dos miembros arbitrarios
(µ, ν) de esta clase tipo Freud (1.14), y

Iρµ,ρ2 =
1

Γ(1/µ)

[

µ2Γ

(

2 − 1

µ

)

− 4µΓ

(

1 +
1

µ

)

+ 4Γ

(

3

µ

)]

,

para la información de Fisher de una densidad de tipo Freud ρµ(x)
con respecto a la densidad Gaussiana ρ2(x). Merece la pena destacar
cómo la información de Fisher relativa Iρµ,ρν se anula cuando los dos
parámetros coinciden µ = ν.

En la Figura 1.1 se representa la información de Fisher relativa Iρµ,ρ2

en función de µ. Esta magnitud tiene un comportamiento parabólico
asimétrico con un mı́nimo igual a cero en µ = 2, como es de esperar
puesto que las dos densidades involucradas son iguales. Para 1

2 < µ ≤
2 la densidad de tipo Freud se aproxima rápidamente a la densidad
Gaussiana, mientras que para µ > 2 la densidad de tipo Freud se aleja
monótonamente, y casi linealmente, de la misma.

(b) Información de Fisher relativa entre las densidades de tipo Jacobi,
dadas por

ρα,β(x) =
(1 − x)α(1 + x)β

2α+β+1B(α+ 1, β + 1)
; x ∈ [−1, 1], α, β > −1,

y la densidad de Chebyshev ρC(x) ≡ ρ−1/2,−1/2(x) = π−1(1−x2)−1/2.
La expresión resultante es la siguiente

Iρα,β ,ρC

=
(α+ β)(α + β + 1)(4(α2β + β2α) + 5(α− β)2 − 3(α + β) − 2)

16αβ(α − 1)(β − 1)
;

α, β > 1,
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Figura 1.1: Información de Fisher relativa Iρµ,ρ2
para la clase de tipo Freud en

función de µ.

que es simétrica bajo el intercambio de α y β. En la Figura 1.2, se
representa esta magnitud en función de α para β = 2. Aqúı otra vez se
observa un comportamiento parabólico asimétrico con un mı́nimo no
nulo en torno a α = 2,22. Este mı́nimo se alcanza rápidamente y pos-
teriormente la información de Fisher relativa crece de forma monótona
y suave.

Cabe destacar que la información de Fisher de la densidad de Chebys-
hev ρC(x) diverge, pero sin embargo śı se puede definir la información
de Fisher relativa de una densidad ρα,β(x) respecto a ρC(x).

1.5. Relaciones de incertidumbre

Las relaciones de incertidumbre o relaciones de desigualdad que satis-
facen las medidas de incertidumbre, juegan un papel fundamental en la
descripción mecano-cuántica de los sistemas f́ısicos. Éstas establecen que las
distribuciones de probabilidad de variables canónicamente conjugadas de un
sistema f́ısico no pueden estar simultáneamente localizadas en torno a un va-
lor. La relación de incertidumbre estándar es el principio de incertidumbre
de Heisenberg, basado en la varianza, y que se puede expresar como

VρVγ ≥ D2

4

donde Vρ y Vγ representan la varianza de las densidades de probabilidad
normalizadas a la unidad en el espacio de posiciones ρ(~r) y en el espacio de
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Figura 1.2: Información de Fisher relativa Iρα,β=2,ρC
para la densidad de tipo Jacobi

respecto a la de tipo Chebyshev en función de α.

momentos γ(~p), respectivamente. Esta desigualdad es relevante en mecáni-
ca cuántica no por su precisión, generalmente pequeña, sino porque indica
que medidas precisas de la posición de una part́ıcula implican una gran
indeterminación en la medida de su momento. Este principio y sus generali-
zaciones [267] reflejan lo inadecuados que resultan los conceptos clásicos de
posición y momento aplicados a los sistemas cuánticos.

La relación de incertidumbre estándar reúne en una fórmula sencilla la
medida de incertidumbre más familiar (la desviación estándar, o su cuadra-
do, la varianza) y el aspecto más caracteŕıstico de la teoŕıa cuántica (la no
conmutatividad). Parece, por tanto que esta relación satisface de la forma
más simple el punto de vista de Heisenberg: la relación de incertidumbre
está directamente relacionada con la regla de conmutación, siendo esto la
razón esencial del carácter probabilista de la teoŕıa cuántica. Esto ha con-
ducido a la creencia general de que el principio de incertidumbre está estre-
chamente relacionado con la no conmutatividad. No obstante, la relación de
incertidumbre estándar presenta varios defectos [267]. Heisenberg usó pero
no defendió el concepto de incertidumbre, limitándose a decir que pod́ıa ser
interpretado como un error medio. Kennard fue el primero en elegir la des-
viación estándar como una medida cuantitativa de la incertidumbre, pero
ni él ni Heisenberg explicaron por qué esta elección es adecuada. De he-
cho nadie cuestionó tal elección en varias décadas desde el nacimiento de
la teoŕıa cuántica. Parece que el uso del término error y la utilización del
ejemplo Gaussiano indican, o al menos corroboran, una confusión entre las
incertidumbres del principio de incertidumbre y de la teoŕıa clásica de los
errores de medida.
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Las incertidumbres en teoŕıa cuántica son de una naturaleza diferente
a las de la teoŕıa clásica de errores. La distribución de probabilidad de los
resultados posibles en un experimento está determinada por la función de
onda del sistema, no por una ley general de errores. Por consiguiente, la dis-
tribución de probabilidad no es necesariamente Gaussiana sino que puede
tener una forma arbitraria. La desviación estándar puede ser una medida
útil de la anchura para las distribuciones Gaussianas pero, ciertamente, no es
una medida útil para distribuciones generales, al menos no para el propósi-
to del principio de incertidumbre. Vale la pena subrayar que la desviación
estándar diverge incluso en las ilustraciones más sencillas del principio de
incertidumbre (ver, e.g. [137,267,268]).

El uso de magnitudes informacionales, como la entroṕıa de Shannon
[244, 245], la de Rényi [126, 225] o la de Tsallis [131, 263], como medidas
de indeterminación ha permitido obtener relaciones de incertidumbre más
precisas que la de Heisenberg. Estas tres magnitudes entrópicas constituyen
medidas complementarias del dominio en el que la distribución de probabi-
lidad está esparcida, mientras que la desviación estándar es una medida de
la separación de la(s) región(es) de concentración con respecto a un punto
particular de la distribución, el centroide o valor medio. Un caso protot́ıpico
es el de la relación de incertidumbre entrópica [26,32,138]

Sρ + Sγ ≥ D(1 + lnπ),

donde Sρ es la entroṕıa de Shannon de una densidad de probabilidad D-
dimensional en el espacio R

D [244,245], y Sγ representa la correspondiente
entroṕıa de Shannon en el espacio de momentos. Esta relación fue conjetura-
da por Hirshman [138] en 1957 y demostrada por Beckner [26] y Bialynicki-
Birula y Mycielski [32] en 1975. También se suele formular en términos de
las potencias entrópicas (1.2) como

NρNγ ≥ 1

4
,

con lo que la cota inferior resulta independiente de la dimensionalidad D.
Con las entroṕıas de Rényi y Tsallis también se han encontrado sendas
relaciones de incertidumbre, de forma que se tiene que

R(q)
ρ +R(p)

γ ≥ − 1

2(1 − q)
ln
q

π
− 1

2(1 − p)
ln
p

π
,

para la entroṕıa de Rényi [29] (ver también [121,187,267]), y

[1 + (1 − p)T
(p)
γ ]

1
2p

[1 + (1 − q)T
(q)
ρ ]

1
2q

≥ π
n
4

“

1
p
− 1

q

”

q
n
4q p

− n
4p ,

para la entroṕıa de Tsallis [221]; donde 1/q + 1/p = 2.
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Se conocen por tanto las relaciones de incertidumbre posición-momento
asociadas con las cuatro medidas de indeterminación de carácter global más
conocidas en mecánica cuántica: la varianza y las entroṕıas de Shannon,
Rényi y Tsallis. Por el contrario no se conoćıa la correspondiente relación
de incertidumbre asociada a la única medida de indeterminación de carácter
local más utilizada, la información de Fisher. En el Caṕıtulo 5 de esta Tesis
se aborda este problema, hallándose la siguiente relación de incertidumbre
para sistemas con potenciales centrales [64][A6],

IρIγ ≥ K,

donde K es una constante que depende de la dimensionalidad del espacio
y de los números cuánticos que caracterizan el estado del sistema. Y se
conjetura la validez general de la relación IρIγ ≥ 4D2; es decir que esta
relación debe cumplirse para cualquier tipo de sistemas mecano-cuánticos
(i.e., no solo para los sistemas esféricamente simétricos).



Caṕıtulo 2

Información de Fisher de las

funciones especiales a partir

de sus ecuaciones

diferenciales

Summary: Fisher information of special functions

from their differential equations

The special functions in mathematical physics or applied mathematics
are usually solutions of linear second order differential equations of the kind

u′′(x) + a(x)u′(x) + b(x)u(x) = 0. (2.1)

The purpose of this chapter is to compute analytically the Fisher infor-
mation of these functions in terms of the coefficients a(x) and b(x) of the
differential equations they satisfy. This quantity is defined as the Fisher in-
formation of the Rakhmanov probability density ρ(x) of the function u(x)
given by ρ(x) = u2(x), provided that u(x) ∈ R. If this function is defined on
the interval ∆ = (x1, x2), the Fisher information of the Rakhmanov density
takes the form

I[u] ≡ Iρ =

∫

∆

[ρ′(x)]2

ρ(x)
dx = 4

∫

∆
[u′(x)]2dx.

The expression of the Fisher information in terms of expectation values
of the coefficients a(x) and b(x) of the differential equation is found in this
chapter to be

I[u] = 4〈b(x)〉 − 2〈a′(x)〉 + [2a(x)u2(x) + 4u(x)u′(x)]∆,

21
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where the boundary term is defined as

[f(x)]∆ = f(x)|x2
x1

= f(x2) − f(x1).

The application of this expression to the non-relativistic quantum wave
functions is an interesting corollary of this result. The differential equation
satisfied by the wave functions is the Schrödinger equation

−1

2
u′′(x) + V (x)u(x) = Eu(x),

with the potential V (x) and the value of the energy E. This equation can
be expressed in the form (2.1), with a(x) = 0 and b(x) = 2[E − V (x)]. The
resulting Fisher information is

I[u] = 8[E − 〈V (x)〉],

that coincides with the value obtained in Chapter 5 of this Thesis by com-
pletely different means.

As a second interesting example we consider the computation of the Fis-
her information of the classical families of orthogonal polynomials (Hermite,
Laguerre and Jacobi), whose second order equations are well known [201].
The resulting expressions [239] are the following:

I[Ĥn] ≡ I[uH
n ] = 4n + 2,

I[L̂(α)
n ] ≡ I[uL

n ] =
(2n + 1)α + 1

α2 − 1
, α > 1 ,

and

I[P̂ (α,β)
n ] ≡ I[uJ

n]

=
(2n + α+ β + 1)

4(n + α+ β − 1)

×
[

n(n+ α+ β − 1)

(

n+ α

β + 1
+ 2 +

n+ β

α+ 1

)

+(n+ 1)(n + α+ β)

(

n+ α

β − 1
+ 2 +

n+ β

α− 1

)]

,

α, β > 1,

for the Hermite, Laguerre and Jacobi families, respectively.
The relative Fisher information can also be computed by means of this

method. Following Chapter 1, the relative Fisher information of the density
ρ(x) = u2(x)ω(x) with respect to the weight ω(x) is then defined as

Iω[u] ≡ Iρ,ω =

∫

∆

[ρ′(x)]2

ρ(x)
ω(x)dx = 4

∫

∆
[u′(x)]2ω(x)dx,
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that, in terms of the coefficients a(x) and b(x) can be written as

Iω[u] = 4〈b(x)〉ω − 2〈a′(x)〉ω + 2

〈

ω′′(x) − ω′(x)a(x)
ω(x)

〉

ω

+ {4u(x)u′(x)ω(x) + 2u2(x)[ω(x)a(x) − ω′(x)]}∆.

Again, this expression can be applied to any special function satisfying
the general second-order equation (2.1). In particular, we have obtained that
the relative Fisher information of their Rakhmanov densities with respect
to the characteristics weights of these polynomials has the following value

Iω(Ĥn) = 8n,

Iω(L̂(α)
n ) =

4n

α+ 1
; α > 1,

and

Iω(P̂ (α,β)
n ) =

n(n+ 1 + α+ β)(2n + 1 + α+ β)(α+ β + 2)

(α+ 1)(β + 1)
; α, β > 1,

for the Hermite, Laguerre and Jacobi polynomials, respectively. Applications
to other special functions of physico-mathematical interest are also shown,
such as hypergeometric-type functions and non-relativistic D-dimensional
wave functions.

The contents of this chapter conform the following paper: R.J. Yáñez,
P. Sánchez-Moreno, A. Zarzo and J.S. Dehesa, Fisher information of special
functions and second-order differential equations. Submitted to J. Math.
Anal. Appl., 2008. Reference [A9].

2.1. Introducción

Las funciones especiales de la matemática aplicada y de la f́ısica ma-
temática son generalmente soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias
que controlan una enorme cantidad de problemas f́ısicos [201]. Estas ecuacio-
nes diferenciales, normalmente lineales y de segundo orden, tienen la forma

u′′(x) + a(x)u′(x) + b(x)u(x) = 0, (2.2)

donde a(x) y b(x) son funciones con las condiciones adecuadas de regula-
ridad. Una gran cantidad de ecuaciones diferenciales resolubles de manera
exacta se pueden escribir como un caso particular de la ecuación (2.2) con
la forma

u′′ +
τ̃(x)

σ(x)
u′ +

σ̃(x)

σ2(x)
u = 0, (2.3)
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donde σ(x) y σ̃(x) son polinomios de, a lo sumo, segundo grado, y τ̃(x)
es un polinomio de, a lo sumo, primer grado. Esta es la ecuación gene-
ralizada de tipo hipergeométrico [201, 289], también llamada de Fuchs o,
más adecuadamente, de Nikiforov-Uvarov. Tienen esta forma las ecuacio-
nes mecano-cuánticas relativistas y no relativistas (e.g. Schrödinger, Klein-
Gordon, Dirac) de sistemas monoparticulares sometidos a potenciales cen-
trales con un número de dimensiones arbitrario, además de las ecuaciones
que describen numerosos fenómenos f́ısicos en sistemas de muchas part́ıcu-
las (átomos, moléculas, núcleos), y algunas ecuaciones clásicas (e.g. Laplace,
Helmholtz); véanse las referencias [23,88,201,289].

Las funciones especiales que aparecen tanto en f́ısica clásica como f́ısica
cuántica (e.g. funciones hipergeométricas, funciones hipergeométricas con-
fluentes, armónicos esféricos, polinomios ortogonales clásicos) a menudo per-
tenecen a la gran familia de las funciones de tipo hipergeométrico genera-
lizado, a las que se hará referencia de aqúı en adelante como funciones de
tipo Nikiforov-Uvarov, en honor a los dos investigadores por sus podero-
sas técnicas e ideas unificadoras en el tratamiento de estos objetos. Aśı,
las funciones especiales que nos interesan son soluciones de ecuaciones di-
ferenciales de segundo orden de la forma (2.3). Nótese que cuando σ(x) es
un polinomio cuadrático, la ecuación (2.3) es un caso especial de la ecua-
ción de Riemann con tres puntos singulares diferentes y con uno de ellos en
infinito [143, 196, 279]. Además, mediante un cambio adecuado de la varia-
ble dependiente u(x) → y(x), la ecuación (2.3) puede transformarse en la
ecuación de tipo hipergeométrico [201]

σ(x)y′′ + τ(x)y′ + λy = 0, (2.4)

bastante más simple, donde τ(x) es un polinomio de, a lo sumo, primer
grado y λ es una constante. Las funciones hipergeométricas y las funcio-
nes hipergeométricas confluentes son casos particulares de funciones de tipo
hipergeométrico con σ(x) = x(1 − x) y σ(x) = x, respectivamente.

Es por tanto un planteamiento natural para la f́ısica matemática, obtener
las propiedades algebraicas de las funciones especiales, y aśı, en particular, de
las funciones de onda mecano-cuánticas de los sistemas f́ısicos, directamente
de las ecuaciones diferenciales que satisfacen, ya sean del tipo (2.2), (2.3)
o (2.4) Esta aproximación fue empleada por vez primera por Arnold F.
Nikiforov y Vasilii B. Uvarov [201] que desarrollaron una elegante técnica
para determinar numerosas propiedades algebraicas de las funciones de tipo
hipergeométrico y algunas de las de tipo hipergeométrico generalizado.

Esta técnica, que funciona cuando los coeficientes σ(x) y τ(x) no depen-
den del parámetro espectral λ [283], fue posteriormente desarrollada y exten-
dida para hallar relaciones de recurrencia a tres y cuatro términos, lineales
y no lineales, para las funciones de tipo hipergeométrico [68,70,71,283,284]
y aplicada a algunos problemas mecano-cuánticos [47, 48]. Recientemente
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esta técnica se ha generalizado al caso en el que los coeficientes polinómicos
de la ecuación (2.4) dependen del parámetro λ [290]; correspondiendo este
caso al de numerosas ecuaciones de onda f́ısicas reales. La técnica de Zarzo
et al. [290] todav́ıa no ha sido, sin embargo, suficientemente bien explorada
desde un punto de vista fundamental ni aplicado. Por completitud, cabe
mencionar aqúı el reciente criterio de Saad et al. [235] en cuanto a las so-
luciones polinómicas de la ecuación (2.2), y la interesante teoŕıa sobre las
soluciones polinómicas ortogonales de ecuaciones en diferencias y en deriva-
das parciales de órdenes superiores de Littlejohn et al. [83,173], además de
su clasificación basada en conceptos de álgebras de Lie [114,266].

El propósito de este caṕıtulo es el cálculo anaĺıtico de la información de
Fisher y de la información de Fisher relativa de las funciones especiales, en
términos de valores esperados de los coeficientes que caracterizan las ecua-
ciones diferenciales (2.2), (2.3) o (2.4), que satisfacen. También se aplican
las expresiones resultantes a varias ecuaciones de segundo orden espećıficas.

La información de Fisher, que fue utilizada en primer lugar en discipli-
nas como la estad́ıstica y la ingenieŕıa eléctrica y posteriormente en la f́ısica
cuántica [93], no solo mide el esparcimiento de las soluciones de ecuaciones
diferenciales, en el dominio de definición de la variable correspondiente, de
una forma complementaria y cualitativamente diferente a la conocida va-
rianza, u otras medidas de carácter global (e.g. las entroṕıas de Shannon,
Rényi o Tsallis), sino que también cuantifica el carácter oscilatorio de estas
soluciones.

La estructura de este caṕıtulo es la siguiente. En la sección 2.2 se encuen-
tran las expresiones expĺıcitas de la información de Fisher de las ecuaciones
diferenciales (2.2), (2.3) y (2.4) en términos de valores esperados de sus coe-
ficientes, y se aplican a ecuaciones concretas de interés f́ısico-matemático.
En la Sección 2.3 se halla la información de Fisher relativa de algunas fun-
ciones de tipo Nikiforov-Uvarov que aparecen en el estudio de los sistemas
mecano-cuánticos D-dimensionales. Finalmente se extraen las conclusiones
correspondientes y se proponen varios problemas de interés, cuya solución
no se conoce aún.

Los resultados obtenidos en este primer estudio han dado lugar al si-
guiente art́ıculo: R.J. Yáñez, P. Sánchez-Moreno, A. Zarzo y J.S. Dehesa,
Fisher information of special functions and second-order differential equa-
tions. Enviado a J. Math. Anal. Appl., 2007. Referencia [A9].

2.2. Información de Fisher

En esta sección se define la información de Fisher de la densidad de
probabilidad asociada a las soluciones de una ecuación diferencial de segundo
orden del tipo (2.2), y, bajo ciertas condiciones, se expresa en términos de los
valores esperados de sus coeficientes a(x) y b(x). Posteriormente se aplican
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los resultados generales obtenidos a varios tipos de funciones especiales.

El esparcimiento y el carácter oscilatorio de las soluciones reales u(x) ∈
L2(∆) de la ecuación diferencial (2.2) a lo largo de su dominio de definición
∆ = (x1, x2), en la recta real, puede ser medido por medio de la información
de Fisher Iρ de la densidad de probabilidad asociada ρ(x) = u2(x), que viene
dada por la integral

I[u] ≡ Iρ =

∫

∆

[ρ′(x)]2

ρ(x)
dx = 4

∫

∆
[u′(x)]2dx. (2.5)

A menudo, por abuso del lenguaje, nos referiremos como “información de
Fisher I[u] de la función u(x)” a la información de Fisher de la densidad
de probabilidad asociada ρ(x). Suponiendo que la integral esté bien defini-
da (i.e. u′ ∈ L2(∆)), dos integraciones por partes y la ecuación (2.2) nos
conducen a la expresión

I[u] = 4〈b(x)〉 − 2〈a′(x)〉 + [2a(x)u2(x) + 4u(x)u′(x)]∆ (2.6)

donde el término de frontera (t.f.) se define como

[f(x)]∆ = f(x)|x2
x1

= f(x2) − f(x1).

Para que la igualdad (2.6) sea correcta es suficiente que el producto u(x)u′(x)
sea de variación acotada en ∆ y que existan los valores esperados 〈b(x)〉 y
〈a′(x)〉, que vienen definidos por

〈f(x)〉 =

∫

∆
f(x)u2(x)dx .

La información de Fisher de la ecuación generalizada de tipo hiper-
geométrico (2.3), que se define como la información de Fisher de sus solucio-
nes, puede entonces obtenerse por medio de las funciones a(x) = τ̃(x)/σ(x)
y b(x) = σ̃(x)/σ2(x) y de la ecuación (2.6), llegando al resultado siguiente

I[u] =

〈

4σ̃(x) − 2τ̃ ′σ(x) + 2τ̃(x)σ′(x)
σ2(x)

〉

+

[

2
τ̃(x)

σ(x)
u2(x) + 4u(x)u′(x)

]

∆

.

2.2.1. Aplicaciones a funciones de onda no relativistas, fun-

ciones de Airy y funciones de tipo Rakhmanov

A continuación se usan estas expresiones generales para el cálculo de la
información de Fisher de algunas funciones especiales, que satisfacen ecua-
ciones diferenciales que aparecen frecuentemente en diversos campos de la
ciencia.
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Funciones de onda no relativistas

El movimiento de una part́ıcula en el potencial mecano-cuántico V (x),
−∞ < x < +∞ está regido por la ecuación de Schrödinger

−1

2
u′′(x) + V (x)u(x) = Eu(x),

donde E denota la enerǵıa total de la part́ıcula. Esta ecuación puede ser
escrita de la forma (2.2) con a(x) = 0 y b(x) = 2[E − V (x)]. Entonces,
si u(x) es una función real, es directo hallar a partir de la expresión (2.6)
la información de Fisher para las soluciones f́ısicamente admisibles de esta
ecuación (que son las funciones de onda normalizadas a la unidad de los
estados mecano-cuánticos del sistema),

I[u] = 8[E − 〈V (x)〉].

Esta expresión muestra que la información de Fisher es, salvo un factor 8,
la enerǵıa cinética de la part́ıcula, como ya ha sido hallado por diferentes
medios [182, 232, 233, 241]. En este sentido, véase el estudio exhaustivo lle-
vado a cabo para la información de Fisher de los potenciales centrales en el
Caṕıtulo 5.

Funciones de Airy

El movimiento de una part́ıcula sujeta a un potencial lineal está goberna-
do por una ecuación de Schrödinger que resulta ser una ecuación diferencial
de Airy, como se halla en [A1] y en el Caṕıtulo 4. Alĺı se calcula la in-
formación de Fisher por el método expuesto en este caṕıtulo, obteniéndose
que

Iρn = −4

3
βnα

2 =
8

3
En,

donde ρn(x) es la densidad de probabilidad asociada al estado n-ésimo, βn

es un cero de la función de Airy si n es impar, o de su derivada si n es
par, α = (2F )1/3, siendo F la intensidad del potencial, y En es la enerǵıa
correspondiente al estado n-ésimo.

Funciones de tipo Rakhmanov

Se definen [177,201] como

uν(x) = yν(x)
√

ω(x),

donde yν(x) es una función de tipo hipergeométrico, y por tanto satisface la
ecuación (2.4)

σ(x)y′′ν + τ(x)y′ν + λνyν = 0, (2.7)
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donde σ(x) y τ(x) son polinomios de grados ≤ 2 y ≤ 1, respectivamente; ν
es un cero de la ecuación

λν + ντ ′ +
1

2
ν(ν − 1)σ′′ = 0, (2.8)

y ω(x) es solución de la ecuación de Pearson

[σ(x)ω(x)]′ = τ(x)ω(x). (2.9)

Se puede mostrar [177] que las funciones uν(x) satisfacen una ecuación
diferencial de segundo orden de la forma (2.2) con coeficientes

a(x) =
σ′(x)
σ(x)

, (2.10)

b(x) =
1

4σ2(x)

{

2σ(x)(2λν − τ ′ + σ′′) − (τ(x) − σ′(x))2
}

, (2.11)

que es una ecuación diferencial generalizada de tipo hipergeométrico (2.3).
La densidad de probabilidad asociada es

ρν(x) = |uν(x)|2 = y2
ν(x)ω(x),

llamada densidad de tipo Rakhmanov puesto que fue este matemático quien
mostró [222,248] que en el caso en el que ν es un número entero positivo n,
esta densidad controla el comportamiento asintótico (n → ∞) del cociente
de polinomios yn+1(x)/yn(x). La información de Fisher de esta densidad
puede ser fácilmente obtenida sustituyendo los valores (2.10) y (2.11) en la
expresión (2.6), obteniéndose la expresión general

I[uν ] =

〈

[σ′(x)]2 + 2τ(x)σ′(x) − τ2(x)

σ2(x)
+

4λν − 2τ ′(x)
σ(x)

〉

+ t.f.

= C1

〈

x2

σ2(x)

〉

+ C2

〈

x

σ2(x)

〉

+C3

〈

1

σ2(x)

〉

+ C4

〈

1

σ(x)

〉

+ t.f. (2.12)

donde las constantes Ci (i = 1, . . . , 4) vienen dadas por

C1 = 2σ′′τ ′ + [σ′′]2 − [τ ′]2 ,

C2 = 2
(

τ(0) + σ′(0)
)

σ′′ − 2
(

τ(0) − σ′(0)
)

τ ′

C3 = −τ(0)2 + 2σ′(0)τ(0) + σ′(0)2 ,

C4 = −2
(

(2ν + 1)τ ′ + (ν − 1)νσ′′
)

,

el término de frontera t.f. es
[

4yν(x)y
′
ν(x)ω(x) +

2τ(x)

σ(x)
y2

ν(x)ω(x)

]

∆

,
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y, en este caso, los valores esperados vienen definidos como

〈f(x)〉 =

∫

∆
f(x)[yν(x)]

2ω(x)dx . (2.13)

Apliquemos ahora este resultado general a varios casos particulares; a
saber las funciones de Hermite, Laguerre y Jacobi que vienen dadas por

uH
n (x) = Ĥn(x)

√

e−x2; ∆ = (−∞,+∞) (2.14)

uL
n(x) = L̂(α)

n (x)
√
xαe−x; ∆ = [0,∞) (2.15)

uJ
n(x) = P̂ (α,β)

n (x)
√

(1 − x)α(1 + x)β; ∆ = [−1,+1], (2.16)

respectivamente, donde Ĥn(x), L̂
(α)
n (x) y P̂

(α,β)
n (x) denotan los polinomios

ortonormales de Hermite, Laguerre y Jacobi [201], siendo el parámetro ν un
número entero positivo n.

Las expresiones de los valores esperados y de las constantes Ci que apa-
recen en la ecuación (2.12) para estas tres funciones ortonormales, recogidos
en la Tablas 2.1 y 2.2, y el hecho de que el término de frontera se anula en
el caso de Hermite, Laguerre (si α > 1) y Jacobi (si α, β > 1), nos permite
obtener las expresiones

I[Ĥn] ≡ I[uH
n ] = 4n+ 2, (2.17)

I[L̂(α)
n ] ≡ I[uL

n ] =
(2n + 1)α+ 1

α2 − 1
, α > 1 ,

y

I[P̂ (α,β)
n ] ≡ I[uJ

n]

=
(2n+ α+ β + 1)

4(n+ α+ β − 1)

×
[

n(n+ α+ β − 1)

(

n+ α

β + 1
+ 2 +

n+ β

α+ 1

)

+(n+ 1)(n + α+ β)

(

n+ α

β − 1
+ 2 +

n+ β

α− 1

)]

,

α, β > 1,

para la información de Fisher de la densidad de Rakhmanov de los polino-
mios ortogonales clásicos, ya hallada en [239] usando una técnica diferente.
El valor para los polinomios de Hermite (2.17) ha sido también encontrado
por Hall [122] al calcular las informaciones de Fisher de los autoestados de
un oscilador armónico monodimensional, que coinciden con los polinomios
de Hermite.

Cabe mencionar, por completitud, que la información de Fisher es tam-
bién finita para los polinomios de Laguerre con α = 0 y para los polinomios
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Ĥn(x) L̂
(α)
n (x) (α > 1)

(a, b) (−∞,+∞) [0,+∞)

ω(x) e−x2
xαe−x

an

√

(n+ 1)/2 −
√

(n+ 1)(n + α+ 1)

bn 0 2n+ α+ 1

σ(x) 1 x

τ(x) −2x α+ 1 − x

λn 2n n

C1 −4 −1

C2 0 2α

C3 0 2 − α2

C4 8n+ 4 4n+ 2

〈

x2

σ2(x)

〉

n+ 1
2 1

〈

x

σ2(x)

〉

0 1
α

〈

1

σ2(x)

〉

1
2n+ α+ 1

α(α2 − 1)

〈

1

σ(x)

〉

1 1
α

Tabla 2.1: Dominio de definición (a, b) del polinomio, función peso ω(x), coeficientes
an y bn de la ecuación de recurrencia, coeficientes σ(x), τ(x) y λn de la ecuación
diferencial (2.7), constantes Ci de la ecuación (2.12) y valores esperados de las
ecuaciones (2.12) y (2.23) para las familias de polinomios ortogonales de Hermite

Ĥn(x) y Laguerre L̂
(α)
n (x).
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P̂
(α,β)
n (x) (α, β > 1)

(a, b) [−1,+1]

ω(x) (1 − x)α(1 + x)β

an
2

2n + α+ β + 2

√

(n+ 1)(n + α+ 1)(n + β + 1)(n + α+ β + 1)

(2n + α+ β + 1)(2n + α+ β + 3)

bn
α2 − β2

(2n + α+ β)(2n + α+ β + 2)

σ(x) 1 − x2

τ(x) β − α− (α+ β + 2)x

λn n(n+ α+ β + 1)

C1 8 − (α + β)2

C2 2(β2 − α2)

C3 −(β − α)2

C4 2(α+ β + 2 + 2n(n+ α+ β + 1))

〈

x2

σ2(x)

〉 〈

1

σ2(x)

〉

−
〈

1

σ(x)

〉

〈

x

σ2(x)

〉

(β − α)(α + β + 2n+ 1)

16α (α2 − 1) β (β2 − 1)
{(α+ 1)(β + 1)(α + β − 1)(α + β)

+2
(

α2 + βα+ β2 − 1
)

n(α+ β + n+ 1)
}

〈

1

σ2(x)

〉

(α+ β)(α+ β + 2n+ 1)

16α (α2 − 1)β (β2 − 1)
{(α+ 1)(β + 1)(α+ β − 2)(α + β − 1)

+2
(

α2 − βα+ β2 − 1
)

n(α+ β + n+ 1)
}

〈

1

σ(x)

〉

(α+ β)(2n + α+ β + 1)

4αβ

Tabla 2.2: Igual que la Tabla 2.1 para los polinomios de Jacobi (P̂
(α,β)
n (x)).
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de Jacobi con (α = 0, β = 0), (α = 0, β > 1) y (α > 1, β = 0). Sin embargo,
algunos de los valores esperados involucrados en la ecuación (2.12) no exis-
ten en estos casos. Estamos obligados por tanto a considerar el problema
desde el principio, antes de la integración por partes de la ecuación (2.6), y
usar desde ese punto las técnicas ya conocidas para polinomios ortogonales
clásicos empleadas en la referencia [239] donde se obtuvieron por primera
vez los valores expĺıcitos de la información de Fisher para estos casos. Las
expresiones de la información de Fisher de los polinomios de Jacobi en estos
casos particulares también se pueden encontrar en la Sección 3.3.

2.3. Información de Fisher relativa

En esta sección consideramos la información de Fisher relativa de la den-
sidad de probabilidad asociada a las soluciones de una ecuación diferencial
de segundo orden, del tipo dado en (2.2), respecto a una función peso ω(x)
arbitraria y no negativa, expresándola en términos de los coeficientes a(x) y
b(x). Posteriormente se usarán estos resultados en varias funciones especiales
relevantes en matemática aplicada y en f́ısica cuántica D-dimensional.

Como ya se ha hecho anteriormente, para las soluciones u(x) ∈ L2(∆) de
la ecuación (2.2) se puede definir la densidad de probabilidad ρ(x) = u2(x).
Entonces, por medio de la definición (1.13), se puede analizar la separación
relativa de esta densidad respecto a una función peso arbitraria no negativa
ω(x) por medio de la información de Fisher relativa entre ellas:

Iω[u] ≡ Iρ,ω =

∫

∆

[ρ′(x)]2

ρ(x)
ω(x)dx = 4

∫

∆
[u′(x)]2ω(x)dx. (2.18)

Nótese que esta expresión se reduce a la dada en la expresión (2.5) si consi-
deramos una función ω(x) uniforme en ∆; esto es I1[u] = I[u].

Calculemos ahora la información de Fisher relativa Iω[u] a partir de la
ecuación diferencial (2.2). Esto se puede llevar a cabo de una forma similar
a la empleada en la Sección 2.2 para I[u]. Aśı, se obtiene la expresión

Iω[u] = 4〈b(x)〉ω − 2〈a′(x)〉ω + 2

〈

ω′′(x) − ω′(x)a(x)
ω(x)

〉

ω

+ t.f., (2.19)

con el término de frontera

t.f. = {4u(x)u′(x)ω(x) + 2u2(x)[ω(x)a(x) − ω′(x)]}∆ (2.20)

y el valor esperado

〈f(x)〉ω =

∫

∆
f(x)u2(x)ω(x)dx.

Ha de señalarse que una condición suficiente para la validez de (2.19) es la
existencia de los valores esperados 〈b(x)〉ω y 〈a′(x)〉ω por una parte, junto con
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que las funciones u(x)u′(x)ω(x) y u(x)2(ω′(x)−a(x)ω(x)) sean de variación
acotada en el dominio ∆, por otra.

Entonces, la información de Fisher relativa de (las soluciones de) la ecua-
ción de tipo hipergeométrico generalizado (2.3) respecto a una función peso
ω(x) se obtiene a partir de las ecuaciones (2.19) y (2.20) con los coeficientes
a(x) = τ̃(x)/σ(x) y b(x) = σ̃(x)/σ2(x). El resultado es

Iω[u] =

〈

4σ̃(x) − 2τ̃ ′σ(x) + 2τ̃ (x)σ′(x)
σ2(x)

〉

ω

+2

〈

ω′′(x) − ω′(x)τ̃(x)/σ(x)

ω(x)

〉

ω

+ t.f.

donde

t.f. =

{

4u(x)u′(x)ω(x) + 2u2(x)

[

ω(x)
τ̃ (x)

σ(x)
− ω′(x)

]}

∆

.

2.3.1. Aplicaciones a las funciones de onda no relativistas D-

dimensionales y a las funciones de tipo hipergeométri-

co

A continuación se usan estas expresiones para calcular la información de
Fisher relativa de varias funciones especiales de interés.

Funciones de onda no relativistas D-dimensionales

La ecuación de movimiento de una part́ıcula sometida a un potencial
D-dimensional con simetŕıa esférica VD(r) es la ecuación de Schrödinger

[

−1

2
~∇2

D + VD(r)

]

ψ(~r) = Eψ(~r),

donde ~∇2
D denota el operador Laplaciano

~∇2
D =

1

rD−1

∂

∂r
rD−1 ∂

∂r
− Λ2

r2
,

con

Λ2 = −
D−1
∑

i=1

(sin θi)
i+1−D

(

∏i−1
j=1 sin θj

)2

∂

∂θi

[

(sin θi)
D−i−1 ∂

∂θi

]

,

y donde {E,ψ(~r)} son los autovalores y las correspondientes autofunciones
que caracterizan las funciones de onda de la part́ıcula con coordenadas hiper-
esféricas ~r ≡ (r,ΩD−1): el radio r y los ángulos ΩD−1 ≡ (θ1, θ2, . . . , θD−1).
Este problema es separable (véase e.g. [21][A6]), de forma que

ψE,l,{µ}(~r) = RE,l(r)Yl,{µ}(ΩD−1),
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donde R(r) y Y(ΩD−1) denotan la función de onda radial y los armóni-
cos hiperesféricos [21], que se caracterizan por los números cuánticos (l ≡
µ1, µ2, . . . , µD−1) ≡ (l, {µ}). Por su parte, R(r) satisface la siguiente ecua-
ción de Schrödinger radial D-dimensional [21,53]

−1

2
R′′ − D − 1

2r
R′ +

[

l(l +D − 2)

r2
+ VD(r)

]

R = ER. (2.21)

Entonces, la densidad de probabilidad mecano-cuántica de la part́ıcula
es

ρ(~r) = |ψE,l,{µ}(~r)|2 = R2
E,l(r)|Yl,{µ}(ΩD−1)|2,

si RE,l(r) es real, y cuya información de Fisher viene dada por

I[ρ] =

∫

ρ(~r)|~∇D ln ρ(~r)|2dDr =

∫ |~∇Dρ(~r)|2
ρ(~r)

dDr, (2.22)

donde el elemento de volumen es

dDr = rD−1drdΩD−1; dΩD−1 =





D−2
∏

j=1

(sin θj)
2αjdθj



 dθD−1,

con 2αj = D − j − 1. La expresión (2.22) puede ser escrita como

I[ρ] = Iω[R] + I[Y],

donde

I[Y] =

∫

SD

|~∇D−1|Yl,{µ}(ΩD−1)|2|2
|Yl,{µ}(ΩD−1)|2

dΩD−1

denota la parte angular de la información de Fisher, que ha sido reciente-
mente calculada [62], y

Iω[R] =

∫ ∞

0

[

d
drR

2(r)
]2

R2(r)
ω(r)dr; ω(r) = rD−1

es la información de Fisher relativa radial, que describe la parte radial de
I[ρ], en cuyo cálculo estamos interesados. La comparación entre las ecuacio-
nes (2.2) y (2.21), junto con la fórmula (2.19) nos permite obtener que

Iω[R] = 8[E − 〈VD〉] − 4l(l +D − 2)〈r−2〉,

que muestra la conexión expĺıcita de la información de Fisher relativa, la
enerǵıa cinética y el, aśı llamado, potencial centŕıfugo ficticio [240].
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Funciones de tipo hipergeométrico

Las funciones yν(x) de tipo hipergeométrico, como ya ha sido comenta-
do, satisfacen las ecuaciones (2.4) ó (2.7) y (2.8). Su información de Fisher
relativa con respecto al peso de Pearson ω(x) dado por la ecuación (2.9)
está definida como la información de Fisher relativa de la densidad de proba-
bilidad asociada ρ(x) = |yν(x)|2 respecto a la función ω(x). Esta magnitud,
de acuerdo con la expresión (2.18), es

Iω[yν ] = 4

∫

∆
[y′ν(x)]

2ω(x)dx

y los valores esperados correspondientes vendŕıan dados por

〈f(x)〉ω =

∫

∆
f(x)[yν(x)]

2ω(x)dx ,

i.e. se corresponden exactamente con aquellos definidos en la ecuación (2.13)
de la sección anterior, y por tanto 〈f(x)〉ω = 〈f(x)〉.

Dado que las ecuaciones (2.4) ó (2.7) tienen la forma (2.2) con a(x) =
τ(x)/σ(x) y b(x) = λν/σ(x), la información de Fisher relativa se puede
expresar de la siguiente manera

Iω[yν ] = 2

〈

(2σ′ − τ)σ′

σ2

〉

+ 2(2λν − σ′′)

〈

1

σ

〉

+ t.f.

= K1

〈

x2

σ2(x)

〉

+K2

〈

x

σ2(x)

〉

+K3

〈

1

σ2(x)

〉

+K4

〈

1

σ(x)

〉

+ t.f. , (2.23)

donde las constantes Ki (i = 1, . . . , 4) vienen dadas por

K1 = 2σ′′
(

2σ′′ − τ ′
)

,

K2 = −2
(

σ′(0)
(

τ ′ − 4σ′′(0)
)

+ τ(0)σ′′
)

,

K3 = 2σ′(0)
(

2σ′(0) − τ(0)
)

,

K4 = −4ντ ′ − 2((ν − 1)ν + 1)σ′′,

el término de frontera es
[

4yν(x)y
′
ν(x)ω(x) + 2

σ′(x)
σ(x)

|yν(x)|2ω(x)

]

∆

,

y, como ya se ha dicho, los valores esperados se definen según la ecuación
(2.13).

Para ilustrar la utilidad de estas expresiones generales, vamos a aplicarlas
a las familias clásicas de polinomios ortogonales, por lo que el parámetro ν de
la ecuación (2.23) es ahora un entero positivo n. Aśı, resulta que el término
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Ĥn(x) L̂
(α)
n (x) (α > 1) P̂

(α,β)
n (x) (α, β > 1)

K1 0 0 −4(α+ β − 2)

K2 0 2 4(β − α)

K3 0 2 − 2α 0

K4 8n 4n 4(n(n + α+ β + 1) + 1)

Tabla 2.3: Constantes Ki de la ecuación (2.23) para las familias de polinomios
ortonormales de Hermite, Laguerre y Jacobi.

de frontera de la ecuación (2.23) se anula para las familias de Hermite,
Laguerre (si α > 1) y Jacobi (si α, β > 1). Los valores esperados y las
constantes Ki que aparecen en la ecuación (2.23) están dados en las Tablas
2.1, 2.2 y 2.3, respectivamente. Los valores resultantes son

Iω(Ĥn) = 8n,

Iω(L̂(α)
n ) =

4n

α+ 1
; α > 1,

y

Iω(P̂ (α,β)
n ) =

n(n+ 1 + α+ β)(2n + 1 + α+ β)(α + β + 2)

(α+ 1)(β + 1)
; α, β > 1,

para la información de Fisher de las densidades asociadas a los polinomios

ortonormales de Hermite Ĥn(x), Laguerre L̂
(α)
n (x) y Jacobi P̂

(α,β)
n (x), res-

pecto a las funciones peso ωH(x) = exp(−x2), ωL(x) = xαe−x y ωJ(x) =
(1 − x)α(1 + x)β, respectivamente.

La información de Fisher existe en realidad cuando α > −1 para los
polinomios de Laguerre y cuando α, β > −1 en el caso Jacobi, y diverge para
otros valores, por lo que las expresiones que proporciona la ecuación (2.23)
no cubren todo el rango de valores para los que existe esta magnitud. Sin
embargo, la información de Fisher es una función anaĺıtica de los parámetros,
por lo que los valores obtenidos a partir de la ecuación (2.23) pueden ser
extendidos a todo el rango de valores.

En la Figura 2.1 la información de Fisher relativa Iω(P̂
(α,β)
n ) se representa

como una función de α para n = 1, β = 1. Nótese cómo esta magnitud crece
cuando α tiende a −1 y a +∞. En estos casos, tanto la densidad como la
función peso se desplazan hacia +1 y −1, respectivamente, incrementando el
contenido de gradiente. Sin embargo, dado que la densidad para n = 1 tiene
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Figura 2.1: Información de Fisher relativa Iω(P̂
(α,β=1)
n=1 ) en función del parámetro

α.

un cero en el intervalo de ortogonalidad, el contenido en gradiente aumenta
más rápidamente para esta función que para la función peso, lo que conlleva
un crecimiento en la información de Fisher relativa entre ambas.

2.4. Conclusiones

En este caṕıtulo se presenta en primer lugar una metodoloǵıa simple
para calcular la información de Fisher de funciones especiales, basada en
las ecuaciones diferenciales que satisfacen; incluyendo por tanto como casos
particulares a las familias clásicas de polinomios ortogonales. Se ha ilustrado
la expresión general resultante (dada en términos de valores esperados de los
coeficientes de la ecuación diferencial) con los casos de las funciones de onda
no relativista de un sistema mecano-cuántico monodimensional, donde la
información de Fisher está intimamente relacionada con magnitudes f́ısicas
del mismo; las funciones de Airy y las funciones de tipo Rakhmanov, ob-
teniéndose la conocida información de Fisher de los polinomios ortogonales
clásicos [239], como un caso particular y a modo de comprobación.

En segundo lugar se ha discutido el concepto de información de Fisher
relativa entre una distribución de probabilidad y una función no negativa, y
su cálculo a partir de las ecuaciones diferenciales que satisfacen las funciones
de interés. Los resultados se han ilustrado por medio de problemas de f́ısica
cuántica no relativista D-dimensional, donde la información de Fisher re-
lativa se relaciona con magnitudes f́ısicas fundamentales de estos sistemas.
También se ha calculado la información de Fisher relativa de las funcio-
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nes de tipo hipergeométrico, y se han hallado expresiones expĺıcitas de tal
magnitud al considerar los polinomios ortogonales clásicos.

Cabe destacar que, a través de este método basado en la ecuación diferen-
cial de segundo orden, ha sido posible calcular de forma anaĺıtica la informa-
ción de Fisher de las funciones planteadas, al contrario de lo que ocurre con
otras medidas de información como la entroṕıa de Shannon, sobre la que no
existen expresiones anaĺıticas expĺıcitas salvo para los polinomios de Chebys-
hev [66,67,282] y otras subfamilias de polinomios de Gegenbauer [44,58,237]
donde se han usado técnicas derivadas del análisis complejo.



Caṕıtulo 3

Plano de Cramer-Rao de los

polinomios ortogonales

clásicos

Summary: Cramer-Rao information plane for clas-

sical orthogonal polynomials

The classical families of polynomials orthogonal with respect to a weight
function ω(x) (Hermite, Laguerre and Jacobi), have been applied to many
scientific fields [6, 46, 201, 254]. In particular these three families of polyno-
mials control the wave function in numerous quantum systems [23,201,269].

The spreading of the associated densities to these polynomials can be
complementarily studied by means of the variance Vρ and various infor-
mation measures such as the Shannon entropy Sρ or the Fisher informa-
tion Iρ. In this chapter, the variance of the classical families of orthogonal
polynomials is analytically determined in terms of the coefficients of the
recurrence relation they satisfy. The Fisher information, computed in the
previous chapter, is also considered. Moreover, two new information measu-
res are proposed: the informational product (also called Fisher-Heisenberg
or Cramer-Rao product) Pρ = VρIρ between the variance and the Fisher in-
formation and the Cramer-Rao information plane where these two measures
are represented in each of its axes.

These two composite measures are motivated by the Cramer-Rao ine-
quality,

VρIρ ≥ C,

where the constant C ≥ 0 depend on the definition interval of the density.
Let us notice that (i) the information-theoretic product Pρ = VρIρ has a
lower bound, and (ii) the position of the density in the Cramer-Rao plane
cannot be arbitrarily near to both axes simultaneously. Besides, due to the

39
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transformation properties of the Fisher information and the variance under
a change of scale in the density of the type ρ̂(x) = aρ(ax):

Iρ̂ = a2Iρ,

Vρ̂ = a−2Vρ,

the Cramer-Rao product remains unchanged under such scale transforma-
tions.

The expressions of the Fisher information for the classical polynomials
were obtained in the previous chapter. The variance has the expression

V (pn) =

∫ b

a
(x− 〈x〉n)2ρn(x)dx = 〈x2〉n − 〈x〉2n,

where

〈x〉n =

∫ b

a
xp2

n(x)ω(x)dx = bn,

〈x2〉n =

∫ b

a
x2p2

n(x)ω(x)dx = a2
n + b2n + a2

n−1,

so that its final value is,

V (pn) = a2
n + a2

n−1,

where an and bn are the coefficients of the recurrence relation satisfied by
the corresponding family of polynomials pn,

xpn(x) = anpn+1(x) + bnpn(x) + an−1pn−1(x).

The expressions for the classical families are

V (Hn) = n+
1

2
,

V (L(α)
n ) = 2n2 + 2(α+ 1)n + α+ 1,

and

V (P (α,β)
n ) =

4(n+ 1)(n + α+ 1)(n + β + 1)(n + α+ β + 1)

(2n+ α+ β + 1)(2n + α+ β + 2)2(2n+ α+ β + 3)

+
4n(n + α)(n+ β)(n + α+ β)

(2n+ α+ β − 1)(2n + α+ β)2(2n+ α+ β + 1)
,

for the Hermite, Laguerre and Jacobi polynomials, respectively.
The Hermite polynomials only depend on the degree n, and as it increa-

ses, the oscillatory character and the spreading of the associated Rakhmanov
density also increases. Then, both the variance and Fisher information grow
with n, and this family of polynomials is represented in the Cramer-Rao
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plane as a discrete set of points with increasing values of Iρ and Vρ. (See
Figure 3.1).

The Laguerre polynomials depend on the parameter α and the degree n.
The latter one has an effect similar to that in the Hermite polynomials; so,
the Fisher information and variance grow with it. The parameter α expands
the density without increasing the oscillatory behaviour. Thus, the variance
grows with α, but the Fisher information decreases with it. In the Cramer-
Rao plane, the Laguerre polynomials with α = 0 form a discrete set of points
with increasing values of Vρ and Iρ. Besides, the Laguerre polynomials with
α > 1 form a set of curves, where each of them is identified with a value of
n and whose Fisher information decreases with α. (See Figure 3.6).

The Jacobi polynomials depend on a pair of parameters α and β and
the degree n. Again, n controls the oscillatory behavior of the density, so
the Fisher information grows with it. However, as the density is confined in
a finite interval, the variance is bounded, and tends to 1/2 for large values
of n. The behaviour with the parameters α and β is more complex than for
the previous polynomials. However, for large values of the parameters, the
Fisher information diverges while the variance tends to zero. In the Cramer-
Rao plane, the Jacobi polynomials with α = β = 0 form a discrete set of
points with increasing values of the Fisher information. The polynomials
with α > 1, β = 0 (or α = 0, β > 1) form a set of curves that take lower
values of the variance as α increases. Finally, the polynomials with α, β > 1
are represented by an area for every value of n. The envelopes of such areas
are given by the (Gegenbauer) polynomials with α = β. (See Figure 3.14).

The contents of this chapter conform the following paper: J.S. Dehesa, P.
Sánchez-Moreno and R.J. Yáñez, Cramer-Rao information plane of orthogo-
nal hypergeometric polynomials, J. Comp. Appl. Math. 186 (2006) 523-541.
Reference [A4].

3.1. Introducción

Los polinomios hipergeométricos continuos {pn(x);n = 0, 1, . . .} ortogo-
nales con respecto a una función peso ω(x) en el intervalo real (a, b), esto
es, los polinomios que satisfacen que

∫ b

a
pn(x)pm(x)ω(x)dx = δmn , m, n ∈ N

han demostrado su aplicabilidad no solo en las matemáticas sino también en
muchas otras ciencias [6,46,201,254]. En particular, las tres familias princi-
pales de polinomios ortogonales (Hermite, Laguerre y Jacobi) controlan las
funciones de onda de los estados mecano-cuánticos de numerosos sistemas
f́ısicos definidos por ecuaciones de Schrödinger integrables [23,201,269].
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La distribución de los polinomios ortogonales clásicos {pn(x)} en el in-
tervalo de ortogonalidad (a, b) y el esparcimiento de su densidad de proba-
bilidad asociada ρn(x) = p2

n(x)ω(x) también definida en (a, b), puede ser
analizada no sólo por medio de la familiar varianza (que cuantifica la pro-
babilidad alrededor de un punto concreto del intervalo, el centroide) sino
también por magnitudes extráıdas de la teoŕıa de información, como son
la información de Fisher [87] y la entroṕıa de Shannon [244], que miden
de forma complementaria y cualitativamente diferente el esparcimiento de
los polinomios a lo largo de todo el intervalo soporte, sin dependencia al-
guna con ningún punto particular de dicho intervalo. La densidad ρn(x) es
relevante desde un punto de vista tanto matemático como f́ısico. Esta fun-
ción determina el comportamiento del cociente pn+1/pn cuando n → ∞,
como fue demostrado por Rakhmanov [222,248]. Por otra parte, describe la
densidad de probabilidad de los estados cuánticos de varios sistemas f́ısicos
protot́ıpicos tales como el oscilador armónico, el átomo de hidrógeno o el ro-
tador ŕıgido [101], además de ser una muy buena aproximación a la densidad
mecano-cuántica de muchos otros sistemas f́ısicos [23,201,269].

El estudio de la distribución de los polinomios ortogonales clásicos por
medio de medidas informacionales teóricas comenzó en los años noventa con
el cálculo de su entroṕıa de Shannon [13, 66, 67]. Los resultados hasta 2001
respecto a esta magnitud se encuentran recopilados en la referencia [63],
donde también se puede ver en detalle la conexión entre estos polinomios
clásicos y sus densidades de Rakhmanov asociadas ρn(x) con algunos pro-
blemas de la f́ısica cuántica. Además, se ha puesto de manifiesto que este
funcional logaŕıtmico de la densidad de Rakhmanov no puede calcularse
anaĺıticamente de forma exacta, salvo para los polinomios de Chebyshev
de primera y segunda clase [66, 67, 282] y para otras subfamilias de los po-
linomios de Gegenbauer [44, 58, 237]. Por ello, el esfuerzo investigador se
centró inicialmente en la determinación del comportamiento asintótico (i.e.,
para grandes valores del grado n) de la entroṕıa de Shannon de los poli-
nomios ortogonales clásicos [13,14,16,63,169] y de otras clases polinómicas
de ortogonalidad no estándar [42, 69, 271, 282], y posteriormente en el de-
sarrollo de métodos computacionales eficientes para el cálculo numérico de
tal magnitud en polinomios ortogonales de cualquier grado en un intervalo
compacto [43].

La información de Fisher de los polinomios ortogonales clásicos, por el
contrario, śı ha podido calcularse exactamente en 2005 [239] y, más recien-
temente, usando un método basado en la ecuación diferencial que satisfacen
los polinomios tal como se describe en el caṕıtulo anterior [A9]. Esto ha sido
posible debido, esencialmente, a que esta magnitud es un funcional de la
derivada de los polinomios, lo que facilita enormemente su cálculo anaĺıtico.
La información de Fisher cuantifica el carácter oscilatorio de los polinomios;
mide la concentración internodal de la nube de probabilidad de Rakhmanov
asociada. Tiene, por tanto, una propiedad de localidad de la que no gozan
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las otras dos medidas de esparcimiento (varianza, entroṕıa de Shannon).

En este caṕıtulo se abordan nuevas medidas de esparcimiento de los po-
linomios ortogonales; a saber los planos de información y los productos de
incertidumbre o de información asociados que involucran dos de las tres me-
didas de esparcimiento antes mencionadas (varianza, información de Fisher
y entroṕıa de Shannon). Aqúı nos centraremos en el plano de Cramer-Rao y
en el producto informacional de Fisher-Heisenberg asociado, que involucran
la información de Fisher y la varianza (también llamada medida de disper-
sión o medida de Heisenberg en contextos estad́ısticos y mecano-cuánticos,
respectivamente).

Los planos de información y sus productos de incertidumbre asociados
han mostrado una serie de propiedades de invariancia peculiares que no po-
seen las medidas de información individuales involucradas en ellos, habiendo
demostrado su utilidad en teoŕıa de señales [275], f́ısica atómica y molecu-
lar [106,107,234,286], tecnoloǵıa de la información y teoŕıa de la información
de sistemas mecano-cuánticos [50,167,175,176,206–209,243,247].

La estructura de este caṕıtulo es la siguiente. En la Sección 3.2 se define el
plano de Cramer-Rao y el producto de incertidumbre asociado, y se discuten
sus propiedades principales. Posteriormente, en la Sección 3.3 se estudia la
información de Fisher y la varianza de las tres familias clásicas de polinomios
ortogonales en el intervalo real. En la Sección 3.4, la información de Fisher,
la varianza, el plano y el producto informacional de Cramer-Rao se discuten
en detalle para estas mismas tres familias de polinomios. Finalmente, se
destacan algunas conclusiones y diversos problemas abiertos en la Sección
3.5.

Los resultados obtenidos en este primer estudio han dado lugar al si-
guiente art́ıculo: J.S. Dehesa, P. Sánchez-Moreno y R.J. Yáñez, Cramer-Rao
information plane of orthogonal hypergeometric polynomials, J. Comp. Appl.
Math. 186 (2006) 523-541. Referencia [A4].

3.2. Plano y producto informacional de Cramer-

Rao

Consideremos una función de densidad de probabilidad, normalizada a
la unidad, ρ(x). Su información de Fisher [87,93], definida en el Caṕıtulo 1,
es el valor esperado del cuadrado de la derivada del logaritmo de ρ(x), i.e.

Iρ =

∫

∆
ρ(x)

[

d

dx
ln ρ(x)

]2

dx, (3.1)

y la varianza de ρ(x) viene dada por

Vρ =

∫

∆
(x− 〈x〉)2 ρ(x)dx = 〈x2〉 − 〈x〉2, (3.2)
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donde 〈xm〉 es el valor esperado de xm.
Estas dos magnitudes miden de forma diferente el esparcimiento de la

densidad ρ(x), dada la diferencia funcional que existe entre sus definiciones.
La información de Fisher es esencialmente un funcional local de la densidad
ρ(x) por lo que es muy sensible a variaciones locales de la misma. Por el
contrario, la varianza es una medida global de la densidad, en un sentido
incluso más fuerte que la entroṕıa de Shannon debido al menor peso que le
da ésta a las colas de la distribución.

La relación de Cramer-Rao (1.5):

VρIρ ≥ C,

donde C ≥ 0 es una constante, muestra que la información de Fisher y la
varianza están estrechamente relacionadas, por lo que la caracterización de
la densidad ρ(x) resulta bastante más completa cuando se analiza desde el
punto de vista de su posición en un plano cuyas coordenadas son la infor-
mación de Fisher y la varianza. Este plano se llama, por razones evidentes,
plano de Cramer-Rao o incluso de Fisher-Heisenberg. Como ya se dijo en
la Subsección 1.3.2, la cota C es igual a la unidad cuando el dominio de
definición de la densidad ρ(x) es toda la recta real, mientras que se tiene
trivialmente que C = 0 para aquellas densidades definidas en un intervalo
finito (a, b). No se conoce una cota general no trivial para el caso en el que
el dominio de definición es un intervalo semi-infinito del tipo (0,+∞). Sin
embargo, cuando la densidad de probabilidad se anula en los ĺımites finitos
de su intervalo de definición, i.e. ρ(a) = ρ(b) = 0 si el dominio es (a, b), o
ρ(0) = 0 si el dominio es (0,+∞), resulta que dichas densidades śı cumplen
la desigualdad de Cramer-Rao estándar VρIρ ≥ 1.

La desigualdad de Cramer-Rao motiva la introducción de una nueva
medida de información: el producto informacional Fisher-Heisenberg

Pρ = IρVρ, (3.3)

que está acotado inferiormente por la cota de la desigualdad de Cramer-Rao.
Además, teniendo en cuenta las relaciones de escalamiento de la información
de Fisher (1.7) y de la varianza (1.8),

Iρ̂ = a2Iρ,

Vρ̂ = a−2Vρ,

donde ρ̂(x) = aρ(ax), podemos concluir que el producto informacional
Fisher-Heisenberg es invariante bajo tales cambios de escala.

Finalmente, merece la pena destacar la posición de la distribución Gaus-
siana en el plano Cramer-Rao. El producto informacional para cualquier
distribución de este tipo es igual a la unidad, Pρ = IρVρ = 1, por lo que
tales densidades pertenecen a la curva IρVρ = 1, que constituye la fronte-
ra inferior de la región que ocupaŕıan las densidades de probabilidad que
cumplen la desigualdad de Cramer-Rao estándar.
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3.3. Información de Fisher y varianza de los poli-

nomios ortogonales clásicos

Sea {pn(x)} una sucesión de polinomios ortogonales reales con respecto
a la función peso ω(x) en el intervalo (a, b) ⊆ R, i.e.

∫ b

a
pn(x)pm(x)ω(x) = δn,m ; m,n ∈ N

donde deg pn(x) = n. Consideramos que la función peso ω(x) es no negativa,
i.e. ω(x) ≥ 0, ∀x ∈ (a, b). Entonces las funciones

ρn(x) = p2
n(x)ω(x) (3.4)

son densidades de probabilidad normalizadas a la unidad.
Estos polinomios pn(x) se llaman de tipo hipergeométrico, y pueden ser

reducidos por medio de cambios de variable lineales a una de las tres fami-
lias clásicas, i.e. Hermite, Laguerre y Jacobi, que pueden ser caracterizadas
de diversas formas [4, 5, 189, 201]. Estos polinomios satisfacen la siguiente
ecuación diferencial

σ(x)p′′n(x) + τ(x)p′n(x) + λnpn(x) = 0, (3.5)

donde σ(x) y τ(x) son polinomios de, a lo sumo, segundo y primer grado,
respectivamente y se define el escalar como λn = nτ ′+ 1

2n(n−1)σ′′. Además,
estos polinomios cumplen una relación de recurrencia a tres términos

xpn(x) = anpn+1(x) + bnpn(x) + an−1pn−1(x), (3.6)

donde an y bn son escalares. En las tablas 2.1 y 2.2 se pueden encontrar
los coeficientes de estas dos expresiones para las tres familias clásicas de
polinomios ortogonales.

Al igual que en el caṕıtulo anterior, las medias de información de los
pn(x) se definen como las medidas de información de las densidades de Rakh-
manov ρn(x) asociadas definidas en la ecuación (3.4), y proporcionan una
forma de medir cuantitativamente el esparcimiento de los polinomios en el
intervalo (a, b). Entonces, la información de Fisher I(pn) de los polinomios
ortogonales clásicos pn(x) es, de acuerdo con la ecuación (3.1), la integral

I[pn] =

∫ b

a
ρn(x)

[

d

dx
ln ρn(x)

]2

dx

=

∫ b

a
p2

n(x)ω(x)

{

d

dx
ln
[

p2
n(x)ω(x)

]

}2

dx

La información de Fisher para los polinomios ortonormales clásicos ya
ha sido discutida en el caṕıtulo anterior, donde se dan las expresiones para
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cada una de las distintas familias. A continuación se resumen brevemente
estos resultados de forma esquemática.

Esta magnitud se ha calculado anaĺıticamente [239] por medio de la
ecuación diferencial (3.5) y las Tablas 2.1 y 2.2. Los valores obtenidos para
la información de Fisher son

Polinomios de Hermite Hn(x), n = 0, 1, 2, . . .:

I(Hn) = 4n+ 2 (3.7)

Polinomios de Laguerre L
(α)
n (x), α > −1 y n = 0, 1, 2, . . .:

I(L(α)
n ) =















4n + 1 si α = 0
(2n + 1)α+ 1

α2 − 1
si α > 1

∞ en otro caso

(3.8)

Polinomios de JacobiP
(a,b)
n (x); α, β > −1 y n = 0, 1, 2, . . .:

I(P (α,β)
n ) (3.9)

=































2n+α+β+1
4(n+α+β−1)

[

n(n+ α+ β − 1)
(

n+α
β+1 + 2 + n+β

α+1

)

+(n+ 1)(n+ α+ β)
(

n+α
β−1 + 2 + n+β

α−1

)] si α, β > 1

2n+α+1
4

[

n2

α+1 + n+ (4n+ 1)(n+ α+ 1) + (n+1)2

α−1

]

si α > 1, β = 0

2n(n+ 1)(2n+ 1) si α, β = 0
∞ en otro caso

Donde se ha de tener en cuenta la simetŕıa I(P
(α,β)
n ) = I(P

(β,α)
n ) entre

los parámetros α y β para el caso α = 0, β > 1.

Los polinomios de Legendre Pn(x) y de Gegenbauer Cλ
n(x) están relacio-

nados con los polinomios de Jacobi a través de las siguientes relaciones,

Pn(x) = P (0,0)
n (x) , Cλ

n = P (λ−1/2,λ−1/2)
n (x),

respectivamente. Por tanto, a partir de la ecuación (3.9), podemos obtener
las informaciones de Fisher de estas dos subfamilias de los polinomios de
Jacobi. Se obtiene

I(Pn) = 2n(n+ 1)(2n + 1)

para los polinomios de Legendre, y

I(Cλ
n) =

2n+ 2λ

2

[

n(n+ 2λ)

λ+ 1
2

+
(n+ 1)(n + 2λ− 1)

λ− 3
2

]

, α > 1,

para los polinomios de Gegenbauer con parámetro λ.
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Merece la pena destacar que para valores elevados del grado n, la infor-
mación de Fisher es una función lineal de n para los polinomios de Laguerre
y de Hermite, mientras que el comportamiento asintótico va como n3 para
los de Jacobi.

La varianza de los polinomios ortogonales clásicos es, de acuerdo con la
ecuación (3.2),

V (pn) =

∫ b

a
(x− 〈x〉n)2ρn(x)dx = 〈x2〉n − 〈x〉2n,

donde

〈x〉n =

∫ b

a
xp2

n(x)ω(x)dx = bn,

〈x2〉n =

∫ b

a
x2p2

n(x)ω(x)dx = a2
n + b2n + a2

n−1,

por lo que,

V (pn) = a2
n + a2

n−1

es la varianza en términos de los coeficientes de la relación de recurrencia
(3.6). Por medio de estos coeficientes dados en las Tablas 2.1 y 2.2, se ob-
tienen los siguientes valores para las varianzas de los polinomios ortogonales
clásicos.

Polinomios de Hermite Hn(x); n = 0, 1, 2, . . .:

V (Hn) = n+
1

2
(3.10)

Polinomios de Laguerre L
(α)
n (x); α > −1 y n = 0, 1, 2, . . .:

V (L(α)
n ) = 2n2 + 2(α+ 1)n + α+ 1 (3.11)

Polinomios de Jacobi P
(α,β)
n (x); α, β > −1 y n = 0, 1, 2, . . .:

V (P (α,β)
n ) =

4(n+ 1)(n + α+ 1)(n + β + 1)(n + α+ β + 1)

(2n + α+ β + 1)(2n + α+ β + 2)2(2n+ α+ β + 3)

+
4n(n+ α)(n + β)(n + α+ β)

(2n+ α+ β − 1)(2n + α+ β)2(2n+ α+ β + 1)
(3.12)

Nótese que el comportamiento asintótico (i.e. para grandes valores de n)
de la varianza de estos polinomios es n y 2n2 para los casos de Hermite y
Laguerre, respectivamente, y tiende a 1/2 para los polinomios de Jacobi
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3.4. Discusión del plano de Cramer-Rao

En esta sección se calcula la información de Fisher I(pn) y la varianza
V (pn) de los polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi, y se describe la
región ocupada por estos polinomios en el plano de Cramer-Rao, esto es,
el conjunto de puntos (I, V ) que se obtiene para cada una de las familias
de polinomios. Además, teniendo en cuenta las ecuaciones (3.3) y (3.4),
se define una nueva medida informacional para estudiar la dispersión de
las densidades de Rakhmanov de los polinomios ortogonales clásicos y, en
consecuencia, de los propios polinomios ortogonales. Esta nueva medida de
información es el producto P(pn) = I(pn)V (pn).

3.4.1. Polinomios de Hermite

Para los polinomios de Hermite Hn(x), n = 0, 1, 2 . . ., de acuerdo con las
ecuaciones (3.7) y (3.10), se tiene que tanto la información de Fisher I(Hn)
como la varianza V (Hn) crecen linealmente con el grado n de los polinomios.
Es más, se observa que I(Hn) = 4V (Hn). La región que estos polinomios
ocupan en el plano Cramer-Rao aparece como la sucesión discreta de puntos
de la Figura 3.1. En cuanto al producto informacional, resulta

P(Hn) = (2n+ 1)2 − 1.

Nótese que cualquiera de estas medidas de información puede usarse para
determinar el grado del polinomio correspondiente. Por ejemplo, el grado n
de un polinomio con un valor de la información de Fisher igual a I, es (I −
2)/4. Si la varianza es V , el grado es n = V −1/2; o en términos del producto
informacional n = (

√
P − 1)/2. Esto es trivial debido a que los polinomios

de Hermite están definidos por un solo parámetro n, el grado, y por tanto,
una sola medida de información que sea biyectiva en este parámetro basta
para identificar el polinomio medido.

Es posible comprender el comportamiento de estas medidas de infor-
mación mediante la Figura 3.2, que muestra las densidades de Rakhmanov
ρn(x) = H2

n(x) exp(−x2) (véase la ecuación (3.4)) de los polinomios de Her-
mite con grados n = 0, 2 y 4. Se aprecia que el comportamiento oscilatorio
de la densidad aumenta de forma regular con n provocando que la informa-
ción de Fisher crezca de forma lineal con el grado. Además, la densidad se
va expandiendo hasta distancias cada vez más alejadas del origen, por lo que
la varianza también crece con n. El producto informacional también refleja
este fenómeno, pero considerablemente incrementado.

3.4.2. Polinomios de Laguerre

La información de Fisher de los polinomios de Laguerre I(L
(α)
n ), n =

0, 1, 2, . . ., con parámetro α es finita sólo si α = 0 ó α > 1, como se ha visto
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Figura 3.1: Plano de Cramer-Rao de los polinomios de Hermite. Información de
Fisher y varianza crecen con el grado n desde el valor mı́nimo para n = 0.
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Figura 3.2: Densidades de probabilidad de Rakhmanov ρn(x) = Ĥn(x) exp(−x2)
para los polinomios de Hermite con grados n = 0 (ĺınea roja), n = 2 (ĺınea verde)
y n = 4 (ĺınea azul).
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Figura 3.3: Varianza V (L̂
(2)
n ) (�), información de Fisher I(L̂

(2)
n ) (+) y producto

informacional P(L̂
(2)
n ) (×), de los polinomios de Laguerre con parámetro α = 2 en

función del grado n.

en la sección anterior. En ambos casos, la información de Fisher depende
linealmente del grado del polinomio, mientras que la varianza (que es finita si

α > −1) depende cuadráticamente de n. El producto informacional P(L
(α)
n )

es

P(L(α)
n ) =















(2n2 + 2(α+ 1)n + α+ 1)(4n + 1) si α = 0

(2n2 + 2(α+ 1)n + α+ 1)
(2n + 1)α + 1

α2 − 1
si α > 1

+∞ en otro caso

donde se observa la dependencia cúbica de esta magnitud con el grado, debi-
do, claro está, al efecto multiplicativo de información de Fisher y varianza.
En la Figura 3.3 se muestran estas tres medidas de información para los

polinomios de Laguerre L
(α)
n de parámetro α = 2 en función del grado n.

En cuanto a la dependencia con el parámetro α, estas magnitudes in-
formacionales permiten estimar cuantitativamente la variación del carácter
oscilatorio y del esparcimiento de las densidades de Rakhmanov asociadas

a estos polinomios ρn(x;α) =
[

L
(α)
n (x)

]2
xα exp(−x) cuando variamos di-

cho parámetro. Aśı, la información de Fisher decrece con α, tendiendo a
cero monótonamente con el siguiente comportamiento asintótico cuando α
tiende a infinito:

I(L(α)
n ) =

2n

α
+O(α−2), α≫ 1.

En cuanto a la varianza, ésta crece linealmente con el parámetro α desde
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Figura 3.4: Varianza V (L̂
(α)
2 ) (ĺınea continua), información de Fisher I(L̂

(α)
2 ) (ĺınea

discontinua) y producto informacional P(L̂
(α)
2 ) (ĺınea a puntos y rayas), de los

polinomios de Laguerre con grado n = 2 en función del parámetro α.

el valor V (L
(−1)
n ) = 2n2 para α = −1. El producto informacional P(L

(α)
n )

decrece monótonamente con α, y tiende a la siguiente constante distinta de
cero

P(L(α)
n ) ∼ 2n(2n+ 1), α≫ 1.

En la Figura 3.4 se muestran estas tres medidas de información para los

polinomios de Laguerre L
(α)
n con grado n = 2 en función del parámetro α.

Estos comportamientos pueden ser explicados mediante la Figura 3.5
donde se representan las densidades de Rakhmanov asociadas a los polino-

mios de Laguerre L
(0)
0 , L

(2)
0 , L

(0)
2 y L

(2)
2 . Se observa claramente que, para un

valor dado de α, la densidad aumenta el número de oscilaciones con n, al
tiempo que se extiende más en el intervalo, alcanzando regiones más aleja-
das del origen. Esto implica la dependencia monótonamente creciente de la
información de Fisher y de la varianza con n. En cuanto a la dependencia
con el parámetro α, se observa cómo la densidad de probabilidad aumenta
paulatinamente su suavidad conforme crece el valor de dicho parámetro, lo
que provoca una disminución en la información de Fisher. Además, también
se advierte cómo el origen repele la densidad de probabilidad conforme α in-
crementa su valor. Este fenómeno, unido al suavizamiento antes comentado,
provoca el incremento de la varianza.

Finalmente, si α = 0, tenemos que

I(Ln) = 4n+ 1 , V (Ln) = 2n2 + 2n+ 1,
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Figura 3.5: Densidades de probabilidad de Rakhmanov ρn(x) = L̂
(α)
n (x)xα exp(−x)

para los polinomios de Laguerre con grados y parámetros (n = 0, α = 1) (ĺınea
roja), (n = 0, α = 3) (ĺınea verde), (n = 2, α = 1) (ĺınea azul), y (n = 2, α = 3)
(ĺınea magenta).

por lo que la región en el plano Cramer-Rao correspondiente a estos poli-
nomios es una sucesión discreta de puntos siguiendo una ĺınea potencial del
tipo I(Ln) ∼

√

V (Ln).

En la Figura 3.6 se representa el plano de Cramer-Rao de los polinomios
de Laguerre. Sólo los polinomios con α = 0 y α > 1 están representados, pues
la información de Fisher diverge para los polinomios con α ∈ (−1, 0)∪ (0, 1).
En este plano se representan simultaneamente las variaciones de estas me-
didas de información con el grado n y el parámetro α. En primer lugar, se
observa que es posible determinar un polinomio dada la pareja de valores
(I, V ); de hecho, a partir de las ecuaciones (3.8) y (3.11), se puede deter-
minar el grado n y el parámetro α de forma directa aunque algo farragosa.
En segundo lugar, nótese cómo los puntos en el plano correspondientes a los
polinomios con α = 0 forman una curva cóncava discreta claramente diferen-
ciada del resto de polinomios con α > 1, siendo los valores de la información
de Fisher y la varianza para estos puntos de

I(L(0)
n ) = 4n+ 1,

V (L(0)
n ) = 2n2 + 2n + 1.

De hecho, los puntos correspondientes a estos polinomios L
(0)
n (x) se sitúan

a la izquierda de la curva de valores para los polinomios L
(α)
n (x) con α > 1,
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Figura 3.6: Plano de Cramer-Rao de los polinomios de Laguerre. Puntos discretos:
polinomios correspondientes a α = 0, la información de Fisher y la varianza crecen
con el grado n. Ĺıneas continuas: polinomios correspondientes a α > 1, con n =
0, 1, 2 y 3 (ĺıneas roja, verde, azul y magenta, respectivamente), la información de
Fisher disminuye con el parámetro α.

indicando que los polinomios con α = 0 tienen una varianza menor que el
resto de polinomios, cuyo valor ĺımite en cada una de las correspondientes

aśıntotas es V (L
(1)
n ) = 2n2 + 2n+ 1. En cuanto a la información de Fisher,

podemos decir a la vista del plano de Cramer-Rao, que siempre existe un

polinomio L
(α∗)
n , con parámetro α∗ > 1, cuya información de Fisher iguala

a la de L
(0)
n , siendo esta menor o mayor que la de L

(0)
n cuando el parámetro

α es mayor o menor que α∗, respectivamente.

3.4.3. Polinomios de Jacobi

La información de Fisher de los polinomios de Jacobi P
(α,β)
n (x) es finita

solo si (a) α = β = 0, (b) α = 0 y β > 1 y, por simetŕıa, α > 1 y β = 0, y
(c) α > 1 y β > 1, como establece la ecuación (3.9). En todos estos casos se
encuentra una dependencia cúbica con el grado n; véase la Figura 3.7, donde
tal variación se muestra explicitamente para los valores de los parámetros
(α = β = 0), (α = 2, β = 0), y (α = 2, β = 3). Este comportamiento indica
que la densidad de Rakhmanov correspondiente se concentra, cuando el gra-
do n crece, alrededor de un número paulatinamente mayor de nodos, (i.e. el
gradiente aumenta enormemente entre estas coordenadas). En la Figura 3.8
se muestra este fenómeno para densidades de Rakhmanov con parámetros
de los tipos (a), (b) y (c) anteriormente comentados. Por completitud cabe
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Figura 3.7: Información de Fisher I[P̂
(α,β)
n ] en función del grado n, para los poli-

nomios con parámetros (α = β = 0) (�), (α = 2, β = 0) (+), y (α = 2, β = 3)
(×).

mencionar que, de acuerdo con la ecuación (3.9), para valores altos de n la

información de Fisher I(P
(α,β)
n ) tiene el siguiente comportamiento asintótico

I(P (α,β)
n ) =























(αβ − 1)(α+ β)

(α2 − 1)(β2 − 1)
n3 +O(n2) si α, β > 1

2α2 + α− 2

α2 − 1
n3 +O(n2) si α > 1, β = 0

4n3 +O(n2) si α, β = 0

La varianza de los polinomios V (P
(α,β)
n ) está siempre bien definida para

cualquier par de valores de los parámetros α, β > −1, como se desprende de
la ecuación (3.12). La dependencia con el grado n en el caso de las densidades
dadas por los parámetros (α = β = 0), (α = β = 1), (α = 2, β = 0), y
(α = 2, β = 3) se representa en la Figura 3.9. Nótese que esta magnitud (i)
decrece lentamente hasta 1/2, valor que alcanza cuando α = β = 0, excepto
si n = 0 (donde tendŕıamos una densidad uniforme) ya que entonces la
varianza tiende a 1/3, y (ii) crece lentamente a este valor de 1/2 para el
resto de valores de (α, β), y de forma que el máximo valor de la varianza se
obtiene para el caso de los polinomios de Gegenbauer (α = β = 1).

La variación del producto informacional P(P
(α,β)
n ) con el grado n se

muestra, para los valores de los parámetros (α = β = 0), (α = 2, β = 0),
y (α = 2, β = 3), en la Figura 3.10. Se observa que esta magnitud es una
función creciente del grado n, y va como n3 para valores grandes de n.
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Figura 3.10: Producto informacional P [P̂
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polinomios con parámetros (α = β = 0) (�), (α = 2, β = 0) (+), y (α = 2, β = 3)
(×).

A continuación se estudia la dependencia de las tres medidas anteriores
con los parámetros (α, β). El análisis de la variación de la información de

Fisher I(P
(α,β)
n ) cuando cambia el parámetro α para un par de valores fijos

(n, β), obtenida a partir de la ecuación (3.9), se muestra en la Figura 3.11,
donde se han tomado los valores β = 0 y 3 y n = 0, 3, 5 y 7. Se aprecia que
esta medida de información tiene un comportamiento parabólico con α, (α >
1), con un mı́nimo para un valor de α = αe. Nótese que este valor cŕıtico se
desplaza hacia la derecha según aumenta n. Por tanto, se tiene que para α ∈
(1, αe] la información de Fisher decrece rápidamente, indicando que la gráfica
de la densidad de Rakhmanov ρn(x;α, β), aśı como la de los correspondientes
polinomios, se vuelve más suave; y para α ∈ (αe,∞), la información de
Fisher crece continuamente, indicando un aumento del carácter oscilatorio
y del contenido de gradiente de las densidades correspondientes.

El comportamiento de la varianza V (P
(α,β)
n ) cuando variamos el paráme-

tro α, (α > 1) para (n, β) fijos se muestra en la Figura 3.12 donde se han
tomado los valores β = 0 y 3 y n = 0, 3, 5 y 7. Se observa que esta magni-
tud es una función cóncava del parámetro α con un máximo en α = αmax.
Nótese que este máximo (i) se desplaza hacia valores más bajos de α cuando
n crece, y β permanece fijo, y (ii) se desplaza hacia valores más altos de α
cuando es n el que tiene un valor fijo y β aumenta.

El producto informacional P(P
(α,β)
n ) vaŕıa con el parámetro α, (α > 1),

de nuevo para (n, β) fijos como se muestra en la Figura 3.13. Se observa que,
al contrario que el comportamiento decreciente (creciente) de la información
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Figura 3.11: Información de Fisher I[P̂
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Figura 3.13: Igual que la Figura 3.11 pero para el producto informacional P [P̂
(α,β)
n ].

de Fisher (varianza) con respecto al parámetro α, el comportamiento del
producto informacional P se diferencia según si β = 0 ó β > 1. Aśı, su
dependencia con el parámetro α es linealmente creciente para β = 0, pero
tiende a una constante para β > 1.

La relación entre la información de Fisher y la varianza de los polinomios
de Jacobi puede ser discutida en detalle por medio del plano de Cramer-Rao,

representado en la Figura 3.14 para los polinomios de Jacobi P
(α,β)
n (x) en

los siguientes casos: (i) n = 0−3 y α = β = 0, (ii) n = 0, 1, 2 y α > 1, β = 0,
y (iii) n = 0, 1 y 2, y α > 1, β > 1. Se observa una ĺınea discreta de puntos,
tres ĺıneas continuas y tres regiones que se solapan parcialmente, respec-
tivamente. Es interesante hacer notar que la envolvente de estas últimas
regiones corresponde a la curva de los polinomios de Gegenbauer (α = β),
para n = 0, 1 y 2, respectivamente.

3.5. Conclusiones y problemas pendientes

Más allá de su interés matemático [222] y computacional [43], la densi-
dad de Rakhmanov de los polinomios ortogonales clásicos describe la den-
sidad de probabilidad mecano-cuántica de los estados f́ısicos de numerosos
sistemas de una manera exacta [63, 101, 201]. En este caṕıtulo, la disper-
sión de la densidad de Rakhmanov de los polinomios ortogonales clásicos en
un intervalo real (i.e. Hermite, Laguerre y Jacobi) a lo largo de su domi-
nio de ortogonalidad se discute tanto anaĺıticamente como numéricamente
por medio de tres medidas informacionales de carácter local (información
de Fisher I), global (varianza V ) y mixto (producto informacional P). La
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ĺıneas negras continuas que envuelven estas áreas son las correspondientes a los
polinomios Gegenbauer con α = β.
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información de Fisher mide el contenido de gradiente de la densidad, propor-
cionando una estimación cuantitativa del carácter oscilatorio de la misma y
de los polinomios correspondientes. La varianza ofrece una medida cuantita-
tiva de la dispersión de la densidad en torno al centroide. Estas dos medidas
teórico-informacionales describen dos aspectos diferentes y complementarios
del esparcimiento polinómico en el intervalo de ortogonalidad. En un intento
de tener ambos aspectos en la misma magnitud, hemos introducido y dis-
cutido una nueva medida: el producto informacional de Fisher-Heisenberg,
que tiene, como principal ventaja la invariancia respecto a cambios de es-
cala. Los resultados obtenidos para los polinomios ortogonales se reúnen en
el plano informacional de Cramer-Rao o de Fisher-Heisenberg, en el cual se
representa la información de Fisher versus la varianza.

Finalmente cabe mencionar algunos problemas aún sin resolver en la
emergente teoŕıa informacional de funciones especiales (que subyace en la
moderna teoŕıa de información de sistemas mecano-cuánticos resolubles o
quasi-resolubles), que están relacionados con los que aqúı hemos considera-
do. Primero, el estudio de otros planos y productos de información, particu-
larmente el plano de Fisher-Shannon (que involucra la información de Fisher
y la entroṕıa de Shannon) de los polinomios ortogonales clásicos reales cuya
utilidad en teoŕıa de señales [275] y f́ısica de correlaciones electrónicas [234]
ha sido puesta de manifiesto recientemente. Segundo, determinar las regiones
de los planos de Cramer-Rao y de Fisher-Shannon de los demás polinomios
ortogonales que constituyen la Tabla de Askey [6,155]. Tercero, calcular las
medidas de complejidad de forma [50,175,176] de los polinomios ortogonales
clásicos reales; estas medidas están estrechamente relacionadas con produc-
tos de incertidumbre que involucran la potencia entrópica de Shannon y
alguno de los momentos entrópicos de tales objetos. Cuarto, hallar las medi-
das de información antes mencionadas de los polinomios ortogonales en una
variable discreta en el sentido que ha empezado a explorarse recientemente
por A. Aptekarev, J.S. Dehesa, A. Mart́ınez-Finkelshtein y R.J. Yáñez [15].
Creemos que la solución de estos problemas no solo es interesante por su
contribución al desarrollo de la teoŕıa de la información de los polinomios
ortogonales, sino también para conseguir un conocimiento más profundo del
desorden interno de numerosos sistemas mecano-cuánticos cuyas funciones
de onda están controladas por tales polinomios.
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Caṕıtulo 4

Medidas de información del

potencial lineal

monodimensional

Summary: Information measures of a linear poten-

tial

The linear potential is often used as a prototype for the study of ato-
mic systems under external electric fields [129], or in particle physics for
the confinement of quarks [17, 18, 57, 80, 81, 127, 128]. The determination of
information-theoretic measures in a quantum-mechanical system under a
central linear potential is an interesting open problem. In this chapter the
one-dimensional quantum system under the linear potential V (x) = F |x|,
with F > 0, is studied, and the Shannon and the Fisher information mea-
sures are computed for its eigenstates.

The Schrödinger equation for this system in atomic units is

−1

2

d2Ψ(x)

dx2
+ F |x|Ψ(x) = EΨ(x),

whose energetic eigenvalues are

En = −F
2
3

2
1
3

βn; n = 0, 1, 2, . . . ,

and the normalized wave functions,

Ψn(x) =

{

NnAi(α|x| + βn), n even
sign(x)NnAi(α|x| + βn), n odd

,

where

βn =

{

a′n/2+1 n even

a(n+1)/2 n odd
,
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and
α = (2F )1/3,

where as and a′s are the zeros of the Airy function Ai(x) and its derivative
Ai′(x), respectively. Finally, the probability density of the quantum states
is

ρn(x) = |Ψn(x)|2 = N2
nAi2(α|x| + βn).

The problem of computing the Shannon entropy Sρn for the previous
density ρn(x) is reduced to compute the Shannon entropy of the Airy func-
tion SAi

n :

Sρn = − lnN2
n + 2

N2
n

α
SAi

n ,

where

SAi
n = −

∫ ∞

βn

Ai2(x) ln Ai2(x)dx.

Due to the presence of the Airy function on the definition of the density, the
Shannon entropy cannot be exactly computed, even for the ground state;
so, an asymptotic approach for large values of n is adopted. By means of
solely the asymptotic algebraic properties of the Airy function, we obtain
the following asymptotic behaviour for its Shannon entropy,

SAi
n = A1n

1
3 lnn+A2n

1
3 +A3 + o(1),

where

A1 =
1

(3π)
2
3 4

1
3

,

A2 = A1

(

ln(48π4) − 6
)

,

A3 = 0,3784.

Then, the Shannon entropy of the system can be written as:

Sρn =
2

3
lnn+A+Bn−

1
3 + o(n−

1
3 )

where

A =

(

ln

(

2(6π)2/3

α

)

− 2

)

,

B = 0,8934.

The first two terms of this expression were found by Sánchez-Ruiz [238] in
the Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB) approximation, and the existence of
a third term was conjectured. This term is rigorously found in this chapter
and we also provide a numerical value for the coefficient.
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The Fisher information can be computed in a exact manner by means
of the method described in the Chapter 2 of this Thesis, that provides an
expression for the Fisher information in terms of the coefficients of the dif-
ferential equation satisfied by the corresponding function; the Airy function
in this case, which satisfies the ordinary differential equation

u′′(x) + xu(x) = 0.

We find that the Fisher information has the value

Iρn = −4

3
βn.

whose asymptotic behaviour is

Iρn =
(4πn)

2
3

3
1
3

+O
(

n−
1
3

)

.

Thus, the fact that the quantum-mechanical density is expressed in terms
of the Airy function is precisely the reason why the Fisher information is
analytically tractable, while it was not the case for the Shannon entropy.
It is worthy pointing out that the Shannon entropy asymptotic behaviour
has a logarithmic function as the main term, in contrast to the much stron-
ger potential dependence in the case of the Fisher information asymptotic
behaviour.

The contents of this chapter conform the following paper: P. Sánchez-
Moreno, R.J. Yáñez and V. Buyarov, Asymptotics of the information entropy
of the Airy function, J. Phys. A: Math. Gen. 38 (2005) 9969-9978. Reference
[A1].

4.1. Introducción

La determinación de las medidas de información globales y locales de
la densidad de probabilidad de los estados mecano-cuánticos con momen-
to angular orbital arbitrario de una part́ıcula en un potencial lineal central
no-relativista, es un problema de gran interés que permanece aún sin re-
solver en la teoŕıa de información de los sistemas micro y mesoscópicos de
dimensionalidad estándar (D = 3) y no estándar (D 6= 3). Esto es debido
a que el potencial lineal central se utiliza a menudo (i) como prototipo en
f́ısica de part́ıculas elementales (e.g. en modelos teóricos de confinamien-
to de quarks [17, 18, 57, 80, 81, 127, 128]) al mismo nivel que el potencial
Coulombiano en f́ısica atómica y el oscilador armónico en f́ısica de la ma-
teria condensada, y (ii) para simular el comportamiento de ciertos sistemas
hidrogenoides en presencia de campos eléctricos externos [129].

En este caṕıtulo se considerarán solamente los estados mecano-cuánticos
de momento angular orbital nulo (i.e. estados s). Se estudiarán las medi-
das de información de los sistemas monoparticulares unidimensionales no
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relativistas en un potencial lineal V (x) = F |x|, con F > 0. Se analizarán
detalladamente (i) la medida de información global más caracteŕıstica, la
entroṕıa de Shannon, que proporciona una medida del esparcimiento total
de la función de onda del estado del sistema considerado y, por tanto, cons-
tituye una medida de su desorden interno, y (ii) la medida de información
local más distintiva, la información de Fisher, que mide la concentración
internodal de la nube de probabilidad mecano-cuántica asociada.

Se encuentra el comportamiento asintótico de la entroṕıa de Shannon
del sistema con respecto al número cuántico principal n del estado que se
está considerando (lo que permite determinar de forma rigurosa tal magnitud
para los estados fuertemente excitados o estados Rydberg), y la expresión
exacta de la información de Fisher (que es directamente proporcional a la
enerǵıa del sistema).

Dado que las funciones de onda de los estados mecano-cuánticos del
potencial lineal están controlados por la función de Airy Ai(x) [2, 270], no
ha sido posible hasta ahora determinar anaĺıticamente el valor exacto de
sus funcionales logaŕıtmicos, y en particular de la entroṕıa de Shannon.
Esto es aśı incluso para el estado fundamental. Solo en el caso asintótico, es
decir, para estados altamente energéticos, puede llevarse a cabo un estudio
anaĺıtico de la entroṕıa de Shannon: este es el propósito fundamental de
este caṕıtulo. Para ello se ha hecho un uso exhaustivo del comportamiento
asintótico de las propiedades algebraicas y espectrales de la función de Airy.

En cuanto a la información de Fisher, śı se ha conseguido encontrar un
valor anaĺıtico de esta magnitud para todos los estados de este potencial; ello
se debe a que esta magnitud es un funcional del gradiente de la densidad,
lo que facilita su determinación. Para ello se ha usado el formalismo desa-
rrollado en el Caṕıtulo 2, que permite calcular la información de Fisher de
una densidad de probabilidad a partir de la ecuación diferencial de segundo
orden que satisface la función asociada a dicha densidad.

Este caṕıtulo se estructura de la siguiente forma. En la Sección 4.2 se
plantea el problema del cálculo de la entroṕıa de Shannon del potencial
lineal monodimensional. Para ello se resuelve la ecuación de Schrödinger
asociada al sistema, y se describen las funciones de onda y las magnitudes
de interés necesarias a lo largo del caṕıtulo. En la Subsección 4.2.1 se obtiene
el comportamiento asintótico de la entroṕıa de Shannon de las funciones de
onda, que requiere la determinación de un funcional sinusoidal variante (ver
la expresión (4.9)) cuyo valor se obtiene separadamente en la Subsección
4.2.2. En la Sección 4.3 se calcula la información de Fisher y, finalmente, en
la Sección 4.4 se concluye y se señalan algunos problemas sin resolver.

Los resultados obtenidos en este primer estudio han dado lugar al si-
guiente art́ıculo: P. Sánchez-Moreno, R.J. Yáñez y V. Buyarov, Asymptotics
of the information entropy of the Airy function, J. Phys. A: Math. Gen. 38
(2005) 9969-9978. Referencia [A1].
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4.2. Entroṕıa de Shannon de los estados altamente

excitados

El potencial lineal monodimensional viene dado como V (x) = F |x|,
donde F es la intensidad del campo. Las funciones de onda de los estados
mecano-cuánticos monoparticulares son las soluciones f́ısicas de la ecuación
de Schrödinger

−1

2

d2Ψ(x)

dx2
+ F |x|Ψ(x) = EΨ(x).

donde se han usado unidades atómicas, tales que ~ = 1 y la masa de la
part́ıcula m = 1.

Varios autores [226,270] han mostrado que los autovalores energéticos E
vienen dados por

En = −F
2
3

2
1
3

βn; n = 0, 1, 2, . . . (4.1)

y las autofunciones correspondientes pueden ser expresadas en términos de
la función de Airy como

Ψn(x) =

{

NnAi(α|x| + βn), n par
sign(x)NnAi(α|x| + βn), n impar

(4.2)

donde la constante de normalización Nn y los parámetros βn y α vienen
dados por

βn =

{

a′n/2+1 n par

a(n+1)/2 n impar
,

Nn =

{
√

α
2

1√
−βnAi(βn)

n par
√

α
2

1
Ai′(βn)

n impar
,

α = (2F )1/3,

y donde as y a′s son, respectivamente, los ceros de la función de Airy Ai(x)
y de su derivada Ai′(x).

Teniendo en cuenta la expresión de la función de onda (4.2) y que la
probabilidad mecano-cuántica es

ρn(x) = |Ψn(x)|2 = N2
nAi2(α|x| + βn), (4.3)

la entroṕıa de Shannon Sρn (1.1) viene expresada como

Sρn = −
∫ ∞

−∞
ρn(x) ln ρn(x)dx = −

∫ ∞

−∞
|Ψn(x)|2 ln |Ψn(x)|2dx

= − lnN2
n + 2

N2
n

α
SAi

n ,



68 4.2. Entroṕıa de Shannon de los estados altamente excitados

donde SAi
n es la entroṕıa de información de la función de Airy, definida como

SAi
n = −

∫ ∞

βn

Ai2(x) ln Ai2(x)dx.

En este caṕıtulo demostraremos rigurosamente, utilizando solamente las
propiedades algebraicas y espectrales de la función de Airy, que la entroṕıa
de la función de Airy se comporta asintóticamente como

SAi
n = A1n

1
3 lnn+A2n

1
3 +A3 + o(1),

donde

A1 =
1

(3π)
2
3 4

1
3

,

A2 = A1

(

ln(48π4) − 6
)

,

A3 = 0,3784.

Entonces, sustituyendo este valor en la expresión (4.4) se obtiene final-
mente la entroṕıa de información de la función de onda Ψn(x) del potencial
lineal,

Sρn =
2

3
lnn+A+Bn−

1
3 + o(n−

1
3 ) (4.4)

donde

A =

(

ln

(

2(6π)2/3

α

)

− 2

)

,

B = 0,8934.

Este resultado nos muestra que el esparcimiento o distribución de la
nube de probabilidad mecano-cuántica del sistema (part́ıcula en potencial
lineal) aumenta logaŕıtmicamente con el número cuántico n, mientras que su
enerǵıa lo hace en la forma n2/3. Ha de mencionarse aqúı que los dos primeros
términos de este desarrollo asintótico han sido encontrados previamente en
el marco de la aproximación WKB, aśı como conjeturado numéricamente el
valor del parámetro B para estados pares, por Sánchez-Ruiz [238].

4.2.1. Asintótica de la integral entrópica de Airy

Teniendo en cuenta la expansión asintótica de la función de Airy [2],
tenemos que, cuando x≪ 0,

|Ai(x) − Ai(x)| = O(x−7/4),

donde

Ai(x) =
(−x)−1/4

√
π

sin

(

2

3
(−x)3/2 +

π

4

)

.
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Aśı que podemos realizar el proceso siguiente,

SAi
n = −

∫ ∞

βn

Ai2(x) ln Ai2(x)dx

= −
∫ 0

βn

Ai2(x) ln Ai2(x)dx−
∫ ∞

0
Ai2(x) ln Ai2(x)dx

= −
∫ 0

βn

(

Ai2(x) ln Ai2(x) − Ai
2
(x) ln Ai

2
(x)
)

dx

−
∫ 0

βn

Ai
2
(x) ln Ai

2
(x)dx−

∫ ∞

0
Ai2(x) ln Ai2(x)dx

= −
∫ 0

−∞

(

Ai2(x) ln Ai2(x) − Ai
2
(x) ln Ai

2
(x)
)

dx

+

∫ βn

−∞

(

Ai2(x) ln Ai2(x) − Ai
2
(x) ln Ai

2
(x)
)

dx

−
∫ 0

βn

Ai
2
(x) ln Ai

2
(x)dx−

∫ ∞

0
Ai2(x) ln Ai2(x)dx

= −
∫ 0

βn

Ai
2
(x) ln Ai

2
(x)dx+ κ+ o(1),

donde, βn tiende a −∞ cuando n aumenta,
∫ βn

−∞

(

Ai2(x) ln Ai2(x) − Ai
2
(x) ln Ai

2
(x)
)

dx = o(1),

y

κ = −
∫ ∞

0
Ai2(x) ln Ai2(x)dx

−
∫ 0

−∞

(

Ai2(x) ln Ai2(x) − Ai
2
(x) ln Ai

2
(x)
)

dx ≃ 0,2265,

es una constante bien definida, calculada aqúı numéricamente.
Entonces,

SAi
n ≃ −

∫ 0

βn

Ai
2
(x) ln Ai

2
(x)dx+ κ. (4.5)

Para el cálculo de esta integral, vamos a usar el método de la norma
Lq [13,282] según el cual,

∫

ρ(x) ln ρ(x)dx =

[

d

dq

∫

ρq(x)dx

]

q=1

,

y por tanto, podemos escribir

−
∫ 0

βn

Ai
2
(x) ln Ai

2
(x)dx = −

[

d

dq

∫ 0

βn

(

Ai
2
(x)
)q
dx

]

q=1

. (4.6)
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Considerando los comportamientos asintóticos de los ceros βn [2],

as ≃ −
(

3

8
π(4s− 1)

)2/3

, (4.7)

a′s ≃ −
(

3

8
π(4s− 3)

)2/3

, (4.8)

y el cambio de variable x = βn(y/π)2/3, obtenemos

∫ 0

βn

(

Ai
2
(x)
)q
dx =

1

πq

2

3

(

3

8
(2n+ 1)

)
2−q
3

×
[∫ π

0

[

sin2

(

1

2
ny +

1

4
(y + π)

)]q

y−
q+1
3 dy

]

+O(n−1)

=
1

πq

2

3

(

3

4
n

)
2−q
3

[

3

2 − q
π

1−2q
6

Γ
(

q + 1
2

)

Γ(q + 1)
+ τ(q)n

q−2
3

]

+ o(1), (4.9)

con

τ(q) = 2
2−q
3

[

∫ π

π
4

(

x− π

4

)− 1+q
3

sin2q xdx

− 3

(2 − q)
π−1

∫ π

0

(

x+
π

4

)
2−q
3

sin2q xdx

− 1 + q

3
π

∫ 3
2

1
2

(

{t} − 1

2

)∫ ∞

0

sin2q xdx
(

x+ πt− π
4

)
4+q
3

dt



 , (4.10)

donde el primer sumando de la ecuación (4.9), y la expresión de τ(q) son
hallados en la Subsección 4.2.2. Hay que tener en cuenta que {t} es la parte
fraccionaria de t.

Aśı, de acuerdo con las ecuaciones (4.6) y (4.9), derivando con respecto
a q y tomando q = 1, obtenemos el siguiente comportamiento asintótico,
donde tenemos una nueva constante κ′,

−
∫ 0

βn

Ai
2
(x) ln Ai

2
(x)dx = C

[

1

3
n

1
3 lnn+Dn

1
3

]

+ κ′ + o(1), (4.11)

donde C = 1
π

(

3
4π
)

1
3 , D = 1

3 ln
(

48π4
)

− 2, y

κ′ = − 1

3π

(

2

9

) 1
3
[(

ln
4

3
− 3 ln π

)

τ(1) + 3τ ′(1)

]

.

El cálculo de κ′ produce el valor κ′ = 0,1519.
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Las ecuaciones (4.5) y (4.11) nos llevan al siguiente comportamiento
asintótico de la entroṕıa de la función de Airy,

SAi
n = C

[

1

3
n

1
3 lnn+Dn

1
3

]

+ κ+ κ′ + o(1).

Finalmente, usando (4.4), obtenemos la entroṕıa de información de las
funciones de onda del potencial lineal para estados altamente excitados,

S[Ψn] =
2

3
lnn+

(

ln

(

2(6π)2/3

α

)

− 2

)

+
κ+ κ′

C
n−

1
3 + o(n−

1
3 ),

donde se han tenido en cuenta la expresión asintótica de Ai(βn) y Ai′(βn) [2]
para el cálculo correcto del comportamiento asintótico de Nn; a saber,

Nn ≃
√

α

2
π−

1
2

(

3π

4

)− 1
6
(

n+
1

2

)− 1
6

.

4.2.2. Asintótica de un funcional sinusoidal variante

En esta sección detallaremos la obtención de la ecuación (4.9) y de la
expresión de τ(q) (4.10). Comenzamos definiendo la integral

Iq =

∫ π

0
x−

1+q
3

(

sin2

(

2n+ 1

4
x+

π

4

))q

dx.

El cambio de variable y = x+ π
2n+1 , y la notación γ = 1+q

3 nos permiten
escribir

Iq =

∫ π+ π
2n+1

π
2n+1

(

y − π

2n+ 1

)−γ (

sin2

(

2n + 1

4
y

))q

dy.

A continuación hacemos la siguiente partición del intervalo de integración

P =

{

π

2n+ 1
,

4π

2n + 1
, . . . ,

4kπ

2n+ 1
, . . . , π +

π

2n+ 1

}

.

Aśı, integrando separadamente en cada subintervalo y teniendo en cuenta
la periodicidad de la función seno,

Iq =

∫ 4π
2n+1

π
2n+1

(

y − π

2n+ 1

)−γ

sin2q

(

2n+ 1

4
y

)

dy

+

[n+1
2 ]−1
∑

k=1

∫
4(k+1)π
2n+1

4kπ
2n+1

(

y − π

2n+ 1

)−γ

sin2q

(

2n+ 1

4

(

y − 4kπ

2n+ 1

))

dy

+

∫ π+ π
2n+1

4[n+1
2 ] π

2n+1

(

y − π

2n+ 1

)−γ

sin2q

(

2n+ 1

4

(

y − 4

[

n+ 1

2

]

π

2n+ 1

))

dy,
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siendo [t] la parte entera de t.
Ahora, realizamos los siguientes cambios de variables en las tres integra-

les anteriores,

x =
2n+ 1

4
y

x =
2n+ 1

4

(

y − 4kπ

2n + 1

)

x =
2n+ 1

4

(

y − 4

[

n+ 1

2

]

π

2n+ 1

)

,

respectivamente. Aśı,

Iq =

(

4

2n+ 1

)1−γ
[

∫ π

π
4

(

x− π

4

)−γ
sin2q xdx

+

∫ π

0

[n+1
2 ]−1
∑

k=1

(

x+ kπ − π

4

)−γ
sin2q xdx+ Y0






, (4.12)

con

Y0 =

∫ π
4 (2n+2−4[n+1

2 ])

0

(

x+

[

n+ 1

2

]

π − π

4

)−γ

sin2q xdx,

donde
(

x+
[

n+1
2

]

π − π
4

)−γ → 0 cuando n aumenta, por tanto Y0 = o(1).
Para continuar es necesario el siguiente Lema:
Lema:

∑

1
2
<k≤n+ 1

2

F (k) =

∫ n+ 1
2

1
2

F (t)dt +

∫ n+ 1
2

1
2

F ′(t)B(t)dt,

donde B(t) = {t} − 1
2 .

Demostración:
Tomamos los valores a = 1

2 , b = n+ 1
2 , m = 0 en la fórmula de suma de

Euler-McLaurin:

∑

a<k≤b

F (k) =

∫ b

a
F (t)dt

+

m
∑

r=0

(−1)r+1

(r + 1)!

(

Br+1(b)F
(r)(b) −Br+1(a)F

(r)(a)
)

+
(−1)m

(m+ 1)!

∫ b

a
Bm+1(t)F

(k+1)(t)dt

que se reduce a la expresión del lema teniendo en cuenta que la primera fun-
ción periódica de Bernoulli es B1(t) = {t}−1

2 . �
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Ahora, aplicamos este lema a la suma de la ecuación (4.12),

[n+1
2 ]−1
∑

k=1

(

x+ kπ − π

4

)−γ
=

∫ [n+1
2 ]−1

1
2

(

x+ tπ − π

4

)−γ
dt

−πγ
∫ [n+1

2 ]−1

1
2

(

x+ tπ − π

4

)−γ−1
B(t)dt

=
π−1

1 − γ

(

x+ tπ − π

4

)−γ+1
][n+1

2 ]−1

1
2

−πγ
∫ ∞

1
2

(

x+ tπ − π

4

)−γ−1
B(t)dt + Y1,

donde

Y1 = πγ

∫ ∞

[n+1
2 ]−1

(

x+ πt− π

4

)−γ−1
B(t)dt .

Nótese que, ya que la integral decrece con t y el intervalo de integración lo
hace con n, se concluye que Y1 = o(1)

Entonces,

[n+1
2 ]−1
∑

k=1

(

x+ kπ − π

4

)−γ

=
π−γ

1 − γ

(

2n+ 1

4

)−γ+1
(

1 +
x− π

2 − π
{

n+1
2

}

π 2n+1
4

)−γ+1

− π−1

1 − γ

(

x+
π

4

)−γ+1
− πγ

∫ ∞

1
2

(

x+ πt− π

4

)−γ−1
B(t)dt+ Y1.

Teniendo en cuenta la periodicidad de B(t), podemos escribir

[n+1
2 ]−1
∑

k=1

(

x+ kπ − π

4

)−γ

=
π−γ

1 − γ

(

2n+ 1

4

)−γ+1
(

1 +
x− π

2 − π
{

n+1
2

}

π 2n+1
4

)−γ+1

− π−1

1 − γ

(

x+
π

4

)−γ+1

− πγ

∫ 3
2

1
2

∞
∑

k=0

(

x+ π(t+ k) − π

4

)−γ−1
B(t)dt+ Y1.
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Por tanto, nuestra integral de la ecuación (4.12) queda como

(

4

2n+ 1

)−γ+1 ∫ π

0

[n+1
2 ]−1
∑

k=1

(

x+ kπ − π

4

)−γ
sin2q xdx

=
π−γ

1 − γ

∫ π

0

(

1 +
x− π

2 − π
{

n+1
2

}

π 2n+1
4

)−γ+1

sin2q xdx

−
(

4

2n+ 1

)−γ+1 π−1

1 − γ

∫ π

0

(

x+
π

4

)−γ+1
sin2q xdx

−
(

4

2n+ 1

)−γ+1

πγ

∫ 3
2

1
2

B(t)

∫ ∞

0

sin2q xdx
(

x+ πt− π
4

)γ+1 dt,

donde se ha tenido en cuenta la periodicidad de sin2q x y se han realizado
algunos intercambios entre signos de integración y de sumatoria.

Desarrollando el integrando de la primera integral del segundo término
en la expresión anterior,

(

1 +
x− π

2 − π
{

n+1
2

}

π 2n+1
4

)−γ+1

= 1 + (1 − γ)
x− π

2 − π
{

n+1
2

}

π 2n+1
4

+ . . . ,

definimos

Y2 =
π−γ

1 − γ

∫ π

0

(

4(1 − γ)
x− π

2 − π
{

n+1
2

}

(2n + 1)π
+ . . .

)

sin2q xdx.

Aqúı, como el integrando va como n−1, Y2 = o(1).

Aśı,

Iq =
π−γ

1 − γ

∫ π

0
sin2q xdx+

(

4

2n+ 1

)−γ+1

×
[

∫ π

π
4

(

x− π

4

)−γ
sin2q xdx− π−1

1 − γ

∫ π

0

(

x+
π

4

)−γ+1
sin2q xdx

−πγ
∫ 3

2

1
2

B(t)

∫ ∞

0

sin2q xdx
(

x+ πt− π
4

)γ+1dt +

∫ π

0
Y1 sin2q xdx

]

+ Y2 + Y0.

Considerando la expresión de γ, teniendo en cuenta que Y0, Y1 y Y2 son
de orden o(1), y que

∫ π

0
sin2q xdx =

√
πΓ
(

q + 1
2

)

Γ(q + 1)
,
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obtenemos finalmente que

Iq =
3

2 − q
π

1−2q
6

Γ
(

q + 1
2

)

Γ(q + 1)
+

(

4

2n+ 1

)
2−q
3

×
[

∫ π

π
4

(

x− π

4

)− 1+q
3

sin2q xdx

− 3

2 − q
π−1

∫ π

0

(

x+
π

4

)
2−q
3

sin2q xdx

−1 + q

3
π

∫ 3
2

1
2

B(t)

∫ ∞

0

sin2q xdx
(

x+ πt− π
4

)
4+q
3

dt



+ o(1),

expresión que fue usada en la ecuación (4.9).
Cabe mencionar aqúı que la integral doble en el último término de la

expresión anterior puede simplificarse a una sola integral sin más que in-
tercambiar los signos de integración, integrando primero en t. Sin embargo,
el resultado no es más satisfactorio, involucrando integrales divergentes de
forma que sólo su suma resulta un valor finito.

4.3. Información de Fisher: cálculo exacto

La información de Fisher para este sistema se puede calcular fácilmente
usando la técnica presentada en el Caṕıtulo 2, por la que se obtiene la
información de Fisher de una función a partir de la ecuación diferencial de
segundo orden que satisface.

La información de Fisher de la densidad de probabilidad ρn(x), dada en
la expresión (4.3), es

Iρn =

∫ ∞

−∞

(ρ′n(x))2

ρn(x)
dx = 2

∫ ∞

0

(ρ′n(x))2

ρn(x)
dx,

que, tras el cambio de variable y = αx+ βn, resulta

Iρ̃n = 2α

∫ ∞

βn

(ρ̃′n(y))2

ρ̃n(y)
dy,

donde ρ̃n(y) = N2
nAi2(y). En la notación del Caṕıtulo 2 tenemos que ρ̃n(y) =

u2(y) donde u(y) = NnAi(y) y, por tanto, esta última función satisface la
ecuación diferencial de Airy

u′′(y) − yu(y) = 0, (4.13)

en el intervalo [βn,+∞). La comparación de las ecuaciones (2.2) y (4.13) y
el uso de la ecuación (2.6) nos permite encontrar el valor de la información
de Fisher

Iρn = −4

3
βnα

2,



76 4.4. Conclusiones y problemas abiertos

tanto para n par como para n impar. Nótese que la información de Fis-
her es positiva puesto que los ceros βn son siempre negativos. Además, la
información de Fisher resulta proporcional a la enerǵıa (4.1),

Iρn =
8

3
En.

Teniendo en cuenta el comportamiento asintótico (4.7) y (4.8) de los
ceros βn de la función de Airy y de su derivada, se obtiene el siguiente
comportamiento asintótico para la información de Fisher,

Iρn =
(4πn)

2
3

3
1
3

α2 +O
(

n−
1
3

)

.

Nótese cómo la información de Fisher en el ĺımite asintótico crece más rápi-
damente que la entroṕıa de Shannon, cuyo término principal es 2

3 lnn, tal
como indica la ecuación (4.4). Esto implica que el incremento del contenido
de gradiente de las sucesivas densidades de probabilidad se produce más
velozmente que el aumento de la expansión de la función de onda conforme
aumentamos el valor de |βn|.

Merece la pena destacar que esta magnitud local es calculable anaĺıti-
camente, al contrario de lo que ocurre con la entroṕıa de Shannon que es
únicamente conocida en la región asintótica (n → ∞) [A1], como se ha
mostrado en la Sección 4.2.

4.4. Conclusiones y problemas abiertos

En este caṕıtulo se ha abordado el cálculo de la entroṕıa de Shannon
y de la información de Fisher de las funciones de onda en un potencial
central lineal. En el primer caso, el valor exacto de este funcional logaŕıtmico
no puede hallarse anaĺıticamente debido a la presencia de la función de
Airy en las funciones de onda del potencial. Hasta ahora solo hab́ıa podido
encontrarse su valor asintótico por medio de la aproximación WKB [238].
Aqúı hemos determinado los tres primeros términos del desarrollo asintótico
de la entroṕıa de Shannon de forma rigurosa, haciendo uso solamente de las
propiedades algebraicas y espectrales de la función de Airy que controla la
función de onda del sistema.

En cuanto a la información de Fisher (un funcional de la derivada de la
función de onda), es precisamente el hecho de que las funciones de onda se
expresen en términos de la función de Airy el que conduce a la obtención
exacta de esta magnitud de forma anaĺıtica. Esto ha sido posible gracias al
método, desarrollado en el Caṕıtulo 2, para calcular la información de Fisher
de las funciones especiales de la f́ısica matemática a partir de las ecuaciones
diferenciales que tales funciones satisfacen.
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Estos resultados permiten determinar la entroṕıa de Boltzmann-Shannon
de los estados fuertemente excitados de una amplia gama de sistemas mi-
cro y macroscópicos (átomos, moléculas, puntos y alambres cuánticos), con
momento angular orbital nulo, y calcular exactamente la información de Fis-
her de cualquier estado mecano-cuántico de tales sistemas. Por otra parte,
abren la puerta a la determinación de las medidas de información globales
y locales de los sistemas monoparticulares con un potencial lineal central
en D dimensiones (D ≥ 2), aunque en este caso habremos de enfrentar-
nos con dos problemas adicionales: un término centŕıfugo en la ecuación de
Schrödinger correspondiente y una contribución angular (armónicos esféri-
cos e hiperesféricos) en la función de onda, que complican ciertamente el
cálculo de tales medidas [12, 192, 211, 257]. No obstante, creemos que es un
problema de gran interés para los sistemas de dimensionalidad no estándar
dado que el potencial lineal central juega en la f́ısica de part́ıculas elementa-
les [17,18,57,80,81,127,128] un papel similar al del potencial Coulombiano
en f́ısica atómica y al del oscilador armónico en f́ısica de la materia con-
densada. Los resultados de este caṕıtulo junto con el cálculo reciente de las
medidas de información de los armónicos hiperesféricos [62] constituyen sin
duda elementos de gran importancia para la resolución de este problema.
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Caṕıtulo 5

Información de Fisher de una

part́ıcula en un potencial

central D-dimensional

arbitrario

Summary: Fisher information of a particle in an

arbitrary D-dimensional central potential

This chapter deals with the computation of the Fisher information for
D-dimensional systems under central potentials. This kind of potentials has
been used as prototypes of numerous systems [23, 53, 136, 278], as can be
found e.g. in any text on quantum mechanics. Let us just mention that the
theoretical basis for the Mendeleev’s periodic system of elements [154, 194]
is the Bohr atomic model based on a central potential together with the
Pauli’s exclusion principle.

These systems are governed by a Schrödinger equation of the type

[

−1

2
~∇2

D + VD(r)

]

Ψ(~r) = EΨ(~r),

where VD(r) is the D-dimensional central potential. Due to the spherical
symmetry of these systems, the wave functions are factorizable in spherical
coordinates ~r = (r, θ1, θ2, . . . , θD−2, θD−1 ≡ φ) = (r,ΩD−1), as

ΨE,{µ}(~r) = REl(r)Y{µ}(ΩD−1),

with a radial part REl(r) and a hyperspherical harmonic Y{µ}(ΩD−1), where
{µ} = (l ≡ µ1, µ2, . . . , µD−2, µD−1 ≡ m) are the D−1 hyperorbital quantum
numbers.
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The Fisher informations in the position space for these systems has the
following expressions,

Iρ(D) = 4〈p2〉 − 2|m|(2l +D − 2)〈r−2〉,

in terms of the expectation values 〈p2〉 and 〈r−2〉, the orbital and magnetic
quantum numbers l and m, and the dimensionality D. Notice that the first
term in this expression is proportional to the kinetic energy T = 〈p2〉/2,
and the second term, with negative sign, depends explicitly on the magnetic
quantum number m. Similarly, the Fisher information in the momentum
space has the following analogous expression,

Iγ(D) = 4〈r2〉 − 2|m|(2l +D − 2)〈p−2〉.

In order to obtain an uncertainty principle based on the Fisher informa-
tion of the kind IρIγ ≥ constant, the following pair of radial inequalities are
obtained,

〈p2〉 ≥ l(l +D − 2)〈r−2〉,
〈r2〉 ≥ l(l +D − 2)〈p−2〉.

These two expressions and the Fisher informations in position and momen-
tum spaces just found yields the relation,

Iρ(D)Iγ(D) ≥ 16

[

1 − (2l +D − 2)|m|
2l(l +D − 2)

]2

〈r2〉〈p2〉.

This expression, together with the Heisenberg inequality for central systems

〈r2〉〈p2〉 ≥ D2

4
,

produces the uncertainty relation

Iρ(D)Iγ(D) ≥ 4D2

[

1 − (2l +D − 2)|m|
2l(l +D − 2)

]2

.

However, this relation can be further improved. By using ad hoc integral
inequalities, the previous radial inequalities become

〈p2〉 ≥
(

l +
D − 2

2

)2

〈r−2〉,

〈r2〉 ≥
(

l +
D − 2

2

)2

〈p−2〉,

and the Heisenberg inequality can be specialized for central systems as

〈r2〉〈p2〉 ≥
(

l +
D

2

)2

.
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With these two improvements, the Fisher-information-based uncertainty re-
lation reads in its final form as

Iρ(D)Iγ(D) ≥ 16

(

1 − 2|m|
2l +D − 2

)2(

l +
D

2

)2

.

This new uncertainty relation poses a lower bound to the product of
Fisher informations Iρ(D)Iγ(D) that depends on the angular symmetry of
the state under study.

Finally, for l = m = 0, the uncertainty relation results

Iρ(D)Iγ(D) ≥ 4D2,

that is conjectured as a general relation, i.e. not only for central systems.
The contents of this chapter conform the following papers:

E. Romera, P. Sánchez-Moreno and J.S. Dehesa, The Fisher informa-
tion of single-particle systems with a central potential, Chem. Phys.
Lett. 414 (2005) 468-472. Reference [A2].

E. Romera, P. Sánchez-Moreno and J.S. Dehesa, Uncertainty relation
for Fisher information of D-dimensional single-particle systems with
central potentials, J. Math. Phys. 47 (2006) 103504. Reference [A3].

P. Sánchez-Moreno, R. González-Férez and J.S. Dehesa, Improvement
of the Heisenberg and Fisher-information-based uncertainty relations
for D-dimensional central potentials, New J. Phys, 8 (2006) 330. Re-
ference [A5].

J.S. Dehesa, R. González-Férez and P. Sánchez-Moreno, The Fisher
information-based uncertainty relation, Cramer-Rao inequality and ki-
netic energy for the D-dimensional central problem, Journal of Physics
A: Mathematical and Theoretical 40 (2007) 1845-1856. Reference [A6].

5.1. Introducción

En este caṕıtulo se aborda el problema de calcular anaĺıticamente la
información de Fisher de los sistemas f́ısicos, si bien restringiendo el estudio
a los sistemas mecano-cuánticos monoparticulares con potenciales centrales
arbitrarios V (r).

Los potenciales esféricamente simétricos han jugado desde los comienzos
de la mecánica cuántica hasta nuestros d́ıas [37,53,89,130,134,136,194,278]
un papel central en la descripción de la estructura interna de los sistemas
micro y mesoscópicos. No en vano el modelo del átomo como sistema sujeto
a un potencial central [37, 89, 130] es, junto con el principio de exclusión
de Pauli y la estructura del átomo de Bohr, la base teórica del sistema
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periódico de los elementos de Mendeleev [154, 194]. Esto ha hecho que se
usen tales potenciales como prototipos para numerosos sistemas relativistas
y no relativistas D-dimensionales (D ≥ 2) [23, 53, 136, 278], tal como viene
ilustrado en cualquier texto de f́ısica cuántica.

La información de Fisher ha sido estudiada numéricamente para los es-
tados fundamentales de todos los átomos neutros de la tabla periódica desde
el hidrógeno al lawrencio [229, 234] por medio de las funciones de onda de
Koga-Roothaan-Hartree-Fock [158], y también para algunos iones de tipo
Helio con la ayuda de funciones de tipo Hylleraas de 204 términos [157].

Este caṕıtulo está estructurado de la siguiente forma. En primer lugar
se lleva a cabo el cálculo de la información de Fisher para potenciales cen-
trales en sistemas tridimensionales en la Sección 5.2, mostrándose que la
información de Fisher en los espacios de posiciones y momentos puede ser
expresada en términos de los valores esperados (〈p2〉, 〈r−2〉) y (〈r2〉, 〈p−2〉),
respectivamente. En la Subsección 5.2.3, se obtiene una relación de incerti-
dumbre que liga las informaciones de Fisher de espacios rećıprocos, del tipo
IρIγ ≥ constante, que se halla al mismo nivel que las relaciones de incerti-
dumbre de Heisenberg y entrópicas, asociadas con otras medidas de incerti-
dumbre ya discutidas en el Caṕıtulo 1; a saber, la varianza y la entroṕıa de
Shannon. Finalmente, en la Subsección 5.2.4 se aplican estos resultados a
los sistemas prototipo del átomo hidrogenoide y el oscilador armónico, para
los que las informaciones de Fisher resultantes pueden expresarse expĺıcita-
mente en términos de los tres números cuánticos (n, l, m) que caracterizan
los estados de estos sistemas.

El objetivo de la Sección 5.3 es extender este estudio a sistemas D-di-
mensionales, además de plantear mejoras sustanciales a la nueva relación de
incertidumbre, lo cual requiere de la utilización del álgebra generalizada del
momento angular [33, 178, 179]. Aśı, en la Subsección 5.3.1 se da una bre-
ve introducción a los sistemas centrales D-dimensionales. En la Subsección
5.3.2 se calculan las informaciones de Fisher en los espacios de posiciones y
momentos en términos de los valores esperados (〈p2〉, 〈r−2〉) y (〈r2〉, 〈p−2〉),
respectivamente. A continuación, en la Subsección 5.3.3, se hallan sendas de-
sigualdades radiales que ligan estos dos pares de valores esperados, los cuales
se usan en la Subsección 5.3.4 para formular la relación de incertidumbre
basada en la información de Fisher. En la Subsección 5.3.5 se obtiene una
relación de incertidumbre de tipo Heisenberg optimizada para potenciales
centrales (véase la ecuación (5.56)), y en la Subsección 5.3.6 se mejoran
significativamente las desigualdades radiales encontradas en la Subsección
5.3.3. Estos dos últimos resultados son empleados en la Subsección 5.3.7 para
ofrecer una nueva relación de incertidumbre más precisa que la hallada en la
Subsección 5.3.4. Esta relación, dada por la ecuación (5.71) es, quizás, el re-
sultado básico más importante de este caṕıtulo. La aplicación de todos estos
resultados a sistemas protot́ıpicos como el átomo de hidrógeno o el oscilador
armónico se realiza en la Subsección 5.3.8. Finalmente, aprovechando estas
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nuevas expresiones, en la Subsección 5.3.9 se lleva a cabo una mejora de
las relaciones de Cramer-Rao en sistemas centrales D-dimensionales; y en la
Subsección 5.3.10 se dan cotas tanto superiores como inferiores a la enerǵıa
cinética y a la susceptibilidad diamagnética en términos de la información
de Fisher.

Los resultados obtenidos en este primer estudio han dado lugar a los
siguientes art́ıculos:

E. Romera, P. Sánchez-Moreno y J.S. Dehesa, The Fisher information
of single-particle systems with a central potential, Chem. Phys. Lett.
414 (2005) 468-472. Referencia [A2].

E. Romera, P. Sánchez-Moreno y J.S. Dehesa, Uncertainty relation
for Fisher information of D-dimensional single-particle systems with
central potentials, J. Math. Phys. 47 (2006) 103504. Referencia [A3].

P. Sánchez-Moreno, R. González-Férez y J.S. Dehesa, Improvement of
the Heisenberg and Fisher-information-based uncertainty relations for
D-dimensional central potentials, New J. Phys, 8 (2006) 330. Referen-
cia [A5].

J.S. Dehesa, R. González-Férez y P. Sánchez-Moreno, The Fisher information-
based uncertainty relation, Cramer-Rao inequality and kinetic energy
for the D-dimensional central problem, J. Phys. A: Math. Theor. 40
(2007) 1845-1856. Referencia [A6].

5.2. Sistemas tridimensionales

5.2.1. Densidades de probabilidad

La densidad de probabilidad mecano-cuántica para un estado ligado de
una part́ıcula no relativista con enerǵıa E en un potencial central indepen-
diente del tiempo V (r) es ρ(~r) = |Ψ(~r)|2, donde {E,Ψ(~r)} son los autovalo-
res y autofunciones ligadas de la ecuación de Schrödinger

[

−1

2
~∇2 + V (r)

]

Ψ(~r) = EΨ(~r)

donde se han usado unidades atómicas. La simetŕıa esférica del potencial
nos permite escribir las autofunciones en coordenadas esféricas (r, θ, φ) de
la forma

ΨElm(~r) = REl(r)Ylm(θ, φ), (5.1)

con 0 ≤ r < ∞, 0 ≤ θ ≤ π y 0 ≤ φ ≤ 2π. La autofunción radial REl(r)
satisface la ecuación de Schrödinger radial

[

−1

2

d2

dr2
− 1

r

d

dr
+
l(l + 1)

2r2
+ V (r)

]

REl(r) = EREl(r),
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y los armónicos esféricos Ylm(θ, φ), −l ≤ m ≤ l, vienen dados por

Ylm(θ, φ) =
1√
2π
eimφΘlm(cos θ),

donde las funciones Θlm(x) pueden ser expresadas en términos de las fun-
ciones asociadas de Legendre de primer tipo Pm

l (x) de grado l y valor del
parámetro m de la siguiente forma

Θlm(x) =

{

(−1)m
√

(2l+1)(l−m)!
2(l+m)! Pm

l (x), m ≥ 0

(−1)mΘl|m|(x), m < 0
.

Entonces, la densidad de probabilidad ρ(~r) es

ρElm(~r) = |ΨElm(r, θ, φ)|2 = |REl(r)|2|Ylm(θ, φ)|2

=
1

2π
|REl(r)|2Θ2

lm(cos θ),

que, si REl(r) es una función real, puede escribirse como

ρElm(~r) =
1

2π
R2

El(r)Θ
2
lm(cos θ) ≡ [ΨElm(r, θ, 0)]2. (5.2)

A continuación se deduce la expresión general de la función de onda en el
espacio de momentos, Ψ̃Elm, para sistemas centrales. Esta función se define
mediante la transformada de Fourier de la función de onda en el espacio de
posiciones ΨElm,

Ψ̃Elm(p, θ(p), φ(p)) =
1

(2π)
3
2

∫

R3

e−i~p·~rΨElm(r, θ, φ)d3r

=
1

(2π)
3
2

∫ ∞

0
r2REl(r)dr

∫ 2π

0
dφ

∫ π

0
sin θe−i~p·~rYlm(θ, φ)dθ (5.3)

donde ~p es la variable momento, (p, θ(p), φ(p)) son sus coordenadas esféricas
en el espacio de momentos. Además, en la segunda desigualdad se ha tenido
en cuenta la factorización dada en la ecuación (5.1) de la función de onda
en el espacio de posiciones en una parte radial y un armónico esférico.

Para desarrollar la expresión anterior es útil conocer la siguiente expan-
sión de e−i~p·~r en términos de armónicos esféricos,

e−i~p·~r = (2π)
3
2 (pr)−

1
2

∞
∑

λ=0

(−i)λJλ+ 1
2
(pr)

λ
∑

m′=−λ

Y ∗
λm′(θ, φ)Yλm′(θ(p), φ(p)),
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donde Jν(x) es la función de Bessel de primera especie con parámetro ν.
Introduciendo esta expresión en la integral (5.3) se obtiene que

Ψ̃Elm(p, θ(p), φ(p)) = p−
1
2

∫ ∞

0
r

3
2REl(r)Jλ+ 1

2
(pr)dr

×
∫ 2π

0
dφ

∫ π

0
sin θYlm(θ, φ)

∞
∑

λ=0

(−i)λ
λ
∑

m′=−λ

Y ∗
λm′(θ, φ)Yλm′(θ(p), φ(p))dθ. (5.4)

Teniendo ahora en cuenta la ortonormalidad de los armónicos esféricos,

∫ 2π

0
dφ

∫ π

0
sin θY ∗

lm(θ, φ)Yl′m′(θ, φ)dθ = δll′δmm′ ,

se deduce fácilmente que en la expresión (5.4) sólo contribuye el término con
λ = l y m′ = m, y además la integral angular es igual a la unidad, aśı

Ψ̃Elm(p, θ(p), φ(p)) = Ylm(θ(p), φ(p))p−
1
2

∫ ∞

0
r

3
2REl(r)Jl+ 1

2
(pr)dr.

Por tanto, la función de onda en el espacio de momentos resulta también
separable

Ψ̃Elm(~p) = PEl(p)Ylm(θ(p), φ(p)),

donde la parte radial PEl(p) se expresa en términos de la parte radial de la
función de onda en el espacio de posiciones,

PEl(p) = p−
1
2

∫ ∞

0
r

3
2REl(r)Jl+ 1

2
(pr)dr,

y la parte angular resulta ser el mismo armónico esférico Ylm que forma
parte de la función de onda en el espacio de momentos.

Al igual que en el espacio de posiciones, la densidad de probabilidad en
el espacio de momentos se define como el módulo de la función de onda al
cuadrado,

γElm(~p) = |Ψ̃Elm(~p)|2 = |PEl(p)|2|Ylm(θ(p), φ(p))|2.

5.2.2. Información de Fisher en términos de los valores es-

perados radiales

La información de Fisher Iρ para el estado {E,Ψ(~r)} del sistema está de-
finida como el valor esperado del cuadrado del gradiente del logaritmo de la
densidad ρElm(~r)

Iρ =

∫

R3

ρ(~r)|~∇ ln ρ(~r)|2d3r,
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o alternativamente

Iρ =

∫

R3

|~∇ρ(~r)|2
ρ(~r)

d3r = 4

∫

R3

|~∇ρ
1
2
Elm(~r)|2d3r (5.5)

De acuerdo con las ecuaciones (5.2) y (5.5), para la densidad monopar-
ticular ρElm(~r), con parte radial real salvo una fase global, esta magnitud
viene dada por

Iρ =

∫

R3

|~∇ρElm(~r)|2
ρElm(~r)

d3r

= 4

∫

R3

|~∇ρ
1
2
Elm(~r)|2d3r = 4

∫

R3

|~∇ΨElm(r, θ, 0)|2d3r (5.6)

Por otro lado, debido a que ~∇ =
(

∂
∂r ,

1
r

∂
∂θ ,

1
r sin θ

∂
∂φ

)

, se tiene que el valor

esperado del momento al cuadrado 〈p2〉 es

〈p2〉 =

∫

R3

|~∇ΨElm(r, θ, φ)|2d3r =

∫

R3

|~∇ΨElm(r, θ, 0)|2d3r +Alm, (5.7)

donde la dependencia en φ está en el segundo sumando:

Alm =

∫

R3

R2
El(r)

r2 sin2 θ

∣

∣

∣

∣

∂Ylm(θ, φ)

∂φ

∣

∣

∣

∣

2

d3r = |m|2
∫

R3

R2
El(r)

r2
|Ylm(θ, φ)|2

sin2 θ
d3r

= 2π|m|2
∫ ∞

0
R2

El(r)dr

∫ π

0

|Ylm(θ, φ)|2
sin θ

dθ

=
1

2
(2l + 1)|m|〈r−2〉, (5.8)

donde se ha usado que el valor esperado radial 〈r−2〉 es

〈r−2〉 =

∫

R3

r−2|ΨElm(~r)|2d3r =

∫ ∞

0
R2

El(r)dr

y que
∫ π

0

|Ylm(θ, φ)|2
sin θ

dθ =
2l + 1

4|m|
Entonces, teniendo en cuenta las ecuaciones (5.6), (5.7) y (5.8) se tiene el
valor

Iρ = 4〈p2〉 − 2(2l + 1)|m|〈r−2〉 (5.9)

para la información de Fisher del sistema en el estado (E, l,m) en el espacio
de posiciones. Al contrario que los valores esperados radiales de posición y
momento y que la enerǵıa, la información de Fisher depende expĺıcitamente
del número cuántico magnético m, de forma tal que Iρ disminuye cuando
|m| crece. Esto indica que la nube de probabilidad mecano-cuántica se va
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concentrando en torno a un menor número de nodos cuando |m| aumenta,
debido a que en tal caso disminuye el carácter oscilatorio de los armónicos
esféricos involucrados.

Es de destacar que esta magnitud es exactamente igual a ocho veces la
enerǵıa cinética, T = 〈p2〉/2, para los estados con m = 0. En general, su valor
está disminuido por un término que (i) depende de los números cuánticos
orbital y magnético y (ii) está controlado por el valor esperado 〈r−2〉. El
valor esperado 〈p2〉 es accesible mediante experimentos termoqúımicos y
espectroscópicos además de mediante la integración de perfiles Compton
medidos a partir de scattering de rayos X, rayos γ [280]. En cuanto al valor
esperado 〈r−2〉, se sabe que (i) acota rigurosamente la densidad de carga
atómica en el núcleo ρ(0) (ρ(0) ≤ Z〈r−2〉/2π, donde Z es la carga nuclear)
[139] y (ii) constituye la primera corrección a la enerǵıa cinética de un átomo,
o enerǵıa de Weiszäcker, (TW > 1

72 〈r−2〉) [98]. Además, el valor esperado
〈r−2〉 para átomos neutros viene dado por el limite [200]

〈r−2〉 = 2 ĺım
l→0

∂E1l

∂l

donde E1l es la enerǵıa del primer estado con momento angular igual a l.

De manera similar, teniendo en cuenta la reciprocidad entre los espacios
de posiciones y momentos y que, como se ha demostrado en la subsección
anterior, la función de onda es separable tanto en el espacio de posiciones
como en el espacio de momentos, siendo su parte angular el mismo armónico
esférico en ambos espacios; se puede expresar la información de Fisher de la
densidad de probabilidad en el espacio de momentos γElm(~p) como

Iγ =

∫

R3

γElm(~p)|~∇ ln γElm(~p)|2d3p

= 4〈r2〉 − 2(2l + 1)|m|〈p−2〉 (5.10)

Luego la información de Fisher en el espacio de momentos para poten-
ciales centrales depende de los valores esperados 〈r2〉 y 〈p−2〉. El primero de
ellos puede obtenerse a partir de datos experimentales de la susceptibilidad
diamagnética de Langevin-Pauli [82] χ = −α2〈r2〉/6, donde α es la constan-
te de estructura fina, mientras que el último está relacionado con el perfil
Compton isótropo J(q) mediante la siguiente relación

〈p−2〉 = 2

∫ ∞

0
q−2[J(0) − J(q)]dq,

en sistemas atómicos y moleculares [259]. Este resultado es particularmente
interesante a la vista de los recientes experimentos sobre la densidad de
momentos en sistemas atómicos y moleculares, además de otras magnitudes
f́ısicas relacionadas con ella [258].
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5.2.3. Relación de incertidumbre

La información de Fisher ha sido usada como medida de incertidumbre
en varios campos de la ciencia [93]. Cabe pensar de forma natural que al igual
que se conocen las relaciones de incertidumbre de Heisenberg y de Beckner-
Byalinicki-Birula-Mycielski para las medidas de incertidumbre de la varianza
y la entroṕıa de Shannon en los dos espacios rećıprocos, respectivamente,
también debe existir una relación similar que satisfagan las informaciones
de Fisher de posiciones y momentos, Iρ e Iγ . El objetivo de esta subsección
es encontrar tal relación de incertidumbre. Hasta ahora se sabe que tales
medidas satisfacen las desigualdades de Stam [74,251]

Iρ ≤ 4〈p2〉; Iγ ≤ 4〈r2〉,

y las desigualdades de Cramer-Rao [74,233]

Iρ ≥ 9

〈r2〉 ; Iγ ≥ 9

〈p2〉

para sistemas generales. El producto de estas desigualdades entre śı produce
las siguientes relaciones

81

〈r2〉〈p2〉 ≤ IρIγ ≤ 16〈r2〉〈p2〉, (5.11)

válidas también para sistemas generales, y donde se muestra la estrecha
relación entre el producto de incertidumbre de tipo Heisenberg 〈r2〉〈p2〉 y
el producto de las informaciones de Fisher en los espacios de posiciones y
momentos.

Dado que la relación de Heisenberg [100,264]

〈r2〉〈p2〉 ≥ 9

4
(5.12)

proporciona una cota inferior para este producto de incertidumbre, no es
posible combinarla con las de la expresión (5.11) y obtener aśı una cota
cerrada para el producto de incertidumbre de Fisher IρIγ . Para ir más allá de
la ecuación (5.11) y obtener cotas más precisas al producto de informaciones
de Fisher IρIγ , se van a considerar sistemas sometidos a un potencial central
V (r).

Para estados s (i.e., l = 0), las ecuaciones (5.9) y (5.10) nos permiten
escribir que

IρIγ = 16〈r2〉〈p2〉 ≥ 36

donde se ha usado también la desigualdad de Heisenberg (5.12). En ge-
neral, cuando l > 0, siguiendo los pasos dados en la Subsección 5.2.1, la
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función de onda del sistema para un estado general (E, l,m) es de la for-

ma ΨElm(~r) = uEl(r)
r Ylm(θ, φ), donde la función radial uEl(r) satisface la

ecuación de Schrödinger radial reducida

−1

2
u′′El(r) +

[

l(l + 1)

r2
+ V (r)

]

uEl(r) = EuEl(r).

Multiplicando esta ecuación por u∗El e integrando en el intervalo [0,∞)
se tiene

E − 〈V 〉 − 1

2
l(l + 1)〈r−2〉 = −1

2

∫ ∞

0
u′′El(r)u

∗
El(r)dr.

Integrando por partes el segundo miembro de esta última expresión, se
obtiene,

−1

2

∫ ∞

0
u′′El(r)u

∗
El(r)dr = − u′El(r)u

∗
El(r)

∣

∣

∞
0

+
1

2

∫ ∞

0
|u′El(r)|2dr

donde, si uEl(r) ∼ λrα para r ∼ 0 con λ ∈ C, entonces

ĺım
r→0

u′El(r)u
∗
El(r) = 0 ⇐⇒ α >

1

2
⇐⇒ 〈r−2〉 <∞

Aśı, se puede escribir que

E − 〈V 〉 − 1

2
l(l + 1)〈r−2〉 =

1

2

∫ ∞

0
|u′El(r)|2dr ≥ 0,

Dado que E − 〈V 〉 = 〈T 〉 = 〈p2〉/2, se deduce de esta expresión que

〈p2〉 ≥ l(l + 1)〈r−2〉, l = 0, 1, 2, . . . (5.13)

La reciprocidad entre los espacios de posiciones y momentos permite
afirmar que también se ha de cumplir la desigualdad

〈r2〉 ≥ l(l + 1)〈p−2〉, (5.14)

cuya demostración no se puede hacer de la misma forma en que se ha llevado
a cabo para la anterior desigualdad, pero será demostrada rigurosamente en
general para sistemas D-dimensionales en la Subsección 5.3.3.

Estas dos desigualdades (5.13) y (5.14) son mucho más precisas que las
cotas superiores generales [84,86,98,100,264, 288]

〈p2〉 ≥ 1

4
〈r−2〉 y 〈r2〉 ≥ 1

4
〈p−2〉,

respectivamente, para l > 0.
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La conexión de la ecuación (5.9) con la desigualdad (5.13), además de
la ecuación (5.10) con la desigualdad (5.14), permite escribir las siguientes
cotas inferiores

Iρ ≥ 2〈p2〉
[

2 − 2l + 1

l(l + 1)
|m|
]

,

Iγ ≥ 2〈r2〉
[

2 − 2l + 1

l(l + 1)
|m|
]

,

respectivamente, por lo que la desigualdad

IρIγ ≥ 4〈r2〉〈p2〉
[

2 − 2l + 1

l(l + 1)
|m|
]2

, (5.15)

es válida para todo potencial central. Esta expresión claramente indica el
carácter de producto de incertidumbre de IρIγ , y la precisión de esta cota
es mucho mayor que la de la cota correspondiente dada en la expresión
(5.11). Además, nótese que esta desigualdad junto con la relación de tipo
Heisenberg (5.12) nos lleva a la cota inferior

IρIγ ≥ 9

[

2 − 2l + 1

l(l + 1)
|m|
]2

(5.16)

para l = 1, . . ., y |m| ≤ l. Nótese que para l = 0 se recupera la relación IρIγ ≥
36, cuya validez es posiblemente de carácter general. En este sentido vale la
pena mencionar que (i) la igualdad se obtiene para el estado fundamental del
oscilador armónico tal y como se muestra en la siguiente subsección, y (ii) el
producto de Fisher IρIγ de todos los átomos neutros, del H al Lw, satisface
esta cota interior tal como se muestra en la Figura 1 de la referencia [229].

5.2.4. Aplicación a algunos sistemas elementales

A continuación se aplican los resultados encontrados en las secciones
anteriores a dos sistemas protot́ıpicos: el átomo hidrogenoide y el oscilador
armónico isótropo tridimensionales.

Átomo hidrogenoide

Para este sistema, el potencial es V (r) = −Z/r, por lo que la enerǵıa de
los niveles viene dada por En = −Z2/(2n2), n = 1, 2, 3, . . ., y se tienen los
valores esperados

〈p2〉nlm =
Z2

n2
,

〈r−2〉nlm =
2Z2

(2l + 1)n3
.
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Entonces, según la ecuación (5.9) la información de Fisher para el orbital
(n, l,m) en el espacio de posiciones viene dada por

Iρnlm
=

4Z2

n2

(

1 − |m|
n

)

, (5.17)

donde n = 1, 2, . . .; l = 0, 1, . . . , n − 1; y m = −l,−l + 1, . . . , l. Este resul-
tado en concreto ha sido recientemente obtenido por otros medios basados
exclusivamente en la teoŕıa de funciones especiales en [60]. Operando de for-
ma análoga en el espacio de momentos y teniendo en cuenta el valor de los
valores esperados

〈r2〉nlm =
n2

2Z2
[5n2 + 1 − 3l(l + 1)],

〈p−2〉nlm =
n2

Z2

8n − 6l − 3

2l + 1
,

se demuestra, mediante la ecuación (5.10), que

Iγnlm
=

2n2

Z2
{5n2 + 1 − 3l(l + 1) − [8n− 3(2l + 1)]|m|} (5.18)

es la información de Fisher en el espacio de momentos para el orbital (n, l,m).
El producto de informaciones de Fisher tiene la expresión

Iρnlm
Iγnlm

= 8{5n2 + 1 − 3l(l + 1) − [8n − 3(2l + 1)]|m|}
(

1 − |m|
n

)

,

y se puede comprobar que esta cantidad es siempre superior a la estable-
cida por la cota inferior del principio de incertidumbre (5.16). Se aplaza
el estudio de la relación de incertidumbre para el átomo hidrogenoide has-
ta la Subsección 5.3.8, donde, además de considerar expĺıcitamente el caso
tridimensional, se compara esta desigualdad con otras dos que mejoran a
ésta.

Para los estados ns (i.e. con l = m = 0) las informaciones de Fisher de
posiciones y momentos toman los valores

Iρn00 =
4Z2

n2
,

Iγn00 =
2n2

Z2
(5n2 + 1),

de acuerdo con las expresiones (5.17) y (5.18), respectivamente. Entonces,
para el estado fundamental (n = 1) se tiene que

Iρ100 = 4Z2,

Iγ100 =
12

Z2
.
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Finalmente, vale la pena mencionar que el producto de Fisher IρIγ es
independiente de la carga nuclear Z, y su valor para los estados ns es

Iρn00Iγn00 = 8(5n2 + 1),

en cuyo caso se observa que Iρ100Iγ100 = 48 para el estado fundamental.

Oscilador armónico isótropo

Ahora el potencial es V (r) = 1
2ω

2r2, los niveles de enerǵıa vienen dados
por Enl = (2n+ l+ 3

2)ω, n = 0, 1, 2, . . ., l = 0, 1, 2, . . ., y los valores esperados

〈p2〉nlm =

(

2n+ l +
3

2

)

ω,

〈r−2〉nlm =
2ω

2l + 1
.

Entonces, de acuerdo con la ecuación (5.9), se tiene el resultado

Iρnlm
= 4

(

2n+ l − |m| + 3

2

)

ω, (5.19)

donde n = 0, 1, . . ., l = 0, 1, . . ., y m = −l,−l+ 1, . . . , l, para la información
de Fisher en el espacio de posiciones del oscilador en el estado (n, l,m).

De forma análoga, dados los valores esperados

〈r2〉nlm =

(

2n+ l +
3

2

)

ω−1,

〈p−2〉nlm =
2ω−1

2l + 1
,

se obtiene la siguiente expresión para la información de Fisher en el espacio
de momentos

Iγnlm
= 4

(

2n+ l − |m| + 3

2

)

ω−1 (5.20)

El producto de informaciones de Fisher tiene la expresión

Iρnlm
Iγnlm

= 16

(

2n+ l − |m| + 3

2

)2

,

que satisface claramente el principio de incertidumbre (5.16), llegando a
saturarlo para el estado fundamental. Al igual que en el caso anterior, se
aplaza el estudio de la relación de incertidumbre para el oscilador armónico
hasta la Subsección 5.3.8, donde, además de considerar expĺıcitamente el
caso tridimensional, se compara esta desigualdad con otras dos que mejoran
a ésta.
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Para los estados ns, (i.e. l = 0), las informaciones de Fisher de posiciones
y momentos toman los valores

Iρn00 = 4

(

2n+
3

2

)

ω,

Iγn00 = 4

(

2n+
3

2

)

ω−1,

según las expresiones (5.19) y (5.20). Se tiene entonces que

Iρ000 = 6ω,

Iγ000 = 6ω−1,

para el estado fundamental del oscilador, de forma que el producto de Fisher
Iρ000Iγ000 = 36. Nótese además que, según (5.19) y (5.20) el producto de
Fisher IρIγ es independiente de la frecuencia del oscilador ω.

En estos dos ejemplos estudiados (el átomo hidrogenoide y el oscilador
armónico), se observa que:

(a) el producto de Fisher es independiente de los parámetros que carac-
terizan el potencial; esto es, sólo depende de los números cuánticos
(n, l,m) del estado cuántico del sistema que estamos considerando.
Esta observación está en ĺınea con recientes resultados de Sen et al.
que, usando métodos de reescalamiento basados en el análisis dimen-
sional, ilustran cómo las relaciones de incertidumbre para varios po-
tenciales centrales espećıficos son independientes de la intensidad del
potencial [106,206–209], y

(b) las informaciones de Fisher en el espacio de posiciones dadas por las
ecuaciones (5.17) y (5.19) para los dos potenciales centrales de tipo rα

considerados se comportan según la relación

Iρnlm
= aEnl − b|m|nα−2

donde los parámetros positivos a y b dependen de la intensidad del
potencial, y Enl va como nα−1. Conjeturamos que esta expresión es
válida para otros potenciales de tipo rα con α 6= −1 y 2.

5.3. Sistemas D-dimensionales

En este sección se extienden los resultados de la sección anterior al caso
D-dimensional, lo cual requiere la generalización del álgebra de momento
angular a D dimensiones [21,33,178].
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5.3.1. Densidades de probabilidad

La densidad de probabilidad del estado estacionario de una part́ıcula no
relativista moviéndose en el potencial central VD(r) viene dada por ρ(~r) =
|Ψ(~r)|2 en el espacio de posiciones D-dimensional, siendo la función de onda
Ψ(~r) una solución f́ısica de la ecuación de Schrödinger

[

−1

2
~∇2

D + VD(r)

]

Ψ(~r) = EΨ(~r), (5.21)

donde ~∇D denota el operador gradiente D-dimensional y se han usado uni-
dades atómicas.

Debido a la simetŕıa esférica del problema, es conveniente trabajar en
coordenadas hiperesféricas ~r = (r, θ1, θ2, . . . , θD−2, θD−1 ≡ φ) = (r,ΩD−1)
(con 0 ≤ θk ≤ π, k = 1, . . . ,D − 2, y 0 ≤ θD−1 ≤ 2π), en lugar de hacerlo
en coordenadas Cartesianas (x1, . . . , xD); se sabe que

x1 = r cos θ1,

x2 = r sin θ1 cos θ2,
...

xk = r sin θ1 . . . sin θk−1 cos θk,

...

xD−1 = r sin θ1 . . . sin θD−2 cos θD−1,

xD = r sin θ1 . . . sin θD−2 sin θD−1,
D
∑

i=1

x2
i = r2.

Entonces, el operador gradiente en D dimensiones resulta

~∇D =

(

∂

∂r
,
1

r

∂

∂θ1
,

1

r sin θ1

∂

∂θ2
, . . . , (5.22)

1

r
∏k−1

j=1 sin θj

∂

∂θk
, . . . ,

1

r
∏D−2

j=1 sin θj

∂

∂θD−1

)

= r̂
∂

∂r
+

D−1
∑

k=1

θ̂k
1

r
∏k−1

j=1 sin θj

∂

∂θk
(5.23)

y el operador Laplaciano ~∇2
D tiene la expresión

~∇2
D =

1

rD−1

∂

∂r
rD−1 ∂

∂r
− Λ2

r2
. (5.24)

El operador Λ es la generalización D-dimensional del operador momento
angular [21,53,179], y sólo depende de las D−1 coordenadas hiperangulares
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ΩD−1:

Λ2 = −
D−1
∑

i=1

(sin θi)
i+1−D

(

∏i−1
j=1 sin θj

)2

∂

∂θi

[

(sin θi)
D−i−1 ∂

∂θi

]

. (5.25)

Este operador satisface la ecuación de autovalores

Λ2Y{µ}(ΩD−1) = l(l +D − 2)Y{µ}(ΩD−1), (5.26)

donde el śımbolo Y{µ}(ΩD−1) denota el armónico hiperesférico descrito por
los D− 1 números cuánticos (l ≡ µ1, µ2, . . . , µD−2, µD−1 ≡ m) ≡ ({µ}), que
son números enteros con valores dados por las condiciones l = 0, 1, 2, . . ., y
l ≡ µ1 ≥ µ2 ≥ . . . ≥ µD−2 ≥ |µD−1| ≡ |m| ≥ 0. Estas funciones tienen la
siguiente forma anaĺıtica [21,53,117,118,179],

Y{µ}(ΩD−1) = N{µ}e
imθD−1

D−2
∏

j=1

C
αj+µj+1

µj−µj+1
(cos θj)(sin θj)

µj+1

=
eimθD−1

√
2π

D−2
∏

j=1

Y (j)
µj ,µj+1

(θj), (5.27)

donde la constante de normalización viene dada por

|N{µ}|2 =
1

2π

D−2
∏

j=1

(αj + µj)(µj − µj+1)!Γ
2(αj + µj+1)

π21−2αj−2µj+1Γ(2αj + µj + µj+1)

=
1

2π

D−2
∏

j=1

N (j)
µj ,µj+1

, (5.28)

con αj = (D− j−1)/2, y siendo Cλ
k (t) el polinomio de Gegenbauer de grado

k y parámetro real λ. Además, se ha usado la notación

Y (j)
µj ,µj+1

(θj) = N (j)
µj ,µj+1

C
αj+µj+1

µj−µj+1
(cos θj)(sin θj)

µj+1 .

Antes de proseguir, conviene comentar que para D = 2 no aparecen
productorios en las ecuaciones (5.27) y (5.28) por lo que el correspondiente
armónico esférico en este caso es simplemente eimφ/

√
2π.

El armónico hiperesférico Y{µ}(ΩD−1) satisface la condición de ortonor-
malidad

∫

SD−1

dΩD−1Y∗
l′,{µ′}(ΩD−1)Y{µ}(ΩD−1) = δll′δ{µ},{µ′} (5.29)

donde el elemento de ángulo sólido generalizado dΩD−1 es

dΩD−1 =





D−2
∏

j=1

(sin θj)
2αjdθj



 dθD−1. (5.30)
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Por otra parte, los armónicos parciales Y
(j)
µj ,µj+1(θi) satisfacen las relacio-

nes integrales [53,61]
∫ π

0

[

Y (j)
µj ,µj+1

(θj)
]2

(sin θj)
D−j−1dθj = 1, (5.31)

y
∫ π

0

[

Y (j)
µj ,µj+1

(θj)
]2

(sin θj)
D−j−3dθj =

2µj +D − j − 1

2µj+1 +D − j − 2
. (5.32)

Nótese que, cuando j = D − 2,
∫ π

0

[

Y j
µD−2,µD−1

(θD−2)
]2

(sin θD−2)
−1dθD−2 =

2µD−2 + 1

2|µD−1|
.

Entonces, las funciones de onda ΨE,{µ}(~r) del problema representado en
las ecuaciones (5.21)-(5.24) son factorizables de la siguiente forma

ΨE,{µ}(~r) = REl(r)Y{µ}(ΩD−1), (5.33)

donde la función de onda radial REl(r) satisface la ecuación de Schrödinger
radial

[

−1

2

d2

dr2
− D − 1

2r

d

dr
+
l(l +D − 2)

2r2
+ VD(r)

]

REl(r) = EDREl(r).

Para eliminar de esta ecuación el término de la derivada primera, se usan
las funciones de onda radiales reducidas

uEl(r) = r(D−1)/2REl(r),

con lo que se obtiene la ecuación de Schrödinger radial reducida
[

−1

2

d2

dr2
+
L(L+ 1)

2r2
+ VD(r)

]

uEl(r) = EDuEl(r), (5.34)

donde L es el número cuántico orbital generalizado, definido por

L = l +
D − 3

2
. (5.35)

Nótese que l(l + D − 2) = L(L + 1) − (D − 1)(D − 3)/4. Las soluciones
f́ısicamente aceptables han de satisfacer que uEl(r) → 0 cuando r → 0
y r → ∞. Además, la normalización a la unidad de la función de onda
ΨE,{µ}(~r) implica que la función de onda radial reducida uEl(r) debe cumplir
que

∫ ∞

0
|uEl(r)|2dr = 1, (5.36)

donde se ha tenido en cuenta la condición de ortonormalización (5.29).
Nótese que la ecuación de Schrödinger radial reducida (5.34) de un sis-

tema D-dimensional es igual que la del sistema tridimensional sustituyendo
el número cuántico orbital generalizado L por el número cuántico orbital
l. Esto indica que existe un isomorfismo entre la dimensionalidad D y el
número cuántico angular [135,136], de forma que D → D+ 2 es equivalente
a l → l + 1.
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5.3.2. Informaciones de Fisher a partir de los valores espe-

rados radiales

En esta subsección se hallan las expresiones de las informaciones de Fis-
her en los espacios de posiciones y momentos de una part́ıcula confinada en
el potencial central D-dimensional VD(r). Para ello, nótese que la densidad
en el espacio de posiciones ρE,{µ}(~r) es

ρE,{µ}(~r) = |ΨE,{µ}(~r)|2 = |ΨE,{µ}(r, θ1, θ2, . . . , θD−2, 0)|2,
dado que la dependencia en θD−1 de la función de onda es de la forma
exp(imθD−1) según (5.33) y (5.27). Entonces la información de Fisher en el
espacio de posiciones Iρ(D) ≡ Iρ, definida en la ecuación (5.5), se reduce a

Iρ(D) = 4

∫

RD

|~∇DΨE,{µ}(r, θ1, θ2, . . . , θD−2, 0)|2dDr, (5.37)

expresión que es válida cuando la función de onda posee una fase indepen-
diente de las coordenadas (r, θ1, . . . , θD−2), lo cual se cumple para las coor-
denadas (θ1, . . . , θD−2) si el sistema es central, por lo que sólo habŕıa que
exigir esta condición para la parte radial de la función de onda. El elemento
de volumen D-dimensional dDr es

dDr = rD−1drdΩD−1.

Por otro lado, se sabe que el valor esperado 〈p2〉 dado por

〈p2〉 =

∫

RD

|~∇DΨEl{µ}(r, θ1, θ2, . . . , θD−1)|2dDr (5.38)

puede ser descompuesto, de acuerdo con la forma del gradiente (5.23) en
coordenadas esféricas,

〈p2〉 =

∫

RD

|~∇DΨEl{µ}(r, θ1, θ2, . . . , θD−2, 0)|2dDr +Klm(D). (5.39)

El śımbolo K denota la integral

Klm(D) =

∫

RD

∣

∣

∣

∣

∣

1

r

D−2
∏

i=1

(sin θi)
−1 ∂

∂θD−1
ΨEl{µ}(~r)

∣

∣

∣

∣

∣

2

dDr

= 〈r−2〉
D−2
∏

i=1

∫ π

0
|Y (i)

µi,µi+1
(θi)|2(sin θi)

D−i−3dθi

× 1

2π

∫ 2π

0

∣

∣

∣

∣

∂

∂θD−1
(eimθD−1)

∣

∣

∣

∣

2

dθD−1

= 〈r−2〉m2
D−2
∏

i=1

2µi +D − i− 1

2µi+1 +D − i− 2

=
1

2
〈r−2〉|m|(2l +D − 2), (5.40)
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donde se han tenido en cuenta las propiedades de las funciones Y
(j)
µj ,µj+1(θj),

j = 1, 2, . . . ,D − 2 dadas en las ecuaciones (5.31) y (5.32) en la segunda
igualdad, y la expresión

D−2
∏

i=1

2µi +D − i− 1

2µi+1 +D − i− 2
=

2l +D − 2

2|m|

en la tercera igualdad. Además, se ha empleado el valor esperado radial

〈r−2〉 =

∫

RD

r−2ρ(~r)dDr =

∫ ∞

0
r−2R2

El(r)r
D−1dr.

La combinación de las ecuaciones (5.37), (5.39) y (5.40) nos lleva a la
siguiente relación entre la información de Fisher en el espacio de posiciones
Iρ(D) y los valores esperados radiales 〈p2〉 y 〈r−2〉:

Iρ(D) = 4〈p2〉 − 2|m|(2l +D − 2)〈r−2〉, (5.41)

La aplicación de este mismo procedimiento en el espacio de momentos
permite obtener el valor

Iγ(D) = 4〈r2〉 − 2|m|(2l +D − 2)〈p−2〉, (5.42)

para la información de Fisher de momentos en términos de los valores es-
perados 〈r2〉 y 〈p−2〉. Estas expresiones se reducen en el caso tridimensional
[A2] a las encontradas en la Sección 5.2.

Finalmente cabe mencionar que, cuando D = 2, tenemos sólo un número
cuántico angular l, y las expresiones anteriores se simplifican, obteniéndose
que Iρ(D) = 4〈p2〉 − l2〈r−2〉 y Iγ(D) = 4〈r2〉 − l2〈p−2〉.

5.3.3. Desigualdades radiales

En esta subsección se obtienen las relaciones de tipo incertidumbre

〈p2〉 ≥ l(l +D − 2)〈r−2〉, (5.43)

〈r2〉 ≥ l(l +D − 2)〈p−2〉, (5.44)

entre los valores esperados radiales (〈p2〉, 〈r−2〉), y (〈r2〉, 〈p−2〉), respectiva-
mente. Para hallar la expresión (5.43) comenzamos con las ecuaciones (5.23)
y (5.38), que nos llevan a

〈p2〉 = JR(D) + 〈r−2〉JA(D), (5.45)

donde tenemos la integral radial

JR(D) =

∫

RD

∣

∣

∣

∣

∂

∂r
ΨE,{µ}(~r)

∣

∣

∣

∣

2

dDr =

∫ ∞

0

[

dREl

dr

]2

rD−1dr,
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y la integral angular

JA(D) =

∫

SD−1

D−1
∑

i=1

∣

∣

∣

∣

∣

1
∏i−1

j=1 sin θj

∂

∂θi
Y{µ}(ΩD−1)

∣

∣

∣

∣

∣

2

dΩD−1

=

D−1
∑

i=1

∫

SD−1

1
(

∏i−1
j=1 sin θj

)2

∂

∂θi
Y∗
{µ}(ΩD−1)

∂

∂θi
Y{µ}(ΩD−1)

×
D−2
∏

j=1

(

(sin θj)
D−j−1dθj

)

dθD−1, (5.46)

y donde se ha usado la expresión (5.30) del elemento de volumen dΩD−1.
Nótese además que los productorios

∏D−2
j=1 y

∏i−1
j=1 valen 1 cuando D = 2 y

i = 1, respectivamente. Entonces, teniendo en cuenta la no negatividad de
la integral radial JR(D), se tiene que

〈p2〉 ≥ 〈r−2〉JA(D). (5.47)

En el espacio de momentos, un procedimiento similar permite encontrar
que

〈r2〉 ≥ 〈p−2〉JA(D). (5.48)

Para calcular JA(D), se realiza una integración por partes en la integral
de la ecuación (5.46), lo que nos lleva a

JA(D) = −
D−1
∑

i=1

∫

SD−1

Y∗
{µ}(ΩD−1)

1
(

∏i−1
j=1 sin θj

)2

× ∂

∂θi

[

(sin θi)
D−i−1 ∂

∂θi
Y{µ}(ΩD−1)

]

×
D−2
∏

j=1,j 6=i

(

(sin θj)
D−j−1dθj

)

dθD−1

= −
D−1
∑

i=1

∫

SD−1

Y∗
{µ}(ΩD−1)

(sin θi)
1+i−D

(

∏i−1
j=1 sin θj

)2

× ∂

∂θi

[

(sin θi)
D−i−1 ∂

∂θi
Y{µ}(ΩD−1)

]

×
D−2
∏

j=1

(

(sin θj)
D−j−1dθj

)

dθD−1

=

∫

SD−1

Y∗
{µ}(ΩD−1)Λ

2Y{µ}(ΩD−1)dΩD−1

= l(l +D − 2), (5.49)
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donde se ha hecho uso la expresión (5.25) del operador Λ2 en la tercera
igualdad, y las expresiones (5.26) y (5.29) en el último paso.

Finalmente, la sustitución del valor (5.49) por la integral JA(D) en las
desigualdades (5.47) y (5.48) nos lleva a las desigualdades de tipo incerti-
dumbre (5.43) y (5.44),

〈p2〉 ≥ l(l +D − 2)〈r−2〉,
〈r2〉 ≥ l(l +D − 2)〈p−2〉,

respectivamente.
Para el caso en el que D = 3, estas dos desigualdades han sido halladas

en la Sección 5.2.
Finalmente, merece la pena comentar que hasta ahora la única desigual-

dad de este tipo disponible en la bibliograf́ıa es la encontrada por E. Rome-
ra [229]

〈p2〉 ≥
(

D − 2

2

)2

〈r−2〉 (5.50)

para sistemas generales. La comparación de las desigualdades (5.43) y (5.50)
muestra que (i) la primera es más restrictiva que la segunda cuando l >
(
√

2− 1)(D − 2)/2, indicando su gran precisión cuando D ≤ 6 para estados
con l > 0, y (ii) la segunda es más fuerte para l = 0, independientemente
del valor de la dimensionalidad espacial.

5.3.4. Relación de incertidumbre

En esta subsección se demuestra que las informaciones de Fisher de los
espacios de posiciones y momentos de un sistema monoparticular con un
potencial central VD(r) en D-dimensiones (D ≥ 3) satisfacen la relación de
incertidumbre

Iρ(D)Iγ(D) ≥ 4D2

[

1 − (2l +D − 2)|m|
2l(l +D − 2)

]2

, (l > 0) (5.51)

donde los números cuánticos hiperangulares l y m toman los valores in-
dicados anteriormente. Cuando D = 2 obtenemos la desigualdad trivial
Iρ(D)Iγ(D) ≥ 0.

Para obtener (5.51) partimos de las expresiones (5.41) y (5.42) de las
informaciones de Fisher en los espacios de posiciones y momentos, halladas
en la Subsección 5.3.2,

Iρ(D) = 4〈p2〉 − 2|m|(2l +D − 2)〈r−2〉,
Iγ(D) = 4〈r2〉 − 2|m|(2l +D − 2)〈p−2〉,

junto con las desigualdades radiales (5.43) y (5.44), halladas en la Subsección
5.3.3,

〈p2〉 ≥ l(l +D − 2)〈r−2〉,
〈r2〉 ≥ l(l +D − 2)〈p−2〉.



5. Información de Fisher en un potencial central 101

De esta forma se tiene que

Iρ(D)Iγ(D) ≥ 16

[

1 − (2l +D − 2)|m|
2l(l +D − 2)

]2

〈r2〉〈p2〉,

o, usando el número cuántico orbital generalizado L, definido en (5.35),

Iρ(D)Iγ(D) ≥ 16

[

1 − (2L+ 1)|m|
2L(L+ 1) − 1

2(D − 1)(D − 3)

]2

〈r2〉〈p2〉, (5.52)

donde se enfatiza el carácter de incertidumbre de esta desigualdad. Ahora
queda usar la desigualdad de incertidumbre de tipo Heisenberg

〈r2〉〈p2〉 ≥ D2

4
, (5.53)

para obtener finalmente la relación de incertidumbre descrita en la ecuación
(5.51). Para los estados s (i.e. l = 0), las expresiones (5.41), (5.42) y (5.53)
nos conducen a la desigualdad Iρ(D)Iγ(D) ≥ 4D2.

El uso del número cuántico orbital generalizado L nos permite escribir

2l +D − 2 = 2L+ 1

y

l(l +D − 2) =
1

4
(2L−D + 3)(2L+D − 1) = L(L+ 1) − 1

4
(D − 1)(D − 3),

por lo que la nueva relación de incertidumbre puede ser expresada como

Iρ(D)Iγ(D) ≥ 4D2

[

1 − (2L+ 1)|m|
2L(L+ 1) − 1

2(D − 1)(D − 3)

]2

. (5.54)

Nótese que para los estados con número cuántico magnético m = 0, la
nueva relación de incertidumbre resulta

Iρ(D)Iγ(D) ≥ 4D2, (5.55)

que se satura para el oscilador armónico isótropo en D dimensiones (véase
la Subsección 5.3.8). Es muy posible que la desigualdad (5.55) sea de va-
lidez general; esto es, para potenciales no necesariamente de tipo central.
Finalmente, merece la pena destacar que la nueva relación de incertidum-
bre (5.51) ó (5.54) (i) generaliza la relación Iρ(1)Iγ(1) ≥ 4 recientemente
obtenida para las funciones de onda con simetŕıa par en sistemas generales
monodimensionales [64] y (ii) se reduce a

Iρ(D)Iγ(D) ≥ 36

[

1 − (2l + 1)|m|
2l(l + 1)

]2

para sistemas tridimensionales, tal como ya ha sido demostrado en el caṕıtu-
lo anterior [A2].
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5.3.5. Relación de Heisenberg para potenciales centrales

El objetivo de esta subsección es mejorar la relación de Heisenberg D-
dimensional

〈r2〉〈p2〉 ≥ D2

4
,

para sistemas sometidos a un potencial central cualquiera. Hasta ahora sólo
se dispońıa de los valores expĺıcitos del producto de incertidumbre de Hei-
senberg para varios sistemas tridimensionales con potenciales centrales es-
pećıficos de forma conocida [120, 166, 188, 220]. Aqúı, en esta memoria, se
demuestra que la relación de incertidumbre de tipo Heisenberg para sistemas
D-dimensionales con potenciales centrales cualesquiera es de la forma

〈r2〉〈p2〉 ≥
(

l +
D

2

)2

. (5.56)

donde l es el número cuántico orbital principal.
Para obtener la relación (5.56) comenzamos por la siguiente desigualdad

[119] donde interviene la función de onda radial reducida uEl, solución de la
ecuación de Schrödinger (5.34),

∫ ∞

0

(

u′El −
L+ 1

r
uEl − λruEl

)2

dr ≥ 0, (5.57)

donde uEl ≡ uEl(r) y λ es un parámetro real arbitrario. A continuación
se tiene en cuenta que el operador gradiente en estos sistemas nos permite
escribir que

〈p2〉 =

∫ ∞

0

∣

∣u′El(r)
∣

∣

2
dr + L(L+ 1)〈r−2〉. (5.58)

Esto, junto con la relación de ortonormalidad (5.36), y que

∫ ∞

0
ruEl(r)u

′
El(r)dr = −1

2
, (5.59)

nos permite desarrollar la integral (5.57) para obtener la siguiente desigual-
dad cuadrática en λ:

〈r2〉λ2 + (2L+ 3)λ+ 〈p2〉 ≥ 0,

donde el discriminante del polinomio de segundo grado en λ que aparece en el
lado izquierdo de la desigualdad debe ser necesariamente negativo, evitando
aśı que la expresión pueda tomar valores no positivos. Esta observación (o, lo
que es equivalente, la optimización de esta relación cuadrática con respecto
a λ) conduce directamente a la expresión

〈r2〉〈p2〉 ≥
(

L+
3

2

)2

, (5.60)
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que nos lleva a la desigualdad (5.56)

〈r2〉〈p2〉 ≥
(

l +
D

2

)2

una vez se tiene en cuenta la definición (5.35) del número cuántico orbital
generalizado L.

Se observa que la nueva desigualdad (5.56) se reduce a la desigualdad
general ya conocida (5.53), para estados s, con lo que no se consigue una
mejora en las relaciones para estos estados. Sin embargo, la mejora es notable
para estados para los que l > 0, al crecer la cota inferior como l2. Por otra
parte, los productos de incertidumbre 〈r2〉〈p2〉 calculados por varios autores
[120,166,188,220] para diferentes potenciales centrales espećıficos de forma
conocida satisfacen la nueva relación de incertidumbre (5.56) aqúı obtenida.

5.3.6. Mejora de las desigualdades radiales

En esta subsección se mejoran las desigualdades halladas en la Subsección
5.3.3 que ligan los valores esperados radiales (〈p2〉, 〈r−2〉) y (〈r2〉, 〈p−2〉).
Ya se ha establecido anteriormente que el valor esperado 〈p2〉 puede ser
descompuesto para potenciales centrales de la siguiente forma

〈p2〉 = JR(D) + l(l +D − 2)〈r−2〉, (5.61)

con la integral radial

JR(D) =

∫ ∞

0

[

dRE,l(r)

dr

]2

rD−1dr. (5.62)

La no negatividad de esta integral nos llevaba directamente a la siguiente
desigualdad

〈p2〉 ≥ l(l +D − 2)〈r−2〉.
Y la correspondiente relación en el espacio de momentos, siguiendo un pro-
cedimiento paralelo, es

〈r2〉 ≥ l(l +D − 2)〈p−2〉.

Estas dos últimas expresiones pueden ser mejoradas si tenemos en cuenta
el cambio

RE,l → uE,l : uE,l(r) = r(D−1)/2RE,l(r)

en la integral (5.62), lo que nos lleva a la siguiente expresión

JR(D) =

∫ ∞

0

[

(u′)2 +

(

D − 1

2

)2

r−2u2 − (D − 1)r−1uu′
]

dr

=

∫ ∞

0
(u′)2dr +

1

4
(D − 1)(D − 3)〈r−2〉, (5.63)
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donde se ha usado la igualdad

∫ ∞

0
r−1uu′dr =

1

2

∫ ∞

0
r−2u2dr,

y se ha supuesto que u(r) ∼ rL+1 en r = 0 (lo cual implica que D > 2),
que ocurre para cualquier potencial central que cumpla que |V (r)| ≤ Cr−2

cuando r → 0.

Entonces, sustituyendo el resultado dado en (5.63) en la expresión del
valor esperado (5.61), llegamos a

〈p2〉 =

∫ ∞

0
(u′)2dr +

[

l(l +D − 2) +
1

4
(D − 1)(D − 3)

]

〈r−2〉.

Por tanto, teniendo en cuenta la no negatividad de la integral, podemos
escribir la desigualdad

〈p2〉 ≥
[

l(l +D − 2) +
1

4
(D − 1)(D − 3)

]

〈r−2〉.

Usando ahora el momento angular generalizado L dado por (5.35), se
obtiene que

〈p2〉 ≥ L(L+ 1)〈r−2〉. (5.64)

Un procedimiento totalmente análogo en el espacio de momentos nos
permite obtener que

〈r2〉 ≥ L(L+ 1)〈p−2〉. (5.65)

Estas dos desigualdades (5.64) y (5.65) mejoran las correspondientes ex-
presiones (5.43) y (5.44), respectivamente. Sin embargo, puede obtenerse una
mejora aún mayor por medio de un procedimiento alternativo, radicalmente
diferente del usado anteriormente. Para ello, partiremos de la desigualdad
construida ad hoc siguiente:

∫ ∞

0

(

u′ − λ

r
u

)2

dr ≥ 0,

con λ un parámetro real. Desarrollando esta integral y usando las relaciones
(5.58) y (5.59), se obtiene la siguiente inecuación en λ

〈r−2〉λ2 − 〈r−2〉λ+ 〈p2〉 − L(L+ 1)〈r−2〉 ≥ 0.

La optimización en λ de esta inecuación (o, equivalentemente, la negatividad
del determinante secular asociado a ella) conduce a la desigualdad

〈p2〉 ≥
(

L+
1

2

)2

〈r−2〉. (5.66)
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La relación conjugada correspondiente es

〈r2〉 ≥
(

L+
1

2

)2

〈p−2〉. (5.67)

Y usando el número cuántico l en lugar de L, se tiene que

〈p2〉 ≥
(

l +
D − 2

2

)2

〈r−2〉,

〈r2〉 ≥
(

l +
D − 2

2

)2

〈p−2〉.

Las dos últimas desigualdades para potenciales centrales resultan más
precisas que las desigualdades para sistemas generales correspondientes de
Faris [84] y Pitt-Beckner [27,212,229], y las cotas inferiores encontradas en
las secciones anteriores. Además, extienden expresiones similares encontra-
das en la bibliograf́ıa [97,98,182,288].

5.3.7. Mejora de la relación de incertidumbre

En base a los resultados obtenidos en las dos secciones anteriores, la
relación de incertidumbre (5.51) ó (5.54) que verifican las medidas de in-
formación de Fisher de posiciones y momentos para potenciales centrales,
Iρ(D) e Iγ(D), puede ser mejorada en un doble sentido. La primera de estas
mejoras, descrita en la Subsección 5.3.5 afecta a la relación de Heisenberg
(5.53), que para potenciales centrales queda (5.60)

〈r2〉〈p2〉 ≥
(

L+
3

2

)2

.

El resultado de aplicar esta mejora sobre la desigualdad (5.52) es la relación

Iρ(D)Iγ(D) ≥ 16

[

1 − (2L+ 1)|m|
L(L+ 1) − 1

2(D − 1)(D − 3)

]2(

L+
3

2

)2

, (5.68)

o, usando el número cuántico orbital l,

Iρ(D)Iγ(D) ≥ 16

[

1 − (2l +D − 2)|m|
2l(l +D − 2)

]2(

l +
D

2

)2

.

La segunda mejora, descrita en la Subsección 5.3.6, afecta a las desigual-
dades radiales (5.43) y (5.44) que se hacen más fuertes según (5.66) y (5.67);
esto es

〈p2〉 ≥
(

L+
1

2

)2

〈r−2〉,

〈r2〉 ≥
(

L+
1

2

)2

〈p−2〉.
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La aplicación de estas nuevas desigualdades a las expresiones (5.41) y (5.42),
permite acotar las informaciones de Fisher en los espacios de posiciones y
momentos como sigue

Iρ(D) ≥ 4

(

1 − 2|m|
2L+ 1

)

〈p2〉, (5.69)

Iγ(D) ≥ 4

(

1 − 2|m|
2L+ 1

)

〈r2〉, (5.70)

que al ser combinadas se obtiene esta nueva relación entre los productos de
Fisher y Heisenberg

Iρ(D)Iγ(D) ≥ 16

(

1 − 2|m|
2L+ 1

)2

〈r2〉〈p2〉.

Finalmente, usando aqúı la relación de Heisenberg (5.56) para potenciales
centrales que acabamos de obtener, se llega a la nueva relación de incerti-
dumbre

Iρ(D)Iγ(D) ≥ 16

(

1 − 2|m|
2L+ 1

)2(

L+
3

2

)2

, (5.71)

o, usando el número cuántico orbital l,

Iρ(D)Iγ(D) ≥ 16

(

1 − 2|m|
2l +D − 2

)2(

l +
D

2

)2

.

Nótese que para l = 0, esta relación toma la forma Iρ(D)Iγ(D) ≥ 4D2,
cuya validez es posiblemente general, tal como hemos discutido al final de
la Subsección 5.3.4.

5.3.8. Aplicación a algunos sistemas elementales

En esta subsección se calculan las informaciones de Fisher en los es-
pacios de posiciones y momentos para los dos prototipos más prominentes
de sistemas D-dimensionales: el oscilador armónico isótropo y el átomo de
hidrógeno. Aśı mismo, se realiza una comparación entre las tres relaciones
de incertidumbre de Fisher dadas en las expresiones (5.54), (5.68) y (5.71),
para estos dos mismos sistemas. Recordemos aqúı estas tres desigualdades:

Iρ(D)Iγ(D) ≥ 4D2

[

1 − (2L+ 1)|m|
2L(L+ 1) − 1

2(D − 1)(D − 3)

]2

≡ K1(D),

Iρ(D)Iγ(D) ≥ 16

[

1 − (2L+ 1)|m|
L(L+ 1) − 1

2(D − 1)(D − 3)

]2(

L+
3

2

)2

≡ K2(D),

y

Iρ(D)Iγ(D) ≥ 16

(

1 − 2|m|
2L+ 1

)2(

L+
3

2

)2

≡ K3(D).
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Para facilitar la discusión, introducimos los cocientes Ξi entre estas cotas
inferiores Ki(D) y el correspondiente producto de informaciones de Fisher
Iρ(D)Iγ(D):

Ξi =
Ki(D)

Iρ(D)Iγ(D)
≤ 1 i = 1, 2, 3.

Se ha estudiado numéricamente la dependencia de estos cocientes con la
dimensionalidad y con el número cuántico principal para los estados del
oscilador y del átomo de hidrógeno.

Oscilador armónico isótropo

En este caso V (r) = 1
2ω

2r2 (con masa igual a la unidad). Las auto-
enerǵıas de los estados vienen dadas por

E =

(

η +
3

2

)

ω, (5.72)

con

η = n+
D − 3

2
= 2nr + l+

D − 3

2
≡ 2nr +L; nr = 0, 1, 2, . . . , l = 0, 1, 2, . . .

Para este sistema los valores esperados radiales 〈r−2〉 y 〈r2〉 tienen la
forma [78,79,223]

〈r−2〉 =
2ω

2L+ 1
; 〈r2〉 =

(

η +
3

2

)

ω−1, (5.73)

y los valores esperados en el espacio de momentos resultan ser 〈pα〉 = ωα〈rα〉,
por lo que

〈p−2〉 =
2

2L+ 1
ω−1; 〈p2〉 =

(

η +
3

2

)

ω. (5.74)

Entonces, la información de Fisher del oscilador armónico isótropo D-
dimensional en el espacio de posiciones es, según las ecuaciones (5.41), (5.73)
y (5.74),

Iρ(D) = 4(η − |m| + 3

2
)ω = 4

(

2nr + l − |m| + D

2

)

ω. (5.75)

De forma similar, según teniendo en cuenta las ecuaciones (5.42), (5.73)
y (5.74), encontramos el siguiente valor para la información de Fisher en el
espacio de momentos del oscilador armónico D-dimensional,

Iγ(D) = 4

(

η − |m| + 3

2

)

ω−1 = 4

(

2nr + l − |m| + D

2

)

ω−1.

Es interesante comprobar cómo para el estado fundamental (nr = l =
m = 0) se tiene que Iρ(D) = 2Dω y Iγ(D) = 2Dω−1, por lo que el producto
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Figura 5.1: Cocientes Ξi, i = 1 (+), 2 (�) y 3 (×), entre las cotas inferiores y el
producto de incertidumbre de Fisher en función de la dimensión D para el estado
con números cuánticos (n, l,m) = (1, 1, 1) del oscilador armónico.

de incertidumbre de informaciones de Fisher resulta Iρ(D)Iγ(D) = 4D2. Por
tanto, la relación de incertidumbre de Fisher (5.55) se satura en este estado
del oscilador armónico.

En cuanto a las relaciones de incertidumbre consideradas, el comporta-
miento de los cocientes Ξi (i = 1, 2 y 3) como una función de la dimensión
D para el estado con números cuánticos (n, l,m) = (1, 1, 1) se muestra en la
Figura 5.1. En los tres casos el cociente crece monótonamente, i.e. las cotas
mejoran, conforme aumentamos D. Para un valor concreto de la dimensio-
nalidad, vemos como la tercera de las desigualdades es la más precisa de
todas. Aśı, Ξ3 está mucho más cercano a la unidad que Ξ1 y Ξ2, y se tiene
que Ξ3 → 1 en el ĺımite D → ∞. Este comportamiento asintótico es muy
diferente para las otras dos cotas; para un valor de los números cuánticos
(n, l,m), se tiene que Ξi → (2l−|m|

2l )2 si D → ∞, con i = 1 y 2. Nótese que
sólo si se anula el número cuántico magnético (m = 0), Ξ1,2 → 1 si D → ∞,
mientras que para el estado (1, 1, 1) analizado aqúı, Ξ1,2 → 1

4 para valores
altos de la dimensionalidad.

Las Figuras 5.2a y 5.2b presentan los cocientes Ξi (i = 1, 2 y 3) para los
estados con números cuánticos angular y magnético l = m = 1, en función
del número cuántico principal n para D = 3 y D = 30, respectivamente.
Fijando de esta manera la simetŕıa de los estados (l y m permanecen cons-
tantes) y la dimensión D, los valores de las cotas K1(D), K2(D) y K3(D)
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también quedan fijados, y sólo el producto Iρ(D)Iγ(D) vaŕıa con n. En los
tres casos, la dependencia de los cocientes Ξi con n es cualitativamente si-
milar pero cuantitativamente diferente. La precisión de las desigualdades
empeora con el grado de excitación de los estados, y en el ĺımite de n→ ∞,
se tiene Ξi → 0 para i = 1, 2 y 3. Para D = 3, la tercera desigualdad (5.71)
muestra una pequeña mejora con respecto a las otras dos, como se puede
comprobar en la Figura 5.2a. Por otro lado, el cociente Ξ3 se reduce en más
de tres órdenes de magnitud para los estados considerados en la gráfica, des-
de Ξ3 = 0,31 a 10−4 para los niveles con n = 0 y n = 40, respectivamente.
Sin embargo, para D = 30 la tercera relación de incertidumbre (5.71) śı pre-
senta una significativa mejora con respecto a las otras dos, como se puede
ver en la Figura 5.2b. De hecho, esta desigualdad casi resulta saturada con
Ξ3 = 0,99 para el nivel con n = 0, decreciendo a partir de este valor. Para
el conjunto de estados considerados, Ξ3 se reduce en más de un orden de
magnitud, con Ξ3 = 0,025 para el estado n = 40.

Átomo de hidrógeno

En este caso tenemos el potencial V (r) = 1/r. Las enerǵıas de los estados
ligados vienen dadas por

E = − 1

2η2
(5.76)

donde η es el número cuántico principal generalizado

η = n+
D − 3

2
; n = 1, 2, 3, . . .

Los valores esperados radiales 〈r−2〉 y 〈r2〉 tienen la siguiente expresión
[223]

〈r−2〉 =
2

η3

1

2L+ 1
; 〈r2〉 =

1

2
η2[5η2 − 3L(L+ 1) + 1], (5.77)

y los valores esperados en el espacio de momentos 〈p−2〉 y 〈p2〉 vienen dados
por [272]

〈p−2〉 =
8η − 3(2L+ 1)

2L+ 1
η2; 〈p2〉 =

1

η2
. (5.78)

Entonces, de acuerdo con las ecuaciones (5.41), (5.77) y (5.78), la infor-
mación de Fisher en el espacio de posiciones del hidrógeno D-dimensional
es

Iρ(D) = 4〈p2〉 − 2|m|(2L + 1)〈r−2〉 =
4

η3
(η − |m|), (5.79)

que ha sido recientemente encontrada de diferente modo por Dehesa et al.
[61]. Además, nótese que para el átomo de hidrógeno real (D = 3), se tiene
que Iρ(D) = 4(n− |m|)/n3, como ya se vio en la Sección 5.2.
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Figura 5.2: Cocientes Ξi, i = 1 (+), 2 (�) y 3 (×), entre las cotas inferiores y el
producto de incertidumbre de Fisher para los estados del oscilador armónico con
l = m = 1 en función del número cuántico principal n para las dimensiones D = 3
(a) y D = 30 (b).



5. Información de Fisher en un potencial central 111

Por otro lado, de acuerdo con las ecuaciones (5.42), (5.77) y (5.78), la
información de Fisher en el espacio de momentos del átomo de hidrógeno
D-dimensional es

Iγ(D) = 4〈r2〉 − 2|m|(2L + 1)〈p−2〉
= 2η2{5η2 − 3L(L+ 1) − [8η − 3(2L+ 1)]|m| + 1},

que también ha sido hallada recientemente por otros medios [61]. Merece la
pena destacar que en el caso tridimensional se llega al conocido valor [A2],
ya obtenido en la Sección 5.2.

Iγ(D) = 2n2{5n2 − 3l(l + 1) − [8n − 3(2l + 1)]|m| + 1},
ya que los números cuánticos generalizados η y L resultan los familiares
números cuánticos n y l para D = 3.

En este punto merece la pena destacar también que para l = n − 1
la precisión de las desigualdades (5.43) y (5.44) para este sistema mejora
cuando n crece

En cuanto a las relaciones de incertidumbre consideradas, en la Figu-
ra 5.3 se muestra el comportamiento de los cocientes Ξi (i = 1, 2 y 3)
como una función de la dimensión D para los niveles con números cuánti-
cos (n, l,m) = (2, 1, 1) del átomo de hidrógeno. Los resultados se asemejan
a los presentados para el oscilador armónico, véase la Figura 5.1. Las tres
cotas inferiores crecen con la dimensionalidad del sistema. De nuevo es la
tercera desigualdad la que ofrece mejores resultados, con Ξ3 alcanzando rápi-
damente el comportamiento asintótico de grandes valores de D, con Ξ3 → 1
cuando D → ∞, indicando que la desigualdad (5.71) se satura en este ĺımite

Los cocientes Ξ1 y Ξ2, como en el caso anterior, tienden a (2l−|m|
2l )2 cuando

D → ∞, que es igual a 1
4 para el estado considerado, muy por debajo del

valor de Ξ3.
Como último ejemplo se muestran, en la Figura 5.4, los cocientes Ξi, con

i = 1, 2 y 3, en función del número cuántico principal n para los niveles del
átomo de hidrógeno tridimensional con simetŕıa angular m = l = 1. Como
en el caso del oscilador, las tres cotas empeoran conforme aumenta el grado
de excitación y tienen a cero en el ĺımite de n → ∞. K3(D) ligeramente
mejora los valores dados por K1(D) y K2(D). De nuevo Ξ3 decrece en más
de tres órdenes de magnitud para los niveles considerados, desde Ξ3 = 0,21
a 0,18 · 10−3 para los estados n = 0 y n = 40, respectivamente.

Finalmente, es de interés comentar que a partir de las ecuaciones (5.72)
y (5.75), y de las ecuaciones (5.76) y (5.79), la información de Fisher en el
espacio de momentos para los dos sistemas D-dimensionales del tipo V (R) ∼
rα aqúı considerados, tiene el siguiente comportamiento

Iρ(D) = aEηL + b|m|ηα−2

donde los parámetros reales a y b dependen de la intensidad del potencial,
y donde se ha de tener en cuenta que EηL va como ηα−1.
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5. Información de Fisher en un potencial central 113

5.3.9. Desigualdades de Cramer-Rao de potenciales centra-

les

Una de las primeras aplicaciones que surgen de las desigualdades halladas
en las Subsecciones 5.3.6 y 5.3.7 es la mejora para potenciales centrales de
las desigualdades generales de Cramer-Rao (1.6) [56,74]

Iρ〈r2〉 ≥ D2,

Iγ〈p2〉 ≥ D2,

donde se ha tenido en cuenta que Vρ = 〈r2〉 y Vγ = 〈p2〉, debido a que para
sistemas centrales se cumple que 〈~r〉 = 〈~p〉 = 0.

De acuerdo con la expresión (5.69), la desigualdad de Cramer-Rao en el
espacio de posiciones puede acotarse inferiormente en la forma

〈r2〉Iρ(D) ≥ 4

(

1 − 2|m|
2L+ 1

)

〈r2〉〈p2〉.

Teniendo en cuenta ahora la relación de Heisenberg D-dimensional (5.60),
se tiene

〈r2〉Iρ(D) ≥ 4

(

1 − 2|m|
2L+ 1

)(

L+
3

2

)2

.

De forma similar, teniendo en cuenta las expresiones (5.60) y (5.70), la
desigualdad de Cramer-Rao en el espacio de momentos es

〈p2〉Iγ(D) ≥ 4

(

1 − 2|m|
2L+ 1

)(

L+
3

2

)2

. (5.80)

Merece la pena comentar que estas nuevas cotas inferiores a los productos
de Cramer-Rao en los espacios de posiciones y momentos (i) son iguales a
D2 para estados s (i.e. con l = 0), y (ii) mejoran sustancialmente el valor
dado en (1.5) para sistemas generales.

5.3.10. Cotas a la enerǵıa cinética y a la susceptibilidad dia-

magnética

Las expresiones (5.69) y (5.70) junto con las desigualdades de Stam (1.9)
y (1.10) nos permiten acotar la enerǵıa cinética del sistema T (= 〈p2〉/2)
tanto superior como inferiormente

1

8
Iρ(D) ≤ T ≤ 1

8

2L+ 1

2L+ 1 − 2|m|Iρ(D)

en términos de la información de Fisher en el espacio de posiciones; y el
valor esperado radial 〈r2〉 también se acota como

1

4
Iγ(D) ≤ 〈r2〉 ≤ 1

4

2L+ 1

2L+ 1 − 2|m|Iγ(D)
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en términos de la información de Fisher en el espacio de momentos. Ca-
be mencionar aqúı que, al igual que 〈p2〉 controla la enerǵıa cinética no-
relativista, aśı también 〈r2〉 permite determinar varias magnitudes f́ısicas;
en particular, la susceptibilidad diamagnética del sistema χ = −α2〈r2〉/6 ya
comentada con anterioridad.

5.4. Conclusiones

En este caṕıtulo se ha estudiado la información de Fisher en los espa-
cios de posiciones y momentos de sistemas monoparticulares sometidos a
potenciales centrales. Esta medida teórica de información, que mide cómo
se esparce una densidad de probabilidad mecano-cuántica, resulta estar es-
trechamente ligada a algunos funcionales de la densidad que describen pro-
piedades qúımicas y f́ısicas de los sistemas. Es más, la información de Fisher
permite cuantificar la concentración de la densidad en los intervalos interno-
dales de la misma, proporcionando una medida del carácter oscilatorio de la
correspondiente función de onda, que está estrechamente ligado al número
de nodos por unidad de longitud, y por tanto con la enerǵıa cinética local del
sistema. Esta propiedad de localidad es la que permite que la información
de Fisher ocupe un lugar único entre las demás medidas de información de
los sistemas f́ısicos, las cuales cuantifican meramente la distancia de espar-
cimiento global de la función de onda, y por tanto de la densidad del estado
mecano-cuántico del sistema que estemos considerando.

Se ha mostrado que la información de Fisher en el espacio de posiciones
tiene una expresión cerrada y simple en términos de la enerǵıa cinética y del
valor esperado radial 〈r−2〉, y que la información de Fisher en el espacio de
momentos puede aśı mismo expresarse a través del valor cuadrático medio
del radio, 〈r2〉, y del valor esperado 〈p−2〉, que pueden medirse experimen-
talmente en sistemas atómicos y moleculares. Para estados con m = 0 estas
dos medidas de información son iguales a la enerǵıa cinética, salvo un factor
8, y al radio cuadrático medio, salvo un factor 4, respectivamente. Cabe
destacar que la información de Fisher no está totalmente degenerada en el
número cuántico magnético m, ya que al contrario que la enerǵıa, no sólo
depende del par de números cuánticos (n, l), sino también del valor absoluto
|m|.

Partiendo de una desigualdad asociada a la función de onda radial se ha
encontrado una optimización de la relación de incertidumbre de Heisenberg
para potenciales centrales D-dimensionales, donde la cota inferior presen-
ta ahora una dependencia cuadrática, l2, con el número cuántico angular.
Además, también se han conseguido mejorar para potenciales centrales las
desigualdades de Faris-Pitt-Beckner.

A partir de todos estos resultados se ha obtenido una nueva formulación
matemática del principio de incertidumbre de la mecánica cuántica, si bien



5. Información de Fisher en un potencial central 115

solamente para potenciales centrales, usando la información de Fisher como
medida de incertidumbre. La nueva relación de incertidumbre dada por la
ecuación (5.71) permite acotar inferiormente el producto de las informacio-
nes de Fisher de posiciones y momentos en términos de la dimensionalidad
y de los números cuánticos angular y magnético del estado mecano-cuántico
del sistema que se esté considerando. Esta nueva formulación matemática
del principio de incertidumbre es más fuerte que la relación de Heisenberg
basada en la desviación estándar como medida de incertidumbre, y constitu-
ye una alternativa cualitativamente diferente a la relación de incertidumbre
entrópica que obtuvieron Beckner, Byalinicki-Birula y Mycielski utilizando
el concepto de entroṕıa de Shannon. Al igual que esta nueva relación de
incertidumbre, se ha optimizado la desigualdad de Cramer-Rao para poten-
ciales centrales D-dimensionales.

Estos resultados se han aplicado a los sistemas del átomo de hidrógeno y
el oscilador armónico isótropo. Merece la pena destacar que la información
de Fisher en el espacio de posiciones es, salvo un factor, igual a la enerǵıa del
sistema con un término correctivo de un orden menos en n que la enerǵıa.
Conjeturamos que este hecho podŕıa ser válido en otros sistemas centrales,
o al menos en aquellos cuyo potencial se expresa en términos de una po-
tencia de la coordenada radial. Además, se ha ilustrado numéricamente la
precisión de la relación de incertidumbre basada en la información de Fisher
(5.71) para estos dos mismos sistemas f́ısicos. Se ha comparado con las de-
sigualdades (5.54) y (5.68). En todas las situaciones consideradas la nueva
cota es mejor que las otras dos, con un factor de mejora que depende de la
simetŕıa del estado concreto y de la dimensionalidad del sistema. La nueva
desigualdad se satura en el ĺımite D → ∞, mientras que este ĺımite para las
otras dos depende del estado concreto considerado.

Entre los problemas aún no resueltos que están relacionados con este
estudio cabe destacar (i) la demostración de la relación de incertidumbre
Iρ(D)Iγ(D) ≥ 4D2 para potenciales de carácter no necesariamente central, y
(ii) el hallazgo de nuevas relaciones de incertidumbre basadas en las medidas
de información de Rényi y Tsallis para potenciales centrales que permitan
mejorar las relaciones generales correspondientes obtenidas por I. Byalinicki-
Birula [29] y Rajagopal [221] (ver también [103] y [144]), respectivamente.
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Caṕıtulo 6

Acotación de la enerǵıa

cinética para part́ıculas

confinadas en potenciales

centrales multidimensionales

Summary: Lower bounds to the kinetic energy for

particles in central potentials

This chapter proposes an ad-hoc-inequality-based method to obtain lower
bounds to the particle kinetic energy under central potentials. Many authors
have found lower bounds of this type for three-dimensional general systems.
Some important instances are [97,98,260,288]:

T ≥ 1

8
〈r−2〉, (6.1)

T ≥ 1

2
〈r−1〉2, (6.2)

T ≥ 9

8

1

〈r2〉 , (6.3)

and

T ≥ 〈r−2〉
8

(

1 − 〈r−1〉2
〈r−2〉

)−1

. (6.4)

The new lower bounds found with this new method improve these re-
sults and many others related to central systems and generalize them to
D-dimensional systems; in addition they enable us to obtain many other
new inequalities. The starting point are integral inequalities of the type

∫ ∞

0

(

u′El − arαuEl − λrβuEl

)2
dr ≥ 0,
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where u(r) is the reduced radial function of the system and α, β, a, λ are real
parameters. This kind of inequalities, conveniently developed, have allowed
us to obtain the following bound to the kinetic energy T in terms of the
radial expectation values 〈rk〉:

2T ≥ L(L+1)〈r−2〉−a2〈r2α〉−aα〈rα−1〉−〈r2β〉λ2− (β〈rβ−1〉+2a〈rβ+α〉)λ.

The optimization of this bound with respect to λ yields the inequality

T ≥ 1

2

(

l +
D − 2

2

)2

〈r−2〉,

for a = 0 and β = −1, that generalizes the bound (6.1) to D-dimensional
systems, and improves it for central potentials. Also, it gives e.g. the relation

T ≥ 1

2

(

l +
D − 1

2

)2

〈r−1〉2,

for a = L+ 1, α = −1 and β = 0, that generalizes and improves the bound
(6.2); and

T ≥ 1

2

(

l +
D

2

)2 1

〈r2〉
for a = L+ 1, α = −1 and β = 1, that generalizes and improves the bound
(6.3).

The optimization of the initial inequality with respect to λ and a pro-
duces, e.g. the inequality

T ≥ 1

2

(

(

l +
D − 2

2

)2

− 1

4

)

〈r−2〉 +
〈r−2〉

8

(

1 − 〈r−1〉2
〈r−2〉

)−1

for α = −1 and β = 0, that generalizes and improves the bound (6.4).

Operating similarly with the starting integral inequality of the kind

∫ ∞

0
[u′El − arα ln r u− λrβu]2dr ≥ 0,

new interesting lower bounds in terms of expectation values of the type
〈rk(ln r)m〉 can be found. Some simple examples are

T ≥ 1

2

(

(

l +
D − 2

2

)2

− 1

4

)

〈r−2〉 +
〈r−1〉2

8(〈ln2 r〉 − 〈ln r〉2) ,

and

T ≥ 1

8〈ln2 r〉 [〈r
−1〉 + (2l +D − 1)〈r−1 ln r〉]2
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Taking into account the reciprocity between the position and momen-
tum spaces, and T = 〈p2〉/2, analogous inequalities can be obtained for the
expectation value 〈r2〉 after the interchange of coordinates r ↔ p.

The contents of this chapter conform the following paper: J.S. Dehesa, R.
González-Férez, P. Sánchez-Moreno and R.J. Yáñez, Kinetic energy bounds
for particles confined in spherically-symmetric traps with non-standard di-
mensions, New J. Phys. 9 (2007) 131. Reference [A7].

6.1. Introducción

El estudio de las propiedades dependientes de la densidad de sistemas
monoparticulares, confinados en potenciales centrales D-dimensionales, tie-
ne hoy en d́ıa un considerable interés debido a los nuevos sistemas mesoscópi-
cos de baja dimensionalidad (e.g. puntos y alambres cuánticos) [129] y los
recientes experimentos con sistemas bosónicos [7,104] y fermiónicos [73,148]
a muy bajas densidad y temperatura. Esto está provocando un rápido desa-
rrollo de la teoŕıa de funcionales de la densidad de part́ıculas independientes
sometidas a potenciales centrales multidimensionales. Este caṕıtulo se cen-
trará en la enerǵıa cinética.

Desde los trabajos de I. Waller [277], J.H. Van Vleck [273] y S. Paster-
nack [205] en los años treinta hasta los recientes estudios de S.H. Dong et
al. [78,79], se han publicado numerosas relaciones de recurrencia de diversos
tipos para calcular valores esperados radiales de posición y momento, e in-
cluso elementos de matriz para algunos potenciales espećıficos (e.g. oscilador
armónico, Coulomb, Kratzer,...) y, con menor frecuencia, para potenciales
arbitrarios D-dimensionales. Sin embargo, estos estudios requieren el cono-
cimiento de la forma anaĺıtica del potencial y también, a menudo, de los
autovalores energéticos.

Aqúı se propone un método basado no en recurrencias sino en desigual-
dades que permite acotar la enerǵıa cinética T (= 〈p2〉/2) de un sistema
con un potencial central D-dimensional arbitrario, en términos de valores
esperados radiales de tipo potencia, 〈rk〉, y/o logaŕıtmico, 〈rk(ln r)m〉. Este
método, que sólo requiere el carácter esféricamente simétrico del potencial,
permite la determinación expĺıcita de cotas inferiores a la enerǵıa cinética en
términos de tales valores esperados radiales, de la dimensionalidad del siste-
ma y del número cuántico orbital l. Estas cotas mejoran sustancialmente las
correspondientes cotas existentes para sistemas generales, generan otra nue-
vas y generalizan varios resultados recientes sobre estos sistemas obtenidos
por otro tipo de métodos [31,228,229,232,233][A5].

Los valores esperados 〈rk〉 y 〈rk(ln r)m〉, y 〈pk〉 y 〈pk(ln p)m〉 pueden
medirse experimentalmente en la mayoŕıa de los casos y/o se relacionan con
magnitudes fundamentales de los sistemas f́ısicos. En particular, los valores
esperados 〈p2〉 y 〈r2〉 se relacionan con la enerǵıa cinética y la susceptibilidad
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diamagnética. Además, el valor esperado 〈r−2〉, como ya ha sido comentado
en la Subsección 5.2.2, (i) acota rigurosamente la densidad de carga atómica
en el núcleo ρ(0) (ρ(0) ≤ Z〈r−2〉/2π, donde Z es la carga nuclear) [139], (ii)
constituye la primera corrección a la enerǵıa cinética de un átomo, o enerǵıa
de Weiszäcker, (TW > 1

72 〈r−2〉) [98], y (iii) para átomos neutros viene dado
por el limite [200]

〈r−2〉 = 2 ĺım
l→0

∂E1l

∂l

donde E1l es el primer estado con momento angular igual a l. En cuanto al
valor esperado 〈p−2〉, éste está relacionado con el perfil Compton isótropo
J(q) mediante la siguiente relación

〈p−2〉 = 2

∫ ∞

0
q−2[J(0) − J(q)]dq,

en sistemas atómicos y moleculares [259]. Los valores esperados logaŕıtmicos
〈rk(ln r)m〉 y 〈pk(ln p)m〉 han sido anaĺıticamente determinados para siste-
mas hidrogenoides D-dimensionales (D ≥ 1) [195, 285] y numéricamente
para todos los átomos neutros de la tabla periódica [8,9,216] para varios va-
lores de k. El valor esperado 〈ln r〉 es de especial interés porque (i) se puede
obtener de forma experimental mediante scattering de electrones [168], y (ii)
proporciona cotas precisas a la entroṕıa de información atómica junto con
el valor esperado 〈ln2 r〉 [10]. Además, el momento logaŕıtmico 〈r(ln r)m〉,
con m→ 3, está estrechamente relacionado con el fenómeno de coalescencia
entre electrones en átomos y 〈ln r〉 acota inferiormente esta magnitud [156].
Los valores esperados también satisfacen una serie de interesantes desigual-
dades y relaciones de incertidumbre [8, 9, 216,228,258].

Finalmente, cabe destacar que debido a la reciprocidad entre los espacios
de posiciones y momentos, las cotas para 〈p2〉 pueden ser transformadas
en cotas para 〈r2〉 a través del intercambio de magnitudes r ↔ p en las
expresiones.

Este caṕıtulo se estructura de la siguiente forma. En la Sección 6.2 se
hace una revisión sintética de las cotas inferiores conocidas para la enerǵıa
cinética de sistemas generales (o sea, con potenciales de carácter no necesa-
riamente central) en términos de uno o dos valores esperados radiales 〈rk〉.
En la Sección 6.3 se describe el método de acotación de la enerǵıa cinética
para sistemas moviéndose en un potencial central D-dimensional arbitrario
por medio de uno o varios valores esperados radiales 〈rk〉. Aqúı, tras la des-
cripción de algunos aspectos de la dinámica monoparticular en potenciales
centrales en la Subsección 6.3.1, se presenta el método propiamente dicho
en la Subsección 6.3.2 que permite obtener las fórmulas (6.17) y (6.18) que
proporcionan cotas inferiores óptimas con respecto a los parámetros básicos
λ y a, respectivamente. A continuación se aplican estas expresiones genera-
les a varios casos particulares en las Subsecciones 6.3.3 y 6.3.4. Después, en



6. Acotación de la enerǵıa cinética en potenciales centrales 121

la Sección 6.4, se extiende el método general de acotación descrito anterior-
mente con el fin de incluir también valores esperados radiales logaŕıtmicos.
Finalmente, se particularizan los resultados generales obtenidos al oscilador
armónico isótropo y al átomo de hidrógeno, los dos prototipos más utiliza-
dos de sistemas f́ısicos, en la Sección 6.5 y se dan algunas conclusiones en la
Sección 6.6.

Los resultados obtenidos en este primer estudio han dado lugar al si-
guiente art́ıculo: J.S. Dehesa, R. González-Férez, P. Sánchez-Moreno y R.J.
Yáñez, Kinetic energy bounds for particles confined in spherically-symmetric
traps with non-standard dimensions, New J. Phys. 9 (2007) 131. Referencia
[A7].

6.2. Cotas inferiores para sistemas generales

En esta sección se hace una revisión de la cotas inferiores conocidas
hasta el momento de la enerǵıa cinética T no relativista de una part́ıcula sin
esṕın, bajo la influencia de un potencial D-dimensional cuya forma funcional
es desconocida. Se tendrán en cuenta sólo aquellos resultados relevantes para
el trabajo que se desarrollará en las secciones subsiguientes.

La enerǵıa cinética T puede acotarse inferiormente, según Lieb et al [261],
en términos de los momentos de frecuencia ωs de la densidad de probabilidad
mecano-cuántica ρ(~r)

ωs(ρ) =

∫

[ρ(~r)]sdDr, (6.5)

también conocidos como momentos entrópicos por su estrecha relación con
algunas medidas teóricas de información como las entroṕıas de Shannon,
Rényi y Tsallis [11,230]. Se ha demostrado [170,171] que

T ≥ KDωl+(2/D)(ρ), (6.6)

con la constante

KD =
2πD

D + 2

[

Γ

(

D

2
+ 1

)] 2
D

.

La constante paraD = 3,K3 ≃ 4,5578, se ha mejorado numéricamente hasta
4.789 [171]. Véanse las referencias [34, 172] donde se obtienen las mejores
constantes hasta la fecha, aśı como [72].

Por otro lado, se ha demostrado variacionalmente [59] que los momentos
entrópicos (6.5) ωs, s > 1, están inferiormente acotados en términos de los
valores esperados radiales

〈rk〉 =

∫

rkρ(~r)dDr,
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de acuerdo con la expresión

ωs(ρ) ≥ F (α, β, s,D)

[

〈rβ〉s(α+D)−D

〈rα〉t(β+D)−D

]
1

α−β

, (6.7)

para α > β > −D(s − 1)/s. Y donde la constante F (α, β, s,D) viene dada
por

F (α, β, s,D) =
ss(α− β)2s−1

{ΩDB[s(β +D) −D/((α− β)(s − 1)), 2s − 1/s − 1]}s−1

×
[

[s(β +D) −D]s(β+D)−D

[s(α+D) −D]s(α+D)−D

] 1
α−β

, (6.8)

donde ΩD = 2πD/2/Γ(D/2), y B(x, y) = Γ(x)Γ(y)/Γ(x + y) es la función
beta expresada en términos de funciones gamma.

Las relaciones (6.6)-(6.8) permiten obtener la siguiente cota inferior a la
enerǵıa cinética

T ≥ CD(α, β)

[

〈rβ〉α(1+2/D)+2

〈rα〉β(1+2/D)+2

] 1
α−β

con CD(α, β) = KDF (α, β, s = 1+(2/D),D), y para α > β > −2D/(D−2).
A continuación se muestran algunos casos particulares.

1. Cota en términos de 〈r2〉. Para α = 2 y β = 0, obtenemos

T ≥ CD(2, 0)
1

〈r2〉 , D ≥ 1

con

CD(2, 0) =
1

2

D2(D!)
2
D

(D + 1)2

En particular, para D = 3 se tiene

T ≥ 9

16

3
2
3

2
1
3

1

〈r2〉 ≈ 0,92867
1

〈r2〉

2. Cota en términos de 〈r−1〉. Para α = 0 y β = −1 se obtiene

T ≥ CD(0,−1)〈r−1〉2, D > 2

con

CD(0,−1) =
(D!)

2
D (D − 2)

21+ 2
DD

En particular, para D = 3 se tiene

T ≥ 1

2 · 3 1
3

〈r−1〉2 ≈ 0,34668〈r−1〉2
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La precisión de estas cotas puede aumentar si mejoramos el valor de la
constante KD [34,172]. De hecho, se conoce que

T ≥ 9

8

1

〈r2〉 , (6.9)

T ≥ 1

2
〈r−1〉2, (6.10)

y que

T ≥ 〈r−2〉
8

(

1 − 〈r−1〉2
〈r−2〉

)−1

, (6.11)

para sistemas tridimensionales de una sola part́ıcula, según Yue-Janmim
[288], Gadre y Pathak [97, 98], y Thirring [260], respectivamente. También
se conocen algunas cotas semiclásicas, basadas en el principio de máxima
entroṕıa y/o conjeturadas, para sistemas de uno o varios electrones, véanse
las referencias [97,102,216–218,255,288].

Por otro lado, de la desigualdad de Pitt-Beckner [27,212] se deduce que
los valores esperados (〈pα〉, 〈r−α〉) están relacionados por la desigualdad

〈pα〉 ≥ 2α

[

Γ
(

D+α
4

)

Γ
(

D−α
4

)

]2

〈r−α〉; 0 ≤ α < D

El caso particular en el que α = 2 proporciona la siguiente cota inferior
a la enerǵıa cinética:

3. Cota en términos de 〈r−2〉,

T ≥ (D − 2)2

8
〈r−2〉; D > 2,

por lo que para D = 3 se tiene [98,288]

T ≥ 1

8
〈r−2〉

6.3. Cotas inferiores en términos de valores espe-

rados radiales

En esta sección se obtienen cotas inferiores óptimas a la enerǵıa cinética
en sistemas no relativistas de part́ıculas confinadas en potenciales centrales
D-dimensionales, en términos de valores esperados radiales 〈rk〉. Se observa
cómo para los valores del número cuántico orbital l = 0 y de la dimensión
D = 3, emergen algunas cotas inferiores válidas para potenciales generales
no necesariamente centrales. La importancia de estas cotas proviene en parte
del hecho de que los valores esperados radiales de orden bajo que intervienen
en las mismas, pueden, bajo ciertas circunstancias, ser medidos mediante
experimentos a bajas o altas enerǵıas.
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6.3.1. Dinámica de sistemas centrales

La dinámica de un sistema de una sola part́ıcula en un potencial D-
dimensional central (con D ≥ 2) VD(~r) ha sido ya discutida en la Subsección
5.3.1, por lo que aqúı sólo se recogen algunos aspectos de la misma para
facilitar la lectura de este caṕıtulo. El sistema está controlado por la ecuación
de Schrödinger,

[

−1

2
~∇2

D + VD(~r)

]

ΨD(~r) = EDΨD(~r), (6.12)

en la que interviene el operador Laplaciano [21,53,136][A3] asociado al vector
posición ~r = (x1, . . . , xD) = (r, θ1, . . . , θD−1) ≡ (r,ΩD−1),

~∇2
D ≡

N
∑

i=1

∂2

∂x2
i

=
∂2

∂r2
+
D − 1

r

∂

∂r
− Λ2

D−1

r2
,

Λ2
D−1 es el cuadrado del operador de momento hiperangular, que satisface

la ecuación de autovalores

Λ2
D−1Y{µ}(ΩD−1) = l(l +D − 2)Y{µ}(ΩD−1).

El śımbolo Y denota el armónico hiperesférico caracterizado por los D − 1
números cuánticos hiperangulares (l ≡ µ1, µ2, . . . , µD−1 ≡ m) ≡ ({µ}),
donde los primeros D − 2 son naturales con valores µi = 0, 1, 2, . . ., y µD−1

es un entero, cumpliéndose la cadena de desigualdades µ1 ≥ µ2 ≥ . . . ≥
µD−2 ≥ |µD−1|.

Las autofunciones {ΨD(~r), ED} se determinan por medio del Ansatz

ΨD(~r) =
uEl(r)

r(D−1)/2
Yl,{µ}(ΩD−1),

mediante la cual la ecuación (6.12) se transforma en una ecuación diferencial
ordinaria en la coordenada radial r:

[

−1

2

d2

dr2
+ Veff(r)

]

uEl(r) = EDuEl(r), (6.13)

que es la ecuación de Schrödinger radial reducida en D dimensiones. El
potencial efectivo es

Veff(r) =
l(l +D − 2)

2r2
+

(D − 1)(D − 3)

8r2
+ VD(r)

=
1

8r2
[

(D + 2l)2 − 4(D + 2l) + 3
]

+ VD(r)

=
L(L+ 1)

2r2
+ VD(r),
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donde el número cuántico orbital generalizado L se define como

L = l +
D − 3

2
. (6.14)

En este punto vale la pena realizar algunas observaciones importantes.
En primer lugar nótese que además de la fuerza proveniente de un poten-
cial externo VD(r), aparecen otras dos fuerzas adicionales que actúan sobre
el sistema: la fuerza centŕıfuga asociada con un momento hiperangular no
nulo, y una fuerza cuántica ficticia asociada al llamado potencial centŕıfugo
cuántico (D − 1)(D − 3)/(8r2) con un origen puramente dimensional [240].
Este potencial se anula para D = 1 y para D = 3, es negativo para D = 2
y positivo para D ≥ 4. Por tanto, esta fuerza cuántica “ficticia”, que es
independiente del momento hiperangular y depende cuadráticamente de la
dimensionalidad, posee un carácter atractivo para en un sistema bidimen-
sional y es repulsiva para D ≥ 4 [30, 31, 54, 55, 240]. En segundo lugar, el
potencial efectivo arriba descrito depende de D y de l a través de la com-
binación D + 2l [115, 135, 136]. Esto provoca un fenómeno de degeneración
interdimensional, indicado en primer lugar por Van Vleck [274], que implica,
por ejemplo, que para un potencial arbitrario, las enerǵıas de los estados s
heptadimensionales sean las mismas que las de los estados p pentadimen-
sionales o que las de los estados d tridimensionales [115, 136]. En tercer
lugar, la ecuación de Schrödinger (6.13) para un sistema D-dimensional es
formalmente la misma que la de un sistema tridimensional sustituyendo el
número cuántico orbital por el número cuántico orbital generalizado dado
por (6.14). Esto implica la existencia de un isomorfismo [135, 136] entre la
dimensionalidad y el número cuántico angular, de forma que D → D+ 2 es
equivalente a l → l + 1.

Finalmente, nótese que las soluciones f́ısicas de la ecuación de Schrödin-
ger (6.12) requieren que uEl(r) tienda a cero cuando r tiende a cero o a
infinito. Es más, las autofunciones radiales reducidas satisfacen que

∫ ∞

0
u2

El(r)dr = 1

debido a la normalización a la unidad de la función de onda ΨD(~r).

6.3.2. Método general de acotación

Consideremos ahora la siguiente desigualdad radial para la autofunción
radial reducida uEl ≡ uEl(r):

∫ ∞

0

(

u′El − arαuEl − λrβuEl

)2
dr ≥ 0,
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donde u′ = du
dr y α, β, a, λ ∈ R. Desarrollando la integral, se obtiene que

λ2〈r2β〉 − 2λ

[∫ ∞

0
rβuEl(r)u

′
El(r)dr − a〈rβ+α〉

]

+ 2T − L(L+ 1)〈r−2〉

+ a2〈r2α〉 − 2a

∫ ∞

0
rαuEl(r)u

′
El(r)dr ≥ 0,

donde T es el valor esperado del operador de enerǵıa cinética no relativista
T̂ , T ≡ 〈T̂ 〉, del sistema, y también se ha usado que [A5]

∫ ∞

0

[

u′El(r)
]2
dr = 2T − L(L+ 1)〈r−2〉, (6.15)

teniendo en cuenta la siguiente notación para el valor esperado de f(r)

〈f(r)〉 = 〈ΨD(~r)|f(r)|ΨD(~r)〉 =

∫ ∞

0
f(r)u2

El(r)dr.

Considerando que

∫ ∞

0
rbuEl(r)u

′
El(r)dr = − b

2
〈rb−1〉, (6.16)

donde se ha tenido en cuenta la condición de contorno uEl(r) ∼ rL+1 cuando
r ∼ 0, se tiene que el parámetro real b ha de satisfacer que b+ 2L+ 2 > 0,
por lo que se llega a la siguiente acotación de la enerǵıa cinética

2T ≥ L(L+1)〈r−2〉−a2〈r2α〉−aα〈rα−1〉−〈r2β〉λ2− (β〈rβ−1〉+2a〈rβ+α〉)λ.

La optimización de esta cota inferior con respecto a λ nos lleva a

2T ≥ L(L+ 1)〈r−2〉 − a2〈r2α〉 − aα〈rα−1〉 +
1

〈r2β〉

[

β

2
〈rβ−1〉 + a〈rβ+α〉

]2

,

(6.17)
para el siguiente valor del parámetro λ:

λ0 = − 1

2〈r2β〉
[

β〈rβ−1〉 + 2a〈rβ+α〉
]

.

La desigualdad (6.17) es válida para a ∈ R, α > −L− 3
2 y β > −L− 3

2 .

Optimicemos ahora la cota inferior dada por la relación (6.17) con res-
pecto al parámetro a. Esto se obtiene para el valor

a =
β〈rβ−1〉〈rβ+α〉 − α〈r2β〉〈rα−1〉

2(〈r2β〉〈r2α〉 − 〈rβ+α〉2) ,
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el cual arroja la siguiente cota inferior a T en términos de los valores espe-
rados radiales 〈r−2〉, 〈rα−1〉, 〈r2α〉, 〈rβ−1〉, 〈r2β〉 y 〈rα+β〉:

2T ≥ L(L+ 1)〈r−2〉

+
α2〈r2β〉〈rα−1〉2 + β〈rβ−1〉[β〈rβ−1〉〈r2α〉 − 2α〈rα−1〉〈rα+β〉]

4[〈r2β〉〈r2α〉 − 〈rα+β〉2] , (6.18)

que es válida para α y β mayores que −L− 3
2 .

A continuación se describen algunos casos particulares relevantes donde
se optimiza sólo el parámetro λ (véase la Subsección 6.3.3), o se optimiza
además el parámetro a (véase la Subsección 6.3.4).

6.3.3. Cotas inferiores óptimas en λ pero no en a

Estas cotas se obtienen de la relación (6.17). Se dan únicamente las
correspondientes a tres valores concretos del parámetro a debido a su interés
intŕınseco.

1. La desigualdad (6.17) se simplifica cuando a2〈r2α〉+aα〈rα−1〉 se anula,
lo que ocurre para a = 0 y a = −α〈rα−1〉/〈r2α〉. En ambos casos se
llega a la cota inferior

2T ≥ L(L+ 1)〈r−2〉 +
1

〈r2β〉

[

β

2
〈rβ−1〉 + a〈rβ+α〉

]2

.

Un caso interesante se obtiene para a = 0:

2T ≥ L(L+ 1)〈r−2〉 +
β2

4

〈rβ−1〉2
〈r2β〉 .

Esta expresión extiende y mejora en potenciales centrales las cotas
tridimensionales y D-dimensionales de tipo similar obtenidas por di-
ferentes medios por varios autores [84, 98, 170, 190, 229, 233, 255, 288].
En particular, esta desigualdad para β = −1 arroja la mejor desigual-
dad existente entre los valores esperados 〈p2〉 y 〈r−2〉 recientemente
descubierta en [A6]:

2T ≥
(

L+
1

2

)2

〈r−2〉 =

(

l +
D − 2

2

)2

〈r−2〉. (6.19)

Por otro lado, para a = −α〈rα−1〉/〈r2α〉 se llega a

2T ≥ L(L+ 1)〈r−2〉 +
[β〈rβ−1〉〈r2α〉 − 2α〈rα−1〉〈rβ+α〉]2

4〈r2β〉〈r2α〉2 ,
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que produce la siguiente cota inferior

2T ≥ L(L+ 1)〈r−2〉 +
(β + 2)2

4

〈rβ−1〉2
〈r2β〉 , D > 2 (6.20)

para α = −1, y

2T ≥
(

L+
1

2

)

〈r−2〉 +
1

〈r−2〉〈r2〉2 +
1

〈r2〉 , D > 2

para α = 1 y β = −1, mejorando la desigualdad (6.19) aunque sin
llegar a mejorar la relación (6.20). Además, para α = −1 y β = 1 se
tiene

2T ≥ 9

4

1

〈r2〉 + L(L+ 1)〈r−2〉. (6.21)

2. La desigualdad (6.17) para a = L+ 1 produce la expresión

2T ≥ L(L+ 1)〈r−2〉 − α(L+ 1)〈rα−1〉 − (L+ 1)2〈r2α〉

+
1

〈r2β〉

[

β

2
〈rβ−1〉 + (L+ 1)〈rβ+α〉

]2

,

que para α = −1 nos permite obtener la siguiente cota inferior en
términos de los valores esperados radiales 〈rβ−1〉 y 〈r2β〉:

2T ≥ 1

4
(2L+ β + 2)2

〈rβ−1〉2
〈r2β〉 ,

para D > 1−β, que extiende y mejora una serie de cotas variacionales
generales mencionadas en la Sección 6.2. Aśı, para β = −1 se obtiene
la cota inferior (6.19) ya discutida; y para β = 0, 1 y 2 se obtienen las
siguientes cotas

2T ≥ (L+ 1)2〈r−1〉2 =

(

l +
D − 1

2

)2

〈r−1〉2, (6.22)

2T ≥
(

L+
3

2

)2 1

〈r2〉 =

(

l +
D

2

)2 1

〈r2〉 , (6.23)

y

2T ≥ (L+ 2)2
〈r〉2
〈r−4〉 =

(

l +
D + 1

2

) 〈r〉2
〈r−4〉 ,

respectivamente, que generalizan a D dimensiones y mejoran varias
cotas similares obtenidas por diversos autores [27,84,98,217,255,288]
para sistemas generales tridimensionales monoparticulares. Simple-
mente destacar que casos particulares de estas expresiones son la rela-
ción de tipo Heisenberg D-dimensional 〈p2〉〈r2〉 ≥ D2/4 o la relación
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de Bialynicki-Birula et al [31] 〈p2〉 ≥ (D−1)2〈r−1〉2/4, que corresponde
a las desigualdades (6.9) y (6.10), respectivamente, para D = 3.

Finalmente, hay que destacar que la reciprocidad entre los espacios de
posiciones y momentos nos permite escribir las expresiones conjugadas
para todas las desigualdades arriba mencionadas. En concreto se tiene
que

〈r2〉 ≥ 1

4
(2L+ β + 2)2

〈pβ−1〉2
〈p2β〉

para D > 1 − β, con lo que podemos obtener las relaciones

〈r2〉 ≥ (L+ 1)2〈p−1〉2,

〈r2〉 ≥
(

L+
1

2

)2

〈p−2〉,

para β = 0 y −1 yD > 2, respectivamente. De nuevo, estas expresiones
mejoran las relaciones para sistemas generales existentes [97, 98, 255,
288] en el caso de potenciales centrales y las extienden a sistemas D-
dimensionales.

6.3.4. Cotas inferiores óptimas en λ y en a

Estas cotas se obtienen de la relación (6.18).

1. Cota en términos de 〈r−2〉 y 〈r−1〉. Para α = −1 y β = 0,

2T ≥
(

L+
1

2

)2

〈r−2〉 +
1

4

〈r−2〉〈r−1〉2
〈r−2〉 − 〈r−1〉2 , D > 2 (6.24)

2. Cota en términos de 〈r−2〉 y 〈r2〉. Para α = 1 y β = −1,

2T ≥
(

L+
1

2

)2

〈r−2〉 +
〈r−2〉

〈r2〉〈r−2〉 − 1
, D > 2 (6.25)

3. Cota en términos de 〈r−2〉, 〈r〉 y 〈r2〉. Para α = 0 y β = 1,

2T ≥ L(L+ 1)〈r−2〉 +
1

4

1

〈r2〉 − 〈r〉2 , D > 3 (6.26)

4. Cota en términos de 〈r−2〉, 〈r〉 y 〈r4〉. Para α = 2 y β = −1,

2T ≥
(

L+
1

2

)2

〈r−2〉 +
9

4

〈r−2〉〈r〉2
〈r−2〉〈r4〉 − 〈r〉2 , D > 3 (6.27)

5. Cota en términos de 〈r−2〉, 〈r〉, 〈r2〉 y 〈r4〉. Para α = 2 y β = 0,

2T ≥ L(L+ 1)〈r−2〉 +
〈r〉2

〈r4〉 − 〈r2〉2 , D > 3 (6.28)
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Las cotas (6.24)-(6.28) generalizan y mejoran las cotas inferiores D-
dimensionales (6.19) y (6.21). Es más, la desigualdad (6.24) toma la forma

T ≥ l(l + 1)

2
〈r−2〉 +

〈r−2〉
8

(

1 − 〈r−1〉2
〈r−2〉

)−1

para sistemas tridimensionales, y se reduce a la cota de Thirring (6.11) para
el estado fundamental (l = 0). Las desigualdades (6.25)-(6.28) nos permiten,
de forma análoga, encontrar las siguientes cotas inferiores:

T ≥ 〈r−2〉
8

(

1 +
4

〈r2〉〈r−2〉 − 1

)

,

T ≥ 1

8

1

〈r2〉 − 〈r〉2 ,

T ≥ 〈r−2〉
8



1 +
9

〈r−2〉〈r4〉
〈r〉2 − 1



 ,

y

T ≥ 1

2

〈r〉2
〈r4〉 − 〈r2〉2 ,

respectivamente, para sistemas tridimensionales centrales con l = 0.

Teniendo en cuenta nuevamente la reciprocidad de los espacios de po-
siciones y de momentos, se obtienen correspondientemente las siguientes
cotas inferiores a 〈r2〉 en términos de los valores esperados 〈pk〉 con el entero
k ∈ [−2, 4]:

〈r2〉 ≥ l(l + 1)〈p−2〉 +
〈p−2〉

4

(

1 − 〈p−1〉2
〈p−2〉

)−1

,

〈r2〉 ≥ 〈r−2〉
4

(

1 +
4

〈p2〉〈p−2〉 − 1

)

,

〈r2〉 ≥ 1

4

1

〈p2〉 − 〈p〉2 ,

〈r2〉 ≥ 〈p−2〉
4



1 +
9

〈p−2〉〈p4〉
〈p〉2 − 1



 ,

y

〈r2〉 ≥ 〈p〉2
〈p4〉 − 〈p2〉2 ,

para potenciales centrales tridimensionales.
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6.4. Cotas inferiores en términos de valores espe-

rados logaŕıtmicos

En esta sección se obtienen cotas inferiores a la enerǵıa cinética de sis-
temas monoparticulares D-dimensionales con potenciales centrales teniendo
en cuenta ahora no solo los valores esperados radiales del tipo 〈rα〉, sino
también los valores esperados logaŕıtmicos radiales del tipo 〈rα(ln r)k〉. Es-
to está motivado por el interés de estas cantidades en la f́ısica atómica y
molecular [10,156,195,218].

Para hallar las cotas en términos de estos momentos logaŕıtmicos, se usa
a continuación una metodoloǵıa similar a la de la anterior sección. Comen-
zamos con la siguiente desigualdad integral que satisface la función de onda
radial reducida del sistema,

∫ ∞

0
[u′El − arα ln r uEl − λrβuEl]

2dr ≥ 0

donde a, λ, α y β son parámetros reales.
Desarrollando esta integral y teniendo en cuenta las expresiones (6.15)

y (6.16) junto con la relación
∫ ∞

0
rα ln r uEl u

′
Eldr = −α

2
〈rα−1 ln r〉 − 1

2
〈rα−1〉,

se tiene que

2T ≥ L(L+ 1)〈r−2〉 − a2〈r2α ln2 r〉 − aα〈rα−1 ln r〉
−a〈rα−1〉 − λ2〈r2β〉 − βλ〈rβ−1〉 − 2aλ〈rα+β ln r〉. (6.29)

De esta expresión se pueden obtener un gran número de cotas inferiores,
según los valores esperados en que estemos interesados. A continuación se
muestran sólo algunos casos particulares.

1. Con β = 0 y optimizando (6.29) respecto a λ y a, se tiene

2T ≥ L(L+ 1)〈r−2〉 +
[〈rα−1〉 + α〈rα−1 ln r〉]2

4∆(rα ln r)
,

donde
∆(rα ln r) = 〈r2α ln2 r〉 − 〈rα ln r〉2.

Además, de esta expresión se obtiene

2T ≥ L(L+ 1)〈r−2〉 +
(1 + 〈ln r〉)2
4∆(r ln r)

para α = 1, y

2T ≥ L(L+ 1)〈r−2〉 +
〈r−1〉2

4∆(ln r)

para α = 0.
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2. Con β = −1 y optimizando respecto a λ y a se tiene la cota inferior

2T ≥ 〈r−2〉
4

[

(2L+ 1)2 +
(1 + 2〈ln r〉)2

〈r−2〉〈r2 ln2 r〉 − 〈ln r〉2
]

para α = 1, y

2T ≥ 〈r−2〉
4

[

(2L+ 1)2 +
〈r−2〉2

〈r−2〉〈r−2 ln2 r〉 − 〈r−2 ln r〉2
]

para α = −1.

3. Con λ = L + 1, β = −1 y optimizando respecto al parámetro a, se
obtiene que

2T ≥ 1

4〈r2α ln2 r〉 [〈r
α−1〉 + (2L+ 2 + α)〈rα−1 ln r〉]2

Entonces, se obtienen las siguientes cotas:

2T ≥ 1

4〈r2 ln2 r〉 [1 + (2L+ 3)〈ln r〉]2

para α = 1, y

2T ≥ 1

4〈ln2 r〉 [〈r
−1〉 + (2L+ 2)〈r−1 ln r〉]2

para α = 0.

4. Con λ = 0 y optimizando respecto a a, se tiene

2T ≥ L(L+ 1)〈r−2〉 +
[〈rα−1〉 + α〈rα−1 ln r〉]2

4〈r2α ln2 r〉

Esta expresión nos lleva a

2T ≥ L(L+ 1)〈r−2〉 +
(1 + 〈ln r〉)2
4〈r2 ln2 r〉

para α = 1, y

2T ≥ L(L+ 1)〈r−2〉 +
〈r−1〉2
4〈ln2 r〉

para α = 0.
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6.5. Estudio de los resultados en algunos sistemas

elementales

En esta sección se lleva a cabo una comparación entre las seis cotas in-
feriores a la enerǵıa cinética dadas en (6.19), (6.22)-(6.25) y (6.11), en los
dos prototipos más importantes de sistemas D-dimensionales: el oscilador
armónico isótropo y el átomo de hidrógeno. Para facilitar nuestra discu-
sión, introduciremos los cocientes entre cada una de estas cotas y la enerǵıa
cinética:

Ξ1 =
1

2T

(

L+
1

2

)2

〈r−2〉 ≤ 1,

Ξ2 =
1

2T
(L+ 1)2 〈r−1〉2 ≤ 1,

Ξ3 =
1

2T

(

L+
3

2

)2

〈r2〉−1 ≤ 1,

Ξ4 =
1

2T

[

(

L+
1

2

)2

〈r−2〉 +
1

4

〈r−2〉〈r−1〉2
〈r−2〉 − 〈r−1〉2

]

≤ 1,

Ξ5 =
1

2T

[

(

L+
1

2

)2

〈r−2〉 +
〈r−2〉

〈r2〉〈r−2〉 − 1

]

≤ 1,

Ξ6 =
1

2T

〈r−2〉
4

(

1 − 〈r−1〉2
〈r−2〉

)−1

≤ 1,

donde el último cociente Ξ6 es válido sólo para dimensión D = 3. A conti-
nuación se presenta un estudio numérico de la dependencia de estos cocientes
con la dimensionalidad y con el número cuántico principal para los dos sis-
temas considerados.

6.5.1. Oscilador armónico isótropo

El potencial considerado es V (r) = 1
2r

2. El comportamiento de los
cocientes Ξi (i = 1, . . . , 5) como una función de la dimensión D por el
estado con números cuánticos (n, l,m) = (3, 1, 1) se muestra en la figura
6.1. En los cinco casos, los cocientes crecen monótonamente, i.e. las cotas
mejoran conforme D aumenta. Los cocientes Ξ4 y Ξ5 dan el valor más alto
para cualquier número de dimensiones, estando Ξ4 ligeramente por encima
de Ξ5, aunque ambos cocientes tienden al mismo valor en el ĺımite D → ∞.
El tercer cociente más alto es Ξ1 con un valor cercano a Ξ4 y Ξ5. En el ĺımite
D → ∞ todos los cocientes tienden a la unidad, i.e Ξi → 1, independiente-
mente del valor de los números cuánticos n, l y m.

En la figura 6.2, los cocientes Ξi (i = 1, . . . , 6) se representan en función
del número cuántico principal n fijando D = 3 y los número cuánticos an-
gular y magnético l = m = 1. En los seis casos todos los cocientes tienen un
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Figura 6.1: Cocientes Ξi, i = 1 (©), 2 (+), 3 (�), 4 (�) y 5 (×), entre las cotas
inferiores y la enerǵıa cinética para el oscilador armónico en el estado con números
cuánticos (n, l,m) = (3, 1, 1) en términos de la dimensión D.

comportamiento cualitativamente similar pero cuantitativamente diferente
en función de n, siendo monótonamente decrecientes conforme n aumenta.
Las desigualdades empeoran por tanto si el grado de excitación crece, y en
el ĺımite n → ∞, Ξi → 0 para i = 1, . . . , 6. Con n = 0, la desigualdad se
satura con Ξ3 = 1 y Ξ5 = 1 para estos dos cocientes, y casi se satura en
los casos de Ξ2 ≃ 0,91 y Ξ4 ≃ 0,97. Sin embargo, para el rango de valores
de n considerado, los valores de Ξ1, Ξ4 y Ξ5 decrecen casi dos órdenes de
magnitud, con Ξi desde 1 a 0,018, para los estados con n = 0 y n = 40
respectivamente; siendo los valores de estos tres cocientes los más altos para
valores grandes de n, aproximándose, además, asintóticamente entre śı.

6.5.2. Átomo de hidrógeno

El potencial considerado es ahora V (r) = −1/r. En la figura 6.3 se
muestra el comportamiento de los cocientes Ξi (i = 1, . . . , 5) respecto a
la dimensionalidad D para los estados del átomo de hidrógeno con números
cuánticos (n, l,m) = (3, 1, 1). La gráfica recuerda a la obtenida en el caso del
oscilador armónico, véase la figura 6.1. Todas las cotas inferiores crecen con
la dimensionalidad. De nuevo los cocientes Ξ4 y Ξ5 tienden al mismo valor y
son los más cercanos a la unidad, aunque ahora Ξ5 está un poco por encima
de Ξ4. También es Ξ1 el que tiene valores más cercanos a estos dos. En los
cinco casos, los cocientes rápidamente alcanzan el comportamiento asintótico
para valores grandes de D, con Ξi → 1 para D → ∞, con independencia de
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Figura 6.2: Cocientes Ξi, i = 1 (©), 2 (+), 3 (�), 4 (�), 5 (×) y 6 (△), entre las
cotas inferiores y la enerǵıa cinética para el oscilador armónico en el estado con
números cuánticos l = m = 1 y dimensión D = 3 en términos del número cuántico
principal n.

los números cuánticos n, l y m.

Como último ejemplo, en la figura 6.4 se muestra, para los niveles con
números cuánticos l = m = 1 y dimensionalidad D = 3, el comportamiento
de los cocientes Ξi, i = 1, . . . , 6, con el número cuántico principal n. Como en
el caso del oscilador armónico, las seis cotas empeoran con el grado de excita-
ción del sistema, y tienden a cero cuando n tiende a infinito. Para n = 2, los
cocientes Ξ2 = 1 y Ξ4 = 1, indicando que las desigualdades correspondien-
tes (6.22) y (6.24) alcanzan la saturación. De hecho, esto ocurre para todos
los estados con l = n − 1. Sin embargo, de nuevo para el rango de valores
de n considerados, los valores de Ξ1, Ξ4 y Ξ5 disminuyen casi dos órdenes
de magnitud, y también tienen un comportamiento asintótico decreciente
similar para altos valores de n.

6.6. Conclusiones

Se ha estudiado la enerǵıa cinética en sistemas monoparticulares sujetos
a un potencial central con un número de dimensiones arbitrario. Más allá de
su interés f́ısico y matemático, este trabajo teórico está parcialmente moti-
vado por los recientes desarrollos experimentales sobre el enfriamiento por
evaporación de sistemas de fermiones con interacciones débiles [73, 148] en
trampas magnéticas. Estos experimentos han abierto la puerta al estudio del
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Figura 6.3: Cocientes Ξi, i = 1 (©), 2 (+), 3 (�), 4 (�) y 5 (×), entre las cotas
inferiores y la enerǵıa cinética para el átomo de hidrógeno en el estado con números
cuánticos (n, l,m) = (3, 1, 1) en términos de la dimensión D.

10
-3

10
-2

10
-1

1

 5  10  15  20  25  30  35  40

Ξi

n

Figura 6.4: Cocientes Ξi, i = 1 (©), 2 (+), 3 (�), 4 (�), 5 (×) y 6 (△), entre las
cotas inferiores y la enerǵıa cinética para el átomo de hidrógeno en el estado con
números cuánticos l = m = 1 y dimensión D = 3 en términos del número cuántico
principal n.
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confinamiento en D dimensiones de gases fermiónicos en trampas atómicas
con simetŕıa esférica. Esta es una razón relevante para el desarrollo actual de
la teoŕıa de funcionales de la densidad para part́ıculas independientes sujetas
a potenciales centrales en un número no-estándar de dimensiones [142,190].

Se han obtenido cotas inferiores rigurosas a la enerǵıa cinética que de-
penden de los números cuánticos orbitales correspondientes, de la dimensio-
nalidad y de uno o más valores esperados radiales y logaŕıtmicos. También
se cumplen las relaciones conjugadas asociadas; aśı, la susceptibilidad dia-
magnética del sistema (que, salvo por un factor, es igual a 〈r2〉) está acotada
por medio de uno o más valores esperados radiales y logaŕıtmicos en el espa-
cio de momentos. Estas cotas son óptimas en el sentido que se considera en
la sección 6.3, por lo que extienden y mejoran para los sistemas centrales las
existentes en la literatura para sistemas generales. Además, estas relaciones
para l = 0 y D = 3 proporcionan cotas inferiores válidas a la enerǵıa cinética
de part́ıculas sometidas a potenciales no necesariamente centrales.
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Caṕıtulo 7

Aspectos teóricos de la

dinámica de d́ımeros

heteronucleares en presencia

de campos eléctricos

Summary: Theoretical aspects of the dynamics of

heteronuclear dimers in electric fields

The rapid development of the experimental techniques to obtain ultra-
cold molecules has culminated in the creation of the first Bose-Einstein con-
densates for homonuclear molecules in 2003 [116,149,291]. Major efforts are
undertaken to create ultracold gases of heteronuclear dimers [202,203] with
the ambitious goal of the production of polar condensates. For these systems,
it is expected that their strong, anisotropic and long-range dipole-dipole in-
teraction will give rise to a wealth of intriguing phenomena. In addition,
the interaction of their permanent dipole moment with external fields ena-
bles the control and manipulation of ultracold collisions and cold chemical
reactions [164, 165, 265], and the creation of exotic coupled molecular com-
plexes [19]; moreover there are proposals of their potential use for quantum
computing [75,287].

In this context the influence of external fields on molecules is of utmost
importance: cooling, trapping, guiding and manipulating atoms and molecu-
les is done by applying suitable electric, magnetic or electromagnetic fields.
Also they are ubiquitous due to the trapping potentials which in many ca-
ses strongly influence the rotation-vibration dynamics of the molecule. The
perspective of having available molecules prepared in single pure states offers
also the possibility to perform a detailed spectroscopic analysis, to control
the total motion of the molecules and therefore to probe and understand
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chemical reaction mechanisms in detail.
Even more, external fields play a key role in the control of molecular

rotational and vibrational dynamics. In particular, electric fields offer the
possibility to alter the internal structure and dynamics of molecules, and one
of the most remarkable features is the occurrence of pendular states [152],
which are aligned and/or oriented along the field axis. Each pendular state
is a coherent superposition of field-free rotational states corresponding to a
librational angular motion around the field direction.

The aim of the present work is to investigate the rovibrational motion
of heteronuclear dimers in an external homogeneous time-dependent electric
field. In this chapter we introduce our rovibrational Hamiltonian and briefly
discuss some specifics of our computational method.

A complete description of the dynamics of a molecule in an electric field
should include not only the kinetic energy of the electrons and nuclei, the
Coulomb and electric field interactions, but also relativistic corrections such
as spin-orbit, spin-spin or hyperfine coupling terms. For spin singlet elec-
tronic states possessing a vanishing orbital angular momentum these in-
teractions are of minor relevance and can be neglected. We use the Born-
Oppenheimer approximation to derive the nuclear equation of motion in
the presence of the field; moreover, we consider only the regime where per-
turbation theory holds for the description of the electronic structure but
a nonperturbative treatment is indispensable for the corresponding nuclear
dynamics. The time dependent Schrödinger equation of the nuclear motion
is given by

Hψ = i~
∂ψ

∂t
(7.1)

with the rovibrational Hamiltonian

H = − ~
2

2µR2

∂

∂R

(

R2 ∂

∂R

)

+
~J 2

2µR2
+ ε(R)

−D(R)(Fz(t) cos θ + Fx(t) sin θ cosφ). (7.2)

where R and θ, φ are the internuclear coordinate and Euler angles, res-
pectively. µ is the reduced mass of the nuclei, ~J(θ, φ) the orbital angular
momentum, ε(R) represents the field-free electronic potential energy curve
and D(R) the electronic dipole moment function. Fx(t) and Fz(t) are the
strength of the electric field at time t in the x̂ and ẑ directions, respectively.

In the field-free case each state is characterized by its vibrational, ro-
tational and magnetic quantum numbers (ν, J,M). In the presence of an
electric field parallel to the ẑ-axis in the laboratory frame, only the mag-
netic quantum number M is conserved, and the time-dependent equation
of motion has to be solved in the (R, θ)-space. If the molecule is exposed
to a combination of perpendicular electric fields, oriented along the x̂ and
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ẑ-axes in the laboratory frame, the system does not have any symmetries.
Hence the time-dependent equation of motion has to be solved in (R, θ,φ)-
space. For simplicity reasons, we will refer to the electrically dressed states
by means of the vibrational and rotational quantum numbers (ν, J,M) of
the corresponding field-free levels.

In the framework of the rigid rotator approach, the rovibrational Hamil-
tonian (7.2), taking a time-independent field parallel to the ẑ-axis, reduces
to

HRR =
~J 2

2µR2
eq

−DeqFz cos θ,

where Req and Deq are the equilibrium internuclear distance and the corres-
ponding dipole moment. For diatomic molecules this rigid rotator Hamil-
tonian is integrable and it was solved numerically at the beginning of the
seventies by K. von Meyenn [276].

Recently, the effective rotor approach has been derived. This approxi-
mation goes beyond this rigid rotor description and performs an adiaba-
tic separation of the rotational and vibrational motions, assuming that the
energy scales associated to them differ by several orders of magnitude. It
is further assumed that (for certain molecules) the influence of the electric
field on the vibrational motion is very small, and can therefore be descri-
bed by perturbation theory. The effective rotor Hamiltonian describing the
rotational motion of the molecular system takes the form

Hν =
1

2µ
〈R−2〉(0)ν

~J 2 + E(0)
ν − 〈D(R)〉(0)ν (Fz cos θ + Fx sin θ cosφ), (7.3)

where the expectation values 〈R−2〉(0)ν and 〈D(R)〉(0)ν are computed with the
field-free vibrational wavefunctions of the (ν, 0, 0) state. The main advan-
tage of this approach compared to the traditional rigid rotator one is that
it involves specific characteristics of each vibrational state and it is capable
of describing the complete spectrum exposed to the external field, specially
highly excited rovibrational states.

The time-dependent Schrödinger equation for the rovibrational motion
has been solved by a computational algorithm, which combines the split
operator method, the fast Fourier transform, as well as discrete variable and
finite basis representations applied to the time, vibrational and rotational
coordinates, respectively. If we consider a small enough time interval the
Hamiltonian can be taken as constant, and a formal solution of the equation
of motion (7.1) is given by

ψ(R, θ, φ, t+ ∆t) = exp

[−iH(t)∆t

~

]

ψ(R, θ, φ, t).
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The time-evolution operator is approximated by the split operator scheme

exp

[−iH(t)∆t

~

]

= exp

[−iV∆t

2~

]

exp

[−iTvib∆t

2~

]

× exp

[

−i ~J2∆t

2µR2~

]

exp

[−iTvib∆t

2~

]

× exp

[−iV∆t

2~

]

+O[(∆t)3],

where Tvib is the vibrational kinetic energy operator and

V = ε(R) −D(R)(Fz(t) cos θ + Fx(t) sin θ cosφ).

The action of the exponential of the vibrational kinetic energy on the wave-
function by means of the fast Fourier transform of the wavefunction reduces
to a multiplication in the momentum space. To evaluate the action of the
rotational kinetic energy two cases have to be distinguished. In the first one,
when the electric field is taken parallel to the ẑ-axis, the finite basis is for-
med by the Legendre polynomials. Whereas in the second one, when the field
has components along the x̂ and ẑ-axes, the spherical harmonics form the
corresponding basis. The action of this operator is carried out in both cases
in a similar way, by transforming the discrete variable representation wave-
function to its finite basis representation, multiplying by the diagonal value
of the exponential operator exp{−ij(j + 1)∆t~/2µR2}, and transforming it
back to the discrete variable representation.

7.1. Introducción

En los últimos años la f́ısica de átomos y moléculas ultrafŕıos se ha con-
vertido en una pujante área de investigación de gran interés cient́ıfico y
tecnológico. En particular, la producción de condensados Bose-Einstein mo-
leculares en 2003 [116,149,291] por medio de resonancias Feshbach ha hecho
que el estudio de tales sistemas sea actualmente una piedra angular de la
moderna f́ısica atómica y molecular, debido no solamente al carácter fun-
damental de los fenómenos mecano-cuánticos que presenta sino también a
las nuevas e interesantes aplicaciones tecnológicas de los sistemas ultrafŕıos.
Éstas incluyen desde la dinámica de reacciones qúımicas de sistemas en es-
tados bien definidos [24, 36, 227], la dinámica de colisiones entre moléculas
ultrafŕıas [20,151,165], efectos cuánticos moleculares colectivos [132,140], la
espectroscoṕıa de alta resolución y precisión, la obtención del láser molecu-
lar, hasta incluso la computación cuántica [75,287].

Un interés especial merece el estudio de moléculas polares ultrafŕıas y
la posibilidad de crear gases cuánticos ultrafŕıos [1, 202, 203]. Debido a los
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momentos dipolares eléctricos permanentes de las moléculas que los cons-
tituyen, las interacciones intermoleculares son anisótropas y de largo al-
cance, introduciendo por tanto propiedades excepcionales para los corres-
pondientes gases cuánticos. De hecho, esta interacción dipolar-dipolar da
lugar a fenómenos inusuales de muchos cuerpos, y además la interacción de
estos dipolos con campos eléctricos externos proporciona una herramienta
para manipular diferentes procesos f́ısicos que tienen lugar en el régimen
ultrafŕıo. Se ha demostrado que reacciones qúımicas y colisiones entre pa-
res fŕıos y ultrafŕıos se pueden controlar usando campos electromagnéticos
externos [164] Un estudio teórico de colisiones átomo-molécula en campos
eléctricos y magnéticos ha demostrado que su orientación e intensidad afecta
a la dinámica de relajación de esṕın [265]. Al mismo tiempo, se ha estudiado
cómo la interacción durante la colisión de los átomos de Li y Cs ultrafŕıos se
puede incrementar por medio de un campo eléctrico de intensidad modera-
da [165]. Por otra parte, un análisis de la interacción de moléculas polares,
tales como RbCs y KRb, con redes ópticas y campos de microondas sugiere
la posibilidad de atrapar d́ımeros polares en una red o incluso de realizar
puertas lógicas cuánticas moleculares [162].

La influencia de campos externos en sistemas moleculares es de gran im-
portancia en esta nueva rama de la f́ısica, dado que el enfriamiento, la gúıa,
el atrapamiento y la manipulación tanto de átomos como de moléculas se
realiza normalmente mediante la aplicación de campos eléctricos, magnéti-
cos o electromagnéticos. En la actualidad se utilizan varias técnicas experi-
mentales para la obtención de moléculas fŕıas y ultrafŕıas, las más usadas
son (i) la fotoasociación de dos átomos ultrafŕıos por medio de un campo
láser [150], (ii) el uso de un campo magnético para cruzar una resonancia ti-
po Feshbach [159]; (iii) los desaceleradores de Stark con una serie de campos
eléctricos oscilantes [28]. El objetivo final es preparar moléculas en estados
cuánticos bien definidos, i.e., controlar sus movimientos de centro de masas,
electrónico, rotacional y vibracional.

Por otro lado, la estructura interna y la dinámica de las moléculas, tam-
bién se ve afectada de forma significativa en presencia de campos externos.
Uno de los fenómenos más interesantes es el de la creación de estados pen-
dulares [152], orientados y/o alineados a lo largo de la dirección del campo.
Cada estado pendular es una superposición coherente de estados rotacionales
propios del sistema en ausencia de campo, correspondiente a un movimien-
to angular de libración en torno a la dirección del campo. A comienzo de
la década de los noventa estos estados fueron preparados experimentalmen-
te [35, 94, 174] y se realizaron un gran número de estudios teóricos, véanse
por ejemplo los art́ıculos [95,96], y las referencias ah́ı incluidas. Sin embar-
go, actualmente el interés en este campo no ha decrecido a juzgar por las
dos recientes monograf́ıas [252] y [242], y el gran número de investigaciones
que hoy en d́ıa se llevan a cabo sobre el tema. La alineación y orientación
alcanzada por un d́ımero polar expuesto a campos electrostáticos puede ser
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incrementada significativamente si se usan pulsos láser no resonantes adi-
cionales [45]. De forma teórica se ha demostrado que es posible alcanzar un
control óptimo de la orientación y alineación molecular y su persistencia en
ausencia de campo por medio de una combinación de pulsos láser cortos,
e.g. un tren de pulsos de semiciclo, diseñada por diferentes algoritmos o
también mediante una aproximación del sistema consistente en un modelo
de dos únicos niveles, [76, 77, 191, 236, 253]. Recientemente, ha habido una
gran cantidad de estudios experimentales y teóricos para obtener un con-
trol cuántico sobre la dinámica molecular mediante la aplicación de pulsos
láser [38, 246, 249]. En particular, se ha propuesto la alineación a través de
un campo intenso como posible herramienta para implementar puertas lógi-
cas cuánticas usando estados vibracionales de moléculas diatómicas [246].
Es más, un conjunto de estos modos vibracionales podŕıa proporcionar un
procesamiento completo en computación cuántica a través de la interacción
con pulsos láser especialmente diseñados y con una duración del orden del
femtosegundo [256].

Todos estos estudios demuestran que los campos externos son una he-
rramienta extremadamente versátil tanto para la manipulación como para
la creación de moléculas fŕıas y ultrafŕıas. En los últimos años nuestro grupo
de investigación ha llevado a cabo una serie de trabajos sobre el espectro y
dinámica rovibracional de una molécula diatómica heteronuclear en presen-
cia de un campo eléctrico, y se han analizado en detalle diferentes fenómenos
f́ısicos. En primer lugar se obtuvieron las aproximaciones del rotador efec-
tivo y adiabático que permiten describir la influencia del campo eléctrico
en la dinámica rovibracional de aquellos d́ımeros en los que se puede se-
parar adiabáticamente los movimientos rotacional y vibracional [110, 111].
En particular, se encontraron varias situaciones f́ısicas en las que el campo
eléctrico teńıa cierto impacto en el movimiento vibracional. Por otro lado,
se mostró que un campo eléctrico estático induce cruces evitados entre nive-
les rovibracionales de la misma simetŕıa, dando lugar a estados moleculares
muy distorsionados y asimétricos, que incluyen efectos de localización muy
pronunciados en las densidades de probabilidad [112]. Para la molécula de
LiCs se ha realizado un exhaustivo análisis de la influencia del campo en
su espectro rovibracional y en las probabilidades de transición radiativas
y vidas medias debidas al proceso de emisión espontánea [108, 193]. Se ha
comprobado que dentro de una banda vibracional los niveles completamente
polarizados en momento angular son los más afectados por el campo eléctri-
co. Por último, se ha investigado la formación de d́ımeros polares ultrafŕıos
en su estado electrónico fundamental por medio de la emisión inducida de
un único fotón en presencia de un campo eléctrico adicional [109, 113]. Se
ha demostrado cómo en este proceso tanto las razones de fotoasociación
como el estado rovibracional final de estas moléculas puede ser manipulado
y controlado por medio de este campo estático adicional.

La tercera parte de esta Tesis constituye una prolongación natural de la
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ĺınea de investigación que este equipo está desarrollando en la actualidad,
y en la que se están obteniendo numerosos e importantes resultados. En
este trabajo, vamos a investigar la dinámica rotacional de un d́ımero polar,
como ejemplo se tomará la molécula de LiCs, en presencia de un campo
eléctrico dependiente del tiempo. En primer lugar, vamos a considerar un
encendido y apagado exponenciales del campo paralelo al eje z del sistema de
referencia del laboratorio. Posteriormente se implementará una combinación
de dos campos, ambos dependientes del tiempo y perpendiculares entre śı. Se
investigará la hibridación del momento angular y la orientación del sistema
tanto en el régimen de intensidad del campo constante como una vez éste
ha sido apagado.

En este caṕıtulo se recogen los aspectos teóricos y computacionales nece-
sarios para llevar a cabo este estudio. En la Sección 7.2 se muestran los pasos
más importantes para derivar el Hamiltoniano rovibracional de la molécu-
la sometida a una combinación de campos eléctricos perpendiculares entre
śı y dependientes del tiempo. A continuación, en la Sección 7.3 se presen-
tan las aproximaciones del rotador ŕıgido y rotador efectivo, que permiten
simplificar la descripción del efecto del campo en la molécula, restringiendo
el estudio a la dinámica rotacional. La Sección 7.4 está dedicada al análisis
de las propiedades principales del método computacional h́ıbrido emplea-
do para resolver la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo de este
sistema. Este algoritmo computacional combina la técnica del operador divi-
sión, la transformada de Fourier rápida, y las representaciones en base finita
y en variable discreta en las coordenadas temporal, vibracional y rotacional,
respectivamente. Finalmente, se discuten algunas de las caracteŕısticas de
los cálculos computacionales llevados a cabo en este trabajo.

En este última parte de la tesis se han combinado dos tipos de unidades.
Por un lado, el tiempo se ha expresado en segundos. Debido a las escalas
de tiempo que caracterizan estos sistemas se utiliza un submúltiplo del se-
gundo, bien picosegundos (ps) o femtosegudos (fs). Mientras que el sistema
de unidades atómicas se ha empleado para el resto de magnitudes. En estas
unidades la masa del electrón, la carga del protón y la constante de Planck
son iguales a la unidad me = e = ~ = 1. Aśı la enerǵıa se mide en Har-
trees, siendo 1 Hartree= α2mec

2 = 27, 21 eV, la longitud en términos del
radio Bohr a0 con a0 = ~

αmec = 0,529177 · 10−10 m, el momento angular en

unidades de ~ = 6,582119 · 1016 eV·s, y la intensidad del campo eléctrico en

unidades de F0 = α3m2
ec3

e~
= 5,142 · 1011 V/m. Donde α = 1/137,036 es la

constante de estructura fina, que en unidades atómicas es la inversa de la
velocidad de la luz en al vaćıo, i.e. α = c−1.
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7.2. El Hamiltoniano rovibracional

En este trabajo se estudia la influencia de un campo eléctrico, homogéneo
y dependiente del tiempo en la dinámica rovibracional de una molécula
diatómica y heteronuclear en el estado electrónico fundamental con simetŕıa
1Σ+. En esta sección se deriva el Hamiltoniano que representa la dinámica
nuclear de este sistema, para ello suponemos inicialmente que está sometido
a un campo eléctrico estático, y posteriormente se generalizará para campos
dependientes del tiempo.

Una descripción completa de este sistema ha de incluir junto a la enerǵıa
cinética T de los núcleos y electrones, las interacciones Coulombiana VC y
con el campo externo VF , correcciones relativista tales como las interac-
ciones esṕın-esṕın y esṕın-órbita, y el acoplamiento hiperfino. Sin embargo,
para estados electrónicos singlete de esṕın con momento angular nulo es-
tas correcciones son muy pequeñas y pueden despreciarse. Por tanto, en un
sistema de referencia fijo en el laboratorio, el Hamiltoniano tiene la forma

H = T + VC +HF , (7.4)

con la enerǵıa cinética

T = −~
2

2

2
∑

α=1

1

Mα

~∇2
rα

− ~
2

2me

n
∑

i=1

~∇2
ri
,

la interacción electrostática

VC =
Z1Z2e

2

R
−

2
∑

α=1

n
∑

i=1

Zαe
2

rαi
+

n
∑∑

i>j

e2

rij
,

y por último, usando la aproximación dipolar, la interacción con un campo
viene dada por

VF = −e ~F ·
2
∑

α=1

Zα~rα + e ~F ·
n
∑

i=1

~ri.

donde ~F = (Fx,Fy,Fz) representa el vector de intensidades del campo. En
las expresiones anteriores se ha empleado la siguiente notación, Mα, eZα,
~rα y ~∇rα , con α = 1, 2, son la masa, carga, vector posición y gradiente
del mismo del núcleo α-ésimo, respectivamente. Análogamente, me, −e, ~ri
y ~∇ri

, con i = 1, . . . , n, son la masa, carga, vector posición y gradiente
del mismo del electrón i-ésimo, respectivamente. Las normas de vectores
rαi = |~rα − ~ri|, rij = |~ri − ~rj | y R = |~rα − ~rβ|, respresentan las distancias
electrón-electrón, electrón-núcleo, y núcleo-núcleo, respectivamente. Nótese
que se usan ı́ndices griegos (α, β) para identificar los núcleos, e ı́ndices latinos
(i,j) para los electrones.
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La complejidad del Hamiltoniano (7.4) hace que, salvo para las molécula
H2 y el ion molecular H+

2 , sea muy complicado resolver la correspondiente
ecuación de Schrödinger y sea necesario recurrir a una serie de aproximacio-
nes que permitan simplificarla. Con tal fin se realizan las transformaciones
del sistema de coordenadas que se indica a continuación.

En primer lugar, se traslada el origen del sistema de referencia fijo en
el laboratorio al centro de masas de la molécula. Aśı en el Hamiltoniano se
puede separar el movimiento que involucra los grados de libertad internos
del movimiento de centro de masas. Este último sólo involucra la enerǵıa
cinética traslacional y se corresponde con el movimiento de una part́ıcula
libre. El problema se reduce al estudio del movimiento interno o relativo del
sistema.

Seguidamente, se hace una transformación de coordenadas al sistema de
referencia fijo en la molécula cuyo origen coincide con el centro de masas
de los núcleos y el eje ẑ es paralelo al eje internuclear. En este sistema de
referencia, las coordenadas de los electrones son ~si = (x̃i, ỹi, z̃i) y las de
los núcleos ~Rα. Los ángulos de Euler (θ, φ) especifican la orientación de
este sistema de referencia con respecto al fijo en el laboratorio, y vaŕıan
entre 0 y π y 0 y 2π, respectivamente. Con el fin de facilitar la separación
del movimiento nuclear y el electrónico por medio de la aproximación de
Born-Oppenheimer, se describe el movimiento nuclear con los ángulos de
Euler y la distancia internuclear o coordenada vibracional R = |~R|, con
~R = ~R1 − ~R2. Por tanto, el sistema de coordenadas fijo en la molécula
viene dado por (R, θ, φ,~s1, . . . , ~sn). Los detalles de como llevar a cabo estas
transformaciones se pueden encontrar en la referencia [41].

En el sistema referencia fijo en la molécula, la enerǵıa cinética toma la
forma

T = Te + Tvib + Trot,

donde el primer término es la enerǵıa cinética de los electrones

Te = − ~
2

2me

n
∑

i=1

~∇2
si
− ~

2

2(M1 +M2)

n
∑

i=1

n
∑

j=1

~∇si
~∇sj

,

el segundo es la enerǵıa cinética vibracional

Tvib = − ~
2

2µR2

∂

∂R

(

R2 ∂

∂R

)

,

siendo µ la masa reducida de los núcleos; y el último sumando da cuenta del
movimiento rotacional de la molécula

Trot =
1

2µR2

[

(

i~
1

sin θ

∂

∂φ
+

1

tan θ
Lz̃ − Lx̃

)2

+

+
1
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−i~ ∂

∂θ
− Lỹ

)

sin θ

(

−i~ ∂

∂θ
− Lỹ

)]

,
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donde los operadores Lx̃, Lỹ y Lz̃ son las componentes del momento angular
electrónico en el sistema de coordenadas fijo en la molécula.

El potencial Coulombiano se transforma en la siguiente expresión

VC = V N
C + V e

C ,

donde el primer sumando es la repulsión entre los núcleos

V N
C =

Z1Z2e
2

R
,

y el segundo V e
C incluye la repulsión entre los electrones y la atracción

electrón-núcleo.
Por último, la interacción con el campo eléctrico VF toma la siguiente

forma
VF = V e

F + V N
F ,

donde

V e
F = e~F ·

n
∑

i=1

~si,

V N
F = e~F · ~RM1Z2 −M2Z1

M1 +M2
,

y ~F = (Fx̃, Fỹ, Fz̃) son las coordenadas del campo eléctrico en el sistema de
referencia fijo en la molécula.

Aśı, el Hamiltoniano total queda

H = Te + Tvib + Trot + V e
C + V N

C + V e
F + V N

F . (7.5)

La atracción Coulombiana entre los núcleos y electrones permite la unión
de los átomos para formar la molécula al mismo tiempo que impide poder
separar los movimientos electrónico y nuclear en este Hamiltoniano. Esta
separación es posible si se usa la aproximación de Born-Oppenheimer, la
cual tiene en cuenta que el movimiento nuclear es mucho más lento que el
electrónico, de forma que los electrones se adaptan instantáneamente a cual-
quier movimiento nuclear. Esto se debe a que la masa de los electrones es
mucho más pequeña que la de los núcleos. Por otro lado, el primer estado
excitado electrónico tiene una enerǵıa muy superior a la del primer estado
excitado vibracional. De hecho, la separación energética t́ıpica entre niveles
electrónicos ∆Ee es muy superior a la separación entre las bandas vibracio-
nales de la molécula ∆Eν , teniéndose que ∆Eν/∆Ee ∼

√

me/M , donde M
es del orden de la masa nuclear.

La aproximación de Born-Oppenheimer propone la siguiente factoriza-
ción de la función de onda total en una parte electrónica Ψe y otra nuclear
ΨN

Ψ = Ψe({~si};R, θ, φ)ΨN(R, θ, φ).
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La función de onda electrónica, que depende paramétricamente de las coor-
denadas nucleares, se obtiene resolviendo la ecuación de Schrödinger asocia-
da al Hamiltoniano (7.5) con los núcleos en posiciones fijas en una geometŕıa
adecuada y permitiendo que vaŕıen solamente las coordenadas electrónicas.
La ecuación de movimiento electrónica tiene la forma

[Te + V e
C +He

F ] Ψe = ǫe(R, θ, φ)Ψe,

donde el autovalor ǫe(R, θ, φ) también depende de las coordenadas nucleares.

A continuación, la ecuación de movimiento nuclear se obtiene usando la
función de onda Born-Oppenheimer en la ecuación de Schrödinger asociada
al Hamiltoniano total (7.5), se multiplica esa ecuación por la izquierda por
Ψ∗

e({~si};R, θ, φ), y se integra en las variables electrónicas, llegando aśı a la
ecuación de movimiento nuclear

HNΨN = EΨN,

con

HN = Tvib + T̂rot + V N
C +HN

F + ǫe(R, θ, φ).

El operador T̂rot se puede escribir como

T̂rot = TN
rot +Had +Hcor,

donde el primer sumando es la enerǵıa cinética rotacional

TN
rot =

~J 2
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,

y las correcciones adibática Had y de Coriolis Hcor vienen dadas por
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y

Hcor =
1
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respectivamente. Debido a que se consideran únicamente sistemas en el es-
tado fundamental electrónico con simetŕıa 1Σ+, se anulan todos los térmi-
nos que incluyen los valores esperados 〈Ψe|Lx̃|Ψe〉, 〈Ψe|Lỹ|Ψe〉, 〈Ψe|Lz̃|Ψe〉
y 〈Ψe|{Lz̃, Lx̃}|Ψe〉. Además, en primera aproximación, i.e. en ausencia de
campo, las funciones de onda electrónica Ψe no dependen de las coordena-
das angulares θ y φ, por tanto se cancelan todos los términos que contienen
derivadas de esta función de onda respecto a estas variables. También se
anula la siguiente integral
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n
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donde se ha tenido en cuenta que la función de onda electrónica está nor-
malizada a la unidad y es real para la simetŕıa 1Σ+. El término restante
de Had es −~2

2µ〈Ψe| ∂2

∂R2 Ψe〉, se trata de una corrección al potencial electróni-

co de orden O(1/µ) ∼ O(10−4) u.a. Si se tuviese en cuenta la acción del
campo eléctrico en la función de onda electrónica, habŕıa que añadir un fac-
tor adicional de orden O(|~F |), esto supone que este término seŕıa del orden
O(1/µ)O(|~F |), que también se puede despreciar. En cuanto a Hcor, sólo el
término 1

2µR2 〈Ψe|L2
x̃ +L2

ỹ|Ψe〉 tiene un valor no nulo. Por último, suponemos
que para los sistemas moleculares y zonas del espectro analizadas en este
trabajo se puede hacer una aproximación adicional y despreciar las contri-
buciones del resto de sumandos que aparecen en Had y Hcor.

Estas investigaciones se han centrado en el régimen de intensidades
del campo eléctrico que sólo afectan de forma perturbativa el movimiento
electrónico, mientras que un tratamiento no-perturbativo es necesario para
analizar su influencia en la dinámica rovibracional. El uso de esta hipóte-
sis está justificada debido a la diferencia en la escalas de enerǵıa asociadas
a los movimientos nuclear y electrónico. La teoŕıa de perturbaciones da la
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siguiente expresión para la enerǵıa electrónica

εe(R, θ, φ) = ε0(R)+e

〈

Ψe

∣

∣

∣

∣

∣

~F ·
N
∑

i=1

~si

∣

∣

∣

∣

∣

Ψe

〉

= ε0(R)+e

〈

Ψe

∣

∣

∣

∣

∣

Fz̃

N
∑

i=1

z̃i

∣

∣

∣

∣

∣

Ψe

〉

,

donde ε0(R) es la enerǵıa potencial electrónica en ausencia de campo. En la
segunda igualdad se ha tenido en cuenta que al ser Ψe una autofunción de
Lz̃ los términos 〈Ψe|x̃i|Ψe〉 y 〈Ψe|ỹi|Ψe〉 se anulan por simetŕıa.

La repulsión Coulombiana entre los núcleos V N
C se incluye junto con el

término ε0(R), siendo el potencial electrónico en ausencia de campo en su
forma final ε(R)

ε(R) = ε0(R) +
Z1Z2e

2

R
.

Mientras que la interacción con el campo viene dada por

VF = −Fz̃D(R),

donde se ha usado la definición de la función de momento dipolar eléctrico
D(R)

D(R) = e

〈

Ψe

∣

∣

∣

∣

∣

−
n
∑

i=1

z̃i +R
M2Z1 −M1Z2

M1 +M2

∣

∣

∣

∣

∣

Ψe

〉

.

Finalmente sólo queda determinar la componente del campo en la dirección
internuclear Fz̃. Para ello tomamos la matriz de giro entre el sistema de
referencia del laboratorio y el fijo en la molécula,





Fx̃

Fỹ

Fz̃



 =





cos θ cosφ cos θ sinφ − sin θ
− sinφ cosφ sin θ

sin θ cosφ sin θ sinφ cos θ









Fx

Fy

Fz



 .

En este trabajo consideramos ~F = (Fx, 0,Fz), entonces el campo eléctrico
en la dirección internuclear será

Fz̃ = Fz cos θ + Fx sin θ cosφ.

Aśı, el Hamiltoniano que gobierna la dinámica rovibracional en presencia
de un campo eléctrico viene dado por

H = − ~
2

2µR2

∂

∂R

(

R2 ∂

∂R

)

+
~J 2

2µR2
+ ε(R)−D(R)(Fz cos θ+Fx sin θ cosφ).

(7.6)
La resolución numérica de la ecuación de Schrödinger asociada a este Ha-
miltoniano proporciona las autofunciones y autoenerǵıas rovibracionales en
presencia de un campo eléctrico estático, y permite analizar propiedades
tales como la hibridación del momento angular y la orientación molecular.
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Nuestro objetivo es analizar la dinámica rovibracional de d́ımeros polares
en presencia de un campo eléctrico dependiente del tiempo. En la obtención
de la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo las aproximaciones
anteriormente empleadas para un campo estático siguen siendo válidas. Por
un lado, para los valores máximos de las intensidades del campo emplea-
das podemos seguir usando la teoŕıa de perturbaciones para describir su
efecto en la parte electrónica. Por otro, la velocidad de los cambios en la
intensidad del campo eléctrico es muy inferior a la del movimiento de los
electrones, permitiendo que estos sigan adaptándose instantáneamente a la
nueva situación. De este modo, la dinámica rovibracional está regida por la
ecuación

HΨN = i~
∂ΨN

∂t
(7.7)

donde el Hamiltoniano usando las aproximaciones de Born-Oppenheimer y
dipolar es

H = − ~2

2µR2

∂

∂R

(

R2 ∂

∂R

)

+
~J 2

2µR2
+ ε(R)

−D(R)(Fz(t) cos θ + Fx(t) sin θ cosφ). (7.8)

A partir de ahora se usará la notación Ψ para designar a la función de onda
nuclear ΨN .

En ausencia de campo, la solución de la ecuación de Schrödinger inde-
pendiente del tiempo asociada a este Hamiltoniano está compuesta de una
función de onda vibracional y un armónico esférico que describe la dinámica
rotacional. Aśı, cada estado rovibracional está caracterizado por los núme-
ros cuánticos vibracional ν, rotacional J y magnético M . En presencia de
un campo eléctrico orientado a lo largo del eje ẑ en el sistema de referen-
cia del laboratorio, sólo permanece la simetŕıa acimutal, siendo el número
cuántico magnético M el único bien conservado. En este caso, la ecuación
de Schrödinger dependiente del tiempo (7.7) se ha de resolver en el espacio
de coordenadas (R, θ). Si la molécula está sometida a una combinación de
campos eléctricos perpendiculares entre śı, y orientados a lo largo de los ejes
ẑ y x̂ en el sistema de referencia del laboratorio, el sistema no tiene ninguna
simetŕıa, y se ha estudiar la propagación temporal de la función de onda en
el espacio coordenadas (R, θ, φ). Para simplificar la discusión y presentación
de los resultados los estados se etiquetarán por medio de sus números cuánti-
cos (ν, J,M) en ausencia del campo eléctrico. Por supuesto, esto es posible
porque cada nivel se puede identificar con el estado en ausencia de campo al
que converge cuando la intensidad del campo tiende a cero adiabáticamente,
y porque a las intensidades de campo empleadas no se produce mezcla de
estados vibracionales, ver las referencias [110] y [111].
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7.3. Aproximaciones al Hamiltoniano

En muchas moléculas la separación energética rotacional es varios orde-
nes de magnitud inferior al espaciado energético vibracional. Esta diferencia
permite llevar a cabo distintas aproximaciones que, con el objetivo de sim-
plificar de nuevo el problema, tratan de forma independiente el movimiento
rotacional y el vibracional. A continuación se describen dos de ellas, a saber
la aproximación del rotador ŕıgido y la del rotador efectivo.

7.3.1. Aproximación del rotador ŕıgido

La aproximación del rotador ŕıgido es la más sencilla para estudiar la
dinámica rotacional de una molécula, que se describe rotando en el espacio
con su geometŕıa fija en la posición de equilibrio. La interacción con un
campo eléctrico estático se tiene en cuenta por medio del momento dipolar
constante, i.e. su valor en la posición de equilibrio Deq, y viene dada por el
siguiente Hamiltoniano

HRR =
~J 2

2µR2
eq

−DeqFz cos θ

donde Req es la separación de equilibrio. Para facilitar la discusión se ha
tomado el campo paralelo al eje ẑ del sistema de referencia fijo en el la-
boratorio. En esta aproximación se desprecia tanto el acoplamiento entre
el movimiento vibracional y rotacional como la dependencia del momento
dipolar eléctrico en la coordenada vibracional. Este Hamiltoniano se cono-
ce como Hamiltoniano pendular, es integrable para cualquier intensidad del
campo, y fue estudiado al comienzo de los años 70 por von Meyenn [276]
analizando por medio de teoŕıa de perturbaciones los ĺımites de campo muy
débil y muy intenso.

En el régimen de campo débil los autoestados se pueden clasificar según
su enerǵıa disminuya, e.g. el estado rotacional fundamental, o aumente al
incrementar la intensidad del campo. Para campos muy intensos la enerǵıa
de todos los niveles disminuye, y el movimiento rotacional se convierte en
un movimiento pendular alrededor del eje ẑ, que provoca la orientación de
la molécula. El término estados pendulares se introdujo para caracterizar la
influencia del campo eléctrico en el movimiento rotacional, y el fenómeno
de orientación molecular. Éste se puede cuantificar con el valor esperado
〈cos θ〉, cuanto más cercano a uno sea su valor absoluto más pronunciada es
la orientación alcanzada. Al mismo tiempo el campo provoca la hibridación
del momento angular, i.e. la mezcla de estados que en ausencia de campo
tienen distinto momento angular pero el mismo número cuántico magnético.
De hecho, cada nivel pendular es una superposición coherente de estados
rotacionales en ausencia de campo, que en el caso de una molécula diatómica
se trata de armónicos esféricos.
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7.3.2. Aproximación del rotador efectivo

La aproximación del rotador efectivo resuelve la ecuación de movimiento
rovibracional asociada al Hamiltoniano (7.6) por medio de una separación
adiabática de los movimientos rotacional y vibracional, y describe de for-
ma muy precisa la acción de un campo eléctrico en la dinámica rotacional.
La validez de la misma está limitada a los sistemas moleculares y zonas del
espectro rovibracional en las que las escalas de enerǵıa vibracional y rotacio-
nal se diferencian en varios órdenes de magnitud y a intensidades del campo
suficientemente bajas como para no afectar al movimiento vibracional. Esta
aproximación fue introducida por R. González-Férez y P. Schmelcher [110].
A continuación se presentan brevemente sus propiedades principales.

Sean PR, Pθ y Pφ los operadores momento asociado a cada una de las
tres variables espaciales, de forma que el Hamiltoniano (7.6) se puede escribir
como

H =
1

2µ

[

P 2
R +

1

R2
P 2

θ +
1

R2 sin2 θ
P 2

φ

]

+ε(R)−D(R)(Fz cos θ+Fx sin θ cosφ).

Comencemos suponiendo que el problema vibracional ha sido resuelto para
unos determinados valores de θ y φ, por lo que consideramos que Pθ → 0 y
Pφ → 0,

[

1

2µ
P 2

R + ε(R) −D(R)(Fz cos θ + Fx sin θ cosφ)

]

ψν(R; θ, φ)

= Eνψν(R; θ, φ), (7.9)

donde ψν(R; θ, φ) es una función de la banda vibracional etiquetada con el
número ν, y depende paramétricamente de los ángulos θ y φ. Las funciones
ψν(R; θ, φ) forman un conjunto de funciones ortonormales en la variable R.
Se propone la siguiente aproximación para la función de onda:

Ψ0(R, θ, φ) =
∑

ν

ψν(R; θ, φ)χν(θ, φ),

y se inserta esta expresión en la ecuación de movimiento rovibracional aso-
ciada al Hamiltoniano (7.6), se multiplica por la izquierda por ψ∗

ν(R; θ, φ), se
integra en R y por último se hace uso de las propiedades de ortogonalidad de
estas funciones vibracionales. Se llega aśı al siguiente sistema de ecuaciones
acopladas para la parte rotacional de la función de onda

[

1

2µ
〈R−2〉ν ~J 2 + Eν(θ, φ) − E

]

χν(θ, φ) +
∑

κ

(

A2
νκ

2
+A1

νκ
~J

)

χκ(θ, φ)

+
∑

κ 6=ν

A0
νκ

2
~J 2χκ(θ, φ) = 0, (7.10)
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donde

〈R−2〉ν =

∫ ∞

0
ψ∗

ν(R; θ, φ)ψν(R; θ, φ)dR,

y

Ai
νκ =

1

µ

∫ ∞

0
ψ∗

ν(R; θ, φ) ~J iψκ(R; θ, φ)dR, i = 0, 1, 2.

Hacemos una segunda aproximación, suponiendo que para algunos siste-
mas la influencia del campo en la parte vibracional es muy pequeña y puede
ser descrita por medio de teoŕıa de perturbaciones. Esto será cierto especial-
mente en aquellas zonas del espectro donde las escalas de enerǵıa asociadas
a los movimientos rotacional y vibracional están bien separadas. De este
modo, las autofunciones y autovalores vibracionales se pueden aproximar
como

ψν(R; θ, φ) ≃ ψ(0)
ν (R) + ψ(1)

ν (R; θ, φ),

Eν(θ) ≃ E(0)
ν + E(1)

ν (θ, φ)

donde ψ
(0)
ν y E

(0)
ν son la función de onda vibracional y la enerǵıa en ausencia

de campo, respectivamente. La primera corrección a la enerǵıa es el término
de interacción con el campo eléctrico,

E(1)
ν = −〈D(R)〉(0)ν (Fz cos θ + Fx sin θ cosφ),

donde 〈D(R)〉(0)ν = 〈ψ(0)
ν |D(R)|ψ(0)

ν 〉.
Por último, se utilizan estas expresiones en la ecuación (7.10), se despre-

cia en los coeficientes Ai
νκ todos los términos de orden superior, y se supone

que el acoplamiento entre funciones de distintos niveles vibracionales es muy
pequeño, se obtiene aśı la ecuación de movimiento rotacional

Hνχν(θ, φ) = Eχν(θ, φ)

con

Hν =
1

2µ
〈R−2〉(0)ν

~J 2 +E(0)
ν − 〈D(R)〉(0)ν (Fz cos θ + Fx sin θ cosφ), (7.11)

donde 〈R−2〉(0)ν = 〈ψ(0)
ν |R−2|ψ(0)

ν 〉. En este Hamiltoniano rotacional el primer
sumando representa una enerǵıa cinética rotacional efectiva, y el segundo la
interacción con el campo por medio de un momento dipolar efectivo. La
ventaja de esta aproximación con respecto a la del rotador ŕıgido es que
describe el efecto del campo en todas las bandas vibracionales, incluso en
estados vibracionalmente muy excitados, ya que involucra caracteŕısticas

espećıficas en estos niveles por medio de los valores esperados 〈R−2〉(0)ν y

〈D(R)〉(0)ν .
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7.4. Método computacional

La resolución numérica de la ecuación de Schrödinger dependiente del
tiempo (7.7) se lleva a cabo por medio de un algoritmo computacional h́ıbri-
do que combina la técnica del operador de división o split operator, la trans-
formada rápida de Fourier y las representaciones en base finita y en variable
discreta aplicadas a las coordenadas temporal, vibracional y angulares, res-
pectivamente. Para facilitar el uso de estas técnicas numéricas se utiliza la
función de onda reducida

ψ(R, θ, φ, t) = RΨ(R, θ, φ, t). (7.12)

Esta transformación no modifica la ecuación de movimiento (7.7), que para
la función de onda reducida ψ(R, θ, φ, t) toma la forma

Hψ = i~
∂ψ

∂t

pero ahora el Hamiltoniano viene dado por

H = − ~
2

2µ

∂2

∂R2
+

~J 2

2µR2
+ε(R)−D(R)(Fz(t) cos θ+Fx(t) sin θ cosφ). (7.13)

A continuación se describen brevemente las propiedades más importantes
de cada una estas técnicas numéricas.

7.4.1. Aproximación de split-operator

Para resolver la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo, se va
a considerar un intervalo de tiempo ∆t lo suficientemente pequeño de forma
tal que se puede suponer que el Hamiltoniano (7.13) es constante en dicho
intervalo. Una solución formal a esta ecuación viene dada por

ψ(R, θ, φ, t+ ∆t) = exp

[−iH(t)∆t

~

]

ψ(R, θ, φ, t).

Esta expresión involucra el operador de evolución exp
[

−iH(t)∆t
~

]

y propor-

ciona la evolución temporal de la función de onda. La aproximación de split-
operator [85] de segundo orden consiste en descomponer este operador de
evolución de la siguiente manera

exp

[−iH(t)∆t

~

]

= exp

[−iV∆t

2~

]

exp

[−iTvib∆t

2~

]

× exp

[

−i ~J2∆t

2µR2~

]

exp

[−iTvib∆t

2~

]

× exp

[−iV∆t

2~

]

+O[(∆t)3],
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donde

Tvib = − ~
2

2µ

∂2

∂R2
,

y
V = ε(R) −D(R)(Fz(t) cos θ + Fx(t) sin θ cosφ).

El problema inicial se ha reducido a evaluar la acción de las exponenciales
de la enerǵıa cinética vibracional, rotacional y el potencial en la función de
onda.

El intervalo de tiempo ∆t se ha de escoger lo suficientemente pequeño
para asegurar que la propagación temporal se hace con la precisión adecuada,
y que no se acumula un error considerable durante la misma. Un criterio para
determinar este paso viene dado por la anchura del espectro de enerǵıas [85].
Al mismo tiempo, un valor de ∆t excesivamente pequeño supone tiempos de
cálculo excesivamente largos, e incluso podŕıa introducir errores numéricos.
En nuestro caso se ha tomado un paso t́ıpicamente del orden de 10−4–10−3

ps para tiempos de evolución superiores al picosegundo.

7.4.2. Transformada rápida de Fourier

Para calcular la acción de la exponencial de la enerǵıa cinética vibra-
cional Tvib sobre la función de onda, la coordenada vibracional se discretiza
en una serie de NR nodos Rk, (k = 1, . . . ,NR), equiespaciados con un paso
∆R. La aproximación para las derivadas en la coordenada radial R se lleva
a cabo por medio de la transformada de Fourier discreta. En esta técnica
una derivada en el espacio de posiciones es equivalente a una multiplicación

en el espacio de momentos. Es decir, la acción del operador exp
(

i~∆t
4µ

∂2

∂R2

)

sobre la función de onda consiste, tras la transformada de Fourier, en mul-

tiplicar por la exponencial exp
(

− i~∆tπ2P 2
k

µ

)

, donde Pk = k/(NR∆R) es la

coordenada discretizada en el espacio de momentos. De esta forma se aprecia
la conveniencia de utilizar la función de onda reducida (7.12) para simpli-
ficar la expresión de la enerǵıa cinética vibracional. Además, este método
es una transformación unitaria entre los espacios de posiciones y momentos,
que conserva la normalización de la función de onda a lo largo de la evo-
lución [161]. Numéricamente se implementa usando la transformada rápida
de Fourier, que incluye un algoritmo para mejorar computacionalmente la
eficacia de la transformada de Fourier discreta. Para ello, los sumandos de
la serie de Fourier se agrupan sucesivamente en términos pares e impares,
aśı el número de operaciones necesarias para llevar a cabo la transformada
se reduce de N2 a N log2N [219].

7.4.3. Representaciones en base finita y variable discreta

Las representaciones en base finita (RBF) y en variable discreta (RVD)
son las técnicas computacionales empleadas para evaluar la acción del ope-
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rador exp
[

−i ~J2∆t
2µR2~

]

en la función de onda. A continuación se discuten sus

propiedades más relevantes

Dado un cierto problema monodimensional supongamos que existe una
base completa de funciones de cuadrado integrable {ϕj(x)}∞j=1, que tomamos
normalizadas a la unidad, de forma tal que los valores esperados Qij =

〈ϕi|x|ϕj〉, D1
ij = 〈ϕi| d

dx |ϕj〉 y D2
ij = 〈ϕi| d2

dx2 |ϕj〉 se conocen anaĺıticamente.
La RBF consiste en hacer un desarrollo en serie de la función de onda ψ(x) en
las N primeras funciones de esta base, y para simplificar el cálculo del valor
esperado del potencial 〈ϕi|V (x)|ϕJ 〉 se lleva a cabo la siguiente aproximación
V RBF

ij = V (Qij). Nótese que esta aproximación seŕıa exacta si {ϕj(x)}N
j=1

fuese un conjunto completo. En este método computacional se identifica
ψ(x) con los coeficientes {cj}N

j=1 de su desarrollo en serie.

Sin perdida de generalidad, suponemos además que existe una cuadra-
tura Gaussiana asociada al conjunto de funciones, {ϕj(x)}N

j=1, con xα y wα,
α = 1, . . . , N , los ceros y pesos de dicha cuadratura, respectivamente. Las
propiedades de ortogonalidad y completitud de la cuadratura son equiva-

lentes a definir la matriz unitaria Ujα = w
1/2
α ϕj(xα). Esta transformación

unitaria relaciona la RBF con la RVD. Ambas representaciones son equi-
valentes, y el atractivo de la RVD es que el cálculo del valor esperado del
potencial es muy sencillo V RV D

αβ = V (xα)δαβ . Además, la cuadratura Gaus-
siana evalúa cualquier integral por medio de sumas que son exactas para
polinomios de orden 2N − 1, lo que facilita enormemente el cálculo de va-
lores esperados. En esta técnica computacional ψ(x) está caracterizada por
sus valores en la rejilla formada por los nodos de la cuadratura multiplicados

por las ráıces cuadradas de los correspondientes pesos, i.e. {w1/2
α ψ(xα)}N−1

α=0 .

Comencemos analizando el caso más sencillo cuando el campo eléctrico
es paralelo al eje ẑ en el sistema laboratorio. La molécula presenta simetŕıa
acimutal, y tras hacer separación de variables con respecto a la coordenada φ
el problema angular se reduce a la coordenada θ. Además tomamos M = 0.
Se elige como base los polinomios ortonormales de Legendre {P̂j(cos θ)}N−1

j=0 ,
siendo j el grado del polinomio. Son dos las propiedades principales de este
conjunto de funciones. Por un lado, tienen asociada la cuadratura Gauss-
Legendre, siendo θα y wα los nodos y pesos, respectivamente. Por otro, son
autofunciones del operador momento angular al cuadrado ~J 2, que aparece
en la enerǵıa cinética rotacional del Hamiltoniano (7.13). Aśı, la función de
onda en RVD se escribe como el vector

ψRVD = (
√
ω0ψ(R, θ1, t), . . . ,

√
ωN−1ψ(R, θN−1, t))

mientras que en RBF toma la forma

ψRBF = (c0, . . . , cN−1),

donde cj son los coeficientes del desarrollo de la función de onda en la base
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de los polinomios ortonormales de Legendre,

ψ(R, θ, t) =
N−1
∑

j=0

cjP̂j(cos θ).

La matriz de la transformación unitaria de RVD a RBF viene dada por

Sj,k =
√
ωkP̂j(cos θk).

Por tanto,
ψRBF = SψRVD,

esto es,

cj =

N−1
∑

k=0

Sj,k
√
ωkψ(R, θk, t),

y análogamente,
ψRVD = S+ψRBF,

que equivale a,

√
ωkψ(R, θk, t) =

N−1
∑

j=0

S+
j,kcj .

En principio la función de onda está representada en los puntos de la
cuadratura Gaussiana, i.e. en la RVD. Sin embargo, la RVD del operador
~J 2 no se conoce de forma expĺıcita. Por ello, para calcular la acción del
operador ~J 2 en la función de onda es más sencillo usar la RBF ya que en
ella tanto ~J 2 como su exponencial son diagonales. Aśı, en primer lugar se
transforma la función de onda y el operador a la RBF,

{

exp

[

−i ~J2∆t

2µR2~

]

ψ(R, θ, t)

}RBF

= S

{

exp

[

−i ~J2∆t

2µR2~

]

ψ(R, θ, t)

}RVD

= S exp

[

−i ~J2∆t

2µR2~

]RVD

S+SψRVD = exp

[

−i ~J2∆t

2µR2~

]RBF

ψRBF,

donde se lleva a cabo la acción del mismo,

exp

[

−i ~J2∆t

2µR2~

]RBF

ψRBF =

(

{

exp

[−ij(j + 1)~∆t

2µR2

]

cj

}N−1

j=0

)

para posteriormente transformar la función resultante de nuevo a la RVD,

exp

[

−i ~J2∆t

2µR2~

]RVD √
ωkψ(R, θk, t) =

N−1
∑

j=0

S+
j,k exp

[−ij(j + 1)~∆t

2µR2

]

cj .
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Este procedimiento se puede llevar a cabo en un solo paso de la siguiente
forma,

exp

[

−i ~J2∆t

2µR2~

]RVD √
ωkψ(R, θk, t) =

N−1
∑

k=0

Tk,k′(R)
√
ωk′ψ(R, θk′ , t),

donde

Tk,k′(R) =

N−1
∑

j=0

S+
j,k exp

[−ij(j + 1)~∆t

2µR2

]

Sj,k′.

Si el campo eléctrico tiene además una segunda componente Fx(t), se
debe analizar la dinámica rotacional en las variables θ y φ. En este caso la
opción más apropiada es elegir la base formada por los armónicos esféricos
que son autofunciones del operador ~J 2. Esta base no está formada por poli-
nomios ortogonales, y no tiene una cuadratura Gaussiana [25], por tanto la
correspondiente RBF no está asociada con una RVD propia, al contrario de
lo que ocurŕıa con los polinomios de Legendre. Por este motivo en la RVD la
variable θ se discretiza en los N nodos θl de la cuadratura Gauss-Legendre
anterior, con pesos ωl; mientras que en la variable φ se toman Nφ nodos
equiespaciados φk con pesos 2π/Nφ, donde Nφ = 2N + 1 es el número de
nodos en este ángulo. De esta forma se describen ambas variables angulares
con la misma precisión.

La matriz de transformación entre ambas representaciones es

Sj,m,l,k =
√
ωl

√

2π

2N + 1
Y ∗

j,m(θl, φk).

Por tanto, la acción del operador de enerǵıa cinética rotacional viene dada
por

exp

[

−i ~J 2∆t

2µR2~

]RVD
√
ωl

√

2π

2N + 1
Ψ(R, θl, φk, t)

=
N−1
∑

l′=0

2N
∑

k′=0

Tl,k,l′,k′(R)
√
ωl′

√

2π

2N + 1
Ψ(R, θl′ , φk′ , t),

donde

Tl,k,l′,k′(R) =







N−1
∑

j=0

j
∑

m=−j

S+
j,m,l,k exp

[

− ij(j + 1)∆t~

2µR2

]

Sj,m,l′,k′







.

7.4.4. Caracteŕısticas de los cálculos computacionales lleva-

dos a cabo

En el primer caso analizado el campo eléctrico solo tiene una componen-
te paralela al eje ẑ del sistema fijo en el laboratorio. Debido a la simetŕıa
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acimutal de este sistema, se ha de resolver la ecuación de Schrödinger depen-
diente del tiempo en el espacio (R, θ). La transformada de Fourier rápida se
lleva a cabo en un intervalo finito de la coordenada vibracional [R0, Rmax].
Éste se divide de forma equidistante con un paso ∆R = 0,068 u.a. y NR = 64
puntos nodales. Nuestro estudio se ha centrado en la banda vibracional más
baja en enerǵıa del estado electrónico fundamental de la molécula de LiCs.
Esto nos permite tomar los siguientes puntos extremos del intervalo radial
R0 = 4,07 u.a. y Rmax = 8,422. El número de polinomios de Legendre usados
en la representación en base finita es de Nθ = 17 y 29 para las intensidades
máximas del campo eléctrico F = 10−5u.a. y 10−4u.a., respectivamente. La
representación en variable discreta utiliza una rejilla con el mismo número
de puntos nodales. Durante el cálculo computacional la función de onda se
caracteriza por medio de un vector de dimensiónNR×Nθ. La matriz unitaria
que relaciona ambas representaciones tiene dimensión NR×Nθ×Nθ. La me-
moria necesaria para almacenar sus datos es de 289 y 841kB para Nθ = 17 y
29, respectivamente. El paso temporal se ha fijado a ∆t = 0,825fs, y en cada
uno de ellos se realizan 5 multiplicaciones de matrices, de las cuales 2 son
diagonales. Una evolución de 6 ps en la molécula tarda un minuto de CPU
en un cluster con procesadores AMD Opteron a 2GHz. De todos los estudios
realizados el pulso más corto dura 10ps, que involucra unas 12000 iteraciones
y unos 2 minutos de CPU. Mientras que el más largo es de 768,5ps, i.e. 10
periodos rotacionales de la molécula de LiCs. En este caso se realizan unas
106 operaciones con una duración aproximada de 128 minutos de CPU. Se
ha estudiado la convergencia de los resultados presentados en este trabajo.
Para ello se ha comprobado que éstos no vaŕıan al aumentar Nθ, NR y Rmax

o al disminuir ∆t y R0.
Si el campo eléctrico tiene dos componentes, una en el eje ẑ y la otra

en el x̂, se debe resolver la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo
en el espacio tridimensional (R, θ, φ). De nuevo para la coordenada vibra-
cional se usa la transformada de Fourier con NR = 64 puntos nodales. Para
las coordenadas angulares se utilizan los armónicos esféricos, con Nθ valores
distintos de J y Nφ = 2Nθ+1 para M , i.e. un total deNθ(2Nθ+1) funciones.
La matriz unitaria Tl,k,l′k′(R) tiene dimensión NR ×Nθ ×Nφ ×Nθ ×Nφ y
para almacenarla son necesarios 345 MB de memoria RAM para Nθ = 17 y
NR = 64. La rapidez de los cálculos disminuye de forma considerable. Ahora,
0,01ps en el sistema molecular se corresponden con un minuto de CPU. En
comparación con el caso anterior la velocidad de ejecución es unas 600 veces
inferior, i.e. llevaŕıa 53 d́ıas de CPU obtener los resultados para un pulso de
768,5ps. Esto hace impracticable un análisis detallado de este sistema en un
tiempo razonable. Teniendo en cuenta estos datos, y que a las intensidades
máximas consideradas no se produce mezcla entre los movimientos vibra-
cional y rotacional, se ha usado la aproximación del rotador efectivo para
analizar este sistema. La ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo se
debe resolver en el espacio bidimensional (θ, φ). La dimensión de la matriz
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Tl,k,l′k′ es Nθ × Nφ ×Nθ ×Nφ y un minuto de CPU equivale a 4,7ps en la
molécula. Estos tiempos de ejecución son realistas e inferiores a los de los
cálculos de un d́ımero en un campo con un única componente. Pero se van
a considerar una gran variedad de pulsos, y por ello se ha decidido reducir
el número de puntos nodales angulares a 11. Entonces por cada minuto de
CPU se obtienen 28ps del sistema. Se ha comprobado que la reducción de
Nθ no influye en los resultados obtenidos, y se ha llevado a cabo un detallado
análisis de la convergencia de los mismos variando Nθ y ∆t.



Caṕıtulo 8

Dinámica molecular

rotacional en presencia de

campos eléctricos

homogéneos dependientes del

tiempo

Summary: Molecular rotational dynamics in time-

dependent homogeneous electric fields

This chapter is devoted to the study of the rovibrational dynamics of
diatomic heteronuclear molecules under the influence of external homoge-
neous time-dependent electric fields. Two electric fields will be considered,
the first one having only a component along the ẑ-axis of the laboratory
frame, while the second one is a combination of perpendicular fields parallel
to the ẑ and x̂-axis of the labororatory frame. As a prototype example we
consider the LiCs molecule. This choice is certainly motivated by the expe-
rimental interest in this system, and due to the large absolute value of its
permanent electric dipole moment. Recently, the group of M. Weidemüller
has reported on the photoassociation formation of ultracold LiCs in its elec-
tronic ground state [163]. Moreover, theoretical and experimental data are
available in order to provide a detailed knowledge of the potential energy
curve and electric dipole moment function [22,250].

Dynamics in a time-dependent electric field

In the first part of the chapter, the time evolution of the molecule is
studied under the effect of a field whose direction remains independent of
time, along the ẑ-axis in the laboratory frame, with strength F(t) at time
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t. The full rovibrational Hamiltonian for this system, already presented in
the previous chapter, can be written as

H = − ~
2

2µR2

∂

∂R

(

R2 ∂

∂R

)

+
~J 2

2µR2
+ ε(R) −D(R)F(t) cos θ.

The electric field evolution consists in an exponential switching on with a
duration ∆ton, optionally followed by a constant field regime that lasts ∆tc,
after which a switching off is performed during an interval of time ∆toff , and
finishes with a post-pulse field-free regime, (see Figure 8.3). We concentrate
on the rovibrational ground state as initial wave packet, and on the regime
of maximal field strengths F = 51,4 − 514 kV/cm. The switching times are
taken in the interval from 800 fs to 800 ps, which covers the time regime
between short laser pulse duration and switching dc-fields. In this situation
the only symmetry of the system is the azimuthal one, so only the magnetic
quantum number M is conserved. Besides, this study is reduced to the case
M = 0.

Also, it is worth to point out that for the field strengths considered in this
work there is no mixing between states of different vibrational bands [108],
and the analysis is restricted to the rotational dynamics within the vibra-
tional ground band. Hence, to have a better understanding of the following
results, the effective rotor approximation is performed during the post-pulse
regime. The field-free wave function is then expanded in the basis of effective
rotor solutions of the Hamiltonian (7.3). They are formed by the field-free
vibrational wave function of the lowest rotational state ψν,0(R), and the Le-
gendre polynomials PJ . Thus, we have the following expression for the wave
function

Ψ(R, θ, t) =
1√
2π
ψν,0(R)

N−1
∑

J=0

cJPJ(cos θ)e−iEJ t/~,

where the coefficients cJ = |cJ | exp(iϕJ ) satisfy that
∑

J |cJ |2 = 1, and
N is the maximum number of levels considered for the description of the
wave function. The expressions for the angular probability density ρ(θ, t)
and the expectation value 〈cos θ〉 are given by the equations (8.5) and (8.6),
respectively. The complexity of the dynamics increases with the number N
of levels involved in the wave function. Already for moderate N values a
wide variety of physical phenomena appear during the time evolution of the
probability density. We have analyzed four different systems having N =
1, 2 and two of them N = 3, the evolution of their probability densities is
presented in Figures 8.2 (a)-(d). These results show the rich and complicated
features appearing in the post-pulse rotational dynamics, which shows strong
orientation and localization effects.

Using the rovibrational Hamiltonian, we have studied in detail the post-
pulse dynamics by considering several electric pulses, where the switching
on and off times are taken equal, i.e. ∆ton = ∆toff , and the constant field
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regime is avoided, i.e. ∆tc = 0. We have analyzed how the coefficients |cJ |2
and the total number of levels of this expansion change as ∆ton is increased.
We find that, in the post-pulse dynamics, |cJ |2 oscillate rapidly as a function
of ∆ton, indicating how sensitive they are to the switching times; see Figure
8.4. Hence, it is very difficult to control their adjustment in order to obtain a
certain post-pulse dynamics. However, the number of states involved in the
post-pulse dynamics shows a much more robust behaviour with ∆ton (see
Figure 8.5), what makes possible a prediction of the final number of excited
states in this regime. Several dynamics are observed. Firstly, for very short
switching times in comparison with the rotational period of the molecule,
the number of excited states is rather small; and it increases as the switching
time grows until a maximum is achieved. In a second regime, N decreases
from this maximum, and tends to one in the adiabatic limit, when the initial
ground rotational state is recovered. Finally the adiabatic regime is achieved
for pulse durations of about five times the characteristic rotational period
of the molecule, when the contribution of the ground state to the field-free
dynamics is over a 99%.

The post-pulse dynamics is also analyzed by considering three particular
switching on times. The latter choice is done in such a way that these systems
are similar to those discussed within the effective rotor approximation. The
corresponding angular probability density ρ(θ, t) and the expectation value
〈cos θ〉 are presented in Figures 8.6, 8.8, 8.9 and 8.7, respectively. Again,
these results show a wide variety of localization and orientation phenomena,
that appear arranged in characteristic patterns alternating between the two
angular hemispheres. In particular, they are periodic in time, being the
period a fraction of the molecular rotational period.

This study was completed by considering the Fourier transform of the
electric pulse on the frequency domain, which provides an estimation of the
relevant photon frequencies for the system. It is found that short pulses are
able to excite a large amount of rotational states, that the adiabatic limit is
achieved for very slow switching on, and that a constant field regime between
the switching on and off processes does not modify the relevant frequencies.
However, nothing can be said about the weight of each partial wave.

The dynamics during the constant field regime, just after the switching
on of the field, is also studied. This regime is characterized by a pronounced
molecular orientation and hybridization of the angular motion. The corres-
ponding wave packet is then expanded in the basis of pendular eigenstates
ψF

k (R, θ) of the constant field Hamiltonian,

Ψ(R, θ, t) =
1√
2π

NF−1
∑

k=0

dkψ
F
k (R; θ)e−iEF

k
t/~,

where the coefficients dk = |dk| exp(iϕF
k ) satisfy that

∑

k |dk|2 = 1, and NF

is the maximum number of levels considered for the description of the wave



168

function. In contrast to the final post-pulse regime, the coefficients |dk|2,
as well as the total number NF of excited pendular states, have a much
smoother behaviour as a function of the switching time ∆ton; see Figures
8.12 and 8.13. Hence, a robust prediction of these quantities is possible.
Moreover, depending on the initial rotational wave packet the corresponding
combination of pendular states is achieved in the adiabatic limit, i.e. the
field-free ground rotational state evolves to the lowest pendular state in the
adiabatic limit. The maximum number of excited states appears for a sudden
switching on, where the decomposition of the initial wave packet in terms
of pendular states is obtained.

The results obtained in this study conform the following papaer: P.
Sánchez-Moreno, R. González-Férez and P. Schmelcher, Molecular rotational
dynamics in nonadiabatically switching homogeneous electric fields, Physical
Review A 76 (2007) 053413. Reference [A8].

Dynamics in two time-dependent perpendicular electric fields

In the second part of this chapter, the electric field has component along
the x̂ and ẑ-axis. The system does not have any symmetries, although the
effect of this field is independent of the sign of the magnetic quantum number
M . The time-dependent Schrödiner equation of motion has to be solved in
the (R, θ, φ) coordinate space. This full rovibrational treatment is very costly
computationally, in particular the results presented in this Thesis would
take years to be done. Hence, we have decided to employ the effective rotor
approximation, assuming that the vibration dynamics is not affected by the
field. Thus, within this approximation the rotational Hamiltonian is

Hν =
1

2µ
〈R−2〉(0)0

~J 2 + E
(0)
0 − 〈D(R)〉(0)0 (Fz(t) cos θ + Fx(t) sin θ cosφ).

The electric field pulse consists in an exponential switching on along the
ẑ-axis with duration ∆ton, followed by a rotation of the field with constant
strength towards the x̂-axis in a time ∆trot, an exponential switching off
along the x̂-axis is then performed, and finishes with a field-free regime.
Figure 8.15 shows the time profiles of both components of the field.

First, in order to analyze the effect of the field rotation, the switching on
is suppressed, and the field starts along the ẑ-axis with maximal strength.
As initial wave packet we consider a combination of pendular states with
M = 0. The main consequence of the rotation is that pendular levels with
M 6= 0 will contribute to the dynamics. The rotated wave packet is analyzed
with the help of its expansion in terms of the field-free partial waves. Taking
as initial state a combination of one, two or three pendular levels, we study
the behaviour of the coefficients |cJM |2 as ∆trot is increased, see Figures
8.16, 8.18 and 8.20. The adiabatic regime is achieved for rotation times of
the order of the rotational period, much shorter than the typical durations
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of the adiabatic switching on and off. An explanation can be given due to
the fact that the field strength is always kept fixed, being the rotation of the
field a process less violent than the switching on. In the adiabatic regime,
a pendular state will evolve to the corresponding rotated pendular level.
Only if the rotation is performed in times below half the rotational period,
significant population is transferred to M 6= 0 levels.

Finally our attention is focused on the post-pulse dynamics. In the com-
plete pulse the switching times are modified, and the rotation ones are taken
within either the adiabatic or non-adiabatic regime, or the rotation time is
changed, taking the switching times in the non-adiabatic regime. As initial
wave packet we take the field-free ground rotational state. Again, the final
wave packet is analyzed using the coefficients of its basis set expansion in
terms of the field-free partial waves. The corresponding results are presen-
ted in the Figures 8.22(a), 8.23(a) and 8.4(a). The adiabatic regime is now
achieved if a slow switching process is combined with rotations of around
one rotational period. The contribution of M 6= 0 is significant if both pro-
cesses are non-adiabatic. In contrast, for adiabatic switching processes, only
the contribution of the M ≤ 2 levels is meaningful if the rotation is non-
adiabatic. The orientation and localization effects are also investigated in
the post-pulse dynamics, see Figures 8.25 and 8.27 . Finally, we have shown
that the rotation of the field can completely destroy the orientation along
the ẑ-axis, and that for adiabatic rotations this orientation is transferred to
the x̂-axis.

The results of these investigations are currently being prepared in a
manuscript, which will be submitted to an international journal.

8.1. Introducción

En este caṕıtulo se investiga la dinámica rovibracional de moléculas
diatómicas heteronucleares bajo la acción de campos eléctricos externos ho-
mogéneos y dependientes del tiempo. Como ejemplo protot́ıpico considera-
remos el estado electrónico fundamental de la molécula de LiCs. Nuestra
elección está motivada en primer lugar por el interés experimental que los
d́ımeros alcalinos tienen en la actualidad dentro del campo de la f́ısica de
moléculas fŕıas y ultrafŕıas. En particular el grupo de Matthias Weidemüller
ha creado recientemente moléculas de LiCs ultrafŕıas en el estado electróni-
co fundamental [163]. En segundo lugar, se conoce de forma detallada tanto
la curva de enerǵıa potencial como la función de momento dipolar eléctrico
de los estados fundamentales electrónicos singlete y triplete de esṕın, gra-
cias a los estudios teóricos y experimentales de los grupos de O. Dulieu y
E. Tiemann [22, 250]. Por último se ha estudiado este sistema sometido a
un campo eléctrico estático [108, 193], analizando su efecto en el espectro
rovibracional, en la hibridación del momento angular y la orientación por
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medio de los valores esperados 〈cos θ〉 y 〈 ~J 2〉, y en las transiciones radiativas
dipolares.

Inicialmente se considera un campo externo variable con el tiempo para-
lelo al eje ẑ del sistema de referencia del laboratorio. El campo se enciende
por medio de una función exponencial, se mantiene constante, para finalmen-
te desconectarlo usando el mismo tipo de función. En presencia del campo
este sistema solo tiene la simetŕıa acimutal, y por tanto sus estados están
caracterizados por el número cuántico magnético M . Sin perdida de genera-
lidad, este estudio se va a restringir al caso M = 0. El objetivo es investigar
la dinámica rovibracional en presencia del campo para tiempos de encen-
dido y apagado entre los 800 fs y los 800 ps, esto es, la región intermedia
entre las duraciones t́ıpicas de los pulsos láser cortos y los tiempos de cone-
xión de campos eléctricos estáticos en el laboratorio. Para ello se analiza
la función de onda y la densidad de probabilidad rotacional junto a otras
magnitudes relevantes como son la orientación y la hibridación del momento
angular. La dinámica rotacional final, tras apagar el campo, será comparada
con los resultados derivados de un modelo teórico de N -estados rotaciona-
les obtenido de la aproximación de rotador efectivo [110]. En particular, se
demostrará que es posible predecir de forma robusta la cantidad de estados
necesaria para describir el sistema en cada uno los reǵımenes considerados.
Sin embargo, una vez el campo ha sido desconectado la contribución de cada
onda parcial es muy sensible a las caracteŕısticas del proceso, i.e. intensidad
máxima y tiempos de encendido y apagado. En este régimen post-pulso se
obtienen una gran variedad de fenómenos de orientación y localización que
son periódicos y su periodo es un fracción entera del periodo rotacional mo-
lecular. La discusión de todos estos resultados está recogida en la Sección
8.2 de este caṕıtulo.

Los resultados obtenidos en este primer estudio han dado lugar al si-
guiente art́ıculo: P. Sánchez-Moreno, R. González-Férez y P. Schmelcher,
Molecular rotational dynamics in nonadiabatically switching homogeneous
electric fields, Physical Review A 76 (2007) 053413. Referencia [A8].

En una segunda etapa se considera el d́ımero sometido a una combinación
de dos campos eléctricos dependientes del tiempo, perpendiculares entre śı y
paralelos a los ejes ẑ y x̂ del sistema de referencia del laboratorio. En pre-
sencia de estos campos la molécula no tiene ninguna simetŕıa y se produce la
mezcla estados con distintos números cuánticos rotacionales y magnéticos.
Además, el efecto del campo es idéntico para los niveles que en ausencia
de campo se diferencian en el signo de su número cuántico magnético. El
pulso consiste en un encendido exponencial del campo en la dirección ẑ, a
continuación éste se gira hacia el eje x̂, de forma tal que su intensidad total
permanezca constante, finalizando con su apagado a lo largo de este último
eje. Nuestro objetivo es usar este tipo de pulso para comprobar si a partir de
un estado inicial con M = 0 es posible distribuir población entre niveles con
M 6= 0, y cómo este efecto depende de la velocidad de rotación del campo.



8. Dinámica molecular en campos dependientes del tiempo 171

Para ello se va a analizar la función de onda, la densidad de probabilidad
angular y la orientación de la molécula. En particular, se mostrará que si la
rotación del campo se lleva a cabo en un tiempo igual o superior al periodo
rotacional molecular se trata de un proceso adiabático. Son necesarios giros
mucho más rápidos para poder obtener contribuciones significativas de es-
tados con número cuántico magnético no nulo. Se ilustrará cómo la rapidez
con la que se rota el campo juega un papel importante en la dinámica ro-
tacional final. De hecho, los efectos de localización y orientación obtenidos
cuando el campo solo tiene una componente paralela al eje ẑ se suavizan
o incluso desaparen dependiendo de la velocidad de giro. La discusión de
los resultados obtenidos para este sistema está recogida en la Sección 8.3 de
este caṕıtulo.

En la actualidad, se está preparando un manuscrito que incluye estos
sistemas y los fenómenos f́ısicos discutidos para enviar a una revista inter-
nacional.

8.2. Dinámica en presencia de un campo depen-

diente del tiempo

En esta sección se estudia la dinámica rovibracional de la molécula de
LiCs en su estado fundamental electrónico 1Σ+, bajo la acción de un campo
homogéneo y de intensidad variable con el tiempo y cuya dirección está fijada
en el sentido del eje ẑ del sistema de referencia del laboratorio. El perfil
temporal del campo usado se define como sigue

F(t) =















Ff(5 + 10 t−tc
tc−ton

), si ton ≤ t < tc
F, si tc ≤ t < toff
Ff(5 + 10 t−toff

toff−tf
), si toff ≤ t ≤ tf

0, en otro caso

(8.1)

donde f(t) = (1 + e−2t)−1. El campo está por tanto caracterizado por los
cuatro parámetros F , ∆ton = tc − ton, ∆tc = toff − tc y ∆toff = tf − toff , que
representan la intensidad máxima alcanzada, y la duración de los reǵımenes
de encendido del campo, campo constante y apagado del mismo, respecti-
vamente. En la Figura 8.1 se muestra el pulso eléctrico como función del
tiempo. El proceso será o no adiabático dependiendo de la relación de los
tiempos de encendido y apagado con el periodo rotacional Tr del sistema
molecular. Debido a la forma de la función f(t), el campo no alcanza los
valores exactos de 0 o F en los instantes inicial y final del encendido, sin
embargo la diferencia del valor real con estos valores es despreciable.

La dinámica rovibracional de dicho sistema se rige por el Hamiltoniano
(7.8) cuando el campo sólo tiene componente Fz(t), que en esta sección
será notada simplemente como F(t), el Hamiltoniano se reduce a la siguiente
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Figura 8.1: Perfil del campo eléctrico F(t) como función del tiempo para ∆ton =
∆toff = Tr y una intensidad máxima F = 10−4 u.a.

expresión

H = − ~
2

2µR2

∂

∂R

(

R2 ∂

∂R

)

+
~J 2

2µR2
+ ε(R) −D(R)F(t) cos θ. (8.2)

Este sistema sólo tiene la simetŕıa acimutal, y sus estados están caracteriza-
dos por el número cuántico magnético M . Sin perdida de generalidad nuestro
estudio se va a restringir a niveles con M = 0. La resolución de la ecuación
de Schödinger dependiente del tiempo asociada a este Hamiltoniano se lleva
a cabo mediante la aproximación de split-operator y las técnicas de la trans-
formada rápida de Fourier y las representaciones en variable discreta y base
finita descritas en la Sección 7.4.

8.2.1. Aproximación de N modos de la dinámica rotacional

Consideramos, al igual que en el caṕıtulo anterior, que no se produce
mezcla de niveles vibracionales para las intensidades del campo que se van
a contemplar. Esta hipótesis permite restringir nuestra investigación a la
influencia del campo eléctrico en la dinámica rotacional. Para ello analizamos
la orientación y la hibridación del momento angular por medio de los valores
esperados 〈cos θ〉 y 〈 ~J 2〉, respectivamente, junto con la densidad angular
ρ(θ, t) asociada a la función de onda rovibracional Ψ(R, θ, t) definida como

ρ(θ, t) =

∫ π

−π

∫ ∞

0
|Ψ(R, θ, t)|2R2dRdϕ. (8.3)
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La probabilidad de encontrar la molécula en un valor concreto de θ en el
instante de tiempo t viene dada por la densidad de probabilidad angular
sin θρ(θ, t), que está normalizada a la unidad,

∫ π

0
sin θρ(θ, t)dθ = 1.

El campo eléctrico es estático en los intervalos tc ≤ t ≤ toff y t > tf ,
por tanto el Hamiltoniano (8.2) es independiente del tiempo y existe una
base formada por sus autofunciones. En el intervalo de tiempo tc ≤ t ≤ toff ,
esta base se compone de los estados pendulares {ψF

k }, que son autofunciones
del Hamiltoniano con campo constante, i.e. HψF

k = EF
k ψ

F
k con F(t) = F .

Mientras que en el intervalo t > tf , son las funciones de onda rovibracionales
para campo nulo las que forman la correspondiente base.

A continuación centramos nuestra atención en el régimen final una vez
el pulso ha terminado, i.e. t > tf . En el marco de la aproximación de rota-
dor efectivo el estado con números cuánticos vibracional y rotacional (ν, J)
y número cuántico magnético nulo, en ausencia de campo está caracteriza-
do por la función de onda rovibracional Ψν,J(R, θ) = 1√

2π
ψν,0(R)PJ(cos θ),

donde PJ (cos θ) es el polinomio de Legendre normalizado a la unidad de
grado J y ψν,0(R) es la función de onda vibracional del estado (ν, 0). La
autoenerǵıa correspondiente es Eν,J = Eν,0 + J(J + 1)~2〈R−2〉ν/2µ donde
Eν,0 es la enerǵıa del estado (ν, 0) y 〈R−2〉ν = 〈ψν,0|R−2|ψν,0〉. El paquete
de ondas para t > tf se puede aproximar por medio del siguiente desarrollo
en serie

Ψ(R, θ, t) =
1√
2π
ψν,0(R)

N−1
∑

J=0

cJPJ (cos θ)e−iEJ t/~, (8.4)

donde los coeficientes cJ = |cJ | exp(iϕJ ), complejos en general, satisfacen
que

∑

J |cJ |2 = 1, y |cJ |2 representa el peso del estado rotacional con número
cuántico J en el paquete de ondas. Nótese que la serie, en principio infinita,
se trunca para quedarnos con los N primeros modos. Esto es factible si
podemos despreciar los coeficientes cJ con J > N − 1. La densidad angular
asociada con este paquete de ondas seŕıa la siguiente

ρ(θ, t) =

N−1
∑

J=0

|cJ |2(PJ(cos θ))2

+ 2

N−1
∑

J ′>J

|cJ ||cJ ′ |PJ(cos θ)PJ ′(cos θ) cos
(

ωJ ′,J t− ∆ϕJ ′,J

)

, (8.5)

donde ∆ϕJ ′,J = ϕJ ′ − ϕJ y ωJ ′,J = (EJ ′ − EJ)/~. Dentro de esta apro-
ximación de rotador efectivo, estas frecuencias son inversamente propor-
cionales al periodo rotacional Tr de la molécula ωJ ′,J = 2πnJ ′,J/Tr donde
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nJ ′,J = (J ′(J ′ + 1) − J(J + 1))/2 y Tr = 2πµ/(~〈R−2〉v). La evolución tem-
poral de ρ(θ, t) es periódica, y su periodo es una fracción de Tr, i.e. Tr/nmcd,
donde nmcd es el máximo común divisor del conjunto de coeficientes {nJ ′,J}
que aparecen en la expresión de ωJ ′,J , y es independiente de los valores de
las diferencias de fase ∆ϕJ ′,J . El periodo más grande posible es Tr, y aparece
cuando el máximo común divisor es 1. Esto ocurre, por ejemplo, cuando los
dos niveles más bajos (i.e. estado fundamental y primer estado excitado), o
los tres primeros estados excitados, participan en la dinámica rotacional.

En este régimen el valor esperado 〈 ~J 2〉 permanece constante con el tiem-
po ya que las autofunciones del Hamiltoniano también son funciones propias
del operador ~J 2, y una combinación lineal de ellas también lo es. Sin embar-
go, 〈cos θ〉 no es constante, y dentro de esta aproximación se puede escribir
como

〈cos θ〉 = 2

N−1
∑

J=0

|cJ ||cJ+1|〈cos θ〉J,J+1 cos (ωJ+1,Jt− ∆ϕJ+1,J) , (8.6)

donde 〈cos θ〉J,J+1 = 〈PJ | cos θ|PJ+1〉 = (J+1)/
√

(2J + 1)(2J + 3). Las fre-
cuencias involucradas en este valor esperado son debidas a las diferencias de
enerǵıa entre niveles rotacionales consecutivos ωJ+1,J = 2π(J + 1)/Tr, que
son un múltiplo de la menor de todas, ω1,0 = 2π/Tr. Esta expresión muestra
que la orientación molecular para t > tf es periódica, y su periodo está de-
terminado por el máximo común divisor del conjunto de números {J + 1}.
Si éste es igual a uno el periodo será igual a Tr, lo que ocurre, por ejem-
plo, cuando tres estados consecutivos cualesquiera están involucrados en la
dinámica. Además, la orientación es nula para cualquier instante de tiempo
t > tf si ningún par de niveles consecutivos forma parte del paquete de ondas.

Para ilustrar la complejidad de la dinámica rotacional post-pulso, se
discute a continuación la evolución de la densidad angular (8.5) de sistemas
que pueden ser descritos por una, dos o tres ondas parciales. Los valores de
los coeficientes |cJ | y ϕJ se eligen similares a los obtenidos en los cálculos
presentados en la siguiente sección.

En el caso más sencillo sólo es necesario un estado rotacional para apro-
ximar el paquete de onda final, de forma que las expresiones (8.4) y (8.5)
constan de un sólo sumando. Esta situación se obtiene si el estado inicial
es un autoestado propio del sistema en ausencia de campo y se lleva a ca-
bo un encendido y un apagado adiabáticos. Aśı, la densidad angular final
es independiente del tiempo y está determinada por un único polinomio de
Legendre ρ(θ, t) = (PJ(cos θ))2. La Figura 8.2(a) muestra la evolución de la
densidad de probabilidad sin θρ(θ, t) de una dinámica post-pulso dominada
por la onda s; la sencillez de este sistema contrasta con los ejemplos que
involucran varias las ondas parciales.

Si el paquete de ondas se puede describir por medio de los niveles con
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Figura 8.2: Densidad de probabilidad angular sin θρ(θ, t) para t ≥ tf para los sis-
temas con dinámica rotacional dominada por (a) sólo el estado fundamental, que
corresponde a un proceso adiabático, (b) los dos primeros niveles, (c) los tres pri-
meros niveles, y (d) el primer, segundo y cuarto nivel.
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momentos angulares J = j1 y J = j2, la densidad angular correspondiente
viene dada por

ρ(θ, t) = |cj1 |2(Pj1(cos θ))
2 + |cj2 |2(Pj2(cos θ))

2

+2
√

|cj1||cj2 |Pj1(cos θ)Pj2(cos θ) cos (ωj2,j1t− ∆ϕj2,j1) .

La frecuencia de esta dinámica rotacional viene determinada por la diferencia
de enerǵıas de los estados involucrados ~ωj2,j1 = Ej2 −Ej1, mientras que la
diferencia de fase ∆ϕj2,j1 es equivalente a una simple traslación temporal,
i.e. t → t̃ = t − ∆ϕj2,j1/ωj2,j1. Esto implica que, debido a la condición de
normalización |cj1 |2+ |cj2 |2 = 1, sólo existe un grado de libertad relevante en
el sistema, que podŕıa ser |cj1|2 ó |cj2 |2. El segundo sumando de la expresión
anterior se anula en los ceros de los polinomios de Legendre Pj1(cos θ) y
Pj2(cos θ). Estos ceros representan puntos fijos de la densidad angular, donde
ésta resulta independiente del tiempo.

En la Figura 8.2(b) se muestra la evolución temporal de la densidad de
probabilidad angular sin θρ(θ, t) durante un periodo rotacional para un mo-
delo de dos estados con j1 = 0 y j2 = 1, con coeficientes |c0|2 = 0,7, |c1|2 =
0,3, y ∆ϕ1,0 = 5,535. El cero del polinomio de Legendre P1(cos θ) θ = π/2
es un punto fijo y satisface que ρ(π/2, t) = 0,35. La densidad angular alcan-
za dos máximos localizados en hemisferios diferentes con 〈cos θ〉 = −0,529
para t = tf + 0,38Tr en θ = 2,32, y 〈cos θ〉 = 0,529 para t = tf + 0,88Tr en
θ = 0,819. Este ejemplo ilustra cómo con dos modos rotacionales se pue-
den preparar paquetes de onda que alternativamente se concentran en las
mitades inferior y superior del espacio de la coordenada rotacional.

La dinámica rotacional se complica significativamente si son tres las on-
das parciales, con números cuánticos j1, j2 y j3, necesarias para describirla.
La densidad angular correspondiente toma la forma

ρ(θ, t) = |cj1 |2(Pj1(cos θ))
2 + |cj2 |2(Pj2(cos θ))

2 + |cj3 |2(Pj3(cos θ))
2

+2
√

|cj1 ||cj2 |Pj1(cos θ)Pj2(cos θ) cos (ωj2,j1t− ∆ϕj2,j1)

+2
√

|cj1 ||cj3 |Pj1(cos θ)Pj3(cos θ) cos (ωj3,j1t− ∆ϕj3,j1)

+2
√

|cj2 ||cj3 |Pj2(cos θ)Pj3(cos θ) cos (ωj3,j2t− ∆ϕj3,j2) . (8.7)

Debido a la condición de normalización |cj1 |2+ |cj2|2+ |cj3 |2 = 1 y la relación
existente entre las diferencias de fase ∆ϕj3,j1 = ∆ϕj3,j2 +∆ϕj2,j1, el sistema
tiene cuatro grados de libertad, que pueden ser |cj1 |, |cj2 |, ∆ϕj3,j2 y ∆ϕj2,j1.
Al contrario que en el sistema de dos niveles, ninguna de estas diferencias
de fase es equivalente a una traslación temporal global. La evolución es muy
sensible a un cambio en cualquiera de estos cuatro parámetros, por lo tanto,
su ajuste para obtener una cierta dinámica es una tarea mucho más dif́ıcil
que en ejemplo anterior. La densidad de probabilidad angular tiene un punto
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fijo si al menos dos de los polinomios de Legendre involucrados tienen un
cero común, esto sólo ocurre para aquellos de grado impar y para el cero
θ = π/2. Aśı, si los números cuánticos j1, j2 y j3 son impares, o al menos
dos lo son, entonces θ = π/2 es un punto fijo, y ρ(π/2, t) tiene un valor
constante.

En la Figura 8.2(c) se representa la gráfica de contorno en el plano (θ, t)
de la densidad de probabilidad angular de un modelo de tres estados con
j1 = 0, j2 = 1 y j3 = 2, coeficientes |c0|2 = 0,6, |c1|2 = 0,3, |c2|2 = 0,1, y di-
ferencias de fase ∆ϕ1,0 = ∆ϕ2,0 = 4,64 y ∆ϕ2,1 = 0. La dinámica rotacional
posee una estructura más compleja que el sistema de dos niveles presenta-
do en la Figura 8.2(b). En un periodo rotacional la densidad angular exhibe
varios fenómenos de localización, que aparecen como un patrón de tres máxi-
mos cuya posición cambia con el tiempo y alterna entre las mitades superior
e inferior del espacio angular. En particular, para tf+0,13Tr . t . tf+0,36Tr

el paquete de ondas presenta una orientación significativa antiparalela al eje
del campo con 〈cos θ〉 < −0,4, mientras que para tf +0,5Tr . t . tf +0,98Tr

el paquete de ondas se encuentra débilmente orientado con 〈cos θ〉 < 0,2. Pa-
ra otros tiempos la función de onda no presenta apenas orientación.

Por último, analizamos un nuevo sistema descrito por las tres ondas par-
ciales j1 = 0, j2 = 1 y j3 = 3, y con parámetros |c0|2 = |c1|2 = 0,32,
|c3|2 = 0,36 y ∆ϕ1,0 = ∆ϕ3,0 = ∆ϕ3,1 = 0. La evolución temporal de su
densidad de probabilidad angular se muestra en la Figura 8.2(d). A pesar
de tener el mismo número de niveles rotacionales que el ejemplo anterior
la dinámica rotacional es muy diferente en ambos casos. El hecho de que
las diferencias de fase sean nulas implica que la evolución temporal es par
con respecto a la inversión en t = tf + Tr/2. El punto fijo θ = π/2 divide
la densidad angular en dos hemisferios, en los que exhibe una secuencia de
máximos siguiendo un patrón regular, y que alternativamente se encuentran
en cada una de estas mitades del espacio. A lo largo de un periodo rota-
cional, la densidad angular o bien está localizada en uno de los hemisferios
o bien posee máximos distribuidos a lo largo del intervalo 0 ≤ θ ≤ π. Aśı,
para tf ≤ t . tf + 0,16Tr y tf + 0,84Tr . t ≤ tf + Tr la densidad angular
está mayoritariamente concentrada en el primer hemisferio y muestra una
débil orientación en la dirección del campo, con un máximo en t = tf con
〈cos θ〉 ≃ 0,37. Para tf+0,34Tr . t . tf+0,66Tr, el paquete de ondas está lo-
calizado en la región θ > π/2, la molécula está orientada antiparalelamente
al eje del campo, con un máximo para t = tf + Tr/2 con 〈cos θ〉 ≃ −0,37.
Para el resto de intervalos temporales, la densidad se encuentra a lo largo
de todos los valores de θ.

En el caso más general con N estados rotacionales involucrados en el
paquete de ondas existen 2(N −1) grados de libertad, i.e. N −1 coeficientes
|cJ |2 y N−1 diferencias de fase ∆ϕJ ′,J . La densidad de probabilidad angular
es bastante sensible a los valores de estos parámetros, y su ajuste para
obtener la función ρ(θ, t) deseada es una tarea muy dif́ıcil incluso para valores
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moderados de N . Para N ≥ 3, θ = π/2 es un punto fijo si al menos N −1 de
los números cuánticos J son impares. Como ya se ha indicado más arriba,
sólo en el sistema de dos estados aparecen puntos fijos en otros valores de
θ, i.e. en los ceros de los polinomios de Legendre correspondientes. Además,
la paridad de la evolución temporal de ρ(θ, t) con respecto al instante t =
Tr/2 está gobernada por las diferencias de fase. Si todas ellas satisfacen que
∆ϕJ ′,J = qπ, q ∈ Z, la densidad ρ(θ, t) tendrá paridad par. Naturalmente,
una paridad impar es imposible debido a que la densidad es siempre positiva.

8.2.2. Potencial electrónico y momento dipolar de la molécu-

la de LiCs

La curva de enerǵıa potencial y la función de momento dipolar eléctrico
del estado electrónico fundamental X1Σ+ de la molécula de LiCs se muestran
en función de la coordenada radial R en la Figura 8.3. El potencial ha sido
tomado de resultados experimentales [250] e incluye la interacción van der
Waals C6/R

6 correcta a largas distancias. Para el momento dipolar se han
usado datos semiemṕıricos [22], que han sido extrapolados linealmente para
cubrir el rango de valores de R cercano a cero. La masa reducida de esta
molécula es µ = 10490 u.a., y el periodo rotacional del estado vibracional
fundamental es Tr = 76,885 ps.

En las siguientes subsecciones se toma siempre como función de onda
inicial el estado fundamental rovibracional en ausencia de campo, y se in-
vestiga la evolución de la dinámica rotacional en los reǵımenes de intensi-
dad constante y ausencia de campo. Estos cálculos se han realizado para
las intensidades de campo máximas F = 10−5, 5 · 10−5 y 10−4 u.a., corres-
pondientes a F = 51,4, 257 y 514 kV/cm, siendo este último valor un poco
más alto que las intensidades máximas de campos estáticos realizables en el
laboratorio.

8.2.3. Población rotacional tras el apagado del campo

En primer lugar estudiamos la dinámica rotacional durante el régimen
final en ausencia de campo eléctrico, i.e. t > tf , al variar los tiempos de
encendido y apagado. Para simplificar nuestro análisis, las duraciones del
encendido y el apagado serán iguales ∆ton = ∆toff , y se ha suprimido el
periodo con campo constante, i.e. tomamos ∆tc = 0. Como se ha discutido
en la sección anterior, la función de onda y la densidad angular se pueden
expresar en términos de las autofunciones rovibracionales propias del Ha-
miltoniano libre de campo y, en el marco de la aproximación de rotador
efectivo, estas relaciones vienen dadas por las expresiones (8.4) y (8.5).

Las contribuciones al paquete de ondas de los tres niveles rotacionales
más bajos, i.e. |c0|2, |c1|2 y |c2|2, para la intensidad máxima del campo
F = 10−4 u.a., se representan en la Figura 8.4(a) en función del tiempo
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Figura 8.3: Potencial electrónico (ĺınea continua) y momento dipolar eléctrico (ĺınea
discontinua) del estado fundamental electrónico de la molécula de LiCs. Ambas
magnitudes vienen dadas en unidades atómicas.

de encendido ∆ton, que vaŕıa en el intervalo 0,5Tr ≤ ∆ton ≤ 4,5Tr. Todos
los coeficientes muestran rápidas oscilaciones según se modifica ∆ton, siendo
especialmente pronunciadas para los valores más bajos de ∆ton, cuando el
proceso es no adiabático. Según se incrementa ∆ton, la amplitud de estas
oscilaciones decrece, y los valores de los máximos locales de |c1|2 y |c2|2 se
aproximan a cero, de forma que satisfacen que |ci|2 . 0,05, para i = 1, 2,
cuando ∆ton & 4,45Tr y ∆ton & 2,09Tr, respectivamente. El proceso tien-
de a la adiabaticidad para encendidos lentos, y se recupera un paquete de
ondas con solo la contribución del nivel fundamental rotacional en el ĺımite
∆ton ≫ Tr, en particular si ∆ton = 4,5Tr se tiene que |c0|2 ≈ 0,98. Es-
te comportamiento oscilatorio muestra como la duración espećıfica de los
tiempos de encendido influye en el estado final alcanzado. A partir del mis-
mo estado inicial, cada proceso de encendido lleva al sistema a poblaciones
diferentes de estados pendulares en el régimen con campo constante, véase
más abajo, y el subsiguiente apagado del campo lleva cada estado pendular
a un conjunto final de autoestados rotacionales. La combinación de estos
dos procesos provoca las oscilaciones de los |cJ |2, que se vuelven regulares
para valores grandes de ∆ton. Con la intensidad máxima del campo fijada,
estas oscilaciones son un reflejo de las autofrecuencias pendulares en el régi-
men con campo constante. Para intensidades máximas menores, el sistema
es menos sensible a los procesos de encendido y apagado y los coeficientes
|cJ |2 presentan un comportamiento cualitativamente similar pero con una
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frecuencia de oscilación menor. Este hecho se puede comprobar en el análisis
realizado para la intensidad máxima F = 10−5 u.a. En la Figura 8.4(b) se
representan los correspondientes coeficientes |c0|2, |c1|2 y |c2|2 en función del
tiempo de encendido. Sin embargo, la envolvente de las oscilaciones es muy
parecida para ambas intensidades, indicando que la amplitud de las mismas
es prácticamente independiente de esta intensidad máxima.

La dinámica se complica a medida que aumenta la cantidad de estados
rotacionales necesarios para describir la densidad angular (8.5) con cierta
precisión. Se define el número de niveles NR como el número de coeficientes
|cJ |2 que suman el 99,9% de la población total. Este valor se puede consi-
derar como una primera estimación del grado de adiabaticidad del proceso.
En la Figura 8.5 se representa NR en función de ∆ton para las intensidades
máximas F = 10−4 (a), 5 · 10−5 (b) y 10−5. Para las tres intensidades del
campo los resultados muestran un comportamiento cualitativamente similar
pero cuantitativamente diferente en función del tiempo de encendido. Nótese
que un encendido y un apagado instantáneos no modifican el paquete de on-
das inicial, i.e. NR = 1 si ∆ton = 0. Inicialmente, NR crece con ∆ton hasta
su valor máximo NR

max, a partir de ese punto decrece hasta alcanzar de nuevo
la unidad en el ĺımite ∆ton ≫ Tr. Para 3 ps ≤ ∆ton ≤ 230 ps y F = 10−4

u.a., se ha ajustado la función logaŕıtmica NR
fit = A − B log(∆ton/Tr) a los

datos numéricos, véase la Figura 8.5(a). Esta función no reproduce el ĺımite
adiabático NR → 1 para ∆ton ≫ Tr. El coeficiente A proporciona una esti-
mación de la cantidad de ondas parciales involucradas en la dinámica post-
pulso cuando ∆ton = Tr. En la escala semilogaŕıtmica, B es la pendiente del
comportamiento lineal y proporciona una estimación de la disminución de
NR

fit cuando el cociente ∆ton/Tr aumenta en un orden de magnitud. Ambos
parámetros dependen tanto del perfil espećıfico del campo (8.1) como de la
intensidad máxima. Para este caso toman los valores A = 7,5 y B = 11,34.
NR decrece desde su máximo NR

max = 22 en ∆ton ≈ 0,04Tr, y en particular
se tiene que NR = 7 para ∆ton = Tr. Dos ondas parciales son necesarias
para describir la dinámica rotacional cuando ∆ton > 4Tr, son las ondas s y
p, pero como el estado inicial era una onda s la contribución de la onda p
es despreciable para ∆ton > 5,7Tr. Para un tiempo de encendido fijo, NR

decrece a medida que reducimos la intensidad del campo, i.e. la dinámica
rotacional se ve menos afectada por el campo, y el valor de los coeficientes A
y B también disminuye. Para F = 5 ·10−5 u.a. el ajuste se ha hecho en el in-
tervalo de tiempo 4,6 ps ≤ ∆ton ≤ 300 ps, se obtienen los valores A = 6,63 y
B = 7,97, véase la Figura 8.5(b). El máximo de NR tiene un valor de 16 para
∆ton ≈ 0,05Tr, y si el campo se conecta a lo largo de un periodo rotacional,
resulta N = 6. Finalmente, para F = 10−5 u.a. y 7,6 ps ≤ ∆ton ≤ 700 ps,
A = 4,57 y B = 3,92, con un valor máximo de NR

max = 8, véase la Figura
8.5(c). Este comportamiento lineal en función de log(∆ton) muestra que el
sistema es bastante robusto con respecto al número de ondas parciales que
contribuyen a la dinámica rotacional al variar ∆ton, mientras que es muy
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sensible en cuanto al peso relativo de cada una de ellas, como se ha discutido
anteriormente.

Si el estado inicial es un nivel rotacionalmente excitado se llega a resul-
tados similares a los anteriormente discutidos. También se ha investigado la
dinámica rotacional de un d́ımero sometido a un tren de pulsos, con periodos
de ausencia del campo intercalados entre ellos. El análisis de la población
rotacional en este caso revela que el número de ondas parciales involucradas
en la dinámica permanece aproximadamente constante, i.e. es independiente
del número de pulsos sucesivos aplicados, por lo que una mayor exposición a
este campo variable no excita niveles rotacionales más altos en la molécula.
Lo que śı cambia drásticamente entre los diferentes pulsos es el peso relativo
de los niveles rotacionales, indicando de nuevo la alta sensibilidad al proceso
espećıfico de encendido.

Consideremos unos tiempos de encendido y apagado de ∆ton = ∆toff =
186,75ps ≃ 2,43Tr y una intensidad máxima del campo F = 10−4 u.a. La
dinámica postpulso está controlada esencialmente por los dos primeros nive-
les rotacionales con coeficientes |c0|2 = 0,6955 y |c1|2 = 0,3022, y diferencia
de fase ∆ϕ1,0 = 5,535. La evolución temporal de la densidad de proba-
bilidad angular y del valor esperado 〈cos θ〉 se representan en las Figuras
8.6 y 8.7, respectivamente. La dinámica rotacional final del LiCs con este
pulso es muy similar a la del modelo de dos modos rotacionales mostra-
do en la Figura 8.2(b). Las perturbaciones y distorsiones que aparecen son
debidas a las pequeñas contribuciones del resto de ondas parciales. El cua-
si punto fijo θ = π/2, con un rango de valores ρ(π/2, t) ≃ 0,31 − 0,38 a
lo largo de un periodo rotacional, divide la dinámica en dos lóbulos bien
localizados, que no se solapan y están situados en cada uno de los dos he-
misferios. Para tf + 0,13Tr . t . tf + 0,63Tr, ρ(θ, t) se concentra en la
región π/2 ≤ θ ≤ π, y esta orientación antiparalela alcanza su máximo
〈cos θ〉 = −0,54 en t = tf +0,37Tr. El resto del tiempo el paquete de ondas se
localiza en la región 0 ≤ θ ≤ π/2 con una orientación máxima 〈cos θ〉 = 0,52
en t = tf + 0,89Tr.

Como segundo ejemplo se somete a la molécula LiCs a un campo con
tiempos de encendido y apagado de ∆ton = ∆toff = 167ps ≃ 2,17Tr y man-
teniendo la intensidad máxima a F = 10−4 u.a. La dinámica rotacional
se describe en este caso con suficiente precisión a través de los tres nive-
les rotacionales más bajos, con coeficientes |c0|2 = 0,6323, |c1|2 = 0,3170 y
|c2|2 = 0,0460, y con las diferencias de fase ∆ϕ1,0 = 5,50 y ∆ϕ2,1 = 0,85.
La evolución temporal del correspondiente valor esperado 〈cos θ〉 y de la
densidad de probabilidad angular se muestran en las Figuras 8.7 y 8.8, res-
pectivamente. El paquete de ondas exhibe efectos de localización pronun-
ciados, concentrándose en cada hemisferio una vez por periodo rotacional.
Se localiza en la región π/2 ≤ θ ≤ π para tf + 0,14Tr . t . tf + 0,59Tr, y
en el primer hemisferio en el intervalo de tiempo complementario. El valor
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Figura 8.5: Número de ondas parciales que contribuyen a la dinámica rotacional
post-pulso en función del tiempo de encendido ∆ton = ∆toff , para las intensidades
máximas del campo F = 10−4 (a), 5 · 10−5 (b) y 10−5 (c) u.a. Las ĺıneas continuas
corresponden a ajustes logaŕıtmicos de los resultados numéricos.
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Figura 8.6: Densidad de probabilidad angular sin θρ(θ, t) en el régimen final en
ausencia de campo, tras un proceso determinado por unos tiempos de encendido y
apagado de ∆ton = ∆toff = 186,75 ps y una intensidad máxima del campo F = 10−4

u.a.
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Figura 8.7: Evolución del valor esperado 〈cos θ〉 durante el régimen en ausencia de
campo para las duraciones ∆ton = ∆toff = 186,75 ps (ĺınea roja), 167 ps (ĺınea
verde) y 44,5 ps (ĺınea azul), para la intensidad máxima del campo F = 10−4 u.a.
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Figura 8.8: Igual que la Figura 8.6 pero para las duraciones ∆ton = ∆toff = 167 ps.

esperado 〈cos θ〉 muestra en estos intervalos valores negativos y positivos,
i.e. orientación antiparalela y paralela de la molécula a lo largo del eje del
campo, respectivamente, (véase la Figura 8.7). Los valores máximos de la
orientación con 〈cos θ〉 = −0,63 y 0,46 se obtienen en t = tf + 0,33Tr y
t = tf + 0,95Tr, respectivamente. La densidad de probabilidad angular pre-
senta un patrón similar al del modelo de tres modos descrito en la Figura
8.2(c).

Por último consideramos un proceso altamente no adiabático, con ∆ton =
∆toff = 44,5 ps y F = 10−4 u.a. Una descripción completa del sistema
requiere 11 ondas parciales para abarcar el 99.9 % de la población (véase la
Figura 8.5). Sin embargo, los niveles con J = 0, J = 1 y J = 3 contribuyen
mayoritariamente con coeficientes |c0|2 = 0,2829, |c1|2 = 0,2790 y |c3|2 =
0,3277, y diferencias de fase ∆ϕ1,0 = 4,95 y ∆ϕ3,1 = 2,68. Los pesos |cJ |2
del resto de estados son un orden de magnitud inferiores, incluida la onda
d con |c2|2 = 0,0015. En las Figuras 8.7 y 8.9 se muestra la evolución del
valor esperado 〈cos θ〉 y de la densidad de probabilidad angular post-pulso,
respectivamente. La dinámica rotacional es cualitativamente similar a la
del modelo de tres modos analizado en la Sección 8.2.1, véase la Figura
8.2(d). De nuevo se observan fenómenos de localización del paquete de ondas
en cada uno de los dos hemisferios para intervalos de tiempo diferentes.
Sin embargo ahora la densidad angular tiene en cada mitad del espacio un
comportamiento oscilatorio con el tiempo, que también se ve reflejado en
la evolución de 〈cos θ〉 (véase la Figura 8.7). Estos fenómenos no son muy
pronunciados, de hecho, para tf + 0,08Tr . t . tf + 0,5Tr, el paquete de
ondas se encuentra principalmente localizado en la región 0 ≤ θ ≤ π/2,
y 〈cos θ〉 oscila alcanzando un valor máximo de 〈cos θ〉 = 0,40. Durante
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Figura 8.9: Igual que la Figura 8.6 pero para las duraciones ∆ton = ∆toff = 44,5
ps.

el resto del tiempo encontramos a la molécula en la región π/2 ≤ θ ≤
π, estando débilmente orientada antiparalelamente al campo, con un valor
mı́nimo de 〈cos θ〉 = −0,38. Por otro lado, la pequeña contribución de estados
rotacionales con momento angular par, especialmente la onda d, provoca que
el punto fijo θ = π/2 se difumine y no tenga un valor constante.

8.2.4. Pulso en el régimen de frecuencias

La transformada de Fourier del pulso temporal F(t) definido en (8.1)
permite estimar las frecuencias de los fotones involucrados en el mismo,
y los estados rotacionales que podŕıan contribuir en la dinámica postpulso.
Para llevar a cabo tal análisis se ha desplazado temporalmente F(t) de forma
que sea simétrico con respecto al origen de tiempo t = 0. Nuestro estudio se
va a restringir a pulsos con duraciones del encendido y apagado iguales, y
además consideraremos la presencia de un periodo con intensidad de campo
constante entre ambos. La transformada de Fourier F̂(ω) de F(t) viene dada
por la expresión

F̂(ω) =

∫ ∞

−∞
F(t) exp(−iωt)dt. (8.8)

Las enerǵıas ∆E = ~ω que pueden excitar rotacionalmente la molécula
vienen dadas por ∆E = EJ − E0 = ~ωJ con ωJ = J(J + 1)~〈R−2〉/(2µ) =
J(J + 1)π/Tr, donde se ha usado el periodo rotacional Tr = 2πµ/~〈R−2〉.
La dependencia de ωJ en Tr hace que el efecto del campo vaŕıe según el
sistema y la banda vibracional considerados. Un periodo rotacional más
pequeño implica mayores valores de ωJ que se traduce en un mayor grado
de adiabaticidad para un pulso determinado.
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Figura 8.10: Transformada de Fourier |F̂(ω)| para los pulsos con tiempos de encen-
dido ∆ton = ∆toff = 44,5ps (ĺınea roja), 167ps (ĺınea verde) y 300ps (ĺınea azul), e
intensidad máxima F = 10−4 u.a. Con śımbolos del mismo color que las ĺıneas se
marcan los valores correspondientes a las frecuencias ωJ , J = 0, . . . , 4.

En la Figura 8.10 se representa |F̂(ω)| en función de ω para tres pulsos
F(t) con tiempos de encendido/apagado ∆ton = ∆toff = 44,5ps, 167ps y
300ps, suprimiendo en todos el régimen intermedio de campo constante, y
con la intensidad máxima F = 10−4 u.a. En esta gráfica también se han
señalado los valores de ωJ y |F̂(ωJ)| para el estado vibracional fundamental
de la molécula de LiCs. Al aumentar ∆ton se estrecha la distribución de
frecuencias, y se reduce el peso de las frecuencias más altas. Esto significa,
tal y como vimos anteriormente, que cuanto más lento sea el encendido
menos son los estados rotacionales que influyen en la dinámica postpulso.
Por otro lado, |F̂(ω)| es linealmente proporcional a la intensidad máxima
F , lo que explica por qué se obtiene un mayor número de estados excitados
cuanto más grande es el valor de F . Sin embargo, este análisis no permite
predecir el peso relativo de los estados involucrados en la dinámica, aunque
śı una estimación del número de ondas parciales que serán necesarias para
describir el sistema.

Finalmente se considera el efecto de un régimen de campo constante
entre el encendido y el apagado del mismo. En la Figura 8.11 se representa
la transformada de Fourier |F̂(ω)| para los pulsos con intensidad máxima
F = 10−4 u.a., tiempos de encendido y apagado de 44,5 ps y duración
del régimen intermedio de campo constante ∆tc = 10, 30 y 100 ps. Las
tres distribuciones de frecuencia son muy similares entre śı, diferenciándose
únicamente en el valor de |F̂(ωJ)|. Esto indica que la presencia de un periodo
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Figura 8.11: Transformada de Fourier |F̂(ω)| para los pulsos con tiempos de encendi-
do y apagado de ∆ton = ∆toff = 44,5ps, y tiempos de campo constante ∆tc = 10ps
(ĺınea roja), 30ps (ĺınea verde) y 100ps (ĺınea azul), e intensidad máxima F = 10−4

u.a. Con śımbolos del mismo color que las ĺıneas se marcan los valores correspon-
dientes a las frecuencias ωJ , J = 0, . . . , 4.

de campo constante no modifica significativamente el número de estados
excitados en la dinámica final.

8.2.5. Análisis de la población pendular en el régimen de

campo constante

En esta sección nuestra atención se centra en la dinámica rotacional
en el intervalo de tiempo ∆tc cuando la intensidad del campo se mantie-
ne constante. De nuevo como estado inicial tomamos el nivel rovibracional
fundamental. En presencia de un campo intenso los sistemas moleculares
se caracterizan por la hibridación del momento angular y una pronunciada
orientación que dependen de la intensidad del mismo. El momento dipolar
de la molécula de LiCs es negativo, aśı que el sistema se orienta de antipa-
ralelamente al campo eléctrico.

Análogamente al análisis realizado del paquete de ondas final en térmi-
nos de los armónicos esféricos, se puede hacer un desarrollo en serie de la
correspondiente función de onda usando ahora la base formada por las fun-
ciones de onda pendulares {ψF

k (R, θ)} que son autoestados del Hamiltoniano
(7.6) cuando F(t) = F . Por lo tanto, para tc ≤ t ≤ toff , el paquete de ondas
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se puede como

Ψ(R, θ, t) =
1√
2π

NF−1
∑

k=0

dkψ
F
k (R, θ)e−iEF

k
t/~.

Esta expresión debeŕıa tener infinitos sumandos pero se ha asumido que
sólo NF estados pendulares son necesarios para describir el sistema con la
precisión suficiente. Los coeficientes dk son en general complejos, satisfacen
que

∑

k |dk|2 = 1, y su módulo al cuadrado |dk|2 representa la probabilidad
de encontrar la molécula en el estado pendular k-ésimo.

Se ha estudiado la evolución de las contribuciones de los cuatro primeros
estados pendulares, |d0|2, |d1|2, |d2|2 y |d3|2, en función de la duración del
encendido ∆ton, para una intensidad de campo máxima F = 10−4 u.a., véase
la Figura 8.12. Al aumentar el tiempo de encendido crece la adiabaticidad
del proceso, y la población del primer estado pendular |d0|2 tiende monóto-
namente a la unidad. Para ∆ton = 100 ps, los pesos de los tres primeros
estados son |d0|2 = 0,7261, |d1|2 = 0,2 y |d2|2 = 0,0547. Mientras que para
∆ton = 200 ps, el 92,3% de la población se encuentra en el estado pendu-
lar fundamental, y llega al 99,5% para ∆ton = 400 ps. Para un encendido
instantáneo, i.e. ∆ton = 0 ps, hay una gran cantidad de estados pendula-
res contribuyendo a la dinámica. Los coeficientes |dk|2 toman los valores
correspondientes a la descomposición del estado fundamental rotacional en
ausencia de campo en términos de esta base. De hecho, para un encendido
rápido de ∆ton = 10 ps son necesarios 14 estados para describir el sistema,
con contribuciones 0,01 . |di|2 . 0,14.

De forma análoga a como se hizo para el caso de la dinámica post-
pulso, se calcula el número NP de coeficientes necesario para obtener el
99,9% de la población pendular. NP proporciona una estimación del gra-
do de adiabaticidad del proceso. En Figura 8.13 se muestra NP en función
del tiempo de encendido ∆ton para las intensidades máximas del campo
F = 10−4, 5 · 10−5 y 10−5 u.a. En los tres casos NP muestra un comporta-
miento cualitativamente similar pero cuantitativamente diferente al variar
∆ton. Inicialmente, NP permanece constante, al aumentar ∆ton NP de-
crece monótonamente tendiendo a la unidad en el ĺımite adiabático. Para
F = 10−4 u.a. se ha realizado un ajuste de estos resultados numéricos usando
la función NP

fit = 1 +NP
max exp(−B∆ton/Tr), con los parámetros NP

max = 14
y B = 0,75. Nótese que esta función reproduce tanto el comportamiento
constante para valores pequeños de ∆ton como el ĺımite adiabático. De he-
cho N = 1 +NP

max es el número máximo de estados que se obtienen tras un
encendido instantáneo (hasta un 99.9 % de la contribución total). Por tanto,
NP

max depende sólo de la intensidad máxima F . El parámetro B depende
del perfil espećıfico del campo (8.1) y de F . Para F = 5 · 10−5 u.a., se en-
cuentra que NP

max = 10 y B = 0,58, y el plateau inicial se extiende hasta
∆ton = 0,2Tr, véase la Figura 8.13(b). Y para F = 10−5 u.a. se tiene que
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NP
max = 5 y B = 0,37, y la pendiente de NP al variar ∆ton es más sua-

ve que en los casos anteriores, véase la Figura 8.13(c). En particular, para
∆ton = Tr, sólo 4 estados pendulares se necesitan para describir la dinámica
rotacional, mientras que son 7 si F = 10−4 u.a.

En el régimen de campo constante, el cuadrado del momento angular no
es una constante de movimiento, y su valor esperado 〈 ~J 2〉 muestra un in-
teresante fenómeno de pulsación irregular. En términos de las autofunciones
pendulares se tiene que

〈 ~J 2〉 =

NF−1
∑

k=0

|dk|2
N−1
∑

J=0

|pJ,k|2J(J + 1)~2

+2

NF−1
∑

k′>k=0

N−1
∑

J=0

|dk||dk′ |pJ,kpJ,k′J(J + 1)~2

× cos

(

(EF
k − EF

k′)t

~
− ϕF

k + ϕF
k′

)

, (8.9)

donde los coeficientes pJ,k = 〈ΨF
k |Ψ0,J〉 satisfacen que p∗J,k = pJ,k y son

independientes de t. En esta expresión, el primer término es un valor medio,
mientras que el segundo representa un conjunto de oscilaciones controladas
por las diferencias de las enerǵıas pendulares a través de las frecuencias
(EF

k − EF
k′)/~. Al contrario que en el caso de ausencia de campo, estas

frecuencias no son proporcionales al inverso del periodo rotacional de la
molécula y no forman un conjunto conmensurable. Esto es debido a que el
espectro no posee el interespaciado proporcional a J + 1 que dentro de la
aproximación de rotador efectivo caracteriza a los niveles rotacionales [108].

El comportamiento de 〈 ~J 2〉 en función del tiempo cuando el encendido
se realiza en un periodo rotacional y la intensidad máxima es F = 10−4 u.a.
se muestra en la Figura 8.14. La población pendular resultante está domi-
nada por los coeficientes |d0|2 = 0,6283, |d1|2 = 0,2358, |d2|2 = 0,0876 y
|d3|2 = 0,0318. 〈 ~J 2〉 presenta rápidas oscilaciones en torno al valor medio
21,31 y una pronunciada pulsación irregular. Usando las enerǵıas pendulares
de los estados involucrados, se encuentra que las principales contribuciones al
término oscilatorio de la expresión (8.9) vienen dadas por los pares (k, k′) =
(0, 1) y (k, k′) = (1, 2), cuyas frecuencias son (EF

k −EF
k′)/(2π~) = 1,680 THz

y 1,636 THz, respectivamente. Estas dos frecuencias son responsables de un
fenómeno de pulsación con un semiperiodo de 1,88Tr, que tiene lugar cinco
veces en el intervalo de 10 periodos rotacionales considerado en la figura.
Las interferencias debidas a las otras frecuencias involucradas provocan pul-
saciones de orden superior que se superponen entre śı, e.g. la envolvente de
larga duración en la Figura 8.14.
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Figura 8.12: Coeficientes |d0|2 (ĺınea roja), |d1|2 (ĺınea verde), |d2|2 (ĺınea azul) y
|d3|2 (ĺınea magenta) en el régimen de campo constante, en función de la duración
del encendido del campo ∆ton y para F = 10−4 u.a.

8.3. Dinámica en presencia de una combinación de

campos dependientes del tiempo y perpendi-

culares entre śı

En esta sección se estudia la dinámica rotacional de la molécula de LiCs
sometida a una combinación de campos eléctricos dependientes del tiempo,
perpendiculares entre śı y paralelos a los ejes x̂ y ẑ del sistema de referencia
del laboratorio. El perfil temporal del pulso consiste en un encendido expo-
nencial en la dirección ẑ hasta la intensidad máxima F , a continuación el
campo se rota hacia el eje x̂, de forma tal que alcanza la intensidad máxima
en la componente x al mismo tiempo que se anula la z. Nótese que durante
el giro la intensidad siempre se mantiene constante. Finalmente, la desco-
nexión del campo en la dirección x̂ se lleva a cabo por medio de la misma
función exponencial usada para el encendido. Matemáticamente, este pulso
toma la siguiente forma

Fz(t) =















Ff
(

5 + 10 t−trot
trot−ton

)

, si ton ≤ t < trot

Fg
(

t−toff
trot−toff

)

, si trot ≤ t < toff

0, en otro caso,

, (8.10)
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Figura 8.13: Número de estados pendulares que contribuyen a la dinámica rotacional
durante el régimen de campo constante en función del tiempo de encendido ∆ton,
para las intensidades máximas del campo F = 10−4 (a), 5 · 10−5 (b) y 10−5 (c)
u.a. Las ĺıneas continuas corresponden a ajustes exponenciales de los resultados
numéricos.
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Figura 8.14: Evolución del valor esperado 〈 ~J 2〉 durante el régimen de campo cons-
tante para un tiempo de encendido ∆ton = Tr e intensidad máxima del campo
F = 10−4 u.a.

Fx(t) =















Fg
(

t−trot
toff−trot

)

, si trot ≤ t < toff

Ff
(

5 + 10 t−toff
toff−tf

)

, si toff ≤ t < tf

0, en otro caso,

, (8.11)

donde f(t) = (1 + e−2t)−1 y g(t) = sin2(tπ/2). El campo está caracterizado
por cuatro parámetros: la intensidad máxima alcanzada F , y las duraciones
del encendido ∆ton = trot−ton, la rotación ∆trot = toff−trot y el apagado del
campo ∆toff = tf − toff . En la Figura 8.15 se muestran las dos componentes
del campo eléctrico como función del tiempo. Tomaremos en todos los casos
el tiempo inicial igual a cero, ton = 0 y la intensidad máxima como F = 10−5

u.a.

Una descripción completa del sistema implica resolver la ecuación de
Schrödinger asociada al Hamiltoniano rovibracional (7.8). Esto, como ya se
indicó en la Sección 7.4.4 del caṕıtulo anterior, resulta muy costoso compu-
tacionalmente, lo que implicaŕıa que para realizar el presente estudio seŕıan
necesarios tiempos de ejecución de los programas del orden de años. Por
tanto, para poder llevar a cabo este análisis suponemos que el campo no
afecta a la dinámica vibracional, y que el espaciado energético rotacional es
inferior al vibracional, de forma que podemos emplear la aproximación del
rotador efectivo descrita en el caṕıtulo anterior. El Hamiltoniano del rotador
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Figura 8.15: Perfil de las componentes del campo eléctrico Fz(t) y Fx(t) (lineas
continua y discontinua, respectivamente) como función del tiempo para ∆ton =
∆trot = ∆toff = Tr y una intensidad máxima F = 10−5 u.a.

efectivo para la banda fundamental vibracional toma la forma

Hν =
1

2µ
〈R−2〉0 ~J 2 + E(0)

ν − 〈D(R)〉0(Fz(t) cos θ + Fx(t) sin θ cosφ).

La diferencia de esta expresión con respecto a la (7.11) es que el campo
depende del tiempo. Para resolver la ecuación de Schrödinger asociada a
este Hamiltoniano se utiliza la técnica del split operator junto con las re-
presentaciones en variable discreta y en base finita, descritas en el caṕıtulo
anterior.

Las propiedades de una molécula diatómica polar en presencia de un
campo eléctrico son independientes de la dirección del campo. Fijadas dos
direcciones las autofunciones de los correspondientes Hamiltonianos están
relacionadas por una rotación espacial. Los niveles pendulares con el campo
paralelo al eje ẑ están formados por una superposición coherente de esta-
dos rotacionales con el número cuántico magnético fijo. La rotación de un
armónico esférico YJ,M (θ, φ) da lugar a una combinación lineal de armóni-
cos esféricos con el mismo J y todos los valores posibles de M . Por tanto,
los estados pendulares con el campo paralelo al eje x̂ están formados por
una superposición coherente de estados rotacionales con distintos números
cuánticos rotacional y magnético.

Para analizar la dinámica rotacional tras el giro en t = trot o en el
régimen post-pulso para t ≥ toff se puede expresar el paquete de ondas
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como un desarrollo en serie en una base. Aunque lo normal seŕıa usar en
cada caso la base propia de estos sistemas, por simplicidad y para poder
estudiar la población transferida a estados con número cuántico magnético
no nulo, hemos decidido usar la base formada por las funciones de onda
rotacionales en ausencia de campo. Aśı, dentro del marco de trabajo de la
aproximación del rotador efectivo el paquete de ondas se puede escribir como

Ψ(θ, φ, t) =

N−1
∑

J=0

J
∑

M=−J

cJ,MYJ,M(θ, φ),

donde los coeficientes cJ,M cumplen que
∑N−1

J=0

∑J
M=−J |cJ,M |2 = 1, y |cJ,M |2

representa la probabilidad de encontrar la molécula en el estado con números
cuánticos J y M . Debido a la componente x̂ del campo aparecen niveles
con M 6= 0, sin embargo, por razones de simetŕıa las contribuciones de los
estados con número cuántico magnético M y −M son iguales entre śı, i.e.
|cJ,M |2 = |cJ,−M |2.

8.3.1. Efecto de la rotación del campo

Comenzamos analizando el efecto de la rotación del campo, suponiendo
que inicialmente éste es paralelo al eje ẑ y el sistema está en un autoesta-
do pendular ΨF . Una rotación adiabática del mismo resulta en un estado
pendular del Hamiltoniano con el campo en el eje x̂, RΨF eiϕ, y solamente
adquiere una fase ϕ adicional. El resultado final únicamente depende del
tiempo de rotación ∆trot a través de esta fase. Si se proyecta esta función
de onda final sobre una base cualquiera, ϕ es simplemente una fase global.
Es por tanto irrelevante para la densidad de probabilidad y para los coefi-
cientes de la proyección. En este caso el régimen adiabático se caracteriza
siempre por el mismo paquete de ondas, salvo esta fase global, sea cual sea
la duración de la rotación.

Como primer ejemplo se ha tomado como estado inicial el nivel rotacio-
nal fundamental ψF

0,0 y F = 10−5 u.a. En la Figura 8.16 se representan los

coeficientes |cJ,M |2, con J = 0, 1, 2 y |M | = 0, 1, 2, del desarrollo en serie
en función del tiempo de rotación ∆trot. Todos los coeficientes presentan
una evolución cualitativamente muy similar al aumentar ∆trot. Inicialmente
tienen un comportamiento oscilatorio y alcanzan rápidamente el régimen
adiabático para ∆trot ≥ Tr manteniendo valores constantes para rotacio-
nes del campo más lentas. Esta rapidez para alcanzar el régimen adiabático
contrasta con los tiempos caracteŕısticos del encendido del campo, que eran
del orden de varios periodos rotacionales. Una explicación de este hecho
es que durante el giro la intensidad del campo siempre se mantiene cons-
tante y solamente vaŕıa su orientación. Se trata por tanto de un proceso
menos agresivo que el encendido, y la molécula puede adaptarse a él más
fácilmente. Para ∆trot ≥ 0,75Tr los estados (0, 0), (1,±1) y (2,±2) son los
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más poblados con un 28, 22,5 y 8% del total, respectivamente. El régimen
adiabático representa la descomposición en términos de armónicos esféricos
del primer estado pendular con el campo paralelo al eje x̂. Si el proceso
es instantáneo las tres primeras ondas parciales dominan la dinámica con
|c0,0|2 = 0,2880, |c1,0|2 = 0,4516 y |c2,0|2 = 0,2097. Estos valores decrecen al
aumentar ∆trot, y para giros muy rápidos con ∆trot ≤ 0,08Tr la dinámica
está aún controlada por estas tres ondas parciales. De hecho, los estados ro-
tacionales incluidos en esta figura son insuficientes para describir el sistema
en el régimen 0,1Tr ≤ ∆trot ≤ 0,5Tr, y los correspondientes coeficientes no
suman la unidad. Para analizar en detalle este régimen en la Figura 8.17
se representan los |cJ,M |2 con J ≤ 4 y |M | ≤ 4 para ∆trot ≤ 0,5Tr, que
suponen el 90% de la población total. El comportamiento de los |cJ,M |2 con
J ≥ 3 es muy similar, su valor aumenta al incrementar ∆trot, y tras alcan-
zar un máximo se aproximan a cero, aunque en ocasiones presentan poste-
riormente un ligero incremento pero manteniendo valores muy bajos. Para
0,1Tr ≤ ∆trot ≤ 0,25Tr son muchos los niveles que contribuyen a la dinámi-
ca y todos cumplen que |cJ,M |2 ≤ 0,1. En particular para ∆trot = 0,15Tr,
tenemos que |c2,0|2 = 0,0549, |c2,±1|2 = 0,0429 y |c2,±2|2 = 0,0236, Nótese
que si se proyectase sobre otra base los resultados obtenidos seŕıan cualita-
tivamente similares a los aqúı discutidos.

La situación cambia notablemente cuando la función de onda inicial con-
siste en una mezcla de dos estados pendulares ΨF

1 + ΨF
2 . Tras una rotación

adiabática se obtiene el siguiente paquete de ondas (RΨF
1 )eiϕ1 +(RΨF

2 )eiϕ2 ,
donde cada estado pendular girado ha adquirido una fase caracteŕıstica. La
función de onda final se puede escribir como eiϕ1((RΨF

1 )+(RΨF
2 )ei(ϕ2−ϕ1)),

siendo ϕ1 y ϕ2−ϕ1 las fases global y relativa, respectivamente. Ambas depen-
den de la duración de la rotación ∆trot. En particular, la fase relativa hace
que las proyecciones de esta función de onda en una base arbitraria vaŕıen
al modificar ∆trot. Únicamente si se usase la base de los estados pendula-
res rotados {RψF

k }, se obtendŕıa un desarrollo en serie con los coeficientes
caracteŕısticos de un régimen adiabático y las fases seŕıan irrelevantes.

Para describir este fenómeno hemos tomado como estado inicial una
combinación de los dos primeros niveles pendulares (ψF

0,0 + ψF
1,0)/

√
2 y F =

10−5 u.a., i.e. los dos primeros estados pendulares con M = 0. Las Figuras
8.18 y 8.19 muestran los coeficientes |cJ,M |2 de su desarrollo en serie en
términos de los armónicos esféricos en función del tiempo de rotación para
∆trot ≤ 3Tr y ∆trot ≤ 0,5Tr, respectivamente. Nótese que ambas figuras
presentan un número diferente de ondas parciales. En particular, en la Figura
8.19 solo para algunos instantes de tiempo se muestra el 90% de la población
total. De hecho, seŕıan necesarios los coeficientes de todos los estados con
J ≤ 5 para alcanzar al menos el 90% de la población en cualquier instante
de tiempo. Si la rotación es instantánea tendŕıamos que |c0,0|2 = 0,5497,
|c1,0|2 = 0,3401, |c3,0|2 = 0,0701 y |c4,0|2 = 0,0339, y el resto de coeficientes
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Figura 8.17: Ampliación de la Figura 8.16 para ∆trot ≤ 0,5Tr. Se ha empleado el
código de colores y ĺıneas descrito en esa misma figura.
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son al menos un orden de magnitud inferiores. Inicialmente estos valores
disminuyen, y tras un giro rápido son muchos los niveles que contribuyen en
este sistema. Los |cJ,M |2 oscilan irregularmente al aumentar ∆trot. Aunque
los niveles con J = 4 tienen una contribución más o menos relevante para
0,1Tr ≤ ∆trot ≤ 0,2Tr, su peso disminuye y se aproxima a cero para giros más
lentos. El régimen adiabático está caracterizado por oscilaciones regulares de
los |cJ,M |2. La regularidad de las mismas sugiere una dependencia lineal de la
fase relativa con ∆trot. En la dinámica rotacional se alternan regiones donde
el peso de la onda s es superior al 50%, con otras donde son necesarias
muchas ondas parciales para describir el sistema y en particular |c0,0|2 ≤
0,05.

Este fenómeno se puede generalizar si el paquete de onda inicial consis-
te en una combinación lineal de N estados pendulares. Tras una rotación
adiabática del campo, cada una de las funciones de onda de los niveles pen-
dulares rotados va multiplicada por una fase. El sistema está caracterizado
por N − 1 fases relativas. La interferencia de éstas hace que los |cJ,M |2 no
presenten oscilaciones regulares al variar ∆trot. Como último ejemplo hemos
tomado un estado inicial formado por la siguiente combinación de los tres
primeros niveles pendulares conM = 0 (ψF

0,0+ψ
F
1,0+ψ

F
2,0)/

√
3. En las Figuras

8.20 y 8.21 se representan los coeficientes |cJ,M |2 de la proyección del paque-
te de onda final como función de ∆trot en los intervalos 0 ≤ ∆trot ≤ 3Tr y
0 ≤ ∆trot ≤ 0,5Tr, respectivamente. Para ∆trot = 0 se tiene |c0,0|2 = 0,7778,
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Figura 8.19: Ampliación de la Figura 8.18 para ∆trot ≤ 0,5Tr. Se ha empleado el
código de colores y ĺıneas descrito en la Figura 8.16.

|c1,0|2 = 0,1040, |c2,0|2 = 0,0685, |c4,0|2 = 0,029 y |c5,0|2 = 0,0168, el resto
de pesos son inferiores a 0,003. Tras una rotación rápida del campo, ver la
Figura 8.21, el sistema está caracterizado por una gran cantidad de esta-
dos cuyos coeficientes oscilan al aumentar ∆trot. Excepto para un rango de
valores de ∆trot muy pequeño son siempre los niveles con J = 0 los que
presentan una mayor contribución. En el ĺımite adiabático los |cJ,M |2 osci-
lan de forma irregular y presentan un fenómeno de pulsación debido a la
interferencia entre las frecuencias de las fases relativas. En la dinámica al
variar ∆trot se alternan dos tipos de reǵımenes, uno de ellos está dominado
por la onda s con un peso en ocasiones superior al 75%, y en el otro son
numerosas las ondas parciales necesarias para describir el sistema y todas
cumplen que |cJ,M |2 < 0,25.

8.3.2. Población rotacional tras el pulso

A continuación, nuestro interés se centra en investigar el régimen fi-
nal una vez el campo ha sido apagado y en especial la población transfe-
rida a estados con números cuánticos magnéticos no nulos. Para ello jun-
to a los coeficientes |cJ,M |2, se va a analizar la magnitud Ξ|M | = 2(1 +

δ|M |0)
−1
∑N−1

J=|M | |cJ,|M ||2, donde N es el número máximo de niveles rota-
cionales considerados. Nótese que en la definición de Ξ|M | se ha tenido en
cuenta que para el campo eléctrico considerado |cJ,M |2 = |cJ,−M |2. Este
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parámetro proporciona una estimación del peso de todos los niveles con dis-
tinto número cuántico rotacional pero el mismo número cuántico magnético.
Restringiendo nuestras investigaciones a tiempos de encendido y apagado
idénticos ∆ton = ∆toff , vamos a estudiar dos casos diferentes. Primero se
fija el tiempo de rotación y se vaŕıa el de encendido, y después la situación
contraria, fijando ∆ton y modificando ∆trot. Como estado inicial se toma
el nivel rotacional fundamental, i.e. la función de onda viene dada por el
armónico esférico Y0,0(θ, φ), y la intensidad máxima del campo se mantiene
fija a F = 10−5 u.a.

En primer lugar hemos considerado un encendido no adiabático del cam-
po con ∆ton = ∆toff = 3

2Tr, y se ha variado el tiempo de giro desde 1 ps
hasta 5Tr. En la Figura 8.22(a) y (b) se representan los |cJ,M |2, con J ≤ 2 y
M ≤ 2, y las sumas Ξ|M | en función del tiempo de rotación ∆trot, respecti-
vamente. En esta figura se aprecia como el giro es adiabático para tiempos
∆trot & Tr, tal y como ya se estableció en la subsección anterior. En este
régimen los coeficientes |cJ,M |2 efectúan oscilaciones regulares, con un pe-
queño fenómeno de pulsación. Esto es debido a que tras el encendido en
∆ton = 3

2Tr, el paquete pendular consta de 4 estados pendulares, ver Figu-
ra 8.13(c), siendo dominante la contribución de los 2 primeros, con pesos
|c0,0|2 = 0,4773, |c1,0|2 = 0,3620, |c2,0|2 = 0,0762 y |c3,0|2 = 0,0597. La
influencia del resto de niveles pendulares junto con el apagado del campo
tras la rotación del mismo, provocan que estas oscilaciones no sean per-
fectamente regulares, como en la subsección anterior. El ĺımite adiabático
está dominado por la contribución del estado rotacional fundamental, cuyo
peso vaŕıa entre 0,325 y 0,998. La siguiente contribución se debe a los niveles
(1,±1), con un valor máximo de |c1,±1|2 = 0,333. Por otro lado, tras una
rotación rápida ∆trot ≤ 0,5Tr, son muchas las ondas parciales que contri-
buyen a la dinámica, por sencillez en la figura no se han incluido las ondas
parciales con J ≥ 3. En particular si ∆trot = 0,1Tr, tenemos, entre otros va-
lores, que |c0,0|2 = 0,1329, |c1,0|2 = 0,2282, |c1,1|2 = 0,0176, |c2,0|2 = 0,0879,
|c2,1|2 = 0,0563, |c2,2|2 = 0,0427, |c3,0|2 = 0,0370. El análisis de las sumas
Ξ|M | proporciona conclusiones muy similares. Los Ξ|M | oscilan al aumentar
∆trot, y en el ĺımite adiabático su comportamiento es muy regular. En media
la contribución de los niveles con M = 0 es la más significativa con un valor
superior al 32,8% para cualquiera de las rotaciones analizadas. El peso de
todos los estados con |M | = 1 pueden superar el 66% del total. Por último
los niveles con |M | = 2 satisfacen que Ξ|M | ≤ 0,1 para ∆trot ≥ 0,4Tr.

Como segundo ejemplo se considera un giro adiabático con ∆trot = 3
2Tr

con tiempos de encendido y apagado en el intervalo ∆trot ≤ 5Tr. En las
Figuras 8.23(a) y (b) se presentan en función de ∆ton los coeficientes |cJ,M |2,
con J ≤ 2 y M ≤ 2, y las sumas Ξ|M |, con |M | ≤ 3, del paquete de
onda final, respectivamente. Estos resultados son cualitativamente similares
a los obtenidos para el encendido del campo a lo largo del eje ẑ que se
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Figura 8.22: (a) Coeficientes |cJ,M |2 y (b) sumas Ξ|M|, en el régimen en ausencia
de campo final, en función de la duración de la rotación del campo ∆trot, para los
tiempos de encendido y apagado ∆ton = ∆toff = 3

2Tr y para la intensidad de campo
máxima F = 10−5 u.a. Se ha empleado el código de colores y ĺıneas descrito en la
Figura 8.16.
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analizaron en la discusión de la Figura 8.4. Esto indica que si la rotación
es adiabática el proceso está dominado por el encendido y el apagado del
campo. Todos los coeficientes |cJ,M |2 muestran un comportamiento similar,
oscilan irregularmente para valores bajos ∆ton, y estas oscilaciones se hacen
regulares al ir aumentando ∆ton. En el ĺımite adiabático se aproxima |c0,0|2
a uno, y el resto a cero, recuperándose de este modo la función de onda
inicial. En media, la onda s presenta una mayor contribución, y tras ésta
los estados (1,±1). Si el encendido es muy rápido la dinámica rotacional
es muy rica y son muchas las ondas parciales necesarias para describir el
sistema. El parámetro Ξ|M | presenta un comportamiento análogo. El peso
de estados con M 6= 0 se atenúa conforme el encendido se hace más lento.
En particular, Ξ0 ≥ 0,9, Ξ|1| ≤ 0,1 y Ξ|2| ≤ 0,001 para ∆trot ≥ 3,7Tr. Sin
embargo, si el encendido se lleva a cabo en menos de un periodo rotacional se
pueden encontrar reǵımenes con contribuciones significativas de otros valores
de |M |. Por ejemplo para ∆trot = 0,3Tr, se tiene Ξ0 = 0,3320, Ξ|1| = 0,1281,
Ξ|2| = 0,4518 y Ξ|3| = 0,0202.

Analizamos ahora el efecto de una rotación rápida con ∆trot = 1
3Tr,

que como hemos visto anteriormente está dentro del régimen donde más
estados rotacionales eran necesarios para describir la dinámica tras el giro.
Los coeficientes |cJ,M |2 del desarrollo en serie y las sumas Ξ|M | se muestran
en función del tiempo de encendido para ∆ton ≤ 5Tr en las Figuras 8.24
(a) y (b), respectivamente. Esta situación contrasta con los resultados de
un giro adiabático, y en esta ocasión no se recupera la función de onda
inicial. Para encendidos rápidos, los pesos |cJ,M |2 oscilan irregularmente.
En el ĺımite adiabático |c0,0|2 y |c1,0|2 oscilan regularmente alrededor de los
valores promedio 0,58 y 0,29, respectivamente. La contribución de los estados
(1,±1) es inferior al 10% para ∆ton ≥ 2,5Tr. Si se considera la contribución
global de todos los estados con M = 0, se observa que dominan la dinámica
para encendidos más lentos de un periodo rotacional, y Ξ0 oscila de forma
irregular y se aproxima al 90% de la población total para ∆ton = 5Tr.
De nuevo para encendidos muy rápidos con ∆ton ≤ Tr, este parámetro
ilustra la riqueza de la dinámica rotacional, y el peso de todos los niveles
con |M | = 2 puede superar el 30%. En particular para ∆ton = 0,53Tr se
tiene que Ξ0 = 0,3188, Ξ|1| = 0,2285, Ξ|2| = 0,3588 y Ξ|3| = 0,0898.

Densidad de probabilidad

Por último cabe realizar un estudio de la evolución de la densidad de
probabilidad ρ(θ, φ, t) = |Ψ(θ, φ, t)|2 tras el pulso eléctrico. De forma análoga
a como se hizo en la sección anterior, se definen las densidades angulares en
la variable θ,

ρ̂(θ, t) =

∫ π

−π
ρ(θ, φ, t)dφ,
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Figura 8.23: (a) Coeficientes |cJ,M |2 y (b) sumas Ξ|M|,en el régimen en ausencia de
campo final, en función de la duración del encendido del campo ∆ton = ∆toff , para
una duración de la rotación del campo ∆trot = 3

2Tr y para la intensidad de campo
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y en la variable φ

ρ̃(φ, t) =

∫ π

0
sin θρ(θ, φ, t)dθ.

Las densidades de probabilidad angular son sin θρ̂(θ, t) y ρ̃(φ, t), en las va-
riables θ y φ, respectivamente.

Para ilustrar el efecto de la rotación del campo se considera uno de los
casos estudiados en la sección anterior, el encendido de Fz(t), en el eje ẑ, en
167ps. A continuación se rota el campo de forma no-adiabática y adiabática,
para posteriormente apagarlo en la dirección x̂ de nuevo en 167ps. Nótese,
que en el ejemplo mostrado en la Figura 8.8 la intensidad máxima era un
orden de magnitud superior que en los sistemas aqúı discutidos.

En primer lugar analizamos el efecto de una rotación rápida con ∆trot =
1
3Tr. La evolución temporal dentro de un periodo rotacional de las densida-
des de probabilidad sin θρ̂(θ, t) y ρ̃(φ, t), y de los valores esperados 〈cos θ〉
y 〈cosφ〉 se muestra en las Figuras 8.25(a), (b) y 8.26, respectivamente. La
dinámica rotacional se describe por medio de 10 niveles rotacionales con
pesos |c0,0|2 = 0,7989, |c1,0|2 = 0,0880, |c1,1|2 = 0,0075, |c2,0|2 = 0,0147
y |c2,1|2 = 0,0228, la contribución del resto de estados es inferior al 0,7%.
La función sin θρ̂(θ, t) exhibe efectos de localización concentrándose una vez
por periodo rotacional en cada uno de los hemisferios de la variable θ. La
mayor orientación alcanzada para este sistema es para t = tf + 0,27Tr con
〈cos θ〉 = 0,25 y t = tf + 0,70Tr con 〈cos θ〉 = −0,35, ambos se corresponden
con los máximos de la densidad de probabilidad sin θρ̂(θ, t). Estos resultados
son similares a los obtenidos para este sistema usando un pulso con una úni-
ca componente en el eje ẑ y F = 10−4 u.a., ver la Figura 8.8. Las diferentes
fases adquiridas hacen que la densidad angular esté desplazada temporal-
mente. La diferencia más notable entre ambos sistemas es la contribución de
estados con número cuántico magnético no nulo. Esto provoca que la con-
centración del paquete de ondas no sea tan pronunciada y sus lóbulos estén
más dispersos. La influencia de estos estados es más significativa en ρ̃(φ, t),
ver Figura 8.25(b), la simetŕıa con respecto a φ = 0 se debe a que el campo
en el eje x̂ actúa de la misma forma sobre estados con M y −M . En esta
gráfica se observa cómo esta densidad se aleja de las distribuciones uniformes
caracteŕısticas de los sistemas con un único número cuántico magnético M .
ρ̃(φ, t) no presenta efectos de localización, pero śı un patrón de máximos que
se distribuyen en todo el intervalo −π ≤ φ ≤ π, siendo los más pronunciados
los que aparecen en φ = 0 para t = tf + 0,12Tr y tf + 0,81Tr. La orientación
alcanzada en esta variable es muy débil, y 〈cosφ〉 oscila irregularmente al
aumentar t. Sus valores máximos son 〈cosφ〉 = −0,23 para t = tf + 0,57Tr y
〈cosφ〉 = 0,18 para t = tf +0,85Tr. Por último, en la Figura 8.25(c) se repre-
senta sin θρ(θ, φ, t) en el instante inicial del régimen post-pulso, i.e. t = tf . La
densidad angular está concentrada en el hemisferio inferior de la coordenada
θ, y débilmente en torno a φ ≃ 0. La orientación en este instante en estas
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dos variables es 〈cos θ〉 = 0,12 y 〈cosφ〉 = 0,077. Nótese, que la evolución
temporal destruirá completamente esta distribución de probabilidad.

A continuación tras encender el campo en el eje ẑ en 167ps, éste se
gira adiabáticamente en ∆trot = 3

2Tr. En las Figuras 8.27(a), (b) y 8.28
se representa las densidades de probabilidad sin θρ̂(θ, t), ρ̃(φ, t), y los valo-
res esperados 〈cos θ〉 y 〈cosφ〉, respectivamente, en función del tiempo en
el régimen post-pulso. El 99,25% de la población está concentrada en cinco
ondas parciales con las siguientes contribuciones principales |c0,0|2 = 0,6481,
|c1,1|2 = 0,1580 y |c2,2|2 = 0,0142. La densidad en la variable θ está siem-
pre localizada alrededor del valor θ = π/2, y en tres instantes temporales
sin θρ̂(θ, t) se hace máxima para θ ≈ π/2. El sistema no está orientado y
〈cos θ〉 ≈ 0 en todo el régimen post-pulso. Este resultado contrasta con el
comportamiento de la densidad en los ejemplos analizados en las Figuras 8.8
y 8.25(a). Por el contrario, ρ̃(φ, t) muestra efectos de localización en la coor-
denada φ. El paquete de ondas está concentrado alrededor de φ = ±π para
t = tf +0,064Tr y φ = 0 para t = tf +0,72Tr. Este comportamiento también
queda reflejado en la orientación alcanzada por la molécula a lo largo del eje
x̂, que llega a ser significativa. De hecho, 〈cosφ〉 oscila entre el valor mı́nimo
〈cosφ〉 = −0,69 para t = tf + 0,076Tr, cuando la orientación es antiparalela
al eje x̂, y el máximo 〈cosφ〉 = 0,6 para t = tf + 0,67Tr, cuando es paralela.
Finalmente, en la Figura 8.27(c) se representa sin θρ(θ, φ, t = tf). El paquete
de ondas está centrado en un lóbulo localizado en la parte negativa del eje
x̂, tomando su valor máximo cerca de θ ≃ π/2 y φ ≃ ±π. Los valores es-
perados son 〈cos θ〉 = −0,007 y 〈cosφ〉 = −0,56. Para instantes posteriores
con t > tf la densidad seguirá concentrada alrededor de θ = π/2, pero su
distribución en la coordenada φ será muy diferente tal y como se deduce de
la Figura 8.27(b).

8.4. Conclusiones

En este caṕıtulo se ha estudiado la dinámica rotacional de una molécula
heteronuclear diatómica en su estado electrónico fundamental con simetŕıa
X1Σ+, sometida a una combinación de campos eléctricos homogéneos y de-
pendientes del tiempo. Hemos asumido que a las intensidades máximas del
campo utilizadas no se produce mezcla entre niveles con distinto número
cuántico vibracional, aśı nuestro análisis se ha reducido a la banda vibra-
cional fundamental. Aunque se ha tomado como prototipo la molécula de
LiCs, los resultados obtenidos son válidos para otros d́ımeros polares.

Hemos comenzado considerando que el campo solo tiene una componente
en la la dirección ẑ del sistema de referencia del laboratorio. El pulso eléctri-
co consiste en un encendido exponencial, un régimen de intensidad constante
y un apagado del mismo con igual duración que el encendido. Como esta-
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Figura 8.25: Evolución de la densidad tras un pulso consistente en unos tiempos de
encendido y apagado ∆ton = ∆toff = 167ps, y un tiempo de rotación del campo
∆trot = 1

3Tr. (a) Densidad de probabilidad sin θρ̂(θ, t). (b) Densidad de probabi-
lidad ρ̃(φ, t). (c) Densidad de probabilidad ρ(θ, φ, t) en el instante inicial tras el
pulso, i.e. t = tf .
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Figura 8.26: Evolución de los valores esperados 〈cos θ〉 y 〈cosφ〉 tras un pulso con-
sistente en unos tiempos de encendido y apagado ∆ton = ∆toff = 167ps, y tiempos
de rotación del campo ∆trot = 1

3Tr.

do inicial siempre se toma el estado rovibracional fundamental en ausencia
campo, por lo que en cualquier instante temporal el paquete de ondas tiene
un número cuántico magnético nulo M = 0 bien definido. Nuestra atención
se ha centrado en la dinámica rotacional en los reǵımenes final e intermedio
que tienen intensidades del campo nula y constante, respectivamente. Para
llevar a cabo este análisis se ha hecho un desarrollo en serie del paquete de
ondas en términos de la base caracteŕıstica en cada uno de estos reǵıme-
nes. Aśı, junto a los efectos de orientación y localización que aparecen en la
dinámica rotacional final, hemos analizado el número de niveles necesarios
en estos desarrollos y su contribución espećıfica.

En el régimen post-pulso se demuestra que es posible predecir el número
de niveles excitados, puesto que depende de forma robusta de la duración
del encendido y apagado. Sin embargo, el peso relativo de cada estado os-
cila rápidamente al variar estos tiempos, por lo que es muy dif́ıcil ajustar
las caracteŕısticas del pulso para obtener una dinámica rotacional concre-
ta. Además, incluso en sistemas que involucran un número muy reducido
de ondas parciales, es posible hallar una gran variedad de fenómenos de lo-
calización y orientación. Para las intensidades máximas consideradas, si el
pulso eléctrico es instantáneo el sistema no interacciona prácticamente con
el campo y la función de onda inicial no varia. En el otro extremo, cuan-
do el encendido es muy lento y su duración es más grande que el periodo
rotacional molecular, el proceso resulta adiabático, y el paquete de ondas
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Figura 8.27: Evolución de la densidad tras un pulso consistente en unos tiempos de
encendido y apagado ∆ton = ∆toff = 167ps, y un tiempo de rotación del campo
∆trot = 3

2Tr. (a) Densidad de probabilidad sin θρ̂(θ, t). (b) Densidad de probabi-
lidad ρ̃(φ, t). (c) Densidad de probabilidad ρ(θ, φ, t) en el instante inicial tras el
pulso, i.e. t = tf .
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final coincide con el inicial. En la práctica, se obtiene un pulso adiabático
cuando sus tiempos de encendido y apagado son del orden de cinco veces el
periodo rotacional. Por último, cabe remarcar que los efectos de localización
y orientación son periódicos y debido al espaciado energético rotacional su
periodo es un submúltiplo del periodo rotacional molecular.

En el régimen con campo constante, el número de estados pendulares
excitados también depende de forma robusta del tiempo de encendido, mien-
tras que ahora su peso relativo vaŕıa de forma suave. Por lo tanto, fijadas las
caracteŕısticas del pulso es posible predecir tanto el número de niveles como
su contribución en el paquete de ondas final. Si el proceso es instantáneo
el sistema permanece inalterado y la correspondiente dinámica está descrita
por la descomposición de la función de onda inicial en la base de estados
pendulares. Al igual que en el caso anterior, si el encendido dura al me-
nos cinco veces el periodo rotacional el proceso es adiabático, y se obtiene
simplemente el estado pendular fundamental. Sin embargo, la dinámica pen-
dular no es periódica debido a la inconmensurabilidad de las diferencias de
enerǵıa entre los niveles.

A continuación, la molécula está sometida a una combinación de campos
eléctricos perpendiculares entre śı y dependientes del tiempo. El pulso con-
siste en un encendido del campo en la dirección ẑ, el giro del mismo hacia el
eje x̂ con intensidad constante, y por último la desconexión del mismo en x̂.
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La principal diferencia respecto al caso anterior es que, debido a la compo-
nente x del campo, aparecen en la dinámica contribuciones de estados con
M 6= 0.

En primer lugar, nuestro análisis se ha restringido a evaluar el efecto de
la rotación del campo. Tomando como paquete de ondas inicial una com-
binación de niveles pendulares, hemos estimado la contribución de estados
con número cuántico magnético no nulo en la dinámica. Su peso es solo sig-
nificativo si se realiza una rotación rápida del campo, i.e. del orden de la
décima parte del periodo rotacional molecular. Sin embargo, al efectuar un
giro adiabático del campo, la población se compone principalmente de esta-
dos con M ≤ 2, siendo la contribución dominante la de aquellos con M = 0.
Merece la pena destacar que la rotación se puede considerar adiabática cuan-
do su duración es del orden de un periodo rotacional, mucho menor que en
el caso del encendido y apagado.

Por último, hemos considerado el pulso completo, incluyendo el encen-
dido y el apagado del campo. Se ha mostrado que la contribución de niveles
con M ≥ 4 a la dinámica post-pulso es despreciable, incluso para rotaciones
rápidas. Si el encendido y apagado son adiabáticos, sólo el peso de estados
con M ≤ 2 es significativo si el giro cae dentro del régimen no adiabático.
En caso contrario, la mezcla de estados con distintos M es apreciable incluso
si el giro es adiabático. Su efecto en la orientación y localización del paquete
de ondas vaŕıa considerablemete con el tiempo de rotación, bien se suavizan
ligeramente o bien desaparecen. En este último caso la orientación a lo lar-
go de la dirección ẑ se transmite a la x̂, i.e. siguiendo un comportamiento
análogo al campo.

Una continuación natural de este trabajo es analizar el efecto del campo
eléctrico en otras bandas vibracionales. En especial, en la zona del espectro
más cercana al umbral de disociación donde los niveles están muy débilmen-
te ligados. En esta región, se espera que la influencia del campo provoque
un acoplamiento significativo entre los movimientos vibracional y rotacional,
apareciendo nuevos fenómenos f́ısicos que enriqueceŕıan las propiedades de
orientación e hibridación del momento angular presentadas en esta memoria.
Posteriormente, vamos a considerar d́ımeros polares que posean potenciales
electrónicos y momentos dipolares eléctricos diferentes. En particular, los
fenómenos no adiabáticos que aparecen en moléculas diatómicas, e.g., los
cruces evitados entre las curvas de enerǵıa potencial de dos estados electróni-
cos con la misma simetŕıa. Se quiere estudiar la dinámica rovibracional en
esa zona del espectro de estos sistemas en presencia de pulsos eléctricos. Se
investigará la posibilidad de transferir población rovibracional entre los dos
niveles electrónicos por medio del cruce evitado, y su manipulación con el
campo eléctrico adicional.
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theoretic measures for Morse and Pöschl-Teller potentials, Mol. Phys.
104 (2006), 613–622.



220 BIBLIOGRAFÍA
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formation of orthogonal polynomials, J. Comput. Appl. Math. (2007),
accepted.

[66] J.S. Dehesa, W. van Assche, & R.J. Yáñez, Position and momentum
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[110] R. González-Férez & P. Schmelcher, Rovibrational spectra of diatomic
molecules in strong electric fields: The adiabatic regime, Phys. Rev. A
69 (2004), 023402.

[111] , Electric-field-induced adiabaticity in the rovibrational motion
of heteronuclear diatomic molecules, Phys. Rev. A 71 (2005), 033416.

[112] , Rotation-vibration mixing of heteronuclear dimers in strong
electric fields, Europhys. Lett. 72 (2005), 555.
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[175] R. López-Ruiz, Shannon information, LMC complexity and Rényi en-
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nuas: polinomios correspondientes a α > 1, con n = 0, 1, 2
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(3, 1, 1) en términos de la dimensión D. . . . . . . . . . . . . 136

6.4. Cocientes Ξi, i = 1 (©), 2 (+), 3 (�), 4 (�), 5 (×) y 6 (△),
entre las cotas inferiores y la enerǵıa cinética para el átomo
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5 · 10−5 (b) y 10−5 (c) u.a. Las ĺıneas continuas corresponden
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descrito en la Figura 8.16. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204

8.24. Igual que la Figura 8.23 pero para una duración de la rotación
del campo ∆trot = 1

3Tr. Se ha empleado el código de colores
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